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Vorwort.

Zu Beginn des vorigen Jahrhunderts beobachteten SEEBECK und
BrewsTER die Eigenschaft der Glidser, bei Verspannungen optische
Doppelbrechung aufzuweisen. Um die Mitte des Jahrhunderts formu-
lierten NEUMANN und WERTHEIM die GesetzmaBigkeiten dieser Doppel-
brechung. Vor etwa 50 Jahren erkannte MEeSNAGER die Moglichkeit,
durch Messung dieser Doppelbrechung unbekannte technische Span-
nungszustinde zu bestimmen. Durch die Vertffentlichungen von Ho-
NIGSBERG (1907) und vor allem durch die zahlreichen Arbeiten von
CoOKER (seit 1910) wurde dann ein weiter Kreis von Ingenieuren auf das
Verfahren aufmerksam und eine Reihe von Spannungsfragen wurde
mit seiner Hilfe gelost.

Nach den zusammenfassenden Berichten von Hrymans (1921),
DEeranGHE (1927) und WAcHTLER (1928) erschien 1931 das erste um-
fassende, sowohl fiir den Physiker wie fiir den Ingenieur geschriebene
Werk von Coxer und Firon: ,,A treatise on photoelasticity mit
720 Seiten und einem Schrifttumsverzeichnis praktisch aller bis 1929
erschienenen Arbeiten, die etwas mit dem Verfahren zu tun haben.
Dieses Buch ist unentbehrlich fiir jeden, der die physikalischen Grund-
lagen des Verfahrens, seine Geschichte und die mit ihm bis 1929 be-
handelten Probleme liickenlos kennenlernen will.

Fiir den Ingenieur, der das Verfahren schnell praktisch anwenden
will, war naturgemil das Werk von CokEr und FiroN zu umfangreich
und zu teuer, aullerdem wurden gerade um diese Zeit neue Me3methoden
entwickelt; die Verlagsbuchhandlung Julius Springer entschloB sich
daher 1931, fiir den praktischen Gebrauch ein kiirzeres Buch iiber das
seit 1928 bei uns als ,,Spannungsoptik bezeichnete Verfahren heraus-
zubringen.

Durch eine Reihe von widrigen Umstidnden verzogerte sich die Fertig-
stellung. Inzwischen erschien das Béndchen von Forer und NEUBER:
., Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik‘‘ (1935), das iiber die Miinchner
Arbeiten berichtet, sowie das ausgezeichnete kleine Werk von Firox:
,»A manual of photoelasticity for engineers‘ (1936), das die Erfahrungen
des Londoner Laboratoriums kurz zusammenfassend darstellt, aulerdem
sei auf den Aufsatz zur Systematik der Spannungsoptik von Baup
(1938) besonders hingewiesen.

Die Fiille von spannungsoptischen Arbeiten, die inzwischen in fast
allen Kulturlindern durchgefiihrt wurden, lieB es wiinschenswert er-
scheinen, zusammenfassend und méglichst vollstindig iiber die bisher



v Vorwort.

entwickelten Versuchsmethoden und behandelten Probleme zu berichten.
Dem Anfianger werden damit die Moglichkeiten und Grenzen des Ver-
fahrens gezeigt, dem bereits Erfahrenen ergeben sich neue Anregungen.
Ein zeitlich und sachlich geordnetes Schrifttumsverzeichnis iiber die
Arbeiten seit 1930 kann dabei das néhere Studium von Einzelfragen
erleichtern.

Fiir den Konstrukteur, Statiker oder Maschineningenieur wurden
kurze einfiihrende Kapitel iiber die Theorie der ebenen elastischen Span-
nungszustande und iiber die optischen Grundlagen vorangestellt, dabei
wurden nur geringste mathematische Kenntnisse vorausgesetzt. Es folgen
dann die eigentlichen Kapitel iiber die Grundlagen, Auswertverfahren
und Versuchstechnik der Spannungsoptik mit einigen Farbenaufnahmen,
die insbesondere dem Neuling einen Begriff von den zu erwartenden
Erscheinungen geben sollen, schlieBlich wird eine kurze Ubersicht iiber
bereits behandelte Anwendungen gegeben.

Moge dieses Buch dazu beitragen, daBl das schoéne Verfahren bei In-
genieuren und Physikern, bei Lehrern und Praktikern, im Laboratorium
und im Konstruktionsbiiro weiter verbreitet wird. Seine schnelle und
bequeme Moglichkeit, auch in verwickelteren Fallen die gefihrlichen
Spannungen einer Konstruktion értlich festzustellen und in ihrer GroBe
abzuschitzen, die einfache Sichtbarmachung von Momentennullpunkten,
neutralen Schichten usw. rechtfertigen die Anwendung des Verfahrens
auch in Fillen, in denen nur angeniaherte Ubertragung seiner Ergebnisse
auf die wirkliche Konstruktion mdéglich ist.

Der Verfasser verdankt einer Reihe von Herren liebenswiirdige
Unterstiitzung bei dem Unternehmen. So sei hier gedankt Herrn Prof.
Dr.-Ing. W. PraceEr (Istanbul) fiir die urspriingliche Anregung zur
Herausgabe des Buches, Herrn Prof. J. P. pEN Harroc (Cambridge,
Mass.) dafiir, daB er eine Reihe von vorziiglichen Aufnahmen eigens fiir
dieses Buch herstellen lie8, Herrn Dr. R. V. BauD (Ziirich), Herrn Dr.-Ing.
H. L. SupPER (Colombes, Seine) und Herrn Z. Tuzr (Tokyo) dafiir, da8
sie Originalabziige einiger ihrer schénen Bilder zur Wiedergabe zur Ver-
fiigung stellten, sowie Herrn Dr. R. EERINGHAUS (in Firma Winkel-Zeiss,
Qottingen) fiir einige Bilder von spannungsoptischen Geréten.

SchlieBlich gebiihrt ganz besonderéer Dank der Verlagsbuchhandlung
Julius Springer fiir das entgegenkommende Verstindnis, das sie der
langen Verzogerung des Manuskriptes entgegenbrachte sowie fir die
gewohnte Sorgfalt, mit der sie auf die Bebilderungswiinsche des Ver-
fassers einging.

Aachen, im Juni 1939.
G. MESMER.
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I. Grundgleichungen der ebenen elastischen Zustiinde.
1. Ebene Kraftfelder.

Es gibt zwei Arten von zweidimensionalen Kraftfeldern. Der eine
Zustand liegt vor, wenn eine ebene Platte durch Rand- oder Massen-
krifte, die in ihrer Ebene wirken, belastet und wolbungsfrei in ihrer Ebene
verformt wird. Ist die Plattendicke klein gegeniiber den Ausdehnungen
in der Plattenebene, sind die Randkrifte gleichméBig iiber die Platten-
dicke verteilt und ist die Platte homogen, so darf
man annehmen, dafl die Platte in jedem Punkt der
Ebene gleichmiBig iiber ihre ganze Dicke beansprucht
wird, d. h., daB sich die Spannungen iiberall gleich-
méfig tber die Plattendicke verteilen. Auf den
Plattenoberflichen greifen keine Krifte an, also
wirken auch auf allen zur Plattenoberfliche parallelen
Ebenen keine Spannungen. Dieser so definierte
Zustand heillt ,,ebener Spannungszustand (Abb. 1). Abb. 1. Ebener

Der andere zweidimensionale Zustand tritt auf, Spannungszustand.
wenn in einem prismatischen Korper groferer Lange
in jedem Querschnitt, der senkrecht zur Erzeugenden steht der gleiche
Spannungszustand herrscht. Man stelle sich z. B. eine zylindrische
Walze vor, die lings einer Erzeugenden gleichmiBig
aufliegt und lings der gegeniiberliegenden Erzeugen-
den gleichmiBig belastet wird. Wenn man von den
Storungen an den Enden absieht, herrscht in jedem
Querschnitt derselbe Spannungszustand (Abb. 2).

Durch den Massenzusammenhang koénnen sich bei

dieser Belastung und Verformung alle Massenteilchen

nur in Ebenen bewegen, die senkrecht auf den Er- on 2. Eboner
zeugenden stehen. Der Zustand wird daher als ,,ebener  verzerrungszustana.
Verzerrungszustand‘‘ bezeichnet. In ihm bleibt jede

ebene Scheibe, die durch solche Ebenen aus dem Zylinder geschnitten
wird, auch wihrend der Verformung eine ebene Scheibe konstanter
Dicke. (Jede einzelne Scheibe verhilt sich wie eine Gelatinescheibe
zwischen parallelen glatten Glaswinden, wenn sie durch Randbelastung
verformt wird ‘und dabei reibungslos, aber stets in festem Kontakt an
den Glaswinden gleitet.)

Es wird sich zeigen, da8 die beiden angefiihrten Zustinde groBe
Ahnlichkeit miteinander haben, und daB beide denselben einfachen
Bedingungen gentigen miissen. :

Mesmer, Spannungsoptik. 1
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Die auf die ebenen Kraftfelder beziiglichen Ausfithrungen der drei
folgenden Abschnitte sind nun méglichst einfach formuliert worden;
es werden neben den einfachsten Tatsachen der Differentialrechnung
keinerlei Kenntnisse vorausgesetzt. Der in der Festigkeitslehre bereits
bewanderte Leser moge diese Abschnitte iiberspringen.

2. Der Verformungszustand.

Zur Veranschaulichung des folgenden diene der ebene Verzerrungs-
zustand in einem ausgedehnten Zylinder. Da in allen Ebenen senkrecht
zur Erzeugenden dasselbe vor sich geht, geniigt die Betrachtung einer
einzigen Ebene.

Zeichnet man in einer solchen Ebene kleine Figuren, z. B. Kreise
oder Rechtecke, so ist jede Figur der Vertreter (die Projektion) eines
Zylinders, der auf seiner ganzen Léange gleichartig beansprucht ist.
Wird der Koérper durch Krifte verformt, so verformen sich auch die
Figuren; die Kreise werden eiférmig, die Rechtecke zu schiefen oder
krummlinigen Vierecken. Sind die Verformungen klein (z. B. Dehnungen
unter 5%) und wahlt man sehr kleine Kreise oder Rechtecke, so werden
sie nach der Verformung etwa elliptisch oder etwa zu Parallelogrammen.
Dies wird um so genauer der Fall sein, je kleiner die Verformungen und
je kleiner die urspriinglich gezeichneten Figuren sind. Der in der Diffe-
rentialrechnung tibliche Ubergang zu ,,unendlich kleinen* GroBen fithrt
schlieBlich zu mathematisch exakten Ellipsen und Parallelogrammen
als Verformungsbild der urspriinglichen Kreise und Rechtecke. Gerade
Linien innerhalb dieser kleinen Figuren bleiben dann auch im verformten
Zustand gerade. Dieser Zustand liegt oft auch sehr genau bei gréBeren
Verformungen und bei Figuren endlicher Abmessungen vor, wenn sie
némlich mit all ihren Teilen als in einem gleichférmigen Verformungs-
zustand liegend betrachtet werden konnen, d.h. wenn sich der Ver-
formungszustand ihrer einzelnen Elemente innerhalb der Figur nur
vernachléssigbar wenig dndert. Ein gleichférmiger Verzerrungszustand
kann auch in einem groBeren Bereich streng vorliegen, z. B. beim reinen
Zugversuch an einem von ebenen parallelen Seitenflichen begrenzten
Korper.

Bei den elastischen Verformungen fester Korper handelt es sich
normalerweise nur um sehr kleine Verformungen, d.h. die durch die
Verformung entstehenden Figuren weichen nur sehr wenig von den
urspriinglichen Figuren ab. Um das Bild anschaulicher zu gestalten,
wurden jedoch in den folgenden Abbildungen stets sehr erhebliche Ver-
formungen gezeichnet, fiir die die angegebenen Néherungsformeln in
Wirklichkeit gar nicht mehr streng gelten wiirden.

Um im verformten Zustand die ,,Verzerrung an einem Punkte,
d. h. eines kleinen Elementes um diesen Punkt herum, zu beschreiben,
geniigt also die Angabe, wie sich die Figur verdndert hat; beispielsweise
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GroBen; sie erreichen im elastischen Bereich, z. B. bei Stahl, Werte bis
zu etwa 0,001, bei Leichtmetallen 0,003, bei Zelluloid etwa 0,004.

Zur naheren Untersuchung der einzelnen Kreisradien werde nun
ein rechtwinkliges Koordinatensystem so iiber die Ellipse gelegt, daB
der Koordinatennullpunkt im Mittelpunkt der Ellipse und die beiden
Koordinatenachsen in den Ellipsenhauptachsen I und II liegen. Die den
,,Hauptdehnungen ¢ und ¢, entsprechenden Achsen seien mit X und Y
bezeichnet. Die Kreisgleichung lautet dann X2+ Y2=1, fir jeden
Kreispunkt ist X =cos @ und Y =sin @ (Abb. 4b).

Die Lingeninderung eines Strahles in der Richtung @ gegen die
Hauptachse I (X-Achse) ist aus der Abbildung zu entnehmen:

Ein Strahl der urspriinglichen Lénge 1/ X2 Y2=1 hat nach der
Verformung die Linge 1-+4-&=7 X%(14¢)2+ Y2(1 +¢,)2. Wegen des
kleinen Betrages von & und &, gegen 1 gilt:

l4+en X2+ Y2+ 2X26 +2 Y26, = Y1+ 2 X%, + 2 V¢
~l+ X264 Y2e, =1+ g cos2® + g,sin2D.
Die Dehnung ¢ eines Strahles unter dem Winkel @ gegen die &-Achse
hat also den Wert:

(1) e=4¢cos?®@ +&,8in?PD =¢, + (g,—&;) sin2 D = el—;—eg + 3;—83 cos 2.

Die Drehung eines Strahles, der um den Winkel @ gegen die X-Achse
geneigt ist, errechnet sich dhnlich: Durch die Verformung dreht sich
ein Radius mit dem Endpunkt 4 (Koordinaten X, Y) um einen kleinen
Winkel, dessen Grofle im BogenmaB durch die Projektionen der kleinen
Dehnungsgrofen & X und ¢, Y auf die zum Radius senkrechte Gerade
A’ B'C' gegeben wird (Abb. 5). Es ist:

A'B'=Y gycos D
also C'B'=Xgsin®,
A'C'=—Y gycos D+ Xg,sin @
(e, wurde wie in Abb. 4 negativ gewidhlt, daher hier mit negativem
Vorzeichen eingesetzt.)
Der Winkel @ des Radius verkleinert sich also um einen kleinen Betrag

(2a) ap =L

=—¢g sin®@cosD + ¢, cos D sin @

:~£1;£25in2®.

(Fir &, >e¢, ist AD negativ fiir kleine positive @.) Die gréBte Drehung
erfahren somit die Strahlen, die um den Winkel @ = 4-45° gegen die
Hauptachsen geneigt sind. Thr Drehungsbetrag hat den Wert |A® |=

& — &

. Die Drehung verschwindet, wenn &, und &, gleich gro8 sind,

d.h. wenn infolge eines ,hydrostatischen Spannungszustandes® oder
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z. B. durch eine Wéarmedehnung des Kérpers eine nach allen Seiten
gleichférmige Dehnung oder Verkiirzung vorliegt.

Betrachtet man zwei Radien, die urspriinglich senkrecht aufeinander
standen, so ergibt sich deren gegenseitige Verdrehung aus dem Unter-
schied der beiden einzelnen Drehungen. Bildet der eine Strahl mit
der X-Achse den Winkel @, also der zu ihm senkrechte Strahl den
Winkel ¥ =@ + 909, so ist sin 2 ¥ =sin (2@ & 180%) = — sin 2 P, so daB
die gegenseitige Verdrehung der beiden Strahlen, d.h. die Anderung
des rechten Winkels zwischen ihnen den Wert annimmt:

(2b) AR=y=A4P—A¥V = ~£1;£2(sin2¢~sin2¥’) =—(g—&)sin 2@
=240.

(Da sich fiir ¢ > &, nach Gleichung (2a) ein Strahl mit dem kleinen
positiven Winkel @ riickwirts dreht [negatives A®], soll die entsprechende
Schiebungy auch alsnegativ bezeichnet werden.)
Von allen rechten Winkeln, deren Scheitel im
Mittelpunkt der Ellipse liegen, erfihrt der die
groBte Anderung, dessen beide Schenkel unter
+ 45° gegen das Hauptachsenkreuz geneigt
sind. Thre gegenseitige Verdrehung betragt

ARmax = Ymax — 24 Dyax = 4 (6, —&).

In den Hauptachsen selbst (@ =0° oder 90°) Abb. 5. Bewegung eines
andert sich der rechte Winkel nicht, und zwar’ Fndpunktes eines Strabls @.
sind die Hauptachsen das einzige senkrecht aufeinander stehende
Geradenpaar mit dieser Eigenschaft.

In Richtung der Ellipsenhauptachsen erfolgen also die gréften und
kleinsten Dehnungen, in den unter 45° dagegen geneigten Richtungen die
groBten Schiebungen. Als MaB der ,,Schiebung in einer Richtung®
gilt hierbei die Anderung eines rechten Winkels, dessen Schenkel parallel
und senkrecht zu dieser Richtung sind.

Schiebungsfrei sind die Zusténde allseitig gleichférmiger Ausdehnung
oder Verkiirzung, dehnungsfrei ist nur der vollig verformungsfreie
Zustand. Die Beziehungen der Dehnungen und Drehungen der Radien
zum Winkel @ kann man noch dahin zusammenfassen, dal man in einem
Diagramm zu jeder Dehnung ¢ die zum gleichen Winkel gehorige Drehung
A D des Radius (bzw. die halbe Schiebung y/2) aufzeichnet. Es ist
[vgl. Gleichung (1) und (2b)]:

& ¢ &—E& E4—8s .
1272 -1 2 0052Q; r L 2 5in2@.

2 2 2 2

Durch Elimination von @ folgt hieraus:

e e (1) (5%
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Dies ist die Gleichung eines Kreises, wie er in Abb. 6 dargestellt ist,
diese Darstellung des Verzerrungszustandes wurde erstmalig von Momnr!
angegeben. Fir jeden Punkt des Kreises gilt:
Y2 _ —(e;—&)sinPcosP _ —sin2d
. i—g_az 81;82 (1—2 sin? @) cos2 @
also muB man jedem Punkt des MomRschen Kreises einen Wert @
zuordnen, wie es in Abb. 6 geschehen ist. Einer Richtung @ der Wirk-
lichkeit entspricht demnach in der Figur ein
(42 g--u° Kreispunkt mit dem Radiuswinkel —2®; der
hochste und tiefste Punkt des Kreises mit dem
Radiuswinkel + 90° (y = yp.y) entspricht der
groBten Verschiebung unter @ =3 45° usw.
Der ganze Kreis der Figur (360°) entspricht
einer Verdnderung des Wertes @ von 0 bis 180°
Abb. 6. MoHRscher bzw. 180 bis 360°. Zwei einfache Beispiele
Verzerrungskreis. mogen diese Darstellung veranschaulichen:

=—tg20,

S

Beim schiebungsfreien Zustand schrumpft der Kreis zu einem Punkt
auf der Achse zusammen (Abb. 7). Einer allseitigen Dehnung ent-
sprechen positive, einer allseitigen Verkiirzung negative Werte von e.

Das zweite Beispiel ist der Zustand reinen
Schubes (reiner Schiebung). Dieser Zustand liegt
vor, wenn bei der Verformung ein urspriinglich
rechtwinkliges Koordinatennetz ohne Léngen-

. dnderung der beiden Achsen nur in sich ,,verscho-
Abbj.el’\:‘imchervﬁmr. ben‘ wird. Die Achsen dieses Netzes seien mit «
rungskreis bei allseitiger und v bezeichnet, der Betrag der Schiebung,
gleichmifiger | Dehnung, g '}, die Anderung des rechten Winkels zwischen

der 4- und der v-Achse mit y (Abb. 8). Zunéichst
miissen die Hauptachsen dieses Zustandes festgestellt werden. Ein ein-
gezeichnetes Quadrat, dessen Seiten parallel zur u- und v-Achse sind,
verzerrt sich wegen der unverdnderlichen Léngen zu einem Rhombus.
Die Diagonalen eines Rhombus stehen senkrecht aufeinander, d. h. die
Diagonalen des Quadrates verdrehen sich bei der Verformung nicht
gegeneinander. Wegen der soeben besprochenen Eigenschaften der
Drehung stellen sie also die Richtungen der Hauptachsen dar, die wieder
mit X und Y bezeichnet werden sollen. Man sieht auBlerdem sofort,
daB ein in das Quadrat eingezeichneter Kreis sich bei einer kleinen
Schiebung zu einer Ellipse verformt, deren Hauptachsen um -+ 45° gegen
die u-Achse geneigt sind. Die unter + 45° gegen die X- und Y-Achsen

1 Mo=R, O.: Uber die Darstellung des Spannungszustandes und des Deformations-
zustandes eines Kérperelementes und iiber die Anwendung derselben in der Festig-
keitslebre. Ziv.-Ing. (1882,) S.113.
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geneigten Geraden (d. h. also die u- und v-Achse) haben demnach von
allen senkrecht aufeinanderstehenden Geradenpaaren den grofiten gegen-
seitigen Verdrehungsbetrag erfahren. Das Bild des Verzerrungszustandes

im % — ¢— Diagramm ist demnach ein Kreis zwischen den Linien 22} = —I—%
und % = —-% (Abb. 9). Die zur groften gegenseitigen Schiebung ge-
hérenden Dehnungen (in %- und »-Richtung)
verschwinden, der Kreis hat den Nullpunkt d\ 7%
des Koordinatensystems zum Mittelpunkt. Die 7 b 2
grofiten auftretenden Léangendnderungen (in

der X- und Y-Achse) haben die Betrige .. X ¢
81=+%, e2=—%, diese Werte kann man

auch unmittelbar aus Abb. 8 ableiten. Der
Zustand des reinen Schubes ist also gleich- N
bedeutend mit dem Zustand, der bei einer A(‘l’gtgé - ?'Zrzgl‘ggsgggiug;ﬂ'
Dehnung und gleichzeitigen Querkiirzung

um den gleichen Betrag erreicht wird. Der £
Inhalt eines Elementes bleibt dabei erhalten, Achse
die ,,mittlere Dehnung“ verschwindet, es ist
& + & LN
1 3 2 0

7 o U

¥Achse. HAchse

Im folgenden sei noch einmal auf eine
andere Darstellung der Dehnungen und
Schiebungen in einem allgemeinen Koordi- v-Achse
natenSyStem Y eingegangen' Abb. 9. MoHRscher Verzerrungs-

Die allgemeine Verschiebung beruhe darin, " kreis bei reiner Schiobung.
daB ein Punkt x, y, der Ebene in z-Richtung
um den Betrag u, in y-Richtung um den Betrag v verschoben wird,
da er also nach der Verformung an der Stelle z+u, y+v liegt.
Ist v und v fir alle Punkte x, y konstant, so ist die ganze Ebene
ohne innere Verformung als fester Korper verschoben. Die eigent-
liche Verformung beruht also auf der Anderung der Werte » und v
von Ort zu Ort. Eine urspriinglich der x-Achse parallele Strecke der
Lange I, deren linkes Ende bei x =, liegt, dndert ihre Linge um den
Unterschied A« der Verschiebungen % ihrer Enden. Die ,bezogene

. Y| A4 4 )
Verlangerung ¢ = 7% = m = TZ geht fiir sehr kleine Werte I = Ax

.. . 0 . .
tber in den Grenzwert % Nimmt man an, daf} die gesamte betrachtete

Linge in einem Bereich gleichartiger Verformung liegt, so gilt dieser
Grenzwert streng auch fir endliche Abmessungen von I. Der Einfach-
heit halber sei gesetzt !=,,1“ (z. B. 1 cm, 1 mm oder 1u). Es ent-
steht dann das Bild der Abb. 10, aus der man wegen der hier wie
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bisher iiberall vorausgesetzten geringen Grofle der Verschiebungen un-
mittelbar abliest:
ou ov o ov

(453‘) &= 3% &y —53; ey, :ﬁ FYN
% und v konnen im allgemeinen ziemlich willkiirlich vorgegeben werden ;

in Grenzen, die durch die Verformbarkeit des Werkstoffes gegeben sind,

sind also auch Z—Z, 2—“ und die Ableitungen von v von Ort zu Ort

willkiirlich verdnderliche GréBen.

Aus den bisherigen Betrachtungen folgten die Zusammenhinge der
Verformungen ,,in einem Punkt‘, d. h. in einem Bereich iiberall gleicher
Verformung, wie bereits dargestellt wurde
(Morgscher Kreis). Andert sich jedoch die
Verformung von Ort zu Ort, so sind auch

. o [ 02 0
endliche Werte <£u—> % =25 usw.
z \ox

T o2 oz
in jedem Punkt vorhanden. Aus dem Auf-
bauvone,, ¢, und y,, [Gleichung (4a)] folgt

nun durch Differentiation

%y _ Pu + v
Abb. 10._ Verschiebungen der 4b 0xoy 0z 0y? ox2oYy
Eckpunkte eines Quadrates. ( ) - % ¢, ﬁey
T oyl dx? °

Die Dehnungen ¢ und Schiebungen y in den verschiedenen Punkten z, y
eines Feldes miissen dieser inneren Zusammenhangsbedingung immer
geniigen; die Gleichung sagt nur aus, daB die Verformungen stetig, also
ohne Risse und Spriinge im Feld verteilt sein sollen. (Die Gleichung
ist sozusagen nichts als die mathematische Formulierung der Bedingung,
daB im verformten Feld die gewchnlichen geometrischen Zusammen-
hénge der euklidischen Geometrie gelten sollen.) Die Bedeutung dieser
Formel wird spiter deutlich werden.

Im Verzerrungszustand beim gleichférmigen Druckversuch 18t sich
nun noch eine wichtige Beziehung zwischen den beiden Hauptdehnungen
feststellen.

Beim einfachen Druckversuch sind die Richtungen der Hauptachsen
der Verformungsellipsen aus Symmetriegriinden von vornherein klar,
die Hauptachsen des Verzerrungszustandes weisen in Richtung des
gleichférmigen Druckes und senkrecht dazu. Im Korper sei ein Quadrat
festgelegt, dessen Seitenlinge gleich der Einheit ist, und dessen Seiten
parallel zu den Hauptrichtungen sind. Nun werde der Kérper von
oben und unten elastisch um einen bestimmten Betrag zusammen-
gepreft, so daB sich alle zur Druckrichtung parallelen Strecken um
den gleichen Betrag verkiirzen. Die senkrechten Quadratseiten mégen
dabei ihre Linge um den gegen ,,1¢ sehr kleinen Betrag ¢, verringern.
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Das Ausweichen des Stoffes nach vorn und hinten sei wie in Abb. 2
(ebener Verzerrungszustand) verhindert.

Ein Druckkérper aus vollig kompressiblem Stoff, wie z. B. porésem
Gummischwamm (von den technischen Korpern verhilt sich Beton
etwa dhnlich) wiirde hierbei, ohne sich zu verbreitern, an Volumen
abnehmen und dann eine entsprechend hohere Dichte aufweisen. Bei
einem solchen Stoff wiire also ¢, =0. Ein Kérper aus volumenbestindigem
Stoff miifte sich dagegen zum Ausgleich gegen die erfolgte Zusammen-
pressung um den zusammengepreBten Betrag seitlich ausdehnen. Ein
Ausweichen des Stoffes nach vorn und hinten soll verhindert sein, das
Quadrat wiirde sich im Fall der Volumenbestindigkeit also um einen
Betrag &, verbreitern, der der Gleichung geniigt: (1+¢)-(1+¢&)=1.
Wegen der geringen Gréfie von ¢ und damit von g, gilt:

I4+e) 14e)a~l+e+e,.
Die Bedingung der Volumenbestindigkeit erfordert demnach e,=—¢,.
Die wirklichen Stoffe liegen zwischen diesen beiden Grenzfillen. Im
ebenen Verzerrungszustand stellt sich bei einer Zusammenpressung um
den Betrag g, gleichzeitig eine Verbreiterung ¢, ein, die einem gewissen
Bruchteil von ¢ gleich ist: Es ist
€ =—40%,

dabei muB ¢ eine Zahl zwischen 0 und 1 sein.

Man erkennt jetzt den wesentlichen Unterschied zwischen den beiden
ebenen Zustéinden: C

Im ebenen Spannungszustand, also in der dinnen Platte mit un-
belasteter Oberfliche, hat der Stoff bei Verformungen die freie Moglich-
keit, nach vorn, hinten und beiden Seiten auszuweichen. Die zur er-
zwungenen Verkiirzung &, gehérende Verbreiterung ¢, in der Plattenebene
ist erheblich geringer als beim ebenen Verzerrungszustand. Es ist in
diesem Falle:

g =—ug.
u, die ,,Porsson-Zahl“, ,,Querdehnungszahl“ oder kurz ,,Querzahl® liegt
zwischen 0 und 0,5. Bei den meisten festen, elastischen Stoffen liegt
sie in der Nihe von 0,3 (in der Technik wird oft der Wert m =1/u an-
gegeben, der in der Néhe von 3 liegt). Der Zusammenhang zwischen u
und ¢ ergibt sich aus folgender Betrachtung:

Durch senkrechte Druckbelastung eines Einheitswiirfels, dessen Aus-
dehnung zunichst nach allen Seiten unbehindert ist, moge dieser um
den Betrag h verkiirzt werden. Er dehnt sich dabei sowohl nach vorne
und hinten als auch seitlich um den Betrag u -k aus. Wenn nunmehr
die Ausdehnung nach vorn und hinten durch Aufbringen einer in dieser
Richtung wirkenden entsprechenden Last wieder riickgéngig gemacht
wird, so ist der Endzustand ebenso, als wenn von vornherein das
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Ausweichen verhindert worden wire. In diesem Endzustand ist nun in-
folge der zusatzlichen Zusammenpressung um den Betrag uh der Wiirfel
noch zusétzlich senkrecht und seitlich um den Betrag u - uh ausgedehnt
worden, so dafl er insgesamt in senkrechter Richtung um den Betrag
b —p2h =h (1 —p?) verkiirzt, seitlich um den Betrag uh +u2h =uh(1 +p)
verbreitert ist. Bei verhinderter Bewegung nach vorn und hinten ent-
spricht also einer durch duflere Kréfte erzwungenen senkrechten Kiirzung
& =—h (1l —p?) eine seitliche Verbreiterung um &,= —+uh (1 +u). Dem-
nach gilt:

s+ p) @
j— :fglfl_—/[:—SLQ'
N0 Es ist also:
Iz q
6 9=7_4 HE=TTrg

In Abb. 11 ist der Zusammenhang
zwischen ¢ und p graphisch dargestellt,
) zu jedem Werkstoff gehort ein  be-
71 Verzerrung .

Abb. 11. Querdehnungszahl bei ebenem stimmter Punkt der Kurve.
Spannungs- und Verzerrungszustand. Im Falle des ebenen Spannungs-
zustandes ist der Verformungszustand
dreidimensional, also muB zu seiner vollstindigen Beschreibung das aus
einer Elementarkugel entstehende Ellipsoid untersucht werden, dessen

eine Hauptachse mit der Plattennormalen zusammenfallt.

‘AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB im vorliegenden Abschnitt
zunichst allgemein von Verformungen gesprochen wurde, ohne daf die
Besonderheiten der elastischen Verformung dabei wesentlich waren.
Lediglich die GroBe der Verformung sollte gering bleiben. Die wichtigste
Gleichung (4b) gilt also unabhingig davon, ob der betrachtete Korper
aus elastischem (Stahl, Glas) oder plastischem Werkstoff (etwa Blei)

besteht.

i (ebener
Spannungszustal

Y
S
[
=
S

3. Der Spannungszustand.

Die Ausfithrungen dieses Abschnitts bleiben zur Erzielung gréferer
Rinfachheit und Ubersichtlichkeit auf ebene Spanm'mgszustiinde be-
schriinkt, also auf Zusténde in ebenen Platten verhiltnismiBig geringer
Dicke mit unbelasteten Oberflichen.

Zur Definition der Spannungen ist das ,,Schnittprinzip* notwendig,
d. h. man stellt sich durch irgendwelche Flichen ein Element des Korpers
herausgeschnitten vor und untersucht, welche Krifte in den nunmehr
zur Oberfliche des Korpers gewordenen Flichen angebracht werden
miissen, um im ganzen ibrigen Korper den alten Zustand (vor dem
Schnitt) aufrechtzuerhalten. Offenbar missen genau diese Krifte
auch umgekehrt auf das Element wirken, wenn das Element wieder an

seinen Platz gesetzt wird.
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Alle insgesamt an dem Element angreifenden Krifte und Momente
miissen im Gleichgewicht stehen, da sich das Element sonst bewegen
oder drehen wiirde.

Um den Spannungszustand ,,in einem Punkt®, d.h. in einem un-
endlich kleinen Element um den Punkt herum zu untersuchen, betrachtet
man wie in Abschnitt 2 einen Bereich endlicher Abmessung, der aber
noch klein genug ist, um mit all seinen
Teilen in einem praktisch gleichférmigen
Spannungszustand zu liegen.

Als Einheit fiir die Spannungen
dient die je Schnittflicheneinheit wirk-
same Kraft (z. B. kg/mm?). Dieser Wert
ist wohldefiniert, wenn die Spannung
in jedem Element der betrachteten . 4
Wlache gloich groB ist, d. h. wenn die  Abml Zine ciner Knit i i
Fliche innerhalb eines Bereiches mijt
praktisch gleichformigem Spannungszustand liegt. Zur Darstellung der
Spannung kann in den Abbildungen ein Vektor dienen, dessen Rich-
tung der Richtung der auf die Fliche wirkenden Kraft entspricht und
dessen Lénge proportional zur Spannung

i§t_ (Abb.nl2). Gibt man dem qufxdra- I(Zy/ Druch)
tischen Flichenelement dieKantenlingen —— ) t )
,, 1%, so entspricht dieser Spannungs- l -I-m
vektor S gerade der Resultierenden der 4 /i
in diesem Element wirkenden Krdfte. e

Da die betrachtete Schnittfliche in /
Wirklichkeit von beiden Seiten her be- -—-J

. . Abb. 13. Zweiseitigkeit des

ansprucht wird, mufl man sich das voll- Spannungszustandes.

stindige Gleichgewichtsbild in einem

Schnitt immer noch nach der anderen Seite erginzt denken, wie
etwa in Abb. 13 angedeutet wurde. Spannungen haben eben keinen
Vektorcharakter, sondern sind ,,Tensoren‘, d.h. sie sind nicht wie
Stromungen nach einer Seite hin gerichtet, sondern entsprechen einem
System aus je zwei entgegengesetzt gerichteten, gleichen Kriften.
Wihrend der Stromungsvektor z. B. ,,nach rechts‘ oder ,nach links
weist, driickt der Spannungstensor das Flichenelement ,,zusammen‘‘
oder ,,auseinander’. Der gezeichnete Vektor stellt also immer nur die
eine von den vorhandenen zwei Seiten des Spannungszustandes dar.
Zerlegt man ihn wie in Abb. 12 in seine Komponenten N und 7', die
normal und tangential zum Flichenelement stehen, so stellt die Léinge
von N die auf dem Element wirksame Normalspannung ¢ (Zug oder
Druck), die Lange von T die Tangentialspannung 7 (Schub) dar. 7 ist
dann noch einmal innerhalb der Fliche in die Komponenten 7, und 7,
zerlegbar, d.h. in die Schubspannungen parallel zur - und v-Achse.
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Im Fall des ebenen Spannungszustandes liegen alle Kréifte in der
Plattenebene. In Flichenelementen, deren Normale in der Platten-
ebene liegt, d. h. Elementen, die die Plattennormale enthalten (Abb. 14),
treten Normalspannungen oder Schubspannungen auf, die parallel zur
Plattenoberfliche wirken. Zunichst seien nur diese Flichenelemente
untersucht.

Zur vollstindigen Beschreibung des ebenen Spannungszustandes in
einem Punkt ist notwendig, dal man von jedem solchen durch den
Punkt gelegten Flichenelement die in ihm wirk-
samen Grofen o und 7 angeben kann. Es ist
also ein ganzes Biischel von Ebenen zu unter-
suchen, die alle durch den Punkt gehen, d. h. die

_ oo alle die Plattennormale durch den Punkt als
-t \: Biischelachse enthalten. '

Die Dicke der Platte sei d, auf der Ebene

sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y

' 7 festgelegt. Jede Strecke der Lénge [/ in der
Platigfi= 1 ———=~ zy-Ebene ist also der Vertreter einer Fliche mit

noral dem Flicheninhalt ld. Ist o die in einer Fliche
wirksame Normalspannung, so wird auf der

1 Fliche der GroBe Id die Normalkraft ¢ ld iiber-
‘_.._——% tragen. Die Darstellung dieser Krifte in den

Abbildungen erfolgt durch Vektoren, die an der
Stelle der Kraftresultierenden, also der Flidchen-
% mitte, angreifen. Nach dem Schnittprinzip sei

nun aus der Platte ein kleines quadratisches
Prisma herausgenommen. Die Kanten seien
Abb'};lltﬁéﬁ’;ﬁ?rﬁénfﬁenen parallel zur 2- und zur y-Achse, und das Quadrat
Plattennormale enthalten. oo g5 klein, daB alle seine Teile im gleichen
Spannungszustand liegen. Gibt man der Einfachheit halber den Quadrat-
seiten den Wert ,,1%, und denkt man sich aus der Gesamtplatte eine
diinne Scheibe der Dicke ,,1° losgelost und allein betrachtet, so ent-
sprechen an dem herausgeschnittenen Wiirfel wieder die Spannungen
unmittelbar den in den Schnittflichen wirksamen Kréften. Diese Krifte
kénnen in ihre Normal- und Tangentialkomponenten zerlegt werden,
die Komponenten seien wie in Abb. 15 bezeichnet. o, ist also in der
zur y-Achse parallelen Ebene wirksam und umgekehrt, der Kraftvektor
von' o, ist parallel zur xz-Achse gerichtet. Aus Gleichgewichtsgriinden
folgt sofort, daB die beiden Schubspannungen 7,, und 7,, dem Betrage
nach gleich sein miissen, andernfalls miiite sich unter der Wirkung des
resultierenden Momentes das Element drehen. Der Wert von 7,, soll
positiv sein, wenn 7, wie in Abb. 15 gezeichnet, am Element angreift,
wenn also die Schubspannungen eine Verlingerung im Sinne der nach
rechts oben gerichteten Diagonalen hervorbringen (Abb. 16). Die Schub-
kraft greift dann auf der positiven Seite der Fliche x = const, d. h. der
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Fliche, auf der ¢, wirksam ist, in positivem Sinne, d.h. in. Richtung
steigender y-Werte an, ebenso wirkt dann 7,, auf der positiven Seite

der TFliche y=const in Richtung positiv P
steigender . [Trotzdem wird 7,, hier als 1?
negativ bezeichnet (s. u.),esistalsor,, =—1,,.] T,z

Mit den Werten ¢,,0, und 7,, ist nun die .
Spannung in jeder Ebene gegeben, deren Nor- ‘0'1'__‘ i
male um den Winkel ¢ gegen die x-Achse geneigt oy %
ist (Abb. 17a). Zu ihrer Bestimmung wird ein - —
rechtwinklig-dreieckiges Element herausgeschnit- yTl;

ten, dessen Katheten parallel zur z- und y-

Abb. 15. Bezeichnung der

Achse sind, und dessen Hypotenuse von der Spannungenineinem Element.

Linge ,,1“ den Winkel ¢ gegen die y-Achse

bildet (Abb. 17b).. Das gezeichnete Dreieck stellt also ein Prisma
dar, dessen seitliche Flichen die Groflen 11, 1 -sing und 1 - cosp haben.

Damit das Gleichgewicht auf-
rechterhalten wird, muBl nun in
der durch die Hypotenuse dar-

A
gestellten Fliche eine Kraft K = @c‘b‘\“ - Tzy
angebracht werden, deren - -
und y-Komponente K, und K, b T ) z
. . 16. Positiver und negativer Schub.
aus folgenden Gleichungen be- y
stimmt wird:
K,=o0,co8¢ + 1,,s8ing R
K,=o0,sing 4+ 1,,c08¢. (00 sy |
6,,0,und 1,, sind positiv ange- o
nommen. Man iiberzeugt sich in by %Sy
Abb. 17a auBerdem leicht, daB
auch dasMomentengleichgewicht _ Tzgsm r[:r—sin . *
erfiillt ist, wenn K in der Mitte Abb. 17a. Abb.y” b.
der Hypotenuse angreift. Der Abb.17au.b. a Nelgung einer Fliche. b Gleich-

Vektor K wird in seine Kom-

gewicht an einem rechtwinklig-dreieckigen Element.

ponenten ¢, und 7, zerlegt, die senkrecht und parallel zur Fliche wirk-

sam sind. Es ist:
o,= Kycosp + K, sing

J— 2 i i 1
=0, c08*Q + T, singp cos ¢ 4 0, sin? 17, sin @ cos

7,=—K,sing 4+ K, cos¢p

14

= 0, 8In @ COS Y + T, cos? ¢ — 0, sin @ oS @ — Ty, sin’p

oz +oy ax— oy
=g + B (OOS2

» <p——sin2¢p) + 7,,8n2¢

(6a) =T H’y + 22 o8 2¢ 4+ 1,,8in2¢

Op—Cy .
Tp=— "5 'sin2¢ 4 7,,cos 2 ¢.
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Aus dieser Gleichung folgt auch, wie schon oben bemerkt,
0g—0
'Z'yx:'rgoo :—iéi'o—fxy‘ 1 :—*‘Txy.
Hierbei sei iibrigens gleich festgestellt, daf fiir alle ¢ folgende Gleichung
erfiillt ist:
a¢+o¢,+90;:ox+ay.
Die Summe zweier aufeinander senkrecht stehender Normalspannungen
ist also eine von der Richtung unabhfingige, dem untersuchten Punkt
elgentumhche Konstante, d.h. eine ,Invariante’“ des Spannungs-
zustandes in dem betreffenden Punkt.

By Durch Elimination von ¢ wie in Gleichung
T N (3) (S. 5) kann der Zusammenhang von
§ rrra/ g g % und 7, in der Form dargestellt werden:

. - 1

R % (1) <a¢— ““‘Jr"”) = (M) +12,.
N Oz

Diese Darstellung stammt ebenfalls von Mongr

Abb. 18. MoHRscher (vgl. 8. 6). Die Gleichung stellt in der o,-7,-

Spannungskreis. @y

Ebene einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt im

Abstan daﬁ_aﬂ vom Nullpunkt auf der o-Achse liegt, und dessen

Radius r gleich V —}— 72, ist (Abb. 18).

Man nennt den groBten und den kleinsten auftretenden Wert von o,
e ,,Hauptspannungen“ und bezeichnet sie mit ¢; und o,. (Es ist

0y 5= G“”'HI” + 1, also ¢, +0,=0,+0,). Die groBte auftretende Schub-

spannung ( max ) hat den Betrag 7. Den beiden Punkten des Kreises,
die die Werte 7,=0 und o, =0, oder o, darstellen, entsprechen zwei
Ebenen, die um 900 gegenelnander geneigt sind, und deren Projektionen
als die ,,Hauptachsen des Spannungszustandes” bezeichnet werden.
Thre N eigungen @1, 5 gegen die z-Achse errechnen sich nach der Formel:

Ty, = G“;dy sin 2 P12 + T,y COS2¢ 0 =0.
Daraus folgt:
Ty 21,
(8) bg 2y = o = o
2
Wegen tg 2@ =tg(2 ¢ +180°) =tg 2 (p+90°) enthélt die Formel beide
Hauptachsen.

Die Darstellung gewinnt an Einfachheit, wenn man, wie in Abschnitt 2
[Gleichung (1) und (2), S.4] das Koordinatenkreuz von vornherein so
festlegt, daB die Koordinatenachsen (X, ¥ wie in Abschnitt 2) parallel
zu den Hauptachsen des Spannungszustandes sind. Dann ist 7y y = 0,
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wihrend oy und oy die Werte ¢, und ¢, der Hauptspannungen darstellen.
Die Kreisgleichung lautet dann:

2 g, \2
(7b) (00— 2F2) + 2 = (232)" = thas.
Die Gleichungen fiir 6, und 74 nehmen die Gestalt an:

O O, 0,—0C
a¢=~L_;J+ 15—t cos 20

(6b) -
Te = — 01—20'3 sin 2.

Hier ist also @ der Winkel, den die Norrﬁale der betrachteten Fliche
gegen die Normale der ,Hauptfliche I bildet. Auf der Haupt-
fliche I ist die Normalspannung ¢, wirksam, g

fir ®=0 ist 0y =0,. Ist ¢, >0,, so gehort .
zu einem kleinen positiven Wert @ ein nega- | /  \{ =
i Wert Nei @ gehért al % \
tiver Wert von t1,, zur Neigung @ gehort also [ %
ein Punkt des Kreises wie in Abb. 19. Dies $ / l&”‘
folgt auch sofort aus der Gleichung: '

T Abb. 19. Zuordnungen von Riéh-

o1+ U‘ i tg 20. tungen im MoHRschen Kreis und
Op— ng der Wirklichkeit.

Am Beispiel des einfachen Zugversuches an einem senkrecht hingenden
geraden Zugstab werden die Ergebnisse leicht anschaulich klar. Die
Hauptachsen des Zustandes liegen aus Symmetrie- 7
griinden parallel und senkrecht zur Zugrichtung.

In jedem waagerechten Flichenelement (Neigung
@ =0) wird die Hauptzugspannung o; = P/F iiber- %Y
tragen, dabei ist P die gesamte angreifende
Kraft, F der Querschnitt des Zugstabes. In
einem hierauf senkrecht stehenden, also senk- Abb.20. M

N i .20. MoHRscher Span-
rechten Flichenelement wirkt keine Spannung, nungskreis bei reinem Zug.
man kénnte ohne Stérung des Spannungs-
zustandes den Stab in mehrere senkrechte Parallelstibe zerlegen. Die
zweite Hauptspannung, o,, hat also den Wert 0. Das Bild des Spannungs-
zustandes ist durch einen Kreis gegeben, der die 7-Achse im Nullpunkt
beriihrt und dessen Radius den Wert ¢,/2 hat (Abb. 20). Die groBte
Schubspannung wirkt in Ebenen, die um 4 45° gegen die Stabachse
geneigt sind, ihr Wert ist ¢;/2. Dies sieht man auch anschaulich ein,
(Abb. 21). Im Fall a) (?=0°) wird keine Schubspannung, jedoch die
volle Zugspannung iibertragen. Je schriger die Schnittfliche gefiihrt
wird, um so geringer wird die in ihr wirksame Normalspannung. Die
Schubspannung nimmt mit steigender Flichenneigung zunichst zu.
Mit weiter steigendem @ verteilt sich jedoch die Schubkraft auf eine
immer grofler werdende Schnittfliche, so daB die Schubspannung (von

I*Tmax
- ZL oy
Q
)

CIARN

C
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.@ = 45° an) wieder abnimmt und schlieBlich in der Ebene @ =90° (Fall ¢)
ganz verschwindet. Fir @ >90° wiederholt sic h spiegelbildlich das
Man sieht auch, daB es jeweils zwei

Spiel.
_t_ !J‘ ’_1_ 1 Flichen gibt, deren Neigungen sich spiegelbild-
lich entsprechen und in denen dieselbe Nor-

malspannung ibertragen wird. Die in ihnen
wirksamen Schubspannungen sind ebenfalls
it leich 3 ich
i m gleich groB, aber entgegengesetzt gerichtet.
Zwei solchen Ebenen entsprechen zwei senk-
recht iibereinander liegende Punkte des MOHR-
]J schen Spannungskreises.

Als weiterer einfacher Fall diene noch das
Beispiel des reinen Schubes. Er ist mechanisch
a b ¢ d e . 2o L . .

Abb. 21, Spannungenim Zugstab bW verwirklicht in einem Blechstreifen mit
In verschieden gencigten zwei parallelen Rindern, die fest an zwei sehr
steifen, geraden, gegeneinander parallel ver-

schieblichen Leisten befestigt sind (Abb. 22). Die zur u-Achse parallelen
Ebenen sind normalspannungsfrei, in ihnen werden nur Schubspannungen
iibertragen (Abb. 23a). Man sieht leicht ein,
daBl dies auch die groften auftretenden

Ut

(] o
Qj‘? Schubspannungen sind, denn am Rand greifen
° °l keine weiteren Spannungen an und auch in
A;b 55 Tolnor Sehab m Mittolteil den zur v-Achse parallelen Ebenen sind keine
"“eines langen Streifens. Normalspannungen wirksam. Das Bild des

Spannungszustandes in der ¢-7-Ebene ist
also ein Kreis mit dem Koordinatennullpunkt als Mittelpunkt und
mit dem Radius r=1,,=1,, (Abb. 23b u. ¢). Es ergibt sich, da}

Hl(u=0) ) 'qu
Ty (regat) (z-0) (y-0)
//
I - 7}’
ruyl 'rw{poS/M EZ y 7 y / K
(27 'a:,,=—a'z
(t)
Abb. 23a. Abb. 23 b. Abb. 23 c. Abb. 23 d.
Abb. 23 a—d. Gleichwertigkeit von reinem Schub und oy = —o=.

in der um @ =45° gegen die u-Achse geneigten Ebene (Ebene II, y= 0)
nur Normalspannungen (Druckspannungen, o¢,=-—7,, und in der
um @ =—45° geneigten Ebene (Ebene IV, x=0) nur Zugspannungen
(6;=71,, ibertragen werden, daB also der Zustand gleichbedeutend
ist mit dem in Abb. 23d dargestellten Spannungszustand, dessen
Hauptschubrichtungen die Quadratdiagonalen sind (Abb. 23d mul
man sich dabei entsprechend Abb. 22 um 45° links herum gedreht
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vorstellen). Aus der vektoriellen ‘Summe der auf einer Seite der
Diagonalen wirkenden Kréfte ergibt sich die Normalspannungsfreiheit
der Diagonalflichen und der Wert der grofiten Schubspannung:

oz __0oy\. 1 __0s—oy
R

Der néchste Schritt fithrt nun zum ebenen Spannungszustand, in
dem die Spannungen sich von Ort zu Ort éndern. )

Unabhingig davon, ob und wie sich dabei ein Teilchen verformt,
muB nach wie vor der Satz vom Gleichgewicht aller an einem beliebig
herausgeschnittenen Element wirksamen Krifte gelten. Zur Aufstellung
der Gleichgewichtsbedingungen diene wieder ein quadratisches Element,
dessen Kanten parallel zur z- und y-Achse sind und das nun so klein
sein soll, dal innerhalb seiner Grenzen der Spannungszustand als linear
verdnderlich angenommen werden
kann, d. h., daB sich die Werte von
04,0y und 7,, innerhalb des Qua- %=y~
drates gentigend genau durch Funk- sy

tionen der Form ¢ =ax+by dar- 241,y+1
stellen lassen. Die Anderung der ng}'
Spannung ¢ je Langeneinheit ist 7% Ty ox

Ly ze1Y

dann gegeben durch die partiellen S .
. o6 oo e Abb. 24. Darstellung einer im Felde z, y linear
Ableitun gen 5= a und@ —=p. In verénderlichen Spannung o.
Abb. 24 ist zur Veranschaulichung des Tatbestandes der absolute Wert
einer Spannung ,,6 als Ordinate iiber der x-y-Ebene aufgezeichnet.
Ist mit ,,0° beispielsweise die Spannung o, gemeint, so sind also
die Hohen der Figur als Normalspannungswerte (in a-Richtung
wirksame Krifte) zu deuten. In diesem Fall wiirden demnach auf den
beiden mit o, belasteten Oberflichen des Wiirfels Spannungen nach
Abb. 25 wirksam sein. Die Spannungen sind nicht im Gleichgewicht,

sondern es bleibt ein in Richtung positiver « wirkender Uberschu8 vom
0 . . . .
Betrag a—‘;’”, dessen Resultierende (trotz der linearen Verdnderlich-

keit von o, in der y-Richtung) durch den Mittelpunkt der belasteten
Fliche geht. Dasselbe gilt fiir die linear verdnderlichen Spannungen o,,
so daB sich ein in Richtung positiver y wirkender Kraftiberschufl

8{%, ergibt.

Die Bedingungen des Gleichgewichts der Krifte am Element ver-
langen nun, daB die von den 7 herrithrenden Uberschiisse der ent-
sprechenden 'Richtung gerade die soeben errechneten o¢-Uberschiisse

aufheben miissen. Wie aus Abb. 26 unmittelbar einleuchtet, ist der
in Richtung positiver « wirkende UberschuB von t,, gleich %T—"f/—x—,

Mesmer, Spannungsoptik. 2
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ebenso ergibt sich ;”;y als in der Richtung positiver y wirkender

Uberschub.
Im ebenen Spannungszustand miissen daher stets folgende Gleich-
gewichtsbedingungen erfiillt sein:

00y 0Tgy o 07y

®) oz T oy oy tow =0

(Es sei bemerkt, daB man diese beiden Gleichungen auch aus dem
Momentengleichgewicht um zwei beliebige Punkte ermitteln kann,
auBerdem sei auf 7,,=—1,,
hingewiesen. Die erste Glei-
chung . lautet urspriinglich il i
00y ?ﬁﬁ:()!) il

Er; oy

=0

o
7

8§

z [l '1[

d

Abb. 25. Kriifte an einem rechtwinkligen Abb. 26. Krifte am Einheitselement bei linear
Einheitselement bei linear verinderlicher veridnderlichem z.
Spannung ox.

Duarch Differentiation der beiden Gleichungefn erhilt man:
R0y | Py
a2 | 9xdy

woraus noch folgt:

02 O'g{
0 y?

P gy
T owey — O

=0,

2oy oy Rty 1[0y 0% oy
(10) ox® ~ . 0y? oder ox oy %—5( 0 x? + 0y )
Aus den Gleichgewichtsbedingungen (9) ergibt sich, dafi man o,, o,
und 7,, als Ableitungen einer Spannungsfunktion F (xy) darstellen kann.
Man setzt:

o*F o*F 0 F
(11) Gx:—ay_z: Oy = 342 Txy:_ms
so sind die Qleichgewichtsbedingungen (9) stets erfiillt.

Diese Darstellung stammt von AIRY (1862), die Funktion F wird
als , AtRvsche Spannungsfunktion® bezeichnet. Aus jeder beliebigen,
irgendwie gegebenen, zweimal partiell differenzierbaren Funktion F(xy)
kann man also durch die Gleichungen (11) ein System von Spannungen
0,0, und T7,, erhalten, das den Gleichgewichtsbedingungen sicher
geniigt. Umgekehrt muB auch jeder mogliche ebene Spannungszustand
nach (11) durch eine Spannungsfunktion F darstellbar sein, und zwar
unabhiingig von Art und GroBe etwa eintretender Verformungen. Be-
stimmte mechanische Bedingungen, wie z. B. , elastisches oder ,,plasti-
sches® Verhalten, sind dabei noch nicht beriicksichtigt. Im néchsten
Abschnitt wird sich zeigen, daB zur Erfiillung solcher Bedingungen die
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Funktion F noch bestimmten Gleichungen geniigen muf. Stellt man
(nach F. KLEIN, 1905) F als eine Fliche im Raum iiber der zy-Ebene
dar, so ist fiir Flichen geringer Neigung ¢, in erster Naherung die
»Krimmung der Fliche F in der y-Richtung, o, die Krimmung in
der z-Richtung.

Der durch die Funktion F definierte Spannungszustand ist un-
abhéngig vom Koordinatennetz, d. h. der durch Differentiation nach x
und y gewonnene Spannungszustand ist gleichbedeutend mit dem
Zustand :

o*F 2 F o*F

Ou = 2 O = Gy 2 Tuv =" gu gy
wobei % und v beliebige CarTEsIsche Koordinaten sind. Dies ergibt
sich aus den Formeln (6). Es ist:
0, =0,co8’p +0,sin*¢ + 27,,sinpcos @,
dabei ist o, die auf einer Fliche der Neigung ¢ (Abb. 17a) wirkende

Normalspannung.
Ebenso ist bekanntlich wegen

oF oF dx |, oF dy aF

Ge = da s T oy s = — g5 mP T gy cosp
stets

*F  o*F . 217’

BT = pg SN (p+ 7 cos p—25 s1n(pcosqy

Aus dem Vergleich dieser Formeln und der entsprechenden Formeln

2
fir 7, und - folgt unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung.

4. Verkniipfung von Forminderungen und Spannungen
bei elastischem Verhalten.

Wird ein elastischer Zugstab von der Lénge [ und mit einem recht-
eckigen Querschnitt F (etwa wie in Abb. 14) durch eine Last P mit
einer Zugspannung o, = P/F belastet, so dehnt er sich um einen Betrag
Al=1-¢,. Dabei ist die Dehnung ¢, verhiltnisgleich der Spannung

Oy, €8 st g, = % (Hookesches Gesetz). Der Wert des ,,Elastizitédtsmo-

duls* £ wird wie ¢ in kg/mm? gemessen. Gleichzeitig erfahrt der Stab
eine Querkiirzung Ab=b-¢,, es ist g,=—pe, (vgl. S. 9). Die
Richtung der Spannungshauptachsen und der Dehnungshauptachsen
stimmen iiberein, Spannungen und Dehnungen lassen sich durch je einen
Monrschen Kreis darstellen (Abb. 27a und b, Zustand 1).

Wird statt des Léngszuges eine Querspannung angebracht, beispiels-
weise ein gleichférmig verteilter Querdruck des Betrages ¢,, so wird
unter seiner Wirkung der Stab um einen Betrag 4b=b ¢, verschmilert,

dabei ist 5, — Y. Gleichzeitig verlingert sich der Stab um Al=1lz,,
v F g g
2*
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dabei ist Ex:—,uéy. Die Monrschen Kreise entsprechen den Bildern
des Zugversuchs (Abb. 28a und b, Zustand 2).

Abb. 27a.
Abb. 27 a u. b. MoHR-Kreise bei Lingszug. a Spannungen. b Dehnungen.

Uberlagert man zwei elastische Zustinde, so addieren sich alle
Spannungen und Dehnungen (Uberlagerungsgesetz); im Beispiel folgt
also ein Zustand 3 = Zustand 1 -+ Zustand 2:

_ - _ — = o—udo
0, =0, +0,=0 Er =t b= —p —

— = = — :_5‘—‘11&
6y =6y +0,=0 gy=¢,+¢,="F
Toy =Tay + Tay =0 Vay = Yoy T Vay = 0.

Abb. 28 a. Abb. 28b.
Abb. 28a u. b. MoHR-Kreise bei Querdruck. a Spannungen. b Dehnungen.

Die Spannungs- und Verformungskreise des Zustands 3 haben eine
GroBe und Lage wie in Abb. 29a und b.

i

Abb. 29a. Abb. 29 b.
Abb. 29. MouR-Kreise bei zusammengesetzter Beanspruchung (Abb. 27 und 28).

Zum allgemeinen ebenen Spannungszustand, den man sich auch
anders entstanden denken kann (Abb. 29 a), gehért also ein Verformungs-
zustand (Abb. 20b), der die gleichen Hauptachsen hat, dessen Haupt-
dehnungen aber von beiden Hauptspannungen abhingen:

(12a) & = ST h% o= 2 E&I— Ebener Spannungszustand.

E
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Die groBte Schiebung ist proportional zur gréBten Schubspannung:
Y &1—8 __ 0,—0; I+up it

9max =" g g ‘T — Vmax B
Wie man durch Vergleich der Formeln (1) (S.4) und (2b) (S. 5) mit
Gleichung (6b) (S. 15) sieht, folgen auch im allgemeinen Fall die Be-
ziehungen:
fo _ (81+ &)+ (5—e5)cos2 D

0o — 11 0(d +%0°)

(12b) 0g (014 0y) + (0,—0y) cos 2D’ also ¢, = E o
Yo __ & —E .. 204w
(13a) H_ﬁ’ also  y,=1,4 — 5
Der Ausdruck T(lE—'I-—MT =@ wird als der ,,Schubmodul* des Werkstoffes
bezeichnet, hiermit schreibt sich die letzte Formel:
T
(13Db) y=75-

Im Fall des ebenen Verzerrungszustandes (S.1) kann der Werk-
stoff nicht nach vorn und hinten ausweichen, daher wird bei derselben
Lingsspannung o der Korper in seiner Léngsrichtung weniger verformt,
der Wert von E wird scheinbar erhght. Aus der Ableitung zu Gleichung (5)
(8. 10) geht hervor, dafl in diesem Falle gilt:

: o - E
—=FKE= T—

Pl

An die Stelle von u tritt auBerdem q= T_L'u, so daB Gleichung (12a)

dann lautet:

L
(12¢) & =2—9%__ R 7 02_ oy (1—p?)— (1 +p) po, ~Lbener Ver-
1™ F T EB/(—puy) E zerrungszustand.
Als Schubmodul [Gleichung (13b)} erscheint der Wert
E _ E(Q—w) E

(13¢) G —G.

T 2(1+9  2/(A—p) T 2(1+4p)
Die Forménderung infolge des Schubes in der Ebene muB ja auch un-
abhiingig von der seitlichen Behinderung sein, da sie ohne Volumen-
dnderung vor sich geht. _

Uberlagert man Spannungszustinde mit verschiedenen Haupt-
achsen, z. B. reinen Schub 7,, und reinen Zug o, (dies Beispiel ist in
Abb. 30—32 dargestellt), so kann man die gleichgerichteten Spannungen
(0, usw.) und Forméinderungen (g, usw.) iiberlagern, wihrend die GroBe
und Richtung der Hauptspannungen bzw. des gréBten Schubes nicht
unmittelbar, sondern nur unter Berticksichtigung der Winkelbeziehungen
zu errechnen sind. Unabhingig von seiner Entstehung erhilt man
jedenfalls schlieflich stets unter der Wirkung des Spannungszustandes
einen Verformungszustand nach Gleichung (12b und 13b).
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Durch die Gleichungen (12) und (13) ist ein Zusammenhang zwischen
Spannungen und Forménderungen festgelegt, der als ,.elastisches Ver-
halten** bei einer groBen Anzahl technischer Stoffe mit hoher Genauig-
keit erfiillt wird. Fiir diese Fille ist durch (12) und (13) eine Ver-
bindung der Vertriiglichkeitsbedingungen 4b (S. 8) mit den Gleich-
gewichtsbedingungen 9 (S. 18)
hergestellt. Wéhrend 4b und

9 (bzw. 10) fiir sich mmer
\ gelten, gilt auBerdem bei elas-

tischem Verhalten:
t ‘))
2

Pyey = O
oxdy axay

ot
AR

-

E ")
2
Abb. 30a. Abb. 30b. aa sz — ,a,m ( >
Abb. 30. MoHR-Kreise bei reinem Schub. Y ¥
e  O° ay ,u Oy
7 0 x? 8902
4 z
h /{/\ also nach 4b:
0% 14y 0% oy
M ’ w T oewoy 2UHM=TFe T
0% oy 020y |, 020y
+_8ﬁx2- M‘( xt 0y?
Abb. 31 a. Abb. 31b. . . v
Abb. 31. MoHR-Kreise bei Lingszug. Wegen (10), S. 18, ist aber:
Pryy
7] 21 oz ay ( +/u)

= (GG atw.

/ Im Elastischen ist also:

17 € oy | DPPoy 0% oy
K Ty Tow T e T
0* oy 02

C)

Abb. 32a. Abb. 32b. (14&) + dx2 (6"’+ GU) *
A o K 53 gy tser + 5y 02t 0) =
Wogen =A(0,+ 0,) =0.
e o= T ), = (e, e,
) Bt p) B

Oy + Oy = (gx + Ey) = 1—=u (8:1: + ay)

HZ
gilt ebenso:
0% 02
(1450) Fre (gm + ay) + ”a_y‘z (Ea; + Ey) =4 (ex + gy) =
2
Das Symbol A (LarrLacEscher Operator) bedeutet dabei A= b% + 5%2,

d. h. man soll zweimal nach x und zweimal nach y differenzieren und die
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Ergebnisse addieren. Die ,,Vertriiglichkeitsbedingung*® des ebenen
elastischen Spannungszustandes, gekoppelt mit den Gleichgewichts-
bedingungen, lautet also:

Ay, +¢e)=0 oder 4 (% -}-g—;) =0 oder
(14d) Ao, +0,)=0 oder A(o;+0,) =0 oder

2 F 2 F
A<8x2+3y>:0 oder A(AF)=AAF —0.

Das Symbol A4 ist dabei die Abkﬁrzung fir:

AA—a 2 x23y2+3y

Aus der Menge aller differenzierbaren Funktionen F, aus denen man
durch Differentiation die im Gleichgewicht befindlichen Spannungen
eines ebenen Spannungszustandes ermitteln kann, sind also in elastischen
Korpern als ,,Spannungsfunktionen nur die Funktionen sinnvoll, die
jene Gleichung befriedigen.

In der Mathematik sind die ,,harmomschen“ Funktionen H (z, y)
ausfithrlich untersucht worden. Sie erfiillen die Bedingung: A4 H=0.
Selbstverstindlich ist dann auch AAH =0, so daf} alle harmonischen
Funktionen auch als Spannungsfunktionen verwendet werden kénnen.
Jedoch haben diese Spannungszustinde (,harmonische Spannungs-
zustande*) die Eigentiimlichkeit, daB schon AF = (¢,+ 0,) verschwindet.
Es sind also Spannungszustinde, bei denen iiberall die Hauptspannungs-
summe gleich Null ist. Im ganzen Feld herrscht reiner Schub, sdmtliche
Momur-Kreise des Feldes sind Kreise um den Nullpunkt.

Im allgemeinen Fall ist stets die Funktion S=(c,+0,)= (011 03)
—AF eine harmonische Funktion, denn es ist A(AF)=A8=0. 8§ hat
eine einfache anschauliche Bedeutung: Unter der Wirkung der Spannung
o, erfolgt im ebenen Spannungszustand senkrecht zur z-y-Ebene eine

Querdehnung ¢, vom Betrage ——-MT%, entsprechend unter der Wirkung
von g,. Die gesamte Querdehnung in der z- -Richtung (Dickenéinderung)
einer ebenen diinnen Platte ist also &,= —’%”J Steht die Platte

vorwiegend unter Zug (o,+0,>0), so wird die Platte diinner, steht
sie vorwiegend unter Druck (o,+0,<0), so wird sie dicker. Die
urspriinglich ebene Oberfliche der Scheibe wird also wéhrend des Ver-
suches etwas gewolbt, dabei ist die Hohe der Wolbungsfliche iiber
der urspriinglichen Ebene proportional zu S. Man kann also bei-
spielsweise durch eine Dickenmessung unmittelbar den Wert von N
bestimmen. Die Bestimmung von S bietet eine Reihe von Moglichkeiten
zur Auswertung spannungsoptischer Versuche, so daB in einem spéteren
Kapitel noch ausfithrlich dariiber berichtet wird.
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Die bisherigen Ableitungen dieses Abschnitts bezogen sich auf den
ebenen Spannungszustand (o,=0), also auf eine diinne, beiderseits freie
Scheibe. Bei einer Uberlagerung einer Spannung o, = const (Beispiel:
Scheibe innerhalb eines UberdruckgefiBes) dndern sich die Gleichungen
nur unwesentlich. In (12b) heiflt es dann:

_ Op— U Oy—uoy
="

entsprechend in (14b):

E 0y E 2u
Oy = T—p <8m+/"£y+/ﬁ E) und (Gx+0y) = I—pu (8m+8y)+ T— 42 %2
Da o, konstant ist, ist aber Ac,=0, also nach wie vor:

A(eg+ &) =A(o, +0,) =0.

Im Fall des ebenen Verzerrungszustandes (¢,==0 oder &, = const.) gelten
andere Ausgangsgleichungen, so daB dieser Fall noch kurz betrachtet
werden mulf.

Bei verhinderter Querdehnung e, =0 ist entsprechend Gleichung (12¢):

bu __ 0z—q0y
bx — = 7
ov  oy—qoy
ay ~ T g

wihrend der Zusammenhang zwischen 7 und y unverdndert bleibt.
Aus den unverdndert giiltigen Gleichgewichts- und Vertriglichkeits-
bedingungen folgt also wie oben: Es 148t sich eine Spannungsfunktion ¥
[Gleichung (11)] angeben, es muBl aulerdem A (s, 0,) =0 sein, denn
die Ableitung von Gleichung (14a) bleibt auch giiltig, wenn lediglich
stets ¢ statt y und E statt E eingesetzt wird. SchlieBlich fallen ¢ und
heraus, und es ist genau wie im ebenen Spannungszustand 4 (o, o,)
=AAF =0. Wird nun noch eine konstante Querdehnung &, iiberlagert,
so folgt hieraus eine konstante allseitige Dehnung ¢, =¢,=—pue,, ohne
daB an den Gleichgewichtsbedingungen etwas gedndert wird. Ebenso
bleibt die Vertriglichkeitsbedingung unverdndert wie im Fall ¢, = const.
giiltig.

SchlieBlich sei erwidhnt, daB fiir ,=0 eine Spannung ¢, vorhan-
den sein mufl, die das im ebenen Spannungszustand vorhandene

&= :—E’ﬁ (0,4 0,) rickgingig macht, d.h. es muB} sein:
o, =+ ulo, + O'y) = 4 ulo;+ 0y).
Es ist dabei also auch Ae,=0.

Die Differentialgleichungen jedes ebenen elastischen Spannungs- und
Verzerrungszustandes (o, = const. oder &, = const.) lassen sich also stets
zusammenfassen in die Gleichgewichtsbedingung:
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0y, 0y und T, lassen sich mnach Gleichung (11) S. 18 als zweite
Ableitungen einer Spannungsfunktion F darstellen
<0der: %—!—- ag;”: , %—i— a;:y:0>
und die Vertraglichkeiisbedingung:

Die Spannungsfunktion F muf der Gleichung AAF =0 geniigen
[oder: A(o,+0,)=0].

Man beachte, dal die Werkstoffkennzahlen E, @, u, ¢ in diesen
Bedingungen nicht vorkommen.

5. Hauptlinien.

In jedem Punkte z, y eines ebenen Spannungs- oder Verformungs-
feldes herrscht ein Spannungs- und Verzerrungszustand, der sich durch
Monrsche Kreise nach Glei-
chung (3) (S.5) und (7b)
(S. 15) darstellen 1aBt. Sieht
man zunachst von dem Son-
derfall ab, daB die beiden
Morrschen Kreise zu je einem
Punkt zusammenschrumpfen,
so gilt: In jedem Punkt des
Feldes gibt es zwei ausge-
zeichnete, aufeinander senk-
recht stehende ,,Hauptrich-
tungen“’ in denen die gréﬁte Abb. 33. Kreuze der Hauptrichtungen in einem
und die kleinste :Dehnung Spannungsfeld, Hauptlinien.
(Hauptdehnungen ¢ und &,)
gemessen werden, und in denen die grofte und die kleinste Spannung
(Hauptspannungen ¢; und ¢,) wirksam sind. Man denke sich nun im
Felde Linien gezeichnet, die in jedem Punkt eine Tangentenrichtung
besitzen, die einer Hauptrichtung des Punktes entspricht. Diese Linien
werden als Hauptspannungstrajektorien, als Hauptspannungslinien,
Hauptdehnungslinien oder kurz als Hauptlinien des Feldes bezeichnet.
Da es in jedem Punkte zwei Hauptrichtungen gibt, lassen sich durch
jeden Punkt zwei solcher Linien ziehen, die senkrecht aufeinander
stehen. Es gibt also zwei Scharen von Hauptlinien, die beiden Scharen
kreuzen sich iiberall rechtwinklig.

Um die Vorstellung zu beleben, sei in einigen Punkten eines einfachen
Spannungsfeldes das ,,Hauptkreuz‘‘ eingezeichnet (Abb. 33), d.h. ein
kleines rechtwinkliges Kreuz, dessen Schenkel parallel zu den Haupt-
richtungen laufen. Die Hauptlinien ergeben sich, wenn man Kurven
zeichnet, die sich zwanglos dem durch die Kreuze gegebenen Richtungs-
feld einschmiegen. Sind die Hauptlinien in einer dem Feld angepaBten
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Dichte gezeichnet, so vermitteln sie einen anschaulichen Eindruck vom
,,SpannungsfluB‘‘ im Feld. Sie laufen strahlenférmig von einer Einzel-
kraft aus, laufen etwa paralle! in Bereichen gleichférmiger Beanspruchung,
verengen sich in Bereichen hoherer Spannung und erweitern sich nach
Bereichen geringerer Spannungsdichte. Sie kénnen auch als ,,Kraft-
wirkungslinien* aufgefaBt werden und sind das gegebene Hilfsmittel,
um z. B. die zweckmaiBigen Richtungen einer beabsichtigten Bewehrung
abzuschitzen. Gleich vorweg sei darauf hingewiesen, daBl die inneren
Gesetze dieser Hauptlinien nicht so elementar sind wie die Gesetze
der ,,Stromlinien“ bei ebenen Strémungen, dafl also beispielsweise zu
einer Erweiterung des gegenseitigen Abstandes zweier benachbarter
Hauptlinien auf den doppelten Betrag nicht etwa immer auch eine
Halbierung der entsprechenden Spannungen gehért.

Die Gestalt der Hauptlinien 148t sich nur in sehr einfachen Fillen
durch eine Formel x=f(y) geschlossen darstellen, im allgemeinen 148t
sich lediglich ihre Differentialgleichung angeben. Die Neigung ¢ der
Hauptlinie gegen ein festes Koordinatennetz x, y entspricht der Gleichung

. 2tgp 274y
tg2¢ = —te?g — oa—o, vgl. (8) S. 14.

Wegen tg ¢ = %% lautet die Differentialgleichung der Hauptlinien also:

237% 27
Y = 2y oder
1— (di>2 Oz — Oy
dx
dy _ —(oz—o0y) £ Y415y + (o —0y)f _ 27ay
dx 275y og— 0y) + ]/41“, O'x—l)'y)z

Die beiden Vorzeichen vor der Wurzel entsprechen den beiden auf-
einander senkrechten Linienscharen.

Da nun diese Hauptlinien viel inniger mit dem gegebenen Spannungs-
feld verkniipft sind als irgendein willkiirlich oder nach den &uBeren
Begrenzungen -des Feldes orientiertes rechtwinkliges Koordinatensystem,
liegt' es nahe, die bereits gewonnenen Feldgleichungen auf die Haupt-
linien zu iibertragen, d. h. in einer Form zu schreiben, die unmittelbar
dem Verlauf der Hauptlinien entspricht. Nach den Ausfiithrungen der
vorausgehenden Abschnitte sind die Hauptrichtungen dadurch aus-
gezeichnet, daB in ihnen keine Schubkraft iibertragen wird, und daf sie
wihrend der elastischen Verformung stets senkrecht aufeinander stehen
bleiben. Allgemeln gilt also auch fiir das gesamte System der Haupt-
linien, daB sie, als Schnittflachen aufgefaBt, nur Normalspannungen
iibertragen und daB sie auch nach der elastischen Verformung immer
noch ein System von zwei sich rechtwinklig kreuzenden Scharen bilden.
Entsprechend der in Abb. 15 (S.13) gewihlten Bezeichnungsart soll
die Bogenlinge einer in o;-Richtung verlaufenden Hauptlinie mit s,
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der in ¢,-Richtung weisenden Hauptlinie entsprechend mit s, bezeich-
net werden. Ein sehr kleiner, stark vergroBert gedachter Teil des
Hauptlinienfeldes wird also wie in Abb. 34a bezeichnet.

Betrachtet man nun wie in Abb. 24, 25 und 26 ein kleines, von
Hauptlinien begrenztes Element, das so klein ist, daB sich die Haupt-
spannungsgroBen innerhalb des Elementes nur linear verindern, so lafit
sich die Gleichgewichtsbedingung des Elementes wie auf S.17 aufstellen.

Die mittleren Abmessungen des Elementes seien ds, und ds, (Abb. 34a).
Zunichst sind wegen der krummlinigen Begrenzung des Elementes je
zwei gegeniiberliegende Seiten nicht gleich lang. Die s;-Linie habe
eine Kriimmung 1/g,, d. h. der
Kriimmungsradius der Linie habe
die Linge o,. Auf eine Bogenlénge
ds, dreht sich dann die s;-Linie um

. /
B QZ” i
—
'Y/
b
Y3
\\
\
b
Abb. 84a. Hauptlinienelement. Bezeichnung Abb. 34b. Bezeichnung der Kriitmmmungs-
der Spannungen. radien der Hautplinien.

den Winkel 6:%8—1. o, steht senkrecht auf der s,-Linie, ist also wie

die s,-Linie gerichtet. Die Kriimmung sei als positiv bezeichnet, wenn
der Kriimmungsmittelpunkt beim kleineren s, liegt, wenn also die
,,duBere* Senkrechte auf der gekriimmten s;-Linie in Richtung steigender
sy-Werte weist (Abb. 34b). Dann ist die ,,auBen’ bei groferem s,-Wert
liegende s,-Grenze des Elementes linger als die innere, und zwar ist sie

ds,
@1+_'
langer im Verhéltnis —2—. Da ds sehr klein gegen ¢ ist, kann man
2
21— 2

a . A
hierfiir auch setzen: 1 —}—Q—SZ, also ist die duBere s;-Grenze um den Betrag
1

ds; - ds,lo, linger als die innere. Da die Spannungen sich innerhalb
des betrachteten Bereiches linear verindern sollen, ist auf der inneren
8- Grenze eine Spannung o,, auf der &ufBeren aber eine Spannung

02+ a 2 ds, wirksam. Nach innen wirkt also die Kraft o,-ds,, nach

auBen d1e Kraft

dﬁd%

0 ds d
(02 + ~5§:f ds2> <ds1 + = S‘ %

aaz

) ~ 0338, + 0y < dsyds;.
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Das kleine vierte Glied des Produktes kann hiergegen vernachlissigt
werden. Daraus folgt ein nach auBlen gerichteter Kraftiiberschufl
(ﬁ—i—%—?) ds,-ds,. Ebenso 1afit sich ein in Richtung steigender s,
Q1 2

0
weisender Kraftiiberschu3 errechnen: (—Z—:——I— 3:11 ) ds; - ds,. AuBlerdem

sind infolge der vorhandenen Kriimmung der Hauptlinien die Kraft-
resultierenden zweier gegeniiberliegenden Seiten etwas gegeneinander
geneigt. Vernachlissigt man von vornherein kleine GréBen, die nur
bei endlichen Abmessungen des Elements eine Rolle spielen wiirden,
so ergibt sich beispielsweise in s,-Richtung (Abb. 34c) eine ein-

wirts gerichtete Komponente von p %‘ 0050
der Grof3e =
ds
0°0,°d8y =0,"dsy" @11 .

Abb. 34 ¢. Kraftkomponente Abb. 34d. Vorzeichen der Kriimmung.
infolge der Hauptlinienkriimmunger..

Das Gleichgewicht in o,-Richtung erfordert also:

90y &) o .
(15a) <332 T 01 ds dsy = o1 ds;ds,  oder:
29‘_2_ 02—01 0
95y 01 -
Auf dieselbe Weise erhilt man in ¢,-Richtung:
30‘ o, — 0.
15b Ly =%
(15b) Tk A 0

Diese Gleichgewichtsbedingungen, bekannt unter dem Namen ,Max-
wEeLLsche Gleichungen®, sind also ein gleichwertiges Gegenstiick zu den
beiden Gleichungen (9) (S. 18). Es sei bemerkt, daB hierbei stillschweigend
die selbstverstindliche Voraussetzung gemacht wurde, daB s, und s,,
o, und g, simtlich im gleichen LingenmaBstab gemessen werden miissen.

Fiihrt man noch den Winkel g ein, den die Hauptlinien, d. h. die Haupt-
richtungen in jedem Punkt gegen ein beliebiges, festes Achsenpaar
bilden, so 148t sich die Kriimmung der s;- und s,-Linie auch als Winkel-
drehung je Léngeneinheit auffassen. Liegt dabei das System s, s,,
wie in Abb. 34d (s, um 90° links herum gegen s, gedreht), so &ndert
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sich die Neigung ¢ mit steigendem s, in positivem Sinne (;ﬂ >0>,
wenn g; negativ ist, wihrend = A2 p0s1t1v ist fiir positives Q2+ Es
ist also:

1 og 1 odg

o O e 08
Die MaxweLrschen Gleichungen nehmen damit die Form an:

0 0
For 01— 00 5 =0,
0
> (0 —03) 5, = 0.

Fiir fernere Verwendung seien sie auch noch in folgender Form ge-

schrieben :
3(01+02)+a(01 _}_2(0.1 )%ﬂz(),

(15¢)

60‘2

s 8
(15d) b 2
(G1+‘72) 9 (0, — ‘72) 3(;0 -
RO SO L 2 (0 —0y) 5y = 0.

Die in Abschnitt 4 abgeleitete Vertriglichkeitsbedin-
gung (14d) ist vom Koordinatensystem bereits unab-
hingig, wenn man sie in der Form schreibt:

Ao, + a5) = 0.

o

7/

Dabei war das Symbol 4 zwar definiert als ;;—2 -+ ;722,
man kann aber statt x und y auch jedes andere
beliebige CarTESische Koordinatensystem wu, » zu-
grunde legen. Fiir gekriimmte rechtwinklige Koordi-
natensysteme (z. B. s; und s,) gelten jedoch verwickel- ,p, 35 Haupt-
tere Gleichungen, auf die hier mcht niher eingegangen  Spannungsverhilt.
werden soll 1.

In unmittelbarer Umgebung eines freien Randes ergeben sich aus den
MaxwerLLschen Gleichungen sofort drei einfache Folgerungen:

Die unmittelbare Nihe des Randes habe die Gestalt der Abb. 35.
So ist am Rand: » '

6,=0, p, =Kriimmungsradius des freien Randes. Also gilt:
do, o,

00, o, .
S da 22499
08, 01 un ds, & ’
0 0
bzw. 61 S to %:O.

1. In einer kleinen Entfernung As2 vom Rand hat also die (am

Rande verschwindende) Spannung ¢, den Wert ¢, = 597_1_ As, (an einer
1

1 Auch in krummlinigen Netzen gilt die Gleichung unverindert, wenn sie ,,iso-
metrisch sind wie die Netze einer Potentialstromung, vgl. Kap. IV, Abschn. 2.
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konkaven Randstelle wie in Abb. 35 ist o, Zug, wenn o, Zug ist oder
beide sind Druck).
2. Die Randlingsspannung o, nimmt einen Hochst- oder Kleinstwert

0 . .
an, wenn 321 =0, d.h. —ZL=0 oder g,= oo (z. B. Symmetrieschnitt,
1 2
Abb. 35).
3. Setzt man statt der Differentiale kleine endliche Werte ein, so ist:

Aoy A
A, + oy qs, = 0,

oder
Ao, As, A .

o,  Asy

Der Zihler der rechten Seite ist dasselbe wie die Lingen-

inderung von As, auf die Strecke 4s,, d.h. (As,—A4s,)
(vgl. Abb. 36), die rechte Seite stellt also die relative
Verengung des Kraftstromes zwischen Rand und be-
nachbarter Hauptlinie dar. Links dagegen steht die
relative Verinderung der Randlingsspannung auf das-
selbe Wegelement As;,. Es ergibt sich die Giiltigkeit
des ,,Kontinuititssatzes* der Strémungslehre in un-
Abb. 36, Verschie-  Iittelbarer Néhe eines freien Randes : die Léngsspannung
donheit der Longen”  wiichst im gleichen Verhéltnis wie der Abstand von Rand
liegender Seiten.  ynd benachbarter Hauptlinie sich vermindert, das Pro-
dukt aus Lingsspannung und Abstand bleibt konstant.

Eine weitere, namentlich fiir FlieBerscheinungen wichtige Linien-
schar entsteht, wenn man in jedem Punkt der Ebene um + 45° gegen
die Hauptspannungsrichtungen geneigte Linienelemente zu Kurven
verbindet. Die sich rechtwinklig kreuzenden beiden Liniengruppen
dieser Schar stellen anschaulich die Flichenelemente dar, in denen die

grofte Schubspannung 7p,, = 61;(72 iibertragen wird. In einem Stoff,

der unter Schubwirkung in einzelnen Schichten flieBt, sind diese ,,Haupt-
schublinien*, also unmittelbar das System der FlieSschichten. Ein Beispiel
eines Feldes von Hauptschublinien zeigt Abb. 37 (vgl. Abb. 181, S. 196).
Die auf die Linienelemente d¢, und d¢, dieser Schublinien bezogenen
Gleichgewichtsbedingungen lauten [Ableitung entsprechend (15¢)]:

6(();;*—02)_‘8(6%;—62)+2(0'1““0'2)ZT¢:0’
(16) 1 2 1
9(0,—0y) (0, —0y) 4

P _
a1, at, 7—2(01—02)76Z—0.
Die Linien konnen auch in der Spannungsoptik Bedeutung haben
(vgl. S.81).
In der Spannungsoptik spielen schliellich noch zwei Linienscharen

eine Rolle:
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1. Die Linien, die alle Punkte im Feld verbinden, die die gleiche
Richtung des Hauptachsenkreuzes aufweisen. Die Linien gleicher
Richtung oder ,,Richtungsgleichen sind optisch besonders einfach
unmittelbar festzustellen (vgl. S. 69). :

2. Die Linien gleicher grofter Schubspannung oder ,,Schub-

gleichen‘. _Sie verbinden alle Punkte mit gleichem Wert Tmax = 61;‘12

miteinander. Da diese Schubspannung auch wesentlich fiir die Festigkeit
ist (vgl. S. 45), geben die Schubgleichen meistens unmittelbar ein Bild
der Gefihrdung der belasteten Scheibe.

Zu Beginn dieses Abschnittes wurde darauf hingewiesen, daB trotz
duBerlicher Ahnlichkeit nicht die Hauptlinien des elastischen Spannungs-
zustandes und die Stromlinien einer
Fliissigkeitsstromung  miteinander
vertauscht werden konnen. XEin

£\
einfaches Gegenbeispiel ist die un- ““:’::‘:?"'..
endliche Platte mit kreisrundem ::::‘.'....H.=

Mittelloch unter gleichfsrmigem Zug. 00.’.'...
Am seitlichen Lochrand tritt die dre:-
fache ungestorte Spannung auf. Im
scheinbar dhnlichen Fall der gleich-
formigen, wunendlichen Strémung
um einen Kreiszylinder entsteht je-
dochseitlich vom Zylinder die doppelte —

ungestérte  Stromungsgeschwindig- ALY, 3%, Hauptschubliien unter ciner lins
keit. Da es sich hier um einen freien

Lochrand handelt, in dessen Nahe die ,,Kontinuitédt‘ auch im Spannungs-
zustand gilt, folgt daraus, daB bei strengem Vergleich die beiden Linien-
systeme doch verschieden voneinander sind. Im iibrigen hat die quer
zur Zugrichtung wirkende Druckspannung (z. B. an den in Zugrichtung
liegenden Lochrandpunkten) iiberhaupt kein entsprechendes Strémungs-
gegenstiick.

Es gibt Fille, in denen das Netz einer (Potential-)Strémung auch
als Hauptliniennetz eines Spannungszustandes aufgefalt werden kann;
jedoch ist hierbei im allgemeinen der Zusammenhang zwischen Spannungs-
groflen und StromungsgréBen sehr verwickelt.! Auflerdem weisen die
Potentialnetze noch besondere innere Eigenschaften auf, die sie vor den
Hauptliniennetzen auszeichnen. Néaheres hiertiber findet sich auf S. 76.

1 Die Hauptspannungsdifferenz (o; — 0,) entspricht dem Quadrat der Stromungs-
geschwindigkeit w, multipliziert mit einer Funktion f=a(2?+y?) +bx+cy--d,
wihrend sich die Hauptspannungssumme als ,,Realteil* eines ,,komplexen Integrals®
S R2az+b+ic)(w,—iwy)?dz ergibt. Vgl. etwa P. NEMENYI, Stromlinien und
Hauptspannungstrajektorien, Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 364—366.
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6. Schubfreie Punkte.

Die Richtung der Hauptlinien stimmt mit der Richtung der Haupt-
achse des Spannungszustandes iliberein. Diese Richtung ist gegeben
durch Gleichung (8) S. 14:

214y

tg2¢ = o
Nimmt in einem Punkt sowohl 7,, als (0, —0,) den Wert Null an, so
schrumpft der MouR-Kreis zu einem Punkt zusammen. Es ist dann
also 0,=0,=0,=0y, Tyy="Tpax=0. Der Punkt steht unter allseitig

gleichformigem (hydrostatischem) Druck oder Zug und es ist keine
Hauptrichtung mehr ausgezeichnet; tg2¢p=% kann jeden beliebigen

Wert annehmen. Die Verformung ist ebenfalls allseitig gleichformig,
d. h. ein Kreis bleibt auch nach der Verformung ein Kreis gleichen
oder verdinderten Durchmessers. Man nennt die Punkte daher auch
Kreispunkte. Da schliefllich das Bild der Hauptlinien im allgemeinen
an der Stelle eines solchen Punktes einen véllig singuliren Verlauf
aufweist (der Punkt hebt sich aus dem iibrigen Bild wie ein Stern heraus),
so heiflen die Punkte auch ,,singulire Punkte‘.

Punkte dieser Art treten hdufig auf, sowohl im Innern eines ebenen
Spannungsfeldes als auch vor allem am freien Rand, bei dem die eine
Hauptspannung (senkrecht zum Rand) immer verschwindet; ein schub-
freier Randpunkt liegt also vor, wenn auch die Randlingsspannung
verschwindet.

Zur niaheren Untersuchung derartiger Punkte diene die einfache
Annahme, da8 sich in ihrer unmittelbaren Umgebung alle Spannungen
linear veréndern (vgl. Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen 8. 17).
Dann ist also 7,, und (6,—0,) in der Form ¢,z ¢,y +c; darstellbar.
Im schubfreien Punkt selbst verschwindet sowohl t,, als (0,—o0,).
Legt man den Nullpunkt des Koordinatensystems gerade in den Kreis-
punkt, so kann man demnach setzen:

2T,y =cC x4 Cy

(O'm”“o'y) =X+ C Y
und es ist:

Gr+6Y_oteyr  o+6l
(17) tg2¢=63x+64?/»53+c4y/x_Eai%j‘if.
Man sieht nun sofort, daB es immer mindestens eine ,,singuldre Gerade
durch den Kreispunkt gibt mit der Eigenschaft, daf ihre eigene Richtung,
deren Tangens durch y/x={_ gegeben ist, gerade der Richtung ¢ nach
Formel (17) entspricht, d.h. daB sie selbst Hauptlinie ist. Fiir diese
Gerade mufB3 demnach gelten:

2tg e 2¢ ¢, +¢
(18a) tg2(p = Tﬁfg‘ﬁ; =7 [ :E:qu:’;-’ .

4
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Diese Bestimmungsgleichung fiir ¢ lalt sich in der Form schreiben:
e+l —6 82—y (3=2¢3( +2¢,{2  oder

08+ (6, +2¢0) 24 (2e3—¢3) L — ¢ =0

und hat, wenn ¢, von Null verschieden ist, als kubische Gleichung sicher
eine reelle Losung. Im Sonderfall ¢,=0 wird die Ausgangsgleichung
der Form -

(18b)

2 ¢
(18¢) & = gtat |
fiir £ = + oo erfiillt, so daB die Gerade y/x = oo, d. h: die y-Achse, zur
singuliren Geraden wird. In jedem Falle legt man nun zweckmifig
von vornherein das Koordinatensystem so, daf eine Koordinatenachse,
z. B. die z-Achse, mit dieser singuliren Geraden zusammenfallt. Fiir
die »-Achse ist y =0, y/x=_=0. Dann muB auch ¢, d.h. auch tg2¢
auf der Achse unabhingig von der GréBe von z verschwinden, also
nimmt Gleichung (17) die Form an: /

Ay _Ac

(19a) tg2‘p:Bx+0y:B+0§‘
Abgesehen von dem trivialen Fall 4 =0(p =0 im ganzen Feld) kann
man Zihler und Nenner durch 4 dividieren: i

¢ ., 2B c .
(lgb) tg2(p=m oder,mlt —A.—Za’ —Zzb_

. : g
Fiir die singulire Gerade gilt in diesem System:
2¢ g
(20a) tg2{= 1___&-2: a2+b¢C -
oder
(20D) B4+2b2+(@—1)0=0.

Neben der von vornherein festgelegten Losung ¢, =0 folgen zwei weitere
singulire Werte aus der Gleichung:

(20¢) £2+260+(@—1)=0
mit den Loésungen:
(21) Los=—bx b2+ (1—a).

Hieraus folgen als mogliche Lagen fiir die singuléren Geraden die in
den Abb. 38a—g dargestellten sieben Fille:

Im Fall 6=0 ({;=0, {5 3=+ 1/1 —a) fallen die Lagen 2, 3 und 4
mit =1 zur Dreifachwurzel ; ={,= ;=0 zusammen, wihrend 5, 6,
7 symmetrisch werden (Abb. 38h, 1, j, k).

Die Zeichnung der Hauptlinien in der Umgebung der singuléren
Punkte erfolgte in den folgenden Abbildungen durch freihdndiges Zeichnen
in ein Feld von kleinen Geradenelementen, die immer lings eines Strahles

Mesmer, Spannungsoptik. 3
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W7+b<a 1 £, 5 imaginir : ‘
¢
e)o<a<71 5 Z,
bl a=7+8% 2) ¢,

$oo=-b, f/f/%ee//— ¢ &, negativ
Cg Cg positiv
3
&
¢) 1<a<7+8® 3) —&;
1 L
¢, negativ u 2 b f) a=0 6) = ¢,
verschieden . i‘Q
¢ ¢
)
\ &
d) a=17 4) g’ Cg
2
g)a<o 7) . Z 7
&,=0, Dapper- >
wurze/ R
Cj ==2b
¢ &

Abb. 38a—g. Mogliche Lage der singuliren Geraden in einem schubfreien Punkt nach Gleichung

b=0

h)a=7 2,3u4) 24‘;
L
i)o<a<7 5)%{,
&,
2
jla=0 6) I
&
Kla<o 1 qu;—C,
&
&

Abb. 88h—k. Singulire Geraden im
symmetrischen Fall b = 0.

(20) und (21).

durch den Punkt dieselbe Neigung haben,
@ ist fiir jeden Strahl bestimmt durch

¢
tg2(p=————a/2+bc .

Die Abbildungen geben ein Bild der
verschiedenen Moglichkeiten, die Be-
zifferung entspricht den genannten Fallen.
Zur Unterscheidung ist immer die eine
Schar der Hauptlinien gestrichelt gezeich-
net (Abb. 39a—q).

Aus dem Uberblick iiber die moglichen
Typen folgt, daB zwei wesentlich ver-
schiedene Arten solcher Punkte auftreten :

1. Punkte der Typen 1 bis 5, bei de-
nen jede der beiden Hauptlinienscharen
den Punkt umschlingt, d. h. wo mit stei-
gendem arctg { auch ¢ wichst (,.ge-
schlossene‘ oder ,,attraktive‘‘ Art, a > 0).

2. Punkte der Type 7, bei denen die Hauptlinien vom Punkt fort-
streben, d.h. bei denen @ mit steigendem arctg ¢ abnimmt (,,offene‘’
oder ,,repulsive’ Art, a <0. Vgl [33]).
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- - ~ \
Abb. 89¢c. e = + 2,0, b= + 1, Typ 2, Abb.39d. @ = + 1,6, b= + 1, Typ 3,
ns = —1. ¢y — — 0,368, & = — 1,623,

Abb.89e. a = +1, b= + 1, Typ4, Abb.39f. a = + 0,8, b= + 1, Typ5,
Li=0, L= —2. ts = + 0,095, & = — 2,005,

35

Abb. 39a—f. Mogliche Hauptlinienformen in der Umgebung schubfreier Punkte nach Gleichung (19¢).

3*
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Zur Kennzeichnung sei der in den Abb. 39 vorliegende Zusammen-
hang zwischen ¢ und arctg { noch in Abb. 40 graphisch zusammen-
gestellt. (FoppL [0.15] bezeichnet Typ 1 als Singularitit zweiter Art

Abb. 39h. a =0, b= +1, Typ6.

Cy = + 0,41, {3 = —241.

Abb.39i. a = —02, b= +1, Typ 7, Abb. 39k. a = — 20, b = + 1, Typ 7,
la = + 0,48, {3 = —2,48. ¢, = + 3,69, {3 = —5,69.

g ==

Abb. 39g—k. Mogliche Hauptlinienformen in der Umgebung schubfreier Punkte nach Gleichung (19¢).

und die Typen 3 bis 7 als Singularititen erster Art nach der Zahl der
singuliren Geraden.)

Versucht man, die Singularititen ,,héherer Ordnung dadurch zu
erhalten, daB man im Ansatz fiir v,, und (o, — 0,) auch hohere Potenzen
von z und y beriicksichtigt, so ist zunéchst klar, dafl man dann die
linearen Glieder streichen muB, da sie sonst fiir sehr kleine Werte x und y
(also gerade die unmittelbare Umgebung des Kreispunktes) allein gegen-
iiber den quadratischen Gliedern wesentlich bleiben, so daBl wieder
lineare Kreispunkte entstehen wiirden.
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Abb. 39m. @.= +.1, b =0, Typ 2, 3, 4,
+ 0.

3=

2, b =0, Typ5,
0,894.

Abb. 39p. ¢ = — 0,2, b =0, Typ 7, Abb.39q. a= —20, b =0, Typ 7,
03,3 = =+ 1,095. {9y s = £ 4,58.
Abb. 391—q. Mogliche Hauptlinienformen in der Umgebung schubfreier Punkt nach Gleichung (19¢).
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Abb. 40. Zusammenhang zwischen ¢ und g = arc tg £ nach Gleichung (19¢), vgl. Abb. 39.

Der allgemeinste quadratische Ansatz

275y _ a2+ by +tcxy
og—oay dattey?+fay

(22) tg2p =
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ist in dieser Allgemeinheit nicht zuldssig, da die Gleichgewichts- und
Vertriiglichkeitsbedingungen erfiillt sein miissen. Die Ansétze
Toy = Q11 B2 + G TY + gy Y
0y =bp @+ by +byuy®+ba+byy
Oy =0+ CpaY + Cpuy® + 0T+ Y
fithren zu den folgenden Gleichungen:
Aus Gleichung (22):
by=c;, by=c,.
Aus den Gleichgewichtsbedingungen (9), S. 18):
20 &+ @y + 02T+ 2059+, =0,

also P
R N /o~ -\ 7
20y + 62 =0, p+2¢,=0, =0, -~ X ~ N\ X7
ebenso OO -XTX 7
TR X N
280y + a8+ 2byx+ by +b =0, AN N XL,
AN 4 /
also 2NN X7,
L AN , /
209 +b1p=0, ay,+2b;,=0, b =0. | !
T . . ] \
Aus der Vertraglichkeitsbedingung (14, [ T
S. 22): / /’ X N \
/) 4 _ AN \\ \
Aoy +0,) =2by + 261+ 2by + 205, =0. N 2K~ ~ NG
. " .. NS A <Ly \
Die Ansitze miissen also lauten: Ve ~
yd — SN
7/ - ~ AN
Toy = 11 2% + 01 TY + A3 Y X . SLONY
(65— 0,) = (byy —c11) @2 + Abb, 41. Hauptlinien fir dio_quadra-
tische Singularitdt =~ oy _— T
+ (b1g— C12) TY + (b2p —Ca0) ¥* 60y T—yt "
- ety 2 9 9 b G2\ 2
=|——7 —fu)”¥ + (=28 +2ay)xy+ b+ 35 )Y
oder mit: .
a b %12 12
@11 =5 A3 = 3> _?—ancy bzz‘f‘T:d

275y _ az+(d—c)zy+by’
og—0y cx*t+(a—b)azytdy?’

Es zeigt sich dann, daB im allgemeinen vier singulire Gerade auf-
treten, so daB Bilder entstehen, wie etwa Abb.41 (¢=0, b=0, c=1,
d=—1).

In Wirklichkeit zerfillt eine derartige Singularitdt bei nur geringen
Anderungen der GroBe oder Richtung der duBeren Lasten oder der Gestalt
des beanspruchten Korpers sofort in zwei Singularitédten erster Ordnung,
so daB auf weitere Einzelheiten dieser Punkte hier verzichtet sei. Experi-
mentell ermittelte Beispiele zeigen die Abb. 42a und b. Auch ein Beispiel
einer Singularitit 4. Grades, die im allgemeinen in vier lineare Singulari-
téiten zerfillt, ist in Abb.43a und b beigefiigt.
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Abb. 42a. ) Abb. 42b.

Abb. 42au. b, Auflésung der quadratischen Singularitit (Abb. 42) in zwei lineare durch
R Verinderung der GroBSe (a) oder Lage (b) der duBeren Krifte.

Abb. 43a. Abb. 43 b.

Abb. 43a u. b. Auflosung einer Singularitit vierten Grades (a) in vier lineare durch Verinderung
der GroBe der duBeren Krifte (b).

7. Eindeutigkeit und Ubertragbarkeit der Lisung.

Zusammenfassend. wurde in den Abschnitten 4 und 5 festgestellt,
daBl jedes ebene Kraftfeld durch eine Spannungsfunktion F dargestellt
werden kann, wobei die Gleichgewichtsbedingungen durch die Ansétze

o*F o*F —0*F
G’”:_gy—z’ Oy = Gaz > Tey= oxdy
erfilllt werden, wihrend die Vertriglichkeitsbedingung lautet:
AAF =0.
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Sind die Randwerte der Normal- und Schubspannungen vorgegeben,
so bedeutet das demnach, daB die entsprechenden zweiten Ableitungen
von F am Rand gegeben sind. Es erhebt sich die Frage, ob mit diesen
Randwerten und der Vertriglichkeitsbedingung die Losung ,.eindeutig’
ist, d.h. also, ob die Spannungsverteilung unabhingig von weiteren
GréBen (Werkstoffeigenschaften) angegeben werden kann. Nur in diesem
Fall wiirden die Spannungszustinde in zwei geometrisch dhnlichen und
geometrisch dhnlich belasteten ebenen Korpern einander &hnlich sein,
d.h. alle Spannungen des einen Korpers unterscheiden sich dann von
den entsprechenden Spannungen des anderen Korpers nur um einen
fir den ganzen Korper konstanten Faktor.

AuBlerdem gibt es Zustinde, bei denen von vornherein die &dufBeren
Krifte von den Werkstoffkennzahlen abhidngen, so immer dann, wenn
nicht die duBeren Lasten, sondern
die Verformungen vorgegeben wer-
den. Auch die Verquickung dieser
beiden Grenzbedingungen ist héu-
fig: gegebene Lasten und durch
#uBere Begrenzungen oder Lager
verhinderte Forménderungen, etwa

Abb. 44. Abb. 45.

ein Druckstab zwischen feSten’ un- Abb. 44. Gleichgewicht an einem Kreisring, wobei
verriickbaren Wianden. In diesen  auf jedem Rand fiir sich Gleichgewicht besteht.
Zustinden kann nur von Fall zu  ghw G Gcsenian setem Sasne o
Fall entschieden werden, wie weit

das Ergebnis von Elastizitdtsmodul, Schubmodul oder der Querdehnungs-
zahl abhingt. Hier seien nur die Ergebnisse im Fall bekannter duBerer
Lasten mit sonst freien Réndern kurz angegebenl.

In gewdhnlichen, ,einfach zusammenhidngenden‘ Bereichen (d. h.
in iiberall mit Werkstoff erfiillten Scheiben ohne innere Lécher oder
Schlitze) ist die Verteilung der Spannungen bei geometrisch &hnlicher
Umnriform und dhnlicher Belastung immer #dhnlich. Ist dagegen der
Koérper ,,mehrfach zusammenhingend‘, d. h. durch innere Licher durch-
brochen, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Auf jedem geschlossenen Rand (sowohl duBerem Rand als auch
jedem Lochrand) stehen die angreifenden Kréifte unter sich im Gleich-
gewicht (Abb. 44).

2. Trotz des Gleichgewichts im ganzen sind die Lasten auf einem
einzelnen Rand nicht ausgeglichen (Abb. 45).

"Im Fall 1 wird ebenfalls die Spannungsverteilung nur von der dufleren
Geometrie des Korpers und der Lasten bestimmt, im Fall 2 dagegen ist
auch der Werkstoff, und zwar seine Querdehnungszahl g, fiir die Losung

1 Eine ausfiihrliche und strenge mathematische Begriindung des folgenden
findet sich im Schrifttum: MicHELL: Proc. Lond. math. Soc. Bd. 31 (1899) S. 100.
MEesNAGER: Techn. moderne Bd. 14 (1924) 8. 161, auBerdem in [28] und [6.15].
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wesentlich. Zur Veranschaulichung dieses Zusammenhangs greife am ge-
raden Rand einer sehr groen Scheibe der Dicke d eine gleichférmig ver-
teilte Normalbelastung p (kg/mm?) auf einem Randstiick der Breite b an,
d. h. es wirke eine Gesamtkraft P =p - d - b (Abb.46). Unter ihrer Wirkung
ergibt sich infolge der Querdehnung eine Verlingerung der Strecke 4 B urh

den Betrag p- E *b=P- -+ . (Es seizur Herstellung des Gleichgewichts

angenommen, daf} u‘gendwo weit unten eine breit verteilte Stiitzkraft
vorhanden ist. ) Da unmittelbar unter der Belastung p auch eine Quer-
druckspannung gleicher Grofe entsteht, ergibt
sich fiir die hieraus folgende Verkurzung der

Strecke A B auBerdem der Wert p- 5 —P =

Der Punkt B wird insgesamt also um den Betrag

P ld_E'ﬂ gegen A hin verschoben. Da auBlerhalb

der Belastung der Rand véllig spannungs- und
dehnungsfrei ist, werden also alle Randpunkte
C rechts von der Last um diesen Betrag gegen alle
&%ﬁiagﬁ%ﬁgﬁéﬁ Randpunkte links von der Last verschoben. Der
" Betrag héingt nur von der Gesamtlast P, nicht
aber von der Breite b ab, er gilt also auch fir eine stark konzentrierte
Lastverteilung P.
Ebenso wiirden sich die beiden waagerechten Kanten des Ein-
schnittes in Abb. 47a um den gleichen Betrag gegeneinander verschieben,

-
,—fﬁ
— ‘
A i""? "— %

Abb. 47a—c. a und b Verschiebungen zweier Schnittufer eines Schlitzes infolge einer
Randbelastung ¢ Verhinderte Verschiebung durch zweifachen Zusammenhang des Bereiches.

wenn die Last P angebracht wird. Stellt man sich also in Abb.47b
die beiden Schnittufer urspriinglich miteinander verbunden vor, so
mufl nach dem Aufbringen der Last P eine Schubspannung in dem
Schnitt entstehen, die der durch den Zusammenhang verhinderten
gegenseitigen Verschiebung entspricht. Mit anderen Worten: Im Fall

der Abb. 47¢ entsteht ein Spannungszustand, der vom Betrag P d E ,

d.h. von der Querdehnungszahl y abhingt.

Durch Verhinderung der Schnittuferverschiebung tritt nur ein zu-
sétzlicher, verhiltnisméiBig geringer Spannungszustand auf, das Gesamt-
ergebnis ist daher weniger von y abhéingig, als nach der Formel zunichst
scheinen konnte. Strenge Nachrechnung einzelner bestimmter Beispiele
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(Einzellast im kleinen Loch in einer unendlichen Platte) haben gezeigt,
daB eine Verinderung von p selbst um groBere Betrige (0,25 bis 0,40)
nur geringe Verianderung des Spannungszustandes bewirkt, insbesondere
gerade an den wichtigen Stellen hoher Beanspruchung.

Will man im Einzelfall den EinfluB genauer feststellen, so ist dies
dadurch méglich, daB man eine zur resultierenden Kraft P senkrechte

Verschiebung von der Grofle P ld:E_‘” wirklich an einem vorgenommenen
Schnitt vorgibt, die gegeneinander verschobenen Schnittufer miteinander
verklebt und dann die duBere Kraft fortnimmt (Abb. 48). Es entsteht
ein Eigenspannungszustand durch ,,Dislokation®. Dieser Spannungs-
zustand entspricht dann dem Anteil, der sich mit dem Werkstoffwert u
dndert, man kann ihn also vom Gesamtzustand trennen und fiir einen

-p
p I S%
@t +P

Abb. 48. Erzwungene Verschiebung (Dislokation) Abb. 49. Verschwindende Schnittuferverschie-
zweier Schnittufer. bung bei zwei entgegengesetzt gleichen Lasten.

anderen Werkstoff umrechnen (Anderung des Gesamtspannungszustandes

um den Zustand, der der seitlichen Verschiebung P £ 1d—EMz entspricht).

Verschwindet die Resultierende P, so verschwindet auch dieser vom
Werkstoff abhangige Anteil, d. h. also immer dann, wenn (Fall 1, s.0.)
die Krifte an einem Lochrand unter sich im Gleichgewicht stehen.
Anschaulich sieht man das auch ein, wenn man sich, wie in Abb. 49,
zwei gleiche und entgegengesetzte Krifte + P und — P vorstellt. Die
gegeniiberliegenden Punkte des waagerechten Schnittes verschieben sich
hierbei nicht waagerecht gegeneinander. Die auftretenden senkrechten
Entfernungsinderungen sind bei gegebenen Abmessungen proportional
zu PJE, so daB zu ihrer Aufhebung Krifte notwendig werden, die zu

(Eli) - E = P verhiltnisgleich sind. Die hieraus entstehenden Zusatz-

spannungen sind also unabhingig vom Werkstoff und werden aus-
schlieBlich von der Geometrie des Zusammenhanges bestimmt.

Sieht man von den Ausnahmefillen der Locher mit resultierender
Randkraft ab, so geschieht die Ubertragung éhnlicher elastischer Zusténde
aufeinander nach folgenden einfachen Gesetzen:

Zwei gleich groBe, gleich geformte, gleich dicke Scheiben mit gleicher
Belastung weisen unabhingig vom Werkstoff genau denselben Spannungs-
zustand auf. Verindert man alle lineare Abmessungen in der Scheiben-
ebene dhnlich auf das n-fache, ohne ihre Dicke zu verdndern, so ergeben
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sich bei geometrisch-dhnlicher, der GréBe nach gleicher duflerer Be-
lastung Spannungen, die 1/n der urspriinglichen Spannungen betragen.
Andert man auBerdem die Dicke, so dndern sich alle Spannungen um-
gekehrt proportional zur Dicke. Andert man schlieBlich die Gesamt-
belastung um'einen Faktor, so dndern sich die Spannungen um den-
selben Faktor. In zwei in der geometrischen Umriform dhnlichen Fillen
verschiedener Lingen I, und I, mit den Dicken d, und d, und den Kriften
P, und P, gilt also schlieBlich fiir entsprechende Spannungen:

a_n_P b d

, o, T2 . P, 1 dy°

Die in der Spannungsoptik, aber auch allgemein fiir Schalenprobleme
sehr zweckmiBige GroBe des ,,Kraftflusses*“ oder ,,Schubflusses‘ ist die
je Langeneinheit der Schnittfliche iibertragene Kraft, also kg/mm,
sie sei mit p (kg Normalkraft je 1 mm Schnittbreite) oder ¢ (kg Schub-
kraft je 1 mm Schnittbreite) bezeichnet. Die GréBe ist unabhingig
von der Modelldicke, so daB in dhnlichen und dhnlich belasteten Modellen
einfach gilt:

P40 Pl
Y2 ] P, L

Krifte schlieBlich (z. B. Stiitzkrifte oder Gesamtkrifte in Stidben,
Pfosten usw.) verhalten sich unabhingig vom ModellmaBstab in dhnlichen
Fillen einfach wie die Lasten.

Handelt es sich um ebene Verzerrungszustinde in zylindrischen
Kérpern groBer Tiefe (Abb.2, S.1), so gilt fir herausgeschnittene
Scheiben z. B. von 1 mm Dicke genau die gleiche Regel.

In Korpern, die aus verschiedenen Werkstoffen zusammengesetzt
sind (bewehrter Beton usw.), herrschen verwickeltere Zusammenhénge,
vgl. S. 207.

Bei'dynamischen Problemen hiangen auBerdem die Krifte noch von
der Dichte des Werkstoffs und von der Beschleunigung, d.h. von der
Schwingungsweite und' dem Quadrat der Schwingungsfrequenz ab,
entsprechende Ahnlichkeitsgesetze sind aus den Grundgleichungen der
Mechanik ableitbar [6.15].

Fiir die Spannungsoptik folgt als chhtlgstes Ergebnis  dieses Ab-
schnitts: ‘

Zur Ermittelung eines ebenen elastischen Spannungszustandes in
einem belasteten Kérper ist es zulissig, einen ,,4hnlichen‘* Spannungs-
zustand in einem Modell beliebiger absoluter Groe und beliebiger Dicke
aus beliebigem elastischen Werkstoff zu untersuchen. Die in einem
‘Modell aus Glas, Zelluloid, Gummi oder Gelatine gefundenen Ergebnisse
sind auf ein dhnliches und ahnlich belastetes Werkstiick oder Bauelement
aus Metall mit entsprechender Umrechnung iibertragbar. Die Fille, in
denen die Querdehnungszahl des Werkstoffs eine Rolle spielt, konnen
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ebenfalls mit sehr guter Annidherung iibertragen werden, gegebenen-
falls ist durch zusétzliche Dislokationsversuche auch hier die strenge
Umrechnung mdéglich.

Auf die Ubertragung der Ergebnisse zur Beurteilung der Festigkeit
von Konstruktionselementén sei in diesem Zusammenhang noch hin-
gewiesen:

_ Bei gegebenen éduBleren Lasten und sonst freien Rindern erwiesen
sich die Gleichungen des Gesamtzustandes in der Modellebene als un-
abhingig davon, ob ein ebener Spannungszustand (diinne Scheibe),
ein Zustand mit konstanter dritter Hauptspan-
nung (beidseitiger Uberdruck, vgl. 8. 24) oder ein
ebener Verzerrungszustand (konstante oder ver-
hinderte Dehnung senkrecht zur Mittelebene)
vorlag. Der in einem diinnen ebenen Modell er-
mittelte Zustand o, 6,, 7, stellt also gleichzeitig

a
”
die Losung fiir die anderen Félle mit gleichen
Randbedingungen dar. d
&£
@

Die Gesamtbeanspruchung eines rdumlichen
Elementes, die zum ZFlieBen oder Bruch des

Werkstoffes fiihrt, hingt jedoch von allen drei b
Hauptspannungen ab, ist also im Falle 0y =0, =0

oder o3=u(0,+o0,) eine andere. Bei FluBeisen NERE /‘
und Metallen mit dhnlichem Verhalten kann man

mit guter Néherung die gréte in einem Element 4y 50. Die Verscm-ed;nen
wirksame Schubspannung als Ursache des Gleit-  Shubebenen beim drel
beginns (FlieBgrenze) betrachten. Diese grifBte

Schubspannung kann aber in einem von drei Ebenenpaaren &uftreten
die in Abb. 50 dargestellt sind.

Die Schnittebenen in Abb. 50a sind die bisher betrachteten Haupt-

. . 0,—0y . .
schubebenen, in denen die Schubspannung 7;, =~ % wirksam ist. In

den Ebenen b und ¢ ist aber auch eine Schiebung aus der 1-2-Ebene

(z-y-Ebene) heraus mdoglich, und zwar unter der Wirkung der Haupt-

0y — O, Og— O . . .
schubspannungen 7y, = —*5—" oder 753 = —*5—*. Ist beispielsweise

03=0,= 0, so ist 123:—;2— , Tg= f;i » d. h. also fir 0 <o, < o0,: 7y ist
groBer als 7,5, das erste Gleiten beginnt in einer Ebene nach Abb. 57b.
Bei 6, < 0 < 0, gilt: 7y und 75 sind kleiner als 7,5, so daB 7,, fiir den
Gleitbeginn verantwortlich ist. Ist dagegen o;=o0,=u (0y+ g,), s0

— —(1— . . .
ist 123—u)‘;2—i6—1, 131=/—4&~(2—ﬂ6—1 und es ist bei .gleichem

Vorzeichen von o, und ¢, und fiir |o,|<|o,| der Wert von 7, groBer

"

T Nur am freien Rand ist das Ergebnis immer

. 0’2
als 7,,, wenn P
' 1
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eindeutig. Dort verschwindet eine der beiden Spannungen o; oder o,,

i d o. 03— 0,
so daB gilt: -;12:-21_’ 723:_23_’ Ty = 32 1

Fir o;=0 ist also 7,=17;5, T,=0.

Fir o3=po, ist Tos=UTyy Ty=(1—u)Ty,.
Am freien Rand ist demnach die in der z-y-Ebene festgestellte Schub-
spannung 7,, gleichzeitig immer die gréfite im Randelement iiberhaupt
auftretende. (Der Fall o3 >0, diirfte praktisch kaum vorkommen.)
Diese Tatsache ist von erheblicher Bedeutung, weil in den meisten
Konstruktionselementen die hdchste Beanspruchung am Rande zu
liegen pflegt.

II. Grundgleichungen der optischen Doppelbrechung.

1. Linearpolarisiertes einfarbiges Licht, Wirkung eines doppel-
brechenden Korpers.

Nach dem Stande der Physik sollte eine Abhandlung iiber Optik,
insbesondere iiber Kristalloptik, die Begriffe und Formeln der elektro-
magnetischen Lichttheorie verwenden. Wenn im folgenden statt dessen
eine elementare Darstellung vorgezogen wird, so geschieht dies, weil fiir
die Aufgabe, spannungsoptische Messungen richtig durchzufithren und
zu verstehen, die vollkommene physikalische Kenntnis optischer Vorgénge
entbehrlich erscheint. Das Ziel spannungsoptischer Versuche ist schlief3-
lich eine Spannungsbestimmung, nur das Verfahren ist optisch. Die
vorkommenden optischen Erscheinungen sind durchweg geometrisch
anschaulich darstellbar, so daB diese Darstellung moglichst immer
verwendet wird. Zur weiteren Vereinfachung der Darstellung wird dabei
vom einfachsten Fall des einfarbigen Lichtes ausgegangen, wie er z. B.
beim Licht der griinen Linie des Quecksilberdampfes vorliegt.

Das Licht eines Strahles kann als Transversalwellenbewegung der
Atherteilchen aufgefaBt werden, es bewegt sich also jedes Teilchen in
einer Ebene, die senkrecht auf dem Strahl steht. Die Bahn des Teilchens
in dieser Ebene ist charakteristisch fiir das Licht. Die Verbindungs-
linie des urspriinglichen Ruhepunktes des Teilchens (,,Nullpunkt‘) mit
seinem augenblicklichen Bahnpunkt ist der Lichtvektor J. (Nach der
elektromagnetischen Lichttheorie stellt dieser Vektor nicht eine Be-
wegung, sondern eine Kraft dar. Aus den genannten Griinden wird
jedoch hierauf nicht niher eingegangen.)

Wenn ein Strahl der Lichtquelle durch einen ,,Polarisator, z. B.
ein N1coLsches Prisma, einen Filterpolarisator oder dergleichen gegangen
ist, so ist er linear polarisiert. Jedes Atherteilchen schwingt dann auf
einer Geraden, die senkrecht auf dem Strahl und senkrecht auf der
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Polarisationsebene des Polarisators steht. Bei waagerechter Polarisations-
ebene steht also der Lichtvektor J senkrecht (Abb. 51). Es sei bemerkt,
dafBl sich simtliche Folgerungen aus dieser Vorstellung widerspruchs-
frei auch aus der Vorstellung einer Schwingung in der Polarisations-
ebene ableiten lassen. Die hier gewihlte Darstellung ist seit FRESNEL
allgemein {iblich.

Die Bewegung ist sinuswellenférmig. Ein vom Lichtstrahl spéter
getroffenes Teilchen erreicht den Zustand (die Schwingungsphase) eines
vorher getroffenen Teilchens um so viel spiter, als der Lichtstrahl zum
Durcheilen der Zwischenstrecke Zeit braucht; in jedem Zeitpunkt ist
die Verbindungslinie aller Teilchen des Strahles, die urspriinglich auf
einer Geraden, der Strahlmitte, lagen, eine Wellenlinie. Die Wellenlinie
schiebt sich als feste Form mit
Lichtgeschwindigkeit  vor-
warts. Sie stellt gleichzeitig
die Bahnkurve eines einzelnen
Teilchens dar, wenn man
ihre Langsachse als Zeitachse
auffaBt und denrichtigen Zeit-  pypisator
mafstab wihlt, eine Wellen-

linge ist hierbei also der fiir Gewdtnliches Licht
. : _ Abb. 51. Vorstellungsbild eines linearpolarisierten
eine VOHSOthngung notwen Lichtstrahles mit waagerechter Polarisationsebene.

digen Zeit gleichzusetzen.

Ist ¢ die Geschwindigkeit, 4 die Wellenlinge des verwendeten ein-
farbigen Lichtes im Vakuum, so ist die Schwingungszahl je Sekunde
n = ¢/A, der zeitliche Verlauf des Lichtvektors eines Teilchens also:

J () -——Acos?n(#")—c =Acos2an(t—t,).
Dabei ist die Konstante 4 der GroBtwert des Lichtvektors, 42 ist ein
MaB fiir die Lichtstérke des Strahles; ¢ ist die Zeit in Sekunden, ¢, ist ein
irgendwie gewdhlter Anfangspunkt. Es handelt sich also um eine ein-
dimensionale harmonische Bewegung jedes Teilchens.

Stellt man nun in die Bahn des Strahles ein zweites Nicolprisma
oder dergleichen, den ,,Analysator’, dessen Achse gegen die Achse des
Polarisators um den Winkel § geneigt ist, so kann von dem Lichtstrahl
mit dem GrofStvektor A nur eine Komponente den Analysator durch-
dringen, und zwar die, die senkrecht auf dessen Polarisationsebene steht.
Man sieht durch vektorielle Zerlegung von 4 (Abb. 52), da8 die vom
Analysator durchgelassene Komponente A, verhéltnisgleich zu cos §
ist, insbesondere also dann verschwindet, wenn cos =0, d. h. §=90°
ist. Diese Stellung (,,gekreuzte Polarisatoren‘‘) pflegt die Normalstellung
bei fast allen spannungsoptischen Versuchen zu sein, es soll daher im
folgenden im allgemeinen ein gegen den Polarisator gekreuzter Analysator
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angenommen werden. Die Richtungen der beiden Hauptachsen seien
kurz als das Polarisationskreuz bezeichnet.

Zwischen den beiden gekreuzten Prismen befindet sich das Arbeits-
feld der Anordnung. In dieses Arbeitsfeld sei nun ein weiterer durch-
sichtiger Gegenstand von der Dicke d eingeschoben, der — wie z. B.
Gipskristall — ,,doppelbrechend‘ ist. Er soll also die Eigenschaft haben,
daB er den Lichtstrahl in zwei Komponenten zerlegt, deren Polarisations-
ebenen - senkrecht aufeinander stehen; die Richtungen dieser beiden
Polarisationsebenen entsprechen den optischen Hauptachsen des Kdrpers.
Der Winkel der beiden Komponenten gegen das Polarisationskreuz habe.
den Wert « (Abb. 53). Der Vektor der GroBe A wird dann im Korper
in zwei Komponenten von der GroBle 4, =4 sina und 4,=4 cosa
zerlegt. Wenn diese beiden Komponenten die gleiche Geschwindigkeit ¢
haben, so verschieben sie sich beim Durchdringen des Korpers nicht
gegeneinander, d. h. sie erreichen gleichzeitig und am gleichen Ort ihren

Polarisafionsebene

des Analysators 1 oplische

Hauptachse

" Polarisationsebene
des Polarisators

Abb. 52. Durch den Analysator der Neigung Abb. 53. Zerlegung eines Lichtvektors
6 durchgelassene Lichtkomponente A« bei in zwei Hauptachsenkomponenten.
waagerechter Polarisatorebene.

R Polarisationsebene

Héchstwert, Nulldurchgang usw. Hinter dem Korper vereinigen sie sich
wieder zu einem Vektor J', der wie J senkrecht auf der Polarisations-
ebene steht und vom Analysator nicht durchgelassen, d. h. ausgeloscht
wird. Haben die beiden Komponenten jedoch zwei um einen kleinen
Betrag verschiedene Geschwindigkeiten, also etwas verschiedene Wellen-
lingen (4,/4, = ¢;/c,, wegen ¢;/A; =n = Schwingungszahl = const. fiir ein-
farbiges Licht), so entfallen auf den Durchgangsweg d fiir die beiden
Strahlen verschiedene Anzahlen von Wellenlingen. Die Anzahl sei M,
so ist M, = d/A, = dnjc,, My=d[A, = dnc,. Zu jeder Zeit ist also nach
der Durchdringung die eine Komponente um die konstante Anzahl
11 11 ¢y — Ca
@) m=My—My=d (g ) =dn (g =)= dn g
Wellenlingen gegen die andere verschoben. Die gegenseitige Verzdgerung
der beiden Komponenten bleibt wegen der gleichen Geschwindigkeit
beider Komponenten in Luft fiir den weiteren Verlauf des Strahles hinter
dem Korper dieselbe. Alle hinter dem Korper vom Strahl getroffenen
Teilchen schwingen mit einem Lichtvektor J’, der sich aus den beiden
gegeneinander verzogerten Komponenten zusammensetzt.

Zur rechnerischen Darstellung der Vorginge sei im folgenden ein
rechtwinkliges Koordinatensystem z, y festgelegt, dessen x-Achse waage-
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recht liegt. Sie soll dabei immer mit der ebenfalls waagerechten Polari-
sationsebene des Polarisators zusammenfallen. Urspriinglich ist also:

J,=0
.2
Jy=J = Asin =75 (t—ty).

Die Bahn eines Teilchens nach dem Durchgang des Lichtes durch den
Korper errechnet sich daraus (vgl. Abb. 54): Die beidén Komponenten J;
und J, mit den Schwingungsweiten 4, =4 sin« und 4,=4 cos & sind
~ um m Wellenlingen rdumlich und
/) ‘ zeitlich gegeneinander verschoben.
/1 ¥ Ist ¢, kleiner als ¢,, also m positiv,

7 I
IR, // e N
7 AN

Lichtvektar, .~ Az N \
fir m= 2]r S \
\,

Abb. 54, Elliptische Polarisation infolge der  Abb.55. Drehung des Lichtvektors 4 um 2«
gegenseitigen Verzégerung der Komponenten durch Verzogerung von 4. gegen A4,
A,und 4,. um m = . .

so ist die Komponente J, gegen J; verzogert, sie erreicht die Phase
von J, um, so viel spiter, als den m Wellenlingen entspricht. Die Zeit-
differenz hat den Wert

A m

Atzm?—:—n—.

Rechnet man zur Vereinfachung hinter dem Kérper von #, =0 ab, s0 gilt

JI:Alsin—z—ﬂAc—t = A sin2xnt=Asinasin2nnt .
(24)
J2=A2sin2n:n<t—%n> = A,sin2x(nt—m) = A cosasin 27 (nt — m).

Der Endpunkt des Vektors beschreibt im Laufe der Zeit also eine Ellipse,
die das in Abb. 54 gestrichelt eingezeichnete Rechteck einmal auf jeder
Seite beriihrt. : g

Fir m=0 erhilt man den bereits besprochenen Fall des unver-
anderten Lichtvektors J, fiir m=1,, 3/, usw. erreicht J, seinen GroBt-
wert A,, wenn J; =0 ist und umgekehrt. Fiir diesen Wert von m be-
riihrt die Ellipse das Rechteck in den Mitten der Seiten. Fiir m =1/, ist

J, = A, sin 2 nt
Jy = A,sin 2ant —n) = — Aysin2mni,

Mesmer, Spannungsoptik. 4
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also J)/Jy= —A,/A;=—tga; das FErgebnis ist eine Ellipse mit ver-
schwindender kleiner Achse, d.h. eine Gerade, nimlich die zweite
Diagonale des Rechtecks (Abb. 55); gegen den urspriinglichen Licht-
vektor ist der entstehende Vektor also um den Winkel 2« gedreht.
Die dazwischen liegenden Werte von m ergeben Ellipsen, die leicht
graphisch zu konstruieren sind.

Von einfachen Sonderfillen sind wichtig:

a=0° oder 90°, das Rechteck schrumpft zu einer Geraden zusammen.
Stets ist J; =0, J,=A4 sin 2 5 (n¢ —m), d.h. der Lichtvektor bleibt nach
GroBe undRichtung unveréndert,le-
diglich seine Phase wird verschoben.

o= 45° oder 135°, das Rechteck
4 \ wird zu einem unter 45° liegenden
4 Quadrat. Es ist

A .
le—l/—é—sm%znt

¥

z Jy=-"=sin2x (nt—m).

/Q%n o=—sing

Abb. 56. Elliptisches Licht fiir o = 45°, Abb. 57, sind4nnt = —sind n(nt— m).
zirkulares Licht fiir m = 4+ /,.
Ein paar Ellipsen der Schar fir m=1/,, 1/,, 3/; zeigt Abb.56. Fir
diesen hdufig auftretenden Fall seien gleich einige Einzelheiten genannt.
Zunéchst weist man leicht nach, daB die Ellipsenhauptachsen stets
mit der z- und y-Achse (Polarisationskreuz) zusammenfallen, wenn nicht
die Ellipse zum Kreis ohne ausgezeichnete Achsen wird. Es ist J2=J?

+J2 = A;— [sin?2xnt 4 sin22x (n¢ —m)]. Der groBte und kleinste

Wert von J wird erreicht fiir
a(J?)
ot

NS

0

also fiir
sin2zxnt-cos 2ant + sin2 7 (nt—m)cos2x (nt —m) =0
oder

sindnnt = —sindxw (vt —m).
Daraus folgt entweder (Abb. 57)
dant=—4na(nt—m)+2kn (Punkte f,)
2ant=—2a(nt—m)+kn (k=0,1,2,... usw.)

also fiir geradzahlige %
sin2xnt =—sin2x(nt—m) oder J; = —J, (Punkt der xz-Achse)
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und fiir ungeradzahlige &
sin 2 nt =sin 27 (nt —m) oder J; = + J, (Punkt der y-Achse),
oder es gilt

dagnt=4nnt—m)+ (2k+1)n (Punkte B,)
also
dxm=+2k+1)n
2k+1
m= ii} =41,,3, 54 ... usw.

(in diesem Fall wird die Ellipse zu einem Kreis mit dem Radius 4/ 1/@).
Im ersten Fall (J,= 4+ J,) liBt sich auch unmittelbar die Lange der
halben Ellipsenhauptachsen J, _ und J,  angeben:
Fir J, _ ist Jy=+J,, d.h. k (ungerade)= 2%+ 1.
Daraus folgt fiir ¢:
2ant=—2xant+2am+ 2k + )=
dant=2am+ 2k + 1)z

28 +1
2ant =nam+ 2+ T

Dann ist
A . 2K +1
%:,@:ﬁ‘ﬂ;lﬂ(ﬂmi ém'_ﬂ>
—:I:icos m
also:

e =VIE+ I3 =+ A cosmm.
Fir J,  ist entsprechend J, = —J,, also k =2k
dant=2am4+2k =
2ant=am+k'n

4 . ,
J2=—Jl=-—ﬁsm(nm:}:k )
= i%sinnm
also:
Sy = = Asinm.

Mit o =45° schrumpft also die Ellipse zu einer Geraden in der y-Achse
zusammen fir J, =0, d. h. fir m=0, +1,2,3 usw., wihrend sie
zu einer Geraden in der z-Achse zusammenschrumpft fir m =11/,
%2> 5 usw. '

Im allgemeinen Fall mit beliebigem o zerlegt man die beiden Kompo-

nenten J; und J, in ihre z- und y-Komponenten:
Ji,=A;sin2xntcosa = Asinacosasin2mnt

Jy=A4,8in2xntsina = Asin?asin 2z nt
4%
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ebenso:
Jy, = —Asinacos asin 2w (nt —m)
Jyy = Acos?asin2m(nt—m),

so daB fiir den resultierenden Vektor J’' folgt:
J, = A sin o cos o {sin 27w nt —sin 27 (nt —m)}
J, = A {sin?asin 2 nt + cos? asin 27w (nt —m)}.
Die rechten Seiten lassen sich umformen nach der Gleichung:
asin u + bsin (u —v) = csin (v —w), dabei ist
=4 ]/az +b24+2ab cOS v {Vorzeichen wie a)
tgw = bsinv/(a + bcosv).

Es oilt also - : —sin2mm sin 2z m—7) 3@@—_71)
SEULAIS0: | Wegen te W =1 o nm T+cos@am—m) g 2

’ . Q. 2m—1
Jx:Asmoccosoc{l/2—200s2nmsm<2nnt—n 3 )}

1— 2 . 2m—1
= Asin2a- STesERm, sm<2nnt—~n m2 >

2
2m—1
= Asin2u- singm - s1n2n<nt—rm4——>,
insbesondere fiir o = 4 45°:
y . . 2m—1
Jx:ASIIl?tms1n27t<nt——”ﬂ4").
J, = A y/sin®a + cos* a + 2 sin® o« cos® o cos 2 7w m -

sin2nm
- gin <2nnt—arc tgm

. 2 —1
=4 l/(sin2 o + cos? o) 4 4 sin? o cos? o EM;L——
¢ sin2zm
arctg tg? oc+cos2nm)
sin2zm >

182 +cos2am

- sin <2nnt

= A4 )/ 1—sin?2 asin?wm sin <2nnt—aretg
insbesondere fiir oo = -+ 45°:

Jy, =Acosam-sin2x <nt—~%> .
Bei gekreuzten Polarisatoren geht nun von dem so zerlegten und wieder
zusammengesetzten Licht nur die zur z-Achse parallele Komponente
dureh den Analysator d.h. ein Lichtvektor mit dem GroBtwert:

A,=J,

Zinax

— Asin2asinmm.

Die - Lichtstirke des den Analysator durchdringenden Strahles ist also
verhiltnisgleich zu

(25a) A2 = A?%sin?2 asin?rm (Polarisatoren gekreuzt, Abb. 58).
Dies ist die wichtigste optische Grundgleichung der Spannungsoptik.
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Entsprechend errechnet man auch die Lichtstirke des durchfallenden
Strahles bei parallelen Polarisatoren:
(256b) A2=J, = A%*(1—sin?2asin?zzm) (Polarisatoren parallel).

Ymax
Fiir gegebenes m, d.h. gegebenen Relativverzgerungsbetrag, ist dem-
nach bei gekreuzten Polarisatoren die Lichtstirke verhiltnisgleich zu
sin? 2 a; die groBte Helligkeit tritt auf bei o = -+ 45°, das Feld ist dunkel
fiir « =0° oder 90°. Der optische Effekt eines /
zwischen gekreuzte Polarisatoren gestellten /'%m/ysafar
Korpers ist nicht beobachtbar, wenn seine &
Hauptachsen parallel zum Polarisationskreuz Hirperhayptachse,
sind. Umgekehrt ist bei fest gegebenem ao, \<Ve/i'zo'"qepung m
also fest gegebener Hauptachsenneigung, die 7 Brars
Lichtstirke des durchfallenden Strahles ver- /ﬁ’ wlartsator
hiltnisgleich zu sin?7z m, das Feld ist also - Aif;”;?’;éﬁ ) tach
dunkel fiir m=0, 1,2 usw., hell fiir m =1/,  nelung s wischen sebrouston.
3/2, 5/2 usw. (Abb. 59). Polarisatoren.

Fir « =0° oder 45°
ergeben sich sofort die’
auf S. 50 bereits be-:
trachteten Sonderfille
A2 =0 oder

A2 = A?sin®m.

Es soll nun aus den
allgemeinenFormeln fiir
J, und J, noch wie
im - zweiten Beispiel
(8..50) GroBe und Rich-
tung der Ellipsenhaupt-
achse angegeben wer-

den. Zur Vereinfachung der Formeln sei hierbei der Anfang der Zeit-

2m—1
rechnung noch um At=2x 7”14__ verschoben.

irke

Lichtsts

. Abb.59a u. b.
Af = A*sin® 2asin®a um
[Gleichung (25a)].

Lichistirke

o

Es ist dann:
J, = Asin2asinzmsin 2z nt

J,=A4 1/1 —8in?2 g sin2;r m sin (2w nt —A)

mit

A =aretg sy oos2am T2

insbesondere fiir o = -+ 45°:
Ad=am+n2—am=mn2.

Zur Bestimmung der Hauptachsen bildet man

J?=J2+J)2 und setzt —5 - =0.
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Nach einer Rechnung wie im zweiten Beispiel erhilt man daraus fiir die
Richtung ¥ der Ellipsenhauptachsen gegen die z-Achse die Gleichung:

. N _1:|:]/1—4NM(1—JIT)
tg"}_l/l—N SUYN(—DN)

Dabei ist N =sin22a, M =sin?zm. Fiir die Quadrate der halben
Hauptachsen ergeben sich die Werte:

o _ 1EVI—4NM(1—M)
JI, I = 2 .
Ein Beispiel (x=30°, N =0,75) zeigt
Abb. 60. Man erhalt linearpolarisiertes
Licht, wenn J;;=0 ist, d.h. wenn N
oder M oder (1—M)=0 ist. Dann
ist entweder «=0° bzw. 90° oder
es ist sin® wm bzw. cos?zmm =0, d. h.

m=0,4+1,, 1,3, usw.

2. Mehrere Korper.

Im folgenden werden Formeln fiir
zwel und drei hintereinander stehende
L - . doppelbrechende Kérper abgeleitet. Da-

Abb. 60. Elliptisches Licht fiir o« = 30° . .
und verschiedene Werte m. zu mag vorweg noch erwahnt werden,
daB bei der Berechnung der Licht-
stirke des durchdringenden Strahles bisher stets angenommen wurde, dafl
das Licht verlustlos alle durchsichtigen Teile durchstrahlt. In Wirklichkeit
kann das nie der Fall sein. Die Lichtverluste durch Farbung oder Trii-
bung der bestrahlten Korper (Prismen, Linsen, Filter, Probekérper) und
durch Spiegelung an spiegelnden Flachen sind in Wirklichkeit erheblich,
dabei wachsen die Verluste mit jedem neu hinzukommenden Korper.
Eine allgemeine Abschitzung dieser Verluste wird auf S.91 mitgeteilt
werden. Da aber diese Verluste alle Komponenten des Lichts etwa
gleich  betreffen, duBern sie sich lediglich als Schwichung der gesamten
Lichtstarke, ohne daB Phase oder Richtung des Lichtes wesentlich
beeinfluBt wiirden. Die Rechnungen werden daher unabhingig von
der schlieBlich insgesamt zu beriicksichtigenden Verlustziffer durchgefiihrt.
In den bereits abgeleiteten und den folgenden Formeln handelt es sich

also stets um den theoretischen, verlustfreien Strahl.

Zunachst sei hinter den durchstrahlten Kérper ein zweiter gestellt,
dessen Hauptachsen parallel zu denen des ersten sind. Das elliptische
Licht wird sich dann wieder in zwei Komponenten aufspalten, die nach
Richtung und gegenseitiger Phase den beiden Komponenten im ersten
Korper entsprechen. Eine im zweiten Korper wirksame Relativver-
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zogerung der beiden Komponenten gegeneinander — etwa um den
Betrag m — addiert sich also einfach zu der bereits vorhandenen Relativ-
verzogerung hinzu, es ist schlieflich, als wire nur ein Kérper mit der
Gesamtverzégerung (m-m) vorhanden
(Abb. 61). Von dieser Tatsache wird bei der ;ﬁf
Kompensation Gebrauch gemacht (S. 59).
Dabei sei betont, daB die einfache Uber-

lagerung der beiden Wirkungen nurméglich ¢t m‘.”; ‘;'m ”
ist, wenn die Hauptachsenkreuze der beiden gerny
Korper parallel sind. Im allgemeinen Fall Hirper1,

gilt keine einfache Beziehung dieser Art. /@ Verzigerungm

Ein Beispiel: Es sei die Hauptachse des

ersten K('J'rpers um den Winkel o= + 30° Abb. 61. Zwei Korper mit parallelen
Hauptachsen zwischen gekreuzten

geneigt. In ihm werde eine Relativverzoge- Dol tuntorom.
rung m bewirkt. Der zweite Korper sei

um den Winkel «=-—30° geneigt.

Er bewirke dieselbe Relativverzoge- a %
rung m. Es wire jetzt verkehrt etwa /
anzunehmen, daB diese beiden Wir- r / Kirper 2
kungen sich nach Art einer Vektor- \: Verzigerung m

bzw. Tensoraddition zu einer Wirkung .

. . . Abrper 7

in Richtung «a=0 zusammensetzen. /? Verzigerung m
P

Fir m =1/, sieht man das unmittel-
bar ein (Abb. 62). Der erste Korper
bewirkt eine Drehung des Lichtvek-
tors um --60° im zweiten ist also
nunmehr eine Hauptachse parallel zur
Polarisationsebene, d. h. es tritt keine
Verinderung von GroBe und Rich-
tung des Lichtvektors mehr ein.

Die Rechnung fiir mehrere hinter-
einander stehende Korper soll im . o 7. Kérper ‘mit, ver-

folgenden nur fiir einige Sonderfille schieden geneigten Hauptachsen zwischen
. gekreuzten Polarisatoren. b o = 4 30°,

von praktischer Bedeutung durch- @y = — 30° m (in Korper 1) = Y,

gefiihrt werden. Der erste Korper sei

dabei stets unter dem Winkel o =45° eingestellt, d.h. der Lichtvektor

hinter dem ersten Korper lasse sich darstellen durch
J, = A singmsin 27 nt
J, = A cosgmsin (27 nt —7/2)

= —A coszm cos 2w ni
(vgl. 8.52).
a) Die Hauptachsen des zweiten Korpers seien wieder parallel zum
Polarisationskreuz z, y. In ihm werde eine Verzogerung m bewirkt
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(Abb. 63). Das austretende Licht wird dann beschrieben durch die

Gleichungen: . »

J, = Asingmsin2nnt

J, = —Acosmwmcos 27 (nt—'m).

Tst im zweiten Korper die Verzégerung m = + §, so wird
cos 2x(nt —m) = £ sin 2w nt,

d. h. es wird o

. B, Y _ +sinzm
(26) Jy T cosmm
Das Ergebnis fiir m = 4 } ist demnach linear polarisiertes Licht,

dessen Polarisationsebene um -+ 7 m gedreht ist. Die Drehung ist gleich

=4 tgam.

/

o | (Abrgerz Ueosam| /A el . |Aorger 2,
¢ ; 4 : > Verzigerung m
Asinam Hirpe, ;, 7

Kbrper 1 |
% %, m= ¥,
/D

Abb. 63. Korper 2 hat eine zur  Abb.64. Bildung linearen Lichtes Abb. 65. Bildung von zirkular-
Polarisationsebene parallele aus elliptischem Licht durch polarisiertem Licht durch Korper1,
Hauptachse. Verzogerung der Hauptachsen- dahinter Korper 2.

komponenten um m = */,.

der halben Relativverzégerung im ersten Korper, gemessen im Bogen-
maB. Der Drehsinn hiingt vom Vorzeichen von m und vom Vorzeichen
von m ab. Anschaulich ergibt sich dies sofort daraus, daB hinter dem
ersten Korper der Lichtvektor eine Ellipse mit waagerechter und senk-
rechter Hauptachse beschreibt (vgl. S.50). Zerlegt man diese Ellipse
in eine waagerechte und senkrechte Komponente, so haben diese beiden
eine gegenseitige Phasenverschiebung von ?/, Wellenlénge. Durch zu-
siitzliche Verzogerung um !/, Wellenlinge werden sie also phasengleich
(bzw. entgegengesetzt) und setzen sich zu einer linearen Schwingung,
der Ellipsendiagonalen, zusammen (Abb. 64).

b) Im ersten Korper sei m = 4§, es sei also

, A .
J, = ﬁ sin 27w nt

, A : s - s 1
J,=— 75 cos2mnt  (,,Zirkularpolarisiertes Licht®).

Der zweite Korper habe eine Hauptachsenneigung f gegen das Polari-

sationskreuz (Abb. 65), seine Verzégerung sei m. Die Aufspaltung in
Komponenten J; und J; ergibt hinter dem zweiten Korper:
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A . . i
J;' = 75 (cos fsin 2w nt —sinf cos 2w nt
2 ,

J, = 72 (—smﬂsm2n(nt——m)—cosﬂcos2n(nt-—m))

also:

~

A
Jy = ﬁsin (27 nt—p)

Jy = — 1/—cos 2rnt—p—2nm).

Der Wert § in beiden Argumenten bedeutet lediglich eine Verschiebung
der Zeitrechnung, er kann also fortgelassen werden. (Im zirkularen
Licht ist keine Richtung ausgezeich- Y
‘ 4,4' ‘

I d

net!) Weitere Zerlegung in die -
und y-Richtung ergibt schlieBlich:

JY = % (cosﬂ sin 27 nt + - \ﬂ '
+ sinﬂcos2n(nt—m)). /

’” 4 : 1 g
J, = ﬁ(smﬂsm2nnt— >

— cos f cos 27(nt — m)). | ~Blitehen
2 .

¢) Die Anordnung b) werde nun
noch durch einen dritten Kérper er-
ginzt, dessen Achsen wieder parallel
zu den Achsen des ersten Korpers stehen, also unter 45° gegen die
x-Achse geneigt sind. Der Korper bewirke eine Verzégerung m = 4 §
(Abb. 66) Dann wird

J”’———{sm2nnt (sin B + cos f) +aos2yz(nt—m) (sin f —cos B)}

Abb.66. Korper zwischen zwei 4/4-Blittchen:

g, :,—3,? {sin27 (ntF %) (sinf— cosﬂ)—cosQn (nt—mF) (sinf + cosﬂ)}

2
= iié—{ZF cos 2 nt (sin f — cos f) :{:sin2n (nt—m) (sinf + cosﬂ)}.”
Daraus folgt schlieBlich: o

)

J, = 1/» {smﬂ [sm2nntj:cos2nnt +cos2m (nt—m)j;s1n2yz (nt—f)]./
+cos B[sin27wnt T cos 2w nt—cos 27t (nt —m) 4-sin 27 (nt —m)] }

J," —*7 {sin B [sin2 7t nt F cos 2 w nt + cos 277 (nt—m) Fsin 27 (nt—m)]
+ cosB[sin 27w nt + cos 2ant—cos 27 (nt — m) £ sin 27t (nt —m)]}
und hieraus wegen sinu + cos 4 = ]/ 2 - sin (u + 7/4)
= /2 + cos (u F 7/4)
mit entsprechender Verschiebung der Zeitrechnung:
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Obere Vorzeichen (m = + }):

Jy = %{sinﬂ [sin 2w nt + sin 2 7 (nt — m)] — cos f [cos 2 nE
+ cos 27 (nt —'m)1}

J, = i;—{sin/’)’ [—cos 2 nt + cos 2 7 (nt—m)]+ cosZ} [sin 27w nt
—sin 2 7 (nt —m)]},

oder nach einfacher Umordnung:

Jy = —g{cos (27 nt + B) + cos 2ant + f—27 m)}
Jé":% {sin @xnt—p)—sin Qrnt—fF—27 m)}
(27a)
oder
Jy =—Acosmmecos (2ant + p—mxm)
J, = Asinmmecos 2mnt—p—num).
Entsprechend erhélt man fiir die wnteren Vorzeichen (m =—}):
o1h J; = Asinmmcos (2ant—pB—nm)
(27b) J, =—Acosgmecos 2rnt +p—am).

¢;) In beiden Vorzeichenfillen ist also 8 schlieflich nur als Phase
in der Gleichung enthalten, d. h. der GroBtwert der z- und y-Komponente
des Lichtes ist unabhingig von f8:°

= __ |1 =__
m = + ry m=-—y
11y — e . _—
yae =A cosTm Jy = Asinmm
" - _— 11 —
Jymax = A s m sznx = A cosm m.
Die Formel mit m = — & fiir den Fall des ,zirkularpolarisierten Arbeits-
4 29

feldes zwischen gekreuzten Polarisatoren bezieht sich auf folgende
Anordnung (Abb. 66): Hinter dem Polarisator wird unter 45° Achsen-
neigung ein Korper gestellt, der die Verzogerung m = + § bewirkt
(,,Viertelwellenlingenblittchen‘), der also zirkularpolarisiertes Licht
erzeugt. Vor dem Analysator steht ein ebenso geneigter Kérper, der
die Verzogerung m = — } bewirkt. Der Analysator ist wie iiblich
gegen den Polarisator gekreuzt und laft nur die zur x-Achse parallele
Lichtkomponente hindurch, also ein Licht mit einer zu JZ _ ver-
hiltnisgleichen Lichtstirke. Steht zwischen den beiden Viertelwellen-
blittchen im zirkularpolarisierten Feld ein beliebig gerichteter Korper
mit der wirksamen Relativverzogerung m, so ist demnach die durch-
fallende Lichtstirke verhéltnisgleich zu

(28) A2 = J;" 2 = A?sin’wm.

Zmax
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Dies entspricht der Gleichung (25a) (S. 52), jedoch unabhédngig von
der Richtung des Korpers. Das Licht verhilt sich, als wére in der zu
Gleichung (25a) gehérigen Anordnung (Abb. 58) stets a=45°. Ins-
besondere ist das Feld dunkel fiir m =0, d.h. auch dann, wenn kein
Korper im Zirkularfeld steht. (Das zweite Viertelwellenblittchen hebt
die Wirkung des ersten auf.)

c;) Fiir f = 0° ist auBerdem mit m = + 1, m =—1}:
Ji’  —cosam __ —1 gy ’
(29) T = sinam —tgam’ ebenso mit m = + }: Jm=——tgnm
‘ 1
Fiir #=90° erhilt man entsprechend twam und tgz m. Es liegt also

wie im Fall a) linearpolarisiertes Licht vor, dessen Polarisationsebene
um den Betrag m m gegen die z- oder y-Achse gedreht ist.

3. Messung der Relativverzogerung.

Im vorigen Abschnitt sind die notwendigen Formeln fiir die Messung.
des Betrages der Relativverzogerung bereits enthalten. Entsprechend
diesen Gleichungen kann man demnach zur Messung einer in einem
Modell vorliegenden Relativverzogerung folgende Anordnungen ver-
wenden :

a) Der Korper steht (unmittelbar oder im Zirkularfeld zwischen
zwei Viertelwellenblattchen) zwischen gekreuzten Polarisatoren. Die in
ihm bewirkte Relativverzogerung der beiden Hauptkomponenten kann
dadurch gemessen werden, daBl man einen zweiten Korper (MeBkdorper,
Kompensator) gleicher Hauptachsenrichtung vor oder hinter den Ver-
suchskorper setzt und so lange verdndert, bis seine optische Wirkung
die des Versuchskoérpers gerade aufhebt, kompensiert. Als Mefkorper
dient irgendeine Vorrichtung, die in bestimmter Richtung eine meB-
bare optische Doppelbrechung herzustellen gestattet. Verwendbar sind
z. B. ein meBbar belasteter Streifen (Zug- oder Biegestab) aus Glas,
Bakelit oder Zelluloid, ein Quarzkeil verdnderlicher Dicke (verschieb-
barer Quarzkeil wie im Babinet-Kompensator) oder eine drehbare
Kristallplatte (Kompensator nach ERRINGHAUS oder BEREK). Die im
Fall der Kompensation abgelesene bzw. tabellarisch ermittelte Doppel-
brechung des Korpers entspricht mit umgekehrtem Vorzeichen der
Relativverzégerung im Versuchskorper. Falls der Korper unmittelbar
zwischen den beiden gekreuzten Polarisatoren steht, richtet man ihn,
bzw. die Polarisatoren, zweckmiBig so aus, daB das Polarisationskreuz
gegen die Achsen des Versuchs- und MeBkorpers um 45° geneigt ist.
Im Fall zirkularpolarisierten Lichtes miissen lediglich Versuchs- und
MeBkorper gleichgerichtet sein.

b;) Der Versuchskorper mit der Relativverzégerung m steht mit
seiner Hauptachse um 45° gegen den Polarisator geneigt unmittelbar
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hinter diesem. Dahinter befindet sich ein Viertelwellenblittchen, dessen
eine Hauptachse parallel zur Polarisatorachse ist. Nach Gleichung (26)
(8. 56) ist das austretende Licht linear polarisiert, seine Polarisations-
ebene ist um 7 m gegen die Polarisatorebene geneigt. Zur Messung dreht
man den Analysator, der urspriinglich gegen den Polarisator gekreuzt
ist, solange, bis das Feld dunkel ist. Der notwendige Drehwinkel sei ¢,
80 ist wm =g, d. h. m =¢/n bzw. ¢/180, wenn ¢ in Grad gemessen wird
(Abb. 67). Selbstverstindlich ist bei einer derartigen Kompensation
darauf zu achten, daB ein Ausléschen ebenfalls bei p = (m 4 1,2, 3, ..

usw.) stattfindet. In praktischen Fillen wird man stets aus anderen
Beobachtungen wissen, zwischen welchen ganzen Zahlen m zu suchen
ist. AuBerdem ist der positive Drehsinn vor dem Beginn der Messung

" - besonders festzustellen. Da er von
’% Liotheinr der Einstellung des Viertelwellen-

blattchens abhingt, die nur ver-
e suchsméfBig festgestellt .- werden

@ : %_ Llitehen kann, empfiehlt sich 'fur jede ge-
W troffene Anordnung die versuchs-
> b méBige Feststellung des positiven
Versuchshirper, Drehsinns.

| Verzigerung m b,) Stellt man sich die An-
/'fﬁa ordnung b,) in "Ausléschstellung
a vor, also nach Abb. 67, so kann

Abb. 67._a linearpolarisiertes Licht. man sich den Strahlengang auch

hanpiachse nfolge dor Vombgerng v im ver. umgekehrt denken. Das Licht
O e dee s Dt (S8 # ™ Lommt dann vom Analysator her
' mit einer Schwingungsebene, die
senkrecht zu der in Abb. 67 gezeichneten gerichtet ist. Im A/4-Bléttchen
wird hieraus elliptisches Licht mit demselben Achsenverhiltnis wie ge-
zeichnet, aber vertauschten Achsen. Das Modell macht hieraus waage-
recht linear polarisiertes Licht, das den Polarisator nicht durchdringen
kann. Ein Lichtstrahl wird also ausgeloscht unabhéngig davon, ob er
die Anordnung vorwirts oder riickwirts durcheilt. Die Messung b,)
kann also auch folgendermafen durchgefiihrt werden (Abb. 67, riick-
wirts gedeutet): Der zu messende Korper wird unter 45° Nelgung
zwischen gekreuzte Polarisatoren gestellt. Vor dem Modell wird ein A/4-
Blattchen eingeschaltet, dessen Hauptachsen parallel zum Polarisations-
kreuz stehen. Der Polarisator wird nun gedreht, bis Dunkelheit eintritt.
Der Drehwinkel ¢ entspricht dem Wert m(m 4 k) mit ganzzahligem k.
b,) Eine grundsitzlich gleiche Messung ist nach den Gleichungen (29)

(8. 59) durchfiithrbar. Durch den Polarisator und ein dahinter geschaltetes
Viertelwellenbléttchen unter 45° wird ein Zirkularfeld hergestellt. In
ihm steht in irgendeiner Richtung der Versuchskorper. Hinter ihm folgt
ein A/4-Blattchen, dessen Hauptachse um 45° gegen den Versuchskdrper
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geneigt ist (Abb. 68). Das austretende Licht ist linear polarisiert, die
Polarisationsebene ist um den Winkel 7z m gegen die Hauptachse des
Viertelwellenbliattchens geneigt. Durch Drehung des dahinterstehenden
Analysators bis zur Felddunkelheit ist wie unter b,) der Betrag von m
meBbar. Die Ableitung der Formeln (S. 57) geschah zwar unter
besonderen Voraussetzungen, denn der Polarisator und das erste A/4-
Blittchen hatten eine bestimmte Richtung; man sieht aber leicht ein,
daB zirkularpolarisiertes Licht unabhéngig von seiner Entstehung keiner-
lei bevorzugte Richtung mehr aufweist, d.h. es ist fiir den weiteren
Strahl belanglos, welche Richtung im Raum Polarisator und A/4-Bléitt-
chen hatten. Nur ihre gegenseitige Neigung

mul3 45° betragen. Ebenso miissen der Ver- )
suchskorper und das zweite A/4-Blittchen um S
45° gegeneinander geneigt sein. ]

c) Eine insbesondere in der Spannungs- S d
optik mogliche Messung der in einem Modell Ky 7\
auftretenden Relativverzégerungen wird auf Q}%{ & Blittchen
S. 125 und 137 noch néher erléu- i
tert. Sie ist nur bei sehr hohen
Betrigen von m moglich und be- 0‘ Versuchskirper
ruht darauf, daB man die mit w
steigendem m -Wert aufeinander >\ b
folgenden Verdunkelungen des 2_pitihen

Feldes einfach abzahlt.
d) Eine volhg andere Messung /%0 a
148t sich durch Verwendung eines
Interferometers durchfithren, wo-  Avp.6s. a lineares Licht. b zirkulares Licht.
bei die absolute Verzogerung jeder ¢ clivtisches Licht Toit Elipeenmanptachseinel
einzelnen Lichtkomponente fiir (B + 45° + mm).
sich unmittelbar bestimmt wird. .
Zwei Wellenbewegungen 16schen sich aus, wenn sich ihre Wirkungen
in jedem Augenblick gegenseitig aufheben, wenn sie also gleiche Gréf3e
und Richtung, aber entgegengesetztes Vorzeichen (d.h. eine halbe
Wellenlinge gegenseitige Phasenverschiebung) haben. Eine zusitzliche
Phasenverschiebung des einen Strahles hebt die Ausléschung auf und
kann durch eine genau gleiche Phasenverschiebung des zweiten Strahles
wieder riickgingig gemacht werden, so daB die Ausloschung wieder
vollkommen ist. Zur Anwendung dieses Tatbestandes mufl das Licht
einer Lichtquelle in zwei Teile anndhernd gleicher Lichtstirke geteilt
werden, die miteinander ,interferieren’ konnen. Eine fiir den vor-
liegenden Zweck mit Erfolg verwendete Anordnung wird in Kap. V, Ab-
schnitt 10 kurz beschrieben. Man mit dabei unmittelbar die beiden
Werte M, und M, (S.48). Es wird sich zeigen, dall diese Art der
Messung in der Spannungsoptik besondere Bedeutung hat. ’
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4. Vielfarbiges Licht.

Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf einfarbiges Licht.
Im Fall weilen Lichtes treten nun nach Gleichung (23) (S. 48) weitere
Erscheinungen ein, die im folgenden behandelt werden sollen.

Weilles Licht setzt sich bekanntlich aus allen sichtbaren Farben
von Rot bis Violett zusammen, die Wellenlingen bzw. Frequenzen der
einzelnen Farben sind im folgenden zusammengestellt:

Farbe Wellenl(é}nig,f irzanakuumi (f‘blienqillesréz) Farbe Welleugniglf i”rznﬂ\)fakuum (Eli;qil/?éé)
Tiefrot |770 390 - 1012| Griin 536,0 (Thallium) |559 - 1012
Rot 670,8 (Lithium) 446 - 10'2| Blaugriin | 500 600 - 1012
Hellrot | 650 460 - 10'2| Blau 450 665 - 1012
Orange | 620 485 - 1012| Indigo  {435,8 (Quecksilber) | 688 - 1012
Gelb 589,3 (Natrium) 509 - 1012} Violett | 390 770 - 1012
Hellgriin |546,1 (Quecksilber) | 549 - 1012

Wihrend die Frequenz » (Farbe) eines bestimmten Lichtes bei allen
Brechungserscheinungen streng dieselbe bleibt, dndert sich die Wellen-
linge A; mit der Geschwindigkeit ¢; des Lichtes in dem betreffenden Stoff,
es ist A;=c;/n. Die Lichtgeschwindigkeit ¢; ergibt sich aus der Ge-
schwindigkeit ¢ im Vakuum nach der Gleichung ¢;= B¢, dabei ist B
der Kehrwert des (sonst allgemein mit n bezeichneten) Brechungsindex.
Waihrend ¢ eine absolute Konstante ist (299860, d. h. rd. 300000 km/s),
ist die Geschwindigkeit ¢; im allgemeinen von der Lichtfarbe, d.h. von
der Schwingungsfrequenz abhiingig, die Brechungszahl B ist fiir ver-
schiedene Farben verschieden (c; fiir Rot ist im allgemeinen grofer als c;
fir Violett). Diese als ,,Dispersion“ bekannte Erscheinung macht sich
jedoch bei den gewdhnlichen Verhiltnissen der Spannungsoptik nur als
kleine Stérung bemerkbar, in erster Naherung darf man c; als unabhéingig
von der Farbe annehmen. Aus Gleichung (23) (S.48) folgt dann, daB sich
bei gegebenen Doppelbrechungsverhéltnissen und gegebener Modell-
dicke d eine gegenseitige Verzogerung m der beiden Lichtstrahlen ein-
stellt, die verhéltnisgleich zur Frequenz %, also umgekehrt verhéltnis-
gleich zur Wellenlinge A ist:
c,—¢ 1
¢ c: =7 Z.

(Z=m-A, von der Dimension einer Linge, ist also die gegenseitige
Verzogerung der beiden Lichtkomponenten, Z wird wie 4 in m y gemessen
und ist annihernd unabhingig von der Farbe des Lichtes.)

In den beiden wichtigsten Féllen der Spannungsoptik ist nach
Gleichung (25a) (8. 52) und Gleichung (28) (8. 58) die vom Analysator
durchgelassene Lichtstarke verhéltnisgleich zu sin? 7 m, mit steigendem m
stellt sich also die durchgelassene Lichtstirke als eine Wellenfunktion
dar, wie sie in Abb. 69 noch einmal skizziert ist.

1
sz-d.c.
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Beispielsweise sei nun der Wert von Z ungefihr =440 mp, d. h. fir
das Blau dieser Wellenlinge sei gerade m = Z/A=1. Fiir die iibrigen,
lingerwelligen Lichtfarben ist dann m < 1, so daB sie noch nicht aus-
geloscht sind; das durchgelassene Licht setzt sich also aus allen Farb-
bestandteilen des weilen Lichtes, mit Ausnahme des ausgeloschten
Blau, zusammen, es erscheint die ,,Komplementirfarbe* des Blau,
nidmlich Gelb.

Ebenso ist bei einem etwas groferen Z (z. B. 540 mu) gerade das
entsprechende Griin ausgeloscht, so daf sich aus den gelben und roten
Bestandteilen (m <1) und dem blauvioletten Ende des Spektrums
(m > 1) die Komplementdrfarbe zu Griin, nimlich Rot zusammensetzt.

Ist Z noch etwas grofer (590 my), so wird
vom Licht die fiir das Auge wirksamste Licht-
komponente, Gelb, ausgelscht und eserscheint
Blau als Komplementérfarbe, daran schlieft
sich bei abermals groferem Z (um 700 my)
die Komplementérfarbe zu Rot, ndmlich Griin.

Hiermit endet die ,,erste Ordnung‘‘ der er-
scheinenden Farben, da bei weiterer VergroBe-
rung von Z in derselben Reihenfolge die doppelten Wellenlingen erreicht
werden, so daB sich die genannte Farbfolge wiederholt. Die sichtbaren
Komplementirfarben werden dann als Farben zweiter, dritter Ordnung
usw. bezeichnet, deren Ton infolge der anderen Lichtzusammensetzung
aber von dem Farbton der ersten Ordnung spiirbar abweicht. In
der folgenden Zusammenstellung sind die mit steigendem Z zu erwar-
tenden Farben aufgezihlt:

Lichtsfirke

g 7 2
m =—e
Abb. 69. Vom Analysator durch-
gelassenesLicht, verhiltnisgleich
zu sin® = m.

Z (mu) Ausgeloscht - Sichtbar Z (my) Ausgeléscht Sichtbar
0 alle Farben | keine Farbe, 11160 »empfindliche
Dunkelheit Farbe‘
100—300 | keine Farbe| alle Farben, 1.1180 Gelb 2 Blau 2
dunkel- bis Rot 2 ..
hellgraun 1320 {Bla.u 3 } Grin 2
440 Blau 1 Gelb 1 11620 Griin 3 Rot 3
540 Griin 1 Rot 1 1760 Blau 4
! 580 »sempfindliche 1770 Gelb 3
Farbe* 1980 Rot 3 Griin 3
! 590 Gelb 1 Blau 1 2160 Griin 4 Rot 4
660 Rot 1 Griin 1 2200 Blau 5
880 Blau 2 Gelb 2 2360 Gelb 4
11080 Griin 2 Rot 2

Vom Auge wird der mit steigendem Z eintretende Umschlag von
Rot nach Blau in der Gegend von Z =580 bzw. Z =1160 myu besonders
stark empfunden (,,empfindliche Farbe‘‘), aber auch Blau 1 und 2 sowie
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Abb. 70a—c. Durchgelassenes Licht bei gegebenem Z = A - m bei urspriinglicher Lichtstérke ,»1
fiir alle A (Funktionen sin? = Z/2).

Rot 2 und 3 (in der Tabelle mit ! bezeichnet) sind sehr scharf erkennbar.
Diese Farben eignen sich daher besonders fiir Eichzwecke (vgl. 8. 141).
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Bei hoheren Z-Werten sind nur noch Rot und Griin erkennbar, die sich
schlielich ebenfalls zu einer weiBlichen Mischfarbe vereinigen.

Fir genauere Untersuchungen geniigt natiirlich diese einfache Be-
trachtung der ,,ausgeldschten Farben‘‘ nicht, es mu3 vielmehr der Zu-
sammenhang der durchgelassenen Lichtstirke mit der Wellenlinge ein-
gehender untersucht werden. Da man annehmen darf, daB Z etwa
unabhéngig von 1 ist, ist bei einer gegebenen Verzégerung Z = mJ] fur
das ganze Spektrum die durchgelassene Lichtstérke verhaltnisgleich zu

sin2 ﬂ%. Diese Funktion ist fiir verschiedene Z in Abb. 70a, b und c

in Abhidngigkeit von A aufgetragen. Man sieht, daB fiir héhere Werte Z
keine klaren Farben
mehrerscheinenkon-
nen. Fir die wirk-
lich vorliegenden
Lichtverhéaltnisse
miissen diese Funk-
tionen noch mit der
urspriinglichen
Lichtstirke der ein-
zelnen Lichtwellen-
laingen multipliziert

Lichtstirke

Abb. 71. Durchgelassenes Licht
bei gegebener Lichtstirkever-
teilung fiir Z = 400—800.

werden, dazu ist die o y
Kenntr;is der spek = = L _\I
T Spex- tiefro? rof orange gels  grin blau  vivker
tralen Energievertei- Farbe
L ! | ! 1
lung der verwende- s 700 o s w00y
ten Lichtquelle erfor- ~— Welenlinge

derlich. Die in Abb. 71 angenommene Energieverteilungsfunktion ent-
spricht dem sichtbaren Licht einer Wolframpunktlichtlampe. Fiir
den Farbeindruck im Auge kommt hierzu die spektrale Augenempfind-
lichkeit, die bekanntlich bei dunkelviolett und tiefrot bereits recht ge-
ring ist. Photographische Platten geben je nach ihrer Sensibilisation
ebenfalls andere Bilder, insbesondere werden normale Platten mit vor-
wiegender Blauviolettempfindlichkeit eine Schwérzung vorwiegend in-
folge des rechten Teiles der gezeichneten Kurven aufweisen.

Die in diesem Abschnitt iiberhaupt nicht beriicksichtigte Abhédngig-
keit der Lichtstirke vom Winkel o [Gleichung (25) (S. 52)] gilt fiir alle
Farben gleich, sie bedeutet also eine Verminderung der Lichtstérke
der eben genannten Mischfarben bis auf vollige Dunkelheit fiir o =0°,
90°, 180° usw., ohne daB dadurch der Farbton beeinfluBit wiirde.

Ist der doppelbrechende durchleuchtete Stoff auBlerdem noch eigen-
gefirbt, wie z. B. bernsteingelbes Bakelit oder Phenolit, so wird der
entsprechende komplementéire Farbbestandteil, bei Bakelit also Blau,
verschluckt. Die Farbreihe vereinfacht sich dann zu einer Reihe, die

Mesmer, Spannungsoptik. 5
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iiber Gelb 1 unmittelbar zu Rot 1, Griin 1, Rot 2, Griin 2 usw. iibergeht.
Dieselbe Wirkung wird auch durch Einschaltung etwa eines leichten
Gelbfilters in den Strahlengang bewirkt.

III. Grundtatsachen der ebenen Spannungsoptik.

1. Grundgleichungen.

Homogene isotrope Stoffe, wie spannungsfreies Glas, Zelluloid usw.
verhalten sich urspriinglich auch optisch nach allen Richtungen gleich.
Werden solche Stoffe verformt, d. h. infolge von mechanischen Kréiften
unter Spannung gesetzt, so werden sie anisotrop, sie bekommen gleich-
sam Kristalleigenschaften und werden dabei auch wie Kristalle optisch
doppelbrechend. Die Gesetze dieser ,akzidentellen®, ,,temporairen‘ oder
,,zeitweisen* Doppelbrechung sind seit langem und ausfiihrlich unter-
sucht worden, die inneren Ursachen der Erscheinung sind aber durch-
aus noch nicht einfach erklirbar.

Im folgenden werden die Grundgleichungen angegeben, denen die
beobachteten Erscheinungen folgen. Ebenso wie bei der Aufstellung
der Gleichungen zwischen Spannungen und Verformungen gelten diese
Gleichungen nur bei elastischem Verhalten, d. h. solange strenge Pro-
portionalitét zwischen Kréiften, Spannungen, Verformungen und Doppel-
brechungswirkungen besteht. Die verwickelteren Erscheinungen bei
bleibenden (plastischen) Forménderungen sind fiir die Spannungsoptik
bisher unwesentlich.

Unter Beschrinkung auf ebene Zusténde, die in Richtung der Flichen-
normalen durchstrahlt werden, gilt: Durch den Spannungs- und Ver-
formungszustand verwandelt sich der urspriinglich isotrope Korper in
eine Art Kristall mit optischen Hauptachsen, die mit den Spannungs-
hauptachsen I und II zusammenfallen.

Die Lichtgeschwindigkeiten zweier Strahlen, deren Polarisations-
ebenen mit je einer der beiden Hauptspannungsrichtungen zusammen-

fallen, haben die Werte:
¢, =¢+ao;+bo,
(30) €y =¢Cy+ a0y, + boy

also
¢, — ¢y = (@ —0b) (0, —03).
Die Koeffizienten @ und b (Dimension: mm?s~! kg-!) sind also konstante
Kennzahlen, die nur vom Werkstoff und der Wellenlédnge der verwendeten
Lichts abhéingen. Die Abhingigkeit von der Wellenlinge ist dabei sehr
gering. Die Anzahl der auf den Durchgangsweg d entfallenden Wellen-
lingen (vgl. S.48) ist dann
d-n d-n d-n
M, = ¢ zco+aal+b02’ M2:co+a02+bal’
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die gegenseitige Verschiebung der beiden Strahlen nach dem Durch-
gang in Wellenlingen ist also:
m:Mz—Mlzd-n-(LM.
C1° Cy
Da die in ¢, und ¢, auftretenden Betrige a o; und b g, sehr klein gegen ¢,
sind (wenige Tausendstel), kann man auch setzen:

M — d-n (1_ ao’l+baz>’ M. — d-n 1— a0,+boy )
1 Co 2 Co o

Co

oder
n

a4 d
(31a) M1:M0———c§71(a01+b02), M2=M0—c—g(ao2—}-bol)

(M 0= d—c; = Anzahl der Wellenlingen je Durchgangsweg im ungestorten

Zustand) und
LR (@) (o) = T (01— o).
Der in der Spannungsoptik besonders wichtige Wert
n-(a—Db a—b
”(z-g—_) =i K
hat die Dimension mm/kg. Er bedeutet die Relativverzogerung in
Wellenlingen je 1kg/mm? Hauptspannungsdifferenz bei 1 mm Modell-
dicke. Fiir gelbes Licht (4 etwa gleich 0,0006 mm) gilt etwa
K ~ 1,0 bei Kunstharz (Bakelit, Phenolit usw.)
0,2 bei Zelluloid
0,05 bei Glas (Néheres s. S. 117, dort wird die von der Wellen-

linge unabhingige Grofle C =K A= ac;b verwendet).
0

(32a) m =

Diese Grundgleichung:

(32b) m=4d-K-(0,—0p)
ermoglicht also, die Hauptspannungsdifferenz, d.h. die Hauptschub-
spannung Tyax = 61;%— auf optischem Wege unmittelbar zu messen,

denn der Wert von K ist durch einen Eichversuch leicht zu bestimmen
und m kann wie in Kap. IT, Abschn. 3 beschrieben gemessen werden.

Zur Bestimmung der Hauptschubspannungen eines ebenen Spannungs-
zustandes in einer Scheibe aus Glas oder einem &hnlichen Werkstoff
wird man also diese Scheibe senkrecht durchleuchten und in jedem
Punkt die Phasenverschiebung m der beiden Strahlkomponenten messen.
Nach der Farbeniibersicht (S.63) liBt sich bei Verwendung weillen
Lichtes die ungefihre Phasenverschiebung ohne nihere Kompensation
meistens schon unmittelbar aus dem entstehenden Farbton abschitzen.

Am Beispiel des einfachen geraden Zugstabes sieht man noch einen
wichtigen Zusammenhang ein: Der Zugstab habe die streng konstante

5*
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Breite b, aber eine etwas veréinderliche Dicke d. Die im Stab herrschende
Spannung ¢ = P/f= P/bd ist also nicht streng konstant, sondern um-
gekehrt proportional zu d. Das Produkt o - d ist jedoch unabhéngig von
etwa vorhandenen kleinen Dickenschwankungen, solange trotz dieser
Dickenschwankungen die Spannung im Stab annidhernd gleichméBig
iiber die ganze Stabdicke verteilt ist.

Entsprechend den Gleichungen in Kap. I, Abschn. 7 ist (von wenigen
Ausnahmen abgesehen, s. S. 42) der Spannungszustand in einer ebenen
Scheibe konstanter Dicke ausschlieBlich von den Randbedingungen
abhiingig. Ist die Scheibe nicht iiberall streng gleich dick, sondern
beispielsweise in einem Bereich ein wenig dicker als in seiner Umgebung,
so gilt wieder wie im Zugstab, dal der vorhandene KraftfluB hierdurch
nicht wesentlich gestért wird, d.h., da} alle Spannungen umgekehrt
proportional zu d verkleinert werden, Wahrend das Produkt ¢ - d praktisch
unabhingig von kleinen Dickenverinderungen ist.

Fiir die Grundgleichung (32b) bedeutet dieser Zusammenhang, daf3
man den Wert m unabhéingig von kleinen Dickenschwankungen praktisch
streng so erhilt, wie man ihn in einer ideal planparallelen Platte messen
wiirde. Fiir manche Betrachtungen ist es zweckm:‘iﬁig, den Wert m iiber-
haupt als Funktion vom SchubfluB ¢ =d - —5— ( vgl. S. 44) aufzufassen:
(32¢) m=K-2¢q
¢, von der Dimension kg/mm, stellt die auf eine in Hauptschubrichtung
liegende Schnittfliche d -1 entfallende Schubkraft dar, d.h. es ist eine
Schubkraft je 1 mm Schnittflichenbreite. Beim Vergleich zweier Zug-
stibe aus demselben Stoff gleicher Breite, aber verschiedener Dicke,
erhilt man also fiir dieselbe Gesamtlast P denselben Betrag m, wihrend
sich die Beanspruchung des Werkstoffs umgekehrt proportional zur
Dicke d éandert.

Gleichung (31a), in der Form geschrieben'

My,— M, =" (@0, +bay)

(31b) o
My— M, =

(@ oy +boy)

stellt die Grundlage der rein optischen Bestimmung von ¢, und o, nach
Favee dar. Hieriiber wird im Zusammenhang in Kap. IV, Abschn. 5
berichtet.

2. Die Farbgleichen.

Wird durch eine geeignete optische Einrichtung ein groBerer Bereich
der untersuchten Scheibe, d.h. des zu messenden Spannungszustandes
gleichzeitig durchleuchtet und auf einem Schirm abgebildet, so erscheint
demnach bei Verwendung weilen Lichtes ein farbiges Bild der Scheibe,
wobei die Orte hoherer Schubspannung in entsprechend ,héherert
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Farbe abgebildet werden. Bereiche oder Linien gleicher Schubspannung
erscheinen als Bereiche gleicher Farbe. Eine solche Linie gleicher Farbe
(,,Jsochrome‘‘ oder ,,Jsochromate‘‘) sei im folgenden als ,,Farbgleiche
oder als ,,Schubgleiche* bezeichnet. Das System der unmittelbar sicht-
baren und auch photographisch aufzunehmenden Farbgleichen 148t
sich nach der Farbiibersicht von S. 63 sehr einfach als System von
m-, d. h. von Schubspannungswerten deuten, es gibt daher einen Uber-
blick tiber die Verteilung der Werkstoffbeanspruchung in der Scheibe,
der fiir viele Zwecke — insbesondere beim Vergleich mehrerer Modell-
formen — ausreicht, um konstruktive Entscheidungen zu treffen.

Bei optisch hochaktiven Stoffen (z. B. den Phenolharzen) kann man
nun im elastischen Bereich einen héheren Wert m erreichen, z. B. etwa
10 bis 20. Wegen der Farbvermischung fiir groBere Werte Z ist es dann
zweckméBig, mit einfarbigem Licht zu arbeiten, z. B. gefiltertem Bogen-
licht oder Quecksilberdampflicht, so daBl auch mit héherem Z, also
héherem m, eine reine Abhéngigkeit nach Abb. 69 ohne Mischerscheinungen
vorhanden ist; das Feld der Farbgleichen besteht dann ausschlieBlich
aus hellen und dunklen Linien (hell fir m=1,, %/, usw., dunkel fir
m=0,1,2 usw.). Ist die ,,Ordnung‘, d.h. der m-Wert dieser Linien
bekannt, so ist damit die Schubspannung in allen Punkten dieser Linien
bestimmt. Bei einer groBeren Anzahl eng nebeneinander liegender
Linien stellt also ihre Aufnahme ein sehr genaues Bild der gesamten
Schubverteilung dar, entsprechend den Hohenschichtenlinien einer
Landkarte. Es wird sich zeigen (Kap. VI, Abschn. 3 und 6), daB
die Bestimmung des m-Wertes einer Linie durch besondere Hilfsmittel
(allméhlich steigende Belastung, bekannte Randwerte) meistens leicht
moglich ist.

3. Die Richtungsgleichen.

Im Fall einer belasteten Modellscheibe zwischen zwei Viertelwellen-
bliattchen sind nach Gleichung (28) (S.58) nur die eben genannten
Farbgleichen sichtbar. Beim Modell zwischen gekreuzten Polarisatoren
ist nach Gleichung (25a) (S.52) auBerdem ein EinfluB des Neigungs-
winkels o vorhanden ; ein Punkt erscheint unabhéngig von m dann dunkel,
wenn in ihm die Richtung der optischen Hauptachse mit der Richtung
des Polarisationskreuzes iibereinstimmt. Da die optischen Hauptachsen
mit den Hauptspannungsrichtungen iibereinstimmen, folgt daraus Dunkel-
heit fiir alle Punkte der Scheibe, in denen die Hauptspannungsrichtungen
mit den Richtungen des Polarisationskreuzes zusammenfallen. Fiir eine
bestimmte Stellung der Polarisatoren erscheinen demnach im Bilde der
Scheibe (unabhingig vom Verlauf und der Hohe der Farbgleichen) ein
oder mehrere dunkle Punkte, Linien oder Bereiche, in denen die Haupt-
spannungsrichtungen einen bestimmten Wert (eben den Wert der Polari-
satorrichtung) aufweisen.
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Eine solche dunkle Linie (,,Isokline* oder ,,Isogone‘‘) wird im folgenden
als ,,Linie gleicher Hauptachsenrichtung oder kurz als ,Richtungs-
gleiche‘‘ bezeichnet. Nimmt man sie fiir verschiedene Stellungen der
Polarisatoren auf (Kap. VI, Abschn. 8), so erhilt man das ganze Feld
der Hauptspannungsrichtungen, aus denen nach Kap. VI, Abschn. 9a
die Hauptlinien konstruiert werden kénnen, d. h. die Linien des Kraft-
flusses, deren Tangenten und Normalen in jedem Punkt die Richtung
der Hauptspannungen dieses Punktes haben.

Bei Verwendung einfarbigen Lichtes sind sowohl die Farbgleichen
mit m =0, 1, 2 usw. als auch die Richtungsgleichen schwarz. Sie unter-
scheiden sich dadurch, daB sich nur die Richtungsgleiche bewegt, wenn
bei feststehendem Modell die Polarisatoren gedreht werden, wahrend
sich nur die Schubgleichen bewegen, wenn bei feststehenden Polarisatoren
die Hohe der Belastung verdndert wird (ihnliche, d. h. gleichartige und
gleichzeitige Erhohung aller Lasten vorausgesetzt). Bei Verwendung
weiflen Lichtes ist das Bild im allgemeinen farbig, nur der Bereich m =0
und die Richtungsgleichen sind schwarz. Im Bereich m =0 gelten be-
sondere Zusammenhinge, die im folgenden behandelt werden.

4. Schubfreie Punkte und Linien.

m=0 besagt (6, —0,)=0, d.h. auf der bei weilem Licht allein
schwarzen Farbgleiche verschwindet die Schubspannung. Sie besteht
also aus schubfreien Punkten, in denen ein hydrostatischer Spannungs-
zustand allseitigen Zuges oder Druckes herrscht. Da in solchen Punkten
keine besondere Hauptspannungsrichtung definiert ist, haben auch die
Hauptlinien in ihnen keine bestimmte Richtung, das Feld der Haupt-
linien besitzt hier ,,singuldre’ Punkte oder Linien, die sich durch be-
sondere Eigenschaften aus dem iibrigen Felde deutlich herausheben.
Entsprechend ist in diesen Punkten keine Richtungsgleiche bestimmt,
wihrend im allgemeinen durch jeden Punkt des Feldes nur eine einzige
Richtungsgleiche geht. Optisch ausgedriickt: Bei festgehaltenem Modell
und sich drehenden Polarisatoren bleibt ein schubfreier Punkt bzw.
die Schubgleiche m =0 immer dunkel, sie enthilt jede Richtungsgleiche.

Die schubfreien Punkte sind in Kap. I, Abschn. 6 bereits niher be-
handelt, sie sind ,,attraktiv, umschlossen‘* oder ,repulsiv, offen‘. In
nichster Umgebung eines solchen Punktes ¢ kann man die Richtungs-
gleichen durch ihre Tangenten ersetzen, d. h. die Neigungen auf geraden
Strahlen durch @ als konstant annehmen, dabei habe die zum Polarisa-

tionswinkel ¢ gehdrige Richtungsgleiche die Neigung §=arc tg { =arc tg ,Z,

(vgl. 8.32). ¢ und f sollen gegen dieselbe feste Richtung (x-Achse)
gemessen werden. Beim geschlossenen Typ wichst die Neigung mit
steigendem Strahlwinkel g; bei einer Drehung der Polarisatoren im
positiven Sinne (steigendes @) dreht sich also die Richtungsgleiche eben-
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falls im positiven Sinne (steigendes ). Beim offenen Typ verlaufen die
Drehungen von @ und f entgegengesetzt: bei einer positiven Drehung
der Polarisatoren dreht sich die Richtungsgleiche im negativen Sinn.
Stets entspricht eine Polarisatordrehung um ¢ =90° einer Drehung der
Richtungsgleichen um = 180°. Néaheres iiber die genauere Konstruktion
der Hauptlinien in der Umgebung von Kreispunkten mit Hilfe von g
und ¢ wird in Kap. VI, Abschn. 9b behandelt.

Schubfreie, singulire Linien sind dagegen seltener; ein einfaches
Beispiel stellt die neutrale Achse eines auf reine Biegung beanspruchten
geraden Balkens dar. Die Hauptlinien sind Gerade, die parallel und
senkrecht zu den geraden Réndern des Balkens verlaufen; aus dem
Linienverlauf in der Nihe der Lasteinleitung erkennt man aber sofort,
daB die Lingsgeraden der Zug- und Druckseite zu zwei verschiedenen
Systemen gehéren, daB also alle Hauptlinien scharf umknicken, wenn
sie die neutrale Achse treffen (vgl. Abb. 145, S. 175).

5. Randbedingungen.

Die spannungsoptisch einfach zu bestimmende Hauptspannungs-
differenz hat am Rand der Modellkorper noch eine besondere Bedeutung.

Verschwindet am Rand die duBere Belastung (freier Rand), so ist
das Paar der Hauptlinien senkrecht und parallel zum Rand gerichtet,
die zum Rand senkrecht gerichtete Hauptspannung (o,) verschwindet.
Der gemessene optische Betrag m am Rand entspricht also der einzig
vorhandenen, parallel zum Rand wirksamen Hauptspannung (c,), es
ist am freien Rand:

m=d-K-o,.

An jedem Punkt des freien Randes ist demnach mit der optischen Messung
von m stets der gesamte Spannungszustand bekannt, man kennt die
Differenz, die Summe und die Einzelwerte der beiden Hauptspannungen
(0,— 0y =0y + 03 =0y).

Ist am Rand die duBere Belastung, also die wirksame Randspannung
vorgegeben, so gilt dasselbe. Im einfachsten Fall einer reinen Normal-
spannung am Rand verschwindet die Schubspannung léngs des Randes,
die Hauptspannungslinien sind also wie am freien Rand gerichtet. Mit
vorgegebenem o, ist also auch durch m=d- K- (6, —0,) der Wert
von o,, d.h. auch der Wert von (o, + g,) bekannt. Sind dagegen am
Rand eine bekannte Normal- und eine bekannte Tangentialspannung
(0, und 7,,) wirksam, so folgt die Bestimmung von ¢; und o, aus den
Grundgleichungen (7) und (8) (S.14) bzw. unmittelbar aus Abb. 72:

o, c08¢ + 7,,8in@ =0, cos @

oySin @ + 7, ,co8@p =0y sing.
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Bei gegebenem ¢, und 7,, und optisch gemessenem ¢ folgt aus der
ersten Gleichung der Wert von o; =0, + 7,, tg ¢, dann aus der zweiten
der Wert von

rcow Oy = 01— T4, CtE @ = 0, + Tyy (tg @ —ctg @)
1

e T ey

T ::t » also ist dann auch (0,4 0,)= (0, + 0,)

s =3 y und schlieBlich ¢, bekannt. Die unmittel-

ng \e bare Messung von (o, —o0,) ergibt hierzu

25 noch eine einfache Kontrolle der Ergebnisse.

Abb. 72, Spannungsverhdlttsee o In Wirklichkeit wird 7., nur in seltenen
spannung o, und Schubspannung  Fyllen bekannt sein, wéhrend die Normal-
o spannung — etwa hydrostatisch oder durch

einen sehr weichen Werkstoff iibertragen — eher genau anzugeben ist.
Mit bekanntem ¢,, aber unbekanntem 7,, folgt aus den gemessenen

Werten ¢ und (0, —0,):

&}

01— 0

Toy=— "3 *sin2¢
o1+ 0, 01— 0>
—5 =0, — " g cos 2 ¢.

Fiir ¢ =0 ist 7,,=0 und es ist
o+ Gy 0,— O
Ly =0, — g, 0, =01, 0y=0,—(0;—0y).
Inallen diesen Fallen 148t sich also aus spannungsoptischen Beobachtungen
iiberall am Rand der Spannungszustand vollstindig angeben. Damit
ist die Grundlage fiir die Lésung von ,,Randwertaufgaben (Kap. IV,

Abschn. 2 und 3) gegeben.

IV. Die vollstindige Bestimmung
des Spannungsfeldes.

Dieses Kapitel bringt nur eine Ubersicht iiber die verschiedenen
Moglichkeiten der vollstindigen Spannungsbestimmung. Nahere Einzel-
heiten der Auswertetechnik sind in Kap. VI zusammengestellt.

Aus den Gleichungen des vorigen Abschnittes folgte, daB auf optischem
Wege mefBbar sind: '

a) Uberall im Feld die Werte der Hauptspannungsdifferenz (o, — 0,)

= -I?l—dm (punktweise oder mit Hilfe der Farbgleichen),

b) iiberall im Feld die Werte der Hauptachsenneigung ¢ (punktweise
oder mit Hilfe der Neigungsgleichen) und damit der Verlauf der Haupt-
linien,
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¢) am freien oder bekannt belasteten Rand der vollstdndige Span-
nungszustand oy, 0y, @.

Um nun iberall im Feld die vollstindige Spannungsbestimmung
durchzufithren, fehlt also mindestens eine weitere BestimmungsgroBe
zur Erginzung von a) und b).

1. Verfahren, die auf unmittelbarer Messung von (o;+ d,) beruhen.

Das élteste und auf verschiedene Art durchfithrbare Verfahren zur
vollstindigen Losung ist die unmittelbare Bestimmung der Spannungs-
summe 8= (6;+0,) mit Hilfe einer Lingenmessung. Hat die ebene
Scheibe urspriinglich die Dicke d, so erfihrt sie unter der Wirkung der

Hauptspannungen o¢; und o, eine Dickenédnderung 6 = —d -EE%LZ)

(s. S.9 und 19). Wie bei der optischen Wirkung (vgl. S. 67) tritt hier
das Produkt aus Spannung und Dicke auf, so daBl der Wert § unabhéngig
von etwa urspriinglich vorhandenen UngleichméBigkeiten in d ist. Der
Wert von u/E ist durch einen Eichversuch (Zugstab) bestimmbar, die
Bestimmung der Hauptspannungssumme ist damit auf die Messung
einer Dickenénderung zuriickgefiihrt.

Innerhalb des elastischen Bereiches ist nun aber der Wert von ¢
beschrinkt, wenn es sich um einigermaBen handliche Modellabmessungen
handelt. Bei Scheiben aus Zelluloid oder Kunstharz kommt hinzu,
daB wegen der unvollstindigen Durchsichtigkeit die Scheiben fiir
spannungsoptische Modelle nicht viel dicker als 10 mm sein diirfen.
Nimmt man eine Scheibenstdrke von rd. 10 mm an, so ergibt sich unter
der Voraussetzung, daBl S etwa gleich der Elastizititsgrenze sein darf:

‘ S (kg/mm?) | E/u (kg/mm?) ¢ fir d=10 mm
7000 30
bbb Y . 10-3
Glas . . . . . 3 03 ~ 20000 20000 — 1,510 mm
250 13
i Enieh RNy . .10-3
Zelluloid . . . 1,3 033 ~ 750 B0 17 1073 mm
290 15
; = A~ 2 . 3
Bakelit . . . . 1,7 03 1000 1000 — 17 -103mm

Im allgemeinen erreicht 6 nur Bruchteile der angegebenen Werte,
so daB einer praktisch ausreichenden MefBgenauigkeit (z. B. 3%) eines
mittleren J-Wertes (etwa 4-10-3mm) eine Ablesegenauigkeit von rd.
0,0001 mm =0,1 mu entspricht. Mehrere Moglichkeiten der Messung
seien genannt:

a) Mechanisch. Der bekannte HUGGENBERGER-Dehnungsmesser mit
doppelter Hebeliibersetzung liefert rd. tausendfache VergroBerung. Ein
0-Wert von 0,003 mm entspricht dann 3 mm Ausschlag, davon miiBiten



74 IV. Vollstandige Feldbestimmung.

rd. 0,1 mm sicher abgelesen werden. Es zeigt sich, daf} die Abmessungen
der Modelle, bzw. die Spannungen gréBer sein miissen, damit sie hiermit
geniigend genau gemessen werden konnen. Vergroferung der Hebel-
iibersetzung auf etwa 3000 diirfte die untere Grenze fiir solche Messungen
darstellen, jedoch treten hierbei bekanntlich schon erhebliche mechanische
Schwierigkeiten auf.

b) Mechanisch-optisch. Der erste Querdehnungsmesser fiir den vor-
liegenden spannungsoptischen Zweck wurde von Coker [0.08] gebaut,
und zwar iibertrug er die Dickendnderung mechanisch auf die Drehung
eines kleinen Spiegels. Die Spiegeldrehung kann in bekannter Weise
iber Fernrohr und Skala oder aber durch die Projektion eines Licht-
strahls auf eine Trommel mit lichtempfindlichem Papier meBbar gemacht
werden.

¢) Mechanisch-interferenzoptisch. Die erforderliche MeBgenauigkeit
von 0,1 my entspricht etwa /g Wellenlinge z.B. des gelben Lichtes.
Da man bei Interferenzerscheinungen ohne Miihe an-
ndhernd 1/, Streifenbreite schitzen kann, entspricht
die Genauigkeit von Interferenzmessungen gerade der
notwendigen GrofBe.

Bekanntlich 16schen sich zwei Lichtstrahlen aus,
wenn sie, von derselben Lichtquelle stammend, an
Abb.73. Anordnung  5wei parallelen Begrenzungsflichen eines diinnen Luft-

zur Erzeugung von X
Interferenzen. spaltes gespiegelt werden und dabei schlieBlich einen

2 "
Gangunterschied von k2+ ! A aufweisen (Abb. 73). Andert sich die

Spaltdicke um A/4, so dndert sich der Gangunterschied um /2, so daB
die Strahlen sich addieren, bei Spaltdickendnderung um A/2 tritt wieder
Ausléschung ein. Zahlt man wihrend der Spaltinderung die Ver-
dunkelungen eines Punktes (d. h. die Zahl der tiber den Punkt hinweg
wandernden dunklen Streifen gleicher Luftspaltdicke), so entspricht
also n Streifen eine gegenseitige Oberflichenbewegung um ni/2. Bei
Verwendung streng einfarbigen Lichtes (Na-Dampf) darf dabei der Spalt
insgesamt mehrere hundert Wellenldngen dick sein, bei weilem Licht
sind die Streifen nur bei fast verschwindendem Spalt (5 Wellenlingen)
sichtbar.

Die Querdehnungsmessung nach diesem Verfahren wurde von
MzesNAGER (1901) empfohlen, der auch ein einfaches Gerdt beschrieb.
Eine neue einfache MefBvorrichtung fir spannungsoptische Zwecke
beschrieb Vose [5.24]. Die Dickendnderung wird dabei auf die gegen-
seitige Bewegung zweier Glasplatten iibertragen, deren Abstands-
dnderung auf die genannte Weise sichtbar gemacht wird (Kap. VI,
Abschn. 11).

d) Interferenzoptisch. Das unter ¢) genannte Verfahren lifit sich
auch unmittelbar am Modell anwenden. Erforderlich ist ein urspriinglich

Glas
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streng ebenes Modell (Glas oder Metall). Nach Tesar [2.19] benutzt man
nun die Interferenzstreifen im diinnen Luftspalt zwischen diesem Modell
und einer zweiten, streng eben geschliffenen Glasplatte zur Messung
der Dickendnderungen des Modells und damit des Luftspaltes. Wenn
im unbelasteten Zustand Modell und Platte absolut eben und parallel
sind und wenn es gelingt, auch im belasteten Zustand die Platte streng
parallel zur unverwélbt bleibenden Modellmittelebene zu halten, so
erscheinen unmittelbar die Linien gleicher Dickenidnderung (gleicher
Hauptspannungssumme) als Interferenzlinien.

Auch die Interferenz zwischen einem an der Vorderseite und einem
an der Riickseite des Modells gespiegelten Lichtstrahl 148t sich nach
FaBry [0.13] zur Messung der Dickendnderung verwenden. Hierbei
handelt es sich aber um die ,,optische Dicke®, da sich die Wellenlinge
im Modell bei Belastung verdndert. Dieses Verfahren wird S. 84 mit
anderen interferenzoptischen Verfahren geschildert.

e) Mechanisch-elektrisch. -In neuerer Zeit sind Dehnungsmesser
beschrieben worden, die bei kleiner MeBlinge und sehr kleinen MeBlingen-
dnderungen die auftretenden Bewegungen in elektrische Erscheinungen
umsetzen (Anderung der Kapazitit, Anderung der Induktion, Anderung
eines Lichtstromes und damit des Stromes einer photoelektrischen
Zelle). Die erreichten hohen VergroBerungsfaktoren (bis zu mehreren
100000) und die Genauigkeit der Ablesung scheinen geeignet, die vor-
liegende Aufgabe zu losen. Anwendungen derartiger Gerdte in der
Spannungsoptik sind noch nicht bekannt, da sie bisher nur fiir Dehnungs-
messungen an unmittelbar nebeneinander liegenden Punkten verwendet
wurden.

2. Verfahren, die auf den Feldeigenschaften von S = (0, + 0,)
beruhen.

Die Messung der Hauptspannungssumme S wird durch eine Eigen-
schaft von S8 ermdglicht, die auf der Differentialgleichung der ,,Ver-
traglichkeitsbedingung‘‘ beruht. Nach Gleichung (14) (S. 23) ist

28 28
d. h. § ist eine Potentialfunktion. Man hat sich in der Mathematik seit
langem mit den Eigenschaften der Potentiale beschiftigt, zumal sie
sowohl in der Elektrizitdtslehre wie bei der Theorie der idealen reibungs-
losen Fliissigkeiten (Potentialstrémungen) physikalische Anwendungen
finden. Die fiir die vorliegende Aufgabe wichtigen Eigenschaften der

28 28
FE A bedeutet, daf

die Kriimmung der S-Fliche (iiber der z y-Ebene als Hohe gedeutet)
in einer Richtung z entgegengesetzt gleich der Kriimmung in der dazu

Potentiale seien im folgenden kurz genannt.
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senkrechten Richtung y ist. Jeder Punkt der Fliche hat also ,,Sattel*-
charakter (Abb. 74), seine Hohe entspricht dem Mittelwert der ihn um-
gebenden Punkte. Strenger ausgedriickt: Die Hohe jedes Punktes ist
das Mittel der Hohen aller Punkte, die auf einem kleinen Kreise um ihn
herum liegen. In etwas gréberer Anndherung gilt auch folgender Zu-
sammenhang: Betrachtet man alle Punkte der Hohe § iiber den Schnitt-
punkten eines Quadratnetzes in der x y-Ebene, so ist der Wert S jedes
Punktes gleich dem Mittel aus den vier S-Werten der vier benachbarten
Netzpunkte (Abb. 75).

Verbindet man alle Punkte mit gleichem S-Wert miteinander durch
eine Kurve in der z y-Ebene, so erhélt man eine ,,Linie gleichen Poten-
tials, ,,Aquipotentiallinie’ oder kurz , Potentiallinie”. Entsprechend
den in diesem Buch sonst verwendeten
Bezeichnungen sei eine solche Linie kurz

7 2 3

g 1516

Abb. 74. Sattelcharakter Abb. 75. Sy~ 4 (S, + Ss +  Abb. 76. StromfluB senkrecht zu den
der Potentialfunktionen.  + S; + S,% ~ Yy (Se + Sy + Linien konstanten Potentials.
+ .

s + Ss

als ,,S-Gleiche** bezeichnet. Da § der Dickenénderung einer Scheibe
entspricht, heiBen diese Linien auch ,-Isopachen* (Linien gleicher Dicke).

Man denke sich nun alle S-Gleichen gezeichnet, die einer regelméfigen,
arithmetischen Reihe von S-Werten entspricht (S,, S;=8o+¢, S;=15,
+2e=28,-+e, S3==8,+3¢ usw.), so hat man wieder nach Art einer
Hohenschichtenkarte das gesamte S-Feld anschaulich dargestellt.

Tn einem flachen Trog angesduerten Wassers oder einer Blechscheibe
aus schlecht leitendem Werkstoff denke man sich nun durch #ulere
spannungsfithrende Klemmen ein derartiges elektrisches Potential auf-
rechterhalten, daB beispielsweise jeder S-Wert den Wert der elektrischen
Spannung in Volt gegen Erde darstelle. In dem Trog oder Blech flie3t
dann — iiberall konstante Leitfahigkeit vorausgesetzt — ein elektrischer
Strom, dessen Richtung iiberall senkrecht auf den S-Gleichen steht,
und der dort am groBten ist, wo die S-Gleichen am engsten beieinander
liegen. Der Strom ist verhéltnisgleich dem Spannungsgefille und ist
stets mit dem groBten Gefélle, d.h. senkrecht zu den Hohenschicht-
linien gerichtet (Abb. 76). Die Dichte der ,,Stromlinien ist dabei
zunichst willkiirlich, sie gewinnt aber einen bestimmten Sinn, wenn man
von allen Stromlinien nur eine bestimmte Schar zeichnet, und zwar derart,
das zwischen je zwei Stromlinien dieselbe bestimmte Strommenge ¢
flieBt. Die Dichte der Stromlinien ist dann unmittelbar ein MaB fur
die Stromstirke, und zwar ist diese Stromstirke umgekehrt proportional
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dem gegenseitigen Abstand zweier benachbarter Stromlinien. Anderer-
seits ist aber der Stromflul auch umgekehrt proportional dem Abstand
der Potentiallinien. Im Feld werden also stets Stromlinien und Potential-
linien in gleichem MafB enger oder weiter, das aus den beiden Linien-
scharen gebildete Maschennetz hat an jedem Ort dasselbe Verhéltnis
Maschenbreite zu Maschenlinge. Als Sonderfall 18t sich ein Netz
zeichnen, dessen Maschen iiberall im Mittel quadratisch sind, bei denen
also iiberall die mittlere Maschenbreite gleich der mittleren Maschen-
lainge ist. Ein strenges Quadratnetz wird selbstverstindlich nur bei
unendlich feinmaschiger Einteilung erreicht, die man bei entsprechend
starker Vergroferung betrachten muf; bei endlicher Teilung tiberlagert
sich stets die Kriimmung der einzelnen Linienelemente.
Die Eigenschaft des quadratischen Netzes im

unendlich Kleinen ist allen Potentialnetzen und nur /

us} > 1
: //’/ Sa
1 g I
pre %
Se—r<, b
£ x
Abb.77. Potential der Form Abb. 78. Potential der Form Abb. 79. Hyperbolische
=C,+Ciz + Cyy. S=0C+ Clz+ 9y) + Oy zy. Aquipotentiaél;nien von
Abb. 78.

diesen eigentiimlich. Sie liegt beispielsweise im allgemeinen Feld der
Hauptspannungslinien nicht vor (vgl. etwa Abb. 150 oder 156). Nur eine
besondere Klasse von Spannungszustéinden liefert ein Hauptliniennetz,
das einem Potentialnetz entspricht, wie bereits S. 31 kurz erwdahnt wurde.

In einem Maschennetz mit quadratischer Feinstteilung ist die eine
Linienschar (Stromlinien) in keiner Weise vor der anderen (Potential-
linien) ausgezeichnet, es ist also moglich, den Sinn der beiden Linien
zu vertauschen und nun die Stromlinien als Potentiallinien und umge-
kehrt aufzufassen. Man erhélt also fiir ein zweites, ganz anderes Poten-
tialproblem genau dasselbe Maschennetz.

Die hier wichtigste Tatsache der Potentialtheorie ist nun folgende:
Das Bild des Potentialnetzes und simtliche Potentialwerte in einem
begrenzten Bereich sind vollstindig bestimmt, wenn auf dem ganzen
Rand des Bereiches die Potentialwerte gegeben sind. Sind beispielsweise
auf dem Rand die Werte von S nach Abb. 77 gegeben (8;—8; = 8,—8,),
so folgt fiir die Potentialwerte im Inneren des Bereichs, da§} sie der durch
die geraden Rénder gegebenen Ebene E entsprechen, es ist S=8,

+ (8;—8,) ,l“i + (8;—58;) ,;/7. Ein anderes Beispiel: Fiir die Randwerte
1 2
des Potentials nach Abb. 78 (8, =28,, 8,=_8;) ergibt sich eine Potential-

fliche, die aus lauter Geraden gebildet wird. Die Aquipotentiallinien
sind Hyperbeln, Abb. 79. Die zu diesem Beispiel gehorigen Stromlinien
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sind ebenfalls Hyperbeln, die unter entsprechender Anderung der Rand-
bedingungen ebenso als Potentiallinien aufgefafit werden konnen.

Die Aufgabe, die Potentialwerte im Feld aus den gegebenen Rand-
bedingungen zu ermitteln, ist nun gerade die Aufgabe zur Vervollstandi-
gung des spannungsoptisch gewonnenen Bildes. Nach S. 72 sind im
allgemeinen die Randwerte der Funktion S =0, + o, einfach bestimmbar
(Singularitidten infolge einer Einzellast werden in Kap. VIII, Abschn. 7
gesondert behandelt), wihrend im Feld die Potentialgleichung 4.8 =0
gilt. Die Hauptspannungssumme ergibt sich also unmittelbar als Poten-
tial mit gegebenen Randwerten.

Sieht man von den mehr theoretisch-mathematischen Moglichkeiten
ab, den Wert eines Potentials in einem Punkt bei gegebenen Potential-
werten am Rand zu bestimmen, so interessieren fiir das vorliegende
Problem vor allem solche Verfahren, die entweder mit moglichst wenig
Mitteln oder mit moglichst wenig Zeitaufwand ein Bild des gesamten
Potentialfeldes vermitteln. Uber die bisher praktisch verwendeten
Verfahren wird im folgenden ein kurzer Uberblick gegeben.

a) Elektrisches Potential. Von der Verwendung einer hydrodynami-
schen Potentialstréomung muf3 man im allgemeinen absehen, da die wirk-
lichen Fliissigkeiten innere Reibung aufweisen und den Potentialgesetzen
nur angenihert gehorchen. Praktisch streng erfiillt wird jedoch die
Potentialgleichung vom elektrischen Feld in einem scheibenférmigen
schlechten Leiter, beispielsweise einem sehr flachen elektrolytischen
Trog oder einem sorgfiltig hergestellten ebenen Blech aus einem hoch-
ohmigen Stoff. Die Aufgabe besteht also darin, zunédchst die aus der
Messung gegebenen Randwerte von S auf einer geometrisch &hnlichen
Randlinie des Leiters als elektrische Spannungswerte herzustellen (der
MaBstab der Lingen und Spannungen ist dabei véllig willkiirlich) und
dann die Spannungshéhen in jedem Punkt des Feldes zu messen. Zur
Losung beider Aufgaben sind Vorrichtungen beschrieben worden (vgl.
Kap. VI, Abschn. 12a).

b) Seifenhautgleichnis. Die gegebene Potentialaufgabe a8t sich
auBerdem durch folgendes Seifenhautgleichnis lésen (Vorschlag pEN
Harroa [1.11]). Eine allseitig mit gleicher Spannung gespannte Haut
(Seifenhaut) nimmt bei geringer Hautkriimmung eine Form an, die der
,,Minimalfliche*, d. h. einer Fliche mit der Gleichung A k=0 entspricht
(b ist die Hohe eines Hautpunktes iiber einer festen xy-Ebene). Stellt
man also aus festem Stoff (Holz, Blech) eine Randfigur her, die dem
geometrischen Umrifl des betrachteten ebenen Modells entspricht und
die in jedem Randpunkt die durch die Randwerte S vorgegebene Hohe %
hat, so nimmt eine iiber diese feste rdumliche Randkurve gelegte Haut
konstanter Flichenspannung die Form der Potentialfliche S an. Die
beiden Voraussetzungen, ndmlich die allseitig gleichférmige Spannung
(Oberflichenspannung einer Seifenlésung), die beispielsweise nicht bei
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einer nur in einer Léngsrichtung gezogenen Gummimembran vorliegt,
und die geringe Kriimmung, die also eine angenihert ebene Hautfliche
erfordert, sind wichtig firr die Versuchsgenauigkeit. Der HohenmaBstab
des Randes mufl zur Erfillung der zweiten Bedingung gering gewshlt
werden, die Haut kann aus Seifenléosung oder aus einer vorher allseitig
gleichférmig gedehnten - diinnen Gummihaut bestehen (Kap. VI,
Abschn. 12b). ‘

c) Graphische Losung. Das Potentialfeld der Spannungssumme S
bei gegebenen Randwerten 148t sich auch auf graphischem Wege ermitteln,
nidmlich durch Konstruktion der S-Gleichen aus den allgemeinen Dif-
ferentialgleichungen des Spannungsfeldes.

Eine Moglichkeit hierzu entwickelte NEUBER [3.15)]. Die Differential-
gleichungen des Spannungsfeldes erlauben, die Richtung der S-Gleichen
in jedem Punkt als Funktion anderer, spannungsoptisch bekannter
GréBen auszudriicken. Nach dem NEUBERschen Verfahren ermittelt
man die Richtung der S-Gleichen in einem Punkt graphisch aus ge-
gebenen Richtungen und Absténden. Fiithrt man diese Konstruktion in
geniigend vielen Punkten durch, so erhdlt man das Feld der Neigungen
der S-Gleichen. Die S-Gleichen selbst folgen hieraus graphisch, ebenso
wie die Hauptspannungslinien aus dem Feld der Hauptspannungs-
neigungen. Die Zeichnung der Kurvenschar aus einem Richtungsfeld
entspricht dabei einer Integration (Kap. VI, Abschn. 13).

Es sei hier erwahnt, daB man das Bild der S-Gleichen aus den gege-
benen Randwerten bei einiger Erfahrung auch etwa abschitzen kann.
Hat man das Bild nur ungefihr entworfen, so ist eine systematische
Verbesserung unter Beriicksichtigung der notwendigen Quadrateigen-
schaft des Netzes moglich und fithrt unter Umsténden schnell zu einem
brauchbaren Ergebnis.

3. Verfahren der Integrationvon bekannten Randpunkten her.

Die Differentialgleichungen des Spannungsfeldes ermdglichen weitere
Verfahren, vom Rand her auf verschiedenen Wegen zu den einzelnen
Spannungswerten zu gelangen. Zur Verfiigung stehen die Gleichgewichts-
bedingungen, die sowohl in den kartesischen Koordinaten z und y als
in den krummlinigen Koordinaten der Hauptlinien abgeleitet wurden.-

a) Kartesische Koordinaten. Die Gleichgewichtsbedingungen in einem
kartesischen Koordinatennetz lauten [Gleichung (9) S. 18]

00y Otzy —0 doy

Otgy
Friaa dy oy

+ Jx =0,

also ist

xa

T

Oy = %nr/'a*yd%
Rand
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Nach Gleichung (6b) (S. 15) ist

rw:r@:—ﬂ%sm2@,
dabei ist @ der Winkel zwischen x-Achse und der Hauptachse I; mit
bekannter Hauptspannungsdifferenz und bekannter Hauptspannungs-

neigung @ ist also der Wert von 7,,, in jedem Punkt des Feldes bekannt.
ot

Grundsétzlich lassen sich hieraus in jedem Punkt die Werte %;— und y
ermitteln, woraus man durch Integration nach x bzw. ¥ vom bekannten
Rand her die Werte o, und ¢, erhilt. Die Genauigkeit der zunichst
notwendigen Differentiation versuchsméiBig gegebener Werte ist bekannt-
lich gering und wéchst auch nicht mit wachsender Zahl von MeBpunkten,
d.h. geringer werdendem gegenseitigem Abstand der Punkte. Eine
praktische Verwendung dieser For-
mel ist also nicht sehr empfehlens-
wert.

b) Hauptspannungslinien. Zur
Integration besser geeignet erschei-
Behtungsptoione o nendie Gleichgewichtsbedingungen,
bezogen auf das Netz der Haupt-
A B otenasene ot s, ™ Spannungslinien, allerdings setzen

’ sie voraus, daB die Gestalt der Farb-
gleichen und Richtungsgleichen geniigend genau bestimmt werden
konnte. Die praktische Durchfilhrung des Verfahrens wurde von
Frox [18] angegeben.

> /?/é‘/ﬁ/myy/ek/)g g+dp

Aus Gleichung (15b) (S. 28): gzl = — 019—62 folgt, daB neben der
spannungsoptisch leicht und genauu1 zZu messeznden Hauptspannungs-
differenz die Kriimmung der Hauptspannungslinien IT zunéchst ermittelt
werden muf}, wenn man die Integration lings der Linie I vornehmen
will. Fiir die praktische Durchfiihrung ist es zweckméBiger, die Glei-
chungen fir endliche Elemente As; und A4s, in folgender Form zu

schreiben [vgl. Gleichung (15c¢)]:

Ao Ag
Asll :_(01“0‘2)2“8;;
oder
As - A
(33a) A0, = — (01— 09) g5
2

Die Bedeutung der GroBen geht aus Abb. 80 hervor. Die Formel gilt
fiir Fortschreiten von Punkt 4 zu Punkt B. Fiir den Schritt von 4 nach

C gilt ebenso:
(33) Aoy=—(0,—ay) 42T
1

Zur schrittweisen Integration lings jeder Hauptlinie verwendet man
demnach die spannungsoptisch gewonnenen Werte (o —o0,) und die
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GréBen As, die aus dem spannungsoptisch aufgenommenen Liniennretz
abgemessen werden kénnen. Man beachte, da die beiden Spannungs-
spriinge Ao gleiches Vorzeichen aufweisen, es wachsen oder fallen in
einem Punkt also sowohl g, als ¢,, wenn man auf den zugehorigen Haupt-
linien im gleichen @-Sinne vorwérts schreitet, dabei ist

Aoy As;  As, _(Asl >2

Ac, As, " Ads;, — \Asy ) °
Uber verschiedene Moglichkeiten der Verwendung dieser Formel wird
in Kap. VI, Abschn. 14 berichtet.

¢) Hauptschublinien. Bei ungiinstigem flachem Schnitt der be-

treffenden Kurven kann es auch gelegentlich zweckméiBiger erscheinen,
die Integration nicht auf den Hauptspannungslinien, sondern auf den
hiergegen um 45° geneigten Hauptschublinien fortschreiten zu lassen.

. # 7
Richfungsglem”” p+dp auptinee 2 Q

gichundsgeire

Abb. 81. Dreieckiges Element, gebildet aus Abb. 82. Linienelemente » und w zur schritt-
Richtungsgleiche und Hauptschublinien. weisen Integration nach FOPPL.
Die zugehorigen Gleichungen [Gleichung (16), S. 30] hat ForrL [31] zur
Auswertung in folgende Form gebracht:
Aty
4, (o) + 03) =43 (07— 03) - Aty —2(0,—0y)dg,
dabei sind A4¢, und At, Linienelemente auf den beiden Hauptschublinien 1
und 2, der Sprung 4, bezieht sich auf einen Schritt von 4 nach B (Abb. 81),
wihrend 4, dem Sehrltt AC entspricht.

d) Auf leenelementen ganz anderer Art kann man nach einem
Vorschlag von F6pPL fortschreiten. Der Winkel zwischen der Richtungs-
gleichen % und der Hauptlinie I sei mit y bezeichnet, derselbe Winkel
sei von der Richtung IT aus beiderseits angetragen (v- und w-Richtung,
Abb. 82). Aus Gleichung (15¢) (S. 29) folgt nach einfacher Umfor-
mung:

0(0y 4+ 0oy — . 2w .
<£581 62)+ (Gésl Uz)) siny + 2 (0, —0y) T;’;Sm’lp =0,

0(oy+ o d(o 0
<(3282 )y 623 )cosw—i—Q(o‘l og)a—zcoszpzo

und daraus als Summe

{a(aéj:az)sinw_i_ﬂ?%”_z)cosw}+{%’%"}_)sin¢_ (58 )cosw}+

+2(0y—o0y) - l@s COSY + 7= smip}—O.

Mesmer, Spannungsoptik. 6
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. . 0 . . .
Die ersten beiden Summanden kénnen zu %j; %) , die zweiten beiden
—0(0,—o0
zu % zusammengefa Bt werden, der letzte Klammerausdruck, zu

0 .
% zusammengefalt, muB verschwinden, da ¢ lings der Richtungs-

gleichen (u) konstant ist. Das SchluBergebnis

(01 +0,) _ 9(0— )
ov ow
bedeutet, dal man in der »-Richtung schrittweise (4 v) fortschreitend die
Spannungssumme erhilt, wenn man die Spannungsdifferenz und ihre
Anderung in der w-Richtung ermittelt hat. Praktische Erfahrungen mit
diesem Verfahren stehen zur Zeit noch aus.

Schwierigkeiten, die bei allen schrittweisen Integrationen in der
Nihe von singuliren Punkten auftreten, konnen durch Uberlagerung
anderer, bekannter Spannungen vermieden werden (vgl. Kap. VI,
Abschn. 14).

Eine jede derartige Integration setzt einen bekannten Anfangspunkt
(z. B. freien Randpunkt) voraus, so dal unter Umstinden ein solcher
Punkt zu diesem Zweck kiinstlich geschaffen werden mufB. Das ist
immer dadurch moéglich, da man an einer sonst unwesentlichen Stelle
ein Loch in das Modell bohrt, so dal man einen freien Lochrand mit
einer ganzen Reihe von Anfangspunkten erhilt. Die Bohrung kleiner
Lécher bietet eine weitere im folgenden beschriebene Lisungsméglichkeit.

4. Verfahren des punktweisen Anhohrens.

Bohrt man in ein unter Spannungen stehendes ebenes Modell kleine
runde Locher, so konnen bei entsprechenden Abmessungen ihre Stor-
bereiche so klein sein, da3 man ihre Wirkung auf das Gesamtfeld praktisch
vernachldssigen darf. Unter dieser Voraussetzung, die natiirlich in jedem
Fall erst gepriift werden muB, 1aBt sich folgende Uberlegung anstellen
(Vorschlag TEsaRr). In erster Naherung verhilt sich die unmittelbare
Umgebung eines kleinen Loches im Modell ebenso wie die Umgebung
eines Loches in einer unendlich groBen, iiberall gleichartig bean-
spruchten Ebene. Insbesondere sind die Randspannungen am freien
Lochrand im Modellfall und im Fall der unendlichen Ebene praktisch
dieselben. Die spannungsoptische Messung dieser Randspannungen
erlaubt einen SchluB auf den Spannungszustand, der am Ort des kleinen
Loches herrschen wiirde, wenn das Loch nicht vorhanden wire.

Im Fall des kreisrunden Loches in der unendlichen Scheibe mit dem
gleichférmigen Spannungszustand ¢,, ¢, gilt am Rand (Abb. 83)

in Punkt 4: Langsspannung o4 = 30, —0,
und in Punkt B: Querspannung op = 3 6,— 07,
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umgekehrt also

30’A+O'B
oy=—""g ">
3o'B—f—aA
Oy = - 3 .

Entsprechend kann man aus den im Modell gemessenen Lochrand-
spannungen o 4 und ¢ auf einen am Ort des Lochmittelpunktes urspriing-
lich vorhandenen Spannungszustand o), o, nach denselben Formeln

schlieBen. In Wirklichkeit sind in S
den meisten Modellen die Span- §
nungen von Ort zu Ort so verander- &
lich, daB die angegebenen Glei- 3

. - 204
chungen nur in Annidherung gelten, 7,

ebenso wirkt die Stérung durch ein
Loch auch auf den gesamten Zu-
stand ein. Man wird dieses Verfahren

RERARE 0

RERRE 2 !

Langsspannung

N
T
|
|

=07
Druck

Ldngsspannung

I

7
o Lochrand z—
Abb. 83. Umgebung eines Kreisloches im gleich- Abb. 84. Storspannungen in der Umgebung
férmigen ebenen Spannungszustand oy, o,. eines Kreisloches.

also nur in Sonderfillen und nur in groBlen Modellen anwenden, man ist
auBerdem auf die Untersuchung einiger nicht zu dicht beieinander
liegender Punkte beschrinkt. Andererseits gibt es Probleme mit un-
bekannten Randbedingungen (eingespannte Bleche), fiir die sich das
Verfahren ausgezeichnet eignet. Es hat den Vorteil, auch in gebeulten
Blechen noch verwendbar zu sein. Um die GriBenordnung der Fern-
wirkung der Lochstérung anschaulich zu machen, sind in Abb. 84 die
GroBen der Storspannungen im Schnitt 4 e und Bb aufgetragen, wie sie
im Felde des einfachen einachsigen Zuges o, auftreten. Die ,,Stérspan-
nungen‘ sind die infolge des Loches zusitzlich zum urspriinglichen
Zustand hinzukommenden Léngs- und Querspannungen (Kap. VI,
Abschn. 15.)

5. Einzelmessung von ¢; und ¢, mittels Interferenzerscheinungen.

Bei der Aufteilung des Lichtes in zwei Komponenten, deren Polarisa-

tionsebenen zu den beiden Hauptspannungsrichtungen parallel sind,
6*
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erfahren diese beiden Komponenten Verzigerungen, die sich nach
Gleichung (31b), S. 68 schreiben lassen:
my=M,— M, = %:(aal—}—boz) =d (a*o, + b*0,),
my = My— M, =d(b*e; +a*0y).

Die Messung der beiden Einzelwerte m, und m, erlaubt also die Bestim-
mung der beiden Einzelwerte ¢; und g,, wenn a* und b* (etwa aus einem
Eichversuch) bekannt sind. Die Méglichkeit dieser Messung sprach zuerst
CoxER aus (allerdings mit der Vermutung b* = 0); das auf dieser Grund-
lage entwickelte Verfahren stammt von FavrRe [20]. Hierbei wird
ein polarisierter Lichtstrahl, dessen Polarisationsebene mit einer Haupt-
achse des untersuchten Modellpunktes iibereinstimmt, in zwei Teile
geteilt, von denen einer das Modell, der andere einen MeBkérper durch-
strahlt. Die Wiedervereinigung der beiden Strahlen ergibt Interferenz-
erscheinungen, die sich bei der Belastung des Modells verindern. Man
zahlt die hierbei erscheinenden Verdunkelungen, d. h. den Wert m, oder
macht sie durch entsprechende meBbare Verinderungen des MeBkorpers
riickgéngig ; dasselbe wiederholt man mit einem Lichtstrahl, dessen Polari-
sationsebene der zweiten Hauptspannung entspricht. Die Messung
erfordert ein umfangreiches und empfindliches Gerdt (Interferometer),
das in Kap.V, Abschn. 10 skizziert ist.

FaBry gab die Anregung zu einem MeBverfahren auf derselben
Grundlage, aber ohne MeBkorper [0.13]. Beobachtet wird hiernach die
Interferenz zwischen dem an der Vorderseite und dem an der Riickseite
des Modells gespiegelten Lichtstrahl, das Modell soll daher beiderseits
halb durchlissig versilbert werden. Der Strahlengang gestattet, die
Veranderung der ,,optischen Dicke, d. h. den Wert m, oder m,, unmittel-
bar durch Interferenzverinderung sichtbar zu machen. Die wirksame
VerschiebungsgroBe entspricht dem doppelten Betrag von m,; wegen der
doppelten Durcheilung des Modells. Beleuchtet man das zunidchst unbe-
lastete Modell senkrecht, so sieht man im reflektierten Licht Interferenz-
linien gleicher Modelldicke, dabei muB} allerdings das Modell sehr gute,
am besten geschliffene Oberflichen aufweisen, und wegen der verhiltnis-
mafig groBen Entfernung zwischen den beiden Oberflichen muf} streng
einfarbiges Licht verwendet werden. Andert sich die optische Modell-
dicke durch Belastung, so verdndert sich das Linienbild, und zwar ist
an jedem Punkt die Zahl der durchwandernden Linien gleich der Anderung
von M. Weil bei Belastung der Werkstoff doppelbrechend wird, sieht
man bei Verwendung von unpolarisiertem Licht gleichzeitig die Wir-
kungen m, und m,, d.h. das Liniensystem zerfillt in zwei Systeme, von
denen das eine dem Wert m,, das andere dem Wert m, entspricht. Be-
leuchtet man dagegen jeden Punkt mit einem Licht, das in einer Haupt-
richtung dieses Punktes polarisiert ist, so wird auch nur der m-Wert
dieser einen Richtung wirksam. Die geringe GroBe von m bei Glas setzt
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der Messung besondere Schwierigkeiten entgegen, umgekehrt weisen die
Werkstoffe mit hohen erreichbaren m-Werten im allgemeinen nicht die
erforderliche optisch ebene Oberfliche auf, Ergebnisse nach diesem Ver-
fahren sind daher bisher nicht bekannt.

SchlieBlich sei ein Verfahren von TANK erwihnt [6.22], nach dem
es moglich ist, auch die Hauptspannungssumme interferometrisch zu
bestimmen. Setzt man die beiden Komponenten J; und J;" [nach
Gleichung (26), S.50] zu einer linearen Schwingung unter der Neigung
wim zZusammen, so hat diese Schwingung eine absolute Phasenverzige-
rung A(m,; + m,)/2 gegeniiber einem Strahl durch denselben Punkt bei
unbelastetem Modell. Interferometrische Messung dieser absoluten Pha-
senverzogerung ergibt demnach den Wert (m, + m,), der verhiltnis-
gleich zur Hauptspannungssumme ist.

6. Abschiitzungen.

Nach der Aufzihlung der bisher entwickelten Verfahren der voll-
stdndigen Auswertung sei nochmals darauf hingewiesen, da8 in vielen
Fillen die strenge Durchfithrung derartiger Messungen entbehrlich ist,
wenn nicht besondere Anforderungen an die Genauigkeit und Vollstindig-
keit der Ergebnisse gestellt werden. Das gilt insbesondere am Rand und
in seiner Nihe sowie in allen Korpern, bei denen die Beanspruchung in
einer Richtung wesentlich grofler ist als in der anderen.

Gelegentlich 148t sich das Ergebnis auch noch durch tberschlagliche
Gesamtabschiatzungen verbessern. Eine Anregung von Frocur [8.12]
in dieser Richtung fiir die Symmetrieschnitte von stabférmigen Koérpern
mit Kerben oder Léchern wird in Kap. VIII, Abschn. 16 niher erliutert.

V. Geriite.
1. Lichtquellen.

Fiir Versuche bei einfarbigem Licht mit bestimmter bekannter Wellen-
lange sind Dampflampen stets die besten Lichtquellen, insbesondere die
im Handel erhiltlichen Quecksilber- und Natriumdampflampen. Queck-
silberdampflampen haben im allgemeinen eine héhere Leuchtkraft und
sind daher auch fiir Projektion auf kleinere Entfernung sowie fiir photo-
graphische Zwecke geeignet, wihrend die handelsiiblichen Natrium-
lampen hierzu nur knapp ausreichen. Diese kleinen handlichen Lampen
sind andererseits fiir unmittelbare Beobachtungen besonders empfehlens-
wert.

Oft ist nun fiir spannungsoptische Zwecke zwar ein annidhernd ein-
farbiges Licht notwendig, bei dem aber die strenge Kenntnis der Wellen-
lange entbehrlich ist. Das ist z. B. immer dann der Fall, wenn durch eine
Eichung unmittelbar der Zusammenhang zwischen der Wellenléngenzahl
und den Spannungswerten hergestellt wird. Die Einschaltung eines
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Farbfilters in einen urspriinglich weilen Lichtstrahl ist in diesen Fillen
vollig ausreichend. Als weiBle Lichtquelle hoher Leuchtkraft dient meistens
die gewohnliche Kohlebogenlampe, es sei hier aber besonders auf die
Punktlichtlampen (Osram) hingewiesen, die vor der Bogenlampe den
Vorteil des unbeweglich feststehenden Leuchtpunktes haben, so dafl man
sich wéihrend der Messungen nie um Lampeneinstellung, Uhrwerks-
kontrolle oder Kohlenwechsel kiimmern muBl. Zu den Punktlichtlampen
werden verschiedene Gehéduse verkauft. Am vielseitigsten verwendbar
sind die kugeligen Gehéuse, die nach verschiedenen Richtungen und in
ihrer Hohe verstellbar auf einem Stinder befestigt sind (vgl. Abb. 116,
S. 110). Lediglich fiir GroBtprojektion, etwa in Vortragssilen, reicht die
Lichtstirke der Punktlichtlampen nicht aus. Bei geringem Lichtbedarf
kann selbstverstindlich jede beliebige Lampe als Lichtquelle dienen.

Fir viele Zwecke ist gerade weilles Licht erwiinscht; die einfache
Einschaltung etwa eines dunklen Orangefilters gibt fiir das Auge einen
Eindruck, der der Wirkung des Natriumlichtes durchaus nahekommt.
Andere Filterfarben sind wegen der vorwiegenden Gelbempfindlichkeit
des menschlichen Auges im allgemeinen fiir die Betrachtung ungiinstiger,
fiir photographische Zwecke kann aber auch eine Blau- oder Violett-
filterung niitzlich sein (vgl. S. 127).

2. Polarisatoren.
Als Polarisatoren und Analysatoren fiir spannungsoptische Messungen
eignen sich drei grundsétzlich verschiedene Einrichtungen, die auf Spiege-
lung, Doppelbrechung und Dichroismus beruhen.

Lof a) Polarisation durch Spiegelung. Bei schriger

. Spiegelung des Lichtes an glinzenden Ober-

Ao flichen, die gleichzeitig auch lichtdurchlissig

/ sind (Glas, Lack usw.), erfolgt eine Polarisation

3 & des Lichtes, die beieinem bestimmten Reflexions-
Gls winkel sogar vollstindig sein kann, d.h. das

Abb. 85, Eolarisation reflektierte Licht enthilt nur noch eine einzige

durch Spiegelung, tgi = n.
Schwingungsrichtung. Die vom einfallenden

Strahl und dem Lot auf der Spiegelfliche gebildete Ebene ist dabei
die ,,Polarisationsebene‘‘, der Lichtvektor schwingt also in Abb.85 nach
der Spiegelung nur noch senkrecht zur Zeichenebene. Der Winkel dieser
vollkommenen Polarisation ist der ,,BREwsTERsche Winkel* i, es ist
tg i = n (n = Brechungsindex, bei Glas etwa n = 1,5, ¢ = 56°).

Zwei Moglichkeiten der Herstellung polarisierten Lichtes bestehen
nun darin, daB3 man entweder nach einer Spiegelung unter dem BREWSTER-
schen Winkel das gespiegelte Licht verwendet, oder daBl man mittels
der Durchstrahlung eines Satzes von mehreren parallelen Glasplatten
immer weitere Anteile polarisierten Lichtes herausspiegeln 148t, bis das
schlieBlich durchtretende Licht ziemlich frei von der gespiegelten Kom-
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ponente, d. h. ebenfalls praktisch linear polarisiert ist. (Selbstverstind-
lich stehen die Polarisationsebene des gespiegelten und des durchfallen-
den Lichtes senkrecht aufeinander.) Zur Erzeugung eines guten gleich-
formigen Lichtstrahles miissen mdéglichst geschliffene Platten verwendet
werden. Die Verwendung des einmal gespiegelten Strahles setzt wegen
der geringen Ausbeute eine starke Lichtquelle voraus, andererseits wird
aber auch die Lichtstéirke des durchfallenden Strahles mit steigender
Glasplattenzahl immer geringer. Empfohlen wird entweder schwarzes
Glas fiir einmalige Spiegelung (zum Zwecke der Absorption der unver-
wendeten eindringenden Lichtkomponente) oder ein Satz von etwa
8 Glasplatten zur Verwendung des durchfallenden Lichtes. Hinter
8 Platten ist allerdings noch ein fithlbarer Anteil (rd. 20% des durchfallen-
den Lichtes) wie der gespiegelte Teil polarisiert, aber auch nach 16 Platten
betrigt dieser Anteil immer noch 12%. Es sei betont, daf3 die Spiegelung
an blanken Metallflichen keine Polarisation
bewirkt, auch ein Metallspiegel mit diinner
Lackschutzschicht ergibt keinen fiir die vor-
liegenden Zwecke brauchbaren Lichtstrahl.
b) Polarisation durch Doppelbrechung. In
jedem doppelbrechenden Kristall zerteilt sich
eingestrahltes Licht in zwei polarisierte Strah-
len, deren Polarisationsebenen senkrecht auf- Ab_ 86. Totale Reflexion,
einander stehen (,,ordentlicher* und ,,auBer- siny = 1/n.
ordentlicher“ Strahl). Gelingt es, die beiden
Strahlen voneinander zu trennen und einen von ihnen fortzulenken, so
bleibt ein rein linear polarisierter Lichtstrahl iibrig. Hiervon wird bei
den Kristallpolarisatoren (Nikolprisma, Ahrensprisma) Gebrauch gemacht.
Da die beiden Strahlkomponenten im Kristall verschiedene Lichtgeschwin-
digkeit, d. h. verschiedene Brechungsindizes haben, liegt der Grenzwinkel
der ,,totalen Reflexion‘‘* fiir die beiden Strahlen bei verschiedenen Werten.
Auflerdem kann man durch Neigung der zuerst getroffenen Kristall-
vorderfliche die beiden Strahlen schon unter verschiedenen Richtungen
den Kiristall durcheilen lassen. Wird also ein Kristallprisma (z. B.
Kalkspat) entsprechend geschnitten, so kann man es so einrichten, daB
an der Kristallriickseite der eine der beiden Strahlen gerade noch voll-
standig gespiegelt wird, wahrend der andere aus dem Prisma heraustritt.
Das Licht zerteilt sich so in zwei Strahlen, die das Prisma unter ganz
verschiedenen Winkeln verlassen. Verbindet man zwei Prismen durch
geeigneten Lack miteinander, so 148t sich auch ein polarisierter Strahl
erzeugen, der die Richtung des einfallenden Strahles beibehilt.

1 Man versteht hierunter den (inneren) Einfallswinkel 7 (Abb. 86), von dem
an der Strahl die freie Oberfliche von innen nach auBen nicht mehr durchdringt,
sondern vollstandig gespiegelt wird; es ist sin yp =1/n, bei Glas also etwa yp = 42°.
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Die GroBe der natiirlichen Kristalle ist beschrinkt und der Preis
einzelner groBerer Kristalle ist entsprechend hoch. Will man also eine
groBere Modellfliche gleichzeitig durchstrahlen, so sind im allgemeinen
Linsen nétig, die das Licht vor und hinter dem Kristall zusammenfassen
bzw. zerstreuen. Gewdhnlich reichen dann Kristalle von etwa 10 mm
Durchmesser aus. Das Licht wird in den Prismen nur gebrochen, nicht
absorbiert, daher ist auch eine hohere Lichtkonzentration zulissig, ohne
daB sich die Prismen gefihrlich erwéirmen. Es ist lediglich notwendig,
darauf zu achten, dal die Fassung der Prismen (haufig Wachs) vor
stirkerer Warmestrahlung geschiitzt wird. Kiihlung des Strahles mit
Hilfe eines vorgeschalteten Wassergefifes ist also im allgemeinen emp-
fehlenswert. .

Nur in seltenen Féllen reicht ein diinner gerader Strahl zur Durch-
fiihrung einer Messung aus, es ist vielmehr meistens ein gewisser Winkel-
bereich ¢ notwendig, um die erforderliche Fliche auszuleuchten (Abb. 87).

Selbstverstindlich ist der ver-

Prisma wendbare Bereich begrenzt, so-
wohl durch die Prismenabmes-

E-wra-P

sungen an sich als auch dadurch,
daBl gewisse Grenzwinkel (Total-
Abb. 87. Verwendbarer Winkelbereich reflexion!) nicht iiberschritten
clnes Polarisators. werden diirfen. Praktisch zeigt
sich, daB z. B. bei einem Ahrensprisma etwa ein Betrag ¢~ 10 bis 12°
unbedenklich fiir MeBzwecke verwendet werden kann. Beim Entwurf der
optischen Einrichtung ist hierauf besonders Riicksicht zu nehmen.
Einzelne dieser doppelbrechenden Kristalle haben die weitere Eigen-
schaft, daB sie den einen der beiden Strahlen stark absorbieren, wihrend
der andere ziemlich ungestort durchgelassen wird, dieser ,,Dichroismus‘¢
ist z. B. bei Turmalin besonders ausgeprigt. Kristalle dieser Eigenschaft
wirken also unmittelbar als ,,Polarisationsfilter. Mit der Entdeckung
von Kristallen, die schon in sehr geringer Dicke eine hinreichende Absorp-
tion der einen Komponente aufweisen, ergab sich die dritte Moglichkeit
der Polarisatorenherstellung.
¢) Polarisationstilter. Das Perjodid des Chininsulfats (,,Herapathit‘‘) hat
die Eigenschaft, doppelbrechend zu sein und eine der beiden Lichtkompo-
nenten stark zu absorbieren. Dieser Dichroismus des Herapathits! er-
moglicht seit einigen Jahren die Herstellung diinner Filter, die eine fast
vollstdndige Polarisation beliebig groBer Lichtbiindel gestatten. In
Deutschland sind sie unter dem Namen ,,Herotar‘ oder , Bernotar‘
(Hersteller Zeiss, Jena) im Handel erhaltlich, praktisch dieselben Eigen-
schaften haben die amerikanischen ,,Polaroid‘- und die Kodak-,,Pola‘-
Filter. Es handelt sich entweder um eine diinne Schicht Einbettungs-

1 Erstmals beséhrieben von HerapaTH: Phil. Mag. 1852.
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mittel, z. B. Gelatine, die zwischen Glas- oder Zelluloidschutzplatten
liegt und in die die Herapathitkristalle eingebettet sind (durch beson-
dere Verfahren werden die Kristalle bei der Herstellung alle gleich-
gerichtet) oder um eine diinne Schicht von gerichteten Herapathit-
kristallen, die unmittelbar zwischen Glasplatten gekittet wird. Handels-
iiblich werden diese Filter in Fassungen geliefert, die auf Photoobjektive
usw. aufgesteckt werden konnen, jedoch werden jetzt auch groe Folien
hergestellt, die fiir spannungsoptische Zwecke besonders geeignet sind.

Der Polarisationsgrad des durchfallenden Lichtes ist sehr hoch, d. h.
es sind im sichtbaren Spektrum nur verschwindend geringe Lichtmengen
(unter 1%) vorhanden, die nicht in der Hauptrichtung polarisiert sind,
das durchfallende Licht (35 bis 40% des Gesamtlichtes) ist auBerdem
etwas griin-gelblich gefirbt. Bei gekreuzten Filtern dringt ein dunkel-
roter oder blauroter Lichtbestandteil durch, der jedoch nicht als storend
empfunden wird und auch bei photographischen Aufnahmen nicht in
Erscheinung tritt. Dieser Tatbestand bedeutet gliicklicherweise, dafl die
roten und ultraroten Wirmestrahlen nicht so stark wie das iibrige Licht
absorbiert werden, so daB eine starke Erwirmung der Filter auch bei
kréftiger Durchleuchtung vermieden wird. Trotzdem ist namentlich bei
kleinen Filtern und starker Lichtkonzentration die Zwischenschaltung
eines Kiihlmittels sehr zu empfehlen. Die zuldssige Erwidrmung wird
bei den reinen Kristallfiltern mit etwa 50°, bei den amerikanischen Filtern
mit Bettungsmittel mit {iber 100° angegeben. Die Handhabung der
Filter ist duBerst bequem, die Verwendung groBerer Folien ermdglicht
die einfachst denkbare spannungsoptische Einrichtung, ndmlich einfach
ein Modell zwischen gekreuzten Folien ohne jede Linse oder sonstige
optische Einrichtung (vgl. S. 92). Wie bei den Prismen sind streng nur
die senkrecht durch die Folienebene tretenden Lichtstrahlen vollstdndig
polarisiert, wihrend bei geneigten Strahlen Unreinheiten auftreten. Legt
man z. B. zwei gekreuzte Filterpolarisatoren dicht hintereinander und
geht mit dem Auge dicht daran, so beobachtet man nur in der Mitte ein
dunkles Kreuz parallel den Hauptachsen, wéhrend in den vier Quadranten
dazwischen das Licht nicht ausgeloscht wird. Die in solchen Filtern
zuldssige Strahlneigung betrigt etwa & ~ 10—15°.

3. Einfache spannungsoptische Einrichtungen
mit unverinderlicher Polarisationsebene.

Bei allen Einrichtungen mit festen Polarisationsachsen ist zu beriick-
sichtigen, da zur Feststellung der Hauptspannungsrichtungen eine
Drehung des Modells mit seiner Belastungsvorrichtung um die Achse des
Lichtstrahls (optische Achse) erforderlich ist; ein entsprechender Raum
muf also vorgesehen werden.

Die einfachste Anordnung fiir spannungsoptische Versuche besteht
aus einer . Lichtquelle, einem Polarisator und einém hierzu gekreuzten
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Analysator. Beschrinkt man sich auf die subjektive Beobachtung des
zwischen den Polarisatoren stehenden Modells, so gentigen als Lichtquelle
eine oder mehrere gewéhnliche elektrische Birnen, am besten mit einer
Mattscheibe davor, ein Polarisationsspiegel, der unter dem BREWSTER-
schen Winkel eingestellt ist, am besten aus schwarzem Glas, und ein
zweiter Spiegel oder ein Glasplattensatz als Analysator (Abb. 88). Es
ist bei der Beobachtung auf Innehaltung der richtigen Winkel zu achten,
man muB also entweder aus gréBerer Entfernung beobachten oder nur
einen kleinen Bereich gleichzeitig iibersehen, der in der richtigen Richtung
liegt. Anordnungen dieser Art sind jedoch heute nur noch zu empfehlen,
wenn die Herstellungskosten
des Geriites unbedingt sehr
gering bleiben sollen.

Aufri8

oder

4. Einrichtungen fiir ein-
fach durchstrahlte Modelle
- % mit drehbarer
Polarisationsebene.

nhg
]

Grundri
Z

Weil es umstéindlich und
- schwierig ist, das Modell
mit allen Belastungsvor-
richtungen um die optische

Abb. 88. Einrichtung mit Spiegel

. als Polarisator und Spiegel oder Achse der Einrichtung zZu
Plattensatz als Analysator. . .
Zoep drehen, zieht man im all-
e, .
gemeinen Anordnungen vor,

bei denen das Modell feststeht und lediglich die Polarisationsebene
gedreht wird?®.

Die folgende kurze Zusammenstellung von moglichen Anordnungen
ist geordnet nach der Anzahl der Linsen, die sich zwischen den Polarisa-
toren befinden. Da sich simtliche in diesen Linsen vorhandenen Span-
nungen als Storungen bemerkbar machen, und da andererseits wirklich
spannungsfreie Linsen kostspielig sind, ist es zweckmiBig, die Zahl dieser
Linsen moglichst klein zu halten. AuBerdem gilt ganz allgemein, daB jede
durchstrahlte Oberfliche infolge der stets vorhandenen Reflexion einen
Lichtverlust bedeutet, so daf auch aus diesem Grunde die Gesamtzahl
der spiegelnden Flichen in einer Anordnung beschrinkt bleiben sollte.
Bei senkrechter Durchstrahlung einer Platte oder Linse gelten folgende
genaueren Formeln fiir den Lichtverlust.

Der einfallende Strahl E (Abb. 89), der Einfachheit halber als linear
polarisiert angenommen, habe einen GroBtwert des Lichtvektors vom

! Die alte spannungsoptische Bank des Mech. Techn. Laboratorium der T. H.
Miinchen wurde mit feststehender Polarisationsebene gebaut, um eine besondere
Art der Zeichnung der Hauptspannungsrichtungen anzuwenden (s. S. 146).
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Betrage ,,1°. Die im Strahl vorhandene Lichtenergie ist verhéltnisgleich
zum Quadrat dieses Betrages, der Einfachheit wegen sei sie ebenfalls
gleich ,,1° gesetzt. An der spiegelnden Vorderfliche V des Korpers mit
dem Brechungsindex % (z. B. Luft gegen Glas) wird dann ein Lichtstrahl
R, reflektiert, dessen Vektor den GroBtbetrag (n—1)/(n -+ 1) aufweist,
d.h. es wird eine Energie vom Betrage (n—1/n - 1)? zuriickgestrahlt. Der
restlich eindringende Strahl ¢ weist demnach eine Energie auf vom Betrage
2 2
1— ( Z; 11~>2 =t z)b ;1()";* _ (n:nf)g. Beim Wiederaustritt des
Strahles an der Hinterfliche H des Korpers tritt wieder eine Reflexion
ein, wobei der Brechungsindex 1/n (z. B. Glas gegen Luft) wirksam ist.

Die bei H riickgespiegelte Energie hat die GroBe
1 1 2 v Glas P
4n o 4n(n—1)2
RS ; X = “miip so dal der aus- £ i |4
w 2 >
tretende Strahl A schlieBlich noch folgende Energie
enthélt: ____s__‘
_4n  4n(e—1)*  16m® Abb. 89. Lichtverluste
(n41)2 (n 4+ 1)% (n 4 1)2 an Oberflichen.

Anwendung dieser Formel auf doppelbrechende Korper, z. B. spannungs-
optische Modelle, zeigt iibrigens, dall die beiden senkrecht zueinander
polarisierten Lichtkomponenten verschiedene Reflexionsverluste er-
fahren und das Modell mit verschiedener Lichtstérke verlassen (n, == n,).
Gliicklicherweise ist der Unterschied nur sehr klein, anderenfalls wiren
alle Formeln des Kapitels II, die auf der gleichen Lichtstirke beider
Strahlen aufgebaut sind, unbrauchbar.

Der Gesamtlichtverlust (Energieverlust) bei der Durchstrahlung
2
einer Glasplatte oder Linse hat also die GroSe 1 ——%)—4-. Fiir mittlere

. . 0,5\2 1
Werte n (n etwa = 1,5) bedeutet das einen Energieverlust von 35) =35

4

= 4% bei der Spiegelung an der Vorderseite, von E%Ez—zé% =
7,8% bei volliger Durchstrahlung. Ein Lichtstrahl hat also beispiels-
weise nach der Durchstrahlung von acht Linsen (Anordnung Abb. 97,
S.96) noch eine Energie, die etwa 0,96'¢ = 0,928 = 0,52 entspricht,
rund die Hilfte des Lichtes geht allein durch Spiegelung verloren. Die
hierbei vollig vernachlissigte Absorption gibt weitere erhebliche Verluste,
die ZweckméiBigkeit einer geringen Linsenzahl ist offensichtlich.

Wenn in den folgenden Anordnungen ,,groe’ Polarisatoren genannt
werden, so sind damit stets Bernotar- bzw. Polaroidplatten oder -folien
groBerer Durchmesser (etwa Modellgrée, mindestens aber etwa 6 bis
10 cm) gemeint. ,,Kleine‘‘ Polarisatoren kénnen entweder kleine Stiicke
solcher Filter oder Prismen sein, der Deutlichkeit wegen sind hierfir
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immer kleine halbschwarze Rechtecke ] gezeichnet. Der Lichtverlust
in den Filtern ist groBer als in den Prismen, ihres geringen Preises wegen
wird man sie trotzdem oft vorziehen.

a) 1. Bei Beschrinkung auf subjektive Beobachtung eines kleinen
Modellbereiches leistet eine sehr einfache Anordnung oft gute Dienste,
namlich zwei gekreuzte kleine Pola-

T T ! t G0 Togeslioht risatoren ohne irgendwelche weiteren
Hodel M Y s Lampeniicrt  Gerate. Will man beispielsweise bei
g einem Zelluloidzugstab feststellen,

# N Beamisator ol? er gut mittig ohne zusz’itzli?he

N\ Biegebeanspruchung eingespannt ist,

so beobachtet man ihn durch zwei

Analysator A Polarisatoren nach Abb. 90. Zieht

Abb. 90. Einfache man den Stab, bis seine Doppel-
Einrichtung fiir . :
Kleine Bereiche.  brechung gerade der ,,empfindlichen

! Farbe‘‘ Rot-Blau entspricht, so kann

man bei freier Augenbetrachtung

sofort die Giite der ,Mittigkeit‘ feststellen: Bei vorhandener Biegung
ist der Stab auf der einen Seite blau, auf der anderen rot. Dieselbe ein-
fache Vorrichtung geniigt auch zur Fest-

Matischeide stellung der Hauptspannungsrichtung in

einem Punkt, wenn eine Gradeinteilung

Lampen am Analysator, Polarisator oder besser an
f beiden angebracht wird. Man dreht bis zur

ﬁ Dunkelheit und liest den Richtungswert ab.

( Die Schirfe der Dunkelheit ist gleichzeitig

® eine Kontrolle fiir richtige gegenseitige

Kreuzung der beiden Polarisatoren.

Abb. 91. infache Einrichtung mit 2. Die Verwendung zweier grofer Polari-
Polarisationsfolien fiir grofiere  satoren gibt ohne weitere Hilfsmittel einen
Uberblick iiber ein ganzes Modell. Die An-

ordnung kann etwa wie in Abb. 91 getroffen werden. Steht der Beobachter
etwas vom Modell entfernt, so da die Sehstrahlen praktisch senkrecht
durch Filter und Modell dringen, so erhélt man einen sehrklaren und zuver-
lassigen Uberblick iiber die gesamte Doppelbrechungsverteilung (Schub-
verteilung). Die Neigung der duBersten Sehstrahlen gegen die Modell-
und Filternormale sollte dabei etwa - 10° nicht iiberschreiten. An den
Ort des Beobachterauges 148t sich selbstverstdndlich auch die Linse
einer Aufnahmevorrichtung setzen, die Lichtstédrke ist aber nicht sehr
hoch. Wichtig ist bei dieser Anordnung eine befriedigend gleichférmige
riickwirtige Beleuchtung der Mattscheibe, etwa durch vier oder mehr
Glithbirnen. Bei Verwendung kleiner Natriumlampen ist eine gleich-
formige Helligkeit im ganzen Feld noch schwieriger zu erreichen, so daB
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hier die Lichtfilterung unmittelbar vor dem Aufnahmeobjektiv bzw.
unmittelbar vor dem Auge des Beobachters giinstiger ist. Die Auf-
nahme durch ,,Schattenwurf [8.18] hat demgegeniiber erhebliche
Mingel.

b) Sollen die Kosten des einen groBen Filters gespart werden, so
geniigt auch ein kleines Filter oder Prisma unmittelbar vor dem Auge
des Beobachters bzw. der Aufnahmelinse (Abb. 92). Ein erheblicher
Gewinn an Lichtstirke wird erreicht, wenn das Licht nicht durch eine
Mattscheibe, sondern durch eine groBe Linse zum Beobachter gelangt.
Steht diese Linse wie in Abb. 92b noch vor dem Polarisator, so kann sie
selbst beliebig verspannt sein, ohne die Doppelbrechung stérend zu beein-
flussen. Da sie auBBerdem nur Mofscheite
zur Beleuchtung und nicht | g

zur Abbildung dient, darf sie  §® 4 0 tuge oder
auch optische Fehler aufwei-  § ® Ofjektiv
sen. Die Beleuchtung wird “@ a

zweckmiBig so eingerichtet,
daBl das gesamte die Linse
durchdringende Licht sich
am Ort des Analysators und
Objektivs punktférmig ver-
einigt. Die so entstehende
Anordnung ist bei annehm-  Abb.92au. b. Einrichtung mit groBem Polarisator
barem Preis des Filters P undlklemem Analysator.
nicht kostspielig und sehr storungsfrei, sie kann besonders empfohlen
werden. Man hat lediglich dafiir zu sorgen, daB die d4uBeren Lichtstrahlen
das Modell nicht zu schrig durchstrahlen, d. h. der Abstand zwischen
Modell und Objektiv muBl groB genug sein.

¢) Eine weitere Verbilligung des Gerites kann dadurch erreicht
werden, dal man auch das erste grofle Filter durch einen kleinen Polari-
sator ersetzt und das notwendige grofe Bildfeld durch Projektion aus-
leuchtet. Will man dabei groBe teure Linsen vermeiden, so kann die
Tatsache beniitzt werden, daf polarisiertes Licht praktisch polarisiert
bleibt, wenn es an Metall gespiegelt oder durch eine Mattscheibe (Klar-
scheibe mit mattierter Oberfliche, nicht etwa milchtriibes Opalglas!)
gestrahlt wird. Die folgende Anordnung ist als ,,Glasspannungspriifer
im Handel erhaltlich (Abb. 93a). Als Analysator liBt sich fiir grobere
Untersuchungen auch einfach eine Brille mit Filtergldsern verwenden,
die der Beobachter aufsetzt (Abb.93b). Mangelhaft bei dieser Vorrichtung
ist die stark ungleichférmige Helligkeitsverteilung auf der Mattscheibe,
die die photographische Aufnahme eines groBeren Modellbereichs un-
moglich macht. Die Verwendung zweier hintereinander stehender Matt-
scheiben gibt zwar eine etwas bessere Helligkeitsverteilung, aber erheb-
lich geringere allgemeine Helligkeit, sie ist nicht zu empfehlen.
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Eine éhnliche Wirkung wie durch die Mattscheibe ist durch Spie-
gelung an einer matten Metallfliche zu erzielen, auch ein Anstrich mit
Aluminiumbronze kann als spiegelnde Fliche dienen. Die Verwendung

einer Spiegelfldche

. ist aber bei polari-
ﬁ;'//e) siertem Licht nur
EN-—pJectockler  hei nahezu senk-

rechtem Strahlein-

fall brauchbar, so
daB sie praktisch nur fir die unter
5 beschriebenen Einrichtungen zweck-
méaBig ist.

d) Solange grofie Filterpolarisatoren
kostspielig sind, kann es eine Verbilli-
gung der Einrichtung bedeuten, wenn
durch Zwischenschaltung von Linsen der
Strahlengang verbreitert und verengt
wird, so daB die Polarisatoren in den
,,Brennpunkten, das Modell an der wei-
testen Stelle des Strahlenganges stehen.

Matischerbe

b
Abb. 93a u.b. Glasspannungspriifer Da die zwischen den Polarisatoren stehen-

(Zeiss, Jena). . . .
’ den Linsen spannungsfrei, d.h. aus einem

unverspannt abgekiihlten Glas hergestellt sein miissen, steigt aber ihr
Preis mit steigendem Linsendurchmesser ebenfalls sehr erheblich, man
# wird von Fall zu Fall nach-

priifen miissen, ob sich die
Verwendung von solchen
Linsen lohnt. Im Augen-
blick (1939) sind in Deutsch-
Abb. 94. Einrichtung mit kleinen Polarisationsprismen. land groBe SPannungsfreie
Linsen jedenfalls noch billi-

ger als entsprechende GroBfilter, in Amerika sind die Filter bereits erheblich
billiger. Die Skizze einer entsprechenden Anordnung stellt Abb. 94 dar.
Wihrend es bei den einfacheren Einrichtungen mdglich ist, die ein-
zelnen Teile irgendwie auf einen Tisch oder ein Gestell hintereinander zu
setzen, ist bei dieser und allen folgenden Einrichtungen eine genaue
Justierung aller verwendeten Teile notwendig. Die einfachste Moglichkeit
hierzu besteht darin, daf alle Teile auf Reitern befestigt werden, die man
auf einer langen geraden Schiene verschieblich festklemmt. Die von den
groflen Firmen fiir Metallmikroskope usw. verwendeten Dreikantschienen
sind auch hier die geeignete Basis. Von der Form und GroBe der zu unter-
suchenden Modelle hingt es ab, ob man die Schiene durchlaufend ver-
wenden kann, oder ob eine Unterbrechung am Ort des Modells notwendig
ist. Die gegenseitige Justierung ist bei einer durchgehenden Schiene
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jedenfalls einfacher, fiir groBe Modelle miissen gegebenenfalls alle Geréte
auf hohen Stiitzen befestigt werden, so daB fiir das Modell ein geniigend
freier Raum zwischen optischer Achse und Schienenoberkante vorhanden
ist. Die notwendige Linge der Schiene hingt von der Einrichtung ab,
im allgemeinen geniigt eine Schiene von 2 m bis 2,50 m Linge allen An-
forderungen.

e) Es bedeutet einen erheblichen Gewinn an Genauigkeit, wenn die
Lichtstrahlen das Modell nicht nur anniéhernd, sondern streng senkrecht
durchleuchten, insbesondere

in der Umgebung von Stellen £ 4

starker ortlicher Spannungs- L . ~.__

dnderung, etwa in Kerben. N/

Anderenfalls enthidlt der | |

Lichtstrahl nach dem (schra- — a

gen) Durchgang durch das

Modell die Wirkungen ver- -& “

schieden wirksamer Teilchen

und gibt nur eine Art Mittel-

wert der optischen Wirkungen b

eines endlichen Bereiches Abb. 95a u. b. Einrichtungen mit paralleler
Modelldurchstrahlung.

wieder. Wenn also streng
richtige Messungen tiber einen grofferen Modellbereich gleichzeitig moglich
sein sollen, wird am besten durch eine Linsenanordnung ein Parallel-
strahlenfeld in diesem
Bereich hergestellt. Eine L ol N\ I Ny 4 M~
Anordnungnach Abb.95a
oder b erfiilllt diese Be-
dingung. Die Anordnung
95b ist die bis vor kur- Abb. 96. Einrichtungurrﬂt(if;r%llrei;%lgﬁ%lstmhlung des Modells
zem meistens verwendete
Einrichtung. Wieder kann der Preis der groBen Filter bzw. der groen
spannungsfreien Linsen entscheidend fiir die Wahl sein, zur Zeit (1939)
ist die Einrichtung 95b in Deutschland noch zweckméBiger, insbesondere
bei Verwendung kleiner Filterpolarisatoren. Aus einem weiteren Grunde
kann man sich fir die Einrichtung 95b entscheiden: Die zur Dreh-
barkeit der Polarisatoren notwendige Fassung mit Kreisteilung ist bei
der Anordnung b kleiner und billiger, auBlerdem benétigt man bei der
Zwischenschaltung von A/4-Blittchen (Abschn. 6) nur kleine solche Blétt-
chen, ihr Preis steigt bisher ebenfalls erheblich mit dem Durchmesser.
f) Legt man groBen Wert darauf, dal auch die Polarisatoren nur von
Parallelstrahlen durchstrahlt werden, so sind weitere Linsen notwendig.
Eine derartige Anordnung zeigt Abb. 96.
g) Will man schlieBlich auBer dem Modell einen zweiten Kéorper
(MeBkorper, Kompensator) streng parallel durchstrahlen und gleichzeitig
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mit dem Modell scharf abbilden, so ist die Zwischenschaltung einer
zweiten Parallelstrecke erforderlich, etwanach Abb.97. Anordnungen nach
dieser Skizze diirften fiir allgemeine Zwecke meistens zu kostspielig sein.

h) Ist ein sehr groBes Modellfeld notwendig (Durchmesser etwa
20 cm oder mehr), so kann eine Anordnung nach dem Vorschlag von
Gorrz und BrauTz [4.06, 4.13] ihre Vorteile haben. In ihr werden statt

Hompsnsator
L P V4

Abb. 97. Einrichtung mit eingeschaltetem Kompensator.

der Linsen zwei groBe Hohlspiegel verwendet, zwischen denen das Parallel-

strahlenfeld erzeugt wird. Die Anordnung der Hohlspiegel zeigt Abb. 98.

. Als Vorteile der Anordnung seien ge-

Hohlspiege/ 2 4 ' nannt: Keine Stérung infolge von ver-

/_/./‘/- | spannten Glisern, geringe Baulinge der

) ’ ]l///j Gesamtanordnung, geringe MEI(;tfﬁrm]l;llg

= - zwischen Beobachter und Modell. Die

LM ) Honspegelt Schwierigkeit einer verzerrungsfreien Ab-

Py o payeny e ont- bildung des Modells steht dem als wesent-
licher Nachteil gegeniiber.

In allen in diesem Abschnitt genannten Anordnungen lassen sich die
Polarisatoren . in Drehfassungen befestigen, so daB die Richtung der
Polarisationsebene verindert und an einer vorgesehenen Kreisteilung
abgelesen werden kann.

5. Anordnungen mit Strahlreflexion zur zweimaligen Durchstrahlung
von Modellen.

Bei verschiedenen Aufgabengruppen ist es nicht moglich, den Strahlen-
gang wie in den unter 4. beschriebenen Anordnungen zu fithren, weil
hinter dem Modell kein Raum fiir die gerade Strahlfortsetzung vorhanden
ist. Probleme dieser Art liegen vor bei rohrartigen Kérpern (Eisenbahn-
wagenwinde, Flugzeugrumpf u. &.) und bei Messungen an der Oberfldche
von undurchsichtigen Korpern (an der Oberfliche eines Kérpers befestigte
Streifen, Oberflachenlack, s. S. 170). Setzt man nun unmittelbar hinter
das durchstrahlte Modell einen zur Modellebene parallelen Metallspiegel,
so durchlaufen die Strahlen das Modell zweimal (wobei die optische Wir-
kung sich verdoppelt), und Lichtquelle und Beobachter stehen auf der-
selben (Vorder-)Seite des Modells. Die im folgenden skizzierten der-
artigen Anordnungen unterscheiden sich wesentlich nur in der Art, wie
der ankommende und der riickgespiegelte Strahl voneinander getrennt
werden.
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a) 1. Eine mogliche Anordnung mit einer ebenfalls zweimal durch-
strahlten Linse zeigt Abb. 99. Der ankommende und riickkehrende
Strahl sind etwas gegenein- )
ander geneigt, natiirlich auch /“7;/‘5' p
im Modell, jedoch nur eben- : =0~
soviel, als zur Trennung der aSoriegel S
Strahlen in 4 und P unbe- )
dingt notwendig ist. Zur Be-
obachtung wird man zweck- A0 Hrhiung g avl-
miBig gleich hinter A einen
Spiegel einschalten, der das
Licht seitlich aus der Anordnung auslenkt. Um zu vermeiden, daB
der Strahl bei Hin- und Riickgang verschiedene Punkte des Modells
trifft (Abb. 100), muB der Spiegel so dicht wie moglich am Modell an-
liegen. Bei Modellen bis zu etwa 5 mm Dicke
ist der entstehende Fehler vernachlissigbar ge- S [\
ring, wenn die gegenseitige Neigung des ankom-
menden und des riickstrahlenden Lichtes unter
etwa 10° bleibt (es ist der gleiche Fehler, wie er
in einem einfach durchstrahlten Modell doppelter
Dicke bei derselben schrigen Durchstrahlung auf- ~ Abb. 100. Hin- und Riick-

. strahl treffen verschiedene
treten wiirde). Modellpunkte.

2. Die Linse kann fortfallen, wenn nach TARDY [42] statt des ebenen
Spiegels ein entsprechender Hohlspiegel vorgesehen wird (Abb. 101),
hierbei ist es aber grundsédtzlich unmoglich, die spiegelnde Fliche
iberall unmittelbar hinter das
Modell zu setzen. Die Anordnung
ist also nur bei sehr groer Brenn-
weite des Hohlspiegels empfehlens-
wert (bei TARDY 1,50 m).

3. Fiir reine Ubersichtsversuche
kann folgende einfache Anordnung Abb. 101 Zsitache Modellaurohstrahilung
ausreichen (Abb. 102), bei der der
Spiegel durch eine etwa mit Aluminiumbronze gestrichene Platte ersetzt
wird, so daBl das Licht diffus zuriickgestrahlt wird. Der Beobachter
kann hierbei auch einfach eine Brille mit Filtergldsern aufsetzen. Grund-
sitzlich dieselbe Wirkung wird erreicht, wenn das Modell selbst auf
seiner Riickseite einfach mit Aluminiumbronze bestrichen wird. Dieses
iiberaus einfache Verfahren hat sich des o6fteren sehr bewihrt.

b) Wenn auch im allgemeinen die Anordnung gekreuzter Polarisatoren
vorgezogen wird, so kann doch auch eine Anordnung mit parallelen
Polarisatoren verwendet werden. Bei einfarbigem Licht bedeutet das
an allen Stellen des Modells Vertauschung von Hell und Dunkel. Die

Mesmer, Spannungsoptik. 7
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Richtungsgleichen, die nun hell erscheinen, sind natiirlich nicht mehr fest-
stellbar. Eine Aufnahme der dunklen Farbgleichen (m =1/,, 3/, usw.) ist
wie bei gekreuzten Polarisatoren moglich. Bei Spiegelanordnungen erhélt
man parallele Polarisatoren einfach dadurch, dafl ein und dasselbe Prisma
(Filter) sowohl als Polarisator als auch als Analysator verwendet wird
(nach Minprin [4.20]). Die Anordnung (Abb.103), hat den Vorteil
einer streng senkrechten Modelldurchstrahlung. Ein eingeschalteter
Mafspiege/ )

JA
LT

(Britle)
A

e

Beobachrer
Abb. 102. Zweifache Modelldurchstrahlung mittels eines Mattspiegels.

Halbsilberspiegel HS (Glas mit einseitig — modellseitig — diinner, halb-
durchsichtiger Versilberung) liBt das Licht eintreten und reflektiert den
riickkehrenden Strahl seitlich zum Beobachter heraus. Dabei muf ein
grofler Teil der Lichtenergie verlorengehen, giinstigstenfalls kommt nur

Halbsilbersprege/

D777 A

Abb. 103. Verwendung nur eines Polarisators Abb. 104. Halbsilberspiegel
(vgl. Abb. 99) und eines Halbsilberspiegels. im polarisierten Bereich.

!/, des urspriinglichen Lichtes zum Beobachter. Ist der Halbsilberspiegel
stirker oder schwichet als halb durchlissig, so vermindert sich der
Betrag noch mehr.

c¢) Die Vereinigung der Vorteile senkrechter Modelldurchstrahlung
mit gekreuzten Prismen ist bei einer von Solakian (Diskussion zu [4.38])
vorgeschlagenen Anordnung scheinbar mdéglich (Abb. 104), bei der der
Halbsilberspiegel zwischen Polarisator und Modell steht und das Licht
zum (gekreuzten) Analysator herauslenkt. Ein schwerwiegender Nach-
teil spricht aber gegen diese Anordnung: Der etwa unter 45° getroffene
Spiegel H 8§ steht im polarisierten Lichtbereich und hat eine Wirkung
auf die Strahlpolarisation. Es zeigt sich, dafl bei feststehendem Spiegel
die Richtung der Modellhauptspannung von erheblichem EinfluBl auf das
Ergebnis der Kompensation ist (vgl. S. 136) und daB auch die Richtung
der Hauptspannung (die Richtungsgleiche) nur dann gut bestimmt
werden kann, wenn sie anndhernd in der durch Lichtstrahl und Spiegel-
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normale festgelegten Ebene bzw. senkrecht zu ihr liegt; andernfalls
ist durch Drehung der gekreuzten Prismen keine vollstindige Licht-
ausléschung moglich. Steht das Modell, beispielsweise wegen einer not-
wendigen Gewichtsbelastung, fest, so mifite demnach fiir jede Haupt-
spannungsrichtung eine andere Spiegelrichtung vorgesehen werden,
denn die obengenannte Ebene mufl in die Hauptrichtung gedreht
werden. Damit ist aber eine Drehung des Analysators und der gesamten
etwa vorgesehenen Aufnahmevorrichtung um die optische Achse herum
notwendig. Versuche an einer solchen Einrichtung fithrten zwar zum
Erfolg, aber nur unter groBem Zeitaufwand und mit erheblichen Um-
stdnden.

d) Die Schwierigkeiten der Spiegelung umgeht MaBBoux [2.14] mit
einem kleinen, fiir punktweise Beobachtung entwickelten Gerit (Abb. 105).
Der Spiegel H S ist eine unversilberte Glas-
platte, die unter Einschaltung unter dem

BrewsTERschen Winkel selbst als Pola- % A

. . . . . .-
risator dient und die mit der Lichtquelle L §

(kleine Birne) um die optische Achse ‘§

gedreht werden kann. Der riickkehrende o

Strahl durchdringt die Platte und trifft é‘l?rbc}, slgf’e'gdﬁﬁ‘ga;ﬁi&‘i,‘ﬁ

ein gekreuzt eingestelltes Analysatorpris-  fir di¢ Rickstraplune ¢

ma A, das ebenfalls mit Lichtquelle L

und Spiegel HS gemeinsam gedreht wird. Der beim Strahlriickgang

von der Glasplatte herausgespiegelte Lichtanteil ist so polarisiert, daf}

er den Analysator ohnehin nicht durchdringen wiirde. Das handliche

Gesamtgerdt hat ungefihr Form und Gréfle eines Tischmikroskops.
Fir Aufnahmen eines grofleren Modellfeldes ist die Einrichtung a) 1.

oder a) 3. im allgemeinen die giinstigste dieses Abschnitts.

6. Zusiitzliche Einrichtung zur Herstellung eines Zirkularfeldes.

Die in den beschriebenen Geréiten erhaltenen Modellbilder enthalten
die Farbgleichen und die Richtungsgleichen. Will man ein reines Bild
der Farbgleichen ohne Richtungsgleichen erhalten, so konnte man bei-
spielsweise durch gemeinsame schnelle Drehung der beiden gekreuzten
Polarisatoren die Richtungsgleichen so schnell bewegen, daBl das Auge
sie nicht mehr wahrnimmt und die bei dieser Drehung stillstehenden Farb-
gleichen allein sieht. Ein derartiger Versuch ist mit Zahnridern und mit
einem Motor einmal gemacht, aber nie wiederholt worden. Die Zwischen-
schaltung von zwei Viertelwellenbldttchen nach Gleichung (28) S. 58 ist
vielmehr der bei weitem bessere Weg, ein reines Farbgleichenbild zu
erzeugen. Ks sei zunichst die Verwendung einfarbigen Lichtes und das
Vorhandensein zweier zu diesem Licht passender A/4-Blattchen voraus-
gesetzt. Die notwendige Gréfle der Blittchen entspricht der verwendeten
Polarisatorengrofle, da sie zweckmiflig unmittelbar hinter bzw. vor

7*
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diesen Polarisatoren in den Strahlengang geschaltet werden. Fiir gewshn-
liche Modellaufnahmen in zirkularpolarisiertem Licht ist nur eine Stellung
der Bléttchen erforderlich: Ihre Hauptachsen miissen unter 45° gegen
die Polarisatoren und so gegeneinander eingestellt sein, daf3 sich die Wir-
kungen beider Blittchen gerade gegenseitig aufheben. Ist diese Ein-
stellung einmal vorgenommen, so hat das Zirkularfeld keinerlei bevorzugte
Richtung mehr und man kann ohne Anderung des entstehenden Bildes
den Polarisator gemeinsam mit seinem zugehérigen Blattchen beliebig
drehen, ebenso den Analysator mit seinem zugehorigen Blittchen. Zur
Bestimmung der Hauptspannungsrichtung ist linear polarisiertes Licht
erforderlich, man befestigt daher die Blittchen zweckmiBig ein- und
ausschwenkbar bzw. einsteckbar. Die Herstellung linear polarisierten
Lichtes zwischen gekreuzten Prismen ist aber auch maglich, wenn man
die beiden fest gekoppelten Paare (Prisma und Blattchen) einfach um eine
senkrechte Achse um 180° dreht, so daB nicht

P # # A die Blittchen, sondern die Prismen einander
= . "B gegeniiber stehen (Abb. 106); die A/4-Blittchen
] _ haben dann keinerlei Wirkung auf die mittlere

17 b Al Lichtstrecke. Diese Art der Anordnung hat

(3 v den Vorteil, daB man Blittchen und Polarisa-

Apb. 106a 1. b. a Zitkularlicht, o1 ein fiir allemal fest miteinander verbinden
darf, was namentlich bei gréBeren Folien von

Vorteil sein kann. Will man dagegen ein A/4-Blittchen zur Messung
der Verzogerung verwenden (s. S.59), so muBl im Gegenteil eine gesonderte
Drehfassung mit Kreisteilung fiir das Blittchen vorgesehen werden,
damit es unabhingig von den Polarisatoren eingestellt werden kann.

Die Herstellung kleiner A/4-Blidttchen (2 bis 5 cm Durchmesser)
geschah bisher durch Aufspaltung von Glimmerkristallscheiben, bis die
erforderliche Dicke erreicht war. Es ist bei diesem Verfahren reiner
Zufall, ob streng der Wert A/4 erreicht wird. GréBere Folien sind auf diese
Weise iiberhaupt nicht herstellbar. Kiinstlich ist ein kleines 1/4-Blittchen
leicht und zuverldssig durch entsprechende Verspannung eines Glas-
oder Zelluloidstreifens herzustellen. Benétigt man allerdings eine grifere
gleichférmig gespannte Fliche, so treten betrichtliche praktische Schwie-
rigkeiten auf. Tuzi und Nisipa [7.23] empfehlen die Verwendung
einer groBeren Glasscheibe, die in einem Stahlrahmen gehalten und
durch eine Reihe von einstellbaren Schrauben in einer Richtung gedriickt
wird, bis sie iiberall den richtigen Doppelbrechungswert aufweist. Neuer-
dings ist im spannungsoptischen Laboratorium der Technischen Hoch-
schule Miinchen auch die kiinstliche Herstellung von A/4-Folien be-
liebiger GroBe gelungen.

Die Anordnung eines einschwenkbaren Blittchens zeigt Abb. 112
(S.106), die Anordnung von Tvuzr in einer Vorrichtung nach Abb. 92b,
S. 93 zeigt Abb. 107.
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Bei weiem Licht kann grundsitzlich nur eine einzige Wellenlinge
wirklich zirkular polarisiert sein, wenn man nicht ein A/4-Blittchen
besitzt, das aus verschiedenen Stoffen verschiedener Dispersion geeignet
kombiniert ist (bisher nicht hergestellt). Bei Verwendung weilen Lichtes
kann also kein Farbgleichenbild erzeugt werden, das véllig unabhingig
von der Drehung der Prismen und Bliattchen ist. Bei Verwendung streng
einfarbigen Lichtes mufBl noch untersucht werden, ob eine Abweichung
des Doppelbrechungswertes der Blattchen vom Wert m =1/, einen
EinfluB auf die entstehenden Bilder hat.

Abb. 107. Einrichtung mit groBer Polarisationsfolie und groBem #/4-Blittchen (schraubengeprefte
Glasplatte) nach TUzI.

Sind zunichst die beiden Blittchen einander gleich, wenn auch nicht
gleich A/4, und gekreuzt eingesetzt, so heben sich ihre Wirkungen gegen-
seitig auf, das Feld bleibt dunkel. Dasselbe muf} der Fall sein, wenn auBer-
dem noch ein doppelbrechender Modellkorper dazwischen steht, dessen
Phasenverzogerung gerade eine ganze Anzahl von Wellenlingen betrigt
(das Licht bleibt dadurch insgesamt unverdndert), und zwar unabhéngig
von der Hauptrichtung des Modells. Es erscheinen also im Bild streng
richtig die Schubgleichen fiir ganzzahlige Relativverzogerungswerte m,
unabhingig von der Hauptrichtung des Modells, wobei aber die beiden
fehlerhaften Blattchen immer gekreuzt sein miissen. Die Helligkeit der
dazwischen liegenden hellen Linien ist jedoch von der Hauptrichtung des
Modells abhingig, d.h. die dunklen Richtungsgleichen sind nicht ganz
verschwunden. Dieser EinfluB bewirkt auch bei Verwendung weillen
Lichtes die Farbenverinderungen, wenn man die Richtung des Modells
oder der Polarisatoren édndert.

Sind dagegen die beiden Blittchen voneinander verschieden, so ist
das Bild der Farbgleichen auch in den dunklen Linien abhingig von der
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Hauptrichtung des Modelis, so daB die Aufnahme der ungestérten Farb-
gleichen nicht mehr méglich ist.

7. Zusiitzliche Einrichtung zur Aufnahme von Farbgleichen
oder Richtungsgleichen.

Wenn man nicht die zeitraubende Arbeit der punktweisen Feldaus-
messung vorzieht, ist meistens die Aufnahme des Gesamtbildes der Farb-
gleichen oder Richtungsgleichen erwiinscht. Zur unmittelbaren Beurtei-
lung etwa eines Konstruktionselementes geniigt zwar oft auch die sub-
jektive Betrachtung des Modells, es ist aber in jedem Falle besser, das
Bild festzuhalten. Man kann zu diesem Zweck an die Stelle des Auges
die Linse einer photographischen Kamera setzen, dann auf der Matt-
scheibe das Modell scharf abbilden und eine gewohnliche Aufnahme des

Modells machen. Im all-
L L Hame gemeinen wird jedoch bei

] P y E\g diesemVerfahren die Licht-
%E stdrke gering sein, so daf

X¥  kurze Momentaufnahmen

nur mit einer sehr licht-

. Einri .95b mit A h:
Abb.108 Elmmhmnglrll;?ihic%?bar? L2.mlb ufnahmekamera, starken Kamera gemacht

werden kénnen. Die Her-
stellung von kurzen Momentaufnahmen ist immer dann besonders er-
wiinscht, wenn Zeiteinfliissse vorhanden sind, also etwa bei bewegten Mo-
dellen oder bei zeitlicher Anderung der Last oder der optischen Wirkung.
In Sonderfillen wird sogar die kinematographische Aufnahme des zeitlichen
Verlaufs der Erscheinungen zweckmiBig sein. In allen diesen Fillen
muf} zur Erzielung einer hohen Lichtstirke das Aufnahmeobjektiv mog-
lichst in einem Brennpunkt des Strahlenganges stehen, um alles Licht
zum Zweck der Aufnahme zu vereinigen. Die hinter dem Modell aus
Beleuchtungsgrinden eingeschalteten Linsen sind natiirlich an der Ab-
bildung beteiligt. Gewdohnliche Kollimatorlinsen liefern im allgemeinen
keine verzerrungsfreie Abbildung, so daf} ihre giinstigste Stellung fiir
jede Anordnung erst bestimmt werden mufl. Allgemein laBt sich von
einer gewohnlichen Anordnung nach Abb. 108 sagen, daf die unkorrigierte
Linse L, um so weniger Verzerrung verursacht, je naher sie am Modell M
steht. Das Objektiv sieht dann sozusagen durch die Linse L, durch,
ohne daBl sie selbst wesentlich als Linse wirksam wird. Aus diesem
Grunde wird die Linse L, oft zweckmifBig auf einen gekropften Ful3 ge-
setzt, vgl. Abb.116 (S.110) mit gekropftem Stinder 7. Die Scharfein-
stellung des Modells auf der Mattscheibe ist wegen der festgelegten Ob-
jektivstellung nur bei einer bestimmten Balgenlinge in einem bestimmten
AbbildungsmafBstab moglich; ist ein anderer AbbildungsmaBstab er-
winscht, so mul ein Objektiv mit anderer Brennweite verwendet werden.
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Bei derartigen Anordnungen hélt man also am besten je eine Objektivlinse
fiir verschiedene zweckmallige MaBstibe vorrdtig.

Will man dagegen die auftretenden Kurven zeichnerisch festhalten,
so projiziert man das Bild in groBem MafBstab auf einen Schirm [das ist
bei Geriten mit diffusem Mattscheibenlicht (Abb. 92 oder 93a), natiirlich
nicht moglich] und fihrt mit dem Bleistift den Linien nach. Die
Genauigkeit der Zeichnung hingt dabei sehr von der Lichtstirke ab,
so daB3 der MaBstab auch nicht zu groB3 gewahlt werden darf. Die giinstig-
ste GroBe und Lichtstirke wird wieder von der Lichtquelle usw. bestimmt,
bei einer Punktlichtlampe kann man beispielsweise etwa drei- bis fiinf-
fache lineare VergroBerung gut verwenden. Ein sehr glattes, weilles
Zeichenpapier gibt die hellsten Bilder. Gelegentlich empfiehlt es sich
auch, das Bild auf einer Glasplatte (Mattscheibe) zu entwerfen, auf
deren Riickseite durchscheinendes Papier angebracht ist. Sieht man von
hinten her gegen das Licht, so erscheint ein ortlich sehr helles Bild, dessen
dunkle Linien scharf erkenntlich sind. Empfohlen wird fiir diese Zwecke
eine mit der {ibrigen Einrichtung auf der Lingsschiene befestigte Kamera,
die eine Mattscheibe von mindestens 13 x 18 cm enthdlt. Auf der
Scheibe kann man dann direkt beobachten, zeichnen oder an ihrer Stelle
eine Platte einlegen.

Zur Feststellung des allgemeinen Mafstabes und zur Festlegung der
einzelnen Modellpunkte in einem modellfesten Koordinatensystem ist
es niitzlich, ein am Modell angebrachtes Koordinatennetz unmittelbar
mit abzubilden. Gelegentlich ist es dabei am einfachsten, wenn man das
Koordinatennetz mit einer feinen Nadel auf das Modell aufzeichnet
(je feiner die Linien sind, um so besser lassen sich im Bild die Messungen
vornehmen), insbesondere ist dieses Verfahren in der Néhe des Randes
empfehlenswert. Etwa vorhandene Abweichungen des Strahlengangs
von der auf der Modellebene senkrechten Richtung bewirken eine Ab-
bildung des Randes als dunkle Linie endlicher Dicke, so dall die Be-
stimmung der Randentfernung eines Punktes in derartigen Abbildungen
oft ungenau wird. Diese Ungenauigkeit fallt fort, wenn die Lage des
Punktes unmittelbar auf dem Modell in einem auf dem Modell aufgezeich-
neten Netz vermessen wird. Fiir punktweise Vermessung hérterer
Modelle (Glas) kann auch umgekehrt das Kinkratzen durchsichtiger
Linien in einem sonst dunklen Decklack vorteilhaft sein, die Schnitt-
punkte zweier Linien stellen wohldefinierte MeBpunkte dar. Fir die
meisten Zwecke geniigt eine bei weitem einfachere Vorrichtung: Ein
aus feinen Linien auf ein Zelluloidblatt geritztes Netz (oder auch ein Netz,
das photographisch oder mechanisch auf der Gelatineschicht einer Glas-
platte hergestellt wurde) wird unmittelbar vor oder hinter dem Modell
so angebracht, da es méglichst iiberall fest im Kontakt mit dem Modell
verbunden ist, ohne aber andererseits die freie Bewegung des Modells
bei der Belastung zu storen oder zu hindern. Die Scharfabbildung des
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Koordinatennetzes bedeutet praktisch die gleichzeitige Scharfabbildung
des Modells in diesem Netz.

Es sei hier schlieBlich eine Einrichtungerwihnt, die von ETEBAR [7.05]
zur Aufnahme von geraden Balken entwickelt wurde. Er erreichte durch
Anordnung eines senkrechten Schlitzes und waagerechte gegenseitige
Bewegung von Balken, Schlitz und Aufnahmeschirm eine Bildaufnahme
mit waagerecht und senkrecht verschiedenem Mafstab. Die im Balken
vorhandenen Farbgleichen erscheinen in derartigen Bildern in einer
Richtung stark verzerrt und es ist méglich, Lage und Art etwa der Momen-
tennullpunkte auf diese Art deutlicher zu machen.

8. Kompensatoren.

Soll die Bestimmung der Relativverzégerung genauer als durch
Streifenauszéhlen erfolgen, insbhesondere bei geringer Gesamtstreifenzahl,
so erfolgt die punktweise Vermessung nach S. 59 z. B. durch Kompen-
sation, d. h. Zwischenschaltung eines zweiten Kérpers mit versanderlicher
Doppelbrechung. Der naheliegende Gedanke, unmittelbar einen Zugstab
gleichen Werkstoffs und gleicher Dicke wie das Modell einzuschalten,
fithrt auf Zugstabkompensatoren, bei denen ein Zugstab eingespannt
und mit Gewichten oder einer Feder belastet wird. Die Hauptachsen
des Zugstabes und des vermessenen Punktes miissen bei der Kompen-
sation iibereinstimmen. Ist also das Modell einschlieBlich seiner Lasten
drehbar, so kann der Zugstab in fester Richtung (z. B. senkrecht) ein-
gebaut werden, gew6hnlich muf er aber um die optische Achse drehbar
sein. Die Belastung geschieht dann am besten mit Hilfe einer geeichten
Feder, und das Gerat wird auf einem Ring in Drehfassung mit Grad-
einteilung befestigt. Zwei Beispiele solcher Kompensatoren zeigen die
Abb. 109 und 110. In Abb. 109 dient eine geeichte Wendelfeder in einem
Rohr mit Skala zur Belastung, in Abb. 110 wirkt die Stabkraft auf einen
federnden Ring, dessen Verformung durch eine MeBuhr abgelesen wird.

Will man einen Punkt kompensieren, so muf} ein Punkt des Zugstabes
irgendwo zwischen den Polarisatoren so in den Strahlengang geschaltet
werden, dafl seine Wirkung sich in der richtigen Richtung der Wirkung
des MeBpunktes iiberlagert. Man kann also den Kompensator unmittelbar
vor oder hinter das Modell, aber auch unmittelbar an einen der Polari-
satoren stellen, Scharfeinstellung auf den Kompensatorstab ist iiber-
flissig. Um Storungen zu vermeiden, deckt man zweckméBig den Raum
neben dem Stab ab, so daBl das vorhandene Licht sicher durch den Stab
gegangen ist. Steht der Kompensator unmittelbar hinter dem Polarisator
oder vor dem Analysator, so hat das bei einer Anordnung nach Abb. 108,
S. 102 den weiteren Vorteil, daB der zu vermessende Modellpunkt in
einem weiten Bereich um die optische Achse herum liegen kann, denn
alle den Stab durchdringenden Strahlen kénnen zur Kompensation ver-
wendet werden. Stehen dagegen Modell und Stab dicht beieinander,
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so miissen stets durch entsprechende Verschiebung erst MeBpunkt und
Stab zur Deckung gebracht werden.

In einem Biegestab stehen gleichzeitig eine ganze Reihe von Relativ-
verzogerungswerten zur Verfiigung, der auch aus dem Modellwerkstoff
hergestellt werden kann und der meBbar gleichférmig gebogen wird.
Zum Zwecke der Kompensation mufl unter Beriicksichtigung der Haupt-
richtung der MeBpunkt mit dem Stabpunkt zur Deckung gebracht

]
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Abb. 109. Abb. 110.
Abb. 109. Zugstabkompensator mit Hebel und Zugfeder in Drehfassung (Winkel-Zeiss, Gottingen.)

Abb. 110. Zugstabkompensator. 4 Zugstab, B Zugglieder. Die im Ring D drehbare Scheibe ¢
trigt den Rahmen mit Zugschraube E und Federring F, dessen Verformung angezeigt
und abgelesen wird.

werden, der gerade die zu messende Doppelbrechung aufweist. Unter
Voraussetzung linearer Spannungsverteilung ist dann die Entfernung
des "kompensierenden Stabpunktes von der neutralen Stabmittellinie
unmittelbar verhéltnisgleich zur gemessenen Spannung, eine genaue Orts-
bestimmung des kompensierenden Punktes muf} also vorgesehen sein.

Die Kompensatoren nach BABINET oder SOLEIL-BABINET bestehen
aus geschliffenen flachen Quarzkeilen, die gegeneinander verschoben
werden konnen. Im BaBiNET-Kompensator (Abb. 111) sind zwei Quarz-
keile 4 und B eingebaut. Ein Keil (4) ist im Gerit befestigt, der zweite
kann dagegen mit einer Mikrometerschraube bewegt werden. Die Kristall-
achsen von 4 und B liegen in Subtraktionsstellung gegeneinander. Ein
beispielsweise die Mitte des festen Keiles durchdringender Lichtstrahl
L wird in zwei Komponenten zerlegt, die auf der Strecke d, eine Relativ-
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verzogerung mit dem Vorzeichen von A4, auf der Strecke d 5 eine Relativ-
verzogerung mit umgekehrtem Vorzeichen erfahren. Die Gesamtver-

—L

5

Abb. 111. BABINET-
Kompensator aus
festem Quarzkeil 4
und beweglichem
Quarzkeil B.
Lichtstrahl L.

Abb. 112, Am Analysator eingeschwenktes #/4-

zogerung ist also verhiltnisgleich zu (d4—dp). Dieser
Betrag ist linear mit der Verschiebung von B verin-
derlich, d. h. die wirksame Doppelbrechung verindert
sich linear mit der Drehung der Mikrometerschraube,
auBlerdem édndert er sich linear iiber die Keilliinge.

Ahnlich verhélt sich der Kompensator nach SOLEIL-
BABINET, bei dem insgesamt drei Platten vorgesehen
sind, ndmlich eine feste planparallele Platte mit posi-
tiver Kristallorientierung, auBerdem ein fester und ein
beweglicher negativer Keil. Beide Kompensatoren sind
fiir punktweise Vermessung (Lochblende am Modell)
sehr gut geeignet, sie werden am besten modellseitig
kurz vor den Analysator gestellt und durch den Ana-
lysator unmittelbar beobachtet.

Auch bei den Drehplattenkompensatoren nach
EnrINGHAUS oder BErEk kann man so vorgehen. Die
Drehkompensatoren beruhen da-
rauf, daf3 eine Relativverzogerung
durch Neigung einer Kristallplatte
erzeugt wird, durch die der Strahl
hindurchtritt. Nach BERER wird
hierzu eine Kalkspatplatte verwen-
det, nach EHRINGHAUS eine Scheibe,
die aus zweiin Subtraktionsstellung
gegeneinander orientierten Quarz-
platten besteht. Die Drehung der
Platte wird auf einer Kreisteilung —
genauer mit Hilfe von Nonius und
Lupe — abgelesen, der zugehdrige
Wert der Doppelbrechung wird
einer Tabelle entnommen. . Die
kleinen handlichen Gerite werden
am besten einschwenkbarund dreh-
bar mit auf einem der Reiter be-
festigt, etwa nach Abb.112. Steht
der Kompensator dabei sehr dicht
am Strahlenschnittpunkt, z. B. am
Analysator, so ist es auch moglich,

Bldattchen B, einschwenkbarer EHRINGHAUS- das Bild eines gri)’Beren Modellbe-

Kompensator Kp mit Ableselupe L.

reichs durch den Kompensator hin-

durch auf einen Schirm zu projizieren und die Kompensation auf dem
Schirmbild vorzunehmen. Da die Offnung des EnriNcHAUS-Kompensators
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nur 5mm Durchmesser hat, wird der gleichzeitig sichtbare Bereich
nur klein, wenn nicht der Kompensator genau im Strahlenbrennpunkt
steht.

Soll die Messung der Relativverzégerung nach S. 60 durchgefiihrt
werden, so kann ein 4/4-Blattchen in eigener Drehfassung mit Gradteilung
unmittelbar hinter dem Polarisator oder vor dem Analysator ohne Schwie-
rigkeit eingeschaltet werden.

9. Belastungseinrichtung.

Die notwendige Modellbelastung erfordert von Fall zu Fall ganz andere
Vorrichtungen. Grundsétzlich ist lediglich festzustellen, da Gewichts-
belastungen meistens angenehmer zu handhaben sind als Federbelastungen

Abb. 113. Hebelpresse (Winkel-Zeiss, Gottingen). Verschiebliche Reiter 4, B und C iibertragen
Zug oder Druckkriifte auf das Modell. Um D drehbarer Hebel L mit Gegengewicht & in Schneide F
durch Last P belastet und durch Exzenter E entlastbar. Verschiebung des Gesamtrahmens mit
Hebel L und festen Schienen M (fiir Druck) und N (fiir Zug) mittels Héhenschraube H,
Gegengewicht R. Seitliche Verschiebung durch Schraube S, Klemme Ki.

und daB man daher durchweg besser ein rdumlich feststehendes Modell
verwendet. Das gilt insbesondere fiir Modelle groBerer Abmessungen
und héherer Belastung. Fiir kleine Modelle, kleine Vorfiihrungen usw.
seien zwei Gerite dargestellt, die sich im Betrieb bewéhrt haben; das eine
ist ein Rahmen fiir Gewichtsbelastung, das andere ein drehbarer Rahmen
fiir Federbelastung.

Abb. 113 stellt einen Rahmen dar, der mit den iibrigen Geraten auf der
Dreikantschiene und dem zugehorigen Tisch befestigt wird und in dem
man durch einfache Hebel mit Zentimeterteilung Zug-, Druck- und
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Biegeversuche leicht durchfiihren kann. Aus der Abbildung ist die An-
wendung des Rahmens unmittelbar zu erkennen, auf die Verschieblichkeit
des Gesamtrahmens in seitlicher und senkrechter Richtung sei besonders
hingewiesen.

Abb. 114 gibt den im Miinchener Laboratorium verwendeten Rahmen
wieder. Auf der vielfach gelochten Grundscheibe kénnen viele Einspann-
punkte festgelegt werden, auf denen das Modell oder die Belastungsfedern
abgestiitzt werden. Zur Belastung dienen Federn, deren Verformung

mit MefBuhren abgelesen wird. Die
gesamte Scheibe mit Modell und
Belastungen sitzt verschieblich in
einer Drehfassung.

Fiir einfache Versuche geniigt
es oft, die Last ohne Kenntnis ihrer
Hohe einfach durch eine Schraube
aufzubringen. Nachtriglich 148t
sich aus dem Bild der Farbgleichen
oft noch die Lasthohe abschitzen
oder genauer bestimmen.

10. Interferometereinrichtung.

Da  Interferometermessungen
ganz besondere Gerdte und Ver-
fahren erfordern, die iiber den
Rahmen gewoéhnlicher technischer
Messungen hinausgehen, sei hier
auf eine eingehendere Schilderung
Abb. 114. Drehbarer Belastungsrahmen fiir Feder- ~ verzichtet. Die von FAVRE erst-
A chon Trochschuie Manchew. - malig in der Spannungsoptik ver-

wendetederartige Einrichtung(Her-
steller Zeiss, Jena) stellt Abb. 115 dar (vgl. Abb. 117b). Der Strahlen-
gang ist aus der Abbildung ersichtlich. Die beiden Lichtstrahlen I
und IT haben dieselbe Zahl von Spiegelungen und erfahren dieselben
Verluste, so dall sie nach der Wiedervereinigung gute Interferenz-
erscheinungen geben koénnen. Es wird mit linear polarisiertem Licht
gearbeitet, wegen der Strahlspiegelung muBl dabei die Polasations-
ebene fest eingestellt sein. Im Modell mufl aber die Polarisations-
ebene bei den beiden vorgenommenen Messungen parallel zu je einer der
Hauptrichtungen sein. Dies wird durch die Drehung der Blattchen B und
B’ bewirkt, die so eingestellt werden, daf zwischen ihnen die Polarisations-
ebene die erforderliche Neigung hat (vgl. Abb. 55, S. 49). Da alle
Entfernungen des Gerdtes wahrend des Versuchs auf Bruchteile einer
Lichtwellenlange konstant gehalten werden miissen, wird die gesamte
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Einrichtung auf einem sehr starren Fuf (in U-Form wegen der Modell-
einschaltung) befestigt und schlieBlich von einem Wirmeschutzkasten
umgeben. Trotz dieses Kastens mufl méglichst auch im AuBlenraum die
Temperatur konstant gehalten werden, da die Versuche eine gewisse
Dauer benétigen. Die Beobachtung erfolgt durch ein Fernrohr und
punktweise, d. h. von dem Modell wird durch einen Schirm mit einem
feinen Loch ein einzelner MeBpunkt ausgeblendet. Da im aligemeinen
doch nur sehr selten mit dieser kostspieligen und empfindlichen Ein-
richtung gearbeitet werden wird, wird
wegen weiterer Einzelheiten auf das
Schrifttum verwiesen [26, 0.21, 0.22,
2.06, 7.21].

11. Allgemeine Bemerkungen
zu den Geriiten.

In den vorangehenden Abschnitten
sind die wichtigsten spannungsoptischen
Gerite in ihren wesentlichen Merkmalen

. . Abb. 115. Interferometereinrichtung
beschrieben worden, verzichtet wurde (Spannungsoptisches Laboratorium der

. . . - Eidgen. Technischen Hochschule Ziirich
auf eime Schllderung von Hl]fsgeraten [nach FAVRE]). Halbsilberspiegel S; und

p inri 3 84, Oberflichenspiegel S; und s, mikro-
und Sondereinrichtungen, insbesondere  fu L 0 O o e latte T, fosto

1 1 4 Platte L', Modell M zwischen Halb-
auch a}lf die Sehﬂderung von Gerdten Bt L o ot 1 St 1
zur weiteren, nicht mehr optischen Ver-  aus Modellwerkstoff und von Modelldicke.

. . . . Lichtstrahlteilung in Strahl I und II.
suchsdurchfithrung. Ein paar Einzelheiten

iiber diese Gerdte sind im néchsten Kapitel noch aufgenommen.

Zu den bisher beschriebenen Gerdten seien noch folgende allgemeine
Bemerkungen hinzugefiigt. Am héufigsten wurden bisher Gerite etwanach
Abb.95b, S. 95 verwendet, und zwar durchweg mit drehbaren Polarisa-
toren. Die Moglichkeit der Drehung der Polarisationsebene mit Hilfe eines
eingeschalteten Halbwellenbldttchens nach S. 49 ist nur selten verwendet
worden, da im allgemeinen die Polarisatoren leicht drehbar einzusetzen
sind. Eine Vorrichtung zur gemeinsamen gleichzeitigen Drehung beider
Polarisatoren, die dabei immer gekreuzt bleiben, wird oft als sehr an-
genehm empfunden. Eine bewahrte einfache Vorrichtung in Form eines
groBlen leichten Betétigungsbiigels stellt Abb. 116 dar. Gekoppelter Zahn-
radantrieb der beiden Polarisatoren hat sich demgegeniiber nicht bewéhrt.
Die Ablesung des eingestellten Winkels erfolgt sicherheitshalber am besten
an beiden Polarisatoren. Die notwendige Kreisteilung wird eingraviert
und bei beiden Polarisatoren im gleichen Sinne und mit gleichem Null-
punkt vorgesehen (die beiden Ablesungen sollten bei gekreuzter Einstel-
lung iibereinstimmen). Fiir die gewShnlichen Zwecke geniigt eine Grad-
teilung von je 5° Strichabstand vollstindig, da man dann ganze Grad
gut abschitzen kann. Fiir héhere Anspriiche (etwa bei der Doppel-
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brechungsmessung mit Hilfe der Polarisatordrehung) ist eine Teilung mit
2° Strichabstand (evtl. mit Noniusablesung) in jedem Falle ausreichend.

Uber die Abmessungen des Arbeitsfeldes lassen sich nur schwer all-
gemeine Richtlinien geben, da sie sehr von den beabsichtigten Versuchen ab-
hingen. Gut bewdhrt hat sich ein Arbeitsfelddurchmesser von etwa 10 cm,
bei Linsenanordnungen nach Abb.95 oder 116 sind dazu Linsen mit etwas
iiber 10 cm Durchmesser und 25 cm oder mehr Brennweite erforderlich.
Spannungsfreie Linsen mit Durchmessern von 15 bis 20 cm sind schon
ziemlich kostspielig, groBere Felddurchmesser diirften nur mit groflen
Polarisationsfiltern erreicht werden. In Miinchen und in Amerika werden
zur Zeit Gerite mit etwa 30 cm Foliendurchmesser verwendet.

Abb. 116. Einrichtung nach Abb. 95b mit einem Biigel zur gemeinsamen Drehung der Polarisatoren

(Winkel-Zeiss, Gottingen). Vertikalstiitzen VA und V P, die mit Feststellschrauben Sy, S», Ss

und 8, an den Polarisatoren und dem Bedienungsstab Q befestigt werden. Stiitze 1: Punktlicht-

Jampe, 2: Kondensor, 3: Kiihlkiivette, 4: Linse, 5: Polarisator mit 1-4-Blittchen, 6: Linse, 7: Linse

dicht am Modell auf gekropftem Sténder, 8: Abbildungslinse, 9: Analysator mit 4/4-Blittchen und
Kompensator, Ob: Objektiv, M: Mattscheibe oder Platte.

Um mit der Belastungseinrichtung nicht rdumlich behindert zu sein,
ist bei Verwendung einer optischen Bank ein entsprechender Abstand
zwischen optischer Achse und Schienenoberkante vorzusehen. Die handels-
iiblichen Bogenlampen- und Punktlichtlampenfassungen sind fiir einen
solchen Abstand von 18 cm gebaut. Ein groBerer Abstand ist oft an-
genehm, so daB die héher stellbaren Kugelgehduse der Punktlichtlampen
(Abb. 116) vorzuziehen sind, wenn man nicht die anderen Gehiuse auf
besonderen Unterteilen aufbauen will. Die Hoherstellung der Polarisatoren
und Linsen macht bei der iiblichen Bauart (Fassung auf Stift, der in einem
Reiter festgeschraubt wird) im allgemeinen keine Schwierigkeit. Bei
komplizierteren groBen Modellen mufl die optische Bank unterbrochen
werden. Gerite mit Filterfolien miissen ebenfalls einen geniigend groBen

freien Raum aufweisen.
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Ein besonders schones Beispiel einer vollstindigen Einrichtung stellt
Abb. 117 dar. Diese Einrichtung enthilt zwischen zwei Teilen einer fest
angebrachten optischen Bank einen groBen Tisch fiir das Modell, der seit-
lich und senkrecht erheblich verstellt werden kann. Der gerade zu ver-
messende Modellbereich kann immer in Strahlmitte geriickt werden, sehr
groe Modelle haben reichlich Platz. AuBerdem kann das ganze Modell
in das angebaute Interferometer gefahren werden, so da die vollstandige
Vermessung keinerlei besonderen Umbau erfordert. Bei einem gréBeren

Abb. 117 a. Einrichtung des spannungsoptischen Laboratoriums der Eidgen. Materialpriifungsanstalt
Zirich (nach BAUD). Bogenlampe, Linsen und Polarisatoren, Kompensator, Projektionsschirm,
Zugstab in Belastungsrahmen auf spindelgetriebener grofSer Modellbiihne.
Versuchsprogramm bedeutet eine solche Modellbiihne (auch ohne Inter-

ferometer) einen erheblichen Zeitgewinn. '

Die augenblicklichen Kosten einer gesamten ZEinrichtung lassen
sich nur ungefihr angeben, insbesondere die Belastungsvorrichtungen
sind je nach den Anspriichen sehr billig oder sehr kostspielig. Im folgen-
den werden einige Preise von Firmenangeboten zusammengestellt.

Winkel-Zeiss, Géttingen, 1938.

Brett und Schiene (2m lang) . . . . . . . . . ... 125,— RM.
Punktlichtlampe . . . . . . . . . .. ... .. ... 135,— RM.
Lampenzubehor (Kondensor und Wasserkammer) . . . . 148,— RM.
2 Polarisatoren in Drehfassung (Ahrens-Prismen 15 mm

Dmr.) . . . .. o s 350,— RM.
oder statt dessen Bernotare 27 mm Dmr. . . . . . . . 190,— RM.
2 Glimmerplattchen 20 mm Dmr. . . . . . . . . . . . 36,— RM.

3 Linsen fiir Sehfeld 10em Dmr. . . . . . . . . . . . 273,— RM.
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Kamera 13 X 18ecm . . . . . . . . . . . . . .. . . 115— RM.
Quarzkompensator nach EHRINGHAUS . . . . . . . . . 135— RM.
Halter dazu . . . . . . . . . .. e e e . . 30— RM.
Orangefilter . . . . . . . . . . . . .. ... .. L. 5,40 RM.
Zugstabkompensator, drehbar, nach Abb. 109 . . . . . 155,— RM.
Hebelpresse nach Abb. 113 . . . . . . . . . . . . .. 330,— RM.

Abb. 117b. Einrichtung des spannungsoptischen Laboratoriums der Eidgen. Materlalprufungsanstalt
Ziirich (nach BAUD). Angebaute Interferometereinrichtung nach Abb. 1

Alle Gerite stehen auf Reitern, die auf der Schiene festgeschraubt

werden.
Entsprechende Teile fiir eine grofle Einrichtung:

Untergestell und Brett . . . . . . . . . .. . . .. . 350,— RM.
Zweiteilige Schiene (3m lang) . . . . . . . . . . . . 108,— RM.
2 Polarisatoren (Bernotare 42 mm Dmr.) . . . . . . . . 480,— RM.
3 Linsen fiir Sehfeld 17e¢cm Dmr. . . . . . . . . . . . 775,— RM.
2 Glimmerblattchen 35 mm Dmr. . . . . .. . . . .. 46,—RM.
Kamera mit Kassette 18 X 24em . . . . . . . .. . . 195— RM.

GroBe Hebelpresse. . . . . . . . . . . . . .. . . . 515—RM.
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Leitz, Wetzlar 1933:

Brett mit Schiene (2m lang) . . . . . . . . . . . .. 117,— RM.
Reiter mit festem Polarisator und Linse . . . . . . . . 245,— RM.
Reiter mit festem Analysator . . . . . . . . . . .. 90,— RM.
3 Linsen fiir Sehfeld 7,5¢m Dmr. . . . . . . . . . . . 260,— RM.
2 Glimmerplittchen 80 mm Dmr. . . . . . . . . . . . 96,— RM.
Kamera mit Verschlu 13 x 18em . . . . . . . . . . 150,— RM.

Die Preise der deutschen Filterfolien sind zur Zeit nur fiir kleine
Formate anzugeben:

Bernotare in Fassung etwa 3cm Dmr. . . . . . . . . 30,— RM.
, o dem o, L L L L., 120,— RM.
. 9em L, ... oL L. 280,— RM.

GroBle Folien sind in Deutschland noch nicht im Handel erhéltlich.
In Nordamerika sind kéuflich:

Polaroidfilter zwischen zwei Gliasern etwa 3cm Dmr. . 5—§
v 5cm . 7,508

. , 10em . 17,508

, 25em . 50,—$

In Zelluloid gebettete Filter etwa 4 cm Dmr. . . . . . 2,50 $
quadratisch 10 cm Kantenlinge . 4,—§

VI. Versuchstechnik und Auswertung.
1. Priifung und Justierung der optischen Einrichtung.

Erfahrungsgemaf3 empfindet das menschliche Auge zeitlich verdnder-
liche geringe Lichteindriicke sehr deutlich, insbesondere im verdunkelten
Raum. Besonders scharf kann bei solchen zeitlichen Lichtveridnderungen
der Augenblick geringster Lichtstirke festgelegt werden, und zwar um so
schirfer, je geringer diese geringste Lichtstirke absolut ist. Bei der
Priifung und Justierung von spannungsoptischen Einrichtungen geht man
daher moglichst so vor, dafl man durch pendelnde Betétigung der be-
treffenden Gerite einen um ein mittleres ,,Dunkel‘‘ herum schwankenden
Helligkeitseindruck erzeugt, dann die Bewegung immer mehr vermindert
und schliefllich im dunkelsten Augenblick das Gerit festhélt und seine
Stellung abliest. Man tiberzeugt sich durch Wiederholung der Ablesung
im allgemeinen leicht von der ausgezeichneten Schirfe einer solchen
Einstellung.

Die erste gegenseitige Justierung der beiden Polarisatoren wird (falls
sie nicht schon vom Herstellerwerk vorgesehen war) auf diese Weise leicht
bewerkstelligt: Man dreht einen von beiden Polarisatoren gegen den
anderen bis zum Augenblick gréBter Dunkelheit, die Polarisatoren sind
dann rechtwicklig gegeneinander gekreuzt. Die Gradablesung der beiden
Kreisteilungen sollte dann genau iibereinstimmen.

Die absolute Richtung im Raum ist dabei zunichst unbekannt, sie
wird am besten mit Hilfe eines einfachen Zugstabes bestimmt. Diesen

Mesmer, Spannungsoptik. 8
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Stab stellt man zwischen die Polarisatoren und belastet ihn in bestimmter
bekannter Richtung, so daBl seine optischen Hauptachsen ebenfalls in
dieser bekannten Richtung liegen. Nun dreht man beide Polarisatoren
gemeinsam gleichzeitig (wihrend sie immer gegenseitig gekreuzt bleiben),
bis das Modell dunkel erscheint ; dieser Punkt wird wiederum am schérf-
sten bei pendelnder Bewegung erkannt. Die Polarisationsebene stimmt
dann mit einer Hauptrichtung des Modells iiberein. Am bequemsten be-
zeichnet man die Kreisteilung mit 0° oder 90°, wenn die Polarisations-
ebenen senkrecht oder waagerecht stehen. Der Drehsinn der Kreisteilung
ist belanglos, sollte aber zur Vermeidung von Verwechslungen immer im
gleichen Sinne beibehalten werden.

Die Justierung von 4/4-Bléttchen fiir Zirkularpolarisation erfolgt eben-
falls durch Dunkelheitseinstellung : Man schaltet zunéchst ein Blattchen fiir
sich zwischen die gekreuzten Polarisatoren und dreht es bis auf Dunkel-
heit. Seine Hauptachsen entsprechen dann den Achsen des Polarisations-
kreuzes. AnschlieBend wird eine Drehung des Blittchens um 45° mit
Hilfe einer Kreisteilung vorgenommen (es geniigt hierbei je ein Teilstrich
bei —45°, 0°, -+ 45°), das Blittchen steht damit in seiner Gebrauchs-
stellung. Das zweite Blattchen wird unter zeitweiser Entfernung des
ersten ebenso gerichtet und schliellich werden beide unter 45° gleichzeitig
hintereinander eingeschaltet. Ist das Feld jetzt dunkel, so stehen die
Bléttchen richtig, ist es dagegen hell, so muB eines von ihnen um 90° ge-
dreht werden.

Bei allen diesen Einstellungen kann nun die eingestellte Dunkelheit
unvollkommen sein: Gekreuzte Polarisatoren ergeben nur in der Feld-
mitte Dunkelheit, nach den Seiten hellt sich das Feld im allgemeinen etwas
auf. Man stellt dann auf Symmetrie der Dunkelheit, d. h. so ein, da8
ein dunkles Kreuz in der Mitte zwischen etwas erhellten Ecken erkennt-
lich wird. Bei Filterpolarisatoren ist auBlerdem die Polarisation nicht fiir
alle Wellenlidngen vollstindig, so daB} einzelne Lichtbestandteile (dunkel-
rot und manchmal etwas blau) auch bei gekreuzten Filtern durchdringen.
Das Minimum der Helligkeit ist hier ebenfalls scharf einstellbar, not-
wendigenfalls kann man den Eindruck durch einfarbiges Licht (Gelbfilter)
verscharfen.

Die Viertelwellenblidttchen kénnen ebenfalls Fehler aufweisen, so daf3
die bei ihrer schlieBllichen Gebrauchsstellung erscheinende Dunkelheit
manchmal nur ein gelbliches oder griinliches Grau darstellt. Man sollte
in jedem Fall die Blittchen auf ihren Doppelbrechungswert priifen und
nur einigermaBen richtige Blittchen verwenden. Ist in SchluBstellung
das Feld dunkel, so ist damit zundchst nur bewiesen, daf3 die beiden
Blattchen einander gleich sind. Diese Forderung soll man mindestens
stellen (vgl. S. 101). AuBlerdem soll aber die von den Blittchen erzeugte
Relativverzogerung wirklich 0,254 fir eine im Sichtbaren liegende
Wellenlénge sein. Eine grobe Probe hierfiir ist, dafl man ein Modell mit
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mehreren Farbgleichen in das mit A/4-Blattchen versehene Gerét stellt und
mit einfarbigem Licht durchstrahlt. Hilt man den Polarisator, das erste
Bliattchen und das Modell fest, so darf sich das Bild nicht verindern, wenn
man das zweite Bldttchen und den Analysator gemeinsam dreht. Eine
bessere Probe besteht darin, daB man die beiden Blittchen so zwischen
die gekreuzten Polarisatoren stellt, daBl sich ihre Wirkungen nicht sub-
trahieren (dunkles Feld) sondern addieren (helles Feld), indem man also
eines der Bliattchen um 90° gegen die iibliche Stellung dreht. Die Summe
der Wirkungen muB jetzt A/2 sein, d. h. hinter dem zweiten Blidttchen mufl
linear polarisiertes Licht vorhanden sein, dessen Polarisationsebene um
2o =90° gegen die urspriingliche Ebene geneigt ist. Hilt man also
Polarisator und beide Bléittchen fest und dreht den Analysator um 90°,
so daB er parallel zum Polarisator steht, so muf3 das Feld dunkel bleiben.
Erscheint es gelblich, so niitzt vielleicht ein Blaufilter und umgekehrt,
d. h. man kann manchmal unmittelbar feststellen, fiir welche Farbe etwa
wirklich m = 1/4 ist.

Die genaueste Messung besteht darin, da man jedes Bldttchen mit
einem geeichten Kompensator (z. B. Kristallkompensator) in bekanntem
Licht unmittelbar vermiBt wie ein Modell. Der ermittelte Doppel-
brechungswert Z (in mu) gibt an, fiir welche Wellenldnge (4Z) das Blatt-
chen eine Verzogerung m = 1/4 bewirkt. Wegen der Unabhéngigkeit
des Wertes Z von der Wellenlinge kann man diese Messung auch in
weiem Licht vornehmen. Fiir spannungsoptische Gerdte gut brauchbar
sind Bléittchen mit Doppelbrechungswerten Z von 120 bis 160 my, am
besten sind solche mit etwa Z = 145 bis 150 my.

Bei jeder Kompensation mufl wiederum eine Richtung eingestellt
werden, der Kompensator mufl dieselbe Hauptachsenneigung wie das
Modell haben. Meistens nimmt man eine Kompensation mit linear polari-
siertem Licht vor, wobei die Modellhauptachsen unter 45° gegen das
Polarisationskreuz geneigt sind. Der Kompensator kann also ein fiir
allemal ebenfalls unter 45° gegen das Polarisationskreuz geneigt festgelegt
werden. Die Einstellung kann genau wie bei einem A/4-Bléttchen erfolgen,
auf Kristallpolarisatoren mit Drehplatten (EHRINGHATUS) ist auBlerdem
die Hauptachsenrichtung durch einen eingravierten Strich bezeichnet.

2. Werkstoffe, Modellherstellung.

Zur Herstellung spannungsoptischer Modelle eignen sich alle festen
Stoffe, die durchsichtig und urspriinglich isotrop (d. h. ohne ausgezeich-
nete Richtung nach allen Seiten gleichartig) sind, bei Belastung doppel-
brechend werden und sich bis zu einer gewissen Belastung elastisch
verhalten. Eine ganze Reihe solcher Stoffe steht zur Verfiigung, von denen
jeder Vorteile und Nachteile aufweist. Folgende Eigenschaften miissen
bei allen Stoffen beriicksichtigt werden:

8%
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a) Durchsichtigkeit. Der Stoff darf zwar eigengefirbt sein, soll
aber keine milchige Triibung aufweisen, damit auch dickere Modelle
durchleuchtet werden konnen.

b) Elastizitat und Festigkeit. Der Stoff soll sich bis zu mdglichst
hoher spannungsoptischer Wirkung streng elastisch verhalten, d. h. Ver-
formungen und Doppelbrechung sollen verhiltnisgleich zur Spannung
sein und nach Entfernung der Spannung wieder vollstindig zuriick-
gehen. Zeitliche elastische Nachwirkung ist meBtechnisch unbequem,
also sollen Verformung und Doppelbrechung méglichst unabhingig von
der Belastungsdauer bzw. der Zeit seit der Entlastung sein.

¢) Steifigkest. AuBerdem sollen die Verformungen nicht so grof3
werden, daf} die geometrische Form des Modells fiihlbar verandert wird.

d) Doppelbrechung. Die infolge der Belastung und Verformung
entstehende Doppelbrechung soll hoch genug sein, daB sie gut meBbare
Werte ergibt, andererseits soll der Stoff ohne Belastung mdéglichst frei
von eigener Doppelbrechung sein.

e) Modellherstellung. Der Stoff soll gut bearbeitbar sein, damit
auch die Herstellung nicht einfacher technischer Formen mit ertriglichem
Arbeitsaufwand mdglich ist, insbesondere diirfen die Bearbeitungskanten
nicht spréde ausbrechen. Fiir rdumliche Modelle ist auBerdem oft eine
gute Klebfdhigkeit erwiinscht, die auch Kraftiibertragung in den Kleb-
flichen gestattet.

f) Modellhaltbarkeit. Der Stoff soll zeitlich unverindert bleiben,
insbesondere soll er nicht durch Licht und Luft an seiner Oberfliche
verdndert werden, so daBl einmal hergestellte Modelle auch noch nach
einiger Zeit fiir Messungen verwendet werden koénnen.

Gleich vorweg ist festzustellen, daBl es bisher keinen Stoff gibt, der
alle genannten Forderungen erfiillt. Von den bisher verwendbaren Stoffen
seien fiinf Gruppen genannt, die in der folgenden Tabelle zusammen-
gestellt sind.

et | Blastiseh | Steit | DobPel | Modoll | Haltbar
Glaser . . . . . . . ja ja ja gering teuer ja
Zelluloid . . . . . . ja |teilweise| ja mittel sehr einfach |teilweise
Kunstharze . . . . ja teilweise| ja | sehr hoch einfach nein
Gallerte . . . . . . ja  [|teilweise| nein mittel nur teilweise | nein
Weichgummi . . . . |wenig ja nein hoch nur teilweise |teilweise

Die wichtigsten Eigenschaften sind noch etwas niher in der folgen-
den Tabelle dargestellt, dabei ist der Elastizitdtsmodul ein MaB fiir die
Steifigkeit, die Elastizitatsgrenze ein Mafl fiir die zuldssige Belastung,
C die je Spannungseinheit, C’ die je Verformungseinheit erreichte optische
Wirkung.
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' ) ¢ Minax

oty (k1077 <GB 10

(kg/mm?) v(kg;mm ) kg (10-%) =%

Sehr schweres Flintglas . . . 7000 3 —20 | — 150 1,0

Schweres Flintglas . . . . . 7000 3 + 15 | + 100 0,7

Gewohnliches Flintglas . . . 7000 3 30 200 1,5

Plexiglas. . . . . . . . . . 270 2 25 7 0,8

Zelluloid, 50% Kampfer . . . | 20 4,5 0,5

25% ’ ... 1 {200—250 | 1—1,5 { 120 27 2,5

0% . e 190 43 4,0

Cellon. . . . . . . . . .. 170 1,3 200 35 4,0
Phenol-Kunstharze . . . . . 350 1,7 500 170 | 15
Gummi . . . .« « . .« . . . | 0,05 — 20000 1 —
Gelatine 45% Trockensubstanz 0,03 — | 170000 21| —
10% N | 00025 | — | 160000 04| —

Die spannungsoptische Kennzahl C ist definiert durch die Gleichung
C =mA/d(0,—0,), dabei wird im élteren Schrifttum die Relativverzogerung
m in Wellenlingen, die Wellenldnge 2 in AE (107 mm) die Modelldicke &
in mm und die Spannung o in bar (10°dyn/cm?) gemessen. Die Einheit
von C'in diesen MeBgrdBen hat die Dimension 10-13 em?/dyn ~ 10-5 mm?/kg
und wird als ein , Brewster” bezeichnet. Hier ist statt dessen 4 in my,
d in mm, ¢ in kg/mm? gemessen, man erhélt dann fir ¢' den zehnfachen
Wert.

Nach S. 67 ist m = d - K (6,—05) also hier (wegen m = Cd (0,—05)/A)
O =K-2, mit A in my (C in 10-® mm?kg).

FaBt man (o, — 0,) - d noch zum ,,SchubfluB* 2 q (kg/mm) zusammen,
so ist ¢ =Z/2 q einfach die Relativverzogerung in mu, die infolge eines
Schubflusses 2 q = (6, — ;) - = 1 kg/mm auftritt. Die ,,Dispersion™ der
genannten Stoffe ist bei elastischen Beanspruchungen gering, d. h. der
Wert C bzw. Z ist ziemlich unabhiingig von der Wellenlinge. Fiir sehr
hohe Anspriiche muB man jedoch noch angeben, bei welcher Wellen-
linge A der Wert C' gemessen wurde.

Die GroBe ¢’ = C - E-10-3 (,,dehnungsoptische Kennzahl®) gibt an,
welche Relativverzogerung bei einer gegebenen Dehnung, z. B. 1%/40, ZU
erwarten ist. Es ist Z =m A= C"-d- ¢ die Relativverzogerung in my,
wenn d in mm und die Dehnung & in %/, angegeben wird.

.10-
SchlieBlich ergibt sich m,x= O—gg() %l als die Zahl der erhaltenen

Ordnungen bei gelbem Licht in einem 10 mm dicken Modell bei einer
Belastung, die fiir exakte Versuche gerade noch etwa zulédssig ist. Von
den genannten Stoffen ergeben also eindeutig die Phenolharze die héchste
Farbordnung bei geringer allgemeiner Verformung.

Zu den verschiedenen Werkstoffen und ihrer Verwendung seien nun
noch folgende Einzelheiten erwédhnt.
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a) Gliser. Die Gliser bildeten lange Zeit hindurch die einzigen
Stoffe firr spannungsoptische Versuche, insbesondere bei den &lteren,
mehr physikalischen Arbeiten. Auch die ersten technischen Versuche
(Briickenmodell von MESNAGER 1885) wurden an Glasmodellen durch-
gefithrt. Die wesentliche Eigenschaft der Gléser, ndmlich ihre strenge
und zeitlich unverdnderliche Elastizitidt bei Zimmertemperatur auch bei
hoherer Belastung 148t sie auch heute noch fiir gewisse Prézisionsversuche
als uniibertroffen erscheinen. Sie sind auBerdem unentbehrlich, wenn
streng geschliffene Oberflichen vorhanden sein miissen. Die Abmessungen
des Modells kann man mit hochster Genauigkeit vermessen. Ein einmal
hergestelltes und sorgfiltig behandeltes Modell ist jahrelang brauchbar,
die Messungen kénnen immer wieder kontrolliert und wiederholt werden.
Zwei wesentliche Mingel haften jedoch allen Glisern an: Wegen ihrer
geringen optischen Wirksamkeit erhidlt man in ihnen ohne Bruchgefahr
kaum die leuchtend bunten Farbgleichen der ersten Ordnung und schon
gar nicht die Farbgleichen hoherer Ordnung, eine punktweise Kompensa-
tion ist also erforderlich. AuBlerdem erfordert schon die Herstellung eines
einfachen Modells betrichtlichen Arbeitsaufwand und kann nur von einer
wohlausgeriisteten glastechnischen Werkstatt vorgenommen werden.
Gekriimmte Kanten sind nur durch kostspieliges Schleifen zu erzeugen;
das Bohren von Lo6chern, das Einschleifen von Kerben bedeutet oft
Bruch des Modells, und auch die Bruchgefahr bei der Belastung ist hoch
und bedeutet erneute Kosten und Zeitlust. Fir technische Messungen
ist Glas also trotz seiner giinstigen Eigenschaften nicht recht geeignet
und wird nur fiir Sonderzwecke verwendet, insbesondere dann, wenn
die duBere Modellform sehr einfach ist (gerader Balken, Quader, Keil
usw.). Gegeniiber den Herstellungskosten des Modells spielen die Kosten
der spannungsfreien Glasherstellung keine erhebliche Rolle, die Her-
stellungskosten eines etwas weniger einfachen Modelles betragen jedoch
meistens mehrere hundert Mark.

SchlieBllich sei darauf hingewiesen, dafl bei hoherer Temperatur und
hoher Belastung auch Gléiser sich nicht mehr elastisch verhalten. Die
hierbei auftretenden Kriecherscheinungen sind aber fiir die gewdhnliche
Spannungsoptik unwesentlich.

In der Tabelle ist bei der erwédhnten Glassorte ,,sehr schweres Flint-
glas‘“ eine negative optische Kennzahl C' angegeben. C wird als positiv
gerechnet, wenn in einem einfachen einachsigen Zugstab die Licht-
geschwindigkeit der in der Zugrichtung schwingenden Lichtkomponente
grofler ist als die Geschwindigkeit der querschwingenden Komponente.
Negatives C bedeutet entsprechend eine geringere Geschwindigkeit der
Langskomponente. Ein spannungsoptisch wirkungsloses Glas (C = 0)
wurde ebenfalls schon hergestellt (vgl. S.171).

b) Zelluloid und Cellon. Cokxer fiihrte nach anfinglichen Versuchen
mit Glas die Modelle aus Zelluloid (Xylonit) in der Spannungsoptik ein,
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besonders wegen der ganz erheblich leichteren Modellherstellung und
wegen seiner hoéheren optischen Wirksamkeit. Zelluloid besteht aus
Nitrozellulose und Kampfer in verschiedenen Verhiltnissen. Glasklare
Zelluloidplatten sind bis zu héchstens 10 mm Dicke gut durchleuchtbar,
6 mm Platten erwiesen sich als besonders geeignet. Die Bearbeitung
durch Sdgen, Frisen, Hobeln, Schneiden oder Feilen ist leicht und be-
quem, die Modelle sind nicht stoBempfindlich und je nach der Zelluloid-
sorte auch lingere Zeit ohne Randstérungen haltbar. Modelle aus sehr
frischen Zelluloidplatten sind jedoch oft nach einigen Tagen am Rand so
eigenverspannt, daf sie unbrauchbar werden. Dagegen sind Platten, die
schon einige Jahre alt sind, sehr bestdndig. Vermutlich spielen dabei
Verdunstungserscheinungen eine Rolle, denn der Vorgang 148t sich durch
Lagerung unter Luftabschlufl (unter Ol) etwas bremsen, leider aber nicht
ganz verhindern. Geringe Eigenspannungen lassen sich bei Zelluloid
durch ,,Ausheizen‘‘, d.h. durch lingere Erwirmung auf etwa 50° bis
héchstens 70° und langsames Abkiihlen oft vermindern oder zum Ver-
schwinden bringen. Das bequemste Verfahren ist, die Modelle zu diesem
Zweck auf einer sorgfiltig gereinigten Glasplatte liegend in einen wirme-
isolierten Kasten zu legen, der durch ein paar eingebaute Glithbirnen
mit regulierbarem Vorschaltwiderstand auf die erforderliche Temperatur
gebracht wird. Bei groBlien Originalplatten mit von der Fabrikation her
stark eigenverspannten Réndern werden aber diese Rander besser gleich
abgeschnitten und nicht fiir spannungsoptische Zwecke verwendet.
Die unverwendbaren Bereiche erkennt man leicht in der Durchsicht mit
weillem polarisiertem Licht. Dabei geniigt fiir diesen einfachen Zweck
auch der Blick durch einen vor das Auge gehaltenen Polarisator durch die
Platte gegen den blauen Himmel, der namentlich unter etwa 90° gegen
die Sonne stark polarisiertes Licht liefert, oder gegen eine spiegelnde
Fensterbank, Glasscheibe usw. Vollig unbrauchbar sind die ,,kaschier-
ten‘, d. h. aus mehreren Schichten zusammengeklebten Platten. Die in
ihnen vorhandenen Verspannungen sind durch kein Mittel wieder zu ent-
fernen. Von den verschiedenen Zelluloidsorten haben sich solche mit
mittlerem Kampfergehalt (um 25%) gut bewdhrt. Die optisch negative
Kampfermenge bestimmt den Wert von C wesentlich, wie man aus der
Tabelle unmittelbar entnimmt. Die je nach der Modelldicke im Elasti-
schen erreichbaren Farbordnungen reichen bei mittleren Zelluloidsorten
im allgemeinen zu einer ersten allgemeinen Beurteilung des Modells
in unmittelbarer Ansicht aus, hohere Anspriiche erfordern genauere
Vermessung.

Im Gegensatz zu Glas weist nun aber Zelluloid bei hoheren Span-
nungen sowohl ,.elastische Nachwirkung*‘ wie ,,plastisches Verhalten
auf. Elastische Nachwirkung ist ein zeitlich veridnderlicher Dehnungs-
vorgang, der nach der Entlastung — ebenfalls im Lauf der Zeit — wieder
vollstindig verschwindet. Plastische Verformungen nehmen ebenfalls
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mit der Zeit zu, gehen aber auch nach lingerer Entlastung nicht wieder
zuritck. Verkniipft mit diesen Forménderungen éndern sich auch die
optischen Eigenschaften bei hoherer Last: Es treten ,,elastische optische
Nachwirkungen‘ und bleibende optische Wirkungen auf. Die strengen
Gesetze des Zusammenhanges zwischen Spannungen, Dehnungen und
optischen Wirkungen sind durchaus noch nicht abschlieBend geklirt, sie
hingen sehr stark von der Zusammensetzung des Werkstoffs (Kampfer-
gehalt) und von seiner Vorgeschichte (Alter) ab. Wahrscheinlich gilt im
allgemeinen folgende Regel: Mit steigender Last tritt zundchst nur
elastische Nachwirkung auf, und zwar ist sie verhiltnisgleich zur wirk-
samen Spannung und nimmt etwa mit dem Logarithmus der Zeit zu [8.25].
Der zeitliche Verlauf wurde von einigen Forschern auch durch eine
Kurve eyaenw =€ Vt dargestellt, wobei ¢ ebenfalls mit der Last wichst L.
gt Das optische Verhalten ist sowohl von

9 30 der Spannung wie von der Dehnung
abhéngig, es scheint ein Zusammen-
1 hang der Form m =a -0 + b - ¢ vor-
3 zuliegen. Solange nun die Nachwir-
kung linear mit der Spannung wéchst,
10F heillt das, daB die Gesamtwirkung
m zu jeder Zeit ebenfalls verhédltnis-
gleich zur Spannung ist, so dal man

T

L 1 !
0 qo1 fdﬂé 403 904  ein im ganzen &hnliches Bild der
Abb. 118. Spannungs-Dehnungsdiagramm FaTbVeI'teﬂung erhilt. Bei Lasten

von Zelluloid. iiber der eigentlichen Elastizitéts-

grenze (bei Zelluloid je nach Zusammensetzung und Alter bis zu etwa
1,5 kg/mm?) treten dann auBerdem plastische Verformungen ein, die mit
bisher ungeklirten optischen Wirkungen verkniipft sind. Wegen der
geringen Bedeutung dieser Erscheinungen fiir spannungsoptische Zwecke
sei wegen niherer Einzelheiten auf das Schrifttum verwiesen [6.10]. Ein
typisches kurzzeitig aufgenommenes Spannungs-Dehnungs-Diagramm
eines Zelluloidstabes stellt Abb. 118 dar. Man sieht, daf} die plastischen
Verformungen sehr langsam einsetzen, so dafl man bei der Belastung vor-
sichtig sein muB. In einem Modell erkennt man oft erst nach der Ent-
lastung, daB es an einzelnen Punkten schon iiberelastisch beansprucht
war, sichtbar durch eine bleibende Doppelbrechung nach der Entlastung.
Als GroBenordnung fiir beobachtete elastische Nachwirkungen sei
genannt, daf bei einem gewdhnlichen gut brauchbaren Zelluloid mit etwa
25% Kampfer 30 Minuten nach einer Belastung von 1 kg/mm? eine um
etwa 12% vergroBerte Dehnung und eine um etwa 4% vergroflerte opti-
sche Wirkung beobachtet wurde. Dieselbe Zelluloidsorte wies nach einer
Lagerung von einigen Monaten nur noch die Hilfte dieser Nachdehnungs-

! FroN u. Jessop: Phil. Trans. Bd. 223 (1922). — ARrakawa: Proc. phys.
mat. Soc., Japan (3) Bd. 5 (1924).
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werte bei der gleichen Belastung auf. Man sollte also méglichst altes,
erhirtetes Zelluloid zur Modellherstellung verwenden, es wird von aus-
gezeichneten Eigenschaften nach mehrjéhriger Lagerung berichtet. Bei-
spielsweise zeigen jahrealte Zeichendreiecke aus Zelluloid oft iiberhaupt
keine Randstorung oder Eigenverspannung und verhalten sich bis zu
hohen Beanspruchungen hochelastisch.

Die Randverspannung frischer Modelle tritt bei den Kunstharzen noch
viel stidrker auf und sei mit diesen besprochen; auch fiir die Herstellung
der Zelluloidmodelle gelten die im néchsten Abschnitt genannten Regeln.
Ein Vorteil des Zelluloids gegeniiber diesen Harzen ist die einfache und
zuverldssige Klebbarkeit, etwa fiir Modellverstdrkungen, Rohrenmodelle
usw. Eine flissige Losung von etwas Zelluloid in Azeton stellt ein ideales
Klebemittel dar, um Klebndhte zu erzielen, die bei geeigneter Pressung
so fest sind wie der urspriingliche Werkstoff. Lange gerade Kanten kénnen
auch einfach in Azeton eingetaucht und dann zusammengepreBt werden.

Das aus Azetylzellulose hergestellte, schwer entflammbare optisch
aktivere Cellon eignet sich sehr gut zur Modellherstellung, wenn man
urspriinglich spannungsfreie Tafeln erhdlt. Die Erweichungstemperatur
ist sehr hoch, etwa notwendiges Ausheizen muB} bei etwa 130° vorgenom-
men werden und fiihrt wegen hierbei auftretender Oberflichenverwellung
nur teilweise zum Erfolg. Die Haltbarkeit eines guten Cellonmodells ist
ausgezeichnet, ein stérender Randeffekt wurde auch nach monatelangem
Lagern nicht beobachtet.

¢) Kunstharze. Die namentlich in den letzten Jahren immer mehr
entwickelten und verwendeten Kunstharze stellen in der Spannungs-
optik heute den wichtigsten Modellwerkstoff dar. Die. iiberragend hohe
optische Wirksamkeit dieser Stoffe machte erst die einfachen Auszihl-
verfahren mdéglich, die eine ungeheure Beschleunigung der spannungs-
optischen Messung bedeutete und auch zu ganz neuen Aufnahmeverfahren
fithrte, man denke etwa an die kinematographische Aufnahme von StoB-
vorgingen. Andererseits haften gerade den hochaktiven Kunstharzen
Mingel an, die besondere Vorsicht bei der Herstellung und Behandlung
der Modelle erfordern.

Die optisch wirksamsten Kunstharze entstehen aus Phenol und
Formaldehyd, und zwar zundchst in fliissiger Form, erstarren dann und
konnen durch geeignete Warmebehandlung noch zu verschiedenen Hérte-
graden erhirtet werden. Solche Phenolharze sind z. B. Bakelit, Phenolit,
Trolon, Dekorit. Die folgenden Ausfithrungen gelten praktisch fir alle
Vertreter dieser Gruppe. Am besten eignen sich die glasklaren Sorten,
die in Tafeln von einigen Millimeter Stirke geliefert werden (praktisch
brauchbar bis zu etwa 10 mm). Die urspriingliche Hérte der Harze ist
im allgemeinen gering, sie weisen dabei eine griinliche glasartige Farbe
auf. Bei Zimmertemperatur erhirten sie im Laufe von Monaten zu einer
etwas mehr gelblichen mittelharten Beschaffenheit. Die gleiche mittlere
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Hirte 1a8t sich auch durch Erwidrmung in einigen Stunden erzielen.
Temperaturen um 100° herum sind hierfiir geeignet. Ubertriebene
Wirmebehandlung fiihrt zwar zu weiterer Erhirtung, jedoch wird das
Harz dann gelbrot und verliert seine klare Durchsichtigkeit.

Meistens vorhandene Eigenspannungen, die in 10 mm-Platten oft
schon optische Wirkungen von mehreren Ordnungen erzeugen, werden
durch eine derartige Erwdrmung ebenfalls vermindert oder groBenteils
beseitigt. Hierzu geniigen aber auch Temperaturen von etwa 60 bis
80°. Notwendigenfalls wiederholt man das Ausheizen mehrfach 1 oder
2 Stunden und kiihlt langsam ab. Die Erweichung der Platten in
der Wiarme fithrt dazu, daf sich etwa darunterliegende Staubteilchen
eindriicken, auch kénnen die Platten auf ihrer Unterlage festkleben (als
Unterlage hat sich sauberes, hauchdiinn gefettetes Glas bewéhrt). Kleinere
Plattenstiicke heizt man aus, indem man sie hochkant im Heizkasten
stehen 146t. Zu hohe Eigengewichtspressungen fiihren dabei in der Warme
zu Verformungen und sind daher ebenfalls nicht zweckmdBig.

Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm mittelharter Harze ist bei
kurzer Belastung zwar bis zu hoheren Lasten (2 kg/mm?) geradlinig,
jedoch beginnt bereits bei niedrigeren Lasten eine stark ausgeprigte
Zeitwirkung, die besondere VorsichtsmaBnahmen bei der Auswertung
erfordert. Je nach der Harte kénnen Zugspannungen bis etwa 1,5 kg/mm?
unbedenklich verwendet werden. Die auftretende elastische Nachwirkung
ist bis zu diesen Betridgen zwar betrichtlich, aber verhiltnisgleich zur
Spannung, so daB in jedem Zeitpunkt nach der Belastung ein Ver-
formungszustand vorliegt, der sich lediglich durch einen Gesamtfaktor
vom Zustand eines anderen Zeitpunktes unterscheidet. Die beobachteten
Zahlenwerte gehen dabei stark auseinander. Je nach dem Héirtegrad
sind etwa folgende elastische Nachdehnungen zu erwarten:

nach 15 min. nach 120 min.
weich . . . . . .. .. 15% 25%
mittel . . . . . . . .. 10% 15%
hart . . . ... ... 3% 5%

(gemessen in % der urspriinglichen Dehnung)

Die optische Wirkung 148t sich wie bei Zelluloid durch eine Formel
der Gestalt m =a -0 -+ b-¢ darstellen, so daB sich das optische Bild
zeitlich immer &hnlich verindert, die Betrige des optischen Nach-
kriechens wurden mit etwa !/; der genannten Dehnungswerte beobachtet.
Die Auswertung des Zustandes erfolgt wie in ganz gewohnlichen elasti-
schen Fillen, nur mull zu jedem Zeitpunkt ein anderer Elastizitits-
modul Z und eine andere optische Kennzahl C' im gesamten Feld an-
genommen werden. Hieraus folgt die Notwendigkeit der Zeitbeobachtung
bei allen Eichungen und Versuchen mit diesen Stoffen. Wegen ihrer
hohen optischen Wirksamkeit ist im allgemeinen eine photographische
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Aufnahme des Gesamtbildes der Farbgleichen mdglich. Auf diese Zeit-
beobachtung bei den Modellaufnahmen und der Werkstoffeichung wird
in den nichsten Abschnitten mehrfach hingewiesen.

Meistens schon nach wenigen Stunden, sicher aber nach wenigen
Tagen, tritt an Modellen aus Kunstharz ein weiterer Effekt auf, dessen
Entstehung noch nicht ganz geklirt ist: An allen freien Réndern beob-
achtet man eine Doppelbrechung, die so aussieht, als wire in der dufler-
sten Randzone eine Zugspannung, unmittelbar darunter in einer schmalen
Zone eine kleine Druckspannung wirksam. Wahrscheinlich bewirken
wirklich derartige Spannungen den Effekt (die Spannungen sind auch
durch Aufschneiden feststellbar), jedoch spricht ein wesentlicher Tat-
bestand gegen die Vollstindigkeit dieser Erklirung. In allen derartig
eigenverspannten Korpern miilte nidmlich das spannungsoptische Bild
einem im inneren Gleichgewicht befindlichen Spannungszustand ent-
sprechen. Das ist jedoch nicht der Fall. Die Auswertung derartiger
optischer Bilder nach dem iiblichen Verfahren ergibt regelmiBig einen
unméglichen Spannungszustand mit resultierender Kraft. Es liegt also
eine Doppelbrechung vor, die nicht durch gewohnliche Spannhungsoptik,
sondern vermutlich nur durch eine ,,Mehrphasigkeit‘‘ der Stoffe erklirt
werden kann. Kurz angedeutet handelt es sich hierbei um mindestens
zwei Anteile oder Eigenschaften des Stoffes, die sich wie die Bestandteile
einer Legierung mischen oder iiberlagern [8.14].

Wahrend bei Zelluloid zwei chemisch verschiedene Bestandteile vor-
liegen, die verschiedene optische und mechanische Eigenschaften haben
(Kampfer mit negativer und Nitrozellulose mit positiver spannungs-
optischer Kennzahl, wobei der Kampfer leicht fliissig ist), handelt es
sich bei den Kunstharzen um eine Mischung von hochpolymeren und
niedriger polymeren Molekiilen. Kunstharze entstehen aus dem fliis-
sigen Zustand durch Polymerisation oder Kondensation, d.h. durch
Aneinanderreihung von Molekiilen zu rdumlichen Riesenmolekiilen, die
sozusagen ineinander verfilzen. Elastizitdtsmodul, Héirte und Festigkeit
(insbesondere Warmfestigkeit) sowie der Kehrwert der optischen Kenn-
zahl steigen mit wachsender Molekiilgro8e. Im fertigen Kérper sind immer
,hirtere’ und ,,weichere’“ Anteile gemischt vorhanden. Wird nun
etwa durch Oberflichenausdiinstung, Erhdrtung usw. das Verhiltnis der
beiden Anteile verdndert, so kann eine Doppelbrechung entstehen, die
nicht den gewdhnlichen spannungsoptischen Gleichungen entspricht und
daher auch nicht in einen Spannungszustand umgerechnet werden darf.
Entsprechend gilt fiir das Verhalten bei hoheren Temperaturen, daB
dabei ein Anteil des Stoffes als erweicht angesehen werden kann, wihrend
der andere seine Steifigkeit beibehilt, etwa wie ein mit Wachs gefiilltes
elastisches Gitter. Die bei hoheren Temperaturen auftretenden Verfor-
mungen und Doppelbrechungen erhalten durch diese Vorstellung eine
befriedigende Systematik (vgl. Kap. VII. Abschn. 3b).
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Dieselbe Erscheinung tritt zweifellos auch auf der gesamten Ober-
fliche der Kunstharzplatten auf, jedoch bleibt sie spannungsoptisch
unsichtbar, solange nur die Differenz zweier Lichtgeschwindigkeiten
gemessen wird, denn es handelt sich bei einer derartigen Verspannung
um eine nach allen Seiten gleichartige Beanspruchung, Verformung und
Doppelbrechung.

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, dafl jede Bearbeitung der Rénder
durch Werkzeuge mit starker Wirmeentwicklung (Bohren, Feilen,
Laubsige, Metallsige) die Spannungsfreiheit der Rénder beeintrichtigt.
Es miissen daher scharfe gekiihlte Werkzeuge verwendet werden: Frisen,
Hobeln, Drehen, Siigen mit der Bandsdge sind geeignete Verfahren zur
Herstellung einwandfreier Rinder. Feilen soll nur im Notfall und nur mit
duBerster Vorsicht (Feilstrich senkrecht zur Modellebene) angewandt
werden.

Bei allen Stoffen, die nach einiger Zeit Randwirkungen zeigen, ist
bei der Modellherstellung wie folgt vorzugehen:

1. Man bringe den Werkstoff, wenn nétig, durch lingeres Heizen auf
die erforderliche Hirte, bzw. mache ihn durch kiirzeres Ausheizen frei
von inneren Verspannungen, die #duBersten Rénder konnen hierbei
schlecht bleiben.

2. Man bringe die Werkstoffscheibe durch Schnittwerkzeuge in
ungefihr die richtige Form, ohne durch zu feste Einspannung (Schraub-
stock nur mit geeigneter Zwischenlage) neue Verspannungen zu verur-
sachen; dabei lasse man aber an allen Rindern noch etwas Werkstoff
stehen, und zwar etwa 1/; bis 1; der Modelldicke.

3. Nur in Notfillen: Noch einmal kurz ausheizen.

4. Man schneide das Modell unmittelbar vor Gebrauch auf seine
endgiiltige Form.

5. Unmittelbar darauf folgt der inzwischen wohlvorbereitete Be-
lastungsversuch. Wenn méglich, sollen nur etwa 1 bis 2 Stunden
zwischen 4 und 5 liegen. Die Belastung wird aufgebracht und eine feste
Zeit danach (z.B. 60 s) die photographische Aufnahme der Farbgleichen
durchgefiihrt.

(Die Vorschrift gilt mit entsprechender Milderung auch bei Zelluloid,
man hat dabei aber auch Zeit zu einer freihindigen Nachzeichnung der
Kurven. Es ist in diesem Falle besser, nach der Belastung lingere Zeit
zu warten.) Bei punktweiser Kompensation, die lingere Zeit in Anspruch
nimmt, wihlt man einen moglichst harten Werkstoff und beginnt einige
Zeit nach dem Aufbringen der Last mit der Messung. Soll das Modell
linger aufbewahrt werden, so legt man es am besten unter irgendein dl,
der Randeffekt wird dadurch etwas vermindert, vermutlich infolge
verminderter Ausdunstung.

Das Kunstharz Plexiglas gehért zur Gruppe der Akrylharze und ver-
hilt sich spannungsoptisch anders als die Phenolharze. Seine geringe
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optische Wirksamkeit stellt es an die Seite der Flintgldser, es ist nicht
moglich, hohere Farbgleichen in ihm aufzunehmen. Andererseits ist es
auch freier von urspriinglichen Eigenspannungen und lingere Zeit unver-
spannt haltbar. Seine Bearbeitung entspricht der Bearbeitung von Zellu-
loid und den iibrigen Kunstharzen, seine elastische Nachwirkung ist
gering (etwa 10% in 12 Stunden).

d) Andere Stoffe. Von den anderen Stoffen hat Gummi gelegentlich
Bedeutung, wenn z. B. ein Stoff mit kleinem Elastizitdtsmodul mit einem
Stoff groBer Steifigkeit verbunden untersucht werden soll (vgl. S. 207).
Ein langgezogener transparenter Gummistreifen kann auch zur Justie-
rung der Prismen, also lediglich zur Bestimmung einer Richtung ver-
wendet werden.

Gelatine ist bisher nur fiir physikalische Messungen verwendet worden,
hat aber vielleicht fiir Spannungsverteilungen mit Eigengewichtswirkung
eine Bedeutung. Es ist schwierig, ein schlierenfreies groBeres Gelatine-
stiick herzustellen.

SchlieBlich seien noch Fliissigkeiten erwéihnt, die als ,,Werkstoff*
fiir gewisse Spannungsfragen verwendet werden konnen: HEs handelt
sich um Fliissigkeiten mit etwas elastischen Eigenschaften, die unter der
Wirkung von Schubspannungen (z. B. in Grenzschichten in der Nihe
einer Wand) doppelbrechend werden. Geeignet hierfiir sind Ole wie
Sesamé&l und kolloidale Losungen von Farbstoffen wie Baumwollgelb.
(Bemerkungen hierzu vgl. S.173.)

Im folgenden sind einige Herstellungswerke bzw. Vertriebsstellen von
spannungsoptisch wichtigen Werkstoffen genannt:

Glas, spannungsfrei: Schott und Genossen, Jena.

Zelluloid und Cellon: Celluloid-Verkaufsgesellschaft, Berlin W9, Link-
strafe 25.

Plexiglas: Rohm & Haas, A.G., Darmstadt.

Bakelit: Bakelitewerke, Erkner b. Berlin.

Trolon: Venditor Kunststoffverkaufsgesellschaft, Troisdorf, Bezirk
Koln.

Dekorit: Dr. ¥. Raschig, G. m.b. H., Ludwigshafen am Rhein.

3. Aufnahme der Farbgleichen.

Die wichtigste Aufgabe der Spannungsoptik besteht in der Bestim-
mung des Doppelbrechungswertes in Punkten oder Bereichen des Modells.
Dabei kénnen je nach der Hohe dieser Doppelbrechung grundsétzlich
verschiedene Verfahren angewendet werden. Bei hochaktiven Werk-
stoffen wie den Phenolharzen erscheinen bei der Gesamtaufnahme des
Modells die Farbgleichen bis zu hoher Ordnung. Sowie insgesamt mehr
als etwa 5 Ordnungen auftreten, geniigt durchweg die Aufnahme dieser
Linien, um die Schubspannungsverteilung im gesamten Modell mit
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geniigender Genauigkeit zu kennen. Der am meisten interessierende
Hochstwert, der aus einem solchen Bild leicht auf etwa 1/, Streifenbreite
abgeschatzt werden kann, ist bei finf Ordnungen mit etwa %:%
= 5% Genauigkeit bestimmt. Bei Werkstoffen mittlerer Doppelbrechung
wie Zelluloid werden oft nur etwa zwei Ordnungen im elastischen Bereich
erreicht. Hier ist auch noch die Aufnahme von Farbgleichen mdgglich,
jedoch liegen sie fiir eine einzige Aufnahme zu weit auseinander. Mehrere
Aufnahmen konnen aber ebenfalls zur Auswertung geniigen.

Von den bisher genannten Aufnahmen handelt dieser Abschnitt.
Bei insgesamt nur zwei Ordnungen ist oft eine punktweise Kompensation
schon empfehlenswert, sie ist notwendig, wenn insgesamt nur eine Ord-
nung erreicht wird, wie in Plexiglas oder Flintglasmodellen. Aus den

Ergebnissen der Kompen-

§ sationswerte konnen nach-
b 5 triglich durch Interpolation
TN\ N\ / § noch einzelne Schubgleichen

. L A bestimmt werden.
Farlgleiche n n#! e ' Das durch die Rich-
Abb. 119. ﬁ'{fgtsztﬂﬂﬁzrﬁﬁ%iﬁg‘fs Schnittes tungsgleiche ungestorte Bild

der Farbgleichen erhélt man
am besten bei Verwendung zirkularpolarisierten Lichtes. Nur bei
Zustdnden, die in weiten Bereichen anndhernd dieselben Hauptrich-
tungen haben, z. B. Zug- oder Biegestiben mit Lochern oder flachen
Kerben, ist das Bild der reinen Farbgleichen auch mit linear polarisiertem
Licht zu erhalten. Man richtet dann das Polarisationskreuz auf etwa
45° gegen die vorherrschende Spannungsrichtung. Wenn die Haupt-
richtungen tiberall nicht mehr als 4+ 40° von dieser Richtung abweichen,
ist keine Richtungsgleiche im Bild.

Es sei also zunidchst ein hochaktiver Werkstoff, ein etwa einfarbiges
Licht und notwendigenfalls die Verwendung von A/4-Blittchen voraus-
gesetzt, auBerdem soll das vorhandene Modell urspriinglich iiberall
spannungsfrei sein, der Belastungszustand soll streng in der Modellebene
wirken. Wenn dann aufBlerdem die Kamera weit genug vom Modell
entfernt ist, bzw. durch eine entsprechende Linsenanordnung fiir senk-
rechte Modelldurchstrahlung gesorgt wurde, so macht eine gewshnliche
photographische Aufnahme des Streifenbildes im allgemeinen keine
besondere Schwierigkeit. Ist ein Bereich besonders wichtig, etwa ein
Lochrand, Kerbrand usw., so soll er méglichst in Strahlmitte (Bildmitte)
gestellt werden, damit er mit den Strahlen abgebildet wird, die am
strengsten senkrecht auf dem Modell stehen.

Nach den Gleichungen (28) (S. 58) und (32b) (S. 67) erhilt man auf
einer Schnittlinie quer zu den einzelnen Farbgleichen eine Lichtstarken-
verteilung, die etwa durch Sinuswellen dargestellt werden kann (Abb. 119).
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Es leuchtet unmittelbar ein, da man die Farbgleichen um so schérfer
photographisch aufnehmen kann, wenn man durch geeignete Belichtung
den Bereich steilster ,,Gradation der Platte zu moglichst geringer
Lichtstirke verschiebt, d. h. wenn man reichlich belichtet. Andererseits
muB trotz reichlicher Belichtungszeit das Minimum der Lichtstirke (das
bei unvollkommener Polarisation, vorhandenem Streulicht usw. nicht
gleich Null ist) geringer als der ,,Schwellenwert‘‘ der Platte bleiben, damit
die Linien wirklich als schwarz erscheinen. Durch Vorversuche muf
man fiir jede neue Einrichtung und Plattensorte erst einmal die giin-
stigste Belichtungszeit ermitteln. Die Platte selbst soll hart arbeiten
(Reproduktionsplatten sind in dieser Beziehung brauchbar, jedoch
nur blauempfindlich) und mufl hart entwickelt werden, die ent-
wickelte Platte soll reichlich geschwirzt sein, aber noch mdglichst
glasklare schmale Streifen an der Stelle der Farbgleichen aufweisen. Die
Belichtungszeit liegt je nach Lichtquelle, Farbfilter, Modellwerkstoff
und Plattensorte zwischen kurzen Momentbelichtungen und einigen
Minuten. Die Lichtstirke des Objektivs ist unwesentlich, wenn das
Objektiv in einem Brennpunkt des Strahlenganges steht, denn es komm$
nur auf die Gesamtstirke des vom Objektiv eingefangenen Lichtbiindels
an. In diesem Falle wird vielmehr die Gesamtgrifle des Plattenbildes
fiir die Belichtungszeit wesentlich, da die Lichtmenge je nach der Bild-
groBe auf eine grofere oder kleinere Fliche verteilt wird. Nimmt man
dagegen ein Modell in diffusem Licht auf (Anordnung nach Abb. 91 mit
einfach davor gestellter Kamera), so gelten die gewshnlichen Regeln
photographischer Lichtstirke und Belichtungszeit. Die besten Auf-
nahmen erreicht man mit einfarbigen (Dampf-)Lichtquellen auf ortho-
oder panchromatischen Platten. Meistens geniigt aber auch eine weile
Lichtquelle und die Einschaltung eines strengen Farbfilters. Ein gutes
Orange- oder Rotfilter ergibt auf panchromatischen Platten ohne Schwie-
rigkeit etwa 15 klare Streifen. Blau- oder Violettfilterung mit ent-
sprechender Platte kann bei geringer gegebener Relativverzogerung
giinstiger sein, weil die kiirzeren Lichtquellen eine héhere Streifenzahl
liefern, jedoch ist der durchgelassene Spektralbereich dieser Filter im
allgemeinen so breit, dafl hiochstens 10 Streifen klar erscheinen. Ein
Beispiel hierzu stellt Abb. 186 (S. 200) dar.

Will man fiir eine bestimmte Laststufe ein dichteres Farbgleichen-
system aufnehmen, so kann man die Aufnahme nach einer Drehung des
Analysators oder eines A/4-Blittchens um 90° wiederholen. Hell und
dunkel werden dadurch vertauscht und man erhélt als schwarze Linien
das System der Farbgleichen, die den Ordnungszahlen /,, 3,, 5/, usw.
entsprechen. Storend wirkt hierbei die leere Umgebung des Modells,
die bei dieser Einstellung natiirlich hell erscheint.

Wenn sich bei steigender Last nicht die Form, sondern nur die Gesamt-
héhe des Spannungszustandes dndert, kann man durch Verdnderung der
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Lasthohe verschiedene Streifen desselben Gesamtsystems erhalten und
auf diese Weise das Gesamtstreifenbild nach Wunsch verdichten.

Bei verwickelteren Zustinden empfiehlt es sich, solche Aufnahmen
bei verschiedener Lasthohe aus einem anderen Grunde vorzunehmen:
Wenn es schwierig ist, aus einem Einzelbild mit vielen Linien die Farb-
ordnung der einzelnen Linien zu bestimmen, kann man die Entstehungs-
geschichte des SchluBbildes durch Einzelaufnahmen etwa mit den Last-
stufen 1; P, ?/; P und P oder 1/, P, 1/, P und P verfolgen und erhilt
auBerdem noch eine Kontrolle dariiber, ob die Bilder mit steigender
Last dhnlich und die Farbordnungen verhéltnisgleich zur Last sind. Ein
weiterer Schritt in dieser Richtung ist die kinematographische Aufnahme
des Belastungsvorgangs. Die GroBprojektion der einzelnen Kleinbilder
kann man schlieBlich zur Ermittlung der SchluBibildentstehung ver-
wenden.

Da die hochaktiven Werkstoffe durchweg Zeitwirkung aufweisen, ist
es notwendig, mit verhdltnismiBig kurzen Belichtungszeiten auszu-
kommen. Die groBte Genauigkeit erhdlt man, wenn die Aufnahme
grundsdtzlich dieselbe Zeit nach dem Aufsetzen der Last (60s) vor-
genommen und grundsdtzlich nicht linger als einen Bruchteil dieser
Zeit (bis zu 5s) belichtet wird. Wird die Eichung des Modellwerkstoffs
unter denselben Bedingungen vorgenommen, so sind die Ergebnisse am
zuverlissigsten auswertbar.

Bei der Verwendung eines Werkstoffs mittlerer Doppelbrechung
liefert diese Art der Aufnahme nur dann ein vollstindiges Bild, wenn
entweder mehrere Laststufen aufgenommen werden und dabei die Ge-
samtverteilung dhnlich bleibt, oder wenn durch Aufnahmen mit ver-
schiedenen Lichtwellenlingen (z. B. eine bei Natriumlicht und eine bei
stark gefiltertem Blaulicht) oder mit parallelen Polarisatoren das Linien-
bild verdichtet wird.

Bei insgesamt zwei bis drei Farbordnungen bedeutet es einen erheb-
lichen Gewinn an Bildklarheit, wenn man mit weilem Licht arbeitet
und die auf S.63 naher erlduterte Farbreihe zur Messung benutzt. Ein-
zelne der Farben sind so scharf ausgeprigt (insbesondere der erste und
zweite Ubergang von rot nach blau, das erste und zweite Blau, das
zweite Rot), daB sie dem Auge unmittelbar als scharfe Linie erscheinen.
Die Aufnahme in natiirlichen Farben ist hier das gegebene Hilfsmittel,
die Projektion der Aufnahme auf groflen Mafstab kann schlieflich zur
Auswertung dienen.

Bei einer so geringen Ordnungszahl ist es aber oft ebenso zweckméBig,
ganz auf die Photographie zu verzichten und die Farbgleichen zeichnerisch
festzulegen. Bei vergréBerter Projektion des Modellbildes auf ein Zeichen-
blatt lassen sich bei geniigender Lichtstdrke sehr scharf die Linien des
Rot, des Blau und der empfindlichen Farbe nachzeichnen. Es ist auf
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diese Weise leicht méoglich, zwei oder drei Unterteilungen jeder Farb-
ordnung durchzufiihren, so dafl ein enges und genaues Liniensystem
entsteht. Dieses System kann man durch Einschaltung von verschie-
denen Lichtfiltern noch etwas verfeinern. Diese Art der Aufnahme hat
den weiteren Vorteil, daBl Fragen nach der Hohe der Ordnung iiberhaupt
nicht auftreten. Die Nullinie hebt sich als einzige schwarze Linie deutlich
aus dem ganzen Bild heraus, ebenso sind Gelb, Rot und Blau erster
Ordnung ganz unverkennbar. Da durch die Farbreihenfolge der Sinn
des Fortschreitens (steigende oder fallende Ordnung) eindeutig ersicht-
lich ist, 148t sich jede Ordnung unmittelbar angeben. Erst von etwa der
vierten Ordnung ab ist das Bild bei einfarbigem Licht eindeutig schirfer
und daher vorzuziehen.

4. Kompensation.

Die Kompensation nach Kap. IT, Abschn. 3 mit Hilfe eines Zugstabes
geht so vor sich, da3 man zunichst die Hauptrichtungen des MeBpunktes
bestimmt und den Zugstab in eine dieser Richtungen stellt. Hauptrichtung
und Zugstab stehen dabei am besten um 45° gegen die Polarisationsrich-
tung geneigt in einem linear polarisierten Feld, da diese Einstellung gro3te
Helligkeit gibt. Bei Belastung des Zugstabes kann sich nun die Gesamt-
wirkung vermindern und schlieflich aufheben, oder sie steigt zu hoheren
Farbordnungen an. Im zweiten Fall mu8 der Zugstab um 90° um die opti-
sche Achse gedreht werden. Besteht der Stab aus dem Werkstoff des
Modells, so ist der im Stab der Breite bg herrschende Spannungsflufl
Pyby =dg-0g (kg/mm) im Augenblick der Kompensation gleich dem
doppelten SchubfluB 2¢;, =d;; - (0, — 05)3r im Modell. Die Stabachse liegt
dabei immer in Richtung der kleineren Hauptspannung, d. h. in Richtung
des kleineren Zuges oder groBeren Druckes.

Die Verwendung eines Zugstabes aus Modellwerkstoff hat verschiedene
Vorteile: Die Modelldicke fillt heraus, eine Eichung ist nicht erforderlich,
das optische Verhalten gegeniiber verschiedenen Wellenlingen ist im
Modell und im Stab genau dasselbe, etwa auftretende Zeitwirkungen
treten in Modell und Stab im gleichen Sinn und bei gleichzeitiger Belastung
von Modell und Stab von gleicher GréBe auf, sogar plastische Dehnungen
kénnen auf diese Art noch vermessen werden. Schlieflich sind auch etwa
vorhandene Temperatureinfliisse selbsttétig ausgeschlossen, wenn Stab
und Modell gleich warm sind. Man hat lediglich die Stabbreite zu messen
und die im Kompensationsfall vorhandene Stabkraft abzulesen. Etwa
vorhandene Ausmittigkeit der Stabbelastung verbessert man durch
Verinderung der Einspannung (meist Bolzen und Loch) mit einfacher
spannungsoptischer Kontrolle (empfindliche Farbe) und benutzt moglichst
die Stabmitte zur Kompensation. Die schirfste Einstellung auf ,,Dunkel’
erfolgt wie immer durch pendelnde Verinderung der Stabspannung, nur
die letzte Bewegung vor dem Stillstand geschehe immer in der gleichen

Mesmer, Spannungsoptik. 9
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Richtung, um vorhandenen toten Gang auszuschalten. Kleine Ver-
anderungen der Spannungshéhe beeinflussen die Zeitwirkung nicht fiihl-
bar; fiir eine sehr sorgfiltige Vermessung eines Punktes bringt man also
den Stab im Augenblick der Modellbelastung auf den in einem Vorversuch
bestimmten ungefihr richtigen Wert und nimmt dann die genaue Ein-
stellung und Ablesung zu beliebiger Zeit vor.

Nur scheinbar nachteilig beim Zugstabkompensator ist, dal man zu
jedem Modell einen neuen Zugstab herstellen muB; jeder neue Modell-
werkstoff muBl ja ohnehin geeicht werden.

Schwierig ist jedoch eine wirklich einwandfreie und genau mefBbare
Stabbelastung, die Ablesegenauigkeit etwa bei Schraubenfedern ist im
allgemeinen gering; sehr nachteiligc und wichtig ist ferner, dafl sich ein
einmal hoch belasteter Stab fiir weitere Messungen an einem Punkt ge-
ringerer Spannung erst wieder ,,erholen’ muB.

Zum EinfluB einer Richtungsabweichung zwischen Zugstab und
Hauptspannungsrichtung ist zu bemerken, daf eine strenge Kompensa-
tion bei abweichenden Richtungen nicht mehr mdoglich ist. Die groBte
,,Dunkelheit‘‘ weist also immer noch eine gewisse Lichtstarke auf, und
zwar um so mehr, je mehr die beiden Richtungen voneinander ver-
schieden sind. Stellt man auf die geringste Helligkeit ein, so erhilt man
bei Richtungsfehlern bis zu etwa 5° eine ungestorte Ablesung, bei Ab-
weichungen iiber 10° ist jedoch diese geringste Helligkeit nicht mehr zu
erkennen und keine Messung mehr moéglich. Genauer gilt: Bei einer
vorhandenen Modellverzgerung m und einer Winkelabweichung ¢ zwischen
Modell und Kompensator liest man einen Kompensatorwert (m -+ J)

.. sin 4
ab, dabei ist 6 ~ &2 1277:””

verschwindet fir m = 1/,, 1/,, 3/, usw.

Die bei vorverspannten Modellen oft notwendige Messung von zwei Zu-
stdnden ist auch mit dem Zugstab ausfiihrbar. Man geht dabei am besten
so vor, daB3 man erst einen Zustand bei geringer Last P, dann einen bei
hoher Last P, vermit und den Unterschied beider Messungen zum Unter-
schied der Lasten (FP,— P,) in Beziehung setzt; eine Vermessung des
Nullzustandes ist meistens wegen vollig anderer Vorzeichen und Haupt-
richtungen unbequem. Andert sich aber die Hauptrichtung auch bei
Unterschiedsmessungen, so mufl dies noch beriicksichtigt werden. Man
geht so vor, daB man aus den in der Hauptrichtung ¢ gemessenen Werten
bei beiden Laststufen ermittelt:

Oz—O0y _ 010
3 = cos2¢g.

, also fiir kleine m ist 6 ~ 2m 2. Der Fehler 6

01— 0

=3 sin 2 @.

Tay

Im Falle verinderlichen Wertes @ ist nicht (¢, — o), wohl aber o,, ¢, und

7,y liberlagerungsfihig, d. h. es ergibt sich schlielich zum Belastungs-
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sprung (P, — P,) ein Wert fiir die gréfite Schubspannung

0— 0,2 o |{ Oz—oy ozt oy ]2 2
5 =[5~ [ b

_ [ oz— 0y \? 2
_< 2 )(2—1)+T’“’<2~1)'

Hierzu gehort dann eine wahre Hauptrichtung der aus (P, — P,) stammen-
den Spannungen gegen die x-Achse nach der Formel

1 275y91)
@ = 5 arc tg [C P v "2/2)(2—1) .
In Wirklichkeit wird man immer mit dem zur hoheren Last gehorigen
Richtungswert rechnen diirfen, da hiergegen die urspriinglichen Stérungen
gering sind. Sind sie es nicht, so wiederholt man besser den ganzen
Versuch an einem spannungsfreieren Modell.

Die Verwendung eines Biegestabes zur Kompensation kann eigentlich
nur empfohlen werden fiir Randwerte und einfache Korper, im allgemeinen
ist seine Einstellung nicht bequem.

Fiir die Kompensation mit Quarzkeilen (Babinet) oder Drehplatten
(Kalkspat nach BEREK oder Quarz nach EHRINGHAUS) gelten dieselben
allgemeinen Bemerkungen wie beim Zugstab. Der Quarzkeil hat den
Vorteil, bei seiner Verstellung um 0 herum linear verinderliche Doppel-
brechung, d. h. positive und negative Werte zu bewirken, so dafl er sich
in jeder Hauptrichtung immer zur Kompensation eignet. Fiir mehr als
punktformige Vermessung ist er jedoch nicht zweckméiBig.

Die Drehplatten verhalten sich dagegen etwa quadratisch, d. h. sie
liefern eine ungefiahr mit dem Quadrat des Drehwinkels steigende Doppel-
brechung, die in beiden Drehrichtungen von 0 aus gleiches Vorzeichen
hat. Fiir kleine Betrige der Relativverzégerung erhélt man infolgedessen
eine besonders gute Ablesegenauigkeit. Der ERRrRINGHAUS-Kompensator,
auf den sich die folgenden Ausfithrungen beziehen, ergibt dabei ein Vor-
zeichen, das einem in Richtung der Drehachse liegenden Zugstab ent-
spricht. Zur Kompensation eines Zugstabes mufl man also die Kompen-
satordrehachse quer zur Zugrichtung legen. Ebenso liegt bei zusammen-
gesetzten Beanspruchungen bei der Kompensation die Drehachse immer
in Richtung der kleineren Hauptspannung.

Die Messung geht so vor sich, dafl man nach entsprechender Ein-
stellung der Achsenrichtung den Kompensator nach beiden Seiten dreht,
bis seine Wirkung die des Modells aufhebt. Der Unterschied der beiden
Ablesungen entspricht dem doppelten Drehwinkel vom Nullpunkt aus.
Auf diese Weise wird man unabhingig vom Nullpunkt und kann auch
Punkte vermessen, die nicht genau in der optischen Achse liegen.

Ehe hierauf noch eingegangen wird, sei eine wesentliche Eigenschaft
des Quarzes bemerkt. Die Dispersion des Quarzes ist gering, d. h. der
zu einer gegebenen Einstellung des Kompensators gehorige Wert der

%
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Doppelbrechung (in my) ist ziemlich unabhéngig von der Wellenlinge.
Genauer gilt: Die Doppelbrechung ist fiir die C-Linie, 4 = 656 mu um
etwa 2% geringer als fiir die F-Linie, A = 486 my. Daraus folgt, daBl die
spannungsoptische Wirkung von Zelluloid oder von Glimmerplattchen,

a b
Abb. 120a u. b. Bilder im EHRINGHAUS-Kompensator in einfarbigem Licht. a) m = 0 (oder ganz-

zahlig). b) Aufspaltung des Nullkreuzes durch zusiitzliche Doppelbrechung in zwei Hyperbeliste
der Scheitelentfernung e.

die ebenfalls geringe Dispersion aufweisen, mit einem Quarzkompensator
unabhéngig von der Wellenlinge kompensiert werden kann. Die Kompen-
sation kann bei weilem Licht erfolgen und fithrt zur gleichzeitigen vollen
Ausléschung aller Farben. Die Ein-
stellung auf ,,dunkel” erfolgt wieder
am besten pendelnd mit einer letzten
kleinen Bewegung von immer der-
selben Seite zur Ausschaltung des
toten Ganges.

Bei der Vermessung eines Feldes
ist folgendes zu beachten: Ein
Blick durch den Kompensator zwi-
Abb. 121. ERRINGHAUS-Kompensator. Gleiche — schen gekreuzten Polarisatoren oder
B e T grader 44 die Projektion eines Strahlenbiindels

Winkel @ bestimmt sind. durch den Kompensator auf einen
Schirm ergibt in weilem Licht bei senkrechter Drehachse folgende Bilder
(Abb. 120a und b). Bei der Drehung des Kompensators verschiebt sich
das ganze Bild wie ein starrer Korper nach rechts oder links. Die Ein-
stellung auf dunkel ist eine Drehung, bis einer der beiden schwarzen
Aste die Bildmitte, d.h. das Fadenkreuz oder einen auf dem Modell
bezeichneten Punkt iiberdeckt. Der Unterschied der beiden Einstel-
lungen rechts und links entspricht der Entfernung e der beiden Aste
(Abb. 120b). Es leuchtet ein, dafl man alle Punkte, die auf einer Geraden
AA senkrecht zur Drehachse liegen (Abb. 121), mit demselben Ergebnis
vermessen kann wie den Nullpunkt, da fiir sie lediglich der Nullpunkt
verschoben, aber nicht die GroéBe e verindert wird. Ein neben dieser
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Geraden liegender Punkt B (Abb. 121), dessen Lage durch den seitlichen
Winkel o gekennzeichnet ist, erfordert jedoch zur Kompensation eine
der gréBeren Strecke e’ entsprechende Drehung des Kompensators; der
abgelesene Wert ist also zu gro und muB} verbessert werden. Es ist oft
angenehm, wenn man in einem gréBeren Feld mit einer Einstellung
mehrere Punkte kompensieren kann, ohne jeden einzelnen genau in die
Mitte riicken zu miissen, daher lohnt sich die Anlage einer Verbesserungs-
tafel. In Abhingigkeit vom Winkel « wird zu jeder Drehablesung e’
die zugehorige Verbesserung e—e’' aufgetragen (die anschaulichen Ab-
stande e bedeuten hier die entsprechenden Drehwinkel). Die Werte konnen
versuchsméBig oder unter der Annahme hyperbelférmiger Aste des Bildes
errechnet werden. Der Winkel « ist der wirkliche Neigungswinkel im
Kompensator, deraus dem Bild des Schirmes ermittelt werden kann, nach-
dem mit unbelastetem oder ohne Modell die Nullachse 4.4 bestimmt wurde.
Steht noch eine Linse der Brennweite f
zwischen Schirm und Kompensator, so
ergibt sich nach Abb. 122 aus der ein-
fachen Linsenformel der Wert

h
tgo=———-

l—c

Aompensator

f Abb. 122. KorrekturgroBen fiir Punkte B
Sehr bequem ist hierbei die Kom- der Abb. 121.

pensation auf dem Schirm. Man bildet

mit ausreichender Lichtstirke das Modell scharf auf dem Schirm
ab und kompensiert einzelne bezeichnete Punkte unmittelbar durch
Verdunkelung der Schirmbildpunkte mittels der Kompensatordrehung.
Unbequem ist lediglich, dafl die verschiedenen Hauptrichtungen immer
andere Einstellung der Kompensatordrehachse erfordern, wobei sich
gleichzeitig die Nullachse AA dreht. Der Abstand A (Abb. 122) mufl
senkrecht auf 44 gemessen werden, tg o soll moglichst kleiner bleiben
als der Wert /200, dabei ist ¢ die Drehung der Quarzplatte um ihre
Achse in Grad. Zu der nétigenfalls verbesserten Ablesung wird aus einer
jedem Gerdt beigegebenen Tafel der zugehérige Relativverzogerungs-
betrag Z in my entnommen. Man liest diesen Wert z. B. fiir die D-Linie
(A = 589 my) ab, die gleichzeitig auch etwa dem Schwerpunkt des weillen
Lichtes entspricht. Fiir sehr genaue Messungen in einfarbigem Licht
ist der entsprechende Wert (fiir Rot die C-Linie, fiir Blau die F-Linie)
abzulesen.

Bei der Messung in weillem Licht kénnen Fragen nach der kompen-
sierten Ordnung nicht auftreten, da sich die n-te Ordnung im Modell
nur mit der n-ten Ordnung des Kompensators aufheben 14ft. Im ein-
farbigen Licht ist es dagegen immer notwendig, die ganze Zahl der Ord-
nungen vorher oder nachher mit anderen Hilfsmitteln noch zu bestimmen,
der Kompensator sagt hieriiber nichts aus. Am bequemsten wird es im
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allgemeinen sein, die Belastung langsam aufzubringen und die Verdunke-
lungen des Modellpunktes wéhrend der Belastungen auszuzihlen. Im
ganzen Bild 148t sich auBlerdem die Ordnung meistens ebenfalls von
bekannten Randpunkten usw. her abzédhlen (s. S. 137).

Wenn die Kompensation auf Dunkelheit nur unvollkommen moglich
ist, d. h. auch die geringste Lichtstirke noch hoch ist, so ist vielleicht
storendes Licht vorhanden (Reflexe in den Linsenfassungen und der-
gleichen), das man moglichst beseitigen muf3. Die Storungsquelle er-
kennt man am leichtesten, indem man sein Auge an den Ort der nicht
gelingenden Kompensation (am Schirm) bringt, und feststellt, woher
der Lichteindruck stammt. Mangelhafte Dunkelheit bei der Kompensa-
tion kann aber auch durch Stérungen im Spannungszustand verursacht
sein, und zwar dadurch, daf3 die hintereinander durchstrahlten Teilchen
verschiedene Hauptachsenrichtungen aufweisen, so daB sich die optischen
Wirkungen nicht einfach iiberlagern lassen. Das kann immer dann auf-
treten, wenn das Modell aus seiner Ebene heraus verbogen, verdreht
oder verbeult wird. Wenn hierdurch z.B. nur Biegespannungen auf-
treten, die zufillig dieselbe Hauptachsenrichtung wie der urspriingliche
ebene Zustand aufweisen, so verliuft die Kompensation ungestort,
anderenfalls ist sie unmdoglich. Man erkennt solche Zustéinde in weillem
Licht sofort an den unklaren verwaschenen Farben der Schubgleichen.
Fehler dieser Art werden am sichersten durch gréBlere Modelldicke ver-
mieden.

5. Bestimmung von i mit Hilfe von 2/4-Blittchen.

Die auf S. 60 beschriebene Messung von m mit Hilfe von A4/4-Blétt-
chen und Analysatordrehung hat vor den Drehkompensatoren den Vor-
teil, dafl ein weiter Feldbereich ohne weitere Verbesserungen vermessen
werden kann, und daB die Drehung unmittelbar verhéltnisgleich zu Z
und damit zu (g; —a,) ist. Wird dabei die Drehung beispielsweise auf 1°
genau bestimmt, so folgt fiir gelbes Licht hieraus eine Genauigkeit in Z
von % -590 ~ 3 mu. Einfarbiges, d. h. wenigstens gefilteres Licht
ist dabei unerlidBlich fiir jede genauere Einstellung. Hier sei die Anord-
nung 67, S.60 vorausgesetzt, d. h. der Polarisator stehe beispielsweise
senkrecht, dahinter (unter 45° Hauptachsenneigung) das Modell mit der
Verzogerung m, hierauf folge, wieder mit senkrechter Achse, das 1/4-
Blittchen. Der am Ende stehende Analysator wird bis zur Dunkelheit
gedreht und sein Drehwinkel ¢ abgelesen. Urspriinglich gilt: ¢ = zm,
tg2@ =tg2am (fiir m > 1 vgl. S. 60). Mehr als bei der Kompensation
konnen hier aber Fehler auftreten, deren Einflull genauer abgeschétzt
werden muf3. Vier Arten von Fehlern sind die wichtigsten:

1. Das Blittchen bewirkt nicht die Verzégerung m = 1/4, sondern
liefert den Verzogerungswert m = 1/4 + ¢.
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2. Das Blittchen steht nicht unter 45° gegen das Modell geneigt, also
nicht parallel zum Polarisator, sondern ist um den Winkel 4- 65 gegen
diese Richtung verdreht.

3. Polarisator und Blidttchen stehen richtig zueinander, aber die
Modellhauptrichtung ist um 4- 6;; gegen die 45°-Neigung verdreht.

4. Modell und Blittchen stehen richtig zueinander, aber der Polarisa-
tor ist um + dp falsch geneigt.

In allen Fillen kann man nun eine strenge Ausléschung des Lichtes
mittels Analysatordrehung nicht mehr erzielen. Solange aber die Fehler-
grofBen ¢ und 6 klein sind, kann man das Minimum der Helligkeit scharf
erkennen. Dreht man den Analysator bis zu dieser geringsten Helligkeit,
so weicht der Drehbetrag ¢ vom Sollwert ab.

Im Fall 1 gilt: tg2¢ = (1 + 2me)tg2am. Wegen der periodischen
Verinderlichkeit von tg2¢ verschwindet der Fehler also fir m =0,
1y, Yy usw., @ = 0°, 45°, 90° usw., er erreicht einen Héchstwert fiir m = /g,
3/, usw., @ = 22,5°, 67,5° usw. Bei Vernachlissigung dieser Verbesserung
erhilt man z. B. mit ¢ = 1/,, einen Fehler fiir m = /s von 15%. Es ist also
notwendig, den Wert von ¢ genau zu bestimmen und die angegebene
Formel zu verwenden.

Im Fall 2 gilt: Die Ablesung @ dndert sich um denselben Winkel dp.
Fiihrt man also zwei Messungen bei gleicher Bléittchenstellung, aber ver-
schiedenen Lasten aus, so ist der Unterschied der ¢@-Ablesungen unab-
hingig von diesem Fehler. Man kann auch so vorgehen, dafl man zuerst
einen Wert + ¢, abliest. Dann dreht man das Blittchen um genau 90°.
Der Nullpunktsfehler in ¢ wird dadurch nicht verandert, zur Ausléschung
mufBl man aber den Analysator in entgegengesetzter Richtung drehen,
die Ablesung lautet —@,. Fiir dp = 0 ist ¢, = @,, bei ¢, &= @, bildet man
Y, (@, + @s) , so ist dieser Wert ebenfalls unabhingig von dp. Genauer gilt,
daB neben diesem auf die geschilderte Art beseitigten linearen Fehler
noch ein geringer quadratischer Fehler vorhanden ist, und zwar tritt
noch ein Fehler von der GréBe f=c, - 0,03 6% auf. Dabei ist f die
Fehleinstellung des Analysators in Grad, dp die Fehleinstellung des Blatt-
chens in Grad und c,, eine Zahl zwischen — 1 und + 1 (sie hidngt linear
von m ab, verschwindet fir m = +1/,, 3/,, 5/, usw. und nimmt den
Wert + 1 fiir m =0, 1/,, 1 usw. an).

Im Fall 3 geht der Fehler §,; nur quadratisch in die Formel ein und
wird also nur bei gréBeren Betrigen von d,; spiirbar. Fehler infolge von
Oy bis zu 5° kann man praktisch vernachlissigen. Genauer gilt: Der
entstehende Fehler betrigt f = 0,6 3,, dabei ist d, die Fehleinstellung
des Modells in Grad, f der Fehler der Analysatordrehung in /.

Im Fall 4 verindert der Wert dp das MeBergebnis nicht, er duBert
sich lediglich in immer stirkerer Aufhellung des Minimums, so daB fiir
Werte 6p > 10° die Kompensation iiberhaupt nicht mehr mdoglich ist.
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Dieselben Regeln gelten, wenn das A/4-Blittchen vor dem Modell
steht und der Polarisator gedreht wird. Von der Verwendung zweier
A/4-Blattchen nach Abb. 68, S. 61 wird abgeraten, da damit nur weitere
Fehlerquellen entstehen.

Von den Fehlern sei nun noch einmal abgesehen und die Neigungen
der einzelnen Gerite gegen ein festes Achsensystem seien wie folgt be-
zeichnet: Polarisator o p, Modellhauptrichtung oy, A/4-Blittchen a3, Ana-
lysator 4. Im Augenblick der Kompensation ist

d’}l:aPi4:5o, ocB:ocpi90°, a’A:“PigOOi(p, p=mnm.

Dunkel ist also bei dieser Stellung der Gerite der Punkt des Modells,
der die Hauptrichtung oy und den Doppelbrechungsbetrag m aufweist,
d. h. also ein Punkt der Richtungs-
gleiche a3, und der Schubgleiche m.
~ dompensotor ~===_  Hilt man nun ap, ay und ap
T~ —— LT fest und verdndert o, zu einem
N Wert oy = ap+ 90° + ¢, so wird
£-~Blitthen ein anderer Punkt des Modells
dunkel, der wieder der Richtungs-
gleiche a,;, aber der Schubgleiche
m, = @,/ angehort. Mit Anderung
. . von nur oy werden also nachein-
AT S A MO ander die Punkte der Richtungs-
clhanptacloe fogon, de s Spegehnomale  gleiche oy dunkel, der dunkle
Punkt beschreibt mit Drehung
des Analysators die gesamte Richtungsgleiche. Halt man umgekehrt
den Wert ¢ fest, etwa indem man op und «, koppelt, und &ndert
man nun gemeinsam o p, o p und o4 um genau gleiche Betrige, so beschreibt
der dunkle Punkt die Schubgleiche m = @/n. Mit einer anderen Ein-
stellung ¢, erhalt man entsprechend eine andere Schubgleiche m; = ¢, /r.
Dieses Verfahren gerit einwandfrei aber nur bei streng einfarbigem Licht,
einem sehr guten A/4-Blittchen und bei insgesamt niedriger Ordnung
von m im Modell. Sowie einer der obengenannten Fehler vorliegt, wird
der Kompensationspunkt nicht vollig dunkel, sondern nur schattig grau.
Wihrend die MeBgenauigkeit bei punktweiser Vermessung nach den
obigen Regeln noch durchaus annehmbar ist, ist die Aufnahme von
Richtungsgleichen und Schubgleichen nach diesem Verfahren nicht mehr
moglich.

Eine Bemerkung zu diesem und dem vorigen Abschnitt sei noch
beziiglich eines eingeschalteten Spiegels angefiigt. Ein schriger Spiegel im
Strahlengang, etwa der Halbsilberspiegel H S in Abb. 103 und 104 (S.98)
ist fiir die Messung unwesentlich, solange er auBlerhalb der Polarisatoren
steht. Steht er jedoch im Arbeitsfeld wie in Abb. 104, so bewirkt er durch
seine eigene Polarisation eine Verdnderung des Lichtes, die die Messung

M gemessen
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beeinfluflit. Als Beispiel sei angegeben, wie sich bei der Anordnung
Abb. 104 mit einem unter 45° geneigten Spiegel die Neigung der Haupt-
richtung des MeBpunktes auf die Kompensation und auf die m-Messung
mit Hilfe des 4/4-Blattchens auswirkt. Die Messung ist praktisch unge-
stort, wenn die Hauptrichtung «,; parallel oder senkrecht zu der aus
Strahl- und Spiegelnormale gebildeten Ebene steht. Ist o, verdnderlich
und steht der Kompensator oder das A/4-Blattchen zwischen Spiegel
und Analysator, so mi3t man scheinbare m-Werte, die beim Kompensator
nach beiden Seiten steigen, beim A/4-Blittchen nach der einen Seite
steigen, nach der anderen fallen (Abb. 123). Die Kompensation bleibt
ungestort, wenn der Kompensator zwischen Modell und Spiegel steht,
bei dieser Stellung versagt aber das A/4-Blattchen vollsténdig.

6. Bestimmung von #n aus dem Farbgleichenbild.

Ist die im Modell erhaltene Ordnung von m hoch (etwa > 5), so erhilt
man bei Zirkularlicht ein Bild des Modells, dessen hohe Zahl von schwarzen
Farbgleichen unmittelbar einen SchluB3 auf die in jedem Punkt herrschende
Doppelbrechung und Schubspannung gestattet. Die einzige Schwierig-
keit ist das Auszdhlen eines Bildes, dessen Entstehungsgeschichte man
nicht kennt. Wihrend der Versuchsdurchfithrung entstehen Zweifel
iiber die Ordnung der Linien nie, man braucht nur an jedem Punkt die
wihrend der Belastung durchlaufenden Verdunkelungen abzuzihlen,
um den schlieBlich vorhandenen Wert m (oder wenigstens die beiden
ganzen Zahlen, zwischen denen er liegt) zu bestimmen.

Im fertigen Bild hat man aber auch durchweg Anhaltspunkte zur
Bestimmung der Ordnung der einzelnen Linien. In einfachen Fillen wie
in Abb. 159b und 160 (S. 183) ist selbstverstédndlich, dall die neutrale
Faser des ungestort gebogenen dulleren Balkens die Ordnung O hat,
der sich nach rechts und links die Ordnungen 1, 2, 3 usw. anschlielen.
Ebenfalls der in der Mitte liegende einzelne Symmetriepunkt mull die
Ordnung 0 aufweisen und von ihm aus steigen die Ordnungszahlen gegen
den Kerbgrund hin an. Neben den Kerben befinden sich Gegenden,
die schon durch die Linienform eine sattelartige Stelle verraten, von der
an nach aullen die Ordnungen wieder fallen. AufBlerdem muf die vor-
springende Ecke unmittelbar neben der Kerbe ganz auflen spannungsfrei
sein und ebenfalls die Ordnung 0 aufweisen. Von hier aus steigt die Ord-
nung am Kerbrand bei der Rundkerbe bis zum Héchstwert in Kerbmitte,
bei der Rechteckkerbe bis zum Héchstwert in der einspringenden Ecke
und nimmt von da wieder bis zur Kerbmitte ab. Die entsprechende
Bezifferung der Ordnungen ist in den Abbildungen eingetragen.

Bei den entsprechenden Kerbzugstiben fehlt die einfache Null-
bestimmung durch die neutrale Faser, man kann aber von den Null-
stellen unmittelbar neben den Kerben ausgehen. In Abb. 159a, S. 183,
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dem Zugstab mit Rundkerbe, zihlt man beispielsweise von der Nullecke
neben der Kerbe aus bis zur Kerbmitte die steigenden Ordnungen 1, 2 usw.
bis iiber 8, der Hochstwert im Kerbgrund (Punkt C) diirfte knapp 9
betragen. Der Stabmittelpunkt 4 liegt knapp unter 3, der Hochstwert
auf der Stabmittelachse (Punkt B) liegt iiber 3, die Werte kann man nur
annihernd zu etwa 2,8 und 3,5 abschitzen. Der mittlere Zug in einiger
Entfernung von der Kerbe 1ifit sich aus dem Bild zu ungefihr 3,0 ab-
schitzen, so daB sich die Spannungserhéhung infolge der Kerbe zu etwa
¥ = 3,0 ergibt. Der Wert der mittleren Gesamtspannung wird natiirlich
genauer aus der aufgebrachten Last bestimmt oder aber die Belastung
wird solange verindert, bis sie genau der Dunkelheit der dritten Ordnung
entspricht. Der Randwert im Kerbgrund ldBt sich genauer dadurch
ermitteln, daB man die Schnittpunkte der verschiedenen Farbgleichen
mit der mittleren Geraden 4 C' auftrigt, iiber diesen Schnittpunkten die
entsprechenden ganzzahligen m-Werte auftrigt und aus einer Kurve
durch diese Punkte den Randwert extrapoliert. Ein Koordinatennetz
und eine stirkere VergroBerung sind hierzu natiirlich notwendig.

Auch in verwickelteren Fillen wie in Abb. 163b, S. 186 kommt man
von aullen her an viele Punkte unmittelbar heran. Der Verlauf der Linie
m = 2 zeigt auBerdem, daBl die drei geschlossenen Kurven in Stabmitte
die Ordnung 1 haben miissen. Die Kkleinen schwarzen Punkte auf
der Stabachse sind also 0-Punkte. Die vier-kleinen schwarzen Punkte,
die jeweils-iiber und unter den Lochmitten liegen, sind dagegen von
der Ordnung 1 und demnach nicht singulir. Vom Stabmittelpunkt
steigt die Schubspannung bis zu den Lochréndern an und erreicht dort
einen Wert iiber 6, wihrend man von auflen her zunichst bis zur Ordnung7
und dann weitersteigend zu einem Héchstwert im duBeren Lochrand
von der Ordnung 12,5 bis 13 gelangt. Die drei kleinen geschlossenen
Bogen oben und unten am Lochrand entsprechen den Ordnungen 2, 3
und 2, wobei der mittlere noch einen Héchstwert 4 umschliet, wihrend
die beiden anderen je einen Randnullpunkt enthalten. Die hdchste
Spannungserhéhung infolge der Locher ergibt sich als Quotient aus den
Lochrandwerten 13 und der ungestérten Randspannung, die etwa 8,3
betrigt, zu ungefahr 1,55.

Schwierig ist die Auszihlung von Abb. 163a, S. 186, wenn man nicht
das Bild des einfachen Zugstabes mit einem Rundloch bereits kennt.
DaB der Stabmittelpunkt kein Nullpunkt ist, sieht man aus seiner Aus-
dehnung. AuBerdem wiirde man bei dieser Voraussetzung sofort auf
Widerspriiche geraten, da man andere Linien (die inneren ihn einhiillen-
den Bogen) ebenfalls als ,Nullinien‘‘ ansprechen miite. Auch die vier
kleinen geschlossenen Kurven iiber und unter den Lochern kénnen keine
Nullpunkte sein. Man konnte also nirgends mit der Zihlung beginnen,
wenn man nicht wiiBte, daB an jedem Lochrand notwendig 4 Nullpunkte
vorhanden sein miissen, denn am seitlichen Lochrand wirkt Zug, wiahrend
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oben und unten Druck herrschen muBl. Aus der rechnerisch ermittelten
Abb. 137d, 8.162 folgt diessofort und auch die Form der Umgebung dieser
Nullpunkte. Mansieht, daB Abb. 163a dieserrechnerischen Aufnahme sehr
gut entspricht. Eine kleine Unsicherheit bleibt noch insofern, als die
kleinen an diesen Nullpunkten erkenntlichen schwarzen Linien die
Ordnung 0 oder schon die Ordnung 1 haben kénnen. Die Bildwiedergabe
148t nicht mehr erkennen, daf man innerhalb dieser kleinen Bogen noch
einmal Helligkeit findet, so dafl sie tatsichlich die Ordnung 1 haben
miissen. Damit ist aber die weitere Auszihlung wieder einfach, man
braucht nur am Lochrand entlang weiter zu zdhlen und kommt zu
Hochstwerten etwas iiber 8 am duBeren und am inneren seitlichen Rand-
punkt. Der Stabmittelpunkt hat also den Wert 3, so da3 auf der Stab-
achse von der Mitte aus die Ordnungen 3, 4, 4, 3 gezihlt werden. Der
Stab selbst steht unter einer Zugspannung, die etwa 2,5 Ordnungen ent-
spricht. Die hochste Spannungserhdhung infolge der Licher liegt also
bei etwa 8,3/2,5 ~ 3,3, ein genauerer Wert ist aus diesem Bild nicht zu
entnehmen.

Als letztes Beispiel diene Abb. 189, S. 201, in der das Abzéihlen an
sich sehr einfach ist und lediglich eine Unbestimmtheit im Zihlbeginn
liegt. Nur durch die vorhandene Kenntnis dhnlicher Spannungsver-
teilungen kann man ermitteln, daf die duBerste dunkle Linie dicht neben
dem Rand den Wert 0 haben mu8, so daf3 z. B. dem duBeren Héchstwert
(im elliptischen, etwas vom Rand entfernten dunklen Fleck) der Ord-
nungswert 13 zukommt. Auch unmittelbar unter der Achse werden
etwas iiber 13 Ordnungen erreicht.

Man erkennt aus Abb. 163a oder 189, daB die Schwierigkeiten des
Abzihlens erheblich vermindert wiirden, wenn weitere Aufnahmen etwa
bei 1/, oder 1/, der Vollast vorligen. Es erscheint dann nur die Halfte oder
1/, aller Streifen, und zwar liegen sie an den Stellen, wo im Vollastbild die
Streifen mit den Ordnungen 0, 2, 4, 6 oder mit den Ordnungen 0, 3, 6, 9
usw. auftreten. Durch Kombination zweier solcher Bilder ist die richtige
Ordnung mit Sicherheit sofort bestimmbar.

Ist die im Modell erreichte Ordnung nur etwa 2 oder 3, so ist bei
Verwendung weillen Lichtes die Bestimmung der Schubspannung nach
einer einfachen Farbentabelle (s. S. 63) méglich, die fiir den betreffenden
Werkstoff zuniichst nach steigenden Werten 2q =d: (0, —0,) auf-
genommen werden mufBl. Die Unterteilung der Farbtone kann dabei
nach Geschmack und Fihigkeit noch erheblich verfeinert werden. Es
ist aber zu beriicksichtigen, daBl mit Art, Alter und Dicke des Werk-
stoffs, mit der Lichtquelle und dem Projektionsschirm die Farbténe
etwas gedndert werden konnen und man daher namentlich bei Uber-
gangstonen vorsichtig sein muf.

Wenige, wirklich scharf ausgeprigte Farben wie der Rot-Blau-Um-
schlag lassen sich mit dem ,,Verfahren der verinderlichen Last zur
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punktweisen m-Bestimmung verwenden. Man verindert die Gesamt-
lasthéhe so lange, bis der beobachtete Punkt genau der empfindlichen
Farbe entspricht. Ist der zu dieser Farbe gehorige Doppelbrechungswert
(~ 580 mu) bekannt, so folgt daraus auch der entsprechende Wert in
diesem Punkt, wenn die Gesamtlast auf einen anderen Wert erhdht oder
erniedrigt wird. Man errechnet sich hiernach schlieBlich die verschie-
denen m-Werte in verschiedenen Punkten fiir ein und dieselbe Gesamt-
last.

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB man auch mehrfach versucht
hat, die Helligkeit zwischen den dunklen Streifen noch genauer photo-
metrisch zu erfassen, und zwar entweder unmittelbar oder auf der ent-
sprechend geschwirzten photographischen Platte. Die Miihe dieser Ver-
messung ist groB und scheint in ungiinstigem Verhéltnis zur erreichbaren
Genauigkeit zu stehen, denn der absolute MaBstab hingt von zu vielen
verdnderlichen Grofen ab (so z. B. der elektrischen Spannung an der
Lichtquelle, dem Alter der Lichtquelle, der Hauptspannungsrichtung,
bei den Platten ferner von der Belichtung, Entwicklung usw.).

7. Umrechnung von #@ in Spannungen, Eichung der Stoffe.

Die Eichung der Stoffe kann grundsitzlich mit Hilfe eines jeden
Spannungszustandes geschehen, bei dem die Spannungsverteilung be-
kannt ist. Um Fehlerquellen zu vermeiden, wird man im allgemeinen
sehr einfache Spannungszustéinde vorziehen, etwa den reinen Zug oder
die reine Biegung. Dabei tritt beim reinen Zug noch die Schwierigkeit
der streng mittigen Belastung auf, die sorgfiiltig beriicksichtigt werden
mull, bei der Biegung wird der erforderliche Zustand dagegen etwas
leichter erzeugt.

Beim Zugstab geht man entweder so vor, daB man einen auf Stab-
mitte liegenden Punkt mit einem Kristallkompensator oder mit Hilfe
eines A/4-Blittchens vermifit und dabei den Zusammenhang zwischen
Stablast und MeBergebnis aufnimmt, am besten graphisch. Die lineare
Beziehung zwischen dem Kraftflull P/b oder der Spannung P/b- d (kg/mm?2)
und dem Verzégerungswert Z (mu) oder m = ZjA wird zur Bestimmung

Z .
von €' = 7 verwendet, wobei man den etwa durch Vorspannung ver-

schobenen Nullpunkt am besten durch Differenzbildung ausschaltet,
d.h. man bildet €= 2 A
moglichst dicken Stab, damit die erreichten optischen Wirkungen Z
einer moglichst geringen Beanspruchung des Werkstoffs entsprechen,
6=2/C-d. Wegen der geringen Dispersion ist diese Kompensation prak-
tisch unabhingig von der verwendeten Lichtfarbe und kann bei weiBlem
Licht vorgenommen werden. Die Messung mit A/4-Blittchen fiihrt man

mit dem zum Bléttchen gehorigen einfarbigen Licht durch. Sind Wellen-

Man verwendet im ibrigen einen
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linge und Blidttchen nicht genau aufeinander abgestimmt, so verwendet
man méglichst nur Punkte, deren Ergebnis unabhéngig von diesem Fehler
bleibt (m & 4, Yy, 3/, usw. ¢ &~ 45°, 90° usw.). Eine zweite Moglichkeit
ist beim Zugstab nur bei geringerer Genauigkeitsforderung zu empfehlen.
Man dndert die Last, bis die Stabmitte gerade die empfindliche Farbe an-
zeigt. Die abgelesene Last entspricht einer Verzégerung Z ~ 580 mu.
Durch die Ablesung der doppelten Last beim Erscheinen der zweiten
empfindlichen Farbe kann die MeBgenauigkeit noch etwas erhoht werden.
Bei Verwendung einfarbigen Lichtes kénnen auch die entsprechenden
Verdunkelungen fiir ganzzahlige Werte von m nach diesem Verfahren
verwandt werden. Die Genauigkeit des Verfahrens wichst erheblich mit
der Zahl der zur Verfiigung stehenden Ordnungen.

Wihrend fiir Messungen mit Kompensatoren oder A/4-Blittchen die
Zugstabeichung besonders geeignet ist, verwendet man zur Eichung auf
Farbgleichen besser den Biegestab. Mit entsprechenden Einspannungen
(z. B. nach Abb. 124)
ist die Erzeugung eines

bekannten reinen Biege-  ((]

momentes verhaltnis- &

maéBigeinfach erzielbar.  pf——i——r

Als Probestab kann je' Abb. 124. Anordnung fiir querkraftireic réine Biegung.

der rechtkantige Strei-

fen dienen, dies bedeutet gegeniiber dem Zugstab eine erhebliche Verein-
fachung. Wird die Balkendicke mit d, seine Hohe mit A bezeichnet, und
ist ¥ der Abstand einer Faser von der Balkenmitte, so ergibt sich die
in ihr wirksame Lingsspannung bekanntlich zu

M-y 12-P-l-y
=TT T A
MiBit man also bei Verwendung einfarbigen Lichtes den Abstand zweier

benachbarter dunkler Linien zu A mm, so muf} gelten: Eine Farbord-
. . 12P-1-4 .
nung m = 1 entspricht einem Spannungssprung ¢, =75, also ist

c__mA W
T d(oy—o0,) 12-P-1-4°
Die MeBgenauigkeit wichst auch hier erheblich mit der Zahl der zur
Vertiigung stehenden Ordnungen. Da die benachbarten Streifen im
Balken alle denselben gegenseitigen Abstand haben, teilt man zur
genaueren Ermittlung von A den Abstand zweier weit voneinander
liegender Streifen durch die dazwischen liegende Streifenzahl.

Auf eine Eigentiimlichkeit des Streifenbildes im gebogenen Balken
bei vorhandenem kleinem Schub sei hier besonders aufmerksam gemacht:
Die dufleren Streifen erscheinen ungestort, jedoch kann das Bild in un-
mittelbarer Niahe der neutralen Faser fithlbar gestért werden. Man mul}
also bei der Biegebelastung entweder fiir eine schubfreie ungestorte
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Balkenmitte sorgen oder die wahre Streifenzahl nach den Bemerkungen
S. 175 ermitteln.

Fithrt man diese Messung auf einem projizierten Schirmbild oder
einer Photographie aus, so muf fiir gleichzeitige gleich groBe Abbildung
eines MafBstabes gesorgt werden, wenn nicht der Abstand der beiden
Balkenrinder einwandfrei als MafBstab dienen kann. Bei dicken Stiben
ist hierbei besonders sorgfiltig auf senkrechte Stabdurchstrahlung zu
achten, damit nicht Vorder- und Riickseite des Stabes in fiihlbar ver-
schiedenem MafBstab im Bild erscheinen. Verwendet man weiles Licht,
so fiihrt man die Messung auf dem Schirm wieder mit der empfindlichen
Farbe durch, wihrend bei photographischen Aufnahmen die photo-
graphisch wirksame Wellenlinge besonders bestimmt werden miiflte.

Auf die Bestimmung der Wellenlinge A kann man aber durchweg
verzichten, wenn Eichung und Hauptversuch unter gleichen Bedingungen
und mit demselben Licht durchgefiihrt werden. Es geniigt dann die
Kenntnis von

1 i . d(o,—o0y) 12-P.1-4

woraus dann in der Modellaufnahme folgt:

1
2q =d(0;—0,) =M.

Die Werkstoffeichung mittels anderer leicht herstellbarer und leicht
berechenbarer Spannungszustinde ist zwar ebenfalls moglich, aber im
allgemeinen nicht so einfach wie mit dem Biegestab. KEs sei lediglich
darauf hingewiesen, dafl die Umrechnung in manchen Féllen auch im Modell
selbst vorgenommen werden kann. Man geht dabei so vor, dal man zu-
nichst einen beliebigen Werkstoffkennwert C' oder K und eine beliebige
Wellenlinge A annimmt, die der Wirklichkeit gar nicht zu entsprechen
brauchen, man setze z. B. K = 1. Die mit dieser Annahme im Modell
ermittelte Spannungsverteilung ist schlieBlich bis auf einen Faktor
unbestimmt, der nun noch aus einer bekannten ModellgréBle ermittelt
werden muf}. In vielen Fillen gibt es beispielsweise Querschnitte, in
denen die Summe der Normal- oder Schubspannungen einer bekannten
auBeren Last gleich sein muB. Manchmal ist auch im Modell selbst ein
Modellteil als gerader Biegebalken ausgebildet, dessen Moment bekannt
ist, oder die Umgebung einer am Modell angreifenden Einzellast 148t sich
unmittelbar rechnerisch erfassen. In all diesen Fillen hat man die M6g-
lichkeit, den in willkiirlichem MaBstab aufgenommenen Spannungs-
zustand schlieBlich mit einem solchen Faktor zu multiplizieren, daBl er der
vorliegenden Lastbedingung entspricht.

Hat man auBlerdem den Modellwerkstoff geeicht, so dienen die soeben
genannten Beziehungen zur Kontrolle der MeBgenauigkeit, die sich
namentlich bei verwickelteren Zustinden immer empfiehlt. Man sollte
nur in Notfdllen auf diese wertvolle Kontrolle verzichten.
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8. Aufnahme der Richtungsgleichen.

Wie man bei der Aufnahme der Farbgleichen die Richtungsgleichen
als stérend empfindet und durch Einschaltung von 4/4-Bléittchen beseitigt,
mdchte man auch bei der Aufnahme von Richtungsgleichen moglichst
keine Farbgleichen im Bilde haben. Die Richtungsgleichen sind unab-
hingig von der Wellenlinge, man wird also immer mit weiem Licht
arbeiten und schon dadurch die Schirfe der Farbgleichen vermindern.
AuBerdem hat man durch Wahl des Modellstoffes und der Lasthohe die
Gesamtzahl der erscheinenden Farbgleichen in der Hand und wird also
diese Zahl mdglichst niedrig halten. Andererseits erhdlt man, wenn
man mit weilem Licht bei Z-Werten wesentlich unter 400 my bleibt, in
den Gegenden verhiltnisméfBig geringer Spannungen auch nur geringe
Aufhellung, wodurch die Schirfe der Richtungsgleichen ebenfalls beein-
trachtigt wird. In manchen Fillen muB8 man dann vielleicht fiir ver-
schiedene Gegenden des Modells verschiedene Lasten anwenden. Das
ist ohne Einflu8} auf die Richtungsgleichen, wennsich nicht mit zunehmen-
der Last die Form des Modells oder die Art des Kraftangriffs verindert.
Werkstoffe geringer optischer Wirkung (Glas oder Plexiglas) -sind zur
Aufnahme der Richtungsgleichen sehr geeignet, aber auch hochaktive
Werkstoffe ergeben bei entsprechend geringer Belastung scharfe und
klare Bilder der Linien. Bei diesen geringen Lasten wirken aber etwa
schon vorhandene Eigenspannungen (z.B. Randeffekte) besonders
storend, so daBl auf urspriingliche Spannungsfreiheit ganz besonderer
Wert gelegt werden muB. In dieser Beziehung sind die Werkstoffe gerin-
gerer Wirksamkeit giinstiger als etwa die Phenolharze.

Die auf einem Schirm entworfenen Bilder von dunklen Richtungs-
gleichen erscheinen dem Auge um so schirfer, je heller ihre Umgebung
ist. Eine besonders starke Lichtquelle, geringe Lichtverluste und keine
iibertriebene Vergroflerung sind daher sehr empfehlenswert. Es gelingt
dann miihelos, die dunkle Mitte der Linien etwa mit einem Bleistift scharf
nachzuzeichnen. In Abb. 192b (S. 203) wird deutlich, daB in Bereichen
verhaltnisméBig geringer Lichtstérke (z. B. im Bereich der roten Farb-
gleiche) die Richtungsgleiche stark verbreitert erscheint, so daB der
Punkt ihrer stirksten Schwirzung nicht scharf bestimmt werden kann.

Photographische Aufnahmen sind ebenfalls moglich, dabei mufl aber
anders als bei den Farbgleichen verfahren werden. Am besten bleibt
man insgesamt auch hier bei mdglichst niedriger Farbgleichenzahl. Da
die Farbgleichen als moglichst hell empfunden werden sollen, nimmt
man ortho- oder panchromatische Platten, arbeitet bei reichlicher Be-
lichtung mit ungefiltertem weilen Licht, so daB nur der tiefste Schatten
der Richtungsgleiche glasklar bleibt, entwickelt schlieBlich hart und
kopiert mit moglichst geringer Belichtung.

Bei der Bestimmung der Hauptrichtung in einzelnen Punkten erhilt
man die sichersten Ergebnisse mit pendelnder Einstellung der gekreuzten
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Polarisatoren auf geringste Helligkeit, wobei vorher der Punkt durch
entsprechende Last auf moglichst hohe Helligkeit gebracht wurde.
Pendelnde Einstellung ist in Gegenden sehr geringer Spannung und
Helligkeit auch das beste Mittel, um an sich schwache Neigungsgleichen
aus der Bewegung heraus dem Auge deutlich zu machen.

Die Aufnahme der Richtungsgleichen kann mifllingen, wenn Biege-
oder Verdrillspannungen die Ebenheit des Zustandes storen. Schidliche
Einfliisse dieser Art miissen unbedingt ausgeschaltet werden.

Fiir die weitere Auswertung der Linien (zur Konstruktion der Haupt-
linien) geniigt meistens ein Winkelabstand von 10° zwischen den einzelnen
Richtungsgleichen. Fiir genauere Messungen sind manchmal 7,5°
gelegentlich sogar 5° Abstand erforderlich. Allgemeine Ubersichtsbilder
guter Genauigkeit erhdlt man aber auch schon mit 15° Abstand.

Die Umgebung eines singu-
9° l 90° laren schubfreien Punktes erfor-
dert besondere Sorgfalt. Der
Punkt ergibt sich als Schnittpunkt
aller Richtungsgleichen, seine La-
ge wird durch Mittelbildung vieler
Linien meistens sehr scharf be-
stimmt. Gewdhnlich ist es dann
auch moglich, die Richtung § der
. Richtungsgleiche ¢ gegen eine
A 125 Bk o6, Tehuntechonvsans  foste Achse durch diosen Punkt

zu messen. Liegt dicht in der
Nihe ein zweiter solcher Punkt, so erhilt man Richtungsgleichenfelder
etwa nach Abb. 125. Man kann dann manchmal nur aus der Umgebung
den niheren Aufbau des singuliren Bereiches ermitteln. Die Beobach-
tung des Fortschreitesinnes, in Abb. 125 durch Pfeile angedeutet, ist
hierbei zur Klirung wesentlich. Man legt sich von solchen Punkten
zweckmiBig Sonderskizzen an.

9. Zeichnung der Hauptlinien.

a) Allgemeines Feld. Die Aufnahme der Richtungsgleichen oder die
Hauptrichtungsaufnahme in den Punkten eines Netzes liefert die Grund-
lage zur Zeichnung der Hauptlinien. Zunichst wird man immer einzelne
kleine Linienelemente in der bestimmten Richtung zeichnen und dann
in diese Elemente die eigentlichen Linien hinein schmiegen. Ist das
Elementenfeld iiberall sehr eng, d.h. hat man sehr viele Richtungs-
gleichen — etwa alle 5° — aufgenommen, so besteht weiter keine Schwierig-
keit und das Netz der Hauptlinien entwickelt sich ziemlich zwangsliufig.
Bei etwas weiteren Abstinden der Richtungsgleichen ist aber ein syste-
matisches Vorgehen unerldBlich, wenn die Genauigkeit schlieflich
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befriedigen soll. Bei gegebenen Richtungsgleichen ¢, @, =¢; + ¢,
@3 = @y + € usw. schitzt man zu diesem Zweck zunichst dazwischen-

. - £ £ @1+ @ + @
liegende Linien ¢y =¢1—5, @o=¢ + 5= ! 2—2‘: Po3 = Pe ) :

usw. ab, sie liegen in der Mitte zwischen den aufgenommenen Linien.
Nun zeichnet man kleine geradlinige Elemente der Richtung ¢;, und
zwar fiihrt man die Elemente von gy
bis ¢, durch, ebenso zeichnet man
Linienelemente der Richtung ¢, von ¢,,
bis @3 usw. Dabei gibt man sich zu-
nichst einen ungefihren Elementenab-
stand (Hauptlinienabstand) vor und
zeichnet nur in den AnschluBpunkten
in @y, @y usw. die nichstfolgenden
Elemente an (Abb. 126). Man iiber-
zeugt sich durch eine iiberschligliche
Skizze vorher vom ungefihren Verlauf o
der Hauptlinien und beginnt dort mit AbD. lzfﬁs éi(ﬁlsf{ggﬁgﬁgsggic%:g? Hinien
der Zeichnung, wo die Linien moglichst
weit auseinander liegen. Die wirklichen Hauptlinien ergeben sich aus
den gebrochenen Linienziigen als Kurven, die diese Linienziige in den
Punkten ¢,, @, usw. beriihren (Abb. 127). Das Ver-
fahren wird zweimal durchgefiihrt, wobei einmal die
Elemente der Richtungen ¢;, ¢,, @; usw., das andere
Mal Elemente in den hierzu senkrechten Richtungen #
@1 £ 90°, @, 4 90° usw. gezeichnet werden. Die beiden
entstehenden Linienscharen entsprechen den Haupt-
spannungen o; und oj,. #

In vielen Fillen geniigt auch folgendes einfachere
Verfahren. Man zeichnet genau wie eben beschrieben P

s . . . . t

Linienelemente in der Rleht}lng @1 von @g bis @y o0 Hauptlinien
usw., aber zunichst wahllos in beliebigem, ziemlich im Tangentenpolygon.
geringem gegenseitigen Abstand. Das auf diese Weise
erzeugte Feld kleiner gerader Elemente fiillt die ganze Ebene iiberall.
Man zeichnet nun einfach mit freier Hand Bleistiftlinien, die sich dem
Elementenfeld tangential einfiigen, und zwar wieder von den Bereichen
weiten Linienabstandes zu engeren Bereichen fortschreitend. Die ent-
stehenden Bilder sind ziemlich unabhingig vom Beobachter, wenn die
Spriinge in @ etwa 10° oder weniger betragen. Am bequemsten zeichnet
man die geraden Linienelemente auf durchsichtigem Papier, dem man
das Bild der Richtungsgleichen hinterlegt. Auf der Riickseite dieses
Papiers entwirft man dann spiegelbildlich die freihdndigen Hauptlinien.
Die Reinzeichnung, bei der man die gegenseitigen Abstédnde noch etwa
ausgleicht, erfolgt schlieBlich mit Durchsicht auf dieses Blatt auf einem

Mesmer, Spannungsoptik. 10
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zweiten durchsichtigen Papier. DenMaBstab bei allen diesen Zeichnungen
wahle man so groB3 wie moglich.

Wihrend und nach der Zeichnung hat man einfache Kontrollen der
Zeichensauberkeit durch freien Augenschein: Uberall miissen die beiden
Linienscharen sich rechtwinklig kreuzen, iiberall am freien Rand steht
eine von beiden Linien senkrecht auf diesem Rand. Bei symmetrischen
Zustanden bringt man zuerst die Richtungsgleichen, schlieBlich die Haupt-
linien der beiden Hilften durch Papierfaltung zur Deckung und stellt
etwa vorhandene Verschiedenheiten fest. Manchmal kann man hieraus
das Bild noch etwas verbessern, manchmal war aber auch das Modell
wirklich unsymmetrisch und erfordert eine genauere Justierung der
Lager oder der Belastung.

In Bereichen sehr eng liegender Richtungsgleichen, also sehr starker
Kriimmung der Hauptlinien, ist eine besonders sorgfiltige Aufnahme
der Richtungsgleichen erforderlich, sie erscheinen auch in diesen Gegen-
den besonders scharf. Die schirfste Hauptlinienkriimmung tritt in der
unmittelbaren Umgebung der singuldren Punkte auf, hieriiber wird im
folgenden noch berichtet.

Auf eine andere Art der Zeichnung von Hauptlinienelementen sei
aber noch hingewiesen, die bei einer Einrichtung mit drehbarem Modell
durchgefiihrt werden kann (Einrichtung des spannungsoptischen Labora-
torinms der T.-H. Miinchen, Hersteller Leitz, Wetzlar). Die Linien-
elemente miissen iiberall die Neigung des zugehdrigen Wertes ¢ haben,
man bendtigt also gewohnlich einen Verstellwinkel mit Gradteilung und
mufB} auBerdem darauf achten, in welchem Drehsinn die Winkelteilung
des Polarisators und des Verstellwinkels zueinander laufen. Hé&lt man
dagegen die Polarisationsrichtung immer fest, z. B. waagerecht und
senkrecht, und dreht das Modell, so ist jede erscheinende Richtungsgleiche
mit waagerechten und senkrechten Linienelementen zu versehen. Mit
dem sich drehenden Modell dreht sich auch sein Bild, ein etwa vor-
gesehenes Zeichenblatt auf dem Projektionsschirm mufB also ebenfalls
so nachgedreht werden, dafl die einmal gezeichneten Umrisse immer
wieder mit dem Bild zur Deckung kommen. Man kann sich schlieBllich
die Zeichnung der Richtungsgleichen ganz ersparen und in den dunkel
erscheinenden Stellen unmittelbar im Projektionsbild die geraden Rich-
tungselemente einzeichnen. Diese Elemente haben immer dieselbe Rich-
tung, man kann eine Zeichenvorrichtung fest mit dem Ger#t verbinden,
etwa in Form eines rechteckigen Rahmens, dessen Kanten parallel zu
den Polarisationsrichtungen liegen. Fiir gréBere, nicht drehbare Modelle
kann die Einrichtung natiirlich nicht verwendet werden.

b) Umgebung von schubfreien Punkten (vgl. Kap.I, Abschn. 6 und
Kap. ITT, Abschn. 4). Die folgenden Ausfiihrungen gelten sowohl fiir
die Umgebung eines schubfreien Punktes im Feldinneren als auch am
freien Rand, bei dem immer nur die eine Hélfte des Gesamtsystems
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wirklich vorhanden ist. Die Konstruktion wird jedoch dadurch nicht
beeinflult, da ja ohnehin durch jeden Strahl durch den Punkt zwei
genau gleiche Feldhélften entstehen miissen.

Wenn iiber nihere Einzelheiten der schubfreien Punkte nichts bekannt
wiire, kénnte man ihre Umgebung genau wie das iibrige Feld behandeln.
Man zeichnet also zunichst in bestimmten Winkelspriingen ¢ die ver-
schiedenen Richtungsgleichen, die alle durch den im folgenden kurz
mit ¢ bezeichneten Punkt gehen. Fiir die unmittelbare Umgebung von
@ kann man dabei die Richtungsgleichen durch ihre Tangenten er-
setzen, man erhilt also ein Geradenbiischel, wobei zu jedem Richtungs-
wert @ eine Geradenneigung f§ =arctg y/x = arc tg { gehort. Zeichnet man,
wie unter a) beschrieben, in jedem Sektor ¢ entsprechende Linienelemente
der Neigung ¢ ein, so folgt daraus die Form des Hauptlinienfeldes auf
die iibliche Weise.

Nun wurde aber bereits festgestellt, dal zur Kennzeichnung der Um-
gebung eines Punktes @ die Kenntnis von 4 Grofien ¢, ¢y, €5, ¢, [Glei-
chung (17), S. 32] ausreicht, und daB die Anzahl der zur Bestimmung der
Hauptrichtungen notwendigen Groflen sich sogar auf zwei vermindert,
wenn eine singulire Gerade durch @ bekannt ist. Diese singuldre Gerade
zeichnet sich dadurch aus, daB ihre Neigung § gerade gleich der Haupt-
richtung ¢ ist. In einem am freien Rand liegenden Punkt @ ist die Rand-
tangente selbst stets eine solche singuldre Gerade, da eine Hauptrichtung
gleich der Randrichtung ist, ebenso muB bei jedem auf der Symmetrie-
achse eines symmetrischen Zustandes liegende Punkt eben diese Symme-
trieachse eine singulire Gerade durch @) sein. Nur bei singuldren Punkten
mitten im Feld ist es notwendig, sich zundchst eine singulire Gerade zu
suchen. Probieren fithrt am schnellsten zum Ziel. Man éndert die Polari-
sationsrichtung @ so lange, bis die zugehorige Richtungsgleiche eine Tan-
gentenrichtung 8 = ¢ oder § = ¢ 4 90° aufweist. Die Tangente ist dann
die gesuchte Gerade. Das Ergebnis ist immer eindeutig und scharf bei
offenen Punkten, es kann bei geschlossenen Punkten unsicher sein.

Wenn nun eine singuldre Gerade unmittelbar oder durch dieses Pro-
bieren bekannt ist, so zihle man zur weiteren Konstruktion von ihrer
Richtung aus die Winkel ¢ und g = arctg?. Die nunmehr mogliche
allgemeine Darstellung tg 2 ¢ = ~72—_|—C_—b-z~ [Gleichung (19¢) S. 33] be-

a,
deutet demnach, dal man nur noch zwei Zahlenwerte @, und @, mit den
zugehorigen Werten {; und ¢, zu bestimmen braucht, um @ und b und
damit die Form des Feldes (etwa nach Abb. 39 und 40, S. 35—38) voll-
standig zu kennen. Beispielsweise geniigen folgende zwei Werte fir ¢:
— o &

= -} 22,5 l=—"22—,
2 42+ bC,

10*
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— 99 _1__ b
@y = —22,5 l_a/2+b§‘:’
also
L=9+bl, a= 2f(1-b),
—ly=y +bl  a=—20,(1+0).
Hieraus:

_&+h s -&h

L-4 2 L&
Zur Kontrolle kann man noch einstellen:

b

—_— o . Ea i___ -
@ = £ 45°, oo—a/2+bfg’ 5 = bls.
(Im Symmetriefalle gilt &, = —&;, b =0, a = {;, 3 =00.)

Wenn diese Kontrolle versagt, ist durch die Aufnahme weiterer Winkel
(etwa @ — 15, 30 und 35°) der Gesamtzusammenhang zwischen ¢ und f
aufzunehmen, und zwar am besten graphisch in einem Diagramm, in
dem iiber ¢ der Wert 2 (/tg 2 ¢ aufgetragen wird. Wegen des Zusammen-
hangs 2/tg2@ =a + 2b( muB sich eine ausgleichende Gerade durch
die Punkte legen lassen, die fiir £ = 0 den Wert a und deren Neigung den
Wert 2 b ergibt (selbstverstandlich sind fiir kleine Werte ¢ und  keine
genauen Punkte dieser Geraden zu erhalten). Schnittpunkte der Gerade
mit der Parabel 2 [/tg2 ¢ = (1 —ZQ) ergeben die (- bzw. p-Werte etwa
vorhandener weiterer singulirer Geraden.

Ist die Richtung der urspriinglichen singuliren Geraden unsicher
(insbesondere fiir @ A2 1), so versucht man es entweder mit einer anderen
Geraden oder nimmt mit mehreren Einstellungen den Zusammenhang
zwischen @ und B wie in Abb. 40, S. 38 auf.

10. Folgerungen aus den Linienfeldern.

Aus den allgemeinen Differentialgleichungen der Hauptlinien wurden
bereits auf S. 29 drei einfache Folgerungen gezogen, die hier noch einmal
erwahnt seien:

1. In kleinem Abstand 4 s, von einem freien Rand ergibt sich eine
senkrecht zum Rand gerichtete Spannung ¢, nach der Formel g, = ? A s,,
1

dabei ist o, am Rand wegen o, =0 spannungsoptisch bekannt und
1/p;, die Randkriimmung. o, und o, haben bei konkavem Rand gleiches,
bei konvexem Rand entgegengesetztes Vorzeichen.

2. Die Randlingsspannung erreicht einen Hochstwert oder Kleinst-
wert in einem Punkt, in dem die auf dem Rand senkrechte Hauptlinie
ungekriimmt auf den Rand stoBt (g, = 00), gleichzeitig mull also die
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Richtungsgleiche ebenfalls senkrecht auf dem Rand stehen, denn jedes
gerade Stiick einer Hauptlinie mul} gleichzeitig ein gerades Stiick einer
Richtungsgleiche sein (zuverldssiger und
deutlicher ergibt sich meistens der Ex-
tremwert der Randldngsspannung un-
mittelbar aus dem Farbgleichenbild, in
dem dann Kkleine geschlossene Kurven
etwa nach Art der Abb. 128 auftreten). Aol 195, Farbeleichoni

3. Am freien Rand gilt fiir die Rand- " Zoines Hausntohatucromebun
spannung der Kontinuititssatz, d. h. die
Spannung wichst oder sinkt verhiltnisgleich zum Kehrwert des gegen-
seitigen Abstandes zwischen benachbarten Hauptlinien, d. h. zwischen
Rand und Nachbarlinie.

Aus 1 und 2 folgt aullerdem: %

4. Die senkrecht zum Rand gerichtete Normalspan-
nung o, bleibt in der Néhe des freien Randes auf einer
s,-Linie gleich Null, wenn diese s,-Linie den Ort von ~
Wendepunkten der s,-Linie darstellt (Abb. 129). Auch
bei nur angenéherter Erfiillung dieser Bedingung bleibt o,
jedenfalls sehr klein.

Im Feldinneren gilt:

] Abb. 129.

5. Hochstwerte oder Kleinstwerte einer Normalspan-  Verschwindende
zweite Haupt-

nung ¢, werden erreicht, wenn die Hauptlinie s, keine spannungim Be-
Krimmung hat, d. h. im allgemeinen, wenn sie einen ioeeie doc o
Wendepunkt aufweist. An der gleichen Stelle fillt dann  Hauptinien.

die Richtungsgleiche auf ein kurzes Stiick mit der s;-Linie zusammen,

sie steht also ebenfalls senkrecht auf der s,-Linie.

R
4

11. Die Messung der Dickeniinderung des Modells.

Die Messung der Dickeninderung mit Hilfe von zwei gegeniiberliegen-
den Abgreifstiften, deren gegenseitige Bewegung auf ein MeBgerit iiber-
tragen wird, kann aus zwei Griinden besondere Schwierigkeit bieten.
Erstens ist bei groBeren Modellen eine weit offene Zange notwendig, die
um das Modell herum zu den inneren Modellpunkten greifen kann,
zweitens kann sich bei der Belastung das Modell auch ein wenig aus
seiner urspriinglichen Ebene heraus bewegen oder sich etwas schrig
stellen. Aus dem ersten Grunde mufl man entweder eine sehr feste steife
Zange bauen — dann ist aber die aus dem zweiten Grunde erwiinschte
Beweglichkeit des Gerétes nicht zu erreichen — oder man baut die Zange
sehr leicht, so kann man wegen der langen Hebelarme keinen Mechanis-
mus mit Reibung mehr bedienen. Ist das zu vermessende Modell klein
und dick, so fallen diese Schwierigkeiten fort.

Der mechanisch-optische Dickendnderungsmesser von CORER[0.08, 28,
6.07] besteht aus einem sehr steifen Biigel, der auf einem besonderen
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Gestell beweglich einstellbar befestigt ist. Der Biigel trigt an einem Ende
eine feste Spitze, am anderen ist eine zweite bewegliche Fiihlspitze vorge-
sehen. Bei der Modelldickeninderung wird diese in einer zylindrischen
Fiihrung verschiebliche Fithlnadel im Biigel bewegt und dreht einen am
Biigel drehbar gelagerten kleinen Spiegel. Coxer empfiehlt ein Ver-
fahren, bei dem der Dickenverlauf des Modells lings einer Geraden
erst im unbelasteten, dann im belasteten Zustand aufgenommen wird.
Dies geschieht, indem durch die Drehbewegung des Spiegels ein Licht-
strahl ausgelenkt wird, der einen feinen photographischen Strich auf einer
Trommel mit lichtempfindlichem Papier aufzeichnet. Die Trommel-
bewegung ist mit der Modellbewegung gekoppelt, so daBl jedem Punkt
auf dem Papier ein bestimmter bekannter Modellpunkt entspricht.
Zeichnet man beide Versuche auf denselben Papierstreifen mit zweimal
wiederholter gleicher Trommelbewegung, so ist der Abstand zweier iiber-
einander liegender Kurvenpunkte unmittelbar ein Ma@ fiir die Dicken-
verinderung, d. h. fir die Spannungssumme S. Das Gerét ist teuer und
umstindlich und setzt grofles Experimentiergeschick voraus. COKER gibt
an, daB er an seinen Zelluloidmodellen eine MeBgenauigkeit von etwa 3%
erreicht habe.

Fehler treten auf, sowie sich das Modell etwas neigt oder aus seiner
Ebene bewegt, denn der schwere Biigel wird dieser Bewegung nicht ohne
weiteres folgen. Da sich auBerdem das Modell auch bei der Belastung
in seiner Ebene verschiebt, ist bei zweimaligem Befahren einer Geraden
nicht gesichert, daBl man beide Male genau dieselben Punkte iiberstreicht.
Bei nicht ganz ebenem Modell entstehen hieraus weitere Schwierigkeiten.

Baut man dagegen nur einen leichten frei aufgehidngten Biigel, der
etwa auftretenden Bewegungen folgt, so kann die Betétigung von
gefiihrten Stiften oder drehbar gelagerten Teilen leicht zu einer fiihl-
baren Durchbiegung der Biigelarme fiihren, so dafl man besser auf solche
Betitigung verzichtet. Das auf dieser Grundlage von Vose [5.24] ent-
wickelte Gerit besteht aus zwei langen leichten Armen, die etwa in der
Mitte durch ein Kreuzfedergelenk verbunden sind. Am einen Ende der
Arme stehen sich zwei Fiihlstifte gegeniiber, die als einstellbare Schrauben
wihrend des Versuches fest mit den Armen verbunden sind und die
Dickendnderung unmittelbar auf die Arme iibertragen. Um das Kreuz-
federgelenk als Drehpunkt bewegen sich die anderen Enden der Arme
entsprechend. Beide tragen je eine kleine Glasplatte, von denen die eine
durch drei Stellschrauben zunichst parallel zur anderen eingestellt wird.
Bei der Durchleuchtung der Platten mit streng einfarbigem Licht ent-
stehen zwischen ihnen Interferenzstreifen, die sich entsprechend der
Abstandsinderung der beiden Platten verschieben und abgezihlt werden.
Das ganze Gerit ist im Federgelenk (Schwerpunkt) mit einem Faden auf-
gehingt und kann kleinen Verschiebungen des Modells folgen, ohne daB
dadurch die Messung beeinflu3t wiirde. Eine kleine Neigung des Gesamt-
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gerits bleibt in den Interferenzstreifen unbemerkt, wenn der Lichtstrahl
die Glasplatten senkrecht trifft (vgl. S. 153). Das Vorzeichen der Bewe-
gung bleibt unsicher und mufl nach jeder Neueinstellung der Glasplatten
neu bestimmt werden. Je nach der gegenseitigen Plattenneigung wandern
die Streifen bei der Bewegung nach der einen oder anderen Seite. Das
Gerit ist bei einer Gesamtlinge von etwa 25 cm (12 cm Hebelarm) leicht
und stabil, es 148t sich bei etwa 10 mm dicken Modellen leicht aufsetzen
und bei Quecksilberdampflicht gut ablesen.

Zwei Verbesserungen haben sich noch bewahrt. Statt der parallelen
Glasplatten nimmt man besser ein kleines Prisma und ein Schwarzglas
nach Abb. 130, dabei fallen alle stérenden Interferenzen infolge der ver-
schiedenen Oberflichen fort. Man kann auferdem die Wirkung kleiner
Modellkippungen noch ausschalten, die bei manchen Modellen unver-
meidlich sind. Sind die Fiihlstifte etwa stumpfe Spitzen, die auf dem
Modell gleiten kdnnen, so entsteht bei einer Seobactler
kleinen Kippung « eine scheinbare Dicken-
vergroflerung 4 im Modell nach der Glei-

chung
Abb. 130.

d o 4 o
@+d)=gr~d(1+5), T~F
Anordnung zur Beobachtung von

(Abb. 131a). Da die zu messenden Gesamt- Interferenszstreifen.
dehnungen bei einem verspannten Zelluloid-
modell von 10 mm Dicke in der Gegend vom Y/, liegen, ergibt schon
ein Winkel o = 1° einen Meffehler von tiber 10%. Sind die Spitzen durch
gréfere feste Kugeln vom Radius r ersetzt, die auf dem Modell abgleiten,
so ist- der Fehler noch gréBer (Abb. 131b). Es gilt

4 o2 r
Sind dagegen die Spitzen gelenkig nach Abb. 131c¢ angebracht, so ergibt
sich bei einer Kippung um « eine scheinbare Verringerung der Modell-
dicke um

Lrchteinfall

4 o [ d

T~ (1)

statt dessen konnen auch elastische Spitzen nach Abb. 131d verwendet
werden, deren Endpunkte sich auf Kreisen mit dem Radius 7 -%/; bewegen.
Die elastische Spitze hat den weiteren Vorteil, daBl sie mit ihrer ela-
stischeri Riickfederung das Gerit gegen Auslenkungen stabilisiert.
Eine Kombination von fester Kugel einerseits und beweglicher Spitze
andererseits (Abb. 131e, wobei das Modell auf der Kugel nicht gleitet,
sondern rollt) ergibt eine gegenseitige Aufhebung der Einfliisse, wenn

man wihlt
d
=d (1 + T) .

Die Messungen sind dann tatsichlich gegen kleine Schrigneigungen des
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Modells oder der Zange unempfindlich. Bei groflerer Zangenliange miissen
die Messungen in schwingungsfreien Rdumen vorgenommen werden.
Die Messung der Dickenénderung in einem gréBeren Modellbereich
gleichzeitig kann interferenzoptisch mit Hilfe einer zweiten plangeschlif-
fenen Scheibe erfolgen.
Tesar [2.19] empfiehlt
hierbei, je drei bekannte
Randpunkte als Grund-
punkte einer Ebene fest-
zulegen und die Héhe der
Modelloberfliche iiber
dieser Ebene in Licht-
wellenlingen auszuzéh-
len. Nach einer Vermes-
sung beider Modellober-
flichen ist damit die
Dickenénderung des Mo-
dells iiberall bekannt.
Man z&hlt dabei die Zahl
der Streifen zwischen den
Grundpunkten und den
MeBpunkten. Die Bruch-
teile zwischen den gan-
zen Streifen und den
steigenden oder fallenden
Richtungssinn bestimmt
man dadurch, da man

Abb. 131 abise. Wirkung der

Modellneigung « aut die den Strahl neigt und
ickenmessung. .
a zwel gieitenge Isipitzen’ dadurch den Lichtweg
b zwei gleitende Kugeln, 1 5 1
sl ettty im Spalt verlingert. Liegt
d zwei elastische Spitzen, etwa der Modellpunkt P
e eine abrollende Kugel und . .

eine elastische Spitze. zwischen den Streifen K

und (K + 1) bei (K + ¢)
Wellenldingen vor der
Priifglasscheibe und der
Strahl wird gedreht, bis der Streifen (K + 1) durch P geht, so ist
dazu eine Strahlneigung « erforderlich (Abb. 132) nach der Gleichung

K1te o?
cosoc=K+1 Nl—?-

Ist ein Neigungswinkel § erforderlich, um den Streifen (K-1) an den
Punkt zu bringen, durch den urspriinglich der Streifen K ging, so gilt

entsprechend

LB K+l
— T K
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Daraus folgt
K+¢ 2— 2 £ pE—a? a?
K Nz_ﬁz KR 9 s awl—ﬂj.
Der Punkt P liege zwischen k und (k + 1) bei (k + d) Wellenlingen iiber
einem Punkt der angenommenen Grundfliche, so wird nach der Aus-
zéhlung von k der Wert 6 = 1 —¢ = o?/f? aus zwei solchen Neigungen o
und f bestimmt, gleichzeitig folgt der Sinn wachsender
Werte k, weil bei der Neigung der Lichtweg nur grofler
werden kann. Die genau senkrechte Nulleinstellung
mull vorher ermittelt oder durch zwei Neigungen in
entgegengesetzter Richtung eliminiert werden. Ko7\ Hhee
Nach FrocHT [3.09] wird die absolut ebene Plan- o

platte auf das ebenfalls absolut ebene, waagerecht lie-
gende Modell nach seiner Belastung einfach aufgelegt ==~ .. Messung
und ausbalanziert, dann wird senkrecht von oben photo-  einer Luftspaltdicke

. .. . . mittels Interferenz
graphiert. Bei einem symmetrischen Modell und mit bei Strahlneigung.
grofler Geduld wurden auf diese Weise sehr schone Auf-
nahmen der Linien gleicher Dicke erreicht. Bei unsymmetrischen Modellen
diirfte das Verfahren versagen.

12. Die Vermessung des Feldes S = (0;+ 6;)
mit gegebenen Randwerten.

a) Will man ein ebenes elektrisches Potentialfeld mit gegebenen Rand-
werten vermessen, so ist lediglich die Herstellung eben dieser Randwerte
schwierig. In einem elektrolytischen Trog kann man beispielsweise eine
grolere Anzahl von leitenden Polkl6tzen eintauchen, die iiber strom-
fithrende Drihte mit zwischengeschalteten verstellbaren Widerstdnden
an einen Rheostaten angeschlossen sind. Man verdndert die Widerstinde
so lange, bis die vorgeschriebenen Spannungsrandwerte lings einer gege-
benen Randlinie erreicht sind. Infolge der gegenseitigen Beeinflussung
der Randspannung gehért allerdings viel Geschick und Erfahrung dazu,
um die richtige Einstellung der Widerstinde und der Polstandorte aus-
zuprobieren. Besser ist nach einem Vorschlag von Tank die Verwendung
einer Feldbegrenzung aus Isolierstoff mit einer eingebrannten schlecht
leitenden Oberfliche (Graphit-Wasserglas-Paste), die die Randwerte
zwischen einzelnen iiber Widerstinde unter Spannung gesetzten Punkten
linear ausgleicht [5.13, 7.21, 8.04]. Die Herstellung des elektrischen
Gleichnisses fiir Randsingularitdten (Einzellasten) ist so schwierig, daf3
man diese Punkte meistens besser mit einem kleinen Umgebungsbereich
herausnimmt. Léngs dieses Hilfsrandstiickes werden dann theoretisch
ermittelte Rand werte eingestellt (vgl. S.199). Die Aufgabe der Spannungs-
messung im Feld wird am bequemsten mit Hilfe eines Telephons in
Briickenschaltung mit Wechselstrom gelost. Eine Telephonzuleitung
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wird an eine bekannte Spannung gelegt, die andere wird mit einem Tast-
stift im Feld umhergefahren, bis kein Strom mehr durch das Telephon
flieBt. Man nimmt auf diese Weise alle Punkte einer Potentiallinie auf,
wobei man zweckmiBig iiber einen Storchschnabel gleichzeitig den Ort
des Taststiftes mechanisch auf eine Zeichnung iibertrigt.

b) Zur Vermessung einer gespannten Haut mit gegebenen Héhen
lings einer Randlinie kann man entweder den abgewickelten Rand aus
einem diinnen Blech ausschneiden und eine Seifenhaut (Seife mit viel
Glyzerin) dariiber ziehen, oder man stellt sich erst ein festes Modell des
Randes aus Holz etwa nach Abb. 133 mit einem passenden Gegenstiick
her, so daB man eine Gummihaut dazwischen klemmen kann. Zur Ver-
' messung der kurzlebigen Seifenhaut wird
z. B. nach FoéppL die Haut leicht mit
Lykopodium bestdubt und dann stereo-
photographisch aufgenommen?!. Die ei-
gentliche Vermessung erfolgt in den bei-

] den Platten im Stereokomparator. Man

ﬁgxlféw}vii'tef ggﬁegpﬁgenvgﬂgge%eﬁf kann aber auch die Seifenhaut mit einem
Taststift vermessen, wenn man dabei

die sorgfiltig gereinigte Stiftspitze und ihr Spiegelbild in der Haut
beobachtet und den Stift immer nur eben bis zur Beriihrung bewegt.

Weniger umsténdlich ist die Hohenvermessung an einer Gummihaut.
Damit die Haut hierbei der Forderung gleichformiger Spannung nach
allen Seiten entspricht, wird sie zunéchst auf einem groen Rahmen all-
seitig gleichmiBig sehr stark gedehnt, etwa mit Kontrolle durch ein
vorher aufgezeichnetes Quadratnetz. Die Vermessung erfolgt wieder
unmittelbar mit einem Hohentaststift, man kann aber auch mit ent-
sprechenden VorsichtsmafBnahmen einen Wachs- oder Gipsabgufl der
Hautform herstellen und dann seine Héhenschichten aufnehmen. Die
Durchsenkung der Haut unter dem GuBgewicht mufl dabei durch ent-
sprechende Flissigkeitsfiillung auf der anderen Hautseite aufgehoben
werden. In der Nihe von Einzellastsingularititen erscheinen hohe Rand-
wertspitzen, so daB beim Versuch der Hauteinspannung hier starke
zusétzliche Hautspannungen auftreten wiirden, die nach Voraussetzung
nicht vorhanden sein diirfen. Diese Singularititen mufl man also wie im
Fall des elektrischen Potentials durch ein Hilfsrandstiick umgehen und
herausnehmen.

T D
nllllll,'",.q,mmr..mm

13. _Das Verfahren von NEUBER.

Die graphische Bestimmung der S-Gleichen aus ihren Richtungs-
elementen beruht auf folgenden Zusammenhiéingen. In einem Punkt
1 TaiEL, A.: Photogrammetrisches Verfahren zur versuchsméiBigen Loésung

von Torsionsaufgaben. Ing.-Arch. Bd. 5 (1934) S. 417—429; vgl. auch Quest, H.:
Ing.-Arch. Bd. 4 (1933) S. 510—520.
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seien auBer dem Hauptliniensystem (Linien 1 und 2) gegeben: 1. Die
Linie, auf der die Hauptspannungssumme S konstant ist (8-Gleiche). 2. Die
Linie, auf der die Hauptspannungsdifferenz (0, —o0s = T) konstant ist
(T-Gleiche, Farbgleiche). 3. Die Linie, auf der die Hauptspannungs-
neigung @ konstant ist (Richtungsgleiche), und zwar sollen diese drei
Linien die Winkel «, 8 und y gegen die Hauptrichtung 1 bilden, sie sollen
mit 3, 5 und 7 bezeichnet werden (Abb. 134). AuBierdem seien noch die auf
3, 5 und 7 senkrechten Linien 4, 6 und 8 eingefiihrt. Langs der Linie 3
dndert sich S nicht, wihrend senkrecht hierzu, in Richtung 4, die grofite
Anderung von S, gegeben durch 2 8/@s, stattfindet. Ebenso verschwinden
0T/os; und o¢/os,, wihrend
die groBten Anderungen von 7'
und ¢ durch & T/9 s und d¢/d s,
gegeben werden. Schreibt man
die Gleichgewichtsbedingungen

7 p=konst
5 T=konst

3 S=konst

(15d) S.29 in der Form 77
28  orT ag
(156) 381 681 +2T382 —O’
88  oT ag
o5, a5, T 2T 5, =0,

. Abb. 134. Bezeichnung der Linienlemente
so lassen sich alle auftretenden des Verfahrens von NEUBER.

Differentialquotienten ~ durch
die soeben angegebenen groBten Anderungen (,, Gradienten‘) der einzelnen
GroBen ausdriicken, und zwar ist

a8 @8 9T _ oT g

S
<

b5 = 75, SO, a—sl_——a—sﬁsmﬁ, b5, = s, SV
N a8 aT orT op _ op
s, — s, 0084 Fraie a—secosﬂ, Fs, = ds, COSV-
Aus den Gleichungen wird dann
o8 . oT G
Esma=~——58—6smﬂ+2]’ﬁcos7/,

(151)
o8 orT op .
Ts, COSA= G- cos §+2 T——ass siny.

Hieraus folgt sofort durch Division der Wert

oT . . g
_—8?;8111 ﬁ—,—2T§¥cosy

or op . T
avsscosﬁ—l-2Ta—Ss sin y

(34) tgo =

Spannungsoptisch lassen sich § und y als Neigungen der Farbgleichen
und Richtungsgleichen gegen die Hauptlinie 1 messen, die Groien
0T[os; und Op/0s, sind angendhert aus dem gegenseitigen Abstand &
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zweier benachbarter Schubgleichen, bzw. dem Abstand ¢ zweier Richtungs-
gleichen zu ermitteln, es gilt

oT AT o9 A

EORA I TR O
wobei AT = A (6, — 0,) und Ag den Spannungssprung bzw. den Winkel-
sprung zwischen den benachbarten Linien bedeuten. Man kann hieraus
tg o errechnen und ein Linienelement in der Richtung o gegen die Haupt-
linie 1 einzeichnen. NEUBER gab auch eine graphische Losung an [3.15,

4.22, 5.06]: Nach Abb. 135a zeichne

Ma”'o Hine & & 4 ace man um den interessierenden Punkt
q?‘:\wngsg gigh  © (Schnittpunkt einer Farbgleiche
fe (?’,fg)leifhe und einer Richtungsgleiche) einen

ol

Kreis mit dem Radius ¢ (d. h. mit
einem Radius, der dem mittleren
Abstand der beiden benachbarten
Richtungsgleichen entspricht). Man
ermittle ebenso den mittleren Ab-
stand b der beiden benachbarten
Farbgleichen. Man zeichne die
Tangenten an die Hauptlinien, die
4 Farbgleiche und die Richtungs-
! gleiche durch den Punkt P, und
¢ / zwar an die Linie 1 nur in Rich-
- £ . e .
Y, = A% 7 tung steigender s, (positiv), an die
b Linie 2 nur in Richtung fallender
Abb. 135 au. b._Konstruktion der S-Gleichen- 8, (negativ), an die Farb- und Rich-
richtung nach NEUBER (vgl. Text). a Kon- . .
struktionsgroBen, b Teilausschnitt zum Beweis. tungsgleiche nur zur Rechten des stei-
genden Sinnes von 7' und ¢. Die
Schnittpunkte dieser Tangentenarme mit dem Kreis seien mit A, B, C und
D bezeichnet. Nun trage man die Bogen A% = —AC und BF =—AD
auf dem Kreise ab (beide sind immer entgegengesetzt zu AC und 4D
zu zeichnen!). SchlieBlich trage man auf der Geraden PF eine Strecke

d=2 ZAT(’J + b bis zum Punkte G ab. Dabei ist /4T im allgemei-

nen eine ganze Zahl, da die Farbgleichen bei einfarbigem Licht eine ganz-
zahlige Reihe von Schubspriingen A 7' bilden,wédhrend A¢ im Bogenmal
zu rechnen ist. [Am einfachsten ermittelt man d aus einer graphischen
Darstellung, in der man fiir gegebene Werte Ag (etwa 5°=0,087 oder
10°=0,174) d als Ordinate iiber b als Abszisse fiir verschiedene ganze
Zahlen auftrigt.]

Die Verbindungslinie G'E ist dann parallel zu der durch P gehenden
8-Gleiche. Zum Beweis sind noch einmal die Punkte P AEG heraus-
gezeichnet (Abb. 135b), auBlerdem sind noch drei Lote geféllt, und zwar £ H
senkrecht auf PA, GI senkrecht auf FH, PK senkrecht auf GI. Es

Hauptinie 7

L

/)

=

3.
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ist tg «=FEI/GI. Nun ist EI=HI—HE=PK—HE =d-cosy
—csin f, ebenso ergibt sich GI =GK 4+ KI=GK + PA =ccos B
+ d sind p, also ist

——csmﬂ—}—Z r A(p b cosy ——AbT sinﬂ—l—ZTA—f—cosy
tga= = .
ccosﬁ-|-2 T Alpb siny #cosﬂ+2TA<psiny

Dasistaber genau Glelchung (34)fiir tg o, wenn die angegebenen Niherungs-
werte fiir die Differentialquotienten eingesetzt werden.

Schliefllich kann man noch 08/0s, = A(g, + 0,)/a ermitteln, wenn
man etwa setzt A (o; + 0,) = A (0, —0,) = AT und wenn a die zu diesem
Sprung gehorige Strecke auf der Linie 4 darstellt. Aus Gleichung (15f)
folgt durch quadrieren und addieren:

88\ (8T \2 dp\e , oT op . .
(‘a—g) = (‘8‘8—6“) + (2 T—as—a) +4Tsﬁ“' T"a—sa—(slny COSﬂ . cosysmdﬂ),
oder mit den angenommenen Spriingen und Strecken:

(i@)zz(%@)2+(2 74% ) +4 21149 G, p),

a

S s () b2 (D2 g

at
Aus den bekannten Gréflen des Dreiecks GE P folgt

GE? = c?+ d* 4 2cdsin (y — B), also ist %=%CE.
Aus geniigend vielen Linienelementen dieser Art lassen sich dann die
S-Gleichen und die auf ihnen senkrechten Linien ermitteln, wobei
die in Kap. IV, Abschn. 2 ausfithrlich besprochenen Eigenschaften des
§-Gleichennetzes (Quadratnetz) zur Kontrolle und Verbesserung dienen
kénnen. Zeichnet man die S-Gleichen fiir eine Reihe von S-Werten,
die gerade den ganzzahligen Spriingen 4 (o, — 0,) der Schubgleichen ent-
sprechen, so enden am freien Rand mit S = 7' die S-Gleichen immer
mit der entsprechenden Schubgleiche. Wenn der Rand als Linie 1 be-
zeichnet wird, ist wegen S = 7' auch 8.8/2s, = 07/0s,. Die erste Gleich-
gewichtsbedingung [Gleichung (15e)] lautet also am freien Rand

0 8 N orT . 0
fﬁl——{—T <p_0 d.h. — smoc_—zgsmﬂz—T%cosy
und fiir die Nelgung o der S-Glelchen gegen den Rand ergibt sich
oT . oT .
—a—%s1nﬁ+2a—sssmﬁ sin B

tgo = —_—= - .
aﬁﬂicosﬁ’—f—2igsinﬁtg;/ cos f+ Zsinfitgy
0sg 0sg

Fiir den geraden freien Rand ist auBlerdem die Randhauptlinie 1 gleich-
zeitig Richtungsgleiche, es ist y = 0 und tg « = tg 8, d. h. die S-Gleiche
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lduft unter derselben Richtung wie die Farbgleiche in den geraden
freien Rand ein.

SchlieBlich sei erwihnt, daB auch das Netz der S-Gleichen und der
zu ihr senkrechten Kurven singulire Punkte (Sattelpunkte der S-Fliche)
aufweisen konnen. Aus den Eigenschaften der Potentiale (vgl. S. 76)
folgt sofort anschaulich, daB sich in einem Sattelpunkt stets zwei
senkrecht aufeinander stehende Gerade schneiden miissen, in denen
S konstant ist, die also selbst S-Gleichen sind. Diese Geraden sind dem-
nach Asymptoten, denen sich die iibrigen S-Gleichen hyperbolisch ein-
schmiegen. Im iibrigen ist in einem solchen Sattelpunkt mit unbe-
stimmten o

be s, 05 = 0
also
oT . oy o oy .
—afssmﬂ—ZTa—sscosy, a—%cosﬁz—QT—%B—SIny,

woraus folgt: tg f = —1/tgy, d. h. y = 4 90°, die Farbgleiche und die
Richtungsgleiche stehen im Sattelpunkt der S-Fliche senkrecht auf-
einander (ein Beispiel eines solchen Punktes findet sich in Abb. 174b,
S. 193). Umgekehrt bedeutet y = § -+ 90° nicht notwendig einen Sattel-
punkt fir S, es mul lediglich sein
o8 or 0
OCZ—ﬂ,*aS—li:Hj: T?;p;.

14. Die Integration lings der Hauptlinien.

Die auf die Hauptlinien bezogenen Gleichgewichtsbedingungen schreibt
man fiir praktische Integrationszwecke in der Differenzenform
A8, Ag
Asy, ?

Aoy = —(0,— ) 222% (vgl. Gleichung 15c, §.29).
1

Aoy = — (0, —0,)

Man geht dabei im allgemeinen so vor, daB man z. B. in ¢, auf der Haupt-
linie s, um Elemente As, fortschreitet, deren Léngen sich aus der auf-
genommenen Reihe der Neigungsgleichen, d.h. aus dem Wert A¢ er-
geben, wie in Abb. 80, S. 80 angedeutet wurde (Schritte von 4 nach B
oder von A nach C). Bei sehr flachen Schnitten ist es dagegen besser,
um feste kleine Betrige As, fortzuschreiten und das Verhiltnis 4¢/4s,
aus der in s,-Richtung gemessenen gegenseitigen Entfernung zweiter
benachbarter Richtungsgleichen zu entnehmen.

Beim Beginn an einem Punkt des freien Randes sei o, die zum Rand
senkrechte Spannung. Am Rand selbst ist g, =0 und ¢, = (6, — 0,)
wird aus der Farbgleiche entnommen. Beim Fortschreiten auf der

8y-Linie senkrecht zum Rand um As, ist zunéchst ¢, = %—A 8y, dabei
1
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ist g, der Randkriimmungsradius und das Vorzeichen von ¢, nach 8. 29
gegeben. Man schreitet dann auf der s,-Linie von Richtungsgleiche zu
Richtungsgleiche fort, wobei zweckmiflig ein fester Sprung A (5°
= 0,087) zwischen den Richtungsgleichen d.h. den MeBpunkten, einge-
halten wird. Das Verhaltnis A s,/4s, entnimmt man als tg y der Zeichnung,
wobei y der Winkel zwischen den Tangenten an die Hauptlinie und an die
Richtungsgleiche ist. Am Rand ist das Vorzeichen von o, selbstverstind-
lich ; weiter innen gelten Regeln, die sich aus den Gleichungen (15) S. 28
ergeben und die in Abb. 136 noch einmal dargestellt sind.

An jedem erreichten Punkt kennt man (o; —0,) und g,, also den ge-
samten Zustand. Man kann also an jedem beliebigen Punkt die Fort-
schreiterichtung &ndern und nun o, auf einer
s;-Linie fortschreitend weiter bestimmen. Zur
Kontrolle kann man schlieBlich auf beliebigem
Wege zu einem anderen freien oder bekannten
Randpunkt vordringen, wobei die senkrecht

zum Rand wirksame Spannung verschwinden  wi@-0y) 2 P,
oder einer bekannten Spannung entsprechen 5 z
muB. Im allgemeinen wird das nicht genau b

stimmen und man wird von dem erreichten + 45, 3
Randpunkt aus die Ergebnisse noch etwas 4o

verbessern. i (0-2) . P

Die zweite beschriebene Art des Fortschrei- 415, 1364 u. b. Vorzeichenregel
tens ist von besonderer Bedeutung in Symme- bet der Integration Mangs
trieschnitten, in denen die Symmetrieachse eine
gerade Hauptlinie und gleichzeitig Richtungsgleiche ¢ = ¢, ist. Beim Fort-
schreiten auf einer solchen geraden Hauptlinie kann man also senkrecht
zu dieser mit s, bezeichneten Linie die GroBe A s, bis zur Nachbarrichtungs-
gleichen @ =@, + A@ messen (genauer ermittelt man As, als Mittel
zwischen den beiden Entfernungen von den Nachbarlinien ¢, -+ Ag
und @y —A¢). Es ergibt sich daraus Ao, = (o, —0a,) - A, -% fiir
beliebige kleine Schritte As,. Das Verfahren ist z. B. im Stabquerschnitt
zwischen zwei Kerben oder in gelochten Stében sehr gut verwendbar,
es gilt ebenso in der mittleren Stablingsachse bei mittiger Belastung.

Gelegentlich scheint es sich zu empfehlen, sowohl dieses Verfahren
und das NEuBERsche Verfahren zu verwenden und die Ergebnisse gegen-
seitig zu kontrollieren. In manchen Teilen eines Modells kann das eine,
in den anderen Teilen das andere Verfahren giinstiger sein. Beispielsweise
versagt die Integration lings der Hauptlinien in der Umgebung von
schubfreien Punkten, wihrend diese Punkte im S-Feld glatt iiberbriickt
werden. Eine Moglichkeit, einen singuldren Punkt in einem Spannungs-
zustand A4 lediglich mittels der Hauptlinienintegration zu vermessen,
beruht in der Uberlagerung eines zweiten Spannungszustandes B, wobei
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weder im Zustand (4 4+ B) noch im Zustand B der Punkt singulir sein
soll. Der allseitige Spannungswert im singuléren Punkt im Zustand 4
folgt aus der Differenz der zu vermessenden Zustinde (4 + B) und B.

15. Anbohrverfahren.

Nach den Gleichungen und Bemerkungen S. 82 lassen sich die Span-
nungen ¢, und ¢, an einem Punkt aus den Spannungsrandwerten an
einem kreisrunden Loch ermitteln. Gerade diese Randwerte liegen nun
aber an einem Ort mit starkem Spannungsgefille (vgl. etwa Abb. 84).
AuBerdem ist der Rand selbst leicht durch Eigenspannungen gestort.

0

47

ungestirf—v0

g7 _+10

10
Abb.137a. o, =1 0, = 1.

01— 0y

Abb. 137a bis g. Linien gleicher Schubspannung rpmax = in der Umgebung eines runden Loches.

Es ist daher oft meBtechnisch angenehmer, statt dessen einige Haupt-
schubwerte in der Umgebung der Locher zu vermessen. Um einen Ein-
druck von den in der Umgebung eines Loches auftretenden Farbgleichen
zu geben, ist in Abb. 137 eine Reihe von Schubgleichenbildern in der Um-
gebung eines Loches mit dem Radius o zusammengestellt, von denen jedes
einem anderen Verhiltnis o,/0, entspricht. Bis auf einen MaBstabsfaktor
(die Werte in den Bildern sind alle fiir o; = 1 errechnet) muf jedes
iiberhaupt auftretende Bild in diese Reihe gehoren. Aus dem Gesamt-
bild 148t sich also von vornherein das Verhiltnis 6,/0, abschétzen und das
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Abb. 137b. ¢, =1 o, = 0,667.

+333

+10
Abb. 187¢. o, = 1 o, = 0,333.

11

Mesmer, Spannungsoptik.
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+10
c,=1 o0,

Abb. 137d.

4

Abb.137e. 0y =1 o5 = — 0,333,
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g7

Abb. 1387¢g. 0, =1 03 = —1.

11*
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Abb. 138 a.

gg=10,=1
(vgl. Abb.137a).

Abb.138b. o;=10,=0
(vgl. Abb. 1374).
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Hauptrichtungskreuz festlegen. In Abb. 138 wurde versucht, ein per-
spektivisches Bild des , Hauptschubberges” zu geben, das bei der Be-
trachtung von vorne oben erhalten wird. Dicke schwarze Kanten sind
hierbei nicht Schatten, sondern die von vorn sichtbaren senkrechten
Winde der einzelnen Schichten. Im Innern ist der Berg durch das runde

Abb. 138¢c. ¢, =1 0, = — 1 (vgl. Abb.137g).

Abb. 138a bis c. Perspektivische Darste]lung‘des Hauptschubberges iiber der Ebene in der Umgebung
eines runden Loches.

Loch begrenzt, man sielit in Abb. 138b gegen eine, in 138c gegen drei
senkrechte Berginnenrinder. In Abb. 138b wurde die Léngszugachse
quer gelegt, um die seitlich der Zugrichtung entstehenden Spannungs-
berge sichtbar zu machen, in 138¢ werden die vier Nullpunkte (am FuB
der amphitheaterdhnlichen Treppen) und die vier Spannungsgipfel am
Lochrand deutlich. Auf der Hauptachse selbst 1ifit sich der Ver-
lauf des Hauptschubwertes leicht angeben, und zwar sei der an jedem
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Ort wirksame Hauptspannungsunterschied mit (o7 — oy;) bezeichnet. Hs
gilt auf der in Richtung 1 liegenden Achse:

2 4 2 4
ook =0, (1-3 % +3% ) + o (—1+ 5 —37%)
und ebenso auf der Achse in Richtung 2:
2 4 uZ (1/4
o1 —ome =0y (—1+ %5 —3%) + o, (1-3 % +35).

Durch Differentiation ergibt sich, daB fiir Werte ¢,/0; zwischen —1 und
+0,6 auf der Achse 1 ein Minimum von (6; — oy7) vorhanden ist, es liegt
bei r2  6(1— o,/0y)
Ol 9 T T 3 gy0,
Bildet man noch

(or—0ouh+(0r—o01)s=U= (014 03)" 2 (:—2,

a? at
(or—0rh—(or—01)e =V = (01— 0y) - 2‘<1—2ﬁ+ 3F>’

so folgen zwei besonders einfache Bestimmungsgleichungen fiir ¢; und o,.
Die zweite dieser Gleichungen liefert einen immer an derselben Stelle

liegenden Kleinstwert
4

Vinin = 5 (07— 0p) beir = 1,73a,
der besonders gut vermefBbar ist und sozusagen einen KErsatz fir die
infolge des Bohrlochs nicht mehr meBbare Farbgleiche des urspriinglichen
Feldes bietet.
Es ist immer empfehlenswert, mehr als zwei Punkte zu vermessen,
um die durch die Randeffekte und die Verdnderlichkeit des urspriinglichen
Spannungszustandes auftretenden Stérungen zu eliminieren.

16. Abschiitzende Verfahren.

In einfachen Symmetrieschnitten kann man fol-
gende Uberlegung anstellen. In einem Schnitt 44
(Abb. 139) eines Zugstabes werden Normalspannungen
o, lbertragen, die insgesamt der Gesamtlingskraft P
des Stabes entsprechen miissen. Spannungsoptisch
leicht mefBbar sind die Werte der Hauptspannungs-
differenz (0; — 0,) in diesem Schnitt. Auch die Rich-
tungsgleichen in der Umgebung dieses Schnittes sind
leicht zu ermitteln.

Man trdgt nun zunichst die Kurve (o, —o0,) iber
Abb. 139. Beispiel dem Querschnitt auf und bildet ihren Inhalt (o, —0y)
eines Symmetrie- .. . .
schnittes éélﬁlg.zur df, dabei ist df das Flichenelement d(?s Querschnittes.

Da die GroBe D' o, pf = P bekannt ist, folgt hieraus
auch der Wert von > 0,df = P — > (0, — 0,) df. Fiir den Verlauf von
o, liber den Querschnitt bestehen nun folgende Bestimmungsstiicke:
Am freien Rand ist ¢, = 0. Unmittelbar neben dem Rand ergibt sich
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o, aus der Gleichung o, = ELA 8, nach S. 29. AuBlerdem ist noch die
1

Lage von Minimum- oder Maximumstellen von ¢, bekannt, sie liegen
dort, wo die Richtungsgleiche senkrecht auf dem Querschnitt steht
(z. B. im mittleren Symmetrieschnitt, manchmal aulerdem auch seitlich),
schliefilich mufl auch noch der Gesamtinhalt der Kurve einen gegebenen
Wert annehmen. Dadurch ist ihr Gesamtverlauf mit geringen Fehlern
abschitzbar. Man zeichnet sie ebenfalls iiber dem Querschnitt auf.
Der Wert von o, folgt sofort als Summe der beiden Kurven ¢, = (07 — 05)
+ 0,. Uber das Vorzeichen kénnen im allgemeinen keine Zweifel bestehen,
da es am Rand eindeutig gegeben ist und sich ein etwa vorhandener
Vorzeichenwechsel durch eine Nullstelle bemerkbar macht.

VII. Dynamische und riumliche Probleme,
Stromungsdoppelbrechung.

1. Zeitlich unveréinderliche Zustinde infolge von dynamischen
Kriiften.

Kéorper, die schnell umhergeschleudert werden, stehen unter der
Wirkung der Fliehkréifte. Bei Korpern, die klein sind im Verhéiltnis zu
ihrem Bahnradius, verhalten sich die innerhalb des Korpers etwa gleich
groBlen und gleich gerichteten Massenkréifte wie Schwerewirkungen, sie
kénnen also auch wie diese behandelt werden. Modelle aus Gelatine
ergeben schon unter der Wirkung ihres Eigengewichtes betrichtliche
optische Wirkungen dieser Art. Bei verhéltnismifig grofleren Korpern
oder wenn feste Werkstoffe fiir das Modell verwendet werden sollen,
ist aber die Beobachtung wirklich bewegter Korper notwendig. Versuche
an Balken in einer umlaufenden Trommel mit einer optischen Einrich-
tung zur Beobachtung eines stillstehenden Bildes beschreiben BUucky,
SorakiaN und BALDIN [5.04], und zwar wurde eine stroboskopische
Einrichtung nach Abschn. 2b verwendet .

2. Zeitlich veriinderliche Zustinde.

Bei zeitlich verdanderlichen Zustinden sind drei Arten zu unterscheiden :
a) Zustande, die sich in fester Gestalt durch den Korper bewegen ; hierhin
gehéren die Spannungszustinde vor der Schneide von Messern, Hobeln
usw., b) Zusténde, die sich schwingend verindern, d. h. sich immer nach
einer gewissen Zeit (Periode) wiederholen, ¢) Zustéinde, deren Hohe und
Gestalt sich nicht regelmiBig wiederholten. In jedem der drei Fille ist
eine andere Aufnahmetechnik nétig.

a) Die vor der Schneide eines Werkzeugs im Werkstiick auftretenden
Zustidnde sind zeitlich ziemlich unverinderlich, wenn sich nicht Schwin-
gungserscheinungen iiberlagern. Halt man das Werkzeug fest und bewegt

1 Wahrend der Drucklegung erschien eine Arbeit von HETENYI [Jur. appl.
Physiol. Bd. 10 (1939) S. 295] iiber rotierende Scheiben, deren Zustand nach S. 172
,eingefroren wurde.
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das Werkstiick, so bleibt der Spannungszustand rdumlich vor der Schneide
stehen und kann wie ein ruhender Zustand beobachtet werden. Die
Zustinde beim Abdrehen einer Zelluloidscheibe usw. lassen sich also un-
mittelbar in der gewohnten Art spannungsoptisch aufnehmen. Hilt man
Werkzeug und Werkstiick an und driickt sie nur gegeneinander, so ent-
steht ein ganz dhnlicher Zustand. Auf diese Art nahm COKER einige
,»Schnittvorginge“ auf (Abb. 188, S. 201).
b) Bei periodisch wiederkehrenden Zustinden sind stroboskopische
Einrichtungen immer besonders zweckmiBig. Elektrisch oder mechanisch
gesteuerte kurzzeitige Beleuchtungen
it 1 d ten Schwin-
assen von dem gesamten Schwin
VA ™ gungszustand immer nur eine be-
stimmte Phase sichtbar werden. Die
\ schnelle Folge der immer gleichen
yaaN Bilder erweckt im Auge oder der

!
)
]
1
i ™ hotographischen K. den Ei
/ \ ) \‘\/ photographischen Kamera den Ein-
I \ 1
1
]
J/

druck eines ruhenden Zustandes, der
! auf die iibliche Art vermessen wird.
N/ \,, 9 Aufnahmen dieser Art, bei denen
0 Gl M Mma gine Kerrzelle die Beleuchtung regelte
Abb. 140. Durchgelassene Lichtstéirke eines und bei denen punktweise interfero-

schwipgenden Karpers zwischen gekl(‘fl%te(ain
Polarisatoren. Mittelwert Imigtel und Bnd- ot pigohe  Messungen vorgenommen

wert Imax der Lichtstirke in Abhingigkeit

von der hochsten optischen Wirkung mmax.  wurden, hat MEYER [6.15] ausfiibrlich
beschrieben. Die von MEYER ver-

wendeten (im wesentlichen elektrotechnischen) Geréte sind kostspielig

und die Messungen stellten zeitlich und physisch erhebliche Anfor-

derungen an den Beobachter.

Eine Anregung zu einer ganz anderen Art der Auswertung periodischer
Vorginge gaben CooksoN und OsTerBERG [6.05]. Man kann sich
iiberlegen, welcher ,,zeitliche Mittelwert“ der an einem Punkt empfun-
denen Lichtstirke herauskommt, wenn die Lichtstirke zwischen 0 und
einem bestimmten #uBersten Wert schwankt, wobei eine sinusférmige
zeitliche Verinderung des Zustandes vorausgesetzt wird. Durch die mit
sin? (o, — 0,) veridnderlichen Lichtstirken des spannungsoptischen Bildes
ergibt sich zwischen der Héchstspannung oy, und der daraus folgenden
mittleren Lichtstirke I, ein Zusammenhang nach Abb. 140. Bei
hochfrequenten Vorgingen wird diese mittlere. Lichtstirke unmittelbar
vom Auge oder einer photographischen Platte empfunden und kann zur
Ermittlung des Spannungshichstwertes verwendet werden. Die Uber-
lagerung mehrerer Farben in weiem Licht ergibt dabei verwickeltere
Farberscheinungen, bis sich bei héheren Spannungen ein gleichférmiges
Grau im Mittel ausbildet.

c¢) Bei zeitlich wiederkehrenden Zustinden kann, in allgemeineren
Fillen muf} der gesamte zeitliche Verlauf des Zustandes verfolgt werden.
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Das geeignete Mittel sind Filmaufnahmen mit entsprechender Bild-
frequenz. Die ersten Aufnahmen dieser Art fithrte Tuzi [23] mit einer
iblichen Bildfrequenz (16 Bilder/s) durch. TFiir schnell verlaufende
Vorginge sind viel h6here Frequenzen erforderlich, es gelangen inzwischen
Aufnahmen bis zu einer Frequenz von 4000 Bildern/s. Auf diese Art
wurde z. B. der Spannungszustand in der Umgebung der Kontaktstelle
bei einem Schneidenschlag gegen eine gerade Kante vermessen (THOU-
VENIN [5.22]). Auf die erforderlichen Sondergerite, die auch eine erheb-
liche Lichtstirke erfordern, sei hier nicht ndher eingegangen.

In einfachen Fillen kann man aber auch mit einfachen Mitteln wesent-
liche Ergebnisse erzielen, so immer dann, wenn man sich auf die Ver-
messung eines wichtigen Schnittes beschriankt. Am Beispiel eines geraden,

Abk. 141. Zeitlicher Verlauf des Bildes eines senkrechten Spaltes 15 mm neben der Mitte eines waage-
rechten Balkens bei einem Hammerschlag. Zeitmarken je /,50, 8, Phenolitbalken 120 x 23 X 6 mm,
Hammer 1,6 kg, Fallhohe 3,5 cm, 1 Streifen = 0,28 kg/mm?, Beriihrungsdauer 4 B ~ 1/240 s.

durch einen Schlag gebogenen Balkens sei das Verfahren kurz néher
erliutert. Aus dem waagerechten Balken wird ein interessierender
senkrechter Querschnitt durch einen senkrechten Schlitz ausgeblendet
und als schmaler Strich abgebildet. Durch eine Zylinderlinse wird dabei
fir hohe Lichtstirke gesorgt. Wird der Balken gebogen, so erscheinen
die Schnittpunkte der einzelnen Farbgleichen mit dem senkrechten
Schnitt als dunkle Punkte in dem Schlitz. Zieht man nun einen licht-
empfindlichen Streifen waagerecht iiber das Bild des Schlitzes, wihrend
der Spannungszustand sich verdndert, so photographiert man neben-
einander die zeitlich aufeinander folgenden Bilder des Querschnittes.
Hochstspannung, Periode und Abklingen des zeitlich verdnderlichen
Zustandes ergeben sich aus einem derartigen Bild, dem lediglich noch Zeit-
marken hinzugefiigt werden miissen. Abb. 141 (nach [6.24]) stellt ein Bei-
spiel einer solchen Aufnahme dar. Man sieht, daB wihrend der Schlag-
beriihrung ein Hochstwert von m = 12 am Rand erreicht wird, dafB in
jedem Augenblick ein Zustand mit Schub vorlag (Hochstwert in Balken-
mitte etwa m = 3,5), dafl die Gesamtberithrung vom Zeitpunkt 4 bis
zum Zeitpunkt B dauerte und dafl sich freie Schwingungen anschlieBen.

3. Riumliche Zustinde.

a) Ebener Zustand in einem Teil eines insgesamt riumlichen Zu-
standes. Sowie in einem rdumlichen Gebilde einzelne ebene und in
ihrer Ebene beanspruchte Teile vorhanden sind, lassen sich diese Teile
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in der gewohnten Art spannungsoptisch untersuchen. Beispielsweise
kann in einem ridumlichen Gelenkfachwerk aus durchsichtigem Stoff
jeder einzelne Stab durchleuchtet und seine mittlere Lingsspannung
spannungsoptisch ermittelt werden. Diese Art der Spannungsmessung
ist dhnlich genau wie eine Dehnungsmessung und ist erheblich schneller
durchzufithren, wenn man ein entsprechend gebautes tragbares Gerit
mit eingebautem Kompensator oder A/4-Bldttchen verwendet. Auch der
diinne gerade Steg eines Flanschtréigers enthilt bei Biegung einen ebenen
Zustand, der genau wie jedes andere ebene Blech vermessen werden kann.
Ebenso steht der Flansch eines solchen Tragers unter einer ebenen Bean-
spruchung, wenn er diinn und breit ist. In beiden Fallen mu3 man von
dem Stérungsbereich absehen, der an der Verbindungsstelle von Flansch
und Steg auftritt.

In den Schalenbauteilen von rohrenférmigen Gebilden (Eisenbahn-
wagen, Flugzeugrumpf) konnen ebenfalls teilweise ebene Zustinde vor-
handen sein, insbesondere in rechtwinkligen R6hren bei Biegung um eine
Hauptachse und bei der Schubbeanspruchung durch Verdrillung. Sowie
hierbei auch Schalenbiegung auftritt, ist die Messung nicht mehr zuver-
lissig, denn die Biegespannungen bleiben nur dann spannungsoptisch
im Mittel unwirksam, wenn sie parallel zu den iibrigen wirksamen Span-
nungen sind. Selbst in ovalen oder runden Réhren kann man jedes ein-
zelne Schalenelement als annidhernd eben betrachten und vermessen,
solange die Kriimmung gering und die Mittelfliche der Schale nicht auf
Biegung beansprucht ist. Bei den Rohren ist es oft erforderlich, den
Strahlengang zu spiegeln, da die Riickwand im allgemeinen nicht gerade
da durchléchert ist, wo man die Vorderwand durchleuchtet. Mit Polari-
sationsfiltern lassen sich aber auch Anordnungen treffen, bei denen man
die Rohre von hinten durchleuchtet oder eine Lichtquelle ins Innere
der Rohre bringt, ein Filter innen an der Schale vorsieht und von aullen
durch einen Analysator beobachtet. Die folgenden Oberflichenverfahren
erfordern dagegen immer einen gespiegelten Strahlengang.

Bei Bauwerken oder rdumlichen Maschinenteilen kann man die
Spannungen bzw. Verformungen ihrer Oberfldche infolge einer Belastung
dadurch vermessen, daf3 man durch eine geeignete Verbindung die Ober-
flichenverformung auf eine durchsichtige Platte ibertrigt und nun
diese Platte spannungsoptisch untersucht. Beispielsweise kann man in
einigen nebeneinander liegenden Oberflichenpunkten eines Bauwerkes
kleine steife Stahlstifte einmauern, die eine kleine Glasplatte tragen
und diese Platte wie die Oberfliche verformen. Kennt man dagegen von
vornherein die Hauptachsen des Oberflichenzustandes und beschrinkt
man sich auf die Lingsdehnung in einer Richtung, so geniigt auch eine
Befestigung eines Streifens auf zwei Stiften. Wird die Platte riick-
seitig versilbert oder ein Spiegel dahinter geschoben, so laf3t sich ihre Ver-
formung und die daraus folgende Doppelbrechung z. B. durch Kompen-
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sation messen. Die Kenntnis des Elastizitdtsmoduls des verwendeten
Glases und des Bauwerks ist auflerdem notwendig, denn die Spannung
im Bauwerk (mit dem Elastizititsmodul Ep) folgt aus der gemessenen
Glasspannung o4 zu
Ep

Op=0qg" Eeo’
unter der Voraussetzung, daB die Verbindung zwischen Glas und Bau-
werk vollig steif ist und daB3 der Zustand im Bauwerk durch das Glas nicht
wesentlich verdndert wurde. _

Man *sieht auBlerdem, dafl es hier auch auf die Dicke des Glases an-
kommt, denn die optische Wirkung im Glase ist bei gegebener &uflerer
Dehnung verhéltnisgleich zur Dicke (nur bei gegebener duBlerer Kraft ist
die Dicke unwesentlich). Diese Tatsache wird noch wichtiger beim Ober-
flichenlackverfahren, in dem die Glasplatte durch einen optisch aktiven
dicken Lackiiberzug auf dem Bauwerk (Maschinenteil) ersetzt wird [0.18,
7.14]. Als Spiegel dient hierbei die vorher polierte Metalloberfliche des
untersuchten Teiles. Da die Dicke einer Lackschicht nicht beliebig
erhoht werden kann, da aullerdem die Dicke in jedem MeBpunkt genau
bekannt sein muB, Eigenspannungen auftreten usw., sind bisher kaum
Messungen nach diesem Verfahren vorgenommen worden.

b) Réumlicher Zustand, zweidimensional untersueht. Wenn es gelingt,
aus einem réaumlichen Zustand einzelne Elemente allein zu durchleuchten
und wenn man diese Durchleuchtung in einer der drei rdumlichen Haupt-
achsen vornimmt, so erhélt man wieder die gew6hnliche zweidimensionale
Spannungsoptik und die Wirkung der in der Strahlrichtung vorhan-
denen dritten Hauptspannung fillt heraus. FavreE wies darauf hin
[0,14], daB man in einen optisch inaktiven Glaskorper (Glas mit
C =0, s. S.117) kleine Elemente eines aktiven Glases einschmelzen
konne. Bei der Gesamtdurchleuchtung sieht man dann lediglich die
Wirkung dieser kleinen einzelnen Elemente und kann damit den
Spannungszustand in diesen einzelnen Punkten feststellen. Die tech-
nischen Schwierigkeiten dieses Verfahrens sind offensichtlich.

Ein Vorschlag ganz anderer Art wurde von SOLAKIAN [6,21] und von
OpPEL [6,17] gemacht. Ihr , Erstarrungsverfahren beruht auf folgender
Eigenschaft der Phenolkunstharze: Erwirmt man diese Kunstharze,
so ,.erweichen’ sie, ohne aber einen gewissen ,,elastischen Anteil”“ (vgl.
S. 123) zu verlieren. Unter kleinen Kriften erhilt man in der Wirme
groBe Verformungen und hohe optische Wirkungen. Kiihlt man nun den
Harzkorper unter festgehaltenen Verformungen ab, so erstarrt er wieder
und behilt dabei seine Doppelbrechungseigenschaften. Schliefllich kann
man die Lasten in der Kélte wieder entfernen, wobei nur eine sehr geringe
Riickverformung (entsprechend dem hoheren Elastizitdtsmodul) und
eine sehr geringe Riickverminderung des optischen Gesamteffektes auf-
tritt. Man hat also schlieBlich einen Kérper ohne Spannungen, der sich
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optisch wie der belastete Korper verhilt. Es ist nun mit entsprechender
Vorsicht méglich, diesen Korper in Einzelteile (Scheiben) zu zerlegen,
ohne daf sich die optischen Eigenschaften der Elemente wesentlich
verindern; in den einzelnen Teilscheiben ist also ebenfalls immer noch
der unter der Belastung entstandene optische Zustand vorhanden. Die
spannungsoptische Vermessung dieser Scheiben fiihrt schlieBlich zur
Ermittlung des Spannungszustandes in einer Ebene des urspriinglich
riumlichen Modells. Als Beispiel fithrte OPPEL die Vermessung eines
vierkantigen Blockes unter einem Kugeldruck durch, und zwar ermittelte
er die Spannungen in senkrechten und waagerechten Schnitten. Die Er-
gebnisse stimmten anndhernd mit der theoretischen Losung iiberein.

Grundsitzliche Versuche hierzu fiihrte HETENYI [8.14] durch. Er
stellte fest, daB gerade bei hohen Temperaturen die Kunstharze ela-
stisch werden, d. h. das Gerippe des hochpolymeren Anteils (vgl. S. 123)
nimmt kurz nach der Belastung eine riickfedernde Verformung an,
wenn die weichere Masse dazwischenliegender kleinerér Molekiilé in der
Wirme (90—120°) quasi fliissig geworden ist. Der E-Modul in der Wirme
ist nur /,,, des E-Moduls bei Zimmertemperatur, entsprechend geht
nach der Verformung und nach dem ,,Einfrieren* des Zustandes unter
der Last schlieflich bei der kalten Entlastung die Verformung nur um
100 der Gesamtverformung zuriick. Ebenso ist in der Wirme die
spannungsoptische Kennzahl 25mal so gro wie in der Kilte, die Ent-
lastung nach dem Einfrieren ergibt also einen Riickgang der optischen
Wirkung um rd. /,;. SchlieBlich verinderte ein vorsichtiges Zersigen
tatsichlich die entstehenden Bilder nicht.

Gegeniiber diesem Verfahren haben die ,,Eintauchverfahren‘‘ keinerlei
Bedeutung. Es ist zwar durch Eintauchen in eine Fliissigkeit mit gleichem
Brechungsindex mdéglich, auch ein rdumliches — etwa rotationssymme-
trisches — Modell mit ungebrochenen Strahlen zu durchleuchten. Da
aber auf jeden Strahl alle hintereinander liegenden und hintereinander
durchstrahlten Teilchen ihre Wirkung ausiiben und man schlieBlich nur
die Summe aller Wirkungen sieht, 1iBt sich hieraus praktisch nichts
unmittelbar entnehmen. Nur in einfachsten Féllen kann es schlieBlich
moglich sein, die gemessenen Summenwerte zur Ermittlung der Span-
nungen an einzelnen Punkten umzurechnen.

¢) Riumlicher Zustand, dreidimensional untersucht. Eine Arbeit
von HiLTscHER [8.15] erdrtert die Moglichkeiten, Richtung und Grofe
aller drei Hauptspannungen aus einer rdumlichen Durchleuchtung eines
Elementes mit konvergentem Licht zu ermitteln. Mit Hilfe der Theorie
der dreiachsigen Kristalloptik gelingt es, aus den Interferenzbildern der
durchleuchteten Elemente in verschiedenen Richtungen sowohl die Haupt-
richtungen wie die Grolen und das Vorzeichen der drei Hauptspannungs-
differenzen (o,—a,), (05—0;) und (03—0;) zu ermitteln. Kennt man also
eine einzige Hauptspannung, so folgt hieraus die GroBe der beiden anderen.
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Die Gleichungen fiir diese dreidimensionale Spannungsoptik bediirfen
noch eingehender Untersuchung, und es ist méglich, daB hiermit noch
einfachere Verfahren entwickelt werden konnen. Augenblicklich ist
dieses Verfahren noch nicht recht iiber den Laboratoriumsstandpunkt
herausgekommen und man wird — trotz des vielversprechenden Beginnes
durch HILTSCHER — noch einige Zeit bis zu seiner praktischen Verwend-
barkeit warten miissen.

4. Stromungsdoppelbrechung.

Eine Reihe von Fliissigkeiten weist die Erscheinung auf, daf sie
unter der Wirkung von Schubspannungen doppelbrechend werden. Diese
Schubspannungen kdnnen nur bestehen, solange sich die Fliissigkeit in
Bewegung befindet. Sie klingen ab, sowie die Fliissigkeit zur Ruhe
kommt. Beispielsweise ist in Stromungen in der Nihe einer Wand
die auftretende Schubspannung unmittelbar verhiltnisgleich zur Ande-
rung der Geschwindigkeit v in der Richtung y quer zur Geschwindigkeit,
d.h. quer zur Wand. Bei einer Querdurchleuchtung einer solchen
Stréomung kann man den Geschwindigkeitsgradienten /0y unmittelbar
als Doppelbrechungswert messen und daraus die Geschwindigkeits-
verteilung durch Integration ermitteln. Sowohl reine Fliissigkeiten wie
kolloidale Losungen ergeben diese Doppelbrechung. Wegen weiterer
Einzelheiten muB3 auf das Schrifttum verwiesen werden [8, 2.02, 3.19,
4.26, 6.13, 6.19, 7.17].

VIII. Anwendungen.

1. Gerade Stibe.

a) Reiner Zug oder Druck. Die spannungsoptische Untersuchung
eines einfachen geraden Zug- oder Druckstabes als Modellversuch zeigt
schnell und iibersichtlich, ob die gewihlte Stabform und Belastung (Ein-
spannung) wirklich einen ausreichenden Bereich gleichformiger Bean-
spruchung liefert. Versuche zu diesem Zweck sind 6fter durchgefithrt worden
(vgl. z. B. [28]), insbesondere zur Beurteilung kurzer Zugstébe, bei denen
der Ubergang zum Einspannkopf erheblichen EinfluB auf die Verwendbar-
keit hat. Die Beurteilung erfolgt am schnellsten, indem man das Modell
entweder bis zur empfindlichen Farbe oder bis zu einer geniigend hohen
Ordnung der Schubgleichen zieht und in einem unter 45° gegen die Stab-
achse linear polarisierten Feld becbachtet. Eine Neigungsgleiche tritt
dann nicht auf, es ist kein Zirkularlicht notwendig. Auch die Aufnahme
der Neigungsgleichen um 0° herum kann zur Beurteilung des gleichférmig
beanspruchten Bereiches dienen.

Der Zugstab wird auBerdem fiir Eichzwecke spannungsoptischer
Werkstoffe verwendet. Der Stab muB8 entweder einen lingeren Bereich
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gleichférmiger Spannung enthalten oder es wird in einem schwach keiligen
Stab gleichzeitig eine ganze Reihe von Spannungen und Farben erzeugt.

Eine technische Anwendung des einfachen Druckstabes zur Spannungs-
messung beschrieb TOURNIAIRE [45], hierbei wird eine zu messende
Drahtspannung als Druck auf ein Glasprisma iibertragen, dessen Doppel-
brechung ermittelt wird.

b) Reine Biegung. FEin reines, konstantes Biegemoment in einem
geraden Stab wird am einfachsten durch je ein Kréiftepaar an beiden
p P Seiten erzeugt (Abb. 142, vgl. Abb. 124).
%1 Das Mittelstiick zwischen den inneren
Lasten erfihrt dann keine Querkraft und

in allen Querschnitten herrscht dieselbe
Moinentenfliche . . :

Abb. 142. Momentenfliche eines Spannur%gsvertellung. Be i elastischem V(?I‘-
Balkens zwischen vier symmetrischen halten sind dann nur Langsspannungen m
gleichen Lasten. Balkenmittelteil wirksam, die Spannungs-
verteilung ist linear, die Balkenmittellinie (neutrale Faser) ist spannungs-
frei. Im spannungsoptischen Bild ist also von der Mitte her nach beiden
Seiten eine steigende Farbenreihe zu erwarten, die Mittelfaser bleibt
zwischen gekreuzten Polarisatoren immer dunkel. Die Zug- und Druck-
seite sind in der Farbe nicht unterschieden, das Bild ist symmetrisch
zur Mittellinie. In hochaktiven Werkstoffen und bei einfarbigem Licht
p erscheint eine Reihe von
dunklenStreifen parallel
zur Mittelfaser, wegen
des linearen Zusammen-
neurak hangs zwischen Span-
faser nungen und Relativver-
zogerung ist der gegen-
seitige Streifenabstand
Sakenmife—  konstant iiber die ge-
Abb. 143. Hauptlinienverlauf im Ende eines Balkens samte Balkenbreite. Die

nach Abb. 142. . A
Verwendbarkeit dieses
Tatbestandes zur Eichung wurde bereits ausfiihrlich erortert (vgl. S. 141).
DafBl die beiden Seiten des Balkens verschiedene Vorzeichen in der
optischen Wirkung aufweisen, sicht man z. B. mittels des Zugstab-
kompensators sofort. Die Beobachtung, Kompensation oder Aufnahme
kann in linear polarisiertem Licht erfolgen, dessen Polarisationsebene
um 45° gegen die Balkenachse geneigt ist. Stimmt dagegen die
Polarisationsebene mit der Balkenachse iiberein, so mufl der ganze
Balken dunkel erscheinen. Bei Ausfithrung des Versuches stellt man
oft fest, daB diese Erwartung nicht zutrifft, vielmehr erscheint bei
dieser Einstellung der Polarisatoren der ganze Balken dunkler als die
neutrale Mittelfaser, die urspriinglich (bei Polarisation unter 45°) voll-
stindig dunkel erschien. Zum ndheren Verstindnis dieser Erscheinung

T
&

[l

’ |




1. Gerade Stéibe. 175

betrachtet man am besten den Bereich in der Nihe des Lastangriffs.
Abb. 143 stellt die Hauptlinien dieses Bereiches dar. Man sieht, da8
diese Hauptlinien im gleichférmig gebogenen Balkenmittelteil zu zwei
Linienscharen gehéren, deren Zusam- —
menhang in Abb. 144 noch einmal i
skizziert ist. Die neutrale Faser stellt Z ' 7

also eine linienformige Singularitit dar, L J
2

T T

| |

T T

|

| |
t

auf der alle Hauptlinien einen scharfen
Knick um 90° erfahren. Die Vorstellung
wird noch etwas deutlicher, wenn durch  Abb.144. Zusammengehorigkeit der Haupt-
. . linien beim Balken mit reiner Biegung.
kleine Abweichungen von der streng er-
forderlichen Symmetrie in der Belastung die Schérfe des Knickes etwas
vermindert wird, d.h. wenn eine kleine Querkraft vorhanden ist. In
starker Vergroflerung zeigt dann die
unmittelbare Umgebung der Mittel-
faser etwa das Bild der Abb. 145.
Am Ort der mittleren Faser sind
also die beiden sich senkrecht
kreuzenden Hauptlinienscharen um
4+ 45° gegen die Stabachse geneigt. ; [
In diesem Zustand ist die neutrale Abb. 145. Ubergang der beiden Liniensysteme
o . in Abb. 144 bei kleiner Querkraft.
Faser zwar langsspannungsfrei, er-
fihrt aber einen kleinen Schub. Die hieraus folgende kleine optische
Wirkung wird sichtbar, wenn die Polarisatoren parallel zur Balkenachse
stehen, sie tritt nicht in Erscheinung, wenn
die Hauptrichtung der Spannungen (45°) mit
der Polarisationsrichtung iibereinstimmt. Eine
tiefdunkle Mittellinie bei einer Polarisation
unter 45° ist also kein Beweis fiir eine er-
reichte ,,reine’‘ Biegung, die dunkle Linie
kann auch die Richtungsgleiche fir die Rich-
tung ¢ = 45° sein. Eine Kontrolle, ob wirk- Tnax
lich reine Biegung vorliegt, erfolgt vielmehr
besser in Zirkularlicht. Bei mangelhafter -
Schubfreiheit erscheint dann die Mittellinie
etwas grau. Bei hochaktiven Werkstoffen
und insgesamt hoher Ordnungszahl hebt sie
sich aus der Reihe gleichméBiger Streifen Abb. 146. Verlaut der Hauptschub-
als unscharf oder verwaschen heraus oder spannungen iiber den Balkenquer-
fehlt sogar ganz. Die genauere Berechnung iiﬁ’f‘t‘té‘h‘iff ggr%hlgféglgggglrer?tuﬁ
der HauptschubgréBen in einem Biegebalken
mit sehr kleinem Schub ergibt im Querschnitt eine Hauptschub-
verteilung nach Abb. 146. Auf der Mittelachse ist

3
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Nach auflen schlieBt sich der Bereich mit linear wachsendem ¢, und
parabolisch fallendem 7,, an, wobei der EinfluBl von 7,, bei kleinem @
sehr schnell verschwindet. Eine Farbenaufnahme eines Zelluloidstabes
in Zirkularlicht zeigt Abb. 147.

Abb. 147. Farbgleichen in einem Zelluloidstab zwischen vier Lasten nach Abb. 142 und 143.

An jedem Ende des Balkens zwischen vier Lasten tritt ein Bereich
linear verdnderlichen Momentes (konstanter Querkraft) auf. Auch wenn

P
[ ‘
p-a
‘) Priwﬂh lomententiiche ars
a+b
Abb. 148. Endeinspannung eines Balkens, Abb. 149. Momentenfliche eines Balkens
die zwei Einzellasten entspricht. mit Einzellast auf zwei Stiitzen.

statt der Kriftepaare eine gew6hnliche Einspannung das Moment in den
Balken einleitet, ist die Spannungsverteilung &hnlich (Abb. 148). Die
Erscheinungen in diesem Bereich sind dieselben wie in einem Balken
auf zwei Stiitzen mit einer Einzellast.

¢) Biegung mit Querkraft. Der zweifache gestiitzte Balken mit einer
Einzellast, d. h. mit linear verinderlichem Moment (Abb. 149) zeigt
spannungsoptisch auBerhalb der ortlichen Storungsgebiete an den Last-
angriffsstellen hyperbolische Farbgleichen, weist am Rand die Farb-
folge einer linear verdnderlichen Randspannung und im Inneren ein
System von Neigungsgleichen und Hauptlinien dar, die im nichsten
Abschnitt noch niher behandelt werden. In der Nihe der Lasten sind
die Richtungen der Hauptspannungen von Ort zu Ort stark verinderlich,
das Bild der Hauptlinien vermittelt einen anschaulichen Begriff des
»-Kraftflusses* zwischen den Einzellasten (Abb. 150).
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Bei symmetrischer Belastung (Abb. 151) tritt eine Singularitit in
Balkenmitte immer auf, wenn der Abstand der Stiitzen nicht klein
gegeniiber der Balkenhéhe ist, sie ist der zusammengeschrumpfte Rest

Abb. 150. Hauptlinien in einem Balken mit Einzellast auf zwei Stiitzen.

der schubfreien Mittellinie im Fall der reinen Biegung. Die langs-
spannungsfreie neutrale Mittelfaser ist nicht schubfrei und erscheint

Abb. 151. Farbgleichen in einem Zelluloidbalken auf zwei Stiitzen mit Mitteleinzellast (2 = 15 mm,
Spannweite 90 mm, P = 22 kg).

daher nicht dunkel, wie in Abb. 146 bereits gezeigt wurde. Riicken
die beiden Stiitzen sehr dicht zusammen, so wird der Bereich linearer
Spannungsverteilung ganz von den , i }
Storungswirkungen der Einzellasten T y '

iiberdeckt (vgl. Absehn. 7, S. 199). } mmwmm/g_
LaBt man eine weitere Querkraft :

am Ba%ken' angreifen, so erreicht 5%% I@.,c;._b&

n.um bei geelgnetd.ar Anordnung, df:mﬁ ' PO,

ein momentenfreier Querschnitt im . . .

Balken auftritt (Abb. 152 und 153). AP 123 ettt e Taston. o

Der Spannungszustand in der Um-

gebung dieses wichtigen Schnittes mufl nun unabhingig von allen gewahl-

ten Abmessungen, Abstinden und Kriften immer dasselbe Bild aufweisen,

simtliche Spannungen verindern sich lediglich mit einem Gesamtfaktor,
namlich der wirksamen Querkraft Q. Da die Momentennullpunkte fiir

)

Mesmer, Spannungsoptik. 12
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die Beurteilung spannungsoptischer Bilder von Rahmenwerken von
groBler Bedeutung sind, wird ihnen der folgende Abschnitt gewidmet.

Abb. 1563. Farbgleichen in einem Zelluloidbalken zwischen drei Lagern mit einer Last. 2 =]6 mm,
Abstand der sichtbaren Lager 50 mm, drittes Lager 35 mm weiter links, P = 8,3 kg 20 mm vom
rechten Lager. Momentennullpunkt 20,5 mm links von der Last.

d) Momentennullpunkte in Balken mit Rechteckquerschnitt. In vielen
statisch unbestimmten Aufgaben, insbesondere bei Rahmen mit steifen
Ecken, reicht die Kenntnis der Lage von Momentennullpunkten in den
Stédben aus, um eine erheblich vereinfachte statische Rechnung durch-
zufithren; wesentlich ist dieser Vorteil vor allem bei Aufgaben mit
vielen unbestimmten Gréfen. Ein wei-
terer Fortschritt ist mit der Ermittlung
der Langskrifte P und Querkrifte
in diesen Punkten verbunden, aber auch
nur die Kenntnis des Verhéltnisses P/@

) ) kann oft schon wesentlich fiir eine Auf-

A e Momentennulipumkter "€ gabe sein. Es wird sich im folgenden
zeigen, daBl der Wert P/Q die einzige

GroBe ist, von der das geometrische Bild der Spannungsverteilung
in rechteckigen Balken in der Néhe eines Momentennullpunktes ab-
hingt. Die absolute GréfBe aller Spannungen wichst bei konstantem
PJ@Q verhiltnisgleich zu ¢, alle auftretenden Spannungen seien daher
als Vielfache des Spannungswertes s = @/d b (mittlere Schubspannung
im Balken der Hohe % und der Dicke d ausgedriickt. Mit den Bezeich-
nungen der Abb. 154 gelten folgende Zusammenhénge : Infolge der Langs-

kraft P wirkt iiberall eine Langsspannung ¢, = EP_h = g -s. Infolge der

Querkraft ¢ wirkt eine Schubspannung, die parabolisch iiber den Quer-
schnitt verteilt ist, es ist

3 642\ 3
Tey = 4.1 <§——7LT) =gsl—7).
SchlieBlich ergibt das aus der Querkraft folgende Moment eine linear

verteilte Lédngsspannung

Y _p.,. 2y _ Q@ = 12¢9
=M F=Q v =g 5 T =53
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Der Gesamtzustand lautet also
ax:s<3én—f—g> g,=0 r“:s-%(l—n2).
Fir die Hauptspannungen und ihre Richtungen folgt daraus

(2% ) = (sen+ g roa—m],
31— 2)

3¢ 7+ ?
Tatséchlich tritt also nur der Wert P/ als wesentliche Lastgro8e in der
Gesamtverteilung der Spannungen auf.

Die spannungsoptische Untersuchung des vorliegenden Zustandes
erfolgt z. B. in einem Modell nach Abb. 155 (vgl. [8.05]), darin ergeben
die Krifte 44 einen Wert P/@Q = 0, die Krifte BB einen Wert P/Q =1
usw. Es folgen daraus Bilder, wie sie fiir die Werte
P/Q@ =0, P/ =03 und P/Q =3,0 in Abb. 156a
bis f wiedergegeben werden, eine photographische
Farbgleichenaufnahme stellt Abb. 156g dar.

Wichtig fiir die Auswertung sind folgende Tat-
sachen: Im Balkenmittelpunkt & = 5 = 0 herrscht eine

tg2¢ =

Hauptrichtung ¢, nach der Gleichung tg 2 ¢, = }—,7—@
. . . . A Abb. 155. Modell zur
Die Richtungsgleiche durch den Mittelpunkt mit Herstellung eines

3 3 (1 —y ) Momentennullpunktes
diesem @-Wert nach der Gleichung » Plg= I 0T e edenon
3&q -|—— (44 fir P/Q = 0,
Q BB fir P/IQ = 1.)
besteht also aus einem Ast # = 0 (Balkenldngsachse)

¢ P/Q

und einem Ast = , der ebenfalls geradlinig ist und den Rand

(p =41) in den Punkten & = PéQ schneidet. In denselben Rand-

punkten ist (g, —a,) = 0, es sind singuldre Randpunkte. Aus der Lage
dieser Punkte und dem meBbaren Hauptrichtungswert ¢, ergibt sich
also unmittelbar der Wert P/Q.

Die absolute Grée von P und ), d.h. den Wert s = @/d h ermittelt
man schlieBlich fiir kleine P/Q entweder aus (o, — 6,)-Werten von Rand-
punkten, die etwas vom Nullpunkt entfernt sind, bei denen also in
der Randspannungsgleichung (o; — 6y)gang = $ <3 &+ g—) der Wert &
moglichst grol gegen P/@ ist, oder aus der Vermessung des Mittelpunktes

— 2
mit (Ul - 0y )j: ‘1 [(g) + 9] Bei grofien Werten P/@ vermit man
besser die unmittelbar neben dem Mittelpunkt liegenden Randpunkte
E=0; n=21, dort ist (0, —0ay) = P/d-h.

12*
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¢) Momentennullpunkte in Flanschtrigern. Hier sei eine Bemerkung
iiber ein nur teilweise ebenes Problem eingeschaltet, namlich die Span-
nungen im Steg eines Profils mit einem oder zwei Flanschen. Ist der

75 5 . Steg diinn, so herrscht in ihm ein praktisch ebener

8 Zustand, der auch spannungsoptisch untersucht
—— werden kann. Eine Abschdtzung von P/@ und der

] = s absoluten GréBe von P und @ laBt sich auch hier

Abb.157a bis d. Spannungszustand in der Umgebung eines Momentennullpunktes
im Steg eines Profils.
a) Richtungsgleichen P/Q = 0; b) P/Q = 6,0; ¢) Hauptlinien P/Q = 0; d) P/Q = 6,0.

in der Umgebung des Momentennullpunktes ermitteln, wenn man die
auftretenden Kurven fiir das vorliegende Profil aus einfachen Rechnungen
bestimmt und. zeichnerisch zum Vergleich mit den Aufnahmen darstellt
(Abb.157a—d). Man kann dabei so vorgehen, dal man einen recht-
eckigen Ersatzquerschnitt bestimmt, der in der Umgebung seines Schwer-
punktes genau dieselben Spannungen, Richtungsgleichen, Hauptlinien
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usw. aufweist wie der Steg des eigentlich vorliegenden Trigers. Zweck-
méBig wihlt man den Ersatzbalken von der Dicke d des urspriinglichen
Steges und gibt ihm die richtige Ersatzhéhe. Diese Ersatzhche A’ mufl
so gewihlt werden, dafl das statische Moment der auf der einen Seite
des Schwerpunktes liegenden Querschnitthilfte <: % °d- % = —é -d- h’2>
gleich ist dem statischen Moment der einen Seite des urspriinglichen
Querschnitts (d. h. also z. B. des oberen Flansches und des oberhalb
des Schwerpunktes liegenden Stegteiles). Nach dieser Bestimmung
von A’ belastet man diesen Ersatzbalken mit einer Lingskraft P’ =
PF'|[F = Ph'd[F (F =urspriingliche Querschnittsfliche) und einer
Querkraft Q' = @QJ'/|J (J = urspriingliches Flichentrigheitsmoment).
Alle Spannungen im Mittelteil dieses Balkens entsprechen dann dem
urspriinglichen Stegzustand. Insbesondere ist also %:%g.li’ Zwei
Kurvenscharen fiir einen 7-Triger (etwa _| 16 DIN 1024) sind in
Abb. 157 mitgeteilt. Hier ist P’ = 0,75 P, @' =1,34 @, P'/Q' = 0,56 P/Q.
Abmessungen des Ersatzbalkens: b = 15 mm, b’ = 229 mm.

2. Gerade Stibe mit Kerben, Lochern und Querschnittsiibergiingen.

Die bei geraden Priifstiben mdglichst vermiedenen Stérungen in
der Nihe der Einspannkdpfe usw. sind bei den technischen Stabformen
oft aus konstruktiven Griinden

T T T T notwendig, ihrer niheren Unter-
/,Z"y'= such /)“a_! 71 suchung wurde daher eine groBe
3 3 +—{ Zahl spannungsoptischer Ver-
suche gewidmet. Die im Schrift-
M ﬂ g : “@ E “/‘/ tum  bisher versffentlichten
1 ,,Kerbfaktoren* wurden zum

KXY
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x
o

KN
o
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LYY ®
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Biegeversuch ¢

kﬂ/’eyung und kZu_q-’
&
Y

‘\ ] groflten Teil spannungsoptisch
18 @V@Psucﬁ,k=% gewonnen, sie sind insbesondere
oy \_ | fir Dauerfestigkeitsfragen von
' AN \\ hochster Bedeutung. Eine kleine
7 ) \\ - Auswahl von behandelten For-
725, Omax E—— 1 1
121 Biegeversud, k= 7T men ist im folgenden zusammen-
[ 1 | 7
Y47 0z 45 0¥ 05 95 47 08 09 10 gestellt.
i a) Seitliche Rundkerben. Der

Abb. 158, Hichstspannung im Kerbgrund, bezogen ebene Zustand zwischen zwei
e P eng b Kieinsten Ouersehngte. . " Rundkerben entspricht nur an-

néhernd dem an sich wichtigeren
Problem des Rundstabes mit umlaufender Rundkerbe. Immerhin liefern die
Ergebnisse Anhaltspunkte auch fiir die Beurteilung des rdumlichen Falles,
wenn man z. B. die ermittelte Spannungsverteilung im Mittelschnitt bei

Zug als Querschnittsbild des gezogenen Rundstabes auffafit und ent-
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sprechend umrechnet. Bei Biegung ist dagegen keine Ahnlichkeit zwischen
dem ebenen und dem rdumlichen Problem zu erwarten. Im ebenen Fall
erhilt man sowohl bei Zug wie bei Biegung eine Spannungserhshung infolge
der Kerbe, die im Kerbgrund ihren héchsten Wert erreicht. Die grofBte
Spannung im Kerbgrund, verglichen mit der (theoretischen) Spannung
im kleinsten Querschnitt (allgemeine Zugspannung oder Randspannung bei
Biegung), ergibt sich aus diesen Versuchen (insbesondere der Arbeit [5.08])
in Abhingigkeit von r/h (Kerb-
radius/Balkenhéhe) nach Abb. 158.
Beispiele solcher Aufnahmen in Zir-
kularlicht zeigen die Abb.159a u. b.

a b

Abb. 159a und b. Gerader Stab mit Rundkerben r = 0,1 b.

a) Zug, Mungest. ~ 3, MKerhgrd ~ 9, &k ~ 9/3 = 3;
b) Biegung Mungest, ~ 7, MKerbgrd ~ 21, k ~ 21/7 = 3.
(k bezogen auf ungekerbten Querschnitt.)

Man kann in den mitgeteilten Aufnahmen die Spannungserhthung im
Kerbgrund durch Auszihlen der Farbgleichen ungefihr feststellen (vgl.
S.137). Im Fall der Biegung liegt der ungestorte Rand etwa beim
Streifen 7, wihrend die hichste Streifenzahl im Kerbgrund 21 betrigt.
Der Kerbfaktor, bezogen auf den wungekerbten Querschnitt, ist also 3,0.
Ebenso ergibt sich fiir den Zugstab ein Kerbfaktor von etwa 9/3 = 3,0.
In solchen Aufgaben ist die Aufnahme von Richtungsgleichen und
Hauptlinien durchweg von geringerer Wichtigkeit und viele Verfasser
beschrinken sich auf die Feststellung des Kerbfaktors, jedoch kann
manchmal (z. B. im Falle der ,,Entlastungskerben‘“ nach Tuum) die
Aufnahme der Hauptlinien weiteren Aufschlufl iber die ZweckmBig-
keit der gewihlten Form geben.
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b) Seitliche scharfe Kerben. Die
Spannungserhéhung in Stiben mit
scharfen Kerben ist bekanntlich eine
der wichtigsten Erscheinungen bei
Fragen der Dauerfestigkeit. Die Span-
nungshéhe, d. h. die Bruchgefahr
nimmt mit abnehmendem Kerbgrund-
radius stark zu. Die Schirfe der Kerbe
und damit die Hohe der auftretenden
Spannung sind durch die Schirfe der
Werkzeuge und durch den Kristallauf-
bau der Werkstoffe begrenzt, so daB
Versuche etwa in Glasmodellen mit
scharfen Kerben nur teilweise auf Aus-
fithrungen in Stahl usw. iibertragen
werden konnen. Eine Aufnahme eines
Biegestabes mit Rechteckkerben stellt
Abb. 160 dar, es ergibt sich ein Kerb-
faktor von etwa 3,5. Hier sei auch
auf die Arbeit [2.17] hingewiesen.

ﬁ(-‘?ib.Blig(g]{l Iﬁ;eraiilffrof;gbﬁréggc%::hl%%ilglégﬁggg C) Stab mit Mittelloch. Der Stab
Kerbfaktor nicht richtig auszihlbar. mit Mittelloch stellt das klassische
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Abb. 161. Spannungen im Zugstab mit Mittelloch, bezogen auf die mittlere Spannung im kleinsten

Querschnitt. Rechts: Lingsspannungen o, (Hochstwert am Lochrand) und AuBenrandspannung o,

im kleinsten Querschnitt. Links: Querspannung o4 im kleinsten Querschnitt. (¢ = Lochdurchmesser,
b = Stabbreite.)
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Beispiel einer theoretisch erfaBbaren ungleichformigen Spannungs-
verteilung dar, die Untersuchung dieses Falles wird daher hiufig zur
Priifung neuer MeBverfahren usw. verwendet. Die theoretische Losung
ist allerdings nur im Fall des sehr kleinen Loches in sehr breitem Stab
einfach, bei werhiltnismiBig groBeren Léchern ist die -zahlenmaiBige
Losung nur angendhert moglich.
Auf die grundlegende Arbeit von
Kirsca! sei besonders hingewiesen.
SpannungsoptischeUntersuchungen
des Zugstabes mit Mittelloch finden
sich vielfach im Schrifttum [0.20,
3.14, 4.37, 5.08, 7.20], besonders die
Arbeit von HENNIG [3.12] enthélt
eine ausfiihrliche Behandlung des
Falles. Das wichtigste Ergebnis
stellt Abb. 161 dar, in der lediglich
das gestrichelte Kurvenende bei
a/b = 1,0 bei HENNIG anders ge-
zeichnet ist. Abb. 166 gibt einen
Eindruck von den spannungsoptisch
auftretenden Erscheinungen; die
wichtigsten Formeln hierzu wurden
auf S. 82 und 162 mitgeteilt, dort
finden sich auch Bemerkungen iiber
das Rundloch im Schubblech. Bei-
spiele fir Biegung sind in den
Arbeiten [0.27] und [8.29] be-
handelt.
d) Stibe mit mehreren Lochern.
Sind mehrere Rundlécher nahe bei-
einander vorhanden, so beeinflussen
sich ihre Wirkungen in einer theore- Abb. 102, Tarbglcichon i Fugstab
tisch nicht mehr einfach erfalbaren
Weise. Spannungsoptische Bilder von Stiben mit mehreren Lochern
lieferten die auftretenden Werte der Spannungserhdhung. Beispiele
sind in Abb. 163a und b wiedergegeben (vgl. S.137 und 162).

Wird der Stab verbreitert und die Zahl der Locher erhoht, so entstehen
ausgedehnte und verwickelte Spannungsfelder, wie sie z. B. SIEBEL und
Kovrr [4.28] untersucht haben. Die Verfasser gingen dabei so vor, daf3
sie spannungsoptisch nur die Hauptrichtungen aufnahmen, wihrend
die Spannungshohe durch Dehnungsmessungen in den so gefundenen
Richtungen bestimmt wurde.

1 Z. VDI 1898.
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e) Stibe mit verinderlicher Breite. Die in der Technik auftretenden
Probleme an Stiben mit verinderlichem Querschnitt beziehen sich in
vielen Fillen auf runde Wellen mit verinderlichem Durchmesser, aber
auch ebene Probleme treten auf: Stumpfschweilung von Blechen,
Mauern mit Gesimse, eingespannte Balken usw. Die in der ebenen Span-
nungsoptik ermittelten Ergebnisse diirfen wie bei den Kerben nur bei

a b
Abb. 163a und b. Farbgleichen im geraden Zugstab mit zwei Lochern ¢ = 27 = 0,2 5.
a) Zug Mungest, ~ 2,5, Mmax ~ 8, £~ 3,3;
b) Biegung Mungest. Rd. ~ 8,3, Mmax ~ 18, £ ~ 1,55.

Liangsbeanspruchung und auch dann nur mit grofem Vorbehalt auf die
Spannungen in rotationssymmetrischen Wellen iibertragen werden.
Ein einfaches Beispiel eines eckigen Vorsprungs bei Biegung zeigt
Abb. 164, die wesentliche Spannungserhéhung tritt hier wie immer an der
einspringenden Ecke auf. Abb. 164 ist im iibrigen ein Beispiel fiir einen
Biegestab mit geringem Schub nach Abb. 146, S.175. Aus den damaligen
Bemerkungen folgt, daB hier eine Gesamtstreifenzahl von etwa 8 bis
zum Rand anzunehmen ist, obgleich infolge der Stérung in der Mitte
nur 6—7 Streifen gezihlt werden. Die richtige Streifenlage ist am Rand
der Abbildung angedeutet. Die seitliche Verschiebung der Mittelstorung
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beweist auBerdem eine kleine unbeabsichtigte Léngskraft im Versuch.
Fiir die Beurteilung der Randkerben sind die Mittelstérungen ohne Belang.
Ahnliche Verhiltnisse liegen bei Stumpfschweifungen vor (Abb. 165).
Eine eigenartige Anwendung

erfuhr ein Modell dieser Art durch

Bror und Smrrs [3.05]. Ein Stab

nach Abb.166 ergibt eine ahnliche

Abb. 164. Farbgleichen im geraden Stab mit recht- Abb. 165. Randspannungen (oben) und
eckiger Verbreiterung bei Biegung mit kleiner Hauptlinien (unten) im Modell einer
Querkraft. Oben: Lage der Streifen fiir @ = 0. SchweiBverbindung unter Zugwirkung.

Spannungsverteilung in den vorstehenden Dreiecken, als wenn nur das

Dreieck zusammenschrumpfen und sich dadurch gegen das unbelastete

Stabmittelstiick verspannen wiirde. Dies ist aber die Spannungsver-

teilung in einem Betondreieck (Staumauer-

querschnitt), das mit dem Boden fest ver-

bunden ist und das im Laufe der Zeit noch 3 E

schrumpft.
Abb. 167 zeigt den verwickelten Verlauf l/

der Hauptlinien bei einem eingespannten  Abb. 166. Stab mit Dreieckvor-

Balken mit verinderlicher Breite unter s foieckiger Maner-

der Wirkung einer Querkraft.

Die bei diesen Stabquerschnittsiibergingen auftretenden hohen
Spannungen vermindern sich durch geeignete Wahl der Ubergangs-
kurve, die am besten ganz ohne scharfe Ecke gut gerundet zu ver-
laufen hat. Versuche iiber die Wirkung solcher Uberginge sind vielfach
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durchgefiihrt worden [0.21, 0.23, 4.01, 4.38, 5.08, 7.20]; die ,,giinstigste*
Ubergangskurve mit der Eigenschaft, iiberhaupt keine Spannungs-

¢

Abb. 167. Hauptlinien im eingespannten Balken verinder-
lichen Querschnitts unter einer Einzelquerkraft Q.

Abb. 168a und b. Farbgleichen in der Halbebene unter
einer Einzellast, gleichzeitig Farbgleichen in keilférmigen

Stiben bei Einzelkraftwirkung an ihrer Spitze.

erh6hung zu geben, wurde versuchs-
méaBig von BAup und Tawk [3.01] er-
mittelt, sie sieht dem Profil des- frei
ausstromenden Wasserstrahls #hnlich.

3. Keilformige Stibe.

Bei keilformigen Stdben liegen theo-
retisch besonders einfache Spanpungs-
verhiltnisse vor, wenn nur eine Einzel-
kraft-durch den Schnittpunkt der beiden
Begrenzungslinien wirksam ist. Der Keil-
stab kann dann als Teil einer Halbebene
nach Abb. 168 aufgefallt werden und
weist streng denselben Spannungszustand

wie der entsprechende Keil
in dieser Ebene auf (vgl.
Abschn. 7, S. 195), ins-
besondere ergeben sich die
Farbgleichen als Kreise,
die die Randgerade A B
im Lastangriffspunkt be-
rithren. . Die Randgerade
A B steht dabei senkrecht
auf der Kinzellast. Den
Radius R dieser Kreise
errechnet man zu R =
P27 d T4, dabei ist P
die Last, d die Modelldicke
und 7., die auf der Farb-
gleiche wirksame Haupt-
schubspannung. EineReihe
linear steigender 7-Werte,
d. h. einer Schar schwarzer
Schubgleichen im span-
nungsoptischen Bild ent-
spricht also eine Schar von
Kreisen, deren Durchmes-
ser verhdltnisgleich zur
Reihe 1, Y/,, 1/, usw. sind.
Eine Aufnahme eines sol-

chen Keiles stellt Abb. 169 dar, die Kreisschar ist klar erkenntlich. Das
Bild ist gleichzeitig ein schones Beispiel des bekannten St. VENANTschen
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Prinzips : In einiger Entfernung von der Lastangriffsstelle ist der
Spannungszustand unabhéngig von értlichen Storungen streng so, wie

Abb. 169. Farbgleichen in einem keilformigen Stab. Vgl. Abb. 168b.

er auch bei strenger Erfiillung der bei der Rechnung vorausgesetzten
Randbedingungen sein wiirde, nur die Lage und GréBe der Kraftresul-
tierenden sind im &duBeren Teil des Balkens

5465 . .
Tl fir die Spannungsverteilung wesentlich.

|
\

70,6mm \\

635 9 72 7% 78 Zrmm24 L%

Abb. 170a bis c¢. Geschlitzter Kreisring unter gleichférmiger Biegung. "a) Belastungsanordnung.
b) Links: Richtungsgleichen; rechts: Hauptlinien. c¢) Verteilung der L.angsspaa.mungen (Tangen-
tialspannung) o; und Querspannungen (Radialspannungen) o, im Schnitt 4 B.
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4. Krumme Stéibe.

Die fiir Festigkeitsfragen wichtigste Eigenschaft der krummen Stébe,
némlich die starke Spannungserhéhung am inneren Rand bei Biegung,

Abb. 171. Farbgleichen im Kreisring (Zelluloidmodell)
zwischen zwei Stempeln. Singulire Punkte wie in
b. 172.

ist spannungsoptisch mehrfach
untersucht worden, im folgen-
den seien nur ein paar einfache
Fille gezeigt: Der geschlitzte
Kreisring unter der Wirkung
eines reinen Momentes (Ab-
bildung 170), sowie der statisch
unbestimmte geschlossene
Kreisring unter der Wirkung
von zwei gegeniiberliegenden
entgegengesetzt gleichen Kraf-
ten (Abb. 171). Der geschlos-
sene Kreisring zwischen zwei
dufleren Lasten ist gleichzeitig
ein Beispiel fiir einen mehr-
fach zusammenhingenden Be-
reich, bei dem die Spannungs-
verteilung vom Werkstoff un-

abhéngig ist, wenn die Lasten auf jedem Rand fiir sich im Gleichgewicht
stehen. Bei Coker [28, vgl. 22] findet sich das entsprechende Beispiel

175 \\\
2
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Abb. 172a und b. Elliptisches Kettenglied unter der Wirkung zweier Inneakrifte. a) Links:
Richtungsgleichen; rechts: Hauptlinien. b) Lingsspannungen (Tangentialspannungen) o; und Quer-
spannungen (Radialspannungen) o, in einigen Schnitten. Kleinste Spannungen im Schnitt 4 B.

eines elliptischen Ringes mit zwei

(Kettenglied) (Abb. 172).

entgegengesetzten Innenkriften
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Den Fall des an beiden Enden elastisch eingespannten Kreisbogen-
stiickes unter der Wirkung einer gleichformig verteilten dulleren Last
(Flissigkeitsdruck) untersuchte OBERTI [5.15, 6.16, 8.27] als Ersatz-
modell fiir eine gewélbte Talsperre. OBERTI ging dabei von der

b

Abb. 173a und b. Modell eines waagerechten Schnittes einer beiderseits eingemauerten gebogenen
Staumauer unter der Wirkung duBeren Wasserdrucks. a) Hauptlinien; b) Farbgleichen.

Vorstellung einer Mauer gleicher Dicke und konstanten einseitigen
Wasserdruckes aus. Ein waagerechter Schnitt durch diesen ebenen
Verformungszustand wird durch den genannten Spannungszustand an-
nidhernd dargestellt. Die Aufnahme eines Modelles ist in Abb. 173
wiedergegeben.
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5. Stabecken.

Bei scharf gebogenen Stiben, d.h. Stabecken, iiberlagert sich die
Wirkung einspringender Ecken und gekriimmter Stabmittelachse zu
einer hohen Spannungskonzentration in der Ecke. Die systematischen
Stabeckenuntersuchungen von WipperN [0.31], KurzHALS [1.13] und
KETTENACKER [2.12] (Abb. 174), sind inzwischen durch eine Reihe von
anderen Arbeiten erginzt worden ([4.32, 7.11, 8.26]), dabei wurden
abgeschrigte Ecken wie in Schweiverbindungen [3.06, 3.07, 4.16, 7.11],
kurbelwellendhnliche Ecken ([4.32]) usw. untersucht.

6. Rahmen.

Die aus Stiben und Gelenken oder Ecken zusammengesetzten Rahmen
bilden eine besonders wichtige Gruppe spannungsoptischer Anwendungen.
Bei statischen Berechnungen von Rahmengebilden sind die elastischen
Steifigkeiten der Ecken meistens unsicher und werden daher oft ent-
weder ganz vernachlissigt (Gelenkfachwerk) oder als unendlich steif
betrachtet; das rechnerische Ergebnis ist natiirlich in beiden Fillen
nur angenihert richtig. Die spannungsoptische Vermessung eines wirk-
lichkeitsgetreuen Modells kann in solchen Fillen einen guten Ersatz oder
eine wertvolle Erginzung der Rechnung darstellen. Dabei konnen in
unmittelbarer Nahe der Knotenpunkte bei entsprechender Modellaus-
bildung die auftretenden hochsten Randspannungen bestimmt werden,
oder man beschrinkt sich wie bei der Rechnung auf die Bestimmung
der Gesamtkrifte und -Momente in den einzelnen Stédben.

Bei der Beurteilung der Lings- und Biegespannungen ist die Kenntnis
der Momentennullpunkte von entscheidender Bedeutung, ihre Eigentiim-
lichkeiten sind in Abschn. 1d (8. 178) niher dargestellt. Schon die Kennt-
nis ihrer Lage ist ein erheblicher Gewinn, wenn man etwa in Systemen
hoherer Unbestimmtheit die Spannungen rechnerisch ermitteln will.
Wegen der spannungsoptisch unmittelbar ersichtlichen Lagebestimmung
der Punkte bedeutet eine Kombination von Spannungsoptik und Rech-
nung in solchen Fillen eine erhebliche Verkiirzung der Arbeitszeit. Aus
der Form des spannungsoptischen Bildes ergibt sich auflerdem das Ver-
héltnis zwischen Lingskraft P und Querkraft . Die Absolutwerte von
P und @ schlieBlich bestimmt man entweder durch Randspannungs-
messung in einiger Entfernung vom Momentennullpunkt, d. h. an einer
Stelle mit moglichst hohen Biegespannungen, oder am Rand unmittelbar
neben dem Nullpunkt (vgl. S. 179). Die Schubkraft @ 16t sich auBerdem
immer aus der spannungsoptischen Vermessung von 7,,,, und der Haupt-
neigung in einem beliebigen Balkenquerschnitt ermitteln, denn nach
Gleichung (6b), 8. 15 ist 7,, = Tpay * in 2 @ iberall spannungsoptisch
bestimmbar und @ kann als die Summe aller Schubspannungen iiber
einem Querschnitt errechnet werden, es ist @ = f T4y df. Die Messung
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Abb. 174a bis ¢. Spannungszustand in einer Stabecke unter der Wirkung eines reinen Momentes.
a) Hauptlinien; b) Linien gleicher Hauptspannungssumme S = p = o, + 0,. K erginzt die p-Linien
zum quadratischen Potentialnetz. ¢) Links: Linien gleicher Werte 0, — 0; = 2 Tmax
rechts: Verteilung der Schubspannung am Rand und in einzelnen Schnitten.

13

Mesmer, Spannungsoptik.
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gelingt am saubersten in unmittelbarer Nihe des Momentennullpunktes, da
in ihm (namentlich fiir kleine P) g ~ 45°, d.h. 7, annéhernd gleich 7, y1ist.

Abb. 175. Farbgleichen im quadratischen Rahmen (Phenolitemodell) unter der Wirkung zweier
Einzellasten.

Die spannungsoptische Vermessung einfacher ebener Modelle liegt

besonders nahe bei Rahmenwerken, die im wesentlichen aus einer ebenen

Abb. 176. Farbgleichen in einem zweifach gestiitzten Rahmen unter einer Einzellast. Momenten-
nullpunkte in den Pfosten und duBeren Teilen der waagerechten Stibe.

Wand bestehen, z. B. beim Vierendeeltriger. Aufnahmen dieser Art sind
bei Bags verdffentlicht ([6.02, 7.01]). Beispiele einfacherer Rahmen
sind in Abb. 175 und 176 mitgeteilt.
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Die nihere Untersuchung der Nullpunkte hat keine Bedeutung
mehr, wenn die Lingsspannungsverteilung nicht mehr linear ist, also z. B.
dann, wenn die Balkenhéhe vergleichbar wird mit der Balkenlinge oder
bei gekriimmten Balken. In diesen Fillen muB man sich auf die Be-
stimmung der Nullpunktslage beschrinken oder eben den vollstdndigen
Spannungszustand ermitteln.

7. Einzellasten.

Der theoretisch einfach zu behandelnde Fall einer Einzellast, die
senkrecht auf dem freien geraden Rand einer groBlen ebenen Platte
(,,unendlichen Halbebene‘‘) angreift, hat praktisch geringe Bedeutung
in unmittelbarer Lastndhe, denn die in Abb. 177 dargestellte Anordnung
ist in Wirklichkeit nur mit einer iiber einen endlichen Bereich verteilten
Last herstellbar. Aber auch dann gilt die theoretische Losung in einiger
Entfernung von der Last. Sie lautet:

_ —ya 2P
O‘@ - (x2+y2)2 nd ’
__—y 2P
O = @+ ¢?2 md’
—xy: 2P

T = *y

Ty (x2+y2)2' wd
Abb. 177. Koordinaten unter

1 N einer Einzellast am Rand einer
Daraus folgen noch die GréfBen st amn &

__—y 2P _
A= @r ) wdr 20

—y 2P 22y Y
S:O’1+O‘2:0-1_0‘2:2Tmaxzm.n7d’tgg(p:;;tjﬁ’tg(p:;'

Die Schubgleichen und die S-Gleichen haben die Gleichungen

y P
) 7 md = const
oder

P
Y=Y i oont =YD

Dies ist die Gleichung eines Kreises vom Durchmesser D, der die z-Achse
im Nullpunkt berithrt. Die Richtungsgleichen sind Radien durch den
Nullpunkt, die Hauptspannungen haben iiberall die Richtungen wie
Radien und Kreise um den Nullpunkt, diese sind also auch Hauptlinien
(Abb. 178). Es handelt sich demnach um einen strahligen Spannungs-
zustand, bei dem auBerdem die Tangentialspannungen (Ringspannungen)
verschwinden. Man kann ohne Verinderung des Zustandes die Ebene
lings jedes Radius aufschneiden und Keilstibe daraus herstellen, wie sie
in Abschn. 3 bereits gezeigt wurden. Die Gleichungen gelten ebenso
13*
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bei den Anordnungen nach Abb. 179a und b, jedoch nicht bei der Einzel-
last in der ringsum geschlossenen Ebene, bei der das Ergebnis von der
Querdehnungszahl-abhingen mufl (vgl. S.42).

Abb. 178. Hauptlinien unter einer Einzellast Abb.179aund b. Giiltigkeit der Losung fiir Abb.177
nach Abb. 177. und 178 bei anderen Randbedingungen.

In unmittelbarer Nihe des Lastangriffs mull wegen der begrenzten
Elastizitit jedes Werkstoffes ein anderer Zustand herrschen. Nimmt
2 fig/em] man eine gleichférmig iiber eine Strecke der

Liange 2b verteilte Last P = 2 bp an (Abb.180),

so folgt ein Spannungszustand nach den

1
\,e; 265 Gleichungen:
Ox— Oy —p , . .
—3 :§n—(s1n2<p1—s1n2(p2),
Ozt+oy P _o0toy
9 *~—n(‘P1*“‘P2)— 9
- ; =2 (cos2 2
Abb. 180. Koordinatenwinkel ¢ Tpy = 5, (COS2 ¢, —cos @a)
fiir die Spannungen in einer n
Halbebene unter einer iiber die G — G P
Strecke 2b gleichférmig 21 72 £ gin (‘P _ )
verteilten Tast. 2 7 17 Pl
Wl
5 852 _
74
o 75\
65 633
50
4
635 265
76 74
85 5
9|o“

a

Abb. 181a und b. Spannungszustand in einer Halbebene unter gleichférmig iiber eine Strecke ver-
teilten Last. a) Richtungsgleichen (Hyperbeln). b) Hauptlinien (konfokale Ellipsen und Hyperbeln).

Hieraus folgen die S-Gleichen als Kreise durch die Enden der Last-
strecke, die Richtungsgleichen als Hyperbeln durch diese Lastenden
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(Abb. 181a) und die Hauptlinien als konfokale Ellipsen und Hyperbeln
mit den Lastenden als Brennpunkten (Abb. 181b). Man sieht die
Ahnlichkeit dieser Kurven mit Abb. 178 in groBerer Entfernung von
der Last unmittelbar.

b

Abb.182a und b. Farbgleichen in einer Halbebene unter einem starren Stempel der angedeuteten
Breite. a) Farbenaufnahme mit Cellonmodell. b) Zelluloidaufnahme.

In Wirklichkeit liegt auch dieser Zustand kaum jemals vor, da eine
Last gewohnlich durchaus nicht gleichférmig iiber eine endliche Strecke
verteilt ist. Entweder benutzt man einen harten rechtkantigen Stempel
zur Lastiibertragung, so entsteht ein Zustand nach Abb. 182a und b,
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oder man verwendet einen abgerundeten Stempel, dann dhnelt die Last-
verteilung dem Zustand der Abb. 183, d. h. dem Problem des Kontakt-
druckes zwischen zwei Kreiszylinderflichen. Bei abgerundeten Stempeln
ist zu beriicksichtigen, dal die Kontaktflache
sich mit steigender Last verbreitert, so daf3 die

elliptisch verfeiff

1

Abb. 183. Kontaktdruck zweier
Zylinder.

VIII. Anwendungen.

Spannungsverteilung bei steigender Last nicht
geometrisch dhnlich bleibt. Da die Breite der
Kontaktfliche auBlerdem auch vom Elastizitéts-
modul des verwendeten Werkstoffes abhingt,
ist bei beabsichtigter Ubertragung der Er-
gebnisse mit besonderer Sorgfalt auf die im
Verhiltnis gleiche Kontaktbreite zu achten.

Beispiele zur Einzellastwirkung sind schon in anderen Abbildungen
enthalten (z. B. Abb. 147), denn in unmittelbarer Ndhe der Last sind

Abb. 184a und b. Spannungszustand beim Kontaktdruck zweier Zylinder mit der Beriihrungs-
fliche 4 B. a) Links: Hauptlinien (strichpunktierter Ort der Wendpunkte der hyperbolischen Haupt-
linien), rechts: Richtungsgleichen. b) Links: Schubgleichen (vgl. Abb. 189b); rechts: S-Gleichen.

immer die Einzellastwirkungen bei weitem wesentlicher als der im

5
FRRES
TR

iibrigen schon vorhandene Zustand.
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Das Zylinderkontaktproblem ist von RAYNFELD [4.24] und von
LorrFLER [8.22] behandelt worden. Die Ergebnisse von LOFFLER an
geschliffenen Glasmodellen stimmen besonders gut mit der Theorie
iiberein (Abb. 184).

Zwei gegeniiberliegende Einzellasten an einem Balken endlicher Héhe
iiberlagern ihre einzelnen Wirkungen zu einem Bild wie in Abb. 185

Abb. 185. Hauptlinien im Balken zwischen zwei Einzellasten.

und 186. Auch durch die Nihe gegeniiberliegender freier Rénder wie in
Abb. 187 wird der Spannungszustand stark beeinflufit, so dal die Ver-
teilung nach den Gleichungen S. 195 nur in nichster Stempelnihe giiltig
ist. Ebenso sind die Gleichungen nur angendhert verwendbar bei der
Behandlung von Schneidvorgéngen, die von CokER [28] ndher behandelt
wurden (Abb. 188). '

Es empfiehlt sich, die Ergebnisse dieser Rechnungen und Versuche
zu beriicksichtigen, wenn die Randwerte einer Haut oder eines elektri-
schen Potentials nach Kap. IV, Abschn. 2 und Kap. VI, Abschn. 12
hergestellt werden sollen. Die auftretenden Spitzen infolge einer kon-
zentrierten Last sind bei solchen Randwertaufgaben praktisch nicht zu
verwirklichen, man kann aber eine kleine Umgebung des Lastangriffs
durch einen Hilfsschnitt ausschlieBen und an diesem Schnitt die Rand-
werte nach den Gleichungen S. 195 anbringen. Die wichtigen Rand-
werte der Hauptspannungssumme sind danach auf Kreisen durch die
Endpunkte der Laststrecke konstant, werden also am bequemsten
mittels eines Hilfsschnittes in Kreisform in das Spannungsfeld ein-
gefiihrt. In einiger Entfernung von dem konzentrierten Lastangriff ist
dieses Vorgehen auch bei nicht gleichférmig verteilter Last in guter
Annéherung berechtigt.
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8. Technische Formen.
Die folgende Ubersicht soll einen Eindruck von verschiedenen An-
wendungen des spannungsoptischen Verfahrens vermitteln. Wegen néherer
Einzelheiten sei auf das angegebene Schrifttum verwiesen.

c

Abb. 186 a bis ¢. Farbgleichen im Balken zwischen

zwei Einzellasten (Dekoritmodell). a) Farb-

aufnahme in zirkularem Licht. b) Aufnahme

des Zustandes @ mit Orangefilter; ¢) Aufnahme Abb. 187. Hauptlinien in einem stumpfen Keil
des Zustandes ¢ mit Blaufilter (vgl. 8. 127). unter einer senkrechten Einzellast V.

a) Radscheibe, Walze. Die volle Radscheibe auf ebener Unterlage
enthédlt unter der Wirkung eines Achsdruckes einen Spannungszustand,
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der dhnlich wie im Balken zwischen zwei Einzellasten ist, Abb. 189 (vgl.
Abb. 184 und 186). Zwei Gebiete ortlicher Einzellastwirkungen sind

a b

Abb. 188 a und b. Spannungszustand im Modell eines Werkstiicks vor einer Schneide
(Zelluloidmodell) a) Hauptlinien; b) Farbgleichen.

a b

Abb. 189a und b. Farbgleichen in einer Radscheibe bei senkrechter Achsenbelastung und ebener
Unterstiitzung. Schubhdchstwert innerhalb der Scheibe (vgl. Abb. 184b).

durch ein Ubergangsgebiet verbunden, die wesentlichen Spannungen
sind auf einen Raum beschrinkt, der etwa einem Kreis mit dem halben
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Durchmesser entspricht. Man beachte, daB der Hochstwert der Schub-
spannung nicht am Rand, sondern im Innern der Scheibe auftritt
(vgl. Abb. 184b). Ahnlich sieht auch das Spannungsbild der Walze
zwischen zwei Einzellasten
aus; die strenge theoretische
Losung dieses Problems ist
ebenfalls bekannt und kann
zur Kontrolle verwandt wer-
den ([28] oder TESAR, Génie
Civil, Juni 1931).

b) Augenstibe. Die Er-
gebnisse  an Augenstiben
mit Bolzenbelastung hingen
strenggenommen von der
Querdehnungszahl ab (vgl.
S. 42). Der EinfluB ist aber
gering gegeniiber Einfliissen

[ by
\
,.-__,____,L__: —7\14\;\’____,‘/\%

S [ P
—;/\,’\L r—“"\l” der Form und des Bolzen-
o i | spiels, durch die der gesamte
T S ————r ! l
| [ 1 Spannungsverlauf wesent-
| . .
T"\"\F—"—‘———l}— lich verdndert werden kann.

I s e S
M

Um die Unsicherheiten des
Spieles auszuschalten, wur-
den die Versuche vielfach
mit reinen Einzellasten an-
statt mit eingepafBten Bolzen

ausgefiihrt (Abb. 190).

¢) T-tormigeTeile, Schwal-
benschwiinze. Die Span-
nungen in einem T-formigen
Profil untersuchte SuUpPPER
im Modell einer Schiene
[7.20], die Spannungen in Polbefestigungen wurden von BIRNBAUM
[30] und von Baup [4.01] ausfithrlich behandelt (Abb. 191).

d) Verzahnungen. Bei der Messung der Spannungen in Zihnen beim
Eingriff hat man Einzelzihne oder ganze Randsegmente mit Einzel-
kriften oder durch einen zweiten Zahn belastet. Die Ergebnisse [1.03,
1.04, 4.01, 6.03, 6.11] gaben wertvolle Aufschliisse iiber die Hochst-
beanspruchung im Zahngrund und die hohen Spannungen in der Nihe
des Lastangriffs, die den Spannungen nach Abschn. 7 #hnlich sind.

Ahnlich liegen die Fragen der Schraubenverbindungen [2.10, 6.11],
jedoch liegen hier in Wirklichkeit rotationssymmetrische Probleme vor
und die Ergebnisse der ebenen Spannungsoptik diirfen nur mit groBer
Vorsicht iibertragen werden. Auch Fragen der Ganghinterdrehung zur

R AR A

Abb. 190. Spannungszustand in einem Augenstab bei

Einzelkraftbelastung. Links: Lingsspannungen (ausge-

zogen) und Querspannungen (gestrichelt) in einzelnen
Schnitten. Rechts: Hauptlinien.



a b

Abb. 192a und b. Farbgleichen in einem Lasthaken (Zelluloidmodell). a) Aufnahme in zirkular-

polarisiertem Licht; b) Aufnahme in linearpolarisiertem Licht mit einer um 5° oben nach links
geneigten Polarisationsrichtung. Schwarze Richtungsgleiche.
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elastischen Muttersicherung und zur gleichférmigeren Kraftiibertragung
sind mit solcher Vorsicht zu behandeln.

e) Lasthaken. Die Kombination von Augenstab, gebogenem Balken
und Einzellast ergibt das Bild des Lasthakens, das in der bunten Wieder-
gabe Abb. 192 beigefiigt ist. Die Farbaufnahme zeigt auch den Eindruck,
den man von einer Richtungsgleichen hat, wenn sie eine Farbgleiche
kreuzt. Die geringe Gesamtlichtstirke etwa in der roten Farbgleiche 148t

die Schwirzung der Neigungs-
gleiche stark verbreitert er-
scheinen, so daB die Bestim-
mung ihres ,,Schwerpunktes
sehr erschwert wird.
f) Schraubensehliissel. Die
Aufnahme eines Schrauben-
schliisselmodells Abb. 193 zeigt
die hohe Beanspruchung im
Grunde der Schliisselklaue. Die
Abbildung stammt aus einer
lingeren Untersuchung iiber die
ZweckmaiBigkeit verschiedener
Schliisselformen [7.07].
g) Flugzeugbeschlag. Das
Beispiel Abb. 194 zeigt den
Hauptlinienverlauf in einem
Flugzeugbeschlag, bei dem die
Farbgleichen in einﬁ)bécll?rihbenschliisselmodell. Abmessungen nicht mehr die
Vorstellung des diinnen langen
Balkens erlauben. Gerade im Flugzeugbau ist &duBerste Gewichts-
ersparnis, d.h. giinstigster KraftfluB in derartigen Teilen von so erheb-
licher Bedeutung, daB die spannungsoptische Modelluntersuchung wert-
volle Anregungen vermittelt.

h) Blocke mit Zwischenschichten. TEsAR [7.22] wandte das spannungs-
optische Verfahren auf eine Sdule aus einzelnen Glasblécken an, die durch
weiche Schichten (Papierstreifen) voneinander getrennt waren. Die
ermittelten Spannungen entsprachen dem Zustand in einer Mauer aus
festen Steinblécken mit weichen Zwischenfugen, sie ergaben sich als
linear verteilt, wie man es nach der Lehre vom dicken Pfeiler zu
erwarten hat.

i) Tunnel mit Innendruck. Bei den Versuchen von SOEHRENS und
Cass [6.20] an einem Doppeltunnel mit Innendruck ist interessant, daB
der hydraulische Tunnelinnendruck auch im ebenen Modell hydraulisch
erzeugt wurde.

k) Speichenrider. Sowohl die Schrumpfspannungen an der Achse
wie die Spannungen bei Radbelastung am Reifen waren Gegenstand von
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Modellversuchen. Versuche von CokER und LEvi [4.09] zeigten, daB bei
Zahnridern die gefihrlichsten Schrumpfspannungen in Zahnmitte, nicht
in der Liicke, auftreten, die Versuche von CoKER und SALVADORI [5.05]
behandeln die Verinderung der Spannungen in den Reifen von Lokomotiv-
ridern, wenn die relative Lage der Speichen gegen den Lastpunkt (Schiene)
sich verdndert.
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Abb. 194. Hauptlinien im Modell eines Flugzeugbeschlages.

1) Seheiben mit Aussehnitten. Scheiben mit Ausschnitten liegen
beispielsweise bei Briicken, Eisenbahnwagen und Flugzeugriimpfen vor.
Im allgemeinen sind die Spannungszustinde in diesen Bauteilen duBlerst
verwickelt und es treten durchweg eine Reihe von Singularititen im
Hauptlinienbild auf. Das bedeutet, daBl man etwa mit punktweiser
Vermessung der Zustinde keinen vollstindigen Uberblick iiber den
Spannungszustand erhalten kann, wenn man nicht eine Unmenge von
Punkten vermiBt. Die Spannungsoptik kann hier besonders viel Arbeit
ersparen, auch schon dann, wenn man sie etwa nur zur Bestimmung der
Hauptrichtungen benutzt und dann in diesen Richtungen mit Dehnungs-
messern weiter arbeitet. Die optische Messung der Hauptspannungs-
differenz stellt dann schlieBlich noch eine bequeme Kontrolle dar.

Bei diesen Aufgaben kann es sich als notwendig erweisen, dal der
EinfluB anderer Flichen (Gehbahn, FuBlboden, Dach) auch im Modell
beriicksichtigt werden muBl. Es entstehen dann rdumliche Modelle, deren
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Untersuchung die Anwendung des Spiegelverfahrens (Kap.V, Abschn. 5)
erfordert. Im Beispiel Abb. 195 ist der Einflul dieser weiteren Flichen
ganz vernachlissigt, in wirklichen Eisenbahnwagen usw. werden also

Abb. 195. Farbgleichen im Phenolitemodell einer Eisenbahnwagenwand
unter der Wirkung von Einzellasten.

schon aus diesem Grunde andere Spannungszustidnde herrschen. Besser ist
der Zusammenbau eines dhnlichen Modells, bei dem die Lasten wirklich

Abb. 196. Riumliches Modell eines Eisenbahnwagens aus Zelluloid.

am FuBboden bzw. an den Quertrigern angreifen. Abb. 196 zeigt ein Bei-
spiel eines Wagenmodells aus Zelluloid mit vier Lasten auf zwei Stiitzen
(Fahrgestell), bei dem auch Briistungsleisten und Pfostenversteifungen
(Flansche) aufgeklebt sind. Die Flanschenunterbrechung an den Fenster-
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pfosten befindet sich an der Stelle des Momentennullpunktes und hat
daher keinen EinfluBl auf den Gesamtzustand, sie ist zweckméaBig fiir

die ungestérte Querschnittsvermessung.

9. Verschiedene Werkstoffe.

Die Kombination verschiedener Werkstoffe in
einem Konstruktionselement kann gelegentlich un-
mittelbare Anwendung der Spannungsoptik erlau-
ben: Spannungen in Drahtglas infolge von Lasten,
Wirmedehnungen oder Verrosten lassen sich un-
mittelbar durch die auftretende Doppelbrechung
abschitzen [4.23]. Aber auch die Spannungsver-
teilung etwa in Beton mit Eisenbewehrung laBt
sich in spannungsoptischen Modellen nachahmen,
wenn im Modell die entsprechenden Elastizitéts-
verhéltnisse erreicht werden kénnen. Die Elasti-
zitdtsmoduln von Beton und Eisen verhalten sich
etwa wie die Moduln von Bakelit und Magnesium,
ein Bakelitmodell mit Magnesiumdrahtbeweh-
rung wire also fiir diese Aufgabe verwendbar.
Sollen die Schrumpfspannungen in bewehrtem
Beton abgeschitzt werden, so kann man ein
Modell bauen, bei dem die Warmedehnungen des
Bakelits beim Abkiihlen eine Verspannung gegen

Abb. 197. Farbgleichen in
einem Bakelitmodell, das
sich beim Abkiihlen gegen
einen eingelegten Alumini-
umdraht verspannte (Ab-
schitzung der Schrumpfi-
spannungen im Beton).

eine eingelegte Drahtbewehrung (etwa aus Aluminium) infolge der ver-
schiedenen Wirmedehnungszahlen erzeugen (Abb.97) [3.02]. SchlieB-
lich sei auf eine Arbeit von THIBODEAU [8.34] hingewiesen, der die
Spannungen in einer weichen Gummiplatte mit einem kreisrunden Ein-

schluB aus Hartgummi vermessen hat.



Bemerkungen zu den Abbildungen.
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