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Vorwort. 

Zu Beginn des vorigen Jahrhunderts beobachteten SEEBECK und 
BREWSTER die Eigenschaft der Glaser, bei Verspannungen optische 
Doppelbrechung aufzuweisen. Um die Mitte des Jahrhunderts formu
lierten NEUMANN und WERTHEIM die GesetzmaBigkeiten dieser Doppel
brechung. Vor etwa 50 Jahren erkannte MESNAGER die Moglichkeit, 
durch Messung dieser Doppelbrechung unbekannte technische Span
nungszustande zu bestimmen. Durch die Veroffentlichungen von Ho
NIGSBERG (1907) und vor allem durch die zahlreichen Arbeiten von 
COKER (seit 1910) wurde dann ein weiter Kreis von Ingenieuren auf das 
Verfahren aufmerksam und eine Reihe von Spannungsfragen wurde 
mit seiner Hilfe gelOst. 

Nach den zusammenfassenden Berichten von HEYMANS (1921), 
DELANGHE (1927) und WXCHTLER (1928) erschien 1931 das erste um
fassende, sowohl fiir den Physiker wie fUr den Ingenieur geschriebene 
Werk von COKER und FILON: "A treatise on photoelasticity" mit 
720 Seiten und einem Schrifttumsverzeichnis praktisch aller bis 1929 
erschienenen Arbeiten, die etwas mit de.m Verfahren zu tun haben. 
Dieses Buch ist unentbehrlich fiir jeden, der die physikalischen Grund
lagen des Verfahrens, seine Geschichte und die mit ihm bis 1929 be
handelten Probleme ltickenlos kennenlernen will. 

Ftir den Ingenieur, der das Verfahren schnell praktisch anwenden 
will, war naturgemaB das Werk von COKER und FILON zu umfangreich 
und zu teuer, auBerdem wurden gerade um diese Zeit neue MeBmethoden 
entwickelt; die Verlagsbuchhandlung Julius Springer entschloB sich 
daher 1931, fUr den praktischen Gebrauch ein kiirzeres Buch tiber das 
seit 1928 bei uns als "Spannungsoptik" bezeichnete Verfahren heraus
zubringen. 

Durch eine Reihe von widrigen Umstanden verzogerte sich die Fertig
stellung. Inzwischen erschien das Bandchen von FOPPL und NEUBER: 
"Festigkeitslehre mittels Spannungsoptik" (1935), das tiber die Mtinchner 
Arbeiten berichtet, sowie das ausgezeichnete kleine Werk von FILON: 
"A manual of photoelasticity for engineers" (1936), das die Erfahrungen 
des Londoner Laboratoriums kurz zusammenfassend darstellt, auBerdem 
sei auf den Aufsatz zur Systematik der Spannungsoptik von BAUD 
(1938) besonders hingewiesen. 

Die Fiille von spannungsoptischen Arbeiten, die inzwischen in fast 
allen Kulturlandern durchgefUhrt wurden, lieB es wtinschenswed er
scheinen, zusammenfassend und moglichst vollstandig tiber die bisher 
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entwickelten Versuchsmethoden und behandelten Probleme zu berichten. 
Dem Anfanger werden damit die Moglichkeiten und Grenzen des Ver
fahrens gezeigt, dem bereits Erfahrenen ergeben sich neue Anregungen. 
Ein zeitlich und sachlich geordnetes Schrifttumsverzeichnis iiber die 
Arbeiten seit 1930 kann dabei das nahere Studium von Einzelfragen 
erleichtern. 

Fiir den Konstrukteur, Statiker oder Maschineningenieur wurden 
kurze einfiihrende Kapitel iiber die Theorie der ebenen elastischen Span
nungszustande und iiber die optischen Grundlagen vorangestellt, dabei 
wurden nur geringste mathematische Kenntnisse vorausgesetzt. Es folgen 
dann die eigentlichen Kapitel iiber die Grundlagen, Auswertverfahren 
und Versuchstechnik der Spannungsoptik mit einigen Farbenaufnahmen, 
die insbesondere dem Neuling einen Begriff von den zu erwartenden 
Erscheinungen geben sollen, schlieBlich wird eine kurze "Obersicht iiber 
bereits behandelte Anwendungen gegeben. 

Moge dieses Buch dazu beitragen, daB das schone Verfahren bei In
genieuren und Physikern, bei Lehrern und Praktikern, im Laboratorium 
und im Konstruktionsbiiro weiter verbreitet wird. Seine schnelle und 
bequeme Moglichkeit, auch in verwickelteren Fallen die gefahrlichen 
Spannungen einer Konstruktion ortlich festzustellen und in ihrer GroBe 
abzuschatzen, die einfache Sichtbarmachung von Momentennullpunkten, 
neutralen Schichten usw. rechtfertigen die Anwendung des Verfahrens 
auch in Fallen, in denen nur angenaherte "Obertragung seiner Ergebnisse 
auf die wirkliche Konstruktion moglich ist. 

Der Verfasser verdankt einer Reihe von Herren liebenswiirdige 
Unterstiitzung bei dem Untemehmen. So sei hier gedankt Herm Prof. 
Dr.-Ing. W. PRAGER (Istanbul) fiir die urspriingliche Anregung zur 
Herausgabe des Buches, Herm Prof. J. P. DEN HARTOG (Cambridge, 
Mass.) dafiir, daB er eine Reihe von vorziiglichen Aufnahmen eigens fiir 
dieses Buch herstellen lieB, HermDr. R. V. BAUD (Ziirich), Herm Dr.-Ing. 
H. L. SUPPER (Colombes, Seine) und Herm Z. TUZI (Tokyo) dafiir, daB 
sie Originalabziige einiger ihrer scponen Bilder zur Wiedergabe zur Ver
fiigung stellten, sowie Herm Dr. R. EHRINGHAUS (in Firma Winkel-Zeiss, 
Gottingen) fiir einige Bilder von spannungsoptischen Geraten. 

SchlieBlich gebiihrt ganz besonderer Dank der Verlagsbuchhandlung 
Julius Springer fiir das entgegenkommende Verstandnis, das sie der 
langen Verzogerung des Manuskriptes entgegenbrachte sowie fiir die 
gewohnte Sorgfalt, mit der sie auf die Bebilderungswiinsche des Ver
fassers einging. 

Aachen, im Juni 1939. 
G. MESMER. 
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8 27 Q 178 (] " 11 
t " 47 S 11,23 T " 11 
u " 

7 T II rp " 13,60 
v 7 X 3 Ll 22 
x 7 Y 3 (/J 3 
Y " " 7 Z 

" 
62 'IF 5 

Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Schrifttum am Schlu/3 des 
Buches. 



I. Grundgleichnngen der eben en elastischen Znstande. 

1. Ebene Kraftfelder. 
Es gibt zwei Arten von zweidimensionalen Kraftfeldern. Der eine 

Zustand liegt vor, wenn eine ebene Platte durch Rand- oder Massen
krafte, die in ihrer Ebene wirken, belastet und wolbungsfrei in ihrer Ebene 
verformt wird. 1st die Plattendicke klein gegenuber den Ausdehnungen 
in der Plattenebene, sind die Randkrafte gleichmaBig uber die Platten
dicke verteilt und ist die Platte homogen, so darf 
man annehmen, daB die Platte in jedem Punkt der 
Ebene gleichmaBig uber ihre ganze Dicke beansprucht 
wird, d. h., daB sich die Spannungen iiberall gleich
maBig uber die Plattendicke verteilen. Auf den 
Plattenoberflachen greifen keine Krafte an, also 
wirken auch auf allen zur Plattenoberflache parallelen 
Ebenen keine Spannungen. Dieser so definierte 
Zustand heiBt "ebener Spannungszustand" (Abb. 1). Abb.l. Ebener 

Der andere zweidimensionale Zustand tritt auf, Spannungszustand. 

wenn in einem prismatischen Korper groBerer Lange 
in jedem Querschnitt, der senkrecht zur Erzeugenden steht, der gleiche 
Spannungszustand herrscht. Man stelle sich z. B. eine zylindrische 
Walze vor, die langs einer Erzeugenden gleichmaBig 
aufIiegt und langs der gegenuberliegenden Erzeugen
den gleichmaBig belastet wird. Wenn man von den 
Storungen an den Enden absieht, herrscht in jedem 
Querschnitt derselbe Spannungszustand (Abb. 2). 
Durch den Massenzusammenhang konnen sich bei 
dieser Belastung und Verformung aIle Massenteilchen 
nur in Ebenen bewegen, die senkrecht auf den Er

Abb. 2. Eb~ner 
zeugenden stehen. Der Zustand wird daher als "ebener Verzerrungszustand. 

Verzerrungszustand" bezeichnet. In ihm bleibt jede 
ebene Scheibe, die durch solche Ebenen aus dem Zylinder geschnitten 
wird, auch wahrend der Verformung eine ebene Scheibe konstanter 
Dicke. (Jede einzelne Scheibe verhalt sich wie eine Gelatinescheibe 
zwischen parallelen glatten Glaswanden, wenn sie durch Randbelastung 
verformt wird 'und dabei reibungslos, aber stets in festem Kontakt an 
den Glaswanden gleitet.) 

Es wird sich zeigen, daB die beiden angefiihrten Zustande groBe 
Ahnlichkeit miteinander haben, und daB beide denselben einfachen 
Bedingungen genugen mussen. 

Mesmer, Spannungsoptik. 1 
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Die auf die ebenen Kraftfelder beziiglichen Ausfiihrungen der drei 
folgenden Abschnitte sind nun moglichst einfach formuliert worden; 
es werden neben den einfachsten Tatsachen der Differentialrechnung 
keinerlei Kenntnisse vorausgesetzt. Der in der Festigkeitslehre bereits 
bewanderte Leser moge diese Abschnitte iiberspringen. 

2. Der Verformungszustand. 
Zur Veranschaulichung des folgenden diene der ebene Verzerrungs

zustand in einem ausgedehnten Zylinder. Da in allen Ebenen senkrecht 
zur Erzeugenden dasselbe vor sich geht, geniigt die Betrachtung einer 
einzigen Ebene. 

Zeichnet man in einer solchen Ebene kleine Figuren, z. B. Kreise 
oder Rechtecke, so ist jede Figur der Vertreter (die Projektion) eines 
Zylinders, der auf seiner ganzen Lange gleichartig beansprucht ist. 
Wird der Korper durch Krafte verformt, so verformen sich auch die 
Figureri; die Kreise werden eifi:irmig, die Rechtecke zu schiefen oder 
krummlinigen Vierecken. Sind die Verformungen klein (z. B. Dehnungen 
unter 5 %) und wahlt man sehr kleine Kreise oder Rechtecke, so werden 
sie nach der Verformung etwa elliptisch oder etwa zu Parallelogrammen. 
Dies wird um so genauer der Fall sein, je kleiner die Verformungen und 
je kleiner die urspriinglich gezeichneten Figuren sind. Der in der Diffe
rentialrechnung iibliche Ubergang zu "unendlich kleinen" GroBen fUhrt 
schlieBlich zu mathematisch exakten Ellipsen und Parallelogrammen 
als Verformungsbild der urspriinglichen Kreise und Rechtecke. Gerade 
Linien innerhalb dieser kleinen Figuren bleiben dann auch im verformten 
Zustand gerade. Dieser Zustand liegt oft auch sehr genau bei groBeren 
Verformungen und bei Figuren endlicher Abmessungen vor, wenn sie 
namlich mit all ihren Teilen als in einem gleichformigen Verformungs
zustand liegend betrachtet werden konnen, d. h. wenn sich der Ver
formungszustand ihrer einzelnen Elemente innerhalb der Figur nur 
vernachlassigbar wenig andert. Ein gleichformiger Verzerrungszustand 
kann auch in einem groBeren ~reich streng vorliegen, z. B. beim reinen 
Zugversuch an einem von ebenen parallelen Seiten£lachen begrenzten 
Korper. 

Bei den elastischen Verformungen fester Korper handelt es sich 
normalerweise nur um sehr kleine Verformungen, d. h. die durch die 
Verformung entstehenden Figuren weichen nur sehr wenig von den 
urspriinglichen Figuren abo Um das Bild anschaulicher zu gestalten, 
wurden jedoch in den folgenden Abbildungen stets sehr erhebliche Ver
formungen gezeichnet, fUr die die angegebenen Naherungsformeln in 
Wirklichkeit gar nicht mehr streng gelten wiirden. 

Um im verformten Zustand die "Verzerrung aIi einem Punkte", 
d. h. eines klein en Elementes um diesen Punkt herum, zu beschreiben, 
geniigt also die Angabe, wie sich die Figur verandert hat; beispielsweise 
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genugt die Ikschreihung des i>aralleiogramms, das o.U$ dem ursprunglich 
gezeiehncum kleinen Recht:cck entstanden ist . oder die Bcschreibung 
def Ellipse, die urspriinglich als Kreis eingezeichllet war. 

Ein Parallelogramm kann durch drei GroGen heschriebcn werden , 
niimlieh dureh einen Winkel und die J.Ji.ngen der heiden anliegenden 
Scitcn . Zur Beschreibung r-a+jI 
der Verformung cines klei. 
nen Rcchteeks rcichen also 
ebcnfalls drei OroGen aus : 
die heiden durch die Ver· 
formung erfolgien Dehnun· 
gen der heiden Uecht-eck· 
seitcn und die Anderung 
der urapriinglich rechten 
Winkel zwischen den Sci. 

A IlIl. Sa. .H.h. 3 b. 
AIlIl. 3. Ve l'UfTun g elncl Rechtech In cln 

1' .. allelo!P'a mm. !!dllellu ng y. 

ten. In diesem Sin ne iet eille Drehung des Recht-ecks al8 starrer 
Korper keino "Vorformllng" . 

Die Dehnung definicrt man iiblichcrweiso als das Verhii.ltnis dcr 
Lingcllzunahme zur ursprunglichcn Linge. man bezcichnet sic mit E. 

Es ist I 
.11 l' - l 

8 =-l-= - '- ' 

dahei ist l' = 1 + L1l = l (1 +8) die 
durch die Verformung hervor
gerufcne, l die urspriingliche 
Linge der Strecke. Die Ande. 
rung des rechron Winkels, die 
.,8chiebung" be7.eichnet man 
mit y und miBt sic als Winkel 
im BogcnmaB (Abb. 3 a u. b) . 
Fur die in Bctracht kommcn· 

Abb. ~ a. Abll. 4 b. 

Abb.4. Vetzerrung ehltl ~;i "hei tllkrelltfl h' eine 
"UI~Ae. Hlluptdelmungen " u" d It . 

den kleincn Winkelanderungen y ist sin y = tg Y = a.rc y . Weiter unten 
(8. 5) wird lLuf diese Darstellung noch niiher eingcgangen. 

Wenn man die Verformungen in allen moglichen Riehtungen unt-er. 
suchen will, ist jodoch die Untersuehung der aus Kreisen hervorgcgangenen 
Ellipsen zweckmiiBiger. In einer EOOne ist eino Ellipse mit gegehenem 
Mittelpunkt dureh drei GroBen bcstimmt. niimlich dureh die Lange 
ihrer heiden senkrccbt aufeinander stehondell Ho.uptaehscn und dureh 
deren lUehtung gegen ein gegohenes Aehsenkreuz. 

Zur Vercinfo.chung sci im urspriingliehen Kreis die Lange des Radius 
als Einheit angenommen , zur Beschreibung der Ellipse kann man dann 
sta.tt der Lango der Hauptachscn unmitteibar deren Dchnungcn 1:. 

und 1:2 bcnutzoll. Die Langen der halbcn Hauptaehsen sind (1 + I:tl 
llnd (l +1:2) (Abb . 4 iLl. 1:1 und I:z t;ind sell!' kleine positive odcr negat ive 

" 
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GroBen; sie erreichen im elastischcn Bereich, z. B. bei Stahl, Werte bis 
zu etwa 0,001, bei Leichtmetallen 0,003, bei Zelluloid etwa 0,004. 

Zur naheren Unt~rsuchung der einzelnen Kreisradien werde nun 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem so uber die Ellipse gelegt, daB 
der Koordinatennullpunkt im Mittelpunkt der Ellipse und die beiden 
Koordinatenachsen in den Ellipsenhauptachsen I und II liegen. Die den 
"Hauptdehnungen" 101 und 102 entsprechenden Achsen seien mit X und Y 
bezeichnet. Die Kreisgleichung lautet dann X2 + Y2 = 1, fur jeden 
Kreispunkt ist X =cos (/J und Y = sin (/J (Abb.4b). 

Die Langenanderung eines Strahles in der Richtung (/J gegen die 
Hauptachse I (X-Achse) ist aus der Abbildung zu entnehmen: 

Ein Strahl der ursprunglichen Lange vi X2 + y2 = 1 hat nach der 

Verformung die Lange 1+e=VX2(1+e1)2+ y2(1 +102)2. Wegen des 
kleinen Betrages von 101 und 102 gegen 1 gilt: 

1 + 10 ~ -yX2 + y2 + 2 X2 101 + 2 y2 102 = V 1 + 2 X2 101 + 2 y2 102 
~ 1 + X2 e1 + y2 102 = 1 + 101 cos2 (/J + 102 sin 2 (/J . 

Die Dehnung 10 eines Strahles unter dem Winkel (/J gegen die e1-Achse 
hat also den Wert: 

_ 2,ffi+' 2,ffi_ +( ). 2,ffi_C1+ C2..l.. c1-C2 2,ffi (1) e-e1COS'P e2SIn 'P-e1 102-101 SIn 'P--2- I -2-cOS 'P. 

Die Drehung eines Strahles, der urn den Winkel (/J gegen die X-Achse 
geneigt ist, errechnet sich ahnlich: Durch die Verformung dreht sich 
ein Radius mit dem Endpunkt A (Koordinaten X, Y) urn einen kleinen 
Winkel, dessen GroBe im BogenmaB durch die Projektionen der kleinen 
DehnungsgroBen 101 X und 102 Y auf die zum Radius senkrechte Gerade 
A' B'G' gegeben wird (Abb.5). Es ist: 

A' B' = Y 102 COS (/J 

also C' B' = X 101 sin (/J, 

A' C' = -Y 102 COS (/J + Xe1sin (/J 

(102 wurde wie in Abb. 4 negativ gewahlt, daher hier mit negativem 
Vorzeichen eingesetzt.) 

Der Winkel (/J des Radius verkleinert sich also urn einen kleinen Betrag 
A'O' 

(2a) L1 (/J = -1- = - 101 sin (/J cos (/J + 102 cos (/J sin (/J 

101 - 102 • 2,ffi 
=-~2-sin 'P. 

(Fiir 101> 102 ist L1 (/J negativ fUr kleine positive (/J.) Die groBte Drehung 
erfahren somit die Strahlen, die urn den Winkel (/J =:1: 45° gegen die 
Hauptachsen geneigt sind. Ihr Drehungsbetrag hat den Wert I L1(/J I = 

I ~1 2 c2i· Die Drehung verschwindet, wenn 101 und 102 gleich groB sind, 

d. h. wenn infolge eines "hydrostatischen Spannungszustandes" oder 
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z. B. durch eine Warmedehnung des Korpers eine nach allen Seiten 
gleichfOrmige Dehnung oder Verkiirzung vorliegt. 

Betrachtet man zwei Radien, die urspriinglich senkrecht aufeinander 
standen, so ergibt sich deren gegenseitige Verdrehung aus dem Unter
schied der beiden einzelnen Drehungen. Bildet der eine Strahl mit 
der X-Achse den Winkel <P, also der zu ihm senkrechte Strahl den 
WinkelP =<P± 90°, so.ist sin2P = sin (2<P ± 180°) = - sin 2<P, so daB 
die gegenseitige Verdrehung der beiden Strahlen, d. h. die Anderung 
des rechten Winkels zwischen ihnen den Wert annimmt: 

(2b) Ll R =Y =Ll <P-LlP = - CC;C2(sin 2 <P-sin 2P) = -(B1-B2) sin 2 <P 

=2Ll<P. 

(Da sich fUr Sl > B2 nach Gleichung (2a) ein Strahl mit dem kleinen 
positiven Winkel <P riickwarts dreht [negatives Ll <P], solI die entsprechende 
Schiebungy auch alsnegativ bezeichnet werden.) 
Von allen rechten Winkeln, deren Scheitel im 
Mittelpunkt der Ellipse liegen, erfahrt der die 
groBte Anderung, dessen beide Schenkel unter 
± 45° gegen das Hauptachsenkreuz geneigt 
sind. Ihre gegenseitige Verdrehung betragt 

Ll Rmax = Ymax = 2 Ll <Pmax = ± (B1 - B2) • 

In den Hauptachsen selbst (<P = 0° oder 90°) 
andert sich der rechte Winkel nicht, und zwar· 

I tf 
: /"'1 
tt~ ___ 1'_ 

Abb. 5. Bewegung eines 
Endpuuktes eiues Strahls <P. 

sind die Hauptachsen das einzige senkrecht aufeinander stehende 
Geradenpaar mit dieser Eigenschaft. 

In Richtung der Ellipsenhauptachsen erfolgen also die groBten und 
kleinsten Dehnungen, in den unter 45° dagegen geneigten Richtungen die 
groBten Schiebungen. Als MaB der "Schiebung in einer Richtung" 
gilt hierbei die Anderung eines rechten Winkels, dessen Schenkel parallel 
und senkrecht zu dieser Richtung sind. 

Schiebungsfrei sind die Zustande allseitig gleichfOrmiger Ausdehnung 
oder Verkiirzung, dehnungsfrei ist nur der vollig verformungsfreie 
Zustand. Die Beziehungen der Dehnungen und Drehungen der Radien 
zum Winkel <P kann man noch dahin zusammenfassen, daB man in einem 
Diagramm zu jeder Dehnung B die zum gleichen Winkel gehorige Drehung 
Ll <P des Radius (bzw. die halbe Schiebung y/2) aufzeichnet. Es ist 
[vgl. Gleichung (1) und (2b)]: 

Durch Elimination von <P folgt hieraus: 

(3) 
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Dies ist die Gleichung eines Kreises, wie er in Abb. 6 dargestellt ist, 
diese Darstellung des Verzerrungszustandes wurde erstmalig von MOlIR l 

angegeben. Fiir jeden Punkt des Kreises gilt: 

~_1'/~ ___ = - (61-62) sin (]Jco~ = - sin 2 ~ = ~tg 2(/J 
6 1 +62 6 1-62 (1 2 . 2 "') cos 2 (]J , 

6- -2- -2- - sIn 'V 

also muB man jedem Punkt des MOHRschen Kreises einen Wert (/J 
zuordnen, wie es in Abb. 6 geschehen ist. Einer Richtung (/J der Wirk

lichkeit entspricht demnach in der Figur ein 
Kreispunkt mit dem Radiuswinkel ~ 2 (/J; der 
hochste und tiefste Punkt des Kreises mit dem 

f---9-_---<l--1_...J;-tP~-o Radiuswinkel ± 90° (y = Ymax) entspricht der 
F. groBten Verschiebung unter (/J ==f 45° usw. 

Abb.6. MOlIRScher 
Verzerrungskreis. 

Der ganze Kreis der Figur (360°) entspricht 
einer Veranderung des Wertes (/J von 0 bis 180° 
bzw. 180 bis 360°. Zwei einfache Beispiele 
mogen diese Darstellung veranschaulichen: 

Beim schiebungsfreien Zustand schrumpft der Kreis zu einem Punkt 
auf der Achse zusammen (Abb. 7). Einer allseitigen Dehnung ent
sprechen positive, einer allseitigen Verkiirzung negative Werte von 8. 

Das zweite Bei.spiel ist der Zustand reinen 
Schubes (reiner Schiebung). Dieser Zustand liegt 
vor, wenn bei der Verformung ein urspriinglich 
rechtwinkliges Koordinatennetz ohne Langen-

1----0-----8 anderung der beiden Achsen nur in sich "verscho

Abb. 7. MOHRscherVerzor
rungskreis bei allseitiger 
gleichmiiBiger Dehnung, 

y ~ o. 

ben" wird. Die Achsen dieses Netzes seien mit u 
und v bezeichnet, der Betrag der Schiebung, 
d. h. die Anderung des rechten Winkels zwischen 
der u- und der v-Achse mit y (Abb. 8). Zunachst 

miissen die Hauptachsen dieses Zustandes festgestellt werden. Ein ein
gezeichnetes Quadrat, dessen Seiten parallel zur u- und v-Achse sind, 
verzerrt sich wegen der unveranderlichen Langen zu einem Rhombus. 
Die Diagonalen eines Rhombus stehen senkrecht aufeinander, d. h. die 
Diagonalen des Quadrates verdrehen sich bei der Verformung nicht 
gegeneinander. Wegen der soeben besprochenen Eigenschaften der 
Drehung stellen sie also die Richtungen der Hauptachsen dar, die wieder 
mit X und Y bezeichnet werden sollen. Man sieht auBerdem sofort, 
daB ein in das Quadrat eingezeichneter Kreis sich bei einer kleinen 
Schiebung zu einer Ellipse verformt, deren Hauptachsen um ± 45° gegen 
die u-Achse geneigt sind. Die unter ± 45° gegen die X- und Y-Achsen 

1 MOHR, 0.: Uber die Darstellung des Spannungszustandes und des Deformations
zustandes eines Kiirperelementes und tiber die Anwendung derselben in der Festig
keitslehre. Ziv.-Ing. (1882,) S. 113. 
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geneigten Geraden (d. h. also die u- und v-Achse) haben demnach von 
allen senkrecht aufeinanderstehenden Geradenpaaren den gr6Bten gegen
seitigen Verdrehungsbetrag erfahren. Das Bild des Verzerrungszustandes 

im i - 8 - Diagramm ist demnach ein Kreis zwischen den Linien i = + ~ 
und i =-~ (Abb.9). Die zur gr6Bten gegenseitigen Schiebung ge

h6renden Dehnungen (in u- und v-Richtung) 
verschwinden, der Kreis hat den Nullpunkt 
des Koordinatensystems zum Mittelpunkt. Die 
gr6Bten auftretenden Langenanderungen (in 
der X- und Y-Achse) haben die Betrage 

81 = + ~, 82 = - ~, diese Werte kann man 

auch unmittelbar aus Abb. 8 ableiten. Der 
Zustand des reinen Schubes ist also gleich
bedeutend mit dem Zustand, der bei einer Abb. s. Vcrzerrung eines Qua· 

drates bei reiner Schiebung. 
Dehnung und gleichzeitigen Querkurzung 
um den gleichen Betrag erreicht wird. Der 
Inhalt eines Elementes bleibt dabei erhalteIi, 
die "mittlere Dehnung" verschwindet, es ist 
e1 + e2 _ 0 

2 -. 

1m folgenden sei noch einmal auf eine 
andere Darstellung der Dehnungen und 
Schiebungen in einem allgemeinen Koordi
natensystem x, y eingegangen. 

u-Acnse 

}LAcnse 

Abb. 9. MOHRscher Verzerrungs-
Die allgemeine Verschiebung beruhe darin, kreis bei reiner Schiebung. 

daB ein Punkt x, y, der Ebene in x-Richtung 
um den Betrag u, in y-Richtung um den Betra.g v verschoben wird, 
daB er also nach der Verformung an der Stelle x+u, y+v liegt. 
1st u und v fur aIle Punkte x, y konstant, so ist die ganze Ebene 
ohne innere Verformung als fester K6rper verschoben. Die eigent
liche Verformung beruht also auf der Anderung der Werte u und v 
von Ort zu Ort. Eine urspriinglich der x-Achse parallele Strecke der 
Lange l, deren linkes Ende bei x = Xo liegt, andert ihre Lange um den 
Unterschied LI u der Verschiebungen u ihrer Enden. Die "bezogene" 

Verlangerung8= LJ/J, = (Xo:l~-Xo = ~; geht fur sehr kleine Wertel= L1x 

uber in den Grenzwert ~:. Nimmt man an, daB die gesamte betrachtete 

Lange in einem Bereich gleichartiger Verformung liegt, so gilt dieser 
Grenzwert streng auch fur endliche Abmessungen von l. Der Einfach
heit halber sei gesetzt 1 = ,,1" (z. B. 1 em, 1 mm oder l.u). Es ent
steht dann das Bild der Abb. 10, aus der man wegen der hier wie 
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bisher iiberall vorausgesetzten geringen GroBe der Verschiebungen un
mittelbar abliest: 

(4a) 
OU 

e =-
x ox 

u und v konnen im allgemeinen ziemlich wiIIkiirlich vorgegeben werden; 
in Grenzen, die durch die Verformbarkeit des Werksto££es gegeben sind, 

sind also auch ou ~ und die Ableitungen von v von Oft zu Ort 
ox' oy 

willkiirlich veranderliche GraBen. 
Aus den bisherigen Betrachtungen folgten die Zusammenhange der 

Verformungen "in einem Punkt", d. h. in einem Bereich iiberall gleicher 

!I 

xl1,y .Z' 

Abb. 10. Verschiebungen der 
Eckpunkte eines Quadrates. 

Verformung, wie bereits dargestellt wurde 
(MoHRscher Kreis). Andert sich jedoch die 
Verformung von Ort zu Ort, so sind auch 

. 0 ('0 U ) 02 U 0 Ex 
endhche Werte ax ax; = 0 x2 = ax usw. 
in jedem Punkt vorhanden. Aus dem Auf
bau von ex, ey undyxy [Gleichung (4a)] folgt 
nun durch Differentiation 

(4b) 

1 
~-~ ~ 
oxoy - oxoy2 + ox20y 

_ 02 Ex +~1L 
- oy2 ox2 ' 

Die Dehnungen e und Schiebungen y in den verschiedenen Punkten x, Y 
eines Feldes miissen dieser inneren Zusammenhangsbedingung immer 
geniigen; die Gleichung sagt nur aus, daB die Verformungen stetig, also 
ohne Risse und Spriinge im Feld verteilt sein sollen. (Die Gleichung 
ist sozusagen nichts als die mathematische Formulierung der Bedingung, 
daB im verformten Feld die gewohnlichen geometrischen Zusammen
hange der euklidischen Geometrie gelten sollen.) Die Bedeutung dieser 
Formel wird spater deutlich werden. 

1m Verzerrungszustand beim gleichformigen Druckversuch laBt sich 
nun noch eine wichtige Beziehung zwischen den beiden Hauptdehnungen 
feststellen. 

Beim einfachen Druckversuch sind die Richtungen der Hauptachsen 
der Verformungsellipsen aus Symmetriegriinden von vornherein klar, 
die Hauptachsen des Verzerrungszustandes weisen in Richtung des 
gleichformigen Druckes und senkrecht dazu. 1m Korper sei ein Quadrat 
festgelegt, dessen Seitenlange gleich der Einheit ist, und dessen Seiten 
parallel zu den Hauptrichtungen sind. Nun werde der Korper von 
oben und unten elastisch um einen bestimmten Betrag zusammen
gepreBt, so daB sich aIle zur Druckrichtung parallelen Strecken um 
den gleichen Betrag verkiirzen. Die senkrechten Quadratseiten mogen 
dabei ihre Lange um den gegen ,,1" sehr kleinen Betrag e1 verringern. 
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Das Ausweichen des Stoffes nach vorn und hinten sel WIe in Abb.2 
(ebener Verzerrungszustand) verhindert. 

Ein Druckkorper aus vollig kompressiblem Stoff, wie z. B. porosem 
Gummischwamm (von den technischen Korpern verhalt sich Beton 
etwa ahnlich) wiirde hierbei, ohne siqh zu verbreitern, an Volumen 
abnehmen und dann eine entsprechend hohere Dichte aufweisen. Bei 
einem solchen Stoff ware also e2 = 0. Ein Korper aus volumenbestandigem 
Stoff miiBte sich dagegen zum Ausgleich gegen die erfolgte Zusammen
pressung urn den zusammengepreBten Betrag seitlich ausdehnen. Ein 
Ausweichen des Stoffes nach vorn und hinten solI verhindert sein, das 
Quadrat wiirde sich im Fall der Volumenbestandigkeit also urn einen 
Betrag e2 verbreitern, der der Gleichung geniigt: (1 + e1) . (1 + e2) = 1. 
Wegen der geringen GroBe von e1 und damit von e2 gilt: 

(1 + e1)· (1 + e2) ~ 1 + e1 + e2. 

Die Bedingung der Volumenbestandigkeit erfordert demnach e2 = -e1. 
Die wirklichen Stoffe Jiegen zwischen diesen beiden Grenzfallen. 1m 
ebenen Verzerrungszustand stellt sich bei einer Zusammenpressung urn 
den Betrag e1 gleichzeitig eine Verbreiterung e2 ein, die einem gewissen 
Bruchteil von e1 gleich ist: Es ist 

e2 = -qe1' 

dabei muB q eine Zahl zwischen ° und 1 sein. 
Man erkennt jetzt den wesentlichen Unterschied zwischen den beiden 

ebenen Zustanden: 
1m ebenen Spannungszustand, also in der diinnen Platte mit un

belasteter Oberflache, hat der Stoff bei Verformungen die freie Moglich
keit, nach vorn, hinten und beiden Seiten auszuweichen. Die zur er
zwungenen Verkurzung e1 gehorende Verbreiterung e2 in der Plattenebene 
ist erheblich geringer als beim ebenen Verzerrungszustand. Es ist in 
diesem Falle: 

e2 = -ft e1· 

ft' die "POISSON -Zahl", "Querdehnungszahl" oder kurz "Querzahl" liegt 
zwischen ° und 0,5. Bei den meisten festen, elastischen Stoffen liegt 
sie in der Nahe von 0,3 (in der Technik wird oft der Wert m = 11ft an
gegeben, der in der Nahe von 3 liegt). Der Zusammenhang zwischen ft 
und q ergibt sich aus folgender Betrachtung: 

Durch senkrechte Druckbelastung eines Einheitswiirfels, des sen Aus
dehnung zunachst nach allen Seiten unbehindert ist, moge dieser urn 
den Betrag h verkiirzt werden. Er dehnt sich dabei sowohl nach vorne 
und hinten als auch seitlich urn den Betrag ft· h aus. Wenn nunmehr 
die Ausdehnung nach vorn und hinten durch Aufbringen einer in dieser 
Richtung wirkenden entsprechenden Last wieder riickgangig gemacht 
wird, so ist der Endzustand eben so, als wenn von vornherein das 
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Ausweichen verhindert worden ware. In diesem Endzustand ist nun in

folge del' zusatzlichen Zusammenpressung urn den Betrag flh del' Wiirfel 

noch zusatzlich senkrecht und seitlich urn den Betrag fl . flh ausgedehnt 

worden, so daB er insgesamt in senkrechter Richtung um den Betrag 

h -p2h =h(1-fl2) verkurzt, seitlich urn den Betragflh +fl2h =flh(l +fl) 

verbreitert ist. Bei verhinderter Bewegung nach vorn und hinten ent

spricht also einer durch auBere Krafte erzwungenen senkrechten Kurzung 

€1=-h(1-fl2) eine seitliche Verbreiterung um €2=+flh(1+fl). Dem

nach gilt: 
1I{1 + II) II 

€2=-€1·-C _____ ~=-€1 1-11 =-€1q· 

~45---------------

,{l 
~ ~ 
~~ 
~§ 

Es ist also: 

(5) q = -r!--/i' fl = I! q . 

~~ 
~ o 45 1,0 

I{ (eoener Verzerrvngszvslono') 

In Abb. 11 ist del' Zusammenhang 

zwischen q und fl graphisch dargestellt, 

zu jedem Werkstoff gehart ein be

stimmter Punkt del' Kurve. 
A hh. 11. Querdehuungszahl hei ehen£ffi 

Spannungs- und Verzerrungszustand. 1m FaHe des ebenen Spannungs-

zustandes ist del' Verformungszustand 

dreidimensional, also muB zu seiner vollstandigen Beschreibung das aus 

cineI' Elementarkugel entstehende Ellipsoid untersucht werden, dessen 

eine Hauptachse mit del' Plattennormalen zusammenfallt. 

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB im vorliegenden Abschnitt 

zunachst allgemein von Verformungen gesprochen wurde, ohne daB die 

Besonderheiten del' elastischen Verformung dabei wesentlich waren. 

Lediglich die GraBe del' Verformung sonte gering bleiben. Die wichtigste 

Gleichung (4b) gilt also unabhiingig davon, ob del' betrachtete Karpel' 

aus elastischem (Stahl: Glas) odeI' plastischem Werkstoff (etwa Blei) 

besteht. 

3. Der Spannungszustand. 

Die Ausfiihrungen dieses Abschnitts bleiben zur Erzielung groBerer 

Einfachheit und Ubersichtlichkeit auf ebene Spannungszustande be

schrankt, also auf Zustande in ebenen Platten verhalt~ismaBig geringer 

Dicke mit unbelasteten Oberflachen. 

Zur Definition del' Spannungen ist das "Schnittprinzip" notwendig, 

d. h. man stellt sich durch irgendwelche Flachen ein Element des Karpel'S 

herausgeschnitten VOl' und untersucht, welche Kriifte in den nunmehr 

zur Oberflache des Karpel'S gewordenen Flachen angebracht werden 

miissen, um im ganzen iibrigen Karpel' den alten Zustand (VOl' dem 

Schnitt) aufrechtzuerhalten. Offenbar miissen genau diese Kriifte 

auch umgekehrt auf das Element wirken, wenn das Element wieder an 

seinen Platz gesetzt wird. 
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Alle insgesamt an dem Element angreifenden Krafte und Momente 
miissen im Gleichgewicht stehen, da sich das Element sonst bewegen 
oder drehen wurde. 

Urn den Spannungszustand "in einem Punkt", d. h. in einem un
endlich kleinen Element urn den Punkt herum zu untersuchen, betrachtet 
man wie in Abschnitt 2 einen Bereich endlicher Abmessung, der aber 
noch klein genug ist, urn mit all seinen 
Teilen in einem praktisch gleichfOrmigen 
Spannungszustand zu liegen. 

Ais Einheit fUr die Spannungen L'" 
dient die je Schnittflacheneinheit wirk-
same Kraft (z. B. kgjmm2). Dieser Wert 
ist wohldefiniert, wenn die Spannung 

I 

S. : N I 

.~ 
in jedem Element der betrachteten " 

d d· Abb. 12. Zerlegung einer Kraft in ihre 
Flache gleich groB ist, . h. wenn Ie Normal- und Tangentialkomponenten. 

Flache innerhalb eines Bereiches mit 
praktisch gleichformigem Spannungszustand liegt. Zur Darstellung der 
Spannung kann in den Abbildungen ein Vektor dienen, dessen Rich
tung der Richtung der auf die Flache wirkenden Kraft entspricht und 
des sen Lange proportional zur Spannung 
ist. (Abb. 12). Gibt man dem quadra
tischen Flachenelement dieKantenlangen 
,,1", so entspricht dieser Spannungs
vektor S gerade der Resultierenden der 
in diesem Element wirkenden Krafte. 

Da die betrachtete Schnittflache in 
Wirklichkeit von beiden Seiten her be-

, fk, , _L, 1m;,...) , 
us.: 

I 

Abb. 13. Zweiseitigkeit des 
ansprucht wird, muB man sich das voll- Spannungszustandes. 

standige Gleichgewichtsbild in einem 
Schnitt immer noch nach der anderen Seite erganzt denken, wie 
etwa in Abb. 13 angedeutet wurde. Spannungen haben eben keinen 
Vektorcharakter, sondern sind "Tensoren", d. h. sie sind nicht wie 
Stromungen nach einer Seite hin gerichtet, sondern entsprechen einem 
System aus je zwei entgegengesetzt gerichteten, gleichen Kraften. 
Wahrend der Stromungsvektor z. B. "nach rechts" oder "nach links" 
weist, druckt der Spannungstensor das Flachenelement "zusammen" 
oder "auseinander". Der gezeichnete Vektor stellt also immer nur die 
eine von den vorhandenen zwei Seiten des Spannungszustandes. dar. 
Zerlegt man ihn wie in Abb. 12 in seine Komponenten N und T, die 
normal und tangential zum Flachenelement stehen, so stellt die Lange 
von N die auf dem Element wirksame Normalspannung (J (Zug o<;l.er 
Druck), die Lange von T die Tangentialspannung 7: (Schub) dar. T ist 
dann noch einmal innerhalb der Flache in die Komponenten Tu und Tv 
zerlegbar, d. h. in die Schubspannungen parallel zur u- und v-Achse. 
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1m Fall des ebenen Spannungszustandes liegen alle Krafte in der 
Plattenebene. In Flachenelementen, deren Normale in der Platten
ebene liegt, d. h. Elementen, die die Plattennormale enthalten (Abb. 14), 
treten Normalspannungen oder Schubspannungen auf, die parallel zur 
Plattenoberflache wirken. Zunachst seien nur diese Flachenelemente 
untersucht. 

Zur vollstandigen Beschreibung des ebenen Spannungszustandes in 
einem Punkt ist notwendig, daB man von jedem solchen durch den 

. ---~ -- .-~ 

PlaiI~: ---sf> 
normale . 

o°t\ 

.- ----~ 

Punkt gelegten Flachenelement die in ihm wirk
samen GroBen CI und T angeben kann. Es ist 
also ein ganzes Buschel von Ebenen zu unter
suchen, die aHe durch den Punkt gehen, d. h. die 
aIle die Plattennormale durch den Punkt als 
Buschelachse enthalten. 

Die Dicke der Platte sei d, auf der Ebene 
sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y 
festgelegt. Jede Strecke der Lange l in der 
xy-Ebene ist also der Vertreter einer Flache mit 
dem Flacheninhalt ld. 1st CI die in einer Flache 
wirksame Normalspannung, so wird auf der 
Flache der GroBe ld die Normalkraft Clld iiber
tragen. Die Darstellung dieser Krafte in den 
Abbildungen erfolgt durch Vektoren, die an der 
Stelle der Kraftresultierenden, also der Flachen
mitte, angreifen. Nach dem Schnittprinzip sei 
nun aus der Platte ein kleines quadratisches 
Prisma herausgenommen. Die Kanten seien 

Abb~i!;!!:n~:~~;nJI~enen parallel zur x- und zur y-Achse, und das Quadrat 
PJattennormale entbalten. sei so klein, daB aIle seine Teile im gleichen 

Spannungszustand Hegen. Gibt man der Einfachheit halher den Quadrat
seiten den Wert ,,1", und denkt man sich aus der Gesamtplatte eine 
diinne Scheibe der Dicke ,,1" losgelost und allein betrachtet, so ent
sprechen an dem herausgeschnittenen Wurfel wieder die Spannungen 
unmittelbar den in den Schnittflachen wirksamen Kriiften. Diese Krafte 
konnen in ihre Normal- und Tangentialkomponenten zerlegt werden, 
die Komponenten seien wie in Abb. 15 bezeichnet. Clz ist also in der 
zur y-Achse parallelen Ebene wirksam und umgekehrt, der Kraftvektor 
von' Clz ist parallel zur x-Achse gerichtet. Aus Gleichgewichtsgriinden 
folgt sofort, daB die beiden Schubspannungen TZI/ und TI/Z dem Betrage 
nach gleich sein miissen, andernfalls miiBte sich unter der Wirkung des 
resultierenden Momentes das Element drehen. Der Wert von TZI/ solI 
positiv sein, wenn T, wie in Abb. 15 gezeichnet, am Element angreift, 
wenn also die Schubspannungen eine Verlangerung im Sinne der nach 
rechts oben gerichteten Diagonalen hervorbringen (Abb. 16). Die Schub
kraft greift dann auf der positiven Seite der Flache x = const, d. h. der 
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Flache, auf der az wirksam ist, in positivem Sinne, d. h. in, Richtung 
steigender y-Werte an, ebenso wirkt dann 7:yz auf der positiven Seite 
der Flache y = const in Richtung positiv !J 
steigender x. [Trotzdem wird 7:yz hier .als 
negativ bezeichnet (s. u.), es ist also 7:yz = - 7:ZY .] 

Mit den Werten az , ay und 7:zy ist nun die 
Spannung in jeder Ebene gegeben, deren Nor
male um den Winkel cp gegen die x-Achse geneigt 
ist (Abb. 17a). Zu ihrer Bestimmung wird ein 
rechtwinklig-dreieckiges Element hera usgeschnit
ten, dessen Katheten parallel zur x- un<~ y-

Abb. 15. Bezelchnung der 
Achse sind, und dessen Hypotenuse von der Spannungeninelnem Element. 

Lange ,,1" den Winkel cp gegen die y-Achse 
bildet (Ab b. 17 b). ' Das gezeichnete Dreieck stellt also ein Prisma 
dar, dessen seitliche Flachen die GroBen 1·1, 1· sincp und 1· coscp haben. 
Damit das Gleichgewicht auf
rechterhalten wird, muB nun in 
der durch die Hypotenuse dar
gestellten Flache eine Kraft K 
angebracht werden, deren x
und y-Komponente K z und Ky 

aus folgenden Gleichungen be
stimmt wird: 

K z = az cos cp + 7:zy sin cp 
Ky = a y sin cp + 7:zy cos cpo 

!J 11 

-7:11:9 

:r 
Abb. 16. Positiver und negatlver Schub. 

Abb.17a. 

a z , a y und 7:zy sind positiv ange
nommen. Man iiberzeugt sich in 
Abb. 17 a auBerdem leicht, daB 
auch dasMomentengleichgewicht 
erfiillt ist, wenn K in der Mitte 
der Hypotenuse angreift. Der 
Vektor K wird in seine Kom-

Abb. 17a u. b. a Neigung elner Fliiche. b Glelch
gewicht an einem rechtwlnklig-dreiecklgen Element. 

ponenten a", und 7:", zerlegt, die senkrecht und parallel zur Flacbe wirk
sam sind. Es ist: 

(6a) 

a", = K z cos cp + Kysin cp 
= a z cos2 cp + 7:zy sincp cos cp + a y sin2 cp + 7:z I/sin cp cos cp 

7:", =-Kzsincp + KI/coscp 
= ay sin cp cos cp + 7:z Y cos2 cp - az sin cp cos cp -7:zy sin2 cp 

O'z+O'y O'z-O'y . . 
a", = -2-+ -2- (cos2cp-sm2cp) + 7:zy sm2cp 

_ O'z+O'y O'z-O'y • 
--2-+-2-cos2cp + 7:zy sm2cp 

- O'z-O'y. 2 
7:", -- - --2- 8m cp + 7:zy cos 2 cpo 



14 I. Grundlagen, Elastizitat. 

. Aus dieser Gleichung folgt auch, wie schon oben bemerkt, 

Uz-Uu 
Tuz = T90° = ---2-' O-Tzu' 1 = -Tzu' 

Hierbei sei ubrigens gleich festgestellt, daB fur alle fP folgende Gleichung 
erf ull t -ist : 

Die Summe zweier aufeinander senkrecht stehender Normalspannungen 
ist also eine von der Richtung unabhangige, dem untersuchten Punkt 
eigentumFche Konstante, d. h. eine "Invariante" des Spannungs
zustandes in dem betreffenden Punkt. 

> .t" . Durch Elimination von fP wie in Gleichung 

Abb. 18. MOHRscher 
, Spannnngskreis. 

(3) (S. 5) kann der Zusammenhang von 
a<p und T<p in der Form dargestellt werden: 

0:. ( ( uz+uu )2 2 ( (lz-Uu )2 2 
I" 7a) a<p---2- +T<p= --2- +Txu' 

Diese Darstellung stammt ebenfalls von MOHR 
(vgl. S. 6). Die Gleichung stellt in der a<p-Ttp
Ebene einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt im 

uz+U'o Abstand -2- vom Nullpunkt auf der a-Achse liegt, und dessen 

Radius r gleich V(uz-;U'OY + T;'O ist (Abb.18). 

Man nennt den groBten und den kleinsten auftretenden Wert von a<p 
die "Hauptspannungen" und bezeichnet sie mit at und a2 • (Es ist 

at, 2 = uz~uu ± r, also at + a2 = az + a'O ). Die groBte auftretende Schub

spannung ("Tmax") hat den Betrag r. Den beiden Punkten des Kreises, 
die die Werte T<p =0 und a<p =at oder a2 darstellen, entsprechen zwei 
Ebenen, die urn 900 gegeneinander geneigt sind, und deren Projektionen 
alsdie "Hauptachsen des Spannungszustandes" bezeichnet werden. 
Ihre Neigungen fPt, 2 gegen die x-Achse errechnen sich nach der Formel: 

Uz-Uu . 2 2 0 T<p1,2 = - --2- sm fP1,2 + Tz'O cos fPt,2 = . 

Daraus folgt: 

(8) tg 2 PI 2 = TZ'O = 2 Tz'O 
, fIz-U'O Uz-U'O 

-2-

Wegen tg 2 fP = tg (2 P + 180°) = tg 2 (p + 90°) enthiilt die Formel beide 
Hauptachsen. 

Die Darstellung gewinnt an Einfachheit, wenn man, wie in Abschnitt 2 
[Gleichung (1) und (2), S.4] das Koordinatenkreuz von vornherein so 
festlegt, daB die Koordinatenachsen (X, Y wie in Abschnitt 2) parallel 
zu den Hauptachsen des Spannungszustandes sind. Dann ist TXY = 0, 
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wahrend ax und ay die Werte a l und a2 der Hauptspannungen darstellen. 
Die Kreisgleichung lautet dann: 

( al+(2)2 2 (a1-a2)2 2 (7b) a<[>--T +T<[>= -2- = Tmax' 

Die Gleichungen fur a <[> und T <[> nehmen die Gestalt an: 

(6b) I 
Hier ist also ([> der Winkel, den die Normale der betrachteten Flache 
gegen die Normale der "Hauptflache I" bildet. Auf der Haupt
flache I ist die Normalspannung a l wirksam, Tjp 

fUr ([>=0 ist a<[>=al . 1st al >a2, so gehort 
zu einem kleinen positiven Wert ([> ein nega
tiver Wert von T<[>, zur Neigung ifJ gehort also 
ein Punkt des Kreises wie in Abb. 19. Dies 
folgt auch sofort aus der Gleichung: 

T<[> --a1+a2 = -tg2ifJ. 
a<[>- --2---

Abb. 19. Zuordnungen von Rich
tungen im MOHRschen Kreis und 

der Wirklichkeit. 

Am Beispiel des einfachen Zugversuches an einem senkrecht hangenden 
geraden Zugstab werden die Ergebnisse leicht anschaulich klar. Die 
Hauptachsen des Zustandes liegen aus Symmetrie- r 
grunden parallel und senkrecht zur Zugrichtung. 
In jedem waagerechten Flachenelement (Neigung 
ifJ = 0) wird die Hauptzugspannung a l = P/F uber-
tragen, dabei ist P die gesamte angreifende iF 

Kraft, F der Querschnitt des Zugstabes. In 
einem hierauf senkrecht stehenden, also senk-

Abb.20. MOHRscher Span-
rechten Flachenelement wirkt keine Spannung, nnngskreis bei reinem Zug. 

man konnte ohne Storung des Spannungs-
zustandes den Stab in mehrere senkrechte Parallelstabe zerlegen. Die 
zweite Hauptspannung, a2 , hat also den Wert O. Das Bild des Spannungs
zustandes ist durch einen Kreis gegeben, der die T-Achse im Nullpunkt 
beruhrt und dessen Radius den Wert a l /2 hat (Abb.20). Die groBte 
Schubspannung wirkt in Ebenen, die um ± 45° gegen die Stabachse 
geneigt sind, ihr Wert ist a l /2. Dies sieht man auch anschaulich ein, 
(Abb. 21). 1m Fall a) (ifJ = 0°) wird keine Schubspannung, jedoch die 
volle Zugspannung ubertragen. Je schrager die Schnittflache gefUhrt 
wird, um so geringer wird die in ihr wirksame Normalspannung. Die 
Schubspannung nimmt mit steigender Flachenneigung zunachst zu. 
Mit weiter steigendem ifJ verteilt sich jedoch die Schubkraft auf eine 
immer groBer werdende Schnittflache, so daB die Schubspannung (von 
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qJ = 45° an) wieder abnimmt und schlieBlich in der Ebene qJ = 90° (Fall e) 
ganz verschwindet. Fur qJ > 90° wiederholt sic h spiegelbildlich das 

a b c d e 
Abb.21. SpannungenimZugstab 

in verschieden geneigten 
Schnitten. 

Spiel. Man sieht auch, daB es jeweils zwei 
Flachen gibt, deren N eigungen sich spiegelbild
lich entsprechen und in denen dieselbe N or
malspannung ubertragen wird. Die in ihnen 
wirksamen Schubspannungen sind ebenfalls 
gleich groB, aber entgegengesetzt gerichtet. 
Zwei solchen Ebenen entsprechen zwei senk
recht ubereinander liegende Punkte des MOHR
schen Spannungskreises. 

Als weiterer einfacher Fall diene noch das 
Beispiel des reinen Schubes. Er ist mechanisch 
etwa verwirklicht in einem Blechstreifen mit 
zwei parallelen Randern, die fest an zwei sehr 
steifen, geraden, gegeneinander parallel ver

schieblichen Leisten befestigt sind (Abb.22). Die zur u-Achse parallelen 
Ebenen sind normalspannungsfrei, in ihnen werden nur Schubspannungen 

iibertragen (Abb. 23a). Man sieht leicht ein, 
daB dies auch die groBten auftretenden 
Schubspannungen sind, denn am Rand greifen 
keine weiteren Spannungen an und auch in 
den zur v-Achse parallelen Ebenen sind keine 

Abb. 22. Reiner Schub im Mittelteil 
eines iangen Streifens. N ormalspannungen wirksam. Das Bild des 

Spannungszustandes in der u-T-Ebene ist 
also ein Kreis mit dem Koordinat.ennullpunkt als Mittelpunkt und 
mit dem Radius r=Tmax=Tuv (Abb. 23b u. c). Es ergibt sich, daB 

JII(11.-0) oy 
JV(x~O) lI(y-O) 

I(v-O) OX 
~/ /y 

l(rvuJ 
oy--O'x 

Abb.23a. Abb.23b. Abb.23c. Abb.23d. 
Abb. 23 a-d. Gieichwertigkeit von reinem Schub und ay ~ - ax. 

in der um IP = 45° gegen die u-Achse geneigten Ebene (Ebene II, y = 0) 
nur N ormalspannungen (Druckspannungen, uy = -Tuv) und in der 
um IP = _45° geneigten Ebene (Ebene IV, x = 0) nur Zugspannungen 
(Ux=Tuv) iibertragen werden, daB also der Zustand gleichbedeutend 
ist mit dem in Abb. 23d dargestellten Spannungszustand, dessen 
Hauptschubrichtungen die Quadratdiagonalen sind (Abb. 23d muB 
man sich dabei ent.sprechend Abb. 22 um 45° links herum gedreht 

OX 
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vorstellen). Aus der vektoriellen Summe der auf emer Seite der 
Diagonalen wirkenden Krafte ergibt sich die Normalspannungsfreiheit 
der Diagonalflachen und der Wert der graBten Schubspannung: 

( ax ay ) 1 ax-ay 
<uv = <max = -12 - V2 . V2 = -2---. 

Der nachste Schritt fUhrt nun zum ebenen Spannungszustand, in 
dem die Spannungen sich von Ort zu Ort andern. 

Unabhangig davon, ob und wie sich dabei ein Teilchen verformt, 
muB nach wie vor der Satz vom Gleichgewicht aller an einem belie big 
herausgeschnittenen Element wirksamen Krafte gelten. Zur Aufstellung 
der Gleichgewichtsbedingungen diene wieder ein quadratisches Element, 
dessen Kanten parallel zur x- und y-Achse sind und das nun so klein 
sein soIl, daB innerhalb seiner Grenzen der Spannungszustand als linear 

:=!''iTlrrmmrrlTT1-"",X+l,!/d 

(x+l,y)-

veranderlich angenommen werden 
kann, d. h., daB sich die Werte von 
ax, ay und <xy innerhalb des Qua
drates genugend genau durch Funk
tionen der Form a =ax+by dar
stellen lassen. Die Anderung der alT 

U(x,yj+JX Spannung a je Langeneinheit ist O(:r,y)~L.U..L""""""""I..U..l~ 
dann gegeben durch die partiell,Sln 

. 0 a 0 a Abb. 24. Darstellung einer im Felde x, y linear 
Abl t d b I veranderlichen Spannnng a. 

eI ungen ox =aun oy =. n 

Abb.24 ist zur Veranschaulichung des Tatbestandes der absolute Wert 
einer Spannung "a" als Ordinate uber der x-y-Ebene aufgezeichnet. 
1st mit "a" beispielsweise die· Spannung ax gemeint, so sind also 
die Hohen der Figur als Normalspannungswerte (in x-Richtung 
wirksame Krafte) zu deuten. In diesem Fall wurden demnach auf den 
beiden mit ax belasteten Oberflachen des Wurfels Spannungen nach 
Abb.25 wirksam sein. Die Spannungen sind nicht im Gleichgewicht, 
sondern es bleibt ein in Richtung positiver x wirkender UberschuB vom 

Betrag ~ :x, des sen Resultierende (trotz der linearen Veranderlich

keit von ax in del' y-Richtung) durch den Mittelpunkt der belasteten 
Flache geht. Dasselbe gilt fUr die linear veranderlichen Spannungen ay , 

so daB sich ein in Richtung positiver y wirkender KraftuberschuB 
oay .b By ergl t. 

Die Bedingungen des Gleichgewichts der Krafte am Element ver
langen nun, daB die von den < herruhrenden Uberschusse der ent
sprechenden -Richtung gerade die soeben errechneten a-Uberschusse 
aufheben mussen. Wie aus Abb. 26 unmittelbar einleuchtet, ist der 

'iT OTyX in Richtung positiver x wirkende u berschuB von <xy gleich 8y' 

Mesmer, Spannnngsoptik. 2 
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b 'b' h OTXY I . d R' h .. e en so ergl t SlC ax a SIner lC tung posltlver y wirkender 

UberschuB. 
1m ebenen Spannungszustand miissen daher stets folgende Gleich

gewichtsbedingungen erfiillt sein: 

(9) oax + OTxJL - 0 
ox oy-

oay_ -+ OTxX _ 0 
oy ox - . 

(Es sei bemerkt, daB man diese 
Momentengleichgewicht um zwei 
auBerdem sei auf 'Ty x = -'Tx y 
hingewiesen. Die erste Glei
chung lautet urspriinglich 

beiden Gleichungen auch aus dem 
beliebige Punkte ermitteln kann, 

r 

oax _ OTyX =o!) 
ox oy 

r 

Ab b. 25. Krafte an einem rechtwinkligen 
Einheitselement bei linear veranderlicher 

Srannung ax. 

Abb. 26. Krafte am Einheitselemcnt bei linear 
veranderlichctn -r. 

D:uch Differentiation der beiden Gleichungen erhalt man: 

02ax -+02 TXY _ _ 0 
ox2 oxoy - , 

woraus noch folgt: 

(10) 02 ax 02 ay oder 02 TXY _ 1 ( 02 ax -+ 02 ay ) 
7fX2" 0 y2 0 x 0 y - - -2" 0 X2 0 y2 . 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen (9) ergibt sich, daB man ax, a y 
und 'TXY als Ableitungen einer Spannungsfunktion F (x y) darstellen kann. 

Man setzt: 
~F ~F ~F 

(ll) ax = oy2 , a y = ox2 , 'TXY = -oxoy' 

so sind die Gleichgewichtsbedingungen (9) stets erfiillt. 
Diese Darstellung stammt von AIRY (1862), die Funktion F wird 

als "AIRysche Spannungsfunktion" bezeichnet. Aus jeder beliebigen, 
irgendwie gegebenen, zweimal partiell differenzierbaren Funktion F(xy) 
kann man also durch die Gleichungen (ll) ein System von Spannungen 
ax, a y und 'Txy erhalten, das den Gleichgewichtsbedingungen sicher 
geniigt. Umgekehrt muB auch jeder mogliche ebene Spannungszustand 
nach (ll) durch eine Spannungsfunktion F darstellbar sein, und zwar 
unabhangig von Art und GroBe etwa eintretender Verformungen. Be
stimmte mechanische Bedingungen, wie z. B. "elastisches" odeI' "plasti
sches" Verhalten, sind dabei noch nicht beriicksichtigt. 1m nachsten 
Abschnitt wird sich zeigen, daB zur Erfiillung solcher Bedingungen die 
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Funktion F noch bestimmten Gleichungen genugen muG. Stellt man 
(nach F. KLEIN, 1905) F als eine Flache im Raum uber der xy-Ebene 
dar, so ist fUr Flachen geringer Neigung ()x in erster Naherung die 
"Krum~ung" der Flache F in der y-Richtung, ()y die Krummung in 
der x-RlChtung. 

Der durch die Funktion F definierte Spannungszustand ist un
abhangig yom Koordinatennetz, d. h. der durch Differentiation nach x 
und y gewonnene Spannungszustand ist gleichbedeutend mit dem 
Zustand: 

02F 
()v = ou2 , 

02F 
T =-----
uv· OUOV' 

wobei u und v beliebige CARTESIsche Koordinaten sind. Dies ergibt 
sich aus den Formeln (6). Es ist: 

()'P = ()x cos2 cp + ()y sin2 cp + 2 Txy sin cp cos cp, 
dabei ist ()'P die auf einer Flache der Neigung cp (Abb. 17a) wirkende 
N ormalspannung. 

Ebenso ist bekanntIich wegen 
of of dx I of dy of. of 
88 = -ax . ds T fiii . ds = - -ax sm cp + -0 y cos cp 

stets 
82 F _ 8 2 F . 2 82 F 2 02 F . 
882 - -8x2 - sm cp + 8 y2 cos cp - 2 a x 0 y sm cp cos cp . 

Aus dem Vergleich dieser Formeln und der entsprechenden Formeln 

fUr T'P und 80; :y folgt unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung. 

4. Verkniipfung von Formanderungen und Spannungen 
bei elastischem Verhalten. 

Wird ein elastischer Zugstab von der Lange lund mit einem recht
eckigen Querschnitt F (etwa wie in Abb. 14) durch eine Last P mit 
einer Zugspannung ax = PjF belastet, EO dehnt er sich um einen Betrag 
LJ 1 = 1 . 8x . Dabei ist die Dehnung 8x verhaItnisgleich der Spannung 

ax, es ist 8x = ~ (HOoKEsches Gesetz). Der Wert des "Elastizitatsmo

duls" E wird wie () in kgjmm2 gemessen. Gleichzeitig erfahrt der Stab 
eine Querkurzung LJ b = b . By, es ist By = - fl8x (vgl. S. 9). Die 
Richtung der Spannungshauptachsen und der Dehnungshauptachsen 
stimmen uberein, Spannungen und Dehnungen lassen sich durch je einen 
MOHRSchen Kreis darstellen (Abb. 27a und b, Zustand 1). 

Wird statt des Langszuges eine Querspannung angebracht, beispiels
weise ein gleichformig verteilter Querdruck des Betrages ay , so wird 
unter seiner Wi~kung der Stab um einen Betrag LJ b=b 'By verschmalert, 

dabei ist Ey = r;;. Gleichzeitig verlangert sich der Stab um LJ 1 = 1 Ex, 
2* 
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dabei ist ez = - !-ley. Die MOHRschen Kreise entsprechen den Bildern 
des Zugversuchs (Abb. 28a und b, Zustand 2). 

Abb.27a. Abb. 27 b. 
Abb.27 a u. b. MOHR-Kreise bei Langszug. a Spannungen. b Dehnungen. 

V"berlagert man zwei elastische Zustande, so addieren sich aIle 
Spannungen und Dehnungen (V"berlagerungsgesetz); im Beispiel folgt 
also ein Zustand 3 = Zustand 1 + Zustand 2: 

(fy = (fy + Gy = G 

7:zy = Tzy + TZy = 0 

·-1S-'~ 
Abb.28a. 

- = u- f.t 'G 
ez = ez + ez = -E--

- 'G-f.t(f 
ey=Sy +Sy = E 

Yzy = YZy + YZy = o. 
! 

Abb.28b. 
Abb. 28a u. b. MOHR-Kreise bei Querdruck. a Spannungen. b Dehnungen. 

Die Spannungs- und Verformungskreise des Zustands 3 haben eine 
GroBe und Lage wie in Abb. 29a und b. 

r 

Abb.29a. Abb.29b. 
Abb.29. MOHR-Kreise bei zusammengesetzter Beanspruchung (Abb.27 und 28). 

Zum aIlgemeinen ebenen Spannungszustand, den man Rich auch 
anders entstanden denken kann (Abb. 29 a), gehort also ein Verformungs
zustand (Abb. 29 b), der die gleichen Hauptachsen hat, dessen Haupt
dehnungen aber von beiden Hauptspannungen abhangen: 

(12a) ~-f.t~ Eb S d e~ = --E-- ener pannungszustan. 
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Die groBte Schiebung ist proportional zur groBten Schubspannung: 
y 101-102 (11-<12 1 + P, 1 + p, 
"2 max = -2- = -2-· -E- = Tmax • -E-

Wie man durch Vergleich der Formeln (1) (S.4) und (2b) (S.5) mit 
Gleichung (6b) (S. 15) sieht, folgen auch im allgemeinen Fall die Be
ziehungen: 

(I2b) (101 +102)+ (CI-C2) cos 2 rli 1 <1<Jj-p,<1(<Jj+OOO) 

(<11 + (12) + (<11-<12) cos 2 rli' a so E<Jj = E ' 

(I3a) Y<Jj 101 - C2 also 2 (I + p,) 
T<Jj (<11-<12)' y<Jj=T<Jj· E 

2 

Der Ausdruck 2 (I~ p,) = G wird als der "Schubmodul" des Werkstoffes 

bezeichnet, hiermit schreibt sich die letzte Formel: 

(I3b) 
T 

Y=a· 

1m Fall des ebenen Verzerrungszustandes (S. 1) kann der Werk
stoff nicht nach vorn und hinten ausweichen, daher wird bei derselben 
Langsspannung a der Korper in seiner Langsrichtung weniger verformt, 
der Wert von E wird scheinbar erhOht. Aus der Ableitung zu Gleichung (5) 
(S. ~O) geht hervor, daB in diesem FaIle gilt: 

~-E-~-10 - - 1- p,2 • 

An die Stelle von f-l tritt auBerdem q= I~p,' so daB Gleichung (I2a) 

dann lautet: 
P, 

(12) _ <11-q<12_ <11- 1_p,<12_(11(1_p,2)_(1+p,)p,<12 Ebener Ver-
c E1 - Iff -Ej(I_p,2)- E zerrungszustand. 

Als Schubmodul [Gleichung (I3b)] erscheint der Wert 

if Ej(I_p,2) E 
(130) G= 2(1+q) =27(i-p,)-=2(1+p,)=G. 

Die Formanderung infolge des Schubes in der Ebene muB ja auch un
abhangig von der seitlichen Behinderung sein, da sie ohne Volumen
anderung vor sich geht. 

tlberlagert man Spannungszustande mit verschiedenen Haupt
achsen, z. B. reinen Schub Tx'U und reinen Zug ax (dies Beispiel ist in 
Abb.30-32 dargestellt), so kann man die gleichgerichteten Spannungen 
(ax usw.) und Formanderungen (Ex usw.) iiberlagern, wahrend die GroBe 
und Richtung der Hauptspannungen bzw. des groBten Schubes nicht 
unmittelbar, sondern nur unter Beriicksichtigung der Winkelbeziehungen 
zu errechnen sind. Unabhangig von seiner Entstehung erhalt man 
jedenfalls schlieBlich stets unter der Wirkung des Spannungszustandes 
einen Verformungszustand nach Gleichung (I2b und 13b). 
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Durch die Gleichungen (12) und (13) ist ein Zusammenhang zwischen 
Spannungen und Formanderungen festgelegt, der als "elastisches Ver
halten" bei einer groBen Anzahl technischer Stoffe mit hoher Genauig
keit erfullt wird. Fur diese Falle ist durch (12) und (13) eine Ver
bindung der Vertraglichkeitsbedingungen 4 b (S. S) mit den Gleich

r 

Abb. 30 a. Abb.30b. 

Abb.30. MOHR-Kreise boi reitlem Sclmb. 

Abb. 31 a. Ahb. 31 h. 

Abb. 31. MOHR-Kreise hei Liingszug. 

Abb.32a. Abb. 32 b. 

Ahb.32. MOHR-Kreise hei zllsammengesetzter 
Beanspruchung (Abb. 30 und 31). 

Wegen 

(Ubi 1 
gilt ebenso: 

e 

gewichtsbedingungen 9 (S. IS) 
hergestellt. Wahrend 4 blind 
9 (bzw. 10) fiir sich immer 
gelten, gilt auBerdem bei elas
tischem Verhalten: 

82 yxy_ 82 ( 2 (l+ll)) 
8xiT:Y- 8x8y i xy'-E--- , 

82 ex _ ~ (Gx -Il GY) 
7JY2 - 8y2 E ' 

~2:: = 88;2 (GY~l ~), 
also nach 4 b : 

82 ·Xy • 2 (I + ) = 82 Gx I 

8x8y P 8y2' 
82 Gy ( 82 Gx I 82 Gy ) 

+8x2 --P -iiX2' 8 y 2 

Wegen (10), S. IS, ist aber: 

~2XT;~ -2 (I + p) = 

( 82 Gx 82 Gy ) 
= - 8x2- + aij2 (l + p). 

1m Elastischen ist also: 
82 82 82 
_Gx_+_~y+~+ 
8 y2 8x2 8x2 

82 G 82 

+-8y: = 8x2 (l1x+l1y) + (I4a) 
82 

+ 8y2 (l1x+l1y) = 

= Ll (l1x + l1y) = O. 

82 82 

(14c) 8x2 (ex + ey) + ay'i (ex + ey) = Ll (ex + ey) = O. 
82 82 

Das Symbol Ll (LAPLAcEscher Operator) bedeutet dabei Ll == 8X2 + 8y2' 

d. h. man solI zweimal nach x und zweimal nach y differenzieren und die 
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Ergebnisse addieren. Die "Vertraglichkeitsbedingung" des ebenen 
elastischen Spannungszustandes, gekoppelt mit den Gleichgewichts
bedingungen, lautet also: 

(14d) 

L1 (8x + 81/) = 0 oder L1 (:: + :~ ) = 0 oder 

L1 (O'x + 0'1/) = 0 oder L1 (0'1 + 0'2) = 0 oder 

( 02F 02F) 
L1 0 X2 + 0 y2 = 0 oder L1 (L1 F) = L1 L1 F = o. 

Das Symbol L1L1 ist dabei die Abkurzung fur: 
04 ()4 ()4 

L1 L1 = ox4 + 2 ox20y2 + oy4 • 

Aus der Menge aller differenzierbaren Funktionen F, aus denen man 
durch Differentiation die im Gleichgewicht befindlichen Spannungen 
eines ebenen Spannungszustandes ermitteln kann, sind also in elastischen 
Korpern als "Spannungsfunktionen" nur die Funktionen sinnvoll, die 
jene Gleichung befriedigen. 

In der Mathematik sind die "harmonischen" Funktionen H (x, y) 
ausfuhrlich unter;mcht worden. Sie erfiillen die Bedingung: L1 H = O. 
Selbstverstandlich ist dann auch L1L1H =0, so daB aIle harmonischen 
Funktionen auch als Spannungsfunktionen verwendet werden konnen. 
Jedoch haben diese Spannungszustande ("harmonische Spannungs
zustande") die Eigentumlichkeit, daB schon L1 F = (O'x + 0'1/) verschwindet. 
Es sind also Spannungszustande, bei denen uberall die Hauptspannungs
summe gleich Null ist. 1m ganzen Feld herrscht reiner Schub, samtliche 
MOHR-Kreise des Feldes sind Kreise urn den Nullpunkt. 

1m allgemeinen Fall ist stets die Funktion S = (0' JJ + 0'1/) = (0'1 + 0'2) 

=L1F eine harmonische Funktion, denn es ist L1(L1F)=L1S=O. S hat 
eine einfache anschauliche Bedeutung: Unter der Wirkung der Spannung 
O'x erfolgt im ebenen Spannungszustand senkrecht zur x-y-Ebene eine 

Querdehnung 8z vom Betrage - p ;x, entsprechend unter der Wirkung 

von 0'1/' Die gesamte Querdehnung in der z-Richtung (Dickenanderung) 

einer ebenen dunnen Platte ist also 8z = -P(~+(11/). Steht die Platte 

vorwiegend unter Zug (O'x + 0'1/ > 0), so wird die Platte dunner, steht 
sie vorwiegend unter Druck (O'x+O'1/< 0), so wird sie dicker. Die 
urspriinglich ebene Oberflache der Scheibe wird also wahrend des Ver
suches etwas gewolbt, dabei ist die Hohe der WOlbungsflache uber 
der ursprunglichen Ebene proportional zu S. Man kann also bei
spielsweise durch eine Dickenmessung unmittelbar den Wert von S 
bestimmen. Die Bestimmung von S bietet eine Reihe von Moglichkeiten 
zur Auswertung spannungsoptischer Versuche, so daB in einem spateren 
Kapitel noch ausfiihrlich daruber berichtet wird. 
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Die bisherigen Ableitungen dieses Abschnitts bezogen sich auf den 
ebenen Spannungszustand (O'z = 0), also auf eine diinne, beiderseits freie 
Scheibe. Bei einer "Oberlagerung einer Spannung O'z = const (Beispiel: 
Scheibe innerhalb eines "OberdruckgefaBes) andern sich die Gleichungen 
nur unwesentlich. In (12b) heiBt es dann: 

entsprechend in (14 b): 

l1x - fJ, l1y- fJ, l1z 
Ex = ----E---' 

E ( l1z) E 2 fJ, 
O'x= 1-fJ,2 Ex+flEy+fl]i] und (O'x+O'y) = 1_fJ,(Ex +EY)+1_fJ,2 0'z' 

Da O'z konstant ist, ist aber L1 O'z = 0, also nach wie vor: 

L1 (Ex + Ey) = L1 (O'x + O'y) = O. 

1m Fall des ebenen Verzerrungszustandes (Ez = 0 oder Ez = const.) gelten 
andere Ausgangsgleichungen, so daB dieser Fall noch kurz betrachtet 
werden muB. 

Bei verhinderter Querdehnung Ez = 0 ist entsprechend Gleichung (12 c) : 
Bu l1x-ql1y 

7JX=Ex = E 

OV l1y-ql1x 
By =Ey = E 

wahrend der Zusammenhang zwischen T und y unverandert bleibt. 
Aus den unverandert giiltigen Gleichgewichts- und Vertraglichkeits
bedingungen folgt also wie oben: Es laBt sich eine Spannungsfunktion P 
[Gleichung (ll)] angeben, es muB auBerdem L1(O'x+O'y)=O sein, denn 
die Ableitung von Gleichung (14a) bleibt auch giiltig, wenn lediglich 
stets q statt fl und E statt E eingesetzt wird. SchlieBlich fallen q und E 
heraus, und es ist genau wie im ebenen Spannungszustand L1 (O'x+O'y) 

=L1L1P=O. Wird nun noch eine konstante Querdehnung Ez iiberlagert, 
so folgt hieraus eine konstante allseitige Dehnung Ex = Ey = -flEz , ohne 
daB an den Gleichgewichtsbedingungen etwas geandert wird. Ebenso 
bleibt die Vertraglichkeitsbedingung unverandert wie im Fall O'z = const. 
giiltig. 

SchlieBlich sei erwahnt, daB fiir Ez = 0 eine Spannung O'z vorhan
den sein muB, die das im ebenen Spannungszustand vorhandene 

Ez = -: (O'x+O'y) riickgangig macht, d. h. es muB sein: 

O'z = + fl (O'x + O'y) = + fl (0'1 + 0'2)' 

Es ist dabei also auch L1 Ez = O. 

Die Differentialgleichungen jedes ebenen elastischen Spannungs- und 
Verzerrungszustandes (O'z = const. oder Ez = const.) lassen sich also stets 
zusammenfassen in die Gleichgewichtsbedingung: 



5. Hauptlinien. 25 

ax, ay und Txy las8en 8ich nach Gleichung (11) S. 18 al8 zweite 
Ableitungen einer Spannung8funktion F dar8tellen 

( d. Or1x +OTXY_O Or1y +OTXY=O) 
,0 er. ox oy - 'oy ox 

und die VertriiglichkeitBbedingung: 
Die Spannung8funktion F mufJ der Gleichung LL1F =0 genugen 

[oder: 11 (ax+ay) =0]. 
Man beachte, daB die Werkstoffkennzahlen E, G, ft, q in diesen 

Bedingungen nicht vorkommen. 

6. Hauptlinien. 
In jedem Punkte x, y eines ebe:r).en Spannungs- oder Verformungs

feIdes herrscht ein Spannungs- und Verzerrungszustand, der sich durch 
MOHRsch~ Kreise nach Glei
chung (3) (S. 5) und (7b) 
(S. 15) darstellen laBt. Sieht 
man zunachst von dem Son
derfall ab, daB die beiden 
MOHRschenKreise zuje einem 
Punktzusammenschrumpfen, 
so gilt: In jedem Punkt des 
FeIdes gibt es zwei ausge
zeichnete, aufeinander senk
recht stehende "Hauptrich
tungen", in denen die groBte 
und die kleinste .Dehnung 
(Hauptdehnungen 81 und 82) 

Abb. 33. Kreuze der Hauptrichtungen in einem 
Spannungsfeld, Hauptlinien. 

gemessen werden, und in denen die groBte und die kleinste Spannung 
(Hauptspannungen a1 und ( 2) wirksam sind. Man denke sich nun im 
Felde Linien gezeichnet, die in jedem Punkt eine Tangentenrichtung 
besitzen, die einer Hauptrichtung des Punktes entspricht. Diese Linien 
werden als Hauptspannungstrajektorien, als Hauptspannungslinien, 
Hauptdehnungslinien oder kurz als Hauptlinien des FeIdes bezeichnet. 
Da es in jedem Punkte zwei Hauptrichtungen gibt, lassen sich durch 
jeden Punkt zwei solcher Linien ziehen, die senkrecht aufeinander 
stehen. Es gibt also zwei Scharen von Hauptlinien, die beiden Scharen 
kreuzen sich iiberall rechtwinklig. 

Um die Vorstellung zu beleben, sei in einigen Punkten eines einfachen 
Spannungsfeldes das "Hauptkreuz" eingezeichnet (Abb.33), d. h. ein 
kleines rechtwinkliges Krenz, dessen Schenkel parallel zu den Haupt
richtungen laufen. Die Hauptlinien ergeben sich, wenn man Kurven 
zeichnet, die sich zwanglos dem durch die Kreuze gegebenen Richtungs
feld einschmiegen. Sind die Hauptlinien in einer dem Feld angepaBten 
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Dichte gezeichnet, so vermitteln sie einen anschaulichen Eindruck yom 
"SpannungsfluB" im Feld. Sie laufen strahlenformig von einer Einzel
kraft aus, laufen etwa parallel in Bereichen gleichformiger Beanspruchung, 
veJ:engen sich in Bereichen hoherer Spannung und erweitern sich nach 
Bereichen geringerer Spannungsdichte. Sie konnen auch als "Kraft
wirkungslinien" aufgefaBt werden und sind das gegebene Hilfsmittel, 
um z. B. die zweckmii.Bigen Richtungen einer beabsichtigten Bewehrung 
abzuschatzen. Gleich vorweg sei darauf hingewiesen, daB die inneren 
Gesetze dieser Hauptlinien nicht so elementar sind wie die Gesetze 
der "Stromlinien" bei ebenen Stromungen, daB also beispielsweise zu 
einer Erweiterung des gegenseitigen Abstandes zweier benachbarter 
Hauptlinien auf den doppelten Betrag nicht etwa immer auch eine 
Halbierung der entsprechenden Spannungen gehort. 

Die Gestalt der Hauptlinien laBt sich nur in sehr einfachen Fallen 
durch eine Formel x = f(y) geschlossen darstellen, im allgemeinen laBt 
sich lediglich ihre Differentialgleichung angeben. Die Neigung rp der 
Hauptlinie gegen ein festes Koordinatennetz x, y entspricht der Gleichung 

t 2 - 2 tg Ij! = 2 TXY I (8) S 14 g rp - l-tg21j! i7x -ay vg.. . 

Wegen tg rp = :; lautet die Differentialgleichung der Hauptlinien also: 

2 dx 
_----;~d;_"y--,--;; = 2 T x y 

l-(:;r aX-ay 
oder 

dy _ - (ax - ay) ± y4Th + (ax - ay)2 _ 2Txy 
dx- 2Txy -(ax-ay)±y4Th+(ax-ay)2 

Die beiden Vorzeichen vor der Wm;zel entsprechen den beiden auf
einander senkrechten Linienscharen. 

Da nun diese Hauptlinien viel inniger mit dem gegebenen Spannungs
feld verkniipft sind als irgendein willkiirlich oder nach den auBeren 
Begrenzungen des Feldes orientiertes rechtwinkliges Koordinatensystem, 
liegt' es nahe, die bereits gewonnenen Feldgleichungen auf die Haupt
linien zu iibertragEm, d. h. in einer Form zu schreiben, die unmittelbar 
dem Verlauf der Hauptlinien entspricht. Nach den Ausfiihrungen der 
vorausgehenden Abschnitte sind die Hauptrichtungen dadurch aus
gezeichnet, daB in ihnen keine Schubkraft iibertragen wird, und daB sie 
wahrend der elastischen Verformung stets senkrecht aufeinander stehen 
bleiben. Allgemein gilt also auch fiir das gesamte System der Haupt
linien, daB sie, als Schnittflachen aufgefaBt, nur NOJ;malspannungen 
iibertragen und daB sie auch nach der elastischen Verformung immer 
noch ein System von zwei sich rechtwinklig kreuzenden Scharen bilden. 
Entsprechend der in Abb. 15 (S.13) gewahlten Bezeichnungsart solI 
die Bogenlange einer in 0'1-Richtung verlaufenden Hauptlinie mit 81, 
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der in <12-Richtung weisenden Hauptlinie entsprechend mit 82 bezeich
net werden. Ein sehr kleiner, stark vergri:Hlert gedachter Teil des 
Hauptlinienfeldes wird also wie in Abb. 34a bezeichnet. 

Betrachtet man nun wie in Abb.24, 25 und 26 em kieines, von 
Hauptlinien begrenztes Element, das so klein ist, daB sich die Haupt
spannungsgroBen innerhalb des Elementes nur linear verandern, so laBt 
sich die Gleichgewichtsbedingung des Elementes wie auf S. 17 aufstellen. 

Die mittleren Abmessungen des Elementes seien d81 und d82 (Abb. 34a). 
Zuna~hst sind wegen der krummlinigen Begrenzung des Elementes je 
zwei gegeniiberliegende Seiten nicht gleich lang. Die 81-Linie habe 
eine Kriimmung l/(h' d. h. der S.l' 

Kriimmungsradius der Linie habe 
die Lange 111. Auf eine Bogenlange 
d81 dreht sich dann die 81-Linie urn 

\ 
\ 
\ 
\ \ 

\~ , .. 
'\ 

I 

\ 
\ o 

Abb.34a. Hauptlinienelement. Bezeichnullg 
der Spannungen. 

Abb. 34 b. Bezeichnllng der Kriimmmungs
radien der Hautplinien. 

den Winkel r5 = ds1 • el steht senkrecht auf der 8rLinie, ist also wie 
!h 

die 82-Linie gerichtet. Die Kriimmung sei als positiv bezeichnet, wenn 
der Kriimmungsmittelpunkt beim kleineren 82 liegt, wenn also die 
"auBere" Senkrechte auf der gekriimmten 81-Linie in Richtung steigender 
82-Werte weist (Abb. 34b). Dann ist die "auBen" bei groBerem 82-Wert 
liegende 81-Grenze des Elementes langer als die innere, und zwar ist sie 

+ d82 
(11 -

langer im Verhaltnis :. Da d8 sehr klein gegen e ist, kann man 
82 

Ih-T 

hierfiir auch setzen: I + d82 , also ist die auBere 8rGrenze urn den Betrag 
(11 

d81 . d82/el langer als die innere. Da die Spannungen sich innerhalb 
des betrachteten Bereiches linear verandern sollen, ist auf der inneren 
81-Grenze eme Spannung <12 , auf der auBeren aber eine Spannung 

0"2+ ~0"2 d82 wirksam. Nach innen wirkt also die Kraft <12 • d81 , nach 
uS2 

auBen die Kraft 

( 00"2 d ) (d dS1 d82 ) d ds1 ds2 + 00"2 d d <12 + -,,- 82 81 + --- ~ <12 81 + <12 --- -,,- • 82 81 • 
I uS2 III (11 . uS2 
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Das kleine vierte Glied des Produktes kann hiergegen vernachlassigt 
werden. Daraus folgt ein nach auBen gerichteter KraftuberschuB 

( a2 + ~a2) d81 . d82. Ebenso laBt sich ein in Richtung steigender 81 
(!1 u82 

weisender KraftiiberschuB errechnen: (~+ ~ a1 ) d81 • d82 • AuBerdem 
(12 u81 

sind infolge der vorhandenen Kriimmung der Hauptlinien die Kraft
resultierenden zweier gegeniiberliegenden Seiten etwas gegeneinander 
geneigt. Vernachlassigt man von vornherein kleine GroBen, die nur 
bei endlichen Abmessungen des Elements eine Rolle spiel en wiirden, 
so ergibt sich beispielsweise in 82-Richtung (Abb. 34c) eine ein
warts gerichtete Komponente von 
der GroBe 

d81 
(j . G • d8 - G • d8 .-

1 2 - 1 2 (11 

58 

!I 

x 

Abb. 34 c. Kraftkomponente 
infolge der HanptlinienkriimmungeI .. 

A bb. 34 d. Vorzeichen der Kriimmung. 

oder: 

8a2 + a2 -a1 0 
882 --(11-- = . 

Auf dieselbe Weise erhalt man in G1-Richtung: 

(15b) 8a1 + a1--'--a2 =0. 
881 (12 

Diese Gleichgewichtsbedingungen, bekannt unter dem Namen "MAX
WELLsche Gleichungen", sind also ein gleichwertiges Gegenstiick zu den 
beiden Gleichungen (9) (S. 18). Es sei bemerkt, daB hierbei stillschweigend 
die selbstverstandliche Voraussetzung gemacht wurde, daB 81 und 8 2 , 

(11 und (12 samtlich im gleichen LangenmaBstab gemessen werden miissen. 
Fiihrt man noch den Winkel cp ein, den die Hauptlinien, d. h. die Haupt

richtungen in jedem Punkt gegen ein beliebiges, festes Achsenpaar 
bilden, so laBt sich die Kriimmung der 81- und 8 2-Linie auch als Winkel
drehung je Langeneinheit auffassen. Liegt dabei das System 81 , 8 2 , 

wie in Abb. 34d (82 um 90° link8 herum gegen 81 gedreht), so andert 
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sich die Neigung cp mit steigendem 8 1 in positivem Sinne (;~ > 0), 
wenn 1?1 negativ ist, wahrend ~ rp positiv ist fUr positives (h, Es 

u82 

ist also: 
1 8rp 1 8rp 
~ == ~ as; (>2 - e 8 2 • 

Die MAXWELLschen Gleichungen nehmen damit die Form an: 

(15c) 

1 
Fur fernere Verwendung seien sie auch noch in folgender Form ge
schrieben: I ~(~+a2)+8(al-. a2)+2(a -a)~=O 

881 881 1 2 882 ' 
(15d) 

8(a1 +a2) _8(a1 - a2.1 + 2 (a1 -a2) ~ = O. 
8~ 8~ 8~ 

Die in Abschnitt 4 abgeleitete Vertraglichkeitsbedin
gung (14d) ist yom Koordinatensystem bereits unab
hangig, wenn man sie in aer Form schreibt: 

L1 (al + a2) = o. 
82 . 82 

Dabei war das SymbolLl zwar definiert als 8 x2 + 8 y2 , 

man kann aber statt x und yauch jedes andere 
beliebige CARTEsIsche Koordinatensystem u, v zu
grunde legen. Fur gekrummte rechtwinklige Koordi
natensysteme (z. B. 8 1 und 8 2) gelten jedoch verwickel
tere Gleichungen, auf die hier nicht naher eingegangen 
werden solI 1. 

Abb. 35. Haupt
spauuungsverhiilt

nisse am freienRand. 

In unmittelbarer Umgebung eines freien Randes ergeben sich aus den 
MAXWELLschen Gleichungen sofort drei einfache Folgerungen: 

Die unmittelbare Nahe des Randes habe die Gestalt der Abb. 35. 
So ist am Rand: 

a2 = 0, 121 = Krummungsradius des freien Randes. Also gilt: 

8 a2 _ ~ _ 0 und (} a1_ + .!!..1.. = 0 
882 el - 881 (!1 ' 

8a1 8rp 
bzw. ",-+al·~=O. 

u8I u82 

1. In einer kleinen Entfernung L182 yom Rand hat also die (am 

Rande verschwindende) Spannung a2 den Wert a2 = a1 • L182 (an einer 
el 

1 Auch in krummlinigen Netzen gilt die Gleichung unverandert, wenn sie "iso
metrisch" sind wie die Netze einer Potentialstr6mung, vgl. Kap. IV, Abschn.2. 
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konkaven Randstelle wie in Abb. 35 ist 0"2 Zug, wenn 0"1 Zug ist oder 
beide sind Druck). 

2. Die Randlangsspannung 0"1 nimmt einen Hochst- oder Kleinstwert 

an, wenn ~ (Jl = 0, d. h. ~ = 0 oder 1?2 = (Xl (z. B. Symmetrieschnitt, 
u8l (!2 

Abb.35). 
3. Setzt man statt der Differentiale kleine endliche Werte ein, so ist: 

oder 

Abb. 36. VerscWe
denheit der Langen
elemente gegentiber-

lie gender Seiten. 

LI (Jl + . LI if' _ 0 
LI 81 0"1 LI 82 - , 

LI (Jl = LI 8 1 LI if' 
(JI LI 8 2 

Der Zahler der rechten Seite ist dasselbe wie die Langen

anderung von Lls2 auf die Strecke Lls1 , d. h. (Lls2 -LlS2) 
(vgl. Abb. 36), die rechte Seite stellt also die relative 
Verengung des Kraftstromes zwischen Rand und be
nachbarter Hauptlinie dar. Links dagegen steht die 
relative Veranderung der Randlangsspannung auf das
selbe Wegelement Lls1 • Es ergibt sich die Gultigkeit 
des "Kontinuitatssatzes" der Stromungslehre in un
mittelbarer Nahe eines freien Randes : die Langsspannung 
wachst im gleichen Verhaltnis wie der Abstand von Rand 
und benachbarter Hauptlinie sich vermindert, das Pro-
dukt aus Langsspannung und Abstand bleibt konstant. 

Eine weitere, namentlich fur FlieBerscheinungen wichtige Linien
schar entsteht, wenn man in jedem Punkt der Ebene um ± 45° gegen 
die Hauptspannungsrichtungen geneigte Linienelemente zu Kurven 
verbindet. Die sich rechtwinklig kreuzenden beiden Liniengruppen 
dieser Schar stellen anschaulich die Flachenelemente dar, in denen die 

groBte Schubspannung Tmax = (Jl-; (J2 ubertragen wird. In einem Stoff, 

der unter Schubwirkung in einzelnen Schichten flieBt, sind diese "Haupt
schublinien", also unmittelbar das System der FlieBschichten. Ein Beispiel 
eines Feldes von Hauptschublinien zeigt Abb. 37 (vgl. Abb. 181, S. 196). 

Die auf die Linienelemente dt1 und dt2 dieser Schublinien bezogenen 
Gleichgewichtsbedingungen lauten [Ableitung entsprechend (15c)]: 

1 
0 ((Jl + (J2) - 0 ((JI - (J2) + 2 ( - ) ~. if' - 0 

otl ot2 0"1 0"2 otl - , 

o ((Jl - (J2) _ 0 ((Jl -(J2) _ 2 ( _ ) ~~ _ 0 
ot2 otl 0"1 0"2 ot2 - . 

(16) 

Die Linien konnen auch in der Spannungsoptik Bedeutung haben 
(vgl. S. 81). 

In der Spannungsoptik spielen schlieBlich noch zwei Linienscharen 
eine Rolle: 
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1. Die Linien, die aIle Punkte im Feld verbinden, die die gleiche 
Richtung des Hauptachsenkreuzes aufweisen. Die Linien gleicher 
Richtung oder "Richtungsgleichen" sind optisch besonders einfach 
unmittelbar festzustellen (vgl. S. 69). 

2. Die Linien gleicher groBter Schubspannung oder "Schub

gleichen". Sie verbinden aIle Punkte mit gleichem Wert Tmax = 0"1 -; 0"2 

miteinander. Da diese Schubspannung auch wesentlich fur die Festigkeit 
ist (vgl. S. 45), geben die Schubgleichen meistens unmittelbar ein Bild 
der Gefahrdung der belasteten Scheibe. 

Zu Beginn dieses Abschnittes wurde darauf hingewiesen, daB trotz 
auBerlicher Ahnlichkeit nicht die Hauptlinien des elastischen Spannungs
zustandes und die Stromlinien einer 
Flussigkeitsstromung miteinander 
vertauscht werden konnen. Ein 
einfaches Gegenbeispiel ist die un
endliche Platte mit kreisrundem 
Mittelloch unter gleichformigem Zug. 
Am seitlichen Lochrand tritt die drei
fache ungestorte Spannung auf. 1m 
scheinbar ahnlichen Fall der gleich
fOrmigen, unendlichen Stromung 
urn einen Kreiszylinder entsteht je
doch seitlich vomZylinder die doppelte 

t ·· t St·· h . d· Abb.37. Hanptschnblinien nnter einer Uings unges or e romungsgesc WIn 19- einer Strecke gieichmiiBig vcrteilten Kraft. 
keit. Da es sich hier urn einen freien 
Lochrand handelt, in des sen Nahe die "Kontinuitat" auch im Spannungs
zustand gilt, folgt daraus, daB bei strengem Vergleich die beiden Linien
systeme doch verschieden voneinander sind. 1m ubrigen hat die quer 
zur Zugrichtung wirkende Druckspannung (z. B. an den in Zugrichtung 
liegenden Lochrandpunkten) uberhaupt kein entsprechendes Stromungs
gegenstuck. 

Es gibt FaIle, in denen das Netz einer (Potential- )Stromung auch 
als Hauptliniennetz eines Spannungszustandes aufgefaBt werden kann; 
jedoch ist hierbei im allgemeinen der Zusammenhang zwischen Spannungs
groBen und StromungsgroBen sehr verwickelt. 1 AuBerdem weisen die 
Potentialnetze noch besondere innere Eigenschaften auf, die sie vor den 
Hauptliniennetzen auszeichnen. Naheres hieruber findet sich auf S. 76. 

1 Die Hauptspannungsdifferenz (0"1 - 0"2) entspricht dem Quadrat der Striimungs
geschwindigkeit w, multipliziert mit einer Funktion f = a (x2 + y2) + b x + c y + d, 
wahrend sich die Hauptspannungssumme als "Realteil" eines "komplexen Integrals" 
J(2az + b + ic) (wx_iWy)2dz ergibt. Vgl. etwa P. NEMENYI, Stromlinien und 
Hauptspannungstrajektorien, Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933) S. 364-366. 
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6. Schubfreie Punkte. 
Die Richtung der Hauptlinien stimmt mit der Richtung der Haupt

achse des Spannungszustandes iiberein. Diese Richtung ist gegeben 
durch Gleichung (8) S. 14: 

2TXY tg2<p=--. ax-ay 
Nimmt in einem Punkt sowohl i xy als (ax-ay) den Wert Null an, so 
schrumpft der MOHR-Kreis zu einem Punkt zusammen. Es ist dann 
also ax=ay=a1 =0'2' ixy=imax=O. Der Punkt steht unter allseitig 
gleichformigem (hydrostatischem) Druck oder Zug und es ist keine 

Hauptrichtung mehr ausgezeichnet; tg 2 <p = % kann jeden beliebigen 

Wert annehmen. Die Verformung ist ebenfalls allseitig gleichfOrmig, 
d. h. ein Kreis bleibt auch nach der Verformung ein Kreis gleichen 
oder veranderten Durchmessers. Man nennt die Punkte daher auch 
Kreispunkte. Da schlieBlich das Bild der Hauptlinien im allgemeinen 
an der Stelle eines solchen Punktes einen vollig singularen Veri auf 
aufweist (der Punkt hebt sich aus dem iibrigen BUd wie ein Stem heraus), 
so heiBen die Punkte auch "singulare Punkte". 

Punkte dieser Art treten haufig auf, sowohl im lnnem eines ebenen 
Spannungsfeldes als auch vor aHem am freien Rand, bei dem die eine 
Hauptspannung (senkrecht zum Rand) immer verschwindet; ein schub
freier Randpunkt liegt also vor, wenn auch die Randlangsspannung 
verschwindet. 

Zur naheren Untersuchung derartiger Punkte diene die einfache 
Annahme, daB sich in ihrer unmittelbaren Umgebung aIle Spannungen 
linear verandem (vgl. Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen S. 17). 
Dann ist also i xy und (ax-ay) in der Form C1 X+C2 Y+C3 darstellbar. 
1m schubfreien Punkt selbst verschwindet sowohl i xy als (ax - ay)' 
Legt man den Nullpunkt des Koordinatensystems gerade in den Kreis
punkt, so kann man demnach setzen: 

und es ist: 

2 i xy = c1 X + c2 Y 

(ax-ay) = c3 x + c4 Y 

(17) tg2<p=CIX+C2Y=Cl+C2Y/X=~1+C2C. 
ca x+c4 Y ca+c4 Y/x ca+c4 C 

Man sieht nun sofort, daB es immer mindestens eine "singulare Gerade" 
durch den Kreispunkt gibt mit der Eigenschaft, daB ihre eigene Richtung, 
deren Tangens durch y/x = 1; gegeben ist, gerade der Richtung <p nach 
Formel (17) entspricht, d. h. daB SIe selbst Hauptlinie ist. Fur diese 
Gerade muB demnach gelten: 

2tgcp 2C C1 +C2 C 
(l8a) tg 2 <p = 1- tg2 cp = 1- C2 =C3+C~-(' 
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Diese Bestimmungsgleichung fUr , la13t sich in der :Form schreiben: 

(ISb) { 
C1 + c2 , - C1 ,2 - C2 ,a = 2 ca , + 2 C4 ,2 oder 

c2 ,a + (c1 + 2 c4) ,2 + (2 ca - c2), - c1 =7--0 

und hat, wenn c2 von Null verschieden ist, als kubische Gleichung sicher 
eine reeHe Losung. 1m Sonderfall C2 = 0 wird die Ausgangsgleichung 
der Form 

(ISc) 2 (; c1 

1- (;2 Ca + C4 t 
fur, = ± (Xl erfullt, so daB die Gerade y/x = (Xl, d. h·; die y-Achse, zur 
singularen Geraden wird. In jedem Falle legt man nun zweckmaBig 
von vornherein das Koordinatensystemso, daB eine Koordinatenachse, 
z. B. die x-Achse, mit dieser singularen Geraden zusammenfallt. Fur 
die x-Achse ist y = 0, y/ x =, = o. Dann muB auch rp, d. h. auch tg 2 rp 
auf der Achse unabhangig von der GroBe von x verschwinden, also 
nimmt Gleichung (17) die Form an: 

(19 ) t 2 Ay_A(; 
a g rp = Bx + 0 y = B + 0 (; . 

Abgesehen von dem trivialen Fall A =O(rp=O im ganzen Feld) kann 
man Zahler und Nenner durch A dividieren:""" 

(; . 2B 0 
(19b) tg2rp= B/A+O/A(; oder,mlt ---:;:r-=a, A=b: 

(; 
(19c) tg2rp= a/2+b(; 

Fur die singulare Gerade gilt in diesem System: 
2 (; (; 

(20a) tg 2, = 1- (;2 = a/2+b (; 

oder 

(20b) 

Neben der von vornherein festgelegten Losung '1 = 0 folgen zwei weitere 
singulare Werte aus der Gleichung: 

(20c) ,2 + 2 b, + (a -1) = 0 

mit den Losungen: 

(21) 

Hieraus folgen als mogliche Lagen fur die singularen Geraden die in 
den Abb. 3Sa-g dargestellten sieben FaIle: 

1m Fall b=O('l=O, '2,3=±Vl-a) fallen die Lagen 2,3 und 4 
mit a = 1 zur Dreifachwurzel '1 = '2 = 'a = 0 zusammen, wahrend 5, 6, 
7 symmetrisch werden (Abb. 3Sh, i, j, k). 

Die Zeichnung der Hauptlinien in der Umgebung der singularen 
Punkte erfolgte in den folgenden Abbildungen durch freihandiges Zeichnen 
in ein Feld von kleinen Geradenelementen, die immer langs eines Strahles 

Mesmer, Spannnngsoptik. 3 
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1;2 
e) 0< a< 1 5)--=,.q~~,----t;, 

b) a- 1 + b" 2)--~:----,--:--t;, 

1:2 fleglltiv 

1;3 posili" 

(2 
--=~===--;;!-- C, 

---::~--::j---t;, 

Abb.38a-g. Miigliche Lage der singuliiren Geraden in einem schubfreien Punkt nach GIeichung 
(20) und (21). 

b-O 
hla-12,3u..4J--..---ooii;.!C, 

j)a-o 

Abb.38h-k. Singullire Geraden im 
symmetrischen Fall b ~ o. 

durch den Punkt dieselbe Neigung haben, 
rp ist fur jeden Strahl bestimmt durch 

~ 
tg 2 rp = aj2 + b ~ . 

Die Abbildungen geben ein Bild der 
verschiedenen Moglichkeiten, die Be
zifferung entspricht den genannten FiHlen. 
Zur Unterscheidung ist immer die einB 
Schar der Hauptlinien gestrichelt gezeich
net (Abb. 39a-q). 

Aus dem "Oberblick uber die moglichen 
Typen folgt, daB zwei wesentlich ver
schiedene Arten solcher Punkte auftreten : 

1. Punkte der Typen 1 bis 5, bei de
nen jede der beiden Hauptlinienscharen 
den Punkt umschlingt, d. h. wo mit stei
gendem arctg l; auch rp wachst ("ge
schlossene" oder "attraktive" Art, a > 0). 

2. Punkte der Type 7, bei denen die Hauptlinien vom Punkt fort
streben, d. h. bei denen rp mit steigendem arctg l; abnimmt ("offene" 
oder "repulsive" Art, a < o. Vgl. [33]). 
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Abb.39a. a = + 20, b = + 1, Typ 1. 

Abb.3ge. a = + 2,0, b = + 1, Typ 2, 
C", =-1. 

Abb.39b. a = + 2,2, b = + 1, Typ 1. 

Abb. 39d. a = + 1,6, b = + 1, Typ 3, 
C, = - 0,368, 1:, = - 1,623. 

Abb. 3ge. a = + 1, b = + 1, Typ 4, Abb. 39f. a = + 0,8, b = + 1, Typ 5, 
1:. = 0, C. = - 2. C. = + 0,095, 1:. = - 2,095. 

35 

Abb. 39a-f. Miigliehe Hauptlinienformen in der Umgebung sehubfreier Punkte nach Gieiehung (19c). 

3* 



36' 1. Grundlagen, Elastizitat. 

Zur Kennzeichnung sei der in den Abb. 39 vorliegende Zusammen
hang zwischen q; und arctg enoch in Abb. 40 graphisch zusammen
gestellt. (FOPPL [0.15] bezeichnet Typ 1 als Singularitat zweiter Art 

Abb. 39g. a = + 0,2, b = + 1, Typ 5, 
<1, = + 0,34, 1:, = - 2,34. 

~\ \ 

\ \ \ 
\ \ \ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

Abb. a9i. a = - 0,2, b = + 1, Typ 7, 
1:. = + 0,48, 1:, = - 2,48. 

Abb. 39h. a = 0, b = + 1, Typ 6. 
1:. = + 0,41, 1:, = - 2,41. 

11 / 
-7"-C-----f-..-

i I I I / 
-:--t-/-..L,I/ 
I : i ;~/ 

Abb.39k. a = - 20, b = + 1, Typ 7, 
1:. = + 3,69, 1:, = - 5,69. 

Abb. 39 g-k. Miigliche Hauptlinienformeu in der Umgebung schubfreier Puukte nach Gleichung (19c). 

und die Typen 3 bis 7 als Singularitaten erster Art nach der Zahl der 
singularen Geraden.) 

Versucht man, die Singularitaten "hoherer" Ordnung dadurch zu 
erhalten, daB man im Ansatz fUr Txy und (o-x-o-y) auch hohere Potenzen 
von x und y beriicksichtigt, so ist zunachst klar, daB man dann die 
linearen Glieder streichen muB, da sie sonst fiir sehr kleine Werte x und y 
(also gerade die unmittelbare Umgebung des Kreispunktes) allein gegen
iiber den quadratischen Gliedern wesentlich bleiben, so daB wieder 
lineare Kreispunkte entstehen wiirden. 
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Abb. 391. a ~ + 20, b ~ 0, Typ 1. 

Abb.30n. a ~ + 0,8, b ~ 0, Typ 5, 
C" • ~ ± 0,446. 

Abb. 39m. a> +~1, b = 0, Typ 2, 3, 4, 
C.,3 = ± 0. 

Abb. 390. a = + 0,2, b = 0, Typ 5, 
C" • = ± 0,894: 

-t--+--,-_ /'/ / 

~//' 
I ! ; !7I'-v 

~-~ 
-t-

Abb. 39p. a ~ - 0,2, b = 0, Typ 7, Abb.39q. a= - 20, b = 0, Typ 7, 
G" • = ± 1,095. C" 3 = ± 4,58. 

37 

Abb. 391-q. MiiglicheHauptlinienformen in der Umgebung schubfreicr I'unkt nach Gleichung (1ge). 
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Abb. 40a. b=O. 
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Abb. 40 b. b = 1. 

I{(} 60 8090 

Abb. 40. Z1l8ammenhang zwischen 'I' und {J = arc tg C nach GleichuDg (HIe), vgI. Abb. 39. 

Der allgemeinste quadratische Ansatz 

(22) 
ax2+by2+Cxy 
dx2+ ey2 + fxy 
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ist in dieser Allgemeinheit nicht zulassig, da die Gleichgewichts- und 
Vertraglichkeitsbedingungen erfiillt sein miissen. Die Ansatze 

Tx " = an x 2 + a12 xy + a22 y2 

ax = bll x 2 + b12 xy + b22 y2 + bl X + b2 Y 
a" = cn x 2 + C12 xy + C22 y2 + cl X + C2 Y 

fiihren zu den folgenden Gleichungen: 
Aus Gleichung (22): 

bl = c1> b2 = c2 • 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen (9), S. 18): 

2 ~l X + au y + C12 X + 2 C22 Y + c2 = 0, 
also 

2au + c12 = 0, a12 + 2C22 = 0, C2 = 0, 
ebenso 

2 a22 Y + au x + 2 bn x + b12 Y + bl = 0, 
also 

2 a22 + b12 = 0, al2 + 2 bll = 0, bl = O. 

Aus der Vertraglichkeitsbedingung (14, 
S.22): 

L1 (ax + a,,) =2bll +2Cll +2b22 +2c22 =0. 

Die Ansatze miissen also lauten: 

Tx " = all x 2 + al2 xy + a22 y2 

(ax-a,,) = (bll-cn ) x2 + 
+ (b12 - ( 12 ) xy + (b22 - ( 22 ) y2 

oder mit: 

Abb. 41. Hauptllnien fUr die quadra· 

tische Singularitiit 2T". = =-2x" 
ax-a" ail_gl · 

a b all b au d 
aU =2' a22 =2' -2-Cn=C, 22+2= 

2't'x" ax2+ (d-e) xy+b y2 

ox-l1" = ex2+ (a-b) xy+d y2' 

Es zeigt sich dann, daB im allgemeinen vier singulii.re Gerade auf
treten, so daB Bilder entstehen, wie etwa Abb.41 (a=O, b=O, c= 1, 
d = -1). 

In Wirklichkeit zerfallt eine derartige Singularitat bei nur geringen 
Anderungen der GroBe oder Richtung der auBe:r;en Lasten oder del,' Gestalt 
des beanspruchten Korpers sofort in zwei Singularitaten erster Ordnung, 
so daB auf weitere Einzelheiten dieser Punkte hier verzichtet sei. Experi
mentell ermittelte Beispiele zeigen die Abb. 42a und b. Auch ein Beispiel 
einer Singularitat 4. Grades, die im allgemeinen in vier lineare Singulari
taten zerfallt, ist in Abb. 43a und b beigefiigt. 
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Abb. 42 a. Abb. 42b. 
Abb. 42 a u. b. Auflosung der quadratischen SinguJaritilt (Abb.42) in zwei lineare durch 

Verilnderung der GroLle (a) oder Lage (b) der iluLleren Krilfte. 

Abb.43a. Abb.43b. 
AIlIl. 4:la u. b. Auflosung ciner Singularitilt vierten Grades (a) in vier lineara durch Veranderung 

der GroLle der iluLleren Krilfte (b). 

7. Eindeutigkeit und Ubertragbarkeit der Losung. 
Zusammenfassend wurde in den Abschnitten 40 und 5 festgestellt, 

daB jedes ebene Kraftfeld durch eine Spannungsfunktion F dargestellt 
werden kann, wobei die Gleichgewichtsbedingungen durch die Ansatze 

o2F o2F -o2F 
ax = oy2' av = ox2' ixv = oxoy 

erfiillt werden, wahrend die Vertraglichkeitsbedingung lautet: 
LL1F=O. 
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Sind die Randwerte der Normal- und Schubspannungen vorgegeben, 
so bedeutet das demnach, daB die entsprechenden zweiten Ableitungen 
von F am Rand gegeben sind. Es erhebt sich die Frage, ob mit diesen 
Randwerten und der Vertraglichkeitsbedingung die Losung "eindeutig" 
ist, d. h. also, ob die Spannungsverteilung unabhangig von weiteren 
GroBen (Werkstoffeigenschaften) angegeben werden kann. Nur in diesem 
Fall wurden die Spannungszustande in zwei geometrisch ahnlichen und 
geometrisch ahnlich belasteten ebenen Korpern einander ahnlich sein, 
d. h. aIle Spannungen des einen Korpers unterscheiden sich dann von 
den entsprechenden Spannungen des anderen Korpers nur urn einen 
fur den ganzen Korper konstanten Faktor. 

AuBerdem gibt es Zustande, bei denen von vornherein die auBeren 
Krafte von den Werkstoffkennzahlen abhangen, so imIfier dann, wenn 
nicht die auBeren Lasten, sondern 
die Verformungen vorgegeben wer
den. Auch die Verquickung dieser 
beiden Grenzbedingungen ist hau
fig: gegebene Lasten und durch 
auBere Begrenzungen oder Lager 
verhinderte Formanderungen, etwa 
ein Druckstab zwischen festen, un
verriickbaren Wanden. In diesen 
Zustanden kann nur von Fall zu 
Fall entschieden werden, wie weit 

Abb.44. Abb.45. 

Abb. 44. Gleichgewieht an einem Kreisring, wobei 
auf jedem Rand fur sieh Gleiehgewieht besteht. 

Abb.45. Gleichgewicht an einem Kreisring, aber 
ohne G ieichgewieht eines jeden Randes fUr sieh. 

das Ergebnis von Elastizitatsmodul, Schubmodul oder der Querdehnungs
zahl abhangt. Hier seien nur die Ergebnisse im Fall bekannter auBerer 
Lasten mit sonst freien Randern kurz angegeben1• 

In gewohnlichen, "einfach zusammenhangenden" Bereichen (d. h. 
in uberall mit Werkstoff erfullten Scheiben ohne innere Locher oder 
Schlitze) ist die Verteilung der Spannungen bei geometrisch ahnlicher 
UmriBform und ahnlicher Belastung immer ahnlich. Ist dagegen der 
Korper "mehrfach zusammenhangend", d. h. durch innere Locher durch
brochen, so sind zwei Falle zu unterscheiden: 

1. Auf jedem geschlossenen Rand (sowohl auBerem Rand als auch 
jedem Lochrand) stehen die angreifenden Krafte unter sich im Gleich
gewicht . (Abb. 44). 

2. Trotz des Gleichgewichts im ganzen sind die Lasten auf einem 
einzelnen Rand nicht ausgeglichen (Abb.45) . 

. Im Fall 1 wird ebenfalls die Spannungsverteilung nur von der auBeren 
Geometrie des Korpers und der Lasten bestimmt, im Fall 2 dagegen ist 
auch der Werkstoff, und zwar seine Querdehnungszahl fl' fur die Losung 

1 Eine ausfiihrIiche und strenge mathematische Begriindung des folgenden 
findet sich im Schrifttum: MICHELL: Proc. Lond. math. Soc. Bd. 31 (1899) S. 100. 
MESNAGER: Techn. moderne Bd. 14 (1924) S. 161, au13erdem in [28] und [6.15]. 
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wesentlich. Zur Veranschaulichung dieses Zusammenhangs greife am ge
raden Rand einer sehr groBen Scheibe der Dicke d eine gleichformig ver
teilte Normalbe4tstung p (kgjmm2) auf einem Randstiick der Breite ban, 
d. h.es wirke eine GesamtkraftP=p' d· b (Abb.46). Unter ihrerWirkung 
ergibt sich infolge def Querdehnung eine Verliingerung der Strecke A B UIh 

den Betrag p' ; . b = p. :E' (Es sei zur Herstellung des Gleichgewichts 

angenommen, daB irgendwo weit unten eine breit verteilte Stiitzkraft 
vorhanden ist.) Da unmittelbar unter der Belastung p auch eine Quer-

druckspannung gleicher GroBe entsteht, ergibt 
sich fUr die hieraus folgende Verkiirzung der 

b I 
Strecke AB auBerdem der Wert P'jff=P' dE' 

Der Punkt B wird insgesamt also urn den Betrag 

p. ld----: gegen A hin verschoben. Da auBerhalb 

der Belastung der Rand vollig spannungs- und 
dehnungsfrei ist, werden also aIle Randpunkte 
r~chts von der Last urn diesen Betrag gegen aIle 

Abb. 46. G1eichfOrmig ver-
teilte Last aufeinemgeraden Randpunkte links von der Last verschoben. Der 

Randstiick einer p.Jatte. 
Betrag hiingt nur von der Gesamtlast P, nicht 

aber von der Breite b ab, er gilt also auch fur eine stark konzentrierte 
Lastverteilung P. 

Ebenso wurden sich die beiden waagerechten Kanten des Ein
schnittes in A,bb. 47a urn den gleichen Betrag gegeneinander verschieben, 

Abb.47a-c. a und b Verschiebungen zweier Schnittufer eines Schlitzes info)ge einer 
Randbe)astung. c Verhinderte Verschiebung durch zweifachen Zusammenhang des Bereiches. 

wenn die Last P angebracht wird. Stellt man sich also in Abb.47b 
die beiden Schnittufer urspriinglich miteinander verbunden vor, so 
muB nach dem Aufbringen der Last Peine Schubspannung in dem 
Schnitt entstehen, die der durch den Zusammenhang verhinderten 
gegenseitigen Verschiebung entspricht. Mit anderen Worten: 1m Fall 

. I 
der Abb. 47 c entsteht ein Spannungszustand, der yom Betrag P d7t, 
d. h. von der Querdehnungszahl f.l abhiingt. 

Durch Verhinderung der Schnittuferverschiebung tritt nur ein zu
siitzlicher, verhiiltnismiiBig geringer Spannungszustand auf, das Gesamt
ergebnis ist daher weniger von f.l abhiingig, als nach der Formel zuniichst 
scheinen konnte. Strenge Nachrechnung einzelner bestimmter Beispiele 
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(Einzellast im kleinen Loch in einer unendHchen Platte) haben gezeigt, 
daB eine Veranderung von ft selbst um groBere BetJ:age (0,25 bis 0,40) 
nur geringe Veranderung des Spannungszustandes bewirkt, insbesondere 
gerade an den wichtigen Stellen hoher Beanspruchung. 

Will man im Einzel£all den EinfluB genauer feststellen, so ist dies 
dadurch moglich, daB man eine zur resultierenden Kraft P senkrechte 

Verschiebung von der GroBe P la7 wirklich an einem vorgenommenen 

Schnitt vorgibt, die gegeneinander verschobenen Schnittufer miteinander 
verklebt und dann die auJ3ere Kraft fortnimmt (Abb.48). Es entsteht 
ein Eigenspannungszustand durch "Dislokation". Dieser Spannungs
zustand entspricht dann dem Anteil, der sich mit dem Werkstoffwert ft 
andert, man kann ihn also vom Gesamtzustand trennen und fiir einen· 

-p 

+p 

Abb. 48. Erzwungene Verschiebung (DlsJokation) Abb.49. Verschwindende Schnittuferverschie-
zweier Schnittufer. bung bel zwei entgegengesetzt gJeichen Lasten. 

anderen Werkstoff umrechnen (Anderung des Gesamtspannungszustandes 

um den Zustand, der der seitlichen VerschiebungP PIa-I! entspricht). 

Verschwindet die Resultierende P, so verschwi,ndet auch dieser vom 
Werkstoff abhangige Anteil, d. h. also immer dann, wenn (Fall 1, s.o.) 
die Krii.£te an einem Lochrand unter sich im Gleichgewicht stehen. 
Anschaulich sieht man das auch ein, wenn man sich, wie in Abb. 49, 
zwei gleiche und entgegengesetzte Krafte + P und - P vorstellt. Die 
gegeniiberliegenden Punkte des waagerechten Schnittes verschiebensich 
hierbei nicht waagerecht gegeneinander. Die auftretenden senkrechten 
Entfernungsanderungen sind bei gegebenen Abmessungen proportional 
zu PIE, so daB zu ihrer Aufhebung Krii.£te notwendig werden, die zu 

(;) . E = P verhaltnisgleich sind. Die hieraus entstehenden Zusatz

spannungen sind also unabhangig vom Werkstoff und werden aus
schlieBlich von der Geometrie des Zusammenhanges bestimmt. 

Sieht man von den Ausnahmefallen der Locher mit resultierender 
Randkraft ab, so geschieht die tJbertragung ahnlicher elastischer Zustande 
aufeinander nach folgenden einfachen Gesetzen: 

Zwei gleich groBe, gleich geformte, gleich dicke Scheiben mit gleicher 
Belastung weisen unabhangig vom Werkstoff genau denselben Spannungs
zustand auf. Verandert man aIle lineare Abmessungenin der Scheiben
ebene ahnlich auf das n-fache, ohne ihre Dicke zu verandern, so ergeben 
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sich bei geometrisch-ahnIicher, der GroBe nach gleicher auBerer Be
lastung Spannungen, die l/n der urspriinglichen Spannungen betragen. 
Andert man auBerdem die Dicke, so andern sich aIle Spannungen um
gekehrt proportional zur Dicke~ Andert man schlieBlich die Gesamt
belastung um' einen Faktor, so andern sich die Spannungen um den
selben Faktor. In zwei in der geometrischen UmriBform ahnIichen Fallen 
verschiedener Langen II und l2 mit den Dicken dl und d2 und den Kraften 
PI und P 2 gilt also schlieBlich fiir entsprechende Spannungen: 

<11 Tl PI 1a ds 
--;y;-=-:r; , 1>;'Z;' d1 • 

Die in der Spannungsoptik, aber auch allgemein fiir Schalenprobleme 
sehr zweckmaBige GroBe des "Kraftflusses" oder "Schubflusses" ist die 
je Liingeneinheit der Schnittflache iibertragene Kraft, also kg/mm, 
sie sei mit p (kg Normalkraft je 1 mm Schnittbreite) oder q (kg Schub
kraft je 1 mm Schnittbreite) bezeichnet. Die GroBe ist unabhiingig 
von der Modelldicke', so daB in ahnIichen und ahnIich belasteten Modellen 
einfach gilt: 

PI ql PI ls 
P2 =q;= Pa 'Z;' 

Krafte schlieBlich (z. B. Stiitzkrafte oder Gesamtkriifte in Staben, 
Pfosten usw.) verhalten sich unabhangig vom ModellmaBstab in ahnIichen 
Fallen einfach wie die Lasten. 

Handelt es sich urn ebene Verzerrungszustande in zylindrischen 
Korpern groBer Tiefe (Abb. 2, S. 1), so gilt fiir herausgeschnittene 
Scheiben z. B. von 1 mm Dicke genau die gleiche Regel. 

In Korpern, die aus verschiedenen Werkstoffen zusammengesetzt 
sind (bewehrter Beton usw.), herrschen verwickeltere Zusammenhange, 
vgl. S.207. 

Bei'dynamischen Problemen hangen auBerdem die Krafte noch von 
der'Dic'hte des Werkstoffs und von der Beschleunigung, d.' h. von der 
Schwingungsweite und' dem Quadrat der Schwingungsfrequenz ab, 
entsprechende Ahnlichkeitsgesetze sind aus den Grundgleichungen der 
Mechanik ableitbar [6.15]. ' 

Fiir die Spannungsoptik folgt als wichtigstes Ergebnis, dieses Ab
'schnitts: 

Zur Ermittelung eines ebenen elastischen Spannungszustandes in 
einem belasteten ,Korper ist es zulassig, einen "ahnlichen" Spannungs
zustand in einem Modell beliebiger absoluter GroBe und beliebiger Dicke 
aus beliebigem elastischen Werkstoff zu untersuchen. Die in einem 
MOdell aus Glas, Zelluloid, Gummi oder Gelatine gefundenen'Ergebnisse 
-sind auf ein ahnliches und ahnlich belastetes Werkstiick oder Bauelement 
aus Metall mit entsprechender Umrechnung iibertragbar. Die Falle, in 
denen die Querdehnungszahl des' Werkstoffs eine Rolle spielt, konnen 



7. Eindeutigkeit und Dbertragbarkeit. 45 

ebenfalls mit sehr guter Annaherung iibertragen werden, gegebenen
falls ist durch zusatzliche Dislokationsversuche auch hier die strenge 
Umrechnung moglich. 

Auf die Ubertragung der Ergebnisse zur Beurteilung der Festigkeit 
von Konstruktionselementen sei in diesem Zusammenhang noch hin
gewiesen: 

Bei gegebenen auBeren Lasten und sonst freien Randern erwiesen 
sich . die Gleichungen des Gesamtzustandes in der Modellebene als un
abhangig davon, ob ein ebener Spannungszustand 
ein Zustand mit konstanter dritter Hauptspan
nung (beidseitiger Uberdruck, vgl. S. 24) oder ein 
ebener Verzerrungszustand (konstante oder ver
hinderte Dehnung senkrecht zur Mittelebene) 
vorlag. Der in einem diinnen ebenen Modell er
mittelte Zustand O'x, O'v' 7:xv stellt also gleichzeitig 
die Losung fUr die anderen FaIle mit gleichen 
Randbedingungen dar. 

Die Gesamtbeanspruchung eines raumIichen 
Elementes, die zum FlieBen oder Bruch des 
Werkstoffes fUhrt, hangt jedoch von allen drei 
Hauptspannungen ab, ist also im FaIle O'a = O'z = 0 
oder O'a=,u(O'x+O'v) eine andere. Bei FluBeisen 
und Metallen mit ahnlichem Verhalten kann man 

(diinne Scheibe), 

mit guter Naherung die groBte in einem Element Abb. 50. Die verschiedenen 
. k S h b 1 U h d Gl't Schubebenen beim drei· Wlr same c u spannung a s rsac e es eI - achsigen Spannungsznsatz. 

beginns (FlieBgrenze) betrachten. Diese groBte 
Schubspannung kann aber in einem von drei Ebenenpaaren auftreten, 
die in Abb. 50 dargestellt sind. 

Die Schnittebenen in Abb. 50a sind die bisher betrachteten Haupt

schubebenen, in denen die Schubspannung 7:12 = 111 -; 112 wirksam ist. In 

den Ebenen b und c ist aber auch eine Schiebung aus der 1-2-Ebene 
(x-y-Ebene) heraus moglich, und zwar unter der Wirkung der Haupt-

112 - 113 d 113 - 111 schubspannungen 7:23 = --2- 0 er 7:31 = 2 1st beispielsweise 

O'a = O'z= 0, so ist 7:2a= ~2 , 7:a = ~1 , d. h. also fiir 0 < 0'1 < 0'2: 7:23 ist 

groBer als 7:12, das erste Gleiten beginnt in einer Ebene nach Abb. 57b. 
Bei 0'1 < 0 < 0'2 gilt: 7:2a und7:31 sind kleiner als 7:12, so daB 7:12 fUr den 
Gleitbeginn verantwortlich ist. 1st dagegen O'a = O'z =,u (0'1 + 0'2)' so 

(1-,,) 11 -" 11 II. 11 -(1- /I) 11 
ist 7:2a = r 22 r 1, 7:a1 = r 2 2 1 und es ist beigleichem 

Vorzeichen von 0'1 und 0'2 und fiir 10'11 < 10'21 der Wert von 7:a1 groBer 

als' 7: wenn ~ > _/I_. Nur am freien Rand ist das Ergebnis immer 12' ; 111 I-,t 
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eindeutig. Dort verschwindet eine der beiden Spannungen 0'1 oder 0'2' 

so daB gilt: 

FUr 0'3 = 0 ist 11>1so T12 = TIS' T2S = O. 

FUr O'S=P,O'I ist T23=p'TI2' TS1 =(1-p,)T12 • 

Am freien Rand ist demnach die in der x-y-Ebene festgestellte Schub
spannung T12 gleichzeitig immer die groBte im Randelement uberhaupt 
auftretende. (Der Fall O's > 0'1 diirfte praktisch kaum vorkommen.) 
Diese Tatsache ist von erheblicher Bedeutung, weil in den meisten 
Konstruktionselementen die hochste Beanspruchung am Rande zu 
liegen pflegt. 

II. Grnndgleichnngen der optischen Doppelbrechung. 

1. Linearpolarisiertes einfarbiges Licht, Wirkung eines doppel
brechenden Korpers. 

Nach dem Stande der Physik sollte eine Abhandlung uber Optik, 
insbesondere uber Kristalloptik, die Begriffe und Formeln der elektro
magnetischen Lichttheorie verwenden. Wenn im folgenden statt dessen 
eine elementare Darstellung vorgezogen wird, so geschieht dies, weil fur 
die Aufgabe, spannungsoptische Messungen richtig dlU'chzufiihren und 
zu verstehen, die vollkommene physikalische Kenntnis optischer Vorgange 
entbehrlich erscheint. Das Ziel spannungsoptischel,' Versuche ist schlieB
lich eine Spannungsbestimmung, nul,' das Verfahren ist optisch. Die 
vorkommenden optischen Erscheinungen sind durchweg geometrisch 
anschaulich darstellbar, so daB diese Darstellung moglichst immer 
verwendet wird. Zur weiteren Vereinfachung der Darstellung wird dabei 
yom einfachsten Fall des einfarbigen Lichtes ausgegangen, wie el,' z. B. 
beim Licht der griinen Linie des Quecksilberdampfes vorliegt. 

Das Licht eines Strahles kann ais Transversalwellenbewegung der 
AtheJ,"teilchen aufgefaBt werden, es bewegt sich also jedes Teilchen in 
einer Ebene, die senkrecht auf dem Strahl steht. Die Bahn des Teilchens 
in dieser Ebene ist charakteristisch fiir das Licht. Die Verbindungs
linie des urspriinglichen Ruhepunktes des Teilchens ("Nullpunkt") mit 
seinem augenblicklichen Bahnpunkt ist der Lichtvektor J. (Nach der 
elektromagnetischen Lichttheorie stellt dieser Vektor nicht eine Be
wegung, sondem eine Kraft dar. Aus den genannten Grunden wird 
jedoch hierauf nicht naher eingegangen.) 

Wenn ein Strahl der Lichtquelle durch einen "Polarisator", z. B. 
ein NwoLsches Prisma, einen Filterpolarisator oder dergleichen gegangen 
ist, so ist er linear polarisiert. Jedes Atherteilchen schwingt dann auf 
einer Geraden, die senkrecht auf dem Strahl und senkrecht auf der 
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Polarisationsebene des Polarisators steht. Bei waa.gerechter Polarisations
ebene steht also der Lichtvektor J senkrecht (Abb. 51). Es sei bemerkt, 
daB sich samtliche Folgerungen aus diesel," Vorstellung wide:fSpruchs
frei auch aus der Vorstellung einer Schwingung in der Polarisations
ebene ableiten lassen. Die hier gewahlte Darstellung ist seit FRESNEL 

allgemein ublich. 

Die Bewegung ist sinuswellenformig. Ein vom Lichtstrahl spater 
getJ;'offenes Teilchen erreicht den Zustand (die Schwingungsphase) eines 
vQJ;'her getroffenen Teilchens um so viel spater, als del," Lichtstrahl zum 
Durcheilen del," Zwischenstrecke Zeit braucht; in jedem Zeitpunkt ist 
die Verbindungslinie aller Teilchen des Strahles, die urspriinglich auf 
einer Geraden, del," Strahlmitte, lagen, eine Wellenlinie. Die Wellenlinie 
schlebt sich als feste Form mit 
Lichtgeschwindigkeit vor
warts. Sie stellt gleichzeitig 
die Bahnkurve eines einzelnen 
Teilchens dar, wenn man 
ili~e Langsachse als Zeitachse 
aUffaBt und den richtigen Zeit
maBstab wahlt, eine Wellen
lange ist hierbei also del," fiir 
e~e Vollschwingung notwen
digen Zeit gleichzusetzen. 

Abb.51. Vorstel\ungsbild eines linearpolarisierten 
Lichtstrahles mit waagerechter Polarlsationsebene. 

1st c die Geschwindigkeit, A. die Wellenlange des verwendeten ein
farbigen Lichtes im Vakuum, so ist die Schwingungszahl je Sekunde 
n = ciA., del," zeitliche Verlauf des Lichtvektors eines Teilchens also: 

2n (t- to) C 
J (t) = A cos A = A cos 2:1t n (t - to) . 

Dabei ist die Konstante A del," GroBtwert des Lichtvektors, A 2 ist ein 
MaB fiir die Lichtstarke des Strahles; t ist die Zeit in Sekunden, to ist ein 
iJ;'gendwie gewahlter Anfangspunkt. Es handelt sich also um eine ein
dimensionale haJ,"Illonische Bewegung jedes Teilchens. 

Stellt man nun in die Bahn des Strahles ein zweites Nicolprisma 
oder dergleichen, den "Analysator", dessen Achse gegen die Achse des 
Polarisators um den Winkel (J geneigt ist, so kann von dem Lichtstrahl 
mit dem GroBtvektor A nur eine Komponente den Analysator durch
dringen, und zwar die, die senkJ,"echt auf dessen Polatisationsebene steht. 
Man sieht durch vektorielle Zerlegung von A (Abb.52), daB die vom 
Analysator durchgelassene Komponente Aa verhii.1tnisgleich zu cos {J 

ist, insbesondere also dann verschwindet, wenn cos {J = 0, d. h. {J = 900 

ist. Diese Stellung ("gekreuzte Polarisatoren") pflegt die Normalstellung 
bei fast allen spannungsoptischen Versuchen zu sein, es solI daher im 
folgenden im allgemeinen ein gegen den Polarisator gekreuzter Analysator 
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angenommen werden. Die Richtungen der beiden Hauptachsen seien 
kurz als das Polarisationskreuz bezeichnet. 

Zwischen den beiden gekreuzten Prismen befindet sich das Arbeits
feld der Anordnung. In dieses Arbeitsfeld sei nun ein weiterer durch
sichtiger Gegenstand von der Dicke d eingeschoben, der - wie z. B. 
Gipskristall- "doppelbrechend" ist. Er soIl also die Eigenschaft haben, 
daB er den Lichtstrahl in zwei Komponenten zerlegt, deren Polarisations
ebenen senkrecht aufeinander stehen; die Richtungen dieser beiden 
Polarisationsebenen entsprechen den optischen Hauptachsen des Korpers. 
Der Winkel der beiden Komponenten gegen das Polarisationskreuz habe 
den Wert ex. (Abb.53). Der Vektor der GroBe A wird dann im Korper 
in zwei Komponenten von der GroBe Al = A sin ex. und A2 = A cos ex. 
zerlegt. Wenn diese beiden Komponenten die gleiche Gesch)Vindigkeit C 

haben, so verschieben sie sich beim Durchdringen des Korpers nicht 
gegeneinander, d. h. sie erreichen gleichzeitig und am gleichen Ort ihren 

f%risllfionsebene 
des Anfl/ysflfoN 

____ JI«...--LOO....:.fl-i"0!."'fl~.;;::isllfionsebene 
des fO/flriSfl/oN 

Abb.52. Dumh den Analysator der Neigung 
6 durchgelassene Llchtkomponente Aa bel 

waagerechter Polarlsatorebene. 

If. 
I. opfisene 
IIOIJP/flc/Jse 

____ ""'---'-.... -'-P.;;.;.o/a:;;.;."'-"'is.rJfionsebene 

Abb. 53. Zerlegung eines Llchtvektors 
in zwel Hauptachsenkomponenten. 

Hochstwert, Nulldurchgang usw. Hinter dem Korper vereinigen sie sich 
wieder zu einem Vektor J', der wie J senkrecht auf der Polarisations
ebene steht und yom Analysator nicht durchgelassen, d. h. ausgelOscht 
wird. Raben die beiden Komponenten jedoch zwei urn einen kleinen 
Betrag verschiedene Geschwindigkeiten, also etwas verschiedene Wellen
langen (AI P'2 = cl /c2 , wegen cilAi =n = Schwingungszahl = const. fiir ein
farbiges Licht), so entfallen auf den purchgangsweg d fUr die beiden 
Strahlen verschiedene Anzahlen von Welle;nlangen. Die Anzahl sei M, 
so ist MI = diAl = dnlcl , M 2 = dlA2 = dnlc2 • Zu jeder Zeit ist also nach 
der Durchdringung die eine Komponente urn die konstante Anzahl 

(23) m=M-M =d(~_~)=dn(~_~)=dnC1-C2 
2 I 1.2 1.1 C2 C1 C1 C2 

Wellenlangen gegen die andere verschoben. Die gegenseitige Verzogerung 
der beiden Komponenten bleibt wegen der gleichen Geschwindigkeit 
beider Komponenten in Luft fur den weiteren Verlauf des Strahles hinter 
dem Korper dieselbe. AIle hinter dem Korper yom Strahl getroffenen 
Teilchen schwingen mit einem Lichtvektor J', der sich aus den beiden 
gegeneinander verzogerten Komponenten zusamml:)nsetzt. 

Zur rechnerischen DarsteIlung der Vorgange sei im folgenden ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem x, y festgelegt, des sen x-Achse waage-
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recht liegt. Sie soll dabei immer mit der ebenfalls waagerechten Polari. 
sationsebene des Polarisators zusammenfallen. Ursprunglich ist also: 

J",=O 

Jy = J = AJ;jin 2~C. (t-to). 

Die Bahn eines Teilchens naeh dem Durchgang des Lichtes durch' den 
Korper errechnet sich daraus (vgl. Abb. 54): Die beiden Komponenten J1 

und J2 mit den Schwingungsweiten Al = A sin IX und A2 = A cos IX sind 
um m Wellenlangen rii.umlich und 
zeitIich gegeneinander verschoben. 
rst c2 kleiner als c1 , also m positiv, 

Abb.54. Elliptlsche Polarisation Infolge der 
gegenseltigen Verzogemng der Komponenten 

A, undA •. 

Abb. 55. Drehung des Lichtvektors A urn 2 at 
durch Verzogemng von A, gegen A, 

urn m = '/.. . 

so ist die Komponente J2 gegen J1 .verzogert, ,sie erre,icht die Phase 
von J1 um, so viel spatef, als denm Wellenlangen entspricht. Die Zeit· 
differenz hat den Wert 

A. m 
Llt=m-=-. c n 

Rechnet man zur Vereinfachung hinter dem Korper von to=O ab, so gilt 

oJl = 1 sIn -A,- = 1 sm n n t =sm IX sIn n n t .. 
(24) I

TA . 2:nct A· 2 A·· 2 

J2 =A2sin2n n (t-~) =A2sin2n(nt-m) =AcoslXsin2n(nt -m). 

Der Endpunkt des Vektors beschreibt im Laufe der Zeit also eine Ellipse, 
die das in Abb. 54 gestrichelt eingezeichnete Rechteck einmal auf jeder 
Seite beruhrt. ' 

Fiir m = 0 erhii.lt· man den bereits besprochenen Fall des unver· 
ii.nderten Lichtvektors J, fiir m =lh, 3/4 usw. erreicht J2 seinen GroBt· 
wert A 2 , wenIi J1 = 0 ist und umgekehrt. Fur diesen Wert von m be· 
ruhrt die Ellipse dasRechteckin den Mitten der Seiten. Fiir m =1/2 ist 

J1 = A1 sin2nnt 
J2 =A2 sin (2nnt-n) = -A2 sin2nnt, 

Mesmer. Spannungsoptlk. 4 
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also JI IJ2 = -AliA 2 = -tgex; das Ergebnis ist eine Ellipse mit ver
schwindender kleiner Achse, d. h. eine Gerade, namlich die zweite 
Diagonale des Rechtecks (Abb. 55); gegen den urspriinglichen Licht
vektor ist der entstehende Vektor also urn den Winkel 2ex gedreht. 
Die dazwischen liegenden Werte von m ergeben Ellipsen, die leicht 
graphisch zu konstruieren sind. 

Von einfachen Sonderfallen sind wichtig: 
ex = 0° oder 90°, das Rechteck schrumpft zu einer Geraden zusammen. 

Stets ist J I =0, J2 =A sin 2:n; (nt-m), d.h. der Lichtvektor bleibt nach 

y 

Abb.56. Elliptisches Licht fiir <X = 45°, 
zirkulares Licht fiir m = ± 11 •• 

GroBe undRichtung unverandert,le
diglich seine Phase wird verschoben. 

ex = 45° oder 135°, das Rechteck 
wioo zu einem unter 45° liegenden 
Quadrat. Es ist 

~= ~sin2:n;nt 
J2 = ~ sin 2:n; (n t - m) . 

~-~~p 
Abb.57. sin 4 nnt = -sin 4 n (nt- m). 

Ein paar Ellipsen der Schar fiir m = lis, 1/4, 3/s zeigt Abb.56. FUr 
diesen haufig auftretenden Fall seien gleich einige Einzelheiten genannt .. 
Zunachst weist man leicht nach, daB die Ellipsenhauptachsen stets 
mit der x- und y-Achse (Polarisationskreuz) zusammenfallen, wenn nicht 
die Ellipse zum Kreis ohne ausgezeichnete Achsen wird. Es ist J2 = J~ 
+ J: = ~2 [sin2 2:n; n t + sin2 2:n; (n t - m)). Der groBte und kleinste 

Wert von J wird erreicht fiir 

also fiir 

o (J2) _ 0 
at -

sin 2:n;nt· cos 2:n;nt + sin 2:n; (nt -m) cos 2:n; (nt -m) = 0 
oder 

sin4:n;nt = -sin4:n; (nt-m). 

Daraus folgt entweder (Abb. 57) 

4:n;nt = -4:n;(nt ~m) ± 2 k:n; 
2:n;nt = -2:n;(nt-m) ± k:n; 

also fiir geradzahlige k 

(Punkte PI) 
(k = 0, 1,2, ... usw.) 

sin 2:n; nt = - sin 2 :n;(nt - m) oder JI = - J2 (Punkt der x-Achse) 
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und ffir ungeradzahlige le 

sin 23'1:nt = sin 23'1:(nt -m) 

oder es gilt 

oder JI = + J2 (Punkt del,' y~Achse), 

43'1:nt = 43'1:(nt-m) ± (2le + 1)3'1: 
also 

43'1:m =±(2le + 1)3'1: 

2k+l 1/ 3/ 5/ m=±-4-=± 4' 4' 4'··· usw. 

(in diesem Fall wird die Ellipse zu einem Kreis mit dem Radius A/y2). 
1m ersten Fall (JI = ± J2) laSt sich auch unmittelbar die Lange del,' 
halben Ellipsenhauptachsen JZmax und J1Imax angeben: 

FUr J1Imax ist "-t = +.fa, d. h. le (ungerade) = 2 le' + 1. 

Daraus folgt ffir t: 

Dann ist 

also: 

23'1:nt = -23'1:nt + 23'1:m± (2 le' + 1)3'1: 
43'1:nt = 23'1:m± (2le' + 1):rr: 

2k'+1 
23'1:nt =3'l:m± 2 3'1:. 

A . ( 2k'+1) "-t = .fa = V2 sm 3'l:m ± 2 3'1: 

A 
=±-cos3'l:m 

V2 

J1Imax = V~ + ~ = ± A cos3'l:m. 

FUr JZmox ist entsprechend JI = - .fa, also le = 2 le' 

43'1:nt=23'1:m±2le'3'I: 

also: 

23'1:nt =3'l:m± le'3'I: 

.fa = -J1 = - :2 sin (3'l:m± le'3'I:) 

A . 
=±-Sln3'l:m 

V2 

JZmax = ±Asin3'l:m. 

Mit ot = 45° schrumpft also die Ellipse zu einer Geraden in del,' y-Achse 
zusammen ffir JZmax=O, d.h. ffir m=O, ± 1,2,3 usw., wahrend sie 
zu einer Geraden in del,' x-Achse zusammenschrJImpft ffir m = ± 1/2, 
3/2, 5/2 usw. 

1m allgemeinen Fall mit beliebigem ot zerlegt man die beiden Kompo
nenten JI und .fa in ihre :/:- und y-Komponenten: 

"-tx = Al sin 23'1:nt cos ot = A sin ot cos ot sin 23'1:nt 
J11l = Al sin 23'1:nt sinot = A sin2 otsin23'1:nt 

4* 
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ebenso: 

J2 x = - A sin oc cos oc sin 2 :n: ( n t - m) 

J2y = A cos2 oc sin 2:n: (nt - m), 

so daB fiirden resultierenden Vektor J' folgt: 

J~ = A sin oc cos oc {sin 2:n: nt - sin 2 :n:(nt -m)} 

J~ = A {sin2 oc sin 2:n: nt + cos2 oc sin 2 :n:(nt -m)}. 

Die rechten Seiten lassen sich umformen nach der Gleichung: 
asinu+bsin(u-v) = csin (u-w), dabei ist 

c. = ± -V a2 + b2-+ 2 a b cos v (V orzeichen wie a) 

tg w = b sin vl(a + b cos v). 
. ( -sin2nm sin(2nm-n) 2nm-n) 

Es gIlt also: wegen tg w = 1 2 1 + (2 ) = tg -·2·--cos nm cos nm-n 

J' . {,I . ( 2 m-l )} x =Asmoccosoc v2-2cos2:n:msm 2:n:nt~:n: 2 

. 1/1- cos 2 n m . ( 2 m - 1 ) 
= A sm 2 oc· V - 2 . sm 2:n: n t -:n: 2 

A . 2· . 2 ( 2m-I) = sm oc· sm:n: m . sm :n: nt - -4- , 

insbesondere fiiI' oc = ± 45°: 

J ' A· . 2 ( 2 m - 1 ) x = SIn:n:msm :n: nt-- 4- . 

J~ = A V sin4~-tCos4-oc + 2 sin2 oc co-s2-oc--co-s-2 :n: m· 

. ( sin2nm ) . sm 2:n: nt - arc tg t 2 + 2 g a cos nm 

= A V (sin2 OC + cos2 OC)2 + 4sin2 OC cos2 oc cos 2 n2m- 1 . 

. ( sin2nm ') . sm 2:n: nt - arc tg t 2 + 2 g IX cos nm 

A V . 22 . 2 • (2 sin 2 n m ) = I-sIn OCSIn :n:msm :n:nt-arctg 2 + 2 tg IX cos nm 

insbesondere fUr oc = ± 45°: 

J ~ = A cos:n: m . sin 2:n: (nt - ; ) . 

Beigekreuzten Polarisatoren geht nun von dem so zerlegten und wieder 
zusammengesetzten Licht nur die zur x-Achse parallele Komponente 
durch den Analysator, d. h. ein Lichtvektor mit dem GroBtwert: 

Aa = J~'n8x = A sin 2 oc sin:n: m. 

Die Lichtstarke des den Analysator durchdringenden Strahles ist also 
verhaltnisgleich zu 
(25a) A~ = A2sin22ocsin2:n:m (Polarisatoren gekreuzt, Abb.58). 

Dies ist die wichtigste optische Grundgleichung der Spannungsoptik. 
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Entsprechend errechnet man auch die Lichtstarke des durchfallenden 
Strahles bei parallelen Polarisatoren: 

(25b) A~=J~m.x =A2(1-sin22ocsin2nm) (Polarisatoren parallel). 

Fur gegebenes m, d. h. gegebenen Relativverzogerungsbetrag, ist dem
nach bei gekreuzten Polarisatoren die Lichtstarke verhaltnisgleich zu 
sin2 2 oc; die groBte Helligkeit tritt auf bei oc = ± 45°, das Feld ist dunkel 
fur oc = 0° oder 90 0. Der optische Effekt eines 
zwischen gekreuzte Polarisatoren gestellten 
Korpers ist nicht beobachtbar, wenn seine 
Hauptachsen parallel zum Polarisationskreuz 
sind. Umgekehrt ist bei festgegebenem oc, 
also fest gegebener Hauptachsenneigung, die 
Lichtstarke des durchfallenden Strahles ver
haltnisgleich zu sin2 n m, das Feld ist also 
dunkel fur m=O, 1,2 usw., hell fur m=1/2, 

3/2, 5/2 usw. (Abb.59). 
Fur oc = 0° oder 45° ~ 

erge ben sich sofart die'~ 
auf S. 50 bereits be- ~ 
trachteten Sonderfalle 
A~ =0 oder 

A~ =A2 sin2 nm. 
Es soll nun aus den 

a 

., 
allgemeinenFormelnfur ~ b 
J~ und J~ noch wie ~ 
1m zweiten Beispiel" 
(S.50) GroBe undRich
tung der Ellipsenhaupt
achse angegeben wer

~,ftaly$afOr 
// IfOrpo.rliallp/aclise, 

Vei!zogerllng m 

~o/ari$l1for 
~;r~!JI 
Abb. 58. Kiirper mit Hauptachsen

neigung' ex zwischen gekrcuzten 
Polarisatoren. 

a 

m 

Abb. 59a u. b. 
Ali =,A~sin2 2ctsin~.n :,m' 

[GJeichung (25a)]. 

den. Zur Vereinfachung der Formeln sei hierbei der Anfang der Zeit-
2m-I 

rechnung noch urn Ll t = 2 n -'-4~ verschoben. 

Es ist dann: 
J~ = A sin 2 oc sin n m sin 2 n n t 

J~ = A VI-sin2 2 ocsin2nm sin (2nnt -Ll) 
mit 

sin2nm I-2m 
Ll = arc tg --------- -~ + n . -----

tg2 0( + cos 2 n m 2' 

insbesondere fUr oc = ± 45°: 
Ll = n m + n/2 - n m = n/2. 

Zur Bestimmung der Hauptachsen ,bildet man 
o (J'2) 

J'2 = J~2 +J~2 und setzt --1J"t = O. 
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Nach einer Rechnung wie im zweiten Beispiel erhii.lt man daraus fiir die 
Richtung f} der Ellipsenhauptachsen gegen die x-Achse die Gleichung: 

t f} _ ] / N _ 1±Vl-4N M (l-M) 
g - y I-N 2MVN(1-N) • 

Dabei ist N =sin2 2 IX, M =sin2 nm. Fiir die Quadrate der halben 
Hauptachsen ergeben sich die Werte: 

1±Vl-4N M(l-M) 
Ji,2U = --"2:----'---"--

Ein Beispiel (IX = 30°, N =0,75) zeigt 
Abb.60. Man erhii.lt linearpolarisiertes 
Licht, wenn JiI = 0 ist, d. h. wenn N 
oder Moder (I-M) =0 ist. Dann 
ist entweder IX=O° bzw. 90° oder 
es ist sin2 nm bzw. cos2n m = 0; d. h. 
m = 0, ± 1/2, 1, 3/2 usw. 

2. Mehrere Korper. 
1m folgenden werden Formeln fiir 

zwei und drei hintereinander stehende 
doppelbrechende Korper abgeleitet. Da

Abb. 60. Elliptisches Licht fiir '" = 30° 
und verschiedene Werte m. ZU mag vor\teg noch erwahnt werden, 

daB bei der Berechnung der Licht
starke des durchdringenden Strahles bisher stets angenommen wurde, daB 
das Licht verlustlos aIle durchsichtigen Teile durchstrahlt. In Wirklichkeit 
kann das nie der Fall sein. Die Lichtverluste durch Farbung oder Trii
bung der bestrahlten Korper (Prismen, Linsen, Filter, Probekorper) und 
durch Spiegelung an spiegelnden Flachen sind in Wirklichkeit erheblich, 
dabei wachsen die Verluste mit jedem neu hinzukommenden Korper. 
Eine allgemeine Abschii.tzung dieser Verluste wird auf S.91 mitgeteilt 
werden. Da aber diese Verluste alle Komponenten des Lichts etwa 
gleich" betreffen, auBem sie sich lediglich als Schwachung der gesamten 
Lichtstarke, ohne daB Phase oder Richtung des Lichtes wesentlich 
beeinfluBt wiirden. Die Rechnungen werden daher unabhii.ngig von 
der schlieBlich insgesamt zu beriicksichtigenden Verlustziffer durchgefiihrt. 
In den bereits abgeleiteten und den folgenden Formeln handelt es sich 
also' stets urn de~. theoretischen, verlustfreien Strahl. 

Zunachst sei bint.er den durchstrahIten Korper ein zweiter gestellt, 
dessen Hauptachsen parallel zu denen des ersten sind. Das elliptische 
Licht wird sich dann wieder in zwei Komponenten aufspalten, die nach 
Richtung und gegenseitiger Phase den beiden Komponenten im ersten 
KOr.pel" entsprechen. Eine im zweiten KOrper wirksame Relativver-
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zogerung der beiden Komponenten gegeneinander - etwa urn den 
Betrag m - addiert sich also einfach zu der bereits vorhandenen Relativ
verzogerung hinzu, es ist schlieBlich, als ware nur ein Korper mit der 
Gesamtverzogerung (m + m) vorhanden 
(Abb.61). Von dieser Tatsache wird bei der 
Kompensation Gebrauch gemacht (S.59). 
Dabei sei betont, daB die einfache Dber
lagerung der beiden Wirkungennurmoglich 
ist, wenn die Hauptachsenkreuze der beiden 
Korper parallel sind. 1m allgemeinen Fall 
gilt keine einfache Beziehung dieser Art. 
Ein Beispiel: Es sei die Hauptachse des 
ersten Korpers urn den Winkel ex. = + 30° Abb. 61. Zwei Karper mit parallelen 

geneigt. In ihm werde eine Relativverzoge- Hauptachsen zwischen gekreuzten 
Polarisatoren. 

rung m bewirkt. Der zweite Korper sei 
urn den Winkel ex. =-30° geneigt. 
Er bewirke dieselbe Relativverzoge
rung m. Es ware jetzt verkehrt etwa 
anzunehmen, daB diese beiden Wir
kungen sich nach Art einer Vektor
bzw. Tensoraddition zu einer Wirkung 
in Richtung ex. = 0 zusammensetzen. 
Fur m = 1/2 sieht man das unmittel
bar ein (Abb. 62). Der erste Korper 
bewirkt eine Drehung des Lichtvek
tors um + 60°, im zweiten ist also 
nunmehr eine Hauptachse parallel zur 
Polarisationsebene, d. h. es tritt keine 
Veranderung von GroBe und Rich-
tung des Lichtvektors mehr ein. 

Die Rechnung £iir mehrere hinter
einander stehende Korper solI im 
folgenden nur £iir einige Sonderfalle 
von praktischer Bedeutung durch
ge£iihrt werden. Der erste Korper sei 

a 

b 

/(orpef'g 
Vef'zogef'ung m 

Abb. 62a u. b. a Zwei Karper mit ver
schieden geneigten Hauptachsen zwischen 
gekreuzten Polarisatoren. b Otl ~ + 30', 

Ot, = - 30', m (in Karper 1) = 1/,. 

dabei stets unter dem Winkel ex.=45° eingestellt, d.h. der Lichtvektor 
hinter dem ersten Korper lasse sich darstellen durch 

(vgl. S. 52). 

J~ =Asinnmsin2nnt 
J~ = A cosnmsin (2nnt -n/2) 
= -A cosnmcos 2nnt 

a) Die Hauptachsen des zweiten Korpers seien wieder parallel zum 
Polarisationskreuz x, y. In ihm werde eine Verzogerung m bewirkt 
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(Abb.63). Das austretende Licht wird dann beschrieben durch die 
Gleichungen: 

J~' = A sin n m sin 2 n n t 
J~' = -A cosnm dos 2n (nt - m). 

J st im zweiten Korper die Verzogerung m = ± {-, so wird 

cos 2n(nt - m) = ± sin 2 nnt, 

d. h.'es wird 

(26) 
J~' ± sinnm 
-,,-=~-- = ±tgnm. Jy cosnm 

Das Ergebnis fur m ~ ± t ist demnach linear polarisiertes Licht, 
dessen Polarisationsebene urn ± n m gedreht ist. Die Drehung ist gleich 

, / 

~J/~, 
Abb. 63. Korper 2 hat eine zur 
Polarisationsebene parallele 

Hauptachse. 

Abb.64. Bildung lineareil Lichtes 
aus elliptischem Licht durch 
Verzogerung der Hauptachsen-

komponenten um m = 'I •. 

Korpert, 
Verzogerung iii 

/(orper 1, 

m-i:. 

Abb. 65. Bildung vou zirkular
polarisiertem Licht durch Korper 1, 

dahinter Korper 2. 

der halben Relativverzogerung im ersten Korper, gemessen im Bogen~ 
maB. Der Drehsinn hiingt vom Vorzeichen von m und vom Vorzeichen 
von m abo Anschaulich ergibt sich dies sofort daraus, daB hinter dem 
ersten Korper der Lichtvektor eine Ellipse mit waagerechter und senk
rechter Hauptachse beschreibt (vg1. S.50). Zerlegt man diese Ellipse 
in eine waagerechte und senkrechte Komponente, so haben diese beiden 
eine gegenseitige Phasenverschiebung von 1/4 Wellenliinge. Durch zu
siitzliche Verzogerung urn 1/4 Wellenliinge werden sie also phasengleich 
(bzw. entgegengesetzt) und setzen sich zu einer linearen Schwingung, 
der Ellipsendiagonalen, zusammen (Abb.64). 

b) Im ersten Korper sei m = + T, es sei also 

J ' A. 2 
x = V2 sm .n nt 

J~ = - :2 cos 2 n nt ("Zirkularpolarisiertes Licht"). 

Der zweite Korper habe eine Hauptachsenneigung fJ gegen das Polari
sationskreuz (Abb.65), seine Verzogerung sei m. Die Aufspaltung m 
Komponcnten J; und J; ergibt hinter dem zweiten Korper: 
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A 
J;' = -y2 (cospsin2nnt-sinpcos2nnt) 

A 
J~' = -y2 (-:- sin p sin 2 n (n t - m) - cos p cos 2 n (n t - m)) , 

also: 
A J;' = -y2 sin (2nnt-p) 

A 
J;' = - V2 cos (2n nt-p-2nm). 

Der Wert p in beiden Argumenten bedeutet lediglich eine Verschiebung 
der Zeitrechnung, er kann also fortgelassen werden. (1m zirkularen 
Licht ist keine Richtung ausgezeich- / 
net 1) Weitere Zerlegung in die x- A 

und y-Richtung ergibt schlieBlich: 

J'x' = :2 (cospsin2nnt + 

. + sinpcos2n(nt-m)) 

T" A (. R • 2 
oJy = V2 SIllf'SIll nnt-

- cospcos2n(nt- m)). I' 
m-f 
f-8/iillchen 

Tfi=:t -f 
l' -8/iillchlln 

c) Die Anordnung b) werde nun ~ 
noch durch einen dritten Korper er-

.. t d A h . d II 1 Abb.66. Korller zwischen zwei '<j4·Blattchen, ganz, essen c sen Wle er para e 
zu den Achsen des ersten Korpers stehen, also unter 45° gegen die 
x-Achse geneigt sind. Der Korper bewirke eine Verzogerung m = ± t 
(Abb. 66). Dann wird 

Jt = ~ {sin 2n nt (sinp + cos Pl + cos 2n (nt - m) (sinfJ -cos P)} 
. . 

J~" ==i~ {sin2n (nt=f t) (sinp- cosP)-cos2n (nt-m =Ft) (sinp + cosfJ)} 

= ~ {=f cos 2 n nt (sinP - cos P) =f sin 2 n (nt - m)(sinp + cos P)}· . 

Daraus folgt schlieBlich: 

J;" = 2 ~ {sin p [sin2nnt± ~os2nnt + cos2n (nt-m) ± sin 2 n (nt--;- m,)]: 

+cosp[sin2nnt =f cos 2nnt-cos2n(nt - m) ± sin 2n(ntr-m)],} 

J~";= ~ro {sinP [sin2nnt =fcos2nnt+ cos 2n (nt-m) =fsin 2n (nt-m)l 
2v 2 . 

+ cosp[sin2nnt± cos2nnt-cos2n(nt- m) ± sin2n (nt-m)]} 

und hieraus wegensin u ± cos u = y2' sin (u ± n/4) 

= jl2 ± cos (u =f n/4) 

mit entsprechender Verschiebung der Zeitrechnung: 
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Obere Vorzeichen (m = + t): 

J~" = ~ {sinp [sin2nnt + sin2n (nt- m)] -cosp[cos2nnt 
+ cos2n(nt-m)]} 

J~" = ~ {sinP [-cos 2nnt + cos 2 n(nt- m)] + cos,8 [sin2nnt 
-sin2n(nt-m)]}, 

oder nach einfacher Umordnung: 

J~" = - ~ {cos (2nnt + P) + cos (2nnt + p-2n m)} 

(27a) 
J~" = ~ {sin (2nnt-p) -sin (2nnt-p -2n m)} 

oder 

J~" = -A cosn mcos (2nnt + p-n m) 
J~" = A sinn mcos (2nnt -p-n m). 

Entsprechend erhalt man fiir die unteren Vorzeichen (m = - t) : 

{ J~".= A sinn mcos (2nnt-p-n m) 
(27b) J.'" A - ( R-

11 =- cosnmcos 2nnt+,.,-nm). 

c1) In beiden Vorzeichenfallen ist also p schlie.6lich nur als Phase 
in der Gleichung enthalten, d. h. der Gro.6twert der x- und y-Komponente 
des Lichtes ist unabhangig von p: . 

m=+t 

J~~&. = A cosn m 

J~~ •• = A sinn m 

m=-t 

J~~.x = A sinn m 

J~::ax = A cosn m. 

Die Formel mit m = - t fiir den Fall des "zirkularpolarisim;ten Arbeits
feldes zwischen gekreuzten Polarisatoren" bezieht sich auf folgende 
Anordnung (Abb. 66): Hinter dem Polarisator wird unter 45° Achsen
neigung ein Korper gestellt, der die VerzogenIng m = + i bewirkt 
("Viertelwellenlangenblattchen"), der also zirkularpolarisiertes Licht 
erzeugt. Vor dem Analysator steht ein ebenso geneigter Korper, der 
die Verzogerung m = - t bewirkt. Der Analysator ist wie iiblich 
gegen den Polarisator gekreuzt und la6t nur die zur x-Achse parallele 
Lichtkomponente hindurch, also ein Licht mit einer zu J:ma• ver
haltnisgleichen Lichtstarke. Steht zwischen den beiden Viertelwellen
blatt chen im zirkularpolarisierten Feld ein beliebig gerichteter Korper 
mit der wirksamen Relativverzogerung m, so ist demnach die durch
fallende Lichtstarke verhaltnisgleich zu 

(28) A~ = J~::.! = A2 sin2 n m. 
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Dies entspricht der Gleichung (25a) (S.52), jedoch unabhiingig von 
der Richtung des Korpers. Das Licht verhalt sich, als ware in der zu 
Gleichung (25a) gehOrigen Anordnung (Abb.58) stets IX = 45°. Ins
besondere ist das Feld dunkel fiir m = 0, d. h. auch dann, wenn kein 
Korper im Zirkularfeld steht. (Das zweite Viertelwellenblattchen hebt 
die Wirkung des ersten auf.) 

c2) Fur fJ = 0° ist auBerdem mit m = + t, m = -t: 
J(i' - cosnm 1 Jill . 

(29) Ji/'= sinnm t;:m' ebenso mit m=+t: J~,,=-tg11;m. 

Fur fJ = 90° erhiilt man entsprechend t 1 - und tg 11; m. Es liegt also gnm 
wie im 'Fall a) linearpolarisiertes Licht vor, dessen Polarisationsebene 
um den Betrag 11; m gegen die x- oder y-Achse gedreht ist. 

3. Messung der Relativverzogerung. 
1m votigen Abschnitt sind die notwendigen Formeln fur die Messung 

des Betrages der Relativverzogerung bereits enthalten. Entsprechend 
diesen Gleichungen kann man demnach zur Messung einer in einem 
Modell vorliegenden Relativverzogerung folgende Anordnungen ver
wenden: 

a) Der Korper steht (unmittelbar oder im Zirkularfeld zwischen 
zwei Viertelwellenblattchen) zwischen gekreuzten Polarisatoren. Die in 
ihm bewirkte Relativverzogerung der beiden Hauptkomponenten kann 
dadurch gemessen werden, daB man einen zweiten Korper (MeBkorper, 
Kompensator) gleicher Hauptachsenrichtung vor oder hinter den Ver
suchskorper setzt und so lange verandert, bis seine optische Wirkung 
die des Versuchskorpers gerade aufhebt, kompensiert. A1s MeBkorper 
dient irgendeine Vomchtung, die in bestimmter Richtung eine meB
bare optische Doppelbrechung herzustellen gestattet. Verwendbar sind 
z. B. ein meBbar belasteter Streifen (Zug- oder Biegestab) aus Glas, 
Bakelit oder Zelluloid, ein Quarzkeil veranderliche1; Dicke (verschieb
barer Quarzkeil wie imBabinet-Kompensator) oder eine drehbare 
Kristallplatte (Kompensator nach EHRINGHAUS oder BEREK). Die im 
Fall der J.ompensation abgelesene bzw. tabellarisch ermittelte Doppel
bJ;'echun~' des Korpers entspricht mit umgekehrtem Vorzeichen der 
Relativverzogerung im Versuchskorper. Falls der Korper unmittelb&>r 
zwischen den beiden gekreuzten Polarisatoren steht, richtet man ihn, 
bzw. die Polarisatoren, zweckmaBig so aus, daB das Polarisationskreuz 
gegen die Achsen des Versuchs- und MeBkorpers um 45° geneigt ist. 
1m Fall zirkularpolarisierten Lichtes mussen lediglich Versuchs- und 
MeBkorper gleichgerichtet sein. 

b l ) Der Versuchskorper mit der Relativverzogerung m steht mit 
seiner Hauptachse um 45° gegen den Polarisator geneigt unmittelbar 
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hinter diesem. Dahinter befindet sich ein Viertelwellenblattchen, dessen 
eine Hauptachse parallel zur Polarisatorachse ist. Nach Gleichung (26) 
(S. 56) ist das austretende Licht linear polarisiert, seine Polarisations
ebene ist urn n m gegen die Polarisatorebene geneigt. Zur Messung dreht 
man den Analysator, der ursprunglich gegen den Polarisator gekreuzt 
ist, solange, bis das Feld dunkel ist. Der notwendige Drehwinkel sei fP, 
so ist nm=fP, d. h. m=fP/n bzw. fP/180, wenn fP in Grad gemessen wird 
(Abb.67). Selbstverstandlich ist bei einer derartigen Kompensation 
darauf zu achten, daB ein AuslOschen ebenfalls bei fP=n (m ± 1,2,3, ... 
usw.) stattfindet. In praktischen Fallen wird man stets aus anderen 
Beobachtungen wissen, zwischen welchen ganzen Zahlen m zu suchen 
ist. AuBerdem ist der positive Drehsinn vor dem Beginn derMessung 

c 

~
., 
/' b 

VerslJcnsko'rjJer, 
. ~ VerzogerlJng Tn 

/-,P a 

/-i/olfr:nen 

Abb.67. a Iinearpolarisiertes Licht. 
b elliptisches Licht mit senkrechter Ellipsen
hanptachse infolge der Verziigernng m im Ver
snchskiirper. c Iineares Licht der N eigung "m 

infolge des A/4-BHittchens. 

besonders festzustellen. Da er von 
der Einstellung des Viertelwellen
blattchens abhangt, die nur ver
suchsmaBig festgestellt . werden 
kann, empfiehlt sich fur jede ge
troffene Anordnung die versuchs
maBige Feststellung des positiven 
Drehsinns. 

. b2) Stellt man sich die An-
ordnung bl ) in AuslOschstellung 
vor, also nach Abb.67, so kann 
man sich den Strahlengang auch 
umgekehrt denken. Das Licht 
kommt dann yom Analysator her 
mit einer Schwingungsebene, die 

senkrecht zu derin Abb. 67 gezeichneten gerichtet ist. 1m .IlJ4-Blattchen 
wird hieraus elliptisches Licht mit demselben Achsenve:J:haltrns wie ge
zeichnet, aber vertauschten Achsen. Das Modell macht hieraus waage
recht linear polarisiertes Licht, das den Polarisator nicht durchdringen 
kann. Ein Lichtstrahl wird also ausgelOs~ht, unabhangig davon, ob er 
die Anordnung vorwarts oder ruckwarts durcheilt. Die Messung bl ) 

kann also auch folgendermaBen durchgefiihrt werden (Abb.67, ruck
warts gedeutet): Der. zu messende Korper wird unter 45° Neigung 
zwischen gekreuzte Polarisatoren gestellt. Vor dem Modell wird ein .IlJ4-
Blattchen eingeschaltet, dessen Hauptachsen parallel zum Polarisations
kreuz stehen. Der Polarisator wird nun gedreht, bis Dunkelheit eintritt. 
Der Drehwinkel fP entspricht dem Wert n(m ± k) mit ganzzahligem k. 

ba) Eine grundsatzlich gleiche Messung ist nach den Gleichungen (29) 
(S. 59) durchfiihrbar. Durch den Polarisator und ein dahinter geschaltetes 
Viertelwellenblattchen unter 45° wird ein Zirkularfeld hergestellt. In 
ihm steht in irgendeiner Richtung der Versuchskorper. Hinter ihm folgt 
ein .IlJ4-Blattchen, dessen Hauptachse urn 46° gegen den Versuchskorper 
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geneigt ist (Abb.68). Das austretende Licht ist linear polarisiert, die 
Polarisationsebene ist um den Winkel ;n; m gegen die Hauptachse des 
Viertelwellenblattchens geneigt. Durch Drehung des dahinterstehenden 
Analysators bis zur Felddunkelheit ist wie unter bl ) der Betrag von m 
meBbar. Die Ableitung der Formeln (S. 57) geschah zwar up.ter 
besonderen Voraussetzungen, denn der Polarisator und das erste Aj4~ 
Blattchen hatten eine bestimmte Richtung; man sieht aber leicht ein, 
daB zirkularpolarisiertes Licht unabhangig von seiner Entstehung keiner
lei bevorzugte Richtung mehr aufweist, d. h. es ist fUr den weiteren 
Strahl belanglos, welche Richtung im Raum Polarisator und Aj4-Blatt
chen hatten. Nur ihre gegenseitige Neigung 
muB 450 betragen. Ebenso mussen der Ver- ,0$ 
suchskorper und das zweite Aj4-Blattchen um ~ 
450 gegeneinander geneigt sein. 

c) Eine insbesondere in der Spannungs- d 
optik mogliche Messung der in einem Modell 
auftretenden Relativverzogerungen wird auf ~-8Irillchen 
S. 125 und 137 noch naher erlau-
tert. Sie ist nur bei sehr hohen 
Betragen von m moglich und be
ruht darauf, daB man die mit 
steigendem m-Wert aufeinander 
folgenden Verdunkelungen des 

/ b 

Feldes einfach abzahlt. ~ 
d) Eine vollig andere Messung .;0 a 

laBt sich durch Verwendung eines 

# -8liillchen 

Interferometers durchfuhren, wo
bei die absolute Verzogerung jeder 
einzelnen Lichtkomponente fur 
sich unmittelbar bestimmt wird. 

Abb. 6S. a Jineares Licht. b zirkulares Licht. 
c elliptisches Licht mit Ellipsenhauptachsennei· 
gung ({J + 45'). d Jineares Licht der Neigung 

({J + 45' + nm). 

Zwei Wellenbewegungen lOschen sich aus, wenn sich ihre Wirkungen 
in jedem Augenblick gegenseitig aufheben, wenn sie also gleiche GroBe 
und Richtung, aber entgegengesetztes Vorzeichen (d. h. eine halbe 
Wellenlange gegenseitige Phasenverschiebung) haben. Eine zusatzliche 
Phasenverschiebung des einen Strahles hebt die AuslOschung auf und 
kann durch eine genau gleiche Phasenverschiebung des zweiten Strahles 
wieder ruckgangig gemacht werden, so daB die AuslOschung wieder 
volIkommen ist. Zur Anwendung dieses Tatbestandes muB das Licht 
einer Lichtquelle in zwei Teile annahernd gleicher Lichtstarke geteilt 
werden, die miteinander "interferieren" konnen.· Eine fUr den vor
liegenden Zweck mit Erfolg verwendete Anordnung wird in Kap. V, Ab
schnitt lO km;z beschrieben. Man miBt dabei unmittelbar die beiden 
Werte M] und M2 (S.48). Es wird sich zeigen, daB diese Art der 
Messung in der Spannungsoptik besondere Bedeutung hat. 
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4. Vielfarbiges Licht. 
"Die bisherigen Betraehtungen bezogen sieh auf einfarbiges Licht. 

1m Fall weiBen Liehtes treten nun naeh Gleiehung (23) (S. 48) weitere 
Erseheinungen ein, die im folgenden behandelt werden sollen. 

WeiBes Licht setzt sieh bekanntlieh aus allen siehtbaren Farben 
von Rot bis Violett zusammen, die WellenH.i.ngen bzw. Frequenzen der 
einzelnen Farben sind im folgenden zusammengestellt: 

Farbe Wellenliinge im Vakuum Frequenz Farbe Wellenliinge im Vakuum Frequenz 
(A in mil) (n in l/see) (A in mil) (n in I/see) 

Tiefrot 770 390.1012 Griin 536,0 (Thallium) 559.1012 

Rot 670,8 (Lithium) 446.1012 Blaugriin 500 600.1012 

Hellrot 650 460.1012 Blau 450 665.1012 

Orange 620 485.1012 Indigo 435,8 (Quecksilber) 688.1012 

Gelb 589,3 (Natrium) 509.1012 Violett 390 770.1012 

Hellgriin 546,1 (Quecksilber) 549.1012 

Wahrend die Frequenz n (Farbe) eines bestimmten Liehtes bei allen 
Breehungserseheinungen streng dieselbe bleibt, andert sieh die Wellen
lange Ai mit der Gesehwindigkeit Ci des Liehtes in dem betreffenden Stoff, 
es ist Ai = Ci/n. Die Liehtgesehwindigkeit ci ergibt sieh aus der Ge
sehwindigkeit C im Vakuum naeh der Gleiehung ci=B·c, dabei ist B 
der Kehrwert des (sonst allgemein mit n bezeiehneten) Breehungsindex. 
Wahrend C eine absolute Konstante ist (299860, d. h. rd. 300000 km/s), 
ist die Gesehwindigkeit Ci im allgemeinen von der Liehtfarbe, d. h. von 
der Sehwingungsfrequenz abhangig, die Breehungszahl B ist fur ver
sehiedene Farben versehieden (ci fUr Rot ist im allgemeinen groBer als ci 
fur Violett). Diese als "Dispersion" bekannte Erseheinung maeht sieh 
jedoeh bei den gewohnliehen Verhaltnissen der Spannungsoptik nur als 
kleine Storung bemerkbar, in erster Naherung darf man ci als unabhangig 
von der Farbe annehmen. Aus Gleiehung (23) (S. 48) folgt dann, daB sieh 
bei gegebenen Doppelbreehungsverhaltnissen und gegebener Modell
dieke d eine gegenseitige Verzogerung m der beiden Liehtstrahlen ein
stellt, die verhaltnisgleieh zur Frequenz n, also umgekehrt verhaltnis
gleieh zur Wellenlange A ist: 

m = J:... . d . c' C1-C2 = J:... . Z. 
). C1 ·C2 ). 

(Z = m . A, von der Dimension einer Lange, ist also die gegenseitige 
Verzogerung der beiden Liehtkomponenten, Z wird wie A in m ft gemessen 
und ist annahernd unabhangig von del,' Fal,'be des Liehtes.) 

In den beiden wiehtigsten Fallen del,' Spannungsoptik ist naeh 
Gleiehung (25a) (S.52) und Gleiehung (28) (S. 58) die vom Analysatol,' 
durehgelassene Liehtstal,'ke vel,'haltnisgleieh zu sin2 7t m, mit steigendem m 
stellt sieh also die dul,'ehgelassene Liehtstal,'ke als eine Wellenfunktion 
dar, wie sie in Abb. 69 noeh einmal skizziert ist. 
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Beispielsweise sei nun der Wert von Z ungefahr = 440 mp, d. h. fUr 
das Blau dieser Wellenlange sei gerade m = Zj). = 1. Fur die ubrigen, 
langerwelIigen Lichtfarben ist dann m < 1, so daB sie noch nicht aus
gelOscht sind; das durchgelassene Licht setzt sich also aus allen Farb
bestandteilen des weiBen Lichtes, mit Ausnahme des ausgeloschten 
Blau, zusammen, es erscheint die "Komplementarfarbe" des Blau, 
namlich Gelb. 

Ebenso ist bei einem etwas groBeren Z (z. B. 540 mp) gerade das 
entsprechende Grun ausgeloscht, so daB sich aus den gelben und roten 
Bestandteilen (m < 1) und dem blauvioletten Ende des Spektrums 
(m> 1) die Komplementarfarbe zu Grun, namlich Rot zusammensetzt. 

1st Z noch etwas groBer (590 mp), so wird "'[ 
vom Licht die fUr das Auge wirksamste Licht- ~ 
komponente, Gelb, ausgelOschtund eserscheint ~ /\ /\ 
Blau als Komplementarfarbe, daran schlieBt _~!~!/ 
sich bei abermals groBerem Z (urn 700 mp) 0 m~ 2 

die Komplementarfarbe zu Rot namlich Griin. Abb. 69. VO!fi Analys~tor dur~h-
, gelassenesLlCht, verhiiltnisglelCh 

Hiermit endet die "erste Ordnung" der er- zu sin'" m. 

scheinenden Farben, da bei weiterer VergroBe-
rung von Z in derselben Reihenfolge die doppelten Wellenlangen erreicht 
werden, so daB sich die genannte Farbfolge wiederholt. Die sichtbaren 
Komplementarfarben werden dann als Farben zweiter, dritter Ordnung 
usw. bezeichnet, deren Ton infolge der anderen Lichtzusammensetzung 
aber von dem Farbton der ersten Ordnung spurbar abweicht. In 
der folgenden Zusammenstellung sind die mit steigendem Z zu erwar
tenden Farben aufgezahlt: 

Z (mil) I Ausgeliischt Sichtbar Z (mil) Ausgeliischt Slchtbar 

0 alle Farben keine Farbe, ! 1160 "empfindliche 
Dunkelheit Farbe" 

100-300 keine Farbe aIle Farben, !1l80 Gelb 2 Blau 2 
dunkel- bis 

1320 {Rot2} Griin 2 heIlgrau Blau 3 
440 Blau 1 Gelb 1 ! 1620 Griin 3 Rot 3 
540 Griin 1 Rot 1 1760 Blau 4 

! 580 "empfindliche 1770 Gelb 3 
Farbe" 1980 Rot 3 Griin 3 

! 590 Gelb 1 Blau 1 2160 Griin 4 Rot 4 
660 Rot 1 Griin 1 2200 Blau 5 
880 Blau 2 Gelb 2 2360 Gelb 4 

! 1080 Griin 2 Rot 2 

Yom Auge wird der mit steigendem Z eintretende Umschlag von 
Rot nach Blau in der Gegend von Z = 580 bzw. Z = 1160 mp besonders 
stark empfunden ("empfindliche Farbe"), aber auch Blau 1 und 2 sowie 
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Abb. 70c. Z = 1400 - 2800. 
Abb. 70a-e. Durchgelassenes Licht bei gegebenem Z = A • m bei urspriinglicher Lichtstlirke ,,1" 

- ffir aile A (Funktionen sin' '" Z/ A). 

Rot 2 mid 3 (in der Tabelle mit! bezeichnet) sind sehr scharf erkeUIlbar. 
Diese Farben eignElll sich daher besonders fur Eichzwecke (vgl. S. 141). 
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Bei hoheren Z-Werten sind nur noch Rot und Grun erkennbar, die sich 
schlieI3lich ebenfalls zu einer weiBlichen Mischfarbe vereinigen. 

Fur genauere Untersuchungen genugt natiirlich diese einfache Be
trachtung der "ausgelOschten Farben" nicht, es muB vielmehr der Zu
sammenhang der durchgelassenen Lichtstarke mit der Wellenlange ein
gehender untersucht werden. Da man annehmen dad, daB Z etwa 
unabhangig von A ist, ist bei einer gegebenen Verzogerung Z = mA fUr 
das ganze Spektrum die durchgelassene Lichtstarke verhaltnisgleich zu 

sin2 n ~. Diese Funktion ist fur verschiedene Z in Abb. 70a, b und c 

in Abhangigkeit von A aufgetragen. Man sieht, daB fUr hohere Werte Z 
keine klaren Farben ~ 

$ mehr erscheinen kon
nen. FUr die wirk
lich vorliegenden 

Lichtverhaltnisse 
muss en diese Funk
tionen noch mit der 

ursprunglichen 
Lichtstarke der ein
zelnen Lichtwellen
langen multipliziert 
werden, dazu ist die 

* ii :::, Abb. 71. Durchgelassenes Licht 
bei gegebener Lichtstarkever

teilung fiir Z = 400-800. 

Kenntnis der spek- oroflge gel6 grvfI 
tralenEnergievertei- rilrbe 

lung der verwende- 800 700 000 SOO .0om).t 
ten Lichtquelle erfor- - We!!efl!iin.~e 

derlich. Die in Abb. 71 angenommene Energieverteilungsfunktion ent
spricht dem sichtbaren Licht einer Wolframpunktlichtlampe. FUr 
den Farbeindruck im Auge kommt hierzu die spektrale Augenempfind
lichkeit, die bekanntlich bei dunkelviolett und tiefrot bereits recht ge
ring ist. Photographische Platten geben je nach ihrer Sensibilisation 
ebenfalls andere Bilder, insbesondere werden normale Platten mit vor
wiegender Blauviolettempfindlichkeit eine Schwarzung vorwiegend in
folge des rechten Teiles der gezeichneten Kurven aufweisen. 

Die in diesem Abschnitt uberhaupt nicht berucksichtigte Abhangig
keit der Lichtstarke yom Winkel r:x. [Gleichung (25) (S.52)] gilt fUr aIle 
Farben gleich, sie bedeutet also eine Verminderung der Lichtstarke 
der eben genannten Mischfarben bis auf vollige Dunkelheit fUr r:x. = 0°, 
90°, 180° usw., ohne daB dadurch der Farbton beeinfluBt wurde. 

1st der doppelbrechende durchleuchtete Stoff auBerdem noch eigen
gefarbt, wie z. B. bernsteingelbes Bakelit oder Phenolit, so wird der 
entsprechende komplementare Farbbestandteil, bei Bakelit also Blau, 
verschluckt. Die Farbreihe vereinfacht sich dann zu einer Reihe, die 

Mesmer, Spannungsoptik. 5 
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iiber Gelb 1 unmittelbar zu Rot 1, Griin 1, Rot 2, Griin 2 usw. iibergeht. 
Dieselbe Wirkung wird auch durch Einschaltung etwa eines leichten 
Gelbfilters in den Strahlengang bewirkt. 

ITI. Grnndtatsachen der ebenen Spannnngsoptik. 

1. Grundgleichungen. 
Homogene isotrope Stoffe, wie spannungsfreies Glas, Zelluloid usw. 

verhalten sich urspriinglich auch optisch nach allen Richtungen gleich. 
Werden solche Stoffe verformt, d. h. infolge von mechanischen Kraften 
unter Spannung gesetzt, so werden sie anisotrop, sie bekommen gleich
sam Kristalleigenschaften und werden dabei auch wie Kristalle optisch 
doppelbrechend. Die Gesetze dieser "akzidentellen", "temporairen" oder 
"zeitweisen" Doppelbrechung sind seit langem und ausfiihrlich unter
sucht worden, die inneren Ursachen der Erscheinung sind aber durch
aus noch nicht einfach erklarbar. 

1m folgenden werden die Grundgleichungen angegeben, denen die 
beobachteten Erscheinungen folgen. Ebenso wie bei der Aufstellung 
der Gleichungen zwischen Spannungen und Verformungen gelten diese 
Gleichungen nur bei elastischem Verhalten, d. h. solange strenge Pro
portionalitat zwischen Krii.£ten, Spannungen, Verformungen und Doppel
brechungswirkungen besteht. Die verwickelteren Erscheinungen bei 
bleibenden (plastischen) Formanderungen sind fiir die Spannungsoptik 
bisher unwesentlich. 

Unter Beschrankung auf ebene Zustande, die in Richtung der Flachen
normalen durchstrahIt werden, gilt: Durch den Spannungs- und Ver
formungszustand verwandelt sich der urspriinglich isotrope Korper in 
eine Art Kristall mit optischen Hauptachsen, die mit den Spannungs
hauptachsen I und II zusammenfallen. 

Die Lichtgeschwindigkeiten zweier Strahlen, deren Polarisations
ebenen mit je einer der beiden Hauptspannungsrichtungen zusammen
fallen, haben die Werte: 

(30) 

also 

Cl = Co + a 0"1 + b0"2 

C2 = Co + a 0"2 + b 0"1 

CI -C2 = (a-b) (0"1-0"2)' 

Die Koeffizienten a. und b (Dimension: mm 3 S-1 kg-I) sind also konstante 
Kennzahlen, die nur vom Werkstoff und der Wellenlange der verwendeten 
Lichts abhangen. Die Abhangigkeit von der Wellenlange ist dabei sehr 
gering. Die Anzahl der auf den Durchgangsweg d entfallenden Wellen
langen (vgl. S. 48) ist dann 
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die gegenseitige Verschiebung der beiden Strahlen nach dem Durch
gang in Wellenlangen ist also: 

m=M -M =d·n.(a-b)(al -a2 ) 
2 1 Cl • c2 • 

Da die in c1 und c2 auftretenden Betrage a 0"1 und b 0"2 sehr klein gegen Co 
sind (wenige Tausendstel), kann man auch setzen: 

oder 
d·n 

(31a) M 1=Mo--2-(a0"1 +b0"2)' 
Co 

( M 0 = d· n = Anzahl der Wellenlangen je Durchgangsweg im ungestorten 
Co 

Zustand) und 

d·n d a-b 
(32a) m = -2-(a-b) (0"1-0"2) =,. -- (0"1 -0"2). 

Co A Co 

Der in der Spannungsoptik besonders wichtige 
n·(a-b) a-b ---K co·A -

Wert 

hat die Dimension mm/kg. Er bedeutet die Relativverzogerung in 
Wellenlangen je 1 kg/mm2 Hauptspannungsdifferenz bei 1 mm Modell
dicke. Fiir gelbes Licht (A. etwa gleich 0,0006 mm) gilt etwa 

K ~ 1,0 bei Kunstharz (Bakelit, Phenolit usw.) 
0,2 bei Zelluloid 
0,05 bei Glas (Naheres s. S. 117, dort wird die von der Wellen-

lange unabhangige GroBe C = K A. = a - b verwendet). 
Co 

Diese Grundgleichung: 

(32b) m=d·K·(0"1-0"2) 

ermoglicht also, die Hauptspannungsdifferenz, d. h. die Hauptschub

spannung Tmax = a l -; a2_ auf optischem Wege unmittelbar zu messen, 

denn der Wert von Kist durch einen Eichversuch leicht zu bestimmen 
und m kann wie in Kap. II, Abschn.3 beschrieben gemessen werden. 

Zur Bestimmung der Hauptschubspannungen eines ebenen Spannungs
zustandes in einer Scheibe aus Glas oder einem ahnlichen Werkstoff 
wird man also diese Scheibe senkrecht durchleuchten und in jedem 
Punkt die Phasenverschiebung m der beiden Strahlkomponenten messen. 
Nach der Farbeniibersicht (S.63) laBt sich bei Verwendung weiBen 
Lichtes die ungefahre Phasenverschiebung ohne nahere Kompensation 
meistens schon unmittelbar aus dem entstehenden Farbton abschatzen. 

Am Beispiel des einfachen geraden Zugstabes sieht man noch einen 
wichtigen Zusammenhang ein: Der Zugstab habe die streng konstante 

5* 
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Breite b, aber eine etwas veranderliche Dicke d. Die im Stab herrschende 
Spannung a = P/t = P/bd ist also nicht streng konstant, sondern um
gekehrt proportional zu d. Das P:r:odukt a . d ist jedoch unabhiingig von 
etwa vorhandenen kleinen Dickenschwankungen, solange trotz dieser 
Dickenschwankungen die Spannung im Stab annahernd gleichmaBig 
iiber die ganze Stabdicke verteilt ist. 

Entsprechend den Gleichungen in Kap. I, Abschn. 7 ist (von wenigen 
Ausnahmen abgesehen, s. S.42) der Spannungszustand in einer ebenen 
Scheibe konstanter. Dicke ausschlieBlich von den Randbedingungen 
abhangig. 1st die Scheibe nicht iiberall streng gleich dick, sondern 
beispielsweise in einem Bereich ein wenig dicker als in seiner Umgebung, 
so gilt wieder wie im Zugstab, daB der vorhandene KraftfluB hierdurch 
nicht wesentlich gestort wird, d. h., daB aIle Spannungen umgekehit 
proportional zu d verkleinertwerden, wahrend das Produkt a· d praktisch 
unabhangig von kleinen Dickenveranderungen ist. 

Fiir die Grundgleichung (32b) bedeutet dieser Zusammenhang, daB 
man den Wert m unabhangig von kleinen Dickenschwankungen praktisch 
streng so erhalt, wie man ihn in einer ideal planparallelen Platte messen 
wiirde. Fiir manche Betrachtungen ist es zweckmaBig, den Wert m iiber-

(11-(1 
haupt als FUnktion vom SchubfIuB q = d . ~ (vgl. S. 44) aufzufassen: 

(32c) m=K·2q 
q, von der Dimension kg/mm, stellt die auf eine in Hauptschubrichtung 
liegende Schnittflache d· 1 entfallende Schubkraft dar, d. h. es ist eine 
Schubkraft je 1 mm Schnittflachenbreite. Beim Vergleich zweier Zug
stabe aus demselben Stoff gleiche:r: Breite, aber verschiedener Dicke, 
erhalt man also fiir dieselbe Gesamtlast P denselben Betrag m, wahrend 
sich die Beanspruchung des Werkstoffs umgekehrt proportional zur 
Dicke d andert. 

Gleichung (3la), 

(31 b) I 
stellt die Grundlage der rein optischen Bestimmung von a l und a2 nach 
FAVRE dar. Hieriiber wird im Zusammenhang in Kap. IV, Abschn.5 
berichtet. 

2. Die Farbgleichen. 
Wird durch eine geeignete optische Einrichtung ein groBerer Bereich 

der untersuchten Scheibe, d. h. des zu messenden Spannungszustandes 
gleichzeitig durchleuchtet und auf einem Schirm abgebildet, so erscheint 
demnach bei Verwendung weiBen Lichtes ein farbiges Bild der Scheibe, 
wobei die Orte hoherer Schubspannung in entsprechend "hoherer" 
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Farbe abgebildet werden. Bereiche oder Linien gleicher Schubspannung 
erscheinen als Bereiche gleicher Farbe. Eine solche Linie gleicher Farbe 
(,,1sochrome" oder ,,1sochromate") sei im folgenden als "Farbgleiche" 
oder als "Schubgleiche" bezeichnet. Das System der unmittelbar sicht
baren und auch photographisch aufzunehmenden Farbgleichen liiBt 
sich nach der Farbubersicht von S. 63 sehr einfach als System von 
m-, d. h. von Schubspannungswerten deuten, es gibt daher einen tiber
blick uber die Verteilung der Werkstoffbeanspruchung in der Scheibe, 
der fUr viele Zwecke - insbesondere beim Vergleich mehrerer Modell
formen - ausreicht, um konstruktive Entscheidungen zu treffen. 

Bei optisch hochaktiven Stoffen (z. B. den Phenolharzen) kann man 
nun im elastischen Bereich einen hoheren Wert m erreichen, z. B. etwa 
10 bis 20. Wegen der Farbvermischung fUr groBere Werte Z ist es dann 
zweckmiiBig, mit einfarbigem Licht zu arbeiten, z. B. gefiltertem Bogen
licht oder Quecksilberdampflicht, so daB auch mit hoherem Z, also 
hoherem m, eine reineAbhangigkeit nachAbb. 69 ohne Mischerscheinungen 
vorhanden ist; das Feld der Farbgleichen besteht dann ausschlieBlich 
aus hellen und dunklen Linien (hell fUr m =1/2,3/2 usw., dunkel fur 
m=0,1,2usw.). 1st die "Ordnung", d.h. der m-Wert dieser Linien 
bekannt, so ist damit die Schubspannung in allen Punkten dieser Linien 
bestimmt. Bei einer groBeren Anzahl eng nebeneinander liegender 
Linien stellt also ihre Aufnahme ein sehr genaues Bild der gesamten 
Schubverteilung dar, entsprechend den Hohenschichtenlinien einer 
Landkarte. Es wird sich zeigen (Kap. VI, Abschn. 3 und 6), daB 
die Bestimmung des m-Wertes einer Linie durch besondere Hilfsmittel 
(allmahlich steigende Belastung, bekannte Randwerte) meistens leicht 
moglich ist. 

3. Die Richtungsgleichen. 
1m Fall einer belasteten Modellscheibe zwischen zwei Viertelwellen

blatt chen sind nach Gleichung (28) (S. 58) nur die eben genannten 
Farbgleichen sichtbar. Beim Modell zwischen gekreuzten Polarisatoren 
ist nach Gleichung (25a) (S.52) auBerdem ein EinfluB des Neigungs
winkels IX vorhanden; ein Punkt erscheint unabhangig von m dann dunkel, 
wenn in ihm die Richtung der optischen Hauptachse mit der Richtung 
des Polarisationskreuzes ubereinstimmt. Da die optischen Hauptachsen 
mit den Hauptspannungsrichtungen ubereinstimmen, folgt daraus Dunkel
heit fUr aIle Punkte der Scheibe, in denen die Hauptspannungsrichtungen 
mit den Richtungen des Polarisationskreuzes zusammenfallen. Fur eine 
bestimmte Stellung der Polarisatoren erscheinen demnach im Bilde der 
Scheibe (unabhangig vom Verlauf und der Hohe der Farbgleichen) ein 
oder mehrere dunkle Punkte, Linien oder Bereiche, in denen die Haupt
spannungsrichtungen einen bestimmten Wert (eben den Wert der Polari
satorrichtung) aufweisen. 
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Eine solche dunkle Linie ("Isokline" oder "Isogone") wird im folgenden 
als "Linie gleicher Hauptachsenrichtung" oder kurz als "Richtungs
gleiche" bezeichnet. Nimmt man sie fUr verschiedene Stellungen der 
Polarisatoren auf (Kap. VI, Abschn. 8), so erhiilt man das ganze Feld 
der Hauptspannungsrichtungen, aus denen nach Kap. VI, Abschn.9a 
die Hauptlinien konstruiert werden konnen, d. h. die Linien des Kraft
flusses, deren Tangenten und Normalen in jedem Punkt die Richtung 
der Hauptspannungen dieses Punktes haben. 

Bei Verwendung einfarbigen Lichtes sind sowohl die Farbgleichen 
mit m=O, 1,2 usw. als auch die Richtungsgleichen schwarz. Sie unter
scheiden sich dadurch, daB sich nur die Richtungsgleiche bewegt, wenn 
bei feststehendem Modell die Polarisatoren gedreht werden, wiihrend 
sich nur die Schubgleichen bewegen, wenn bei feststehenden Polarisatoren 
die Hohe der Belastung veriindert wird (iihnliche, d. h. gleichartige und 
gleichzeitige Erhohung aller Lasten vorausgesetzt). Bei Verwendung 
weiBen Lichtes ist das Bild im allgemeinen farbig, nur der Bereich m = 0 
und die Richtungsgleichen sind schwarz. 1m Bereich m = 0 gelten be
sondere Zusammenhiinge, die im folgenden behandelt werden. 

4. Schubfreie Punkte und Linien. 
m=O besagt (0"1-0"2)=0, d.h. auf der bei weiBem Licht aHein 

schwarzen Farbgleiche verschwindet die Schubspannung. Sie besteht 
also aus schubfreien Punkten, in denen ein hydrostatischer Spannungs
zustand aHseitigen Zuges oder Druckes herrscht. Da in solchen Punkten 
keine besondere Hauptspannungsrichtung definiert ist, haben auch die 
Hauptlinien in ihnen keine bestimmte Richtung, das Feld der Haupt
linien besitzt hier "singuliire" Punkte oder Linien, die sich durch be
sondere Eigenschaften aus dem iibrigen Felde deutlich herausheben. 
Entsprechend ist in diesen Punkten keine Richtungsgleiche bestimmt, 
wiihrend im allgemeinen durch jeden Punkt des Feldes nur eine einzige 
Richtungsgleiche geht. Optisch ausgedriickt: Bei festgehaltenem Modell 
und sich drehenden Polarisatoren bleibt ein schubfreier Punkt bzw. 
die Schubgleiche m = 0 immer dunkel, sie enthiilt jede Richtungsgleiche. 

Die schubfreien Punkte sind in Kap. I, Abschn.6 bereits niiher be
handelt, sie sind "attraktiv, umschlossen" oder "repulsiv, offen". In 
niichster Umgebung eines solchen Punktes Q kann man die Richtungs
gleichen durch ihre Tangenten ersetzen, d. h. die Neigungen auf geraden 
Strahlen durch Q als konstant annehmen, dabei habe die zum Polarisa-

tionswinkel qJ gehOrige Richtungsgleiche die Neigung {3 = arc tg?; = arc tg { 

(vgl. S.32). qJ und {3 sollen gegen dieselbe feste Richtung (x-Achse) 
gemessen werden. Beim geschlossenen Typ wiichst die Neigung mit 
steigendem Strahlwinkel {3; bei einer Drehung der Polarisatoren im 
positiven Sinne (steigendes qJ) dreht sich also die Richtungsgleiche eben-
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falls im positiven Sinne (steigendes {J). Beim offenen Typ verlaufen die 
Drehungen von g; und {J entgegengesetzt: bei einer positiven Drehung 
der Polarisatoren dreht sich die Richtungsgleiche im negativen Sinn. 
Stets entspricht eine Polarisatordrehung urn g; = 90° einer Drehung der 
Richtungsgleichen urn {J = 180°. Naheres tiber die genauere Konstruktion 
der Hauptlinien in der Umgebung von Kreispunkten mit Hilfe von {J 
und g; wird in Kap. VI, Abschn. 9 b behandelt. 

Schubfreie, singulare Linien sind dagegen seltener; ein einfaches 
Beispiel stellt die neutrale Achse eines auf reine Biegung beanspruchten 
geraden Balkens dar. Die Hauptlinien sind Gerade, die parallel und 
senkrecht zu den geraden Randern des Balkens verlaufen; aus dem 
Linienverlauf in der Nahe der Lasteinleitung erkennt man aber sofort, 
daB die Langsgeraden der Zug- und Druckseite zu zwei verschiedenen 
Systemen gehoren, daB also aIle Hauptlinien scharf umknicken, wenn 
sie die neutrale Achse treffen (vgl. Abb. 145, S. 175). 

5. Randbedingungen. 
Die spannungsoptisch einfach zu bestimmende Hauptspannungs

differenz hat am Rand der Modellkorper noch eine besondere Bedeutung. 

Verschwindet am Rand die auBere Belastung (freier Rand), so ist 
das Paar der Hauptlinien senkrecht und parallel zum Rand gerichtet, 
die zum Rand senkrecht gerichtete Hauptspannung (a2 ) verschwindet. 
Der gemessene optische Betrag m am Rand entspricht also der einzig 
vorhandenen, parallel zum Rand wirksamen Hauptspannung (a1 ), es 
ist am freien Rand: 

m = d·K ·a1 . 

An jedem Punkt des freien Randes ist demnach mit der optischen Messung 
von m stets der gesamte Spannungszustand bekannt, man kennt die 
Differenz, die Summe und die Einzelwerte der beiden Hauptspannungen 
(a1 - a2 = a1 + a2 = (1)· 

1st am Rand die auBere Belastung, also die wirksame Randspannung 
vorgegeben, so gilt dasselbe. 1m einfachsten Fall einer reinen Normal
spannung am Rand verschwindet die Schubspannung langs des Randes, 
die Hauptspannungslinien sind also wie am freien Rand gerichtet. Mit 
vorgegebenem a2 ist also auch durch m = d . K . (a1 - ( 2 ) der Wert 
von a1 , d. h. auch der Wert von (a1 +(2) bekannt. Sind dagegen am 
Rand eine bekannte Normal- und eine bekannte Tangentialspannung 
(ax und Txy) wirksam, so folgt die Bestimmung von a1 und a2 aus den 
Grundgleichungen (7) und (8) (S.14) bzw. unmittelbar aus Abb. 72: 

ax cos g; + Txy sin g; = a1 cos g; 

aysing; + Txycosg; = a1 sing;. 
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Bei gegebenem ax und Txu und optisch gemessenem q; folgt aus der 
ersten Gleichung der Wert von a1 =ax+Txu tgq;, dann aus der zweiten 
der Wert von 

~ ". 
Abb. 72. Spannungsverbiiltnisse au 
einem Rand mit gegebener Normal
spannung CJ", und Schubspannung 

Txy· 

au = a1 - Txu ctg q; = ax + Txu (tg q; - ctg q;) 
1 

=ax -2Txu tg2q> , 

also ist dann auch (a1 + (2) = (ax + au) 
und schlieBlich a2 bekannt. Die unmittel
bare Messung von (a1 - ( 2 ) ergibt hierzu 
noch eine einfache Kontrolle der Ergebnisse. 
In Wirklichkeit wird Txu nur in seltenen 
Fallen bekannt sein, wahrend die Normal
spannung - etwa hydrostatisch oder durch 

einen sehr weichen Werkstoff iibertragen - eher genau anzugeben ist. 
Mit bekanntem ax, aber unbekanntem Txu folgt aus den gemessenen 
Werten q; und (a1 -a2): 

0'1 - 0'2 • 2 Txu = - ---2-- sm q; 

0'1 + 0'2 0'1 - 0'2 
--2- = ax - --2- cos 2 q;. 

Fiir q; = 0 ist Txu=O und es ist 

~+~ ~-~ ( --2-=a"---2-' ax =a1 , a2 =aX - a1 -(2 )· 

In allen diesen FallenlaBt sich also aus spannungsoptischenBeobachtungen 
iiberall am Rand der Spannungszustand vollstandig angeben. Damit 
ist die GrundJage fiir die Losung von "Randwertaufgaben" (Kap. IV, 
Abschn. 2 und 3) gegeben. 

IV. Die vollstandige Bestimmung 
des Spannungsfeldes. 

Dieses Kapitel bringt nur eine Ubersicht iiber die verschiedenen 
Moglichkeiten der vollstandigen Spannungsbestimmung. Nahere Einzel
heiten der Auswertetechnik sind in Kap. VI zusammengestellt. 

Aus den Gleichungen des vorigen Abschnittes folgte, daB auf optischem 
Wege meBbar sind: . 

a) 'Oberall im Feld die Werte der Hauptspannungsdifferenz (a1 -(2) 

= K ~ d • m (punktweise oder mit Hilfe der Farb~leichen), 
b) iiberall im Feld die Werte der Hauptachsenneigung q; (punktweise 

oder mit Hilfe der Neigungsgleichen) und damit der Verlauf der Haupt
linien, 
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c) am freien oder bekannt belasteten Rand der vollstandige Span
nungszustand aI' a2 , cpo 

Urn nun iiberall im Feld die vollstandige Spannungsbestimmung 
durchzufiihren, fehlt also mindestens eine weitere BestimmungsgroBe 
zur Erganzung von a) und b). 

1. Verfahren, die auf unmittelbarer Messung von (°1 + (2) beruhen. 
Das alteste und auf verschiedene Art durchfiihrbare Verfahren zur 

vollstandigen Losung ist die unmittelbare Bestimmung der Spannungs
summe S = (al + (2 ) mit Hilfe einer Langenmessung. Hat die ebene 
Scheibe urspriinglich die Dicke d, so erfahrt sie unter der Wirkung der 

H d . D· k .. d S d ft (111 + (12 ) auptspannungen a l un a2 erne lC enan erung u = - .-----pf-

(s. S. 9 und 19). Wie bei der optischen Wirkung (vgl. S. 67) tritt hier 
das Produkt aus Spannung und Dicke auf, so daB der Wert 15 unabhangig 
von etwa urspriinglich vorhandenen UngleichmaBigkeiten in d ist. Der 
Wert von p,jE ist durch einen Eichversuch (Zugstab) bestimmbar, die 
Bestimmung der Hauptspannungssumme ist damit auf die Messung 
einer Dickenanderung zuriickgefiihrt. 

Innerhalb des elastischen Bereiches ist nun aber der Wert von 15 
beschrankt, wenn es sich urn einigermaBen handliche Modellabmessungen 
handelt. Bei Scheiben aus Zelluloid oder Kunstharz kommt hinzu, 
daB wegen der unvollstandigen Durchsichtigkeit die Scheiben fiir 
spannungsoptische Modelle nicht viel dicker als 10 mm sein diirfen. 
Nimmt man eine Scheibenstarke von rd. 10 mm an, so ergibt sich unter 
der Voraussetzung, daB S etwa gleich der Elastizitatsgrenze sein darf: 

S (kg/mm') E/I-' (kglmm') 6 fUr d~lO mm 

7000 30 
1,5 ·10-3mm Glas 3 03·~ 20000 20000 = , 

250 13 
·1O-3 mm Zelluloid 1,3 0,33 "'" 

750 
750 

= 17 

Bakelit 1,7 
290 
0,3 "'" 1000 

15 
1000 = 17 ·1O-3 mm 

1m allgemeinen erreicht 15 nur Bruchteile der angegebenen Werte, 
so daB einer praktisch ausreichenden MeBgenauigkeit (z. B. 3 %) eines 
mittleren Q-Wertes (etwa 4.10-3 mm) eine Ablesegenauigkeit von rd. 
0,0001 mm = 0,1 mp, entspricht. Mehrere Moglichkeiten der Messung 
seien genannt: 

a) Mechanisch. Der bekannte HUGGENBERGER-Dehnungsmesser mit 
doppelter Hebeliibersetzung liefert rd. tausendfache VergroBerung. Ein 
Q-Wert von 0,003 mm entspricht dann 3 mm Ausschlag, davon miiBten 
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rd. 0,1 mm sicher abgelesen werden. Es zeigt sich, daB die Abmessungen 
der Modelle, bzw. die Spannungen groBer sein mussen, damit sie hiermit 
genugend genau gemessen werden konnen. VergroBerung der Hebel
ubersetzung auf etwa 3000 durfte die untere Grenze fur solche Messungen 
darstellen, jedoch treten hierbei bekanntlich schon erhebliche mechanische 
Schwierigkeiten auf. 

b) Mechanisch-optisch. Der erste Querdehnungsmesser fur den vor
liegenden spannungsoptischen Zweck wurde von COKER [0.08] gebaut, 
und zwar ubertrug er die Dickenanderung mechanisch auf die Drehung 
eines kleinen Spiegels. Die Spiegeldrehung kann in bekannter Weise 
uber Fernrohr und Skala oder aber durch die Projektion eines Licht
strahls auf eine Trommel mit lichtempfindlichem Papier meBbar gemacht 
werden. 

c) Mechanisch-interferenzoptisch. Die erforderliche MeBgenauigkeit 
von 0,1 mil- entspricht etwa 1/6 Wellenlange z. B. des gelben Lichtes. 

(Jlas 

Luffspa/l 

Da man bei Interferenzerscheinungen ohne Muhe an
nahernd 1/4 Streifenbreite schat.zen kann, entspricht 
die Genauigkeit von Interferenzmessungen gerade der 
notwendigen GroBe. 

(Jlas 
Bekanntlich lOschen sich zwei Lichtstrahlen aus, 

wenn sie, von derselben Lichtquelle stammend, an 
Abb. 73. Anordnung zwei parallelen Begrenzungs£lachen eines dunnen Luftzur Erzeugung von 

Interferenzen. spaltes gespiegelt werden und dabei schlieBlich einen 

h · d 2k+1 1 f' Ab .. Ganguntersc Ie von --2-11 au welsen ( b. 73). Andert sich die 

Spaltdicke um Aj4, so andert sich der Gangunterschied um Aj2, so daB 
die Strahlen sich addieren, bei Spaltdickenanderung um Aj2 tritt wieder 
AuslOschung ein. Zahlt man wahrend der Spaltanderung die Ver
dunkelungen eines Punktes (d. h. die Zahl der uber den Punkt hinweg 
wandernden dunklen Streifen gleicher Luftspaltdicke), so entspricht 
also n Streifen eine gegenseitige Oberflachenbewegung um nAj2. Bei 
Verwendung streng einfarbigen Lichtes (Na-Dampf) darf dabei der Spalt 
insgesamt mehrere hundert Wellenlangen dick sein, bei weiBem Licht 
sind die Streifen nur bei fast verschwindendem SpaJt (5 Wellenlangen) 
sichtbar. 

Die Querdehnungsmessung nach diesem Verfahren wurde von 
MESNAGER (1901) empfohlen, der auch ein einfaches Gerat beschrieb. 
Eine neue einfache MeBvorrichtung fur spannungsoptische Zwecke 
beschrieb VOSE [5.24]. Die Dickenanderung wird dabei auf die gegen
seitige Bewegung zweier Glasplatten ubertragen, deren Abstands
anderung auf die genannte Weise sichtbar gemacht wird (Kap. VI, 
Abschn. 11). 

d) Interferenzoptisch. Das unter c) genannte Verfahren laBt sich 
auch unmittelbar am Modell anwenden. Erforderlich ist ein ursprunglich 
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streng ebenes Modell (Glas oder MetaIl). Nach TESAR [2.19] benutzt man 
nun die Interferenzstreifen im dunnen Luftspalt zwischen diesem Modell 
und einer zweiten, streng eben geschliffenen Glasplatte zur Messung 
der Dickenanderungen des Modells und damit des Luftspaltes. Wenn 
im unbelasteten Zustand Modell und Platte absolut eben und parallel 
sind und wenn es gelingt, auch im belasteten Zustand die Platte streng 
parallel zur unverwolbt bleibenden Modellmittelebene zu halten, so 
erscheinen unmittelbar die Linien gleicher Dickenanderung (gleicher 
Hauptspannungssumme) als Interferenzlinien. 

Auch die Interferenz zwischen einem an der V orderseite und einem 
an der Ruckseite des Modells gespiegelten Lichtstrahl laBt sich nach 
FABRY [0.13] zur Messung der Dickenanderung verwenden. Hierbei 
handelt es sich aber urn die "optische Dicke", da sich die Wellenlange 
im Modell bei Belastung verandert. Dieses Verfahren wird S. 84 mit 
anderen interferenzoptischen Verfahren geschildert. 

e) Mechanisch-elektrisch. In neuerer Zeit sind Dehnungsmesser 
beschrieben worden, die bei kleiner MeBlange und sehr kleinen MeBlangen
anderungen die auftretenden Bewegungen in elektrische Erscheinungen 
umsetzen (Anderung der Kapazitat, Anderung der Induktion, Anderung 
eines Lichtstromes und damit des Stromes einer photoelektrischen 
Zelle). Die erreichten hohen VergroBerungsfaktoren (bis zu mehreren 
100000) und die Genauigkeit der Ablesung scheinen geeignet, die vor
liegende Aufgabe zu lOsen. Anwendungen derartiger Gerate in der 
Spannungsoptik sind noch nicht bekannt, da sie bisher nur fur Dehnungs
messungen an unmittelbar nebeneinander liegenden Punkten verwendet 
wurden. 

2. Verfahren, die auf den Feldeigenschaften von S = «(}1 + (}2) 

beruhen. 
Die Messung der Hauptspannungssumme S wird durch eine Eigen

schaft von S ermoglicht, die auf del' Differentialgleichung der "Ver
traglichkeitsbedingung" beruht. Nach Gleichung (14) (S. 23) ist 

[j2 8 02 8 
LI S = 0 X2 + 8Y2- = 0, 

d. h. S ist eine Potentialiunktion. Man hat sich in der Mathematik seit 
langem mit den Eigenschaften der Potentiale beschaftigt, zumal sie 
sowohl in der Elektrizitatslehre wie bei der Theorie der idealen reibungs
losen Flussigkeiten (Potentialstromungen) physikalische Anwendungen 
finden. Die fur die vorliegende Aufgabe wichtigen Eigenschaften der 

Potentiale seien im folgenden kurz genannt. :2X~ = _ :2:' bedeutet, daB 

die Krummung der S-Flache (uber der x y-Ebene als Hohe gedeutet) 
in einer Richtung x entgegengesetzt gleich der Krummung in der dazu 
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senkrechten Richtung y ist. Jeder Punkt der Flache hat also "Sattel"

charakter (Abb. 74), seine Hohe entspricht dem Mittelwert der ihn um

gebenden Punkte. Strenger ausgedriickt: Die Hohe jedes Punktes ist 

das Mittel der Hohen aller Punkte, die auf einem kleinen Kreise urn ihn 

herum liegen. In etwas groberer Annaherung gilt auch folgender Zu

sammenhang: Betrachtet man aIle Punkte der Hohe 8 iiber den Schnitt

punkten eines Quadratnetzes in der x y-Ebene, so ist der Wert 8 jedes 

Punktes gleich dem Mittel aus den vier 8-Werten der vier benachbarten 

Netzpunkte (Abb. 75). 

Verbindet man aIle Punkte mit gleichem 8-Wert miteinander durch 

eine Kur::-e in der x y-Ebene, so erhalt man eine "Linie gleichen Poten

tials", "Aquipotentiallinie" oder kurz "Potentiallinie". Entsprechend 

den in diesem Buch sonst verwendeten 

Bezeichnungen sei eine solche Linie kurz 

1 2 3 

~ 5 6 

J 8 .9 

Abb. 74. Sattelcharakter Abb. 75. S, "" 'I. (S, + S, + Abb. 76. StromfluJ3 senkrecht zu den 

derPotentialfunktionen. + S, + S,) "" '/.(S, + S. + Linien konstanten Potentials. 
+ S, + S,). 

als ,,8-Gleiche" bezeichnet. Da 8 der Dickenanderung einer Scheibe 

entspricht, heiBen diese Linien auch "Isopachen" (Linien gleicher Dicke). 

Man denke sich nun aBe 8-Gleichen gezeichnet, die einer regelmaBigen, 

arithmetischen Reihe von 8-Werten entspricht (80,81=80+10,82=80 

+210=81+10,83 =80+310 usw.), so hat man wieder nach Art einer 

Hohenschichtenkarte das gesamte 8-Feld anschaulich dargestellt. 

In einem flachen Trog angesauerten Wassers oder einer Blechscheibe 

aus schlecht leitendem Werkstoff denke man sich nun durch auBere 

spannungsfiihrende Klemmen ein derartiges elektrisches Potential auf

rechterhalten, daB beispielsweise jeder 8-Wert den Wert der elektrischen 

Spannung in Volt gegen Erde darstelle. In dem Trog oder Blech flieBt 

dann - iiberall konstante Leitfahigkeit vorausgesetzt - ein elektrischer 

Strom, des sen Richtung iiberall senkrecht auf den 8-Gleichen steht, 

und der dort am groBten ist, wo die 8-Gleichen am engsten beieinander 

liegen. Der Strom ist verhaltnisgleich dem Spannungsgefalle und ist 

stets mit dem groBten Gefalle, d. h. senkrecht zu den Hohenschicht

linien gerichtet (Abb. 76). Die Dichte der "Stromlinien" ist dabei 

zunachst willkiirlich, sie gewinnt aber einen bestimmten Sinn, wenn man 

von allen Stromlinien nur eine bestimmte Schar zeichnet, und zwar derart, 

das zwischen je zwei Stromlinien dieselbe bestimmte Strommenge i 

flieBt. Die Dichte der StromIinien ist dann unmittelbar ein MaB fUr 

die Stromstarke, und zwar 1st diese Stromstarke umgekehrt proportional 
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dem gegenseitigen Abstand zweier benachbarter Stromlinien. Anderer
seits ist aber der StromfluB auch umgekehrt proportional dem Abstand 
der Potentiallinien. 1m Feld werden also stets Stromlinien und Potential
linien in gleichem MaB enger oder weiter, das aus den beiden Linien
scharen gebildete Maschennetz hat an jedem Ort dasselbe VerhiiJtnis 
Maschenbreite zu Maschenlange. Als Sonderfall laBt sich ein Netz 
zeichnen, dessen Maschen uberall im Mittel quadratisch sind, bei denen 
also uberall die mittlere Maschenbreite gleich der mittleren Maschen
lange ist. Ein strenges Quadratnetz wird selbstverstandlich nur bei 
unendlich feinmaschiger Einteilung erreicht, die man bei entsprechend 
starker VergroBerung betrachten muB; bei endlicher Teilung uberlagert 
sich stets die Krummung der einzelnen Linienelemente. 

Die Eigenschaft des quadratischen Netzes im 
unendlich Kleinen ist allen Potentialnetzen und nur 

Abb.77. Potential der Form 
S ~ C, + C, x + C, y. 

Abb.78. Potential der Form 
S ~ C, + C,(x + y) + C, xy. 

Abb. 79. Hyperbolische 
Aquipotentialliuien von 

Abb.78. 

diesen eigentumlich. Sie liegt beispielsweise im allgemeinen Feld der 
Hauptspannungslinien nicht vor (vgl. etwa Abb. 150 oder 156). Nur eine 
besondere Klasse von Spannungszustanden liefert ein Hauptliniennetz, 
das einem Potentialnetz entspricht, wie bereits S. 31 kurz erwahnt wurde. 

In einem Maschennetz mit quadratischer Feinstteilung ist die eine 
Linienschar (Stromlinien) in keiner Weise vor der anderen (Potential
linien) ausgezeichnet, es ist also moglich, den Sinn der beiden Linien 
zu vertauschen und nun die Stromlinien als Potentiallinien und umge
kehrt aufzufassen. Man erhalt also fUr ein zweites, ganz anderes Poten
tialproblem genau dasselbe Maschennetz. 

Die hier wichtigste Tatsache der Potentialtheorie ist nun folgende: 
Das Bild des Potentialnetzes und samtliche Potentialwerte in einem 
begrenzten Bereich sind vollstandig bestimmt, wenn auf dem ganzen 
Rand des Bereiches die Potentialwerte gegeben sind. Sind beispielsweise 
auf dem Rand die Werte von 8 nach Abb. 77 gegeben (83-81 = 8 4-82), 

so folgt fUr die Potentialwerte im Inneren des Bereichs, daB sie der durch 
die geraden Rander gegebenen Ebene E entsprechen, es ist 8 = 81 

+ (82-8Il ; + (83-81 ) -zY. Ein anderes Beispiel: Fur die Randwerte 
1 2 

des Potentials nach Abb. 78 (81 = 8 4, 8 2 = 83 ) ergibt sich eine Potential-
£lache, die aus lauter Geraden gebildet wird. Die Aquipotentiallinien 
sind Hyperbeln, Abb. 79. Die zu diesem Beispiel gehorigen Stromlinien 
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sind ebenfalls Hyperbeln, die unter entsprechender Anderung der Rand
bedingungen ebenso als Potentiallinien aufgefaBt werden konnen. 

Die Aufgabe, die Potentialwerte im Feld aus den gegebenen Rand
bedingungen zu ermitteln, ist nun gerade die Aufgabe zur Vervollstandi
gung des spannungsoptisch gewonnenen Bildes. Nach S. 72 sind im 
allgemeinen die Randwerte der Funktion S = 0"1 + 0"2 einfach bestimmbar 
(Singularitaten infolge einer Einzellast werden in Kap. VIII, Abschn. 7 
gesondert behandelt), wahrend im Feld die Potentialgleichung .,18 =0 
gilt. Die Hauptspannungssumme ergibt sich also unmittelbar als Poten
tial mit gegebenen Randwerten. 

Sieht man von den mehr theoretisch-mathematischen Moglichkeiten 
ab, den Wert eines Potentials in einem Punkt bei gegebenen Potential
werten am Rand zu bestimmen, so interessieren fiir das vorliegende 
Problem vor allem solche Verfahren, die entweder mit moglichst wenig 
Mitteln oder mit moglichst wenig Zeitaufwand ein Bild des gesamten 
Potentialfeldes vermitteln. Vber die bisher praktisch verwendeten 
Verfahren wird im folgenden ein kurzer "Oberblick gegeben. 

a) Elektrisches Potential. Von der Verwendung einer hydrodynami
schen Potentialstromung muB man im allgemeinen absehen, da die wirk
lichen Fliissigkeiten innere Reibung aufweisen und den Potentialgesetzen 
nur angenahert gehorchen. Praktisch streng erfiillt wird jedoch die 
Potentialgleichung vom elektrischen Feld in einem scheibenformigen 
schlechten Leiter, beispielsweise einem sehr flachen elektrolytischen 
Trog oder einem sorgfaltig hergestellten ebenen Blech aus einem hoch
ohmigen Stoff. Die Aufgabe besteht also darin, zunachst die aus der 
Messung gegebenen Randwerte von 8 auf einer geometrisch ahnlichen 
Randlinie des Leiters als elektrische Spannungswerte herzustellen (der 
MaBstab der Langen und Spannungen ist dabei vollig willkiirlich) und 
dann die Spannungshohen in jedem Punkt des Feldes zu messen. Zur 
LOsung beider Aufgaben sind Vorrichtungen beschrieben worden (vgl. 
Kap. VI, Abschn. 12a). 

b) Seifenhautgleichnis. Die gegebene Potentialaufgabe laBt sich 
auBerdem durch folgendes Seifenhautgleichnis 16sen (Vorschlag DEN 

HARTOG [1.11]). Eine allseitig mit gleicher Spannung gespannte Haut 
(Seifenhaut) nimmt bei geringer Hautkriimmung eine Form an, die der 
"Minimalflache", d. h. einer Flache mit der Gleichung .,1 h=O entspricht 
(h ist die Rohe eines Hautpunktes iiber einer festen xy-Ebene). Stellt 
man also aus festem Stoff (Holz, Blech) eine Randfigur her, die dem 
geometrischen UmriB des betrachteten ebenen Modells entspricht und 
die in jedem Randpunkt die durch die Randwerte 8 vorgegebene Hohe h 
hat, so nimmt eine iiber diese feste raumIiche Randkurve gelegte Haut 
konstanter Flachenspannung die Form der Potentialflache 8 an. Die 
beiden Voraussetzungen, namIich die allseitig gleichformige Spannung 
(Oberflachenspannung einer Seifen16sung), die beispielsweise nicht bei 
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einer nur in einer Langsrichtung gezogenen Gummimembran vorliegt, 
und die geringe Krummung, die also eine angenahert ebene Hautflache 
erfordert, sind wichtig fUr die Versuchsgenauigkeit. Der HohenmaBstab 
des Randes muB zur Erfullung der zweiten Bedingung gering gewahlt 
werden, die Haut kann aus SeifenlOsung oder aus einer vorher allseitig 
gleichformig gedehnten dunnen Gummihaut bestehen (Kap. VI, 
Abschn. 12b). 

c) Graphische Losung. Das Potentialfeld der Spannungssumme S 
bei gegebenen Randwerten laBt sich auch auf graphischem Wege ermitteln, 
namlich durch Konstruktion der S·Gleichen aus den allgemeinen Dif· 
ferentialgleichungen des Spannungsfeldes. 

Eine Moglichkeit hierzu entwickelte NEUBER [3.15]. Die Differential
gleichungen des Spannungsfeldes erlauben, die Richtung der S-Gleichen 
in jedem Punkt als Funktion anderer, spannungsoptisch bekannter 
GroBen auszudrucken. Nach dem NEUBERschen Verfahren ermittelt 
man die Richtung der S-Gleichen in einem Punkt graphisch aus ge
gebenen Richtungen und Abstanden. Fuhrt man diese Konstruktion in 
genugend vielen Punkten durch, so erhalt man dasFeld der Neigungen 
der S-Gleichen. Die S-Gleichen selbst folgen hieraus graphisch, ebenso 
wie die Hauptspannungslinien aus dem Feld der Hauptspannungs
neigungen. Die Zeichnung der Kurvenschar aus einem Richtungsfeld 
entspricht dabei einer Integration (Kap. VI, Abschn. 13). 

Es sei hier erwahnt, daB man das Bild der S-Gleichen aus den gege
benen Randwerten bei einiger Erfahrung auch etwa abschatzen kann. 
Hat man das Bild nur ungefahr entworfen, so ist eine systematische 
Verbesserung unter Berucksichtigung der notwendigen Quadrateigen
schaft des Netzes moglich und fUhrt unter Umstanden schnell zu einem 
brauchbaren Ergebnis. 

3. Verfahren der Integrationvon bekannten Randpunkten her. 
Die Differentialgleichungen des Spannungsfeldes ermoglichen weitere 

Verfahren, vom Rand her auf verschiedenen Wegen zu den einzelnen 
Spannungswerten zu gelangen. Zur Verfugung stehen die Gleichgewichts
bedingungen, die sowohl in den kartesischen Koordinaten x und y als 
in den krummlinigen Koordinaten der Hauptlinien abgeleitet wurden. 

a) Kartesische Koordinaten. Die Gleichgewichtsbedingungen in einem 
kartesischen Koordinatennetz lauten [Gleichung (9) S. 18] 

also ist 

'" 
a -a - -dx J a. 
",- "'Rand oy . 

Rand 
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Nach Gleichung (6 b) (S. 15) ist 

a1 -a2 • 2m. 
i xy = i<[J = ---2-- sm 'P, 

dabei ist ([> der Winkel zwischen x-Achse und der Hauptachse I; mit 
bekannter Hauptspannungsdifferenz und bekannter Hauptspannungs
neigung ([> ist also der Wert VOn i xy in jedem Punkt des Feldes bekannt. 

Grundsatzlich lassen sich hieraus in jedem Punkt die Werte ~: und -~~ 
ermitteln, woraus man durch Integration nach x bzw. y vom bekannten 
Rand her die Werte ax und ay erhalt. Die Genauigkeit der zunachst 
notwendigen Differentiation versuchsmaBig gegebener Werte ist bekannt
lich gering und wachst auch nicht mit wachsender Zahl VOn MeBpunkten, 
d. h. geringer werdendem gegenseitigem Abstand der Punkte. Eine 

A 

praktische Verwendung dieser For
mel ist also nicht sehr empfehlens
wert. 

b) Hauptspannungslinien. Zur 
Integration besser geeignet erschei
nendie Gleichgewichtsbedingungen, 
bezogen auf das Netz der Haupt

Abb.80. Dreieckiges Element, gebildet aus spannungslinien, allerdings setzen 
Richtungsgieiche und Hauptlinien. 

sie voraus, daB die Gestalt der Farb-
gleichen und Richtungsgleichen genugend genau bestimmt werden 
konnte. Die praktische Durchfiihrung des Verfahrens wurde VOn 
FILON [I8J angegeben. 

. oa a -a 
Aus GlelChung (I5b) (S. 28): ~. = __ 1_2. folgt, daB neben der 

u81 !!2 
spannungsoptisch leicht und genau zu messenden Hauptspannungs
differenz die Krummung der Hauptspannungslinien II zunachst ermittelt 
werden muB, wenn man die Integration langs der Linie I vomehmen 
will. Fur die praktische Durchfuhrung ist es zweckmaBiger, die Glei
chungen fur endliche Elemente ,1 81 und ,182 in folgender Form zu 
schreiben [vgl. Gleichung (I5c)]: 

oder 

(33a) 

Die Bedeutung der GroBen geht aus Abb.80 hervor. Die Formel gilt 
fur Fortschreiten von Punkt A zu Punkt B. Fur den Schritt von A nach 
C gilt ebenso: 

(33b) 

Zur schrittweisen Integration langs jeder Hauptlinie verwendet man 
demnach die spannungsoptisch gewonnenen Werte (a1 - ( 2 ) und die 
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Gro.Ben Lls, die aus dem spallllUngsoptisch aufgenommenen Liniennetz 
abgemessen werden k6nnen. Man beachte, daB die beiden Spannungs
spriinge Ll (1 gleiches Vorzeichen aufweisen, es wachsen oder fallen in 
einem Punkt also sowohl (11 als (12' wenn man auf den zugehorigen Haupt
linien im gleichen q?-Sinne vorwarts schreitet, dabei ist 

L1 a1 = L1 81 • L1 82 = ( L1 81 ) 2 • 
L1 a 2 L1 8 2 • L1 81 L1 82 

Uber verschiedene Moglichkeiten der Verwendung dieser Formel wird 
in Kap. VI, Abschn.14 berichtet. 

c) Hauptschublinien. Bei ungiinstigem flachem Schnitt der be
treffenden Kurven kann es auch gelegentlich zweckmaBiger erscheinen, 
die Integration nicht auf den Hauptspannungslinien, sondern auf den 
hiergegen urn 45° geneigten Hauptschublinien fortschreiten zu lassen. 

gsgleiche rp+t1rp 
Rich/un 

. htungsgJeiche rp 
RIC 

Abb. 81. Dreieckiges Element, gebildet aus 
Richtnngsgleiche und Hauptschublinien. 

I/{]{jplfiflle 2 

Abb.82. Linienelemente v und w zur schritt
weisen Integration nach FOPPL. 

Die zugehorigen Gleichungen [Gleichung (16), S. 30] hat FOPPL [31] zur 
Auswertung in folgende Form gebracht: 

Ll1 ((11 + (12) = Ll2 ((11 - (12)· ~ :1 - 2 ((11 - (12) Llq?, 
2 

dabei sind Ll t1 und Ll t2 Linienelemente auf den beiden Hauptschublinien 1 
und 2, der Sprung Ll1 bezieht sich aufeinen Schritt von A nach B (Abb. 81), 
wahrend Ll2 dem Schritt A C entspricht. 

d) Auf Linienelementen ganz anderer Art kann man nach einem 
Vorschlag von FOPPL fortschreiten. Der Winkel zwischen der Richtungs
gleichen u und der Hauptlinie I sei mit 1jJ bezeichnet, derselbe Winkel1jJ 
sei von der Richtung II aus beiderseits angetragen (v- und w-Richtung, 
Abb. 82). Aus Gleichung (15c) (S. 29) folgt nach einfacher UInfor-
mung: 
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Die ersten beiden Summanden konnen zu 0 ((1~ ~ (12) , die zweiten beiden 
-0 ((11 - (12) 

zu ow zusammengefaBt werden, der letzte Klammerausdruck, zu 
ocp 
8U zusammengefaBt, muB verschwinden, da cp langs der Richtungs-

gleichen (u) konstant ist. Das SchluBergebnis 

0((11 + (12) _ 0((11- (12) 
-0V--- ow 

bedeutet, daB man in der v-Richtung schrittweise (LJ v) fortschreitend die 
Spannungssumme erhalt, wenn man die Spannungsdifferenz und ihre 
Anderung in der w-Richtung ermittelt hat. Praktische Erfahrungen mit 
diesem Verfahren stehen zur Zeit noch aus. 

Schwierigkeiten, die bei allen schrittweisen Integrationen in der 
Nahe von singularen Punkten auftreten, konnen durch Uberlagerung 
anderer, bekannter Spannungen vermieden werden (vgl. Kap. VI, 
Abschn. 14). 

Eine jede derartige Integration setzt einen bekannten Anfangspunkt 
(z. B. freien Randpunkt) voraus, so daB unter Umstanden ein solcher 
Punkt zu diesem Zweck kunstlich geschaffen werden muB. Das ist 
immer dadurch moglich, daB man an einer sonst unwesentlichen Stelle 
ein Loch in das Modell bohrt, so daB man einen freien Lochrand mit 
einer ganzen Reihe von Aufangspunkten erhiiJt. Die Bohrung kleiner 
Locher bietet eine weitere im folgenden beschriebene Losungsmoglichkeit. 

4. Verfahren des punktweisen Anbohrens. 
Bohrt man in ein unter Spannungen stehendes ebenes Modell kleine 

runde Locher, so konnen bei entsprechenden Abmessungen ihre StOr
bereiche so klein sein, daB man ihre Wirkung auf das Gesamtfeld praktisch 
vernachlassigen darf. Unter dieser Voraussetzung, die nattirlich in jedem 
Fall erst geprtift werden muB, laBt sich folgende Uberlegung anstellen 
(Vorschlag TESAR). In erster Naherung verhalt sich die unmittelbare 
Umgebung eines kleinen Loches im Modell ebenso wie die Umgebung 
eines Loches in einer unendlich groBen, uberall gleichartig bean
spruchten Ebene. Insbesondere sind die Randspannungen am freien 
Lochrand im Modellfall und im Fall der unendlichen Ebene praktisch 
dieselben. Die spannungsoptische Messung dieser Randspannungen 
erlaubt einen SchluB auf den Spannungszustand, der am Ort des kleinen 
Loches herrschen wurde, wenn das Loch nicht vorhanden ware. 

1m Fall des kreisrunden Loches in der unendlichen Scheibe mit dem 
gleichformigen Spannungszustand aI' a2 gilt am Rand (Abb.83) 

in Punkt A : Langsspannung a A = 3 al - a 2 

und in Punkt B: 
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umgekehrt also 
3aA +aB 

a l = 8 

3 aB + aA 
a2 = 8 

Entsprechend kann man aus den im Modell gemessenen Lochrand
spannungen a A und a B auf einen am Ort des Lochmittelpunktes urspriing
lich vorhandenen Spannungszustand aI' a2 nach denselben Formeln 
schlieBen. In Wirklichkeit sind in ~ 

~ 
§ 
l} 
.;is 

den meisten Modellen die Span
nungen von Ort zu Ort so verander
lich, daB die angegebenen Glei
chungen nur in Annaherung gelten, 
ebenso wirkt die Storung durch ein 
Loch auch auf den gesamten Zu
stand ein. Man wird dieses Verfahren 

Oi 
Abb.83. Umgebung eines Kreisiochesimgieich

f6rmigen ebenen Spannungszustand 0'1, 0'2' 

~ 
go; ---------------------
ZlIg 

L~gSsPuMII~------------

1 
Locnrfmd 

Abb.84. Stiirspannungen in der Umgebung 
eines Kreisloches. 

3 

also nur in Sonderfallen und nur in groBen Modellen anwenden, man ist 
auBerdem auf die Dntersuchung einiger nicht zu dicht beieinander 
liegender Punkte beschrankt. Andererseits gibt es Probleme mit un
bekannten Randbedingungen (eingespannte Bleche), fUr die sich das 
Verfahren ausgezeichnet eignet. Es hat den Vorteil, auch in gebeulten 
Blechen noch verwendbar zu sein. Dm die Gri::iBenordnung der Fern
wirkung der Lochsti::irung anschaulich zu machen, sind in Abb. 84 die 
Gri::iBen der Sti::irspannungen im Schnitt Aa und Bb aufgetragen, wie sie 
im Felde des einfachen einachsigen Zuges a l auftreten. Die "Storspan
nungen" sind die infolge des Loches zusatzlich zum urspriinglichen 
Zustand hinzukommenden Langs- und Querspannungen (Kap. VI, 
Abschn. 15.) 

5. Einzelmessung von (Jl und (J2 mittels Interferenzerscheinungen. 
Bei der Aufteilung des Lichtes in zwei Komponenten, deren Polarisa

tionsebenen zu den beiden Hauptspannungsrichtungen parallel sind, 
6* 
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erfahren diese beiden Komponenten Verzogerungen, die sieh naeh 
Gleiehung (31b), S.68 sehreiben lassen: 

d 
m 1 = Mo-M1 = "~, (a (11 + b (12) = d (a*(11 + b*(12) , 

Co A 

m2 = Mo - M2 = d (b* (11 + a* (11)· 

Die Messung der beiden Einzelwerte m1 und m 2 erlaubt also die Bestim
mung der beiden Einzelwerte (11 und (12' wenn a* und b* (etwa aus einem 
Eiehversueh) bekannt sind. Die Mogliehkeit dieser Messung sprach zuerst 
COKER aus (allerdings mit der Vermutung b* = 0); das auf dieser Grund
lage entwickelte Verfahren stammt von FAVRE [20]. Hierbei wird 
ein polarisierter Liehtstrahl, des sen Polarisationsebene mit einer Haupt
aehse des untersuchten Modellpunktes iibereinstimmt, in zwei Teile 
geteilt, von denen einer das Modell, der andere einen MeBkorper durch
strahlt. Die Wiedervereinigung der beiden Strahlen ergibt Interferenz
erscheinungen, die sich bei der Belastung des Modells verandern. Man 
zahlt die hierbei erseheinenden Verdunkelungen, d. h. den Wert m, oder 
macht sie durch entsprechende meBbare Veranderungen des MeBkorpers 
riiekgangig; dasselbe wiederholt man mit einem Lichtstrahl, dessen Polari
sationsebene der zweiten Hauptspannung entsprieht. Die Messung 
erfordert ein umfangreiches und empfindliches Gerat (Interferometer), 
das in Kap.V, Abschn. 10 skizziert ist. 

FABRY gab die Anregung zu einem MeBverfahren auf derselben 
Grundlage, aber ohne MeBkorper [0.13]. Beobachtet wird hiernach die 
Interferenz zwischen dem an der Vorderseite und dem an der Riickseite 
des Modells gespiegelten Lichtstrahl, das Modell solI daher beiderseits 
halb durchlassig versilbert werden. Der Strahlengang gestattet, die 
Veranderung der "optischen Dicke", d. h. den Wert m1 oder m2, unmittel
bar durch Interferenzveranderung sichtbar zu machen. Die wirksame 
VerschiebungsgroBe entspricht dem doppelten Betrag von mi wegen der 
doppelten Durcheilung des Modells. Beleuchtet man das zunaehst unbe
lastete Modell senkrecht, so sieht man im reflektierten Licht Interferenz
linien gleicher Modelldicke, dabei muB allerdings das Modell sehr gute, 
am besten geschliffene Oberflachen aufweisen, und wegen der verhaltnis
maBig groBen Entfernung zwischen den beiden Oberflachen muB streng 
einfarbiges Licht verwendet werden. Andert sich die optische Modell
dicke durch Belastung, so verandert sich das Linienbild, und zwar ist 
an jedem Punkt die Zahl der durchwandernden Linien gleich der Anderung 
von M. Weil bei Belastung der Werkstoff doppelbreehend wird, sieht 
man bei Verwendung von unpolarisiertem Licht gleichzeitig die Wir
kungen m1 und m 2, d. h. das Liniensystem zerfallt in zwei Systeme, von 
denen das eine dem Wert ml> das andere dem Wert m2 entspricht. Be
leuchtet man dagegen jeden Punkt mit einem Licht, das in einer Haupt
richtung dieses Punktes polarisiert ist, so wird auch nur der m-Wert 
dieser einen Richtung wirksam. Die geringe GroBe von m bei Glas setzt 
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der Messung besondere Schwierigkeiten entgegen, umgekehrt weisen die 
Werkstoffe mit hohen erreichbaren m-Werten im allgemeinen nicht die 
erforderliche optisch ebene Obecllache auf, Ergebnisse nach diesem Ver
fahren sind daher bisher nicht bekannt. 

SchlieBlich sei ein Veclahren von TANK erwahnt [6.22], nach dem 
es moglich ist, auch die Hauptspannungssumme inteclerometrisch zu 
bestimmen. Setzt man die beiden Komponenten J~' und J~' [nach 
Gleichung (26), S.50] zu einer linearen Schwingung unter der Neigung 
nm zusammen, so hat diese Schwingung eine absolute Phasenverzoge
rung A (ml + m2)/2 gegenuber einem Strahl durch denselben Punkt bei 
unbelastetem Modell. Inteclerometrische Messung dieser absoluten Pha
senverzogerung ergibt demnach den Wert (ml + m2), der verhaltnis
gleich zur Hauptspannungssumme ist. 

6. Abschatzungen. 
Nach der Aufzahlung der bisher entwickelten Veclahren der voll

standigen Auswertung sei nochmals darauf hingewiesen, daB in vielen 
Fallen die strenge Durchfiihrung derartiger Messungen entbehrlich ist, 
wenn nicht besondere Anforderungen an die Genauigkeit und Vollstandig
keit der Ergebnisse gestellt werden. Das gilt insbesondere am Rand und 
in seiner Nahe sowie in allen Korpern, bei denen die Beanspruchung in 
einer Richtung wesentlich groBer ist als in der anderen. 

Gelegentlich laBt sich das Ergebnis auch noch durch uberschlagliche 
Gesamtabschatzungen verbessern. Eine Anregung von FROOHT [8.12] 
in dieser Richtung fur die Symmetrieschnitte von stabformigen Korpern 
mit Kerben oder Lochern wird in Kap. VIII, Abschn. 16 naher erlautert. 

V. Gerate. 
1. Lichtquellen. 

Fur Versuche bei einfarbigem Licht mit bestimmter bekannter Wellen
lange sind Dampflampen stets die besten Lichtquellen, insbesondere die 
im Handel erhaltlichen Quecksilber- und Natriumdampflampen. Queck
silberdampflampen haben im allgemeinen eine hohere Leuchtkraft und 
sind daher auch fur Projektion auf kleinere Entfernung sowie fur photo
graphische Zwecke geeignet, wahrend die handelsublichen Natrium
lampen hierzu nur knapp ausreichen. Diese kleinen handlichen Lampen 
sind andererseits fur unmittelbare Beobachtungen besonders empfehlens
wert. 

Oft ist nun fur spannungsoptische Zwecke zwar ein annahernd ein
farbiges Licht notwendig, bei dem aber die strenge Kenntnis der Wellen
lange entbehrlich ist. Das ist z. B. immer dann der Fall, wenn durch eine 
Eichung unmittelbar der Zusammenhang zwischen der Wellenlangenzahl 
und den Spannungswerten hergestellt wird. Die Einschaltung eines 
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Farbfilters in einen ursprunglich weiBen Lichtstrahl ist in diesen Fallen 
vollig ausreichend. Ais weiBe Lichtquelle hoher Leuchtkraft dient meistens 
die gewohnliche Kohlebogenlampe, es sei hier aber besonders auf die 
Punktlichtlampen (Osram) hingewiesen, die vor der Bogenlampe den 
Vorteil des unbeweglich feststehenden Leuchtpunktes haben, so daB man 
sich wahrend der Messungen nie um Lampeneinstellung, Uhrwerks. 
kontrolle oder Kohlenwechsel kummern muB. Zu den Punktlichtlampen 
werden verschiedene Gehause verkauft. Am vielseitigsten verwendbar 
sind die kugeligen Gehause, die nach verschiedenen Richtungen und in 
ihrer Rohe verstellbar auf einem Stander befestigt sind (vgl. Abb. 116, 
S. 110). Lediglich fur GroBtprojektion, etwa in Vortragssalen, reicht die 
Lichtstarke der Punktlichtlampen nicht aus. Bei geringem Lichtbedarf 
kann selbstverstandlich jede beliebige Lampe als Lichtquelle dienen. 

Fur viele Zwecke ist gerade weiBes Licht erwunscht; die einfache 
Einschaltung etwa eines dunklen OrangefiIters gibt fur das Auge einen 
Eindruck, der der Wirkung des Natriumlichtes durchaus nahekommt. 
Andere Filterfarben sind wegen der vorwiegenden Gelbempfindlichkeit 
des menschlichen Auges im allgemeinen fur die Betrachtung ungunstiger, 
fur photographische Zwecke kann aber auch eine Elau- oder Violett
filterung nutzlich sein (vgl. S. 127). 

2. Polarisatoren. 
Ais Polarisatoren und Analysatoren fur spannungsoptische Messungen 

eignen sich drei grundsatzlich verschiedene Einrichtungen, die auf Spiege
lung, Doppelbrechung und Dichroismus beruhen. 

Lol a) Polarisation durch Spiegelung. Bei schrager 

(JIlls 

Spiegelung des Lichtes an glanzenden Ober
flachen, die gleichzeitig auch lichtdurchlassig 
sind (Glas, Lack usw.), erfolgt eine Polarisation 
des Lichtes, die bei einem bestimmten Reflexions
winkel sogar vollstandig sein kann, d. h. das 

Abb. 85. Polarisation fl k . L' h h 1 h" . 
dnrch Spiegelung, tg i ~ n. re e tlerte lC tent a t nur noc eme emzlge 

Schwingungsrichtung. Die yom einfallenden 
Strahl und dem Lot auf der Spiegelflache gebildete Ebene ist dabei 
die "Polarisationsebene", der Lichtvektor schwingt also in Abb.85 nach 
der Spiegelung nur noch senkrecht zur Zeichenebene. Der Winkel dieser 
vollkommenen Polarisation ist der "BREWSTERsche Winkel" i, es ist 
tg i = n (n = Brechungsindex, bei Glas etwa n = 1,5, i = 56°). 

Zwei Moglichkeiten der Rerstellung polarisierten Lichtes bestehen 
nun darin, daB man entweder nach einer Spiegelung unter dem BREWSTER
schen Winkel das gespiegelte Licht verwendet, oder daB man mittels 
der Durchstrahlung eines Satzes von mehreren parallelen Glasplatten 
immer weitere Anteile polarisierten Lichtes herausspiegeln laBt, bis das 
schlieBlich durchtretende Licht ziemlich frei von der gespiegelten Kom-
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ponente, d. h. ebenfalls praktisch linear polarisiert ist. (Selbstverstand
lich stehen die Polarisationsebene des gespiegelten und des durchfallen
den Lichtes senkrecht aufeinander.) Zur Erzeugung eines guten gleich
formigen Lichtstrahles mussen moglichst geschliffene Platten verwendet 
werden. Die Verwendung des einmal gespiegelten Strahles setzt wegen 
der geringen Ausbeute eine starke Lichtquelle voraus, andererseits wird 
aber auch die Lichtstarke des durchfallenden Strahles mit steigender 
Glasplattenzahl immer geringer. Empfohlen wird entweder schwarzes 
Glas fiir einmalige Spiegelung (zum Zwecke der Absorption der unver
wendeten eindringenden Lichtkomponente) oder ein Satz von etwa 
8 Glasplatten zur Verwendung des durchfallenden Lichtes. Hinter 
8 Platten ist allerdings noch ein fuhlbarer Antell (rd. 20% des durchfallen
den Lichtes) wie der gespiegelte Teil polarisiert, aber auch nach 16 Platten 
betragt dieser Anteil immer noch 12 %. Es sei betont, daB die Spiegelung 
an blanken Metallflachen keine Polarisation 
bewirkt, auch ein Metallspiegel mit diinner 
Lackschutzschicht ergibt keinen fur die vor
liegenden Zwecke brauchbaren LichtstrahI. 

b) Polarisation durch Doppelbrechnng. In ~(;/'~IlS~~~~~~~~ 
jedem doppelbrechenden Kristall zerteilt sich 
eingestrahltes Licht in zwei polarisierte Strah
len, deren Polarisationsebenen senkrecht auf
einander stehen ("ordentlicher" und "auBer
ordentlicher" Strahl). Gelingt es, die beiden 

Abb. 86. Totale Reflexion, 
sin'P = lin. 

Strahlen voneinander zu trennen und einen von ihnen fortzulenken, so 
bleibt ein rein linear polarisierter Lichtstrahl ubrig. Hiervon wird bei 
den Kristallpolarisatoren (Nikolprisma, Ahrensprisma) Gebrauch gemacht. 
Da die beiden Strahlkomponenten imKristall verschiedeneLichtgeschwin
digkeit, d. h. verschiedene Brechungsindizes haben, liegt der Grenzwinkel 
der "totalenReflexion"l fiirdie beiden Strahlen bei verschiedenen Werten. 
AuBerdem kann man durch Neigung der zuerst getroffenen Kristall
vorderflache die beiden Strahlen schon unter verschiedenen Richtungen 
den Kristall durcheilen lassen. Wird also ein Kristallprisma (z. B. 
Kalkspat) entsprechend geschnitten, so kann man es so einrichten, daB 
an der Kristallriickseite der eine der beiden Strahlen gerade noch voll
standig gespiegelt wird, wahrend der andere aus dem Prisma heraustritt. 
Das Licht zerteilt sich so in zwei Strahlen, die das Prisma unter ganz 
verschiedenen Winkeln verlassen. Verbindet man zwei Prismen durch 
geeigneten Lack miteinander, so laBt sich auch ein polarisierter Strahl 
erzeugen, der die Richtung des einfallenden Strahles beibehalt. 

1 Man versteht hierunter den (inneren) Einfallswinkel i (Abb.86), von dem 
an der Strahl die freie Oberflache von innen nach auBen nicht mehr durchdringt, 
sondern vollstandig gespiegelt wird; es ist sin 'If' = lin, bei GIas also etwa 'If' = 42°. 
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Die GroBe der natiirlichen Kristalle ist beschrankt und der Preis 
einzelner groBerer Kristalle ist entsprechend hoch. Will man also eine 
groBere Modellflache gleichzeitig durchstrahlen, so sind im allgemeinen 
Linsen notig, die das Licht vor und hinter dem Kristall zusammenfassen 
bzw. zerstreuen. Gewohnlich reichen dann Kristalle von etwa 10 mm 
Durchmesser aus. Das Licht wird in den Prismen nur gebrochen, nicht 
absorbiert, daher ist auch eine hohere Lichtkonzentration zulassig, ohne 
daB sich die Prismen gefahrlich erwarmen. Es ist lediglich notwendig, 
darauf zu achten, daB die Fassung der Prismen (haufig Wachs) vor 
starkerer Warmestrahlung geschiitzt wird. Kuhlung des Strahles mit 
Hilfe eines vorgeschalteten WassergefaBes ist also im allgemeinen emp
fehlenswert. 

Nur in seltenen Fallen reicht ein dunner gerader Strahl zur Durch
fuhrung einer Messung aus, es ist vielmehr meistens ein gewisser Winkel
bereich e notwendig, um die erforderliche Flache auszuleuchten (Abb. 87). 

Abb.87. Verwendbarer Winkelbereich 
eines Polarisators. 

Selbstverstandlich ist der ver-
wend bare Bereich begrenzt, so
wohl durch die Prismenabmes
sungen an sich als auch dadurch, 
daB gewisse Grenzwinkel (Total
reflexion!) nicht iiberschritten 
werden durfen. Praktisch zeigt 

sich, daB Z. B. bei einem Ahrensprisma etwa ein Betrag e ~ 10 bis 12° 
unbedenklich fur MeBzwecke verwendet werden kann. Beim Entwurf der 
optischen Einrichtung ist hierauf besonders Rucksicht zu nehmen. 

Einzelne dieser doppelbrechenden Kristalle haben die weitere Eigen
schaft, daB sie den einen der beiden Strahlen stark absorbieren, wahrend 
der andere ziemlich ungestOrt durchgelassen wird, dieser "Dichroismus" 
ist Z. B. bei Turmalin besonders ausgepragt. Kristalle dieser Eigenschaft 
wirken also unmittelbar als "Polarisationsfilter". Mit der Entdeckung 
von Kristallen, die schon in sehr geringer Dicke eine hinreichende Absorp
tion der einen Komponente aufweisen, ergab sich die dritte Moglichkeit 
der Polarisa torenherstellung. 

c) Polarisationsfilter. Das Perjodid des Chininsulfats ("Herapathit") hat 
die Eigenschaft, doppelbrechend zu sein und eine der beiden Lichtkompo
nenten stark zu absorbieren. Dieser Dichroismus des Herapathits1 er
moglicht seit einigen Jahren die Herstellung dunner Filter, die eine fast 
vollstandige Polarisation beliebig groBer Lichtbundel gestatten. In 
Deutschland sind sie unter dem Namen "Herotar" oder "Bernotar" 
(Hersteller Zeiss, Jena) im Handel erhaltlich, praktisch dieselben Eigen
schaften haben die amerikanischen "Polaroid"- und die Kodak-"Pola". 
Filter. Es handelt sich entweder urn eine dunne Schicht Einbettungs. 

1 Erstmals beschrieben von HERAPATH: Phil. Mag. 1852. 
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mittel, z. B. Gelatine, die zwischen Glas- oder Zelluloidschutzplatten 
liegt und in die die Herapathitkristalle eingebettet sind (durch beson
dere Verfahren werden die Kristalle bei der Herstellung aIle gleich
gerichtet) oder urn eine dunne Schicht von gerichteten Herapathit
kristallen, die unmittelbar zwischen Glasplatten gekittet wird. Handels
ublich werden diese Filter in Fassungen geliefert, die auf Photoobjektive 
usw. aufgesteckt werden konnen, jedoch werden jetzt auch groBe Folien 
hergestellt, die fUr spannungsoptische Zwecke besonders geeignet sind. 

Der Polarisationsgrad des durchfallenden Lichtes ist sehr hoch, d. h. 
es sind im sichtbaren Spektrum nur verschwindend geringe Lichtmengen 
(unter 1 %) vorhanden, die nicht in der Hauptrichtung polarisiert sind, 
das durchfallende Licht (35 bis 40% des Gesamtlichtes) ist auBerdem 
etwas grun-gelblich gefarbt. Bei gekreuzten Filtern dringt ein dunkel
roter oder blauroter Lichtbestandteil durch, der jedoch nicht als storend 
empfunden wird und auch bei photographischen Aufnahmen nicht in 
Erscheinung tritt. Dieser Tatbestand bedeutet glucklicherweise, daB die 
roten und ultraroten Warmestrahlen nicht so stark wie das ubrige Licht 
absorbiert werden, so daB eine starke Erwarmung der Filter auch bei 
kraftiger Durchleuchtung vermieden wird. Trotzdem ist namentlich bei 
kleinen Filtern und starker Lichtkonzentration die Zwischenschaltung 
eines Kuhlmittels sehr zu empfehlen. Die zulassige Erwarmung wird 
bei den reinen Kristalliiltern mit etwa 50°, bei den amerikanischen Filtern 
mit Bettungsmittel mit uber 100° angegeben. Die Handhabung der 
Filter ist auBerst bequem, die Verwendung groBerer Folien ermoglicht 
die einfachst denkbare spannungsoptische Einrichtung, namlich einfach 
ein Modell zwischen gekreuzten Folien ohne jede Linse oder sonstige 
optische Einrichtung (vgl. S. 92). Wie bei den Prismen sind streng nur 
die senkrecht durch die Folienebene tretenden Lichtstrahlen vollstandig 
polarisiert, wahrend bei geneigten Strahlen Unreinheiten auftreten. Legt 
man z. B. zwei gekreuzte Filterpolarisatoren dicht hintereinander und 
geht mit dem Auge dicht daran, so beobachtet man nur in der Mitte ein 
dunkles Kreuz parallel den Hauptachsen, wahrend in den vier Quadranten 
dazwischen das Licht nicht ausgelOscht wird. Die in solchen Filtern 
zulassige Strahlneigung betragt etwa e R> 10-15°. 

3. Einfache spannungsoptische Einrichtungen 
mit unveranderlicher Polarisationsebene. 

Bei allen Einrichtungen mit festen Polarisationsachsen ist zu beruck
sichtigen, daB zur Feststellung der Hauptspannungsrichtungen eine 
Drehung des Modells mit seiner Belastungsvorrichtung urn die Achse des 
Lichtstrahls (optische Achse) erforderlich ist; ein entsprechender Raum 
rouB also vorgesehen werden. 

Die einfachste Anordnung fUr spannungsoptische Versuche besteht 
aus einer Lichtquelle, einero Polarisator und einem hierzu gekreuzten 
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Analysator. Beschrankt man sich auf die subjektive Beobachtung des 
zwischen den Polarisatoren stehenden Modells, so geniigen als Lichtquelle 
eine oder mehrere gewohnliche elektrische Birnen, am besten mit einer 
Mattscheibe davor, ein Polarisationsspiegel, der unter dem BREWSTER
schen Winkel eingestellt ist, am besten aus schwarzem Glas, und ein 
zweiter Spiegel oder ein Glasplattensatz als Analysator (Abb. 88). Es 
ist bei der Beobachtung auf Innehaltung der richtigen Winkel zu achten, 
man muB also entweder aus groBerer Entfernung beobachten oder nur 
einen kleinen Bereich gleichzeitig iibersehen, der in der richtigen Richtung 
liegt. Anordnungen dieser Art sind jedoch heute nur noch zu empfehlen, 

AutriB 

orJer 

~[] 
IJruntiriB 

Abb. 88. Einrichtung mit Spiegel 
aia Polarisator und Spiegel oder 

Plattensatz als Analy"ator. 

wenn die Herstellungskosten 
des Gerates unbedingt sehr 
gering bleiben sollen. 

4. Einrichtungen fiir ein
fach durchstrahlte Modelle 

mit drehbarer 
Polarisationsebene. 

Weil es umstandlioh und 
schwierig ist, das Modell 
mit allen Belastungsvor
richtungen urn die optische 
Achse der Einrichtung zu 
drehen, zieht man im all-

bei denen Qas Modell feststeht und 
gedreht wird 1. 

gemeinen Anordnungen vor, 
lediglich die Polarisationsebene 

Die folgende kurze Zusammenstellung von moglichen Anordnungen 
ist geordnet nach der Anzahl der Linsen, die sich zwischen den Polarisa
toren befinden. Da sich samtliche in diesen Linsen vorhandenen Span
nungen als StOrungen bemerkbar machen, und da andererseits wirklich 
spannungsfreie Linsen kostspielig sind, ist es zweckmaBig, die Zahl dieser 
Linsen moglichst klein zu halten. AuBerdem gilt ganz allgemein, daB jede 
durchstrahlte Oberflache infolge der stets vorhandenen Reflexion einen 
Lichtverlust bedeutet, so daB auch aus diesem Grunde die Gesamtzahl 
der spiegelnden Flachen in einer Anordnung beschrankt bleiben sollte. 
Bei senkrechter Durchstrahlung einer Platte oder Linse gelten folgende 
genaueren Formeln fiir den Lichtverlust. 

Der einfallende Strahl E (Abb. 89), der Einfachheit halher als linear 
polarisiert angenommen, habe einen GroBtwert des Lichtvektors yom 

1 Die alte spannungsoptische Bank des Mech. Techn. Laboratorium der T. H. 
Miinchen wurde mit feststehender Polarisationsebene gebaut, um eine besondere 
Art der Zeichnung der Hauptspannungsrichtungen anzuwenden (s. S.146). 
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Betrage ,,1". Die im Strahl vorhandene Lichtenergie ist verhaltnisgleich 
zum Quadrat dieses Betrages, der Einfachheit wegen sei sie ebenfalls 
gleich ,,1" gesetzt. An der spiegelnden Vorderflache V des Korpers mit 
dem Brechungsindex n (z. B. Luft gegen Glas) wird dann ein Lichtstrahl 
Rl reflektiert, dessen Vektor den GroBtbetrag (n-l)/(n + 1) aufweist, 
d. h. es wird eine Energie yom Betrage (n-l(n + 1)2 zuruckgestrahlt. Der 
restlich eindringende Strahl i weist demnach eine Energie auf yom Betrage 

___ (n- 1 )' 2 _ (n+ 1)2 - (n-I)2 ~ _~_~ 
1 - n + 1 - (n + 1)2 - (n + 1)2· Beim Wiederaustritt des 
Strahles an der Hinterflache H des Korpers tritt wieder eine Reflexion 
ein, wobei der Brechungsindex lin (z. B. Glas gegen Luft) wirksam ist. 
Die bei H rUckgespiegelte Energie hat die GroBe 

V 6/as If 

(
!_1)2 4n n 4n(n-l)2 

(n+ 1)2· !n+ 1 = (n + 1)4- , so daB der aus- --,-E--..===I--~t""'· ~f---'-'A_ 
I?, hi 

tretende Strahl A schlieBlich noch folgende Energie 
enthalt: 

4n 4n(n-l)2 _ 16n2 
(n+IY-Tnl--l)4- (n+ 1)~ 

Abb. 89. Lichtverluste 
an Oberfliichen. 

Anwendung dieser Formel auf doppelbrechende Korper, z. B. spannungs
optische Modelle, zeigt ubrigens, daB die beiden senkrecht zueinander 
polarisierten Lichtkomponenten verschiedene Reflexionsverluste er
fahren und das Modell mit verschiedener Lichtstarke verlassen (n1 + n 2). 

Glucklicherweise ist der Unterschied nur sehr klein, anderenfalls waren 
aIle Formeln des Kapitels II, die auf der gleichen Lichtstarke beider 
Strahlen aufgebaut sind, unbrauchbar. 

Der Gesamtlichtverlust (Energieverlust) bei der Durchstrahlung 
16n2 

einer Glasplatte oder Linse hat also die GroBe 1- (n+ 1)~·. Fur mittlere 

Werte n (n etwa = 1,5) bedeutet das einen Energieverlust von G::r = 2~ 
b ·d S· 1 d Vd· 2,54-16.1,52 49 

= 4 % el er pIege ung an er or erse1te, von 2,54 = 625 = 
7,8 % bei vOlliger Durchstrahlung. Ein Lichtstrahl hat also beispiels
weise nach der Durchstrahlung von acht Linsen (Anordnung Abb.97, 
S.96) noch eine Energie, die etwa 0,9616 = 0,928 = 0,52 entspricht, 
rund die Halfte des Lichtes geht allein durch Spiegelung verloren. Die 
hierbei vollig vernachlassigte Absorption gibt weitere erhebliche Verluste, 
die ZweckmaBigkeit einer geringen Linsenzahl ist offensichtlich. 

Wenn in den folgenden Anordnungen "groBe" Polarisatoren genannt 
werden, so sind damit stets Bernotar- bzw. Polaroidplatten oder -folien 
groBerer Durchmesser (etwa ModeIlgroBe, mindestens aber etwa 6 bis 
10 cm) gemeint. "Kleine" Polarisatoren konnen entweder kleine Stucke 
solcher Filter oder Prismen sein, der Deutlichkeit wegen sind hierfur 
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immer kleine halbschwarze Rechtecke ~ gezeichnet. Der LichtverIust 
in den Filtern ist groBer als in den Prismen, ihres geringen Preises wegen 
wird man sie trotzdem oft vorziehen. 

a) 1. Bei Beschrankung auf subjektive Beobachtung eines kleinen 
Modellbereiches lei stet eine sehr einfache Anordnung oft gute Dienste, 

____ /,,/ fo/arisalor f ~
5'. /' 

namlich zwei gekreuzte kleine Pola
risatoren ohne irgendwelche weiteren 
Gerate. Will man beispielsweise bei 
einem Zelluloidzugstab feststellen, 
ob er gut mittig ohne zusatzliche 
Biegebeanspruchung eingespannt ist, 
so beobachtet man ihn durch zwei 
Polarisatoren nach Abb.90. Zieht Anafysalor A 

Abb.90. Einfache man den Stab, bis seine Doppel
Einrichtung fiir 
kleine Bereiche. brechung gerade der "empfindlichen 

Farbe" Rot-Blau entspricht, so kann 
man bei freier Augenbetrachtung 

sofort die Gute der "Mittigkeit" feststellen: Bei vorhandener Biegung 
ist der Stab auf der einen Seite blau, auf der anderen rot. Dieselbe ein

l1a1fscneibe 

® 

fache Vorrichtung genugt auch zur Fest
stellung der Hauptspannungsrichtung in 
einem Punkt, wenn eine Gradeinteilung 
am Analysator, Polarisator oder besser an 
beiden angebracht wird. Man dreht bis zur 
Dunkelheit und liest den Richtungswert abo 
Die ScMrfe der Dunkelheit ist gleichzeitig 
eine Kontrolle fur richtige gegenseitige 
Kreuzung der beiden Polarisatoren. 

Abb.91. Einfache Einrichtung mit 2. Die Verwendung zweier groBer Polari-
Polarisationsfolien fiir groBere satoren gibt ohne weitere Hilfsmittel einen 

Bereiche. 
"Oberblick uber ein ganzes Modell. Die An-

ordnung kann etwa wie in Abb. 91 getroffen werden. Steht der Beobachter 
etwas yom Modell entfernt, so daB die Sehstrahlen praktisch senkrecht 
durchFilter undModelldringen, soerhaIt man einen sehrkIaren undzuver
lassigen "Oberblick uber die gesamte Doppelbrechungsverteilung (Schub
verteilung). Die Neigung der auBersten Sehstrahlen gegen die Modell
und Filternormale sollte dabei etwa 10° nicht uberschreiten. An den 
Ort des Beobachterauges laBt Elich selbstverstiindlich auch die Linse 
einer Aufnahmevorrichtung setzen, die Lichtstarke ist aber nicht sehr 
hoch. Wichtig ist bei dieser Anordnung eine befriedigend gleichformige 
ruckwartige Beleuchtung der Mattscheibe, etwa durch vier oder mehr 
Gluhbirnen. Bei Verwendung kleiner Natriumlampen ist eine gleich
fOrmige Helligkeit ini ganzenFeld noch schwieriger zu erreichen, so daB 
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hier die Lichtfilterung unmittelbar vor dem Aufnahmeobjektiv bzw. 
unmittelbar vor dem Auge des Beobachters giinstiger ist. Die Auf
nahme durch "Schattenwurf" [8.18] hat demgegeniiber erhebliche 
Mangel. 

b) Sollen die Kosten des einen groBen Filters gespart werden, so 
geniigt auch ein kleines Filter oder Prisma unmittelbar vor dem Auge 
des Beobachters bzw. der Aufnahmelinse (Abb.92). Ein erheblicher 
Gewinn an Lichtstarke wird erreicht, wenn das Licht nicht durch eine 
Mattscheibe, sondern durch eine groBe Linse zum Beobachter gelangt. 
Steht diese Linse wie in Abb. 92b noch vor dem Polarisator, so kann sie 
selbst beliebig verspannt sein, ohne die Doppelbrechung stOrend zu beein
£lussen. Da sie auBerdem nur 
zur Beleuchtung und nicht 
zur Abbildung dient, darf sie 
auch optische Fehler aufwei
sen. Die Beleuchtung wird 
zweckmaBig so eingerichtet, 
daB das gesamte die Linse 
durchdringende Licht sich 
am Ort des Analysators und 
Objektivs punktfOrmig ver
einigt. Die so entstehende 
Anordnung ist bei annehm
barem Preis des Filters P 

a. 

Linse p /{ 

-==::::tl!A!!!I:::::::~OO AlJge orier 
Oijeldiv 

o 

Abb. 92 a u. b. Einrichtung mit gro/3em Polarisator 
und kleinem Analysator. 

nicht kostspielig und sehr storungsfrei, sie kann besonders empfohlen 
werden. Man hat lediglich dafiir zu sorgen, daB die auBeren Lichtstrahlen 
das Modell nicht zu schrag durchstrahlen, d. h. der Abstand zwischen 
Modell und Objektiv muB groB genug sein. 

c) Eine weitere Verbilligung des Gerates kann dadurch erreicht 
werden, daB man auch das erste groBe Filter durch einen kleinen Polari
sator ersetzt und das notwendige groBe Bildfeld durch Projektion aus
leuchtet. Will man dabei groBe teure Linsen vermeiden, so kann die 
Tatsache beniitzt werden, daB polarisiertes Licht praktisch polarisiert 
bleibt, wenn es an Metall gespiegelt oder durch eine Mattscheibe (Klar
scheibe mit mattierter Oberflache, nicht etwa milchtriibes Opalglas!) 
gestrahlt wird. Die folgende Anordnung ist als "Glasspannungspriifer" 
im Handel erhaltlich (Abb. 93a). Als Analysator laBt sich fiir grobere 
Untersuchungen auch einfach eine Brille mit Filterglasern verwenden, 
die der Beobachter aufsetzt (Abb.93b). Mangelhaft bei dieser Vorrichtung 
ist die stark ungleichformige Helligkeitsverteilung auf der Mattscheibe, 
die die photographische Aufnahme eines groBeren Modellbereichs un
moglich macht. Die Verwendung zweier hintereinander stehender Matt
scheiben gibt zwar eine etwas bessere Helligkeitsverteilung, aber erheb
lich geringere allgemeine Helligkeit, sie ist nicht zu empfehlen. 
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Eine ahnliche Wirkung wie durch die Mattscheibe ist durch Spie
gelung an einer matten Metallflache zu erzielen, auch ein Anstrich mit 
Aluminiumbronze kann als spiegelnde Flache dienen. Die Verwendung 

b 

einer Spiegelflache 
ist aber bei polari
siertem Licht nur (8f'/~/e) 

A 
==~~~:l8eobllchfer bei nahezu senk-

a rechtem Strahlein
fall brauchbar, so 

daB sie praktisch nur fur die unter 
5 beschriebenen Einrichtungen zweck
maBig ist. 

d) Solange groBe Filterpolarisatoren 
kostspielig sind, kann es eine Verbilli
gung der Einrichtung bedeuten, wenn 
durch Zwischenschaltung von Linsen der 
Strahlengang verbreitert und verengt 
wird, so daB die Polarisatoren in den 
"Brennpunkten", das Modell an der wei
testen Stelle des Strahlenganges stehen. 
Da die zwischen denPolarisatoren stehen-Abb. 93a u. b . Glasspannungsprtifer 

(Zeiss, J ena). 
den Linsen spannungsfrei, d.h. aus einem 

unverspannt abgekuhlten Glas hergestellt sein mussen, steigt aber ihr 
Preis mit steigendem Linsendurchmesser ebenfalls sehr erheblich, man 

Abb.94. Einrichtung mit kleinen Polarisationsprismen. 

wird von Fall zu Fall nach-
prufen mussen, ob sich die 
Verwendung von solchen 
Linsen lohnt. 1m Augen
blick (1939) sind in Deutsch
land groBe spannungsfreie 
Linsen jedenfalls noch billi

ger als entsprechende GroBfilter, in Amerika sind die Filter bereits erheblich 
billiger. Die Skizze einer entsprechenden Anordnung stellt Abb. 94 dar. 

Wah rend es bei den einfacheren Einrichtungen moglich ist, die ein
zelnen Teile irgendwie auf einen Tisch oder ein Gestell hintereinander zu 
setzen, ist bei dieser und allen folgenden Einrichtungen eine genaue 
J ustierung aller verwendeten Teile notwendig. Die einfachste Moglichkeit 
hierzu besteht darin, daB aIle Teile auf Reitern befestigt werden, dieman 
auf einer langen geraden Schiene verschieblich festklemmt. Die von den 
groBen Firmen fur Metallmikroskope usw. verwendeten Dreikantschienen 
sind auch hier die geeignete Basis. Von der Form und GroBe der zu unter
suchenden Modelle hangt es ab, ob man die Schiene durchlaufend ver
wenden kann, oder ob eine Unterbreehung am Ort des Modells notwendig 
ist. Die gegenseitige Justierung ist bei einer durchgehenden Schiene 
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jedenfalls einfacher, fur groBe Modelle miissen gegebenenfalls alle (krate 
auf hohen Stiitzen befestigt werden, so daB fiir das Modell ein geniigend 
freier Raum zwischen optischer Achse und Schienenoberkante vorhanden 
ist. Die notwendige Lange der Schiene hangt von der Einrichtung ab, 
im allgemeinen geniigt eine Schiene von 2 m bis 2,50 m Lange allen An
forderungen. 

e) Es bedeutet einen erheblichen Gewinn an Genauigkeit, wenn die 
Lichtstrahlen das Modell nicht nur annahernd, sondern streng senkrecht 
durchleuchten, insbesondere 
in der Umgebung von Stellen 
starker ortlicher Spannungs
anderung, etwa in Kerben. 
Anderenfalls enthalt der 
Lichtstrahl nach dem (schra
gen) Durchgang durch das 
Modell die Wirkungen ver
schieden wirksamer Teilchen 
und gibt nur eine Art Mittel
wert der optischen Wirkungen 
eines endlichen Bereiches 
wieder. Wenn also streng 

Abb. 95a u. b. Eiurichtungen mit paralleler 
Modelldurchstrahlung. 

richtige Messungen iiber einen groBeren Modellbereich gleichzeitig moglich 
sein sollen, wird am besten durch eine Linsenanordnung ein Parallel
strahlenfeld in diesem 
Bereich hergestellt. Eine 
Anordnung nach Abb.95a 
oder b erfiillt diese Be
dingung. Die Anordnung 
95 b ist die bis vor kur-
zem meistens verwendete 

Abb. 96. Eiurichtung mit Paralleldurchstrahlung des ModeIls 
und der Prismen. 

Einrichtung. Wieder kann der Preis der groBen Filter bzw. der groBen 
spannungsfreien Linsen entscheidend fiir die Wahl sein, zur Zeit (1939) 
ist die Einrichtung 95 b in Deutschland noch zweckmaBiger, insbesondere 
bei Verwendung kleiner Filterpolarisatoren. Aus einem weiteren Grunde 
kann man sich fiir die Einrichtung 95 b entscheiden: Die zur Dreh
barkeit der Polarisatoren notwendige Fassung mit Kreisteilung ist bei 
der Anordnung b kIeiner und billiger, auBerdem benotigt man bei der 
Zwischenschaltung von Aj4-Blattchen (Abschn. 6) nur kleine solche Blatt
chen, ihr Preis steigt bisher ebenfalls erheblich mit dem Durchmesser. 

f) Legt man groBen Wert darauf, daB auch die Polarisatoren nur von 
Parallelstrahlen durchstrahlt werden, so sind weitere Linsen notwendig. 
Eine derartige Anordnung zeigt Abb.96. 

g) Will man schlieBlich auBer dem Modell einen zweiten Korper 
(MeBkorper, Kompensator) streng parallel durchstrahlen und gleichzeitig 
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mit dem Modell scharf abbilden, so ist die Zwisehensehaltung einer 
zweiten Parallelstreeke erforderUeh, etwa naeh Abb. 97. Anordnungen naeh 
dieser Skizze durften ffir allgemeine Zweeke meistens zu kostspielig sein. 

h) 1st ein sehr groBes Modell£eld notwendig (Durehmesser etwa 
20 em oder mehr), so kann eine Anordnung naeh dem Vorsehlag von 
GOETZ und BRAHTZ [4.06,4.13] ihre Vorteile haben. In ihr werden statt 

3 Kompensufo" 

1Jtf~ttlm= 
Abb.97. Einrichtung mit eingeschaitetem Kompensator. 

der Linsen zwei groBe Hohlspiegel verwendet, zwischen denen das Parallel
strahlenfeld erzeugt wird. Die Anordnung der Hohlspiegel zeigt Abb. 98. 

Hon/sp/egel2 A 

.~~---'~.-r:. ___ .-::::."=" 
p lIon/sp/egs. 1 

Abb. 98. Einrichtung mit an Hohi· 
spiegein gebrochenem Strahiengang. 

Als Vorteile der Anordnung seien ge
nannt: Keine StOrung infolge von ver-. 
spannten Glasern, geringe Baulange der 
Gesamtanordnung, geringe Entfernung 
zwischen Beobaehter und Modell. Die 
Sehwierigkeit einer verzerrungsfreien Ab
bildung des Modells steht dem als wesent
Ueher Naehteil gegenuber. 

In allen in diesem Abschnitt genannten Anordnungen lassen sieh die 
Polarisatoren . in Drehfassungen befestigen, so daB die Riehtung der 
Polarisationsebene verandert und an einer vorgesehenen Kreisteilung 
abgelesen werden kann. 

5. Anordnungen mit Strahlreflexion zur zweimaligen Durchstrahlung 
von Modellen. 

Bei versehiedenen Aufgabengruppen ist es nicht moglieh, den Strahlen
gang wie in den unter 4. besehriebenen Anordnungen zu fiihren, weil 
hinter dem Modell kein Raum fur die gerade Strahlfortsetzung vorhanden 
ist. Probleme dieser Art Uegen vor bei rohrartigen Korpern (Eisenbahn
wagenwande, Flugzeugrumpf u. a.) und bei Messungen an der Oberflaehe 
von undurehsiehtigen Korpern (an der Oberflache eines Korpers befestigte 
Streifen, Oberflaehenlaek, s. S. 170). Setzt man nun unmittelbar hinter 
das durehstrahlte Modell einen zur Modellebene parallelen Metallspiegel, 
so durehlaufen die Strahl en das Modell zweimal (wobei die optisehe Wir
kung sieh verdoppelt), und Liehtquelle und Beobaehter stehen auf der
selben (V order- ) Seite des Modells. Die im folgenden skizzierten der
artigen Anordnungen unterseheiden sieh wesentlieh nur in der Art, wie 
der ankommende und der riickgespiegelte Strahl voneinander getrennt 
werden. 
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a) 1. Eine mogliche Anordnung mit einer ebenfalls zweimal durch
strahlten Linse zeigt Abb. 99. Der ankommende und ruckkehrende 
Strahl sind etwas gegenein-
ander geneigt, natiirlich auch Spie~/S 
im Modell, jedoch nur eben- n7\""'=:::::::::::::::;===:=::==::::~~==:3~ 
soviel, als zur Trennung der 
Strahlen in A und P unbe
dingt notwendig ist. Zur Be
obachtung wird man zweck
mii.Big gleich hinter A einen 
Spiegel einschalten, der das 

Abb.99. Einrichtung zur zwei
. fachen ModelldurchstrahIung. 

Licht seitlich aus der Anordnung auslenkt. Um zu vermeiden, daB 
der Strahl bei Hin- und Riickgang verschiedene Punkte des Modells 
triHt (Abb. 100), muB der Spiegel so dicht wie moglich am Modell an
liegen. Bei Modellen bis zu etwa 5 mm Dicke 
ist der entstehende Fehler vemachlassigbar ge
ring, wenn die gegenseitige Neigung des ankom
menden und des riickstrahlenden Lichtes unter 
etwa 10° bleibt (es ist der gleiche Fehler, wie er 
in einem einfach durchstrahlten Modell doppelter 
Dicke bei derselben schragen Durchstrahlung auf
treten wiirde). 

s H A 

L....-

Abb. 100. Hin- und Riick
strahl treffen verschiedene 

ModeIIpunkte. 

2. Die Linse kann fortfallen, wenn nach TARDY [42] statt des ebenen 
Spiegels ein entsprechender Hohlspiegel vorgesehen wird (Abb. 101), 
hierbei ist es aber grundsatzlich unmoglich, die spiegelnde Flache 
iiberall unmittelbar hinter das 
Modell zu setzen. Die Anordnung 
ist also nur bei sehr groBer Brenn
weite des Hohlspiegels empfehlens
wert (bei TARDY 1,50 m). 

3. Fiir reine "Obersichtsversuche 
kann folgende einfache Anordnung 
ausreichen (Abb. lO2), bei der der 

Abb. 101. Zweifache ModeIIdurchstrahIung 
mittels eines HohIspiegeIs. 

Spiegel durch eine etwa mit Aluminiumbronze gestrichene Platte ersetzt 
wird, so daB das Licht diffus zuriickgestrahlt wird. Der Beobachter 
kann hierbei auch einfach eine Brille mit Filterglasern aufsetzen. Grund
satzlich dieselbe Wirkung wird erreicht, wenn das Modell selbst auf 
seiner Riickseite einfach mit Aluminiumbronze bestrichen wird. Dieses 
iiberaus einfache Verfahren hat sich des ofteren sehr bewahrt. 

b) Wenn auch im allgemeinen die Anordnung gekreuzter Polarisatoren 
vorgezogen wird, so kann doch auch eine Anordnung mit parallelen 
Polarisatoren verwendet werden. Bei einfarbigem Licht bedeutet das 
an allen Stellen des Modells Vertauschung von Hell und Dunkel. Die 

Mesmer, Spannungsoptik. 7 
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Richtungsgleichen, die nun hell erscheinen, sind naturlich nicht menr fest
stell bar. Eine Aufnahme der dunklen Farbgleichen (m =1/2' 3/2 usw.) ist 
wie bei gekreuzten Polarisatoren moglich. Bei Spiegelanordnungen erhalt 
man parallele Polarisatoren einfach dadurch, daB ein und dasselbe Prisma 
(Filter) sowohl als Polarisator als auch als Analysator verwendet wird 
(nach MINDLIN [4.20]). Die Anordnung (Abb.103), hat den Vorteil 
emer streng senkrechten Modelldurchstrahlung. Ein eingeschalteter 

_._._._._-----_._---

Abb.102. Zweifache Modelldurchstrahlung mittels eines Mattspiegels. 

Halbsilberspiegel H S (Glas mit einseitig - modellseitig - dunner, halb
durchsichtiger Versilberung) laBt das Licht eintreten und reflektiert den 
ruckkehrenden Strahl seitlich zum Beobachter hera us. Dabei muB ein 
groBer Teil der Lichtenergie verlorengehen, gunstigstenfalls kommt nur 

SIf 
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Abb. 103. Vcrwendung nur cines Polarisators 
(vgl. Abb. 99) und eines Halbsilberspiegels. 

SIf 

Abb.104. Halbsilberspiegel 
im polarisierten Bereich. 

1/4 des ursprunglichen Lichtes zum Beobachter. 1st der Halbsilberspiegel 
starker oder schwachef als halb durchlassig, so vermindert sich der 
Betrag noch mehr. 

c) Die Vereinigung der Vorteile senkrechter Modelldurchstrahlung 
mit gekreuzten Prismen ist bei einer von Solakian (Diskussion zu [4.38]) 
vorgeschlagenen Anordnung scheinbar moglich (Abb. 104), bei der der 
Halbsilberspiegel zwischen Polarisator und Modell steht und das Licht 
zum (gekreuzten) Analysator herauslenkt. Ein schwerwiegender Nach
teil spricht aber gegen diese Anordnung: Der etwa unter 45° getroffene 
Spiegel H S steht im polarisierten Lichtbereich und hat eine Wirkung 
auf die Strahlpolarisation. Es zeigt sich, daB bei feststehendem Spiegel 
die Richtung der Modellhauptspannung von erheblichem EinfluB auf das 
Ergebnis der Kompensation ist (vgl. S. 136) und daB auch die Richtung 
der Hauptspannung (die Richtungsgleiche) nur dann gut bestimmt 
werden kann, wenn sie annahernd in der durch Lichtstrahl und Spiegel-
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normale festgelegten Ebene bzw. senkrecht zu ihr liegt; andernfalls 
ist durch Drehung der gekreuzten Prismen keine vollstandige Licht
auslOschung moglich. Steht das Modell, beispielsweise wegen einer not
wendigen Gewichtsbelastung, fest, so muBte demnach fur jede Haupt
spannungsrichtung eine andere Spiegelrichtung vorgesehen werden, 
denn die obengenannte Ebene muB in die Hauptrichtung gedreht 
werden. Damit ist aber eine Drehung des Analysators und der gesamten 
etwa vorgesehenen Aufnahmevorrichtung um die optische Achse herum 
notwendig. Versuche an einer sol chen Einrichtung fiihrten zwar zum 
Erfolg, aber nur unter groBem Zeitaufwand und mit erheblichen Um
standen. 

d) Die Schwierigkeiten der Spiegelung umgeht MABBoux [2.14] mit 
einem kleinen, fur punktweise Beobachtung entwickelten Gerat (Abb.105). 
Der SpiegelH S ist eine unversilberte Glas
platte, die unter Einschaltung unter dem 
BREwsTERschen Winkel selbst als Pola
risator dient und die mit der Lichtquelle L 
(kleine Birne) um die optische Achse 
gedreht werden kann. Der ruckkehrende 
Strahl durchdringt die Platte und trifft 
ein gekreuzt eingestelltes Analysatorpris
ma A, das ebenfalls mit Lichtquelle L 

nsn ~~ A --------- \.:?;.--~--

.,~. 
Abb. 105. Polarisation 
durch Spiegelung an einer . I 

fUr die Riickstrahlung '* L 
durchsichtigen Platte. 

und Spiegel H S gemeinsam gedreht wird. Der beim Strahlruckgang 
von der GJasplatte herausgespiegelte Lichtanteil ist so polarisiert, daB 
er den Analysator ohnehin nicht durchdringen wurde. Das handliche 
Gesamtgerat hat ungefahr Form und GroBe eines Tischmikroskops. 

Fur Aufnahmen eines groBeren Modellfeldes ist die Einrichtung a) 1. 
oder a) 3. im allgemeinen die gunstigste dieses Abschnitts. 

6. Zusatzliche Einrichtung zur Herstellung eines Zirkularfeldes. 
Die in den beschriebenen Geraten erhaltenen Modellbilder enthalten 

die Farbgleichen und die Richtungsgleichen. Will man ein reines Bild 
der Farbgleichen ohne Richtungsgleichen erhalten, so konnte man bei
spielsweise durch gemeinsame schnelle Drehung der beiden gekreuzten 
Polarisatoren die Richtungsgleichen so schnell bewegen, daB das Auge 
sie nicht mehr wahrnimmt und die bei dieser Drehung stillstehenden Farb
gleichen allein sieht. Ein derartiger Versuch ist mit Zahnradern und mit 
einem Motor einmal gemacht, aber nie wiederholt worden. Die Zwischen
schaltung von zwei Viertelwellenblattchen nach Gleichung (28) S.58 ist 
vielmehr der bei weitem bessere Weg, ein reines Farbgleichenbild zu 
erzeugen. Es sei zunachst die Verwendung einfarbigen Lichtes und das 
Vorhandensein zweier zu dies em Licht passender 1tj4-Blattchen voraus
gesetzt. Die notwendige GroBe der Blattchen entspricht der verwendeten 
PolarisatorengroBe, da sie zweckmaBig unmittelbar hinter bzw. vor 

7* 
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diesen Polarisatoren in den Strahlengang geschaltet werden. Fur gewohn
liche Modellaufnahmen in zirkularpolarisiertem Licht ist nur eine Stellung 
der Blattchen erforderlich: 1hre Hauptachsen mussen unter 45° gegen 
die Polarisatoren und so gegeneinander eingestellt sein, daB sich die Wir
kungen beider Blattchen gerade gegenseitig aufheben. 1st diese Ein
stellung einmal vorgenommen, so hat das Zirkularfeld keinerlei bevorzugte 
Richtung mehr und man kann ohne Anderung des entstehenden Bildes 
den Polarisator gemeinsam mit seinem zugehorigen Blattchen beliebig 
drehen, ebenso den Analysator mit seinem zugehorigen Blattchen. Zur 
Bestimmung der Hauptspannungsrichtung ist linear polarisiertes Licht 
erforderlich, man befestigt daher die Blattchen zweckmaBig ein- und 
aussehwenkbar bzw. einsteckbar. Die Herstellung linear polarisierten 
Lichtes zwischen gekreuzten Prismen ist aber auch moglich, wenn man 
die beiden fest gekoppelten Paare (Prisma und Blattchen) einfach um eine 
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Abb. l06a u. b. a Zirkularlicht, 
b Linearlicht im Arbeitsfeld. 

senkrechte Achse um 180° dreht, so daB nicht 
die Blatt chen, sondern die Prismen einander 
gegenuber stehen (Abb. 106); die A.j4-Blattchen 
haben dann keinerlei Wirkung auf die mittlere 
Lichtstrecke. Diese Art der Anordnung hat 
den V orteil, daB man Blattchen und Polarisa
tor ein fur allemal fest miteinander verbinden 
darf, was namentlich bei groBeren Folien von 

Vorteil sein kann. Will man dagegen ein A.j4-Blattchen zur Messung 
der Verzogerung verwenden (s. S.59), so muB im Gegenteil eine gesonderte 
Drehfassung mit Kreisteilung fUr das Blattchen vorgesehen werden, 
damit es unabhangig von den Polarisatoren eingestellt werden kann. 

Die Herstellung kleiner A.j4-Blattchen (2 bis 5 em Durchmesser) 
geschah bisher durch Aufspaltung von Glimmerkristallscheiben, bis die 
erforderliche Dicke erreicht war. Es ist bei diesem Verfahren reiner 
Zufall, ob streng der Wert A.j4 erreicht wird. GroBere Folien sind auf diese 
Weise uberhaupt nicht herstellbar. Kunstlieh ist ein kleines A.j4-Blattchen 
leicht und zuverlassig durch entsprechende Verspannung eines Glas
oder Zelluloidstreifens herzustellen. Benotigt man allerdings eine groBere 
gleichfOrmig gespannte Flaehe, so treten betrachtliehe praktische Schwie
rigkeiten auf. TUZI und NISIDA [7.23] empfehlen die Verwendung 
einer groBeren Glasscheibe, die in einem Stahlrahmen gehalten und 
durch eine Reihe von einstellbaren Schrauben in einer Richtung gedruckt 
wird, bis sie uberall den richtigen Doppelbrechungswert aufweist. Neuer
dings ist im spannungsoptischen Laboratorium der Technischen Hoch
schule Munchen aueh die kunstliche Herstellung von A.j4-Folien be
liebiger GroBe gelungen. 

Die Anordnung eines einschwenkbaren Blattchens zeigt Abb. 112 
(S.106), die Anordnung von TUZI in einer Vorrichtung nach Abb. 92b. 
S.93 zeigt Abb.107. 
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Bei weiBem Licht karm grundsatzlich nur eine einzige Wellenlange 
wirklich zirkular polarisiert sein, werm man nicht ein Aj4-Blattchen 
besitzt, das aus verschiedenen Stoffen verschiedener Dispersion geeignet 
kombiniert ist (bisher nicht hergestellt). Bei Verwendung weiBen Lichtes 
karm also kein Farbgleichenbild erzeugt \verden, das vollig unabhangig 
von der Drehung der Prismen und Blattchen ist. Bei Verwendung streng 
einfarbigen Lichtes muB noch untersucht werden, ob eine Abweichung 
des Doppelbrechungswertes der Blattchen yom Wert m = 1/4 einen 
EinfluB auf die entstehenden Bilder hat. 

f- -Blltlfo'l#n 

Abb.107 . Einrichtung mit groBer Polarisationsfolie und groBem A/4-Blattchen (schraubengepreBw 
Glasplatte) nach TuzI. 

Sind zunachst die beiden Blattchen ernander gleich, wenn auch nicht 
gleich Aj4, und gekreuzt eingesetzt, so heben sich ihre Wirkungen gegen
seitig auf, das Feld bleibt dunkel. Dasselbe muB der Fall sern, wenn auBer
dem noch ern doppelbrechender Modellkorper dazwischen steht, dessen 
Phasenverzogerung gerade eine ganze Anzahl von Wellenlangen betragt 
(das Licht bleibt dadurch insgesamt unverandert), und zwar unabhangig 
von der Hauptrichtung des Modells. Esm-scheinen also im Bild streng 
richtig die Schubgleichen fur ganzzahlige Relativverzogerungswerte m, 
unabhangig von der Hauptrichtung des Modells, wobei aber die beiden 
fehlerhaften Blattchen immer gekreuzt sein mussen. Die Helligkeit der 
dazwischen liegenden hellen Linien ist jedoch von der Hauptrichtung des 
Modells abhangig, d. h. die dunklen Richtungsgleichen sind nicht ganz 
verschwunden. Dieser EinfluB bewirkt auch bei Verwendung weiBen 
Lichtes die Farbenveranderungen, werm man die Richtung des Modells 
oder der Polarisatoren andert. 

Sind dagegen die beiden Blattchen voneinander verschieden, so ist 
das Bild der Farbgleichen auch in den dunklen Linien abhangig von der 
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Hauptrichtung des Modells, so daB die Aufnahme der ungestorten Farb
gleichen nicht mehr moglich ist. 

7. Zusatzliche Einrichtung zur Aufnahme von Farbgleichen 
oder lUchtungsgleichen. 

Wenn man nicht die zeitraubende Arbeit der punktweisen Feldaus
messung vorzieht, ist meistens die Aufnahme des Gesamtbildes der Farb
gleichen oder Richtungsgleichen erwiinscht. Zur unmittelbaren Beurtei
lung etwa eines Konstruktionselementes geniigt zwar oft auch die sub
jektive Betrachtung des Modells, es ist aber in jedem FaIle besser, das 
Bild festzuhalten. Man kann zu diesem Zweck an die Stelle des Auges 
die Linse einer photographischen Kamera setzen, dann auf der Matt· 
scheibe das Modell scharf abbilden und eine gewohnliche Aufnahme des 

Abb.lOS. Einrichtung nach Abb. 95 b mit Aufnahmekamera, 
M dicht an L,. 

Modells machen. 1m all-
gemeinen wird jedoch bei 
diesem Verfahren die Licht
starke gering sein, so daB 
kurze Momentaufnahmen 
nur mit einer sehr licht
starken Kamera gemacht 
werden konnen. Die Her

stellung von kurzen Momentaufnahmen ist immer dann besonders er
wiinscht, wenn Zeiteinfliisse vorhanden sind, also etwa bei bewegten Mo
dellen oder bei zeitlicher Anderung der Last oder der optischen Wirkung. 
In Sonderfallen wird sogar die kinematogra phische Aufnahme des zeitlichen 
Verlaufs der Erscheinungen zweckmaBig sein. In allen diesen Fallen 
muB zur Erzielung einer hohen Lichtstarke das Aufnahmeobjektiv mog
lichst in einem Brennpunkt des Strahlenganges stehen, um alles Licht 
zum Zweck der Aufnahme zu vereinigen. Die hinter dem Modell aus 
Beleuchtungsgriinden eingeschalteten Linsen sind natiirlich an der Ab
bildung beteiligt. Gewohnliche Kollimatorlinsen liefern im allgemeinen 
keine verzerrungsfreie Abbildung, so daB ihre giinstigste Stellung fiir 
jede Anordnung erst bestimmt werden muB. Allgemein laBt sich von 
einer gewohnlichen Anordnung nach Abb. 108 sagen, daB die unkorrigierte 
Linse L2 urn so weniger Verzerrung verursacht, je naher sie am Modell M 
steht. Das Objektiv sieht dann sozusagen durch die Linse L2 durch, 
ohne daB sie selbst wesentlich als Linse wirksam wird. Aus diesem 
Grunde wird die Linse L2 oft zweckmaBig auf einen gekropften FuB ge
setzt, vgl. Abb.116 (S.110) mit gekropftem Stander 7. Die Scharfein
stellung des Modells auf der Mattscheibe ist wegen der festgelegten Ob
jektivstellung nur bei einer bestimmten Balgenlange in einem bestimmten 
AbbildungsmaBstab moglich; ist ein anderer AbbildungsmaBstab er
wiinscht, so muB ein Objektiv mit anderer Brennweite verwendet werden. 
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Bei derartigen Anordnungen halt man also am besten je eine Objektivlinse 
fur verschiedene zweckmaBige MaBstabe vorratig. 

Will man dagegen die auftretenden Kurven zeichnerisch festhalten, 
so projiziert man das Bild in groBem MaBstab auf einen Schirm [das ist 
bei Geraten mit diffusem Mattscheibenlicht (Abb. 92 oder 93a), naturlich 
nicht moglich] und fahrt mit dem Bleistift den Linien nacho Die 
Genauigkeit der Zeichnung hangt dabei sehr von der Lichtstarke ab, 
so daB der MaBstab auch nicht zu groB gewahlt werden darf. Die giinstig
ste GroBe und Lichtstarke wird wieder von der Lichtquelle usw. bestimmt, 
bei einer Punktlichtlampe kann man beispielsweise etwa drei- bis fiinf
fache lineare VergroBerung gut verwenden. Ein sehr glattes, weiBes 
Zeichenpapier gibt die hellsten Bilder. Gelegentlich empfiehlt es sich 
auch, das Bild auf einer Glasplatte (Mattscheibe) zu entwerfen, auf 
deren Riickseite durchscheinendes Papier angebracht ist. Sieht man von 
hinten her gegen das Licht, so erscheint ein ortlich sehr helles Bild, dessen 
dunkle Linien scharf erkenntlich sind. Empfohlen wird fUr diese Zwecke 
eine mit der iibrigen Einrichtung auf der Langsschiene befestigte Kamera, 
die eine Mattscheibe von mindestens 13 X 18 cm enthalt. Auf der 
Scheibe kann man dann direkt beobachten, zeichnen oder an ihrer Stelle 
eine Platte einlegen. 

Zur Feststellung des allgemeinen MaBstabes und zur Festlegung der 
einzelnen Modellpunkte in einem modellfesten Koordinatensystem ist 
es niitzlich, ein am Modell angebrachtes Koordinatennetz unmittelbar 
mit abzubilden. Gelegentlich ist es dabei am einfachsten, wenn man das 
Koordinatennetz mit einer feinen Nadel auf das Modell aufzeichnet 
(je feiner die Linien sind, urn so besser lassen sich im Bild die Messungen 
vornehmen), insbesondere ist dieses Verfahren in der Nahe des Randes 
empfehlenswert. Etwa vorhandene Abweichungen des Strahlengangs 
von der auf der Modellebene senkrechten Richtung bewirken eine Ab
bildung des Randes als dunkle Linie endlicher Dicke, so daB die Be
stimmung der Randentfernung eines Punktes in derartigen Abbildungen 
oft ungenau wird. Diese Ungenauigkeit fallt fort, wenn die Lage des 
Punktes unmittelbar auf dem Modell in einem auf dem Modell aufgezeich
neten Netz vermes sen wird. Fur punktweise Vermessung harterer 
Modelle (Glas) kann auch umgekehrt das Einkratzen durchsichtiger 
Linien in einem sonst dunklen Decklack vorteilhaft sein, die Schnitt
punkte zweier Linien stellen wohldefinierte MeBpunkte dar. Fiir die 
meisten Zwecke genugt eine bei weitem einfachere Vorrichtung: Ein 
aus feinen Linien auf ein Zelluloidblatt geritztes Netz (oder auch ein Netz, 
das photographisch oder mechanisch auf der Gelatineschicht einer Glas
platte hergestellt wurde) wird unmittelbar vor oder hinter dem Modell 
so angebracht, daB es moglichst uberall fest im Kontakt mit dem Modell 
verbunden ist, ohne aber andererseits die freie Bewegung des Modells 
bei der Belastung zu storen oder zu hindern. Die Scharfabbildung des 
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Koordinatennetzes bedeutet praktisch die gleichzeitige Scharfabbildung 
des Modells in diesem Netz. 

Es sei hier schlieBlicheine Einrichtungerwiihnt, die von ETEBAR [7.05] 
zur Aufnahme von geraden Balken entwickelt wurde. Er erreichte durch 
Anordnung eines senkrechten Schlitzes und waagerechte gegenseitige 
Bewegung von Balken, Schlitz und Aufnahmeschirm eine Bildaufnahme 
mit waagerecht und senkrecht verschiedenem MaBstab. Die im Balken 
vorhandenen Farbgleichen erscheinen in derartigen Bildern in einer 
Richtung stark verzerrt und es ist moglich, Lage und Art etwa der Momen
tennullpunkte auf diese Art deutlicher zu machen. 

8. Kompensatoren. 
SoIl die Bestimmung der Relativverzogerung genauer als durch 

Streifenausziihlen erfolgen, insbesondere bei geringer Gesamtstreifenzahl, 
so erfolgt die punktweise Vermes sung nach S.59 z. B. durch Kompen
sation, d. h. Zwischenschaltung eines zweiten Korpers mit veriinderlicher 
Doppelbrechung. Der naheliegende Gedanke, unmittelbar einen Zugstab 
gleichen Werkstoffs und gleicher Dicke wie das Modell einzuschalten, 
fiihrt auf Zugstabkompensatoren, bei denen ein Zugstab eingespannt 
und mit Gewichten oder einer Feder belastet wird. Die Hauptachsen 
des Zugstabes und des vermessenen Punktes miissen bei der Kompen
sation iibereinstimmen. 1st also das Modell einschlieBlich seiner Lasten 
drehbar, so kann der Zugstab in fester Richtung (z. B. senkrecht) ein
gebaut werden, gewohnlich muB er aber urn die optische Achse drehbar 
sein. Die Belastung geschieht dann am besten mit Hilfe einer geeichten 
Feder, und das Geriit wird auf einem Ring in Drehfassung mit Grad
einteilung befestigt. Zwei Beispiele solcher Kompensatoren zeigen die 
Abb. 109 und llO. In Abb. 109 dient eine geeichte Wendelfeder in einem 
Rohr mit Skala zur Belastung, in Abb. llO wirkt die Stabkraft auf einen 
federnden Ring, dessen Verformung durch eine MeBuhr abgelesen wird. 

Will man einen Punkt kompensieren, so muB ein Punkt des Zugstabes 
irgendwo zwischen den Polarisatoren so in den Strahlengang geschaltet 
werden, daB seine Wirkung sich in der richtigen Richtung der Wirkung 
des MeBpunktes iiberlagert. Man kann also den Kompensator unmittelbar 
vor oder hinter das Modell, aber auch unmittelbaran einen der Polari
satoren stellen, Scharfeinstellung auf den Kompensatorstab ist iiber
fliissig. Urn Storungen zu vermeiden, deckt man zweckmiiBig den Raum 
neben dem Stab ab, so daB das vorhandene Licht sicher durch den Stab 
gegangen ist. Steht der Kompensator unmittelbar hinter dem Polarisator 
oder vor dem Analysator, so hat das bei einer Anordnung nach Abb. 108, 
S. 102 den weiteren Vorteil, daB der zu vermessende Modellpunkt in 
einem weiten Bereich urn die optische Achse herum liegen kann, denn 
aIle den Stab durchdringenden Strahlen konnen zur Kompensation ver
wendet werden. Stehen dagegen Modell und Stab dicht beieinander, 
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so miissen stets durch entsprechende Verschiebung erst MeBpunkt und 
Stab zur Deckung gebracht werden. 

In einem Biegestab stehen gleichzeitig eine ganze Reihe von Relativ
verzogerungswerten zur Verfiigung, der auch aus dem Modellwerkstoff 
hergestellt werden kann und der meBbar gleichformig gebogen wird. 
Zum Zwecke der Kompensation muB unter Beriicksichtigung der Haupt
richtung der MeBpunkt mit dem Stabpunkt zur Deckung gebracht 

r 

Abb.109. Abb.110. 
Abb . 109. Zugstabkompeusator mit Hebel und Zugfeder in Drehfassung (Winkel·Zeiss, Gottingen.) 

Abb. 110. Zugstabkompensator. A Zugstab, B Zugglieder. Die im Ring D drehbare Scheibe 0 
tragt den Rahmen mit Zugschranbe E und Federring F, dessen Verformung angezeigt 

nnd abgelesen wird. 

werden, der gerade die zu messende Doppelbrechung aufweist. Unter 
Voraussetzung linearer Spannungsverteilung ist dann die Entfernung 
des 'kompensierenden Stabpunktes von der neutralen Stabmittellinie 
unmittelbar verhaltnisgleich zur gemessenen Spannung, eine genaue Orts
bestimmung des kompensierenden Punktes muB also vorgesehen sein. 

Die Kompensatoren nach BABINET oder SOLEIL-BABINET bestehen 
aus geschliffenen flachen Quarzkeilen, die gegeneinander verschoben 
werden kOnnen. 1m BABINET-Kompensator (Abb. 111) sind zwei Quarz
keile A und B eingebaut. Ein Keil (A) ist im Gerat befestigt, der zweite 
kann dagegen mit einer Mikrometerschraube bewegt werden. Die Kristall
achsen von A und B liegen in Subtraktionsstellung gegeneinander. Ein 
beispielsweise die Mitte des festen Keiles durchdringender Lichtstrahl 
L wird in zwei Komponenten zerlegt, die auf der Strecke dA eine Relativ-
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verzogerung mit dem Vorzeichen von A, auf der Strecke dB eine Relativ
verzogerung mit umgekehrtem V orzeichen erfahren. Die Gesamtver

Abb. 111. BABINET· 
KOInpensator aus 

festem Quarzkeil A 
und beweglichem 

Quarzkeil B. 
I,ichtstrahI L. 

zogerung ist also verhaltnisgleich zu (dA -dB). Dieser 
Betrag ist linear mit der Verschiebung von B veran
derlich, d. h. die wirksame Doppelbrechung verandert 
sich linear mit der Drehung der Mikrometerschraube, 
auBerdem andert er sich linear iiber die Keillange. 

Ahnlich verhalt sich der Kompensator nach SOLEIL
BABINET, bei dem insgesamt drei Platten vorgesehen 
sind, namlich eine feste planparallele Platte mit posi
tiver Kristallorientierung, auBerdem ein fester und ein 
beweglicher negativer Keil. Beide Kompensatoren sind 
fUr punktweise Vermessung (Lochblende am Modell) 
sehr gut geeignet, sie werden am besten modellseitig 
kurz vor den Analysator gestellt und durch den Ana
lysator unmittelbar beobachtet. 

Auch bei den Drehplattenkompensatoren nach 
EHRINGHAUS oder BEREK kann man so vorgehen. Die 

Drehkompensatoren beruhen da
rauf, daB eine Relativverzogerung 
durch Neigung einer Kristallplatte 
erzeugt wird, durch die der Strahl 
hindurchtritt. Nach BEREK wird 
hierzu eine Kalkspatplatte verwen
det, nach EHRINGHAUS eine Scheibe, 
die aus zweiin Subtraktionsstellung 
gegeneinander orientierten Quarz
platten besteht. Die Drehung der 
Platte wird auf einer Kreisteilung -
genauer mit Hilfe von Nonius und 
Lupe - abgelesen, der zugehorige 
Wert der Doppelbrechung wird 
einer Tabelle entnommen. Die 
kleinen handlichen Gerate werden 
am besten einschwenkbarund dreh
bar mit auf einem der Reiter be
festigt, etwa nach Abb. 112. Steht 
der Kompensator dabei sehr dicht 
am Strahlenschnittpunkt, z. B. am 
Analysator, so ist es auch moglich, Abb. ]]2. Am Analysator eingeschwenktes .1/4· 

B1iittchen B, einschwenkbarer 1<JHRINGHAU8- das Bild eines groBeren Modellbe
Kompensator Kp mit Ablcselupe L. 

reichs durch den Kompensator hin-
durch auf einen Schirm zu projizieren und die Kompensation auf dem 
Schirmbild vorzunehmen. Da die Offnung des EHRINGHA us-Kompensators 
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nur 5 mm Durchmesser hat, wird der gleichzeitig sichtbare Bereich 
nur klein, wenn nicht der Kompensator genau im Strahlenbrennpunkt 
steht. 

SoU die Messung der Relativverzogerung nach S. 60 durchgefiihrt 
werden, so kann ein A/4-Bliittchen in eigener Drehfassung mit Gradteilung 
unmittelbar hinter dem Polarisator oder vor dem Analysator ohne Schwie
rigkeit eingeschaltet werden. 

9. Belastungseinrichtung. 
Die notwendige ModeUbelastung erfordert von Fall zu FalJ ganz andere 

Vorrichtungen . Grundsatzlich ist lediglich festzustellen, daB Gewichts
belastungen meistens angenehmer zu handhaben sind als Federbelastungen 

Abb. 113. H ebelpresse (Winkel-Zeiss, Gattingen) . Verschiebliche Reiter A, B und C Ubcrtragen 
Zug oder Druckkriifte auf das Modell. Urn D drehbarer Hebel L mit Gegengewicht G in Schneide F 
durch Last P belastet und durch Exzenter E entlastbar _ Verschicbung des Gesamtrahmens mit 

H ebe l Lund festen Schiencn M (fUr Druck) und N (fUr Zug) mittels Hahenschra.ube H, 
Gegengewicht R. Seitliche Verschiebung durch Schranbe S, Klemme Rl. 

und daB man daher durchweg besser ein raumlich feststehendes Modell 
verwendet_ Das gilt insbesondere fur Modelle groBerer Abmessungen 
und hoherer Belastung. Fur kleine Modelle, kleine Vorfuhrungen usw. 
seien zwei Gerate dargestellt, die sich im Betrieb bewahrt haben; das eine 
ist ein Rahmen fur Gewichtsbelastung, das andere ein drehbarer Rahmen 
fur Federbelastung. 

Abb_ 113 stellt einen Rahmen dar, der mit den ubrigen Geraten auf der 
Dreikantschiene und dem zugehorigen Tisch befestigt wird und in dem 
man durch einfache Hebel mit Zentimeterteilung Zug-, Druck- und 
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Biegeversuche leicht durchfiihren kann. Aus der Abbildung ist die An
wendung des Rahmens unmittelbar zu erkennen, auf die Verschieblichkeit 
des Gesamtrahmens in seitlicher und senkrechter Richtung sei besonders 
hingewiesen. 

Abb. 114 gibt den im Miinchener Laboratorium verwendeten Rahmen 
wieder. Auf der vielfach gelochten Grundscheibe konnen viele Einspann
punkte festgelegt werden, auf denen das Modell oder die Belastungsfedern 
abgestiitzt werden. Zur Belastung dienen Federn, deren Verformung 

mit MeBuhren abgelesen wird. Die 
gesamte Scheibe mit Modell und 
Belastungen sitzt verschieblich in 
einer Drehfassung. 

Fiir einfache Versuche geniigt 
es oft, die Last ohne Kenntnis ihrer 
Hohe einfach durch eine Schraube 
aufzubringen. Nachtraglich laBt 
sich aus dem Bild der Farbgleichen 
oft noch die Lasthohe abschatzen 
oder genauer bestimmen. 

10. Interferometereinrichtung. 

Da Interferometermessungen 
ganz besondere Gerate und Ver
fahren erfordern, die iiber den 
Rahmen gewohnlicher technischer 
Messungen hinausgehen, sei hier 
auf eine eingehendere Schilderung 

Abb. 114. Drehbarer Belastungsrahmen fiir Feder- verzichtet. Die von FAVRE erst
belastnng (Spannnngsoptisches Laboratorium der malig in der Spannungsoptik ver-Techniscbcn Hochschule Miinchen). 

wendete derartige Einrichtung(Her
steller Zeiss, Jena) stellt Abb. 115 dar (vgl. Abb. 117b). Der Strahlen
gang ist aus der Abbildung ersichtlich. Die beiden Lichtstrahlen I 
und II haben dieselbe Zahl von Spiegelungen und erfahren dieselben 
Verluste, so daB sie nach der Wiedervereinigung gute Interferenz
erscheinungen geben konnen. Es wird mit linear polarisiertem Licht 
gearbeitet, wegen der Strahlspiegelung muB dabei die Polasations
ebene fest eingestellt sein. 1m Modell muB aber die Polarisations
ebene bei den beiden vorgenommenen Messungen parallel zu je einer der 
Hauptrichtungen sein. Dies wird durch die Drehung der Blattchen B und 
B' bewirkt, die so eingestellt werden, daB zwischen ihnen die Polarisations
ebene die erforderliche Neigung hat (vgl. Abb. 55, S. 49). Da aIle 
Entfernungen des Gerates wahrend des Versuchs auf Bruchteile einer 
Lichtwellenlange konstant gehalten werden miissen, wird die gesamte 
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Einrichtung auf einem sehr starren FuB (in U-Form wegen der Modell
einschaltung) befestigt und schlieBlich von einem Warmeschutzkasten 
umgeben. Trotz dieses Kastens muB moglichst auch im AuBenraum die 
Temperatur konstant gehalten werden, da die Versuche eine gewisse 
Dauer benotigen. Die Beobachtung erfolgt durch ein Fernrohr und 
punktweise, d. h. von dem Modell wird durch einen Schirm mit einem 
feinen Loch ein einzelner MeBpunkt ausgeblendet. Da im allgemeinen 
doch nur sehr selten mit dieser kostspieligen und empfindlichen Ein
richtung gearbeitet werden wird, wird 
wegen weiterer Einzelheiten auf das 
Schrifttum verwiesen [26, 0.21, 0.22, 
2.06, 7.21]. 

11. Allgemeine Bemerkungen 
zu den Geraten. 

In den vorangehenden Abschnitten 
sind die wichtigsten spannungsoptischen 
Gerate in ihren wesentlichen Merkmalen 
beschrieben worden, verzichtet wurde 
auf eine Schilderung von Hilfsgeraten 
und Sondereinrichtungen, insbesondere 
auch auf die Schilderung von Geraten 
zur weiteren, nicht mehr optischen Ver
suchsdurchfiihrung. Ein paar Einzelheiten 
iiber diese Gerate sind im nachsten 

Abb. 115. Interferometereinrichtung 
(Spannungsoptisches Laboratorium der 
Eidgen. Technischen Hochschule Zurich 
[nachFAVRE]). Halbsilherspiegel S, und 
S •• Oberflachenspiegel S, und S" milITo' 
metrisch neighare Glasplatte L, feste 
Platte L', Modell M zwischen Halb
wellenbllittchen B und B', Hilfsplatte H 
ans Modellwerkstoff und von Modelldicke. 
Lichtstrahlteilung in Strahl I und II. 

Kapitel noch aufgenommen. 

Zu den bisher beschriebenen Geraten seien noch folgende allgemeine 
Bemerkungen hinzugefiigt. Am haufigsten wurden bisher Gerate etwa nach 
Abb.95b, S. 95 v~rwendet, und zwar durchweg mit drehbaren Polarisa
toren. Die Moglichkeit der Drehung der Polarisationsebene mit Hilfe eines 
eingeschalteten Halbwellenblattchens nach S. 49 ist nur selten verwendet 
worden, da im allgemeinen die Polarisatoren leicht drehbar einzusetzen 
sind. Eine Vorrichtung zur gemeinsamen gleichzeitigen Drehung beider 
Polarisatoren, die dabei immer gekreuzt bleiben, wird oft als sehr an
genehm empfunden. Eine bewahrte einfache Vorrichtung in Form eines 
groBen leichten Betatigungsbiigels stellt Abb. 116 dar. Gekoppelter Zahn
radantrieb der beiden Polarisatoren hat sich demgegeniiber nicht bewahrt. 
Die Ablesung des eingestellten Winkels erfolgt sicherheitshalber am besten 
an beiden Polarisatoren. Die notwendige Kreisteilung wird eingraviert 
und bei beiden Polarisatoren im gleichen Sinne und mit gleichem Null
punkt vorgesehen (die beiden Ablesungen sollten bei gekreuzter Einstel
lung iibereinstimmen). Fiir die gewohnlichen Zwecke geniigt eine Grad
teilung von je 5° Strichabstand vollstandig, da man dann ganze Grad 
gut abschatzen kann. Fiir hOhere Anspriiche (etwa bei der Doppel-
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brechungsmessung mit Hilfe der Polarisatordrehung) ist eine Teilung mit 
2° Strichabstand (evtl. mit Noniusablesung) in jedem Falle ausreichend. 

Uber die Abmessungen des Arbeitsfeldes lassen sich nur schwer all
gemeine Richtlinien geben, da sie sehrvon den beabsichtigten Versuchen ab
hangen. Gut bewahrt hat sich ein Arbeitsfelddurchmesser von etwa 10 cm, 
bei Linsenanordnungen nach Abb. 95 oder 116 sind dazu Linsen mit etwas 
iiber 10 cm Durchmesser und 25 cm oder mehr Brennweite erforderlich. 
Spannungsfreie Linsen mit Durchmessern von 15 bis 20 cm sind schon 
ziemlich kostspielig, groBere Felddurchmesser diirften nur mit groBen 
Polarisationsfiltern erreicht werden. In Miinchen und in Amerika werden 
zur Zeit Gerate mit etwa 30 cm Foliendurchmesser verwendet. 

VP 

Abb. 116. Einrichtung nach Abb. 95 b mit cinem Biigel zur gemeinsamen Drehung der Polarisatoren 
(Winkel-Zeiss, G6ttingen). Vertikalstiitzen V A und V P , di e mit F eststelJschrauben 8" 8" 8 3 

und 8. an den Polarisatoren und aem Bedienungsstab Q befestigt werden. Stiitze 1: Punktlicht
lampe, 2: Kond ensor, 3 : Kiihlkiivette, 4: Linse, 5: Polarisator mit ?-4-Blattchen, 6: I,inse , 7: Linse 
dicht am Modell auf gekr6pftem Stander. 8: Abbildungslinse, 9: Analysator mit A/4-Blattchen und 

Kompensator, Ob: Objektiv, M: Mattscheibe oder Platte. 

Um mit der Belastungseinrichtung nicht raumlich behindert zu sein, 
ist bei Verwendung einer optischen Bank ein entsprechender Abstand 
zwischen optischer Achse und Schienenoberkante vorzusehen. Die handels
iiblichen Bogenlampen- und Punktlichtlampenfassungen sind fiir einen 
solchen Abstand von 18 cm gebaut_ Ein groBerer Abstand ist oft an
genehm, so daB die hoher stellbaren Kugelgehause der Punktlichtlampen 
(Abb. 116) vorzuziehen sind, wenn man nicht die anderen Gehause auf 
besonderen Unterteilen aufbauen will. Die Hoherstellung der Polarisatoren 
und Linsen macht bei der iiblichen Bauart (Fassung auf Stift, der in einem 
Reiter festgeschraubt wird) im allgemeinen keine Schwierigkeit. Bei 
komplizierteren groBen Modellen muB die optische Bank unterbrochen 
werden. Gerate mit Filterfolien miissen ebenfalls einen geniigend groBen 
freien Raum aufweisen. 
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Ein besonders schones Beispiel einer vollstandigen Einrichtung stellt 
Abb. 117 dar. Diese Einrichtung enthalt zwischen zwei Teilen einer fest 
angebrachten optischen Bank einen groBen Tisch fur das Modell, der seit
lich und senkrecht erheblich verstellt werden kann. Der gerade zu ver
messende Modellbereich kann immer in Strahlmitte geruckt werden, sehr 
groBe Modelle haben reichlich Platz. AuBerdem kann das ganze Modell 
in das angebaute Interferometer gefahren werden, so daB die vollstandige 
Vermessung keinerlei besonderen Umbau erfordert. Bei einem groBeren 

Abb. 117 n. Einrichtung des spannungsoptischen Laboratoriums der Eidgen. Materiaipriifungsanstait 
Ziirich (nach BAUD). Bogeniampe, Linsen und Poiarisatoren, Kompensator, Projektionsschirm, 

Zugstab in Beiastungsrahmen auf spindeigetriebener groGer ModeIIbiihne. 

Versuchsprogramm bedeutet eine solche Modellbuhne (auch ohne Inter
ferometer) einen erheblichen Zeitgewinn. 

Die augenblicklichen Kosten einer gesamten Einrichtung lassen 
sich nur ungefahr angeben, insbesondere die Belastungsvorrichtungen 
sind je nach den Anspruchen sehr billig oder sehr kostspielig. 1m folgen
den werden einige Preise von Firmenange boten zusammengestellt. 

Winkel-Zeiss, Gottingen, 1938. 
Brett und Sehiene (2 m lang) ....... . 
Punktliehtlampe. . . . . . . . . . . . . . . . 
Lampenzubehor (Kondensor und Wasserkammer) . 
2 Polarisatoren in Drehfassung (Ahrens-Prismen 15 mm 

Dmr.) ...... . ....... . 
oder statt dessen Bernotare 27 mm Dmr. 
2 Glimmerplattehen 20 mm Dmr. 
3 Linsen fiir Sehfeld 10 em Dmr ..... 

I25,- RM. 
I35,-RM. 
I48,-RM. 

350,- RM. 
I90,-RM. 
36,-RM. 

273,-RM. 
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Kamera 13 x 18 em . . . . . . . . 
Quarzkompensator naeh EHRINGHAUS 

Halter dazu .......... . 
Orangefilter. . . . . . . . . . . . 
Zugstabkompensator, drehbar, naeh Abb. 109 
Hebelpresse naeh Abb. 113 . . . . . . . . . 

115,-RM. 
135,-RM. 
30,-RM. 

5,40RM. 
155,-RM. 
330,-RM. 

Abb. 117 b. Einrichtung des spannnngsoptischen Laboratoriums der Eidgen. Materialpriifungsanstalt 
Zurich (nach BAeD). Angebaute Interferometereinrichtung nach Abb. 1] 5. 

Alle Gerate stehen auf Reitern, die auf der Schiene festgeschraubt 
werden. 

Entsprechende Teile fur eine groDe Einrichtung: 
Untergestell und Brett. . . . 
Zweiteilige Schiene (3 m lang) 
2 Polarisatoren (Bernotare 42 mm Dmr.) . 
3 Linsen fUr Sehfeld 17 em Dmr. 
2 Glimmerblattehen 35 mm Dmr. 
Kamera mit Kassette 18 X 24 em . 
GroBe Hebelpresse. . . . . . . . 

350,-RM. 
l08,-RM. 
480,-RM. 
775,-RM. 
46,-RM. 

195,-RM. 
515,-RM. 
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Leitz, Wetzlar 1933: 
Brett mit Sehiene (2 m lang). . . . . . 
Reiter mit festem Polarisator und Linse . 
Reiter mit festem Analysator 
3 Linsen fiir Sehfeld 7,5 em Dmr .. 
2 Glimmerplattehen 80 mm Dmr. . 
Kamera mit VersehluB 13 X 18 em 

117,-RM. 
245,-RM. 
90,-RM. 

260,-RM. 
96,-RM. 

150,-RM. 

113 

Die Preise der deutschen Filterfolien sind zur Zeit nur fur kleine 
Formate anzugeben: 

Bernotare in Fassung etwa 3 em Dmr. 
5em 
gem 

30,-RM. 
120,-RM. 
280,-RM. 

GroBe Folien sind in Deutschland noch nicht im Handel erhaltlich. 
In Nordamerika sind kauflich: 

Polaroidfilter zwischen zwei Glasern etwa 3 em Dmr. 
5em 

10 em 
" 25 em 

In Zelluloid gebettete Filter etwa 4 em Dmr .. 
quadratiseh 10 em Kantenlange 

5,-$ 
7,50 $ 

17,50 $ 
50,-$ 
2,50$ 
4,-$ 

VI. Versuchstechnik und Auswertung. 
1. Priifung und Justierung der optischen Einrichtung. 

ErfahrungsgemaB empfindet das menschliche Auge zeitlich verander
liche geringe Lichteindrucke sehr deutlich, insbesondere im verdunkelten 
Raum. Besonders scharf kann bei solchen zeitlichen Lichtveranderungen 
der Augenblick geringster Lichtstarke festgelegt werden, und zwar um so 
scharfer, je geringer diese geringste Lichtstarke absolut ist. Bei der 
Priifung und Justierung von spannungsoptischen Einrichtungen geht man 
daher moglichst so vor, daB man durch pendelnde Betatigung der be
treffenden Gerate einen urn ein mittleres "Dunkel" herum schwankenden 
Helligkeitseindruck erzeugt, dann die Bewegung immer mehr vermindert 
und schlieBlich im dunkelsten Augenblick das Gerat festhalt und seine 
Stellung abliest. Man uberzeugt sich durch Wiederholung der Ablesung 
im allgemeinen leicht von der ausgezeichneten Scharfe einer solchen 
Einstellung. 

Die erste gegenseitige Justierung der beiden Polarisatoren wird (falls 
sie nicht schon vom Herstellerwerk vorgesehen war) auf diese Weise leicht 
bewerkstelligt: Man dreht einen von beiden Polarisatoren gegen den 
anderen bis zum Augenblick groBter Dunkelheit, die Polarisatoren sind 
dann rechtwicklig gegeneinander gekreuzt. Die Gradablesung der "beiden 
Kreisteilungen sollte dann genau ubereinstimmen. 

Die absolute Richtung im Raum ist dabei zunachst unbekannt, sie 
wird am besten mit Hilfe eines einfachen Zugstabes bestimmt. Diesen 

Mesmer, Spannungsoptik. 8 
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Stab stellt man zwischen die Polarisatoren und belastet ihn in bestimmter 
bekannter Richtung, so daB seine optischen Hauptachsen ebenialls in 
dieser bekannten Richtung liegen. Nun dreht man beide Polarisatoren 
gemeinsam gleichzeitig (wahrend sie immer gegenseitig gekreuzt bleiben), 
bis das Modell dunkel erscheint; dieser Punkt wird wiederum am scharf· 
sten bei pendelnder Bewegung erkannt. Die Polarisationsebene stimmt 
dann mit einer Hauptrichtung des Modells uberein. Am bequemsten be
zeichnet man die Kreisteilung mit 0° oder 90°, wenn die Polarisations
ebenen senkrecht oder waagerecht stehen. Der Drehsinn der Kreisteilung 
ist belanglos, sollte aber zur Vermeidung von Verwechslungen immer im 
gleichen Sinne beibehalten werden. 

Die Justierung von A./4-Blattchen fur Zirkularpolarisation erfolgt eben
falls durch Dunkelheitseinstellung: Man schaltet zunachst ein Blattchen fUr 
sich zwischen die gekreuzten Polarisatoren und dreht es bis auf Dunkel
heit. Seine Hauptachsen entsprechen dann den Achsen des Polarisations
kreuzes. AnschlieBend wird eine Drehung des Blattchens um 45° mit 
Hilfe einer Kreisteilung vorgenommen (es genugt hierbei je ein Teilstrich 
bei - 45°, 0°, + 45°), das Blattchen steht damit in seiner Gebrauchs
steHung. Das zweite Blattchen wird unter zeitweiser Entfernung des 
ersten ebenso gerichtet und schlieBlich werden beide unter 450 gleichzeitig 
hintereinander eingeschaltet. 1st das Feld jetzt dunkel, so stehen die 
Blattchen richtig, ist es dagegen hell, so muB eines von ihnen um 900 ge
dreht werden. 

Bei allen dies en Einstellungen kann nun die eingestellte Dunkelheit 
unvollkommen sein: Gekreuzte Polarisatoren ergeben nur in der Feld
mitte Dunkelheit, nach den Seiten hellt sich das Feld im allgemeinen etwas 
auf. Man stellt dann auf Symmetrie der Dunkelheit, d. h. so ein, daB 
ein dunkles Kreuz in der Mitte zwischen etwas erhellten Ecken erkennt
lich wird. Bei Filterpolarisatoren ist auBerdem die Polarisation nicht fur 
aIle Wellenlangen vollstandig, so daB einzelne Lichtbestandteile (dunkel
rot und manchmal etwas blau) auch bei gekreuzten Filtern durchdringen. 
Das Minimum der Helligkeit ist hier ebenialls scharf einstellbar, not
wendigenialls kann man den Eindruck durch einiarbiges Licht (Gelbfilter) 
verscharfen. 

Die Viertelwellenblattchen konnen ebenialls Fehler aufweisen, so daB 
die bei ihrer schlieBlichen Gebrauchsstellung erscheinende Dunkelheit 
manchmal nur ein gelbliches oder grunliches Grau darstellt. ·Man sollte 
in jedem Fall die Blattchen auf ihren Doppelbrechungswert priifen und 
nur einigermaBen richtige Blattchen verwenden. 1st in SchluBstellung 
das Feld dunkel, so ist damit zunachst nur bewiesen, daB die beiden 
Blattchen einander gleich sind. Diese Forderung solI man mindestens 
stellen (vgl. S. 101). AuBerdem soIl aber die von den Blattchen erzeugte 
Relativverzogerung wiJ:klich 0,25 A. fur eine im Sichtbaren liegende 
Wellenlange sein. Eine grobe Probe hierfur ist, daB man ein Modell mit 
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mehreren Farbgleichen in das mit A./4-Blattchen versehene Gerat stellt und 
mit einfarbigem Licht durchstrahlt. Halt man den Polarisator, das erste 
Blattchen und das Modell fest, so darf sich das Bild nicht verandern, wenn 
man das zweite Blattchen und den Analysator gemeinsam dreht. Eine 
bessere Probe besteht darin, daB man die beiden Blattchen so zwischen 
die gekreuzten Polarisatoren stellt, daB sich ihre Wirkungen nicht sub
trahieren (dunkles Feld) sondern addieren (helles Feld), indem man also 
eines der Blattchen um 900 gegen die ubliche Stellung dreht. Die Summe 
der Wirkungen muB jetzt Aj2 sein, d. h. hinter dem zweiten Blattchen muB 
linear polarisiertes Licht vorhanden sein, dessen Polarisationsebene um 
2 ex = 90 0 gegen die ursprungliche Ebene geneigt ist. Halt man also 
Polarisator und beide Blattchen fest und dreht den Analysator um 900 , 

so daB er parallel zum Polarisator steht, so muB das Feld dunkel bleiben. 
Erscheint es gelblich, so nutzt vielleicht ein Blaufilter und umgekehrt, 
d. h. man kann manchmal unmittelbar feststellen, fUr welche Farbe etwa 
wirklich m = 1/4 ist. 

Die genaueste Messung besteht darin, daB man jedes Blattchen mit 
einem geeichten Kompensator (z. B. Kristallkompensator) in bekanntem 
Licht unmittelbar vermiBt wie ein Modell. Der ermittelte Doppel
brechungswert Z (in mu) gibt an, fur welche Wellenlange (4Z) das Blatt
chen eine Verzogerung m = 1/4 bewirkt. Wegen der Unabhangigkeit 
des Wertes Z von der Wellenlange kann man diese Messung auch in 
weiBem Licht vornehmen. Fur spannungsoptische Gerate gut brauchbar 
sind Blattchen mit Doppelbrechungswerten Z von 120 bis 160 mil, am 
besten sind solche mit etwa Z = 145 bis 150 mil. 

Bei jeder Kompensation muB wiederum eine Richtung eingestellt 
werden, der Kompensator muB dieselbe Hauptachsenneigung wie das 
Modell haben. Meistens nimmt man eine Kompensation mit linear polari
siertem Licht vor, wobei die Modellhauptachsen unter 45° gegen das 
Polarisationskreuz geneigt sind. Der Kompensator kann also ein fur 
allemal ebenfalls unter 45 0 gegen das Polarisationskreuz geneigt festgelegt 
werden. Die Einstellung kann genau wie bei einem A.f4-Blattchen erfolgen, 
auf Kristallpolarisatoren mit Drehplatten (EHRINGHAUS) ist auBerdem 
die Hauptachsenrichtung durch einen eingravierten Strich bezeichnet. 

2. Werkstoffe, Modellherstellung. 
Zur Herstellung spannungsoptischer Modelle eignen sich alle festen 

Stoffe, die durchsichtig und ursprunglich isotrop (d. h. ohne ausgezeich
nete Richtung nach allen Seiten gleichartig) sind, bei Belastung doppel
brechend werden und sich bis zu einer gewissen Belastung elastisch 
verhalten. Eine ganze Reihe solcher Stoffe steht zurVerfugung, von denen 
jeder Vorteile und Nachteile aufweist. Folgende Eigenschaften mussen 
bei allen Stoffen berucksichtigt werden: 

8* 
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a) Durchsichtigkeit. Der Stoff darf zwar eigengefarbt sein, soIl 
aber keine milchige Trubung aufweisen, damit auch dickere Modelle 
durchleuchtet werden konnen. 

b) Elastizitdt und Festigkeit. Der Stoff soIl sich bis zu moglichst 
hoher spannungsoptischer Wirkung streng elastisch verhalten, d. h. Ver
formungen und Doppelbrechung sollen verhaltnisgleich zur Spannung 
sein und nach Entfernung der Spannung wieder vollstandig zuruck
gehen. Zeitliche elastische Nachwirkung ist meBtechnisch unbe quem , 
also sollen Verformung und Doppelbrechung moglichst unabhangig von 
der Belastungsdauer bzw. der Zeit seit der Entlastung sein. 

e) Steifigkeit. AuBerdem sollen die Verformungen nicht so groB 
werden, daB die geometrische Form des Modells fUhlbar verandert wird. 

d) Doppelbreehung. Die infolge der Belastung und Verformung 
entstehende Doppelbrechung soIl hoch genug sein, daB sie gut meBbare 
Werte ergibt, andererseits soIl der Stoff ohne Belastung moglichst frei 
von eigener Doppelbrechung sein. 

e) Modellherstellung. Der Stoff soIl gut bearbeitbar sein, damit 
auch die Herstellung nicht einfacher technischer Formen mit ertraglichem 
Arbeitsaufwand moglich ist, insbesondere durfen die Bearbeitungskanten 
nicht sprode ausbrechen. Fur raumliche Modelle ist auBerdem oft eine 
gute Klebfahigkeit erwunscht, die auch Kraftiibertragung in den Kleb
flachen gestattet. 

f) Modellhaltbarkeit. Der Stoff solI zeitlich unverandert bleiben, 
insbesondere soIl er nicht durch Licht und Luft an seiner Oberflache 
verandert werden, so daB einmal hergestellte Modelle auch noch nach 
einiger Zeit fUr Messungen verwendet werden konnen. 

Gleich vorweg ~st festzustellen, daB es bisher keinen Stoff gibt, der 
aIle genannten Forderungen erfullt. Von den bisher verwendbaren Stoffen 
seien funf Gruppen genannt, die in der folgenden Tabelle zusammen
gestellt sind. 

I Durch·1 1 . I Steif 
I 

Doppel· 

I 
Modell- Haltbar sichtig E astlSch brechung herstellung 

Glaser. ja 
I 

ja 
I 

gering ja ! ja teuer 
Zelluloid . ja Iteilweise ja mittel sehr einfach teilweise 
Kunstharze j a . teil weise ja sehr hoch einfach nein 
Gallerte I ja. Iteil~eise nein mittel nur teilweise nein 
Weichgummi wemg, Ja nein hoch nur teilweise teilweise 

Die wichtigsten Eigenschaften sind noch etwas naher in der folgen
den Tabelle dargesteIlt, dabei ist der Elastizitatsmodul ein MaE fur die 
Steifigkeit, die Elastizitatsgrenze ein MaB fUr die zuHissige Belastung, 
C die je Spannungseinheit, C' die je Verformungseinheit erreichte optische 
Wirkung. 
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I
E 

(kgmm') 

Sehr schweres Flintglas . 
Schweres Flintglas 
Gewiihnliches Flintglas 
Plexiglas. 

. I 7000 

Zelluloid, 50% Kampfer. 
25% " 
0% 

Cellon. 
Phenol-Kunstharze . 
Gummi 
Gelatine 45% Trockensubstanz 

10% 

7000 
7000 
270 

} 200-250 

170 
350 

0,05 

0,03 ! 
0,0025 

I C I 0' mmax 

i Gel I( _.mm')!=e'E'10-a c·" 
. (kg1mm') I 10 -kg (10-') = 60el 

3 ! - 20 - 150 ! 1,0 
3 I + 15 + 100 0,7 
3 I 30 200 1,5 
2 25 7 0,8 

1-1,5 I { 

1,3 
1,7 I 

20 4,5 0,5 
120 27 2,5 
190 43 4,0 
200 35 4,0 
500 170 15 

20000 1 -
70000 ! 2,1 -

- I 160000 0,4-

Die spannungsoptische Kennzahl 0 ist definiert durch die Gleichung 
0= mA/d((11-(12)' dabei wird imiiJteren Schrifttumdie Relativverzogerung 
min Wellenlangen, die Wellenlange A in AE (10-7 mm) die Modelldicke d 
in mm und die Spannung (5 in bar (106 dyn/cm2) gemessen. Die Einheit 
von 0 in diesen MeBgroBen hat die Dimension 10-13 cm 2/dyn R; 10-5 mm 2/kg 
und wird als ein "Brewster" bezeichnet. Hier ist statt dessen A in mf.1, 
din mm, (1 in kg/mm2 gemessen, man erhalt dann fur 0 den zehnfachen 
Wert. 

Nach S. 67 ist m = d· K ((51-(52) also hier (wegen m= Od((51-(12)/A) 
0= K· A, mit A in mf.1 (0 in 10-6 mm2/kg). 

FaBt man ((11 - (12) . d noch zum "SchubfluB" 2 q (kg/mm) zusammen, 
so ist 0 =Z/2 q einfach die Relativverzogerung in mf.1, die infolge eines 
Schubflusses 2 q = ((11 -(12)' d = 1 kg/mm auftritt. Die "Dispersion" der 
genannten Stoffe ist bei elastischen Beanspruchungen gering, d. h. der 
Wert C bzw. Z ist ziemlich unabhangig von der Wellenlange. Fur sehr 
hohe Anspruche muB man jedoch noch angeben, bei welcher Wellen
lange A der Wert 0 gemessen wurde. 

Die GroBe 0' = 0 . E . 10-3 ("dehnungsoptische Kennzahl") gibt an, 
welche Relativverzogerung bei einer gegebenen Dehnung, z. B. 10/ 00 , zu 
erwarten ist. Es ist Z = m' A = 0'· d· s die Relativverzogerung in mf.1, 
wenn d in mm und die Dehnung s in %0 angegeben wird. 

SchlieBlich ergibt sich mmax= c· ~~ UeJ als die Zahl der erhaltenen 

Ordnungen bei gel bern Licht in einem 10 mm dicken Modell bei einer 
Belastung, die fur exakte Versuche gerade noch etwa zulassig ist. Von 
den genannten Stoffen erge ben also eindeutig die Phenolharze die hochste 
Farbordnung bei geringer allgemeiner Verformung. 

Zu den verschiedenen Werkstoffen und ihrer Verwendung seien nun 
noch folgende Einzelheiten erwahnt. 
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a) Glaser. Die Glaser bildeten lange Zeit hindurch die einzigen 
Stoffe fur spannungsoptische Versuche, insbesondere bei den alteren, 
mehr physikalischen Arbeiten. Auch die ersten technischen Versuche 
(Bruckenmodell von MESNAGER 1885) wurden an Glasmodellen durch
gefuhrt. Die wesentliche Eigenschaft der Glaser, namlich ihre strenge 
und zeitlich unveranderIiche Elastizitat bei Zimmertemperatur auch bei 
hoherer Belastung laBt sie auch heute noch fur gewisse Prazisionsversuche 
als unubertroffen erscheinen. Sie sind auBerdem unentbehrlich, wenn 
streng geschliffene Oberflachen vorhanden sein mussen. Die Abmessungen 
des Modells kann man mit hochster Genauigkeit vermessen. Ein einmal 
hergestelltes und sorgfaItig behandeltes Modell ist jahrelang brauchbar, 
die Messungen konnen immer wieder kontrolliert und wiederholt werden. 
Zwei wesentliche Mangel haften jedoch allen Glasern an: Wegen ihrer 
geringen optischen Wirksamkeit erhalt man in ihnen ohne Bruchgefahr 
kaum die leuchtend bunten Farbgleichen der ersten Ordnung und schon 
gar nicht die Farbgleichen hoherer Ordnung, eine pUnktweise Kompensa
tion ist also erforderlich. AuBerdem erfordert schon die Herstellung eines 
einfachen Modells betrachtlichen Arbeitsaufwand und kann nur von einer 
wohlausgerusteten glastechnischen Werkstatt vorgenommen werden. 
Gekrummte Kanten sind nur durch kostspieliges Schleifen zu erzeugen; 
das Bohren von Lochern, das Einschleifen von Kerben bedeutet oft 
Bruch des Modells, und auch die Bruchgefahr bei der Belastung ist hoch 
und bedeutet erneute Kosten und Zeitlust. Fur technische Messungen 
ist Glas also trotz seiner gunstigen Eigenschaften nicht recht geeignet 
und wird nur fur Sonderzwecke verwendet, insbesondere dann, wenn 
die auBere Modellform sehr einfach ist (gerader Balken, Quader, Keil 
usw.). Gegenuber den Herstellungskosten des Modells spielen die Kosten 
der spannungsfreien Glasherstellung keine erhebliche Rolle, die Her
stellungskosten eines etwas weniger einfachen Modelles betragen jedoch 
meistens mehrere hundert Mark. 

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB bei hoherer Temperatur und 
hoher Belastung auch Glaser sich nicht mehr elastisch verhalten. Die 
hierbei auftretenden Kriecherscheinungen sind aber fur die gewohnIiche 
Spannungsoptik unwesentlich. 

1p der Tabelle ist bei der erwahnten Glassorte "sehr schweres Flint
glas" eine negative optische Kennzahl C angegeben. C wird als positiv 
gerechnet, wenn in einem einfachen einachsigen Zugstab die Licht
geschwindigkeit der in der Zugrichtung schwingenden Lichtkomponente 
groBer ist als die Geschwindigkeit der querschwingenden Komponente. 
Negatives C bedeutet entsprechend eine geringere Geschwindigkeit der 
Langskomponente. Ein spannungsoptisch wirkungsloses Glas (C = 0) 
wurde ebenfalls schon hergestellt (vgl. S. 171). 

b) Zelluloid und Cellon. COKER fuhrte nach anfanglichen Versuchen 
mit Glas die Modelle aus Zelluloid (Xylonit) in der Spannungsoptik ein, 
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besonders wegen der ganz erheblich leichteren Modellherstellung und 
wegen seiner hoheren optischen Wirksamkeit. Zelluloid besteht aus 
Nitrozellulose und Kampfer in verschiedenen Verha,ltnissen. Glasklare 
Zelluloidplatten sind bis zu hochstens 10 mm Dicke gut durchleuchtbar, 
6 mm Platten erwiesen sich als besonders geeignet. Die Bearbeitung 
durch Sagen, Frasen, Hobeln, Schneiden oder Feilen ist leicht und be
quem, die Modelle sind nicht stoBempfindlich und je nach der Zelluloid
sorte auch langere Zeit ohne Randstorungen haltbar. Modelle aus sehr 
frischen Zelluloidplatten sind jedoch oft nach einigen Tagen am Rand so 
eigenverspannt, daB sie unbrauchbar werden. Dagegen sind Platten, die 
schon einige Jahre alt sind, sehr beE>tandig. Vermutlich spielen dabei 
Verdunstungserscheinungen eine Rolle, denn der V organg laBt sich durch 
Lagerung unter LuftabschluB (unter (1) etwas bremsen, leider aber nicht 
ganz verhindern. Geringe Eigenspannungen lassen sich bei Zelluloid 
durch "Ausheizen", d. h. durch langere Erwarmung auf etwa 50° bis 
hochstens 70° und langsames Abkiihlen oft vermindern oder zum Ver
schwinden bringen. Das bequemste Verfahren ist, die Modelle zu diesem 
Zweck auf einer sorgfaltig gereinigten Glasplatte liegend in einen warme
isolierten Kasten zu legen, der durch ein paar eingebaute Gliihbirnen 
mit regulierbarem Vorschaltwiderstand auf die erforderliche Temperatur 
gebracht wird. Bei groBen Originalplatten mit von der Fabrikation her 
stark eigenverspannten Randern werden aber diese Rander besser gleich 
abgeschnitten und nicht fUr spannungsoptische Zwecke verwendet. 
Die unverwendbaren Bereiche erkennt man leicht in der Durchsicht mit 
weiBem polarisiertem Licht. Dabei geniigt fUr diesen einfachen Zweck 
auch der Blick durch einen vor das Auge gehaltenen Polarisator durch die 
Platte gegen den blauen Himmel, der namentlich unter etwa 90° gegen 
die Sonne stark polarisiertes Licht liefert, oder gegen eine spiegelnde 
Fensterbank, Glasscheibe usw. Vollig unbrauchbar sind die "kaschier
ten", d. h. aus mehreren Schichten zusammengeklebten Platten. Die in 
ihnen vorhandenen Verspannungen sind durch kein Mittel wieder zu ent
fernen. Von den verschiedenen Zelluloidsorten haben sich solche mit 
mittlerem Kampfergehalt (um 25%) gut bewahrt. Die optisch negative 
Kampfermenge bestimmt den Wert von C wesentlich, wie man aus der 
Tabelle unmittelbar entnimmt. Die je nach der Modelldicke im Elasti
schen erreichbaren Farbordnungen reichen bei mittleren Zelluloidsorten 
im allgemeinen zu einer ersten allgemeinen Beurteilung des Modells 
in unmittelbarer Ansicht aus, hohere Anspriiche erfordern genauere 
Vermessung. 

1m Gegensatz zu Glas weist nun aber Zelluloid bei hoheren Span
nungen sowohl "elastische Nachwirkung" wie "plastisches Verhalten" 
auf. Elastische Nachwirkung ist ein zeitlich veranderlicher Dehnungs
vorgang, der nach der Entlastung - ebenfalls im Lauf der Zeit - wieder 
vollstandig verschwindet. Plastische Verformungen nehmen ebenfalls 
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mit der Zeit zu, gehen aber auch nach langerer Entlastung nicht wieder 
zuriick. Verkniipft mit diesen Formanderungen andern sich auch die 
optischen Eigenschaften bei hoherer Last: Es treten "elastische optische 
Nachwirkungen" und bleibende optische Wirkungen auf. Die strengen 
Gesetze des Zusammenhanges zwischen Spannungen, Dehnungen und 
optischen Wirkungen sind durchaus noch nicht abschlieBend geklart, sie 
hangen sehr stark von der Zusammensetzung des Werkstoffs (Kampfer
gehalt) und von seiner Vorgeschichte (Alter) abo Wahrscheinlich gilt im 
allgemeinen folgende Regel: Mit steigender Last tritt zunachst nur 
elastische Nachwirkung auf, und zwar ist sie verhaltnisgleich zur wirk
samen Spannung und nimmt etwa mit dem Logarithmus der Zeit zu [S.25]. 
Der zeitliche Verlauf wurde von einigen Forschern auch durch eine 
Kurve eNachw = c Vi dargestellt, wobei c ebenfalls mit der Last wachst 1. 

"kgftmn.f Das optische Verhalten ist sowohl von 
3,0 der Spannung wie von der Dehnung 

t ~o 
q 

0,01 

abhangig, es scheint ein Zusammen
hang der ·Form m = a . a + b . e vor
zuliegen. Solange nun die Nachwir
kung linear mit der Spannungwachst, 
heiBt das, daB die Gesamtwirkung 
m zu jeder Zeit ebenfalls verhaltnis-

[ [ gleich zur Spannung ist, so daB man 
0,02 403 40'1 ein im ganzen ahnliches Bild der 
E_ 

Abb.118. Spannungs-Dehnungsdiagramm Farbverteilung erhalt. Bei Lasten 
von Zelluloid. iiber der eigentlichen Elastizitats-

grenze (bei Zelluloid je nach Zusammensetzung und Alter bis zu etwa 
1,5 kgjmm2) treten dann auBerdem plastische Verformungen ein, die mit 
bisher ungeklarten optischen Wirkungen verkniipft sind. Wegen der 
geringen Bedeutung dieser Erscheinungen fiir spannungsoptische Zwecke 
sei wegen naherer Einzelheiten auf das Schrifttum verwiesen [6.10]. Ein 
typisches kurzzeitig aufgenommenes Spannungs-Dehnungs-Diagramm 
eines Zelluloidstabes stellt Abb. llS dar. Man sieht, daB die plastischen 
Verformungen sehr langsam einsetzen, so daB man bei der Belastung vor
sichtig sein muB. In einem Modell erkennt man oft erst nach der Ent
lastung, daB es an einzelnen Purikten schon iiberelastisch beansprucht 
war, sichtbar durch eine bleibende Doppelbrechung nach der Entlastung. 

Ais GroBenordnung fiir beobachtete elastische Nachwirkungen sei 
genannt, daB bei einem gewohnlichen gut brauchbaren Zelluloid mit etwa 
25% Kampfer 30 Minuten nach einer Belastung von 1 kgjmm2 eine urn 
etwa 12 % vergroBerte Dehnung und eine urn etwa 4 % vergroBerte opti
sche Wirkung beobachtet wurde. Dieselbe Zelluloidsorte wies nach einer 
Lagerung von einigen Monaten nur noch die Halfte dieser Nachdehnungs-

1 FlLON u. JESSOP; Phil. Trans. Bd. 223 (1922). - ARAKAWA; Proc. phys. 
mat. Soc., Japan (3) Bd. 5 (1924). 
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werte bei der gleichen Belastung auf. Man sollte also moglichst altes, 
erhartetes Zelluloid zur Modellherstellung verwenden, es wird von aus
gezeichneten Eigenschaften nach mehrjahriger Lagerung berichtet. Bei
spielsweise zeigen jahrealte Zeichendreiecke aus Zelluloid oft iiberhaupt 
keine RandstOrung oder Eigenverspannung und verhalten sich bis zu 
hohen Beanspruchungen hochelastisch. 

Die Randverspannung frischer Modelle tritt bei den Kunstharzen noch 
viel starker auf und sei mit diesen besprochen; auch fiir die Herstellung 
der Zelluloidmodelle gelten die im nachsten Abschnitt genannten Regeln. 
Ein Vorteil des Zelluloids gegeniiber diesen Harzen ist die einfache und 
zuverIassige Klebbarkeit, etwa fiir Modellverstarkungen, Rohrenmodelle 
usw. Eine fliissige Losung von etwas Zelluloid in Azeton stellt ein ideales 
Klebemittel dar, um Klebnahte zu erzielen, die bei geeigneter Pressung 
so fest sind wie der urspriingliche Werkstoff. Lange gerade Kanten konnen 
auch einfach in Azeton eingetaucht und dann zusammengepreBt werden. 

Das aus Azetylzellulose hergestellte, schwer entflammbare optisch 
aktivere Cellon eignet sich sehr gut zur Modellherstellung, wenn man 
urspriinglich spannungsfreie Tafeln erhalt. Die Erweichungstemperatur 
ist sehr hoch, etwa notwendiges Ausheizen muB bei etwa 1300 vorgenom
men werden und fiihrt wegen hierbei auftretender Oberflachenverwellung 
nur teilweise zum Erfolg. Die Haltbarkeit eines guten Cellonmodells ist 
ausgezeichnet, ein storender Randeffekt wurde auch nach monatelangem 
Lagern nicht beobachtet. 

c) Kunstharze. Die namentlich in den letzten Jahren immer mehr 
entwickelten und verwendeten Kunstharze stellen in der Spannungs
optik heute den wichtigsten Modellwerkstoff dar. Die iiberragend hohe 
optische Wirksamkeit dieser Stoffe machte erst die einfachen Auszahl
verfahren moglich, die eine ungeheure Beschleunigung der spannungs
optischen Messung bedeutete und auch zu ganz neuen Aufnahmeverfahren 
fiihrte, man denke etwa an die kinematographische Aufnahme von StoB
vorgangen. Andererseits haften gerade den hochaktiven Kunstharzen 
Mangel an, die besondere V orsicht bei der Herstellung und Behandlung 
der Modelle erfordern. 

Die optisch wirksamsten Kunstharze entstehen aus Phenol und 
Formaldehyd, und zwar zunachst in fliissiger Form, erstarren dann und 
konnen durch geeignete Warmebehandlung noch zu verschiedenen Harte
graden erhartet werden. Solche Phenolharze sind z. B. Bakelit, Phenolit, 
Trolon, Dekorit. Die folgenden Ausfiihrungen geIten praktisch fiir aIle 
Vertreter dieser Gruppe. Am besten eignen sich die glasklaren Sorten, 
die in Tafeln von einigen Millimeter Starke geliefert werden (praktisch 
brauchbar bis zu etwa 10 mm). Die urspriingliche Harte der Harze ist 
im allgemeinen gering, sie weisen dabei eine griinliche glasartige Farbe 
auf. Bei Zimmertemperatur erharten sie im Laufe von Monaten zu einer 
etwas mehr gelblichen mittelharten Beschaffenheit. Die gleiche mittlere 
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Harte laBt sich auch durch Erwarmung in einigen Stunden erzielen. 
Temperaturen um 100° herum sind hierfiir geeignet. "Obertriebene 
Warmebehandlung fiihrt zwar zu weiterer Erhartung, jedoch wird das 
Harz dann gelbrot und verliert seine klare Durchsichtigkeit. 

Meistens vorhandene Eigenspannungen, die in 10 mm-Platten oft 
schon optische Wirkungen von mehreren Ordnungen erzeugen, werden 
durch eine derartige Erwarmung ebenfalls vermindert oder groBenteils 
beseitigt. Hierzu geniigen aber auch Temperaturen von etwa 60 bis 
80°. Notwendigenfalls wiederholt man das Ausheizen mehrfach 1 oder 
2 Stunden und kiihlt langsam abo Die Erweichung der Platten in 
der Warme fiihrt dazu, daB sich etwa darunterliegende Staubteilchen 
eindriicken, auch konnen die Platten auf ihrer Unterlage festkleben (als 
Unterlage hat sich sa uberes, ha uchdiinn gefettetes Glas bewahrt). Kleinere 
Plattenstiicke heizt man aus, indem man sie hochkant im Heizkasten 
stehen laBt. Zu hohe Eigengewichtspressungen fiihren dabei in der Warme 
zu Verformungen und sind daher ebenfalls nicht zweckmaBig. 

Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm mittelharter Harze. ist bei 
kurzer Belastung zwar bis zu hoheren Lasten (2 kg/mm2) geradlinig, 
jedoch beginnt bereits bei niedrigeren Lasten eine stark ausgepragte 
Zeitwirkung, die besondere VorsichtsmaBnahmen bei der Auswertung 
erfordert. Je nach der Harte konnen Zugspannungen bis etwa 1,5 kg/mm! 
unbedenklich verwendet werden. Die auftretende elastische Nachwirkung 
ist bis zu diesen Betragen zwar betrachtlich, aber verhaltnisgleich zur 
Spannung, so daB in jedem Zeitpunkt nach der Belastung ein Ver
formungszustand vorliegt, der sich lediglich durch einen Gesamtfaktor 
yom Zustand eines anderen Zeitpunktes unterscheidet. Die beobachteten 
Zahlenwerte gehen dabei stark auseinander. Je nach dem Hartegrad 
sind etwa folgende elastische Nachdehnungen zu erwarten: 

weich 
mittel 
hart 

nach 15 min. 
15% 
10% 
3% 

nach 120 min. 
25% 
15% 
5% 

(gem essen in % der urspriinglichen Dehnung) 

Die optische Wirkung laBt sich wie bei Zelluloid durch eine Formel 
der Gestalt m = a . a + b . e darstellen, so daB sich das optische Bild 
zeitlich immer ahnlich verandert, die Betrage des optischen Nach
kriechens wurden mit etwa 1/3 der genannten Dehnungswerte beobachtet. 
Die Auswertung des Zustandes erfolgt wie in ganz gewohnlichen elasti
schen Fallen, nur muB zu jedem Zeitpunkt ein anderer Elastizitats
modul E und eine andere optische Kennzahl C im gesamten Feld an
genommen werden. Hieraus folgt die Notwendigkeit der Zeitbeobachtung 
bei allen Eichungen und Versuchen mit diesen Stoffen. Wegen ihrer 
hohen optischen Wirksamkeit ist im allgemeinen eine photographische 



2. Werkstoffe. 123 

Aufnahme des Gesamtbildes der Farbgleiehen moglieh. Auf diese Zeit
beobaehtung bei den Modellaufnahmen und der Werkstoffeiehung wird 
in den naehsten Absehnitten mehrfaeh hingewiesen. 

Meistens schon naeh wenigen Stunden, sic her aber naeh wenigen 
Tagen, tritt an Modellen aus Kunstharz ein weiterer Effekt auf, dessen 
Entstehung noeh nieht ganz geklart ist: An allen freien Randern beob
aehtet man eine Doppelbreehung, die so aussieht, als ware in der auBer
sten Randzone eine Zugspannung, unmittelbar darunter in einer sehmalen 
Zone eine kleine Druekspannung wirksam. Wahrseheinlieh bewirken 
wirklieh derartige Spannungen den Effekt (die Spannungen sind aueh 
dureh Aufsehneiden feststellbar), jedoeh sprieht ein wesentlieher Tat
bestand gegen die Vollstandigkeit dieser Erklarung. In allen derartig 
eigenverspannten Korpern miiBte namlieh das spannungsoptisehe Bild 
einem im inneren Gleiehgewicht befindliehen Spannungszustand ent
spreehen. Das ist jedoeh nieht der Fall. Die Auswertung derartiger 
optiseher Bilder naeh dem iibliehen Verfahren ergibt regelmaBig einen 
unmogliehen Spannungszustand mit resultierender Kraft. Es liegt also 
eine Doppelbreehung vor, die nieht dureh gewohnliehe Spannungsoptik, 
sondern vermutlieh nur dureh eine "Mehrphasigkeit" der Stoffe erklart 
werden kann. Kurz angedeutet handelt es sieh hierbei urn mindestens 
zwei Anteile oder Eigensehaften des Stoffes, die sieh wie die Bestandteile 
einer Legierung misehen oder iiberlagern [8.14J. 

Wahrend bei Zelluloid zwei chemisch versehiedene Bestandteile vor
liegen, die versehiedene optisehe und meehanisehe Eigensehaften haben 
(Kampfer mit negativer und Nitrozellulose mit positiver spannungs
optiseher Kennzahl, wobei der Kampfer leieht fliissig ist), handelt es 
sieh bei den Kunstharzen urn eine Misehung von hoehpolymeren und 
niedriger polymeren Molekiilen. Kunstharze entstehen aus dem fliis
sigen Zustand dureh Polymerieation oder Kondensation, d. h. dureh 
Aneinanderreihung von Molekiilen zu raumliehen Riesenmolekiilen, die 
sozusagen ineinander verfilzen. Elastizitatsmodul, Harte und Festigkeit 
(insbesondere Warmfestigkeit) sowie der Kehrwert der optisehen Kenn
zahl steigen mit waehsender MolekiilgroBe. 1m fertigen Korper sind immer 
"hartere" und "weiehere" Anteile gemiseht vorhanden. Wird nun 
etwa dureh Oberflaehenausdunstung, Erhartung usw. das Verhaltnis der 
beiden Anteile verandert, so kann eine Doppelbreehung entstehen, die 
nieht den gewohnliehen spannungsoptisehen Gleiehungen entspricht und 
daher aueh nieht in einen Spannungszustand umgereehnet werden darf. 
Entspreehend gilt fur das Verhalten bei hoheren Temperaturen, daB 
dabei ein Anteil des Stoffes als erweieht angesehen werden kann, wahrend 
der andere seine Steifigkeit beibehalt, etwa wie ein mit Wachs gefiilltes 
elastisches Gitter. Die bei hoheren Temperaturen auftretenden Verfor
mungen und Doppelbreehungen erhalten durch diese Vorstellung eme 
befriedigende Systematik (vgl. Kap. VII. Abschn. 3 b). 
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Dieselbe Erscheinung tritt zweifellos auch auf der gesamten Ober
Wiche der Kunstharzplatten auf, jedoch bleibt sie spannungsoptisch 
unsichtbar, solange nur die Differenz zweier Lichtgeschwindigkeiten 
gemessen wird, denn es handelt sich bei einer derartigen Verspannung 
urn eine nach allen Seiten gleichartige Beanspruchung, Verformung und 
Doppelbrechung. 

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB jede Bearbeitung der Rander 
durch Werkzeuge mit starker Warmeentwicklung (Bohren, Feilen, 
Laubsage, Metallsage) die Spannungsfreiheit der Rander beeintrachtigt. 
Es miissen daher scharfe gekiihlte Werkzeuge verwendet werden: Frasen, 
Hobeln, Drehen, Sagen mit der Bandsage sind geeignete Verfahren zur 
Herstellung einwandfreier Rander. Feilen solI nur im Notfall und nur mit 
auBerster Vorsicht (Feilstrich senkrecht zur Modellebene) angewandt 
werden. 

Bei allen Stoffen, die nach einiger Zeit Randwirkungen zeigen, ist 
bei der Modellherstellung wie folgt vorzugehen: 

1. Man bringe den Werkstoff, wenn notig, durch langeres Heizen auf 
die erfordetliche Harte, bzw. mache ihn durch kiirzeres Ausheizen frei 
von inneren Verspannungen, die auBersten Rander konnen hierbei 
schlecht bleiben. 

2. Man bringe die Werkstoffscheibe durch Schnittwerkzeuge in 
ungefahr die richtige Form, ohne durch zu feste Einspannung (Schraub
stock nur mit geeigneter Zwischenlage) neue Verspannungen zu verur
sachen; dabei lasse man aber an allen Randern noch etwas Werkstoff 
stehen, und zwar etwa 1/5 bis 1/3 der Modelldicke. 

3. Nur in Notfallen: Noch einmal kurz ausheizen. 
4. Man schneide das Modell unmittelbar vor Gebrauch auf seme 

endgiiltige Form. 
5. Unmittelbar darauf folgt der inzwischen wohlvorbereitete Be

lastungsversuch. Wenn moglich, sollen nur etwa 1 bis 2 Stunden 
zwischen 4 und 5 liegen. Die Belastung wird aufgebracht und eine feste 
Zeit danach (z. B. 60 s) die photographische Aufnahme der Farbgleichen 
durchgefiihrt. 

(Die Vorschrift gilt mit entsprechender Milderung auch bei Zelluloid, 
man hat dab!:Ji aber auch Zeit zu einer freihandigen Nachzeichnung der 
Kurven. Es ist in diesem Falle besser, nach der Belastung langere Zeit 
zu warten.) Bei pUnktweiser Kompensation, die langere Zeit in Anspruch 
nimmt, wahlt man einen moglichst harten Werkstoff und beginnt einige 
Zeit nach dem Aufbringen der Last mit der Messung. SolI das Modell 
langer aufbewahrt werden, so legt man es am besten unter irgendein 01, 
der Randeffekt wird dadurch etwas vermindert, vermutlich infolge 
verminderter Ausdunstung. 

Das Kunstharz Plexiglas gehort zur Gruppe der Akrylharze und ver
halt sich spannungsoptisch anders als die Phenolharze. Seine geringe 
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optische Wirksamkeit stellt es an die Seite der Flintglaser, es ist nicht 
moglich, hohere Farbgleichen in ihm aufzunehmen. Andererseits ist es 
auch freier von urspriinglichen Eigenspannungen und langere Zeit unver
spannt haltbar. Seine Bearbeitung entspricht der Bearbeitung von Zellu
loid und den ubrigen Kunstharzen, seine elastische Nachwirkung ist 
gering (etwa 10% in 12 Stunden). 

d) Andere Stoffe. Von den anderen Stoffen hat Gummi gelegentlich 
Bedeutung, wenn z. B. ein Stoff mit kleinem Elastizitatsmodul mit einem 
Stoff groBer Steifigkeit verbunden untersucht werden soIl (vgl. S. 207). 
Ein langgezogener transparenter Gllllilnistreifen kann auch zur Justie
rung der Prismen, also lediglich zur Bestimmung einer Richtung ver
wendet werden. 

Gelatine ist bisher nur fur physikalische Messungen verwendet worden, 
hat aber vielleicht fur Spannungsverteilungen mit Eigengewichtswirkung 
eine Bedeutung. Es ist schwierig, ein schlierenfreies groBeres Gelatine
stuck herzustellen. 

SchlieBlich seien noch Flussigkeiten erwahnt, die als "Werkstoff" 
fiir gewisse Spannungsfragen verwendet werden konnen: Es handelt 
sich urn Flussigkeiten mit etwas elastischen Eigenschaften, die unter der 
Wirkung von Schubspannungen (z. B. in Grenzschichten in der Nahe 
einer Wand) doppelbrechend werden. Geeignet hierfiir sind (lIe wie 
Sesamol und kolloidale Losungen von Farbstoffen wie Baumwollgelb. 
(Bemerkungen hierzu vgl. S. 173.) 

1m folgenden sind einige Herstellungswerke bzw. Vertriebsstellen von 
spannungsoptisch wichtigen Werkstoffen genannt: 

Glas, spannungsfrei: Schott und Genossen, Jena. 
Zelluloid und Cellon: Celluloid-Verkaufsgesellschaft, Berlin W 9, Link-

straBe 25. 
Plexiglas: Rohm & Haas, A.G., Darmstadt. 
Bakelit: Bakelitewerke, Erkner b. Berlin. 
Trolon: Venditor Kunststoffverkaufsgesellschaft, Troisdorf, Bezirk 

Koln. 
Dekorit: Dr. F. Raschig, G. m. b. H., Ludwigshafen am Rhein. 

3. Aufnahme der Farbgleichen. 
Die wichtigste Aufgabe der Spannungsoptik besteht in der Bestim

mung des Doppelbrechungswertes in Punkten oder Bereichen des Modells. 
Dabei konnen je nach der Hohe dieser Doppelbrechung grundsatzlich 
verschiedene Verfahren angewendet werden. Bei hochaktiven Werk
stoffen wie den Phenolharzen erscheinen bei der Gesam,taufnahme des 
Modells die Farbgleichen bis zu hoher Ordnung. Sowie insgesamt mehr 
als etwa 50rdnungen auftreten, genugt durchweg die Aufnahme dieser 
Linien, urn die Schubspannungsverteilung im gesamten Modell mit 
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geniigender Genauigkeit zu kennen. Der am meisten interessierende 
Hochstwert, der aus einem solchen Bild leicht auf etwa 1/4 Streifenbreite 

abgeschatzt werden kann, ist bei fiinf Ordnungen mit etwa ~~'! = 2~ 
= 5% Genauigkeit bestimmt. Bei Werkstoffen mittlerer Doppelbrechung 
wie Zelluloid werden oft nur etwa zwei Ordnungen im elastischen Bereich 
erreicht. Hier ist auch noch die Aufnahme von Farbgleichen moglich, 
jedoch liegen sie fiir eine einzige Aufnahme zu weit auseinander. Mehrere 
Aufnahmen konnen aber ebenfalls zur Auswertung geniigen. 

Von den bisher genannten Aufnahmen handelt dieser Abschnitt. 
Bei insgesamt nur zwei Ordnungen ist oft eine punktweise Kompensation 
schon empfehlenswert, sie ist notwendig, wenn insgesamt nur eine Ord
nung eITeicht wird, wie in Plexiglas oder Flintglasmodellen. Aus den 

Ergebnissen der Kompen
sationswerte konnen nach
traglich durch Interpolation 
noch einzelne Schubgleichen 
bestimmt werden. 

Das durch die Rich
tungsgleiche ungestorte Bild 
der Farbgleichen erhalt man 

am besten bei· Verwendung zirkularpolarisierten Lichtes. Nur bei 
Zustanden, die in weiten Bereichen annahernd dieselben Hauptrich
tungen haben, z. B. Zug- oder Biegestaben mit Lochern oder flachen 
Kerben, ist das Bild der reinen Farbgleichen auch mit linear polarisiertem 
Licht zu erhalten. Man richtet dann das Polarisationskreuz auf etwa 
45° gegen die vorheITschende Spannungsrichtung. Wenn die Haupt
richtungen iiberall nicht mehr als ± 40° von dieser Richtung abweichen, 
ist keine Richtungsgleiche im Bild. 

filf'bg/eic/Je n n+1 

Abb.119. Lichtstarke langs eines Schnittes 
quer zu Farbgieichen. 

Es sei also zunachst ein hochaktiver Werkstoff, ein etwa einfarbiges 
Licht und notwendigenfalls die Verwendung von A.j4-Blattchen voraus
gesetzt, auBerdem soil das vorhandene Modell urspriinglich iiberall 
spannungsfrei sein, der Belastungszustand solI streng in der Modellebene 
wirken. Wenn dann auBerdem die Kamera weit genug vom Modell 
entfernt ist, bzw. durch eine entsprechende Linsenanordnung fiir senk
rechte Modelldurchstrahlung gesorgt wurde, so macht eine gewohnliche 
photographische Aufnahme des Streifenbildes im allgemeinen keine 
besondere Schwierigkeit. Ist ein Bereich besonders wichtig, etwa ein 
Lochrand, Kerbrand usw., so solI er moglichst in Strahlmitte (Bildmitte) 
gestellt werden, damit er mit den Strahlen abgebildet wird, die am 
strengsten senkrecht auf dem Modell stehen. 

Nach den Gleichungen (28) (S. 58) und (32b) (S. 67) erhalt man auf 
einer Schnittlinie quer zu den einzelnen Farbgleichen eine Lichtstarken
verteilung, die etwa durch Sinuswellen dargestelltwerden kann (Abb.1l9). 
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Es leuchtet unmittelbar ein, daB man die Farbgleichen um so schader 
photographisch aufnehmen kann, wenn man durch geeignete Belichtung 
den Bereich steilster "Gradation" der Platte zu moglichst geringer 
Lichtstarke verschiebt, d. h. wenn man reichlich belichtet. Andererseits 
muB trotz reichlicher Belichtungszeit das Minimum der Lichtstarke (das 
bei unvollkommener Polarisation, vorhandenem Streulicht usw. nicht 
gleich Null ist) geringer als der "Schwellenwert" der Platte bleiben, damit 
die Linien wirklich als schwarz erscheinen. Durch Vorversuche muB 
man fUr jede neue Einrichtung und Plattensorte erst einmal die gun
stigste Belichtungszeit ermitteln. Die Platte selbst soli hart arbeiten 
(Reproduktionsplatten sind in dieser Beziehung brauchbar, jedoch 
nur blauempfindlich) und muB hart entwickelt werden, die ent
wickelte Platte solI reichlich geschwarzt sein, aber noch moglichst 
glasklare schmale Streifen an der Stelle der Farbgleichen aufweisen. Die 
Belichtungszeit liegt je nach Lichtquelle, Farbfilter, Modellwerkstoff 
und Plattensorte zwischen kurzen Momentbelichtungen und einigen 
Minuten. Die Lichtstarke des Objektivs ist unwesentlich, wenn das 
Objektiv in einem Brennpunkt des Strahlenganges steht, denn es kommt 
nur auf die Gesamtstarke des vom Objektiv eingefangenen Lichtbiindels 
an. In diesem Falle wird vielmehr die GesamtgroBe des Plattenbildes 
fiir die Belichtungszeit wesentlich, da die Lichtmenge je nach der Bild
groBe auf eine groBere oder kleinere Flache verteilt wird. Nimmt man 
dagegen ein Modell in diffrisem Licht auf (Anordnung nach Abb. 91 mit 
einfach davor gestellter Kamera), so gelten die gewohnIichen Regeln 
photographischer Lichtstarke und Belichtungszeit. Die besten Auf
nahmen erreicht man mit einfarbigen (Dampf-)Lichtquellen auf ortho
oder panchromatischen Platten. Meistens genugt aber auch eine weiBe 
Lichtquelle und die Einschaltung eines strengen Farbfilters. Ein gutes 
Orange- oder Rotfilter ergibt auf panchromatischen Platten ohne Schwie
rigkeit etwa 15 klare Streifen. Blau- oder Violettfilterung mit ent
sprechender Platte kann bei geringer gegebener Relativverzogerung 
giinstiger sein, weil die kiirzeren Lichtquellen eine hohere Streifenzahl 
lieiern, jedoch ist der durchgelassene Spektralbereich dieser Filter im 
allgemeinen so breit, daB hochstens 10 Streifen klar erscheinen. Ein 
Beispiel hierzu stellt Abb. 186 (S. 200) dar. 

Will man fur eine bestimmte Laststufe ein dichteres Farbgleichen
system aufnehmen, so kann man die Aufnahme nach einer Drehung des 
Analysators oder eines Aj4-Blattchens um 90° wiederholen. Hell und 
dunkel werden dadurch vertauscht und man erhalt als schwarze Linien 
das System der Farbgleichen, die den Ordnungszahlen 1/2, 3/2, 5/2 usw. 
entsprechen. Storend wirkt hierbei die leere Umgebung des Modells, 
die· bei dieser Einstellung naturlich hell erscheint. 

Wenn sich bei steigender Last nicht die Form, sondern nur die Gesamt
hohe des Spannungszustandes andert, kann man durch Veranderung der 
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Lasthohe verschiedene Streifen desselben Gesamtsystems erhalten und 
auf diese Weise das Gesamtstreifenbild nach Wunsch verdichten. 

Bei verwickelteren Zustanden empfiehlt es sich, solche Aufnahmen 
bei verschiedener Lasthohe aus einem anderen Grunde vorzunehmen: 
Wenn es schwierig ist, aus einem Einzelbild mit vielen Linien die Farb
ordnung der einzelnen Linien zu bestimmen, kann man die Entstehungs
geschichte des SchluBbildes durch Einzelaufnahmen etwa mit den Last
stufen 1/3 P, 2/3 P und P oder 1/3 P, 1/2 P und P verfolgen und erhalt 
auBerdem noch eine Kontrolle dariiber, ob die Bilder mit steigender 
Last ahnlich und die Farbordnungen verhaltnisgleich zur Last sind. Ein 
weiterer Schritt in dieser Richtung ist die kinematographische Au£nahme 
des Belastungsvorgangs. Die GroBprojektion der einzelnen Kleinbilder 
kann man schlieBlich zur Ermittlung der SchluBbildentstehung ver
wenden. 

Da die hochaktiven Werkstoffe durchweg Zeitwirkung aufweisen, ist 
es notwendig, mit verhaltnismaBig kurzen Belichtungszeiten auszu
kommen. Die groBte Genauigkeit erhalt man, wenn die Aufnahme 
grundsatzlich dieselbe Zeit nach dem Aufsetzen der Last (60 s) vor
genommen und grundsatzlich nicht langer als einen Bruchteil dieser 
Zeit (bis zu 5 s) belichtet wird. Wird die Eichung· des Modellwerkstoffs 
unter denselben Bedingungen vorgenommen, so sind die Ergebnisse am 
zuverHissigsten auswertbar. 

Bei der Verwendung eines Werkstoffs mittlerer Doppelbrechung 
liefert diese Art der Aufnahme nur dann ein vollstandiges Bild, wenn 
entweder mehrere Laststufen aufgenommen werden und dabei die Ge
samtverteilung ahnlich bleibt, oder wenn durch Aufnahmen mit ver
schiedenen Lichtwellenlangen (z. B. eine bei Natriumlicht und eine bei 
stark gefiltertem Blaulicht) oder mit parallelen Polarisatoren das Linien
bild verdichtet wird. 

Bei insgesamt zwei bis drei Farbordnungen bedeutet es einen erheb
lichen Gewinn an Bildklarheit, wenn man mit weiBem Licht arbeitet 
und die auf S. 63 naher erlauterte Farbreihe zur Messung benutzt. Ein
zelne der Farben sind so scharf ausgepragt (insbesondere der erste und 
zweite Ubergang von rot nach blau, das erste und zweite Blau, das 
zweite Rot), daB sie dem Auge Ulllllittelbar als scharfe Linie erscheinen. 
Die Aufnahme in natiirlichen Farben ist hier das gegebene Hilfsmittel, 
die Projektion der Aufnahme auf groBen MaBstab kann schlieBIich zur 
Auswertung dienen. 

Bei einer so geringen Ordnungszahl ist es aber oft ebenso zweckmaBig, 
ganz auf die Photographie zu verzichten und die Farbgleichen zeichnerisch 
festzulegen. Bei vergroBerter Projektion des Modellbildes auf ein Zeichen
blatt lassen sich bei geniigender Lichtstarke sehr scharf die Linien des 
Rot, des Blau und der empfindlichen Farbe nachzeichnen. Es ist auf 
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diese Weise leicht moglich, zwei oder drei Unterteilungen jeder Farb
ordnung durchzufiihren, so daB ein enges und genaues Liniensystem 
entsteht. Dieses System kann man durch Einschaltung von verschie
denen Lichtfiltern noch etwas verfeinern. Diese Art der Aufnahme hat 
den weiteren Vorteil, daB Fragen nach der Hohe der Ordnung iiberhaupt 
nicht auftreten. Die Nullinie hebt sich als einzige schwarze Linie deutlich 
aus dem ganzen Bild heraus, ebenso sind Gelb, Rot und Blau erster 
Ordnung ganz unverkennbar. Da durch die Farbreihenfolge der Sinn 
des Fortschreitens (steigende oder fallende Ordnung) eindeutig ersicht
lich ist, laBt sich jede Ordnung unmittelbar angeben. Erst von etwa der 
vierten Ordnung ab ist das Bild bei einfarbigem Licht eindeutig scharfer 
und daher vorzuziehen. 

4. Kompensation. 
Die Kompensation nach Kap. II, Abschn. 3 mit Hilfe eines Zugstabes 

geht so vor sich, daB man zunachst die Hauptrichtungen des MeBpunktes 
bestimmt und den Zugstab in eine dieser Richtungen stellt. Hauptrichtung 
und Zugstab stehen dabei am besten urn 45° gegen die Polarisationsrich
tung geneigt in einem linear polarisierten Feld, da diese Einstellung groBte 
Helligkeit gibt. Bei Belastung des Zugstabes kann sich nun die Gesamt
wirkung vermindern und schlieBlich aufheben, oder sie steigt zu hoheren 
Farbordnungen an. 1m zweitenFallmuB derZugstab urn 90° urn die opti
sche Achse gedreht werden. Besteht der Stab aus dem Werkstoff des 
Modells, so ist der im Stab der Breite bs herrschende SpannungsfluB 
Ps/bs = ds ' as (kg/mm) im Augenblick der Kompensation gleich dem 
doppelten SchubfluB 2qM = dM • (a1 -- 112)M im Modell. Die Stabachse liegt 
dabei immer in Richtung der kleineren Hauptspannung, d. h. in Richtung 
des kleineren Zuges oder groBeren Druckes. 

Die Verwendung eines Zugstabes aus Modellwerkstoff hat verschiedene 
Vorteile: Die Modelldicke fallt heraus, eine Eichung ist nicht erforderlich, 
das optische Verhalten gegeniiber verschiedenen Wellenlangen ist im 
Modell und im Stab genau dasselbe, etwa auftretende Zeitwirkungen 
treten in Modell und Stab im gleichen Sinn und bei gleichzeitiger Belastung 
von Modell und Stab von gleicher GroBe auf, sogar plastische Dehnungen 
konnen auf diese Art noch vermessen werden. SchlieBlich sind auch etwa 
vorhandene Temperatureinfliisse selbsttatig ausgeschlossen, wenn Stab 
und Modell gleich warm sind. Man hat lediglich die Stabbreite zu messen 
und die im Kompensationsfall vorhandene Stabkraft abzulesen. Etwa 
vorhandene Ausmittigkeit der Stabbelastung verbessert man durch 
Veranderung der Einspannung (meist Bolzen und Loch) mit einfacher 
spanmmgsoptischer Kontrolle (empfindliche Farbe) und benutzt moglichst 
die Stabmitte zur Kompensation. Die scharfsteEinstellung auf "Dunkel" 
erfolgt wie immer durch pendelnde Veranderung der Stabspannung, nur 
die letzte Bewegung vor dem Stillstand geschehe immer in der gleichen 

Mesmer, Spannungsoptik. 9 
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Richtung, um vorhandenen tot en Gang auszuschalten. Kleine Ver
anderungen der Spannungshohe beeinflussen die Zeitwirkung nicht fiihl
bar; fiir eine sehr sorgfaltige Vermes sung eines Punktes bringt man also 
den Stab im Augenblick der Modellbelastung auf den in einem Vorversuch 
bestimmten ungefahr richtigen Wert und nimmt dann die genaue Ein
stellung und Ablesung zu beliebiger Zeit vor. 

Nur scheinbar nachteilig beim Zugstabkompensator ist, daB man zu 
jedem Modell einen neuen Zugstab herstellen muB; jeder neue Modell
werkstoff muB ja ohnehin geeicht werden. 

Schwierig ist jedoch eine wirklich einwandfreie und genau meBbare 
Stabbelastung, die Ablesegenauigkeit etwa bei Schraubenfedern ist im 
allgemeinen gering; sehr nachteilig und wichtig ist ferner, daB sich ein 
einmal hoch belasteter Stab fiir weitere Messungen an einem Punkt ge
ringerer Spannung erst wieder "erh01en" muB. 

Zum Einf1uB einer Richtungsabweichung zwischen Zugstab und 
Hauptspannungsrichtung ist zu bemerken, daB eine strenge Kompensa
tion bei abweichenden Richtungen nicht mehr moglich ist. Die groBte 
"Dunkelheit" weist also immer noch eine gewisse Lichtstarke auf, und 
zwar um so mehr, je mehr die beiden Richtungen voneinander ver
schieden sind. Stellt man auf die geringste Helligkeit ein, so erhalt man 
bei Richtungsfeh1ern bis zu etwa 5° eine ungestorte Ablesung, bei Ab
weichungen iiber 10° ist jedoch diese geringste Helligkeit nicht mehr zu 
erkennen und keine Messung mehr moglich. Genauer gilt: Bei einer 
vorhandenen Modellverzogerung m und einer Winkela bweichung E zwischen 
Modell und Kompensator liest man einen Kompensatorwert (m + b) 

ab, dabei ist 15 F::::! E2 sin2~n m , also fiir kleine mist 15 F::::! 2mE2. Der Fehler 15 

verschwindet fiir m = 1/4, 1/2, 3/4 usw. 
Die bei vorverspannten Modellen oft notwendige Messung von zwei Zu

standen ist auch mit dem Zugstab ausfiihrbar. Man geht dabei am besten 
so vor, daB man erst einen Zustand bei geringer Last Pr, dann einen bei 
hoher Last P2 vermiBt und den Unterschied beider Messungen zum Unter
schied der Lasten (P2 - Pr) in Beziehung setzt; eine Vermessung des 
Nullzustandes ist meistens wegen vollig anderer Vorzeichen und Haupt
richtungen unbequem. Andert sich aber die Hauptrichtung auch bei 
Unterschiedsmessungen, so muB dies noch beriicksichtigt werden. Man 
geht so vor, daB man aus den in der Hauptrichtung qy gemessenen Werten 
bei beiden Laststufen ermittelt: 

(11- (12 • 2 
i XY =--2- sm qy. 

1m FaIle veranderlichen Wertes qy ist nicht (0"1 -0"2)' wohl aber o"x, O"y und 
i xy iiberlagerungsfahig, d. h. es ergibt sich schlieBlich zum Belastungs-
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sprung (P2 -~) em Wert fUr die groBte Schubspannung 

iT!-;G22 =imax2= [( ax-;alL )2 _(t1;1;{_aY )J + [iXY2-iXY1]2 

( ax -ay )2 2 
= --2- (2-1) + i XY (2_1)· 

Hierzu gehort dann eine wahre Hauptrichtung der aus (P2 -~) stammen
den Spannungen gegen die x-Achse nach der Formel 

1 2 T XY (2-1) 

({J = -2- arc tg (ax - aY)(2-1) • 

In Wirklichkeit wird man immer mit dem zur hoheren Last gehorigen 
Richtungswert rechnen duden, da hiergegen die ursprunglichen Storungen 
gering sind. Sind sie es nicht, so wiederholt man besser den ganzen 
Versuch an einem spannungsfreieren Modell. 

Die Verwendung eines Biegestabes zur Kompensation kann eigentlich 
nur empfohlen werden fur Randwerte und einfache Korper, im allgemeinen 
ist seine EinsteHung nicht bequem. 

Fur die Kompensation mit Quarzkeilen (Babinet) oder Drehplatten 
(Kalkspat nach BEREK oder Quarz nach EHRINGHAUS) gelten dieselben 
allgemeinen Bemerkungen wie beim Zugstab. Der Quarzkeil hat den 
V orteil, bei seiner Verstellung urn 0 herum linear veranderliche Doppel
brechung, d. h. positive und negative Werte zu bewirken, so daB er sich 
in jeder Hauptrichtung immer zur Kompensation eignet. Fur mehr als 
punktfOrmige Vermessung ist er jedoch nicht zweckmaBig. 

Die Drehplatten verhalten sich dagegen etwa quadratisch, d. h. sie 
liefern eine ungefahr mit dem Quadrat des Drehwinkels steigende Doppel
brechung, die in beiden Drehrichtungen von 0 aus gleiches Vorzeichen 
hat. Fur kleine Betrage der Relativverzogerung erhalt man infolgedessen 
eine besonders gute Ablesegenauigkeit. Der EHRINGHAUS-Kompensator, 
auf den sich die folgenden Ausfuhrungen beziehen, ergibt dabei ein Vor
zeichen, das einem in Richtung der Drehachse liegenden Zugstab ent
spricht. Zur Kompensation eines Zugstabes muB man also die Kompen
satordrehachse quer zur Zugrichtung legen. Ebenso liegt bei zusammen
gesetzten Beanspruchungen bei der Kompensation die Drehachse immer 
in Richtung der kleineren Hauptspannung. 

Die Messung geht so vor sich, daB man nach entsprechender Ein
steHung der Achsenrichtung den Kompensator nach beiden Seiten dreht, 
bis seine Wirkung die des Modells aufhebt. Der Unterschied der beiden 
Ablesungen entspricht dem doppelten Drehwinkel vom Nullpunkt aus. 
Auf diese Weise wird man unabhangig vom Nullpunkt und kann auch 
Punkte vermessen, die nicht genau in der optischen Achse liegen. 

Ehe hierauf noch eingegangen wird, sei eine wesentliche Eigenschaft 
des Quarzes bemerkt. Die Dispersion des Quarzes ist gering, d. h. der 
zu einer gegebenen Einstellung des Kompensators gehorige Wert der 

9* 
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Doppelbrechung (in m,u) ist ziemlich unabhangig von der Wellenlange. 
Genauer gilt: Die Doppelbrechung ist fur die C-Linie, A. = 656 m,u urn 
etwa 2% geringer als fur die F-Linie, A. = 486 m,u. Daraus folgt, daB die 
spannungsoptische Wirkung von Zelluloid oder von Glimmerplattchen, 

a b 

Abb. 120a u. b. BUder im EHRINGHAUS-Kompensator in einfarbigem Licht. a) m = 0 (oder ganz
zahlig). b) Aufspaltung des Nullkreuzes durch zusiitzliche Doppelbrechullg in zwei Hyperbelaste 

der Scheitelentfernnng e. 

die ebenfalls geringe Dispersion aufweisen, mit einem Quarzkompensator 
unabhangig von der Wellenlange kompensiert werden kann. Die Kompen
sation kann bei weiBem Licht erfolgen und fuhrt zur gleichzeitigen vollen 

Abb. 121. EHRINGHAUS-Kompensator. Gleiche 
Kompensatioll flir PUllkte der Geraden AA, 
Fehler flir Fllnktc B, deren Lange durch den 

Winkel a bestimmt sind. 

AuslOschung aller Farben. Die Ein
stellung auf "dunkel" erfolgt wieder 
am besten pendelnd mit einer letzten 
kleinen Bewegung von immer der
selben Seite zur Ausschaltung des 
toten Ganges. 

Bei der Vermessung eines Feldes 
ist folgendes zu beachten: Ein 
Blick durch den Kompensator zwi
schen gekreuzten Polarisatoren oder 
die Projektion eines Strahlenbundels 
durch den Kompensator auf einen 

Schirm ergibt in weiBem Licht bei senkrechter Drehachse folgende Bilder 
(Abb. 120a und b). Bei der Drehung des Kompensators verschiebt sich 
das ganze Bild wie ein starrer Korper nach rechts oder links. Die Ein
stellung auf dunkel ist eine Drehung, bis einer der beiden schwarzen 
A.ste die Bildmitte, d. h. das Fadenkreuz oder einen auf dem Modell 
bezeichneten Punkt uberdeckt. Der Unterschied der beiden Einstel
lungen rechts und links entspricht der Entfernung e der beiden A.ste 
(Abb.120b). Es leuchtet ein, daB man aIle Punkte, die auf einer Geraden 
AA senkrecht zur Drehachse liegen (Abb. 121), mit demselben Ergebnis 
vermes sen kann wie den Nullpunkt, da fur sie lediglich der Nullpunkt 
verschoben, aber nicht die GroBe e verandert wird. Ein neben dieser 



4. Kompensation. 133 

Geraden liegender Punkt B (Abb. 121), dessen Lage durch den seitlichen 
Winkel IX. gekennzeichnet ist, erfordert jedoch zur Kompensation eine 
der groBeren Strecke e' entsprechende Drehung des Kompensators; der 
abgelesene Wert ist also zu groB und muB verbessert werden. Es ist oft 
angenehm, wenn man in einem groBeren Feld mit einer Einstellung 
mehrere Punkte kompensieren kann, ohne jeden einzelnen genau in die 
Mitte riicken zu mussen, daher lohnt sich die Anlage einer Verbesserungs
tafel. In Abhangigkeit yom Winkel IX. wird zu jeder Drehablesung e' 
die zugehorige Verbesserung e-e' aufgetragen (die anschaulichen Ab
stande e bedeuten hier die entsprechenden Drehwinkel). Die Werte konnen 
versuchsmaBig oder unter der Annahme hyperbelformiger Aste des Bildes 
errechnet werden. Der Winkel IX. ist der wirkliche Neigungswinkel im 
Kompensator, deraus demBild des Schirmes ermitteltwerden kann, nach
dem mitunbelastetemoder ohneModell die NullachseAA bestimmtwurde. 
Steht noch eine Linse der Brennweite t 
zwischen Schirm und Kompensator, so 
ergibt sich nach Abb. 122 aus der ein
fa chen Linsenformel der Wert 

h 
tglX. = --l-t . 

l-c-t -

Sehr bequem ist hierbei die Kom
pensation auf dem Schirm. Man bildet 

/(ompensuior 

I __ I 
~ lC--I---

Abb. 122. KorrekturgroJ3en fiir Punkte B 
der Abb. 121. 

mit ausreichender Lichtstarke das Modell scharf auf dem Schirm 
ab und kompensiert einzelne bezeichnete Punkte unmittelbar durch 
Verdunkelung der Schirmbildpunkte mittels der Kompensatordrehung. 
Unbequem ist lediglich, daB die verschiedenen Hauptrichtungen immer 
andere Einstellung der Kompensatordrehachse erfordern, wobei sich 
gleichzeitig die Nullachse AA dreht. Der Abstand h (Abb. 122) muB 
senkrecht auf AA gemessen werden, tg IX. soIl moglichst kleiner bleiben 
als der Wert {}/200, dabei ist {} die Drehung der Quarzplatte um ihre 
Achse in Grad. Zu der notigenfalls verbesserten Ablesung wird aus einer 
jedem Gerat beigegebenen Tafel der zugehorige Relativverzogerungs
betrag Z in mp, entnommen. Man liest diesen Wert z. B. fiir die D-Linie 
(A. = 589 mp,) ab, die gleichzeitig auch etwa dem Schwerpunkt des weiBen 
Lichtes entspricht. Fur sehr genaue Messungen in einfarbigem Licht 
ist der entsprechende Wert (fur Rot die C-Linie, fUr Elau die F-Linie) 
abzulesen. 

Bei der Messung in weiBem Licht konnen Fragen nach der kompen
sierten Ordnung nicht auftreten, da sich die n-te Ordnung im Modell 
nur mit der n-ten Ordnung des Kompensators aufheben laBt. 1m ein
farbigen Licht ist es dagegen immer notwendig, die ganze Zahl der Ord
nungen vorher oder nachher mit anderen Hilfsmitteln noch zu bestimmen, 
der Kompensator sagt hieriiber nichts aus. Am bequemsten wird es im 
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allgemeinen sein, die Belastung langsam aufzubringen und die Verdunke
lungen des Modellpunktes wahrend der Belastungen auszuzahlen. 1m 
ganzen Bild laBt sich auBerdem die Ordnung meistens ebenfalls von 
bekannten Randpunkten usw. her abzahlen (s. S. 137). 

Wenn die Kompensation auf Dunkelheit nur unvollkommen moglich 
ist, d. h. auch die geringste Lichtstarke noch hoch ist, so ist vielleicht 
stOrendes Licht vorhanden (Reflexe in den Linsenfassungen und der
gleichen), das man moglichst beseitigen muB. Die Storungsquelle er
kennt man am leichtesten, indem man sein Auge an den Ort der nicht 
gelingenden Kompensation (am Schirm) bringt, und feststellt, woher 
der Lichteindruck stammt. Mangelhafte Dunkelheit bei der Kompensa
tion kann aber auch durch StOrungen im Spannungszustand verursacht 
sein, und zwar dadurch, daB die hintereinander durchstrahlten Teilchen 
verschiedene Hauptachsenrichtungen aufweisen, so daB sich die optischen 
Wirkungen nicht einfach uberlagern lassen. Das kann immer dann auf
treten, wenn das Modell aus seiner Ebene heraus verbogen, verdreht 
oder verbeult wird. Wenn hierdurch z. B. nur Biegespannungen auf
treten, die zufaIlig dieselbe Hauptachsenrichtung wie der ursprungliche 
ebene Zustand aufweisen, so verlauft die Kompensation ungestOrt, 
anderenfalls ist sie unmoglich. Man erkennt solche Zustande in weiBem 
Licht sofort an den unklaren verwaschenen Farben der Schubgleichen. 
Fehler dieser Art werden am. sichersten durch groBere Modelldicke ver
mieden. 

5. Bestimmung von 'In mit Hilfe von )./4.BUittchen. 
Die auf S. 60 beschriebene Messung von m mit Hilfe von A/4-Blatt

chen und Analysatordrehung hat vor den Drehkompensatoren den Vor
teil, daB ein weiter Feldbereich ohne weitere Verbesserungen vermessen 
werden kann, und daB die Drehung unmittelbar verhaltnisgleich zu Z 
und damit zu (al - ( 2 ) ist. Wird dabei die Drehung beispielsweise auf 1 ° 
genau bestimmt, so folgt fur gelbes Licht hieraus eine Genauigkeit in Z 

von I~O· 590 R:: 3 mfl. Einfarbiges, d. h. wenigstens gefilteres Licht 

ist dabei unerlaBlich fur jede genauere Einstellung. Hier sei die Anord
nung 67, S. 60 vorausgesetzt, d. h. der Polarisator stehe beispielsweise 
senkrecht, dahinter (unter 45° Hauptachsenneigung) das Modell mit der 
Verzogerung m, hierauf folge, wieder mit senkrechter Achse, das A/4-
Blattchen. Der am Ende stehende Analysator wird bis zur Dunkelheit 
gedreht und sein Drehwinkel ({J abgelesen. Ursprunglich gilt: ({J = nm, 
tg 2 ({J = tg 2 nm (fur m > 1 vgl. S. 60). Mehr als bei der Kompensation 
konnen hier aberFehler auftreten, deren EinfluB genauer abgeschatzt 
werden muB. Vier Arten von Fehlern sind die wichtigsten: 

1. Das Blattchen bewirkt nicht die Verzogerung m = 1/4, sondern 
liefert den Verzogerungswert m = 1/4 + s. 



5. Bestimmung von m mit Hilfe von A/4-BIattchen. 135 

2_ Das Blattchen steht nicht unter 45° gegen das MO'dell geneigt, alsO' 
nicht parallel zum PO'larisatO'r, sO'ndern ist urn den Winkel ± ~B gegen 
diese Richtung verdreht. 

3. PO'larisatO'r und Blattchen stehen richtig zueinander, aber die 
MO'dellhauptrichtung ist urn ±~.'If gegen die 45°-Neigung verdreht. 

4. MO'dell und Blattchen stehen richtig zueinander, aber der PO'larisa
to'r ist urn ± ~p falsch geneigt. 

In allen Fallen kann man nun eine strenge Ausloschung des Lichtes 
mittels AnalysatO'rdrehung nicht mehr erzielen. SO'lange aber die Fehler
groBen e und ~ klein sind, kann man das Minimum der HelIigkeit scharf 
erkennen. Dreht man den AnalysatO'r bis zu dieser geringsten HelIigkeit, 
sO' weicht der Drehbetrag cP vO'm SO'llwert abo 

1m Fall 1 gilt: tg 2 cP = (1 + 2 n e) tg 2 n m. Wegen der periodischen 
Veranderlichkeit vO'n tg 2 cp verschwindet der Fehler alsO' ffir m = 0, 
1/,,1/2 usw., cp = 0°,45°,90° usw., er erreicht einen Hochstwert ffir m = I/S' 
3/S uSW., cp = 22,5°,67,5° usw. Bei Vernachlassigung dieser Verbesserung 
erhalt man Z. B. mit e = 1/24 einen Fehler ffir m = I/S vO'n 15%. Es ist alsO' 
nO'twendig, den Wert vO'n e genau zu bestimmen und die angegebene 
FO'rmel zu verwenden. 

1m Fall 2 gilt: Die Ablesung cp andert sich urn denselben Winkel ~ B' 

Fiihrt man alsO' zwei Messungen bei gleicher Blattchenstellung, aber ver
schiedenen Lastenaus, sO' ist der Unterschied dercp-Ablesungen unab
hangig vO'n diesem Fehler. Man kann auch SO' vO'rgehen, daB man zuerst 
einen Wert + CPl abliest. Dann dreht man das Blattchen urn genau 90°. 
Der Nullpunktsfehler in cp wird dadurch nicht verandert, zur AusItischung 
muB man aber den AnalysatO'r in entgegengesetzter Richtung drehen, 
die Ablesung lautet - CP2' Ffir ~ B = ° ist CPl = CP2' bei CPl =l= CP2 bildet man 
1/2 (CPl + CP2)' sO' ist dieser Wert ebenfalls unabhangig vO'n ~B' Genauer gilt, 
daB neben diesem auf die geschilderte Art beseitigten linearen Fehler 
nO'ch ein geringer quadratischer Fehler vO'rhanden ist, und zwar tritt 
nO'ch ein Fehler vO'n der GroBe I = cm • 0,03 ~~ auf. Dabei ist I die 
Fehleinstellung des AnalysatO'rs in Grad, ~ B die Fehleinstellung des Blatt
chens in Grad und Cm eine Zahl zwischen - 1 und + 1 (sie hangt linear 
vO'n m ab, verschwindet ffir m = ± 1/4 , 3/4 , 5/4 USW. und nimmt den 
Wert ± 1 fiir m = 0, 1/2, 1 uSW. an). 

1m Fall 3 geht der Fehler ~.'If nur quadratisch in die FO'rmel ein und 
wird alsO' nur bei groBeren Betragen vO'n ~.'If spiirbar. Fehler infO'lge vO'n 
~.'If bis zu 5° kann man praktisch vernachlassigen. Genauer gilt: Der 
entstehende Fehler betragt 1= 0,6 ~~, dabei ist ~.'If die Fehleinstellung 
des MO'dells in Grad, I der Fehler der AnalysatO'rdrehung in °/00' 

1m Fall 4 verandert der Wert ~p das MeBergebnis nicht, er auBert 
sich lediglich in immer starkerer Aufhellung des Minimums, SO' daB ffir 
Werte ~p > 10° die KO'mpensatiO'n iiberhaupt nicht mehr moglich ist. 
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Dieselben Regeln gelten, wenn das Aj4-Blattchen vor dem Modell 
steht und der Polarisator gedreht wird. Von der Verwendung zweier 
Aj4-Blattchen nach Abb. 68, S. 61 wird abgeraten, da damit nur weitere 
Fehlerquellen entstehen. 

Von den Fehlern sei nun noch einmal abgesehen und die Neigungen 
der einzelnen Gerate gegen ein festes Achsensystem seien wie folgt be
zeichnet: Polarisator OCp, ModeHhauptrichtung OCM, Aj4-Blattchen OCB, Ana
lysator OCA' 1m Augenblick der Kompensation ist 

OCM = OCp ± 45°, OCB = OCp ± 90°, OCA = OCp ± 90° ± fP' fP = nm. 

Dunkel ist also bei dieser SteHung der Gerate der Punkt des ModeHs, 
der die Hauptrichtung OCM und den Doppelbrechungsbetrag m aufweist, 

~ d. h. also ein Punkt der Richtungs-
~ gleiche OC"l1 und der Schubgleiche m. 
i' ............... --..... --:::....... Halt man nun OCp, OCM und OCB .... Kompeflsa/or 

................ ........ -
, ............ / 

........ _-_ ...... ~::::.---- fest und verandert OCA zu einem 
Wert OCA = OCp ± 90° ± fPl' so wird 
ein anderer Punkt des ModeHs 
dunkel, der wieder der Richtungs-

1-/J/iillclien 

-00 50 -IfIJ -30 -20 -10 0 10 20 30 f/(} 50 6'0· 
(X---

Abb.123. Feh!er der >n-Messung infolge einge
sehalteten Halbsilbcrspiegels. ot-Neigung der Mo
dellhauptachse gegen die aus Spiegclnormale 

und Lichtstrahl gebildete Ebenc. 

gleiche OCM, aber der Schubgleiche 
m1 = fPl/n angehOrt. Mit Anderung 
von nur OCA werden also nachein
ander die Punkte der Richtungs
gleiche OCilt dunkel, der dunkle 
Punkt beschreibt mit Drehung 

des Analysators die gesamte Richtungsgleiche. Halt man umgekehrt 
den Wert fP fest, etwa indem man OCB und OCA koppelt, und andert 
man nun gemeinsam OCp, OCB und OCA um genau gleiche Betrage, so beschreibt 
der dunkle Punkt die Schubgleiche m = fP/n. Mit einer anderen Ein
steHung fPl erhalt man entsprechend eine andere Schubgleiche ~ = fPl/n. 
Dieses Verfahren gerat einwandfrei aber nur bei streng einfarbigem Licht, 
einem sehr guten Aj4-Blattchen und bei insgesamt niedriger Ordnung 
von m im Modell. Sowie einer der obengenannten Fehler vorliegt, wird 
der Kompensationspunkt nicht voHig dunkel, sondern nur schattig grau. 
Wahrend die MeBgenauigkeit bei punktweiser Vermessung nach den 
obigen Regeln noch durchaus annehmbar ist, ist die Aufnahme von 
Richtungsgleichen und Schubgleichen nach diesem Verfahren nicht mehr 
moglich. 

Eine Bemerkung zu diesem und dem vorigen Abschnitt sei noch 
beziiglich eines eingeschalteten Spiegels angefiigt. Ein schrager Spiegel im 
Strahlengang, etwa der Halbsilberspiegel H Sin Abb. 103 und 104 (S. 98) 
ist fiir die Messung unwesentlich, solange er auBerhalb der Polarisatoren 
steht. Steht er jedoch im Arbeitsfeld wie inAbb.104, so bewirkt er durch 
seine eigene Polarisation eine Veranderung des Lichtes, die die Messung 
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beeinfluBt. Als Beispiel sei angegeben, wie sich bei der Anordnung 
Abb. 104 mit einem unter 45° geneigten Spiegel die Neigung der Haupt
richtung des MeBpunktes auf die Kompensation und auf die m-Messung 
mit Hilfe des Aj4-Blattchens auswirkt. Die Messung ist praktisch unge
stOrt, wenn die Hauptrichtung IXJlI parallel oder senkrecht zu der aus 
Strahl- und Spiegelnormale gebildeten Ebene steht. 1st 1X"1I veranderlich 
und steht der Kompensator oder das Aj4-Blattchen zwischen Spiegel 
und Analysator, so miBt man scheinbare m-Werte, die beim Kompensator 
nach beiden Seiten steigen, beim Aj4-Blattchen nach der einen Seite 
steigen, nach der anderen fallen (Abb. 123). Die Kompensation bleibt 
ungestOrt, wenn der Kompensator zwischen Modell und Spiegel steht, 
bei dieser Stellung versagt aber das Aj4-Blattchen vollstandig. 

6. Bestimmung von 1n aus dem Farbgleichenbild. 
1st die im Modell erhaltene Ordnung von m hoch (etwa > 5), so erhalt 

man bei Zirkularlicht ein Bild des Modells, dessen hohe Zahl von schwarzen 
Farbgleichen unmittelbar einen SchluB auf die in jedem Punkt herrschende 
Doppelbrechung und Schubspannung gestattet. Die einzige Schwierig
keit ist das Auszahlen eines Bildes, dessen Entstehungsgeschichte man 
nicht kennt. Wah rend der Versuchsdurchftihrung entstehen Zweifel 
tiber die Ordnung der Linien nie, man braucht nur an jedem Punkt die 
wahrend der Belastung durchlaufenden Verdunkelungen abzuzahlen, 
um den schlieBlich vorhandenen Wert m (oder wenigstens die beiden 
ganzen Zahlen, zwischen denen er liegt) zu bestimmen. 

1m fertigen Bild hat man aber auch durchweg Anhaltspunkte zur 
Bestimmung der Ordnung der einzelnen Linien. In einfachen Fallen wie 
in Abb. 159b und 160 (S. 183) ist selbstverstandlich, daB die neutrale 
Faser des ungestort gebogenen auBeren Balkens die Ordnung 0 hat, 
der sich nach rechts und links die Ordnungen 1, 2, 3 usw. anschlieBen. 
Ebenfalls der in der Mitte liegende einzelne Symmetriepunkt mull die 
Ordnung 0 aufweisen und von ihm aus steigen die Ordnungszahlen gegen 
den Kerbgrund hin an. Neben den Kerben befinden sich Gegenden, 
die schon durch die Linienform eine sattelartige Stelle verraten, von der 
an nach auBen die Ordnungen wieder fallen. AuBerdem mull die vor
springende Ecke unmittelbar neben der Kerbe ganz auBen spannungsfrei 
sein und ebenfalls die Ordnung 0 aufweisen. Von hier aus steigt die Ord
nung am Kerbrand bei der Rundkerbe bis zum Hochstwert in Kerbmitte, 
bei derRechteckkerbe bis zum Hochstwert in der einspringenden Ecke 
und nimmt von da wieder bis zur Kerbmitte abo Die entsprechende 
Bezifferung der Ordnungen ist in den Abbildungen eingetragen. 

Bei den entsprechenden Kerbzugstaben fehlt die einfache Null
bestimmung durch die neutrale Faser, man kann aber von den Null
stellen unmittelbar neben den Kerben ausgehen. In Abb. 159a, S. 183, 
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dem Zugstab mit Rundkerbe, zahlt man beispielsweise von der Nullecke 
neben der Kerbe aus bis zur Kerbmitte die steigenden Ordnungen 1, 2 usw. 
bis iiber 8, der Hochstwert im Kerbgrund (Punkt C) diirfte knapp 9 
betragen. Der Stabmittelpunkt A liegt knapp unter 3, der Hochstwert 
auf der Stabmittelachse (Punkt B) liegt iiber 3, die Werte kann man nur 
annahemd zu etwa 2,8 und 3,5 abschatzen. Der mittlere Zug in einiger 
Entfemung von der Kerbe laBt sich aus dem Bild zu ungefahr 3,0 ab
schatzen, so daB sich die Spannungserhohung infolge der Kerbe zu etwa 
J = 3,0 ergibt. Der Wert der mittleren Gesamtspannung wird natiirlich 
genauer aus der aufgebrachten Last bestimmt oder aber die Belastung 
wird solange verandert, bis sie genau der Dunkelheit der dritten Ordnung 
entspricht. Der Randwert im Kerbgrund laBt sich genauer dadurch 
ermitteln, daB man die Schnittpunkte der verschiedenen Farbgleichen 
mit der mittleren Geraden A C auftragt, iiber diesen Schnittpunkten die 
entsprechenden ganzzahligen m-Werte auftragt und aus einer Kurve 
durch diese Punkte den Randwert extrapoliert. Ein Koordinatennetz 
und eine starkere VergroBerung sind hierzu natiirlich notwendig. 

Auch in verwickelteren Fallen wie in Abb. 163b, S. 186 kommt man 
von auBen her an viele Punkte unmittelbar heran. Der Verlauf der Linie 
m = 2 zeigt auBerdem, daB die drei geschlossenen Kurven in Stabmitte 
die Ordnung 1 haben miissen. Die kleinen schwarzen Punkte auf 
der Stabachse sind also O-Punkte. Die vierk;leinen schwarzen Punkte, 
die jeweils'iiber und unter den Lochmitten liegen, sind dagegen von 
der Ordnung 1 und demnach nicht singular. Yom Stabmittelpunkt 
steigt die Schubspannung bis zu den Lochrandern an und erreicht dort 
einen Wert iiber 6, wahrend man von auBenher zunachst bis zur Ordnung7 
und dann weitersteigend zu einem Hochstwert im auBeren Lochrand 
von der Ordnung 12,5 bis 13 gelangt. Die drei kleinen geschlossenen 
Bogen oben und unten am Lochrand entsprechen den Ordnungen 2, 3 
und 2, wobei der mittlere noch einen Hochstwert 4 umschlieBt, wahrend 
die beiden anderen je einen Randnullpunkt enthalten. Die hochste 
Spannungserhohung infolge der Locher ergibt sich als Quotient aus den 
Lochrandwerten 13 und der ungestOrten Randspannung, die etwa 8,3 
betragt, zu ungefahr 1,55. 

Schwierig ist die Auszahlung von Abb. 163a, S. 186, wenn man nicht 
das Bild des einfachen Zugstabes mit einem Rundloch bereits kennt. 
DaB der Stabmittelpunkt kein Nullpunkt ist, sieht man aus seiner Aus
dehnung. AuBerdem wiirde man bei dieser Voraussetzung sofort auf 
Widerspriiche geraten, da man andere Linien (die inneren ihn einhiillen
den Bogen) ebenfalls als "Nullinien" ansprechen miiBte. Auch die vier 
kleinen geschlossenen Kurven iiber und unter den Lochern konnen keine 
Nullpunkte sein. Man konnte also nirgends mit der Zahlung beginnen, 
wenn man nicht wiiBte, daB an jedem Lochrand notwendig 4 Nullpunkte 
vorhanden sein miissen, denn am seitlichen Lochrand wirkt Zug, wahrend 
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oben und unten Druck herrschen muB. Aus der rechnerisch ermittelten 
Abb. 137 d, S.162 folgt dies sofort undauch die Form derUmgebung dieser 
Nullpunkte. Mansieht, daB Abb. 163a dieserrechnerischenAufnahme sehr 
gut entspricht. Eine kleine Unsicherheit bleibt noch insofern, als die 
kleinen an diesen Nullpunkten erkenntlichen schwarzen Linien die 
Ordnung ° oder schon die Ordnung 1 haben konnen. Die Bildwiedergabe 
liiBt nicht mehr erkennen, daB man innerhalb dieser kleinen Bogen noch 
einmal HelIigkeit findet, so daB sie tatsiichlich die Ordnung 1 haben 
miissen. Damit ist aber die weitere Ausziihlung wieder einfach, man 
braucht nur am Lochrand entlang weiter zu ziihlen und kommt zu 
Hochstwerten etwas iiber 8 am iiuBeren und am inneren seitlichen Rand
punkt. Der Stabmittelpunkt hat also den Wert 3, so daB auf der Stab
achse von der Mitte aus die Ordnungen 3, 4, 4, 3 geziihlt werden. Der 
Stab selbst steht unter einer Zugspannung, die etwa 2,5 Ordnungen ent
spricht. Die hochste Spannungserhohung infolge der Locher liegt also 
bei etwa 8,3/2,5 R::! 3,3, ein genauerer Wert ist aus diesem Bild nicht zu 
entnehmen. 

Als letztes Beispiel diene Abb. 189, S. 201, in der das Abziihlen an 
sich sehr einfach ist und lediglich eine Unbestimmtheit im Ziihlbeginn 
liegt. Nur durch die vorhandene Kenntnis iihnlicher Spannungsver
teilungen kann man ermitteln, daB die iiuBerste dunkle Linie dicht neben 
demRand den Wert ° haben muB, so daBz. B. dem iiuBeren Hochstwert 
(im elliptischen, etwas yom Rand entfernten dunklen Fleck) der Ord
nungswert 13 zukommt. Auch unmittelbar unter der Achse werden 
etwas iiber 13 Ordnungen erreicht. 

Man erkennt aus Abb. 163a oder 189, daB die Schwierigkeiten des 
Abziihlens erheblich vermindert wiirden, wenn weitere Aufnahmen etwa 
bei 1/2 oder 1/3 der V oUast vorliigen. Es erscheint dann nur die Hiilfte oder 
1/3 aller Streifen, und zwar liegen sie an den Stellen, wo im Vollastbild die 
Streifen mit den Ordnungen 0, 2, 4, 6 oder mit den Ordnungen 0,3,6,9 
usw. auftreten. Durch Kombination zweier solcher Bilder ist die richtige 
Ordnung mit Sicherheit sofort bestimmbar. 

1st die im Modell erreichte Ordnung nur etwa 2 oder 3, so ist bei 
Verwendung weiBen Lichtes die Bestimmung der Schubspannung nach 
einer einfachen Farbentabelle (s. S. 63) moglich, die fUr den betreffenden 
Werkstoff zuniichst nach steigenden Werten 2q = d· (0"1-0"2) auf
genommen werden muB. Die Unterteilung der FarbtOne kann dabei 
nach Geschmack und Fiihigkeit noch erheblich verfeinert werden. Es 
ist aber zu beriicksichtigen, daB mit Art, Alter und Dicke des Werk
stoffs, mit der Lichtquelle und dem Projektionsschirm die Farbtone 
etwas geiindert werden konnen und man daher namentlich bei Uber
gangstOnen vorsichtig sein muB. 

Wenige, wirklich scharf ausgepriigte Farben wie der Rot-Blau-Um
schlag lassen sich mit dem "Verfahren der veriinderlichen Last" zur 
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punktweisen m.Bestimmung verwenden. Man verandert die Gesamt
lasthohe so lange, bis del' beobachtete Punkt genau del' empfindlichen 
Farbe entspricht. 1st del' zu diesel' Farbe gehorige Doppelbrechungswert 
("-' 580 m,u) bekannt, so folgt daraus auch del' entsprechende Wert in 
diesem Punkt, wenn die Gesamtlast auf einen anderen Wert erhoht odeI' 
erniedrigt wird. Man errechnet sich hiernach schlieBlich die verschie
denen m-Werte in verschiedenen Punkten fiir ein und dieselbe Gesamt
last. 

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB man auch mehrfach versucht 
hat, die Helligkeit zwischen den dunklen Streifen noch genauer photo
metrisch zu erfassen, und zwar entweder unmittelbar odeI' auf del' ent
sprechend geschwarzten photographischen Platte. Die Miihe diesel' Ver
messung ist groB und scheint in ungiinstigem Verhaltnis zur erreichbaren 
Genauigkeit zu stehen, denn del' absolute MaBstab hangt von zu vielen 
veranderlichen GroBen ab (so z. B. del' elektrischen Spannung an del' 
Lichtquelle, dem Alter del' Lichtquelle, del' Hauptspannungsrichtung, 
bei den Platten ferner von del' Belichtung, Entwicklung usw.). 

7. Umrechnung von 'tit in Spannungen, Eichung der StoUe. 
Die Eichung del' Stoffe kann grundsatzlich mit Hilfe eines jeden 

Spannungszustandes geschehen, bei dem die Spannungsverteilung be
kannt ist. Um Fehlerquellen zu vermeiden, wird man im allgemeinen 
sehr einfache Spannungszustande vorziehen, etwa den reinen Zug odeI' 
die reine Biegung. Dabei tritt beim reinen Zug noch die Schwierigkeit 
del' streng mittigen Belastung auf, die sorgfaltig beriicksichtigt werden 
muB, bei del' Biegung wird del' erforderliche Zustand dagegen etwas 
leichter erzeugt. 

Beim Zugstab geht man entweder so VOl', daB man einen auf Stab
mitte liegenden Punkt mit einem Kristallkompensator odeI' mit Hilfe 
eines A/4-Blattchens vermiBt und dabei den Zusammenhang zwischen 
Stablast und MeBergebnis aufnimmt, am besten graphisch. Die lineare 
Beziehung zwischen dem KraftfluB Pjb odeI' del' Spannung P jb· d (kgjmm2) 
und dem Verzogerungswert Z (m,u) odeI'm = Zp. wird zur Bestimmung 

von C = ~b verwendet, wobei man den etwa durch Vorspannung ver

schobenen Nullpunkt am besten durch Differenzbildung ausschaltet, 

d. h. man bildet C = (~~ ~)/b. Man verwendet im iibrigen einen 

moglichst dicken Stab, damit die erreichten optischen Wirkungen Z 
einer moglichst geringen Beanspruchung des Werkstoffs entsprechen, 
a=ZjC·d. Wegen del' geringen Dispersion ist diese Kompensation prak
tisch unabhangig von der verwendeten Lichtfarbe und kann bei weiBem 
Licht vorgenommen werden. Die Messung mit A/4-Blattchen fiihrt man 
mit dem zum Blattchen gehorigen einfarbigen Licht durch. Sind Wellen-
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Hinge und Blattchen nicht genau aufeinander abgestimmt, so verwendet 
man moglichst nur Punkte, deren Ergebnis unabhangig von diesem Fehler 
bleibt (m ~ 1/4, 1/2, 3/4 usw. cP R:i 45°, 90° usw.). Eine zweite Moglichkeit 
ist beim Zugstab nur bei geringerer Genauigkeitsforderung zu empfehlen. 
Man andert die Last, bis die Stabmitte gerade die empfindliche Farbe an
zeigt. Die abgelesene Last entspricht einer Verzogerung Z R:i 580 mf-l. 
Durch die Ablesung der doppelten Last beim Erscheinen der zweiten 
empfindlichen Farbe kann die Me13genauigkeit noch etwas erhoht werden. 
Bei Verwendung einfarbigen Lichtes konnen auch die entsprechenden 
Verdunkelungen fur ganzzahlige Werte von m nach diesem Verfahren 
verwandt werden. Die Genauigkeit des Verfahrens wachst erheblich mit 
der Zahl der zur Verfugung stehenden Ordnungen. 

Wahrend fur Messungen mit Kompensatoren oder Aj4-Blattchen die 
Zugstabeichung besonders geeignet ist, verwendet man zur Eichung auf 
Farbgleichen besser den Biegestab. Mit entsprechenden Einspannungen 
(z. B. nach Abb. 124) 
ist die Erzeugung eines 
bekannten reinen Biege
momentes verhaltnis
ma13ig einfach erziel bar. 
Als Probestab kann je
der rechtkantige Strei

Abb. 124. Anordnung iiir querkraftfreie reine J3iegung. 

fen dienen, dies bedeutet gegenuber dem Zugstab eine erhebliche Verein
fachung. Wird die Balkendicke mit d, seine Rohe mit 11, bezeichnet, und 
ist y der Abstand einer Faser von der Balkenmitte, so ergibt sich die 
in ihr wirksame Langsspannung bekanntlich zu 

M . Y 12 . P . l· y 
ax = ~J d.h3 

Mi13t man also bei Verwendung einfarbigen Lichtes den Abstand zweier 
benachbarter dunkler Linien zu L1 mm, so mu13 gelten: Eine Farbord-

1 . h' S 12 P . l . ;1 I . nung m = entspnc t emem pannungssprung ax = -d h3---' a so 1st 
m· A }.h3 

C = -d(Gl - G2) = 12. P~l--:-;.r· 
Die Me13genauigkeit wachst auch hier erheblich mit der Zahl der zur 
Verfugung stehenden Ordnungen. Da die benachbarten Streifen im 
Balken aIle denselben gegenseitigen Abstand haben, teilt man zur 
genaueren Ermittlung von L1 den Abstand zweier weit voneinander 
liegender Streifen durch die dazwischen liegende Streifenzahl. 

Auf eine Eigentumlichkeit des Streifenbildes im gebogenen Balken 
bei vorhandenem kleinem Schub sei hier besonders aufmerksam gemacht: 
Die au13eren Streifen erscheinen ungestort, jedoch kann das Bild in un
mittel barer Nahe der neutralen Faser fuhlbar gestort werden. Man mu13 
also bei der Biegebelastung entweder fur eine schubfreie ungestOrte 
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Balkenmitte sorgen oder die wahre Streifenzahl nach den Bemerkungen 
S. 175 ermitteln. 

Fiihrt man diese Messung auf einem projizierten Schirmbild oder 
einer Photographie aus, so muB fiir gleichzeitige gleich groBe Abbildung 
eines MaBstabes gesorgt werden, wenn nicht der Abstand der beiden 
Balkenrander einwandfrei als MaBstab dienen kann. Bei dicken Staben 
ist hierbei besonders sorgfaltig auf senkrechte Stabdurchstrahlung zu 
achten, damit nicht Vorder- und Riickseite des Stabes in fiihlbar ver
schiedenem MaBstab im Bild erscheinen. Verwendet man weiBes Licht, 
so fiihrt man die Messung auf dem Schirm wieder mit der empfindlichen 
Farbe durch, wah rend bei photographischen Aufnahmen die photo
graphisch wirksame Wellenlange besonders bestimmt werden miiBte. 

Auf die Bestimmung der Wellenlange A kann man aber durchweg 
verzichten, wenn Eichung und Hauptversuch unter gleichen Bedingungen 
und mit demselben Licht durchgefiihrt werden. Es geniigt dann die 
Kenntnis von 

1 ), d(a1 -a2) 12·P·l·LJ 
K C m h3 (kg/mm), 

woraus dann in der Modellaufnahme folgt: 
1 

2 q = d (a1 - a2 ) = m . K . 

Die Werkstoffeichung mittels anderer leicht herstellbarer und leicht 
berechenbarer Spannungszustande ist zwar ebenfalls moglich, aber im 
allgemeinen nicht so einfach wie mit dem Biegestab. Es sei lediglich 
daraufhingewiesen, daB die Umrechnung in manchen Fallen auch im Modell 
selbst vorgenommen werden kann. Man geht dabei so vor, daB man zu
nachst einen beliebigen Werkstoffkennwert Coder K und eine beliebige 
Wellenlange A annimmt, die der Wirklichkeit gar nicht zu entsprechen 
brauchen, man setze z. B. K = 1. Die mit dieser Annahme im Modell 
ermittelte Spannungsverteilung ist schlieBlich bis auf einen Faktor 
unbestimmt, der nun noch aus einer bekannten ModellgroBe ermittelt 
werden muB. In vielen Fallen gibt es beispielsweise Querschnitte, in 
denen die Summe der Normal- oder Schubspannungen einer bekannten 
auBeren Last gleich sein muB. Manchmal ist auch im Modell selbst ein 
Modellteil als gerader Biegebalken ausgebildet, dessen Moment bekannt 
ist, oder die Umgebung einer am Modell angreifenden Einzellast laBt sich 
unmittelbar rechnerisch erfassen. In all diesen Fallen hat man die Mog
lichkeit, den in willkiirlichem MaBstab aufgenommenen Spannungs
zustand schlieBlich mit einem solchen Faktor zu multiplizieren, daB er der 
vorliegenden Lastbedingung entspricht. 

Hat man auBerdem den Modellwerkstoff geeicht, so dienen die soeben 
genannten Beziehungen zur Kontrolle der MeBgenauigkeit, die sich 
namentlich bei verwickelteren Zustanden immer empfiehlt. Man soUte 
nur in Notfallen auf diese wertvoUe KontroUe verzichten. 
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8. Aufnahme der Richtungsgleichen. 
Wie man bei der Aufnahme der Farbgleichen die Richtungsgleichen 

als storend empfindet und durch Einschaltung von A.j4-BHittchen beseitigt, 
mochte man auch bei der Aufnahme von Richtungsgleichen moglichst 
keine Farbgleichen im Bilde haben. Die Richtungsgleichen sind unab
hangig von der Wellenlange, man wird also immer mit weiBem Licht 
arbeiten und schon dadurch die Scharfe der Farbgleichen vermindern. 
AuBerdem hat man durch Wahl des Modellstoffes und der Lasthohe die 
Gesamtzahl der erscheinenden Farbgleichen in der Hand und wird also 
diese Zahl moglichst niedrig halten. Andererseits erhalt man, wenn 
man mit weiBem Licht bei Z-Werten wesentlich unter 400 mp, bleibt, in 
den Gegenden verhaltnismaBig geringer Spannungen auch nur geringe 
Aufhellung, wodurch die Scharfe der Richtungsgleichen ebenfalls beein
trachtigt wird. In manchen Fallen muB man dann vielleicht fiir ver
schiedene Gegenden des Modells verschiedene Lasten anwenden. Das 
istohneEinfluB auf die Richtungsgleichen, wennsich nicht mi~ zunehmen
der Last die Form des Modells oder die Art des Kra£tangrif£s verandert. 
Werkstoffe geringer optischer Wjrkung (Glas oder Plexiglas) sind zur 
Aufnahme der Richtungsgleichen sehr geeignet, aber auch hochaktive 
Werkstoffe ergeben bei entsprechend geringer Belastung scharfe und 
klare Bilder der Linien. Bei diesen geringen Lasten wirken aber etwa 
schon vorhandene Eigenspannungen (z. B. Rande£fekte) besonders 
storend, so daB auf urspriingliche Spannungsfreiheit ganz besonderer 
Wert gelegt werden muB. In dieser Beziehung sind die Werksto£fe gerin
gerer Wirksamkeit giinstiger als etwa die Phenolharze. 

Die auf einem Schirm entworfenen Bilder von dunklen Richtungs
gleichen erscheinen dem Auge um so scharfer, je heller ihre Umgebung 
ist. Eine besonders starke Lichtquelle, geringe Lichtverluste und keine 
iibertriebene VergroBerung sind daher sehr empfehlenswert. Es gelingt 
dann miihelos, die dunkle Mitte der Linien etwa mit einem Bleistift scharf 
nachzuzeichnen. In Abb. 192b (S. 203) wird deutlich, daB in Bereichen 
verhaltnismaBig geringer Lichtstarke (z. B. im Bereich der roten Farb
gleiche) die Richtungsgleiche stark verbreitert erscheint, so daB der 
Punkt ihrer starksten Schwarzung nicht scharf bestimmt werden kann. 

Photograp,hische Aufnahmen sind ebenfalls.moglich, dabei muB aber 
ariders als bei den Farbgleichen verfahren werden. Am besten bleibt 
man insgesamt auch hier bei moglichst niedriger Farbgleichenzahl. Da 
die Farbgleichen als moglichst hell empfunden werden sollen, nimmt 
man ortho- oder panchromatische Platten, arbeitet bei reichlicher Be
lichtung mit ungefiltertem weiBen Licht, so daB nur der tiefste Schatten 
der Richtungsgleiche glasklar bleibt, entwickelt schlieBlich hart und 
kopiert mit moglichst geringer Belichtung. 

Bei der Bestimmung der Hauptrichtung in einzelnen Punkten erhiilt 
man die sichersten Ergebnisse mit pendelnder Einstellung der gekreuzten 
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Polarisatoren auf geringste Helligkeit, wobei vorher der Punkt durch 
entsprechende Last auf moglichst hohe Helligkeit gebracht wurde. 
Pendelnde Einstellung ist in Gegenden sehr getinger Spannung und 
Helligkeit auch das beste Mittel, um an sich schwache Neigungsgleichen 
aus der Bewegung heraus dem Auge deutlich zu machen. 

Die Aufnahme der Richtungsgleichen kann miBlingen, wenn Biege
oder Verdrillspannungen die Ebenheit des Zustandes storen. Schadliche 
Einfliisse dieser Art miissen unbedingt ausgeschaltet werden. 

Fiir die weitere Auswertung der Linien (zur Konstruktion der Haupt
linien) geniigt meistens ein Winkelabstand von 10° zwischen den einzelnen 
Richtungsgleichen. Fiir genauere Messungen sind manchmal 7,5°, 
gelegentlich sogar 5° Abstand erforderlich. Allgemeine Obersichtsbilder 
guter Genauigkeit erhalt man aber auch schon mit 15° Abstand. 

90· 90· 

~~.--~~~~+==;+=~~~~--~. 

.10 90· 

o· 
~ 

Abb. 125. Beispiel des Richtungsgleichenverlaufs 
bei zwei benachbarten schubfreien Punkten. 

Die Umgebung eines singu
laren schubfreien Punktes erfor
dert besondere Sorgfalt. Der 
Punkt ergibt sich als Schnittpunkt 
aller Richtungsgleichen, seine La
ge wird durch Mittelbildung vieler 
Linien meistens sehr scharf be-
stimmt. Gewohnlich ist es dann 
auch moglich, die Richtung fJ der 
Richtungsgleiche q; gegen eine 
feste Achse durch diesen Punkt 
zu messen. Liegt dicht in der 

Nahe ein zweiter solcher Punkt, so erhalt man Richtungsgleichenfelder 
etwa nach Abb. 125. Man kann dann manchmal nur aus der Umgebung 
den naheren Aufbau des singularen Bereiches ermitteln. Die Beobach
tung des Fortschreitesinnes, in Abb. 125 durch Pfeile angedeutet, ist 
hierbei zur Klarung wesentlich. Man legt sich von solchen Punkten 
zweckmaBig Sonderskizzen an. 

9. Zeichnung der Hauptlinien. 

a) Allgemeines Feld. Die Aufnahme der Richtungsgleichen oder die 
Hauptrichtungsaufnahme in den Punkten eines Netzes liefert die Grund
lage zur Zeichnung der Hauptlinien. Zunachst wird man immer einzelne 
kleine Linienelemente in der bestimmten Richtung zeichnen und dann 
in diese Elemente die eigentlichen Linien hinein schmiegen. 1st das 
Elementenfeld iiberall sehr eng, d. h. hat man sehr viele Richtungs
gleichen - etwa alle 5° - aufgenommen, so besteht weiter keine Schwierig
keit und das Netz der Hauptlinien entwickelt sich zie1nlich zwangslaufig. 
Bei etwas weiteren Abstiinden der Richtungsgleichen ist aber ein syste
matisches Vorgehen unerlaBlich, wenn die Genauigkeit schlieBlicb 
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befriedigen soll. Bei gegebenen Richtungsgleichen cP, CP2 = CPl + e, 
CP3 = CP2 + e usw. schatzt man zu diesem Zweck zunachst dazwischen-
Ii d L·· e e Pl + pz pz + Pa 

egen e lIDen CPOl = CPl-2' CPl2 = CPl + 2=--2- -, CP23 = 2 

usw. ab, sie liegen in der Mitte zwischen den aufgenommenen Linien. 
Nun zeichnet man kleine geradlinige Elemente der Richtung CPl' und 
zwar fiihrt man die Elemente von CPOl ./ 

/ 
/ 

/ 
/ 

",,~ / 
ffzf/Z / 

9Z3~ 

bis CPl2 durch, ebenso zeichnet man 
Linienelemente der Richtung CP2 von CPl2 

bis CP23 usw. Dabei gibt man sich zu
nachst einen ungefahren Elementenab
stand (Hauptlinienabstand) vor und 
zeichnet nur in den AnschluBpunkten 
in CPl2' CP23 usw. die nachstfolgenden 
Elemente an (Abb. 126). Man iiber
zeugt sich durch eine iiberschlagliche 
Skizze vorher vom ungefahren Verlauf 

H li · db· d . Abb. 126. Konstruktion der Hauptlinien der aupt men un egmnt ort nut aus den Richtungsgieichen. 

der Zeichnung, wo die Linien moglichst 
weit auseinander liegen. Die wirklichen Hauptlinien ergeben sich aus 
den gebrochenen Linienziigen als Kurven, die diese Linienziige in den 
Punkten CPl' CP2 usw. beriihren (Abb. 127). Das Ver
fahren wird zweimal durchgefiihrt, wobei einmal die 
Elemente der Richtungen CPl' CP2' CP3 usw., das andere 
Mal Elemente in den hierzu senkrechten Richtungen V't 
CPl ± 90°, CP2 ± 90° usw. gezeichnet werden. Die beiden 
entstehenden Linienscharen entsprechen den Haupt
spannungen (it und 0'2' 

In vielen Fallen geniigt auch folgendes einfachere 
Verfahren. Man zeichnet genau wie eben beschrieben 
Linienelemente in der Richtung CPl von CP01 bis CP12 Abb.127. HauptIinien 
USW., aber zunachst wahllos in beliebigem, ziemlich im Tangentenpoiygon. 

geringem gegenseitigen Abstand. Das auf diese Weise 
erzeugte Feld kleiner gerader Elemente fiillt die ganze Ebene iiberall. 
Man zeichnet nun einfach mit freier Hand Bleistiftlinien, die sich dem 
Elementenfeld tangential einfiigen, und zwar wieder von den Bereichen 
weiten Linienabstandes zu engeren Bereichen fortschreitend. Die ent
stehenden Bilder sind ziemlich unabhangig vom Beobachter, wenn die 
Spriinge in cP etwa 10° oder weniger betragen. Am bequemsten zeichnet 
man die geraden Linienelemente auf durchsichtigem Papier, dem man 
das Bild der Richtungsgleichen hinterlegt. Auf der Riickseite dieses 
Papiers entwirft man dann spiegelbildJich die freihandigen Hauptlinien. 
Die Reinzeichnung, bei der man die gegenseitigen Abstande noch etwa 
ausgleicht, erfolgt schlieBlich mit Durchsicht auf dieses Blatt auf einem 

Mesmer, Spannungsoptik. 10 
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zweiten durchsichtigen Papier. DenMaBstab bei allen diesen Zeichnungen 
wahle man so groB wie moglich. 

Wahrend und nach der Zeichnung hat man einfache Kontrollen der 
Zeichensauberkeit durch freien Augenschein: tlberall miissen die beiden 
Linienscharen sich rechtwinklig kreuzen, iiberall am freien Rand steht 
eine von beiden Linien senkrecht auf diesem Rand. Bei symmetrischen 
Zustanden bringt man zuerst die Richtungsgleichen, schlieBlich die Haupt
linien der beiden Haliten durch Papierfaltung zur Deckung und stellt 
etwa vorhandene Verschiedenheiten fest. Manchmal kann man hieraus 
das Bild noch etwas verbessem, manchmal war aber auch das Modell 
wirklich unsymmetrisch und erfordert eine genauere Justierung der 
Lager oder der Belastung. 

In Bereichen sehr eng liegender Richtungsgleichen, also sehr starker 
Kriimmung der Hauptlinien, ist eine besonders sorgfaltige Aufnahme 
der Richtungsgleichen erforderlich, sie erscheinen auch in diesen Gegen
den besonders scharf. Die scharfste Hauptlinienk1;'iimmung tritt in der 
unmittelbaren Umgebung der singularen Punkte auf, hieriiber wird im 
folgenden noch berichtet. 

Auf eine andere Art der Zeichnung von Hauptlinienelementen sei 
aber noch hingewiesen, die bei einer Einrichtung mit drehbarem Modell 
durchgefiihrt werden kann (Einrichtung des spannungsoptischen Labora
toriums der T.-H. Miinchen, Hersteller Leitz, Wetzlar). Die Linien
elemente miissen iiberall die Neigung des zugehorigen Wertes cp haben, 
man benotigt also gewohnlich einen Verstellwinkel mit Gradteilung und 
muB auBerdem darauf achten, in welchem Drehsinn die Winkelteilung 
des Polarisators und des Verstellwinkels zueinander laufen. Halt man 
dagegen die Polarisationsrichtung immer fest, z. B. waagerecht und 
senkrecht, und dreht das Modell, so ist jede erscheinende Richtungsgleiche 
mit waagerechten und senkrechten Linienelementen zu versehen. Mit 
dem sich drehenden Modell dreht sich auch sein Bild, ein etwa vor
gesehenes Zeichenblatt auf dem Projektionsschirm muB also ebenfalls 
so nachgedreht werden, daB die einmal gezeichneten Umrisse immer 
wieder mit dem Bild zur Deckung kommen. Man kann sich schlieBlich 
die Zeichnung der Richtungsgleichen ganz ersparen und in den dunkel 
erscheinenden Stellen unmittelbar im Projektionsbild die geraden Rich
tungselemente einzeichnen. Diese Elemente haben immer dieselbe Rich
tung, man kann eine Zeichenvorrichtung fest mit dem Gerat verbinden, 
etwa in Form eines rechteckigen Rahmens, dessen Kanten parallel zu 
den Polarisationsrichtungen liegen. FUr groBere, nicht drehbare Modelle 
kann die Einrichtung natiirlich nicht verwendet werden. 

b) Umgebung von schubfreien Punkten (vgl. Kap. I, Abschn. 6 und 
Kap. III, Abschn.4). Die folgenden Ausfiihrungen gelten sowohl fiir 
die Umgebung eines schubfreien Punktes im Feldinneren als auch am 
freien Rand, bei dem immer nur die eine Halite des Gesamtsystems 
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wirklich vorhanden ist. Die Konstruktion wird jedoch dadurch nicht 
beeinfluBt, da ja ohnehin durch jeden Strahl durch den Punkt zwei 
genau gleiche Feldhaliten entstehen miissen. 

Wenn iiber nahere Einzelheiten der schubfreien Punkte nichts bekannt 
ware, konnte man ihre Umgebung genau wie das iibrige Feld behandeln. 
Man zeichnet also zunachst in bestimmten Winkelspriingen rp die ver
schiedenen Richtungsgleichen, die aIle durch den im folgenden kurz 
mit Q bezeichneten Punkt gehen. Fiir die unmittelbare Umgebung von 
Q kann man dabei die Richtungsgleichen durch ihre Tangenten er
setzen, man erhalt also ein Geradenbiischel, wobei zu jedem Richtungs
wert rp eine Geradenneigung,8 =arctg y/x = arc tg C gehort. Zeichnet man, 
wie unter a) beschrieben, in jedem Sektorrp entsprechende Linienelemente 
der Neigung rp ein, so folgt daraus die Form des Hauptlinienfeldes auf 
die iibliche Weise. 

Nun wurde aber bereits festgestellt, daB zur Kennzeichnung der Um
gebung eines Punktes Q die Kenntnis von 4 GroBen c1' C2, c3' c4 [Glei
chung (17), S. 32] ausreicht, und daB die Anzahl der zur Bestimmung der 
Hauptrichtungen notwendigen GroBen sich sogar auf zwei vermindert, 
wenn eine singulare Gerade durch Q bekannt ist. Diese singulare Gerade 
zeichnet sich dadurch aus, daB ihre Neigung ,8 gerade gleich der Haupt
richtung rp ist. In einem am freien Rand liegenden Punkt Q ist die Rand
tangente selbst stets eine solche singulare Gerade, da eine Hauptrichtung 
gleich der Randrichtung ist, ebenso muB bei jedem auf der Symmetrie
achse eines symmetrischen Zustandes liegende Punkt eben diese Symme
trieachse eine singulare Gerade durch Q sein. Nur bei singularen Punkten 
mitten im Feld ist es notwendig, sich zunachst eine singulare Gerade zu 
suchen. Probieren fiihrt am schnellsten zum Ziel. Man andert die Polari
sationsrichtung rp so lange, bis die zugehorige Richtungsgleiche eine Tan
gentenrichtung ,8 = rp oder ,8 = rp + 90° aufweist. Die Tangente ist dann 
die gesuchte Gerade. Das Ergebnis ist immer eindeutig und scharf bei 
offenen Punkten, es kann bei geschlossenen Punkten unsicher sein. 

Wenn nun eine singulare Gerade unmittelbar oder durch dieses Pro
bieren bekannt ist, so zahle man zur weiteren Konstruktion von ihrer 
Richtung aus die Winkel rp und lJ = arc tg~. Die nunmehr mogliche 

allgemeine Darstellung tg 2 rp = ' [Gleichung (19c) S. 33] be-
a/2 + b 1; 

deutet demnach, daB man nur noch zwei Zahlenwerte rpl und rp2 mit den 
zugehorigen Werten C1 und C2 zu bestimmen braucht, um a und b und 
damit die Form des Feldes (etwa nach Abb. 39 und 40, S. 35-38) voll
standig zu kennen. Beispielsweise geniigen folgende zwei Werte fUr (jJ: 

10* 
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also 

Hieraus: 

VI. Versuchstechnik und Auswertung. 

CP2 = -22,5° 

a= 2Cd1-b), 

a=-2C2(I+b). 

Zur Kontrolle kann man noch einstellen: 

- '3 a -
CP3 = ± 45° , 00 = aj2 + b '3 ' 2 = - b C3 . 

---- -
(1m Symmetriefalle gilt C2 = -C1 , b = 0, a = C1 , C3 = 00.) 

Wenn diese Kontrolle versagt, ist durch die Aufnahme weiterer Winkel 
(etwa (jj = 15, 30 und 35°) der Gesamtzusammenhang zwischen (jj und 7J 
aufzunehmen, und zwar am besten graphisch in einem Diagramm, in 
dem iiber 'der Wert 2 ,/tg 2 (jj aufgetragen wird. Wegen des Zusammen
hangs 2 ,/tg 2 (jj = a + 2 b, muB sich eine ausgleichende Gerade durch 
die Punkte legen lassen, die fiir ,= ° den Wert a und deren Neigung den 
Wert 2 b ergibt (selbstverstandlich sind fUr kleine Werte (jj und , keine 
genauen Punkte dieser Geraden zu erhalten). Schnittpunkte der Gerade 
mit der Parabel 2 ,/tg 2 (jj = (1- ,2) ergeben die ,- bzw. (jj-Werte etwa 
vorhandener weiterer singularer Geraden. 

1st die Richtung der urspriinglichen singularen Geraden unsicher 
(insbesondere fiir a ~ 1), so versucht man es entweder mit einer anderen 
Geraden oder nimmt mit mehreren Einstellungen den Zusammenhang 
zwischen cP und {3 wie in Abb. 40, S. 38 auf. 

10. Folgerungen aus den Linienfeldern. 
Aus den allgemeinen Differentialgleichungen der Hauptlinien wurden 

bereits auf S. 29 drei einfache Folgerungen gezogen, die hier noch einmal 
erwahnt seien: 

1. In kleinem Abstand LI 8 2 von einem freien Rand ergibt sich eine 

senkrecht zum Rand gerichtete Spannung 0"2 nach der Formel 0"2 = G1 LI 8 2, 
(h 

dabei ist 0"1 am Rand wegen 0"2 = ° spannungsoptisch bekannt und 
1/(!1 die Randkriimmung. 0"1 und 0"2 haben bei konkavem Rand gleiches, 
bei konvexem Rand entgegengesetztes Vorzeichen. 

2. Die Randlangsspannung erreicht einen Hochstwert oder Kleinst
wert in einem Punkt, in dem die auf dem Rand senkrechte Hauptlinie 
ungekriimmt auf den Rand stOBt (e2 = 00), gleichzeitig muB also die 
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Richtungsgleiche ebenfalls senkrecht auf dem Rand stehen, denn jedes 
gerade Stuck einer Hauptlinie muB gleichzeitig ein gerades Stuck einer 
Richtungsgleiche sein (zuverlassiger und 
deutlicher ergibt sich meistens der Ex
tremwert der Randlangsspannung un
mittelbar aus dem Farbgleichenbild, in 
dem dann kleine geschloRsene Kurven 
etwa nach Art der Abb. 128 auftreten). 

Abb. 12S. Farbgleichen in der Umgebung 
3. Am freien Rand gilt fur die Rand- eines Randhochstwertes. 

spannung der Kontinuitatssatz, d. h. die 
Spannung wachst oder sinkt verhaltnisgleich zum Kehrwert des gegen
seitigen Abstandes zwischen benachbarten Hauptlinien, d. h. zwischen 
Rand und Nachbarlinie. 

Aus 1 und 2 folgt auBerdem: Of 

4. Die senkrecht zum Rand gerichtete Normalspan
nung G2 bleibt in der Nahe des freien Randes auf einer 
82-Linie gleich Null, wenn diese 82-Linie den Ort von 
Wendepunkten der 8 2-Linie darstellt (Abb. 129). Auch 
bei nur angenaherter Erfullung dieser Bedingung bleibt G2 

jedenfalls sehr klein. 
1m Feldinneren gilt: 

5. Hochstwerte oder Kleinstwerte einer Normalspan
nung G2 werden erreicht, wenn die Hauptlinie 81 keine 
Krummung hat, d. h. im allgemeinen, wenn sie einen 
Wendepunkt aufweist. An der gleichen Stelle fallt dann 

Abb.129. 
Verschwindcnde 
zweite Haupt· 

spannung im Be· 
reich derWende· 
punkte der "1-

Hauptlinien. 

die Richtungsgleiche auf ein kurzes Stuck mit der 81-Linie zusammen, 
sie steht also ebenfalls senkrecht auf der 8 2-Linie. 

11. Die Messung der Dickenanderung des Modells. 
Die Messung der Dickenanderung!nit Hilfe von zwei gegenuberliegen

den Abgreifstiften, deren gegenseitige Bewegung auf ein MeBgerat uber
tragen wird, kann aus zwei Griinden besondere Schwierigkeit bieten. 
Erstens ist bei groBeren Modellen eine weit offene Zange notwendig, die 
urn das Modell herum zu den inneren Modellpunkten greifen kann, 
zweitens kann sich bei der Belastung das Modell auch ein wenig aus 
seiner ursprunglichen Ebene heraus bewegen oder sich etwas schrag 
stell en. Aus dem ersten Grunde muB man entweder eine sehr feste steife 
Zange bauen - dann ist aber die aus dem zweiten Grunde erwiinschte 
Beweglichkeit des Gerates nicht zu erreichen - oder man baut die Zange 
sehr leicht, so kann man wegen der langen Hebelarme keinen Mechanis
mus !nit Reibung mehr bedienen. 1st das zu vermessende Modell klein 
und dick, so fallen diese Schwierigkeiten fort. 

Der mechanisch-optische Dickenanderungsmesser von COKER [0.08, 28, 
6.07] besteht aus einem sehr steifen Bugel, der auf einem besonderen 
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Gestell beweglich einstellbar befestigt ist. Der Biigel t:r:agt an einem Ende 
eine feste Spitze, am anderen ist eine zweite bewegliche Fiihlspitze vorge
sehen. Bei der Modelldickenanderung wird diese in einer zylindrischen 
Fiihrung verschiebliche Fiihlnadel im Biigel bewegt und dreht einen am 
Biigel drehbar gelagerten kleinen Spiegel. COKER empfiehlt ein Ver
fahren, bei dem der Dickenverlauf des Modells langs einer Geraden 
erst im unbelasteten, dann im belasteten Zustand aufgenommen wird. 
Dies geschieht, indem durch die Drehbewegung des Spiegels ein Licht
strahl ausgelenkt wird, der einen feinen photographischen Strich auf einer 
Trommel mit lichtempfindlichem Papier aufzeichnet. Die Trommel
bewegung ist mit der Modellbewegung gekoppelt, so daB jedem Punkt 
auf dem Papier ein bestimmter bekannter Modellpunkt entspricht. 
Zeichnet man beide Versuche auf denselben Papierstreifen mit zweimal 
wiederholter gleicher Trommelbewegung, so ist der Abstand zweier iiber
einander liegender Kurvenpunkte unmittelbar ein MaB fiir die Dicken
veranderung, d. h. fiir die Spannungssumme S. Das Gerat ist teuer und 
umstandlich und setzt groBes Experimentiergeschick voraus. COKER gibt 
an, daB er an seinen Zelluloidmodellen eine MeBgenauigkeit von etwa 3 % 
erreicht habe. 

Fehler treten auf, sowie sich das Modell etwas neigt oder aus seiner 
Ebene bewegt, denn der schwere Biigel wird dieser Bewegung nicht ohne 
weiteres folgen. Da sich auBerdem das Modell auch bei der Belastung 
in seiner Ebene verschiebt, ist bei zweimaligem Befahren einer Geraden 
nicht gesichert, daB man beide Male genau dieselben Punkte iiberstreicht. 
Bei nicht ganz ebenem Modell entstehen hieraus weitere Schwierigkeiten. 

Baut man dagegen nur einen leichten frei aufgehangten Biigel, der 
etwa auftretenden Bewegungen folgt, so kann die Betatigung von 
gefiihrten Stiften oder drehbar gelagerten Teilen leicht zu einer fiihl
baren Durchbiegung der Biigelarme fiihren, so daB man besser auf solche 
Betatigung verzichtet. Das auf dieser Grundlage von VOSE [5.24] ent
wickelte Gerat besteht aus zwei langen leichten Armen, die etwa in der 
Mitte durch ein Kreuzfedergelenk verbunden sind. Am einen Ende der 
Arme stehen sich zwei Fiihlstifte gegeniiber, die als einstellbare Schrauben 
wahrend des Versuches fest mit den Armen verbunden sind und die 
Dickenanderung unmittelbar auf die Arme iibertragen. Um das Kreuz
federgelenk als Drehpunkt bewegen sich die anderen Enden der Arme 
entsprechend. Beide tragen je eine kleine Glasplatte, von denen die eine 
durch drei Stellschrauben zunachst parallel zur anderen eingestellt wird. 
Bei der Durchleuchtung der Platten mit streng einfarbigem Licht ent
stehen zwischen ihnen Interferenzstreifen, die sich entsprechend der 
Abstandsanderung der beiden Platten verschieben und abgezahlt werden. 
Das ganze Gerat ist im Federgelenk (Schwerpunkt) mit einem Faden auf
gehangt und kann kleinen Verschiebungen des Modells folgen, ohne daB 
dadurch die Messung beeinfluBt wiirde. Eine kleine Neigung des Gesamt-
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gerats bleibt in den Interferenzstreifen unbemerkt, wenn der Lichtstrahl 
die Glasplatten senkrecht trifft (vgl. S. 153). Das Vorzeichen der Bewe
gung bleibt unsicher und muB nach jeder Neueinstellung der Glasplatten 
neu bestimmt werden. Je nach der gegenseitigen Plattenneigung wandem 
die Streifen bei der Bewegung nach der einen oder anderen Seite. Das 
Gerat ist bei einer Gesamtlange von etwa 25 cm (12 cm Hebelarm) leicht 
und stabil, es laBt sich bei etwa 10 mm dicken Modellen leicht aufsetzen 
und bei Quecksilberdampflicht gut ablesen. 

Zwei Verbesserungen haben sich noch bewahrt. Statt der parallelen 
Glasplatten nimmt man besser ein kleines Prisma und ein Schwarzglas 
nach Abb. 130, dabei fallen aIle storenden Interferenzen infolge der ver
schiedenen Oberflachen fort. Man kann auBerdem die Wirkung kleiner 
Modellkippungen noch ausschalten, die bei manchen Modellen unver
meidlich sind. Sind die Ftihlstifte etwa stumpfe Spitzen, die auf dem 
Modell gleiten konnen, so entsteht bei einer 
kleinen Kippung oc eine scheinbare Dicken
vergroBerung LI im Modell nach der GJei
chung 

d ( C£2 ) (d +LI) = ~ C!V d 1 +-cos c£ "" 2 ' 

(Abb. 131a). Da die zu messenden Gesamt
dehnungen bei einem verspannten Zelluloid

Beoboch/el' 

Lichfeinloll 

Luffspolt 
C=======~~~Sciw~zghs 

Abb.130. 
Anordnung zur Beobachtung von 

Interferenzstreifen. 

modell von 10 mm Dicke in der Gegend vom 1/1000 liegen, ergibt schon 
ein Winkel oc = 10 einen MeBfehler von tiber 10 %. Sind die Spitzen durch 
groBere feste Kugeln vom Radius r ersetzt, die auf dem Modell abgleiten, 
so ist der Fehler noch groBer (Abb. 131 b). Es gilt 

~ ~~(1+2 ~). 
Sind dagegen die Spitzen gelenkig nach Abb. 131 c angebracht, so ergibt 
sich bei einer Kippung um oc eine scheinbare Verringerung del,' Modell
dicke um 

~ ~ ~2 (1 + ;l)' 
statt des sen konnen auch elastische Spitzen nach Abb. 131 d verwendet 
werden, derenEndpunkte sich auf Kreisen mit dem Radius 1. 5/ 6 bewegen. 
Die elastische Spitze hat den weiteren Vorteil, daB sie mit ihrer ela
stischeIi Rtickfederung das Gerat gegen Auslenkungen stabilisiert. 
Eine Kombination von fester Kugel einerseits und beweglicher Spitze 
andererseits (Abb. 131 e, wobei das Modell auf der Kugel nicht gleitet, 
sondem roUt) ergibt eine gegenseitige Aufhebung der Einfltisse, wenn 
man wahlt 

r=d(I+-~). 
Die Messungen sind dann tatsachlich gegen kleine Schragneigungen des 
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Modells oder der Zange unempfindlich. Bei groBerer ZangenHinge muss en 
die Messungen in schwingungsfreien Raumen vorgenommen werden. 

Die Messung der Dickenanderung in einem groBeren Modellbereich 
gleichzeitig kann interferenzoptisch mit Hilfe einer zweiten plangeschlif

a 

c 

e 

b 

d 

fenen Scheibe erfolgen. 
TESAR [2.19] empfiehlt 
hierbei, je drei bekannte 
Randpunkte als Grund
punkte einer Ebene fest
zulegen und die Hohe der 
Modelloberflache iiber 
dieser Ebene in Licht
wellenlangen auszuzah
len. Nach einer Vermes
sung beider Modellober
flachen ist damit die 
Dickenanderung des Mo
dells iiberall bekannt. 
Man zahlt dabei die Zahl 
der Streifen zwischen den 
Grundpunkten und den 
MeBpunkten. Die Bruch
teile zwischen den gan
zen Streifen und den 
steigenden oder fallenden 
Richtungssinn bestimmt 
man dadurch, daB man 

Abb. 131 a bis e. Wirkung der 
Modellneigung IX auf die den Strahl neigt und 

Dickenmessung. 
a zwei gJeitende Spitzen, 
b zwei gleitende Kugeln, 
c zwei Gelenkspitzen, 
d zwei elastische Spitz en, 
e eine abrollende Kugel und 

eine elastische Spitze. 

dadurch den Lichtweg 
im Spalt verlangert. Liegt 
etwa der Modellpunkt P 
zwischen den Streifen K 
und (K + I) bei (K + 8) 
Wellenlangen vor der 
Priifglasscheibe und der 

Strahl wird gedreht, bis der Streifen (K + I) durch P geht, so ist 
dazu eine Strahlneigung IX erforderlich (Abb. 132) nach der Gleichung 

K + e 0(2 

COS IX = K + 1 ~ 1 - '-:f . 

1st ein Neigungswinkel fJ erforderlich, um den Streifen (K+I) an den 
Punkt zu bringen, durch den urspriinglich der Streifen K ging, so gilt 
entsprechend 
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Daraus folgt 
K + e 2 - cx2 e 132 - cx2 cx2 ----x- ~ 2 _ f32 K Ri --2-' e Ri I - /f2 . 

Der Punkt P liege zwischen k und (k + 1) bei (k + !5) Wellenlangen iiber 
einem Punkt der angenommenen Grundflache, so wird nach der Aus
zahlung von k der Wert !5 = 1-e = rJ.2jfJ2 aus zwei solchen Neigungen rJ. 

und fJ bestimmt, gleichzeitig folgt der Sinn wachsender 
Werte k, weil bei der Neigung der Lichtweg nur groBer 
werden kann. Die genau senkrechte Nulleinstellung 
muB vorher ermittelt oder durch zwei Neigungen in 
entgegengesetzter Richtung eliminiert werden. 

Nach FROCHT [3.09] wird die absolut ebene Plan
platte auf das ebenfalls absolut ebene, waagerecht lie
gende Modell nach seiner Belastung einfach aufgelegt 
und ausbalanziert, dann wird senkrecht von oben photo
graphiert. Bei einem symmetrischen Modell und mit 
groBer Geduld wurden auf diese Weise sehr schone Auf

Abb. 132. Messung 
einer Luftspaltdicke 
mittels Interferenz 
bei Strahlneigung. 

nahmen der Linien gleicher Dicke erreicht. Bei unsymmetrischen Modellen 
diirfte das Verfahren versagen. 

12. Die Vermessung des Feldes S = (at + (2) 

mit gegebenen Randwerten. 
a) Will man ein ebenes elektrisches Potentialfeld mit gegebenen Rand

werten vermessen, so ist lediglich die Herstellung eben dieser Randwerte 
schwierig. In einem elektrolytischen Trog kann man beispielsweise eine 
groBere Anzahl von leitenden PolklOtzen eintauchen, die iiber strom
fiihrende Drahte mit zwischengeschalteten verstellbaren Widerstanden 
an einen Rheostaten angeschlossen sind. Man verandert die Widerstande 
so lange, bis die vorgeschriebenen Spannungsrandwerte langs einer gege
benen Randlinie erreicht sind. Infolge der gegenseitigen Beeinflussung 
der Randspannung gehort allerdings viel Geschick und Erfahrung dazu, 
um die richtige Einstellung der Widerstande und der Poistandorte aus
zuprobieren. Besser ist nach einem Vorschlag von TANK die Verwendung 
einer Feldbegrenzung aus Isolierstoff mit einer eingebrannten schlecht 
leitenden Oberflache (Graphit-Wasserglas-Paste), die die Randwerte 
zwischen einzelnen iiber Widerstande unter Spannung gesetzten Punkten 
linear ausgleicht [5.13, 7.21, 8.04]. Die Herstellung des elektrischen 
Gleichnisses fiir Randsingularitaten (Einzellasten) ist so schwierig, daB 
man diese Punkte meistens besser mit einem kleinen Umgebungsbereich 
herausnimmt. Langs dieses Hilfsrandstiic~es werden dann theoretisch 
ermittelteRandwerteeingestellt (vgl. S.199). Die Aufgabe der Spannungs
messung im Feld wird am bequemsten mit Hilfe eines Telephons in 
Briickenschaltung mit Wechselstrom gelOst. Eine Telephonzuleitung 
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wird an eine bekannte Spannung gelegt, die andere wird mit einem Tast
stift im Feld umhergefahren, bis kein Strom mehr durch das Telephon 
flieBt. Man nimmt auf diese Weise aIle Punkte einer Potentiallinie auf, 
wobei man zweckmaBig iiber einen Storchschnabel gleichzeitig den Ort 
des Taststiftes mechanisch auf eine Zeichnung iibertragt. 

b) Zur Vermes sung einer gespannten Raut mit gegebenen Hohen 
langs einer Randlinie kann man entweder den abgewickelten Rand aus 
einem dUnnen Blech ausschneiden und eine Seifenhaut (Seife mit viel 
Glyzerin) dariiber ziehen, oder man stellt sich erst ein festes Modell des 
Randes aus Holz etwa nach Abb. 133 mit einem passenden Gegenstiick 
her, so daB man eine Gummihaut dazwischen klemmen kann. Zur Ver

Abb. 133. Rahmen mit vorgegebenen 
Randwerten zum Spannen einer Raut. 

messung der kurzlebigen Seifenhaut wird 
z. B. nach FOPPL die Haut leicht mit 
Lykopodium bestaubt und dann stereo
photographisch aufgenommen 1. Die ei
gentliche Vermes sung erfolgt in den bei
den Platten im Stereokomparator. Man 
kann aber auch die Seifenhaut mit einem 
Taststift vermessen, wenn man da bei 

die sorgfaltig gereinigte Stiftspitze und ihr Spiegelbild in der Raut 
beobachtet und den Stift immer nur eben bis zur Beriihrung bewegt. 

Weniger umstandlich ist die Hohenvermessung an einer Gummihaut. 
Damit die Haut hierbei der Forderung gleichformiger Spannung nach 
allen Seiten entspricht, wird sie zunachst auf einem groBen Rahmen all
seitig gleichmaBig sehr stark gedehnt, etwa mit Kontrolle durch ein 
vorher aufgezeichnetes Quadratnetz. Die Vermes sung erfolgt wieder 
unmittelbar mit einem Hohentaststift, man kann aber auch mit ent
sprechenden VorsichtsmaBnahmen einen Wachs- oder GipsabguB der 
Hautform herstellen und dann seine Hohenschichten aufnehmen. Die 
Durchsenkung der Raut unter dem GuBgewicht muB dabei durch ent
sprechende Fliissigkeitsfiillungauf der anderen Rautseite aufgehoben 
werden. In der Nahe von Einzellastsingularitaten erscheinen hohe Rand
wertspitzen, so daB beim Versuch der Hauteinspannung hier starke 
zusatzliche Rautspannungen auftreten wiirden, die nach Voraussetzung 
nicht vorhanden sein diirfen. Diese Singularitaten muB man also wie im 
Fall des elektrischen Potentials durch ein Hilfsrandstiick umgehen und 
herausnehmen. 

13. Das Verfahren von NEUBER. 

Die graphische Bestimmung der S-Gleichen aus ihren Richtungs
elementen beruht auf folgenden Zusammenhangen. In einem Punkt 

1 THIEL, A.: Photogrammetrisches Verfahren zur versuchsmaBigen Losung 
yon Torsionsaufgaben. Ing.-Arch. Ed. 5 (1934) S. 417-429; vgl. auch QUEST, H.: 
Ing.-Arch. Ed. 4 (1933) S. 510-520. 
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seien auBer dem Hauptliniensystem (Linien 1 und 2) gegeben: 1. Die 
Linie, auf der die Hauptspannungssumme 8 konstant ist (8-Gleiche). 2. Die 
Linie, auf der die Hauptspannungsdifferenz (0'1 - 0'2 = T) konstant ist 
(T-Gleiche, Farbgleiche). 3. Die Linie, auf der die Hauptspannungs
neigung rp konstant ist (Richtungsgleiche), und zwar sollen diese drei 
Linien die Winkel IX, fJ und y gegen die Hauptrichtung 1 bilden, sie sollen 
mit 3, 5 und 7 bezeichnetwerden(Abb. 134). AuBerdem seien noch die auf 
3, 5 und 7 senkrechten Linien 4, 6 und 8 eingefiihrt. Langs der Linie 3 
andert sich 8 nicht, wahrend senkrecht hierzu, in Richtung 4, die graBte 
Anderung von 8, gegeben durch 08/084 stattfindet. Ebenso verschwinden 
OT/08s und Orp/087 , wahrend 
die graBten Anderungen von T 
und rp durch a T/08fi und Orp/088 

gegeben werden. Schreibt man 
die Gleichgewichtsbedingungen 
(15d) S.29 in der Form 

(l5e) 081 081 082 

7 rp-konst 

.'I S-kons/ 

1 
~+~+2T~=O, 8 

_0~-~+2T~=O, 08
2 

08
2 

08
1 

____ 311!"---____ -'-__ _ 

. Abb.134. Bezeichnung der Linieniemente 
SO lassen slCh aIle auftretenden des Verfahreus von NEUBER. 

Differentialquotienten durch 
die soe ben angege benen graBten Anderungen (" Gradienten") der einzelnen 
GraBen ausdrucken, und zwar ist 

oS oS. oT oT. 
-,,- = -~slnfJ, 

ocp ocp. as; = -""8Ba sm y , ~ = - as;; smlX, u81 u86 

oS oS 
88;= -084 cos IX, 

oT 
~ cosfJ, 
u86 

ocp 
082 = 

Aus den Gleichungen wird dann 

(15f) 

1 

oS . oT . ocp 
-" - smlX = - ~ sm fJ + 2 T ~ cos y, 
u~ u~ u~ 

oS oT ocp . 
~ cos IX = ~ cos fJ + 2 T -" - sm y . 
u~ u~ u~ 

Hieraus folgt sofort, durch Division der Wert 

oT. r ocp - -sm f3, 2 T-cosy 
086 088 

tglX = ---aT o· 
- cos f3 + 2 T ~ sin y 
086 088 

(34) 

ocp 
88-; cosy. 

Spannungsoptisch lassen sich fJ und y als Neigungen der Farbgleichen 
und Richtungsgleichen gegen die Hauptlinie 1 messen, die GraBen 
oT/os6 und Orp/088 sind angenahert aus dem gegenseitigen Abstand b 
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zweier benachbarter Schubgleichen, bzw. dem Abstand c zweier Richtungs
gleichen zu ermitteln, es gilt 

aT LlT oq; Llq; as;; R:! -b-' as;; R:! -c-' 

wobei Ll T = Ll (a1 - a2) und Llcp den Spannungssprung bzw. den Winkel
sprung zwischen den benachbarten Linien bedeuten. Man kann hieraus 
tg IX errechnen und ein Linienelement in der Richtung IX gegen die Haupt
linie 1 einzeichnen. NEUBER gab auch eine graphische Losung an [3.15, 

. 4.22, 5.06]: Nach Abb. 135a zeichne 
fiulJPl/inie 2 

~E----'-::-H"--- fiolJpl/inie 7 

B 
a 

p 

., , , , , , 
'/ 
" ~~--~=-=-=-=-=--=-=-=-=-=-=~-~~4~/ 
I 

b 

man urn den interessierenden Punkt 
P (Schnittpunkt einer Farbgleiche 
und einer Richtungsgleiche) einen 
Kreis mit dem Radius c (d. h. mit 
einem Radius, der dem mittleren 
Abstand der beiden benachbarten 
Richtungsgleichen entspricht). Man 
ermittle ebenso den mittleren Ab
stand b der beiden benachbarten 
Farbgleichen. Man zeichne die 
Tangenten an die Hauptlinien, die 
Farbgleiche und die Richtungs
gleiche durch den Punkt P, und 
zwar an die Linie 1 nur in Rich
tung 8teigender 81 (positiv), an die 
Linie 2 nur in Richtung fallender 

Abb. 135 a u. b. Konstruktion der S-Gleichen- 8 2 (negativ), an die Farb- und Rich
richtung nach NEUBER (vgl. Text). a Kon-
struktionsgro/;\en, b Teilausschnitt zum Beweis. , tungsgleiche nur zur Rechten des stei-

genden Sinnes von T und cp. Die 
Schnittpunkte dieser Tangentenarme mit dem Kreis seien mitA, B, C und 
D bezeichnet. Nun trage man die Bogen A E = - A C und BF = - A D 
auf dem Kreise ab (beide sind immer entgegenge8etzt zu A C und AD 
zu zeichnen !). SchlieBlich trage man auf der Geraden P F eine Strecke 

d = 2 ~ Ll/ . b bis zum Punkte 0 abo Dabei ist TiLl T im allgemei

nen eine ganze Zahl, da die Farbgleichen bei einfarbigem Licht eine ganz
zahlige Reihe von Schubsprtingen Ll T bilden,wahrend Llcp im BogenmaB 
zu rechnen ist. [Am einfachsten ermittelt man d aus einer graphischen 
Darstellung, in der man fUr gegebene Werte Llcp (etwa 5°=0,087 oder 
10° = 0,174) d als Ordinate tiber b als Abszisse fUr verschiedene ganze 
Zahlen auftragt.] 

Die Verbindungslinie OE ist dann parallel zu der durch P gehenden 
S-Gleiche. Zum Beweis sind noch einmal die Punkte P AEO heraus
.gezeichnet(Abb.135b), auBerdemsindnochdreiLotegefallt, und zwar EH 
senkrecht auf PA, 01 senkrecht auf EH, P K senkrecht auf 01. Es 
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ist tg oc=EI/GI. Nun ist EI=HI-HE=PK-HE=d·cosy 
-c' sinfJ, ebenso ergibt sich GI = GK + KI = GK + PA = c cos fJ 
+ d sind y, also ist 

- e sin fJ + 2 ---jf;, L1 rp' b· cosy - L1 bT sin fJ + 2 T L1erp cos y 
tg oc = T = ---o-;..------~-

e cos fJ + 2 L1 T L1 rp b . sin y L1 t cos fJ + 2 T L1e rp sin y 

Dasistaber genau Gleichung (34 )fiir tg oc, wenn die angegebenen Naherungs
werte fur die Di£ferentialquotienten eingesetzt werden. 

SchlieBlich kann man noch 8 S/884 = L1 (0'1 + 0'2)/a ermitteIn, wenn 
man etwa setzt L1 (0'1 + 0'2) = L1 (0'1 - 0'2) = L1 T und wenn a die zu diesem 
Sprung gehOrige Strecke auf der Linie 4 darstellt. Aus Gleichung (15f) 
folgt durch quadrieren und addieren ~ 

( ~ ~ ) 2 = ( ~ ~ ) 2 + ( 2 T ~ ~ ) 2 + 4 ~ ~ . T· ; ~ (sin y cos fJ . cos y sind fJ) , 

oder mit den angenommenen Sprungen und Strecken: 

( L1 I r = ( L1 t r + ( 2 T L1 erp r + 4 L1 T ~ ~e' L1 rp sin (y - fJ) , 

b2 e2 (2TbL1rp)2 (2TbL1rp) . 
~ = c2 + --:JT + 2 c· -LfT sm (y - fJ) . 

Aus den bekannten GroBen des Dreiecks G E P folgt 

GE2=c2+d2+2cdsin(y-fJ), also ist ~ = ~:. 
Aus genugend vielen Linienelementen dieser Art lassen sich dann die 
S-Gleichen und die auf ihnen senkrechten Linien ermitteIn, wobei 
die in Kap. IV, Abschn. 2 ausfUhrlich besprochenen Eigenschaften des 
S-Gleichennetzes (Quadratnetz) zur Kontrolle und Verbesserung dienen 
konnen. Zeichnet man die S-Gleichen fiir eine Reihe von S-Werten, 
die gerade den ganzzahligen Sprungen L1 (0'1 - 0'2) der Schubgleichen ent
sprechen, so enden am freien Rand mit S = T die S-Gleichen immer 
mit der entsprechenden Schubgleiche. Wenn der Rand als Linie 1 be
zeichnet wird, ist wegen S = T auch 8S/881 = aT/a81• Die erste Gleich
gewichtsbedingung [Gleichung (15e)] lautet also am freien Rand 

as arp as . aT . arp ",- + T-c - = 0, d. h. - --,,-- smoc = ---,,-- smfJ = - T-~- cos Y 
u 81 082 u 84 u 86 u 88 

und fUr die Neigung oc der S-Gleichen gegen den Rand ergibt sich 

aT . fJ 2 aT . fJ --sm + -SIn 
086 086 sinfJ 

tgoc= aT aT --= cosfJ+2sinfJtgy 
--- cos fJ + 2 - sin fJ tg Y 
086 086 

Fur den geraden freien Rand ist auBerdem die Randhauptlinie 1 gleich
zeitig Richtungsgleiche, es ist y = 0 und tg oc = tg fJ, d. h. die S-Gleiche 
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lauft unter derselben Richtung wiedie Farbgleiche in den geraden 
freien Rand ein. 

SchlieBlich sei erwahnt, daB auch das Netz der S-Gleichen und der 
zu ihr senkrechten Kurven singulare Punkte (Sattelpunkte der S-Flache) 
aufweisen konnen. Aus den Eigenschaften der Potentiale (vgl. S. 76) 
folgt sofort anschaulich, daB sich in einem Sattelpunkt stets zwei 
senkrecht aufeinander stehende Gerade schneiden miissen, in denen 
S konstant ist, die also selbst S-Gleichen sind. Diese Geraden sind dem
nach Asymptoten, denen sich die iibrigen S-Gleichen hype]:bolisch ein
schmiegen. 1m iibrigen ist in einem solchen Sattelpunkt mit unbe
stimmten IX 

also 
aT . ay aT ay . 
~smfJ=2T~cosy, ~cosfJ=-2T~smy, 
[/86 [/8S [/88 [/8s 

woraus folgt: tgfJ = -ljtgy, d. h. Y = fJ ± 90°, die Farbgleiche und die 
Richtungsgleiche stehen im Sattelpunkt der S-Flache senkrecht auf
einander (ein Beispiel eines solchen Punktes findet sich in Abb. 174b, 
S. 193). Umgekehrt bedeutet y = fJ ± 90° nicht notwendig einen Sattel
punkt fiir S, es muB lediglich sein 

as aT arp 
1X=-fJ,~=~±2T~. 

[/8, [/86 [/8s 

14. Die Integration lings der Hauptlinien. 
Die auf die Hauptlinien bezogenen Gleichgewichtsbedingungen schreibt 

man fiir praktische Integrationszwecke in der Differenzenform 
Ll81 LI rp 

LlO'l = - (0'1 - 0'2) Ll82 ' 

Ll82 LI rp 
Ll0'2 = - (0'1 -0'2). LI (vgl. Gleichung 15c, S.29). 

81 

Man geht dabei im allgemeinen so vor, daB man z. B. in 0'1 auf der Haupt
linie 81 um Elemente Ll81 fortschreitet, deren Langen sich aus der auf
genommenen Reihe der Neigungsgleichen, d. h. aus dem Wert LI cp er
geben, wie in Abb. 80, S. 80 angedeutet wurde (Schritte von A nach B 
oder von A nach 0). Bei sehr f!achen Schnitten ist es dagegen besser, 
um feste kleine Betrage Ll81 fortzuschreiten und das Verhaltnis LI cpjL182 
aus der in 82-Richtung gemessenen gegenseitigen Entfemung zweiter 
benachbarter Richtungsgleichen zu entnehmen. 

Beim Beginn an einem Punkt des freien Randes sei 0'2 die zum Rand 
senkrechte Spannung. Am Rand selbst ist 0'2 = 0 und 0'1 = (0'1 - 0'2) 
wird aus der Farbgleiche entnommen. Beim Fortschreiten auf der 

8 2-Linie senkrecht zum Rand um Ll82 ist zUllachst 0'2 = ~LI 8 2 , dabei 
!II 
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ist (11 der Randkriimmungsradius und das Vorzeichen von a2 nach S. 29 
gegeben. Man schreitet dann auf der 82-Linie von Richtungsgleiche zu 
Richtungsgleiche fort, wobei zweckmii.I3ig ein fester Sprung ,1cP (5° 
= 0,087) zwischen den Richtungsgleichen d. h. den MeBpunkten, einge
halten wird. Das Verhaltnis ,182/,181 entnimmt man als tg r der Zeichnung, 
wobei r der Winkel zwischen den Tangenten an die Hauptlinie und an die 
Richtungsgleiche ist. Am Rand ist das Vorzeichen von a2 selbstverstand
lich; weiter innen gelten Regeln, die sich aus den Gleichungen (15) S.28 
ergeben und die in Abb. 136 noch einmal dargestellt sind. 

An jedem erreichten Punkt kennt man (a1 -a2 ) und a2, also den ge
samten Zustand. Man kann also an jedem beliebigen Punkt die Fort
schreiterichtung andern und nun a1 auf einer 
81-Linie fortschreitend weiter bestimmen. Zur 
Kontrolle kann man schlieBlich auf beliebigem 
Wege zu einem anderen freien oder bekannten 
Randpunkt vordringen, wobei die senkrecht 
zum Rand wirksame Spannung verschwinden 
oder einer bekannten Spannung entsprechen 
muB. 1m allgemeinen wird das nicht genau 
stimmen und man wird von dem erreichten 
Randpunkt aus die Ergebnisse noch etwas 
verbessern. 

Die zweite beschriebene Art des Fortschrei- Abb.136au. b. Vorzeichenregel 

tens ist von besonderer Bedeutung in Symme
trieschnitten, in denen die Symmetrieachse eine 

bei der Integration lings 
der Hauptlinien. 

geradeHauptlinie und gleichzeitigRichtungsgleiche cP = CPo ist. BeimFort
schreiten auf einer solchen geraden Hauptlinie kann man also senkrecht 
zu dieser mit 81 bezeichneten Linie die GroBe ,182 bis zur Nachbarrichtungs
gleichen cP = CPo + ,1 cP . messen (genauer e:r;-mittelt man ,182 als Mittel 
zwischen den beiden Entfernungen von den Nachbarlinien CPo + ,1 cp 

und CPo-,1cp). Es ergibt sich daraus ,1al=(al-a2)·L181·~qJ fiir 
LJ 82 

beliebige kleine Schritte ,181• Das Verfahren ist z. B. im Stabquerschnitt 
zwischen zwei Kerben oder in gelochten Staben sehr gut verwendbar, 
es gilt ebenso in der mittleren Stablangsachse bei mittiger Belastung. 

Gelegentlich scheint es sich zu empfehlen, sowohl dieses Verfahren 
und das NEUBERSche Verfahren zu verwenden und die Ergebnisse gegen
seitig zu kontrollieren. In manchen Teilen eines Modells kann das eine, 
in den anderen Teilen das andere Verfahren giinstiger sein. Beispielsweise 
versagt die Integration langs der Hauptlinien in der Umgebung von 
schubfreien Punkten, wahrend diese Punkte im S-Feld glatt iiberbriickt 
werden. Eine Mtiglichkeit, einen singularen Punkt in einem Spannungs
zustand A lediglich mittels der Hauptlinienintegration zu vermessen, 
beruht in der tiberlagerung eines zweiten Spannungszustandes B, wobei 



160 VI. Versuchstechnik und Auswertung. 

weder im Zustand (A + B) noch im Zustand B der Punkt singular sein 
solI. Der allseitige Spannungswert im singularen Punkt im Zustand A 
folgt aus der Differenz der zu vermessenden Zustande (A + B) und B. 

16. Anbohrverfahren. 
Nach den Gleichungen und Bemerkungen S. 82 lassen sich die Span

nungen 0'1 und 0"2 an einem Punkt aus den Spannungsrandwerten an 
einem kreisrunden Loch ermitteln. Gerade diese Randwerte liegen nun 
aber an einem Ort mit starkem Spannungsgefalle (vgl. etwa Abb.84). 
AuBerdem ist der Rand selbst leicht durch Eigenspannungen gestort. 

+1,0 

+1,0 

+1,0 

Abb.137a. a, = 1 a, = 1. 

Abb. 137a bis g. Linien gleicher Schubspannung Tmax = a, -; a, in der Umgebung eines runden Loches. 

Es ist daher oft meBtechnisch angenehmer, statt dessen einige Haupt
schubwerte in der Umgebung der Locher zu vermes sen. Urn einen Ein
druck von den in der Umgebung eines Loches auftretenden Farbgleichen 
zu geben, ist in Abb. 137 eine Reihe von Schubgleichenbildem in der Um
gebung eines Loches mit dem Radius a zusammengestellt, von denen jedes 
einem anderen Verhaltnis 0"2/0"1 entspricht. Bis auf einen MaBstabsfaktor 
(die Werte in den Bildem sind alle fur 0"1 = 1 errechnet) muB jedes 
uberhaupt auftretende Bild in diese Reihe gehoren. Aus dem Gesamt
bild laBt sich also von vomherein das Verhaltnis 0"2/0"1 abschatzen und das 
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0,2 

+O,S67 

+~o 

Abb.137b. 11. = 1 11, = 0,667. 

+f.O 

+f.O 

Abb. 137 c. a. = 1 a, = 0,333. 

Mesmer, Spannungsoptik. 11 
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+,0 

Abb.137d. a, = 1 a, = O. 

+1,0 

Abb. 137 e. a, = 1 a, = - 0,333. 
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\j) esriJrf 
p~a}~_(}.0g-~-

.~ 

0,7 -au 

+IQ 

Abb.137f. a, = 1 a, = - 0,667. 

+!,Q 

-1,0 

+1,0 

Abb.137g. a, = 1 a, =-1. 

11* 
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Abb.13Sa. 
0'1 = 1 0", = 1 

(vgI. Abb. 137 a). 

Abb.13Sb. Gl = 1 G, = 0 
(vgI. Abb.137d). 
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Hauptrichtungskreuz festlegen. In Abb. 138 wurde versucht, ein per
spektivisches Bild des "Hauptschubberges" zu geben, das bei der Be
trachtung von vorne oben erhalten wird. Dicke schwarze Kanten sind 
hierbei nicht Schatten, sondern die von vorn sichtbaren senkrechten 
Wande der einzelnen Schichten. 1m Innern ist der Berg durch das runde 

Abb. 138 c. a1 = 1 a, = -1 (vg l. Abb . 137g). 

Abb . 138a bis c. Perspektivisch e Darstellung des Hauptschubberges tiber der Ebene in der Umgebung 
einesrunden Loches. 

Loch begrenzt, man sieht in Abb. 138 b gegen eine, in 138 c gegen drei 
senkrechte Berginnenrander. In Abb. 138b wurde die Langszugachse 
quer gelegt, um die seitlich der Zugrichtung entstehenden Spannungs
berge sichtbar zu machen, in 138c werden die vier NUllpunkte (am FuB 
der amphitheaterahnlichen Treppen) und die vier Spannungsgipfel am 
Lochrand deutlich. Auf der Hauptachse selbst laSt sich der Ver
lauf des Hauptschubwertes leicht angeben, und zwar sei der an jedem 
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Ort wirksame Hauptspannungsunterschied mit (aI-alI) bezeichnet. Es 
gilt auf der in Richtung 1 liegenden Achse: 

(aI - anh = a1 (1- 3 ~: + 3 7:) + a2 (-1 + ~: - 3 ;: ) 

und ebenso auf der Achse in Richtung 2: 

( a2 a4 \ ( a2 a4 ) 
(aI-an)2=a1 -1+-;:2-3 14) +a2 1-3-;:2+3 14 . 

Durch Differentiation ergibt sich, daB fur Werte a2/a1 zwischen -1 und 
+0,6 auf der Achse 1 ein Minimum von (aI-an) vorhanden ist, es liegt 
bei ~ = 6 (1- (J2/(Jl) 

a 2 3 - (J2!(JI 

Bildet man noch 
a2 

(aI -alI)1 + (aI -au)2 = U = (a1 + (2)' 2 12' 

(aI-anh-(aI-au)2= V=(a1-a2)' 2'(1-2 ~: +3 ~:), 
so folgen zwei besonders einfache Bestimmungsgleichungen fur a1 und a2• 

Die zweite dieser Gleichungen liefert einen immer an derselben Stelle 
liegenden Kleinstwert 

Vmin = ~ (a1 -a2) beir = 1,73a, 

der besonders gut vermeBbar ist und sozusagen einen Ersatz fur die 
infolge des Bohrlochs nicht mehr meBbare Farbgleiche des ursprunglichen 
Feldes bietet. 

Es ist immer empfehlenswert, mehr als zwei Punkte zu vermessen, 
urn die durch die Randeffekte und die Veranderlichkeit des ursprunglichen 
Spannungszustandes auftretenden Storungen zu eliminieren. 

Pjkgj 

Abb. 139. Beispiel 
eines Symmetrie

schnittes (A A) zur 
Abschiitzung. 

16. Abschatzende Verfahren. 
In einfachen Symmetrieschnitten kann man fol

gende Uberlegung anstellen. In einem Schnitt AA 
(Abb. 139) eines Zugstabes werden Normalspannungen 
a1 ubertragen, die insgesamt der Gesamtlangskraft P 
des Stabes entsprechen mussen. Spammngsoptisch 
leicht meBbar sind die Werte der Hauptspannungs
differenz (a1 - ( 2 ) in diesem Schnitt. Auch die Rich
tungsgleichen in der Umgebung dieses Schnittes sind 
leicht zu ermitteln. 

Man tragt nun zunachst die Kurve (a1 - ( 2) uber 
dem Querschnitt auf und bildet ihren Inhalt }; (a1 - ( 2 ) 

d /, dabei ist d I das Flachenelement des Querschnittes. 
Da die GroBe}; a1 P / = P bekannt ist, folgt hieraus 

auch der Wert von}; a2 dl = P -1.' (a1 - ( 2) dl. Fur den Verlauf von 
a2 uber den Querschnitt bestehen nun folgende Bestimmungsstucke: 
Am freien Rand ist a2 = O. Unmittelbar neben dem Rand ergibt sich 
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0'2 aus der Gleichung 0'2 = ~ Lls2 nach S. 29. AuBerdem ist noch die 
1.11 

Lage von Minimum- oder Maximumstellen von 0'2 bekannt, sie liegen 
dort, wo die Richtungsgleiche senkrecht auf dem Querschnitt steht 
(z. B. im mittleren Symmetrieschnitt, manchmal auBerdem auch seitlich), 
schlieBlich muB auch noch der Gesamtinhalt der Kurve einen gegebenen 
Wert annehmen. Dadurch ist ihr Gesamtverlauf mit geringen Fehlern 
abschatzbar. Man zeichnet sie ebenfalls iiber dem Querschnitt auf. 
Der Wert von 0'1 folgt sofort als Summe der beiden Kurven 0'1 = (0'1- 0'2) 

+ 0'2' mer das Vorzeichen konnen im allgemeinen keine Zweifel bestehen, 
da es am Rand eindeutig gegeben ist und sich ein etwa vorhandener 
Vorzeichenwechsel durch eine Nullstelle bemerkbar macht. 

VII. Dynamische nnd ranmliche ProbJeme, 
Stromnngsdoppelbrechnng. 

1. Zeitlich unveranderliche Zustande infolge von dynamischen 
Kriiften. 

Korper, die schnell umhergeschleudert werden, stehen unter der 
Wirkung der Fliehkrafte. Bei Korpern, die klein sind im Verhaltnis zu 
ihrem Bahnradius, verhalten sich die innerhalb des Korpers. etwa gleich 
groBen und gleich gerichteten Massenkrafte wie Schwerewirkungen, sie 
konnen also auch wie diese behandelt werden. Modelle aus Gelatine 
ergeben schon unter der Wirkung ihres Eigengewichtes betrachtliche 
optische Wirkungen dieser Art. Bei verhaltnismaBig groBeren Korpern 
oder wenn feste Werkstoffe fiir das Modell verwendet werden sollen, 
ist aber die Beobachtung wirklich bewegter Korper notwendig. Versuche 
an Balken in einer umlaufenden Trommel mit einer optischen Einrich
tung zur Beobachtung eines stillstehenden Bildes beschreiben BUCKY, 
SOLAKIAN und BALDIN [5.04], und zwar wurde eine stroboskopische 
Einrichtung nach Abschn. 2b verwendet 1. 

2. Zeitlich veranderliche Zustande. 
Bei zeitlich veranderlichen Zustanden sind drei Arten zu unterscheiden: 

a) Zustande, die sich in fester Gestalt durch den Korper bewegen; hierhin 
gehoren die Spannungszustande vor der Schneide von Messern, HobeIn 
usw., b) Zustande, die sich schwingend verandern, d. h. sich immer nach 
einer gewissen Zeit (Periode) wiederholen, c) Zustande, deren Hohe und 
Gestalt sich nicht regelmaBig wiederholten. In jedem der drei FaIle ist 
eine andere Aufnahmetechnik notig. 

a) Die vor der Schneide eines Werkzeugs im Werkstiick auftretenden 
Zustande sind zeitlich ziemlich unveranderlich, wenn sich nicht Schwin
gungserscheinungen iiberlagern. Halt man das Werkzeug fest und bewegt 

1 Wahrend der Drucklegung erschien eine Arbeit von HETENYI [Jur. appl. 
Physiol. Bd. 10 (1939) S. 295] iiber rotierende Scheiben, deren Zustand nach S. 172 
"eingefroren" wurde. 
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das Werkstiick, so bleibt der Spannungszustand raumlich vor der Schneide 
stehen und kann wie ein ruhender Zustand beobachtet werden. Die 
Zustande beim Abdrehen einer Zelluloidscheibe usw. lassen sich also un
mittelbar in der gewohnten Art spannungsoptisch aufnehmen. Halt man 
Werkzeug und Werkstiick an und driickt sie nur gegeneinander, so ent
steht ein ganz ahnlicher Zustand. Auf diese Art nahm COKER einige 
"Schnittvorgange" auf (Abb. 188, S.201). 

b) Bei periodisch wiederkehrenden Zustanden sind stroboskopische 
Einrichtungen immer besonders zweckmaBig. Elektrisch oder mechanisch 

I",i/fe/-
I",ux ----

gesteuerte kurzzeitige Beleuchtungen 
lassen von dem gesamten Schwin
gungszustand immer nur eine be
stimmte Phase sichtbar werden. Die 
schnelle Folge der immer gleichen 
Bilder erweckt im Auge oder der 
photographischen Kamera den Ein
dnlCk eines ruhenden Zustandes, der 
auf die iibliche Art vermes sen wird. 

~ ___ --::-,-<:,--___ -'"",:--.o:fTmax Aufnahmen dieser Art, bei denen 
m-1 m-t mmax eine Kerrzelle die Beleuchtung regelte 

Abb. 140. Durchgelassene Lichtstiirke eines 
schwingenden Korpers zwischen gekreuzten und bei denen punktweise interfero-
Polarisatoren. Mittelwert Imitt'l und End- t· h M 
wert I ma, der Lichtstiirke in Abhiingigkeit me risc e essungen vorgenommen 
von der hiichsten optischen Wirkung mmax. wurden, hat MEYER [6.15] ausfiihrlich 

beschrieben. Die von MEYER ver
wendeten (im wesentlichen elektrotechnischen) Gerate sind kostspielig 
und die Messungen stellten zeitlich und physisch erhebliche Anfor
derungen an den Beobachter. 

Eine Anregung zu einer ganz anderen Art der Auswertung periodischer 
Vorgange gaben COOKSON und OSTERBERG [6.05]. Man kann sich 
iiberlegen, welcher "zeitliche Mittelwert" der an einem Punkt empfun
denen Lichtstarke herauskommt, wenn die Lichtstarke zwischen 0 und 
einem bestimmten auBersten Wert schwankt, wobei eine sinusformige 
zeitliche Veranderung des Zustandes vorausgesetzt wird. Durch die mit 
sin2 (al - a2 ) veranderIichen Lichtstarken des spannungsoptischen Bildes 
ergibt sich zwischen der Hochstspannung amax und der daraus folgenden 
mittleren Lichtstarke Imittel ein Zusammenhang nach Abb. 140. Bei 
hochfrequenten V organgen wird diese mittlere Lichtstarke unmittelbar 
yom Auge oder einer photographischen Platte empfunden und kann zur 
Ermittlung des Spannungshochstwertes verwendet werden. Die fiber
lagerung mehrerer. Farben in weiBem Licht ergibt dabei verwickeltere 
Farberscheinungen, bis sich bei hoheren Spannungen ein gleichfOrmiges 
Grau im Mittel ausbildet. 

c) Bei zeitlich wiederkehrenden Zustanden kann, in allgemeineren 
Fallen muB der gesamte zeitliche VerIauf des Zustandes verfolgt werden. 
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Das geeignete Mittel sind Filmaufnahmen mit entsprechender Bild
frequenz. Die ersten Aufnahmen dieser Art fiihrte TUZI [23] mit einer 
iiblichen Bildfrequenz (16 Bilder/s) durch. Fiir schnell verlaufende 
Vorgange sind viel hohere Frequenzen erforderlich, es gelangen inzwischen 
Aufnahmen bis zu einer Frequenz von 4000 Bildern/s. Auf diese Art 
wurde z. B. der Spannungszustand in der Umgebung der Kontaktstelle 
bei einem Schneidenschlag gegen eine gerade Kante vermessen (THOU
VENIN [5.22]). Auf die erforderlichen Sondergerate, die auch eine erheb
liche Lichtstarke erfordern, sei hier nicht naher eingegangen. 

In einfachen Fallen kann man aber auch mit einfachen Mitteln wesent
liche Ergebnisse erzielen, so immer dann, wenn man sich auf die Ver
messung eines wichtigen Schnittes beschrankt. Am Beispiel eines geraden, 

I 
A 

I 
B 

Abo. 141. Zeitlicher Verlauf des Bildes eines senkrechten Spaltes 15 mm neben der Mitte eines waage' 
rechten Balkens bei einem Hammerschlag. Zeitmarken je '/"00 •• Phenolitbalken 120 x 23 x 6 mm, 

Hammer 1,6 kg, Fallhiihe 3,5 em, 1 Streifen = 0,28 kg/mm', Beriihrungsdauer A B ~ 1/240 s. 

durch einen Schlag gebogenen Balkens sei das Verfahren kurz naher 
erlautert. Aus dem waagerechten Balken wird ein interessierender 
senkrechter Querschnitt durch einen senkrechten Schlitz ausgeblendet 
und als schmaler Strich abgebildet. Durch eine Zylinderlinse wird dabei 
fiir hohe Lichtstarke gesorgt. Wird der Balken gebogen, so erscheinen 
die Schnittpunkte der einzelnen Farbgleichen mit dem senkrechten 
Schnitt als dunkle Punkte in dem Schlitz. Zieht man nun einen licht
empfindlichen Streifen waagerecht iiber das Bild des Schlitzes, wahrend 
der Spannungszustand sich verandert, so photographiert man neben
einander die zeitlich aufeinander folgenden Bilder des Querschnittes. 
Hochstspannung, Periode und Abklingen des zeitlich veranderlichen 
Zustandes ergeben sich aus einem derartigen Bild, dem lediglich noch Zeit
markenhinzugefiigt werden miissen. Abb. 141 (nach [6.24]) stellt ein Bei
spiel einer solchen Aufnahme dar. Man sieht, daB wahrend der Schlag
beriihrung ein Hochstwert VOn m = 12 am Rand erreicht wird, daB in 
jedem Augenblick ein Zustand Init Schub vorlag (Hochstwert in Balken
mitte etwa m = 3,5), daB die Gesamtberiihrung vom Zeitpunkt A bis 
zum Zeitpunkt B dauerte und daB sich freie Schwingungen anschlieBen. 

3. Raumliche Zustande. 
a) Ebener Zustand in einem Teil eines insgesamt raumlichen Zu

standes. Sowie in einem raumlichen Gebilde einzelne ebene und in 
ihrer Ebene beanspruchte Teile vorhanden sind, lassen sich diese Teile 
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in der gewohnten Art spannungsoptisch untersuchen. Beispielsweise 
kann in einem raumlichen Gelenkfachwerk aus durchsichtigem Stoff 
jeder einzelne Stab durchleuchtet und seine mittlere Langsspannung 
spannungsoptisch ermittelt werden. Diese Art der Spannungsmessung 
ist ahnlich genau wie eine Dehnungsmessung und ist erheblich schneller 
durchzufiihren, wenn man ein entsprechend gebautes tragbares Gerat 
mit eingebautem Kompensator oder Aj4-Blattchen verwendet. Auch der 
diinne gerade Steg eines Flanschtragers enthalt bei Biegung einen ebenen 
Zustand, der genau wie jedes andere ebene Blech vermessen werden kann. 
Ebenso steht der Flansch eines solchen Tragers unter einer ebenen ;Bean
spruchung, wenn er diinn und breit ist. In beiden Fallen muB man von 
dem Storungsbereich absehen, der an der Verbindungsstelle von Flansch 
und Steg auftritt. 

In den Schalenbauteilen von rohrenformigen Gebilden (Eisenbahn
wagen, Flugzeugrumpf) konnen ebenfalls teilweise ebene Zustande vor
handen sein, insbesondere in rechtwinkligen Rohren bei Biegung um eine 
Hauptachse und bei der Schubbeanspruchung durch Verdrillung. Sowie 
hierbei auch Schalenbiegung auf tritt, ist die Messung nicht mehr zuver
lassig, denn die Biegespannungen bleiben nur dann spannungsoptisch 
im Mittel unwirksam, wenn sie parallel zu den iibrigen wirksamen Span
nungen sind. Selbst in ovalen oder runden Rohren kann man jedes ein
zelne Schalenelement als annahernd eben betrachten und vermessen, 
solange die Kriimmung gering und die Mittelflache der Schale nicht auf 
Biegung beansprucht ist. Bei den Rohren ist es oft erforderlich, den 
Strahlengang zu spiegeIn, da die Riickwand im allgemeinen nicht gerade 
da durchlochert ist, wo man die Vorderwand durchleuchtet. Mit Polari
sationsfiltern lassen sich aber auch Anordnungen treffen, bei denen man 
die Rohre von hinten durchleuchtet oder eine Lichtquelle ins Innere 
der Rohre bringt, ein Filter innen an der Schale vorsieht und von auBen 
durch einen Analysator beobachtet. Die folgenden Oberflachenverfahren 
erfordern dagegen immer einen gespiegelten Strahlengang. 

Bei Bauwerken oder raumlichen Maschinenteilen kann man die 
Spannungen bzw. Verformungen ihrer Oberflache infolge einer Belastung 
dadurch vermessen, daB man durch eine geeignete Verbindung die Ober
flachenverformung auf eine durchsichtige Platte iibertragt und nun 
diese Platte spannungsoptisch untersucht. Beispielsweise kann man in 
einigen nebeneinander liegenden Oberflachenpunkten eines Bauwerkes 
kleine steife Stahlstifte einmauern, die eine kleine Glasplatte tragen 
und diese Platte wie die Oberflache verformen. Kennt man dagegen von 
vornherein die Hauptachsen des Oberflachenzustandes und beschrankt 
man sich auf die Langsdehnung in einer Richtung, so geniigt auch eine 
Befestigung eines Streifens auf zwei Stiften. Wird die Platte riick
seitig versilbert oder ein Spiegel dahinter geschoben, so laBt sich ihre Ver
formung und die daraus folgende Doppelbrechung z. B. durch Kompen-
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sation messen. Die Kenntnis des Elastizitatsmoduls des verwendeten 
Glases und des Bauwerks ist auBerdem notwendig, denn die Spannung 
im Bauwerk (mit dem Elastizitatsmodul E B) folgt aus der gemessenen 
Glasspannung GG zu 

EB 
GB = GG' EG' 

unter der Voraussetzung, daB die Verbindung zwischen Glas und Bau
werk vollig steif ist und daB der Zustand im Bauwerk durch das Glas nicht 
wesentlich verande:r;t wurde. 

Man'sieht auBerdem, daB es hier auch auf die Dicke des Glases an
kommt, denn die optische Wirkung im Glase ist bei gegebener auBerer 
Dehnung verhaltnisgleich zur Dicke (nur bei gegebener auBerer Kraft ist 
die Dicke unwesentlich). Diese Tatsache wird noch wichtiger beim Ober
flachenlackverfahren, in dem die Glasplatte durch einen optisch aktiven 
dicken Lackiiberzug auf dem Bauwerk (Maschinenteil) ersetzt wird [0.18, 
7.14]. Als Spiegel dient hierbei die vorher polierte Metalloberflache des 
untersuchten Teiles. Da die Dicke einer Lackschicht nicht beliebig 
erhoht werden kann, da auBerdem die Dicke in jedem MeBpunkt genau 
bekannt sein muB, Eigenspannungen auftreten usw., sind bisher kaum 
Messungen nach diesem Verfahren vorgenommen worden. 

b) Raumlicher Zustand, zweidimensional untersucht. Wenn es gelingt, 
aus einem raumlichen Zustand einzelne Elemente allein zu durchleuchten 
und wenn man diese Durchleuchtung in einer der drei raumlichen Haupt
achsen vornimmt, so erhalt man wieder die gewohnliche zweidimensionale 
Spannungsoptik und die Wirkung der in der Strahlrichtung vorhan
denen dritten Hauptspannung fallt heraus. FAVRE wies darauf hin 
[0,14], daB man in einen optisch inaktiven Glaskorper (Glas mit 
C = 0, s. S. 117) kleine Elemente eines aktiven Glases einschmelzen 
konne. Bei der Gesamtdurchleuchtung sieht man dann lediglich die 
Wirkung dieser kleinen einzelnen Elemente und kann damit den 
Spannungszustand in diesen einzelnen Punkten feststellen. Die tech
nischen Schwierigkeiten dieses Verfahrens sind offensichtlich. 

Ein Vorschlag ganz anderer Art wurde von SOLAKIAN [6,21] und von 
OPPEL [6,17] gemacht. Ihr "Erstarrungsverfahren" beruht auf folgender 
Eigenschaft der Phenolkunstharze: Erwarmt man diese Kunstharze, 
so "erweichen" sie, ohne aber einen gewissen "elastischen Anteil" (vgl. 
S. 123) zu verlieren. Unter kleinen Kraften erhalt man in der Warme 
groBe Verformungen und hohe optische Wirkungen. Kiihlt man nun den 
Harzkorper unter festgehaltenen Verformungen ab, so erstarrt er wieder 
und behalt dabei seine Doppelbrechungseigenschaften. SchlieBlich kann 
man die Lasten in der Kalte wieder entfernen, wobei nur eine sehr geringe 
Riickverformung (entsprechend dem hoheren Elastizitatsmodul) und 
eine sehr geringe Riickverminderung des optischen Gesamteffektes auf
tritt. Man hat also schlieBlich einen Korper ohne Spannungen, der sich 
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optisch wie der belastete Korper verhalt. Es ist nun mit entsprechender 
Vorsicht moglich, diesen Korper in Einzelteile (Scheiben) zu zerlegen, 
ohne daB sich die optischen Eigenschaften der Elemente wesentlich 
verandern; in den einzelnen Teilscheiben ist also ebenfalis immer noch 
der unter der Belastung entstandene optische Zustand vorhanden. Die 
spannungsoptische Vermes sung dieser Scheiben fiihrt schlieBlich zur 
Ermittlung des Spannungszustandes in einer Ebene des urspriinglich 
raumlichen Modells. Ais Beispiel fiihrte OPPEL die Vermessung eines 
vierkantigen Blockes unter einem Kugeldruck durch, und zwar ermittelte 
er die Spannungen in senkrechten und waagerechten Schnitten. Die Er
gebnisse stimmten annahernd mit der theoretischen Losung iiberein. 

Grundsatzliche Versuche hierzu fiihrte HETENYI [8.14] durch. Er 
stellte fest, daB gerade bei hohen Temperaturen die Kunstharze ela
stisch werden, d. h. das Gerippe des hochpolymeren Anteils (vgl. S. 123) 
nimmt kurz nach der Belastung eine riickfedernde Verformung an, 
wenndie weichere Masse dazwischenliegender kleinerer MoIekaIe'in der 
Warme (90-120°) quasi fliissig gewDrden ist. Der E-Modul inder Warme 
ist nur 1/600 des E-Moduls bei Zimmertemperatur, entsprechend geht 
nach der Verformung und nach dem "Einfrieren" des Zustandes unter 
der Last schlieBlich bei der kalten Entlastung die Verformung nur urn 
1/600 der Gesamtverformung zuriick. Ebenso ist in der Warme die 
spannungsoptische Kennzahl 25mal so groB wie in der Kalte, die Ent
lastung nach dem Einfrieren ergibt also einen Riickgang der optischen 
Wirkung urn rd. 1/25 , SchlieBlich veranderte ein vorsichtiges Zersagen 
tatsachlich die entstehenden Bilder nicht. 

Gegeniiber diesem Verfahren haben die "Eintauchverfahren" keinerlei 
Bedeutung. Es ist zwar durch Eintauchen in eine Fliissigkeit !nit gleichem 
Brechungsindex moglich, auch ein raumliches - etwa rotationssymme
trisches - Modell mit ungebrochenen Strahlen zu durchleuchten. Da 
aber auf jeden Strahl aIle hintereinander liegenden und hintereinander 
durchstrahlten Teilchen ihre Wirkung ausiiben und man schlieBlich nur 
die Summe aller Wirkungen sieht, laBt sich hieraus praktisch nichts 
un!nittelbarentnehmim. Nur in einfachsten Fallen kann es schlieBlich 
moglich sem, die gemessenen Summenwerte zur Ermittlung der Span
nungen an einzelnen Punkten urnzurechnen. 

c) Raumlicher Zustand, dreidimensional untersucht. Eine Arbeit 
von IliLTSCHER [8.15] erortertdie Moglichkeiten, Richtung und GroBe 
alier drei Hauptspannungen aus einer raumlichen Durchleuchtung eines 
Elementes !nit konvergentem Licht zu ermitteln. Mit Hilfe der Theorie 
der dreiachsigen Kristalloptik gelingt es, aus den Interferenzbildern der 
durchleuchteten Elemente in verschiedenen Richtungen sowohl die Haupt
richtungen wie die GroBen und das Vorzeichen der drei Hauptspannungs
differenzen ((11-(12)' ((12-(13) und ((13-(11) zu ermitteln. Kennt man also 
eine einzige Hauptspannung, so folgt hieraus die GroBe der heiden anderen. 
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Die Gleichungen fiir diese dreidimensionale Spannungsoptik bediirfen 
noch eingehender Untersuchung, und es ist moglich, daB hiermit noch 
einfachere Verfahren entwickelt werden konnen. Augenblicklich ist 
dieses Verfahren noch nicht recht uber den La boratoriumsstandpunkt 
herausgekommen und man wird - trotz des vielversprechenden Beginnes 
durch HILTSCHER - noch einige Zeit bis zu seiner praktischen Verwend
barkeit warten mussen. 

4. Stromungsdoppelbrechung. 
Eine Reihe von Fliissigkeiten weist die Erscheinung auf, daB sie 

unter der Wirkung von Schubspannungen doppelbrechend werden. Diese 
Schubspannungen konnen nur bestehen, solange sich die Fliissigkeit in 
Bewegung befindet. Sie klingen ab, sowie die Fliissigkeit zur Ruhe 
kommt. Beispielsweise ist in Stromungen in der Nahe einer Wand 
die auftretende Schubspannung unmittelbar verhaltnisgleich zur Ande
rung der Geschwindigkeit v in der Richtung y quer zur Geschwindigkeit, 
d. h. quer zur Wand. Bei einer Querdurchleuchtung einer solchen 
Stromung kann man den Geschwindigkeitsgradienten ov/oy unmittelbar 
als Doppelbrechungswert messen und daraus die Geschwindigkeits
verteilung durch Integration ermitteln. Sowohl reine Fliissigkeiten wie 
kolloidale Losungen ergeben diese Doppelbrechung. Wegen weiterer 
Einzelheiten muB auf das Schrifttum verwiesen werden [8, 2.02, 3.19, 
4.26, 6.13, 6.19, 7.17]. 

VIII. Anwendungen. 

1. Gerade Stabe. 
a) Reiner Zug oder Druck. Die spannungsoptische Untersuchung 

eines einfachen geraden Zug- oder Druckstabes als Modellversuch zeigt 
schnell und iibersichtlich, ob die gewahlte Stabform und Belastung (Ein
spannung) wirklich einen ausreichenden Bereich gleichformiger Bean
spruchung liefert. Versuche zu diesemZweck sind ofter durchgefiihrt worden 
(vgl. z. B. [28]), insbesondere zur Beurteilung kurzer Zugstabe, bei denen 
der tJbergang zum Einspannkopf erheblichen EinfluB auf die Verwendbar
keit hat. Die Beurteilung erfolgt am schnellsten, indem man das Modell 
entweder bis zur empfindlichen Farbe oder bis zu einer geniigend hohen 
Ordnung der Schubgleichen zieht und in einem unter 45° gegen die Stab
achse linear polarisierten Feld beobachtet. Eine Neigungsgleiche tritt 
dann nicht auf, es ist kein Zirkularlicht notwendig. Auch die Aufnahme 
der Neigungsgleichen urn 0° herum kann zur Beurteilung des gleichformig 
beanspruchten Bereiches dienen. 

Der Zugstab wird auBerdem fUr Eichzwecke spannungsoptischer 
Werkstoffe verwendet. Der Stab muB entweder einen langeren Bereich 
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gleichformiger Spannung enthalten oder es wird in einem schwach keiligen 
Stab gleichzeitig eine ganze Reihe von Spannungen und Farben erzeugt. 

Eine technische Anwendung des einfachen Druckstabes zur Spannungs
messung beschrie b TOURNIAIRE [45J, hierbei wird eine zu messende 
Drahtspannung als Druck auf ein Glasprisma iibertragen, dessen Doppel
brechung ermittelt wird. 

b) Reine Biegung. Ein reines, konstantes Biegemoment in einem 
geraden Stab wird am einfachsten durch je ein Kraftepaar an beiden 

p~~IIIIIIIIIIIIIIIII~~ 
Momenlenfliiche 

Seiten erzeugt (Abb. 142, vgl. Abb. 124). 
Das Mittelstiick zwischen den inneren 
Lasten erfahrt dann keine Querkraft und 
in allen Querschnitten herrscht dieselbe 
Spannungsverteilung. Bei elastischem Ver

Abb. 142. Momentenflache eines 
Balkenszwischenviersymmetrischen halten sind dann nur Langsspannungen im 

gIeichen Lasten. B lk . 1'1 . k S a enm1tte tel WIT sam, die pannungs-
verteilung ist linear, die Balkenmittellinie (neutrale Faser) ist spannungs
frei. 1m spannungsoptischen Bild ist also von der Mitte her nach beiden 
Seiten eine steigende Farbenreihe zu erwarten, die Mittelfaser bleibt 
zwischen gekreuzten Polarisatoren immer dunkel. Die Zug- und Druck
seite sind in der Farbe nicht unterschieden, das Bild ist symmetrisch 
zur Mittellinie. In hochaktiven Werkstoffen und bei einfarbigem Licht 

erscheint eine Reilie von 
dunklenStreifen parallel 
zur Mittelfaser, wegen 
des linearen Zusammen-

\....--+-_'~n;;:elltl'ok hangs zwischen Span-
fUser dR 1 . nungen un e atlvver-

zogerung ist der gegen
seitige Streifenabstand 

Ill1lkenmille- konstant iiber die ge
Abb.143. Hauptlinienverlauf im Ende eines Balkens 

nach Abb. 142. samteBalkenbreite. Die 
Verwendbarkeit dieses 

Tatbestandes zur Eichung wurde bereits ausfiihrlich erortert (vgl. S. 141). 
DaB die beiden Seiten des Balkens verschiedene V orzeichen in der 
optischen Wirkung aufweisen, sieht man z. B. mittels des Zugstab
kompensators sofort. Die Beobachtung, Kompensation oder Aufnahme 
kann in linear polarisiertem Licht erfolgen, dessen Polarisationsebene 
urn 45° gegen die Balkenachse geneigt ist. Stimmt dagegen die 
Polarisationsebene mit der Balkenachse iiberein, so muB der ganze 
Balken dunkel erscheinen. Bei Ausfiihrung des Versuches stellt man 
oft fest, daB diese Erwartung nicht zutrifft, vielmehr erscheint bei 
dieser Einstellung der Polarisatoren der ganze Balken dunkler als die 
neutrale Mittelfaser, die urspriinglich (bei Polarisation unter 45°) voll
standig dunkel erschien. Zum naheren Verstandnis dieser Erscheinung 
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betrachtet man am besten den Bereich in der Nahe des Lastangriffs. 
Abb. 143 stellt die Hauptlinien dieses Bereiches dar. Man sieht, daB 
diese Hauptlinien im gleichformig gebogenen Balkenmittelteil zu zwei 
Linienscharen gehoren, deren Zusam
menhang in Abb. 144 noch einmal 
skizziert ist. Die neutrale Faser stellt 
also eine linienformige Singularitat dar, 
auf der aIle Hauptlinien einen scharfen 
Knick urn 90° erfahren. Die Vorstellung 

: . 

wird noch etwas deutlicher, wenn durch Abb.144. Zusammengehiirigkeit der Haupt· 
!inien beim Balken mit reiner Biegung. 

kleine Abweichungen von der streng er-
forderlichen Symmetrie in der Belastung die Scharfe des Knickes etwas 
vermindert wird, d. h. wenn eine kleine Querkraft vorhanden ist. In 
starker VergroBerung zeigt dann die 
unmittelbare Umgebung der Mittel
faser etwa das Bild der Abb. 145. 
Am Ort der mittleren Faser sind 
also die beiden sich senkrecht 
kreuzenden Hauptlinienscharen um 
± 45° gegen die Stabachse geneigt. 
In diesem Zustand ist die neutrale 
Fas.er zwar langsspannungsfrei, er

~~-~-~~~---l-------t-----J--===st:=.-=--=-"'O..~.:.2~ -=---=--=----=--=-±------
§§~~,======~,======~i-------) 

I I I I 

: I I I 
I I I I 
I ! I ! 

I ! ! I 
Abb.145. "Obergang der beiden Liniensysteme 

in Abb. 144 bei kleiner Querkraft. 

fahrt aber einen kleinen Schub. Die hieraus folgende kleine optische 
Wirkung wird sichtbar, wenn die Polarisatoren parallel zur Balkenachse 
stehen, sie tritt nicht in Erscheinung, wenn 
die Hauptrichtung der Spannungen (45°) mit 
der Polarisationsrichtung ubereinstimmt. Eine ~ 
tiefdunkle Mittellinie bei einer Polarisation 
unter 45° ist also kein Beweis fur eine er
reichte "reine" Biegung, die dunkle Linie 
kann auch die Richtungsgleiche fur die Rich
tung rp = 45° sein. Eine Kontrolle, ob wirk
lich reine Biegung vorliegt, erfolgt vielmehr 
besser in Zirkularlicht. Bei mangelhafter 
Schubfreiheit erscheint dann die Mittellinie 
etwas grau. Bei hochaktiven Werkstoffen 
und insgesamt hoher Ordnungszahl hebt sie 
sich aus der Reihe gleichmaBiger Streifen 
als unscharf oder verwaschen heraus oder 
fehlt sogar ganz. Die genauere Berechnung 

Abb.146. Verlauf der Hauptschub· 
spannungen iiber den Balkenquer
schnitt der H6he h bei kleiner Quer· 
kraft Q und dem Biegemoment M. 

der HauptschubgroBen in einem Biegebalken 
mit sehr kleinem Schub ergibt im Querschnitt eine 
verteilung nach Abb. 146. Auf der Mittelachse ist 

3 
Txy=Tmax=Q· 2dh' 

Hauptschub-
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Nach auBen schlieBt sich der Bereich mit linear wachsendem ax und 
parabolisch fallendem .xy an, wobei der EinfluB von .xy bei kleinem Q 
sehr schnell verschwindet. Eine Farbenaufnahme eines Zelluloidstabes 
in Zirkularlicht zeigt Abb. 147. 

Abb.147. Farbgleichen in einem Zelluloidstab zwischen vier Lasten nach Abb. 142 und 143. 

An jedem Ende des Balkens zwischen vier Lasten tritt ein Bereich 
linear veranderlichen Momentes (konstanter Querkraft) auf. Auch wenn 

Abb.148. Endeinspannuug eines Balkens, 
die zwei Einzellasten entspricht. 

~ ~ t p.{!o 
P.a~b omenll!nfliicIJe a+ 

Abb. 149. Momen~nflache eines Balkens 
mit Einzellast auf zwei Stiitzen. 

statt der Kraftepaare eine gewohnliche Einspannung da8 Moment in den 
Balken einleitet, ist die Spannungsverteilung ahnlich (Abb. 148). Die 
Erscheinungen in diesem Bereich sind dieselben wie in einem Balken 
auf zwei Stiitzen mit einer Einzellast. 

c) Biegung mit Querkraft. Der zweifache gestiitzte Balken mit einer 
Einzellast, d. h. mit linear veranderlichem Moment (Abb. 149) zeigt 
spannungsoptisch auBerhalb der ortlichen Storungsgebiete an den Last
angriffsstellen hyperbolische Farbgleichen, weist am Rand die Farb
folge einer linear veranderlichen Randspannung und im Inneren ein 
System von Neigungsgleichen und Hauptlinien dar, die im nachsten 
Abschnitt noch naher behandelt werden. In der Nahe der Lasten sind 
die Richtungen der Hauptspannungen von Ort zu Ort stark veranderlich, 
das Bild der Hauptlinien vermittelt einen anschaulichen Begriff des 
"Kraftflusses" zwischen den Einzellasten (Abb. 150). 
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Bei symmetrischer Belastung (Abb. 151) tritt eine Singularitat in 
Balkenmitte immer auf, wenn der Abstand der Stiitzen nicht klein 
gegeniiber der Balkenhohe ist, sie ist der zusammengeschrumpfte Rest 

Abb . 150. Hauptlinien in einem Balken mit Einzellast auf zwei StUtzen. 

der schubfreien Mittellinie im Fall der reinen Biegung. Die langs
spannungsfreie neutrale Mittelfaser ist nicht schubfrei und erscheint 

Abb. 151. Farbgleichen in einem Zelluloidbalken auf zwei StUtzen mit Mitteleinzellast (h = 15 mm, 
Spannweite 90 mm, P = 22 kg). 

daher nicht dunkel, wie in Abb. 146 bereits gezeigt wurde. Riicken 
die beiden Stiitzen sehr dicht zusammen, so wird der Bereich linearer 
Spannungsverteilung ganz von den 
Storungswirkungen der Einzellasten 
iiberdeckt (vgl. Abschn. 7, S. 199). 

LaBt man eine weitere Querkraft 
am Balken angreifen, so erreicht 
man bei geeigneter Anordnung, daB 
ein momentenfreier Querschnitt im 

.----b'--t·I-· --

Abb. 152. Momentenfiiiche mit Nullpunkt eines 
Balken auftritt (Abb. 152 und 153). Balkens zwischen vier Lasten. 

Der Spannungszustand in der Um-
gebung dieses wichtigen Schnittes muB nun unabhangig von allen gewahl
ten Abmessungen, Abstanden und Kraften immer dasselbe Bild aufweisen, 
samtliche Spannungen verandern sich lediglich mit einem Gesamtfaktor, 
namlich der wirksamen Querkraft Q. Da die Momentennullpunkte fiir 

Mesmer, Spannungsoptik. 12 
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die Beurteilung spannungsoptischer Bilder von Rahmenwerken von 
groBer Bedeutung sind, wird Ihnen der folgende Abschnitt gewidmet. 

Abb.153. Farbgleichen in einem Zeliuloidbalken zwischen drei Lagern mit einer Last. h ~r6 mm, 
A,bstaud der sichtbaren Lager 50 mm, drittes Lager 35 mm weiter links, P ~ 8,3 kg 20 mm vom 

rechten Lager. Momentennullpunkt 20,5 mm links vou der Last. 

d) Momentennullpunkte in Balken mit Rechteckquerschnitt. In vielen 
statisch unbestimmten Aufgaben, insbesondere bei Rahmen mit steifen 
Ecken, reicht die Kenntnis der Lage von Momentennullpunkten in den 
Staben aus, um eine erheblich vereinfachte statische Rechnung durch
zufuhren; wesentlich ist dieser Vorteil vor allem bei Aufgaben mit 

vielen unbestimmten GroBen. Ein wei
!/ 

r--r---+---;,----,y- +l-j7j-+1 terer Fortschritt ist mit der Ermittlung 1 1J-i/i der Langskrafte P und Querkrafte Q 

1 t:c x in diesen Punkten verbunden, aber auch 
,,- hit 

\..--l----------lY--#j1J--1 nur die Kenntnis des Verhaltnisses P/Q 
kann oft schon wesentlich fur eine Auf-

Abb. 154. Koordinaten in der Umgebung 
eines Momentennulipunktes. gabe sein. Es wird sich im folgenden 

zeigen, daB der Wert P/Q die einzige 
GroBe ist, von der das geometrische Bild der Spannungsverteilung 
in rechteckigen Balken in der Nahe eines Momentennullpunktes ab
hangt. Die absolute GroBe aller Spannungen wachst bei konstantem 
P/Q verhaltnisgleich zu Q, alle auftretenden Spannungen seien daher 
als Vielfache des Spannungswertes 8 = Q/d h (mittlere Schubspannung 
im Balken der Rohe h und der Dicke d ausgedruckt. Mit den Bezeich
nungen der Abb. 154 gelten folgende Zusammenhange: Infolge der Langs-

kraft P wirkt uberall eine Langsspannung ax = d ~h = ~ . 8. Infolge der 

Querkraft Q wirkt eine Schubspannung, die parabolisch uber den Quer
schnitt verteilt ist, es ist 

_ Q ( 3 6 y2 ) _ 3 2 
i xy - ~ 2-~. -2 8 (1-r;). 

SchlieBlich ergibt das aus der Querkraft folgende Moment eine linear 
verteilte Langsspannung 

y 12 Y Q x 12 y 
ax = M· J = Q. x' d h3 = d .. h . h' -h- = 8 . 3 ~ r;. 
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Der Gesamtzustand lautet also 

Fiir die Hauptspannungen und ihre Richtungen folgt daraus 

(a1
-;

a2 r= ~ [(3~17+ ~r + 9 (1-172)l 

3 (1-1]2) 
tg 2 tp = ------p . 

3~1]+Q 

Tatsachlich tritt also nur der Wert PjQ als wesentliche LastgroBe in der 
Gesamtverteilung der Spannungen auf. 

Die spannungsoptische Untersuchung des vorliegenden Zustandes 
erfolgt z. B. in einem Modell nach Abb. 155 (vgl. [8.05]), darin ergeben 
die Krafte AA einen Wert PjQ = 0, die Krafte BB einen Wert P/Q = 1 
usw. Es folgen daraus Bilder, wie sie fiir die Werte 
PjQ = 0, PIQ = 0,3 und PjQ = 3,0 in Abb. 156a 
bis f wiedergegeben werden, eine photographische 
Farbgleichenaufnahme stellt Abb. 156g dar. 

Wichtig fiir die Auswertung sind folgende Tat
sachen: 1m Balkenmittelpunkt ~ = 17 = ° herrscht eine 

Hauptrichtung tpo nach der Gleichung tg 2 tpo = P~Q' 
Die Richtungsgleiche durch den Mittelpunkt mit 

diesem tp-Wert nach der Gleichung P~Q = ~- I)~ 
3~1]+(y 

besteht also aus einem Ast 17 = ° (Balkenlangsachse) 

Abb. 155. Modell zur 
Herstellung eines 

Momentennullpunktes 
in 0 mit verschiedenen 

Werten P/Q. 
(AA fiir P/Q = 0, 
B B fiir PJQ = 1.) 

und einem Ast ~ = - P,Q , der ebenfalls geradlinig ist und den Rand 

(17 = ± 1) in den Punkten ~ = ± P~Q schneidet. In denselben Rand. 

punkten ist (al - ( 2 ) = 0, es sind singulare Randpunkte. Aus der Lage 
dieser Punkte und dem meBbaren Hauptrichtungswert tpo ergibt sich 
also unmittelbar der Wert P/Q. 

Die absolute GroBe von P und Q, d. h. den Wert 8 = Qjd h ermittelt 
man schlieBlich fUr kleine P/Q entweder aus (O'l- ( 2)-Werten von Rand
punkten, die etwas yom Nullpunkt entfernt sind, bei denen also in 

der Randspannungsgleichung (al - ( 2)Rand = 8 ( 3 ~ + ~) der Wert ~ 
moglichst groB gegen P/Q ist, oder aus der Vermessung des Mittelpunktes 

mit (a1 -;a2 ): = ~ [(~r + 9]. Bei groBen Werten PjQ vermiBt man 

besser die unmittelbar neben dem Mittelpunkt liegenden Randpunkte 
~ = 0; 17 = ± 1, dort ist (al -a2 ) = Pjd· h. 

12* 
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e) Momentennullpunkte in Flanschtragern. Hier sei eine Bemerkung 
uber ein nur teilweise ebenes Problem eingeschaltet, namlich die Span
nungen im Steg eines Profils mit einem oder zwei Flanschen. 1st der 

s~ a 

0' 

Steg dunn, so herrscht in ihm ein praktisch ebener 
Zustand, der auch spannungsoptisch untersucht 
werden kann. Eine Abschatzung von PI Q und der 
absoluten GroBe von P und Q laBt sich auch hier 

b c d 

0' 

Abb. 157 a bis d. Spannuugszustand in der Umgebung eines Momentennullpunktes 
im Steg eines ProfiIs. 

a) Richtungsgleichen PIQ = 0; b) P/Q = 6,0; c) Hauptlinien P/Q = 0; d) P/Q = 6,0. 

in der Umgebung des Momentennullpunktes ermitteln, wenn man die 
auftretenden Kurven fur das vorliegende Profil aus einfachen Rechnungen 
bestimmt und zeichnerisch zum Vergleich mit den Aufnahmen darstellt 
(Abb. 157 a-d). Man kann dabei so vorgehen, daB man einen recht
eckigen Ersatzquerschnitt bestimn;tt, der in der Umgebung seines Schwer
punktes genau dieselben Spannungen, Richtungsgleichen, Hauptlinien 
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usw. aufweist wie der Steg des eigentlich vorliegenden Tragers. Zweck
maBig wahlt man den Ersatzbalken von der Dicke d des urspriinglichen 
Steges und gibt ihm die richtige Ersatzhohe. Diese ErsatzhOhe h' muB 
so gewahlt werden, daB das statische Moment der auf der einen Seite 

( h' h' 1 ) des Schwerpunktes liegenden Querschnitthiilfte = 4' . d . 2 = "8 . d . h'2 

gleich ist dem statischen Moment der einen Seite des ursprunglichen 
Querschnitts (d. h. also z. B. des oberen Flansches und des oberhalb 
des Schwerpunktes liegenden Stegteiles). Nach dieser Bestimmung 
von h' bela stet man diesen Ersatzbalken mit einer Langskraft P' = 
PF'jF = Ph'djF (F = urspriingliche Querschnittsflache) und einer 
Querkraft Q' = QJ'jJ (J = urspriingliches Flachentragheitsmoment). 
Aile Spannungen im Mittelteil dieses Balkens entsprechen dann dem 

urspriinglichen Stegzustand. Insbesondere ist also ~: = ~ ;';. Zwei 

Kurvenscharen fiir einen T-Trager (etwa J.. 16 DIN 1024) sind in 
Abb.157 mitgeteilt. Hier ist P' = 0,75 P, Q' = 1,34 Q, P'jQ' = 0,56 PjQ. 
Abmessungen des Ersatzbalkens: b = 15 mm, h' = 229 mm. 

2. Gerade Stibe mit Kerben, Lochern und Querschnittsiibergangen. 
Die bei geraden Priifsta ben moglichst vermiedenen Storungen in 

der Nahe der Einspannkopfe usw. sind bei den technischen Stabformen 
oft aus konstruktiven Griinden 

0,1 0,2 0,3 o,¥ 0,5 0,0 0,7 0,8 0,0 1,0 

l-
Abb.158. Hochstspannung im Kerbgrund, bezogen 
auf die (hypothetische) Randspannung ohne Kerb

wirkung im kleinsten Querschnltt. 

notwendig, ibrer naheren Unter
suchung wurde daher eine groBe 
Zahl spannungsoptischer Ver
suche gewidmet. Die im Schrift
tum bisher verOffentlichten 
"Kerbfaktoren" wurden zum 
groBten Teil spannungsoptisch 
gewonnen, sie sind insbesondeI;e 
fiir Dauerfestigkeitsfragen von 
hochster Bedeutung. Eine kleine 
Auswahl von behandelten For
men ist im folgenden zusammen
gestellt. 

a) Seitliche Rundkerben. Der 
ebene Zustand zwischen zwei 
Rundkerben entspricht nur an
nahernd dem an sich wichtigeren 

Problem des Rundstabes mit umlaufender Rundkerbe. Immerhin liefern die 
Ergebnisse Anhaltspunkte auch fiir die Beurteilung des raumlichen Fanes, 
wenn man z. B. die ermittelte Spannungsverteilung im Mittelschnitt bei 
Zug als Querschnittsbild des gezogenen Rundstabes auffaBt und ent-
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sprechend umrechnet. Bei Biegung ist dagegen keine Ahnlichkeit zwischen 
dem ebenen und dem raumlichen Problem zu erwarten. 1m ebenen Fall 
erhalt man sowohl bei Zug wie bei Biegung eine Spannungserhohung infolge 
der Kerbe, die im Kerbgrund ihren hochsten Wert erreicht. Die groBte 
Spannung im Kerbgrund, verglichen mit der (theoretischen) Spannung 
im kleinsten Querschnitt (allgemeine Zugspannung oder Randspannung bei 
Biegung), ergibt sich aus diesen Versuchen (insbesondere der Arbeit [5.08]) 
in Abhangigkeit von r/h (Kerb
radius/BalkenhOhe) nach Abb. 158. 
Beispiele solcher Aufnahmen in Zir
kularlicht zeigen die Abb. 159a u. b. 

a 

", ~ 0 1 2J4567 

b 

Abb. 159a und b. Gerader Stab mit Rundkerben r ~ 0,1 b. 

a) Zug, mungest. ,...... 3, mKerbgrd ,....., 9, k ,...... 9/3 = 3; 
b) Biegung munges'. ~ 7, mKerbgrd ~ 21, k ~ 21/7 ~ 3. 

(k bezogen auf ungekerbten Querschnitt.) 

Man kann in den mitgeteilten Aufnahmen die Spannungserhohung im 
Kerbgrund durch Auszahlen der Farbgleichen ungefahr feststellen (vgl. 
S.137). 1m Fall der Biegung liegt der ungestorte Rand etwa beim 
Streifen 7, wahrend die hochste Streifenzahl im Kerbgrund 21 betragt. 
Der Kerbfaktor, bezogen auf den ungekerbten Querschnitt, ist also 3,0. 
Ebenso ergibt sich fur den Zugstab ein Kerbfaktor von etwa 9/3 = 3,0. 
In solchen Aufgaben ist die Aufnahme von Richtungsgleichen und 
Hauptlinien durchweg von geringerer Wichtigkeit und viele Verfasser 
beschranken sich auf die Feststellung des Kerbfaktors, jedoch kann 
manchmal (z. B. im Falle der "Entlastungskerben" nach TnUM) die 
Aufnahme der Hauptlinien weiteren AufschluB uber die ZweckmaBig
keit der gewahlten Form geben. 



184 VIII. Anwendungen. 

"' _ 0123 1 66 

Abb.160 . Gerader Stab mit Reehteekkerben 
bei Biegung. Infolge ortlieher Eekstiirnng 

Kerbfaktor nieht riehtig auszahlbar. 

b) Seitliche schade Kerben. Die 
Spannungserhohung in Staben mit 
scharfen Kerben ist bekanntlich eine 
der wichtigsten Erscheinungen bei 
Fragen der Dauerfestigkeit. Die Span
nungshohe, d. h. die Bruchgefahr 
nimmt mit abnehmendem Kerbgrund
radius stark zu. Die Scharfe der Kerbe 
und damit . die Rohe der auftretenden 
Spannung sind durch die Scharfe der 
Werkzeuge und durch den Kristallauf
bau der Werkstoffe begrenzt, so daB 
Versuche etwa in Glasmodellen mit 
scharfen Kerben nur teilweise auf Aus
fiihrungen in Stahl usw. iibertragen 
werden konnen. Eine Aufnahme eines 
Biegestabes mit Rechteckkerben stellt 
Abb. 160 dar, es ergibt sich ein Kerb
faktor von etwa 3,5. Rier sei auch 
auf die Arbeit [2.17] hingewiesen. 

c) Stab mit Mittelloch. Der Stab 
mit Mittelloch stellt das klassische 

~.c-------------------jJ 

t 
q 
~ 

Abb. 161. Spannungen im Zugstab mit MittelJoeb, bezogen auf die mittlere Spannung im kleinsten 
Quersehnitt. Rechts: Langsspannungen cr, (Hiichstwert am Loehrand) und AuJ3enrandspannung cr, 
im kleinsten Querschnitt. Links: Querspannung cr'l im kleinsten Quersebnitt. (a ~ Lochdurchmesser, 

b ~ Stabbreite.) 
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Beispiel einer theoretisch erlaBbaren ungleichformigen Spannungs
verteilung dar, die Untersuchung dieses Falles wird daher hiiufig zur 
Priifung neuer MeBverlahren usw. verwendet. Die theoretische Losung 
ist allerdings nur im Fall des sehrkleinen Loches in sehr breitem Stab 
einfach, bei verhiiltnismiiBig groBeren Lochem ist diezahlenmaBige 
Losung nur angeniihert moglich. 
Auf die grundlegende Arbeit von 
KIRSCH1 sei besonders hingewiesen. 
Spannungsoptische Untersuchungen 
des Zugstabes mit Mittelloch finden 
sich vielfach im Schrifttum [0.20, 
3.14,4.37,5.08,7 .20], besonders die 
Arbeit von HE'NNIG [3.12] enthiilt 
eine ausfUhrliche Behandlung des 
Falles. Das wichtigste Ergebnis 
stellt Abb. 161 dar, in der lediglich 
das gestrichelte Kurvenende bei 
alb = 1,0 bei HENNIG anders ge
zeichnet ist. Abb. 166 gibt einen 
Eindruck von den spannungsoptisch 
auftretenden Erscheinungen; die 
wichtigsten Formeln hierzu wurden 
auf S. 82 und 162 mitgeteilt, dort 
finden sich auch Bemerkungen iiber 
das Rundloch im Schubblech. Bei
spiele fUr Biegung sind in den 
Arbeiten [0.27] und [8.29] be
handelt. 

d) Stabe mit mehreren Lochern. 
Sind mehrere Rundlocher nahe bei
einander vorhanden, so beeinflussen 
sich ihre Wirkungen in einer theore
tisch nicht mehr einfach erlaBbaren 

Abb. 162, Farbglelchen im Zugstab 
mit Mittelloch, (l = 0.53 b. 

Weise. Spannungsoptische Bilder von Stiiben mit mehreren Lochern 
lieferten die auftretenden Werte der Spannungserhohung. Beispiele 
sind in Abb. 163a und b wiedergegeben (vgl. S. 137 und 162). 

Wird der Stab verbreitert und die Zahl der Locher erhoht, so entstehen 
ausgedehnte und verwickelte Spannungsfelder, wie sie z. B. SIEBEL und 
KOPF [4.28] untersucht haben. Die Verfasser gingen dabei so vor, daB 
sie spannungsoptisch nur die Hauptrichtungen aufnahmen, wiihrend 
die Spannungshohe durch Dehnungsmessungen in den so gefundenen 
Richtungen bestimmt wurde. 

1 Z. VDI 1898. 
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e) Stiibe mit veranderlieher Breite. Die in der Technik auftretenden 
Probleme an Staben mit veranderlichem Querschnitt beziehen sich in 
vielen Fallen auf runde Wellen mit veranderlichem Durchmesser, aber 
auch ebene Probleme treten auf: StumpfschweiBung von Blechen, 
Mauern mit Gesimse, eingespannte Balken usw. Die in der ebenen Span
nungsoptik ermittelten Ergebnisse diirfen wie bei den Kerben nur bei 

b 

Abb . 163a und b . Farbgleichen im geraden Zugstab mit zwei L6chern a = 2 r = 0,2 b. 

a) Zug munge8t. f"'o,J 2,5, mma.x "'-J 8, k f"'OoJ 3,3; 
b) Biegung mungest. R d . '" 8,3, mmax ,...., 13, k,...., 1,55 . 

Langsbeanspruchung und auch dann nur mit groBem Vorbehalt auf die 
Spannungen in rotationssymmetrischen Wellen iibertragen werden. 

Ein einfaches Beispiel eines eckigen V orsprungs bei Biegung zeigt 
Abb. 164, die wesentliche Spannungserhohung tritt hier wie immer an der 
einspringenden Ecke auf. Abb. 164 ist im iibrigen ein peispiel fiir einen 
Biegestab mit geringem Schub nach Abb. 146, S. 175. Aus den damaligen 
Bemerkungen folgt, daB hier eine Gesamtstreifenzahl von etwa 8 bis 
zum Rand anzunehmen ist, obgleich infolge der StOrung in der Mitte 
nur 6-7 Streifen gezahlt werden. Die richtige Streifenlage ist am Rand 
der Abbildung angedeutet. Die seitliche Verschiebung der MittelstOrung 



2. Kerben, Locher, Querschnittsiibergange. 187 

beweist auBerdem eine kleine unbeabsichtigte Langskraft im Versuch. 
Fiir die Beurteilung der Randkerben sind die Mittelstorungen ohne Belang. 
Ahnliche Verhaltnisse liegen bei StumpfschweiBungen vor (Abb. 165). 

m.-J • , ~ J 2 , Q 1 2 J ~ •• 7 8 
I I I I I I I I I I I I I I I I 

Eine eigenartige Anwendung 
erfuhr ein Modell dieser Art durch 
BlOT und SMITS [3.05]. Ein Stab 
nach Ab b .166 ergibt eine ahnliche 

765/3212345678 

Abb. 164. Farbgleichen im geraden Stab mit recht
eckiger Verbreiterung bei Biegung mit kleiner 
Querkraft. Oben : Lage der Streifen fiir Q = O. 

Abb.165. Randspannungen (oben) und 
Hallptlinien (IInten) im Modell einer 
Schweillverbindllng unter Zugwirkllng. 

Spannungsverteilung in den vorstehenden Dreiecken, als wenn nur das 
Dreieck zusammenschrumpfen und sich dadurch gegen das unbelastete 
Stabmittelstiick verspannen wiirde. Dies ist aber die Spannungsver
teilung in einem Betondreieck (Staumauer
querschnitt), das mit dem Boden fest ver
bunden ist und das im Laufe der Zeit noch 
schrumpft. 

Abb. 167 zeigt den verwickelten Verlauf 
der Hauptlinien bei einem eingespannten 
Balken mit veranderlicher Breite unter 
der Wirkung einer Querkraft. 

Abb. 166. Stab mit Dreieckvor
sprung unter Zug (dreieckiger Mauer· 

querschnitt bei Schrumpfung). 

Die bei diesen Stabquerschnittsiibergangen auftretenden hohen 
Spannungen vermindern sich durch geeignete Wahl der "Obergangs
kurve, die am besten ganz ohne scharfe Ecke gut gerundet zu veT
laufen hat. Versuche iiber die Wirkung solcher "Obergange sind viel£ach 
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durchgefiihrt worden [0.21,0.23,4.01,4.38,5.08,7.20]; die "giinstigste" 
Ubergangskurve nrit der Eigenschaft, iiberhaupt keine Spannungs

erhohung zu geben, wurde versuchs
miiBig von BAUD und TANK [3.01] er
mittelt, sie sieht dem Profil des frei 
ausstromenden Wasserstrahls iihnlich. 

3. Keilformige Stabe. 
Bei keilformigen Stiiben liegen theo

retisch besonders einfache Spam;mngs
verhiiltnisse vor, wenn nur eine Einzel
kraftdurch den Schnittpunkt der heiden 
Begrenzungslinien wirksam ist. Der Keil
stab kann dann als Teil einer Halbebene 
nach Abb. 168 aufgefaBt werden und 
weist streng denselben Spannungszustand 

/ 
/ 

/ 

me der entsprechende Keil 

Abb.167. Hauptlinien im einges;pannten Balken veriinder
lichen Qnerschnitts unter einer Einzelquerkraft Q. 

in dieser Ebene auf (vgl. 
Abschn. 7, S. 195), ins
besondere erge ben sich die 
Farbgleichen als Kreise, 
die die Randgerade A B 
im Lastangriffspunkt be
riihren. Die Randgerade 
A B steht dabei senkrecht 
auf der Einzellast. Den 
Radius R dieser Kreise 
errechnet man zu R = 

P/2 n d Tmax, dabei ist P 
die Last, d die Modelldicke 
und Tmax die auf der; Farb
gleiche wirksame Haupt
schubspannung. EineReihe a 

A ~~~~~----------8 

Abb. 168a und b. Farbgleichen in der Halbebene unter 
einer Einzellast, gleichzeitig Farbgleichen in keilfiirmigen 

Stiiben bei Einzelkraftwirkung an ihrer Spitze. 

linear steigender T-Werte, 
d. h. einer Schar schwarzer 
Schubgleichen im span
nungsoptischen Bild ent
spricht also eine Schar von 
Kreisen, deren Durchmes
-ser verhiiltnisgleich zur 
Rei4e 1, 1/2, 1/3 usw. sind. 
Eine Aufnahme eines sol

chen Keiles stellt Abb. 169 dar, die Kreisschar ist klar erkenntIich. Das 
Bild ist gleichzeitig ein schones Beispiel des bekannten ST. VENANTschen 
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Prinzips: In eImger Entfernung von der Lastangriffsstelle ist der 
Spannungszustand unabhangig von ortlichen Storungen streng so, Wle 

Abb.169. Fa.rbgleichen in einem keilWrmigen Sta.b. VgI. Abb.168b. 

er auch bei strenger Erfullung der bei der Rechnung vorausgesetzten 
Randbedingungen sein wurde, nur die Lage und GroBe der Kraftresul

tierenden sind im auBeren Teil des Balkens 
fur die Spannungsverteilung wesentlich. 
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Abb. 170a bis c. Geschlitzter Kreisring unter gIeichfiirmiger Biegung. a) Belastungsanordnung. 
b) Links: Richtungsgleichen; rechts: 'H auptlinien. c) Verteilung der Langsspannungen (Tangen

tialspannung) at und Querspannungen (Radialspannungen) a, im Schnitt A B. 
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4. Krumme Stabe. 
Die fur Festigkeitsfragen wichtigste Eigenschaft der krummen Stabe, 

namlich die starke Spannungserhohung am inneren Rand bei Biegung, 

Abb. 171. Farbgleichen im Kreisring (Zelluloidmodell) 
zwischen zwei Stempeln. Singulare Punkte wie in 

Abb.172 . 

ist spannungsoptisch mehrfach 
untersucht worden, im folgen
den seien nur ein paar einfache 
FaIle gezeigt: Der geschlitzte 
Kreisring unter der Wirkung 
eines reinen Momentes (Ab
bildung 170), sowie der statisch 

unbestimmte geschlossene 
Kreisring unter der Wirkung 
von zwei gegenuberliegenden 
entgegengesetzt gleichen KraI
ten (Abb. 171). Der geschlos
sene Kreisring z'wischen zwei 
auBeren Lasten ist gleichzeitig 
ein Beispiel fUr einen mehr
fach zusammenhangenden Be
reich, bei dem die Spannungs
verteilung vom WerkstoH un

abhangig ist, wenn die Lasten auf jedem Rand fur sich im Gleichgewicht 
stehen. Bei COKER [28, vgl. 22] findet sich das entsprechende Beispiel 

a b 
Abb. 172a und b. Elliptisches Kettenglied unter der Wirkung zweier Innellkrafte . a) Links: 
Richtungsgleichen; rechts: Hauptlinien. b) Langsspannungen (Tangentialspannungen) <1t und Quer. 
spannungen (Radialspannungen) <1, in einigen Schnitten. Kleinste Spannungen im Schnitt A B. 

eines elliptischen Ringes mit ZWeI entgegengesetzten InnenkraIten 
(Kettenglied) (Abb. 172). 
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Den Fall des an beiden Enden elastisch eingespannten Kreisbogen
stiickes unter der Wirkung einer gleichformig verteilten auBeren Last 
(Fliissigkeitsdruck) untersuchte OBERT! [5.15, 6.16, 8.27] als Ersatz
modell fiir eine gewolbte Talsperre. OBERT! ging dabei von der 

----------

a 

b 

Abb. I73a und b. Modell elnes waagerechten Schnittes einer beiderseits eingemanerten gebogenen 
Staumaner nnter der Wirkung anBeren Wasserdrncks. a) Hauptlinien; b) Farbgleichen. 

Vorstellung einer Mauer gleicher Dicke und konstanten einseitigen 
Wasserdruckes aus. Ein waagerechter Schnitt durch diesen ebenen 
Verformungszustand wird durch den genannten Spannungszustand an
nahernd dargestellt. Die Aufnahme eines Modelles ist in Abb. 173 
wiedergegeben. 
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5. Stabecken. 
Bei scharf gebogenen Staben, d. h. Stabecken, iiberlagert sich die 

Wirkung einspringender Ecken und gekriimmter Stabmittelachse zu 
einer hohen Spannungskonzentration in der Ecke. Die systematischen 
Stabeckenuntersuchungen von WIDDERN [0.31], KURZHALS [1.13] und 
KETTENACKER [2.12] (Abb. 174), sind inzwischen durch eine Reihe von 
anderen Arbeiten erganzt worden ([4.32, 7.11, 8.26]), dabei wurden 
abgeschragte Ecken wie in SchweiBverbindungen [3.06, 3.07, 4.16, 7.11], 
kurbelwellenahnliche Ecken ([4.32]) usw. untersucht. 

6. Rahmen. 
Die aus Staben und Gelenken oder Ecken zusammengesetzten Rahmen 

bilden eine besonders wichtige Gruppe spannungsoptischer Anwendungen. 
Bei statischen Berechnungen von Rahmengebilden sind die elastischen 
Steifigkeiten der Ecken meistens unsicher und werden daher oft ent
weder ganz vernachlassigt (Gelenkfachwerk) oder als unendlich stei£ 
betrachtet; das rechnerische Ergebnis ist natiirlich in beiden Fallen 
nur angenahert richtig. Die spannungsoptische Vermes sung eines wirk
lichkeitsgetreuen Modells kann in sole hen Fallen einen guten Ersatz oder 
eine wertvolle Erganzung der Rechnung darstellen. Dabei konnen in 
unmittelbarer Nahe der Knotenpunkte bei entsprechender ModeUaus
bildung die auftretenden hochsten Randspannungen bestimmt werden, 
oder man beschrankt sich wie bei der Rechnung auf die Bestimmung 
der Gesamtkrafte und -Momente in den einzelnen Staben. 

Bei der Beurteilung der Langs- und Biegespannungen ist die Kenntnis 
der MomentennuUpunkte von entscheidender Bedeutung, ihre Eigentiim
lichkeiten sind in Abschn. 1 d (S. 178) naher dargesteUt. Schon die Kennt
nis ihrer Lage ist ein erheblicher Gewinn, wenn man etwa in Systemen 
hoherer Unbestimmtheit die Spannungen rechnerisch ermitteln will. 
Wegen der spannungsoptisch unmittelbar ersichtlichen Lagebestimmung 
der Punkte bedeutet eine Kombination von Spannungsoptik und Rech
nung in solchen Fallen eine erhebliche Verkiirzung der ,Arbeitszeit. Aus 
der Form des spannungsoptischen Bildes ergibt sich auBerdem das Ver
haltnis zwischen Langskraft P und Querkraft Q. Die Absolutwerte von 
P und Q schlieBlich bestimmt man entweder durch Randspannungs
messung in einiger Entfernung vom Momentennullpunkt, d. h. an einer 
Stelle mit moglichst hohen Biegespannungen, oder am Rand unmittelbar 
neben dem Nullpunkt (vgl. S. 179). Die Schubkra£t Q laBt sich auBerdem 
immer aus der spannungsoptischen Vermessung von Tmax und der Haupt
neigung in einem beliebigen Balkenquerschnitt ermitteln, denn nach 
Gleichung (6b), S. 15 ist Txy = Tmax • sin 2 qJ iiberall spannungsoptisch 
bestimmbar und Q kann als die Summe aller Schubspannungen iiber 
einem Querschnitt errechnet werden, es ist Q = J Txy dt. Die Messung 
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Abb. 174 a bis c. Spannnngsznstand in einer Stabecke unter der Wirkung eines reinen Momentes. 
a) Hauptlinien; b) Linien gleicher Hauptspannungssumme S = p = <1, + <1,. K erganzt die p·Linien 

zum quadratischen Potentialnetz. c) Links: Linien gleicher Werte <1, - <1, = 2 '<max. 
rechts: Verteilung der Schubspannung am Rand und in einzelnen Schnitten. 

Mesmer, Spannungsoptik. 13 
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gelingt am saubersten in unmittelbarer Nahe des Momentennullpunktes, da 
in ihm (namentlich fUr kleine P) cp ~ 45 0 , d. h. i max annahernd gleich i x y ist.. 

Abb . 175. Farbgleichen im quadratischen Rahmen (Phenolitemodell) unter der Wirkung zweier 
Einzellast en. 

Die spannungsoptische Vermessung einfacher ebener Modelle liegt 
besonders nahe bei Rahmenwerken, die im wesentlichen aus einer ebenen 

i-

t 
Abb. 176. Farbgleichen in cinem zweifach gestiitzten Rahmen unter einer Einzellast. Momenten· 

nullpunkte in den Pfost en und aulJeren Teilen der waagerechten Stabe. 

Wand bestehen, z. B. beim Vierendeeltrager. Aufnahmen dieser Art sind 
bei BAES veroffentlicht ([6.02, 7.01]). Beispiele einfacherer Rahmen 
sind in Abb. 175 und 176 mitgeteilt. 
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Die nahere Untersuchung der Nullpunkte hat keine Bedeutung 
mehr, wenn die Langsspannungsverteilung nicht mehr linear ist, also z. B. 
dann, wenn die Balkenhahe vergleichbar wird mit der Balkenlange oder 
bei gekriimmten Balken. In diesen Fallen muB man sich auf die Be
stimmung der Nullpunktslage beschranken oder eben den vollstandigen 
Spannungszustand ermitteln. 

7'. Einzellasten. 

Der theoretisch einfach zu behandelnde Fall einer Einzellast, die 
senkrecht auf dem freien geraden Rand einer groBen ebenen Platte 
("unendlichen Halbebene") angreift, hat praktisch geringe Bedeutung 
in unmittelbarer Lastnahe, denn die in Abb. 177 dargestellte Anordnung 
ist in Wirklichkeit nur mit einer iiber einen endlichen Bereich verteilten 
Last herstellbar. Aber auch dann gilt die theoretische Lasung in einiger 
Entfernung von der Last. Sie lautet: 

-yx22P 
ax = (X2 + y2)2 . :rei' 

_y3 2P 
a - .-

y - (X2+y2)2 :red' 

- xy2 2 P 
i xy = (X2 + y2)2 . --;:a, . 

Daraus folgen noch die GraBen 

-y 2P 
a i = (X2 + y2) . n d-' a2 = 0, 

!I 

) L-______________ -"" 

Abb.177. Koordinaten unter 
einer Einzellast am Rand einer 

Halbebene. 

-y 2P 2xy !J 
S = ai + a2 = aI -a2 = 2imax = X2+ 1J2' :red' tg2cp = x2-1J2' tgcp = x' 

Die Schubgleichen und die S-Gleichen haben die Gleichungen 

y P 
x2 + y2 . lid = const 

oder 
P 

x2 + y2 = Y . :re. d . const = y . D. 

Dies ist die Gleichung eines Kreises vom Durchmesser D, der die x-Achse 
im Nullpunkt beriihrt. Die Richtungsgleichen sind Radien durch den 
Nullpunkt, die Hauptspannungen haben iiberall die Richtungen wie 
Radien und Kreise um den Nullpunkt, diese sind also auch Hauptlinien 
(Abb. 178). Es handelt sich demnach um einen strahligen Spannungs
zustand, bei dem auBerdem die Tangentialspannungen (Ringspannungen) 
verschwinden. Man kann ohne Veranderung des Zustandes die Ebene 
langs jedes Radius aufschneiden und Keilstabe daraus herstellen, wie sie 
in Abschn.3 bereits gezeigt wurden. Die Gleichungen gelten ebenso 

13* 
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bei den Anordnungen nach Abb. 179a und b, jedoch nicht bei der Einzel
last in derrihgsumgeschlossenen Ebene, bei der das Ergebnis von der 
Querdehnungszahlahhangen muB (vgl. S.42). 

p p 

a 
Abb. 178. HauptIiuien unter einer Einzellast Abb.179a und b. Giiitigkeit der Losung iiir Abb.177 

nach Abb. 177. und 178 bei anderen Randbedingungen. 

In unmittelbarer Nahe des Lastangriffs muB wegen der begrenzten 
Elastizitat jedes Werkstoffes ein anderer Zustand herrschen. Nimmt 

Abb. ISO. Koordinatenwinkei rp 
iiir die Spannungen in einer 
Haibebene unter eiuer iiber die 

Strecke 2 b gieichfOrmig 
verteilten Tast. 

man eine gleichformig tiber eine Strecke der 
Lange 2b verteilte Last P = 2 bp an (Abb.180), 
so folgt ein Spannungszustand nach den 
Gleichungen: 

a x - ay - p (. 2 . 2 ) 
-'--2-=~ sm CPl-sm CP2' 

ax + ay _ J!.. ( ) _ a1 + a 2 
--2-- - - 11: CPl - CP2 - 2 ' 

85'---78 ___________ 

P 
Lxy = 2n (cos 2 CPl - cos 2 C(2)' 

, 
\ 

\ 
\ 
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Abb. ISla und b. Spannungszustand in ciner Haibebene unter gieichfOrmig iiber eine Strecke ver· 
teilten Last. a) Richtungsgieichen (Hyperbein). b) Hauptlinien (konfokale EIIipsen und Hyperbein). 

Hieraus folgen die S-Gleichen als Kreise durch die Enden der Last
strecke, die Richtungsgleichen als Hyperbeln durch diese Lastenden 
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(Abb. 181a) und die Hauptlinien als konfokale Ellipsen und Hyperbeln 
mit den Lastenden als Brennpunkten (Abb. 181 b). Man sieht die 
Ahnlichkeit dieser Kurven mit Abb. 178 in groBerer Entfernung von 
der Last unmittelbar. 

b 

Abb.182a und b. Farbgleichen in einer Halbebene unter einem starren Stempel der angedeuteten 
Breite. a) Farbenaufuahme mit Cellonmodeli. b) ZeIIuloidaufnahme. 

In Wirklichkeit liegt auch dieser Zustand kaum jemals vor, da eine 
Last gewohnlich durchaus nicht gleichformig fiber eine endliche Strecke 
verteilt ist. Entweder benutzt man einen harten rechtkantigen Stempel 
zur Lastiibertragung, so entsteht ein Zustand nach Abb. 182a und b, 
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oder man verwendet einen abgerundeten Stempel, dann ahnelt die Last
verteilung dem Zustand der Abb. 183, d. h. dem Problem des Kontakt
druckes zwischen zwei Kreiszylinderflachen. Bei abgerundeten Stempeln 

Abb. 183. Kontaktdruck zweier 
Zylinder. 

ist zu beriicksichtigen, daB die Kontaktflache 
sich mit steigender Last verbreitert, so daB die 
Spannungsverteilung bei steigender Last nicht 
geometrisch ahnlich bleibt. Da die Breite der 
Kontaktflache auBerdem auch yom Elastizitats
modul des verwendeten Werkstoffes abhangt, 
ist bei beabsichtigter Ubertragung der Er
gebnisse mit besonderer Sorgfalt auf die im 
Verhaltnis gleiche Kontaktbreite zu achten. 

Beispiele zur Einzellastwirkung sind schon in anderen Abbildungen 
enthalten (z. B. Abb. 147), denn in unmittelbarer Nahe der Last sind 

Abb. 184 a uud b. Spannungszustand beim Kontaktdruck zweier Zylinder mit der Beriihrungs
fUiche A B. a) Links: Hauptlinien (strichpunktierter Ort der Wendpuukte derhyperbolischen Haupt
Jinien), rechts: Richtungsgieichen. b) Links: Schubgieichen (vgl. Abb. 189b); rechts: S·Gieichen. 

immer die Einzellastwirkungen bei weitem wesentlicher als der im 
iibrigen schon vorhandene Zustand. 
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Das Zylinderkontaktproblem ist von RAYNFELD [4.24] und von 
LOFFLER [8.22] behandelt worden. Die Ergebnisse von LOFFLER an 
geschliffenen Glasmodellen stimmen besonders gut mit der Theorie 
iiberein (Abb. 184). 

Zwei gegeniiberliegende Einzellasten an einem Balken endlicher Rohe 
iiberlagern ihre einzelnen Wirkungen zu einem Bild wie in Abb. 185 

Abb. 185. Hanptlinien im Balken zwischen zwei Einzellasten. 

und 186. Auch durch die Nahe gegeniiberliegender freier Rander wie in 
Abb. 187 wird der Spannungszustand stark beeinfluBt, so daB die Ver
teilung nach den Gleichungen S. 195 nur in nachster Stempelnahe giiltig 
ist. Ebenso sind die Gleichungen nur angenahert verwendbar bei der 
Behandlung von Schneidvorgangen, die von COKER [28] naher behandelt 
wurden (Abb. 188). . 

Es empfiehlt sich, die Ergebnisse dieser Rechnungen und Versuche 
zu beriicksichtigen, wenn die Randwerte einer Haut oder eines elektri
schen Potentials nach Kap. IV, Abschn. 2 und Kap. VI, Abschn.12 
hergestellt werden sollen. Die auftretenden Spitzen infolge einer kon
zentrierten Last sind bei solchen Randwertaufgaben praktisch nicht zu 
verwirklichen, man kann aber eine kleine Umgebung des Lastangriffs 
durch einen Hilfsschnitt ausschlieBen und an diesem Schnitt die Rand
werte nach den Gleichungen S.195 anbringen. Die wichtigen Rand
werte der Rauptspannungssumme sind danach auf Kreisen durch die 
Endpunkte der Laststrecke konstant, werden also am bequemsten 
mittels eines Hilfsschnittes in Kreisform in das Spannungsfeld ein
gefiihrt. In einiger Entfernung von dem konzentrierten Lastangriff ist 
dieses Vorgehen auch bei nicht gleichformig verteilter Last in guter 
Annaherung berechtigt. 
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8. Technische Formen. 
Die folgende Ubersicht soIl einen Eindruck von verschiedenen An

wendungen des spannungsoptischen Verfahrens vermitteln. Wegen naherer 
Einzelheiten sei auf das angegebene Schrifttum verwiesen. 

a b 

Abb. 186 a bis c. Farbgleichen im Balkenzwischen 
zwei Einzellasten (Dekoritmodell). a) Farb
aufnahme in zirkularem Licht. b) Aufnahme 
des Zustandes a mit Orangefilter; c) Aufnahme Abb.187 . Hauptlinien in einem stumpfen Keil 

des Zustandes a mit Blaufilter (vgI. S. 127). unter einer senkrechten Einzellast V. 

a) Radscheibe, Walze. Die volle Radscheibe auf ebener Unterlage 
enthalt unter der Wirkung eines Achsdruckes einen Spannungszustand, 
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der ahnlich wie im Balken zwischen zwei Einzellasten ist, Abb. 189 (vgl. 
Abb. 184 und 186). Zwei Gebiete ortlicher Einzellastwirkungen sind 

a b 

Abb. 188 a und b. Spannungszustand im Modell eines Werkstiicks vor einer Scbneide 
(Zelluloidmodell) a) Hauptlinien; b) Farbgleir.ben. 

a b 

Abb. 189 a und b. Farbgleicben in einer Radscbeibe bei senkrechter Acbsenbelastung und ebener 
Unterstiitzung. Scbubbiicbstwert innerbalb der Scheibe (vgl. Abb. 184 b). 

durch ein "Obergangsgebiet verbunden, die wesentlichen Spannungen 
sind auf einen Raum beschrankt, der etwa einem Kreis mit dem halben 
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Durchmesser entspricht. Man beachte, daB der Hi:ichstwert der Schub
spannung nicht am Rand, sondern im Innern der Scheibe auftritt 
(vgl. Abb. 184 b). Ahnlich sieht auch das Spannungsbild der Walze 

Abb. 190. Spannnngszustand in einem Augenstab bei 
Einzelkraftbelastung. Links: Liingsspannungen (ausge
zogen) und Querspannungen (gestrichelt) in einzelnen 

zwischen zwei Einzellasten 
aus; die strenge theoretische 
Li:isung dieses Problems ist 
ebenfalls bekannt und kann 
zur Kontrolle verwandt wer
den ([28] oder TESAR, Genie 
Civil, Juni 1931). 

b) Augenstabe. Die Er
gebnisse an Augenstaben 
mit Bolzenbelastung hangen 
strenggenommen von der 
Querdehnungszahl ab (vgl. 
S.42). Der EinfluB ist aber 
gering gegeniiber Einfliissen 
der Form und des Bolzen
spiels, durch die der gesamte 
Spannungsverlauf wesent
lich verandert werden kann. 
Um die Unsicherheiten des 
Spieles auszuschalten, wur
den die Versuche vielfach 
mit reinen Einzellasten an
statt mit eingepaBten Bolzen 
ausgefiihrt (Abb. 190). 

c) T-formigeTeile, Schwal
benschwanze. Die Span
nungen in einem T -fi:irmigen 
Profil untersuchte SUPPER 

Schnitten. Rechts: Hauptlinien. 
im Modell einer Schiene 

[7.20], die Spannungen in Polbefestigungen wurden von BIRNBAUM 
[30] und von BAUD [4.01] ausfiihrlich behandelt (Abb. 191). 

d) Verzahnungen. Bei der Messung der Spannungen in Zahnen beim 
Eingriff hat man Einzelzahne oder ganze Randsegmente mit Einzel
kriLften oder durch einen zweiten Zahn belastet. Die Ergebnisse [1.03, 
1.04, 4.01, 6.03, 6.11] gaben wertvolle Aufschliisse iiber die Hi:ichst
beanspruchung im Zahngrund und die hohen Spannungen in der Nahe 
des Lastangriffs, die den Spannungen nach Abschn. 7 ahnlich sind. 

Ahnlich Iiegen die Fragen der Schraubenverbindungen [2.10, 6.11], 
jedoch liegen hier in Wirklichkeit rotationssymmetrische Probleme vor 
und die Ergebnisse der ebenen Spannungsoptik diirfen nur mit groBer 
Vorsicht iibertragen werden. Auch Fragen der Ganghinterdrehung zur 
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Abb. 191. Richtungsgleichen und Hauptlinien in einer Polbefestignng. 

a b 

Abb. 192 a und b. Farbgleichen in einem Lasthaken (Zelluloidmodell). a) Aufnahme in zirkular
polarisiertem Licbt; b) Anfnahme in linearpolarisiertem Licht mit einer nm 50 oben nach links 

geneigten Polarisationsrichtung. Schwarze Richtungsgleiche. 
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elastischen Muttersicherung und zur gleichformigeren Kraftubertragung 
sind mit solcher Vorsicht zu behandeln. 

e) Lasthaken. Die Kombination von Augenstab, gebogenem Balken 
und Einzellast ergibt das Bild des Lasthakens, das in der bunten Wieder
gabe Abb.192 beigefUgt ist. Die Farbaufnahme zeigt auch den Eindruck, 
den man von einer Richtungsgleichen hat, wenn sie eine Farbgleiche 
kreuzt. Die geringe Gesamtlichtstarke etwa in der roten Farbgleiche laBt 

Abb.193. 
Farbgleichen in einem Schraubenschliisselmodell. 

die Schwarzung der Neigungs
gleiche stark verbreitert er
scheinen, so daB die Bestim
mung ihres "Schwerpunktes" 
sehr erschwert wird. 

f) Schraubenschliissel. Die 
Aufnahme eines Schrauben
schliisselmodells Abb. 193 zeigt 
die hohe Beanspruchung im 
Grunde der Schliisselklaue. Die 
Abbildung stammt aus einer 
langeren Untersuchung iiber die 
ZweckmaBigkeit verschiedener 
Schliisselformen [7.07]. 

g) Flugzeugbeschlag. Das 
Beispiel Abb. 194 zeigt den 
Hauptlinienverlauf in einem 
Flugzeugbeschlag, bei dem die 
Abmessungen nicht mehr die 
Vorstellung des diinnen langen 

Balkens erlauben. Gerade im Flugzeugbau ist auBerste Gewichts
ersparnis, d. h. giinstigster KraftfluB in derartigen Teilen von so erheb
licher Bedeutung, daB die spannungsoptische Modelluntersuchung wert
volle Anregungen vermittelt. 

h) BlOcke mit Zwischenschichten. TESAR [7.22] wandte das spannungs
optische Verfahren auf eine Saule aus einzelnen GlasblOcken an, die durch 
weiche Schichten (Papierstreifen) voneinander getrennt waren. Die 
ermittelten Spannungen entsprachen dem Zustand in einer Mauer aus 
festen SteinblOcken mit weichen Zwischenfugen, sie ergaben sich als 
linear verteilt, wie man es nach der Lehre vom dicken Pfeiler zu 
erwarten hat . 

i) Tunnel mit Innendruck. Bei den Versuchen von SOEHRENS und 
CASS [6.20] an einem Doppeltunnel mit Innendruck ist interessant, daB 
der hydraulische Tunnelinnendruck auch im ebenen Modell hydraulisch 
erzeugt wurde. 

k) Speichenrlider. Sowohl die Schrumpfspannungen an der Achse 
wie die Spannungen bei Radbelastung am Reifen waren Gegenstand von 
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Modellversuchen. Versuche von COKER und LEVI [4.09] zeigten, daB bei 
Zahnradern die gefahrlichsten Schrumpfspannungen in Zahnmitte, nicht 
in der Lucke, auftreten, die Versuche von COKER und SALVADORI [5.05] 
behandeln die Veranderung der Spannungen in den Reifen von Lokomotiv
radern, wenn die relative Lage der Speichen gegen den Lastpunkt (Schiene) 
sich verandert. 

Abb. 194. Hauptlinien im Modell eines Flugzeugbeschlages. 

I) Scheib en mit Ausschnitten. Scheiben mit Ausschnitten liegen 
beispielsweise bei Brucken, Eisenbahnwagen und Flugzeugrumpfen vor. 
1m allgemeinen sind die Spannungszustande in diesen Bauteilen auBerst 
verwickelt und es treten durchweg eine Reihe von Singularitaten im 
Hauptlinienbild auf. Das bedeutet, daB man etwa mit punktweiser 
Vermes sung der Zustande keinen vollstandigen "Oberblick uber den 
Spannungszustand erhalten kann, wenn man nicht eine Unmenge von 
Punkten vermiBt. Die Spannungsoptik kann hier besonders viel Arbeit 
ersparen, auch schon dann, wenn man sie etwa nur zur Bestimmung der 
Hauptrichtungen benutzt und dann in diesen Richtungen mit Dehnungs
messern weiter arbeitet. Die optische Messung der Hauptspannungs
differenz stellt dann schlieBlich noch eine bequeme Kontrolle dar. 

Bei diesen Aufgaben kann es sich als notwendig erweisen, daB der 
EinfluB anderer Flachen (Gehbahn, FuBboden, Dach) auch im Modell 
berucksichtigt werden muB. Es entstehen dann raumliche Modelle, deren 
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Untersuchung die Anwendung des Spiegelverfahrens (Kap. V, Abschn. 5) 
erfordert. 1m Beispiel Abb. 195 ist der EinfluB dieser weiteren Flachen 
ganz vernachlassigt, in wirklichen Eisenbahnwagen usw. werden also 

Abb. 195. Farbgleichen im Phenolitemodell einer Eisenbahnwagenwand 
unter der Wirkung von Einzellasten. 

schon aus diesem Grunde andere Spannungszustande herrschen. Besser ist 
der Zusammenbau eines ahnlichen Modells, bei dem die Lasten wirklich 

Abb.196. Riiumliches Modell eines Eisenbahnwagens aus Zelluloid. 

am FuBboden bzw. an den Quertragern angreifen. Abb. 196 zeigt ein Bei
spiel eines Wagenmodells aus Zelluloid mit vier Lasten auf zwei Stiitzen 
(Fahrgestell), bei dem auch Briistungsleisten und Pfostenversteifungen 
(Flansche) aufgeklebt sind. Die Flanschenunterbrechung an den Fenster-
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pfosten befindet sich an der Stelle des MomentennuIlpunktes und hat 
daher keinen EinfluB auf den Gesamtzustand, sie ist zweckmiiBig fUr 
die ungestorte Querschnittsvermessung. 

9. Verschiedene Werkstoffe. 
Die Kombination verschiedener Werkstoffe in 

einemKonstruktionselement kann gelegentlich un
mittelbare Anwendung der Spannungsoptik erlau
ben: Spannungen in Drahtglas infolge von Lasten, 
Warmedehnungen oder Verrosten lassen sich un
mittelbar durch die auftretende Doppelbrechung 
abschatzen [4.23]. Aber auch die Spannungsver
teilung etwa in Beton mit Eisenbewehrung laBt 
sich in spannungsoptischen Modellen nachahmen, 
wenn im Modell die entsprechenden Elastizitats
verhaltnisse erreicht werden konnen. Die Elasti
zitatsmoduln von Beton und Eisen verhalten sich 
etwa wie die Moduln von Bakelit und Magnesium, 
ein BakelitmodeIl mit Magnesiumdrahtbeweh
rung ware also fur diese Aufgabe verwendbar. 
SoIlen die Schrumpfspannungen in bewehrtem 
Beton abgeschatzt werden, so kann man ein 
Modell bauen, bei dem die Warmedehnungen des 
Bakelits beim Abkuhlen eine Verspannung gegen 

Abb. 197. Farbgleichen in 
einem .BakeIitmodell, das 
sich beim Abkiihlen gegen 
einen eingelegten Alumini
umdraht verspannte (Ab
schatzung der Schrumpf· 

spannungen im Beton). 

eine eingelegte Drahtbewehrung (etwa aus Aluminium) infolge der ver
schiedenen Warmedehnungszahlen erzeugen (Abb.97) [3.02]. SchlieB
lich sei auf eine Arbeit von THIBODEAU [8.34] hingewiesen, der die 
Spannungen in einer weichen Gummiplatte mit einem kreisrunden Ein
schluB aus Hartgummi vermessen hat. 



Bemerkungen zu den Abbildungen. 
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Herr R. V. BAUD (Eidg. Materialpriifungsanstalt, Ziirich) Abb. 117 (vgl. [7.21]); 
Herr R. EHRINGHAUS (Firma Winkel·Zeiss, Gottingen) Abb.109, 112, 113, 116; 
Herr H. L. SUPPER (Colombes, Seine) Abb. 162 (vgl. [7.20]); 
Herr Z. Tuzi (Tokyo) Abb.107 (vgl. [7.23]), 141 (vgl. [6.24]), 175 (vgl. [3.16), 
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