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ПРЕДИСЛОВИЕ

Цель этой монографии—дать представление об основных
технических приемах и о некоторых наиболее замечательных
результатах теории диофантовых приближений. Монография
рассчитана на студентов старших курсов, владеющих эле-
ментами теории чисел. От читателя не требуется никаких
специальных знаний, кроме основ теории интеграла Лебега,
необходимых для понимания гл. VII, и элементов алгебраи-
ческой теории чисел, необходимых для понимания гл. VIII
(но не гл. VI). Все, что требуется из геометрии чисел, изла-
гается подробно в приложении В, к которому читатель может
обращаться по мере надобности.

Библиографические замечания и советы по дальнейшему
чтению даются в конце каждой главы, а изредка встречаю-
щиеся комментарии предназначены для более искушенного
читателя. Вообще я упоминал только сравнительно новые и
наиболее доступные работы, из которых можно было бы по-
лучить дальнейшие ссылки. Результаты, полученные до 1936 г.,
излагаются в содержательной и незаменимой книге Коксмы
(1936) J). Там, где не дается никаких ссылок, не следует
полагать, что мы претендуем на оригинальность: многие ре-
зультаты являются общим достоянием, и я включил их, не
помня источника.

Специалист заметит пробелы. В частности, очень мало
говорится о совместном приближении набора иррациональных
чисел и ничего о точных константах. Небольшое число имею-
щихся точных результатов связано с глубокими исследова-
ниями, например с давенпортовским значением критического
детерминанта \X\(Y2-\~Z2) ^ 1 и с совсем иными техниче-
скими приемами, отличными от тех, которые мы приводим

') Ссылки см, на стр. 196—201,



6 ПРЕДИСЛОВИЕ

в этой книге (я совсем не пользуюсь словом „решетка").
Современное состояние вопроса см. у Давенпорта (1954).
Однако в приложении В читатель найдет предпосылки для
понимания теоремы Малера о компактности для решеток
[Малер (1946)], которая является важным орудием при изу-
чении совместных приближений, а также и во многих других
вопросах.

Существуют аналоги многих результатов этой книги,
в которых роль действительных чисел играют р-адические
числа [см. Лутц (1951) и цитированную там литературу].

Мне приятно выразить здесь благодарность профессорам.
Давенпорту, Малеру, Морделлу и г-ну Берчу, прочитавшим
и первоначальную рукопись и корректуры; проф. Холлу и
г-ну Суиннертону-Дайеру, прочитавшим корректуры: их про-
ницательная критика как формы, так и содержания привела
к тому, что в окончательном виде книга мало напоминает
первоначальный вариант. Проф. Роджерс и г-н Берч разре-
шили мне использовать неопубликованные работы, относящиеся
соответственно к цепочкам Маркова и теоремам переноса,
а д-р Рот предоставил в мое распоряжение до опубликования
рукопись с кардинальным улучшением теоремы Туэ—Зигеля.

. Касселс
Тринити Колледж,

Кембридж, 1956



ОБОЗНАЧЕНИЯ

1. Под „числом" понимается „действительное число", если
противное не оговорено или не подразумевается по контексту.

2. Для числа 8 вводятся следующие стандартные обозна-
чения:

[8] — целая часть числа 8, т. е. такое целое, что [8]<; 8 <;
< [ ] И

{8}—дробная доля числа 8, т. е. [ 8 ] + {8} = 8 ; ,
|| 81|—расстояние до ближайшего целого, т. е.

| |8 | |=min({8], I — {6}) = min|6 — п\ (я = 0, ± 1 , ± 2 , . . . ) .

Ясно, что -liei + e jIKIie j-HiejH и И | К | л | | | 8 | | для всех
целых п.

Скобки [ ], { } употребляются только в указанном
выше смысле, кроме тех случаев, когда нет опасности сме-
шения.

3. Векторы (упорядоченные системы чисел) обозначаются
жирными буквами, а их координаты — соответствующими обык-
новенными буквами, например а=(а,1, . . ., а„), z = (zlt-.. ., zm).
Если требуется обозначить последовательность векторов
(с одинаковым числом координат) путем приписывания индек-
сов, то это делается так;

. z M = C * r t , . . . . zrm) (r-1,2, . . . ) .

Нулевой вектор (0, • • •. 0) обозначается через 0. Для ело--
жения и умножения векторов употребляются обычные обо-
значения:

Z(D

Если u ^ ( a 1 , . . . , um) и z ^ ( Z j , . . . , z m ) , то полагаем
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Мы не стремимся устанавливать различие между кова-
риантными и контравариантными векторами даже там, где это
могло бы быть уместно. Мы часто представляем себе векторы
как точки соответствующего эвклидова пространства и поль-
зуемся естественным языком для выражения их связей друг
с другом.

4. а\Ь для целых a, b означает „а делит Ь". Анало-
гично а\Ь означает „а не делит b". Наибольший общий
делитель и наименьшее общее кратное системы целых чисел
flj, . . . , ат обозначаются через н. о. д. (av . . . , ат) или
н. о. д. (aj) и н. о. к. (аг, . . ., ат) или н. о. к. (aj) соот-
ветственно.

5. Символ £ мы заимствуем из логики. Если А есть мно-
жество каких-нибудь элементов и а — некоторый элемент,
то о ^ Л означает, что „а принадлежит А". Например, если
А — множество рациональных чисел и а — некоторое число,
то а£А означает, что „ а — рациональное число". Смысл
знака (£ противоположен смыслу знака £ .

6. Наименьшая верхняя грань и наибольшая нижняя грань
множества А действительных чисел а обозначаются соответ-
ственно через sup a, infa. Верхний и нижний пределы по-

а£А а£А
следовательности aj действительных чисел обозначаются соот-
ветственно через limsupay и liminfay. Так,

liminf a,= lim ( inf аЛ.
1 \ J)

7. Теоремы и леммы нумеруются последовательно в каж-
дой главе, а уравнения и т. д. — в каждом параграфе.
Ссылка (7) означает „выражение (7) из данного параграфа",
а ссылка (2.7) означает „выражение (7) из § 2".

8. Список работ, на которые имеются ссылки, приведен
на стр. 196. Ссылка на работу дается посредством указания
имени автора и года. Например, Перрон (1913). Работы,
вышедшие в одном и том же году, различаются добавлением
букв (а, Ь).

9. Предметный указатель дан на стр. 213. Соответствую-
щие определения выделены в тексте курсивом.



Г л ав а I

ОДНОРОДНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

§ 1. Введение. В этой и следующей главах мы выясним,
насколько точно (в соответствующем смысле) иррациональное
число 8 может быть приближено рациональными дробями p/q.
Здесь р, q — целые, и, не ограничивая общности, можно счи-
тать q > 0. Так как при фиксированном q минимум разности
|0—pJq\=q~ l \qQ—р\ равен <7~М1<7б|1 1)> т о можно рассма-
тривать \\qft1| вместо |8—plq\- Это, естественно, приводит
к теории непрерывных дробей, являющейся полезным орудием
исследования.

Следующая теорема является простым, но полезным ре-
зультатом.

Т е о р е м а I. Пусть 8 aQ>l—действительные числа.
Тогда существует целое q, такое, что

0<q<Q, II-78IKQ-1.

З а м е ч а н и е 1. Число 8 не обязательно иррационально.
Таким образом, эта теорема дает сведения о приближении
рациональных чисел рациональными же числами с меньшими
знаменателями.

_ З а м е ч а н и е 2. Если Q — целое и 8 = Q ~ ,, то

1|.<701|̂ > Q""1 для 0 < q < Q. Следовательно, знак ^ в тео-
реме не может быть заменен знаком <\ •

П е р в о е д о к а з а т е л ь с т в о (Дирихле). Допустим сна-
чала, что Q — целое. Рассмотрим распределение Q + 1 чисел2)

0, 1, {qb} (0<q<Q), ' " " ' (1)

') Обозначение см. на стр. 7.
2
) Обозначение см. на стр. 7,
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удовлетворяющих неравенству 0 < [ J C < ; 1, среди Q подинтер-
валов ,, »4-1

1Т<х<1Чг' °<"<Q. (2)
где вместо знака < берется знак <;, когда u = Q—1. По
меньшей мере один из подинтервалов (2) должен содержать
две точки из Q-)~r точек (1). Значит, можно найти целые
rv г2, 5 Р 52> такие, что

|(г,в — S l ) —(г2в —SjJKCT1.

где без ограничения общности можно считать r2 < rv Беря
q = rx — r2, получаем утверждение теоремы.

Справедливость теоремы при Q не целом следует сразу
из ее справедливости для [Q]-f-l.

В т о р о е д о к а з а т е л ь с т в о . Доказываемая теорема
является по существу частным случаем теоремы Минковского
о линейных формах (теорема III приложения В). Согласно
этой теореме, существуют целые р, q, не равные нулю одно-
временно, такие, что

' \Ч — р\<0Г\ \q\<Q-

Если бы <7 = 0, то мы имели бы \р | = | Qq^— p\ ^ Q " 1 < 1
и р = 0. Следовательно, можно считать, что q > 0, беря,
если в этом есть надобность, — р , — q вместо р, q.

§ 2. Непрерывные дроби. По теореме I неравенство

<7И<7б||<1 (1)

при иррациональном 8 имеет бесконечно много целых реше-
ний д >• 0. Теория непрерывных дробей дает более подроб-
ные сведения и позволяет, в частности, заменить в неравен-
стве (1) единицу на 5~''2. Непрерывные дроби играют основ-
ную роль во многих исследованиях, хотя в этой книге мы
и не будем ими широко пользоваться.

Дробь plq (q > 0) называется наилучшим приближением
числа б, если

и если
0<д'<д.



S 2. НЕПРЕРЫВНЫЕ ДРОБИ И

Ясно, что <7 —<7i = l Дает наилучшее приближение с неко-
торым р== pt и

Если ||<7i6|| = O, т. е. 8 — целое число, то процесс останав-
ливается. В противном случае найдется значение q, такое,

что ||<701|< ||<7i6|l (например, по теореме I при Q > | | 9 i ^ | p 1 ) -
Пусть q2 — наименьшее q, обладающее этим свойством, так что
|?26— ftlHI^IKIMII при некоторому, но ||96||>lki9ll
при 0<Cq<C<]2- Если ||д'г'М! = 0> т о процесс останавливается.
В противном же случае процесс можно продолжить и полу-
чить последовательность целых 1)

Ях = 1 < Я2 < Чг < •••

и Pi, Рч' • • •> таких, что

Ш\\=\Яп*-Рп\. (2)

||. (3)

Согласно (4) и теореме I при Q = qn+l, имеем

- (5)

Если бы qn+l®—рп+1 и qnb—рп имели одинаковый знак,
то мы должны были бы иметь

где p' = pn+l—pn, 0<q' = qn+1 — qn<qn+v вопреки (4).
Следовательно,

Лемма 1.А. Дроби pjqn образуют все наилучшие
приближения числа 8, расположенные в порядке возра-
стания qn.

B. Если 8 рационально, то Q = pN/qN при некотором N.
C. Если 8 иррационально, то pn/qn-*-Q.

') Позднее мы слегка изменим эти обозначения (стр. 14).



ГЛ. I. ОДНОРОДНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЙ

• Д о к а з а т е л ь с т в о . А. Согласно построению, „ + 1

есть наилучшее приближение pig с наименьшим q>qa.
B. Если b = a/v (г> > 0) с взаимно простыми а, V, то,

очевидно, ufv есть наилучшее приближение.

C. j 6 — pjqn | < q~2 согласно (5).

Л е м м а 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Левая часть есть целое число, и

Следовательно, по (5), (6) имеем

I Чп+хРп — ЧпРп+11 = qn 1к л + 1в II Л-Чп+х II <7Л

6 II > О

<2?я +,| |?яв||<:2. (7')

С л е д с т в и е 1. qn+iPn — qnPn+\ имеет знак, противо-
положный знаку qnQ—рп.

. С л е д с т в и е 2. qn+1pn — qnpn+l = ~(.qnpn^1—qn^1pn).
С л е д с т в и е 3. qJqa+M+4,,+i№n4 = l-
Д о к а з а т е л ь с т в а вытекают из (6), (7), и (7').

Лемма 3. Для п~^2 существует целое ап^> 1, такое,
что

1- (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о . По следствию 2 леммы 2 имеем

Р л (Яп+\ — Чп-\) = Чп (Pn+i — Рп-\)-

Следовательно, qn+l — qn-i = anqn, pn+l — pn^l = anpn при
некотором целом ап, так как рп, qn взаимно просты, согласно
лемме 2 (или по определению наилучшего приближения). Так
как qn+i~> qn-t. то ап > 0. Наконец, равенство (10) следует
из равенств (8) и (9) и неравенства (6).

Равенство (10) дает простой способ нахождения рп+1,
<7л+1, если известны p v > <7V ( ^ - ^ i ) . Если 8 рационально и
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| | 9 „ 6 | | = 0 , то процесс останавливается на рп, qn, в против-
ном же случае 1)

а гк-.вп
согласно (2) и (10), так как | | 9 n + i 4 K l k n ^ l l - После этого
рп+\, Чп+\ могут быть найдены по формулам (8), (9).

Чтобы начать этот процесс, мы должны знать q2 (пола-
гаем <7! = 1). Ради простоты мы будем .теперь предполагать,
что

0 < 6 < 1 ,

так как прибавление к 8 целого числа не влияет на qn и
тривиально влияет на рп. Предположим сначала, что

0<8<1.

Тогда
, 7 , 6 - ^ = 6 > 0 , qx=\, Pl = 0.

Значит, по лемме 2 и по ее первому следствию имеем />2 = 1.
Таким образом, лемма 3 сохраняет силу и при п=\, если
положить

Д)=1> ?о = °> а\ = Яч-

В частности, при п=\ равенство (10) принимает вид

1=^6+11^611,

а отсюда ^ ^ [ 6 " ] . Предположим теперь, что

Тогда qxb — рх = 8 — 1 < 0, <7i=Pi = l. а по лемме 2 и
ее первому следствию q2 — р% = 1 • Чтобы . начало схемы
вычислений леммы 3 оставалось таким же, как и ранее, мы
должны взять

') Обозначение см. на стр. 7.
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Тогда при я = 0, 1 равенство (10) принимает вид

— и (я = о), •

где

Теперь уместно изменить обозначения, если 1/2<С.6 <^_ I,
чтобы иметь одинаковое начало вычислений').

Т е о р е м а II. Пусть О < G < 1 и пусть целые рп, qn, an

определяются так: '- -

(А) Ро=1, qo = O,

где
a" = L f^a-zCi1 J*

если qnb=fcpn; в случае qnb=pn процесс останавливается
на рп, qn. Тогда дроби pjqn являются наилучшими при-
ближениями числа 8 для п%-\, если ах > 1, и для
если Я ] = 1. Далее,

:: Д о к а з а т е л ь с т в о непосредственно следует из преды-
дущего. Чтобы пйлучить знаки в последних двух выражениях,
надо использовать значения этих выражений при л = 1 и
неравенство (6) или следствие 2 леммы 2. Дроби pjqn обычно
называют подходящими дробями числа 8 (независимо от
того, являются они наилучшими приближениями или нет),

') Некоторые авторы употребляют несколько отличные обозна-
чения (см. замечания в конце главы). -.
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Так как числа ап определяются числом 8, а число 9 по
лемме 1 определяется числами ап, то можно писать, не опаса-
ясь смешения, что

Ь = [ а 1 г а 2 , а 3 , . . . ] ,

если 8 иррационально, и
9 = К Я-

Положим

8 — 1 е — | ? / > 9 ~ P n l (n> П
«0-1- и » - | ^ _ 1 в - / , „ _ , ! 1п>1*'

так что
8, = 8, 0 < 8 л < 1 (п>1). (11)

Тогда (10) примет вид

•iT'̂ . + W (12)
В частности, 6jV+1 = 0, е с л и ®=PN+\ICIN+V Таким образом,
рациональное 8 представляется в виде

1

<*! + •
1 (13)

1
аг-\

что и объясняет название „непрерывная дробь". Согласно (11),
(12), a- 1 = 8 A f < l , т. е. амф\. Полезно, однако, опре-
делить

[ a . . . . . . a M _ v 1] = [ в 1 . :.., e ^ l . + l ] ; ( H )

но лишь второе выражение определяет дроби pjqn, являю-
щиеся наилучшими приближениями (если же пользоваться
первым выражением, то pMlqM не является наилучшим прибли-
жением). •

Так как числа ап определяются равенством (12), то, оче-
видно,

Л И ^ 1 V i - ••] и л и [ап- %+v • • • • > ] • : ;
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Аналогично, положим

так что
0 < с р „ < 1 .

где знак равенства имеет место в очевидных случаях. Тогда

запишется в виде

Следовательно, как и для 0л, имеем

Мы можем теперь выразить 7Л1|9Л^11 через 8Л и <рл. По
следствию 3 леммы 2

Значит,

Чп\\ч«Ч=(*«+К+1+Чп-хТ1 О5)
и

Мы уже видели, что каждое 8, (0 < 8 < 1) определяет
последовательность av a2, . . . положительных целых чисел.
Теперь покажем обратное, т. е. что каждая последователь-
ность целых положительных чисел определяет число 8. Для
этого нам понадобится нетрудная

Л е м м а 4. Пусть л > 1 а пусть

6 ' = [ о , , . . . . ая. Ь я + 1 , bn+i, . . . ] ,

где правые части могут содержать конечное число эле-
ментов. Тогда

|6 — 8 ' | < 2 ~ ( л ~ 2 ) . (17)

З а м е ч а н и е . В действительности нам нужен лишь тот
факт, что правая часть (17) стремится к .0 при п-*-оо.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть />,, q, (0 ^ v ̂  n -J- 1) опре-
деляются равенствами (А) и (В) теоремы II. Тогда по тео-
реме II дробь pn+i!qn+i является наилучшим приближением
и для 8 и для 8', a qn+fl—/>л+1, д„+{в'. — рп+1 имеют оди-
наковый знак. Но согласно (5) J7 n + i^—/> л + 11 < Чп+i1

\Яп+1Ь'—Рп+А<^и "• з н а ч и т - I е — е ' 1 < ^ + 1 - Так "как
Чп+1 = апЯп + Я„-х > Чп-v т 0 п 0 ' индукции <7л+1 > 2Vl ( " - 2 ) .

Т е о р е м а III. Пусть av а2 ам (или ау а2, .. А —

конечная (или бесконечная) последовательность целых
положительных чисел. Тогда существует число 8, такое,

ьчто 8 = [aj a^] (или 8 = [aj, a2, . . . ] ) . Если aN=l,

smo надо воспользоваться определением (14).

Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае конечной последователь-
ности чисел ап положим 8jV+1 = 0 и определим последова-
тельно

согласно (12). Ясно, что 0 < 8Л ^ 1 для 1 ̂  п ̂  N и 8Л = 1,
если только n=N, 0 ^ = 1 . Следовательно, 8 = \at aJ .

В случае бесконечной последовательности чисел ап обо-
значим

Это число, как мы теперь знаем, существует. По лемме 4

Ни | 6{N) — 8(Л1) | = 0 (ЛГ-чюо, Л*->оо), •

а, значит,
= 1 i m 8 w > 0

существует. Аналогично

существует. Теперь

если y V > n - ) - l . Значит, в прр.лел
имеем 8~1 = а л
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- § 3. Эквивалентность. Два действительных числа 8, 8'
называются эквивалентными, если существуют целые числа.
г, s, t, и, такие, что

Так как

fl-r

то эквивалентная связь обладает свойством симметрии. Далее,
если 8 эквивалентно 8', а 8' эквивалентно 8", то 8 эквива-
лентно 8", в чем легко убедиться непосредственным вычисле-
нием.

Согласно равенству (12), имеем 8Л = ( а л - | - 8 л + 1 ) ~ . Сле-
довательно, числа 8 = 8j, 82, . . . эквивалентны друг другу.
Вообще, если

9 = К •«/• c v с2, . . . . . ] ,

то каждое из этих чисел эквивалентно

и, значит, они эквивалентны друг другу. В частности, любые
два рациональных числа эквивалентны. Теперь докажем сле-
дующую теорему.

Т е о р е м а IV. Для того чтобы два числа 8, 8'
(О < 8,-8'< 1) были эквивалентны, необходимо и доста-
точно, чтобы

8 = [av a2 av cx, с2, . . . ] ,

8 ' = [ 6 j , b2 bm, Cj, c 2 , . . . ]

при соответствующих I, m и ах,'..., at, p x bm,
C j , C 2 , . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Остается только показать, что если
8, 8' — числа иррациональные и эквивалентные, то они могут
быть представлены в указанной форме. Пусть

^ . ru-st=±l. (1)

Тогда
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где .
q' = qr — pt, p' = — qs-\-pa. (3)

Так как ги-—st — ± 1, то, решая (3), получаем

±q = q'u+p't, ±p = q's+-p'r. (4)

В дальнейшем пары символов со штрихами и без штрихов
всегда будут связаны как (р, q) и (//, q') в (3), (4).

Первое равенство (3) можно записать так:

p). (5)

'Можно считать, что

г — *8>0

(в противном случае можно одновременно изменить знаки
чисел г, s, t, и). Тогда из (5) следует, что знак целого
q' такой же, как и знак целого q, если только

(6)\qbp\<^=~\

заметим, что правая часть (6) не зависит от р и q.
Пусть теперь pn/qn, Pn+\lqn+\ являются двумя последо-

вательными наилучшими приближениями числа 8, и пусть
Р'п' Ч'п< Pn+v i'n+\ определяются равенствами (3) и (4) (как
указано выше). Покажем, что p'Jq'n, p'n+\lq'n+\ П Р И достаточно
большом п являются двумя последовательными наилучшими
приближениями числа 8'.

Прежде всего заметим, что и (р, q) = {pn, qn) и (р, q) =
==(/? л + 1, qn+i) удовлетворяют (6) при достаточно большом п
и, значит, q'n > 0, q'n+1 > 0. Аналогично q'n+l — я'п>® П Р И

достаточно большом п, так как тогда

удовлетворяет неравенству (6) и<7Л+1 —qn~>Q- Следовательно,

Согласно (2),

> | & +и | j . ^ 8 -pn+l | = | q'n+l6' -p'n+11 . (8)
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Предположим теперь, что существует пара целых чисел
(х', у'), такая, что

Пусть паре (х, у) соответствует пара (хг, у') по (3), (4).
Как и при выводе (8), находим из (9), что

\уЪ-х\^\ЧпЪ-рп\. (10)

Следовательно, и (р, q) = (x, у) и (р, q) = (pn+1—x, qn+i—y)
удовлетворяют (6), если п достаточно велико, а тогда

0 < О < < 7 „ + 1 (И)

по (9) [ср. доказательство (7)]. Из (10) и (11) следует, что
(х, у) = {рп, <7„), так как pjqn, рп+11дп+1—лва последова-
тельных наилучших приближения. Значит, (xr, y') = (p'n, q'n)
является единственным целым решением неравенства (9).
А это вместе с (7), (8) показывает, что p'Jq'n, р'п+\1я'п+\
являются двумя последовательными наилучшими приближе-
ниями числа б'.

При всех п ^- некоторого N дроби p'Jq'n, взятые в соот-
ветствующем порядке, являются, таким образом, последова-
тельными наилучшимип приближениями числа 8'. Но p'jq'n—не
обязательно л-е наилучшее приближение. Е с л и 8 ^ [ а 1 , а2, . . . ] ,
то

Следовательно, при некоторых s и bt bs число 8' =
^ [ ^ j , . . . , bs,aN+v aN+v . . . ] , что и требовалось доказать.

Для иррационального 8 положим 1)

v(8) = liminf<7||<79l|.

так что O ^ v ( 0 ) ^ l по теореме I. Неравенство q \\qb\\ < v'
имеет бесконечно много целых решений q ]> 0, если v' > v (8),
•и только конечное число решений, если v ' < v ( 8 ) . По (2.4)
ясно, что

'^Обозначение .lim inf" см. на стр. 8.
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С л е д с т в и е . Если 8 эквивалентно 8', то v(8) = v(8').
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим, что существует бес-

конечно много решений неравенства

q\qt — p\<* (12)

при некотором / и пусть р', q' определяются по (3) и (4).
Меняя ролями 8 и 8' в (2), получаем

где знак ± определяется из (1) и (4). Согласно этому
равенству и равенству (5),

для любого фиксированного х' > х при условии, что q доста-
точно велико. Значит,

q'\qlb'—p'\<%'

имеет бесконечно много решений для любого х' > х, а это
значит, что v(6 ' )^v(8) . Аналогично v(8)<^v(8').

Это следствие легко получается также из (2.15) и леммы 4.

§ 4. Применение к приближениям. С помощью непре-
рывных дробей легко доказывается следующая

Т е о р е м а V. Пусть 6 — иррациональное число. Тогда
существует бесконечно много q, таких, что

q \\qb | | < 5 - ' \

Если 8 эквивалентно Х12{Ь~Ч*— l), то постоянная 5~'!' не
может быть заменена никаким меньшим числом. Если же 8

не эквивалентно 112(^!2— 0 ' т о существует бесконечно
много q, таких, что

q\\qb\\<2-\

• Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы можем ограничиться рассмо-
трением наилучших приближений. Обозначим
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По следствию 3 леммы 2 имеем <7nll<7n-i0|l~b<7n-ill<7n6|l = 1.
и, таким образом,

(1)
in

Аналогично

(2)

(3)

Яп
Здесь

Исключим X, ц из (1), (2), (3). Для этого вычтем (2) из (1)
и воспользуемся (3):

l - A n + l . (4)

Возведем в квадрат (3) и (4) и сложим

2a2

nA
2

n(\2 + v*) = 4 4 + К + Л.-1 — Лл+1)
2. (5)

Наконец, складывая (1), (2) и используя (4), (5), получаем

Наименьшее значение левой части (6) равно

(4 + 4)min(4_b A\. Л Л + 1 ),

а потому или

n_,, An, An+J<5-'\ (7)

или ап=\, An_l = An = An+l ^ 5 ~ ' / j . Но вторая возмож-
ность не имеет места, так как из (1) следует, что рацио-
нальное число Х = <7„_1/<7Л равняется тогда иррациональному

числу l/2 (51/j ± l). Итак, равенство (7) справедливо всегда.
Если ап ^ 2, то аналогично

min(An_vAn, An+l)<2-\

Таким образом, существует бесконечно много решений не-
равенства
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кроме, быть может, случая, когда ап=\ (все л ^ - некото-
рого М). Эти исключительные 8, согласно теореме IV, экви-
валентны

Так как Г * = 1 + 5 ,и 0 < { < 1 то

Остается только проверить, что если 8 = £ и х < 5~''*, то
существует лишь конечное число решений неравенства
?11?"1КХ > Мы можем ограничиться рассмотрением наилучших
приближений pnlqn. По (2.15)

где

и
<ря-1 = [ J ^ J ^ J J -> 6 ( Я -• СХЗ)

л—1 знаков

по лемме 4. Следовательно,

что и требовалось доказать.
В следующей главе мы докажем другими средствами

утверждение более сильное, чем в теореме V.

§ б. Совместные приближения. Иногда бывает жела-
тельно аппроксимировать множество чисел 8 Ь . . . . 8Л дробями

с общим знаменателем q, или, что то же самое, сделать
IÎ BjH IMnll одновременно малыми. На этот счет
имеется один вполне общий результат.

Т е о р е м а VI. Пусть даны п линейных форм с т
переменными:
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Тогда для каждого действительного Х^> 1 существует
целый вектор хфО, такой, что

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и во втором доказательстве
теоремы I, достаточно найти целые хг хт, у^ уп,
не равные одновременно.нулю, такие, что

Детерминант этой системы из т-\-п линейных форм с т-\-п
переменными равен 1, а так как произведение правых частей
тоже равно 1, то теорема VI следует из теоремы Минков-
ского о линейных формах (теорема III приложения В).

В частности, беря т=\, получаем

для бесконечного числа целых q > 0. Этот результат может
быть несколько улучшен.

Т е о р е м а VII. Существует бесконечно много целых
решений неравенства

fV» max(№6,|| i^ejIX-^Lp.

З а м е ч а н и е . Как мы уже видели, если п = 1, то дробь
- 1 ) = V2 может быть заменена числом 5~'/г, но не

меньшим. • Наилучшие постоянные при п > 1 не известны.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем произвольное £ > 1 . По

теореме IV приложения В существуют целые хг хп, у,
не равные нулю одновременно, такие, что

. t^\a\ + f\Qjyj-Xj\<C(n+l)1Kn+1) (1<У<«). (1)

так как определяемая этими неравенствами (л -\- 1)-мерная
область имеет объем 2 Л + 1 [в чем легко убедиться, полагая
г) — i ф)У — xj) ( 1 < У < л ) ; zn+1=t~ny]. Далее, если
•у = 0, то и х-у = . . . = * л = 0 при достаточно большом t
и, значит, можно считать, что у > 0. Тогда, пользуясь тем,
что среднее арифметическое не меньше среднего геометри-
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ческого, из неравенства (1) получаем У " | 6 у у — * / . | - ^
<! п/(п-)-1), записав сперва левую часть (1) в виде

... +п-н\ь]У-Х]\.
п слагаемых

Наконец, если хотя бы одно из чисел 91Р . . . , 8Л иррацио-
нально, то при t —> оо получаем бесконечно много различ-
ных решений. Если все 6 l f . . . , 8 Л — рациональные числа,
то существует целое Q > О, такое, что все Qbj — целые.

Тогда все положительные кратные q числа Q, очевидно,
удовлетворяют условиям теоремы.

Существует аналог теоремы VII для

где 8j 8Л заданы, а их ип— целые, не все равные
нулю.

Теорема VI в некотором смысле не улучшаема. Это видно
из следующей теоремы, для доказательства которой необ-
ходимы некоторые знания из алгебраической теории чисел.
Однако результаты конца этой главы в дальнейшем не по-
требуются. Другое доказательство в случае, когда т = 1
или я = 1 , см. в гл. V, теорема III.

Т е о р е м а VIII. Для любых целых положительных
т, п существуют постоянная -f > 0 а линейные формы

л), такие, что

при всех целых x = (xv . . . , хт)Ф0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 1 = т-\-п ( > 1). Суще-

ствуют системы действительных сопряженных алгебраических
целых cpi ?/ степени I (см. ниже). Обозначим

Q* (х. у) = 2 <?{-% + 2 ?Г'~Ч- (1 < k < i). (2)

При целых х, у, не равных одновременно нулю, QA(x, у) —
сопряженные алгебраические целые, не равные нулю.
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В частности, J J Qk (х, у) — целое рациональное, отличное
ft

от нуля. Поэтому

П - (3)

Но при & = 1 , 2, . . . , п равенства (2) можно записать
в виде

где Lj(x) — некоторые линейные формы. В самом деле, чтобы
найти Lj(x), можно приравнять Qj Qn к нулю и по-
лученную систему решить относительно yv . . . , уп, которые
будут зависеть от х. При & > я имеем

где wft/ — некоторые постоянные.
Пусть теперь х Ф 0 — целый вектор и положим

| i |

Пусть уи . . . . у л — целые, такие, что

Тогда по (4)

( Л < « ) , (6)

где Yi (как и 7г- • • • ниже) зависит только от ср*. н 0 н е

от х. Аналогично по (5)

IQft(х. У)\<ЪС + ЪХ<1*Х ( * > « ) . (7)

так как С < 1 < X. Из (6), (7) имеем

П<2*(х. y y < T W C " ^ . (8)
к

Выбрав 1 = Tf "ТГ"1» получим из (3) и (8) утверждение тео-
ремы. . :
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[В качестве еру можно взять корни уравнения

(ср — orf) . . . (<р — ад)— 1 = 0 , (9)

где flj, . . . , a z — любые различные целые рациональные и q
достаточно велико. При достаточно большом q это уравне-
ние имеет I действительных корней ср̂ . где

и /Cj (как и /С2 ниже) зависит от av . . . , at, но не от q.
Ясно, что cpfe — целые алгебраические. Если бы они были
не все сопряженные, то после соответствующей перестановки
ах at мы могли бы считать, что

cpj fL (L < I)

есть система сопряженных. Значит, J J (axq — срх) было бы

целым рациональным. Но по (10), при достаточно большом q,

0 <

что невозможно*).]

З А М Е Ч А Н И Я

§ 1. Другое доказательство теоремы I опирается на
ряды Фарея (Харди и Райт (1938), гл. III).

§ 2. Рассмотренные непрерывные дроби называются „ре-
гулярными" непрерывными дробями. Они обладают двумя
полезными свойствами: 1) последовательность чисел ап, свя-
зывающих последовательные подходящие дроби, совершенно
произвольна, 2) подходящие дроби pnlqn характеризуются
простым внутренним свойством — свойством существования
„наилучшего приближения". Никакой другой алгоритм не-
прерывных дробей не обладает обоими свойствами. Напри-
мер, „диагональные непрерывные дроби" не обладают пер-
вым свойством, а „непрерывные дроби, построенные до
ближайшего целого", не обладают вторым свойством.

: ) Этим доказана неприводимость уравнения (9) при доста-
точно большом q. —Прим. перев.
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Вся схема рассуждений может быть перенесена и на
произведение STJ двух линейных форм: % = ах-\-фу и
tl = ix -\-Ъу (а, (3, 1, 8—действительные числа, х, у про-
бегают все целые числа). Пара целых чисел хп, уп дает
„наилучшее приближение", если не существует решения
в целых числах (х, у) Ф (О, 0) неравенств

|5(*. у)К|5(*я. Уп)\. h(*. y)Kh(*B. У„)1-
Некоторые авторы берут pn-V Яп-\ в м е с т о наших рп, qn.

Однако наше обозначение допускает большую симметрию
между формами Ч, ч\ в только что рассмотренном обобщении;
эта симметрия отражается в симметрии равенства (2.15) от-
носительно 8 л + 1 и 9л-г

Два более обширных изложения теории с различных
точек зрения см. у Хинчина (1935) и Перрона (1913), а рас-
пространение на квадратичные поля см. у Пуату (1953).

§ 4. Это доказательство принадлежит проф. Давенпорту.
^Асимметрическое" обобщение см. у Сегре (1945), Барнса
и Суиннертона-Дайера (1955), Торнхейма (1955).

§ 5. Современное состояние вопроса освещено у Давен-
порта (1954).



Г л а в а II

ЦЕПОЧКИ МАРКОВА1)

§ 1. Введение. Как показал Марков, теорема V гл. I
поддается расширению. Для всех иррациональных 8 не-
равенство

^1Ь (1)

имеет бесконечно много решений. Если 8 эквивалентно

•я-(5 / 2—l) = 8j, т. е. корню уравнения

0 ! - 1 = 0 , (2)

то постоянная 5~'/г не может быть улучшена. Если же 8
не эквивалентно 8j, то существует бесконечно много реше-
ний неравенства

2-'/з, . (3)

где постоянная опять не может быть улучшена, если 8 экви-
валентно корню уравнения

62 + 26,-1=0. ( 4 )

В противном случае существует бесконечно много решений
неравенства

^ (5)

где постоянная не может быть улучшена для 8, эквивалент-
ного корню уравнения

56*+.116, — 5 = 0. (6)

') Результаты этой главы нигде в дальнейшем не используются,
•Поэтому при лервом чтении ее можнр опустить, - •--' -
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Если же 8 не эквивалентно корням уравнений (2), (4)
и (6), то опять существует бесконечно много решений не-
равенства

где постоянная не может быть улучшена для 8, эквивалент-
ного корню уравнения

1384 + 298 4 —13 = 0. (8)

И так до бесконечности. Последовательность чисел Ь^!\
2~\ 5/(221)v\ 13/(1517)V\ . . . сходится к %.

Оказывается, существует тесно связанная с этим цепь
теорем, относящихся к неопределенным квадратичным фор-
мам, т. е. к выражениям вида

/ ( * . У) = аж2 + Ржу + 7У!. О)

представляющимся произведением двух различных линейных
действительных форм. Тогда дискриминант

(10)

строго положителен. Две квадратичные формы, f(x, у),
f'(x, у), называются эквивалентными, если существуют
целые а, Ь, с, d, такие, что

f'.{ax + by, cx + dy) = f(x, у), 1
a d - b c = ± I . . } • • • ( }

тождественно относительно х, у. Очевидно, соотношение
эквивалентности симметрично относительно форм / и / ' .
Далее, легко показать, что если / эквивалентна / ' , а / ' экви-
валентна / " , то / эквивалентно / " . Таким образом, мы имеем
обычное понятие эквивалентности. Нетрудно показать, что две
эквивалентные формы имеют, равные дискриминанты.

Эквивалентность форм связана с ранее введенной экви-
валентностью действительных чисел. Если /(0 , 1) = 0 и (11)
имеет место, то • • - - • • . . - .

т. е . / ' ( 8 ' , 1) = Q, где 8' = (ае + Щ с б - ) - ^ ) . Таким образом,
число 8 эквиваленхнр одному из.койней.уравнения / ' ; (8/, 1) ==,0,
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, Обозначим ! )
r v - : • p(f) = int\f(x, y)\ '

(x, у — целые, не равные одновременно нулю).

Так как по (11) две эквивалентные формы принимают оди-
наковые значения, когда х, у пробегают все целые числа, то

[х (/) = [л'(/') (/' эквивалентна / ) .

Далее, если X Ф О— действительное число, то

Значит, [л(/)8~ (/) не изменится при замене / эквивалент-
ной формой или при умножении / на постоянную.

Теперь имеется следующая цепочка теорем:

где знак равенства имеет место только для форм, эквивалент-
ных кратному формы х2 -\- ху — у2. В противном случае

где равенство имеет место только для форм, эквивалентных
кратному формы х2-\-2ху — у2 и т. д. Числа 5~'/а,
2~3/з, . . . — т е же, что и в цепочке теорем о приближениях;
и если формы здесь обозначаются через f(x, у), то 9 в тео-
реме о приближении определяется уравнением /(9 , 1) = 0.

Цепочку теорем для форм доказать значительно легче,
если предположить, что [х(/) достигается, т. е. что суще-
ствуют целые х0, у0, такие, что

I/(*<>• Уо> I = I* СО-
Если считать, что в этом специальном случае цепочка теорем
для форм доказана, то можно получить общими техническими
приемами („изоляция") и цепочку теорем для форм в общем
случае и цепочку для приближений.

, В § 2 мы рассмотрим теорию квадратичных форм и ее
связь с приближениями. В частности, мы докажем теорему, на
которую опирается техника изоляции. В § 3, 4" мы определяем

') Обозначение -gfaf см. на стр. &•
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и исследуем специальные квадратичные формы, которые
встречаются в цепочках теорем. Наконец, в § 5, 6 мы фор-
мулируем и доказываем две цепочки теорем.

§ 2. Неопределенные бинарные квадратичные формы.
В этом параграфе под

/(х. y) = ax2-\-$xy + iy2

понимается неопределенная квадратичная форма с дискрими-
нантом

Обозначим через 9, ср корни уравнения f(x, l) = 0. Тогда

f(x, y) = aL(x, у)М(х, у),
где

L(x, у) = х — ву, М(х, у) = Л; — еру
и

Лемма 1. Предположим, что существуют целые
взаимно простые числа а, Ь, такие, что f (а, Ь) = а' ФО.
Тогда найдутся целые с, d, удовлетворяющие условию
ad — be = 1, для которых

f(ax-\-cy,bx-\- dy) = а'х2 + §'ху + ч'у2,

где

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как а, Ь — взаимно простые,
то найдутся целые числа с', d', удовлетворяющие условию
ad' — bc'=\. Тогда

'y) = а'х2 + $"xy + fy2

при некоторых р", f". Всегда найдется целое п, такое, что

Очевидно, с = с' -\-па, d = d'-\-nb обеспечивают справедли-
вость леммы 1.

Следствие. Если а' > 0, то f(x, у) эквивалентна
форме a'x2 + $'"xy + f'y2, причем 2<х' < р'" < За'.
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(.. Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим a'x2~\-$'xy-\--{'jp =
= Г(х. У)- Е с л и Р ' > 0 . то берем f'(x-\-y, у); если Р ' < О,
то берем f'(x-\-y, — у ) .

Л е м м а 2 (лемма о компактности). Пусть

' fj(x, y) = aJx* + $Jxy + yy> ( 1 < У < о о ) .

Предположим, что при всех достаточно больших j

где Кх, К2, К3 не зависят от j . Предположим, что

существует. Тогда найдется подпоследовательность
fj (*• у), сходящаяся к пределу f (х, у) = ах2 -\- фху -\- fу2

р том смысле, что

Кроме того,
р 2 _ 4 а Т = о.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий леммы следует, что
для достаточно больших J

Где К4, Къ не зависят от J. Поэтому точки Pjfaj, P/. Tj)
лежат в ограниченной области 3-мерного эвклидова простран-
ства. Следовательно, должна существовать последователь-
ность точек Pj , сходящаяся к предельной точке, скажем,
Р(а, р, f)- Ясно, что а, р, f обеспечивают справедливость
леммы.

С л е д с т в и е . Если ay, Py, f/ — целые, то существует
бесконечно много j, для которых fj(x, y) = f(x, у).

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.

Л е м м а 3. Пусть а, р, f —рациональные числа, такие,
что 9, ср — иррациональные (т. е. Ь не является точным
квадратом). Тогда при некотором т] ( 0 < т ] < 1 ) и це-
лых а, Ъ,с, d, удовлетворяющих условию ad — £ с = 1 ,
имеем тождественно • •
\ L(ax-\-by, cx-\-dy) = t\L(x, у),

-t\-^M(x, у). , ; ' >
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Д о к а з а т е л ь с т в о 1 ) . Не ограничивая общности, можно
считать числа а, р, f целыми. Только для доказательства

данной леммы будем обозначать х = (л;, у); и если S = Г* ' ) —

квадратная матрица, то обозначим xS• = (ах -\- by, cx-\-dy).
Матрицы S с целыми а, Ь, с, d и ad — be = 1 образуют
группу, т. е. если S1( S2 — матрицы указанного вида, то S ^
и Sf1 — матрицы такого же вида.

По теореме III приложения В для любого е > 0 суще-
ствует целый вектор x(l)=(xlt у{) Ф О, такой, что

Следовательно,

Без ограничения общности можно считать xv y1 взаимно
простыми. Но L (х^) Ф 0, так как 9 иррационально. Устрем-
ляя е к нулю, получаем бесконечную последовательность
векторов х ^ = (хг, уг) со взаимно простыми координатами,
для которых

Взяв в случае необходимости — х ( г ) вместо х ( г ), будем
иметь

Z.(x<'))>0, L(\^)-^.Q. (1)

По лемме 1 существует матрица S r = l'*:'' y,r\ с це-

лыми zr, tr и xjr —zTy r = 1, такая, что

так как f(x^) — целое, не равное нулю. По следствию из
леммы 2 можно считать, взяв вместо последовательности
матриц S r ее подпоследовательность, что, скажем,

/(xS r ) =

') Применительно к цепочкам Маркова а, Ь, с, d мож«о всегда
выписать явно. Мы формулируем общую теорему существования
так, чтобы можно было высказать лемму 4 и теорему I в самом
общем виде.
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не зависит от г. Пусть, ср (х) = X (х) [л (х)—какое-нибудь раз-
ложение на произведение линейных множителей. С другой
стороны,

Следовательно, для каждого г тождественно относительно х
или

. L(xS r) = vrX(x), M(xSr) = ^(x), (3)

или

при некоторых действительных vr, тгг. Взяв опять подпосле-
довательность и, в случае необходимости, поменяв ро-
лями Х(х), [А(Х), МОЖНО считать, что всегда имеют место
равенства (3).

По определению, (1, 0)S r = x ( r ) . Следовательно, полагая
в (3) х = (1,0) и используя (1), получаем

Положим 7j=:v;./v1, T = Sf 1 S r , где г настолько велико, что
О < к) < 1. Тогда

/ ( x T ) ^ = ? ( x S r I ) = / (x) , (4)

согласно (2), где вместо х берется xSf1. Аналогично из (3)
имеем

Наконец, согласно (4), Л1(хТ) = fj~1M(x), так как /(хТ) =

= aL (хТ) М (хТ). Этим самым лемма доказана при Т = Г, с\.

С л е д с т в и е . Пусть х0, у0, п — любые целые числа.
Тогда существуют целые xv yx, такие, что f (xv y^)~
= f(x0, у0) и

L(xlt yl) = ti"L(x0, у0), M(xlt У1) = -ц-яМ(х0, у0).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для л > 0 и для Т, полученного
в предыдущем доказательстве, имеем
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Заменяя х на хТ"1 в L (хТ) = t\L (x), получаем :

L(x -
1
) = r

l
-

1
L(x)

и аналогично '

L(xT') = r
l

n
L(x), M(xT

n
) = r

l
-

n
M(x)

при п < 0. Полагая (xlt yl) = (x0, уо)Чп, получаем доказа-
тельство следствия.

Лемма 4. Предположим, что 6 иррационально
и является корнем уравнения

Как и ранее, положим v = v(6) = Иглinf<7l|<70|| u

(л;, у — целые, не равные нулю одновременно).
Тогда
A. v(8)>8-' />(/), (5)

каковы бы ни были а, р, f (рациональные или иррацио-
нальные).

B. Если а, р, 7—рациональные, то в (5) всегда имеет
место знак равенстза и \ь(/) достигается.

C. Если, кроме того, f(x, у) принимает оба значе-
ния ± [JL для целых значений переменных, то существует
бесконечно много целых q, таких, что

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство опирается на оче-
видное тождество •

89)2. (6)

Предположим сначала, что v' — любое число > v. Тогда
обязательно существуют решения неравенства q\qb — р \ < v'
с произвольно большим q. Поэтому из. (6) следует

I/O». < 7 ) 1 О М & - < Р К + > 1 А - 2 -
Но

\f.(p-,~q)\>V> и | а (8-ср)[ = 8'/,.
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Значит, ; ,

Следовательно, [л^>8'Л, так как д сколь угодно велико,
а ч' — любое число > v . Это и доказывает утверждение А.

Если а, Р, ? — рациональные, то существует целое h,
такое, что hf(x, у)— всегда целое при целых х, у. Таким
"образом, \hf(x, y)\ должно достигать своей^ нижней грани,
т. е. \f(p, д) | = [А при целых р, д. По следствию из леммы 3
существуют целые р, д, для которых | дЬ — р | произвольно
мало. Результат [X^-VS'/J, а значит, и утверждение В полу-
чаются путем обращения предыдущих рассуждений.

Наконец, если f(x, у) принимает оба значения + [х, то
существуют целые д > 0, р, такие, что f (р, д) имеет одно
из двух значений + [л и \д$ — р\ произвольно мало. Тогда
при подходящем выборе знака

y- = \f(J>. q)\>\*Q — <?)q$q — P)\.

так как второй член справа в (6) имеет всегда тот же
знак, что и а, а по абсолютной величине он меньше, чем
|/(/>. <7)1 = V-' е с л и \д® — р\ достаточно мало. Это и дока-,
зывает утверждение С.

Т е о р е м а I („теорема изоляции", Ремак, Роджерс).
Предположим, что f (х, у) = ах2~-\-фху-\-1У2, где а, (3,
7—рациональные, но корни 6, ср уравнения f (х, 1) = 0 —
иррациональные. Пусть [л > 0 есть минимум \f(x, y)\
при целых х, у, не равных одновременно нулю: Предпо-
ложим, далее, что оба уравнения

f\x,y)=±? :(7)

разрешимы в целых числах. Тогда существуют числа
]х' < [л и e t t > 0 , зависящие только от а, р, f. обладаю-
щие следующим свойством.

Пусть ..„
Г (х, У) = а* (х — Гу) (х - Т*у) (8)

— любая квадратичная: форма, для которой

, . . ; [й — a * | < V : |е-"-9*|<е0, |ср-ср*|< ? г (9)
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Тогда существуют целые х0, у0, не равные одновременно
нулю, такие, что

\Г(д\<р.' (10)

при условии, что /* не имеет вида X/ при постоянном X.
З а м е ч а н и е 1. Фактически теорема утверждает, что

все „достаточно близкие" к / формы, кроме форм, крат-
ных / , имеют несколько меньший минимум. Последнее усло-
вие существенно, так как минимум формы X/ равен | X [ ;х,
а X может быть как угодно близко к 1.

З а м е ч а н и е 2. Реальное ограничение состоит в том,
что оба уравнения f (х, у)= + р должны быть разрешимы.
Таким образом, теорема не применима к х2—Зу2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности считаем
а, р, 7 целыми. Если 8 * = 8, ?* = ?• то /* кратно / . Сле-
довательно, можно предполагать, в силу симметрии, что

8 * ^ 8 , а > 0 . (11)

По условию существуют целые хг, у р х2, у2, такие, что

f(xv y{) = \>., f(x2, у2) = — V-.

и, изменив в случае необходимости знак, можно считать,
пользуясь обозначениями, введенными на стр. 32, что

Ll = L(xl,yl)>0, Ml = M(xl,yl)>0, 0 ^ , = !*; (12)

L2 = L(x2,y2)>0, M2 = M(x2, у2)< 0, aZ.2yW2 = —[х. (13)

Обозначим через сх, с2, . . . положительные постоянные,
зависящие только от а, р, f. Lx, Mv L2, M2, y\, где t\ — число,
о котором говорится в лемме 3, т. е. в конечном счете по-
стоянные cv c2, . . . зависят только от a, p, f• Пусть [л'—
любое число, такое, что

[ X > [ x ' > [ x ( l - f ) . (14)

Достаточно будет показать, что требуемые х0, у0 суще-
ствуют при условии, что е0 меньше некоторого числа, за-
висящего только от а, р, ] и ц'.

Обозначим

L*(x, y) = x — Q*y, M* = x — y*y, (15)
так что

£*==(! — p)Z.-f-pM, M* = oL-\-(l—o)M, (16)
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где

В частности,
0 < | p | < c 1 e 0 , | a | < c l £ o . (18)

П е р в ы й с л у ч а й , р<^0. Определим целое п из не-
равенства

так что
О < т?п < с2е0. (20)

Выберем теперь целые х0, у0 согласно1 следствию' леммы 3,
так что

L0 = L(x0, yo) = YL1, M0 = M(x0, yo) = rnM1. (21)

Соответствующие значения L*0 = L*(x0, у0), М*= М*(х0, у0)
получаются из (16). Следовательно, по. (19), (20), (21) они
удовлетворяют неравенствам

(22)

(23)

Тогда по (9), (11), (22), (23)

\Г(х0,

при условии, что е0 достаточно мало.
В т о р о й с л у ч а й , р > 0 . Аналогично, только теперь L2,

М2 выполняют роль Lv Mv

С л е д с т в и е . Если б Ф 6* и е0 достаточно мало, то
можно считать, что

\хо~6*уо\<1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (20), (21) и (22) имеем
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§ 3. Об одном диофантовом уравнении. Мы рассмотрим
сначала решение уравнения

т2 -\-т\-\-п&= Зтт1т2 (1),

в целых положительных числах. Числа т, удовлетворяю-
щие этому уравнению, называются числами Маркова.

Предположим сначала, что какие-нибудь два числа среди
чисел tn, tnv m2 равны, например, т1 = т2. Тогда тЦт2,
т. е. m = dm1, а значит, d2-\-2 = З/Kjd. Поэтому d\2
и d=\ или 2. В обоих случаях / ^ = 1 , и мы получили
решения (1, 1, 1) и (2, 1, 1), которые назовем сингуляр-
ными решениями (вместе с их перестановками). Теперь рас-
смотрим случай, когда tn, т1, т2 различны.

Квадратный трехчлен

Ф (л;) = х2 — Зхт1т2 -\- т\ •+- tn\

имеет целый положительный корень т. Другой корень tn',
удовлетворяющий равенствам т-\-т' =Ътхт2, тт'=т2-\-т2

ъ

должен быть также целым положительным. Если, например,
т1 > т2, то ;

(/«! — т) (/«! — /к') ^ Ф (mj = 2т\ -\-т\ — Ът\т2 < 0.

Следовательно, max(/Kj, т2) лежит строго между т и т'\
кроме, быть может, сингулярных решений. Таким образом,
каждое несингулярное решение порождает-три различных
решения

(т', т1, пгЛ, (tn, mv ПгЛ, (tn, т.у tn2\,
где

Будем называть эти три решения соседними решениями для
первоначального решения. Взяв последовательно соседние
решения, мы можем надеяться получить бесконечно много
решений из одного данного. Если {tn, tnv tn2)—несингуляр-
ное решение и ,

tn = max (tn, tnx, tn2), (3)
то

tn' < max (tn,, tn2) < tn, }
i (4)

tn[ > max (tn, tn2) = tn, tn'2~> tn. J
Таким образом, одно соседнее решение имеет меньший мак-
симальный элемент," а два других.соседних, решения имеют
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ббльшие максимальные элементы. Если мы возьмем какое-
нибудь решение и будем брать последовательно соседние
решения с меньшим максимальным элементом, то придем
в конечном счете к сингулярному решению. С другой сто-
роны, (1, 1, 1) имеет единственное соседнее решение (2, 1, 1),

(1,1,1)

- (г, и)
' • (5,1,2) . .

(13,1,5)
1

(29,5,2)

(34,1.13) 1194,13,5) (433,5,29) (169,29,2)

Фиг. 1. Цепочка Маркова решений уравнения

т1 т\ т\ =

которое, как легко видеть, имеет единственное соседнее ре-
шение (5, 2, 1), не считая перестановок. Таким образом,
решения уравнения (1) располагаются так, как указано на
фиг. 1. Резюмируем сказанное в следующей лемме.

Лемма 5. Все решения могут быть получены из
(1, 1, 1) в виде цепочки соседних решений. Кроме того,

н. о. д. (т, тг) = н. о. д. (т, т2)= н. о. д. (mv т2) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Только последнее утверждение ну-
ждается в доказательстве. Если, например, d = н. о. д. (т, т{),
то,-согласно (1), d\m2. Значит, d\m', d\m[, d\m'2 по (2)
и d делит н. о. д. элементов любого соседнего решения.
Идя назад к (1, 1, 1), получаем

d\H. о. д . ( 1 , Г. 1).

В дальнейшем мы будем всегда предполагать, что для
несингулярного решения имеет место (3) [а следовательно,
H'(4)J. Из уравнения (1) учитывая, что т, т } , т ? , взаимнр
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просты, можно найти целые k, kx, k2, такие, что1)

где вместо знака ^ можно брать знак < , кроме тех слу-
чаев, когда соответствующий модуль т, тх, т2 равен 1.
Будем называть такую совокупность чисел упорядоченным
множеством Маркова и условно обозначим так:

(т, k : mv kY\ m2, k2).
Заметим, что

k 1 ( / K ) ( 6 )

и т. д. Значит, существуют целые /, lv l2, такие, что

k2+l = lm, A?-t-l=/i/Kb kl^r\=km2 (7)

Л е м м а 6. Если т > 1 и (т, k : т1г kx; m2k2) — упоря-
доченное множество Маркова, то таковыми же являются
(т'у k[ : т, k; m2, k^ и {т'2, к'2: mv k^ m, А) при соот-
ветствующем выборе k'v k'r

Д о к а з а т е л ь с т в о сразу следует из (2) и (5). Напри-
мер, по (5Х)

k ± ^ 2 ( )

что является аналогом. (53) для (m'2, k'2: mv k^, m, k\.

Л е м м а 7. Для несингулярного решения (т, тх, т2)
имеем

mk2 — m2k = mv

mxk — mkl =m2,

mxk2 — m2kl = m' = Ътхт2 — т.

') Знак •< поставлен для того, чтобы гарантировать справед-
ливость леммы 7. Здесь а = Ь/с(т) для целых а, Ь и целого с,
взаимно простого с т, означает т\(ас — Ь).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (5), имеем

fnk2 — rft2k = tnk2 = fril (rn2)

mk2 — m^k = — m2k = ntl (tn).

Так как н. о. д. (/и, / и 2 ) = 1, то

mk2 — m2k = ml (тт2).
Но

mk2 — m2k — ml < mk2 ^ mm2

и

/re &> — /Я2А — /?tj ^ - /re —

= (/re -f- /re2 — /rex) — /re/re2 > — mm2.

Следовательно, mk2 — m2k = mx. Аналогично доказываются
и два других равенства (ср. с доказательством леммы 6).

§ 4. Формы Маркова. Пусть /те, ти т2 — целые поло-
жительные числа, такие, что

/те2-}-/те?-|-/ге<> = Ътт,\т2, m^-ma\(mi, rwj). (1)

Как и в § 3, обозначим через k целое, для которого

тхк = щ(т), 0 < £ < / г е , (2)

и через /—целое, определяемое равенством

А » + 1 = / | » . (2')

Форма Fт> определенная равенством

mFm(x, у) = /гел;2-Ь(3/ге— Щху-\-{1— Zk)f, (3)

называется формой Маркова. В этом параграфе мы сохра-
няем обозначения § 3.

Нетрудно проверить справедливость тождества

m*Fm{x, у) = ут{у, z), (4)
где

z = тх — ky (5)
и

(6)
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Легко видеть, что • . ,

9т (У • 2) = <Pm (2. У) = 9т ( ~ *.. У 4* 3«*) =
= ср т (2+3/йу, -у). (7)

Согласно (5), (6), дискриминант формы mFm равен 9 т 2 — 4,
и, значит,

9

Данное определение формы Fm несимметрично относи-
тельно т1, т2. Предположим, что m2k' = тх (т), 0^k'<.m
и k' - | - l = / ' f f i . Пусть F'm — соответствующая форма. Со-
гласно (3.5), имеем k-\-k' E=Q(m), и следовательно, или

0,3,0

15,11,-5)

I I
(13,29-13) (29,63,-31)

I I [_

(34,7В,-34) (134,432-136) (433,341,-463) (169,367,'181)

Фиг. 2. Цецочка Маркова для форм

mFm = тх* + \Ът — 2k) ху + (I — 3k) у2.

т = 1, k = k' = 0, или / к > 1 и ft-)-ft' = ffl. В первом слу-
чае Fm = F'm> во втором случае F'm(x, y) = Fm(x-\-2y, —у),
согласно (8). Так как мы имеем дело только с эквивалент-
ностью форм, то нет нужды рассматривать Fm и Fm> отдельно.
Если упорядочить ти т2 так, что k ^ k', то

0 < 2 А < / к . (9)

При таком упорядочении х2 -\- Ъху -\-у2 является первой
формой, эквивалентной форме хг~\-ху — у2, указанной во
введении. ,

Родословному дереву решений уравнения

Ш —{— Ш\ —J— Шч ^ = ЪпИП\Ш2

соответствует родрсловное дерево форм Маркова (фиг. 2).
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Здесь имеется некоторая неопределенность в обозначении Fm,
так как еще не доказано, что не может быть двух различ-
ных решений (т, mv mX (т, т*, /к*), которые встрети-
лись бы в разных частях родословного дерева. Но не известно
ни одного случая таких решений, и это кажется неправдо-
подобным. Однако на практике никакой неопределенности нет.

Лемма 8. Для несингулярного решения (т, тх, т2)

Fm (k, т) = Fm (k — Ът, т) = 1,

Fm (kv тх) = Fm (k2 — 3m2, m2) = —\.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (4), (5),

m*Fm(k. m) = <?m{m, 0) = m2.

Аналогично из равенств (4), (5), (7) имеем

m2Fm (k — Ът, т) = cpm (m, — Ът2) = cpm (0, —m) = m2.

По лемме 7, полагая (x, y) = (klt m{), имеем z = — m2.
Значит, по (1)

m2Fm (ku m{) = cpm (/»!, — m2) = m\ — Ъттхт2 -\-m\ = — m2.

Наконец,
m2Fm (k2 — Ът2, m2) = cpm (m2, mx — Ътт2) =

—m2) = — m2.

С л е д с т в и е . Пусть f (x, y) = x2-(-фху~\-~iy2 при
некоторых р, f. Предположим, что

f{k,m)>\,

f (ftlt m,) < — 1. / (k2 — Ът2, m2) < — 1.

Тогда f(x, y) = Fm(x, y).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Fm(x, y) = x2-\-$mxy-\-~[my2.

По лемме имеют место следующие неравенства:

(10)

(11)

(13)
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где каждое Bj, Cj Положительно (например, Вх = km,
Сх = т2 и т. д.). Но из (10), (11) имеем {В2СХ -\- Bf2) 7 >
Х В 2 С 1 + В1С2)Тт- т- е- Т > Т т - Аналогично ? < Тяс
Р ^ Р т ' Р-^Pm- Значит, р = р т , f = 7т- ч т о и требовалось
доказать.

Лемма 9. Формы Fm (х,у) и —F т (х, у) эквивалентны.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение справедливо для

Fx(x, у) = х2+Ъху-\-у2 и F2(x, у) = х2 + 2ху — у1,

так как

Fl(x-\-2y.-x-y)=-Fl(x.y) и F2(y,-x) = -F2(x,y).

Таким образом, мы можем считать, что (т, ти т2) — несин-
гулярное решение, и покажем, что

Fm(klx — lli>> mlx — kiy) = — Fm(x- У)- О 4 )
По лемме 8 равенство (14) справедливо, когда (л;, _у) = О> 0),
а также когда (л;, y) = (ku m{), так как

1 и

Равенство (14) имеет место1) и при (л;, y) = (k, m), так как,
повторно применяя лемму 7, получаем

тхх — kxy = mxk — kxm = т2

и

ml (kxx — lxy) = тг (kxk — l^ri) = mxkxk — т {k\ -+-1) =

= k-jn2 — m = тф2 — Ът^т2 = m^ (k2 — 3/re2).

Следовательно, равенство (14), рассматриваемое как квадрат-
ное уравнение относительно у/х, имеет три различных корня.
Значит, оно должно быть тождеством.

С л е д с т в и е . Корна 8, ср уравнения Fm(x, l) = 0
эквивалентны.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу равенства (14)

= -Fm(b, l) = 0.

') Так как дискриминанты обеих форм равны, то мы уже имеем
три независимые функции от трех коэффициентов, которые равны
для обеих форм. К сожалению, так как одна из этих форм — квад-
ратичная, мы не можем вывести отсюда тождество. Следовательно,
необходимо третье множество значений.
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т. е.

Если бы 8 ' = 8, то tn-fi2— 2А18-(-/1 = 0, что невозможно,

так как k\ — т\1\ = — 1 < 0. Значит, 8' = ср.

Лемма 10. | Fm(x, у) | >-1 при всех целых {х, у)ф(0, 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ц—минимум формы | Fm(x, у) \
при всех целых (л;, у) ф (0, 0). Так как mFm имеет целые
коэффициенты, то найдутся целые xQ, yQ, такие, что
I f*m (хог Уо) I = Р- Согласно лемме 9, можно считать, что

Fm(xa, уа) = р>0. (15)

Воспользуемся равенствами (4)—(7). Для того чтобы целые (у, z)
получались из целого (л;, у), указанного в (5), необходимо и
достаточно, чтобы

(16)

ЕСЛИ уравнение (15) имеет несколько решений, то выберем то,
для которого

| y o | - t - | z o | есть минимум, (17)

где zo = mxa — kyQ.
Предположим сначала, если это возможно, что

y0z0<0, | z o | > | y o | . (18)

Возьмем у1 = 3/ку0-|-20) zl = — у 0 . Ясно, что (y l t zx) удо-
влетворяет сравнению (16), так как ему удовлетворяет (у0, zQ)
и k2 = 1т — 1 = — 1 (/к). Тогда

Следовательно, — у\ <! zQyl -^ z2, где второе неравенство
тривиально получается из (18). Таким же образом опять из (18)
| уг | < | Г О | . Значит, вопреки (17), мы имели бы | yl |-(- \zx | <
< I Уо I Ч~ I zo I- Аналогично предположение yQzQ < 0, | у01 > | za \
приводит к противоречию. Так как

? т (Уо. - Уо) = - <3« - 2) y2

Q < 0,

то должно быть
« V o > 0 . (20)



48 ГЛ. II. ЦЕПОЧКИ МАРКОВА

Как и ранее, у2 = z0, z2 = — у0 удовлетворяют сравне-
нию (16) и

I fm (У2>
 Z2) \ = | Уо + 4 - 3 / W ) J <

Q = mY (21)

Согласно определению (л, в (21) должно быть равенство.
Значит, или у о = О , или zQ = 0. Если _уо=:О, то /re2|i,=
^cp m (O, zo) = zl^.m2, так как m\zQ no (16). Аналогично
если zQ = 0, то т2\>. = у% ^- /к2.

Лемма 11. Пусть

f{x, у) =

Предположим, что

—3/и 2 ,

= 9 —4/к-2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем /(л;, у), Fm(x, у) так:

f{x, y) =

Fm(x, y) =

Нам надо доказать, что
А > А т . (22)

По лемме 8
fix, y)<Fm{x, у) (23)

и при (л;, у) =:(A l t /Kj) и при (&j—3/к2, т2). Неравенство (23)
можно записать в виде

!Hf+%-)'• (24)

ЕСЛИ Р > Р т , то (22) следует из (.24) при (*, y) = (kv m{),
так как kl/ml^0. Если же P < P m , то (22) следует из (24)
при (л;, у) = (k2 — Ът2, т2), так как

Зт2 — кг ^ п *~ З и — Ik _^ P m
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Лемма 12. Пусть

Положим, что ... •-.-.•
/(ft. m X — 1 . '/(й — 3m. /n)< — 1.

Тогда
Р2 — 4 T > 9 - t - 4 / 7 i - a > 9 . ;

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь обозначениями предыду-
щего доказательства, имеем по лемме 8

/(х, у)^Рт(х, у)—2
и при (Л;, y) = (k, т) и при (д;, у) = (k — Ът, т). Далее рас-
суждаем так же, как при доказательстве предыдущей леммы.

Лемм а 13. Пусть

f (х, у) = х2 -(- рлгу - j - ту2,
где . - • • • •

Предположим, что \f(x, у) | ̂ - 1 «ри всех г^лыл;
(*, у) =̂  (0, 0). Тогда / (х, у) = Fm (x, у). .

Д о к а з а т е л ь с т в о . При всех целых (х, у) ф (0, 0)
имеет место одна из двух возможностей:

Р(х, у): >

N{x, у): i

Если имеет место Р ( 1 , — I ) , то f ^>р, что противоречит
неравенствам 2 ^ р ^ 3 и р2 — 4f > 0. Следовательно, должно
иметь место N(1, ^ 1 ) , т. е.

- р + т < - 2 . - •
Если имеет место Р(0, 1),' т. е:. f ^ l , то р ^ - 3 . Следова-
тельно, Р = 3, " f ^ ' > т а к как 2 < ; р < ; 3 . Таким образом,
f (х, у) = х2-\-Зху-\-у2, т. е. получена"педвая форма Мар--;

кова. В противном случае имеет место' N (Q, 1), т. е.

Рассмотрим f {—Ъ, 2). Если справедливо Я(—5, 2), то
25—10p-f-4x^-l . Поэтому, используя также Л^(0, 1);
и м е е м - - • - • ••• •...-,_-.



случае имеем одновременно

ЛГ(О, 1) и N(-5, 2).

Далее доказываем по индукции. Пусть (да А : « i-* i l « * **> ~
упорядоченное множество Маркова. Положим, что имеет
место одновременно

Ы(к1гт0 и N(k2 — 3/и2> /и2). Л < " )

Т а к и м о б р а з о м , (26) п о л у ч а е т с я из (27) п р и ( 5 , 2 : 1 . 0; 2, 1).

( , /к) и Pik — Ът, т),

Т0 f ( x V) = F (х, у) по следствию из леммы 8. В про-

тоном случае имеем одно из двух: или одновременно .

N(k. т) и .ШЬ — ЪЩ. «а). ( 2 8 )

или одновременно .

N{kv !»!> и N{k-im, т).

Но (28) и (29) есть как раз (27) соответственно для

(т[, k[: « . А; т2, k2) и ( Ц . ft'2: Щ. К « .

где К , т . ш,); К «1- / и ) - Д В а Н а Ч а Л З п Р ° Д 0 Л Ж е Н И Я

SS3
ности множеств Маркова

.At»M"li)>*w--'W-kPi'№-/№' (30)

где да») < да И < . . . . Но из (27) по лемме 11 следует, что

"рг _ 4f ^j . 9 — 4/к~2. Значит,

lim (9 —-
j -»-co

чт9 противоречит условию. Лемма доказана.

Следствие. Пусть т>% гп>\ * ^ и
что (». ^ , ^ ) « a ^ w « на том ?динст«енном пути
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(на фиг. 1), который ведет о/я (1, 1, I) вниз к («, mlt т$).
Тогда FM удовлетворяет условиям (27), если заменить
М=(т, k : тх, kr; т2, k2) на М = (nf, k: щ, \; т2, &J.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (8), (9) И лемме 1-0, функ-
ция / (л;, у) = Fm {x, у) удовлетворяет условиям леммы. Сле-
довательно, к ней применимы предыдущие рассуждения. Это
может быть только в том случае, когда полученная там по-
следовательность (30) оканчивается на М^ = М. Таким обра-
зом, М = М^ для некоторого j^.J.

Лемма 14. Существует несчетное множество форм

f{x, у) =

с коэффициентами 2 ^ р ^ 3 и pJ — 4f = 9, таких, что
\f(x< У) I ^> 1 пРа всех целых (л;, у)Ф(0, 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ш — любая бесконечная по-
следовательность М^ ( У = 1 , 2, . . . ) , такая, как в (30), где
(/и<Л, т[Я, mU)) есть соответственно (1, 1, 1), (2, 1, 1), (5, 1,2)
для у = 1 , 2, 3 и (mtf+i), /и<;+1), ЦЯ-i)) д л я у > 3 есть
одно из двух решений, следующих непосредственно за
(/KW, m[i\ т^У\ на фиг. 1. Ясно, что существует несчетное

множество последовательностей Ш, и мы покажем, что всем
им соответствуют различные пары чисел р, f с нужными
свойствами. Положим

FU) = FmU) =
Тогда

(р(Л)2 _ 4 a f )Т(Л = 9 — 4 (тЩ~2 -> 9. '

По „лемме о компактности" (стр. 33) найдутся (3, f и под-
последовательность j \ < j 2 < . . . , такие, что х)

>р_ -jV'J->-j- и р2 — 4-f = 9.

Положим f(x, у) = л;2-(--рл;у^(--су2. Тогда по лемме 10

f(x, y)\= lim

') Нетрудно видеть, что в действительности (З^, yW> имеют
пределы.
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при всех целых (л:, у) Ф (О, 0). По следствию из леммы 13
F ( J ) ( J C , у) удовлетворяет (27) для всех множеств Л1(/)

( 3 < ; I -^ j). -Следовательно, вспоминая определение N(x,y)
в (25), видим, что f(x, у) удовлетворяет (27) для всех
ММ (3<; / < оо). Но две различные последовательности Ш, SW
должны иметь М^, М^\ совпадающие при всех j вплоть
до некоторого J, но отличные при j = J-\-\. Тогда одна
из соответствующих форм /,- /, скажем / , должна удовле-
творять (28), а другая, /, должна удовлетворять (29) для M^JK
Но (28) и (29) несовместимы по лемме 12, так как (З2 — 4-f = 9.
Значит, / Ф / , т. е. каждой последовательности Ш соответ-
ствует своя особая форма / .

§ 5. Цепочка Маркова для форм.

•. Т е о р е м а II. Предположим, что

• . f(x, у) = ах2-\-$ху-\-чу2, S = р2 — 4ат > 0

|i, = inf\f(x, y)\ (x, у не равны нулю одновременно).

A. Если

? > i 8 V j . (1)
то f эквивалентна кратному формы Маркова.

B. Обратно, неравенство (1) имеет место для всех
форм, эквивалентных кратным формам Маркова.

C. Существует несчетное множество форм, ни одна
из которых не эквивалентна кратному любой другой,

таких, что |л = -^ S1/j..

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что | л = 1 , рас-
смотрев в противном случае ц " 1 / вместо / . Утверждение В —
просто иная формулировка леммы 10. Утверждение С сле-
дует сразу из леммы 14 и из того факта, что существует
только счетное множество форм / ' (х, у):= f (ax-\-by,cx-\-dy)
с целыми а, Ь, с, d, эквивалентных любой заданной форме / .
Значит, можно считать, что

0 < S < 9, | л = 1,

и остается' доказать утверждение А.



S.

По условию для заданного е > 0 найдутся целые взаимно
простые я, с, такие, что l = | i < ! | / ( a , с) | < 1 + е . Следо-
вательно, по следствию из леммы 1 имеется форма

эквивалентная ± / ( j c , у), такая, что

Если а ' = 1 , то f'(x, у) есть форма Маркова по лемме 13,
и теорема доказана, так как + Fm(x, у) эквивалентны по
лемме 9. В противном случае можно найти бесконечную по-
следовательность форм

каждая из которых эквивалентна +/(дг, у), так что, в част-
ности,

| / „ ( * . У ) | > 1 . (*. У)—Целые > ( 0 , 0).

По „лемме о компактности" (стр. 33) можно считать, выби-
рая в случае надобности подпоследовательность первоначаль-
ной подпоследовательности, что р„, fn имеют пределы, скажем

а

л - ^ 1 = а о > Р л -^Ро. Тл-^-То- ( 3 )
где

2 < р о < 3 , р2-4 Т о = 8.
Обозначим

Пусть 90, ср0—корни трехчлена fQ(x, 1), и 9Л, <рп •)—корни
трехчлена /п(лс, 1). Тогда

9 „ ^ 8 О , ср„^ср0 (4)

при соответствующем выборе 9Л из 9Л, срл. Далее,

И т | Л ( * . У ) | > 1 (я->оо)
при всех Целых (л:, у) Ф (О, 0). Значит, по лемме 13 fQ(x, у)
есть Fm(x, у). Но, согласно лемме 8, Fm(x, у) принимает

') Обозначения 6„, <рл не следует смешивать с обозначениями
предыдущей главы.
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оба значения + 1, а поэтому применима „теорема изоляции"
(стр. 37). Пусть [ Л / < | л = 1 , е о > О — соответствующие по-
стоянные, определяемые теоремой I для fQ(x, y) = Fm. Тогда
по (3) и (4)

I*» — « о К в о . 19«— 9о1<ео> 1?«— % 1 < е о

для достаточно больших п. Так как \fn(x, у) | > 1 > |JL' при
всех целых (х, у) Ф (О, 0), то отсюда следует, что /„ (х, у)
есть Х^ т (х, у) при некоторой постоянной *) X. Но ± / экви-
валентна fп, что и доказывает утверждение А.

§ 6. Цепочка Маркова для приближений.

Т е о р е м а III. Пусть 9 иррационально и

(1)

A. Если v > ? r > то Ь эквивалентна корню уравнения

Fm(x, l) = 0, где Fm— форма Маркова.
B. Обратно, если 8 эквивалентна корню уравнения

Fm(x, l) = 0, то

: v = ( 9 - 4 m - 2 r v ' > i (2)

и существует бесконечно много решений неравенства
<7ll<78||O. Оба корня уравнения Fm(x, l) = 0 эквива-
лентны друг другу.

C. Существует несчетное множество неэквивалент-
ных 9, таких, что v = Уз-

Д о к а з а т е л ь с т в о А. Рассмотрим

y)=x(Bx — y). (3)

По условию для любого как угодно малого е > 0 сущест-
вует Хо — Хо(&), такое, что при целых (л:, у)

|/(дг, у) | > v ;—е, как только | д: | > Хо. (4)

„Так как б иррационально, то, как легко видеть, сказанное
эквивалентно утверждению, что найдется YQ=YQ(z)^>0,
такое, что при целых (л:, у) Ф (0, 0)

|/(лг, y ) | > v — е, как только | Ьх — у | < К 0 ( е ) . (5)

') Легко видеть, что X = 1.
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Далее, по условию существует такая последовательность
нар целых ап, Ьп, которые можно считать взаимно простыми;
что

| / ( с в > *„)!->v, а „ - > о э , \Ъап— * „ | - > 0 . (6)

По следствию из леммы 1 существуют подстановки

*п = апх + спУ> Уп=Ьпх + йпу, <7)

где . . .
в». *»• сп< dn~ Целые, в А - * А = ± 1 . (8)

такие, что

+ / (*„, уп) = /„ (*, у) = а„^ + рл^у + Тву» (9)

удовлетворяет условиям

< 3 < V P B - 4 < * B T B = 1 -

По „лемме о компактности" (стр. 33) можно считать, выбирая
подпоследовательность, что

2 а о < Р о < 3 а о . Р 2 о - 4 а о Т о = 1

при некоторых (30, fo1 Обозначим

/о С*. У) = а о^ 2 + Ро*У + То/ = v (х — 9оУ) (х — ТоУ) С1 2)

—сп

Тогда по (7)
• (14)

Следовательно,

Можно считать, что
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меняя, в 'случае надобности, ролями 60, ср0 и выбирая под-
последовательность функций / я . Пусть х, у — фиксирован-
ные целые, а хп, уп определены равенствами (7). Тогда

l i m | e * n — уп\ = \\т\х — 8 п у | | 6а п — Ьп\ = 0 (га->сх>) (18)

по (6), (15), так как | д; — Ьпу | — величина ограниченная.
Следовательно, согласно (5),

\/о(х' У)\ = Кт\/„(х, У)\ = Нш|/(д;п, уп) | > v (и->оо).
(19)

Таким образом, по (11) форма V" '/ 0 (A;, у), имеющая дискри-
минант v ~ 2 < 9 , по предположению, удовлетворяет условиям
леммы 13. Значит,

/ 0 ( * . y) = vFm(x, у), (20)

где Fm — некоторая форма Маркова.
Если 9П = 80 при всех и, то, очевидно, 8 эквивалентна 80,

и утверждение А доказано. Мы можем считать, что при всех

и придем к противоречию. Ясно, что следствие теоремы I
применимо к Fm(x\ у) и ч~1/п(х, у) с | л = 1 по (17), (18),
(20), (21). Следовательно, существует |i/ < 1, такое, что для
всех достаточно больших п найдутся целые (хп, уп), для ко-
торых

!/„(*». У») К РЧ l * » - e j e l < l . (22)
Положим

Тогда по (9)

!/

и по (6), (15), (22)

••'\пМ-уМ\ = \Вая-Ьа\\ха-
(п -> оо).

Что ^противоречит (5).



ЗАМЕЧАНИЯ- 5?

Д о к а з а т е л ь с т в о В следует сразу из леммы 4, 9
(и их следствий) и 10, так как тогда Fm(x, у) имеет | л = 1,
8 = 9 — Am-2.

Д о к а з а т е л ь с т в о С. Согласно леммам 4, 14, сущест-
вует несчетное множество чисел 9, для которых v^-Vg. Со-
гласно утверждению А, существует только счетное множе-
ство чисел 8, для которых v > '/3, а множество чисел, экви-
валентных любому числу, очевидно, счетно.

З А М Е Ч А Н И Я

§ 1. Первоначальное доказательство Маркова использует
теорию непрерывных дробей [Марков (1879) или Дик-
сон (1930)]. Приведенное здесь доказательство восходит
к Ремаку (1924) и Фробениусу (1913). Иная точка зрения
(но не доказательствр) имеется у Кона (1955).

Немногое известно о возможных значениях величины
%~ (/)(*(/). меньших '/з> или, что практически то же самое,
величины v(8); см. Коксма (1936), гл. III. Простое доказа-
тельство того, что эти значения не могут встречаться между
12~1/а и 13~'/j, см. у Дейвиса (1950). М. Холл показал, что
они принимают все значения в интервале справа от нуля-, но
не опубликовал детали доказательства. Результат такого рода
непосредственно следует из (2.15) гл. I и из результатов
М. Холла (1947), где дано краткое описание такого приме-
нения. " ,

§ 2. „Теорема изоляции" и ее применение в этом кон-
тексте принадлежат Роджерсу (не опубликовано). Имеются
любопытные предположения у Ремака (1925). Дальнейшее
распространение техники „изоляции" см. у Касселса и Суин=
нертона-Дайера (1955). - - •;,

§ 3. Дальнейшее рассмотрение этого уравнения см. у Фро-
бениуса (1913). Техника Фробениуса была недавно применена
некоторыми авторами к другим диофантовым уравнениям.
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§ 1. Введениг. В предыдущих двух главах мы занима-
лись однородными задачами, т. е. стремились сделать малой
дробную долю ||^61| однородного выражения qb, или, более
Общо, стремились сделать малыми одновременно | |^6i| |, . . .
. . . , Ц^9„||. В этой главе мы будем заниматься неоднород-
ной формой qb— а или более общими совместными задачами.
Между однородными и неоднородными задачами имеется су-
щественное различие. В однородной задаче значение q=0
дает Тривиальный результат, который должен быть исключен,
а предположение q < 0 не вносит общности, так как
|| (—q)61| = || уб | | . В неоднородном случае обычно бывает
уместно позволять целой переменной принимать все значе-
ния— положительные, отрицательные и нуль. Ограничиваясь
Положительными значениями переменной, мы приходим к дру-
гому варианту задачи.

Еели 6 рационально, скажем 6 = т/га, где п > О, т—це-
лые, то, очевидно, что ||^6 — a | |^.n~ 1 | |na | f , причем равен-
ство имеет место для бесконечно многих q. Другой тривиаль-
ный случай имеет место при а= тЬ-\-п для некоторых
цел$х> nt, ti. Тогда | | ^ 6 — а | | = ||(<7 — /и)6||, и задача 6 по-
ведении ||^6 — ос|| является, по существу, однородной задачей.
В § 2 мы покажем, не считая эти два случая, что всегда суще-
ствует бесконечно много целых q, таких, что | q11|^6 — a|| <ClU,
и что в этом утверждении 1Ц для переменного 6 не может
быть заменена меньшей постоянной. Эта теорема является

аналогом однородной теоремы относительно ^ | | ^ 9 | | < 5~'/j.
В § 3 мы покажем, что не существует хотя бы и слабого
неоднородного аналога существования решений неравенств

0<q<Q, I I ^ I K Q - 1 при всех Q > 1.
В задаче совместного неоднородного приближения возни-

кают новые соображения. Предположим, что мы'хотим найти
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целое q, такое, что одновременно

IM —М<8 (1 </<«), (1)
где 8,, а, и 6 > 0 заданы. Пусть имеются целые и, ип,
не равные одновременно нулю, такие, что и г 6 г - ( - . . . - ( - и п 0 л —
целое. Тогда из (1) следует, что

< I «1111*1-^,11+ ... + | И л | | | а п - < 7 б л | | <

Таким образом, если неравенства (1) разрешимы при любом
сколь угодно малом е > 0, то мы должны иметь 1 1 ^ ^ , + . . .
. . . + и л а „ | | = 0, т. е. выражение и^ху-\- ... + и„а„ должно
быть целым числом. Это дает ряд необходимых условий раз-
решимости (1) при любом малом е > 0. В § 5 мы покажем
в более общем плане, что это необходимое условие является
также и достаточным. В гл. V мы выясним, как этот резуль-
тат может быть сформулирован количественно.

§ 2. Одномерный случай. Мы сначала докажем один
довольно общий результат:

Т е о р е м а I (Минковский). Пусть npuj=\,2 Lj =
= iy(jc, у) = XjX + |i.y_y — пара линейных форм, и пусть
A = XJ|JL2 — X^j Ф 0. Тогда:

А. Для любых чисел р,, р2 существуют целые х, у,
такие, что

В. Если, далее, JJLJ/XJ иррационально, а е > 0 произ-
вольно мало, то существуют решения неравенства (J),
для которых

|£, + Р , | < 8 ; (2)
Теорема I есть простое следствие следующей леммы.

Л е м м а 1. Пусть 6, ср, ф, ш — четыре действительных
числа, таких, что

|6ш — с р ф | < 1 | Д | , | ф ш | < | Д 1 , . <!>><). (3)
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Тогда найдется целое а, такое, что

и | < Г А 1

]8 + ф И | < ф . (5)'

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что — ф ^ 8 < 0
и ср^-О, взяв в случае необходимости вместо 8, ср соответ-
ственно 8 -)-иоф, ср —|—иоср при подходящем целом и0 и — ср, — ш
вместо ср, ш. Теперь покажем, что и = О или 1 обеспечивает
справедливость леммы.

Предположим сначала, что ср- |-ш^О. Тогда

1 6 | 8ср | | (8+ф)(ср + ш ) | <

| ) 2 = ф 2 и 2 < | Л | 2 . (6)

Если же ср-|-ш > 0, то

| ) v ' < | c p | | 8 + ^ | + |8||cp + (o| =

) | = |срф — в « о | < 1 | А | . (7)

Следовательно, в обоих случаях

) | ) < 1 | Д | . (8)

Так как т а х ( | 8 | , |8 + ф | ) ^ ф , то тем самым лемма
доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I. Мы начнем с доказа-
тельства В. По теореме Минковского о линейных формах
(приложение В, теорема III) найдутся целые д:0, у0, не рав-
ные нулю одновременно, такие, что

К 5" 1^!- (9)
Без ограничения общности можно считать д:0, у0 взаимно
простыми. Так как ^1\ иррационально, то мы можем счи-
тать, что

е, (9')

заменяя величины д;0, у0 в случае необходимости величи-
нами — д;0," — у 0 . Выберем теперь целые xv уг так, чтобы

^ 1 - Положим
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так что х, у— целые, если х', у'— целые, и наоборот.
Тогда . . . . . . •••:

L] = \^ + V.]y=\')x' + V.
t^ (J=l.2), -•.•-.

где Х ^ - Х ^ Х ^ - Х ^ ^ Д и 0<Х1'<е, |Х^|<

< е - 1 | Д | , по (9) и (9')- • • • . " •
Пусть теперь у'—целое, такое, что ;

Мы можем теперь применить лемму 1, выбирая

ф 1, ;,

так как |6ш —фср| = | р ^ —р2Х{ — Ду'| < у | Д j

Следовательно, существует целое х' = и, такое, что

Lj^y.x'+^y' (7=1,2)

удовлетворяют неравенствам

что и требовалось доказать.
Для доказательства А заметим, что обязательно найдутся

целые д;0, у0, не равные нулю одновременно, такие, что

Если XJJCQ —Н(*1УО ^ 0' т 0 рассуждаем так, как показано
выше; если же Х1Л:О4-!А1УО = О. ТО тогда X 2JC 0-\- |х 2у 0 Ф О
и Lx, L2 меняются ролями.

С л е д с т в и е . Постоянная 1/i не может быть заме-
нена меньшей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

при всех целых х, у.
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При более внимательном рассмотрении доказательства
можно было бы показать, что это, в сущности, является
единственным случаем, когда в (1) имеет место равенство.
Вмерто этого мы докажем следующую теорему.

Т е о р е м а II (Минковский). А. Если 9 иррационально и. а
не может быть представлено в виде а = тЪ-\-п при
целых т, п, то существует бесконечно много целых q,
таких что

М1кв-а||<1.
В. Для любого заданного е > О существуют иррацио-

нальное 9 и афтЬ-\-п, такие, что | ^ | | | ^ 9 — z\\'>1U — s
при всех q ф О и \\mmi\q\\\qb — а|| = V 4

 nPu Ы - > о о .
Д о к а з а т е л ь с т в о А. По теореме I В с

£i + Pi = 9 * — У —«. L2-\-?2 = x, | A | = 1

существуют целые x = q, y=p, такие, что

\ я \ \ д ^ р а \ < \ b p a \ < z

Так как а ф q$— р при всех целых р, q, то, заставляя е—>0,
мы получаем бесконечно много пар целых р, q. Наконец,
V4 достигается самое большее один раз, так как из равенств

8̂ — р — a=±jq-\ q'b—p' — a=±\g'~V. q ф q'

при любой комбинации знаков следует, что (д — q') 9
рационально, а значит, и 9 рационально вопреки предпо-
ложению.

Д о к а з а т е л ь с т в о В. Запишем 9 в виде непрерывной
дроби, как в гл. I,

6 = [с,, а2, . . . ] ,

где требования на ап будут наложены в ходе доказатель-
стэа. Имеем

(Ю)

и для п ;> 1

(11)
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По (2.15), (2.16) гл. f ймее» 1)

' (12)

1 = 1 + О(а11ап11). (13)

8). Очевидно

рассмотреть только целые q фО), р, такие, что

Положим теперь а = -к-(1 — 8). Очевидно, достаточно

\. (14)

Если | 2 ^ + 1 | ^ а | / » , то | (2<7 + 1) 9 | < а,~'л, и правая часть

неравенства (14) будет больше, чем

2 ( 1 — a , - V , ) > i ,

если flj^-4, что мы и будем теперь предполагать. Таким
образом, существует целое я ^ > 1 , такое, что

(15)

Следовательно, по (12), (14) и по тривиальному неравенству
\<2q+l)l2q\<2

\(2д+1)Ь-(2р+1)\

|

Так как |_ря+1<7„ — Яп+\Рп\=\< т 0 найдутся целые и, v,
такие, что

2p + l=apa + vpa+1, 2q+l=aqa + aqn+v (17)

В действительности, по (15), (16) и (12), (13)

|и | = | (2q + 1) (д„+1в -

| = О

Таким образом,

' ) / = О(g') означает, ч т о | / ^ ^ ' | меньше" некоторой абсолют-
ной постоянной, где Д g > 0 могут зависеть от нескольких пере-
менных. В частности, / = А + О(g) означает, что f—h==Oi{g).
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Следовательно, используя (15), имеем v = O(alh+1\ и; значит

6 - (2р +.1). = J ;
4$ P ~ ^

Предположим теперь, что все ап — четные. Так как

то или /?п,"0„-+г—_нечетные,: а д„, рп+л — четные, или на-
оборот. В обоих случаях и, и — нечетные по (17), и, значит,
uvj=0. Таким образом, по (18), (19)

_ 0 ( _ 1 / 2 ) _

Но по (15) \2ql(2qJr\)\^\ — O(q~1a-'l') и по (13)

т. е. >• 1—4е, если mina n больше постоянной, зависящей
только от е. Ясно, что п—>оо, когда |<7|-т>оо, и, значит,

если, кроме того, а л - > о о . Построенные таким образом 9, а
обладают указанными в теореме свойствами.

! • •

§ 3. Отрицательный результат.

Т е о д е м а III. Пусть у (q) — любая положительная
функция целочисленного аргумента q, такая, что

"'•••-•' ср(?)-+О ( ? - + о о ) . (1)

Тогда существуют а и иррациональное 9, такие, что
пара неравенств

\g[<Q. JkB — a]|<cp(Q) (2)

Неразрешима рля бесконечно многих значений Q.
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З а м е ч а н и е . Функция ср(q) может стремиться к нулю
сколь угодно медленно 1). В этом случае утверждение тёо-»
ремы III является противоположным утверждению о том, что1

пара неравенств 0 < q < Q, H^eil-^Q"1 всегда разрешима^
В нашем примере а — рациональное, но нетрудно видоизме-
нить построение так, чтобы получить а иррациональное.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим а = !/г и определим б
как предел последовательности рациональных чисел
( п = 1 . 2, . . . ) ,
вательно,

р j ^
где ип, vn—целые и vn — нечетное. Следо-

vn' 2

при всех целых q. Определим целые Qn для
жим uxlvx = llz. Если ujvn, Qn уже определены для
то определим Qw+i как любое целое, такое, что

Полб*

(4)

что всегда возможно, согласно (1). Затем выберем

N

1

как любые целые, такие, что vN+x — нечетное и

VN+l »Л

Тогда предел

существует, и
8 = Hm univn (n -> оо)

1
8vn+iQn+2

<п+\

+ ...

Следовательно, если | q \ ^ Q n + 1 , то по (3) и (4)

vn * "п

Это и доказывает теорему для данных 8, а и для бесконеч-
ной последовательности целых Q2, Q3

§ 4. Линейная независимость над полем рациональ-
ных чисел. Говорят, что система чисел рх, .... (А,

') Возьмем, например, = q~l. — Прим. пере в.
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называется линейной независимой (над полем рациональных
чисел), если равенство v^ + . . . +их(АХ = 0, где о1, ...,vt—
рациональные числа, имеет место тогда и только тогда, когда
U j = . . . =vt = 0. Число X называется линейно зависимым
от (Aj, . . . , [At (над полем рациональных чисел), если
Х = и ^ + . . . +O|ji.| при рациональных vx vt. Для дока-
зательства теоремы IV нам понадобится следующая

Лемма 2. Пусть \ Хп — действительные числа,
не равные нулю одновременно. Тогда существует линейно
независимая система чисел ^ ^ (l^in), такая, что
каждое Ху линейно зависит от ^ pt.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Xj Хп линейно незави-
симы; то полагаем / = я, [iy = X/-. В противном случае суще-
ствуют рациональные vt vn, не равные нулю одновре-
менно, такие, что имеет место равенство

о1х1+...+«Л = о. О)
Без ограничения общности можно считать, что vn ф 0. Тогда Хп

линейно зависит от Хд, . . . . Хп_1# Если Xj Хп - 1 линейно
независимы, то полагаем 1 = п— 1, (Ау^Ху (j ^ п— 1). В про-
тивном случае существует линейное соотношение UJXJ + . . .
. . . + и п _ 1 Х „ _ 1 = 0, в котором, не ограничивая общности,
полагаем vn_x Ф 0. Повторяя предыдущие рассуждения, видим,
Что Xn, Xn_j' линейно зависят от Xj -̂л-г* ^ конечном
счете мы получим линейно независимое подмножество чисел
(А, = Х, (1-^У-^/) с соответствующим упорядочением Ху, от
Которых линейно зависят Xj Хп.

С л е д с т в и е . Если \ Ф 0, то можно выбрать ц,1 = Х1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в (1) Xj Ф 0, то тогда Vj ф 0
при некотором ]ф 1; переставляя только числа Х2 Хп,
мы можем получить vn ф 0. Аналогично проводятся следую-
щие этапы доказательства.

§ 5. Совместные приближения (теорема Кронекера).

Т е о р е м а IV (Кронекер)1). Пусть даны п однородных
линейных форм

Lj(Xl xj (

') Мы пользуемся векторными обозначениями (см. стр. 7).
Другое доказательство теоремы IV дано в конце гл. V, § 8.
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относительно любого числа т переменных xt. Тогда
каждое из следующих двух утверждений относительно
действительного вектора я = (<хх, . . ., ад) влечет, за собой
другое.

А. Для любого г > 0 существует целый вектор a =
= (ах, ..., ап), такой, что одновременно выполняются
неравенства

л). (1)

В. Если и = (их и „ ) — любой целый вектор, такой,
что форма

относительно переменных х^ имеет целые коэффи-
циенты, то

« , 0 , + ••• +"„<*„ (2)
число целое.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что утверждение А вле-
чет за собой В, так как в § 1 этот факт был доказан для
частного случая, а общий случай доказывается аналогично.
Остается доказать, что В влечет за собой А.

Обозначим через Л множество всех z = (zx zn),
которые могут быть представлены в виде

Zj = Lj(x) — yj, (3)

где х = (хх хт), у = (У! У„) — целые. Ясно, что
если z ( 1 \ z ( 2 ) £ Л , то az(1)-)-£z(2> £ А для всех целых а, Ъ.
Все точки z с целыми zv .. ., zn принадлежат А. Пусть
u = («! и„) — целый вектор. Тогда, очевидно, для того
чтобы форма

была формой относительно х с целыми коэффициентами,
необходимо и достаточно, чтобы uz было целым для
всех z £ A . Если uz — целое при некотором действительном
и и для всех z £ Л , то « ! > . . . , ип—целые, так как каждый
вектор (0 О, 1,0 0 ) £ А .

Теперь то, что нам надлежит доказать, можно сформу-
лировать так: предположим, что ъя = ихах-\- ... +«„<*„ —
целое число для всякого действительного и, для которого
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uz—целое при всех z £ A . Тогда для любого е > 0 суще-

ствует вектор zM £ Л, такой, что

Л е м м а 3. Существует совокупность s-^.n целых

векторов u ( < )( l -^ t^s), таких, что:
(1) для того чтобы действительный вектор и удо-

влетворял условию uz—целое при всех z £ A , необхо-
димо и достаточно, чтобы u = UjU ( 1 )-|- . . . - j - t y i ^ при
некоторых целых vx vs;

(2) после соответствующей перестановки форм Lj(x),

если в этом есть надобность, векторы uV> примут вид

ч ( 0 = (0 О, «,,„ ии , + 1 и(> „), ult t Ф 0.

З а м е ч а н и е . Таким образом, бесконечное число усло-
вий uat — целое заменяется конечным числом условий и ( < ) я —
целое.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что рассматриваемые векторы
образуют модуль в смысле приложения А. Поэтому спра-
ведливость леммы 3 следует из леммы 1 и ее следствия при-
ложения А, так как вектор и, как было замечено выше,
всегда целый.

С л е д с т в и е 1. Если pj ps — действительные
числа и

то
Pi= ••• = Р * = 0 .

С л е д с т в и е 2. (п—\)-мерные векторы, полученные
из и ( 2 ) u ( j ) вычеркиванием первой координаты 0, обла-
дают тем же свойством относительно форм L2 Ln,
что и u ( 1 ) u ( i ) относительно Lx Ln.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.

Л е м м а 4. При надлежащем выборе*) векторов
u ( 1 ) u ( i ) можно считать, что для любого множе-

') Нетрудно доказать, что любые векторы u<') u^', удов-
летворяющие лемме 3, удовлетворяют н лемме 4, так что замеча-
ние, о выборе векторов можно опустить.
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ства целых u)j, . . . . ms найдется вектор z £ А, такой, что

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно, очевидно, найти век-
торы z ( r ) £ A ( l - s c ^ X » , такие, что

u(t)z(r) = о, если г ф t,

т а к к а к т о г д а т е о р е м а с п р а в е д л и в а п р и z = u ) j Z ( 1 ) - | - . . .
. . . -\-wsz

(s).
Предположим сначала, что s=l. Если d',d"—целые

вида u ( 1 )z, z £ A , то тогда и a'd' -\-a"d" имеют тот же вид
при любых целых а', а". Таким образом, множество значе-
ний, принимаемых величиной u ( 1 )z, есть множество всех
кратных некоторого целого числа d > 0. Но тогда uz — це-
лое для всех z £ A , где u = tf~1u(1). По лемме 3 d=\.

Теперь u'1^z'I^ = d = l для некоторого z ^ £ A по опреде-
лению d, что и доказывает лемму в случае s = l .

Предположим теперь, что s > 1 и что лемма 4 доказана
для меньших значений s. В частности, рассматривая только

можно найти
z<'> (2 < г < s).

такие, что

гф{).

Обозначим целые u ( 1 ) z ( < ) через ht. Рассматривая

вместо и^1^ (что не нарушает справедливости леммы 3), мы
можем считать, что

u<i>z«> = 0 ( 2 < г < » . (4)

Рассуждая, как и в случае s = l , найдем вектор z ( 1 ) ^ А,
такой, что

. Ц П) ? (1)=^1.. (5)
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Обозначим целые u ( f )z ( 1 ) через gt. ( 2 ^ / ^ , s ) . Рассматривая
z ( 1 ) — g^2)— ••• —ёз2^ вместо z ( 1\ можно считать, не
нарушая условий (5), что

Этим лемма 4 доказана.
С л е д с т в и е . Если теорема IV справедлива для

всех а, таких, что

u«>a = 0 ( 1 < / < S ) , (6)

то она справедлива и всегда.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если и^а = ш( — целое (1 <; t <! s)

и z ' ( A определяется леммой 4, то

Справедливость теоремы для %' означает, что для любого
s > 0 существует вектор z" £ Л, такой, что

\z"j — ay| < e ( 1 < У < л ) .

Но тогда z ( e ) = z" — z '^A и

что и требовалось доказать.

Лемма 5. Существует е0 > 0, такое, что все век-
торы г £ Л с

I «У 1 <: во ( 1 < У О )

удовлетворяют равенству

u<'>z = 0 ( l < / < s ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем е0 так, что

Если т а х ) г : у | < е 0 , то | u ( f ) z | < l . Но u ( < ) z — ц е л о е , если

•в с л.
Лемма 6. ^Предположим., что существует гх > О

и вектор X = (Xj Хл), такой, что все векторы z^A,
у которых

\ \ < ( 1 < У < ) (7)
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удовлетворяют также равенству

Xz = 0. (8)
Тогда

X = v1u»>+ . . . + V»(i)". (9)

где Vj vs—некоторые действительные числа.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть е — любое сколь угодно

малое число, в частности

Предположим, что г ф О принадлежит Л и удовлетво-
ряет равенству (7). По теореме VI гл. I существуют целые
ш Ф О, t = (tv . . . . tn), такие, что

m a x | u ) Z y — ^ y | < e < e j . (10)

Но wz — 1 £ А, так как z £ A и все точки с целыми коор-
динатами также принадлежат А. Таким образом, по усло-
виям леммы имеем

и, значит,
Xt = O. (11)

По лемме 2 существуют числа (Aj [Aj (l^.n), линейно
независимые над полем рациональных чисел, от которых
линейно зависят Xlf . . . . Хп, например

с рациональными векторами v'1 '
Тогда из (11) следует, что

и, значит,
vt'>t = O (1 < / < / ) , (12)

так как v ( i ) и t — рациональные. Но теперь по (10) и (12)

| v«>z | < | u)V

(i)z | = | v<« (ад — t) | < Я<*>в,

Где / ? О ^ сумма абсолютных значений координат векторов
" ) . Следовательно,

v«z = 0 (1 </</).. (13)
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так как е сколь угодно мало. Таким образом, из (7) и (8)
мы получили / уравнений (13), которые по форме подобны
первоначальному уравнению (8) и в которых, кроме того,
вее координаты векторов v ( i ) рациональны. Если все v ( i )

имеют вид (9), то такой же вид имеет и X. Следовательно,
достаточно доказать лемму для случая, когда вее Xj, . . . . Xrt

рациональны.
Положим теперь, что \, . . . . Xrt рациональны и z — лю-

бой вектор из Л. Как и ранее, существуют целые ш ф О,
t = 0\ tn), такие, что

\mzj~ tj\<e, (1</<л).

Так как wz— t £ A , то X(wz—1) = 0. Значит, Xz рацио-
нально, так как X,t рациональны и ш Ф 0. В частности, все
коэффициенты при х, у в

рациональны. Таким образом, существует целое q, такое,
что все коэффициенты в

являются целыми. По лемме 3 q\ = s

при некоторых целых рх, . . . . ps. Отсюда получается (9)
при ^l = p.Jq.

Л е м м а 7. Существует п — s линейно независимых1)
вектороз

zd) z<n-*>£A,

у которых max | Zj\ <i[ e для любого в > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем строить векторы z ( 1 )

 z(n-s)
последовательно. Предположим, что мы уже имеем q век-
торов z ' J \ . . . . z*9\ где 0^.q<^n — s. Очевидно, что су-
ществует вектор X, не представимый в виде X = v1u'1^-)- . . .
. . . -j-vs

u<'s)' такой, что

(И)

•) То есть из PiZ^O-)_ . . . -|- prt_gz<n-y> = 0 при действитель*
ных р, р„_, следует, что pi = . . . = р „ _ , = 0.
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По лемме 6 существует вектор z ( ? + 1 ) £ A с т а х | ^ у | < е ,
такой, что Xz ( ? + 1 ) ф 0. Тогда z ( 1 )

 Z(?+D — линейно неза-
висимые векторы.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы IV. По следствию из
леммы 4 достаточно рассмотреть а в пространстве £Р, опре-
деленном равенствами

Пусть е > 0 — как угодно мало, a z ( 1 ) z ( n~' s ) — векторы,
о которых говорится в лемме 7. По лемме 5 все они ле-
жат в пространстве £?, если е < е0, что можно предпола-
гать. Так как размерность пространства &" равна п — s, то
по следствию 1 леммы 3 имеем

где pj pj—некоторые действительные числа. Суще-
ствуют целые Ъх bs, для которых

Тогда

Далее, абсолютная величина /-й координаты вектора

« _ z < » > = (p1 — ^ г ^ Ч - ...
не более чем

Так как е сколь угодно мало, этим теорема доказана.
Позднее нам понадобится следующее

С л е д с т в и е из т е о р е м ы IV1). Для любого е > 0
существует число Х=Х(е), такое, что для каждого
действительного вектора а, удовлетворяющего В, най-
дется целый вектор а, для которого

') Это следует также из леммы Гейне — Бореля.еслиее примет
нить к гиперкубу 0 < а < 1
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, не ограничивая
общности, что 0 ^ а у < 1 . Тогда если а принадлежит £Р,
то числа ^! Рп-5' введенные выше, ограничены и, зна-
чит, имеется только конечное число возможных значений
для Ьх, . . . . bn_s, т. е. для а. Доказательство следствия
леммы 4 показывает, что вообще вектор а может быть взят
из конечного множества, так как при 0 <; oty < 1 суще-
ствует конечное число возможных значений для u»lt . . . . ws.
Таким образом, в качестве Х(в) можно взять наибольшую
координату в конечном множестве векторов х.

З А М Е Ч А Н И Я

§ 2. Полагая е - > 0 в теореме I B , мы видим, что суще-
ствует бесконечно много целых решений jt, у неравенств (2.1)
и (2.2) при условии, что нет решения уравнения £ 1 - | -р 1 = 0.
Но если такое решение существует, то очень возможно, что
оно является единственным решением неравенств (2.1) и (2.2),
например, для pj = p2 = 0, LXL2 = х2 - j- xy — у2 [ср. Мор-
делл (1951) и Касселс (1954b)].

Минковский высказал предположение, что если Lj (x) суть п.
линейных форм от п переменных х с определителем Д Ф О,
a otj ап — любые числа, то существуют целые х, для
которых

П1М*)-«у1<2-«|Д|.
Теорема I есть подтверждение этого предположения для
п = 2. Современное состояние этого вопроса, а также сооб-
ражения относительно того, когда существует бесконечно
много таких целых х, см. у Касселса (1952а) и у Роджерса
(1954).

„Асимметрические" аналоги теоремы II см. у Блэни
(1950), Сойера (1950), Барнса и Суиннертона-Дайера
(1955). Случай х > 0 рассмотрен у Касселса (1954а).

Много работ посвящено улучшению постоянной а/41Д |
в теореме I в случае, когда произведение LXL2 есть данная
неопределенная квадратичная форма с целыми коэффициен-
тами [см. Варне ч Суиннертон-Дайер (1952)J.



ЗАМЕЧАНИЯ 1Ъ

Использование непрерывных дробей в доказательстве
теоремы II В служит примером общности техники в случае
однородной и неоднородной задач. Другое доказательство
более слабого результата см. у Канагасабапатхи (1952),
а более сильный результат см. у Барнса (1956).

§ 3. Хинчин (1926).
§ 5. Другие (родственные) „теоремы Кронекера" имеются у

Перрона (1913). Интересная точка зрения имеется у Турана
(1953).



Г л а в а IV

РАВНОМЕРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

§ 1. Введение. Положим, что 8 иррационально. Согласно
результатам гл. III, существуют целые q, для которых ||^9 — а||
сколь угодно мало при любом заданном а. В частности, су-
ществуют целые q, такие, что {̂ 9} произвольно мало отли-
чаются от любого заданного р из единичного интервала
0 ^ р < 1 , или, другими словами, множество чисел {̂ 9}
всюду плотно в единичном интервале. В действительности
же имеет место нечто большее. Обозначим через FQ(a, P)
при 0 ^ а < р ^ 1 число целых q, таких*), что

Тогда Q iFQ(a, P)->P — а при Q->oo равномерно относи-
тельно а и р . Это значит, что асимптотически каждый ин-
тервал a ^ j t < p содержит „правильное число" чисел {qQ}.

Аналогичные результаты имеют место и для совместного
приближения. Если flj, . . . . 9П таковы, что соотношение
И А + ••• ~han®n = v н е и м е е т места ни при каких целых
их ип, v, одновременно не равных нулю, то множество
дробных долей

равномерно распределено в единичном гиперкубе 0 ^ Xj < 1.
В § 2 мы дадим формальное определение равномерного

распределения, а в § 3 докажем (в более общем виде) упо-
мянутые выше теоремы. Наконец, в § 4,5 мы рассмотрим
один общий критерий равномерного распределения, исполь-
зующий тригонометрические суммы. С помощью этого кри-
терия получаются очень прозрачные доказательства резуль-

') Причина одновременного появления знаков < н < чисто
техническая.
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татов § 2 и некоторых общих свойств равномерного рас-
пределения.

Введем следующие определения. Будем говорить, что два
числа 2*1), 2<2) или, более общо, два вектора z*1), z<2> срав-
нимы по модулю 1 или просто сравнимы, если разность
z ( 1 > — z ( 2 ) имеет только целые координаты. Условно этот
факт будем записывать так:

Z(l)= z(2). .

Это определение симметрично относительно z*1) и z(2>. Да-
лее, если z ( 1 ) = z ( 2 ) , a z<2> = z ( 3), то и z W ^ z * 3 ) . Таким
образом, векторы распадаются на классы сравнимых векто-
ров. Так как мы интересуемся только дробными долями, то
данные векторы можно заменять векторами, сравнимыми
с данными. Можно дать интерпретацию действительных чи-
сел, в которой сравнимые числа представляются одной и той же
точкой, полученной наматыванием действительной оси на
окружность длиной 1. В этой интерпретации число z пред-
ставляется точкой окружности, для которой центральный
угол равен 2izz. При рассмотрении равномерности распреде-
ления дробных долей множества чисел полезно иметь в виду
эту интерпретацию. Аналогично предыдущему можно, есте-
ственно, интерпретировать классы сравнимых /я-мерных ве-
кторов на „/я-мерном торе". Однако такой интерпретацией
пользоваться мы не будем.

§ 2. Определение отклонения. Предположим, что дано
конечное число векторов %(q)={zqX zgn) (l^Cq^CQ)
в единичном гиперкубе

0<z,<l (1 </<>)• (1)

Обозначим через F (а, $), где 0 < а ; < р ; < 1 ( 1 < У < л ) ,
число векторов z(<7), лежащих в гиперпараллелепипеде

j<h (2)

объема Д ( Р у — а-})- Тогда

\1(а, р ) - П ( Р ; - а ; ) | (3)
«.
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называется отклонением векторов г*?). Ясно, что

Если имеется бесконечная последовательность векторов г^
(1<^<7<°°) c условием (1), то через DQ обозначим откло-
нение первых Q из них. Если при Q->oo

DQ->0, (4)

то будем говорить, что последовательность равномерно рас-
пределена в единичном гиперкубе. Более общо, пусть имеется
множество векторов z< 4 ) с (1), связанных с множеством т
целых положительных векторов q=(<7j qm). Обозна-
чим через DQI . . . Q отклонение QXQ2 • • • Qm векторов z<4)
с 1 ^ii^CQi ( 1 < ^ 1 < ^ " 0 - Будем говорить, что множество
векторов z ( q) равномерно распределено, если DQl... Q - > 0

при Qlt стремящихся к оо независимо друг от друга J ) .
Пусть z — любой вектор. Тогда через {z} обозначим век-

тор ({^j}, . . . , {zn)), координаты которого равны дробным
долям вектора z. Будем говорить, что множество векто-
ров z(?) или z<4) равномерно распределено по модулю 1,
если равномерно распределено соответствующее множество
их дробных долей.

На первый взгляд кажется, что было бы естественно
оценивать равномерность распределения по модулю 1 мно-
жества векторов z(<7) ( 1 - ^ 9 - ^ Q ) c помощью отклонения D
их дробных долей, но по техническим соображениям удоб-
нее поступать по-другому (ср. с замечаниями в конце § 1).
Пусть Л ( < ? ) — множество всех векторов TL = ZW -\-t, t — ц е -
лый вектор. Пусть для любых а, $ с Ру>-ау (1 <! ./ '<! л)

F* (а, Р) обозначает число точек х.£Л ( < г ) при aj^.Xj < Ру.
Ясно, что при целом t

/"(e+t. P + t) = /*(«. Р). (5)

и для 0 -< O.J < Ру <; 1

Г (в, р) = / ? (*. р). (6)
где F определяется через дробные доли, как указано выше.

') То есть Z)QI ... Q < s, как только все Qi больше некоторой
постоянной, зависящей от е.
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Назовем отклонением по модулю 1

где вектор а пробегает все значения, но, согласно (5), мо-
жет быть ограничен и единичным кубом. Покажем, что

D < D * < 2 « D , (8)

причем левая часть этого неравенства тривиальна по (3), (6),
(7). Любая область о̂  <! Xj < Ру, где 0 <! а, < 1, fy— а^<! 1,
разлагается1) самое большее на 2" областей вида а ' ^ Xj < §'.
где для каждого / независимо

или o < a ; < p ; < i , или 1 < а ; < р ; < 2 . (9)

Тогда F*(a, Р) = 2 ^ * ( а ' > РО п 0 определению и

так как Д(Ру — о.,) есть объем всей области, а Ц ( Р / — я')
есть объем одной из частей. Следовательно,

Но в (10) каждое слагаемое не более D по (2), (3), (5),
(6), (9), а всех слагаемых самое большее 2". Согласно (7),
это и доказывает неравенства (8).

Согласно (8), равномерность распределения по модулю 1
может быть определена как с помощью DQ -> 0, так и с по-
мощью D* -> 0 (в очевидных обозначениях).

Относительно среднего по а функции F*(a, a + Y ) ПРИ

любом фиксированном у (Т/ > 0) справедлива следующая

Лемма 1. ДЛЯ любого у с f/ > 0 О-^У-^'О (Т/
обязательно ^ 1) имеем

f . . . f r ( a . « + Т)^« = < г П т / . •da = d a l . . . d a a

') Читателю рекомендуется начертить схему для я = 2,
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Д о к а з а т е л ь с т в о .

2 («, Y), (11)

где / в (а , у) — число векторов x = z<1?)-|-t (t — целый век-
тор) с а ; < д г ; < а ; + Т/ О <•/<>)• Но

2
где суммирование проводится по всем целым векторам t,
а <Р?(Р> Y) = l> е с л и Р находится в области

объема J J fy, в противном случае <?Q(§, Y) = 0- Следова-
тельно,

J

— со < а. < со

Это и доказывает лемму, согласно (11).

§ 3. Равномерное распределение линейных форм.

Т е о р е м а I. Пусть Lj(x) (1 < ! / < > ) — однородные
формы относительно т переменных х = (л^, . . . , хт).
Предположим, что единственное множество целых
их ип, таких, что

имеет целые коэффициенты при хх, . . . . хт, есть их = . . .
. . . = ип = 0. Тогда множество векторов z<x) = (Lx ( x ) , . . .
. . . , Ln (x)) при целых х равномерно распределено по мо-
дулю 1.

З а м е ч а н и е . Читатель без труда сформулирует соот-
ветствующий результат для случая, когда 2 И ^ ( Х ) имеет
целые коэффициенты при некотором и=£0, и видоизменит
надлежащим образом доказательство.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Основная идея доказательства уже
ясна при т = п= 1. Для простоты мы ограничимся этим
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случаем. Тогда Lx (х) = бд^ при некотором иррациональном 6.
Записывая х вместо хх, мы покажем, что функция бд:
( д г = 1 , 2, . . . ) равномерно распределена по модулю 1. По
следствию из теоремы IV гл. III, стр. 73, для любого е > О
существует такое Х(е), что при любом действительном а
найдутся целые х, у, такие, что

| 6 * _ у — а | < е , | * | < * ( е ) . (1)

Пусть теперь Q > Х(е). Рассмотрим множество Л* , вве-
денное в предыдущем параграфе, т. е. множество чисел
qft—р, где р, q—целые и 1 < ^ < Q . Пусть F*(a, Р) опре-
деляется относительно множества Л(<2) так же, как и в § 2.
Покажем, что

Г (а, Р)</"(т. Ъ) + Х. Х = Х(в), (2)

где а, р, f, 8 — любые четыре числа, удовлетворяющие не-
равенству

0 < р — а = 8 — Т — 2 е < 1 . (3)

Здесь F*(a, Р) — число пар целых р, q с условием

Q (4)

«<?в —Р<Р- (5)
Пусть лг0, у0 — решение неравенств

| ^ о е ~ У о - ( Т + е - а ) | < е , | * 0 | < * ( е ) . (6)

Тогда, согласно (3), (5) и (6), целые q' = q-\-x0, р' = р-\-у0

удовлетворяют неравенству

Т<<7'9-/<§- (7)

Но F*(f, 8) есть число решений неравенства (7) с

l<q'<Q- (8)

Так как 1 ^ ^ < ! Q , то неравенство (8) имеет место, кроме
тех случаев, когда 1 <; q < | лг01 при дг0 < 0 и когда Q — хо~\-
"~Ь 1 -^ Ч -^ Q П Р И хо> ®- ^ любом случае существует самое
большее I A ^ I ^ A " значений q, таких, что (4) [но не (8)]
имеет место; для каждого q неравенству (5) удовлетворяет
самое большее одно р, так как Р-^a-f- l . Следовательно,
число решений неравенств (4) и (5) отличается от числа
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решений неравенств (7), (8) самое большее на X. Это и до-
казывает (2).

Таким образом, при фиксированных а, р, 0 < р — а < ^ 1 ,
имеем, согласно (2), (3) и лемме 1,

1

F* (р., Р)^А"-1- Г F*(f, т + Р — а + 2е )d^ =
о

Аналогично, взаимно заменяя пары чисел а, р и f. 8, имеем
при 2е < (3 — а -<! 1

1

Г (а. p»_*+J>(T. T+p-a-2e)dT =
о

— a — 2e)Q. (10)
Очевидно, всегда

Г (a, P)>0. (И)
Поэтому, в силу (9), (10), (11), имеем

если, например, Q > e~1Ar(e) = Q0(e). Следовательно, поопре-
делению D ^ < Зе при Q>Q0(&). Этим теорема доказана,
так как е произвольно мало.

§ 4. Критерии Вейля. Для простоты обозначений будем
рассматривать только последовательность векторов z(<7),
(<7=1, 2, . . . ) . Обобщение на z<4), q = ((jrlt . . . , qm) полу-
чается немедленно. Докажем две теоремы, принадлежащие
Вейлю.

Т е о р е м а II. Пусть z(<7) (q=\, 2, . . . ) — последова-
тельность векторов, лежащих в п-мерном единичном
гиперкубе 0 - О у < 1 . Для того чтобы эта последова-
тельность векторов была равномерно распределена в еди-
ничном гиперкубе, необходимо и достаточно, чтобы

lim Q-i V / ( z W ) ) = f . . . f / ( z ) d z ' (1)
0>оо • " • ^ ^
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для всех действительных или комплексных интегрируе-
мых по Риману функций / (z) , определенных в единичном
гиперкубе.

Т е о р е м а III. Пусть z^\ (q=\, 2, ...) —Любая по-
следовательность п-мерных векторов, котдрые могут и
не принадлежать единичному гиперкубу. Для того чтобы
эта последовательность векторов была рйвномерно рас-
пределена по модулю 1, необходимо и достаточно, чтобы
для всех целых векторов t ф О

lim Q-i 2 e(tz<«) = 0, (2)

где
el*lx, P = — L

З а м е ч а н и е 1. В теореме ничего не говорится о рав-
номерной сходимости в (2). Здесь только утверждается,
что (2) имеет место для каждого целого t Ф 0.

З а м е ч а н и е 2. Предположим, в частности, что z(<7) = qb,
где

О = (6, U
и t6 не целое при целом t ф- 0. Тогда е (t6) Ф 1 для ка-
ждого t и

<7<Q
e(tz<«)

4<Q

_\ g(te)(i-g(Qte))

Следовательно, по теореме III z(<7) равномерно распределены
по модулю 1. Это есть частный случай ( т = 1 ) теоремы I.
Общий случай теоремы I получается из соответствующего
обобщения теоремы III.

З а м е ч а н и е 3. Так как теорема III остается в силе,
если заменить векторы z ^ векторами, сравнимыми с z^
по модулю 1, то можно считать, что все векторы z(<7) лежат
в единичном гиперкубе 0 ^ 2 у < 1. В этом случае равномер-
ность распределения по модулю 1 становится просто равно-
мерностью распределения.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м II, III. Для простоты
рассуждений будем считать, что я = 1 , так как никаких
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больших дополнительных трудностей в случае я > 1 нет. Зна-
чит, наши векторы z ^ являются фактически числами, которые
мы будем обозначать через z^h Доказательство теорем II и III
(и даже несколько более сильного утверждения) будет получено,
если мы докажем цикл импликаций

A - > B - > C - > D - > A

относительно г^К где

0 < 2 < * ) < 1 (<7=1, 2, . . . ) , (3)

а А, В, С, D — следующие утверждения.
У т в е р ж д е н и е A. z<'> равномерно распределены в

0 <
У т в е р ж д е н и е В.

Q'^oia, Р)->р — a (Q^cx>) (4)

для любой пары чисел а, р, 0 ^ а < Р-^1, где, как и ранее,
FQ(<X, P) есть число решений неравенств

a < z ( " ) < p , I < ^ < Q- (5)

Равномерность предельного перехода относительно а и р не
предполагается.

У т в е р ж д е н и е С.
1

( Г 1 2 / ( * <«>)->//(*)<** (6)
Q<Q О

для всех функций f (z), интегрируемых по Риману в 0 ^ z ^ 1.
У т в е р ж д е н и е D. .

t 2 (/z№)->0 (7)

для всех целых /=£0. Здесь опять не предполагается равно-
- мерности относительно /.

Д о к а з а т е л ь с т в о т о г о , ч т о и з А с л е д у е т В,
очевидно, так как В более слабая1) форма А.

') Для читателя было бы небезынтересно найти простое непо-
средственное доказательство обратной импликации.
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Д о к а з а т е л ь с т в о т о г о , ч т о из С с л е д у е т D,
очевидно, так как e(tz)— функция, интегрируемая по Риману
(а в действительности непрерывная), и

1

J* e (tz)dz = О (t фО — целое),
о

Д о к а з а т е л ь с т в о т о г о , ч т о из В с л е д у е т 1 ) С,
Рассматривая действительную и мнимую части f {£) отдельно,
можно считать, не ограничивая общности, что f (z)— функ-
ция действительная и, прибавляя к f (z) подходящую постоян-
ную, что

/ G z ) > 0 . (8)

Пусть е > 0 задано, а V — достаточно большое целое поло-
жительное число. Пусть для всех целых v, I ^ v -^ V, mv,
Mv — соответственно минимум и максимум функции / (z)
в интервале

v — 1 < Vz < v, (9)
так что

< Л 1 о . (Ю)

Тогда, в силу интегрируемости по Риману функции / (г),
имеем при достаточно большом V

^. (11)

Пусть теперь V — некоторое фиксированное целое, такое,
что (11) имеет место. Согласно предположению, что В спра-
ведливо, число FQ(V—\/V, v/V) ^ср щ точек z <'), 1 ̂  q ^ Q,
попавших в (9), удовлетворяет неравенству

') Обратная импликация С -> В доказывается тривиально, если
рассмотреть функцию /О?), равную 1 при а-<гг < р н равную нулю
во всех других случаях.
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при всех достаточно больших Q. Для таких Q имеем,
используя (10) и (11),

v
Аналогично

q<Q

Так как е как угодно мало, то (6) доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о т о г о , ч т о А с л е д у е т и з D.

Лемма 2. Для любого г > 0 найдется число Е = Е (s),
обладающее следующим свойством:

для каждых а, В (0 ̂  а < В<^ 1) существуют функции
/_(г), f+(z) с периодом 1, имеющие непрерывные вторые
производные, такие, что

(0 0 < / _ ( 2 ) < 1 , 0 < / + ( 2 ) < 1 .

(ii) / + (z) = 1, если а < 2 < В,

/_(-z) = 0, если 0 ^ 2 < а или В ^ 2 < 1 .
1

(«О //+(2)d2<B-a+e.
о

— а — е .

(iv) \f+ ( 2 ) | < £, | / 1 Gz)|<£ для зседг г.

З а м е ч а н и е . Из условий (i) и (ii), очевидно, следует, что

2 2 *«>)• С12)( ) < Q ( ) < 2 / + ( )
g<Q

Как мы увидим, (iii), (iv) обеспечивают удобные разложе-
ния в ряд Фурье функций / ± (г).
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала построим функцию /_ (г).
Если р — а<^е, то / _ ( z ) s O обладает всеми нужными свой-
ствами. Значит, можно считать, что p>a-f-e . Всегда суще-
ствует дважды дифференцируемая функция ср (д;), определен-
ная на интервале 0 ^ х <! 1, со следующими свойствами:

ср ( 0 ) = ср' (0) = ср- ( 0 ) = 0 ;
ср(1)=1, ср'(1) = ср"(1) = 0;

0 < < р ( * ) < 1 Для 0 < д г < 1 .
Например,

8л:3— 8л:4, если 0 < л: <-i-,

) !
I 1 — 8(1 —лг)3-4-8(1 —л;)4, если -±-<л:< 1,

так как ср' (V2), ср" (!/<,) существуют и, очевидно, ср (л:) обладает

•+ -Ч-
р-е/г р 1

Фиг. 3. График функции /_(г).

всеми остальными необходимыми свойствами. Определим,
как показано на фиг. 3,

0, если 0 ^ z < а,

ср (2е~1 (г - а)), если а < 2 < а + 1 е ,

1, если а - ^ - ^ - е < 2 < р —2-е,

ср(2е~!(р—z)), если р — ^ е - ^ г < Р .

О, если (3 ^ z < 1.

Ясно, что f_ (z) дважды дифференцируема и

| / 1 ( г ) < 4е~2 max | ср" (л;) [ = Е (е).
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где Е не зависит от а и р. Таким образом, /_ (z) удовле-
творяет (i), (ii) и (iv). Она также удовлетворяет и (iii), так как

1 Э-г/2

Г f-(z)dz^- f dz = $ — а — е.
О а+е/2

Функция / + ( z ) строится аналогично.
С л е д с т в и е .

/+(*)= 2 cte(tz), (13)
— со < / < с о

/_(г)= 2 cleitz), (14)
—со < t < со

где
Со ^ - Р Я S, CQ -г^ Р ОС —(— S, (15)

| c f | < / - 2 M (/=^=0) (16)
«/>и М, зависящем от г, но не зависящем от а или р.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно общей теории рядов
Фурье, существуют разложения (13), (14), где

1

4 = ff±(z)dz,
о

и для t Ф 0, если проинтегрировать дважды по частям,
1 1

cf = / Д (z) е ( - tz) dz = - 4^г ff± (2") е ( - tz) dz.
о о

Применяя теперь (iii), (iv), получаем доказательство следствия.
Доказательство того, что А следует из D, получается

немедленно. Пусть е > 0 как угодно мало и f±(z) построены
для любых а, р, 0 ̂ а < р ^ 1, согласно лемме 2. Тогда по
неравенству (12) и следствию из леммы 2 имеем

2
g<Q -co</<oo

<Q(P —

Используя /_ (г), получаем подобную оценку снизу. Значит,

(17)-1 2 2
<Q
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Так как ряд 2 ^ 2 сходится, то можно выбрать Т, такое,
что М 2 t~2 < е> Следовательно, сумма членов с 11\ ^ Т

t>T

в (17) не более 2е, так как очевидно, что 1 ^e(tz ^) I -^ О.
Зафиксируем теперь е, Т. Если D справедливо, то

е (18)

для всех £ из 0 < | £ | ^ ! Г и при всех Q > некоторого
Q0(e), так как рассматривается только конечное число зна-
чений /.Следовательно, DQ < 5е для всех Q^Q0(e) по (17),
(18). Так как е как угодно мало, утверждение А доказано.

§ 5. Следствие из критериев Вейля.

Т е о р е м а IV. Для того чтобы 2-мерные векторы
z <«)=(>;(«'), у <*)) были равномерно распределены по мо-
дулю 1, необходимо и достаточно, чтобы \-мерные по-
следовательности uxW -\-vyW были равномерно распре-
делены по модулю 1 для всех пар целых и, v, не рав-
ных нулю одновременно.

Т е о р е м а V. Для того чтобы 1-мерная последова-
тельность z<*> была равномерно распределена по мо-
дулю 1, достаточно1), чтобы была равномерно распре-
делена последовательность 2<*+л)—2<*) при любом целом
А > 0 .

Т е о р е м а VI. Пусть многочлен

/(х) = агхГ~\~ • • • + а о (1)

имеет хотя бы один иррациональный коэффициент
it U > 0). Тогда последовательность

Z(9)=f(q) , (2)

равномерно распределена по модулю 1.

Теорема IV есть прямое следствие теоремы III, и поэтому
доказательство ее мы опускаем. Теорема VI получается из

') Но не необходимо, как показывает пример последователь?
ности г № = qb с иррациональным 6.
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теоремы V, которая в свою очередь является почти прямым
следствием теоремы III и следующей леммы.

Л е м м а 3. Пусть иу . . . . uQ — любые действительные

или комплексные числа, сопряженные к которым обо-

значим через uq\ пусть 1 ̂ Я ^ ф . Тогда

я2 2 и/
l<q<Q

+ 2(Я+<Э-1) 2 (Л-А) 2 «,«,+* • (3)
0<Л<Я I<?<Q-A

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем временно следующее согла*
шение: uq = 0, если q ̂  0 или q > Q. Тогда

н 2 «,= 2 ( 2 "

Следовательно, по неравенству Шварца') левая часть (3) не
превосходит произведения H-\-Q—1 на

о<р<я+<? 0<г<Я
иР-т

Но любой член | м? |
2 встречается в (4) точно Я раз,

а именно: при q = p — r = p — s и 0 < ^ г < Я . Любой член
UqUq+h и л и UqUq+h (^ > 0) МОЖеТ ВСТреЧЭТЬСЯ ТОЛЬКО При

Л < Я, а значит, он встречается точно Я — Л раз. Следо-
вательно, (4) принимает вид

2 К1 2 + -2 (я-л) 2 («Л+*+">,+*>•
?<Q 0<Л<Я !«?<<?» 9 9 Ч *

и лемма доказана.
С л е д с т в и е . Предположим, что

2

') А именно: 2 ^ г |2 < 2 ' ^ I2 2 1 *"' I2 д л я в с е х комплексных,
чисел т]£ С/(1 < / < ! ) . Относительно доказательства см. примеча*
ние на стр. 149. ;
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для каждого А > 0 {не обязательно равномерно отно-
сительно А). Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим uq = e{z{4)). Для всех
Q > Я > 0 имеем

Q-2

0<Л<Я к?<<г-л

• (5)

Если теперь Н фиксировано, a Q—>со, то правая часть не-
равенства (5) стремится к Я " 1 , которое может быть сделано
как угодно малым за счет подходящего выбора с самого
начала числа Я. Следовательно, левая часть неравенства (5)
должна стремиться к нулю при Q—>со.

Д о к а з а т е л ь с т в о . т е о р е м ы V. Так как по пред-
положению последовательность 2(<7+Л) — z^ равномерно рас-
пределена, то по теореме III

Q-1 Ц e(t(zb+h)-z{9j))-+0
K<Q

при всех целых Л > 0, t ф 0. Применяя следствие из леммы 3

к tz^q\ получаем

Q-1 2 e(tz{Q))-+0 (/=£0).

Значит, опять по теореме III последовательность 2 ( ? ) равно-
мерно распределена по модулю 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы VI. Предположим сна-
чала, что первый коэффициент аг иррационален. Если г = 1,
то теорема VI есть частный случай теоремы I. Поэтому
можно считать, что г > 1 и что теорема уже доказана для
г — 1. Для любого фиксированного целого h > 0

является многочленом относительно q степени г-—1 с пер-
вым коэффициентом Ла г Следовательно, справедливость
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теоремы для г следует из справедливости теоремы для г — 1
и из теоремы V.

Если же аг рационально, то существует некоторое s,
О < s < г, такое, что OLS иррационально, a as+1 aT рацио-
нальны. Пусть М > 0 — целое, такое, что числа Mas+1, ...
. . ., Маг — тоже целые. Очевидно, что достаточно доказать
равномерность распределения по модулю 1 последователь-
ности

для каждого m = 0, 1, . . ., М—1. Но

где Pj ^ не зависят от q. В частности, р ^ ^ Л ! ^
иррационально. Таким образом, мы имеем опять первый
случай, и теорема доказана.

З А М Е Ч А Н И Я

§ 2. Замечательная теорема Ардена — Эренфеста утвер-
ждает, что QDQ-> СО для любой последовательности дей-
ствительных чисел из 0 ^ 2 < 1 [см. Рот (1954)].

§ 3. Как и в § 3 гл. ГП можно показать, что теорема I
не может быть заменена любой как угодно слабой коли-
чественной формулировкой. О работах относительно специ-
ального б, когда /ге = я = 1 , см. Коксма (1936), гл. IX,
§ 2. Например,- QDQ=O (logQ), если 9 — квадратичная
-иррациональность.

§ 4. Простую количественную форму теоремы III, кото-
рая является в настоящее время самой сильной, см. у Эрдеша
и Турана (1948).

Функции e(tz) при целых t являются характерами адди-
тивной группы векторов ПО модулю 1, Доказательство
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довольно слабого результата, использующее теорию топо-
логических групп, см. у Понтрягина (1938), § 33.

§ 5. Интересные рассмотрения см. у Ван дер Корпута (1931).
Количественную форму теоремы V см. у Касселса (1953).
Много работ, содержащих количественные результаты, было
посвящено распределению дробных долей многочленов и свя-
занной с этим задаче об оценке 2 е (/(?))• г д е / ( ? ) —
многочлен [см. Виноградов (1947)].



Глава V

ТЕОРЕМЫ ПЕРЕНОСА

§ 1. Введение. В этой главе мы покажем, как сведения
об одной задаче относительно системы линейных форм по-
зволяют иногда получить сведения о другой задаче, касаю-
щейся системы линейных форм, определенным образом свя-
занной с первой.

Пусть даны п линейных форм от т переменных:

и пусть

J
— транспонированная система т линейных форм от п пере-
менных. По теореме VI гл. I всегда найдется целый вектор
хфО, такой, что при любом X > 1 и С = х~т/п

В § 2 мы покажем, что если неравенства (1) разрешимы
при х Ф 0 для некоторого X и некоторого С, много мень-
шего Х~т ", то транспонированная система неравенств

| | A f ( ( a ) | | < D . | « y | < t / . (2)

разрешима при и Ф 0 для некоторого U, зависящего от X
и С, и некоторого D, много меньшего естественного U~ .
В частности, случай т=\ устанавливает связь между зада-
чей совместного приближения п иррациональных чисел

| | 9 у * | | < С , | * | < * . (3)

где 9 у ^ 9̂ ! Hjt = X[,H приближением одной линейной формы

| | 9 l M l + . . . + 9 n M n | | < D , \uj\^U. (4)

Этот случай будет рассмотрен более подробно в § 3.
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В § 4, 5 мы покажем, что существует связь между
„однородной" задачей (1) и соответствующей „неоднородной"
задачей решения неравенств

(5)

в целых х при заданном л. Грубо говоря, мы покажем, что
если Z-j Ln хорошо совместно приближают 0 [т. е.
если неравенства (1) разрешимы при некотором X с очень
малым С], то существует а, которое плохо приближается
формами Z-j Ln [т. е. существует Xv зависящее от X
и С, такое, что неравенства (5) разрешимы только при
очень большом значении Сх], и наоборот. В § 6, 7 мы ис-
пользуем эту теорию для выяснения некоторых положений,
опущенных в гл. III.

Сопоставляя результаты § 2, 4, мы видим, что однород-
ные задачи для Lj(x), Л1((и) и соответствующие неоднород-
ные задачи дают сведения одна относительно другой.
В частности, необходимое и достаточное условие того, чтобы
неравенства (5) были разрешимы для всех а при некоторых
заданных Сх, Хх, состоит в том, чтобы неравенства (2) были
неразрешимы при некоторых D и U, зависящих только от
Cj, A"j. Конечно, D и U не обязательно совпадают и для
необходимого и для достаточного условия. Специальный
случай теоремы Кронекера (теорема IV, гл. III), в которой
M i ^ i ( x ) + ••• + И / Л л ( х ) н е является формой с целыми
коэффициентами при х для любых целых и ф 0, можно
рассматривать как „предельный случай" Cj = e > 0 , A'j =
= U = со, D = 0 этого последнего результата: неравенство
\\Lj(\) — о ^ | | < е ( 1 ^ / < ! г е ) разрешимо для всех а в целых
х при условии, что не существует целого и ф 0, для которого
||Mt ( и ) | | = 0 ( 1 ^ ^ < ! / к ) . В § 8 мы докажем количествен-
ное обобщение общей теоремы Кронекера, а в § 9 кратко
наметим другой подход к теоремам переноса.

§ 2. Теоремы переноса для двух однородных задач.
Теоремы, упомянутые во введении, легко получаются из
следующей теоремы.

Т е о р е м а I. Пусть даны I линейно независимых одно*
родных линейных форм fk(x) (I ^ A ^ Z ) от I переменных
z = (-Zj, . . . t 2j) и I линейно независимых однородных
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линейных форм gk (w) от I переменных w = (w1 . . . . wt)
с определителем d. Предположим, что в

<D(z. w) = S/ f t(z)? f t(w) (1)
А

коэффициенты при всех произведениях ztWj ( l < ! i , J^CO
целые. Если неравенства

(1<*<Q (2)

разрешимы в целых гфО,-то и неравенства

I i ) ! ^ ! 1 * 1 - 4 (3)

разрешимы в целых w фО.
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу ленейной независимости

функций /ft(z) уравнения /ft(z) = 0 ( 1 < ^ < ; / ) имеют един-
ственное решение z = 0. Следовательно, по условию суще-
ствует целый z ф 0, такой, что

0 < m a x | / f t ( z ) | < X . (4)

Так как правая часть (3) уменьшается вместе с уменьшением X,
то можно считать, изменяя в случае необходимости порядок
/i /,, что

max|/ f t(z)| = /,0O = X>O. (5)

В дальнейшем под г понимаем фиксированный целый вектор,
для которого (5) имеет место.

Рассмотрим теперь / линейных форм

Ф(г, w),

от / переменных w. Как легко видеть, их определитель равен

/,(z)rf = Xrf.

По теореме Минковского о линейных формах (теорема III
приложения В) существует целый вектор w ф 0, такой, что
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Но по условию Ф (z, w) — целое число, а значит,

Ф(г, w) = 0.

Следовательно, используя (5),

^ , (*) = ft (z) gt (w) = - 2 /* (z) gk (w),
ft/г

а отсюда в силу (5), (6)
\gl(v)\<(l-\)\U\m-l). (7)

Неравенство (3) сразу следует из (6) и (7), и теорема до-
казана.

Из доказанной теоремы почти немедленно следует

Т е о р е м а II. Пусть

Mx)=29,.jJC/I ^(») = 2 W .

где 1 ̂  i <! m, 1 ̂  у ̂  п. Предположим, что существуют
целые х ф 0, такие, что

при некоторых постоянных С и X, где 0 < С < 1 ̂  X
Тогда найдутся целые и ^ О , такие, что

| |М г (и) | |<О, | « , | < £ / . (8)

= П п^-лМ'-Ч^л/С-1) (J = (l
(9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем новые переменные

У = (.У1 Уп1 v = (t»i fj. .
ПОЛОЖИМ

и

gk(a, v) =
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Тогда fk — линейно независимые формы от I переменных
z = (x, у), a gk — линейно независимые формы от I пере-
менных w = (u, v) с определителем

d = CnXm.
Далее,

2 St£k= 2 ЩУ}Л~ 2 vtxt.

так как все члены с xtUj уничтожаются. По условию су-
ществуют целые х, у, такие, что

Значит, можно применить теорему I с X = 1. Следовательно,
найдутся целые (u, v) ф (О, 0), для которых

С\и,\ } .... ,, f CU

ЕСЛИ D < 1, и = 0, то мы имели бы Vj = 0, и, значит,
(u, v) = 0, что невозможно. Следовательно, и Ф0, как и
утверждалось, или D ^ - l . Но f / ^ - 1 , так как Х^ 1 > С,
и неравенства (8), очевидно, разрешимы, когда

С л е д с т в и е . Для существования постоянной у > 0,
такой, что

(10)

для всех целых хфО, необходимо и достаточно суще-
ствования 8 > 0, такого, что

(тах | |Л1 г (и) | |Г(тах | « у | ) л >8 (11)

для всех целых и Ф 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х ^ 0 — целый, и пусть

X=max\xi\, C>max| |A y(x)| | (I > С > 0). (12)

Если 8 > 0 существует, то D m f / ">8 для D, U из (8), (9).
Но из (9), (12)

Аналогично ввиду симметрии связи между
если существует f, то существует и 8.



S 3. ПРИМЕНЕНИЕ К СОВМЕСТНЫМ ПРИБЛИЖЕНИЯМ 99

§ 3. Применение к совместным приближениям1). Мы
докажем дополнение к теореме VII гл. I (ср. с теоремой VIII
гл. I).

Т е о р е м а III. Пусть 9 Р . . . , 9П — любые п чисел в дей-
ствительном алгебраическом поле степени п -\-1, такие,
что 1, бр . . . . 9Л линейно независимы над полем рацио-
нальных чисел. Тогда существует постоянная у > О, за-
висящая только от 9 Р . . ., 9П, такая, что для всех
целых х > О

8 y * | | > T * - V » . (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно следствию из теоремы II,
достаточно доказать существование 8 > 0, такого, что

|| «,9,+ . . . +и п 9 п 11> 8 (тах |и у | Г п (2)
для всех целых и ф 0. Левая часть (2) есть

|о+«А+ ... +«Л1<г (3)

при некотором целом v. Существует некоторое целое ра-
циональное q ф 0, такое, что qOt, . .., qOn являются целыми
алгебраическими, и, значит,

a = qV-\-qu101-ll- . . . +qun%n

есть целое алгебраическое число, отличное от нуля по усло-
вию. Согласно (3), для любого из п его других алгебраи-
ческих сопряженных

справедлива оценка

где Е не зависит от и. С другой стороны, если мы умно-
жим а на произведение всех п его других сопряженных, то

') Этот параграф требует некоторого знакомства с теорией ал-
гебраических чисел. При первом чтении его можно опустить.
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получим целое рациональное число, отличное от нуля, и,
значит, ^> 1 по абсолютной величине- .Следовательно,

| а | ( £ т а х | и , - | ) л > 1 .

Отсюда получается (2), если, взять b = q~xE~n.
В качестве другого приложения теоремы II читатель сам

без особого труда докажет следующую теорему.

Т е о р е м а IV. (принцип, переноса Хинчина). Пусть
6lf . . ., 0„ — любые иррациональные числа, и пусть Wj^O,
ш2^>0 язляются соответственно верхними гранями чи-
сел ш, ш', таких, что неравенства

| |«1в,+ ... + « Л Н < ( m a x l^ l)"""" .
max||jce ; | |<jc~( 1 + a > f ) /"

имеют бесконечно много целых решений. Тогда

" > i > " > 2 > n 2 + ( ; i _ i ) 0 ) 1

с очевидной интерпретацией в случае, когда и>1 или ш2

равняется бесконечности.

§ 4. Теоремы переноса для однородной и неоднород-
ной задач. Основным результатом этого параграфа является

Т е о р е м а V. Пусть дано I однородных линейных
форм fk(z) ( l < ] £ ^ 0 от I переменных z = (Zt zj)
с определителем Д ^ О . Предположим, что единственное
целое решение неравенства

Д(х)|<1 (1)

есть z = 0. Тогда для любых действительных чисел
P = (Plf . . . , рг) существуют целые решения неравенстза

max|/ft(z)-pft|<l(A + l), (2)

где
• А = [ | Д | ] . (3)

З а м е ч а н и е 1. | Д | > - 1 по теореме Минковского о ли-
нейных формах (теорема III приложения В).
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З а м е ч а н и е 2. Теорема не имеет места, если в правой

части (2) просто написать -^ j A |, как это показывает три-

виальный пример

f l ( z ) = ^zь f k ( z ) = zk (k^l),

Р = ( у Д . О О) ( Д > 1 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Д Ф О, то всегда суще-
ствует, вообще говоря, нецелый вектор £ = (СР . . . , С;), та-
кой, что

/*© = Р* (!<*</)•
Введем функцию

/?(z) = max|/ t (z) | . (4)
Ясно, что

F(kz) = \l\F(z) (5)
для любых чисел \ и

F (z'1» -bz<2)) < F (z<D) 4- F (z(2)) (6)

для любых векторов') z'1 ' и z'2'. Следовательно, неравен-
ство (2) можно записать так:

1F(z С ) < 1

Для фиксированного ^ существует, очевидно2), только ко-
нечное число целых z, таких, что F (z — О ^ / 7 © - В ча-
стности, F (г. — О достигает своей нижней грани, скажем,
при z ( 0 ). Взяв z — z (0), С—z'°) вместо z, £ соответственно,
мы можем считать, не ограничивая общности, что

F(z-Q>FQ (7)

для всех целых г. Нам надо доказать, что F (Z) < -^ (Л + 1).

Введем теперь новый параметр м и рассмотрим систему
неравенств

I и I < IА | (9)

') F (z) есть выпуклая функция расстояния в смысле приложе-
ния В.

2) Ср. с леммой 4 приложения В.
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от / + 1 переменных zx zt, и. Если заменить F, со-
гласно определению [см. (4)], то в левых частях неравенств
появятся I -\-1 однородных линейных форм с определите-
лем Д. Следовательно, существуют целые zx zt, и, не
равные нулю одновременно, которые удовлетворяют нера-
венствам (8) и (9), согласно теореме III приложения В. Если
и = 0, то неравенство (1) имело бы, вопреки предположе-
нию, целое решение z ^ O . Следовательно, заменяя г, и
в случае необходимости на —г, — и , мы можем считать, что

0 < и < А = [ |Д |] . (10)

Но тогда при таком целом г мы имеем

2« _ h — 1 Л — 1

V+Г
по (6), (5), (10) соответственно. Следовательно, согласно (7),

т. е.

что и доказывает теорему.
Дадим непосредственное применение доказанной теоремы.

Т е о р е м а VI. Пусть Lj(x), х = (х! хт) суть п
однородных форм от т переменных. Предположим, что
не существует ни одного целого х Ф 0, такого, что
одновременно

\\Lj(x)\\<C, \xt\<X.

Тогда для любых ах ап неравенства

где

h = [х-тс-п],
разрешимы в целых х,.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Применить непосредственно тео-
рему V к системе из 1 = т^\-п форм

\C-l(Lk(x)-yk) (1 < £ < » ,

* \X-lxk_n ( « < £ < / )

от / переменных (хх, ..., л ; т , yv ..., уп) с определите-
лем Х~пС~п.

С л е д с т в и е . Предположим, что

С = чХ~т'п

для некоторого i > 0. Тогда

/как ч/ко
1 = йл i ,

где 8 зависит только от f.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.
Следующая простая теорема является косвенным обраще-

нием теоремы VI, так как она связывает неоднородную за-
дачу для Lj с однородной задаче.Ч для Mt, которая в свою
очередь связана с однородной задачей для Lj, согласно тео-
реме II.

Т е о р е м а VII. Предположим, что для любых
а = (otj ап) существует целое решение х = (хх хт)
неравенств

\\LJ(K)-aJ\\<Cl, | * , ! < * , .

Тогда не существует ни одного целого решения и ф 0
неравенств

где
D = (4tnX1)~1, U = (4nCl)~\

a Lj, MJ — транспонированные системы форм, определен
ние которых дано в § 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся тождеством

l



HEHEHOCA

Предположим, что такое и существует. Возьмем любой

вектор а, такой, что ^ ujaj = у • Тогда

< I+12 u h ( x ) I <
i ,

= bU~a/m, где 8
что невозможно.

С л е д с т в и е . £слм С1 = ^Х{'т1п, то
зависит только от у, /к, «.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.
Из следствий теорем II, VI, VII сразу получается сле-

дующая

Т е о р е м а VIII. Кйждое из следующих четырех
утверждений влечет за собой все остальные.

(i) Существует постоянная fj > 0, такая, что нера-
венства

неразрешимы в целых х ^ О для всех
(ii) Существует постоянная ^2 > ®

венства
такая, что нера-

неразрешимы в целых пфО для всех U^>\.
(iii) Существует постоянная ~^3 > 0, такая, что не-

равенства

разрешимы в целых х для всех Х^-1 и всех а.
(iv) Существует постоянная -jr4 > 0, такая, что нера-

венства

разрешимы в целых и для всех U ~^> 1 и всех §.

§ 5. Непосредственное обращение теоремы V : ) . Нам
понадобится следующая

') Этот параграф при первом чтении можно опустить.
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Л е м м а 1. Пусть eR— замкнутая выпуклая 1-мерная
область, симметричная относительно 0 и содержащая
(О, . . . , О, ± (А) при некотором (л > 0. Пусть eR0—мно-
жество точек х = (хх, ..., xt_{) в (I-—\)-мерном про-
странстве, такое, что (х, у)£& по меньшей мере для
одного у. Тогда

где V, Vo — соответственно 1-, (I — \)-мерные объемы
областей eR, eR0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для заданного х£ей 0 множество у,
таких, что (х, >O£GR, образует интервал, скажем, "<ii(x)-^

Область t£P, состоящая из точек (х, у), где

имеет, очевидно, объем V. Если х ( 1 ), х<2) £GR0, TO, В силу
выпуклости, §1 содержит целиком плоский четырехугольник
с вершинами

« ' (/, У = 1 , 2)

и, значит, (^ содержит целиком четырехугольник с верши-
нами

(xW, ± К(х(^)) 0 ' = 1 . 2).
В частности, отрезок, соединяющий любые две точки (хО, у''))
из £Р, лежит в £Р, т. е. & — выпуклая область.

По предположению (0, . . . , 0, +\х)££Р и по построе-
нию (х, 0 ) ^ ^ , как только X£GR 0 . Следовательно, в силу
выпуклости, £Р содержит „сдвоенный конус"

(Хх, ± ( 1 — X ) | i ) , 0 < Х < 1 , х £ $ 0 .

Легко видеть, что этот сдвоенный конус имеет объем 21" ^Vo;
так как он содержится в области £f объема V, лемма до-
казана.

Т е о р е м а IX (Берч). Пусть fk (z) (I < £ < / ) — линей-
ные формы от

z = Czi zt)
с определителем &'Ф 0. Предположим, что для каждого Q
существует целый г, для которого

| Д ( ? ) | < 1 ( 1 < А < Л
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Тогда
тах|/й( 2) |>Г 12"" / + 1 |Д|

для всех целых г ф 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть z ( 0 ) ф 0 — целый вектор, и

пусть max |/ f t (z ( 0 ) ) | =\- По лемме 7 приложения В, можно
считать без ограничения общности, что zW ) = (0, 0,. . . , 0, zol).
Так как \zol\^>\, то точки (О, 0 0 ± Х "̂1) удовлетво-
ряют неравенству max|/ f t (z) |<1 1.

Пусть еЯ определяется неравенствами | fk (z) | ^ 1
(1 < & < 0 . и пусть GR0, V, Vo те же, что и в доказатель-
стве леммы 1. Для любого £ = ('i Q по предположе-
нию существует в еЯ0 x==(Cj C ^ ^ m o d l . Значит,
Vo ^ - 1 . Теперь теорема IX следует из леммы 1, если поло-
жить

§ 6. Применение к неоднородному приближению.
В § 6, 7 мы используем методы, развитые в § 1—4, для
того чтобы исследовать, в какой мере результаты гл. III
являются наилучшими. Наша ближайшая цель — доказать
следующие теоремы.

Т е о р е м а X. Для любых пар целых т. > 0, п > 0
найдется постоянная Г т > л > 0 , обладающая следующим
свойством. Пусть £у(х) — любые п однородных форм от
т переменных. Тогда существует вектор а ==(аг ал),
такой, что

(тах||/.;(х)-а;|!)'п(тах|х/|)''>Гт)Я

для всех целых х ф 0.

Т е о р е м а XI. В частности, в качестве Г Ь 1 можно
взять (51)" 1 .

Вопрос о наилучшем значении Г т л остается открытым
даже в случае т = п=1. Теорема XI утверждает, в част-
ности, что для каждого 8 существует а, такое, что
| х | | | 8 х — а| |>-(51)~ 1 для всех целых х Ф 0. Этот результат
является дополнением к теореме II гл. III.
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Для доказательства теоремы X нам понадобятся три
леммы, касающиеся транспонированной системы форм

Л е м м а 2. Пусть и ( л ) = (ип, иг2 игп) Ф О, г =
= 1,2, . . . , — конечная или бесконечная последователь-

ность целых векторов. Определим рг > О равенством

Предположим, что

bpr (r=l, 2 , . . . ) (2)

некоторого числа k > 2. Тогда существует множе-
ство действительных чисел

такое, что

г.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Плоскости

u ^ z = целое число
в пространстве точек z=-(zx, ..., zn) отстоят друг от друга
на расстоянии р- 1 (в обычной эвклидовой метрике). Расстоя-
ние по перпендикуляру от произвольной точки z до ближай-
шей из этих плоскостей равно р^Ци^гЦ. Построим последо-
вательность сфер Ч£г, таких, что каждая сфера содержится
в предыдущей, радиус сферы ^fr равен

V 2(ft—1)Р,. (4)

а центр находится на плоскости

ufr)z = целое число + - 9 . (5)

Тогда (3) имеет место для всех точек Ч£Т, в силу геометри-
ческой интерпретации u ^ z . Так как каждая сфера содержит
последующие сферы, то найдется точка а, принадлежащая
всем сферам. Эта точка, очевидно, обеспечивает справедли-
вость теоремы.

Остается построить сферы *&т. Возьмем в качестве 4SX

любую сферу с надлежащим радиусом и с центром на
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; = V2- Если &>_! уже построена и имеет центр, на-
пример, в Р г_!, то на одной из плоскостей (5) найдется
точка (Зг, отстоящая от (3r_j самое большее на расстоя-
нии 1/2р~1 [например, основание перпендикуляра, опущенного
из Pr_j на ближайшую плоскость (5)]. Возьмем в качестве *£'т

сферу с центром в (Зг и с радиусом (4). Тогда ^ г содер-
жится в £",._!, так как

1 , 1 ^ 1
2(А — 1) Р г _,

по (2). Следовательно, мы можем построить последователь-
ность сфер £fj, £f2 что и доказывает лемму.

Для любого р %. 1 определим i\ (р) как минимум из

max | Mt (u) ||,

где и Ф 0 пробегают все целые точки, удовлетворяющие
неравенству

J » 2

Л е м м а 3. (i) v;(p) «e возрастает с ростом р.
(п) Существует постоянная fm, „, зависящая только от

т, п, такая, что

(-п(р)Г?п<1т,п- (6)
(ш) Можно взять T i , i = l .

Д о к а з а т е л ь с т в о (i) очевидно.
(ii), (Hi). По теореме VI гл. I существует целый вектор

ифО, удовлетворяющий неравенствам

| м ; | < п-Ч'р, || Mt (u) || < (ге-'/»р)-я/'я,

если р > /г1'2. Утверждение теоремы получается сразу. Если
Р-^я 1 ' 2, то утверждение тривиально, так как т) (р) < ' | 2 .

[В другом доказательстве, дающем лучшую оценку для ~\т,п
(кроме f b l ) , используются теорема IV приложения В и тот
факт, что область, определяемая неравенствами

в пространстве точек

( « 1 " л - v\< •••' Vm)>

выпукла для любых D > 0, р > 0.]
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Лемма 4. Для любого & > 1 можно найти последо-
вательность целых векторов и ' г )=(м г 1 иГП)ф0,
г = 1, 2, . . . , таких, что

P i < * . (7)

= l, 2, . . . ) , (8)

.(9)

где рг определяются согласно (1). Эта последовательность
бесконечна, если не существует целого и ф О с ||Мг(и)[| = 0
(1<^г\^/п). £с^м же такое и существует, то последо-
вательность кончается на таком и'^), <шо max ЦМ^иС^Ц^-О,
«о max || Жг(иС)) ||^=0 для г < R.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что суще-
ствует целый вектор и Ф 0 с [|Мг (и)| — 0 ( l < ^ i ^ / n ) . По-
строим последовательность целых векторов v(r)=£0 и чисел
аГ > 0, удовлетворяющих условию

о2 = v2,+ • • • + V2 ,

согласно следующему рецепту:
) ф 0—целый вектор с

для которого Oj по возможности мало.
(и) Если векторы v(1\ . . . , v(;?) уже построены для не-

которого R и о^ <; k, то последовательность обрывается
на v'ff).

(iii) Если векторы v'1', . . ., v'r' уже построены и ar^> k,
то у'л+1) ф 0 — целый вектор с

который существует по определению •»] (р).
Так как o r + 1 ^ k~lar, то последовательность кончается

'̂ ) Т ' ) W ^ )
r + 1 ^ r

на v'^). Тогда, очевидно, u'r) ^\W+^-r) — искомые векторы.
Если не существует целый вектор и Ф 0, для которого

|М1 (и)|| = 0 (1-^с^т), то доказательство проводится кос-
венным путем. Пусть е > 0 — произвольно малое число и
пусть . . ,., _ ." .

1 ' '
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где /? ^ /? (е) зависит от е, — любая последовательность век-
торов, построенная по (ii), (in), и

(i') у*1- е> ф О — любой целый вектор с

Векторы и(Т>г) = у<Я+х~Т<г) удовлетворяют (7), а также
(8), (9) для г < R.

В силу неравенства (7), имеется только конечное число
возможных векторов и'1' е>. Значит, один из них, например uW,
должен встречаться для произвольно малого е 1 ) . Так как по
предположению тахЦЖДи'1')]! ф 0, то мы должны иметь
R (е) ^ - 2 для малых е, согласно (i'). Так как по лемме 3
т](р)—>0 при р—>со, то существует самое большее конечное
число векторов и(2>Е), которые удовлетворяют (9) при г = \
и выбранном иМ ^ и ^ » 6 ) . Выберем и(2) таким, что u(1>e) = u(1),

u(2, E ) _ U ( 2 ) встречаются вместе для произвольно малого е.
Предположим, что

u(1»«) = u(1) uC- £> = uW (10)

встречаются одновременно для произвольно малого е. Так
как по предположению

то, согласно (i'), мы должны иметь R (е) ^ г -\- 1, если е
достаточно мало и (10) имеет место. Как и ранее, (9) показы-
вает, что существует только конечное число возможных
векторов u( r + 1- *), совместимых с (10). Значит, один из них,
например и(Л+1), должен встречаться для произвольно малого е.
Векторы uM, u(2) построенные таким путем, очевидно,
обладают всеми необходимыми свойствами.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы X. Пустьи^) — векторы,
построенные в лемме 4 при k = 3, и пусть вектор л построен
так, как указано в лемме 2, так что

О1)

') То есть для любого еа существует Е, такое, что О
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где 1 <^ г ^ R или 1 ^ г < оо, смотря по тому, какой слу-
чай возможен. Пусть х Ф 0 — целый вектор, и положим

J y ( ) — a.j\\ = C, | i |

Как и в доказательстве теоремы VII, имеем

\u(r)a\\^nprC + mXDr, (12)

где, согласно (9),

^ ^ ^ ^ ^ (13)

так как тах| | м г у | | ^р г .
Предположим сначала, что можно выбрать целое г, так что

(14)

Тогда по неравенствам (11), (12)

и, значит,

при некотором Г т / п > 0 по лемме 3 и (13).
Такое г существует, если только

и тогда

/iPjC > -g-

по (11), (12). Так как, в силу (7), P j ^ & = 3 и, очевидно,

Х= max \xt\ ^ 1,

то мы имеем

при некотором Гт_ „ >• 0. Этим и завершается доказательство

теоремы X, если положить Гт,п = т1п(Г„ ? л Г „ ) Л ) .
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С л е д с т в и е . Предположим, что р"(-q(р))т—•О при
р—>оо. Тогда неравенство

(max||Z.;(x) — ay||)"(max | xt | ) m < М,

где я— построенный выше вектор, имеет только конеч-
ное число решений при любом сколь угодно большом М.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что суще-
ствует и'7?', причем DR=Q. Тогда из (11), (12) следует, что

А так как векторов х, для которых max | x { | меньше произ-
вольного заданного числа, существует только конечное
число, то в этом случае следствие справедливо.

В противном случае г принимает все положительные зна-
чения, и среднее выражение в (15) стремится к оо при г—>со,
так как Dr_x = -ц (113рг). Но для каждого г существует только
конечное число решений х неравенств (14), и следствие опять
справедливо.

Чтобы получить оценку (51)"1 для Г Ь 1 , нам надо усовер-
шенствовать предыдущее доказательство.

Л е м м а 5. Пусть ~к, [A, V — неотрицательные числа и
х > 1. Если

то

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если >,^v, [ A ^ V , то доказатель-
ство очевидно, так как х-)-.х~ ь> 2. Если, например,
v<>. = £v, то 1 < £ ^ х и ( А - ^ Д - Ч 2 . ^ £~V Следовательно,

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы XI. В случае т = п = 1
можно упростить обозначения, если писать х, и, м'г), а
вместо x l F ux, un> ctj соответственно. Так что р г = | м < г ) | и
Z. j (x)^8x, Ж, (и) = Ом для некоторого числа 0.

Пусть k > 2 — число, которое мы выберем позднее.
Пусть м'г', а определены так, как указано в леммах 4 и 2,
так что
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Для любого целого х ф 0 имеем, как и ранее,
| М Ма| = | и<г> (а — 8х) +• xdf]81|<

< | и < г > | ||8х — ее || —|— | лег | | |и ( г ) 8 | | . (17)

Предположим сначала, что существует некоторое целое г,
такое, что

||8х

Но по лемме 3 (Hi) и (9)

(18)

(19)

Значит, используя левую часть неравенства (18), получаем

| и (г+1)| | | 8 х - а | | < ( А | х | | |8х~-а| |)' / 2. (20)

Но | м ' г + 1 ) | | | и ( г + 1 ) 8 | < 1 по (8) и (19). Согласно (20) и пра-
вой части (18), применима лемма 5 с

х | | |м ( г + 1 '8 | | , (А = | м'г+1) | || 8х — а ||

v2 = | х | || 8х — ас ||» х = k'f'.

Следовательно, правая часть неравенств (17)

< О''2 -)- k~'h) ( | х | || 8х — а | )'/з.

Из (16), (17), (21) имеем

8х — а 11 > ( А — 2)2 k[4 (k2 — I)2.

(21)

Выражение справа достигает максимума примерно при k = и/2-
Если взять k = nl2, то правая часть будет иметь значение,

539 ^ 1
Р а в н о е 2 7 Ж > 5 Т

Целое г, удовлетворяющее (18), существует всегда, за
исключением случая, когда

{k x

Если также и
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то предыдущие рассуждения остаются в силе при г —]— 1 = 1.

В противном случае, так как. l u ^ ' I ^ A и | х | ^ Л , имеем

v ' < ; | «f1) | | |8x — a

| |8x — a | |

§ 7. Регулярные и сингулярные системы. Будем гово-
рить, что система из п форм Lj(\) от т. переменных сингу-
лярна, если для любого е > 0 система неравенств

\\^(х)\\<вХ~т1", ! * , ! < * (1)

имеет целое решение х ^ О для всех X, больших некото-
рого Х0(г). В противном случае система называется регу-
лярной.

[Такая терминология оправдывается тем, что коэффи-
циенты 8yj систем сингулярных форм образуют в /пл-мерном
пространстве множество меры 0. Докажем этот факт. Так
как при целом х значение (Z.y(x)|| одно и то же для всех 8yf,
сравнимых по модулю 1, то можно ограничиться рассмо-
трением

Для фиксированного целого вектора х ф 0, у которого, на-
пример, Xj Ф 0, и для фиксированных 8у2 8ут неравен-
ство \\L,(х)||^ е,Х~т^п показывает, что мера множества

чисел 8yj не превосходит 2еХ~т1п. Значит, для фиксирован-
ного вектора х ф 0 множество чисел Вр с

имеет меру (2Е)" Х~т. Но так как всех целых векторов
с max | х, | < X имеется {2Х-+- \)т — 1 < (ЪХ)т, то неравен-
ства (1) разрешимы с фиксированным А' для множества
чисел 8,j, мера которого не более ej = 3 m 2 V . Следова-
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тельно, по лемме Бореля - - Кантелли 1) и множество чисел 6^,
таких, что неравенства (1) разрешимы для всех X, больших
некоторого Хо, зависящего от 8^, имеет меру самое боль-
шее £j. Тем более множество сингулярных чисел 8^ имеет
меру самое большее е г Так как е произвольно мало, то это
множество имеет меру 0.]

Т е о р е м а XII. Для того чтобы система Lj(x) была
сингулярна, необходимо и достаточно, чтобы была син-
гулярна транспонированная система Мг(и).

Мы опускаем доказательство, так как оно получается из
теоремы II с помощью рассуждений, аналогичных тем, кото-
рые используются в доказательстве ее следствия'. Следующий
результат можно рассматривать как некоторое обобщение
теоремы II гл. III.

Т е о р е м а XIII. Для того чтобы система /-у(х) была
регулярна, необходимо и достаточно, чтобы существо-
вало число 8 > 0, такое, что неравенство

max || Lj (x) — о, \\Y /max | xt \\m < 8 (2)

имело бы бесконечно много целых решений х для каж-
дого действительного а.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что система
Z.y(x) регулярна, т. е. найдется некоторое у > 0, такое, что
неравенства

" * (3)

неразрешимы для некоторого как угодно большого значе-
ния X. По следствию из теоремы VI существует решение х
неравенств

" * , = * * (4)

') А именно: так как Л §г < $» , I U
r>R " . I R

= l im I

для любой последовательности &~R, такой, что &"R содержит &~s

при fl<S, то IU П § r |< l iminf | $r\ для любой последователь-
ности множеств g r ( r > l ) , где U. П обозначают соответственно
объединение и пересечение, а | G | — мера G.
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для каждого а, где bv \ зависят только от у. Значит, не-
равенства (2) имеют место при 8 = 8f. Если Л"->схз
по всем значениям, при которых неравенства (3) неразрешимы,
то таким образом мы получаем бесконечно много решений
неравенства (2). Исключение может представлять лишь слу-
чай, когда имеется целый вектор х ( 0 ', такой, что

Но по теореме VI гл. I существует целое решение х ф О
неравенств

1*7(х)||<ЛГЯ | / я, | х г | < * (5)

для всех X. Так как Lj (x) регулярна, то мы получим беско-
нечно много х при Л"->оо, согласно определению регуляр-
ности. Подставляя в (5) х — х ' 0 ' вместо х, мы имеем х ^ ' °
в качестве решения неравенств

где Хо = max (| х0 11 | хОт | ) . Так как Хо фиксировано,
то отсюда неравенство (2) имеет бесконечно много решений
при любом 8 > 1 для А ' ^ с о .

Если же система сингулярна, то функция т)(р), определен-
ная на стр. 108 в § 6, удовлетворяет условию

р» (7] ( р ) ) т _ > 0 (Р->СХЗ),

согласно теореме XII, и неравенству

max | Uj |2 ^ р2 = и\ -\- . . . -)-м2 ^ п max | Uj |2.

Справедливость нашей теоремы следует теперь сразу из след-
ствия теоремы X.

Когда т = п=\, так что

• нетрудно видеть, что сингулярными системами будут как
раз те, в которых 8 рационально : ) . Ибо если 8 =pjq, где
р, q — целые, то x = q есть решение (1) при любом е > О,
коль скоро X>q. С другой стороны, если 8 иррационально

') Справедливость этого утверждения можно получить также
путем сравнения теоремы II гл. III и теоремы XIII.
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и pnlqn — последовательные наилучшие приближения (в смысле
гл. I), то не существует решения неравенств

II *9 К II <7л9 II. 0 < х < < 7 л + 1

для любого п, и по (16) гл. I <7л+11| ^„61| > 1/2. Однако, за
исключением т = п — 1, существуют нетривиальные сингу-
лярные системы. По теореме XII, доказывая этот факт, мы
можем считать, без ограничения общности, что т^п, так
что т ^- 2. Мы ограничимся простейшим, но типичным слу-
чаем, когда п = 1 , т. = 2. Для последующего применения
мы докажем нечто более сильное, чем простое существование.

Т е о р е м а XIV. Пусть (о (t) > 0 при t = \,2 Тогда
существуют числа 8, ср, такие, что

(A) пара неравенств

| | г в - И < р | | < ш ( * ) . ° < m a x ( | r | , | s | ) < *
разрешима в целых г, s для всех t = \, 2

(B) ||r6-|-scp||=£ 0 для всех целых (г, s) ф (0, 0).
З а м е ч а н и е . Для нас интересен случай, когда w(t)->0

достаточно быстро при ^ ^ с о . Если t2w(t) —>0, то система
сингулярна по определению.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, без ограничения
общности, что (о (t) стремится к нулю монотонно, взяв в слу-
чае необходимости min(^" 1 , (о(1), (о (2) (о (t)) вместо <о (t).

Для нас удобно пользоваться геометрической интерпрета-
цией, рассматривая 6, ср как прямоугольные координаты. Мы
построим последовательность целых

' 1 = * 1 < * 2 < * з < - . -
и последовательность прямоугольников

Эти прямоугольники J?'] будут удовлетворять следующим
четырем условиям: -

(1), Если t^.t,, то существуют целые г, s, такие, что

6-j_scp!| <m(t), 0 < m a x ( | r

для всех (6, ^
(ll)j Если 0 < m a x ( | r |, \s\) <tj, то | |r6-|-s<p| | Ф 0 для

всех (8,
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(ш)у Центр (бу, еру) прямоугольника _g*
торой линии -

tj = max ( | rj

j_x (j > 1).

лежит на неко-

\sj\).

где Г], Sj, lj—целые.
(iv)y Jg'j содержится в
Прежде всего заметим, что если прямоугольники jg'j по-

строены, то лемма доказана. Согласно (iv)y, должна суще-
ствовать точка (боо, «pa,), принадлежащая всем jg'j. Тогда
по (i)y и (п)у точка (би,, ср̂ ) обладает. всеми нужными нам
свойствами.

Возьмем в качестве jg'1 прямоугольник

при любом б г Тогда (i)j, (iil)a выполняются при ^ = ^ = 1 ,
= /j ^= 0, a (ii)a, (iv)j лишены смысла. Предположим те-

jперь, что tl уже построены, и по-
строим tj+x, J2?]+v Очевидно, существует бесконечно много
различных прямых /"0-|-5ср = / {г, s, I — целые), которые
пересекают прямую rjB -\- Sjf = lj во внутренней точке 1)
прямоугольника jg*j. Мы выберем одну такую прямую, на-
пример / > 1 6 + sy+1cp = /,.+1, с

н. о. д. (rJ+l, sJ+l, lj+l)=\ и ^ + 1 = т а х ( | / - у + 1 | , | s y + 1 | ) > t}.

Ясно, что все точки (бу+1, сру+1) прямой /-у+1б +Sy+ 1cp = Zy+1,
находящиеся достаточно близко к точке пересечения ее с пря-
мой rje-\-Sj<p = lj, удовлетворяют одновременно неравенствам

Мы можем считать, кроме того, что бу+ 1, ср^+1 — иррацио-
нальные. Если г, s, I — любые целые числа, такие, что
О < m a x ( | r |, | s | ) < tj+l, то линия /-6-|-scp = Z не может

') Например, если 6 = а/с, <р = b/с, где а, Ь, с — целые, есть
рациональная точка прямой г/6 -\- sj<f = lj, которая является также

ей й ^ о л б о е решение рав
р р / \ jf j р
и внутренней точкой прямоугольника ^j, то любое решение урав-
нения га -\- sb = lc обеспечивает справедливость этого утверждения.
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совпадать с /-y+ie-|-Sy+1<p = lJ+l и, значит, обе линии пере-
секаются в точке с рациональными координатами. Значит,

ll ФО. 0 < т а х ( | г | , | * | ) < * у + 1 . (8)

В силу непрерывности, (6), (7), (8) будут иметь место и в том
случае, когда 0у+1, <ру+1 заменены числами б, ср при условии,
что

а 8у+1 > 0 выбрано достаточно малым. Следовательно, для
построенных tJ+l, Qj+l, сру+1, 8у+1 утверждения (п)у+1, (Hi)y+1,
(iv)y+1 справедливы". Утверждение (0/ + 1 имеет место для t-^tj
по (i)y и (iv)y+1. Если же tj < i <^у + 1 , то, согласно (7),
беря (б, ср) вместо (бу+1, <Py+i), имеем, в\илу монотонности <o(t),

О < m a x ( | v y | , | S y | ) = / y < f ,

что и требуется доказать.
Построенная в теореме XIV форма дает возможность

показать, что теорема Кронекера (теорема IV гл. III) не до-
пускает никакой сколь угодно слабой количественной фор-
мулировки, не зависящей от специальных форм, ввиду того
что 1[4 в теореме Минковского (теорема II гл. III) не зави-
сит от б при условии, что б — иррационально.

Т е о р е м а XV. Пусть е (х) > 0 (х = 1, 2, . . .), и пусть
е(х)—>0 при х—>со как угодно медленно. Тогда суще-
ствуют числа (б, ср), для которых м6-|-гкр — не целое
при целых (и, v) Ф (0, 0), и числа (а, [3), такие, что не-
равенства

| | е х - а | | < е ( | х | ) , | | Т х - р | | < е ( | х | ) (9)

имеют только конечное число целых решений х.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как показано в доказательстве

теоремы III :), существуют числа а, £), такие, что при всех

') Для читателя, желающего избежать обращение к теории
алгебраических чисел, не составит труда изменить доказательство
теоремы XIV так, что sj будет всегда иечетиым, положив а = 0,
{3 = i/г- Доказательство теоремы XV можно легко видоизменить,
используя || rja -j- s_$ || ='/2 вместо (10). Но наше доказательство
показывает, что а, (3 могут быть иррациональными.
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целых (и, V) Ф (0, 0)

Цыа-j-^il > § ( т а х ( | м | , \v\))~2, (10)

где 8 "> 0. Для целого t найдется некоторое целое X(t),
такое, что для всех x~^-X{t)'

е ( * ) < 1 8 * - з . (11)

Возьмем

ш(О = 8/2*УГ(* + 1) (12)

и пусть 9, ср—-соответствующие числа, построенные в тео-
реме XIV.

Так как e(je)—>0, то существует самое большее конеч-
ное число решений неравенств (9) с е( | х \)^> 1jib. Покажем,
что не существует ни одного решения с е (| х | ) < 1/4Ъ. Пред-
положим, что имеется одно такое решение, и определим це-
лое t ^>. 1 неравенством

Тогда по (11) и (12)

L (14)
) =_L_.

По условию мы можем найти целые (и, v), такие, что

Циб + otpll < « ) ( 0 . 0 < т а х ( | и | , | и | ) < Л

Согласно (9) и (10), имеем

|ш(0. (15)

Но по (13) и (14) каждое из двух последних слагаемых в (15)
^ 1/2Ы~2. ЭТО противоречие и доказывает теорему.

§ 8. Количественная теорема Кронекера. Докажем сна-
чала следующую общую теорему:

Т е о р е м а XVI. Пусть / f t(z), §-ft(w), I < А: < г — ли-
нейные формы от переменных z = (zlt .... zt), w ^
= (1^, . . . , адг) соответственно. Предположим, что

2 2zfttyft (1)
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тождественно. Пусть [3 = ({31, . . . , рг) состоит из произ-
вольных действительных чисел.

А. Для того чтобы для некоторого b имели место
неравенства

1Р*-Д(Ь)|<1 (1 <*</). (2)

необходимо выполнение неравенств

^ ( w ) | О)

для всех целых w.
В. Для того чтобы (2) имели место для некоторого

целого Ь, достаточно выполнения неравенств

llUffftWPj^-Vo-'inaxl^w)! (4)
для всех целых w.

Д о к а з а т е л ь с т в о А. 2 / * (Ь) 5"А ( w ) = 2 ^ Л — ц е "
лое число, если w, b — целые числа. Значит, из (2) следует

Д о к а з а т е л ь с т в о В. Будем рассматривать w как мат-
рицу-строку, a z, Р — как матрицы-столбцы. Пусть G —
квадратная матрица, k-й столбец которой состоит из коэф-
фициентов формы gk, a F — квадратная матрица, k-я строка
которой состоит из коэффициентов формы fk. Тогда (1)
можно записать как

G = F " 1 . (5)

По теореме VI и по лемме 4 приложения В (если их при-
менить к области, определенной неравенствами max|g ry(w)|^ 1)
существует целая матрица W порядка / X ' с d e t W = l ,
k-я строка w'A) которой удовлетворяет условиям

| y l t A П И А e t G | . (6)

Но WGP—матрица-столбец с А-ым элементом, равным
2 Следовательно, по (4), (6) •
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где а — целая матрица-столбец, а

Следовательно, по (5)

p = Fb + T , (8)
где

b = W~1a, S =

Здесь b — целая матрица, так как d e t W = l . Согласно пра-
вилу Крамера, f; е с т ь определитель матрицы, полученной
из матрицы WG заменой /-го столбца столбцом 8, умно-
женный на ±(det G)~ . Но, согласно (6), элементы k-й строки
матрицы WG не превосходят |i f t. Значит, оценивая этот опре-
делитель грубо и пользуясь (7), имеем

| T y | < | d e t G i - 1 . / ! . 2 ' - 1 ( Z ! ) - 2 n ^ < l , (Ю)

согласно (6). Из (8), (10) получаем (2).

Т е о р е м а XVII. Пусть Lj(x), Afz(u) определены так
же, как в § 1, а 1 = т-\-п. Пусть « = (а1 ап),
С > 0 , Х> 1 заданы.

А. Для того чтобы

||Ма)-ау|]<С, Ы < * (11)

для некоторого целого а, необходимо выполнение нера-
венства

\\ux\\ Y max(Armax | |Л^(и) | | , С т а х | и у | ) (12)

для всех целых и с 1 = 1.
В. Для того чтобы неравенства (11) были разрешимы,

достаточно, чтобы (12) выполнялось для всех целых и

с Т =
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта теорема есть частный случай
теоремы XVI с

z = (x, y) = (*, * m , у„ . . . . Уп),

w = (v, \i) = (vv . . . , vm, «! и„),

j C~' (Lk 00 + Ук) Для А < л,

Х~1хк_п для л < А < /,

[ Сик для k <! л,

^ X(vk-n — Mk-n (u)) Для п < k < Z

и ^ ^ ( С - 1 * , 0).
Теперь получим теорему Кронекера (теорема IV гл. III)

из теоремы XVII В. В наших обозначениях она утверждает,
что если | | и « | | — 0 при целом и, как только

то для любого е > 0 существует целый вектор а с

| |£у(а) — а у | | < е ( 1 < У < я ) .

Положим С ^ е . Так как | |иа | | <; У2, то условие (2) выпол-
няется для всех векторов и, кроме тех, у которых т а х | И у | ^

^ -=• •j-~1e'~1. Но по условию мы можем выбрать X настолько

большим, что (12) будет иметь место для конечного числа
остающихся и. Поэтому теорема XVII В применима.

§ 9. Последовательный минимум ')• Как мы вкратце
покажем, использование последовательного минимума делает
формальные связи между теоремами переноса из § 1—4 бо-
лее ясными, хотя результаты получаются менее точными.

Пусть fk (z) — I линейных форм от z = (zx zt) с опре-
делителем Д Ф 0. Тогда F (z) = max | fk (z) | является функ-
цией расстояния выпуклой области, определенной неравен-
ствами ] / f t ( z ) | < l ( ! < & < / ) , имеющей объем 2* | Д Г 1 .

') Прн первом чтении этот параграф можно опустить.
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Последовательные минимумы Xt, . . ., Хг удовлетворяют усло-
виям

1̂ -^ ^-2^ • • - ^ \> СО"11АI ^ Ц /̂ -^ I Д I (1)

по теореме V приложения В.
Положим

Л = sup (inf/="(!; — z)),
С *

где ^ пробегает все векторы, a z пробегает все целые век-
торы. Так как нижняя грань достигается, то, как мы видели
ранее (стр. 101), Л есть наименьшее число, такое, что для
любого £ существует целый z с F (£ — z) ^ Л. Наша бли-
жайшая цель — доказать, что

Существует целый x^k\ такой, что F (Qk)—х'-^^.А,
где £<*J имеет 1!2 на k-ом месте и 0 на всех остальных местах.
Таким образом, .F(y< A ))<2A, где у<*) = 2(£<*) —xk) имеет
нечетную k-ю координату и четные все остальные. Векторы у(А)
должны быть линейно независимыми, так как определитель,
составленный из их координат, есть, очевидно, число нечет-
ное. Левая часть (2) получается теперь из определения Хг.
Обозначим через z<*> линейно независимые целые векторы
с F(z<-k)) = ~kk. Любой вектор £ можно представить в виде

Пусть

z = ft1zP)+ ••

где bk — целые и \bk — р 4 | < ' / 2 . Тогда

Это доказывает правую часть (2).
Легко показать, что максимум правой части (2), если

Xj^-1 и (1) имеет место, равен I—1-)-|Д|. Это несколько
слабее утверждения теоремы V, которая дает 2 Л ^ [Д]-(-1„
С другой стороны,
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по (1). А это совместно с (2) дает оценку „для Л снизу,
когда Xj>-1, аналогичную оценке в § 5, но более слабую.

Пусть теперь gk(w) — формы, такие, что

(w) = 2« f t« f t. (4)
Пусть (ij |J.J — последовательные минимумы для G(w) =
= max | gk (w)|. Покажем, что

-k <('-!)!• ' (5)

Мы сохраняем соглашения, принятые в доказательстве тео-
ремы XVI В. В частности, (8.5) сохраняет силу. Пусть Z —
целая матрица со столбцами z'A). Имеет место тождество

= A-1adj(FZ), (6)

где „adj" обозначает присоединенную матрицу, т. е. транс-
понированную матрицу алгебраических дополнений. Элементы
&-го столбца матрицы FZ имеют вид /;(z'ft))> и, значит, их
абсолютная величина не больше ХА. Элементы k-A строки
матрицы adj (FZ) не превосходят величины')

если оценивать их грубо и пользоваться (1). Следовательно,
по (6)

где w'A) есть k-я строка матрицы adj Z. Таким образом,
существует 1-\- 1 — k линейно независимых целых векторов w
с G ( w ) < ; ( / — l ) ! ^ 1 , что и доказывает правую часть (5).
Пусть2) теперь \у'А )—линейно независимые целые векторы
с G(w ( A)) = |J.ft. Тогда векторы z, для которых

лежат в подпространстве размерности k—1, и, значит, су-
ществуют t, J с .

/ — k.

') Следствие из леммы 5 гл. VIII позволяет заменить в (7)
— 1)! числом (/—l)'/a('-i).

2) Это отклонение от обозначения в § 8, . .
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Следовательно, поскольку wW, z'') — целые,

2

что доказывает левую часть (5).
Условие (4) несколько сильнее, чем условие теоремы I

о целочисленности коэффициентов в 2 fk (z) £k (w)> н 0 о н о

охватывает все нужные приложения. По (3), (5) имеем jij <;

<; Ti I V*l - 1 )> г д е ^ = Д~1 и fi зависит только от I. Это —
теорема I для нашего частного случая (4), если не учитывать
величину 7i> Далее, (2), (4) вместе дают 0 < 7з -^ Р\&. ^С Тг
с тгг. Тз> зависящими только от /, что связывает однородную
задачу для gk с неоднородной задачей для fk.

З А М Е Ч А Н И Я

§ 2. Малер (1939а). Обобщение на выпуклые области
см. у Малера (1939b).

§ 3. Более точную форму теоремы III см. у Давенпорта
(1954), (1955). Доказательство того, что существует у > 0.
такое, что (3.1) справедливо для несчетного множества дей-
ствительных 6̂  и всех целых х > 0, см. у Касселса (1955).

§ 4. Главка (1952). Очевидно, теорема V обобщается
почти сразу на все выпуклые области. Более точные резуль-
таты см. у Кнезера (1955) и Берча (1956).

§ 5. Берч (1957). У него получены более точные ре-
зультаты.

§ 6. Хинчин (1948b) и Касселс (1952b). Обобщения см.
у Касселса (1952b), Шаботи н Лутца (1950), Главки (1954b),
а близкие к этому работы см. у Ярника (1946), (1954).

Получение наилучшей постоянной в теореме XI является
интересной нерешенной задачей. Можно показать, что эта
постоянная <^ 1[12 и > 1/45.2.

Одну форму леммы 2, имеющей силу для всех & > 1 ,
см. у Хинчина (1926).

§ 7. Хинчин (1926) и (1948b).
§ 8. Хинчин (1948а). Приведенные здесь рассуждения

предложены Берчем.
§ 9. Большинство приведенных здесь рассуждений во-

сходит к Малеру. [См., например, Малер (1955).]



Глава VI

ПРИБЛИЖЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ
РАЦИОНАЛЬНЫМИ. ТЕОРЕМА РОТА

§ 1. Введение. Для понимания этой главы не требуется
никаких предварительных знаний из теории алгебраических
чисел.

Число £ называется алгебраическим, если оно удовле-
творяет уравнению '

/(9 = 0. f(x) = anx» + an_1x»-i+ . . . + а 0 , (1)

где ап, . . . . а0—рациональные числа. Можно считать, что
ап, . . . . а0 — целые, умножив в случае надобности f(х) на
подходящее целое число. Не ограничивая общности'), будем
считать апф0. Как впервые заметил Лиувилль, иррацио-
нальное алгебраическое число не может быть слишком хо-
рошо приближено рациональными числами. Его рассуждения
очень просты2). Пусть 1;:=^, £2, . . . , £п являются корнями
уравнения /(л:) = 0, так что / (х) = ап J J (х — ^ ) . Предпо-
ложим, что q > 0, р — целые и что | £ — p]q\<^\. Тогда,
с одной стороны,

\ (2)

где с > 0 — постоянная. С другой стороны,

является целым числом, и поэтому

\gnf(Plg)\>h (3)

') Мы не предполагаем, что полином /(х) неприводнм, .так как
в этой Главе понятие неприводимости нам не понадобится.

2) Ср. с теоремой III гл. V.
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кроме, быть может, конечного числа дробей p/q = I, ф $ (ра-
венство p/q = \ невозможно, так как \ иррационально). Сравни-
вая (2) и (3), мы видим, что существует только конечное
число решений неравенства

\b — p\q\<c-*q-*. (4)

Эта глава посвящена доказательству более сильного резуль-
тата:

Т е о р е м а I (Рот). Пусть \ — иррациональное алгебраи-
ческое число и 8 > 0 как угодно мало. Тогда существует,
только конечное число пар целых q > 0, р, таких, что

Гн. (5)

Заметим, что степень полинома не участвует в формули-
ровке теоремы. Так как для любого иррационального £ су-
ществует бесконечно много решений q > 0, р неравенства (5)
при 8 = 0 (см. гл. I), то эта теорема является наилучшей
в своем роде. Но при л = 2 результат Лиувилля все же
сильнее.

§ 2. Предварительные замечания. Прежде всего заме-
тим, что теорему Рота надо доказать только для случая,
когда1) в (1.1) коэффициент а „ = 1, так как ant= H удовлетво-
ряет уравнению S n -j-a n _ 1 S n ~ 1 -j- . . . -\-а%~1а0 = 0. Если (1.5)
имеет место, то при достаточно большом q

n\q~*-*<q-2-bl2. (1)

Значит, неравенство (1) имеет бесконечно много решений,
если бесконечно много .решений имеет (1-5). Так как 8 про-
извольно, то S не подчинялось бы теореме Рота, если бы
ей не подчинялось £. Поэтому мы будем считать, что

•/© = 0, /(*) = * " + ая_,*»-Ч- . . . +Оо, (2)

где ап_х а 0 — целые. Положим

а = тах(1 , \ап_х\ | a 0 D - (3)

ЭТИ соглашения относительно $, / (х), п, а сохраняются до
конца данной главы.

') То есть когда S — целое алгебраическое число.
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В дальнейшем мы будем пользоваться полиномами

2 ^ С(/„ ....

от т переменных х^ ( 1 < ] | л ^ т ) с действительными коэф-
фициентами C(JV . . . , j m ) . Введем следующие обозначения:

[я1 = тах|С(У, Jm)\

о 1 /+-+Ч
1 /71

для любого неотрицательного целого / .

Л е м м а 1. Если R имеет целые коэффициенты, то
и R^.,.1 тоже имеет целые коэффициенты. Если R —
полином степени г.. относительно х,,, то Ri . ..; — п о -

r r 1 m

лином степени не выше г^ — / (и, значит, он обращается
в нуль при 1^ > Гц для любого |л). Наконец,

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего имеем

где биномиальные коэффициенты (А—целые числа. Так как

при 0<*</<г

2 (Л-0 + 1)/<2Г. ©

То лемма доказана.
По теореме Тейлора справедливо тождество

. ..., хт-\-Ут) =
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будем говорить, что R имеет индекс I в {av . . . . am) отно-
сительно (Sj sm), где av .... <zm — любые числа,
Sj sm — целые положительные, если / есть наименьшее

значение суммы 2 V V П Р И К О Т О Р О М RiL...i (ai> •••. a

m )
не обращается в нуль. Из (6) следует, что такие /t 1т

существуют, кроме случая, когда R тождественно обращается
в нуль. В этом случае условимся считать индекс равным -(-со.

Л е м м а 2. Пусть символ ind обозначает индекс

в (alt . . . . am) относительно (sl, . . . , sm). Тогда

(О ind Ял ... , m > ind Я - 2 у V

(ii) ind («t1) + Д<2)) > min (ind RV, ind fl(2)).
(iii) ind RWRW = ind RM + ind /?(2).

. Д о к а з а т е л ь с т в о (i) очевидно.
(ii), (iii). Положим s = S! . . . sm и / = ind /?. Согласно (6),

tsl есть, очевидно, наименьшая степень переменной t, факти-
чески встречающаяся в функции

рассматриваемой как полином от независимых переменных

*• Л Ут-
Доказательство теоремы I распадается на три основные

Части, которые мы рассматриваем отдельно в § 3, 4, 5.
Выводы каждого параграфа формулируются соответственно
в виде Теорем II, III, IV. Наконец, в § 6 уже легко дока-
зывается теорема I с помощью теорем II, III, IV.

§ 3. Построение полинома R(xlt . . . . хт).

Т е о р е м а II. Пусть е^>0—^Лк)бое число, и пусть
целое

fft>8/t2e-2, (1)

где п — степень полинома f(x); пусть rlt . . . , гт — лю~
бые целые положительные числа. Тогда существует по-
лином R{xv .... jem) с целыми коэффициентами, степени
не выше Гц, относительно х^ (1 -< | J . < ; m), который

(i) не равен нулю тождественно.
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(II) имеет индекс в (£, . . . , %) относительно (гх гт),
который не меньше

4 « О-*)- (2)
(Ш) удовлетворяет неравенству

^ ) < ; T r 1 + . . . + r m i т = 4 ( 0 + 1 ) , (3)

где а определяется равенством (2.3).

З а м е ч а н и е . Вид неравенства (1) и значение величины f
не играют роли. Для нашей дальнейшей цели достаточно
того, что утверждения теоремы имеют место для всех т,
ббльших некоторой постоянной, зависящей от £, е, и для
некоторой величины f, зависящей, быть может, от е, £, т.

Для доказательства этой теоремы нам понадобится не-
сколько лемм.

Л е м м а 3. Пусть дано М линейных форм

Lj= 2 a]kzk (1</<Ж)

от N > М переменных с целыми коэффициентами. Пред-
положим, что

Тогда существуют целые значения переменных zx zNt

не равные одновременно нулю, такие, что

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

NA<(Z-\-l)(N~M)IM,

и, следовательно, NAZ-\-\ <^ N A (Z-\-1)< (Z-\-lfM. Для
любого множества целых значений вектора z^(zx, . . . . гЛ
при 0 < ! 2 f t ^ Z (\ 4^. k^C N) имеем

— 5 y Z < L y ( z ) < C y Z , BJ+CJ^NA, (4)

где —Bj, Cj — суммы соответственно отрицательных и по-
ложительных коэффициентов в Lj(z). Следовательно, целое
Ljiz) может принимать самое большее NAZ-\-\ значений.
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Таким образом, существует {Z-\-\)N значений векторов г,
но из них может возникнуть только {NAZ-\~ \)м <^_ (Z -\~ l)N

множеств значений {Lx LM). Поэтому должны суще-
ствовать в (4) два различных вектора z ( 1 ) , z ( 2 ) , такие, что
Lj (z<°) = Lj (z<2>) (1 < y < Af). Очевидно, вектор г = z(1>—z(2>
удовлетворяет утверждению леммы.

Лемма 4. Для каждого целого 1^>0 существуют
целые рациональные аФ (0 < ; / < « ) , такие, что

и | а^р | ^ ( а + 1)', где а определяется по (2.3).
Д о к а з а т е л ь с т в о . При / < я лемма очевидна. При

l^-п рассуждаем по индукции:

и, далее,

Лемма 5. Для любых целых положительных чисел
гт и действительного Х > 0 число систем целых

1т, таких, что

ие превосходит

(2m)V 1 ( r 1 + l ) . . . ( r m + l). (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о . - Случай т — 1 очевиден, так как
число решений не превосходит гх-\~\ и равняется нулю при
Х > 1 .

В случае т >• 1 будем считать, что

X > ( 2 m ) V . > l . (6)

ибо иначе лемма тривиальна. Предположим, что лемма уже
доказана для т—1. Следовательно, при фиксированных
r = rm, l=lm число целых Сг im_l не превосходит

(2т - 2)7' (X- 1 Ч-^/гГ1 (г, + 1) . . . (/«,мН-1). (7)
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Но

К — 1+й/г < 2 j (А.— 1+2//Г + А.+ 1 — 2//г) =

+/
•"Sfr-a-a/ry <2(/-+OVfia-i) (8)

Ч по (6)
Х«—1 > Х 2 ( 1 — 1/2/ге)>Х2(1 — 1/т)1'». (9)

Справедливость леммы теперь следует из (7), (8), (9), если
заставить 1 = 1т принимать все значения 0, 1 г = гт.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы И. Запишем полином

где подлежащие определению С (У! Ут) — целые числа
и их всего yV^(/-j-)-1) . . . ( г т -)-1) . Мы должны иметь

Я ' . . . . ' т ( * 5) = О (Ю)

для всех целых /j / т , таких, что

jmO-e). (И)

Так как (10) справедливо, очевидно, при / ( 1 > г ( 1 для всех JA,
то можно считать, что

Выражая согласно лемме 4 все степени числа £ через
1, 5 £""', мы видим, что (10) будет иметь место, если
существует решение соответствующей системы п линейных
уравненийг) с целыми рациональными коэффициентами и с не-
известными C(j\ j m ) . По (2.4) и по лемме 4 эти коэф-
фициенты имеют вид

где / = ( 7 , - / , ) + . . . + ( y m _ / J < r , + ••• + > V Сле-
довательно, числа в (13) — целые, не превосходящие

- + г ' * (14)

') Равенство (10) эквивалентно п уравнениям, если полином f(x)
неприводим, но нам нет нужды считать §Г0 нецриводимцм- • •
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по абсолютной величине, согласно лемме 4 и (2.5). По лемме 5
с 1 = ИЕ и по (1) для числа М всех линейных уравнений
справедлива оценка

Ж О • (2/п)1/з (me)"1 W < i W. (15)

Согласно лемме 3, существуют не равные нулю одновременно
целые С (Jx j m ) , удовлетворяющие (10) при выполне-
нии (11), (12), такие, что

1С (Л Jm)\<(NAfl{N-M).
Так как по (2.5)

^ = (̂  + 1) . . .(r m +l)<2 r ' + - + 4

то, используя (14), (15), имеем

§ 4. Поведение полинома R в рациональных точках
в окрестности точки (§, . . . , §).

Т е о р е м а III. Пусть q^^O, р^ ( 1 ^ ^ ^ / г а ) — целые,
и пусть

Рр t I I ^ - 2 - 8 / 1 Ч

где
0 < 8 < V12. (2)

Пусть s — любое число, такое, что

0 < s < 8/20, (3)

? ; > 6 4 ( а + 1 ) т а х ( 1 , \Ц) ( 1 < ^ < т ) . (4)

Пусть гх гт — любые целые положительные числа,
такие, что

GOO). (5)
Тогда индекс полинома R, построенного в теореме II,
в точке (/?j/<7i Pml4ni> относительно (гх гт) не
менее

8т/8. (6)
З а м е ч а н и е , Вид неравенств (2) — (6) не играет особой

роли. Для нас достаточно, чтобы существовала, некоторая.
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явная нижняя грань для индекса при достаточно больших q
и r^ log q^, мало отличающихся друг от друга.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть j \ j m — любые неот-
рицательные числа, такие, что

Дц (7)

и положим

f(*i хт) = #Л ...im (*l* • • •. Хт).

Мы должны показать, что

Pm[qm) = 0.

По теореме II и по лемме 1 | Т\ ^ (2^)ri+"+rm и Г имеет
целые коэффициенты. Так как степень полинома Т относи-
тельно Хр не выше г^, то полином Т содержит не более
{ry^-X).. -(rm-\- 1 ) ^ 2 Г 1 + ' " + г ' л членов. Следовательно, для лю-
бых целых положительных tlt . .., im имеем, опять исполь-
зуя лемму 1 и оценивая грубо,

(8)

X ( m a x ( l , | l | ) )

<Г1 = 8 ' Г т а х ( 1 .

Используя лемму 2, теорему II (п), (3) и (7), мы видим, что
индекс Т в точке (5 £) относительно (гг rm) не
меньше

(9)
Но по (2.6) и (1) имеем

(Ю)
где, согласно (9), обращаются в нуль те слагаемые, для ко-
торых

1
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Для таких 1г lm из неравенств (1), (5) следует, что

Но по (2), (3)

+
и, значит,

h{'---^>l<(^...9»"
1
"

4
- (12)

Так как в правой части (10) число членов не превосходит

то из (8), (10), (12), (4) получаем

v-
ибо 2fj = 16-j- max(l, | % \) = 64(a- |- 1) max(l, | \\), согласно
(3.3) и (8). Ho q'{ ... q^m T{p1lqv . . . . pjqj — число це-
лое, и, значит, оно равняется нулю. Теорема доказана.

§ 5. Поведение полинома с целыми коэффициентами
в рациональных точках.

Т е о р е м а IV. Пусть

где т — целое положительное число, и

0 < s < V 1 2 . (2)

Пусть г1э . . . , гт — целые положительные числа, подчи-
няющиеся условию
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и пусть <7ц > 0. Рц— взаимно простые целые, такие, что

(1 ^ | л ^ т), (4)

(1<ц<т). (5)

Предположим, что S(xx хт) — отличный от тожде-
ственного нуля полином с целыми коэффициентами сте-
пени не выше г^ относительно х^ (l^Cp^Cm) и

\S\<41\ (6)

Тогда S имеет индекс в (pjqx Рт\Ягп) относительно
(r l f . . . . гт) не выше е.

З а м е ч а н и е . Точный вид неравенств (1)—(6) не играет
особой роли. Для нас достаточно, чтобы индекс, о котором
идет речь, был мал (или же ограничен сверху абсолютной
постоянной), если коэффициенты многочлена 5 не слишком
большие, q достаточно велики, а г^ убывают достаточно
быстро. Что условие такого типа на г^ необходимо, следует
из того, что многочлен (х — у)г в любой точке (plq, p\q)
имеет индекс относительно (г, г) не менее 1.

Доказательство проводится по индукции с использованием
операторов вида

Д=—-, г—. (7)

Будем называть 1х-\- . . . -\-1т порядком оператора Д. Если
Aj Дл имеют соответственно порядки не более чем
О, А — 1 и ср! срЛ — функции от хх хт, то
определитель

(1</, у<А) (8)

назовем (обобщенным) вронскианом. Если т=\, то суще-
ствует один и только один оператор Д порядка I—1,
а именно dl~ljdx[~l, и, значит, единственный вронскиан, ко-
торый^Тне обращается тривиально в нуль, будет обыкновен-
ным вронскианом
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Л е м м а 6. Предположим, что ух, . . . .ср д —рациональ-
ные функцииJ) от хх, . . ., хт, и что из равенства

0 (9)

при постоянных сх ch следует сх = . . . ==?сл = 0.
Тогда какой-нибудь вронскиан (8) не обращается в нуль.

З а м е ч а н и е . Если (9) имеет место при некоторых по-
стоянных Cj сЛ, не равных одновременно нулю, то,
очевидно, все вронскианы обращаются в нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если h = 1, то единственным врон-
скианом является сама функция срх, и лемма становится три-
виальной. Поэтому мы будем считать, что h > 1 и что для
системы с меньшим числом рациональных функций лемма уже
доказана.

Соотношение срг = 0 имеет вид (9). Значит, cp-j Ф 0. Обо-
значим

По правилу дифференцирования произведения всякий врон-
скиан, составленный из функций ср* ср*, представ-
ляется в виде суммы вронскианов, составленных из функций
cpj срд, умноженных на рациональные функции (произве-
дения производных от ср-1). В частности, если какой-нибудь
вронскиан, составленный из ср*, . . . , ср*, не обращается в нуль,
то не обращается в нуль и какой-нибудь вронскиан, соста-
вленный из cpj cpft. Так как из любого соотношения

вида (9) для функций ср* следует такое же соотношение для
функций ср̂ ,, то можно считать, без ограничения общности,
что cpj = 1. Если теперь срЛ была бы постоянной, например с,
то имело бы место соотношение срЛ — ^ = 0 вида (9), вот
преки предположению. Следовательно, существует какая-
нибудь переменная, например хг, такая, что

^ФО. (10)

С другой стороны, вполне возможно, что имеется линейная
комбинация

') То есть отношения полиномов.
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не зависящая от xv Если это так, то одно из чисел с2, . . .
. . . . сл_1 не равно нулю, например с2 Ф 0. Не ограничивая
общности, считаем с 2 = 1 . Мы заменим ср2 выражением (11)*
что не влияет на вронскианы и дает

= 0.

Продолжая рассуждать таким путем, мы можем в конце кон-
цов утверждать, что существует некоторое k, I ^ k < й,
такое, что

J f l = . . . = ^ = O, (12)

но такое, что из равенства

при постоянных ek+x eh с л е д у е т ek+l = . . . =eh = 0.
По индуктивному предположению существуют операторы
Д* Д* соответственно порядка не выше 0, . . . , k—1,
такие, что

Аналогично, так как (13) не имеет нетривиальных решений,
то существуют операторы Д* + 1 Д* соответственно по-
рядка не выше 0, . . . , h — k—1, такие, что

tO (k < i, j < A).

Положим

. \Ч (K'<*).

так что Д̂  имеет порядок не выше / — 1. Тогда по (12)
имеем

det (Д/Сру) = W,W2 Ф0 (1 < I, j < A).

Лемма доказана.

С л е д с т в и е . Если cplf . . . , срл имеют рациональные
коэффициенты, то в (9) достаточно считать q cft

рациональными.
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Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно, так как в доказательстве
теоремы встречаются только рациональные числа. (Иначе
можно доказать, пользуясь леммой 2 гл. III.)

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы IV (/га = 1). Если

то
S(xx) = (xl-pllqx)

tT(xx),

где Т(х])—некоторый полином. Но

где q-'TfxA — полином с целыми коэффициентами по лемме
Гаусса (приложение С), так как 5 (х{) имеет целые коэф-
фициенты и н. о. д. (рх, qx)=l. Поэтому старший коэффи-
циент полинома S(xx) делится на q\ и, следовательно,

по (1) и (6). Это доказывает теорему для / г е = 1 , так как
индекс полинома 5 в точке px\qx относительно гх равен t\rx

по определению.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы IV (/я > 1). Проведем

индукцию по т. Будем считать, что теорема верна для
меньших значений т.

Ясно, что существует представление полинома 5 в виде

5 = 2 <ру(*, Jfm-iHyC**). (И)
1 </< ft

где еру, фу — полиномы с рациональными (не обязательно

целыми) коэффициентами, еру зависят только от хх -^m-i'
а фу зависят только от хт, например, h = rm-\-\ и ф =jc-'~ 1 .
Возьмем одно такое представление с наименьшим возмож-
ным h, так что

h<rm+\. (14')

Если существует линейное соотношение схух-\- .. . -|-слсрл = О
с рациональными постоянными сх сЛ и, например,
с с л Ф 0, то тогда

1 < 1 < Л
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Y. е. представление с А — 1 слагаемыми. Так как А—-мини-
мальное, то такое линейное соотношение невозможно. Ана-
логично из соотношения c^i + . . . +С/,Фл = О с рациональ-
ными постоянными cv ..., ch следует сг = ... = с л = 0.
По следствию из леммы 6 имеем

где для удобства включен числовой множитель ((I—I)!)"1.
По той же лемме существуют операторы Д̂  (1 <]/<!й) вида

Д 71 7 \—i 1

/ i + ••• + / „ _ , < / - 1 < A - l < r m . (17)

такие, что

V(*, *m_ 1) = det(A' |<P/)^O ( 1 < / , j<h). (18)

Определим полином W так:

(1<Л J<h). (19)

Тогда по (14), (15), (18) имеем

w = det ( А' (ТГТГ' i ^ " 2 ^Ф* ) = U (*J V (*, *„,_,).
\ к I

Но

4;¥^0=s'--'-'- (20)

если оператор Д̂  определен формулой (16). Поэтому, со-
гласно (19) и лемме 1, полином W имеет целые коэффи-
циенты. Следовательно,

где Й, о — полиномы с целыми коэффициентами, согласно
лемме Гаусса (приложение С).
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Так как полином в (20) имеет степень относительно х
О-^рь-^/я) не выше г , то степень определителя W отно-
сительно х^ не выше hr^, т. е. и{х„^ имеет степень
не выше ftr^, v(xu . . . . хт_1) имеет степень относи-
тельно Хр (1<[^</га) не выше hr .

Согласно (6) и лемме 1,

Так как в любом полиноме S/,.../ существует не более
(r"i + 1) . . . (гт-\- 1) .^2 | ' 1 + "• +гт членов и так как, со-
гласно (14'), существует не более й ! < [ hh~1 < ; Й Г / Л < ! 2hrm
произведений в разложении определителя W, то

< (23 (г'+ - +гт)д^)Н < (23 /Х)Г

согласно (5), (19) и (20). Так как и, v имеют целые коэф-
фициенты и каждый коэффициент в W = av является
произведением коэффициента из и {хт) на коэффициент
из v(xt, . . . . x m _!), то"

1 ^ (21)

Теперь мы имеем

<о = <о (т, s.) = -n(o(m—1, е2/12).

Таким образом, мы применяем теорему к v(xx

 xm-i)
с т — 1 вместо т\ hrx ^ r m-i B M e C T 0 r\ rm-v
s2/12 вместо s и, значит, 2<о вместо (о, так как (3) и (5)
сильнее, чем соответствующие неравенства с 2ш вместо <о,
а (21) заменяет (6). Следовательно, индекс полинома v
в точке (Pj/ft Рт-\\Ят-\) относительно (hrx hrm_i)
не более s2/12. Таким образом, по определению индекс поли-
нома v (хх

 хт-\)> рассматриваемого как функция
от хг хт, не более Ае2/12 в точке {pjq1 PmlqJ
относительно (гг гт).

Аналогично, так как по (4) qT^^qTm и так как
1 т
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то применяем теорему к и(хт) с 1 вместо т, hrm вместо гх,
е2/12 вместо е. Следовательно, как и ранее, индекс поли-
нома и(хт) в (/У?! РтЮ относительно (/"! гт)
не выше йег/12.

По лемме 2 для индекса 0 полинома W=uv справедлива
оценка

в точке {px\qx Рт!Ят) относительно (гг гт).
Теперь оценим в через 6, где под 8 понимается индекс

полинома S(x1 хт) в точке {p1lq1 Рт1Ят) относи-
тельно (/"j, . . . , гт). По лемме 2(i) соответствующий индекс
полинома 5/, / ,-_i не менее

т— 1' J

о ^ 1 1 т - \ ./' — 1 ^ Q h ~\~ • • • ~ W m - l J— 1 ^ .
rm—l

если использовать (17), (1), (3). Так как индекс всегда не-
отрицательный, то получаем, развертывая определитель (19)
и используя лемму 2, что

Следовательно, по (22) имеем

где 1 < А < г т 4 - 1 .
Если 8^-(й — 1)/гт> Т 0 л евая часть (23) равняется

и, значит, из (23) следует 8 < -̂  е2 < е, а это и есть утвер-

ждение теоремы.
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Если же 6 < (А — 1)/гт, то левая часть (23) равняется

так как й .< r m + 1 <; 2rm. Следовательно, из (23) следует
8 ^ s, а это опять утверждение теоремы.

§ 6. Доказательство теоремы I. Предположим, что
неравенство

\Z-p!g\<g~2-\ ?>o, ip.g)=i (1)

имеет бесконечно много решений. Теорема будет доказана,
если мы получим противоречие. Не ограничивая общности,
можно считать, что имеет место (4.2), а именно: 0 < 8 < 1/12.

Выберем параметры следующим образом:
(i) s—любое число < 8/20. Тогда имеют место (4.3) и (5.2).
(ii) т — любое целое > в я ^ " 2 , т. е. имеет место (3.1);

(о = (о (щ, е) определяется по (5.1).
(ill) (pv qj — любое решение неравенства (1) с qx на-

столько большим, что имеют место (4.4), (5.5) при | л = 1
и, кроме того,

? , " > Т т . Т = 4 ( в + 1 ) . (2)

(iv) (р, <7,J — решения неравенства (1), которые после-
довательно выбираются так, что

f l o g ^ > l o ^ ( l < j * < m ) . (3)

Это можно всегда' сделать, так как (1) по предположению
имеет бесконечно много решений. Так как Ят~>Ят-{>• • •><7i>
то условия (4.4), (5.5) имеют место для l-^ j i-^/я по
пункту (Hi).

(v) rx — любое целое, настолько большое, что

(4)

(vi) Для 2 <^ |л ^ т положим

•r __ Г Л <og 4\

Тогда по (4)

' Г f • Г
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а это есть (4.5) и (5.4). Далее, из (3), (6) следует, что

а это есть (5.3).
Условия теорем II, III выполняются. Далее, полином R,

построенный в теореме II, удовлетворяет условиям, наложен-
ным на S в теореме IV, так как по (3.3) и (2)

а как показано выше, и другие условия теоремы IV тоже
выполняются. Значит, по теореме III индекс R в точке
(Pil4i, • •., P m / O относительно (rv . . . . гт) не меньше Ьт/8
и не больше е по теореме IV. Следовательно, 0 < 8 ^ 8 е / / г е .
Так как е произвольно мало, а т можно выбрать как угодно
большим, то это и есть нужное нам противоречие.

З А М Е Ч А Н И Я

Историю теоремы I см. у Рота (1955). Несколько ранее
более слабые формулировки были даны Туэ, Зигелем, Дай-
соном, Гельфондом, Шнейдером; они обычно называются
„теоремой Туэ—Зигеля". Явную границу для чисел р, q
в теореме I см. у Давенпорта и Рота (1955). Теорема I дает
возможность путем обращения рассуждений § 1 получить
нижнюю границу для \qnf(plq)\, благодаря чему возможны
приложения к диофантовым уравнениям (ср. Ландау (1927),
3. 58—65).

Пусть v > l . Теорема I утверждает, что | | ^ l l > 9 ~ v Д л я

всех q, больших некоторого q0 (£, v). На первый взгляд
кажется парадоксальным, что неизвестны пути для отыскания
допустимого qQ(l, v), если v < n — 1 .

Числа, не являющиеся алгебраическими, называются транс-
цендентными. Так как множество алгебраических чисел
счетно, то „почти все" числа являются трансцендентными
в смысле гл. VII. Теорема I (или же теорема Лиувилля
в § 1) дает возможность строить трансцендентные числа:
любое число I, такое, что неравенства
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имеет бесконечно много решений для некоторого v > l ,

трансцендентно, например Z~^i2~3 . (Положить q—2%n.)
С другой стороны, теорема I гл. VII показывает, что (*) имеет
только конечное число решений для почти всех £; это—кри-
терий трансцендентности для множества меры 0. Доказатель-
ство трансцендентности е и ти имеется у Харди и Райта (1938).
Глубокую и богатую теорию трансцендентных чисел и род-
ственные с ней проблемы см. у Зигеля (1949), Гельфонда(1952)
или Шнейдера (1956)J). Последние результаты о приближе-
нии е и тг рациональными числами см. у Малера (1953 а, Ь).

: ) Автор видел только проспект книги Щнейдера,



Г л а в а VII

МЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ

§ 1. Введение, В этой главе мы будем предполагать,
что читатель знаком с элементами теории меры Лебега. Как
обычно, мы будем говорить, что в данном re-мерном мно-
жестве почти нет точек, обладающих некоторым свойством,
если мера множества точек данного множества, обладающих
этим свойством, равна нулю. Почти все точки данного
множества обладают некоторым свойством, если в этом
множестве почти нет точек, не обладающих этим свойством.
Меру множества $ будем обозначать так: | § | .

В гл. II мы показали, что неравенство

\\q4<C[q (1)

имеет бесконечно много целых решений для всех иррацио-
нальных 8, если С = Ь~1'' Утверждение становится неверным,
если давать С любое значение, меньшее 5~/ з. Но, с дан-
ной точки зрения, это просто случай, обусловленный
существованием числа ' / г ^ 3 — 0 и счетностью множества
чисел 9, связанных с ним. Иначе число, меньшее 5~ , обла-
дало бы указанным свойством. В действительности же для
любого С > !/з существует только счетное множество исклю-
чительных б, для которых неравенство (1) имеет только
конечное число целых решений q. Если же С < V3. то,
как мы видели, множество исключительных 8 несчетно.
Однако, как мы сейчас покажем, неравенство (1) при С > О
имеет бесконечно много решений для почти всех 8. В действи-
тельности имеет место более сильное утверждение.

Т е о р е м а I. Пусть ^{q)^ монотонно убывающая
функция от целочисленного аргумента q > 0, и пусть
О -'С t (я) -С '/г- Тогда если ряд 2 (Ф (я))" расходится, то
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для почти всех систем п чисел (6,, . . . . 9д) система
неравенств

имеет бесконечно много решений; если же ряд 2 (Ф (?))"
сходится, то таких систем п чисел (0,, . . . , 8Я) почти нет.

Например, неравенство

ll<7G||<l/<7log<7
Имеет бесконечно много целых решений для почти всех 8,
Что сильнее утверждения о бесконечности целых решений
неравенства (1) при любом С > 0 для почти всех. 6. Но почти
нет чисел 8, для которых неравенство

||?01|< Щlog2q

имеет бесконечно много целых решений.
Существует аналогичная теорема и для неоднородных

приближений, являющаяся дополнением к теореме I, и дока-
зывается она несколько проще:

Т е о р е м а II. Пусть О < ; ф ( q ) ^ 1[г для всех q. Тогда
если ряд 2 ( Ф ( ^ ) ) Л расходится, то для почти всех
In-черных систем (8j 8n,aj <хд) система неравенств

j

имеет бесконечно много целых решений; если ряд 2 (ф (<7))"
сходится, то таких 1п-мерных систем (8j 8Я,
<Xj an) почти нет.

З а м е ч а н и е . Здесь не требуется монотонность функ-
ц и и <\>(q).

Ясно, что достаточно рассматривать числа 8,, а, только
из интервала 0 ^ 8у < 1, 9 О у < 1.

Ради простоты мы рассмотрим только случай п = 1,
указав в § 7 на незначительные видоизменения, необходи-
мые в случае п > 1. Все множества, которые будут встре-
чаться в последующих рассуждениях, как легко видеть,
измеримы.

§ 2. Случай сходимости ( я — 1 ) . Теоремы I и II
в случае сходимости указанных выше рядов следуют сразу
из следующей леммы. " . . . _ . . .
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Лемма 1. Пусть а зафиксировано и пусть ряд 2 Ф (̂ )»
где 0 < ф(?)< V2. сходится. 'Тогда почти нет чисел 0,
для которых неравенство

(!)

имеет бесконечно много целых решений q > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . При фиксированных a, q числа 0,

удовлетворяющие неравенству (1), т. е.

1Г~ < с{ (Р — ц е л о е )>

образуют на действительной оси множество интервалов дли-
ной 2ty(q)jq с центрами, отстоящими друг от друга на рас-
стоянии \(q. Значит, множество чисел 0, 0 ^ 0 < 1, удовле-
творяющих неравенству (1), имеет меру 2ф(^). Следовательно,
множество чисел 0, для которых (1) имеет решение при
имеет меру, не превосходящую

2
q>Q

при любом е > 0 и достаточно большом Q. В частности,
множество чисел 0, для которых неравенство (1) имеет беско-
нечно много решений, имеет меру, не превосходящую е.
Лемма доказана, так как е произвольно мало.

§ 3. Две леммы. Пусть функции / (л:, у) >- 0, g (х, у) >. 0
определены, например, в единичном квадрате

g: 0<л;< 1, 0<у< 1.

Тогда хорошо известное неравенство Шварца утверждает,

что

J ffgdxdyY^U fpdxdy\ (f Jg*dxdy\. (2)

') Это интегральный аналог неравенства ( 2 afiif <!
( 2 aj) ( 2 */)• Вероятно, наиболее простое доказательство нера-

венства (2) получится, если заметить, что квадратичная форма

h(X, У) = \ у (Х/+ Yg)2 dxdy > 0 и что разность между левой,

и правой частями неравенства (2) есть дискриминант Л.
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В частности (^=1),

M, = f f fdxdy <M2 = (f jPdxdy\'\

Лемма 2 (Пойа и Зигмунд). Пусть f (x, у) ̂ > О,
Жх ^- аМ2 и О ^ Ь <; а. Тогда множество $, в котором
/(х, у) > ЬМ2 ( > bMJ, имеет меру | $ | > ( а — ft)2.

З а м е ч а н и е . Существует аналогичный результат и для
функций от любого числа переменных.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно неравенству Шварца,

Pdxdy=\$\M\. (3)

Так как / <] ЬМ2 в1) g — &, то

J f fdxdy=f f fdxdy- f ffdxdy^

Теперь лемма следует сразу из (3) и (4).

Лемма 3. Пусть Ъ(х) — функция от действительного
переменного х с периодом 1. Тогда для любого дейст-
вительного а и целого q ф О

1 1

Г 8 (gX -f-tx) dx = Г 8 (л:) dx.

о ' о

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1 1 +«/« 1

= J b{qx)dx = j

q*'9 1 °

') ^ — S е С т ь множество точек, принадлежащих ^ , но не при-
надлежащих $.
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так как, например, при q > О
я \ 1 9

О 0 1 q-\

§ 4. Доказательство теоремы II (случай расходимости,
я = 1 ) . Пусть AQ(0, a) — число целых решений неравенства

), 0 < « 7 < Q .

Мы применим лемму 2 к функции- AQ (б, а) и обозначим

Здесь, если противное явно не оговорено, все интегралы
вычисляются в единичном квадрате О < ] 0 < 1 , 0 ^ < х < 1 .
Чтобы оценить Mj (Q) и М2 (Q), положим

8 (х)
* 1 0 в противном случае,

8. a)= 2
так' что

Сумма 4T(Q)= 2 t t o ) - * 0 0 . т а к как по предположению

соответствующий ряд расходится.

Л е м м а 4.

0) Jfbq(q6-a)d6da=2^(q),

Д о к а з а т е л ь с т в о (i) тривиально в силу леммы 3
и очевидного равенства

1
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Д о к а з а т е л ь с т в о (и). Левая часть (и) равняется

где5 = г — д, а' = а — qb. Можно считать, что а'изменяется
В интервале 0 ^ < х ' < 1 , так как Ьд, Ьг периодичны. Если
г ф q (значит, и s ф 0), то по лемме 3

1 1

f 8r (s6 — a') dO = f 8r (JC) dx = 2ф (г)..
о о

и (И) получается после повторного интегрирования. Если же
r^q, то подинтегральная функция равняется 8в(—<х') =
= 8 в ( — а ' ) , так как 8 в (лг)=О или 1. Опять (и) получается
немедленно.

С л е д с т в и е . Пусть Е > 0 как угодно мало. Тогда
для всех достаточно больших Q

Д о к а з а т е л ь с т в о . Во-первых,

M1(Q) = f f \QdQda= J ] f j bq(qd—

Во-вторых, для всех достаточно больших Q

а = ^ / Г 8 в ^ 6 ~ а)8г(/-В — a)dbda~-

так как W (Q) —> oo.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы II (окончание).

лемме. 2 при а = 1 — Е И Ь = е>- имеем
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на некотором множестве, содержащемся в единичном квад-
рате, мера которого не менее ( 1 — 2 е ) 2 ^ > 1 — 4 s . Так как
A Q ( 6 , а) монотонно возрастает с ростом Q, то при Q->oo
AQ (8, а)—>оо всюду в единичном квадрате, кроме, быть
может, множества меры 4s. Этим теорема доказана, так
как s произвольно мало.

§ 5. Некоторые дополнительные леммы.

Лемма 5. Пусть множество $, содержащееся в интер~
вале 0 ^ х < 1, имеет меру \ $\ > 0, и пусть s > 0 как
угодно мало. Тогда существуют целые t, T, 0<]£<7 1 ,
такие, что часть множества $, содержащегося в интер-
вале

(1)

имеет меру не менее (1 — s)(T.
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению меры существует

конечное или счетное множество непересекающихся интер-
валов 0Г, покрывающих множество $, такое, что

Но \$\ =

Значит, по меньшей мере для одного номера г

# г | . (2)

Теперь мы можем выбрать интервал ^ i xQ^Cx < х1 с рацио-
нальными концами лг0, JCj, содержащий интервал 0г, и такой,
что

( ^ ) | ^ r [ - (3)

Тогда по (2) и (3)

Пусть теперь Т—целое, такое, что TxQ'—t0, Txl=^t1—•
целые. Обозначим интервал (1) через ^ t . Ясно, что

= (1—«)(/,-/о)/?",-
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Поэтому по меньшей мере для одного числа t \ Jgt Г) % \ >
> ( 1 — е)/Т, что и требовалось доказать.

С л е д с т в и е . Почта все числа 8j имеют вид

9j=T0 (modi), (4)

где f—целое положительное число, 9 £ g.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть flj — множество чисел 9 l f

содержащихся в интервале 0 ^ 9 < 1 и имеющих вид (4);
пусть е > 0 как угодно мало. Если t, T—целые, указанные
в лемме, то множество точек

6а = Г9 — t, ^ / Г < 9 < ( ^ + 1)/7, 9 £ S

принадлежит $j и имеет меру > 1—s. Следовательно,
| Sj | > 1 — s, что и требовалось доказать, так как е про-
извольно мало.

Лемма &. Пусть ср (q)1)-^ число целых р в интер*
вале 0 < р < <7, взаимно простых с q. Тогда найдется
постоянная Cj > 0, такая, что для всех Q > 1

З а м е ч а н и е . Грубо говоря, это означает, что q
больше С1 „в среднем".

Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно (например, Харди
и Райт (1938)), что

<Г2Ф (Q) -*3/тЛ Ф ( 0 ) = 2 Т ( < 7 ) .
4<Q

Следовательно, существует постоянная Cj > 0, такая, что
<Э~2Ф (Q) > С1 для всех Q > 1, так как Ф (Q) > 0 при Q > 1.
Тогда, пользуясь „частичным суммированием",

что и требовалось доказать.

') Функция Эйлера. —Прим. перев.
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[Или, иначе, <7~1<р(<7) = 2 d" ' | »W' где суммирование про-
водится по всем делителям d > 0 числа q, a (i (d) — функ-
ция Мёбиуса. Следовательно,

Q"1 2 Г1<Р(?) = 2

где d пробегает теперь все целые числа. Так как ряд 2 ^ ~ 2 с х о -
дится, правая часть равномерно стремится к y^1d~7^(d)=sQiz~i

при Q-*co.]

Л е м м а 7. Пусть ш(<7) — положительная монотонно
убывающая функция. Тогда

2 ?~1

Q

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим ^ ( Q ) = 2 Я~1(?(я)-

Тогда, как и в предыдущей лемме,

2 Г1?(?)<•>(?)= 2
Q < Q

= 2

> 22 C1?(ш (?) —

= С,ш(2)+С, 2
1<

Л е м м а 8. Предположим, что функция
возрастает при х^.0 и убывает при лг^-О. Тогда

ff(x)dx.

интеграл справа существует.
Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.

§ 6. Доказательство теоремы I (случай расходимо-
сти, я = 1). Так как ряд 2ф(<7) расходится, то можно
найти функцию i(q), 0 < т ( < 7 ) < 1 , монотонно стремящуюся
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к нулю настолько медленно, что J)

Q(Q)= 2 о>(<7) ->оо,
д«2

где <о(д) = т(дЦ(д). Тогда 0 < ш ( ? ) < 1 / 2 , так как
0 < Ф ( 9 ) < 1 / 2 . и «>(?)->О монотонно в силу монотонности
ф (<7). • Сначала мы будем оперировать с функцией о> (q)
вместо ty

Пусть
f 1, если l e X f - M ? ) .

О в остальных случаях,

где ^—положительное целое, а 0—-действительное число.
Положим

где до конца этой главы под 2 понимаем сумму по всем р,
р

удовлетворяющим условиям

0<p<q; (p. <7)=1. (1)

Тогда 7 ? (0)—число решений неравенства \qQ—р\<.ш(Я)>
где р подчиняется условиям (1). Значит,

7в(б) = 0 или 1. (2)

так как u>(<7)^V2- ^ ы будем применять одномерный аналог
леммы 2 к Г д ( 9 ) = 2 ТД8)- Введем обозначения:

1 • 1

М1 (Q) = / Гд (8) d6, All (Q) = f r2

Q (9) d6. (3)
о о

Л е м м a 9. Существует абсолютная постоянная С2 > О,
такая, что для достаточно больших Q

') Так как существуют числа 1 = q{ < q2 < <7з < • ••• такие, что
2 ^ (?) > 1 - Положим x(q)=J-1, если ^ ; < ^ < qi+ir
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Д о к а з а т е л ь с т в о ,

1 1

/ , (в) <*в = 2?-1(Р (?)»(?)• (3')
оо

Следовательно, по лемме 7

Мх (Q) = 2 2 «Г1? (9)»(9) > 2Cj (2 (Q) — ш

для любого С2 < 2Cj при достаточно большом Q, так как
Q (Q) - * со.

Л е м м а 10.

1

о

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

Очевидно,

со со

f\qr(x)dx= f

), (5)

полагая у ^ 0 — л:. Далее, подинтегральная функция в (4)
равняется 1, если одновременно | 9 | < ^~1u) (q), |9 — л: | <
<г~ 1(в(г), и равняется 0 в противном случае. Следовательно1),
\г(х) убывает при лг^-0 и возрастает при лг<!0. Но

') Легко, конечно, получиц. оценку для Ьяг(
х) в явном виде.
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теперь, если 2 подчиняется условиям (1) и (s, r) берется
s

вместо (р, q), получаем
1 . 1

р s О

< 2
0<p<q
0<s <r
plq ф s/r

заменяя 8 — p[q на 8, и так как plq Ф sir при р взаимно
простом с q и s взаимно простом с г, q Ф г. Здесь

s/r--plq = (qs—-pr)lqr = ck[qr, с = н. о. д. (?, г),

где k Ф 0 — целое. Далее, каждое А может встречаться не
более с раз, так как если q = cqx, r = crx, то qxs—rxp = k,
что определяет р по mod^j. Значит, (6) будет

2 X (
ft = ± l , ± 2 , . . . V

со

с

—со

со

J Х?г (слг/̂ -г) d x = 4со (9) (о (г)

по (5) и по лемме 8.

Лемма 11. При достаточно большом Q

Д о к а з а т е л ь с т в о .

1

О \g<Q

1 1

= 2 /т5(в)<И+ 2 /Т?(9)ТГ(9)^- (7)
g<QO «
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Но по (2) и (3') первая сумма равняется

о

Вторая сумма по лемме 10 будет

Следовательно, при достаточно большом Q

М\ (Q) < 22 (Q) -f- 42* (Q) < 52* (Q),

так как 2 (Q) —> оо.

Лемма 12. Гд(0)-*со «а некотором множестве $,
содержащемся в 0 ̂  8 < 1, меры | £ | > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По леммам 9, 11 мы видим, что
для всех достаточно больших Q

Ml(Q)>C3M2(Q).

Где С 3 >• 0 —~ некоторая постоянная. Следовательно,

Г о (9) > I С 3 Ж ! (Q) > 1 С 3С 22 (Q)

( 1 \2
-к-Сд) по леммам 2 и 9.

Так как функция Г о (8) монотонна относительно Q и
2 ( Q ) - * o o , то справедливость этой леммы имеет место при

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I (окончание). T Q (0) есть
Число решений неравенства \qQ^p\<.w(q) при 0 < ^ < ; Q
и р, подчиненным условиям (1). Значит, лемма 12 показы-
вает, что неравенство

||?ец<ш(?) (8)

имеет бесконечно много целых решений q на множестве $,
содержащемся в 0 ^ 9 < 1 с | £ | > 0 . Пусть 8, —любое
число, такое, что

6, = Г0 (modi) . 9 £ g (9)
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при некотором целом 7 > 0 . Из (8) следует, что при до-
статочно большом q

\№х II = W Ц. < 7Ь (д) = Тт (q) ф ( ? ) < ф (q),

так как x(q)-+O. Следовательно, неравенство \\q®i\\ <Cty(q)
имеет бесконечно много решений. Но, согласно следствию
из леммы 5, почти каждое число имеет вид 01 в (9).

§ 7. Случай п ^ - 2 . Изменения в доказательстве тео-
ремы II и теоремы I в случае сходимости соответствующего
ряда очевидны. Поэтому остается рассмотреть теорему I
в случае, когда ряд 2 ф л ( ? ) расходится. Выберем монотонно
убывающую функцию x(q) так, чтобы и на этот раз ряд
2 ">"(?). где со (q) = х (q).ф (q), расходился. Определим Р?(0),
7?(0), как и ранее, а ЛГ,(6), Ж2(8) определим через

r«(8i в „ ) = S T ? ( 0 i ) - - - T ? ( 9

n )

вместо r Q ( 8 ) . Единственное сколько-нибудь глубокое изме-
нение, требующееся в доказательстве, имеется в аналоге
леммы 9, так как

^ i ( Q ) = 2 <ГЛ<РЛ(<7)°>ЛО7)-

Но по лемме 6 и по хорошо известному 1) неравенству

1/5

справедливому для всех г, s с 0 < л ^ , 5 и для всех прложи-
Тельных хд, имеем

для всех Q > 1.

') См., например, Харди, Литтльвуд, Полна (1934), теорема 16,
Это неравенство является, конечно, непосредственным следствием
неравенства Гёльдерэ.- • . . ' • • " .
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З А М Е Ч А Н И Я

§ 1. Общее свойство результатов этого типа состоит
в том, что нет промежуточного понятия между понятиями
„почти все" и „почти нет". Теорема I перестает быть спра-
ведливой, если не считать ty(q) монотонной. Рассмотрение
этого вопроса см. у Касселса (1950 а).

§ 5. Лемма 5 есть, конечно, следствие того, что изме-
римое множество имеет плотность 1 почти во всех своих
точках.

Конечно, „метрический" подход может быть осуществлен
по отношению к большинству проблем. Так, отклонение DQ
по mod 1 (в смысле гл. IV) последовательности qQ равняется
0{Q l\og1+tQ) при люб#ом е > 0 и почти для всех 6 [Хин-
чин (1923)]. Много работ посвящено метрической теории
равномерного распределения последовательностей вида f(q, 6)
(например, / = <7r9, r фиксировано), но она находится в не-
удовлетворительном состоянии [например, Касселс (1950 Ь, с)].
Много известно о поведении неполных частных ап числа О
для почти всех 6 [Коксма (1936), гл. III, § 29; Хинчин
(1935)].

Вместо того чтобы рассматривать не зависимые друг от
друга 6j 6Л, мы можем рассмотреть степени 6у = 6
О ^ . / ^ " ) - Малер высказал интересное предположение
о том, что тахЦ^б^Ц ^ q-(Vn)-e имеет только конечное число
целых решений q при любом е > 0 и для почти всех 6.
Так как множество точек (6 6") имеет «-мерную меру 0,
теорема I здесь неприменима. Последующие результаты
см. у Касселса (1951) и Левека (1953).

Снова, если ряды 2Ф/07) С/=1.2) оба сходятся, мно-
жества $j точек 6, для которых | | ^ 9 | | < tyj(q) ( / = 1,2)
соответственно имеют бесконечно много решений меры 0,
могут, однако, иметь совершенно разные „дробные измере-
ния" (см. Коксма (1936), гл. V, § 12).



Г л а в а VIII

ЧИСЛА ПИЗО — ВИДЖАЯРАГХАВАНА

§ 1. Введение. В этой главе предполагается, что чита-
тель имеет элементарные знания по алгебраической теории
чисел.

Целое алгебраическое число а > 1 называется числом
Пизо — Виджаярагхавана (PV-число), если все его сопря-
женные, отличные от самого а, лежат внутри круга \z\ <С 1.
В частности, если а > 1 — целое рациональное, то у него
нет никаких других сопряженных, и поэтому оно есть
PV-число. Пусть а есть PV-число степени г ^ > 1 с сопря-
женными !) a = aj аг, так что

B = B I > 1 , \aj\<l (/=/=1).

След

является целым рациональным числом при всех целых «>-0,
и поэтому

1И1 <|«" — Л„1<1«аГ+ ••• + К Г - * 0 (п-*оо).

Мы покажем, что PV-числа характеризуются этим свойством.
Более общо, пусть

a' + a r _ i a ' - i + . . . + a o = O, (1)

где a0 a r_j—целые рациональные числа, является не-
приводимым уравнением для PV-числа а, и пусть X — такое
число из поля числа а, что все следы

T(kaN), T(kaN+l) T(ka.N+r~l)

Конечно, а» — ие обязательно действительное число при
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являются целыми числами при некотором целом N^-О. Для
любого целого n^>N-\-r имеем по (1)

= Т(Ха«) + ar_J(Xa"-i) + . . . + aj(hx"

и, значит, по индукции

Т(кап) — целое при всех n^N.

Следовательно, как и раньше,

а»| (n>N)

> 0 ( л - * а э ) , (2)

где Х2 Хг—сопряженные числа с X = Xj. Докажем сле-
дующее обратное утверждение.

Т е о р е м а I (Пизо, Виджаярагхаван). Пусть а > 1 —
алгебраическое число, X Ф О — действительное и

||Ха»||-*0 (п-+аэ). (3)

Тогда а — PV-число, причем ~k = a.~N\>., где TV ^> 0 — «е-
которое целое, (А — некоторое число из поля числа а,
такое, что TipJp) — целое ( О ^ у ^ л — 1 ) , г — степень
числа а.

Т е о р е м а II (Пизо). Пусть а > 1 , X Ф 0 — действи-
тельные числа и

2 ||Ха"||2<схэ. (4)
0<я <оо

Тогда а — алгебраическое число и, следовательно, спра-
ведливо утверждение теоремы I.

Конечно, (4) значительно сильнее, чем (3); из (2) следует
обратное утверждение, т. е. (3) и (4) имеют место, если а
есть PV-число, a X—число, определенное в теореме I. Оста-
нется ли теорема II справедливой, если заменить условие (4)
условием (3), не известно. Из теоремы II мы получим сле-
дующую замечательную теорему.
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Т е о р е м а III (Салем). Множество всех PV-чисел
замкнуто *).

§ 2. Доказательство теоремы I. В этом параграфе
под а понимается алгебраическое число степени г с сопря-
женными a = aj, a2, . . . , аг удовлетворяющими неприводи-
мому уравнению

/(а) = 0, /(х) = а г х г + . . . + а 0 , (1)

где аТ а0 — целые.

Л е м м а 1. Састема г уравнений

у у = *,о{ + . . . +xaJr (0 < / < г) (2)

имеет единственное решение

]Х] 2
0<ft<r

где

ъ]Х]= 2 р,.л о </<#•). (3)

З а м е ч а н и е . Точный вид чисел bj, p . s не играет роли.
Для нас достаточно того, что они являются полиномами от-
носительно ау с целыми рациональными коэффициентами и
что 8; ф 0.

. Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как числа a.j различны, то
единственное решение* хг хт существует. Полином

~a'kh z ч

определяется равенством

0</<г

0<ft<r

') То есть если все о ( л ) ( л = 1 , 2, . . .) являются PV-числами и
a = lim с "̂), то a — также РV-число.
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Следовательно, по (2), (4) имеем

2 ЬьУ* = fj К ) *1 + • • • + fj («г) Хт = bjXj,я
где

Л е м м а 2. Предположим, что Аг, А2, ...—числа и
что

для всех n^N. Тогда существуют числа Xj Хг,
такие, что для всех п ~^> N

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1 существуют числа
Xj, . . . . Хг> такие, что (6) справедливо для УУ<!«<ЛА + л.
Но правая часть равенства (6) удовлетворяет, очевидно, (5),
а (5) однозначно определяет А^+Г, А^+г+\ если из-
вестны AN Ду+r-i-

Л е м м а 3. Предположим, что существует некоторое
число (1 ф 0 в поле числа а, такое, что все \i, \ia,
[ш2, . . . равны полиномам с целыми рациональными коэф-
фициентами степени г — \ относительно а. Тогда а—целое
алгебраическое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя теорию идеалов, легко
получить противоречие из предположения, что некоторый
простой идеал встречается относительно числа а в отрица-
тельной степени. В доказательстве, данном ниже, понятие
идеала не используется.

Пусть 33 — множество всех чисел р, которые пред-
ставляются в виде суммы конечного числа выражений вида
С[ш" (п > 0, с — целые рациональные). По условию

P = * o + * i a + ••• +*г-1 а Г~ 1> г Д е h br-\ — Целые.
Очевидно, множество всех (Ьо ^ r -i) с Р € ® является
модулем в смысле приложения А. Пусть (№), . . . . [№> (s<[ /")
соответствуют очевидным образом базису этого модуля,
так что pW£23 ( 1 < У О ) . и каждое р^ЗЗ имеет вид

(Су — целые рациональные).
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Очевидно, что ар £33, если Р£ 33. В частности,

~«PW = 2 c y / P ( 0 . . ( * . У = 1 s),

где cJt—целые рациональные числа. Перенося члены с ф ^
в другую сторону и -приводя подобные члены, мы получаем
det (а8у, — cjt) = 0. гД е &jt = 1 при t = / и Ъи = 0 при t Ф j .
Но этот определитель есть уравнение степени 5 ^ л от-
носительно а с целыми рациональными коэффициентами,
причем старший коэффициент равен 1. Значит, s = r
и а—целое алгебраическое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I. Запишем

1а» = Ая + гя, ( 7 )

где Ап — целое и

K I = I M < ^ f . ея-*0 (п-+оо). (8)
Из (1), (7), (8) имеем

= >•«" («о + аха + . . . + ага
г) — aosn — а^п+1 — . . .

••• — аг*п+г = — аоьп— ... — а г е л + г - * 0 . (9)

Так как левая часть (9) является целым числом, то оно

равно нулю при всех п ^> некоторого N.
По лемме 2 для всех n^N имеет место равенство (6),

где Xj не обязательно равно X. Пусть т^ N. Решая (6)
относительно Xj Хл и полагая п = т т-\-г—1,
получаем по лемме 1

0<ft<r

Следовательно, Xj находится в поле числа cty, так как 5у, Pyft

принадлежит ему; в действительности числа Ху — сопряжен-
ные, так как bj, §jk — сопряженные. Если какое-нибудь Ху
равнялось бы нулю, то и все они равнялись бы нулю
и Ап = 0 при всех n^N вопреки (7). Следовательно,

: Х ^ О ( 1 < У < г ) . " (И)

Правая часть .равенства (10) при у = 1 является полиномом
относительно a = <Xj с целыми рациональными коэффициен-
тами степени л — : 1 по (3'), и SjXja^^рФ®- Следовательно,
по лемме 3 ,, я — целое алгебраическое.
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По (6) и (7) имеем при всех n

ея = (X - X , ) 0.1 - Xjo? - . . . - Хгаг

я. (12)

Опять по лемме 1 при всех m^-N справедливо равенство

1 ( 1 ) 2 P
0<ft<r

отсюда

при т-+оо
Аналогично

l<*; i<i и:

, согласно
8,.Х,<-

> 1) по
->0

(1

(8).

и>
О-

Значит, к
1) по (12),

Xj, так как о̂  > 1.

(8). Таким образом,

§ 3. Доказательство теоремы II. Будем говорить, что
числа zn (О ^ п < со) бесконечной последовательности связаны
рекуррентным соотношением, если существуют постоянные
с 0,•..., cr_j, такие, что для всех достаточно больших п

гп+г = сг_1га+г_1-\- . . . - И о г л . (1)

Прежде всего мы покажем, что если все числа zn — рацио-
нальные, то и с0, . . . . cr_j тоже можно без ограничения
общности выбрать рациональными. По следствию из леммы 2
гл. III существуют числа ( J L J = 1 , JJL2 JJL,, Z ^ r , которые
линейно независимы над полем рациональных чисел и через
которые 1, с0, . . . . с г _! линейно выражаются. Например,

где cj и dfty —рациональные. Если все zn n+r

нальные, то можно выразить Cj с помощью (2) и потом при-
равнять коэффициенты при (ij = 1 с обеих старой, т. е.

г п + г = cg-\zn + r ~ l i - • • • i CoZn-

Это и есть нужный нам вид.

Т е о р е м а IV. Пусть z n ( 0 ^ n < o o ) — последователь-
ность действительных чисел а Ап (0 ^ п < со) — после-
довательность целых чисел, причем:. . . . -: •
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Тогда если zn связаны рекуррентным соотношением, то
и Ап тоже связаны рекуррентным соотношением (но не
обязательно тем же самым).

В ы в о д т е о р е м ы II. Сначала мы покажем, как тео-
рема II следует из теоремы IV. Пусть X, а удовлетворяют
условию теоремы II. Определим целые Ап равенством
\Ап — Хап | = ||Ха"||. Последовательность чисел ,гл = Ха"
удовлетворяет рекуррентному соотношению zn+i = a.zn. По
теореме IV и по условию (1.4) теоремы II, числа Ап при до-
статочно большом п удовлетворяют соотношению

•"n+r = Ст-\^п + г-\ + ••• ~\-С0Ап, ( 4 )

где сг_1, . . . . с0 можно считать рациональными. Положив
в (4) Ыт = Ат-\-гт(п < / к < ; п - \ - г ) и разделив на Ха" Ф О,
получим

аг — сг_га
г-1— ... —со =

т. е. аг — с г _ 1 а г ~ 1 — . . . — с о = О. Значит, a — число алге-
браическое, и, следовательно, справедлива теорема I.

Доказательство теоремы IV опирается на две общие
леммы.

Лемма 4. Для того чтобы члены бесконечной по-
следовательности z0, zv . . . удовлетворяли рекуррент-
ному соотношению, необходимо и достаточно обращения
в нуль определителей

Dn = det(z/+;) (0< г\ у <«)

для всех достаточно больших п.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если такое рекуррентное соотно-

шение существует, то при достаточно больших п строки
определителя'Dn связаны линейной зависимостью и поэтому
Dn = 0. Остается доказать, что если для всех достаточно
больших п определитель Da = 0, то существует рекуррент-
ное соотношение, которому удовлетворяют члены последо-
вательности. Если Dn = 0 для всех п, то

-:., : •.:• 0 = ZQ = Zx = . . . = Zn = . . . .

В противном случае существует г ^ 1, такое, что

•-- ОГ_,ф0, D . n ^ 0 (5)
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для всех п >. л. Так как Dr = О, то существует линейная за-
висимость между строками соответствующей матрицы, на-
пример

где сг, .... с0 не равны нулю одновременно. Если с г = 0,
то мы имели бы зависимость между строками определи-
теля Dr_v т. е. D r_j = 0, вопреки предположению. Поэтому
можно считать, что сг = — 1 . Тогда (1) имеет место для
всех О ^ л ^ л , и мы покажем, что это равенство спра-
ведливо для всех п. Положим

# „ = zn — cT_xzn_x — . . . — cozn_r (n > л).

Тогда Rn = 0 (r < Х ! 2л). Пусть нам известно, что

Ял = ° ( г<«<Л0, (6)
где N > 2л. Заменяя у-й столбец {] > л) определителя D ^ _ r

разностью [у'-й столбец] — с г - 1 [(/—1)-й столбец]— . . .
. . . — с 0 [(у — л)-й столбец], мы заменим элемент zl+J- опре-
делителя Div-r, стоящий в i-й строке и у'-м столбце,
числом Ri+J- для У^-л. Следовательно, если развернуть опре-
делитель DN-T И использовать (6), получим D ^ _ r ^
= + D r _ 1 /?$~ 2 r + 1 . Наконец, по (5) /?„ = 0 и по индукции
/?л = 0 для всех п^-г.

Лемма 5. Пусть 2 aijxixj ^ 0 (ay = aji) ^ля в с е х

( ) Т ^

0<det(ay)<II«H-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Производя последовательно до-

полнения до полного квадрата и изменяя в случае необхо-
димости порядок точек (Xj лтл), получаем

где Ху — действительные числа и Р/^-0 ( l ^ i ^ n ) . Оче-
видно, что

Ь 2
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С л е д с т в и е (Адамар). Пусть Ру — любые па дей-
ствительных чисел и

Тогда | det ( р у ) | < МЛЩ ...Мп.
З а м е ч а н и е . Это есть я-мерное обобщение того факта,

что объем параллелепипеда не превосходит произведения
ребер.

Д о к а з а т е л ь с т в о . 2ау-*г/лг; = 2 ( 2 Py-^V^-O Дл я

всех (хх хп) и

det (ау) = (det (ру) )2, аи = 2 fij'= MJ.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы IV. Пусть

./) ( 0 < / , / < п ) . (7)

и пусть 2Л удовлетворяют равенству (1), например при
n^>N — г. Для n^N запишем

е

л — ^ л сг_хАп_х . . . с0Ап_г =

= (An — Z n ) — cr-\(An-l—Zn-\)— •••

Тогда, согласно неравенствуJ) Шварца,

4<d 2 (А„-гт)
2, d=l+

л-г< т< л

и, значит, 2 е л < ° ° по (3). Для n^2N запишем

7 )л = е л — , с г - 1 е л - 1 — ••• — с о е в _ г .

так что аналогично 2 % < с ю - Оперируя со строками опре-
делителя (7), мы можем заменить число Al+j, стоящее в /->й
строке и у'-м столбце, числом s.+j для всех j^-N и всех г.
Оперируя аналогично столбцами, получаем

det(8 y ) I 8y = -

Л/+у-, если / < N, J < N,
•4i+], если / > /V, / > W,
е/+у в остальных случаях.

') См. примечание на стр. 90.
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Для 1<N • : "

и для

Тогда [ĵ  не зависит от п и ^ -> 0 (/ -> оо), так как ряды

2^^}' 2 е У сходятся. Следовательно, по следствию из леммы 5

| Д„ [ ^ (JLJ . . . (1Л —> 0 (л - * оо).

Но по (7) Дл:—целое число, значит, Дл = 0 для всех до-
статочно больших п. Таким образом, применима лемма 4
и Ап удовлетворяют рекуррентному соотношению.

§ 4. Доказательство теоремы III. Доказательство этой
теоремы опирается на тот факт, что для каждого PV-числа а
существует X > 0, такое, что X и 2 11^а"112 н е слишком велики.
В этом параграфе мы считаем i = У— 1 и используем знак (~)
для обозначения комплексно сопряженного числа, так что

|2 —
гг.

Лемма 6. Предположим, что 2 Ря — абсолютно

сходящийся ряд с действительными или комплексными
членами. Тогда

2%

2 | 2 2 рр| |
О л>0 л>0

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно, если почленно проинтег-
рировать, что законно в силу абсолютной сходимости ряда.

Л е м м а 7. Пусть z, p — действительные или комп-
лексные числа, причем | г | ^ 1. Тогда

\z— " p K I 1 — р « | , если | р | < 1,

\г — Р 1 > | 1 — р г | . если | р | > 1 .

В обоих -случаях равенство имеет место тогда и только
тогда, когда Ы = 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы следует сразу
из простого тождества

Лемма 8 (Фату)., Предположим, что <?(т, л)^>0 при
п^-0, m^-Ои что <р* («) = Игл <р (т, п) существует (п >> 0).

т->оо

Тогда
2 ?*(«)^ Ит inf 2 ?("*> «)•

л> 0 т->оо л>0

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого

2 <р* («) = Aim 2 ? (m> л ) ^ ^
n<N

и

2 ? 2 ?
л > 0 N^>co л <./V

Лемма 9. Пусть а — PV'-число. Тогда существует
действительное X Ф 0, такое, что

» — 1)2. (1)
л

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а вместе со своими сопря-
женными a = aj ar удовлетворяют неприводимому урав-
нению степени г

/(<*) = 0, / ( z ) = z ' + a r _ 1 z r - 1 + .. . + « о . (2)

где ar_j а0 — целые.
Мы сначала избавимся от анормального случая:

г = 2, а о = + 1, поэтому o ^ ^ + a"1. (3)

В случае (3) положим

Х = 1 < а .
Тогда

|| Ха" | | < | а" — Г (ал) f = | а" | = а~п,

и, значит,

я > 0
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Теперь мы можем случай (3) исключить. Запишем

g [г) = а&Г + ^z'-* + . . . + 1 = zrf (z-i) (4)
и положим

£ $ ]£ А*". (5)
л > 0

где ряд справа сходится при достаточно малых г. Согласно
(2) и (4), числа Ап — целые рациональные. Так как поли-
ном /(z) неприводим, то или /(z) и g(z) не имеют общих
корней, или g(z) = aQf (z). Если г > 2, то вторая альтер-
натива невозможна, так как вне | г \ <С 1 лежит только один
из корней Л] полинома f(z) и г—1 корней от1 поли-
нома g(z). Если же г = 2, то вторая альтернатива приводит
к исключенному уже случаю (3).

Таким образом, мы можем считать, что

арьф 1 ( 1 < у , /<#•). (6)

Разлагая полиномы f(z), g(z) на линейные множители, по-
лучаем

П
j

так как комплексные корни встречаются сопряженными
парами. Разложим h (z) на простейшие дроби:

где
-1

lim ( 1 — а ,
"j « Ф ^ Х~а) "-

по (6). В частности, X = Xj — число действительное и

0 < | Х | < | а - 1 — а | < а , (8)

так как по лемме 7 при z = a~l, Р = аг
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Степенной ряд

я > 0

= h (г)-

абсолютно сходится при 2 = 1, так как
Но по (7) и по лемме 7

(J Ф 1).

если \z | = 1, и по (8)

1— аг х а - 1 ч а - Г

если | z | = l . Следовательно,

если | г | = 1 . Наконец, по лемме 6

п > 0 п > О

С л е д с т в и е . Мы можем считать, следовательно,
что 1 ^ X < а.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы можем считать, что X > О,
так как —X удовлетворяет (1), если ему удовлетворяет X.
Согласно (1), существует целое N^-О, такое, что

Тогда 1 < X' < а и

2 2-
л>0

2 ц
л>0

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы III. Пусть а (т)
( т ^ 1, 2, ...)—последовательность PV-чисел и p = l i m a ( m ) .
Нам надо показать, что р есть PV-число. Соответствующая
последовательность чисел Х(/к), определенная следствием
из леммы 9, ограничена. Поэтому можно считать, что и
|JL = Игл X (/и) существует, переходя в случке необходимости
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к подпоследовательности. Очевидно, что 1<! |А<;р. В част-
ности, рфО. Если р > 1, то по леммам 8, 9 имеем

Ып\\2< lim inf V ||X(m)a"("0ll2<
л>о m->0° л>о

. . . . , 4аЧт) 4Р2

и по теореме II р есть PV-число.
Так как 1 не является PV-числом, то остается доказать,

что фФ 1. Если а есть PV-число, то по определению и
а* есть PV-число при любом целом k > 0. Пусть f — любое
число > 1 , не являющееся PV-числом (например, у = 3 / 2 ).
Тогда а(/гс)<7 для всех достаточно больших т, если
{ 5 = 1 . Для таких т мы можем выбрать целое &(/гс)>0,
такое, что

8 (m) = (a(m))* ( m ) < т < * (m) a (m).

Числа 8 (/к) являются PV-числами, и -у ^̂ = lim S (/rt). Это про-
тиворечит тому, что уже доказано. Значит, §Ф 1.

3JA М Е Ч А Н И Я

Так как множество PV-чисел замкнуто, то оно должно
содержать наименьший элемент. Фактически наименьший
элемент и наименьшая предельная точка известны. По-
следние сведения об этом, а также другие факты см.
у Дюфренуа и Пизо (1954), а обобщения см. у Пизо (1946),
Гельфонда (1941), Келли (1950) и Самета (1953).
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БАЗИСЫ В НЕКОТОРЫХ МОДУЛЯХ

Назовем множество Ш «-мерных векторов модулем, если
из принадлежности х'1) и х<2> множеству Ш следует, что
\W + х<2) также принадлежит 9К. В частности, (при х' 1>=х(2>),
вектор 0 принадлежит Ш. По индукции

у = а 1 х0>+ . . . +в / в х(«) (1)

принадлежит Tt, если только х(1> х'т> принадлежат WI
и ах, ..., ат — целые рациональные числа. Мы будем го-
ворить, что х'1) х ' т )—базис модуля, если, во-первых,
каждый вектор модуля имеет вид (1) и, во-вторых, при у = 0
уравнение (1) имеет единственное решение

а1 = . . . =ат = 0

в целых числах а1, ..., ат. Тогда, очевидно, представление
(1) всегда однозначно.

Мы будем иметь дело только с модулями, все векторы
которых имеют целые координаты.

Лемма 1. Если все векторы модуля Ш, содержащего
хотя бы один вектор, отличный от нуля, имеют целые
рациональные координаты, то Т1 имеет базис.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся методом индукции.
Предположим, что лемма справедлива для (п— 1)-мерных век-
торов, и докажем ее справедливость для л-мерных векторов.
Переставляя в случае необходимости соответствующим обра-
зом порядок координат, можно считать, что модуль содер-
жит вектор

( 1 0

Выберем х^> так, чтобы целое | -^п | ¥= 0 было наимень-
шим. Если у = (з>1 уп) — какой-нибудь другой век-
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тор модуля 9Я, то существует целое alt такое, что
| у, — аххи | < | хп | . Тогда

Но абсолютная величина первой координаты вектора у' меньше,
чем | л г п [ . Таким образом, по определению х^1) имеем
у' = (О,У2 у'„) П Р И некоторых целых у'2 у'п. Век-
торы у ' такого вида образуют, очевидно, (п—1)-мерный
модуль1) Ш', и, следовательно, по индуктивному предполо-
жению WI' имеет базис, скажем, х<2> х<ш) при некото-
ром т^>\ (где т=\ означает, что 3)£' состоит только из
иуля). Тогда

при целых а р . . . , ат. С другой стороны, из равенства
0 = а 1 х( 1 >-|- . . . - ) - а т х < ш ) , сравнивая первые координаты,

получаем, что ^, = 0. Тогда и а 2

= ••• = а т = 0, т а к

как х(2) х< т) — базис модуля 9Я'. Следовательно,
х(2>, ...,\(т'> — базис. Тем самым лемма доказана, так как

при п=\ она тривиальна.
С л е д с т в и е . После надлежащей перестановки коор-

динат, базис может быть представлен в виде

х№ = (0 0, Х)) х}„), хп Ф0 (1 < j < m),

{т. e.'Xjk = 0, если k < j). Если m = n, то перестановка
не нужна.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.
Модуль Ti0 всех целых векторов имеет базис

е<Л = (0 0,1,0 0),

где 1 стоит на /-м месте (1 ̂  / ^ п). Но существуют и дру-
гие базисы, как показывает следующая

Л е м м а 2. Для того чтобы множество векторов

х<Л = (* ; 1 х}п) ( 1 < 7 < п ) (2)

') Точнее, векторы (у'2 у ' п ) .
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с целыми x,k было базисом модуля 9Я0 всех целых век-
торов, необходимо и достаточно, чтобы _ .

d e t ( * ; f c ) = ± l . (3)

Д ок аз а т е л ь ств'о. Если векторы х№ образуют базис,
то существуют целые рациональные dk,, такие, что

т. е.

1, если j=l,

О, если j ф I.

Следовательно, det(djk) det(xk l) = 1. Так как значения опре-
делителей есть целое число, то отсюда следует справедли-
вость (3). Обратно, если (3) имеет место и у имеет целые

координаты, то решение уравнения у = Д] ajxV) с помощью

определителей дает целые aj. Далее, из равенства 0 = 2 ар№
следует, что аг= ... =а„ = 0, так как определитель соот-
ветствующей системы линейных уравнений отличен от нуля.

Л е м м а 3. Пусть y(J> у("> — векторы модуля Шо

всех п-мерных целых векторов и положим, что из
2 bjyV) = 0 следует, что bj = Q (I <^ j <] п) (т. е. векторы
линейно независимы). Тогда в Шо существует базис
х^К такой, что

уU) = CjlxW + . . . + CJJXV) (1 < у < n), (4>

где c,k -— целые и Cjk = 0, если k > J. Далее, CJJ ф 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть d = det (yjk), причем d — це-

лое число и d Ф 0. Тогда каждый целый вектор х можно
представить в виде

с целыми^, . . . , tn. Множество целых векторов t = (£j, . . -,tn)r

которые могут получаться таким- путем, образуют, очевидно.
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модуль Ш, и, значит, по следствию из леммы 1 (с обратным
порядком записи индексов) в Т1 существует базис

* л = (*л '„.о,.... о) У„Ф6).
Ясно, что целые векторы х'Л, определенные равенствами

(5)

образуют базис модуля 9Я0. Решая последовательно (5) отно-
сительно у^1), . . . , у("), получаем уравнения вида (4) с ра-
циональными cJk. В частности, с}} = djtjj Ф 0. Наконец,
cJk—целые, так как х ^ — б а з и с .
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НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ГЕОМЕТРИИ ЧИСЕЛ

В тексте нам приходится несколько раз устанавливать
существование целых xv . . . , х„, не равных одновременно
нулю и удовлетворяющих системе неравенств вида •

*,„*„ | < С, ИЛИ < С , (1)

при 1<О'<] некоторого т, где atj — действительные числа
и ct > 0. Существование таких целых чисел может быть
истолковано как существование в области сЯ, определенной
неравенствами (1), точки с целыми координатами, не сов-
падающей с началом, причем х1 хп рассматриваются
как обычные прямоугольные координаты в «-мерном эвкли-
довом пространстве1). Простейшая форма теории, которую
мы здесь изложим, утверждает, что в области сЯ обязательно
найдутся точки с целыми координатами, не совпадающие
с началом, если сЯ имеет объем V >• 2".

Мы используем векторные обозначения (см. стр. 7) и
обозначаем2) через ХеЯ множество точек Хх, где х содер-
жится в. сЯ. Нас интересуют только области очень простого
описанного выше вида, и поэтому мы не будем заниматься
глубокими общими вопросами. В частности, будем считать,
что все рассматриваемые области имеют объем (возможно,
равный оо), который обладает естественными свойствами.

В дальнейшем удобнее рассматривать области более об-
щего вида, чем те, которые определяются неравенствами (1),
а именно: области выпуклые и симметричные относительно
начала. Область сЯ называется симметричной (относительно
начала), если — оЯ = оЯ, т. е. — х£оЯ, как только х£оЯ.

') Фактически все свойства, которые мы рассматриваем, явля-
ются аффинными инвариантами.

2) Таким .образом, если я определяется неравенствами (1),
то 1st определяется заменой всех ct на Хс/.
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Область сЯ называется выпуклой, если Хх-|-(Ау£сЯ при
Х>-0, |J.>-0, Х- |-[л=1 и х, у£сЯ. Смысл последнего опре-
деления состоит в том, что если область сЯ содержит х
и у, то она содержит и весь отрезок, соединяющий их.

Заметим, что оба определения не зависят от системы
координат и что если сЯ обладает обоими свойствами, то
ими же обладает и ХсЯ при всех X.

Лемма 1. Область оЯ, определенная неравенствами
(1), выпукла и симметрична относительно начала.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Симметричность относительно на-
чала очевидна. Докажем теперь выпуклость. Пусть х, у — две
точки из оЯ и

X > 0 ,
Тогда

< Х | а п л ; 1 + . . . +а1пхп\-\-]у\апу1-\- ...

< max (| аах1 + .. . + <*;Л I - I вдЛ + • • • +аыУп I )•
Значит, если х, у удовлетворяют неравенствам (1), то им же
удовлетворяет и г.

Л е м м а 2. Если область оЯ выпукла и симметрична
относительно начала, то Хх£оЯ, как только |Х |<^1 и

££Я
Доказательство. В силу симметрии —х£оЯ, а зна-

чит, в силу выпуклости

где

, а = 1 ( 1 - Х ) > 0 , р + а = 1 .

Л е м м а 3. Если оЯ выпукла и симметрична, то
Xx + |i.y£cft, как только \ Х| + | [ А | < 1 и х£оЯ, у^оЯ-

З а м е ч а н и е . Геометрически это означает, что если
область оЯ содержит точки х и у, то она содержит целиком
параллелограм с вершинами + х, + у и с центром в начале.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 2

У' = %(!
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где I),, i)2 — знаки чисел соответственно X, [л. Следовательно,
силу выпуклости

где

Р^ТТТ7Г'а =
Теперь мы можем приступить к доказательству главных

результатов, первый из которых не требует от области сЯ
ни выпуклости, ни симметричности.

Т е о р е м а I (Блихфельдт). Предположим, что сЯ—об-
ласть в п-мерном пространстве, объем которой V >• 1
{возможно, К = о о ) . Тогда существуют две различные
точки х'£сЯ, х"£сЯ, такие, что х" — х' имеет целые
координаты.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим все возможные целые
точки и = (м2 an) и определим сЯ„ как часть области сЯ,
находящуюся в гиперкубе

Обозначим через <£"„ множество точек в гиперкубе 0 <^ xt < 1,
полученных из оЯ„ путем переноса — и (т. е. <£"„ — множество
точек х — и, где х£оЯи)- Тогда <£"„ имеет объем Vu, где
2 l / u = V r > 1. Так как объем гиперкуба 0 ^ л ; г < 1 равен 1,
то по меньшей мере два множества среди множеств <£"„,
скажем <^V, <^V. должны перекрыться. Следовательно,
существуют две точки х', х", принадлежащие соответственно
оЯи\ ^lu" (а значит, и оЯ), такие, что х ' — и' = х" — и".
Отсюда х', х" имеет целые координаты.

Т е о р е м а II (Минковский). Пусть оЯ — выпуклая об-
ласть, симметричная относительно начала, объем ко-
торой V > 2" {возможно, V = o o ) . Тогда оЯ содер-
жит точку с целыми координатами, не совпадающую
с началом.

1 /1 \*
Д о к а з а т е л ь с т в о . Область -~ оЯ имеет объем (-̂ -.l V > 1.

Значит, по теореме I существуют х', х"^^-оЯ, такие, что

вектор х' — х" = а имеет целые координаты. Но тогда
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по лемме 3 точка -^ х' — -^ х" = -^ u £ j SI, т. е. и £ оЯ, что

и требовалось доказать.
Теорема II перестает действовать, когда V = 2 " , как

показывает пример области еЯ, определенной неравенствами
| Х[ | < 1 ( 1 < ^ г ^ л ) . Объем этой области равен 2я, но,
очевидно, внутри нее нет ни одной целой точки, отличной
от начала. Однако если сЯ удовлетворяет некоторым допол-
нительным требованиям, то теорема II сохраняет силу. Рас-
смотрим сначала частный случай. Область оЯ называется
ограниченной, если существует число R > О, такое, что все
точки области еЯ лежат в гиперкубе |л^|-^/? ( l ^ i ^ n ) .

Л е м м а 4. Область оЯ, определенная п соотноше-
ниями вида

^xn\<ci и л и < с „ (2)

где d = \ det {аф | > 0, ограничена и имеет объем

V = 2nd сгс2 . . . с„.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим ^ = 2 f l y j c y Тогда,
если аг-у — матрица, обратная для матрицы ПЦ И Х£ОЯ,
то имеем

х11 = | 2 o-ifi) I -^ 2 I aij I с ; -^ некоторого /?,
не зависящего от х и I. Объем V находится сразу простым
интегрированием или иным способом.

С л е д с т в и е 1. Область оЯ, определенная более чем п
соотношениями вида (2), ограничена, если какие-нибудь п
из этих соотношений удовлетворяют условиям леммы.

С л е д с т в и е 2. Если область сЯ определяется т < п
соотношениями вида (2) или п соотношениями этого же
вида с det(atj) = 0, ото К = с о и й неограничена.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.

С л е д с т в и е 3. Предположим, что или т<^п,или
т = п, a det{аф = 0. Пусть с,, . . . . ст — любые положи-
тельные числа, как угодно малые. Тогда существуют
целые хг хп, не равные нулю одновременно, такие,
что
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Д о к а з а т е л ь с т в о следует сразу из следствия 2 и тео-
ремы II.

Т е о р е м а III (Минковский). Существуют целые Xj, не
все разные нулю, такие, что

(2<Г<Л) (3)

при условии, что
с, . . . сп > | det (а/ у) | . (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в (4) имеет место знак > ,
то теорема III получается сразу из теоремы II и из послед-
ней леммы. Предположим теперь, что в (4) имеет место
з н а к = . По теореме II для любого е (0 < s < 1) можно найти
целые х(е) ф О, такие, что

2 %х& | < C l + e < C l + i > | 2 aifX(f | < с, (/ Ф 1). (5)
По лемме 4 все хФ удовлетворяют условию | х^ | ̂  R

( 1 - ^ У ^ я ) . где R — некоторое число, не зависящее от е.
Таким образом, только конечное число векторов х Ф 0 мо-
жет встречаться в роли х(еК Некоторый целый вектор, ска-
жем х<°) Ф 0, должен встречаться в роли х ( е ) при любом как
угодно малом е. Записывая в (5) xW вместо x<f) и пола-
гая е->0, получаем доказательство теоремы.

Распространим теперь теорему II на случай, когда V=2n-
Область оЯ называется замкнутой, если всякий раз, когда
точки х ' т ) (т = 1 , 2 , . . . ) принадлежат оЯ и х<°> = l i m x ( m )
существует (в том смысле, что каждая координата точки х<т)
стремится к соответствующей, координате точки х(°)), х(°)
также принадлежит оЯ.

Таким образом, если область оЯ определяется только не-
равенствами вида 1 2 ацХ) I ^1> то оЯ замкнута. Грубо
говоря, область оЯ замкнута, если она содержит свою границу.

Т е о р е м а IV (Минковский). Предположим, что выпук-
лая симметричная относительно начала область оЯ
замкнута, ограничена1) и имеет объем V !> 2". Тогда в оЯ
существует точка х Ф 0 с целыми координатами.

') Можно доказать, что ограниченность следует из выпуклости,
если 0 < V < оо.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Область (1-f-s) cR при 0
имеет объем

По теореме II в области (1 —j— s) cR-, а следовательно, и в 2сЯ
существует целая точка \^ ф 0. В силу ограниченности
области сЯ только конечное число целых точек может встре-
чаться в роли х<е>, а следовательно, одна из них, скажем
х(°) Ф 0, должна встречаться в (1 —)— е) сЯ при любом произ-
вольно малом s. Значит,

при любом как угодно малом е. Следовательно, х(
так как сЯ замкнута.

Заметим, что теорема III сообщает нам больше, чем тео-
рема IV, в своем специальном случае, так как область,
определенная неравенствами (3), не замкнута.

Иногда ^ бывает недостаточно знать, что область еЕ со-
держит одну целую точку, не совпадающую с началом коор-
динат. Точки х ^ х ^ множества J называются линейно
независимыми, если из равенства

следует, что [А, = . . . = [Ау—0. Мы рассмотрим случай,
когда сЯ содержит J линейно независимых точек. В даль-
нейшем для простоты считаем, что

Область сЯ выпукла, симметрична относительно \ ,£.,
начала и замкнута: она имеет объем V, 0 < V < оо. / *• '

[Если область оЯ не замкнута, то будем рассматривать
вместо оЯ множество оЯ, состоящее из оЯ вместе с его гра-
ничными точками.]

Для любого вектора х определим функцию расстояния
F (х) относительно сЯ как нижнюю грань чисел \, таких,
что Х - 1х£оЯ; если таких X не существует, то условно2)
считаем F(х) — оо. Тогда 0 ^ F (х)<[ оо и F(х) = 0 только
для х = 0, так как оЯ ограничена. Например, если область оЯ

') Конец этого приложения требуется только для гл. V, § 8, 9.
2) Мы увидим позднее, что этого не случится.
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определена неравенствами 1 2 а у*/1 ^ с/> т 0

F (х) = max of1
aijXj

Часто бывает удобнее иметь дело с F(\), чем непосред-
ственно с областью сЯ. В следующих двух леммах доказаны
главные свойства этой функции.

Лемма 5. Для того чтобы х £ XсЯ при Х^-0, необ-
ходимо и достаточно выполнение неравенства \^-F(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению (F(х))~1х£сЯ,
так как сЯ замкнута. По лемме 2 Х - 1 х£сЯ для \^>F(x).
Наконец, Х-1х(£сЯ для X < F ( x ) по определению.

Л е м м а 6. (i) F (кх) = \ ~к | F (х) для всех векторов х
и чисел X.

(ii) F ( x ( 1 ) + x ( 2 ) ) < / ; ' ( x ( l > ) + / ; ' (x ( 2 ) ) для всех векто-
ров х ( 1\ х ( 2 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о (i) тривиально,

(ii) Положим [л; = F (х ( ^), так что [i.-1 x<'> gSl ( У = 1,2).

Тогда

принадлежит GR ПО определению выпуклости, т. е.

что и требовалось -доказать.
Так как V > 0, то в области оЯ должно быть « линейно

независимых точек z ( 1 ) 2 ( я ) (не обязательно целых).
Для любых чисел \i1 \in имеем по лемме 6

FОчх<» + . .

Таким образом, область оЯ содержит целиком „обобщенный
восьмигранник"
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В частности, ХсЯ содержит любую данную точку, если X
достаточно велико.

По лемме 5 для каждого У, 1«С-/«^я, существует наи-
меньшее X, например Ху, такое, что Х#{, содержит J линейно
независимых точек. Будем называть Ху J-м последователь-
ным минимумом области <Я. Теорема II показывает, что
X*V^2" , так как при всех X < \ область Xeft имеет объем
X"V и не содержит ни одной целой точки, кроме нуля. Если
рассмотреть область eft, определенную неравенствами) хг | < ] М,
I-K/I^l (2 < ! ' < ! « ) . где М велико, и имеющую объем
У = 2пМ, \ = Ж " 1 . ~kj= I (2-^J), то легко, однако, про-
верить, что оценка для \j (2 ^ J) в терминах V невозможна.
Следующая теорема дает оценку для произведения \ . . . \п.

Т е о р е м а V (Минковский). Последовательные мини-
мумы удовлетворяют неравенству

З а м е ч а н и е . Из этой теоремы сразу следует тео-
рема IV, так как если V^-2" , то У." <; Х,Х2 . . . Х я ^ 1 ,

Х , ^ 1 , т. е. g l^ loR. содержит целую точку, отличную от
нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Левая часть неравенства доказы-
вается непосредственно. Выберем последовательно п точек
х ( 1 ) х ( л ) с целыми координатами, таких, что х ( Л лежит
в области ХусЯ. и линейно зависит от

Ясно, что это возможно. Пусть х ^ имеет координаты
(хл хул). такие, что det (Xjj) ф 0 и, следовательно,

так как числа Xjt — целые. При любых постоянных
. . ., [1Л имеем по лемме 6

Значит,

(7)
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содержится в области оЯ при условии, что

114*1+ ••• + l f t , l \ , < l - (8)
Но легко установить, что множество точек (7) при нали-
чии (8) имеет объем •)

2" [ det (дгу;) | 2 "

л! X, . . . Х„ «^ л! X, . . . Х„ '

Этот объем не превосходит объема V области оЯ, что и до-
казывает первую половину этой теоремы.

Доказательство правой части неравенства много труднее.
Удобно ввести замену координат такого вида:

где числа ttj — целые и

d e t ( f w ) = ± l . (Ю)

Выражая xt через х'г получаем

xJ = snx[+...+stax'a, (И)

где числа stj,— опять целые по (10). Следовательно, равен-
ство (9) переводит целые координаты в целые координаты
и наоборот. Таким образом, когда мы говорим о точках
с целыми координатами, то неважно, какая система имеется
в виду, старая или новая. Как мы уже отмечали, определе-
ния выпуклости и симметрии не зависят от системы коор-
динат.

Л е м м а 7. Если х ( 1 ) х ( п ) — п линейно независи-
мых точек с целыми' координатами, то существует та-
кое преобразование координат вида (9), (10), что
точка х ( ( ) имеет новые координаты вида

для 1 < ; /•<! "•
Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта лемма является перефразиров-

кой лемм 2 и 3 приложения А. По лемме 3 (приложе-
ние А) существуют п целых векторов s ( ( ) = (sn sin),

1) Например, принимая ц„ . . . , рп за переменные интегрирд?
рання.



ПРИЛОЖЕНИЕ В 189

образующих базис в модуле всех целых векторов, таких, что

\U) = x'ns
(1)-+- ••• + - * ^ s ( i ) при целых х'ц. Так как по

лемме 2 (приложение A) det {sl}) = ± 1, то преобразование (11)
с такими stj обеспечивает справедливость леммы.

Поэтому мы будем предполагать, что точки х^\ даю-
щие последовательные минимумы, имеют координаты

х ( ( ) = (*п хи.0 0).

Л е м м а 8. Если х — целая точка и F ( x ) < Ху, то

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно, так как точка х не мо-
жет быть линейно независимой от

С л е д с т в и е . Пусть х" — х' — целая точка и

<±h, F(x")<~h-

'} = х"} ( У < У < г е ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . F(х" — х ' ) < F(х'О + F(*') <XJ-
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы V (продолжение). По-

ложим / °̂0(X) = Xeft и для каждого целого J ( 1 - ^ У < ; л )
определим Wj(k) как множество точек1)

({*i} {xj},xJ+i хп),

где x^XSl. Если Х>Х', то Wj(k) содержит Wj(k'), так
как ХсЙ содержит Х'оЯ, но разность между объемами мно-
жеств 7^j(k) и Ж°у(Х') не превосходит, очевидно, разности
между объемами областей ХоЯ и Х'еЯ, т. е. (Xя — X'") V.
Следовательно, объем Vj(k) множества 7t°j(k) возрастает
непрерывно с ростом X. Так как Жп (X) лежит целиком
в единичном кубе, то имеем

для всех X.

') Обозначение {х} см. щ стр- 7,
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Л е м м а 9. Vn(k) = Vj(k), если Х < j \ / + i (•/<«)•

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если X < -^ Х у + Ь то лемма следует

непосредственно из следствия леммы 8. При \t=—\JJr\ она

справедлива в силу непрерывности.
В частности,

Л е м м а 10. Пусть £?—некоторая область единич-
ного J-мерного куба 0 < ; Xj < 1 (1 ^ / < ^ У), и пусть <&" —
множество точек {{bj-\-Xj}) О - ^ У - ^ А где blt ..., bj
фиксированы и (xY -"^(г^ 0- Тогда £Р и <&" имеют
один и тот оке объем.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно.

Лемма 11. Vj(K)^(Kfk'Y-JVj(K'), если \^.V.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любых fly+i, . . . . ап через

г»(Д/+1, . . . , ап) обозначим У-мерный объем части множе-
ства Wj(k), лежащей в

так что

J f . . dxJ
n.

Пусть объем v'(aJ+\ an) аналогично определяется от-
носительно области WjQJ). Для доказательства леммы,
в силу (14), достаточно, очевидно, доказать, что

) an) (15)

для каждого (aj+\, . . . , ап).
Это неравенство заведомо справедливо, если правая часть

равна нулю. Если же она отлична от нуля, то существует
некоторая точка, например (alt ..., aJt aj+i а„)£>/сЯ,
с выбранными последними п — У координатами. Мы до конца
рассуждений будем считать их фиксированными. Пусть теперь
( ) € "WQ') т а к цто, в частности,
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7 Тогда существуют целые точки
а, uj), такие, что

Следовательно,

по лемме 6. Значит, окончательно

( —

где

Теперь (15) непосредственно следует из леммы 10, если
х1г ..., Xj пробегают все значения, такие, что вектор

(л:,, . . . , xj, aj+\ an)(~7(''Jj(k'). Как было уже замечено,
это и доказывает лемму.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы V (окончание). Прежде
всего

по (13). По лемме 9 имеем Vn(l) = Vx (к), если -х Х,

-к\, и, значит, по лемме 11

Аналогично
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Перемножив эти неравенства, получим

& это неравенство совместно с (12) дает \ , . . Л

Т е о р е м а VI (Малер). Существует множество п

целых точек у ( л ) 0 <; /"<; п), такое, что det(yr,)= +1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 7, мы можем счи-
тать, что

x w = (*,i х„,0 0),

где хгг Ф 0, так как точки х ^ линейно независимы. Мы
покажем, что можно брать точки

У ( Г ) =(У,1 Уг.г-х. 1.0. ••".. 0)

при подходящих целых уп, ...,' упг_1, такие, что
где

Тогда теорема VI следует из теоремы V.

Очевидно, что точка уМ = л : ~ 1 х ( 1 ) = ( 1 , 0, , . . , 0) —

искомая. Аналогично, . если при г > 1 имеем хгг=±\, то
можно положить

где координаты — целые числа и F ( у ( г ) ) = \ <; ]хг. Таким
образом, мы можем предполагать, что | хп \ ~^> 2. Заведомо
существуют постоянные p t р г - 1 , такие, что

е < ' > = ( 0 0,1,0 0) =

') Постоянная 2 • п! не является постоянной Малера, и она,
очевидно, может быть улучшена. Важно, что она зависит только
от п.
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где 1 стоит на r-м месте. Выберем целые Ьх Ьг_х так,
что | Ру — bj\-^.1l2, и положим

Тогда из первого выражения у^' имеет целые координаты
и из второго выражения

З А М Е Ч А Н И Я

Доказательства теорем V, VI переделаны из доказатель-
ства Вейля [см. Вейль (1942)]. Распространение на произ-
вольные множества точек см. у Роджерса (1949) и Малера
(1949) или Шаботи (1949),
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ЛЕММА ГАУССА

Лемма (Гаусс). Пусть f~f (хг, . . ., хт) и g~
= g(xlt . . . . хт) — полиномы от любого числа переменных
хг, ,.,, хт. Предположим, что каждый из / , g имеет
целые рациональные коэффициенты без общего делителя.
Тогда коэффициенты произведения fg — тоже целые без
общего делителя.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно записать

S g = ^b,I, (i)

где / пробегает все одночлены

' / = * { • . . . * > .
Тогда

где

Будем

одночлена

разность

говорить, что одночлен

J = х{' ... х^, если

в последовательности /,

/ =

первая

— и,.

* ! • •

не

• •.

ш

равная

} т 1т

(2)

(3)

ниже

нулю

по-
ложительна. Если /У=/ о./ о, то, очевидно, или
или / ниже /0, или J ниже Уо.

Пусть р — любое простое. По предположению р не делит
сразу все аг Пусть /0 — наинизший одночлен, такой, что
p\bja. Аналогично существует наинизший Уо одночлен, такой,
что р-\ bja. Тогда

Если / ниже /0, то р\аг и если У ниже Уо, то р \ Ь} по пред-

положению. Следовательно, р делит все слагаемые в (4),
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кроме а.Ь.. Таким образом,
'о •'о

P*CW />t н. о. Д. (С /).

Так как р — любое простое, то тем самым лемма доказана.

« С л е д с т в и е 1. Предположим теперь, что коэффи-
циенты полиномов / , g могут иметь общий делитель.
Тогда

н. о. д. (с7) = н. о. д. (а7) • н. о. д. (Ь^.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматриваем полиномы

(н. о. д. ( а , ) ) " 1 / , (н. о. д. (* / ) ) " 1 g вместо / , g.

С л е д с т в и е 2. Пусть полином f (хг х т ) имеет
целые коэффициенты без общего делителя, а поли-
ном g(xx, . . . , x m ) имеет рациональные коэффициенты.
Если fg имеет целые коэффициенты, то коэффициенты
полинома g — целые.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t — целое, такое, что коэф-
фициенты полинома tg—целые. Тогда t • fg = f • tg имеет
целые коэффициенты, делящиеся на t по предположению.
Значит,

11 н. о. д. (а7) н. о. д. {tb^j

по предыдущему следствию. Так как н. о. д. ( а Л = 1 по

предположению, то Ь{ должны быть целыми.

С л е д с т в и е 3. Предположим, что f, g имеют рацио-
нальные коэффициенты, a fg имеет целые коэффициенты.
Тогда существует рациональное число k, такое, что kf,
k~lg имеют целые коэффициенты.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что существует рациональ-
ное число k, такое, что коэффициенты полинома kf—целые
без общего делителя. Так как fg^(kf)(k~1g), то приме-
нимо предыдущее следствие к kf, k~lg.
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ДОПОЛНЕНИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

О ТЕОРЕМЕ МИНКОВСКОГО ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ФОРМ
И ТЕОРЕМАХ ПЕРЕНОСА

Существует много доказательств теоремы Минковского
о линейных формах. Мы остановимся на доказательстве этой
теоремы, принадлежащем К. Зигелю, получившему формулу,
позволяющую установить также связь между числом точек
решетки, попавших в параллелепипед, соответствующий
данной системе линейных форм, и числом точек, попавших
в параллелепипед, соответствующий системе обратных транс-
понированных форм.

Мы дадим здесь формулу К. Зигеля в несколько обоб-
щенной форме, упростив при этом доказательство.

Пусть ф (х) будет функцией действительного х, р ^ 1
действительно и

хр, если х ]> О

0, если х < ; 0

Пусть также

Yk = Yk{Xl *,) = 2 <*„,**„. ft=l q. (2)
n = s

будет система линейных форм с детерминантом Д > О,
а система линейных форм

о
Zk = 2 Ak, nxn = Zk (x\ х). k = 1 q,

п = \

будет обратной системой, транспонированной к данной
системе (2). Другими словами, система

я

*» = 2 Л , , * * я . k = x 9>
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будет обратной к (2). Тогда имеет место соотношение

оо q

S

* 1 ( » ) [ ' + £ • • • fr n x
Д \ /? —(- 1 / L д : 1 = - о о X = - оо А = 1

х

где знак ' при многократных суммах означает пропуск
точки JCj = . . . = л;? = 0; суммирование идет по всем
целым хг, . . . , jc?, а линейные формы yft (JCJ xq)
и zft (Xj Xg) — данная и обратная транспонированная
системы. Интегралы в правой части при р^-\ неотрица-
тельны. При / > = 1 мы получаем формулу К. Зигеля

Из последней формулы следует непосредственно теорема
Минковского относительно линейных форм. Действительно,
из (4) следует неравенство

ОО

2' д
которое показывает, что если правая часть больше единицы,
то сумма слева содержит хотя бы одно слагаемое, отличное
от нуля. Другими словами, существует хотя бы один нетри-
виальный гиттерпункт. Существование гиттерпункта (нетри-
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виального) в случае l y j ^ ^ , | y j < ^ , > tx . . .tq~^b. сле-
дует непосредственно из конечности точек решетки в фикси-
рованном объеме и возможности непрерывного изменения
tlt . . . , tq. Доказательство формулы (3) получится непо-
средственно, если функцию

оо со q

разложить в ряд Фурье по переменным 04 ag и после

простого вычисления коэффициентов положить аг = . . .
. . . = ад = 0. Эти действия возможны в силу периодичности
функции и того, что при р^-\ if (х) удовлетворяет условиям
Липшица с показателем 1. Положительность интегралов
в правой части (3) при р ^ . 1 следует из монотонного невоз-

г
растания ( 1 — х ) р ~ г и простейших свойств sinx.

Из формулы К. Зигеля (4) легко следует теорема, дающая
возможность получать различные теоремы переноса для одно-
родного случая, в частности теорему А. Я- Хинчина.

Т е о р е м а I. Пусть д ^-2 ^- целое, система линейных
форм у1 уд (2) от переменных хх хд имеет
детерминант Д > 0, система линейных форм zx zq

будет обратной транспонированной к системе форм
уг yq и tx tq будут действительные и положи-
тельные числа. Тогда если существует нетривиальная
точка целочисленной решетки (xv . . . , xq), такая, что
выполняются неравенства

и одновременно

то существует нетривиальная целочисленная точка
решетки, такая, что

Ы<**. *=1. 2 Я-
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы (4), оставляя в левой
части единицу после деления на t, а в правой, кроме еди-
ницы,— только значения (z1, . . . , zg) для точек решетки

точек с обратными знаками координат, мы получаем нера-
венство

П Р Я

л = 1

4^ 4^

если для точки решетки (хг, ..., xq) выполняются неравен-
ства (5). Это неравенство противоречит условию (6) нашей
теоремы, откуда и следует, что в левой части формулы (4)
имеется не менее двух слагаемых. Этим теорема доказана.

Наша теорема является одной из общих форм теорем
переноса в однородном случае. Рассмотрим частные случаи.

Две системы форм

. = xk — akxr —\, zq

где ak — постоянные, связаны между собой тем, что одна из
них является обратной транспонированной для другой, причем
для этих форм Д = 1.
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Применяя к этим системам форм нашу теорему, мы полу-
чаем теоремы переноса А. Я. Хинчина. Действительно, если
существует для некоторой системы чисел tx tq,

я
\l tk Ф 0 точка целочисленной решетки, такая, что
fe1

k-l
4Xk

(10)

то для некоторой точки решетки (х'х х'\ верны нера-
венства

xq) иВ частности, пусть для некоторой точки
достаточно большого х

д-\

где со > 0. Тогда, полагая

Р =°1 2 / * 1 + i ' / * 7 T > \t,k<9~u (12)

мы видим, что выполняются условия (10), а значит, верны
неравенства (11); другими словами, неравенства

xk akxg | < сду. ч + ч т, 1 ^ « < ! 9 1,

Это первая часть теоремы А. Я. Хинчина. Обратно, если
существует точка решетки, для которой
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то для некоторой точки решетки (х'г х'\

<^ t • I v1 I <^ t I <^ Ь S* п 1 (\г\\

•^rft> -^ьИ^Ч- !•%«•% Я— !• (,10)
X

В частности, если для некоторой точки (х^ хд) и
достаточно большого х

— 1 , (16)

то существует точка (х'у . . . , лг'), для которой

Это вторая часть теоремы А. Я. Хинчина, которая получается,
если положить в неравенствах (14) и (15)

Р —
Р

—

) 1/(
X ) \ <Г Ъ /-п 1

Рассмотрим теперь другой частный пример. Пусть а — дей-
ствительное положительное и иррацио.нальное число. Две
системы форм, у которых детерминант Д = 1 ,

(18)

являются обратными транспонированными друг для друга.
Поэтому прямым следствием теоремы I является

Т е о р е м а I'. Если существует отличная от начала
точка целочисленной решетки (хг, . . . , хд), такая, что
при заданных tv . . ., tq

k

tq

(19)
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где 6? имеет прежнее значение, то существует нетри-

виальная точка решетки (х'г х'\, такая, что

Опять, в частности, допуская, что для точки (Xj xq)
верны неравенства

я
\ «>0;

(21)

V „*-
a x. < x, 1 — 1, x > x0,

и выбирая р и fj, . . . . ^ по формулам (12), мы, так же

как и выше, получаем, что верны неравенства

I * * —
а-1/(<7-1). > (?-2)/(?-1)

(22)

где с ? имеет прежнее значение. Обратно, из существования
точки (JCJ, . . . , лг?), для которой выполняются неравенства,
аналогичные (14), именно

р.
(23)

следует существование точки для неравенств

V „ч-t
ft=i

. (24)

Снова из этой последней теоремы совершенно так же, как,
и в случае А. Я. Хинчина, следует, что если есть точка
(jCj, . . . , xq), такая, что при х > х0

I -*-* ахк+\ ^ х » l-^I^C-^i 1 •%«"С ^ 1> \*э\
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то существует точка (х'г, ...,'х'\ для которой

. k-s '

cq —

<У, !<*<?-!»

Теорема I позволяет получить и другие частные следствия
в виде конкретных теорем переноса.
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