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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Хорошо известно ,  что по.1учаемые методом Ритца приближения 
для собственных значений самосопряженных задач стремятся 
к своим предельным значениям сверху . Для оценки точности 
приближений , даваемых 1\Iетодом Ритца , чрезвычайно важно знать 
хотя бы грубое приблиrнение снизу. Отыскание оценок снизу 
представляет большuй прю-\тический и Т1�<1ретический интерес . 

Настоящая книга посвящена методу , который позволяет в ряде 
случаев получать такие оценн:и . Суть его состоит в следующем. 
Наряду с полуограниченным самосопряженным оператором Н, 
спектр которого исследуется , рассматривается оператор Н<О> 
с известными собственными значениями и собственными функция
ми и такой ,  ЧТО оператор н - н<о> неотрицателен.  Оператор н<о> 
называется базовым. Его спектр , очевидно , лежит ниже спектра Н. 
После того как базовый оператор выбран , с помощью конечномер
ных возмущений Hn строится монотонная последовательность 
промежуточных операторов н<п> = н<о> + Нп ,  спектры которых 
приближают спектр Н снизу.  Для отыскания собственных зна
чений промежуточных операторов н<о> + Нп , где обычно 

n 
Hnv = - � (v, н<о>рh) ph , выписывается явно вековое уравнение 

k=1 
W (Л) = О, левая часть которого равна определит�лю 

( 1) 

здесь Rl01 - резольвента базового оператора .  Определитель W (Л) 
называется определителем Вайнштейна . В случае дискретного 
спектра - это мероморфная функция с вещественными нулями 
и полюсами. Нули и полюсы W (Л) полностью определяют спектр 
оператора н<n>. 

В первоначально:м виде метод промежуточных задач был приме
нен а:\Iериканским математиком А. Вайнштейно:11 для опреде.т�ения 
собственных частот задачи о зажатой пряыоугольной пластине: 

Ll2u= Ли; ди 1 иlг = - = 0. дп г (2) 
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Базовой задачей в этом случае послужила задача о свободно опертой 
пластине : 

А2и=Ли; (3) 

собственные значения и собственные функции которой выписыва
ются явно . Промежуточные спектры получаются при отыскании 
стационарных значений функционала 

I (и)= ) ) (Аи)2 dcr j ) ) u2 dcr 
G G 

при дополнительных связях 

иJг=О; ) :� Pk (s) ds=O, k= 1 ,  2 , . . . , n. 
г 

(4) 

(4') 

Связи (4') являются более жесткими , че:м связи в задаче (3) , 
и менее жестiШ11IИ, че111 в задаче (2). Для стационарных значений 
задачи (4) А. Вайнштейну удалось выписать явно определитель 
вида (1) . 

Впоследствии :метод получил развитие и обоснование в работах 
американских математиков Н .  Ароншайна , Н .  Везли , Д .  Фокса 
и др . Соответствующие результаты изложены и прокомментирова
ны в этой книге . 

Отметим , что Н .  Везли в уравнении Шредингера для атома 
гелия 

л а а а 1 Ни =-= -A1u-L12U-- u - -u-- - u=).u r1 rz 2 r12 

отбросил полоа�ительный оператор отталкивания электронов 
a/(2r1 2) и заменил его серией конечномерных операторов , повы
шающих энергетические уровни . "Уже первые приближения в соче
тании с приближениями по Ритцу привели к удовлетворительной 
точности для нижних трех уровней атома гелия . 

Обоснование метода промеа;уточных задач привело Н .  Арон
тайна к теории воспроизводящих ядер и к известным теоремам 
вложения . Эти вопросы , естественно , не нашли в книге полного 
отражения , однако их :место и роль в излагаемой теории очерчены 
достаточно ясно . 

При переводе были устранены зюiеченные неточиости в форму
лировках и доказательствах и прочие погрешности . Кроме того , 
были сделаны примечапил и ссылки на .'lитературу ,  по-видимому , 
не известную автору книги и американским 111атематика111 , разрабо
таюпим :метод промежуточных задач . "Укаже111 , например , что опре
делитель W (Л) в теории интегральных уравнений известен как 
определитель Бейтмена -по имени английского 111атематика , еще 



ПР�ДИСЛОВИЕ РЕДАRТОРА ПЕ РЕВОДА 7 

в 1908 г .  установившего связь между детерминантами Фредголыш 
ядра К (х, у) и ядра К1 (х, у) ,  полученного конечномерным возму
щение:�r К (х, у). Форму::rа Бейтмена широко использовалась 
советскими математиками , механиками и физиками в ряде вопро
сов спеытральной теории и при решении прикладных задач . 

Rнига С .  Гулда написана доступно .  Основные результаты сфор
мулированы и доказаны сначала в конечномерном случае , где все 
доказательства существенно проще , а идея сохраняется . 

Можно не сомневаться , что книга будет с интересом встречена 
не только )Jеханиками , физиками и инженерами , но и математика
ми , заниыающи:мися вариационным исчислением и теорией крае
вых задач. 

В. Б. Лидепий 
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Растущая роль теории собственных значений в чистой и при
кладной математике, а также в физике и химии стимузирует инте
рес к раздичным методам прибдиженного вычисдения собственных 
значений. Необходимость развивать общую теорию таких методов 
не вызывает сомнений хотя бы потому , что без такой теории llloжнo 
упустить бдагоприятную возможность ддя конкретных при:.\Iене
ний . Поэтому в настоящей книге мы придержинаемся чисто мате
матической точки зрения . Все уравнения приводятся в такой фор
ме, в которой наибодее просто выяв.'Iяются математические идеи, 
леа>ащие в основе рассматриваемых методов . Для читателей , инте
ресующихся физической стороной вопроса или применениями , по 
возможности даются ссьшки на соответствующие руководства .  

Для посдедоватедьных прибдижениi'I особенно хорошо приспо
собдены вариационные методы ; причины ;этого неодноl{ратно пояс
няются в тексте . Цедь настоящей книги - дать простое изложение 
не только хорошо известного ныне ыетода Рэлея - Ритца для 
нахождения верхних границ , но в особенности метода Вайнштейна 
ддя нахождения нижних границ , что явдяется значите.·rьно бодее 
трудной задачей . 

Настоящая книга выходит в свет в серии , предназначенной для 
широкого круга читателей ,  и пото:.ну мы предподагаем известным 
JIИШЬ минимум математических знаний . Поскодьку все рассматри
ваемые методы относятся к прямым методам вариационного исчис
дения , читатедю бьшо бы полезно знать основы этого предмета . 
Тем не менее эти сведения не обязатеаьны , так rшк они приво,:�;ятся 
всюду , где ;это необходимо . Поскодьку доказатедьства сходи�юсти 
наших методов опираются на теорию вподне непрерывных опера
торов в_ гидьбертовюr пространстве , �rы издагаем необходимые 
раздеды этой теории . Упражнения предназначаются только ддя 
иллюстрации излагаююга материала .  Зачастую в них содера,атся 
простые утверждения , доказательства которых в тексте опущены 
в целях экономии места . 

Работа над книгой бьша начата в сотрудничестве с профессорюt 
Вайнштейном , который , будучи обремененным другими обязанно
стями , был вынужден вскоре оставить ее. Л хочу выразить ему 
глубокую благодарность не только за конкретную помощь , ока-
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занную при написании первых трех глав , но главным образон 
за то , что он познаномил меня с важной и интересной: тематиной,. 
успешной разработке ноторой немало способствовали его собствен
ные активные исследования . Таную же благодарность я вырюь:аю· 
профессору Аронтайну , постоянно проявлявшему дружеский 
интерес н моей работе над ннигой. Его исследования метода ,  пред
ложенного Вайнштейном , придали этому методу более системати
ческую форму и тем: самым расширили сферу его приложений:_ 

С. Х. Г� 
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В первом издании :этой книги было дано систематическое изло
жение метода промежуточных задач Вайнштейна , с помощью 
которого можно оценивать снизу собственные значения . Как выяс
нилось из рецензий на это издание , а также из последующих 
публикаций , этот метод представляет значительный интерес для 
математиков . Метод промежуточных задач состоит из трех основ
ных этапов: сначала подбирается базовая задача , потом строятся 
промежуточные задачи , а затем промежуточные задачи исследуют
ся теоретически и решаются численно в терминах базовой задачи . 
В пос.::rедние тридцать лет был дос'rигнут сущес·rвенный прогресс 
на всех трех :этапах , однако .'!огическая схюш остадась такой же, 
ню> и в первоначальных работах Вайнштейна . 

В работах Аронтайна метод был подвергнут глубокому теоре
тическому анализу и получил дальнейшие обобщения , а в послед
нее время интерес к нему значительно повысился благодаря успе
ха:и , достигнутым Безли,  Фоксом и др . (см . , например , Везли 
[1 , 2] и Везли и Фокс [ 1 -10] ) , в упрощении вычислительного 
процесса и в расширении сферы численных приложений , особенно 
в квантовой механике . 

Далее , в теоретическо�r аспеi\те , Вайнштейн (см. , например , [ 6 ] )  
недавно показал , что максимально-минимальное определение соб
ственных значений , предложенное Вейлем [ 1 , 2] на основании 
вариационных соображений , МQЖНО получить , расйштривая пове
дение мераморфной функции W (Л), которая была введена Вайн
штеiiном в 1 935 г .  и играет фундаментальную родь в его методе . 
На этом пути был получен «критерий Вайнштейна>> , дающий необ
ходиlllое и достаточное условие , I<оторому должны удовлетворять 
связи для того , чтобы собственные значения подучали максималь
ное воююжное приращение , в то время как усдовие , вытекающее 
из максимально-минимадьного опреде.::rения , явдяется лишь доста
точным. 

До настоящего времени эти новые резу.::rьтаты мон;но было най
ти только в журнальных статьях . Цель второго издания - дать 
их систематическое изложение на основе материала первого 
издания , который вкдючен сюда в неско.т:rько переработаином 
виде . 

с. х. г. 
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.\Iы будем главным образом заниматься методом Вайнштейна 
приближенного вычисления собственных значений. Понятие соб
ственного значения является чрезвычайно важным каr\ для чистой , 
тю; и прикладной математики. В прикладных вопросах собствен
ные значения выступают в роли определяющих числовых характе
ристик физических систем.  Например , для маятника такой харак
теристикой является период колебаний , для струны - частоты 
различных обертонов , для вращающегося вала - I{ритическая 
уг.'Iовая СI\орость , при которой произойдет изгиб вала , и т. д .  

Эта книга в целом носит математический , а н е  физический 
характер , и потому дифференциальные уравнения колебаний стру
ны , стержня , мембраны , пластины , атомных систем и т. д. даются 
без вывода . Эти уравнения , а также их обобщения , с которыми 
мы будем иметь дело на протяа-:ении всего изложения , являются 
э.::r;rиптическими (ер . гл . XI, п. 2) . Читатель ,  интересующийся 
физическим выводом этих уравнений , может обратиться к любому 
учебнику по уравнениям математической физики (см. , например , 
Вебстер [ 2]) . 

Методы , которыми мы будем заниматься , опираются на тот 
факт , что собственные значения можно рассматривать с двух точек 
зрения : дифференциальной и вариационной. С дифференциальной 
тоЧI\И зрения собственные значения представляют собой некоторые 
специа,!ьные значения параметра в дифференциальном уравнении; 
с вариационной - они являются максимумами ИJIИ минимумами 
неf\оторых выражений (под вариационной задачей мы понимаем 
задачу об отыскании экстремумов , т. е. максимумов или миниму
мов) . Если собственные значения дифференциального уравнения 
не удается найти явно , то построить процесс последовательных 
приближений довольно трудно. Но если задача допускает экви
ва:тентную вариационную фор�Iулирою\у , то можно у1шзать два 
приема , позволяющих заменить вариационную задачу другой , 
которую во  многих случаях удается решить . 

Первый прием состоит в замене данных условий более сильны
ми . Тогда искомый минимум повышается или по крайней мере не 
понижается , и мы получаем оценl'>и сверху для собственных значе
ний исходной задачи .  В этом состоит сущность метода Р:шея -
Ритца . Второй прием заключается в ослаблении данных условий. 
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При этом минимум понижается , и мы получаем оценr.и снизу д.1я 
искомых собственных значений . В этом состоит сущность мето;�:а 
Вайнштейна . 

Объединяя эти ;:�;в а метода , можно найти дово.тrьно близь:ие 
верхние и нижние границы для собственных значений . Однюю 
остается невыяснеиным вопрос , будут ли наши последовательные 
приближения в пределе давать требуемые результаты . Чтобы отве
тить на него , а также и на некоторые другие вопросы существова
ния , мы развиваем идеи Ароншайна.  Эти идеи , обсупщаеыые 
в последующих главах , связаны с понятиями гильбертона про
странства и функционального пополнения . Следует ,  однако , под
черкнуть , что , хотя эти глубокие исследования расширяют область 
применения методов и способствуют дальнейшему теоретическому 
прогрессу , использование классических методов Рэлея - Ритца 
и Вайнштейна в вычислительной практике не опирается на их 
результаты; численный пример дан в гл . VI I ,  п .  14 .  Тем не менее 
мы надеемся , что подробное описание методов , использующих 
гильбертовы пространства в применении к численным задачам. 
а именно для оценок собственных значений сравнительно простых 
физических задач , вызовет интерес у математиков-прикладников. 

Прием , позволяющий заменить дифференциальную задачу 
соответствующей вариационной, допускает наглядную иллюстра
цию в случае конечномерных систем , примерами которых могут 
служить волчон или �шятник , в отличие от упругих тел , таких. 
как струна или пластина . Поэтому в гл . I ,  II и I I I  рассматривается 
конечномерный случай. В гл . I II излагается новая мансимальяо
минимальная теория Вайнштейна . В гл . IV и VII  описываютсЯi 
классические мето11:ы Рэлея - Ритца и Вайнштейна в их пернона
чальной форме . В гл . IX изложена абстрактная теория этих мето
дов в гильбертоном пространстве ; существование и сходимость 
в этом случае доказываются просто . Далее в гл . Х мы показываем. 
как на основе понятий , введенных в гл . V ,  VI и VI I I ,  можно дона
зать эн:вивалентнuсть двух задач , а именно классической задачи 
па собственные значения для дифференциального уравнения 
и соответствующей задачи д.1я линейного оператора в гильберто
вом пространстве .  Д.тrя зюнатой пластины таная энвивалентность 
впервые была доназана в совместной работе Аронтайна и Вайн
штейна [1] . В гл . XI излагаются идеи Аронтайна в случае бо:rее 
общих дифференциальных уравнений . В гл . X I I ,  X I I I  и XIV пред
ставлены новые :\Iетоды , предложенные тольно в 1 960 г . Везли, 
Фоксом,  Фельтом , Вайнштейном и др . Наконец , в гл . XV излагают
ся недавние , еще не опубликованные исследования Вайнштейна , 
в которых дается единая трактовка различных методов , рассмот
ренных в предыдущих главах . 



rЛАВА 1 

КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 
С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ 
СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ 

1 .  Дифференциал:ьные уравнения малых колебаний около поло
жения устойчивого равновесия. Движение системы с конечным 
числом степеней свободы, например волчка или маятника , являет
�я простым и наглядным и в то же время служит полезной моделью 
nри рассмотрении более сложного движения упругих тел , таких , 
кан струна, мембрана или пластина . Более того , очень важные 
методы , которые применяются в задачах о движении упругих 
�ред , опираются на результаты этой главы. Примером может 
служить метод Рэлея - Ритца , который состоит в последователь
ной аппроксимации упругой среды попечпомерпыми системами. 

В методе Вайнштейна ,  как мы увидим в дальнейшем,  конечномер
ные системы также играют важную роль. 

Положение системы с n степенями свободы в произвольвый 
момент времени t определяется заданием n параметров q1, q2, • • •  
. . . , qn, называемых обобщеппыми поордипатами, и ,  следователь
но , решение задачи движения состоит в том , чтобы найти обобщен
ные координаты qi кан функции времени t. Мы рассматриваем 
'Только консервативные системы . Это значит , что система обладает 
потенциальной энергией,  откуда следует ,  в частности , что силы 
'Трения отсутствуют. Предполагается также , что отсутствуют 
внешние силы , явно зависящие от времени . При этих предположе
ниях , опираясь на физические свойства системы , мы можем выра
зить ее потенциальную и нинетическую энергии через обобщенные 
ноор;:�;инаты qi и обобщеппые спорости qi (точка обозначает диффе
ренцирование по времени). Пусть в пекотором положении потен
циа.::�ьная энергия И имеет строгий минимум И 0 • Мы будем рас
сматривать движение системы в малой онрестности этого положе
ния и понаже11r , что таное движение является суперпозицией 
n гармоничесних нолебаний. Амш:rитуды этих нолебаний произволь
в ы  при условии , что они достаточно малы, а частоты полностью 
определяются физическими свойствами системы . 

Мы будеl\I считать , что минимум И0 равен нулю и достигается 
при qs = q2 = . . .  = qn = О. Этого всегда можно добиться , при-
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бавив к потенциальной энергии и обобщенны!II Rоординатам надле
жащим образом выбранные постоянные . 

Тогда по известной теореме Дирихле 1) (см . , например , Эй!llс 
и Мурнаган (1 ] )  точRа q1 = q2 = . . .  = qn = О является положе
ни�м устойчивого равновесия . Это означает , что если значения qi 
и q; достаточно малы при t = О, то они остаются малыми во все 
последующие моменты времени. 

Посколь:ку W0 - :11инимум W, Иllleeм 

( i  = 1 ,  2 ,  . . . , n) , 

где индеRс О означает , что частные пронаводные следует брать 
в точке q1 =- q2 == • • •  = qn = О . 

Разлагая потенциальную энергию в ряд Тейлора в малой окрест
ности точRи минимума , мы можем: ааписать 

w-_!_ { 2(�) (� ) 1 - 2 ql дq� о + q1q2
. дq1 дq2 о + . . .  J 

с точностью до членов более высокого порядRа , Rоторыми можно 
пренебречь . 

Таким образом, мы представили потенциальную энергию в виде 
пвадратичиой формы (однородного .многочлена второй степени) 
от обобщенных Rоординат q; :  

W = � a;kq iqk, 
i, k 

где коэффициенты a;k == 2
1 ( д 

д2: ) =-- aki ·-известные постоянные. 
q; qk о 

Суммирование эдесь , Rак и всюду в этой главе , производится 
от 1 до n . 

Так RaR a;k = aki, то W- симметричиая Rвадратичная форма , 
а посRольRу она имеет строгий минимум при q1 = q2 = . . . 
. . . = qn = О, то W по.ложитмьио опреде.леиа 

2). Последнее овна
чает , что W � О  при всех значениях q; ,  причем равенство имеет 
место тольRо тогда , Rогда все q; = О. 

Что касается RинетичесRой энергии � . то ее можно представить 
в виде сиliiметричной , положительно определенной квадратичной 
формы от обобщенных сRоростей q ; .  Чтобы убедиться в этом, рас
смотриlii материальную точRу р массы т. Пусть х1 , х2 , х3 -

1) Это в сущности теорема Лагранжа . См. Гантмахер [ 1 ,  стр . 191]*.
Прим. ред . 

2) Вообще говоря , квадратичная форма \Л может быть не положительно 
опеределенной, а лишь неотрицательно определенной . Такие случаи исклю
чаются из рассмотрепия.-'Прим. перев . 
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координаты этой точки в пекоторой декартовой прямоугольной 
системе координат . Поскольку они являются функциями от q;, 

Отсюда следует , 
риальной точки 

• дх; • дх; • дх; • 
Xi=-8-qt -f---8- qz+ · · · -f-- -8-qn. q1 qz qn 

1 . . . 
что кинетическую энергию 2 т (х� + х� + х�) 
р можно записать в виде 

(р) • •  
� bik (qt, qz, · · · , qn) q;qk, 

мате-

где Ь��> - функции обобщенных координат q;. Так как кинетиче
ская энергия системы равна сумме кинетических энергий всех 
материальных точек ,  из которых состоит система , то ее можно 
записать в таком ;-ке виде , а именно 

Если мы теперь разложим кашдую из функций b;k (q1, q2 , • • • , qп) 
в ряд Тейлора в малой окрестности точки q1 = q2 = ... = qn =0. 
то можно будет пренебречь всеми членами этих разложений, 
кроие постоянных b;k (0, О, . . . , 0) . В самом деле ,  любой член 
первой или более высокой степени относительно q; дает 
в разложении � член по крайней мере третьей степени отно-
сительно l\ШJIЫX величин q; и q;. Обозначая b;k(O, О, ... , О) 
через b;k, получаем � = � b;kq;qk, что и дает нужный резул ьтат. 
Здесь b;k = bki - известные постоянные . Как следует из определе
ния кинетической энергии , форма � положительно определена. 

Движение системы с известной кинетической и потенциальной 
энергией описывается классическими уравнениями Лагранжа 
(см. , например , Вебстер [1 ], а также Гантмахер [1 , стр . 77 ]*), 
которые в нашем случае приводятся к виду 

(i = 1 ,  2, . .. , n) . 

Для наших целей более удобной будет несколько иная форма 
этих уравнений . Приведеиная выше форма неудобна тем , что 
в первое слагаемое входит производпая по q;, а во второе - про

. изводпая по q;. Мы перепишем эти уравнения так ,  чтобы оба сла
гаемых содержали частные производвые только по q;. Для этого 
введем квадратичную форму 

)S = � bikqiqk, i, k 
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<Rоторал получаетел из формы t заменой q; на q;. Тогда 

:� = 2 (b;1q1-\- b;zqz-\- · · • + Ь;пqп), 
.откуда 

d д>В • • • д% dt � = 2 (Ьнq1 + b;2q2-\- . .. + Ь;пqп) = -.- , qz ' дq; 

л уравнения Лагранжа примут вид 

� д>В �---0 dt2 дq; + дq; -- (i=1, 2, • . .  ,n) . 

Таким образом , для того чтобы найти движение физичесiiОЙ 
.системы , нужно решить систему n обыкновенных линейных диффе
ренциальных уравнений. Единственная трудность , возникающая 
при решении , состоит в том , что Iшждое уравнение содержит все 
неизвестные функции q; (t) .  Наша цель - ввести новые перемен
вые Х; при помощи обратимого линейного иреобразования 

q; = � q;kXk, 
k 

r,J;e qu,-постоянные ,  det[q1ki=FO, так , чтобы квадратичные фор
мы Q5 и 2I приняли простой (так называемый канопический) вид 

iE=x�+x�+ ... +х�, 
2I = А1Х� + А2Х� + ... + AnX� 

r,:�;e nостоянные А; оnределяются известными коэффициентами b;k 
п aik· Поско:Iьку форма 2I положительно определена , А; положи-
тельны. 

В новых nеременных xi уравнения Jiагранжа имеют вид 
d2 д5В + д2[ -- о 
dt2 дх; ох; --

и.::ш 

Х; + А;Х; = о. 
Теперь !iаждое уравнение содержит только одну неизвестную 

фунriцию, и его можно легко решить. Общее решение дается фор-
ыулами 

x1=a1siнv;(t-\-8;), v�=A1>0 (i = 1 ,  2 ,  . . . , n) , 

г,:�;е а1 и 81 - постоянные интегрирования. 
Отметим простой , но важный частный случай (см. следующий 

пункт) , когда а1 = ... = ah-i = ah+i = .. . = an = О, а ah =F 
==!=- О. В этом случае решение называется h-м собственпы:м колеба-
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нием системы. Оно имеет вид 
х1=0 , х2=0, ... , Xh=ahsiпvh(t+-Eih), . . . , Хп=--0, 

а в исхо�ных переменных q; 
qt = qthah siп vh (t + Elh), 

qп = qnhah sin 'Vh (t + Elh)· 

Отсюда видно , что при h-м собственном полебании,  каково бы ни 
было h, все n координат q; ( t) колеблются с одними и теми же час
тотами и фазами , а амплитуды этих колебаний пропорциональны 
q1h, q2h , . . .  , qnh• где qih - коэффициенты искомого преобразо
вания . 

Собственные колебания играют важную роль в физических 
приложениях ,  например при исследовании явления резонанса 
(гл. III, п. 3) . Однако значение собственных колебаний обусловле
но не то::rько приложениями , но также и тем фактом,  что любое 
возможное движение системы описывается уравнениями вида 

qi = � qikXk = � q;kak siн 'Vk (t + Elk) 
k k 

(i = 1 , 2 ,  . .. , n ) 

и, следовательно, является суперпозицией собственных Rолебаний. 

При.;перы 
П р и м е р 1. Два тела с массами 2m1 и 2m2 соединены пру

iЕИНЮIIИ, как показано на рис . 1 .  Коэффициенты жесткости пружин 
равны 2 (k1 - k2) и 2k2 (пружина Иliieeт коэффициент а;естRости k, 

р и с. 1. 

если при удлинении ее на е упругая сила пруашны равна ke). 
Тела могут скользить без трения вдоль горизонтальной оси. 
В начальный момент мы немного оV.Гк.JJ:оняе:м;.;их от положения рав-
2 С. Гулд 
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новесия , в результате чего система приходит в движение , исследо
ванием I{Оторого мы и займемся. Пусть q1 (t) и q2 (t) обозначают 
отклонения тел от положения равновесия . После нес:rожных 
вычислений кинетической и потенциальной энергии находим , что 

И = (kt-kz) q� + kz (qz- q1)2 = k1q�- 2kzq1q2 + kzq�, 
QЗ = m1q� + mzq�, 

и записываем уравнrния Лагранжа: 

m1q1 + k1q1- kzqz =О, 

mzqz + kzqz -- kzq1 =О. 

Рассмотрю! частный случай , когда m1 = m2 = 1 , k1 = 5 ,  k2 = 2. 
Тогда 

2{ = 5q�- 4q1q2 __;_ 2q;, 
Q)= q�+q;. 

Теперь произведеы следующее линейное преобразование (ыеrод 
нахождения :коэффициентов этого преобразования будет изложен 
далее в этой главе; см. , например ,  п. 12): 

q1 = 5-1/2 Х1 + 2 5-1/3 Xz, 

qz = 2 5-1/2 х1- 5-1/2 Xz. 

Легко проверить , что в новых переменных формы И и Ю при
нимают канонический вид: 

И = xi+6x� , 
Ю=х�+х;, 

откуда Л1 = ·1, ·л2 = 6 . Уравнения Лагранжа сводятся к простой 
системе �·1 +х1 =О и �� + 6х2 =О, общее решение которой имеет вид 

х1 = а1 sin (t + 81), 

х2 = а2 sin V6 (t + 8z). 

Тогда в исходных переменных общее решение запишется в виде 

q1 = а1 sin (t -1-- 81) + 2az sin 1/6 (t + 82), 

q2 = 2а1 sin (t + 81) -az sin V6 (t+ 8z). 

П р и м е р 2. Рассмотрим колебание струны , расположенной 
вдоль оси х, с концами , закрепленными в точках х = О и х = l. 
Задача станет п-хiерной , если предположить , что в точках х = а = 



1. ДИФФЕ РЕ НЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЛ МАЛЫХ :КОЛЕ БАНИЙ 19 

= l/(n + 1), 2а, . . . , па к струне прикреплены одинаковые 
бусинки массы т , а массой струны можно пренебречь.  Мы также 
предположим, что каждая бусинка движется по горизонтальной 
прямой в направлении оси у (т . е . можно считать , что система 
расположена на гладкой горизонтальной плоскости) . Обозначим 
через qi отклонение i-й бусинки в направлении , перпендиБулярНОlii 
струне; тогда наша задача состоит в том, чтобы найти qi как 
функции t. 

Потенциальная энергия системы 21 вычисляется с.::rедующи.м 
образом. Считал отклонения малыми, мы можем предполагать ,  

Bi 

�в,.,---
а Pi а 

рис. 2. 

что натяжение струны , которое мы обозначаем через S ,  постоянно. 
Тогда единственной силой,  действующей на i-ю бусинБу, является 
у-компонента разности натяжений на соседних прямолинейных 
участках струны. 

:Как видно из рис. 2, эта компонента натяжения на отрезке 
s 

BiBi-1 равна S cosBi-tBiPi = - (qi- gi-1), и ,  следовательно ,  а 
для силы F i, действующей на i-ю бусию{у ,  мы получаем выраже
ние 

Fi = � {(qн-qi)-(qi-qiн)}=- :� 
(i= 1, 2, ... , n; qo=-qnн=O). 

Отсюда находим ПО'l'енциальную энергию 
Gf _ S { 2 ( ) 2 L 2} Zt- 2а q1+ qz-qt -, · · ·  +qп · 

l\инетическая энергия � .  очевидно, равна 

откуда 

2* 
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"Уравнения Лагранжа имеют следующий вид: 

rде 

.. s 
mqi +--;- (2qi-qH - qiн) = О (i = 1, 2, . . . , n) . 

Теперь произведем линейное иреобразование 

qi = � qikXk , 

2 . nik 
qik = SШ n+ 1 Vm (n+1) 

(метод нахождения коэффициентов этого иреобразования будет 
изложен далее в этой главе) .  Можно проверить, что формы )8 
и И принимают в новых переменных канонический вид 

j8=x�+x�+ ... +х�, И=Л1.х�+Л2х�+ . . . +Лпх�, 
где 

где 

� 4S . 2 kn 
1\k = та SШ 2 (n+ 1) • 

Общее решение дается!формулами 

Xk = ak Sin Vk (t + 8k) , 

rs . kn Vk = 2 v ma Sll1 2 (n+1) 

или в исходных переменных 

qi = � qikak Sin Vk (t + 8k) · 

БИБЛИОГРАФИЧ ЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

(k = 1, 2, . . . , n) , 

Важный принцпп суперпозпции коаебаний был выдвинут впервые Данпп
лом Бернулли. Изложенный выше подход к изучению снетем с конечныы 

qислом степеней свободы, основанный на применении обобщенных координат , 
был предложен Лагранжем. Понятие собственных колебаний конечномерных 
систем стало систематически употребляться в физике благодаря Томпсону 
и Тейту [ 1 ], которые называли эти колебания пормал,ы-�,ы;м,и; этот термин 
часто употребляется п сейчас . 

По поводу изложенного в этой главе см. Раус [2 ] ,  Рэлей [ 1 ] ,  Курант 
и Гильберт [ 1 ] , Вебстер [ 1 ] , Гантмахер [ 1 ]* или любой курс аналитической 
механики . Возможность одновременного приведеппя двух квадратичных 
форм к каноническому виду можно доказать двумя разшrчнымп способами . 
Первый метод, который является чисто алгебраическим и наиболее четко 
может быть изложен в терминах теории матриц (см. , например , Перлис [1 ] ,  
а также Гельфан д [ 1 ] *), для наших целей пе подходит . Второй метод, кото
рыми пользовалисЪ Рэлей и другие, основан на вариационных принципах; 
он будет подробно рассмотрен в этой главе . 
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2. Нормальные координаты. Собственные колебания. Если бы 
нам удалось найти упомянутое выше преобразование от координат 
qi к координатам xi, то тем самым мы получили бы следующий 
результат : пусть дана система с такими физическими свойствами, 
что ее потенциальная и кинетическая энергии определяются в соот
ветствии с вышеиз.тrоженным посредством квадратичных форы 
И и )В. Тогда независимо. от того , каким образом система приведе
на в движение , ее параметры , соответствующие координатам xi 
(они называются иор.мальиы.ми поордииата.ми системы), изменяют
ся со временем по закону простых гармонических колебаний 
xi = ai sin vi (t + 8i ) с амплитудой ai и частотой vi, где vi - так 
называемая круговая частота , равная числу колебаний в секунду , 
умноженному на 2л. Амплитуды ai произвольны (они зависят от 
начальных скоростей) , а частоты vi полностью определяются физи
ческими свойствами системы. Эти частоты будут одними и теми же 
при любых возможных движениях; таким образом , они являются 
характеристиками самой системы и потому называются собствеииы
.ми частотами. Упомянутые выше постоянные 'Ai, равные квадратам 
собственных частот , называются собствеипы.ми аиачеиия.ми системы 
или формы И относительно формы �. Вся совокупность собствен
ных значений называется спептро.м системы. 

В терминах ,  заимствованных из акустики , самая низкая из 
собственных частот vi называется осиовиой, а более высокие соб
ственные частоты - обертоиа.ми. :Колебание, для которого все 
коэффициенты ai, за исключением одного ah, равны нулю, назы
вается h-м собствеииы.м no.лeбauueJ"It или h-м г.лавиы.м по.лебаиие.м. 
Общее решение с произвольными амплитудами ai собственных 
.�>олебаний явJшется суперпозицией n собственных колебаний . 
Такая ситуация, как уже упоминалось выше , является характер
ной для любого движения в малой окрестности nоложения систе
liiЫ, в котором потенциальная энергия имеет минимум. 

Прижеры 
П р  и м е р 1. В общем решении задачи с двумя llraccюtи (п .  1, 

nример 1) 
q1 = Ь1 sin( t + 81) + 2Ь2 siн V 6 ( t + 82) , 

q2 = 2ь1 sin (t + 81)- ь2 sin V6 (t + 82) 

произвольвые постоянные 81 и 82 определяют начальное положение , 
или фаау, а произвоJiьные постоянные Ь1 , Ь2 определяют начальные 
скорости 1) . 

1) Это не совсе�I точно , так как начальные положенпя и скорости масс 
завпсят от bi п ei в совокупности. - Прим. перев. 
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Если положить Ь2 =О или Ь1 = О , то мы получим следующие 
движения: 

соответственно 

q1 = 2Ь2 sin V6 (t + 82), q2 = - Ь2 sin V6 (t + 82), 
которые и будут собственными колебаниями. Собственные частоты 
равны 1 и V6, а спектр задачи образуют числа 1 и G. 

Первое собственное колебание можно получить , если за началь
ное полоif;ение принять положение равновесия (81 = 82 = О) 
и сообщить обеим массам начальные скорости в одном направле-
нии , при этом скорость второй ыассы q2 (О) = 2Ь1 в два раза боль

ше скорости первой массы q1 (О) = Ь1• Тогда обе массы будут 
совершать гармонические колебания в фазе по отношению друг 
к другу с единичной частотой, при этом скорость второй массы 
будет вдвое больше скорости первой массы. 

При втором собственном колебании ,  когда q1 (О) = 2 V6b2 
и q2 (О) = - V6b2, массы колеблются в противофазе с частотой , 
равной V6. Любое возможное движение , начинающееся из поло
жения равновесия , является .:1инейной комбинацией этих двух 
собственных колебаний . 

П р и ы е р 2. Общее решение задачи о колебании струны 
(п . 1) в координатах q; имеет следующий вид : 

где 

и 

q1 = q11a1 sin v1 (t + 81) + . . . + q1nan sin Vn (t -r- 8n), 

Если по:rоа;ить 

2 о ikJt q.k- sш --
' - Vm (n+1) n+1 

2-. /S . kл Vk = v ;;а Slll 2 (n + i) . 

а1 =а2= . . .  = ah_1= ah+t= . . .  = an= O , 

то мы по.:1учим h-e собственное колебание 

q1 = q1hah sin vh (t + 8h), 
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Собственные частоты суть v1, v2, • • •  , v,p а собственные зна
чения Л1 = v�, Л2 = v�, ... , Лп = v;.. 

Мы :можем получить h-e собственное колебание , сообщив 
бусинкюi , находящимся в положении равновесия (81 = 82 = . . . 
. . . = 8n = 0), начальные скорости , равные qihahvh, где i = = 1, 2, . . . , n, а ah произвольно . При h-м собственном КОJiебании 
все n масс будут колебаться с частотой vh в фазе по отношению 
друг к .:з;ругу, при ::этом i-я бусинка будет иметь амплитуду qihah. 

Для и:шюстрации рассмотрим случай n = 3 и предположим ,  
в основном для удобства записи , что 2 V S/ma = 1 .  Для собствен
ных частот получаем следующие значения: 

v1 = sin2 (л/8) = 0,146, v2 = 0,5, v3 = 0,854, 

а коэффициенты qu�. выписаны в виде такой таблицы:  
1 1, 1 

1/2 ' V2' 
1, о, -1, 
1 -1 ,  1 

V2' V2 · 
Таким образом , первое собственное колебание имеет вид 

q1 = 0,707 sin 0,146t, q2 = sin 0,146t, q3 = 0,707 sin 0,146t, 

второе -

и третье -
q1 = 0,707 sin 0,854t, q2 = - sin 0,854t, q3 = 0,707 sin 0,854t. 

Любое возможное движение , начинающееся из положения рав
новесия, является линейной комбинацией этих трех собственных 
колебаний. 

3. Геометрическая аналогия. Косоугольные и прямоугольные 
системы координат. Пока еще ничего  не было сказано о том, как 
фактически осуществить иреобразование к нормальным координа
там и тем самым найти собственные значения систю1ы. Искомое 
иреобразование можно наглядно себе представить , если прибег
путь к замечательной геометрической интерпретации формул для 
i11 и \Ъ. Рассматривая совокупность n переменных , мы будем поль
зоваться языком аналитической геометрии по аналогии с трехмер
ным случаем; переменвые интерпретируются при этом либо как 
координаты точки , либо как компоненты вектора , исходящего из 
начала координат , а уравнения , связывающие эти переменные , 
определяют геометрические места точек .  
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Тогда в общих чертах наша программа будет состоять в сле
дующем (более точно мы сформулируем ее в дальнейшем) . Мы 
будем рассматривать параметры q1 , q2 , • • •  , qn как координаты 
точки п-мерного евклидона пространства в r;,осоугольпой коорди
натной систе;\Iе , выбранной таким образом , чтобы квадрат рас
столпил от точки Р до начала координат задавалел формой 
� b;kq;qk. В атой системе уравнение 

� a;kq;qk = 1 

определяет а;'Шипсоид , который в общем случае распо.'Iожен 
наклонно по отношению к осям нашей координатной системы. 
С помощью обратимого линейного преобразованил , называемого 
преобрааовапием r;, главпы:rt� осям, мы вводим новые координаты ,  
отнесенные к пршюугольной координатной системе , оси которой 
совпадают по направлению с главными осями эллипсоида, а еди
ничные отрезки вдоль каждой оси имеют одинаковую д.:шну. 

В атой прямоугольпой системе форма � b;kq;qk , которал задает 
квадрат расстолпил от точки Р до начала координат, принимает 
вид х� + х; + . . .  + х�; кроме того , поскольку ГJrавные оси 
эллипсоида совпадают теперь по направлению с осями координат , 
уравнение эллипсоида � a;kq ;qk = 1 приводител к искомому кано
ническому виду 

Л1х� + Л2х; + . . .  + Лпх; = 1. 

Прежде че.:-1 приступить к построению преобразованил к глав
ным осл�1 , напомним некоторые определения и теоре:чы, относл
щиесл к n-:\Iepнo:\IY евклидову пространству ,  а также некоторые 
простые свойства линейных операторов в атом пространстве. 

4. Свойства евклидона пространства. Вещественныи n-:\Iepны:\I 
евклидоным пространством I01n называется множество ааементов, 
называемых вепторами или точr;,ами, об.тrадающее тремя пере
численными ниже свойства!\Iи . Эти свойства выражают тот факт, 
что �Яп лв.'Iяетсл липейпым, метричесr;,им, п-мерпым простран
ством. Элементы пространства ,  которые мы будем обозначать 
буквами и, v, w и е, снабжал их ,  если понадобится, индексами, 
можно наглядно представить себе как множество всех обычных 
трехмерных векторов , исходящих из общего начала ,  а скалярное 
произведение , которое мы определим ниже , можно понимать как 
произведение ддин векторов , умноженное на косинус угла между 
ними. Можно также представллть себе адементы как точки, т . е. 
как концы векторов . 1\'lы будем употреблять как термин <<Вектор>>, 
так и термин <<точка>> . 
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С в о й с т в о 1 . Множество iтп является линейным простран
ством; это означает ,  что 

а) для любых двух векторов и и v существует единственный 
вектор и --i- v , называемый суммой и и v; при этом для любых 
векторов и ,  v , w выполняются равенства 

и + v = v + и ,  и + (v + w )  = ( и  + v) + w; 

Ь) для любого вектора и и для любого вещественного числа а 
существует единственный вектор аи,  тююй, что для любых векто
ров и, v, w и вещественных чисел а , Ь выполняются равенства 

а (и + v) = аи + av ,  (а + Ь) и = аи + Ьи , 
(аЬ) и = а (Ьи) , 1 ·и = и; 

с) существует (разумеется, единственный) нулевой вектор,. 
обозначаемый О и такой , что для любого вектора и 

и + 0 = и ,  0 •и  = 0. 

Мы обозначаем символом О как вещественное число нуль, 
так и нулевой вектор , однако это не должно приводить к недора
зумениям. 

Из свойств а) - с) следует , что для каждого и существуег 
вектор v , такой , что и+ v = О. Действительно , если мы полоа.;и:�:r V = (- 1) и ,  ТО 

и + V = 1 •и + ( -1 ) и = (1 - 1 ) и = 0 •и = 0. 

Вместо ( -1) и мы будем писать -и. 
Пока еще в пространстве iтп нет .метрики , так как не введено· 

понятие длины вектора и;ти расстояния между двумя точкюш. 
Это понятие вводится ниа;е . 

С в о й с т в о 2. Для ;тюбых двух векторов и и v существует 
единственное вещественное число (и, v) ,  называемое скалярныJ>t 
произведением и и v, такое , что для любого вещественного чис;:rа а 
и любых векторов и ,  v ,  w 

а) (аи ,  v) = а (и ,  v) ,  
Ь) (и+ v , w) = (и ,  w) -1 (v ,  w) , 
с) (v , и) = (и ,  v) , 
d) (и ,  и) > О, если и =1= О. 
Положительный квадратный корень V(и ,  и) из скалярного 

произведения и на себя называется длиной или нормой и и обозна-· 
чается через 1 1  и 1 1 · 

В соответствии с интуитивным представленнем о расстоянии 
между двумя точками , мы определим теперь расстояние d (и, v) 
между двумя произвольными элементами и и v как норму их раз--
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ности 1 1  и - v 1 1  = 1 1  и + ( - 1 ) v 1 1 . Легко проверлютея три основ
ных свойства расстояния : 

(i) d (и , и) = О , 
(ii) d (и ,  v) = d (v , и) > О , если и =1= v, 

(iii) d (и ,  v) -< d (и ,  w) + d (v , w) (перавепство треугольпипа). 
Пространство, в котором расстояние между двумя точками 

об:тадает этими тремя свойствами , называется :метрическим про
-страпство.м . В таком пространстве можно ввести все обычные 
метрические понятия и теоремы; например, если 

lim 1/ ип- и 1 [ = О , 
n->ro 

·то мы говорим, что последовательность ип сходится к и, и пишем 
lim ип = и ИЛИ ип -+ и . 

п-ню 
Вектор , норма которого равна 1 , называют едипичпьz:м , 

и говорят , что он пор:мировап. Два вектора и и v называются opmo
. гопальпы;м,и друг другу, если (и ,  v) = О. Из свойства 2 вытекает 
важное следствие , что только нулевой вектор ортогопалеи самому 

·себе , т. е. имеет нулевую норму. Множество нормированных векто
ров , .;тюбые два из которых ортоFональны , называется ортопор:ми

- роваппы:м . Для нормы суммы двух векторов петрудно получить 
формулу 

1 1  и + v 1 1 2 = 1 1  и 1 1 2 + 2 (и, v) + 1 1  v 1 1 2, 
откуда следует важное перавеяство :Коши - Буняковекого 
(и, v) < 1 1  и 1 1  • 1 1  v 1 1 , имеющее простой геометрический смысл . 
Действительно , заметим , что выражение 

1 1  и+ 'Av 1 1 2 = 1 1  и 1 1 2 + 2'А (и, v) + 'А2 1 1  v 1 1 2>0 

является неотрицательным квадратным трехчленом относительно 
Л, и потому дискриминант трехчлена (и ,  v)2 - 1 1  и 1 1 2 1 1  v 1 1 2 дол
;т;ен быть отрицательным иди нуде111 . 

До сих пор ничего не быдо сказано о раю��ерности ЭЛп· Чтобы 
, сфор�Iудировать третье свойство ,  выражающее тот факт, что ЭЯп яв
сiЯется п-ыерным , нам понадобится понятие динейной зависимости . 

Говорят , что векторы и1, • • •  , иh являются липейпо пеаависи
иы.ltи, есди никакая динейная комбинация вида и = а1и1 + . .. 
. . . + ahиh с вещественными коэффициентами а1, • • •  , ah не 
равна О, за искдючением тривиального сдучая , когда а1 = . . .  
. . . = ah = О. Например, три вектора в обычном трехмерном 
пространстве явдяются независимыми , если они не лежат в одной 
П.'IОСКОСТИ .  

Теперь мы завершим опредедение ЭЯп, сформулировав 
С в о й с т в о 3. В i'!Яn существует n линейно независимых 

. векторов и1 , • • •  , ип ,  но любые n + 1 векторов динейно зависимы. 
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Рассматривая :эти три свойства в целом , следует отметить , что 
хотя они и представляют собой естественное обобщение на п-мер
ный с."Iучай нашего повседневного опыта в пространстве трех 
измерений , тем не менее мы вправе задать вопрос , являются ли 
они логически удовлетворительными . Под этим мы понимаем сле
дующее : сов.местпа ли данная совокупность свойств , т. е. не про
тиворечат ли эти свойства друг другу , и является ли она полпой ,  
т. е .  дает л и  она полное описание п-мерного евк..тrидова простран
ства в смысле , который мы поясним ниже. 

Чтобы доказать непротиворечивость , построим простой пример 
множества S, элементы которого обладают всеми указанными 
свойства:ни. 

Мноа-;ество S состоит из всевозможных наборов n вещественных 
чисел и = (с 1, • • • , сп), а скалярное произведение элементов 
и= (с1, ••• , сп) и v = (d1, • • •  , dn) определяется по формуле 
(и, v) = c1d1 + ... + спdп. Если мы возы11ем в качестве нулевого 
элемента (0 , . . . , 0) , элемент и+ v определим как (с1 + d1, • • . 
. . . , сп т dп), а элемент а и для любого вещественного числа а 

опреде:шм как (ас1, • • •  , асп), то легко проверить ,  что S обладает 
всеми перечисленными свойствами , и потому его моiiШО рас
сматривать как п-мерное евклидоно пространство. Для этого спе
циального примера евклидона п-мерного пространства мы введеы 
обо:щачение ffiп· 

Да.1:ее , перечисленные свойства образуют полную совокупность 
.в следующем смысле. Пусть Юlп и i11п - два п-мерных евклидоных 
пространства ,  т. е. оба они обладают всеми перечисленными свой
ствами. Тогда можно установить взаимно однозначное соответ
ствие , которое мы обозначим через и "' v, между элементами и 
nространства 11Лп и элемента:ми v пространства �n, такое , что если 
и1 "' v1 и u2 "' v2, то u1 + и2 "' v1 + v2 и аи1 "' av1 (в этом случае 
говорят , что пространства IO'ln и 9'�n иао.морфны), а также такое , что 
(и1, и2) = (v1, v2) (в этом случае говорят , что lmп и �n иао.метрич
пы). Но тогда эти два пространства не будут существенно отличать
ся друг от друга , просто их элементы по-разному обозначены. 
Доказательство того , что все евклидовы п-мерные nространства 
изоморфны и изометричны друг другу , состоит в том , что 
каждое из них , как мы покажем далее , изоморфно и изомет
рично ffin· 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

1 .  Доказать, что ортонормированные векторы v1, v2, • • •  , vr линейно 
незавпсимы. 

2 .  Доказать, что неиулевые векторы, выписанные в пекотором порядке 
v1, v2, • • •  , v7, линейно независимы тогда и только тогда, когда никакой 
из нпх не является линейной комбинацией предыдущих. 
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3 .  Проверить,  что ffiп является п-мерным евклидовым пространством . 
4. Докавать единственность нулевого вектора. 
5 .  Доказать , что а ·О  = О для любого вещественного а .  
6.  Доказать, что (0 , 0) = О. 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

По материалу п .  4-8 см., например , Халмош [1 ] , Джулпа [ 1 ] ,  Лихне
рович [ 1 ] , а также Мальцев [ 1] * п Гельфапд [ 1] * .  

5. Подпространства евклидова пространства. Базис простран
ства или подпространства. Полные ортонормированные системы. 
Неиустое подмножество iffi пространства Юln называется липейн,ым 
мн,огообрааuеJ.t, если ддя любых двух векторов и, v Е Ю1 любая 
линейная :комбинация и и v также принадлешит Ю1. Легко прове
рить , что линейное lllногообразие в �JЛn (его можно наглядно пред
ставить себе как прямую или плоскость ,  проходящую через начало 
координат) является подпростран,ством в том смысле ,  что оно 
обладает свойствами 1 и 2 .  :Множество линейно независимых векто
ров и1, • • • , иr называется (конечным) бааисо.м Ю1 , если оно 
порождает �Л ,  т .  е .  если :1юбой вектор и Е Ю1 является линейной 
комбинацией 

и = kr и1 + . . . + krиr 

векторов и1, • • • , иr . Нетрудно показать, что коэффициенты kt 
определяются единственныlll образом. :Многообразие Ю1, пороа>
денное векторами и1, • • • , и,., часто обозначается СИJ.\шолом 
Ю1 { и1 , и2, • • •  , иr } или просто { и1, и2, • • •  , ur } и называется 
линейпой оболочпой этих векторов или подпространством: ,  натяпу
ты.м на эти векторы. 

ЛегRо доказать , что :каждое линейное многообразие Ю1 про
странства тп обладает конечным базисом и что число векторов 
любого базиса в iffi одно и то же . Это число называется раа.лtер
н,остью Ю1. В частности, :как легко следует из свойства 3 ,  векторы 
и1, • • • , un , упомянутые в формулировке этого свойства , образуют 
базис n �Лn ,  и тelii самым: пространство Мп и�rеет размерность n .  

Любой базис v1, • • • , Vr линейного многообразия можно орто
пор.мировать, т .  е .  заменить его некоторым другим базисом u1 , • • • 
. . . , иr того же многообразия так , чтобы и i образовывали орто
нормированную систему . Для этого мы сначала нормируем первый 
вектор v1 ;  разделив его на норму 1 1  v1 1 1 , и положим и1 = v1/ l l  v1 1 1 · 
Далее , построим вектор w2, ортогональный и1, полагая w2 = 
= v2 - (v2, и1) и1 • Геом:етричесRи это означает , что мы вычитаем 
из веRтора v2 его проеRцию на и1 • После этого нормируем w2 , 
полагая и2 = w2/ l l  w2 1 1 . Затем мы определиlii веRтор w3 , ортого
нальный и1 и и2, полагая w3 = v3 - (v3 , и1) и1 - (v3, и2) и2, после 
чего нормируем w3 и т .  д .  Следует отметить , что этот процесс , 
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называемый процессо.м ортогопалиаации Гра.ма - Ш .мидта , об::ш
дает тем свойством , что каждый вектор иj , j = 1 , 2, . . .  , r,  
является линейной комбинацией векторов v1 , v2 , • • •  , Vj .  

Система векторов , поротдающая все  пространство , называется 
.аа.мкпутой , а система векторов , обладающая тем свойством , что 
единственным вектором , ортогональным ко всем векторам системы , 
является нулевой вектор , называется полной. Очевидно , что для 
конечномерных пространств свойства аа.мкпутости и полноты 
эквивалентны. Если полная система векторов будет также и орто
нормированной ,  то такую систему мы будет называть полпой орто
нормированпой систе.мой , сокращенно п. о. н .  с.; это понятие 
играет фундаментальную роль на протяжении всей книги. Очевид
но ,  что существует по крайней мере одна п. о .  н . с .  Если система 
и1 , • • • , ип где r < п , ортонормирована , то легко показать , что 
к ней :IIOif\HO присоединить векторы иr + 1 ,  • • . , ип так , чтобы полу
ченная система и1 ,  • • •  , ип иr+ t • . . . , ип была бы п . о .  н .  с. 
Тем самым будет доказано , что если s-ыерное подпространство Юfs 
содержится в г-мерном подпространстве Шfп то множество ВеJ{Торов 
и Е Юfп ортогональных 9Я8 ,  т .  е. ортогональных каждому вектору 
из ЭЛ8 , является (r - s)-мерным подпространством ЭЛr-s • которое 
. М Ы  будем обозначать через ЭЛr е Юfs и называть ортогопальпы.м 
допо.лпение.м Юfs в ЭЛr . Ортогональное дополнение векоторого 
подпространства ЭЛ во всем пространстве часто обозначается через 
Jm.l. Из соотношения 

ЭЛн = Юfr е Юfs 
следует ,  что ЭЛs = ЭЛr е Юfr-s и Wlr = ЭЛr-s + ЭЛ8 , где символ 
ЭЛ --L �Jl обозначает множество векторов вида и + v, где и Е ЭЛ, 
а v Е 91 (очевидно , что это множество является подпространством) . 
1\Iножество векторов , принадлежащих как ЭЛ ,  так и 91 (мы будем 
обозначать его через Юl - 91) ,  называется пересечепие.м ·ЭЛ и 91 ;  
легко видеть , что оно также будет подпространством. Очевидно , 
что это пересечение будет по крайней мере r-мерным , если сумма 
размерностей .ЭЛ и ffi: равна п + r . 

Если и1 , • • •  , ип есть п. о. н .  с. , то каждый вектор и можно 
записать в виде 

и = k1и1 + . . . + kпип , 
откуда , умноа:;ая скалярно па иi , получаем (и ,  и i ) = k i , так что 
и = (и , и1) и1 + . . .  + (и ,  ип) ип .  

Последнее равенство называется рааложепие.м Фурье вектора и 
по векторам и1 , • • •  , ип . Умножая его скадярпо на и ,  мы подучаем 
теоре;.tу Пифагора 1 1 и 1 / 2 = (и ,  и) = (и , u1)2 + . . .  + (и , ип )z , 
которая явдяется: частным случаем равенства Л арсева.ля 

(и ,  v) = (и , и1 )  (v , и1 ) + . . .  + (и, ип) (v, Uп) ·  
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Следевательно ,  для любой ортонормированной системы векторов 
и1 , и2 , • . . , иr , где r .::::;;: n , имеет место неравенство 

которое называется перавен.ство;м, Бесселя . 

"У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 . Пусть и1 , . . .  , ztr образуют базис в \Ш и zt = k1u1 + . . . -+- k7u7 •  
До:казать , что :коэффициенты ki одновначно определяются ве:ктором u .  

2 .  До:казать,  что :каil;дое подпространство в SJJ/n имеет :конечный базис . 
3 .  Ортанормировать систему ве:кторов (1 , 1 ,  0) , ( 1 , О , 1) , (0,  1 ,  1) в ffiз 

с помощью процссса Грющ - Шмидта . 
4 .  До:казать , что :каждое полное множество ве:кторов в 'iffiп зюшнуто 

п обратно . 
5 .  До:кавать, что ортогональное дополнение подпространства сюю являет

ся подпространством. 
6. Пусть IOI и �l - подпространств а .  До:казать , что 'iffi + 9l п 5.JJI . \Jl  -

та:кжс подпространства .  
7 .  Пусть сумма размерностей 'iffi п 9l равна n + r .  До:кавать , что раз

мерность ?JJI ·\R не меньше r .  

6. Теорема Рисса об общем виде линейного функционала. 
Важное свойство скалярного произведения устанавливается в тео
реме Рисса об общеы виде линейного функционала .  Чтобы сформу
:шровать эту теорему ,  нужно прежде всего дать определение 
липейпого фующион.ала . Мы определим его как функцию , }{ Оторая 
l{аждому вектору и Е iiЛn сопоставляет некоторое вещественное 
число f (и) таким образом, что для любых вю\торов и1 , и2 Е Шln 
и любых вещественных чисел с1 и с2 имеет место равенство 
f (с1и1 + с2и2) = Ctf (и1) + cif (и2) . Например , при фиксированном 
векторе и скалярное произведение (и, v) является .чинейным 
функцяоналом от v ; чтобы подчеркнуть этот факт , мы пишем 
(и , v) = и (v) . 

Т е о р е м а Р и с с а об общем виде .чинейного функцианала 
яв.чяется обращением последнего утверждения , а именно: для любо
го липейпого фующиопала и (v) в I01n существует (и притож 
едипствеипый) вептор и, тапой , что и (v) = (и ,  v) для любого V •E I01n· Другими словами , любой линейный функционал �IОЖНО 

представить в виде скалярного произведения . 
Для доказательства возьмем какую-либо п .  о .  н .  с .  vi и поло-

жим и = L: и (vi )  vi . Тогда для любого вектора v = � (v ,  vi ) vi 
имеем и (v) = � (v , v i )  и (vi ) = � (и (vi ) v i , v) = (и , v) . что 
и требовалось доказать. 
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У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Доказать , что вектор , существованне которого утверждается в теореме
Рпсса , определяется однозначно . 

2. Пусть и ( v) - линейный функционал от v. Доказать,  что множество
векторов v ,  для которых и ( v) = О , будет подпространством. 

3 . Будет ли линейным функционал f (и) = 1 1  и 1 1 ?  
7. Линейные операторы. Продолжим рассмотрение п-мерног() 

евклидова пространства и установим некоторые свойства линейных 
операторов в таком пространстве . 

Липейпым оператором (или преобразованием) Н в евклидово111 
пространстве I01n называется функция , которая каждому вектору 
и Е I01n сопоставляет вектор Ни таким образом , что для любых 
двух векторов и , v Е I01n и любых вещественных чисел а , Ь выпал-
няется равенство 

Н (аи + bv) = аНи + bHv. 

Очевидно , что Ни = О, если и = О, и что задание оператора 
на пекотором базисе е1 , е 2 , • • •  , en в lтп может быть расп:qостра
нено единственным образом на все .I01n . 

Если соответствие , устанавливаемое оператором Н, взаиrшю 
однозначно (это эквивалентно , как легко показать , тому фаRту , 
что Ни = О только тогда , когда и = 0) , то обратпый оператор 
Н- 1  единственным образом определяется соотношением Н- 1  (Ни) = 
= и. Если же Ни = О для пекотарого и =1= О , принадлежащег() 
данному подпространству ,  мы будем говорить , что н- l  не суще
ствует для такого подпространства . 

Проиаведепие Н1Н2 двух операторов Н1 и Н2 определяется 
равенством Н1Н2и = Н1 (Н2и) ; их сумма или раапость (Н1 + Н2) 
определяется равенством 

(Н1 ± Н2) и = Н1и + Н2и ,  

а оператор сН для любого вещественного с - соотношением 
(сН) и = с (Ни) . Оператор 1, который :каждый вектор и переводит 
в себя , называется тождествеппы;м или едипичпы;м. Очевидно ,  
н- lн = нн- l  = 1 ,  если н- l существует . 

Оператор Н в imп называется са;мосопряжеппым , ес.'Iи 
(Ни ,  v) = (и , Hv) ДJI Я  любых и ,  v Е I01n , и положительпо опредемн 
пым , если (Ни , и) > 0 для любого и =l= О, принадлежащего .iШп . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

1 .  Доказать , что Н устанавливает взаимно однозначное соответствие 
тогда и только тогда , когда из того , что Ни = О ,  следует , что и = О. 

2 .  Доказать , что поворот плоскости на угол 8 тогда и только тогда являет
ся самосопряженным оператором, когда е кратно л.  
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8. Косоугольные и прямоугольные системы координат. Система 
векторов v1 , • • •  , vn , являющаяся базисом в �Лn ,  называется таюi\е 
�истемой координат в тп , а элементы базиса называются тогда 
поордипатными векторами. Если и = a1v1 + . . . + anvn , то веще
ственные числа а1 ,  • • •  , an называются компонентами или коор
динатами и в данной системе . Если базис является п. о. н. с . , 
'ТО система rюординат называется пр.ямоугольной , в противном слу
чае - косоугольной . В последующем изложении мы будем рас
сматривать две различные координатные системы , одна из которых 
пряиоугольная , имеющая в качестве базиса п. о. н. с. и1 , и2 , • • •  . . . , ип , а вторая система имеет базис е1 ,  е2 , • • •  , en , который , 
как правило , не является п .  о .  н .  с .  Следует отметить ,  что любая 
П. О .  Н. С. ЯВЛЯеТСЯ баЗИСОМ В mn И ЧТО СуЩеСТВОВаНие ПО КраЙНеЙ 
мере одной п. о. н. с. гарантируется процессом ортогонализации 
Грю:rа - Шмидта . Если каждому вектору и поставить в соответ
ствие набор вещественных чисел , состоящий из его I{ОМпонент 
в пекоторой фиксированной прямоугольной системе координат, 
'Т О  петрудно проверить , что это соответствие будет изоморфизмом 
и изометрией. Следовательно , любое тп изоморфно и изометрич
но ffiп , как и утверждалось выше . Мы будем иногда обозначать 
вектор его координатами в данной системе ; так , например , 

и = (q1 , q2 , . . . , qn ) ИЛИ и = (х1 , . . .  , Хп) · 
Из свойства 2 (п .  4) следует ,  что скалярное произведение двух 

:векторов и = (q1 , q2 , • • •  , qn) и v = (r1 , r2 , . . .  , rп ) задается 
6илинейной формой 

(и , v) = � qirk (ei ,  ek) = � b ikqirk , 
i, k i '  k 

где через bi k мы обозначили (e i , ek) · В частности , ес.'Iи обозначить 
L b ikqirk через IS (и , v) ,  а (положительно опреде:r енную) квадра
тичную форму � (и, и) просто через � (и) , то для квадрата нормы 
вектора в данной системе координат JIIЫ полу<rим выраженйе 

1 1  и 1 1 2 = � (и), 
f\оторое в прямоугольной систеие приводится к ви;:�;у 

1 1  и 1 1 2 = х� + х� -:-- . . .  -: - .2 � . 
Однако для нас представляет интерес не этот резу:�ыат , а его 

обращение . Дело в том, что в физичесRих задачах :.-.1 ы ииеем а priori 
положительно определенную квадратичную форму � b i kq iqk , свя
занную с кинетической энергией ,  а требуется найти такую систему 
координат в тп , чтобы квадрат нормы в этой систеие определялся 
заданной формой IS (и) .  Другими словами ,  нас интересует ,  суще-
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Ствует ЛИ В Ю1н ТаКОЙ баЗИС е1 , е2 , . . .  , en , ЧТО (e i , ek) =--= b i k 
и ,  значит , � (и) = � b p ,q iqk = 1 1  и 1 1 2 • 

Чтобы ответить на этот вопрос , введем пространство Dn , эле
ментами которого q , r , . . . являются наборы n вещественных 
чисел q = (q1 , q2 , • • •  , qn ) , а скалярное произведение двух эле
ментов q и r ,  которое мы обозначим через (q , r) ь , определяется 
следующим образом : 

Легко проверить , что Оп действительно является п-:мерным евкли
доным пространством, которое имеет те же элементы , что и опреде
ленное выше пространство ffi п ,  но с другим скалярным произве
дением. Положим /1 = (1, О, . . .  , 0) , /2 = (0 , 1, О, . . . , 0) , . . .  
• • • , /11 = (0 , О ,  . . .  , 1) Е Сп ; тогда 

(fk , fz ) ь = � bi /> ik()Л = bkz , 
i , j 

где б u - символ Kponer;,epa , равный 1 при i = j и О в остальных 
случаях . Поскольку i:1п и ЭЯп являются п-мерными евклидоными 
пространствами , между ними можно установить соответствие ,  
являющееся изоморфизмом и изометрией. Пусть ek - такой вектор 
из mп , который соответствует fk в Оп · Тогда 

(e i , ek ) = (f i , fk ) ь = b ik • 

и ,  значит , ei ,  е 2 , . . .  , еп будет искомым базисом в mп. 
Если такой базис выбран , то каждый вектор и однозначно опре

деляет набор косоугольных координат q1 , • • •  , qп ,  и обратно . 
1\.ак и требовалось в физической задаче , эти Rоординаты связаны 
р координатами х1 , х2 , • • •  , Хп вектора и в любой прямоугольной 
системе координат соотношением 

g) {tt) = � b i kq iqk = � qiqk (ei , ek ) = ( � q ie i , � qkek ) = 

= (и , и) = х� + х� + . . .  + х� .  
Н о  в физической задаче задается еще одна форма � aikqiq k 

и нужно так выбрать прямоугольную систему , чтобы форма 
� a p ,q iqk приводилась к сумме квадратов Л1х� + . . .  + Л.11х�. 

Чтобы выяснить , как построить нужную прямоугольную систе
му , прибегнем снова к геометрической аналогии . Мы уже дали 
чисто геометрическое истолкование формы � b i kq iqk , а именно 
представили ее как скалярное произведение (и , и) , определенное 
лишь свойствами mn без помощи какой бы то ни было системы 
координат . Чтобы изучить впутреппие свойства второй формы 
3 С .  Гулд 
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� a i kq iqk , т .  е .  такие свойства ,  которые не зависят от выбора систе
мы координат , мы также должны дать этой форме геометрическое 
истолкование , а именно представить ее в виде некоторого скаляр
ного произведения . Это делается следующим образом : каждому 
вектору и мы ставим в соответствие вектор Ни так , чтобы 
� ai kqirk = (Ни , v) для любого v = (r1 , r2 , • • •  , rn ) ; существо
вание такого вектора Ни немедленно следует из теоремы Рисса 
об общем виде линейного функционала .  Действительно , если мы 
введем обозначение И (и ,  v) = � aikq irk (вместо И (и ,  и) мы часто 
будем писать просто И (и)) , то И (и ,  v) будет линейным функциана
лом от v, и по теореме Рисса существует вектор Ни, такой , что 
И (и ,  v) = (Ни , v) для любого v ,  что и требовалось доказать . 
У становленное таким образом соответствие между и и Ни опреде
ляет , J{aK легко видеть , линейный оператор , который мы будеи 
обозначать через Н. Поскольку (Ни , v) = И (и ,  v) = И (v ,  и) = 
= (Hv ,  и) = (и ,  Hv) и (Ни , и) = И (и ,  и) > О, оператор Н само
сопряжен и положительно определен . 

На это:м этапе мы могли бы задать оператор Н при помощи 
набора матриц (в каждой системе координат своя матрица) подоб
но тому , как вектор задается координатами (см. , например , Пер
лис [ 1 ] ) . Такое задание оператора является общепринятым , и оно 
бывает очень полезным во многих вопросах , связанных с п-мерным 
евклидоным пространством. Но мы не будем прибегать к такому 
заданию , поскольку не сможем воспользоваться им в бесконечно
мерных задачах , с которыми нам придется иметь дело в после
дующих главах .  

Мы определим теперь собствеппые числа Л i и соответствующие 
им собствеииые век,торы и i оператора Н как такие числа и такие 
неиулевые векторы , для которых Ниi = Л iи i . Иначе говоря ,  соб
ственным вектором и оператора Н является такой вектор , который 
при действии оператора не меняет направления , а собственное 
значение - это коэффициент растяжения вектора и под действием 
оператора Н. Числа Лi и векторы иi называются также собствен
ными значениями и собственными векторами формы И отиоси
телъио формы �. Мы будем часто говорить , что собственный вектор 
иi отвечает соответствующему собственному значению Л i . Очевид
но , что если Л i - собственное значение , то существует иормиро
ваииый собственный вектор , отвечающий Л i . Далее , собственное 
значение положительно определенного оператора обязательно 
вещественно и положительно , поскольку если Ниi = Лiи i ,  то 
(Ниi , и i ) = Л i (и i , иi ) и Л i = (Ниi , и i) l(иi , и i ) > О. 

Предположим теперь ,  что мы можем найти п . о .  н .  с . , состоя
щую из собственных векторов и1 , и2 , • • •  , ип оператора Н. Тогда 
векторы и1 , и2 , • • •  , ип образуют искомую прямоугольную систе
му координат. В самом деле , пусть и =  х1и1 + . . . + Хпип -
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произвольвый вектор �Лn . Тогда 

� aikqiqk = (Ни, и) = (х1Ни1 + . . .  + XnHиn , и) = 
= (Л1х1и1 + . . .  + АпХпип , Х1и1 + . . . + Хпип ) 
= Лtх� + Л2х� + . . . + Лпх; , 

что и требовалось доказать . 
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Таким образом , исходная задача может быть теперь перефор
мулирована следующим образом : пайти n . о. n .  с .  собствеппых 
веу;,торов сажосопряжеппого положителъпо определеппого операто
ра Н. 

9. Обратный оператор и функция Грина. А теперь естественно 
возникает вопрос , который имеет большое значение для последую
щих глав . Рассматривая поставленную выше задачу , мы задавали 
метрику в векторном пространстве с помощью формы �.  связанной 
с кинетической энергией физической системы , в то время как форма 
И, выражающая потенциальную энергию , определяла уравнение 
эллипсоида . Но мы могли бы с таким же успехом поменять ролями 
эти две положительно определенные формы. Тогда в надлежащи111 
образом выбранной системе координат мы получим И (и , v) = 
= (и ,  v) и ,  поскольку g) (Нш, v) = W (ш ,  v) , также и равенство 
}Е (и ,  v) = И (Н- 1и , v) = (Ки, v) , где и = Нш и К =  Н- 1 •  Таким 
образом , мы пришли к задаче на собственные значения для обрат
ного оператора К .  Но если Ниr = Лгип то , подействовав операто
ром К на обе части этого равенства ,  мы получим Киr = f-trи . .  
где f-Lr = 1/Лr . Значит , собственные векторы оператора К совпада
ют с собственными векторами оператора Н, а собственные значе
ния К получаются из собственных значений Н переходом к обрат
ным величинам. Итак , если нужно найти собственные значения 
оператора Н, мы можем найти собственные значения К и перей
ти к обратным величинам. 

В конечномерном случае безразлично , для какого из операто
ров Н или К решать задачу на собственные значения . Однако 
в последующих главах , где соответствующие операторы будут 
иметь бесконечное множество собственных значений, мы выясни�r ,  
что дифференциальные операторы Н, рассматриваемые в гл . JV
VI I ,  имеют спектры , уходящие в бесконечность , и ,  следовательно , 
спектры обратных операторов к = н- l будут сгущаться к нулю. 
Мы увидим, что для обоснования новых методов нам придется 
рассмотреть оператор К, спектр которого сгущается к нулю.  

В этом пункте мы покажем , как  для данного оператора Н 
в п-мерном пространстве �n эффективно найти обратный опера
тор К. Это можно сделать , используя теорию матриц , но мы при-

3* 



36 ГЛ.  1 .  СИСТЕМЫ С :КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕ НЕЙ СВОБОДЫ 

меним другой 111етод , который пригодится нам в анаJruгичных 
задачах последующих глав . 

Пусть е1, е2 , • • • , en - базис пространства imп , так что любой 
вектор и можно записать в виде и = �1е1 + � 2е2 + . . . + �nen , 
где вещественные коэффициенты �1 , � 2 , • • •  , �n однозначно опре
деляются вектором и . Рассмотрим множество вещественных 
функций и (х) , где независимая пере111енная х принимает n различ
ных значений 1 , 2, . . .  , n . Полагая и (1 )  = �1, • • •  , и (n) = �n • 
мы устанавливаем взаимно однозначное соответствие между мно
жеством векторов и Е ЭЛп и множеством функций и (х) . Опреде
лим скалярное произведение (и (х) , v (х) ) двух функций и (х) 
и v (х) , полагая (и (х) , v (х)) = (и ,  v) , и назовем это множество 
функций вместе с определенным выше скалярныи произведением 
фуn�'>циопальпым прострапством �· Заметим , что (и (х) , v (х)) = 

n 
= � и (х) v (х) для любых и и v тогда и только тогда , когда базис 

X= i 
е1 , е2, • • • , en является п .  о .  н .  с . 

Пусть теперь k (х ,  у) - функция двух независимых перемен
ных х и у , каждая из которых принимает значения 1 , 2, . . .  , n .  
При фиксированном х функция k (х , у) является функцией одного 
перемениого у; аналогично при фиксированном у функция k (х, у) 
является функцией одного перемениого х. 

Е сли k (х, у) такова ,  что при каждом фиксированном у = 
= 1 ,  2 , . . . , n мы имеем 

(k (х , у) ,  и (х) )  = и (у) ,  

т о  k (х ,  у) называется воспроизводящим ядром для пространства 
�· Чтобы доказать существование такого ядра ,  достаточно прове
рить , что функция 

k (х , у) = и1 (х) и1 (у) + . . . + ип (х) ип (у) ,  

где и1 (х) , . . . , ип (х) - какая-либо п .  о .  н .  с . в lmn, будет 
искомой.  

Предположим теперь ,  что базис е1, е2, • • •  , en пространства 
n 

imп был выбран так , что (и .  v) = � Ни (х) v (х) ; возмож
k= 1  

ность такого выбора доказана в предыдущем пункте . Тогда 
n � k (х, у) Ни (х) = и (у) для любой функции и (х) . Функцию 

x= i , 
k (х , у) , обладающую этим свойством, мы будем называть фующи
ей Грипа оператора Н в пространстве �· 
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E CJIИ мы теперь определим оператор к в mn выражениеl\1 
n 

Ки (у) =  � k (x , у) и (х) , 
X= i 

то 
n 

К и (у) = � k (х, у) Н н-1и (х) = н-1и (у) , 
X=i 

и ,  значит , оператор К является обратным :н: Н. 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕ ЧАНИЯ 

О воспроизводящих ядрах в конечномерном пространстве см. Аронтайн 
[5 , стр . 346 ] . 

1 О. Главные полуоси эллипсоида как собственные векторы. 
Прежде чем приступить :н: решению основной задачи о нахождении 
всех собственных элементов оператора Н, 111ы хотим сформулиро
вать ее в терминах главных полуосей эллипсоида (Ни, и) = 1 .  
Та:н:ая тра:н:тов:н:а задачи не  вызвана необходимостью , тем не  менее 
она очень удобна ввиду большой наглядности . 

Rа:н: это принято в аналитичес:н:ой геометрии , мы будем гово
рить , что множество ве:н:торов и , удовлетворяющих уравнению 
И (и) = (Ни , и) = 1 , определяет поверхпостъ второго порядпа . 
В силу теоремы Вейерштрасса о том , что непрерывная фун:н:ция 
на ограниченном зам:н:нутом множестве принимает свои э:н:стре
мальные значения , фун:н:ция (Ни , и) , рассматриваемая на множе
стве всех ве:н:торов , норма :которых равна 1 ,  принимает минималь
ное значение Л 1 на не:н:отором ве:н:торе и1 , при этом Л1 > О,  та:н: :как 
Н - положительно определенный оператор . Тогда , :как лег:н:о 
видеть , для всех ве:н:торов и, удовлетворяющих уравнению 
(Ни , и) = 1 , норма 1 1  и 1 1  ограничена числом Л1 1 /2, и потому есте
ственно назвать эту поверхность второго порядка п-.мерпым 
эллипсоидом . Его следует представлять себе расположенным по;�; 
углом к осям косоугольной системы координат . 

Мы определим теперь главные полуоси эллипсоида следующим 
образом. Для фиксированного и , такого , что (Ни , и) = 1, уравне
ние (Ни , v) = О определяет плоскость , пара.'шельную r;,асатель
пой плоскости проведеиной через конец вектора и. Если и ортого
нален этой плоскости , т. е . если (и , v) = О для любого v, такого , 
что (Ни , v) = О ,  то и называется главпой полуосью . Другими сло
вами ,  и является главной полуосью эллипсоида , если его направле
ние совпадает с направлением нормали к эллипсоиду , восстанов
ленной из конца вектора и. Из этого определения следует , что 
собственные векторы Н с точностью до числового множителя 
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совпадают с главными полуосями эллипсоида (Ни, и) = 1 .  Дей
ствительно , если Ни = Ли и (Ни, v) = О, то (и ,  v) = ')..- 1 (Ни, v) = 
= О ,  так что каждый собственный вектор будет главной полуосью . 
Обратно , если и ортогопалеи любому вектору v, лежащему в под
пространстве Мп-t = Мп 8 М1 , где �Л1 порождается единствен
ным вектором Ни,  то и принадлежит подпространству 
�Лп 8 (Мп 8 Mt) = Mt и, значит , имеет вид Л - 1 Ни; следовательно , 
любая главная полуось будет собственным вектором. 

Любые два собственных вектора иr и и8 , соответствующие раз
личным собственным значениям Лr =1= 'Л8 , должны быть ортогональ
ны друг другу . В самом деле ,  имеем Ниr = "Arиr и Ни8 = 'Л8и8 , 
откуда (Ниr , и8) = "Ar (иr , и,) и (Ни8 , иr) = А8 (и8 , иr) · Вычитая 
из первого равенства второе и учитывая самосопряженность Н, 
получаем (Лr - Л8) (ип и8) = О или (ип и8) = О,  что и требова
лось доказать. 

С другой стороны , lllножество собственных векторов , отвечаю
щ:их одному собственному значению Л, очевидно , образует под
пространство М г пекоторой размерности r , называемое собственным 

подпространство:м , соответствующим собственному значению Л.  
В этом случае говорят , что ').. есть r-пратное собственное аначе

ние или что ').. имеет пратностъ r ;  например , если трехмерный 
зJшипсоид (Ни , и) = 1 является сплюснутым сфероидом , то 
Н имеет двукратное собственное значение , отвечающее собствен
ному подпространству м2,  ортогональному наименьшей оси . 
Поскольку в Mr можно выбрать ортонормированный базис 
и1 , и2 , • • •  , иr , ясно , что исходную задачу можно переформулировать 
следующим oбpaзolll : допааатъ , что эллипсоид (Ни , и) = 1 и.м.еет 

полную ортогональную систему главных полуосей . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

1 . Доказать , что 1 1  и 11 <: Л1 112 дл я всех и, удовлетворяющих уравнению 
(Ни, и) = 1 .  

2 .  Доказать, что множество собственных векторов , отвечающих данному 
собственному зн ачению Л, образует подпространство.  

БИБЛ ИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

О связи между главными осями и собственными значениями см. Курант 
II Гильберт [ 1 ] . Относительно геометрической интерпретации квадратичных 
форм см. Бохер [ 1 ,  гл.  IX ] . О применении операторов в п-мерном простран
стве см. ,  например ,  Хамбургер и Гри:мшоу [ 1 ] .  

1 1 .  Задача н а  собственные значения для самосопряженного 
оператора. После этого геометричесRого экскурса мы возвращаемся 
R задаче о собственных значениях оператора Н, а именно : пусть 
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дап са.мосопряжеппый положителъпо определеппый оператор Н. 
Д о-пааатъ, что существует полпая ортопор.мироваппая систе.ма 
собствеппых ве-пторов и1 , и2 , • • •  , Un с собствеппы.ми апачепия.ми 
Лr , тап что Нит = Лтит . 

Предположим на время (доказательство будет дано ниже) , что 
любой самосопряженный положительно определенный оператор 
имеет по крайней мере один собственный вектор и1 , отвечающий 
собственному значению Л�. Тогда петрудно доказать существование 
п. о. н. с. собственных векторов оператора Н. 

В самом деле , пусть размерность собственного подпространства ,  
отвечающего Л� , равна r1 •  Обозначим это подпространство через 
im1 (здесь индекс не обозначает размерность) . Пусть Ю11 порождено 
ортонормированной системой и1 , u2 , • • •  , Ur1 • Рассмотрим (п -rt )
мерное подпространство Э1 1 = Ю1 8 Ю11 ; все п-мерное простран
ство здесь обозначено просто через Ю1. Для любого вектора ui Е Ю11 
и любого v Е �1 имеем (Hv ,  u i )  = (v ,  Hui ) = Л� (v ,  u i ) = О ,  отку
да следует , что Hv также принадлежит Э11• 

Следовательно , Э11 - ипвариаптное подпрострапство опера
тора Н; это означает , Ч�<? Hv принадлежит Э11 для любого v Е Э1 1 •  
Пусть теперь Н1 обозначает сужепие Н на Э11 , т .  е .  Н1 определен 
только на евклидоном пространстве Э11 и Н1и = Ни для любого 
и Е Э1 1 • Тогда Н1 , очевидно , также является самосопряженным 
положительно определенным оператором. Следовательно , при 
условии , что �1 не пусто , Н1 будет иметь , согласно нашему пред
полоа-;ению , по крайней мере одно собственное значение . Это 
собственное значение оператора Н1 мы обозначим через л; ; очевид
но ,  что оно будет также собственным значением Н. 

Предположим теперь ,  что собственное подпространство Ю1 2 ,  
отвечающее собственному значению л; ,  порождено ортонормиро
ванным векторами 

так что Ю11 + Ю12 является (r1 + r2) -мерным ; рассмотри:и 
(п - r1 - r2)-мерное подпространство Э12 = SЛ:1 8 Ю12• Если SЛ:2 
не пусто , то снова найдется по крайней ыере одно собственное 
значение л; ;  обозначим соответствующее ему собственное под
пространство через Ю13 с: SЛ: 2 . Но поскольку число п конечно ,  
то  через несколько шагов , скажем через k , мы придем к равенству 

r1 + r2 + . . . + rh = п , 

и ,  следовательно , SЛ:k н пусто . 
Таким образом , мы нашли k различных собственных значений 

Л� < л; < . . .  < Лk_ ,  где k -< п. Мы можем записать эти собствен
ные значения , повторяя каждое столько раз , какова его кратность , 
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так что Лt -< Л 2 -< . . .  -< Лп . Кроме того , мы нашли k соответ
ствующих собственных подпространств iffit • . . . , mk , причем 
iffit + Mz + . . .  + im" = iтп . Следовательно , все iтп порождает
ся векторами и1 , и2 , • • •  , ип , которые , таким образом , образуют 
п. о . н . с . , что и требовалось доказать . 

Поскольку собственные векторы образуют п .  о .  н . с . ,  каждый 
вектор можно записать в виде и = (и ,  и1 )  и1 + . . .  + (и ,  ип) ип , 
откуда 

Ни = Лt (и , иt) и1 + . . . + Лп (и ,  ип) ип . 
Это равенство дает так называемое спек,тра.лъиое раа.ложеиие 

оператора Н. 

12. Характеристическое уравнение. Нам осталось доказать , 
что Н имеет по крайней мере одно собственное значение . Это мы 
сейчас установим (см. также следующую главу) и тем самым завер
шим доказательство существования п. о . н . с . и1 , . . .  , ип собствен
ных векторов и соответствующих собственных значений Л1 , • • •  , Лп 
оператора Н или формы W относительно формы f-8. Одновременно 
мы укажем метод , позволяющий эффективно найти иi и л i . 

Если Л - собственное значение Н, а и - соответствующий 
собственный вектор , то Ни = Ли, откуда , умножая на произволь
ный вектор v = r1e1 + r2e2 + . . .  + rnen , мы получаем (Ни , v) = = Л (и ,  v) или И (и ,  v) = Лf.Б (и ,  v) . В координатной записи это 
равенство принимает вид 

или 

� a ikqirk = Л � bikqirk 
i ,  R. i ,  k 

Поскольку n чисел r" можно задавать произвольно , такое равен
ство может иметь место только в случае , когда все коэффициенты 
при r" равны нулю , т. е. если выполнены следующие n равенств : 

(k = 1 ,  2 , . . .  , n) . 

Но эта система линейных уравнений относительно косоуголь
ных :координат q1 , q2 , • • •  , qn (ненулевого) собственного вектора 
будет иметь решение тогда и только тогда , когда определитель 
1 a i k - Лb i k 1 равен нулю . 

Таким образом , любое собственное значение Л оператора Н 
является норнем адгебраического уравнения п-й степени 

а1 1 - ЛЬ1 1 • • •  atn - Лbtn 
= 0, 
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которое называется характеристическим уравпепием оператора Н 1) . 
Далее , если этот определитель обращается в нуль ,  т .  е .  если 

Л = Л1 является корнем характеристического уравнения , то систе
ма уравнений 

(k = 1 , 2, . . . , n) 

относительно неизвестных qi имеет невулевое (а следовательно , 
и нормированное) решение . Если корень Л =  Л1 простой , то нор
мированное решение системы при этом Л 

qt = qiJ • qz = qzj , · · . , qn = qn J 
единственно с точностью до знака , и его можно найти обычными 
методами теории систем линейных уравнений (см . , например , 
Бохер [ 1 ] , а также Rурош [ 1 ] *  и Шилов [ 1 ] * ) , а именно для каж
дого фиксированного j значения qi J неизвестных qi пропорциональ
ны алгебраическим дополнениям элементов какой-либо строки 
(известной) матрицы (а1.1 � �J.bt.t .' ·

.
· .at.n � .Л�bt.n ) . 

ant - л jbnt . . .  ann - л jbnn 
Если же Л = Л1 является корнем характеристического уравне

ния кратности r , то в этом случае существует r линейно независи
мых нормированных решений , так что Л1 будет r-кратным собствен
ным значением Н 2) . 

Поскольку в силу основной теоремы алгебры характеристиче
ское уравнение имеет хотя бы один корень , оператор Н имеет 
по крайней мере одно собственное значение , что мы и предпола
гали выше . Следует отметить , что все корни Л1 характеристическо
го уравнения , будучи собственными значениями положительно 
определенного оператора Н, обязательно вещественны и положи
тельны. 

Числа q1J ,  q21 , • • •  , qn J являются косоугольными координата
ми собственного вектора и1 ,  и, следовательно , все собственные 
векторы нам известны . Таким образом , задача о нахождении соб
ственных значений и собственных векторов оператора Н пол
ностью решена .  

Докажем теперь ,  что косоугольные координаты qi k совпадают 
с коэффициентами • искомого преобразования qi = � qi kx" косо
угольной системы координат к прямоугольной. Действительно , 

1) Здесь существенно , что det 1 1  Ь i j 1 1 -=1= 0. - Прим . р ед. 
2) Строгое доказательство этого факта здесь опущено . - Прим. ред. 
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k-й собственный вентор и,. можно записать в виде и,. = � qi ,.e i , 
-так что для любого вектора и = х1и1 + . . . + Хпип имеем 

и = � Xkиk = � � Xkqike i = � � qikXkei . 
k k i i k 

Но и можно записать также в виде и = � qiei . Поскольку 
i 

разложение вектора по базису единственно, то ,  сравнивая эти два 
выражения, получаем qi = � qikXk . Постоянные qik теперь известны 

k 
и определяют искомое иреобразование . 

Таким образом , поставленная выше задача о иреобразовании 
к нормальным координатам полностью решена , а вместе с ней 
решена и исходная физическая задача о нахождении движения 
.колебательной системы с конечным числом степеней свободы. 

Jlрижеры 
П р  и м е р  1 . Для задачи о двух массах примера 1 из п .  1 

�арактеристическое уравнение имеет вид 

�или с учетом того ,  что m1 =--= m2 = 1 ,  k1 = 5 ,  k2 = 2 , 

1 5 - Л 
- 2 

- 2 1 2 - Л = О. 

-Это уравнение имеет корни Л1 = 1 , Л2 = 6. 
Для определения qik получаем систему 

(5 - Л) q1 - 2q2 = 0  
- 2q1 + (2 - Л) q2 = 0 , 
1 

-откуда q1 = с , q2 = 2 (5 - Л) с , где с - произвольвое число . 

·таким образом , при Лr = 1 имеем q1 1 = Ct, q1 2 = 2с1 , а при л2 = 6 
имеем q21 = с2 , q22  = - с2/2 . Из условия , что � должна приво-
.диться к виду х� + х� , получаем с1 = 1!V5, с2 = 2!V5, что 
.согласуется с утверждениями п. 1 .  

П р  и м е р  2 .  В задаче о струне с бусинками имеем 
• 

И = � {q� - q1q2 + q� - . . . } 
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так что после сокращения на S/2a характеристическое уравнение 
приводится к виду 

о . . . 
о . . . 

о 
о 

с - 1  о 
- 1  с - 1  

о - 1  с - 1  . .  . о = 0, 

о о о о . . .  - 1  с 

где через С мы обозначили 2 - maЛ!S. Этот определитель обра
щается в нуль при 

таЛ sзt C = 2 - т = 2 cos n + i (s = 1 ,  2 ,  . . .  , n) , 

что можно доказать следующим образом . Обозначая написанный 
выше определитель п-го порядка через Dn и разлагая его по эле
ментам первой строки, получаем рекуррентное соотношение 

D8 + Dв-z = CDs-1 (s = 2 ,  3 , . . .  , n} , 

причем D0 = 1 и D1 = C. 
Учитывая тригонометрическое тождество 

-J--8 {sin (s + 1) e + sin (s - 1) e} = 2 cos e  si.n s88 , sш sш 
111ы получаем , что при е = arc cos (С/2) функция f (s) = 
= sin (s + 1 )  e/sin е удовлетворяет тому же рекуррентному соот
ношению , что и D8 , f (О) = D 0 , f (1 ) = D 1 , и потому f (s) совпадает 
с D8• Но f (n) = Dп обращается в нуль при е = sn/(n + 1 ) , s = 
= 1 ,  2 ,  . . .  , n ,  что и дает желаемый результат . Более того , опре
делитель Dn , будучи многочленом от Л степени n, может обращать
ся в нуль только при найденных n значениях С, а именно при 

С = С = 2 cos � (s 1 2 п) 8 n + 1 = ' ' · · · ' · 

Следовательно ,  поскольку Л = (S/ma) (2 - С) , спектр задачи 
состоит из � _ 2S ( 1 sзt ) _ 4S . 2 sл "'в - та - cos n+ 1 - -;:;uz sш 2 (п + 1) (s =  1 ,  2 ,  . . .  , n) , 

а для собственных частот мы получаем следующие выражения: 

• 2 , /S . sзt 'Vв = V та Slll 2 (n + 1) · 
Коэффициенты q78 искомого канонического иреобразования 

при каждом фиксированном s пропорциональны алгебраическим 
дополнениям элементов последней строки и r-го столбца определи-
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теля Dn при С = С8 •  Вычисления показывают , что алгебраические 
дополнения равны Dr_1 (s) ,  где Dr_1 (s) - значение определителя 
Dr_1 при С = С8 •  Используя найденное выше выражение для Dr •· 
а и:менно Dr = sin (r + 1 )  8/sin е , получае!II 

sin r68 Dн (s) = . е , Sln 8 

где 88 = arc cos Cs/2 = sл: (п + 1 ) ,  так что 
. rs:rt SШ n + 1  Dr-1 (s) = ----'---• s:rt sш п + 1 

к . rsn 
К фф и,  следовательно ,  qrs = sш n + 1 , где - коэ ициент пропор-

циональности . Его нужно выбрать так , чтобы иреобразование 
qr = � qr8X8 приводило фор:му 

>S (q1 , · · . ,  qn) = � m (q� + . . .  +q�) 

к виду 

други:ми слова:ми , :мы должны нормировать n векторов qi 1 , qi2 , • • •  
. . . , qin (i = 1 , 2, . . .  , п) при по:мощи фор:мы >.8 .  Для этого нужно 
положить К == + 2/V т (п + 1) ,  в че:м можно убедиться, используя 
тождество 

n � • 2 rs:rt n + 1  S l ll -- = --п + 1  2 
r= 1 

(s = 1 ,  2 ,  . . . , п) . 

Выбор знака К не и:меет значения , поскольку знак опреде ляет 
одно из двух противоположных направлений соответствующего 
собственного вектора . 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Задача о струпе с бусинками (см.  выше , пример 2) играла важную роль. 
на раннем этапе развития теории рядов Фурье . См. , например , Рэлей 
[ 1 ,  п. 1 2 0 - 1 24 ] ,  а также Гантмахер и Rрейн [ 1 ,  стр .  333 ] * ·  



J'ЛАВА II 

ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ 
ДЛЯ КОНЕЧНОМЕРНЫХ СИСТЕМ 

1 .  Рекурсивное вариационное определение собственных значе
ний. В гл.  I мы определили собственные значения Л; и собственные 
.векторы и; колебательной системы равенством Ни; = Л ;и ; ,  где 
Н - оператор , связанный с системой.  Однако основные излагае
мые в книге теории и рассматриваемые методы существенно опи
раются на тот факт , что собственные значения можно охаракте
ризовать в вариационных терминах , а именно как максимумы или 
.минимумы некоторых вырюi\ений. 

Как мы видели , собственные векторы можно интерпретировать 
нак главные полуоси эллипсоида . Вариационные принципы , рас
сматриваемые в настоящей главе , выражают экстремальные свой
ства главных полуосей . Например , длина наибольшей главной 
полуоси равна максимальному значению , а именно 1 /VЛ1 , длин 
.всевозможных векторов , концы которых находятся на эллипсоиде 

(Ни ,  и) = Л1х� + . . .  + Лпх; = 1 .  

Это наглядное свойство эллипсоида наводит нас на мысль 
определить число Л1 и вектор и1 с помощью соотношения 

1 �. � � = (и1 , и 1) = max (Ни ,  и) , 

rде максимум берется по всем векторам и ,  для которых (Ни ,  и) = 
= 1 ,  а затем доказать (см. следующий пункт) , что Л1 и и1 явля
ются собственными элементами Н. Поскольку формы (и ,  и) = 

= � b ;kq ;q�< и (Ни , и) = � a ; hq;qh однородны , мы можем пере
писать это определение в виде 1 /Л1  = max (и ,  и)/(Ни ,  и) без 
дополнительного условия (Ни ,  и) = 1 или же в виде 

Л - . 
(Ни, и) 

- . (Н ) · ( ) 1 1 -- illlll (и, и) - illlll и ,  и , и , и = . 
Отношение (Ни , и)/(и ,  и) , связанное с потенциальной и кине

тической энергией физической системы , часто называется частным 
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Рэлея , а тот факт , что квадрат наименьшей собственной частоты 
системы равен минимуму этого частного , И3вестен каR припцип 
Рэлея.  

Существование по крайней мере одного нормированного реше
пил и1 (в случае кратного собственного 3наченил решение не будет 
единственным) следует И3 теоремы Вейерштрасса о том , что непре
рывная функция на ограниченном 3амкнутом множестве достигает 
своего максимума и минимума . Таким обра3ом , 3адача нахожде
ния Л1 И и1 СВ ОДИТСЯ К МИНИМИ3аЦИИ функции (Ни , и)/(и ,  и) . 

Задачи такого типа , свл3анные с нахождением экстремальных 
3Начений , т. е . максимумов или минимумов некоторых выраже
ний , на3ываютсл вариациоппы:ми. 

Далее , вторая главвал полуось эллипсоида есть вектор макси
мальной длины , ортогональный наибольшей полуоси. Это под
ска3ывает нам определить Л2 и и2 (их существование снова следует 
И3 теоремы Вейерштрасса) с помощью соотношения 

(Ни2, и2) Л 
. (Ни , и) 

(и2 , и2) = 2 = Шlll (и , и) ' 

где минимум берется по всем векторам и , длл которых (и1 , и) = О.  
Аналогично, (Низ, из) Л . (Ни, и) 

(из , из) = з = Шlll ( и , и) 
при условии (и1 , и) = (и2 , и) = О и т .  д .  

Таким обра3ом , мы можем сформулировать следующую гипо
те3у . 

Р е к у р с и в н о е  о п р е д е л е н и е  с о б с т в е н н ы х  
3 н а ч е н и й :  r-e собственное апачепие Лr оператора Н и r-й 
собствеппый вектор иr являются соответственно :мипи:мальпы:м 
апачепие:м и :мипи:миаирующи:м вектором функции (Ни , и)/(и , и) ; 
при этом минимум берется по всем векторам , ортогопальпы:м 
r - 1 предыдущим собственным векторам и1 , и2 , • • •  , иr-l · 

БИБЛИОГР АФИЧЕСRИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Рекурсивное определение собственных значений принадлежит Веберу ; 
см. [ 1 ,  п .  7 ] ,  где оно применяется к задаче о колебаниях мембраны. Физиче
ские следствия из этого определения обсуждаются в различных местах 
книги Рэлея [ 1 ] .  

2 .  Обоснование вариационного определения. М ы  должны теперь 
пока3ать , что числа Лr и векторы иr , определенные с помощью 
рекурсивного вариационного принципа , действительно совпадают 
с собственными 3Наченилми и собственными векторами оператора 
Н, определенными равенством Ниr = Лrиr . 
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Для первого минимального значения Л1 мы имеем 
(Ни1 , и1)/(и1 , иt )  = Л1 , и (Ни , и)!(и ,  и) ::;;:::- Л1 при любом и, или . 
другими словами , 

(Ни1 , и1) - Л1 (и1 , и1 ) = О и (Ни , и) - Л1 (и , и) ::;;:::- О . 

Таким образом , обозначая оператор Н - Л1/ (который , оче
видно , является самосопряженным) через L1 , мы можем написать 
(L1и1 , иt) = О и (L1и ,  и) ::;;:::- О . Отсюда следует , что функция 
(L1и ,  и) имеет минимум при и = и1 , и ,  значит , в этой точке е� 
частные производвые по переменным х1 , • • • , Xn должны о бра
щаться в нуль .  Для достижения единообразия терминологии 
выразим этот результат на языке вариационного исчисления . 
Положим (L1и , и) = J (и) . Тогда J (и1) = О ,  а при и = и1 + 
+ ev имеем 

J (и1 + ev) = (L1и1 , иt) + 2 е (L1и1 , v) + е2 (L1v , v) ::;;:::- О ,  

каковы б ы  ни были вектор v и вещественное число е .  
Таким образом , при фиксированном v разность J (и1 + ev) -

- J (ид является функцией только от е ; мы обозначим ее через 
Ф ( е) .  При е = О эта функция принимает минимальное значени� 
Ф (О) , так что ее дифференциал dФ = Ф' (О) de , который называет
ся вариацией J (и1) , должен обращаться в нуль .  Но для Ф ( е) 
имеет место следующее выражение : 

Ф (е) = J (и1 + ev) - J (и1) = 2 е (L1и1 , v) + е2 (L1v , v) .  

Тогда Ф '  (О) = 2 (L1и1 , v) = О при любом v , в частности при 
v = Ltи1 • Отсюда следует , что вектор L1и1 ,  будучи ортогональ
ным самому себе , равен нулю . Таким образом , L1и1 = Ни1 -
- Л1и1 = О ,  т .  е . и1 является собственным вектором , отвечающим 
собственному значению Л1 , что и требовалось доказать . 

Итак , мы доказали , что Л1 и и1 , которые дают решение рас
смотренной выше задачи на минимум, являются в то же время 
собственным значением и собственным вектором оператора Н. 
(Заметим , что тем самым мы доказали существование по крайней 
мере одного собственного значения Н независимо от характери
стического уравнения , определенного в гл . 1 . )  Аналогичные рас
суждения показывают , что решения Аг , иг остальных вариацион
ных задач также являются собственными значениями и собствен
ными векторами оператора Н. 

Действительно , в общем случае мы видим, что r-e минималь
ное значение А7 и r-й минимизирующий вектор и7 удовлетво
ряют соотношениям (Ниr , и7)!(и7 , и7) = А7 и (Ни , и)/(и , и) ::;;:::- А7 
или (Ни , и) - А7 (и, и) ::;;:::- О при любых и, для . которых 
(и ,  иt) = . . . = (и , и7_1) = О . Отсюда , рассуждая так же , 
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как и в предыдущем случае , мы получаем , что (Lrип и) = О для 
дюбых и, таких , что (и, и;) = О , i = 1 ,  2, . . .  , r - 1 . 

Таким образом,  L,.иr ортогопалеи любому вектору , ортого
нальному (r - 1 )-мерному подлростраяству IOCr-l ,  которое натя
нуто на векторы и 1 , и2 ,  • • •  , иг_1• Отсюда следует , что L,.иr Е 
Е IOCr-l · Но для любого базисного вектора и;  Е IOCr-1 мы получа
ем , учитывая самосопряженность оператора Lп что 
{Lгип и ;) = (Ни ,. , и;) - Аг (ип и; )  = А; (ип и; )  - Ar (ип и ; ) = О .  

Следовательно , вектор Lгиr ортогопалеи любому вектору и з  IOCn 
и потому равен нулю , а это означает , что Ниr = Arиr . Итак , мы 
полностью доказали,  что числа А1 , . . .  , Ап , определенные рекур
сивно как минимумы, совпадают с собственными значениями Н. 
Других собственных значений оператор Н не имеет , так как мини
:мизирующие векторы и 1 , • • •  , ип уже образуют л. о. н. с .  

3. Колебательные системы при наличии связи. Большое пре
имущества вариационного определения собственных значении 
выявляется при изучении колебательных систем при наличии 
связи , которая задается условием , что пекоторая функция 
f ( �1 , • • •  , �п) л е ременных � 1 , • • . , �n остается все время равной 
нулю . Мы предполагаем,  что связь совместна с положением рав
новесия , т. е. что f (0, . . . , О) = О. Тогда , разлагая эту функцию 
в ряд Тейлора ,  мы получим 

/ (�1 ' • • •  , �n) = :[1 l o�1 + . . .  + аiп l о�п + . . .  = О, 

так что для малых колебаний уравнение связи примет вид 

a1s1 + . . .  + апsп = О, 

где коэффициенты а; = ::. J постоянны . Новая система S будет 
ьz J o 

иметь n - 1 степеней свободы и ,  значит , n - 1 собственных значе-
ний, которые мы будем обозначать через Х1 , 'Х2 , • • •  , Xn_1 с соот
ветст�ующими (нормированными) собственными векторами u1 , u2 ,  • • • 

· · · ' иn-t ·  
Геометрически эта связь означает , что вектор и (t) , описываю-

щий положение системы S в любой момент времени t, должен 
находиться в фиксированном (n - 1 )-мерном подпространстве , 
которое задается уравнением а1 � 1 + . . .  + an �n = О .  

Мы будем обозначать исходное пространство через IOCn , а это 
(n - 1 )-мерное подпространство через ЭЛn-t и будем говорить , 
что I01n_1 является подпрострапством связи в W}n . Если мы обо
значим через <р нормированный вектор связи ,  ортогональный 
iffin_1 , то связь можно задать условием ортогональности (и , <р) = О .  



4. ЧАСТЬ ОПЕРАТОРА В ПОДПРОСТРАНСТВЕ 49 

В случае n = 3, например , все допустимые векторы,  которые 
описывают положение системы со связью , лежат в плоскости , 
проходяiЦей через начало координат и перпендикулярной задан
ному вектору связи ер , а главные полуоси эллипса , которые полу
чаются в сечении эллипсоида (Ни , и) = 1 этой плоскостью , будут 
собственными векторами системы со связью . 

4. Часть оператора в подпространстве. Теперь мы хотим 
выяснить , какой оператор ii соответствует системе при наличии 
связи . Другими словами , для какого оператора ii эти полуоси 
будут собственными веRторами , соответствуюiЦими собственным 
значениям 'Х1 , 12 , • • • , Xn-1 · 

Чтобы ответить на этот вопрос , введем сначала оператор про
еli-mирования (или npoe/i-mop) Р ,  такой , что для любого вектора 
и Е �Лn вектор Ри является ортогональной проекцией и на пло
скость связи . Другими словами , оператор Р определяется равен
ством Ри = и - (и, ер) ер , имеюiЦим простой геометрический смысл . 
Оператор проектирования , очевидно , является неотрицателъны.м . 
Это означает , что (Ри ,  и) >- О для любого и ;  однако он не будет 
положительно определенным , поскольку (Ри , и) = О при и = 
= ер =!= О .  Для любого вектора и Е iJЯn вектор Ри Е �Лn-1 ; в част
ности , если и Е �Лn_1 , то и = Ри . Наконец , для любого вектора 
и Е �Яn-1 и любого вектора v Е imn мы имеем (Pv, и) = (v , и) . 
Действительно , v = Pv + (v ,  ер) ер и (ер , и) = О ,  откуда 

(v, и) = (Pv, и) + ( (v ,  ер) ер , и) (Pv, и) , 
что и требовалось доказать . 

Если мы теперь определим Н, полагая ii = Р Н и сужая 
область определения Й до iffiп_ 1 , то ясно , что Н действительно 
будет искомым оператором , т .  е. что Xr и Ur будут его собственны
ми элементами . В самом деле , 

и Е iffin- 1 •  (и , и) =  1 . 

Но (Ни , и) =  (РНи, и) =  (Ни,  и) для всех и Е iffiп_ 1 ;  следовательно ,  

и Е iffiп- 1 , (и , и) =  1 ,  

а это и означает , что �� и .;;:,_ являются собственными элемен
тами ii. 

Аналогично, если мы рассмотрим r ортонормированных векто
ров связи ep j ,  epz , . . .  ' epr и определим оператор проектирования р 
равенством 

4 С . Гулд 
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то собственные элементы колебательной системы с такими связями 
будут совпадать с собственными элементами оператора li = РН, 
рассматриваемого на подпространстве imп-r · Через imп-r мы 
обозначаем здесь подпространство векторов и ,  ортогональных 
ко всем векторам связи IP i . Этот оператор называется частью Н 
в �Лn-r • 

5. Теорема Рэлея в случае одной связи. По сравнению с перво
начальным определением собственных значений вариационное 
определение имеет следующее преимущество .  Из исходного опре
деления мы не можем сделать никакого заключения о том ,  :как 
ведут себя собственные частоты системы при наложении связей ,  
т .  е .  мы не  знаем , как сравнивать по величине Л i и Ki . Но ,  исполь
зуя вариационные свойства ,  можно без труда доказать знамени
тую теорему Рэлея о том , что характеристические (собственные) 
частоты системы со связью выше (или по крайней мере не ниже) , 
чем частоты исходной системы . Справедливость этой теоремы 
для сплошных сред подтверждается нашим повседневным опытом . 
Например , у официантов есть привычка щелкать пальцами по 
бокалу , чтобы проверить , нет ли в нем трещины . Высота зву:ка ,  
который издает бокал , зависит от его  собственных частот.  Если 
трещина есть , то собственные частоты понижаются ; этот факт 
можно объяснить с помощью теоремы Рэлея , так как с появлением 
трещины убирается связь , которая существовала между двумя 
частями целого бокала . 

Т е о р е м а Р э л е я (в случае одной связи) . Наимепьшая 
собственная частота системы S , на r;,оторую наложена доба
вочная связь , заr;,лючена между первой и второй собственными 
частотаJrtи исходной системы , т . е . 

Чтобы доказать левое неравенство , заметим , что Л1 является 
минимумом (Ни , и) , :когда и пробегает множество всех нормиро-
ванных векторов , а J:1 является минимумом того же выражения , 
но векторы и в этом случае подчинены ограничению (ер , и) = О . 
Отсюда тотчас же следует , что Л1 .:::;;: Л1 • 

Мы воспользовались здесь очевидным , но важным принципо:�r , 
который для наших целей удобно сформулировать следующим 
образом. 

Если r;, условиям , r;,оторые налагаются в вариационной задаче на 
допустимые фунr;,ции , добавить дополнительные условия , то мы 
получим новую задачу , для r;,оторой соответствующий минимум 
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не пиже , чем мипимум исходпой вадачи ,  поскольку множество 
допустимых функций новой задачи содержится в множестве 
функций исходной задачи . 

Для иллюстрации приведем uример . Предположим , что прово
дятся конкурсные экзамены , к I< оторым допускаются все студенты 
Соединенных Штатов , и что студенту , который сделает минималь
ное число ошибок , присуждается премия . Вторая премия ирисуж
дается при дополнительном условии , а именно она учреждена 
только для студентов из штата Мэн. Ясно , что студент , получив
ший вторую премию , сделает не меньше ошибок , чем студент , 
получивший первую премию . 

В нашей вариационной задаче мы имеем аналогичную ситуа
цию . Поскольку Л1 является минимумом (Ни , и) по всем нормиро-
ванным векторам и , а r1 будет МИНИМУМОМ ТОГО же ВЫражения , 
но при дополнительном условии , что и лежит в заданной плоско� 
сти , ясно , что Л 1 -< r1 •  Это простое сравнение множества допусти� 
мых векторов , которые подчинены большему или меньшему числу 
ограничений , играет важную роль в рассуждениях Рэлея . Мы 
будем в последующем называть его общ им припципом сравпепия , 
а также принципо.м мопотоппости , поскольку минимум возра.� 
стает монотонно при добавлении связей . 

Осталось доказать , что � -<  Л2 • Мы показали , что при добав
лении связи наименьшее собственное значение колебательной 
системы возрастет.  Теперь мы хоти:м доказать , что оно не может 
стать больше , чем Л2 • Для этого постараемел выяснить , какое 
"шксимальное значение может принюшть х1 = х1 (ер) = f1 (at , . . . 
• . . , ап ) как функция вектора связи ер ,  или , что то же самое , как 
фующия переменных а1 , • • •  , an . В частном случае ер = и1 пло
скость связи ортогональна первому собственному вектору и1 ; поэто
"IУ по определению второго собственного значения будем иметь 
f1 ( 1 , О, . . .  , О) = Л 2 . Сдедовательно , по крайней мере для одного 
вектора связи , а именно ер = и1 , основная частота системы может 
стать равной второй частоте исходной системы . Но ни при каком 
векторе связи основная частота не )Iожет стать еще больше . 

Действительно , пусть и* - нормированный вектор , принад
дежащий пересечению подпространства Ю}2 (и1 , и2) с (n - 1 ) 
мерным подпространством связи (это пересечение не  пусто , так 
как его размерность равна по крайней мере 1 ;  см. гл . 1 ,  п . 5) . 
Тогда 

и* = (и* , и1 ) и1 + (и* , и2) и2 , 

и поскольку и* Е IO}n-J , имеем 

(Ни* , и*)  :;;::::. Х1 min (Ни , и) , 
4* 
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где минимум берется по всем нормированным векторам и Е ro1n_1 • 
С другой стороны , полагая (и* , и1 )  = а1 , (и* , и2) = а2 ,  мы 
получим 

(Ни* , и* ) = а� (Нщ , иt ) + 2а1а2 (Ни1 , и2) + а� (Ни2 , и2) .  

Но (Ни1 , и1 )  = At , (Ниz , и2) = л2 и (Ни1 , и2) = О, ' так что 

(Ни* , и*) = а�Л1 + а�Л2 <: (а� + а�) Л2 , 

поскольку Л1 < Л2 • Так нан и* - нормированный вектор , то 
а� + а� = 1 . Окончательно получаем , ЧТО (Ни* ' и* ) -< л2 и , 
ЗНаЧИТ , r1 -< А2 , ЧТО И требоваЛОСЬ ДОКаЗаТЬ . 

П р  и 111 е р .  В задаче о двух массах (пример 1 из п .  1 гл . 1 )  
зададим связь уравнением q1 = О ;  это значит , что только вторая 
масса может двигаться: . Для системы со связью мы имеем И = 2q� ,  
!В = q� , так  что �1 = 2 ,  и это число действительно находится 
между Л1 = 1 и Л2 = 6. Наложим теперь другую связь (и ,  иt) = О, 
где и = (q1 , q2) ,  а и1 - первый собственный вектор системы 
с компонентами ( 1 , 2) (см . п. 1 1  гл . 1 ) .  Тогда q2 = - (1/2) q1 , 
ТаК ЧТО И = (15/2) q� ,  � = (5/4) q� , И ДЛЯ Х1 ПОлучаем следующее 
характеристическое уравнение : 1 5/2 - (5/4) Х'1 = О , откуда �1 = 
= 6 .  Таним образом , согласно общей теории , ,п;ля этой связи 
�1 = Az .  

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИ Я 
Относительно теоремы этого nункта см. Рэлей [ 1 ,  n .  92а ] ,  а также Гант

махер [ 2 ,  стр . 286 ] * . 

6. Независимое, или максимально-минимальное, определение 
собственных значений. Рассматривая: теорему Рэлея с другой 
точки зрения , мы можем дать новое и очень удобное определение 
собственных значений . Неравенство Л1 <: 'Х1 <: Л 2 с точки зрения 
самого Рэлея выражает свойство числа �1 , т. е. первого собствен
ного значения системы со связью . Но если обратить внимание 
на правую часть этого неравенства , то можно считать , что оно 
выражает свойство числа Л2 , т .  е .  второго собственного значения 
исходной системы . Действительно , это неравенство можно исполь
зовать для нового определения , которое в отличие от прел{него 
рекурсивного определения не зависит от первого собственного 
вентора . 

Второе собственное значение -";,о.лебателъной системы равно 
;м,а-";,си:ма.лъно:му значению , -";,omopoe :может принять :минимум 
(Ни ,  и)/(и ,  и) при на.ложении одной связи.  
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Совершенно аналогично можно определить и r-e собственное 
значение . 

Н е з а  в и с и м о е (или максимально-минимальное) о п  р е 
д е л е н и е с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й :  r-e собственное 
вначение /'i,Олебательной систе.мы равно .м,а/'i,си.мально.му вначению , 
/'i,Оторое .может принять .мини.му.м (Ни , и)/(и , и) при добавлении 
r - 1 свявей . 

Чтобы доказать эквивалентность этого независимого опреде
ления рекурсивному , предположим , что r - 1 связей задаются 
векторами ер1 , • . . , epr-1 · Пусть Х1 ( ер 1 , • • . , ер7_1) - минималь
ное значение ,  которое принимает выражение (Ни , и)/(и ,  и) , при
чем минимум берется по всем векторам и, удовлетворяющим усло
виям (и, ер ; )  = О. Из общего принципа сравнения известно , что 
при добавлении этих связей основная частота системы повышается . 
Мы хотим узнать , до какого значения она может возрастать , 
т .  е .  каково максимальное значение выражения х1 (ер1 , . . .  , epr-1 ) ,  
рассматриваемого как функция векторов связи <р1 , ер2 , . . .  , epr_1 .  
В частном случае , когда ер 1  = и1 , • • . , ер7_1 . = и7_1 , мы имеем , 
согласно рекурсивному определению , 

х1 ( ер1 ' • . • ' ер т-д = 'Ап 
где 'Ar есть r-e собственное значение системы без связей . Таким 
образом , мы можем по крайней мере одним способом выбрать 
r - 1 связей так , чтобы основная частота системы стала равной 
r-й собственной частоте исходной системы . 

Покажем , что при любом другом выборе r - 1 связей основная 
частота не может увеличиться . Действительно , пусть и* - нор-
111Ированный вектор , принадлежащий пересечению подпространств 
�Л {иt , и2 , . · . ,  ит } И I01n-r+ 1  = I01n 8 Ю1 {ер1 , . · . , epr-1 } · (Это 
пересечение опять-таки имеет размерность , по крайней мере рав
ную 1 . ) Тогда и* можно записать в виде 

и* = k1и1 + k2и2 + . . . + krиr , 

где k; = (и* , и ; ) , так что 

(Ни* ,  и* )  = (Н (k1и1 + . . .  + k7и7) ,  k1и1 + . . . + krиr) ,  

откуда точно так же , как и при доказательстве теоремы Рэлея , 
мы получаем , что (Ни* , и* )  -< 'Л7 • 

Далее , при любом выборе связей ер1 , . . . , ер7_1 
11 (ер1 ,  . . . , epr-t) -< (Ни* , и*) , 

так как � (<р1 , • • •  , ерн) равно минимуму (Ни , и) по всем нор
мированным векторам, удовлетворяющим условию (и ,  ер;)  = О ,  
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в то время как на вектор и* наложено еще дополнительное огра
ничение , а ИМеННО : ОН ДОЛЖеН принадлежать rol (иt , и2 , . . .  , иr) · 

Следовательно , как и утверждалось , Х1 (IPt • . . . , IPr-1 ) -< Лr , 
и тем самым доказана эквивалентность независимого и рекурсив
ного определений r-го собственного значения . 

Б ИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕ ЧАНИЯ 

Максимально-минимальное определение собственпых значений было 
впервые дано Фишером [ 1 ,  стр . 249 ] .  Но единственная цель статьи Фишера 
состояла в том, чтобы дать чисто аналитическое определение сигн.атур ы  
квадратичной формы (см . ,  например , Бохер [ 1 ] ) ,  а колебанил систем у него 
вовсе не рассматривались . В теорпи колебаний это определение было введено 
Вейлем [1 ] ,  [ 2 ] ,  которое фигурировало у него под названием «фундаменталь
ной леммы>>. Курант [ 1 ]  обратил внимание на важность этого определения 
для физических систем. 

7. Теорема Рэлея для любого числа связей. Новое максимально
минимальное определение является очень важным , и в этом мы 
можем убедиться уже сейчас .  До сих пор , добавляя одну или 
несколько связей , мы исследовали , как это повлияет только на 
первое собственное значение . А теперь мы можем доказать сле
дующую теорему. 

Т е о р е м а Р э л е я (для любого чис.-:rа связей) 1) . Если на 
К-олебательную систему с собственными значениями Л1 -< Л2 -< . .  . 
. . . -< Лn наложить h произвольных связей (и ,  'ljJ1 ) = (и , 'ljJ2) = . .  . 
. . . = (и ,  'Фh) = О ,  где 'ljJ1 , 'ljJ2 , . . .  , 'Фh - произвольные незави
си.мые наперед заданные веr;,торы , то новые собственные значения 
х1 -< х2 -< . . .  -< 'Лn-h будут разделять старые в то.м смысле ' что 
Ar -< Kr -< Ar+h для любого r -< n - h. 

Здесь бы нам мало помог.тrо прежнее рекурсивное определение , 
согласно которому Л2 , например , есть минимум (Ни ,  и)!(и ,  и) 
по всем векторам и ,  ортогональным первому собственному вектору 
исходной системы , а f2 - минимум (Ни ,  и)/(и ,  и) по всем и, орто
гональным и вектору связи 'ljJ 1  и новому собственному вектору u1 • 
Действительно , а priori мы не можем сравнить эти два множества 
векторов , подчиненных различным условиям ортогональности . 

Если же воспользоваться максимально-минимальным опре
делением ,  то доказать общую теорему Рэлея совсем просто . В самом 
деле , 

1) Эта теорема по существу содержится в мемуаре Пуанкаре 1 1 ] * . 
Пр им . ред. 



7 .  ТЕ ОРЕМА РЭЛЕ Я  ДЛЯ ЛЮ Б ОГО ЧИСЛА С ВЯЗЕЙ 55 

теперь определяется как наибольшее значение , которое может 
принять при варьировании связей <JJ i минимум выражения 
(Ни , и)! (и , и) ,  взятый по всем и , подчиненным r + h - 1 уело
вили 

(и , <JJ i ) = О , (и , 'ljJj) = О , i = 1 ,  . . . , r - 1 ,  j = 1 ,  . ,  h ,  
в то время как Ar+h является наибольшим значением , которое 
мо;.нет принять тот же самый минимум , если изменяются все 
r + h - 1 связей . Следовательно , Xr < Ar+ h ·  

С другой стороны , в частном случае , когда <р1 = и1 ,  
• · . , <fJr-1 = иr-1 , мы имее�r 

Сле;:J:овательно ,  поскольку Ar = Ar (и1 , • • •  , иr_ 1 )  является миниму
мом (Ни, и)/(и , и) без дополнительных ограничений (и ,  'ljJ 1 )  = . . .  
. . . = (и , 'Фh) = О , то 

Ar < 'Xr ('IJ11 , . . .  , '1/Jh ; и 1 ,  · · . , иr-1) -< 'Xr < Ar+l" 
что и требовалось доказать . 

Максима.тrьно-минимальные свойства важны именно благода
ря тому , что с их помощью мы можем сравнить собственные зна
чения исходной и модифицированной задачи . В частности , боль
шое значение они имеют для методов Рэлея - Ритца и Вайнштей
на , ноторые состоят в нахождении верхних и нижних границ 
для исномых собственных значений путем сравнения их с соб
ственными значениями модифицированных задач . 

БИБЛИОГРАФИ ЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

По  поводу теоремы Рэлея о разделении см. Рэлей [ 1 ,  п .  92а ] ,  где утверж
дается , что в полной общности эта теорема, по-видимому, была доказана 
Payco�r [ 2 ] .  



ГЛАВА Il l 

КРИТЕРИЙ ВАЙНШТЕЙНА 
МАКСИМАЛЬНОГО УВЕЛИЧЕНИЯ 
СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИй 

1 .  Вводные замечания по поводу фуНRции Вайнштейна. Функ
ция Вайнштейна , называемая также определителем Вайнштейна , 
была введена в 1 935 г .  и с тех пор широко использовалась на 
праr,тике благодаря приложениям в квантовой механике , а также 
в теории резонанса и теории изгиба . Поскольку эти приложепил 
охватывают бесконечномерные задачи , мы отложим их до следу
ющих глав . 

Однако совсем недавно Вайнштейн (см. [ 7 ] , [8 ] , [ 10 ] } использо
вал эту функцию для других целей ,  а именно для дальнейшего 
развития максимально-минимальной теории собственных значе
ний , где она применяется как в конечномерных , так и в бесконеч
номерных задачах .  В настоящей главе мы рассмотрим эту усо
вершенствованную теорию в конечномерном случае , а в гл . IX  
и X IV снова вернемся к ней в бесконечномерном случае .  

Простые свойства этой функции позволят сразу ж е  получить 
все результаты гл . I I ,  а некоторые из них улучшить . Например , 
мы видели (гл . I I ,  п .  6} , что максимально-минимальное определение 
собственных значений устанавливает достаточное (но не необхо
димое) условие , которому должны удовлетворять r связей, чтобы 
при наложении этих связей собственные значения исходной систе
мы максимально увеличились ; это условие состоит в том , что r 
векторов связи должны быть первыми r собственными векторами 
исходной системы . Теперь же с помощью функции Вайнштейна 
мы получим простой критерий , который является необходимы:\! 
и достаточныl\1 для такого максимального увеличения . Поскольку 
в численных задачах возрастание собственных значений соот
ветствует улучшению аппроксимаций , ясно , что такой критерий 
представляет большой практический интерес . 

Функция Вайнштейна для колебательной системы с r связями 
р1 ,  р 2 , • • • , Pr - это функция одной вещественной переменной Л , 
определенная на вещественной оси - оо < Л < оо ,  хотя в неко
торых разделах теории , особенно в приложениях к квантовой 
механике , она определяется и в комплексной плоскости .  Обычно 
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эта функция обозначается через W (Л) , хотя иногда оказываются· 
удобными обозначения W (Л ; р1 , р 2 ,  • . , Pr) или Wor (Л) .  Она 
определяется следующей формулой:  

(R'J..pi , Р1) (R'J..Pi •  Р2) 

W (Л) = det (R'AP2 • Р1) (R'J..p2 , Р2) 
(R'J..Pi • Pr) 

(R'J..P2 • Pr) 

которая в важном частном случае , когда имеется только одна: 
связь , принимает вид W (Л) = (R 'J..p , р) . Здесь R'A обозначает· 
резольвентвый оператор , определенный далее . 

Нас в первую очередь будет интересовать вопрос , каким обра
зом функция Вайнштейна зависит от n - r собственных значений 
J..lr> , л�r) ,  . . .  , л�2r  системы со связями и собственных значений 
Лi0> , л� о> , . . .  , л�> системы без связей .  Верхний индекс здесь. 
и далее обозначает число связей , которые налагаются на систему. 
Эта зависимость устанавливается фундаментальной форму.лой 
Аропшайпа 

W Л _ (Л�> -Л) (Л�> - Л) . . .  (Л�2_7- Л) 
( ) - (Аlо > _ л) <Чо >- Л) • . .  (Л� > - л) ' 

которая будет доказана ниже 1) . Эта формула показывает , чтоW (Л) является 111ероморфной функцией (в нашем конечномерном. 

1) При отыскании стационарных 3начений формы (Ни, и) при наличии r 
свя3ей (и, р8) = О (s = 1 ,  2 , . . . , r) и условия нормировки (и ,  и) = 1 мето
дом множителей Лагранжа приходят к уравнению 

l Н-
Л
Е P' l � (Л) = Р О = 0, ( 1 ) 

где Н есть (n х п)-матрица формы, а Р есть (r Х п) -матрица , в строка \ 
которой стоят координаты свя3ей , 

P = J I Ps i J J , s = 1 , 2 , . . .  , r ;  i = 1 ,  2 , . . .  , n .  (2)' 

Определитель (1 )  на3ывается окаймленным определителем Лагранжа (см . Раус 
[ 2 ,  § 57 -67 ,  78 ] ) и во3никает при определении частот колеблющейся системы,. 
стесненной r свя3ями . В цитированной книге Рауса прослеживается свя3Ь
между корнями определителей � (Л) = О и D (Л) = О и дока3ывается теорема 
о перемежаемости корней при наложении одной свя3И (D (Л) = 1 Н - ЛЕ J ) . 

Заметим, что если раскрыть определитель � (Л) по И3Вестным формулам 
для блочных :матриц (см. Гант:махер [ 1 ] ,  стр . 59 ] *, то получается формула 

� (Л) = ( - 1) "  det Р (Н - ЛЕ)-lР ' (3) D (Л) • 

Нетрудно видеть , что в правой части (3) стоит определитель В айнштейна 
W (Л) ; левая часть после ра3ложения на :множители приводит к ука3анной_ 
в тексте формуле Аронтайна для W (Л) . - При.м.. ред. 
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с.'Iучае отношением двух многочленов) ,  полюсы которой совпадают 
с собственными значениями (с учетом их кратности) системы без 
связи , а нули - с собственными значениями системы со связями . 

2. Резольвентный оператор. Поскольку собственные элементы 
Л i и иi оператора Н определяются уравнением (Н - Л/) и =  О ,  
и =1= О , т о  отсюда следует , что при заданном вещественном Л , 
не являющемся собственным значением Н, оператор Н - Л/ 
аннулирует только нулевой вектор , и ,  следовательно (гл . l ,  
п .  7) , обратный оператор (Н - ЛI)- 1 однозначно определен на всех 
векторах п-мерного пространства iтп . Этот оператор называется 
резольвентой Н и обозначается через Rл . Если же число Л совпадает 
с собственным значением Л i кратности r , то Н - Л/ аннулирует 
все векторы соответствующего собственного подпространства Ю17 1  
и потому обратный оператор Rл = (Н - ЛI)- 1 можно определить 
только на ортогональном дополнении Мп е �Л" т. е. на векто
рах v , таких , что (v , иi) = О , i = 1 ,  2, . . . , r . Легко проверить , 
что Мп е imr является инвариантным подпространство.м опе
ратора Н - Л! в том смысле , что для любого вектора v Е Мп е Mr 
вектор (Н - Л/) v также принадлежит Мп е �Лr и ЧТО в этом 
подпространстве однозначно определен оператор (Н - ЛI)- I , кото
рый мы и называем в этом случае резольвентой. Итак , для любого 
вектора v Е Мп е Mr вектор w = Rлv определяется условием , 
что w Е imп е imr и (Н - Л/) w = v. Таким образом, для всех 
вещественных Л можно определить оператор Rл с той оговоркой , 
что в случае , когда Л - собственное значение Н, мы рассматри
ваем резольвенту только на подпространстве �Яп G Mr 1) . 

Для любого собственного вектора и i имеем (Н - Л/) иi = 
= (Л i - Л) и i , так что , применяя к обеим частям равенства опе
ратор Rл , мы получим 

( i = 1 , 2 ,  . . . , п) , 

откуда видно , что R;.. будет линейным самосопряженным опера
тором с теми же собственными вектора:ми и1 , и2 , • • •  , ип , что 
и у оператора Н, но с собственными значениями (Л1 - Л)- 1 , 
(Л 2 - Л)- I , . . .  , (Лn - Л)- 1 , Отсюда следует , что для любого 
вектора v с компонентами (v, и1) ,  (v , и2) ,  • • •  , (v , ип) 

R 
(v ,  Ut) -L -L (v , ип) 

лV = Аt - Л и1 1 • • • 1 Ап - Л  ип , 

где в случае , если Л = Лi является собственным значением Н 
(при этом необходимо , чтобы (v, иi ) = 0) , отношение (v , иi) I (Л i - Л) 

1) Согласно общепринятому определению резольвенты, оператор R;.. 
не существует, если Л является собственным значением. - При:м .  перев. 
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полагается равным нуJIЮ , а соответствующий символ (Л i - Л)- 1  
не учитывается в спектре оператора Rл .  

До сих пор  мы предполагали ,  что силы , действующие на  
·систему , зависят только от  ее положения . Теперь же мы допу
-стим , что к системе приложена периодическая внешняя сила f ( t) ,  
:компоненты которой f i sin (ro t  + б i ) изменяются гармонически 
-с частотой (J) = v� в 2л секунд и с амплитудами (ft .  /2 , . . .  , fп ) , 
которые можно рассматривать как координаты векоторого фикси
рованного вектора f . Задача нахождения движения системы под 
действием этой силы может быть решена с помощью резольвент
ного оператора следующим образом. 

Уравнения Лагранжа при наличии внешней силы (см. , напри
мер , Вебстер [ 1] и Гантмахер [ 1 ]  *) имеют вид 

или 

d д% д� • 
dt --.- + дх · = fi sш (rot + б; ) ,  

дх i ' 

. .  
Xi + Л;хi = f i s in (rot + <'> i ) , 

где fi = (f , ui) - проекция вектора f на i-ю ось, а /; s iв (rot + <'> ; )
обобщенная компонента внешней силы, соответствующая нормаль
ной координате xi . Общее решение записывается в виде 

Xi (t) = �;.::_� s in (V�t + бi)  + a i  sin vлi (t + ei ) ( i = 1 , 2 , . . . ' п) , 

где ai и 8; - постоянные интегрирования, (f , иi )/(Л i - Л) - компо
ненты реаольвептпого вe1'imopa , 

где Л = ro2 • 

R t (! , Ut) + + (! , Un)1 
Л = Л t - Л Ut • • • Лп- Л. Un , 

3. Некоторые замечания о резонансе ; физический смысл 
функции Вайнштейна. Если теперь для удобства записи мы поло
жим б ;  = ai = 8 ;  = О ,  то проекция внешней силы f sin ro t на 
направление движения Rлf sin ro t будет равна с (RJ, f) sin ro t = 

= cW (Л) sin ro t , где с = (R лf ,  RJ) f / 2 - постоянная , которую 
можно сделать равной 1 ,  выбирая надлежащим образом: величи
ну f . Таким образом , для любой периодической внешней силы f 
постоянной амплитуды , но произвольной по направлению и для 
любой частоты ro = V� значение W (Л) дает амплитуду резуль
тирующей периодической силы , действующей вдоль направления 
движения системы . 

Следовательно ,  зная значение W (Л) при любом данном Л ,  
мы можем сразу предсказать поведение системы при действии 
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внешней силы с частотой ю = Vf. Е сли частота будет такой , 
что значение Л очень мало отличается от собственного значения Лt  
системы , к которой не приложены внешние силы , то значение
W (Л) будет главным образом зависеть от члена (/ , и ; )/(Л ; - Л) 
при условии , что (/ ,  и ; ) =1= О , и потому будет очень большим. 
Поскольку амплитуда соответствующего колебания х; (t) будет 
заключена между двумя значениями 1 (/ , и ; ) 1/(Л ; - Л) + а; ,  систе
ма будет колебаться с большой амплитудой , т .  е .  наступит резо
нанс. Однако если (/ , и ; ) = О , то внешняя сила не будет действо
вать в i-м направлении , так что W (Л) не будет иметь полюса 
при Л = Л; ,  и резонанс не наступит. Важная роль , которую собст
венные значения играют в физике ,  объясняется главным образом 
их применением при исследовании явления резонанса .  

с другой стороны , если м ы  выберем частоту vr внешней 
силы так , чтобы Л ,  которое мы теперь обозначим через лр> ,  было 
нулем функции W (Л) = (R,j ,  /) , то направление движения R,._f 
будет ортогональным направлению силы, которая в этом с:rучае 
не производит работы . Другими словами , вектор f можно интер
претировать как связь ,  которая вынуждает систему совершать 
в плоскости , перпендикулярной f , движение , описываемое уравне
нием х = R,j sin юt. Но тогда из результатов гл . I I  следует,  что 
Л = Л/' является собственным значением системы со связью . 
Таким образом , мы пришли к результату , играющему основную 
роль во всем последующем изложении , - нули функции Вайн
штейна совпадают с собственными значениями системы со связью . 

После этих эвристических замечаний о значении функции 
Вайнштейна при исследовании резонанса и изучении систем со 
связями мы снова займемся строгим математическим рассмотре
нием свойств этой функции. 

4. Свойства функции Вайнштейна в случае одной связи. Из 
определения функции W (Л) = (R,._p ,  р) мы имеем 

W ( � ) _ (R р р) _ (и t ,  р)2 + (u2 , р) 2  + + (ип , р)2 "' - "- ' - Лt - Л Лz- Л . . .  ' Лп - Л ' 
W' ( � )  ( u t ,  р) 2  (uz, р) 2 + + (ип , р)2 О "' = (Л1 - Л) 2  - (Л2- Л)2  

· ' '  
(Лп - Л)2  > · 

Таким образом , W (Л.) определена для всех Л ,  за исключением 
нескольких полюсов , в которых мы положим W (Л.) = оо .  
Эти полюсы совпадают с такими собственными значениями Л ;  
оператора Н, что вектор р и соответствующее собственное под
пространство не ортогональны . Е сли же р ортогопалеи этому 
подпространству , то функция W (Л) может быть положительной , 
отрицательной или равной нулю , но обязательно конечной. 
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.Записывал неравенства W (Л) > О или W (Л) < О , мы всегда 
<будем предполагать , что W (Л) имеет конечное значение . 

Производнан W'(Л) также определена всюду , за  исключением 
nолюсов , и всюду положительна , так что W (Л) всюду строго 
..возрастает . Далее , W (Л) положительна при Л <  Л1 и отрица
'Тельна при Л >  Лп . Следовательно , W (Л) имеет ровно один нуль 
в каждом промежутке между двумя соседними полюсами . Других 
нулей она иметь не может , и, значит , число нулей на единицу 
меньше числа полюсов . :Кроме того , все нули - простые , так 
-как W'(Л) нигде не обращается в нуль , и в се полюсы также будут 
простыми , как это видно из определения . 

В случае когда Н имеет кратные собственные значения , введем 
следующее обозначение . Предположим , что Н имеет k -<  n различ
вых собственных значений f.L1 < f.Lz < . . .  < f.L�< с кратностлми 
m1 , m2 ,  • • • , mk , так что m1 + т2 + . + т,. = n. Для сокра
щения записи положим 

ni = mi + m2 + . . . + mi 

для i = 1 ,  2 ,  . . . , k .  Тогда мы имеем 

Р1 = Л1 = Л2 = . . . = Лnt < flz = Лпt+ t  = . . .  = Лпz < • . • 
• • · < f.Lk = Лnk_ 1+ 1 = Лп,._ 1+2 = . . . = Ank '  

СJiедовательно, W (Л) можно записать в виде 

а�  а� ak W (Л) = 
Л + Л 

+ . . .  + л 111 - !!z - /!h -

где а� = � (/ ,  Uj) 2  и суммирование производится по ортонормиро
; 

ванным векторам Uj, порождающим собственное подпространство , 
�оответствующее f.t; . 

В качестве примера рассмотрим случай , когда k = 8 ,  и пусть 
.а3  = а5 = а1 = О .  Тогда точки f.L 3 , f.L5 , f.L7 не будут полюсами W (Л) , 
и пусть , например , W (f.L з) < О , W (f.L5) = О , W (f.L7) > О . 

График W (Л) как функции Л для нашего сJiучал изображен 
на рис. 3. На этом рисунке каждое из разJiичных собственных 
значений f.L; оператора Н обозначено крестиком ; в этих точках 
�осредоточены как бы <<гроздью) из mi собственных значений . 
Собственным значением с наименьшим индексом в i-й <<гроздю) 
·будет Лп . + 1 , а с наибольшим - Лп . . Н у ли W (Л) отмечены точками l-1 l 
и обозначены через Л�� .  Л�� .  ЛЩ и Л�� соответственно . Такие 
Qбозначения для нулей мы выбрали по той причине , что , как это 
будет впоследствии доказано , эти числа представляют собствен
ные значения системы со связью ; точная ситуация описывается 
ниже в критерии Вайнштейна.  
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Таки�I образом , исходная задача имеет п собственных значе
ний A i , а l\IОДИфИЦИрованная задача имеет п - 1 собствеННЫХ 

Р и с, 3 , График функции Вайнштейна W (Л) прп наличпи одно й связи . 

значений Лl1> ,  причем , как мы знаем из теоремы Рэлея , лр> раз
деляют Л i . В следующем пункте мы сформулируем более точный 
результат о поведении лр> . 

5. Критерий Вайнштейна в случае одной связи. У словимея 
говорить , что i-e собственное значение частично увеличивается 
при наложении связи , е сли л�о> < лр > < Лi� 1 , и .ма1>,си.мально 
увеличивается , если лtl) = Лl� t ·  . 

Из свойств функции Вайнштейна следует , как мы увидим 
далее , что в любом случае Лi0> -< Лi1> -< Лi� 1 , т . е . при наложении 
связей ни одно собственное значение не .может у.меньшитъся и в то 
же вре.мя не .может стать больше (при наложении толь1>,о одной 
связи) следующего по но.меру собственного значения. Таким образом , 
е сли Лi0> = Лf� 1 ·  то отсюда , очевидно ,  следует , что мо) = лр> = 
= ЛI� 1 . Но если лtо> < Л�� 1 , то имеет место следующий к р и 
т е р и й В а й  н m т е й  н а (в случае одной связи) : i-e соб
ственное значение л� о> ( <Л�� 1) свободной системы .ма1>,си.мально 
увеличивается Щl> = Лi� 1 )  тогда и толъ1>,о тогда , 1>,огда W Щ� 1)-<О. 
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Для примера возы11ем в качестве вектора связи первый соб
ственный вектор и1 = р. В этом случае , как следует из результа
тов гл . I I ,  имеет :место максимальное увеличение . Тогда 

W (Л) = (щ ,  Ut)2 _L (ut , uz)2 + + (ut , Uп)2 1 
J..io > - Л 1 Чо> - Л • • • л,�> - л  = чо> - Л • 

так что при л = л�о) > л�о) мы будем иметь 

W (Л�0> )  = л_ <о >�А_<О >  < 0, 
1 2 

что согласуется с критерием Вайнштейна .  
Как мы увидим ниже , используя функцию Вайнштейна , можно 

также получить критерий того , что собственное значение не уве
личивается , и, с:�едовательно , методом исключения можно будет 
установить , Богда будет иметь место частичное увеличение . 

6. Правило Аронтайна и формула Ароншайна. Доказатель
ство критерия Вайнштейна , а также и другие важные результаты , 
такие , как правило и формула Ароншайна , мы получим как 
следствия из двух следующих ниже предложений А и В. В этих 
предложениях символ ЭЛ (Н, Л) обозначает собственное подпро
странство оператора Н, соответствующее Л , а dim ЭЛ (Н, Л) -
размерность этого подпространства ; при этом , если Л не является 
собственным значением Н, мы считаем , что т (Н, Л) - нулевое 
подпространство и dim �Л (Н, Л) = О. В общих чертах смысл 
этих предложений состоит в том , что размерность собственного 
подпространства ,  отвечающего данному вещественному числу Л ,  
повышается н а  1 ,  если Л - нуль функции Вайнштейна W (Л) , 
понижается на 1 ,  если Л - полюс W (Л) , и остается неизменной 
в остальных случаях . 

А .  Как,ово бы ии было веществеииое число Л четыре следующих 
утверждеиия эк,вивалеитиы 1) :  

1 )  W (Л) = О ; 
2) ЭЯ (н<о > , Л) с Ю1 (Н0> , Л) (вк,лючеиие строгое) ; 
3) существует вептор v � Ю1 (Н<о > , Л) , тапой , что 2) v =1= О и 

Ю1 (Нш, Л) = т (H<r1 , Л) + т {v} ; 

4) существует вептор v Е Ю1 (Н( 1 ) ,  Л) , ue прииадлежащий 
т (Ю0> , Л) . 

1 ) Здесь н< 1 )  обозначает сужение н< О J  на (n -1)-мерное подпростран
ство,  ортогональное связи. - Пр им . ред. 

2) Правая часть следующей ниже формулы представляет собой орто
гональную сумму. - При.w, . ред .  
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В. Каr;,ово бы пи было веществеппое число Л четыре следующих 
утверждепия эr;,вива.аептпы: 

1) W (Л) = оо ;  
2) Ю1 (Нш , Л) с Ю1 (Н<о> , Л) (вr;,лючепие строгое) ; 
3) существует веr;,тор v � �Л  (Н<1 > ,  Л) , таr;,ой , что 

Ю1 (н<о > ,  Л) = Ю1 (Н <1> , Л) + I01 {v} ; 

4) существует веr;,тор v Е l!Л (н <с > , Л) , ne припадлежащий 
Ю1 (Нщ , Л) .  

Докажем снаqала предложение А.  Для этого покажем, qто 
( 1 ) =? (2) =? (3) =? (4) = Н 1 ) (символ =? ознаqает <<влеqет за собой>)) . 

(1 )  =? (2) . Если W (Л) = О ,  то для любого w Е Ю1 (Н0 , Л) 
имеем (р ,  w) = О, так как в противном слуqае Л было бы полюсом 
W (Л) . Следовательно , w принадлежит области определения нш и 

(Нш - Л!) w = (н<о> - Л!) w - ( (н<о>  - Л!) w ,  р) р = О .  
Таким образом , любой вектор w Е Ю1 (Н<о ) ,  Л )  принадлежит также 
� (Нш, Л) . С другой стороны , поскольку вектор р ортагонален 
� (н<о > ,  Л) , к нему можно применить оператор R'J.. . Полагая 
R'J..p = v ,  мы будем иметь (v,  р) = О, поскольку 

(v,  р) = (R,.p ,  р) = W (Л) = О . 

Вектор v не является собственным вектором н<о> с собственным 
знаqением Л, так как (Н<о> - Л/) v = р =1= О . В то же время 

(Нш - Л/) v = (н<0> - Л!) v - (н<0>v, р) р = 

= р - (н <0>v , р) р = р - р = О , 

так как н<о>v = (Н<о> ·_ Л/) v + Лv = р + Лv, и потому 

(H<0>v, р) = (р , р) + Л (v, р) = 1 . 

Следовательно , v является собственным вектором нш , соот
ветствующим Л, откуда и следует , qто (1) =? (2) . 

(2) =? (3) . Рассмотрим произвольный вектор v Е Ю� (Н<1 > ,  Л) , 
ортогональный Ю1 (Н<01 , Л) . Вектор (Н<о > - Л!) v будет также 
ортагонален подпространству Ю1 (Н<о > ,  Л) , поскольку ортогональ
ное дополнение к собственному подпространству оператора н<о > 
инвариантно (п . 2) . Кроме того , в силу (2) вектор р , ортогональ
ный Ю1 (Нш, Л) по определению нш, будет ортагонален ,Ю1 (н<о> ,  Л) . 
Поэтому можно применить оператор R'J.. к обеим qастям равенства 
(н<о > - Л!) v = ар ,  где а = (н<о>v, р) =1= О. В результате мы 
полуqим , qто v = aR'J..P ·  Следовательно , v кратен фиксированному 
вектору R'J..p , и наше утверждение тем самым доказано . 
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Пос:кольку ( 4) является очевидным следствием (3) , нам остается 
только доказать , что (4) =9 (1 ) .  Так как v Е Юl (Нш, Л) и v EJ: 
Е!: �л (н<о > ,  Л) , то 

(н<0 > - Л/) v = (Нш - Л!) v + (н<0>v , р) р = (н<о>v, р) р = ар 
(а =1= 0) . 

Отсюда следует ,  что вектор р ортогопалеи IOl (Н<о > ,  Л) ,  и мы 
можем написать v = Rлр + и, где и Е Юt (Н< о > ,  Л) . ПоСI{Ольку 
v принадлежит области определения нш , то (v , р) = О. Учитывая 
также , что (и ,  р) = О, получаем 

W (Л) = (Rлр , р) = (v , р) - (и ,  р ) = О ,  

что и требовалось доказать . 

Доказательство предложения В проводится в той же последо
вательности . 

(1 ) =9 (2) . Заметим , что если W (Л) = оо ,  то проекция w век
тора р на IOl (Н<о > ,  Л) не равна нулю , иначе Л не было бы полюсом 
W (Л) . По свойству проекции (w, р) = (w,  w) =1= О . Следовательно , 
w не может принадлежать {)бласти определения оператора нш 
и, значит , не может быть собственным вектором нш. С другой 
стороны , если v Е IOl (Нш, Л) , то 

О = (Нш - Л!) v = (н<о> - Л!) v - (N<01v ,  р) р . 

Умножая это равенство скалярно на w, получим 

(H <O >v , р) (w, w) = ( (Н<о> - Л/) v , w) = (v , (н<01 - Л/) w) = О ,  

tJткуда следует ,  что (H<o>v, р) = О . Значит , (Н<о > - Л/) v = О , 
т. е .  v Е IOl (Н<О> , Л) . Следовательно , (1 ) =9 (2) . 

Далее , любой вектор v Е �Л (н<о > ,  Л) , ортогональный w,  будет 
также ортогопалеи р , так как (р , v) = (w, v) = О по свойству 
проекции . Но тогда v Е m (Нш , Л) . А это и означает ,  что (2) =9 (3) . 

Поскольку (4) является очевидным следствием (3) , остается 
доказать , что (4) =9 (1 ) . Из того , что v является собственным 
вектором н<о> с собственным значением Л, но не является соб
ственным вектором нш , следует , что (р , v) =1= О . Но тогда Л будет 
полюсом W (Л) , что и требовалось доказать . 

Предложения А и В можно сформулировать теперь в виде пра
вила ,  которое мы будем называть правилом Ароншайна : если  
вещественное число Л является собственным значением н<о> к,ратно
сти т 1) , то оно будет собственным значением нш к,ратности 

1) Если Л. не является собственным значением н< 0 >, то ему приписывается 
кратность 0 . - Пр им . перев. 
5 С . Гулд 
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т - 1 , т +  1 или т в зависимости от того , будет ли Л полюсом 
W (Л) , пуле м W (Л) или W (Л) =1= О, оо ; и все собствеппые апаче
пия нш учитываются тапи:м образом . 

Следовательно , функция , определенная формулой Арон
тайна ( '  < 1 >  ' ) ( ' п > - Л) W (Л) = "'1 - "' • • • "'n- 1 

(f.iO>- Л) . . . (Лhо> - Л) ' 
имеет те же нули и полюсы с учетом кратностей , что и функция 
Вайнштейна ,  определенная выше . Поскольку обе эти функции 
рациональны , то они равны с точностыо до постоянного множите
ля .  Но если в выражении для функции Вайнштейна 

W (Л) = (щ ,  р) 2 _]_ + 
( ип , р) 2 

Лi0> -Л 1 • • • t.}[' > -t. 
привести слагаемые к общему знаменате.тrю (Л�о> - Л) . . .  (Л�> - Л) , 
то сразу же будет видно , что эта постоянная равна 1 . Действитель
но , коэффициент при старшей степени Л в числителе ,  а именно 
(-1 у �- 1 , будет таким же ,  как и в формуле Ароншайна , а знамена
тели в обеих формулах совпадают .  Таким образом , формула 
Аронтайна полностью доказана . 

7. Доказательство критерия Вайнштейна при наличии одной 
связи. Прежде всего мы покажем, что л� о > -< Ml) -< Л\� 1 , т. е . 
что ни одно собственное значение не может уменьшиться при 
наложении одной связи и в то же время не может стать больше 
следующего по номеру собственного значения . Обозначим через 
N<O> (Л) и NШ (Л) ЧИ СЛ О собственных значений н<о > ИЛI.:I нш 
соответственно , не иревосходящих Л , и положим N 01 (Л) = 
= N<o> (Л) - Nш (Л) . Из nравила Аронтайна и из nоведения 
функции Вайнштейна (рис. 3) ясно , что функция N 01 (Л) равна 
пулю nри Л < л� о> , возрастает скачком до 1 nри nрохождении 
через nервый nолюс W (Л) , убывает скачком до нуля при nрохож
дении через первый нуль W (Л) , затем снова возрастает до 1 nри 
прохождении через следующий полюс и т .  д . Поскольку нули 
и nолюсы W (Л) обязательно разделяют друг друга ,  отсюда сле
дует ,  что N 01 (Л) может nринимать только два значения : О или 1 ;  
она равна О в нулях W (Л) , равна 1 в полюсах W (Л) , а в промежут
ках между ними сохраняет постоянное значение , равное значению 
на левом конце . В частности , N01 (Л) = 1 nри Л > ')..�> . 

Теnерь предположим , что лр> < Мо> при пекотором i .  Тогда 
при Л = ').i0 имеем N<o> (Л) < i ,  а Nш (Л) = i ;  следовательно . 
N 01 (Л) < О ,  что невозможно . Е сли же предположить , что лр > > 
> ЛI� 1 , то при Л = ЛI�1 мы получим , что N<o> (Л) = i + 1 .  

N<l> (Л) < i ,  откуда N 01 (Л) :;;>. 2 ,  что оnять-таки невозможно . 
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Та:ким образом , мы получаем искомое основное неравенство 
Лi0 > .::;;:;:: Лi1> .::;;:;:: � Ч� t .  i = 1 , 2 , . . .  , n - 1 . 

Мы теперь можем доказать в полной общности критерий Вайн
штейна в случае одной связи . 

R р и т е р и  й В а й  н ш т е й  н а .  Если Лi0> = Л�� 1 . то Л�о> = 
= лр> = ц�1 (этот тривиальный случай мы уже доказали) ; 
если же Лi0> < Лi� 1 . то 

а) Л�1 > = Л�� 1 тогда и толъ�'>о тогда , l'>огда W (Л�+. 1) .::;;:;:: О ; 
в этом случае собственное значение максимально увеличивается ; 

Ь) лр> = Л1°> тогда и толъl'>о тогда , l'>огда W (Л�0 >) >- О; в этом 
случае собственное значение не увеличивается ; 

с) мо) < Л�l )  < Лi� t тогда и тОЛЪI'i-0 тогда , I'>Огда w (Л(О ) ) < о  
или равна оо , а W (Л�� t) > О или равна оо ; это случай частичного 
увеличения , который имеет место , когда ни (а) ни (Ь) не выпол
няются . 

Для упрощения записи в процессе доказательства введем сле
дующие обозначения . "У словимея называть интервалом типа 
(п , н) интервал оси Л ,  ограниченный слева полюсом W (Л) , а спра
ва ближайшим нулем W (Л) . Аналогично , интервал типа (н ,  п) 
ограничен слева нулем W (Л) , а справа ближайшим полюсом 
W (Л) . Заметим , что W (Л) < О в интервале типа (п , н) и W (Л) > О 
в интервале типа (н , п) . В силу правила Аронтайна N 01 (Л) = 1 
в полюсе W (Л) и в последующем интервале типа (п ,  н) , так как 
с возрастанием Л значение N 01 (Л) может изменяться только 
в полюсе или нуле W (Л) ; точно так же N 01 (Л) = О в нуле W (Л) 
и в последующем интервале типа (н , п) . 

Таким образом, если W (Л�0 > ) > О, то Лi0> лежит в интервале 
типа (н ,  п) или совпадает с его левым концом, откуда N01 (Л�0 > )  = 0, 
а это значит . что л�о> = лр > .  Обратно, если л�о >  = ЛР > ,  то N01 (Лi0 >) = О, 
откуда следует , что Лi0> лежит в интервале типа (н , п) или совпа
дает с его левым концом и ,  следовательно ,  W (Л1° > ) > О, что 
и завершает доказательство случая (Ь) . 

Пусть теперь f.ti 1 ) находится в интервале типа (п ,  н) или 
совпадает с его левым концом; тогда W (f.t; )  < О или равна оо ,  
и N01 ( !t ;) = 1 . Следовательно , Л� � < Л� � .  так что Л�� действи-' ' ' 
тельно увеличивается. в силу основного неравенства л�� либо ' 
совпадает с Л�J+ 1 ,  либо будет меньше , чем л�о;+ 1 ; во втором 
случае л�; будет ближайшим следующим нулем W (Л) . Но при 
достаточно :малом в> О мы имеем W (f.t; + в) < О , и так как W (Л) 

1) Напомним,  что через l!i обозначаются собственные значения , зануме
рованные в порядке возрастания без учета кратности , а через Л; - собствен
ные значения с учетом кратности . - Пр и:м . перев. 
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непрерывна (в области определения) и строго возрастает , то следую
щий нуль W (Л) будет не меньше , чем л�;+ t • тогда и только тогда , 
когда W (Л�;+t ) -< О , что и доказывает случай (а) . Случай (с) полу
чается из (а) и (Ь) методом исключения . 

Таким образом , критерий Вайнштейна , позволяющий делать 
выводы об увеличении собственных значений при наложении 
одной связи , полностью доказан . В дальнейшем нам будет удобно 
применять его в несколько иной форме . Из свойств W (Л) видно , 
что для любого заданного Л можно выбрать тю<ое достаточнr1 
:11алое положительное е, что при всех О < 11 -< в значенr.е 
JV (Л - 11 ) ,  которое мы будем называть чис.ло.м Вайпштейhа , 
будет конечным , не равным нулю и сохраняющим знак в проме
п-;утке О < 11 -< в . Таким образом , число Вайнштейна W (Л - е) 
отрицательно , если W (Л) имеет конечное неотрицательное значе
ние , а в остальных случаях W (Л - е) положительно . Следова
тельно , мы можем сформулировать критерий Вайнштейна в сле
дующей форме : 

Если Л}0' < Л 1� t . то Лl0 = Л}� 1 тогда и то.ль"'о тогда , "'огда 
число Вайпштейпа W (Ч�1 - е) отрицате.льпо .  

8 .  Функция Вайнштейна в случае нескольких связей. В этом 
пункте мы введем необходимые обозначения в случае нескольких 
связей и докажем фундаментальную лемму Ароншайна , которая 
дает нам возможность легко перейти от одной связи к нескольким. 

Пусть на систему наложено r независимых связей , которые 
'Задаются r ортонормированными векторами связи Pt • р2 ,  • • • , Рт ·  
Тогда , как мы выяснили в гл .  I I ,  п . 4, соответствующий оператор 
Н(т) определяется по формуле H(r)  = РИН, и его областью 
определения является подпространство roln-т = I01n 8 rof7 , где 
rolr = Э.Лт {Pt •  р2 ,  • • •  , Рт } есть r-мерное подпространство ,  натя
нутое на векторы связи , а р<т > - оператор проектирования на 
Э.Лп-т . определенный при любых и Е Ю�п равенством 

Р(r)и = и - (и , Р1) Р1  - . . .  - (и , Рт) Рт · 

Будем искать теперь собственные значения ЛИ оператора н<т > ,  
не являющиеся собственными значениями н< о > ,  и соответствую
щие им неиулевые собственные векторы и< r > . Прежде в сего , для 
любого такого собственного вектора и<т> мы имеем 

т 
(H<n - Л<r>J) и<r> = (Н<о > _ л<r>J) и<r> _  � 6 iP i = О, i= 1 

где 6 i = (Н< О >и(т ) ,  рд - постоянные , не равные нулю одновре
мен:но . Тогда , поскольку л<r> не является собственным значением 
у<о > ,  к обеим частям равенства можно применить оператор R,., = 
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= R�u> = (н<о> - � < r>J)- 1 , u 2 по учим ,. л определенвыи в п .  , и мы л 
равенство 

r 
u <r> = � SiRJ..P i · 

i= 1 
Но , кроме того , вектор u< r) обязан принадлежать области определе
ния оператора H(r) ,  т. е . он должен удовлетворять соотношениям 
(u< r > , pj) = О , j = 1 ,  2 ,  . . .  , r. Следовательно , 

r � Si (Rлpi ,  pj) = О 
i= 1 

( j = 1 ,  2 ,  . . . , r) . 

Эта система из r линейных однородных уравнений с r неизве
стными S i ,  i = 1 ,  2 ,  . . .  , r , будет иметь нетривиальное решение 
тогда и только тогда , когда определитель 1 (R(O)p i , pj) 1 равен 
нулю . При фиксированных связях р1 , р 2 , • • •  , Pr этот определи
тель , называемый определителем Вайиштейиа , будет функцией 
только от Л , которую мы будем обозначать через Wor (Л) или 
просто через W (Л) . Таким образом , по определению 

(R�01Pt , Pt) · · · (Ri01Pt , Pr) 
Wor (Л) = det . . . . . . . . . . . . . .  . 

(Ri01Pr , Pt) · · · (Ri01Pr , Рг) 
Точно так же для любой пары индексов i ,  j (1 -< i -<  j -< r) 
мы можем определить соответствующую функцию Вайнштейна 
Wн (Л) следующим образом. 

Для оператора нш,  действующего в подпространстве Ю(Ш = 
= Ю(<О> е [р 1 ] 1) ,  мы определяем резольвентвый оператор R�l)  = 
= (Нш - ЛJ)- 1 точно так же , как и в п . 2 . Подобным же образом 
определяем R'i1 = (Н <2 > - ЛJ)- I , где Н<2> действует в i)Ji <2 > = 
= Ю(Ш е [р 2] ,  и т .  д . до R�- 1 ) .  После этого мы определим функ
цию Вайнштейна Wij (Л) как определитель порядка (j - i) : 

( i) (Rл Рiн , Pi+1 ) 
( i ) 

Wij (Л) = det (Rл рнz , Р iн) 

( i ) (i) (Rл Рiн , P i+2) · . .  (Rл P i+t• pj) 

(R <i> ) (R <i> ) л Рн2 , Рн2 · · · л Pi t 2 ,  Р j 

(i ) ( ") (i) (Rл pj , Рiн) (Rл' pj , Pi+2) . .  · (Rл pj , pj) 
где элемент , стоящий на пересечении k-й строки и l-го столбца , 
имеет вид (Rii)P i + �< • Рн 1) . Ясно , что этот опреде..'Iитель соответ
ствует наложению j - i дополнительных связей P i + t •  P i + 2 , • • •  

1 ) Символом [р ] обозначается одномерное подпространство , патянутое 
на вектор р . - Пр им .  ред. 
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. . . , р i на систему , к которой уже были приложены i связей 
Р1 • р 2 , • • • , P t · Для дальнейшего изложения удобно положить 
Woo (Л) = 1 . 

9. Лемма Аронmайна. Поскольку r связей можно наложить 
либо одновременно , что приведет к функции Вайнштейна Wor (Л) , 
либо последовательно , что приведет к r последовательным функ
циям Вайнштейна W01 (Л) , W1 2 (Л) , . . . , Wr-1 , r (Л) , весьма ве
роятно , что Wor (Л) может быть выражена через W01 (Л) , W12 (Л) , . .  
. . . , W7_1 , т (Л) . Оказывается ,  справедлива следующая лемма 
Аропшайпа : Wor = W01 W1 2 . • • Wr-1 , r •  которую мы сейчас 
докажем. 

Если мы примелим оператор н<i> , i = 1 , 2 , . . . , r - 1 , н век
тору л<i>Pi+ l (для удобства записи индекс Л опускается) , те получим 

где 
н<i> я<i> Pi+ 1 = н< о > я<i > Pi+1 - Ф1Р1 + . . . + �iPi) , 

R (H(O )R(i) 1-'i = Pi-.- t •  Pj) ( j = 1 , 2 , . . .  , i) . 
Следовательно , 

(H<i> - Л!) R <i>Pi+ 1  = (Н<о > - Л!) R<i >Ptн - (В1Р1 + · · · + �iPi) , 

откуда 
(н< О > - Л!) R<i> Pt+ t = �tPt + · · · + �tPi -t- Pi+t , 

так ЧТО применение К обеим ЧаСТЯМ равенства оператора R(O) дает 

R(i) R(O )  (R R ) Pi+ 1 = P IP! + . . . + P iPi + Pi+ J ( i  = 1 , 2 , . . . , r - 1) . 

В определителе 
(R<o >p1 , Pz) · · · (R <o>P t •  Pr) 
(R <o >pz , Pz) . · · (R <o >p2 , Pr) 

• о о • • • • • • •  о о о • о • • • о о • 

прибавим к (i + 1 ) -й строке первую строку , умноженную на В 1 , 
вторую строку , умноженную на В 2 , и т .  д .  и наконец i-ю строку , 
умноженную на B t · Проделав такие операции с (r - 1)-й ,  
(r - 2)-й , . . .  , 3-й , 2-й и 1 -й строками , мы не изменим величину 
определителя.  При этом элемент (i + 1 ) -й строки , стоящий на 
главной диагонали , будет иметь вид (R (i >P i + 1 • P i + 1 ) = Wi , i + t •  
а в се элементы ниже этой диагонали равны нулю , поскольку 
R(i >P i + t  Е li.Я 8 [p l , р2 , • • •  , P t ] , и ,  значит , при умножении этого 
вектора на р1 , р 2 , • • • , р ;  получается нуль . Следовательно , 
Wor = W01 W1 2  . . . Wr-t , r · Лемма Аронтайна доказана . 
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10. Критерий Вайнштейна в случае нескольких связей. Мы 
ограничимся рассмотрением наиболее интересного случая , а имен
но случая максимального увеличения , для которого критерий 
Вайнштейна можно сформулировать следующим образом 1) .  

Н. р и т е р и  й В а й  н ш т е й  н а : i-e собственное аначение 
полебательной системы ма1<>симально увеличивается при наложе-
нии r свяаей ,  т. е . Л�r> = Л��r тогда и толмо тогда , 1<>огда в (r + 1 )
членной последовательности чисел Вайнштейна 

Woo = 1 ,  W01 , Wo2 •  · · . , Wo, r-1 • Wo ,r 

имеется не менее k перемен ана1<>а , где Woj (j = 1 , 2, . . .  , r) -
аначение футщии Вайнштейна Woi в точ1<>е Лl�r - в ,  1<>онечное 
и не равное О , а k - наименьшее целое неотрицательное число , 
для 1<>оторого Лf�k = Л1�r· 

В самом деле , предположим , что Л�r) = лЦ.� = Л��r
. и пусть 

k (j) ,  j = О , 1 ,  2, . . . , r , обозначает число собственных значений Л 
в спектре j-й модифицированной системы 

� {j )  � (j) � � ( j) � { j) . . . <. F\,i -< F\,i+ 1 � . . . -< F\,i f-k{j) - 1 < F\,i+k{j) = 

= Л��k = Лf�k+ 1 = · • · = Л��r -<  · · • ,  

которые удовлетворяют перавенетвам Лfi> -<  Л < Лf�r · Таким образом, 
k (j) - невозрастающая фуннция j ,  и k (О) = k ,  k (r) = 0 . 

Если k ( j) > О, то при добавлении следующей связи Рiн наиболь
шее из этих k ( j) собственных значений,  а именно Л1�11т_ 1 , увели
чится до Лf��� тогда и тольно тогда , ноrда W j, j+1 (Лf��� - в) < О .  
Н о  ни одно собственное значение с меньшим номером нельзя 
повысить до Л\�k добавлением единственной связи Рн1 , поскольку 
по теореме Рэлея (которая была доказана в гл . II и результаты 
ноторой получены вновь как непосредственное следствие резуль-

) � (J+ 1 ) - � (j) � ( 0 ) т татов предыдущих пунктов л,i+k(j) - 2  � л,i+k(i) - 1  < л,i+k · аним 

1) Задача об отыскании наиболее жестких связей была поставлена 
в связи с проблемой устойчивости сжатых стержней И. Г. Бубновым в 19 12  г .  
(«Строительная механюш кораблю>, т .  1 ,  1 912) . Этой задаче посвящен ряд 
работ советских математиков и м ехаников (см. Папкович [ 1 ] ,  Нудельмап 
[ 1 ] ,  [ 2 ] ,  Дальберг [ 1 ] ,  [2 ] ) . В по следней из цитированных работ найдены 
необходимые и достаточные условия, которым должны удовлетворять связи 
паибольшой жесткости . При доказательстве М. Д. Дальберг использовал 
формулу Бейтмена (см. примечание на стр . 1 98) . 

В связи с условиями наибольшей жест1шсти см. недавно появившуюся 
статью американского математика Стенджера [ 1 ] * . - Пр им .  ред .  
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образом , при условии k (j) > O  мы имеем k (j + 1) = k (j) - 1 , если 
Wi. м (Лi�k - e) < O, и k (j + 1 ) = k (j) в противном случае . 

Пусть теперь т обозначает наименьшее значение j ,  для кото
рого k (j) = О . Поскольку k (О) =  k,  то из наших рассуждений 
следует ,  что из т чисел Вайнштейна 

в точности k чисел должны быть отрицательными .  Что касаетсл 
r - т чисел Wm, m+1 • Wm+1 , m+2 •  . . .  , Wr-t . r •  то они могут быть. 
совершенно произвольными, поскольку мы уже имеем 

и ,  значит , оставшиеся r - т связей , как бы мы их ни выбирали � 
не могут повлиять на значение л�m) = лim+ i )  = . . .  = л�r )  = лi�r· 

На основании вышеизложенных рассуждений мы можем сфор
мулировать наш критерий следующим образом: лir) = .лi�r тогда 
и только тогда , когда в последовательности чисел Вайнштейна 
(конечных и не равных нулю) 

имеется не менее k отрицательных чисел . Но в силу леммы Арон
тайна Woi = W01 W1 2  • • •  Wj-1 , j , откуда немедленно следует ,. 
что критерий максимального увеличения можно сформулировать. 
в нужной нам форме , а именно : в последовательности 

Woo = 1 ,  Wot • Wo2 •  • · . , Wor 

должно быть не менее k перемен знака , где k - наименьшее целое 
неотрицательное число , такое , что ч�k = .лt�r· 

1 1 . Применеине критерия Вайнштейна. Чтобы продемонстри
ровать применение критерия Вайнштейна , докажем следующее 
утверждение , которое уже не раз упоминалось в предыдущих 
пунктах этой главы . Классическое условие , палагаемое на свяаи: 
в .макси.мальпо-.мипимальпом определепии собствепных аначениu 
(в форме , данной Вейлем ; см .  гл . I I ,  п. 6) и состоящее в том ,  что
векторы  свяаи должны совпадать с первы.ми r - 1 собственпыли 
векторали исходпой систе.мы , является достаточным для макси
�tального увеличения первого собственного апачепuя ; однако это
условие ne является пеобходимым. 

Доказательство проводится следующим образом. Е сли р1 = и1 ,. 
р 2 = и2 , • • •  , Pr-1 = и7_ 1 , то функция Вайнштейна W07 (Л) будеr 



1 1 .  ПРИМЕ НЕ Н ИЕ КРИТЕРИЯ ВАЙНШТЕЙНА 

иметь вид 
· (Rлut , Ut) . . . (Rлut , Ur) 1 

Wor (Л) = det · · · · · · · · · · · · · 1 · 
(Rлur .  и1) • • •  (Rлur . Ur) 
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Предположим сначала ,  что Л�� 1 < Л�0> ; тогда по критерию Вайн
штейна члены последовательности W01 , W02 , • • •  , W0, r-l • взятые 
при Л = л�о > - в, должны иметь чередующиеся знаки. 

Поскольку Rлui = и)(Лi - Л) и (ui , Uj) = О при i =1= j, в се 
элементы определителя Wor (Л) равны нулю , за  исключением 
элементов , стоящих на главной диагонали , при этом i-й диаго
нальный элемент равен 1/(Лi - Лr + в) , и потому он отрицателен 
при i < r. Тогда в последовательности главных миноров отрица
тельные и положительные члены чередуются . Но i-й главный 
минор равен Woi •  а это дает искомый результат . 

Точно так же , если т - наименьший номер , такой, что л�> = 
= л�о > , то nервые т - 1 членов на главной диагонали отрица
тельны , а потому критерий Вайнштейна и в этом случае выпол
няется . Таким образом , мы доказали , что для максимального 
увеличения первого собственного значения достаточно выбрать 
связи так , как указано в сформулированном выше утверждении . 

Но максимальное увеличение может быть достигнуто и при 
другом выборе связей. Действительно , предположим , что Л1 < 
< Л2 < Аз -<: . . . -<: Лn , и пусть р1 = и1 - аиз , где О < а2 -<: 
-<: (Лз - Л2)/(Л 2 - Л1 ) . Тогда 

Wot (Л) = ( ut , Pt) 2 + (uz , Pt) 2 + (из , Pt)2 
Л1 -Л  Л2- Л  Лз -Л 

Но (и1 , р1 ) = 1 ,  (иz ,  Pt) = О , (из , Pt) = -а , так что 
1 а2 1 ( Лз -Л  ) 

Wot (Л) =  Л1- Л + Лз- Л = Лз- Л а2 - Л -Лt . 
Ясно , что это выражение отрицательно при Л = Л2 - в ,  и ,  следо
вательно , первое собственное значение чо) максимально увеличи
вается при наложении связи р 1 • 

В случае n = 3 этот результат дает ответ на следующую геоме
трическую задачу. Пусть дан трехмерный эллипсоид с различными 
главными осями и центром в начале координат . Нужно найти 
такой вектор р ,  чтобы длина средней полуоси была равна наи
большему радиусу ,  ортогональному р. Ясно , что в качестве век
тора р можно взять наибольшую полуось , как и требуется в лем11ш 
Вейля , но мы только что показали , что можно выбрать этот вектор 
и иначе , и ,  более того , нашли все такие векторы . 

Примененил критерия Вайнштейна к бесконечномерным зада
чам , и в особенности к задачам гидродинамики , рассматриваютел 
в гл . XIV ,  n .  6. 
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'У П Р А Ж Н Е Н И Я 

1 .  Докаэать, что если Л - нуль W (Л) при наличии одной свяэи, то 
IJJI (N< l J , Л) = IJJI (Н<0> ,  Л) EJ1 v , где v = р + Rлр ,  а если Л - полюс W (Л) , 
то �JI (н<о > ,  Л) = IJJI (НШ, Л) EJ1 w, где w - проекция р на IJJI (НШ ,  Л) . 

2. Если рассматривать собственное эначенпе 11. оператора Н кратности т 
:КаК «Гр03ДЫ> И3 собственных эначениЙ Лk+ t • Лk+2• . . .  , Лk+т • ТО ПрИ 
наложении одной связи имеются четыре воэможности : 1) <<гроздЬ» пополняется 

'Одним собственным значением, которое приходит снизу (Л\:' = Л�� 1 = !!) , 
и в то же время теряет одно собственное значение сверху (Л�14-m > л�tт = = !!) ; 2) есть пополнение и нет потери;  3) нет пополнения и есть потеря ; 4) 
нет ни потери, ни пополнения . Докаэать , что эти четыре воэможности имеют 
.место соответственно при следующих условиях : W (!!) < О , W (!!) = О , 
w (!!) = оо ,  w (!!) > о. 

БИБЛИОГР АФИЧЕСRИЕ ЗАМ ЕЧАНИЯ 

Относительно изложенного в :этой главе см. Вайнштейн [ 7 ] ,  [ 8 ] ,  [ 1 0 ] .  



ГЛАВА IV 

КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ 
С БЕСКОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ 
СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ 

1 .  Непрерывные колебательные системы. Между задачами на 
собственные значения для непрерывных колебательных систем 
и для систем,  которые мы до сих пор рассматривали , имеется тес
ная аналогия . Теперь мы будем изучать колебания струн , стерж
ней , мембран и пластин , изгиб стержней и пластин , а также 
поведение некоторых систем атомной физики . Важность этих 
:задач хорошо известна в одинаковой степени математикам , физюшм 
11 инженерам. Начиная с XVI I I  века , когда Даниил Бернулли 
нашел решение задачи о колебаниях струны, прогресс анализа 
и прикладной математики был тесно связан с подобными задачами . 
Они оказали решающее 'влияние на формирование современной 
теории дифференциальных и интегральных уравнений , а также 
вариационного исчисления . Теория колебаний находит много
численные приложения , начиная от инженерных задач и кончая 
весьма запутанными вопросами теоретической физики. 

2. Задача Бернулли о колебаниях струны. Мы начнем с кратко
rо изложения идей Даниила Бернулли . Его задачу можно сформу
лировать так:  

Найти движение ко.леб.лющейся струны с вакрепденными кон
цами,  ес.ли известны по.ложение и скорость паждай ее точки 
в нача.льный момент времени t = О. 

Для удобства предположим , что длина струны равна :rt ,  
.а е е  концы закреплены в точках х = О и х = :rt ,  и пусть w (х ,  t) 
обозначает поперечное отклонение струны в :момент t. Пусть 
начальная форма струны задается функцией (j) (х) = w (х , 0) , 
.а начальная скорость в каждой ее точке - функцией 'Ф (х) = 
= Wt (х , 0) , где нижний индекс обозначает частную пронаводную 

по t. Если отсутствуют внешние силы , то любое решение задачи 
Бернулли до.-rжно удовлетворять уравнению в частных пронавод
ных второго порядка , которое при надлежащем выборе единиц 
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измерения можно записать в привычной для нас форме Wt t -
- Wxx = О . 

Метод , который Бернулли применил для решения этой задачи ,. 
совершенно аналогичен рассмотренному в гл . 1 методу интегри
рования уравнений Лагранжа.  Сначала он искал простейшие
воз:м:ожные движения , а именно такие , при которых каждая точка 
струны совершает простые гармонические колебания , отличающие
ел только по амплитуде от колебаний других точек .  Tai{Oe движе
ние , которое называется собствеппым r:олебапием струны , описы
вается функцией w (х , t) вида w (х , t) = и (х) f (t) , где и (х) 
является функцией только от х, а f (t) является функцией тольк(} 
от t . Мы увидим далее , что для того , чтобы удовлетворить краевым 
условиям w (0 , t) = w (:тt , t) = О , функция f (t) должна быть. 
периодической , так что с точки зрения акустики каждый малый 
участок струны издает звук такой же высоты , что и другие участки� 
и вся струна издает чистый музыкальный тон - основной тон 
струны или один из ее обертонов . Общее колебание струны сво
дится тогда к наложению таких собственных колебаний. 

В гл . 1 и 1 1  положение системы можно было полностью описать. 
с помощью n координат вектора q ( t) . Теперь же положение струны 
в произвольвый момент времени t уже нельзя задать с помощью 
конечной совокупности n чисел ; оно описывается функцией 
w (х ,  t) , определенной на отрезке О -<  х � n ,  и по этой причине
мы говорим, что задача является бесl'i,опечпомерпой. Мы увидим 
ниже , что бывает полезно рассматривать w как вектор с бесконеч
ным множеством компонент . 

В случае n степеней свободы мы выяснили , что любое возмож
ное движение системы является суперпозицией n частных движе
ний - собствеппых Уi,Олебапий , частоты которых , равные квад
ратному корню из собственных значений , полностыо определяются 
физическими свойствами системы . В настоящем случае , когда 
имеется бесконечное множество степеней свободы , Бернулли 
нашел , что собственные колебания , т. е. колебания вида w (х , t) = 
= и (х) f (х) , возможны только тогда , когда функции и (х) ,  опре
деленные с точностью до постоянного множителя , принадлежат 
пекоторой специальной бесконечной последовательности функций 
и1 (х) ,  и2 (х) ,  . . . , ип (х) ,  . . .  , называемых собствеппыми фун,Уi,
циями системы . Частоты этих собственных колебаний называютел 
собствеппыми частотами системы и полностью определяются 
ее физическими свойствами . 

3. Решение задачи Бернулли. Бернулли рассуждал следующи:и 
образом. Допустим , что существует решение , которое представ
ляется в виде 

w (х , t) = и (х) f (t) . 
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Подставляя функцию w в уравнение Wt t  - Wxx = О , мы полу-
чаем 

и (х) f" (t} - и" (х) f (t) = О , 
:или 

и" (х) f" (t) U(X) = f(t) . 
Поскольку левая часть последнего равенства не зависит от t , 

а правая не зависит от х , то они могут быть равны друг другу 
при всех значениях х и t только в том случае , если ка:шдое из 
них равно одной и той же постоянной,  которую мы будем обозна
чать через -Л (ниже будет доказано , что эта постоянная отрица
тельна) . Таким образом , мы имеем и"/и = f"/f = -Л или - и" =  
= Ли и - f" = Лf. 

Эти уравнения одпородпы, т . е . если и* и и* * являются реше
ниями первого из уравнений , то аи* + Ьи* *  также является его 
_решением при любых постоянных а и Ь. Функция , тождественно 
равная нулю , является тривиальным решением любого однород
ного уравнения . Любое другое решение , если оно существует , 
называется нетривиальпым . 

Поскольку концы струны закреплены , 

:и 
w (0 ,  t) = и (О) f (t) = О 

w (л , t) = и (л )  f (t) = О 

nри всех значениях t ;  следовательно , если исключить тривиальный 
случай f (t) = О, мы имеем и (О) = и (л) = О. Это однородные 
краевые условия , которым должно удовлетворять решение урав
нения -ихх = Ли.  Если не учитывать краевые условия , то нетри
виальное решение будет существовать при любых значениях Л. 
В самом деле , поскольку уравнение является линейным однород
ным с постоянными коэффициентами , любое его решение имеет вид 
и = аи* + Ьи* * ,  где а и Ь - произвольные постоянные , а и* 
и и* *  - два частных решения:  и* = eivx , и* * = e- ivx , где 
v =  Vf. 

Но если принять во внимание краевые условия , то положение 
существенно изменится .  Задача будет иметь нетривиальные реше
ния только при некоторых специальных значениях Л. Функция 
и = aeivx + Ье- ivx удовлетворяет условию и (О) = О только при 
а = - Ь , а второму условию и (л) = О она удовлетворяет только 
при Л = n2 , где n - целое число .  Таким образом , все возможные 
решения имеют вид 

ип = dn (einx - e-inx) - С Sl· n  nx - n ' 
т де сп =1= О , а n = 1 ,  2 ,  3 ,  . . . .  



78  Г Л .  IV. СИСТЕМЫ С БЕСRОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ С В О Б ОДЫ 

При этом для функции f (t) получаем уравнение f" (t) + 
+ n2f (t) = О ,  решение которого при каждом значении n имеет вид. 

fп (t) = an cos nt + Ьп sin nt ,  

где an , Ьп - произвольные постоянные , Tai\ что упомянутая выше
периодичность очевидна . Таким образом , n-e собственное колеба
ние описывается формулой 

Wn (х , t) = sin nx (ап cos nt + Ьп sin nt) . 

Такая ситуация типична для задач на собственные значения . 
Сначала мы имеем смешанную задачу , т .  е .  дифференциальное 
уравнение типа Wxx - Wt t = О , решение которого должно удовле
творять краевым условиям типа w (0 , t) = w (л , t) = О при всех 
значениях t .  Существование чистых обертонов в музыке наводиr 
нас на мысль искать частные решения в виде 

w (х, t) и (х) f (t) , 

и тем самым мы приходим к дифференциальному уравнению 
-и" = Ли , содержащему неизвестный параметр Л. Вместе с гра
ничными условиями и (О) = и (л ) = О это уравнение определяет 
форму струны . При любом фиксированном Л мы имеем краевую 
задачу , для которой тождественно равная нулю функция является 
решением .  В общем случае это тривиальное решение будет един
ственным, однако для пекоторой последовательности значений. 
Л1 = 1 2 ,  Л2 = 22 , • • •  , Лп = n2, • • •  существуют и другие решения. 
ип (х) = Сп sin nx. 

Задача , в которой требуется найти числа Лп и соответствующие 
функции ип ,  называется аадачей па собствеппые апачепия для 
дифферепциальпого уравпепия или праевой аадачей. Числа Лп назы
ваются собствеппы.ми апачепия.ми задачи , функции ип - собствеп 
пы.ми фунпция.ми ,  а множество всех собственных значений , каждое 
из которых входит с пекоторой кратностью (гл . 1 ) , - ее (точечным) 
спептро.м . Говорят , что функция ип отвечает соответствующему 
собственному значению Лп . 

После того как были устаноштемы эти факты , Бернулли про
должал решать исходную задачу. Он рассуждал так : можно ли 
с помощью наложения этих частных собственных колебаний 
струны получить решение , которое удовлетворяло бы начальным 
условиям , т. е. можно ли подобрать постоянные an и Ьп так , чтобы 
решение 

00 
w (х ,  t) = � sin nx (an cos nt + Ьп sin nt) 

n= 1 
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удовлетворяло условиям w (х , О) = ер (х) ,  Wt (х , О) =  'Ф (х) ? Для этого. 
необходимо, чтобы 

00 
ер (х) = � an sin nx 

n= i 

и, Rроме того ,  если почленно продифференцировать ряд для w (х , t) ,. 
а это в те времена делалось без всяRих Rолебаний , чтобы 

00 
'Ф (х) = � пЬп sin nx . 

n= i 

В современной терминологии это означает , что данные фунR-
ции ер (х) и 'Ф (х) нужно разложить в ряд Фурье , или ,  RaR мы 
будем говорить , в ряд по собственным фунRциям. 

Для вычисления Rоэффициентов an и Ъп можно применить 
хорошо известный прием , Rоторый впервые использовал Эйлер , 
современниR и друг Даниила Бернулли . 

Умножая первое из уравнений на k-ю собственную фунRцию 
uk = sin kx , k = 1 ,  2 , 3 ,  . . .  , и интегрируя от О до n ,  мы 
получаем 

n оо n 
J ер (х) sin kx dx = � an J sin kx sin nx dx . 
О n= i  О 

Но, RaR поRазывают простые вычисления, 

если k =1= n ,  и 

Следовательно , 

и аналогично 

n J sin kx sin nx dx = О , 
о 

n J sin2 nx dx = � . 
о 

:rr 

ak = � J ер (х) sin kx dx , 
о 

n 

kbk = � J 'Ф (х) sin kx dx. 
о 

На этом решение задачи Бернулли заRанчивается, если не рас
сматривать вопросы сходимости, R Rоторым мы вернемся в после
дующих главах . 
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Если сравнить разложение в ряд Фурье функции 

00 
с:р (х) =  � ak sin kx 

k= 1  

по собственным функциям и k  = sin kx с разложением Фурье 
(гл. I ,  п . 5) п-мерного вектора 

n 
U = � (и , uk ) uk 

k= 1 

по собственным векторам и " , то видно , что коэффициент ая = 
:rt 

= (2/л) � с:р (х) sin kx dx естественно назвать по аналогии скаляр-
о 

ным произведением с:р (х) и (2/л) sin kx. Отметим , что операцию 
интегрирования здесь можно рассматривать как естественное 
обобщение на бесконечномерные задачи операции суимирования , 
которая участвует в определении скалярного произведения 
(и ,  v) = � b i hxiyh  или (и ,  v) = � a i kXiYh в п-м:ерном простран
стве . В дальнейшем мы увидим , что подобные аналогии имеют 
место довольно часто . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я 

1 .  Найти собственные значения и собственные функции задачи для так 
называемой свободной струпы 

и ' (О) = и ' (л) = О, 

а также для струны, '1ДИН конец которой закреплен , а второй свободен , т .  е .  
при краевых условиях и (О) = и' (л) = О . 

2. Дифференциальное уравнение для однородной струны с закрепленны
ми концами при наличии силы трения, пропорциональной скорости, имеет вид 

где k - постоянная . Найтп собственные функции . 
3 . Выписать спектр (учитывая кратность каждого собственного значения) 

и соответствующие собственные функции задачи с пер иодическими краевыми 
условиями 

и" + Л.и = О, и (О} = и (:rt} ,  u ' (O) = и ' (:rt) .  

4 .  Найти собственные значения задачи 

у" + Л.у = О, у ( - 1) = у ( 1 ) = 0. 
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БИБJIИОГРАФИЧЕСRИЕ ЗАМЕ ЧАНИЯ 

Превосходный исторический очерк, посвященный задаче Бернулли , 
можно найти у Римапа [ 1 ] . Современное изложение этих вопросов см. в книгах 
Черчилля [ 1 ] ,  а также Тихонова и Самарского [ 1 , стр . 81 ] * .  

4. Формулировка задачи в терминах операторов. В этой книге 
автор не ставил перед собой задачи исследовать разложение 
заданной функции в ряд по собственным функциям. Этому вопросу 
будет уделяться внимание лишь постольку , поскольку это необхо
димо в связи с нашей основной це.1Jью , соответствующей первой 
части задачи Бернулли . Мы будем заниматься не задачей о супер
позиции собственных функций , удовлетворяющей заданным 
начальным условиям , а вычислением собственных значений , кото
рые помимо того , что они играют важную роль в теории рядов 
Фурье , имеют много практических и теоретических приложений . 
Например , они тесно связаны с тремя чрезвычайно важными для 
практики явлениями : а именно резонансом системы при вынужден
ных колебаниях , продольным изгибом нагруженных балок , пла
стин и ферм и поведением электронов в атоме и молекуле .  Вычисле
ние собственных значений сложных физических систем является 
довольно трудной задачей . В дальнейшем мы рассмотрим некоторые 
теории и методы , которые были развиты в этом направлении . 

В основе этой теории лежит следующая идея . В гл . I I  мы 
видели , что собственные значения оператора Н, которые опре
делялись первоначально с помощью уравнения Ни = Ли ,  можно 
также охарактеризовать в вариационных терминах , т .  е. как 
минимумы некоторых функциона.::rов . Вариационное определение 
во многих вопросах предпочтительнее исходного . Здесь мы имеем 
аналогичную ситуацию . В задаче о колебаниях струны нам уда
лось ВЫЧИСЛИТЬ собствеННЫе ЗНачеНИЯ А1 = 1 2 , А 2 = 22 , . . .  
. . . , Лп = n2 , • • •  , но в общем случае собственные значения 
краевых задач в явном виде не определяются , и лучший способ 
вычислить их приближенно состоит в переходе к соответствующей 
вариационной задаче . 

С этой целью удобно переформулировать краевую задачу 
в терминах операторов , и этим мы теперь и займемся . 

Е сли краевые условия задаются в точках х = а и х = Ь ,  
т о  замкнутый интервал [ а ,  Ь ]  называется фупдамептальпым 
иптервалом задачи . Е сли n - порядок старшей производной ,  
IШТОраЯ ВХОДИТ В уравнение , ТО через C(n) МЫ обознаЧИМ КЛаСС 
функций , определенных на фундаментальном интервале , которые 
имеют непрерывные производвые до порядка n включительно . 
Функция и (х) , принадлежащая с<п> , называется допустимой , 
если она удовлетворяет заданным краевым условиям задачи . 
Например , в задаче Бернулли n = 2 ,  фундаментальный интервал 
6 С . Гулд 
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есть [ 0 ,  :rt] , а функция и (х) Е c<n> допустима , если и (О) = 
= и  (:rt ) = О. 

Сумма h = f + g двух допустимых функций f (х) и g (х) 
определяется равенством h (х) = f (х) + g (х) для любой точки 
х Е [а , Ь] . Точно так же для любого вещественного числа с и любой 
допустимой функции f определяется произведепие с f = h , если 
положить h (х) = cf (х) для любого х. Ясно , что f + g и cf также 
являются допустимыми функциями , и, следовательно , класс 
допустимых функций (которые называются также векторами) 
образует липейпое прострапство в том смысле ,  что оно обладает 
свойством 1 (см . гл . 1 ) .  Такое пространство обычно называют фуп/'i,
циопальпы.м прострапство:м. В отличие от пространств , рассма
тривавшихся в гл . 1 ,  это функциональное пространство ,  которое 
мы обозначим через т оо ,  бесконечномерно . Это значит , что для 
любого n = 1 ,  2, 3, . . .  найдется n липейпо пезависи:мых элемен
тов и1 , • • •  , ип , таких , что а1и1 + . . . + апип = О только тогда , 
когда а1 = . . .  = an = О . В последующих пунктах мы снаб
дим пространство т оо метрикой и будем его обозначать �<n> .  

Теперь мы поступим точно так же , как и в гл . 1 . Преобразова
ние А ,  переводящее допустимую функцию и (х) в функцию v (х) = = А и (х) , мы назовем оператором и будем обозначать его про
писной латинской буквой . Множество допустимых функций и , 
для которых операция А и  определена , называется областью опре
делепия А , а множество функций вида А и - областью зпачепий А 1) . Операторы с конечномерной областью значений , играющие 
важную роль для используемых нами приближенных методов , 
называют операторами /'i,Oneчnoгo рапга . Для любых двух операто
ров А и В оператор А + В определяется равенством (А + В) и = 
= А и  + Ви , оператор АВ - равенством (АВ ) и =  А (Ви) , и опе
ратор сВ для любой постоянной с - равенством (сВ) и =  с (Ви) ; 
связь между областью определения суммы или произведения 
и областями определения слагаемых или сомпошителей очевидна . 

1) Таким образом, для того чтобы задать оператор ,  нужно указать 
его область определения и закон , по которому каждой функции и ставится 
n соответствие ее образ . В :этой главе в основном рассматриваются диффереп
циа.аъпые оператор ы.  Для таких операторов соответствие между функцпей 
н ее образом задается при помощи некоторого дифферепциа.аъпого выражеп ил, 
т .  е .  выражения , содержащего функцию и ее производпые . Например,  в слу
чае задачи о колебаниях струны дифференциальное выражение имеет впд 
- d2 1 dx2 • Область определения дифференциального оператора состоит пз 
функций , для которых имеет смысл дифференциальное выраженпе 
п которые удовлетворяют �;,раевым ус.аовилм (например,  и (а) = и ( Ь) = О) .  

В дальнейшем автор не всегда удачно употребляет термин «дифферен
циальный оператор» вместо <<дифференциальное выражение>> .  В большинстве 
случаев из текста ясно , о чем идет речь . В переводе , там где это необхо
дшю, термин «дифференциальный оператор» заменяется термином «диффе
ренциалыюе выражение>> . - Прим . перев. 
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Оператор I, переводящий каждую функцию в себя , называется 
тождественлым или единичным . В се операторы , с которыми 
мы будем иметь дело ,  как легко доказать , линейны. Это значит, 
что если область определения А содержит и и v ,  то она содержит 
также с1 и + c2v для любых вещественных с1 и с2 , причем 

А (с 1и + c2v) = с1А и + c2A v.  

Е сли оператор А не переводит никакие две функции из области 
определения в одну и ту же функцию , то он имеет единственный 
обратный А - \ такой , что АА - 1 = А - 1А = I , где А - 1 определяется 
соотношением А - 1и = v, е сли A v  = и .  Е сли же в области опре
деления А существуют две функции и и v, такие , что А и = A v, 
то мы будем говорить , что А - 1 не существует . Из линейности 
оператора А следует , что А - 1 существует в том и только в том 
случае , когда единственной функцией ,  удовлетворяющей уравне
нию А и = О , является функция , тождественно равная нулю . Е сли 

ь 

(Аи , и) = J Аи - и dх > О  
а 

для любой функции и ==1= О , принадлежащей области определе
ния А ,  то говорят , что А положительно определен 1) .  Ясно , что 
положительно определенный оператор имеет обратный . 

Мы теперь можем сформулировать задачу о колебаниях струны 
следующим образом . 

Пусть А = - d2/dx2 , а В = I. Найти все значения 'А ,  для хото
рых существует ненулевая допустимая фунпция и , тапая , что 
А и = ЛВи. 

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Рассмотрим неоднородную струну с модулем упругости р (х) и плот
ностью р (х) . Пусть отклонеюте и (х) вызывает восстанавливающую сплу, 
равную q (х) и (х) . Задача о колебаниях тююй струны приводит к общему 
уравпепию Штурма -Лиувилля 

ри" + rи ' - qи = - Лри , и (п) = и ( Ь) = О, 
где р , q, р - функции от х , положительные па интервале [а , Ь ] ,  и r = р ' . 
Определить для этого случая операторы А и В .  

1) Это определение правомерно лишь прн условшr , что рассматриваются 
лишь комплекснозпачные функции и 

ь 

(Аи, и) = J А и · u  dx > О . 
а 

Из дальнейшего следует, что автор имеет в виду лшпь сююсопряженные 
операторы . - Прим . ред. 

6* 
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Б ИБ ЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕ ЧАН ИЯ 

Определения и теоремы, относящиеся :к операторам, введенным в этом 
п последующих пункт ах этой главы, c�r . у Джулиа [ 1 ]  или у Лихнеровпча 
[ 1 ] .  Относительно уравнеппй Штурьrа - Лиувилля см. Айпс [ 1 ] ,  а также 
Петровсrшй [ 1 ] * . 

5. Определение собственных значений с помощью резольвенты. 
Вынужденные колебания. В гл . III мы установили, что собствен
ные значения задачи Ни = Ли можно определить как такие значе
ния Л, для которых резольвентный оператор Rл = (Н - ЛI)- 1 
не существует 1) . Сейчас мы отметим некоторые полезные свой
ства резольвентнога оператора Rл для колеблющейся струны , 
которые проверлютея почти так же , I{aK и в гл . III. Действи
тельно , пусть к струне приложела внешняя сила F (х , t) = 
= v (х) sin шt  (гл . III). Е сли мы будем искать решение в виде 
w (х, t) = и (х) sin ш t ,  где и (х) - неизвестная фующия , кото
рую нужно определить , то мы получим уравнение -ш2и sin шt = 
= и" sin ш t  + v sin шt .  Полагая Л = ш2  и -и" = Ни , мы можем 
записать это уравнение в виде (Н - Л/) и = v, откуда и = Rлv. 

Вектор R лv снова можно выразить через нормированные соб
ственные векторы оператора Н: 

( 2 ) 1/2 ( 2 ) 1 /2 . ( 2 ) 1/2 . и1 = Л sin x ,  и2=  Л sш 2х , . . .  , ип = Л sш nx, 

В самом деле , положим 

R _ ( v , и1) и1 
+ (v , uz) Uz 1 + (v , ип) Un 

+ t.,V - 1 1 1 , Т · · · 1 1 • • • ' Л j - Л лz -· Л "-n - л  
ь 

где (v ,  и ; ) = \ vи; dx. Тогда , применяя формально к этому равен-
" 
а 

ству оператор Н - Л/, мы получим 

(H - ЛI) Rлv = (v ,  и 1) и1 + . . .  + (v ,  ип) ип + . . .  = V, 

й при условии сходимости ряда для Rлv (х) при каждом х Е [ а , bj 
будем иметь Rл = (Н - ЛI)- I , что и требовалось доказать . :Как' это 
будет видно из дальнейшего , все рассматриваемые в этой книге 
операторы обладают тем свойством , что ряд для Rл v (х) сходится 
равномерно на [ а , Ы . 

1) В отличие от гл .  I I I  3десь и далее автор придерживается общепринятого 
определения, согласно :которому ре3ольвента не существует , если "л есть 
точка спектра. - Пр и.м . перев. 
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Таким образом , резольвентвый оператор R'i. имеет те же соб
ственные функции , что и Н, а собственные значения R'i. равны 

где Л1 ,  Л2 , • • • , 'Ап , . • .  - собственные значения Н. 
Как следствие мы получаем , что если Л не является собствен

ным значением Н, то уравнение (Н - Л/) и = v имеет единствен
ное решение для любых v , а если Л = Лт совпадает с собственным 
значением Н,  то уравнение (Н - Л/) и = v имеет решеш: е  
только тогда , когда (v , ит ) = О для любого собственного векто
ра  и т ,  отвечающего Лт . В этом случае решение записывается 
в виде 

при этом если Л =  Лт и (v , ит ) = О , то слагаемое (v , ит) ит !(Лт - 'А) 
считается равным О .  Решение в этом случае не будет единствен
ным. В самом деле , если мы прибавим к и любую линейную комби
нацию w = с 1и 1 + CjUj + . . . собственных векторов и1 , иj , . . .  , 
отвечающих Л , то и + w также будет удовлетворять уравнению 
(Н - Л/) и =  v. .. 

6. Метрика в функциональном пространстве. По аналогии 
с билинейными формами 

и 

мы определим в п-мерном векторном пространстве два выражения 
ь ь 

И (и , v) = ) Au · V dx и g) (и , v) = J Ви · v dx ,  где и и и - допусти-
а а 

мые функции. 
Эти выражения , которые каждой паре функций ставят в соот

ветствие число , называются фунrщионала:ми. Ясно , что эти функ
ционалы билинейны, т. е. линейны по каждой переменной и и v 
в отдельности , так что выражения И (и ,  и) и g) (и ,  и) (мы будем 
сокращенно обозначать их через И (и) и g) (и) )  являются к,вадра
тичны:ми функ,ционала:ми . 

Квадратичный функционал И называется положительно опре
деленны:м , если И (и) > О для и =1= О. Очевидно , что функционалы , 
связанные с задачей о колебаниях струны , положительно опреде-
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лены . Например , если А = - d2fdx2 , и (а) = и (Ь) = О , то 
ь ь 

� (и) = ) А и · и dx = - ) ::� и dx = 
а а 

ь ь du \а r ( du ) 2 r = - и dХ ь + J dX dx = J и' 2 dх >  О .  
а а 

Продолжая геометрическую аналогию , зададим :метри.,;,у 
с помощью одного из этих двух положительно определенных функ
ционалов , например с помощью �. Другими словами , определим 
скалярное произведение (и, v) любых двух функций и и v , полагая 

ь 

(и , v) = j8 (и , v) = � Ви . v dx. В частности , если В - тожде-
а 

ственный оператор , как в задаче Бернушrи , то (и , v) = 
ь 

= ) и (х) v (х) dx . 
а 
Пространство функций класса с<2 > на интервале [ а , Ь] со 

ь 

скалярным произведением ) иv dx мы будем обозначать через 
а 

U:<2 > . Легко проверить , что U:<2> - линейное метрическое про
странство ,  т . е . оно обладает свойствами 1 и 2, сформулированны
ми в гл . I ,  п. 4. Что касается свойства 3, то его , очевидно , нужно 
изменить следующим образом . 

С в о й с т в о 3 (для <<функционального пространства>>) : 
Д ля любого целого n существует n липейпо пеаависи:мых фуп.,;,

ций и1 , и2 , • • •  , ип . Другими словами ,  функциональное про
странство <<бесконечномерно» . 

В заключение отметим , что все определения и теоремы , опираю
щиеся только на свойства 1 и 2 из гл. I , можно перенести без изме
нений на пространство �<2> .  Неотрицательный квадратный корень 
(и, и) 1 /2 из скалярного произведения и (х) на себя называется 
пор:мой 1 1  и 1 1  функции и (х) . Последовательность функций {ип } 
называется последовательпостью Коши ,  если l im 1 1 ит - ип 1 1 = О.  

m , n4--oo 
Говорят , что последовательность {ип }  сходится к и ,  и пишут 
ип -. и, если l im 1 1  ип - и 1 1  = О, и т. д . Функция , норма которой 

n-+oo 
равна единице , называется пор:мировапной. Например , как легко 
вычислить , собственные функции Сп sin nx будут нормированны-
ми , если сп = V2!л . Две функции , скалярное произведение кото
рых равно нулю , называются ортогопальпы:ми ,  а система норми-
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рованных функций , любые две функции которой ортогональны, 
называется ортоиор.мироваииой. Неравенство Коши - Буняков
екого 1 (и , v) 1 < 1 1 и 1 1 · 1 1 v 1 1  справедливо для любых и и v ;  дока
зательство остается прежним. Из этого неравенства следует ,  как 
и в гл . I ,  что скалярное произведение (и ,  v) является непрерывным 
фушщионалом от и ,  т. е. (ип , v) --+ (и ,  v) , если ип --+ и ,  а также , 
что функция , ортогональная самой себе , и потому имеющая рав
ную нулю норму , тождественно равна нулю . 

Система функций { ип (х) } называется полиой , если единствен
ной функцией, ортогональной к любой функции ип (х) , является 
нулевая функция . Е сли система одновременно ортанормирована 
и полна , то она называется полпой ортоиормироваииой (сокра
щенно п .  о. н. с . ) .  В элементарной теории рядов Фурье доказы-
вается , что система собственных функций V2!л sln nx является 
п .  о .  н .  с . ; этот фа.кт будет установлен также в последующих 
r,1авах . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Доказать, что \1'<2 )  бесконечномерно . 
2 .  Нормировать собственные функции из упражнений к п .  3 ,  задавая 

метрпку с помощью оператора В = 1. 
3 .  Нормировать те же собственные функции, задавая метрику с помощью 

оператора А = -D 2 1) . 

Б ИБЛИОГРАФИЧЕ СКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

По многим рассматриваемым нами в дальнейшем вопросам, относящимся 
к пространствам, элементами которых являются функции одной или несколь
ких перемепных, читатель может обратиться к монографии Рисса и Секе
фальви-Надя [ 1 ] . 

7. Самосопряженные операторы второго порядка. Задача Штур
ма - Лиувилля. До сих пор мы рассматривали только колебания 
однородной струны , для которой соответствующий оператор Н 
определяется дифференциальным выражением -D2 • Для иллю
страции важного понятия самосопряженности мы исследуем теперь 
более общий оператор второго порядка , соответствующий задаче 
о колебаниях неоднородной струны при наличии восстанавливаю
щей силы.  Оператор Н в этом случае (см .  Курант и Гильберт [ 1 ] ) 
определяется следующим дифференциальным выражением : 

- Ни (х) = {р (х) и' (х) } ' - q (х) и (х) 
или 

- Ни =  ри" + р'и' - qи, 
1) Символом D обозначается операция дифференцирования d /dx. 

Пpu.м . перев. 



Е8  ГЛ.  I V .  С ИСТЕМЫ С БЕСНОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕ ПЕНЕЙ С В О Б ОДЫ 

где функция р (х) , равная по существу модулю упругости струны . 
предполагается положительной всюду на [ а , Ь] , а q (х) , которая 
определяет восстанавливающую силу, - неотрицательной.  

Для того чтобы лучше понять специфические свойства этого 
оператора ,  рассмотрим сначала более общий дифференциальный 
оператор второго порядка L, определенный дифференциальным 
выражением 

Lи = Рои" + Р!и' + Р2и , 

где мы теперь не требуем , чтобы р1 = р� . Функции Pi предпола
гаются дифференцируемыми достаточное число раз , так что можно 
выполнять интегрирования по частям . 

Для любых и и v Е с<2> мы можем перебросить дифференциро
вание с и на v , т. е. проинтегрировать дважды по частям , и полу
чить формулу Грипа 

ь 

(Lи , v) = J Lu · v dx = (и , L*v) + М (и , v) J : , 
а 

где 

и 
М (и ,  v) = и' PoV - и (PoV) ' + ир1v . 

Дифференциальное выражение L*  называется сопряжеппы.м. 
к L. Е сли дифференциальные выражения L и L* совпадают , то 
оператор L называется формально самосопряжеппым. Легко про
верить , что для формальной самосопряженности оператора L 
необходимо и достаточно , чтобы р1 = р� ;  таким образом , мы 
видим , что оператор Н для леоднородной струны формально 
самосопряжен . Как показало ниже в упр . 3 , без потери общности 
при рассмотрении операторов второго порядка можно ограничить
ся формально самосопряженными операторами . 

Перейдем теперь к рассмотрению краевых условий , которые 
мы будем сокращенно записывать в виде и п (и) = О , где и k -
линейные формы относительно и (а) ,  и' (а) ,  и (Ь) , и' (Ь) . Нас 
будет интересовать вопрос ,  какие краевые условия нужно нало
жить в задаче на собственные значения Lи = "ли ,  чтобы оператор 
{L , иk } , определенный дифференциальным выражением L и крае
выми условиями ип , был самосопряжеппым в следующем смысле .  
Во-первых , оператор должен быть симметричным ; это значит , 
что (Lи , v) = (и ,  Lv) для любых допустимых и и v . Кроме того , 
должно выполняться еще одно условие , которое 111ы сформулируем 
ниже . Соответствующая задача на собственные значения Ни = ALt 
называется задачей Штурма - Лиувилля (см. Айве [ 1 , стр . 210l 
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и уRазанвую там: литературу ,  а таRже ПетровсRий [ 1 , стр . 22-
26] *) . 

Пусть U1 ,  U2 , U3 , U4 - четыре произвольвые независимые 
линейные формы относительно выражений и (а) , и' (а) , и (Ь) . 
и' (Ь) , т .  е .  

ui (и) = ар>и (а) + а�i )и' (а) + в�i >и (Ь) + в�i )и' ( Ь) ,  

где a�i > , a�i > , Ni > , � �i ) - постоянные.  Тогда существуют одно
значно определенные независимые формы V1 ,  V2 , V3 ,  V4 ,  линей
ные относительно выражений v (а) , v' (а) , v (Ь) ,  v' (Ь) ,  таRие , что. 

М (и ,  v) � � = [и (p1v - p�v - p 0v') + и'ррv] �� = 
= U1 V1 + U2V2 + Uз Vз + u,.v�.  

Например , в задачах , где мы имеем дело тольRо с условиями
равенства нулю и (х) ИЛИ и' (х) В RОНЦеВЫХ ТОЧRаХ , форМЫ U1 
имеют специальный вид : 

U1 = и (а) , U2 = и' (а) , U3 = и (Ь) ,  U4 = и' ( Ь) . 
Из написанного выше выражения для М (и ,  v) J� видно , что. 

V1 = {р� (а) - Р1 (а) }  v (а) + Ро (а) v' (а) , 
Vз = {Р 1 (Ь) - р� (Ь) } v (Ь) - Р о  (Ь) v' (Ь) , 

Пусть теперь 

V2 = - Р о (а) v (а) . 
V,. = Р о  ( Ь) v ( Ь) . 

{ Ия } = { Ui1 , Ui2 , • • •  , Uiт} 
обозначает НеRоторое ПОДМНОЖеСТВО форм Ui ,  а 

{Vя · } = { V31 , Viz • · · · , Vi,._m} 

обозначает дополн.ительн.ое подмножество форм vj в том смысл е ,  
что индеRсы i 1 , • • • , im и j 1 , • • •  , j 4-m в совоRупности дают 
всю последовательность 1 ,  2 ,  3 ,  4 .  Тогда говорят , что Rраевы� 
условия 

V;1 (и) = V;2 (и) = vj4-m (и) = о 
сопряжены данным условиям 

Ui1 (и) = Ui2 (и) = . . .  = Uiщ (и) = О 

относительно дифференциального выражения L ,  а оператор 
{L* , Vя · } называется сопряжепн.ы.м R оператору {L , U,. } .  Е сли 
оператор формально самосопряжен , т. е. если L = L* , а формы 
v,. . можно выразить линейно через U,. ,  то оператор будет симме
тричным. Действительно , в этом случае любые две фунRции и и v ,  
удовлетворяющие Rраевым условиям U" = О ,  будут удовлетво-
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рять также и сопряженным условиям v"' = о, и, следовательно , 
(Lи , v) = (и ,  Lv) , 

поскольку внеинтегральные члены в формуле Грина , равные 
М ( и ,  v) / � , обращаются в нуль . Грубо говоря , сопряженные 
краевые условия Vk '  = О можно описать как минимальное множе
ство условий , которые вместе с данными краевыми условиями 
и k = О обеспечивают обращение в нуль выражения М (и , v) / � . 
Е сли не только формы Vk '  можно выразить линейно через иk , 
НО И ,  обраТНО , форМЫ иk ЛИНеЙНО выражаЮТСЯ Через V" ' '  ТО 
краевые условия и], = о и vk ' = о будут эквивалентными , и опе
ратор называется са:мосопряжеппым (в этом и состоит упомянутое 
выше второе условие) . Например , условия U1 (и) = и (а) = О 
и и 3 (и) = и ( Ь) = О вместе с дифференциальным выражением Н 
(см . выше) определяют самосопряженный оператор . (Формы U2 (и) 
И и4 (и) МОЖНО выбрать ПрОИЗВОЛЬНО , например U2 (и) = и' (а) , 
и4 (и) = и' ( Ь) , лишь бы формы иi , i = 1 ,  2 , 3 ,  4 , были линейно 
независимы. ) В самом деле , 

V2 (и) = - Ро (а) и (а) = - р 0 (а) U1 (и) ; 
V4 (и) = Р о ( Ь) и (Ь) = Р о (Ь) Из (и) .  

Е сли рассмотреть дифференциальный оператор порядка n 1) , 
то легко видеть , что в случае самосопряженного оператора n -
четное число 2) и число краевых условий в точности равно порядку 
оператора .  Мы будем иметь дело в дальнейшем только с само
сопряженными операторами , поскольку используемые нами вариа
ционные методы применимы только к таким операторам. 

У П Р А Ж Н Е Н И Я  d2 d 1 . Д
оказать , 

ч
то для того, 

ч
тобы операто

р 
А = р (х) dx2+ r  (х) dx 

был формально самосопряженным, необходимо и достаточно , чтобы r = р' 
(ер . упр . 1 п .  4) . 

2 .  Найти внеинтегральные члены в формуле Грина для оператора А 
пз предыдущего упражнения . 

3 .  Пусть А имеет такой же вид, как п в упр . 1 ,  но r =1= р' . Найти инте
грирующий множитель т (х) , т. е. функцию т (х) , такую, чтобы оператор d2 d 
тА = тр dx2 + тr dx был формально с

а
мосопряженны

м
. 

4 .  Исследовать краевые условия , при которых оператор Н, определенный 
выражением - Ни = p u " + p ' u' - qu, Р > О, q > О, будет положительно 
определенным. 

1) Поряд�ом дифференциального оператора называется порядок старшей 
производпой в соответствующем дифференциальном выражении . - Прим . 
пер ев. 

2) Всюду рассматриваются вещественные дифференциальные выражения . 
- Пр им . ред .  
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8. Вариационные принципы для собственных значений. По 
-аналогии с конечномерным случаем (гл . I I ) мы можем ожидать 
и докажем это ниже , что собственные значения Л; и собственные 
-функции и; можно также охарактеризовать I<ак решения вариа
ционных задач и что замена краевой задачи вариационной при
несет большую пользу при рассмотрении приближенных методов . 

Сформулируем два возможных вариационных определения . 
1) Р е к у р с и в н о е о п р е д е л е н и е .  Первое собствен

ное значение Л1 и первая собственная функция и1 оператора Н 
равны соответственно минимальному значению Л1 и минимизирую
щей функции и1 функцианала (Ни ,  и)/(и , и) . Аналогично,  второе 
собственное значение Л2 и вторая собственная фуняция и2 опре
деляются соотношением Л2 = (Ни2 , и2)/(и2 , и2) = miп (Ни ,  и)/(и ,  и) ; 
(и , и1 )  = О , и вообще 'Ar и и7 обладают тем свойством , что 

Ar = (Ниr , и7) 
= miп (Ни, и) 

1 ( и7 , и7) (и , и) 
.где функции и подчинены r - 1 ограничениям (и, и ; ) = О ,  i = 
= 1 ,  2 ,  . . .  , r - 1 .  

2) Н е з а в и с и м о е (максимально-минимальное) о п  р е -
д е л е н и е .  Пусть v1 , • • •  , v7_1 суть r - 1 произвольных допу
стимых функций , J{ОТорые мы будем называть фуипция.ми связи , 
и пусть 'Ar (v1 , • • •  , V7_1 ) обозначает минимум (Ни ,  и)/(11 , и) по 
всем допустимым функциям и, удовлетворяющим r - 1 условиям 
(и , v ; ) = О.  Тогда r-e собственное значение 'А7 равно .мапси.му.му 
по всевозможным наборам r - 1 функций V; .миии.му.ма функциа
нала (Ни ,  и)/(и ,  и) по всем функциям и, ортогональным r - 1 
фуНКЦИЯМ V1 ,  • • •  , Vr-1 • 

Иначе говоря ,  r-e собственное значение равно наибольшему 
из всех значений , которые принимает минимум функцианала 
(Ни ,  и)/ (и ,  и) при добавлении r - 1 связей . 

Доказательство того ,  что оба принципа , максимально-мини
мальный и рекурсивный , дают одно и то же значение 'Ar o проводит
ся так же ,  как и в гл . I l .  Действительно , если мы положим v1 = = и1 , • • •  , V7_1 = и7_1 , то по определению Лr (v1 , • • •  , V7_1 )  сов
падает с r-м собственным значением Л7 , определенным рекурсивно , 
а при любом другом выборе произвольных функций v; мы имеем 
перавеяство Л7 (v1 , • • • , V7 _t ) -< Лr о которое доказывается точно 
так же , каi< и в гл . I l .  

С помощью максимально-минимального свойства можно также 
доказать , как и в гл . I l ,  общую теорему Рэлея для непрерывных 
систем .  

Т е о р е м а Р э л е я (для I<онечного числа связей) . Если 
на полебательную систе.му с собствеииы.ми аиачеиия.ми Л1 -< 
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-< Л 2 -< . . . -< Л.п -< . . . паложить r произволъиых связей 
(и ,  v1 ) = (и ,  v2) = . . . = (и ,  Vr) = О , где vi - иаперед задаи-
иые допустимые фуиrщии, то иовые собствеииые зиачеиия 11 -< 
-< Л'2 -< .' . . разделяют старые в то.м с.мысле , что Л.п ..;;: Xn < 
< Л.п + п  n = 1 ,  2 ,  3 ,  

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Сформулировать вариационную задачу, соответствующую дифферен
цпальному уравнению 

ру" + р'у ' - qу + Л.ру =О . 

2 .  Сформулировать вариационную задачу, соответствующую ур а внению 

ру" + ry ' - qy + Л.ру = О , 
где r =F p ' . ( Укавап ие :  см. унр . 3 из п .  7) . 

9. Проблема существования минимизирующих функций. Сле
дует отметить , что в предыдущем пункте предполагалось суще
ствование минимивирующих функций и1 , и2 ,  • • •  и т. д. В гл . I I ,  
когда мы искали п-мерный вектор и1 , минимивирующий функ
цию (Ни , и)!(и ,  и) , нам было известно заранее , что такой вектор 
существует в силу теоремы Вейерштрасса о том , что непрерывная 
функция на ограниченном замкнутом множестве достигает своего 
минимума . Однако в бесконечномерном случае , когда отыски
вается функция и1 , 1\fИНимивирующая функционал (Ни, и)!(и ,  и) . 
мы а priori не гарантированы , что такая функция действительно 
существует . История так навываемого прииципа Дирихле (см . 
Курант [3 ] )  показывает , что легко построить примеры с такими 
краевыми условиями , при которых действительно не существует 
минимизирующей функции , например найти кратчайшую кривую 
класса с<2> ,  соединяющую точки А и В ,  при условии , что в точ
ке А эта кривая перпендикулярна прямой АВ . 

В наших вадачах ситуация такова .  Положительно определен
ный функционал (Ни , и)!(и , и) ограничен снизу нулем и потому 
имеет точную нижнюю границу (сокращенно т. н. г . } ,  которую 
мы обозначим через Л1 • Следовательно , существует .миии.мизирую
щая последователыюсть функций w1 , • • • , Wn , • • • , такая , ,...что 

(Hwi , Шi) А 
(w i ,  Шi ) � 1 • 

Однако ив существования минимивирующей последовательности 
еще не следует , что существует допустимая функция и1 • для кото
рой 
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Чтобы установить существование такой функции , нам нужно 
будет доказать , как будет видно из дальнейшего ,  что обратный 
-оператор н- l вполне непрерывен (определение см. в гл . VI I I ,  п. 5) . 
Кроме того , в наших рассуждениях существенно используется 
'ТОТ фаКТ , ЧТО ОПератор H- l действует В nОЛМО.М простраНСТВе .  
Понятие полноты рассматривается в с.'Iедующем пункте . 

10.  Полные и неполпые пространства. Метрическое простран
ство � называется полпы.м , если любая последовательность Коши 
в � сходится к пределу , который также принадлежит � .  Таким 
образом , п-мерные евклидовы пространства ,  рассмотренные 
в гл . 1 ,  являются полными ; это следует из основных свойств веще
ственных чисел . Однако функциональное пространство �<n> , 
-состоящее из всех функций класса с<п> на интервале [ а ,  Ь ] , 
не будет полным. Докажем этот факт . 

Пусть �<о> обозначает пространство непрерывных функций 
ь 

на [ а ,  Ь ] со скалярным произведением (и , v) = � _иv dx. Будем 
а 

говорить , что подпространство % пространства � плотпо в � .  
€СЛИ любой элемент и Е � является пределом пекоторой последо
вательности {vn } Е �. т. е. lim 1 1 и - Vn l i  = О. Тогда можно 
показать , что �(n) плотно в �<0 > - результат , который бывает 
полезен во  многих вопросах . На самом деле мы можем доказать 
больше , а именно , что �(со) плотно в �<о > , где �(со) обозначает 
пространство функций на [ а , Ь] , имеющих непрерывные произ
водные любого порядка , с тем же самым скалярным произведе-

ь 

нием (и ,  v) = � иv dx . Для этого рассмотрим <<регуляризацию>> 
а 

функции и (х) Е �со> ,  т .  е . функцию v (х) , значение которой в каж
дой точке х равно <<взвешенному значению>> и (х) на интервале 
(х - б ,  х + б) , где <свес>> р11 (х) определяется следующим образом: 

если l x - 6 ] > б ,  { О , 
Рб (х - 6) = k - 62 

б ехр "6""2 -(:--х-�"")."..2 ' 

где б и k - надлежащим образом подобранные постоянные 
(см. ниже) . Другими словами, мы полагаем 

00 

v (x) = ) и (S) pб (x - 6) ds , -со 
где и ( 6) - непрерывное продолжение функции и (х) на некото
рый интервал (сх ,  �) , содержащий (а , Ь) . Легко видеть , что функ-
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ция v (х) ,  которая называется сверткой и (х) и р 6 (х) и часто обо
авачается через и * р 6 ,  имеет производвые любого порядка , 
поскольку мы можем дифференцировать под знаком интеграла .  

1 1 

Если мы теперь выберем k так , чтобы k-1 = J е х2- 1 dx , и б так , 
- 1  

чтобы 1 и (х1) - и (х2) 1 < е при 1 х1 - х2 1 < б,  где е - произвольвое 
наперед заданное положительное число ,  то простое вычисление 
показывает, что 1 1 v - u l l  < е VЬ - а. Таким образом, и является 
пределом последовательности функций Vn (х) , где 

Vn (х) = J и ш Р 1 ;п (х - s) ds (n = 1 , 2 , 3 , . . .  ) , 
-со 

и ,  следовательно , �(со) плотно в �<о> . 
Пусть теперь и Е �<о>  - функция , не принадлежащая �<n> , 

и пусть {wk } - последовательность функций из � < n > , сходящаяся 
к и . Тогда из неравенства треугольника следует , что w1 , w2 , • • •  
. . . , wk , . . . является последовательностью Коши , которая 
не сходится ни к одной из функций пространства �<n> . Таким 
образом , пространство �<n> не полно ; в следующей главе мы 
рассмотрим различные методы пополпепи.я неполных пространств . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  До:ка3ать , что п-мерное ев:клидово пространство по.сшо . 
2. Провести со всеми подробностями 3а:ключптелыrые рассуждения 

Н3ложенного выше до:ка3ательства того фа:кта, что ()'<со) плотно в iJ<o> . 

1 1 .  Совпадение множества минимумов вариационных задач 
со спектром. Уравнение Эйлера - Лагранжа. Нам осталось еще 
доказать , что rшждое число 'Ar в последовательности минимумов 
является собственным аначение:н Н и обратно . 

Доr{азательство прямого утверждения этой теоремы прово
дится почти таr{ n-;e ,  как и в гл . I I ; не значительные изменения 
вызваны тellr , что пространство �<n> неполно . Рассмотрим, напри
ыер , первый MИHИliiY.i\I Л1 • Ыы и�rеем 

Л . (Ни , и) (Ни1 , и 1) 1 = Ш i n  ( и, и )  = ( и ! ,  и! )  , 

и ,  следовательно , Д.:IЯ функции и1 + ev справедливо неравенство 

(Н (и1 + ev) , и1 + ev) :;> Л1 (и1 + ev, и1 + ev) 

или (Lt (и1  + вv) , и1 + ev) :;> О ,  где L1 = Н - 'А11. Обозначим 
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теперь (L1и , и) через J (и) . Тогда J (и1 ) = О, и в то же время 

J (и1 + вv) = (Ltи1 ,  и1) + 2в (L1и1 ,  v) + в2 (v ,  v) > О. 

Если мы зафиксируем v, то выражение J (и1 + вv) будет функ
цией только от в , которую мы обозначим через Ф (в) . Эта функция 
принимает минимальное значение Ф (О) при в = О, и потому ее 
дифференциал dФ = Ф' (О) dв = 2 (L1и1 , v) dв, называемый вариа
цией функдионала J (и) при и = и1 , должен обращаться в нуль 
при в =  О. Таким образом , (L1и1 , v) = О для любого v Е %<n> . 

В гл . I I  на основании этого равенства можно было заключить , 
что L1и1 = О ,  поскольку вектор L1и1 был ортогопалеи любому 
вектору v Е Ю1п . Мы могли бы прийти к такому выводу и теперь ,  
если б ы  знали заранее , что L1и1 Е %<2> . Но ,  так как и1 Е %<2 > , мы 
можем только утверждать , что L1и1 Е %<о > , поскольку вторая 
производпая и1 непрерывна . Тем не менее если функция L1и1 Е 
Е �<о > ортогональна любой функции из �<2> , то L1и1 будет орто 
гональна также любой функции из %<о > , поскольку �< 2 >  плотно 
в %<о > , а скалярное произведение {L1и1 , v) непрерывно зависит 
от v. Следовательно , L1и1 = О, что и требовалось доказать . 

Рассуждения в общем случае r-го минимума А7 и r-й миними
зирующей функции и7 проводятся так же , как и в гл . I I ,  с указан
ными выше изменениями. 

Докажем обратное утверждение , а именно что каждое собст
венное значение Н содержится в последовательности минимумов 
Л1 , Л2 , • • •  , Лm , • . •  -+ оо . Пусть Л - фиксированное собствен
ное значение Н с отвечающей ему собственной функцией и .  Выбе
рем Лm > Л ;  это возможно , поскольку , как будет доказано в после
дующих главах (см . , например , гл . VI I I ,  п. 6) , последователь
ность минимумов стремится к бесконечности . Тогда функция и 
не может быть ортогональной ко всем минимизирующим функ
циям и ; ,  i = 1 , 2 ,  . . .  , т - 1 .  В противном случае мы имели 
бы Л = (Ни , и)/(и ,  и) > Am , так как Лm является минимуыо.м 
(Ни , и)/(и ,  и) , если наложены т - 1 условий (и , и ; )  = О .  Таким 
образом , если бы мы смогли показать , что (Л ; - Л) (и , и ; )  = О 
для всех i = 1 ,  2 ,  . . . , т - 1 ,  то тем самым получили бы тре
буемый результат , а именно дон:азали бы , что Л = Л ;  для векото
рого i -< т - 1 . 

Подожим L = Н - Л/ и L; = Н - Л ;! ,  i = 1 , 2 ,  . . . , т - 1 . 
Тогда Lи = О ,  поскодьку и - собственная функция Н ,  а так как 
и ;  - минимизирующая функция ддя (Ни , и)/(и , и) , то по дока
занному выше L;и ;  = О. Rроме того , (L ;и ,  и;) = (L ;и ; , и) , таь: 
ь:ак Н, а значит , и L; - самосопряженные операторы.  Сдедо
ватедьно , 

(L;и , и ; )  = (L ;и ; , и) = (0 , и) = О и (Lи ,  и ; )  = О 
( i = 1 , 2 ,  . . .  , т - 1 ) .  
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Вычитая из первого равенства второе и учитывая , что (L i - L) и= 
= (Л i - Л) и , получаем (Л i - Л) (и ,  и i ) = О ,  что и 1'ребовалось 
доказать . 

Итак , мы доказали , что собственные значения дифференциаль
ной задачи Ни = Ли совпадают с последовательными минимумюiИ 
вариационной задачи (Ни , и)/(и ,  и) = min .  Связь между этими 
двумя задачами заключается в том , что уравнение Ни - Ли = О 
нвJiяется Tai{ называемым уравнение.?tt :Эйлера - Лагранжа для 
вариационной задачи (Ни , и)/(и , и) = min. 

БИБЛ ИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Изложенное изящное доказательство того факта , что каждое собственное 
значение является минимумом, основывается на работе Германна [ 1 ] . 

12 .  Метод Рэлея - Ритца. Максимально-минимальное опре
деление собственных значений лежит в основе метода Рэлея -
Ритца , с помощью которого llloжнo получить оценку сверху для 
собственных значений (положительно определенного) операто
ра Н. Этот метод состоит в том , что задача на собственные значе
ния для оператора Н заменяется последователF>ностью задач рас
смотренного в гл . 1 типа . 

:Как обычно , мы будем обозначать последовательность соб
ственных значений , для которых отыскивается верхняя граница , 
через Л1 , Л2 , • • •  , Л7 , • • •  , а соответствующие собственные функ
ции через и1 , и2 , • • •  , и7 , • • • • Тогда Л7 = min (Ни , и)/(и , и) 
при условиях (и ,  и8) = О ;  s = 1 ,  2 , . . .  , r - 1 .  Для любого 
целого n выберем произвольную систему n линейно независимых 
допустимых функций f i (х) ,  так называемых координатных фунw,
ций , и затем найдем минимум (Ни , и)/(и , и) , но не по всем допу
стимым функциям и , а только по функциям w вида w = �1/1 + . . . 
. . . + �пfп , где � i - постоянные , т .  е . по функциям w, принад
лежащим подпространству Ритца ffiп , натянутому на выбранные 
координатные функции /1 , /2 , • • • , fп · 

Мы заменяем исходную вариационную задачу для оператора Н 
следующей задачей : найти постоянные Ar и соответствующие 
функции Шп такие , что 

при условиях 

А _ (Hw7 , w7) = min (Hw, w) 
r - (wп w7 ) (w, w) 

(w, W8) = 0, r = 1 , 2 ,  . . . , n , s -= 1 , 2 , . . .  , r - 1 ,  

где функции w принадлежат подпространству ffiп . 
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Но для таних фуннций мы имеем 

и 

где a ik и b ik - известные постоянные , a ik = (Н/; , f,.) ,  b ;k = 

= (fi , fk) , а нвадратичные формы � a i k S i S h  и � b ; h S i S k  положитель
но определены . Таним образом , нахождение Ar сводится к извест
ной задаче , которую мы решили в гл . I .  

Следовательно , можно рассматривать числа А1 , А2 , • • •  , An , 
называемые верхиими граиицами Рэлея - Ритца , каR известные 
постоянные . Донажем теперь ,  что 

(r = 1 ,  2 ,  . . .  , n) . 
При r = 1 это неравенство очевидно , поснольку и А1 , и Л1 являют
ся минимумами фуннционала (Ни ,  и)!(и , и) , но А1 ищется при 
более сильных ограничениях , чем Л1 • Но уже при r = 2 мы имеем 

и 
� . (Ни, и) ( ) О /\.2 = Шlll ( ) , и , и1 = , и, и 

А . (Hw, w) 2 = Шlll ( ) , w, w (w ,  wt) = О , w Е ffin , 
тан что а priori нельзя сравнить множества фуннций , ноторые 
в этих двух случаях подчинены различным ограничениям. Rак 
в гл . I I ,  мы воспользуемся максимально-минимальным опреде
лением. 

Введем n новых постоянных Ал определенных соотношениями 

- . (Hw, w) { (w , иБ) = О , W Е ffin , 
Ar = Шlll ( ) 1 1 1 w, w r = ' . . .  ' n ;  s = ' . . .  ' r - . 

Другими словами , Ar является минимумом (Hw, w)l(w , w) , где 
фуннции w принадлежат тому же подпространству , RaR и при 
нахождении Ап но с такими же условиями ортогональности , что 
и для Лг . Тогда из общего принципа сравнения следует , что 
Аг >- 'Аг , поскольку множество допустимых функций (функций 
сравнения) для Лr шире ,  чем для Ar. Е сли мы докажем теперь ,  что 
Аг >- Ал то получим исномое неравенство .  

Чтобы показать , что Ar > Ar , определим функции W8 Е ffin  
(которые можно наглядно представлять себе кан проекции функ
ций и8 па ffin) таним образом, чтобы для любого w Е ffin выполпя-
7 С. Гулд 
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лось равенство (w, u8) = (w, w8) .  Если мы найдем тюше функции w8 , 
то отсюда сра3у же будет следовать неравенство Ar > Ar , поскольку Ar = min (Hu, u)/(u, и) при r - 1 фиксированных СВЯ3ЯХ (w, U8) = = (w, W8) = О , где W8 Е ffiп , в то время как Ar является макси
мальным 3Начением, которое может принять этот минимум , когда 
r - 1 свя3ей варьируются в ffiп · 

Rомпоненты r�s) искомых функций Wв можно легко найти 
И3 условия (w, u8) = (w, w8) для любого w Е ffiп .  В самом деле , 

где , как и выше ,  b ik = (fj , !k) · Следовательно,  n чисел Пs> ,  
-(8) -(s) s 2 , . . . , S n  удовлетворяют системе n уравнений 

( i = 1 , 2 , . . .  , n ) . 

Некоторые И3 функций w8 могут быть тождественно равны нулю 
(это имеет место , когда U8 ортогональна подпространству ffiп) 
и функции W8 не обя3ательно ра3личны. Но det J l b i l,  1 \ не равен 
нулю , поскольку форма � bi h � i � h  положительно определена , 

i , k 
и потому W8 определяются единственным обра3ом. 

Таким обра3ом , дока3ано , что , выбирая n координатных функ
ций /1 , /2 , • • •  , fп , мы можем получить верхние границы для 
первых n собственных 3начений нашей системы . Обо3начим эти 
верхние границы чере3 Л)n> ,  Чn> , . . . , л�п> . Е сли теперь присоеди-
нить к этим координатным функциям (n + 1 ) -ю функцию fп + i • 
не являющуюся линейной комбинацией /1 , /2 , • • •  , fп , то можно 
будет вычислить таким же обра3ом , как и выше , n + 1 чисел 
л�n+ 1 )

, 
л�n+ 1 > , . . . , л�n+ t > , л�ft1 > , которые также будут верхними 

границами. При этом мы будем иметь оценку и для следующего 
собственного 3начения An + t исходной 3адачи . Существенным 
является то обстоятельство (и это очень важно для практиче
ского счета) , что оценки для первых n собственных 3начений '1-.\n) ' л�п) ' . . . ' л�n) улучшаются или по крайней мере не ухудшаются . 
Для ТОГО чтобы ДОКа3аТЬ ЭТО утверждение , а ИМеННО ЧТО чn+ 1 ) .:::;;: 
< чn) , r = 1 , 2 ,  . . . , n ,  3аМеТИМ ,  ЧТО еСЛИ ПрИ ПрОИ3ВОЛЬНОМ 



1 2 . МЕ Т ОД РЭ ЛЕ Я - Р ИТЦА 

выборе функций <р1 , <р2 , • • • , 'Pr- 1 мы положим 

где 

� (n+ 1 > ( ) . (Hw, w) 
"'т <р 1 ,  <р2 , • • . ' 'Pr-1 = mш (w, w) 

99 

w Е ffiпн и (w , <p i ) = О ( i = 1 ,  2 ,  . . . , r - 1) ,  
� (n) ( ) б а через "' r  ср1 , <р2 ,  • . • , 'Pr-t о означим минимум того же выра-

жения при тех же условиях ортогональности, но при w, изме
няющихся В ffiп С ffin+1 • ТО 

л�n+1 )  ( <р 1' <р2 , • • . ' 'Рr-д < л�n) ( <j) t '  <р2, . • .  ' <j)r-1) ' 
так что 

Л�n+ 1 ! = max Л�n+t > (ср 1 ,  <р2 , • • •  , <pr-�) < Л�n> = max lv�п> (<р1 , <р2 , • • . , С{Jн) , 
что и требовалось доказать . 

Таки111 образом , для любого конечного n можно составить 
следующую (треугольную) таблицу : 

1-н моди- 2-н мп:rи- 3-я моди- п-я моди-фициро- фициро- фициро- фициро- Исходная 
ванная ванная ванная ванная задача 
задача з щача задача задача 

1 -е собствешюе зпа- Л? > ' ( 2 ) лl f...\3 )  Л,�n) Лt 
чение 

2-е собственное зна- Л,�2 ) Л,�З) л<т 2 л2 
ченпе 

3-е собственное зна- чз> л< о 3 Лз 
чение 

. 
n-e собственное зна- Ahn) An 

ч ение 

В r-м сто.1бце этой таблицы расположены в неубывающем 
порядке r со бствен н ы х  значений r-й модифицированной задачи , 
а в s-й строке - невозрастающая последовательность s-x соб
ственных значений различных модифицированных задач , которые 
все лучше и лучше аппроксимируют s-e собственное значение 
исходной задачи . Отметим еще раз , что собственные значения 
Рэлея - Ритца оценивают сверху исходные собственные значения . 

Естественно возникает вопрос ,  можно ли выбрать бесконеч
ную последовательность координатных функций /1 , j2 , • • •  , 
. . .  , fn , . . .  так , чтобы при любом фиксированном r соответ
ствующая последовательность верхних границ Л�n) сходилась 

7* 
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при n ---+ оо :к исходному собственному значению Лr .  Утвердитель
ный ответ на этот вопрос следует из результатов , изложенных 
в гл . VI I I  и XI . Используя символ ">. для обозначения монотон
ной сходимости сверху , мы можем составить следующую беско
нечную таблицу: 

ТАБЛИЦА РЭЛЕЯ - РИТЦА 

1-е собственное 
значение 

2-е собственное 
значение 

3-е собственное 
значение 

n-e собственное 
значение 

1 -я моди- 2-я мо;�и- 3-я моди-
фициро- фициро- фициро-
ванная ванная ванная 
задача задача задача 

л<о 1 > ч2) > чз) 
Л,<2 ) 2 > л< 3) 2 

чз) 

> . . . ::;::, 

:у . . . > 

:р. . . . :у 

п-я моди
фициро
ванн ал 
задача 

л_<т 1 

л�т 
чт 

'А (n) n 

:у . . . > 

>· · ·>  

> · · · > 

:у , . , :у 

Исхо:1-
ная 

задача 

">. Л 1 

">. л2 
">. Лз 

'>.Лп 

� 
(Х) 

При;пер и спо.rtъаова пид ;пе mода Рэ.rtея - Р итца 
Метод Рэлея - Ритца применялея во многих задачах физики , 

химии и прикладной математики (см . , например , Хохенемзер [ 1 ] , 
Джеймс [ 1 ] ,  Крылов [ 1 ] )  , так что невозможно выделить хотя бы 
один характерный тип задач . Мы ограничимся тем , что рассмотрим 
задачи о колебаниях струны. 

В задаче на собственные значения и" + Ли = О, и (О) = и (л) = = О в качестве координатных фунюJ,ий Ритца мы будем брать 
многочлены . Поскольку многочлен первой степени ,  обращаю
щийся в нуль на концах , тождественно равен нулю , возьмем 
в качестве /1 многочлен второй степени и вообще в качестве fп возь
мем многочлен (n + 1 ) -й степени , обращающийся в нуль на кон
цах . Обозначая приближенную минимизирующую функциЮ через 
w = � 1/1 + . . . + �пfп , мы получим на основании вышеизло
женного (гл . I )  систему n уравнений 

n � �i (aik - ЛЬ;k) = О 
i= 1 

(k = 1 ,  2 ,  . . . , n) 
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для определения постоянных �1 , �2 , • •  , �n . где 

n n 

atk = (Hft ,  !k) = j fifft dx и bik = (ft ,  fk) = j fifk dx .  
о о 
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Очевидно , что ати уравнения можно упростить ,  если выбрать fп (х) 
так , чтобы они образовывали ортонормированную систему . Проводя 
шаг за шагом несложные вычисления, мы приходим к тому , что 

и т .  д. Полагал n = 1 ,  получаем для А1 единственное уравнение 

n n 

А1 = а 1 1 = j /�2 (х) dx = 3Ол-5 J (л2 - 4лх + 4х2) dx= 
u о 

= 1Ол-2 = 1 ,013 .  

Таким образом, А1 = 1 ,013 является первой оценкой сверху , кото
рую дает метод Рэлея - Ритца для истиного собственного значения 
Л1 = 1 .  Если положить n = 2 ,  то А1 и А2 будут корнями уравнения 

n :rt 

где а12 = а21 = � ! '!� dx = 0, а22 = J /�2 dx = 42/л2 = 4,25 , откуда 
о 

получаются две первые верхние 
и А2 = а22 = 4,25 для истинных 
и Л2 = 4 , 

оценки Ритца А1 = а1 1  = 1 ,01 3 
собственных значений Л1 = 1 

Ясно , что атот процесс можно продолжить до таких значе
ний n, какие потребуютел для наших целей. 

"У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  В задаче и " + Л и = 0 , u (-1)  = и ( 1 )  = О  в1шть в качестве коор
динатных функций Ритца fn (х) = xn-l (1 - х2) . Полагая n = 3, найти 
оценки для первых трех собственных значений. Результаты сравнить с ответа 
ми к упр . 4 из п. 3 .  

Ответ:  А 1  = 2 ,468 > Л1 = 2,465 , 
А2 = 10 , 5  > Л2 = 9,86 ,  
Аз = 25 , 53 > Лз = 22, 14 .  

2 .  Провести вычисления по методу Рэлея - Ритца для случая n = 3 ,  
следуя схеме , используемой в тексте для случая n = 1 и 2 .  
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Б ИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ И ИСТОРИЧЕСКИЕ ЗАМ ЕЧАНИЯ 

Обычно , говоря о методе Рэлея - Ритца , ссылаются на статью Ритца [ 1 ]  
(см. также [ 2 ] ) . На протяжении нескольких лет после 1 909 г .  и даже совсем 
недавно этот метод связывался лишь с именем одного Ритца , по крайней мере 
за  пределами Великобритании . В этой связи приведем выдержку из статьи 
Рэлея [2 ] :  «Я хотел бы обратить внимание па замечательный мемуар В .  Ритца . . . , 
ранняя смерть которого явилась тяжелой утратой для математической 
физики . . .  Общий метод аппроксимации находит весьыа изящные примене
ния, однако я удивлен тем, что Ритц считает свой метод новым . . .  Именно таким 
методом я нашел поправки , вызванные открытым концом органной трубы 
(Phil. 1' rans. , 161 ( 1870) ; Scientific Papers,  1, р. 57) . . . Вычисления были затюr 
усовершенствованы в «Теории звукю1 ,  т .  I I ,  приложение А. Мне всегде каза
лось, что этот трактат насыщен приложениями рассматриваемого метода 
(см. § 88-91 , 1 02 ,  209, 210 ,  265) , но, вероятно, паиболее точная его форму
лировка содержится в недавней статье , напечатанной в Phil .  Mag. , 47 ( 1899) , 
566 ; Scien tijic Papers, IV,  р .  407 ,  где он принимает почти такую же форму, 
как и у Ритца . . .  Я был твердо убежден, что этот метод :можно применять с 
еще большим успехом, как это сделал Ритц для случая высших гармоник» . 

Приведем далее высказывание Куранта [ 2 ] :  «Со времен Гаусса и Темп
еона проблема эквивалентности краевых задач для дифференциаJiьных 
уравнений в частных производных,  с одной стороны, и задач вариационного 
исчисления , с другой стороны, занимала центральное :место в анализе . 
На первых порах интерес был вызван преимущественно теоретическим 
обоснованием теорем существования , и лишь :много позже два физика , лорд 
Рэлей и Вальтер Ритц, рассмотрели практические приложения; они незави
симо пришли к идее использовать эту эквивалентность для численного нахо
ждения решений, заменяя вариационную задачу более простыШI аппрокси
:мирующимн задача11m нахождения экстремума , в которых определению под
лежало только конечное число параметров . Рэлей в своем классическом труде 
«Теория звука)) и в других публикациях впервые применил такую процедуру. 
Но только блестящий успех В альтера Ритца и последующие трагические 
обстоятельства вызвали всеобщий интерес к этому вопросу. В двух публика
циях ( 1 908 и 1 909 гг. )  Ритц, сознающий приближающуюся смерть от тубер
кулеза ,  с большим мастерством изложпл свою теорИЮ)) .  

13. Естественные краевые условия. До сих пор , сравнивая 
краевые и вариационные задачи , мы начинали с рассмотрения 
самосопряженной задачи Ни = Ли с заданными краевыми усло
виями Ui (и) = О и искали такие значения Л , при которых суще
ствуют нетривиальные решения . При этои краевые условия играли 
существенную роль , так как , если бы они не принимались во вни
мание , нетривиальные решения существовали бы при любом Л. 
Далее , переходя к вариационной задаче , мы искали минимум 
выражения (Ни , и)!(и , и) при тех же краевых условиях.  Теперь 
возникает следующий вопрос.  Вполне естественно искать мини
мум (Ни, и)/(и , и) , не задавая никаких краевых условий. 
Какой тогда будет соответствующая н:раевая задача? В частности , 
каковы ее краевые условия? 

Чтобы ответить на этот вопрос , мы обратим описанный выше 
процесс. Ранее мы исходили из дифференциального уравнения 
Lи = О ,  где L = Н - Л/ , и показывали , что оно является 
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уравнением Эйлера - Лагранжа для вариационной задачи 
(Ни, и)!(и ,  и) = Л = min. Например , в случае колеблющейся 
однородной струны уравнение -и" - Ли = О является урав
нением Эйлера - Лагранжа для вариационной задачи 

ь 
- j' и" и dх 

--i-ьа:.__ __ = min , 

J и2 dx 
а 

и (а) = и (Ь) = 0 ,  

которую можно представить в виде 

где Н1и = и' .  

(Ни, и) 
(и, и) 

ь 

J и '2 dx 
а 
ь 

J и2 dx 
а 

min , 

Действуя в обратном порядке ,  рассмотрим сначала выражение , 

подлежащее минимизации, а именно 
ь 

J и'2 dx 
а 
ь 

J и2 dx 
а 

и пусть Л обозначает его минимум по всем и Е сш ,  не подчинен

ным никаким граничным условиям. Тогда для минимизирующей 

функции и имеем 
ь ь ) и'2 dх - Л J и2 dх = 0,  
а а 

и Е с<2> ,  в то время как 
ь ь 

J (и' +  ev'}2 dх - Л  J (и + еv)2 dx :;;::. О 
а а 

для любой функции вида и + еv, где v - произвольная функция, 
принадлежащая С<2> . Возводя в квадрат и производя соответствую
щие упрощения , получаем неравенство 

ь ь 

2е ) (и'v' - Лиv) dx + е2 J (v ' - Лv)2 dx ::;? О .  
а � 
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Но тогда необходимо, чтобы 
ь 

� (и'v' - Лиv) dx = О , 
а 

так как в противном случае мы могJIИ бы сделать предыдущее 
выражение отрицательным, выбрав в достаточно малым и проти

ь 

воположным по знаку J (и 'v ' - Лиv) dx .  Интегрированием по частям 

получаем 
а 

ь ь 

J и'v' dx = и'v 1: - � и"v dx 
а а 

и ,  следовательно , окончательно будем иметь 
ь 

и'v l:- J (и" + Ли) v dх = О . 
а 

Легко видеть , что мнтнество функций v Е �<z> , удовлетво
ряющих условиям v (а) = v (Ь) = О, плотно в �<2> , а значит , 
и в �<о> , так что фуннция и" + Ли Е �<о> должна быть тождест
венным нулем , поскольку она ортагональна всем таким функ
циям v. 

Таким образом, минимизирующая функция и должна удовлет
ворять уравнению (Эйлера - Лагранжа) 

u"(x) + Ли =  О ,  
нотарое не  содержит v. 

Возвращаясь теперь н равенству 
ь 

и'v J:- J (и" + Ли) v dх = О , 
а 

которое должно выполняться при всех v Е �<2> ,  мы получаем, 
что и'v 1 : = О при всех v Е �<2> , отнуда следует , что и' (а) = 

= и' (Ь) = О. 
Итак , мы получим важный результат : 
Мипимизирующая фупкция и вариациоппой задачи 

� (и' , и' ) . /1, =  ( ) = ffilll , 
и, и 

где фупкции и Е �<2 > ne подчипепы nиJШKиJ>t краевым условиям , 
ne только удовлетворяет уравпепию Эйлера - Л аграпжа для 
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этой аадачи ,  по и автоматичестш удовлетворяет условиям и' (а) = 
= и' (Ь) = О ,  которые по этой причине называются естествеп
пыми Т<>раевыми условиями .  

Таким образом , задача н а  собственные значения , соответ
ствующая колебаниям струны , не подчиненной никаким краевым 
условиям (так называемой свободпой струны) , формулируется так :  
найти такие значения Л ,  при которых существует нетривиальное 
решение и уравнения и" + Ли = О при (естественных) краевых 
условиях и' (а) = и' (Ь) = О . 

Краевые условия могут быть частично заданными , а частично 
естественными. Например , если задано условие и (а) = О ,  то рас
суждения , аналогичные изложенным выше , показывают , что 
соответствующим естественным условием будет и' (Ь) = О. Иссле
дуем в более общей постановке вопрос о естественных краевых 
условиях для любого формально самосопряженного оператора Н 
второго порядка . Мы будем называть такой оператор формальпо 
положительпо определеппым, если с помощью интегрирования 
по частям можно представить скалярное произведение (Ни , v) 
в виде суммы конечного числа членов вида (Нtи , Htv) и внеинте
гральных членов , т . е .  

(Ни , v) = � (Нtи , Htv) + N (и , v) /: . 
Rак обычно , все функции в этих выражениях предполагаются 
вещественными. Например , оператор Н = -d2fdx2 является фор
мально положительно определенным , поскольку 

ь 

(Ни , v) = ( - и" , v) = ) и'v' dx - и'v /: = (Н1и ,  H1v) - и'v / : . 
а 

Аналогично , в случае неоднородной струны , где Н определяется 
выражением 

Н= - (ри') ' + qи (р > О , q > O) . 
имеем 

ь 

(Ни , v) = J { ( - ри') '  v + qиv} dx = 
а 
ь 

= J (ри'v' + qиv) dx - ри'v / : = 
а 
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где Н1и = р 1!2и' и Н2и = q 1! 2и , а функции р 1!2 и q 1!2 вещественны 
в си.т.rу условий р > О ,  q >- О  1) .  

Если Н - двучленный оператор порядка 2t ,  т .  е .  Н = = ( -1 ) 1  (pи< t >) < t >  + qи , то определенное выше выражение N (и ,  v) 
билинейно по v, v' , . . . , v< 1- 1 > и um , и< 1+l > , . . .  , и(2t- 1 > . Таким 
образом (см. определение самосопряженного оператора в п .  7) , 
если 

Vt (v) , V2 (v) ,  . . . , V2t (v) 
-есть множество ,  состоящее из 2t произвольных линейно независи
:мых форм типа 

vi (v) = a iv (а) + a iv' (а) + . . .  + a � t- 1 ) v1- 1 (а) + 
+ � i  v ( Ь) + �iv' (Ь) + . . .  + �� t- 1 )  v<�- 1> (Ь) , 

то существуют (см . п .  7) однозначно определенные линейно веза
висюные формы 

линейные по 
.u<t> (а) , и < t+1 > (а) , . . . , и<Zt- 1 >  (Ь) ,  и <t> (Ь) , и<t+ t > (Ь) , . . .  , и<Zt- 1 )  (Ь) , 
такие , что 

N (и ,  v) 1: = V1и2t + V2и2 t-1 + . . . + V2P1 · 

Пусть теперь {Vk} = {Vi1 , Vi2 , . . • , Vim} (О <: m < 2t) - некото
рое произвольвое подмножество форм vi ' а 

{иk'} = {и;l,  иiз • · · · • и;2t-т} 

- дополнительное подмножество форм и i в том смысле, что для 
.любого У Е { V k'} и для любого и Е {и k' } сумма индексов V и и 
не равна 2t + 1 .  Тогда условия 

и;1 (и) = . . .  = и;21_т (и) = О 

мы будем называть естествеппы:ми праевы:ми условиями вариа
ционной задачи (Ни , и)/(и ,  и) = min при заданных условиях 

vil (и) = . . • = vim (и) = о. 
С помощью тех же рассуждений, которые использоваJ.rись 

в рассмотренном выше примере , можно показать, что если к усло
виям, данным в вариационной задаче: 

(Ни, и) � (Нi и, Hiu) . �----'--;-'- = = ffilll (и,  и) (и, и) ' 

1) Заметим, что оператор -d2y 1 dx2 + q (х) у , у (О) = у (:rt) = О, может 
-б ыть положительно определенным при q (х) < 0. - При:;п .  ред. 
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добавить естественные краевые условия , то оператор Н будет 
самосапряженным ,  и что минимизирующая функция и автоматиче
ски удовлетворяет естественным условиям .  

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Найти естественные краевые условия для вариационной задачи 

ь 

и для более общей задачи 
ь 

� u"2 dx 
а 

ь S u2 dx 
а 

� [ u< 2 1 > ] 2 dx 
а 

ь S u2 dx 
а 

min 

min . 

2. Дать подробное доказательство того, что минимивирующая функция 
автоматически удовлетворяет естественным краевым условиям, определенным 
выше для общего случая. 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Термин <<естественные краевые условия» ввел Курант. Более общее поня
тие , связанное с трансверсальностью в вариационном исчислении, рассматри
вается в книге Куранта и Гильберта [ 1 ] . См. также замечания Аронтайна 
{2] по поводу нестабильных граничных условий. 



ГЛАВА V 

ВОСПРОИ3ВОДЯ�Е ЯДРА 
И ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ ПОПОЛНЕНИЕ 

t .  Обратный оператор. ФунiЩия Грина. Воспроизводящие ядра. 
В гл . I (п . 9) нам было безразлично ,  вычислять ли собственные 
значения оператора Н или его обратного К = Н- 1 •  Однако в бес
конечномерном случае , как мы установим в дальнейшем , диффе
ренциальный оператор Н не обладает рядом важных свойств 
(например , полной непрерывностью ; см . гл. VI I I } , присущих его 
обратному, так что в некоторых последующих главах нам придет
ся вместо Н пользоваться оператором К.  Эту главу мы начнем 
с рассмотрения примера ,  очень важного для функций одной пере
менной ,  а именно мы найдем оператор , обратный дифференциаль
ному оператору Н второго порядка Ни = - (ри') ' + qи с крае
выми условиями и (а) = и ( Ь) = О . Это значит , что мы найдем 
оператор Н- 1 = К, такой , что Ни = f при Kf = и . 

Поскольку Н положительно определен , такой оператор К 
обязательно существует и ,  по-видимому, должен выражаться 
интегралом. Действительно , мы найдем функцию k (х ,  s) двух 
переменных , которая называется фунrщией Грина (или фующией 
влияния) оператора Н, такую , что интегральный оператор К ,  
определенный равенством 

ь 

Kf (х) = ) k (х, s) f (s) ds ,  
а 

является обратным к Н. Следует отметить , что , поскольку для 
определения Н нужно указать фундаментальный интервал [ а ,  Ь] 
и задать условия и (а) = и (Ь) = О, функция Грина , вообще 
говоря ,  зависит от интервала и краевых условий . 

Функция k (х , Ю будет найдена сначала из физических сооб
ражений , а затем мы докажем , что построенный таким образом 
оператор К действительно является обратным к Н. 

Когда мы в гл . IV записывали уравнение движения неодно
родной струны , предполагалось ,  что на струну не действует 
никакая внешняя сила (например , сила тяжести) , так что в поло-
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жении равновесия форма струны определяется уравнением 
:и (х) = О, эквивалентным уравнению Ни = О . Но при наличии 
поперечной внешней силы , такой , что сила , действующая на еди
ницу длины , равна f (х) ,  форма струны в положении равновесия 
описывается уравнением Ни = f (см . , например , :Курант и Гиль
берт [ 1 ] ) .  

Таким образом , если м ы  сможем отыскать функцию , описываю
щую при наличии внешней силы f форму струны в положении 
равновесия , то , поскольку Ни = j, мы тем самым построИ!II 
обратный оператор К. 

Следующие эвристические рассуждения подсказывают такой 
подход к решению :этой задачи . Предположим , что мы знаем 
прогиб струны k (х , �) в точке х , вызванный единичной силой , 
приложенной в другой точке � .  Е сли мы теперь представим себе , 
что струна разбита на отрезки длины d� и что к каждому отрезку 
приложена сила f (�) d� , то прогиб , вызванный силой,  действую
щей в точке �. равен k (х , �)  f (�) d� , а суммарный прогиб может 
быть получен наложением отдельных прогибов ; следовательно , 

ь 

он равен J k (х , �) f ( �) d� . Функция k (х , �) может быть найде-
а 

на из следующих соображений . 
При фиксированном � можно ожидать , что k (х , �) , рассматри

ваемая как функция от х, удовлетворяет дифференциальному 
уравнению Hk = О в любой точке х =1= � .  поскольку k (х , �) дает 
прогиб ,  соответствующий приложенной силе , которая в точ:ках 
х =1= � равна нулю.  Но в точ:ке х = � должна быть не:которая осо
бенность , та:к :ка:к плотность силы в этой точ:ке , т .  е .  единичной 
силы , сосредоточенной в одной точ:ке , равна бес:конечности . 

С физической точ:ки зрения единичная сила не может быть 
приложена в точности R одной точ:ке ; ее следует представлять 
себе распределенной на малом интервале длины 2в с центром 
в точ:ке х = � . Тогда , если обозначить через fe (х) плотность 

Не 
так распределенной силы , мы будеы иметь J fe (х) dx = 1 ,  

6 - е 
поскольку f 8 (х) равна нулю при х <;.. � - в и х >- � + в .  

Положение равновесия струны определяется теперь и з  урав-
не ни я 

Ни = - (ри') ' + qu = fв (х) , 
откуда , интегрируя от � - в  до � + в, мы получаем равенство 

s+e 
, ,Не ' 1 - ри + qи dx = , 

6-е • 6-е 
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из которого в свою очередь следует , что 

l im ( - ри') [Не = 1 .  
8-+0 {;-8  

Поскольку искомую функцию k (х ,  s) при фиксированном s 
можно представлять себе как предельное положение и (х) при е ,  
стремящемся к нулю , то , следовательно ,  производпая дk (х , s)lдx 
имеет в точке х = s скачок , равный 1/р (6) . 

Итан ,  фуннцию Грина k (х, 6) оператора Ни = -(ри') ' + qu 
при условиях и (а) = и ( Ь) = О можно охарактеризовать следую
щим образом. При финсированном 6 фуннция k (х, s) непрерывна , 
удовлетворяет нраевым условиям, имеет непрерывную вторую 
производную всюду , кроме точни х = 6 , где первая производпая 
ИМеет CRaЧOR , раВНЫЙ 1/р (s) i Rp OMe ТОГО , k (х , S) удовлетворяет 
данному дифференциальному уравнению всюду , за иснлючением 
ТОЧRИ х = 6 . 

Теперь ,  ногда эвристичесним путем найдены эти условия . 
можно проверить с помощью вычислений , что таная фуннция 
k (х , 6) обладает требуемым свойством , а именно если и (х) = 

ь 

= J k (х , 6) f (6) ds , где f ( 6) - непрерывная фуннция , то Ни = 
а = f (х) . В самом деле ,  поснольну k (х , 6) непрерывна , а дk!дх 

имеет единственный сначок при х = s ,  то , дифференцируя по х. 
мы получим Х-8 

и' (х) = ��� [ j :: f (s) d6 + j :: / (s) d� J ' 
а х+е 

Х - 8  Ь 

и" (х) = ��� [ J ::� f (6) d6 + j ::� f (s) d6 J + 
а х+е 

+ lim [ f (x - 6) 
88k 1 - f (x + e) 88k 1 J .  

е-+0 х 6=х-е х i=x+e 
Таним образом , 

Ни = - (ри') ' + qи = -ри"-р'и' + qи = 

= ��� [ХГ { -р ::� -р' :: + qk} t <s) ds + 
а 

ь 

+ J { - Р ::� -р' :: + qk } t (s) а5] + 
х+е 

+ ��� ( -р) [f (x - e) �: 1 6=х-е - f (х + в) :: l{;=x+J · 
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Выражение в первых I{вадратных скобках равно J Hkf (�) d� 

и, значит , равно нулю, поскольку Hk = О для х =1= �. а выражение 
во вторых квадратных скобках стремится к f (х) , так как дk!дх 
имеет скачок при х = � . равный 1/р (�) . Следовательно ,  Ни = f (х) . 
и ,  значит, оператор К, определенный равенством К и =  

ъ 

= J k (х, �) и Ш d� , действительно является обратным к Н. 
а 
Функция Грина k (х , �) называется ядром. интегра.льного опе

ь 

pamopa К, определенного по формуле Ки = J k (x, S) и (�) d� . 
а 

Если , как и в настоящем случае, k (х, �) конечна для всех х и � 
на [ а ,  Ь] и если И (и) задает норму, то k (х , �) называется также 
воспроиаводящи:м. ядром. по следующей причине. При фиксирован
ном х функция k (х , �) является функцией одной переменной, так 
что для данной фушщии и можно рассмотреть скалярное произ
ведение (и , k)A ,  определенное с помощью формы И ,  а именно 

ъ 

(и , k)A = (и (Ю ,  k (х , �))А = J k (х, �) Ни (�) d� = К  Ни (х) = и (х) . 
а 

Таким образом , (и ,  k)A = и ,  и мы можем сказать , что ядро 
k (х , s) воспроиаводит и при скалярном умножении на и .  

По аналогии с п . 9 гл . I представим функцию Грина в несколь
ко иной форме , которая является важной для дальнейшего изло
жения . Рассуждения мы проведем на примере оператора Н = = -D2 при условиях и (О) = и (л) = О (идея остается той же 
и в общем случае , однако рассуждения несколько усложняются) . 
Мы знас:11 , что собственными функциями Н являются функции 
V2/л sin nx. :Как будет видно из дальнейшего (гл . VI I I ,  п. 6) , 
оператор Н обладает п .  о . н .  с. собственных функций , так что 
система функций 

-. /2 . 
v п sш х, П sin 2x , . . .  , г-у 2 . п sш пх, . . .  

ъ 

является п .  о . н. с . в �<2> с нормой 1 1 и 1 1 2  = J и2 dx . Эти же функ-
а 

ции будут собственными функциящt обратного оператора к = н-1 ' 
поскольку равенство Ни = Ли эквивалентно равенству К и =  r-tи , 
где 11. = 1/Л. 

По аналогии с конечномерным случаем (гл . I ,  п. 9) зададим 
теперь метрику с помощью оператора Н =  -D2 , т. е. определим 
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новое скалярное произведение (и , v)л по формуле 

� � � 

(и , v)A =  j Hи · v dx = - j и"v dx =  j и'v' dx. 
о о о 

Фующиональное пространство, снабженное этой нормой , мы будем 
обозначать через ��) .  Легно проверить , что функции 

, /2 . 
и1 =  J1 "Jt SШ X, 1 -.  /2 . 2 1 1/ 2 . 

иz = 2 v л sш х, . . .  , ип = п r · 
л sш пх , . . . 

образуют ортанормированную систему в V:;.fJ . Эта система полна , 
поскольку в нее входит (с  некоторым постоянным множителем) 
любая собственная фуннция К. Но тогда отсюда следует (см. ниже , 
а также гл . I ,  п .  9) , что функцию Грина можно представить 
в виде ряда 

<Х) <Х) 

k (х , �) = � ип (х) ип Ю = � � :2 sin nx sin n� , 
n= i n= i 

ноторый по признану Вейерштрасса сходится равномерно по х и � 
Докажем, что k (х , �) действительно является функцией Грина . 

Для этого заметим, что в силу теоремы Парсеваля (ер . гл. I ,  п .  5, 
и гл. VIII ,  п.  3) 

<Х) 

и (х) = � (и ,  ип) ип (х) , 
n= i 

где 
:n: 

(и , ип) = - j и� (�) и (�) d� . 
о 

Следава тельно , 

00 � :n: 

и (х) = - � j ип (х) и� Ш  и (�) d� = - � .\ ип (х) ип Ш и" (s) ds = 
n= 1 О О 

:n: :n: 

= I LJ ип (х) ип (s) Аи ю ds = J k (х , s) Аи (s) ds , 
о о 

qто и требовалось доказать. 
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У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Показать , что функция Грина ' для оператора H = - D2, и (О) = 
= и  (:rt) = O, равна { х (:rt - �) 

k (x, �) = 
:rt 

(л - х) � 
:rt (� < x < :rt) . 

2 . Показать , что функция Грина для оператора Н =  - D2 ,  и (0) = 0, 
и ' ( 1 ) = 0, равна 

(О < х < �) , 
(� < х < 1 ) .  

БИ БЛИОГРАФИЧ ЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

По поводу изложенного выше вывода функции Грпна пз «физичсскпх 
соображенпЙ>> с поелсдующей проверкой см. Курант п Гильберт [ 1 1 . Отно
сительно функции Грина как бесконечного ряда см. Ароншайн [ 5 1 ,  а также 
Бергмаи п Шпффер [ 1 1 . Историческпе сведения относительно функции 
Грина см. в кинге Келлога [ 1 1 .  

2 .  Абстрактное пополнение. Гильбертоно пространство . До сих 
пор мы рассматривали пространства ?5-<2 > или %�> функций 
класса С(2 ) со скалярным произведением 

ь ь 

(и , v) = � и (х) · V (х) dx или (и , v)A = - � Ни (х) · V (х) dx. 
а а 

Эти пространства не являются полньпiи ,  что , как мы видели 
(гл . IV, п . 10) , приводит к некоторым трудностям . Поэтоl\lу мы сей
час рассмотрим различные методы пополнения метрического про
странства ,  которое будем обозначать через ?5-,  присоединяя к % 
некоторые дополнительные элементы , для которых надлежащим 
образом определено скалярное произведение . В результате 
мы получим более широкое пространство � ' называемое пополие
иием ?5- ,  которое уже будет полным и будет содержать % в каче
стве плотного подмножества .  

Первый и з  рассматриваемых нами методов носит название 
абстраптиого пополнения (см . , например , Люстерник и Соболев 
[ 1 ] * ) . Он состоит в следующем. Пусть и1 ,  и2 ,  • • • , ип , . . .  � 
последовательность Коши элементов ?5-,  не имеющая в % предела . 
Попытаемел определить новый элемент и в искомом пространстве 
�' который был бы пределом последовательности {ип } · В каче
стве такого элемента и мы можем взять саму последовательность 
{ип } · Е сли две последовательности {ип } и {vп } элементов % 
8 С. Гулд 
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бесконечно близки , т .  е .  lim 1 1  иn - Vn 1 1  = О , то мы будем счи-

тать , что они представляют один и тот же элемент и Е "@. Две такие 
последовательности мы называем эквивадептпы.ми и в качестве 
элемента и берем целый класс эквивалентных последовательно
стей.  Для такого элемента и можно ввести следующее обозначение : 
и = l im иn , где { иn }  - одна из определяющих и эквивалентных 

п-..оо 
последовательностей. Условимся также говорить , что элемент v 
неполного пространства tr определяется последовательностью 
{vn } , если {vn }  сходится к v. 

Превратим множество � в линейное метрическое пространств о ,  
определив линейные операции и скалярное произведение сле
дующим образом : 

си = lim (сип) , (и + v) = lim (ип + Vn) , (и , v) = lim (ип , Vn) , 

где с - произвольвое вещественное число ,  а {ип } и {vn }  - любые 
последовательности элементов из tr .  определяющие и и v. Нетруд
но показать , используя неравенство треугольника ,  что lim (ип , vп ) 

n->-oo 
всегда существует и что всякая последовательность :Коши эле-
ментов @ имеет предел , принадлежащий "@. 

Таким образом , пространство "fi является по.лпы.м , т. е. обла
дает следующим свойством (ер . с тремя свойствами , рассмотрен
ными в гл. 1 ,  п. 4, и в гл . IV,  п. 6) : 

С в о й  с т в о 4 .  Любая пос.ледовате.льпость Коши э.ле.мептоtЗ @" 
сходится w, пеw.оторо.му э.ле.мепту W, т. е. ес.ли пос.ледовате.ль
пость {иn} Е �  тапова ,  что lim l l ип - иm l i = O , то существует 

a, m-+oo 
э.ле.мепт и Е �. тапой, что lim J l  и - иn 1 1  = О . 

n->oo 

Пространство ,  обладающее перечисленными выше свойствами 
1 , 2 и 4, часто называют ги.льбертовы.м прострапство.м. Е сли мы 
присоединим к этим свойствам свойство 3 ,  сформулированное 
в гл . IV, то пространство будет иметь бесконечную размернос·rь ;  
тем самым исключаются пространства ,  описанные в гл . 1 . 
Пополнение �<2> пространства tr'2> обладает следующим важным 
дополнительным свойством (см. упражнение к этому пункту) : 

С в о й  с т в о 5 .  Прострапство @ сепарабе.льпо , т .  е. суще
ствует пос.ледовате.льпость { ип } э.ле.ментов �, всюду п.лотпая в � 
други.ми с.лова.ми ,  д.ля .любого v Е @  и .любого 8 > О существует 
тапой э.ле.мепт иn Е {иn } , что 1 1  иn - v 1 1  < 8 . 
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В гл . VI I I  мы докажем, что эти пять свойств образуют полную 
систему аксиом. В этой книге термин <<гильбертово пространство>> 
относится только к такому (по существу единственному) простран
ству , удовлетворяющему этим пяти аксиомам. 

У П Р А Ж Н Е Н И Е  

1 .  Назовем функцию 1 (х) рациопа.аьпой ступепчатой ,  если 1 (х) непре
рывна на [ а ,  Ь ] ,  за исключением конечного множества рациональных точек 
х ,  а в промежутках непрерывности принимает постоянные рациональны е  
з начения . Используя такие функции, доказать, что �<2 > сепарабельно . 

3 .. Функциональное пополнение. Только что рассмотреввое 
абстрактвое пополнение неудобно для дальнейшего изложения , 
поскольку присоединенвые элементы , являющиеся классами экви
валентных функциональных последовательностей,  не являются 
объектами той же природы , что и исходвые элементы � . т . е . функ
циями , определенными на интервале [ а , Ь] . Этот факт явится 
источником трудностей , когда нам нужно будет ераввивать между 
собой различные подпространства , как того требуют вариацион
ные методы . 

Проанализируем эту ситуацию более тщательно . В приложе
виях вариационных :методов к задачам о колебании непрерывных 
систем мы имеем дело с двумя веполвыми пространствами П 
и S{<o > , из которых ни одно не содержится в другом. Примерам 
:могут служить пространство R функций,  удовлетворяющих 
заданным краевым условиям , и пространство ft<O > функций, 
удовлетворяющих естественным краевым условиям. Допустим , 
что мы желаем пополнить эти пространства таким образом , чтобы 
S{<o> => �;  такое пополнение используется в методе Вайнштейна . 
Е сли бы мы осуществили абстрактвое пополнение , то не смогли 
бы ераввить между собой Si. <о >  и Sf, так как последовательности 
Коши функций из П, не принадлежащих простравству п<о > ,  
не  будут принадлежать S{<o > . Наши исходные непалвые простран
ства являются функциональными , т. е. простравствами , элемен
тами которых являются функции , и поскольку вам нужно ерав
вивать между собой пополнения этих простравств , было бы жела
тельно , чтобы эти пополнения также были бы функциональными 
простравствами . Е сли это имеет место , т. е. если присоединен
ные элементы также являются функциями , мы будем называть 
такое пополнение фуппциопалъпы:м при условии , что норма 
функции и Е �<2 > и ее значения и =  и (х) в точках х Е [а ,  Ь]  
связаны определенным соотношением (см .  определение ниже) . 
Это соотношение гарантирует , что из сходимости по пор:ме сле
дует сходим ость в паждой точпе , т .  е . что последовательность 

8*  
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{ип } , сходящаяся в метрике пополненного пространства ,  будет 
также сходиться в каждой точке об.;Jасти определения функций ип . 

Фуи�циоиальиое пополиеиие непалнога функционального про
странства � определяется как пополиеиие с помощью присоеди
иеиия иовых фуи�ций ;  при это.-w, должио выпалмяться следующее 
условие : для любой точ�и х существует число М х •  та�ое , что если 
последовательпасть {ип } сходится в �' т. е . если существует 
фуикция и Е "@, для �отарой l im 1 1  ип - и 1 1  = О , то 

п-.оо 

1 ип (х) - и (х) 1 -<: М х 1 1  ип - и 1 1  

для любого х иа области определеиия фуи�ций простраиства "@. 

Б И БЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Теорпл фующпопальпого пополненпл (п псевдофункцпональпого попол
пенпл ; см . далее) развпта Ароншайном; см. Аропшайн п Смит [ 2 ] . 

4. Полное пространство 2 ш .  Интеграл Лебега. Пространство 
Щ2 > . Наиболее распространенный метод пополнения фующио
нального пространства опирается на теорию интегрирования 
Лебега . Он приводит к псевдофующиональному пополнению , 
которое определяется в следующем пункте . В этом случае при
соединяе:мые элементы уже являются не функциями точки , а неко ·  
торьши классами эквивалентных фующий (см .  далее) , а пополнеН·· 
ное пространство обладает те:м свойствюr , что любая сходящаяся 
по нор:11е последовательность содержит подпоследовательность , 
которая сходится поточечно почти всюду. Для того чтобы пояс
нить эти утверждения , дадим краткий набросок теории интегри
рования Jlебега .  

Прежде всего мы рассll!отрим случай (однозначной) функции 
и (х) , ограниченной на замкнутом интервале [ а ,  Ь ] ;  случай 
неограниченной функции рассматривается далее .  Тогда значения 
функции и (х) принадлежат пекоторому конечному отрезку 
[ с ,  d] , расположенному на вертикальной оси у . Разобьем отрезок 
(с ,  d] на п интервалов [ у 0 = с ,  Y1 J , [у1 , Y2 J , . . . , [у ;-1 , У ; ] , . . . 
• • . , [yn_1 , Уп = d] и в кашдом интервале [у ; _1 , у ; ] выберем 
Произвольное число Yi · Обращаем внимание читателя на отличие 
от интеграла Римана , или В-интеграла , который определяется 
в элементарном курсе интегрального исчисления ; это отличие 
состоит в том , что в интеграле Римана разбивается горизонталь
ный отрезок [ а ,  Ь ] . Рассмотрим теперь множество s; точек х; оси х ,  
для которых и (х; ) заключено в i-м промежутке [у ; _1 , У ; ] . Е сли 
и (х) - непрерывная кусочно монотонная функция , то s; состоит 
из конечного числа замкнутых интервалов , так что е стественно 
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говорить о мере тi точечного множества si , определяя ее как сумму 
длин интервалов , из которых состоит si . Если мы теперь устре
мим n к бесконечности так , чтобы длины промеп;утков [y i_1 , Y i ]  
равномерно стремились к нулю , то , как доказывается в любом 
учебном пособии (см . , например , 1\Jак-Шейн [ 1 ] , а также Натансон 
[ 1 ] *  и Колмогоров и Фомин [ 1 ] * ) ,  независимо от выбора разбие-

п 
ния и чисел Yi сумма L yiтi будет стремиться к определенному 

i = 1  
конечному числу ,  которое называется иптегра.аом Л ебега , или 
L-интегралом , и (х) на отрезке [ а ,  Ь ] . 

В случае если и (х) не является непрерывной и кусочно !\ЮНО
тонной,  определим меру точечного множества si следующим 
образом . Пусть /1 , 12 , • • •  , In , . . .  - пекоторая конечная или 
бесконечная последовательность (возможно , пересекающихся) 
интервалов оси х , таких , что каждая точка множества si содер
жится по крайней мере в одном из интервалов In . Обозначим 
через тi точную верхнюю границу сумм длин интервалов для все
возможных таких последовательностей . (Обращаем внимание 
на отличие от Е-интеграла ,  где число интервалов оси х всегда 
конечно . )  Тогда тi называется впешпей мерой точечного множе
ства si . Но для того , чтобы доказать , что сумма � yiтi по-преж
нему будет сходиться , необходимо предположить , что структура 
множеств si не является чрезмерно сложной , а именно если длина 
интервала [ а ,  Ь ]  равна l, а внешняя мера множества si , дополни
тельного к si , равна тi , то тi + т' = l .  В этом случае множество 
si называется измеримым , а тi - его .мерой . (В учебных пособиях 
приводятся примеры , в которых множества si и si переплетаются 
столь сложным образом, что т + т' > l . )  Ясно , что мы можем 
дать аналогичные определения для пространства двух или большего 
числа измерений , используя вместо интервалов параллелепипеды . 

Говорят , что функция и (х) измерима , если любое множество si , 
связанное с функцией и (х) указанным выше образом, является 
измеримым. Можно доказать , что если функция измерима и огра-
ничена , то сумма � yiтi будет по-прежнему сходиться .  Опреде
ленное таким образом конечное число мы снова называем L-инте
гралом и (х) и говорим , что функция и является L-иптегрируемой . 
Соответствующим образом определяются и кратные интегралы 
для функций нескольких переменных . 

Если и (х) не ограничена , то мы сначала выбираем два числа 
с и d ,  с <  d ,  и определяем функцию исd (х) , полагая { с ,  

исd (х) = и (х) , 
d , 

если и (х) < с,  
если с -<, и (х) -<, d, 
если и (х) > d. 
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Тогда и (х) называется L-интегрируемой, если любая функция 
исd (х) является L-интегрируемой и предел 

ь ь 

l im ) исd (х) dx = J и (х) dx 
с-+- оо ,  d-++oo а а 

существует и конечен. 
На основании этих замечаний кажется весьма вероятным , и это 

доказывается в учебниках , что любая Л-интегрируемая функция 
будет также L-интегрируемой , поэтому с этого момента все инте
гралы в тексте можно понимать как интегралы в смысле Лебега . 

ь 

Поскольку естественно положить 1 1 и 1 12 = J и2 dx , мы будем рас-
а 

сматривать только такой класс функций , любая функция и кото
рого измерима , а и2 является L-интегрируемой. Для любых двух 

ь 

элементов и и v этого класса положим (и , v) = � иv dx ( существо-
" а 

вание этого интеграла петрудно доказать) . Мы покатем далее , 
что этот класс функций, содержащий С12 1 в качестве плотного 
подмножества ,  является полным. 

Итак , мы хотели бы доказать , что класс функций и ,  для кото
рых и2 является L-интегрируемой функцией , является искомым 
пополнением упомянутого выше функционального простран
ства �·  

Но здесь есть следующая трудность . Условимся говорить , что 
функция и (х) обладает некоторым свойством почти всюду на 
[а , Ь ] , если и (х) обладает этим свойством во всех точках [ а ,  Ь ] , 
за  исключением точек некоторого множества меры нуль . Простым 
примером множества меры нуль , которое является плотным 
в данном интервале , как петрудно доказать , может служить мно
жество рациональных чисел этого интервала .  Легко проверить , 
что функция , равная нулю почти всюду , является нулевым эле
ментом пополненного пространства ,  и, следовательно , это про
странство не может быть гильбертовым, так как имеет несколько 
нулевых элементов . 

Эту трудность можно обойти следующим образом. Ясно , что 
если и (х) и v (х) являются L-интегрируемыми и почти всюду 

ь ь 

равны друг другу , то J и (х) dx = J v (х) dx. Условимся пазы-
а а 

вать такие функции эхвива.лентны.ми и элементом искомого про
странства будем считать целый класс эквивалентных функций. 
Такое пространство , если только оно полно , будет гильбертовым. 
Мы его будем обозначать через 2 12 1 • 
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Тот факт , что ,2<2> - полное пространство ,  составляет содер
жание знаменитой теоремы Рисса - Фишера. 'Утверждение тео
ремы является простым следствием (см. ниже) следующей леммы : 
каждая последовательность Romи функций {иn } Е ,2<2> содержит 
подпоследовательность , которая сходится почти всюду на [ а ,  Ь ] . 
В следующем пункте мы положим это свойство в основу опре
деления псевдофуиrщиоиалъиого пополиеиия . 

Доказательство леммы проводится следующим образом. Так 
как {иn } - последовательность Romи , то для любого е можно 
выбрать N = N ( е) , такое , что 

1 1 ит - ип 1 1 2 < е (т, n > N) . 

Выберем далее последовательность положительных целых чисел 
{Np } ,  такую , чтобы Nр н > Np и Np > N (2- 3Р) . Мы утверждаем , 
что {иN } будет искомой подпоследовательностью {иn } · 

р 
Чтобы доказать это , введем в рассмотрение множества Dp , 

р = 1 ,  2 ,  3 , . . . , состоящие из точек х Е [а ,  Ь ] , для которых 

1 иNp+l - иNp 1 ? 2-Р . 

Тогда , поскольку 
ь 

1 1 иNp+l - иNp \ 1 2  = J 1 иNрн - иNр 1 2  dx�< 2-ЗР , 
а 

мера m (Dp) < 2-P для всех таких р ,  что 2Р > Ь - а. Таким обра
зом, обозначая через и Р объединение множеств Dp,  Dрн ,  Dp+2 , • • •  , 
мы получим 

т (и р) < 2-Р + 2-<P+l> + , , ,  = 2-<Р-1> , 

откуда следует , что т (U оо) = О ,  где и оо - пересечение множеств и Р •  
т .  е .  множество , каждая точка которого принадлежит любому и Р ·  
Но любая точка х, не принадлежащая Uoo , не принадлежит и Dp 
при р ,  больших векоторого Р; другими словами,  

(р > Р) , 

так что {иN } сходится почти всюду (т. е .  за исключением точек 
р u ф множества Uoo) к пекоторои ункции и (х) ; лемма доказана . 

Полнота пространства 2<2> теперь доказывается просто . Дей
ствительно , так как 

(k > O , Np > N  (е) ) , 
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то с помощью предельного перехода (возможность такого пере
хода можно легко оправдать) получаем 

lim r (иN k - иN ) 2 dx =  r (и - иN ) 2 dx < e , 
k-'>oo J Р+ р J Р 

что и доказывает полноту .sJ <2> . Отиетим , что значение теории 
интегрирования Лебега обусловлено главным образом теоремой 
Рисса - Фишера .  

Обобщение на  функции двух или большего числа переменных 
не представляет труда . Рассмотрим , в частности , пространство 
2�  2 > , состоящее из измеримых функций двух переменных и (х , �) , 
таких , что и2 является L-интеrрируемой функцией по двумерной 
области а <:  х <: Ь, а <:  � <: Ь, со скалярным произведением 

ь ь 

( и ,  v) = J J и (х , �) v (x , �) dx d� . 
а а 

В дальнейшем 111ы будем пользоваться легко провернемым 
фактом , что если {IP i (х) } и {cpj ( �) } - две п . о . н . с .  функций одной 
переменной в пространстве .sJ <2 > = ,Щ2 > , то IPu (х , �) = IP i (х) Х 
Х {j)j ( S ) , i ,  j = 1 ,  2 ,  . . . , образуют п . о . н . с .  в Щ2> .  

"У П Р А Ж Н Е Н И Е  

1 .  Доказать сформулпроваппос выше утверждение ,  что если {ер ;  (х) } 

и {cpj ( s) } - п . о . н . с . в 5:\<f > , то {cp ; j (х, ш - п. о .  н . с . в �т .  
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Теория интегрирования Лсбега паложена во многих юшгах; см . , напри
мер ,  Мак-Шейп [ 1 ] ,  а также Рисе и Секефальвп-Надь [ 1 ] . По поводу дока
зательства теоремы Рисса - Фишера см . Стоун [ 1  ] ,  имеющпеся там ссылкп 
и упо111янутую выше книгу Рисса и Секефальви-Надя . 

5, ПсевдофунiЩиональное пополнение. Подводя итог изложен
ным выше результатам , можно дать следующее описание пол
ного пространства 2 < 2 > . Мы задаемся некоторым классом М под
множеств интервала [ а ,  Ь] (в данном частном случае М является 
классом множеств нулевой лебеговой меры) . Элементами полного 
пространства являются классы эквивалентных функций , опре
деленных на [ а ,  Ь] ; две функции считаются эквивалентными , если 
они равны всюду , за исключением пекотарого множества точек , 
принадлежащего М. При этом мы предполагаем , что М обладает 
двумя свойствами , а именно : счетной аддитивностью (т . е .  1\IНО
жество , являющееся объединением последовательности принадле-
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жащих М множеств, также принадлежит М) и нас.ледствепностью 
(т .  е . любое подмножество множества , принадлежащего М, само 
nринадлежит М) . 

Дадим теперь общее определение псевдофункционального 
пополнения.  Мы говорим , что полное пространство % является 
псевдофунrщиона.льным попо.лнепием функционального простран
ства % относительно класса М подмножеств области определения 
функций из lJ, обладающего указанными выше свойствами , 
если � удовлетворяет следующим условиям (ер . с определением 
функционального пополнения , данным в п. 3) : 

i) элементы @" являются классами эквивалентных функций , 
определенных почти всюду (т .  е . .  за  исключением множества , 
принадлежащего классу М) в данной области ; при этом две 
функции считаются эквивалентными тогда и только тогда , когда 
они совпадают почти всюду в своей области определения ; 

ii) любая функция и Е % принадлежит также и @"; более 
точно ,  любая функция и Е �  принадлежит одному из классов 
эквивалентности lJ ;  

iii) подпространство % плотно в %;  
iv) любая последовательность {ип } ,  сходящаяся по норме 

к функции и Е � . содержит подпоследовательность , сходящуюся 
почти всюду к и . 

Например , как было доказано выше , �<2> является псевдофунк
циональным пополнением lJ<2> . 

6. Выбор нормы, обеспечивающий функциональное пополне
ние. В предыдущих пунктах мы видели , что если определить 

ь 

квадрат нормы по формуле >В (и) = J и2 dx = 1 1  и 1 / 2 ,  то мы 
а 

приходим к псевдофункциональному пополнению . Однако , как 
мы уже указывали , в вариационных :методах предпочтительнее 
иметь дело с функциональным пополнением , если тодько его 
можно построить . Посмотрим теперь , чего ыы достигнем , опре
делив скалярное произведение (и, v)A формулой � (и, v) = 

ь 

= J и'v' dx. Будеы обозначать функциональное пространство 
а 

с такой нормой по-прежнему через %�' .  В этом случае существо
вание функционального пополнения сразу же едедует из того ,  
что найденная выше функция Грина k (х , s) является воспроиз
водящим ядром . Действительно , если v - любой элемент %�' ,  
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'ТО при фиксированном х мы получаем с помощью неравенства 
Rоши - Буняковекого 

1 V (х) 1 = 1 (k (х , �) ,  V (�) )А 1 < 1 1  kx I IA 1 1  V I I A , 

где 1 1  kx I IA является нормой k (х , �) как функции от � в ��� . 
'(Здесь следует отметить , что , хотя дk (х , �)/д� не сущест
-вует в единственной точке х = � , скалярное произведение 
(k (х , S) , k (х, �) )А , которое в этом примере равно ) (дk/д�)2 dx 
(Н = А = -D2) ,  все равно имеет смысл . Обсуждение этого 
вопроса в более общей постановке см. в статье Аронтайна и Сми
'Та [2 ] . )  

В силу воспроизводящего свойства ядра k (х, �) имеем 

1 1 kx 1 1 � = (k (х, �) , k (х, S) )A = k (х ,  х) ,  

"Так что 

�1 v (х) [<k112 (х, х) 1 1  v I IA •  

:и в качестве числа М х •  фигурирующего в определении функцио
нального пополнения (п . 3 , стр . 1 62) , можно взять k 1/2 (х , х) . 

Таким образом , функциональное пополнение %�1 мы можем 
построить следующим образом . Применяя полученную оценку 
к функции v = ит - ип , где { ип } - последовательность Коши 
:в ��� , имеем 

0 < l im l иm (x) - иn (x) j < k 1 12 (x , x) lim J \ ит - ип i \ А = О 
т, n-+co т ,  n-+oo 

для любого х, откуда следует , что последовательность веществен
ных чисел ип (х) является последовательностью Коши и потому 
-сходится к пекоторому числу и (х) . Искомое пространство ��� 
состоит из всех функций , полученных таким предельным пере
ходом ; петрудно проверить , что оно обладает всеми требуемыми 
-свойствами , а именно 

i) сходимость по норме в 'fi�> влечет поточечную сходимость 
.всюду на [ а ,  Ь] ; 

ii ) %�> - полное пространство; 
ii i ) ��� ПЛОТНО Б %�> ;  
iv) для любого фиксированного х Е [а , Ь] функция k (х, �) , рас

-сматриваемая как функция kx (�) от s , принадлежит пространству 
��) ' и (k (х ,  �) . и Ш)А = и  (х) для всех и Е %�> ' так что k (х, s) 
является воспроиаводящи;м, ядром для полного пространства 15-� . 
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Заметим, что и в общем случае ,  если '@�> - гильбертово прост
ранство , элементы которого суть функции v (х) , определенные 
на отрезке [ а ,  Ь] и удовлетворяющие условию 

l v (x) I <: Mx l l v l l , 

%�> обязательно обладает воспроизводящим ядром. В самом 
деле , если мы зафиксируем точку х , то v (х) является ограничен
ным линейным функдионалом от v. Тогда по теореме Рисса об об
щем виде линейного функдионала (гл . 1 ,  п. 6; в настоящем случае 
эта теорема доказывается точно так же) существует пекоторая 
функция k (х , у) ,  такая , что v (х) = (k (х , у) , v (у))А для любого v. 
Последнее равенство показывает , что k (х ,  s) является искомым 
:воспроизводящим ядром (см. Аронтайн [ 5 ]  и Аронтайн и Смит [ 2 ] ) . 

Воспроизводящее свойство k (х , s) допускает следующее важ
ное обобщение . Пусть .rJ - некоторое функциональное простран-
-ство , содержащее "fi�> , т .  е. � � fi�> . Тогда для любой функ
ции v (х) Е �  имеем 

(k (х , у) , v (у))А = f (х) , 

rде f - проекция v на ��� . В самом деле , согласно определению 
nроекции, v = f + g, где g ортогональна ��� . а k (x , у) как функ
дня у принадлежит ��� ,  так что 

(k (х , у) , v) = (k (х , у) , f + g) = (f ,  k (х , у)) = j;  

nоследнее равенство следует из воспроизводящего свойства .  

7. Представление функций полного пространства с помощью 
интеграла Лебега. Пока что мы очень мало знаем о свойствах 
функций из fi�> ,  присоединяемых при пополнении. Для после
дующих приложений нам необходимы некоторые сведения отно
-сительно дифференцируемости этих функций. Мы получим их , 
воспользовавшись специальным представленнем функций из @"�> .  
Не будем проводить подробного доказательства ;  читатель может 
найти его в работе Аронтайна и Смита [ 2 ] .  Кроме того , для про
оетоты изложения мы будем рассматривать только частный случай 
Н =  - D2 , хотя рассуждения остаются в силе и для общих 
()Ператоров второго порядка и даже для операторов с частными 
производными , которые будут введены в следующей главе . 

Для функций исходного неполного пространства ��� спра
ведлива формула 

ь ь 

и (х) = - J k (х ,  s) и" (s) ds = � k� (х ,  s) и' (S) ds . 
а а 
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Рассмотрим теперь пространство %л функций, имеющих вид 
ь 

j k (х , �) w ( �) d� , при этом мы уже не требуем , чтобы w ( �) 
а 
была производной пекоторой функции и Е с<2 > , а требуем 
только , чтобы w Е 2<2 > .  (Напомним, что w принадлежит 2 <2> ,  
если w измерима , а w2 является L-интегрируемой . )  Тогда и з  свойств 
интеграла Jlебега следует (подробное доказательство см. в работе 
Аронтайна и Смита [ 2 ] ) ,  что это пространство полно и содержит 
%�> в качестве плотного подмножества .  Следовательно ,  новое 
пространство %А изоморфно и изометрично определенному выше 
пространству ®"�> , поскольку все пополнения %�> , как легко 
видеть , изоморфны и изометричны абстрактному пополнению . 
а значит , и друг другу . 

Таким образом , любую функцию и Е @�> можно представить 
в виде :л: 

и (х) = j k� (х , �) w (6) d6 , 
о 

где w ( s) - пекоторая функция из 2 < 2 > . Используя выражение 
для k (х,  6) 

получаем х :л: n - x  1 х 1 
и (х) = -n- J w (6) d6 - п  J w (6) d6 , 

о х 

откуда видно,  что и (х) непрерывна всюду на [ 0 ,  :тt] . Кроме того.  
за исключением множества точек х нулевой меры, мы имеем 
(см . Натансон [ 1 , стр . 221 ] *) 

:л: 

и' (х) = ш (х) - + ) w (s) d6 , 
о 

так что и' (х) существует почти всюду . 
Итак ,  каждая функция и Е ff<2> непрерывна . Отсюда ,  используя 

вычисления, проведеиные в п .  1 , мы можем получить следующий 
важный результат :  К и Е сш для любой функции и Е 5-�> . 

Значение этого результата состоит в том , что любая собствен
ная функция и оператора К ,  будучи равной Ки/'А , принадлежит 
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с<2> '  и потому ее можно рассматривать нак решение исходного 
дифференциального уравнения - и"(х) = Ли. (Более подробно 
аналогичные результаты обсуждаются в работах Фридрихса [ 1 ] , 
1 2 ] и т . д . ) 

8. Стабильные и нестабилъные краевые условия. Представле
ние и (х) в виде 

ь 

и (х) = ) k� (х ,  �) w (�) d� 
а 

упрощает исследование вопроса о стабильиых и иестабильиых 
краевых условиях . До сих пор l\IЫ предполагали , что функции 
неполного пространства %�> удовлетворяют условияlii и (а) = 
= и (Ь) = О .  Поскольку k§ (а , �) = k� ( Ь ,  �) = О  при всех � .  ясно , 
что любая функция и ,  принадлежащая пополнению %�> , также 
удовлетворяет этиlii же условияы. "У словил , сохраняющиеся 
в процессе пополнения , называются стабильиы.ми. Но если рас
смотреть фуНКЦИИ ИЗ С<2> , удовлетворяющие КраеВЫМ УСЛОВИЯМ 
u' (a) = и' (Ь) = О (соответствующее функциональное пространст
во 111ы обозначим через �<2> ) , то легко показать (clii . нюь:е) , что 
функции из �<2> уже не будет удов.Тiетворять этиы условиям. 
Такие условия не сохраняются при пополнении и потому назы
ваются иестабильиы.ми. 

Нестабильность условий и' (а) = и ' ( Ь) = О мтnно легБо уста
новить , построив пример функции и Е с<2> , которая не удовлет-
воряет этиlii условиям, но принадлежит �<2> ,  посRольку она 
является пределом последовательности I\оши функций {ип } Е @<2> .  
Простейшим при11Iером является многочлен и = х2- 1 н а  отрез
к о  [ - 1 ,  1 ] , для которого 

- и' (- 1) = и' (1 )  = 2 =1= О.  
Действительно , рассliiотрим монотонную последовательность чисел 
{ En } , стремящуюся к нулю (О < En < 1 ) ,  и определи!II Un по фор-
муле { и (х) = х2 - 1 

ип (х) = Р4 (х) 
р4 ( - х) 

( - 1 + вп < х < 1 - Еп) , 
( 1 - En <: x < 1) , 
( - 1 < х < - 1 -f- e") , 

rде Р 4 (х) - многочлен четвертой степени , который определяется 
из следующих условий (полезно сделать чертеж) : 

Р4 ( 1 ) = Р� ( 1 ) = 0 ,  Р4 ( 1 - е") = и (1 - в") , 
Р� ( 1 - вп) = и' ( 1 - En) , Р: ( 1 - En) = и" ( 1 - En) .  
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Несложное вычисление показывает ,  что {ип} сходител к и� 
поскольку 

1 
l l и - иn l l 2 = 2 i (и' - и�) 2 dх < kвп 

1 -в 

для некоторого k , не зависящего от n ,  например k = 400 . 
Наконец , мы видим , что �<2> с: �<2> , так как любую функ

цию и (х) , удовлетворяющую условиям и (а) = и (Ь) = О, можно 
аппроксимировать с помощью функций {ип } ,  удовлетворяющих. 
не только условиям и (а) = и (Ь) = О ,  но также условиям и' (а) = 
= и' (Ь) = О .  

Учитывал , что норма в обоих пространствах задается выра-
жением 

ь 

1 1 и 1 1 2 = J и' 2  dx, 
а 

читатель легко построит нужную последовательность { ип } ,  еледул 
данному выше образцу .  

Отметим , что нестабильные краевые уеловил в точности совпа
дают с естественными условиями , которые были определены 
выше , - факт , имеющий фундаментальное значение для рассматри
ваемых нами методов . В самом деле ,  как уже отмечалось выше ,. 
мы будем иметь дело с неполными пространствами � и �<о>  • 
ни одно ив которых не содержит другое ,  поскольку функции 
ив � удовлетворяют заданным условиям , R то время как функ
ции ив �<о> удовлетворяют естественным краевым условиям. 
Таким образом , если перейти к пополненилм R и Я<о> , то уело
вил , которым удовлетворяли функции ив � . сохранлютея в R,. 
а естественные условия для S{<o>  не сохранлютел в "St<o> , и мы 
получим включение Я<о >  :::.":) �.  как и требуется в вариационных 
методах . Аналоги этих ревультатов будут необходимы нам в боле& 
сложных задачах , рассматриваемых в следующих главах. 



ГЛАВА VI 

КОЛЕБАНИЯ СТЕРЖНЕЙ, 
МЕМБРАН И ПЛАСТИН 

1 .  Колебания стержня. В предыдущей главе мы рассмотрел:w 
некоторые теоретические вопросы , связанные с задачей о коле
баниях струны , с тем , чтобы пролить свет на более сложные 
задачи для стержней , мембран и пластин , к которым мы теперь 
переходим. Более общие задачи будут расс:мотрены в гл . X I .  

Мы начинаем с рассмотрения колебаний однородного стержня , 
концы которого находятся в точках х = а и х = Ь .  При надле
жащем выборе единиц измерения любая функция w (х , t) , опи
сывающая возможное движение стержня , удовлетворяет дифферен
циальному уравнению четвертого порядка 82wfдt2+ аш w!дх4= О· 
(см . , например , Вебстер [ 2 ] , а также Тихонов и Самарский [ 1 , 
стр . 142]  *) . 

Мы снова ищем решения (собственные колебания) в виде
w (х , t) = и (х) f (t) . Поставляя это выражение для w в уравне
ние , получим 

или 

и�4 '/и = ft/f = Л , 

где Л - пекоторая постоянная , откуда и�4' - Ли = О и ft + 
+ Л/ = О .  Таким образом , если обозначить через Н оператор· 
четырехкратного дифференцирования D4, то наша задача на соб
ственные значения по-прежнему будет и:меть вид (Н - Л/) и = О .  
Для того чтобы определить подходящие краевые условия , снова 
иреобразуем выражение (Ни , v) , интегрируя по частям. В резуль-
тате мы получим 

ь ь 

(1/и ,  v) = J и<4'v dx = (и"'v - и"v') J: + J и"v" dx , 
а а 

откуда видно , что оператор Н =  D4 является формально поло
жительно определенным. 
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Таким образом , краевые условия , заданные и естественные 
(гл . IV,  п. 1 3) , должны быть такими , чтобы (ии'" - и' и") 1 :  = О .  
Ясно , что оператор Н, определенный с помощью дифференциаль
ного выря.женил D4 , при таких граничных условиях будет сим
метричным. Действительно , для любых допустимых функций и и 
v мы имеем 

ь � 

(Ни , v) = J и{4)v dx = ) u"v" dx = (и , Hv) . 
а а 

Вариационная задача , для которой уравнение Ни - Ли =  О является 
уравнением Эйлера - Лагранжа, по-прежнему будет иметь вид 
Л =  min ( Ни,и)/ (и ,и) . Последнее выражение можно записать также 
в виде 

ь � (и")2 dx 
� . а 
"' =  mп1 ь--- . 

S u2 dx 
а 

Без существенных изменений переносятел на случай стержня 
и другие понятия и результаты , рассмотренные ранее д.тrя струны . 
Так , с помощью аналогичных рассуащений можно доказать 
теорему Рэлея . Замечания относитеJrьно вынуащенных колебаний 
и резольвенты остаются в силе и в это!II случае . Для функции 
Грина зажатого стержня (О -< х < л) можно получить с.1едующее 
выражение (см . , например , Ноштатц [ 1 , стр . 458]) : 

(х < �) ;  
при х > � переменные х и � нуа>но поменять места!IIИ .  Поскольку 
функция Грина k (.1: , �) всюду конечна , остаются в силе все заме
чания относительно функционального пополнения . Если краевые 
условия не заданы , то говорят , что стержень свободен ; естествен
ные краевые уеловил в этом случае имеют вид 

и" (О) = и"(п) = и'" (О) = и"' (n) = О. 
Если заданы условия и (О) = и (n) = О ,  то говорят , что стер
жень аапреп.лен ; соответствующие естественные условия имеют 
вид и" (О) = и" (n) = О. Если заданы условия и (О) = и' (О) = 
= и (n) = и'(п) = О ,  то говорят , что стержень зажат; в :этом 
случае естественные условия отсутствуют . Задача на собственные 
значения для зажатого стержня имеет вид 

и<4> - Ли = О, и (О) = и' (О) = и (n) = и' (п) = О. 
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Обозначая ')."1/4 через v ,  получаем следующее характеристическое 
уравнение для собственных значений Л:  

1 о о 
ch v:n: sh vл sin v:n: 

о 1 1 

1 
cos v:n: 

о 
sh v:n: ch vл cos vл - sin vл 

= 2 (1 - cos vл ch v:n:) = 0 . 

Положительные корни Vn , n = 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  , уравнения 
cos vл ch vл = 1 можно найти графически или с помощью других 
чис:rенных методов ; они имеют вид Vn = n + 1/2 + (- 1 )п-1 вп , 
где в1 < 0 ,007 ,  и последовательность в1 , в2 , • • • достаточно быстро 
стремится к нулю. 

Соответствующие собственные функции легr<о вычисляются , 
:rt 

и их можно нормировать либо в метрике 1 1  и 1 1 2= ) u2d:r ,  либо 
о 

в метрике 
n :rt 

\ 1  и \ \ 2  =- ) и< 4 )u  dx = � (и")2 dx. 
о u 

�ели обозначить собственные функции во втором случае через 
и1 , и2 ,  • • •  , Un , • • •  , то для функции Грина зажатого стержня 
H = D4, 

и (О) = и'  (О)  = и (л ) = и'  (л) -о= О ,  

буде:-.1 иметь следующее выражение :  

k (х,  6) = zt1 (х) и1 Ш + и2 (х) иz (6) + . . .  , 
как и в случае струны. 

У П Р А /R Н Е Н И Я  
1 .  Вычислить собственные фупкции для зажатого стержня и нормировать 

ь 
пх в метрике l l и l 1 2 = J (u ") 2dx. 

а 
2 .  Вычислить собственные значения , собственные функции и функцию 

Грина для оператора Н = D4 при следующих краевых условиях: 
i) условия не заданы; свободный стержень ;  
i i) и (О) = и (л) = О ;  закрепленный стержень ; 

iii) и' (О) = и' (:rt) = О ;  стержень между двумя гладкими стенками . 
В каждом случае найти естественные краевые условия . Заметьте , что Л = О  в некоторых случаях является собственным значением . Найдите крат

ность каждого собственного значения . 

9 С. Гулд 
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2. Колебания мембраны. В случае мембран и пластин, являю
щихся двумерными телами , мы будем иметь дело с уравнениями 
в частных производных . 

Пусть в положении равновесия мембрана занимает область 
R горизонтальной (х, у)-плоскости , ограниченной кривой С.  
Функция w (х, у ,  t) , описывающая движение мембраны , должна 
удовлетворять уравнению (см. , наприиер , Курант и Гильберт [ 1 ] )  
Шхх+ Wyy - W t t  = О. Мы по-прежнему будем искать решения 
(собственные колебания) вида w (х , у ,  t) = и (х , у) f (t) . Подстав
ляя это выражение в уравнение и обозначая лапласиап (J2/дх2 + + д2/ду2 через � . мы получаем - �и/и = -ft tlf = Л , так что 
- � и - Ли =  О.  

Обозначая теперь оператор - � через Н, мы снова сможем 
записать нашу задачу в виде (Н - Л/) и =  О. Преобразуя выра
жение (Ни , v) с помощью интегрирования по частям, получаем 

(Ни , v) = - � J v�и dx dy = � J (иxvx + иyvy) dx dy - J v :� ds , 
R R С 

где ds - элемент длины дуги кривой С, а ди!дп - производпая 
по внешней нормали . Отсюда следует , что оператор Н =  -� 
является формально положительно определенным. 

Если определить теперь естественные нраевые условия для 
оператора с частными производными Н = -� аналогично тому , 
как это было сделано в п .  13  гл . IV,  то граничные условия , задан
ные и естественные , будут обеспечивать равенство нулю выраже-
ния J и (ди!дп) ds. Таким образом , в случае когда краевые уело-

с 
вил не задаются , естественные условия будут иметь вид ди!дп = О .  
Чаще всего рассматривают закрепленную мембрану, ногда и =  О 
на границе ; естественные условия тогда отсутствуют .  Можно 
рассматривать также смешанные условия , когда и = О на пеко
торой части границы , а на остальной части выполняются естест
венные условия ди!дп = О .  

Оператор Н при таких краевых условиях по-прежнему будет 
самосопряженным , так как для любых допустимых и и v мы имеем 

(Ни , v) = - J J v�и dx dy = J J (ихVх + иуvу) dx dy = (и , Hv) . 
R R 

Соответствующей вариационной задачей по-прежнему является 
задача 

� _ • (Ни, и) "' - min ( ) ' 
и, и 
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которую в этом случае можно иреобразовать к виду 

S � (и� + и�) dx dy 
Л = min _;;.R;......,. ____ _ ) S и2 dx dy 

R 

3. Собственные элементы квадратной мембраны. Собственные 
3Начения мембраны зависят от ее формы , и только в редких слу
ча я х , например для круглой или прямоугольной мембраны, 
их можно вычислить точно . В качестве прост0го примера ,  который 
будет нам полезен в дальнейшем , рассмотрим квадратную мембра
ну 1 х 1 -< л/2 , 1 у 1 -< л/2 при краевом условии и = О, т. е . с за
крепленным краем. 

Для нахождения собственных значений и собственных функ
ций мы получим уравнение ихх + иуу + Ли = О . Будем искать. 
решения вида 

и (х , у) = v (х) w (у) . 

Для таких решений имеем v"w + vw"+ Лvw = О или v"/v + 
+ w"lw = -Л , отнуда следует , что каждое из выражений v"/v = 
= !1 и w"/w = v равно пекоторой постоянной. Таким образом , 
чтобы выполнялись краевые условия , мы должны иметь с точно
стью до постоянного множителя 

и 
v (х) = cos (2m - 1 ) х или v (х) = sin 2mx 

w (у) = cos (2n - 1) у или w (у) = sin 2ny , 

где т и n - целые числа .  Значения Л приведены в следующей 
таблице : 

КВАДРАТНАЯ МЕМБРАНА 

Собственные фуннции 

cos (2m - 1) х cos (2n - 1) у 
cos (2m - 1) х sin 2ny 
sin 2mx cos (2n - 1) у 
sin 2mx sin 2ny 

1 Со бственные значения 

(2m - 1) 2 + (2n - 1)2 
(2m - 1)2 + (2n)2  
(2m)2 + (2n - 1)2  
(2m)2 + (2n) 2 

Итак , спектр рассматриваемой задачи состоит из чисел 2 , 5 , 
5 ,  8 , 10 ,  10 ,  . . .  , 65 , 65 , 65 , 65 , . . .  , т .  е . из всех чисел вида 
m2 + n2 ,  где тп =F О. Следует отметить ,  что большинство соб
ственных значений мембраны являются кратными , как видно 
из выписанной выше последовательности . Например , для случая 

9• 
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5 = 1 21 22 :мы имеем две линейно независимые собственные функ
ции sin х . sin 2у и sin 2х · sin у ,  так что 5 является собственным 
значение!II кратности 2 .  Аналогично, 

65 = 1 2+ 82= 42 + 72 

яв.'lяется собственным значением Rратности 4 и т .  д . 

4. Колебания пластины. В случае пластины мы будем пред
полагать (см . , например , :Курант и Гильберт [ 1 ] ) ,  что функция 
w (х , у, t) , описывающая возможное движение пластины , должна 
удовлетворять дифференциальному уравнению в частных произ
водных четвертого порядка 

Шхххх + 2Wxxyy + Wyyyy + Wt t = О . 
Мы ищем решения (собственные колебания) вида w (х , у , t) = 
= и (х , у) f (t) . Подставовка в уравнение дает 1111иj (t) + 
+ и (х,  у) ft t = О или 1111и!и = -ft tlf = Л , так что 1111u -
- Ли = О или (Н - Л/) и = О ,  где Н обозначает теперь итери
рованный лапласпаи 1111 .  Для того чтобы определить подходящие 
краевые условия , воспользуемся снова соответствующей форму
лой Грина , которая на этот раз получается двукратным интегри
рованием по частям, а именно 

(Ни, v) = � J vl111и dx dy = � J 11иl1v dx dy + 
R R 

+ � v д:
п
и ds - � ;� 11и ds ,  

с с 
откуда следует , что оператор Н =  1111  формально положительно 
определен и что краевые условия , заданные и естественные , 
должны быть такими ,  чтобы 

r ( и дtlи _ !.:!__ 11и ) ds = 0.  J дп дп 
с 

Оператор Н =  1111 при этих краевых условиях будет симметрич
ным ,  поскольку 

(Ни ,  v) = J J 11иl1v dx dy = (и ,  Hv) . 
R 

Соответствующая вариационная задача снова имеет вид Л = 
min (Ни , и)/(и , и) ; ее можно также записать в виде 

J S (Аи)2 dx dy 
� . (Htu Нtи) . _.::.:.R

"..".. ___ _ 1'v = Шlll ' = ffilll (и , и) S S и2 dx dy 
R 
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Если краевые условия не заданы (свободная пластина) , то всюду 
на границе должны выполняться естественные условия Llи = О 
и дllи/дп = О .  Если задано условие и = О (закрепленная пласти
на) , то соответствующим естественным условием будет Llи = О . 
Если же заданы условия и = О и ди!дп = О  всюду на С (зажатая 
пластина) , то естественные условия отсутствуют .  Можно рас
сматривать также смешанные условия , например и = О на пеко
торой части границы и ди!дп = О на остальной части . Тогда 
естественные условия имеют вид Llи = О и дllи!дп = О соответ
ственно . В отличие от рассмотренных ранее задач собственные 
функции здесь не выражаются через известные элементарные 
функции. 

5. Функция Грина для мембраны. До сих пор мы ничего не 
сказали о том , как найти функцию Грина в cJiyчae оператора Н 
с частными производными. Естественно ожидать , что эта зада
ча окажется значитеJiьно более сJiожной , чем в случае струны, 
поскольку двумерные области могут иметь самую разнообразную 
форму . Ввиду этого полезно peiiiaть задачу в два этапа : сначала 
ищется так называемое фундаментальное решение (см. далее) , 
которое не зависит от формы области , а затем - компенсирующая 
часть (см. далее) , которая строится так , чтобы функция Грина 
удовлетворяла заданным граничным условиям. Функцией Грина 
для закрепленной мембраны , т . е . для задачи - Llи = О , и = О 
на С , будет функция k (х , у ,  s , 'I'J ) , такая , что если - Llи = f ,  
то  и = � � k (х , у ,  s , ч )  f (s ,  ч ) dsdч . Чтобы найти такую функцию k ,  
рассмотрим снова единичную силу, сконцентрированную в един
ственной точке ( s , 'У)) , и будем искать отклонение k (х , у , s ,  'I'J ) , 
вызванное этой силой в точке (х , у) .  Мы представляем себе 
единичную силу с плотностью fe ,  распредеJiенной по маленькому 
кругу Се радиуса в с центром в точке {s , 'У) ) .  Тогда fe = О для 
точек (х , у) , не лежащих в С8 , и 

J J fe (x ,  y) dx dy = 1 .  
с е 

Прогиб мембраны в положении равновесия при действии этой 
силы определяется из уравнения Llи = - !е (х ,  у) . Интегрируя его 
почленно по кругу Се ,  получаем 

- J J Llи dx dy = � J !е dx dy = 1 .  
се се 
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Далее , полагал в формуле Грина 

- � � (идv - vl1и) dx dy = � ( v :� - и ;: ) ds 
v (х ,  у) = 1 , получаем 

� � 11и dx dy = 1 �� ds , 
Се Ге 

где Г е - окружность , ограничивающая круг Се. 
Но так же, как и раньше,  мы можем рассматривать функцию 

Грина k (х ,  у , � . 'I'J) как предел и (х , у) при е � о. Следовательно , 
k (х ,  у ,  � . 'I'J) должна удовлетворять условию 

l im r ддk ds = -1,  
е -+ 0  J n 

Ге 
которое будет выполнено, если предположить, что дk/ дп прини
мает на окружности Г 8 постоянное значение -(2:n:r)-1 • Тогда , 
поскольну радиус r и внешняя нормаль совпадают по направлению, 

k = 2: log r -t- y (x, у , � . 'I'J) , 
где r2 = (x - �)2 -t- (y - '1'])2 , а функция i' такова , что 

� :� ds = O  

по любому замкнутому контуру,  лежащему в рассматриваемой 
области ; это условие будет выполнено , если 11-у = О. Rроме того , 
нужно потребовать , чтобы выполнялось граничное условие k = О ,  
т .  е .  чтобы i' = (2л)- 1  log r н а  границе . 

Таким образом , мы свели задачу нахождения функции Грина 
к двум задачам , первал из которых состоит в отыскании так назы
ваемого фуидаменталыюго решеиия F (х ,  у , � .  '1'] )  = (-2л)- 1 log r 
(см . ниже) уравнения - 11и = О , а вторая - в построении функ
ции i' (х , у , � . 'I'J ) , удовлетворяющей условиям у Е С<2 > , ду = о 
внутри области и у = -F на границе. 

6 .  Фундаментальное решение. Компенсирующая часть. Сфор
мулируем теперь более точно две эти задачи . Рассмотрим урав
нение Ни = О, где Н - формально самосопряженный оператор 
порядка т. Функция и = и (х , у , �. 'I'J) называется фуидаменталь
иым решеиием этого уравнепил с особеииостью в точке (� , 'I'J ) , 
если для любой функции v (х ,  у) Е с<т> справедливо равенство 

v (� ,  YJ) = ) ) иHv dx dy + ) М (и ,  v) ds , 
R С 
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t•де (� ,  '1']) - фиксированная точка в R ,  а ds - элемент длины дуги 
в плоскости nеременных х ,  у. Например , в случае , если Н = - /1 ,  
мы имеем 

v (� , '11) = J J иHv dx dy - J ( v :� - и ;� )  ds .  
R С 

Если же фундаментальное решение и обладает также тем 
'СВОЙСТВОМ , ЧТО J М (и , v) ds = 0 ПрИ ВСеХ ДОПУСТИМЫХ V ,  ТО ОНО 

с 
называется фупrщией Грипа оператора Н.  Поскольку в рассматри-
ваемых задачах равенство J М (и , v) ds = О выполняется , если 

с 
:и удовлетворяет краевым условиям, можно сказать , что фун
даментальное решение , удовлетворяющее краевым условиям , 
является функцией Грина этой задачи. Ясно , что такая функция 
:и будет также функцией Грина и в ирежнем смысле , так нак 
v ( � . fJ) = J J иНv dx dy , и, следовательно , если Hv = w , то v = 

R 
= J J иw dx dy .  

Далее , если F (х , у , � . fJ )  - фундаментальное ,  а у (х , у ,  � . fJ )  - регулярпое решения уравнения Ни = О (т. е .  у Е c<m> как 
функция от х и у) ,  то F + у также является фундаментальным 
решением. В самом деле ,  

J J (vHy - yHv) dx dy = J М (у , v) ds = - J ) yHv dx dy , 
R С R 

l'aJ\ что 

поекольку 

J J (F + у) Hv dx dy + J М (F + у, v) ds = 
R С 

= J J FHv dx dy + J M (F,  v) ds = v ,  
R С 

J J yHv dx dy + J М (у, v) ds = O .  
с 

Если у - регулярное решение уравнения Ни = О ,  такое , что 
F + у является функцией Грина , то у называется помпеисирую
щей частью для F. 
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БИ:БJIИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Дальнейшие сведения о фундаментальных решениях для очень широкого 
класса дифференциальных уравнений, имеющих отношение к нашим задачам, 
можно найти в книге Джона [ 1 ,  гл .  I I ] . Результаты относительно фундамен
тальных решений для некоторых конкретных задач имеются во многих недав
них работах; см. , например , Плейель [ 1 ] , Браудер [ 1 ] .  

7 .  Функция Грина и обратный оператор для мембраны. Пер
вую часть задачи нахождения функции Грина для оператора 
Н =  -� мы уже решили. В самом деле ,  легко проверить , ч т о  
построенная нами функция F = ( -2л)- 1  log r является фунда
ментальным решением уравнения Ни = О .  При решении второй 
части задачи , т. е .  при нахождении компенсирующей части 
для F, существенную роль играет форма области R , которая 
:может быть достаточно сложной. Задача отыскания решения 
уравнения -:- �и = О ,  удовлетворяющего заданным краевым усло
виям , известна под названием задачи Дирихле. Таким обра
зом, для того чтобы найти компенсирующую часть у для каrь:доii 
точки Р ,  лежащей внутри области R ,  нужно решить задачу 
Дирихле с граничными значениями ( - 2л)- 1 log r. На ран
ней стадии изучения этого вопроса предполагалось , что решение 
этой задачи существует всегда в силу следующих соображений , 
которые Риман называл прииципо.м Д ирихле. 

Rак было установлено ранее , уравнение - � и = О является урав-
нением Эйлера - Лагранжа для функцианала ) ) (и� + и�) dxdy , 

и ,  следовательно ,  искомое решение уравнения -�и = О яв.чяется 
�шнимизирующей функцией для этого функционала при 
заданных краевых условиях , если , конечно , такая функция 
существует. Поскольку функционал положителен и ,  значит , 
имеет точную нижнюю границу , считалось очевидным, что мини
.\Шзирующая функция мотет быть найдена как предел миними
зирующей последовательности функций. Но мы уже видеJrи 
(гл . IV,  п .  9) , что из существования минимизирующей последо
вательности еще не следует существование минимизирующеii: 
функции. Действительно , можно построить пример такой обла
сти R , для которой функция Грина не существует . Тем не менее
;з;ля всех рассматриваемых нами областей функция Грина суще
ствует . 

Для квадратной мембраны , например , функцию Грина мотно 
построить таким же образом , как для струны или стержня , а имен
но с помощью нормированных собственных функций , найденных 
в п .  3, причем норма определяется по формуле 

\ \ и l f2 = (Ни ,  и) = - ) ) �ии dх dу .  
R 
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Если обозначить ;эти собственные функции через и1 (х , у) , 
и2(х , у) , . . .  , ип (х ,  у) , . . . , то функцию Грина k (х, у , � .  ТJ ) 
можно задать с помощью ряда 

со 
k (х ,  у , �. ТJ) = � ип (х ,  у) ип ((; , ТJ} 

n= 1 

точно так же ,  как и в гл . V ,  п .  1 .  Этот ряд не будет сходиться 
в тех точках (х , у , �. ТJ } , для которых х = � .  у = Т] ;  в них функ
ция Грина обращается в бесконечность . Однако интеграл 

J J k (х , у , (; ,  ТJ )  и ( (; ,  ТJ)  dsdТJ будет сходиться , в чем можно убе
диться , принимая во внимание свойства главной части k , а имен
но F = ( -2л)- 1  log r .  Таким образом , искомый обратный опе
ратор к = н- 1= (- ,::l)- 1 ' определенный по формуле 

К и =  J J k (х , у , (; , ТJ) и ((; , 11) d(; dТJ , 

существует. 
В отличие от функции Грина для струны ИJIИ стержня , г;:�,с 

мы имеем дело с обыкновенными дифференциальными уравнения
ми . функция Грина для мембраны 

1 
k (x ,  у , (; ,  11) == - 2Л log r + y (x ,  у , (; ,  ТJ) 

обращается в бесконечность при х = (; , у = Т] .  Этот факт являет
ся чрезвычайно важным для нашей теории , поскольку он озна
чает . что метод функционального пополнения , которым мы поль
зовались в рассмотренных ранее задачах , в данном случае уше 
не применим. В этом можно убедиться , проанализировав исподь
зовавшиеся там рассуждения . Нетрудно показать , что такое 
явление имеет место всегда , когда число независимых перемепных 
больше половины порядка дифференциального уравнения . Тем не 
менее псевдофунr;,ционалъное пополнение по-прея>пему возможно 
и может быть использовано для тех же целей , хотя оно будет 
более сложным , чем функциональное .  В этом случае функция 
Грина называется псевдовоспроиаводящим ядром, (см . Ароншайн 
[2 ] , Аронтайн и Смит [2 ] } .  

П о  аналогии с задачей для струны рассмотрим пространст
во � функций и(х, у) Е с<2 > , равных нулю на границе , скалярное
произведение в кoтopolii определено формулой 

(и , v) = �  I )  Ku - v dx dy , 
R 

и прос'l'ранство n<o >  функций класса с2> с усJiовием ди!дп = ()> 
на границе . Тогда таким же способом, как и ранее , мы докаже.\r ,  
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Ч Т О  R с S't<O > .  Однако для того , чтобы показать , что Ки Е с<21 , 
пам понадобится двумерный аналог ранее доказанной теоремы 
() существовании и" (х) . Он называется т е о р е м о й Л и х  -
т е н ш т е й  н а (см. Соболев [ 1 ] ) : 

Если w (х , у) - проиаво.льная фующия пространства Щ21 
{ер . гл . V,  п .  4) , то фующия 

и (х, у) = - ;n J J log r (x , у , 6 , 'I'J) w (6, 'l')) ds d'I'J 

.ц .м еет почти всюду вторые частные проивводные и;:�: и и;у. 

Доказательство является значительно более сложным, чем 
·в одномерном случае ,  и потому мы отсылаем читателя к работам 
. .Лихтенштейна [ 1 ]  и Фридрихса [4 ] . Аналогичные теоремы в более 
общем случае доказаны , например , в работе Морри [ 1 ]  (см. танже 
имеющиеся там ссылки) . Следует отметить , что , хотя в наждой 
из рассматриваемых задач мы эффентивно вычисляем фуннцию 
Грина , не используя фундаментальное решение (и тем самым 
не прибегал н принципу Дирихле) , в наждом случае все же следует 
находить это решение для доназательства того факта , что соб
·ственные функции дифференцируемы достаточное число раз , 
и потому их можно рассматривать в начестве решений исходной 
задачи на собственные значения для данного дифференциального 
уравнения. 

8. Функция Грина для закрепленной пластины. Исходя и з  
фуннции Грина для мембраны , можно без труда построить фунн
цию Грина для заирепленной пластины . Будем сокращенно 
обозначать точку (х , у) через z, точку ( 6 , '1')) через z' , а выражения 
.dx dy и d6 dч через dz и dz' . Если обозначить теперь через g (z ,  z')  
.фуннцию Грина для мембраны , то исномую функцию Грина для 
заирепленной пластины , ноторую мы будем обозначать через 
_g2 (z , z') , можно представить в виде 

g2 (z, z ' )  = J J g (z , z") g (z" , z ' ) dx" dy" .  
R 

Действительно , если ��и = f ,  то имеет место следующеЕ> 
fравенство : 

J J g2 (z ,  z ') f (z ' ) dz ' = 
= J J J J g (z ,  z") g (z" , z ' )  f (z ' )  dx" dy" dx' dy' = и  (х, у) 
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'для доказательства достаточно поменять порядок интегрирования 
IЗ О втором интеграле) . Кроме того , из определения g2(z , z') еле-
дует , что 

�(z ' )  gz (z ,  z') = - g (z , z')  (z =1= z ' ) , 

rде � (z ' ) обозначает лапласиан по переменным s и '11 · Отсюда 
вытекает , что при фиксированном z функция g2 (z , z' ) удовлетворяет 
краевым условиям g2= �g2= О и, значит , действительно являет
ся искомой функцией Грина для закрепленной пластины. (Ясно , 
что подобный метод непригоден в случае зажатой пластины , 
поскольку краевые условия в этом случае не совпадают с усло
виями для закрепленной мембраны. )  

Как и прежде , мы можем сказать , что интегральный опера
тор К с ядром, равным функции Грина g2 , является обратным 
к оператору �� в том смысле , что для любой функции и (х, у) 
функция 

v (х,  у) = К и (х , у) = J J gz (х, у, s. 11) и (s, 11) ds dfJ 

будет решением краевой задачи ��v (х , у) = и (х, у) в R ,  v = 
= �v = О на С. 

У П Р А Ж Н Е Н И Е  
1 .  Провести подробную проверну того , что 

g2 (z , z ' ) = \ J g (z ,  z") g (zn ,  z ') dx" dy" 
· в  

является фуннцией Грина для закрепленной пластины. 

9. Функция Грина для зажатой пластины. В случае оператора 
Н = �� с краевыми условиями и = ди!дп = О (зажатая пласти
на) стандартные рассуждения показывают , что 

1 F (x, у , s , fJ) = sп r2 log r 

является фундаментальным решением . Действительно , поступая 
так же , J{aR и в предыдущих случаях , мы приходим к уравнению 

J J ��u dx dy = S J j8 dx dy = 1 = J 88�u ds, 
� � с 

откуда следует ,  что 

lim \ д!J.F ds = 1 . 
8-+0 J дп с 
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Таним образом ,  мы можем положить d!:!F/dn = (2:rtr)-1 или !!.Р -= = (2:rt)-1 log r .  В полярных ноордипатах !:!F выражается следующю1 
образом : 

так что в пашем случае 
1 д 1 - -д (rFг) = -2 log r, r r :rt 

откуда мы паходи11I фундаментальное решение F = (1 /8л) r2 (log r - 
- 1 ) . Н о  функция ( 1/8л) r2 является регулярным решением урав
нения 11/!.и = О. Таким образом , решение F = (1 /8л) r2 log r 
также является фундаментальным. 

Поснольну фундаментальное решение F (х , у , 6 ,  'I'J) ограни
чено , а :компенсирующая часть , будучи регулярным решением . 
танже ограничена , фупнцин Грина (обозначим ее через g1 1 ) на:к 
сумма этих двух фуннций будет танже ограниченной , и ,  значит . 
мы можем осуществить фупнциональпое пополнение та н же , на :к 
и в случае струны или стержня . То , что номпепсирующая часть 
существует,  нажется весьма вероятным в силу припципа Дирихле.  
Мы донажем это строго , построив фупнцию g1 1  другим способом (см . Заремба [ 1 ] , [2 ] , Аронтайн [5 , стр . 386] ) . 

Обозначим через � пространство фуннций и (х ,  у) = и (z) , гар-
моничесних в области R и т ан их , что интеграл J J и 2 dx dy ноне

R 
чеп, с пормой 1 1 и 1 1 2 = J J и2 dx dy . Нетрудпо поназать, что f!3 об.тrа-

R 
;з;ает воспроизводящим ядром; обозначим его через h (z , z ') . В самом 
деле , если �о - произвольпая точна R и Г - нруг радиуса р с цепт
ром в точне �0 , целином лежащий в R , то в силу известного 
свойства гармоничесних фупнций 

f (�о) = :rt�2 J .\ f Ю d6 d'I'J ,  
г 

откуда с помощью перавеяства Н.оши - Буняновсного мы no.'lyчи�t 
следующее перавенство :  

1 t (�о) 1 -< :rt�2 [ J J d6 d'I'J J 112 [ J J 1 f (�) 1 2 ds d'I'J , J 1 12 < 
г г 
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из которого вытекает существование воспроизводящего ядра 
'(гл . V, п. 6) . Из этого неравенства следует также , что nростран
ство \8 является nолным и, следовательно , гильбертовым. Дейст
вительно , если nоследовательность {/n }  является nоследователь
ностью Коши в смысле сходимости по норме \8, то {fп ( � 0) } будет 
сходиться равномерно по � о Е R ,  и nредельная функция такой 
nоследовательности гармонических функций является также гар
монической (см .  Петровский [ 1 ] *) . 

Тогда искомая функция Грина g1 1 (z , z1) задается формулой 

g11 (z , z 1) = � � g (z ,  z ' )  g (z ' , z1) dx' dy ' -

- � � g (z , z ' ) dx' dy ' � � h (z ' ,  z") g (z" , z1) dx" dy" , 

где g - обычная функция Грина для закрепленной мембраны 
(п . 5) .  В самом деле , мы npoвepиl\I сейчас ,  что функция g1 1 (z , zt ) 
обладает требуемыми свойствами функции Грина , а именно что 
� �gн = О при z =1= z1 в R ,  g1 1 =  дg11/дп = О на С . 

Используя свойства функции g, nолучаем 

�g11 = g (z, z1) - ) ) h (z , z") g (z" ,  zt) dx" dy" ,  

откуда следует ,  что � �g1 1 =  О ,  nоскольку обе функции в правой 
части являются гармоническими . Ясно также , что g1 1 =- О на С ,  
так как  g на  границе обращается в нуль . Наконец , докажем , 
что дg1 1/дп = О на С.  Для этого заметим , что в силу формуды 
Грина 

J J �g11 · p dz - � J g11�p dz =  J 8ff�1 p ds - ) g11 �� ds 
с с 

условие дg1 1/дп = О на С эквивалентно условию ) J �g1 1 ·pdz = О 
для любой гармонической функции р 1) . Но из наnисанного выше 
выражения для �g1 1 видно ,  что �g1 1 равна разности между g (z , z1) 
и ее nроекцией на � ;  следовательно , скалярные nроизведения 
этих функций на любую функцию р Е \8 равны. Таким образом , 
(�g1 1 , р) = О ,  что и требовалось доказать . 

1) В самом деле , по формуле Грина в силу того , что !1р = О, gн 1 с =- 0, 
имеем 

J J 11gн ·Р dz = J д:�� р ds . 

с 
Остается заметить, что в подинтегральном выражении правой части р -
любая непрерывная на границе С функция . - Пр иж . ред. 
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10. Функциональное пополнение пространства в случае зажа
той пластины. Обозначим через R пространство допустимых 
функций и (х , у) в задаче о колебаниях зажатой пластины . 
т . е .  пространство функций и Е с<4' , удовлетворяющих условиям 
и = ди!дп = О на границе , с нормой 1 1 и J J 2= J J (11и)2 dx dy .  

Это пространство не будет полным. Однако мы можем , как и в рас
смотренных ранее задачах , произвести функциональное попол-
нение , в результате чего получим гильбертово пространство П. 
Функции и (х , у) = и (z)  исходного неполного пространства � 
удовлетворяют уравнению 

и (z) = J J k (z ,  z ' )  1111и (z ' )  dz' = J J 11(z ' )  k (z ,  z ' )  11и (z ' )  dz' . 

Рассмотрим теперь класс всех функций и(z) вида и (z) 
= J J 11(z' ) k(z , z' ) f(z') dz' , где от f (z') мы требуем только , чтобы она 
принадлежала 2�2 > (гл . V, п. 4) . Тогда из свойств интеграла 
Лебега следует (ер . с замечаниями в гл . V ,  п. 7) ,  что этот класс 
является полным и что множество R плотно в нем , так что рас-
сматриваемый класс можно отождествить с R. Аналогично , если 
мы обозначим через st<o> пространство допустимых функций в слу
чае закрепленной пластины , то любую функцию , принадлежащую 
S{'<o> , можно задать в виде 

и (z) = J J 11(z ' )g2 (z , z') f (z ' ) dz' = - J J g (z , z ' )  f (z ') dz' , 

где g - функция Грина для закрепленной мембраны, а f - произ
вольная функция из Щ2' .  

Пользуясь языком электростатики или теории тяготения , мож-
но сказать , что любой элемент пространства R<o >  является гри
повс-ки.м потепциало.м функции f Е Щ2' . 

Построенные полные пространства R и Si"<o> будут ю·рать. 
в дальнейшем важную роль благодаря следующему обстоятель
ству.  Неполное пространство R не является подпространством 
st<o> , поскольку функции этих пространств удовлетворяют раз
личным краевым условиям : ди/дп = О и 11и = О соответственно . 
Но при пополнении (ер . гл . V ,  п .  7) стабильные условия , т .  е .  такие , 
которые содержат производвые порядRа , меньшего , чем половина 
порядRа дифференциального уравнения (в нашем случае мень
шего 2) , сохраняются , а нестабильные , т. е. условия порядRа 2 
или более , теряются (см. Соболев [ 1 ] * } ,  и мы можем доi\азать. 
нужное нам вRлючение i с: S{<o> таRим же методом, RaR и :в l'л . V .  
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п .  8. Как мы уже указывали ранее , это включение является очень 
важным по следующей причине . В гл . VI I I  и IX мы рассмотрим 
метод Вайнштейна для линейных операторов в абстрактном гиль
бертоном пространстве 2. Как будет выяснено в этих главах . 
успешное пр именение этого метода зависит от того , сможем 
ли мы найти объемлющее пространство 2<о> так , чтобы 
2 с 2<о> . В гл . Х мы покажем, что пространства R и Яi<о> , кото
рые являются гильбертовыми пространствами , такими , что 
5{ с ft<O> ,  можно отождествить с абстрактными пространства
ми 2 и 2<о> метода Вайнштейна . Тем самым установленные 
в абстрактном случае теоремы существования и сходимости авто
матически переносятся на краевые задачи. 

В следующей гл . VI I мы рассмотрим метод Вайнштейна в его 
первоначальной фopllle ,  не привлекая теорию операторов в гиль
бертовом пространстве и ,  следовательно , не затрагивая вопросов 
существования и сходимости . 



ГЛАВА VII 

МЕТОД ВАЙНШТЕйНА В ЕГО 
ПЕРВОНАЧАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

1 .  Метод Вайнштейна в случае зажатой пластины. В атой 
гааве мы рассмотрим метод Вайнштейна в той форме , в которой 
он первоначально рассматривался в работе Вайнштейна [ 1 ] , 
т .  е .  без привлечения теории гильбертоных пространств и линей
ных операторов . Вследствие этого все вопросы существования 
и сходимости будут отложены до следующих глав . 

Метод Вайнштейна будет изучен на примере задачи на соб
ственные значения для зажатой пластины 

Ни - Ли = !1!1и - Ли = О, 

и �-= д и! дп = О на С.  Функция и яш:rяется допустимой , если 
и Е сш и удовлетворяет этим краевым условиям. Следуя Вайн
штейну , зададим скалярное произведение формулой (и ,  v) = 

J J иv dx dy . 
R 

\1ы видели ,  что собственные числа этой задачи 

определенные сначала как такие значения Л , при которых урав
нение Ни = Ли имеет нетривиальное решение , можно охарактери
зовать также как минимумы вариационной задачи . Налагая 
дополнительные условия на допустимые функции , например тре
буя , чтобы они принадлежали подпространству Рэлея - Ритца . 
мы можем тем самым получить оценку сверху для собственных 
значений . 

Но для получения оценок снизу необходимо ослабить эти 
условия .  Один из способов заключается в ослаблении граничных 
условий, в результате чего мы приходим к так называемой базо
.tJой задаче , собственные значения которой 
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дают оценки снизу для соответствующих собственных значений 
исходной задачи . При этом базовая задача должна быть выбрана 
так ,  чтобы мы могли эффективно найти ее собственные значения и 
<<вставиты> между ней и исходной задачей последовательность про
межуточных задач , собственные значения которых легко вычи
сляются и к тому же стремятся к собственным значениям исходной 
задачи. В этом случае можно составить следующую бесконечную 
таблицу (стрелки , направленные снизу вверх , обозначают моно
тонную сходимость снизу) : 

ТАБЛИЦА ВАЙНШТЕЙНА 

1-н про- 2-н про- n-11 п ро-
Б азовая межуточ- межуточ- межуточ- Исходнан 
задача нан з а- нан за- нан за - задача 

дача дача дача 

1 -е собственное Лtо < Лн <  Atz <· · · < Atn -<: . . . /' Лt 
значение 

2-е собственное Лzо < Az t -< Лzz < · · · < Azn -<: . . • /' Лz 
значение 

т-е собственное Ато <  Amt -<: Amz <· · · < Атп -<. . . .  /' Am 
значение 

t t t t t 
+ со  + со  + со + со  + со  

В каждой строке и каждом столбце этой таблицы расположена 
неубывающая последовательность вещественных чисел ; п-й стол
бец дает последовательные собственные значения п-й промежуточ
ной задачи , а т-я строка дает последовательность т-х собствен 
ных значений различных промежуточных задач , которые с каж
дым шагом все лучше и лучше аппроксимируют исходную задачу . 

2. Задача о закрепленной пластине как базовая задача для 
зажатой пластины. Если зажатая пластина имеет форму квадрата 
или любую другую форму , отличную от круга , то ее собственные 
частоты , т. е. квадратные корни из собственных значений , нельзя 
выразить точно через элементарные или протабулированные 
специальные функции . Однако , используя метод Вайнштейна , 
можно связать эти собственные значения с собственными зна
чениями задачи о закрепленной квадратной пластине , для которой 
единственным заданным условием является условие и = О , а вто
рое условие 11u = О является естественным . Задача для закреп-
10 с. Гулд 
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ленной пластины будет базовой,  а промежуточные задачи мы полу
чим , налагая последовательно краевые условия , соответствующие 
все большему и большему защемлению края пластины , которые 
в пределе становятся эквивалентными краевому условию ди/дп = = О для зажатой пластины . 

Осуществление этой программы liiЫ начнем с того , что вычис
лим собственные значения для закрепленной пластины . А именно 
мы покажем , что они равны квадратам собственных значений 
мембраны такой же формы , а соответствующие собственные 
функции для обеих задач совпадают .  Дифференциальное урав
нение для мембраны , будучи уравнением второго порядка , значи
тельно проще , чем уравнение четвертого порядка для пластины , 
а собственные значения квадратной мембраны полностью извест
ны (гл . VI , п. 3) . После этого мы приступим к решению промежу
точных задач , которые также можно свести к краевым задачам 
для уравнений второго порядка . Таким образом , мы будем полу
чать все более точные приближения снизу для собственных зна
чений задачи о колебаниях зажатой пластины , решить которую 
иным способом не представляется возможным 1) . 

Поскольку с помощью метода Вайнштейна можно получать 
последовательные приближения снизу , его можно эффективно 
использовать в сочетании с методом Рэлея - Ритца , который 
дает последовательные приближения сверху . 

Дифференциальное уравнение четвертого порядка L\L\и -
- Ли = О в случае закрепленной пластины сводится к краевой 
задаче для уравнения второго порядка следующим образом . 
Ес.'Iи и (х ,  у) - собственная функция закрепленной пластины , 
мы имеем 

(L\ L\  _ Л) и = (L\ _ Лt/2) (L\ + Л t/2) и = (L\ _ Л t/2) и = о , 
где (L\ + f.. 1 /2) и обозначено через u. Очевидно , что функция и 
равна нулю на границе , поскольку L\u и и в отдельности обра-
щаются в нуль .  Но тогда u должна быть равна нулю всюду в обла
сти , иначе - f.. 1 /2 было бы собственным значением закрепленной 
мембраны , а это невозможно , поскольку , как мы выяснили в гл . VI , 
все собственные значения мембраны положительны . Значит , и = 
= (L\ + f.. 1 /2) и = О тождественно .  Но этот результат означает , 
что каждая собственная функция закрепленной пластины являет
ся также собственной функцией мембраны , а собственное значе
ние 1.. 1 1 2 , отвечающее функции и как собственной функции мембра
ны , является квадратным корнем из Л. - соответствующего соб-

1) В свяэи с этой эадачей см. тав:же работу Трефтца [ 3 ]  и ее обобщение 
в статьях Рафальеона [ 1 ] ,  [ 2 ]  и Бирмана [ 1 ] ,  [2 ] .  Обэор этих работ имеется 
в в:ниге Михлина [ 1 ] . - При:м .  ред.  
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ственного значения закрепленной пластины . Очевидно , что верно 
таюnе и обратное , т .  е. каждая собственная функция мембраны 
является также и собственной функцией закрепленной пластины. 

3. Промежуточные задачи. Установив таким образом ,  что 
между задачами на собственные значения для мембраны и для 
закрепленной пластины нет существенной разницы , можно счи
тать , что наша базовая задача решена .  Будем теперь последова
тельно добавлять к условиям для закрепленной пластины новые 
краевые условия , чтобы в пределе получить задачу для зажатой 
пластины . 

Для определения промежуточных задач возьмем последова
тельность линейно независимых функций 

Pt (х , у) , Р2 (х ,  у) ,  . . .  , Pn (х . у) ,  . . . . 

По причине , которая скоро выяснится , будем предполагать эти 
функции гармоническими , т .  е .  что !J.p i = О . 

В нашей базовой задаче мы имеем краевое условие и = О .  
Добавив n условий 

r аи 

J Pi (s) aп ds = O , 
с 

получим п-ю промежуточную задачу . Другими словами , мы 
требуем , чтобы производпая ди/дп удовлетворяла условиям 
J Рi (диlдп) ds = О для n функций р1 , р 2 , • • •  , Pn , а не для всех 

с 
функций р ,  как это будет в случае зажатой пластины , т .  е .  при 
условии ди/дп = О .  Будем называть эти условия вспо:могатель
ны:ми. 

Мы уже знаем , что в таблице Вайнштейна 

Лtо Лн Л12 Аtп 
Л2о Л21 Л22 Л2п 

составJiенной для значений i = 1 , 2 ,  . ,  n , числа ,  стоящие 
в i-м стоJiбце , образуют неубывающую положительную последо-

10* 



148 ГЛ. VII .  М Е Т О Д  ВАЙНШТЕЙНА В ЕГО ПЕРВОНАЧАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

вательность , так как они являются собственными числами i-й зада
чи , т. е. минимумами вариационных задач при последовательном 
наложении все более жестких условий ортогональности . Но , по
скольку функции р; (х , у) - гармонические (см. замечание выше) , 
вспомогательные условия 

' ди р .  - ds = O  z дп с 
можно также выразить в терминах ортогональности .  В самом деле , 
по формуле Грина мы имеем 

(р , ди) - (и , др) = J ( Р  :� - и �� ) ds, 
с 

и, посколы{у и =-- О на С, а дрi = О в R , условия 

) Pi (s) �� ds = O  ( i = 1 , 2 , . . .  , n) 
с 

эквивалентны условиям 

(pi , ди) = ) J piди dx dy = O .  

Тогда т е  ж е  рассуждения , которые применялись для столбцов , 
показывают , что в строках таблицы расположены неубывающие 
последовате.льности по.ложительных чисел . 

Предположим теперь , что функции р1 (х ,  у) ,  р2  (х , у) , . .  . 
выбраны так , что последовательность р1 (s) , р 2  (s) ,  . . .  , Pn (s) , . . . 
образует полную систему функций на границе в том смысле , что 
если .\ qJ (s) р ; (s) ds = О для всех i ,  то функция qJ (s) тождествен-

с 
но равна нулю . Относительно возможности такого выбора см. п .  10 .  
Тогда последовательность элементов т-й строки будет , по-види
мому ,  сходиться к т-му собственному значению зажатой пластины 
(это будет доказано в гл . IX и Х) . 

4. Естественные краевые условия. Ясно ,  что , пока задано 
нонечное число краевых условий указанного вида , у нас есть 
воз11южность задать их в большем числе ; другими словами , эти 
условия не исключают естественных краевых условий . В гл . VI 
было установлено , что естественным краевым условием для 
закрепленной пластины является ди = О.  С помощью тех же рас
суждений мы покажем сейчас ,  что естественные краевые условия 
для п-й промежуточной вадачи состоят в том , что функция д и  
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принадлежит 
Р1 (s) , Р2 (s) , . 

подпространству , натянутому 
• •  , Pn (s) ;  другими словами , 

n 

L�.Umn = � amkPk (s) 
k= i 
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на n фующий 

на границе . Здесь итп обозначает т-ю собственную функцию 
п-й промежуточной задачи , а атk- некоторые пока еще неопре
деленные постоянные . 

Общий ход рассуждений,  которые являются типичными для 
вариационного исчисления , остается таким же , как и в п. 1 3  
гл . I V ,  посвященном естественным краевым условиям . Детально 
эти рассуждения проводятся ниже.  

Пусть 'А - один из последовательных минимумов 

'Aln > 'A2n > • • . ,  Am ,n 

п-й промеri\уточной задачи , и пусть и - соответствующая мини
мизирующая функция . Тогда в обозначениях гл . VI 

'А =  min (�и ,  � и) 
( и

, и) 

при обычных рекурсивных усJювиях ортогональности , а вариация 
соответствующего выражения (�и,  �и) - 'А (и ,  и) выглядит , ,  сле
дующим образом: 

(��и - 'Аи,  v) + .\ ( �и :� - v а:: ) ds . 
с 

Эта вариация до:rжна обращаться в нуль для любой допустимой 
функции v, такой , что 

� дv 
Pk - ds = O  дп 

с 
(k = 1 , 2 ,  . . . , n) . 

Таким образом , рассуждая как обычно (гл . IV,  п .  13) , мы полу
чим , что 

1 �и -.!!.!!... ds = O � дп 
для любых v с указанными свойствами . 

Другими словами , если мы рассмотрим векторное простран
ство ,  состоящее из функций р (s) ,  скалярное произведение в кото
ром определено формуJ1ОЙ 

(р, q) = .\ pq ds , 
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то 11и ,  рассматриваемая как функция на границе , ортогональна 
ко всем функциям дv!дп ,  которые ортогональны р1 (s) ,  р2 (s) ,  . . . 
. . . , Pn (s) .  А это означает (ер . гл . I, п .  5) , что 11и принадлежит 
подпространству ,  натянутому на р1 (s) ,  р2 (s) ,  . . .  , Pn (s) .  

Таким образом , для нахождения 'Лтп , собственных значений 
п-й промежуточной задачи, нужно найти такие решения диф
ференциального уравнения 

1111и - Ли = О , 

которые удовлетворяют заданному краевому условию и = О ,  
вспомогательным: краевым условиям 

(pk ,  11и) = О или � Pk (s) :� ds = О 
с 

и,  наконец , естественным краевым условиям 
n 

11итп = � amkPk (s) .  
k= 1 

(k = 1 ,  2 , . . . , n) 

5. Сведение к уравнениям второго порядка. В рассматриваемом 
частном случае эту задачу можно решить , воспользовавшись 
изложенным выше методом сведения к уравнениям второго поряд
ка . Зафиксируем т и будем рассматривать т-е собственное зна
чение каждой из промежуточных задач . При этом для упрощения 
обозначений первый индекс будет опускаться . :Кроме того , мы 

будем писать fL B!IIecтo VI" и 2fLnak вместо amk . где fLп = Vлn .  
Тогда естественные условия мошно переписать в виде 

Если 

n 

Лип = 2j.Ln � akPk (s) . 
k = i  

� - 1 положить и = z + z , где z = 2/t (l1 + fL) и ,  то из уравнения 

(11/1 - Лl) и =  (11 - fLl) (Л + fL/) и = О 

следует , что (Л - fLl ) z = О. 
Далее , применяя к обеим частям равенства (/1 + fLl) и = 2iz 

оператор /1 ,  получае:\I равенство 

которое , если принить во внимание, что 1111и = Ли ,  можно пере
писать в виде 
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или fl-U + .!lи = 2.ilz, поскольку л = fl-2 • Но и =  z + 'Z и Llz = /!"Z. 
так что окончательно получаем (.il + /!) z = О . Тогда , СI\Ладывал 

равенства (.il - /!) z = О и (.il + f.-t) z = О, имеем 

.!l (z+ z) + fJ. (z - � = 0, или ilи = fJ. (z - z) .  

Из краевых условий следует , что 

U = z + z = O  на с 
и 

отнуда 

n 
� и - � - = z - z =  2 � akpk (s) , 
f!. 

k =  1 

n n 

Z = - � akpk (s) , z = � akpk (s) , 
k= 1 k = 1  

т .  е. функции z и z являютел решениями однородных уравнениii 

(.il + f.-t) z = О  и (fl ·- f.-t)Z = О  с неоднородными краевыми условиями . 
Эти однородные уравнепил с неоднородными краевыми уело

вишни можно свести обычны!II способом к неоднородным уравне
ниям с однородными краевыми условиями . Для этого рассмотрим 
функции 

v = z + � akpk (x , y) , V = Z- � akpk (x , y) . 

Тогда , поскольну функции Pk гармонические , v и v уд овлетворлют 
уравнениям 

n 

11v + fl-V = fl- � akpk , 11v - fl-V = f..t � ak Pk , 
k= 1 

однородным краевым условиям v = v = О и вспомогательным уело 

вилм (pk , 11и) = (Pk , 11v + !1v) = о . 
6. Интегрирование уравнений второго порядка . Определитель 

Вайнштейна. Интегрирование второго из этих уравнений , а именно 
д.v- fl-V = f.-t � akpk , f.-t = VX > О, не вызывает трудностей . В самом 
деле , мы знаем , что собственные значения оператора Н = - 11  
положительны, так что однородное уравнение !1v- izj = О ,  где 
v. = VX > О, имеет только тривиальное решение . Следовательно, 
по свойству резольвенты (г:т . IV ,  п .  5) соответствующее неодно-

родное уравнение 11v- fl-V = f.-t � akpk имеет единственное равное 
нулю на границе решение вида 

n 

V'= fl- � aivi ,  i =  1 
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где VJ одновначно определяются ив уравнений 

дvJ - iiJJ = PJ •  Vj = о на с. 
Каждую функцию VJ = R-JJ.Pi можно равложить в ряд Фурье 
по собственным функциям uk уравнения ДJIЯ мембраны: 

00 - � и 
Vj = R_11pj = - � (PJ ,  Ua) _+а 

1 
0" = 1 

/.1. Юа 

где Фа есть а-е собственное вначение мембраны . 
Однако при интегрировании второго уравнения 

дv + f.tV = f.t � akPk 
могут вовникнуть вначительные трудности . Действительно , мо;нет 
окаваться , что f.tn • равное положительному квадратному корню 
ив собственного вначения п-й промежуточной вадачи для вакреп
ленной пластины , равно одному ив собственных вначений Фа 
мембраны , и в этом случае равложение револьвенты будет иметь 
нуль в внаменателе . Если же f.t не является собственным вначе
нием уравнения колебания мембраны , то решение найти нетрудно . 
Rак и в рассмотренном выше случае , решение единственно и име
ет вид 

где 

n 
V = f.t � ajVj ,  

3 = 1 

00 

Таким обравом, оставляя на некоторое время в стороне труд
ный случай, когда f.tn является собственным вначением Фа мем
браны, мы будем иметь 

где 

n n 
и = v + v = f.t � a1 (v1 +vJ) = f.t  � аJи1 , 

i = 1 j = 1 

00 -
2 � ( ) I00Ucr Uj = Vj + Vj = 7 r  PJ , Ua 2 2 • ...... 1.1. - (J)(J 

0"= 1 

Тогда вспомогательные условия можно ваписать в виде 
n 
� aJ (pk , диJ) = О  

3 = 1 
(k = 1 , 2 , . . . , n) . 



6 . ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДНА 153-

Заметим , что п неизвестных а1 ,  а 2 ,  • • •  , an не могут одно
временно быть равными нулю , тан как 11 было бы тогда собствен
ным значением уравнения мембраны . 

Таким образом, определитель 1 (p k , l!:.иj) 1 ,  называемый опре
делителем Вайнштейна , должен равняться нулю , и мы прихо
дим к следующему результату : 

Если Лтп • собственное значение п-й промежуточной задачи , 
не является в то же время собственпым значением базовой задачи , 
то при любых фипсированных т и п число l1mn = Vt.mn является 
порнем 11 = l1mn уравнения 

(j , k = 1 , 2 , . . .  , п) , 

где иj = Vj + Vj , а 11 входит в выражепия для Vj и Vj согласпо при
ведеппым выше формулам . 

Проводя рассуждения в обратном порядке , можно доказать , 
что квадрат любого корня этого уравнения при условии , что 
этот норень не является собственным значением базовой задачи , 
будет собственным значением по крайней мере одной из проме
жуточных задач , причем кратность этого собственного значения 
равна кратности корня (см . Вайнштейн [ 1 ] ) .  

Для того чтобы выяснить , как входит 11 в определитель Вайн
штейна 1 (p k , l!:.wj) 1 , поступим следующим образом. Считая соб
ственные функции мембраны и1 ,  и2 , • • • нормированными , запи
шем равенство Парсеваля (гл . I ,  п. 6) 

= = 
(pk ,  l!:.wj) = � (pk , иа) (l!:.wj , иа) = � clj'-J (l!:.wj , иа) · 

cr= 1 u= 1  
Но в прежних обозначениях мы имеем также Шj = Vj  + vj , где 

Следовательно, 

00 { j )  
Vj = - � :�и�сr ' 0' = 1 

i.Vj - �j = Pj · 

(l!:.wj , иа) = (!!:.vj +  l!:.vj , иа) = (2pj + l1 (vj - vj) , иu) = 



·154 ГЛ.  VII. МЕТОД ВАЙНШТЕЙНА В ЕГО ПЕРВ ОНАЧАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

Подставляя это выражение для (L'lwj ,  иа) в равенство Парсе
валя для (р " ,  L'lwj) ,  мы получаем искомое уравнение для /.t = 
= /.t<n> - собственных значений п-й промежуточной задачи , кото
рые не совпадают с собственными значениями базовой задачи , 
а именно: 

00 

1 � (j , k = 1 , 2 , . . . .  n) . 

<1 = 1 

7. Резюме. Подведем итог изложенным результатам относи
те.тiьно метода Вайнштейна . Для того чтобы оценить снизу соб
ственные значения , которые определяются как минимумы вариа
ционных задач , мы должны построить базовую задачу с более 
слабыми условиями . В случае квадратной зажатой пJrастины , 
который мы используем для иллюстрации , заданные краевые 
условия соответствующей задачи являются настолько сильными , 
что они исключают какие бы то ни было естественные краевые 
условия . Для того чтобы получить более гибкую задачу , некото
рые из этих заданных условий опускаются , и тем самым задача 
·сводится к задаче о закрепленной пластине с естественным крае
вым условием L'lu = О ; ее можно решить явно . После этого 
ыы начинаем восстанавливать исходные краевые условия , посте
пенно добавляя вспомогательные условия ; берем произвольную 
последовательность линейно независимых функцийр1 (s) , р2 (s) , . . .  
. . . , Рп (s) , . . . на границе и требуем , чтобы и удовлетворяла 
ус.човиям ) Pi (ди!дп) ds = О , но не для всех P i (это снова при
вело бы нас к зажатой пластине) , а лишь для первых n функций P i · 
Такое множество вспомогательных условий не исключает естест
венного краевого условия , состоящего в том , что функция L'l u  
должна принадлежать подпространству , натянутому н а  P i (s) , 
.i = 1 , 2 , . . .  , n ,  т .  е .  

rt 

L'lumn = � amkPk 
k= 1 

при некоторых постоянных amk , не равных нулю одновременно .  
Кроме того , Umn должна также удовлетворять вспомогательным 
ус.1:овиям, и это дает нам систему линейных уравнений для amk , 
определитель которой должен равняться нулю.  Приравнивая 
нулю этот определитель ,  получаем уравнение , которому удов
:�етворяют собственные значения промежуточной задачи , которые 
не являются в то же время собственными значениями базовой 
задачи . 
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8. Консервативные собственные значения. Естественно,  что 
наша следующая цель состоит в том , чтобы получить харантери
стичесное уравнение , :которому удовлетворяют остальные собствен
ные значения п-й промежуточной задачи , явJrяющиеся танже 
собственными значениями базовой задачи . Тание собственные 
значения мы будем называть понсервативны.ми.  Действительно , 
только тогда , :когда мы определим эти собственные значения , 
:каждое с соответствующей :кратностью , можно будет располо
:шить все собственные значения в п-й столбец таблицы Вайнштей
на и получить тем самым аппроксимацию собственных значений 
исходной задачи . Для того чтобы приписать :каждому ненонсер
вативному собственному значению правильный номер в полном 
спентре , :консервативном и ненонсервативном , необходимо , :конеч
но , исследовать тольно те собственные значения ш базовой задачи , 
:которые меньше данного Л . 

Вайнштейн и здесь предложил метод , позволяющий посJrедо
вательно проверить , не будет ли собственное значение базовой 
задачи собственным значением п-й промешуточной задачи , а сели 
будет , то наной :кратности . Этот метод аналогичен изложенному 
выше с той лишь разницей , что нам придется теперь и111еть дело 
не тольно с постоянными а1., связанными с промежуточной зада
чей, но и с постоянными bj ,  связанными с базовой задачей . 

Этот метод состоит в следующем. Пусть ш = Шп (п = 1 , 2 ,  . . .  ) 
является п-м собственным значением в спентре ш 1 , ш 2 ,  • • •  l\LеМ
браны . Обозначим через r = rп :кратность ш в этом спентре . 
а через uf n> , u�n) , . . .  , и��) базис (не обязательно ортонор.ми
рованный) соответствующего собственного подпространства .  

Теперь мы имеем таную задачу : определить т е  собственные 
значения мембраны , :которые принадлежат также елентру т-й про
межуточной задачи . 

Чтобы решить эту задачу , рассмотрим снова два уравнения 
из п. 5 (вместо !1 мы пишем теперь ш ) 

т т 

�V - ШV = Ш � akpk , 
11.= 1  

�v + шv = ш � akPk · 
11.= 1  

Из того , что у мембраны нет отрицательных собственных значе
ний , по-прежнему следует , что первое из этих уравнений имеет 
единственное (равное нулю на границе) решение при любых зна
чениях постоянных а1 , а2 ,  • • •  , am . Что :касается второго урав
нения , то необходимое и достаточное условие существования 
решения , равного нуJrю на границе , состоит в том , что 

т 

� ak (pk ,  uj) = О (j = 1 ,  2, . . .  , r) 
11.= 1 



156 ГЛ. VII . МЕТОД ВАЙНШТЕЙНА В ЕГО ПЕ РВОНАЧАЛЬНОЙ ФОРМЕ 

для r собственных функций уравнепил мембраны иj , отвечаю
щих ю . Тогда для того , чтобы ю припадлежало спептру т-й про
.межуточпой задачи ,  пеобходи.мо и достаточпо , чтобы т уравпе
пия.м 

(k = 1 , 2 ,  . . . , т) 

удовлетворяла по прайпей .мере одпа фуппция и = v + v, где v и u 
соответствуют различпы.м возложпыл решепия.м систе.мь-с. 
т 

� ah (pk , uj) = О ,  j = 1 ,  2 , . . .  , r ,  вплючая и тривиалъпое реше-
1<= 1 
пие ;  более точпо , пратпостъ р (>- О) числа ю в спептре т-й про
.межуточпой задачи равпа числу липейпо пезависи.мых фуппций и . 

Для того чтобы придать этому критерию удобную форму. 
рассмотрим отдельно три случал r > т, r = т ,  r < т. 

9.  Rонсервативные собственные значения, имеющие большую 
кратность т> m в спектре базовой задачи. Итак , предполо
жим сначала , что кратность ю в спектре задачи о мембране 
больше , чем число функций р1 , Р2 • . . .  , Pm• с помощью которых 
строится т-я промежуточная задача . Тогда число r уравнений 

т 

� ak (Pk • иj) = О , j = 1 ,  2 , . . . , r, больше числа неизвестных , но 
k= J 

эта система имеет во всяком случае тривиальное решение 
а1 = а2 = . . .  = ат = О , которому соответствуют (поскольку �v -

т 

- юv = ю � akpk и �v + юv = ю � akPk) функции 
1<= 1 

v = О  и v = Ь1и1 + Ь2и2 + . . . + Ьrur , 

где bk - произвольные постоянные . Таким образом, мы имеем 
т 

и = V  И �U =  - ffi  � bkиk .  
1<=1  

Из условий (pk , �v +  �v) = О,  k = 1, 2 ,  . . . , т , получаем систему т 
линейных однородных уравнений 

r 
� bk (pj , Uk) = O  ( j = 1 , 2 ,  . . . , т) 

1<= 1  

с r неизвестными bk . Здесь число уравнений меньше числа неиз
вестных , так что всегда существует одно или несколько иенуле
вых линейно независимых решений , которым соответствует столь
ко же независимых решений и = v для т-й промежуточной задачи. 
Таким образом , мы получили следующий результат : 
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Собствеппое зпачепие со ,  l'i,ратпость Т'i,Оторого в cnel'i,тpe задачи 
о :мембрапе больше т , всегда припад.лежит cnel'i,тpy т-й промежу
точпой задачи. 

Кратность р (> О) такого собственного значения со не меньше 
числа линейно независимых решений системы 

r 

� bk (р j , иk) = 0 
k=i 

(j = 1 , 2 ,  . . . , т) . 

Чтобы точно определить р ,  нужно учесть также возможные 
т 

неиулевые решения системы �. ak (pk , иj) = О , j = 1 ,  2 ,  . . .  , г ,  
k= i 

для которых соответствующие v и v удовлетворяют условиям 

(k = 1 , 2, . . .  , т) . 

Хотя мы можем в каждом случае определить кратность каждого 
�о в спектре т-й задачи , дать общее правило нелегко . Заметим , 
однако , что если мы начнем испытывать последовательные соб
ственные значения базовой задачи , то эту трудность можно устра
нить , если выбрать число вспомогательных функций т по край
ней мере не меньшим , че:н кратность г проверяемого собственного 
:значения со .  

10.  Случай 1• = m. Различающие последовательности. Уравне
ние Вайнштейна для консервативных собственных значений. 

r 
В с:тучае г =--= т мы имеем систему � ah (p k ,  иj) = О , j = 1 ,  . . . 1 ,  

k= 1  

и з  г уравнений с г неизвестными а1 , а 2 , • • •  , ar . Очевидно , 
что исследование упростится , ес.ли предположить , что определи
тель 1 (р1, , иj) 1 этой системы не равен нулю . В этом случае систе
"'ш имеет только тривиальные решения а1 = а2= . . .  = ar=  О ,  
и тогда н е  возникает та трудность , с которой м ы  встретились 
ранее в случае г > т. Действительно , мы получаем , что v =- О 
и v = Ь1и1 + . . . + Ьrип так что уравнения (р" ,  llv  + llv) = О .  
k = 1 ,  2 ,  . . . , т , можно переписать в виде 

r 
� bk (PJ , Uk) = O ( j = 1 ,  2 , . . .  , г) . 

k= 1  

Определитель этой системы получается транспонированием опре
r 

делителя системы � ak (p k , и.i) = О и потому не равен нулю . 
k= i 
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Следовательно , Ь 1 = Ь2= . . .  = Ь7= О , и , значит , функция и = 
= v + z; тождественно равна нулю , так что (!) не будет собствен
ным значением т-й промежуточной задачи . 

Простота этого результата побуждает нас выбрать специаль
НЫ!\! образом основную последовательность р1 , р 2 , • • • , которая 
до сих пор строилась произвольно . Будем говорить , что последо
вательность , состоящая из r = rп гармонических функций 
p�n) , p�n) , . . .  , р�:> , является присоединеиной к собственному зна

чению (l)n ,  если определитель 1 (p�n) , и�k)) 1 , j , k = 1 , 2 , . . . , r n ,  
отличен от нуля.  

Справедлива следующая т е о р е м а с у щ е с т в о в а н и я : для, 
каждого п = 1 ,  2 ,  . . .  существует последовательность , присое
диненная, к собственному значению (l)n .  

Для дов:азательства заметим , что тав:ой последовательностью 
является , например , последовательность гармоничесв:их фунв:-
ций р\::> (х , у) ,  k = 1 ,  2 ,  . . .  , rп ,  значения в:оторых на границе· 
равны нормальным производным собственных функций и�n) . 
Действительно , если w = О на границе , то по формуле Грина 
(см . , например , гл . VI , п. 5) мы имеем (р , �w) = J р (дw!дп) ds. 

с 
и ,  следовательно , 

д (n) (p (n) и{n> ) = _ _  1_ (p<n) �и(n) ) = _ _  1_ r p<n) � ds = 
k ' 3 ffiп k ' 3 ffiп J k дп 

= - _!__ r pk<n>p{n) ds . 
ffin J 3 с 

с 

Тав:им образом , определитель 1 (p�n) ,  и�п>) 1 равен с точностью 
до множителя ( - 1/(!)n) r� определителю Грама 

1 J p�n)p�n> ds l ( j ,  k = 1 , 2 ,  . . . , rп) 
с 

для фунв:ций p�n) (s) = ди�п>;дп . Но из линейной независимости 
собственных функций и�п ) (х , у) сразу следует (си. , например . 
Вайнштейн [ 1 ] ) ,  что их нормальные производные p�n) (s) = ди�п)!дп 
тав:же являются линейно независимыми , и ,  следовательно , их 
определитель Грама не равен нулю , что и требовалось дов:азать . 

Назовем теперь различающей последовательностью тав:ую после
довательность линейно независимых гармоничесв:их фунв:ций 
р1 (х , у) , р 2 (х , у) , . . . , в:оторая для любого (!)n , п = 1, 2 ,  . . .  , 
содержит присоединенную в: (!)n последовательность . Промежуточ
ную задачу , построенную при помощи тав:их функций Pi (х , у) , 
будем называть различающей задачей . 
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Такую последовательность легко построить . Для этого можно , 
например , выписать одну за другой присоединенные последо
вательности для каждого ffi м n = 1 ,  2, . . .  , а затем исключить 
из полученной последовательности члены , являющиеся линеiUI
ными комбинациями предшествующих членов . В частности , ес.:1и 
мы положим р<;.' > (s) = ди�п>jдп (n =  1 , 2,  . . .  ; k = 1 ,  2, . . . , r11 ) , 
то тем самым будет построена последовательность , которая одно
значно опреде.:1яется задачей о колебаниях мембраны. Мы будем 
называть ее регу.пярпой различающей последователъпостъю . Заме
тим , что она является полной на границе в том смысле , что только 
тотдественно равная нулю функция может быть ортогональной 
каждой функции P�t (s) последовательности . Это естественно при
водит к предположению , доказанному Аронтайном и Вайнштей
ном [ 1 ] , что спектры промежуточных задач , построенных при 
помощи такой последовательности , сходятся при увеличении n 
к спектру задачи о зататой пластине . R этой теме мы вернемся 
еще в гл . IX и Х .  Отметим здесь только следующий факт (см . Rо
лотти [ 1 ] ) : последовательность P�t (х , у) гармонических функций , 
совпадающих с ди�tlдп в регулярных точках границы , полна в клас
се гармонических функций с интегрируемым квадратом в обла
сти D , имеющей конечное число угловых точек , при условии , что 
каждая функция р непрерывна в D + ')' , где 1' - любая дуга 
границы . не содержащая угловой точки . 

1 1 .  Случай r < m .  Мы готовы теперь рассмотреть третий с лу
чай r < т, когда r = r11 , кратность п-го собственного значения 
ffi = Ш11 мембраны , меньше , чем число т функций р 1 (х , у) , при 
помощи которых построена промежуточная задача . Нам нутно 
определить кратность р = Рп С> О) собственного значения ffi 
в спектре прометуточной задачи. 

Пусть снова u\n> , u�n> , . . .  , u�n> образуют базис собственно
го подпространства ,  отвечающего собственному значению (() , 
и пусть Ра1 , Ра2 , • • •  , Par - последовательность , присоединен
ная к ffi . Чтобы избежать двойных индексов , будем обозначать 
ее через р1 ,  р 2 ,  • • • , Pr ·  Тогда i (Pk ,  u�n>) / =1= 0 , j , k = 1 ,  2, . . .  , r .  

Отметим теперь тот очевидный факт , что , не  изменяя спектра 
промеа;уточной задачи , можно заменить функции р1 , р 2 , • • •  , Pm 
другими функциями р1 , р 2 , • • •  , Pm • которые поротдают то же 
линейное подпространство .  В частности , оставляя первые r функ
ций р 1 , р 2 , • • •  , P r неизменными , можно заменить остальные 
функции Pr+ q •  q = 1 , 2 ,  . . .  , т - r , функциями Pr + q •  каждая 
из которых ортагональна собственному подпространству мембра
ны , отвечающе11rу собственному значению О) . Для этого нужно 
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положить 

Pr+q = Pr+q - l] AqhPh 
h=1 

и определить коэффициенты Aq1 ,  Aq2 , • • •  , Aqr из r условий орта
гональпости 

r 
(Pr+q • U�n> ) = (Pr+q • U�n> ) - l] Aqh (Ph • U�n> ) = О 

h= 1 
(j = 1 , 2 ,  . . .  , r) .  

А это , безусловно, можно сделать, поскольку для каждого фикси
рованного q эта система из r уравнений для определения r неиз-
вестных имеет венулевой определитель 1 (ph , u�n> )  1 · Предполагая, 
что функции Pr+q уже найдены таким способом , для упрощения 
обозначений мы будем опускать крышки над р. Тогда , поскольку 
(ph ,  u}n> ) = О при h > r и 1 (pk ,  u�n> ) 1 =/= О, система уравнений 

т 

l] ak (Pk • u�n> ) = О  сводится к системе 
k= 1 

r 

l] ak (pk , u�n) ) = О  
k= 1 

( j =  1 , 2 ,  . . . , r) 

·С отличным от нуля определителем , и , следовательно , а1 = а2 = . . . 
т 

. . .  = ar = О .  Таким образом , вместо !J.v + wv = ro � akPk мы можем 
k= 1  

т 
писать !J.v + vro = ro � akpk ,  и ,  поскольку функции Pr..-q opтo-

k=r+ t 
гональны собственным функциям u�n> , это уравнение имеет реше-
ние при любых аrн .  ar+Z • • • •  , am . Тогда общее решение уравне-

т 
ния !J.v + rov = ro � akPk запишется в виде 

k=r+ 1 
т r 

� '' Ь (n) v = ro Li apJ - 2J kuk , 
i=r+ 1 k= i 

где постоянные bk произвольны, а функции v1 удовлетворяют урав-
не ни ям 

!J.v1 + rov1 = p1 (v1 = 0  на границе , j = r + 1 ,  . . . , т) . 

Обозначим через v��1 , • • •  , v� некоторый набор частных реmе
.ний этих уравнений. Общее решение можно записать тогда в виде 

r <о) + � С (n) Vj = Vj LJ ja Ua (j = r + 1 ,  . . .  , т) 
0= 1 
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с произвольными постоянными С ia · Если мы теперь опреде:_:им 
функции v i и w = v + v , как и раньше , то будем иметь v = 

т = ffi S ajVj , где vi обозначает (единственное) решение уравнения j=r+ i 

Положим 

Тогда 

дvi - ffi'ijj -= Pi (vi = О  на С; j = r -t- 1 , • . .  , т) . 

,. т 
w = - � bku�n )  + ffi � ajWj . 11= 1 j=r+ i 

Промежуточные граничные условия (pk , дw) = О можно записать 
теперь в виде системы из т уравнений с т неизвестными Ь1 , Ь2 , 
. . • , Ьr ,  аrн . ar+z , . • • , am: 

r m 
� bh (pk , Uhn )) + � aj (pk , дwj) = О  (k = 1 , 2 ,  . . . , т) , h= i  J=r+ i 

и поскольку определитель 1 (Pk ·  u�n)) 1 .  k , а = 1 ,  2 ,  . . .  , r, не равен 
нулю, эту систему можно упростить, выбирая постоянные Cia так , 
чтобы 

(pk , дwr+q) = 0 (k = 1 ,  2 ,  . . . , r; q = 1 , 2 ,  . . . , т - r) .  
Но  если ffi принадлежит спектру т-й промежуточной задачи , то 
числа Ь1 , • • • , Ьr , ar+ 1 ,  • • • , am не равны нулю одновременно, и, 
значит , определитель системы 

( (n )) ( ( n ) ) Pt •  Ul • • • Pt • Ur 

( ( n )) ( ( n )) Pr . ul . . .  Pr · Ur 
о о 

о о 

о о 

о о 

должен обращаться в нуль .  В этом определителе в правом верх
нем углу стоит нулевой блок , поскольку функции Pr+q  ортого
нальны собственному подпространству мембраны , отвечающему 
собственному значению ffi .  В левом нижнем углу также стоит 
нулевой блок , так как (pk , дwr + q) = О . 

Поскольку мы имеем дело с различающей последователь-
ностью , главный минор (p k , u�n > ) , где j ,  k = 1 ,  2, . . .  , r , не равен 
11 С . Гулд 
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нулю , и мы получаем искомое уравпепие Вайпштейпа для -коп
сервативпых собствеппых зпачепий 

(j , k = r + 1 ,  r + 2 , . . . , т) , 
которое дает необходимое условие того , чтобы ro принадлежало 
спектру т-й промежуточной задачи . 

Проводя рассуждения в обратном порядке , можно убедиться 
в том , что велкий корень ro = ffiп уравнения 1 (р ,. , 11wj) 1 = О 
принадлежит спектру т-й промежуточной задачи , и его крат
ность Pn в этом спектре равна т - rп - R ,  где rп - кратность 
ro = ron в спектре :мембраны . а R - ранг матрицы (p k , 11wj) ; 
j , k = r + 1 ,  r + 2 ,  . . .  , т. 

Уравнение Вайнштейна для консервативных собственных зна
чений 11 = ro можно записать в явном виде подобно тому , как 
это делалось в случае 11 �  ro ,  и воспользоваться проведеиными 
там вычислениями. Чтобы различить эти два случал , будем ста
вить крышки над буквами в консервативном слуqае 11 = ro ,  
а эти же буквы без крышек будем использовать в неконсерватив
ном случае 11 � ro . Положим 

т 

Wr+q = Wr+q - � AqhWh 
h= 1 

(q = 1 ,  2 ,  • • •  , т - r) ,  

где постоянные Aqh определяютел так же , как в неконсервативном 
случае . В уравнениях 

т 
!1v + rov = ro � akPk и 11vj - rovj = pj 

k=r+ 1 

напишем 11 вместо ro . Тогда так же , как и раньше , мы получим 
искомое уравнение 

' ( k) • 
где Си = (Pk • Uu) и 

r 
C' < r+q> - c< r+q> " А c<h> (J - (J - � qh (J 

h= 1 

( j ,  k = r + 1 , . . . , т) , 

(q = 1 , 2 ,  . . . , т - r; cr = 1 ,  2 ,  . . . ) . 

Итак , данное здесь правило позволлет определить кратности 
р 1 , р 2 , • • • , Pn • с которыми собственные значения ro 1 , ro 2 , • • •  
. . . , ron входят в спектр т-й промежуточной задачи . С другой 
стороны, раньше мы выяснили , как находить собственные значе
ния задачи , отличные от ro .  Таким образом, мы знаем все собствен
ные значения т-й модифицированной задачи , меньшие ron + t ·  
Обозначим эти значения через �.t1 , 112 ,  . . . .  �.tм · Индекс М зави-
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сит от т и стремится к бесконечности с ростом т. Последователь
но придавая т значения 1 ,  2 ,  . . . , мы с каждым шагом не толь
ко будем получать нижние границы �-ti , fJ � ,  . . .  , �-tir для все 
большего числа собственных значений зажатой пластины , но в то 
же время улучшать оценки , полученные на предыдущем шаге . 

1 2. Изгиб зажатой пластины. В своей работе [ 1 ]  Вайнштейн 
рассматривал не только уравнение колебаний пластины 
дди - Ли = О, но также и уравнение ддw + Лдш = О , наимень
шее собственное значение которого определяет продольное дав
ление , при котором произойдет изгиб зажатой металлической 
пластины (см . , например , Ноллатц [ 1 1 ) .  Граничные условия снова 
имеют вид и = О, ди!дп = О , но соответствующее частное Рэлея 
теперь другое , а именно 

(дди , и)/(ди , и) ;  

после интегрирования п о  частям его можно записать в виде 

J )  (ди) 2 dх dу j )  \ (и� + и�) dх dу . 
s · s� 

Мы снова строим базовую задачу , отбрасывая условие защем
ления ди!дп = О и заменяя его естественным краевым условием 
ди = О .  Теперь можно точно так же , как и раньше , свести задачу 
к уравнению второго порядка колеблющейся мембраны . Действи-
тельно , имеем 

дди + Лди = д (ди + Ли) = О ,  
так что 

ди + Ли = р (х, у, Л) ,  
где р - гармоническая функция , т .  е .  др = О .  Но в силу того , 
что и = ди = О на границе , р = О на границе . Гармоническая 
функция, равная нулю на границе , должна быть тождественным 
нулем (см . , например , Курант и Гильберт [ 1 ] ) .  Тогда из уравне
ния ди + Ли = р (х , у, Л) = О следует, что и является собствен
ной функцией ип оператора - д , а Л - соответствующим собст
венным значением Л = Лп = Ш п . 

Обратно , любая собственная функция un мембраны , т .  е .  опе
ратора -д , очевидно , будет решением нашей краевой задачи 
для уравнения четвертого порядка . Таким образом, базовая 
задача для изгиба пластины сводится к задаче о колебаниях мемб
раны. 

Чтобы построить промежуточные задачи , снова выберем после
довательность гармонических функций р1 (х , у) , р2(х , у) , 

1 1* 
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· · . , Рп (Х , у} ,  • • • 
тельных условий 

Присоединяя к базовой задаче т вспомога-

i ди 
J р; (s) дi! ds = О 
с 

( i  = 1 ,  2 , . . .  , т) ,  

мы получаем т-ю промежуточную задачу. Естественные краевые 
т 

условия снова будут иметь вид !:!и = � amkPk (s} , и мы приходим 
k= i 

к уравнению 
т 

!:!и + f .. tu = f-1. � akpk (х, у) . 
k= i 

Дальнейшие рассуждения проходят так же ,  как и в случае задачи 
о колебаниях пластины. 

В своей первой работе [ 1 ] ,  посвященной этому методу , Вайн
штейн рассмотрел квадратную пластину 1 х 1 -<  л/2 , 1 у 1 -<  
-< л/2 и вычислил нижнюю границу 5 , 1  для первого собственного 
значения Л1 задачи об изгибе зажатой пластины . Затем в рабо
те [ 2 ]  он получил для этого собственного значения чрезвычайно 
точные оценки 5 ,30362 < Л < 5 ,31 1 73 .  В гл . VI , п. 3 ,  мы видели , 
что для квадратной мембраны 1 х 1 -< л/2 ,  1 у 1 -<  'Л/2 спектр 
состоит из чисел 2, 5 , 5, 8, 10 ,  1 0 ,  . . .  , так что второе соб
ственное значение Л2= 5 мембраны меньше первого собственного 
значения А1 задачи об изгибе пластины . Вайнштейн высказал 
предположение , что этот результат должен быть справедлив 
для пластины и мембраны произвольной, но одинаковой формы . 
Это предположение было доназало Пейном [ 1 ] .  В следующем 
пункте мы приведем доказательство этого результата .  

13 . Предположение Вайнштейна о первом собственном значе
нии задачи об изгибе пластины. Предположение Вайнштейна , 
которое нам нужно доказать , состоит в следующем : первое соб
ственное значение задачи об изгибе зажатой пластины не меньше 
второго собственного значения IIIеыбраны с закрепленным краем 
той же формы , т .  е . Л2 -< At . 

Мы начнем с рекурсивного определения Л2 , а именно 

по всем 'ljJ, таким, что J J и1'1jJ dA '""� О , где и1 - первая собственная 

функция задачи о мембране . Эдесь D ('Ф} = J J ('Ф� + 'Ф�) dx dy , 
а двойное интегрирование производится по пекоторой области пло-
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скости переменных х, у.  В качестве пробных функций будем под
стамять в частное Рэлея следующие две фующии: 

W дW1 w· дWt 'Ф1 = - at t + ----а;- , 'Фz = az 1 + ----ау- , 

где W 1 - первая собственная функция пластины, удовлетворяющая 
уравнению Д 2W + АдW = О и краевым условиям W = дW 1 дп = О .  
Постоянные а1 и а2 выбираются так ,  чтобы выполнялось условие 
J J и1-ф dА = 0. 

Подставовка 'ljJ1 и 'ljJ2 в частное Рэлея дает следующие неравенства : 

Л .,;:: a�D (W1) + D  (дWt fдx) 2 ""' a� � � Wi dA -j- � �  (дW1jдx)2 dA ' 

Л .,;:: a�D (Wt) + D (дW1jду) 2
""' ai � � Wi dA -t- S S (дW1fдy)2 dA 

Используя простое арифметическое неравенство 
т + т' . { т т ' ) п + п ' > mш n '  7 ' 

справедливое при любых положительных т, n , т' , n' , мы получаем 
"л. .,;:: (a� + ai} D (Wt) --'- D (дWtfдx) + D (DW tfдy) . 2 ""' (ai + aiO S S И:'i dA + D (Wt) 

Но, поскольку W1 = дW1/дп = О  на границе , из формулы Грина 
(гл . VI,  п. 4) следует , что 

D ( а:1 ) + D ( 8�1 ) = J J (дW1) 2 dA . 

Подставляя это выражение в неравенство для Л2 и учитывая, что 
в силу неравенства Ноши - Буняковекого 

а также что 

s 1 (dW1)2 dA r r D (W1) -< • D (W1) J J W� dA , 

J J (дW1) 2 dA - A1D (W1) = О, 

мы получаем искомое неравенство 

"л2 -< Лt .  
В случае круга , когда собственные эле111енты можно найти 

точно , собственные значения Л2 и Л1 совпадают . Рассматривая 
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свойства соответствующих собственных функций , Пейн показал , 
что круг является единственной областью , для которой Л2 рав
но А1 • 

14.  Численный пример : применение метода Вайнштейна для 
зажатой пластины под нагрузкой. В ранних статьях Вайнштейн 
( 1 ] , [2 ] использовал свой метод для нахождения нижних границ 
собственных значений зажатой пенагруженной квадратной nла
стины. R этой задаче мы еще вернемся в гл . Х ,  а сейчас дадим 
численное решение несколько более общей задачи о нахождении 
наименьшего собственного значения квадратной зажатой пласти
ны 1 х 1 < л/2 ,  1 у 1 < л/2 под нагрузкой . 

Эта задача находит применение при рассмотрении nриема 
звуковых сигналов мембраной микрофона , собственные частоты 
которой nропорциональны квадратным корням из вычисленных 
ниже собственных значений . Следующий ниже расчет взят из 
статьи Вайнштейна и Чайна ( 1 ]  с небольшими изменениями 
в обозначениях . Задача на собственные значения в этом случае 
ставится так : 

ddи - тdи - Ли =  О 

в области S с условиями 
и = О, аи - о  дп -

на границе С ,  где т - нагрузка , деленная на коэффициент жест
кости nластины на изгиб . 

При т =  О это уравнение сводится к рассмотренному выше 
уравнению ddи - Ли = О . В случае т =1= О nотребуются лишь 
незначительные изменения в nрежних рассуждениях . Так , вместо 
записи (d - Л1/2) (d + Л 1/2) и = О , которой мы пользовались 
в п .  2 , рассматривая уравнение ddи - Ли = О , мы будем иметь 
для уравнения ddи - тdи - Ли =  О следующее представление : 

где 
(d + а) (d - �) и = О , а > О , � > О ,  

Далее , м ы  видим, как и в п .  5 ,  что 

и = z + z  в S + C, 

где z и z являются решениями уравнений 
dz + az = O , 
d-;- f3z = о, 
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так что справедливо следующее тождество : 

Те же соображения, что и раньше , приводят к соответствую
щей вариационной задаче , которую мы обозначим через Р: 

(Ни, и) 
(и, и) 

min , 
где оператор Н теперь имеет вид Н = дд - -сд . Применяя фор
мулу Грина , получаем 

Чтобы получить возрастающую последовательность нижних гра
ниц для Л1 ,  начнем, как обычно , с того , что устраним в вариацион
ной задаче Р краевое условие ди!дп = О. Тогда мы получим 
базовую задачу Р 0 с заданным условием и = О и естественным 
условием ди = О, т. е. задачу о колебаниях закреплепной пласти
ны под нагрузкой . Далее , так же как и раньше , базовая задача 
сводится к задаче о мембране . А именно из тождеств и = z + z 
и ди = �z - az ,  а также из условий и = О ,  ди = О па С мы полу
чаем , что z = О и z = О  па С. Тогда из уравнения дz - �z = О ,  
� > О , следует , что z - тождественный нуль и ,  значит , и = z .  
Таким образом , собственные функции и задачи Р 0 о закрепленной 
пластине совпадают с собственными функциями z задачи о мемб
ране д и + а и = О в S, и = О на С , а собственные значения 
Л1 0 ,  Л2 0 , • • • , Am0 , • • •  задачи Р 0 связаны с собственными зна
чениями а мембраны соотношением Л = а (а + -с) . 

Чтобы получить возрастающую последовательность нижних 
границ для собственных значений Л1 , Л2 , • • •  исходной задачи Р , 
мы связываем Р 0 и Р , согласно прежнему плану , с помощью 
цепочки промежуточных вариационных задач Р1 ,  Р2 , • • • , реше
ния которых можно выразить через решения задачи Р 0 •  

Следуя описанной выше схеме , мы берем последовательность 

Р1 (х , у) , Р2 (х, у) , · • . ,  Pm-1 (х , у) , Pm (х , у) , 

гармонических функций с краевыми значениями 

Pt (s) , Р 2 (s) , · · · ,  Рт-1(s) , Pm (s) , · · · · 
Тогда т-е собственное значение Amn п-й промежуточной зада

чи Pn определяется с помощью вариационного (рекурсивного или 
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невависимого) принципа , применяемого к вариационной вадаче 

(Ни, и) . (и , и) = illlll 

при ваданном условии и =- О,  при n вспомогательных условиях 
) Pk (ди/дп) ds = О, k = 1 ,  2, . . . , n , и естественном условии 
с 

n 

�и =  � amkPk (s) . 
k= 1 

Сосредоточив внимание только на первом собственном вначении, 
мы получим следующее правило для вычисления Л1п .  

Пусть Zt и Zt являются решениями уравнений 

�zi + azi = О , 
( i = 1 , 2, . . .  , n) 

с краевыми условиями 
Zt = Pi (s) ,  
z, = P t  (s) , 

где а и � рассматриваются как параметры .  Как мы выяснили 
выше , решения этих уравнений можно выравить черев решения 
бавовой вадачи Р0 • Положим Ut = Zt + Zt и вычислим элементы aii (Л) 
определителя Вайнштейна , а именно 

aii (Л) = J Pt �: ds = ) J Pt (х , у) (�zi - a.zj) dx dy .  
с s 

Тогда можно утверждать ,  что Л1п является наименьшим корнем 
уравнения 

W (Л) = 1 aij (Л) ! =  О ( i ,  j = 1 ,  2 ,  . . .  , n) , 

если только Л1п меньше второго собственного вначения Л20 бавовой 
вадачи. В частном случае квадратной пластины 1 х 1 < rc/2 ,  1 у 1 < rc/2 
Вайнштейн и Чайн выяснили, что удобно положить 

где 

и 

( ) ch (�2 t-tЛ:/2) ch (a2 t-tл:/2) С ( ) Pi х, У = ch (2i - 1) л:/2 х , У ' 

С (х ,  у) = ch (2i - 1 ) x cos (2i - 1) у + ch (2i - 1) у cos (2i - 1) х 
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На границе мы имеем 

р; ( + � ,  y ) = cos (2i + 1) y ch �2H � сh а2н � , 

р; ( х, + � ) = cos (2i - 1) х ch �2i-t � ch a2i-1 � . 
Тогда из уравнений для z; и Zi получаем 
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Zi = - ch �2i-t � [ cos (2i - 1 ) х ch a2i-tY + cos (2i - 1) у ch a2 i-1x ] , 
Zi = ch a2i-t � [ cos (2i - 1 ) х ch �2i-tY + cos (2i - 1)  у ch �2i-tx] . 

Подставляя выражения для р; (х, у ) , z; и z; в формулу для эле
мента a;j определителя Вайнштейна , мы получим после несложных 
вычислений , что 

a;j = 4 ch a2н � ch a2j-t � ch �2H � ch �2j-1 � (A ij + Bij) , 
где 
А А 2 (2;- 1) (2i - 1) ( - 1) i+j ( � + а ) i j = j i = 

(2 i - 1)2 + (2; _ 1) 2  ��j-l + (2i - 1)2 a;j_1 + (2i - 1) 2  ' 

в i i  = � [�2i-1:rt th �2i-1 � - (X2i-t:rt th (X2i-1 � J ' 
B;j = O  при i =l= j . 

Результаты вычислений приведены в следующей таблице (эта 
таблица начинается со значения ,; = 5; соответствующие резуль
таты для -.: = О даны в таблице в конце гл .  Х) : 

Закрепленная пластина Зажатая П.;Iастина 

1 - е  собств .  2-е собств . Метод 
"t значение значение A,( l лш А,Щ Рэлея-А,< О > А,(О) 1 2 3 

Ритца 1 2 

5 14  50 24 , 982 25 , 222 25 , 236 25 , 509 
10 24 75 36 , 639 36 , 845 36 , 862 37 , 443 
15 34 100 48 , 084 48 , 253 48 , 284 49 , 261 
20 44 125 59 , 289 59 , 452 59 , 491  61 , 008 
30 64 175 81 , 651 81 , 760 81 , 809 84 , 372 
50 104 275 125 , 43 125 , 56 1 25 , 59 1 30 , 85 

100 204 535 225 , 56 225 , 63 225 , 65 246 , 58 
200 404 1 025 443 , 15 443 , 24 443 , 25 477 , 58 
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Во втором и третьем столбцах этой таблицы приведены зна
чения Л1 0 и Л20 для закрепленной пластины. Следующие три столб
ца дают наименьший корень определителя Вайнштейна при 
т = 1 ,  2 , 3. Поскольку эти корни меньше соответствующего 
собственного значения Л2 0 ,  они совпадают,  согласно общей теории , 
с собственными значениями Л1 1 ,  Л1 2 ,  Л1 3  и дают возрастающую 
последовательность нижних границ для искомого наименьшего 
собственного значения исходной задачи Р .  Соответствующие 
верхние границы , вычисленные по методу Рэлея - Ритца , рас
положены в последнем столбце таблицы. Они получены подста
новкой в вариационную задачу Р (см . упр . 2 ниже) пробных 
функций 

и = А cos2 х cos2 у + В cos3 х cos3 у .  

Сравнение с Л1 3 показывает , что ошибка в значениях Л1 при 
малых нагрузках не иревосходит 1 ,2 % , а при больших нагруз
ках - 7 %  и может быть значительно меньше . Так как Л1 3 мало 
отличается от Л1 2 , нижняя граница , по-видимому , дает лучшее 
приближение к истинному значению Л1 , чем верхняя граница , 
полученная методом Рэлея - Ритца . 

"У П Р А Ж Н Е Н И Я  

•..t!1 . Провести вычисления по :методу Рэлея - Ритца для настоящей задачи 
при т = 5, взяв в качестве подпространства Ритца А cos2 х cos2 у. Сравнить 
полученные ревультаты с числами последнего столбца приведеиной выше 
таблицы. Сделать то же самое для подпространства Ритца В соsз х соsз у , 
а затем для 

А cos2x cos2y + B  соsзх соsзу . 

2. Определите спектр задачи (продольный изгиб зажатого стержня) 

u<4 >  (х) + Ли<2 >  (х) = 0, и ( - � ) = и ( � ) = 0 , 

сначала элементарными средствами, а затем по :методу Вайнштейна . Укавапие: 
сведите базовую задачу к задаче о колебаниях струны, а затем постройте 
промежуточные задачи с помощью двух функций р1 (х) = 1 , р2 (х) = х. 
Оказывается, что вторая промежуточная задача почти совпадает с исходной 

задачей (см. Вайнштейн [ 1 )) ,  

БИБЛИОГРАФИ ЧЕСКИЕ ЗАМЕ ЧАНИЯ 

Превосходное изложение метода Вайнштейна и некоторые ero уточнения 
читатель может найти в следующих статьях:  Арф [ 1 ] ,  ВайвбРрп•р [ 1 -3 ] ,  
Вайнштейн [2-5 ] .  



ГЛАВА VIII 

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 
В ГИЛЬБЕРТОНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

1 .  Цель главы. В предыдущих ГJrавах , п освященных примене
ниям методов Рэлея .,-- Ритца и Вайнштейна к краевым задачам, 
мы оставили без ответа некоторые важные вопросы существования 
предельных функций и сходимости последовательных прибли
жений. В следующей главе , следуя Ароншайну, мы применим: 
метод Вайнштейна к задаче , тесно связанной с рассмотренными 
ранее , а именно к задаче вычисления собственных значений опе
раторов в гильбертоном пространстве .  При этом выяснится , что , 
когда рассматриваемые операторы вполне непрерывны (см. ниже) , 
можно дать утвердительный ответ на вопросы существования 
и сходимости , которые нами до сих пор не затрагивались . 

Далее естественно возникает вопрос , можно ли свести наши 
краевые задачи к задачам на собственные значения для вполне 
непрерывных операторов в гильбертоном пространстве и получить 
тем самым необходимые результаты относительно существования 
и сходимости . Мы увидим , что краевые задачи , которые были рас
смотрены ранее , действительно допускают такое сведение . 
В гл. J X  мы осуществим такое иреобразование для задачи о коле
баниях пластины и дадим численный пример . Настоящая глава 
содержит необходимые основные сведения о линейных операторах 
в абстрактном гильбертоном пространстве .  

2.  Свойства гильбертона пространства. Их непротиворечивость 
и полнота. Для удобства сформулируем снова пять свойств гиль
бертона пространства ,  с которыми мы познакомились в гл. V .  

О п р е д е л е н  и е .  Множество � элементов и , v, . . .  , 
называемых та.кже векторами или точками , является (веществен
н ым) гилъбертовым пространство.м , если оно обладает следую
щими пятью свойствами : 

С в о й  с т в о 1 .  Множество � является линейным простран
ством , т .  е .  
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а) для любых двух элементов и и v существует элемент и + v, 
такой , что 

и и + (v + w) = (и + v) + w 
при любых и ,  v , w Е � ; 

Ь) для любого и и для любого вещественного а существует 
элемент аи , такой , что 

а (и + v) = аи + av ; (а + Ь) и = аи + Ьи; 
(аЬ) и = а (Ьи) ; 1 · и = и 

для всех и ,  v Е �  и всех вещественных а ,  Ь ;  
с) существует нулевой элемент О , такой , что для любого и Е � 

и + о = и ,  о · и = О .  
Обычно при определении гильбертона пространства предпола

гается , что коэффициенты а могут принимать комплексные значе
ния , но мы ограничимся так называемым вещественным гиль
бертовы:м пространством, требуя , чтобы коэффициенты а, а также 
и скалярное произведение , определяемое ниже , были веществен
ными . Вместо и + ( - 1) v мы будем писать и - v. 

С в о й  с т в о 2. Для любых двух элементов и, v Е �  опре
делено вещественное число (и ,  v) , называемое ск,аляриым проиа
ведеиием и и v , такое , что при всех и ,  v , w Е � и при любом веще
ственном а 

а) (аи,  v) = а (и ,  v) ; 
Ь) (и + v, w) = (и ,  w) + (v, w) ; 
с) (v , и) = (и , v) ;  
d) (и ,  и) > О , если и =1= О . 

:Квадратный корень из скалярного произведения (и ,  и) = 
= 1 1 и 1 1 2 элемента и на себя называется пормой и и обозначается 
через J l  и \ \ . 

С в о й с т в о 3 .  Пространство � беск,оиечяомерио . Это озна
чает , что для любого n = 1 ,  2, 3, . . . существует n лииейио иеаа
висимых элементов и1 , и2 , • • •  , ип , таких , что а1и1 + а2и2+ . . . 

. + апип = О только тогда , когда а1 = а2 = . . . = an =  О . 
С в о й с т в о 4 .  П ростраяство � является полиы.м , т . е .  любая 

последовательность :Коши в � сходится к пекоторому элементу 
из � ·  Более точно, если последовательность {ип} элементов � 
такова , что lim 1 1  ип - ит \ 1  =- О , то существует элемент и Е � . 

n, т-ню 
такой , что l im 1 1 и - ип 1 1 = О . 

11-HXJ 
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С в о й  с т в о 5 .  Пространство � сепарабельпо . Это означает , 
что существует последовательность элементов из � .  всюду плот
пая в � .  т .  е .  существует последовательность {ип } Е � .  такая , 
что для любого v Е � и любого в > О имеет место неравенство 
1 1 ип - v 1 1  < в при пекотором ип Е {ип } · 

Rак и в гл .  I ,  возникает вопрос , не противоречат ли эти пять 
свойств друг другу. Построив простой пример множества ,  обла
дающего всеми пятью свойствами , мы снова получим ответ на этот 
вопрос . 

Рассмотрим мноiБество � .  элементами которого являются все 
последовательности вещественных чисел и = (с1 , с2 ,  • • •  ) , такие , 
что ряд из квадратов с� + с� + . . .  сходится , а скалярное произ
ведение двух элементов и = (с1 , с 2 , • • • ) и v = (d1 , d2 , • • •  ) 
определяется следующим образом : 

(и ,  v) = c1d1 + c2d2 + 

Нетрудно доказать , что этот ряд всегда сходится (см . , например , 
Стоун [ 1 ] ) .  Естественно положить О = (0 , О ,  . . . ) , сумму и + v 
определить как (и1 + v1 , и2 + v2 ,  • • • ) , а аи определить как 
(аи1 , аи2 , • • •  ) . Тогда легко проверить , что это пространство 
будет обладать всеми пятью свойстваl\Ш.  Это гильбертоно прост
ранство 1\IЫ будем обозначать через l 2 . 

!\роме того , эти пять свойств образуют полную систему аксиом , 
как будет доказано ниже , а именно мы покажем, что любое гиль
бертоно пространство изоморфно и изометрично z2 . 

3. Подпространства. Замкнутость и полнота. Полные орто
нормированные системы. Проекция. Существенная разница 
между гильбертоным пространством � и п-мерным пространством 
выясняется при рассмотрении подпространств . Определение липей
пого мяогообрааия т в � остается таким же , как и в случае 
евклидоных пространств , рассмотренных в гл .  I .  Таким образом , 
если каждый э.:Iемент ,т является линейной: комбинацией: фик
сированного конечного множества v1 , v2 ,  • • •  , vn элементов Юl , 
то ясно , что �Я само будет п-мерным евклидоным пространством , 
вложенным в f;J .  Но если т бесконечномерно , то оно может и не 
быть гильбертоным пространством. 

Чтобы убедиться в этом , введем понятие предельпой точки 
множества т кан: такой точiш пространства � . которая является 
пределом последовательности различных элементов IOl. (Здесь 
и далее мы позволяем себе пользоваться терминами , которые были 
введены для функциональных пространств в гл . IV. Например , 
элемент и является пределом последовательности элементов 
{ип } ,  если l im 1 1 и - ип 1 1  = О; элементы и и v взаимно ортого-
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палъпы , если (и ,  v) = О ;  последовательность {ип } , для которой 
(ип , ип ) = 1 и (ит , ип) = О при n =1= т,  называется ортанорми
рованной и т .  д . ) Множество точек из 1m называется ааж-ппуты.м , 
если оно содержит все свои предельные точки. Для любого мно
жества 1m множество �Л , состоящее из точек l)J1 и его предельных 
точек ,  называется аа.мы-папие.м lrn . Легко видеть , что замыкание 
.'Iюбого множества замкнуто . Если линейное многообразие не 
является замкнутым , то оно , очевидно , не может быть гильберто
вым пространством, поскольку оно не полно .  В качестве простого 
примера такого многообразия в l2 рассмотрим множество всех 
точек , являющихся конечными линейными комбинациями точек Р i ,  
i = 1 , 2 ,  . . . , где P i - последовательность (0 , О ,  . . .  , 1 , О ,  . . . ) ,  
в которой на i-м месте стоит 1 ,  а на остальных местах -
нули. Это множество не является замкнутым , поскольку оно не 
содержит своей предельной точки ( 1 , � , � , . . . , � . . . ) . 
С другой стороны , легко проверить , что любое замкнутое беско
нечномерное многообразие само является гильбертоным прс
странством. Кроме того , конечномерное многообразие является , 
очевидно , замкнутым. Поэтому мы будем называть подпрострап
ство.м пространства � замкнутое линейное многообразие . 

С каждым множеством подпространств �(i ) можно связать 
два корректно определенных подпространства :  их пересечепив 2 
и их аа.м-ппутую су.м.му 11Л . А именно 

а) 2 является наибольшим подпространством , которое содер
жится в любом �(i ) .  Это значит , что ecJIИ и Е 2 ,  то и Е �(i) 
при любом i , и если 2'- другое подпространство , обладающее 
этим свойством , то 2' с 2 ; 

Ь) .lffi является наименьшим подпространством, содержащим 
все �(i) , т. е .  если и Е �(i ) при пекотором i , то и Е т , и если 
т' - другое подпространство ,  обладающее этим свойством ,  
то lm '  ::::> lffi . 

В самом деле , непосредственно проверяется , что множество 2 
элементов , принадлежащих всем �(i ) , является замкнутым линей
ным многообразием , а тогда можно определить 1m как пересе
чение всех подпространств , содержащих любое �(i ) .  Ясно ,  что 
т можно определить также как замыкание множества всех конеч
ных линейных комбинаций векторов , взятых из различных �<i > .  

Говорят , что данное множество векторов � порождает �1 или 
что подпространство �1 натянуто на это множество векторов , 
если �1 является пересечением всех подпространств , содержа
щих данное множество .  В качестве порождающего множества 
векторов мы будем , как правило , рассматривать ограпичеппую 
последовательность , т. е. последовательность {ип } , такую , что 
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1 1  ип 1 1  < М для пекоторой постоянной М. Точная нижняя грани
ца таких постоянных М называется границей последователь
ности .  Например , границей ортонормированной последователь
ности является единица . 

Если � является бависом �1 , т . е . если � поротдает �1 , 
но никакое собственное подмножество множества  � не обладает 
этим свойством ,  то число входящих в � векторов (которое может 
быть и бесконечным) , как петрудно показать , не зависит от выбо
ра � и называется равмерпостъю �1 •  В частности , если {ип } 
является ортонормированной последовательностью в �1 , то для 
любого и Е � и любогп целого n мы имеем 

n n 
О < 1 1  и - � aiиi l l2 = (и ,  и) - 2  � ai (иi , иi ) +  

1= 1 i=1 
n n 

+ � аНиi , иi) = (и, и) - � af , 
i= i i= 1 

n 
где ai = (и ,  иi ) · Следовательно , � а� <  (и ,  и) при любом n, так что 

i= 1  n 
lim � ar существует и справедливо н,еравен,ство Бесселя 
n->oo i= 1 

()() 
� / ai / 2 < / 1  и / 1 2 •  

i= 1 
Если ортонормированная система { ип} является полн,ой , т .  е . 

если только нулевой вектор может быть ортогональным всем ип ,  ()() 
то вместо неравенства Бесселя мы будем-иметь равенство � Щ = 1 / и / 1 2 ,  i =1 
которое называется равенством Парсеваля. Это следует из того , 
что в случае полной системы для любого элемента и имеет место n 
равенство и = lim � aiиi , или , другими словами, каждый элемент 

n->oo i= i 
и Е � представляется его рядом Фу ръе 

n 
В самом деле , если обозначить � aiиi через fп , то 

i= 1 

(m > n) .  
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00 

Следовательно , поскольку ряд � а� сходится, мы получаем , что 
i= 1 

l im 1 /  f т - f n 11 = О, откуда в силу полноты пространства RJ сле-
т, n-+oo 

дует , что последовательность {fn} сходится к пекоторому f .  Но f 
должно совпадать с и , поскольку 

00 

(! , и; ) = ( � апип , и;) =  щ = (и ,  иi ) 
n= 1  

для любого иi , так что вектор f - и ортогопалеи любому и ; 
и потому является нулевым вектором . Таким образом , выписан
ный выше ряд Фурье сходится к и, что и утверждалось .  

Обратно , если {aJ - произвольвый элемент l2 , т о  существует 
такой вектор и Е RJ , что (и ,  и ; ) = a i , и потому 1 1  и 1 1 2 = � а� . n 
Действительно , если мы по.тrожим fп = � a i и i , то {fп }  будет 

i= 1 
последовательностью Коши элементов пространства RJ , и , значит , 00 
она сходится к пекоторому элементу и = � а ; иi , который , oчe-

i= t 
видно , обладает требуемыми свойствами . Легко проверить , что , 
сопоставив каждому элементу и Е RJ соответствующий элемент 
{a i } Е l 2 , мы получим упомянутые выше изоморфизм и изометрию 
:между � и 12 • 

Система {ип } , которая поротдает все RJ ,  называется аа.мl>ну
той ;  существование по крайней мере одной такой системы следует 
из сепарабельности RJ. Очевидно , что замкнутая система {и i } 
будет также и полной , поскольку произвольвый элемент v , орто
гональный каждому иi , должен быть так же ортогопалеи любому 
элементу vn последовательности 

. . . , 

сходящейся к v. Следовательно , по непрерывности скалярного 
произведения (v , v) = lim (v , vп ) = О, и, значит , v - нулевой n-+oo 
элемент , что и утверждал ось . 

Если мы , удалив из замкнутой системы { Vn } все элементы ,  
являющиеся линейными комбинациями предшествующих элемен
тов , образуем подсистему {wп } , а затем с помощью описанного 
в гл . I процесса Грама - Шмидта ортонормируем последователь
ность { Wn } , то получим ортонормированную систему { ип } ,  которая 
будет замкнутой и, следовательно , полной. Поскольку с помощью 
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такого же процесса , очевидно , можно построить ортонормирован
ный базис для любого данного подпространства �Л , мы приходим 
к важному результату : любой элемент и Е � можно единствен
НЬПII образом представить в виде суммы и = v + w, где v Е mt ,  
а w Е �  е Ю1 .  Действительно , если v1 , v 2 ,  • • •  - ортонорми
рованный базис в �Я .  а w1 , w 2 ,  • • •  - ортонормированный базис 
в �  е ro1 ,  то 

00 00 

И W =  � (и, Wi) Wi •  
i= 1  

Элемент v , определенный таиим образом , называется прое.,.
цией и на подпространство mt .  Относительно единственности 
проекции см. приведеиные нюне упражнения . 

Полпые ортопор.мироваппые системы (сокращенно п .  о .  н . с . ) , 
построенные таким способом , будут играть в теории гильбертовых 
пространств такую же роль , каR и прямоугольные координатные 
системы в евклидовом пространстве .  Исходя из любой полной 
системы , можно построить с помощью процесса Грама - Шмидта 
полную ортонормированную систему , иоторая , иак мы видели 
выше , является замкнутой .  Мы установили таиже , что справед
ливо и обратное утверждение : любая замкнутая система полна . 
Тюшм образо21r , замкнутость и полнота в � являются эививалент
ными ПОНЯТИЯ!\IИ . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Докаэать, что эамынание любото подмножества пространства 5) 
эамннуто . 

2. Донаэать , что проенция данного вентора  на данное подпространство 
едппствепна . 

3 . Донаэать, что любое эюшнутое беснонечномерное многообраэио в 5) 
само является rпльбортовьш пространство:м . (3а.иечапие: совсем не очевидно , 
что любое подмножество сепарабельноrо пространства сепарабельно . )  

4 . Докаэать, что любое конечномерное многообраэие в 5) эамннуто . 
5. Пусть {�( i )} - некоторое :множество подпрострапств пространства 

5) , и пусть 2 - множество элементов, принадлежащих всем �( i ) .  Дона
зать , что � является подпространством. 

6 .  Доназать, что заминутая сумма \JЛ леноторой совонуппости подпро
странств S)( i ) является замынаннем :множества всех конечных линейных 
комбинаций венторов , взятых по одному из различных подпространств �( i ) .  

7 . Привести пример заминутого подпространства пространства l 2  и пол
ной системы в l2 • 

8 . Рассмотрим подмножество пространства l2, состоящее из всех после
довательностей а 1 ,  а2, • • •  , у rшторых толыю нонечноо число элементов а; 
отлпчно от нуля . Является ли оно гильбертоным пространством? 

9. При нани х вещественных р последовательность {xn} , где Xn = пР.  
n = 1 ,  2 ,  3 , . . .  , принадлежит l2? 

1 2 r. Гулд 
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4. Сильная и слабая сходимость. Наличие бесi\Онечной орто
нормированной последовательности векторов является специфи
ческим свойством , отличающим s:J от п-мерных евклидоных 
пространств . Ввиду этого необходимо различать в s:J два вида 
сходимости , слабую и сильную , которые в п-мерном пространстве 
совпадают . 

Сильпая сходимость , или просто сходи.мость , определяется ,  
как и в гл . IV,  т .  е .  последовательность {ип } сходится к и ,  если 
lim 1 1  ип - и \ 1  = О. Таким образом , п. о. н. с . , хотя она и огра-

n-+оо 
ничена , не может быть сильно сходлщейсл и дюпе не содершит 
сильно сходящейся подпоследовательности , поскольку расстояние 
1 1  ит - ип 1 1  между любыми двумя элементами ип и ит равно у·:[ 

Это важное свойство s:J, состоящее в том , что ограниченная 
последовательность может не содержать сходлщейся подпосле
довательности , можно сформулировать иначе . Будем говорить , 
что подмножество 6 евклидона или гильбертона пространства 
Юl (при этом 6 может совпадать со всем Ю1) -x:o.мna1>mno , если 
любая бесконечная последовательность элементов @) содержит 
подпоследовательность , сходящуюсл к пекоторому элементу из 6 .  
Например , единичный шар в евклидоном п-мерном пространстве ,  
т .  е .  множество 6 векторов и ,  таких , что 1 1  и 1 1  <;: 1 ,  компактен 
по теореме Больцано - Вейерштрасса , а единичный шар в � .  
как мы только что показали ,  не обладает этим свойством . 

Но все доказательства теорем существования в гл . 1 1  опира
JIИСЬ кю< ра3 на теорему Больцано - Вейерштрасса для еВIШИ
довых пространств . Поэтому ,  если мы хотим использовать ана
логию меащу евклидовы:\I и гильбертоным пространствами , чтобы 
доказать в дальнейшем существование собственных функций , 
необходимо найти такое свойство гильбертона пространства , 
которое бы наилучшим образом заменяло свойство компактности 
единичного шара в евклидоном пространстве .  

Для этого заметим , что , хотя п .  о .  н .  с .  {ип} и не является сильно 
сходящейсн , тем не менее она обладает некоторыми свойствами 
сходнщихсн последовательностей .  Например , если v - произвол r,-

ный злемент SJ, то согласно равенству Парсеваля ,  ряд � (ип , v) 2  
n= l 

сходИ:тся I\ 1 1 v 1 1 2 , так что lim (ип , v) = О. Таким образом, 
п-н:хо 

l im (un , v) = (0 ,  v) . 
n-+oo 

Это свойство п .  о .  н. с. моашо сформулировать иначе : существует 
фиксированный вектор и, а именно и = О , такой , что (ип , v) -+ 
-+ (и ,  v) для любого v Е s:J .  



4 .  СИЛЬНАЯ И СЛАБАЯ С Х ОДИМОСТЬ 179 

Чтобы пролепить эту ситуацию , введем следующие опреде
ления : 

i) Последовательность {ип } элементов пространства � . обла
дающую тем свойством , что для любого р Е � последователь
ность вещественных чисел { (р , ип) } является последователь
ностью Коши (и тем самыы сходится) , будем называть слабой 
последовательностью Коши . 

i i )  Если для данной последовательности {ип } существует 
фиксированный элемент и , такой , что (ип ,  v) -+ (и , v) для любого 
v Е � . то будем говорить , что {ип } слабо сходится , и называть и 
слабым пределом {ип } · Слабая сходююсть обозначается симво
лом ип ---"- и . (В лемме I I I  далее доказывается , что любая слабая 
последовательность Коши слабо сходится . )  

Ясно , что слабый предел определен единственным образом 
И ЧТО ИЗ СИЛЬНОЙ СХОДИМОСТИ К и следует слабая СХОДИМОСТЬ К и , 
но обратное неверно . Таким образом , мы :можем сформулировать 
полученный выше результат так : любая п .  о. н. с. слабо сходится 
к нулевому элементу . 

i i i )  Подмножество � гильбертона пространства � называется 
слабо компаптным , если любая бесконечная последовательность 
элементов 6 содертит подпоследовательность , сдабо сходящую
ел к пекоторому элементу � .  

Теперь JIIЫ можем доказать следующую важную теорему , 
ради которой главным образом и было введено понятие слабой 
сходимости : 

Единич,ный шар 1 1  и 1 1 -< 1 в гильбертово.llt пространстве слабо 
помпактен . 

Доказательство этой фундаментальной теоремы опирается 
на четыре ле11в1ы . 

JI е 111 111 а 1 . Е ели огранич,еппал последовательность { и11 } 
такова ,  ч,то длл паждога фиксироваппого элемента Pm , принадле
жащего п .  о . n .  с .  {p ,.J , последовательность { (ип , р111 ) }  сходится , 
то последовательность { (р ,  ип ) } сходител при любом р Е � ;  
другими словами , {и,J является слабой последователы-tастью Коши . 

Д о I< а з  а т е JI ь с т в о .  П .  о .  н .  с .  {Pm } ,  будучи полной,  
является также и замкнутой. Таким образом , для любого эле
мента и Е � и любого в > О можно найти конечную линейную 
комбинацию р векторов {Pm } ,  такую , что 1 1  и - р 1 1  < в. Посколь
ку последовательность { (pm , ип) } сходится , существует такое 
целое число N ( в) , что для любых k , п > N ( в) имеет место нера-

12* 
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венство 1 (р , иh) - (р , ип ) J < в . Тогда для таких k и n мы имеем 

J (и - р , ип - иh) J <;: J J и - Р J J  J J  ип - и,. J J <;: 
<;: В ( J J  ип 1 1  + J J  и,. J J ) <;: 2Мв , 

где JV! - граница последовательности { ип } .  Следовательно , 

J (и , ип) - (и , и ,, ) J <;: 
<;: J (и - р , иk - ип) J + J (р , и,. - ип) J <;: 2Мв + в , 

так что J iш  (и , ип ) существует , согласно критерию Коши для 
п-н:о 

вещественных чисел . 

Л е м м а I I .  Е ели последователъпость { ип } эле .ментов про
страпства .� танова ,  что последователъпостъ 1 (иn , и) 1 огра
пиченл для любого и Е � , то { ип }  ca:na является ограпичеппой , 
т . е . ограничепа последователъпостъ 1 1  ип I J .  

Положим 1 (иn , и) 1 = 1 иn (и) J и предполоiБИМ противное : 
пусть последовательность 1 1  ип 1 1  не ограничена . Тогда в любом 
шаре S (v0 ,  в) с центром в точке v0 радиуса в найдется элемент и , 
для которого последовательность { ип (и) } не ограничена , т . е .  дл я  
Шl)бого С существует вектор и Е S (и0 ,  в) и номер п 0 ,  такие , что 

J ипо (и) J > С .  
Действительно , в противном случае перавеяство 1 (ип , и) 1 <;: С 
выпо:шялось бы для всех и Е S (v0 ,  в) , а ,  значит , в силу непре
рывности Un (и) и для всех и, принадлеiБащих границе S(и0 , в) . 
Но тогда для всех и Е � выполнялось бы неравенство 1 иn (v) 1 < 
< (2С/в) 1 1  и 1 1 , что можно доказать следующим образом . 

Пусть ие = ви/ 1 1 и 1 1  и и5 = и0 __:__ ие . Тогда ип (ие) = ип (иs) -
- uп (vo) . Но если J ип (и.,) J <;: С и 1 (un , ио) 1 < С , то 1 Un (ие) 1 <;: 
<; 2С ,  и ,  следовательно , 

1 Un (и) 1 = И 1 иn (ие) 1 -< � 1 1  и l f · е е 
Полагая в этом неравенстве и = Ип , получим , что 1 1 Un 1 1  <;: 2С/в , 

вопреки нашему предположению . Следовательно , можно выбрать 
n1 и v1 так , чтобы J uп/Vt) 1 > 1 .  

Тогда в силу непрерывности и111 найдется в 1 < 1/2 ,  такое , что 

1 Un/v) 1 > 1 
для всех и в шаре S1 (v1 , в1 ) . Полагая последовательно т = 
= 2 , 3 ,  4 ,  . . . , мы найдем номер nm и элемент и т ,  принадлеш:а
щий внутреННОСТИ шара Sm-1 (ит- 1 ' В т - 1 ) , так , ЧТОбЫ 

1 llпm (ит ) J > т , 
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а затем выберем Вт < 1 12m так , чтобы шар Sm (vт , Вт ) находился 
бы полностью В S n•-1 И 

/ иnm (v) / > т 
для всех v E Sm . 

Тогда {vт } является посJiедовательностью Коши 1) ,  и по 
свойству 4 она сходится к пекоторому вектору w,  который , оче
видно , принадлежит любому шару Sm . Но 

l иn1 (w) l > 1 , i ип2 (w) i > 2 , . . . , i ипт (w) i > т , . . . , 

а это противоречит предположению об ограниченности последо
вательности {ип (w) } .  

Л е м 111 а I I I . Любая слабая последовательпост1, Кош и {ип }  
слабо сходитс.п . 

По лемме I I  существует такое М, что 1 1  ип 1 1 < М  для любого n . 
Положим f (v) = lim (ип , v) ; предел существует , посБольку 
{ип } является слабой последовательностью Коши . Но / (ип , v) / -< 
-< 1 1  ип 1 1  1 1  v / 1  -< М 1 1  v 1 1 , так что f (v) - ограниченный :шней
ный фующионал , и по теореме Рисса , которая доказывается 
так же ,  как и в гл . l ,  п .  6, f (v) 11южно записать в виде 

f (v) = l im (ип , v) = (и , v) .  
n->oo 

Следовательно , ип _,.. и, что и требовалось доказать . 

Л е м 111 а IV. Если иn -+ и и V11 ....... v , то (ип , V11 ) -+ (и , v) . 
Действительно , мы имеем 

/ (ип , Vn) - (и ,  v) / = / (ип - и, Vn) -i- (и ,  Vn - v) / -< 
< / (ип - и , Vn ) / + / (и , Vn - v) / .  

Поскольку Vn ....... v ,  то п о  леl\Iме I l  существует постоянная Ь ,  
такая , что 1 1 Vn 1 1 -< Ь .  Кроме того , 1 /  ип - и / 1 -+ О , та:к :как 
и11 -+ и . СледоватеJIЬI'I О , 

/ (ип - и ,  Vn) / �- 1 1 иn - и 1 1  / 1 Vn 1 1 -+ О . 
Но 

/ (и , Vn - v) / = / (и, V11 ) - (и , v) / -+ О ,  
поскольку Vn _,.. v .  Таким образом , (иn ,�Vn ) �-+ (и , v) , что и утвер
ждалось . 

1) Действительно, 1 1  Vm - vn l f -<(: / J  Vm - Vm+ i 1 1  + 1 1  Vт+ 1 - vm+2 / 1  + . . .  
1 1 1 1 ' . . .  + 1 1 Vп- t - Vn Jl < zт +  2m+l + . . • + 2n-1 -<(: 2m-1 . - При:лt. ред . 
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Теперь м ы  докажем нашу основную теорему о том , что каждая 
последовательность { ип } элементов единичного шара содержит 
подпоследовательность , слабо сходящуюся к пекоторому веJ:\
тору и этого шара .  Пусть {Рт } - произвольпая п .  о .  н .  с .  Тогда , 
поскольку {ип }  ограничена , последовательность { {ртп , ип ) } огра
ничена при любом Pm в сиду перавеяства :Коши - Буняковского . 
Сдедоватедьно , .llro,н: н o  выбрать подпосдедоватедьность { и�1 ) } 
посдедоватедьности { ип } так , чтобы сходидась посдедоватедьность 
{ (р 1 , и�1 ) ) } ,  а при т >  1 можно выбрать подпосдедоватедьность 
{ и�m ) }  посдедоватедьности { и�m- i ) } так , чтобы сходидась посде
доватедьность {(pm , и�т>)  } .  Тогда при дюбоllf фиксированном т 
диагональная посдедовательность {vп } = {и�'> } начиная по край
ней мере с т-го чдена будет подпосдедоватедьностью после-
доватедьности {и�"' > } .  Следовательно , (рт ,  vп } сходится при 
дюбо�I фиксированном р11 1 , а тогда по демме I посдедоватеJrьность 
(р , vп ) сходится при шобом р Е SJ, и по лемме I I I  существует 
вектор и, такой , что Vn � и. Rроме того , 1 1  и 1 1 -::( 1 , т. е. и при
наддежит единичному шару. В сююм деде , есди бы 1 1  и 1 1  > 1 , 
то , учитывая, что 1 1  vn 1 1  < 1 , 11rы име.rrи бы по неравенству Коши 
Буняковекого 

1 (и ,  Vп ) 1 -::( 1 1  и 1 1  1 1  Vn 1 1  < 1 1  и 1 1  < 1 1  и 1 1 2 = (и, и) 

ДJIЯ любого vn , а это невозможно , так как Vn � и, и ,  значит , 
(и ,  V11 ) _. (и , и) . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  ДоRазать, что любая последовательность в � пмеет пе более одного 
слабого предела .  2 . ДОRЮ!ать, ЧТО ИЗ СIIЛЫIОЙ СХОДПliЮСТИ с.;:rедует слабая СХОДИМОСТЬ . 

5. Вполне непрерывные операторы. Оператор Н в простр анстве 
опреде.rrяется (гл . I )  как преобразование , которое отобраа>ает 
!IIНо;т.;ество � векторов и Е � на множество ffi векторов v = = Ни Е '!J .  Термин <<Отображает ню> означает , что любой вектор , 
принадлежащий ffi ,  является образом векоторого вектора из мно
жества '!J. Напоминаем читателю , что под с.тrовом <<оператор» сле
дует всюду понимать <<Линейный оператор» (см. определение 
в гл . I) . Так ше как и раньше , для данного оператора определяют
ся понятия области определения , области зиачеиий , обратиого 
оператора , а также понятия су;м;мы , произведепия и т. д. двух 
или более операторов . 

Если '!J = � и 1 1  Ни 1 1 -::( с 1 1  и 1 1  для векоторого веществен
Iюго числа с при всех и Е � ,  то говорят , что Н ограпичеп в .� 
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и точная ниш:нлл граница всех таких с называется пормой Н. 
:Каждый рассматриваемый нами оператор будет либо ограничен
НЫ!II , либо обратным к пекоторому ограниченному оператору .  
Такой оператор Н называется самосопр.яжеппым в �, если 
(Ни ,  v) = (и ,  Hv) для любых и, v из области определения Н. 
:Мы будем рассматривать только самосопряженные операторы . 

Оператор Н называется 1-tепрерывпы.м , если Нип -+ Ни велкий 
раз , когда u11 -+ и .  Любой непрерывный оператор является огра
ниченным ; петрудно показать , что верно также и обратное (см . 
упражнения) . Оператор Н называется идемпотептпым , если 
Н2и -= Ни для любого и Е 'I). Оператор проептировапи.я Рsш 
на подпространство �Я определяется равенством Рюг и = v , где 
v - проекцил и на Юl. Легко проверить , что оператор проекти
р ованил является неотрицательно определенным и идемпотентным 
с нор�юй,  равной единице . Оператор Рsш Н ,  рассматривае!IIЫЙ на 
подпространстве lm, называется частью оператора Н в М . Ясно , 
что .'Iюбал часть полоа.:ительно определенного оператора является 
по.·1 ожительно определенным оператором . 

Используя понлтие сильпоn сходимости , можно переформуди
ровать определение непрерывного оператора следующим образом : 
оператор Н лш1летсл пепрерывпым , ecJIИ любую сильно сходящую
ел последовательность элементов из 'I) он преобразует в сильно 
сходлщуюсл последовательность элементов из ffi ,  

Но многие рассматриваемые в этой главе операторы об.тrадают 
бо.J:ее сильным свойством , так называемой полпой пепрерыв
постью . Мы у;1'е подчеркивали в предыдущих главах , что это 
свойство является для нас чрезвычайно вап.шым. Оно состоит 
в следующем : оператор Н является вполпе пепрерывпым , если 
любую слабо сходящуюся последовательпость элемептов иа 'I) оп 
преобрааует в сильпо сходящуюся последовательпость элемеп
тов ua ffi .  

Другими сдовами , вполне непрерывный оператор отобрю1-.:ает 
любое ограниченное замкнутое мноа.:ество из его области опреде
ления в компактное множество ,  к которому так а>е , как в гл . I I , 
llю;�-.:но применять теоремы Вейерштрасса . Именно этим обстол
теJiьство!II объясняется важная ро.тrь вполне непрерывны х опера
торов , которую они играют в наших доказате.тrьствах существо
вания собственных э.тrементов . 

По.тrнал непрерывность в.тrечет за собой нецрерывность , и оба 
эти понятия совпадают в конечномерных пространствах . В силу 
этого впо.тrне непрерывный оператор имеет норму , которую 111ы 
будем обычно обозначать через Л1 . Ясно , что сумма или разность 
двух вполне непрерывных операторов будет вполне непрерывным 
оператором . :Кроме того , любая слабо сходлщалсл пос.тrедователь
ность переводител непрерывным оператором в слабо сходящую-
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ся последовательность , так как ес;Iи ип � и, то (Нип , v) = о...= (ип , Hv) -+  (и , Hv) = (Ни , v) для любого v. (Мы воепользова
лисЪ здесь самосопряженностью Н, но теорема справедлива и д.тrя 
несамосопряженных операторов . ) Такю1 образом , произведение 
Н1 . • • Hn непрерывных операторов будет вполне непрерыв
ным оператором,  если хотя бы один из сомножите.тrей впо:rне 
непрерывен . 

У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Доказать , что любой оператор проектирования является неотрицатель
но определенным идемпотентным операторо)I с нормой, равной единпце . 

2 .  Доказать , что если Н положительно определен , а L - часть операто
ра Н в подпространстве ЭJI , то L также положительно определен . 

3 .  Построить две слабо сходящиеся последовательности { и; } и { v; } в lz 
так , чтобы последовательность (и; , v;) расходилась .  

4 .  Доказать,  что всякий непрерывный оператор ограничен и обратно . 
( Указапие : если Н не ограничен, то существует такая носледоватеJiьиостi, 
{ vт} ,  что I ! Hvm l l > m l l vm l i ·  Положить Wm = Vm /m l l vm l l . )  

6. Спектр положите.тrьно определенного , вполне непрерывного 
оператора. Пусть Н - са:мосопряженный , положительно опреде
ленный , вполне непрерывный оператор . (Определение полоаш
тельной опреде.тrенности с:11 . в гл . I . ) Вещественное число Л ,  для 
которого уравнение Ни - Ли = О имеет нетривиальное реше
ние и , :мы по-прежнему называе:и собствеппы.м апачепие.м Н, 
а и - соответствующим собствеипы.м веr.:торо.м . Так же 1�ак 
и в гл . I , можно доказать , что Л i  по.тrожительны и что любые два 
собственных вектора иi и иj , отвечающие различным собствен
ным значениям Лi и Лj , ортогональны . Множество всех собствен
ных векторов , отвечающих фиксированному собственному зна
чению Л i ,  образует замкнутое :�инейное многообразие lтi , назы
ваемое собствепиы.м подпрострапство.м , соответствующим Л i . Рiiз
мерность этого подпространства1) называется к ратиостью Л i .  
Очевидно , что если мы возьмем некоторое мноа;ество собственных 
значений Л i ,  то можно выбрать собственные векторы иi , соответ
ствующие Л i , таким образом , чтобы они образовывали ортанорми
рованную систему и пораждали подпространство ,  натянутое на все 
собственные векторы, соответствующие данному �шожеству соб
ственных значений . Для этого в каждом собственном подпростран
стве Юl i нужно построить ортанормированный базис и взять 
объединение всех базисных векторов . 

Сформулируем и докажем теперь основную теорему : 
Если Н - са.мосопряжеппый , положителъио определеиный , 

вполне непрерывиый оператор , определепный на все.м пространстве 

1) Конечность размерности собственного подпространства устанавливает
ся ниже . - При.Jt ред, 
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�, то .множество всех его собствеппых зпачепий Л; , расположеи
ных в певозрастающе.м порядпе , приче.м каждое собствеппое зпаче
пие повторяется стольпо раз , папова его пратпость , образует 
беспопечпую последовательность положительных чисел ,  сходя
щуюся у;, пулю: 

Лt :;;;::. Л2 :;;;::. • • • :;;;::. Лп :;;;::. . . . -+ О. 

Кро.ме того , ортопор.мироваппая последовательность соответ-
ствующих собствеппых вепторов и1 , и2 , • • • , и11 , • • •  является 
полпой ортопор.мироваппой системой , которая определяется 
одпозпачпо с точиостью до выбора базиса в паждо.м собствеппо.м 
подпространстве ЭЛ ; .  Короче говоря , Н и.меет по существу едип
ствеппую п .  о . li . с .  собствеппых вепторов . 

Сначала мы докажем , что Н имеет по крайней мере одно соб
ственное значение . Для этого покюi>ем , что существует по кpaiiнefr 
;11ере один нормированный вектор и1 ,  на которо:\r квадратичныfr 
функционал (Ни ,  и) принимает значение Л1 , где Л1 - норма Н. 
т .  е .  Л1 = sup 1 1  Ни 1 1  = sup (Ни ,  и )  = max (Ни , и) по всем нор
мированным векторам и. Действительно , пусть {vп } - нор
мированная и, следовательно , ограниченная максимизирую
щая последовательность , т. е. такая последовательность , что 
lim (Hv11 , vп) = Л1 • Поскольку единичный шар в � слабо :ком-

n-->oo 
пактен , последовательность { v11 } содержит подпоследоватеJrь
ность , слабо сходящуюся к пекоторому вектору и1 , 1 1  и1 1 1 -<: 1 . 
Тогда в силу полной непрерывности Н последовательность 
{Нvп } СИJIЬНО сходится к Ни1 • По лемме IV, (Hvn , V11 ) -+ (Ни1 , и1 ) ,.  
так что (Ни1 , и1) = Л1 , и остается только доказать , что и1 -
нормированный вектор . Но если 1 1  и1 1 1 < 1 ,  то , полагая w = 
= f!и1 , где f! = 1 1 и1 1 1- 1  > 1 ,  мы получаем (Hw, w) = f!2'Л1 > A t , 
что противоречит определению Л1 как точной верхней границы . 
Следовательно , 1 1  и1 1 1 = 1 ,  и мы доказали , что (Ни ,  и) действи
тельно достигает своего максимума 

То , что и1 является собственным вектором Н, соответствующим Л1 ,. 
доказывается теперь так же , как и в гл . 1 1 .  :Кроме того , очевидно ,. 
что Л1 , определенное равенством Л1 = sup (Ни ,  и) по всем норми
рованным векторам и, является наибольшим собственным зна
чением Н. Заметим , что в гл . 11 мы предпочитали иметь дело 
с минимумами , а не с максимумами , как в настоящем случае .  

Теперь доказательство того , что  Н имеет п . о .  н .  с .  собственны х 
векторов , завершается в основном так же ,  как и в гл . I I .  А имен-
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но предположим , что уже найдены k - 1 ортонормированных 
собственных векторов и1 ,  u 2 ,  • • •  , uh_ 1 ,  соответствующих соб
ственным значения�I Л1 , Л 2 ,  • • •  , Лh-t · Мы построим усеченный 
оператор Hk , определив его с помощью равенства 

k - 1 

Нkи = Ни - � Лi (и , и i ) иi . 
i= 1 

Легко видеть , что Н k - самосопряженный и вполне непрерывный 
оператор , поскольку таковым является Н. 

Рассмотрим теперь многообразие S{J 8 �Л [ и1 , и 2 ,  • • •  , иh_ 1 ] , 
которое , очевидно ,  является гильбертовым пространством ; обо
значим его через S'/J h · Оператор Н1, не может быть нулевым опера
тором, так как в противном случае Ни был бы равен нулю при 
любом и Е � k ,  что противоречит положительной определенно
сти Н. Положим 

Лk = sup (Нkи , и) > О 
/ j u f l= 1 

и построим посJiедовательность {vn} ,  1 1 Vn 1 1 = 1 , такую, чтобы 
lim (Н kVn , Vn) -= Лk и, кроме того,  чтобы существовал lim Н kvn = w. 

11--+ОО n-+oo 
Нак и выше ,  можно убедиться , что такая последовательность 
<'.уществует, поскольку Лk есть sup (Hkv , v) , а оператор Hk вполне 
непрерывен . 

Рассмотрим теперь 1 1  Н kvn - Лkvn 1 1 2  = J l  Н kVn 1 1 2 + М - 2Лk (Н kvn , Vn) . 
Мы имеем 

О <; lim I J HkVп - AkVn 1 1 2  = 1 1 W I J 2 + Ak - 2Лk = I J  W J I 2 - Л,k <;  О 
n-+oo 

и,  следовательно , 

lim (Н kVn - Лkvn) = О или l im fvkVn = w. 
n-+oo 

Таким образом, существует предел lim Vn = w!Лk , который мы обо
значим через иk . Тогда J l иk l l =  1 и Hkиk = Лkиk ,  так что иk - соб
ственный вектор усеченного оператора Н k с собственным значе
нием Лk . 

Покажем теперь, что Лk является собственным значением исход
ного оператора Н. В самом деле , мы имеем (иk ,  и; ) = О, i =- 1 ,  2 ,  . . . ' k - 1 , поскольку 

Лk (иk ,  Uj) = (Hkиk , иj) = (иk ,  Hkиj) · 
Но из определения Н k следует, что 

k- 1 

Hkиj = Ниj - � Лi (иj , иi )  иi , 
i= 1 
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так что 
k -- 1  

лk ( uk , Uj) = (щ , Huj) - � l ч  (uj , иz )  (иk , иz )  = 
i= 1  

= (иk , Hиj) - "Aj (иj ,  иj) ( uk , Uj) = "Aj (иk , иj) - "Aj (Uk , иj) = О . 

Следовательно ,  Huk = Hkиk =� "Akиk , и ,  значит , Лk действительно 
является собственным значением Н .  

Таким образом,  мы получаем последовательность собственных 
значений 

л1 > /,2 > "Аз > . . . > о 

и соответствующих собственны х функций 

и нам остаетен доказать , что система векторов и1 , и2 , и 3 ,  • • •  
ПОJIНа .  

Препще всего заметим , что l iш Ни" � О .  Действительно , 
k--+oo 

в противном сдучае , используя полную непрерывность Н и тот 
факт , что посдедоватедьность p, hиk } ограничена чисдом Л 1 , мы 
смогли бы выделить из последовательности Ниk = Лkи" ортого
нальную подпос.тrедовательность , сходящуюся к пекоторому 
и =1= О .  Но это невозможно , поскольку для такой последоватедь
ности 

l iш 1 1  Нит - Нип 1 1 2 = l iш ( 1 1  Нит 1 1 2 + 1 1 Нип 1 1 2) = О . 

Следовательно , "Akиh -+  О , а поскольку 1 1  и k  1 1 = 1 , то Л" -+  О , 
как и утверждалось . Но отсюда немедленно следует полнота 
системы { ип } . Действительно , предполон;им противное , и пусть 
вектор и ортогопалеи дюбому ип . Тогда при любом k = 1 ,  2 , 
3 ,  . . . мы имеем 

k - 1 

Ни � Нkи + � "Аt (и , и; ) ut , 
i= 1 

так что (Ни , и) =- (Нkи , и) , и ,  сJiедовательно,  

(Ни , и) = l iш (Нkи , и) < 1 1 и l \ 2 lim '),k = О; 
/i-+CO 

здесь мы воспользовались определением Л" как точной верхней 
границы . 

Таким образом , в силу положительной определенности Н, 
и = О , и ,  следовательно , {ип } - полная система , что и требова
лось доказать . 

7. Полная непрерывность интегральных операторов с ядром 
типа Гильберта - Шмидта. В качестве примера , иллюстрирующего 
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полученный результат , рассмотрю! оператор К, определенный 
на функциях гильбертона пространства ®<2> (гл . V, п .  1 ) ,  где К = Н- 1 - оператор , обратныЙ R дифференциа.:IЬНОМУ опера
тору Н, ко1·орый задается выражением Ни = - (pu') ' + qu ,  как 
в случае неоднородной струны . В том же пункте liiЫ видели , Ч Т ()  К - интегральный оператор : 

ь 

Ки = ) k (x , s) u (�) d� , 
а 

ядром которого k (х, �) является функция Грина . 
Чтобы доказать ,  что К является вполне непрерывным , опре

делим норму N (К) 1) оператора К равенством 
00 

N2 (К) =  L; 1 1 Kq>i 1 1 2 , 
1= 1 

где {СJ>i} - некоторая п .  о .  н .  с . ;  можно показать , что N (К) не зави
сит от выбора п .  о .  н .  с .  Рассматривая ядро k (х , �) как функцию 
из Щ2> (гл. V, п .  4) , мы получаем с помощью равенства Парсе
валя, что 

где 

00 

N2(K) = (k ,  k) = ) ) k2 (х , �) dx d� = � a�j < оо ,  
i , j= 1 

:t :t 

aii  = ) ) k (х , �) fJ>i (х) CJ>i ( �) d� dx = 
о о 
:t :t 

= ) [ )  k (х , �) CJ>i (�) d� J q>i (х) dx = (Kq>j , CJ>i ) · 
о о 

Действительно, согласно равенству Парсеваля 

и 

00 

00 

� I / KCJ>i l l 2 = ) )  k2 d� dx < + оо . 
}= 1 

Теперь петрудно доказать,  что если оператор К имеет конеч
ную норму N (К) , то он вполне непрерывен . Действительно ,  

1 )  Эта норма отличается от введенной ранее 1 1  К 1 1 . - Пpu.'tl .  перев. 
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пусть {/ ; (х)} - произвольпая ограниченная последовательность , 
причем 1 1 / ; 1 1 -< с . Нам нужно показать,  что последовательность 
Kf1 , К/2 , • • •  , Kfn ,  . . . содера;ит подпоследовательность Ноши.  
Пус·1 ь {с:р; } - некоторая п .  о . н .  с .  Тогда 

00 

/; = � au/fh • где a;h  = (! ; , \fk) ,  
h= 1 

00 
� 1 a; h 1 2 = 1 \ /; 1 1 2 -< с2 , 

h = 1  

так что 1 a; k  1 -<. с при всех i , k . 
Таким образом,  последовательность {a i 1 } первых компонент 

векторов f i  ограничена , и по теореме Больцано - Вейерштрасса 
можно выделить подпоследовательность {/i1 } ,  первые компоненты 
которой {ai 1 ,  1 } сходятся к пекоторому пределу а1 . По той же 
причине существует подпос.:�едовательность последовательности 
{/i 1 } , состоящая из фующий {/i2 } ,  таrшя ,  что ее первые компонен

'ТЫ {ai1 , t } сходятся к а1 , а вторые компоненты {щ2, 2 } также схо
дятся к пекоторому числу а 2 •  Продолжая этот процесс по индук
ции , мы получим последовате.1ьность , которую обозначим {g; }  1) , 
такую , что при всех k = 1 ,  2 ,  3 ,  . . . последовательность k-x 
компонент b1 h ,  Ь 2 п , . . .  , bnh • . . . сходится к пекоторому веще
ственному числу b k .  Поскольку b ; k  принадлежат множеству I\ОМ
понент a ;h , имеет место неравенство 1 b i "  1 -<. с при всех i ,  k . 

Покажем теперь ,  что последовательность Kgi является после
довательностью Ноши ,  т .  е. что для любого в > О существует 
номер N = N ( в) ,  такой , что 1 1  Kgm - Kgn 1 1 2 < в при всех 
n ,  т >  N. Доказательство проводится следующим образом . Мы 
:имее:-.1 

1 1 Kgm - Kgn 1 1 2 = 1 1 h�i 
(bmh - bnh) Kc:ph 1 1 2 -< 

-< � � � � � 2 + 1 1 � 1 1
2
= St + S2 , h= i h=M+ i 1 

тде число М будет определено ниже . 
Так как 1 b;k 1 -< с при всех i ,  k , то 1 bmh - Ьпh 1 -< 2с . Следова

тrе;Iьно , 
00 

Sz <: 4c2 � I \ Kc:pk l l 2 • 
k=M+ 1 

1) Для этоrо нужно взять диагональную последовательность (см. дока
зательство теоремы па стр . 1 82) . - Прим. перев . 
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00 
Но ряд �· 1 1  K<pk / / 2 = N2 (К) сходится, и, значит , мы можем выб-

k= 1 

рать М столь большим , чтобы 4с2 � 1 / Kr.pk 1 / 2 < в/2. 3афикси-
k=.11+ 1 

руем такое М и рассмотрим теперь 

При фиксированном k последовательность bik сходится I\ bk .  Сле
довательно ,  мы можем выбрать число Nk столь большим, чтобы 

/ bmk - bnk / 2 < 2М 1 1 �CjJk 1 1 2 
при всех т ,  n > Nh . Если полоа,ить N > Nh для k = 1 , 2, . . . 
. . . , 111 , то мы получим , что S 1  < Е/2 , так что для тю>ого N, как 
и требовалось доRазать , S 1 + S 2 < в . 

Ядро k (х ,  �) , такое , что интеграл ) ) k2 (х ,  �) dx d� Rонечен , 
называется ядром типа Гильберта - JU мидта , и мы доRазали , 
что интегра;rьный оператор с таки�r ядром вполне непрерывен . 
Если в Rачестве СI\алярного произведения в �(2> взять (и ,  v) = 

:rt 
= J и'v' dx , то проведеиные выше рассуждения показывают , что 

о 
оператор К является вполне непрерывньпr в этой метрике , если 
) J (дk!д�) 2dxd� конечен . 

Заметим далее , что , посRольку самосопряженный оператор К 
является вполне непрерывным , его собственные функции обра
зуют п. о. н .  с . Но собственные функции оператора К такие же , 
RaR и у Н. Taкиlii образом ,  мы доказали , в частности , что систюш 
собственных фунRций 

sin х , sin 2х , . . .  , sin nx , . . . 

оператора Н = -d2/dx2 с условиями и (О) = и (:n:) = О полна 
в �(2> .  Это известный результат теории рядов Фурье . 

Таким же образом можно доказать , что интегральные опера
торы,  определенные в гл . VI для стержня , мембраны и пластины , 
являются вполне непрерывными в любой из двух возможных 
метрик . 
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У П Р А Ж Н Е Н И Я  со 
1 . Доказать , что N2 (К) = � 11 К<р; 1 1  2 не зависит от выбора п. о .  п .  с . 

i= 1 {<р; } .  2 .  Доказать,  что если оператор К имеет п .  о .  н .  с .  { и; }  собственных 
функций п {Л; } -+ U, где Л;  - соответствующие собственные значения , то К 
вполне непрерывен . со 

3 . Доказать, что если К имеет конечную норму N (К) , то N2 (К) = � Лi2 • 
i= 1 . 

8. Сходимость операторов и подпространств. Пусть L - часть 
оператора Н в подпространстве 2 , которое может совпадать 
со всем Sj . В методе Вайнштейна , который подробно рассматри
вается ниже , строится последовательность сужающихся гильбер
товых пространств 

2� => 2; => 2; => • . • => 2� => . . . => 2 ' 

приче111 каждое из 2i содержит 2 .  В :методе Рэлея - Ритца 
строится последовательность расширяющихся подпространств 

2� с 2; с . . . с 2� с . . . с 2 , 

каждое из которых содера;ится :в 2 .  Пусть Li - часть Н в 2i . 
Если нам удается вычислить собственные значения L� , L� ,  . . .  , 
то из общего принцила сравнения будет следовать , что :мы получим 
убывающую последовательность верхних границ для собственных 
значений оператора L 1) . Аналогично , собственные значения опе
раторов Ц,  L; , . . .  , где Li - часть L в Щ ,  дадут возрастаю
щую последовательность нижних границ для собственных зна
чений L. 

Рассмотрим , в частности , убывающую последовательность 
{Л�k } при фиксированном k , где Л�k есть k-e собственное значение 
оператора 2� ,  n = 1 , 2 , 3, . . . . Поскольку эта последователь
ность ограничена снизу числом Лk ,  она имеет предел . Нас интере
сует , при каких усл овиях этот предел будет совпадать с Лk , 
т .  е .  как едедует выбирать последоватедьность подпространств 
{2� } . Аналогично , как следует выбирать последовательность 
{2� } ? 

Чтобы ответить на этот вопрос ,  нам понадобятся два опреде
ления сходимости , одно из которых относится к операторам , 
а второе - к подпространствам. 

1) Напомним, что в отличие от предыдущих глав собственные значения 
определюотел как максимумы, а не нак минимумы функцианала (Ни, и) . 
Пр им .  перев. 



192 Г.:'Т. VIII . ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕ РАТОРЫ В ГИЛЬБЕРТОБОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

О п р е д е л е н  и е 1. Последовательность операторов {L<m } 
.сходится к оператору L_ (обозначение : L<n > --+  L) , если L<n>и --+ 
--+ Lи для любого и Е � · Далее , мы говорим , что {L<n> }  раепомер
по сходится к L (обозначение : L<m =:::: L) , если 1 1 L<n> - L 1 1 --+ О , 
т .  е .  нормы операторов L<n> - L сходятся к нулю . 

О п  р е д е л е н и е 1 1 .  Последовательность подпространств 
{2<n> } сходится к подпространству 2 ,  если последовательность 
операторов { p<n> } сходится к оператору Р , где p<n> - оператор 
проектирования на 2<n> , а Р - оператор проектирования на 2 .  

Далее , для фиксированного k и n = 1 , 2 ,  3 ,  . . .  пустп ''л\сп ) 
обозначает k-e собственное значение оператора L<n> , а ).1" ка н 
и раньше , обозначает k-e собственное значение L ,  где L<m и L -
части оператора Н соответственно в 2<n> и 2 . 

Теперь сформулируем нашу основную теорему. 

Т е о р е м а. Если {2<n! } с.ходится к 2 ,  то p,).n> } сходит 
ся li "" '  

Действительно , если L<n> =:::: L (:как будет доказано в следующей 
ниже лемме) , то , используя ll!аi{Сiвшльно-минимальное свойство 
),).п> , а также рекурсивное определение /, h , для всех нормирован 
ных векторов и , ортогональных первым k - 1 собственным Bei{TO 
рам L, имеем 

Лkn) < max (L(n)и , и) = mах [ (Lи ,  и) + (L( п >и ,  и) - (Lи , и) ] <  

< max (Lи , и) + max 1 (l}n>и , и) - (Lи , и) 1 < 
< Лk + max 1 ( (L<п> - L) и , и) J .  

Но из неравенства Коши - Буняковекого следует , что 

1 ( (L<п> _ L) и , и) I < \ J (L<п > _ L) и i i < I I L<п> _ L I I · 
Таким образом , Лkn) < 'Ak -;- 1 1 L(n) - L 1 1 ·  Аналогично, Ak < 'Лkn ) -!
_с_ 1 1  L<п> - L J J ,  так что J Лkn> - Лk \ < 1 1  L<n ) - L 1 \ ->- О, что и требо
валось доказать . 

Итак , теорема будет доказана , если :мы докажем следующую 
.·rе:нму. 

JI е 111 м а .  Если {2'щ } --+ 2 ,  то L<n> =:::: L , где L<n> - часть 
дампого оператора Н 1) в подпрострапстве 2<n> . 

Некоторое неудобство при доказательстве вызывает тот факт , 
что операторы L<n> рассматриваемой последовательности имеют 

1) Предполагается, что оператор Н вполне непрерывен. - Прим. ред. 
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различные области определения 2<n> .  Однако легко проверить , 
что L<n >  имеет те же положительные собственные значения и те же 
самые собственные векторы, что и p<mнp(n> . То же самое спра
ведливо для L и РНР . Операторы p<n >нp<n> и РНР определены 
на всем � - Таким образом , теорема будет доказана , если мы 
покажем , что p<n>нp<n> � РНР. 

Чтобы доказать это , предположим, что p<n>нp<n> # PHP , 
и придем тогда к противоречию . В самом деле , если это так , то 
существует подпоследовательность {j } целых чисел {n } ,  такая , 
что 

1 1  p <i >нp<i> - РНР 1 1 > а > О 

Тогда по определению нормы оператора существует после
дов�телы�ость нормированных векторов иi , таких , что 
1 1 Р<' >НР11 1иi - РНРиi 1 1  > а >  О . Но последовательность нор
мированных векторов и i содержит слабо сходящуюся подпосле
довательность {иi } ____,.. и ,  для которой 

1 1  p<i>нp<i>и i - РНРиi 1 1 ..,.. О . 

Это означает , что p<i >нp< i >и i  и РНРиi не могут иметь один и тот 
я.;е предел . 

:М:ы получим желаемое противоречие , если покажем , что 
на самом деле РНРиi  и p<i >нp< i >и i  сходятся к одному и тому же 
пределу , а именно РНРи . С одной стороны , мы имеем , что 
РНРиi -+ РНРи ,  поскольку иi ____,.. и ,  а оператор РНР вполне 
непрерывен . С другой стороны , поскольку 2< i > -+ 2, получаем , 
что p<i >w -+ Pw для любого w Е � - Следовательно , в силу леммы 
IV из п .  4 

< " > < i > (и i , Р ' w) -+ (и . Pw) или (Р и i , w) -+ (Ри ,  w) . 

Значит , p< i >и i  ____,.. Ри , и потому нр<i >и i -+ НРи ,  или 
1 1 НРи - нр<i >и i  1 1 -+ О , поскольку Н вполне непрерывен. Но 

1 1 РНРи - p<i >нp<i> и i  1 1 -<: 
-<: 1 1  РНРи - р<i >НРи 1 1  + 1 1  р<i >НРи - p<i >нp< i >и i  1 1 , 

где 1 1  РНРи - р<i >НРи 1 1 -+ О , так как 2m> -+ 2 .  
А так как любой оператор проектирования p<i> имеет норму,  

равную единице , то  

1 1  р<i>НРи - p<i>нp< i >и i  1 1 -<: 1 1  НРи - нр<i >и i 1 1 -+ О , 

r-шк :мы только что доказали . Следовательно , P0 'HP<i >и i -+ РНРи, 
и доказательство леммы , а вместе с ней и теоремы зююнчено .  
13  с .  Гулд 
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У П Р А Ж Н Е Н И Я  

1 .  Доказать, что если последовательность операторов {L(n)} равномерно 
·сходится, то {L(n) } сходится. 

2 .  Построить сходящуюся последовательность операторов {L(n )} в 12, 
такую, чтобы сходимость не была равномерной . 

3. Будем говорить, что последовательность {L(n )} слабо сходится к L 
(обозн�ение : {L(n)} - L) , если L(n)f - Lf для любого f Е SJ .  Построить 
две слабо сходящиеся последовательности операторов {А (n) \ и {B (n) } в z2, 
такие, чтобы последовательность {C(n) = A <n >в <n >} не была бы слабо сходя
щейся . 

4 . Доказать , что если {А (n )} и {B (n) } сходятся , то {А < п>в <n>} также 
сходится . 

5 .  Доказать , что если {А (n ) }  и {В ( " ) } сходятся равномерно, то {А < n >в < n>} 
также сходится равно111ерно . 

6 .  Доказать, что если последовательность операторов проектирования 
{P(n ) }  слабо сходится к оператору проектированпя Р, то p(n ) -+ P . 

7 .  Доказать , что если последовательность операторов проектированпя 
{P(n)} сходится к оператору L, то L - оператор проектирования. 

8 .  Построить в l2 последовательность операторов проектирования {P (n)} , 
слабо сходящуюся к оператору L ,  не являющемуел оператором проектиро
вания . 

9 .  Доказать , что если L есть часть оператора Н в SJJI , а Р - оператор 
проектирования на SJJ/ , то L и Р Н Р имеют одни и те же положительные соб
ственные значения и соответствующие собственные векторы. 

БИБЛИОГР АФИЧЕСRИЕ 3АМЕЧАНИН 

Относительно изложенного в этой главе см. Стоун [ 1  ] ,  Секефальви-Надь 
[ 1 ] п в особенности Аронтайн [ 1 ] ,  [ 9 ] .  



ГЛАВА IX 

МЕТОД ВАЙНШТЕЙНА И АРОНтАйНА 
ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
В ГИЛЬБЕРТОНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

1 .  Оnnсаьи� hlетода. Мы можем теперь рассмотреть и детально 
обосновать метод , развитый Вайнштейном и Ароншайном , длл 
вполне непрерывных операторов в абстрактном гильбертоном 
пространстве (см . Аронтайн [ 1 ) ) .  

М ы  исходим и з  пространства 2 , в котором действует часть L 
оператора К. Пусть нам известны собственные значения , соб
ственные векторы и резольвента L и нужно вычислить собствев:
ные значения оператора N - части К в подпространстве т с 2 ,  
причем 2 е т имеет бесконечную размерность . Другими сло
вами , мы знаем собственные значения и собственные векторы 
в более широком пространстве 2 , а ищем собственные значения 
в подпространстве т с 2 .  Для наглядности полезно считать 2 
и sл гильбертоными пространствами , полученными пополнением 
множеств допустимых функций соответственно для закрепленной 
и зажатой пластины (гл . VI) . 

Мы будем nоследовательно аппроксимировать эту задачу 
п-мерными задачами следующим образом . Выберем в бесконечно
мерном пространстве 2 е т п . о . н . с .  Pt . Р2 • . . .  , Рп • . . .  , 
и пусть 2<11> при каждом фиксированном n обозначает бесконечно
мерное пространство 2 е IOl (P t , р 2 , • • •  , Рп) ,  где через 
IOl (р 1 , р 2 , • • •  , Рп) мы обозначили , как и в гл . 1 , п-мерное евкли
доно пространство , натянутое на векторы р1 , р2 , • • •  , Рп · Выбе
рем в т п. о. н. с. {qi } ·  Тогда последовательности {q i } и {P i } , вме
сте взятые , порождают 2 , и мы можем записать следующие раз
ложения Фурье : 

Ри = (и , qt) qt + (и , q2) q2 -+- . . . , 
р<11>и = (и , qt) qt -1- · • • + (и ,  Рпн) Рпн + · · · , 

откуда следует,  что последовательность подпространств {2<111 } 
сходится к подпространству 2 .  Таким образом , если мы сможем 
найти собственные значения Л�11> , Л�11> , . . . операторов L<n> , то ,  
согласно основной теореме и з  n .  8 гл . VII I , эти собственные зна-

13* 
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чения с ростом n будут сходиться к искомым собственным значе
ниям оператора N. В дальнейшем для упрощения обозначений 
мы будем вместо L<n> писать L' . 

Итак ,  наша задача теперь состоит в том , чтобы найти числа , , 
для которых существуют нормированные векторы и' Е � ' ,  такие , 
что L'и' - 'и' = О . Это уравнение , содержащее оператор L' , 
собственные значения которого мы хотим найти , можно преобра
зовать так ,  чтобы оно содержало только оператор L, а его мы 
предполагаем известным . 

Действительно , пусть Р' и Р - операторы проектирования 
на �, и � соответственно . Тогда L' = Р' К, а L = РК.  Но 
�' с � , так  что Р' = Р'Р и ,  значит , L' = P'K = P'PK = 
= Р'  L . Тогда для любого и' Е � , в силу свойств операторов проек
тирования вектор (L - L') и' принадлеп-;ит п-мерному простран
ству � е �' .  

Поскольку р1 , р 2 , • • •  , Рп является п .  о .  н .  с .  в этом простран
стве , Lи' - L'и' = � � "р " при некоторых постоянных � h · Но 
если и' является собственным вектором L' , соответствующим 
собственному значению ,, то L'и' 'и' и потому 

n 
Lи' - �и' = � �kPk 

k = 1  
(и' Е �' ) .  

Обратно , есл ипри некоторых значениях �k мы найдем вектор и' Е �' , 
такой , что Lи' - �и' = � �kPk , то ясно , что и'  будет собственным 
вектором L ' ,  поскольку , применяя Р' к обеим частям этого 
равенства ,  мы получим 

Р' Lи' - �Р'и' = L'и' - �и' =  О . 

Таr>им образом , задача нахождения собственных векторов и '  Е �'  
и собственных значений ' оператора L '  эквивалентна задаче оты
скания векторов и ' , таi>их, что 

n 
Lи' - �и' =  � �kPk 

k= 1 

при некоторых постоянных � k ·  Эта последняя задача может быть 
решена , поскольку оператор L нам известен. 

2. Определитель Вайнштейна; его нули и полюсы. Правило 
Аронтайна для нахождения собственных значений. Займемся 
теперь подробным исследованием этой задачи , при этом конечно
мерный случай , рассмотренный в гл . I I I ,  будет служить нам 
моделью . Заметим прежде всего ,  что если � не является одним 
из собственных значений 'А" оператора L, то в силу свойств резоль-
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венты в 2 существует единственное решение и' , а именно 
n 11 

и' =  Rc ( � �kPk) = � �kRtPk · k= 1 k= 1 
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Но мы требуем , чтобы и ' Е 2' ,  т . е. и ' должно удовлетворять 
соотношениям (и ' ,  Рт) = О, т =  1 ,  2,  . . . , п , откуда , используя 
выражение для и ' ,  получаем 

n 

� �k (Rr;,pk , Рт) = О  k=i (т = 1 ,  2 ,  . . . , п) . 

Эта система уравнений имеет нетривиальное решение тогда 
и тольно тогда , ногда ее определ итель , называемый опреде.лителем 
Вайпштейпа и обозначаемый че рез W � 2 '  (�) I'IЛИ просто W Щ ,  
обращается в нуль:  

' 

W Ш = W 5! ,  2 '  (�) = det 1 (RtPk • Pm) 1 = О. 
Таним образом , мы показали , что для того чтобы число � .  

н е  являющееся собственным значением Л я  оператора L ,  было соб
ственным значением Лlt оператора L' , необходимо и достаточно , 
чтобы � было нулем функции W ( �) .  

Теперь , по-видимому , необходимо разработать некоторый 
метод , ноторый позволил бы судить , будет ли число � .  совпадаю
щее с одним из собственных значений L, некоторым собственным 
значением Л' оператора L' . Только тогда мы сможем полностыо 
выписать аппроксимирующие последовательности . Понажем 
теперь , что , исследуя не только нули ,  но и полюсы W ( �) , можно 
найти все Лlt . 

Основную теорему мы сформулируем в виде следующего 
правила Арон.шайпа : 

Определитель Вайпштейн.а W ( �) , рассматриваемый 1Ш�'> фупк
ция веществеппой перемеппой �. яв.ляется апалитической фупкцией 
(т. е . разлагается в ряд Тейлора) в любой точке �. за иск.лючепие;м 
пу.ля и пекоторога мпожества полюсов , которые образуют пос.ле
довате.лъпостъ , сходящуюся r;, пулю. Мпожество пу.лей W ( �) сов
падает с мпожество;м таких Лlt , которые пе припад.лежат спек
тру L ,  а мпожество полюсов W ( �) - с мпожество;м таких Лk , 
которые пе припадлежат спектру L' 1) .  

Для того чтобы было легче запомнить это правило ,  приведем 
здесь формулу Аропшайн,а 

00 • 
W Ю = ( -.!_ )  n п � - Ak 

. 
� � - Лk k= O 

1) Точная формулировка дана в терминах порядка W (Л) в точке А. 
на стр .  203. - Прим . ред. 
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Эта формула Хотносительно ее обобщений см . Курода [ 1 ) ) 
показывает , каким образом нули и полюсы определителя Вайн
штейна связаны в правиле Аронтайна с собственными значе
ниями Лlt и "-k · 

В отличие от конечномерного случая эта формула содержит 
мноilштель ( -1/�)� .  Ее доказательство в этом случае является 
значительно более трудным , и мы его не приводим (см. Арон
тайн [ 1 ]  1) ) . Для наших целей оказывается достаточным правило 
Ароншайна , которое мы докажем в следующем пункте . Сейчас 
же liiЫ рассмотрим при:мер . 

Обозначим через Л1 � Л2 � • • • собственные значения L ,  
через w � � w ; � . . .  нули W ( �) и через w 1 � w 2  � • • • полю-

1) Пусть ядро К1 (х, у) получается конечномерным возмущением ядра 
К (х, у) : 

n 
Kt (x , y) = K (x, y) - � fm (x) gт (x) , ( 1) 

m= 1 

а .<(. х, у <:;, Ь. 
Тогда детерминанты Фредгольма !'! (!!) и D (!!) ядер К1 (х , у) и К (х, у) 
связаны формулой Бейтмена 

где 

и 

/). (!!) 
D (!!) = б (!!) , (2) 

1 + f!dн (!!) . . . f!dtn (!!) 
б W = 00 

f!dnt (!!) 1 + f!dnn (!!) 

di j (!!) = ((Е- f!K)-lji , gj) 
(см. Бейтмен [ 1 ] ,  а также Гантмахер [ 2 ]  и М. Г. Rрейн [ 1 ]) . 

Если ядро эрмитово, то определитель б (f!) при gj = K/j и 11 = 1 /� пре
вращается в определитель Вайнштейна, а формула (2) превращается в фор
мулу Ароншайна. 

В формуле Ароншайна, приведеиной в тексте, нужно доказать лишь 
сходимость бесконечного произведения . Заметим, однако, что 

00 
а рлд � 1 Лh.- Лh 1 всегда сходится, если эрмитов вполне непрерывн ы ii 

h= 1 
оператор возмущается конечномерным. 

Формула Бейтмена получила обобщение в работах М. Г .  Rрейна [ 1 - 2 ] .  
Она широко использовалась в ряде работ советских механиков и физиков. 
См. ,  например , Гершгорин [ 1 ] ,  Лившиц [ 1 -3 ] ,  Дольберг [ 1 -2 ] . - Приж. 
ред. 
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�ы W ( �) . Пусть эти последовательности таковы: 

P·k} - собственные значения L :  9 = 9 > 7 = 7 = 7 = 7 > 5 > 3 = 
= 3  = 3 > 2 = 2 >  1 = 1 = 1 = 1 > 0 ,9 > 0, 7 > 

> 0,5 = 0 ,5 > 0,3 > . . .  ; 
{rоlt} - нули W (�) : 8 > 6 = 6 > 4 > 1 > 0,8 > 0,3 > . . .  ; 
{rоk} - полюсы W (�) : 9 > 7 = 7 > 3 > 2 > 0,7 > 0 ,5 > . . .  . 

Тогда , чтобы получить последовательность {Лk } ,  мы должны 
добавить к последовательности { roh }  все те члены последователь
ности {Лk } ,  которые не содержател в {ro ,. } .  Выпишем члены 
последовательности {Л ,. } ,  которые не принадлежат {ro ,. } ,  а именно :  

9 > 7 = 7 > 5 > 3 = 3 > 2 > 1 = 1 = 1 = 1 > 0 ,9  > 
> 0 , 5 > 0,3 > 

Добавив их к последовательности {rok } ,  получим 

{Лit } - собственные значения L': 9 > 8 > 7 = 7 > 6 = 6 > 

> 5 > 4 > 3 = 3 > 2 > 1 = 1 = 1 = 1 = 1 >  
> 0 ,9  > 0 ,8 > 0,5  > 0 ,3 =  0 ,3  > . . . . 

Таким образом , если мы знаем {Л,. } ,  то , согласно нашему 
правилу , необходимо только найти нули и полюсы функции 
W ( �) = det 1 (R�p,. ,  Рт )  1 ·  Поскольку р ,. и Rc известны , можно 
считать , что эти нули и по.'!юсы нам также известны. В следующей 
главе мы займемся их эффективным вычислением в частных 
случаях . 

3. Полюсы определителя Вайнштейна для первой промежуточ
ной задачи. Мы переходим теперь к обоснованию правила  Арон
тайна . Начнем с первой промежуточной задачи , т . е . с n = 1 .  
В этом случае у нас имеется единственная функция р1 , которую 
мы будем обозначать просто через р .  Докажем , что W ( �) = 
= (RcP ,  р) обладает следующими свойствами : 

i) W ( �) аналитична в любой точке � .  за исключением � = О 
и некоторых полюсов ; 

ii) полюсы W ( �) простые и о бразуют убывающую последова
тельность {Km } ,  являющуюся подпоследовательностью {Лm } ;  

i i i )  нули W ( �) простые и образуют убывающую последова
тельность {K'm } ,  разделяющую последовательность полюсов , 
т. е .  Кт > К'т > Km + t • т = 1 ,  2 , 3 ,  . . . . 
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Докавателъство ,  точно такое же , как и в конечномерном слу
чае , проводится следующим обравом. Собственные векторы 
и1 ,  и2 , • • • , um , . . .  оператора L обравуют п . о. н. с . ,  а в силу 
свойств револъвенты мы имеем 

00 
р = � amum , где ат = (р, ит) , � a:n = 1 ,  

m= 1 

со 

R�p = � л::� Um. 
m= 1 

Тогда 
00 

W (�) = (R�p , p) = � 
m= 1 

откуда 
00 

W Ш = � -00--l..:�m=--� ' '\'т > О, � )'m = 1 , 
m= 1 

где последовательность { Фm } получается ив последовательности 
{Лт } ,  если вычеркнуть те Лm ,  для которых am = О , а кратные 
собственные вначения Лm ваписатъ только один рав , но с коэффи
циентом '\'т , равным сумме коэффициентов a:n + а� + . . . 
по всем собственным векторам п .  о .  н .  с . ,  соответствующим Л т .  Эта 
ваписъ функции W ( �) является весьма удобной для исследования 
нулей и полюсов . В самом деле , все утверждения , касающиеся 
полюсов , устанавливаются сраву же.  Действительно , поскольку 

00 

� '\'т = 1 ,  ясно , что ряд � '\'тl(rот - �) сходится равномерно 
m= 1 

на любом множестве точек � .  которое находится на положитель
ном расстоянии от множества собственных вначений Лт . Но мы уже 
знаем , что собственные значения обравуют последовательность , 
сходящуюся к нулю . Следовательно , можно утверждать , что 
W ( �) является аналитической всюду , ва исключением нуля 
и точек Лm (точнее ,  ва исключением либо всех Лm , либо некоторых 
ив них , поскольку некоторые ат могут быть равны нулю) , а из 
написанной выше формулы видно , что все полюсы W ( �) простые . 

4. Правило Ароншайна для промежуточных задач. Займемся 
теперь ивучением нулей W ( �) . Заметим , что , поскольку 

W Ш =  � 00�:_6 
m= 1 
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положительна при любых отрицательных � и отрицательна при 
� > ro 1 , любой нуль W ( �) , если он существует , должен лежать. 
между двумя полюсами . Но между любыми последовательными 
полюсами rотн < rот действительно должен найтись по крайней 
мере один нуль , так как при стремлении � к rот+ 1  справа член 
l'm +1/(ro т + 1 - �) , и только этот член , стремится к - оо , а если � 
стремится к ro111 слева , то этот член l'т + 1/(rот + 1 - �) стремится 
к + оо . Отсюда следует , что непрерывная функция W ( �) обра
щается в нуль в пекоторой точке ro� этого интервала . Далее , 
W ( �) является строго монотонно возрастающей функцией на этом 

00 
интервале , поскольку ее производпая W' ( �) = � l'тl(roт - �)2 

m= 1  
всюду положительна . Следовательно , ro� - единственный нуль. 
в этом интервале , и он простой , поскольку W' ( �) не обращается 
в нуль в точке ro � .  

Введем теперь следующие обозначения . Пусть { �т } - невоз
растающая последовательность положительных чисел . Для 
любого числа � обозначим через f!!i ( �т) кратность � в последова
тельности { �т } .  т. е. сколько раз число � встречается в этой после-
довательности . Например , мы полагаем 11-s (Лт ) = О ,  если � не 
является собственным значением оператора L; если же � является 
собственным: значением: , то !!�; (Лт) равно его кратности . 

Далее , для любой точки � =F О обозначим через v; (W) порядок 
нуля функции W ( �) в точке S· Таким образом , если s - обыкно
венная точка для W ( �) , в которой W =F О ,  то v�; ( W) = О ;  если 
же � - нуль W ( �) порядка 'V > О, то v6 (W) = 'V > О.  Кроме 
того , условимся полюс порядка 11- > О  считать нулем порядка - f! ,  
так что в этом полюсе v ;  ( W)  = " < О , где " = - !! · 

Очевидно , чтобы обосновать правило Аронтайна для случая 
n = 1 , нужно доказать , что 

(� > 0) , 

где 11-s (Л�) - размерность собственного подпространства .Щ ,  
натянутого на  собственные векторы оператора L' , отвечающие
собственному значению � , а 11-s (Лт) - размерность собственного 
подпространства 2 6 ,  так что если � не является собственным зна
чением L' ,  то 2� состоит только из нулевого вектора ,  и аналогич-
ное утверждение имеет место для 26 •  

5. Промежуточные задачи и максимально-минимальное свой-
ство собственных значений . Доказательство критерия Вайнштейна 
в бесконечномерном случае аналогично доказательству , приведеи
ному в гл . I I I .  Мы ограничимся кратким перечисленнем резуль
татов . 
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Пусть L - самосопряженный оператор в гильбертовам про
странстве � с дискретным спектром Л1 <;:: Л2 <;:: • . .  , и пусть , кан 
обычно , R (и) = (Lи , и)/(и , и) обозначает частное Рэлея. Пусть 
Pt , p z , . . .  , Pn-1 суть п - 1 ортанормированных функций , 
а Л (р1 , p z , . . . , Pn-1) - минимум R (и) по всем и , ортогональ
ным функциям р1 , р 2 , . . .  , Pn-1 • Тогда Л (р1 , р 2 , . . . , Pn-1 ) <;:: 
<;:: Лn ; это можно доказать двумя способами . Первое доказатель
ство , опирающееся на фундаментальную лемму Вейля , дано 
в гл. IV, п. 8 , а второе , использующее свойства функции Вайн
штейна , аналогично изложенному в гл . I I I  для конечномерного 
случая . Тогда мы приходим к следующему критерию Вайиштей
иа максимального увеличения собственных значений. 

Пусть 
Лs-1 < Лs = Лsн = 

Введем определители Вайнштейна 
00 

Wom (Л) = W т (Л) = det 1 (Rлpk , pi) 1 = det 1 � (Pk , �:�р�, ип) 1 ; n= 1 
(i , k = 1 , 2 ,  . . . , т; т = О ,  1 , 2 , . . . , п) , 

и рассмотрим определитель W т при Л = Лп - 8 , где 8 - некото
рое фиксированное ,  достаточно малое , положительное число .  
Тогда иеобходимое и достаточиое условие па фуикции р1 ,  р 2 ,  • • •  
. . . , Pn-t •  при котором Л (р1 , р2 , • • •  , Рп-д = Лn ,  состоит в том , 
чтобы в последовательмости W0, W1 , W2 , . , Wn-1 имелось 
в точиости s - 1 перемеи аиака1) . 

Мы можем доказать теперь предложения А и В ,  сформули
рованные в гл . I I I ,  п. 6 ,  точно таким же способом,  что и раньше . 
Из этих утверждений сразу же вытекает правило Ароишайиа 
для п = 1 : 

Некоисервативиые собствеииые аиачеиия оператора L' (т. е . ue 
являющиеся собствеюtы.ми апачеиия.ми L) совпадают с иу.лями 
фуикции Вайиштейиа W (Л) , а коисервативиые собствеииые аиа
чеиия L' совпадают с теми собствеииы.ми аиачеиия:ми L , которые 
не яв.ляются полюсами W (Л) . 

Что касается правила Ароншайна для любых п , то в п-мерном 
случае мы вывели его непосредственно из формулы Ароншайна . 
Но в бесконечномерном случае , поскольку формула Аронтайна 
не доказана , мы должны вывести это правило из леммы Арон
тайн а ,  утверждающей, что Won = W01 · W1 z · Wzз • · · Wn-1 , n ·  

.1) С м .  примечапие на стр . 7 1 . - Прим. ред. 
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()на доказывается точно таБ же , как и раньше . Из этой леммы 
-сразу же следует , что при всех n 

v� ( W) = ,,� (Wод + v� ( W1 2) --r • 

Rроме того , как и в случае n = 1 ,  имеем 

1-Ls (Л�- 1 >) - 1-Ls (л�>) = v6 ( Wh- 1 ,  k) 

I()ТКуда , складывая ,  получаем равенство 1) 

v� ( W) = 1-Ls (Лт )  - f..t� (л�>) , 

+ 'Vs (Wn-1 , п ) · 

(k = 1 , 2 ,  . . .  , n) , 

которое эквивалентно правиду Аронтайна ддя произвольнога 
числа n связей. 

1) По nоводу этой формулы см. Гантмахер и Rрейн [ 1 -2 ] * , где исполь
.зуется формула Бейтмена,  а также недавний результат Куроды [ 1 ] . 
Лр и.м . ред. 



ГЛАВА Х 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВАЙНШТЕЙНА 
И АРОНШАйНА В ГИЛЬБЕРТОБОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ R RРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
О КОЛЕБАНИЯХ ПЛАСТИНЫ 

1 .  Схема применепил метода. В предыдущей главе рассматри
валось применение метода Вайнштейна и Аронтайна к линейным 
операторам в гильбертовам пространстве . В этой главе мы зай
мемся сведением краевой задачи о колебаниях пластины к задаче 
на собственные значения для вполне непрерывных операторов . 
Тем самым будут доказаны теоремы существования и сходимость 
наших приближенных методов (см . Аронтайн [3] ) .  

Рассмотрим применение метода в важном частном случае квад
ратной зажатой пластины : 

Ни = f..f..и = 'Аи , 
д и U = - = 0, дх 
д и U = - = 0, д у 

l x J < � , 
::t Х = - 2 '  

J y l < � '  
:л; 

х = т · 
:л; 

У = т ·  

Эту задачу будем называть задачей Р .  В качестве базовой задачи 
р<о> возьмем задачу для закрепленной пластины , которая , как 
было показало в гл . VI , допускает точное решение . Краевые усло
вия в этом случае имеют вид и = ди = О . 

Наша программа состоит в следующем. Обозначим через 5\. 
пространство всех допустимых функций задачи Р ,  т . е .  всех 
функций класса c<4J ' удовлетворяющих краевым условиям зада
чи Р . Аналогично,  через st<o> обозначим пространство допусти
мых функций задачи р<о > . В обоих с.11учаях норма определяется 
выражением 

1 J и 1 J 2 = И (и) = J J f..f..u . u dx dy = J J (f..u) 2 dx dy .  

Два эти пространства Я' и St<o> удовлетворяют всем аксиомам 
гильбертона пространства , за исключением аксиомы полноты . 
Кроме того , имеется еще одно препятствие для применепил метода 
Вайнштейна , а именно включение St с St<o> не имеет места , 



1 .  СХЕМА ПРИМЕ НЕ НИЛ МЕТ ОДА 205 

поско.'Iьку краевые условия в St: и �<о > различны . С помощью 
функций Грина (гл . V и VI) мы произведем функциональное 
пополнение пространств R и st<o > , расширяя их до полных про-
странств R и S\<o> соответственно .  При этом JIIЫ получим, рас
суждая ,  как в гл. V, п. 7, что в процессе пополнения стабильные 
условия (т . е. условия , включающие производные , порядок кото
рых меньше 2) сохраняются , а нестабильные условия (т. е . усло
вия , включающие пронаводные второго или более высоь:ого поряд
ка) теряются . Таким образом , функции , которые присоединяются 
к R ,  все еще будут удовлетворять условиям и = ди!дп = О ,  
а функции , которые присоединяются к st<o> ,  уже н е  должны удов
.четворять условию ди = О, и мы получаем требуемое включе
ние St с: f<o > . Любая функция и (х , у) = и (z) Е Sf<o > записы
вается в следующем виде (гл . V ,  п .  7) : 

и (z) = - J J g (z , z' ) f ( z ' ) dz ' ,  

где g - функция Грина для закрепленной мембраны , а f 
пекоторая функция из 2<2> . Другими словами , общий элемент 
пространства Jt<o> является гриновским потенциалом , плотность 
которого задается общим элементом 2<2> , а подпространство Sf 
состоит из тех элементов Sf<o> ,  нормальные производные которых 
равны нулю на границе . 

Однако метод Вайнштейна , развитый в предыдущей главе ,  
пока еще нельзя применять к оператору Н =  дд,  поскольку , 
как легко видеть , Н не является вполне непрерывным. Поэтому 
мы должны , как отмечалось в гл. II и V, найти собственные значе
ния оператора К = н- I , который определяется для любого 
и Е R формулой 

Ки (х ,  у) =  J J k (х ,  у ,  � .  'YJ) и (� , 'YJ) d� d'Yj ,  

поскольку этот оператор является впОJIНе непрерывным . Числа , 
обратные к собственным значениям оператора К ,  будут собст
венными значениями Н (гл . V, п. 1 ) .  

Первый шаг в применении метода Вайнштейна состоит в том , 
чтобы задать пос.'lедовательность функций P i • с помощью которых 
строятся промежуточные задачи . Rак отмечалось в начале Г.'I .  IX , 
желательно , чтобы Pi образовывали п .  о . н .  с . для дополнитель
ного подпространства � = "Sf<o> е Sf. Такую п. о. н. с . МОЖНО 
построить явно благодаря следующим свойствам функций р Е $. 
Прежде всего д др = О ,  как будет доказано ниже . Rроме того , 
: ы ы  уже видели , что S{<o> состоит из таких функций , которые 
являются гриновскими потенциалами некоторых функций q Е 53<2> . 
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Следовательно , поскольку р Е S{<o> , мы имеем q = -др ,  так что 
дq = -ддр = О, или , другими словами , q - гармоническая 
функция , т . е .  функция , лапласпаи которой равен нулю . Таким 
образом , функции р можно описать как гриновские потенциалы 
с гармонической плотностью ; следует , однако , отметить , что эти 
рассуждения примелимы только для функций р Е с<4> .  Тем не
менее ниже будет доказано , что такие функции образуют плотное
множество в пространстве � ' и ,  значит , можно построить полную 
систему , состоящую из функций р ,  принадлежащих пересечению 
Ц5 .  сш пространств � и с<4> . Таким образом , задача построениа 
полной системы {Рп } в пространстве $ с нормой 

1 1 р 1 1 2 = I I (др)2 dx dy 

эквивалентна задаче нахождения полной системы { qпJ в простран
стве ;tl, состоящем из всех гармонических функций, с нормой 

и потому такую систему мы сможем выписать явно (см. ниже). 

2. Выражения для элементов определителя Вайнштейна. 
Выполнение намеченной программы !IIЫ начнем с доказательства 
того факта , что д др = О для всех р Е � · сш. Для произвольных v-

и w Е st<o> мы имеем (v , w) = J J !'J.vдw dx dy .  Но если v и w Е 
Е сш ' ТО 

(v, w) = ) .\ !'J.v дw dx dy =  J J дi'J.v . w dx dy +  

+ I  ( дw ддv ) дv ап + ап  w ds , 

и если v и w принадлежали st<o> , то оба члена в криволинейноllt 
интеграле обратятся в нуль. Однако ,  поскольку v и w принадле
жат только Sf<o > ,  можно утверждать,  что обращается в нуль. 
только один член 

i ддv J a,;: w ds, 

так как ш удовлетворяет стабильному граничному условию w = О. 
Таким образом , для р Е  � · с ш  и и Е �< - > имеем 

0 =  (р , и) = f j !111p · и dx dy + J др ;: ds.  
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Если и равна нулю вне векоторого малого круга в R ,  то 

) ) 1111p · и dx dy = 0, 

откуда в силу непрерывности 11 11р следует , что 11 11р = О в R ,  
как и утверждалось . 

Осталось доказать , что $ · С'4> плотно в $ .  Для этого рас-
смотрим функцию и Е Sf<o> , такую , что (р , и) = О для всех р Е 
Е $ · С14> . Поскольку !111р = 0, имеем 

О = (р , и) = J ) 1111р · и  dx dy + ) 11р �: ds = J 11р :: ds. 

Это равенство может выполняться при всех р Е � · сш только 
тогда , когда ди!дп = О. Таким образом , любая функция и Е Sf<o> , 
ортогональная всем р Е � · сш , должна принадлежать St.  Но тогда 
R � st<O> е $ . с(4 ) '  так что 

$ · С(4) � n<o> e R = $ = $. 

Это означает, что � · С<4> = �. т .  е .  что $ · С(4 ) плотно в $. что 
и требовалось доказать. 

Следующий шаг , согласно изложенному выше , состоит 
в построении полной системы функций {qn }  в пространстве Q 
всех гармонических функций с нормой 1 1  q 1 1 2 = ) ) q2 dx dy . 
Ясно , что такую систему можно построить многими способами . 
Например , м:ы можем взять следующую систему функций , зану
меровав ее в одну последовательность (k = 1 ,  2, 3, . . .  в каж
дом случае) : 

cos (2k - 1 )  х ch (2k - 1 )  у ,  
ch (2k - 1 )  х cos (2k - 1 )  у ,  
cos (2k - 1 )  х sh (2k - 1 )  у ,  
ch 2kx siп 2ky , 
sin 2kx ch 2ky , 
sh (2k - 1 )  х cos (2k - 1 )  у ,  

sin 2kx s h  2ky , 
sh 2kx sin 2ky . 

Мы теперь готовы к вычислению элементов (vт , Рп) определителя 
Вайнштейна , где Vm = R�Pm = (К<о> - �J)- 1 Рпи а Pn - гринов
ский потенциал от указанных функций q .  

По определению резольвенты имеем (К<о > - �1) vm = Pm .  
откуда , применяя к обеим частям оператор /1 11 ,  получаем vm -
- �11 11vm = О ,  поскольку 11 11pm = О ,  а оператор к<о> является 
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обратным к д д .  Обозначал 1/� через ft, а - �vm через Wm , пере
пишем последнее равенство в виде д д wm - ftWm = О в R . Далее , 
к<о>w = дк<о>v = О на С Из равенства (к<о> - -r I)v - р т т · '==' т - rn 
l\IЫ получаем 

- �Vm = Pm = О, 
- �дvm = дрт = qm 

или Wm = О ,  дwm = qm на С.  Теперь можно , разделял перемен
ные , решить краевую задачу д дw - ftW = О в R , w = О , дw = q 
на С. 

Подставляя w (х, у) = w1 (х) w2 (у) в уравнение д2w - ftW = 
= О ,  получаем уравнение 

d4w1 (х) W ( ) + 2 d2w1 (х) d2w2 (у) + w (х) [ d4w2 (у) 
dx4 2 У dx2 dy2 1 dy4 

Оно будет иметь решение w1 (х) , не зависящее от у ,  если сущест
вуют постоянные у1 и у2 , такие , что система 

d2w2 (у) 
dy2 = 1'1W2 (у ) , 

d4w2 (у) 
dy4 - ftW2 (у) = 1'2W2 (у) 

имеет решение w2 (у) .  Тогда w1 (х) будет удовлетворять уравнению 
d4w1 d2w1 
' dx4 + 2у1 dx2 + 1'2W1 = О. 

·Общим решением уравнения d2w2/dy2 = y1w2 является w2 = а0е6У + 
-"- а1е-6У , где через б обозначено y t /2 • Далее , общее решение урав-
ненил 

d4wz 
dy4 - ftWz = 'l{zWz 

ююет вид�ш2 = �0е6У + �1еiбу + �е-бУ + �3е-iбу , где б =  (у2 + ft) 1 14 . 
Таким образом , система двух дифференциальных уравнений 

д.;�я ш2 будет иметь решение только при таком выборе параметров 
а 0 ,  а1 ,  В о ,  В 1 , � 2 , �3 , у1 , у2 , при которых оба выражения для ш2 
�о впадают. 

Это возможно , если у2 + ft = у� , поскольку в этом случае 
.можно положить � о = а 0 , � 2 = а1 ,  �1 = В з = О, и общее решение , 
-удовлетворяющее обоим уравненил!II , будет иметь вид 

ш2 = а 0е6У + а1е- 11У .  

Тогда решение ш1 (у) задается выражением 

W1 = ; ОеТJОХ + ;feТJlX + ; 2е- ТJоХ + ; 3е- ТJ1Х , 
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ГДе fJ о = ( -у2 + f! 1 .' 2 ) 1 / ? , f] 1 o-=: ( -y2 - f! 1 /2 ) 1 / 2 , а � i  ПрОИ3ВОЛЬНЫ . 
Taкиlll oбpa3o!ll , решение w (х, у) = w1 (х) w2 (у) является линей
ной коl\Iбинацией следующих восьми линейно не3ависимых 
решений : 

ch fJ oX ch уу ,  
c h  fJ oX sh уу , 
sh fJ oX ch уу ,  
sh fJ oX sh уу , 

ch f) 1x ch уу , 
ch f] 1X sh уу , 
sh f] 1x ch уу , 
sh Ч t·Т sh уу ,  

где у - прои3вольная постоянная . 
Но решение w, которое мы ищем , должно быть такой линейной 

комбинацией этих решений (во3l\юашо , с ра3личныl\IИ 3начениями 
постоянной у) , чтобы удовлетворялись краевые условия w = О 
и !1w = q , где q - функция , принадлежащая одной И3 восьми 
подпоследовательностей , выписанных на стр . 207 . Так , если q = 

cos тх ch ту , т =  1 ,  3 , 5 , . . . , легко проверить , что 

т r 2 :rt :rt ' w = 2н- 1 : 2 ch т ..::_ cos тх { ch 8оу - ch 8tY } 
сh 8о т ch 8 1 z 

где 

Аналогичные формулы имеют место и в остальных семи случаях 
выбора q . 

Таким обра3ом , мы получаем элементы определителя Вайн
штейна в виде интеграла 

1С 1С 
2 2 

(vm , Рп) = - f! (wm , Рп) = - f! J J 1'1wmqn dx dy . 
1С 1С 

-2 -2 

3. Вычисления для квадратной пластины. Чтобы пока3ать , 
как проходит процесс вычисления , рассl\Iотрим уравнение Вайн
штейна для собственных значений первой промежуточной 3адачи , 
а Иl\Iенно J J 1'1w · q dx dy = О, где можно взять q = cos х ch у . 
Мы получим 

14  С Гулд 

2 :rt :rt 
w = 2f!- 1 ; 2 clt ..::_ cos x { ch 8o Y - ch 8 tl/ } . 

_ сь ео 2 ch 8 1  у 



210 ГЛ .  Х . ПРИМЕ НЕ НИЕ МЕТОДА ВАЙНШТЕЙНА И АРОНШАЙНА 

Тогда L\w = ( 1 - е�) Wt - ( 1 - е�) Wo, где через Wo мы обозначили 

2н- 1 /2 ch � cos х ch еоУ г 2 n ' 

а через w1 

Таким образом, 

сh ео т 
2• • - 1 /2 ch _.::. COS Х ch 8tY г 2 :rt ch e1 2 

q L\w = 2f.1- 1 12 ch � cos2 x ch y{( 1 - e�) ch et� - ( 1 - е�) ch e o� } , ch e12 ch ео т 
11 .:!. 

2 2 
и J J q L\w dx dy легко вычисляется. Приранпивая результат 

11 11 
-2 -2 

нулю (и обозначая для удобства n/2 через р) , получаем уравнение 

v ch рео { ( 1 - et) sh p  (1 + et) + ( 1 + et) sh р ( 1 - et)} + 
+ (2 + v) ch ре1 { ( 1 - е0) sh р ( 1 + ео) + (1 + ео) sh р ( 1 - е0)} = О, 

где v = f.11/2 , так что е о = (1 + v) 1 /2 и ei = ( 1  - v) i/2 ,  
Это трансцендентное уравнение относительно v = !-1 1;2 = �- 1 ;2 

можно решить численно или графически, и мы получим (бесконеч
ное множество) значений v. Можно показать , что ни одно из най
денных значений � не равняется ни одному из известных нам 
собственных значений базовой задачи , т. е . задачи о закрепленной 
пластине , и потому мы получили спектр �1 , �2 ,  �3 , • • • первой 
промежуточной задачи . 

Переходя теперь к промежуточным задачам более высокого 
порядка , т . е . к задачам , в которых используется несколько 
функций q, заметим , что можно провести вычисления с большей 
точностью без дополнительных затрат труда , если воспользоваться 
следующими соображениями. Мы дадим здесь только несколько 
указаний к решению задачи . По поводу ню<оторых деталей 
сы. Аронтайн [ 3 ] . 

Будем говорить , что функция q (х , у) является функцией 
типа О по х , если q - четная функция х , и типа 1 ,  если q нечетна ; 
аналогично формулируются определения по переменной у .  
Далее, будем говорить , что q имеет тип [ i ,  j ] , i = О , 1 ;  j = О , 1 , 
если q является функцией типа i по х и типа j по у .  Заметим , что 
в выписанной выше последовательности функций q (х , у) имеются 
функции всех четырех типов . 
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Любую функцию f (х , у) , заданную на квадрате 1 х 1 -<;:: :rr /2 , 
1 у 1 -< л/2 ,  можно разложить единственнЫlii образом в сумму 
четырех функций , каждая из которых имеет определенный тип , 
а именно 

f = f 00 + f 0 1 + f 10 + f 1 1 '  

где fu = � � � ( - 1 ) ik+:i l f { ( - 1)kx ,  ( - 1) z y} .  
k=O , t  1= 0 , 1  

Отсюда с помощью несложных рассуждений следует , что 
можно рассматривать задачи Р и р<о > для каждого типа функций 
в отдельности и применять метод Вайнштейна для каждой такой 
<<частичноЙ>> задачи . Тогда последовательность собственных зна
чений полной задачи может быть получена объединением всех 
собственных значений соответствующих четырех <<частичных� 
задач в одну последовательность . 

Собственные 
значения Тип Нижнлл Верхилл Среднее Ошибн а 
исходной задачи граница граница значение в % 
задачи 

1-е 00 1 3 , 2820 1 3 , 3842 1 3 , 3331 0 , 30 

2-е 01 55 , 240 56 , 561 55 , 9005 1 , 2 

3-е 10 55 , 210 56 , 561 55 , 9005 1 , 2 

4-о 1 1  120 , 007 124 , 074 122 , 0405 1 , 7  
5-е 00 177 , 67 182 , 1 4  179 , 905 1 , 3 

6-е 00 1 78 , 3  184 , 5  181 , 4  1 , 7 

7-е 01  277 , 42 301 , 55 289 , 485 4 , 3 

8-е 10 277 , 42 301 , 55 289 , 485 4 , 3 

9-е 01 454 477 465 , 5  2 , 5 

10-е 10 454 477 465 , 5 2 , 5  

1 1 -е 00 488 548 518 6 , 1 
12-е 1 1  600 , 840 62 1 , 852 611 , 346 1 , 8 
13-е 1 1  601 , 569 646 , 939 621 , 2;)4 3 , 8 

В работе Аронтайна [ 3 ]  собственные значения , меньшие 625 , 
вычислены для четвертой промежуточной задачи в каждой из 
четырех <<частичных>> задач . Так как переменвые х и у равноправ
ны , задачи типа [ 1 ,  О] и [0 ,  1 ]  имеют одинаковые собственные значе
ния , которые в спектре полной задачи будут поэтому двукрат
ными . В таблице приведены результаты вычислений нижних 
границ для первых 13  собственных значений ; 4 первых значения 
были вычислены Вайнштейном в 1 937 г .  Верхняя граница , дри
веденная в таблице , получена обычным методом Рэлея - Ритца . 

14* 



ГЛАВА XI 

ПРИМЕНЕИНЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ 
К ОБЩИМ КРАЕВЫМ ЗАДАЧАМ 

1 .  Задача на собственные значения для общих дифференциаль 
ных операторов. До сих пор описываемые методы рассматривались 
подробно лишь в применении к специальным случаям струны , 
стержня , мембраны и пластины. Теперь будет дано конспективное 
изложение некоторых результатов Ароншайна и его соавторов 
(см . главным образоы Ароншайн [2 ] )  относительно применепил 
приближенных методов к более общим задачам . Доказательства 
зачастую опускаются ; их общий характер становится ясным, если 
провести аналогию с результатами предыдущих глав . Централь
ное место во всех этих методах занимает вопрос об отыскании под
ходящих промежуточных задач . До сих пор мы получали эти 
задачи , изменяя краевые условия . Построенные таким образом 
задачи называются промежуточпыми задачами первого типа . 
В этой главе рассматриваются только такие задачи.  Промежуточ
ные задачи второго типа , связанные с существенным изменением 
самого оператора , изучаются в дальнейших главах . Некоторые 
другие методы , включающие , например , изменение краевых усло
вий и самой области или изменение условий непрерывности реше
ния внутри области , развиты Ароншайном [4] (см. также работу 
Ароншайна и Цейхнера Ш ) .  

М ы  начинаем с постановки задачи н а  собственные значения 
для общих дифференциальных операторов в случае двух незави
симых переменных . Аналогичные формулы могут быть получены 
ценой некоторых усложнений и для п переменных . 

Рассмотрим два линейных однородных дифференциальных 
выражения А и В , определенных в области D .  Задача состоит 
в том , чтобы пайти все числа f-L,  для поторых существует фупп
ция и ,  ne раепая тождествеппо пулю , удовлетворяющая в обла
сти D уравпепию 

А и = 11Ви ,  

а па граftиЦе С области D пепоторым задаппым одпородпым прае
вым условиям . 
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l\fы называем дифференциальное вырюi>ение А линейным одно
родным , если А и  является суммой конечного числа членов вида 

дm+nu 
р (х , у) дхm дуп (т ,  n = О , 1 ,  2 ,  . . .  ) . 

Относительно границы С предполагается , что она состоит из 
конечного числа аналитических дуг С1 , • • •  , С" так что 

с = ct + С2 + . . . + Cr, 
где Ck обозначает замыкание Ck . Пусть на каждой дуге Ck задано 
hk  линейных однородных дифференциальных выражений Ak i 
( i  = 1 ,  2 ,  . . . , hk) , порядок которых меньше порядка А .  Тогда 
краевые условия , которые налагаются на решения и нашей 
задачи , можно записать в виде 

Aikи = о на ck 
(i = 1 ,  2 ,  . . .  , hk ; k = 1 ,  2 ,  . . .  , r) . 

При!\lером может слуп:>ить задача о колебаниях квадратной пла
стины, некоторые стороны которой зашаты , а остальные свободны . 

2. Самосопряженные и формально положительные дифферен
циальные выражения. Для того чтобы можно было применять 
наши :методы , выражения А и В и граничные операторы Ak i 
должны обладать некоторыми свойствами , которые мы сейчас 
обсудим. 

Рассмотрим сначала выражение А ;  предполагается , что его 
порядок больше порядка В. По правилу дифференцирования 
произведения выражение А и ·  v при любых функциях и и v можно 
представить в виде 

- - д д Аи · v = и · А*v + дх Г1 (и , v) + дi/ Г2 (и , v) ,  

где А *  имеет такую же структуру ,  что и А , v обозначает функцию , 
комплексно сопряженную с v (на протяжении этой главы мы 
будем считать , что функции принимают комплексные значения) , 
г1 и г2 - билинейвые эрмитовы выражения порядка меньшего ,  
чем А , т .  е .  Г 1  (и , v) и Г2 (и , v) представляют собой суммы чле-
нов вида 

Например , если 

то 

д2 и д2 и Аи = - 11и =" - - - -дх2 ду2 ' 

- - д ( дv д и - ) д ( дv ди - ) - 11и · v = и ( - 11v) + - и - - - v + - и - - - v дх дх дх ду ду ду 
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Ясно , что выражения Г1 и Г2 определяются неоднозначно ; 
например , можно заменить Г 1 и Г 2 билинейными выражениями 

д 
Г1 (и , v) + -д Q (u , v) ,  и 

rде Q -- Произвольное би.тrинейное выражение , порядок которого 
не выше порядка А .  

Что касается выражения А * , то оно определяется написанным 
выше равенством оr�нозначно . Это выражение называется сопрл
жетътъым к А 1) .  Если А * совпадает с А , то говорят , что А - само
сопрлжетътъое выражение . 

Если, кроме того , для самосопряженного выражения А можно 
написать равенство 

n 

Аи · v = � Akи · Akv + :х Г ' (и , v) + :У Г" (и , v) , 

k= 1 

где Ak - линейные однородные дифференциальные выражения, 
а Г' и Г" - билинейные армитовы дифференциальн ые выраженин ,  
то  говорят , что А формальтъо положительтъо . Например ,  

- { д и д� д и д �  } д ( д и - ) д ( д и - ) - 8..U · V  = дх дх + дij ау +дх -· дх V + ау  - дij  V 
и 

8..8..и .; = 8..u8..v+ ..!_ [ д д и v- 8..и 
дv J +� [ми v- 8..и аи J дх дх дх ду ду ду ' 

так что выражения А = -8.. и А = 8.. 8.. формально положитель
ны . Порядок положительного выражения должен быть четным , 
поскольку он равен удвоенному максимальному порядку выра
жений A k . Мы будем обозначать порядок такого выражения 
через 2t . Сумма членов наивысшего порядка , а именно 

2 1 
� д2 l u 
LJ Pm (х , у) 

дхт д 2 1 -m , 
m=O у 

называется главnой члстью А и .  Если выражение А является 
формально положительным , то -А называется формальтъо отри
цательтъым , а оба выражения А и -А называются эллиптиче
спими .  Следует отметить , что мы рассматриваем только эллипти
ческие операторы. 

1) В этом легко убедиться , взяв интегралы в обеих частях равенства 
определяющего А * , по области G; если функции и, v равны нулю в гранич
ной полоске , то дивергентный член обращается в нуль . - При.м . ред . 
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3. Адекватные граничные условия. Пусть А - самосопря
женное дифференциальное выражение . Рассмотрим интеграл 

J J Aи - vdx dy = J J u - Av dx dy + J {a (z) Г1 (и , v) + P (z) Г2 (и , v)} ds , 
D D С 

где z - произвольпал точка границы , а а (z) и р (z) - направляю
щие косинусы внешней нормали в точке z. Это равенство полу
чается интегрированием по частям. 

Дифференциальное выражение А вместе с граничными выра
жениями Aki определяет линейный дифферен,циальный оператор 
{А ,  Aki } . Такой оператор называется формально самосопряжен
ным, если при пекотором выборе Г 1 и Г 2 можно представить гра
ничные члены а (z) Г 1 (и, v) + � (z) Г 2 (и , v) в виде 

hk 
а (z) Г1 (и , v) + � (z) Г2 (и ,  v) = � [AkiиAi.iv - AI.лиAkiv] i=1  

для z Е Ck , k =- 1 ,  2 ,  . . .  , r ,  где Ai.i - некоторые граничные выра
жения, которые имеют смысл на Ck . 

Пусть, далее , А - формально положительное выражение . Рас
смотрим интеграл 

n 
J J Aи - v dx dy = J J � Akи Akv dx dy + 

D k=i 
+ .\ {а (z) Г' (и ,  v) + � (z) Г" (и , v)} ds . 

с 
Тогда оператор {А ,  Aki } называется формально положительно 
определенным, если 
а (z) Г' (и, v) + � (z) Г" (и , v) = 

hk hk nk 
= � AkiиA/.iv + � AТ:iиAkiV + � QkjиQkjV 

k=i i = i  3= 1 

для z Е Ck , k = 1 ,  2 , . . .  , r ,  где А;;л , Ai.i' - линейные граничные 
выражения , определенные на С k , а Qkj - дифференциальные 
выражения на Ck порядка , меньшего t 1) , обладающие тем свой
ством,  что если для пекоторой функции и выполнены условия 
А kи = О и на каждой дуге С k имеют место равенства Ak iи = О 
и Qkjи = О при k = 1 ,  2 , . . .  , r ,  то и =  О . 

Из этого определения вытекает , что если опера тор {А , Ak i } 
формально положительно определен , то квадратичная форма 

1) Предполагается , что оператор А порядна 2 t . - При:м .  ред . 
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J J А и · й  dx dy является положительно определенной. Действи
тельно , в этом случае 1) 

n r J J Аи · v d dy � J .\ � AhuAkv dx dy -;- � J 
nk 
� QkjUQkjV ds , 

D D k= 1  k= 1  Ck 3= 1 
так что 

n r nk J J Aи · u dx dy =  J J � / Akи / 2 dx dy + � J � / Qkjи / 2 ds , 
D D k= 1  k= 1 Ck 3= 1 

и ,  следовательно , нвадратичная форма положительна при и =1= О.  
Краевые условия Akiи = О , тание , что оператор {А , Aki } 

является формально положительно определенным , называютел 
согласоваппы.ми с А ,  если наждое из выражений Ak i  имеет порядон , 
l\lеньший , чем А ,  и ,  нроме того , набор Aki слабее любого другого 
набора Ak i ,  ДJIЛ Rоторого {А ,  An i }  является формально ПОЛОЖИ
тельно определенным. При этом мы говорим , что набор Ak i слабее 
набора xk i • если любая фуннцил и ,  удовлетворяющая условиям 
x h i u  = О, удовлетворяет танже условиям Ak iи = о . Можно ДОRа
зать , что согласованный набор нраевых условий для оператора 
порядна 2t содержит в точности t нраевых условий на наждой 
дуге Сп . Поснольну в дальнейшем нa!II придется иметь дело тольно 
с согласованными нраевыми условиями , мы будем заменять во 
всех формулах hk на t .  

Предполагал , что выражения А и В формально положитель
ные , мы будем говорить , что нраевые уеловил Ak iu = О адекватны 
задаче А и = 11Ви ,  если операторы {А , Ak i }  и {В ,  Ak i }  формадь
но положительно определены и набор Ak i согласован с А . 

4. Функция Грина дифференциального оператора. П редполо
жим прежде всего (доназательство см .  в работе Джона [ 1 ] ) , что 
существует фупда.мептальпое решепие f (z , z') уравнения А и = О ,  
ноторое определяется следующими четырьмя условиями . (Здесь z 
обозначает точну (х , у) , z' - точну (х' , у' ) , та н что f и g являютел 
фуннцилми четырех переменных . )  

Для любой финсированной точки z' Е D фуннцил f (z , z')  
нак фуннцил двух переменных .т и у обладает следующими свой
ствами : 

1 )  f (z , z') принадлежит классу с<и> в D - z' ; 
2) f (z , z' ) удовлетворяет уравнению Af = О в D - z' ; 

1) Предполагается , что Aki u  = 0 на каждом куске Ck границы С . 
Прим . ред . 
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3) существует положительная постоянная М, такая , что для 
любой производной функции f порядка 2t - 1 (мы обозначим 
ее через j< 2 t- 1 ) )  справедлива оценка 

1 z - z' 1 1 j< 2 t- t ) (z , z') 1 -< М 
при всех z Е D ;  

4) если ГР (и , v) - бюiИнейное выражение на окружности 
1 z - z ' 1 = - р , такое, что 

) J Aи - vdx dy = J J и - Av dx dy + .\ Г (и , v) ds -t- J Гp (и , v) ds , 
С 1 z-z ' I=P 

где двойной интеград берется по обдасти D, из Iюторой удален 
круг 1 z - z' 1 < р , то 

lim J ГР ( 1 ,  f) ds = 1 .  
р--+ О l z - z ' I=P 

Фу1-ыщия Грина g (z , z ' )  оператора {А . Ak i } определяется 
тогда как фундаментальное решение уравнения А и  = О, удо
влетворяющее краевым условиям Ak ig  (z , z') '---' О на С для любой 
фиксированной точки z' Е D. Есди функция Грина существует , 
то она единственна . Однако существование функции Грина еще 
не доказано для многих задач , удовлетворяющих нашим опре
делениям .  В частности , при доказательстве могут возникнуть 
трудности , связанные с наличием угловых точек на границе , 
но мы не будем обсуждать эти вопросы. Ддя того чтобы доказать 
некоторые из формулируемых ниже утверждений , необходимо 
едедать некоторые предположения относитедьно непрерывности 
функции Грина . Эти предположения , по-видимому, выподняются 
во  всех представляющих практический интерес случаях (см. 
Ароншайн [ 2 ] ) .  

5. Построение (функционального или псевдофункционалъного) 
гилъбертова пространства. Значение функции Грина g (z ,  z' ) 
состоит в том, что , взяв ее в качестве ядра , можно построить инте
гральный оператор G, который является обратным к А 1) . Иными 
словами , ддя любой функции и из класса c<2t > (D) (а на самом деле 
из пекотарого более широкого класса) равенства 

Аи = v в D, Аiи = О  на С ( i = 1 ,  2 ,  . . . , t) 
эквивалентны следующему равенству : 

и (z ' )  = J J v (z) g (z , z ' )  dx dy = J J Аи (z) g (z ,  z') dz . 
D D 

1) В дальнейшем в обозначениях операторов краевые условия зачасту» 
опускаются (см. примечание на стр . 82) . - При;м, .  перев. 
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Обозначим теперь через � класс допустимых функций, т .  е. 
класс функций, принадлежащих C<2t) (D) и удовлетворяющих крае
вым условиям Ak iи  = О . Тогда �. очевидно, является векторным 
пространством , и мы знаем , что для и Е � квадратичные формы 

J J Aи · udx dy = W (и) и J J Bи · udx dy = IJ3 (u) 

можно записать в виде 

и 

n r nk � � А и ·  u dx dy = J J � 1 Аkи 1 2 dx dy + � J � 1 QkjU 1 2  ds 
D D k=t  k= i Ck i= t 

n' т nk 
i .\ вu . u dx dy = J i � 1 Bkи l 2 dx dy + � I � l ekjи \ 2 ds . 

D D k= t  k=t Ck i=i 
Пусть первая из этих форм определяет норму в � .  т .  е .  мы пола
гаем 1 1  и 1 1 2 = 2Т (и) . Тогда пространство � обладает всеми свой
ствами гильбертона пространства , за исключением свойства 
полноты. Поэтому естественно построить пространство Sf ,  такое , 
чтобы Sf было бы функциональным пополнением � .  или , если 
это невозможно , псевдофункциональным пополнением � . 

Ситуация здесь такова . Если число независимых переменных 
не превосходит половины порядка А , то функция Грина является 
воспроизводящим ядром,  и мы можем построить функциональное 
пополнение st пространства �. Если же это не так , то , желая 
()Охранить прежнее соотношение 

и (z') = (и (z) , q (z , z') ) , 

.мы должны будем трактовать скалярное произведение в некото
ром обобщенном смысле , поскольку g (z , z') уже не будет конеч
ной при z = z' и потому при любом фиксированном z' не будет 
принадлежать пространству � . 

Чтобы придать смысл скалярному произведению , заменим 
g (z , z') функцией gP (z , z') , определенной по формуле 

gP (z, z ' )  = :rt�2 J J g (z ,  z") dz", 
С' 

rде С' - круг с центром в z ' радиуса р' . Тогда , если 
и (z) = lim (и (z ' ) ,  gp (z , z' ) )  

р-+0 
при любом и Е st ,  мы будем говорить , что g (z ,  z')  является псевдо
�оспроизводящи:м ядром для пространства � . Функции Грина , 
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с которыми нам приходится иметь дело , всегда будут либо вос
производящими , либо псевдовоспроизводящими ядрами . 

Пространство � .  обладающее псевдовоспроизводящим ядром , 
всегда можно пополнить до псевдофункционального простран
ства Sf, элементами которого будут функции , определенные всюду 
в D ,  кроме некоторых исключительных множеств (гл . V, п. 5) . 
Естественно ожидать , что продедура пополнения будет суще
ственно более сложной , чем в случае фующионального пополне
ния , описанного в гл. V. Мы не будем вдаваться в эти подроб
ности и даже не будем пытаться определить исключительные мно
жества . Современная теория меры и емкости остается вне нашего 
nоля зрения (см . Аронтайн и Смит [ 1 ]  и Шоке [ 1 ] ) . 

6 .  Норма присоединенных элементов . Поскольку функции 
и (z) Е 5е могут не принадлежать C<2t> ,  норма 1 1 и l f , задаваемая для 
и Е R формулой 

будет определена для и Е st только в том случае , если мы придадим 
смысл выражению J J А и · u dx dy для всех таких и . Это делается 
следующим образом . 

:Каждой функции и Е R соответствует в силу равенства 

n 

l f и l l 2 =  J J Aи - u dx dy = .\ J h I Akи l 2 dx dy + 
1!= 1 

r nz 
+ � J � [ Q1p l 2 ds 

l=i  с1 i= i 

(см . п .  3) единственный набор функций {Аkи , Q zp} . Рассмотрим 
теперь гильбертоно пространство � . элементами которого являютсн 
всевозможные наборы 

(J = {/11 , (/)lj} (k = 1 , 2 , . . .  , n ; l = 1 , 2 , . . . , r ; j = 1 , 2 ,  . . .  , n z) , 

где /11 и (/)ij - функции, квадратично интегрируемые по Лебегу 
на D и С соответственно . Норма в � определяется следующим 
образом :  

n r � 

1 1 о 1 1 2 = � J J 1 fk 1 2 dx dy + � � J 1 (/)lj [ 2 ds. 
h = i  D 1= 1  i= 1 С 
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Если мы определим иреобразование Т из  � в �.  полагая 

а = Ти о--= {Аkи ,  Qljи} , 

то , поско.;�ьку И (и) = 1 1 Ти 1 1 2  для и Е st ,  иреобразование Т будет 
иаометричны;м, в том смысле, что (Ти ,  Tv) = (и ,  v) для любы х  
и , v Е R .  Кроме того , в силу положительной определенности А 
иреобразование Т имеет обратное т-1 . Так как Н - неполное про
странство , его образ Т (st) в .'Q является собственным подмножест
вом � .  и иреобразование Т единственным образом можно продол
жить на полное пространство Н; при этом 5f отображается 
на замыкание Т (ft) в �· Следовательно , каждому элементу и Е St 
будет соответствовать единственный элемент а = Ти Е � . компоненты 
которого можно обозначить через 

Положим теперь по определению 

n r � ) j Aи · v dx dy = � Akи · Ahv dx dy -г  � .\ � QkpQkjv ds 
k = 1  l = 1  с j= l  

для любых и и v Е $\' . 

7 . Собственные элементы в полном пространстве . Общий 
элемент и (z ' ) Е Sf можно теперь построить следующим образом. 
Рассмотрим произвольвый элемент а =  {fk , <pu} Е �  и запишем 

n r nz 
и (z ' )  = ) ) � fkAkG (z , z ' )  dx dy + � ) � <pljQzP (z ,  z ' ) ds . 

n k=i l= l с 1  j= t 

Используя свойства функции Грина , можно доказать , что все 
производвые и порядка , меньшего t - 1 ,  непрерывны в D (за 
исключением , возможно , концевых точек Ck) ; далее , производвые 
порядка t - 1 существуют всюду , за исключением малых l\IНО
жеств , а производвые порядка t существуют в пекотором обоб
щенном смысле (см . Аронтайн [ 2 ] ) . Производные , порядок кото
рых больше t , в общем случае не существуют ни в каком смысле .  
Н. раевые условия Л ии = О удовлетворяются н а  С 1 для всех 
операторов Л и порядка , меньшего t ,  причем для операторов 
порядка t - 1 выражение Л l iи существует всюду, за исключе
нием некоторых малых множеств . С другой стороны , граничные 
условия Л ии = О , порядок которых больше t - 1 ,  уже не обя
зательно выполняются для функций пространства Sf. Поскольку 
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эти последние условия теряются в процессе пополнения про
странства St, они называются пестабильпыми,  а условия , порядок 
которых меньше t ,  называются стабильпы�ш .  

Если мы теперь введем оператор К ,  полагая К = А - IB , 
то собственные значения К ,  которые определяются равенством 
Ки = Ли ,  будут равны обратным величинам: Л = 1 /fl собственных 
значений fl исходной задачи А и  = J.lBи ; в этом можно сразу 
а; е убедиться , применив к обеим частям равенства опера тор А - I . 
Можно доказать , что , за исключением угловых точек границы , 
собственные функции К,  которые , согласно определению , при
надлежат 5{ ,  на самом: деле принадлежат St и ,  следовательно , 
являются достаточное число раз дифференцируемыми , что позво
ляет рассматривать их как решения исходного дифференциально
го уравнения . Используя тот факт , что порядок В меньше поряд
ка А , можно таюi'е доказать (см . Ароншайн [ 2 ,  п. 10 ] ) , что К -
вполне непрерывный оператор . Таким образом, если определить 
собственные значения К как экстремальные значения частного 
(Ки ,  и)!(и ,  и) с помощью вариационных принципов , то молшо 
использовать информацию , полученную в гл .  VI I I  относительно 
·спектра таких операторов в гильбертовам пространстве . 

8. Приближенные методы. Теперь мы можем обсудить общую 
схему применепил приближенных методов Рэлея - Ритца или 
Вайнштейна к краевым задачам для дифференциальных урав
нений . 

В этих методах задача нахождения собственных значений К 
называется исходной задачей , а пространство � - исходным 
пространством. Возможность применепил приближенных методов 
:зависит от того , 1\Юmем ли мы построить вспомогательную задачу 
на собственные значения для оператора к<о> , определенного 
на вспомогательном гильбертовам пространстве St'0> , причем 
()ператор ксо> пололштельно определен , вполне непрерывен и имеет 
известное спектраJiьное разложение . Для метода Rайнштейна 
вспомогательная задача должна быть такой , чтобы исходное 
пространство ft бы.Тiо бы подпространством вспомогательного 
пространства Sl'0 > , а оператор К - частью ксо> в ft. Если же при
меняется метод Рэлея - Ритца , то вспомогательная задача 
должна быть такой , чтобы jtc o > бьшо подпространством st ,  а ксо > 
частью К в st"co > .  

9.  Стабильные и нестабильные нормальные краевые условия. 
Для того чтобы мошна было применять эти методы , необходимо 
·сделать некоторые предположения о граничных операторах A l i , 
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определяющих адекватные краевые условия . Эти предположения 
выполняются во всех случаях ,  представляющих практический 
интерес . 

Прежде всего заметим, что производвые дk+1и/дхkду1 , которые 
входят в граничные операторы A" i • можно на каждой аналити
ческой дуге Ся представить в виде линейных комбинаций нор
мальных и тангенциальных производных 

(k' + l' -< k + l) � 

Порядок старшей нормальной производной в таком представле
нии граничного оператора называется порма.льпы.м порядком , 
а граничный оператор А называется пормальпы.м оператором, 
если его порядок равен нормальному порядку. 

Если граничные операторы Aki адекватны задаче А и  = !J-Ви, 
то можно показать (см. Аронтайн [ 2 ,  п .  9 ] ) , что в их выражения 
входят только нормальные операторы и что совокупность ста
бильных операторов полностью определяет нестабильные .  

Наметим доказательство этого утверждения . Для точки Z =  z (s) ,. 
лежащей на границе, будем писать а =  а (s) = а (z (s) ) , � = � (s) = 

= � (z (s) ) .  Можно доказать, что граничный оператор а (z) Г1 (и , v) + 
+ � (z) Г 2 (и ,  v) , который определяется для положительно опреде
ленного оператора А уравнением 

hk 
а (z) Г1 (и , v) + � (z) Г2 (и , v) = � (AkiиAJ,i v - Ai,iиAki v) i=1 

(ер . п. 3) , содержит каждый из 2t членов 

где 

1 д2 t -I-'' и akv 
( - 1 ) ' р (s) 

дn2 H-k дп'' 

2 t  

(k = о ,  1 ,  2 , . . .  ' 2t - 1 ) ., 

р (s) = � Pm (х (s) , у (s) )  а т (s) �gl-m (s) . т= О 
Здесь функции Pm (х (s) ,  у (s)) являются коэффициентами главной 
части А (см . п. 2) . 

Тогда выражение для а Г 1 + �Г 2 принимает вид 

2 t - 1 

а (s) Г1 (и , v) + � (s) Г2 (и , v) = � ( - 1 )k p (s) Фzt-н,иФkv, 
k=O 

где Ф��. - нормальный оператор порядка k. 
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Рассмотрим танже граничное выражение 
nz 

а (s) Г' (и , v) + � (s) Г" (и ,  v) - � QljuQzjV , 
3= 1 

223. 

где Г' и Г" определяются с некоторым произволом (см . п .  2) . 
Для каждой дуги С выберем любые t нормальных граничных 
операторов Ф и ,  = Ф��. порядка k = О, 1 ,  . . . , t - 1 (для упро
щения обозначений мы пишем Ф,. вместо Ф 1 ,.) . Тогда можно 
доказать , что при надлежащем выборе Г' и Г" и при некоторых 
слабых предположениях о том , как изменяются операторы 
Ф,. = Ф 111. от дуги к дуге , существует едипствеппая совокуп
ность t нормальных граничных операторов Ч' zt-t-11. = Ч' zt-t- �t ,  1 
порядка 2t - 1 - k, такая , что 

nz 
а (s) Г' (и , v) + � (s) Г" (и , v) - � QljиQ1jV = 

j= 1  

Читателю предлагается самостоятельно построить эти операторы 
для рассмотренных ранее задач . 

Чтобы показать , каким образом нестабильные граничные
условия данной задачи определяются ее стабильными условиями , 
рассмотрим разложение последовательности О ,  1 ,  2 , . . .  , t - 1 
на две взаимно дополнительные последовательности 

где v' + v'' = t . Помимо набора {Фk} ,  k = O, 1 ,  2 ,  . . . , t - 1 ,  норма::rь
ных операторов рассмотрим другой набор {Фk '} ,  где Фk' = Фk' 
и Фk" - произвольвые нормальные операторы на С1 порядка k" ,  
причем k" пробегает индексы k; , . . . , k� .. . Согласно изложенному 
выше, новому набору t стабильных граничных операторов {Фk} ,  
k = О ,  1 ,  2 , . . .  , t- 1 ,  соответствует набор нестабильных граничных 
операторов { Wzt-t-k } ·  Тогда м�жно доказать ,  что два набора крае� 
вых условий Ч'2t- t -k"и = О и Ч'2t- 1-k"и = О , где k" = k;, k; , . . . k� .. , 
эквивалентны .  Другими словами, нестабильные операторы Ч' z t - h" 
по существу определяются стабильными операторами Фk' · 

Рассмотрим теперь некоторую адекватную систему краевых 
условий для нашей задачи , определяе:мую операторами Ли . Для 
каждого l отберем из них стабильные операторы (пусть это бу;:rут 
Л1 1 , Л1 2 , • • •  , Л zv") и выпишем их порядки k' в виде возра
стающей последовательности : 

о -< k� < k; < . . .  < k� -< t - 1 . 
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Обозначим Ли через Фlt � ,  i = 1 , 2 , . . .  , v ' , а для каждого допол-
' 

нительного индекса k" выберем произвольный нормальный опера -
тор Фи" порядка k" , например 

Если теперь для полученного набора t операторов {Фи} построить 
соответствующий набор {Ч'21_1-и } ,  то можно доказать, что две 
системы краевых ус.r�овий Ли = О , i = 1 ,  2 , . . .  , t , и 

Фh'и = Ч" 2 t - 1 - k" и =  О (k ,  k '  k' k" k" k" ) == 1 '  • • • ' v ' ;  ==- 1 '  • • · ' v" 

эквивалентны . Этот результат прояснлет смысл утверждения , 
что предписанные стабильные условия нашей задачи полностью 
определяют соответствующие нестабильные условия . С вариацион
ной точки зрения нестабильные условия являются естественными 
условиями задачи . 

10.  Промежуточные задачи первого типа. Метод Вайнштейна. 
В промешуточных задачах первого типа требуется , чтобы про
странство Sf<o> , соответствующее базовой задаче р<о> , было более 
широким , чем пространство R, соответствующее исходной зада
че Р ,  как в методе Вайнштейна , или чтобы м<о> было подпростран
ством sf, как в методе Рэлея - Ритца . В связи с этим можно 
доказать , что � будет содержаться в Si<o> тогда и только тогда , 
когда стабильные граничные операторы базовой задачи образуют 
более слабую систему , чем стабильные операторы исходной зада-
чи . Аналогично ,  st<o> содершится в sf тогда и только тогда , когда 
стабильные операторы исходной задачи образуют более слабую 
систему , чем стабильные операторы промежуточной задачи . Здесь 
мы рассмотрим первый из этих двух случаев , а именно St' с st<o> , 
как в методе Вайнштейна . 

Чтобы применять абстрактную теорию , развитую в гл .  IX, 
нужно прежде всего построить полную систему функций Pv в про
странстве � = st<O >  е R. Это МОЖНО сделать следующим образом . 

Система собственных функций и�> является ортонормирован
ной и полной в пространстве S't<o> . Следовательно , функцию Грина 
g<o> (z ,  z

' ) можно представить (ер . гл. V, п .  1 )  в виде ряда 
00 

g<o > (z ,  z ' ) �= � и�> (z) и.�> (z ' ) . 
m= 1 

Как мы выяснили в п .  5 , функция Грина является либо вос
производящим ядром , либо псевдовоспроизводящим ядром. Если 
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g<o> нвJшется воспроизводящим ядром,  то написанный выше ряд 
сходится для любой пары точек z и z' Е D .  Если же g<o >  является 
псевдовоспроизводящим ядром , то ряд может расходиться . Тем 
не ыенее он будет представлить функцию Грина в следующем 
смысле . 

Пусть F - интегро-дифференциальный линейный функционал , 
IЮторыП пре/I.ставляется в виде суммы интегралов типа .\ J Еи dx dy 

или ) ли ds . Здесь Е и л - линейные однородные дифференциаль-

С z  
ные выражения порядка < t - 1 , определенные в D или на С 1 
соответственно , с ограниченными коэффициентами . Такой функцио
нал F определен на всех фующиях и Е -st<o> , а также и на функ
ции Грина g<o >  (z ,  z ' ) , рассматриваемой как функция z . Тогда можно ro 
сказать .  что � и�' (z) и�' (z ' ) представляет g<o> (z ,  z ' ) в том: смысле ,  

m= 1 
что ,:�;;rя любого тюiого функционала F ряд 

ro 
� и�' (z ' ) F (и�' (z) )  

m= 1 
сходится и ro 

F (g <o) (z , z ' ) )  = � и�> (z ' ) Р (и<� (z) .  
m= t 

Чтобы построить p'll , рассмотрим равенство (см . п .  2) ,  выра
жающее положительную определенность А ,  а именно 

n - - д д Аи · V = � Ати · Атv + ах- Г' <о) (и , v) + Ту Г" <о > (и , v) . 
m= 1 

ПодставJIЯЯ p'll вместо и и g<0' (z , z ' ) вместо v и интегрируя, полу
чаем 

n � ) Аи · v dz = ) ) � Amp'll (z) Amg<o > (z , z ' )  dx dy + 
m= 1 

r 

r nz 
+ � J � QljPv (z (s) )  Qlj (g<o > (z (s) , z ' )  ds + 

1= 1 с1 i= i 

+ � J Р (s) � ( - 1)"0'fz , 2 t- 1- l<oP'II (z (s ) )  Фz . ,, rg <o > (z (s) , z ' ) ds , 
1= 1  с1 ko 

15 с. Гулд 
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где индексы k0 обозначают порядки стабильных условий исходной 
задачи , которые опускаются в промежуточной задаче . В силу 
общего воспроизводящего свойства g<o> мы получаем такое равен
ство :  

r 

Pv(z ' ) = -� Jp (s) � (-1 )ko 'Yz , 2 t- 1-koPv(r (s)) Фz , k0 g<o> (r (s) ,  z ' )  ds. 
1= 1  с1 lio 

Таким образом, значение функции Pv в точке z' равно значению 
функцианала указанного выше типа на функции Грина g<o> . Сле
довательно, функцию Pv (z ' )  можно разложить в ряд по собствен
ным функциям 

= 
Pv (z ' ) = � <Хти�> (z') , 

m= 1  
где 

r 

<Xm= Fv (и�> ) =- � J р (s) � ( - 1)ko Ч'z , 2t- 1 -koPv(z (s)) Ф z :k;;и�>ds . 
1= 1 с 1 ko 

Функции Ч'���о (s) = Ч' 1 ,  2 t-t- koPv •  заданные на С 1 ,  полно
стью определяют р1 (z') . Мы можем выбрать их произвольно , 
лишь бы они были достаточно гладкими , и тогда функции Pv (z' ) 
находятся как решения краевой задачи Apv = О при условиях 

Фz , k0Pv = 0, Ч'z ,  2t- t-koPv = 'Yf��o (s) , Ч'z , 2 t- 1-k"Pv = О . 
Выбрав должным образом функции Ч"\��0 , мы можем получить 
полную систему функций Pv . а также ортогональные разложения 
этих функций по собственным функциям и�> . 

После того как функции Pv будут найдены таким образом , 
можно перейти к следующему шагу в методе Вайнштейна (ер . гл . Х) , 
а именно к вычислению функций 

действуя резольвентным оператором R�o> на функцию Pv· 
Но (гл. IV, п .  5) мы имеем 

= ( (0 ) )  
R�o>p . . = "" Pv, um < О> ._ • ."-.! Лт - � Um • 

m= 1  
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Нроме того , как мы только что видели, 
со 

Pv = � F v (и�>) и:.::> , 
т= О 

со 

Vv (�) = R�0>Pv = � 
m= 1 

Элементы определителя Вайнштейна представляютел теперь в виде 
со 

(vv , Pt) = � 'Лmi � F v (и:.::> ) Ft (и:.::> ) , 
m= 1 

Поскольку можно вычислить коэффициенты Fv (и:.::> ) ,  мы ю-rеем 
явное выражение для эле:ментов опре;:�;елителя Вайнштейна 
в общем случае . Это выражение позволяет сразу же найти нее 
возможные полюсы определителя Вайнштейна W ( �) , и нам 
остается только вычислить нули , расположенные между двумя 
последовательными полюсами . Нак видно из результатов преды
дущих глав , вычисление нулей является в общем случае весьма 
трудной задачей , поскольку выражения для элементов опреде
лителя Вайнштейна содержат бесконечное множество слагаемых . 
В последующих главах будет показано , что во многих случаях 
промежуточные задачи можно строить так , чтобы эти выраже
ния содержали только конечное число слагаемых . 

15 *  



ГЛАВА XII 

ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ ЗАДАЧИ ВТОРОГО ТИПА. 
СПЕЦИАЛЬНЫЙ ВЫБОР ВЕЗЛИ 

1 .  Второй способ построения промежуточных задач. До сих 
пор промежуточные задачи для метода Вайнштейна мы получа .'Iи 
из базовой задачи , последовательно присоединяя новые связи . 
Другими словами , мы ограничивали область определения базо
вого оператора .  Промежуточные задачи , в которых изменение 
базового оператора сводится к ограничению его области опре
деления , называются задачами первого типа (см.  начадо гл. X I) .  

Н о  можно строить проме1nуточные задачи , посдедовательно 
заменяя базовый оператор другими операторами , как правило , 
'С той же обдастью опредедения . Задачи второго типа перво
nачадьно бьши введены Ароншайном [6 ]  в 1 950 г . , а позже Бездн , 
Фокс и другие успешно применили их ддя чисденного решения 
задач кдассической механики и особенно квантовой теории . 

Б:ИБЛИОГРАФИЧЕСRИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Численные примеры для задач второго типа, которые рассматриваются 
в оставшейся части этой книги, взяты из работ Везли [ 1 ] ,  [ 2 ] п Безли и Фокса 
[ 1 - 1  О ] . Читатель может найти другие примеры в работах Ге я [ 1 ] , Ш тадтера 
[ 1 ] и Вайнштейна [ 5 - 1 0 ] .  3а  дальнейшей информацией относительно различ
ных методов , исполЬ3ующих задачи второго типа , можно обратиться к статьям 
В айнштейна,  а также Везли и Фокса . 

2. Сдучай н == н <о> + Н ' '  где Н' - подожительно определен
ный оператор. В наибодее простом , но очень важном частном 
едучае применепил задач второго типа (см . , в частности , Везли 
и Фокс [ 2 ] )  предполагается , что оператор Н, собственные эле
менты которого нужно найти , зная собственные элементы н<о> , 
можно представить в виде Н = н<о> + Н' , где Н' - положи
тельно опредеденный оператор . Это предподожение выподняется 
во многих задачах квантовой механики . Тогда , поскодьку 
(Н<О >и ,  и) = (Ни, и) - (Н'и , и) и Н' положитедьно опредеден , 
из максимадьно-минимадьного опредедения вытекает , что изве
стные собственные значения оператора н<о> дают , как и требуется , 
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оценку снизу искомых собственных значений Н. Если , например , 
Н =  нш> + / ,  где 1 - тождественный оператор , то у операто
ра Н, очевидно , будут те же собственные векторы ,  что и у н<о> ,  
а собственные значения увеличатся на единицу. 

Но для произвольного оператора Н' связь между собствен
ными элементами н<о> и Н будет , разумеется , более сложной . 
Чтобы исследовать этот вопрос , введем последовательность 
р1 , р2 ,  • • •  , Рп · ·  . . линейно независимых функций , которая 
поротдает все гильбертово пространство �- Однако в отличие 
от предыдущего мы не будем использовать эти функции Д.;IЯ нало
жения связей на н<о > , а буде:и строить с их помощью новые опе
раторы н<"> , k = 1 ,  2, 3, . . . , спектр которых , монотонно воз
растая с ростом k , стремится к спектру Н. 

Другими словами , если 
Лih> .:::;;: л��<> .:::;;: 

- собственные ЗНаЧеНИЯ н<k > , ТО 

11 

� ( О ) / � ( k) / � ( k+ t )  /" � 
IV1. � At <:::::::::- At � "'i 

i = 1 ,  2 ,  

( i , k ,  t = 1 , 2 ,  . . . ) 
. . .  , k -+ оо . 

3. Проекционные операторы для задач второго типа. Посколь
ку мы хотим , чтобы собственные значения н<�<> монотонно воз
растали с ростом k , естественно ввести проекционные операторы , 
так как норма проекции вектора растет при увеличении размер
ности пространства , на которое этот вектор проектируется . Опре
делим операторы нип , полагая н< k > = н<о> � Н' р<�< > , где через 
p<k > обозначен проектор на подпространство ,  натянутое на пер
вые k векторов р1 ,  р 2 ,  • • •  , Ря · Но в связи с тем , что собствен
ные значения Н' можно охарактеризовать как минимумы скаляр
ного произведения (Н'и , и) , удобно определить проекторы p<h> 
не с помощью скалярного произведения (и , v) , а с помощью 
нового скалярного произведения [ и , v] = (Н'и , v) , которое удов
летворяет всем необходимым , аксиомам, поскольку оператор Н' 
положительно определен . Такие проекторы , явные выражения 
которых будут найдены в следующих двух пунктах , наз ываются 
Н' -ортогональными . 

В силу свойств операторов проектирования имеем 
О <  [Р< h>и , р< �< >и] = [Р< h>и , и1 = (Н' Р<�< >и , и) < 

< [Р<Чt >и , P< h+t>и] = (Н' Р<Чt>и , и) . 

Отсюда для операторов н<�<> = Н< О > + Н' P< h> получаем неравенство 
(Н< �<>и , и) < (Н<Чt >и , и) . 
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Тогда в силу максимально-минимвльного принципа 

( i , k, t = 1 ,  2 , . . .  ) , 
так что промежуточные собственные значения растут с ростом k .  

4 .  Уравнение Вайнштейна в случае проектирования на  одно
мерное подпространство . Рассмотрим простейший случай k = 1 ,  
когда используется только первый вектор р1 • Тогда оператор нш 
имеет вид нш = н<о> + Н' рш, где рш есть Н' -ортогональный проек
тор на р1 , т. е . 

или 
рп>и _ [и ,  Pt ] Р _ (и , H 'pt) Р 

- [P t •  Pt] 1 - (P t •  H'pt) 1 ' 

рш (и , H 'pt) и =  с1р1 , где С1 = 
( 

Н '  ) • Pi •  Р1  

Попытаемел получить уравнение для собственных значений 
Л промежуточного оператора нш в терминах резольвенты Rл = = (Н<О > - ЛI)- 1  базового оператора н<о> . Для этих собственных 
значений и соответствующих собственных векторов и имеем 

так что 

или 

О = fi<l>и - 'J..и = Н<о>и + Н'Р<1 >и - 'J..и , 

(Н<О> - М) и = - Н' рши 

(н<О > - М) и = - CtH'P t ·  

Тогда , если и является собственным вектором нш , соответствую
щим неконсервативному собственному значению Л ,  можно при
менить резольвенту Rл и получить равенство 

и = - ctRлH'pt , 
откуда , подставляя значение с1 ,  

(p t ,  H'p t ) и = - (и ,  H'pt) RлH'P t ·  

Умножив скалярно это равенство н а  Н'р 1 , получим 

(pt , H'p t) (и , H'pt) = - (и , H'p t) (RлH'p t ,  H'pt) 

или 

что и дает искомое уравнение . 
Таким образом , если ввести модифицированную фунrщию Вайн-

штейна W (Л) , полагая W (Л) - W ('J.. ; Pt) = (Pt + R,Д' Pt , Н' Pt) = 
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= W (Л ; Н'р1) + (р1 , Н'р1 ) ,  то уравнение для неконсервативных 
собственных значений Л первой промежуточной задачи можно 
записать в виде W (Л) = О. 

5. Проектирование на подпространство , натянутое на k векто
ров. Чтобы построить k-ю промежуточную задачу, возьмем 
k векторов р1 ; р 2 ,  • • •  , р,. и положим Н0 ' > = н<о> + H'P<k > , 
где через p<k >  обозначен Н' -ортогональный проектор на подпро
странство {р1 , р 2 , • • •  , р ,. } . Оператор проектированил p<k > можно 
записать в виде 

р<k> и = с1р 1  + С2Р2  + . . . + Сяря .  

Н о  в отличие от случал k = 1 мы н е  можем теперь представить 
c i в виде c i = [ и , P i ] f [p i , P i ] ,  i = 1 , 2, . . . , k ,  поскольку мы 
хотим охватить случай , когда векторы р1 , р 2 ,  • • • , р,. не являются 
взаимно ортогональными. Для определения постоянных c i вос
пользуемся основным свойством оператора проектированил на 
подпространство {р1 , р2 ,  • • •  , р ,. } , а именно [ и , P i ] = [р<k > и , р ; ] , i = 1 , 2 ,  . . .  , k ,  для любых и .  Другими словами , c i  находятся 
из С.;Iедующей системы уравнений : 

(Н'и , pj) = [ и , pj ] = [р<h >и , pj] = 
= С1 (р1 , pj ]  + · . . + Ck  (р ,. ,  pj ] = 

Ct (H'pt , pj) + . . .  + Ck (H'p k ,  pj) (j = 1 , 2 ,  . . . , k) . 

Такпм образом , c i = Ьн (Н'и , Pt ) + . . . + b k i (Н'и , Pk) ,  где 
1 1  Ьj ; 1 1  - квадратпал матрица порядка k ,  обратпал к .матрице 
Гра;ма 1 1  [pj , P i ] 1 1  = 1 1 (H'pj , р ; ) 1 1 ,  i , j = 1 ,  2 ,  . . . , k. Суще
ствование обратной матрицы следует из линейной независимости 
векторов P i · 

Для искомого собственного вектора и мы имеем тогда 

0 = Н< k>и - Ли = (Н<О > - ЛI)и + Н'Р< k>и , 
так что 

k 
(н< 0 > - ЛJ) и = - Н'Р<k> и = - Н' (c1Pt + . . . + ckpk) = - � ciH'Pi · 

i = 1 

Если и как собственный вектор H<k> соответствует неконсерватив
ному собственному значению Л , то можно записать его в таком 
виде: 

k 

и = - � cjRлH'pj . 
3= 1 

Тогда ,  используя тот факт,  что все C i  не могут одновременно 
равняться нулю, мы можем получить ис1шмое характеристическое 
уравнение для Л следующим образом . 
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Для произвольного и 
k k 

Р< k)и = � [ и ,  Pi ] b i iPi = � Cjpj , 
i ,  }= 1 3= 1 

так что для любого р1 , l = 1 ,  2 , . . . , k ,  мы имеем 

(и ,  H'pz) = [и , Pz ] = [и , P< k )pz ] = [Р< k)и , pz ] = 
k k 

= � Cj [pj , pz] = � Cj (pj , H'pz) . 
}= 1  }= 1  -

k 
В частности , ес.;ти и =  - � с  jR1.H' р j - собственный вектор , то 

}= 1 

k 
� cj {Pj + RлH'pj , H'pz) = O  ( l = 1 ,  2 , . . . , k) .  

}= 1 

Но эта система k уравнений имеет нетриви:альное решение отно
сительно с1 ,  с2 , • • • , ck тогда и только тогда , когда ее определи
тель равен нулю , т .  е . 

de t 1 (pj + RлH'pj , H'p i ) 1 = О ( i ,  j = 1 ,  2 ,  . . . , k) . 

Таким образом , любое Л , удовлетворяющее этому уравнению и не 
принадлежащее спектру н<О> ' будет собственным значением н<k > ' 
причем кратность Л как собственного значения равна его нрат
ности как корня уравнения . Соответствующие собственные венто-

11. 
ры и оператора н<k> имеют вид и = - � CjRлH'pj . Вводя l\IOДИ

i= 1 
фицированную функцию Вайнштейна 

W (Л ; Pt • . . .  , Pk) = det 1 (pj + RлH'pj , H'pz) 1 ( j ,  l = 1 , 2 ,  . . .  , k) ,  

111ы снова можем придать нашему результату следующую форму : 
неконсервативные собственные значения k-й промежуточной зада-
чи должны удовлетворять уравнению W (Л) = О . 

Обрат:ю1сл теперь к консервативным собственным значепилllr 
оператора н <k > , т . е . к таким значениям, которые являютел в то же 
время собственными значениями fl<O> . Пусть и - собственный 
вектор н<k> , соответствующий собственному значению Л = ').<.:> , 
которое принадлежит также спектру fl<O> . Пусть т - кратность 
Л в спектре н<о> , а Ю1 = { v1 , v2 , • • •  , vm } - соответствующее 
собственное подпространство .  Тогда резольвента Rл < о > = (Н<о> -

v 
- Л<.:> J)- l ОПределена На ПОДПрОСТраНСТВе Юlj_ , ЛВ ЛЯЮЩеliiС Я орто-
ГОНаЛЬНЫМ дополнением к подпространству {v1 , v2 , • • • , v,,J . 
Для любой функции и имеем ( (fl<O> - 'А!) и , v i ) = 
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= (и ,  (Н<о> - Л/) vi )  = О . В частности , если и - собственная 
функция н<k> ' то отсюда следует ' что функция 

k 
(Ю0 > - ЛJ) и = - � CjH'pj 

i= 1 

принадлежит элJ.. . Таким образом, ecJrИ мы представим и в виде· 
U == v + w, где v E M = {v1 ,  v2 ,  • • •  , vm} , а w E IOll.. , то будем иметь 

k 
(Ю0> - 'А/) и =-- (Н<о > - 'А/) w "'--" - "'2_ с jH' р j , 

j= 1 

так что 
k 

W = - 'S cjR�, <o >H'pj . 
j= 1 ·v 

Далее , поскольку v Е Ю1 ,  мы можем написать равенство 
k+m 

V = - � CjVj-k , 
3=k+ 1 

где спн , . . .  , сk+т - некоторые постоянные .  
Следовательно , и = v + w имеет вид 

k k+m 

и = - "'2, CjRл.< oЯ'pj - � CjVj-k · 
3= 1 v 3=k+ 1 

Умножая и скалярно на H'pi , i = 1 ,  2 , . . .  , k ,  получаем систему· 
k уравнений для k + т величин с1 , . . . , сп , спн , . . .  , ck+m: 

k 4m 

2i Cj (Pj -+- Rл.<o>H 'pj , H 'pi ) +  � Cj (Vj-k ,  H'pi ) = O ( i ""-" 1 ,  . . . , k) �  
3= 1 v j=k 1 1 

Но учитывая, что 
k 

(Н<о> - 'AJ) и =-- - � CjH'pj 
3= 1 

ПринадлеJКИТ ПОДПрОСТранству Юll.. , КОТОрое ОрТОГОНаЛЬНО ПОДПрО
страНСТВУ {v1 , v2 , • • • , vm} ,  мы можем приравнять нулю скалярные 
произведения векторов (Н<о> - 'А/) и и vi ,  i =-= 1 ,  2, . . . , т, и полу
чить тем самым еще т уравнений 

k 
'S cj (H'pj ,  vi-n) = O ( i = k + 1 , k + 2 , . . .  , k + т). 

3= 1 

для k величин с" с2 , • • •  , с ,. , 
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Эти т уравнений относительно с1 , с2 , • • • , ck вместе с пре
.дыдущими k уравнениями относительно с1 , . • .  , c k , ck + i •  . . .  , c k +m 

образуют систему k + т уравнений с k + т неизвестными 
с1 , • • •  , c k + m · Она имеет нетривиальное решение тогда и только 
тогда , когда ее определитель равен нулю , т. е .  

(Pj + R,_<oд'pj , H'pi ) · (vj-k , H'pi) v 

det = 0 . 
о 

В этом случае Л = л�о > является консервативным собственным зна
чением H<k> , кратность т которого в спектре H<k> равна числу 
линейно независимых решений системы. Соответствующие т 
(линейно независимых) собственных векторов имеют вид 

k k+m 
� < a>R Н' � < а > Ua = - LJ Cj ?.. (0 ) pj - LJ Cj Vj-k , 

1= 1  v i=k+ 1 

{ ( О" )  ( О" )  } 1 2 
u где с 1 , . . .  , C�t+m , а =  , , . . .  , т , - линеино независимые реше-

ния системы. 

6. Специальный выбор Везли. До сих пор векторы р1 , Р2 , . 
. , P k выбирались произвольно .  Однако при таком выборе P i 

пользоваться резольвентой 

R ( и , и 1) + (и , и2) , 
,_и = Л t - Л  Ut (Л2 - Л) u2 --r-- • • •  

часто бывает неудобно ,  поскольку она содержит бесконечно много 
слагаемых , зависящих от Л , и потому является трансцендентной 
мераморфной функцией . При решении уравнения Вайнштейна 
нужно находить нули такой мераморфной функции ; как заметил 
Аронтайн при первоначальном рассмотрении задач второго типа ,  
вычисление нулей может быть связано с большими техническими 
трудностями . Впоследствии были пред;южены различные спе
циальные способы выбора функций P i с тем , чтобы можно было 
свести вычисления к решению конечномерных задач , подобных 
тем , которые были рассмотрены в гл .  I и I I .  

М ы  начнем с простейшего специального способа выбора ,  кото
рый был предложен Везли [ 1 ] , [2 ] . Он является очень удобным для 
практических целей , ибо промежуточные задачи , построенные 
этим способом , обладают следующими простыми свойствами . 
В первой промежуточной задаче спектр Лi1> -< Л�l >  -< . . . опера
тора нш совпадает со спектром Н(О> , за исключением первого 

•Собственного значения , которое действительно увеличивается , т . е . 
Лil )  > ЛiО) '  Л�11 = л� о) '  • • . ' л�>л = �) ' . . . . 
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Следует только отметить , что 1.�1> может стать больше л�о > , и в этом 
случае нужно перенумеровать собственные значения , чтобы сохра
нить пх расположение в порядке возрастания . Аналогично , все 
собственные значения оператора Н<2> те же , что и у н<о> ' кроме 
первых двух , и т . д. для k = 3 ,  4, . . . . Всякий раз , когда соб
ственное значение промежуточной задачи совпадает с собственным 
значение:н предыдущей задачи , мы буде�I говорить , что имеет 
место копсервативпость . Когда при переходе к следующей проме
�Буточной задаче меняется только одно собственное значение по 
сравнению с предыдущей задачей (как это имеет место в рассмот
ренНО}I выше случае) , мы будем говорить , что имеет место жакси
жальпая копсервативпость .  

Рассмотрим сначала простейший случай k = 1 .  Легко видеть , 
что максимальная консервативность будет иметь место , если поло
жить р1 = (Н')- 1и�0> , где и�о > - первый собственный вектор базо
вой задачи . Действительно , в этом случае 

W (1") = W ('А ;  Pt) = (Pt + RлH'p t , H 'pt) = (Pt + Rлиiо> , иi0>) = 

= (Rли�о > , иi0>) + (Pt ,  и�0> )  = ('Aio > - 'А ) -1 + (Pt , и�0>) , 

так что единственным нулем W (Л) яв.тrяется 'A�l) = 'Ai0 > + + (р1 , иi0 >)- I , откуда следует , что 'A�l ) строго больше 'Ai0 > 1) . Что 
касается тех значений 'А,  которые являются собственными значе
нияliiИ н<о> ' то очевидно , что 'Ai0 ) будет полюсом w (Л ; Н'р) = 
= (Лi0 > - 'А)- \ а л� о > , л� о > , • . . , Л�> , . . . не будут полюсами . 
Таким образом , мы получаем, что 'Ai0 > Лi0 > , 'A�l> = л�т , . . . 
. . . , 'Ait > = ЛJ:> . . .  , т .  е . имеет место требуемая максимальная 
консервативность . Без труда проверяется , что собственные векторы 
и�l ) оператора нш совпадают с собственными векторами и�о > 
ОПератора Н<О> . 

Этот результат допускает простое геометрическое истолкова
ние ; поскольку при специальном выборе р1 = (Н')- 1 иi0> , м:ы 
имеем 

рши = Ct [ и , Pt ]  Pt = Ct (и ,  H'pt)  = Ct (и , иi0 >) Pt • 

и ,  следовательно , оператор проектирования рш равен нулю на 
всех собственных функциях и�0 > , и�о > , . . . оператора н<о> ввиду 
того , что они ортагональны и�0 > . Но тогда для этих векторов 

н<1 >и = н<О>и + Н' рши = н<о>и , 

1) Поскольку (р 1 , u<�>) -1 = ( (H')-1u <�> , u<�>) -1 > О; оператор (Н') -1 поло
жительно определен одновременно с Н' .  Предполагается , что (Н') -1 огра
ничен . - Прим . ред .  
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и, значит , собственные элементы у оператора нш те J-I\e , что 
и у Н'0) . В случае п роизвольного k положим р i = (Н')- 1и\0 ) ; 
полученное выше выражение для Н' p<lo , а именно 

примет вид 

k k 
Н'РU <>и = � � (Н'и , Pi) bi jH'pj , 

j= 1 i= 1 

k k 
Н' p<k Jи = � � (и и�0)) Ь · ·и'·0 ) L L , t lJ з , 

j= 1 i = 1  
где матрица { bi j } является теперь обратной к матрице с элемен-
та ми 

( (Н')-1 и�о> ,  и�О)) = (pj , иlо)) .  
Таким образом , задача на собственные значения для k-го промежу
точного оператора н<k) = H<OJ + Н' p<n) принимает вид 

k k 
н<h )и - Ли = н<О) и + � � b i j (и ,  иi0 )) и}0 ) - Ли = о. 

j= 1 i'� l 

Если иi0) - собственный вектор базовой задачи при t > k ,  т. е .  
иi0) не  используется при построении функций р1 , р2 , • • •  , Рп , то , 
подставляя иi0) в предыдущее выражение ,  получаем 

Н'1' )и - Ли = н<o)ui0) - Лиi0 ) = о . 
Следовательно , иi0) является также собственным векторо.'lr k-й 
промежуточной задачи , а соответствующее собственное значение 
Лi0) промежуточной задачи будет и · собственным значением базо
вой задачи . Таким образом , требуемая максимал ьная консерва
тивность действительно имеет место . 

По аналогии со случаем k = 1 ,  где первый собственный вектор 
н<ю совпадал с собственным вектором нш , моашо ожидать ,  что 
подпространство ,  натянутое на первые k собственных векторов 
uj0) , т. е . на те собственные векторы , которые использовашrсь для 
построения р 1 ,  р 2 , • • •  , p k , будет содержать k собственных векто
ров оператора н<n) . Чтобы исследовать этот случай , подставим 
в уравнение н<n)и - Ли = О вектор вида 

k 
и< l ) = � а) l >и) О ) '  

j= l 

где коэффициенты a� l ) не равны нулю одновременно. Тогда мы 
получим 
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Так как векторы u�0> линейно независимы, то 
k 
� { (Л � 0 > - t..) бmj + bmj} a�> = 0  

m= 1 

rде .Ьmj есть б-символ Кронекера . 

( j = 1 ,  2 ,  . . . , k) , 

Эта система k уравнений с k неизвестными a�J будет иметь 
петривиальное решение тогда и только тогда , когда 

(j ,  m = 1 , 2, . . . , k) .  
Это и есть искомое уравнение для собственных значений . 

Совершенно очевидно , что таким путем мы найдем все собствен
ные значения оператора н<k> . Действительно , мы показали , что 
все собственные векторы н<k> , за исключением k векторов , совпа
дают с собственными векторами оператора н<о> и что остальные 
k собственных векторов H<k> порождают то же подпространство ,  
что и т е  k собственных векторов н<о> , которые н е  являются соб
ственными векторами н<�< > .  Следовательно , собственные векторы 
н<k> по рождают все пространство � .  

Остается невыяснеиным вопрос , будут ли консервативные соб
-ственные значения иметь ту ше кратность в спектре н<k> , что 
И В спектре Н<О> . В ГЛ.  XV, П. 4 ,  l\Ibl ВЫЯСНИМ, ЧТО ИХ КраТНОСТЬ 
MOi'I\eT ПОВЫСИТЬСЯ , НО Не МОЖеТ ПОНИЗИТЬСЯ 1) . 

Та 1шм образом, при таком специальном выборе P i отпадает 
необходимость находить нули трансцендентных мероморфных 
фующий , и задача сводится только к решению алгебраических 
уравнений . Практические вычисления сводятся к квадратурам , 
обращению матрицы и нахождению собственных значений матри
цы ; таким образом, они могут быть осуществлены стандартными 
методами на вычислительных машинах . 

7 .  У лучmение метода с помощью выбора базовой задачи. 
в ИЗ.'!Оженном выше методе к операторам н<о> и Н' ' участвующим 
:в разложении исходного оператора Н в сумму н<о> + Н' , предъяв
ляются следующие требования : собственные функции и�ю , 
u�0> , . . . базового оператора н<о> должны быть известными , опе 
ратор Н' должен быть положительно определенным и, кроме того 
уравнение H'p i =-= и�0> должно иметь решение P i = (H')- 1 ui0> 
в гильбертовом пространстве �2) . 

Однако рассматриваемый нише пример показывает , что послед
нее требование не является обязательным , т. е. положительно 

1) Это очевидно , поскольку nовышение кратности л�> возможно лишь 
.в том случае , если одно из сдвинутых собственных значений совпадаАт с 
л<�> (s > k) .- Прим . ред. 

2) См. примечание на стр . 235 . - Прим . ред . 
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определенный оператор Н' может быть таким , что функции P i = = (Н')- 1 и�0> уже не принадлежат � - Пусть � - гильбертово 
пространство ,  полученное пополнением по отношению к СI>аляр-

л 

ному произведению (и , v) = � иv dx множества дважды диффе-
о 

ренцируемых функций на отрезке [ 0 ,  л ] , удовлетворяющих сле
дующим условиям четности и граничным условиям (эти условия 
взяты из практической задачи , которую мы рассмотрим в с::rедую
щем пункте) : 

и ( � - х ) = и ( ; + х ) , и' (О) = и ' (л) = О .  

Таким образом,  пространство � до  пополнения состояло из  функ
ций , имеющих конечную норму , т. е. функций и , тюшх , что 
л 

J и2 dх < оо .  
о 

Положим теперь Н'и = (s cos2 х) и, где s - положительная посто
янная .  Другими словами , действие оператора Н' на функции 
и = и (х) сводится просто к умножению на s cos2 х . Тогда 

и 

:rt 

(Н 'и , v) = s J (cos2 х) иv dx = (и ,  Hv) 
о 

:rt 
(Н' и , и) =  s � (cos2 х) и2 (х) dx, 

о 

так что оператор Н'  симметричный и положительно определенный. 
В качестве оператора н<u> возьмем н<о>и = - и" .  Собственными 

значениями у<о> (гл . IV ,  п. 3) являются ЛiQ' = 4 ( i - 1 ) 2 ,  i = 
= 1 , 2 ,  3, . . .  , а соответствующими собственными функциями -

и�0 ' =  ,�- , и1°' = };/ � cos 2 ( i - 1) x ( i =---= 2 , 3 , . . .  ) . 
v л  

Из уравнения Н' Pi = иi0 ' находим 

1 Г2- cos 2 ( i - 1) x  
Р1 = V л s cos2 х ' 

Pi = V -;1 s cos2 х ( i = 2 , 3 ,  . . .  ) . 

Эти функции имеют бесконечную норму , поскольку в знаменателе 
стоит cos2 х .  Следовательно , P i  = (Н' )- 1 и�о> (х) не принад::rежат 
пространству � . и непосредственно применять наш метод нельзя . 

Однако функции P i будут иметь конечную норму , есди нам 
удастся изменить их так ,  чтобы знаменатель был ограничен снизу 
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положительным числом , например если мы прибавим в знаменате
ле положительную постоянную . 

Итак , в общем случае можно поступить следующим образом. 
Предположим , что оператор Н' ограничен снизу, т .  е .  для пекото
рой положительной постоянной k имеет место неравенство 
(Н'и , и) > k (и , и) при всех и. Например , в случае положительно 
определенного оператора Н' в качестве k можно взять любое поло
жительное число . Тогда можно построить новый базовый оператор 
н�о> и соответствующий оператор Н� , выбирая некоторое положи
тельное число а > k и полагая 

н�о> = н<о) - al, Н� = Н' + al, 

где 1 - ТОII>дественный оператор . 
В этом случае н�о> будет иметь те же самые собственные векто

ры , что и н<о> ' а собственные значения л�� ) оператора н�о> будут ' 
отличаться от собственных значений л�п >  оператора н<ю на а , 
т .  е .  Л��> = л�о > - а .  Решения k-й промежуточной задачи , по-види
мому , будут неким образом зависеть от а .  В некоторых случаях , 
как 111ы увидим в следующих пунктах , произвольную посто· 
янную а можно выбрать так , чтобы k-я промежуточная задача 
давала в пекотором смысле наилучшую оценку снизу для соб
ственных значений исходной задачи . 

БИБЛИОГРАФИ ЧЕ СКИЕ ЗАМЕ ЧАН ИН 

По поводу изложенного в этом и следующих пунктах см. Безли [ 2 ] .  

8 .  Приложеине к уравнению Матъе. В качестве первого при
мера на применение метода специального выбора Везли рассмотрим 
(см . , например , Морс и Фешбах [ 1 ] ) уравнение Матье Ни (х) = Ли, 
где оператор Н определяется выражением 

Ни (х) = - и" (х) + (s cos2 х) и ,  

а и (х) удовлетворяет условиям, упомянутым в предыдущем пункте : 

и =  ( � - х ) = и { � + х ) , и' (О) = и' (л) = О. 

По причинам , указанным в предыдущем пункте , мы теперь не
сколько иреобразуем задачу , полагая 

Н�0 'и = - и" - аsи, Н�и = s (соs2 х + а) и, 

где а - пекоторая положительная постоянная , которая будет 
выбрана позже так, чтобы результат был оптимальным. 
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В предыдущем пункте было установлено ,  что Н�01 имеет сле
дующие собственные значения : 

'Ai0j = 4 ( i  - 1 ) 2 - CXS ( i  = 1 ' 2 ,  3 ,  . . ) 

и соответствующие собственные векторы 

(0 ) 1 ul =
vn · 

( fi) /2 . ui = v п cos 2 (l - 1) x , ( i = 2 ,  3 ,  . . .  ) . 

Тогда для элементов P i 
ния : 

(Н�)- 1 u i мы получаем такие выраже -

1 1 Pt = 8 VЛ a+ cos2 х ' 
1/2 cos 2 ( i - 1) х Pi = 8 1/Л (a+ cos2 х) ( i = 2 , 3 , . . .  ) . 

Очевидно , что функции P i имеют конечную норму. 
Будем решать теперь первую промежуточную задачу.  Согласно 

общей теории , оператор нш = н�о) + н�рш ' где рш - проек
тор на р1 , имеет следующие собственные значения : 

4 ( i  - 1 ) 2 - cxs ( i  = 2 , 3 ,  . . ) 

(это как раз все собственные значения Н�01 ,  за исключением перво
го) и,  кроме того , еще одно собственное значение лш , являющееся 
корнем уравнения 

'А (0 )  'А + 1 = о 1 - (Pt , uin > ) 
(в этом случае матрица 1 1 b i j 1 1 из п .  6 состоит из одного элемента) . 
Его решением является 

л л 
'А = - as + [ � р1и�01 dх] - 1 = - as + [ �s � a+�:s2 x ] - 1 · 

о о 

После интегрирования получаем 

'A = s CV a Va +  1 - а) , 

откуда видно , что 'А - монотонно возрастающая функция а . 
Выберем теперь а так , чтобы первая промежуточная задача 

давала наилучшее приближение к исходной задаче . Другими сло
вами , мы хотим выбрать а таR , чтобы первое собственное значение 
первой промежуточной задачи было наибольшим. Поскольку 
наименьшее консервативное собственное значение равно 4 - as, 
т. е . второму собственному значению базовой задачи , а нужно 
выбрать так , чтобы s (Уа V а + 1 - а) равнялось бы 4 - as. 
Очевидно , что не имеет смысла придавать а большее значение , так 
как в этом случае пришлось бы перенумеровать собственные 
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значения и в результате 4 - as оказалось бы первым собственным 
значением. 

Решая уравнение 4 - as = s (Va V а + 1 - а) , находим , что 

V1 + (8/s)2 - 1  а = 2 
. 

При этом значении а первая промежуточная задача имеет 
СJiедующий спектр : 

л_rl ) - л_ш = 4 + � - � -.  / 1 + {� ) 2  1 - 2  2 2 V s • 

/,11 ) = 4 (i + 1) 2 + � - � V 1 + ( � ) 2  (i = 3 , 4 , 5 , . . .  ) . 
В табл . I содержатся чисJiенные значения Л�1 > ДJIЯ пяти значений s .  
Для сравнения приведены данные НационаJiьного бюро стандар
тов , полученные другими , более трудоемкими методами , исполь
зующи�и интегрирование по частям . 

Таблица I 
ПЕРВАЯ ПРОМЕЖУТОЧНАЯ ЗАДАЧА 

Л,( l ) 1 
Данные Националь-

ного бюро стан-
да ртов 

0 , 4  0 , 1 9500312 0 , 1 9500546 
1 , 0  0 , 46887113 0 , 46896060 
2 , 0  0 , 87689438 0 , 87823447 
4 , 0  1 , 52786405 1 , 54486140 
8 , 0  2 , 34314575 2 , 48604312 

Do второй промежуточной задаче мы должны найти корни 
квадратного уравнения 

О = ( Ьн - as - Л) ( Ь 2 2  + 4 - as - Л) - ( Ь1 2} 2 , 

где Ьu - элементы матрицы , обратной к матрице 

1 6  С. Гулд 

1 dx 1 :rt ru ) а+ cos2 х 
о 
:rt 

-v2 r 
ns J 

о 

cos 2х dx 
a + cos2 x 

:rt 
V2 r  
ns J 

о 
:rt 

:s I 
о 

cos 2х dx 
a+ cos2 х 

cos2 2х dx 
a + cos2 х 
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При s = 8 мы получаем отсюда собственные значения второй 
промежуточной задачи : 

/..�2 ) = 2 ,3431 46 , /..�2) = 8 ,828428, 
/..�2) = 4 ( i - 1 )2 - 1 ,656854 ( i = 3,  4, 5 , . . .  ) . 

Точно таким же образом можно решить и третью промежуточную 
задачу . в табл .  I I  приведены оценки снизу Л�З) ' ЛiЗ) ' л�з) для пер
вых трех собственных значений Л1 , Л2 , /.. 3 ,  а также значения 
Л1 , Л2 , Л3 ,  полученные Нациопальным бюро стандартов . 

Таблица II 

ТРЕТЬЯ ПРОМЕЖУТОЧНАЯ ЗАДАЧА, s = 8 , 0  

Оценки снизу 

2 , 48385 
9 , 15316 

19 , 53457 

Данные Националь
ного бюро стан

дартов 

2 , 4860431 
9 , 1726651 

20 , 1412038 

Заметим , что нижняя граница ДЛЯ л! , полученпая из первой 
промежуточной задачи , отличается от значения , стоящего в правом 
столбце таблицы , па 0 , 1429 ,  в то время как третья промежуточная 
задача дает отклонение , равное 0 ,0022. 

9. Оптимальный выбор базовой задачи. Чтобы показать , I\ак 
в некоторых случаях можно выбрать параметр а , при которО}i 
базовал задача будет оптимальной , рассмотрим задачу на соб
ственные значения вида 

Ни = Лf (х) и . 
При этом предполагается , что собственные элементы оператора Н 
известны и что спектр задачи Ни = Л/ (х) и в нижней части состоит 
из дискретных собственных значений , которые мы обозначим через 

А1 -:::;:;: Az < Аз -:::;:;: • . . • 

Функции f и и могут зависеть от одной или нескольких перемен
ных . В обоих случаях мы будем обозначать эти переменвые просто 
через х .  Предполагается , кроме того , что f не равна тождественно 
постоянной и является положительной , т. е. (jи , и) = ) fи2 dx >0 , 
где интеграл берется по конечной области , на которой рассмат
ривается задача . 
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Пусть М - положительный максимум j .  Из вариационного 
определения собственных значений следует , что задача 

Ни = 'АМи 

может служить базовой задачей , и мы попытае111ся теперь изменить 
ее оптимальным образом в смысле , который поясняется ниже . 

Рассмотрим задачу на собственные значения 

Ни = Ли, 
и пусть 

Лt -< Л2 -< 'Аз -< 

- ее собственные значения , а 

- соответствующие собственные функции . 
Тогда для любой постоянной сх. > М задача на собственные 

значения 
Ни = Лсх.и 

является базовой задачей для Ни = Л/ (х) и с собственными 
функциями и1 , и2 , из , . . . и собственными значениями Л1/сх. , 
'А2/сх. , Лз/сх. , • 

Запишем исходную задачу в виде 

Ни = 'Асх.и - Л (сх. - /) и 

и ВЕедем первую промежуточную задачу следующиl\I образом :  

где иn - пекоторая собственная функция задачи Ни = Ли .  Тогда 
мы будем говорить , что базовая задача Ни = Лсх.и является опти
мальной при пекотором выборе сх. >- М, если она дает наилучшую 
нижнюю границу для п-го собственного значения An исходной 
задачи Ни = Л/ (х) и .  

Покажем , что построенная таким образом задача действительно 
является промежуточной между базовой Ни = Лаи и исходной 
Ни = 'Асх.и - Л (сх. - /) и задачами.  Для этого нужно доказать 
(в силу максимально-минимального принципа) , что рэлеенекое 
частное для промежуточной задачи 

R (и) = (Ни, и) 
1 � ( r ) 2 r и2 dx 1 

а � и2 dx- J ииn dx ( J а_: f (х) ) -
16*  
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заключено между соответствующими рэлеевекими частными 

(Пи, и) (Ни, и) 
а (и, и) И а (и ,  и) - ((а - f) и, и) · 

Но из неравенства Коши - Буняковекого мы получаем ,  что 

( r ) 2 ( � Va- t ии dx ) 2 ( r ) 1• и� dx 

J иип dх = � Va- f
n 

< J (a - f) и2 dx J a- f , 

откуда следует , что знаменатель в R1 не меньше , чем � fu2 dx, 
а это влечет за собой требуемое неравенство: 

(Ни , и) <  RI (и) -< (Ни, и) . а (и , и) � jи2 dx 

Решить первую промежуточную задачу не составляет труда.  Дей
ствительно , если положить и = u,. , k =1= n ,  то , поскольку 
(ия , ип ) = О, задача сводится к уравнению Л,.и,. = Лаи,. ,  откуда 
видно , что и,. является собственной функцией с собственным значе
нием Лk/а . Кроме того , если мы положим и = ип , то 

Лпип = ЛD (а) ип , где D (а) = а - { J а�:�) ) - 1 , 
откуда следует , что un также будет собственной функцией с соб
ственным значением Лn !D (а) . 

Таким образом, мы показали , что полная система собственных 
функций ип базовой задачи является также системой собственных 
функций первой промежуточной задачи и что для соответствующих 
собственных значений имеет место <<максимальная консерватив
ностЬ >> . Последнее означает , что собственные значения промежу
точной задачи , за исключением одного , совпадают с собственными 
значениями базовой задачи . 

Одно оставшееся собственное значение Лn!D (а) строго больше , 
чем Лпlа . Это можно проверить , подставляя и = ип в написанное 
выше неравенство Коши - Буняковского . Таким образом,  чтобы 
расположить собственные значения промежуточной задачи в виде 
неубывающей последовательности 

� ( 1 )  / � ( 1 )  / � (1)  / "'1 � "'z � "'а , � · · . ,  
мы должны поставить собственное значение Лn!D (а), между двумя 
членами неубывающей последовательности 

!:!._ � �  � � Лп- 1.  � Лпн � а ""' а ""' " " " ""'  а ""' -а- ""' · · · 

в соответствующем месте . 
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Исследуем теперь зависимость спектра от а ,  выясняя тем 
самым , каким образом нужно выбирать а ,  чтобы получить наилуч
шую нижнюю границу для An . 

Прежде всего покажем , что собственное значение 'An!D (а) 
возрастает при увеличении а ;  остальные собственные значения , 
очевидно ,  убывают. Дифференцируя D (а) , получаем 

( 
1 u2 dx ) ( 

1 u2 dx 
) 
-2 D' (а) = 1 - J (а:_ j)2 J an f 

• 
Но из неравенства Коши - Буняковекого следует , что 

( � u�':�x ) 2 < ( � (:�d;) 2 ) ( � u� dx ) = r (:�d;) 2 ' 

причем равенство не может иметь места , поскольку f (х) не равна 
Iюнстанте . Отсюда видно , что D ' (a) < О , так что 'An!D (а) воз
растает с ростом а .  

При а = М имеем 

D (М) = М - ( 1 и� dx ) - t 

J M - f  (х) ' 

так что D (М) -< М, причем D (М) = М тогда и только тогда , 
когда интеграл в правой части расходится . С другой стороны , 
если а -+  оо ,  то из определения D (а) следует , что 

lim D (а) = D (оо ) = 1 ju� dx. 
CL4-CO J 

Таким образом , при пекотором q > n будет выподняться нера
венство 

Лq / 'Лп Лqн 
a � D (a) < a- . 

Чтобы получить наилучшую оценку для An , выбирая надлежащим 
образом а ,  рассмотрим значение 'An + 1/M. При этolll l\IЫ будем раз
дичать два с.-.rучая (предпоJiагается , что 'An < 'Ап + 1 ;  в случае 'An = 
= 'An + !  рассуждения изменяются незначительно) : 

I .  'Ап + 1 /М -< 'An!D (М) .  Тогда наилучшей оценкой для An 
является 'Ап нiМ, которая имеет место при а = 1�1, так как при 
а >  М значение 'An!D (а) возрастает , а 'Ап +1/а lllеньше , чем 'Ап нiМ. 

I I .  'Ап нiМ > 'An!D (М) . При возрастании а отношение 'An!D (а) 
возрастает до конечного значения 'An!D ( оо ) , а 'An + 1/a стремится , 
убывая , к нулю , так что уравнение 

An An+ ! 
D (a) = -а -
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имеет в точности один корень сх = сх0 •  Теперь мы имеем ситуацию , 
аналогичную случаю 'АпнiМ = 'An!D (М) ,  рассмотренному выше , 
причем роль М играет сх0 •  Следовательно , можно утверждать ,  что 
'An + 1/cx 0  является наилучшей нижней границей для An . Очевидно , 
что при любом большем значении сх оценка 'An + 1/cx для An будет 
ухудшаться . 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

По поводу изложенного в этом и следующих пунктах см. Вайнштейн [ 9 ] . 

10 .  Применеине метода оптимизации базовой задачи. В каче
стве примера оценим первое собственное значение А1 задачи 
о продольном изгибе закрепленного стержня переменной жестко
сти (ер . Rоллатц [ 1 ] ) :  

- и" = 'А ( 1  + sin х) и ,  и (О) = и (л) = О .  

Уравнение -и" = 'Аи , и (О) = и (л ) = О имеет собственные значе
ния 'Ak = k2 п нормированные собственные функции иk = 
= v'2!л sin kx , так что уравнение для сх запишется в виде 

:rt 
2а r sin2 х dx 4 

Л J (a- 1 ) - sin x = з '  
о 

или , если обозначить сх - 1 через В ,  в виде 

Поскольку левая часть является убывающей функцией В ,  
это уравнение имеет единственный корень В 0 ,  и ,  согласно общему 
правилу , наилучшая нижняя граница для А1 равна 'А2/(В о + 1 )  = 
= 4/(В о + 1 ) .  Численное значение этой величины можно найти 
любыи стандартным методом численного решения трансцендент
ных уравнений . Оно равно 0 ,53940 . В результате мы получаем , что 
А1 заключено в следующих границах : 

0 ,53940 < А1 < 0 ,54088 

(верхняя граница найдена методом Рэлея - Ритца) . Заметим , что 
очевидная нижняя граница равна 'А1/ М = 1/2 ,  где М = 
= max ( 1  + sin х) = 2 ,  так что наш результат существенно улуч
шает оценку . 
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Вычислим теперь таким же способом нижнюю границу для Л.2 • 
Полагая ип = и2 = V2!л sin 2х , л2 = 4 , Аз = 9 ,  приходим к сле
дующему уравнению для оптимального значения а :  

:rt 2а \ s in2 2х dx Л3 9 
-;:t J (a - 1) - sin x = Л3 - Л2 = 5  · 

о 
Обозначая а - 1  через � и интегрируя, получаем 

16 (� + 1) { � - _!_ _J_  � (2�2 - 1) n -�2 v�2 - 1  [a rc sin _!_ + �] } = � 
:t 3 1 4 � 2 5 • 

Корень � о этого уравнения дает наилучшую нижнюю границу 9/( � 0 + 1 ) -<. А2 • Численное значение этой величины равно 
2 ,35775 , в то время как очевидная нижняя граница Л2/М = 2 . 
Таким образом , 

2 ,35775 -<. А2 -<. 2 ,38228, 

где верхняя граница снова найдена методом Рэлея - Ритца . 

1 1 .  Распространение метода специального выбора. В некоторых 
задачах может оказаться , что положительно определенный опера
тор Н' ограничен сверху и снизу,  определен на всем гильбертоном 
пространстве �. но тем не менее элементы P i = (Н')- 1 и�о> при
надлежат не � . а пекоторому другому гильбертову пространству,  
скажем �, , которое получается , если в качестве скалярного про
изведения функций и и v взять не (и , v) (это привело бы к про
странству �) ,  а [ и , v] = (Н'и , v) . 

Например , пусть гильбертоно пространство � получено попол
нением по норме , определяемой скалярным произведением (и , v) = 

n 
= f иv dx , множества функций и (х) с конечной нормой , удовлет

о 
воряющих условиям 

и (О) = и (л) = О , и" (х) Е 22 (0 , л) . 

Определим теперь оператор Н, поJшгая 

Ни (х) = - и " (х) + ( 1  - cos х) и (х) , 
и пусть н<ти = - и" , а Н'и = (1 - cos х) и .  Оператор н<о > 
самосопряженный , а его спектр состоит из точек л�о > = i2 , i = 
= 1 ,  2 ,  3 ,  . . . .  Соответствующими нормированными собственны
ми векторами являются 

и1°> = у � sin ix (i = 1 , 2, . . . ) . 
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Оператор умножения Н' и =  ( 1 - cos х) и является ограниченным 
симметрическим на всем fj .  Очевидно ,  Н' положительно опреде.т�ен . 
Тем не :менее уравнение Н' Pi = V 2/:n: sin ix, i = 1 ,  2 ,  . . . , не имеет 
решения Pi = (Н')-1 и�01 , принадлежащего fj ,  поскольку в простран-
стве fj ' 

функции V2/:n: sin ix/( 1 - cos x) , i = 1 , 2 , . . .  , не имеют 
конечной нормы 1} . Однако в пространстве fj' со скалярным произ-

п 

ведением [и , v] = (Н'и, v) = � ( 1 -cos x) иv dx функции Рi = (Н')-1 и�0> 

имеют конечную норму 

v ;  [ I  о 

sin2 ix dx] 1 /2 . 
1 -cos х 

Теперь ,  поскольку все P i принадлежат s;J' , можно модифициро
вать наш метод следующим образом . Если р и и принадлежат fj' ,  
то  f (и) = [ и ,  р ]  является ограниченным линейным функц:ионалом 
в fj' . Следовательно , существует положительная постоянная М, 
такая , что 1 f (и) 1 -< М [ и , и] 1 1 2  при всех и Е fj'. Кроме того , 
если и принадлежит fj ,  то 

[ и ,  и ] 1 /2 = (Н'и ,  и) 1 /2 -< 1 1  Н' 1 1 1 /2 (и, и) 1 12 , и Е fj .  
Таким образом , мы видим , что f (и) - ограниченный линейный 
функционал в fj. Тогда по теореме Рисса существует единственный 
элемент Н'р в fj ,  линейно зависящий от р ,  такой , что 

f (и) = [ и ,  р] = (и , Н'р) при всех и Е fj. 
Rак и выше , введем теперь промежуточные операторы 

н<k> = н<о> + Н' p<k> ' 

где p< k> - проектор на {р1 , • • •  , Pk} · Д.тrя любого и Е �  имеем, как и выше ,  
k k 

Й'Ри = � � (и, Й'рi) bi jЙ 'pj , 
i= ! j= 1 

где 1 1  bu 1 1 - матрица , обратная к матрице 1 1  [p i , pj] 1 1 · Предполо
жим теперь ,  что элементы (Н')- 1 и�01 принадлежат fj' ,  хотя они 
могут и не принадлежать Sj (именно с таким положением мы встре
тимся в примере , рассматриваемом в следующем пункте) . Тогда 

1 )  См. примечанис па стр . 235. Здесь автор ослабляет требования , пала
гае}IЫе на Н' . - Пр им .  ред.  
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собственные значения промежуточных задач находятся из урав
нения 

О = det 1 { Л}0> - Л) б jm + Ь jm 1 (j , m = 1 ,  2, . . .  k) ,. 

где { b i i }  обозначает матрицу , обратную к { [ (Н ')-1 ui0 > , (Й')-1 u)0 > ] } .  

БИБЛИОГРАФИЧЕ СКИЕ ЗАМЕ ЧАНИЯ 

По поводу изложенного в этом и следующих пунктах c.c�t . Безлп [2 ] .  

12. Применение обобщенного метода специального выбора. 
В качестве примера рассмотрим оператор Н, определенный фор
мулой 

Ни (х) = - и" (х) + (1 - cos х) и (х) 

с граничными условиями и (О) = и (л) = О ,  где , как и в предыду
щем пункте , мы предполагаем , что и" (х) Е 22 (0 , л) . Как и выше ,. 
естественно положить Н<О>и = - и" ,  тю< что Н<О> имеет спентр, 
Лi0 > = i2 (i = 1 ,  2 ,  3 ,  . . . ) , а соответствующими нормированными 
собственными векторами являются 

( i = 1 ,  2, 3 , . . . ) . 
Оператор Н' определяется тогда формулой Н'и = (1 - cos х) и �  
Очевидно , что он ограничен и положительно определен . Здесь м ы  
сталкиваемся с трудностью , о которой говорили раньше . 
а именно :  решение уравнения H'p i  = V2/л sin ix ,  равное 

� /2 s in ix 
Pi = V Л 1 -cos x 

не принадлежит 22 (0 , л) . Поскольку Н' ограничен снизу , мы 
могли бы поступить , как в п .  7 ,  т .  е .  прибавить и вычесть единич
ный оператор , умноженный на постоянную. Но мы предпочитаем 
здесь воспользоваться вторым обобщением нашего :метода , рас
смотренным в предыдущем пункте , главным образом потому , что· 
этот новый метод приводит в данном случае к функциям, удобны:11 
для вычислительных целей . Гильбертоно пространство f:!' :::::> .� 
является пополнением множества классов эквивалентности функ
ций и (х) , для которых 

:n: .\ (1 - cos х) и2 dx 
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.существует; -_ скалярное произведение в �' задается формулой 
n 

[и, v) = J ( 1 - cos x) иv dx. 
о 

Оператор Н' является просто оператором умножения Н'и = 
= ( 1 - cos х) и . Очевидно, что он ограничен и симметричен в �' .  
Уравнение Й' Pi = иi0 имеет в �' решение 

nоскольку 

-. /2 sin ix 
Pi = V n 1 - cos x 

:Jt 

[ ] 2 r sin2 ix dx Pi • Pi = n J 1 - cos х 
u 

( i = 1 , 2 ,  3 ,  . . .  ) , 

.существует при всех i = 1 ,  2 ,  . . . .  Таким образом , мы можем 
применить развитую выше теорию . Необходимые для вычислений 
.матричные элементы имеют вид 

:Jt 

[й'-1 и(О > Й'-lи(О> ) = � \ Sill iX Sill jX dx. • ' 3 :rt J 1 - cos х 
о 

Возьмем, например , k = 4 и вычислим эти интегралы для z ,  J = 

= 1 ,  2 ,  3 ,  4 . Мы получим собственные значения четвертой про
межуточной задачи расположив в виде неубывающей последова
�ельности корни уравнениff 

det  

2 - Л - 1/2 
- 1/2 5 - Л  

о - 1/2 
о о 

о о 
- 1/2 о 
10 - Л  - 1/2 
- 1/2 33/2 - л 

= 0, 

:а также консервативные собственные значения базовой задачи : 
25, 36 , 49,  . . . . 

Таблица II I 

ЧЕТВЕРТАЯ ПРОМЕЖУТОЧНАЯ ЗАДАЧА 

Нижняя граница Верхняя граница 

Л t 1 , 918 058 12 1 , 918 058 1 6  

Лz 5 , 031 913  5 , 031 922 

Лз 10 , 011 665 10 , 014 381 

л4 16 , 538 364 17 , 035 639 
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В табл .  I I I  приведены результаты , полученные Везли в [2 ] ; 
верхние границы найдены методом Рэлея - Ритца . 

13. Задача об атоме гелия. В задачах квантовой теории зача
стую бывает так , что оператор Гамильтона Н, для которого ста
вится задача на собственные значения Ни = Ли , не является обрат
НЫlii к вполне непрерывному оператору в отличие от рассматривае
ыых до сих пор случаев . Важнейшим примером (см . ,  например , 
Морс и Фешбах [ 1 ] , т .  1 ,  стр . 590) является уравнение Шредингера 
Н'Ф = Е-ф , где собственное значение Е - это энергия , а 'Ф -
<<функция состоянию> ,  на которую налагаются определенные усло
вия , исходя из физического смысла задачи . При этих условиях 
целесообразно определять спектр Н (см . , например , Стоун [ 1 ] , 
стр . 129) уже не как множество собственных значений , а как 
(более широкое) множество таких чисел Л , для которых резоль
вента R,.. = (Н - ЛJ)-1  не является ограниченным оператором 
с областью определения , плотной во всем пространстве �· Тогда 
спектр Н состоит не из дискретных точек , а имеет следующее 
строение , характерное для многих задач квантовой механики . 
Оператор Н ограничен снизу,  и его спектр в нижней части состоит 
из дискретного множества собственных значений Л1  -< Л2 < . . .  
. . . -< Лn -< . . .  -+ Лсх" где через Лоо обозначена конечная пре
де.тiьная точка . Правее Лоо оператор имеет (непрерывный спектр) , 
т .  е .  каждая точка некоторого отрезка вещественной оси 
принадлежит спектру Н. Наши методы применимы только к вы
числению дискретных собственных значений в нижней части 
спектра .  

Рассмотрим пример . В некоторых состояниях атома гелия 1) , 
который состоит из ядра и двух электронов , собственные функции 
Н зависят только от r1 , r2 и r1 2 и симметричны по пространствен
НЫJ\I координатам xi ,  Y i • z i (i = 1 ,  2) двух электронов . Здесъ 
r1 = r1 (х1 , у1 , z1 ) и r2 = r2 (х2 ,  у2 , z2) - длины радиус-векторов 
каждого из электронов (ядро находится в начале координат) . 
а r1 2 = r1 2 (х,  у , z) - расстояние между ними . Таким образом , 
и = и (r1 , r2 , r1 2) - функция шести переменных х1 , у1 , Zt , х2 , 
у 2 , z2 , каждая из которых может принимать любое вещественное 
значение . 

Пусть гильбертово пространство � состоит из функций 
и, зависящих только от r1 , r2 , r1 2 , симметричных по r1 и r2 и инте
грируемых в квадрате по всему пространству. Значение последнего 
условия состоит в том , что если определить скалярное произведе-

1) Например , S-состоянпе параrелпя ; см . l\Iopc и Фешбах [ 1 ] ,  т .  2 ,  
стр . 679 . - ПpuJ.t. ред . 
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ние (и ,  v) в ,\? обычным образом как 
00 

(и ,  v) = � � � � � � uv dx1 dy1 dz1 dx2 dy2 dzz , 
- 00  

то норма (и ,  и) 1 1 2  функции и будет конечной.  
В соответствующих единицах измерения гамильтонпап для 

S -состояний парагелия имеет вид 
1 1 2и 2и и Ни = - - 81и - - 82и - - - - + - , 2 2 r 1 l'z r12  

где 8 i - оператор Лапласа , действующий на координаты ri 
( i = 1 ,  2) . 

Задача на собственные значения Ни = Ли с таким оператором 
Н допускает удобную базовую задачу н<о>и = Ли , которая полу
чается , если иренебречь взаимодействием электронов , т. е. членом , 
содержащим r1 2 • Действительно , оператор Н' = 1/r1 2 , очевидно , 
является положительно определенным, а спектр оставшегася 
оператора н<о> , определенного выражением 

н<о>и = _ ..!.81и - .;..8zи - � - � ' 2 2 r1 r2 
хорошо изучен (см . , например , Rато [ 1 ] ) . Нижняя часть спектра , 
будучи дискретной и ограниченной снизу ,  состоит из собственных 
значений 
л�u) = - 2 (1 + i- 2) = - 4; -2 ,5 ;  -20/9 ; . . 
ПоСRОЛЬJ{У н<о> - базовый оператор , имеем 

-4 <;:: Л1 ; -2 ,5 < Л2 ; - 20/9 < 'Аз , 

( i  = 1 ,  2 ,  . . .  ) .  

. . . , 
где Л1 , Л2 , 'Аз , . . .  - искомые собственные значения Н. 

Соответствующими собственными функциями н<о> являются 

иiо> = :n Rto (rt) Rto (rz) , 

иiо> = 4n \;2 [ Rto (rt) Rio (r2) + Rto (r2) Rio (r1) ] (i = 2 ,  3 , . . .  ) , 
где R i o - нормированные волновые функции водорода . 

Следовательно ,  если в первой промежуточной задаче мы возь
мем 

р1 = (Н')-1 и<о> = �� R 10 (r1) Rto (rz) , 

то , согласно общей теории , дискретная часть спектра первой про
межуточной задачи будет совпадать со спектром н<о> , за исключе-
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нием первого собственного значения -4,  которое заменяется на 
1 - 4 + ( (Н')-1 u�o> , и�"') • 

Чис;;:rенное значение ((Н')- 1 ui0 1 , ui01 ) найдено в приложении 
к статье Везли [ 2 ] ; оно равно 1 ,093750 . Таким образом , первая 
промежуточная задача имеет спектр 

-3 ,0857 ,  -2 ,5 , -20/9 , . . .  ' 
и для искомого первого собственного значения Л1 мы имеем оценку 
-3 ,0857 -< Лt . 

Решим теперь третью про:-.rежуточную задачу , построенную 
� по�ющью трех функций р i = r 1 2и�0 1 ,  i = 1 ,  2, 3 .  Прежде всего 
мы должны вычислить элементы матрицы ( (Н')- 1  u�01 ,  u�0 > ) ,  i ,  j = 
= 1 ,  2 ,  3 ,  а затеl\1 найти обратную матрицу . Вудю1 вместо 
( (Н')- 1 uf01 , u}01 ) писать сокращенно ( i ,  j) . Значения ( i , j) вычисле
ны в приложении к статье Везли [ 1 ] ;  они равны 

( 1 , 1 )  = 1 ,093750 , 
(2 ,2) = 3 ,085264, 

(1 , 2) = - 0 ,31851 1 ,  
(2 ,3) = - 0 ,909351 , 

(1 ,3) = - 0, 134091 , 
(3 ,3) =--= 6 ,  795531 . 

Далее мы должны решить характеристическое уравнение 

de t 1 Щ01 - Л) б u + Ьu 1 ( i = 1 ,  2 ,  3) , 

г;:t;е ЛiО) = - 4; л�о) = - 2 , 5 ;  л�о) = - 20/9 , а б и  есть б-символ 
И.ронекера .  Его корни , согласно вычис;;:rения:м Безли , равны 

-3 ,063 , -2 , 1 65 , -2 ,039 . 
Кроме того , третья промежуточная задача имеет еще консер

вативные собственные значения 

- 2 (1 + i- 2) = - 2 , 125 ;  - 2 , 08 ( i = 4 , 5 ,  . . .  ) , 

и ,  таким образом , первые три собственных значения промежуточ
ной задачи , расположенные в порядке возрастания , равны 

Лi3 1 = - 3 ,063 , л�з) = - 2 , 1 65 ,  л��) =- - 2 , 1 25 .  

Вместе с верхней границей , найденной методом Рэлея - Ритца 
(cl\1 . , например , Киносита [ 1 ] , Кулидж и Джеймс [ 1 ]) , мы 
получаем следующие оценки : 

-3,063 -<  Л1 -< -2 , 9037237 ,  
-2 , 1 65 -< Л2 -< -2 , 1458 

для собственных значений S-состояний парагелия . 
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Ниже,  в гл .  X I I I , п .  8, будут получены более точные оценки 
методом усечения . Здесь мы только отметим , что неравенства , 
к которым мы пришли, пользуясь этим методом , иногда можно 
использовать для нахождения точных численных значений ниж
них границ , полученных другими , совершенно независимыми 
методами . 

Для примера рассмотрим формулу 

/" 1 �- (H'\jJ,  'Ф) (Нф, Н·ф) - (Н')J, ')J) 2 
Л* - (Н')J , ')J) 

установленную Темпле:м [ 1 ] 1) в 1 928 г. Она выражает нижнюю гра
ницу для первого уровня энергии Л1 через величины (H'\jJ ,  'Ф) 
и (H'\jJ , H'\jJ) , где 'Ф - пекоторая нормированная допустимая 
функция , а Л* - некоторое число ; при этом должно выполняться 
соотношение 

В нашем случае второе из этих неравенств будет выполнено . 
если взять Л* = -2 , 1 655 . Что касается первого неравенства , 
то Киносита [ 1 ]  подобрал требуемую функцию '\jJ ,  состоящую 
из 80 членов , и вычислил соответствующие выражения . Подста
новка в формулу Темпля дает окончатедьно такую оценку 2) : 

-2 ,9037474 <;: Л1 <;: -2,9037237 .  

1 4 .  Обобщенный :метод специального выбора. Рассмотренный 
метод специального выбора функций , а именно р 1  = (Н')- 1  u�0> .  
допускает следующее полезное обобщение (clii . Везли п Фокс [ 1 ] ) .  
При построении k функций р1 , р2 , • • •  , Pk вместо условия H'p i = 

= u�0> потребуем теперь только ,  чтобы H'p i были линейными ком
бинациями N собственных функций и1° , и� о > , • • • , т . е .  

N 
н/ � Р. ( 0 )  Pi = .LJ pivUv 

V= 1 
(i = 1 ,  2 ,  . . . , k) . 

Тогда , согласно полученным выше результатам , оператор н<k) 
можно записать в виде 

k н<k>u = H<0>u _L � (u , H'pi) b i jH'pj , i ,  j= 1 

где bu - элементы матрицы , обратной к { (H'p i ,  PJ)} .  Таким 
образом, мы имеем 

k N 
H(k)U = H(O)u + � � (u , U�0>) �ivb i j�ji-\U�> . 

i , j= 1 J,t , V= i 

1 ) См. также Н.  М .  Rрылов и Н .  Н .  Боголюбов [ 1 ] * .- Прuж. ред. 
2 )  См . по этому поводу статью Пенериса [ 1 1 * .- Приж.  ред. 
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Собственные элементы н<k> теперь петрудно найти , если изве
стны собственные элементы н<о> . 

Действительно , рассмотрим подпространство Ю1 ,  натянутое 
на собственные функции и�0 > оператора н<о> , которые не исполь
зовались при построении H'P i · Для любой функции и Е т имеем 
н<k>и - 'Аи = н<о> и - 'Аи, так что эта функция будет собствен
ной для н<h.> тогда и только тогда , если она является собственной 
функцией для н<о> ' а собственное значение оператора н<k> '  соот
ветствующее такой функции , будет таким же,  как и у н<о> . 

Таким образом, нам остается найти только такие собственные 
функции , которые являются линейной комбинацией 1V функций 
и�> , участвующих в построении H'p i , i = 1 ,  2, . . . , k. Положим 

N 
и = � Yv и�о> и подставим это выражение в уравнение для соб-v= 1  
ственных значений н<k>и - 'Аи = о ,  где н<k> и - только что 
построенный оператор . В силу линейной независимости функ
ций и�> получаем следующий результат : 

N k 

� Yv ( � �ivbi j�jl1 + ('А�> - 'А) бvl1) = О (f.t  = 1 ,  2 ,  . . . , lV ) .  
V= 1 i ,  j= i 

Таким образом, мы получили матричную задачу на собственные 
значения ; с такого рода задачами мы имели дело на протяжении 
всей книги. 

Этот метод может быть особенно полезен , если оператор Н' 
является оператором умножения на функцию . Рассмотрим. 
например , волновую задачу для случая вытянутого сфероида 
(относительно квантономеханического смысла этой задачи см . , 
например , Морс и Фетбах [ 1 ] ) ,  где оператор Н определен вы
ражением 

d [ du J mZu Ни = - - ( 1 - х2) - + -- + c2x2u.  dx dx 1 - х2 

Здесь т - неотрицательное целое число , с - вещественная посто
янная. Гильбертоно пространство � получается пополнением 
множества функций , непрерывных на отрезке [ -1 , 1 ] ,  дважды 
непрерывно дифференцируемых на интервале ( -1 , 1 ) и таких , что 
Ни Е �<z > (-1 , 1 ) . 

Отбрасывая оператор умножения на функцию Н' = с2х2 , 
который , очевидно , является положительно определенным , полу
чаем базовую задачу . Решениями этой задачи 

d [ du ] mZu - - (1 - х2) - -1- -- - 'Аи = О dx dx ' 1 - х2 
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являются присоединенные функции Лежандра PJJ" ,  Р� , Pr, . . . , 
Боторые определяются с помощью рекуррентного соотношения 
.(c:.\I . , например , Уиттекер и Ватсон [ 1 ] ) :  

т (n -m -f- 1) P�+i -f- (п + т) Р�_ 1 xPn = 2 , 1 п -г 

Если теперь вместо P i = (H')- 1ui0> положить P i = u�o> = 

P� + i + t •  то с помощью рекуррентного соотношения H'p i сразу 
же выражается в виде линейной комбинации и1� 2 , и1� 1 , и1°> , 
и1�1 и и1�2 , так что можно применить указанный выше метод . 
В с:rедующей главе будут приведены другие примеры задач 
на собственные значения , решения которых удовлетворяют рекур
рентныl11 соотношениям. 



/ 'ЛАВА XIII 

УСЕЧЕНИЕ И ДРУГИЕ МЕТОДЫ 

1 .  Усечение базового оператора. При построении промежуточ
н ы х  задач второго типа предполагалось , что базовый оператор н<о> 
известен , т. е .  что его собственные значения и собственные функ
� �ии можно вычислить . Однако в общем случае , как отмечалось 
в предыдущей главе , резольвента Rл = (Н<о> - 'AI)- 1 выраа>ается 
в виде бесконечного ряда 

00 ( 0)) ( 0 )  
R _ _  "' (w, иv Uv лw - � <о> • 

V= 1 
Лv -Л 

Нахождение корней такой функции является трудной задачей . 
и по существу идея метода Везли специального выбора элемен
тов р1 , р 2 , • • • заключалась в том , чтобы построить такую про
межуточную задачу, для которой ;)J] ементы определителя Вайн
штейна состояли бы из конечного числа слагаемых . В этом случае 
аппроксимирующая задача сводится к конечномерным задачам . 
описанным в г л .  I и I I . 

В этой главе будут рассмотрены различные методы , позволяю
щие достигнуть этой цели . Они описаны во многих работах . 
В частности , некоторые из них рассматриваются в диссертации 
Гея [ 1 1 , в которой содержится также не рассматриваемый нами 
:\fетод , основанный на выборе элементов , в выражения которых 
входит оператор н<о> _ 'А/, значительно более простой , чем 
резольвента .  

Мы начинаем с рассмотрения наиболее важного из этих мето
дов , а именно .метода усечеиия базового оператора , предложен
ного Везли и Фоксом [ 2 ]  (см. замечание в конце настоящего пунк
та) . Он состоит в том , что базовый оператор н<о> , аппроксими
рующий исходный оператор , в свою очередь аппроксимируется 
операторами , резольвенты которых выражаются в виде :конечных 
cyмllf . Этот метод применяется на пра:кти:ке преимущественно 
в задачах второго типа , хотя в равной степени его можно исполь
зовать и в задачах первого типа . 

17 с. Гулд 
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Мы строим i-й усеченный оператор н<i  · о > , i =-= 1 ,  2 ,  . . .  , таюш 
образом, чтобы у н<о>  и H<i , О ) первые i собственных значений 
Л�> , v = 1 ,  2, . . .  , i ,  и соответствующих собственных фунн
ций u!J> совпадали , а ( i + 1 )-е собственное значение Л�� 1 опера
тора н<m было собственным значением бесконечной нратности 
для H(i , О ) ; другими словами , каждое из собственных значений 
Л\�2 , Л��з , . . . базового оператора н< о> заменяется на /,i� 1 .  
Для любого вещественного л обозначим через в<;:> оператор проек
тирования на подпространство ,  поролщенное всеми собственны:�-1и 
векторами u�0 > , u�0 > ,  . . .  оператора н<о> , отвечающими собствен
ным значениям л<о> оператора н< о> , которые не иревосходят ) . .  
Ясно , что искомый оператор H(i , О ) можно определить равенством 

(i = 1 , 2 , . . . ) , 
где I - единичный оператор . 

Исходя из новой базовой задачи , полученной с помощью 
i-го усечения базового оператора ,  можно определить новые опе
раторы H<i , k) k-й промежуточной задачи следующим образом : 

H<i , k) = H<i , о ) + Н' p(k) ( i ,  k = 1 ,  2 , . . . ) . 
Из определения H<i , k) ,  используя максимально-минимальный 

принцип , сразу же получаем, что собственное значение Л�i , k) , 
т .  е .  v-e собственное значение оператора H< i , k) , удовлетворяе'V 
леравенетвам 

� (i , k) /' � <i+ 1 , k) /' � (k) / 'А  
"'v � '"v � "'v � V •  

где Л�k) есть v-e собственное значение k-й промежуточной задачи 
для неусеченной базовой задачи , а 'Av есть v-e собственное значе
ние исходного оператора Н. 

Спектр каждого из промежуточных операторов находится 
с помощью обычной для промежуточных задач процедуры. А имен

k 
но , обозначая для нратности � (и ,  Н'р ;) b ij через aj ,  запишем 

i= 1  
уравнение для собственных значений 

в виде 

причем 

H<i , k )u  - Ли = О 
k 

н<i , О)и - 'Аи = - � ajH'p; , 
j= 1 

k 

� aj (pj , H'pz ) = (и , H'pz) 
j= 1 

( l = 1 , 2 , . . . , k) .  
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Если и - собственный вектор , отвечающий неконсервативно:ну 
собственному значению , т .  е .  собственному значению Л опера
тора H<i , k)

, 
:которое не является в то же время собственным 

значением H(i ,  О ) , то и можно записать в виде 
k 

� я <i>н' и = - LJ IXj л PJ • 
j= 1 

где R�i ) = (H( i ,  О ) - ЛI)- 1  - резольвента оператора H<i , О ) . Основ
ное иреимущество метода усечения состоит в том, что для любого 
вектора v Е � функция R�i) v задается выражением 

Уравнения 
k 

i 
1 [ v - � (v , и�>) и�>] лf� t - Л ."'-J 

\1= 1 

� r:xJ (Pг't- RлH'pJ , H'pz) = O  
j= 1 

(l = 1 ,  2 ,  . . .  ' k) 

теперь принимают вид 
k 
� r:xJ (PJ + R�>H'pJ , H'pz) = O  

j= 1 
( l = 1 , 2 , . . .  , k) . 

Такиl\I образом , для того чтобы вещественное число Л было некон
сервативным собственным значением H<i , k) , необходимо и доста
точно , чтобы Л было корнем уравнения (модифицированного 
уравнения Вайнштейна) 

W (Л) = det 1 (PJ +  R�i>H'pi ,  H 'pz) 1 = О {j, l = 1, 2 , . . .  , k) . 
Предположим , наконец , что Л = л�> является собственным зна
чением H(i , О ) , которому отвечает собственное подпространство 
{v1 , v2 ,  • • •  , v 1 } .  Тогда собственный вы�тор и оператора H<i , k) , 
соответствующий Л� > , имеет следующий вид :  

k k+l 
� в <i> Н' � и = - LJ ai л,<о> р1 - LJ r:x1v1_k ,  

i= 1  " i=k+ 1 

где постоянные r:x 1 должны удовлетворять уравнениям 
k k+l � r:xJ (PJ + Rr<�>H'pj , H'pr) + � r:x1 (v1-k , H'Pr) = O 

�= 1 " i=k+ 1 

(r = 1 ,  2, . . . k) ,  
k А IXJ (H'pj, Vr-k) = O 

,= 1 
(r = k + 1 , k + 2 ,  . . .  , k + l) .  

17* 
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Таким образом , Л�0 > будет собственным значением н<i , k) тогда 
и только тогда , когда оно удовлетворяет характеристическому 
уравнению 

(Pj + вr>н'pj , Н'р,. ) . ( vj-k , H'Pr) / _  
. 

(Н'�;, �r�k·) 
.

. : . .  О . . .  , - О, 
причем кратность л�о> как собственного значения оператора H<i ,  k> 
равна числу линейно независимых решений {а1 ,  • • • , a k + l } · 
Отметим, что даже при произвольнам выборе функций р1 , р2 • . • •  
резо.;Iьвента 

i (0) (0)  i 
в <i)Н'р

· =- ""' (ll 'pj, Uv ) иv + -1- [Н'р · - ""' (Н'р · u(O)) ( 0)] Л. J ,..::..; Л (О) Л Л\О >  Л J ,..::..; J •  v Uv 
v= 1 v - l + f -- v= 1  

содержит только конечное число слагаемых . Численные примеры 
будут рассмотрены в п .  8 .  

В заключение следует отметить , что метод усечения разраба
тывал также Вайнбергер [ 4] . В его специальном отчете с общей 
-точки зрения подробно рассматриваются промежуточные задачи . 

2. Метод вторичной проекции. В этом методе , к оторый был 
впервые предложен Везли и Фоксом [ 4] , по-прежнему предпола
гается , что Н можно представить в виде суммы Н = н( о > + Н' ,  
где Н' - положительно опреде.Jiенный оператор , а собственные 
элементы л�о > , u�n >  оператора Н(О> известны. Чтобы получить 
последовательные приближения снизу для собственных значе
ний Н, введем операторы 

H<k ,  l > '-� юо> - l'l + {Н' p<k> + у/ } Q( l > , 

где 1' - произвольпая положительная постоянная , P< k> есть 
Н' -ортогональный проектор (см. гл .  X I I ;  здесь мы будем назы
вать его первым проектором) на линейную оболочку k произволь
ных векторов P i  ( i = 1 , 2 ,  . . .  , k) , а Q< 1 > - второй проектор , 
определяемый ниже . Тогда , как будет видно из дальнейшего , 
собственные значения Л�k , l ) , i = 1 ,  2 ,  . . .  , k ,  оператора H<k ,  l ) , 
которые дают оценку снизу Л�k , l > -<: Л; , можно найти , решая 
две конечномерные задачи на собственные значения размерно
стей k и l соответственно ; в эти задачи входят только величины 
(Н'р8 , u�0') , (Н'р8 , P t) и (Н'р8 , H'p t) ,  i = 1 ,  2 ,  . . . , l ; s, t = = 1 ,  2 , . . . , k. 

Второй проектор определяется следующим образом . Для 
любого положительного 1' оператор H(k ) = н<о> + Н' P<k > (гл. X I I ,  
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п. 5) можно переписать в виде 
н<k> = [н<о> - ')'] + [Н' p(k) -т- ')'] . 

Поскольку оператор Н' PC k) + 1' является , очевидно , положи
тельно определенным, мы можем для каждого k и 1' ввести новое 
скалярное произведение (и , v) по формуле 

(и , v) = ( [Н' PC k) + ')'] и , v) . 
Нозьмем теперь другую последовательность {q1 , q2 , • • • } линейно 
независимых элементов рассматриваемого гильбертона простран
ства � .  и пусть Q< 1 >  обозначает (Н' P( k) + ')')-ортогональный 
проектор на линейную оболочку первых l векторов последова
тельности q1 , q2 , • • • • Проводя в точности такие же рассужде
ния , как и в случае первого проектора , получаем , что для фик
сированных k и 1' выполняются неравенства 

Так же как и в случае первого проектирования, находим для 
оператора [Н' p<k) + 

')'] Q<Z ) явное выражение 
l 

[H'P(k) + I'J  Q( ! )и = � (и , [H'P(k) - 1- ')' ] qm) Cmn [H'P(k) + ')'] Qп , 
т, n= 1 

где матрица 1 1 c", n  1 1  является обратной к матрице 

1 1  ( [Н' pCk ) + ')'] qn" qп) 1 1 · 
Определим теперь искомый промежуточный оператор H( l ,  k >  

формулой 
H( l ,  k )  = fiO O J  - ')' 1 _ _:_ [Н' fJ( h )  -1-- ')' ] Q( l J ,  

и з  которой следует , что 

НСО ) - ')' <, H( l , k ) <, H( l+ i , k) <, I0k) <, H, 

и потому собственные значения удовлетворяют перавенетвам 

В общем случае найти спектр H( l . k ) при произвольно:м выборе 
элементов q1 , q2 , • • •  , q1 нисколько не проще , чем спектр H<k> . 
Однако при построении оператора H( l . k ) всегда возможен <<сnе
циальный выбор>> функций q (т. е. такой выбор , при котором 
задача сводится к конечномерной) . В самом деле , мы покажем 
ниже , что д.11я оператора 

[Н' p<k > + ')']- 1  
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можно найти явное выражение и выбрать тогда q ;  (аналогично 
тому , как мы выбирали Pi - -=  (Н')- 1 u�01 при первом проентиро
вании) следующим образом: 

( i  = 1 ,  2 ,  . . . ' k) ,  

откуда , рассуждая тан ;ne , I Ш К  и выше , мы получаем, что опера 
тор H( l , h) можно представить в виде 

l 
H(l , h>u = [Н( О ) - -у] и + � (и , и�> ) Cmn и�0 > . 

m , n= i 

Из этого выражения для H< l , h) видно , что подпространство , 
натянутое на собственные векторы и�01 ,  и�01 , • • •  , и�01 оператора 
н<ю ' является инвариантным подпространством оператора н(l .  k )  
и что H(l . h) и совпадает с (н<о> - -у)  и ,  если функция и орто
гональна { иi01 ,  и�01 , • • •  , uf0' } .  Значит , в этом ортогонально111 
дополнении спектр оператора H( l , h) совпадает со спектром изве
стного оператора н<о> - -у. Таким образом , чтобы получить весь 
спектр оператора H( l .  k) ,  нужно найти его собственные векторы 
вида 

а эта задача сводится , как и в предыдущих случаях , к конечно
мерной задаче на собственные значения 

l 
� �i [ ( 1,�0) - -у) б i j + C ij - Mij] = о ( j = 1 ,  2 , . . .  ) . 

i= 1  

Объединяя собственные значения , найденные таким образом , 
1 ( 0 )  � ( О) � ( l k) с '1-i+ t  - -у , "i+2 - -у , . . .  , l\J Ы получим оценки снизу "i • , i = 1 ,  2 , . . . , для псr,омых собственных значений Л; , и эти 

оценки улучшаются с ростом l и k .  
Упомянутое выше явное выражение для [Н' P< h>  + -у] - 1  l\ЮЖ Н О  

по.-tучить следующим образом. Из равенства 
k 

[H'p<h> ...:_ -y ] v =  � ( v , H'p; ) bi jH'Pг't- vv 
i ,  i= 1 

следует , что подпространство {Н'р1 , Н'р2 ,  • • • , Н'р" } инвариант
но относительно оператора Н' P<h> + -у .  Значит , -у будет соб
ственным значением бесконечной кратности оператора Н' P<k> +v .  
а соответствующее собственное подпространство состоит 
из всех векторов ,  ортогональных {Н'р1 , • • •  , Н'р " } . Тогда 
остальные собственные значения Н' P<k> + -у , скажем 1-tt + у ,  



:J .  СРАВНЕ НИЕ МЕТОДА УСЕЧЕНИЯ И ВТОРИЧНОЙ ПРОЕ IЩИИ 263 

iJ-2 1 у , . . . , f.tп + у , и соответствующие нормированные соб
<:тненные векторы v1 , v2 ,  • • •  , v.,. можно получить , полагая 

k 
V = � diH'pi , 

i = 1  

(' Д е  cli находятся из алгебраической системы уравнений 
k 

0 = � di [ (H'pi , H'pj) - �t (H'p i , pj) ] ( j =- 1 , 2 ,  . . . . k) . 
i= 1 

Та:hим образом, 
k k 

[Н' p<k> + у]-1 и = �  (u�i �;i + � [и - �  (и, vi) vi J 
i= 1 i=1 

После того как из этой системы будут найдены vi и fti • коэффи
циенты Cmn определяются как элементы матрицы , обратной 
-н матрице с известными элементами 

k 1 { я. � lli ( (0) ) ( (0))} у Vтп - � fli + Y  ит ,  Vi Vi , иn 
i= 1 

3. Сравнение метода усечения и вторичной проекции. Недавно 
Бёрш-3упан [ 1 ]  поБазал , что методы усечения и вторичной проек
ции по существу эквивалентны. Поясним это . 

На ортогональном дополнении к { иi0> , • • • , и�0> } оператор 
fl ( l ,  k) совпадает (см. начало п. 2) с оператором н<о> - у и потому 
имеет собственные значения Лj0� 1  - у , Лj�2 - у , . . . . Эти соб
·ственные значения монотонно убывают с ростом у , и, таким обра
зом,  для каждого фиксированного l и k оценка для Лv (v -<: l) 
будет наилучшей , если у выбрать так , чтобы Лj� 1 - у  совпадало 
.е v-м собственным значением конечномерной задачи на собствен
ные аначения 

l 

� �i [ (Л\0 ) - у) 6 ij + C j j - Mij] = о 
i= l 

введенной в п .  2 . 

(j = 1 ,  2 ,  . . .  ' l) , 

Предположим теперь ,  что в методе вторичной проекции 
постоянная у выбрана именно таким наилучшим образом. Тогда 
·оба 111етода дают в точности совпадающие оценки , что можно 
доказать следующим образом. 

В иетоде вторичной проекции из п. 2 собственное значение Л 
и собственная функция и ,  принадлежащая подпространству { ( 0) ( 0) ( 0) } и1 , и2 , . . . , и1 , находятся из уравнения 

[Н101 - у + (Н' p<k> + у) Q< l> J и =. Ли , 
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где p<k> есть Н' -ортогональный проектор на {р1 , . . .  , р k } ,  
а Q< lJ есть (Н' p<k> + у)-ортогональный проектор на {q1 , . • . , q 1 } , 
где qi определяются из уравнения (Н' p<k> -+- у) qi = иi0' , i � = 1 ,  2 ,  . . .  , l .  

С другой стороны , в иетоде усечения из  п .  1 собственное зна
чение Л и соответствующая собственная функция w из подпро-
странства 

определяются из уравнения 

[Н<0 >т< Z >  + Л)�1 (1 - Т<1>) + H'p<k> J  W = Лш . 
Если мы положим w = Q<i >  и , то уравнение метода вторичной 
проекции принимает следующий вид :  

(Н< О> - Л)�� t )  и+ (Н' p<k> Лi� 1 - �-) w = О , 
причем вектор w, принадлежащий {q1 , • .  , q 1 } по определению 
Чi • будет также принадлежать 

{и( О) 1 ' • ( О) Н' Н' } . .  , иz , Pt • · · . , P k · 

Далее , и Е { и�0' , • • •  , и�0' } , а из определения Q<l > следует , ч т о  

вектор и - w ортагонален {и�0' ,  • • •  , и\0> } . Следовательно , п о  
определению тm мы имеем и = т<� >w , и, таким образом , урав
нение метода усечения следует из уравнения метода вторичной 
проекции. 

С другой стороны , пусть w и Л - решения уравнения метода 
усечения , Л < Л\� 1 . Положим и = т< � >w и у = Л!�? 1 - Л .  Тогда 
имеет место написанное выше равенство (H<OJ - Л\�1> 1 )  и -
+- (Н' p<k> + Л\� 1 - Л) w = О , откуда следует , что (Н' рао -

+ у) w Е {и�0' , • • • , и!0' } и ,  значит , w Е {q1 , • • • , q z } . Паскошку 
IIO ОПредеЛеНИЮ T< l> фуНКЦИЯ W - и ОрТОГОНаЛЬНа и�О> , . . . , U�I J J . 
из определения Q\ l > следует , что w = Q<l >  и , а ,  поскольку и при
надлежит линейной оболочке иi0' , уравнение метода вторичной 
проекции следует из написанного выше уравнения (Н<0' - Л\СЦ- 1 )  u 

+ (H'p<k> + Л\�\ - Л) w = О . 
Таким образом , оба метода дают одни и те же собственн ы Е>  

значения Л < Л�СЦ- 1 ,  а соответствующие собственные функции tt 
и w связаны соотношениями и = т< � >ш и w = Q< 0и .  

В начале этого пункта l\IЫ предполол-;или , что в методе в т о 
ричной проекции можно выбрать у оптимаJIЬНЫl\I образом , а имен
но у = Л\� 1 - Л . Но,  вообще говоря , такой выбор у возl\ю,Еен 
не всегда , поскольку Л (собственное значение , для которого 
ыы пытаемся подобрать у наилучшим образом) заранее неизвестно . 
Таким образо!lf, метод усечения кажется более предпочтительным , 
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поь:а не прин юшетел во внимание вычислительная сторона 
задачи . Дело в то.м , что :метод вторичной проекции приводит 
к матричной задаче порядка k, а метод усечения - к матричной 
задаче порядка k + 1 .  

4. Разложение оператора в сумму. В предыдущей главе мы 
рассмотрели задачу о свободноы атоме гелия , т. е .  систему с одним 
ядром. Распространим теперь наши :методы на систему , состоящую 
из нескольких , скажем n ,  неподвижных ядер с зарядами Za , 
а = 1 ,  2 , . . .  , n ,  окруженных т электронюrи . Для этого нам 
потребуется выразить гамильтониан системы в виде суммы поло
жительного оператора Н' и операторов Н а с известными собствен
ными значениями . 

Обозначим радиус-векторы (ха , Уа , Za ) ядер через Ra , а -� - �  1 , 2 , . . . , n ,  а радиус-векторы электронов через r; и положим 

Raf3 - Ra - Rf3 (а ,  � - 1 ,  2 ,  . ,  n) , 
ru - r; - rj ( i ' j - 1 ,  2 ,  . ,  т)-

и 
P i a - r; - Ra (i = 1 ,  2 ,  . , т· а - 1 ,  . , n) . ' 

Таким образом , Raf3 опредыrяет взаимное располол.;ение ядер , 
ru - взаимное расположение электронов , а P z a - положение
электронов по отношению к ядрам. 

Начнем с рассмотрения простейшей J\ЮJrекулярной систем ы 
иона водорода н; , состоящего из  двух ядер и одного электрона . 
В учебниках по квантовой химии доказывается , что операт()р· 
Гамильтона Н такой системы имеет вид 

н - - � - -1 _ _ _  1_ - 2 1 Рн 1 1 Ptz l ' 
где д1 - оператор Лапласа , действующий на координаты r1 ЭJJеь: 
трона , а 1 р \ - длина вектора р . 

Из определения оператора Лапласа 
д2 д2 д2 Д1 = дх2 -;- ду2 Т дz2 

ясно , что его можно представить в виде 
дt = андн + atzд tz , 

где а1 1  и а1 2  - некоторые положительные числа , такие , что 
а1 1  + а1 2  = 1 , 

а il1 1  и д1 2 - операторы Лапласа , выраженные через координаты. 
р 1 1 и р 1 2  соответственно.  Тогда Н принимает вид 

Н =  Н1 +Hz,  
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l'Де На = -(1/2) a1 a L1ta - 1/ 1  P t a  \ (а = 1 , 2) . Операторы Н1 
и Н2 являются гамильтонианами водородаподобных атомов , так 
что их собственные значения известны. Таким образом , гамиль
тониан иона Hi допускает нужное разложение . Член Н' здесь 
1)Тсутствует . 

В общем случае :молекулярной системы с n ядрами и т ЭЛеJ\ 
тронами оператор Н имеет вид 

т n т т 

Н = _ � � _ � " Za + � 1 

."-! 2 ...:::..J ...:::..J I P ia l "'-J ! r tj \ ' i= i а= 1  i= 1 i>i= 1 

еде д. ;  - операторы Лапо'Таса , действующие на r ; , координаты 
-i-ro электрона . Запишем операто])Ы Л ;  в виде 

n 

д.; ,-= � а;ад. iа а= 1 
( i =-= 1 , 2 ,  . . . , т) , 

где д. ; а обозначает оператор Лапласа i-го электрона , выраженный 
через координаты P t a •  если за нача.:rо координат принять а-е 
ядро .  Тогда 

n т 

Н = � �  ( - a tai�Чa_�) 
2 1 Pta 1 

а= 1 i= 1  

'Ес:rи определить операторы Н а •  положив 
т 

i-1 в качестве Н' взять 

Н' --

a ;a� ia 
2 

т 

" 1 

."-! тrtJI 
i >j= 1 

·1·о мы получим для Н нужное представление : 
т 

Н =- � На -i- H' . 
a= i 

т 

(а = 1 , 2 ,  . . . . п) ,  

Очевидно , Н' положительно определен , так как он является 
оператором умножения на положительную функцию . Собствен
н ы е  значения каждого из операторов Н а известны , поскольку 
Jl а является га:мильтонианом т невзаи:модействующих частиц 
-�·ипа электронов с массой 

( i = 1 ,  2 , . . . , т ;  а = 1 ,  2 ,  . . . . n) , 
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1-\оторые находятся в поле единственного ядра с зарядом Za . 
т 

Ro МНОГИХ Приложениях оператор н имеет вид н = н<О> = � н С< .  
а= 1 

т .  е .  положительный оператор Н' вообще отсутствует . Мы начнем 
-с рассмотрения этих более простых случаев . 

Следуя общепринятым в квантовой механике обозначениям , 
будем обозначать собственные значения Н не через Л1 -<;: Л2 -<;: . • .  , 
а через Е1 -<;: Е2 -<;: . . .  , а ортанормированные функции - через 
\j11 , 'I/J 2 ,  • • • • Для каждого из операторов На будут использоваться 
1rc rке обозначения , снабженные индексом а :  

:мул ой 
.v Ha{ la, 0 ) 

ф сеченные операторы определим ор-

la la H�a , o >1j1 =  � ('1/J, 1j;�a>) E�a>'Ф�a> + E�:tt l 'Ф - � (1/J , 1jJ�a>) 1jJ�a>] ,  
V= 1 V= 1 

где la - положительные числа . Согласно основному свойству 
усеченных операторов , у каждого из операторов Н�1а • О ) первые 
la собственных значений будут такими же , как и у На , а остав-
шалея часть спектра состоит из единственной точки Ef:+1 , являю
щейся собственным значением бесконечной кратности . Таким 
-образом , операторы Н�1а' О ) удовлетворяют перавенетвам 

H
{la ,  0 ) H( la+ i ,  О ) Н 
а -< а ·< а (а = 1 ,  2 , . . . , n) 

Не равенство А -<;: В , где А и В - сшш:rетрические операторы , 
означает здесь , что область определения В содержится в области 
определения А и что (A'I/J , 1/J) -<;: (B'I/J , 1/J) для всех '1/J ,  принадлежа 
щих области определения В .  В этом случае мы будем говорить . 
qто оператор А :м,еньше оператора В .  С помощью таких усечений 
опр Рделим теперь оператор H( l , О) формулой 

n 
н< t . о > = � н�lа., о > . 

а= 1 

'I",J,G индекс l обозначает набор ( l1 , l 2 , • • •  , lп) · Условимся гово
рить , что l1 -<;: l2 тогда и только тогда , когда l� -<;: l� при всех 
r.;., = 1 ,  2, . . . , n .  Тогда из неравенства l1 -<;: l2 следует , ч т о  

н( l\  о > -< H(l2 •  о> -< н< о > ,  
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и .  значит , мы будем иметь 

E( ll ,  О ) / E< z 2 ,  О ) __- Е( О )  v � v � v (v = 1 , 2 ,  . . .  ) . 
так что собственные значения любого из операторов H( l ,  о > .  
т .  е .  любой суммы усеченных операторов , зависящей от выбора 
l = ( l 1 , l 2 , • • •  , ln) , будут нижними границами искомых собст
венных значений н<о> . Операторы H(l ,  О ) выражаются в явном в ил:е : 

Отсюда следует , что задача на собственные значения для fl(l , L1 1 
сводится к конечномерной задаче , что мы и хотели показать . 

В самом деле , обозначим через lJJl ( l ) конечномерное подпро
странство гильбертона пространства � ,  натянутое на векторы 
'IJ�a> , v = 1 ,  2, . . . , la ;  сх = 1 ,  2, . . .  , n .  Это подпространство 

n 
инвариантно относительно ни .  О ) , поскольку H( l ,  О ) 'IJ = � Е1 + t'i: 

а= 1 а 

для всех -ф , ортогональных lJJi ( l ) .  Следовательно , если 'Ф Е Ю\ (l > .  
то H( l ,  O >'IJ также принадлежит IO(<Z > . В подпространстве .I01< l >  
задача на собственные значения для H( l , О )  принимает следующий 
вид : 

где 

n 1а " 
н< z , 0 >\jJ - E\jJ = � � '\'�a>'IJ�a > - (Е - � E<?;l+ 1) \jJ = О, a= 1 v= 1 а= 1 

�,( а ) =  (••• . J,(a )) (Е( а) - Е( а ) ) r v 'У •  't'v v la+ 1 (v = 1 ,  2 ,  . . .  , la ;  сх = 1 , 2 ,  . . .  , n) . 

Умножая это уравнение скалярно на 'IJ�> , мы получаем искомую 
конечномерную задачу на собственные значения 

n la n 15 " 

[ ( ( а ) ) vJ,Lua/3 1 
� � '\'(,а) ('IJ<a> ,  'IJ< II >) - Е - � Ez +1 ( а ) ( а ) = О  � � , v J.L � а Ev -Е1 + 1  а= 1 v= 1 а= 1 а 

(!1 = 1 ,  2 ,  . . . , l13 ,  � = 1 , 2 ,  . . .  , n) , 

размерность которой равна l1 + l2 + . . . + ln . Собственные значения 
1! 

этой задачи не превосходят � E\a4- t ·  Те из них , которые строго 
а= 1 or. 

n 
меньше , чем � E\at 1 , соответствуют собственным векторам н < z .  о > 

а= 1  а 
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n la; 
ф 

= � � '\'�а;)ф�а ) ' а;= 1  'V= 1 
<1. остальная часть спектра оператора н< l ,  О ) состоит из собствен

п 
ного значения � E\a;t 1 бесконечной кратности , собственное пода= 1 а; 
пространство которого содержит все векторы ,  ортогональные 
собственным векторам оператора н< l , О ) , с собственными значе

п 

ниями , строго меньшими � E\a;t 1 · а= 1 а; 
Таким образом , из неравенств 

E( ll ,  О ) / Е( / 2 ,  0 ) / Е( О ) v � v � v (v = 1 , 2 ,  . . .  ) 

следует , что с помощью операторов H( l ,  О ) получаются оценки 
снизу (эти оценки можно улу чшить , последовательно придавая l 
в с Р  большие значения) для собственных значений оператора 

n 
Н - . � Н а; ,  а нахождение этих оценок сводится к конечномер

а= 1 
ным задачам. 

n 
R более общем случае , когда Н = � Н а -r- Н' , где Н' поло-а= 1 

жительно определен , дополнительные трудности не возникают ; 
мы просто должны объединить две процедуры , которые уже рас
сматривались в отдельности. А именно нужно ввести операторы 

n 

H( l , О ) , которые меньше , чем � На; , а така.;е операторы HCk> о.а= 1 
H'P<k> ,  которые меньше , чем Н' . 
Результирующие оценки снизу,  нахождение которых сводится 

к численному решению конечномерных задач , будут зависеть 
не только от индексов k ,  l и векторов р ; , но также от значений 
постоянных а ; а; , которые входят в разложение лапласиана в сумму 
лапласианов , каждый из которых относится к одному ядру .  Есте
ственно возникает вопрос , каким образом следует выбирать числа 
а ; а; , чтобы нижние границы , найденные этим методом, были 
наилучшими. 

Положение здесь значительно более сложное , чем в случае 
задачи для уравнения Матье , рассмотренной в гл. X I I ,  п. 8 ,  
где мы имели только один параметр а .  Однако для некоторых 
частных случаев Везли и Фокс [ 6 ] дали оптимальный метод выбора .  
В следующем пункте будет рассмотрен пример задачи с двумя 
параметрами . 
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БИБЛИОГРАФИЧ Е С I\ИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Относительно изложенного в этом пункте с м .  Без ли п Фокс [ 6 ] .  

5. Пршиенение метода разложения к задаче о вращающейсл 
балке. Рассмотрим другой пример (см .  Везли и Фокс [ 10 ] ) , в ното
ром используется метод разложения операторов в сумму. Мы оце
ним собственные значения задачи о балне , вращающейся вонруг 
неподвижного нонца в плоскости , проходящей через ось ба .1Rи . 
Соответствующая задача на собственные значения (c:�J . ,  напрюrер,  
Бойс , Ди Прима , Хандельман [ 1 ] ) танова :  

1 
и< IV > - 2 а2 [ ( 1 - х2) и ' ] ' - Ли =  О (О < х < 1) ,  

и (О) = и' (О) = и" ( 1 )  = и"' ( 1 )  = О , 

где постоянная а пропорциональна углов' r! снорости вращения . 
Подходящим гильбертоным пространином для этой задачи. 
является � = �2 (0 , 1 ) ,  а соответствующие операторы задаются. 
формулами 

Ни = и<IV}_ � а2 [ ( 1 - х2) и' ] ' ,  и (О) = и' (О) = и" ( 1 )  = и'" (1 ) = О . 
Н1и = и< 1V> , и (О) = - и ' (О) = и" ( 1 )  = и"' ( 1 ) = О , 

1 Н2и = - 2 а2 [ ( 1 - х2) и ' ] ' ,  и (0) = [ ( 1 - х2) и' ]х= 1 = 0 . 

Задачи на собственные значения для операторов Н1 и Н 2 ,  а именно· 

иUV> - Ли = 0 (0 < х < 1 ) ,  
и (О) = и' (О) = и" ( 1 )  = и"' (1 ) = О , 

и 
1 - 2  а2 [ ( 1 - х2) и ' ] ' - Ли = О (О < х < 1 ) , и (О) = [ ( 1 - х) и'] x= t = О  

в отдельности решаются просто. Собственные значения Л� и соб
ственные фушщии и� имеют вид (ер . гл. VI , п. 1 )  

л� = (�v)\ 
и� = ch �vX - cos �vX -

ch �v + cos �\' ( h A  · А ) - h А + · А 8 t-'VX - Slll t-'VX 
s I' V Slll I'V 

где �v - положительные норни уравнения 
ch � cos � + 1 = О ,  

расположенные в порядке возрастания . 

(v = 1 , 2 ,  3 ,  . . . ) �  



6 .  АППР ОНСИМАЦИЯ С ПОМОЩЬЮ С ОПРЯ ЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ 271<  

Для собственных значений Л� и собственных функций и; 
получаем следующие выражения : 

л� = a2v (2v - 1 ) , ( - 1 )" (4v - 1 ) 112 P2v- 1 (х) 
(v = 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  ) , 

где Р 2v-t - полиномы Лежаядра степени 2v - 1 . Везли и Фокс 
[ 10] вычислили нижние границы Л�' 4 при Z1 = 7, l 2  = 4.  Резуль-
таты вычислений приведены в табл .  IV,  в которой числа ЛZ являют
ся верхними границами , найденными методом Рэлея - Ритца. 
с помощью семи пробных функций . 

Таб.п.ица IV 

а2 = 0  а2 = 5 а2 = 2 0 0  а 2  = 1 0 0 0 0  

v �7 · 4  л 7 �7 · 4 р л7 . 4  . 4 Лi ' 4 � ·  'V Лv 'V 'V 'V �\1 \1 v 

1 12 , 362 12 , 362 18 , 287 18 , 301 231 , 74 233 , 80 10097 10297 
2 485 , 52 485 , 52 5174 , 1 51 7 , 91 1751 ' 1 1771 , 7  60936 62004 
;� 3806 , 5  3808 , 8 3891 , 4  3897 , 9  7176 , 0  7305 , 5 157810 161 150 
4 14617 14670 14784 1<1.849 2 1270 21812 312860 32165(), 

6. Аnпроксимация выражениями, содержащими сопряженный 
оператор. Предположим снова , что для данного оператора Н, 
собственные значения которого :мы хотим оценить снизу , суще
ствует «меньший>> ,  чем Н, базовый оператор н<о> с известными 
собственными элементами. Предполагается также , что Н и н<о> -
самосопряженные ограниченные снизу операторы и что нижние
части их спектров состоят из дискретных собственных значений 
конечной Rратности , причем первая предельная точка спектра н<о> 
лежит правее тех собственных значений Н, для которых мы хотим 
получить оценки. Требование , чтобы базовый оператор был 
<<меньше>> Н, означает , что Rвадратичные формы J н< О> (и) = 
= (Н<О>и , и) и J н (и) = (Ни , и) ,  полученные при пополнении 
областей определения операторов н<о> и н, удовлетворяют пера
веяству J н < D >  (и) <  J н (и) при всех и , принадлежащих области 
определения J н · Относительно последней предполагается , что 
она содержится в области определения J н <D> . Таким образом , 
мы можем записать J н = J н< О > +J' ,  где J' - неотрицательная 
квадратичная форма , т. е .  J' (и , и) :;;;:::. О для всех и ,  принадлежа
щих пересечению областей определения J н < D >  и J н · 
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Пока что мы не ввели ничего нового . Предположим теперь -
и это предположение лежит в основе настоящего метода , - что 
неотрицательную форму J' можно представить в виде J' (и) = -= (В и , В и) ' , где В - некоторый оператор с областью значений 
в гильбертовам пространстве � ' ,  в которо:11 скалярное произве
дение , обозначаемое через (и, v) ' , определяется в зависимости 
от конкретной рассматриваемой задачи ; в большинстве случаев 
это новое скалярное произведение совпадает со старым. 

Из того факта , что J н<О> -< J н ,  следует , как и в предыдущих 
случаях , что Л1°> -< Лi , i = 1 ,  2 ,  . . . .  В соответствии с общим 
методом промежуточных задач нужно построить последователь
ность промежуточных квадратичных форм , собственные значения 
которых аппроксимировали бы соответствующие собственные 
.значения Н. 

Воспользуемся для этого перавенетвам Бесселя 
О <  (Р<k>Ви , Ви) ' -< (P<k+1> В и , В и) ' < (В и, В и) ' , 

где p<k> - оператор ортогонального проектирования в � , на 
линейную оболочку первых k членов последовательности 
{р; , р� , . . . } линейно независимых элементов этого пространства . 

Далее , можно записать 

(P<k> В и, Ви) '  = (В * p<'l> В и , и) ' , 

где В* - оператор , сопряженный к В (гл. IV , п .  7) . Оператор 
B * P<k> В можно представить в виде (гл. X I I , п . 5) 

k k 

В*Р<k >Ви =
. 
� (Ви , pi) '  bi; B *pj = . � (и ,  B*pi) '  b{jB*pj , 

t ,  з= 1 t ,  з= 1 

где матрица 1 1  bi; 1 1 ,  i ,  j = 1 ,  2, . . . , k ,  является обратной к мат
рице 1 1  (pi ,  pj ) ' 1 1 ·  

Наконец , мы можем определить промежуточные квадратичные 
формы J<k> , k = 1 ,  2 ,  . . . , полагая 

Jk (и) = J н< О> (и
) + (В * р< ''> В и , и) 

. 

.Эти формы удовлетворяют веравенетвам 
J 

н<О> -< J<h> -< J<k+1> -< J н (k = 1 .  2 ,  . .  ) . 
из которых для собственных значений соответствующих самосопря
женных операторов мы получаем требуемые неравенства 

( i = 1 , 2, . . .  ) . 



6 АППР ОНС ИМАЦИЯ: С ПОМОЩЬЮ С ОПРЯЖЕ Н НЫ Х  ОПЕ РАТ О Р О В  273 

Эти самосопряженные операторы HJ< k > можно считать изве
стными , поскольку они могут быть представлены в явном виде : 

k 
Н J < l' >и = Н<0 >и 1 .  � (и ,  B*pi) '  bi 1B*pj ,  

' •  J= i 

из и ,  что эквивалентно , в виде 

где постоянные а; находятся из системы 
k 

� ai (pi , pj) ' = (и ,  B*pj) '  
i= 1 

(i = 1 ,  2 ,  . . . , k) . 

Следует подчеркнуть , что в этом методе используются: квадра
тичные формы в отличие от предыдущих методов , которые описы
вались исключительно в терминах операторов . Преимущества 
Таi{ОГО подхода заключаются главным образом (см .  Везли и Фокс 
[ 5 ] )  в большей общности , которая: достигается: при использовании 
операторов Н J< k > , введенных в настоящем пункте , вместо преж
них операторов н<k> .  Действительно , теперь уже не требуется: , 
чтобы векторы pi принадлежали области значений В ; нужно 
только , чтобы они принад.1ежали области определения В* ; 
в приложения:х к задачам для: дифференциальных операторов 
последнее требование означает , что векторы pi должны удовле
творять только стабильным краевым условиям (ер . гл. X I ,  п. 7) . 
Ниже мы дадим краткую схему применепил операторов HJ< I' > 
в обобщенном методе специального выбора ,  а также в методе 
усечения и вторичной проекции . 

В обобщенном методе специального выбора элементы pi выби
раются: так , чтобы выполня:лись следующие соотношения : 

N 

B*pi = � �i vи�o > ( i = 1 , 2 ,  . . . , k) , 
V= i 

где и� о > , и�о> , . . .  , и�> - ортонормированные собственные век
торы Н0 • Подпространство { ui0 > , u�0 > , . . .  , и�> } является: 
инвариантным относительно оператора HJ< '' > • а на ортогональном 
дополнении к этому подпространству оператор HJ< '' > совпадает 
с н<о> и, следовательно , имеет здесь тот же спектр . Остальная 
часть спектра HJ< I' > состоит из N собственных значений с собст-

N 
венными векторами вида и = � ')'vи�> . Эти собственные значения 

V= i  18 С . Гулд 



274 ГЛ. XIII. УСЕЧЕ НИЕ И ДРУГИЕ МЕТОДЫ 

определяются из условия разрешимости системы уравнений 
N k 
� Yv { � �i v  Ьi;  �j11 -t- (Л�о > - Л) бv11 )  = О (/-t = 1 , 2 , . . .  , N) . 

v= 1 i , i= t 

В методе усечения базового оператора мы заменяем HJ<k> :�шнь
шим оператором н���� ) ' который определяется по формуле 

н< z > - H< 1 • 0 > -t- B*P'tB J( k) - • 

где H( l , О ) - оператор , ПОЛуЧеННЫЙ ИЗ Н( О ) усечением поря;::�;ка l ,  
т . е .  

l l 
н< L .  О )и = � (и , и�0 )) Л�0 >и�О )  + Л\.% [и - � (и, и�0 )) и�0 > ] .  

v= 1 v= 1 

Для определения спектра оператора Н�1(�) мы исходим из урав-
пения 

k 

Н( l , О )и - Ли = - � aiB*pi , 
i= 1 

где ai определяются из системы 
k 
� ai (pi , pj) ' = (и , B*pj) ' 

i=1]  
(j = 1 , 2 ,  . . . ' k) . 

Если и - собственный вектор H�l()k) с собственным значением Л,  
которое не принадлежит спектру н< Z , 0 > , то и имеет вид 

k 
и = - � aiR�1 >B*pi , 

i=1  

где R�> = (H( l ,  О ) - ЛI)-1 - резольвента оператора н<Z , 0 > . Тогда 
уравнения для ai можно переписать в виде 

k 
� ai [ (pi ,  pj) '  + (R�1 > B*pi ,  B*pj) ' ] = О (j = 1 , 2 ,  . . . , k) .  

i= 1 

Следовательно , если и не является нулевым вектором, то Л до.;э:ж
но удовлетворять уравнению 

det  J (pi , pj) ' -t- (R�1 > B*pi , B*pj) '  J = О .  
При каждом таком значении Л ,  которое не  принадлежит спектру 
H( l , О ) ,  ЧИСЛО решеНИЙ СИСТеМЫ ДЛЯ ai равно дефекту (порядоК 
минус ранг) этой матрицы. Если общее число решений для всех 
значений Л, меньших Л�� 1 , равно l , то Л� о> , Л� о > , . . .  , Л1° > не могут 
быть собственными значениями Н�1<�> • а если же число этих реше-
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ний меньше l, то нужно провести дополнительное исследование. 
чтобы выяснить , какие из собственных значений Лiо> , л�о> , о о о 
. . . , Л\0> базового оператора я:вдяются: также собственными зна-
чения:ми ну<�> . При этом ( l  , 1 )-е собственное значение Л\� 1 
базового оператора является: собственным значением бесконечной 
кратности оператора ну(h) . 

Наконец , в методе вторичной проекции оператор HJ < '' > заме
няется: другим , меньшим оператором , I-\оторый мы также будем 
обозначать через н���{) • Опредедим оператор ну(�) фор111УЛОЙ 

Н�?�<> = н< 0 J - у + (B *P < k JB + у] Q< l ) , 

где у - произвольное Подожительное число , а Q( l J - проектор , 
ортогональный по отношению к новому скалярному произведению 

(и , v) = ( (В* p<k>B + у J и , v) , 
который переводит все пространство на подпространство ,  пораж
денное первыми l векторами некоторым образом выбранной после
довательности {q1 , q2 , • . • } линейно независимых векторов . 

Если мы положим 
qi = (B *P<I' >  В + у ) - 1 и{' > (i = 1 ,  2 ,  . . .  ) . 

то на подпространстве , ортогональном к {u�0 J ,  u�0 ) ,  • • •  , u \ 0 > } ,  опе-
н( l )  н< о ) 1 б н< l )  ратор J( k ) совпадает с - у , а со ственные векторы J ( k:) • 

дежащие в подпространстве { и�0 ) ,  и�0 ) ,  • • •  , u \ 0 > } ,  можно и_скать 
в виде 

l 
и = � Piиi 0 > 0 

i= 1 

Нахождение этих векторов сводится к решению матричной задачи 
на собственные значения: 

l 

� Bi [ (Лi 0 > - у) 8 i j  + си - Ми] = О 
i= 1 

где матрица 1 1 c ij 1 1 является обратной к матрице 

l l (иi 0 > , (B*p< k )B + i'J-1 и�0 )) J J , 

(j = 1 ,  2, . . . ) , 

элементы которой можно считать известными, поскольку они 
находятся из уравнений 

(иi 0 > , [В*Р(k )В + у]-1 и�0 )) = 
k 

= � [ бu - � (иi 0 ) , В*р;") dmn (у) (В*р� , и�0 )) J , 
m , n= i 18* 
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где 1 1  dmn (у) 1 1 - матрица , обратная к 

' 1  (B*p'm , B*p;t) ' + У (p'm , Р�) ' 1 1 ·  
В работе Штадтера [ 1 ]  методы , использующие разложение вида 
В* В ,  применяются для вычисления нижних границ собственных 
значений задачи о колебаниях мембраны , имеющей форму ромба , 
у которой все стороны закреплены или две стороны закреплены , 
а две свободны . 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Относительно иэложенного в этщr пункте , см . ,  например ,  Беэли и Фокс [5] , [9] и Штадтер [ 1 ] .  

7 .  Численный пример : примененпе методов , использующих сопряженный оператор. В этом пункте мы проиллюстрируем два таких метода (см .  Безли и Фокс [ 5 ] ) , а именно метод специа.тrьного выбора и метод усечения , на примере задачи на собственные значения д.тrя дифференциального оператора :  

d2 
1 ' 

2 d2u � 
О dx2 ( -г acos х) dX2 - ли = , 

и ( - х) = и (х) , - � < х < � , 
и ( � ) = и" ( � ) = О , 

где а - неотрицательная вещественная постоянная , которую 
мы в последующих вычислениях полагаем равной 2 .  

Пространства ,  операторы и квадратичные формы , введенные в предыдущем пункте , в данном с.тrучае таковы (обозначения прежние) : 

d2 2 d2u 
Ни = dx2 ( i + a cos х) dx2 , 

у( О ) - - d4u и - dx4 ' 
, d2 2 d2u 

Н 
и 

= а dx2 cos Х dx2 , 
:rt/2 

fн (и) = ) ( 1 + a cos2 x) l ::� 1 2 dx , 
-:rt/2 

и ( - х) = и (х) } , 
и ( � ) = и" ( � ) = О, 

и ( � ) = и" ( � ) = О , 
и ( � ) = О , и" cos 2 х l:rci 2 = О , 

и ( � ) = о, 
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:rt/2 
r 1 d2u 1 2 J н< О > (и) =  J dx2 dx , 

-:rt/2 
:rt/2 
r 1 d2u 12 J' (и) = а J cos2 х dx2 dx , 

-:rt/2 
d2 u  Ви = - а112 cos x -dx2 ' 

d2 B*v = - а 1 /2 dx2 (v cos х) , 

( n . 
и 2)  =- 0, 

и ( � ) = О, 

и ( � ) = о, 

v cos x j:n:;2 = 0 . 

277 

Легко видеть , что собственные векторы оператора н< D > равны 

и� О )  =-с у � ( - 1 )v- t cos ( 2v - 1)  х ,  

а собственные значения Л�0 > = (2v - 1)4 , v =- 1 ,  2 , 3 ,  . . . . В табл. V 
эти собственные значения расположены в столбце I .  

Если , согласно методу специального выбора Везли, положить 
pi = и� 0 > sec x ,  то мы будем иметь B*pi = a t i2 (2i - 1) 2 и�0 > .  Выпол
нив соответствующие вычисления, получим 

(pi , pj) ' = 2 (2i - 1) (k > j >  i ;  i = 1 ,  2 ,  . . .  ' k) ,  
(B *pi , и�0 >) = Piv = а 1 12 (2i - 1 )2 <'> 1 v ,  ( i ,  v = 1 ,  2 ,  . . .  , k) .  

Для элементов Ьij поJiучаем простое выражение : 

bij = 1 {2бi i + <'>н<'>j1 - бikбjk - <'>i-U - бi , H} ( i , j = 1 , 2 ,  . . .  , k) . 

Нижние границы , полученные этим методом при k = 7 ,  при
ведены в столбце I I  табл . V .  

В случае обобщенного метода специального выбора (см . ниже) 
мы можем взять 

pi = а 1 1 2 (2i - 1) 2 cos хи� 0 >  = Ви�0 >  ( i = 1 , 2 ,  . . . ) .  
Вычисляя скалярные произведения , получаем 

(pi , pj) = 1 а (2i - 1) 2 (2j - 1 ) 2 {2бi j + <'>нбj1 - бн, j - <'>1 ,  j-д 

( i , j =  1 ,  2 , . . . ) , 
(B*pi , и�0 >) = P iv = (pi , Р�) '  

( i = 1 , 2 ,  . . . , k ;  V -= 1 , 2 ,  . . .  , k + 1) , 
так что , как видно из выражения для P iv • мы действительно имеем 
дело с обобщенным специальным выбором при N = k + 1 .  
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Нижние границы , полученные при таком выборе векторов 
pi при k = 7,  N = k + 1 = 8 , приведены в столбце I I I  табл . V. 

В случае метода усечения положим pi u�0' , i = 1 , 2, . . .  , k .  
Тогда мы получим 

и 

(pi , pj) '  = бu ( i ,  j =  1 ,  2 ,  . . . , k) , 

(в* . ( 0 }) 2 1 /2  (2 1 ) 2 [ 1 1 J Pi , Uv = -;:t a v - 4 (v + i - 1)2 - 1
-

4 (v - i) 2 - 1 

( i = 1 ,  2 , . . .  ' k ; v = 1 ,  2 , . . .  ' lj 

(B*pi , B*pj) = 4а Hi4 + ( i - 1)4] б;j - i4б; ,  j-t - j4бн ,,j} 
( i , i = 1 ,  2, . . .  , k) . 

Нижние границы , найденные при k = 7 и l = О , приведены 
в столбце IV табл . V. В столбце V даны верхние границы , вычис
ленные по методу Рэлея - Ритца . 

Таблица V 

ТАБЛИЦА ПРИБЛИЖЕННЫХ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ *) 

Собственные II I I I  I V  v значения 

1 1 , 00000 2 , 36388 � . 36388 2 , 36385 2 , 36388 
2 81 , 0000 149 , 652 149 , 652 149 , 641 149 , 652 
3 625 , 000 1 149 , 01 1149 , 02 1 148 , 68 1149 , 03 
4 2401 , 00 4405 , 07 4406 , 57 4401 , 71 4406 , 74 
5 6561 , 00 1 1 953 , 2  12023 , 6  1 1989 , 0  12033 , 2  
6 14641 , 0  25317 , 2  26508 , 4  26713 , 4  26843 , 0  
7 28561 , 7  48485 , 4  48106 , 0  47565 , 3  52375 , 9  

* ) 1 .  Собственные значения н <о> . 
I I . Нижние границы, полученные методом специалыrого выбора Безл и . 

III .  Нижние границы, полученные обобщенным методом специального выб о ра .  
I V .  Ншкние границы ,  полученные методом усечения н0 .  

V . Верхние границы , полученные методом Рэлея - Ритц а .  

8. Пр1mожение метода усечения к задаче об атоме гелия . 
В гл .  X I I , п .  1 1 , решая промежуточную задачу при специальном 
выборе элементов р ; ,  для первого собственного значения атома 
гелия мы получили оценку Е1 > -3 ,0637 .  Теперь мы применим 
(см . Везли и Фокс [ 1 ] ) к той же задаче метод усечения , рассмот
ренный в п. 1 этой главы. 
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В используемых сейчас обозначениях этот метод состоит в сле
дующем. Мы определяем усечепие н( l , О )  оператора Н< О >  формулой 

l l 
н< 1 , о >1/J = � (1/J{ o > , 1/J) Е� o >'/J{ о > + Ei�t l'IJ - � (1/J{ o > , 1/J) 1/J{ о > ]  

i= 1 t t i= 1  t t 

( l = 1 , 2 , . . . ) 
и далее вводим операторы 

н< 1 , k) = Н< 1 , о ) + H'p< k> (k ,  l =  1 ,  2 , . . .  ) . 
Для любой функции 1jJ имеем 

где постоянные ai удовлетворяют системе уравнений 
k 

[pj ,  p< k>'/J] = [pj ,  1/J] = � ai [pj , P i ] (j = 1 , 2 , . . . , k) ,  
i= 1 

так что 
k 

н< Z , k)'/J = H< Z , o )'/J + � aiH'pi , 
1= 1 

а система для ai записывается в виде 
k 
� ai (H'pi ,  P i ) = (H'pj , 1/J) (j = 1 ,  2 ,  . . .  , k) . 
i= 1 

Таким образом, задача на собственные значения для оператора н< z ,  k )  
имеет вид 

где 
k 

fk = - � aiH'pi , 
i= 1 

и для собственных функций , соответствующих неконсервативным 
собственным значениям Е (т . е. таким Е , которые не являются 
в то же вре!\IЯ собственными значениями H( l ,  О > ) , получаем соот
ношение 

l 
f � (, 1,( 0 )  f ) , 1,( 0 )  (,1,( 0 )  f ) , 1 ,( 0 )  k - L..J 'Yv • k 'YV � 'Yv ' k 'Yv v= 1 1jJ = 1 + _.....:........::,.."...,.----Е< 0 > - Е  Е< 0 >  - Е  

V= 1 V 1+ 1  

Подставляя сюда выражения для fk , приходим к такой формуле : 
1 

Н '  � (,,,( О )  Н '  ) , , ,( О ) k { l ('''( О ) Н '  ·) , 1,( 0 ) Pi - L..J '�'v • Pi '�'v } 
� � 'Yv • P z  'Y v  v= 1 1/J = - � ai LJ Е( О ) _ Е  + - Е( О )  - Е  • 
i= 1 V= 1 V 1+ 1  
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Для того чтобы найти постоянные r:xi , нужно подставить это выра
жение для 'Ф в соотношения 

k 

� CXj (H'pj, Pi )  = (H'pj ,  'Ф) 
i= 1 

(j = 1 ,  2 , . . .  , k) . 

Таким образом, мы приходим к системе k однородных уравнений 

� . {( . Н' · ) + � ('!'�о > ,  H'p i) (H 'pj, '!'�о >) + 
..c..J CXz PJ , P z  ..c..J Е( О ) _Е 
i= 1 V= 1 V 

l 
(H 'pj, H'pj) - � ('!'�0 ) ,  H'pi) (H'pj, 1jJ�0 )) } 

+ V= i - 0  
Е( О ) Е 

-
1 + 1 -

(j = 1 ,  2 , . ' . , k) . 

Для того чтобы эта система имела иенулевые решения , необходимо 
и достаточно , чтобы Е удовлетворяло уравнению 

которое мы будем называть xapal'>mepucmuчec.".uм . 

Сначала получим нижнюю границу с помощью оператора Н<1•  1) ,  выбирая в качестве р 1 одну из следующих двух функций : 

и 

где r:x и � - некоторые постоянные . 
В первом случае получаем следующее характеристическое 

уравнение : 
�3 a2 - 52 x 2IO [a6J(2 + a) lO J  

5 52 х 210 [a6j(2 + a)lO J  
В а, + - 4 - Е  + - 5/2 - Е = О. 

Наименьший корень этого уравнения , дающий искомую оценку 
для Е1 , будет максимальным , если значения r:x близки к 1 ,5 .  При 
r:x = 1 ,5 имеем 

(i = 2 ,  3 , . . . ) . 
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Взяв в качестве р1 вторую функцию, получим следующее 
характеристическое уравнение : 

о = 35 
+ 

218 [ �6/ (2 + �) 1 2 ] + 1 - 218 [�6/(2 + �) 1 2  1 
16� - 4 - Е - 5!2 - Е  

Наилучшая нижняя граница получается при значениях � .  близ
ких к V5. При � = V5  имеем 

( i  = 2 , 3 , . . .  ) .  

Теперь мы получим более точные оценки, рассматривая усе
ченный гамильтонмаи 

н<2 ,  2) = н<2 .  о > + Н' р<2>
, 

где р<2> - проектор на линейную оболочку двух векторов р1 и р2 , 

которые мы только что определили , а именно 

р1 = < 1 • 5)3 
exp [ - 1 , 5 (rt + r2) ] ,  

:rt 

Тогда наше характеристическое уравнение (с определителем вто
рого порядка) принимает такой вид :  

о 937500000 1 1 ,057078102 + 
' 1 - 4 - Е 

+ 0 ,00293802 1 0,439983816  
5 1 - 20/9 - Е  

-
2

- Е 

0,888014669 + 1 ,0 18593688 + 
- 4 - Е 

+ 0,004393440 + 0,013788862 
5 - 20/9 - Е  

- 2 - Е 

0,888014669 + 
1 , 018593688 + - 4 - Е 

+ 
0,004393440 

+ 
0,013788862 

5 - 20/9 - Е  
- - - Е 

2 

0 ,978279740 + 
0·�1��55 + 

+ 0,006569699 + 0 ,011919946 
5 - 20/9 - Е 

- 2
- Е 

= 0, 

наименьший корень которого дает оценку -3 ,0008 -< Е1 • Отме
тим , что эта задача второго порядка уже дает лучшую оцен
ку по сравнению с оценкой -3 ,0637 -< Е1 ,  полученной мето
дом специального выбора с помощью задачи третьего порядка 
в гл .  X I I , п. 1 3 .  

9 .  Приложеине обобщенного метода специального выбора 
к ангармоническому осциллятору: В обобщенном методе специаль
ного выбора (гJI . X I I ,  п .  14) предполагается , что координатные 
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.функции P i • i = 1 ,  2 ,  . ,  k ,  можно выбрать так, чтобы 
N 

H'pi = � �i v'Ф�O> 
V=i 

( i =  1 ,  2 ,  . . . , k) . 

Другими словами , для k-й промежуточной задачи k функций P i 
.можно выбрать так , чтобы функции H'p i , i = 1 ,  2 ,  . . .  , k ,  
:выражались в виде линейной комбинации конечного числа N 
-собственных векторов н<о> ;  число N, разумеется , зависит от k .  

Как  доказано в работе Везли и Фокса [ 1 ] ,  гамильтониан н<k> 
.:в этом случае принимает вид 

k N 

H(k)'ljJ = H<0>1/J + � � ('ljJ�0> , 1/J) �ivbij�i!.t'Ф�> . 
i , j= i "· j.l.=1 

Используя это представление , петрудно найти собственные значения 
и собственные функции н<k> . Действительно ,  если 'ljJ такова , что 
N�) ' 'Ф) = о, 'V = 1 '  2 , . . . ' N' ТО н<k>'Ф = н<О>'Ф ' откуда сле
дует , ЧТО любая собственная фуНIЩИЯ 1jJ<O> оператора Н< О> , KOTO-

N 

рая не входит в линейные комбинации Н' Pi  = � B iv'Ф�01 , являет
v= 1 

-ся собственной функцией оператора н<k> с тем же собственным 
.значением Е�> .  Остальные собственные функции должны иметь 

N 

:вид 'Ф = � '\'v'Ф�> . Подставляя эту формулу для 'ljJ в выражение 
V= i 

для н<k>'ljJ , приходим к эквивалентной алгебраической задаче 
на собственные значения : 

N k 
� '\'v ( � � ivbiv�i11 + (E�01 - E) бv11 ) = 0  (f.l- = 1 ,  2 ,  . . .  , N) .  

V= 1 i , j=1 

Займемся теперь задачей об ангармоническом осцилляторе 
{см. Везли и Фон:с [ 1 ] ) ,  т. е. рассмотрим обыкновенное диффе
ренциальное уравнение 

d2·'' -- dx; + х2ф + вx4'1jJ = E'ljJ, 

где в >  О, а 'ljJ - квадратично интегрируемая функция на беско
нечном интервале - оо < х < + оо . Для упрощения обозначений 
мы ограничимся рассмотрением только четных функций. 

Положим 

и JJ' 'IjJ  = вx4'1jJ; тогда четными решениями уравнения н<о>'Ф = E'ljJ 
.являются хорошо известные собственные функции линейного 
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осциллятора 

'Фiо> = С; ехр { - �2 ) H2i-2 (х) ( i  = 1 ,  2 ,  . . .  ) , 
rде С; = 2 1 -i [ (2i - 2) ! Г 1 12 л:- 1 14 ,  а Hn (х) есть п-й полином Эрмита 
(см. , например , Морс и Фешбах [ 1 ] ) .  Соответствующими собст
венными значениями являются 

Щ0> = 4i - 3  
т.а.к что мы имеем грубую оценку снизу 

Ei � 4i - 3 

( i = 1 , 2 , . . . ) , 

( i  = 1 ,  2 ,  . . . ) . 
Принимая во внимание рекуррентные соотношения для поли

ноllюв Эрмита (см. , например , Морс и Фешбах [ 1 ] , т. 1 ,  стр . 729) , 
естественно воспользоваться обобщенным методом специального 
выбора :  

N 

Н' Pi = 2j � i v'Ф�O> ( i = 1 , 2 , . . . , k) , 
\1=1 

где функции P i и постоянные N и P ;v выбираются надлежащим 
образом. 

Положим р ; = 'Ф�0 > ; тогда , используя реi{уррентные соотно
шения , получаем 

х4-фt0> = (2i - 2) (2i - 3) (2i - 4) (2i - 5) с� i 'Ф��2 + z-2 

+ (2i - 2) (2i - 3) (4 i - 5) с��1 'Ф��� + 

+ � (8i 2 - 12i -t- 5) 'Фi0> + 1 (4i - 1) с��1 'Ф��� + 

1 1 С; , j , ( O )  
1 16  ci+2 't'i+2' 

так что N = k + 2 .  Поскольку эта формула содержит пять сла
гаемых, то при k -=  3 матрица 11 �i v 1 1 будет пятого порядха, а именно 

3 в V2 2 V6 о о 

в V2 39 2в VЗ в V to о 
1 

\ l � i v l l = т 2 V6 2s VЗ 123 22 V3o 4 V to5 

о в V 1o 22 V зо 255 вo Vt4 

о о 4 V to5 вo V t4 435 
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При k = 3 приходим к следующей алгебраической системе 
уравнений : 

5 � Yv (4v - 3 - E) бv11 -t- вtv11 =  О (f.t = 1, 2 ,  3 , 4 , 5) , v=1 где 
3 6 V2 2 V6 о о 

6 V2 39 28 V3 6 V1o о 
1 

1 \ tvt-t \ l = т  2 V6 28 vз 123 22 V3o 4 V ю5 

о 6 V1o 22 V30 192 24 V14 

о о 4 V1o5 24 V 14 48 
Результаты вычислений для первых пяти собственных значе-

ний приведены в табл . VI .  
Таблица VI 

НИЖНИЕ ГРАНИЦЫ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ АНГАРМОНИЧЕСКОГО 
ОСЦИЛЛЯТОРА 

8 Е1 Е2 Ез Е4 E s  

0 , 0  1 , 000000 5 , 000000 9 , 000000 1 3 , 000000 1 7 , 000000 
0 , 1 1 , 065278 5 , 746596 10 , 95333 1 6 , 1 7279 21 , 00000* 
0 , 2 1 '  1 1 8255 6 , 260404 12 , 22585 1 6 , 90845 21 , 00000* 
0 , 3  1 ' 1 63987 6 , 655885 13 , 25990 17 , 64313 2 1 , 00000* 
0 , 4  1 , 204738 6 , 979830 14 , 03037 1 8 , 631 19  21 , 00000* 
0 , 5  1 , 241746 7 , 258083 1 4 , 55430 19 , 88068 21 , 00000* 
0 , 6  1 , 275773 7 , 505763 14 , 90630 21 , 00000* 1) 21 , 31832 
0 , 7  1 , 307324 7 , 732038 15 , 15526 21 , 00000* 22 , 87292 
0 , 8  1 , 336760 7 , 942661 1 5 , 34432 2 1 , 00000* 24 , 49895 
0 , 9  1 , 361349 8 , 111353 1 5 , 49781 21 , 00000* 25 , 00000* 
1 , 0 1 , 390301 8 , 330586 15 , 62953 21 , 00000* 2:5 , 00000* 

1) Значения , помеченные э веэдочнами , лвллютсл нопсервативными 

10. Обобщения рассмотренных методов. Методы , рассмотренные 
в последних двух главах , существенно зависели от того , как 
устроена последовательность надлежащим образом подобранных 
<<операторов сравнению> н<h> , k = 1 ,  2 , . . . . Здесь :мы обсудим 
в :меру наших возможностей общие свойства этих операторов 
(см. Безли и Фокс [ 8 ] ) . 

Будем предполагать , что самосопряженный оператор Н 
с областью определения Dн , действующий в гильбертовам про
странстве � со скалярным произведением (и ,  v) , ограничен снизу ,  
а его  спектр в нижней части состоит из дискретных собственных 
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значений конечной кратности . Будем считать , что собственные 
значения Лv , которые мы хотим оценить снизу ,  расположены 
в порядке возрастания , так что 

л1 -< Л2 < . . . .;;;; л* , 

rде Л* - первая предельная точна спектра ,  которая может быть 
равна оо . Любой оператор сравнения Н должен удовлетворять 
следующим двум требованиям: во-первых , он должен быть мень
ше Н; тоrда его собственные значения Xv и первая предельная 
точна I* удовлетворяют перавенетвам 

(v = 1 ,  2, . . .  ) ,  

и ,  во-вторых , его собственные значения 1-v должны легко опре
деляться . 

Чтобы построить такие операторы сравнения , необходимо 
располагать дополнительной информацией , которая обычно 
заключается в том , что мы знаем точное решение задачи на соб
ственные значения для векоторого самосопряженного оператора 
нш> ' который :меньше н. Тогда н<о> МОЖНО рассматривать RaR 
оператор сравнения , собственные значения которого дают грубые 
нижние оценки для собственных значений Н. В дальнейшем нам 
будет удобно предположить , что н<о> строго :меньше н, так что 
Н = N<0' + Н' , где Н' > О . 

Мы буде:м рассматривать здесь операторы сравнения вида 
li = В - (/ - Р*) С (/ - Р) , где В и С - симметрические опе
раторы,  причем В < Н, С ):.  О , оператор Р конечного ранга 
(т . е. область его значений - конечномерное подпространство) , 
а Р* - сопряженный R Р . Кроме того , В , С и Р должны быть 
такими , чтобы оператор 

fi = В - (/ - Р * ) С (/ - Р) 

обладал двумя следующими свойствами : 1 )  должно существо
вать :конечномерное подпространство т ,  которое приводит ii 
(т .  е .  Ю1 является инвариантным подпространством Н) ; 2) в орто
гональном дополнении R т должны быть известными собствен
ные элементы ii. Ясно , что операторы fi указанного вида мень
ше Н и что задача на собственные значения для таких операторов , 
решения которой дают требуемую оценку снизу Л" , будет энви
валентна конечномерной задаче на собственные значения . 

Свойства операторов проентирования подсказывает нам , что 
в качестве Р нужно брать идемпотентный оператор , т. е. оператор , 
удовлетворяющий условию pz = Р . 
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Такой оператор Р удобно задавать с помощью двух подпро
странств , а именно п-мерного подпространства $. являющегося 
областью значений Р , и п-мерного nодпространства Q , ортого
нального области значений 1 - Р .  

В частности , если Р - ортогональный проектор на nодпро
странство � .  то оба п-мерных nодnространства � и Q совnа
дают ; верно и обратное утверждение . Если же в качестве О 
взять С$ , где С - положительно определенный на $ оnератор . 
то в этом случае Р является ортогональным nроектором на $ 
по отношению к скалярному произведению [ и , v] = (Си , v) . 
В общем случае оператор Р полностью задается подпространства
ми $ и Q , если определитель 1 (p i , qj) [ , i ,  j = 1 ,  2 ,  . . . , n ,  
н е  равен нулю , где {P i }  - базис в $ . а {q i } - базис в Q .  

Таким образом, с nомощью введенных выше понятий :мы полу
чаем общее описание проекторов , ортогональных по отношению 
к другому скалярному произведению , например (Ни , v) с поло
жительно определенным Н (см. n. 2 и 3) . В соответствии с част() 
используемым нами фактом , состоящим в том , что норма прое:кции 
фиксированного вектора монотонно возрастает при увеличении 
размерности подпространства ,  на которое он проектируется , 
можно утверждать , что если О = С$ , то оператор СР симмет
ричен и монотонно возрастает nри расширении $.  

Далее , поскольку СР симметричен , для всех и и v имеют 
место соотношения 

(Р*СРи , v) = (СРи , Pv) = (и , CPPv) = 

= (и , CPv) = (Си, Pv) = (Р*Си, v) , 

так что Р*СР = Р*С , и ,  следовательно , Р*С (1 - Р) = О� 

(/ - Р*) С (1 - Р) = С (1 - Р) .  Таким образом , общий опе
ратор сравнения В - (/ - Р*) С (1 - Р) можно записать в более
простом виде В - С (1 - Р) = В - С -г СР . 

После этих общих замечаний об операторах Р рассмотрим: 
нес:колько частных случаев операторов fl = В - С + СР к 
покажем , что , выбирая надлежащим образом В , С и Р , можно 
получить все операторы ,  с которыми мы имели дело до сих пор . 
Так , если положить В = Н, С =  Н' , в качестве � взять конеч
номерное подпространство области определения Н' , а в качестве U. 
взять Н'$ , то Й можно представить в виде 

Н = Н - Н' + Н' Р 

пли , nоложив Н - Н' = н<о> ,  как в гл .  X I I , п .  2 ,  в виде 

Й = Ю0>+ Н'Р. 
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Такой оператор ii будет удовлетворять требованиям , предъяв
ляемым к операторам сравнения , если мы сможем найти подпро-
странство � . которое приводит ii. Возьмем в качестве � Tai{Oe 
подпространство ,  чтобы при пекотором целом l 

H''ff> с Е� О) f;) '  
где Е!0' = Е<о> (Л!0' )  - проектор на линейную оболочку соб
ственных векторов , отвечающих всем собственным значениям Л 
оператора н<о> , таким , что Л <  Л!0' . Тогда , как l\IЫ видели в п .  1 ,, 
подпространство т = E�1R';) приводит Й и в ортогональном 
дополнении к т оператор Й совпадает с известным операторо�I н<о> . 

В качестве второго примера покажем , каким образом опера
торы , используемые в методе усечения , рассмотренном в п. 1 , 
могут быть получены из оператора В - С + СР . Теперь мы 
положим Е = н<о> ,  С =  н<о> - Л!� 1/ ,  а в качестве подпространств 
� и D возьмем Ei0'f;) .  Таким образом , Р = Е!0' , и, значит , 
н<о > - Л!�1/ положительно определен на области значений опе
ратора I - Р . Следовательно , 

Н(О) > Й = H(l , О) = Н<0>Е!0 >  + Л\�1 (/ - Е!0>) . 

Тогда каждый оператор H( l . 0 > будет ограниченным, симметричным· 
и будет иметь такие же l первых собственных значений и соб
ственных векторов , как и н<ю ,  а остальной спектр H{ l ,  0 > будет 
состоять из собственного значения Л!� 1 бесконечной кратности , 
как и требуется в методе усечения. 

Другие частные случаи оператора Й = В - (J - Р*) С (J - Р) , 
с помощью которых можно получать методы , рассмотренные 
в этой книге , а также метод Вайнбергера и другие методы, чита
тель найдет в работе Везли и Фокса [8 ] . 



ГЛАВА XIV 

ЗАДАЧИ ПЕРВОГО ТИПА 
С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ 

1 .  Метод Фельта построения задач первого типа. В начале 
гл. X I I  были опредеJiены промежуточные задачи первого типа как 
задачи , которые строятся с помощью сужения области определе
ния базового оператора .  Другими словами , мы строили базовую 
задачу , ослабляя условия исходной задачи , а затем в промешу
точных задачах постепенно восстанав">пвали исходные условия . 
Новая отличительная черта промежуточных задач первого типа , 
рассматривае:мых в этой главе , состоит в том , что в отличие от 
прежних задач , где предписанные условия являлись граничными , 
в задачах этой главы , введенных впервые Фельтом [ 1 ] ,  предписан
ные условия задаются дифференциальными уравнениями в част
ных производных , которым должны удовлетворять допустимые 
функции во всей области определения ; такие условия часто 
называют дополнительными условиями. 

2. Пример из гидродинамики. В качестве иллюстрации рас
смотрим произвольпае течение несжимаемой жидкости в огра
ниченной трехмерной области G произвольной формы (будем , 
однако , предполагать , что поверхность , ограничивающая G ,  
состоит из конечного числа гладких I>усков) ;  обозначим через 
d диаметр области G, т. е . верхнюю грань расстояний между 
точками С. Серрин [ 1 ]  доказал , что течение будет устойчивым 
(т .  е. возникающие возмущения будут затухать) , ес:Iи число 
Рейнольдса Re = Vd/v меньше квадратного корня из пекоторой 
положительной постоянной rx ,  которую мы хотим найти . Здесь 
V - IIIаi{СИмальное значение скорости в G, а v - коэффициеJ� г  
кинематической вязкости ; читатель , интересующийся физИ'Iе
СКИ!II смыслом числа Рейнольдса (отношение сил инерции к силам 
вязкости) , IIIOII\eт обратиться к книгам Джуса [ 1 ]  и Ландау и Лив
шица [ 1 ] * .  

3. Постановка задачи. Даже в простейших случаях невозможно 
вычислить rx точно , и Серрин пользовался грубой оценкой снизу , 
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не выясняя , сколь точна эта оценка . Используя метод промежу
точных задач Вайнштейна, Фельту удалось получить довольно 
близкие верхнюю и нижнюю границы для а, а именно 

6n2 < а < 6 ,33n2 • 
В первой работе Серрина [ 1 ]  по этому вопросу показано , что а 
можно определить как точную нижнюю границу функционала 

Q (G , и) =  1 и; , k иi , k  dт 1 1 U;иi dт: 

при дополнительном условии div и =  О .  

Поясним обозначения . Вектор и = (и1 , и2 , и3) - это скорость 
возмущения течения , которое налагается на стационарное ; в част
ности , и обращается на границе в нуль .  Каждая компонента 
и i = и ; (х1 , х2 , х3) - дифференцируемая функция декартовых 
координат х; .  Элемент объема dт: равен dx1 dx2 dx3 • Символ иi , �<  
обозначает ди;/дх" .  Дважды повторяющийся индекс означает , что 
суммирование ведется от 1 до 3. Таким образом , 

и 

и; ,  kиi , k = ( :�: ) 2 + ( ��; ) 2 + ( :�� ) 2 + ( :�� ) 2 + 
Наконец , 

+ (�) 2 + (�) 2 + (�) 2 + (�) 2 + (�) 2 . дх2 дхз дх1 дх2 дх3 

d .  ди1 + ди2 + ди3 l V U = -- -- -- .  дх1 дх2 дх3 
Итак , мы можем написать 

а = inf {Q (G, и) , div и =  0 } ,  

где инфиму111 берется п о  вcelll областям G ,  которые содержатся 
в единичном кубе , и по всем непрерывно дифференцируемым 
функцияlll и; = иi (х1 , х2 , х3) при условиях div и = О в G ,  
и = О на границе G.  

4. Базовая задача. В гл .  VI I ,  рассматривая метод Вайнштейна 
для задачи о зажатой пластине , мы построили подходящую базо
вую задачу , отбрасывая неудобное граничное условие ди!дп = О . 

По аналогии 111ы построим сейчас базовую задачу , отбрасывая 
условие div и = О. С по11ющью этой задачи можно будет получить 
грубую оценку снизу для а следующим образом. Для сокращения 
19 С. Гулд 
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обозначений положим 

Тогда 

В; = J (и;) 2 dт ( i  = 1 ,  2, 3) . 

G 

Q (G , и) = А1 + А2 + Аз • 
Вt + В2 + Вз 

Пусть и1 , и2 , и3 - три произвольные функции . Обозначим через 
u i ту из них , для которой значение Qi = А ;!В i будет наимень
шим . Тогда , как легко видеть , при замене остальных двух функ
ций нулями значение функцианала ыожет только уменьшиться . 
Таким образом , обозначая ui (х 1 , х2 , х3) через ер (х1 , х2 , х3) , 

мы можем сосредоточить внимание на нахождении минимума 
функцианала 

r д<р д<р dт 1 r ер2 dт. J дrk дхk J 
G G 

Но , как мы видели при изучении колебаний мембраны (в гл . VI I ,  
п .  2 ,  рассматривался двумерный случай , однако рассуждения 
переносятся без изменений и на трехмерный случай) , минимум 
этого функцианала равен наименьшему собственному значеншо 
оператора ( д2 д2 д2 ) - � = - -а 2 + -а 2 + -а 2  · xl х2 Хв 

Далее , совершенно очевидно , что в качестве G можно взять 
весь единичный куб , поскольку , если G' - пекоторая меньшая 
область , а ер - минимизирующая функция на G' , мы мoжelii 
получить то 1н:е значение функцианала для большей области G, 
полагая ер = О вне G' . Итак , рассмотрiвi в начестве G единич
ный нуб 

О -< х1 -< 1 , О -<  х2 -< 1 , О -<  х3 -< 1 .  

Теперь l\IO/IШO провести рассуждения , аналогичные тем , 
с помощью которых в гл .  VI , п .  3 , был найден спентр нвадратной 
мембраны ; в результате l\IЫ получи:-.1 Л1 = 3:-t2 • 

Таким образом , базовая задача дает первую нижнюю границу 
цля а ,  а именно 3л2 -< а .  

5. Промежуточные задачи. Теперь  возникает вопрос , как 
построить промежуточные задачи . В первоначальном методе 
Вайнштейна мы строили базовую задачу , отбрасывая условие 
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ди!дп = О на границе , а затем строили промежуточные задачи , 
последовательно присоединяя условия 

J Pi (s) :� ds = О  
с 

( i = 1 , 2 ,  3 ,  . . .  ) . 

Аналогичную процедуру можно применить и эдесь . Мы заме-

няем условие div и = О в G условию1и � P i div и d-r: = О для 
G 

последовательности функций р1 (х1 , х2 , хз) , P z (xt , X z ,  хз) , · · . 
Поскольку и обращается на границе в нуль ,  то ,  интегрируя 
по частям , мы можем записать последнее условие в виде 

� и grad р d-r: = О. Если в последнем выражении в качеств� 
G 
р (х1 , Х2 , Х3) ВЗЯТЬ 
(i = 1 , 2 , 3) , то наше 

одну из функций р (х1 , х2 , х3) = xi 
условие принимает вид � иi d-r: == О , где 

G 
и i есть i-я ко:.шонента вектора и = (и1 , и2 , и 3) . Но ,  как и раньше , 
мы имеем 

inf {Q (G ,  и) , div и = О} >  inf { Q (G, и} ,  I иi d-r: = О } > 
G 

> min { I :: :: (/1: 1 I <р2 d-r: .  I !р d-r: = о} . 
G G G 

так что по-прежнему можно рассматривать только одну функцию 
<р ,  а в качестве G взять весь единичный куб . 

Таким образом , как и прежде , мы приходим к вариационной 
задаче - найтп наименьшее собственное значение оператора - д ,  
н о  теперь уже при дополнительном условии � <р d-r: = О .  Тогда , 

G 
используя стандартные рассуждения вариационного исчисления 
(см . , например , Курант и Гильберт [ 1 ] ) ,  мы получаем , что суще
ствует такая постоянная с (так называемый :мnожитель Л аграnжа) , 
что минимиэирующая функция при данном дополнитеJiьном усло
вии будет удовлетворять уравнению д!р + Л<р = с .  

Исследуем два случая с = О и с =1= О .  EcJiи с = О , т о  искомое 
минимальное значение является собственны:-1 значением базовой 
задачи . Если мы возьмем первое собственное значение , то соот-

�етствующая собственная функция не будет удовлетворять допол-
нительному усдовию J <р dт = О , так как <р = sin :n:x sin :n:y sin л z  

неотрицательна всюду в кубе О -< 1 xi 1 -< 1 и потому � <р d-r: > О. 
Однако вторая собственная функция sin 2:n:x1 sin :n:x2 sin :n:x3 уже 

1 9* 
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удовлетворяет этому условию ; следовате.Jiьно , если с = О ,  то 
минимум функционала равен л2 = 6л2 • 

Если же с =1= О ,  то можно показать , что наименьшее значение , 
при котором уравнение �ер + Лер = с имеет решение , удовлетво-
ряющее дополнительному условию J ер ds = О, больше Л2 • Дей
ствительно , если мы подставим общее решение 

ер = � А1тп sin lлх1 sin т:тtх2 sin n :rtx3 
1, m, n= 1 

в уравнение �ер + Лер = с , то получим , что все коэффициенты 
А lmn равны нулю , кроме тех , у которых все индексы l, т, n 
нечетные , и в этollr случае 

А _ с (_i_ ) З  1 _1 lmn - :rt /.., - ( l2 + т2 + п2) :rt2 lrnn • 
Дополнительное условие J ер dт: = О  приводит к едедующему урав
нению для Л :  

F (Л) = ( l , т,  п - нечетные) .  

Очевидно , что Л > Л1 = 3л2 , посколы;у в противном случае 
слагаемые в последнем выражении были бы все отрицательными 
или бесконечными . Но в интервале Л1 < Л < Л 2 = 6л2 каждое 
из этих слагаемых является монотонно убывающей функцией Л ,  
а н а  конце интервала 

( l , т, п - нечетные) .  

Исследуя несколько первых слагаемых l = 1 , т = 1 ,  n = 1 ;  
l = 3 ,  т = 1 ,  n = 1 ;  l = 1 ,  т = 3 , n = 1 и т .  д . , видим , что 
последняя сумма положительна . Таки::�� образом , F (Л.) положи
тельна на всем интервале , и, следовательно , наи;неньшее значе
ние Л ,  при котором выполняется дополнительное ус.'lовие , равно 
второму собственному значению Л2 = 6л2 • 

Итак , первая промежуточная задача дает оценку снизу 
6л2 <;: а , которая значительно улучшает оценку 3л2 <;: а, полу· 
ченную с помощью базовой задачи . В работе Фельта [ 1 ]  верхняя 
граница 6 ,33л2 > а вычисляется по методу Рэлея - Ритца . 

Вводя дальнейшие функции P i (х) и соответствующие допол-
нительные условия J Pi (х) div и dт: = О, можно улучшить нижние 
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границы аналогично тому , как в первоначальном методе Вайн
штейна мы получали улучшенные нижние границы, добавляя 
дальнейшие связи . 

Аналогичные результаты Фельт (см. [ 1 ] )  получил для некото
рых двумерных областей , для которых вариационная задача 
сводится к задаче об изгибе стержня , а также для некоторых 
неограниченных областей . 

6. Обобщение аадачи Фельта. Применеине критерия Вайнштей
на. В работе Вайнштейна [ 10]  рассмотренная выше аадача при 
N = 2, 3 решается в общем случае для N-мерного куба .  В этой 
работе критерий Вайнштейна максимального увеличения соб
ственных значений (гл .  I I I) используется при нахождении :\IИНИ
мума интеграла Дирихле 

N 

::JJ (и) �  J ] ( :� ) 2 dx1 dx2 
• • •  dxN (и = О на В) 

s i= 1 

по всем нормированным и при условии , что среднее значение и 

равно нулю . т .  е .  J и dx = О ;  здесь через S обозначен N-мерный 
s 

куб О -<  xi -< :rt ,  а через В - его граница . 
Условие J и dx = О означает , что и ортагональна функции 

р1 = 1 , которая не является первой собственной функцией баз о-
вой задачи 

ди + Ли = О (и =  О на В ) .  

Эта задача юшет следующие собственные функции : 

отвечающие собственным значениям 
N 

Л = �, а� , 
k= 1  

где а1 , а 2 , • • •  , aN - любые целые положитеJiьные числа .  
Заметим , что Л1 = 1 2 + 12 + . . .  + 1 2 = N ,  а Л

2
= 12 + f 2 -�- . . . 

. . . + 1 2 + 22 = N + 3 .  Мы хотим выяснить , как повлияет 
введение условия ортогональности к функции р1 = 1 на первое 
собственное значение промежуточной задачи : не увеличится ли 
оно до второго собственного значения базовой задачи Л

2 
= N + 3 .  

Будет доказан интересный результат : максимальное увеличение 
будет иметь место при N = 1 , 2 ,  . . .  , 8 ,  9 ,  но не при N :;:> 10 .  
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Напомним (гл . I X ,  п. 5) , что , согласно критерию Вайнштейна , 
для n - 1 функций р1 ,  р2 , • • • , Pn-t •  удовлетворяющих усло
вию (P i • P k) = () i h • необходимое и достаточное условие макси
мального увеличения состоит в том, чтобы знак Wk (Л,п - в) 
совпадал с ( -1)k ,  k = 1 ,  2 , . . .  , n - 1 ,  при достаточно малом 
положительно111 в .  

Поскольку в данном случае м ы  имеем дело только с одной 
фующией р1 = 1 ,  требуется найти знак определителя Вайнштей
на первого порядка 

в точi>е Л = Л2 - в. Впрочем достаточно рассмотреть W (Л2) , 
так как W (Л) является монотонно возрастающей функцией Л , 

и поэтому из неравенства W (Л 2) < О следует , что W (Л2 - в) < О ,  
а из неравенства W (Л2) > О следует , что W (Л2 - в) > О. 

Вычисляя скалярные произведения (р1 ,  Uj) ,  где р1  = 1 ,  а Uj 
есть j-я собственная функция базовой задачи (см. выше) ,  мы при
ходим к следующему выражению : 

W (Л2) = W (N + 3) = 
00 

N = 1 ,  2 ,  . . . . Упо:�шнутый выше резудьтат относительно знака 
W (N --г 3) был получен Дж. R. Одеоном (см . Вайнштейн [ 1 0] )  
с помощью вычислений , которые проводятся по следующей схеме . 

Положим 

f (hJ , h2 , • • . , hN) = 
1 

Тогда формулу для W ( Л2) можно переписать в ви;:�.е 

00 

N оо 

= - + + � ( � ) � f (h t , . . .  , hk , О, О • • • О) . 
k= 1 ht • • • ' flk= 1 
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При k = 1 мы имеем следующие неравенства : 
4 00 00 

� f (h1 , О , • • •  , О) + � (2h� t) 4 < � f (ht , О, . . . , О) <  
hl= i h=5 hi= i 

� 00 
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< � f (ht , О , . . • , О) + � (2�)4 ; 
hl= i h=5 

при k = 2 ,  3 ,  4 имеют место аналогичные оценки, но значительно 
более громоздкие . Наконец , при k > 5 

0 < f (ht , • • •  , hk , О ,  . . • , О) < 
00 00 

< [ � (2h� 1)4 J [ � (2h� 1) 2 г- i .  
h= i h= i 

Используя эти неравенства , а также известные значения чисел 
Бернулли (см . , например , Дейвис [ 1 ] ) , можно показать , что 
W (9 + 3) < О, а W (10 1 3) > О.  Таким образом , первое соб
ственное значение промежуточной задачи равно Л2 (второму соб
ственному значению базовой задачи) при 1 < N < 9 и меньше , 
чем Л2 , при N >- 10 .  Представляется , что получить этот резуль
тат , не используя криrерий Вайнштейна , очень трудно .  



ГЛАВА XV 

ЕДИНАЯ ТРАКТОВКА 
ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ЗАДАЧ 

1 .  Единая трактовка Вайнштейна промежуточных задач. Эта 
последняя глава посвящена недавним , еще неопубликованным 
исследованиям Вайнштейна ,  в которых промежуточные задачи 
первого и второго типов рассматриваются с единой точки зрения . 
Цель настоящей главы - показать , как с помощью общей проце
дуры можно получить характеристическое уравнение Kai\ для 
консервативных , так и неконсервативных собственных значений . 

2. Консервативные собственные значения промежуточных 
задач первого типа. В гл . IX рассматривались неконсервативные 
собственные значения в терминах теории операторов в гильбер
товом пространстве .  Что касается консервативных собственных 
значений , то мы ограничились лишь результатами Вайнштейна 
(гл . VII ) , не привлекая понятия гильбертова пространства .  Теперь 
же мы рассмотрим консервативные собственные значения в тер
минах операторов , охватывая при этом и неконсервативный с.;ту
чай , поскольку можно считать ,  что кратность неконсервативного 
собственного значения Л в спектре базовой задачи равна нулю . 

В т-й промежуточной задаче :мы имеем т функций связи 
р1 , р 2 , • • •  , Рпи которые должны быть линейно независимыми ,  
но н е  обязательно ортонормальными , т .  е .  м ы  н е  предполагае:�r , 
что (p i , pk) = бil, ,  i ,  k = 1 ,  2 ,  . . .  , т .  Пусть л<о> обозначает соб
ственное значение кратности r известного оператора нш> с соот
ветствующим собственным подпространством { uш , u<z> , • . .  , u<n } .  
Мы хотим получить критерий , позволяющий установить , будет ли 
л<о> собственным значением т-го промежуточного оператора 
Jl<m> , а если будет , то какой кратности и с какими собственными 
функциями. Ответ на этот вопрос дают недавние исследования 
Вайнштейна , которые мы излагаем ниже . 

Из определения н<m> (гл. П , п .  4) , а именно н<ш> = р<m>н<о> , 
где p<m> - проектор на I01.L = {Pt • pz , . . . , Pm }.L , причем 
область определения н<m> содержится в 1Щ.L , следует , что если 
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Л = л<о> является собственным значением н<т> , то 

поскольку и Е Юl_L и, значит , и = р<т>и . Другими словами � 
н<о> и - Ли Е {р1 , р 2 , • • •  , Рт } ,  так что 

т 
Н<01и - Аи = � ЩРi · 

i=1 

Тогда в силу того , что и Е IOI-_L , мы получаем соотношение 

или 

т 

(Н<о>и , Pk) = � ai (pi ,  Pk) 
i=1  

т 

ai = � b ik (Н<о >и , Pk) 
11.= 1 

( i = 1 , 2, . . .  , т) ,_ 

где матрица J l  b i k 1 1  является обратной к матрице Гра11ш 11 (P i • P k ) 1 1 ·  
Далее , собственное подпространство { и<l> , и<z> , . . .  , и<n } ,_ 

очевидно , является инвариантным подпространством н<о> ; дру
гими словами ,  для любой функции v соотношение H<o>v Е 
Е { и<l> , . . • , и<r > }  имеет место тогда и только тогда , когда v Е 
Е {иш , • • •  , и<n } . Значит , для произвольного и =  v + w,  где· 
v Е {иш ,  . . .  , и<r> } , мы будем иметь ,  что 

н<о>и - Ли = н<о>w - J..w 

принадлежит { иш , и<z> , . . .  , и<n }..L . Таким образом, для того 
чтобы имело место равенство 

необходимо, чтобы 

т 

н( J>и - J..<О>и = � aip i , 
i=1  

т 

� a i (pi ,и<h >) = О 
i= 1 

(h = 1 , 2 ,  . . . , r) ,  

что дает r линейных уравнений для т постоянных а 1 ,  а2 , • • • , am . 

С другой стороны, если вектор и Е {и( 1 > , и< 2 > , . • •  , и<r >}_L , т о  

к нему можно применить резольвенту (Н <о > - ЛJ)-1 • В резулътате 
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мы получим 

где иi - собственные векторы н<ю ,  а штрих над знаком суммы 
·означает , что слагаемые , соответствующие собственным векторам 
иш , и<2> , • • •  , и<n , опускаются ; другими словами , Лi =1= л<о> . 
Принимая во внимание тот факт , что равенство (Н0 - J.,<O>J) и = О 
влечет за собой соотношение и Е { и< l> , и< 2> , • • •  , и<r > } , мы можем 
заключить , что если и удовлетворяет равенству 

'ТО 

т 
(Ю0> - л<о>J) и = � а;р ; ,  

i= 1 

т 
со ( � а;р ; , uj) r 

- ""' 1  i=1 . -1- � (0 ) " ( h )  и -· "'-J Л, · - Л.<О> и1 , л .kJ Ch и , 
3= 1 J h= 1 

где ch - неопределенные постоянные , h = 1 ,  2 ,  . . .  , r.  
Из этого выражения для и мы получаем, что 

� ch (и<h > , Pk) 
h= 1 

nри k = 1 ' 2, . . .  ' т. Кроме того,  из равенства н<о>и - л (О) и =  
т 

= � а ;р ; следует , что 
i= 1 

т т 

(Н<о>и, Pk) = � (р; , Pk) а1 + л<о> ( и , Pk) = � (р; , Pk) а ; , i= 1 i= 1 

поскольну и, являясь собственным вектором оператора н< т> , орто
гонаJiен {р1 ,  р2 ,  • • •  , Pm} · Отсюда в силу равенства Парсеваля 
( гл . 1, п. 5) мы имеем 

т со 

(Н0и , Pk) = � а; � (р; ,  иj} (Pk • иi) ·  
i= 1 j= 1 
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Сравнивая эти два выражения для (Н'0>и ,  Pk) ,  получаем сJiедую
щие т линейных уравнений для т +  r постоянных ai , ch :  

r ,. 

- � (Pi , и<h > )  (pk , и<h > ) } + Л,<О> � ch (и<h> , Pk) = 0 , 

h= 1  h= 1 
т 

которые с учетом полученных ранее г уравнений � a i (p i , и<h>) = О 
i= 1 

можно записать в упрощенном виде 

т ro r 
'I (O) [ � • � ' (р ; ,  uj) (pk ,  Uj) + � ( ( h) ) ] = О А ...:::.J az ...:::.J Л · - Л<о> � ch и , Pk (k = 1 ,  2 , . . . , т) . 

i= 1 i= 1  J 
h= 1  

Итак,  мы получиJiи систему т + r уравнений с т + r неизвест
ными ai ,  ch ,  которые одновременно не могут равняться нулю .  
Поскольку определитеJiь этой системы н е  должен обращаться 
в нуJiь , мы получиJiи новую форму фундаментаJiьного уравнения 
Вайнштейна , а именно :  

т 

г 

ro � '  (р ; ,  uj) (Pk • Uj) 
k.l Аj - Л <о > i= 1  

= (R�<o >Pi •  Pk) 

(Pt ,  и< 1 >) , (pz , иЩ) , . . . , (Pm •  и< 1 > )  

(Pt • иИ) , (р2 , иИ) , · . . · . : (��. �<� > )' 1 

С1 • • • Cr 

( ( 1 ) ) (р ( r ) ) Pt • и , · · · , t •  и 
(р2 , и < 1 > ) ,  . . . , (р2 , иИ) 

(Pm ,  и< 1 >) , · · · , (pm, иИ) 

о 

= 0 . 

Исследуем отдельно три случая т > r , т = r , т < r , чтобы 
посмотреть ,  как результаты , полученные с помощью нового 
определителя ,  согласуются с прежними результатами , сформули
рованными Вайнштейном. 

В случае т >  r , не теряя общности , можно ,  очевидно , пред
положить , что в последовательности р1 , р 2 ,  • • • , Pr • P r+ 1 • . . . • . . , Pm последние т - r функций Pr+ t • Pr+ 2 , • • •  , Pm ортого
нальны собственному подпространству { иш .  u<2 >  , . . . , и< r > } . 
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Тогда независимо от выбора р 1 ,  р 2 ,  • • • , р ,.. опредепитель 
D (Л <о> )  записывается в следующем виде : 

т 

т-т 

r 

( R ' P l ,  Pl) , . - . , ( R ' p, · , Pl )  

( R ' P ! ,  Р1· ) ,  . - . , ( R ' p ,• ,  Р ; ) 

( R ' Pl,  р,·н ) , - . . , ( R ' p ; · ,  Р +! ) 

т- �· 

( R 'PI '+ l •  Pl ) ,  

( R 'p ,·+ l ,  P r ) , -

, ( R ' pm ,  Pl ) 

. ,  ( R ' pm ,  р, ·)  

( R 'Pr+l , р ,·н) , - .  - ,  (R ' Pm ,  р, ·н) 
det=W 

( R ' " •  'm ) ,  . . .  , (R 'p . , 'm) 1 ( R ' '"' ' 'm) , , ( R ' p m ,  Pm) 

( P l ,  u<l > ) ,  . .  - '  (р ,. , u < l > )  

( P l , u<n ) ,  - - . , ( p r ,  и < r > )  
о 

1 

1 

(Р! ,  u<l> ) , . 

----- -

, ( P l ,  tt ( l  > )  

(р ,· , u<l> ) , . . .  , ( !J , ' ,_, ( 1  ) )  

о 

о 

При этом следует отметить , что определитель порядка т - r .  
стоящий в центре , совпадает с определителем W, который рас
сматривался ранее Вайнштейном в случае т >  r. 

Предположим теперь ,  что первые r функций р1 , р 2 , • • •  , р,.. 
образуют различающую последовательность по отношению к соб
ственному значению Л<0> , т .  е . (гл . VI I , п. 10) 

( i ,  k = 1 , 2 , . . .  , r) . 

:Как показано в п . 5 ,  это не приводит к потере общности . 
Тогда , разлагая определитель по теореме Лапласа сначала 

по последним r строкам , а затем по последним r столбцам, мы 
получаем 

Таким образом , если первые r функций р 1 ,  р 2 ,  • • • , р ,.. образуют 
различающую последовательность по отношению к Л,< О> ,  то урав
нение D (Л,<О> )  = О эквивалентно уравнению W = О ,  откуда сле
дует , что настоящий метод охватывает прежний метод , рассмот
ренный Вайнштейном. 
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В с.1учае т = r определитель D (л<о >) принимает вид 

т 

r=т 

т r = т 

(R 'pi , Pk) 1 (p i , и< k>) 

(P i •  и< k>) 1 о 
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так что если последовательность р1 ,  р 2 , • • • , Pr различающая , 
то D (Л<о> ) =1=- О и ,  следовательно , собственное значение л<о> не 
бу;�.ет 1инсервативньш, что опять-таки согласуется (гл . VI I ,  п. 10) 
<:. результатами Вайнштейна . 

Наконец , в случае т <  r мы имеем 

т r 

(рt , и( 1 > ) , . . . ' (Pt • и< r>) 
т (R'pi , Рн) т 

(Рт , и< 1 )) , . . .  , (рт ,  и< r >) 

(Pt • и< 1 ) ) , · · · , (Рт , и( 1 > ) 
r о r 

(Pt • и< ' >) , . . . , (рт ,  и И) 
т r 

<>ткуf.!:а , разлагая этот определитель по теореме Лапласа по пер
вым т строкам , позучае:-.r , что D (л<о> ) всегда равен нулю . Следо
вательно , собственное значение л<о> высокой кратности (r > т) 
-будет �>онсервативным при любом выборе р1 ,  р 2 , • • • , Pn" что 
<>пять-таки согласуется с результатами Вайнштейна .  

3. Собственные значения промежуточных задач второго типа. 
НапоJ\шим , что для построения задачи второго типа мы вводим т 
.векторов Pt , Р 2 ,  • • • , Pm и затем полагаем н<m> = н<о> -,
--1- Н' p<m> ,  где Н' - положительно определенный оператор , 
.а p<m> - ортогональный проектор на {р 1 , р 2 , • • • , Рт } по отно
шению к с:калярному произведению [ и ,  v] = (Н'и ,  v) . Тогда 
{гл .  X I I ,  п .  5) 

p<mJ и =  С1Р 1 -;- С2Р 2 i · · • + CmPm • 
и для коэффициентов ci мы имеем следующие выражения : 

т 

Ci == bi i  (и, H'pt) + . . .  --,- bmi (и ,  H'pm) = � (и ,  H'pk) bki , 
k= 1 

где 1 \ bh i 1 1  - матрица , обратная к 1 1  (ph , H'pi ) 1 1 ·  
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Собственные векторы и оператора н<ml находятся из уравнения 

откуда 
т 

н(О) � '\,l Н' и - ли = - .L! Ck Pk· 
k= 1  

Если Л не является консервативным собственным значением 
(для консервативных Л требуется дополнительное рассмотрение , 
примерно такое JI\e , как в предыдущем пункте) , мы можем приме
лить резольвенту Rл = (Н<о> - Л!) - 1  к обеим частям последнего 
равенства . В результате получим 

Подставляя это вырагт\ение для и в выражение для c i , а именно 
т 

ci = LJ (и , H'pk) bk i • получаем с.Jiедующие равенства : 
k= 1  

или 

т 
т т со (H 'pk , uj) � (H'ph , uj) bh i 
� (и , !I' Ph) bh i = - � Ck 2J �=:�Л J h= 1 J= 1 

Поскольку все ck не могут равняться нулю одновременно, мы 
приходим к следующему характеристическому уравнению Вайн
штейна :  

ro т ' ) Ь 
[ � , � (Н Ph ,  Uj h i ] . 

W = det бki + LJ (Н pk , иj) LJ /, · - Л  
= 0 (k ,  l = 1 , 2 ,  . . .  , т ) . 

j= 1 h = 1 
J 

4. 
Замечания по поводу специального выбора Безли. Про

иллюстрируем этот результат на примере специального выбора 
Безли Pk  = (Н')- 1и" , k = 1 , 2 ,  . . . , т . Значения k = 1 , 2 ,  . . . 
. . . , т мы берем только ради удобства обозначений ; с таким же 
успехом мы могли бы взять любые т собственных функций н<о> . 
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т 
В этом случае (H ' pk , Uj) = ( uk , Uj) = f:Jik и � бhibh i = bj; , Ta:I\ 

h= 1 
что определитель VV принимает простой вид: 

или 

1 + �  ь12 Ь 1т 
Л 1 - Л  Л 1 - Л  Л1 - Л 

W =  
bmt bm2 1 + bmm 

Лт - Л Лт- Л Лт -- Л 

VV (Л) = [ (Л1 - Л) (Лz - Л) . . . (Лт - Л)Гl det j f:Jk i (Лk - Л) + bki l 
( i , k = 1 , 2 ,  . . . , т) .  

Чтобы посмотреть , как этот результат согласуется с нашими 
прежними результатами , рассмотрим три случая : 

I .  Корень Л уравнения W (Л) = О не является собственным 
значением н<О> . 

I I .  Корень Л совпадает с одним из собственных значений 
Лт + 1 ,  Лт + z ,  . . . оператора н<о> , т . е. соответствующая собст
венная функция Uj ,  j > т,  не участвует в построении т-й про
межуточной задачи. 

I I I . Корень Л совпадает с одним из собственных значений 
Л1 , Л2 , • • •  , Лт , т . е. соответствующая собственная функция 
участвует в построении т-й промежуточной задачи . 

В случае I Л является корнем второго множителя W (Л) , т .  е .  

det 1 б i k (Л i  - Л) + 
b i k 1 = О ,  

что согласуется с результатом Везли (гл . X I I ,  п .  6) ; соответствую
щая собственная функция имеет вид 

т 00 1 ) � � (Н Pk , Uj U = 2.J ak ..::.J Л · - Л  Uj · 
11.= 1 3= 1 J 

00 
Но, посr-юльку H'pk = uk , сумма � на самом деле будет попечпой ; 

3= 1 

она является просто Jiинейной комбинацией функций Н' р1 = 
= Ut , . . .  , Н'рт = Uт• 

Именно этим обстоятельством объясняется значение специаль
ного выбора Везли . 

В случае I I  мы различаем две возможности W (Л) =1= О 
и W (Л) = О .  Если W (Л) =!=  О , то кратность Л как собственного 
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.:ЗНаЧеНИЯ н<m> будет СОВПадать С его краТНОСТЬЮ как собствеННОГО 
значения н<о> , причем собственными функциями промежуточной 
задачи , отвечающими собственному значению Л, будут базовые 
собственные функции Uj ,  отвечающие тому же собственному зна
чению , и только они . Но если W (Л) = О, то собственному значе
нию Л отвечают и другие собственные функции промежуточной 
задачи . По общей теории , развитой в гл .  X I I ,  п .  6, эти добавочные 
функции будут ортогональны собственным функциям базовой 
задачи , отвечающим Л, и так же , как и в случае 1, они являются 

т 
конечными комбинациями и = � c h u k  собственных функций , 

11= 1 
не используемых в построении промежуточной задачи . В гл .  X I I  
вонрос о кратности Л в этом случае н е  обсуждался . Теперь ж е  мы 
можем утверждать , что при переходе от базовой задачи к т-й 
промежуточной эта кратность может только повыситься . :Кстати , 
именно такое повышение кратности происходит в случае , когда 
промежуточная задача строится <<Наилучшим возможным>> обра
зом, как , например , в приложении к уравнению Матье (гл.  X I I ,  
п .  8) ,  где мы выбирали оптимальное значение параметра а .  

Наконец , в случае I I I  предположим, что Л является одним 
из собственных значений Л1 , Л2 , • • •  , Л т оператора н< о> , которые 
используются в ностроении т-й промежуточной задачи (точнее , 
используются соответствующие собственные функции) . Пусть 
fl o - кратность Л в спектре базовой задачи . Обозначим через 
-d -<. О порядок полюса в нервом множителе выражения 

а через n ::;;:,. О обозначим порядок Л как нуля W (Л) . 
Тогда но правилу Ароншайна кратность flm • собственного 

значения Л в спектре н<m> , находится но формуле flm = fl o -
- d + n. Согласно нашей новой терминологии , fl o - d есть число 
собственных значений , которые не используются в ностроении 
промежуточной задачи ; некоторые из этих собственных значений 
появляются , согласно случаю 1 1 ,  в спектре н<m> , а кратность 
собственных значений Л ,  которые используются при построении 
промежуточной задачи , возрастает на n ::;;:,. О .  

5. Различающие последовательности. Поскольку все  методы , 
ведущие к успешному численному решению , так или иначе свя
заны с различающими последовательностями , целесообразно уста
новить существование таких последовательностей , хотя в некото
рых случаях для их построения может потребоваться несуще
.ственное изменение базовой задачи , как это будет сделано ниже . 
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Для задач второго типа Ни + Н'и = Ли , где Н' (или Н' + cl 
при векотором с :;;> О) является самосопряп-;енным и по.тюжитель
но определенным ; I\ак мы видели в предьщущих пунктах , после
довательность Везли P i  =--= (Н' + cl)- 1и i является различающей , 
так что нам нужно рассмотреть только задачи первого типа .  

Пре;ъ:де всего покажем , что базовую задачу можно изыенить , 
если это потребуется ,  таким образом , чтобы ни одна из собствен
ных фующий , соответствующих векоторому собственному зна
чению Л, не была ортогонаJIЫiа каждому члену Pi (бесконечной) 
последовательности фующий р1 , р 2 , • • •  , определяющей исход
ную задачу. Действительно , если и't - такая собственная функ
ция базового оператора н<о> , т .  е .  (и't , P i ) = О , i = 1 ,  2 , . . . , 
то и't будет также собственной функцией исходного оператора Н 
с тем Jt.:e собственным значением Л .  В самом деле , и't как собствен
ная функция базового оператора н<о> будет :минимизирующей 
функцией функцианала (Ни , и)/(и , и) без учета условий ортого
нальности , в то время Kai\ собственная функция исходного опера
тора Н должна удовлетворять условиям ортогональности 
(и , P i ) = О, i = 1 ,  2, . . .  , а функция и't по предположению 
удовлетворяет этим условиям. 

Если мы теперь модифицируем исходную задачу , заменив ее 
задачей 

Ни - (Ни , и't) и't = Ли , 
то функция и't уже не будет собственной функцией , отвечающей 
собственному значению 'А >  О , поскольку 

Ли..: - 'А (и,; , u't) и-.: = О , 
Tai\ как (и't , u't ) = 1 .  Таким путем lltЫ можем построить модифи
цированную базовую задачу , для которой функция И,; , ортого
нальная {р1 ,  р 2 , • • •  } , уже не будет собственной функцией , отве
чающей собственному значению Л .  Если же имеется несколько 
таких функций uтk , k = 1 ,  2 ,  . . .  , то мы liiOП\eм рассмотреть 
следующую базовую задачу : 

Ни - iJ (Ни , ит1) и1:k = "ли . 
Но для такой задачи ветрудно построить различающую последо
вательность для любого собственного значения Л . Действительно , 
если иi - один из собственных векторов и1 ,  и2 , • • • , и" то , 
согласно только что полученному результату ,  можно выбрать qi 
так , чтобы (q i , и ; ) =F О . Построив таким способом q1 ,  q2 , • • • , q" '  
!IJ Ы можем определить функции р1 ,  р 2 , . • • , P r o  беря линейные 
комбинации qi так , чтобы Pi было ортогональной к и1 ,  u2 ,  • • •  
. . . , и i _1 , и i + 1 • . . .  , иr ,  но не была ортогональной I{ u i . Тогда 
lf2 20 С . Гулд 



306 ГЛ. XV. Е Д ИНАЯ ТРАКТ О ВКА ПР ОМЕ ЖУТОЧНЫХ ЗАДАЧ 

(p i , иi) б u ,  так что det 1 (p i , иi) 1 = 1 =1= О, и, значит , последо
вательность р1 , р 2 , • • •  , Pr действительно является различающей 
для собственного значения Л базовой задачи. 

Разумеется , все собственные значения Л , которые соответ
ствуют собственным функциям и,; , ортогональным {р 1 , р 2 , • • •  } , 
и которые мы отбросили при построении новой базовой задачи , 
нужно присоединить к спектру любой промежуточной задачи , 
построенной с помощью этой базовой задачи . Например , пусть 
в нашем методе отбрасывается Л = 5, а новая промежуточная 
задача имеет собственные значения 2, 7, 1 0 ,  . . . , тогда истин
ными нижними границами для данной исходной задачи будут 
числа 2 ,  5 ,  7 ,  10 ,  . . . . 

В действительности нет необходимости предполагать , что 
различающая последовательность существует для всех Л , посколь
ку легко проверить , является ли данная собственная фующия 
базовой задачи и,; в то же время и собственной функцией исход
ной задачи , и тем самым исключить ее из рассмотрения . 

6. Достаточность характеристического уравнения. В этом 
заключительном пункте мы обсудим вопрос , с которым неодно
кратно сталкивались на протяжении этой книги , но который 
до сих пор оставался без ответа . Например , в п . 2 этой главы 
мы показали , что если л<о> является консервативным собственным 
значением промежуточного оператора н<m> первого типа ,  то л<о> 
должно удовлетворять характеристическому уравнению Вайн
штейна 

1 
(R�< o >Pi • Pk) 

( ( 1 )) ( 
( 1 )) Pt • и ' . . .  ' Pm •  и 

(Pt , и И) , · . · , (Pm • и( r )) 

(Pt • и( 1 J ) , · · · ,  (Pt • и< ' J )  
. . . . . 

(рт, иЩ) , . . . , (pm , и( r )) 

о 

= 0. 

Теперь мы хотим доказать обратный результат : пусть n -
дефект матрицы D (л< о> ) (т .  е .  разность между ее порядком и ран
гом) ; тогда собственное подпространство ,  соответствующее л<о> , 
является п-мерным. 

Согласно элементарной теории линейных алгебраических урав
нений , система уравнений с определителем D (Л<О > ) будет иметь n 
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линейно независимых решений 

a(s) a(s ) c<s) 1 ' . . . , т ' 1 ' . . . , с< в> r (s = 1 ,  2 ,  . . .  , n) , 
:ноторым соответствуют n собственных фушщий v1 , v2 , • • •  , Vn 
т-й промежуточной задачи : 

т 

V8 = R' <о > ( � а(s>рд + c< •>u <O  + . . .  + с< • > иИ J.. 
i= 1  • 1 т 

(s = 1 , 2 , . . . , n) , 

где R�<o> определяется для любоrо f формулой 

а 
�' = � . 

J.. j't-J.. (0 )  

Остается только доказать, что собственные функции v1 , V2 , • • •  , Vn 
линейно независимы; этот факт не является тривиальным след
ствием линейной независимости n решений 

а\• > ,  • • •  , а�> , c\s > , • • •  , с�> (s = 1 ,  2 , . . . , n) .  
Для доказательства предположим, что � asvs = О , т . е . 

n т r � а8 {R�<o > ( � а!8 >рд + � chs >u< h> } = О, 
8= 1 i= 1 • h= 1 

и покажем, что а1 = а2 = . . .  = CXn = О. 
Так как при построении R�<O > не используются собственные 

т 

векторы, соответствующие л<о> , вектор R�<o > ( � a!8>pi) ортогопалеи 
i= 1 ' 

r 

� chs >u< h > , Тогда из нашего предположения следует , что 
h= 1  

и 

n т 

� asR�<O > ( � afs >pд = О 
s= 1 i= 1  

n r � а8 ( � c�> u<h>) = О. 
8= 1 h= 1 

Первое из этих равенств запишем в виде 
n т 

R�<O > ( � as -� afs> Pi) = R�<O> (g) = О, 
8= 1 •= 1 

20* 



308 ГЛ. XV.  Е Д ИНАЯ ТРАКТ ОВКА ПР ОМЕ ЖУТОЧНЫХ ЗАДАЧ 

где 

т 

n т 

g =  � а8 � a(s>Pi .  
8= 1 i= 1  t 

Посколъку ( � а!8>р i , u<h>) = (Н<0 >и - Л<0 >и ,  u<h > ) = O при всех s и h, 
i= 1 t 

мы имеем 

(g , u<h> ) = О 

Из равенства R�<o >g = О получаем , что 

(h = 1 , 2 ,  . . . , r) .  

00 , (g и ·) 2 
(R�<O >g, R�<O >g) = � (Л. -� �0> ) 2 = о, 

i= 1  J 

откуда следует , что g = A1u( 1 > + . . .  + Aru<r> , где А i - некоторые 
постоянные . Но это означает, что g = О, (поскольку (g , u<h>) = О 
при h = 1 , 2 ,  . . .  , r . 

Таким образом, 

откуда в силу линейной независимости P i имеем 
т 

� asaf•> = О  
s= i 

Кроме того , по доказанному выше 
n 

� a8cj�> = 0 
s= 1  

Учитывая линейную независимость n векторов 

получаем 

a(s) a<s> c (s) 1 ' . . .  ' т ' 1 ' . . . , c <s> r 

а1 = . . . = an = O. 

( i  = 1 ,  2 , . . . , т) . 

(h = 1 ,  2 ,  . . .  , т) . 

(s = 1 ,  2 , . . . , n) , 

СледоватеJJьно, мы приходим к жедаемому результату : если 
определитель Вайнштейна D (Л<0 > ) равен нулю, то собственному 
значению л<о >  оператора н<m>  соответствуют n линейно независи
мых собственных функций . 
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