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Vorwort. 
Dieses Biichlein bietet eine "Obersicht iiber ausgewahlte Probleme 

der dynamischen Meteorologie und iiber die Methoden, die zu deren 
Losung bisher Anwendung gefunden haben. Auf Vollstandigkeit im 
Sinne der umfangreichen Lehrbiicher der dynamischen Meteorologie 
erhebt das kleine Buch keinen Anspruch, vielmehr ist es seiner Anlage 
nach etwa mit dem bekannten Artikel von F. M. EXNER und W. TRA
BERT in der Enzyklopadie der Math. Wiss. zu vergleichen. Aber trotz 
seines vorwiegend referierenden Charakters diirfte das Biichlein der 
Fachwelt manche neuen Gesichtspunkte bieten, und es sei mir hier 
z. B. der Hinweis auf die Darstellung der LAGRANGEschen Gleichungen 
der Hydrodynamik, die neue Formel zur Berechnung der RossBYschen 
Advektionsfunktion, die Ableitung der Gleichgewichtsbedingung der 
Tropopause und des stationaren PALMENschen Tropopausentrichters, 
sowie auf die Relaxationszeittheorie der Gradientwindabweichungen 
gest.attet. Hingegen habe ich die Theorie der atmospharischen Turbu
lenz_ nur kurz behandelt, weil dafiir bereits ein besonderes Heft dieser 
Sammlung vorgesehen ist. 

Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer m6chte ich fiir ihr weit
gehendes Entgegenkommen meinen verbindlichsten Dank aussprechen. 
Auch Herrn :Or. H. DuHM-Berlin sei an dieser Stelle fiir das Lesen der 
Korrektur herzlichst gedankt. 

z. Z. Cambridge, Mass., im Dezember 1937. 
Massachusetts Institute of Technology, 
· Meteorological Division. H. ERTEL. 
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,N ach meiner A nsicht geschieht alles in 
der Natur auf mathematische Art." 

DESCARTES (an MERSENNE). 

Einleitung. 
Die Aufgabe der dynamischen Meteorologie besteht in der physikalisch

mathematischen Beschreibung der dynamischen V orgiinge und statischen 
Zustiinde der irdischen Atmosphiire. Der Begriff ,Beschreibung" invol
viert dabei im Sinne der phanomenologischen Erkenntnistheorie zu
gleich die ,Erklarung". Eine atmospharische Erscheinung gilt dem
zufolge als ,erklart", wenn es gelungen ist, sie a us den bewahrten 
Satzen der Physik deduktiv abzuleiten. Dabei ist es jedoch wegen der 
Komplikation der atmospharischen Vorgange fast immer notwendig, 
die realen atmospharischen Prozesse durch ein oft einschneidendes Ab
straktionsverfahren und unter Zerlegung in elementarere Teilprozesse 
weitgehend zu vereinfachen. Dieses als ,Extrapolation auf ideale Faile" 
bekannte methodische Verfahren kann zur Zeit nicht entbehrt werden, 
da die analytischen Hilfsmittel zur Bewaltigung der nicht idealisierten 
Probleme gewohnlich nicht ausreichen. 

Infolge der methodisch notwendigen ,Extrapolation auf ideale Faile" 
sind die Ansichten iiber die Bedeutung der dynamischen Meteorologie 
fiir die synoptische Meteorologie (Wettervorhersage) geteilt. Wahrend 
sich die norwegische Meteorologenschule (V. BJERKNES1 und seine 
SchUler) auch fiir die Wettervorhersage die groBten Erfolge von der 
(noch ausstehenden) voilstandigen Integration der ,atmospharischen 
Storungsgleichungen" (vgl. S. 107) verspricht, erhoffen andere Forscher 
mehr von einer Behandlung der Wetter- und auch Witterungs-Vorher
sage mit den Methoden der statistischen Physik (F. BAUR 2) oder von 
der Anwendung analytischer Extrapolationsformeln zur Vorausberech
nung der Verlagerungen des Druckfeldes (J. ANGERV03, H. WAGE-

1 BJERKNES, V.: Die Meteorologie als exakte Wissenschaft. Braunschweig 
1913 - Die atmospharischen Storungsgleichungen. Beitr. Physik frei. Atmosph. 
Bd. 13 (1926) S. 1-14- Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927) S. 17-26. 

2 BAUR, F.: Statistische Untersuchungen iiber Auswirkung und Bedingungen 
der graBen Storungen der allg. atmosph. Zirkulation. I. Ann. Hydrogr., Berlin 
1925 S. 1-6- Statistische Mechanik der Atmosphare. Z. Geophys. 1928 S. 281 
bis 285. 

3 ANGERVO, J. M.: Einige Formeln fur die numerische Vorausberechnung der 
Lage und Tiefe der Hoch- und Tiefdruckzentren. Ann. Acad. Sci. Fennicae A, 
Bd. 28 (1928) Nr. 10- Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 35 (1932) S. 265-290, dort 
auch weitere Literaturangaben. 

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 



2 Einleitung. [158 

MANN 4, S. PETTERSSEN 5), aber auch die Ansicht, daB Fehlprognosen 
aus verschiedenen Grunden eine naturnotwendige Tatsache sind, an 
der die mathematisch-physikalische Theorie nichts andern kann, wurde 
mehrfach vertreten (A. ScHMAUSS 6, A. WIGAND7). 

Trotz dieser unterschiedlichen Beurteilung der Bedeutung der dyna
mischen Meteorologie fiir die Wettervorhersage wird allgemein an
erkannt, daB die dynamische Meteorologie zum tieferen physikalischen 
Verstandnis des komplizierten atmospharischen Geschehens infolge 
ihrer ausgesprochen explikativen Forschungsmethodik auBerordentlich 
viel beigetragen hat. Auf dieser Tatsache beruht auch zunachst der 
Wert und die interne Stellung der dynamischen Meteorologie in der 
meteorologischen Gesamtwissenschaft, nicht aber auf der Anzahl und 
Qualitat der Hilfsmittel, die sie der synoptischen Meteorologie fur ihre 
praktischen Zwecke zur Zeit zur Verfugung stellen kann, wenngleich 
die Sicherung der meteorologischen Prognosen auch das letzte Ziel der 
dynamischen Meteorologie bilden muB. 

4 W AGEMANN, H.: Uber die Anwendung der ANGERVOschen Formeln usw. 
Meteorol. Z. 1930 S. 488-490; ferner Ann. Hydrogr., Berlin 1931 S. 261-264. 

5 PETTERSSEN, S.: Kinematical and dynamical properties of the field of 
pressure with application to weather forecasting. Geofys. Publ. Oslo Bd. 10 (1933) 
Nr. 2. 

6 ScHMAUSS, A.: Das Problem der Wettervorhersage. 2. Aufl. Leipzig 1937 
(Probl. d. Kosm. Physik Bd. I) - Meteorol. Z. 1932 S. 356, 1933 S. 113. 

7 WIGAND, A.: Zum Problem der Wettervorhersage. Meteorol. Z. 1933 S. 26. 



I. Thermo-hydrodynamische 
Grundlagen. 

§ 1. Zusammensetzung der Atmosphare. 
Fur die Zwecke der dy'namischen Meteorologie kann bis zu der vor

Hiufig interessierenden Vertikalerstreckung von etwa 20 km *die atmo
spharische Luft als ein nahezu homogenes Gasgemisch von folgender 
Zusammensetzung angesehen werden 8 : Stickstoff (N2) 78,09 Vol.-%, 
Sauerstoff (02) 20,95 o/o, Argon (Ar) 0,93 o/o mit Spuren von Wasser
staff (H2), Neon (Ne), Xenon (X), Krypton (Kr) und Helium (He); zu 
diesen sich nahezu im Zustand volliger Durchmischung befindlichen 
Komponenten tritt ein urn etwa 0,03 o/o schwankender Kohlendioxyd
gehalt (C02) und als thermodynamisch wichtigster Anteil ein stark 
raumzeitlich variabler Wasserdampfgehalt (H20), schwankend zwischen 
0 und etwa 4 Vol.-%, der infolge seines auf der Existenz eines perma
nenten elektrischen Dipolmoments der dissymmetrisch gebauten H 20-
Molekel beruhenden ultraroten Bandenspektrums auch flir den gesamten 
atmospharischen Strahlungshaushalt auBerordentliche Bedeutung be
sitzt. 

Die Theorien tiber die Zusammensetzung der hochsten Atmospharen
schichten, deren noch stark differierende Resultate hauptsachlich von 
der Annahme tiber den prozentualen Anteil der H 2-Komponente an der 
Erdoberflache abhangen, tangieren die Probleme der dynamischen 
Meteorologie nicht wesentlich, so daB hier Literaturhinweise geniigen 
m6gen 9 • 

Dagegen ware hier die Beriicksichtigung der atmospharischen Bei
mengungen in fester oder fliissiger disperser Phase (Staubpartikel, 
Tropfchen von Stickstoffoxyden, NaCl-Losungen usw.) im Hinblick auf 

* In 20 km Hohe betragt der Luftdruck etwa 50mb. 
8 PANETH, F. A.: The chemical composition of the atmosphere. Quart. J. 

Roy. Meteorol. Soc., Lond. Ed. 63 (1937) S. 433. 
9 BARTELS, J.: Die hochsten Atmospharenschichten. Erg. exakt. Naturwiss. 

Ed. 7 (1928) S. 114-157. - GuTENBERG, B.: Lehrbuch der Geophysik. S. 618 
bis 649. Berlin 1929. (L. WEICKMANN: Aufbau der Atmosphare.) - Der Aufbau 
der Atmosphare. In: Handb. d. Geophysik Ed. 9 Lief. 1 S. 1-88. - CHAPMAN, 
S., and E. A. MILNE: The composition, ionisation and viscosity of the atmosphere 
at great heights. Quart. J. Roy. Meteorol. Soc., Lond. Ed. 46 (1920) S. 357-398. 
- BARTELS, J.: Uberblick iiber die Physik der hohen Atmosphare. Elektr. Nachr.
Techn. Ed. 10 (1933) Sonderheft. - HAURWITZ, B.: The Physical State of the 
Upper Atmosphere. Toronto 1937. (Die beiden letzten Arbeiten enthalten ausfiihr
liche Literaturangaben.) 

1* 
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die an Bedeutung gewinnende kolloidphysikalische ErkHi.rung der 
NiederschHi.ge wiinschenswert; da jedoch die diesbeziiglichen Fragen 
mehr der eigentlichen Thermodynamik der Atmosphare angehoren und 
zudem die meisten dieser Probleme einer rechnerischen Behandlung 
bis jetzt kaum zuganglich sind, wollen wir nur gelegentlich der Be
sprechung der Arbeiten von H. KoHLER zur Thermodynamik der Kon
densation darauf zuriickkommen. Einen pragnanten Dberblick tiber 
den gegenwartigen Stand der atmospharischen Kolloidphysik verdanken 
wir A. ScHMAUSS und A. WrGAND10• 

§ 2. Die Zustandsgleichung der Gase. 
Fur viele Fragen der dynamischen Meteorologie kann zunachst vom 

Wasserdampfgehalt der Luft abgesehen werden. Jede Komponente (i) 
der trockenen Luft, deren Zustand in iiblicher Weise durch drei der 
,ZustandsgroBen" Pi = Druck, T; = abs. Temperatur, (!; = Dichte, 
CX; = ei 1 = spezifisches Volumen charakterisiert werden kann, geniigt, 
wenn alle Zustandsparameter auf die ,kritischen Daten" p{, T{, ex{ 
bezogen werden: 

derselben ,reduzierten Zustandsgleichung realer Gase" 

(n+ ;2 )(3rp-1)=8{}, 

die das ,Theorem der iibereinstimmenden Zustande" ausspricht. Da 
unter atmospharischen Bedingungen samtliche Komponenten der Luft 
von ihren kritischen Daten hinreichend weit entfernt sind (n ::?> 3/rp 2, 

3 rp ::?> 1, ,fast-ideale Gase"), kann obige Zustandsgleichung in 

p;cx; = R; T; 
vereinfacht werden. Die GroBe 

8 Pi !Xi R- = -~--
' 3 Ti 

heiBt ,individuelle Gaskonstante", sie ist dem Molekulargewicht m der 
betreffenden Komponente umgekehrt proportional, so daB nach Ein
fiihrung einer ,universellen Gaskonstante" R0 : 

R· = R 0 (='§_Pi !Xi) 
' m; 3 Ti 

fiir jedes Gas die ,individuelle Zustandsgleichung" 

P·IX· =RoT z. z. mi z. 

resultiert. 

10 ScHMAUSS, A., u. A. WrGAND: Die Atmosphare als Kolloid. Braunschweig 
1929 (Samml. Vieweg, Heft 96). 



161] § 2. Die Zustandsgleichung der Gase. 5 

Wenn mehrere Komponenten mit den Teilmassen Mi eines Gas
gemisches, die zusammen die Masse 1 besitzen mogen, zugleich das 
,spezifische Volumen der Mischung" iX bei gleicher Temperatur Taus
fiillen, so verhalten sie sich hinsichtlich ihres Druckes so, als ob jede 
Gasart allein bei der gleichen Temperatur das Volumen iX ausfiillt, 
d. h. der ,Partialdruck" Pi der iten Komponente betragt 

(ni = M;fmi heiBen ,Molzahlen") 

wahrend der Gesamtdruck p gleich der Summe aller Partialdrucke ist 
(DALTONs Gesetz): 

Das ist die Zustandsgleichung trockener Luft, die gewohnlich wegen 
iX = e-1 in der Form 

(1) P=RTe 

benutzt wird; 
R = R0 _2 ni 

ist die Gaskonstante des Gemisches, sie hat fiir Luft den Wert 
286,8 m 2 sec- 2 grad- 1• 

Aus dem Gesamtdruck p ergeben sich die Partialdrucke Pi mittels 
der ,molaren Konzentrationen" 

dann einfach zu Pi= P ri. 

r· - __!l:y_ 
,- ~ni 

Mit der oben (S. 3) angegebenen Zusammensetzung ergeben sich 
z. B. in Bodennahe (p = 760 mm Hg) folgende Partialdrucke: 

Pi (mmHg) 

N 2 593,48 
02 159,22 
Ar 7,07 
C02 0,23 

Oft muB man sich in der Meteorologie an Stelle der ZustandsgroBen 
p, T und e ,ausgeglichener" Werte p, T, e dieser Parameter bedienen, 
die raumliche oder auch zeitliche Mittelwerte darstellen. Man muB 
dann nach HESSELBERG11 definieren: 

p = ~-jpdr, - 1! f!T= T". eTdr, 

damit die Zustandsgleichung die Form p =RTf! beibehalt12 • 

11 HESSELBERG, TH.: Untersuchungen iiber die Gesetze der ausgeglichenen 
Bewegungen in der Atmosphare. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 4 - Beitr. Physik 
frei. Atmosph. Bd. 12 (1926) S. 141-160. 

12 Vgl. hierzu auch S. PETTERSSON: Die Anwendung der Zustandsgleichung 
auf Zeitmittelwerte. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 13 (1927) S. 237-245. • 
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§ 3. Die Hauptsatze der Thermodynamik. 
1. Hauptsatz (in der Formulierung von HELMHOLTZ 1847): ,Bei 

allen in einem abgeschlossenen System verlaufenden Anderungen bleibt die 
Gesamtenergie des Systems konstant." 

Definieren wir mit PLANCK (1887): ,Die Energie eines bestimmten 
Systems in einem bestimmten Zustand ist - bezogen auf den willkurlich 
festgelegten Normalzustand - gleich der Summe der mechanischen Aqui
valente aller Wirkungen, die aufJerhalb des Systems hervorgebracht werden, 
wenn es auf irgendeine Weise aus dem gegebenen Zustand in den Normal
zustand ubergeht", 
so besagt der erste Hauptsatz, daB in der die einer Gasmasse 1 zu
gefiihrte Warmemenge d' Q mit der Anderung der Energie dU und der 
an die Umgebung abgegebenen auBeren Arbeit d' K verkniipfenden 
Gleichung 

(2) d'Q = dU + d'K 
2 

dU ein totales Differential darstellt, also ( dU = U2 - U1 , unabhangig 
i 

vom Wege ist und speziell fiir einen KreisprozeB cp dU = 0 gilt. 
Fur ideale Gase ist die innere Energie U: 

(3) U = Cv T, 
da (o Ujdcxh = 0 eine Definitionseigenschaft idealer Gase darstellt 
(3. GAv-LussAcsches Gesetz), ferner ist im Faile rein mechanischer 
( quasistatischer) Arbeitsleistung: 

(4) d'K = Ap · dcx. 

A = 2,389. 10-4 cal gc1 m- 2 sec2 heiBt ,kalorisches Arbeitsaquiva
ent", A-1 ist das mechanische Aquivalent der Warme. Der erste 
Hauptsatz nimmt dann die in der Meteorologie gebrauchliche Form 

(5) d'Q=cvdT+AP·dcx 
an. 

2. Hauptsatz (in der Formulierung von CLAUSIUs): ,Fur fedes ab
geschlossene Korpersystem existiert eine gewisse GrofJe (S = Entropie), 
die bei allen irreversiblen Anderungen innerhalb des Systems zunimmt, 
bei allen reversiblen Anderungen konstant bleibt, die aber niemals ab
nimmt, ohne dafJ in anderen Korpern Anderungen zuruckbleiben." 

Nach dem 2. Hauptsatz ist T ein integrierender Nenner der Diff.
Gl. (5) bei reversibler Warmezufuhr d'Q, also dS = d'QjT ein totales 
Differential. Die Entropie ist eine additive Eigenschaft; erganzen wir 
also z. B. eine Gasmasse mit der EntropieS durch Einbeziehung ihrer 
Umgebung mit der EntropieS* zu einem abgeschlossenen System, so 
soli nach CLAUSIUs' Prinzip 

(6) dS + dS* ::::::: 0 
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sein. Nehmen wir an, daB in der Umgebung keine irreversiblen Prozesse 
ablaufen, daB dagegen die Umgebung eine infinitesimale Warmemenge 
an die Gasmasse abgibt (-d'Q*), und zwar quasistatiscb, welche Be
dingung bekanntlich besagt, daB sich die Drucke und Temperaturen 
beiderseits der Begrenzung Gasmasse-Umgebung sich nur urn infini
tesimale Betrage unterscheiden*, so ist 

d'Q* d'Q 
(7) dS* = - --y = - -y, 

worin d'Q die von der Gasmasse quasistatisch aufgenommene Warme
menge bedeutet. Die Verbindung von (6) und (7) ergibt: 

(8) dS > d'f, 

wobei das Gleichheitszeichen nur bei volliger Reversibilitat gilt; m 
diesem Falle bestimmt (8) mit Riicksicht auf (5): 

(9) TdS=cvdT+Apdrx 

die Entropie der Gasmasse bis auf eine· (fiir die Meteorologie irrelevante) 
additive Konstante. 

§ 4. Thermodynamische Gleichgewichtsbedingungen ; 
charakteristische thermodynamische Funktionen 

(thermodynamische Potentiale). 
Im ,thermodynamischen Gleichgewicht" befindet sich ein System, 

wenn eine infinitesimale virtuelle (d. h. mit den Bedingungen des Sy
stems vertragliche) Zustandsanderung nur auf reversiblem Wege er
folgen kann; die hierzu notwendige Bedingung lautet: 

(10) T~S::;;;: ~U + ~'K, 
denn hierdurch ist jede irreversible Zustandsanderung, fiir die ja 
T ~S > ~U + (J'K sein miiBte, ausgeschlossen. Die obige Gleich
gewichtsbedingung findet Anwendung in der atmospharischen Statik 
(vgl. S. 58). 

Folgende ,thermodynamischen Potentiale", auch ,charakteristische 
thermodynamische Funktionen" genannt, sind fiir die Meteorologie von 
Bedeutung: 

(11a) 1fJs= U+A·prx, b) 1fJT=U- TS+A·Prx=F+A·prx. 

1fJs heiBt ,GIBBSsche Warmefunktion" oder ,Enthalpie", 1fJT heiBt 
GIBBSsches thermodynamisches Potential, darin .ist F = U- TS die 
,freie Energie". 

* Jeder quasistatische ProzeB verlauft reversibel, dagegen ist nicht jeder 
reversible Vorgang ein quasistatischer. 
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Die Bedeutung dieser Funktionen fiir die dynamische Meteorologie 
beruht darauf, daB sie bei speziellen Zustandsanderungen eine bequeme 
Umformung des in hydrodynamischen Rechnungen auftretenden Aus-

drucks ..!.. dp = c:x dp (Arbeit der Druckkrafte) ermoglichen. e 

§ 5. Spezielle thermodynamische Zustandsanderungen; 
Polytropen; Kreisprozesse. 

Durch Substitution des aus der Zustandsgleichung pc:x = RT folgen
den Differentialausdrucks p dc:x = R dT- c:x dp in (5) ergibt sich, da 

(d'Q) 
dT P = Cp 

die spezifische Warme bei konstantem Druck definiert, die Beziehung 

(12) 

deren Wert bekanntlich darauf beruht, daB sie eine Bestimmung von cv 
ermoglicht, da wohl cP, nicht aber cv leicht experimentell ermittelt 
werden kann. Zur Abkiirzung wird wie iiblich gesetzt: cPfcv = x ( = 1 ,405). 

Gewohnlich ist bei meteorologischen Problemen die einer Luftmasse 
zugefiihrte Warmemenge d'Q nicht bekannt. Mit folgenden idealen 
Grenzfallen muB sich die dynamische Meteorologie daher behelfen, urn 
den Term p d <X in (5) integra bel zu mach en: 

a) Adiabatische Zustandsanderungen; d'Q = 0. Diese Be
dingung entspricht dem Idealfall einer ,adiabatisch abgeschlossenen" 
Luftmasse. Sie ist mit geniigender Annaherung realisiert bei ,rasch" 
verlaufenden atmospharischen Vorgangen, z. B. bei Schwingungen, aber 
auch bei schnell verlaufenden Umschichtungen, iiberhaupt bei allen 
Bewegungen mit iiberwiegender Vertikalkomponente, infolge deren eine 
Luftmasse in kurzer Zeit groBen Druckunterschieden unterworfen ist. 
Der Begriff ,rasch" ist relativ zu nehmen; nach BARTELS13 konnen 
selbst tagesperiodische atmospharische Gezeiten noch als adiabatisch 
verlaufend angesehen werden. 

d'K =AP dc:x nimmt bei adiabatischen Zustandsanderungen nach (5) 
die Form dK = - cv • dT oder allgemeiner dK = - dU an. 

Oft werden die durch d' Q = 0 charakterisierten Zustandsanderungen 
in der Meteorologie auch als ,isentropische" (dS = 0) bezeichnet; aus (8) 
ist jedoch ersichtlich, daB trotz d'Q = 0 noch dS >O sein kann, wenn 
sich namlich trotz fehlender auBerer Warmezufuhr im Innern der be
trachteten Gasmassen irreversible Prozesse (Dissipation mechanischer 
Energie in Warme) abspielen. Die Bedingung der ,Isentropie" dS = 0 

13 BARTELS, J.: Uber die atmospharischen Gezeiten. Abh. preuB. meteorol. 
Inst., Berlin Bd. 8 ( 1927) Nr. 9 - ferner: Gezeitenschwingungen in der Atmosphare. 
Im Handb. d. Exper.-Physik (WrEN-HARMS) Bd. 25 I S. 163-210. 
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ist also noch spezieller als die der ,Adiabasie" d'Q = 0, indem sie auch 
derartige Dissipationsprozesse ausschlie.Bt. 

b) Isotherme Zustandsanderungen; dT = 0. Diese Bedin
gung entspricht dem Idealfall einer Luftmasse, die langere Zeit mit 
einem unendlich groBen gleichma.Big temperierten Warmereservoir in 
Verbindung steht und infolge nahezu horizontaler Ausbreitung nur 
geringen Druckanderungen unterworfen ist. Sie ist mit geniigender 
Annaherung realisiert bei nahezu stationaren oder langperiodischen 
(monatlichen, jahreszeitlichen) Luftstromungen groBer Ausdehnung; 
JEFFREYS' Monsuntheorie14 operiert mit dieser Annahme. Nahezu iso
therm bewegen sich vielleicht auch die Luftmassen in den hoheren 
Schichten eines Kaltlufteinbruchs*, selbst wenn die Kaltewelle infolge 
Ausbreitung tiber warmeren Ozeanen von der Meeresoberflache her 
durch turbulenten Warmeaustausch geheizt wird, denn es zeigte 
ScHWERDTFEGER15 , daB selbst bei einem anfanglichen Temperatur
unterschied von 15 o C zwischen Kaltluft und Oberflachenwasser die 
Luftschichten in 2,5 bis 3,0 km Hohe sich erst in 4 Tagen urn 1 o C 
erwarmen. 

d' K = Ap diX nimmt bei isothermen Zustandsanderungen mittels 
der Gasgleichung piX= RT die integrable Form dK = (cp- c.) d lniX 
oder allgemeiner d' K = - dF an (F = freie Energie, vgl. S. 7). 

Mittels der thermodynamischen Potentiale laBt sich der die Arbeit 

der Druckkrafte darstellende Term ..!.. dp = IX· dp bei stationaren isen-
e 

tropischen bzw. isothermen Bewegungen sehr einfach durch 

(13) IX dp = d1p8 bzw. IX dp = d1pp 

darstellen. 
Die adiabatische Bedingung d'Q = 0 ergibt die aus (5) mittels (1) 

und (12) resultierende Differentialgleichung der Adiabaten 

auf deren Losung 
(14) 

0 = cP d ln T - ( cP - c.) d ln p , 

T 
~ =konst. 
p...,.. 

: der Begriff der ,potentiellen Temperatur" beruht (v. BEZOLD16). Da 
zwei sich unter verschiedenem Druck befindliche Luftquanten hinsicht-

14 JEFFREYS, H.: On the dynamics of geostrophic winds. Quart. J. Roy. 
:Meteorol. Soc., Lond. Bd. 52 (1926) S. 85-104. 

* Solange derselbe nicht zusammensinkt (,schrumpft"); die Zustandsande
rungen infolge ,Schrumpfens" sind dagegen wegen der ausgepragten vertikalen 
Bewegungskomponente als adiabatische aufzufassen (vgl. S. 88). 

15 ScHWERDTFEGER, W.: Zur Theorie polarer Temperatur- und Luftdruck
wellen. Verbff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Serie Bd. 4 (1931) Heft 5. 

16 BEZOLD, W. v.: Zur Thermodynamik der Atmosphare. S.-B. preuB. Akad. 
Wiss. 1888 S. 1189. 
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lich ihrer Temperatur nicht ohne weiteres vergleichbar sind, denkt 
man sie sich adiabatisch auf einen Normaldruck Po (760 mm Hg oder 
neuerdings 1000mb = 750,1 mm Hg) gebracht, und die Temperatur, 
die sie dadurch annehmen, heil3t potentielle Temperatur {}: 

X- 1 

( 15) 

(Uber die entsprechende Erweiterung des Begriffs der potentiellen 
Temperatur fiir feuchte Luft vgl. S. 14.) 

Adiabatische und isotherme Zustandsanderungen sowie die fiir die 
Meteorologie weniger bedeutungsvollen isobaren (p = konst.), isochoren 
(ex = konst.) oder isopyknen (e = konst.) Prozesse konnen als Spezial
falle der von R. EMDEN 17 in die Meteorologie eingefiihrten ,polytropen 
Zustandsanderungen" aufgefal3t werden, deren Bedeutung fiir meteoro
logische Probleme noch immer nicht erschopfend gewiirdigt wird. Eine 
Polytrope ist ein reversibler thermodynamischer Weg konstanter 
Warmekapazitat f3 (- oo < f3:::; + oo); es ist also dQ = f3 dT, und damit 
ergibt sich die Gleichung der Polytropen durch Integration von (5) je 
nach Wahl der Variablen in der Form: 

1 

(16) 
P (! n = p •X n = konst. ; 

1 1 

Tp n+ 1 = konst.; 

- --
l n+1 n+1 

Tcxn = Te n = korist., 

worin n = (cv - (3) j (cp - cv) ,Klasse der Polytropen" heil3t. 

Spezialfalle: n = 1 jx- 1 : Adiabatische Zustandsanderung, 
n = ± oo: Isotherme 
n= -1: 
n= 0: 

I so bare 
Isopykne bzw. 

isochore 

Die Arbeit der Druckkrafte wird bei stationaren polytropen Zu

standsanderungen der Klasse n einfach !__ d p = ( n + 1) R d T. 
.. (.! 

Die reversible oder irreversible Uberfiihrung eines Systems aus einem 
Anfangszustand tiber irgendwelche Zwischenzustande zuriick in den 
Ausgangszustand heil3t ,Kreisprozel3". Besondere Wichtigkeit fiir 
theoretische Beweisfiihrungen hat der reversibel geleitete ,S. CARNOT
sche Kreisprozel3" erlangt. Er besteht aus je einer 

1. isothermen Dilatation (unter Warmeaufnahme Q1 bei der Tem
pera tur T 1), 

2. adiabatischen Dilatation, 

17 E~IDEN, R.: Gaskugeln. Leipzig-Berlin 1907 - ferner: Thermodynamik 
der Himmelskorper. Enzykl. math. Wiss. Ed. 6 (2 B) Heft 2 S. 3 73- 532. 
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3· isothermen Kompression (unter Warmeabgabe Q2 bei der Tem
peratur T2 < T1), 

4. adiabatischen Kompression (Zuriickfiihrung in den Anfangs
zustand) 

und zeigt, daB die maximal zu gewinnende Arbeit K = Q1 - Q2 sich 
unabhangig von der Natur der arbeitenden Substanz zu 

(17) 

ergibt; ~max = (T1 - T 2)/T1 heiBt ,theoretischer Wirkungsgrad" des 
Kreisprozesses. Durch eine Summe derartiger CARNOTscher Kreis
prozesse kann jeder beliebige reversible KreisprozeB dargestellt werden. 
Zur graphischen Darstellung bedient man sich gewohnlich der p, 1X-, 

T, 1X-, p, T-Diagramme. 
Enthalt ein KreisprozeB irreversible Bestandteile, so ist der Wir

kungsgrad rJ < rJmax. (Anwendung auf atmospharische Kreis prozesse 
s. so.) 

§ 6. Thermodynamik feuchter Luft. 

Bei einer gegebenen Temperatur T kann der Wasserdampfgehalt 
der Luft unter gewohnlichen Umstanden, d. h. bei Anwesenheit von 
(hygroskopischen oder elektrisch geladenen) ,Kondensationskernen", 
einen gewissen, nur von T abhangenden Grenzwert nicht iiberschreiten, 
ohne daB Kondensation eintritt. Der diesem Grenzwert des Dampf
gehalts entsprechende Partialdruck des Wasserdampfes heiBt ,Satti
gungsdruck" oder ,maximale Dampfspannung" em. Eine befriedigende 
rationelle Begriindung der funktionellen Abhangigkeit em (T) steht noch 
a us; die Meteorologie bedient sich vorwiegend der empirischen Formel 
von MAGNUS: 

( 18) 
7.4475 (T- 273) 

log em= log4,525 + (T _ 38,33) . (em in mm Hg) 

Ist bei einer Temperatur T der Dampfdruck e kleiner als der zu 
dieser Temperatur gehorige Sattigungsdruck: e <·em (T), so heiBt die 
Luft ,ungesattigt" und f = efem (in Prozenten ausgedriickt) ,relative 
Feuchtigkeit". Es existiert dann eine Temperatur 7: < T, bei der die 
vorhandene Dampfmenge doch zur Sattigung (f = 1 = 100%) aus
reichen wiirde: e = em(-r); 7: heiBt ,Taupunkt". 

Fiir ungesattigten Wasserdampf gilt mit groBer Annaherung eine (1) 
analoge Zustandsgleichung: 

(19) o = R' To' 
~ ~ ' 

in der e' die Dichte des Wasserdampfes beim Druck e bedeutet; ferner 
ergaben die Messungen: R' = 1,605 R (R = Gaskonstante trockener 
Luft, vgl. S. 5). Der Gesamtdruck feuchter Luft (p*) setzt sich additiv 
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aus den Partialdrucken der trockenen Luft (p) und des Wasserdampfes (e) 
zusammen: 
(20) 

ebenso die Dichte: 

(21) 

p* = p + e, 

e* = e + e'. 
Das Verhaltnis q = e' /e* heiBt ,spezifische Feuchtigkeit", und da

mit ergibt sich a us (20) mit Riicksicht auf ( 1), ( 19) und (21) die ,Zu
standsgleichung feuchter Luft": 

(22) P* = Re*(1 + 0,605 q) T. 

Den Ausdruck (1 +0,605q) T nennen GULDBERG und MoHN ,vir
tuelle Temperatur". Die Zustandsgleichung (22) kann auch als Ver
allgemeinerung der Zustandsgleichung (1) aufgefaBt werden, indem R 
durch ( 1 - q) R + q R' ersetzt wird (p ___,. p*, e ___,. e*). 

Bei kondensationsfreien atmospharischen Zustandsanderungen und 
fehlenden Feuchtigkeitsquellen bleibt die spezifische Feuchtigkeit kon
stant und kann daher als Hilfsmittel zur Identifizierung von Luft
korpern dienen; durch e und p* laBt sich q wie folgt berechnen [Divi
siOn von (22) durch e = R' T e' = 1,605 R T Q* q]: 

(23) 
e e 

q = 1,605 p*- 0,605 • e = 0•622 P* + · · · 

Die Adiabatengleichung, z. B. in der Form 

(24) 0 = cP dinT- (cp- c.) dlnp*, 

kann fiir die Aufgaben der dynamischen Meteorologie auch fiir un
gesattigte Luft mit den fiir trockene Luft geltenden Konstanten cP 
und cv benutzt werden; nur fiir sehr exakte thermodynamische Rech
nungen ware die durch die spezifische Feuchtigkeit bestimmte Korrek
tion dieser Konstanten zu beriicksichtigen. 

1. Trockenstadium heiBt bei adiabatisch aufsteigender feuchter 
Luft der Zustand T. > -,;, in dem keine Kondensation eintreten kann; 
die mit Kondensationsprozessen verbundenen Zustandsanderungen 
feuchter Luft bei Temperaturen T <-,; pflegt die klassische Thermo
dynamik der Atmosphare in weitere drei Stadien zu unterteilen: 

2. Regenstadium. Es beginnt bei der Kondensationstemperatur 
und reicht bis zum Gefrierpunkt des Wassers. Die infolge der Expan
sionskraft der aufsteigenden Luft eintretende Abkiihlung (vgl. S. 63) 
bedingt Kondensation des Wasserdampfes, also Abnahme der spezi
fischen Feuchtigkeit. Betragt dieselbe dq (negativ), so wird die Kon
densationswarme -r · dq der Masseneinheit feuchter Luft zugefiihrt 
(r = Verdampfungswarme = 597,83 - 0,6468 (T- 273) calf g): 

(25) -rdq=c,dT+Ap*dx*=cpdT-Ax*dp*, (x*=1/e*) 



169] § 6. Thermodynamik feuchter Luft. 13 

welche Gleichung wegen einiger Vernachlii.ssigungen (betr. Fliissigkeits
und Dampfwii.rme) jedoch nur in der Differentialform zu gebrauchen 
ist. Fiir endliche Zustandsii.nderungen gilt genauer18 : 

(26) Cp ln T- (cp- Cv) lnp* + r j.m = konst., 

worin qm die spezifische Feuchtigkeit bei Sii.ttigung (qm = 0,622 emfP*) 
bedeutet. 

3. Hagelstadium. Das kondensierte Wasser beginnt bei 0° C zu 
gefrieren; das Gemisch Eis-fliissiges Wasser-feuchte Luft bleibt iso
therm bei 0 o und damit die Dampfspannung em konstant, bis alles 
Wasser gefroren ist. (Dber die Zustandsgleichung des Hagelstadiums 
vgl. z. B. F. M. EXNER19.) 

4. Schneestadium. Nach Ausfrieren alles fliissigen Wassers tritt 
Sublimation des Wasserdampfes an Eis ein; es gilt fiir dieses Stadium 
eine (26) analoge thermodynamische Gleichung, in der an Stelle der 
Verdampfungswii.rme r die Sublimationswii.rme (s = Verdampfungs
wii.rme + Schmelzwii.rme) tritt. 

Wenn Zustandsii.nderungen der letzten drei Stadien von einem End
zustand an wieder riickwii.rts verlaufen, muB unterschieden werden, 
ob 1. die Kondensationsprodukte vom aufsteigenden Luftstrom voll
stii.ndig mitgefiihrt wurden, oder ob sie 2. ganz oder teilweise als Nieder
schlii.ge herausgefallen sind. Im ersten Falle ist der Vorgang voll
kommen umkehrbar, und die Luftmasse erreicht den Anfangszustand 
mit der gleichen potentiellen Temperatur {}, die sie anfangs hatte. Im 
zweiten Faile dagegen erreicht die Luftmasse trotz Fehlens ii.uBerer 
Wii.rmezufuhr den Ausgangspunkt mit hoherer potentieller Temperatur 
(vgl. S. 10); die Zustandsii.nderungen der letzten Art nannte v. BEZOLD 20 

daher ,pseudoadiabatische". 
Gibt man der Gleichung (26) die Form 

(27) 

so bedeutet 

* rqm konst. = cP ln {} + -y-, 

die nach der Formel (15) berechnete potentielle Temperatur fiir den 
* (barometrisch gemessenen) Gesamtdruck p = p + e. Man fiihre nun 

durch die Definition 
(28) konst. = Cpln 6J,m 

1 8 Beziiglich der exakten Gleichung vgl. J. E. FJELDSTAD: Graphische Me
thoden zur Ermittlung adiabatischer Zustandsanderungen feuchter Luft. Geofys. 
Pub!. Oslo Bd. 3 Nr. 13. 

1 9 ExNER, F. M.: Dynam. Meteorologie. 2. Auf!. S. 15. Wien 1925. 
2o BEZOLD, W. v.: Zur Thermodynamik der Atmosphare. S.-B. preuB. Akad. 

Wiss. 1888 S. 1189-1206. 
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eme neue Konstante 8,m fiir die betrachtete Zustandsii.nderung (27) 
em, also 

(29) 

Die sich dann aus21 

(30) 

ergebende GroBe 8,rn (von der Dimension einer Temperatur) heiBt 
,aquivalent-potentielle Temperatur" der tiber Wasser gesattigt feuchten 

Luft. Wegen rqT,._ .q;: 1 ist nun naherungsweise: 
Cp 

><-1 

(31) e,m = J(1 + ;"qr) = (~o)" (r + r;j = (~o)" Q,m, 

wobei 

(32) 

die ,Aquivalenttemperatur" der tiber Wasser gesii.ttigt feuchten Luft 
bedeutet. Analog erhalt man im Schneestadium 

* sq 
(3 3) konst. = cP ln {} + ---f-
durch 

(34) konst. = Cp ln @sm 

die ii.quivalent-potentielle Temperatur fiir Sattigung tiber Eis: 

(35) 

mit der Aquivalenttemperatur 

(36) Qsm = T + sqm 
Cp 

der tiber Eis gesii.ttigt feuchten Luft. Bezeichnen wir die spezifische 
Entropie im Trocken-, Regen- bzw. Schneestadium mit S, S, bzw. 5 8 , 

so gelten also die analogen Beziehungen: 

Trockenstadium: 0 = dS = cPdlnfJ, 

Regenstadium: 0 = dS, = cPdlnB,m, 

Schneestadium: 0 = dS8 = cPdlnB,m. 

Die aquivalent-potentiellen Temperaturen 8,m bzw. e. m haben fur 
die Meteorologic als Luftkorper-Invarianten Bedeutung. 

In neuester Zeit ist die Thermodynamik der atmosphii.rischen Kon
densationsprozesse durch Untersuchungen von H. KoHLER urn wichtige, 
in grundlegenden Punkten von der ,klassischen" Behandlungsweise 

21 Vgl. C. G. RossBY: Thermodynamics applied to air mass analysis. Mass. 
Inst. of Technology Meteorol. Papers Ed. 1 Nr. 3. Cambridge (Mass.) 1932. 
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(HERTZ, v. BEZOLD, NEUHOFF) abweichende Ergebnisse bereichert wor
den. Die obige Einteilung des Kondensationsverlaufs in vier Stadien 
kann nach H. KoHLER aus folgenden Grunden nicht aufrechterhalten 
werden: Seit den Untersuchungen von C. CouLIER (1875), MASCART 
(1878), HELMHOLTZ (1887) und AITKEN (1888) wissen wir, daB Nebel 
beim Eintreten der Sattigung nur entsteht, wenn ,Kondensationskerne" 
vorhanden sind, es mufJ daher die Kondensation an einer bestimmten 
Anzahl im voraus gegebener Punkte stattfinden. Die Kondensationskerne 
sind hygroskopisch; man hat zuerst an Stickstoffverbindungen wie Ni
trate und Ammonium gedacht und erst spater vermutet, daB auch die 
von den Ozeanen durch Verdunstung in die Atmosphare tibergegangenen 
Meeressalze, hauptsachlich Chloride, die Rolle der Kondensationskerne 
tibernehmen ki:innen (MELANDER, LUDELING, CONRAD). H. KoHLER 
konnte nun durch zahlreiche Analysen von Nebelfrostablagerungen 
nachweisen, daB der in diesen Niederschlagen gefundene Chlorgehalt 
seiner Menge nach hinreichend ist, urn tiber 80% aller atmospharischen 
Kondensate zu erklaren. Er konnte ferner zeigen, daB diese Salzkerne 
auch bei gewi:ihnlichen Feuchtigkeitsverhaltnissen nicht austrocknen, 
sondern Wasser anziehen, so daB als Kondensationskerne mehr oder 
minder konzentrierte, sehr kleine Li:isungstri:ipfchen anzusehen sind. 
Da unter diesen Umstanden auch in nicht gesattigter Luft Kondensa
tion stattfinden muB, folgt somit: Der Kondensationsverlauf ist konti
nuierlich, und die klassischen Voraussetzungen des Trocken- und Regen
stadiums ki:innen daher nach H. KOHLER nicht aufrechterhalten werden. 

Teils durch direkte mikroskopische Untersuchung der Kondensate 
(ober- und unterhalb des Gefrierpunktes) auf Objekttragern, teils durch 
Beobachtung und Ausmessung der von der Sonne und von ktinstlichen 
Lichtquellen erzeugten Beugungsringe gelang KOHLER der Nachweis, 
daB in den meisten Fallen im Nebel und in Wolken der Cu-, Ac- und 
Sc-Typen das Wasser auch bei Temperaturen unter 0° C in Form von 
Tropfen und nicht von Kristallen ausgeschieden war. Bestehen aber 
Nebel und (die genannten) Wolken auch unter 0° aus unterktihlten 
Wassertropfen, so kann die Voraussetzung des Hagelstadiums der 
klassischen Thermodynamik ebenfalls nicht allgemeingtiltig sein; auch 
die Schneebildung muB dann in anderer Weise erfolgen, als es die Dar
stellung des Schneestadiums fordert. 

Als haufigste Chlormenge ergaben die Analysen KOHLERs 
3,591 · 10-3 GrammjLiter Wasser, aber auch andere Konzentrationen 
kommen vor, die sich alle aus dieser haufigsten Konzentration 3,591·10-3 

durch das ,Zweier-Gesetz" 

Cl-Konzentration = 3,591 · 10-3 • 2P (p = ±1' 2, 3' ... ) 

ableiten lassen. Analoge GesetzmaBigkeiten konnte KoHLER ftir die 
Tropfengri:iBen feststellen. Insbesondere ahneln die Haufigkeitskurven 
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der verschiedenen Tropfengro13en keineswegs der ,Fehlerkurve", die 
die Verteilung zufalliger Gro13en bestimmt, sondern es treten eine An
zahl diskreter Maxima auf, die sich durch die Annahme erklaren lassen, 
daB die Tropfen nach Erreichen einer gewissen GroBe durch Zusammen
flieBen von je zwei Tropfchen wachsen. Dieses Zusammenflie13en ist ein 
irreversibler Proze13, der mit Entropieerhohung verbunden ist, wogegen 
die kontinuierliche Kondensation einen reversiblen Vorgang darstellt 22• 

Die hier skizzierten Untersuchungen KoHLERs sind zur Zeit noch 
Gegenstand eingehender N achprfifungen 23. 

Es sei hier am SchluB unserer Ausfiihrungen fiber die Thermo
dynamik feuchter Luft noch bemerkt, daB sich die Meteorologie zur 
rechnerischen Behandlung der einschlagigen Aufgaben fast ausschlieB
lich graphischer Methoden bedient 24• 

§ 7. Exkurs iiber Strahlung. 

Von der an der oberen ,Grenze" der Atmosphare bei senkrechter 
Inzidenz der Strahlen pro Flachen- und Zeiteinheit einfallenden solaren 
Energie von (im Mittel) 1,93 calfcm 2min (,Solarkonstante" 25) gehen 
im Mittel fiber die ganze Erde nur etwa 57% in den atmospharischen 
Warmehaushalt ein, da die ,Energiealbedo" der Erde nach ALDRICH 26 

43% betragt. Auf dem Wege durch die Atmosphare wird die Strahlung 
geschwacht bzw. spektral verandert durch 

22 KoHLER, H.: Zur Thermodynamik der Kondensation usw. Stat. met.
hydr. Anst. Stockh. Medd., Bd. 3 (1926) Nr. 6 - Zur Kondensation des 
Wasserdampfes in der Atmosphare. Geofys. Publ. Oslo Bd. 2 Nr. 1 u. 6 - On 
water in the clouds~ Ebenda Bd. 5 Nr. 1 - Dber Tropfengruppen usw. Meteorol. 
Z. 1925 S. 463 - Das Zweier-Gesetz in der Verteilung der Hauptmaxima der 
TropfengroBen fand zuerst A. DEFANT (1905). S.-B. Akad. Wiss. Wien, C Bd. 14 
(Ila) S. 585-646. 

23 NIEDERDORFER, E.: Messungen der GroBe der Regentropfen. Meteorol. Z. 
1932 s. 1-14. 

24 NEUHOFF, 0.: Adiabatische Zustandsanderungen feuchter Luft usw. Abh. 
preuB. meteorol. Inst. Berlin Bd. 1 ( 1900) Nr. 6. - FJELDSTAD, J. E.: Graphische 
Methoden zur Ermittlung adiabatischer Zustandsanderungen feuchter Luft. 
Geofys. Publ. Oslo Bd. 3 Nr. 13. - Die Adiabatentafel von G. STuVE ist auch 
KoscHMIEDERS Dynam. Meteorologie beigegeben. Ferner sei hingewiesen auf 
R. MoLLIER: Das IX-Diagramm fiir Dampfluftgemische. Festschr. z. 70. Geburts
tag von A. STODOLA. Zurich 1929. 

25 Beziiglich der (geringen) zeitlichen Schwankungen der Solarkonstante vgl. 
z. B.: BARTELS, J.: Geophysikal. Nachweis von Veranderungen der Sonnenstrah
lung. Erg. exakt. Naturwiss. Bd. 9 (1930) S. 38-78.- BAUR, FR.: Schwankungen 
der Solarkonstante. Z. Astrophys. Bd. 4 (1932) S. 180-189. - ABBOT, C. G., 
and G. T. BoND: Periodicity in Solar Variation. Smiths. Misc. Coli. Bd. 87 (1932) 
Nr. 9. - LINKE, F.: Die angeblichen Schwankungen der Solarkonstanten. Meteorol. 
z. 1924 s. 74-78. 

26 ALDRICH, L. B.: The reflecting power of clouds. Ann. Astrophys. Obs. 
Smithson. Inst., Washington Bd. 4 (1922) S. 375-381. 
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1. Absorption, und zwar durch ,spektral selektive Absorption" 
von Ozon (03), H 20 (in fliissiger und Dampfphase), C02 , und durch 
,nichtselektive (graue) Absorption" an Kohlepartikeln usw. Der 0 3-

Gehalt der hochsten Atmospharenschichten bedingt das Abbrechen des 
Spektrums bei 2900 A. 

2. Streuung durch die Molekeln der atmospharischen Gase und 
durch Kolloidbeimengungen; die dadurch bewirkte Schwachung erfolgt 
nach Exponentialgesetzen, deren Exponent eine Funktion der Wellen
lange A ist. Speziell gilt bei Streuung durch Molekeln RAYLEIGHs A-4-

Gesetz, wodurch sich die blaue Farbe des Himmels als Folge mole
kularer Schwankungserscheinungen in Volumenelementen von der 
GroBenordnung der Lichtwellenlangen erklart (Unmoglichkeit vollstan
diger Vernichtung der kurzwelligen Streustrahlung durch Interferenz 27); 

fiir die Streuung an groberen Teilchen wird ein analoges A-2-Gesetz 
angenommen28• Ein betrachtlicher Teil der Streustrahlung erreicht als 
,diffuse Himmelsstrahlung" die Erdoberflache. 

Infolge der Streuprozesse ist die extraterrestrische Strahlungs
intensitat ];.(0) im Wellenlangenbereich l ± tdA nach Durchstrahlung 
der Luftmasse m auf 

]l(m) =]l(O)e-<>..tm=]l(O)qJ: 

gesunken (BEER-BOUGER-LAMBERTsches Gesetz); <X..t heiBt ,Extink
tions-" und q;. = e-rx;. ,Transmissionskoeffizient". Der Vorschlag von 
LINKE 29, die atmospharische Gesamttriibung mit Hilfe eines ,Triibungs
faktors" auf die Triibung einer reinen, trockenen Atmosphare als Ein
heit zu beziehen, hat sich fiir die meteorologische Strahlungslehre als 
auBerordentlich fruchtbar erwiesen. 

Ist k;. der Absorptionskoeffizient der Luft fiir den Spektralbereich 
A± }dA, so heiBt a1 = k..t · e · dz = k;. dm ,Absorptionsvermogen" 
einer Luftschicht der Dichte e von der Dicke dz und der Masse dm = edz 
pro Flacheneinhei t ; daher ist das , Emissionsvermogen" e .t nach KIRCH
HOFFS Gesetz e;. = a,tE,t, worin E,t, das Emissionsvermagen eines voll
kommen schwarzen Korpers gleicher Temperatur, durch PLANCKS Gesetz 

(37) Ed " 2nhc2 J.-•dJ. 
;. A.= he 

ekA.T-1 

(h, c, k = PLANCKsches Wirkungsquantum, Lichtgeschwindigkeit, 
BoLTZMANNsche Konstante) 

27 BoRN, M.: Moderne Physik. S. 19f. Berlin 1933. 
28 JENSEN, CHR.: Die Himmelstrahlung. Hand b. d. Physik Bd. 19 S. 92. 
29 LINKE, FR.: Transmissionskoeffizient und Triibungsfaktor. Beitr. Physik 

frei. Atmosph. Bd. 10 (1922) S. 91-103 - Optik der Atmosphare (in B. GuTEN· 
BERGS Lehrb. d. Geophysik, S. 650-693- Berlin 1929). 

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 2 
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gegeben ist, aus dem durch Integration tiber aile Wellenlangen die in 
die Halbkugel emittierte Gesamtstrahlung 

00 

(38) E =.fE;,d). =aT' 
0 

(STEFAN-BOLTZMANNsches Gesetz; a= 5,77·10-5 erg cm-2 sec-1 grad- 4 

= 1,378 · 10-12 cal cm-2 sec-1 grad-4) und durch Differentiation das 
WrENsche Verschiebungsgesetz folgt: 

(39) Amax • T = 2,88 · 107 [A • grad], 

wonach die Wellenlange Arnax maximalster Ausstrahlung der absoluten 
Temperatur umgekehrt proportional ist. Hieraus ergibt sich, daB bei 
meteorologischen Temperaturen die Emission fast vollig ins ultrarote 
Gebiet fallt, ein theoretisch wichtiger Umstand, da in diesem Gebiet 
die festen Korper nahezu schwarz sind, mithin die Ausstrahlung des 
Erdbodens als Strahlung eines schwarzen Korpers der gleichen Tem
peratur behandelt werden kann. 

Da durch selektive Absorption die Luft zur Quelle langwelliger 
Eigenstrahlung wird, durchsetzen eine horizontale Flache in der Atmo
sphare in der Hohe z folgende ,vertikalen Strahlungsstrome": 

1. Abwarts gerichtete ,Zustrahlung" Z = fz;. d).; setzt sich zusam-
o 

men aus der kurzwelligen direkten Sonnen- und diffusen Himmels-
strahlung, sowie der langwelligen Eigenstrahlung der Luftschichten 
(,atmospharische Gegenstrahlung") oberhalb z. oo 

2. Aufwarts gerichtete ,Rlickstrahlung" R = .{ R;. d).; setzt sich 
0 

zusammen aus der langwelligen Bodenstrahlung und der langwelligen 
Eigenstrahlung der Luftschichten unterhalb z. 

Beim Durchsetzen der Masse !! dz = dm wird nun z. B. die Rlick
strahlung R;. im Spektralbereich ). ±-!d). urn - k;.R;. dm geschwacht 
und die Eigenstrahlung urn +a;.E;. = k;.E;.dm erhOht, so daB gilt: 

(40) I und analog 

dR;. 
dm = -k;.R;. + k;.E;. 

dZ 
dm = +k;.Z;. - k;.E;. 

( ,ScHw ARZSCHILDsche Strahlungsgleichungen" 30). 
,Strahlungsgleichgewicht" existiert, wenn allein durch Strahlungs

prozesse die Temperatur in dm nicht verandert wird. Dazu ist not
wendig, daB die Schicht dm nach heiden Seiten genau soviel Eigenstrah-

ao ScHWARZSCHILD, K.: Uber das Gleichgewicht der Sonnenatmosphare. 
Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1906. 
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lung emittiert, wie sie durch Ein- und Rtickstrahlung absorbiert; die 
analytische Bedingung des Strahlungsgleichgewichts lautet also: 

00 00 

(41) 2jk1.E2 dJ. = jk;.(Z;. + R;.) dJ.. 
0 0 

Dann ist die Differenz der ab- und aufsteigenden Energiestrome 
unabhangig von m: 

00 

(42) 
d . dm} (Z;.- R;.)dJ. = o, 

0 

wie sich aus (40) mit Rticksicht auf (41) leicht ergibt. 
Die vorstehenden Gleichungen bilden die Grundlagen der Theorie 

des Warmehaushalts der Stratosphare 31 (vgl. S. 75). Eine ntitzliche 
Zusammenstellung von Formeln der meteorologischen Strahlungslehre 
gab LINKE 32• 

§ 8. Die Grundgleichungen der Hydrodynamik. 
Bemerkungen zur Bezeichnungsweise: Da in der dynamischen 

Meteorologie wegen der durch die Schwerkraft bedingten Asymmetrie 
der Gleichungen die Aufspaltung der in der Bezeichnungsweise der ge
wohnlichen Vektoranalysis ausgedrtickten Vektor- und Tensorrelationen 
fast' unumganglich notwendig ist 33, benutzen wir im folgenden die Be
zeichnungsweise der koordinatenmaBigen Darstellung der Vektoranalysis, 
die mit auBerster Ktirze der Schreibweise den Vorteil verbindet, die 
Komponentenzerlegung unmittelbar erkennen zu lassen. (Fur den mit 
der Bezeichnungsweise noch nicht vertrauten meteorologischen Leser 
sei der Hinweis auf das zur Einftihrung sehr geeignete Buch von 
H. JEFFREYS, Cartesian Tensors*, gestattet.) 

Wir benutzen zunachst ein orthogonales kartesisches Koordinaten
system (Rechtssystem) mit den Achsen xi (i=1, 2, 3) und sehen von 
der Erdrotation ab (,Inertialsystem"); die Komponenten der ·Stro
mungsgeschwindigkeit seien vi; V bezeichne das Potential der auBeren 
Krafte. flik ist der ,Einheitstensor" 

{
1, j=k, 

bjk= 0, j=f.k 

31 TICHANOWSKI, J., u. R. MUGGE: Warmehaushalt der Stratosphare. Handb. 
d. Geophysik, herausgeg. von B. GuTENBERG, Bd. 9 (1932) S. 146-171. 

32 LINKE, F.: Grundlagen, Einheiten und Formeln der atmospharischen 
Strahlungsforschung. Meteorol. Taschenbuch, 2. Ausg. S. 21-45. Leipzig 1933. 

33 Vgl. H. KoscHMIEDER: Dynam. Meteorol. S. VI. - ERTEL, H.: Zu den 
Vorschlagen zur Vereinheitlichung der Vektor- und Tensorschreibweise in der 
Meteorologie. Meteorol. Z. 1933 S. 190-192. 

*Cambridge 1931; VI, 92 S. 

2* 
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und eikl der ,alternierende Tensor" (dritten Ranges) -I +1, wenn die Indize~ zyklisc~ aufeinanderfolgen, 
e;kz- -1, , , , rucht zykhsch , , 

0, zwei Indizes iibereinstimmen. 

Ferner gilt die iibliche Summationsvorschrift: Dber in einem Term 
doppelt auftretende Indizes ist (ohne Ausschreibung des Summen
zeichens) von 1 bis 3 zu summieren [z. B. - p (n)i = Sika (nh = Si 1 a (n)1 

+ Si 2 a (n) 2 + Si 3 a (n)3 ; das sind 3 Gleichungen fiir i = 1, 2, 3]. Ein in 
einem Term doppelt auftretender Index kann also durch einen be
liebigen anderen (noch nicht verwendeten) ersetzt werden (z. B.: vi dxi 
=v1dx1 = v1 dx1 + v2 dx2 + v3 dx3). Ist w1k ein ,antimetrischer Tensor", 
d. h. w1k=-QJkJ (w1k=O fiir i =k), so ist die Doppelsumme w1kv.ivk=O, 
da jedes Glied mit ,gemischten" Indizes (z. B. w12 v1 v2) auch mit ent
gegengesetztem Vorzeichen vorkommt (w21 v2 v1 =-w12v2 v1) und die 
Terme mit iibereinstimmenden Indizes wegen w11 =w22 = w33 = 0 ver
schwinden. 

EuLERsche Form der hydrodynamischen Bewegungsglei
ch ungen. In einer stromenden ,zahen" Fliissigkeit sind die Kompo
nenten des Druckes p (n)i auf ein FHicheneinheitselement mit der Nor
malen n in der durch cos(n, xk) =a(nh bestimmten Richtung durch die 
,line are Vektorfunktion" 

(43) 

gegeben; SikheiBt ,Spannungstensor". Erist ,symmetrisch": Sik=Ski 
(6 Komponenten), was durch Anwendung des Momentensatzes auf ein 
infinitesimales Parallelepiped bewiesen wird. Der Druckkraft auf eine das 
Volumen "t umschlieBende OberfHiche a: If p (n)ida =-I J Sika(nh da, 

ist die Volumkraft + f f ~~~kk d"t aquivalent, so daB das NEWTONsche 

Axio:rp.: Kraft= zeitliche Anderung des Impulses, auf die Masse I I I e d-r 
angewandt, sofort ergibt: 

oder 

(45) 

da das Volumen beliebig angenommen werden konnte. Dabei wurde 

in (44) zur Umformung des Terms :t Jjj (!Vi de (vgl. weiter unten) von 
der ,Kontinuitatsgleichung" 

(46) Be + ~(evk) = o oder _!__e_ + ovk = 0 
ot oxk (! dt oxk 
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Gebrauch gemacht. Die analytische Bedingung der Konstanz der Masse 
lautet namlich: 

(47) :t JJJe dr = JJ/~~ dr + j(evn da = o, 
worin der erste Term rechts die ,lokale" zeitliche Massenanderung bei 
festgehaltenem Volumen, der zweite Term die mit einer Deformation 
der Oberflache (n = auBere Normale) verbundene ,konvektive" Ande
rung bedeutet. Mit Hilfe des Satzes von GAuss: 

(48) 

folgt aus (47) die Kontinuitatsgleichung (46), da das Volumen beliebig 
war. Fur ,inkompressible" Fltissigkeiten ist in (46) defdt = 0. 

Der Operator d~ = 8~ + vkiJ~k bedeutet die ,substantielle" (oder 
,individuelle") Anderung einer der stromenden Materie zukommenden 
Eigenschaft in der Zeiteinheit, fJjot die derselben Zeit entsprechende 
,lokale" Anderung an einem raumfesten Punkt; es definiert ojot = o 
einen ,stationaren" Zustand. 

Die auch fUr spatere Anwendungen wichtige Umformung: 

(49) 

[in (44) fur "P = vi benutzt] beweist man wie folgt: 

mit Rticksicht auf (46). 
Fur viele meteorologische Anwendungen gentigt es, die Luft als 

,,ideale Fltissigkeit" zu behandeln; dann reduziert sich der Spannungs
tensor Sik auf Sik = -ptJik' worin p den skalaren, von der Richtungs
orientierung des Flacheneinheitselements unabhangigen Druck bedeutet. 
Die Gleichungen (45) nehmen dann die ,EULERsche" Form 

(50) 

an, von der auch folgende Umformung gebrauchlich ist: 

ovi iJ (1 9 ) (ovk ovi) iJV 1 op 
iJT +a-x-; 2 VJ: - vk oxi - oxk = - Bxi - (! oxi . 

Darin bedeutet h% (tiber k ist zu summieren !) die kineti
sche Energie der Masseneinheit. Das Verschwinden aller GraBen 
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iJvk OV; ( ov1) d f" . . p . l 
ox; - iJxk = eJkl iJxk e 1mert eme , otentla stromung"; dann exi-

stiert namlich ein ,Geschwindigkeitspotential" G, aus dem sich die 
Geschwindigkeitskomponenten gemaB vi= iJGjoxi ableiten lassen. 

Folgende Grenzbedingungen mtissen erftillt werden: 1. Stetigkeit 
des Druckes p beiderseits einer ,Diskontinuitatsflache" F(xi, t) = o, 
welche Luftmassen verschiedener Dichte und Temperatur voneinander 
trennt (,dynamische Grenzbedingung"); 2. an der Diskontinuitatsflache 
mtissen die Geschwindigkeitskomponenten vk der Stromung die Glei-

h oF+ oF b f · d" d · s · lf u · bh.. · c ung --:o- vk ~ = 0 e ne 1gen, o enm pez1a a ze1tuna ang1ger 
ut uxk 

Grenzflachen: vn = vk ·cos (n, xk) = 0 (,kinematische Grenzbedingung")*. 
Zur Bestimmung der sechs GraBen vi (i=1,2,3), p, T, I! fUr 

trockene Luft stehen also folgende sechs Gleichungen zur Verftigung, 
Die drei Bewegungsgleichungen (50), die Kontinuitatsgleichung (46), 
die Zustandsgleichung (1) und eine thermodynamische Gleichung [z. B. 
Gleichung (5) bei gegebenem d'Q]; ist fUr feuchte Luft auch noch die 
spezifische Feuchtigkeit q zu bestimmen, so muB eine weitere thermo
dynamische Gleichung hinzugezogen werden 34. Die vollstandige Inte
gration dieses Gleichungssystems ist bis jetzt noch in keinem Falle 
gegltickt. 

LAGRANGEsche Form der hydrodynamischen Bewegungs
gleichungen. Mittels der EULERschen Gleichungen wird die Fltissig
keitsbewegung in jedem Raumpunkt xi als Funktion der Zeit t be
schrieben, wobei die materiellen Fltissigkeitspartikel wechseln, die im 
Verlaufe der Zeit ein infinitesimales Volumenelement d7: urn den Punkt xi 
einnehmen. Fur manche Probleme, z. B. fUr die Behandlung von 
Schwingungen urn Gleichgewichtslagen, ist es zweckmaBiger, die LA
GRANGEsche Form 35 der hydrodynamischen Gleichungen zugrunde zu 
legen, mittels deren die jeweiligen Koordinaten xda1 , a2 , a3 , t) einEs 
bestimmten Fltissigkeitsteilchens als Funktionen der Anfangskoordi
naten ai und der Zeit festgelegt werden. Hier sind die Geschwindig-

keitskomponenten: ~~~, die Beschleunigungen ~;;, und die Bewegungs

gleichungen lauten: 

(51) 

* Betreffs anderer Formulierung der Grenzbedingungen vgl. auch S. 109, so
wie V. BJERKNES: Uber die hydrodynamischen Gleichungen usw. Geofys. Publ. 
Oslo Bd. 5 Nr. 11 - ferner: Physikalische Hydrodynamik. S. 60ff., 102ff. Berlin 

1933. 
34 BJERKNES, V.: Wettervorhersage. Physik. Z. Bd.23 (1922) 8.481-490. 
as Bekanntlich geht auch diese Form der hydrodynamischen Gleichungen auf 

L. EULER zuriick; vgl. z. B. H. LAMB: Lehrb. d. Hydrodynamik, 2. Aufl. der 
deutschen Ausgabe. S. 2. Leipzig-Berlin 1931. - RIEMANN-WEBER: Die par
tiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik. 6. Aufl. Bd. 2 S. 417. 
Braunschweig 1919. 
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wahrend die Konstanz der Masse 

die Kontinuitatsbedingung in der Form 

(52) eo= ee 
ergibt, worin eo den Anfangswert der Dichte und@ die Funktionaldeter

minante g = ~ ((x1 ' x 2 ' x,)) bedeutet; bei inkompressiblen Fltissigkeiten 
u a1 , a2 , a 3 

reduziert sich (52) auf @ = 1. Fur ein bestimmtes Wertsystem der ai 

mtissen die xi stetige Funktionen der Zeit t und ftir einen bestimmten 
Wert von t auch stetige Funktionen der ai sein; schlieBlich muB die 
Beziehung zwischen den xi und ai eindeutig sein, damit nicht derselbe 
Raumpunkt gleichzeitig von verschiedenen Fltissigkeitsteilchen ein

. genommen wird. 
Zwischen der LAGRANGEschen und der EuLERschen Form der hydro

dynamischen Gleichungen besteht ein einfacher operatorenmaBiger Zu
sammenhang. Bezeichnen wir mit x1 , x2 , x3 = x, y, z die EuLERschen 
Ortskoordinaten, mit a1 , a2 , a3 =a, b, c die LAGRANGEschen Numerie
rungskoordinaten der einzelnen Fltissigkeitspartikel, so lauten die Glei
chungen (51) und (52), unter X, Y, Z die Komponenten der auBeren 
Kraft verstanden, die jetzt nicht notwendig aus einem Potential V ab
leitbar zu sein braucht: 

(X_ o2 x) ox + (Y _ o2 y) oy + (z _ o2 z) oz = __!_ Bp 
ot2 oa ot2 oa ot2 Ba e oa' 

( 82 x) ox ( 82 y) By ( 82 z) Bz 1 op 
(53) X - Bt2 ob + Y- 8t2 Bb + z- rw Ba = (i Bb ' 

(X_ 82 x) ax+ (Y _ 82 y) By+ (z _ ~2_!_) Bz = __!_ Bp 
ot2 Be 8t2 , Be ot2 Be e Be 

und 
ox By Bz 
oa 8a 8a 

(54) @= ox By oz eo 
-Jb 8b 8b e 
ox By oz 
7JC 8e 7JC 

A us vorstehenden Gleichungen folgt: 

(55) 
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(56) 
f By oz By oz 

Dxa = fib Be - Be 7Jb' 

l oz ox fJz ox 
Dya = 7Jb a; - CJC ar; usw. 

worin 

die Unterdeterminanten von 8 bedeuten, die den Gleichungen 

(57) 

SOWle 

ox OX OX eo 
7ili Dxa + fib Dxb + ac Dxc = (!, 

(58) 
By By By 
8a Dxa + aiJ Dxb + Tc Dxc = 0, 

oz oz oz 
8a Dxa + fib Dxb + ac Dxc = 0, 

und entsprechenden Gleichungen fiir Dya' DYb' Dye' Dzr" Dzb' Dzc 
geni.igen. 

Der Vergleich der EuLERschen Form 

(X_ dvx) = op 
(} dt OX 

mit der LAGRANGEschen Form 

(und entsprechend in deny- und z-Komponenten) zeigt dann, daB fol
gende GraBen bzw. Operatoren einander entsprechen (linke Seite in 
EuLERschen, rechte Seite in LAGRANGEschen Variablen): 

(59) 

f
f) 0( f) f) f)) 
ax=~~ Dxa oa + Dxbfib + Dxca; , 

1 
_i_- e (n _i_ D _j_ + D _8_) 
By - Qo ya iJa + yb ob yc Be ' 

8 e( 8 8 8) az = Qo Dza fi1i + Dzb fib + Dzc ac , 
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und daB wegen (57) die LAGRANGEschen Bewegungsgieichungen auch 

f eo(x- ~2t~) = 0°a (PDxa) + 0°b (PDxb) + :c (pDxe), 

(6o) I eo(Y- ~:n = ooa (pDya) + oob (pDyb) + :c (pDyc), 

( o2z) o o o eo Z- ot2 = aa (pD.a) + aiJ (pD.b) + ac (pD.c) 

geschrieben werden konnen, wahrend die Kontinuitatsgieichung {54) mit 

ox oy oz 
Wa = TtDxa + Tt Dya+ TtD•a• 

{61) 
ox oy oz 

wb = 7ft Dxb + Tt Dub+ 7ft D.b' 

ox oy Bz 
We = Tt Dxc + Tt Dye + 7ft Dzc 

auf die Form 

(62) 

gebracht werden kann, die der EULERschen Kontinuitatsgieichung 

de ~ OVz + ov. + av. 
-edt -fiX ay 7fZ 

entspricht. Es ist namlich 

f 
OVJ = .!L{o(V'Dx.) + o(V'Dx•) + o(V'Dx,}} 
ox eo oa Bb Be ' 

1 
OV!_ = .!L{o(VJD •• ) + o(VJD •• ) + o(VJD.,}} 
oy eo oa {)b oe ' 

OVJ __ e_{o(VJD •• ) + o(VJD •• ) , o(VJD.-)} 
{)z - eo oa Bb I de ' 

(63) 

worin die Funktion "P auf der Iinken Seite durch die EuLERschen Varia
bien x, y, z, t und auf der rechten Seite durch die LAGRANGEschen Varia
bien a, b, c, t dargestellt zu denken ist. Die gemischten Operatoren 

(j2 • • • • o2 c)2 . 
~ (z, 1 = 1, 2, 3) smd kommuherbar: ~=~d., wenn die 
uX; vXJ ()2 ()2 vX;vXJ uXJ X; 
Abieitungen _, ~~ und -" ~"' existieren und stetig sind [a"' (tX = 1, 2, 3) uX;VXJ uXjuX; = a1 , a2 , a3 =a, b, c], denn es ist 

{)2 o2a/X a oacx oap o2 

OX;OX; = OX;OXJ dacx +OX; oxj oa/Xoap 

{iiber £X und fJ ist von 1 bis 3 zu summieren). Speziell gilt fiir die Trans
formation des LAPLACEschen Operators 

()2 ()2 ()2 {)2 

Ll = iJx2 + oy2 + {)z2 = ox/' 
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auf LAGRANGEsche Variable: 

(64) 

(iiber <X, {J, jist von 1 bis 3 zu summieren), womit z. B. die Moglich
keit gegeben ist, den NAVIER-STOKEsschen Reibungsterm direkt in LA
GRANGEschen Variablen auszudriicken. Man erhiilt so z. B. fiir die 
Bewegungsgleichungen ziiher inkompressibler Fliissigkeiten (e/eo = 1): 

(! (K; - ddv;) = ;,~ - 1] Ll V; 

(K; = X, Y, Z; 1] = Koeffizient der inneren Rei bung) die damit iiqui
valenten LAGRANGEschen Gleichungen 

(65) eo (K;- ?;~!) = 8 (~~~") -1] 8~" (njcxDjp 8 ::x~t), (i= 1, 2, 3) 

worin iiber iX, fJ und j von 1 bis 3 zu summieren ist. 
Ubrigens erhiilt man den Operator 

_i_- _e D· _i_ 
8xi - eo '" 8a" 

direkt aus der Differentiationsregel 

8 8ac. 8 
8xi = 8xi 8ac. 

vermoge der Beziehungen 

die aus den Gleichungen (58) abzuleiten sind. 
Die LAGRANGEsche Form der hydrodynamischen Gleichungen hat 

der EuLERschen Form gegeniiber den Vorteil, daB sie den Bediirfnissen 
der ,Luftkorper"-Meteorologie ganz besonders angepaBt ist. Denn die 
Forderung, die Ortsveriinderungen und die sie begleitenden Zustands
anderungen der bewegten Luftmassen zu berechnen, verlangt den Uber
gang von einer Meteorologie der Druck-, Temperatur- und Bewegungs
felder zu einer der bewegten Luftkorper, bedeutet also hydrodynamisch 
den Ubergang von den EULERschen zu den LAGRANGEschen Gleichun
gen36. 

An folgende hydrodynamische Begriffe sei noch kurz erinnert: Das 
Gleichungssystem (x1 = x, x2 = y, x3 = z): 

(66) dx: dy: dz = vx: Vy: Vz 

ergibt die ,Stromungslinien", die nur bei stationarer Stromung mit den 
Bahnen der Teilchen iibereinstimmen; existiert ein Geschwindigkeits-

3 6 BJERKNES, V.: Uber die hydrodynamischen Gleichungen in LAGRANGEscher 
und EuLERscher Form und ihre Linearisierung fiir das Studium kleiner Storungen. 
Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 11. 
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potential G, so sind die Stromlinien die orthogonalen Trajektorien der 
Aquipotentialfllichen G = konst. 

,Zirkulation" heiBt das Linienintegral der tangentiellen Geschwin
digkeitskomponente Hings einer geschlossenen Kurve (s) mit stiickweise 
stetiger Tangente: 

(67) Jv,ds=cJ5vidxi; 

zufolge des STOKESschen Satzes besteht zwischen der Zirkulation und 

dem ,Wirbelvektor" sjkl ~:: (Rotation des Geschwindigkeitsvektors) 
der Zusammenhang: 

(68) 

worin a eine beliebige FHiche bedeutet, dies zur Randkurve hat (nj sind 
die Komponenten des Einheitsvektors in Richtung der Normalen). 

SchlieBlich sei noch auf eine zweckmaBige Umformung der hydro
dynamischen Gleichungen in EuLERscher Form hingewiesen, die unter 
dem Namen ,Impulsstromform" bekannt ist und die sich besbnders 
zur Behandlung der Turbulenzerscheinungen eignet. Durch Multiplika
tion der Bewegungsgleichungen (SO) mite, der Kontinuitatsgleichung (46) 
mit vi und Addition der so behandelten Gleichungen entsteht: 

(69) 

hierin sind evivk = Jik die Komponenten des Impulsstromtensors. 

II. Allgemeine Dynamik 
der Atmosphare. 

§ 1. Hydrodynamische Gleichungen in rotierenden 
Koordinatensystemen. 

Da wir die atmospharischen Bewegungen relativ zur Erdoberflache 
beurteilen, miissen wir uns auf mit der rotierenden Erde fix verbundene 
Koordinatensysteme beziehen. Der Ubergang von einem Inertial
system ~j zu einem mit der Winkelgeschwindigkeit der Erde Ct! = 7,29 
· 10-5 sec-1 rotierenden System mittels der Transformationsgleichungen* 

(70) 

* wki ist ein antimetrischer Tensor, der kinematisch als Drehvektor der Erde 
mit dem Absolutbetrag w zu deuten ist; der Nullpunkt des xrSystems liegt auf 
der Rotationsachse der Erde. 
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bedingt das Auftreten der CaRIOus- und Zentrifugalkrafte in den Be
wegungsgleichungen. Die Versuche elementarer Ableitungen 37 der sog. 
,ablenkenden Kraft der Erdrotation" (,CORIOLis-Kraft") gehen ge
wohnlich auf Kosten der Kiirze und Ubersichtlichkeit der Rechnungen; 
die hohere Dynamik gibt dagegen folgende kurze Ableitung der Be
wegungsgleichungen auf rotierender Erde: Man driicke in den LA
GRANGEschen Bewegungsgleichungen zweiter Art: 

(71 ) _!:__(BE)_ BE __ ~ _ _!_ Bp 
dt OX; OX;- OX; (! OX; 

die kinetische Energie (pro Masseneinheit) im Inertialsystem E = l i; 
mittels der Transformationsgleichungen (70) durch die xi ( = v1) undx1 a us: 

(72) E = !vJ + wle1x-,.v1 + !wk1w11 x.,.x1 • 

Man erhalt dann durch Substitution von (72) in (71) sofort die Be-
wegungsgleichungen im rotierenden System: 

dv; a~ 1 ap - + 2wkivk = -----, dt OX; (! OX; (73) 

worin ·das Potential der Zentrifugalkraft - iwk1 w11 xk x1 in (72) mit 
dem Potential der Gravitation V in (71) zu dem Potential der Schwere 
if> = V + !wkJ w11 xk x1 zusammengesetzt wurde. Der Term + 2wlei vk 
= -2wi.,. vle stellt die CoRIOLis-Beschleunigung dar, die senkrecht zu 
der durch w und v bestimmten Ebene steht; es ist also wile vi vle = 0 
(Antimetrie der wile). 

In (73) kommen die Koordinaten des xi-Systems nicht explizit vor, 
daher gilt die Form (73) der Bewegungsgleichungen auch fiir Koordi
natensysteme, die aus dem zugrunde gelegten durch eine (konstante) 
Verschiebung hervorgehen. Gewohnlich wird in der dynamischen 
Meteorologie folgende Orientierung der Koordinatenachsen angenom
men: x1- = x-Achse __.. Osten (E), x2- = y-Achse -->- Norden (N), 
x3- = z-Achse-->- Zenit*. Der Tensor wlei hat dann die Komponen
ten (q; = geographische Breite): 

(74) 

rH o 
i 

wki = +wsinq; 

-w sinq; 

0 

+wcosq; 

0 

-wcosq; 0 0 

Die Kontinuitatsgleichung behalt ihre Form (46) bei. 

37 V gl. hierzu: RADAKOVIC, M.: Zum EinfluB der Erdrotation auf die Be
wegungeJ;J. auf der Erde. Meteorol. Z. 1914 S. 384-392. - ScHUBERT, ]oH.: Die 
Relativbewegung an der Erdoberflache. Ebenda 1919 S. 8- 11 - Die relative 
Bewegung auf einer rotierenden Scheibe und an der Erdoberflache. Ebenda 1920 
S. 259-260. - ScHMIDT, WILH.: Dber Ableitungen der ablenkenden Kraft der 
Erddrehung. Ebenda 1920 S. 100-101.- SCHMIDT, An.: Zur Frage der ablenken
den Wirkung der Erddrehung. Ebenda 1921 S. 212-214. - THORKELSSON, TH.: 
Zur Ableitung derablenkenden Wirkung derErddrehung. Ebenda 1925 S. 407-408. 

* Die x, y-Ebene ist a!EO Tangentialebene der Erde. 
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Fur die Behandlung der Stri:imungsverhaltnisse fiber gri:iBeren Ge
bieten der Erdoberflache sowie zur Untersuchung der atmospharischen 
Gezeiten und Schwingungen der Erdatmosphare als Ganzes miissen die 
Bewegungsgleichungen und die Kontinuitatsgleichung in Kugelkoordi
naten verwendet werden; ferner ist es zur Untersuchung der Eigen
schaften atmospharischer Diskontinuitatsflachen zweckmaBig, krumm
linige Koordinatensysteme zugrunde zu legen, die derart gewa.hlt wer
den, daB die Diskontinuitatsflache zugleich eine der Koordinatenflachen 
bildet. Wir geben kurz die fur derartige Untersuchungen notwendigen 
allgemeinsten Transformationsformeln: In einem beliebigen krumm
linigen (auch nicht orthogonalen) Koordinatensystem xi hat das Linien
element ds die Form ds 2=f1ndxidJ!c; t-t sei die Determinante der #ik 

mit den Unterdeterminanten Mik• dann ist mit t-tik = Mik/# und 

{rs} _ _!_ ij(Of-tJr + OfiJs _ Ofirs) 
i - 2 # ox' ox' ax1 

(,CHRISTOFFELsche Dreiindizessymbole zweiter Art", in r und s sym
metrisch): 

(75 ) avi + __ k OVi + {YS} T S + 2 k il = _ il(a(}) + _!_ ap) 
at u· fJxk i v v WktV # # iJxz (! fJxl 

(Bewegungsgleichungen), 

(76) oe 1 a (,c k) Bt- + y-p axk YM!V = 0, (Kontinuitatsgleichung) 

) a((! V1) 1 f) (,C i . .k) {y S} r k il_ il(f)(jj 1 f) p) 
(77 -o-t -+ v"P f)xk Yf-t(!V 'lr + i (!V v"+2Wkt(!V # --t-t fJxl+-e f)xl 

(Impulsstromform der Bewegungsgleichungen). 

Fur orthogonale Systeme wird #ik = 0 fiir i =l= k und f-tii= 1/#ii 
(nicht summieren), daher f-t = #11 # 22 # 33 • 

Beispiel: Kugelkoordinaten (tp = geogr. Breite, A= geogr. Lange 
ostwarts positiv, r = Abstand vom Kugelmittelpunkt). Es ist 

ds2 = y2 cos2tp dA.2 + y2 dtp2 + dr2' 

also f-tu = r 2 cos 2 tp, t-t22 = r 2 , t-t33 = 1, f f-t = r 2 cos 2 tp, daher 

~ + _1_{o(coscpev"') + B(ev,)} + _!_ ~ (r2 v) = 0 
Ot YCOSCJ! OCJ! a;. y 2 OY (! T 

(Kontinuitatsgleichung), und 

dvl . VlVr V;.V'P f)(}) op 
dt- 2wsmtpv'P + 2wcostpv, + -r-- tgtp-r-=- r coscp f)). - Q rcoscpa;.• 

dv'P . 
Tt + 2wsmtpvl 

dv, 
dt - 2wcostpv;.-

(v~ +v~) 
r 

1 iJ p 
--e rocp' 

1 ap 
--effr 
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Au£ den linken Seiten stehen drei Arten von Beschleunigungen: 

a) EULERsche Beschleunigung: 

b) CoRIO LIS-Beschleunigung: 

C;. = -2wsincpv'l' + 2wcoscpv,, 

C, = -2w coscpv;.. 

c) M etrische Beschleunigung : 

1 
M;. = r (v;. v,- tgcp V,tVq;)' 

(v! + v~) 
M,=-----. r 

Es ist zu beachten, daB die metrische Beschleunigung keine Zentri
fugalkrafterscheinung darstellt (unabhangig von w !), sondern dadurch 
bedingt ist, daB die Metrik des gewahlten Koordinatensystems dem 
Tragheitsprinzip infolge der Kriimmung des verwendeten Koordinaten
systems nicht angepaBt ist. CoRIOLIS- und metrische Beschleunigungen 
stehen auf dem Geschwindigkeitsvektor senkrecht: 

liefern also zur Arbeitsleistung keinen Beitrag. 

§ 2. Die Gleichungen der ,ausgeglichenen" Bewegungen; 
Turbulenzreibung. 

Die meteorologische MeBtechnik bringt es in Verbindung mit dem 
turbulenten Bewegungszustand der atmospharischen Stromungen mit 
sich, daB die dynamische Meteorologie an Stelle von Momentan- und 
Punktwerten der GroBen vi, p, T und (! zeitliche, raumliche und auch 
raumzeitliche Mittelwerte derselben benutzen muB. Denn erstens er
geben die relativ tragen meteorologischen Registrierinstrumente und 
der beobachtungstechnisch notwendige langsame Umlauf der Chrono
grap4en nur Werte, aus denen die ,kurzperiodischen" Turbulenz
schwankungen praktisch eliminiert sind; zweitens bedingt die karto
graphische Darstellung der Druck- und Stromungsfelder usw. in An
betracht der Weitmaschigkeit des Beobachtungsnetzes auch notwendiger
weise raumliche Ausgleichungen. Es bedarf daher besonderer Unter
suchungen zur Beantwortung der Frage, ob die Bewegungsgleichun
gen (73) und die Kontinuitatsgleichung (46) auch fiir die ,aus
geglichenen" Werte vi= ui, p, 1, e Geltung beanspruchen konnen. 
Die eingehendsten diesbeziiglichen Untersuchungen verdanken wir 
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HESSELBERG 38 ; hier folgen wir einer allgemeineren Darstellung von 
ERTEL 39• 

Schwanken an einem fixen Punkt des Stri:imungsfeldes (xi) in einem 
Zeitintervall 7:, das groB genug ist, urn die raschen turbulenten Schwan
kungen auszugleichen, die Gri:iBen V;,, p, T, e urn die Mittelwerte Vi=Ui, 
p, T, e dieses Intervalles 7:, so ist 

(79) a((!V;) + a(evlVk)- 2W· V =-- aq, - ap 
at axk lk(! k e ax; ax;' 

wie aus der Impulsstromform (69) mit Beriicksichtigung der Erddrehung 
sofort folgt*. Weil die relativen Turbulenzschwankungen (L1efe) der 
Dichte klein gegen die relativen Schwankungen (L1 vijv;,) der Geschwin
digkeitskomponenten sind 40, ki:innen die Mittelwerte e vi vk und e vk in 
e vi vk bzw. e vk zerlegt werden; damit folgt sofort die ausgeglichene 
Kontinuitatsgleichung 

(80) 

Werden die V;, wie folgt zerlegt: vi = U;, + C;,, so ist wegen v;, = ui 

dann C;, = 0. Die Ci heiBen ,Komponenten der turbulenten Zusatz
geschwindigkeit". Durch Einfiihrung des Tensors 

(81) T,k = Tk, =e. c. ck 

geht dann (79) mit Riicksicht auf (80) in 

(82} 
au; au; a(]) 1 ap 1 aT;k --+uk--- 2w·kUk=--- -------
at axk I ax; e iJX; e iJXk 

tiber, d. h. es resultieren fiir die ,ausgeglichenen" Gri:iBen die Be
wegungsgleichungen mit einem zusatzlicheri. ,virtuellen" Reibungsterm 

(83) R· __ __!_ aT;k 
I- e axk • 

Hierin ist die molekulare Rei bung nicht beriicksichtigt; die Beriick
sichtigung derselben etwa durch den NAVIER-STOKESschen Reibungsterm 

38 HESSELBERG, TH.: Untersuchungen fiber die Gesetze der ausgeglichenen 
Bewegungen in der Atmosphare. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 4 - Beitr. Physik 
frei. Atmosph. Bd. 12 (1926) S. 141-160 - Arbeitsmethoden einer dynamischen 
Klimatologie. Ebenda Bd. 19 ( 1932) S. 291-305. 

39 ERTEL, H.: Allgemeine Theorie der Turbulenzreibung und des Austausches. 
S.-B. preuB. Akad. Wiss.1932 S. 436-445 - Tensorielle Theorie der Turbulenz. 
Ann. Hydrogr., Berlin Bd. 65 (1937) S. 193-205. 

* Oder durch Spezialisierung von (77) auf orthogonale kartesische Koordi
naten. 

40 L1 (!/(! = 10-3 - 10-4, L1 v;/v; ;:£ 1; vgl. z. B. TH. HEsSELBERG u. E. BJORK
DAL: Uber das Verteilungsgesetz der Windunruhe. Beitr. Physik frei. Atmosph. 
Bd. 15 (1929) S. 131-133. 
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in (79) ware mi:iglich, ist aber zwecklos, da die molekulare Reibung 
nur den 104- bis 105-ten Teil der virtuellen betragt 41 • Der virtuelle 
Reibungsterm ist physikalisch dadurch zu erklaren, daB infolge der 
Turbulenz an dem Messungsort xi Luftquanten vorbeigewirbelt werden, 
die Geschwindigkeiten mitbringen, welche von der mittleren Geschwin
digkeit U; am Punkte xi abweichen. Wenn die Luftquanten den zuletzt 
empfangenen Impuls im Mittel eine Wegstrecke ~J beibehalten, so kann 
im Mittel42 

(84) 

gesetzt werden*; ~J ist (bis auf einen Faktor) identisch mit PRANDTLS 
,Mischungsweg"43• Durch Einfiilirung eines ,Austauschtensors" 

(85) 

der symmetrisch ist44 unddessen Komponenten die Dimension gem -Isec-1 

haben, geht mit 

(86) 

und 

die Gleichung (82) in 

(87) 

iiber. Diese Gleichung gilt also auch dann, wenn sich der Mittelwert ui 

mit der Zeit andert, d. h. fiir nichtstationare ausgeglichene Bewegungen; 
es sind dann aber auch die 'YJJ k Funktionen der Zeit. 

Im einfachsten und fiir die dynamische Meteorologie wichtigsten 
Spezialfall sind in (87) die ui und 'YJJ k nur Funktionen der vertikalen 

41 Vgl. z. B. TH. HESSELBERG u. H. U. SVERDRUP: Die Reibung in der Atmo
sphare. Veriiff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Serie, Bd. 1 Nr. 10 - ferner A. WEGE
NER: Ergebnisse der dynamischen Meteorologie. Erg. exakt. Naturwiss. Bd. 5 
(1926) S. 96-124. 

42 Eine Verallgemeinerung dieses Ansatzes wurde kiirzlich von S. FuJIWHARA 
u. S. OoMA gegeben: A supplementary note to ERTEL's equations of motion in 
turbulent flow. J. Meteorol. Soc.-Jap., II. s. Bd. 15 (1937) S. 223 (japanisch) und 
engl. Zusammenfassung S. 21-22. - OOMA, S.: The fundamental equations of 
motion in anisotropic turbulent flow. Ebenda Bd. 15 (1937) S. 226-234. 

* Wenigstens fur die horizontalen Komponenten u 1 = Uz, u 2 = uu; die raum
lichen Anderungen der vertikalen Komponente u 3 = Uz sind wahrscheinlich nicht 
groB genug, urn auch dafiir den Ansatz (84) zu rechtfertigen; nahere Untersuchungen 
dariiber fehlen noch. 

43 PRANDTL, L.: Bericht fiber die Untersuchungen zur ausgebildeten Turbu
lenz. Z. angew. Math. Mech. Bd. 5 (1926) S. 136-139 - AbriB der Stromungs
lehre. S. 94f. Braunschweig 1931. 

44 Wegen des Symmetriebeweises vgl. H. ERTEL: a. a. 0. S. 439f. (Lit.-Nach
weis Nr. 39). 
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Koordinate x3 = z; es geht in die so spezialisierte Gleichung nur die 
17zz-Komponente des Austauschtensors ein, wir setzen 'YJzz = 'Yj (z). Diese 
GroBe heiBt ,virtueller oder molarer Reibungskoeffizient" (der ,inneren" 
Reibung), nach WILH. ScHMIDT 45 auch ,Austauschkoeffizient" (fiir den 
Impuls), und die aus (87) resultierenden Gleichungen 

{88) au; au; o(/J 1 oJi 1 a ( au;) 
7ft+ u"'axk + Zwkiu/c =-OX;-- e OX;+ e i)z 'YiifZ 

bilden in dieser Form die Grundlagen einer theoretischen Behandlung 
spezieller atmospharischer Bewegungsformen. 

Die historische Entwicklung der geophysikalischen Turbulenz
forschung46 brachte es allerdings mit sich, daB die Gleichung (88) nicht 
als Spezialfall von (87), sondem durch Erweiterung des molekularen 

• 1J o2 u; . 1 iJ ( ou;) Re1bungsterms - -0 2 m - ~ 'YJ ~ und nachfolgende Spezialisie-e XJ (! UXJ UXJ 
1 iJ ( ou;) rung auf e 7fZ 'YJ 7iZ gewonnen wurde 47. Daman somit von VOID-

herein an Stelle des Austauschtensors 'Y/jk nur mit einem skalaren 
Austauschkoeffizienten 'Yj arbeitete, muBte die tensorielle Natur des 
Austausches der Forschung solange verborgen bleiben. Neueren experi
mentellen Untersuchungen zur Windstruktur 48 scheint aber die ten
sorielle Auffassung des Austausches besser gerecht zu werden. 

Die quantitativen Bestimmungen von 'YJ (z) lassen wegen zahlreicher 
Schwierigkeiten, die F. M6LLER 49 eingehend diskutiert hat, noch·sehr 
zu wiinschen iibrig. Sicher ist nur, daB 'YJ (z) von der GroBenordnung 
101 bis 102 g cm-1 sec-1 in den untersten Atmospharenschichten ist und 
daB 'YJ von einem in den untersten Hektometem liegenden Maximum 
nach oben hin langsam, nach unten hin zunachst auch langsam, dann 
aber in den bodennahen Schichten (<10m) auBerordentlich rasch 
gegen Null konvergiert. Die beste Methode der 'Yj-Bestimmung diirfte 

46 ScHMIDT, WILH.: Der Massenaustausch bei der ungeordneten Stromung in 
freier Luft und seine Folgen. S.-B. Akad. Wiss. Wien 1917 S. 757-804 - Der 
Massenaustausch in freier Luft und verwandte Erscheinungen. Hamburg 1925 
(Probleme der kosm. Physik Bd. 7). 

46 RosSBY, C. G.: The theory of atmospheric turbulence - an historical 
n\sume and an outlook. Month. Weath. Rev. 1927 S. 6. 

47 EKMAN, V. W.: On the influence of the earth's rotation on ocean-currents. 
Ark. Mat. Astron. Fys. Bd. 2 (1905) Nr.11. - AKERBLOM, F.: Recherches sur les 
courants les plus bas de !'atmosphere au-dessus de Paris. Nova Acta Soc. Sci. 
UppsaL Bd. 2 (1908) Nr. 2. - ExNER, F. M.: Zur Kenntnis der untersten Winde 
iiber Land und Wasser und der durch sie erzeugten Meeresstromungen. Ann. 
Hydrogr. 1912 S. 226-239 - Dynam. MeteoroL, 2. AufL S. 117ff. Wien 1925. 

48 ScRASE, F. J.: Some characteristics of eddy motion in the atmosphere. 
Geophys. Mem. Bd. 52 ( 1930) Met. Office, London. - BEST, A, C.: Transfer of 
Heat and Momentum in the lowest layers of the atmosphere. Ebenda Nr. 65. 
London 1935-

49 MoLLER, F.: Austausch und Wind. MeteoroL Z. 1931 S. 69-80. 

Ergebnisse der Mathematik. V /3. Ertel. 3 
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die von ScRASE 50 sein, der 'fJ direkt nach der aus (81) und (86) fiir reine 
z-Abhangigkeit folgenden Definitionsgleichung 

(89) 'fJ = _ ii (C;C.) 
OU; 

-----az 
bestimmt hat, wobei fiir ui = u1 = ux die Rich tung des mittleren Windes ge
nommen wurde. ScRASE fand z. B. fiir z =19m: 'fJ = 70gcm-1 sec-1 

bei ux = 7,30 m sec- 1 und ou.jiJz = 0,05 sec-1. 

Bei speziellen Anwendungen der allgemeinen Bewegungsgleichun
gen (88) und der Kontinuitatsgleichung konnen unter Umstanden 
einzelne Terme vernachlassigt werden, sofern sie der GroBenordnung 
nach gegen die iibrigbleibenden klein genug sind. TH. HESSELBERG und 
A .. FRIEDMANN 51 verdanken wir eine eingehende Untersuchung tiber 
die GroBenordnung der meteorologischen Elemente und ihrer raumlich
zeitlichen Derivierten fiir die untersten Luftschichten his etwa 4000 m 
Hohe. In diesen Schichten ist namlich die GroBenordnung eines Ele
ments fiir alle Hohen nahezu die gleiche, von einzelnen Ausnahmen 
abgesehen, bei denen zwischen der GroBenordnung in Bodennahe 
( < 500 m) und der in der freien Atmosphare :unterschieden werden muB. 

Auf der Tatsache, daB den einzelnen Termen der Bewegungsgleichun
gen (88) fiir die einzelnen Probleme der atmospharischen Dynamik eine 
ganz verschiedene Bedeutung zukommt, basiert eine beachtenswerte 
Terminologie der Luftstromungen von H. jEFFREYS 52• Je nachdem, ob 

der horizon tale Druckgradient - ..!._ 0° p (fiir i = 1, 2; afJ(JJ = ~(JJ = o) e ~ ~ o~ 

hauptsachlich durch die Beschleunigung duddt, durch die ablenkende 

Kraft der Erdrotation -2wki uk oder durch die Reibung 
,ausbalanciert" wird, unterscheidet JEFFREYS: 

1 o ( ou;) e az "laz, 

r EULERschen Wind: ~:; - ~ :~, 

1 
geostrophischen Wind: 0 = - ..!._ 0° p - 2 wki uk> e x; 

. . . h w· d ap + a ( au;) anhtnphsc en m : 0 = -ox; az 'fJ 7fZ · 

(90) 

Dem EuLERschen Wind konnen tropische Wirbelstiirme, Tornados, 
Hurrikane usw. subsummiert werden, dem geostrophischen Wind ent
sprechen die stationaren Zyklonen und Antizyklonen der mittleren 

50 a. a. 0., S. 14 (Lit.-Nachweis Nr. 48). 
51 HESSELBERG, TH., u. A. FRIEDMANN: Die GriiBenordnung der meteoro

logischen Elemente und ihrer raumlichen und zeitlichen Ableitungen. Veriiff. 
geophys. Inst. Leipzig, 2. Serie, Bd. 1 Nr. 6. 

52 JEFFREYS, H.: On the dynamics of wind. Quart. J. Roy. Met. Soc. Land. 
1922 S. 29-46. 
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Breiten, Passate, Monsume, wahrend der antitriptische Wind lokale 
Zirkulationen geringerer Dimensionen wie Land- und See-, Berg- und 
Talwinde umfa13t (vgl. hierzu auch N. SHAW 53, WILH. ScHMIDT54). 

§ 3. Geopotential; Druck-, Massen- und Stromfeld. 
Physikalisch bedeutungsvoller als die Koordinatenebenen z = konst. 

sind die Aquiskalarflachen t/J = konst. des irdischen Schwerepotentials, 
weshalb nach V. BJERKNEs' Vorschlag 55 an Stelle der geometrischen 
Hohe z' eines Luftmassenelements sich besser die Aufgabe des Wertes 
von t/J der Aquipotentialflache empfiehlt, auf der sich das Massen
element befindet. Denn zwischen zwei auf derselben Flache t/J = konst. 
liegenden Massen wirkt keine Schwerkraftkomponente, da die Schwere-

beschleunigung g durch g = + ~: (n = au13ere Normale) bestimmt ist. 

Zwischen dem ,Geopotential" t/J (z', rp), normiert•durch t/J (0, rp) = 0, 
und der geometrischen Hohe z' besteht dann (bei Vernachlassigung sehr 

- 8 8 
kleiner GroDen wegen 8n = 8 z + · · ·) der Zusammenhang 

z' 

(91) t/J (z', rp) = .J g(rp, z) dz, 
0 

der mit einer ftir praktische Zwecke ausreichenden Genauigkeit fiir 
kleine Hohen durch 
(92) t/J(z', rp) = g (rp, 0) · z' 

ersetzt werden kann. Da wegen g(rp, 0) = 9,80616 [1- 0,002644 cos (2rp) 
+ 0,000007 cos 2 (2rp)] m sec-2 die einem Hohenunterschied von 1 geo
metris.chen Meter entsprechende Geopotentialdifferenz der Ma13zahl (g) 
nach nahezu das Zehnfache des geometrischen Hohenunterschiedes be
tragt, ftihrt V. BJERKNES den (g)-ten Teil der (auf die Masseneinheit 
bezogenen) Arbeit bei Hebung urn 10 geom. Meter als ,dynamisches 
Meter" (Dimension m 2 sec-2 !) ein, so da13 also einander entsprechen: 

Hebung der Masseneinheit Erhohung des Potentials 
urn 1 geom. Meter urn g(rp, z)/10 dyn. Meter. 

Diese praktische Einheit des Geopotentials kann auch folgender
ma13en definiert werden: Es sei (g) die (von rp und z abhangige) M ajJ

zahl von g(rp, z) bei Verwendung der Ma13einheiten Meter und Sekunde, 
also g (rp, z) = (g) m sec-2 ; dann ist das dynamische Meter die pro 
Masseneinheit bei einer Erhebung urn 10/(g) geometrische Meter auf
zuwendende Arbeit: 

1 dyn. Meter = g ( rp, z) · ug~ geom. Meter} = 10 m 2 sec- 2 . 

-----

53 SHAW, N.: Manual of Meteorology. 2. Auf!. Bd. 4 S. 80ff. Cambridge 1931. 
54 ScHMIDT, WrLH.: Meteorol. Z. 1923 S. 30. 
55 BJERKNES, V.: Dynamische :\Ieteorologie und Hydrographie. I. Teil. 

Braunschweig 1912. 

3* 
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Das dynamische Meter (Potentialdimension !) ist also unabhangig von 
der Schwere, wahrend die zugeordnete geometrische Hohendifferenz 
schwereabhangig ist. 

Es ist also der geometrischen Hohe z [Meter] das Geopotential 
z 

fg(IP~~) dz [dyn. Meter] zugeordnet; daher sind aquivalent: 1 dyn. Meter 
0 

"'1,02 geom. Meter. Das Geopotential <Pin dynamischen Metern aus-
gedriickt, heiBt ,dynamische Hohe" 56• 

Das atmospharische Druck- und Massenfeld wird durch die isobaren 
Flachen p = konst. und isosteren Flachen .x = konst., an deren Stelle 
auch die isopyknen (oder ,aquidensen") Flachen e = konst. verwendet 
werden konnen, festgelegt. Nur im Gleichgewichtszustand ui = 0 
(i = 1, 2, 3) fallen alle diese Flachensysteme untereinander und mit 
den Aquipotentialflachen <!> = konst. zusammen (vgl. S. 55). Im ge
storten Feld fallen zwei Aquiskalarflachen 51 , 5 2 nur bei Existenz 
einer Funktionalbeziehung F(51 , 5 2)= 0 zusammen, der eine rein geo
metrische Bedeutung zukommt und die nichts tiber die physikalische 
Beziehung zwischen 51 und 5 2 aussagt. Es mogen jetzt 51 = p = konst. 
und 5 2 = T = konst. (Isothermen) zwei Systeme von Aquiskalarflachen 
sein. Dann heiBt das Feld einer dritten SkalargroBe 53 nach V. BJERK
NES' Terminologie 57 ,barotrop" (,nach dem Druckfelde eingestellt"), 
wenn F(53 , p) = 0 existiert, und ,thermotrop" (,nach dem Tempera
turfelde eingestellt"), wenn F(53 , T) = 0 existiert, welche Beziehungen 
allgemein ,Homotropiebedingungen" heiBen. Existieren derartige 
Funktionalbeziehungen nicht, so ist das Feld des Skalars 53 ,baroklin" 
(,zum Druckfelde geneigt") bzw. ,thermoklin" (,zum Temperaturfelde 
geneigt"). Beim Dbergang von einem Feldpunkt x zum benachbarten 
X+ dx mogen sich die ,geometrischen Zustandsanderungen" d53, dp, 
dT ergeben, dann heiBen die GroBen 

(93) rp _ (ds.) __ (~;) 
s,- dp 0 - (aF)' 

as. 
FT=("dS3 ) =-(:~) 

8• dT 0 (aF) 
as. 

,Homotropiekoeffizienten" von 53 , speziell F f, ,Barotropiekoeffizient", 
FJ. ,Thermotropiekoeffizient". Der Index g in (93) soll den rein geo
metrischen Charakter dieser Koeffizienten andeuten und einer Ver
wechslung mit dem physikalischen ,Piezotropiekoeffizienten der Dichte" 

(94) (de) 1 (drx) Yt.> = dp = -~ dp 
56 Vgl. hierzu R. WENGER: Uber den EinfluB der Instrumentalfehler auf die 

synoptische Darstellung aerologischer Simultanaufstiege. Veroff. geophys. Inst. 
Leipzig, 2. Serie, Heft 1 (1913). 

67 BJERKNES, V.: Physikalische Hydrodynamik. S. 3f. Berlin 1933. 
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vorbeugen, der das Verhalten eines individueilen Teilchens gegeniiber 
Druckanderungen kennzeichnet. Der Unterschied zwischen Ff, (fiir 

5 3 = e) und Ye wird an folgendem Beispiel besonders klar: r: = (:~)u 
bedeutet Homogenitat des Massenfeldes, dagegen Ye = 0: Inkompressi
bilitat des Teilchens. Den Spezialfail r: = Ye nennt v. BJERKNES 
,zwangslaufige Barotropie" oder ,Autobarotropie"; hier wird durch 
Austausch zweier Teilchen das Massenfeld nicht verandert. 

Im baroklinen Faile schneiden sich die Flachensysteme p = konst., 
5 3 = konst. und bilden ,Solenoide", die im Faile eines weiteren ,hetero
tropen" Flachensystems (etwa T = konst.) in ,Zeilen" aufgesteilt wer
den. Fiir 5 3 = IX bilden die IXv (v = 1, 2, 3, ... ) Isosteren- und Pv Iso
barenflachen ,isobar-isostere Einheitssolenoide", wenn IXv+l- IXv = 1 
und Pv+l- Pv = 1 gewahlt werden. Wir berner ken noch fiir spatere 
Anwendungen, da13 das langs einer geschlossenen Kurve gebildete Inte-

gral-,.{,IXap dx1 =-,.{,1Xdp die Zahl N der von der.Kurve um-'f iJxJ 'f 
schlossenen isobar-isosteren Einheitssolenoide ergibt: 

(95) 

Dabei ist in der Bezeichnungsweise von V. BJERKNES: 

(96) N(p, IX}=.! .f[gradp, gradtX]ndF =-f 1Xgrad8 P · ds, 
F K 

worin F eine beliebige, iiber der geschlossenen Randkurve K auf
gespannte Flache ist; ds = Linienelement von K, n = Normale von F. 
Die Integration langs K ist, von der Spitze von n aus gesehen, ent
gegen dem Drehsinn des Uhrzeigers auszufiihren, N(p, IX) ist positiv 
bei Integration langs K in Richtung von Druckgradienten gradp zum 
Volumengradienten gradiX. Umkehrung der Faktoren im Vektorpro
dukt ergibt 

N (p, IX) = - J J [grad IX, grad p Jn d F 
F 

ferner gilt: 

= JJ[gradiX, -gradp]ndF = N(IX, -p), 
F 

N(p, IX)= N(-p, -IX). 

Zur Darsteilung des diagnostisch und prognostisch au13erst wichtigen 
~omentanzustandes des Stromfeldes dienen in der Meteorologie vor
wiegend die Stromlinien (vgl. S. 26), deren Tangentenrichtung in jedem 
Punkt die dort herrschende Windrichtung angibt, ferner die Isogonen 
(Linien gleicher Windrichtung). Die Zeichnung dieser Linien erfolgt auf 
Grund der in der vVetterkarte eingezeichneten Windpfeile unter Beriick
sichtigung des Isobarenverlaufs (bzw. des ,barischen Windgesetzes", 
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vgl. S. 90) teilweise unter Benutzung maschineller Hilfsmittel 58 und 
erfordert eine eingehende Kenntnis der kinematischen Gesetze hydro
dynamischer Stromfelder und der darin vorkommenden Singularitaten, 
bei denen sich unterscheiden lassen: 

Liniensingularitiiten, Konvergenzlinien (ein- und zweiseitige), Diver
genzlinien (ein- und zweiseitige); abwechselnde, einander parallele Kon
vergenz- und Divergenzlinien (bei Wellenbewegungen). 

Punktsingularitiiten, Konvergenzpunkte, Divergenzpunkte, neutrale 
Punkte. 

Vgl. hierzu: V. BJERKNES 59, WENGER 60, DEFANT 61, sowie die spe
ziellen Untersuchungen von DIETZIUS 62, WENGER 63, KoscHMIEDER 64. 

Besonderes Interesse beanspruchen auch die tatsachlichen Bah
nen (,Trajektorien") einzelner Luftteilchen, die ja wegen der zeit
lichen Veranderungen der atmospharischen Stromungsfelder nicht 
mit den Stromlinien zusammenfallen; diesbeziigliche Untersuchungen 
liegen z. B. von MEINARDus 65, SHAW und LEMPFERT 66 und W. K6P
PEN67 vor. 

§ 4. Das Zirkulationstheorem von V. BJERKNES. 

Wenn das p, ex- (oder p, e-) Solenoidfeld durch Beobachtungen be
kannt ist, lassen sich auch ohne vollstandige Integration der hydro
dynamischen Bewegungsgleichungen (5) quantitative Aussagen tiber die 

ss SANDSTROM, J. W.: Uber die Bewegung der FlO.ssigkeiten. Ann. Hydrogr. 
1909 S. 242-254. 

59 BJERKNES, V.: Dynamische Meteorologic und Hydrographic. II. Teil. 
Braunschweig 1913. 

60 WENGER, R.: Neue Grundlagen der Wettervorhersage. Meteorol. Z. 1920 
s. 241-252. 

61 DEFANT, A.: Wetter und Wettervorhersage. 2. Aufl. Leipzig-Wien 1926-
ferner: Statik und Dynamik der Atmosphare. (Handb. d. Exp.-Physik Bd. 25 I 
S. 1-160. Leipzig 1928). 

62 DIETZIUS, R.: Die Gestalt der Stromlinien in der Nahe der singularen Punkte. 
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 8 (1919) S. 29-52. 

63 WENGER, R.: Uber einige Eigenschaften der Stromungsfelder usw. Ann. 
Hydrogr. 1920 S. 112-122. 

64 KoscHMIEDER, H.: Uber die Singularitaten der Stromfelder im sommer
lichen Mitteleuropa. Meteorol. Z. 1923 S. 225-231. 

65 MEINARDUS, W.: Uber die absolute Bewegung der Luft in fortschreitenden 
Zyklonen. Meteorol. Z. 1903 S. 529-544. 

66 SHAW, W. N., and R. G. K. LEMPFERT: The meteorological aspects of the 
storm of February 26-27, 1903. Quart. J. Roy. Met. Soc. Lond. 1903, S. 233 
bis 258 - ausfO.hrlicher: The Life history of surface air currents, London 1906 
(Publ. Met. Office Nr. 174). 

67 KoPPEN, W.: Uber Boen, insbesondere die Boe vom 9. Sept. 1913. Ann. 
Hydrogr. 1914 S. 303-320. 



195] § 4. Das Zirkulationstheorem von Y. BJERKNES. 39 

eintretenden Bewegungen mit Hilfe eines von V. BJERKNEs68 auf
gestellten Zirkulationstheorems ermoglichen. Dieses Theorem gibt nam
lich eine Beziehung zwischen 1. der zeitlichen (individuellen) Anderung 
der Zirkulation einer geschlossenen ..,,materiellen" Kurve T, die mit der 
Stromung fortgetragen wird, 2. der Zahl N der von der Kurve T um
spannten isobar-isosteren Einheitssolenoide, 3. der zeitlichen Anderung 
der von der Projektion von T auf die Aquatorebene der Erde um
schlossenen Flache S und lautet: 

d ,.{, dS 
(97) dt r v1 dx1 + 2w Tt = N(p, !X). 

Ersichtlich kommt diesem Theorem eine prognostische Bedeutung 
zu, da es aus einem gegebenen Zustand (N) individuelle zeitliche Ande
rungen zu berechnen ermoglicht; erschwert wird seine praktische An
wendung allerdings dadurch, daB die Reibung formal zwar sehr leicht, 
quantitativ aber kaum berticksichtigt werden kann. Doch hat SAND
STROM darauf hingewiesen, daB sich vielleicht durch Vergleich zwischen 
Theorie und Beobachtung mit Hilfe des Zirkulationstheorems ein Rtick
schluB auf die atmospharische Reibung ermoglichen laBt (Meteorol. Z. 
1902 S. 163). 

Auf anderem Wege als V. BJERKNES haben lSWEKow 69 und LoM
.BARDINI70 dieses Theorem bewiesen. 

Alle diese Beweise gehen von den hydrodynamischen Gleichungen 
in EuLERscher Form aus; es muB dann der Term dSjdt erst durch eine 
etwas umstandliche Umformung eines Integralausdrucks gewonnen 
werden. Folgender, von den LAGRANGEschen Gleichungen zweiter Art 
ausgehende Beweis 71 hat den Vorteil, den Term explizit zu liefern: 
Bildet man aus (71) das Zirkulationsintegral 

,.{, ~ ( 8~) dx1 - ,.{,BE dx1 = - ,.{, lX ~ dx1 = N(p, !X) r dt a-.,. r ox, r ax, 
und beachtet 

:t ~ (~!)dxJ = ~ :t (~!)dx1 + ~ ~! dx1 , 

so ergibt sich: 
(98) 

d ,.{,BE aer ox, dxJ = N(p, !X)' 

68 BJERKNES, Y.: Uber einen hydrodynamischen Zirkulationssatz und seine 
Anwendung auf die Mechanik der Atmosphare und des Weltmeeres. Kong!. 
Svenska Yetenskapsakad. Handl. Bd. 31 (1898) - Das dynamische Prinzip der 
Zirkulationsbewegungen in der Atmosphare. Meteorol. Z. 1900 S. 97-106, 14 5 
bis 156 - Zirkulation relativ zu der Erde. Ebenda 1902 S. 96-108. 

69 IswEKOW, B.: A new proof of the theorem of BJERKNES on circulation. 
]. Geophys. a. Meteorol. (Moskau-Leningrad) Bd. 1 (1924} S. 195-198. 

70 LoMBARDINI, M.: Sul calcolo della circuitazione nei moti dell' atmosfera. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s., Bd. 15 (1932} S. 459-462. 

71 ERTEL, H.: Ein neuer Beweis des hydrodynamischen Zirkulationstheorems. 
S.-B. preufl. Akad. Wiss. 1933 S. 447-449. 
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da J. (~1! ddxj + ~E dd::r:/) ds verschwindet, denn der Integrand ist die r u::r:j s u ::r:j s 
totale Ableitung von E, weil E nach (49) von der Zeit t nicht explizit 

abhangt. Da nach (72): ~! = i 1 + wkJ xk = v1 + wkJ xk, folgt a us (98) 
J 

(99) d~ f vi dx1 + :t f wki xk dxi = N (p, x) . 

Nun ist wkJ xk dxi = wkzxkdx1 = wJc:iklxkdx1, wenn wJ(w1 = w 23 , 

w 2 = w31 , w3 = w12) die Komponenten des Drehvektors der Erde be-
w deuten (/ w / = w); andererseits sind dJij = 

ic:Jktxkdx1 die Komponenten des infinitesi
malen Dreiecks dF, das durch zwei vom 
Koordinatennullpunkt 0 zu zwei unendlich 
benachbarten Punkten der Kurve F fiihren
den Radiusvektoren und dem Bogendiffe
rential von F gebildet wird (Abb.1 ). Daher ist 

gi wkJ xk dx1= gi w1c:1 klxk dx1= gl2 w1d F1= 2wS, 

und durch Substitution dieses Ausdrucks in 
(99) ist BJERKNES' Theorem (97) bewiesen. 

Abb. 1. Zur Ableitung des BJERK· 
NESschen Zirkulationssatzes. 

Die ersten meteorologischen Anwendun
gen dieses Theorems haben V. BJERKNES 
(a. a. 0.) und J. W. SANDSTROM 72 gegeben. 

w = Drehvektor der Erdrotation, 
d 5 = Projektion von d F auf die 

Aquatorebene. 

Pt 

Po 

' 
Abb. 2. Der SANDSTR0Msche Integra-
tionsweg bei der Anwendung des B JERK

NES scherr Zirkulationssatzes. 

Indem letzterer z. B. -f1 f vJ dxi = 0 setzt 

und den Integrationsweg F aus zwei Verti-
kalen a, b und zwei Isobaren p0 , P1 zu
sammensetzt (Abb. 2), leitet er zunachst 
aus (97) mit Hilfe von (1) die Beziehung 

dS 
2wdt 

Ta- Tb = (P) R ln _ll_ 
h 

(100) 

ab, worin Ta, Tb die ,barometrischen 
Mitteltemperaturen" (vgl. S. 56) der Ver
tikalen a und b bedeuten. Wird die von F 

umschlossene Flache senkrecht zum Wind orientiert, so lassen sich aus 
der auf die Aquatorebene der Erde projizierten Anderung dieser Flache, 
die dadurch eintritt, daB die Flache von der Stromung mitgenommen 
wird, und zwar in den einzelnen Hohen verschieden schnell, nach SAND-

72 SANDSTROM, J. W.: Uber die Beziehung zwischen Temperatur und Luft· 
bewegung in der Atmosphare unter stationaren Verhaltnissen. Meteorol. Z. 1902 
S. 161-170 - ferner: Ofversigt af Kong!. Vetenskaps-Akad. Forhandl. 1901 
(Stockholm) S. 7 59-774. 
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STROM folgende qualitativen Gesetze ftir die Beurteilung der Temperatur
verteilung auf Grund von Wind- und Wolkenbeobachtungen ableiten: 

1. Wenn sich die Wolken schneller als der Wind an der Erdober
fHiche bewegen und man sich in die Richtung der Wolkenbewegung 
stellt, so hat man die hohere Temperatur rechts und die niedrigere links. 

2. Wenn sich die Wolken langsamer als der Wind an der Erdober-
fHiche bewegen und man sich gegen die Richtung des Windes stellt, so 
hat man ebenfalls die hohere Temperatur rechts und die niedrigere links. 

Indem SANDSTROM ferner annimmt, daB die hohere oder niedrigere 
Mitteltemperatur eine Folge der mit adiabatischen Vertikalbewegungen 
verkntipften Erwarmungen bzw. Abktihlungen ist, kommt er weiter zu 
folgenden Gesetzen: 

3. Wenn die Wolken sich schneller als der Wind an der Erdober
flache bewegen, so haben die Zyklonen kalte Zentra und die Anti
zyklonen warme Zentra (und umgekehrt). 

4. Bewegen sich die Wolken schneller als der Wind an der Erdober
flache, so findet in den Zyklonen ein dynamisches Emporsaugen, in 
den Antizyklonen ein dynamisches Herunterpressen der Luft statt (und 
umgekehrt). 

Blickt man namlich auf der Nordhemisphare in Richtung des Win
des, so hat man das Zyklonenzentrum zur Linken, das Antizyklonen
zentrum zur Rechten (vgl. S. 89); die Satze 3 und 4 sind Folgerungen 
von 1 und 2 bei Annahme adiabatischer Vertikalbewegungen, welche 
die Mitteltemperaturen entsprechend beeinflussen. Die Vorstellungen 
tiber das dynamische Emporsaugen bzw. Herunterpressen der Luft 
spielen auch in den modernen Zyklonentheorien eine groBe Rolle 
(V. BJERKNRS, E. PALMENs ,dynamische" Zyklogenese). 

§ 5. Das Variationsprinzip der atmospharischen Dynamik. 
Die Gesetze der atmospharischen Bewegungen finden ihre pragnan

teste Zusammenfassung in einem Variationsprinzip, das uns tiber die 
,Tendenz" der atmospharischen Umsetzungen AufschluB erteilt und 
dem wir folgende Form geben wollen: 

Beurteilt von einem mit der rotierenden Erde fix verbundenen Ko
·ordinatenachse xi tritt von allen denkbaren Bewegungen, die einen ge
gebenen atmospharischen Zustand 1 in einen anderen Zustand 2 in der 
gleichen Zeit t2 - t1 tiberftihren, nur diejenige wirklich ein, die das 
Zeitintegral der ,erweiterten LAGRANGEschen Funktion" 

(101) 

zu einem Extrem macht: 

(102) 
t, 

0 {{Ekin -+- mD"'- (ifJ + 1p)}dt = 0. 
J 

t, 
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Es bedeuten hierin: 

Ekin = !x7 = !v7 = kinetische Energie pro Masseneinheit, 
f/J = potentielle Energie der Masseneinheit im irdischen 

Schwerefeld, 
Dw = der Erdachse parallele Komponente des Dreh

impulses*, 
1p = thermodynamisches Potential, fiir das zu setzen ist: 

a) 'IJls = Enthalpie, bei adiabatischen Bewegungen, 
b) 'IJlT = GIBBSsches thermodynamisches Potential bei iso

thermen Bewegungen (vgl. S. 7). 

Die Zeit t ist in (102) gemaB HAMILTONs Prinzip nicht zu variieren. 
Urn (102) zu beweisen 73, multiplizieren wir die Bewegungsgleichun

gen (73) mit den Komponenten ~x1 der virtuellen Verschiebung und 
summieren, ferner multiplizieren wir mit dem Massenelement ed-r und 
integrieren fiber eine beliebige Masse M = J J J (!d.,;; wir erhalten: 

JJJe ~~'-bx1 d-r-2jjjw1ke vk~x1 d-r =-JJJe ~: ~x1 d.,;-JJJ~~' ~x1 d•. 
wofiir wir auch 

I JJJe :t (v1 ~xi) d.,;-Jjje ~(~)d•- 2 JJJ wJkf! vk ~xi d.,; 
(103) =-JJJe ~f/J d-r- JJJe b: d-r 
schreiben konnen. Nun ist der Ausdruck ~Pie mit der Variation der 
thermodynamischen Potentiale 1Jls, 'IJlT bei adiabatischen bzw. iso
thermen Bewegungen identisch (vgl. S. 9): 

~ = {b'lj!s} = ~'ljl, 
(! b'lj!p 

ferner konne in (103) alle Integralausdriicke von der Form J J J e~(· · ·)d-r 
in ~ J J J (! • (···)d.,; verwandelt werden, da die ~x1 die Gleichung 

obx. 
(104) ~(! + (! ax:= 0 

erfiillen, die sich aus der Bedin&ung der Konstanz der Masse 

~M=~fffed<=O 

sofort ergibt74• SchlieBlich ermoglicht die Kontinuitatsgleichung 

0(! + o(evj) = 0 
ot oxj 

* Der Nullpunkt des x;-Systems liegt auf der Rotationsachse der Erde. 
73 ERTEL, H.: Das Variationsprinzip der atmospharischen Dynamik. S.-B. 

preuB. Akad. Wiss. 1933 S. 461. 
74 LICHTENSTEIN, L.: Grundlagen der Hydromechanik. S. 343. Berlin 1929. 
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folgende Umformung des ersten Terms der linken Seite von (103): 

JJJ e :t (v1 bx1) d-r = tJJJe v1 bxJ d-r, 

wie auf S. 21 bewiesen wurde. Somit ergibt sich aus (103): 

(105) :t jJJe v1 bx1d-r = (J jjje{Ekin- (<P + 1p)}d-r + 2 jjjew1kvkbx1d-r. 

Aus der Identitat 
d 

wkJ vk bx1 - wkJ v1 bxk = (J (wkJ vk x1) - dt (wkJ x1 bxk) 

folgt durch Vertauschung der Indizes j und k im zweiten Term der 
linken Seite: 

d 
wkJ vk bx1 - w1k vk bx1 = b(wki vkx1) - dt (wki x1 bxk), 

oder wegen der Antimetrie der w1k: 
d 

(106) +2w1kvkbx1 = b(w1kvkx1)- dt (w1kx1 bxk). 

Fiihren wir die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit der Erd
rotation ein (wi), so wird: 

WjkXj vk = WiBijkXjVk = Wi Di = w Dw' 

worin 
(107) Di = B&jkXjVk 

die Komponenten des auf die Rotationsachse der Erde bezogenen Dreh
impulses eines Luftmassenelements mit den Koordinaten x1 und den 
Geschwindigkeitskomponenten v1 bedeuten; Dw ist die Komponente 
parallel der Rotationsachse der Erde*. Es wird somit (106): 

d 
2w1k vk bx1 = (J (w Dw) - dt (w1k xi bxk), 

und Substitution in (105) ergibt: 

:t fffe vi bxi d-r = (J !!! (! {Ekin- (<P + 1p)} d-r + fffe (J (w Dw) d-r 

-!!! (! :t (wjk Xj CJXk) di 

oder nach leichter Umformung: 

:t fffe Vj CJXj d-r + :t !!! (! WjkXj CJXk d-r 

= (J jjje {Ekin + w Dw- (<P + 1p)}d-r. 

Durch Integration tiber die Zeit t2 - t1 verschwindet die linke Seite 
wegen (bx1)1, = (bx1)1, = 0: 

t, 

(J j dt Jjje {Ekin + w Dw- (<P + 1p)} d-r = 0, 
t, 

* Es ist Dw auch die doppelte Projektion der Flachengeschwindigkeit auf die 
Aquatorebene der Erde. 
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womit das Variationsprinzip (102) bewiesen ist, da die Masse M = J J J (! d7: 
ganz beliebig angenommen werden durfte. 

Es ·sei ausdriicklich bemerkt, daB in diesem Variationsprinzip nur 
GraBen vorkommen, die sich auf ein mit der rotierenden Erde fix ver
bundenes Koordinatensystem beziehen. Es ist deshalb unter Dw nicht 
der auf ein kosmisches Inertialsystem bezogene Drehimpuls einer Luft
masse (,Rotationsmoment") zu verstehen, wie auch aus (107) sofort 
ersichtlich (enthalt nicht w !). 

Meteorologische Anwendungen des Variationsprinzips in der all
gemeinen Fassung (102) liegen his jetzt noch nicht vor; in der ver
einfachten Form t, 

~ j(Ekin - ([>) dt = 0 
h 

hat es RAETHJEN 75 zur ErkHirung der Ausbreitungsformen von Baen 
herangezogen. Die Umschichtung der anfanglich instabil geschichteten 
Luftmassen soll nach RAETHJEN derart erfolgeri, daB Horizontaltrans
porte nach Maglichkeit vermieden werden, wodurch die ,walzen
farmige" Fortpflanzung der Baen erklart wird. 

§ 6. Atmospharische Energetik. 
Die Untersuchung der atmospharischen Energieumsetzungen: ther

mische Energie ~ mechanische Energie, erfordert die Kombination der 
hydrodynamischen und thermodynamischen Gleichungen zu einer 
,hydrodynamisch-thermodynamischen Energiegleichung", mit deren 
Hilfe zuerst MARGULES 76 als iiberwiegende Quelle der kinetischen 
Energie der Stiirme die potentielle Energie der vertikalen Massen
verteilung aufgezeigt hat. Wir gelangen zu dieser Energiegleichung 
auf folgendem Wege: Multiplikation der Bewegungsgleichungen (73) 
mit den Geschwindigkeitskomponenten v1 mit nachfolgender Summa
tion (i = j) und Integration fiber eine Luftmasse M = J J J (!d-e ergibt 
unter Beriicksichtigung der Umformung (49): 

(108) o = :tJJJe t d-r + :t JJJ e@d-r +fJJZ~ v1 d-r- JJJ eR1 v1 d-c, 
wobei wir die ;Bewegungsgleichungen noch durch den Reibungsterm Ri 
erganzt haben, dessen spezielle Form uns zunachst nicht interessiert. 
Den ersten Hauptsatz der Thermodynamik (5), in dem wir uns auch die 
thermischen GraBen in mechanischen Arbeitseinheiten gemessen denken 

75 RAETHJEN, P.: Zur Thermo-Hydrodynamik der Boen. Meteorol. Z. 1931 
S. 11-12. 

76 MARGULES, M.: Uber die Energie der Stiirme. Jb. Zentralanst. f. Meteorol. 
Wien 1903, Anhang S. 1-26 (Wien 1905). - Vgl. auch V. BJERKNES: Theoretisch
meteorologische Mitteilungen. Meteorol. Z. 191 7 S. 166-1 76. 
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(was den Fortfall des Faktors A zur Folge hat), formen wir mit Hilfe 
der Kontinuitatsgleichung in der Form 

d!X ovj 
-=(X--

dt OXJ 
wie folgt urn: 

d'Q dT d!X dT OV; dT o(pv;) ap 
(! dt = Cv (! dt + p (! dt = Cv (! dt + p {;X = Cv (! iif + ~-- - {; XJ • Vj 

J J 

und integrieren tiber das von der Masse M eingenommene Volumen: 

JJJ e a~; d-e= JJJc.e ~~d-e+ JJJa~~j) dr- JJJ%! vi d-e' 

woraus mit Riicksicht auf (49) und unter Anwendung des Satzes von 
GAuss auf den zweiten Term der rechten Seite 

folgt, unter ni die Komponenten des Einheitsvektors in Richtung der 
auBeren Normalen des Oberflachenelements da verstanden. Die Addi-

tion von (108) und (109) fiihrt durch Elimination des Terms JJJ%~ v1 dr 
zur hydrodynamisch-thermodynamischen Energiegleichung: 

( 110) j J J J e d~ 7 d r = :t JJJ e ~ · d r + :t JJJ e cp d r + :t JJJ cv e T d r 
+ j{Pv1n1da- jjjeR1v1 dr, 

. d'Q* ff.. d'Q welche d1e der Luftmasse211 zugefiihrte Warmemenge -----;t;t = j e dtd-c 
verkniipft mit 

rJJ v 2 
der Anderung der kinetischen Energie Ekin = j e i dr, 
der Anderung der potentiellen Energie Epot = f f f e cp d T' 

der Anderung der inneren Energie 
der von Man die Umgebung abgegebenen 

Druckarbeit 
dem Verlust kinetischer Energie durch 

E; = j j j cveTdr, 

Reibung R* =- j j j eR1v1 dr. 
Hat fiir endliche Anderungen in der Zeit t2 - t1 der Operator t5 die 

t, 
• d 

Bedeutung t5( .. ·) =j dtdt ( .. ·) fiir die reinen Zustandsfunktionen Ekin• 

tl t2 

Epot• E; und ist b' ( .. ·) = J dt( .. ·) fiir die vom Integrationswege ab-
t, 

hangenden GroBen Q*, A* und R*, so kann (110) fiir endliche Ande-
rung en 
(111) b' Q* = b (Ekin + Epot + Ei) + b' A* + b' R* 
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geschrieben werden, welche Gleichung MARGULES fiir (J' A*= 0 (starre 
Begrenzung) ,Energiegleichung des geschlossenen Systems" nennt. In
dem MARGULES zur Erleichterung seiner Rechnungen noch (J' Q * = 0 
setzt*, untersucht er speziell solche Systeme, welche die ni:itige ,verfiig
bare kinetische Energie" 

(JEkin + (J' R* = - (J (Epot + Ei) 

liefern, die in den pli:itzlich auftretenden Stiirmen auftritt, wo die 
groBen Windgeschwindigkeiten nicht aus dem horizontalen Druckfeld 
erkHirt werden ki:innen. Epot +Ei heiBt ,gesamte potentielle Energie" 
(EXNER: Dynam. Meteorol., 2. Aufl. 1925 S. 158£.). 

Ein naheres Eingehen auf Einzelheiten der fiir die atmospharische 
Energetik grundlegenden MARGULESschen Arbeiten eriibrigt sich hier, 
zumal das Wesentlichste der ziemlich langwierigen Rechnungen an 
leicht zuganglicher Stelle wiedergegeben ist77• Das wichtigste Resultat 

· der MARGULESschen Untersuchungen besteht in dem Nachweis, daB in 
einem abgeschlossenen System die ,potentielle Energie der horizontalen 
Druckgradienten" nur einen verschwindenden Beitrag zur kinetischen 
Energie der Stiirme liefert, daB aber in der potentiellen Energie der 
vertikalen Massenverteilung eine ausreichende Quelle derselben vor
handen ist: , . . . ein System, in dem die Massen vertikal a us dem 
Gleichgewicht gebracht sind, kann die erforderliche Energie enthalten. 
Der Sturm entsteht danach durch Fallgeschwindigkeit und Auftriebs
geschwindigkeit, obgleich diese bei den groBen horizontalen und kleinen 
vertikalen Dimensionen des Gebietes sich der Betrachtung entziehen. 
Die horizontale Druckverteilung erscheint als Ubersetzung im Getriebe 
des Sturmes, durch sie kann ein Teil der Massen gri:iBere Geschwindig
keiten erlangen, als durch Aufsteigen im kaltesten, durch Sinken im 
warmsten Gebiet" (MARGULES, a. a. 0. S. 26). 

Durch seine diesbeziiglichen Untersuchungen hat MARGULES zu
gleich die mehr qualitativen, im Prinzip aber in der gleichen Richtung 
liegenden Betrachtungen von BLASIUs 78 und BrGELow 79 iiber die Be-

* Diese Bedingung involviert die Forderung, daB die als Folge der inneren 
Reibung auftretende Dissipationswarme der Luftmasse entzogen oder jedenfalls 
nicht neuerdings in kinetische Energie verwandelt wird. 

77 EXNER, F. M.: Dynam. Meteorol., 2. Auf!. S. 149ff. vVien 1925. 
78 BLASIUS, W.: Storms, their nature, classification and laws. Philadelphia 

1875 - Stiirme und moderne Meteorologie. Braunschweig 1892. - Die Bedeu
tung der BLAsiUsschen Vorstellungen hat H. v. FICKER kritisch gewiirdigt: Das 
meteorologische System von WILH. BLASIUS: S.-B. preu13. Akad. Wiss. 1927 
S. 248-267 - ferner: ~aturwiss. 1928 S. 645-652. 

79 BIGELOW, F. H.: Studies on the statics and kinematics of the atmosphere 
in the 'Cnited States. Month. Weath. Rev. 1902 S. 251 - The mechanism of 
countercurrents of different temperatures in cyclones and anticyclones. Ebenda 
1903 S. 72-84 - Studies on the thermodynamics of the atmosphere. Ebenda 
1906 S. 9-16. 
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deutung der potentiellen Energie der vertikalen Massenverteilung als 
Quelle kinetischer Energie der Luftbewegungen in exakter Weise be
statigt; er hat auch (a. a. 0.) auf die Unzulanglichkeit der alteren 
Theorien hingewiesen, welche die Zyklonenenergie aus der Kondensa
tionswarme herleiten (FERREL), die neuere Meteorologie hat sich jedoch 
veranlaBt gesehen, auf diese alteren Theorien teilweise wieder zuri.ick
zugreifen (REFSDAL, RAETHJEN). 

Es ist wohl zu beachten, daB sich die MARGULESschen Rechnungen 
auf ein ,geschlossenes System" beziehen; in einem nicht abgeschlossenen 
System kann auch die potentielle Energie der horizontalen Druckver
teilung zur Erklarung der kinetischen Energie der Sti.irme ausreichen. 
So hat z. B. bereits HANN 80 erwogen, ob nicht die kinetische Energie 
einer Zyklone aus deren Umgebung stammen konnte, und ScHMAuss 81 

und EMDEN 82 haben ahnliche Betrachtungen angestellt. Auch die An
sicht von Rvn 83 ware hier zu nennen, der annimmt, daB die Zyklonen 
ihre Energie aus der Westwinddrift der hoheren Luftschichten schopfen. 

Neuerdings hat REFSDAL 84 zu den Ausfi.ihrungen von MARGULES 
kritisch Stellung genommen; REFSDAL glaubt folgende Energieformen 
in der Atmosphare unterscheiden zu mi.issen: 

1. ,Energie der Lage." Diese Energieform ist durch die Gravita
tion bedingt und tritt auf als Energie der Lage a) vertikal, b) hori
zontal benachbarter Luftmassen. 

2. ,Innere Energie." 
3· ,Kondensationswarme." 
4. ,Energie der Druckverteilung." Hierunter versteht REFSDAL die 

,Arbeit der von der Gravitation unabhangigen Druckkrafte", die fi.ir 

einen atmospharischen KreisprozeB durch - f _1_ ~~ • dt gegeben ist 
(vgl. weiter unten). e 

5. ,Labile Energie." Diese Energie definiert REFSDAL als die 
Summe von potentieller Energie der Lage, innerer Energie und der
jenigen Energie, die bei dem betrachteten ProzeB aus der Kondensa
tionswarme resultiert. Auch hier wird unterschieden zwischen der 
labilen Energie a) vertikal, b) horizontal benachbarter Luftmassen. 

Die REFSDALsche Fassung des Begriffs der ,Energie der Druck
verteilung" erfordert ein naheres Eingehen auf denselben. Schon aus 

80 HANN, J. v.: Lehrb. d. Meteorol., 4. Auf!. S. 621. Leipzig 1926. 
81 ScHMAuss, A.: Beitrage zur Dynarnik der Atrnosphare. Meteorol. Z. 191 7 

S. 97-121 - Randbernerkungen II. Ebenda 1919 S. 11-16. 
82 EMDEN, R.: Besprechung von F. M. ExNER, Dynarn. Meteorol., 1. Auf!. 

191 7 - Meteorol. Z. 191 7 S. 393-398. 
83 RYD, V. H.: Meteorological Problems II, The energy of the winds. Pub!. 

fra Det Danske Meteorol. Inst., Meddelelser Nr. 7. Kopenhagen 1927. 
84 REFSDAL, A.: Zur Therrnodynamik der Atmosphare. Geofys. Pub!. Oslo 

Bd. 9 Nr. 12. 
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(110) scheint ersichtlich, daB bei Vernachlassigung der Reibung em 
a tmospharischer KreisprozeB 

~dtfffed~9 d-r: = o(Ekin + Epot) + ~dtffpvinida 
nur dann Arbeit (in positivem oder negativem Sinne) zu liefern ver
mag, wenn bei dem aus ,Hinweg" und ,Riickweg" zusammengesetzten 
Zustandweg bei Ruckweg andere Druckverhaltnisse vorherrschen als 
auf dem Hinweg; andernfalls verschwindet das Integral cpdt J J pvi ni da. 
Klarer werden diese Verhaltnisse durch folgende Umformung: Man 
addiere zu (108) unter Vernachlassigung der Reibung, die aus dem 
ersten Hauptsatz in der Form 

folgende Gleichung 

d'Q dT dp 
dt = CPdf - iXdt 

J J J e d~9 d-r: = :t JjjcPe T d-r:- JJJ ::j vjd-r:- j((~~ d-r:. 
Man erhalt: 

(111) 

und fur einen KreisprozeB: 

in welcher Gleichung der erste Term der rechten Seite die ,Energie der 
Druckverteilung" im Sinne REFSDALs definiert (a. a. 0. S. 12), die 
speziell fur die Masseneinheit 

(113) - ,.{, !__ Bp dt 'f e at 
betragt (Punktmechanisches Analogon: Partikelbewegung in emem 
nich tsta tionaren Paten tialfeld). 

,Durch diese Energie entstehen m der Atmosphare Bewegungen, 
welche versuchen, die Atmosphare moglichst schnell wieder in den 
Gleichgewichtszustand zu bringen. Die Atmosphare arbeitet mit an
deren Worten in der Weise, daB das statische Gleichgewicht durch lokale 
Druckanderungen ein wenig gestort wird, wonach Bewegungen ein
setzen, die diese Storung aufzuheben versuchen. Da sich die Atmo
sphare immer in annahernd statischem Gleichgewicht befindet, folgt 
daraus, daB die Energie der Druckverteilung, als Energiequelle be
trachtet, nur unbedeutend ist, obgleich sie ein unbedingt notwendiges 
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Glied der Energieumwandlungen in der Atmosphare bildet" (REFSDAL, 
a. a. 0. S. 12). Demzufolge gelangt REFSDAL zu folgendem Schema 
der atmospharischen Energieumwandlungen*: 

kinetische Energie 

/ ~ 
w·· labile 

arme --->- Energie Warme 

~ / 
Energie der kinetische 

Druckverteilung --->- --->- --->- --->- Energie 

wozu noch zu bemerken ist, daB nach REFSDAL die CoRIOLISkrafte bei 
atmospharischen Kreisprozessen derart wirken sollen, daB sie versuchen, 
die Kreisprozesse annahernd quasistatisch umzuformen, d. h. die Energie
umwandlung soli den unteren Weg des obigen Schemas bevorzugen. 

Abweichend von der REFSDALschen Klassifikation hat BRUNT 85 

eine Einteilung der atmospharischen Energieformen und ihrer Um
setzungen gegeben, die einfacher ist. BRUNT unterscheidet: 

1. Kinetische Energie (der ,ausgeglichenen" Bewegungen). 
2. Turbulenzenergie. 
3· Thermische Energie. 
4. Potentielle Energie (bedingt durch das Gravitationsfeld). 
Zwischen diesen Energieformen sind folgende Ubergange moglich: 

a) 1 ?' 2 --->- (3 + 4) 
"' (3 + 4) 

b) 2--->- (3 + 4) 
c) 2 ~ (3 + 4) 
d) (3 + 4)--->- 1 

wobei in den Dbergangen c) das obere Zeichen sich auf einen stabilen, 
das untere auf einen instabilen Zustand der Atmosphare bezieht. 

Bei der Anwendung der Gleichungen (110) bzw. (111) auf die ge
samte Atmosphare verschwindet die Druckarbeit A*= J J p v1n1 d a, da 
sie sich wegen p--->- 0 fiir z--->- oo auf ein iiber die Erdoberflache zu er
streckendes Integral reduziert; an der Erdoberflache verschwindet aber 
die Normalkomponente der Geschwindigkeit (v1n1) nach der kinemati
schen Grenzflachenbedingung. Die Gleichung (111) reduziert sich also auf 

(114) ~, Q* = ~ (Ekin + Epot + E,) + ~, R*. 
Da erfahrungsgemaB im Mittel iiber langere Zeitraume weder die 

kinetische noch die potentielle oder die innere Energie eine kontinuier
liche Zu- oder Abnahme erfahrt, muB 

(115) ~'Q* = ~' R* 

* Auf S. 55 der REFSDALschen Arbeit ist noch ein vervollstandigtes Schema 
angegeben. 

85 BRUNT, D.: Physical and Dynamical Meteorology. S. 274f. Cambridge 1934. 

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 4 
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sein, wobei zur physikalischen Deutung dieser Gleichung zu beachten 
ist, daB die linke Seite die durch irreversible Vorgange in der Atmo
sphare erzeugte Warme mitenthalt; zur Berechnung des Nutzeffekts der 
atmospharischen Zirkulation laBt sich diese Gleichung nicht verwenden. 

Die Abschatzungen des Wirkungsgrades (n) der atmospharischen 
Zirkulation differieren in ihren Resultaten noch erheblich: SVERDRUP86 

fand fur die Passatzirkulation noch verschiedene Methoden n = 8,8% 
und n = 3.2%; er halt den zweiten Wert fur den richtigeren. REFS
DAL87 gelangt zu hoheren Werten, namlich n = 17,5% fiir die tropische 
Zirkulation und ~ = 14,6% fiir die auBertropische Zirkulation. Die 
Unterschiede der Abschatzungen erklaren sich hauptsachlich durch die 
verschiedenen Annahmen fiber die Hohen und damit die Temperaturen 
der Schichten, in denen die Warmezufuhr und die Warmeabgabe vor
wiegend erfolgen. Nach einem zuerst von SANDSTROM 88 abgeleiteten 
Satz muB in einer stationaren, thermisch unterhaltenen atmospharischen 
(und ozeanischen) Zirkulation die Kaltequelle h6her als die Warme
quelle liegen, damit die Druckkrafte unter Arbeitsleistung die Reibungs
widerstande iiberwinden konnen 89. (Beweis mittels des CARNOT-Dia-

gramms, das in der Richtung durchlaufen werden muB, daB - ~ ~ d p > 0 

wird.) Die REFSDALschen Abschatzungen des Wirkungsgrades ergeben 
sich folgendermaBen: Die Warmequelle der tropischen Zirkulation wird 
mit SVERDRUP (a. a. 0.) in etwa 3000 dyn. Meter verlegt und die Tem
peratur daselbst mit T1 = 285 o abs. angenommen; die Lage der 
Warmequelle der auBertropischen Zirkulation schatzt REFSDAL auf 
etwa 2000 dyn. Meter und die entsprechende Temperatur auf T1 =270° 
abs. Den Annahmen fiber die Lage der Kaltequellen werden die Daten 
von ALBRECHT 90 tiber die Lage der Emissionsschicht (vgl. S. 79) zu
grunde gelegt: 10 km Hohe in den Tropen, 8 km in mittleren Breiten; 
die entsprechenden Temperaturen T 2 = 235° (Tropen) und T2 = 230° 
ergeben dann in Verbindung mit den Temperaturen der entsprechen
den Warmequellen die oben angegebenen Wirkungsgrade gemaB Glei
chung (17). 

86 SVERDRUP, H. U.: Der nordatlantische Passat. Veroff. geophys. Inst. 
Leipzig, 2. Ser., Bd. 2 ( 1917) Nr. 1. 

87 REFSDAL, A.: a. a. 0. S. 50. 
88 SANDSTROM, J. W.: MeteorologiEche Studien im schwedischen Hochgebirge. 

Goteborgs Kungl. Vetensk. och Vitterhetssamh. Handl., Fjerde Foldjen, Bd. 17 
(1916) S. 2. - Vgl. auch V. BJERKNES: Uber thermodynamische Maschinen, die 
unter Mitwirkung der Schwerkraft arbeiten. Abh. Sachs. Akad. V'l'iss. Ed. 35 
(1916) Nr. 1 - Physik. Z. 1916 S. 335-341. 

89 R. WENGER hat gelehrt, daB der SANDSTROMsche Satz den Spezialfall eines 
allgemeinen Satzes darstellt, der besagt, daB die Warmezufuhr unter hoherem 
Druck erfolgen muB als die Warmeabgabe (Physik. Z. 1916 S. 54 7- 549). 

oo ALBRECHT, F.: Uber die ,Glashauswirkung" der Erdatmosphare und das 
Zustandekommen der Troposphare. Meteorol. Z. 1931 S. 57-68. 
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Da die Voraussetzung, da13 die genannten Zirkulationen als geschlos
senen Kreislaufen entsprechende thermodynamische Maschinen aufgefa13t 
werden konnen, wohl nur in erster Naherung erftillt ist (vgl. H. U. SVER
DRUP: a. a. 0. S. 84), lassen sich prazisere Angaben tiber die wahren Nutz
effekte der atmospharischen Bewegungen zur Zeit kaum erzielen. 

Den atmospharischen Energieverbrauch durch Reibung hat zuerst 
MARGULES 91 abgeschatzt. Indem er sich des STOKESschen Dissipations
theorems bediente, konnte er zeigen, da13 durch molekulare Reibung 
der Aufbrauch der kinetischen Energie der Luftbewegungen nicht er
klart werden kann, denn selbst mit tibertriebenen Annahmen tiber die 
Geschwindigkeit und Hohe der kinetische Energie in Warme dissipie
renden Luftmassen mti13te erst in einer Zeit von der Gro13enordnung 
von 20 bis 30 Tagen die kinetische Energie auf ein Viertel (die Ge
schwindigkeit also auf die Halfte) des Anfangswertes abgenommen 
haben, wahrend erfahrungsgema13 die kinetische Energie der Sttirme 
viel schneller erlischt. Zur Erklarung dieser Diskrepanz weist MAR
GULES bereits auf die Turbulenz der Luftbewegung hin und er sieht 
in der unregelma13igen Wirbelbildung und vor allem in der durch die 
Rauhigkeiten der Unterlage bedingten Grenzflachenreibung die Ur
sachen starkerer Energiedissipation. Dank der raschen Entwicklung 
der atmospharischen Turbulenzforschung in den folgenden Dezennien 
konnte SvERDRUP 92 den Berechnungen des atmospharischen Energie
verbrauchs* durch Rei bung eine exaktere Basis geben; indem er an 
Stelle des molekularen Reibungskoeffizienten den virtuellen (,molaren", 
vgl. S. 33) benutzt, dessen Gro13enordnung und Variation mit der 
Hohe (z) er gemeinsam mit HESSELBERG 93 eingehend untersucht hatte, 
berechnet SvERDRUP den Energieverbrauch durch Rei bung direkt mittels 

(116) R* r· () ( ov;) d =-. oz rJaz ·vj z, 
0 

und zwar getrennt ftir einzelne Hohenschichten; er schatzt auf Grund 
dessen unter mittleren Verhaltnissen den sekundlichen Energieverbrauch 
in einer Luftsaule (0, OCJ) vom Querschnitt 1 cm 2 zu R*= 4·10-4 Wattjcm2 

(als Mittelwert ftir die ganze Erde). Nun hat WILH. ScHMIDT 94 darauf 
hingewiesen, da13 (116) gar nicht den Energieverbrauch durch Reibung 

9t MARGULES, M.: Uber den Arbeitswert einer Luftdruckverteilung und iiber 
die Erhaltung der Druckunterschiede. Denkschr. Akad. Wiss. Wien Ed. 73 (1901). 

92 SvERDRUP, H. U.: Uber den Energieverbrauch der Atmosphare. Veroff. 
geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser., Ed. 2 Nr. 4. 

* Es handelt sich bei den folgenden Rechnungen urn den Ubergang der Energie 
der ,ausgeglichenen" Eewegungen in Turbulenzenergie und Grenzflachenarbeit. 

93 HESSELBERG, TH., u. H. U. SVERDRUP: Die Reibung in der Atmosphare. 
Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser., Ed. 1 Nr. 10. 

94 ScHMIDT, \VrLH.: Uber Arbeitsleistung und Arbeitsverbrauch in der freien 
Luft. Ann. Hydrogr. 1918 S. 324-332. 

4* 
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in der Luftsaule ausdrtickt, sondern daB dieser vielmehr durch 
00 

( 117) R1i) = f 1J (~v: r dz 
0 

als Spezialfall (besser: Analogon) des STOKESschen Dissipations theorems 
dargestellt wird; er findet mit den gleichen Daten, die auch SVERDRUP 
benutzte: R~) = 0,91 · 10-4 Wattfcm 2• Der Unterschied zwischen (116) 
und ( 117) klart sich nach HESSELBERG 95 und ExNER wie folgt auf: 
Partielle Integration von ( 116) ergibt: 

00 

(118) R* = ( 1J ~~- • v1).= 0 + f 1J (~v: rdz = R~) + R1~, 
0 

worin R~l den Energieverbrauch durch Grenzflachenreibung darstellt. 
Da WILH. ScHMIDT (a. a. 0.) mit den gleichen Ausgangswerten wie 
SvERDRUP ftir R~l nur den vierten bis ftinften Teil der gesamten Rei
bungsleistung R* erhielt, scheint ganz im Sinne der MARGULESschen 
Vorstellungen dem durch die Grenzflachenreibung bedingten Energie
verbrauch die tiberwiegende Bedeutung zuzukommen. Fur den graBen 

Wert der Grenzflachenreibungsleistung R(g) = ( 1J of);-. Vj )z = 0 ist off en

bar der enorme Geschwindigkeitsgradient in den bodennahen Schichten 
(<10m tiber Kontinenten, <1m tiber Ozeanen; vgl. V. W. EKMAN 96) 

ausschlaggebend; 1J konvergiert zwar fur z-+ 0 gegen Null (bzw. gegen 

den molekularen Reibungskoeffizienten), T1 = (1] ~;)z=O bleibt aber 

endlich und miBt den Tangentialdruck des Windes auf die Erd- bzw. 
Meeresoberflache. Neuerdings hat IsiMARu 97 die Dissipationsberech
nung auch unter Beriicksichtigung der von SAKAKIBARA eingeftihrten 
, transversalen Rei bung" (vgl. S. 94) 

R - _1'_ fJ2vy R - - _1'_ fJ2vx 
,-efJz2' y- efJz2 

durchgeftihrt; zur Dissipation im Inn ern der Luftmasse tragt diese 
transversale Reibung nichts bei, ftir die Grenzflachenarbeitsleistung 

"b . d Z { OVx OVy} erg1 t s1e en usatzterm v vy fJz - v,ffZ . 

Es sei noch bemerkt, daB die oben mitgeteilten Berechnungen des 
Energieverbrauchs durch Reibung mit Hilfe der Losungen der Diffe
rentialgleichungeR des stationaren geostrophisch-antitriptischen Wind-

95 HESSELBERG, TH.: Uber Rei bung und Dissipation in der Atmosphare. 
Geofys. Publ. Oslo Ed. 3 Nr. 5. - ExNER, F. M.: Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S. 184. 

96 EKMAN, V. W.: Eddy-viscosity and skin-friction in the dynamics of winds 
and ocean-currents. Mem. Roy. Meteorol. Soc., Lond. 1928 Nr. 20. 

97 IsrMARU, Y.: On the dissipation of the energy due to internal friction in 
the atmosphere. Geophys. Mag. Tokyo Ed. 2 (1930) S. 133-138. 
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feldes (vgl. S. 91) ausgefiihrt wurden, gegen die jedoch Ryn98 Ein
wande erhoben hat. Indessen scheint fiir die gesamte Reibungsleistung 
die GroBenordnung von 10-4 Wattfcm2 den mittleren Verhaltnissen 
recht gut zu entsprechen, wenn man zum Vergleich die Berechnungen 
heranzieht, die ohne Verwendung der von RYD beanstandeten Losun
gen ausgefiihrt wurden, allerdings fiir Bewegungen mit groBeren Energie
umsatzen. HORIGUTI 99, der die Energetik des ,Okinawa-Taifuns" 
(August 1924) eingehend untersucht hat, ermittelte z. B. die gesamte 
Reibungsleistung im Taifungebiet (Radius = 700 km) zu 5·1020 erg sec-1, 

welcher Betrag pro Flacheneinheit 3,2 · 10-3 Wattjcm2 entspricht, das 
ist das Achtfache des von SvERDRUP geschatzten Mittelwertes 
4 · 10-4 Wattfcm2 fiir die ganze Erde; eine derartige Steigerung der 
Reibungsarbeit im Taifungebiet erscheint zwar etwas gering, ist aber 
gewiB plausibel im Hinblick auf die Ausgleichung iiber ein Gebiet von 
700 km Radius. 

Die zitierte Arbeit von HoRIGUTI gibt auch iiber die Umsetzungen 
der anderen Energieformen Auskunft. HoRIGUTI betrachtet einen 
nahezu stationaren Zustand des Okinawa-Taifuns und ermittelt fiir 
ein Gebiet von 700 km Radius (Flacheninhalt = 1,54 · 1016 cm2) und 
11 km Hohe die Werte der meteorologischen Elemente teils aus Beob
achtungen, teils mit Hilfe analytischer Interpolationsformeln, woraus 
er folgende Energieumsetzungen ableitet (wegen des stationaren Zu-

standes verschwindet in :t JJJ· · · d-r: der ,lokale" Term :t JJJ· · · d-r: 

und es verbleibt nur die ,konvektive Anderung" J J · · · nk vk da; n be
deutet hier die innere Normale): 

ff vj bEkin= e2·nkvkda 1,6 · 1019 erg· sec-1 

bEpot = f f egz · nkvkda 9,53 . 1021 

bE; = J J cv (! T · nk vk d a 5,32. 1021 

- (jfiJp v ·d-r: . iJxJ J 
10,0 . 1021 

bR* =- f f f eR1 v1 d-r: 5,0 . 1020 

b'Q~ = Strahlung 2,7 . 1021 

b'Q~ = Kondensa tionswarme = 7,3 . 1021 

b' Q't = Dissipationswarme * 3,3 . 1020 

b'A* = J J pnkvkda 1,82. 1021 

os RYD, V. H.: Die Reibung in der Atmosphare. Ann. Hydrogr. 1918 S. 242 
bis 246. 

99 HoRIGUTI, Y.: On the energy of a typhoon. Geophys: Mag. Tokyo Bd. 6 
(1932) (Okada-Ed.) S. 39-57. - Vgl. hierzu des gleichen Autors: On the typhoon 
in the Far East. Mem. Imp. Marine Obs. Kobe Bd. 2 (1926) u. f. 

* Wird abgeschatzt: b'Q~ = ib'R*, was viel zu groB sein diirfte. 
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Auf die FHicheneinheit umgerechnet sind die Energieumsatze von 
der GroBenordnung 10-~ bis 10-4 Wattjcm 2• Der Taifun ist kein ,ge
schlossenes System'' im MARGULESschen Sinne, es ist jamagnl>' A*= 1021 ! 

Die Energieumsatze in den Zyklonen der mittleren Breiten scheinen 
etwas kleiner zu sein, denn ScHRODER 100 ermittelte fiir eine (allerdings 
regenerierte) Zyklone l>Ekin + I>' R* = 5,4 · 1014 Kilojoule und r5 (Epot + E;) 
= 5,6·1014 Kilojoule als Energieumsatze tiber einer Flache 2,34·1016 cm2 

in 18 Stunden, was einer GroBenordnung von 10-4 Wattjcm 2 ent
spricht. 

Die besondere Rolle der Passatgebiete fiir den Energiehaushalt der 
Atmosphare ist kiirzlich durch die Untersuchungen H. v. FICKERs klar
gestellt worden101• Nach seinen Untersuchungen besteht der Passat 
a us einer feuchten und relativ kiihlen ,Grundstromung", die durch die 
Passatinversion von der trockenen und warmen Oberstromung, die 
ebenfalls aquatorwarts driftet, abgeschlossen ist. Die stabilisierende 
Wirkung der Inversion hat zur Folge, daB die von der Meeresober
flache durch Anheizung und Wasserdampfzufuhr in die Grundstromung 
iibergehende Energie nicht in die Oberstromung gelangen kann, da die 
Passatinversion austauschhemmend wirkt. Infolgedessen wird fast die 
gauze zugefiihrte Energie in der Grundstromung akkumuliert und in 
die aquatoriale Kalmenzone verfrachtet, die dadurch, wie JAw102 zeigte, 
einen Energiestrom E erhalt, der den Betrag der solaren Energiezufuhr 
der Kalmenzone E' urn ein Mehrfaches iibersteigt (E = 6E'). Der von 
v. FICKER ermittelte Betrag der Energieakkumulation (rund 10 Kal.jkg 
Luft der Grundstromung) konnte von JAw durch eine genauere Be
rechnung in der GroBenordnung bestatigt werden (7 bis 7,5 Kal.jkg). 
Die energieakkumulierende Funktion der Passate muB eine Steigerung 
des Nutzeffektes der atmospharischen Zirkulation zur Folge haben, 
weil dadurch der Atmosphare groBe Warmemengen bei hoherer Tem
pera tur zugefuhrt werden (Technisches Analogon: V orwarmungsprinzi p). 

1oo SCHRODER, R.: Die Regeneration einer Zyklone iiber Nord- und Ostsee. 
Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser., Bd. 4 Nr. 2. 

10 1 FrcKER, H. v.: Die Passatinversion. Veroff. meteorol. Inst. Univ. Berlin 
Bd. 1 Heft 4. Berlin 1936 - Bemerkung iiber den Warmeum~atz innerhalb der 
Passatzirkulation. S.-B. preuJ3. Akad. Wiss. 1936 S. 103. 

102 JAw, J.: Zur Thermodynamik der Passat-Grundstromung. Veroff. meteorol. 
Inst. Univ. Berlin Bd. 2 Heft 6. Berlin 1937. 
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III. Spezielle Dynamik der 
Atmosphare. 

§ 1. Grundgleichungen der atmospharischen Statik. 

55 

Die Grundgleichungen der atmospharischen Statik ergeben sich aus 
den Bewegungsgleichungen (87) bzw. (88) durch Nullsetzen aller Ge
schwindigkeitskomponenten zu 

f)(j) 1 8p 
0 =- + ----ox, (.! ox, (119) oder 

hieraus folgen durch Rotationsbildung 
Tensor) die Gleichungen: 

ap Be ap a~ 
(120) 0=Ei.ik3-~' O=Eijk~~' uxi uxk uxi uxk 

(Ei.ik ist der auf So 20 erklarte 

und durch Elimination von 1..! bzwo ex aus (119) ergibt sich: 
f)(j) 8 p 

(121) 0 =' Eijk 8xi CJxk o 

Die Relationen (120) und (121) sind die analytische Form der Be
dingung des Zusammenfallens der Flachensysteme cJ> = konst., p = konst., 
Q = konsto, ex= konsto, und mittels der Zustandsgleichung ( 1) laJ3t sich 
zeigen, daB auch die Isothermenflachen T = konsto dieser Bedingung 
gentigen, daher auch die Isentropenflachen S = konst. und die Flachen 
gleicher potentieller Temperatur if= konsto 1030 

Wenn xi = x, x2 = y ,horizon tale" Koordina ten bedeu ten ( c cJ> j c x 
= ()cJ>j()y = 0) und x3 = z positiv gezahlt wird in Richtung zunehmen
der potentieller Energie des Schwerefeldes, so reduziert sich ( 119) auf 
ap;ax = opjay = 0 und 

(122) 
8p 
i'Jz = -g(.!, 

wegen 
wegen 

a(]> I iJ z = g 0 ( 122) heiJ3t ,statische Grundgleichung"; Sle wird 
( 1) gewi:ihnlich in der Form 

(123) 
i'Jlnp g 
~=-RT 

benutzt und gestattet bei bekannter Temperaturverteilung T (z) m 
einem Intervall (zi, z2) die Berechnung des Druckes* a us 

(124) P2 =PI· exp( -l~ d;) =PI· exp{- ~ (z2 ;mz1l}. 
z, 

103 ANSEL, E. A.: Beitrage zur Dynamik und Thermodynarnik der Atmo

sphare. Diss. Gottingen 1913. 
* Auf die umgekehrte Aufgabe, a us den gernessenen Drucken p1 , p2 bei be

kanntern T (z) (z1 < z < z2) die Hohendifferenz z2 - z1 zu berechnen (,baro

metrische Hohenrnessung"), kann hier nicht naher eingegangen werden. 
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wobei fiir die Zwecke der dynamischen Meteorologie von der Abnahme 
von g mit der Hohe abgesehen werden kann*; hierin heiBt 

(125) T _ z2 - z1 
m- z, 

ja; 
Zt 

,barometrische Mitteltemperatur". Dieselbe ist nur im Falle der Iso
thermie T = konst. mit der ,arithmetischen Mitteltemperatur" 

(126) 

identisch**, sonst ist T m<i, wie immer T(z) auch mit der Hohevariiert. 
Das graphische Bild von T (z) heiBt ,geometrische Zustandskurve" (der 
Temperatur). 

§ 2. Polytrope Atmospharen. 
Ein beliebiges Luftquantum der ruhenden Atmosphare unterwerfen 

wir (etwa durch eine quasistatische Verschiebung) einer ,individuellen 
Zustandsanderung". MuB diese Zustandsanderung nach einer Poly
tropen der Klasse n erfolgen, damit der Fall der Autobarotropie (vgl. 
S. 37) eintritt, so heiBt die Atmosphare ,nach der Polytropen der 
Klasse n aufgebaut". Fiir polytrope Atmospharen gelten folgende ein
fache GesetzmaBigkeiten104 : Es ist dpfe = (n + 1)R · dT (vgl. S. 10), 
also wegen der Autobarotropie (Dbereinstimmung von ,geometrischer" 

und individueller Zustandsanderung): ..!_ ~P = (n + 1) R ~T , woraus 
sich in Verbindung mit (122) ergibt: e z z 

(127) 

* Bei der Behandlung des Problems der gesamten Atmospharenmasse ist 
jedoch diese Vereinfachung nicht statthaft (vgl. hierzu E. MASCART: Sur la 
masse de !'atmosphere. C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 114 S. 93-99- - EKHOLM, N.: 
Uber die Hiihe der homogenen Atmospharen usw. Meteorol. Z. 1902 S. 249-260. 
-TRABERT, W.: Lehrb. d. kosm. Physik. S. 307. Leipzig-Berlin 1911.- EMDEN, 
R.: Gaskugeln. Leipzig-Berlin 1907). Beilaufig sei bemerkt, daB eine exakte Be
rechnung der Gesamtmasse der Atmosphare nicht miiglich ist, man kann aber 
angeben, daB die Masse der Atmosphare 5,2 · 1021 g betragt, wenn die Luftschichten 
unberiicksichtigt bleiben, deren Dichte <10- 20 g cm- 3 ist; diese Angabe geniigt 
aber fiir die Zwecke der dynamischen Meteorologie. Man beachte zum Vergleich, 
daB einer Dichte 10-20 g cm-3 etwa 1500 He-Atomefcm3 entsprechen, allein in 
1000 km Hiihe sind nach CHAPMAN und MILNE noch immer 105 He-Atomefcm3. 

** Bei linearer Temperaturanderung ist in erster N iiherung T m = T (vgl. z. B. 
F. M. ExNER: Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S. 39/40). 

104 EMDEN, R.: Beitrage zur Thermodynamik der Atmosphare, 1. Mitt. 
Meteorol. Z. 1916 S. 351-360 - Thermodynamik der Himmelskiirper. Enzykl. 
d. Math. Wiss. Bd. 6, 2 B Heft 2 (1926) S. 395ff. 
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d. h. in einer polytropen Atmosphare herrscht ein konstanter Tempe
raturgradient. Bei einer Ausgangstemperatur T0 ftir z = 0 ist dem
nach in der Hohe 

(128) Hn = RTo (n + 1) 
g 

die Temperatur auf Null herabgesunken, dort ist auch (vgl. weiter 
unten) p = e = 0. Hn heiBt ,Hohe der polytropen Atmosphare", 
speziell ist 

(129) H = RTo = 7991 (_!'_o_) g45 = H (0) · (_!'_o_) g45 [m] 
0 g 273 g 0 273 g 

die ,Hohe der homogenen Atmosphare" (n = 0, e = konst. = eo), 
worin H 0 (0) = 7991 m die Hohe der homogenen Atmosphare ftir T0 

= 273 o und Normalschwere bedeutet. Mit Einftihrung der Hohe der 
polytropen Atmosphare Hn ist die Abhangigkeit der Zustandsgr6Ben 
T, p, e von der Hohe z durch die einfachen Beziehungen gegeben: 

T = T0(1- ~J 

(130) ( z )n + 1 
P =Po 1- Hn ' 

e = eo ( 1 - ~}', 
aus denen durch den Grenziibergang n _.., oo die fiir die isotherme Atmo
sphare geltenden Gleichungen (T = T0 = konst.) 

(131) P =Po· exp (-- ;J, e =eo· exp (- ;.) 

resultieren, die auch direkt aus (124) durch Integration mit Riicksicht 
auf (128) folgen. Durch Umkehrung von (130) ergibt sich die ,poly-
trope Hohenformel" 1 

(132) Z = Hn{1- (fo)n+l}, 
deren Verwendbarkeit CRAMER 105 diskutiert hat. 

§ 3. Stabilitatskriterien. 

Die statischen Bedingungen (122) bzw. (123) charakterisieren den 
Ruhezustand einer Luftmasse noch nicht erschopfend, es miissen noch 
Angaben tiber das Verhalten der Luftmasse gegeniiber Storungen hinzu
treten. Wie immer die Temperatur auch mit der Hohe variieren moge, 
eine Luftmasse kann sich trotzdem im Gleichgewicht befinden, solange 
nur in der Horizontalen keine Dichteunterschiede auftreten (diesen 

10 5 CRAMER, H.: Zur Anwendung der polytropen Hohenformel. Meteorol. Z. 
1917 S. 87-89.- Vgl. auch P. ScHREIBER: Zur polytropen Atmosphare. Ebenda 
1920 s. 73-7]. 
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Punkt hat besonders EKMAN klargestellt, vgl. S. 65); damit jedoch 
auch bei Storungen das Gleichgewicht erhalten bleibt, muB der verti
kale Temperaturgradient gewissen ,Stabilitatsbedingungen" geniigen. 

Aus der auf ,Stabilitat zu untersuchenden Luftschicht" grenzen wir 
eine als ,Probekorper" dienende belie big groBe Luftmasse M = J J J e d-r 
ab und denken uns dieselbe einer virtuellen Verschiebung (Kompo
nenten CJx1) unterworfen; die Bedingung der Konstanz der Masse fordert 
fiir die CJx1 das Bestehen der Gleichung (104). Infolge der Verschiebung 
erleidet M eine thermodynamische Zustandsanderung, die durch die 
Polytrope n = 1/(x- 1) (Isentrope) bestimmt sei (da in der Meteoro
logie vorwiegend die Stabilitat einer Schichtung hinsichtlich adiabati
scher Storungen betrachtet wird). Ist die Storung reversibel, so ist da
durch die Stabilitat der Schichtung gewahrleistet; andererseits erfordert 
die Bedingung der Reversibilitat gemaB den thermodynamischen Gleich
gewichtsbedingungen (10): 

T(JS ~ (J jf(cPe Td-r- JJJ:~ (Jxjd-r, 

worin die rechte Seite analog der auf S. 45 durchgefiihrten Rechnung 
zu gewinnen ist, unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB die Ver
schiebungen (Jxj virtuelle sind ((Jt = 0). Fur isentropische Zustands
anderungen muB also 

o <jJJe {c oT -- _1_ op} (Jx .• d-r 
- p 0 XJ (! 0 XJ J 

sein, wobei zur Umformung des ersten Terms der rechten Seite von (104) 
Gebrauch gemacht wurde. Mit Riicksicht auf (122) folgt weiter: 

o~JJje{cP ~~ +g}(Jz.d-r, 

woraus sich die gesuchten Stabilitatskriterien 

-CJT = -CJZ -~T < glJz oder - oT < _g_ ("- 1 ) 
d z - Cp () z - R " 

ergeben 106, da die Masse beliebig angenommen werden durfte. Es defi
niert also: 

( 13 3) 

r- ~ ~ < f.? (" : 1) stabiles Gleichgewicht, 

1
- oT = _g_ i':_::--__!1 indifferentes (,konvektives") Gleich-

oz R " gewichtl07, 

0 T g (" - 1) I b.l. ( I b.l Gl . h . h ") - oz > R- --"- nsta 1 1tat , a 1 es e1c gew1c t . 

106 Vgl. auch H. ERTEL: Thermodynamische Begriindung der atmosphari
schen Stabilitatskriterien. Meteorol. Z. 1933 S. 1 76-177. 

107 Lord KELVIN (W. THOMSON): On the convective equilibrium of tempe
rature in the atmosphere. Manchester Phil. Soc. Mem., Ser. 3, Bd. 2 (1865); 
Papers III, App. E, S. 255. 
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Die GroBe y = Rg (u- 1) = 9,79. w-5 ..ff..... [Gradjcm], 
u g45 

die sich nattirlich auch aus (127) fiir n = 1/(u- 1) ergeben muB, heiBt 
,trockenadiabatischer Temperaturgradient"; in praxi kann gewohnlich 
y = 1 Grad/100m gesetzt werden. 

Noch einfacher lassen sich die Stabilitatskriterien ( 13 3) wie folgt 
ableiten: Das Gleichgewicht ist stabil, indifferent oder labil, je nach
dem ob die potentielle Energie (etwa der Masseneinheit) s ein Mini
mum, konstant fiir alle benachbarten Lagen oder ein Maximum ist, 
d. h. je nachdem ob die ,virtuelle Arbeit" (-bs) 

....... bs < 0 > 
ist. Nun zeigt das Variationsprinzip (102), daB zu setzen ist: s=lf>+'lfJs 
(fiir adiabatische Zustandsanderungen), mithin muB 

(134) -(~~ + ~~s)·bzg:o 
sein oder wegen l/1 = g · z, 'lfJs = cP T: 

8T < g g (u -- 1) 
---=-=---=y oz > cP R u 

in Ubereinstimmung mit (133). Diese Ableitung der Stabilitatskriterien 
laBt iibrigens erkennen, daB beim konvektiven Gleichgewicht als Aqui
valent der potentiellen Energie das Schwerefeldes eine Abnahme der 
Enthalpie (des ,Warmeinhaltes") auftritt und umgekehrt, daB dagegen 
nicht, wie GULDBERG und MoHN 108 irrttimlich meinten, die Anderung 
der potentiellen Energie der Lage a us der inneren Energie cv T be
stritten wird. Bereits v. BEZOLD 109, EMDEN 110 und V. BJERKNES 111 

haben in anderer Weise diesen Irrtum aufgeklart. 
Durch eine dynamische Betrachtungsweise ergeben sich die Stabili

tatskriterien (133) in folgender Weise: Wir beschreiben die Vertikal
bewegung eines kleinen, dynamisch a us der Gleichgewichtslage (z) 1=0 = c 
gebrachten ,isolierten Luftquantums" (Probekorpers) durch die dritte 
der LAGRANGEschen Gleichungen (55): 

ox By Bp 
aa aa aa 

(13 5) ( 82z) ox By Bp 
eo z- w. = 8b 8b ar; 

ox By Bp 
8c 8c 8c 

108 GULDBERG, C. M., u. H. MoHN: Uber die Temperaturanderung in verti
kaler Richtung der Atmosphare. Meteorol. Z. 1878 S. 113-124. 

10 9 BEZOLD, W. v.: Uber die Temperaturanderung auf- und absteigender 
Strome. Meterorol. Z. 1898 S. 441-448. 

uo EMDEN, R.: Thermodynamik der Himmelskorper. Enzykl. d. Math. Wiss. 
Bd. 4 2 B (1926) Heft 2 S. 399£. 

111 BJERKNES, V.: Theoretisch-meteorologische Mitteilungen. Meteorol. Z. 
1917 S. 166-176. 
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und konnen annehmen, daB eine kleine Verschiebung des kleinen Probe
korpers das umgebende Druckfeld nicht merklich start, so daB also 
dem Probekorper der praktisch ungestorte Druck der Umgebung 
(136) p =Po- ge0 (z- c) 
,aufgepragt" wird. Wegen 
op iJz op {)z 

Ciri" = -geoa;;' 8b = -geo81J, 
op oz 8e0 
- = -ge -- g-, (z- c) Be 0 iJe oz 

und Z=-g 

nimmt dann die Gleichung (135) die Form 
ox iJy tJz 
7fli Fa oa 

82 z ox oy {)z 
(137) fii2 + g = g ob 8b ob 

OX oy jJ_z_ + iJ lneo (z -c) 
7fC 7fC iJ e {) e 

an oder nach Aufspaltung der Determinante und Beri.icksichtigung der 
Kontinuitatsgleichung (54): 

( S) 82 z + eo + 8 In eo ( ) D 13 fii2 g=ge g--g-;- z-c zc 

(vgl. S. 23). Bezeichnen wir mit 

~ = x- a, 1)=y-b, C=z-c 
die Komponenten der Verschiebung des Probekorpers, welche GroBen 
mit ihren Ableitungen nach den Numerierungskoordinaten als kleine 
GraBen erster Ordnung anzusehen sind, so wird 

82 !; + = ~ + 8 lne0 • r (1 + ~ + o'YJ_ + ~ O'YJ _ ~ ~) 8t2 g g e g Be "' oa ob oa ob ob oa ' 
also 
(139) {)2!; -t- = ~ + olneo . r 

{) t2 g g I! g {) e ;, 

bis auf kleine Gr6Ben hoherer Ordnung. Nun ist erst ens: 

8 lneo = __ 1_ (.f_ + 8 To) 
oe T 0 R o e ' 

ferner gilt mit Ri.icksicht auf (136): 
n 

wenn die thermodynamische Zustandsanderung des Probekorpers durch 
eine Polytrope der Klasse n gegeben ist*; daher folgt aus (135) die 
Schwingungsgleichung isolierter Luftmassen 

(140) 02!; g [g ( 1 ) 8T0] 
(fi2- = --y--; R n+ 1 + 8C ·C = -TnC 

* Fur n 4c 1/(;.e - 1), also fur nichtadiabatische Zustandsanderungen, ist 
naturlich die ,isolierte" Luftmasse nicht ,thermisch isoliert". 
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fiir polytrope Zustandsanderungen. Das polytrope StabilitatsmaB 

( 141) 

(Kraft pro Masseneinheit in der Entfernung Eins von der Gleich
gewichtslage) zeigt an 

ta 11tat, wenn n>O, . . -ac<R(n+T)' r 
S b .l. T d h 8 To g 

(142) i Labilitat, wennTn<O, d.h.- 8,Tco>_g __ 
u R(n+1)' 

l IndifferentesGleichgewicht,wennTn=O, d.h.- 88~~= R(ng+ 1)' 

und liefert im Faile adiabatischer Zustandsanderungen (n = 1/(u- 1)) 
die Stabilitatskriterien (133). 

(143) r 1 = L[L("- _!) + 8To] = L[r+ 8,To] 
nc=,._ 1 T 0 R x 8c. T 0 oc 

heiBt HESSELBERGsches StabilitatsmaB112 • 

Die vorstehend mitgeteilte Ableitung der Schwingungsgleichung (140) 
hat gegeniiber der iiblichen Ableitung derselben aus den EuLERschen 
Gleichungen (vgl. S. 69) den Vorzug der Mitberiicksichtigung der Konti
nuitatsgleichung. 

Hinsichtlich meteorologischer Anwendungen (Leeseitige Luftwogen, 
Fohn) der Schwingungsgleichung (140) sei auf eine Arbeit von LINKE113 

verwiesen. 
Fiir Tn > o fiihrt das isolierte Luftquantum (theoretisch ungedampfte) 

Schwingungen mit der Periode 

( 144) 
2n iJT, . 

I (in Sek~nden) 
't'n = jl r" a-;; (m Grad/100m) 

aus, also im adiabatischen Faile: 0,9 1050 

2n 
0,5 748 

(145) i'= 

VL[y+ 8T0]' 

0,0 332 

+ 1,0 (Inversion) 236 
T 0 8c + 2,0 ( ) 194 

iiber deren GroBenordnung die + 10,0 (starke Inversion) 100 

nebenstehende Tabeile (nach 
LINKE) orientiert und die die stabilisierende Wirkung der Inversionen 
deutlich erkennen laBt. 

112 HESSELBERG, TH.: Uber die Stabilitatsverhaltnisse bei vertikalen Ver
schiebungen in der Atmosphare und im Meere. Ann. Hydrogr. 1918 S. 118 und 
besonders: Die Stabilitatsbeschleunigung im Meere und in der Atmosphare. Ebenda 
1919 S.292. 

113 LINKE, F.: Zur Vertikalbewegung isolierter Luftmassen. Meteorol. Z. 1928 
S. 255. - Siehe auch P. RAETHJEN: Zur Vertikalbewegung im atmospharischen 
Kontinuum. I. Teil. Isolierte Luftmassen im atmospharischen Kontinuum. 
Ebenda 1929 S. 292. 
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Dbrigens Hi.Bt sich die Schwingungsgleichung (140) aus dem Varia-
tionsprinzip t. 

15fLdt = o 
t, 

mit der LAGRANGE-Funktion 

1 (8{;)2 1 L = Ekin- Epot = 2 Tt - 2FnC2 

ableiten; die potentielle Energie (pro Masseneinheit) der urn die verti
kale Strecke C von der Gleichgewichtslage entfernten Teilchens ist also 
durch 
(146) 
gegeben. 

Durch Einfiihrung der pot en tiellen Tetn pera tur ( 15) lassen sich die 
Stabilitii.tskriterien ( 13 3) auch durch 

(147) 
stabiles I 

indifferentes Gleichgewicht 
labiles 

darstellen. Die entwickelten Stabilitii.tsbedingungen gelten· auch fiir 
feuchte Luft, solange sie ungesii.ttigt ist. 

Zur Ableitung der Stabilitatskriterien fiir gesii.ttigt feuchte Luft be
dienen wir uns zweckmii.Bigerweise der zuerst von v. BEZOLD114, neuer
dings besonders von RoBITZSCH115 eingefiihrten ,Aquivalenttemperatur" 

(148) T*=T+ r·q, 
Cp 

die als diejenige Temperatur aufgefaBt werden kann, die eine Luft
masse annimmt, wenn ihr gesamter Wasserdampfgehalt (gemessen durch 
die spezifische Feuchtigkeit q, vgl. S. 12) bei konstantem Druck kon
densiert wird. Fiir die Kondensationswii.rme r kann fiir praktische 
Zwecke ein konstanter Wert (etwa der fiir T = 273 °) benutzt werden, 
fiir Temperaturen unter 0° C tritt an Stelle von r die Sublimations-

wii.rme ; es wird dann wegen q = 0, 622 _::_ ( vgl. S. 12) : !_!]_ = 15 70 · _!_ 
p ~ p 

bzw. 1780 · f· Die Enthalpie feuchter Luft wird bei Sii.ttigung (q=qm 

=0,622· ~, vgl. S. 13 u. 14): 

'If!~ = Cp ( T + r__!m) = Cp T:;. = Cp Q, m, 

114 BEZOLD, W. v.: Zur Thermodynamik der Atmosphare. S.-B. preuB. Akad. 
Wiss. 1898 S. 485-522, 1189-1206 - Ges. Abhandlungen aus den Gebieten der 
Meteorol. und des Erdmagn., S. 91-127, 128-144. Braunschweig 1906. 

115 RoBITZSCH, M.: Aquivalenttemperatur und Aquivalentthermometer _ 
Meteorol. Z. 1928 S. 313-315. 
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und dieser Ausdruck an Stelle von "Ps in (134) substituiert, ergibt die 
Stabilitatskriterien feuchter Luft 

(149) 

im Zustand der Sattigung. 
Da aus (110) mit Riicksicht auf (23) und (123) folgt: 

BY':. _ 8T + olnem + rqm 
Cp oz -CP{jz rqm {jz gRT' 

kann der Bedingung (149) auch die Form 

8T< g(t+]!T-) 
-Tz > dlnem 

cp+rqm~ 

(150) 

gegeben werden. Der autobarotrope Spezialfall 

8T g(t + ~qT) 
-(JZ = dlnem = y* 

cP+rqm~ 

( 151) 
dT 

definiert den ,feuchtadiabatischen Temperaturgradienten" y*. Hierin 
ist em(T) z. B. durch die empirische Formel von MAGNUS (18) gegeben. 
Die erstmalig von HANN 116 durchgefiihrte numerische Berechnung er
gibt eine wesentliche Verringerung der Abkiihlung adiabatisch auf
steigender gesattigt feuchter Luft durch die freiwerdende Kondensa
tions- bzw. Sublimationswarme gegeniiber der trockenadiabatischen 
Abkiihlung; fiir tiefe Temperaturen bzw. groBe Hohen gilt aber: em -+ 0, 
qm-+ 0 und damit y*-+ y. Beziiglich Tabellen und graphischer Hilfs
mittel zur Ermittlung der feuchtadiabatischen Zustandsanderungen 
muB auf die S. 16 u. S. 64 zitierte Literatur verwiesen werden. 

Die Gleichung (151) fiir den feuchtadiabatischen Temperaturgradien
ten, die auch auf die zweckmaBigere Form 

* ( 1 + ~qi) 
(152) r=r--'---~"""' 

1 + rqm d(lnem) 
Cp dT 

gebracht werden kann, ist nicht ganz streng; genauer gilt die a us (26) 
ableitbare Gleichung 

(15 3) 

ns HANN, J.: Die Gesetze der Temperaturanderung in aufsteigenden Luft
striimungen usw. Z. iisterr. Ges. Meteorol. 1874 S. 321-329, 337-346. 
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Von BRUNT117 wurde die Gleichung 

(154) 
(p + o.622emr) 

* RT y=y 
p + 0'~:2 {(c + :; ) em+ r ~}} 

abgeleitet, in welcher noch die innere Energie des verfliissigten Wassers 
(c = spez. Warme des Wassers) und die Temperaturabhangigkeit der 
Verdampfungswarme beriicksichtigt ist, und auf die zweckmaBige Form 

( 15 5) 

gebracht, m der 
X= 0.622er 

RT 

* ( Z-X) y=y ,1 - Z+P 

und Z = 0,622 {( + ~)' + ~ l cv c dT e r dTJ 

nur Funktionen der Temperatur sind. Das von BRUNT dazu konstruierte 
Isoplethendiagramm mit den Argumenten p (100 bis 1010mb) und T 
(200 bis 320 °) ermoglicht eine leichte Bestimmung von y. 

Beziiglich sonstiger Tabellen und graphischer Hilfsmittel zur Er
mittlung der feuchtadiabatischen Zustandsanderungen muB auf die 
S. 16 zitierte Literatur verwiesen werden; erwahnt sei nur noch das 
zur Zeit vollkommenste graphische Hilfsmittel, das REFSDALsche Aero
gramml18, ein log T- (Abszisse), T · logp- (Ordinate) Diagramm, auf 
dem nicht nur Hohen- und Energieberechnungen leicht durchzufiihren 
sind, sondern auch die Ermittlung von Temperaturgradienten-Ande
rungen bei Vertikalverschiebungen (vgl. S. 88) und Bestimmungen der 
Aquivalenttemperatur sowie Umrechnung der dynamischen und geo
metrischen Hohen119• 

Den Begriff der potentiellen Temperatur {} erweiternd, hat SruvE120 

eine ,pseudopotentielle Temperatur" 

( 15 6) e = {} + r q 
Cp 

eingefiihrt; sie kann als die Temperatur aufgefaBt werden, ,die eine 
Luftmasse annehmen wiirde, wenn sie kondensierend aufstiege, bis sie 
ihren Wasserdampf vollstandig verloren hatte, und dann wieder ab
sanke, bis auf sie Normaldruck ware". 8 ist fiir eine Luftmasse eine 
Invariante bei trocken-, feucht- und pseudoadiabatischen Prozessen, 
solange nur dem Luftquantum kein Wasser neu zugefiihrt wird. Die 
pseudopotentielle Temperatur kann somit zur Identifikation von 

117 BRUNT, D.: The adiabatic lapse-rate for dry and saturated air. Quart. J. 
Roy. Meteorol. Soc. Bd. 59 (1933) S. 351. 

118 REFSDAL, A.: Aerologische Diagrammpapiere. Geofys. Pub!. Oslo Bd. 11 
(1937) Nr. 13. 

119 REFSDAL, A.: Das Aerogramm. Meteorol. Z. 1935 S. 1- 5. 
120 STUVE, G.: Potentielle und pseudopotentielle Temperatur. Beitr. Physik 

frei. Atmosph. Bd. 13 (1927) S. 218-233. 
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Luftkorpem und Gleitflachen dienen121• Durch Einftihrung von 8 er
weitem sich die Stabilitatsbedingungen fUr gesattigt feuchte Luft 

(em={)+ r~m) wie folgt: 

( 157) 
stabiles I 

indifferentes Gleichgewicht. 
labiles 

Die Anwendung der Stabilitatskriterien fiir gesattigt feuchte Luft 
setzt voraus, daB sich die Umgebung des auf Stabilitat untersuchten 
Teilchens gleichfalls im feucht-gesattigten Zustand befindet. 

§ 4. Labilitatsprobleme. 
Es ist zu beachten, daB die Labilitatsbedingung (z. B. - ~~ >y 

fUr trockene Luft) noch nicht besagt, daB sich die Luft bei Realisie
rung dieser Bedingung ,von selbst umschichten" (,stabilisieren") miisse; 
dazu sind vielmehr noch gewisse Umstande notwendig, auf die wir 
unten noch zuriickkommen werden. Dagegen findet sich in der meteoro
logischen Literatur vielfach die Bemerkung122, daB automatisch Um
schichtung eintritt, sobald durch thermische Vorgange eine Temperatur
verteilung erzwungen wird, bei der die Dichte nach oben zunimmt: 

:~ > 0. Dieser Fall tritt ein, wenn der Temperaturgradient 

(158) - 8 T > L = 3,4 °/100 m (L) 8z R gu 

wird, wie man aus obiger Bedingung mittels (1) und (123) leicht findet. 
Jedoch hat EKMAN 123 in interessanten Ausftihrungen (auf die wie hier 
nur verweisen konnen) die Unzulassigkeit der obigen SchluBweise auf
gedeckt: 

,Die Luft ist irn Gleichgewicht, wenn sie horizontal geschichtet* ist, 
und ohne vorangegangene Storung wiirde sie sich dann nicht in Bewegung 
setzen, selbst wenn die oberen Luftschichten schwerer sind als die unteren. 
Das Gleichgewicht ist instabil, wenn die Ternperatur urn 1 o oder rnehr 
pro 100 rn nach oben abnirnrnt, und nach vorangegangener Storung kippt 
dann die Luft urn, selbst wenn die Dichte stetig nach oben zunirnrnt. Ob 
der Ternperaturgradient den Betrag von etwa 3,4 o pro 100 rn irgendwo 

121 Vgl. hierzu besonders G. SrtrvE: Aerologische Untersuchungen zum Zwecke 
der Wetterdiagnose. Arb. preuJ3. aeronaut. Obs. Lindenberg Bd. 14 S. 104-116. 
Braunschweig 1922. - RossBY, C. G.: Thermodynamics applied to air mass 
analysis. Mass. Inst. Technol., Meteorol. Papers Bd. 1 (1932) Nr. 3. 

122 Z. Bsp. HANN-StrRING: Lehrb. d. Meteorol., 3. Aufl. S. 793. Leipzig 1915. 
-ARRHENIUS, S.: Lehrb. d. kosm. Physik. S. 573. Leipzig 1903.- vVEGENER, A.: 
Thermodynamik der Atmosphare. S. 111 f. Leipzig 1911. 

123 EKMAN, V. vV.: Uber den Begriff der stabilen Schichtung. Meteorol. Z. 
1920 s. 22-26. 8 8 

* Das heiJ3t: 0~ = 8 ; = 0. 

Ergebnisse der Mathematik. V/3. Ertel. 
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ubersteigt oder nicht, d. h. ob das spezifische Gewicht nach oben zunimmt 
oder nicht, hat dagegen weder prinzipiell noch praktisch irgendeine dyna
mische oder statische Bedeutung."* 

Auch beieinerTemperaturverteilung ~- > -- ~~ > y tritt ,vonselbst'' 

keine Umschichtung ein; dazu bedarf es einer Storung, bei deren Fehlen 
auch die ,Stabilisierung" der labil geschichteten Luftmassen mit ,tiber-
adiabatischen Gradienten" - ~~ > y ausbleibt, denn sonst mtiBten sich 

tiberadiabatische Temperaturgradienten tiberhaupt der Beobachtung ent
ziehen. Es zeigen aber z. B. die Untersuchungen von WILH. ScHMIDT124, 

FoRcH125, W. PEPPLER126 u. a., daB tiberadiabatische Gradienten in den 
bodennahen Schichten ( 1500 m) an Tagen starker Einstrahlung eine 
ganz gewohnliche Erscheinung sind. W. PEPPLER fand (a. a. 0.) tiber
adiabatische Gradient<:n auch in 2500 bis 3000 m Hohe, WrLH. ScHMIDT 
(a. a. 0.) und WrESE 127 ermittelten sogar ein sekundares Maximum der 
Haufigkeit der Temperaturgradienten > y in der Substratosphare; fUr 
Temperaturgradienten > y* tritt dieses sekundare Maximum allerdings 
nicht mehr auf. Da nach WIESE Instrumentalfehler fUr die tiberadia
batischen Gradienten im allgemeinen nicht verantwortlich gemacht 
werden konnen, entsteht die Frage, wie trotz instabiler Temperatur
verteilung die Stabilitat einer Luftmasse gewahrt bleibt. Hiertiber 
hat sich z. B. ExNER 128 folgende V orstellungen ge bildet : Indem er 
durch Integration der Auftriebsgleichung (vgl. S. 69) die verti
kale Verschiebung z (t) eines Luftteilchens bei instabiler Schichtung 

- ~~ = 1,1°/100 m (I) bzw. 1,5 °/100 m (II) gemaB nachstehender 

Tabelle ermittelt, bemerkt er dazu: 

Zeit 

z(t) { I~ 0,18 
0,83 

10 

16,4 
83,7 

20 

66,0 
334 

50 

418 
2153 

100 

1712 
9541 

200 sec 

14230 mm 
65 420 " 

,Wenn der Umsturz so langsam erfolgt, wie hier berechnet wurde, 
dann ist es wohl von der GroBe der aus der Gleichgewichtslage gebrachten 
Luftmassen abhii.ngig, ob sie sich nun mit zunehmender Geschwindigkeit 
stets weiter von der Ausgangslage entfernen wird oder ob sie wieder zur 

* ,Eine Gaskugel kann im Gleichgewicht sein, wie immer deren Dichtc langs 
des Radius variiert" (R. EMDEN: Gaskugeln. S. 36). 

124 ScHMIDT, WrLH.: Haufigkeitsverteilung des vertikalen Temperaturgradien
ten. Beitr. Physik frei. Atmosph. Ed. 7 S. 51-76. 

125 FoRCH, C.: Temperaturen der freien Atmosphare iiber der siidungarischen 
Tiefebene. Meteorol. Z. 1919 S. 197-202. 

126 PEPPLER, W.: Beitrage zur Physik des Cumulus. Beitr. Physik frei. 
Atmosph. Ed. 10 S. 130-150. 

127 WIESE, B.: Sind die iiberadiabatischen Gradienten reell? Meteorol. Z. 
1919 S. 22-25 (Auszug aus Diss., Leipzig 1915). 

128 ExNER, F. M.: Zur Frage der iiberadiabatischen Temperaturgradienten. 
Meteorol. Z. 1919 S. 245-253. 
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Ruhe kommt. Der letzte Fall kann eintreten, wenn die Bewegung so lang
sam erfolgt, da13 ein Temperaturausgleich mit der Umgebung mi:iglich ist 
und die Bedingung · adiabatischer Bewegung nicht mehr erfiillt ist. Wir 
gelangen also zu dem Ergebnis, dal3 kleine Abweichungen aus dem labilen 
Gleichgewichtszustand (genauer gesagt: geringe durch mechanische Ur
sachen hervorgerufene Massenverschiebungen) denselben nicht zu sti:iren 
brauchen, dal3 vielmehr bei einer bestimmten labilen Temperaturverteilung 
erst von einer gewissen Gri:i13e der vertikalen V erlagerung und der gesti:irten 
Masse an ein Umsturz eintreten wird. Welche Grenzen hierfiir mal3gebend 
sind, entzieht sich solange unserer Kenntnis, als wir nicht iiber den Warme
austausch einer Luftmasse mit ihrer Umgebung (durch Mischung, Beriih
rung, Strahlung) und dessen Dauer nahere Erfahrungen besitzen. Keines
falls wird man annehmen diirfen, dal3 eine Luftmasse von kleinem Volumen 
sich z. B. in der ersten Minute, wo sie nach unseren Beispielen einen Weg 
von 0,5 bis 2,5 m zuriicklegt, adiabatisch bewegt." 

Die ExNERschen Vorstellungen hat v. FrcKER129 fur die Bedingun
gen der zu lokalen Warmegewittern ftihrenden vertikalen Umschich
tungen durch neue Gesichtspunkte erweitert. Hier sind die Verhaltnisse 
insofern komplizierter, als die Luftteilchen zunachst nicht durch mecha
nische Ursachen aus ihrer Gleichgewichtslage gebracht werden, sondern 
durch thermische Anheizung vom Boden aus. 

,Der Boden und die dem Boden in seichtester Schicht unmittelbar auf
liegende Luft kann urn 30 o warmer sein als die Luft in 2 m Hi:ihe, in der 
wir die Lufttemperatur gewi:ihnlich messen. Diese starke Uberheizung der 
untersten Schicht ftihrt auch immer zu einem Luftaustausch in vertikaler 
Richtung, aber nicht in Form eines aufsteigenden Luftstroms, sondern in 
Gestalt feiner Luftstri:imchen, durch die die Erwarmung sukzessive bis in 
Hi:ihen von etwa 1000 m iiber dem Boden getragen wird- der wohlbekannte 
Vorgang der konvektiven Heizung oder des thermischen Austausches. 
Diese Erwarmung durch Konvektion ist an jedem schi:inen Tage wirksam, 
durchaus nicht nur an Gewittertagen, d. h. die Konvektion wird fiir sich 
allein auch nicht den zur Einleitung des Gewitterprozesses notwendigen, 
iiber einem ausgedehnteren Gebiet geschlossen aufsteigenden Luftstromliefern 
ki:innen. Immerhin versetzt die Konvektion die unteren Luftmassen in 
den Zustand labilen Gleichgewichts, da nach den Beobachtungen haufig 
iiber mehrere Hektometer die Temperaturabnahme rascher als 1°/100 m 
ist. Dieses bei Schi:inwetter fast immer vorhandene labile Gleichgewicht 
in den unteren Schichten erzeugt aber gewi:ihnlich nur den in den kleinsten 
Zyklen sich vollziehenden, im ganzen sehr regellosen und ungeordneten, 
thermisch-konvektiven Austausch, wahrend ein aufsteigender Luftstrom 
nur dann sich entwickelt, wenn eine besondere Ursache den Austausch 
zwingt, in gri:i13ere geordnete Zyklen iiberzugehen. Das Problem liegt des
halb m. E. in der Auffindung der besonderen Bedingungen, unter denen 
sich die ungeordnete, nicht sehr hoch reichende Kleinkonvektion in eine 
geordnete, raumlich gegliederte, bis in gro13e Hi:ihen reichende Grol3konvek
tion umwandelt." 

Eine derartige Bedingung ist z. B. der Einbruch einer verhaltnis
ma13ig seichten kalteren Luftmasse (,Initialboe") etwa von der Art, 

129 FICKER, H. v.: "Cber die Entstehung lokaler vVarmegewitter. 1. Mitt. 
S.-B. preuJ3. Akad. Wiss. 1931 S. 28-39. 

5* 
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wie sie RoscHKOTT130 gelegentlich einer Untersuchung der Gebirgs
gewitter fand. Jedoch ist auch eine Initialboe noch keine hinreichende 
Bedingung der zur Gewitterbildung fiihrenden Umschichtung, wenn in 
der Hohe ,Inversionen" (Schichten, in denen iJ Tjo z > 0) oder ,Iso
thermien" (iJTjiJz = 0), also Luftmassen sehr stabiler Schichtung, der 
thermischen Konvektion ein Ende setzen. Einen Fall, in dem die 
gewitterausl6sende Ursache in dem Verschwinden (durch Auskeilen) 
einer Inversion, welche die thermische Konvektion in etwa 2 km Hohe 
absperrte, erblickt werden muB, hat v. FrcKER131 eingehend untersucht 
und den Nachweis einer zweiten Instabilitatszone in der Hohe erbracht, 

mittels welcher der UmschichtungsprozeB 
auf immer hohere Schichten iibergeht und 
die fiir die Aufrechterhaltung der Um
schichtungen und deren Ausbreitung von 
wesentlicher Bedeutung ist. 

DaB die Feuchtigkeitsverhaltnisse der 
Luftmassen bei der Beurteilung der Labi
litatsverhaltnisse eine groBe Rolle spielen, 
wird neuerdings wieder besonders beachtetl32 . 

+ Es kann der· Fall eintreten, daB in einem 
Abb. 3. Der feuchtlabile Zustand. 
T' = Trockenadiabate, T" = Kon· Punkte P eine Luftmasse stabil gelagert ist 

densationsadiabate. hinsichtlich trockenadiabatischer Verschie-
bungen, jedoch labil hinsichtlich konden

sationsadiabatischer Verschiebungen; die geometrische Zustandskurve 
der Temperatur T (z) muB dann in dem Gebiet zwischen Trocken- und 
Kondensationsadiabate verlaufen (vgl. Abb. 3): 

8T 
( 15 9) y > - 8Z > y* . 

Es herrscht also im Punkte P fiir eine 

trockene } { stabiles } . . .. . f h Luftmasse 1 b'l Gle1chgew1cht, gesathgt euc te a 1 es 

ein Zustand, fiir den REFSDAL 133 die Bezeichnung ,feuchtlabil" ein
gefiihrt hat. Wird eine Luftmasse von der Temperatur T0 in der Hohe z0 

durch eine Verschiebung (z- z0 ) trockenadiabatisch auf eine Tempe
ratur T oder kondensationsadiabatisch auf eine Temperatur T* 

130 RoscHKOTT, A.: Untersuchungen iiber Boenbildung im Gebirge. S.-B. 
Akad. Wiss. Wien, IIa, 1912 S. 2635-2666. 

13 1 FrcKER, H. v.: Uber die Entstehung lokaler Warmegewitter. 2. Mitt. 
S.-B. preuB. Akad. Wiss. 1932 S. 197. 

132 Besonders z. B. von C. K. M. DoUGLAS: Temperatures and humid ties in 
the upper air: Conditions favourable for thunderstorm development. Meteorol. 
Office, London, Professional Notes Nr. 8 (1930). 

133 REFSDAL, A.: Der feuchtlabile Niederschlag. Geofys. Pub!. Oslo Ed. 5 Nr.12. 
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gebracht, so heiDen die GroDen 

(160) 
T-T0 L=-

To 
bzw. L* = T*- To 

To 

69 

nach REFSDAL ,Trockenlabilitat" bzw. ,Feuchtlabilitat" der Luftmasse 
von z0 bis z. 8 

Herrscht an einer Stelle des Massenfeldes Gleichgewich t: 0 = -g- .!_ / , 
(! vz 

so erfahrt eine dorthin gebrachte Luftmasse anderer Dichte (!* einen 
Auf- oder Abtrieb (da p = p): 

(161) 

je nachdem 

(162) 

dvz 1 8p (!- e* 
dt- = -g- e* 8z =g-T, 

(!* S (!; wegen ( 1) kann dafi.ir auch 
dvz T*- T 
dt=g-T-

gesetzt werden. Es gibt also der Ausdruck 
z 

( 163) JT*- T A =g -T-.dz 
Zo 

die von der Masseneinheit eines von z0 bis z aufsteigenden Luftquan
tums an die Umgebung abgegebene Arbeit, wenn T (z) die geometrische 
Zustandskurve bedeutet und T* (z) die Temperatur des individuellen 
Teilchens, die fi.ir z < h (h = Kondensationshohe*) durch die Trocken
adiabate und fi.ir z > h durch die Kondensationsadiabate gegeben ist 
(stetiger Dbergang bei z =h). Wegen (123) kann (163) auch durch 

p 

(164) A =-Rj(T*- T)dlnp = R·F 
Po 

ausgedrtickt werden, wenn p0 , p die den Punkten z0 , z zugeordneten 
Drucke bedeuten. Mittels eines Diagrammpapiers mit linearer Tempe
ratur- und logarithmischer Druckskala ist also die ,Labilitatsenergie" 
pro Masseneinheit (A) durch die von der geometrischen Temperatur
kurve T (z) und der ,Zustandsanderungskurve" T* (z) begrenzten 
Flache (F) leicht ermittelbar (,Emagramm", REFSDAL, a. a. 0.**). 

Die Betrachtung der Abb. 4 zeigt beispielsweise, daD an einem Luft
quantum, das vom Anfangszustand p0 , T0 zunachst trockenadiabatisch 
bis zur Kondensationshohe h und dann kondensationsadiabatisch urn 
eine weitere Hohe s (bis zum ersten Schnittpunkt P' der Konden-

* h ist die H6he, in der T* = r (Taupunkt; vgl. S. 11) und kann z. B. aus 
h = 123 (Tt01 - r) ermittelt werden (FERREL, HENNIG, J. ScHUBERT); eine andere 
Forme! hat neuerdings V. V.ArSALA abgeleitet (Kondensationsh6he aus relativer 
Feuchtigkeit und Lufttemperatur. Meteorol. Z. 1929 S. 229-230). 

** Auf die Theorie des ,Evogramms", das die Labilitatsenergie pro Volumen
einheit zu berechnen gestattet (lineare Druck-, logarithmische Temperaturskala), 
kann hier nicht naher eingegangen werden. 
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sationsadiabate mit der geometrischen Zustandskurve T (z) gehoben 
werden soll, Arbeit geleistet werden mu13, denn es ist 

Ph+s 

A'= -R j(T*- T) dlnp = -RF' < o. 
Po 

H 
Von P' aus steigt aber das 

Luftquantum selbstandig weiter 
bis zur Endhi:ihe H unter Ab
gabe der Arbeit 

PH 

A"= -Rj(T*- T) dlnp 
Ph+s 

= +RF" > 0 
(,positive Labilitatsenergie") 

an die Umgebung. Ein Vorgang 
(z. B. eine Initialbi:ie), der unter 
Aufwendung der relativ kleinen 

rooo~-+---+--+--+-__,.c_:?,z0Y.-;'Pilo·/o) Arbeit R · F' ein Luftquantum 
0 

troo_Jt..,.0 --_2,J.,0,.---_-:i,10,----!0\----:fn---:-l-2-;,i;0,----:I--;J0,o aus der Anfangslage p0 , T0 (P0) 

urn h + s hebt, lost die gro13e 
Labilitatsenergie R · F" aus *. 

Abb. 4. Emagramm. 

Die zur Erreichung des feuchtlabilen Zustandes notwendige Hebung 
h + s la13t sich (naherungsweise) mittels der REFSDALschen ,Schauer-
formel'' 
( 165) h + s = h. (y - y*) 

(y- y*) 

berechnen, deren Ableitung die Annahme zugrunde liegt, daB y* und 

y =- 80~ im Intervall (P0 , P') als Konstanten angesehen werden ki:innen. 

Die beim Aufsteigen vom Punkte P' aus freiwerdende Energie R·F" 
la13t sich auch einem von SHAw134 unter dem Namen ,Thephigramm" ** 

* Insgesamt wird also beim Aufsteigen eines Luftquantums von P 0 bis P" 
die Energie R · (F"- F') frei. 

134 SHAW, N., and F. FAHMY: The energy of saturated air in a natural environ
ment. Quart. J. Roy. Meteorol. Soc., Lond. 1925 S. 205-226.- SHAW, N.: The 
relation of the records of registering balloons to entropy-temperature diagrams 
for saturated air. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 12 S. 229-237 - Manual of 
Meteorology, Bd. 3. Cambridge 1930. - Bezuglich der Anwendungen des Tephi
gramms vgl. auch C. G. RossBY: The tephigram, its theory and practical use in 
weather forecasting. Mass. Inst. of Techno!., Professional Notes Nr. 1 (1929). -
GoLD, E.: Maximum day temperatures and the tephigram. Meteorol. Office, 
London, Professional Notes Nr. 63 (1933). - Zahlreiche Beispiele fur die Dar
stellung aerologischer Aufstiege in Tephigrammen enthalt: Comm. Int. de Ia haute 
atmosphere. C. r. des jours int. 1923. London 1927. 

** = T, tt>-Diagramm, wegen der bei englischen Autoren ublichen Verwendung 
des Symbols q> fur die Entropie. 
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eingeftihrten Temperatur-Entropiediagramm entnehmen, das zur Unter
suchung der atmospharischen Stabilitats- und Labilitatsverhaltnisse 
auBerst zweckmaBig ist (Abb. 5). Durch Eintragen der aus den aero
logischen Aufstiegen gewonnenen zusammengehorigen Werte von T 
(Abszisse) und p (gestrichelte Linien = Isobaren) in das Diagramm er
halt man die geometrische Zustandskurve T; dann ergibt die von der 
durch den Anfangspunkt gehenden Sattigungsadiabate (ausgezogene 
Kurven-Kondensationsadiabaten*) und der Zustandskurve eingeschlos
senen Flache G" direkt die Labilitatsenergie 

S' 

(166) A"= j(T*- T) · dS = G", 
s. 

falls das Luftquantum in P' 
gesattigt war. Gleichung ( 166) 
folgt aus (164) sofort wegen 
dS = cv • dTjT -R · dpjp, 
also 
(dSh=konst. = -R • d(lnp). 
Aus (166) ist ersichtlich, daB 
die Labilitatsenergie nur po
sitiv ist ftir T* > T, d. h. 
solange die geometrische Zu
&tandskurve unter der zum 
Ausgangszustand gehoren
den Sattigungsadiabate ver

200mb 

- Temperolur 
Abb. 5. Tephigramm. (Vereinfachte Darstellung zur Er· 

klarung der Energieberechnung.) 

lauft. War die Luft anfangs nicht gesattigt (etwa Anfangszustand P0 

in Abb. 5), muB also das Luftquantum erst unter Aufwendung auBerer 
Arbeit langs der (horizontalen) Trockenadiabate bis • zur bei P, ein
tretenden Sattigung und dann langs der Kondensationsadiabate bis P' 
gehoben werden, so ist ersichtlich die Flache G' negativ in Rechnung 
zu stellen. 

lnversionen zeichnen sich durch groBe Stabilitat aus (vgl. S. 61), 
doch konnen Umstande eintreten, welche die Entstabilisierung einer 
Inversion auBerordentlich begiinstigen; ein solcher Umstand liegt z. B. 
vor, wie v. FICKER135 gezeigt hat, wenn die Inversion eine sehr feuchte, 
der Sattigung nahe Grundstromung von einer sehr trockenen Ober
stromung scheidet, wie es z. B. in den Passatgebieten 136 und bei ge
wissen, mit Siidostwinden verbundenen Wetterlagen in Mitteleuropa 

* Die Trockenadiabaten (S = konst.) verlaufen horizontal und sind in obiger 
Abbildung nicht eingezeichnet. 

135 FICKER, H. v.: Uber die Entstehung eines geschichteten aufsteigenden 
Luftmassensystems. Meteorol. Z. 1936 S. 472. 

136 FICKER, H. v.: Die Passatinversion. Veriiff. meteorol. Inst. Univ. Berlin 
Bd. 1 Heft 4. Berlin 1936. 
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der Fall ist. Eine relativ geringe Hebung des ganzen Systems, oro
graphisch oder durch Stromungskonvergenz bedingt, fuhrt dann zur 
Entstabilisierung. Hat die Inversion die vertikale Dicke !:5 und sind 
die Temperaturen T _0 (unmittelbar unterhalb der Inversionsbasis in 
der gesattigt-feuchten Grundstromung) und T +O (unmittelbar oberhalb 
der Inversion in der trockenen Oberstri:imung), so werden die ent
sprechenden neuen Temperaturen T'_ 0 und T't 0 nach einer Verschie
bung des ganzen Systems urn die Hohe h: 

T'_ 0 = T-o - y h, T'to = T +O - y h, 

und der Gradient nach der Verschiebung (unter Erhaltung der Schicht
dicke) 

ergibt indifferentes Gleichgewicht bzw. Instabilitat fUr 

T'-o- T+o _ * 
--ij--> y, 

so daB die zur Entstabilisierung notwendige Hebung 

(167) h> T+O-T-o+riJ 
= (y- y) 

betragt, worin der von v. FICKER behandelte Fall verschwindender In
versionsdicke fUr !:5=0 enthalten ist. Eine Isothermie (T+ 0 =T_ 0) m 
einem derart geschichteten System wird also durch Hebung urn 

h> (~) 0 
y-y 

entstabilisiert, also praktisch durch He bung urn eine Hohe h, die der 
Dicke der Isothermie entspricht, da yj(y -y) nahe bei Eins liegt. 

§ 5. Die Theorien zur Erklarung der geometrischen 
Temperaturzustandskurve. 

Die kinetische Gastheorie zeigt, daB sich in einer nur der Schwere 
unterworfenen ruhenden Gasmasse Isothermie einstellt137• Soll ein von 

l37 Obgleich L. BoLTZMANN fur diesen Satz mit Hilfe seines H-Theorems einen 
exakten Beweis erbrachte (Vorlesungen tiber Gastheorie, I. Teil S. 134ff. Leipzig 
1896), wurde dieses Ergebnis vielfach angezweifelt, so z. B. von C. AuG. ScHMIDT 
[Das Warmegleichgewicht der Atmosphare nach den Vorstellungen der kinetischen 
Gastheorie. Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 4 (1899) S. 1-25], vorher von J. Lo
SCHMIDT [Uber den Zustand des Warmegleichgewichts eines Systems von Ki:irpern 
mit Rucksicht auf die Schwerkraft. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 73 (1876) S. 128ff., 
366ff.; Bd. 76 (1877) S. 215ff. (49 S.)], neuerdings von R. v. DALLWITZ-WEGNER: 
Der Zustand der oberen Schichten der Atmosphare. Z. Physik 1923 (14) S. 296 
bis 301 - Die atmospharische Temperaturabnahme nach oben und ahnliche Er
scheinungen als Wirkung der Schwerkraft. Ebenda 1923 (15) S. 280-286. Da-
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Null verschiedener Temperaturgradient existieren, so ist das Auftreten 
von Warme- und Kaltequellen, Konvektionsstromungen oder Strah
lungsprozessen notwendig; bei permanenten adiabatischen Konvektions-

stromungen wi.irde sich z. B. konvektives Gleichgewicht - ~~ = y ein
stellen. 

Die Beobachtungen zeigen nun, daB die mittlere geometrische Zu
standskurve der Temperatur in den untersten Kilometern der Atmo
sphare mit einem vertikalen Gradienten von etwa 0,6°/100 m zwischen 
konvektivem Gleichgewicht und Isothermie etwa die Mitte halt und 
daB diese ,Troposphare" genannte Schicht erst in einer (mit der geo
graphischen Breite ffJ variierenden) Hohe von 10 km (ffJ = 60°) bis 
17 km (ffJ = 0°) in die nahezu isotherme ,Stratosphare" (urn -55 o C) 
i.ibergeht*. Die Isothermie halt bis zu den die dynamische Meteorologie 
zur Zeit interessierenden Hohen von etwa 20 km an; fi.ir groBere Hohen 
(etwa 30 bis 50 km) machen luftseismische Erfahrungen 138 ein Wieder
ansteigen der Temperatur (bis i.iber 300° abs. in 40 km Hohe) wahr
scheinlich, wofi.ir die selektive Ultraviolettabsorption des Ozons eine 
Erklarungsmoglichkeit bietetl39• Eine in jeder Hinsicht den Verlauf 
der mittleren Temperaturzustandskurve fi.ir die verschiedenen Breiten 

gegen: G. JAGER, L. WEICKMANN, W. ANDERSON, P. EHRENFEST, E. GEHRCKE: 
Ebenda (17 u. 19) 1923. Beziiglich des Beweises des obigen Satzes vgl. auBer den 
Arbeiten von BoLTZMANN, JAGER und EHRENFEST auch F. M. EXNER: Uber den 
Gleichgewichtszustand eines schweren Gases. Ann. Physik, 4. Folge, Bd. 7 (1902) 
S. 683-686 - ferner C. G. RosSBY: Thermisches Gleichgewicht in der Atmo
sphare. Ark. Mat. Astron. Fys. Bd. 18 ( 1923/24) 8 S. 

* Das Ubergangsgebiet zwischen Troposphare und Stratosphare heiBt ,Sub
stratosphare" oder (nach der Bezeichnungsweise englischer Meteorologen) ,Tropo
pause", wobei letzterer Ausdruck spezieller die (als Grenzflache betrachtete) Basis 
der Stratosphare bezeichnet. 

138 Zusammenfassende Darstellungen: MEISSNER, 0.: Luftseismik. Hand b. d. 
Exper.-Physik (WIEN-HARMS) Bd. 25 3. Teil S. 211-251. Leipzig 1930. -
DucKERT, P.: Uber die Ausbreitung von Explosionswellen in der Erdatmosphare. 
Erg. d. Kosm. Physik (V. CONRAD-L. WEICKMANN) Bd. 1 S. 236-290. Leipzig 
1931. - BENNDORF, H.: Uber die experimentelle Erforschbarkeit der hoheren 
Schichten der Atmosphare. I. Sondierung der Atmosphare mittels Schallstrahlen. 
Physik. Z. 1929 S. 97-115. 

139 DoBSON, G. M. B.: The uppermost regions of the earth's atmosphere. 22 S. 
Oxford 1926 (Halley-Lecture). -LINDEMANN, F. A.: Meteors and the constitution 
of the upper air. Nature (Lond.) Bd. 118 (1926) S. 195-198. - Vgl. auch die 
zusammenfassenden Darstellungen von J. BARTELS: Die hochsten Atmospharen
schichten. Erg. exakt. Naturwiss. Bd. 7 (1928) S. 114-157- - GoTz, F. W. P.: 
Das atmospharische Ozon. Erg. d. Kosm. Physik (V. CoNRAD-L. WEICKMANN) 
Bd. 1 S. 180-235. Leipzig 1931. - BARTELS, J.: Uberblick tiber die Physik der 
hohen Atmosphare. Elektr. Nachr.-Techn. Bd. 10 (1933) Sonderheft. - DoBSON, 
G. M. B.: The Upper Atmosphere. Smithson. Rep. 1935 S. 183-196. - HAUR
WITZ, B.: The Physical State of the Upper Atmosphere. Toronto 1937. - PENN
DORF, R.: Beitrage zum Ozonproblem. Veroff. Geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser., 
Bd. 8 ( 1936) Heft 4. 
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befriedigend erklarende Theorie steht noch aus. Die Beobachtungen 
nach der neuesten Zusammenstellung von RAMANATHAN 140 und SA
MUELS 141 ergeben in der Temperaturverteilung in einem Meridional
schnitt der Atmosphare folgendes Bild (Abb. 6). Und die Theorie hatte 
also vor allem drei Tatsachen zu erklaren: 1. Die (angenaherte) Iso
thermie der Stratosphare, 2. die Breitenabhangigkeit der Basis der 
Stratosphare, 3. die Entstehung der Troposphare mit Temperatur-

iJT 
gradient en - 8Z < y. 

Die angenaherte Konstanz der Stratospharentemperatur erklarten 
bereits HuMPHREYS142 und GoLn143, indem sie die Stratosphare als 
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Abb. 6. Mittlere Temperaturverteilung im Meridionalschnitt {nach RAMANATHAN u. SAMUELS). 

eine im Strahlungsgleichgewicht befindliche Schicht aufzufassen lehrten. 
R. EMDEN 144 zeigt aber, daB die Ausfiihrungen von HUMPHREYS und 
GOLD in der strengen Kritik nicht standhalten und erzielte zugleich 
einen wesentlichen Fortschritt durch den Kunstgriff, die Strahlungs
strome Z, R, E (vgl. S. 18) in je einen kurzwelligen (0 <A < 2ft) und 
einen langwelligen (2ft< A< oo) Teil zu zerlegen, welche Verein-

140 RAMANATHAN, K. R.: Discussion of results of sounding balloon ascent at 
Agra during the period July 1925 to March 1928 and some allied questions. Mcm. 
Ind. Met. Departm. Bd. 25, Teil5. Calcutta 1930. 

141 SAMUELS, L. T.: Temperature distribution up to 25 kilometers over the 
Northern Hemisphere. Month. \Veath. Rev. (Wash.) 1929 S. 382. 

142 HUMPHREYS, \V. J.: Vertical Temperaturgradient of the atmosphere, 
especially in the region of the upper inversion. Astrophys. J. Bd. 29 ( 1909) S. 14. 

143 GoLD, E.: The isothermal layer of the atmosphere and atmospheric radia
tion. Proc. Roy. Soc. Land. A Bd. 82 (1909) S. 43-70. 

144 EMDEN, E.: Uber Strahlungsgleichgewicht und atmosphii.rische Strahlung. 
S.-B. Akad. Mlinchcn 1913 S. 55-142. 
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fachung dadurch nahegelegt wird, daB fur die kurzwellige Sonnen
strahlung Amax = 0, 5 f.l, fiir die langwellige Erdstrahlung ~ax = 10 bis 
14 f.l (Ultrarot) ist, wahrend zwischen 3 bis 5 f.l weder Sonne noch Erde 
einen wesentlichen Bruchteil ihrer Gesamtstrahlung emittieren. Ergab 
die Annahme der Graustrahlung das der Erfahrung vollig wider
sprechende Ergebnis eines isothermen Aufbaus der Atmosphare mit 
der Temperatur -19° (= ,effektive Erdtemperatur" 145), so resultier
ten aus dem EMDENschen Ansatz folgende, mit der Erfahrung in erster 
Naherung ubereinstimmende Daten: 

1. Stratospharentemperatur =-54 o C (beobachtet: -85 o m den 
Tropen, -50° in den Polargebieten), 

2. angenaherte Konstanz der Temperatur mit der Hohe in der 
Stratosphare (beobachtet: langsame Temperaturzunahme nach 
oben), 

3· 10 km als untere Grenze der Stratosphare (beobachtet: 17 km in 
den Tropen, 9 km'in den Polargebieten), 

4. in der Troposphare ist kein Strahlungsgleichgewicht moglich, 

zu deren Beurteilung zu beachten ist, daB die EMDENsche Rechnung 
sich auf die Erde als Ganzes bezieht. Der Berechnung der Strato
spharentemperatur T aus 

(168) aT4 = lo (1- a) (1 + ~) = L(1 + ~). 
8 kz 2 k1 

worin bedeuten: ] 0 = Solarkonstante*, a= Energiealbedo, kk, k1 

= mittlere Absorptionskoeffizienten fUr kurz- bzw. langwellige Strah
lung, liegt namlich die aus (42) folgende Annahme 

00 

Z -R=j(Z;.-R;.) dA=O 
0 

zugrunde, die offensichtlich nur fur die Erde als Ganzes gilt; allgemeiner 
ist Z- R = D"' fUr ein in der Breite q; gelegenes Flachenelement, wo
bei D 'P > 0 fUr die ,Einstrahlungsgebiete" und D 'P < 0 fUr ,Ausstrah
lungsgebiete" ist. Die Verallgemeinerung von (168) ist dann: 

(169) a T 4 = I"' (1 + ~) - Drp 
'f' 2 k1 2 ' 

wenn J rp die effektive Sonnenstrahlung in der Breite q; bedeutetl46• 

145 EMDEN, R.: a. a. 0. S. 78. 

* Dann ist J = fo ( 1 - a) = fo ( 1 - a) :n r 2 die ,effektive solare Einstrah-
4 4:n r 2 

lung", d. h. die Einstrahlung auf die Flacheneinheit an der oberen Grenze der 
Atmosphare bei gleichmaBig iiber die ganze Erde im Laufe eines Jahres ver
teilten Sonnenstrahlung nach Abzug des reflektierten Teiles. 

146 MuGGE, R.: Uber warme Hochdruckgebiete und ihre Rolle im atmosphari
schen Warmehaushalt. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 3 Heft 4. Leipzig 
1927. 
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Die atmospharische Absorption ist hauptsachlich eine Funktion des 
Wasserdampfgehaltes, dessen vertikale Verteilung EMDEN durch die 

z 
empirische Formel e = e0 • 10-6 [z in km] (Naherungswert der Formel 
von SuRING) beriicksichtigt. Dagegen hat HERGESELL147 geltend ge
macht, daB doch die mittlere vertikale Verteilung des Wasserdampfes 
selbst wiederum eine Funktion derjenigen mittleren Temperaturvertei
lung ist, die man erst aus der Bedingung des Strahlungsgleichgewichtes 
zu errechnen wiinscht, und er hat gezeigt, daB die beobachtete (also 
vorgegebene) Wasserdampfverteilung in bezug auf die (errechneten) 
Strahlungsgleichgewichts-Temperaturen nach der EMDENschen Berech
nung in der Troposphare enorme Ubersattigungen (bis 6000%) ergibt. 
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Deshalb hat HERGESELL (a. a. 0.) eine neue Be
rechnung unter der Annahme durchgefiihrt, 
daB der iiberschiissige Wasserdampf bei der 
Einstellung des Strahlungsgleichgewichts aus
geschieden wird. Dann resultiert aber auch fiir 
die Troposphare fast vollige Isothermie von 
-54 ° C, wahrend die EMDENsche Berechnung 
auBerordentliche Instabilitat fiir die untersten 
Tropospharenschichten ergab148 (vgl. Abb. 7). 
Es gibt also nur die EMDENsche Theorie im 

q70 _60 _50 _110 _.1o-to-to o"C Prinzip eine Erklarung der Troposphare, die 
demnach als die Schicht aufzufassen ist, in der 
wegen der als Folge der Instabilitat (zu der 
das Strahlungsgleichgewicht strebt) sich ein
stellenden Konvektionsstromungen Strahlungs

........ ......... 

Abb. 7, Vertikale Temperatur
verteilung nach der Berechnung 
H. v. SocHERS auf Grund der 

EMDENschen Theorie. 

gleichgewicht nicht erreicht werden kann 149, was mit den von ALBRECHT150 

erhaltenen Resultaten iibereinstimmt. Kann sich also Strahlungsgleich
gewicht in der Troposphare nicht einstellen, so darf auch nicht erwartet 
werden, daB der tropospharische Teil der EMDENschen Strahlungs
gleichgewichts-Temperaturkurve durch Beobachtungen zu belegen 
ist, da sich diese Temperaturverteilung eben nicht ausbilden kann. 

147 HERGESELL, H.: Die Strahlung der Atmosphare unter Zugrundelegung von 
Lindenberger Temperatur- und Feuchtigkeitsmessungen. Arb. aeronaut. Obs. 
Lindenberg Bd. 13 ( 1919) S. 1-24. 

148 Neuere Berechnungen der Temperaturverteilung bei Strahlungsgleich
gewicht liegen von H. v. SaCHER vor (Die Temperaturverteilung in der Atmo
sphare bei Strahlungsgleichgewicht. Meteorol. Z. 1924 S. 188) unter Zugrunde
legung neuerer Werte der Konstanten ] 0 , a, a; als Stratospharentemperatur er
gibt sich -66 ° C, und die effektive Erdtemperatur erniedrigt sich auf - 32 ° C. 

149 Vgl. F. M. EXNER: Vertikale Temperaturverteilung als Effekt des Um
sturzes der Strahlungsschichten. Meteorol. Z. 1915 S. 318. 

150 ALBRECHT, F.: Das quantentheoretisch gegebene Wasserdampfspektrum 
und seine Bedeutung fiir die Untersuchungen iiber den Warmeumsatz strahlender 
Luftschichten. Meteorol. Z. 1931 S. 476-480. 
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Damit wird auch der HERGESELLSche Ubersattigungseinwand hin
fallig. 

Die Breitenabhangigkeit der Stratospharentemperatur T 'P hat sich 
theoretisch noch nicht befriedigend darstellen lassen; man benutzt ge
wohnlich umgekehrt die empirisch bestimmte Stratospharentemperatur 
zur Bestimmung der GroBe D'P in (126). Ein naheres Eingehen auf die 
zahlreichen diesbeziiglichen Untersuchungen (R. MDGGE, G. C. SIMP

soN) mlissen wir uns hier versagen; erwahnt sei nur, daB z. B. SrMP

soN151 mittels der von ihm berechneten D'P-Werte folgenden horizon
talen Warmestrom ermittelte, der aus den Warmemengen resultiert, 
die durch horizontale Luftmassentransporte (durch ,Advektion") und 
durch Meeresstromungen polwarts verfrachtet werden, wobei angenom
men wurde, daB sich ein stationarer Zustand zwischen den aquatorialen 
Einstrahlungsgebieten (D'P > 0) und borealpolaren Ausstrahlungs
gebieten (D'P < 0) ausgebildet hat: 

'P = I o• 1 1o• I 2o· I 3o• I 4o· I 5o• I Bo• I 7o• I so• I go• 

Warmestrom ... 1 o,oo I 0,69 11,24 j1,63 j1,83 j1,82 ju611,23 I 0,73 j o,oo 

Die Zahlen geben in der Einheit 107 caljcm·min die tiber 1 em eines 
Breitenkreises pro Minute polwarts transportierten Warmemengen; es 
ist bemerkenswert, daB eine auf rein dynamischen Grundlagen basierende 
Berechnung dieser meridionalen Warmetransporte, wie sie erstmalig 
von DEFANT152, neuerdings von BAUR153 durchgefiihrt wurde, zu Zahlen 
der gleichen GroBenordnung fiihrt. Denkt man sich z. B. nach BAR
TELS154 den advektiven Warmetransport auf die untersten 20 km der 
Atmosphare beschrankt, so entspricht diesem Transport in 50° Breite 
also ein WarmefluB von 9 caljcm2 ·min durch eine ostwestlich stehende 
vertikale Einheitsflache, und man erhalt eine anschauliche Vorstellung 

151 SIMPSON, G. C.: Some Studies in Terrestrial Radiation. Mem. Roy. 
Meteorol. Soc. Lond. Bd. 2 Nr. 16 - Further Studies in Terrestrial Radiation. 
Ebenda Bd. 3 Nr. 21 - The Distribution of Terrestrial Radiation. Ebenda Bd. 3 
Nr. 23. - Erweiterte Berechnungen der Ausstrahlung und Gegenstrahlung (fur 
die verschiedenen geographischen Breiten) mit entsprechenden Bestimmungen der 
meridionalen vVarme- und Wasserdampftransporte liegen von F. BAUR und 
H. PHILIPPS vor: Der ·warmehaushalt der Lufthulle der Nordhalbkugel im Januar 
und Juli und fur die Zeit der Aquinoktien und Solstitien. 2. Mitt. Gerlands Beitr. 
Geophys. Bd. 45 (1935) S. 82. - Einen ausgezeichneten Bericht uber die SIMPSON
scherr Arbeiten sowie uber die Entwicklung der einschlagigen Theorien uberhaupt 
gibt C. L. PEKERIS: The development and present status of the theory of the 
heat balance in the atmosphere. Mass. Inst. of Techn. Prof. Notes Nr. 5. Cam
bridge (Mass.) 1932. 

152 DEFANT, A.: Die Zirkulation der Atmosphare in den gema/3igten Breiten 
der Erde. Geogr. Ann., Stockholm 1921 S. 209-266. 

153 BAUR, FR.: Die Form en der atmospharischen Zirkulation in der gema/3igten 
Zone. Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 34 (1931) S. 264-309 - Die allgemeine 
atmospharische Zirkulation in der gema/3igten Zone. Meteorol. Z. 1932 S. 470-477. 

1 54 BARTELS, J.: Die Warmestrahlung der Erde. Naturwiss. 1929 S. 584-586. 
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von der Bedeutung dieses horizontalen Warmestromes fur die Thermo
dynamik der Atmosphare in den mittleren Breiten, wenn man beachtet, 
daB der durch die horizontale Flacheneinheit auf- oder abwarts gehende 
Strahlungsstrom in der gleichen Breite nur den 3 5 ten Teil des hori
zontalen Warmestroms betragt. 

Auf S. 50 wurde darfiber berichtet, wie der thermodynamische Nutz
effekt der atmospharischen Zirkulation wesentlich von den Annahmen 
fiber die Hohenlage der Warme- und Kaltequellen abhangt; zur Beur
teilung der Lage und Entstehung der Kaltequellen geben uns neuere 
strahlungstheoretische Arbeiten von RoBERTS, MuGGE, MoLLER und 
ALBRECHT wichtige Anhaltspunkte. Die Schwarzstrahlung (58) der 
Erd- bzw. Wolkenoberflache* durchsetzt nach diffuser Durchstrahlung 
einer Atmospharenschicht von der Dicke z und der Masse (pro Flachen-

z 

einheit) m = J e dz ein Flacheneinheitselement mit dem Betrag155 

0 
00 

s: = 2jEl·H3 (klm) dJ.., 
0 

und von der diffusen langwelligen Eigenstrahlung (Sm) der umgeben-

den Luftschichten ( m = je dz und m' = fedz) durchsetzen dieses 

Flacheneinheitselement die Strahlungsstrome 
00 

St, = 2jk1ElH2 (klm)dJ.. 
0 

und 
00 

5:};.,= 2jklE;.H2 (k1m')dJ.., 
0 

in denen El durch PLANCKs Gesetz (27) gegeben ist und die schon von 
GoLD (a. a. 0.) eingeffihrten Funktionen Hn(klm) durch 

2 

Hn (kl m) = jexp (- :~s':;) • cosn- 2 (D) sin(#) d# 
0 

erklart sind, die durch die Substitution cos- 1 {)- = ~ und partielle Inte
gration auf den Integrallogarithmus reduziert werden konnen. Die 
, totale Ausstrahlung" St = s: + S~- st,, nimmt mit der Hohe rasch 
zu, wie RoBERTS156 und ALBRECHT157 zeigten, was hauptsachlich in 
der mit der Abnahme des Wasserdampfgehaltes verknfipften Verminde
rung der ,atmospharischen Gegenstrahlung" s:;, begrfindet ist. Abb. 8 

* Uber die Berechtigung des Ansatzes der Schwarzstrahlung vgl. S. 18. 
155 Vgl. z. B. R. MuGGE: Warmehaushalt der Stratosphare (2. Teil). Handb. 

d. Geophysik (B. GuTENBERG) Bd. 9 S. 160ff. 
156 RoBERTS, 0. F. T.: On radiative diffusion in the atmosphere. Proc. Roy. 

Soc. Edinburgh Bd. 60 (1930) S. 225-242. 
15 7 ALBRECHT, F.: Der Warmeumsatz durch die Warmestrahlung des Wasser

dampfes in der Atmosphare. Z. Geophys. 1930 S. 421-435. 
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stellt nach ROBERTS die totale Ausstrahlung in einer Atmosphare fol
genden Aufbaus dar: T0 = 290°, e0 = 10 mm Hg (und Abnahme von e 

mit der Hohe gema.l3 StiRINGs Formel; vgl. S. 76), - ~T = 0,6°/100 m 
bis z = 10,6 km, dann Isothermie. z 

Da der Warmeverlust einer Luftschicht pro Zeit- und Volumen
einheit infolge Ausstrahlung durch 

BT ast 
(17o) cpe 8 y =-az 

gegeben ist, la.l3t die Abb. 8 erkennen, da.l3 der maximalste Warme
verlust durch langwellige Ausstrahlung in der Schicht von 6 bis 10 km 
Hohe (,Emissionsschicht") erfolgt. Nach
dem MtiGGE und MoLLER 153 durch Kon- k:fz 

10 struktion eines graphischen Auswertungs
papiers die Arbeit der Ermittlung der 9 

Strahlungswarme St, St, und st. erheb 6 

0 

I 
I 

O,O.f 41 

I J 
/ 

/ 
/ 

41.f 420 O,ZS 
ca!/mincm2 

lich reduziert haben, steht der Anwen
dung des Verfahrens auch auf synoptisch 
interessante Einzelfalle nichts mehr im 
Wege. Wichtig ist der von MtiGGE und 
MoLLER 159 erbrachte Nachweis, daB selbst Abb. 8. Die totale Ausstrahlung als Funk-
bedeutende Anderungen von Temperatur tion der Hohe (nacho. F. T. RoBERTs). 

und Feuchtigkeit in den untersten Tropo-
spharenschichten die Strahlungsbilanz in etwa 10 bis 13 km Hohe nicht 
wesentlich beeinflussen, sofern sich die Verhaltnisse in der iibrigen 
Troposphare nicht andern. 

Beziiglich der Breitenabhangigkeit der Hohe der Emissionsschicht 
sei auf die zuletzt zitierte Arbeit von MtiGGE und MoLLER sowie auf 
die (von anderen Voraussetzungen ausgehende) Untersuchung von 
ALBRECHT160 verwiesen. Es mu.l3 jedoch erwahnt werden, da.l3 eine 
neuere Berechnung von MoLLER161, der ein abgeandertes, die Linien
struktur der Absorptionsbanden des Wasserdampfes beriicksichtigendes 
Spektrum zugrunde gelegt wurde, die Emissionsschicht nicht mehr er
kennen lie.l3, vielmehr behielt die Abkiihlung durch Ausstrahlung von 
1 bis 8 km Hohe nahezu einen konstanten Wert (1,4 o CfTag) und ging 
gegen die Stratospharenbasis bis fast auf Null herab. 

158 Mi.iGGE, R., u. F. MoLLER: Zur Berechnung von Strahlungsstromen und 
Temperaturanderungen in Atmospharen von beliebigem Aufbau. Z. Geophys. 

1932 S. 53-64. 
159 Mi.iGGE, R., u. F. MOLLER: tiber Abkiihlungen in der freien Atmosphare 

infolge der langwelligen Strahlung des \Vasserdampfes. Meteorol. Z. 1932 S. 95 
bis 104. 

160 ALBRECHT, F.: tiber die ,Glashauswirkung" der Erdatmosphare und das 
Zustandekommen der Troposphare. Meteorol. Z. 1931 S. 57-68. 

161 MOLLER, F.: Die Warmequellen in der freien Atmosphare. Meteorol. Z. 

1935 S. 408-412. 
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Man neigt auf Grund der Arbeiten MuGGEs und MoLLERs jetzt dazu, 
die Hypothese des Strahlungsgleichgewichts der unteren Stratosphare 
aufzugeben; nachdem diese Arbeiten zeigen, daB die Bilanz a us Ein
und Ausstrahlung durchaus nicht den Wert Null aufweist, ist die Be
rucksichtigung der ubrigen Energiestrome, die aus Advektion, Konvek
tion und Austausch resultieren, zur Erklii.rung der quasistationaren 
Temperaturverteilung notwendig. DaB auch flir die obere Stratosphare 
die Annahme eines Strahlungsgleichgewichtes unzulii.ssig ist, hat PENN
DORF162 nachgewiesen. Das Problem des thermischen Aufbaus der 
Stratosphii.re muB also zur Zeit als ungelOst gelten. 

§ 6. Quasistatische Zustandsanderungen. 
Abweichend von der thermodynamischen Definition (vgl. S. 7) 

werden hierunter in der Meteorologie derartige Zustandsanderungen 
verstanden, bei denen die statische Grundgleichung (97 oder 98) bis 
auf Glieder hoherer Ordnung erflillt istl63. 

Die Verteilung der potentiellen Temperatur fJ(cp, z) in einem Meri
dianschnitt der Atmosphii.re zeigt im Mittel ein Ansteigen der Flachen 
~ = konst. vom Pol zum Aquator in der Stratosphare, wogegen sich 
in der unteren Troposphare die Verhii.ltnisse umkehren, so daB in der 
Zwischenzeit (obere Troposphare) das meridionale Gefalle der poten
tiellen Temperatur relativ gering ist (vgl. z. B. F. M. ExNER: Dynam. 
Meteorol., 2. Aufl. 1925, S. 233 Abb. 53); dieser Dreiteilung der Atmo
sphare164 kommt ersichtlich groBe Bedeutung fur die Advektionsvor
gange zu, die ihrerseits wieder fur die Zyklogenese. grundlegend sind, 
besonders fur das Verstii.ndnis der von H. v. FICKER inaugurierten ,zu
sammengesetzten Depressionen ''. Denn , ,horizon tale'' und adiabatisch 
verlaufende Massenversetzungen bedingen.z. B. in der Stratosphare die 
Heranfuhr potentiell kii.lterer (warmerer) Luft, wenn die Stromung eine 
polwarts (aquatorwii.rts) gerichtete meridionale Komponente aufweist. 
Es ist jedoch zu beachten, daB dies nur im Mittel gilt, im Einzelfall 
kann z. B. in der Stratosphare kalte Luft auch mit aquatorwarts gerich
teter Komponente herandriften, wie beispielsweise ZrsTLER165 nachwies. 

Der durch Advektion bedingte Wechsel verschieden temperierter 
Luftmassen in einem raumfesten Volumen wird, selbst wenn die 

1 62 PENNDORF, R.: Beitrage zum Ozonproblem. Die Rolle des Ozons im 
Warmehaushalt der Stratosphare. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 8 
Heft 4. Leipzig 1936. 

163 Nach TH. HESSELBERG und A. FRIEDMANN (Die Gr6J3enordnung der 
meteorologischen Elemente. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 1 Heft 5) 
ist unter mittleren Verhaltnissen die statische Grundgleichung mit einer Genauig
kei t von 1 Ofou gtil tig. 

164 Vgl. hierzu H. v. FICKER: Bemerkungen tiber die Konstitution zusammen
gesetzter Depressionen. Meteorol. Z. 1921 S. 65-70. 

165 ZISTLER, P.: Die Windverhaltnisse in der Stratosphare tiber Mtinchen. 
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 14 S. 65-74. 
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Advektion nur oberhalb einer gewissen Hohe z = H erfolgt, auch Druck
anderungen in der Luftsaule* 0 < z < H (,advektionsfreier Raum") 
zur Folge haben, und es entsteht zunachst die Frage, wie sich die ad
vektive Druckanderung, das ist das Druckaquivalent der advektiven 
Massenanderung oberhalb H in der Zeit t: 

(171) (k=1,2; X3 =z) 

in den advektionsfreien Raum ,iibertragt". Gleichung (171) ergibt sich 
aus der Kontinuitatsgleichung (46) mittels der statischen Grundglei
chung (122); es ist also c5n die Druckanderung, die an der oberen 
Grenze H des advektionsfreien Gebiets in der Zeit t als Folge der Ad
vektion oberhalb H beobachtbar sein wiirde, wenn die zur Zeit t = 0 
in H liegende ,materielle" Flache ,raumfest" ware. Da dieselbe aber 
,materiefest" ist, wird sie z. B. bei positivem c5n ein Stuck c5H herunter
gedriickt, so daB an einem in H befindlichen Barometer nur die lokale 
Druckanderung ** 

beobachtbar ist. Fiir den advektionsfreien Raum gilt entsprechend: 

(172) 

wie a us der auf das Intervall (z, oo) angewandten Kontinuitats
gleichung (46) mit Riicksicht auf (122) und (171) folgt. Ist die Ver
schiebung c5z als Funktion der Hohe bekannt, so kann mit Hilfe von 
(172) aus den beobachtbaren lokalen Druckvariationen c5p gepriift wer
den, ob das Intervall (0, H) tatsachlich ein advektionsfreier Raum i~t, 
d. h. ob die zu den Druckvariationen c5p Veranlassung gebenden Massen
verlagerungen oberhalb H erfolgen. 

c5z kann wie folgt berechnet werden: Unter der Annahme, daB in 
den benachbarten Luftsaulen die gleichen Zustandsanderungen vor sich 
gehen, laBt sich das Problem eindimensional behandeln; die Konti

t 

nuitatsgleichung J /d) dt = - iJ1(j:) ergibt in Verbindung mit der Poly-
o n+l 

tropengleichung p (!- n- = konst. und mit Riicksicht darauf, daB im 
advektionsfreien Raum die individuelle Druckanderung einer materiellen 
Flache in der Zeit t gleich dem Druckaquivalent der Massenzufuhr 

t 

oberhalb H sein muB, also Jdp dt = c5n· dt . 
0 

iJ((jz) n (in 
(173) -----az =- (n + 1) · p' 

* Im folgenden soli unter ,Luftsaule" stets eine solche vom Querschnitt 1 cm2 

verstanden werden. 
** (jH werde nach oben positiv gezahlt, dann miissen (in und (jH entgegen

gesetzte Vorzeichen haben. 

Ergebnisse der Matliematik. V /3. Ertel. 6 
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worin bn im Intervall (0, H) von z unabhangig und gleich der Boden
druckanderung 15p0 ist. Dagegen kann die Polytropenklasse n eine 
Funktion von z sein, es kann z. B. bei positivem bn der untere Teil 
der Luftsaule (0, H) isotherm, der obere adiabatisch komprimiert wer
den. Wegen (jz = 0 ftir z = 0 (Erdboden) folgt aus (173) und (172): 

(174) n·dz 1 z I bp = bn 1- ge[ (n+ 1fP. 

Der Spezialfall n = 1 j ( u - 1) ergibt sie von STEINER 166 und 
eingehend behandelte adiabatische Drucktibertragung 

(175) ge dz 1 z I bp = bn 1 - -u-/ p = bn · r1 , 

RosSBY167 

wodn dec Fakto; r, ~ 11- ~·~~'/ dmch den Aneat' p~p, · exp( -·· }f;_) 
(vgl. S. 55) in die ftir numerische Rechnungen bequeme Naherung 

r2 = 1 - ~T (1 - ~) tibergeftihrt werden kann (RossBY, a. a. 0.). 
Ergibt der Quotient 15pjr1 (bzw. 15pjr2) ftir alle Hohen z des Inter

valls (0, H) denselben Wert gema13 (175), so ist damit der Beweis ftir 
das Fehlen von Advektion in der Saule (0, H) erbracht. Zur Orien
tierung tiber die Leistungsfahigkeit dieser Methode diene folgendes von 
RossBY durchgerechnetes Beispiel, dem die Registrierballonaufstiege 
vom 11. und 13. April1912 in Trappes (Paris) zugrundeliegen*: 

Meeresh6he Druck [mm Hg] 
IJT lip on -l!z[m] [km] 11. April1912 r, 

0,170 743 - 5,6 +14 1,00 14 0 
1 671 - 2,6 +11 0,93 12 10 
2 591 - 0,1 +10 0,85 12 24 
3 520 + 4,5 + 9 0,78 12 39 
4 457 + 0,7 + 8 0,72 11 57 
5 400 + 0,5 + 8 0,65 12 77 
6 349 + 0,7 + 7 0,60 12 100 
7 303 + 0,9 + 6 0,55 11 127 
8 262 + 0,4 + 6 0,50 12 157 
9 226 + 0,1 + 5 0,45 11 193 

10 193 + 3,4 + 4 0,41 10 234 
11 165 +1L7 + 5 0,37 14 282 
12 140 +13.9 + 5 0,35 14 338 

166 STEINER, L.: A barometeres magassagkeptrol. Az Idojaras, Budapest 1926 
S. 6-15 - Auszug davon unter dem Titel: ,Druck- und Temperaturanderungen 
in der Atmosphare" in der Meteorol. Z. 1926 S. 271-276. 

167 RossBY, C. G.: Zustandsanderungen in atmospharischen Luftsaulen. 
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd.13 (1927) S.163-174. 

* o T = beobachtete lokale Temperaturanderung, op = beobachtete lokale 
Druckanderung (vom 11. zum 13. IV. 1912). 
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In Anbetracht des Umstandes, daB die D:t;ucke nur auf ganze Milli
meter Hg gegeben waren, so daB dadurch schon Fehler von 1 mm Hg 
in den op moglich sind, ist die Ubereinstimmung der on-Werte fur 
die ganze Troposphare erstaunlich; die beobachteten Druckvaria
tionen op, insbesondere die Bodendruckanderung op0 = +14 mm Hg, 
ki:innen also nicht durch Advektion kalter Luft in der Troposphare er
klart werden; es deuten ja auch nur die negativen OT-Werte in Boden
nahe Advektion kalter Luft daselbst an. Aus den positiven oT-Werten 
von 3 km aufwarts wiirde man nun aber auf Advektion warmer Luft 
in Hi:ihen tiber 3 km schlieBen, allein die Konstanz der On-Werte be
weist das Fehlen von Advektion in der Troposphare. Die Bodendruck
anderung op0 = +14 mm Hg muB also iiberwiegend aus einer strato
spharischen Massenzufuhr mit dem Druckaquivalent On= +12 mm Hg 
resultieren, und nur die restlichen 2 mm Hg diirften auf Advektion 
kalter Luft in den untersten Kilometern zuriickzufiihren sein. Es 
deuten dann die positiven OT-Werte oberhalb 3 km Temperaturerhi:ihung 
durch adiabatische Kompression an*. Wiirden diese Temperaturande
rungen im advektionsfreien Raum vernachlassigt werden ki:innen, so 
miiBte wegen (124) gelten (P1 =P0 , P2 =P, OP0 =0n, OTm=O**): 

(176) 

mit r3 = pjp0 , allein die erheblichen Abweichungen des Reduktions
faktors r3 von dem exakten r1 oder von dem Naherungswert r2 sind 
fiir gri:iBere Hi:ihen so erheblich, daB fiir Luftsaulen groBer Hi:ihe die 
Vereinfachung OT m = 0 selbst beim Fehlen von Advektion in der Saule 
nicht statthaft ist. Die Tabelle auf S. 84 (nach RosSBY, a. a. 0. S. 170) 
zeigt, daB mit geniigender Genauigkeit der Naherungswert r 2 an Stelle 
des exakten Wertes r1 benutzt werden kann, daB aber die Reduktion 
mittels r3 nur fiir die untersten 4 km (Fehler etwa 10%) statthaft ist. 

Es wurde bereits erwahnt, daB die als Folge der adiabatischen 
Druckiibertragung im advektionsfreien Raum auftretenden Temperatur
anderungen mittels des aerologischen Beobachtungsmaterials schlecht 
nachpriifbar sind, wenigstens in Einzelfallen und in geringen Hi:ihen, 

* Auch die o T-Werte lassen sich aus der stratospharischen Massenzufuhr 
berechnen (vgl. z. B. RossBY: a. a. 0. S. 169), allein der Vergleich zwischen 
Theorie und Beobachtung fallt hier gewohnlich unbefriedigend aus, wei! geringe 
advektive Temperaturanderungen, die aber noch zu schwach sind, urn meJ3bare 
Druckanderungen zu bewirken, die berechneten Temperaturanderungen (Kom
pressionseffekt) schon merkbar storen. 

** Diese Bedingung ist nicht identisch mit der Annahme isothermer Kom-

pression der Luftsaule, denn dann ist: dT= 0, also oT=- iJT. oz = oT o:n·J~z 
oz oz p , 

u 

wie a us ( 130) fur n -+ oo folgt; mithin ist o T < 0 bei o:n > 0 unter normalen 
Verhaltnissen (8Tjoz < 0), also auch oT m < 0. 

6* 
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MeereshOhe Zustandswerte * Reduktionsfaktoren 

(km) p T r, I r, r, 

0,392 723,3 287,3 1,00 1,00 1,00 
1 672 282,0 0,95 0,96 0,93 
2 596 286,9 0,87 0,88 0,82 
3 529 281,1 0,80 0,83 0,73 
4 467 273,0 0,73 0, 77 0,65 
5 412 264,7 0,66 0, 71 0,57 
6 362 259,7 0,61 0,65 0,50 
7 318 254,1 0,56 0,60 0,44 
8 277 247,6 0,51 0,55 0,38 
9 241 240,3 0,46 0,50 0,33 

10 208,5 232,4 0,42 0,45 0,29 

11 180,5 226,1 0,38 0,41 0,25 
12 155 221,0 0,35 0,36 0,21 
13 133 216,6 0,32 0,32 0,18 
14 114 219,6 0,32 0,31 0,16 
15 98 221,6 0,32 0,29 0,14 
16 84 222,6 0,31 0,28 0,12 
17 72 220,9 0,30 0,27 0,10 

da erst in der Substratosphare und Stratosphare die Temperaturande
rungen durch adiabatische Kompression bzw. Dilatation gri:iBere Be
trage erreichen (vgl. z. B. RossBY, a. a. 0.); wir gehen daher hierauf 
nicht naher ein und bemerken nur, daB in theoretischer Hinsicht der 
EinfluB stratospharischer Massenverlagerungen auf die vertikale Tem
peraturverteilung in der Troposphare in den Arbeiten von HESSEL
BERG16B, EXNER169, HAURWITZ170, STEINER171 und RosSBY172 erschi:ip
fend behandelt ist. 

Die energetischen Verhaltnisse der (als advektionsfrei voraus
gesetzten) Troposphare unter dem EinfluB stratospharischer Druck
schwankungen wurde von ERTEL173 und BECKER174 untersucht. Durch 
Kompression (on> 0) nimmt z. B. die potentielle Energie einer tropo-

* Aufstiegsdaten von Huron (Sud-Dakota) vom 11. Sept. 1910 [Bull. Mt. 
Weather Obs. Ed. 4 (1912) S. 245]. 

1 68 HESSELBERG, TH.: Uber den Zusammenhang von Druck- und Temperatur
schwankungen in der Atmosphare. Meteorol. Z. 1915 S. 311-318. 

169 ExNER, F. M.: Uber den Einflul3 von Luftdruckanderungen auf die verti
kale Temperaturverteilung. Ann. Hydrogr. 1926 KiiPPEN-Heft S. 20-26. 

170 HAURWITZ, B.: Einflul3 von Massenanderungen in gro13en Hiihen auf die 
vertikale Temperaturverteilung. Meteorol. Z. 1927 S. 253-260. 

111 a. a. 0., vgl. Lit.-Nachweis Nr. 166. 
172 a. a. 0., vgl. Lit.-Nachweis Nr. 167. 
173 ERTEL, H.: Zur Energetik atmospharischer Luftsaulen. Meteorol. Z. 1929 

S. 10-16. 
174 BECKER, R.: Zur Frage der Thermozyklogenese durch aufgepragte strato

spharische Druckanderungen. Gerlands Beitr. Geophys. Ed. 32 (KiiPPEN-Bd. I) 
(1931) S. 260-267. 
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spharischen Luftsaule, deren in der H6he H gelegene obere Begrenzung 
,materiefest" ist, urn ( H ) 

bn Jdz 15Epot = -----,;- H- PH p < 0 
0 

ab, aber die innere Energie nimmt urn den gr6Beren Betrag 

bn 
15Ei= + -· H 

" 
zu, so daB als Folge der stratospharischen Massenzufuhr die tropo
spharische Energieanreicherung 

H 

(177) bnjdz 15(E; + Epot) =PH·----;- p = -PHI5H >O 
0 

resultiert, die ersichtlich das Aquivalent der von der Stratosphare 
an die Troposphare quasistatisch abgegebenen Verschiebungsarbeit 
-PH·I5H darstellt; man erkennt in Gleichung (177) den Spezialfall der 
Energiegleichung (111) fiir adiabatische, quasistatische Zustandsande
rungen ( 15' Q* = 0; 15Ekin = 15' R* -4- 0) . Die Energieanderungen in einer 
10 km hohen tropospharischen Saule unter dem EinfluB strato
spharischer Druckschwankungen l15nl = 1 bis 10 mbfTag sind mit 
magni5(Ei + Epot) = 10-2 Wattjcm2 von der Gr6Benordnung der Energie
umsetzungen in Zyklonen (vgl. S. 54) und beweisen damit die Not
wendigkeit der Beriicksichtigung stratospharischer Advektionsvorgange 
bei zyklonendynamischen Betrachtungen. 

Die Untersuchungen tiber adiabatische Druckiibertragung hat 
RossBY175 spater wesentlich erweitert, indem er die Voraussetzung 
eines advektionsfreien Raumes fallen lieB und annahm, daB in allen 
Hohen Advektion erfolgt; der oberhalb einer Hohe z eintretenden ad
vektiven Massenanderung kommt analog (171) das Druckaquivalent 

00 t 

(178) 15n(z) =-J J g 0 ~~:k). dz dt (k=1,2;x3 =z) 
z 0 

zu, von dem nur der Anteil 

(179) 15p = 15n (z) + g 12 15z 
als lokale Druckanderung beobachtet werden kann, da die Masse 12 15z 
unter das Niveau z heruntergedriickt wird. Die Verschiebung 15z ist 
aber jetzt nicht nur eine Funktion der Advektion oberhalb z, sondern 
ist auch von der Advektion unterhalb z abhangig: 

z 

(180) 15z =- --·--·dz f n bn(z) 
n + 1 p ' 

0 

175 RossBY, C. G.: Studies in the dynamics of the stratosphere. Beitr. Physik 
frei. Atmosph. Bd. 14 (1928) S. 240-265. 
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und als Verallgemeinerung von (174) ergibt sich 
z 

r'Jp = r'Jn(z)- gej-n-. 15~(z). dz n+ 1 p ' 
0 

woraus ftir adiabatische Verschiebungen die zur Berechnung der Ad-
vektion dienende Gleichung z 

(181) r'Jn(z) = r'Jp + "~ · {)-lj; · r'Jp. dz 
0 

resultiert (RossBY, a. a. 0. S. 247), die spater von STEINER176 auch 
noch auf andere Weise abgeleitet wurde. Der Verlauf der r'Jn(z)-Kurve 

zeigt sofort die Schichten mit Advektion (f) 15;}z) =f 0) bzw. das Fehlen 

von Advektion (ot5;z(z) = 0) an (vgl. Abb. 9). Eine von ERTEL177 durch

0 
+Ox-

gefiihrte numerische Bestimmung der Advek
tion ftir Kilometerstufen mittels (181) unter 
Zugrundelegungdervon ScHEDLER178 und HAUR
wnz179 aus internationalen Registrierballon
aufstiegen berechneten Mittelwerte der inter
diurnen Druckanderungen laBt die Dreiteilung 
der Atmosphare hinsichtlich der Advektions
vorgange im Sinne v. FICKERs, namlich Maxima 
der Advektion in der unteren Troposphare und 
in der Stratosphare, die durch eine advektions
schwache Zwischenschicht (obere Troposphare) 
getrennt sind (vgl. S. 80), deutlich erkennen, 
wenngleich auch die Absolutbetrage der berech

Abb. 9. Beispiel zur RossBY· 
schen Advektionstunktion. neten Advektionsanteile noch einer praziseren 

(Trappes, S.-9.Dezembert9Q9.) Bestimmung bediirfen. Es zeigte sich ferner, 
Positive Advektionin denSchich-
ten:Boden -tkmund9-t3km daB die stratospharische Advektion in den 
HOhe, negative Advektion in der 
Schicht 4-5 km Hohe, keine Fallen steigenden Bodendruckes, also bei der 
Advektion in der Schicht t bis 

4 km Hohe. Ausbildung antizyklonaler Wetterlagen, beson-
ders deutlich ausgepragt ist, ein Resultat, das 

auch von ZISTLER180 mittels Gleichung (132) aus den Miinchener Auf
stiegsdaten im internationalen Monat Marz 1928 erhalten wurde. 

176 STEINER, L.: Uber die Druck- und Temperaturanderungen in der Atmo
sphare durch Advektion. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. Z1 (1934) S. 323-331. 

1 77 ERTEL, H.: Zur Dynamik der atmospharischen Druckschwankungen. Ger
lands Beitr. Geophys. Bd. 25 ( 1930) S. 59-73. 

178 ScHEDLER, A.: Uber den EinfluB der Lufttemperatur in verschiedenen 
Bohen auf die Luftdruckschwankungen am Erdboden. Beitr. Physik frei. Atmosph. 
Bd. 7 (1917) S. 88-101. 

1 79 HAURWITZ, B.: Beziehungen zwischen Luftdruck- und Temperaturande
rungen. Ein Beitrag zur Frage des ,Sitzes" der Luftdruckschwankungen. Veroff. 
geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 3 (1927) Heft 5. 

180 ZISTLER, P.: Uber primare und sekundare Druckwellen. Beitr. Physik 
frei. Atmosph. Bd. 1 5 ( 1929) S. 69-82. 
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Weitere Untersuchungen181 haben jedoch ergeben, da13 die Glei
chung (181) nicht strenge Gi.iltigkeit beanspruchen kann, da sie in 
EinzeWillen eine viel zu gro13e stratospharische Advektion liefert. Von 
ERTEL und Lr (a. a. 0.) wurde daraufhin durch Abanderung der 
RossBYschen Beweisfiihrung die Gleichung 

(182) op(z) = on(z) (1- gue/d:) 

abgeleitet, die also der RossBYschen Gleichung (175) allgemeine Gi.iltig
keit auch fi.ir advektionserfi.illte Luftsaulen zuschreibtl82 und mit der 
in der Form 

(183) 

von BLihHGEN 183 Berechnungen fUr polytrope Zustandsanderungen 
durchgefi.ihrt wurden, die ergaben, da13 der allgemeine Charakter des 
mittleren Verlaufs der on(z)-Funktion auch fUr nichtadiabatische Zu
standsanderungen erhalten bleibt. Aber die Gleichungen (182), (183) 
weisen den Ubelstand auf, daB die Advektion on(z) zugleich mit den 
lokalen Druckvariationen verschwindet, was in Wirklichkeit durchaus 
nicht der Fall zu sein braucht. 

Eine Gleichung, die von diesem Fehler frei ist und die fUr adia
batische Zustandsanderungen den richtigen Wert der RossBYschen Ad
vektionsfunktion liefert, ist 

z z 

(184) on(z) = op + _g_f!!_ op dz + §_f{fJ(e bx{}) + ~(_e_Oy {})} dz' 
uR{} T {} fJx fJy 

0 0 

worin ox, oy die horizontalen Komponenten der Luftmassenversetzung 
in derselben Zeit bedeuten, auf die sich die zeitlich lokale Druckande
rung op bezieht. Der Beweis ergibt sich wie folgt: Die Adiabaten-
gleichung f){} f){} f){} 

of}+ fJx ox+ ay oy + 7fZ oz = 0 

ergibt in Verbindung mit der Kontinuitatsgleichung 

oe+fJ(ebx)+ fJ(eby) +fJ(ebz) =0 
fJx fJy fJz 

die Gleichung: 

o( {}) + fJ(ebx{}) + fJ(ebyfJ) + jj_ebz{}) = 0 
(! fJx fJy fJz ' 

181 ERTEL, H., u. S. LI: Der Advektionsmechanismus der atmospharischen 
Druckschwankungen. Z. Physik Bd. 94 (1935) S. 662. 

1 82 ERTEL, H., u. S. Lr: Die Berechnung der Advektion. Meteorol. Z. 1935 
S. 356. 

183 BLtiTHGEN, F.: Studien zur Theorie der Advektion. Veroff. Meteorol. Inst. 
Univ. Berlin Bd. 2 Heft 3. Berlin 1937. 
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aus der z z 
-ebz= ;jb(e1J)dz+ ;j{B(eao:if) + B(e:;if)}dz 

0 0 

folgt, welche Gleichung durch Substitution in (179) mit Riicksicht auf 
1 if b(e {}) = uR T bp 

zu der Gleichung (184) fiihrt. Diese Gleichung stellt also die RosSBYsche 
Gleichung (181) mit einem Zusatzterm dar, der gerade die Eigenschaft 
hat, die zu groBen stratospharischen Advektionsbetrage zu reduzieren, 

doch bleiben die beiden Maxima von /Baozn / (in der unteren Troposphare 

und an der Tropopause), die fiir die v. FICKERsche Theorie der zusam
mengesetzten Depressionen beweisend sind, erhalten. 

Ein meteorologisch wichtiger Effekt: Anderungen des vertikalen 
Tern pera turgradien ten durch q uasista tische V ertikalverschie bung en, 
kann hier unter Hinweis auf die ausfiihrlichen Darstellungen von 
ExNER184 und WILH. ScHMii)T185 nur kurz behandelt werden. MAR
GULES186 fand, daB die individuelle Anderung des vertikalen Tempera
turgradienten in einer unendlich diinnen Luftschicht unter Beriick
sichtigung der Anderung des Querschnitts (F) durch 

I( ar)l 
r+az-~_ 

dl p.F j-0 

bestimmt ist, so daB bei einer Verschiebung vom Anfangszustand p, F 

in den Endzustand p', F' der anfangliche Temperaturgradient -~~in 
(185) iJT' _ p'F'( BT) -7JZ-Y-p.F Y+az 
iibergeht. He bung (p' jp < 1) bewirkt demnach Annaherung an den 
adiabatischen Temperaturgradienten y, die jedoch abgeschwacht wird, 
wenn damit QuerschnittsvergroBerung (F' jF > 1) verbunden ist; Ab
sinken (p' jp > 1) unter gleichzeitiger Ausbreitung (F' JF > 1) kann zur 
,Schrumpfungsinversion" fiihren. 

Fiir die nur fiir unendlich diinne Schichten geltende MARGULESsche 
Losung (185) hat HAURWITz187 durch ein Naherungsverfahren folgende 
Verallgemeinerung fiir Schichten von endlicher Dicke abgeleitet: 

( 186) _ iJT' = _ BT _ _ P'- p (r + BT) . (1 + r_'. K:_) . 
iJz Bz p iJz p RT 

184 ExNER, F. M.: Dynam. Meteorologie, 2. Au£1. S. 57ff. 1925. 
185 SCHMIDT, WrLH.: Schrumpfen und Strecken in der freien Atmosphare. 

Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 7 (1917) S. 103-149. 
18 6 MARGULES, M.: tiber die Anderung des vertikalen Temperaturgefalles durch 

Zusammendriickung oder Ausbreitung einer Luftmasse. Meteorol. Z. 1906 S. 241-244. 
18 7 HAURWITZ, B.: tiber die Anderung des Temperaturgradienten in Luft

saulen von endlicher Hohe bei vertikaler Verschiebung. Ann. Hydrogr. 1931 
S. 22-25. 
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Der anfi:i.nglich konstante Temperaturgradient ist nunmehr im End
zustand eine lineare Funktion des Abstandes z von der Basisfli:i.che 
der versetzten Schicht. 

§ 7. Stationare Windfelder. 
In der freien Atmosphi:i.re, wo die Reibung eine zu vernachli:i.ssigende 

Rolle spielt, wird die Luftbewegung durch die Gleichungen (73) be
schrieben, aus denen folgt, daB im stationi:i.ren Feld die Horizontal
komponente* der Geschwindigkeit den Isobaren (Schnittkurven der 
,Fli:i.chen p = konst. und z = konst.)** dort parallel ist, wo sich der 
Absolutbetrag v =Yv~ der Geschwindigkeit li:i.ngs einer Stromlinie nicht 
i:i.ndert. Es folgt dies aus der durch Multiplikation von (73) mit v; 

unter Beachtung der Summationskonvention und der Antimetrie der wki 

resultierenden Gleichung 

v !!__ = vk _i_ (~)=-(of/> +.!. op) v; 
dt oxk 2 ox; (! ox; 

mit Rticksicht auf die weitgehende Geltung der statischen Grund-
. of/> 1 op 

gle1chung188 0 = - + - - ; es ist dann in den Punkten, wo 
dv ov ox3 (! ox3 

lit= vkoxk = 0: 

(187) (f=1,2) 

d. h. der Wind (genauer: seine Horizontalkomponente) weht parallel 
den Isobaren, und zwar derart, daB auf der Nordhemisphi:i.re (Stid
hemisphi:i.re) beim Blick in Richtung des Windes der tiefe Druck zur 
Linken (Rechten) liegt. 

Bei geradliniger, stationi:i.rer und horizontaler Bewegung lauten die 
Gleichungen des ,geostrophischen Windes" (vgl. S. 34): 

(188) (i,k=1,2) 

wahrend sich bei gekrtimmten Stromlinien die Einfiihrung krummliniger 
orthogonaler Koordinaten empfiehlt, so daB sich die entsprechenden 
allgemeinen Bewegungsgleichungen aus (75) durch dv;/ot = 0 ergeben. 
Es hat die Verwendung krummliniger orthogonaler Koordinaten den 
Vorteil, daB durch passende Wahl des Koordinatensystems das Ver
schwinden einer oder zweier der Geschwindigkeitskomponenten im 
ganzen Stromfeld erreicht werden kann, sofern dieses vorgegeben ist; 

* ,Horizontal" sei durch of/>jox1 = of/>jox2 = 0 definiert. 
** Genauer den ,dynamischen Isohypsen" (Schnittkurven der Flachen p = konst. 

und rp = konst.). 
l88 Vgl. hierzu Lit.-Nachweis Nr. 163 (HESSELBERG u. FRIEDMANN) sowie 

S. FuJIWHARA: On the preponderance on horizontal motion in the earth's atmo
sphere. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 19 (1932) S. 1-6. 
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bilden z. B. die Stromlinien die orthogonalen Trajektorien der Koordi
natenflachen x1 = konst., so verschwinden v2 und v3 • Im Falle der 
Existenz eines Geschwindigkeitspotentials G (vgl. S. 27) sind dabei die 
Flachen x1 = konst. zugleich Aquiskalarflachen von G. 

Durch Spezialisierung auf stationare Stromungen langs horizontaler 
Stromlinien (xi) mit dem Krtimmungsradius r folgt aus (75): 

avl 1 ap 
(189) vl oxl =-e iJxl ' 

v~ 1 op * ( 190) ± - + 2 W12 VI = - - :;;---- , 
r e ux2 

wobei ofox2 = BjfJr und v2 = Va = 0, da dxl ein Stromlinienelement' 
ist. Wieder ergibt sich aus (189) die Koinzidenz von Stromlinien und 
Isobaren (fJpjfJx1 = 0) an den Punkten des Stromfeldes, wo sich der 
Absolutbetrag der Geschwindigkeit (/ v / = v1) langs der Stromlinie nicht 
andert (ov1 jfJx1 = 0). Der Richtungssinn der Stromung folgt aus den 
Darlegungen S. 89, so daB ein von geschlossenen Isobaren gebildetes 
Hochdruckgebiet (,barometrisches Maximum", ,Antizyklone") auf der 
Nordhemisphare im Uhrzeigersinne, ein Tiefdruckgebiet (,barometrisches 
Minimum", ,Zyklone") im entgegengesetzten Sinne umkreist wird. Das 
Vorzeichen der Zentrifugalbeschleunigung vifr in (190) ist im ersten 
Falle positiv, im zweiten negativ. Beztiglich der Krafteplane des durch 
(190) dargestellten ,geostrophisch-zyklostrophischen Windes" (SHAW189) 

sowie des geostrophischen Windes (188) kann auf die Lehrbticher der 
dynamischen Meteorologie verwiesen werden. 

In den bodennahen Schichten, unterhalb einer ,Gradientwind
hohe" D ** werden die Stromungsverhaltnisse durch die Reibung 
wesentlich modifiziert; auch unter den Voraussetzungen fJv1jot = 0, 

v1 ~v1 = 0, weht der Wind hier nicht mehr den Isobaren parallel, 
uX1 

sondern er bildet mit der Richtung des oberhalb D wehenden, durch 
(188) bzw. (190) gegebenen ,Gradientwindes" einen Winkel <n/2, und 
bei mit zunehmender Hohe wachsender Geschwindigkeit konvergiert der 
Wind unter Rechtsdrehung (Nordhemisphare) gegen den Gradientwind. 

Die durch den GuLDBERG-MOHNschen Reibungsansatz Ri =- kvi 
(worin k einen von der Natur der Bodenunterlage abhangenden Faktor 
von der GroBenordnung 10-5 sec-1 bedeutet) erweiterten Gleichungen 
(188) haben nur noch historische Bedeutung, da SANDSTR6MI90 

* ro12 = w3 = w, = w · sincp; vgl. S. 28. 
189 SHAW, N.: Manual of Meteorology, Bd. 4, 2. Aufl. S. 82. Cambridge 1931. 

2ro12 ·v1 heiBt in SHAWS Terminologie ,geostrophischer Term", ±v~fr ,zyklo
strophischer Term". 

** Magn. D == 102 bis 1()3 m, je nach der Bodenunterlage. 
190 SANDSTROM, J. W.: Uber die Beziehung zwischen Luftdruck und Wind. 

Kgl. Svensk. Vetensk. Akad. Handl. Bd. 45 Nr. 10. Uppsala u. Stockholm 1910 
- On the relation between atmospheric pressure and wind. Bull. Mt. Weather 
Obs., Washington Bd. 3 (1911) S. 275-303. 
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nachwies, daB die Reibungskraft gar nicht der Geschwindigkeit entgegen
gesetzt gerichtet ist, sondern mit der Richtung v einen stumpfen Winkel 
n- <X (positiv im Uhrzeigersinne von oben gesehen; Nordhemisphare) 
einschlieBt. Die dieser Erfahrungstatsache Rechnung tragenden Glei
chungen von HESSELBERG und SVERDRUP191 

(191} (i, k=1, 2) 

mit dem jetzt nicht mehr antimetrischen Tensor 
f~k k COS <X, -(2w sincp + k sin <X), 

Qki = • + (2w sincp + k sincp), k cos <X, 

bilden die geeignete Grundlage zur Behandlung der Stromungen mit 
Reibung in einem bestimmten Niveau; sie erlauben natiirlich keine 
Aussagen iiber die Windanderungen mit der Hohe, deren theoretische 
Behandlung erst die Gleichungen des stationaren und beschleunigungs
freien , ,geostrophisch -anti tri ptischen Windfeldes'' 

( ) 1 ap 1 a ( ov;) (. . k ) 192 2wk,vk=---.o:-+-~ 'YJJk~, ~=1,2; J, =1,2,3; v3 =0 
(! uX; (! uxk ux1 

(vgl. S. 32) ermoglichen. Der Spezialfall alleiniger z-Abhangigkeit aller 
GraBen: 

(193) I . op + o ( ovz) -2WSinm•llV =-- - 'Yj~ 
r ~ Y ox i)z oz ' 

. ap a ovy 
+2w smcp· ev, =- oy + oz ('YJaz)· 

mit der unter den Vereinfachungen opjox, opjoy, 'YJ (= 'YJzz) und e 
unabhangig von z* und den Grenzbedingungen v,(O) = vy(O) = 0 fiir 
z -+ oo endlichen Losung192 

(194) I v, =- 2 rosi~qJ. (! • ~t {1- exP(- ~)·cos(~)}. 
Vy =- 2 ro si~qJ. (! • :t · exp (-~)·sin(~), 

-----
191 HESSELBERG, TH., u. H. U. SVERDRUP: Die Reibung in der Atmosphare. 

Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Nr. 10 (1915). -SVERDRUP, H. U.: Druck
gradient, Wind und Reibung an der Erdoberflache. Ann. Hydrogr. 1916 S. 413 
bis 427. 

* Das Koordinatensystem kann dann z. B. nach iJpfox = 0 orientiert werden. 
192 Die Ubertragung der zuerst von EKMAN fUr Triftstrome in einem Ozean 

unendlicher Tiefe gefundenen Losung (andere Grenzbedingungen) auf die A.tmo
sphare erfolgte durch F. AKERBLOM [Recherches sur les courants les plus bas de 
!'atmosphere au-dessus de Paris. Nova Acta Soc. Sci. Uppsal. Bd. 2 ( 1908) Nr. 2] 
und F. M. ExNER (Zur Kenntnis der untersten Winde iiber Land und Wasser 
und der durch sie erzeugten Meeresstromungen. Ann. Hydrogr. 1912 S. 226-239). 
- Vgl. auch G. J. TAYLOR: Eddy-motion in the atmosphere. Philos. Trans. 
Roy. Soc. London A Bd. 215 (1915) S. 1-26. - LAMB, H.: Lehrb. d. Hydro
dynamik, 2. Aufl. der deutschen Ausg. S. 759f. Berlin 1931. - ExNER, F. M.: 
Dynam. Meteorol., 2. Aufl. S. 119. Wien 1925. - KoscHMIEDER, H.: Dynam. 
Meteorol. S.261ff. Leipzig 1933. 
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ergibt bereits das Wesentliche, namlich Rechtsdrehung des Windes 
(Nordhemisphare) und Zunahme des Absolutbetrages der Geschwindig-

keit mit der Hohe; der ,Gradientwind" vx =- -2 .1-- · ~p, vy = 0 
W Slll<p • (! uy 

wird praktisch in der Gradientwindhohe (nach EKMAN auch ,Reibungs-

D = n 11 ~ · v W Slll<p(! 

hohe") erreicht, wo (vx- vx)fvx = e-:n = 1/ 23 innerhalb der Grenzen 
der Messungsgenauigkeit liegt. Durch die Stromung des geostrophisch-

y antitriptischen Windfeldes werden 

X 

die zu einer Zeit in einer Vertikalen 
liegenden Luftteilchen in eine drei
dimensionale logarithmische Spirale 
tiberflihrt; die Endpunkte der auf 
die Horizon tale bene projizierten Ge-

Abb. 10. Die einfache EKMAN-Spirale. 
schwindigkeitsvektoren liegen auf 

einer ebenen logarithmischen Spirale (vgl. Abb. 10)193• 

Die Theorie flihrt nun zu der Folgerung, da13 in Bodennahe der 
Wind mit dem Druckgradienten einen Winkel von 45 a einschlie13en 

mu13, denn a us ( 194) folgt: lim v,;_ = 1. Dies steht nicht im Einklang 
z~O Vx 

mit den Beobachtungen, die gr613ere Ablenkungswinkel ergeben. Auch 
die von PRANDTL und ToLLMIEN 194 durchgeftihrte Berechnung der 
Windverteilung im geostrophisch-antitriptischen Windfeld in Boden
nahe aus den Gesetzen der Rohrstromung, mit denen eine befriedigende 
Anpassung an die beobachtete Geschwindigkeitsverteilung erreichbar 
ist, versagt hinsichtlich des Ablenkungswinkels. In der oben skizzierten 
Theorie ist als Ursache der Diskrepanz offenbar die Vereinfachung 
rJ = konst. anzunehmen195, die den tatsachlichen Verhaltnissen zu 
wenig gerecht wird. Eine bodennahe Schicht von der Hohe h (magn h 
= 10° bis 101 m) nimmt ja eine Sonderstellung dadurch ein, da13 in 
dieser Schicht rJ au13erordentlich rasch anwachst; es ist dies auch die 
Schicht des gro13en bodennahen Geschwindigkeitsgradienten (bei un
merklicher Winddrehung). Oberhalb h ist die Variabilitat von rJ mit 
der Hohe z schwacher, die Vereinfachung rJ = konst. also zutreffender. 
Beschrankt man daher die mit rJ = konst. gewonnenen Losungen der 
Gleichung (193) auf das Intervall (h, oo) und erganzt die durch die 

193 Beziiglich des zugehorigen Krafteplans vgl. z. B. F. J. W. \VHJPPLE: The 
laws of approach to the geostrophic wind. Quart. J. Roy. Met. Soc. London 1920 
S. 39-53. 

194 PRANDTL, L., u. W. ToLLMIEN: Die \Vindverteilung tiber dem Erdboden, 
errechnet aus den Gesetzen der Rohrstri.imung. Z. Geophys. 1924/25 S. 47-55. 

195 BRUNT, D.: Internal friction in the atmosphere. Quart. J. Roy. Met. Soc. 
London 1920 S. 175-185. 
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,EKMAN-Spirale" in diesem Gebiet gegebene Windverteilung in der 
bodennahen ,Haut-Schicht" (,skin-layer") h durch eine nahezu gerade 
Linie (OA in Abb. 11) entsprechend der unmerklichen Winddrehung in 
dieser Schicht bei groBem vertikalen Geschwindigkeitsgradienten, so 
kann man, ~ie EKMAN 196 zeigte, be-y~ 
friedigende Dbereinstimmung mit dem A T 

beobachteten Ablenkungswinkel er-~ 
halten, wenn h ~ 10-2 D angenommen _':~ 
wird. DaD etwa 100m tiber Ozeanen o~----~-----=8~---z. 

und 500 bis 1000 m tiber Kontinenten Abb. II. Die erweiterte EKMAN-Spirale. 

betragt, muB der Hautschicht die Dicke 
1 bis 10m zukommen. THORADE gebraucht statt ,Hautschicht" den 
hydrodynamisch tiblichen Begriff ,Grenzschicht"; es ist jedoch zu be
achten, daB EKMANs ,skin-layer" zunachst keine Grenzschicht im Sinne 
PRANDTLs darstellt, da ja auch in der Hautschicht turbulente Stromung 
herrscht, wahrend hinsichtlich des groBen Geschwindigkeitsgradienten der 
Ausdruck ,Grenzschicht" allerdings ganz berechtigt ist. Berticksichtigt 
man jedoch, daB die Turbulenz in der ,Hautschicht", wo sie durch 
die Rauhigkeiten der Bodenunterlage ,erzwungen" wird, offenbar ganz 
anderer Natur ist als die ,freie" Turbulenz der hoheren Schichten des 
geostrophisch-antitriptischen Windfeldes, so erscheint die ,skin-layer" 
auch in hydrodynamischem Sinne als echte ,Grenzschicht". An Hand 
der kinematischen Windstrukturaufnahmen von ScRASE197 in 1,5 m und 
19m Hohe zeigte M6LLER198, daB in 19m Hohe die ,freie" Turbulenz 
herrscht. Nur bei der freien Turbulenz existiert jene stramme Korrela
tion zwischen den turbulenten Zusatzkomponenten der Horizontal- und 
Vertikalkomponente der Geschwindigkeit, auf die sich die Theorie des 
Austausches sttitzt (vgl. S. 31); bei der erzwungenen Turbulenz fehlt 
diese Korrelation, wie MoLLER (a. a. 0.) zeigte, vollig, weswegen bei 
der Anwendung der Austauschtheorie auf die Berechnung des Impuls
austausches in der Grenzschicht Vorsicht geboten ist. 

Es kann nattirlich nicht erwartet werden, daB die unter den auf 
S. 91 aufgezahlten Vereinfachungen gewonnenen Losungen (194) der 
Gleichungen (193) die beobachtete Windverteilung vollig befriedigend 
darstellen. Nach Ansicht japanischer Forscher (FUJIWHARA, SAKAKI
BARA) soH dies auch darin begrtindet sein, daB der Reibungsterm in 
(193) durch ein ,transversales Reibungsglied" erweitert werden muB, 

196 EKMAN, V. W.: Eddy-viscosity and skin-friction in the dynamics of winds 
and ocean-currents. Mem. Roy. Meterorol. Soc. London 1928 Nr. 20. - Vgl. 
hierzu H. THORADE: Grenzschichten im Luft- und Weltmeere. Ann. Hydrogr. 
1929 S. 113-115. - SEILKOPF, H.: Beitrage zur Kenntnis der atmospharischen 
Grenzschicht. Z. Flugtechn. Motorluftsch. 1929 S. 3 7 5-3 79. 

197 Vgl. Lit.-Nachweis Nr. 48. 
198 MoLLER, F.: Freie und erzwungene Turbulenz. Beitr. Physik frei. Atmosph. 

Bd. 20 (1933) S. 79-83. 
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so daB die entsprechenden Gleichungen lauten 199 : 

l . ap a (' av.) a ( fJv•) -2wsmtp·[!Vy=-ax +az rJ(fi +az .vBi' 
( 195) 

. ap a ( fJv•) a ( av.) +2w Sllltp. [!Vx =- oy + oz 1} fJz - fJz V (fZ ' 

worin v den ,Koeffizienten der transversalen Reibung" bedeutet. Inte
grationen dieser Gleichungen unter verschiedenen Annahmen tiber die 
Variabilitat der Koeffizienten 1} (z), v (z) hat SAKAKIBARA (a. a. 0.) 
durchgefi.ihrt. Zwar lieB sich selbst fi.ir den einfachen Fall 1} und 
v = konst. eine bessere Annaherung an die beobachtete Windverteilung 
erreichen als durch die Gleichung (193), allein es fehlt der Nachweis, 
inwieweit dies nicht einfach daran liegt, daB nunmehr zwei Konstanten 
zwecks Angleichung an die Beobachtungen zur Verfi.igung stehen. Auf 
Grund der i.iblichen Ansatze der Turbulenztheorie (vgl. S. 32) laBt 
sich der transversale Reibungsstrom physikalisch nicht begri.inden; auch 
die verallgemeinerte Form (87) des Reibungsterms gestattet die De
duktion der transversalen Reibung nicht, zu deren Begri.indung man 
nach WATANABE 200 vielmehr von der Vorstellung ausgehen muB, daB 
jedes Volumenelement dr einer stromenden zahen Fli.issigkeit eine groBe 
Anzahl (n) rotierender Elementarteilchen enthalt, deren Drehimpuls 
Hi(n) ein ,mikrogyrostatisches" Vektorfeld Nidr ='L,nHi(n) bildet, 
fi.ir das verallgemeinerte hydrodynamische Bewegungsgleichungen gel-

ten, die den transversalen Reibungsterm als Spezialfall 00~i = ~~i = o 
und tN3 = tNz = v ergeben2ol. 

Auch ohne Beri.icksichtigung der transversalen Reibung hat man 
mehrfach versucht, die Ubereinstimmung mit der beobachteten Wind
verteilung unterhalb der Gradientwindhohe durch Fallenlassen der ein
schrankenden Annahmen 1J = konst., [! = konst., iJpjiJx und iJpjiJy 
= konst. bei der Integration der Gleichungen (147) zu verbessern (SoL
BERG, MILCH, TAKAYA, HESSELBERG und SVERDRUP, FJELDSTAD). So 
haben z. B. HESSELBERG und SvERDRUP 202 die Integrale der Glei-

199 SAKAKIBARA, S.: On the transverse eddy resistance acting on moving air 
in the lower atmosphere. Geophys. Mag. Bd. 1 ( 1927) S. 130-149; Bd. 2 ( 1930) 
S. 139-156. - IsrMARU, Y.: On the motion of air near the earth's surface. Ebcnda 
Bd. 2 (1930) S. 91-106. 

2oo WATANABE, S.: The equation of motion of a viscous fluid accompanied by 
"microgyrostatic field". Geophys. Mag. Bd. 5 (1932) S. 173-181. 

201 Uber die Moglichkeit einer Ableitung der transversalen Reibung auf Grund 
einer erweiterten tensoriellen Theorie der Turbulenzreibung vgl. S. OoMA: The 
fundamental equations of motion in anisotropic turbulent flow. J. Meteorol. Soc. 
Jap. II Bd. 15 (1937) S. 226-234. 

202 HESSELBERG, TH., u. H. U. SVERDRUP: Die Reibung in der Atmosphare. 
Ver6ff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. Bd. 1 S. 241-309. - Die Losungen (196) 
sind in H. U. SvERDRUP (Der nordatlantische Passat. Ebenda Bd. 2 S. 1-96) 
auf S. 76 mitgeteilt. 
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chung ( 193) diskutiert, die sich unter der Annahme emer Potenz
reihenentwicklung der Komponenten des Druckgradienten ergeben 

(11 = V ;~ = konst.): 

f Vx= -Ae·uz, sin(y+ f1Z) +Be-r<z. sin(/3- f1Z) 

+ ±("J:n.z•- A'IJ "i;(v+1) (v+2)mv+2z•- (;.1])2"i;(v+1) · · · (v+4)nv+4z'' 
0 I} 0 I} 0 

+ (;.~r"J:(v+1) .. ·(v+6)m.+6z•+ (;.~y"J;(v+1) .. ·(v+S)n.+sz•- ···I· 
0 0 

(196) 
Vy= +Ae~"z· cos(y+ f1Z) -Be-,uz · cos(f3-11z) 

+ ±("J:mvzv- A'l] "i;(v+1 )(v+2)nv+2zv+(;.1])2"i;(v+1) .. ·(v+4) mv+4zv 
0 I} 0 I} 0 

+ (;~r"J:(v+1) ... (v+6)n.+6z·-(;.1JeY"J:(v+1) · · · (v+S)mv+sz-v_ ···I 
0 0 

sind die Losungen der Gleichungen (J. = 2w sin!p) 

r t} d2 vx - ~ v e {[Z2- + }. Vy - -..::;.; mv Z , 

(197) 
0 

Von MoLLow 203 wurde die durch die Veranderung des Druckgra
dienten modifizierte Wirkungsweise der Reibung in ihrer Beziehung zu 
den Problemen der Zyklonendynamik naher untersucht. 

Berticksichtigung der z-Abhangigkeit des Turbulenzfaktors etwa in 
n 

der Form rJ(z) =1](1)·zn+l (WILH. ScHMIDT) oder rJ(z) =1J(O)e±az, 
rJ(z) = 1](0) (1 ± az) (TAKAYA204) ftihrt auf BESSELsche Zylinderfunk
tionen komplexen Arguments. 

In sehr allgemeiner Weise (auch unter Berticksichtigung des nicht
stationaren Vorgangs) hat FJELDSTAD 205 das vorliegende Problem mit 
Hilfe der Theorie der Integralgleichungen behandelt. Wir erlautern 
hier kurz diese Methode ftir den stationaren Fall und derVereinfachung: 

203 MoLLWO, H.: Zur Wirkungsweise der Reibung in der freien Atmosphare. 
Beitr. Physi~ frei. Atmosph. Bd. 22 (1934) S. 25-45. 

204 TAKAYA, S.: On the coefficient of eddy viscosity in the lower atmosphere. 
Mem. Imp. Marine Obs., Kobe Bd. 4 S. 1-34. 

205 FJELDSTAD, J. E.: Ein Problem aus der Windstromtheorie. Z. angew. 
Math. Mech. Bd. 10 (1930) 8.121-137. 
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Dichte und Druckgradient = konst., dagegen 'Y} (z) = beliebige (reziprok 
integrable) Funktion von z. Unter Ll v., + iLl vy = w den komplexen 
Vektor der Abweichung des Windes vom Gradientwind verstanden, 
wird mit der Abklirzung A= 2w sinq; · (! das Gleichungssystem (193) 
gleichbedeutend mit 

(198) ddz ['YJ(z)~:] = iAw, 

aus welcher Gleichung sich durch zweimalige Integration unter Beriick

sichtigung der Grenzbedingung lim (ddw) = 0 die inhomogene Integral-
! . h . A z~oo Z g e1c ung zwe1ter rt 

00 

(199) w(z) = w(O)- i A J K(z, C) w(C) dC 

mit dem symmetrischen Kern 

(200) K(z, C)= 

0 

i; 

}
. dt; 

1] ( !;) ' 
0 

z 
" dt; 
j 1](!;) ' 
0 

C <z, 

C>z. 

ergibt 206• Die Li:isung von (199) ist dann durch 

(201) w(z) = w(o)\1- iA ~ Cn'P•(_z)' 
~'A.n+til. 

1 

gegeben, worin An und "Pn die Eigenwerte und die (auf 1 normierten) 
Eigenfunktionen des Kerns (200) darstellen, die der homogenen Integral-
gleichung oo 

(202) "Pn (z) = An J K (z, C) "Pn (C) dC 
0 

geniigen *, wahrend die en die Koeffizienten der Fourierentwicklung 
00 

~Cn'lfln(C) = 1 bedeuten. Der allgemeine Fall, bei dem auch Dichte 
1 

und Druckgradient als Funktionen von z betrachtet werden, laBt sich 
analog behandeln, indem dann (mit v = v.,+ ivy, J. = 2wsinq;, 

G = ~~ + i ~t) an Stelle von (199) die Integralgleichung 
00 

(203) l'e (z) · v (z) = S (z) - i A J K(z, C) l'e (C) v (C) dC 
0 

2os ERTEL, H.: Die Geschwindigkeitsverteilung im stationaren geostrophisch
antitriptischen Windfeld und im stationaren Triftstrom bei variablem Turbulenz
koeffizienten als Eigenwertproblem. Ann. Hydrogr. Ed. 62 (1934) S. 35-36. 

* In d~r Theorie der Integralgleichungen wird bewiesen, daB die Eigenwerte An 
eines reellen symmetrischen Kerns auch stets reell sind. 
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rni t dem symmetrischen Kern 

(204) K(z, C)= 

i; 

Ve (z) e (C) j :(~) , 
0 

z ,Ct:\-f d!; 
H! v•1 e (C) 7J (t;) 

0 

und der Storungsfunktion 

5(') ~ J'e(,+(o)- j:(:JG(C)dC] 
in bekannter Weise zu losen ist. 

Es muB aber schlieBlich noch darauf hingewiesen werden, 
(sog. PRANDTLschen) Formeln 

(205) R _ _j_( 8v,) "'- oz 'YJ oz ' 

97 

daB die 

fiir die Turbulenzreibung durchaus noch nicht gesichert erscheinen. 
Den vorstehenden Gleichungen, deren Ableitung die Annahrne der 
,Impulsiibertragung" zugrunde liegt, stehen die TAYLORschen Ausdriicke 

iJ2v iJ2v 
(206) R., = 'YJ (z) Bz;, Ry = 'YJ (z) 0/ 

gegeniiber, die auf Grund der Vorstellung einer ,Wirbeliibertragung" 
(Zirkulation pro Flacheneinheit; vorticity) abgeleitet werden konnen 207 • 

Ein experimenteller Entscheid fiber die Richtigkeit eines der Ansatze 
(205) bzw. (206) hat sich bisher noch nicht beibringen lassen. Zwar 
glaubte SAKURABA 208 zeigen zu konnen, daB gewisse Beobachtungen 
durch die TAYLORschen Ausdriicke richtiger dargestellt werden konnen, 
jedoch konnte ein allgemeiner Beweis dafiir noch nicht erbracht werden. 
Die tensorielle Theorie der Turbulenz 209 enthalt iibrigens die heiden 
Formen (205) und (206) als Spezialfalle, indern aus ihren Reibungs-
termen 

(207) 

fiir 

(208) 

20 7 BRUNT, D.: Physical and Dynamical Meteorology. S. 227. Cambridge 1934. 
20 8 SAKURABA, S.: Turbulent motion in the atmosphere. II. Geophys. Mag. 

Bd. 9 S. 11-21. Tokyo 1935 - vgl. auch D. BRUNT: a. a. 0. S. 231. 
209 ERTEL, H.: Tensorielle Theorie der Turbulenz. Ann. Hydrogr. 1937 S. 193 

bis 205. 

Ergebnisse der Mathematik. Vj3. Ertel. 7 
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die PRANDTLsche und fiir 

(209) 

die TAYLORsche Form resultiert, also je nachdem, ob nur die horizon
tale Divergenz (208) oder die totale Divergenz (209) des Vektors ('YJzz• 
'YJyz, 'YJzz) verschwindet, was bestimmten Bedingungen iiber die Um
orientierung der Austauschellipsoide im turbulenten Stromungsfeld ent
spricht, die jedoch einer experimentellen Nachpriifung zur Zeit eben
falls unzuganglich sind. 

Bemerkenswert sind auch noch die von HESSELBERG 21o abgeleiteten 
Ausdriicke fiir die Turbulenzreibung, namlich 

* R - -2~ + 3_( fJv~) + j_( fJv~) 
z - ox oy 'YJ fJy fJz 'YJ fJz (210) 

(entsprechend fiir die y- und z-Komponente), worin ~ den dritten Teil 
der Turbulenzenergie bedeutet, und die HESSELBERG spater in 

(211) on~ a ( ov~) a ( ov~) R.,=-2 ax +oy 'YJvay +oz 'Y/zaz' ••. , ·•• 

verallgemeinert hat 211, worin .;'j., den von der x-Komponente der turbu
lenten Zusatzkomponenten herriihrenden Anteil der Turbulenzenergie 
bedeutet, wahrend 'YJy, 'YJz Austauschkoeffizienten darstellen, die den 
Impulstransporten in der y- bzw. z-Richtung zuzuordnen sind. 

Es diirften iibrigens die Versuche, die Dbereinstimmung zwischen 
Theorie und Beobachtung durch Annahme einer passenden z-Abhangig
keit des Turbulenzkoeffizienten 'YJ zu verbessern, kiinftig an Interesse 
verlieren, seit HAURWITZ gezeigt hat 212, daB die bisher vernachlassigte 
Bahnkriimmung eine Modifikation der bisherigen Losungen von gleicher 
GroBenordnung der Differenzen zwischen den bisherigen Theorien und 
den Beobachtungen bedingt. A us den auf Zylinderkoordinaten (r = Ab
stand von der Zylinderachse, 'i?=Azimut, z=Hohe) transformierten 
stationaren Bewegungsgleichungen in axial-symmetrischer Form 

(212) I fJv, v~ . I ap + R v ~--- 2wstnmr.Q =---r or r -r 'U' (} or ., 
OVff V,Vff . r,BY + -r- + 2wsmrpv, = 0 + Rff, 

21o HESSELBERG, TH.: Untersuchungen iiber die Gesetze der ausgeglichenen 
atmospharischen Bewegungen. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 (1928) Nr. 4. 

2n HESSELBERG, TH.: Arbeitsmethoden einer dynamischen Klimatologie. 
Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 19 (1932) S. 291-305. 

212 HAURWITZ, B.: On the change of wind with elevation under the influence 
of viscosity in curved air currents. Gerlands Beitr. Geophys. Bd. 45 (1935) S. 243 
bis 267. 
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inkompressibler zaher Fltissigkeiten mit den Reibungstermen (v = 'YJ/(! 
= konst.) 

(213) I (82 18 1 ()2) 
R,=vLiv,=v ar2 +-:y 8r-r2+fJz2 v, 

( 82 18 1 82 ) 
R1J= vLiv1f= v -;;-- + ----+- V1J dr2 r or r2 8z2 

und der Kontinuitatsgleichung 

(214) 

leitet HAURWITZ ftir die komplexe Horizontalgeschwindigkeit w = v, 

+ iv1f unter den Annahmen w = f(z) r und 8! = !!_r (k = konst.) die evr e 
komplexe Bewegungsgleichung 

(215) 

ab, die ftir 

(216) 

w 2 • • k 82 w - + ~2msmcpw = -r + v 32 r e uz 

u(C) = H/(C) + imsincp] 

die WEIERSTRASSsche 
Gattung 

Normalform ftir ein elliptisches Integral erster 

(217) 

mit 

ergibt (c1 = erste Integrationskonstante; e1 , e2 , e3 = Wurzeln von dufdC 
= 0). Die durch eine jACOBische elliptische Funktion (sn) gegebene 
Losung 
(218) 

(c2 = zweite Integrationskonstante) erlaubt durch die Forderung einer 
ftir wachsendes z beschrankt bleibenden Losung infolge der dann ftir 
e2 = e3 = -e1f2 eintretenden Entartung der jACOBischen sn-Funktion 
in eine trigonometrische Sinusfunktion die Darstellung: 

(219) ~=/(C)=iVm2 sin2 cp+~~1- [ 1_i v 3 k J)-imsincp, 
sin2 (-2-) w2 sin2 tp+e (C+c2) 

und die von HAURWITZ damit durchgerechneten numerischen Beispiele 
ergeben, daB bei gekrtimmten Isobaren mit zyklonaler Stromung der 
Gradientwind nach Richtung und GroBe in weit geringerer Hohe er
reicht wird als im Falle geradliniger Isobaren, wahrend bei antizyklo-

7* 
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naler Stri:imung die Verhaltnisse umgekehrt liegen. Die Unterschiede 
betragen in den von HAURWITZ mitgeteilten Beispielen bis iiber 1000 m. 

Wir betrachten nun noch abschlieBend das stationare Windfeld 
oberhalb der Reibungshi:ihe, also in der freien Atmosphare, wo die 
Reibung in erster Naherung zu vernachlassigen ist. Aus den dann fiir 
geradlinige, unbeschleunigte Stri:imungen geltenden Gleichungen des 
Gradientwindfeides 

(220) 
ap 

-A.ev, =-ax' + ~ ap. 
A(!V.,=-ay' 

(Koordinatensystem: x, y, z = Rechtssystem, z positiv aufwarts; 
A= 2w sin«p) ergeben sich dann durch Elimination des Druckes wich
tige, zuerst von MAR GULES 213 abgeieitete Beziehungen iiber die Wind
anderung mit der Hi:ihe im Zusammenhang mit dem Temperaturfeid: 

(221) 
av., ainT g ainT --v ------az - "' oz A oy ' 

ov11 _ v oInT+ ff_ oInT 
oz - " oz A ax ' 

die auch auf folgende Soienoidfeid-Darstellung gebracht werden ki:innen: 

l av.=RT(olnT olnp _ ainT ainp)=RT[ ad(lnT) ad(lnp)] 
az A oy oz az ay A gr ' gr "'' 

(222) 
ov11 =RT(ainTainp _ ainT olnp)=RT[ ad(lnT) ad(lnp)] 
az A oz iJx ax oz A gr ' gr II' 

die sofort durch die Gleichung 

1 [grad (ln T), grad (In p)] = [grad (In#), grad (In p)] 

(223) = (-"-) [grad(ln#), grad(lnT)] 
"-1 

auf die Solenoidfeider von potentieller Temperatur ('{J) und Druck bzw. 
Temperatur umgerechnet werden kann. 

Fiir die .Anderung von v2 = v~ + v~ mit der Hi:ihe gilt 

(224) _i_(~) _ v2 alnT + gRT(olnp oinT+ ainp oinT) 
oz 2 - oz A2 ox ox oy ay 

oder 

(225) 

wahrend die Winddrehung mit der Hi:ihe durch 

( 6) otp =gRT(olnT olnp _ olnT olnp)=gRT[ d(lnT) d(l p)] 
22 oz (Av)2 ax oy oy ox (Av)2 gra ' gra n z 

bestimmt ist, wobei 1p = arctg ( ~:). Die Gieichung (226) besagt, daB 

zur Erhaltung des stationaren Zustandes eine in ein kalteres Gebiet 

gerichtete Stri:imung mit der Hi:ihe nach rechts (~; > 0), eine in ein 

21a MARGULE'5, M.: 'Ober Temperaturschichtung in stationar bewegter und in 
ruhender Luft. Meteorol. Z., HANN-Band (1906) S. 243-254. 



257] § 8. Stationare Diskontinuitaten in der Atmosphare. 101 

wiirmeres Gebiet gerichtete Stromung mit der Hohe nach links 

( ~~ < 0) drehen muB. Existiert eine Homotropierelation F (p, T) = 0 
(vgl. S. )6), so bleibt, wie die Gleichungen (222) zeigen, der Wind mit 
der Hohe nach Richtung und Absolutbetrag konstant (W. H. DINES). 

§ 8. Stationare Diskontinuitaten in der Atmosphare. 
Die wichtigen Fortschritte der Meteorologie in den letzten Dezennien 

sind mit der (in ihren theoretischen Grundlagen bis auf HELMHOLTZ 214 

zuriickgehenden) Erkenntnis verkniipft, daB die Atmosphiire nicht als 
eine in thermodynamischer Hinsicht einheitliche Luftmasse mit iiberall 
stetigen Ubergangen von Temperatur, Dichte, Entropie und spezifischer 
Feuchtigkeit angesehen werden kann, sondern daB sie aus einzelnen 
,Luftkorpern" aufgebaut ist, die durch ·sprunghafte .Anderungen der 
meteorologischen Elemente (mit Ausnahme des Drucks) an den Luft
korpergrenzen voneinander zu unterscheiden sind. Obwohl die Luft
korpergrenzen Dbergangszonen endlicher Dicke darstellen, werden sie 
zwecks mathematischer Behandlung am besten durch Flachen ideali
siert, an denen die beiderseitigen Funktionswerte von T, {!, b (Ge
schwindigkeitsvektor) usw. urn einen endlichen ,Sprungwert" diffe
rieren; man spricht von ,Diskontinuitatsflachen", deren Schnittkurve 
mit einer Horizontalebene als ,Front" bezeichnet wird. Es hat sich 
neuerdings in der Meteorologie die von HADAMARD 215 eingefiihrte 
Klassifikation der Unstetigkeitsflachen eingebiirgert, wonach eine ,Dis
kontinuitat n-ter Ordnung" vorliegt, wenn die niedrigste unstetige Ab
leitung einer der hydrodynamischen FeldgroBen von der n-ten Ordnung 
ist. So sind z. B. die tropospharischen Luftkorpergrenzen Diskontinui
taten nullter Ordnung, wahrend die (stationare) Tropopause eine Dis
kontinuitat erster Ordnung darstellt 216• 

Wahrend die mathematische Behandlung bewegter Diskontinuitaten 
auf groBe Schwierigkeiten stoBt und iiber die ersten Ansatze bisher 
nicht hinausgekommen ist (mit Ausnahme kleiner Schwingungen der 
Diskontinuitatsflachen, vgl. S. 114), bereitet die Aufstellung der Gleich
gewichtsbedingungen fiir stationare atmospharische Diskontinuitaten 
keine Schwierigkeiten. Die zuerst von MARGULES 217 und spater von 

214 HELMHOLTZ, H. v.: tl"ber atmospharische Bewegungen (I. Mitt.). S.-B. 
preuB. Akad. Wiss. 1888 S. 647. 

215 HADAMARD, J.: Le~ons sur Ia propagation des ordes et Ies equations de 
I'hydrodynamique. Paris 1903. 

216 BJERKNES, V. u. Mitarbeiter: Physikalische Hydrodynamik. S. 122£. u. 
S. 628. Berlin 1933. - Vgl. dazu F. BAuR: Die Bedeutung der Stratosphare fiir 
die GroBwetterlage. Meteorol. Z. 1936 S. 237-247 sowie H. ERTEL: Die Arten 
der Unstetigkeiten des Windfeldes an der Tropopause. Ebenda 1936 S. 450-455. 

217 MARGULES, M.: Uber Temperaturschichtung in stationar bewegter und in 
ruhender Luft. Meteorol. Z., HANN-Band (1906) S. 243-254. 
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V. BJERKNES 218 in allgemeinerer Weise angewandte Methodik zur Ab
leitung der Gleichgewichtsbedingungen stationarer Diskontinuitaten 
nullter Ordnung benutzt die dynamische Grenzflachenbedingung der 
Stetigkeit des Druckes an der Diskontinuitat: Ist ds mit den Kompo
nenten dx, dy, dz ein in der Diskontinuitatsflache liegendes Linien
element, wobei die Richtung von ds frei .wahlbar ·ist, so ergibt sich, 
wenn die Diskontinuitat die zwei Luftkorper 1 (kalt) und 2 (warm) 
voneinander abgrenzt, an den Endpunkten von ds die gleiche Druck
differenz d p1 = d p2 oder 

(227) [(~~)1 - (~~)2] dx + [(~~)1 - (:~t] dy + [(:~)1 - (:~t] dz = 0, 

welche Gleichung besagt, daB der Sprung des Druckgradienten 

z 

0 
Abb. 12. Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingung stationarer Diskontinuitaten. 

(=AB in Abb. 12) auf der Diskontinuitat (DD in Abb. 12) senkrecht 
steht, ein Satz, der auch fiir nichtstationare Diskontinuitaten gilt. Orien
tieren wir das x, y, z-System derart, daB die y-Achse die Rich tung der 
Isohypsen der Diskontinuitat hat, so ergibt sich der Neigungswinkel 
.x(x, z) der Diskontinuitat in der x, z-Vertikalebene mit der x-Achse aus 

(228) 
dz [(*)1- (*)J 

tg .x (x' z) = dx =- [ ( :~ )1- ( :~ )J 
Die fiir jeden Luftkorper ( 1, 2) angesetzten Bewegungsgleichungen 

I ap . b 
OX= 2WS1ll!p[>V11 - (> .,, 

(229) 
~~ =-g(l + 2WCOS<p(>VCOS8- (> bz, 

in denen e den Azimutwinkel des horizontalen Windvektors v = y'v! + v~ 
gegen die West-Ost-Richtung bedeutet (vgl. die dritte der Bewegungs-

218 Bn>RKNES, V.: On the Dynamics of the Circular Vortex with Applications 
to Atmosphere and Atmospheric Vortex and Wave Motions. Geofys. Pub!. Oslo 
Bd. 2 Nr. 4. 
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gleichungen 78) und bx, bz die EuLERschen Beschleunigungen darstellen, 
ergeben 

( ~~ ) 1 - ( ~~ ) 2 = 2 w sincp [(e vyh - (e vy)2] - [(e hx)t - (e hx)2], 

(230) (·~~) - (:~) = -g(el- 1?2)- [(e b.)l- (e b,)2J 
,1 2 

+2wcoscpcoss[(ev)1 - (ev)2], 

woraus durch Substitution in ( 178) 

(2 1) t ( ) 2w sintp [(e Vvh- (e vv)2]- [(e bxh- (e bx)2] 

3 g <X X' z = g (e1- e2) + [(e bzh- (e b,)zJ - 2W COStp COSe [(e Vh - (e V)zJ 

als Gleichgewichtsbedingung folgt. Dieselbe vereinfacht sich im Faile 
horizontaler, unbeschleunigter Bewegung zunachst in 

t ) 2wsintp[(ev)1 - (ev)z] 
(232) g<X(x, z = g(er- e2)- 2wcostpcoss[(evh- (ev)z]' 

worin jetzt v = vy, da wegen v. = 0 nach der kinematischen Grenz
bedingung der Wind an der Diskontinuitat nur in Richtung der Iso
hypsen (y-Achse) wehen kann. Die in Gleichung (232) noch vorhandene 
Azimutabhangigkeit des Neigungswinkels <X (x, z) verschwindet erst, 
wenn man die Vertikalkomponente der ablenkenden Kraft der Erd
rotation vernachlassigt, was fiir die praktischen Anwendungen der 
Gleichung (232) erlaubt ist 219 ; man erhalt so die MARGULESsche Formel 

(233) t ( ) _ 2w sintp [(e vh- (e v)z] 
g<Xx,z- ( ) , 

g er- e2 
die (wegen der Stetigkeit des Druckes an der Diskontinuitat) auf Grund 
der Zustandsgleichung p = RT1 = RT2 auch 

(234) 

geschrieben werden kann; man beachte ferner die zur Umformung 
zweckmaBigen Identitaten: 

I 1?1 V1 - 1?2 V2 = ( Vr ~ Vz) (et - 1?2) + ( er ~ ez) ( vl - V2), 
(235) 

vl T2 - v2 Tl = ( Vr ~ Vz) (T2 - Tl) + (Tl ~ Tz) (vl- v2). 

Die Gleichungen (228), (231), (232), (233) und (234) gelten nattir
lich auch dann, wenn die Diskontinuitat nicht eine Ebene darstellt 
(wie in Abb. 12), sondern eine Krtimmung aufweist, wodurch sich der 
Neigungswinkel langs des Schnittes der Diskontinuitat mit der x, z
Ebene andert. Dann kann fiir jeden Punkt des Schnittes die Neigung 
der Diskontinuitat nach den obigen Gleichungen berechnet werden. 

219 BRUNT, D.: Physical and Dynamical Meteorology, S. 192. Cambridge 1934. 
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In ahnlicher Weise Hi.Bt sich die Neigung der Diskontinuitatsflache 
in einem ,zirkularen Winkel" bestimmen; ist r der Kriimmungsradius 
einer durch P gehenden Isohypse der Diskontinuitat, so ist im Punkte P 
die Neigung der Diskontinuitat im Schnitt mit der r, z-Vertikalebene 
durch 

(236) t ( ) 2ro sintp [(e vh- (e v)2] ± 1 [(e v2h - (e v2)J 
g tX r' z = g (ex - e2l g (ex - e2l 

bestimmt, welche Gleichung die Erweiterung von (233) fiir den Fall 
gekriimmter horizontaler Bewegungen darstellt; das positive (negative) 
Zeichen gilt fiir zyklonale (antizyklonale) Rotation. 

Die sich nach den vorstehenden Gleichungen fiir tX (x, z) bzw. lX (r, z} 
aus den Werten der an den Luftkorpergrenzen auftretenden Geschwin
digkeits- und Dichte- bzw. Temperatur-Sprungwerte ergebenden Dis
kontinuitatenneigungen sind von der GroBenordnung 10-2 bis w-s in 
Dbereinstimmung mit den aus aerologischen Schnitten erhaltenen Er
gebnissen. Noch geringer sind die sich aus 

(237) 
t ) (~~) 2rosintpevu-eb., 
g{J(X, z =- (~~) = ge+eb,-2WCOStpeVCOSB 

oder [ vereinfacht durch die Voraussetzungen, fiir die Gleichung (233} 
gilt] 

(238) t {J( ) 2ro sintp 
g X, Z = •V g 

berechnenden Neigungen der isobaren Flachen. Fiir gekriimmte Iso
baren mit ±r ( + = zyklonal, - = antizyklonal) als Kriimmungsradius 
der Isohypse der Isobarenflache, die durch den Punkt geht, fiir den 
die Neigung der Isobarenflache im r, z-Schnitt bestimmt werden soli, 
gilt als Erweiterung von (238): 

(239) t {J( ) 2ro sintp ± v2 g r, z = ·V -. 
g r 

Es gilt fiir die Stromungen an Diskontinuitaten der Satz: Blickt 
man (auf der Nordhemisphare) von der kalten Stromung zur warmen, so 
bewegt sich letztere relativ zur ersten nach links. Oder in der Ausdrucks
weise von BJERKNES: Die Vertikalkomponente des Gleitwirbels an atmo
spharischen Diskontinuitiiten ist zyklonisch. Ausnahmen davon sind bei 
grof3em Dichtesprung !h- (!2 moglich. 

'Ober Spezialfalle, die sich aus den obigen Gleichgewichtsbedingungen 
dadurch ergeben, daB entweder nur die Dichte (bzw. Temperatur) oder 
der Geschwindigkeitsvektor unstetig wird, vgl. D. BRUNT (a. a. 0. 
S. 191 f.). Im besonderen folgt aus (232) der S'atz, daB eine reine Wind
diskontinuitat der Rotationsachse der Erde parallel sein muB. 
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Zu der von HERGESELL 220 gegebenen Anregung, die moglichen For
men der Diskontinuitatsfl.achen mit Hilfe der CHRISTOFFELschen Flachen
theorie zu untersuchen, liegen einige Ansatze vor221• In anderer Weise, 
namlich aus der Anderung der Niederschlagsintensitat beim Durchzug 
von an Fronten gebundenen Regengebieten hat A. ANGSTR6M 222 Riick
schliisse auf die Form (allerdings nichtstationarer) Diskontinuitats
flachen zu ziehen versucht. 

Wir wenden uns nun den Gleichgewichtsbedingungen stationarer 
Diskontinuitaten erster Ordnung zu und betrachten z. B. die als HADA
MARDsche Diskontinuitat erster Ordnung aufzufassende stationare 
Tropopause. Alle hydrodynamischen FeldgroBen (p, T, (!, b) bleiben 
stetig, dagegen springen die ersten Ableitungen. Es gelten also analog 
(227) die Gleichungen (Index 1 fiir Stratosphare, 2 fiir Troposphare): 

(240) [(:~)1- (:~)J dx + [(:~)1- (:~U dy + [(~B1- (:;)J dz = o, 

(241) [(:!)1 - (:!)2) dx + [(:!)1 - (~!)J dy + [(:;t- (:;)2] dz = 0, 

(242) [(:~)1- (:~t) dx + [(:~)1 - (:~)J dy + [(:~)1 - (:~)J dz = 0, 

wobei sich aber in beschleunigungsfreien Windfeldem an der Tropo
pause die Gleichung (242) auf 

(ap) _ (ap) _ 0 ay 1 oy a- , (ap) _ (ap) _ 0 oz 1 oz 2-

reduziert, d. h. die Isobaren weisen an der Tropopause keinen Knick 
auf, wenn die EuLERschen Beschleunigungen (b.,, b11 , b.) verschwinden *. 
Die Neigung <1(x, z) der Tropopause im Schnitt mit der x, z-Vertikal
ebene ist zunachst nach (240): 

(244) 
[ (ffil- (ffiJ 

tgq(x, z) =- [(:B~- (:;)J 
sso HERGESELL, H.: Diskussionsbemerkung auf der aerolog. Tagung vom 

3.-6. Juli 1921 im Preul3. aeronaut. Obs. Lindenberg. Sonderheft der Beitr. 
Physik frei. Atmosph. 1922 S. 37. 

221 ERTEL, H.: Die Kriimmung der Diskontinuitatsflachen in der Atmosphare 
und im Ozean. Tat.-Ber. preul3. meteorol. Inst. 1930 S. 147-152. Berlin 1931. -
Die Kriimmung der isobaren Flachen im Ozean. Ann. Hydrogr. 1931 S. 133-138. 

222 ANGSTROM, A.: Die Variation der Niederschlagsintensitat bei der Passage 
von Regengebieten und einige Folgen betreffs der Struktur der Fronten. Meteorol. 
Z. 1930 S. 177-181. - Vgl. dazu J. HoFFMEISTER: "Ober die Struktur der Nieder
schlagsintensitat bei langandauernden Niederschlagen. Tat.-Ber. preul3. meteorol. 
Inst. 1932 S. 111-119. Berlin 1933. 

* Oder wenn die b.,, b,, b, an der Tropopause stetig sind. In der folgenden 
Rechnung wird die Stetigkeit der b.,, b11 , b. angenommen, jedoch Unstetigkeit 
der ersten Ableitungen zugelassen. 
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Nun ergeben die Bewegungsgleichungen 

oder 

(245) 

_!_ op =X- b _!_ 0 p = Z- b 
e ox "" I? oz z 

olnp X-b, 
ax=~, 

[262 

(X, z = auBere Krafte + CoRIOLISkomponenten) durch Rotationsbil
dung: 

oT oT { o o } ox~-~=~~-~+Toz~-~-8x~-~, 

woraus 

(oT) (oT) (X -b,) [(oT) (oT) ] ox 1 - ox 2 = (Z-b,) oz 1- oz 2 

+_T_{[j_(X-b )-_§__(Z-b )] -[j_(X-b )-j_(Z-b )] } (Z- b.) oz x ox z 1 oz x ox z 2 

folgt; daher wird nach (244) : 

(X-b,) T {[i-(X-b,)-i(z-b.)t -[l(X-b,)-i(Z-b.)]J. 

(246)tga(x,z)=- (Z-b.)- (Z-b,) [(~f)1-(~~)J 

oder {[ 0 0 J [ o 0 J } -(X-b)--(Z-b) - ~(X-b)--(Z-b) T oz " ox z 1 oz " ox • 2 
(247) tga(x,z) =tgp(x,z)- (Z-b.) [(~~)1 _ (:f)J , 

da ja durch 

(248) 
(X- b,) (~~) 

tgp(x,z)=-(z-b.) =-(~~) 

die Neigung der Isobarenflachen gegeben ist. Die Gleichungen (246) 
bzw. (247) stellen die Gleichgewichtsbedingungen in der zur Isohypse 
(y-Achse) senkrechten x, z-Vertikalebene dar. 

Setzt man fiir den Fall beschleunigungsfreier Windfelder (bx= bz= 0) 
X= 2w sincpvy, Z = -g (also Vernachlassigung der vertikalen CoRIOLIS
komponente), so folgt aus (246): 

(249) t ( ) _ 2w sincp \ oz 1 oz . 2 I r[(ov•)-(ovv)Jj 
ga x,z- g vy- [(~~t-(~~)J , 

in Dbereinstimmung mit der von V. BJERKNES auf anderem Wege ab
geleiteten Gleichung (Physikal. Hydrodynamik, S. 483; Wechsel der 
Koordinatenachsen ist zu beachten). 
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Die Gleichung (249) driickt die Gleichgewichtsbedingung fiir die 
stationare Tropopause relativ zur Neigung der Isobarenflachen(tg p (x, z)) 
gemaB 

tga(x, z)- tgp(x, z) 

= _ 2wsinqJ T[(~; )1- (-?z1J 
g [(~~t- (~~)J 

d 
km ' i\ ~\ 

\\ "' "" \ J 

\'- ............... 
1'-J ', 

durch den Sprung der verti
kalen Temperatur- und Wind
gradienten aus. Sie gilt auch 
fiir den mittleren (unbeschleu
nigten) Zustand der Tropo
pause; die entsprechenden Be
obachtungsgrundlagen sind in 
einer Arbeit von DoBSON 223 

enthalten (vgl. Abb. 13). 
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Abb. 13. Mittlere Windgeschwindigkeit in der Umgebung 
der Tropopause (nach G. M. B. DoBSON). 

Ausgewgene Kurve: Mittel fiir Geschwindigkeiten iiber 
19 mfsec, gestrichelte Kurve: Mittel fur Geschwindig
keiten von 13-19 mjsec, punktierte Kurve: Mittel fiir 

Geschwindigkeiten unter 13 mjsec. 

v2 
-bz +X= 2w sinq;v +-, r Z=-g 

[ vgl. Gleichung (212)], so erhalt man a us (246): 

(2SO) t a(r z) =2wsintp ·v+~- 2wsinqJ T[(~)1- (~~)J (1+ 2.v ). 
g ' g r g [(~~)1 -(~~)J 2wsmtpr 

Das ist die Gleichgewichtsbedingung fiir einen stationaren axial
symmetrischen PALMENschen ,Tropopausentrichter" 224 ; v = V.J, v, = 0. 

§ 9. Die atmospharischen Storungsgleichungen. 
Bei allen zur Zeit noch vorhandenen Unterschieden in den Auf

fassungen der Meteorologen iiber die naheren Einzelheiten der extra
tropischen Zyklogenese besteht doch Ubereinstimmung in der Ansicht, 
daB die Zyklonen der gemaBigten Breiten ihren Ursprung an der Grenz
flache zweier relativ zueinander bewegter und verschieden temperierter 
Luftmassen haben, an denen sie sich aus ,kleinen Sti:irungen" ent
wickeln. Wenngleich also zur exakten mathematischen Behandlung 

223 DoBSON, G. M. B.: Winds and Temperature Gradients in the Stratosphere. 
Quart. J. Roy. Meteorol. Soc. Bd. 46 (1920) S. 54-64. 

224 PALMEN, E.: Registrierballonaufstiege in einer tiefen Zyklone. Soc. Sci. 
Fennicae Comment. phys.-math. Bd. 8, 3. Helsingfors 1935. 
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vollentwickelter Zyklonen wahrscheinlich die vollstandigen, nicht
linearen hydrodynamischen Differentialgleichungen notwendig sind, ist 
es doch klar, daB fiir das Studium der Zyklogenese linearisierte hydro
dynamische Gleichungen ausreichen, vollig unabhangig davon, ob die 
sich an der zunachst stationaren Diskontinuitat entwickelnde Storung 
ihrer physikalischen Natur nach auf das durch quasiperiodische Stabili
tatsanderungen bedingte ,Abtropfen" kalter Luft unter Mitwirkung 
giinstiger orographischer Bedingungen (F. M. EXNER 225) zuriickgeht, 
oder ob die Storung in einer ,Aktivierung" der stationaren Diskontinui
tat durch stratospharische Druckiinderungen (v. FICKER 226) usw. be
steht; maBgebend fiir eine ,Wellentheorie" der Zyklonen (V. BJERKNES) 
ist der Umstand, daB die Deformation der Diskontinuitatsflache in 
eine durch exponentiell anwachsende Amplituden charakterisierte In
stabilitatswelle (an der Diskontinuitatsflache zweier ungleich dichter 
Medien) iibergehen soll 227• Nach der Ansicht von V. BJERKNES fiihrt 
uns jede Zyklonenbildung in der Natur gewissermaBen die Integration 
der Storungsgleichungen vor Augen, deren analytische Nachbildung zu 
den Hauptaufgaben der dynamischen Meteorologie gehort. 

Linearisierte hydrodynamische Gleichungen waren in der dynami
schen Meteorologie seit langem in Gebrauch, wobei jedoch die Lineari
sierung entweder einfach durch Fortlassung der quadratischen Terme 

in den Bewegungsgleichungen ( ~~ - ~~) oder durch die OSEENsche 

Linearisierung :~ = ~~ + (}8 grad) b (}8 = konstante Geschwindigkeit) 

erzielt wurde. Erst V. BJERKNES hat in mehreren Arbeiten 22s ein 
exaktes und speziell fiir die Aufgaben der dynamischen Meteorologie 

225 ExNER, F. M.: "Ober die Entstehung von Barometerdepressionen hi:iherer 
Breiten. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 120 (1911), Ila S. 1411-1434. - Dynam. 
Meteorologie, 2. Aufl. S. 337. Berlin 1925. - Vgl. dazu W. ScHWERDTFEGER: Zur 
Theorie polarerTemperatur- und Luftdruckwellen. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 
2. Ser. Bd. 4 (1931) S. 5· 

226 FICKER, H. v.: "Ober die Entstehung groBer Temperaturdifferenzen zwi
schen Alpen und Lindenberg. Abh. preuB. meteorol. Inst. Bd. 8 S. 37. Berlin 
1926. - Vgl. dazu H. ERTEL: Der EinfluB der Stratosphare auf die Dynamik 
des Wetters. Meteorol. Z. 1931 S. 461-475. 

227 Dagegen: EXNER, F. M.: Sind die Zyklonen Wellen in der Polarfront oder 
Durchbriiche derselben? Meteorol. Z. 1921 S. 21-23. -WEGENER, A.: Sind die 
Zyklonen Helmholtzsche Luftwogen? Ebenda S. 300-302 (von V. BJERKNES als 
verfehlte Fragestellung nachgewiesen: Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 13 (1926) 
S. 12). - AHLBORN: Zyklonen und Antizyklonen im Mechanismus der Atmo
sphare. Ebenda Bd. 12 S. 63. 

228 BJERKNES, V.: Die atmospharischen Storungsgleichungen. Beitr. Physik 
frei. Atmosph. Bd. 13 (1926) S. 1-14, sowie Z. angew. Math. Mech. Bd. 7 (1927) 
S. 17-26. - 'Ober die hydrodynamischen Gleichungen in Lagrangescher und 
Eulerscher Form und ihre Linearisierung fiir das Studium kleiner Storungen. 
Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 11 - Physikalische Hydrodynamik. S. 277. Berlin 
1933. 
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zugeschnittenes System der ,atmospharischen Storungsgleichungen" 
aufgestellt, von dem bereits zahlreiche Anwendungen vorliegen. 

Zwecks Ableitung der Storungsgleichungen erinnern wir daran, daB 
zunachst zur Bestimmung der fiinf GroBen vfl), v11 , Vz = b, p, IX= 1/e 
in EuLERscher Darstellung das (vektoranalytisch geschriebene) nicht
lineare System 

(251) (:t + b grad) b - 2[b, W] = -grad !'I>- IX gradp, 

(252) (:t + b grad) IX- IX div(b) = 0, 

(253) (:e +bgrad)IX=r<¥(:t +bgrad)p 

vorliegt, mit (251) als Bewegungs-, (252) als Kontinuitats- und (253) 
als Piezotropiegleichung; letztere ist die der Thermodynamik zu ent
nehmende ,physikalische" Gleichung IX = IX (p) (Adiabate, Polytrope) 
in differentieller Form mit dem Piezotropiekoeffizienten des spezifischen 
Volumens 1'<¥ = (d1Xfdp) (vgl. S. 36); W in (251) ist der Drehvektor 
der Erdrotation. Hinzu treten die Grenzbedingungen an einer Flache 

(254) F(x, y, z, t) = 0, 

die zwei Luftmassen (durch 1, 2 gekennzeichnet) trennt: 
BF BF 

{255) at + (b1 grad) F = 0, at+ (b2 grad) F = 0 

{kinematische Grenzflachenbedingung, die auch 

{256) {b1 - b2) gradF = 0 

geschrieben werden kann, d. h. der Geschwindigkeitssprung fillt in die 
Tangentialebene von F) und 

{257) 

{dynamische Grenzflachenbedingung, die auch in H. SoLBERGscher Form 

(258) (:t + b1 grad) {P1 - P2) = 0, (:t + t12 grad) (P1 - P2) = 0 

geschrieben werden kann). 1st F(x, y, z, t) eine auBere Grenzflache, so 
ist in den vorstehenden Grenzbedingungen eine der indexbehafteten 
GroBen gleich Null zu setzen bzw. die entsprechende Gleichung fort
zulassen. 

Aus diesem nichtlinearen System (251) bis (253), (254), (255), (258) 
resultiert nun das System der Storungsgleichungen, indem man die 
GroBen b, p, IX und F der ,allgemeinen Bewegung" zusammensetzt 

0 0 0 0 
aus den GroBen tJ, p, IX und F der ,bevorzugten Bewegung" (oder 
,Grundstromung"), die dem vorstehenden nichtlinearen System ge

* * niigen, und den GroBen ~. p, ~. F der ,Storungsbewegung", die 
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samtlich mit ihren Ableitungen als kleine GraBen erster Ordnung 
aufzufassen sind: 

(259) b = g + b' 0 * P=P+P, 0 * IX=IX+IX, 0 * F=F+F. 

Unter Beachtung dieses Umstandes entsteht aus dem nichtlinearen 
System durch Substitution von (259) das System der Storungsgleichungen 
in EuLERscher Form: 

( 8 0 )* * 0 * 0 * * 0 (260) iii+ b grad b + (b grad) b- 2[b, ttl]= -IX gradp .-IX gradp. 

(261) ( 8 0 )* * 0 0 . * *. 0 iii+ b grad IX+ (b grad) IX= IX div(b) +IX div(b), 

( 8 0 )* * 0 (iJ 0 )* * 0 (262) iii+ b grad IX + (b grad) IX =')!<X iii+ b grad p + y/X (b grad) p 

mit den Grenzflachenbedingungen: 

(263) (%t + b1 grad)F + (b1 grad)F=O, (%t +b2 grad)F + (b2grad)F=O, 

I (%t + b1 grad) {]Jl - P2) + (b1 grad) (}1 - P2) = 0, 

(264) ( iJ 0 ) * * 0 0 

0 t + b2 grad {P1 - p2) + (b2 grad) (p1 - p 2) = 0. 

Methodisch vorteilhaft zur Ableitung der Storungsgleichungen ist 
die BJERKNESsche Regel: Man bilde die erste Variation der hydro
dynamischen FeldgroBen des Grundzustandes, und zwar so, daB man 
die Variation (b) als unabhangig von den schon in den Gleichungen 
vorkommenden Differentiation en betrachtet; nach vollzogener Varia-

• •Jl *.s: *.ll * 0 0 
hon 1st ub = b, up= p, uiX =IX, b = b, p = p usw. zu setzen. 

Beispiel: Storungsgleichungen in lmpulsstromform (vgl. S. 31); 
Variation: 

iJ iJ 
iJt (ebvi + vibe) + 8xk (ebvivk + evibvk + bevivk) 

iJ r.p iJ bp 
- 2wik(bevk + ebvlc) =-be~-~. vXi vxi 

also Storungsgleichungen: 

iJ o* o * iJ o* o oo * * o o 
iJt (evi.+ vie)+ iJxk (evivlc + evivlc + evivk) 

* *o o* *ar.p 8p 
- 2wik (evk + ev~c) = -eaxi- 8xi. 

Wir wenden uns nun dem System der LAGRANGEschen Gleichungen 
zu und betrachten zunachst das nichtlineare System der allgemeinen 
Bewegung; den Bewegungsgleichungen konnen wir nach S. 23 die 
Form (gi = Schwerkraftkomponenten) 

(265) (i=1, 2, 3) 
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geben, worin iiber k und <X von 1 bis 3 zu summieren ist*. Die Konti
nuitatsgleichung lautet: 

ox1 ox2 ox3 

oal oal oal 
(266) ilxl ox2 OX a a (xl' x2' Xs) 

eo= e oa2 iJa2 oa2 = e o(al, a2, aa)' 

ilxl ox2 OXa 
Bas Bas Bas 

wahrend die physikalische Gleichung die endliche Form 

(267) e=e{P;a1,a2,as) 
aufweist, die also flir jede durch die Numerierungskoordinaten a1 , a2 , as 
individuell gekennzeichnete Partikel existieren muB. Eine zwei Luft
massen (durch gestrichelte und ungestrichelte Variablen unterschieden) 
trennende, mathematisch durch eine Gleichung (254) gegebene Dis
kontinuitat kann also ,materiell" als Funktion der Lagekoordinaten 
der begrenzenden Fliissigkeitspartikel auf beiden Seiten durch 

(268) f(a1,a2,as,t)=O, f'(a~,a~,a3,t)=O 

gegeben sein, und die kinematische Grenzflachenbedingung lautet: 

(269) of ( t) 0 of' ( 1. I I t) 0 7ft ai, a2, as, = ' 7ft al, a2, a3, = 

zusammen mit: 

(270) (8:t- a;/') Dko< 8~(X = o, (oxk _ oxic) Dl of' = 0 
ot iJt k<X oa~ ' 

fiir a~= a1 , a;= a2 , a~= as, t = 0. 
[Man beachte, daB dem EuLERschen Operator (l:l grad) der LA-

GRANGEsche Operator a!)xk Dko< -1- entspricht; vgl. S. 24.] Die dyna-
ut ua"' 

mische GrenzfHichenbedingung (257) kann 

(271) p(a1 ,a2,as,t) -P1 (a;:,a~,a3,t) =0 

fiir a~ = a1 , a; = a2 , a;= as, t = 0 geschrieben werden, unter Beach
tung der Tatsache, daB die Lagekoordinaten xi flirt= 0 mit den Nume
rierungskoordinaten iibereinstimmen. Eine Kombination der dynami
schen und kinematischen Grenzflachenbedingungen stellt die ,gemischte 
Grenzflachenbedingung'' I ap _ Bp1 _ (axk _ ax;,) Dl ap~ _ 0 

ot iJt iJt iJt kiX iJa~- ' 
(272) 

ap _ op1 
_ (oxk _ ox~)D ~ = 0 

ot Bt ot iJt ko<Bax 

fiir a~= a1 , a;= a2 , a~= as, t = 0 dar. 

* Fiir die folgenden Rechnungen sei an die Summationsvorschrift erinnert. 
nach der iiber in einem Term doppelt auftretende lndizes von 1 bis 3 zu sum
mieren ist; griechische Indizes beziehen sich auf die unabhangigen Variablen (a"'). 
lateinische auf die abhangigen Variablen (x;). 
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Zwecks Linearisierung des LAGRANGESchen Systems wird gesetzt: 

(273) x. = ~. + ;, • P = ; + ~> . e = e + e. 1 = 1 + i. 
wobei die GroBen ~,;, p und e des Grundzustandes dem nichtlinearen 

* System geniigen, wahrend die StorungsgroBen ;,;, p, e, I mit ihren Ab-
leitungen klein von erster Ordnung sind und fiir t = 0 verschwinden. 
Da jetzt die Storungen nicht ,lokale" sind, wie im EuLERschen System, 
sondern ,individuelle" im Sinne der Hydrodynamik, miiBte bei Sto
rungen von der Dimension der Zyklonen auch noch CO,;k = f:>.:k + dJ.;.k 

o * . * aJik * * agi * und g,; = g,; + g,; gesetzt werden m1t co.;,k = - 0- x, , g,; = ----ox, ; sieht 
axJ axJ 

man aber hiervon ab, so erhaJ.t man zunachst aus (265) die Storungs
gleichungen der Bewegung: 

(274) 
* * o * * R o2Xi _ 2 co· axk __ Dux. !}_p__ _ Di"' !x_ 

ot2 •k at - eo aal!l. eo oal!l., (i=1, 2, 3) 

worin 

I
D - (0~2 OXa - a£2 a:a) + (a;2 a;a- a:2 a~a) 

11 - oa2 oa3 oa3 oa2 oa2 oa3 oa8 oa2 ' 

jj _ (a~a axl _ a~3 a:l) + (a:a a~l _ a:a a£1) 
21 - oa2 oa3 oa3 oa2 Baa oa3 Ba3 Baa 

(275) 

* usw. bedeuteten. Das Bildungsgesetz der D,;"' ist Ieicht zu erkennen, 
denn es ist, wenn i, j, k bzw. IX, {J, y zyklisch aufeinanderliegende 
Indizes bedeuten: 

also 
jj. _ a(~1 • }k) + a(;J, ik) 
'"'- o(ap, ar) o(ap, ay), 

in der Funktionaldeterminantenschreibweise von DoNKIN. 
Die physikalische Gleichung (267) ergibt 

(276) * * e =YaP 

mit 7'a als Piezotropiekoeffizienten der Dichte, und damit wird die 
Kontinuitatsgleichung: 

(277) 0 _ P o(~l.£2,xa) +a(xl,i2,xal +a(~l.:2.~al +a(i1 ,i2,;al 
- Ya eo o(a1, a2 , a3) o(a1, a2 , a3) o(a1, a2 , a3) o(a1, a 2 , a3). 

Fiir die Grenzflachenbedingungen erhaJ.t man schlieBlich, wenn die 
Grenzflache durch die Storung in 

(278) 
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iibergeht: 

r ~~(al,a2 ,as,t)=O, ~~(a!,a~,a3,t)=O, 
(279) (al-k_ a~~)iJ a/ +(a!ik_ ai~)n a/ +(a~k_ ait)iJ ai = 0 Bt Bt ktxaa., Bt Bt krxaa., Bt Bt krx Ba"' ' 

(a;k_ a~;,)n' ar +(a~k_ ai~)D' a'f +(a;k_ ai~)n' at*i = 0 Bt Bt klxaa~ Bt Bt krxaa~ Bt Bt krxaa:x ' 

fiir a~ = a1 , a~= a2 , a~= as, t = 0 (kinematische GrenzfHichenbedin
gung) und 

(280) p (a1 , a2 , as, t) + p (a1 , a2 , as, t) = p' (a!, a~, a3, t) + p' (a!, a~, a3, t) 

fiir a~= a1 , a~= a2 , a~ = a3 , t = 0 (dynamische GrenzfHi.chenbedin
gung), bzw. die aus (272) analog (279) folgende gemischte GrenzfHichen
bedingung fiir die gestorte Flache, die hier nicht besonders angeschrieben 
werden soli. 

Die Methoden der Integration der Storungsgleichungen werden aus 
der Theorie simultaner linearer Differentialgleichungen iibernommen. 
Man geht in die Storungsgleichungen (etwa in EuLERscher Form), wenn 
dieselben bereits konstante Koeffizienten aufweisen (was von den An
nahmen fiber die Grundstromung abhangt), zwecks Gewinnung partiku
larer Integrale mit Losungsansatzen von der Form synchroner Schwin
gungen, z. B. 

(281) 

~"' = A exp{i (~XX+ {Jy + yz- ct) + sz}, 

~11 = B exp{i(~Xx + {Jy + yz- ct) + sz}, 

~ = Eexp{i(~Xx + {Jy + yz- ct) + sz}, 

ein und erhalt so ein System homogener linearer Gleichungen, dessen 
Determinante verschwinden muB (was eine Beziehung zwischen den 
Parametern in (281) und den Konstanten der Grundstromung liefert) 
und aus dem die Storungsamplituden A, B, C usw. bis auf einen Faktor 
bestimmt werden konnen. Die fiir die verschiedenen Schichten mit 
verschiedenen Amplituden (A', A", A'" ... , B', B", B'" ... usw.) 
analog Ansatz (281) erhaltenen Losungen sind dann durch die Grenz
flachenbedingungen aneinander anzuschlieBen und ermoglichen letzten 
Endes die Aufstellung einer ,Frequenzgleichung" (H. SoLBERG), die 
eine Beziehung zwischen den in (281) auftretenden Parametern Wellen
zahl, Frequenz und den GrundstromungsgroBen darstellt und die den 
Charakter der Wellenstorungen des vorliegenden Problems bestimmt; 
reelle Frequenzen ergeben die Stabilitats-, imaginare Frequenzen die 
Instabilitatswellen. Oder man geht in die Storungsgleichungen mit 

Ergebnisse der Mathematik. V/J. Ertel. 8 
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Ansatzen von der Form 

(282) 
I ~"'= A (z) 1p(x, y, t). 

vy = B (z) 1p (x, y, t), 
. . . . . . 

l ~ = E .(z) 1p (x, ~, t) 

[270 

usw. ein, in dem 1p (x, y, t) eine unbestimmte Parameter enthaltende 
Wellenfunktion bedeutet, bestimmt die Amplitudenfunktionen A (z), 
B (z) ... usw. aus dem sich dann ergebenden System linearer simultaner 
Differentialgleichungen, fiir das die HEAVISIDEsche Operatorenordnung229 

z. B. eine angepaBte Li:isungsform bietet, und behandelt die so erhaltenen 
Partikularli:isungen in der oben angegebenen Weise weiter. 

Die meteorologischen Anwendungen der BJERKNESschen Sti:irungs
gleichungen 230 haben bereits wertvolle Resultate ergeben. Durch An
wendung derselben auf das Problem der Luftwogen konnte HAURWITz 
zeigen, daB die Dbereinstimmung mit den Beobachtungen durch Beriick
sichtigung des Einflusses der Schichtung sowie der Kompressibilitat 
der Luft gegeniiber der HELMHOLTz-WIENschen Theorie (ungeschichtete, 
inkompressible Atmosphare) weitgehend verbessert werden kann. 
Wichtig ist auch der von HAURWITz erbrachte Nachweis der Mi:iglich
keit des Auftretens von Gravitationswellen an der Tropopause, obgleich 
hier kein Dichtesprung auftritt; der Sprung des vertikalen Temperatur
bzw. Dichtegradienten ermi:iglicht auch Schwerewellen, womit ein von 
ExNER 231 gegen DEFANTs Theorie der Schwingungen einer zweifach 
geschichteten Atmosphare 232 vorgebrachter Einwand hinfallig wird. 

229 JEFFREYS, H.: Operational Methods in Math. Physics Soc. Ed. Cambridge 
1931. - CARSLOW, H. S.: Operational Methods in Math. Physic. Math. Gaz. 
Bd. 14 (1928) Nr. 196; auch Sidney Univ. Reprints, Ser. XI Bd. 1 Nr. 21. 

230 BJERKNES, V., u. Mitarbeiter: Physikalische Hydrodynamik. S. 509f., 56Sf. 
Berlin 1933. - SoLBERG, H.: Integration der atmospharischen Storungsgleichun
gen. I. Teil. Geofys. Publ. Oslo Bd. 5 Nr. 1. - HAURWITZ, B.: Zur Theorie der 
Wellenbewegungen in Luft und Wasser. Veroff. geophys. Inst. Leipzig, 2. Ser. 
Bd. 5 (1931) Heft 1 - 'Ober die Wellenlange von Luftwogen. Gerlands Beitr. 
Geophys. Bd. 34 (KoPPEN-Ed. 3) (1931) S. 213-232 - 2. Mitt. ebenda Bd. 37 
(1932) S. 16-24 - 'Ober Wellenbewegungen an der Grenzflache zweier Luft
schichten mit linearem Temperaturgefalle. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 19 
( 1932) S. 4 7-54. - PHILIPPS, H.: Die Storungen des zonalen atmospharischen 
Grundzustandes durch stratospharische Druckwellen. Reichsamt f. Wetterdienst, 
Wiss. Abh. Bd. 2 Nr. 3. Berlin 1936. - GoDSKE, C. L.: Die Storungen des zirku
laren Wirbels einer homogen-inkompressiblen Fliissigkeit. Publ. Oslo Univ. Obs. 
Bd. 1 (1934) Nr. 11. 

231 ExNER, F. M.: Zu Defants Theorie der Schwingungen einer geschichteten 
Atmosphare. Meteorol. Z. 1926 S. 19-21. 

232 DEFANT, A.: Schwingungen einer zweifach geschichteten Atmosphare und 
ihr Verhaltnis zu den Wellen im Luftmeer. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 12 
(1925) s. 112-137. 
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PHILIPPS behandelte in Erweiterung einer friiheren Arbeit von DEFANT 233 

mit Hilfe der Storungsgleichungen in EuLERscher Form bei quasi
statischer Behandlungsweise die durch vorgegebene stratospharische 
Druckwellen bedingte Zyklogenese und erhielt Ergebnisse, die sich trotz 
der einschrankenden Voraussetzungen den synoptisch gefundenen Re
sultaten gut einpassen. 

Von den die Zyklogenese beschreibenden Losungen der Storungs
gleichungen hat man zu fordern, daB sie 

1. Instabilitatswellen darstellen, die an der Polarfrontdiskontinuitat 
,spontan" entstehen konnen, 

2. eine einseitige, ostwarts gerichtete Fortpflanzungsgeschwindig
keit aufweisen, 

3· zyklonisch umlaufende Partikelbewegung nordlich der Diskonti
nuitat ergeben, wie sie durch SHAW und LEMPFERT 234 nachgewiesen 
wurden, 

4. das richtige Stromlinienbild und Bewegungsfeld in der freien 
Atmosphare einschlieBlich der kleinen, aber wichtigen Vertikalkompo
nenten liefern miissen. 

H. SoLBERG hat unter seinen Losungen der Storungsgleichungen 
fiir zwei isotherme Schichten mit zonaler Grundstromung zwei Wellen
typen gefunden, welche die vorstehenden Forderungen erfiillen, jedoch 
jede nur teilweise, und er betrachtet daher die Auffindung derjenigen 
Losung, in der diese heiden Typen zu einer einzigen verschmolzen sind, 
also die nachste Aufgabe der Theorie der Zyklonen (Physikal. Hydro
dynamik, S. 611, 618). Nach SoLBERGs Auffassung ist die in einer 
Vernachlassigung der vertikalen Beschleunigung und CoRIOLISkompo
nente bestehende ,quasistatische" Rechnungsweise fiir das Zyklonen
problem nicht zulassig, da bei der Dimensionierung der Zyklonenwellen 
dem Tragheitseffekt groBere Bedeutung als dem statischen Schwere
effekt zukommt. Durch dasZusammenwirken von ,Scherungsinstabilitat" 

2 

'V; =- ; 2 (v2-v1) 2 und,Rotations-Tragheitsstabilitat" 1'~ = +4w2 sin2 <p 

(A. = Zyklonenwellenlange, v2 - v1 = Geschwindigkeitssprung an der 
Diskontinuitat) ergibt sich ein Instabilitatsgebiet fiir Zyklonenwellen 
in der Umgebung der kritischen Wellenlange 

(283) }, = :n; (v2 -:- Vr) 
k 2w smg> 

(GroBenordnung 103 km), wahrend fiir langere Wellen wieder Stabilitat 
auftritt. Bei der Anwendung der Storungsgleichungen auf entwickelte 
Zyklonen muB zu den obenstehenden Punkten erganzend noch eine 

233 DEFANT, A.: Primare und sekundare, freie und erzwungene Druckwellen 
in der Atmosphare. S.-B. Akad. Wiss. Wien 1926 S. 357-377-

234 SHAW, W. N., and R. G. K. LEMPFERT: The Life History of surface air 
currents, a study of the surface trajectories of moving air. London 1906. 

8* 
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ErkHirung der folgenden Tatsachen gefordert werden, ohne die eine 
vollstandige Theorie der Zyklonen undenkbar ist235: 

5. Die Senkung der Tropopause tiber dem Zyklonengebiet, 
6. die relativ niedrige (unternormale) Temperatur der Troposphare, 
7. die relativ hohe (iibernormale) Temperatur der Stratosphare, 

also die Zusammenhange, die durch die DINES-ScHEDLERschen Korrela
tionen ausgedriickt werden236. Eine vollstandige, auf den BJERKNES
schen Storungsgleichungen basierende Theorie der Zyklonen muB des
halb als Drei-Schichten-Problem (tropospharische Kaltluft, iibrige 
Troposphare, Stratosphare) mit zwei inneren Grenzflachen (Polarfront
Diskontinuitat, Tropopause) aufgefaBt werden. 

§ 10. Geostrophische Gleichgewichtsbedingung 
und nichtstationare Bewegungen. 

Der komplizierte Bau der vollstandigen hydrodynamischen Gleichun
gen und die damit verbundenen Schwierigkeiten in der Anwendung der
selben haben vielfach zu Versuchen gefiihrt, zur Behandlung einfacherer 
nichtstationarer Bewegungen mit vereinfachten Bewegungsgleichungen 
auszukommen. Besonders geeignet sind fiir diesen Zweck die Gleichun
gen des geostrophischen Windfeldes (vgl. S. 100), die bei Verwendung 
eines kartesischen Rechtssystems (x, y, z) nach (220) die Form 

ap ap 
(284) -lev11 =-ax, +levz = -ey 
haben, wozu noch die 

(285) 

statische Grundgleichung 
ap 
7ii = -ge 

tritt; das System (284), (285) ist invariant gegeniiber Drehungen des 
Koordinatensystems urn die vertikale z-Achse. Die weitgehende An
naherung, mit welcher die Gleichungen (284) auch in nichtstationaren 
Druckfeldern erfiillt sind (auf die Abweichungen kommen wir spater 
zuriick), berechtigt ihre Verwendung zur Behandlung nichtstationarer 
Bewegungen 237. Das System (284), (285), kombiniert mit einer nicht-

235 BRUNT, D.: The present position of theories of the orgin of cyclonic de
pressions. Some problems of modem meteorology. S. 1. London 1934. - Die 
Auffassung der norwegischen Schule ist dagegen in einer Arbeit von C. L. GoDSKE: 
Zur Theorie der Bildung auBertropischer Zyklonen. Meteorol. Z. 1936 S.445-449, 
enthalten. 

236 DINES, W. H.: Total and partial Correlation Coefficients between sundry 
variables ofthe upper air. Geophys. Mem. Nr. 2. London 1912 - The characteristics 
of the free atmosphere. Geophys. Mem. Nr. 13. London 1919. - ScHEDLER, A.: 
Uber den EinfluB der Lufttemperatur in verschiedenen Hohen auf die Luftdruck
schwankungen am Erdboden. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 7 S. 88-101. 

237 SHAW, W. N.: Preface to E. GoLD: Barometric Gradient and Wind Force. 
London 1908. 
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stationaren thermodynamischen Gleichung, hat in der Tat beachtens
werte Ergebnisse geliefert, wie die diesbeziiglichen Arbeiten von ExNER 238 

und DEFANT239 zeigen. 
Andererseits glaubte man in folgendem Umstand eine Schwierig

keit zu sehen, die gegen die Anwendbarkeit der geostrophischen Glei
chungen bei nichtstationaren Bewegungen spricht: A us der Kontinui
tatsgleichung folgt in Verbindung mit (285): 

00 

(286) BPo =-r {O(!Vz + Of!Vt} dz 
Bt . g ox By ' 

0 

andererseits ist das durch (284) beschriebene Feld der Horizontal
komponente des Impulsdichte-Vektors divergenzfrei: 

(287) O(!Vz + O(!V11 = O 
ox By ' 

so daB op0 jot = o, d. h.: Luftdruckschwankungen am Erdboden waren 
unmoglich. 

Doch bieten sich zur Losung dieser Schwierigkeit zwei Moglich
keiten: 

I. Erstens kann man annehmen, daB der Impulsdichte-Vektor Un
stetigkeiten aufweist. Sind 
(288) z=H11 (x,y,t) (n=1,2,J ... ) 

Diskontinuitaten nullter Ordnung (vgl. S. 101), an denen die Horizontal
komponenten (ev.,, ev11) des Impulsdichte-Vektors die Sprungweite 

Ll(ev.,)n = {(ev.,)_o- (ev.,)+o}n, Ll(evy)n = {(ev11)-o- (evy)+o}n 
aufweisen, so gilt an Stelle von (286) : 

00 

(289) 0:/=-Jg{ag;z+ ag;~~}dz- ~g{LI(ev.,)n a::_ .. + Ll(ev11) 11 °0~"}, 
0 

und selbst dann, wenn die Gleichungen (284) und damit die Bedingung 
(287) streng erfiillt waren, verbleibt die durch ,singulare Advektion" 
an geneigten Diskontinuitaten des Impulsdichte-Feldes bedingte Boden
druckanderung 

(290) 8feo =-2!g{LI(ev.,)n °0~" + Ll(ev11)n °~"} 
bzw. die Druckanderung in der Hohe z: 

(291) ~- gev. =- ~mg{LI(ev.,) 00~m + Ll(ev11)m 00~m}, 
238 ExNER, F. M.: Grundziige einer Theorie der synoptischen Luftdruckver

anderungen. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 115 (1906) S. 1171-1246; Bd. 116 (1907) 
S. 995-1030; Bd.119 (1910) S. 679-738 - Dynam. Meteorologie, 2. Aufl. S. 291. 
Wien 1925. 

239 DEFANT, A.: Primare und sekundare - frei und erzwungene Druckwellen 
in der Atmosphare. S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 135 (1926) S. 357-377-
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worin die linke Seite die auf die Zeiteinheit bezogene RosSBYsche Ad· 
vektionsfunktion darstellt und die Summation auf der rechten Seite 
iiber alle oberhalb z liegenden Diskontinuitaten zu erstrecken ist 240• 

II. Zweitens hat man die Maglichkeit, die Gleichungen (284) fiir 
nichtstationare Felder nur als weitgehende Annaherungen derart anzu
sehen, daB man fiir (284) schreibt: 

(292) 

wobei die Funktionen s.,, s11 (die Komponenten der Vektordifferenz von 
Rei bung und o' ALEMBERTschen Tragheitskraften) als kleine GraBen zu 
betrachten sind, die in den nichtdifferentiierten Gleichungen (292) stets 
(in erster Annaherung) zu vernachliissigen sind, nicht jedoch bei Differen
tiation der Gleichungen (292) nach den horizontalen Koordinaten, da die 
GroBenpaare 

o2p OEz • 
ox2-' ox ' 

von gleicher Gra.Benordnung sind. Hingegen ist die Differentiation der 
Gleichungen (284) bzw. (292) nach der Vertikalkoordinate z in erster 
Annaherung ohne Beriicksichtigung der GraBen oe.,joz, iJs11 joz zulassig, 
wenn man annehmen dar£, daB der wahre Wind durch den Gradient
wind (284) in benachbarten Hahen gleich gut approximiert wird. 
Beachtet man dieses Differentiationsverbot der Gradientwindgleichungen 
(284) nach den horizontalen Koordinaten, so erhiilt man durch Anwen
dung der Gradientwindgleichungen auf nichtstationiire Bewegungen durch
aus mit der Erfahrung weitgehend ubereinstimmende Ergebnisse. Beispiele 
liefern die oben erwahnten Rechnungen von ExNER und DEFANT, in 
denen die Gradientwindgleichungen in undifferentiierter Form gebraucht 
werden. 

Dazu betrachten wir nachstehend noch ein Beispiel, in dem die 
(erlaubte) Differentiation nach der Hahenkoordinate Anwendung findet. 
Wir schreiben fiir (286): 

240 ERTEL, H.: Zusammenhang von Luftdruckanderungen und Singularitaten 
des Impulsdichte-Feldes. S.-B. preuB. Akad. Wiss. Berlin 1936 S. 257-266 -
Singulare Advektion. Meteorol. Z. 1936 S. 280-284 - Zusammenhang von Luft
druckanderungen und Beschleunigungen an Diskontinuitaten. Ebenda 1936 S. 394 
- Singulare Advektion und ihre Darstellung durch C. G. RossBvs Advektions
funktion. Vera#. meteorol. Inst. Univ. Berlin Bd. 1 Heft 6. Berlin 1936. - Vgl. 
auch J. VAN MIEGHEM: Relation fondamentale entre les variations bariques et 
thermiques dans !'atmosphere. Acad. Roy. Belg. Bull., Classe des Sci., 5. Serie 
Bd. 23 S. 149-158. Bruxelles 1937. 
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Dann konnen im ersten Term der rechten Seite die undifferentiierten 
Gleichungen (284) substituiert werden, und eine einfache Umformung 
(mit Hilfe der statischen Grundgleichung) ergibt (v 2 = v~ + v;): 

00 

(294) op0 ,! 2 o1pd f {ovx ov•}d ---=-A (!V- Z- g(!- +- Z ot oz ox oy 
0 0 

(vgl. S. 100), wobei zur Umformung des ersten Terms der rechten Seite 
nur Differentiationen nach z verwendet wurden: 

usw. Wird die Divergenz in Richtungs- und Geschwindigkeitsdivergenz 
zerlegt: 

(295) 

worin s die Stromlinienrichtung und iJafiJn die Richtungs- (Winkel-) 
Anderung der Stromlinien quer zu s bedeuten (s, n, z = Rechtssystem), 
so erhalt man schlieBlich aus (294) : 

00 00 00 

(296) op0 ~ 01p f oa f ov -=-A ev2 -dz- gev-dz- ge -dz. ot . oz on OS 
0 0 0 

Die Luftdruckanderung am Erdboden setzt sich also aus den drei 
Teilen 

(297) 

(298) 

00 

(299) (_o =- ge-dz 'op) J iJv 
\ot a as 

0 

zusammen. Jeder dieser Anteile erklart empirisch gefundene Beziehun
gen, und zwar: 

Gleichung (297) die von RoTZOLL 241 gefundenen Satze iiber den Zu
sammenhang von op0fot mit der Winddrehung mit der Hohe, 

241 RoTZOLL, H.: Zur Verwertung von Pilotballonen im Wetterdienst. Berlin 
1912. 
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Gleichung (298) die ScHERHAGsche Divergenztheorie 242 der Zyklonen, 
Gleichung (299) die von ScHMAuss 243 diskutierten Effekte (Tropo

pausenschwankungen, Vertiefung von Depressionen usw.), die auf Ge
schwindigkeitsanderungen langs der Stromlinien zuriickgeftihrt werden 
konnen*. 

Wir wollen nun abschlie.f3end die Differenzen zwischen Gradient
wind und beobachtetem Wind naher behandeln, also die Abweichungen 
von der geostrophischen Gleichgewichtsbedingung in Betracht ziehen. 
Von BRUNT und DouGLAS 244 wurden ftir nichtstationare Bewegungen 
die vereinfachten Bewegungsgleichungen 

(300) 
op 1 ap +},ev =------

"' By 1\ ox 

abgeleitet, die also Erweiterungen der geostrophischen Gleichungen (284) 
durch Beriicksichtigung des Isallobarenfeldes p = opjot darstellen. 
Wird jetzt der durch (284) definierte Gradientwind mit v.,, vy bezeichnet, 
also 

(301) -J.nv =- op 
" y ox' 

so bestehen zwischen den Abweichungen 

(302) '"' = v.,- v.,, 
des ,wahren" Windes (v.,, vy) vom 
Isallobarenfeld die Beziehungen 

"2 1" + 0 p (303) -A e..,y- oy' 

aus denen 

'y = Vy- Vy 

Gradientwind (v.,, vy) und dem 

0 0 +).2n1" = _ _p_ 
""'"' ox' 

(304) 
1" ap _ 1" ap _ 0 
"'"'By "'YBx-

folgt, d. h. die Windabweichung (C.,, Cy) soll in die Richtung des isallo
barischen Gradienten fallen. Dieses Resuliat widerspricht nun aber 
den Beobachtungen, denn eine sorgfaltigst durchgeftihrte statistische 

242 SCHERHAG, R.: Die Entstehung des Ostsee-Orkans vom 8.-9. Juli 1931. 
Ann. Hydrogr. 1934 S. 152-162 - Die Bedeutung der Divergenz fiir die Ent
stehung der Vb-Depressionen. Ebenda S. 397-406 - Zur Theorie der Hoch
und Tiefdruckgebiete. Meteorol. Z. 1934 S. 129-138 - Die unvermittelte Ent
'wicklung der Vb-Depression vom 6.- 8. J uli 1929 im Gebiet starker 'Isothermen
und Striimungskonvergenz. Beitr. Physik frei. Atmosph. Bd. 22 (1934) S. 76-87. 

243 ScHMAuss, A.: Beitrage zur Dynamik der Atmosphare. Meteorol. Z. 1917 
s. 97-121. 

* Von SCHMAUSS allerdings als BERNOUILLI-Effekte aufgefaBt. 
244 BRUNT, D., and C. K. M. DouGLAs: The modification of the strophic 

balance for changing pressure distribution, and its effects on rainfall. Mem. Roy. 
Meteorol. Soc. London Bd. 3 Nr. 22. 
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Untersuchung von MoLLER und SIEBER245 hat ergeben, daB der Diffe
renzvektor (Cz, C11) zwischen wahrem Wind und Gradientwind auf dem 
isallobarischen Gradienten senkrecht steht, und zwar derart, daB das 
Fallgebiet (p < 0) auf der rechten Seite des Differenzvektors liegt, 
wenn man in Richtung desselben blickt, welche Verha.J.tnisse qualitativ 
verstandlich sind auf Grund der auf STti"VE und MuGGE246 zuriick
gehenden Vorstellung, daB sich der Wind bei zeitlichen Gradienten
anderungen der neuen Gleichgewichtsbedingung nur verzogert anpassen 
kann. Die bisher noch ausstehende theoretische Begriindung des von 
MoLLER und SIEBERT aufgezeigten Sachverhalts kann folgendermaBen 
gegeben werden: Wenn der Wind aus Tragheitsgriinden hinter den 
zeitlichen Gradientenanderungen des Druckfeldes zuriickbleibt, so 
konnen sich die heiden Seiten der geostrophischen Gleichgewichts
bedingung {284) nicht auf dieselbe Zeit t beziehen, vielmehr hat man 
zu setzen: 

(305) -l(ev11)t=-(~P) , 
uX t-T 

+ l (e Vz)t = - (~P) , uy t-T 

worin .,; eine kleine positive Funktion vom Charakter einer Relaxations
zeit darstellt; die vorstehenden Gleichungen enthalten dann die A us
sage, daB der Wind zur Zeit t dem Druckgradienten zur etwas friiheren 
Zeit t - .,; angepaBt ist. Nun ist 

{306) { 
(ap) (ap) ( aap ) (ap) (ap) ax t-T= ax~- 't' otax 1 = ax~- 't' OX t' 

(ap) (ap) ( aap) (ap) (ap) ay t-T= oy ,- 't' atoy I= ay ~- 't' oy ,. 

so daB aus {305) unter Fortlassung des Index t jetzt die Gleichungen 

ap a.p ap a.p 
(307) -levy=- ax + 7: ax' +levz =- f)y + 't'ay 

resultieren, die mit den friiher eingefiihrten Bezeichnungen auch 

{308) 
a. 

-leC, = 1: o~, 

geschrieben werden konnen. Hieraus ergibt sich 

(309) 

245 MoLLER, F., u. P. SIEBER: tiber die Abweichungen zwischen Wind und 
geostrophischem Wind in der freien Atmosphare. Ann. Hydrogr. Berlin 1937 
s. 312-322. 

2.48 STuvE, G., u. R. Mti'GGE: Energetik des Wetters. Beitr. Physik frei. 
Atmosph. Bd. 22 (1935) S. 206-248. - Mtl'GGE, R.: Energetik des Wetters. 
Meteorol. Z. 1935 S. 168-176. 
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d. h. der Differenzvektor C = v - v steht auf dem isallobarischen Gra
dienten senkrecht. Auch das System (307) in Verbindung mit der 
jJ:(J, statischen Grundgleichung ist invariant gegeniiber Dre-

l hungen des Koordinatensystems urn die vertikale z-Achse; 
1 orientiert man das Koordinatensystem also derart, daB 
+y die x-Achse in die Richtung des isallobarischen Gra

dienten -gradp fallt (vgl. Abb. 14), so wird C.,= 0, 
P<O Cv > 0, d. h. das Fallgebiet des Druckes liegt rechts, 

wenn man in Richtung des Differenzvektors C blickt. 
'Y-i} Damit steht aber die vorstehende ,Re-

I 
I 
I 
I 
I 
I 

. I 
p-fJI 

ist eine 

(310) 

laxationszeit-Theorie der Gradientwind
abweichungen" in bester Dbereinstim

+::c -gr(Jdp mung mit den von MoLLER und SIEBER 

Abb. 14• Gradientwindabwei· empirisch gewonnenen Resultaten. Die 
cbung und Isallobarenfeld. Relaxationszeit T ist (im Mittel) von 

der GroBenordnung einer Stunde; sie 
Feldfunktion, und daher verschwindet die Divergenz 

Bevx + Bevv = _!_ (~ Bp _ ~ Bp) 
Bx By II. Bx By oy ox 

nur dann, wenn die Isallobaren p = konst. zugleich Linien gleicher 
Relaxationszeit sind. 
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