
С. П. Тимошенко, Дж. Гудьер

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Перевод с английского
М. И. РЕЙТМАНА

Под редакцией
Г. С. ШАПИРО

Издание второе

МОСКВА «НАУКА>

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1 9 7 9



22.2S
Т41
УДК 539.3

Т и м о ш е н к о С. П., Г у д ь е р Дж. Теория упругости: Пер. с англ./Под
ред. Г. С. Шапиро.— 2-е изд.— М.: Наука. Главная редакция физико-матема-
тической литературы, 1979, 560 с.

Руководство по теории упругости С. П. Тимошенко на протяжении более
полувека служит настольным пособием для студентов, инженеров и исследо-
вателей во всем мире.

В книге дано систематическое изложение теории упругости, начиная с
вывода основных соотношений и кончая некоторыми решениями, полученными
в последние годы. Подробно рассмотрены плоская задача, задача о кручении
и концентрации напряжений, некоторые пространственные задачи, вариацион-
ные принципы и методы решения задач. Излагаются также задачи о рас-
пространении волн в упругой среде. При редактировании обширная библио-
графия дополнена ссылками на новейшие советские и зарубежные исследования.

Книга предназначена для научных работников, аспирантов и студентов,
а также для инженеров-проектировщиков, занимающихся расчетами на
прочность.

Табл. 16, илл. 279.

Степан Прокопьевш Тимошенко, Дж. Гудьер

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М„ 1979 г., 560 стр. с илл.

Редактор И. А. Маркузон
Техн. редакторы В. Н. Кондакова, С. Я. Шкляр

Корректоры О. А. Сигал, JI. С. Сомова

ИБ № 11208

Печать с матриц. Подписано к печати 05.02.79. Бумага 60x90'/i«, тип. № 2. Литератур-
ная гарнитура. Высокая печать. Условн. печ. л. 35. Уч.-изд. л. 35,72. Тираж 16600 экз.

Заказ № 3521. Цена книги 2 р. 70 к.

Издательство €Наука>
Главная редакция физико-математической литературы

117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15

Ордена Октябрьской Революции и ордена Трудового Красного Знамени Первая Образцовая
типография имени А. А. Жданова Союзполиграфпрома при Государственном комитете СССР

по делам издательств, полиграфии и книжной торговли. Москва, М-54, Валовая, 28

© Перевод на русский язык.
20302—005 Главная редакция

Т п „ тсл 7а 164-79. 1703040000 физико-математической литературы
053 (0^)-79 издательства «Наука», 1975



ОГЛАВЛЕНИЕ

От редактора перевода . . 9
Предисловие к третьему изданию , 12
Предисловие ко второму изданию 14
Предисловие к первому изданию 15
Обозначения 19

Глава 1. Введение 21
§ 1. Упругость 21
§ 2. Напряжения 22
§ 3. Обозначения для сил и напряжений 23
§ 4. Компоненты напряжений 24
§ 5. Компоненты деформаций 25
§ 6. Закон Гука 27
§ 7. Индексные обозначенля 3!
З а д а ч и 33

Глава 2. Плоское напряженное состояние и плоская деформация . . . . 34
§ 8. Плоское напряженное состояние 34
§ 9. Плоская деформация 34
§ 10. Напряжения в точке 36
§ 11. Деформации в точке 41
§ 12. Измерение поверхностных деформаций 43
§ 13. Построение круга деформаций Мора для розетки 45
§ 14. Дифференциальные уравнения равновесия 45
§ 15. Граничные условия 46
§ 16. Уравнения совместности 47
§ 17. Функция напряжений 49
З а д а ч и 5!

Глава 3. Двумерные задачи в прямоугольных координатах „ 53
§ 18. Решение в полиномах 53
§ 19. Концевые эффекты. Принцип Сен-Венана 57
§ 20. Определение перемещений 58
§ 21. Изгиб консоли, нагруженной на конце 59
§ 22. Изгиб балки равномерной нагрузкой 63
§ 23. Другие случаи балок с непрерывным распределением нагрузки 68
§ 24. Решение двумерной задачи при помощи рядов Фурье 70
§ 25. Другие приложения рядов Фурье. Нагрузка от собственного веса 76
§ 26. Влияние концов. Собственные функции 77
З а д а ч и 79



4 ОГЛАВЛЕНИЕ

Глава 4. Двумерные задачи в полярных координатах 82

§ 27. Общие уравнения в полярных координатах 82
§ 28. Полярно-симметричное распределение напряжений 85
§ 29. Чистый изгиб кривых брусьев 88
§ 30. Компоненты деформаций в полярных координатах 92
§ 31. Перемещения при симметричных полях напряжений 93
§ 32. Вращающиеся диски 96
§ 33. Изгиб кривого бруса силон, приложенной на конце 99
§ 34. Краевые дислокации 104
§ 35. Влияние круглого отверстия на распределение напряжений в

пластинке 105
§ 36. Сосредоточенная сила, приложенная в некоторой точке прямоли-

нейной границы 112
§ 37. Произвольная вертикальная нагрузка на прямолинейной' границе 118
§ 38. Сила, действующая на острие клина . . . 124
§ 39. Изгибающий момент, действующий на острие клина 126
§ 40. Действие на балку сосредоточенной силы 127
§ 41. Напряжения в круглом диене 136
§ 42. Сила, действующая в точке бесконечной плаоинки 140
§ 43. Обобщенное решение двумерной задачи в полярных координатах 145
§ 44. Приложения обобщенного решения в полярных координатах . . 149
§ 45. Клин, нагруженный вдоль граней 152
§ 46. Собственные решения для клиньев и вырезов 154
З а д а ч и 157

Глава 5. Экспериментальные методы. Метод фотоупругости и метод «муара» 162
§ 47. Экспериментальные методы и проверка теоретических решений 162
§ 48. Измерение напряжений фотоупругим методом 162
§ 49. Круговой полярископ 168
§ 50. Примеры определения напряжений фотоупругим методом . . . . 170
§ 51. Определение главных напряжений 173
§ 52. Методы фотоупругости в трехмерном случае 174
§ 53. Метод муара 176

Глава 6. Двумерные задачи в криволинейных координатах 179
§ 54. Функции комплексного переменного . 179
§ 55. Аналитические функции и уравнение Лапласа 181
§ 56. Функции напряжений, выраженные через гармонические и ком-

плексные функции 183
§ 57. Перемещения, отвечающие заданной функции напряжений . . . 185
§ 58. Выражение напряжений и перемещений через комплексные по-

тенциалы 187
§ 59. Результирующая напряжений, действующих по некоторой кривой.

Граничные условия 189
§ 60. Криволит-i": ке координаты 192
§ 6 1 . Компоненты напряжений в криволинейных координатах . . . . 195
З а д а ч и 197



ОГЛАВЛЕНИЕ О

§ 62. Решения в эллиптических координатах. Эллиптическое отверстие
в пластинке с однородным напряженным состоянием 197

§ 63. Эллиптическое отверстие в пластинке, подвергнутой одноосному
растяжению 201

§ 64. Гиперболические границы. Вырезы 205
§ 65. Биполярные координаты 207
§ 66. Решения в биполярных координатах 208
§ 67. Определение комплексных потенциалов по заданным граничным

условиям. Методы Н. И. Мусхелишвили 213
§ 68. Формулы для комплексных потенциалов 216
§ 69. Свойства напряжений и деформаций, отвечающих комплексным

потенциалам, аналитическим в области материала, расположен-
ной вокруг отверстия 218

§ 70. Теоремы для граничных интегралов 220
§ 71. Отображающая функция <о(|) для эллиптического отверстия.

Второй граничный интеграл , 223
§ 72. Эллиптическое отверстие. Формула для t|>(£) 224
§ 73. Эллиптическое отверстие. Частные задачи 225
З а д а ч и , 228

Глава 7. Анализ напряжений и деформаций в пространственном случае . . 229
§ 74. Введение 229
§ 75. Главные напряжения 231
§ 76. Эллипсоид напряжений и направляющая поверхность напряжений 232
§ 77. Определение главных напряжений 233
§ 78. Инварианты напряжений 234
§ 79. Определение максимального касательного напряжения . . . . 235
§ 80. Однородная деформация 237
§ 81. Деформации в точке тела 238
§ 82. Главные оси деформаций 241
§ 83. Вращение 242
З а д а ч и 244

Глава 8. Общие теоремы 245
§ 84. Дифференциальные уравнения равновесия 245
§ 85. Условия совместности 246
§ 86. Определение перемещений 249
§ 87. Уравнения равновесия в перемещениях 250
§ 88. Общее решение для перемещений 251
§ 89. Принцип суперпозиции 252
§ 90. Энергия деформации 253
§ 91. Энергия деформации для краевой дислокации 258
§ 92. Принцип виртуальной работы 260
§ 93. Теорема Кастильяно 265
§ 94. Приложения принципа минимальной работы. Прямоугольные

пластинки 269
§ 95. Эффективная ширина широких полок балок 272
З а д а ч и 278



6 ОГЛАВЛЕНИЕ

§ 96. Единственность решения 279
§ 97. Теорема взаимности 281
§ 98. Приближенный характер решений для плоского напряженного

состояния 284
З а д а ч и 286

Глава 9. Элементарные трехмерные задачи теории упругости 288

§ 99. Однородное напряженное состояние 288
§ 100. Растяжение призматического стержня под действием собствен-

ного веса 289
§ 101. Кручение круглых валов постоянного поперечного сечения . . 292
§ 102. Чистый изгиб призматических стержней 293
§ 103. Чистый изгиб пластинок 297

Глава 10. Кручение 299

§ 104. Кручение прямолинейных стержней 299
§ 105. Эллиптическое поперечное сечение 304
§ 106. Другие элементарные решения 306
§ 107. Мембранная аналогия 309
§ 108. Кручение стержня узкого прямоугольного поперечного сечения 313
§ 109. Кручение прямоугольных стержней 316
§ ПО. Дополнительные результаты 319
§111. Решение задач о кручении энергетическим методом . . . . . . 322
§ 112. Кручение стержней прокатных профилей 328
§ 113. Экспериментальные аналогии 330
§ 114. Гидродинамические аналогии 331
§ 115. Кручение полых валов 334
§ 116. Кручение тонкостенных труб 338
§ 117. Винтовые дислокации 342
§ 118. Кручение стержня, одно из поперечных сечений которого

остается плоским . . 344
§ 119. Кручение круглых валов переменного диаметра 346
З а д а ч и 354

Глава 11. Изгиб брусьев 358

§ 1?0. Изгиб консоли 358
§ 121. Функция напряжений 360
§ 122. Круглое поперечное сечение 362
§ 123. Эллиптическое поперечное сечение 363
§ 124. Прямоугольное поперечное сечение 364
§ 125. Дополнительные результаты 370
§ 126. Несимметричные поперечные сечения 372
§ 127. Центр изгиба 374
§ 128. Решение задач изгиба с помощью метода мыльной пленки . . 377
§ 129. Перемещения 380
§ 130. Дальнейшие исследования изгиба брусьев 381



ОГЛАВЛЕНИЕ 7

Глава 12. Осесимметричные напряжения и деформации в телах вращения 383
§ 131. Общие уравнения 383
§ 132. Решение в полиномах 386
§ 133. Изгиб круглой пластинки 387
§ 134. Трехмерная задача о вращающемся диске 390
§ 135. Сила, приложенная в некоторой точке бесконечного тела . . . 392
§ 136. Сферический сосуд под действием внутреннего или внешнего

равномерного давления 395
§ 137. Местные напряжения вокруг сферической полости 398
§ 138. Сила, приложенная на границе полубесконечного тела . . . . 400
§ 139. Нагрузка, распределенная по части границы полубесконечного

тела 404
§ 140. Давление между двумя соприкасающимися сферическими телами 411
§ 141. Давление между двумя соприкасающимися телами. Более общий

случай 416
§ 142. Соударение шаров 421
§ 143. Симметричная деформация круглого цилиндра 423
§ 144. Круглый цилиндр под действием опоясывающего давления . . 427
§ 145. Решение Буссинеска в виде двух гармонических функций . . 429
§ 146. Растяжение винтовой пружины (винтовые дислокации в кольце) 430
§ 147. Чистый изгиб части круглого кольца 433

Глава 13. Температурные напряжения 435
§ 148. Простейшие случаи распределения температурных напряжений.

Метод устранения деформаций 435
З а д а ч и 441
§ 149. Продольное изменение температуры в полосе 441
§ 150. Тонкий круглый диск: распределение температуры, симметрич-

ное относительно центра 444
§ 151. Длинный круглый цилиндр 446
З а д а ч и 454
§ 152. Сфера 454
§ 153. Общие уравнения 458
§ 154. Теорема взаимности в термоупругости 462
§ 155. Полные термоупругие деформации. Произвольное распределение

температуры 463
§ 156. Термоупругие перемещения. Интегральное решение В. М. Май-

зеля 465
З а д а ч и 468
§ 157. Начальные напряжения 468
§ 158. Общее изменение объема, связанное с начальными напряже-

ниями 471
§ 159. Плоская деформация и плоское напряженное состояние. Метод

устранения деформаций 471
§ 160. Двумерные задачи со стационарным потоком тепла 473
§ 161. Плоское термонапряженное состояние, вызванное возмущением

однородного потока тепла изолированным отверстием 479



8 ОГЛАВЛЕНИЕ

§ 162. Решения общих уравнений. Термоупругий потенциал перемеще-
ния 480

§ 163. Общая двумерная задача для круговых областей 484

§ 164. Общая двумерная задача. Решение в комплексных потенциалах 486

Глава 14. Распространение волн в упругой сплошной среде 489

§ 165. Введение 489

§ 166. Волны расширения и волны искажения в изотропной упругой

среде 490

§ 167. Плоские волны 491

§ 168. Продольные волны в стержнях постоянного сечения. Элемен-

тарная теория 496

§ 169. Продольное соударение стержней 501

§ 170. Поверхностные волны Рэлея 509

§ 171. Волны со сферической симметрией в бесконечной среде . . . . 512

§ 172. Взрывное давление в сферической полости 513

Приложение. Применение конечно-разностных уравнений в теории упру-

гости 517

§ 1. Вывод конечно-разностных уравнений 517

§ 2. Методы последовательных приближений 521

§ 3. Метод релаксации 524

§ 4. Треугольные и шестиугольные сетки 529

§ 5. Блочная и групповая релаксации 534

§ 6. Кручение стержней с многосвязными поперечными сечениями . 535

§ 7. Точки, расположенные вблизи границы 537

§ 8. Бигармоническое уравнение 539

§ 9. Кручение круговых валов переменного диаметра 547

§ 10. Решение задач с помощью ЭВМ 550

Именной указатель 552

Предметный указатель 557



ОТ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Превосходные руководства, написанные недавно скончавшимся
выдающимся ученым, педагогом и инженером С. П. Тимошенко
(1878 — 1972), охватывают почти все разделы механики твердого
тела: техническую механику1), сопротивление материалов2), ста-
тику сооружений3), теорию колебаний4), теорию упругости5),
теорию пластинок и оболочек*), теорию упругой устойчивости7)
и историю развития механики деформируемых тел8). Большинство
этих книг на протяжении более полувека служат во всем мире
основными пособиями по механике в высших технических учеб-
ных заведениях и настольными руководствами для инженеров и
исследователей. Как правило, они многократно переиздавались
и (в некоторых случаях при участии учеников С. П. Тимошенко)
подвергались модернизации.

Успех этих книг, конечно, не случаен. Он тесно связан с
многообразием интересов, широкой эрудицией и глубиной, кото-
рые характеризуют собственные научные изыскания С. П. Тимо-
шенко9).

Среди книг, написанных этим замечательным механиком, осо-
бое место по праву занимает «Курс теории упругости» в двух
частях, основанный на лекциях, читавшихся им в Киевском по-
литехническом институте (1907 —1910 гг.) и в Петербургском

*) S. P. T i m o s h e n k o , D. H. Y o u n g , Engineering Mechanics, Изд.
4. т. 1, Statics; т. 2, Dynamics, McGraw-Hill, N. Y., 1967.

-) С. П. Т и м о ш е н к о , Сопротивление материалов, изд. четвертое, т. I.
Элементарная теория и задачи; т. II. Более сложные вопросы теории и за-
дачи, Гостехиздат, 1946.

3) S. P. T i m o s h e n k o , D. H. Y o u n g , Theory of Structures, McGraw-
Hill, N. Y., 1956.

4 ) С. П. Т и м о ш е н к о , Колебания в инженерном деле, Физматгиз, 1959.
5 ) S. P. T i m o s h e n k o , J . N. G o о d i e r, Theory of Elasticity, изд. 3,

McGraw-Hill, N. Y., 1970.
e ) C . П. Т и м о ш е н к о , С. В о й н о в с к и й - К р и г е р , Пластинки и

оболочки, Физматгиз, 1963.
7) S. P. T i m o s h e n k o , Т. М. G e r e , Theory of Elastic Stabi l i ty, изд. 2,

McGraw-Hill, 1959.
8 ) С. П. Т и м о ш е н к о , История науки о сопротивлении материалов,

Гостехиздат, 1957.
9 ) См., например, С. П. Т и м о ш е н к о , Устойчивость стержней, пластин

и оболочек, «Наука», 1971.
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институте инженеров путей сообщения (1912 —1914 гг.). Первая
его часть (изданная в 1914 г.) была посвящена телам, все раз-
меры которых имеют одинаковый порядок, а вторая (изданная
в 1916 г.)—статике, устойчивости и колебаниям стержней и пла-
стинок. В то время теория упругости излагалась преимущест-
венно в университетских курсах и нередко трактовалась как раз-
дел математической физики, вне связи с техническими приложе-
ниями. Блестящий курс С. П. Тимошенко был одним из первых1)
руководств, предназначенных для нужд инженеров. Отказавшись
от изложения ряда разделов, имеющих чисто теоретическое зна-
чение (теоремы существования и единственности, общие методы
интегрирования, теория строения упругих тел и др.), автор со-
средоточил внимание на прикладных вопросах: оценке пределов
применимости элементарных решений сопротивления материалов,
задачах, для которых неприменимы элементарные подходы (в част-
ности, о концентрации напряжений в зонах резких изменений
формы тела или распределения нагрузки), экспериментальных и
приближенных аналитических способах исследования. В курсе
нашли отражение и собственные интересные результаты автора.
Книга эта и ныне не потеряла своего значения. Она была пере-
издана без изменений в 1972 г.2) и вновь получила высокую
оценку3).

Стремительное развитие техники ставит перед теорией упру-
гости все новые задачи, и лицо ее непрерывно меняется. Естест-
венно, что на протяжении последующих неполных шести десяти-
летий С. П. Тимошенко нашел необходимым неоднократно сущест-
венно перерабатывать и дополнять свой курс.

Впервые это было сделано в 1934 г., когда в США на анг-
лийском языке была опубликована под заглавием «Теория упру-
гости» сильно переработанная первая часть «Курса». Порядок
изложения материала был изменен. Чтобы облегчить читателю
усвоение материала, вначале подробно излагалась теория плоской
задачи и лишь затем—трехмерная теория. Нашли отражение
многие важные успехи в теории, достигнутые за прошедшее двад-
цатилетие. Заключительная глава была посвящена распростра-
нению волн в упругой среде4). На основе второй части «Курса»
С. П. Тимошенко написал три монографии: по теории колеба-

*) Написанные ранее, например, учителями С. П. Тимошенко — Ф. С. Ясин-
ским (1897, 1902) и И. Г. Бубновым (1906, 1908, 1912) — к у р с ы теории упру-
гости получили значительно меньшее распространение»

2) С. П. Т и м о ш е н к о , Курс теории упругости, «Наукова думка», Киев,
1972.

3) Г. Н. С а в и н , Рецензия, «С. П. Тимошенко, Курс теории упругости».
Прикладная механика, № 5 (1973).

4 ) Эта книга в переводе А. Н. Шошина издавалась в Советском Союзе
в 1934 и 1937 гг. См. С. П. Т и м о ш е н к о , Теория упругости, О Н Т И ,
ГТТИ, 1934, 1937.
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ний, по теории пластинок и оболочек и по теории упругой устой-
чивости.

В дальнейшем «Теория упругости» перерабатывалась автором
дважды. Ее второе издание было опубликовано в США в 1951,
а третье — в 1970 г., причем в обоих случаях к этой работе был
привлечен его ученик Дж. Н. Гудьер (1905—1969) — один из
крупнейших в США специалистов по теории упругости, извест-
ный у нас как один из авторов книги «Упругость и пластич-
ность» (изд-во «Иностранная литература», 1960), написанной им
совместно с Ф. Г. Ходжем.

Подробные сведения об изменениях, внесенных в эти два пе-
реиздания книги, содержатся в предисловии авторов.

Предлагаемый перевод осуществлен с последнего американ-
ского издания 1970 г.

Перевод первого издания книги давно стал у нас библиогра-
фической редкостью. Появление предлагаемого современного ру-
ководства по теории упругости, предназначенного для инжене-
ров, студентов технических учебных заведений и исследователей,
заполнит имеющийся пробел в нашей литературе и будет, без
сомнения, содействовать прогрессу технических приложений этой
дисциплины.

Г. С. Шапиро



ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ

При подготовке этой книги для третьего издания сохранены
первоначальные цель и план первого издания—дать инженерам
существенные основы знаний по теории упругости в столь про-
стой форме, какую позволяет этот предмет, вместе с набором ре-
шений частных задач, важных для инженерной практики и про-
ектирования. Многочисленные ссылки в подстрочных примечаниях
показывают читателю, как можно продолжить изучение некото-
рых вопросов. Поскольку теперь эти ссылки легко пополнить
с помощью реферативного журнала Applied Mechanics Reviews,
новые ссылки вводились очень экономно. Мелкий шрифт, как и
прежде, используется для разделов, которые могут быть пропу-
щены при первом чтении.

Весь текст был вновь просмотрен, и в него внесены незначи-
тельные изменения, как за счет исключения и перекомпоновки,
так и путем добавления некоторых разделов.

Основные дополнения отразили развитие отдельных разделов,
интерес к которым повысился со времени появления в 1951 г.
второго издания. В главах 3 и 4 введен анализ влияния концов
и теория собственных решений, связанных с принципом Сен-Ве-
нана. Ввиду быстрого роста приложений дислокационных упру-
гих решений в науке о поведении материалов, эти разрывные в
смещениях решения излагаются более подробно (теория краевых
и винтовых дислокаций в главах 4, 8, 9 и 12). К главе 5 до-
бавлены вводные сведения о методе «муара» с иллюстрацией его
применения на практике. Изложение понятия об энергии дефор-
мации и вариационных принципов проведено в трехмерном слу-
чае и включено в главу 9, что дало основу для новых разделов
по термоупругости в главе 13. Обсуждение использования комп-
лексных потенциалов для двумерных задач пополнено группой
новых параграфов, основанных на хорошо известных теперь ме-
тодах Н. И. Мусхелишвили. Этот подход несколько отличается



ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ 13

от прежнего, так как в нем используются преимущества реше-
ний, развитых ранее только для аналитических функций. Дано
подробное изложение новых решений для эллиптического отвер-
стия, которые важны в современной механике разрушения (тео-
рии трещин). Исследование осесимметричных напряжений в гла-
ве 12 упрощено, и добавлены новые разделы, в которых более
приближенный анализ случая разрезанного кольца как одного
витка спиральной пружины заменен более точной теорией. В силу
значительного роста приложений, например в ядерной энергетике,
глава 13 «Температурные напряжения» расширена за счет вклю-
чения термоупругой теоремы взаимности и полученных из нее
нескольких полезных результатов. Кроме того, исследование
двумерных задач дополнено двумя заключительными параграфами,
последний из которых устанавливает взаимосвязь двумерных за-
дач термоупругости с комплексными потенциалами и методами
Н. И. Мусхелишвили из главы 6. В главе 14, посвященной рас-
пространению волн, перестройка изложения придала больше
значения основам трехмерной теории. Добавлено также решение
для действия взрывного давления в сферической полости. При-
ложение, посвященное численному методу конечных разностей,
включает пример использования ЭВМ для решения задачи с
большим числом неизвестных.

Некоторые из упомянутых изменений, позволяющих упро-
стить анализ, возникли в процессе преподавания курса в Стэн-
фордском университете за последние двадцать лет. Много полез-
ных предложений, поправок и даже целиком сформулированных
задач с решениями исходят от многочисленных студентов и чита-
телей. Всем им приносится самая искренняя признательность за
их неоценимую помощь.

Почти все задачи заимствованы из экзаменационных билетов,
предлагаемых на экзаменах в Стэнфордском университете. Отсюда
читатель может примерно оценить, какая часть книги соответст-
вует учебному курсу, занимающему несколько меньше трех ча-
сов в неделю в течение академического года.

Дж. Н. Гудьер



ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

Многочисленные уточнения и успехи, которые достигнуты в
теории упругости и ее приложениях со времени выхода первого
издания, отражены во многих добавлениях и изменениях, поме-
щенных в настоящем издании. В то же время построение книги
большей частью остается прежним.

Разделы, касающиеся метода фотоупругости, двумерных задач
в криволинейных координатах и температурных напряжений,
расширены и выделены в отдельные новые главы, содержащие
многие методы и решения, которых не было в прежнем издании.
Добавлено приложение, относящееся к методу конечных разно-
стей, в том числе к методу релаксации. Новые параграфы, вклю-
ченные в другие главы, относятся к теории розетки датчиков
деформаций, гравитационным напряжениям, принципу Сен-Венана,
компонентам вращения, теореме взаимности, общим решениям,
приближенному характеру решений при плоском напряженном
состоянии, центру кручения и центру изгиба, концентрации на-
пряжений при кручении вблизи закруглений, приближенному
исследованию тонкостенных сечений (например, авиационных)
при кручении и изгибе, а также к круговому цилиндру при дей-
ствии пояскового давления.

Добавлены также задачи для студентов, охватывающие мате-
риал книги вплоть до конца главы о кручении.

Нам доставляет удовольствие выразить большую признатель-
ность читателям книги, которые внесли много полезных предло-
жений.

С. П. Тимошенко, Дж. Н. Гудьер
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В течение последних лет теория упругости нашла широкое
применение при решении инженерных задач. Существует много
случаев, когда элементарные методы сопротивления материалов
оказываются непригодными для того, чтобы дать удовлетвори-
тельную информацию о распределении напряжений в инженер-
ных конструкциях; тогда приходится прибегать к более совер-
шенным методам теории упругости. Элементарная теория недоста-
точна, чтобы составить представление о местных напряжениях
вблизи зон приложения нагрузок и вблизи опор балок. Равным
образом она не может дать удовлетворительное объяснение в тех
случаях, когда исследуется распределение напряжений в телах,
все размеры которых представляют собой величины одного и
того же порядка. Напряжения в роликах и шариках подшип-
ников можно найти, только используя методы теории упругости.
Элементарная теория не дает также способа исследования напря-
жений в местах резкого изменения поперечного сечения балок или
валов. Известно, что во входящих углах наблюдается высокая
концентрация напряжений. В результате этого именно там
прежде всего начинают возникать трещины, особенно если кон-
струкция подвергается действию знакопеременных напряжений.
Большинство эксплуатационных поломок деталей машин можно
отнести за счет этих трещин.

За последние годы в решении таких практически важных
задач были достигнуты значительные успехи. В тех случаях,
когда получить точное решение затруднительно, были развиты
приближенные методы. В некоторых случаях решения были полу-
чены с помощью экспериментальных методов. В качестве примера
можно назвать метод фотоупругости для решения двумерных
задач теории упругости. Приборы для применения методов фото-
упругости можно теперь найти как в университетах, так и во
многих промышленных испытательных лабораториях. Результаты
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исследований методами фотоупругости оказались особенно полез-
ными при изучении различных случаев концентрации напряже-
ний в местах резкого изменения поперечных сечений и у закруг-
лений малого радиуса на входящих углах. Без сомнения эти
результаты оказали значительное влияние на современное конст-
руирование деталей машин и способствовали во многих случаях
улучшению конструкции путем устранения слабых мест, от кото-
рых могли бы начинаться трещины.

Другим примером успешного приложения экспериментов при
решении задач теории упругости является метод мыльной пленки
для определения напряжений при кручении и изгибе призмати-
ческих стержней. Трудная проблема решения дифференциальных
уравнений в частных производных при заданных граничных
условиях заменяется в этом случае измерениями наклонов и про-
гибов соответствующим образом натянутой и нагруженной мыль-
ной пленки. Эксперименты показывают, что таким путем можно
получить не только визуальную картину распределения напря-
жений, но и приобрести необходимую информацию относительно
величины напряжений с точностью, достаточной для практи-
ческих целей.

Далее представляет интерес электроаналогия, которая дает
способ исследования напряжений при кручении в валах пере-
менного диаметра у закруглений и вырезов. Аналогия между
задачей изгиба пластинок и плоской задачей теории упругости
также может с успехом использоваться при решении важных
технических задач.

При подготовке этой книги ставилась цель дать инженерам
в доступной форме необходимые основные сведения по теории
упругости. Кроме того, имелось в виду дать сводку решений
частных задач, представляющих практический интерес, и опи-
сать приближенные и экспериментальные методы решения задач
теории упругости.

Имея в виду практические приложения теории упругости,
автор не останавливается на вопросах, которые представляют
преимущественно теоретический интерес и не находят в настоя-
щее время применения в технике, чтобы уделить большее вни-
мание рассмотрению конкретных задач. Только на основе под-
робного изучения таких задач и сравнения результатов точных
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исследований с приближенными решениями, которые обычно
излагаются в элементарных курсах сопротивления материалов,
проектировщик может добиться полного понимания распределе-
ния напряжений в инженерных конструкциях и научится успешно
использовать более точные методы анализа напряжений.

При рассмотрении частных задач в большинстве случаев при-
меняется метод прямого определения напряжений с использова-
нием уравнений совместности деформаций в напряжениях. Этот
метод более привычен для инженеров, которые обычно интере-
суются величиной напряжений. При введении соответствующим
образом подобранной функции напряжений этот метод, кроме
того, является часто более простым, чем использование уравне-
ний равновесия в перемещениях.

Во многих случаях в книге применяется также энергетичес-
кий метод решения задач теории упругости. При этом интегри-
рование дифференциальных уравнений заменяется исследованием
условия минимума некоторых интегралов. При помощи метода
Ритца эта задача вариационного исчисления сводится к простой
задаче отыскания минимума функции. Таким способом удается
получить приближенные решения во многих практически важных
случаях.

Чтобы упростить изложение, книга начинается с рассмотре-
ния двумерных задач, и лишь после того как читатель освоится
с различными методами, используемыми при решении задач теории
упругости, рассматриваются трехмерные задачи. Те части книги,
которые, хотя и имеют практическое применение, но при первом
чтении могут быть пропущены, набраны мелким шрифтом. Чита-
тель может вернуться к изучению таких задач, овладев более
существенными разделами книги.

Математические выводы приведены в элементарной форме и
обычно не требуют больших математических знаний, чем даются
в высших технических учебных заведениях. В случаях изложе-
ния более сложных задач приводятся все необходимые объясне-
ния и промежуточные выкладки, чтобы читатель мог без затруд-
нений следить за ходом вывода. Лишь в нескольких случаях
приведены окончательные результаты без полных выводов. Но
при этом всегда даются необходимые ссылки на литературу,
в которой эти выводы можн» найти.
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В многочисленных примечаниях даются ссылки на статьи и
книги по теории упругости, которые могут иметь практическое
значение. Эти ссылки могут представить практический интерес
для тех инженеров, которые пожелают более детально изучить
некоторые частные вопросы. Они дают также картину современ-
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старших курсов, которые собираются работать в этой области
науки.

При подготовке данной книги автор широко пользовался кни-
гой «Курс теории упругости», часть 1, издание Института инже-
неров путей сообщения, С.-Петербург, 1914, по тому же пред-
мету, которая представляет собой курс лекций по теории упру-
гости, читавшийся в нескольких русских высших технических
учебных заведениях.

Автору в его работе помогли д-р Л. Доннел и д-р
Дж. Н. Гудьер, которые прочли всю рукопись; автор призна-
телен им за многочисленные исправления и предложения. Автор
пользуется возможностью выразить также благодарность проф.
Дж. Г. Маккелафу, д-ру Э. Э. Вейбелю, проф. М. Садовскому
и Д. Г. Юнгу, которые помогли при окончательной подготовке
книги, прочитав некоторые части рукописи. Автор благодарен
также Л. С. Венстра за изготовление чертежей и Э. Д. Вебстер
за печатание рукописи.

С. П. Тимошенко



ОБОЗНАЧЕНИЯ

х, у, г—прямоугольные координаты.
г, Э —полярные координаты.
| ( т|—ортогональные криволинейные координаты; иногда прямоугольные

координаты.
R, \|), 9—сферические координаты.
N — внешняя нормаль к поверхности тела.
/, т, п—направляющие косинусы внешней нормали.
А — площадь поперечного сечения.
Iх, 1у—моменты инерции поперечного сечения относительно осей х и у.
/р—полярный момент инерции поперечного сечения.
g—ускорение силы тяжести.
р—плотность.
q—интенсивность непрерывно распределенной нагрузки.
р—давление.
X, Y, Z—компоненты объемной силы.

X, Y, Z—компоненты распределенной поверхностной нагрузки, отнесен-
ные к единице площади.

М—изгибающий момент.
Mf—крутящий момент.
сх< <Jj/> °"г—нормальные компоненты напряжения, параллельные осям х

у и г.
оп — нормальная компонента напряжения, параллельная п.
°>> а д — радиальное и окружное нормальные напряжения в полярных

координатах.
<Jj, оц—нормальные компоненты напряжений в криволинейных коорди-

натах.
°г> о"е, аг—нормальные компоненты напряжений в цилиндрических коор-

динатах.

т—касательное напряжение.
хху> Txz> хух—компоненты касательного напряжения в прямоугольных

координатах.
т:гв — касательное напряжение в полярных координатах.

Т|л—касательное напряжение в криволинейных координатах.
хгв> Т9г' хгг—компоненты касательного напряжения в цилиндрических

координатах.
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S—полное напряжение на некоторой площадке. Поверхностное усилие.
и, v, w—компоненты перемещения.
е—относительное удлинение.
вх, Sy, ez—относительные удлинения в направлениях х, у и г.

e r , 8g—радиальное и тангенциальное относительные удлинения в поляр-

ных координатах
е = еЛ + ец+е г—объемное расширение.
у—относительная деформация сдвига.
Уху Ухг< Ууг—компоненты сдвиговой деформации в прямоугольных коор-

динатах.

Угв' Увг' У , г ~ к о м п о н е н т ы сдвиговой деформации в цилиндрических коор-

динатах.
Е—модуль упругости при растяжении и сжатии.
G—модуль упругости при сдвиге.
v—коэффициент Пуассона.

\Е
. = G, Х = -рг——r-Tj—jT—. — константы Ламе.

(l + v ) ( l — 2v)

Ф—функция напряжения.
<p(z), г)з (г), %(г) — комплексные потенциалы; функции комплексного пере-

менного 2

z—сопряженное комплексное переменное х—iy.
С—крутильная жесткость.
В — угол закручивания на единицу длины.
F = 2G9 — величина, используемая в задачах о кручении.
V—энергия деформации.
Vo—энергия деформации, отнесенная к единице объема.
t — время.
Т—некоторый интервал времени. Температура.
а—коэффициент теплового расширения. Угол.
сг, с2—скорости волн.



Глава 1

ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Упругость

Почти все инженерные материалы обладают в какой-то мере
свойством упругости. Если вызывающие деформацию внешние силы
не превышают некоторого предела, то после снятия этих сил
деформация исчезает. В этой книге всюду будет предполагаться,
что тела, испытывающие действие внешних сил, являются идеаль-
но-упругими, т. е. они полностью восстанавливают свою перво-
начальную форму после снятия нагрузки.

Мы здесь не рассматриваем атомную структуру тела. Будем
считать, что материал упругого тела однороден и непрерывно
распределен по всему объему тела, так что самый малый элемент,
вырезанный из тела, обладает теми же физическими свойствами,
что и все тело. Для упрощения рассуждений, как правило, будем
предполагать, что тело изотропно, то есть, что его упругие
характеристики по всем направлениям одинаковы.

Конструктивные материалы не вполне удовлетворяют этим
предположениям. Например, такой важный материал, как сталь,
если его рассмотреть под микроскопом, оказывается состоящим
из кристаллов разных размеров и разной ориентации. Свойства
этого материала весьма далеки от однородности, однако опыт
показывает, что решения теории упругости, основанные на допу-
щениях об однородности и изотропии, с очень высокой точ-
ностью применимы к стальным конструкциям. Объяснение этого
факта состоит в том, что кристаллы очень малы: обычно в куби-
ческом сантиметре стали их миллионы. Поэтому, несмотря на то,
что упругие характеристики кристаллов в разных направлениях
могут различаться, сами кристаллы, как правило, расположены
случайным образом и упругие характеристики больших кусков
металла представляют собой усреднения характеристик кристаллов.
Пока геометрические размеры рассматриваемого тела достаточно
велики по сравнению с размерами одного кристалла, предположение
об однородности может применяться с высокой степенью точности.
Точно так же материал может рассматриваться как изотропный,
если его кристаллы ориентированы случайным образом.

Если же благодаря определенным технологическим процессам,
таким, как прокатка, в металле преобладает какая-то определен-
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ная ориентация кристаллов, упругие характеристики металла
в разных направлениях становятся различными и следует учиты-
вать анизотропию материала. Это имеет место, например, в слу-
чае холоднокатаной меди.

§ 2. Напряжения

На рис. 1 показано тело, находящееся в состоянии равновесия.
Под действием внешних сил Plt Р2, . . . , Р7 между частями тела
возникают внутренние силы взаимодействия. Чтобы исследовать
величину этих сил в произвольной точке О, вообразим, что тело
разделено на две части А и В поперечным сечением mm, прохо-
дящим через эту точку. Рассматривая одну из этих частей, на-
пример часть А, можно утверждать, что она находится в равно-
весии под действием внешних сил Р5, ..., Р7 и внутренних сил,

/77- -/77

Рис. I. Рис. 2.

распределенных по поперечному сечению mm и представляющих
действие материала части В на материал части А. Предположим,
что эти силы непрерывно распределены по площади сечения mm
подобно тому, как распределяются по поверхности, на которую
они действуют, гидростатическое давление или давление ветра.
Величины таких сил обычно определяются их интенсивностью,
т. е. величиной силы, отнесенной к единице площади, на кото-
рую она действует. Интенсивность внутренних сил называется
напряжением.

В простейшем случае призматического стержня, который растя-
гивается силами, равномерно распределенными по его концам
(рис. 2), внутренние силы в произвольном поперечном сечении mm
также распределяются равномерно. Следовательно, интенсивность
этого распределения, т. е. напряжение, можно получить, разде-
лив полное растягивающее усилие Р на площадь поперечного
сечения А.
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В рассмотренном случае напряжение распределено по попереч-
ному сечению равномерно. В общем случае (рис. 1, сечение mm)
это не так. Чтобы получить величину напряжения, по некоторой
малой площадке ЬА, вырезанной из поперечного сечения mm
в точке О, прежде всего отметим, что силы, действующие на эту
элементарную площадку со стороны части тела В на часть тела А,
можно свести к результирующей ЬР. Если мы будем теперь не-
прерывно уменьшать площадь элементарной площадки ЬА, то
предельное значение отношения ЬР/ЬА даст нам величину напря-
жения, действующего в поперечном сечении mm в точке О. Пре-
дельное направление результирующей ЬР является направлением
напряжения в рассматриваемой точке. В общем случае вектор
напряжения наклонен к площадке ЬА, на которой оно действует,
и его можно разложить на две компоненты: на нормальное на-
пряжение, перпендикулярное площадке, и на касательное напря-
жение, действующее в плоскости площадки ЬА.

§ 3. Обозначения для сил и напряжений

Существует два вида внешних сил, которые могут воздейство-
вать на тело. Силы, распределенные по поверхности тела, такие,
как давление одного тела на другое или гидростатическое давле-
ние, называются поверхностными силами. Силы, распределенные
по массе тела, такие, как силы тя-
жести, магнитные силы или (в случае
движения тела) силы инерции, на-
зываются массовыми силами. Поверх-
ностную силу, отнесенную к единице
площади, мы будем разлагать натри х

компоненты, параллельные декарто-
вым координатным осям х, у, z, ис-
пользуя для этих компонент обозна-
чения X, Y, Z. Массовые силы, отне-
сенные к единице объема, называе-
мые объемными силами, также раз-
ложим на три компоненты, обозначив
их через X, Y, Z.

Буквой о будем обозначать нор-
мальное напряжение, а буквой т — касательное. Чтобы указать
ориентацию плоскости, по которой действует напряжение, к
этим буквам будем добавлять индексы. Рассмотрим очень малый
кубический элемент в точке Р (рис. 3) с гранями, параллельны-
ми координатным осям. Обозначения для компонент напряжений,
действующих по граням этого элемента, а также направления,
которые считаются положительными, показаны на рис. 3. Напри-
мер, для граней элемента, перпендикулярных оси у, нормальные



24 ВВЕДЕНИЕ [ГЛ. 1

компоненты напряжений, действующих на этих гранях, обозна-
чаются через оу. Индекс у показывает, что напряжения действуют
по площадке, перпендикулярной оси у. Нормальное напряжение
считается положительным, когда оно вызывает растяжение эле-
мента, и отрицательным, когда оно вызывает сжатие.

Касательные напряжения разлагаются на две компоненты, па-
раллельные координатным осям. В этом случае используются уже
два индекса, из которых первый показывает направление нор-
мали к рассматриваемой плоскости, а второй—направление ком-
поненты напряжений. Например, если снова рассмотреть грани,
перпендикулярные оси у, то компонента в направлении х обозна-
чается через гух, а компонента в направлении z — через хуг.
Положительные направления компонент касательных напряже-
ний на грани кубического элемента принимаются совпадающими
с положительными направлениями координатных осей, если
растягивающие напряжения для той же грани совпадает с положи-
тельным направлением соответствующей оси. Если растягиваю-
щие напряжения имеют направление, противоположное поло-
жительному направлению оси, то положительные направления
компонент касательного напряжения меняются на обратные.
В соответствии с этим правилом положительные направления
всех компонент напряжения на первой грани кубического эле-
мента (рис. 3) совпадают с положительными направлениями коор-
динатных осей. Если же рассматривается левая грань того же
элемента, то положительные направления меняются на обратные.

§ 4. Компоненты напряжений

Как видно из предыдущего параграфа, для каждой пары
параллельных граней кубического элемента, изображенного на
рис. 3, требуется один символ, чтобы обозначить нормальную
компоненту напряжений, и еще два символа, чтобы обозначить
компоненты касательных напряжений. Чтобы обозначить напря-
жения, действующие на шести гранях элемента, потребуется три
символа ах, ау, oz для нормальных напряжений и шесть тху, х,1Х,
xxzy xzx> T^> тгу Д л я касательных. С помощью простого иссле-
дования равновесия элемента число символов для касательных
напряжений можно сократить до трех.

Если взять моменты сил, действующих на элемент, относи-
тельно оси, проходящей через центральную точку С и парал-
лельной, скажем, оси х, то окажется необходимым рассмат-
ривать лишь те поверхностные силы, которые показаны на
рис. 4. Оэъемными силами, такими, как вес элемента, в этом
случае можно пренебречь, поскольку при уменьшении раз-
меров элемента действующие на него объемные силы умень-
шаются пропорционально кубу линейного размера, тогда как
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поверхностные усилия уменьшаются пропорционально квадрату
линейного размера. Следовательно, для очень малого элемента
объемные силы являются величинами более высокого порядка,
чем поверхностные силы, и при определении моментов могут не
учитываться. Точно так же моменты, вы- z

званные неоднородностью распределения
нормальных усилий, имеют более высокий
порядок малости, чем моменты, вызванные
сдвиговыми усилиями, и в пределе обра-
щаются в нуль. Таким образом, усилия,
действующие на каждой грани куба, мож-
но считать равными произведению площа-
ди грани на величину напряжения в ее О"
центре. Если обозначить размеры малого Рис. 4.
элемента на рис. 4 через dx, dy, dz, то
из уравнения моментов сил относительно точки С

хгу dx dy dz = хуг dx dy dz.

Подобным же образом можно получить и два других уравнения.
Из этих уравнений находим

Следовательно, на двух перпендикулярных друг другу гранях
кубического элемента компоненты касательного напряжения, пер-
пендикулярные линии пересечения этих граней, равны между
собой1).

Таким образом, для описания напряжений, действующих на
координатных плоскостях, проходящих через любую точку, доста-
точно шести величин ах, ау, ог, хху = хух, xxz = xzx, xyz = xzy. Они
будут называться компонентами напряжений в этой точке.

Ниже (§ 74) будет показано, что с помощью этих шести ком-
понент можно определить напряжения на любой наклонной пло-
щадке, проходящей через ту же точку.

§ 5. Компоненты деформаций

При рассмотрении деформаций упругого тела будем предпо-
лагать, что имеется достаточное количество связей, которые пре-
пятствуют движению тела как жесткого целого, в силу чего
перемещения частиц тела невозможны без его деформации.

В этой книге будут рассматриваться только обычно возникаю-
щие в инженерных конструкциях малые деформации. Прежде

*) Бывают и исключения, особенно в тех случаях, когда напряжения
вызываются электрическим и магнитным полями (см. задачу 2, стр. 33).
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всего разложим перемещения частиц деформированного тела на
компоненты и, v, до, параллельные соответственно координатным
осям х, у, z. Будем считать, что эти компоненты являются
весьма малыми величинами, меняющимися непрерывно по объему
тела. Рассмотрим малый элемент упругого тела (рис. 5). Если
тело подвергается деформации и и, v, w—компоненты перемеще-
ния в точке Р, то перемещение в направлении х соседней точки А,
расположенной на оси х, с точностью до величин первого порядка
по dx имеет вид

ввиду возрастания функции и на величину (ди/дх) dx с увеличе-
нием координаты х. Увеличение
длины элемента РА, вызванное
деформацией, равно (ди/дх) dx.
Таким образом, относительное

Рис. 5. Рис. 6.

удлинение в точке Р в направлении х составляет ди/дх. Таким
же путем можно показать, что относительные удлинения в на-
правлениях у и z определяются производными dv/dy и dw/dz.
Рассмотрим теперь изменение угла между элементами РА и РВ
(рис. 6). Если и и v—перемещения точки Р в направлениях х и у,
то перемещения точки А в направлении у и точки В в направ-
лении х равны соответственно v + (dv/dx)dx и u + (du/dy)dy. В ре-
зультате этих перемещений новое направление РА' элемента РА
образует, как показано на чертеже, с начальным направлением
малый угол дь/дх. Точно так же направление Р'В' повернуто по
отношению к РВ на малый угол ди/ду. Отсюда видно, что перво-
начально прямой угол АРВ между двумя элементами РА и РВ
уменьшился на величину dv/dx-\- ди/ду. Это величина представ-
ляет собой деформацию сдвига между плоскостями xz и yz. Таким
же путем можно получить деформации сдвига между плоскостями
ху и xz, а также между плоскостями ух и yz.

Через е мы будем обозначать относительное удлинение, а
через у—относительную деформацию сдвига. Для указания
направлений деформации будем использовать те же индексы, что
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и для компонент напряжеяия. Тогда из приведенных выше рас-
суждений следует, что

_ ди __dv dw
е*~Ш' &У~Ту' е*~~дг'

ди .dv ди .dw dv.dw '
V 4 ^ ^ ^

Позже мы покажем, что, зная три относительных удлинения
в трех перпендикулярных направлениях и три относительные
деформации сдвига, отнесенные к тем же направлениям, можно
найти удлинение в любом направлении и изменение угла между
любыми двумя направлениями (см. § 81). Шесть величин et, ..., yyz

называются компонентами деформации.

§ 6. Закон Гука

Линейные соотношения между компонентами напряжений и
компонентами деформаций называют обычно законом Гука. Пред-
ставим себе элементарный прямоугольный параллелепипед с гра-
нями, параллельными координатным осям, подверженный дейст-
вию нормального напряжения ах, равномерно распределенного
по двум противоположным граням, как это имеет место в опыте
на растяжение. Вплоть до достижения предела пропорциональ-
ности относительное удлинение элемента дается формулой

e* = l f , (a)

где Е—модуль упругости при растяжении. Материалы, исполь-
зуемые в инженерных конструкциях имеют модули, очень боль-
шие по сравнению с допускаемыми напряжениями, в силу чего
относительное удлинение, определяемое по формуле (а), является
очень малой величиной. Например, для конструкционных сталей
оно обычно меньше чем 0,001.

Такое удлинение элемента в направлении оси х сопровож-
дается сужением в поперечном направлении (сжатием), определяе-
мым компонентами деформаций

ew = - V ^ , 8,= - V ^ , (б)

где v—константа, называемая коэффициентом Пуассона. Для
многих материалов коэффициент Пуассона можно принять рав-
ным 0,25. Для конструкционных сталей он обычно считается рав-
ным 0,3.

Зависимости (а) и (б) можно использовать также в случае
простого сжатия. При сжатии модуль упругости и коэффициент
Пуассона обычно имеют те же значения, что и при растяжении.
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Если рассматриваемый элемент подвергается одновременному
действию нормальных напряжений ох, ау, а2, равномерно рас-
пределенных по его граням, то получающиеся в результате ком-
поненты деформаций можно получить из выражений (а) и (б).
Производя наложение компонент деформаций, вызванных каждым
из трех напряжений, получаем соотношения

е К ( <

I r a _v(a +o)1 (3)

*• Г / i \1

Эти соотношения, подтверждаются многочисленными экспери-
ментальными измерениями.

В последующем мы будем часто использовать выше приме-
ненный метод наложения, или суперпозицию, для отыскания пол-
ных деформаций и напряжений, вызванных несколькими силами.
Он является законным до тех пор, пока деформации малы, а
соответствующие им малые перемещения не влияют существенно
на действие внешних сил. В таких случаях мы пренебрегаем
малыми изменениями размеров деформируемого тела, а также
малыми перемещениями точек приложения внешних сил, и осно-
вываем наши вычисления на начальных размерах и начальной
форме тела. Получающиеся в результате перемещения можно
находить с помощью суперпозиции в виде линейных функций
внешних усилий, как это было сделано при выводе соотноше-
ний (3).

Существуют, однако, особые случаи, в которых малыми де-
формациями нельзя пренебрегать и следует их учитывать. В ка-
честве примера такого рода можно назвать случай одновремен-
ного действия осевой и поперечной нагрузки на тонкий стержень.
Сами по себе осевые силы вызывают простое растяжение или
сжатие, однако если они действуют одновременно с поперечной
нагрузкой, то оказывают существенное влияние на изгиб стержня.
При определении деформаций стержня в таких условиях, не-
смотря на малость прогибов, нужно учитывать их влияние на
момент от внешних сил1). Теперь уже полные прогибы не
являются линейными функциями усилий и не могут быть полу-
чены с помощью простого наложения.

*) Несколько примеров такого рода можно найти в книге S. Timoshenko,
Strength of Materials, изд. 3, т. 2, гл. 2, Van Nostrand Co., Inc., Princeton,
N. J. 1956. [См. также русский перевод другого издания: С. П. Т и м о ш е н -
к о , Сопротивление материалов, т. 2, гл. 2, Гостехиздат, 1946. (Прим.
пврев.)]
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В соотношениях (3) зависимости между удлинениями и на-
пряжениями полностью определяются двумя физическими кон-
стантами £ и v. Те же константы можно использовать и для
определения зависимости между деформацией сдвига и касатель-
ным напряжением.

Рассмотрим частный случай деформации прямоугольного па-
раллелепипеда, когда аг — о, ау = — а и вх = 0. Вырежем эле-
мент abed плоскостями, параллель- 2

ными оси х и наклоненными под
углом 45° к осям у и г (рис. 7).
Как следует из условий равнове-
сия элемента ОЬс (рис. 7, б), нор-
мальные напряжения на всех гра-
нях элемента abed равны нулю, а •*•
касательные напряжения

Такое напряженное состояние на-
зывается чистым сдвигом. Удли-
нение вертикального элемента Ob Рис. 7.
равно укорочению горизонталь-
ных элементов Оа и Ос, откуда (пренебрегая малыми величинами
второго порядка) следует, что длины отрезков элемента ab и be
при деформации не изменяются. Угол между гранями ab и be
изменяется, и соответствующую величину деформации сдвига у
можно найти из треугольника ОЬс. Таким образом, в результате
деформации имеем

Ос , f n у
Ш~ % VT~"2~

Подстановка из равенств (3) дает

6)

1 (l + v)a
V V — £

v)o

Замечая, что при малых у

i - * i ' - 1

• + f
находим

,_2(1+у)о_2(1+у)т
(4)E ~ E

Таким образом, зависимость между деформацией сдвига и каса-
тельным напряжением определяется константами Е и v. Часто
используется обозначение
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С его учетом равенство (4) принимает вид

Константа G, определяемая уравнением (5) называется модулем
упругости при сдвиге или модулем сдвига.

Если касательные напряжения действуют по всем граням
элемента, как показано на рис. 3, искажение угла между двумя
пересекающимися гранями зависит только от соответствующих
компонент касательного напряжения. Отсюда получаем

"Уху = = ~Q хху< Ууг = ~Q xyz> Угх= ~Q хгх' ( " )

Компоненты деформаций, характеризующие удлинения (3) и
искажения (6), не зависят друг от друга. Общий случай дефор-
мации, производимой тремя нормальными и тремя касатель-
ными компонентами напряжений, можно получить с помощью
наложения: на три удлинения, определяемые выражениями (3),
накладываются три деформации сдвига, определяемые соотноше-
ниями (6).

Уравнения (3) и (6) определяют компоненты деформаций как
функции компонент напряжения. Иногда требуется выразить
компоненты напряжений в функции компонент деформаций. Их
можно получить следующим образом. Складывая уравнения (3)
и используя обозначения

e = Bx + By+ez, Q = ox + oy+ozt (7)

получаем следующую зависимость между объемным расшире-
нием е и суммой нормальных напряжений 0

« = Ц £ в . (8)

Для случая равномерного гидростатического давления с
интенсивностью р имеем

О Я = О„ = (ТЖ = — р.

Тогда из (8) получаем
. 3(l-2v)p

Е

Эта формула представляет собой зависимость между относитель-
ным объемным расширением е и гидростатическим давлением р.

Величина £/[3(1—2v)] называется модулем объемного расши-
рения.
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Используя обозначения (7) и решая уравнения (3) относи-
ьно ах, ау, az, находим
И с у

тельно ах, ау, az, находим
vE

а* ~ (1 + v) (1 — 2v)
\Е

0

a v E с I E с
° * - ( l + v)(l—2v) """"l + v *"

2v)

Используя обозначение

и выражение (5), эти формулы можно привести к виду

. (11)

§ 7. Индексные обозначения

Введенные обозначения для компонент усилий, напряжений, перемеще-
ний и деформаций стали общепринятыми во многих странах, в особенности
для инженерных расчетов. В этой книга они будут использоваться повсюду.
Однако для сжатого представления общих уравнений и выводимых из них
теорем более удобна и часто применяется другая система обозначений—си-
стема индексных обозначений. В этой системе компоненты перемещения, на-
пример, обозначаются их, и2, и3, или более коротко и,-, где считается, что
индекс I может принимать значения 1, 2 или 3. Для координат вместо обо-
значений х, у, г используются обозначения xv, хг, х3, или просто *,•.

На рис. 3 показаны девять компонент напряжений. Ниже эти компонен-
ты представлены в левой таблице:

^ух ^у ^yz ^ух "^уу Туг ^21 Т22 т 2 з \&)

Вводя обозначения 1ХХ вместо ах, iyy вместо аучх21 вместо аг, мы получаем
следующую таблицу. Здесь первый индекс указывает направление нормали к
грани элемента, на которой эта компонента действует, а второй индекс указывает
ось, которой параллельна эта компонента напряжений. В правой таблице
буквенные индексы заменены на соответствующие цифровые. Чтобы записать
все девять компонент, теперь нам потребуется два индекса i и /, каждый из
которых независимо принимает значения 1, 2, 3. Тогда все девять компонент
т представятся в виде

т,у при i, / = 1 , 2, 3. (б)

Соотношения (1), которые сводят девять компонент к шести (но пока в таб-
лицу входят девять), можно выразить в виде

т / ( = т / / ( 1ф\. (в)

Если положить i=j=\, то просто имеем три тождества вида T 1 1 = T 1 J.
Вместо зависимостей (2) между деформациями и перемещениями мы

ведем теперь девять компонент деформаций г,у (причем из определения
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деформаций сдвига следует, что е,у = Еу,) согласно зависимостям

Полагая i = / = l , а затем »' = / = 2 и / = / = 3, получаем соотношения в сле-
дующем виде:

ди, ди, дич
1 1 д*! (9д;а <5л:3 * ;

П о л а г а я с н а ч а л а i = l , / = 2, затем i = 2, / = 3 и, н а к о н е ц i = 3, / = 1 , из (г)
п о л у ч а е м с л е д у ю щ и е т р и с о о т н о ш е н и я :

Заметим, что 2е ]2, 2е13> 2е,3 —это не что иное, как уху, yxz, б у г в (2). Таким
образом, е1 2 есть половина величины, на которую уменьшается первоначально
прямой угол между линейными элементами dx1< dx2 в точке с координатами
*i, *г> *з- Вместо суммы гх-\-гу+ег получим выражение

2
1=1, 2, 3

При индексных обозначениях удобно опускать знак суммирования и писать
просто Ъц. На необходимость суммирования указывает повторяющийся индекс.
Это называется правилом суммирования. Отсюда в компонентах напряжений
получаем

+ + (И)
Использование индекса ] или любого другого буквенного индекса, который
мы можем ввести вместо i, не меняет смысла выражения. По этой причине
такой повторяющийся индекс часто называют «немым» индексом.

Шесть компонент напряжений выражаются через шесть компонент дефор-
маций с помощью формул (11) совместно с (6). Чтобы записать эти выраже-
ния с помощью числовых индексов, нам потребуется таблица

1 О О
О 1 О
О 0 1

Она записывается в виде б,у. Очевидно, что этот символ обозначает нуль,
если I Ф }, и единицу, если / = / = 1, 2, 3. Его называют «символом Кроне»
кера». С его помощью шесть зависимостей (6), (11) записываются в следую-
щем виде

ЯЛ О I, /. fe=l, 2, 3. (к)

Символ Ям, так же как символ т,-/ в (и) обозначает, разумеется, сумму.
Однако, как видит читатель, оказалось необходимым использовать в равен-
стве (к) немой индекс k, отличный от i и /. Например, чтобы получить
первое из уравнений (11), принимаем i = l, / = 1 и из (к) находим

, (л)

где е££ имеет тот же смысл, что и е.
Дифференцирование по координатам, которое встречается, например, в

формуле (г), можно обозначить более кратко с помощью запятой. Так, соот-
ношение (г) можно записать в виде

е//=-2 (и/, у + «/,/). (м)
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Если обозначить 3T = TJJ + T 2 S + T 3 3 , ТО Х будет средним арифметическим
трех нормальных компонент напряжений.

Напряжения т,у можно рассматривать как результат наложения двух со-
стояний, напряжения в которых даются таблицами

т 0 0 Гц— т Tj, Tjs
О т 0 и т2 1 т 2 2 —т т2 3 (н)
0 0 т т3 1 т 3 2 т 8 3 —т

Первое из них, часто называемое средним или шаровым напряжением 1 ) , выра-
жается формулой тб,у. Второе, называемое девиаторным напряжением или
дееиатором напряжений, можно обозначить через %'ц, где

т;.=т ( 7-тб,.. (о)

Подобным же образом можно разделить и деформацию е,у на среднюю дефор-
мацию е,т/3 или е/3, и девиаторную деформацию ъ'ц, где

Шесть уравнений, выражающих закон Гука, эквивалентны равенствам

Т;. = 2СЕ; / ; (Р)

при этом
8т = (ЗА + 2О)е. (p')

В качестве простого упражнения их можно вывести из уравнений (к) или,
наоборот, исходя из (м), можно вернуться к (к).

Форма (р*) особенно удобна для использования в теории пластичности и
теории вязкоупругости. Постоянная 3A.+2G часто обозначается через К.
В этом случае К, будет модулем, объемного расширения, уже введенным на
стр. 30.

З А Д А Ч И

1. Показать, что уравнения (1) остаются справедливыми, если элемент,
изображенный на рис. 4, движется и имеет угловое ускорение как абсолютно
твердое тело.

2. Допустим, что упругий материал содержит большое число равномерно
распределенных намагниченных частичек, в силу чего магнитное поле вызы-
вает в каждом элементе dxdydz момент pdxdydz относительно оси, парал-
лельной оси х. Как нужно модифицировать уравнения (1)?

3. Привести причины, по которым формулы (2) справедливы только для
малых деформаций.

4. Упругий слой заключен между двумя абсолютно жесткими плитами,
с которыми он скреплен. Слой сжимается плитами, и нормальные напряже-
ния в направлении сжатия равны аг. Считая что прикрепление к плитам пол-
ностью исключает поперечные деформации ех, еу, найти явное выражение
Для модуля Юнга (т. е. для отношения сгг/ег) через Е и \. Показать, что
если материал слоя имеет коэффициент Пуассона лишь не на много меньший
0,5, как это имеет место, например, для резины, то этот модуль Юнга будет
во много раз больше Е.

5. Доказать, что равенство (8) следует из равенств (11), (10) и (5).

Если 1 = — р, р > 0, то получаем гидростатическое давление р.



Глава 2

ПЛОСКОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ
И ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ

§ 8. Плоское напряженное состояние

Если тонкая пластинка нагружена усилиями, приложенными
на ее границе параллельно плоскости пластинки и равномерно

распределенными по толщине
(рис. 8), то компоненты напря-
жений ог, xxz, %yz на обеих по-
верхностях пластинки равны
нулю, и можно предварительно
предположить, что они равны
нулю и внутри пластинки. Тог-
да напряженное состояние бу-
дет определяться только ком-

if понентами ах ixy и назы-
р 8 вается плоским напряженным

состоянием. Можно также пред-
положить1), что эти три компоненты не зависят от г, т. е. не
меняются по толщине пластинки, а являются функциями только
от Л: И у.

§ 9. Плоская деформация

Подобные упрощения возможны и в другом предельном слу-
чае, когда размер тела в направлении оси г очень велик. Если
длинное цилиндрическое или призматическое тело нагружается
силами, которые перпендикулярны продольной оси тела и Не
меняются по его длине, можно считать, что все поперечные се-
чения находятся в одних и тех же условиях. Проще всего для
начала предположить, что концевые сечения ограничены фикси-
рованными гладкими абсолютно жесткими плоскостями, которые
препятствуют перемещениям в продольном направлении. Эффект
удаления этих плоскостей мы разберем позже. Поскольку нет

*) Сделанные здесь предположения критически исследуются в § 98. Изме-
нение напряжений по толщине должно существовать, однако в достаточно
тонкой пластинке им можно пренебречь подобно тому, как пренебрегают суще-
ствованием мениска на вершине столбика жидкости в капиллярной трубке
термометра.
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осевых перемещений на концах, а в силу симметрии их нет и
в среднем сечении, можно предположить, что то же самое спра-
ведливо и для любого поперечного сечения.

Существует много важных задач такого рода; например, для
подпорной стенки под действием поперечного давления (рис. 9),

трубопровода или туннеля (рис. 10), цилиндрической трубы под
действием внутреннего давления, цилиндрического ролика, сжи-
маемого силами в диаметральной плоскости, как это имеет место
в роликоподшипнике (рис. 11). В
любом случае, конечно, нагрузка
не должна изменяться по длине
тела. Поскольку в каждом попе-
речном сечении условия одинако-
вы, достаточно рассмотреть тон>

М М М

гп и гг
Рис. 11.

кий слой между двумя сечения- у
ми, расстояние между которыми
равно единице. Компоненты пере-
мещений и и v являются функ-
циями хи у, но не зависят от продольной координаты г. Поскольку
продольные перемещения w равны нулю, уравнения (2) дают

dv . dw
Vxz л7 "г" a

rdy '
 fxz

 dz ' dx '
 z
 dz

 v
 '

Продольные нормальные напряжения oz можно выразить из
уравнений (3) через ах и ау с помощью закона Гука. В силу
того, что ег = 0, получаем

ИЛИ

о, = ч(ох + оу). (б)

Эти нормальные напряжения действуют по всем поперечным се-
чениям, включая концевые, где они представляют собой силы,
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необходимые для поддержания плоской деформации и произво-
димые фиксированными гладкими абсолютно жесткими пло-
скостями.

Согласно уравнениям (а) и (б) компоненты напряжений xxz

и xyz будут равны нулю, а согласно уравнению (б) напряжения
аг можно определить, зная ах и ау. Следовательно, задача о пло-
ской деформации, как и задача о плоском напряженном состоя-
нии, сводится к определению компонент напряжений ах, ау и
хжу как функций хну.

§ 10. Напряжения в точке

Зная компоненты напряжений ах, ау, тху в любой точке
пластинки в условиях плоского напряженного состояния или
плоской деформации, можно найти из уравнений статики напря-

жения на любой наклонной по от-
ношению к осям х и у плоскости
(площадке), проходящей через эту
точку перпендикулярно пластинке.
Обозначим через Р некоторую точку
в напряженной пластинке и допус-
тим, что компоненты напряжения
ах, ау, хху известны (рис. 12). На
малом расстоянии от Р проведем
плоскость ВС, параллельную оси г,
так, чтобы эта плоскость вместе с

™L- i Z - координатными плоскостями выре-
зала из пластинки очень малую тре-

угольную призму РВС. Поскольку напряжения изменяются
по объему тела непрерывно, то при уменьшении размеров выре-
занного элемента напряжение, действующее на площадке ВС,
будет стремиться к напряжению на параллельной площадке,
проходящей через точку Р.

При рассмотрении условий равновесия малой треугольной
призмы объемными силами можно пренебречь как величинами
высшего порядка малости. Подобным образом, если вырезанный
элемент очень мал, можно пренебречь изменениями напряжений
по граням и предположить, что напряжения распределены рав-
номерно. Тогда силы, действующие на треугольную призму,
можно определить путем умножения компонент напряжений на
площади граней. Пусть N — направление нормали к плоскости ВС,
а косинусы углов между нормалью N и осями хну обознача-
ются следующим образом:

cos(N, x) = l, cos(N, y) = m.
Тогда, если через А обозначить площадь грани ВС элемента,
то площади двух других граней будут А1 и Am.
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Если обозначить через X и Y компоненты напряжений, дей-
ствующих на грани ВС, то условия равновесия призматического
элемента приводят к следующим соотношениям:

X = lax + mrxy, Y = moy + lxxy. (12)

Таким образом, компоненты напряжений на любой площади,
определяемой направляющими косинусами / и пг, можно легко
найти из соотношений (12), если известны три компоненты на-
пряжения ах, оу, хху в точке Р.

Обозначим через а угол между нормалью N к площадке ВС
и осью х, так что / = cosa и m = sina; тогда из соотношений (12)
для нормальной и касательной компоненты напряжений на пло-
щадке ВС получим формулы:

а = X сое a -f- Y sin a = ax cos2 a + ay sin2 a + 2xxy sin a cos a,

т = Y cos a—X sin a — rxy (cos2 a—sin 2 a) + (oy — ax) sin a cos a.
(13)

Очевидно, угол a можно выбрать таким образом, чтобы каса-
тельное напряжение т на площадке ВС стало равным нулю.
Для этого случая получаем

хху (cos2 a—sin 2 a) -\- (ay — az) sin a coe a = 0,
или

xxy sin a cos a 1 , л

Из этого уравнения можно найти два взаимно перпендикулярных
направления, для которых касательные напряжения на соответ-
ствующих площадках равны нулю. Эти направления называются
главными, а соответствующие нормальные напряжения—главными
нормальными напряжениями.

Если за главные направления принять направления осей х
и у, то компонента хху равна нулю и формулы (13) принимают
более простой вид

cr = crJc.cos2a + o y s in 2 a, х = -^(оу — a x )sin2a. (13')

Изменение компонент напряжений а и т в зависимости от
угла а можно легко представить графически в виде диаграммы
в координатах о и т 1). Каждой ориентации площадки соответ-
ствует точка на этой диаграмме, координаты которой представ-
ляют собой значения напряжений о и т, действующих на этой
площадке. Такая диаграмма представлена на рис. 13. Для пло-
Щадок, перпендикулярных к главным направлениям, мы получаем
точки Л и В с абсциссами ах и ау соответственно. Теперь можно

*) Этот графический метод принадлежит О. Мору (см. О. Mohr, Zivilin-
genieur, 1882, стр. 113). См. также его Technische Mechanik, изд. 2, 1914.
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доказать, что компоненты напряжения для любой площадки ВС,
определяемой углом а (рис. 12), будут представляться коорди-
натами некоторой точки на окружности, для которой отрезок АВ
является диаметром. Чтобы найти эту точку, достаточно отмерить
от точки А в том же направлении, в каком измеряется угол а
на рис. 12, дугу, отвечающую углу 2а. Для координат построен-
ной таким образом точки D из рис. 13 получим

OF = ОС + CF = -^-=—" + - ^ — " cos 2а = ar cos3 а + а„ sina а,

DF = CD sin 2а = i- (ах — ау) sin 2а.

Сравнение с формулами (13') показывает, что координаты точки D
? дают численные значения компо-

нент напряжения на площадке ВС,
определяемой углом а. Чтобы
привести в соответствие знак ка-
сательной компоненты, примем,
что положительные значения т
откладываются вверх (рис. 13, а),
и будем считать касательные на-

i пряжения положительными, ког-

О| да они дают момент, действующий
и -^~с п о направлению часовой стрелки,

б) как это имеет место на гранях be
и ad элемента abed (рис. 13, б).
Касательные напряжения проти-

воположного направления, например действующие на гранях аЪ и
dc элемента, считаются отрицательными1).

Будем менять ориентацию площадки ВС, вращая ее вокруг
оси, перпендикулярной плоскости ху (рис. 12) по направлению
часовой стрелки так, что угол а будет изменяться от 0 до л/2;
при этом точка D на рис. 13 будет перемещаться от Л к В.
Таким образом, нижняя половина круга определяет изменение
напряжений для всех значений а в этих пределах. В свою
очередь верхняя часть круга дает напряжения для интервала

-—

в

V'
ч_

б
.г

V F \

-Л
А

а)

Рис. 13.

Продолжая радиус CD до точки Dx (рис. 13), т. е. беря угол
равным л + 2а вместо 2а, получаем напряжения на площадке,
перпендикулярной площадке ВС (рис. 12). Отсюда видно, что
касательные напряжения на двух взаимно перпендикулярных
площадках численно друг другу равны, как это и было доказано
ранее. Что касается нормальных напряжений, то мы видим из

*) Это правило использу-ется только при построении круга Мора. Повсюду
в других местах используется правило, приведенное на стр. 24.
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рисунка, что OFx-\-OF = 2OC, т. е. сумма нормальных напря-
жений, действующих на двух взаимно перпендикулярных пло-
щадках, при изменении угла а остается постоянной.

Максимальное касательное напряжение тгаах дается на диа-
грамме (рис. 13) максимальной ординатой окружности, т. е.
равно радиусу окружности. Отсюда

' W = ^ L 9 - y - (15)

Оно действует на площадке, для которой а — п/4, т. е. на пло-
щадке, нормаль к которой делит пополам угол между двумя
главными направлениями.

Соответствующая диаграмма может быть построена и для
случая, когда одно или оба главных напряжения отрицательны,
т. е. для случая сжатия. Нужно только величину сжимающего
напряжения откладывать в сторону отрицательных абсцисс.
На рис. 14, а изображена диаграмма для случая, когда оба глав-
ных напряжения отрицательны, на рис. 14,6 построена диаграмма
для случая чистого сдвига.

Из рис. 13 и 14 видно, что напряжение в любой точке можно разложить
на две части. Одна из них представляет собой двухосное растяжение (или

•в
Г

6)
Рис. 14.

сжатие), две компоненты которого равны между собой и по величине опреде-
ляются абсциссой центра круга Мора. Другая часть представляет собой чистый
сдвиг с касательным напряжением, величина которого дается радиусом к р у т .
При наложении нескольких плоских напряженных состояний равномерные
растяжения (или сжатия) можно складывать друг с другом алгебраически.
При наложении состояний чистого сдвига нужно учитывать направления пло-
скостей, на которые действуют соответствующие касательные напряжения.
Можно показать, что при наложении друг на друга двух напряженных состояний
чистого сдвига, для которых плоскости максимального касательного напряжения
находятся под углом р друг к другу, получающаяся в результате система
сведется к другому случаю чистого сдвига. Например, рис. 15 показывает как
определять напряжение, производимое двумя состояниями чистого сдвига
с величинами касательных напряжений хг и т2 на площадке, положение которой
определяется углом а. Первое из этих состояний относится к плоскостям хг
и уг (рис. 15, а), а второе—к плоскостям, наклоненным к плоскостям хг и уг
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под углом р (рис. 15,6). На рис. 15, а координаты точки D представляют
касательное и нормальное напряжения на площадке СВ для первой системы,
торда как координаты точки Dx (рис. 15, б) дают напряжения на этой пло-
щадке для второй системы. Складывая геометрически векторы OD и ODlt

получаем результирующее напряжение OG на этой площадке, вызываемое
одновременным действием двух систем, а координаты точки G дают нам каса-
тельное и нормальное напряжения. Следует заметить, что величина OG не
зависит от угла а. Следовательно, в результате наложения двух состояний

чистого сдвига мы получаем круг Мора для
нового состояния чистого сдвига, для кото-
рого величина касательного напряжения
дается вектором OG, а плоскости максималь-
ного касательного напряжения наклонены
к плоскостям хг и yz на угол, равный по-

6 ловине угла GOD.

Диаграмма, подобная изображен-
ной на рис. 13, может также исполь-
зоваться для определения главных
напряжений, если известны компонен-
ты ох, оу, хху для любых двух взаим-
но перпендикулярных площадок (рис.
12). В этом случае следует начать

с построения двух точек D и Dlt представляющих напряжения
на двух координатных плоскостях (рис. 16). Таким путем нахо-
дится диаметр DD1 круга. После построения круга главные на-
пряжения at и at находятся по точкам пересечения окружности

Рис. 16.
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с осью абсцисс. Из рисунка находим

'—V -JL-rL+-t%,-

" 2

<Ух + °у

41

(16)

Максимальное касательное напряжение определяется радиусом
круга, т. е. по формуле

(17)

Таким путем можно получить все необходимые характеристики
распределения напряжений в любой точке, если известны три
компоненты напряженного состояния ах, оу, хху.

§ 1 1 . Деформации в точке

Если известны компоненты деформаций гх, гу, уху в некоторой
точке, то можно найти относительное удлинение по любому На-
правлению, а также уменьшение прямого угла (деформацию

а) V
Рис. 17

сдвига) любой ориентации. Линейный элемент PQ (рис. 17, а),
соединяющий точки (х, у) и (x + dx, y + dy), после переноса,
удлинения (или сжатия) и вращения переходит в результате
деформации в линейный элемент P'Q'. Компоненты перемещения
точки Р суть и и v, а компоненты перемещения точки Q име-
ют вид

ди j ди , ди , ди «

дх ду У дх ду

Если отрезок P ' Q ' на рис. 17, а перенести мысленно теперь
таким образом, чтобы точка Р' вновь совпала с Р, он окажется
в положении PQ" (рис. 17, б), а отрезки QR, RQ" представят
компоненты перемещения точки Q относительно точки Р. Отсюда

ди , < д и , п п " д° л д° л
~~ftv ~т~*Л/7 У' КУС — azdx-\-д-ау. ( а )

ох оу ох ои х '
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Компоненты QS, SQ" этого относительного перемещения по на-
правлениям нормали к PQ" и вдоль PQ" соответственно можно
найти в виде

QS = —QRsmQ + RQ"cosQ, SQ" = QRcosQ + RQ"sin9, (б)

пренебрегая малым по сравнению с 8 углом QPS. Поскольку
отрезок QS можно отождествить с дугой окружности с центром
в точке Р, то SQ" представляет собой удлинение элемента PQ.
Относительное удлинение отрезка PQ, обозначаемое через ее,
равно SQ"/PQ. Используя выражения (б) и (а), получаем

п / ди dx , ди dy \ , . п I dv dx , dv dy\
8o = COS0 -я" T + " а - " Г " 1 + Sill 8 I _ _ - L _ _ * ) —

0 \дх ds ' dy ds ) ' \dxds ' dyds)

или
ее = e^ cos4 9 + yxy sin 6 cos 9 -f- ey sins 8. (в)

Эта формула дает относительное удлинение в направлении 9.
Угол гре, на который поворачивается элемент PQ, равен

QS/PQ. Отсюда, согласно формулам (б) и (а),

ИЛИ

. а { ди dx . dudy\ . afdvdx , dvdy\= — sin8 -5--r + T--f ) + cos8 г т + г г .
V dx ds ' dyds) ' \dx ds ' dyds)1

s ^ _ _ _ j s i n 9 c o s 0 — ^ s i n ^ . (r)

Линейный элемент РТ, составляющий прямой угол с PQ, на-
клонен под углом 8-[-л/2 к направлению оси х. Это означает, что
его угол поворота г|>е+я/2 определяется по формуле (г), где 8
нужно заменить на 6 + л / 2 . Поскольку cos (6 +я/2) = —sin 6,
a sin (8 + л/2) = cos 8, находим

, dv . „ n (dv ди\ . п п du „ n , .

i | 3e + n / a =^sin 2 8— ( ^ — ^ - J sin в cos в—^-cos 2 8. (д)

Деформация сдвига уе Д л я направлений PQ, PT при этом равна
ф о т к у д а

или
Y 7е = Y Уху (cos 28-sin 28) + (е„ —е,) sin8cos8. (e)

Сравнивая формулы (в) и (е) с соотношениями (13), замечаем,
что эти формулы можно получить из (13), заменяя а на ее, т
на Ye/2, ох на е̂ ., оу на еу, хху на уху12 и а на 8. Следовательно,
каждому результату, полученному из соотношений (13) для на-
пряжений о и т соответствует результат для ее и 7е/2, который
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можно получить исходя из условий (в) и (е). В силу этого
существуют два значения 9, отличающиеся друг от друга на 90°,
для которых 7е равно нулю. Эти значения 9 определяются из
уравнения

Соответствующие деформации ее называются главными деформа-
циями. Можно вычертить диаграмму в виде круга Мора, анало-
гичную рис. 13 или 16, ординатами которой являются величины
Ye/2, а абсциссами—величины ее. Наибольшее значение Ye/2
будет определяться радиусом круга. Таким образом, максималь-
ная деформация сдвига увтах дается формулой

§ 12. Измерение поверхностных деформаций

Деформации, или относительные удлинения, на поверхности
тел обычно удобнее всего измерять с помощью электрических
тензодатчиков*).

Простейшей формой такого датчика является короткий кусок
проволоки, изолированный от поверхности образца и приклеен-
ный к ней. Когда возникает удлинение, электрическое сопротив-
ление проволоки увеличивается, и в силу этого можно измерить
деформацию электрическим способом. Этот эффект обычно усили-
вается за счет того, что проволока укладывается в петли и
получается несколько последовательно соединенных длин датчи-
ков. Проволока вклеивается между кусочками бумаги и вся
система наклеивается на поверхность образца.

Использование таких датчиков весьма просто, когда заранее
известны главные направления. Вдоль каждого из главных на-
правлений помещается один датчик и производятся прямые изме-
рения е̂  и е2. Далее с помощью закона Гука (3) можно найти
главные напряжения, положив ax = alt ay = a2, az — 0; последнее
условие основывается на предположении, что на поверхности,
к которой приклеены датчики, напряжения отсутствуют. Отсюда

(1—v»)a1 = £(e1 + ve1), (l-v2)<r2 = £(e2 + vei).

Если главные направления заранее неизвестны, требуется
произвести три измерения. Как известно, деформированное состо-
яние определяется полностью, если можно измерить величины
е*> 8в> Уху Однако поскольку датчики измеряют лишь удлине-
ния и не могут непосредственно измерить деформацию сдвига,

х) Подробное обсуждение этого метода дано в книге М. H e t e n y i (ed.),
Handbook of Experimental Stress Analysis, гл. 5, 9, John Wiley, New York, 1950.
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приходится измерять относительные удлинения в точке по трем
направлениям. Такая система датчиков называется «розеткой».
Круг Мора можно вычертить с помощью простого построения1),
которое приводится в § 13; после этого легко найти главные
деформации. Расположение названных трех датчиков показано
тремя сплошными линиями на рис. 18, а. Пунктирная линия

б)

изображает неизвестное направление наибольшей главной дефор-
мации е2; направление установки первого датчика отличается
от него на угол ф, отсчитываемый по часовой стрелке.

Если в формулах (в) и (е) из § 11 оси хну совпадут с глав-
ными направлениями, то е, следует заменить на е 1 ( еу—на e s,
а деформация сдвига уху станет равной нулю. Тогда указанные
соотношения примут вид

у у е = — (е х —е 2 ) sin 0 cos 9,

где 9—угол, отсчитываемый от направления е^ Эти формулы
можно записать также в виде

ее = 4 у (ei — g

2)
 c°s 29, -j ye = — у ta — e2) sin 29,

причем их значения представлены координатами точки Р круга
Мора на рис. 18, в. Если 8 принимает значение ф, точка Р
соответствует точке А круга на рис. 18, б (угловое перемещение
от оси ее равно 2ф). Абсцисса этой точки еф является известной
величиной. Если 9 принимает значение ф + а, точка Р перехо-
дит в точку В, сместившись далее по окружности на угол AFB=2a,
и абсцисса этой точки имеет известное значение ео + ф. Если 9
принимает значение ф + а + р, точка Р занимает место точки С,
сместившись по дуге на угол BFC = 2§, а абсцисса принимает
значение е а + р + ф .

Теперь задача состоит в построении окружности по известным
трем абсциссам и двум углам а и р .

G l e n n M u r p h y , J. Appl. Mech. 12, A-209(1945), N. J. Hoff, там же.
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§ 13. Построение круга деформаций Мора для розетки

Из выбранного произвольно начала координат О' прово-
дится вспомогательная горизонтальная ось е (рис. 18, б) и вдоль
нее откладываются значения трех измеренных деформаций еф,
8а + ф, е а + р + ф. Через полученные точки проводятся вертикали. На
вертикали, проходящей через точку е а + ф , выбирается произволь-
ная точка D, и под углами а и р* к этой вертикали проводятся
линии DA и DC, пересекающие две другие вертикали в точках
А а С. Окружность, проведенная через точки D, А и С, и яв-
ляется искомой. Ее центр определяется пересечением перпенди-
куляров, восставленных из середин отрезков CD и DA. Три
направления установки датчиков определяются точками А, В и
С. Угол AFB (удвоенный угол ADB), равен 2а, а угол BFC
равен 2р\ Следовательно, точки А, В, С располагаются на ок-
ружности с требуемыми угловыми интервалами и имеют требуе-
мые абсциссы. Теперь можно провести ось ее (линию OF); рас-
стояния от точки О до точек пересечения этой оси с окружностью
дадут главные деформации ех и е2. Угол 2ср — это угол, образуемый
лучом FА с осью ее. Этот угол отсчитывается по часовой стрелке.

§ 14. Дифференциальные уравнения равновесия

Рассмотрим равновесие малого прямоугольного параллеле-
пипеда с размерами вдоль осей х и у, h, k и толщиной единица
(рис. 19). Напряжения, действую-
щие на площадках /, 2, 3, 4 в
положительных направлениях, по-
казаны на рисунке. С учетом изме-
нения напряжений в пространстве
значения, скажем ах, для гра-
ней / и 3 не в точности равны
ДРУГ Другу. Символы ах, ау, %ху

относятся к точке (х, у), центру
прямоугольника на рис. 19. Зна-
чения напряжений посередине гра-
ней будут обозначаться через (ax)lt

(оу)2 и т. д. Поскольку грани малы,
действующие по ним усилия по-
лучаются путем умножения на-
пряжений на площади граней, по которым они действуют1).

Объемная сила, которой мы пренебрегали при рассмотрении
равновесия треугольной призмы на рис. 12 как величиной выс-
шего порядка малости, теперь должна учитываться, поскольку

) При более строгих рассуждениях вводятся члены высшего порядка
малости, которые исчезают при переходе к пределу.
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она имеет тот же порядок, что и члены, описывающие исследуе-
мые изменения компонент напряжения. Если обозначить через
X, Y компоненты объемной силы, то уравнение равновесия сил,
действующих в направлении оси х, имеет вид

(а,)1 k - (ах)3 k + (тху)2 h- {хху\

или, после деления на hk,
| (т>ху)г—(*xy)i I v _ п

~1 k i-л-и.h ~1 k

Если теперь уменьшать размеры рассматриваемого элементар-
ного параллелепипеда, положив h—•(), k—*0, то, согласно опре-
делению производной, предел выражения [(ал)х — (ox)3]/h будет
равен дах/дх. Аналогично член [(гху)2—(xxy)i\/k станет равным
дхху1ду. Подобным же образом получится уравнение равновесия
для сил, действующих в направлении оси у. Таким образом,
будем иметь

Я дх до,, dx

Это два дифференциальных уравнения равновесия для двумер-
ной задачи.

Во многих практических приложениях единственным видом
объемных сил является вес тела. Тогда, направляя ось у вниз
и обозначая через р массу, отнесенную к единице объема тела,

получим уравнения равновесия в виде

§ 15. Граничные условия

Уравнения (18) или (19) должны удов-
летворяться во всех точках по объему
тела. Компоненты напряжения меня-
ются по объему рассматриваемой пла-
стинки. При достижении ее границы

они должны быть такими, чтобы находиться в равновесии с внеш-
ними силами, приложенными на границе пластинки. В силу
этого внешние силы можно рассматривать как продолжение рас-
пределения внутренних напряжений. Условия равновесия на
границе можно получить из уравнений (12). Рассмотрим малую
треугольную призму РВС (рис. 12), такую, что ее сторона ВС
совпадает с границей пластинки, как показано на рис. 20.
Обозначая через X и Y компоненты поверхностных сил, отне-
сенных к единице площади в этой точке границы, получаем

~Х = 1ах + т т х у , Y = mau + trxy, (20)

где / и пг—направляющие косинусы нормали N к границе.
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В частном случае рассмотрения равновесия прямоугольной
пластинки координатные оси обычно принимаются параллель-
ными сторонам пластинки и граничные условия (20) можно
упростить. Пусть, например, одна из сторон пластинки парал-
лельна оси х, тогда нормаль N на этой части границы будет
параллельна оси у; отсюда / = 0 и т=\. Уравнения (20) тогда
принимают вид

И = ±хху, У=±ау,
причем положительный знак в этих формулах берется в том
случае, когда нормаль N направлена в сторону положительных
значений у; если же нормаль направлена в противоположную
сторону, то берется отрицательный знак. Из этих формул видно,
что компоненты напряжения на границе равны компонентам по-
верхностных усилий, отнесенных к единице площади границы.

§ 16. Уравнения совместности

Определение напряженного состояния в теле, находящемся
под действием заданных внешних сил, является одной из основ-
ных задач теории упругости. В двумерном случае необходимо
решить дифференциальные уравнения равновесия (18), и решение
это должно быть таким, чтобы удовлетворялись граничные усло-
вия (20). Эти уравнения, выведенные с применением статических
условий равновесия и содержащие три компоненты напряжения
ах< ау> хху> недостаточны для определения указанных компонент.
Задача является статически неопределимой: чтобы получить ее
решение, следует рассмотреть упругую деформацию тела.

Математическая формулировка условий совместности распре-
деления напряжений с существованием непрерывных функций
и, v, w, определяющих деформацию, будет получена из урав-
нений (2). Для двумерных задач мы рассмотрим три компоненты
деформации, а именно

_ ди _dv _ ди . dv . .

Эти три компоненты деформации выражаются через две функ-
ции и и v. Следовательно, они не могут выбираться произвольно
и должно существовать некоторое соотношение между компонен-
тами деформации; его можно легко получить из (а). Дифферен-
цируя первое из уравнений (а) дважды по у, второе дважды по х,
а третье—один раз по х и второй раз по у, находим

ду2 "•" дх2 ~дхду •
Это дифференциальное уравнение, называемое условием совмест-
ности, должно удовлетворяться при подстановке компонент дефор-



t8 ПЛОСКИЕ ДЕФОРМАЦИЯ И НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ [ГЛ. 2

мации, чтобы обеспечить существование функций и и v, свя-
занных с компонентами деформации соотношениями (а). Исполь-
зуя закон Гука (3), можно, преобразовав условие (21), получить
соотношение, которому должны удовлетворять компоненты на-
пряжения.

В случае плоского напряженного состояния (§ 8) выраже-
ния (3) принимают вид

в* = -£•(<** — ™у), ^=-g-((Ty — v a j , (22)

Уху — Q 1X1J — £ 1ХУ

Подставляя эти выражения в уравнение (21), находим

*L(ox-voy) + ^(oy-vox)=2(l + v ) ^ . (б)

Уравнение (б) можно переписать в другой форме, если восполь-
зоваться уравнениями равновесия. Для частного случая, когда
единственной объемной силой является вес тела, дифференцируя
первое из уравнений (19) по х, а второе по у, и складывая их,
получаем

2<Р1Ху д2ах д2ау

дхду ~ дх2 ду2

Подставляя этот результат в уравнение (б), получаем условие
совместности в напряжениях в виде

(24)

В общем случае, используя таким же образом уравнения равно-
весия (18), находим

dY\ / л с ч
( 2 5 )

В случае плоской деформации (§ 9) имеем

Используя это соотношение, из закона Гука (3) находим

ex = -i-[(l-v»)a J (-v(l+v)aJ>

^ = ̂ [ ( l - v 2 ) a y - v ( l + v)aj>

 ( 2 6 )

_2( l + v)
Уху— £ тху \^Ч

Подставляя найденные выражения в уравнение (21) и используя,
как и ранее, уравнения равновесия (19), мы видим, что уравнение
совместности (24) сохраняет свой вид и для плоской дефор-
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мации. Для общего случая объемных сил из уравнений (21) и (18)
получаем условие совместности в следующей форме:

Уравнения равновесия (18) или (19) вместе с граничными
условиями (20) и уравнением совместности (в одной из приве-
денных выше форм) дают нам систему уравнений, которая обычно
достаточна для полного определения распределения напряжений
в двумерной задаче1). Частные случаи, в которых понадобятся
некоторые дополнительные соображения, будут рассмотрены
позже (см. стр. 146). Интересно отметить, что в случае постоян-
ных объемных сил уравнения, определяющие распределение
напряжений, не содержат упругих констант материала. Следо-
вательно, распределение напряжений в этом случае будет одним
и тем же для всех изотропных материалов, если эти уравнения
достаточны для полного определения напряжений. Данное заклю-
чение обладает практической важностью: позднее мы увидим, что
для прозрачных материалов, таких, как стекло или целлулоид,
можно определять напряжения оптическим методом, используя
поляризованный свет (стр. 162). Из вышеприведенных соображе-
ний ясно, что экспериментальные результаты, полученные для
какого-либо прозрачного материала, в большинстве случаев можно
непосредственно применять и к любым другим материалам,
например к стали.

Следует также отметить, что в случае постоянных объемных
сил уравнение совместности (24) справедливо кагк для плоского
напряженного состояния, так и для плоской деформации. Следо-
вательно, в обоих случаях распределение напряжений будет
одним и тем же, если формы границ и приложенные к ним
внешние усилия совпадают 2).

§ 17. Функция напряжений

Мы уже показали, что решение двумерных задач сводится к
интегрированию дифференциальных уравнений равновесия вместе
с условием совместности и граничными условиями. Начнем со
случая, когда единственным видом объемных сил являются силы
тяжести. Тогда должны удовлетворяться следующие уравнения

*) При плоском напряженном состоянии условия совместности отличаются
от условия (21) и не выполняются при сделанных нами предположениях. В § 98
показывается, что, несмотря на это, метод, изложенный в данной главе, дает
Для тонких пластинок хорошее приближение.

2) Это утверждение требует некоторой модификации, если пластинка или
Цилиндр имеют отверстия, поскольку в этом случае задача может быть решена
корректно только с учетом как напряжений, так и перемещений (см. § 43).
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{см. уравнения (19) и (24)):

до,.

К данным уравнениям следует добавить граничные условия (20).
Обычный метод решения этих уравнений состоит во введении
некоторой новой функции, называемой функцией напряжений1).
Как легко проверить, уравнения (а) удовлетворяются, если ввести
некоторую функцию ф от х и у, которая связана с компонентами
напряжения следующими зависимостями:

(29)

Таким образом можно получить множество решений уравнений
равновесия (а). Действительным решением задачи будет то из
них, которое удовлетворяет также уравнению совместности (б).
Подставляя выражения (29) для компонент напряжения в урав-
нение (б) находим, что функция напряжений ф должна удовлет-
ворять уравнению

£ & $-«• (30)
Таким образом, решение двумерной задачи, когда единственной
объемной силой является вес тела, сводится к отысканию решения
уравнения (30), которое удовлетворяет граничным условиям (20).
В следующих главах этот метод решения будет применен к
нескольким примерам, представляющим практический интерес.

Рассмотрим теперь несколько более общий случай объемных сил, предпо-
ложив, что эти силы обладают потенциалом. Тогда компоненты X и Y
в уравнениях (18) определятся уравнениями

дх ду v '

где V—потенциальная функция. Уравнения (18) принимают вид

я дхг„ д

дху х ' ду дуу у дх

Эти уравнения имеют ту же форму, что и уравнения (а); они будут удовле-
творены, если положить

где <р—функция напряжений. Подставляя выражения (31) в уравнение сов-

х ) Эту функцию при решении плоских задач ввел Эри (G. В. A i r y , B r i t .
Assoc. Advan. Sci., R e p t . , 1862) и иногда ее называют функцией напряжений
Эри.
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местности (25) для плоского напряженного состояния, получаем

&+!&)• ( 3 2 )

Аналогичное уравнение можно получить и для случая плоеной деформации.
Когда объемной силой является только вес, потенциал V равен — pgy. В этом

случае правая часть уравнения (32) обращается в нуль. Принимая для урав-
нения (32) или (30) в качестве решения <р = 0, находим из (31) или (29)
следующее распределение напряжений

Это одно из возможных напряженных состояний в двух измерениях, возни-
кающих под действием силы тяжести. Это же состояние получается при
действии гидростатического давления pgy, причем напряжения обращаются
в нуль при у = 0. Оно может возникнуть в пластинке или цилиндре произ-
вольной формы при соответствующих граничных условиях для напряжений.
Если обратиться к элементу, показанному на рис. 12, то уравнение (13) пока-
зывает, что на границе должно действовать нормальное давление pgy, a
касательное напряжение должно быть нулевым. Если внешние силы действуют
на пластинку каким-то иным образом, то мы должны наложить нормальное
растяжение на границе pgy и новые внешние силы. Обе системы находятся
в равновесии, и определение их влияния сводится к решению задачи для
одних только усилий на поверхности без объемных сил 1).

З А Д А Ч И

1. Показать, что уравнения (12) остаются справедливыми, когда элемент,
изображенный на рис. 12, приобретает ускорение.

2. Найти Графически главные деформации и их направления из следующих
трех экспериментальных измерений:

где а = Р = 45°.
3. Показать, что линейные элементы в точке х, у, обладающие максималь-

ным и минимальным поворотами, располагаются в двух перпендикулярных
направлениях, определяемых углом 6, который находится из уравнения

dv/дх+ди/ду '

4. Напряжения во вращающемся диске единичной толщины можно рас-
сматривать, считая, что вызвавшие их центробежные силы являются объем-
ными силами в неподвижном диске. Показать, что такие объемные силы
находятся из потенциала Р = —Vgpw2 (л:2 + 1/2), где р — плотность и со—угловая
скорость вращения диска относительно начала координат.

5. В диске с горизонтальной осью возникают напряжения, вызванные
силой тяжести и определяемые уравнениями (г) (§ 17). Показать эскизно
краевые усилия, которые уравновешивают его вес. На другом эскизе показать
краевые усилия для случая, когда вес полностью воспринимается реакцией
горизонтальной поверхности, на которой покоится диск.

х) Эта задача и общий случай потенциала V, когда правая часть уравнения
(о2) обращается в нуль, рассмотрены Био (М. B i o t , J . Appl. Mech., (1935)
стр. А-41).
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6. В цилиндре с горизонтальной осью возникают напряжения, вызванные
силой тяжести и определяемые уравнениями (г) (§ 17). Его концы ограничены

гладкими фиксированными абсолютно жесткими пло-
скостями, которые создают условия плоской дефор-
мации. Изобразить эскизно силы, действующие на его
поверхности, включая концы.

7. Используя зависимость между напряжениями
и деформациями и уравнения (а) из § 16 вместе с
уравнениями равновесия (18), показать, что при от-
сутствии объемных сил в задачах о плоском напря-
женном состоянии перемещения должны удовлетво-
рять уравнениям

дРи д*и 1 —(— v д (ди . ёо\ n

дхг ду2 1 — v дх \ дх ду) '

дх* T a y s T l - v a ^ дх^ду

8. На рис. 20а изображен «зуб» на пластинке,
находящейся в плоском напряженном состоянии в
плоскости чертежа. Грани зуба (два прямолинейных

Рис. 20а. отрезка) свободны от усилий. Предполагая, что все
компоненты напряжения конечны и непрерывны по

всей области пластинки, доказать, что в вершине «зуба» нет никаких напря-
жений.



Глава 3

ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ
В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ

§ 18. Решение в полиномах

Выше было показано, что решение двумерных задач теории
упругости, когда объемные силы отсутствуют или постоянны,
сводится к интегрированию дифференциального уравнения

при граничных условиях (20). Для случая длинной прямоуголь-
ной полосы представляют интерес решения уравнения (а) в форме
полиномов. Выбирая полиномы различных степеней и подбирая
для них соответствующие коэффициенты, можно решить много
практически важных задач1).

Начнем с полинома второй степени

Ъ = ^х* + Ь2ху + ^-у\ (б)

который, очевидно, удовлетворяет уравнению (а). Из уравнений
(29), полагая pg = Q, находим

д\2 д 2 ср 2 * 2 ш „ ,
°Х— Qyi — Ч . °у— fa2 —U2> Тху— дхду~ 2<

Все три компоненты напряжения постоянны по всему объему
тела; таким образом, функции напряжения (б) соответствует
случай комбинированного однородного растяжения или сжатия2)
в двух взаимно перпендикулярных направлениях и однородного
сдвига. Как уже отмечалось на стр. 46, на границе тела усилия
должны быть равны внутренним напряжениям; в случае прямо-
угольной пластинки со сторонами, параллельными координатным
осям, эти усилия показаны на рис. 21.

х ) A. M e s n a g e r , Compt. Rend. 132, 1475 (1901). См. также А. Т i m-
Ре, Z. Math. Physik 52, 348 (1905).

2) Стрелки на рис. 21 имеют обычный смысл, определенный в § 3. Связан-
ные с ними числа а2> —*г> С2 могут быть как положительными, так и отрица-
тельными. Таким путем удается без изменения направлений стрелок охватить
все возможные случаи. В то же время на рис. 22 стрелки непосредственно
показывают принятые направления усилий.



54 ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ [гл. 3

Рассмотрим теперь функцию напряжений в виде полинома
третьей степени:

Эта функция также удовлетворяет уравнению (а). Используя
выражения (29) и полагая pg = О,

UJUdLLLL

т т г п т т

находим

-х

Рис. 21. *v

Для прямоугольной пластинки, показанной на рис. 22, положив
все коэффициенты, кроме d3, равными нулю, получаем напряжен-
ное состояние чистого изгиба. Если лишь один коэффициент а3

отличен от нуля, получаем случай чистого изгиба под действием
нормальных напряжений, приложенных к сторонам пластинки
у = ±с. Если считать отличными от нуля коэффициенты Ъ3

или с3, то находим, что по краям пластинки действуют не

U U U-
[ - . 1

\
с1
1с
1

-*- Г Т П ( Т '

у
Рис. 22. Рис. 23.

только нормальные, но также и касательные напряжения. Рис. 23
показывает, например, случай, в котором в функции (в) равны ну-
лю все коэффициенты, кроме Ъ3. Вдоль краев у=±с имеем равно-
мерно распределенные растягивающие и сжимающие напря-
жения, а также касательные напряжения, пропорциональные
координате х. На краю х = I действует только одно постоянное
касательное напряжение —Ь31, а на краю х = 0 напряжения
отсутствуют. Аналогичное распределение напряжений получается
в том случае, если принять отличным от нуля коэффициент с3.
Взяв функцию напряжений в виде полиномов второй или
третьей степени, мы не накладываем никаких ограничений на
выбор величин коэффициентов, поскольку уравнение (а) удовлет-
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воряется при любых их значениях. В случае полиномов более
высоких степеней уравнение (а) удовлетворяется только в том
случае, если между коэффициентами выполняются соответствую-
щие условия связи. Возьмем, например, функцию напряжений
в виде полинома четвертой степени

Подставляя выражение (г) в равенство (а), находим, что оно
удовлетворяется лишь в том случае, когда

Компоненты напряжения в этом случае выражаются формулами

'
* сч

n

Коэффициенты ait ..., dt в этих вы- Р и с 2 4

ражениях произвольны; подбирая их
соответствующим образом, можно получить различные условия
нагружения прямоугольной пластинки. Например, принимая все
коэффициенты, за исключением diy равными нулю, находим

y уЦ ()
Если считать коэффициент dt положительным, то силы, действую-
щие на прямоугольную пластинку и вызывающие напряжения (д),
имеют вид, представленный на рис. 24. По продольным сторонам
пластинки у - ± с действуют равномерно распределенные каса-
тельные усилия, по концам—касательные усилия, распределен-
ные по параболическому закону. Касательные усилия, действую-
щие по контуру пластинки, приводятся к паре с моментом1)

Эта пара уравновешивается другой парой, образуемой нормаль-
ными усилиями, действующими на краю пластинки х = 1.

Рассмотрим функцию напряжений в виде полинома пятой
степени

Толщина пластинки принимается равной единице.
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Подстановка выражения (е) в уравнение (а) показывает, что это
уравнение удовлетворяется, если

(2 + 3 ) / ( & № )

Соответствующие компоненты напряжения равны

= -£г = а^ + Ььх*-У + сьхУ- + т iдх1

Коэффициенты аь, ..., d& снова произвольны, и, выбирая их,
можно получить решения для различных условий нагружения
пластинки. Принимая, например, все коэффициенты, кроме d5,
равными нулю, находим

y оу = ±йъу\ x x y = — dbxy2. (ж)

При этом нормальные усилия равномерно распределяются вдоль
продольного края пластинки (рис. 25, а). Вдоль края х = 1 нор-
мальные усилия складываются из усилий, распределенных по

I I • I И I \

-X

Рис. 25.

линейному закону, и усилий, распределенных по закону куби-
ческой параболы. Касательные напряжения на продольных краях
пластинки пропорциональны х, а вдоль края х = 1 распределены
по параболическому закону. Распределение этих напряжений
по контуру пластинки показано на рис. 25, б.

Так как уравнение (а) представляет собой линейное диффе-
ренциальное уравнение, то сумма нескольких решений этого
уравнения также будет его решением. В силу этого можно про-
изводить наложение элементарных решений, полученных в этом
параграфе, и находить новые решения, представляющие практи-
ческий интерес. Ниже будет рассмотрено несколько примеров
использования метода наложения.
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§ 19. Концевые эффекты. Принцип (кн-Венана

В предыдущем параграфе было получено несколько решений
для прямоугольных пластинок с помощью функций напряжений ф
очень простого вида. В каждом случае граничные усилия должны
быть распределены в точности так как того требует решение.
Например, в случае чистого изгиба (рис. 22) нагружение вер-
тикальных граней пластинки должно осуществляться нормаль-
ными усилиями (ах при х = 0 или х — 1), пропорциональными
координате у. Если «моменты» на гранях создавать каким-либо
иным образом, решение, приведенное в § 18, становится некор-
ректным. Если эти измененные граничные условия на гранях
пластинки должны удовлетворяться точно, следует найти другое
соответствующее этим условиям решение. Многие из таких реше-
ний были получены не только для прямоугольных областей, но
также и для областей призматической, цилиндрической и клино-
видной формы (некоторые из них будут рассмотрены ниже). Эти
решения показывают, что изменение в распределении нагрузки
на границе без изменения ее результирующей приводит к значи-
тельным изменениям напряжений лишь вблизи конца. В таких
случаях простые решения, подобные представленным в этой главе,
могут дать достаточно точные результаты всюду, за исключением
окрестностей границы.

Изменение распределения нагрузки равносильно наложению
системы сил, статически эквивалентной нулевой силе и нулевой
паре. Предположение, что такая система сил, приложенных к малой
части поверхности тела, приведет к появлению одних лишь мест-
ных напряжений и деформаций, было высказано Сен-Венаном
в 1855 году1) и известно под названием принципа Сен-Венана.
Этот принцип подтверждается экспериментами, которые не огра-
ничиваются малыми деформациями в упругих материалах, под-
чиняющихся закону Гука: например, установка небольшого за-
жима на длинный кусок толстостенной резиновой трубки вызывает
заметные деформации лишь в непосредственной близости от места
зажима.

Для двух- и трехмерных тел, таких, как диски, сферы или
полубесконечные тела, напряжение или деформация, вызванные
нагружением малой части тела, убывают «со скоростью геомет-
рической прогрессии», часто независимо от того, равна или не
равна нулю результирующая нагрузок. В то же время было
показано2), что обращение в нуль результирующей не является
точным критерием степени локализации эффекта нагружения.

*) В. de S a i n t - V e n a n t, Memoires des Savants Etrangers 14 (1855).
2 ) R. von M i s e s , Bull. Am. Math. Soc. 51, 555 (1945); E. S t e r n b e r g ,

Quart. Appl. Math. 11, 393 (1954); E. S t e r n b e r g and W. T. K o i t e r ,
J- Appl. Mech. 25, 575—581 (1958). [Русский перевод: Э. Ш т е р н б е р г и
В. К о й т е р , сб. «Механика» № 3 (55), 97—112 (1959).]
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§ 20. Определение перемещений

Если из предыдущих уравнений найдены компоненты напря-
жения, то компоненты деформации можно определить, используя
Закон Гука, выраженный уравнениями (3) и (6). Тогда переме-
щения и и v можно получить из уравнений

ди dv ди . dv , •,
дх~е*' д~у~~гУ Ъ~у^"дх~^хУ ^'

Интегрирование этих уравнений в каждом частном случае не
представляет никаких трудностей, и мы рассмотрим несколько
примеров их применения. Сразу же можно видеть, что компо-
ненты деформации, выраженные формулами (а), не меняются,
если добавить к и и и линейные функции

vt = c—bx, (б)

в которых a, b и с—постоянные. Это означает, что перемещения
не определяются полностью напряжениями и деформациями.
На перемещения, вызванные внутренними деформациями тела,
можно наложить его перемещения как абсолютно твердого тела.
Постоянные а и с в уравнениях (б) определяют поступательное
движение тела, а постоянная b—малый угол вращения абсолютно
твердого тела относительно оси г.

Ранее было показано (см. стр. 49), что в случае постоянных
объемных сил распределения напряжений как для плоского напря-
женного состояния, так и для плоской деформации являются
одинаковыми. Однако перемещения для этих двух задач различны,
так как в случае плоского напряженного состояния компоненты
деформации, входящие в уравнение (а), определяются формулами

е* = -£ -К—va y ) , ey = - F ( a y — \ a x ) , уху^-дГху,

тогда как для случая плоской деформации для компонент де-
формации имеем формулы

7*г/= "о" т*1г

Легко проверить, что эти уравнения можно получить из преды-
дущей системы уравнений для плоского напряженного состояния,
если в последних заменить Е на E/(l— v2) и v на v/(l — v). Такая
постановка не меняет выражения для G, которое сохраняет вид
£/[2(1 + v)]. Метод интегрирования уравнений (а) будет дан ниже
при рассмотрении конкретных задач.
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§ 21. Изгиб консоли, нагруженной на конце

Рассмотрим консоль, имеющую узкое прямоугольное попе-
речное сечение единичной толщины и изгибаемую силой Р,
приложенной на конце (рис. 26). Верхняя и нижняя грани консоли
свободны от нагрузки, на торце
х = 0 распределены касатель-
ные усилия, имеющие резуль-
тирующую Р. Этим условиям
нагружения можно удовлетво-
рить, выбрав надлежащую ком-
бинацию напряжений чистого
сдвига с напряжениями, давае- У
мыми формулами (д) из § 18, Рис. 26.
показанными на рис. 24. Нала-
гая состояние чистого сдвига хху = — Ь2 на напряженное состоя-
ние, определяемое формулами (д), получаем

Чтобы продольные края у = ±с консоли были свободны от уси-
лий, необходимо принять

откуда

с2

Для удовлетворения условия на нагруженном конце консоли,
сумма касательных усилий, распределенных по торцу, должна
быть равна Р. Отсюда1)

Из этой зависимости получаем

Ь - ^
2 ~ 4 с "

Подставляя найденные выражения для коэффициентов d4 и Ь2 в
уравнения (а), получим

3 Р _ З Р / . j ! \

у 4 T V с 2 ; '

Замечая, что 2/Зс3—это момент инерции / поперечного сечения

х) Знак минус перед интегралом стоит согласно правилу знаков для ка-
сательных напряжений. Напряжение хху на конце * —0 положительно, если
оно направлено вверх (см. стр. 24).
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консоли, получаем

Это решение полностью совпадает с элементарным решением,
которое дается в курсах сопротивления материалов. Следует за-
метить, что это решение является точным лишь в том случае,
когда касательные усилия на конце распределяются по тому же
параболическому закону, что и касательные напряжения т ^
и интенсивность нормальной силы в заделке пропорциональна у.
Если усилия на конце распределяются иным образом, распреде-
ление напряжений (б) не является точным решением для области
вблизи конца консоли, однако в силу принципа Сен-Венана оно
может считаться удовлетворительным для поперечных сечений,
достаточно удаленных от этого конца.

Рассмотрим теперь перемещения, соответствующие напряже-
ниям (б). Применяя закон Гука, находим

ди ах Рху dv vox vP . .
х~~дх~ Е El ' bv~~dy~ E ~~ EI у> * '

Уху~ду + дх~ G ~ 2JG(C У >• V>

Процедура определения компонент перемещения и и v состоит
в интегрировании уравнений (в) и (г). Интегрируя уравнения (в),
находим

" = W
гД е НУ) и /iW — неизвестные функции, из которых одна зависит
только от у, другая—только от х. Подставляя эти значения
и и v в уравнение (г), получаем

Рх* df(y) vPy* dh(x) Р ,
1Е1 ' dy "г" 2£/ "т dx 2/G к у >'

В этом уравнении некоторые члены являются функциями только
от х, а некоторые—только от у; один из членов не зависит ни от х,
ни от у. Обозначим эти группы членов соответственно через
F(x), G(y), К, так что

р(х) Pjt + dhVl G(u)-df(y) vPy* Рф

A ~~ 2/G •

Теперь рассматриваемое уравнение можно переписать в виде

F(x) + G(y) = K.
Из этого соотношения следует, что функция F (х) тождественно
равна некоторой постоянной d, а функция Ь(у)—некоторой
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постоянной е. В противном случае функции ^(д;) и G(y) изме-
нялись бы в зависимости от х и у, и при изменении одной только
переменной х или одной только переменной у равенство непре-
мено нарушалось. Таким образом,

Ре 2

(х) _ Рх* . df (у) _ v P f , Р У

Значит, функции f (t/) и f1 (x) имеют вид

Ш + еУ + 8 Mx)=^ + dx + h (e)

Подставляя их в выражения для и и v, находим
Рх2у vPy3 . Ру3 , , \Рхуг , Рх3

Теперь постоянные d, e, g, h можно определить из уравнения (д)
и из трех условий закрепления, которые необходимы, чтобы
воспрепятствовать движению балки в плоскости ху как абсолютно
твердого тела. Допустим, что точка А, являющаяся центром
тяжести концевого поперечного сечения, фиксирована. Тогда
при х — 1, у = 0 компоненты перемещений и и v равны нулю и из
уравнений (ж) следует, что

Уравнение изогнутой оси консоли получается при подстановке
у = 0 во второе уравнение (ж). Отсюда

рхз pis
(v)y^o = QE/-m-d(l-x). (и)

Для определения постоянной d в этом уравнении нам нужно
воспользоваться третьим условием закрепления, исключающим
возможность вращения балки в плоскости х относительно фикси-
рованной точки А. Это условие можно реализовать несколькими
способами. Рассмотрим два случая.

1) Элемент оси балки на конце А зафиксирован. Тогда условие
закрепления имеет вид

(§)„,=<>• w
{/=0

2) Вертикальный элемент поперечного сечения в точке А за-
фиксирован. Тогда условие закрепления принимает вид
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В первом случае из уравнения (и) получаем
, рр_

й~~ 2ЕГ
а из уравнения (д) следует

РР Р<?
е ~ 2£/ 2/G *

Подставляя найденные постоянные в уравнения (ж), находим

„ Рх2У хРу3 , Ру2 , [РР Pd*\
и ~ 2Е[ &Е1 "*" 6/G "Г 1,2£/ 2/G) Уг

.. \Рху* , Рх* PPx.Pl* (М)
V — 2EI ^ 6£/ 2£/ + Ш '

Уравнение изогнутой оси балки имеет вид

. Рх3 Р1Ч. РР . .

Оно дает значение прогиба для нагруженного конца (.v=0), рав-
ное Р13/(ЗЕ1). Это значение совпадает со значением, которое обычно
получается в элементарных курсах сопротивления материалов.

Чтобы проиллюстрировать искажение поперечного сечения,
производимое касательными напряжениями, рассмотрим переме-
щение и на закрепленном конце (х = 1). Для этого конца из
уравнений (м) имеем

/ , л _ v P y 3 ^РУ3

\ду)хЫ~~ 2£/+2/G 2/G'

) ~ 21G~ 4 cG #

i/=o

Форма поперечного сечения после его искажения показана на
рис. 27, а. Под действием касательного напряжения тху = —ЗР/(4с)
в точке А элемент поперечного сечения в этой точке поворачи-
вается вокруг точки А в плоскости ху на угол 3P/(4cG) по ча-
совой стрелке.

Если вместо того, чтобы фиксировать горизонтальный элемент
оси, зафиксировать вертикальный элемент поперечного сечения в
точке А (рис. 27, б), то из условия (л) и первого из уравнений
(ж) получаем

__РР
е~2Е1'

а из уравнения (д) находим
, РР Рс2

й ~~ 2EI 2IG ' W
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Подставляя выражение (п) во второе из уравнений (ж), имеем

w-*>- (р), . _ Рх* РРх

Сравнивая эту зависимость с уравнением (н), можно сделать вы-
вод, что из-за поворота оси в точке А (рис. 27, б) вертикальные
перемещения оси консоли увеличиваются на величину

Это одна из возможных количественных оценок1) так называемого

/
//

6}

Рис. 27.

влияния поперечной силы на прогибы балки. На практике на
заделанном конце мы имеем условия, отличные от показанных
на рис. 27. Фиксированное сечение обычно не может искажаться2),
и распределение усилий на заделанном конце консоли отличается
от того, которое дается уравнениями (б). Однако решение (б)
дает удовлетворительные результаты для сравнительно длинных
консолей на значительном удалении от концов.

§ 22. Изгиб балки равномерной нагрузкой

Пусть балка узкого прямоугольного поперечного сечения еди-
ничной ширины, опертая на концах, изгибается равномерно рас-
пределенной нагрузкой интенсивности q, как показано на рис. 28.
Условия на верхней и нижней гранях балки имеют вид

(a (а)

х) Другие оценки приводятся в задаче 3, стр. 80 и в тексте на стр. 67.
2) Влияние упругости самой заделки исследовал экспериментально и тео-

ретически Доннел (W. J. O ' D o n n e l l . J. Appl. Mech. 27, 461—464 (I960)).
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Условия на концах х = ±1 представляются в форме

[ГЛ. 3

(б)

с

Последние два из уравнений (б) выражают тот факт, что на кон-
цах балки отсутствуют продольные усилия и изгибающие моменты.

П I I П П П ,

6)

Рис. 28.

Все условия (а) и (б) можно удовлетворить, комбинируя неко-
торые решения в форме полиномов, полученные в § 18. Начнем
с решения (ж), иллюстрируемого рис. 25. Чтобы снять растяги-
вающие напряжения вдоль края у = с и касательные напряжения
вдоль краев # = ± с , наложим на тело простое сжатие оу = аг из
решения (б) § 18, и напряжения ау = Ь3уя rxy = — bsx, показан-
ные на рис. 23. Таким путем находим

2,%xy = -dixyli-b3x. (в)

Из условий (а) получаем

__d5c
2—Ь3 = 0,

откуда
и _ 3 ±

3 "~ 4 с '
А 1±

6 ~ 4 с3
1±
4 с3

Подставляя эти значения в уравнения (в) и замечая, что выражение
2с3/3 равно моменту инерции /прямоугольного поперечного сечения
единичной толщины, находим

ХУ

Легко проверить, что эти компоненты напряжения удовлетворяют
не только условиям (а) на продольных краях, но также и двум
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первым условиям (б) на концах. Для того чтобы обращались в
нуль изгибающие моменты на концах балки, наложим на решение
(г) состояние чистого изгиба с напряжениями ах — dsy, ау = хХ11 = О,
показанными на рис. 22, и определим постоянную d3 из условия,
что при х=±1

—с

Отсюда

"о- 4 с \<*

Окончательно получаем

5

Первый член в этом выражении представляет напряжения, дава-
емые элементарной теорией изгиба, а второй член — необходимую
поправку. Поправочный член не зависит от л: и мал по сравне-
нию с максимальным напряжением изгиба, если пролет балки
велик по сравнению с ее высотой. Для таких балок элементар-
ная теория изгиба дает достаточно точные значения напряже-
ния ах. Следует отметить, что выражение (33) является точным
решением только в том случае, если нормальные условия на
концах х = ± / распределены по закону

т. е. если нормальные усилия на концах равняются напряже-
ниям ах при J C = ± / , полученным по формуле (33). Главный
момент и главный вектор этих усилий равны нулю. Следова-
тельно, исходя из принципа Сен-Венана, мы заключаем, что их
влияние на напряжения на значительном удалении от концов,
скажем, на расстоянии, большем высоты балки, пренебрежимо
мало. Таким образом, решение (33) в этих удаленных от концов
точках является достаточно точным, если не приложены силы X.

Расхождение между точным решением (33) и приближенным
решением, представленным первым членом (33), проистекает из
того, что при выводе приближенного решения предполагалось,
что продольные волокна балки находятся в условиях чистого
растяжения. Между тем из решения (г) можно видеть, что между
этими волокнами действуют сжимающие напряжения ау. Эти
напряжения и дают поправку, представленную вторым членом
выражения (33). Распределение сжимающих напряжений оу по
высоте балки показано на рис. 28, в. Распределение касательных
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напряжений хху, определяемых третьим уравнением (г), по попе-
речному сечению балки совпадает с тем, какое дает обычная
элементарная теория изгиба.

Если вместо распределенной нагрузки q балка нагружена силами собст-
венного веса, решение должно быть модифицировано путем подстановки
q = 2pgc в (33) и в последние два уравнения (г) и добавления напряжений

ах = 0, oy = pg(c-y), тху = 0. (д)

Для этого случая распределение напряжений можно получить из выраже-
ний (29), полагая

Следовательно, оно представляет собой возможное напряженное состояние,
возникающее под действием собственного веса и усилий на границе. На верх-
нем крае у = — с имеем o\, = 2pgc, а на нижнем у = с соответственно
Оу — 0. Таким образом, если к полученному ранее решению добавить напря-
жения, определяемые формулами (д), при q = 2pgc, то напряжения на обоих
горизонтальных краях становятся равными нулю и нагрузка на балку будет
состоять только из одной силы веса.

Перемещения и и v можно найти методом, описанным в пре-
дыдущем параграфе. Предполагая, что в центре тяжести среднего
поперечного сечения (х = 0, У = 0) горизонтальное перемещение
равно нулю, а вертикальное перемещение равно прогибу б, ис-
пользуя решения (г) и (33), находим

2EI I 2 12 5 С Х

Из выражения для и можно видеть, что нейтральная ось балки
не проходит по срединной линии. Благодаря сжимающему напря-
жению

(ау)у=о = f

срединная линия имеет деформацию растяжения vq/(2E), откуда

(U)y=o — g£" •

Из выражения для v находим уравнение кривой прогибов

Предполагая, что на концах балки прогиб равен нулю, находим
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Множитель перед скобкой равен прогибу, который получается
из элементарной теории в предположении, что поперечное сечение
балки в процессе деформации остается плоским. Второй член в
квадратных скобках представляет собой поправку, связанную с
влиянием поперечной силы.

Дифференцируя уравнение (е) для кривой прогибов дважды
по х, находим следующее выражение для кривизны:

А Л _q_
dx* )у=о ~ EI

Можно видеть, что кривизна не пропорциональна в точности
изгибающему моменту1) q(l2—х2)/2. Добавочный член в скобках
представляет собой необходимую поправку к обычной элемен-
тарной формуле. Более общее исследование кривизны балки
показывает2), что поправочный член, содержащийся в выраже-
нии (35), может также использоваться для любого случая не-
прерывно изменяющейся интенсивности нагрузки. Влияние по-
перечной силы на прогибы в случае сосредоточенной нагрузки
будет рассмотрено ниже (стр. 136).

Элементарный, учет влияния поперечной силы на кривизну кривой про-
гибов балок дали Ренкин 3) в Англии и Грасхоф 4 ) в Германии. Если принять ма-
ксимальную деформацию сдвига на нейтральной оси балки единичной ширины
равной 3/2(Q/2cG), где Q — поперечная сила, то соответствующее увеличение
кривизны определяется производной этой деформации сдвига по х. Эта произ-
водная равна 3/2 (q./2cG). Исправленное выражение для кривизны, получаемой
из элементарного анализа, принимает тогда вид

El 2 ± 2 2cG"E

Сравнивая это выражение с выражением (35), видим, что такое элементарное
решение дает несколько завышенное значение поправки 6 ) .

Поправочный член в выражении для кривизны (35) не может быть при-
писан одной только поперечной силе. Частично он связан со сжимающими
напряжениями ау. Эти напряжения распределяются по высоте балки неравно-
мерно. Поперечное расширение в направлении х, производимое этими напря-
жениями, убывает от верхней грани балки к нижней, и таким путем ими
вызывается обратная кривизна выпуклостью вверх. Эта кривизна вместе
с влиянием поперечной силы и учитывается поправочным членом в уравне-
нии (35).

г) На это обстоятельство впервые указал Пирсон (К. P e a r s o n , Quart.
J . Math. 24, 63 (1889)).

2) См. статью Т. von К a r m a n , Abhandl. Aerodyn. Inst. , Tech. Hoch-
schule, Aachen, 7, 3 (1927).

3 ) R a n k i n e , Applied Mechanics, изд. 14, 1895.
4 ) G r a s h o f , Elastizitat und Festigkeit, изд. 2, 1878.
6 ) Несколько лучшее приближение дает использование элементарных со-

ображений, связанных с энергией деформации. См. S. T i m o s h e n k o ,
strength of Materials, изд. 3, т. 1, стр. 318.
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§ 23. Другие случаи балок с непрерывным
распределением нагрузки

Увеличивая степень полиномов, представляющих решения
двумерной задачи (§ 18), мы получаем решения задач изгиба
для различных видов непрерывно распределенных нагрузок1).
Взяв, например, решение в форме полинома шестой степени и
сочетая его с приведенными выше решениями из § 18, мы можем
получить напряжения в вертикальной консоли, нагруженной
гидростатическим давлением, как показано на рис. 29. Таким
путем можно показать, что все условия на продольных краях

консоли удовлетворяются следующей
системой напряжений:

о-¥+«*(£-!

Рис. 29. ^ i ^ T 0 ^ ~У >•

Здесь q—вес единицы объема жидкости, так что интенсивность
нагрузки на глубине х равна qx. Поперечная сила и изгибаю-
щий момент на одной и той же глубине равны соответственно
qx2/2 и qx3/6. Очевидно, первые члены в выражениях для ох и
хху соответствуют значениям напряжений, полученным по обыч-
ным элементарным формулам.

На верхнем конце балки х = 0 нормальные напряжения равны
нулю. Касательные напряжения

хотя и не равны нулю, но малы по всему поперечному сече-
нию и их результирующая равна нулю, в силу чего прибли-
женно выполняется условие отсутствия внешней нагрузки на
верхнем конце балки.

Добавляя к выражению для ах в уравнениях (а) член—qxx,
где qx—удельный вес материала консоли, мы учтем тем самым
собственный вес балки. Таким путем предлагалось использовать
полученное решение для определения напряжений в каменных

*) См. уже упоминавшуюся статью Тимпе (A. Timpe); сноска на
стр. 53, а также W. R. O s g o o d , J. Res. Nat. Bur. Std., ser. B, 28, 159
(1942).
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плотинах прямоугольного поперечного сечения1). Следует отме-
тить, что это решение не удовлетворяет условиям на нижней
грани плотины. Решение (а) является точным, если на нижней
грани плотины действуют силы, распределенные в точности таким
образом, как и напряжения ах и хху в решении (а). В действи-
тельности нижняя грань плотины скреплена с основанием, и
условия ее работы отличаются от тех, которые представляются
этим решением. В соответствии с принципом Сен-Венана можно
утверждать, что влияние закреп- , .
ления на нижней грани на боль- J j i I I 1 I I 1
ших расстояниях от нее пренебре- '—'—'—'—*—'—'—'—L^l.
жимо мало, однако для каменных
плотин размер поперечного сече-
ния 2с обычно нельзя считать ма-
лым по сравнению с высотой /,
и пренебрегать этим влиянием
не следует2).

Принимая функцию напряже- р и с . зо.
ний в виде полинома седьмой
степени, можно получить напряжения в балке, нагруженной по
параболическому закону. В главе 6 (стр. 189) показывается,
как с помощью комплексной переменной можно сразу же выпи-
сать полиномиальную функцию напряжений любой степени.

В общем случае непрерывного распределения нагрузки (рис. 30) напря-
жения в любом поперечном сечении на значительном удалении от концов,
скажем, на расстоянии, большем высоты балки, можно приближенно опреде-
лить из следующих, уравнений 3 ) :

y jf(c2y2) (36)

где М и Q—изгибающий момент и поперечная сила, вычисленные обычным
путем, a q — интенсивность нагрузки в рассматриваемом поперечном сечении.

х ) М. L e v y , Compt. Rend. 126, 1235 (1898).
2 ) Задача определения напряжений в каменных плотинах представляет

большой практический интерес и обсуждалась разными авторами. См.
К. P e a r s o n , On some Disregarded Points in the Stabil ity of Masonry Dams,
Drapers ' Co. Research Mem., 1904; K. P e a r s o n and C. P o l l a r d , On experi-
mental study of the stresses in Masonry Dams, Drapers'Co. Researche Mem.,
1907. См. также статьи: L. F. R i c h a r d s o n , Trans. Royal Soc. (London)
210A, 307 (1910); S. D. C a r o t h e r s , Proc. Royal Soc. Edinburgh 33, 292
(1913); I. M u l l e r , Publ. Lab. Photoelasticite, Zurich, (1930): F i l l u n g e r ,
Oesterr. Wochschr. Offentl. Baudienst, No. 35; (1913) K- W o l f , Sitzber. Akad.
Wiss. Wien 123 (1914).

3) F . S e e w a l d , Abhandl. Aerodynam. Inst. , Tech. Hochschule, Aachen, 7,
11 (1927). Дальнейшее развитие такого метода приближения см. в работе
Гэйтвуда и Дэйла (В. Е. G a t e w o o d and R. Dale, J . Appl. Mech. 29,747 —
749 (1962))
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Эти уравнения согласуются с полученными ранее для балки, находящейся
под действием равномерно распределенной нагрузки (см. § 22).

Если нагрузка интенсивности q направлена вниз и распределена вдоль
нижней грани ((/= -\-с) балки, то выражения для напряжений получаются
из уравнений (36) путем наложения однородного растягивающего напряжения
Oy — q и имеют вид

мУл-п( У3 3

§ 24. Решение двумерной задачи при помощи рядов Фурье1)

Мы показали, что если по длине балки узкого прямоугольного попереч-
ного сечения нагрузка распределена непрерывно, то в некоторых простых
случаях может использоваться функция напряжений в виде полиномов. Го-
раздо большая степень общности решений получается, если взять эту функцию
в виде ряда Фурье (по *). Каждая компонента нагрузки на верхней и нижней
гранях балки может обладать той степенью общности, которая возможна
в этих рядах. Например, компоненты нагрузки могут иметь разрывы.

Уравнение для функции напряжения

dxi + дх* ду^ ду*~" (а)

может быть удовлетворено, если взять функцию ф в виде

ф = sin -у- /(</), (б)

где т—любое целое число, а функция f (у) зависит только от у. Подставляя
(б) в (а) и используя обозначение mn/l = a, получаем следующее уравнение
для определения / (у):

а *Ш-2аТ(</) + Р(</)=0. (в)
Общее решение этого линейного дифференциального уравнения с постоянными
коэффициентами имеет вид

/ (У) = C1chay + С2 sh ay+C3y ch ay + С 4 у sh ay.
Тогда функция напряжений определяется выражением

q>=sin ax (C1chayJf-Cishay-j-C3ychayJt-Ciyshay), (г)

и соответствующие компоненты напряжения определяются формулами

= -^-j- = sin ax [CjC

-f C3a (2 sh ay+ay ch ay) + C 4a (2 ch ay+ay sh ay)],

О у = - з - у - = — a 2 sin ax (Cx ch ay-\-C2 sh аг/-)-С3 i/ch ay-^-C^ sh ai/), (д)

y = . J = — « cos ои [Ciash а(/ + С2асЬа(/ + С3 (ch ai/ + O4/sh ay)-\-

+ C4 (sh ai/+ ay ch ay)].
x) По-видимому, первое исследование плоской задачи методом рядов

Фурье, остающееся до сих пор одним из наиболее полных, дал Матье(Е. М а t-
h i en, Theorie de PElasticite des Corps Solides, ч. 2гл. 10, стр. 140—178, Gaut-
hier-Villars, Paris, 1890). В этом исследовании для решения задач в прямоуголь-
ных конечных областях использовалось наложение ординарных рядов Фурье
по х и у. Анализировались вопросы сходимости при определении коэффициен-
тов Фурье из решения бесконечной системы алгебраических уравнений.
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Рассмотрим частный случай балки прямоугольного сечения, опертой по
концам, под действием вертикальных непрерывно распределенных усилий на
верхней и нижней гранях с интенсивностями A sin ax к В sin ax соответ-
ственно. Рис. 31 соответствует случаю, когда а = 4я// и значения Л и В по-
ложительны. Распределение напряжений для этого случая можно получить
из решения (д). Постоянные интегрирования Сх, ..., С4 можно определить из

н

Рис. 31.

условий на верхней и нижней гранях балки у = ± с . Эти условия имеют вид:

при у = + с

при у = — с
сгу = — В sin ах; (е)

т л у = 0, Оу = —Л sin ад:.

Подставляя эти значения в третье из уравнений (д), получаем

Cia shac + C2 ach ac+C 3 (chac + acsh ac)+C 4 (sh ac + acch ac)=0,

— Сш sh ас+Сш ch ac+C3 (ch ac+ac sh ac)—C4 (sh ac+ac ch ac) =0,

откуда
aohac , ashac ( ж )

xsh ac+ac ch ac 'chac + acsh ac

Используя условия на гранях у=±с и второе из уравнений (д), находим

а2 (Сх ch ac+С 2 sh ac + С3с cos ac + Ctc sh ac) = B,

a2 (Сх ch ac—C, sh ac—C3c cos ac + C4c sh ac) = Л.

Складывая и вычитая эти уравнения и используя соотношения (ж), получаем

А + В shac+acchac „ A — Bch ac + ac shoe

' а ~ ra2 <A\9nr— lor.
(и)

С,-.
a2 sh2ac + 2ac

A — В achac Л + В ashac
s ~ a2 sh2ac—2ac' 4 ~ a 2 sh2ac+2ac'

Подставляя эти значения в уравнения (д), находим следующие выражения
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для компонент напряжения:

(асchoc—shac)cha</—ayshay shoe .
- , ' -2- - - sin ax —sh2ac-f2ac

(ac sh ac— ch ac) sh ay— ay ch ay ch ac
1/1 £) I :— r̂ ~ bill C&Jt,v ' sh2ac — 2ac

(acchac + sh ac) chau—ayshayshac .
y — — гъ— S l n

sh2ac+2ac
, . . _. (acsh ac+chac) sh ay—aychai/chac . . .

-j-(A-B)- „ y

o — sin а*, (к)
1 ч ' sh 2ac — 2ac v '

oicch acsh ay — aych aysh ox
4 Cacsh acch а У - а у shay choc ^
' v ' sh2ac—2ac

Эти напряжения удовлетворяют вдоль краев у=±с условиям, показан-
ным на рис. 31. На концах балки х = 0 и х = 1 напряжения ах равны нулю
и имеются только касательные напряжения т х у . Эти напряжения выражаются
двумя членами (см. уравнение (к)). Первый член, пропорциональный А-\-В,
представляет напряжения, которые для верхней и нижней половин концевого
поперечного сечения имеют одну и ту же величину, но противоположные
знаки. Результирующая этих напряжений по всему концевому сечению равна
нулю. Второй член, пропорциональный А—В, имеет на концах балки резуль-
тирующую, которая уравновешивает нагрузки, приложенные к продольным
краям балки i / = ± с.

Если эти нагрузки для обоих краев балки одинаковы, коэффициент А
равен коэффициенту В, и реактивные усилия на концах балки обращаются
в нуль. Рассмотрим этот частный случай более подробно, считая, что длина
балки велика по сравнению с ее высотой. Согласно второму из уравнений (к)
нормальное напряжение ау на срединной плоскости балки у = 0 равно

о . otcch ac + shac .
o v = — 2А г-j; L__ sin ax. (л)

' sh2ac+2ac v '

Для длинных балок величина ас, равная тпс/l, мала, если число полуволн т
невелико. В силу этого, подставляя в (л) разложения

shoe =

и пренебрегая членами высшего порядка малости по сравнению с (ас)1, получаем

а„ = — A sin ах 1 —
у — — " *1" "•" \ * 24

Следовательно, для малых значений ас распределение напряжений по средин-
ной плоскости практически совпадает с их распределением на обеих горизон-
тальных гранях балки (у=±с). Отсюда можно сделать вывод, что давление
передается по высоте балки или пластинки без существенных изменений, если
только изменения этого давления вдоль граней не происходят слишком быстро.

Касательные напряжения тху для этого случая очень малы. На верхней
и нижней половинах поперечного сечения они имеют результирующие, необ-
ходимые для того, чтобы уравновесить небольшую разность между давлениями
на горизонтальных гранях у = ± с и на срединной плоскости у = 0.
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В самом общем случае распределение вертикальной нагрузки по верхней
и нижней граням балки (рис. 32) можно представить в виде следующих рядов1):

для верхней грани

для нижней грани

c o s (м)
т=1

Sln~l—г" 2-1 Вт c o s Т '

Постоянные члены Ло и Во представляют равномерное нагружение балки ко-
торое рассматривалось в § 22. Напряжения, вызываемые членами, содержащи-
ми sin (mnx/l), получаются путем суммирования решений, выражаемых фор-
мулами (к). Напряжения, вызываемые членами, содержащими cos (mnx/l),

L L U 1 M i- J J J J J J - i - i J ff

у

Рис. 32. Рис. 33.

легко получить из (к), если заменить sin ax на cos ax и наоборот и заменить
на обратный знак при хху.

Чтобы проиллюстрировать применение этого общего метода 2) определения
напряжений в прямоугольных пластинках, рассмотрим случай, показанный на
рис. 33. Для этого случая симметричного нагружения члены с sin (mnx/l) в
выражениях (м) исчезают, а коэффициенты Ао и Ат получаются обычным
путем:

1 %

т= B m = — \ gcos—j-dx =

S l n тпа
I (н)

Члены Ао и Во представляют однородное сжатие в направлении оси у, равное
да/1. Напряжения, вызываемые тригонометрическими членами, получаются при
помощи решений (к) с заменой sin ax на cos ax в этом решении и изменением
знака при хху.

J ) Теорию рядов Фурье см. в книгах: O s g o o d , Advanced Calculus, 1928;
B y e r l y , Fourier Series and Spherical Harmonics, 1902 или C h u r c h i l l ,
Fourier Series and Boundary Value Problems, 1963. [См. также, например,
В. И. С м и р н о в , Курс высшей математики, т. 2, Гостехиздат, 1956. Прим.
перев.].

2) Несколько примеров были рассмотрены в работах: М. С. R i b i e r e ,
Compt. Rend. 126, 402 — 404, 1190—1192 (1898); F . В 1 e i с h, Bauingenieur 4,
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Рассмотрим срединную плоскость у = 0, на которой действует одно лишь
нормальное напряжение ау. Используя второе из уравнений (к), находим

да
I

. шла тпс , тле . , тпс
s i n — ; — —7— c n — ; — - b s n ~ г "

l l l ^
т , 2тпс , п тпс

sh—-,—г-2-Г

Это напряжение было найдено Файлоном х ) для бесконечно длинной полосы,
когда размер а очень мал, т. е. для случая сосредоточенной силы Р = 2qa.

Результаты вычислений показаны на рис. 34.
Можно видеть, что с ростом х напряжение
ау падает очень быстро. При значении
х/с = 1,35 оно становится нулевым, а затем
сжатие сменяется растяжением. Файлон ис-
следовал также случай, изображенный на
рис. 35, когда силы Р смещены друг отно-
сительно друга. Представляет практический
интерес распределение касательных напря-

i I

с

с

/

-If
и
1
/

/
/

1

V
\
1
\
\\

1

1

/

я Р

РЬ
I

-2 -! О I г 3
Значения х/с

Рис. 34.

J _

^ Г
-21

\1

Рис. 35.

жений по поперечному сечению в этом случае, которое представлено на рис. 36.
Можно видеть, что для малых значений отношения b/с, это распределение от-
лично от параболического распределения, которое дает элементарная теория
изгиба. Очень большие напряжения наблюдаются в верхней и нижней частях
балки, тогда как ее срединная часть практически свободна от касательных
напряжений.

В задаче, показанной на рис. 34, в силу симметрии на срединной линии
отсутствуют касательное напряжение и вертикальное перемещение. Таким об-
разом, верхняя часть балки работает как упругий слой, покоящийся на аб-
солютно жестком гладком основании 2 ) .

!) L. N. G. F i l o n , Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, 201, 67 (1903). Ту
же задачу рассматривали также Тимпе (A. T i m p e , Z. Math. Physik 55, 149
(1907)), Месмер (G. M e s m e r , Vergleichende spannungsoptische Untersuchun-
gen, diss., 1929), Зеевальд (F. S e e w a l d ) (см. ссылку выше) и Бэй (Н. B a y ,
Ingenieur-Arch. 3, 435 (1932)). Приближенное решение той же задачи дал Пижо
(М. P i g e a u d , Compt. Rend. T61, 673 (1915)). Исследование этой задачи в слу-
чае прямоугольной пластинки конечной длины провел Гудьер (J. N. Good i е г,
J. Appl. Mech. 54, No. 18, 173 (1932)). [Решения для полосы были обобщены
на случай многослойных сред. Библиография по этому поводу содержится в
книге: Г. Б. К о л ч и н и Э. В. Ф а в е р м а н , Теория упругости неоднородных
тел, Кишинев, 1972. См. также В. С. Н и к и ш и н , Г. С. Ш а п и р о. Задачи
теории упругости для многослойных сред, «Наука», 1973. (Прим. ред.)]

2 ) Шероховатое основание рассматривали Маргер (К. M a r g u e r r e , Inge-
nieur-Arch. 2, 108 (1931)); Эбрахамсон и Гудьер (G. R. A b r a h a m s о п,
J. N. G o o d i e r , J. Appl. Mech. 28, 608 — 610(1961); гибкий, но нерастяжи-
мый слой, погруженный в упругий материал,—случай, представляющий инте-
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Рассмотрим теперь другой предельный случай, когда высота пластинки 1с
велика по сравнению с длиной 2/ (рис. 37). Мы воспользуемся этим случаем,
чтобы показать, что распределение напряжений по поперечным сечениям по
мере увеличения расстояния от точки приложения силы Р быстро прибли-
жается к однородному. Используя второе из уравнений (к) с заменой sin ах
на cos ах и выражения (н) для коэффициентов Ат, равных Вт, находим

да 4д уч sin аа (ас ch ac-\- sh etc) ch ay—ay sh ay sh ac
/ л - ^ m s h 2 a c + 2 a c

cos ax, (o)

sh ac = chac=-y-eac.

Для поперечных сечений, находя-
щихся на большом расстоянии от
середины пластинки, можно считать,

где да = Р/2. Если величина / мала по сравнению с с, то ас—большое
число и величиной / можно пре-
небречь по сравнению с sh ас.
Можно также принять

1,0

0,6

е,г

о

-0,2

-44

-В,6

-0.8

'О 0,5 1,0 /,5 2,0 2,5 3,0 3,5

Рис. 36.

sh ai/ = ch ay= (1/2)еаУ. Подставляя эти значения в уравнение (о), получаем

да Ад v 1 sin аа
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т
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-«] cosa^ =
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pec с точки зрения механики грунтов, рассмотрен Био (М. B i o t , Phys. 6,
367 (1935)). [Замечание авторов о том, что верхняя часть балки работает как
упругий слой, покоящийся на жестком гладком основании, справедливо толь-
ко в случае, если условия контакта слоя и основания допускают возникнове-
ние растягивающих напряжений. (Прим. ред.)]
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Если величина с—у не очень мала, скажем с—у > 1/2, этот ряд сходится
очень быстро и при вычислении в нем достаточно удержать лишь несколько
членов. Кроме того, принимая

. тпа тпаsin-y- = —
и полагая 2aq = P, находим

тл (у-с)

тлх__ Р Р

При у~с—/, например, получаем

Р Р / я + 1 пх . 2л+1

c o s •

/
Зя+ ЗЛА:

Для получения хорошей точности достаточно
взять в этом ряде три первых члена, и рас-
пределение напряжений будет таким, как
показано на рис. 38, б. На том же рисунке
изображено также распределение напряже-
ний при с—у =1/2 и при с—у = 211). Оче-
видно, что на расстоянии от конца, равном
ширине полосы, распределение, напряжений
практически является однородным, что под-
тверждает вывод, который обычно делается
на основе принципа Сен-Венана.

Для длинной полосы, такой, как по-
казана на рис. 37, напряжения ау пере-
даются с небольшими изменениями по ши-
рине пластинки 21, если скорость их из-
менения вдоль края не слишком велика.
Однако рассматриваемое решение требует
некоторой поправки с целью учета этого
фактора, особенно вблизи концов у=±с.
Решение задачи, представленной на рис. 37
при с = 2/, проведенное другим методом2),
дало практически однородное распределе-
ние сжимающих напряжений по среднему
горизонтальному сечению в соответствии с

рис. 38, в. Напряжения в окрестности точек приложения нагрузок Р будут
рассмотрены позже (см. стр. 112).

c-y-EL

Рис. 38.

§ 25. Другие приложения рядов Фурье. Нагрузка
от собственного веса

Задачи, рассмотренные в § 24, касались однопролетной балки длиной /
или 21. Эти решения, однако, равным образом можно рассматривать как пред-
ставление периодических напряженных состояний в длинной балке, параллель-
ной оси х, так как ряд Фурье представляет периодическую функцию. Такое
периодическое распределение напряжений имеет неразрезная балка, состоящая

1 ) См. цитируемую выше работу Блейха (F. Bleich). Эти результаты были
подтверждены также более полным анализом и экспериментальными измере-
ниями Теокариса (P. Theocaris: (I) J. Appl. Mech. 26, 401 — 406 (1959); (2)
Intern. J. Engr. Sci. 2, 1 — 19 (1964)).

*) J. N. G o o d i e r , Trans. ASME 54, 173 (1932).
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из последовательности равных пролетов с той же нагрузкой и при соответст-
вующих условиях на концах. Если же, как это имеет место в некоторых кон-
струкциях железобетонных бункеров, балка имеет большую высоту и является
балкой-стенкой, опертой в точках, расстояние между которыми сопоставимо
с высотой балки (рис. 39), то изложенный метод >) приводит к полезным ре-
зультатам, тогда как элементарная
балочная теория при этом неприме-
нима. Равномерно распределенная на-
грузка q1 на нижней грани, уравно-
вешиваемая направленными вверх рав-
номерно распределенными на участках
длиной 26 с интервалами / реактив-
ными силами, относится к частному
случаю, описываемому уравнениями
(м) из § 24. Если нагрузка qt прик-
ладывается к верхней грани, то нужно
просто добавить распределение напря- р „а
жений, вызываемое равными по интен-
сивности, но противоположными по
направлению давлениями qlt действующими на верхней и нижней гранях.

Если нагрузкой служит вес самой балки, то получающаяся задача с объем-
ными силами может быть сразу же сведена к задаче о действии краевых
нагрузок. Простое распределение напряжений

ах = 0, oy=—pg(y-\-c), rxy = 0

удовлетворяет уравнениям равновесия и совместности (19) и (24). Очевидно,
оно описывает опирание в виде равномерно распределенного по нижней грани
давления 2pgc (рис. 39). Условие, что ау равно нулю всюду на нижней грани,
за исключением участков опирания длиной 2Ь, удовлетворяется путем добав-
ления этого напряженного состояния к состоянию, изображенному на рис. 39,
с заменой д1 на 2pgc. При этом соответствующие напряжения вызываются дей-
ствием нагрузок q и q1 без объемных сил.

§ 26. Влияние концов. Собственные функции

Функция напряжений в виде ряда Фурье, рассмотренная в §§ 24 и 25,
пригодна для задач с заданными нагрузками или перемещениями на двух
противоположных гранях. Если же условия заданы на всех четырех гранях
прямоугольной области, то такая функция не является достаточно общей, и
к ней следует добавить функцию напряжений в виде ряда Фурье по у. Это
приводит к методу перекрестной суперпозиции одинарных рядов, развитому
Матье (см. примечание на стр. 70).

При исследовании задач с нагружением на концах, когда верхняя и ниж-
няя грани свободны от нагрузок или имеют нулевые перемещения или другие
однородные граничные условия, может использоваться функция напряжений
иного вида. Чтобы познакомиться с ней, рассмотрим, например, для задачи
со свободными гранями у=± с функцию напряжений

которая удовлетворяет дифференциальному уравнению (30) при любых значе-
ниях постоянных С, у, к. Условия оу = 0, Txy = 0 на гранях у=±с

х) Задачи такого рода обсуждаются, например с соответствующими ссыл-
ками в книге К. B e y e r , Die Static im Eisenbetonbau, изд. 2, 1934; см. так-
же Н. C r a e m e r , Ingenieur-Arch. 7, 325 (1936).
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удовлетворяются, если положить

Ф = 0, 0 = 0 на у=±е. (б)

поскольку отсюда следует

•=гт=0, -г—^-=0 на у = ±с.
дх* дхду *

Однако условия (б) требуют также нулевой результирующей силы и нулевого
момента в любом сечении к = const. Условие симметрии относительно оси х
означает, что достаточно исследовать усилия в направлении х. Для них по-
лучаем

\ ах dy= \ - ^ dy = тг-М

Таким образом, нагрузка на каждом конце полосы является самоуравнове-
шенной.

Поскольку функция (а) является четной по у, достаточно применить ус-
ловие (б) только при у = с. В результате имеем

х cos v + V sin Y = 0, Y C O S Y + (1—x)s inY = 0. (в)

Далее, после исключения х, получаем

sin 2v-j-2v = 0, (г)

если cos Y Ф 0- Корни уравнения (г), отличные от очевидного корня Y = 0.
который не представляет интереса, являются комплексными. Они образуют со-
пряженные комплексные пары; кроме того, если Y—корень, то и — Y является
корнем. Корни, обладающие положительной действительной частью, дают
функции напряжений вида (а), которые стремятся к нулю с ростом х и, сле-
довательно, применимы к задачам о действии самоуравновешенной нагрузки
на конце дг = О полосы х > 0. В порядке возрастания действительной части
два первых корня *) равны

Y2 = 2,1061 +l,1254t; Y4 = 5,3563 +1,5516i. (д)

Четные индексы использованы ввиду того, что мы рассматривали в уравнении
(а) лишь четную функцию от у. Если вместо этого рассмотреть нечетную
функцию

X ' s i n ^ c o s ^ , (e)
с с

то уравнение (г) заменяется следующим:
2Y = 0. ( Ж )

2 ) J. F a d I e, Ingenieur-Arch. 11, 125 (1941). Функции рассматриваемого
здесь вида независимо ввели И. Фадле (J. Fadle) и П. Ф. Папкович. Ссылки
см. в (1) J. P. B e n t h e m , Quart. J . Mech. Appl. Math. 16, 413 — 429(1963);
(2) G. H or w a y , J. S. B o r n , J. Appl. Mech. 24, 261-268 (1957); (3) J. N.
G o o d i e r , P. G. H o d g e , Elasticity and Plasticity, John Wiley, New
York, 1958, [Русский перевод: Дж. Г у д ь е р , Ф. Х о д ж , Упругость и пла-
стичность, ИЛ, М., I960]; (4) М. W. J o h n s o n , Jr., R. W. L i t t l e , Quart.
Appl. Math. 22, 335 — 344 (1965). [Как отметил Б. М. Нуллер (ПММ 33, № 2,
376 — 383 (1964)), соотношения обобщенной ортогональности и задача одновре-
менного разложения двух независимых функций в ряды по однородным функ-
циям впервые исследовались П. А. Шиффом (J. Math, pures et appl. ser. Ill,
9, (1883)).— Прим. ред.].
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Его первые два ненулевых корня равны

7з = 3,7488+ 1,3843», 7Б = 6,9500 + 1,67611. (и)

Для отыскания соответствующих значений и' вместо первого из уравнений (в)
используем соотношение

и' sin у + у cos у = 0. (к)

Обращаясь к симметричному случаю, представленному формулой (а), после
подстановки выбранного значения корня у, например у2 из (д) и соответст-
вующего ему значения х из первого или второго уравнения (в), получаем
комплексную форму функции напряжений, в которой коэффициент С будем
считать здесь равным единице. Поскольку эта функция напряжений удовлет-
воряет дифференциальному уравнению (30), ее действительная и мнимая части,
каждая в отдельности, также удовлетворяют этому уравнению и могут исполь-
зоваться как действительные функции напряжений. Каждой из них можно
придать ее собственный действительный коэффициент. Действительная часть у
дает экспоненциальный множитель, описывающий скорость убывания с рос-
том х. Наименьшая из таких скоростей встречается в функциях, соответст-
вующих у,,; согласно (д) экспоненциальный множитель равен

е-2,\06\х/с

Он является мерой затухания напряжений, которое качественно описывается
принципом Сен-Венана, если только рассмотренная здесь система «собственных
функций» способна представить любую самоуравновешенную нагрузку на кон-
цах, какая может быть приложена. Хотя это и так, на практике определение
коэффициентов ведет к весьма трудоемким вычислениям. Чтобы избежать их,
были протабулированы приближенные функции более простого вида, которые
использовались в ряде работ*).

Вместо задания нагрузок условия на концах могут основываться на за-
данных перемещениях. В некоторых случаях напряжения имеют особенности
в углах х = 0, у = ± с. В этих случаях важно исследовать характер сингу-
лярных членов2) и, если возможно, представить их в замкнутой форме так,
чтобы часть решения в виде ряда представляла только несингулярную часть.
Пример такого рода встречается в задаче о полосе, которая закреплена на
одном конце и имеет нулевые перемещения. Задача решалась указанным пу-
тем при действии растягивающей нагрузки 3 ) . Исследована также задача о по-
лосе, растягиваемой в двух направлениях, у которой упругие константы в об-
ласти х > 0 отличаются от констант в области х < 0 4 ) .

З А Д А Ч И

I. Найти, какая задача о плоском напряженном состоянии, отвечает сле-
дующей функции напряжений:

Р „

2. Найти, какая задача отвечает функции напряжений

<р = — -rj ху3 (3d—2у)

в области, заключенной между линиями у = 0, y = d и х = 0 при

2 ) См. G. Н о г w a y , J . S. B o r n J . Appl. Mech. 24 (1957).
•) Это требует отдельного исследования угловой области (см. гл. 4 § 42).
3) См. цитированную работу Бентема (J. P . B e n t h e m ) .
4 ) К. Т. S. I y e n g a r and R . S . A l w a r , Z. Angew. Math. Phys. 14, 344 —

352 (1963); Z. Angew. Math. Mech. 43, 2 4 9 - 2 5 8 (1963).



80 ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ [ГЛ. 3

3. Показать, что функция

является функцией напряжений и найти, решением какой задачи она служит,
если применяется в области, ограниченной линиями у= ± с и х = 0 при ,

4. Утверждается, что функция

- (А. *У2 ху3 1у2 1у3

\ 4 \f* 4Р 4/** \г

служит решением задачи о консоли (у= ± с, 0 < х < /), нагруженной вдоль
нижней грани равномерными сдвигающими усилиями, если верхняя грань и
торец х = 1 свободны от нагрузки. В каком отношении такое решение несо-
вершенно? Сравнить выражения для напряжений с теми, которые получаются
по элементарным формулам растяжения и изгиба.

5. В задаче о консоли, изображенной на рис. 26, условия опирания имеют
вид:

при х = 1, у = 0

при х — 1, у= ± с
и = 0.

Показать, что прогиб определяется формулой

Изобразить эскизно деформированную форму опорного конца г = 1 и указать
на эскизе, какой форме опирания отвечает решение (Шарниру? Каткам, дви-
жущимся по фиксированной плоскости?).

6. Балка, изображенная на рис. 28, вместо нагрузки q на верхней грани,
нагружена собственным весом. Найти выражения для компонент перемещения
и и v. Найти также выражение для изменения толщины, первоначально рав-
ной единице.

7. Консоль, изображенная на рис. 26, вместо узкого прямоугольного по-
перечного сечения имеет широкое, и соответствующие усилия, приложенные
вдоль вертикальных граней, создают условия плоской деформации. Нагрузка
на единицу ширины на конце консоли равна Р.

Доказать, что напряжения ах, оу, xxlJ не отличаются от тех, которые
найдены в § 21. Найти выражение для напряжения ог и вычертить эскизно
его распределение по граням консоли. Выписать выражения для компонент
перемещения и и v, если при x = Z фиксируется горизонтальный элемент оси
консоли.

8. Показать, что если V—плоская гармоническая функция, т. е. удовлет-
воряет уравнению Лапласа

то и функции xV, yV, (x2-{-y2)V также удовлетворяют уравнению (а) § 18 и
могут использоваться как функции напряжений.

9. Показать, что функция

Ве-<*У+Cyevy + Dye-<*y) sin ax

является функцией напряжений.
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Вывести в рядах выражения для напряжений в полубесконечной пла-
стинке при у > О под действием на грани у = 0 нормального давления, имею-
щего выражение

09

7 , Ът sin
m = l

Показать, что напряжение сгЛ в любой точке на грани является сжимающим
и равно значению приложенного в этой точке давления. Предполагать, что
с ростом у напряжения стремятся к нулю.

10. Показать, что уравнению (б) из § 17 удовлетворяют напряжения, оп-
ределяемые уравнениями (д) из § 24 и напряжения, получаемые в результате
решения задачи 9.



Глава 4

ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ

§ 27. Общие уравнения в полярных координатах

При исследовании напряжений в круглых кольцах и дисках,
криволинейных стержнях узкого прямоугольного поперечного
сечения с круговой осью и т. д. удобно использовать полярные
координаты. В этом случае положение точки на срединной пло-

скости пластинки определяется рас-
стоянием от начала координат О (рис.
40) и углом 0 между радиусом-век-
тором г и некоторой осью Ох, фик-
сированной в рассматриваемой пло-
скости.

Рассмотрим равновесие малого
элемента 1234, вырезанного из пла-
стинки радиальными сечениями 04,
02, нормальными к пластинке, и

J6r), двумя цилиндрическими поверхно-
стями 3, 1, также нормальными к
плоскости пластинки. Нормальную

р и с 4 0 компоненту напряжения в радиаль-
ном направлении обозначим через

аг, нормальную компоненту в окружном направлении —через
ав, а касательную компоненту напряжения—через т,е, считая,
что каждый символ представляет напряжение в точке г, 0, кото-
рая находится в центре элемента точки Р. С учетом изменения
напряжения его значения посередине сторон /, 2, 3, 4 не будут
в точности равны аг, ав, тгв, и мы обозначим их через (а^
и т. д., как показано на рис. 40. Радиусы сторон 3, 1 обозна-
чим через г3, гх. Усилие, действующее в радиальном направлении
по стороне /, равно (0 r) t r1 dQ, что можно записать также в виде
(a/) x d0. Усилие же, действующее в радиальном направлении по
стороне 3, равно (arr)3dQ. Компонента нормального усилия, дей-
ствующего по стороне 2, вдоль радиуса, проходящего через
точку Р, равна — (cre)2(/'1 — r2) sin (d0/2) или — (ae)2dr (dQ/2).
Соответствующая компонента действующего по стороне 4 усилия
равна —(o e) idr (dQ/2). Касательные усилия на сторонах 2 и 4
дают вклад [(тЛе)2—(^гв)*] dr. Предположим, кроме того, что
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объемная сила имеет в радиальном направлении компоненту R.
Проектируя все силы на радиальное направление, получаем
уравнение равновесия

После деления на drdQ это уравнение принимает вид

=

Если размеры элемента уменьшаются и в пределе становятся
равными нулю, первый член уравнения в пределе обращается
в д(агг)/дг. Второй становится равным ае, а третий—дт,е/д0.
Проектируя все силы на окружное направление, получим второе
уравнение равновесия. Окончательно эти два уравнения равно-
весия принимают вид

эг+т"йT^—т—i-tf-o, • 7 ж + " э г + ~ г + 6 - 0 1 (37)

где S—компонента объемной силы в кольцевом направлении
(в сторону увеличения 0).

При решении двумерных задач в полярных координатах эти
уравнения заменяют уравнения (18). Если объемные силы равны
нулю, то уравнения (37) можно удовлетворить, полагая

1 Эф 1 Э2ф Э 2 ф

дц) 1 Э 2 ф Э / 1 дц
т ' в — т-2 дв г drdQ ~ дг\ г ЭО

где ф—функция напряжений, зависящая от г и 0. Это, разу-
меется, можно проверить с помощью прямой подстановки. Вывод
формул (38) приводится ниже. Вместо вывода уравнений (37)
и доказательства, что при R = S = 0 они удовлетворяются при
помощи выражений (38), можно исходить из поля напряжений
в системе координат ху, определяемого компонентами ох, ау, хху,
как это было сделано в главе 3. Затем от них можно перейти
к компонентам ar, ae, тл6 в полярных координатах. Из (13),
отождествляя а с 0, имеем

<уг = ох cos2 0 + оу sin2 0 + 2rxy sin 0 cos 0,
a0 = ах sin2 0 + оу cos2 0—2хху sin 0 cos 0, (а)

т/-е = (ау—
ах)sm 0 cos 0 + xxy (cos2 0—sin2 0).

Подобным же образом можно выразить ах, ау, хху через or, OQ,
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т г в с помощью следующих соотношений (см. задачу 1, стр. 157):
fJx — or/.cos204-o"esin2 9—2Tresin 9 cos 8,
oy = er sin2 0 -J- a e cos- 9 + 2хгв sin 9 cos 9, (6)

xxy = (ar — ae) sin 9 cos 9 -f xr6 (cos2 9—sin2 9).

Чтобы получить выражения (38), найдем далее зависимости между
производными в обеих координатных системах. Прежде всего,
имеем

что дает
дг х п дг у . п•=-=—=cos0, д- = — = sin9,дх г ' ду г '

сЮ у__ sin6 dQ _ х cos в
дх~ гг г ' ду л2 г

Таким образом, для любой функции f(x, у) в полярных коорди-
натах f(r cos 9, г sin 9) получаем

df__dfдт_ <Э£д6_ пд[ sinGdf , .

Чтобы найти выражение для d2f/dx2, повторим операцию, опре-
деленную правой частью (в). Тогда

г,д %тЪд\( ndf sinQdf\
3-4 = 1 COS 9 д 5й COS 9 / 55

дх* \ дг г д%) \ дг г д%)

После небольших преобразований это соотношение приводится
к виду

( ) £ ( ! ! ) . (О

Аналогично находим

( i g i g ) ! ( ± g ) (Д)

Если в качестве / взять функцию напряжений ф(х, у), опре-
деляемую формулами (29) (при pg = 0), то производные в левых
частях уравнений (г), (д) и (е) станут равными соответственно
оу, ах и тХу. Следовательно, выражения в правых частях урав-
нений (г), (д) и (е) можно подставить вместо компонент наиря-
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жения в правой части (а). Легко проверить, что результат такой
подстановки приводит к формулам (38).

Чтобы записать дифференциальное уравнение (а) (стр. 53) в
полярных координатах, сначала сложим уравнения (г) и (д).
Получим

i ^ (Ж)
г* дв2 ) '' ^ '

Это соотношение показывает, что оператор правой части в поляр-
ных координатах эквивалентен оператору Лапласа левой части.
Далее, складывая два первых уравнения (б), найдем

=аг + ав. (и)

Если объемная сила отсутствует, то аналогично тому, как это
было сделано на стр. 48, получаем

", + *,) =0. (к)

В силу соотношений (и), (к) и (ж) это условие можно записать
в виде

\дг* f r дг "+" f2- №) \дг* ~г г дг ~*~ г2 д

Из различных решений этого дифференциального уравнения
в частных производных мы можем получить решения двумерных
задач в полярных координатах при разных граничных условиях.
Несколько примеров таких задач будут рассмотрены в данной
главе.

§ 28. Полярно-симметричное распределение напряжений

Если функция напряжений зависит только от г, уравнение
совместности (30) принимает вид

2 + г dr Д dr* "•" г dr ) ~ dr* "^ r dr3 г2 dr* + r3 dr ~ U <

Это обыкновенное дифференциальное уравнение, которое можно
привести к линейному дифференциальному уравнению с постоян-
ными коэффициентами, если ввести новую переменную / с по-
мощью зависимости г = е*. Таким путем легко получить общее
решение уравнения (40). Это решение содержит четыре постоян-
ных интегрирования, которые должны быть определены из гра-
ничных условий. С помощью подстановки можно проверить, что
общее решение имеет вид

(41)

Из этого общего решения можно получить решения ряда задач
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о полярно-симметричном распределении напряженийх) без учета
объемных сил. Соответствующие компоненты напряжения, согласно
уравнениям (38), имеют вид

( 4 2 >

т г 0 = 0.
Если в начале координат нет отверстия, постоянные А и В обра-
щаются в нуль, поскольку в ином случае компоненты напряже-

ния (42) при г = 0 становятся неограни-
ченно большими. Следовательно, для пла-
стинки без отверстия в начале координат
и при отсутствии объемных сил может су-
ществовать только одно полярно-симмет-
ричное распределение напряжений, при
котором a r = ae = const и пластинка нахо-
дится в условиях однородного сжатия или
растяжения во всех направлениях в своей
плоскости.

Р и с 41. Если в начале координат имеется от-
верстие, то из уравнений (42) можно вы-

вести и другие решения, отличные от однородного растяжения
или сжатия. Принимая, например, В равным нулю2), можно при-
вести уравнения (42)_к виду

Это решение можно использовать для описания поля напряжений
в полом цилиндре, подверженном действию равномерного давле-
ния на внутренней и внешней поверхностях3) (рис. 41). Обозна-
чим через а и Ь внутренний и внешний радиусы цилиндра,
а через р,- и р0—внутреннее и внешнее давления. Тогда гранич-
ные условия задачи примут вид

(ог)г=а——ph (or)r=b—— р„. (а)

Подставляя (а) в первое из уравнений (43), получаем следующие
уравнения для определения А я С:

jz + 2C=—p0.

*) Функция напряжений, зависящая от G, не обязательно приводит
к распределениям напряжении, зависящим от 9. Это иллюстрирует функция
вида AQ в (р) на стр. 140.

2) Доказательство, что В должно равняться нулю, требует рассмотрения
перемещений. См. стр. 94.

3) Решение этой задачи принадлежит Ламе (Q. L a m e , Lecons sur la
theorie . . . de l'elasticite, Gauthier-Villars, Paris, 1852).
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откуда следует, что

Г
п ~ Ьг — & ' б 2 — а 2 •

Подставляя эти значения в уравнения (43), получаем следующие
выражения для компонент напряжения:

(р„-р,) 1 , Р,-а2-ро62 аЧЦро—pi) 1 ,
2_ а 2 ri "Г ft2_a2 > °6— 62__а2 Г2 Т

(44)
Радиальное перемещение и легко найти, так как в данном

случае г^ — и/г и для плоского напряженного состояния

£е е = о-е—
var-

Интересно отметить, что по всей толщине цилиндра сумма
ог-\-ов постоянна. Следовательно, напряжения аг и о е вызывают
однородное растяжение или сжатие в направлении оси цилиндра,
и поперечные сечения, перпендикулярные оси цилиндра, будут
оставаться плоскими. Таким образом, деформация, производимая
напряжениями (44) в элементе цилиндра, вырезанном двумя смеж-
ными поперечными сечениями, не влияет на деформацию сосед-
них элементов. Это оправдывает принятие для этого элемента
условий плоского напряженного состояния, как и было сделано
выше.

В частном случае, когда рп = 0 и цилиндр подвержен одному
только внутреннему давлению, выражения (44) принимают вид

....
(45)

Эти выражения показывают, что в этом частном случае напря-
жение ог всегда является сжимающим, а напряжение ав—растя-
гивающим. Последнее принимает наибольшее значение на внут-
ренней поверхности цилиндра, где

x = 62_f l2 • (46)

Напряжение (ае) т а х всегда численно превышает внутреннее
давление и приближается к нему по величине с ростом Ь. Сле-
довательно, его нельзя сделать ниже /?,-, сколько бы материала
не добавлялось ко внешней части цилиндра. Различные прило-
жения уравнений (45) и (46) при проектировании машин изла-
гаются обычно в элементарных курсах сопротивления мате-
риалов *).

J ) См., например, S. T i m o s h e n k o , Strength of materials, изд. 3, т. 2,
гл. 6, N. J . , 1956. [См. С П . Т и м о ш е н к о , Сопротивление материалов,
Физматгиз, 1960. См. также М. М. Ф и л о н е п к о - Б о р о д и ч и др., Курс
сопротивления материалов, т. 2, гл. 9. Гостехиздат, 1949. (Прим. перев.)].
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Соответствующая задача для цилиндра с эксцентричным
отверстием решена Джеффрих). Если радиус отверстия равен а,
радиус внешней поверхности цилиндра—b и расстояние между
центрами соответствующих окружностей равно е, то (если е < 1/2а)
максимальным напряжением при действии внутреннего давления
Pi будет окружное напряжение на внутренней поверхности в са-
мом тонком месте. Величина этого напряжения определяется
формулой

Г 2Ьг(Ь* + а? —2ае—е2) , 1
* — а?—2ае—е*) l J '

При е = 0 это выражение совпадает с (46).

§ 29. Чистый изгиб кривых брусьев

Рассмотрим кривой брус с постоянным сечением в виде узкого
прямоугольника2) и круговой осью. Пусть брус изгибается

в плоскости кривизны момента-
ми М, приложенными по кон-
цам (рис. 42). В этом случае
изгибающий момент остается
постоянным по длине стержня
и естественно ожидать, что рас-
пределение напряжений во всех
радиальных сечениях будет од-
ним и тем же, и потому решение
задачи можно получить, исполь-
зуя выражение (41).

Обозначая через а и bвнут-
ренний и внешний радиусы по-

верхность бруса и принимая ширину прямоугольного поперечного
сечения равной единице, получаем следующие граничные условия:

(1) о> =

(2)

при г = а и о = \

= -М, (а)
а

на(3) тге = 0 всюду на поверхностях.
Условие (1) означает, что как выпуклая, так и вогнутая поверх-
ности бруса свободны от нормальных усилий. Условие (2) ука-

!) G. В. J e f f e r y , Trans. Roy. Soc. (London), 221A, 265 (1921). См.
также Brit. Ass. Adv. Sci. Rept., 1921.

В § 66 данной книги дано полное решение этой задачи с помощью иного
метода.

2) Из общей теории двумерной задачи, § 16, следует, что решение, полу-
ченное ниже для плоского напряженного состояния, справедливо и для случая
плоской деформации.
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зывает на то, что нормальные напряжения на концах вызваны
только действием момента М, тогда как условие (3) указывает,
что к внешней и внутренней поверхностям не приложены каса-
тельные внешние усилия. Используя первое из уравнений (42)
совместно с граничным условием (1) из (а), получаем

A (б)

Теперь нужно удовлетворить граничному условию (2) из (а).
Использование функции напряжений гарантирует равновесие
системы. Ненулевая результирующая усилий на каждом из кон-
цов стержня приводит к нарушению условий равновесия. Для
того чтобы изгибающий момент равнялся М, должно выполняться
условие

j aerdr = J g j | r dr = — M.

Отсюда получаем
ь
\ тг-£г dr =

~dF "ЗГ

(•)

и, принимая во внимание, что с учетом (б)
(? Аь(\

из (в) находим
1 Ф 1 2 = Л Г .

После подстановки сюда выражения (41) для ф получаем

A In — + В (Ь2 \nb — a2 lna) -f- С ф2—а2) = М. (г)

Это уравнение, вместе с двумя уравнениями (б), полностью опре-
деляет постоянные А, В, С. Отсюда находим

где для упрощения введено обозначение

N = (bl — а2)2 — 4а2

(Д)

(е)

Подставляя значения постоянных, определяемые выражениями (д),
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в формулы для компонент напряжения (42), получаем
4М fcfib2, b . , 2 , г , 2 i a \

vr = rj- —j- In — h b2 In -r- + a In — 1,

4УИ / аЧ2 . b . , 2 | _г_ 2 , ±,иг г А /47*1
' Л/ \ *-2 л I Ь I г 1 / * V /

Эти формулы дают распределение напряжений, удовлетворяющее
всем граничным условиям1) (а) для чистого изгиба и представ-
ляют собой точное решение задачи, если распределение нормаль-
ных усилий на концах дается вторым из уравнений (47). Если
силы, создающие изгибающий момент М, распределены по тор-
цам стержня некоторым другим образом, распределение напря-
жений на концах будет отличаться от того, которое дается
решением (47). Однако, согласно принципу Сен-Венана, на не-
котором удалении от концов, скажем, на расстояниях от концов,
превышающих высоту сечения бруса, этими отклонениями от ре-
шения (47) можно пренебречь. Это обстоятельство иллюстрирует
рис. 102.

Представляет практический интерес сравнение решения (47)
с элементарными решениями, приводимыми в курсах сопротив-
ления материалов. Если высота бруса b — а мала по сравнению
с радиусом (Ь-{-а)/2 срединной оси стержня, то обычно напря-
женное состояние принимается таким же, как и в прямолиней-
ном брусе. Если же высота не мала, то обычно на практике
полагают, что при изгибе поперечные сечения бруса остаются
плоскими; тогда можно показать, что распределение нормального
напряжения 0е по любому поперечному сечению следует гипер-
болическому закону2). Во всех случаях наибольшее3) и наимень-
шее значения напряжения а е можно представить в виде

ае = т-^- . (ж)

х) ЭТО решение принадлежит X. С. Г о л о в и н у (Известия С.-Петербург-
ского технологического института, т. 3, 1881). Эта статья, опубликованная
на русском языке, долгое время была неизвестна в других странах, и та же
задача была решена Рибьером (М. С. R i b i e r e , Compt. Rend. 108 (1889);
132 (1901)) и Прандтлем. См. A. F o p p l , Vorlesungen uber Teshnische Mecha-
nik, т. 5, стр. 72, 1907, а также А. Т i m p e, Z. Math. Physik, 52, 348 (1905).

2 ) Эта приближенная теория развита в работах Н. R e s a l , Ann. Mines
(1862) стр. 617. Е. W i n k i e r , Zivilingenieur 4, 232 (1858). См. также книгу
Е. W i n k i e r , Die Lehre der Eiastizitat und Festigkeit, гл. 15, Prag, 1862.
Дальнейшее развитие этой теории принадлежит Грасхофу ( F . G r a s h o f , Eias-
t iz i tat und Festigkeit, 1878 стр. 251, и Пирсону ( К . P e a r s o n , History of
the theory of elasticity, т 2, ч. 1, стр. 422, 1893).'

3 ) Наибольшее значение а в в (47) всегда получается на внутренней по-
верхности бруса г = а; доказательство этого дал Брок (J. E. B r o c k , J . Appl.
Mech. 31,559 (1964)).
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Коэффициент т в формуле (ж)
ТАБЛИЦА 1

ь
а

1,3
2
3

Линейное
распределение

напряжения

±66,67
± 6,000
± 1,500

Гиперболическое
распределение

напряжения

+ 72,98 — 61,27
+ 7,725—4,863
+ 2,285—1,095

Точное
решение

+ 73,05 — 61,35
+ 7,755—4,917
+ 2,292—1,130

т

В табл. 1 приводятся значения множителя т, вычисленного
по двум элементарным методам, упомянутым выше, и по точной
формуле (47)J). Из этой таблицы можно видеть, что элементар-
ное решение, основанное на
гипотезе плоских сечений,
дает очень точные резуль-
таты.

Далее будет показано, что
в случае чистого изгиба пло-
ские поперечные сечения дей- Ь~2а
ствительно остаются плоски-
ми, и расхождение между :

элементарными решениями и
точным решением связано с
тем, что в элементарных ре-
шениях пренебрегают компо-
нентой напряжения аг и счи-
тают, что продольные волокна
изогнутого стержня находят- Ь=2а
ся в состоянии чистого ра-
стяжения или сжатия.

Из первого уравнения
(47) можно видеть, что для
направления изгиба, пока-
занного на рис. 42, нап-

6

6

г
0

2

fi

\

К

ч
Нейтро
у(г/с

льная ось
>=1,443)

—

1,0 i,z 0 1,6

/
/

•^Мох. (1,070)

ч ч,
\

(0 1,2 1А 1,6 1,д

Рис. 43

г/а

ряжение аг всегда положи-
тельно. Тот же вывод можно сделать сразу же, исходя из
направления напряжений ае, действующих на элементы n—n
(рис. 42). Соответствующие усилия дают результирующие в ра-
диальном направлении, стремящиеся отделить друг от друга
продольные волокна и вызывающие растягивающее напряжение
в радиальном направлении. Это напряжение увеличивается
в направлении к нейтральной поверхности и становится макси-

-1) Эти результаты взяты из докторской диссертации V. В i I e v i с z, Mi-
chigan University, 1931.
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мальным вблизи нее. Его максимальное значение всегда намного
меньше (ст е) т а х. Например, при Ь/а= 1,3, (сг г) т а х = 0,060 (ав)тп\
при Ыа = 2, ( а , ) т а х = 0,138 ( а в ) т а х ; при Ь/а = 3 (о>) т а х = 0,193 ( а е ) т а х .
На рис. 43 дано распределение ов и ог при Ь/а = 2. Из этого
рисунка видно, что точка с максимальным напряжением аг не-
сколько смещена от нейтральной оси в направлении центра кри-
визны.

§ 30. Компоненты деформаций в полярных координатах

При исследовании перемещений в полярных координатах
обозначим компоненты перемещения в радиальном и окружном

направлениях через и и v. Если
л и — радиальное перемещение сто-

роны ad элемента abed (рис. 44),
то радиальное перемещение сторо-

fdo_ ны be равно u + (du/dr)dr. Отно-
-дг сительное удлинение элемента abed

в радиальном направлении опреде-
лится тогда формулой

Рис.44. ег=^-- (48)

Деформации в окружном направлении зависят не только от пе-
ремещения v, но также и от радиального перемещения и. Счи-
тая, например, что точки and элемента abed (рис. 44) имеют
только радиальное перемещение и, получаем, что новая длина
дуги ad равна (r + u)dQ, а отсюда окружная деформация опре-
деляется выражением

( + )dQ— rdQ и
rd% ~ r "

Разность окружных перемещений сторон ab и cd элемента abed
равна (dv/dQ)dQ, а окружная деформация, вызванная перемеще-
нием v соответственно равна dv(rdQ). Отсюда общая окружная
деформация определяется формулой1)

и . dv

Рассмотрим теперь деформацию сдвига, считая, что элемент abed
после деформации занимает положение a'b'c'd' (рис. 44). Угол
между направлениями ad и a'd', связанный с радиальным пере-
мещением и, равен du/(rdQ). Точно так же угол между а'Ь' и ab
равен dv/дг. Следует отметить, что вклад в деформацию сдвига
вносит только часть этого угла (заштрихованная на рисунке),

1) Символ Eg в § 11 имел другой смысл.
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тогда как другая его часть, равная с/г, представляет угловое
перемещение, связанное с вращением элемента abed как абсо-
лютно твердого тела относительно оси, проходящей через точку О.
Следовательно, общее изменение угла dab, представляющее собой
деформацию сдвига, определяется формулой

ди . ди v / c m

у*=тт+Тг-т- ( 5 0 )

Подставляя теперь выражения для компонент деформации (48),
(49) и (50) в уравнения, выражающие закон Гука для плоского
напряженного состояния

е/ = -£-К—vcr e), ee = -£-(tfe — vor), yre = -g-tre, (51)

можно получить уравнения, достаточные для определения и и у.

§ 3 1 . Перемещения при симметричных полях напряжений

Подставляя в первое уравнение (51) компоненты напряжения
из уравнений (42), находим

После интегрирования получаем

(а)
где /(Q)—функция лишь одной переменной 0. Из второго урав-
нения (51), используя (49), находим

дв ~ Е

Отсюда после интегрирования получаем

где f1(r)—функция лишь одной переменной г. Подставляя выра-
жения (а) и (б) в (50) и замечая, что угв равна нулю, поскольку
равно нулю тге, находим

df ( 6 ) d h ( r ) 1 P f , m . f t l f M n , ,
+ + ) f ( e ) d 9 — 7 / ( ' ) = ° (в)

откуда
f1(r) = Fr, f(Q) = HsinQ + Kcese, (r)

где F, H и К—постоянные, которые должны определяться из
условий закрепления криволинейного стержня или кольца.
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Подставляя выражения (г) в (а) и (б), получаем следующие фор-
мулы для перемещений1):

и = ~ \ — ( 1 +

r

v M + 2 ( l — v ) B r \ n r — B ( l + v ) r + 2 C ( \ — v ) r \ +

+ H sin 6 + К cos 0, (52)

v = ***- + Fr + H cos 6—К sin 9,

где для каждого частного случая следует подставлять свои зна-
чения постоянных А, В и С. Рассмотрим, например, чистый
изгиб. Считая центр тяжести поперечного сечения, от которого
отсчитывается угол Э (рис. 42), а также элемент радиуса в этой
точке жестко фиксированными, можно представить условия за-
крепления бруса в виде

и = 0, о = 0, g = 0 при 9 = 0 и г = го = ^ .

Подставляя сюда выражения для перемещений (52), получаем
следующие уравнения для определения постоянных интегриро-
вания F, Н и К

Отсюда следует, что F = H = 0, и для перемещения v получаем

- (5 3)

Это означает, что перемещение любого поперечного сечения
складывается из поступательного перемещения —/CsinG, одина-
кового для всех точек сечения, и поворота поперечного сечения
на угол 4BQ/E относительно центра кривизны О (рис. 42). Мы
видим, что при чистом изгибе поперечные сечения остаются
плоскими, как это обычно и предполагается в элементарной
теории изгиба криволинейных стержней.

При исследовании симметричного распределения напряжений
в сплошном кольце (стр. 86) постоянная В в общем решении
(42) принималась равной нулю, и таким путем мы пришли к за-
даче Ламе. Теперь же, после получения выражений (52) для
перемещений, становится понятным, какой смысл имеет предпо-
ложение о том, что постоянная В равна нулю. Постоянная В
является сомножителем в члене ABrQ/E, входящем в выражение
для перемещения v. Этот член неоднозначен; он меняется при

1) Уравнение (в) удовлетворяется только в том случае, когда \ / (0) dQ

(/(6) дается формулой (г)) берется без добавления постоянной.
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увеличении 0 на 2я, т. е. при возвращении к данной точке по-
сле полного оборота по кольцу. Такое многозначное выражение
для перемещения физически невозможно в сплошном кольце,
поэтому для данного случая нам следует положить В = 0 в общем
решении (42).

Кольцо служит примером многосвязного тела, т. е. такого
тела, в котором некоторые сечения можно провести без разделе-
ния тела на две части. Для полного опреде-
ления поля напряжений в таких телах недо-
статочно задания граничных условий в на-
пряжениях, и должны рассматриваться допол-
нительные уравнения, представляющие со-
бой условия однозначности перемещений (см.
§§ 34, 43).

Физический смысл многозначных решений
можно разъяснить, рассматривая начальные Рис. 45.
напряжения в многосвязном теле. Если вы-
резать часть кольца двумя смежными поперечными сечениями
(рис. 45) и соединить концы кольца с помощью сварки или
каким-либо иным методом, то получится кольцо с начальными
напряжениями, т. е. в кольце возникнут напряжения, несмотря
на отсутствие внешней нагрузки. Если а—малый угол, опреде-
ляющий вырезанную часть кольца, то кольцевое перемещение,
необходимое для того, чтобы соединить вместе концы кольца,
равно

v = ar. (д)

То же перемещение, получаемое из уравнения (53), если поло-
жить 0 = 2я, составляет

о АВг , .
v = 2я - £ - . (е)

Из (д) и (е) получаем

Постоянная В, входящая в многозначный член выражения для
перемещения (53), имеет теперь определенное значение в зависи-
мости от способа, с помощью которого в кольце образуются
начальные напряжения. Подставляя (ж) в уравнение (е) из § 29,
находим, что изгибающий момент, необходимый для того, чтобы
свести вместе концы кольца (рис. 45), равен

( 6 _ О ) _ 4 а Ч Ч In —
а Е \ a

8л 2(62-а2)

Отсюда, используя решение (47) для случая чистого изгиба,
легко вычислить начальные напряжения в кольце.
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§ 32. Вращающиеся диски

Распределение напряжений в круглом вращающемся диске
имеет большое практическое значение1). Если толщина диска
мала по сравнению с его радиусом, то изменением радиального
и окружного напряжений по толщине диска можно пренебречь2)
и задача легко решается3). Если толщина диска постоянна, можно
применить уравнение (37), в котором объемной силой будет
являться сила инерции4). Тогда

R = p<uV, S = 0, (а)

где р—масса единицы объема материала диска, а ю—угловая
скорость вращения. В силу симметрии напряжение т г 6 обращается
в нуль, а напряжения аг и сте не зависят от 8. Второе уравне-
ние (37) удовлетворяется тождественно, а первое можно записать
в форме

^ c o V 2 = O. (б)

Согласно формулам (48) и (49) компоненты деформации в сим-
метричном случае имеют вид

Выражая из двух первых соотношений между напряжениями
и деформациями (51) компоненты напряжения, будем иметь

Далее, используя (в), находим

Е {du , и\ Е ( и , du

Подставляя эти выражения в (б), получим, что перемещение и
должно удовлетворять уравнению

(Д)

*) Полное исследование этой задачи и обширную библиографию по этому
вопросу можно найти в книге: К. L б f f 1 е г, Die berechnung von Rotierenden
Scheiben und Schalen, Springer-Verlag OHG, Gottingen, 1961.

2) Точное решение задачи для диска, имеющего форму сплющенного эл-
липсоида вращения, получил Кри (С. С h r e e, Proc. Roy. Soc. (London) 58,
39 (1895)). Это решение показывает, что в однородном диске с толщиной,
равной 1/8 диаметра, различие между максимальным и минимальным напря-
жением на оси вращения составляет только 5% от максимального напряжения.

8) Более подробное обсуждение этой задачи будет дано позже (см. § 134).
4) Вес диска считается пренебрежимо малым.
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Общее решение этого уравнения имеет вид

J— i^poV], (e)

где С и С\—произвольные постоянные. Соответствующие ком-
поненты напряжений находятся из (г) в виде

Постоянные интегрирования С и С1 определяются из граничных
условий.

Для случая сплошного диска, чтобы получить и —0 в центре,
мы должны положить С\ = 0. Постоянная С определяется из ус-
ловия, на контуре г — Ь диска. Если там не приложены силы,
то получаем

откуда

Компоненты напряжений, согласно (ж), теперь определяются
формулами

3 ± ^ b ^ p c o V . (54)

Эти напряжения принимают максимальное значение в центре
диска1), где

!+?ft>V. (55)

В случае диска с круглым отверстием радиуса а в центре
постоянные интегрирования в уравнениях (ж) могут быть найдены
из граничных условий на внутренней и внешней границах. Если
на этих границах нет усилий, то граничные условия имеют вид

(°>)r=a = 0, (ar)r=b = 0; (и)
из этих условий следует, что

Подставляя эти значения в уравнения (ж), получаем

х) Можно показать, что когда ог и а е не зависят от 6, они по их опре-
делению должны быть равны друг другу в центре.



98 ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ [ГЛ. 4

Максимальное радиальное напряжение возникает в точке r —
где

(57)

Максимальное окружное напряжение действует на внутренней
границе, где оно равно

(58)

Можно показать, что это напряжение больше чем (crr)max.
Когда радиус отверстия а стремится к нулю, максимальное

окружное напряжение стремится к значению, вдвое большему
того, которое действует в центре сплошного диска и определяется
формулой (55). Таким образом, введение малого кругового отвер-
стия в центре1) сплошного вращающегося диска удваивает мак-
симальное напряжение. Другие примеры этого явления концент-
рации напряжений вокруг отверстий будут рассмотрены позже
(см. стр. 105—112).

Предполагая, что напряжения по толщине диска не меняются,
можно распространить развитый здесь метод анализа и на диски
переменной толщины. Если h—толщина диска, меняющаяся в
зависимости от радиуса г, то уравнение равновесия для элемента,
показанного на рис. 40, имеет вид

£ (hror) — hoQ + ftpco V = 0. (к)

Используя равенство (г) для того, чтобы выразить компоненты
напряжений через и, приводим уравнение (к) к виду

, d 2u . du , г dh f du . \ 1—v2

 2 , , >

Если величина h задана как функция от г, то (л) представляет
собой дифференциальное уравнение относительно переменной и.
Оно легко интегрируется для случая

h = Hrn, (м)

где Я и п — постоянные. Его общее решение в этом случае
имеет вид

где
(1—•v2) рсо2

т — -

х) Случай эксцентрического отверстия рассмотрен в работе Т а - С h e n g
K.U, J- Appl. Mech. 27, 359—360 (1960). См. также библиографию в этой
работе.



§ 33] ИЗГИБ КРИВОГО БРУСА СИЛОЙ, ПРИЛОЖЕННОЙ НА КОНЦЕ 99

а а и р — корни квадратного уравнения
х2 + пх + nv — 1 = 0 .

Величины А и В являются произвольными постоянными.
Хорошее приближение к реальной форме вращающихся дисков

можно получить, разделив диск на части и аппроксимируя форму
каждой части кривой типа (м)*). В ряде работ был рассмотрен
также случай конического диска2). Часто вычисления произво-
дились с разбиением диска на части и заменой каждой части
диском постоянной толщины3).

§ 33. Изгиб кривого бруса силой, приложенной на конце4)

Начнем с простого случая, изображенного на рис. 46. Стер-
жень узкого прямоугольного поперечного сечения с осью в форме
дуги круга закреплен на нижнем конце и изгибается силой Р,
приложенной в радиальном направлении к верхнему концу. Из-
гибающий момент в любом поперечном сечении т пропорционален
sin 9, а нормальное напряжение ав, согласно элементарной теории
изгиба кривых брусьев, пропорционально изгибающему моменту.
Полагая, что это остается справедливым р
и для точного решения (предположение, ^ 7
которое будет подтверждено результатами)
из второго уравнения (38) находим, что
функция напряжений ф, удовлетворяю-
щая уравнению

\дг*+ г дг~т~ г dQ2)[dr* "+" г дг + гг д

= 0, (а)

должна быть пропорциональна sin 0. При-
нимая

) = /(r)sin0 (б)
Рис. 46.

и подставляя (б) в уравнение (а), находим, что функция f(r)
должна удовлетворять следующему обыкновенному дифференци-
альному уравнению

1 d I_\{d4,±df 1 \ п /ч
r dr dr

!) M. G r u b l e r , VDI 50, 535 (1906).
2 ) A. F i s h e r , Z. Oesterr. Ing. Arch. Vereins 74, 46 (1922); H. M. M a r -

t i n , Eng. 115, 1 (1923); B. H o d k i n s o n , Eng. 116, 274 (1923); К- Е. В i s-
s h o p p , J . Appl. Mech. 11, A-l (1944).

3) Этот метод развил Донат (М. D o n a t , Die Berechnung Rotierender
Scheiben und Ringe nach einem neuen Verfahren, Berlin, 1929. См. также ци-
тированную выше книгу Леффлера (К. Loffler).

4) См. цитированную выше работу X. С. Головина.
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Это уравнение можно преобразовать в линейное уравнение с
постоянными коэффициентами (см. стр. 85), и его общее решение
имеет вид

+ Cr + Dr\nr, (г)

где А, В, С я D — постоянные интегрирования, которые опреде-
ляются из граничных условий. Подставляя решение (г) в выра-
жение (б) для функции напряжений и используя общие формулы
(38), находим следующие выражения для компонент напряжений:

i l l 9 , (59)

д ( 1 да>\ ( п л 2В . D

Условия, что внешняя и внутренняя границы кривого стержня
(рис. 46) свободны от внешних условий, имеют вид

а г = тГ9 = 0 при г —а и г = Ь

или, в соответствии с равенством (59),

2 Л а - 2 | + ̂ 0 , 2Л6-!? + £ = 0 . (д)

Наконец, последнее условие состоит в том, что сумма касатель-
ных усилий, распределенных по верхнему концу стержня, должна
быть равна Р. Принимая ширину поперечного сечения равней
единице, или считая Р нагрузкой на единицу толщины пластинки,
для верхнего конца 6 = 0, получаем

или
— А (№—а2) + В-—^-^ — Din — = Р. (е)

Из уравнений (д) и (е) находим

где

Подставляя значения (ж) постоянных интегрирования в уравне-
ния (59), получаем выражения для компонент напряжений. Для
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верхнего конца стержня при 8 = 0 получаем

Для нижнего конца 0 = л/2 находим

| ] (к)
Формулы (59) определяют точное решение задачи только тогда,
когда усилия на концах криволинейного стержня распределены
так, как этого требуют уравнения (и) и (к). Для всякого другого
распределения усилий распределение напряжений на концах
стержня будет отличаться от того, которое дает решение (59),
однако в силу принципа Сен-Венана на большом расстоянии от
концов решение остается справедливым. Вычисления показывают,

Рис. 47.

что элементарная теория, основанная на предположении, что
плоские поперечные сечения после изгиба остаются плоскими,
снова дает весьма удовлетворительные результаты.

На рис. 47 показано распределение касательных напряжений
тге по поперечному сечению 0 = 0 (для случаев b = За, 2а и 1,3а).
Абсциссами являются радиальные расстояния от внутренней гра-
ницы г = а. Ординаты представляют собой численные коэффи-
циенты, на которые нужно умножить среднее касательное напряже-
ние Р/(Ь—а), чтобы получить касательное напряжение в рассматри-
ваемой точке. При величине этого коэффициента 1,5 получается
напряжение, равное максимальному касательному напряжению,
определенному из параболического распределения для прямых
балок прямоугольного сечения. Из рисунка можно видеть, что
распределение касательных напряжений приближается к парабо-
лическому, когда высота сечения мала. Для таких соотношений
размеров, которые характерны для арок и сводов, можно с доста-
точной точностью принимать параболическое распределение каса-
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тельных напряжений, которое имеет место в прямолинейных
стержнях прямоугольного поперечного сечения.

Рассмотрим теперь перемещения, вызываемые силой Р (рис. 46).
Используя уравнения (48)—(51) и подставляя выражения (59)
для компонент напряжения, получаем

ди sin 9 Г» . , . ~ , 2В ,, . ч . D ,. . 1
SF В " [ 2 Л г ( 1 — 3 v ) — 7 5 r ( l + v ) + — i l — v ) j f

dv ди , dv v * '
- = ree-u, Y r 9 = _ + - _ _ .

После интегрирования первого из этих уравнений имеем

), (м)

где функция /(9) зависит только от Э. Подставляя выражение
(м) во второе уравнение (л) вместе с выражением для ее и ин-
тегрируя, находим

где функция F (г) зависит только от г. Подставляя теперь выра-
жения (м) и (н) в третье равенство (л), приходим к уравнению

Это уравнение удовлетворяется, если положить

^ (n)

где Н, К и L—произвольные постоянные, которые определяются
из условий закрепления.

Компоненты перемещений и и у, согласно формулам (м) и (н),
имеют теперь следующий вид:

(p)
2 D a . а c o s в Г . / е . . . . В (1 + v )9 s i n 9 | ^ ( 5 + v ) r 2 H ? !

—D(l—v) In A +^f^ cos 9 + К cos 9—L sin Q + Hr.

Радиальное перемещение верхнего конца стержня можно полу-
чить, полагая 8 = 0 в выражении для и, откуда

(и)в-0 = £. (с)
Постоянная L определяется из условия на заделанном конце
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(рис. 46). При 6 = я/2 имеем и = 0 и ди/дг = 0; таким образом,
из второго уравнения (р) получаем

Я = 0, L = ^ b . (т)

Следовательно, прогиб верхнего конца стержня с учетом (ж)
дается формулой

(60)
г - рг

(а2 — &2) + (а2 + 62)1п-^

Приложение этой формулы будет дано ниже. Когда Ь прибли-
жается к а, а высота сечения криволинейного стержня h = b—а
мала по сравнению с а, можно использовать выражение

. Ь , / , . h \ h I h2 . 1 h3 .

Подставляя его в (60) и пренебрегая членами высших порядков,
получаем

, , Зяа3Р
(«J

что совпадает с элементарной формулой для этого случая *).
Взяв функцию напряжений в виде

Ф = / (г) cos 0

и действуя описанным выше способом, находим решение для
случая, когда к верхнему концу стгржня приложены вертикаль-
ная сила и изгибающий момент (рис. 46). Вычитая из этого
решения напряжения, производимые изгибающим моментом (см.
§ 29), можно получить напряжения, вызываемые вертикальной
силой, приложенной к концу стержня. Имея решения для слу-
чаев действия горизонтальной и вертикальной сил, можно с по-
мощью наложения получить решения для любой наклонной силы.

В приведенных рассуждениях всюду предполагалось, что
уравнения (д) удовлетворяются и что круговые границы стержня
свободны от нагрузок. Считая, что в (д) правые части отличны
от нуля, получаем случай, когда по границам стержня распре-
делены нормальные и касательные усилия, пропорциональные
sin 9 и cos 9. Комбинируя эти решения с полученными ранее для
случаев чистого изгиба и для изгиба силой, приложенной на
конце, можно приближенно представить условия нагружения
свода песком или грунтом2).

J) См. С. П. Т и м о ш е н к о , Сопротивление материалов, т. I, § 80, Физ-
матгиз, 1960.

2) Несколько примеров такого рода рассмотрели X. С. Головин и Рибьер
(Ribiere), см. работы, цитированные выше.
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§ 34. Краевые дислокации

В § 33 компоненты перемещений (р) были получены, исходя
из компонент напряжения (59). Постоянные А, В, D для задачи,
представленной на рис. 46, определялись формулами (ж).

Приложение этого решения к задаче о четверти кольца
не связано с существом дела. С равным успехом то же решение

можно применить и к почти
полному кольцу (рис. 48, а, б).
Его можно также интерпретиро-
вать для случая, когда заданы не
силы, а перемещения.

Рассмотрим перемещения (р)
из § 33. Обратим внимание на
то, что первый член в выраже-
нии для и может привести к раз-
рыву перемещений. Рассмотрим
рис. 48,6. На этом рисунке изо-

бражено первоначально полное кольцо с радиальным разрезом
при 0 = 0. На нижней поверхности разреза 0 = 0, а на верхней
0 = 2л—е, где е—бесконечно малая величина. Если вычислить и
по формуле (р) для двух этих значений 8, то результаты будут
различаться на величину б. Таким образом,

б = (и)е==2л-Е—(")е=о- (а)
Из формулы (р) тогда получаем

Рис. 48.

б = — (б)

Это относительное смещение двух поверхностей разреза показано
на рис. 48, б символом б. Усилие Р, необходимое для того, чтобы
произвести это смещение, находится из последнего уравнения (ж)
§ 33, куда нужно подставить D, определяемое по формуле (б).
Если две поверхности приварены друг к другу после того, как
наложено перемещение б, каждая из них в виде действия и про-
тиводействия передает на другую указанное усилие Р. Кольцо
при этом находится в состоянии самонапряжения, называемом
«краевой дислокацией». Соответствующее плоское деформирован-
ное состояние является основой для объяснения пластической
деформации в кристаллах металлов1).

Рис. 48, а показывает кольцо с зазором шириной 6 с парал-
лельными берегами. Если сначала сделать тонкий разрез, а затем

*) G. I. T a y l o r , Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 134, 362—387 (1934).
См. также А. Н. C o t t re 11, Dislocation and Plastic Flow in Crystals, гл. 2,
1956. [Русский перевод А. К от ре л л, Дислокации и пластическое течение
металлов, Металлургиздат, 1958.]
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наложить относительные перемещения, для того чтобы раскрыть
разрез, то разрыв перемещений возникнет уже не для и, а для v.
Его можно получить из решения § 33, если принять, что правая
поверхность разреза занимает положение 6 = —я/2, а Левая —
0 = Зл/2. Тогда, поскольку положительное направление v совпа-
дает с направлением возрастания 8, получаем

б = (1>)е = -я/2 — (и)в = Зя/2. (В)

Используя вторую из формул (р) § 33, находим
с 2D / л \ . ( л \ 2D Зя . Зя 4яО
д [ ) 5 т [ ) з т

Тот факт, что значения б в (б) и (г) различаются только зна-
ком, означает, что и напряжения в этих двух случаях должны
различаться только по знаку. Величина Р находится из третьего
соотношения (ж) в § 33, после чего из двух первых находятся А
и В. Это соответствие можно было предвидеть на основании того
факта, что если сделать оба разреза, показанные на рис. 48, а и
б, то четверть кольца будет вырезана полностью. Относительное
перемещение б на рис. 48, а и относительное перемещение —б
на рис. 48, б можно вызвать одновременно, если сдвинуть четверть
кольца вправо на величину б. Это не вызовет никаких напря-
жений, и следовательно, оба вида дислокации должны иметь
равные и противоположные по знаку напряжения, если каждая
из них существует отдельно. Это обстоятельство служит приме-
ром общей «теоремы об эквивалентных разрезах»1).

§ 35. Влияние круглого отверстия на распределение
напряжений в пластинке

Рис. 49 изображает пластинку, подверженную однородному
растяжению величиной S в направлении оси х. Если в пластинке
проделано малое круглое отверстие, то распределение напряже-
ний вблизи этого отверстия изменится; однако в соответствии с
принципом Сен-Венана можно сделать вывод, что этим измене-
нием можно пренебречь на расстояниях, достаточно больших по
сравнению с радиусом отверстия а.

Рассмотрим часть пластинки внутри концентрической окруж-
ности радиуса Ь, большого по сравнению с а. Напряжения на
окружности радиуса Ь будут по существу теми же, что и в пла-

х ) Использованный здесь иллюстративный пример дал Гудьер ( J . N. G o o -
d i e г, Ргос. 5th Intern. Congr. Appl. Mech., 1938, стр. 129—133). Теорема
принадлежит Вольтерра, который дал общую теорию в работе V. V o l t e r r a ,
Ann. Ecole Norm. (Paris), ser. 3, 24, 401—517 (1907). См. также А. Л я в,
Математическая теория упругости, 1935, стр. 236 и цитированную выше ра-
боту: A. T i m p e , 2. Math. Physik,
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станке без отверстия; следовательно, они определятся формулами

т\ /_ \ — S sin 20 ^а)

Эти усилия, действующие на внешнюю часть кольца, имеющего
внутренний радиус г = а и внешний радиус г = Ь, определяют

распределениенапряжении внут-
ри кольца, которое можно рас-
сматривать как состоящее из
двух частей. Первая часть выз-
вана постоянной компонентой

~х 1/2S нормальных усилий. На-
пряжения, которые она вызы-
вает, можно определить с по-
мощью выражений (44). Другая
часть, вызванная нормальными
силами 1/2'Scos20, вместе с каса-
тельными усилиями — 1 / 2 S sin 28
создает напряжения, которые

можно получить из функции напряжений вида

cp = /(/-)cos20. (б)

Подставляя это выражение в уравнение совместности

дг2
— —— 4 - —
г дг т г2 дгг

дгг

приходим к следующему обыкновенному дифференциальному
уравнению для определения /(/•):

dri'r r dr r2 J [ dr2

Его общее решение имеет вид

r dr

Отсюда получаем функцию напряжений

<р = -^+ DJcos 20, (в)

а соответствующие компоненты напряжений, согласно уравне-
ниям (38), определяются формулами
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Постоянные интегрирования нужно теперь определить из усло-
вий (а) для внешней границы и из условия, что край отверстия
свободен от внешних усилий. Эти условия дают

Решая эту систему уравнений и полагая а/Ь = 0, т . е . считая
пластинку неограниченно большой, получаем

Л=—£-, 5 = 0, C=-£s, D=^S.
Подставляя эти значения постоянных в уравнения (г) и добавляя
напряжения, вызываемые равномерным растяжением интенсив-
ности 1/iS, действующим на внешней границе, и определяемые
из уравнений (44), находим1)

(61)
• / - ч /

VH "— ' " о 1 Л I 15" ] Sin ZO.
\ У

Перемещения и и у могут быть отсюда получены с использова-
нием уравнений (48) — (51) с точностью до смещений абсолютно
твердого тела. Это предоставляется сделать читателю в качестве
упражнения (задача 6, стр. 157). При этом перемещения не со-
держат разрывов.

Если радиус г очень велик, напряжения ог и тАе приближа-
ются к значениям, даваемым уравнениями (а). На краю отвер-
стия г = а получаем

a r = xre = 0, a e = S—2Scos20.

Можно видеть, что напряжение сте достигает максимального
значения, когда 0 = я/2 или 0 = Зя/2, т .е . на концах тип диа-
метра, перпендикулярного к направлению растяжения (рис. 49).
В этих точках (ae) m a x = 3S. Это максимальное растягивающее
напряжение втрое больше постоянного напряжения S, прило-
женного на концах пластинки.

В точках р и q, где 0 равно л и 0, получаем

о е = — 5;
таким образом, в окружном направлении в этих точках действует
сжимающее напряжение.

х) Это решение получил Кирш (G. Kirsch) см. VDI 42 (1898). Оно много
раз подтверждалось измерениями деформаций и методами фотоупругогги (см.
гл. 5 и книги, ссылки на которые приведены на стр. 163).
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Для поперечного сечения пластинки, проходящего через центр
отверстия и перпендикулярного оси х, угол 0 равен я/2, поэтому
из уравнения (61) находим

—

—

4

' 1

-77

\ ! \ \ 1

—

—

т 1

Ясно, что влияние отверстия носит локальный характер. С уве-
личением г напряжение ов приближается к значению 5. Распре-

деление этих напряжений показано на
рис. 49 заштрихованной площадью. Ло-
кальный характер напряжений вокруг
отверстия оправдывает применимость
решения (61), выведенного для беско-
нечно большой пластинки, к пластинке
конечной ширины. Если ширина пла-
стинки не меньше четырех диаметров
отверстия, ошибка решения (61) при вы-
числении (а е ) ш а х не превышает б0/,)1)-

р i /

 5 0 Имея решение (г) для растяже-
ния или сжатия в одном направле-

нии, с помощью наложения можно легко получить решение
для растяжения или сжатия в двух перпендикулярных направ-
лениях. Принимая, например, растягивающие напряжения в двух
перпендикулярных направлениях равными S, находим, что на
границе отверстия действуют растягивающие напряжения Ое = 25
(см. стр. 98). Считая, что в направлении х действует растягива-
ющее напряжение 5 (рис. 50), а в направлении у—сжимающее
напряжение—S, получаем случай чистого сдвига. Согласно (61)
кольцевое напряжение на границе отверстия при этом равно

ст9 = 5—25 cos 20— [5—2S cos (20—я)].

При 0 = я/2 или 0 = Зл/2, т.е. в точках пит, находим, что
a e = 4S. При 0 = 0 или 0 = я, т.е. в точках п1 и mit имеем
о"е=—45. Следовательно, при чистом сдвиге для достаточно
большой пластинки максимальное кольцевое напряжение на гра-
нице отверстия в четыре раза превышает приложенное напряже-
ние чистого сдвига.

Высокая концентрация напряжений на краю отверстия пред-
ставляет большой практический интерес. В качестве примера
можно упомянуть отверстия в палубах судов. При изгибе кор-
пуса судна в палубах вызывается растяжение или сжатие, а им
сопутствует высокая концентрация напряжений вокруг отверстий.
Многократные циклы нагружения, производимые волнами, при-

г).См. С. П. Т и м о ш е н к о , Известия Киевского политехнического инсти-
тута, Киев, 1907. Мы должны принимать 5 равным нагрузке деленной на
полную площадь сечения пластинки.
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водят к усталости материала в перенапряженных частях палуб,
которая может в конечном счете вызывать усталостные трещины1).

Часто оказывается необходимым уменьшить концентрацию
напряжений вокруг отверстий, например вокруг отверстий для
осмотра крыльев и фюзеляжа самолета. Это можно сделать путем
добавления буртика2) или подкрепляющего кольца3). Соответ-
ствующее аналитическое решение задачи было проведено путем
обобщения метода, использованного выше, а результаты сравни-
вались с экспериментальными
измерениями, полученными с
помощью тензодатчиков3).

Случай круглого отверстия
вблизи прямолинейной границы
полубесконечной пластинки при
действии растягивающих напря-
жений, параллельных границе
(рис. 54), исследовал Джеффри4).
Уточнение результата и сравне- Р и с- 51-
ние с фотоупругими испытания-
ми (см. гл. 5) было проведено позднее Миндлиным?). Напря-
жения на контуре отверстия в точке п, ближайшей к краю,
когда отрезок тп мал по сравнению с пр, становятся очень
большими в сравнении с невозмущенным растягивающим напря-
жением.

Джеффри исследовал также случай постоянного нормального
давления />,-, действующего на границе отверстия. Это частный
случай задачи об эксцентричном отверстии, описанной на стр. 88.
Если отверстие удалено от прямолинейного края, напряжения
на границе отверстия, согласно выражениям (45), равны

°"в = />(, а г = — Pi-
Если же отверстие находится вблизи края, кольцевые напряже-
ния вдоль границы отверстия уже не будут постоянными. Мак-
симальное кольцевое напряжение возникает в точках k и / и оп-
ределяется формулой

(<*)).„ =/>/•£=£• (62)
*) См. введение и библиографию в книге: Т b e i п W a h (ред.), A Guide

for the Analysis of Ship Structures, Washington, D. C , 1960.
2 ) S. Timoshenko, J . Frankl in Inst. 197, 505(1924); см. также С. П. Т и -

м о ш е н к о , Сопротивление материалов, т. 2, Физматгиз, 1960.
3 ) S. L e v y , A. E. M c P h e r s o n , F . С. S m i t h , J . Appl. Mech. 15,

160(1948). Ссылки на более ранние работы можно найти в этой статье. Ссылки
на работы, вышедшие до 1955 г., см. в книге Д ж . Г у д ь е р , Ф. Х о д ж ,
Упругость и пластичность, И Л , 1960.

4 ) Q. В. J e f f e r y , См. его работу, цитированную выше.
6 ) R. D. Mindlin, Proc. Soc. Exptl . Stress Anal. 5, 56(1948); см. также

W. Т . K o i t e r , Quart. Appl. Math. 15,303(1957).
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Это напряжение можно сравнить с растягивающим напряжением
в точке т на прямолинейной границе пластинки, определяемым
формулой

При d=rY~3 оба выражения совпадают. Если d > r]/~3, то мак-
симальное напряжение действует на границе отверстия, а при
d < r | / 3 максимальное напряжение действует в точке т.

Случай пластинки конечной ширины с круглым отверстием
на оси симметрии (рис. 52) рассматривал Р. Хаулэнд1). Он обна-

ружил, например, что когда
2r = 0,5d, напряжение a e = 4,3S
в точке п и

в точке т.
Метод, использованный в

этом параграфе для исследования
Р и с - 52. напряжений вокруг малых круг-

лых отверстий, можно применить
и в случае, когда пластинка подвергается чистому изгибу2). Как
для действия растяжения, так и для действия изгиба рассмот-
рено уже много частных случаев1). Они включают задачи об
одном отверстии или ряде отверстий в полосе3"6) и в полубеско-
нечной пластинке1), о наборе отверстий, расположенных по
окружности2), и о полукруглых вырезах в полосе3).

х ) R. С. J . H o w l a n d , Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, 229, 49(1930).
Многочисленные ссылки на точные и приближенные решения для круглых и
иных отверстий можно найти в журнале Applied Mechanics Reviews. Можно
рекомендовать следующие книги: R. E. P e t e r s o n , Stress Concentration
Factors in Design, New York, 1953; Д ж . Г у д ь е р , Ф. Х о д ж, Упругость
и пластичность, ИЛ, 1960, Г. Н / С а в и н , Концентрация напряжений вокруг
отверстий, Гостехиздат, 1951. Основные книги по фотоупругости (см. гл. 5)
содержат много полезных экспериментальных данных.

2 ) Z. T u z i , Phi l . Mag., February, 1930, стр. 210; см. также Sci. Papers
Inst. Phys .Chem. Res. (Tokyo) 9, 65 (1928). Соответствующую задачу для эллип-
тического отверстия решил ранее Вольф (К- W o l f , Z. Tech. Phys. 160(1922)).
Круглое отверстие в полосе рассматривали Хаулэнд и Стивенсон (R. H o w -
l a n d , А. С. S t e v e n s o n , Trans. Roy. Soc. (London) Ser. A 232, 155(1933).
Доказательство сходимости решения в рядах дал Найт (R. С. K n i g h t ,
Quart . J . Math., Oxford Series 5, 255(1934).

3 ) K- J . S c h u l z , Proc. Nederl. Akad. van Wetenschappen 45, 233, 341,
457, 524(1942); 48, 282, 292(1945).

4 ) C h i h - B i n g L i n g , Collected Papers in Elasticity and Mathematics,
Inst i tute of Mathematics, Academia Sinica, Tapei, Taiwan, 1963.

*) M. I s i d a , Bull. Japan. Soc. Mech. Engr. 3, 259—266 (1960); M. I s i -
d a , S. T a g a m i , Proc. 9th Japan Nat. Congr. Mech. 1959, стр. 51—54. В этих
публикациях можно найти также ссылки на многочисленные статьи Исиды
(М. Isida) по этому вопросу.



§ 35] КРУГЛОЕ ОТВЕРСТИЕ В ПЛАСТИНКЕ 1 1 1

Метод, развитый Хенгстом, применялся к случаю отверстия
в квадратной пластинке под действием равных растяжений в двух
направлениях1), а также под действием сдвига2). Рассматрива-
лись случаи как неподкрепленного, так и подкрепленного от-
верстий.

Были получены, кроме того, решения для бесконечной пла-
стинки с круглым отверстием, когда усилия были приложены
к границе отверстия3), для соответствующей задачи о полосе*)
и задачи о ряде отверстий, расположенных вблизи (и парал-
лельно) прямолинейной границы?) полубесконечной пластинки
(ряд отверстий для заклепок).

Если в бесконечной пластинке, находящейся под действием
растягивающего напряжения S, имеется эллиптическое отверстие,
причем одна из главных осей эллипса параллельна направлению
растяжения, то напряжения в точках на поверхности отверстия,
расположенных на другой главной оси, равны

(64)

где 2й—ось эллипса, перпендикулярная направлению растяже-
ния, а 26—другая ось. Эта и другие задачи, касающиеся эллип-
сов, гипербол и двух кругов, рассматриваются в главе 6, где
можно найти соответствующие ссылки.

Очень узкое отверстие с большим отношением а/b, перпенди-
кулярное направлению растяжения, вызывает очень высокую
концентрацию напряжений6). Это объясняет причину распрост-
ранения трещин, расположенных поперек направления прило-
женных сил. Распространение таких трещин можно остановить,
если у концов трещины просверлить отверстия, чтобы ликвиди-
ровать там qcTpbie концы, вызывающие высокую концентрацию
напряжений.

Если отверстие заполнено материалом, жестким или имеющим
другие упругие константы по сравнению с материалом пластинки
(плоское напряженное состояние) или тела (плоская деформация),
то имеем задачу о жестком или упругом включениях. Она реша-
лась для круглого') и эллиптического включений8). Результаты

г) Н. H e n g s t , Z. Angew. Math. Mech. 18, 44 (1938).
2 ) С. К . W a n g , J . Appl. Mech. 13, A-77 (1946).
s ) W. G. B i c k l e y , Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, 227, 383 (1928).
4 ) R. С K n i g h t , P h i l . Mag., ser. 7, 19, 517 (1935).
?) С. В. L i n g , M. С H s u , Bur. Aeron. Res. Tech. Rept. 16, Chengtu,

China, Febr., 1945. См. также примечание 4 на стр. 110.
в ) Задачу об узкой щели рассматривал М. Садовский. (М. S a d o w s k y ,

Z. Angew. Math. Mech. 10, 77 (1930)).
7) К. S e z a w a , G. N i s h i m u r a , Rept. Aeron. Res. Inst. , Tokyo Imp.

Univ., 6, № 25 (1931); J. N. G o o d i e r , Trans. ASME 55, 39(1933).
e) L. H . D o n n e 1 1, Theodore von Karman Anniversary Volume, 293, Pasa-

dena, 1941.
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для жесткого цилиндрического включения были подтверждены
фотоупругим методом1) (см. гл. 5).

Напряжения, определяемые уравнениями (61) задачи, пока-
занной на рис. 49, совпадают для случая плоского напряжен-
ного состояния и плоской деформации. Однако в случае плоской
деформации на плоских торцах тела должны действовать осевые
напряжения

(
перпендикулярные плоскости ху, чтобы сделать деформации ег

равными нулю. Снятие этих напряжений с торцов и переход
к свободным от напряжений торцам вызовет новые напряжения,
которые уже не будут носить двумерный (плоское напряженное
состояние или плоская деформация) характер. Если диаметр
отверстия мал по сравнению с расстоянием между торцами, то
эти возмущения будут ограничиваться окрестностью торцов.
Однако если диаметр и расстояние между торцами имеют вели-
чину одного порядка, задачу всюду в области нужно рассматри-
вать как существенно трехмерную. Исследования такого рода2)
показали, что ое остается наибольшей компонентой напряжений
и ее значение весьма близко к тому, которое дает двумерная
теория.

§ 36. Сосредоточенная сила, приложенная в некоторой точке
прямолинейной границы

Рассмотрим сосредоточенную вертикальную силу Р, прило-
женную к горизонтальной прямолинейной границе АВ бесконечно
большой пластинки (рис. 53, а). Распределение нагрузки по тол-
щине пластинки является однородным, как показано на рис. 53,6.
Толщина пластинки принимается равной единице, так что Р—
нагрузка на единицу толщины пластинки.

Распределение напряжений зависит от сил, действующих на
всей замкнутой границе, например АВтп, а не только от условий
на АВ. Это справедливо и тогда, когда граница АВтп уходит
на бесконечность.

Существует фундаментальное решение3), называемое простым
радиальным распределением напряжений. Любой элемент С, рас-

!) W. E. T h i b o d e a u , L. A. W o o d , J . Res. Nat . Bur. Std. 20, 393
(1938).

2) A. E. G r e e n , .Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, «93, 229 (1948);
E. S t e r n b e r g , M. S a d o w s k y , J . Appl. Mech. 16, 27 (1949).

3 ) Решение этой задачи с помощью трехмерного решения Буссинеска
(J. Boussinesq) (см. стр .401) получил Фламан ( F l a m a n t , Compt. Rend.
114, 1465 (1892)). Обобщение этого решения на случай наклонной силы при-
надлежит Буссинеску ( B o u s s i n e s q , Compt. Rend. 114, 1510 (1892)).
См. также статью: J . H. M i c h e l , Proc. London Math. Soc. 32, 35 (1900).
Экспериментальное исследование, которое дало толчок вышеупомянутым теоре-
тическим работам, провел Вильсон ( C a r u s W i l s o n , Phi l . Mag. 32, 481 (1891)).
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положенный на расстоянии г от точки приложения силы, под-
вергается простому сжатию в радиальном направлении. Компо-
ненты напряжений определяются при этом формулами

2Р cos 6 Л /ак,

аг = — — —р-, ст8 = тгв = °- ( 6 5)
Окружные напряжения ое и касательные напряжения тге
равны нулю. Легко видеть, что указанная система напряжений
удовлетворяет уравнениям равновесия (37).

р

а)
Рис. 53.

Граничные условия на АВ также удовлетворяются, так как
компоненты ае и тле равны нулю вдоль прямолинейного края пла-
стинки, который свободен от усилий, за исключением точки при-
ложения силы (г = 0). Результирующая усилий, действующих
на цилиндрическую поверхность радиуса г (рис. 53,5), должна
уравновешивать силу Р. Она получается путем Суммирования
вертикальных компонент oyd8cos0, действующих на каждый
элемент rdQ поверхности. Таким путем находим

я/2 я/2

2 j orrcos9dB = — 1£ ^ ros29d6 = — P.
о о

Для доказательства того, что (65) является точным решением
задачи, следует рассмотреть также условия совместности (39).
Приведенное выше решение получается из функции напряжений

Ф = — — rOsinG. (а)

Это можно проверить, используя формулы (38) следующим
образом:

_ 1 Зф . 1 д\ 2Р cos в
°г ~~ Т ~дг •" Т2 д¥ ~ "я 7~ '

cJf.O, ,л„|(1Ц)_о. (65')
что совпадает с решением (65). Подставляя функцию (а) в урав-
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нение (39), можно легко показать, что это уравнение удовле-
творяется.

Это решение требует определенного распределения усилий на
остальной части границы. Если этой остальной частью является,
например, полуокружность некоторого радиуса R, то требуемая
сила определяется формулами (65) при r = R.

Выбирая окружность произвольного диаметра d с центром
на оси х и касательную к оси у в точке О (рис. 53, а), для любой
точки окружности С имеем dcos9 = r. Отсюда, согласно уравне-
нию (65),

2Р

т. е. напряжения во всех точках окружности остаются одинако-
выми, за исключением точки приложения нагрузки О.

Рассмотрим горизонтальную плоскость тп, находящуюся на
расстоянии а от прямолинейного края пластинки: нормальные

и касательная компоненты напряжений в произвольной точке М
на этой плоскости (рис. 53,а) определятся из условия простого
сжатия в радиальном направлении

2P 4 Д- c o s * 8 >

e, (66)

2Psin0cos26 2Р . а „ Q

, y , 7 r = - - sin 9 cos^ 9.
На рис. 54 представлено графически распределение напряжений
ах и хху вдоль горизонтальной плоскости тп.

В точке приложения нагрузки напряжение теоретически неог-
раниченно велико, поскольку конечная сила в этой точке дей-
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ствует на бесконечно малой площади. В действительности на-
грузка распределяется по площадке хотя и малой, но конечной
ширины. В силу этого может происходить локальное пластическое
течение. Однако даже в этом случае пластическую зону можно
вообразить выделенной цилиндрической поверхностью малого
радиуса, как показано на рис. 53, б. Уравнения теории упругости
в этом случае можно применять к остальной части пластинки.

Аналогичное решение можно получить и для горизонтальной
силы Р, приложенной к прямолинейной границе полубесконеч-
ной пластинки (рис. 55). Компоненты напряжений для этого
случая даются теми же уравнениями (65); однако угол 0 в них
нужно при этом измерять от направления силы, как показано

Рис. 35. Рис. 56.

на рис. 55. Находя результирующую всех сил, действующих на
цилиндрическую поверхность, изображенную на рис. 55 пунктир-
ной линией, получаем

я
— [

о

= — Р.

Эта результирующая уравновешивает внешнюю силу Р, а по-
скольку компоненты напряжения тг& и о& на прямолинейной
границе равны нулю, то решение (65) удовлетворяет граничным
условиям.

Имея решения для вертикальной и горизонтальной сосредо-
точенных сил, можно с помощью суперпозиции получить решения
для наклонных сил. Разлагая наклонную силу Р на две компо-
ненты, вертикальную Pcosa и горизонтальную P s i n a (рис. 56),
из уравнений (65) получаем формулу для радиального напря-
жения в любой точке в виде

(67)
Таким образом, уравнения (65) можно использовать для любого
направления силы, если в каждом случае измерять угол Э от
направления действия силы.

Функцию напряжений (а) можно использовать также в случае, когда
к прямолинейному краю полубесконечной пластинки приложена пара сил
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(рис. 57, а). Легко видеть, что функцию напряжений для случая, когда
в точке Ох на расстоянии а от начала координат действует растягивающая
сила Р, можно получить из формулы (а) для ф, если считать ф функцией х
и у вместо г и 0, записать у+а вместо у, а также —Р вместо Р. Комбинируя

эту и первоначальную функцию напряже-
ний ф, можно получить функцию напря-
жений для двух равных по величине и про-
тивоположных по знаку сил, приложенных
в точках О и О , в виде

Когда расстояние а становится очень малым,
эта величина приближается к производной

а' Подставляя (а) и (б) и учитывая, что (см.
стр. 84)

Рис. 57.

приложены две пары с
моментами М

ду дг дЬ г '
находим

Ра
ф 1 = — (9 + sin6 cos 6) =

М
= — ( 9 - ) - s ine cos 6), (68)

где М — момент приложенной пары.
Рассуждая таким же образом, нахо-

дим, что производная ф! дает функцию на-
пряжений ф2 для случая, когда в двух точ-
ках О и О] на очень малом расстоянии а

равными по величине и противоположными по знаку
(рис. 57, б). Для этого случая находим

Эф, \ дф! 2Ма
-£±а )=— а-£±= cos3 9. (69)
ду J ду nr y '

При изменении направления вращения приложенных пар на обратные необхо-
димо лишь изменить знак функции (69).

Ряд функций напряжений, полученных последовательным дифференциро-
ванием, использовался для решения задачи о концентрации напряжений,
вызванной полукруглым вырезом в полубесконечной пластинке, находящейся
под действием растягивающих напряжений, параллельных краю1). Максималь-
ное растягивающее напряжение при этом чуть больше чем в три раза, превы-
шает невозмущенное растягивающее напряжение, действующее вдалеке от вы-
реза. Исследовалась также полоса с полукруглыми вырезами на каждом
крае 2). Коэффициент концентрации напряжений (отношение максимального

!) F. G. M u n s e l l , Phil. Mag. 21. 765 (1936).
2) Сравнение теоретических результатов и измерений фотоупругими методами

при растяжении и изгибе, принадлежащих нескольким авторам, провел Исида
(М. I s i d a, Sci. Papers Fac. Eng., Tokushima Univ., Japan, 4, № 1, 67—69 (Ja-
nuary, 1953). Им рассмотрены результаты следующих работ: М. М. F г о с h t,
R. G u e r n s e y , Jr., D. L a n d s b e r g , J. Appl. Mech. 19, 124 (1952);
С. В. L i n g , J. Appl. Mech., 19. 141—146 (1952), 14, 275—280 (1947);
H. N e u b e r , Kerbspannunslehre, 1937, стр. 35—37 (первое издание), или
стр. 42—44, Springer-Verlag, OHG, Berlin, 1958 (второе издание); Н. Р о г i t s k у,
H. D. S n i v e l у, С. R. W y l i e , J. Appl. Mech. 6, 63 (1939).
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напряжения в минимальном сечении к среднему) с ростом размеров вырезов
падает ниже трех и приближается к единице.

Зная распределение напряжений, можно обычным путем по-
лучить соответствующие перемещения с помощью уравнений
(48)—(50). Для силы, нормальной к прямолинейной границе
(рис. 53), имеем

_ ди _ IP cos в
гг" Ш ~ ~ ~Ш ~~Г '

и , dv IP cos в .
г» = Т + 7Ш = *Ш-7-' <в)

1 ди . ди v г,

Интегрируя первое из этих уравнений, находим
ор

u = - ^ c o s e i n r + / ( e ) , (г)
где /(6)—функция одной только переменной 9. Подставляя (г)
во второе уравнение (в) и интегрируя, получаем

, до

где функция F (г) зависит только от одной переменной г. Под-
ставляя (г) и (д) в третье уравнение (в), заключаем, что

/ ( 9 ) = — ( 1 ~ ^ ) P 9 s i n 9 + 4s in6- f5cos9, F(r)=Cr, (e)

где А, В и С—постоянные интегрирования, которые определяются
из условий закрепления. Выражения для перемещений, согласно
уравнениям (г) и (д), имеют вид

и = — |g- cos 9 In r—(1 ~£ P 9 sin 9 + A sin 9 + В cos 9,

^ ( 1 ^ ) P (ж)

sin 9 + A cos В—В sin 9 + Сг.

Допустим, что условия закрепления полубесконечной пластинки
(рис. 53) таковы, что точки оси х не имеют поперечных переме-
щений. Тогда у = 0 при 9 = 0 и, согласно второй из формул (ж),
получаем, что Л = 0 , С = 0. При этих значениях постоянных ин-
тегрирования вертикальные перемещения точек оси х определя-
ются формулой

ор

^ (и)
Чтобы определить постоянную В, допустим, что некоторая точка
оси х на расстоянии d от начала координат не имеет вертикаль-
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ного перемещения. Тогда из уравнения (и) находим

Имея значения всех постоянных интегрирования, можно по фор-
мулам (ж) определить перемещения любой точки полубесконеч-
ной пластинки.

Рассмотрим, например, перемещения точек на прямолинейной
границе пластинки. Горизонтальные перемещения можно полу-
чить, полагая 0 = ± л / 2 в первом из выражений (ж). Отсюда
получаем

(«Ое-*. = - £ = £ £ . («)е=-л/2 = - ^ ^ . (70)

Таким образом, все точки прямолинейной границы имеют посто-
янное перемещение, направленное в сторону начала координат.
Мы можем считать такое перемещение физически возможным,
если припомним, что вокруг точки приложения силы Р мы
мысленно удалили часть материала, ограниченную цилиндриче-
ской поверхностью малого радиуса (рис. 53), в пределах которой
уравнения теории упругости теряют силы. В действительности,
конечно, произойдет пластическая деформация этого материала;
в силу этого можно допустить существование вдоль прямолиней-
ной границы перемещений, определяемых формулами (70). Верти-
кальные перемещения на прямолинейной границе получаются из
второго выражения (ж). Учитывая, что перемещение v считается
положительным, если оно направлено в сторону увеличения 9,
и что деформация симметрична относительно оси х, найдем вер-
тикальные перемещения, направленные вниз, на расстоянии г от
начала координат в виде

. . , s IP , d (l+v)P ,_1Ч

(f)e = -*/* = — (и)в=я/г = ̂ £г1п 7 jjg—. (71)

В начале координат, согласно этой формуле, возникает неогра-
ниченно большое перемещение. Для возможности физического объ-
яснения этого, как и ранее, следует предположить, что часть
материала вокруг точки приложения нагрузки вырезана цилин-
дрической поверхностью малого радиуса. Для других точек гра-
ницы уравнение (71) дает конечные перемещения.

§ 37. Произвольная вертикальная нагрузка
на прямолинейной границе

Кривые для напряжений ах и хху, построенные в предыдущем
параграфе (рис. 54), можно использовать как линии влияния.
Допустим, что эти кривые определяют напряжения для единич-
ной силы Р, равной, например, одному килограмму. Тогда для



§ 37] ВЕРТИКАЛЬНАЯ НАГРУЗКА НА ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЕ 1 1 9

любого другого значения силы Р напряжение ах в любой точке Н
плоскости тп можно получить путем умножения ординаты НК
на значение Р.

Если на прямолинейную горизонтальную границу АВ полу-
бесконечной пластинки действуют несколько сосредоточенных сил
Р, Р^ Рг, . . . , то напряжения на горизонтальной плоскости тп
можно получить с помощью суперпозиции напряжений, вызывае-
мых каждой из этих сил. Для каждой из них кривые напряже-
ний ах и гху можно получить, сдвигая кривые, построенные для
силы Р, к новым началам координат Ох, О2, . . . Отсюда следует,
что напряжение ах, вызываемое, например, силой Рг на плоско-
сти тп в точке D, получается путем умножения ординаты H^i
на Р±. Таким же образом напряжение ах в точке D, вызываемое
силой Ра, получается равным Н2К2-Р2

 и т а к далее. Общее нор-
мальное напряжение в точке D на плоскости тп, вызываемое
силами Р, Р^ Р2, ..., будет

Следовательно, кривая ах, показанная на рис. 54, представляет
собой линию влияния для нормального напряжения ах в точке D.
Таким же путем мы заключаем, что кривая зависимости хх

является линией влияния касательного напряжения на плоско-
сти тп в точке D.

Имея эти кривые, легко получить компоненты напряжения
в точке D для любого вида вертикального нагружения границы АВ
пластинки.

Если вместо сосредоточенных сил на пластинку действует
равномерная нагрузка интенсивности q, распределенная на части
5S прямолинейной границы (рис. 54), то нормальное напряжение,
ох, вызываемое этой нагрузкой в точке D, можно получить путем
умножения интенсивности q на соответствующую площадь влия-
ния, которая на рисунке заштрихована.

Задачу о действии равномерно распределенной нагрузки можно
решить и другим способом с помощью функции напряжений вида

Ф = Лг26, (а)

где А—постоянная. Соответствующие компоненты напряжений
представляются в форме

ar = T~dF + 7* d^ =

_ Л . (б)

Применяя эти зависимости к полубесконечной пластинке, при-
ходим к распределению нагрузки, показанному на рис. 58, а.
На правом краю пластинки действует равномерно распределенная
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касательная нагрузка интенсивности — А и равномерно рас-
пределенная нормальная нагрузка интенсивности An, скачком
меняющая знак в начале координат О. Направления сил следуют

из определений положительных
\-Ал направлений компонент напря-

жений, действующих на эле-
мент С.

Сдвигая начало координат в
точку О1 и меняя знак функции

-U

г

* — — • •

X

)

у
~^ a)

Рис. 58.

напряжений q>, приходим к распределению нагрузок, показанному
на рис. 58,6. Налагая оба случая распределения нагрузки, по-
казанные на рис. 58, а и б, получаем случай действия равномер-
ной нагрузки на части прямолинейной границы полубесконечной
пластинки, показанной на рас. 58, в. Чтобы получить заданную
интенсивность нагрузки, положим

Aq

Напряжения в любой точке пластинки даются функцией напря-
жений1)

<P=i4(r*e-rje1)=-£(r*e-/-?e1). (в)
Из уравнений (б) мы видим, что в любой точке М пластинки (рис. 59, а)

1) Это решение данной задачи принадлежит Мичеллу (J. H. M i c h e l l ,
Proc. London Math. Soc. 34, 134 (1902)).
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первый член функции напряженки (в) дает равномерное растяжение во всех
направлениях в плоскости пластинки, равное 2/46, и чистый сдвиг интенсив-
ностью— А. Точно так же второй член функции напряжений дает равномерное
сжатие—2AQ1 и чистый сдвиг интенсивностью А. Равномерное растяжение и
сжатие можно просто сложить друг с другом, тем самым получить выражение
для равномерного напряжения сжатия

(г)

где а—угол между радиусами г и гх.
Для наложения двух состояний чистого сдвига (одного, отвечающего

направлению г, и другого—отвечающего направлению rj мы можем восполь-
зоваться кругом Мора (рис. 59,6), который в этом случае имеет радиус,
равный численному значению интенсивности сдвига А. Выбирая в качестве
осей т и а два диаметра, один из которого DDt параллелен г и другой FFlt

перпендикулярен г, получаем графическое представление чистог'о сдвига,
отвечающего направлению г. Радиусы CF и CFf представляют главные напря-
жения А и —А, составляющие угол л/4 с радиусом г в точке М, соответст-
венно с этим состоянием чистого сдвига. Радиус CD представляет касательное
напряжение — А на плоскости тп, перпендикулярной к г. Для любой пло-
скости tn^i, наклоненной под углом р к тп (рис. 58, а), компоненты напря-
жения определятся координатами а и т точки окружности с углом GCD,
равным 2р.

Ту же окружность можно использовать также для получения компонент
напряжений, вызванных чистым сдвигом в направлении т± (см. стр. 39).
Рассматривая вновь плоскость ед»! и замечая, что нормаль к этой плоскости
составляет угол а—р* с направлением тх (рис. 59. а), получаем, что компо-
ненты напряжений даются координатами точки Н окружности. Чтобы обеспе-
чить нужный знак чистого сдвига, отвечающего направлению rlt мы должны
изменить знаки компонент напряжения и получаем таким путем точку Н\
на окружности. Полное напряжение, действующее на плоскости т1п1, опре-
деляется вектором СК, компоненты которого дают нормальное напряжение
— (a+Oj) и касательное напряжение т х —т. Вектор СК имеет одну и ту же
величину для всех значений р, поскольку и длины его компонент C//j и CG,
и угол между ними я — 2 а не зависят от р. Следовательно, комбинируя два
состояния чистого сдвига, мы снова приходам к чистому сдвигу (см. стр. 40).

Если i i — т = 0, то угол (3 определяет направление одного из главных
напряжений в точке М. Из рисунка мы видим, что компоненты т и т г чис-
ленно равны друг другу, если

20 = 2 (а-Р).

откуда Р = а/2. Следовательно, направление главного напряжения делит попо-
лам угол между радиусами т и гх. Величины главных напряжений при этом
будут

± 2 а = ± 2А sin 2 0 = ± 2А sin а. (д)

Комбинируя это напряженное состояние с однородным сжатием (г), находим,
что полные значения главных напряжений в любой точке М равны

—1А ( a + sin а) и —1А (a— sin а). (е)

Вдоль дуги любой окружности, проходящей через точки О и О1, угол а
остается постоянным, следовательно, постоянны и главные напряжения, опре-
деляемые выражениями (е). На границе между точками О и О1 (рис. 59, а)
угол а равен л, и мы получаем, согласно (е), что главные напряжения равны
—2лА = — q. Для остальных частей границы а = 0 и оба главных напряжения
равны нулю.

Таким образом, если рассматривать произвольное распределение нагрузки
(рис. 60) как составленное из большого числа нагрузок переменной интенсив-
ности, действующих на малые элементы границы, то горизонтальные напряже-
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ния вх под любым из таких элементов (как показано на рис. 60) полностью
связаны только с этим элементом и

ох = ау = — q (ж)

вдоль всей прямолинейной границы.
Несколько других случаев действия распределенной нагрузки на прямо-

линейной границе полубесконечной пластинки исследовал Каротерс1). Иной
способ решения этой задачи будет рассмотрен позже (стр. 153).

Перемещения, соответствующие компонентам напряжений,
определяемым уравнениями (б), легко найти с помощью прямого

интегрирования уравнений для и и
v таким же путем, как это было
сделано в § 31. Опуская члены, свя-
занные с перемещением тела как

|твердого, получаем
1А АА

И=-р-(1—V)r0, V= тгГ1пГ. (и)

Р и с 6 0 Используя эти формулы в супер-
позиции, представленной равенст-

вом (в), можно найти выражения для направленного вниз вер-
тикального перемещения каждой точки первоначально прямоли-
нейной горизонтальной границы пластинки. По определению,
v в своей собственной системе координат л0 представляет собой
перемещение в направлении во?.растания 6. Чтобы найти направ-
ленное вниз перемещение (рис. 58, в), будем считать, что оно
равно v для любой точки справа от О и — v для любой точки
слева от О. Это связано с тем, что вклад от системы, привязан-
ной к точке Ох и соответствующей члену — r\Q1 в уравнении (в),
в точке Ох меняет знак на обратный. Направленные вниз переме-
щения поверхности при плоском напряженном состоянии для
задачи, изображенной на рис. 58, б, показаны на рис. 61. Разу-
меется, к ним можно добавить перемещение тела как твердого.

Рис. 61.

Выражения на рис. 61 по своему смыслу дают нулевой наклон
поверхности в середине и на бесконечности. В точках О и О,
наклоны не ограничены, и в этом смысле указанные точки яв-
ляются сингулярными (ср. задачу 18, стр. 159).

S. D. Carothers, Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 97, 110 (1920).



§ 37] ВЕРТИКАЛЬНАЯ НАГРУЗКА НА ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЕ 123

Перемещение в срединной точке С верхнего края при 00х — 2а
имеет значение

vc = -^(2a\na). (к)

Если теперь рассматривать нагрузку q как элемент нагрузки
с неоднородным распределением (рис. 60), расстояние 2а станет
бесконечно малым. Поскольку предел alna при а—>-0 равен
нулю, мы приходим к выводу, что при определении перемещения
под каждым элементом нагрузки таким методом самим вкладом
этого элемента можно пренебречь. Перемещение, вызванное дру-
гими элементами нагрузки (см. рис. 60) для любой точки х на
крае у — О получается в виде

ЙГ I q{l)\n\x-l\d\,
1=а

(л)

где символ \х—1\ обозначает (положительное) расстояние между
элементом нагрузки в точке | и рассматриваемой точкой х.
Сюда также можно было бы добавить
члены, связанные с перемещением
абсолютно твердого тела.

Подынтегральное выражение об-
ладает особенностью при я = £, то
есть для элемента нагрузки, распо-
ложенного над рассматриваемой точ-
кой. Мы видели, однако, что этот
элемент не вносит вклада. Следова-
тельно интеграл здесь нужно пони-
мать в смысле главного значения по
Коши.

Уравнение (л) можно использовать для отыскания интенсив-
ности нагрузки q, которая вызывает заданные перемещения прямо-
линейной границы. Предполагая, например, что перемещения
вдоль нагруженной части прямолинейной границы постоянны
(рис. 62), можно показать, что распределение нагрузки по этой
части границы определяется уравнениемJ)

Рис. 62.

!) М. S a d o w s k y , Z. Angew. Math. Mech. 8, 107(1928). Соответствую-
щую задачу для неоднородных перемещений в области контакта см. в книгах:
Н. И. М у с х е л и ш в и л и , Некоторые основные задачи математической
теории упругости, Изд. АН СССР, 1954; Л . А. Г а л и н , Контактные задачи
теории упругости, Гостехиздат, 1953. Влияние местных закруглений в углах
рассматривалось в работе J . N. G o o d i e г, С. В. L o u t z e n h e i s e r ,
J . Appl., Mech. 32, 462—463 (1965).
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§ 38. Сила, действующая на острие клина

Простое радиальное распределение напряжений, рассмотрен-
ное в § 36, может также использоваться для представления

напряжений в клине под действием со-
средоточенной силы в его вершине. Рас-
смотрим симметричный случай, показанный
на рис. 63. Толщина клина в направлении,
перпендикулярном плоскости ху, прини-
мается равной единице. Условия вдоль
граней клина (т. е. при 6 = ±ос) удовлет-
воряются, если для компонент напряже-
ний принять значения

£Pcos6 Л п / \
о, — — , <те = и, тге = и. (а)

Постоянную k подберем теперь таким
Рис. 63. образом, чтобы удовлетворить условиям

равновесия в точке О. Приравнивая ре-
зультирующую давления на цилиндрической поверхности (пока-
занной на рис. 63 пунктиром) силе — Р, получаем

а kP cos2 в
= — kP f a + у sin 2а J = — Р,

откуда
k=-

1

sin 2а '

Далее, в соответствии с выражениями (а)1), имеем

_ Pcos9
Vs sin 2a) " (72)

Полагая а = л/2, приходим к ранее рассмотренному решению (65)
для полубесконечной пластинки. Можно видеть, что распределе-
ние нормальных напряжений по поперечному сечению тп не-
равномерно и что отношение нормального напряжения в точках
т или п к максимальному напряжению в центре поперечного
сечения равно cos4 a.

Если приложенная сила перпендикулярна к оси клина
(рис. 64), можно использовать то же решение (а), измеряя угол 6
от направления силы. Постоянный множитель k определится из

х) Это решение принадлежит Мичеллу (Michell), см. его цит. работу.
См. также A. M e s n a g e r , Ann. Ponts Chaussees, 1901.
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уравнения равновесия
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a,rcos9d9 = — P,

откуда
1

а—Va sin 2а *

Следовательно, радиальные напряжения

о, = — Р cosG
/•(a—Vasin2a) # ( 7 3 )

Нормальные и касательные напряжения в любом поперечном
сечении тп находятся из формул

_ Pyx sin4 6 _ Px2sin49

"У у* (a— V* sin 2a)

В случае малого угла а можно положить
(2о)»

X*v у3 (а—V, sin 2a) * (б)

2a — sin 2a = •
6

Затем, обозначая момент инерции поперечного сечения через /,
из формул (б) находим

(в)

Для малых значений а множитель
[(tga)/a]3sin4 6 можно считать при-
близительно равным единице. Тогда
выражение для оу совпадает с фор-
мулой элементарной теории балок. Рис. 64.
Максимальное касательное напря-
жение действует в точках типа вдвое больше того, кото-
рое дает элементарная теория для центра тяжести прямоуголь-
ного поперечного сечения балки.

Поскольку мы имеем решения для двух случаев, представ-
ленных на рис. 63 и 64, то тем самым мы можем получить реше-
ние для произвольного направления силы Р в плоскости ху,
разлагая эту силу на две составляющие и используя метод
суперпозицииJ). Следует отметить, что решения (72) и (73) явля-
ются точными лишь в том случае, если на закрепленном конце

х) Несколько примеров распределения напряжения в клиньях рассмотрел
Миура (A. M i ига, Spannungskurven in Rechteckigen und Keilformigen
Tragern, Berlin, 1928).
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клин удерживается радиально направленными силами, распреде-
ленными так, как это предусматривается решением. Если это
не так, то решения будут точными лишь для точек, достаточно
удаленных от закрепленного конца.

§ 39. Изгибающий момент, действующий на острие клина

Функции напряжений
4^ = С1! sin 28 (а)

соответствует система напряжений

ar=—AC1-^s\n2Q, а е = 0, хгв = 2Сг-^cos29, (б)

а функция напряжений

ф 2 = С20 (в)
приводит к распределению напряжений

а г = 0, а е = 0, тл0 = -^-. (г)

Комбинируя эти два решения, получаем

*, = — «:, J5 sin 28, а е = 0, tre = -^(2C1cos2B + Ct). (д)

Очевидно, грани 9 = ± а будут свободны от нагрузки, если принять

С2 = — 2C1cos2a.

Тогда напряжения будут определяться формулами

а г = —4^-^- sin 29, а е = 0, 1^ = 2^^-(cos 28—cos 2а). (е)

Ha цилиндрической поверхности радиуса г (рис. 65) напряже-
ния аг вызывают ненулевое радиальное усилие. Но то же
можно сказать и о напряжениях тге; непосредственные вычисления
по формуле (е) показывают, что полное усилие равно нулю.
Система сил приводится к паре с заданным моментом М, отне-
сенным к единичной толщине и определяемым формулой

М = ] T,er
2c(9 = 2C1(sin2a—2acos2a). (ж)

Очевидно, что напряжения (е) в материале, расположенном между
сечениями г~а и r = b, отвечают изгибу клина моментами М,
(рис. 65), причем постоянная Сх определяется через М и a
с помощью уравнения (ж). Внутренний радиус а можно выбрать
сколь угодно малым1).

х ) Решение дали Каротерс (S. D. C a r o t h e r s , Proc. Roy. Soc. Edinburgh,
sect. A, 23, 292—306(1912)) и независимо от него Инглис (С. Е. I п g I i s,
Trans. Inst. Nav. Arch, London 64, 253(1922)).
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Выражение в скобках в формуле (ж)

sin 2а—2а cos 2а

не может обращаться в нуль ни при каких значениях а, опре-
деляющих угол раствора клина. При 0 < 2а < 2я это выражение
обращается в нуль только при 2а = 257,4°, но тогда рассматри-
ваемая область представляет собой почти три четверти кольца
(рис. 66). Момент М в формуле (ж) обратится в нуль, так как
вклады функций <рх и ср2 равны по величине и противоположны

М
Рис. 65. Рис. 66.

по знаку. Нагрузка на дуге г = а будет самоуравновешенной,
так же, разумеется, как и нагрузка на дуге r = b.

При 2а > 257,4° момент М снова не будет равен нулю, и Ct

определится из уравнения (ж). Однако теперь существуют уже
и другие способы нагружения дуги г = а, приводящие к моменту
М, которые дают распределение напряжений, убывающее с рос-
том г медленнее1), чем г~2 (как это имеет место в соотношении (е)].
В действительности сказанное становится справедливым, как
только угол 2а превысит 180°. Таким образом, применение зави-
симостей (е) и (ж) ограничивается случаями клиньев со сравни-
тельно небольшими углами при вершине, в которых влияние
распределения усилий при г = а и г = Ь может быть локализовано.

§ 40. Действие на балку сосредоточенной силы

Задача о распределении напряжений в балке при действии
сосредоточенной силы представляет большой практический инте-
рес. Ранее было показано (§ 23), что в балке узкого прямоуголь-
ного поперечного сечения с непрерывной нагрузкой применение
элементарной теории изгиба дает возможность получить распре-

г ) Е . S t e r n b e r g , W . Т . K o i t e r , J . A p p l . M e c h . 25, 5 7 5 — 5 8 1 (1958).
[ Р у с с к и й перевод: Э . Ш т е р н б е р г , В . К о й т е р , сб. «Механика» № 3,
9 7 - 1 1 5 (1959).]
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деление напряжений с удовлетворительной точностью. Однако
вблизи точки приложения сосредоточенной силы следует ожидать
серьезного местного возмущения в характере распределения
напряжений, в связи с чем возникает необходимость дальней-

р шего исследования этой задачи.
Впервые изучение местных на-
пряжений правел эксперименталь-

•а но Карус Вильсон1). Проводя
опыты с прямоугольной балкой
из стекла на двух опорах
(рис. 57), нагруженной в центре,

" и используя поляризованный свет
Рис. 67. (см. стр. 163), он показал, что

в точке А, где приложена на-
грузка, распределение напряжений близко к тому, которое
наблюдается в полубесконечной пластинке под действием нор-
мальной сосредоточенной силы. Вдоль поперечного сечения AD
нормальное напряжение ах не следует линейному закону,
а в точке D, расположенной напротив точки А, растягивающее
напряжение меньше, чем следовало бы ожидать, исходя из эле-
ментарной теории балки. Эти результаты на основании некото-
рых эмпирических предпосылок объяснил Стоке2). Система,
представленная на рис. 67, может быть получена путем наложе-
ния двух систем, показанных на рис. 68. Радиальные сжимаю-
щие напряжения, действующие в сечениях тп, пр и pq полу-
бесконечной пластинки (рис. 68, а), снимаются равными им ра-
диальными растягивающими напряжениями, действующими на
гранях прямоугольной балки, опертой в точках пар (рис. 68, б).
Чтобы получить случай, рассмотренный Стоксом, нужно нало-
жить напряжения в такой балке на напряжения в полубеско-
нечной пластинке.

При определении напряжений в балке можно использовать
элементарную балочную теорию. Изгибающий момент в среднем
сечении AD балки получается, если от момента силы реакции Р/2
отнять момент всех радиально направленных растягивающих
усилий, приложенных к половине балки. Этот момент легко
вычислить, если учесть, что радиально распределенные растяги-
вающие усилия статически эквивалентны давлению, распределен-
ному по квадранту ab цилиндрической поверхности abc, располо-
женной у точки А (рис. 68, в). Или же, согласно уравнению (65),
эти усилия эквивалентны горизонтальной силе Р/п и верти-
кальной силе Р, приложенным в точке А (рис. 68, г). Тогда

Ч C a m s W i l s o n , Phil. Mag. 32, 481(1891).
8) См. работу Вильсона. См. также G. G. S t o k e s , Mathematical and

Physical Papers 5, 238.
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изгибающий момент, т. е. момент относительно точки О, равен

Т 1 я с>

а соответствующие напряжения изгиба определяются по формуле1)
Р ( I с\ ЪР f l с

К этим напряжениям изгиба следует добавить равномерно рас-
пределенные растягивающие напряжения Р/2пс, вызываемые
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Рис. 68.
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растягивающей силой Р/п. Нормальные напряжения в попереч-
ном сечении AD, полученные таким элементарным путем, будут,
таким образом, определяться формулой

ЗР ( I с\ ,.,_£_
°*"~2^VT ltjy~r2nc'

Эта формула совпадает с полученной Стоксом. Ее справедли-
вость в рамках некоторых ограничений была подтверждена экс-
периментально современными методами фотоупругостиа).

1) К а к и ранее, мы считаем Р усилием, отнесенным к единице толщины

пластинки^ F r o c h t ( P h o t o e l a s t i c i t y т. 2, стр. 104-107, John Wiley, New York,

1948 fM Ф о о х т , Фотоупругость, Гостехиздат, 1950]; С. S a a d , A. W. п е п -

d r y , Proc. Soc. Expt l . Stress Anal, 18, 192—198 (1961). Применение этого

метода к коротким балкам при ударе см. в работе: A. A. B e t s e r ,

М. М. F r o c h t , J . Appl. Mech. 24, 509—514 (1957).
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Несколько лучшее приближение можно получить, если учесть,
что к нижней грани балки прикладывается распределенная на-
грузка (рис. 68, б) и использовать уравнения (36'). Интенсив-
ность такой нагрузки в точке D из уравнения (65) равна Р/пс.
Подставляя данное значение в (36') и комбинируя результат со
значением ах, полученным выше, получаем во втором прибли-
жении

°х~2с3\2 п)У~Г2ж~Г пс [ 2с?" 10 с
_ Р Р ( 3(/ у3

Эти напряжения нужно наложить на напряжения

ах = 0, а„ = f-r—. , (б)

действующие в полубесконечной пластинке, в результате полу-
чатся напряжения в сечении AD.

Сравнение с более точным решением, приведенным ниже (см.
таблицу 2, стр. 133), показывает, что уравнения (а) и (б) дают
с очень высокой точностью напряжения во всех точках, за ис-
ключением точки D на нижней грани балки, где поправка к про-
стой балочной формуле дается выражением

~~~Ш + 2^ + Т ИВ = ~° > 2 5 4 Т'
р

тогда как более точное решение дает всего—0,133 — .
Решение той же задачи с помощью тригонометрических рядов

получил Файлонх). Он применил это решение к случаю дейст-
вия сосредоточенных сил и для нескольких частных случаев
провел вычисления (см. § 24), которые находятся в хорошем
согласии с более поздними исследованиями.

Дальнейшего прогресса в этой области достиг Лэмб2), кото-
рый рассмотрел бесконечную балку, нагруженную через равные
промежутки равными сосредоточенными силами, действующими
попеременно вверх и вниз, и получил для нескольких случаев
выражения кривой прогибов. Полученные результаты показы-
вают, что элементарная теория изгиба Бернулли—Эйлера яв-
ляется весьма точной, если высота балки мала по сравнению
с длиной. Было также показано, что уточнения для поперечной
силы, даваемые элементарной теорией Ренкина и Грасхофа (см.
стр. 67), являются несколько завышенными и должны быть
уменьшены примерно на 25% 3 ) .

х) L. N. G. F i l o n , Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, 201, 63 (1903).
2 ) H. L a m b , Atti IV Congr. Intern. Mat. 3, 12, Rome (1909).
s ) К такому же выводу пришел Файлон (Filon) в своей цитированной

выше статье.
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Более детальное исследование распределения напряжений и кривизны
вблизи точки приложения сосредоточенной силы провели Карман и Зеевальд1).
Карман рассмотрел бесконечно длинную балку и использовал решение для
бесконечной пластинки с двумя равными и противоположными моментами,
действующими в двух соседних точках прямолинейной границы (рис. 57, б).
Напряжения вдоль нижней грани балки, которые вводятся благодаря такой
процедуре, можно снять, если использовать решение в виде тригонометриче-
ских рядов (§ 24), которое для бесконечно длинной балки представляется ин-
тегралом Фурье. Таким путем Карман пришел к функции напряжений

со
Ма С (acchac-\-shac)chay—sh ax show -ayМа С

о

M

:c

Рис. 69.

Мег С (acsh otc-j-ch ас) sh ay—ch eccch ay-ay
я J sh 2ac—2ac

о

Эта функция дает распределение напряжений в балке, когда эпюра изгибаю-
щих моментов состоит из очень узкого прямоугольника, как показано на
рис. 69. В самом общем случае нагруже-
ния балки вертикальными силами, прило-
женными на верхней грани балки а ) , соот-
ветствующая эпюра изгибающих моментов
может быть разделена на элементарные
прямоугольники, подобные показанному на
рис. 69, а соответствующую функцию на-
пряжений можно получить путем интегри-
рования выражения (в) вдоль длины балки3).

Этот метод решения Зеевальд применил
к случаю балки, нагруженной сосредоточен-
ной силой Р (рис. 67). Он показал, что напря-
жение ах можно разбить на две части: одну из
них можно вычислить по элементарной балоч-
ной формуле, другая характеризует локальный эффект вблизи точки прило-
жения силы. Эту последнюю часть напряжения, обозначаемую через ах, можно
представить в форме Р (Р/с), где Р — численный множитель, зависящий от по-
ложения точки, в которой определяется местное напряжение. Значения этого
множителя даны на рис. 70. Две другие компоненты напряжения ау и хху

также можно представить в форме Р (Р/с). Соответствующие значения Р даются
на рис. 71 и 72. Из них можно видеть, что местные напряжения весьма
быстро падают с увеличением расстояния от точки приложения нагрузки, и на
расстоянии, равном высоте балки, ими обычно можно пренебречь. Используя
значения множителя р при дг = О, можно найти местные напряжения в пяти
точках поперечного сечения AD при данной нагрузке (рис. 67) по приводимой

') Т. K a r m a n , F. S e e w a l d , Abhandl, Aerod, Inst., Tech. Hochs.
Aachen 7, (1927).

2) Случай сосредоточенной силы, приложенной на половине расстояния
между верхней и нижней гранями балки, рассмотрел Хауленд (R. С. J. H o w -
l a n d , Proc. Roy. Soc. (London) 124, 89 (1929)), см. ниже стр. 144; случай
пары сил, приложенной внутри балки рассмотрел Гиркман (К. G i r k m a n n ,
Ingenieur-Arch. 13, 273 (1943)). Он же исследовал сосредоточенные продольные
силы в стенке двутавровой балки (К. G i r k m a n n , Oesterr. Ingenieur-Arch. 1,
420(1946)).

3) Дополнительная литература, посвященная изгибу неоднородных балок
указана в прим. ред. на стр. 74.
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-3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 I 0£ 1,0 1,5 2JJ 2,5 S,0

-SO -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5

Рис. 70.
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Рис. 71.

Т А Б Л И Ц А 2

Множители Р для срединного сечения AD (рис. 67)
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в)

т

О Of Ш 1.5 г,0 3,0

Рис. 72.
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на стр. 133табл. 2. Для сравнения в ней приводятся значения местных напря-
жений *), полученные из уравнений (а) и (б) (стр. 130). Как видим, эти уравне-
ния дают местные напряжения с достаточной степенью точности.

Зная напряжения, можно без особых трудностей найти кривизны и про->
гибы балки. Эти вычисления показывают, что кривизну кривой прогибов

-& -га -in -is -in -o, is

Ё.
' е

Рис. 73.

также можно разбить на две части, из которых одна дается элементарной
теорией, а другая учитывает локальное влияние сосредоточенной нагрузки Р.
Эта дополнительная кривизна срединной линии балки может быть представ-
лена формулой

1 (г)

•

кривизной

где а—численный множитель, меня-
ющийся вдоль длины балки. На рис.
73 даны несколько значений этого
множителя. Мы видим, что уже в по-
перечном сечении, находящемся на
расстоянии, большем половины высоты балки, дополнительной
можно пренебречь.

С учетом влияния этих местных эффектов на кривизну две ветви АВ и
АС кривой прогибов (рис. 74) можно считать пересекающимися под углом

__Р/_3 3 3vN
У~Т\~Ш~Ш~ AE ) W

друг к другу. Соответствующий прогиб в центре

1 ~ 4 ~" Ac \ AG 10£ АЕ ) • " '

Из этого прогиба нужно вычесть еще малую поправку б2, снимающую скачок
наклона в точке А кривой прогибов. Эта величина также была вычислена
Зеевальдом и определяется формулой

Обозначая теперь через б0 прогиб, определенный с использованием элементар-
ной теории, получаем полный прогиб под сосредоточенной силой в виде

Р13 , Р 1 { 3 3 3 v \ P

х) То есть напряжения, которые следует наложить на напряжения, полу-
ченные по обычной балочной теории.
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При v=*0,3 эта формула дает

[ГЛ. 4

Элементарная теория Ренкина — Грасхофа (см. стр. 67) для этого случая при-
водит к выражению

П/Я Г / Ол \ о 1

( ж )

Очевид1ю, что равенство (ж) дает завышенное значение поправки, связанной
со сдвигом1). В этих формулах не учтен прогиб, вызванный местными дефор-
мациями на опорах.

§ 41. Напряжения в круглом диске

Начнем с простого случая двух равных по величине и про-
тивоположных по знаку сил Р, действующих вдоль диаметра АВ

(рис. 75). Предполагая, что каж-
дая из этих сил вызывает про-
стое радиальное распределение
напряжений (уравнения (65)),
мы можем найти силы, которые
следует приложить на границе
диска, чтобы создать такое рас-
пределение напряжений. В лю-
бой точке М окружности диска
мы имеем сжатия в направле-
ниях г и гх, равные соответствен-
но (2Р/л) cos 9/r и (2Р/я) cos 8,/^.
Поскольку отрезки г и гх пер-
пендикулярны друг к другу и

N.

cos 9 cos

Рис. 75.
(а)

где d—диаметр диска, мы при-
ходим к заключению, что два главных напряжения в точке М
являются двумя равными сжимающими напряжениями величины
2P/(nd). Следовательно, по любой площадке, проходящей через
точку М и перпендикулярной плоскости диска, будут действо-
вать такие же сжимающие напряжения. Таким образом, чтобы
создать предполагаемые два простых радиальных распределения
напряжений, нужно по окружности диска приложить нормаль-
ные сжимающие усилия интенсивностью 2P/(nd).

1) Поправки к элементарным теориям изгиба балок и пластинок исследо-
вались также на основе вывода этих теорий в качестве предельных случаев
решений общей трехмерной линейной теории упругости. См. J. N. G o o d i e r ,
Ргос. Roy. Soc. Canada, ser. 3, sec. 3, 32, 1—25 (1938).
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Если граница диска свободна от внешних усилий, напряже-
ния в любой точке получаются путем наложения однородного
растяжения в плоскости диска величиной 2P/(nd) на два простых
радиальных распределения напряжений. Рассмотрим напряжения
в горизонтальном диаметральном сечении диска в точке N. Из
условия симметрии можно сделать вывод, что в этой плоскости
не будет касательных напряжений. Нормальное напряжение,
вызываемое двумя равными сжимающими усилиями, равно

где г — расстояние AN, и 8—угол между AN и вертикальным
диаметром. Налагая на это распределе-
ние напряжений однородное растяжение
2P/(nd), получаем полное нормальное на-
пряжение на горизонтальной плоскости в
точке N в виде

АР cos 8e 2Р

или, используя тот факт, что
d

м.

cos 0 = •

получаем

*»=• (б) Рис. 76.

Максимальное сжимающее напряжение вдоль диаметра CD дей-
ствует в центре диска, где

На концах диаметра сжимающее напряжение ву обращается
в нуль.

Рассмотрим теперь случай двух равных по величине и про-
тивоположных по знаку сил, действующих вдоль хорды АВ
(рис. 76). Предположим снова существование двух радиальных
простых распределений, исходящих из точек Л и Б, а напря-
жения в плоскости, касательной к границе диска в точке М,
получим с помощью наложения двух радиальных сжатий
(2Р/я) cos 0/г и (2РIn)cos%Jгх, действующих в направлениях г
и rt. Нормаль MN к касательной в точке М является диамет-
ром диска; отсюда треугольники MAN и MBN являются пря-
моугольными и углы, которые образуют нормаль МО с г и rlt

равны соответственно я/2—0 t и я/2—0. Нормальные и каса-
тельные напряжения, действующие на элемент границы в точке М,
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определяются по формулам

T = =_2P/cose 9 o s 9 cosBj
" I ' 1 г r.i

2Р /cos9sin29 t cos 9t sin2 6

g e

[гл. 4

) . (в)

Эти уравнения можно упростить, если учесть, что из треуголь-
ников MAN и MBN следует

Подставляя эти значения в уравнения (в), находим

| ' т = 0 -
Из рис. 76 видно, что значение sin(0 + 81) вдоль границы

остается постоянным. Следовательно, чтобы вызвать предпола-
гаемое радиальное распределение на-
пряжений, к границе нужно приложить
равномерно распределенные сжимаю-
щие усилия интенсивностью 2P/(nd)x
X3111(0 + 9!). Чтобы получить решение
для диска, границы которого свободны
от сжимающих усилий, нужно только
наложить на вышеописанные два про-
стых радиальных распределения на-
пряжений однородное растяжение ин-
тенсивностью 2P/(nd)sin(0+0 x).

Задача о распределении напряжений в
диске может быть решена и для более общего

случая, когда на границе диска действует любая самоуравновешенная система
усилийх).

Рассмотрим одну из сил, действующих в точке А в направлении хорды
АВ (рис. 77). Задаваясь вновь простым радиальным распределением напря-
жений, имеем в точке М простое радиальное сжатие с интенсивностью
2P/ncos01/r1, действующее в направлении AM. Примем начало полярных
координат в точке О в центре диска, а угол 9 будем измерять, как показано
на рисунке. Нормальные и касательные компоненты напряжений, действую-
щие на элемент, касательный к границе в точке М, можно легко найти, если
учесть, что угол между нормалью МО к элементу и направлением сжатия г 1 (

Рис. 77.

г) Задачи, рассмотренные в этом параграфе, впервые решили Герц
(Н. H e r t z , Z. Math. Physik 28 (1883);) и Мичелл (J. N. Mi с he 11, Ргос.
London Math. Soc. 32, 44(1900); 34, 134(1901)). Задачу, отвечающую рис. 75,
где круглый диск заменен прямоугольным, рассмотрел Гудьер (J. N. Goodier,
Trans, ASME 54, 173(1932)), который учел влияние распределения нагрузки
на малых отрезках границы.
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равен л/2—0 2. Отсюда

2Р cos 0! . „ „ 2Р cos 0Х . „ . . .
о > = sin2 02, Т/-е= sin в 2 cos 82. (д)

Так как из треугольника AMN имеем rx = & sin 92, уравнения (д) можно
записать в форме

а ' = ~ Tdsin (01 + °2) ~ S s i n (9a ~ 0l)>

Р Р ( е >
Тлв=—^008(0!+ в 2 ) - ^ COS (6,-6,).

Эти напряжения, действующие на элемент, касательный к границе в точке М,
можно получить путем наложения трех следующих напряженных состояний:

1. Нормальных напряжений, равномерно распределенных вдоль границы

einpHe,). (ж)

2. Касательных напряжений, равномерно распределенных вдоль границы

^ (и)

3. Напряженного состояния, в котором нормальная и касательная компо-
ненты определяются формулами

_2L Sin (0,-0!) и -Lcostfi-BJ. (к)

Учитывая, что угол между силой Р и касательной в точке М равен
01—02> можно сделать вывод, что напряжение (к) имеет величину P/nd и
действует в направлении, противоположном силе Р.

Допустим теперь, что на диск действует несколько усилий и что каждое
из них вызывает простое радиальное распределение напряжений. Тогда уси-
лия, которые должны быть приложены к границе, чтобы вызвать такое рас-
пределение напряжений, будут следующими:

1. Равномерно распределенное вдоль границы нормальное усилие с интен-
сивностью

(л)

2. Касательное усилие с интенсивностью

3. Усилие, интенсивность и направление которого получаются в резуль-
тате векторного суммирования выражений (к). Суммирование должно распро-
страняться на все силы, действующие вдоль границы.

Момент всех внешних сил относительно точки О, согласно рис. 77, равен

а поскольку, для того чтобы система находилась в равновесии, этот момент
должен быть равен нулю, мы приходим к выводу, что касательные усилия (м)
равны нулю. Усилие, получаемое путем суммирования напряжений (к), про-
порционально векторной сумме внешних усилий и также должно быть равно
нулю, если система находится в равновесии. Следовательно, чтобы получить
простое радиальное распределение к границе диска, необходимо приложить
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только равномерное сжатие (л). Если граница свободна от равномерного
сжатия, напряжения в любой точке диска находятся путем наложения на
предполагаемое простое радиальное распределение равномерного растяжения
интенсивности

Используя этот общий метод, легко получить другие случаи распределе-
ния напряжений в круглых дисках 1 ) . Рассмотрим, например, случай пары,
действующей на диск (рис. 78) и уравновешиваемой другой парой, приложен-
ной в центре диска. Задаваясь двумя одинаковыми радиальными распределе-

ниями напряжений в точках А и В, мы видим, что в
этом случае интенсивность нормальных усилий (л) и
сумма напряжений (к) равны нулю, и для создания про-

< 4 j 2 _ _ _ _ W стого радиального распределения напряжений требуется
приложить лишь касательные усилия (м). Интенсивность

\\ этих усилий, согласно (м), равна

где Mj — момент пары. Чтобы освободить границу диска
от касательных усилий и перенести пару, уравновеши-
вающую момент от двух сил Р, с окружности диска
в его центр, нужно наложить на простое радиальное
распределение напряжения, отвечающие случаю, пока-
занному на рис. 78, б. Эти последние напряжения, вы-
зываемые чистым сдвигом, приложенным к окружности,
можно вычислить, если учесть, что для каждой концен-
трической окружности радиуса г касательные напряже-
ния должны давать момент М(. Отсюда

Рис 78 Тгв2ял2 = М^, trQ = -—L. (п)

Эти напряжения также можно вывести из общих уравнений (38), приняв
функцию напряжений в виде

откуда

§ 42. Сила, действующая в точке бесконечной пластинки

Если сила Р действует в срединной плоскости бесконечной
пластинки (рис. 79, а), то распределение напряжений можно
легко получить путем наложения только что рассмотренных
систем. Мы не можем, однако, построить решение путем простого
наложения двух решений для полубесконечной пластинки, как
показано на рис. 79, бив. Хотя вертикальные перемещения в
обоих случаях будут одними и теми же, горизонтальные пере-

*) Некоторые интересные примеры обсуждаются в цитированной выше
работе Мичелла (J. H. Michel!).
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мещения вдоль границ будут различаться. В то время как для
случая, изображенного на рис. 79, б, это перемещение направ-
лено от точки О, в случае 79, в оно направлено к точке О.
Величина этих перемещений в обоих случаях, согласно уравне-
ниям (70), равна

1-ОгР- (а)

Эту разницу в горизонтальном
перемещении можно ликвидиро-
вать, комбинируя случаи 79, б и
в со случаями 79, г и д, в кото-
рых вдоль прямолинейных границ
действуют касательные усилия.
Перемещения для этих последних
случаев можно получить из реше-
ния задачи об изгибе кривого бру-
са, изображенного на рис. 46.
Устремляя внутренний радиус
этого стержня к нулю, а внеш-
ний—к бесконечнести, приходим
к случаю полубесконечной пла-
стинки. Перемещение вдоль
прямолинейного края пластинки
в направлении касательной си-
лы, действующей на границе, согласно равенству (60) равно

— (б)

Постоянную интегрирования D нужно подобрать таким образом,
чтобы обратить в нуль перемещения, получающиеся из (а) и (б).
Тогда

(в)

Рис. 79.

4£ 4л

При таком подборе, в результате наложения случаев 79, б, в,
гад, приходим к решению для бесконечной пластинки, нагру-
женной в точке (рис. 79, а).

Поле напряжений в пластинке теперь легко получить путем
суперпозиции напряжений в полубесконечной пластинке, вы-
званных нормальной силой Р/2, приложенной на границе
(см. § 36) на напряжения в кривом брусе, формулы для кото-
рых содержат постоянную интегрирования D. Учитывая разли-
чие в отсчете угла Э на рис. 46 и 79 и используя равенства (59),
получаем следующие формулы для определения напряжений в
криволинейном стержне (отсчет угла 6 производится согласно
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рис. 79):

_ D cos 9 _ 1 — v P cos 9

D cos 9 1 — v P cos 9

DsinG I — v P s i n 9"™- г - 4л /- '

Комбинируя эти напряжения с напряжениями, определяемыми
формулами (65) для случая нагрузки Р/2, получаем следующее
распределение напряжений в бесконечной пластинке:

_ 1 — vPcos9 Pcos9_ (3 + v)Pcos9
г 4я г пг ~ 4л г *

_ 1 — v P cos 9 _ 1 — у Р sin 9
° ~ 4я г ' г® 4 я г

Вырезая из пластинки у точки О (рис. 79, а) малый элемент,
ограниченный цилиндрической поверхностью радиуса г, и проек-
тируя силы, действующие на цилиндрическую границу элемента
на оси хну, получаем

я
Х = 2 5(a rcos6—TrfSint

о

У = 2 $ (a, sin 9 + т,-в cos 6) г d9 = 0.
о

Таким образом усилия, действующие на границе цилиндрического
элемента, представляют нагрузку Р, приложенную в точке О.
Используя уравнения (13) в декартовых координатах, можно
найти из (75) компоненты напряжений в виде

(76)

Из решения (76) для одной сосредоточенной силы, можно с
помощью суперпозиции найти решения для других видов нагру-
жения. Рассмотрим, например, случай (рис. 80), когда две рав-
ные по величине и противоположные по знаку силы действуют
на бесконечную пластинку в точках О и Ох, находящихся на
очень малом расстоянии d друг от друга. Напряжения в любой
точке М получаются с помощью суперпозиции напряжений, вы-
зываемых силой в точке Ot и напряжений, вызываемых другой
силой в точке О. Рассматривая, например, элемент в точке М,
перпендикулярный оси х, и обозначая через ах нормальное на-
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пряжение, вызываемое в этом элементе силой в точке О, полу-
чаем, что нормальное напряжение а'х, вызываемое совместным
действием обоих сил, показанных на этом рисунке, равно

дах sin 0
"Ж~Т~

Таким образом, компоненты напряжений для случая, изобра-
женного на рис. 80, получаются из уравнений (76) путем диф-
ференцирования. Отсюда получаем

ох = 2—2 [— (3 + v) cos2

av = ~es [(1 —v)cos26 + (1 + 3v) sin 28—8(1 + v)sin2 9cos29], (77)

xxy = ~ [— (6 + 2v) + 8 (1 + v) sin2 0] sin 0 cos 0.

Можно видеть, что с ростом г компоненты напряжений быстро

убывают, и ими можно пренебречь, если г велико по сравне-
нию с d. Такой результат следует ожидать в соответствии с
принципом Сен-Венана, если мы имеем случай двух уравнове-
шенных и приложенных очень близко друг к другу сил1).

Налагая два поля напряжений, определяемые равенства-
ми (77), мы получаем решение задачи, показанной на рис. 81.
Компоненты напряжений для этого случая имеют вид

aI/ = 2(l-v)^(l-2sin20),

Т = • . J. I i ц i . 1
х) Следует, однако, отметить, что аналогичное убывание напряжений мо-

жет происходить и в случае, когда близко расположенные силы не находятся
в равновесии. Примером служит рис. 82 и соответствующие ему выраже-
ния (79). См. Ё. S t e r n b e r g , Quart. Appl. Math. 11, 393—404 (1954) и
упомянутую там статью Мизеса (R. von Mises).
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То же распределение напряжений в полярных координатах вы-
ражается формулами

тге = 0. (78)

Это решение можно согласовать с решением (45) для толстостен-
ного цилиндра, находящегося под действием внутреннего давле-
ния, если внешний диаметр цилиндра устремить к бесконечности.

Таким же путем можно получить решения и для случая,
изображенного на рис. 82, а. Компоненты напряжений имеют

вид1)

У

Они представляют напряжения, вы-
зываемые моментом М, приложенным
в начале координат (рис. 82, б).

Если вместо бесконечной пластинки мы
рассмотрим бесконечно длинную полосу, под-
вергнутую действию продольной силы Р (рис.
83), то можно исходить из решения (76), прини-
мая вначале, что пластинка бесконечна во

6)

п . 0 с
с

У

Рис. 83.

всех направлениях. Напряжения вдоль краев полосы, которые возникают в ре-
зультате этого, можно снять, накладывая системы равных и противоположных по
знаку усилий. Напряжения, создаваемые этой корректирующей системой уси-
лий, можно определить, используя общий метод, описанный в § 24. Вычисле-
ния, проделанные Хаулэндом2), показывают, что местные напряжения, вызы-
ваемые сосредоточенной силой Р, быстро убывают с ростом расстояния от
точки приложения нагрузки, и на расстояниях, больших ширины полосы,
распределение напряжений по поперечному сечению практически постоянно.
В приведенной ниже табл. 3 даны некоторые значения напряжений ох и ау,
вычисленные в предположении, что полоса закреплена на конце * = + со и
коэффициент Пуассона равен 1/4.

Напряжения, производимые в полубесконечной пластинке силой, прило-
женной на некотором расстоянии от края, исследовал Мелан3).

!) А. Л я в, Математическая теория упругости, ОНТИ, 1935, стр. 225.
2) См. его работу, цитированную выше. См. также статью Е. M e l a n ,

Z. Ang. Math. Mech. 5, 314(1925).
3 ) E. M e l a n , Z. Angew. Math. Mech. 12, 343(1932).
Поправку к этой статье дал Л. М. К у р ш и н, Прикладная математика и

механика, т. 23, 1959.
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ТАБЛИЦА 3

у=о

у=с

, = 0

У = С

X _

с

ах2с

Р ~

р ~
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Р ~

Р ~
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0

00

0,500

. . .

я
Т

1,002

0,973

—0,049

§ 43. Обобщенное решение двумерной задачи
в полярных координатах

Исследовав несколько частных случаев двумерных задач в полярных
координатах, мы можем теперь выписать более общую функцию напряжений ф
в виде следующего ряда х ) :

Ф = а0 In г + V s + V 2 In /• + "do/-29+Ддб +

n r) cos В —

[г In г) sin 9 +

( « У + &»' ~n+b'n r~n+2) cos «6

+ 2 (с//" + ^ n r " + 2 +Cn'- n + dnr~"+ I !) sin п9. (80)

Первые три члена в первой строке этого выражения представляют решение
для распределения напряжений, симметричного относительно начала координат

г) Зго решение дал Мичелл (J. H. M i c h e l l , Proc. London Math. Soc.
31, 100(1899)). См. также цитированную выше работу (А. Т i m p e, Z. Math.
Physik). Аналогичное решение для случая эллиптического кольца дал также
Тимпе (A. T i m p e , Math. Z. 17, 189(1923)).
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(см. § 28). Четвертый член дает распределение напряжений для случая,
представленного на рис. 58. Пятый член дает решение для чистого сдвига
(рис. 78, б). Первый член во второй строке представляет простое радиальное
распределение для силы, приложенной в направлении 8 = 0 . Остальные члены
второй строки представляют решение для части кругового кольца, изгибаемого
радиальной силой (рис. 46). Комбинация всех членов второй строки дает
решение для силы, действующей в бесконечной пластинке (§ 42). Аналогичные
решения получаются также из третьей строки выражения (80), с той лишь
развицей, что направление силы изменяется на я/2. Остальные члены выра-
жения (80) представляют решения для касательных и нормальных сил, про-
порциональных sin яв и cos яв, действующих на внутренней и внешней гра-
ницах кругового кольца. Пример такого рода мы имели при исследовании
распределения напряжений вокруг малого кругового отверстия (§ 35).

Одних граничных условий не всегда достаточно для определения всех
коэффициентов ряда (80). Иногда требуется дополнительное исследование пере-
мещений. Рассмотрим полное кольцо с заданными интенсивностями нормаль-
ных и кольцевых усилий, задаваемыми следующими рядами Фурье:

(»г)г=о=л+2 А"cos п 9 + 2 в"sin л9>

л=1 я=1
со се

(о>)г=ь = А'О+ 2 А'п c°s лв + 2 В'п s i n nQ"
п=\ л=1 / а >

<я со '
(тгв)г=в = Со+ 2 С„ cos пв + 2 Dn sin я9,

л = 1 л=1
OS СО

(*гв)г=ь = С'о+ 2 С'п cos лв+ 2 D'n sin л9,
л=1 л=1

где постоянные Ао, А„, В„ . . . определяются обычным путем, исходя из задан-
ного распределения усилии ни границе (см. стр. 73). Определяя компоненты
напряжения из выражения (80) с использованием равенств (38) и сравнивая
значения этих компонент при г = в и т — Ь с теми, которые дают уравне-
ния (а), получаем достаточное число уравнений для определения коэффициен-
тов во всех случаях для л ^ 2 . Для л = 0, т. е. для членов, входящих в пер-
вую строку выражения (80) и для л = 1, т. е. для членов второй и третьей
строк, требуются дополнительные исследования.

Если в качестве функции напряжений принята первая строка выраже-
ния (80), постоянная а'о определяется величиной касательных усилий, равно-
мерно распределенных вдоль границ (см. стр. 140). Распределение напряжений,
которое дает член, содержащий d0, многозначно (см. стр. 119) и для полного
кольца мы принимаем1) do = O. Для определения остальных трех постоянных
а0, Ьо и с0 имеется только два уравнения

Добавочное уравнение для определения этих постоянных получается из рас-
смотрения перемещений. Перемещения в полном кольце должны быть одно-
значной функцией 9. Проведенное ранее исследование показывает (см. § 28),
что это условие выполняется, только если положить со = О. Тогда оставшиеся

1) Функции напряжений, дающие разрывы напряжений в кольце, можно
интерпретировать как решение для кольца с вырезом. См. J. N. G o o d i e r ,
J. С. W i l h o i t , Jr . , Proc.4th Ann. Conf. Solid Mech., Univ. Texas, Austin,
Texas, 1959, стр. 152—170.
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две постоянные а0 и Ьй определяются из двух приведенных выше граничных
условий.

Рассмотрим теперь подробнее члены, для которых л = 1 . Для определения
восьми постоянных аи Ьх, . . . , d[, входящих во вторую и третью строки выра-
жения (80), мы находим компоненты напряжений о> и т г 6 , используя эту
часть функции q>. Затем, используя условия (а) и приравнивая соответствую-
щие коэффициенты при sin лб и cos я9 на внутренней и внешней границах,
получаем следующие восемь уравнений:

a— 2а[а-3 = Аи

2d1a—2c'1a-3 + d^a"1 = — Cu

2dlb-2c'1b-*+d[a-ib-i=-C'1, ( в )

2bia—2a'1a-t+b'1a-1 =Dt,

2blb — 2a[b-9+b'1b-1 = D'1.

Сравнивая уравнения (б) с (в), можно видеть, что они совместны лишь в том
случае, когда

cj-1 = В[+С» (г)

откуда следует, что

a(A1-D1) = b{A[-D[), а{В1+С1) = Ь(В'1+С\). (д)

Можно показать, что если силы, действующие на кольцо находятся в равно-
весии, уравнения (д) удовлетворяются всегда. Принимая, например, что сумма
компонент всех сил в направлении оси к равна нулю, находим

2я

)г=ь-а(ог)г=а] cos 9-[Ь{т:гв)г=ь-а(т;гв)г=а] sin 6}d9 = 0.

Подставляя сюда выражения для аг и т г в из уравнений (а), приходим к пер-
вому из уравнений (д). Таким же путем, проектируя все силы на ось у,
приходим ко второму уравнению (д).

Если ах и С( определены из уравнений (г), две системы уравнений (б) и
(в) тождественно совпадают, и для определения оставшихся шести постоянных
мы имеем только четыре уравнения. Необходимые два дополнительных урав-
нения получаются из рассмотрения перемещений. Члены во второй строке
выражения (80) представляют функцию напряжений для некоторой комбина-
ции простого радиального распределения и поля напряжений изгиба в криво-
линейном стержне (рис. 46). Накладывая общие выражения для перемещенийх)
в этих двух случаях, а именно используя уравнения (ж) (стр. 100) и (р)
(стр. 102) и подставляя aJ2 вместо —Р/л в (ж) и b[ вместо D в (р), находим
следующие многозначные члены в выражениях для перемещений и и с:

! i ^ L e s i n е + ^ е s i n e , | 1 ^ ^

-1) Следует отметить, что если угол измеряется от вертикальной оси, а не
от горизонтальной, как показано на рис. 46, вместо 9 нужно подставить
6 + л / 2 , как это показано на рис. 53.
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Для полного кольца, если напряжения вызываются лишь нагрузкой на грани-

п а, 1—v . 2b[
цах, эти члены должны обращаться в нуль. Отсюда -k—ъ—Г"ТГ —"» и л и

Аналогично из третьей строки выражения (80), имеем

(ж)

Уравнений (е) и (ж) вместе с уравнениями (б) и (в) теперь доста-
точно для определения всех постоянных в функции напряжений, представлен-
ных второй и третьей строками выражения (80).

Мы приходим к заключению, что в случае кольца задание граничных
условий (а) недостаточно для определения распределения напряжений и необхо-
димо также рассматривать перемещения. Перемещения в кольце должны быть
однозначными, и, чтобы это условие выполнялось, нужно положить

= 0, &!= — ci(l-v) (81)

Мы видим, что постоянные 6Х и d[ зависят от коэффициента Пуассона.
В силу этого распределение напряжений в кольце обычно "зависит от упругих
характеристик материала. Оно становится не зависящим от упругих констант
только в том случае, когда коэффициенты at и сг обращаются в нуль, откуда,
согласно уравнению (81), bi = d[ = O. Этот частный случай имеет место, когда
(см. уравнения (г)) A1 = D1 и В1 = — С1. Мы имеем такое условие, когда
результирующая всех сил, приложенных как к внутренней, так и внешней
границе кольца, равна нулю. Возьмем, например, результирующую ком-

поненту в направлении х сил, приложенных к
границе г = а. Эта компонента, согласно (а), равна

2л

V (о> cos 6 — т г 6 sin 9) a dQ •-•= ал (А1—D{).

Рис. 84.

Если она обращается в нуль, то A1 = D1. Таким
же путем, проектируя силы на направление у, по-
лучаем Вх =—Clt если сумма проекций сил на
ось у равна нулю. Отсюда можем сделать вывод,
что распределение напряжений в кольце не за-
висит от упругих констант материала, если ре-
зультирующие всех сил, приложенных к каждой

границе, равны нулю. Момент этих сил не обязательно должен быть рав-
ным нулю.

Эти выводы, сделанные для случая круглого кольца, сохраняют силу
также в самом общем случае двумерной задачи для многосвязного тела. Из
общего исследования, которое провел Мичелл х ) , следует, что для многосвяз-
ных тел (рис. 84) уравнения, аналогичные уравнениям (81) и выражающие
условие однозначности перемещений, нужно вывести для каждого контура
в отдельности, такого, как контура Л и В на рисунке. Распределение напря-
жений в таких телах в общем случае зависит от упругих констант материала.
Оно не зависит от этих констант только в том случае, когда результирующие
усилий на каждом контуре обращаются в нуль2). Количественно влияние

!) См. J. H. Michell, Proc. London Math. Soc, 31, 100 (1899).
2 ) Следует помнить, что объемные силы считаются нулевыми.
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упругих констант на максимальные напряжения обычно мало, и на прак-
тике им можно пренебречьх). Этот вывод имеет практическую ценность.
Позже мы увидим, что для прозрачных материалов, таких, как стекло и баке-
лит, можно определять напряжения оптическим методом, используя поляри-
зованный свет (см. стр. 162), а полученный вывод означает, что результаты,
найденные для прозрачных материалов, можно сразу же применять при тех
же внешних усилиях для любого другого материала, например для стали.

§ 44. Приложения обобщенного решения
в полярных координатах

В качестве первого приложения решения двумерной задачи в рядах в по-
лярных координатах рассмотрим круглое кольцо, сжатое дву_мя равными и
противоположно направленными силами, действующими вдоль диаметра 2 )

\
\

к/ /
' / . • у/-

\

У.
0,9

\
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0.8 s
\

. >

3=0°

V

/0,6 ,
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Рис. 85.

(рис. 85, а). Мы начнем с решения для сплошного диска ($ 41). Вырезав в этом
диске концентрическое отверстие радиуса а, получим, что по краю отверстия

2 ) Исследование этого вопроса провел Файлон (L. N. G. F i l o n , Brit .
Assoc. Advan. Sci. Rept, 1921). См. также: Е. С. C o k e r , L. N. G. F i l o n ,
Photoelasticity, §§ 6.07, 6.16, Cambridge, University Press, New York, 1931.
[Русский перевод: Э. К о к е р , Л . Ф а й л о н. Оптический метод изучения
напряжения, ГТТИ, 1940.]

2 ) См. С. П. Т и м о ш е н к о , Известия Киевского политехнического инсти-
тута, 1910. См. также К. W i e g h a r d t , Sitzber. Akad. Wiss. Wien 124. ч. I I ,
1119(1915).
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действуют распределенные нормальные и касательные усилия. Эти усилия
можно снять путем наложения системы сил, равных по величине и противо-
положных по знаку. Эту последнюю систему можно представить с достаточной
точностью, используя несколько первых членов ряда Фурье. Тогда соответ-
ствующие напряжения в кольце получаются при помощи общего решения,
приведенного в предыдущем параграфе. Эти напряжения вместе с напряже-
ниями, найденными для сплошного диска, и дают полные напряжения в кольце.
Отношения а е : (2Р/пЬ), найденные таким путем для различных точек попе-
речных сечений тп и тхпх в случае Ь = 2а, даются в приведенной ниже
табл. 4М).

Т А Б Л И Ц А 4

тп

тп
mxnt

Ъ

2,940
—3,788

0,9ft

Точная

1,477
—2,185

0,86

теория

—0,113
—0,594

Гиперболическое распределение

2,885
—7,036

1,602
—5,010

0,001
—2,482

0,76

—2,012
1,240

0,6ft

—4,610
4,002

напряжений

—2,060
0,772

—4,806
5,108

0,5ft

—8,942
10,147

—8,653
11,18

Линейное распределение напряжений

тп 3,90
—8,67

1,71
—5,20

—0,48
—1,73

- 2 , 6 7
1,73

—4,86
5,20

—7,04
8,67

Для сравнения даются значения тех же напряжений, определенные по
двум элементарным теориям, основанным на следующих допущениях: 1) попе-
речные сечения остаются плоскими, в силу чего нормальные напряжения
в сечении следуют гиперболическому закону; 2) напряжения распределяются
по линейному закону.

Таблица показывает, что для сечения тп, которое находится на сравнительно
большом расстоянии от точек приложения нагрузки Р, гиперболическое распре-
деление напряжений дает результаты, весьма близкие к точным. Ошибка
в величине максимального напряжения не превышает 3%. Для поперечного
сечения т^п^ ошибки приближенного решения намного больше. Интересно
отметить, что результирующая нормальных напряжений, действующих по сече-
нию ttixti-i, равна Р/п. Этого следовало ожидать, если вспомнить задачу о дей-
ствии сосредоточенной нагрузки на клин, представленный на рис. 68, г. Распре-

х ) Толщина пластинки принимается равной единице.
2 ) Значения напряжений в сечении тхп^ при 6 = 2а, 2,5а, 3,33а, 5а, 10в

были даны в работе: Е. A. R i p p e r g e r , N. D a v i d s , Trans. ASCE, 112,
619—628 (1947).
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деление нормальных напряжений по сечениям тп и т-^гц, определенное тремя
вышеописанными методами, показано на рис. 85, б и в. Метод, примененный
выше для случая действия двух равных по величине и противоположных по
направлению сил, можно использовать для общего случая нагружения круг-
лого кольца сосредоточенными силамиг).

В качестве второго примера рассмотрим стержень с проушиной 2) рис. 86.
Распределение давлений по краю отверстия зависит от величины зазора между
болтом и краем отверстия. Приведенные далее результаты получены в пред-
положении, что на внутренней и внешней границах действуют только нор-
мальные давления 3 ) :

Таким образом, давления распределены вдоль нижней половины внутреннего
края и верхней половины внешнего края проушины. После разложения этих

т,

• т — а — —

т

b ».
9-0,705

- • / _J

о,?зЫГ \

/h 2 /

-цоаг
'/7

Рис. 86. Рис. 87.

выражений в тригонометрические ряды, напряжения можно вычислить,
используя общее решение (80) из предыдущего параграфа. Рис. 87 показывает
значения отношения сте: (Р/(2а)), вычисленные для поперечных сечений тп и

при Ь/а = 4 и 6/а = 2. Следует отметить, что в этом случае результи-

х) L. N. G. F i l o n , The Stresses in a Circular Ring, Selected Engineering
Papers, № 12, London, 1924.

2) H. R e i s s n e r , Jahrb. Wiss. Gesellsch. Luftfahrt, 1928, стр. 126;
H. R e i s s n e r , F. S t r a u c h , Ingenieur-Arch. 4, 481 (1933).

8) P обозначает силу, отнесенную к единице толщины пластинки.
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рующая усилий, действующих на каждой границе, не обращается в нуль;
следовательно распределение напряжений зависит от упругих констант мате-
риала. Приведенные выше вычисления сделаны при коэффициенте Пуассона,
равном 0,3 1).

§ 45. Клин, нагруженный вдоль граней

Общее решение (80) можно также использовать для случая полиномиаль-
ного распределения нагрузки по граням клина2). Определяя по уравне-
нию (80) обычным путем компоненты напряжения и удерживая только члены,
содержащие г", считая лё=0, получаем следующие формулы для компонент
напряжений, выраженные по возрастающим степеням г:

а 9 = 2Ь0 + 2do6 + 2а2 cos 26 + 2с2 sin 2 6 +

+ 6г (&! cos 6 + d x sin 0 -f a3 cos 36 -f cs ein 39) +
+ 12r2 (b2 cos 29 + d2 sin 2 9 + a4 cos 49 + c4 sin 49) +

+l)/•«[*„ cos n9+d n sin я0 + а„ + 2 cos (ra + 2) 9 +
+ c n + 2 s in(n+2)9]

(82)
sin 29 — 2c8cos29 +

-\-r (26t sin 9—2dt cos 9 + 6a3 sin 39—6c3 cos 39) +
+ л2 (6&2 si n 29—6d2 cos 29 + 12a4 si n 49 — 12c4 cos 46) +

+ /•" [n ( л + l)6 n s in nd — n ( n + l ) d n c o s n 9 +
(/t + 2 ) a n + 2 s i n ( / z + 2 ) 9 - ( n + l ) ( n + 2 ) c n + 2 c o s ( r a + 2 ) 6 ]

Таким образом, каждая степень г связана с четырьмя произвольными пара-
метрами, в силу чего, если приложенные на границах 9 = а и 9 = р напря-
жения заданы в виде полиномов по г, то могут быть определены напряжения
в клине, заключенном между этими границами.

Если, например, граничные условия имеют вид

то, приравнивая коэффициенты при различных степенях г, имеем
2 ( 6 0 + d 0 a + a 2 c o s 2 a + c 2 e i n 2 a ) = W0,

dx s i n a + a 3 c o s 3 a + c 3 sin3a) = 7V1. * '

x) Экспериментальное определение напряжения методом фотоупругости
см. в книгах М. М. F r o c h t , Photoelasticity, т. 2, § 6.4 [Русский перевод:
М. Ф р о х т , Фотоупругость, Гостехиздат, 1950] и Е. G. C o k e r , L. N. u . F i-
l o n , Photoelasticity § 6.18 [Русский перевод: А. К о к е р , Л. Ф а й л о в ,
Оптический метод изучения напряжения, ГТТИ, 1940]. См. также К. Т а ke-
rn u r а, Y. H o s o k a w a , Tokyo Imp. Univ. Aeron. Res. Inst. Rept. 12, 1926.
Напряжения в стальной проушине исследовал Матар (J. M a t h a r, For-
schungsarbeiten, 306, 1928). Далее эту теорию развил Теокарис (P. S. Т Ьео-
c a r i s , J. Appl. Mech. 23, 85—90 (1956)).

2) См. С. П. Т и м о ш е н к о , Теория упругости. С.-Петербург, 1914,
стр. 119.
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Три другие группы уравнений получаются для OQ при 8 = 0 и для т г 8 при
9 = а и 9 = р. Этих уравнений достаточно для определения постоянных, вхо-
дящих в решение (82).

Рассмотрим, например, случай, показанный на рис. 88. Равномерное нор-
мальное давление q действует «а грани. 0 = 0 клина, а другая грань 9 = 0

Рис. 88. Рис. 89.

свободна от усилий. Используя только первые строки в выражениях (82) для
0 е и xrQ, можно получить уравнения для определения постоянных b0, d^, a?
и с, в виде

2&0 + 2 a 2 = — q, 26 0 +2d 0 P + 2a8 cos 20 + 2с2 sin 20 = 0,
—d 0 —2c 2 = 0, — do + 2a 2sin20 —2c2 cos 20 = 0,

откуда, вводя обозначение fc = t g 0 — 0, находим

q gtg0 _ q n

Подставляя эти выражения в равенства (82), получаем а)

c o s
- j s i n 2 e ) '

T r e = j ( Y - T t g P s i n 2 9 ~ " 2 " c o s 2 9 ) >

Подобным же образом можно получить компоненты напряжений и для любого
другого члена при полиномиальном распределении (а) нагрузки.

Метод, развитый только что для определения напряжений в клине, можно
применить и к полубесконечной пластинке, если положить угол раствора
клина равным я . Напряжения, например, для случая, показанного на рис. 89,

Ониг) Члены N o , N'o, S o , S'o не являются независимыми. Они представляют
напряжение в углу г = 0. и можно задать независимо только три из них.

2 ) Это решение другим методом получил Леви (М. L e v y , Compt. Rend.
126, 1235 (1898)). См. также P. F i l l u n g e r , Z. Math. Physik 60 (1912).
Приложение функций напряжений такого вида к клиновидным коробчатым
балкам дал Рейсснер (Е. R e i s s n e r , J . Aeron. Sci. 7, 353 (1940)). Другие
типы нагрузок рассматривал Трэнтер (С. J . T r a n t e r , Quart. J . Mech.
Appl. Math. 1, 125 (1948)).
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получаются из уравнений (в) после подстановки в них значения Р = я . Отсюда

а е = ——1л —в—£-sin28j,

т г 6 = — £- (1 — cos 29), (г)

0"/. = — — ( Л — в — —

Эти выражения для напряжений удовлетворяют условиям на прямолинейной
границе, а также специфическим условиям на замыкающей границе, такой,
как полуокружность г = Ь.

§ 46. Собственные решения для клиньев и вырезов

В § 45 компоненты напряжений (82) были взяты в виде раз-
ложений по положительным целым степеням г, соответствующим
аналогичной форме функции напряжений. Однако если вернуться
к ряду по cos/гб и sinn9 в функции напряжений (80), то легко
убедиться, что независимо от того, будет ли п целым числом или
нет, каждый член этого ряда будет являться функцией напря-
жений. Действительно, дифференциальное уравнение (39) удов-
летворяется независимо от значения п. Это значение может быть
комплексным, однако в этом случае мы можем использовать в
качестве вещественной функции напряжений или действительную,
или мнимую части полученной функции напряжений. Таким
образом, вводя вместо п показатель А.+ 1, можно принять

Ф = /*+»/(в), (а)
где
/(в) = С1з1п(>,+ 1)в + С1соз(Х,+ 1)в +C,sin(X—1)9 +

+ Ctcos{l—1)9. (б)

Здесь Сх, Са, Ся, С4—произвольные постоянные.
Компоненты напряжений и перемещений (если пренебречь

членами, отвечающими перемещению абсолютно твердого тела)
определяются формулами

где

- ^ ' ( в ) ] ,
1)Я(9)].

in (X—1)9].

(в)
(г)
(д)
(е)

(ж)

(и)
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Перемещения здесь соответствует плоскому напряженному сос-
тоянию.

Рассмотрим теперь приложение этого метода к клиновидной
области, ограниченной радиусами Э = ± а , которые свободны от
нагрузки, так что

ав = 0, т г 9 = 0 при 6 = ± а . (к)

Согласно (г) и (д) это означает, что

/(о) = 0, /(-<х) = 0, /'(«) = 0, / ' ( - « ) - 0 , (л)

а из (б) отсюда получаются четыре уравнения относительно по-
стоянных Сг, С2, С3, Ct. С помощью операций сложения и вычи-
тания легко показать, что эти уравнения эквивалентны следую-
щей системе:

С± sin (к + 1) а + Са sin (к— 1) а = О,

(k+l)C1cos(k+l)a-\-(k—l)C3cos(k—\)a = 0,
os(b— 1)а = 0, . .
in(A,— 1)а = 0.

Каждая из этих двух пар уравнений однородна, и следовательно,
если выбрать число А. произвольно, то все четыре постоянных
должны обращаться в нуль. Однако значения Сх и С3 в (м) могут
и отличаться от нуля при обращении в нуль определителя из
коэффициентов, т. е. если

(X— 1) sin (А, + l)acos(A,— l)a—-(к + l)sin (к— l)acos(A,-f l ) a = 0.

Это условие приводится к виду

A. sin 2a—sin2Xa = 0. (о)

Если взять значение к, удовлетворяющее этому уравнению,
то постоянные Q и С3 могут и не обращаться в нуль. Отноше-
ние Сз/Cj определяется любым из двух уравнений (м). Однако
сама величина постоянной Сх может оставаться произвольной.

Аналогично, рассматривая два других уравнения, (н), полу-
чаем, что постоянные С2 и С4 могут быть отличны от нуля,
если к удовлетворяет условию

к sin 2a + sin 2ka = 0. (п)

Рассматривая условия (о) и (п) совместно, заключаем, что только
единственное значение Я. = 0 удовлетворяет обоим уравнениям.
Этот случай, однако, не представляет интереса. Таким образом,
если одно из уравнений (о), (п) удовлетворяется, то другое
удовлетворяться не будет. Это значит, что если Сг, С3 не равны
нулю, то С2 и С4 должны быть равны нулю и обратно.
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Рассматривая этот обратный (симметричный) случай, получаем,
что если (п) удовлетворяется, то из первого уравнения (н) сле-
дует

С 4 — c o s ( A , + l ) g . .
С2 c o s ( ^ — 1)<х " * р '

Функция напряжений (а) принимает вид

] (С)

и является единой комплексной функцией для каждого корня
уравнения (п), приводящей к двум действительным решениям.

Исследование корней уравнения (п)х) показывает, что для кли-
новидных областей, т. е. при 2а < я, существует бесконечная
система корней с положительными действительными частями, из
которых все превышают единицу. Соответствующие функции
напряжений с помощью уравнений (в)—(и) приводят к напря-
жениям и перемещениям, которые стремятся к нулю вместе с г.
Однако если Я является корнем уравнения (п), то и —К является
корнем. Следовательно, существует и другая система корней,
имеющих отрицательные дествительные части. Из-за них и напря-
жения, и перемещения будут безгранично увеличиваться, если г
стремится к нулю. Вершину клина, таким образом, нельзя рас-
сматривать как ненагруженную, даже если результирующие сила
и момент пары равны нулю. Для антисимметричного случая,
описываемого уравнениями (о), вывод будет таким же. При 2а > я,
т. е. для пластинок с вырезами, корни уравнения (п) меняют
характер2). Изменение1) характера корней (о) происходит при
значении угла 2а = 257,4".

Такого рода результаты были получены*) для различных
условий на краях 9 = ± а . Если оба края закреплены (u — v = 0),
выводы для клиновидной области (2а < я) с качественной сто-
роны будут подобны. Если закреплен один край, а другой сво-
боден от напряжений (о9 = т г е=0), существуют функции напря-
жений, которые дают перемещения, стремящиеся к нулю при
/•-•О, но безгранично увеличивающиеся напряжения, когда при-
мерно 2а > 63° (при v=0,3). Квадрант 2а = я/2 является инте-
ресным частным случаем, который показывает характер особен-
ностей в задаче о растяжении полосы с одним закрепленным
краем 3 ).

В частных задачах о клиньях и вырезах, в том числе в зада-
чах с нагруженными радиальными краями, методы интегральных

J ) M. L. W i l l i a m s , J. Appl. Mech. 19, 526 (1952).
2 ) См. Е. Sternberg, W. Т. Koiter, J . Appl. Mech. 25 (1958).
3) См. примечание 1 на стр. 78.
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преобразованийх) непосредственно приводят к требуемым комби-
нациям частных решений2), таких, как решения из §§ 38 и 39
с однородными решениями, рассмотренными в данном параграфе.

З А Д А Ч И

1. Вывести три соотношения (б), приведенные на стр. 84. Выбрать для
каждого наиболее пригодный «треугольный» элемент, для которого эти соот-
ношения могут быть сразу же получены в качестве уравнений равновесия.

2. Проверить уравнение (г) из § 27 для случая

<р = х* — yi = (х2 -f у2) (х2—у2 ) = /•* cos 26.

3. Исследовать смысл функции напряжений С0, где С — постоянная.
Применить ее к кольцу а < г < b и к бесконечной пластинке.

Кольцо закреплено на границе r = aw подвергается равномерному окруж-
ному сдвигу по границе r — b, создающему момент М. Используя уравнения
(48), (49), (50), найти выражение для окружного перемещения v при r — b.

4. Показать, что в задаче, соответствующей рис. 45, если внутренний
радиус а мал по сравнению с внешним радиусом 6, то значение ав на внут-
реннем контуре определяется выражением

и в силу этого велико и отрицательно, когда угол а положителен (полость
закрывается).

Какова наибольшая полость (значение а), которая может закрыться без
превышения предела упругости, если й/а=10, £ = 2,1 х Ю 6 кГ/см2, предел
упругости — 2,8 X 103 кГ/см2?

5. Найти с помощью суперпозиции из уравнений (61) напряжения в бес-
конечной пластинке с отверстием, когда невозмущенное напряженное состоя-
ние на бесконечности представляет собой однородное растяжение s в двух
направлениях х и у. Результаты должны соответствовать формулам (44) для
частного случая Ь/а-*оо, р , = 0 , р о = — S. Использовать это обстоятельство
для проверки.

6. Найти выражения для перемещений, соответствующих напряжениям (61),
и проверить их однозначность.

7. Преобразовать функцию напряжений (а) из § 36 к декартовым коорди-
натам и вывести отсюда значения ох, Оу, хху, которые эквивалентны рас-
пределению напряжений, определяемому уравнениями —(65')- Показать, что
эти значения стремятся к нулю, если расстояние от точки приложения силы
увеличивается в любом направлении.

8. Проверить, что в частном случае а = я/2 компоненты напряжения (е)
из § 39 удовлетворяют уравнению (68), и исследовать, согласуется ли это
распределение напряжений с элементарной теорией изгиба для малых а.

*) См. статьи Штернберга и Койтера (Sternberg, Koiter), примечание 1 на
стр. 127 и Бентема (Benthem), примечание 1 на стр. 78, а также содержа-
щиеся в этих статьях ссылки на более ранние работы.

2) В связи с экспериментальными результатами, полученными фотоупругим
методом, описанным в гл. 5, Зоннтаг (G.Sonntag) в ряде статей рассмотрел и
другие комбинации. См. G. S o n n t a g , Forsch. Ing. Wes. 29,197—203 (1963)
и содержащиеся там ссылки. См. также Н. N e u b e r , Z. Angew. Math.Mech.
43, 211—228 (1963).
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9. Показать с помощью определения результирующих усилий, что рас-
пределение напряжений (е), стр. 126, действительно отвечает нагружению вер-
шины клина одним только моментом М.

10. Сила Р, отнесенная к единице толщины, приложена с помощью острия
ножа ко дну выреза с углом раствора 90°, как показано на рис. 90. Найти
напряжения и горизонтальную силу, передаваемую через дугу АВ в соответ-
ствии с типом распределения, представленным уравнениями (а) в § 38.

11. Найти выражение для напряжений ах в сечении тп, показанном на
рис. 91. Теория клина, изложенная в данной главе, и теория консоли из

главы 3 дают разные распределения напряжений
для сечения rs. Объяснить это расхождение.

12. Определить значение постоянной С в функ-
ции напряжений

Ф = С [г2 (а—6) + га sin в cos 9—г* cos2 6 t g a ] ,

от которой требуется, чтобы она удовлетворяла
условиям на верхней и нижней гранях треуголь-
ной пластинки, показанной на рис. 92. Определить
компоненты напряжений ах, хХу для вертикаль-
ного сечения тп. Вычертить кривые для случая
a = 20° и для сравнения—кривые, соответствую-
щие элементарной балочной теории.

13. Определить значение постоянной С в фун-
кции напряжений

<р = Cr2 (cos 2Q — cos 2a),

от которой требуется удовлетворение условиям

a e = 0, irQ = s при 6 = а,

а е = 0, т,.в = — s при 6 = — а,

соответствующим равномерной касательной нагрузке, направленной от вершины

1

У

1 \ п

—•—

1 \

т

7
\ \

X

•—^.

Рис. 91. Рис. 92.

на каждой грани клина. Убедиться, что на вершине не действуют ни сосре-
доточенная сила, ни момент.

14. Найти функцию напряжений типа

которая удовлетворяет условиям

о-е = 0, t r e = sr при 6 = а,

сте = 0, т , е = — sr при 6 = — а,

где s—постоянная. Изобразить эскизно нагрузку при положительном значе-
нии s.

15. Найти функцию напряжений типа
aAr

l cos 4Q+btr* cos 29,
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которая удовлетворяет условиям
при

при
е=а,
9 = — а,

где s—постоянная. Изобразить эскизно нагрузку.
16. Вывести распределение напряжений

из функции напряжений (см. уравнение (а) § 37)

a r c t g | —

и показать, что оно удовлетворяет условиям на крае i/ = 0 полубесконечной
пластинки, показанной на рис. 93 в тех же осях. Нагрузка простирается
неограниченно влево.

Исследовать значение т х у в следующих случаях: а) при приближении
к точке О вдоль границы Ох, б) при приближении к точке О вдоль оси у.
(Расхождение объясняется разрывом нагрузки в точке О).

17. Показать, что функция напряжений

удовлетворяет условиям на крае у = 0 полубесконечной пластинки, показан-
ной на рис. 94. Равномерная касательная нагрузка располагается от точки О

р

0

II

X
s г . ж . _

Рис. 93.

О

У

Рис. 94.

х

влгво до бесконечности. Показать, что напряжение ох неограниченно возра-
стает при приближении к точке О по любому направлению. Конечное значение
получается лишь в том случае, когда разрыв сглаживается в окрестности
точки О.

18. С помощью суперпозиции, используя результаты решения задачи 16,
получить значения ах, ау > tXy для давления, действующего на отрезок
— а < х < а прямолинейного края полубесконечной пластинки. Показать, что
касательное напряжение определяется по формуле

т ..„ — — —
Аахуг

Исследовать поведение этого напряжения при приближении к точке х=а,
у = 0: а) вдоль границы, б) вдоль линии i/ = 0.

19. Используя результаты задачи 17, показать эскизно изменение напря-
жений ах вдоль края у = 0 для равномерной касательной нагрузки s, прило-
женной к отрезку —а < х < а края.
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20. Показать, что функция напряжений

Ч> = 2ла

удовлетворяет условиям на краю у = 0 полубесконечной пластинки, изобра-
женной на рис. 95, если влево от точки О до бесконечности приложено линейно
возрастающее давление.

21. Показать, что если приложенное давление в задаче 20 заменить на-
гружением касательными усилиями, т. е. р заменить на s, то соответствую-
щая функция напряжений будет иметь вид

-?)arctg т - З х
= ш I V 1 п (х2+у2)+

22. Показать, как распределение нагрузки, показанное на рис. 96, можно
получить с помощью суперпозиции из нагружения типа, показанного на рис. 95.

Рис. 97. Рис. 98.

23. Показать, что параболическая нагрузка, показанная на рис. 97, дается
функцией напряжений

для давления и функцией
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для касательной нагрузки, где
rl = (х - о ) 2 + у\ rt

а = 9,— 9, = arctg „ , 2 a f — = , p

24. Показать, что в задаче, соответствующей рис. 75, вдоль вертикаль-
ного диаметра всюду, за исключением точек А я В, действуют растягивающие
напряжения ox — 2P/(nd). Проверить равновесие полукруглой части ADB пу-
тем рассмотрения малых полуокружностей вокруг точек А и В (см. рис. 68, в и г).

25. Проверить, что функция напряжений

Р (
ф= <

1 1
sin 0 — -т- (1 — v)r In r cos 9—5-лб sin 9 +

удовлетворяет граничным условиям для силы Р, действующей на контуре
отверстия в бесконечной пластинке с нулевыми напряжениями на бесконечно-
сти, и что окружное напряжение на границе отверстия равно

J L [ 2 + (3-v)cos9]

всюду, за исключением точки А (рис. 98).
Показать также, что эта функция напряжений отвечает однозначным

перемещениям.
26. Получить в условиях задачи 25 путем интегрирования окружное на-

пряжение вокруг отверстия при действии на границе отверстия равномерного
давления р. Затем проверить результат с помощью уравнений (45).

27. Найти общую форму / (г) в функции напряжений О/ (г) и получить
выражения для компонент напряжений ог, а 0 , x r Q . Может ли такая функция
напряжений применяться к замкнутому кольцу?



Глава 5

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ.
МЕТОД ФОТОУПРУГОСТИ И МЕТОД «МУАРА»

§ 47. Экспериментальные методы и проверка
теоретических решений

Изложение теоретических методов будет продолжено в главе 6.
Данную главу можно рассматривать как введение к изучению
двух основных экспериментальных методов, которые могут ис-
пользоваться для подтверждения некоторых особенностей решений
для напряжений и деформаций, полученных и исследованных
в предыдущих главах. Заметим, однако, что до сих пор рас-
сматривались лишь пластинки простой геометрической формы.
Для пластинок более сложного очертания получение аналити-
ческих решений становится затруднительным, но эти трудности
в большинстве случаев удается преодолеть, если обратиться
к численным методам (обсуждаемым в приложении) или к экспе-
риментальным методам, таким, как измерение поверхностных
деформаций с помощью тензометров (§ 12), фотоупругий метод
или метод муара.

§ 48. Измерение напряжений фотоупругим методом

Этот метод основывается на открытии Дэвида Брюстера*):
когда через кусок стекла, в котором имеются напряжения, про-
пускается поляризованный свет, то эти напряжения вызывают
яркую цветную картину. Брюстер высказал предположение, что
эти цветные картины можно использовать для измерения напря-
жений в инженерных конструкциях, таких, как каменные мосты,
исследуя их стеклянные модели в поляризованном свете при
различных условиях нагружения. Это предположение не при-
влекло внимания инженеров того времени. Лишь впоследствии
физиком Максвеллом были проведены сравнения2) фотоупругих
цветных картин с аналитическими решениями. Много позже
упомянутым предположением воспользовались Вильсон при ис-
следовании напряжений в балке под действием сосредоточенной

х) D. B r e w s t e r , Trans. Roy. Soc. (London), 1816, стр. 156.
2 ) J. С M a x w e l l , Sci. Papers т. 1, стр. 30.
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нагрузки1), иМенажепри исследовании арочных мостов2). Затем
метод развил и широко применял Кокер3), который в качестве
материала модели стал применять целлулоид. Более поздние
исследователи применяли бакелит, фостерит4) и эпоксидную
смолу6). Для измерений использовались картины черно-белых
полос, получаемые с помощью монохроматического освещения,
заменившие цветные картины, которые создавало белое освещение.

Далее мы рассмотрим лишь простейшую форму аппаратуры,
используемой в фотоупругих исследованиях6). Обычный свет
можно рассматривать как колебания во всех направлениях, пер-
пендикулярных лучу. Путем отражения от куска листового стекла,
покрытого с одной стороны черной краской, или с помощью
пропускания через поляризатор — призму Николя или поляроиду
ную пластинку—мы получаем более или менее поляризованный

а)
M AS L P Qp M QAA

Рис. 99.

луч света, в котором преобладают поперечные колебания в ка-
ком-либо одном направлении. Плоскость, содержащая это на-
правление и направление луча, является плоскостью поляризации.
В фотоупругих исследованиях напряженного состояния исполь-
зуется свет такого типа. Здесь мы будем рассматривать исполь-
зование лишь монохроматического света.

Рис. 99, а схематически изображает плоскость поляризации.
Луч света, порожденный в точке L, проходя через поляризатор Р,
и затем через прозрачную модель М, преобразующую луч в

Ч С. W i l s o n , Phil. Mag. 32, 481 (1891).
2 ) A. M e s n a g e r , Ann. Ponts Chaussees, 4 е Trimestre, стр. 129(1901), и

9 е Series, 16, 135(1913).
3) Многочисленные публикации Кокера собраны в его статьях: Е. G. С о k e г,

Gen. Elec. Rev. 23, 870 (1920), и J . Franklin Inst. 199, 289(1925). См. также
книгу: Е. G. С о к е г, L. N. G. F i l o n , Photoelasticity, Cambridge University
Press, New York, 1931. [Русский перевод: Э. К о к е р , Л. Ф а й л о н см.
примечание на стр. 149.]

4) М. М. L e v e n , Proc. Soc. Exptl. Stress Anal. 6, № 1, 19(1948).
?) См. статью: М. H e t e n y i , Photoelasticity and Photoplasticity (в сбор-

нике: J . N. G o o d i e r , N. J . H o f f (ред.), Structural Mechanics, Proc. 1st
Symp. Nav. Struct. Mech., стр. 483—505, Pergamon Press, 1960).

°) Более полное изложение можно найти в книгах: М. H e t e n y i (ред.)
Handbook of Experimental Analysis, John Wiley, New York, 1950;M. M. F г о с h t,
Photoelasticity, John Wiley, New York, 1941. 1948 и в упомянутой книге
Э. Кокера и Л. Файлона. [См. также А. Я. А л е к с а н д р о в, М. X. Ах-
м е т з я н о в, Поляризационно-оптические методы механики деформируе-
мых тел, «Наука», 1973 (Прим. ред.)].
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соответствии со своим напряженным состоянием, проходит затем
через анализатор—другой поляризатор А — к экрану S, на кото-
ром создается картина интерференционных полос (рис. 101 —105).

На рис. 100, а представлен малый элемент abed левой грани
модели М. Направления главных напряжений ах и ау прини-
маются ради удобства соответственно параллельными сторонам
элемента. Луч света, поляризованный в плоскости ОА (рис. 100),
исходит из поляризатора Р, причем направление луча перпен-
дикулярно плоскости чертежа. Колебание является простым
гармоническим, и его можно представить следующими «попереч-
ными» — перемещениями:

s = acospt (a)

в направлении ОА, где р—умноженная на 2я частота, завися-
щая от цвета освещения, и t—время.

Перемещение (а) в плоскости О А разлагается на компоненты
с амплитудами OB = a cos а и ОС = a sin а в плоскостях Ох и Оу.
Соответствующие компоненты перемещения имеют вид

х = a cos a cos pt, y = asmacospt. (б)

Влияние главных напряжений ах и ау в точке О пластинки
заключается в изменении скоростей, с которыми эти компоненты
перемещения распространяются в пластинке. Обозначим через vx

и vy скорости в плоскостях Ох и Оу. Если h—толщина пластинки,
то промежутки времени, необходимые для этих двух компонент,
чтобы пересечь пластинку, составляют

t1 =h/vx и t2=h/vy. (в)

Поскольку световые волны передаются без искажения формы хх,
перемещение в направлении х света, покидающего пластинку
в момент t, отвечает перемещению в направлении оси х света,
ранее вошедшего в пластинку в момент tx. Отсюда

— tj), y1=asmacosp (t —12). (г)

Таким образом, покидая пластинку, эти компоненты обладают
разностью фаз А = p(t2 — tr). Экспериментально было установлено,
что при любых заданных материале, температуре и длине волны
света разность фаз пропорциональна разности главных напря-
жений. Кроме того, она пропорциональна толщине пластинки.
Эта зависимость обычно выражается в форме

А =**С(ох-оу), (д)

где К—длина световой волны в вакууме, а С—экспериментально
определяемый оптико-механический коэффициент. Коэффициент С
зависит как от длины волны и температуры, так и от вида ма-
териала.
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Анализатор А пропускает только колебания (или компоненты
колебаний) в его собственной плоскости поляризации. Если эта
плоскость расположена под прямым углом к плоскости поляри-
зации поляризатора х) и если при этом модель удалена, анали-
затор А не будет пропускать света и экран будет темным. Рас-
смотрим теперь, что произойдет в присутствии модели. Компо-
ненты (г), достигшие анализатора, можно представить в виде

;—А), (е)

поскольку при переходе о т М к Л они сохраняют разность фаз Д.
Здесь через ty обозначено р/ + const.

Плоскость поляризации поляризатора А представлена на
рис. 100, а для удобства прямой тп, перпендикулярной ОА.
Компоненты колебаний, которые пропускаются призмой А, на-
правлены вдоль оси От и, в соответствии с уравнениями (е),
будут

х2 sin a = у a sin 2a cos i|),

— t/2cosa = — -5- a sin 2a cos (г|з—Д).

Суммарное колебание вдоль тп отсюда равно

тг a sin 2a [cos г|)—cos(i|;—Д)] = — a sin 2a sin -у sin (г|э—^-

Множитель sin [гр—(A/2)] представляет собой простое гармони-
ческое изменение во времени. В то же время амплитуда равна

a sin 2a sin -у. (ж)

Отсюда следует, что некоторое количество света достигнет экрана,
исключая случаи, когда sin2a = 0 или sin (А/2) = 0. Если sin2a=0,
то направления главных напряжений параллельны двум взаимно
перпендикулярным направлениям поляризации призм Р и А.
Таким образом, лучи, которые проходят через такие точки мо-
дели М, будут гаситься и соответствующие точки на экране S —
оставаться затемненными. Эти точки обычно лежат на одной
или более кривых, изображаемых на экране S черной полосой.
Такие кривые называются изоклинами. Чтобы найти направления
главных напряжений, можно в большом числе точек на этих
кривых провести очень короткие линии, параллельные осям Р
и А. Используя для скрещенных призм Р и А разные (взаимно
перпендикулярные) ориентации, можно получить различные изо-
клины. После этого короткие линии покрывают все поле подобно
распределению железных опилок на магните, и можно вычертить

В этом случае пол яри: а гор и анализатор называют «скрещенными».
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кривые, касательные в каждой точке к главным осям напряжен-
ного состояния. Эти линии представляют собой траектории глав-
ных напряжений.

Если sin(A/2) = 0, то А = 2я/г, где п = 1 , 2 Когда Д = О,
главные напряжения равны между собой. Точки, где это имеет
место, называют изотропными точками и они будут, разумеется,
затемненными. Точки, в которых я = 1, образуют темные полосы
или полосы первого порядка, точки, для которых и = 2,
образуют полосы второго порядка и т. д. Такие полосы
называются изохромами (в силу того, что при использо-
вании белого цвета они соответствуют гашению световых волн
определенной длины, т. е. некоторой цветной полосе). Из урав-
нения (Д) следует, что разность ах—ау на полосе п = 2 имеет
вдвое большее значение, чем эта разность на полосе п= 1, и т. д.
Следовательно, чтобы найти разность главных напряжений, до-
статочно знать порядок полосы и разность напряжений, пред-
ставленную полосой первого порядка, или цену полосы.

Цену полосы можно определить, создав в пластинке простое
растяжение. Поскольку напряженное состояние в этом случае
является однородным, полос не будет и вся поверхность модели на
экране будет казаться равномерна освещенной или затемненной.
При нулевой нагрузке она будет темной. По мере увеличения напря-
жения она будет становиться все ярче и ярче, а затем снова потем-
неет, когда разность напряжений (в данном случае просто растяги-
вающее напряжение) приблизится к цене полосы. При дальнейшем
увеличении нагрузки поверхность модели на экране снова ста-
новится ярче, затем снова темнеет, когда напряжение вдвое
превысит цену полосы и так далее.

Такие смены яркости и затемнения с увеличением нагрузки,
очевидно, будут происходить в любой точке неоднородного поля
напряжений, если разность главных напряжений становится
кратной цене полосы. При рассмотрении поля в целом такие
изменения в отдельных точках отвечают постепенному движению
полос (включая и появление новых полос) с увеличением на-
грузки. Порядок полос можно при этом определять, наблюдая
за их движением и подсчитывая их.

Пусть, например, при чистом изгибе слоя получается картина
полос, показанная на рис. 101. Параллельные полосы отвечают
тому обстоятельству, что часть полосы, удаленная от точек при-
ложения нагрузок, имеет во всех вертикальных сечениях одно
и то же распределение напряжений. Наблюдая при постепенном
увеличении нагрузки за экраном, замечаем, что новые полосы
появляются у верхней и нижней граней балки и они двигаются
к ее середине, при этом полосы располагаются все более и более
густо. Лишь одна полоса на нейтральной оси балки все время
остается темной. Очевидно, это полоса нулевого порядка (п = 0).
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§ 49. Круговой полярископ

Мы видели, что только что рассмотренный плоский поляри-
скоп дает для некоторого выбранного значения а соответствующие
изоклины, а также изохромы или полосы. Таким образом,
затемнения на рис. 101 показывают ориентации главных
осей, совпадающие с ориентациями поляризатора и анализатора.
В действительности фотография, показанная на рис. 101, получена
в круговом полярископе, который является модификацией плоского
полярископа, позволяющей исключить из рассмотрения изо-
клины1). Схематически этот полярископ показан на рис. 99, б, на
котором по сравнению с рис. 99, а добавлены две пластинки Qp

и QA в четверть волны. Пластинка в четверть волны—это кри-
сталлическая пластинка, имеющая две плоскости поляризации и
действующая на луч света подобно модели с однородным напря-
женным состоянием. Она вносит разность фаз Д в соответствии
с равенством (е), но толщина этой пластинки подобрана так, чтобы
выполнялось условие Д = я/2. Используя уравнение (е) со значе-
нием Д для света, покидающего Qp, замечаем, что можно прийти
к простому результату, если принять равным 45° угол а, представ-
ляющий сейчас угол между плоскостью поляризации призмы Р
и одной из осей Qp. Тогда можно записать

** = yf c o s •*. yt = YfCos(^—^ = -y=-sm^. (и)

Здесь х'г отвечает «быстрой» оси пластинки в четверть волны.
Точка, движущаяся с такими компонентами перемещения (функ-
ция г|> всегда имеет вид pt-\- const для каждой заданной точки
вдоль луча), движется по окружности. Поэтому такой свет харак-
теризуется круговой поляризацией.

Компоненты, определяемые формулами (и), направлены вдоль
осей поляризации Qp. Обозначая через |3 угол между х'г и
направлением ах в модели (рис. 100, б), а вновь через Д — разность
фаз, вызванную напряжением в элементе, для света, покидающего
модель и связанного только с х'2> получаем

а для света, связанного с у'2,

х3 = — у = sin p sin if, t/3 = y=rcospsin(il3—Д). (л)

х) Если поляризатор и анализатор вращаются так, что их оси остаются
перпендикулярными, то полосы остаются постоянными, а изоклины двигаются.
Когда это вращение производится достаточно быстро, изоклины становятся
невидимыми. Круговой полярископ приводит к тому же эффекту, но чиста
оптическими средствами.
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Складывая компоненты, определяемые формулами (к) и (л), для
света, покидающего модель, находим

* 3 = y=rcosij>') j / 3 = _ ^ r S i n ( a | ) ' —Д), (м)

где т|/=я|) + р.
Прежде чем исследовать влияния QA ц А на луч света,

удобно представить движение (м) в виде суперпозиции двух
круговых движений. Это можно сделать следующим образом.
Обозначая i|/—(А/2) через if" и а\\' 2 через Ь, из уравнений (м)
имеем

х3 = Ь cos (я]/' + -г- ] = b [ cos -s-cosij)" — sin-^- sin op") , (н)

(o)

что представляет собой суперпозицию кругового движения с ради-
усом fecos(A/2) в направлении по часовой стрелке (см. рис. 100, б,
где луч света проходит перпендикулярно плоскости чертежа
вниз) и кругового движения с радиусом frsin(A/2) в направлении
против часовой стрелки.

Теперь можно показать, что если ось поляризации А уста-
новлена под углом 45° к осям поляризации QA, то одно из
круговых движений передается на экран S, а другое приводит
к затемнению. Это и дает желаемый результат — изохромы без
изоклин.

Компоненты х3 и у3 в формулах (н) и (о) направлены по
главным осям напряженного состояния модели. Изменение осей
для кругового движения вызывает лишь изменение на постоянную
фазового угла i|>". Следовательно, круговое движение по часовой
стрелке можно представить с помощью компонент вида

x 4=ccosip, £/4 = csini|) (n)

вдоль осей QA, где \|з—снова имеет вид pt + const. Отождествляя
xt с быстрой осью QA, на выходе из QA имеем

ccosif. (p)

При этом ^ снова изменяется на постоянную.
Если теперь мы установим ось анализатора А под углом 45°

к Oxt и Оуц (рис. 100, б), то компоненты перемещений (р) вдоль
этой оси дадут

с cos 45° cos ty—с cos 45° cos if,
или нуль. Таким образом, круговое движение по часовой стрелке
света не дает.

Рассмотрим таким же путем часть движения по уравнениям
(н) и (о) против часовой стрелки, т. е.

х\ — — csinip, у\ = — с cos я)). (п')
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Получаем, что перемещение, передаваемое вдоль оси анализатора,
будет

—с cos 45° sin ij:—с cos 45° sin т|);
отсюда амплитуда получается в виде

У~2с, или "|/^2Ь sin -g-, или a sin у . (с)

Напомним, что через b обозначено а\У~2 и что а—амплитуда
на выходе из поляризатора. Здесь, разумеется, не учитывались
потери света в приборе. Сравнивая этот результат с результа-
том (ж) для плоского полярископа, замечаем, что множитель
sin 2а теперь отсутствует, и следовательно, на экране появятся
изохромы, но изоклин не будет.

Если разность А равна нулю, то и амплитуда (с) также равна
нулю. Следовательно, если модели нет или модель не нагружена,
то экран будет темным. Таким образом, мы получаем темное поле.
Если ось анализатора повернута на 90° по отношению к QA, то
мы получаем освещенное поле, где место бывших темных полос
занимают светлые полосы. Тот же эффект можно вызвать в пло-
скости полярископа, если поместить оси поляризатора и анали-
затора не лод прямым углом, а параллельно друг другу.

§ 50. Примеры определения напряжений фотоупругим методом

Фотоупругий метод позволил получить особенно важные
результаты при исследовании концентрации напряжений вблизи
отверстий и входящих углов. В таких случаях максимальное
напряжение достигается на границе и может быть получено
оптическим методом непосредственно, так как одно из главных
напряжений на свободной границе обращается в нуль.

Рис. 102 показывает картину полос для кривого бруса1),
изгибаемого моментами М. Внешний радиус бруса втрое превышает
его внутренний радиус. Максимальный порядок полосы на правом
конце как на нижней, так и на верхней грани равен 9. Регу-
лярное расположение полос указывает на линейное распределение
напряжений изгиба в поперечном сечении. Порядки полос, отме-
ченные на верхнем конце стержня, показывают распределение
напряжений в искривленной части (полная модель распростра-
нялась за верхнюю грань, которая являлась для нее плоскостью
симметрии). Эти полосы показывают, что сжимающее напряжение
на внутренней грани имеет порядок 13,5, а растягивающее
напряжение на внешней грани—6,7. Эти значения с весьма боль-
шой точностью пропорциональны напряжениям теоретического
«точного решения», которые даны в последней строке таблицы
на стр. 91.

1) Е. Е. W e i b e l , Trans. ASME 56, 637 (1934).







§ 51] ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЛАВНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 173

растягивающее напряжение. Рис. 107 показывает ту же пластинку,
подвергнутую чистому изгибу с помощью момента, приложенного
на конце и действующего в срединной плоскости пластинки.
Рис. 108 дает коэффициенты концентрации напряжений1), опре-
деляемые как отношение наибольшего напряжения, полученного
в месте изменения сечения, к обычному наибольшему фибровому
напряжению в самой узкой части, где ширина пластинки равна d.
Если условия проектирования ограничивают длину галтели, то
лучше использовать не круговую форму закругления, а эллип-
тическую 2 ).

§ 51. Определение главных напряжений

Как мы видели, обычный полярископ определяет лишь раз-
ность главных напряжений и их направления. Если требуется
найти главные напряжения во всей модели или на границе, где
нагрузка неизвестна, требуются дополнительные измерения или
вычисления. Для этого было предложено много разных методов.
Здесь мы дадим лишь краткое описание некоторых из них3).

Сумму главных напряжений можно найти, измеряя изменения
толщины пластинки4). Уменьшение толщины, вызванное напря-
жениями, определяется формулой

Ah=^(ox + ov), (a)

откуда можно вычислить ах-\-ау, если в каждой точке, где должны
быть определены напряжения, измерено Ah. Для этой цели
использовалось несколько различных видов тензометров !>). Для
получения картины интерференционных полос модель помещается
напротив интерферометра так, что образуется воздушная пленка,
тогда изменения толщины пластинки определятся изменениями
толщины воздушной пленки, и требуемую информацию при этом
можно получить на основании одной-единственной фотографии.

Дифференциальное уравнение (б) на стр. 50, которому подчи-
няется сумма главных напряжений, удовлетворяется также, если
в него подставить прогибы однородно-растянутой мембраны, такой,
как мыльная пленка. При соответствующих условиях прогибы

1) Много подобных кривых для разных случаев, полученных эксперимен-
тальными и теоретическими методами, приведено в книгах: R. E. P e t e r s o n ,
Stress Concentration Design Factors, John Wiley, New York, 1953; R. B. H e y -
w o o d , Designing by Photoelasticity, Chapman and Hall, London, 1952.

2 ) M. M. F г о с h t, D. L a n d s b e r g, J. Appl. Mech. 26, 448—450 (1959).
s ) Более полную информацию можно получить в книгах, приведенных

в примечании 6 на стр. 163.
4 ) Этот метод предложил Менаже (Mesnager), см. ссылку 2 на стр. 163.
5) См. М. М. Ф р о х т , Фотоупругость, т. 2, Гостехиздат, 1950.
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такой мембраны в некотором масштабе определяют сумму ах-\-ау

1).
Во многих случаях граничные условия для переменной ах-\-ау,
которые требуются для построения такой мембраны, могут быть
получены из картины фотоупругих полос. Как известно, эта кар-
тина дает величины ах—оу. На свободной границе одно из глав-
ных напряжений, скажем ау, равно нулю, и сумма ох-\-оу ста-
новится равной ах—оу. Кроме того, в точках границы, где
нагрузка нормальна к ней и имеет известную величину, сама
нагрузка равна одному из главных напряжений, и фотоупругие
измерения разности достаточны для определения суммы главных
напряжений. Тому же самому дифференциальному уравнению
удовлетворяет электрический потенциал тока, проходящего через
пластинку, что может служить основой для применения метода
электроаналогии2). Помимо этих экспериментальных процедур,
развиты и эффективные численные методы, которые обсуждаются
в Приложении. Главные напряжения можно также определять
чисто фотоупругим методом, более сложным, чем те, которые
описаны в §§ 48 и 49.

§ 52. Методы фотоупругости в трехмерном случае

Модели, используемые в обычных фотоупругих испытаниях,
нагружаются при обычной комнатной температуре, являются
упругими и для них картина интерференционных полос исчезает
вместе со снятием нагрузки. Поскольку свет должен пройти
сквозь всю толщину модели, интерпретация картины интерферен-
ционных полос возможна только в том случае, когда модель
находится в плоском напряженном состоянии — компоненты напря-
жения при этом распределяются по толщине пластинки почти
равномерно. Когда это не имеет места, как, например, при
трехмерном распределении напряжений, оптический эффект опре-
деляется интегралом, содержащим напряжения во всех точках,
расположенных вдоль луча3).

Эту трудность можно преодолеть с помощью метода, основан-
ного на наблюдениях, которые сделали Брюстер и Максвелл4).
Оказалось, что животные клеи, такие, как рыбий клей, если их
высушить под нагрузкой, а потом разгрузить, сохраняют в поля-
рископе остаточную интерференционную картину, как если бы
они все еще оставались под нагрузкой и оставались упругими.

J ) J . P. Den Н а г t o g , Z. Angew. Math. Mech. I I , 156 (1931).
2 ) См. R. D. M i n d l i n , J . Appl. Phys, 10, 282 (1939).
3 ) См. статью Друккера (D. С. D r u c k e r ) в книге Handbook of Expe-

rimental Stress Analysis, в которой содержится подробное изложение трехмер-
ной фотоупругости.

4 ) См. выше ссылки на их работы (стр. 162).
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линия этой темной полосы соединяет, очевидно, точки, в кото-
рых вертикальное перемещение равно одному расстоянию б между
полосами первоначального ряда линий. Следующая справа вер-
тикальная светлая полоса отвечает вертикальному перемещению
26 и т. д. Ясно, что эти полосы являются линиями равного
вертикального перемещения.

Также очевидно, что если деформация сделала первоначальный
ряд линий криволинейным, то темные и светлые полосы также
будут искривлены, но при этом останутся линиями равных вер-
тикальных перемещений. Если при этом первоначальные линии
еще и удлиняются или сжимаются, то полосы представляют
линии равных вертикальных компонент перемещения.

Подобным образом вертикальный ряд линий, используемый
вместо изображенного на рис. 111, а ряда, приведет к полосам,
которые представляют линии равных горизонтальных компонент
перемещения.

Описанный метод является одной из разновидностей метода
муара1) Муаровые полосы иногда называют механическими
интерференционными полосами. Разграфленные линии создают
темные полосы в местах сгущения с первоначальной сеткой.

На рис. 112 показано применение метода. На нем представлен
конечный результат серии муаровых и фотоупругих наблюдений,
проведенных Дюрелли2).

Схема в правой верхней части рис. 112 показывает диск,
сжатый двумя силами Р. Ниже этой схемы кривые, помеченные
словами «метод муара» и «фотоупругость», показывают значения
разности главных напряжений (ot—а2) вдоль горизонтального
диаметра, отнесенной к аср, т. е. к среднему сжимающему напря-
жению в диаметральном сечении. Хорошее соответствие этих двух
кривых свидетельствует о том, что метод муара позволяет достиг-
нуть высокой точности. Переход от перемещений к напряжениям
требует операции дифференцирования. Верхний левый квадрант
на рис. 112 показывает муаровые полосы для горизонтального
перемещения. Левый нижний квадрант—такие же полосы для
вертикального перемещения.

Аналитическое решение задачи о диске при действии сосре-
доточенных сил дано в § 41. Для центра диска единичной тол-
щины с диаметром d получаем

_ 2Р __ 6Р _ Р

1) Общий анализ оптических аспектов метода см. в статье: М. S t e c h e r ,
Am. J . Phys . 32, 247—257 (1964). Полный обзор и библиография даны Теока-
рисом (P. S. Theokaris) в книге: Н . N. A b r a m s o n , H. L i e b o w i t z ,
J . M. C r o w l e y , S. J u h a s z (ред.), Applied Mechanics Surveys, 613—626,
Spartan Books, Washington, 1966.

2 ) Авторы признательны профессору Дюрелли (Durelli) за этот рисунок.
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Глава 6

ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ
В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ

§ 54. Функции комплексного переменного

При решении выше рассмотренных задач было удобно исполь-
зовать декартовы -и полярные координаты. Для задач с другими
границами — в виде эллипсов, гипербол, неконцентрических
окружностей и более сложных кри-
вых—обычно предпочитают применять
другие системы координат. При введе-
нии таких систем координат, а также
при построении соответствующих функ-
ций напряжений удобно использовать
комплексные переменные.

При помощи двух действительных чисел х,
у можно образовать комплексное число jt-f- iy,
где через i обозначен У—\. Так как i не
принадлежит множеству действительных чисел,
то следует определить для комплексных чисел
понятия равенства, сложения, вычитания, ум-
ножения и делениях). Так, по определению,
если x-\-iy—x'-\-iy', то х = х\ у = у . Другие операции определяются так же,
как и для действительных чисел. Например,

{x-\-iy)i = x2-\-2ixy-\-(iy)i=xi—yL-\-2ixy, ибо ia = — 1 .
Переходя к полярным координатам, показанным на рис. 113, имеем

z = x+iy—r (cos Q + ( sln0). (a)
Так как

Рис. 113.

получаем
и т.д.,

cos sin 6 =
~2! v ' 3! * ' - ' '

Эта формула является определением символа е' е, где 8—действительное число.
Из соотношения (а) следует

J ) Эти понятия представляют собой определения операций над парами
действительных чисел; число i используется только для удобства. См., например,
Е. Т. W h i t t a k e r , G. N. W a t s o n , Modern Analysis, 3 изд., стр. 6—8,
Cambridge University Press, 1920. [Русский перевод: Е. У и т т е к е р и Г . В а т -
с о д , Курс современного анализа, Физматгиз ч. 1—2, 1962—1963.]
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Алгебраические, тригонометрические, экспоненциальные, логарифмические
и другие функции от г образуются так же, как и от действительного пере-
менного, если только принимается аналитическое, а не геометрическое опре-
деление. Таким образом, с помощью соответствующих степенных рядов можно
определить функции sin z, cos г и е г. Любую такую функцию можно разложить
на действительную и мнимую части, т. е. представить в форме а (х, у)-\-ф (х, у),
где а(х, у) — действительная часть, а (3 (х, у) — мнимая часть1). Обе эти части
являются обычными действительными функциями х и у и не содержат i. На-
пример, если функция /(г) равна 1/г, то получаем

IK> x+iy

При разделении действительных и мнимых частей удобнее всего там, где
это возможно, использовать экспоненциальные функции. Например,

sh z = - ^ - [ех + 1У—г-(*+'»] = у \{ех—е~х) cosу+(е х + е~х) i sin у] =

= sh л; cos y-\-i ch x sin y;
аналогично

chz = ch A; cos у-fish д; sin y.
Для каждой функции комплексного переменного можно получить, согласно

определению, сопряженную функцию путем замены всюду i на — i. Произве-
дение самой функции на сопряженную, очевидно, будет действительной функ-
цией. В выражении (б) функция х—iy (сопряженная функции x+iy) исполь-
зовалась для получения действительного знаменателя. Следуя тому же общему
правилу, можно произвести разложение функции cth z

ch 2 ( ex+iy+ e~x-ilJ) ( в * " ' » - e~x+iy)
c t h Z =

sh г ( e * + ' i ' _ e~
x~iy) ( e x~iy

Производя перемножение в числителе и знаменателе, приходим к выражению
,, sh 2х — г sin 2o

cth г = -r-s 7Г-- (в)
ch 2x— cos 2y v '

Производная функции f (r) по г, по определению, выражается формулой

где Аг = Ал:+'Д1/ и ^ z—>-0 означает, разумеется, что Ах—>0и Ду—>-0,
Переменные х я у можно всегда представлять в виде декартовых координат
точки на плоскости. Тогда величины Д* и Ау характеризуют смещение в не-
которую соседнюю точку. На первый взгляд можно ожидать, что формула (г)
будет различной для различных направлений смещения. Тем не менее предел
в (г) определяется через г и Дг в точности так же, как если бы это были
действительные числа. При этом имеют место и соответствующие формулы,
как, например,

-т-(гг) = 2г, — sin г = cos г

независимо от выбора Лг, Дх и Ау. Следовательно, мы вправе сказать, что все
эти функции могут образовываться из z формально тем же путем, что и произ-
водные действительной функции, которая зависит только от г. Эти производные
являются одними и теми же для всех направлений приращения Дг в точке г.
Такие функции называются аналитическими.

х) Следует отметить, что, вопреки своему названию, она является дейст-
вительной функцией.
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Величину x—iy можно рассматривать как функцию от г в том смысле,
что при заданной г заданы х и у, а следовательно, и х—iy. Производная
этой функции от z есть предел (Дд:—i Ay)l(Ax-\-i Ay) при Ах, Ay—>-0. Она
зависит от направления смещения Ах, Ау. Если мы сместимся в направлении х,
так что Ау = 0, то предел будет равным 1. Если же мы сместимся по направ-
лению у, так что Дл: = 0, то получлм в пределе — 1 . Следовательно, функция
х—iy не является аналитической функцией от x~)-iy. Позже при построении
функций напряжений будут использоваться как аналитические функции, так
и функция х—iy. Любую функцию, содержащую i, будем называть комплексной
функцией.

Аналитическая функция /(г) обладает неопределенным интегралом, опре-
деляемым как функция, для которой функция / (г) является ее производной

по z, и обозначаемым через \ f(z)dz. Например если f(z) = l/z, то

Постоянная интегрирования С является теперь комплексным числом A-\-iB,
содержащим две действительные произвольные постоянные.

§ 55. Аналитические функции и уравнение Лапласа

Аналитическую функцию /(г) можно рассматривать как функцию от х к у
обладающую частными производными. Отсюда

поскольку дг/дх—1. Аналогично

£ / < * ) = / ' ( * ) g = t f ' W . (б)

поскольку dzjdy — i.
Если /(г) представить в форме а (я, y)-\-i$(x, у), то получим

д ,, ч да , . дВ д , . . да , . 56

Сравнивая равенства (в) с (а) и (б), получаем

да , . д в \ да . <ЭВ
1

Замечая, что а и В—действительные числа и что i2 = — 1 , а также, что ра-
венство (г) требует равенства порознь его действительных и комплексных
частей, находим

дх ду ' ду дх' ' д '

Мы получили уравнения Коши — Римана1). Исключая В путем дифференциро-
вания первого уравнения по х, второго—по у и сложения получаемых равенств,
будем иметь

х) Эти уравнения называют также уравнениями Даламбера—Эйлера. См.,
например, А. И. М а р к у ш е в и ч , Краткий курс теории аналитических функ-
ций, Физматгиз, 1961, стр. 31. (Прим. перев.)
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Это уравнение называется уравнением Лапласа, а любое его решение назы-
вается гармонической функцией. Таким же образом, исключая а из уравнений (д),
найдем

Следовательно, если две функции а и Р переменных х и у являются действи-
тельной и мнимой частями некоторой аналитической функции / (z), то каждая
из них будет решением уравнения Лапласа. Уравнение Лапласа встречается
во многих физических задачах, включая задачи теории упругости (см., например,
уравнение (б) § 17).

Функции а и Р называются сопряженными гармоническими функциями.
Ясно, что если дана некоторая гармоническая функция а, уравнения (д)
будут с точностью до постоянной определять другую функцию р, которая
является сопряженной по отношению к функции а.

В качестве примеров нахождения гармонических функций из аналитических
функций z рассмотрим функции e!nz, z", In г, где п—действительная постоян-
ная. Получаем зависимость

einz = einx e-ny=е~пу cos пх+ie~ny sin nx,

показывающую, что e~nycosnx и е~"у sin nx— гармонические функции. Заме-
нив п на —п, находим, что епу cos nx и гпу sin nx—также гармонические
функции. Отсюда следует, что и функции

sh ny sin nx, ch ny sin nx, sh ny cos nx, ch ny cos nx (и)

— гармонические функции, так как они представляют собой результат сложения
и вычитания предыдущих функций с коэффициентами 1/2. Из соотношения

гп = (г^)п =/•" einQ=rn cos" 9 + t>" sin" 9

получаем гармонические функции

г" cos пд, г" sin n9, r~" cos nQ, r~" sinnQi (к)
Из выражения

находим гармонические функции
In r и 9. (л)

Легко проверить, что функции (к) и (л) удовлетворяют уравнению Лапласа
в полярных координатах (см. уравнение (ж), стр. 85), т. е.

З А Д А Ч И

1. Определить действительные функции от х и у, которые являются дейст-
вительной и мнимой частями комплексных функций z2, z3, th г.
[х*—у2, 1ху; х3—3ху2, Зх2у—у3;

2. Определить действительные функции от г и 9, которые являются дейст-
вительными и мнимыми частями функций z2, г In г.

[г-2 cos 26, —г-2 sin 26; г In r cos 6—лб sin 9, г In r sin 6 + лб cos 6.]

3. Пусть £—комплексная переменная и z = cch£. Найти производную

й
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как функцию от £. Положив £ = 1+'Т)> найти действительную и мнимую
части этой производной, если с и п—действительные числа.

4. Пусть z = x-\-iy, £ = !+«'т) nz = iacth l/2£, где а—действительное число.
Показать, что

_ asinr) ash %
* c h £ — c o s t ] ' ^ c h i ; — c o s т ) "

§ 56. Функции напряжений, выраженные через гармонические
и комплексные функции

Если г|з—некоторая функция от х и у, то при помощи опера-
ции дифференцирования находим, что

г|з . <Э2гЬЛ , о < Э ф , ч

X _1 Z I _L- 9 Z. /a \
2 + д у 2 ; + дх • (а)

Если г{)—гармоническая функция, то скобка в правой части обра-
щается в нуль. При этом функция di|Vdx также является гармо-
нической, поскольку

дх )~дх\дх*

Таким образом, повторное применение оператора Лапласа к вы-
ражению (а) дает

что можно переписать также в виде

Сравнение с уравнением (а) (стр. 53) показывает, что функция д,"ф
может использоваться в качестве функции напряжений, если г|э —
гармоническая функция. То же самое справедливо и в отношении
функции у§, а также, разумеется, в отношении самой функции г|>.

Путем непосредственного дифференцирования можно легко
показать, что (x2 + y2)ty, т .е . г2^, также удовлетворяет тому же
самому дифференциальному уравнению и может приниматься
в качестве функции напряжений, если яр—гармоническая функция.

Например, выбирая две гармонические функции

shnysmnx, chnysmnx
из функций (и) (стр. 182) и умножая их на у, получаем с по-
мощью суперпозиции функцию напряжений (г) (стр. 70). Взяв
гармонические функции (к) и (л) (стр. 182) в их первоначальном
виде или умножив их на х, у или г2, можно построить все члены
функции напряжений в полярных координатах, определяемой
уравнением (80).

Вопрос о том, может ли быть получена таким образом любая
функция напряжений, остается для нас открытым. Но ответ на
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него будет получен сразу же в процессе выражения общей функции
напряжений через две произвольные функции.

Обозначая оператор Лапласа

через V2, можно записать уравнение (а) на стр. 53 в виде Vs (V2q>)=
= 0 , или V4<p = 0. Обозначая через Р оператор V2<P, равный ох-\-ау,
замечаем, что Р — гармоническая функция и, следовательно,
должна иметь сопряженную гармоническую функцию Q. Следо-
вательно, Р -\-iQ — аналитическая функция от г, и можно записать

f(z) = P + iQ. (в)

Интеграл от этой функции по z представляет собой другую ана-
литическую функцию, скажем 4г|>(г). Тогда, обозначая действи-
тельную и мнимую части i|>(z) через р и q, получаем

(z)dz, (г)

откуда i|/ (г) = 1/4 / (г). Кроме того, получаем

Приравнивая действительные части в первом и последнем
членах, находим

Поскольку р и q—сопряженные функции, они удовлетворяют
уравнениям (д) § 55, откуда

г=тр- (е)
ду 4 v >

Так как P=v2<p, то из уравнений (д) и (е) следует, что ф—хр—yq—
гармоническая функция; действительно,

у 2 ( ф _ ^ _ о т ) = у 2 ф _ 2 | _ 2 | = 0 . (ж)

Таким образом, для любой функции напряжений ф имеем

y—xp—yq = p1,

где рх—некоторая гармоническая функция. Следовательно,

(83)

Это соотношение показывает, что любая функция напряжений
может быть образована из выбранных соответствующим образом
сопряженных функций р и q и гармонической функции р х.

Выражение (83) весьма полезно. Заметим, однако, что исполь-
зование обеих функций р и q не обязательно. Вместо уравнения (ж)
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мы можем записать

а это показывает, что функция ф—2хр является гармонической,
скажем, равной р2. В силу этого любую функцию напряжений
можно представить в форме

у = 2хр + рг, (и)
где р и р.г—соответствующим образом подобранные гармоничес-
кие функции.

Возвращаясь к уравнению (83), введем функцию qx, которая
является гармонической и сопряженной к р1г и запишем

X(z) = Pi + »<7i-
Тогда легко проверить, что действительная часть функции

тождественно равна правой части уравнения (83). Следовательно,
функцию напряжений можно представить в виде1)

<P=Re[zi|>(z) + x(z)], _ (84)

где символ Re обозначает «действительную часть», г обозначает
х—iy, а о|)(г) и %(z)—соответствующим образом подобранные
аналитические функции. И наоборот, при любом выборе i|)(z) и %(z)
уравнение (84) дает функцию напряжений, т. е. решение уравне-
ния (а), стр. 53. Позже это уравнение будет применено к реше-
нию некоторых задач, представляющих практический интерес.

Записывая «комплексную функцию напряжений», содержа-
щуюся в скобках в выражении (84), как

и учитывая, что zz = r2 и \|>(z)/z—по-прежнему является функ-
цией от z, находим, что любая функция напряжений может быть
представлена в виде

где р4 и р&—гармонические функции.

§ 57. Перемещения, отвечающие заданной функции напряжений

В § 43 уже было показано, что в многосвязной области при
определении напряжений требуется, чтобы соответствующие пе-
ремещения обеспечивали отсутствие в них разрывов, т. е.
чтобы напряжения частично не были вызваны дислокациями. По
этой причине, не говоря уже о случаях, когда перемещения

х) Е. G o u r s a t , Bull. Soc. Math. France 26, 206 (1898); N. I. M u s k h e-
1 i s h v i 1 i, Math. Ann. 107, 282—312 (1932).
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представляют интерес сами по себе, нам нужен метод отыскания
функций перемещений и и v при заданной функции напряжений.

Зависимости между напряжениями и деформациями для пло-
ского напряженного состояния, определяемого уравнениями (22)
и (23), можно записать в следующем виде:

Внося в первое из этих соотношений функцию напряжений и
учитывая, что P=V2<p. получаем

ди # ф ЛЕ
Пдх ду* Удх*

аналогично

Однако, согласно равенствам (е) и (ж) § 56 в приведенном выше
уравнении (в), можно заменить Р на 4др/дх, а в уравнении (г)
заменить Р на Adq/dy. Отсюда, после деления на l + v . получаем

пг,ди— агФ | 4 дР 9r,—^S.-i —дЛ (п\
и дх~ r ~г wдх~ dxi~r l + v а*' ду~ ду1~г

Интегрирование этих уравнений приводит к соотношениям

^ ± ^ ^ x), (e)

где f (у) и /х (х) — произвольные функции. Если эти выражения
подставить в левую часть уравнения (б), то получим

+v\dy~T~dx)'f~ 2 dy^ 2 dx ~T*v (Ж>
дхду~\+\ \ду^дх)~ 2 dy^ 2 dx

Но первый член в левой части этого уравнения равен хху, а
скобка обращается в нуль, поскольку р и q—сопряженные гар-
монические функции, удовлетворяющие уравнениям Коши — Ри-
мана (§ 56). Отсюда

dy'dx~ '

что влечет за собой
df-A dh--A
dy dx

где А—постоянная. Отсюда следует, что члены f (у) и ^(х)
в уравнении (е) представляют перемещение абсолютно твердого
тела. Опуская эти члены, можно переписать уравнения (е) в виде1)

х ) А. Л я в, Математическая теория упругости, ОНТИ, 1935.
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и просто иметь в виду, что в (и) можно добавить перемещения
абсолютно твердого тела. Эти уравнения позволяют нам найти и
и v, если известна функция ф. Прежде всего мы должны, найдя
p = V29, определить сопряженную функцию Q с помощью урав-
нений Коши — Римана

dP__dQ_ дР _ 3Q
дх ~ ду ' ду ~ дх '

построить функцию f(z) = P + iQ и с помощью интегрирования
функции /(г), как это сделано в уравнении (г) § 56, получить
р и q. Далее можно найти все члены уравнений (и).

Полезность уравнений (и) проявится в последующих прило-
жениях, для которых метод определения перемещений, исполь-
зованный в главах 3 и 4, непригоден.

§ 58. Выражение напряжений и перемещений
через комплексные потенциалы

До сих пор мы выражали компоненты перемещения и напря-
жения через функцию напряжений ф. Но так как равенство (84)
выражает ф через две функции yp(z) и %(z), то через эти два
«комплексных потенциала» можно выразить также напряжения
и перемещения.

Напомним, что любая комплексная функция /(г) может быть
представлена в форме а + ф, где а и р—действительные функ-
ции. Ей соответствует -сопряженная функция1) а—рЧ\ которая
получается из функции /(г), если всюду заменить i на — i . При
этом используется следующее обозначение:

Т(г) = а-ф. (а)
Таким образом, если /(г) = е'п г, то

/ (г) = е-[пГ= e-
inix-iy) = e-inxe-ny. (б)

Отметим отличие (б) от выражения
f(z) = ein*,

что иллюстрирует смысл черты над функцией / в равенстве (а).
Очевидно,

/ (г)+7 (г) = 2а = 2 Re/(г).
Тем же путем можно показать, что если добавить к функ-

ции, входящей в скобки в равенстве (84), сопряженную ей
функцию, то сумма будет равна удвоенной действительной части

х) Термин «сопряженная» используется здесь в смысле, совершенно отлич-
ном от того, в котором он употребляется в выражении «сопряженные гармо-
нические функции».
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упомянутой функции. Следовательно, равенство (84) можно заме-
нить следующим:

г ^ 7 (г). (85>
Путем дифференцирования находим

2 |Е. = 5V (г) +1> (г) + %' (г) + г ? (7) + ф (7) + х' (7),

212. = t Й'(г)-гр (г) + х' (z)-z~V (7) + ̂ ( 7 ) - / (г)].

Если второе из этих равенств умножить на i и сложить с пер-
вым, то получаем равенство

L + iL = y(2) + 2 ^ (1) + х' (7). (в)

Повторяя эти выкладки с равенствами (и) § 57, находим

Используя соотношение (г) § 56 и приведенное выше равен-
ство (в), получаем

2G (u + iv) = £ = £ ф (г) - гф' (7) - х' (7). (86)

Эта формула позволяет определить « и у для плоского напря-
женного состояния, если заданы комплексные потенциалы 1|з(г)
и %(z). Для случая плоской деформации, в соответствии с § 20,
в правой части формулы (86) v нужно заменить на v/(l — v).

Компоненты напряжения можно получить непосредственно,
беря вторые производные от обеих частей соотношения (85).
Однако, имея в виду последующие приложения к криволинейным
координатам, лучше поступить иным образом. Дифференцируя
равенство (в) по х, получаем

S | "(z). (Г)
Дифференцируя равенство (в) по у и умножая на /, имеем

Вычитая и складывая уравнения (г) и (д), можно получить более
простые представления х)

ах + ау = 2i|/ (г) + 2-ф" (J) = 4 Re г|/ (г), (87)

ои-ох-2лху = 2 И>^ 2 ) + х" (г)]. (88)

х) Эти результаты и уравнение (86) были получены Г. В. Колосовым
в его докторской диссертации, Дерпт, 1909. См. также его статью в Z. Math.
Physik 62 (1914).
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Замена i на —f в обеих частях соотношения (88) дает

y y z)}. (89)
Отделяя действительную и мнимую части равенств (89) или (88),
мы получим выражения для ах— ау и 2хху. Таким образом, два
соотношения (87) и (89) определяют компоненты напряжения
через комплексные потенциалы ip (г) и % (г). Следовательно, задав
определенные функции гр (г) и %(z), мы найдем из уравнений (87)
и (89) возможное напряженное состояние, а соответствующие
этому состоянию перемещения легко получить из уравнения (86).

В качестве простой иллюстрации этого метода рассмотрим полиномиаль-
ную систему напряжений, обсуждавшуюся на стр. 55—56. Функцию напря-
жений в виде полинома пятой степени, очевидно, можно получить из соотноше-
ния (85), если положить

1|> (г) = (аъ + ibb) z\ %(г) = (с, +idb) г8,

где a s, 6S, Cj и db — произвольные коэффициенты. Отсюда

я|/(г)= 4(аъ + 1Ьъ)г\ у/ (?) = 5 (с6 + М6) г
4,

г])" (г) = 12 (в, + «&,) г2, Х " (г) = 20 (с» + id») г».

Учитывая эти формулы, из соотношений (87) и (89) получим

ах + a y = 4 Re 4 {аъ + ibs) г3 = 16 Re (a-o + ibb) [х3-3ху* +i (3x*y—y
3 2

т » „ = 2 [ 12 (в. + *"66)"Ь2 + 20 (с. + W.) г3] =
= 24 (а» + ibt) (х - iy) (x + iyf + 40 (с, + id,) (x+iyf =

+ i [24a6(/ (x2 + y2) + 24&6x (x2 + г/2) + 40c6 (3x 2i/-

Выражения в квадратных скобках определяют соответственно оу—ах и 2хху.
Компоненты перемещения, отвечающие этому распределению напряжений, легко
получить из равенства (86), которое приводит к зависимости

Ясно, что полиномиальная функция напряжений, имеющая все члены любой
заданной степени п(п > 2), может содержать только четыре независимые дей-
ствительные постоянные.

§ 59. Результирующая напряжений, действующих
по некоторой кривой. Граничные условия

На рис. 114, а показана дуга кривой АВ, проведенная на
пластинке. Сила, действующая на элемент ds дуги, с которой
материал слева от элемента ds действует на материал, располо-
женный справа от ds, при переходе от А к В может быть пред-
ставлена компонентами Xds и Yds. Тогда из уравнений (12) § 10
получаем

X = ах cos a + xxy sin a, Y = <rvsina-T-Txycosa, (а)
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где а—угол между левосторонней (при движении от А к В)
нормалью N и осью х. Малой дуге ds, как показано из рис. 114, б,
соответствуют отрезки dx и dy. При следовании вдоль дуги ds

в направлении АВ значения х
уменьшаются и dx отрица-
тельно. Длина горизонталь-
ной стороны элементарного
треугольника (рис. 114,6) по-
этому равна —dx. Таким об-
разом,

^ , s i n a = - ^ .
ds ds

Рис. 114. .л

Внося эти значения с учетом зависимостей

°* ~ ду* ' v ~~ дхг ' x*v ~ дх ду

в уравнения (а), находим
-у _ d\dy а > dx _ д (dy\dy д I dy\dx _ d f dq

ду2 ds~T~dxdy ds~ ду \ ду ) ds^dx\ dy J ds~ ds\ dy

V — _d\dx
~~ dx2 dsdx2 ds дхду ds~ ds \ dx ) '

Следовательно, компоненты Fx, Fy результирующего усилия на
дуге АВ равны

в

F JYds = -U(^4 J .) ds \ дх
А

где квадратная скобка означает разность значений заключенной
в нее величины в точках А и В.

Усилие, действующее на дугу АВ, дает следующий момент
в направлении часовой стрелки относительно точки О (см. (в)):

А А А
Здесь использованы уравнения (в). После интегрирования по
частям получаем1)

х) Равенства (г) и (д) могут использоваться для установления аналогии
между плоским напряженным состоянием и медленным плоским движением
вязкой жидкости- См. J. N, G o o d i e r , Phi!. Mag., ser. 7, 17,554,800(1934).
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Из уравнений (в) мы видим, что если кривая АВ представ-
ляет собой ненагруженную границу, так что X и Y равны нулю,
то производные ду/дх и д(р/ду вдоль АВ должны иметь постоян-
ные значения. Если на кривой АВ заданы нагрузки, то уравне-
ния (в) показывают, что они определяются с помощью значе-
ний д<р/дх и ду/ду вдоль границы. Это эквивалентно заданию
производных dqyds вдоль границы и ду/дп — вдоль ноормали к
АВ. Их можно считать известными, если вдоль АВ заданы ф и
ду/дп1).

Продолжим теперь дугу так, чтобы образовалась замкнутая
кривая, и точка В совпала с точкой А. При этом будем считать,
что точка В достигает А, двигаясь по дуге, т. е. по замкнутому
контуру АВ. Тогда уравнения (г) и (д) дают результирующее
усилие и момент от напряжений, действующих на часть пластинки,
ограниченную упомянутым замкнутым контуром.

С помощью комплексных потенциалов ij)(z) и %(г), согласно
(85), уравнения (г) можно записать в виде

* ' У 1ду дх \А \_дх ' ду \А

Используя уравнение (в) § 58, имеем

v (90)

Равенство (д) тогда принимает вид

^ £ J Ii (91)
В случае замкнутого контура, содержащего начало координат,
равенства (90) и (91) показывают, что если принять г|з(г) и %(z)
в форме zn, где п—положительное или отрицательное целое
число, то Fx, Fy и М равны нулю, так как при обходе контура
функции в скобках возвращаются к своим начальным значениям.
Функция lnz = lnr-{-i9 после обхода замкнутого контура, окру-
жающего начало координат, не возвращается к своему началь-
ному значению, поскольку В при этом увеличивается на 2я.
Таким образом, если ty(z) = С Inz или %(z) = Dz\nz, где С и D-—
комплексные постоянные, уравнение (90) дает ненулевое значение
для Fx-\-iFy. Точно так же %(z) = Dlnz дает ненулевое значе-
ние М, если D—мнимое число, но оно же дает нулевое значе-
ние, если число D действительное.

х) Эти граничные условия ведут к аналогии с поперечными прогибами
упругих пластинок. Исследование такой аналогии с соответствующими ссыл-
ками дал Миндлин (R. D. M i n d l i n , Quart. Appl. Math. 4,279(1946)).
[См. также А. И. Л у р ь е , ПММ 4, § 1, 93—102 (1940). (Прим. ред.).]
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§ 60. Криволинейные координаты

Можно рассматривать полярные координаты г, 0 (рис. 113)
как координаты, определяющие положение точки пересечения
окружности (радиуса г) и радиальной прямой (проведенной под
углом 0 к начальной прямой). Переход от декартовых коорди-
нат к полярным осуществляется с помощью формул

Vx*+y* = r, a r c t g | - = 0 . (a)

Первая из них, когда г принимает различные постоянные зна-
чения, представляет семейство окружностей. Вторая, когда 0
принимает различные постоянные значения, представляет семей-
ство радиальных прямых.

Уравнения (а) представляют собой частный случай уравнений
вида

Л ( * . У) = 1, Ft(x, У) = г\- (б)

Если Е и т) постоянны, то эти уравнения определяют две кри-
вые, которые будут пересекаться, если F1(x, у) и Ft(x, у) подо-
брать соответствующим образом. Различные значения £ и г\ при-
ведут к разным кривым и разным точкам пересечения. Таким
образом, каждая точка в плоскости ху будет характеризоваться
определенными значениями | и ц — значениями, при которых эти
две кривые, определяемые уравнениями (б), через нее проходят.
Величины | и т] можно рассматривать как координаты точки.
Поскольку заданные значения | и У] определяют точку пересе-
чения двух кривых, они называются криволинейными координа-
тами х).

Полярные координаты и соответствующие им компоненты
напряжения оказались весьма полезными для задач с границами
в виде концентрических окружностей, рассмотренных в главе 4.
Напряжения и перемещения на таких границах зависят только
от 0, поскольку г—величина постоянная. Когда границы опре-
деляются другими кривыми, например эллипсами, удобно исполь-
зовать криволинейные координаты, одна из которых вдоль гра-
ницы имеет постоянное значение.

Если разрешить уравнения (б) относительно х к у, мы будем
иметь два уравнения вида

* = М £ » Л). У = 1Л1> "Л). (в)
с которых обычно удобнее начинать изучение. Рассмотрим, на-
пример, два уравнения

t/ = csh | s i n T ] , (г)

*) Общая теория криволинейных координат была развита Ламе в книге:
G. Lame, Lecons sur les Coordonnees Curvilignes.Gauthier-Villars, Paris, 1859.
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где с—постоянная. Исключив TJ, получим уравнение

193

Если |—постоянная, то это уравнение эллипса с полуосями
ссп£ и csh£ и фокусами в точках х=±с. Для различных зна-
чений | мы получим разные эллипсы с теми же фокусами, т. е.
семейство софокусных эллипсов (рис. 115). На каждом из таких
эллипсов координата £ постоянна, а т) изменяется в диапазоне
от 0 до 2я, подобно тому как в
полярных координатах на окруж-
ности г остается постоянным, а
угол 8 меняется. В действитель-
ности в данном случае г\—эксцен-
трический угол точки на эллипсе1).

С другой стороны, если из
уравнений (г) исключить £, то с
помощью равенства eh21—sh2£ =
= 1 получаем

с2 cos2ri c2sin2T|
= 1. (Д)

Рис. 115.При постоянном значении ц это
уравнение представляет гипер-
болу с тем же фокусом, что и у эллипса. Таким образом, урав-
нение (д) описывает семейство софокусных гипербол, на каждой
из которых т] остается постоянным, а | изменяется. Такие коор-
динаты называются эллиптическими.

Два уравнения (г) эквивалентны уравнению*+ u/ = cch(£ +it]),
или

z = c c h £ , (e)

где £ = E + ni- Очевидно, это частный случай соотношения

(ж)
Помимо того, что равенство (ж) определяет г как функцию £,
его можно разрешить относительно С- В таком случае | и т)
будут действительной и мнимой частями функции г, поэтому они
должны удовлетворять уравнениям Коши — Римана (д) из § 55,
а следовательно, и уравнению Лапласа (е) или (ж) из § 55.

Криволинейные координаты, которые используются в этой
главе, будут выводиться из соотношений в форме (ж) и вслед-
ствие этого будут обладать некоторыми специальными свойствами.

2) Если а и Э—полярные координаты точки на окружности, описанной
вокруг эллипса с полуосями а и Ь, то перпендикуляр, опущенный из этой
точки на ось х, пересечет эллипс в точке # = acos6, {/ = 6sin0. При этом О
называется эксцентрически углом этой точки на эллипсе.



194 ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ [ГЛ. 6

Если точка х, у, имеет криволинейные координаты £, г\, то
соседняя точка x-\-dx, y + dy будет иметь криволинейные коор-
динаты £ + dg, T] + dTi, в силу чего, пользуясь двумя уравнениями
типа (в), мы можем записать

Если изменяется только координата £, то приращения dx, dy
соответствуют элементу дуги dsg вдоль кривой т] = const, и

dx = gd£, dy=|d£. (к)
Отсюда

[ ( f ) 2 ( f ) ] (л)

Поскольку z = /(£), получаем
d z _ d x .ду

dl~~d£+ 1~Щ
где

Теперь любую комплексную величину можно записать в форме
/cosa + iVsina, или JeCa, где J и a—действительные числа.
Если

f'&) = Je'a, (н)
то уравнение (м) дает

дх т ду

= Jcosa | =^ g | (о)

и тогда из уравнения (л)

Тангенс угла наклона отрезка dsg из уравнений (к) и (о) опре-
деляется формулой

dy dy/dl ,
dx dxjdl ё * ^ п '

Таким образом, величина а, определяемая уравнением (н), пред-
ставляет собой угол между касательной к кривой ц = const в на-
правлении увеличения | и осью х (рис. 116). Точно так же, если
изменяется т), приращения dx и dy из уравнений (и) соответст-
вуют элементу дуги dsn, взятому вдоль кривой £ = const, и вме-
сто уравнений (к) получаем
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Действуя вышеописанным образом, находим
дх г . ду

и что dsri = ], а также

Сравнивая этот последний результат с уравнением (п), ви-
дим, что кривые 1 = const и г) = const
пересекаются под прямым углом
и направление увеличения г\ со-
ставляет угол л/2 + a с осью х
(рис. 116).

Рассмотрим, например, эллипти-
ческие координаты, определяемые У
уравнением (е). Получаем .

Направмние
увеличения ^

Рис. 116.

•Направление
увеличения 4

= с sh £ cos т] -f- ic ch | sin т] = Уе'06.

Сравнивая действительные и мнимые части в последнем уравне-
нии, получаем

/ c o s a = cshicosT), J sina = cch gsin т),
откуда

У2 = с2 (sh2 £cos2 ri + ch21 sin2 rj) = -|- са (ch 2g—COS2TJ), (p)

t g a = cth | tgTj. (c)

§ 61. Компоненты напряжений в криволинейных координатах

Уравнения (86), (87) и (89) определяют декартовы компоненты
перемещения и напряжения через комплексные потенциалы а|) (г)
и х(2)- Когда используются криволинейные координаты, ком-
плексные потенциалы можно считать функциями £, а z выражается
через £ уравнением типа (ж) § 60, определяющим криволинейные
координаты. Таким образом, представление ах, ау и хху через Ъ,
и т] не встречает затруднений. Однако обычно удобнее опреде-
лить напряжения следующим образом:

о"| —нормальная компонента напряжений на кривой | = const,
ап —нормальная компонента напряжений на кривой т) = const,
т ^ —касательная компонента на обеих кривых.

Эти компоненты показаны на рис. 117. Сравнивая этот рисунок
и рис. 116 с рис. 12, мы видим, что о"! и %, соответствуют о и
т на рис. 12. Следовательно, можно использовать уравнения (13),
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и таким образом мы получаем

= — у ( а * — ау)sin

Y (°* — 0 « ) c o s 2 а +

г/ c o s 2 а -

s i n

Заменяя а на я/2 + a, таким же путем находим

о" (0х — °г/)cos 2 a ~ s i n

Отсюда легко получить следующие уравнения 1):

= e*ia (ay -ах + 2лху).

(92)

(93)

Множитель e a t a для криволинейных координат, определяемый
уравнением z = /(Q, можно найти из уравнения (н) § 60. С по-

мощью этого множителя и сопряжен-
ной с ним функции, которую можно по-
лучить, заменяя i на — i , находим

У

откуда

_
/'(Й

(94)

Иапрадлвние
увеличения rj

Рис. 117.

Направление
увеличения^

Например, в рассматриваемых нами эл-
липтических координатах /' (£) = csh£;
таким образом,

е«"=Щ. (ж)

После того как определено значение е 2 ' а , уравнения (92) и
(93) позволяют выразить аь стл, Т|П через ах, ау, тху.

Перемещение в криволинейных координатах определяется ком-
понентой « | в направлении увеличения £ (рис. 116) и компонен-
той иц в направлении увеличения т). Если uuv—суть декартовы
компоненты перемещения, то получаем

откуда
« | + шТ1==е-'а(и + ш). (95)

Используя уравнение (86) при z = /(£) и уравнение (94), мы
можем выразить щ и ип через | и т), если известны комплексные
потенциалы.

!) Уравнения (92), (93). (95) получены Г. В. Колосовым в упомянутой
выше работе.
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Комбинируя уравнения (86), (87) и (89) с (92), (93) и (95),
получаем следующие выражения для компонент напряжений и
перемещения (последнее из них—с заменой i на —i)

(96)

ап-аъ + 21хы = 2**'« Й " (г) + %" (г)], (97)

(98)

Мы будем использовать эти уравнения при решении некото-
рых задач с криволинейными границами.

З А Д А Ч И

1. Показать, что для полярных координат, определяемых уравнением z = e£ ,
равенство (94) принимает вид е«'а = еа''П, откуда а = т) = 0.

2. Получить решения следующих задач в полярных координатах с по-
мощью заданных комплексных потенциалов. Найти компоненты напряжения и
перемещения. А, В, С, D обозначают постоянные, не обязательно действи-
тельные.

а) Кольцо (а < г < Ь) с равными и противоположными моментами М,
приложенными с помощью действия касательного напряжения на обеих гра-
ницах (рис. 138):

б) Кольцо под действием внутреннего давления р± и внешнего давления р 0

(см. стр. 86):

в) Чистый изгиб кривого бруса и «вращательная дислокация» кольца,
описанные в §§ 29 и 31:

i|> (г) = Лг In z + Bz, JJ (z)=C In z.

г) Задача, решенная в § 33:

•ф(г) = Лг2 + В1пг, X (г) = Cz In z + D/г.

д) Пластинка с круговым отверстием под действием растяжения (§ 36):

е) Радиальное распределение напряжений, исследованное в § 36:

г|)(г)=Л1пг, %(г) = Вг In г.

ж) Сила, приложенная в некоторой точке бесконечной пластинки (§ 42):
г|> (г) = Л In z, х (г) = Вг 1п г.

§ 62. Решения в эллиптических координатах. Эллиптическое
отверстие в пластинке с однородным напряженным состоянием

Как было показано в § 60, эллиптические координаты £, т),
показанные на рис. 115, определяются уравнениями

z = cch£, £ = g + t"T|, (а)
откуда

X = cch |cos т), i/ =
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И

| = c s h t , e"»=-5£f. (б)
" t ch g

На эллипсе с полуосями c c h | 0 и cch£0 координата £ постоянна
и равна | 0 . Если полуоси заданы величинами а и 6, то с и | 0

можно найти по формулам

Следовательно, если задан один представитель из семейства эллип-
сов, то тем самым определено все семейство эллипсов, а также
все семейство гипербол (см. стр. 193). Если величина I очень
мала, то соответствующий эллипс очень вытянут. В пределе при
| = 0 он становится отрезком прямой длиной 2с, соединяющим
фокусы. Если принимать для £ все большие и большие положи-
тельные значения, эллипс становится все больше и увеличивается,
приближаясь в пределе при £ = оо к бесконечной окружности.
Точка на любом эллипсе один раз обходит его контур, когда т)
изменяется от нуля (на положительной оси х, рис. 115) до 2я.
В этом отношении т| напоминает угол 9 в полярных координатах.
Непрерывность компонент перемещения и напряжения требует,
чтобы они были периодическими по г\ с периодом 2я, в силу
чего они будут иметь те же значения при т) = 2я, какие они
имели при т] = 0.

Рассмотрим теперь бесконечную пластинку в состоянии равно-
мерного всестороннего растяжения 5, возмущенного эллиптиче-
ским отверстием с полуосями а и Ь, контур отверстия предпо-
лагается свободным от напряжений1). Эти условия означают, что

ax = ay = S на бесконечности (£—юо), (г)

а | = Т|П==0 на эллиптической границе отверстия, где £ = £„. (д)
Из уравнений (87) и (89) находим, что условие (г) удовлетво-
ряется, если

2Reip'(z) = S, zi|)" (z) + %" (z) = 0 на бесконечности. (е)

Так как в силу непрерывности компоненты напряжения и
перемещения должны быть периодическими по т) с периодом 2я,
нам следует рассмотреть такие формы i|)(z) и %(z), которые дают

*) Решения для пластинки с эллиптическим отверстием впервые дали
Г. В. Колосов в вышеупомянутой работе и Инглис (С. Е. I n g I i s, Trans.
Inst. Nav. Arch., 1913; Eng. 95, 415 (1913)). См. также работу: Т. P o s c h l ,
Math. Z. 11,95 (1921). В ней использован метод Г. В. Колосова. Тот же метод
применил к некоторым двумерным задачам теории упругости Стивенсон
(А. С. S t e v e n s o n , Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 184, 129,218(1945)).
Другие ссылки на соответствующую литературу будут даны далее в этой же
главе.
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функцию напряжений с тем же периодом. Эти формы суть
sh/z£, т. е. sh /г̂  cos пт̂  + 1 ch n | sin nt],
ch nt,, т. e. ch /г| cos nr\ + i'sh n\ sin пц,

где п—целое число. Функция %(z) = Bc%, где В—постоянная,
также пригодна для этой задачи.

Из (а) видно, что при | — к » £ ведет себя как \пг, а такая
форма х требуется в родственной задаче о круговом отверстии
(см. задачу 26, стр. 197).

Принимая г|)(г) = Acsht,, где А — постоянная, и используя
первое из уравнений (б) для нахождения производной dt,/dz, об-
ратной dz/dt,, получаем

| | | (ж)

На бесконечном расстоянии от начала координат величина £
равна бесконечности, a cth£ равен единице. Следовательно, пер-
вое из условий (е) удовлетворяется, если 2A—S. Из (ж) далее
получаем

W — ТШ < и >
и

5ф"(г) = _ л * 1 . (к)

Принимая %(z) = Bc%, где В—постоянная, находим

Ь ^ (л)
Уравнения (к) и (л) показывают, что каждая из функций гг|)"(г)
и %"(z) на бесконечности обращается в нуль. Следовательно,
второе из условий (е) выполняется.

Условие (д) можно удовлетворить с помощью надлежащего
выбора постоянной В. Вычитая уравнение (97) из равенства (96),
получаем

о6-1-те„ = ф' (г) + ? ( 2 ) - e 2 t a Й " (г) + Х" (г)], (м)

где функция e2ia задается второй из формул (б). Отсюда

(н)

На границе эллиптического отверстия £ = £е

 и

= 2|0—g. При этом (н) сводится к виду
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В силу этого условие (д) удовлетворяется в том случае, если

B = — Acb2to=—jS-ch2to. (о)

Теперь мы получаем

Scsh£, %(г) = -jSc* ch2£0-£. (n)

Все граничные условия удовлетворены. Однако мы не можем
быть уверены, что комплексные потенциалы (п) представляют ре-
шение нашей задачи до тех пор, пока мы не убедились, что они
не вызывают разрывов в перемещении. Декартовы компоненты
перемещения можно найти из уравнения (86), которое в данном
случае приводит к зависимости

2G (и+ iv) = ̂  Ac shl-Ас ch^ctht-щ, (р)

где A=S/2, а В определяется выражением (о). Гиперболические
функции имеют действительную и мнимую части, периодические
по т]. Следовательно, если обойти любой эллиптический контур
| = const внутри пластинки, перемещения и и у приобретут свои
первоначальные значения. Это означает, что комплексные потен-
циалы (п) дают решение задачи.

Компонента напряжения о^ на краю отверстия легко нахо-
дится из уравнения (96), поскольку Ст| на контуре равно нулю.
Внося значение г|/ (г) из уравнения (ж) при А — S/2, получаем

аъ + а„ = 4 Re г|/ (г) = 25 Re cth £.
Однако, согласно уравнению (в), стр. 180,

sh2g —t sin 2n
c h 2 | —COS2T) "

Отсюда
_ 2S sh 2 |

стЕ~|~°я — c h 2 | —cos2n
и на границе отверстия

_ 2 S s h j 2 | o _

Наибольшая величина а,,, получающаяся на концах главной оси,
где г] принимает значения 0 и я, а COS2T| = 1, равна

V"T,/n>ax- c h 2 g 0 _l-

Из уравнений (в) легко видеть, что

Отсюда находим, что
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Эта величина все больше увеличивается по мере того, как эллипс
становится уже.

Наименьшее значение (crr,)g=go получается на концах малой
оси, где COS2TJ = — 1 . Отсюда

, 2Ssh2j0 gefr

При а = Ь, то есть когда эллипс превращается в круг, (о"ч)иах

и (cf,,̂ !,, становятся равными 2S, что совпадает с решением для
кругового отверстия при всестороннем растяжении, приведенным
на стр. 107.

Задача о действии равномерного давления S внутри эллипти-
ческого отверстия с нулевыми напряжениями на бесконечности
легко получается путем комбинации вышеприведенного решения
с решением для однородного напряженного состояния о% = оГ1='
= — S , получаемым исходя из комплексного потенциала -ф (г) =
= — Sz/2.

§ 63. Эллиптическое отверстие в пластинке, подвергнутой
одноосному растяжению

В качестве второй задачи рассмотрим бесконечную пластинку
под действием одноосного растягивающего напряжения S, дейст-
вующего в направлении, со-
ставляющем угол р с положи-
тельной осью х (рис. 118). Это
напряженное состояние возму-
щается эллиптическим отвер-
стием, главная ось которого,
как и в предыдущей задаче, на-
правлена вдоль оси х. Част-
ным случаем служит задача
для отверстия, главная ось ко- р .,„
торого перпендикулярна либо
параллельна направлению растяжения*•). Однако более об-
щая задача при решении ее предлагаемым методом является
не более трудной. Из ее решения мы можем найти влияние эллип-
тического отверстия на любое однородное плоское напряженное
состояние, определяемое главными напряжениями на бесконечно-
сти, имеющими любую ориентацию относительно отверстия.

Пусть Ох' и Оу'—декартовы оси, полученные поворотом
оси Ох на угол р, при котором эта ось становится параллельной
направлению растяжения 5. Тогда уравнения (92) и (93) дают

ох. + а у. = ах + ау, оу — ах, + 2irx,y, = е21р (ау—ах + 2'пху).
х) См. статьи, упоминаемые в примечании 1 на стр. 198.
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Поскольку на бесконечности ox, = S, ау. — тх,у, — 0, то получаем
ax + °y = S> «"у—ax + 2ixxy = ~-Se~*ifi на бесконечности,

а из уравнений (87) и (89)

4 Rei|/ (z) = S, 2 [zty"(z) + %"(г)] = — 5е~2'р на бесконечности, (а)

На границе | = £0 отверстия должно быть ag = Tg,, = 0.
Всем этим граничным условиям можно удовлетворить, взяв

1]э(г) и %(z) в виде1)

(г) = Сс% + Dc2 ch % + Ее* sh 2£,
где Л, В, С, D и £—подлежащие определению постоянные.

Так как z = cch£, то в выражении для 4i|)(z) член /4cch£
равен просто Az. Его вклад в функцию напряжений (84) выра-
зится в виде члена Re Azz или Re Агг. Он равен нулю, если
А—мнимое число, следовательно, А можно сразу же считать
действительным числом. Постоянная С также должна быть рав-
ной нулю. Действительно, если мы подставим в уравнение (91)
вышеприведенные выражения для i|)(z) и %(z), принимая в ка-
честве кривой АВ замкнутый контур, окружающий отверстие,
то найдем, что все члены, исключая член, содержащий С, равны
нулю, так как гиперболические функции являются периодиче-
скими по т] с периодом 2я. Член, содержащий С, имеет вид
Re [Ссг ( | + Щ)]А• Он обращается в нуль на замкнутом контуре
только в том случае, если С—действительное число.

Постоянные В, D и Е являются комплексными, и можно за-
писать

B = B1 + iB2, D^D^ + iDv Е = Ег + 1Е2. (б)
Подстановка полученных выражений для of (г) и ц(г) в усло-
вия (а) дает

A + Bt = S, 2(D + E) = — Se-^. (в)

Вычитая уравнение (97) из уравнения (96), для eg—ix^ по-
лучаем

4 (<r6—iifcj) = csh? [{2А + В cth С) sh £ +
+ (5 + Bcsh*£)ch£ + (C + 2£)cshCcthE—4Dsh£—4£ch£].

На границе отверстия 1==| 0 и £ = 2|0—£. Если внести это зна-
чение £ в члены sh£ и ch^ и разложить функции sh(2g0—£) и
ch(2£0—£), то выражение в квадратных скобках примет вид

(2Л sh 2lo-2iB2 ch 2£ 0 -4£ ) cH —

См. упомянутую выше работу Стивенсона (Stevenson).
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Это выражение, а следовательно и erg—ITJ,, на границе отверстия,
обращается в нуль, если обращаются в нуль все коэффициенты
при ch£, sh£, cth£, csh£. Таким образом, мы получаем три
уравнения, которые вместе с двумя уравнениями (в) должны
удовлетворяться постоянными А, В, С, D, Е. Поскольку посто-
янные А и С действительны, то на самом деле девять уравнений
должны удовлетворяться при подстановке восьми постоянных А,
С, а также Blf Вг, Dx, D2, Et, E2, причем последние шесть
постоянных определяют действительные и мнимые части В, D
и Е. Эти уравнения непротиворечивы и их решение имеет вид

А = 5е^« cos 2p\ D = — j Se^ ch 2 (lo + ф),

Б = 5 ( 1 — e«£.+t«), £ = -i-Se«5.sh2(go + iP),

C = —5(ch2£0—cos2f3).

Таким образом, комплексные потенциалы этой задачи даются
формулами

4гр (г) = Sc [е*Ъ cos 2|3 ch £ + (1 — е2^»+2'Р) sh t],

Перемещения теперь можно найти из уравнения (98). Легко ви-
деть, что они однозначны.

Напряжение ац на границе отверстия можно получить из
уравнения (96), положив в нем в% равным нулю. Отсюда

In \

<.ат)^=5о-0 ch2|o—cos 2л
Когда растягивающее усилие S действует под прямым углом

к главным осям (Р = л/2), получаем

и наибольшее значение, получающееся на концах главной оси,
где COS2TJ=1, определяется выражением

Если отверстие все более сужается, это выражение неограниченно
увеличивается. При а = Ь оно совпадает со значением 35, най-
денным для кругового отверстия (стр. 107). Наименьшее значение
напряжения около эллиптического отверстия равно — S , причем
оно действует на концах малой оси. То же значение получается
и для кругового отверстия.

Если растягивающее усилие S параллельно большой оси
ф = 0), максимальное значение ач на контуре отверстия воз-
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никает на концах малой оси, и равно S(l+2b/a). Когда эллипс
становится очень узким, оно приближается к 5. На концах боль-
шой оси при любых значениях а/b напряжение равно — 5 .

Влияние эллиптического отверстия на состояние чистого сдвига
5, параллельного осям хну, легко найти с помощью суперпо-
зиции двух случаев растяжения с усилием S при р = л/4 и — S
при р = Зл/4. Отсюда

/ „ \ _ о с ез5° sin 2rj

На концах большой и малой осей эллипса это выражение обра-
щается в нуль, а наибольшее значение

оно имеет в точках, определяемых координатами т) = th £„ = b/a.
Когда эллипс очень узок, эти значения весьма велики и точки,
в которых они действуют, близки к концам большой оси. Имеются
решения для эллиптического отверстия в пластинке, находящейся
под действием чистого изгиба в своей плоскости1'2) и параболи-
ческого распределения касательных усилий, которое возникает
в тонкой балке прямоугольного сечения2), для эллиптического
отверстия с равными и противоположными по знаку сосредото-
ченными силами, приложенными по концам малой оси3), а также
для жесткого и упругого включений, заполняющих отверстие
в растянутой пластинке4). Рассматривались и более общие виды
решений в форме рядов для действительной функции напряже-
ний ф в эллиптических координатах6). Эквивалентные им комп-
лексные потенциалы можно построить из функций, использован-
ных или упомянутых здесь вместе с аналогом простых функций,
приведенных в задачах на стр. 197, если необходимо учесть вли-
яние дислокаций, а также сосредоточенных сил и моментов.
Решение для общего случая нагружения эллиптического отверстия
дается позже в §§ 67—72.

! ) К. W o l f , Z. Tech. Physik, 1922, стр. 160.
2 ) Н. N e u b e r , Ingenieur-Arch. 5, 242 (1934). Это решение и несколько

других, относящихся к отверстиям в виде эллипсов или гипербол, даны
в книге Нейбера ( N e u b e r , Kerbspannungslehre, изд. 2, Springer-Verlag OHG,
Berlin, 1958).

3 ) P. S. S y m o n d s , J. Appl. Mech. 13, A-183 (1946). Решение в конеч-
ной форме дал Грин (А. Е. G r e e n , J. Appl. Mech. 14, А-246 (1947)).

4 ) Н. И. М у с х е л и ш в и л и , Z. Angew. Math. Mech. 13, 264 (1933);
L. H. D o n n e l l , Theodore von Karman Anniversary Volume, 1941.

5) E. G. C o k e r , L. N. G. F i l o n , Photo-elasticity, Cambridge Univer-
sity Press, New York, 1931, стр. 123, 535 [Русский перевод: Э. К о к е р ,
Л. Ф а й л о н (см. ссылку на стр. 149)]; А. Т i m p e, Math. Z. 17, 189
(1923).
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Кроме того, детально разработаны многие другие решения
для эллиптических и других некруговых отверстий или включе-
ний при различных нагружениях 1).

§ 64. Гиперболические границы. Вырезы

В § 60 было показано, что кривые т) = const в эллиптических
координатах являются гиперболами, а в § 62 — что диапазон
изменения для т] можно принять в
пределах от 0 до 2л, а для £—от 0 I I I I I
ДО о о . ч/г ,с

Пусть TI0—постоянное значение т)
вдоль гиперболической дуги (рис. < ' + '
119). Оно заключено в пределах меж-
ду 0 и 2л, поскольку вдоль ВА как
х, так и у положительны. Вдоль дру-
гой половины этой ветви гиперболы »_д-_>
ВС значение т] равно 2л—т) 0 ,авдоль '
половины ED другой ветви т] равно D' у .
л—г\0, а вдоль EF значение т] равно I I I т Г

Рассмотрим пластинку ABCFED, Рис. 119.
заключенную между этими гипер-
болическими границами, растягиваемую в направлении Оуг).
Для того чтобы в сечении шейки ЕОВ растягивающее напряже-
ние было конечным, на бесконечности оно должно равняться
нулю. Комплексные потенциалы, которые удовлетворяют этому,
а также другим необходимым условиям симметрии относительно
осей Ох и Оу и, кроме того, условию отсутствия напряжений
на гиперболических границах, выражаются в виде

1 Л •* / Ч 1

(б)

где А и В—действительные постоянные, a 2 = cch£. Отсюда

х ) Н. И. М у с х е л и ш в и л и , Некоторые основные задачи математиче-
ской теории упругости, Изд. АН СССР, 1954. См. также Г. Н. С а в и н ,
Концентрация напряжений около отверстий, Гостехиздат, 1951; Р. Р. Т е о -
d o r e s c u , One Hundred Years of Investigation in the Plane Problem of the
Theory of Elasticity в книге Н. N. A b r a m s o n , H. L i e b o w i t z ,
J . M. C r o w l e y , S. J u h a s z (ред.), Applied Mechanics Surveys, Spartan
Books, Washington, 1966, стр. 245—262.

2) Эта задача для случая растяжения, а также для случая сдвигового
нагружения решалась Гриффитсом (A. A. G r i f f i t h , Tech. Rept. Aeron. Res.
Comm. (GB), 2, 668 (1927—1928), и Нейбером (Н. N e u b e r, Z. Angew. Math.
Mech. 13, 439 (1933).
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Уравнение (90) из § 59 показывает, что гиперболическая гра-
ница т] = т)0 будет свободна от напряжений, если функция

вдоль нее будет постоянна, или, что эквивалентно, если будет
постоянной сопряженная функция. Эта сопряженная функция,
согласно уравнениям (а) и (б), имеет вид

На гиперболе т) = т]0 имеем £ = £—2IT)0, В силу чего приведенное
выражение принимает вид

Лг)0—4- Л sin2ri0—(4- A COS2T)0 + 4- А + в) i cth£.

Это выражение постоянно, если величина в скобках обращается
в нуль. Таким образом,

В = — Л cos2 п0. (д)
Чтобы найти результирующую сил, передаваемых через шейку,

можно применить равенство (90) § 59 к узкому сечению ЕОВ
(рис. 119), или точнее—к нижней части эллипса £ = 0, заклю-
ченной между гиперболами т] = т)0 и т) = л—т}0. На контуре этого
эллипса £ равно I'TJ, £ равно —iv\, и мы получаем из уравне-
ний (90), (в) и (г)

Fx-iFy = i [Ац~(А + В) ctg r i ]^; n ° =
=»[Л (я—2TJ. + 2 ctg т)0) + 2В ctg т,0].

Поскольку Л и В считаются действительными величинами, функ-
ция Fx равна нулю, и использование уравнения (д) приводит
к зависимости

Fy = — Л (я—2т10 -f- sin 2TI0),

которая служит для определения А, если задано полное уси-
лие Fy. Компоненты напряжения и перемещения легко найти из
уравнений (96), (97) и (98). Первое из них дает

4А ch | sin r\

• *• с ch 2£—cos 2t) "

Значение og вдоль гиперболической границы можно найти, если
положить в этом выражении т) = т]0. Оно достигает максимума,
равного —2A/cs'mix]0 в наиболее узком месте, где 1 = 0. Нейбер1)

х ) См. упомянутую выше работу. Д л я сравнения результатов Нейбера
с фотоупругими испытаниями и опытами на усталость для пластинок с выре-
зами и валов с бороздками см. R. Е. Р е t e r s о n, A. M. W a h l , J . Appl.
Mech. 3,15 (1936); или С. П. Т и м о ш е н к о , Сопротивление материалов,
т. 2, стр. 332. См. также книгу М. Ф р о х т а Фотоупругость, т. 2, Гостех-
издат, 1950.
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выразил это максимальное значение через радиус кривизны ги-
перболы в наиболее узком месте шейки. Он же решил с помощью
другого метода соответствующие задачи об изгибе и сдвиге, а
также растяжении пластинки.

§ 65. Биполярные координаты

Задачи, связанные с двумя неконцентрическими круговыми
границами, включающими в качестве частного случая круговое
отверстие в полубесконечной пластинке, обычно требуют исполь-
зования биполярных коор-
динат | , т), определяемых
уравнениями

где а—действительная по-
стоянная, f

Заменяя cth (V2£) на

+е — e
и решая первое уравнение
относительно ё°, легко по-
казать, что оно эквивалент-
но в этом случае равенству

s - • - £ £ • <6>
Величина z-\-ia на пло-
скости ху представляется
отрезком прямой, соеди-
няющим точки —ia и 2, в том смысле, что проекции на оси
дают действительную и мнимую части этой величины. Ту
же величину можно представить в виде /•1е'е>, где гг—длина от-
резка, а Эх—угол, который он составляет с осью х (рис. 120).
Подобным образом z—ia—отрезок, соединяющий точки ш и
г,—можно представить как rze

ie> (рис. 120). Тогда уравнение (б)
принимает вид

откуда

(в)

Из рис. 120 можно видеть, что 8Х — 92 представляет собой угол
между двумя прямыми, соединяющими полюсы — i a и ia с рас-
сматриваемой точкой z, если она расположена справа от оси у,
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и тот же угол с обратным знаком, если она лежит слева от у.
Отсюда следует, что кривая ц = const является дугой окружно-
сти, проходящей через эти полюсы. Несколько таких окружностей
показаны на рис. 120. Из уравнений (в) видно, что для кривой
| = const имеем гх1гг = const. Такая кривая также является окруж-
ностью. Она окружает полюс ia, если rjr2 превышает единицу,
т. е. если Ъ,—положительная величина. Если же |—отрицательно,
она окружает другой полюс — ш. Некоторые из таких окруж-
ностей показаны на рис. 120. Они образуют семейство соосных
окружностей с двумя полюсами в качестве предельных точек.

При переходе через отрезок у, соединяющий полюсы, коор-
дината т) изменяется от я до — я. Диапазон ее изменения для
всей плоскости составляет от — я до я. Напряжения и переме-
щения при переходе через этот отрезок остаются постоянными,
если они представлены периодическими функциями от ц с перио-
дом 2я.

Разделение действительной и мнимой частей в уравнении (а)
приводит к зависимостям1)

a sin ti a sh g . .
д; — ! и = 5 (у)

ch | — c o s т] ' а ch | — C O S T ) * *• '

Дифференцирование уравнения (а) дает

te = jfc/dC. = _ s h 2 1

dz/dt, 2

§ 66. Решения в биполярных координатах2)

Рассмотрим круглый диск с эксцентричным отверстием, под-
вергнутый действию давления р0 по внешней границе и давле-
ния pv по границе отверстия 3). Полученные компоненты напря-
жения будут также служить решением задачи о круглой толсто-
стенной трубе с эксцентричным отверстием.

Пусть внешняя граница будет окружностью £ = £„, принад-
лежащей семейству окружностей £ = const, а контур отверстия
будет окружностью £ = | t . Две такие окружности представлены
жирными линиями на рис. 120. Из выражения для у в уравне-
ниях (г) § 65 следует, что эти окружности имеют радиусы a csh£0

г) См. вывод равенства (в) в § 54.
2 ) Этому вопросу посвящена монография: Я. С. У ф л я н д , Биполярные

координаты в теории упругости, Гостехиздат, М . — Л . , 1950. (Прим. ред.)
' ) Первое решение, выраженное через действительную функцию напряже-

ний, принадлежит Джеффри (G. В. J e f f e r y , Trans. Roy. Soc. (London),
ser. A, 221, 265 (1921)).
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и a c s h ^ и что их центры находятся на расстояниях acth£0 и
a c t h | x от начала координат. Таким образом, если заданы радиусы
и расстояние между центрами, можно определить а, £0 и ix.

Если обходить любую окружность | = const против часовой
стрелки, начиная двигаться влево от оси у (рис. 120), коорди-
ната т) будет изменяться от — л до я. Следовательно, функции,
которые должны описывать компоненты напряжения и переме-
щения, должны при Т1 = л иметь те же значения, что и при
1] = — я. Это будет обеспечиваться, если они будут периодиче-
скими функциями от г) с периодом 2я. Это означает, что комп-
лексные потенциалы г|з (г) и % (г) можно взять в форме

ch n£, sh nt,, (а)

где п — целое число. Тем же свойством обладают и их производ-
ные по z (см. уравнение (д) § 65).

Если такие функции ввести в уравнения (90) и (91), приме-
ненные к случаю любой окружности | = const, то в силу перио-
дичности соответствующее усилие и момент будут равны нулю.
Так как пластинка, ограниченная такой окружностью, находится
в равновесии, это условие должно сохраняться и для полного
решения.

Потребуем также, чтобы функция %(z) имела вид aDt,, где
D — постоянная. Подставляя ее в приведенные выше равенства
(90) и (91), мы видим, что момент, определяемый уравнением (91),
будет равен нулю только в том случае, если D—действительное
число. Следовательно, D и нужно принять таким. Рассматривая
уравнение для перемещений (86), находим, что упомянутая функ-
ция, так же как. и функция (а), используемые в качестве a|)(z)
или %(z), дают поле перемещений, свободное от разрывов.

Поле равномерного всестороннего растяжения или сжатия,
которое является частью решения, получается из комплексного
потенциала • я|з (г) = Аг, где А—действительное число. Соответ-
ствующая действительная функция напряжений, согласно (84),
имеет вид

Ф = Re (zAz) = Azz = A (x2 + уг).

С помощью уравнений (г) из § 65 ее можно выразить в бипо-
лярных координатах в форме

^ c h l + c o s j i
т chg— cos r\ K >

Рассматривая функции вида (а) при п = 1, замечаем, что поскольку
поле напряжений в данной задаче является симметричным отно-
сительно оси у, мы должны выбрать функции (а) так, чтобы
соответствующие им напряжения обладали этим свойством сим-
метрии. Следовательно, мы должны принять

, x(*) = B'sh£, (в)



210 ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ [ГЛ. 6

где В и В'—действительные числа, и

, %(z) = C'chZ, (г)
где С и С"—действительные числа.

Действительная функция напряжений, соответствующая комп-
лексным потенциалом (в), согласно уравнению (84) имеет вид

о sh | ch | cos л — sh | sin2 т) . „ , sh | ch g cos т| — sh £ cos2 т]
ch | —COSTI ch | — cos ц '

Если принять В' =аВ, члены, содержащие sin2r] и COS2T) В чис-
лителях, не будут зависеть от т), и каждый числитель в целом
будет зависеть от г\ только за счет тех членов, которые содер-
жат COST|,—так же, как функция (б). То же справедливо в отно-
шении комплексных потенциалов (г), если принять С =аС. Таким
образом, оказывается, что для решения данной задачи можно
использовать функции более частного вида.

Принимая, таким образом,

a|>(2) = iBch£, i(z) = aB sh£ (д)

с помощью уравнений (96), (97), а также (а) и (е) § 65 находим,
что соответствующие компоненты напряжения определяется фор-
мулами

a (at + oj = 2В (2 sh I cos r\ — sh 2\ cos 2TI) , (e)
a(aT1—a£ + 2tTST)) = —2B [sh 2g—2sh 2|ch gcosT] +

+ sh 2|cos 2ц —i (2 ch 2£ ch \ sin r\ — ch 2g sin 2TJ)]. (Ж)

Аналогично функции
q(z) = iCshl, x(z) = aCch£, (и)

дают
a (<Tg+ an) = — 2C (1 —2 ch g cos n + ch 2|cos 2r|), (к)

a(or]—ol + 2irli]) = 2C [— ch 2 | -f 2ch 21 ch ^cos т) —
—ch 2 | cos 2TI + 1 (2 sh 2\ ch £ sin TJ—sh 2£ sin 2TJ)]. (Л)

Компоненты напряжения, получающиеся в случае
X(z) = aD£, (м)

определяются уравнениями
^ = 0,

a ( a n — a e + 2tT6tl) = D[sh 21 — 2 s h | cost] —t(2chgsinT|—sin2Ti)].(H)
Состояние равномерного всестороннего растяжения, определяемое
формулой

Ъ(г) = Аг, (о)
приводит к зависимостям

Ol + o^lA, ал—<T| + 2iTEn = О,
или

а | = стл = 2Л, т6л = 0. (п)
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Решение рассматриваемой задачи можно теперь получить
с помощью суперпозиции напряженного состояния, представлен-
ного комплексными потенциалами (д), (и), (м) и (о). Собирая члены,
представляющие Т|Л в уравнениях (ж), (л) и (н), находим, что
обращение в нуль т^ на границах 1 = £0, | = |

Выражая В и С через D, получаем

Нормальное напряжение ag можно найти путем вычитания дей-
ствительной части уравнения (ж) из уравнения (е) и аналогично
из других соответствующих пар уравнений. На границе | = £0
для Ст| следует принять значение — р0, а на границе £ = £,—
значение — рх. Если использовать выражения для В и С, опре-
деляемые уравнениями (с), то эти граничные условия приведут
к двум уравнениям

откуда

= — a

Отысканием этих постоянных и постоянных, найденных согласно
(с), завершается определение комплексных потенциалов. Когда
действует только внутреннее давление pl(p0 = 0), окружное нап-
ряжение на краю отверстия оказывается равным

Ыг - ь = - Л + 2Pl (sĥ  1, + sh2 60) -i (ch I, - cos г)) x
X f s h ^ c t h ^ — 10) + COST)].

Выражение для максимального значениях) этого напряжения уже
было дано на стр. 88.

Общий вид функции напряжений в биполярных координатах,
выраженной в рядах, дал Джеффри2). Легко найти соответствую-
щие этой функции комплексные потенциалы, которые включают

г) Исчерпывающее исследование этого максимального значения дали Кокер
и Файлон в упомянутой выше (стр. 149) книге.

2) G. В. J e f f e r y , Trans. Roy. Soc. (London), ser A, 221, (1921).
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рассмотренные здесь функции вместе с биполярным аналогом
простых функций, приведенных в задачах на стр. 197, когда
в задаче присутствуют дислокации и сосредоточенные силы. Такой
способ применялся к задаче о бесконечной пластинке с сосредо-
точенной силой, приложенной в произвольной точке1), к задаче
о полубесконечной области с круговым отверстием при действии
растягивающей нагрузки, параллельной прямолинейному краю
или плоской границе2), а также при действии собственного веса3).
Кроме того, таким способом рассматривались бесконечная пла-
стинка с двумя отверстиями4) или одним отверстием, образован-
ным двумя пересекающимися окружностями6).

Решения были даны также для круглого диска под действием
сосредоточенной силы в любой точке6), для диска подвешенного
в некоторой точке и находящегося под действием собственного
веса'), для диска, вращающегося вокруг эксцентричной оси8),
как с использованием биполярных координат, так и без исполь-
зования их9). Рассматривалось также влияние круглого отвер-
стия в полубесконечной пластинке с сосредоточенной силой на
прямолинейной границе10).

Другие виды криволинейных координат. Уравнение

z = е^ + abe~ & -f ас3е~3^,

из которого следует

х = (еЕ -f- °Ье~ *) cos ц + ас3е~ 3& cos Зт),

у = (е*—аЬе~*) sin г\—ac3e~3^sm Зт),

где а, Ъ и с—постоянные, дает семейство кривых \ — const, кото-
рое может включать различные овальные формы, в том числе
квадрат с закругленными углами. Влияние отверстия такой формы
в растянутой пластинке исследовал, используя действительную

J ) Это решение дал Мелан (Е. Melan) (см. примечание на стр. 144).
Комплексные потенциалы для случая сосредоточенной силы и момента даны
на стр. 265 книги Грина и Зерна (А. Е. G r e e n , W . lev na, Theoretical
Elasticity, Oxford University Press, Fa i r Lawn, New Jersey, 1954).

2 ) См. стр. 109. См. также статью: W. Т. К о i t e r, Quart. Appl. Math.
15, 303 (1957).

s ) R. D. M i n d 1 i n , Proc. ASCE, 1939, стр. 619.
4 ) Т. P o s e h i , Z. Angew. Math. Mech. 1, 174 (1921); 2, 187 (1922). См.

также: С. W e b e r , Z. Angew. Math. Mech. 2, 267 (1922); E. W e i n e l , там
же, 17, 276 (1937); C h i h B i n g L i n g , J . Appl. Phys. 19, 77 (1948).

i) L i n g , там же, стр. 405.
«) R. D. M i n d l i n , J . Appl. Mech. 4, A-115 (1937).
?) R. D. M i n d l i n , J . Appl. Phys. 9, 714 (1938).
8 ) R. D. M i n d l i n , Phi l . Mag., ser. 7, 26, 713 (1938).
8 ) B. S e n , Bull. Calcutta Math. Soc. 36, 58, 83 (1944).

1 0 ) A. B a r j a n s k y , Quart . Appl. Math. 2, 16 (1944). См. также
R. M. E v a n-I v а п о w s k i, там же, 19, 359 (1962).
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функцию напряжений, Гринспэн1). С помощью некоторого обоб-
щения этих координат Грин2) получил решения для треуголь-
ного отверстия с закругленными углами; использование некото-
рого другого преобразования координат позволило ему рассмот-
реть случай строго прямоугольного отверстия. В последнем случае
заостренные углы приводили к бесконечным коэффициентам кон-
центрации напряжений.

Криволинейные координаты

г = I + i<h^ + ia£l*° + ••
где fllt a.2, . . . , ап—действительные постоянные, были применены
Вебером к задаче о полубесконечной пластинке с зубчатой гра-
ницей 3), образованной рядом расположенных на равных расстоя-
ниях полукруглых вырезов. Когда расстояния между центрами
вырезов вдвое превышают диаметр выреза, коэффициент концен-
трации при растяжении оказался равным 2,13. Значение этого
коэффициента для одного выреза составляет 3,07 (см. стр. 116).

Произвольные формы. Кикукава разработал и применил
метод решения задач для отверстий и закруглений заданной
произвольной формы4). По этому методу последовательные улуч-
шения начального конформного отображения производятся до
тех пор, пока не будет достигнуто адекватное приближение
к заданной форме области. Подробные результаты получены для
задач о концентрации напряжений в растягиваемой пластинке
со следующими возмущающими факторами: 1) отверстие ромбо-
видной формы с круглыми закруглениями по углам, 2) двойной
вырез в полосе, причем каждый из вырезов имеет две параллель-
ные прямолинейные стороны, соединенные полуокружностью, что
придает вырезу форму буквы U, 3) закругленная в виде четверти
окружности галтель в месте перехода пластинки от конечной
ширины до ширины бесконечной. Результаты для случая 2) очень
близки к результатам Нейбера для двойного гиперболического
выреза (см. § 64).

§ 67. Определение комплексных потенциалов по заданным
граничным условиям. Методы Н. И. Мусхелишвили

В предыдущих параграфах был решен ряд задач с помощью
некоторого разумного выбора комплексных потенциалов относи-
тельно простой формы, наделенных соответствующими свойствами.
Однако существуют более мощные и общие методы отыскания

») М. G r e e n s p a n , Quart . Appl. Math. 2, 60 (1944). См. также V. Mor-
k o v i n , там же, 3, 350 (1945).

2 ) А. Е. G r e e n , Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 184, 231 (1945).
3) С W e b e r , Z. Angew. Math. Mech. 22, 29 (1942).
*) Краткое описание этого метода со ссылками на литературу дается

в книге: Г у д ь е р и Х о д ж . Упругость и пластичность, ИЛ, 1961.
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потенциалов непосредственно из заданных граничных условий1),
с помощью дальнейшего использования теории функций комп-
лексного переменного.

В § 59 мы обнаружили, что компоненты усилия Fx, F , пере-
даваемого по дуге АВ, проведенной в материале, даются равен-
ством (90)

Fx+iFy = -»[1> (*) + * ? (г) + X' (i)]i (90')
Дуга АВ может составлять часть замкнутой границы, например,
границы отверстия, показанного на рис. 121. Тогда, если дви-
гаться от точки А к точке В так, чтобы материал оставался
слева, действующие на него силы будут равны —Fх и —Fy.

Примем теперь точку А за фиксиро-
ванную точку на границе отверстия, а
В за типичную точку на L. Считая, что
нагрузка на границе отверстия задана,
находим силы Fx, Fy как функции s
(рис. 121) в виде

i(Fx + iFy) = f1(s) + ih(s), (a)
(где f1 (s) и /2 (s)—действительные функ-

Рис. 121. ции. В уравнении (90') значение величи-
ны в скобках в левой части для фиксиро-

ванной точки А является некоторой постоянной С. Обозначая через z
координату подвижной точки В, можно выразить граничные
условия на краю отверстия в форме

I) = f1(s) + if2(s) на L. (99)

Для определения из этого уравнения двух комплексных потен-
циалов удобно заменить комплексную переменную z для любой
точки в физической области новой комплексной переменной £,
связанной зависимостью

z = (о (£), (100)
где (о (2)—подобранная соответствующим образом функция £.
Такое соотношение использовалось ранее [уравнение Ш, (стр. 193)]
для определения вида криволинейных координат. Теперь удобно
принять иную, хотя и близкую по смыслу, геометрическую интер-
претацию этой функции как конформного отображения.

Точка Р', определяемая комплексной координатой £, = £,-{-ir\
в плоскости £ (рис. 122, б) соответствует точке Р (или отображает-
ся в точку Р) на плоскости z (рис. 122, а), где z определяется фор-
мулой г = со(£). В общем случае гладкая кривая P'Q' отображается
в другую гладкую кривую PQ. Для задач теории упругости,

х ) Н. И. М у с х е л и ш в и л и , Некоторые основные задачи математической
теории упругости. См. примечание 1 на стр. 205.
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в которых рассматривается одно некруговое отверстие в бесконеч-
ной области, функция, осуществляющая конформное отображение,
будет выбираться таким образом, чтобы единичная окружность
р = 1 на плоскости £ отображалась на кривую L. При этом вместо
прямоугольных координат | , т) удобно использовать полярные
координаты р, 6. Функция со(£), кроме того, будет выбираться
таким образом, чтобы любая точка Р' (внутри окружности или
на ней) отображалась только в одну точку Р. Эта функция

Плоскость г

Рис. 122.

должна быть аналитической в каждой точке Р', которая отобра-
жается в «материальную» точку Р. В качестве такой функции
можно взять разложение в ряд Лорана

со (£) = Rt, + -у- + -JT + . . . f (б)

где R, е^ ег и т . д . — постоянные.
Тогда любая функция от г, скажем, ij)(z) или %' (г), будет

также функцией от £, получаемой заменой z на со(£).
Отсюда

Переходя к функциям от £, мы несколько изменим обозначения,
используя символы ф и t|) в другом смысле, а именно: функция
•ф [со (£)] в формулах (в) будет записываться в виде

ф(£)> (г)

а функция х' [ w (£)] в формулах (в) в виде

Ч>(£). (Д)

Если переписать граничное условие (99) в этих новых обозна-
чениях, то первый член в левой части станет равным просто ф(£).
Третий член станет равным а|з (£) и получается с помощью замены
каждого символа i в выражении г|з (?) на — t. Во втором члене в левой
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части (99) нужно заменить z на со(£). Прежде чем заменить
ij)' (z), следует учесть, что

| § = £ ф ( С ) | - Ф ' « ) 2 (e)

_ ! _ ! _ (Ж)
йг ~ dz ~ со' (£) * *-ж ;

В соответствии с этим второй член в (99) заменится выражением

) ] = - ^ . (и)

В правой части выражения (99) мы имеем комплексную функцию
положения точки на кривой L. Соответствующая точка на еди-
ничной окружности р = 1 может быть определена координатой 0
или eie. Полагая

о = есв, а = е - ' е , (к)

мы замечаем, что а есть в действительности значение £ для ха-
рактерной точки на единичной окружности. Таким образом,
правую часть уравнения (99) можно выразить как функцию от а
и записать

Ms)+ *'Ш = /(<*)• (л)
Постоянную С в выражении (99) можно исключить с помощью
простого добавления соответствующей постоянной к 1|з (или к %' (г)),
причем такое изменение не повлияет на распределение напряжений.
Функция / (а) соответствует нагрузке, приложенной между точ-
ками А и В, которая, согласно уравнению (а), задается в виде

F-Fy x

После этого граничное условие (99) принимает вид

Ф (а) + ^ - ф ' ( а ) + ф(а) = /(а). (101)
со'(а)

Это условие и служит основным в методах Н. И. Мусхелишвили.
Измененные обозначения совпадают с теми, которые использованы
в книге, указанной в сноске на стр. 205. Здесь излагаются лишь
начала методов, описанных в этой книге.

§ 68. Формулы для комплексных потенциалов *)

Нашей целью сейчас является отыскание потенциалов ф(£) и
г|;(£), удовлетворяющих граничным условиям (101) для любой
внешней точки £ единичного круга.

х) §§ 68 и 69 предполагают у читателя некоторые знания об интегрирова-
нии комплексных функций, отсутствующие в кратком обзоре, приведенном
в в§ 54 и 55.
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Здесь координата £ выбирается однажды и затем фиксируется.
Далее уравнение (101) умножается на 1/(а—£). Каждый член
после этого остается некоторой функцией от а и может быть
проинтегрирован по единичной окружности, обозначаемой далее
через у. Отсюда

Гф(о-Но-+Г а, (о) -,£)&+Гу$)<1а=П(о)Лг ( Ш 2 )

j О* Ь J СО' (О) ^ S j С L О G (д
у у v у

Значение этого шага состоит в том, что он устанавливает связь
с интегралами такого рода, используемыми в хорошо известной
интегральной теореме Коши—Гурса и интегральной формуле
Коших). Согласно этим теоремам (приводимым ниже в § 70)
первый интеграл в (102) определяется следующим образом:

J ^ f — 2 Ш Ф ( Е ) . (а)

если функция ф (£) является аналитической в каждой точке вне у,
включая точки на бесконечности. Значения ф(сг) на у должны
сохранять непрерывность при переходе к значениям ф(£) вне
единичного круга. Третий интеграл в (102), как можно показать,
обращается в нуль, если функция •ф(̂ ) является аналитической
в любой точке £ вне у, включая точки на бесконечности. Кроме
того, функция i|)(cr) должна быть непрерывной при переходе
к if>(£). Второй интеграл в (102) можно вычислить, если со(£)
является рациональной функцией, т. е. отношением двух поли-
номов. Для частного случая, который рассматривается для ил-
люстрации в § 71, этот интеграл равен нулю, и уравнение (102)
дает выражение для ф(£) в виде

Уравнение (102) также ведет к подобной формуле для г|)(£), как
мы увидим позже (§ 72).

Требование, чтобы функции <р (£) и г|з (£) были аналитическими
вне у, накладывает некоторые ограничения на типы задач, кото-
рые можно решать этим методом. Сейчас мы рассмотрим эти
ограничения.

J ) См., например, R. V. C h u r c h i l l , Complex Variables and Appli-
cations, изд. 2 гл. 5, McGraw-Hill, New York, 1960. [См. также А. И. Map-
к у ш е в и ч. Краткий курс теории аналитических функций, Физматгиз, 1961
(Прим. перев.)].
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§ 69. Свойства напряжений и деформаций, отвечающих
комплексным потенциалам, аналитическим в области материала,

расположенной вокруг отверстия

Предположим, что отображающая функция ю (£) является
всюду аналитической в области, занятой материалом. Следова-
тельно, если потенциалы являются аналитическими функциями
от £, то они останутся аналитическими, будучи выраженными
как функции от г в любой точке рассматриваемой области. От-
сюда следует, что аналитическими функциями являются и все
их производные. Из свойства аналитичности вытекает непрерыв-
ность этих функций. В частности, они приобретают свое перво-
начальное значение при обходе любого замкнутого контура,
окружающего отверстие и лежащего внутри материала. Отсюда
также следует, что их сопряженные функции, а также действи-
тельные и комплексные части порознь непрерывных).

Зная это, мы можем с использованием уравнений (86)—(91)
установить следующие характеристические свойства напряженных
состояний, представимых с помощью аналитических потенциалов.

1. Согласно уравнениям (87) и (88) компоненты напряжений
являются непрерывными2).

2. Согласно уравнению (86) компоненты перемещений явля-
ются непрерывными. Таким образом, напряженное состояние,
даваемое решением, не может содержать дислокаций.

3. Согласно уравнению (90) полное усилие, действующее на
любой контур, равно нулю. Следовательно, должна быть равна
нулю и результирующая усилий, приложенных к границе от-
верстия.

4. Согласно уравнению (91) результирующий момент усилий,
приложенных к границе отверстия, должен быть равным нулю.

Кроме того, если начало координат лежит внутри отверстия,
то всякая функция F(z), аналитическая в области материала во
всех точках, включая точки на бесконечности, допускает разло-
жение в ряд Лорана

где с0, сх и т. д.—постоянные. Рассматриваемые потенциалы i|) (г)
и x(z)> таким образом, также допускают такое разложение.
Тогда из уравнений (87) и (88) следует, что

1) Д л я доказательства этих свойств смт, например, упомянутую выше
книгу Черчилля (Churchill) гл. 2. [См. также упомянутую выше книгу
А. И. Маркушевича гл. 2. (Прим. ред.)]

2 ) Примеры потенциалов, представляющих разрывные напряженные состо-
яния, привели Гудьер и Уилхойт (J . N. G o o d i e r , J . С. W i l h o i t , Proc.
4th Ann. Midwest Conf. Solid Mech., Univ. Texas, 1959, стр. 152—170).
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5. Компоненты напряжений на бесконечности обращаются
в нуль. Таким образом, на бесконечности нет никакой на-
грузки, так как, согласно свойствам (3) и (4), результиру-
ющие сила или момент для бесконечного контура будут равны
нулюх).

Из этих свойств ясно, что напряжения и деформации, пред-
ставленные аналитическими потенциалами, должны отвечать само-
уравновешенному нагружению на границе отверстия.

Это ограничение не является чрезмерно сильным. Например,
влияние ненагруженного отверстия в бесконечной области с на-
гружением границы на бесконечности (см., например, задачу,
изображенную на рис. 118) можно найти, если сначала отыскать
напряжения при отсутствии отверстия. Это вызывает некоторое
нагружение на кривой, отвечающей отверстию, однако в силу
того, что материал, заполняющий отверстие, находится в равно-
весии, это нагружение является самоуравновешенным. Далее
нам нужно определить напряжения вне отверстия, вызванные
равным по величине и противоположным по знаку нагружением
границы отверстия и обращающиеся в нуль на бесконечности.
Эта задача отвечает требованиям 1—5 для аналитических потен-
циалов.

Если требуется исследовать нагружение на границе отверстия,
которое имеет ненулевые результирующие усилие и момент, можно
исходить из решения для сосредоточенной силы, представленного
в части (ж) задачи 2 на стр. 197, придавая силе требуемое ре-
зультирующее значение. Сюда можно добавить решение для
момента, представленное в части (а) той же задачи, считая Ь
равным бесконечности и а—очень малым. Эти решения отвечают
нагрузке, действующей на границе отверстия, которая обладает
заданными результирующей силой и результирующим моментом,
но распределена иначе, чем требуется. Заданное распределение
нагрузки достигается введением некоторого доступного опреде-
лению нагружения на границе отверстия, причем задача о таком
нагружении отвечает требованиям, вытекающим из свойств ана-
литических потенциалов.

Если требуется получить дислокационное решение, то можно
исходить из решений, представленных в частях (д) и (е) той же
задачи, принимая заданные величины дислокационного переноса
или вращения, и полученная таким образом задача будет удов-
летворять требованиям, вытекающим из свойств аналитических
потенциалов.

Потенциалы для каждой "Отдельной части задачи 2 на стр. 197,
разумеется, не будут оба аналитическими всюду в области

х) Для бесконечной граничной кривой обращение в нуль компонент на-
пряжений не обязательно влечет за собой равенство нулю результирующих.
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материала, поскольку In г не является непрерывной функцией для
любого замкнутого контура, окружающего начало координат,
а также потому, что функции z и г2 не являются аналитическими
всюду в области, включающей бесконечность.

§ 70. Теоремы для граничных интегралов

При установлении теорем, упомянутых в §68, начнем с урав-
нения (а) стр. 217. Если в области вне у функция ср (£) является
аналитической всюду, включая бесконечность, то ее можно раз-
ложить в ряд Лорана

cp(£) = f- + - ^ + . . , . (a)

Постоянная а0 не включается, поскольку она не влияет на на-
пряжения1).

На рис. 123 вычерчена окружность большого радиуса Г,
концентрическая с у. Поскольку функция ф(£) является анали-
тической в области, ограниченной контуром со стрелками, мож-
но применить интегральную формулу Коши, получаем

2*ME) = J ^ - j £ M f . (б)
Г V

где £—любая точка в этой области;
обозначение t используется для то-
чек, принадлежащих окружности Г,
а о-—как и раньше, для точек на
окружности у- Но первый интеграл
по контуру Г равен нулю. Чтобы по-
казать это, заметим сначала, что раз-
ложение (а) сохраняет силу на Г,
если заменить £ на t. Отсюда

Рис.123. *<р(0 = я1 + - у - + - . . , (в)

и так как этот ряд сходится, то функция tq>(t) является огра-
ниченной. Мы можем ввести положительную постоянную С такую,
что

| * | | < р ( О | < С , (г)

где \t\ обозначает модуль (абсолютное значение)/, т. е. радиус/?
на рис. 123. Постоянную С можно выбрать таким образом, чтобы
неравенство (г) сохраняло силу для всех значений R, больших

х) Когда позже этот потенциал будет использоваться для определения
перемещений, мы сможем добавлять члены, отвечающие движению абсолютно
твердого тела.
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некоторого значения Ro. Например, Ro может соответствовать
наибольшему значению 11 \ | ф (t) |.

Записывая
, _ Г Ф (t)dt . , . ^ Г• | ф (0 | | dt\ . ..
1 — \ 1—Т~ > I 11 ^= \ — П — м — ' ' " '

г г

заменим каждую из величин под знаком интеграла в (д) таким
образом, чтобы величина интеграла увеличилась. Сначала заме-
ним | ф (t) | на С/\ 11, что в силу (г) означает увеличение этой
величины. Для замены \dt\ записываем

/ = Re'B, dt = iReiedQ, \dt\ = RdQ, (e)

что не меняет величины этого выражения. При замене \t — £|
в знаменателе мы не уменьшим значения интеграла, приняв
взамен величину R—р. Из треугольника, представленного на
рис. 123, видно, что

Отсюда, возвращаясь к (д), получаем
2я

Мы можем неограниченно увеличивать R, не меняя С, и при
этом р будет, разумеется, оставаться фиксированным благодаря
выбору определенного значения £. Предельное значение 11г \ при
этом, очевидно, будет равно нулю. Однако, увеличивая R, мы
деформируем Г таким способом, который не может изменить
значения интегралов в уравнении (д). Следовательно, 11Х\ должно
обращаться в нуль, если R — конечно. Теперь первый интеграл
в формуле (б) можно опустить. При этом останется равенство

^ , (103)
7

которое совпадает с равенством (а), § 68, что и даст требуемый
результат1). Покажем далее, что третий интеграл в соотноше-
нии (102) обращается в нуль, т. е. что

) ( a ) d a
г = 0 . (104)

v
Поскольку -ф (£) должна быть аналитической повсюду вне у,
включая бесконечность, она допускает разложение в ряд Лорана

I K ? ) = 4 L + W + - - - . (к)

*) По терминологии Н. И. Мусхелишвили, это—интегральная формула
Коши для внешней области.
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где снова опущен постоянный член, не влияющий на напряжен-
ное состояние. При доказательстве нам придется рассматривать £
не только для точек вне окружности у, но и внутри нее. Для
ясности введем обозначения:

£0 для точек вне у,
£i для точек внутри у.

Таким образом, в (104) и (к) мы запишем £0 вместо £. В (к) мы
можем величины справа и слева заменить сопряженными вели-
чинами. Отсюда

$(£,) ^ + + ... (л )
So to

Этот ряд, разумеется, сходится при любых £„• Однако при этом

Со = Рое'9, Го = Рое-", - ^ = 1 е » , (м)
где, очевидно, р о > 1. Следовательно, величина 1/р0 изображается
на плоскости £ точкой, лежащей внутри у. Таким образом, можно
представить любую внутреннюю точку £,г. Согласно уравнению (к)
это означает, что мы имеем некоторую функцию Ffej), равную
-ф- (£0) и представляемую сходящимся рядом

Очевидно, функция F (t,^ является аналитической внутри у.
Если обозначить теперь через £ координату любой точки вне у,
не совпадающую с &, то функция

(Ci -О
также является аналитической внутри у. Следовательно, согласно
интегральной теореме Коши, ее интеграл по любому контуру
внутри у равен нулю. Этот контур можно совместить с у, откуда

^ f = o . ( 0 )

v
Однако поскольку о = е{а, то а=1/а. В силу этого из (н) полу-
чаем

Когда £х —• о, то о̂ —»- ст, и тогда ряд в (л) совпадает с рядом в (п).
Отсюда

Это означает, что уравнение (о) приводит к уравнению (104),
что и требовалось доказать.
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Мы рассматривали здесь первый и третий интегралы в урав-
нении (102) из § 68. Второй интеграл будет рассмотрен в § 71
для отображающей функции ©(£) частного вида.

§ 71. Отображающая функция ю(£) для эллиптического
отверстия. Второй граничный интеграл

Если принять

2 = со (0 при e(C) = /?(c + f ) , (Ю5)

где R — любая положительная, am.—положительная постоянная,
меньшая единицы, то получаем

( - . i l ) sin 8. (a)

Единичная окружность у на плоскости £ отображается на эллипс
на плоскости г с полуосями

a = R(l-{-tn), b = R(l—т), (б)

а внешняя концентрическая окружность—на внешний софокусный
эллипс.

Для второго интеграла в уравнении (102) находим

Поскольку а = 1/<х, отсюда имеем
со (а) 1 а 2 + т , •.

ш' (а) ~ а 1—та2 ' ( г '

Следовательно, второй интеграл принимает вид

V

где мы снова пишем £„ вместо t,, чтобы подчеркнуть тот факт,
что £ представляет здесь некоторую произвольно выбранную
точку вне у. Покажем теперь, что, согласно интегральной тео-
реме Коши, интеграл /2 обращается в нуль. Рассмотрим возмож-
ность того, что все подынтегральное выражение равно /(сг), т. е.
совпадает на у со значением аналитической функции /(d), где
£i—любая точка внутри у. Свойство непрерывности следует из
условия

Отсюда, учитывая (д), можно получить
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Члены 1—mt,l и £t—£0 в знаменателе не вызывают трудностей:
они не равны нулю, так как т < 1 и £0 берется вне у. Учитывая
разложение (а) из § 70, получаем

Это выражение является аналитическим, так как продифферен-
цированный ряд для ф' (£), полученный из (а) § 70, является
аналитической функцией, если £ находится вне у, то есть если
1/£ находится внутри у. Очевидно, функция / ( Q является ана-
литической по у. Следовательно, интеграл от нее по контуру у,
то есть /2 в (д), согласно теореме Коши, равен нулю.

Этот результат, вместе с результатами в § 70, доказывает
формулу (б) из § 68 для задачи об эллиптическом отверстии.

§ 72. Эллиптическое отверстие. Формула для г|э(5)

Исходное граничное условие (101), можно привести к сопря-
женной форме

а затем к форме
у (a) do . Г 1+wo 2 , , , da Cty(o)do_ Г J&da

где С обозначает точку вне контура у.
Согласно уравнению (л) § 70 первый интеграл обращается

в нуль, если заменить i|) на функцию ср, обладающей всеми свой-
ствами, которые требовались от if в § 70. Заметим, что это
обстоятельство относится к отверстиям не только эллиптической
формы. Для второго интеграла, применяя теорему (103), т. е.
интегральную формулу Коши для внешней области, получаем

da <.l + mt2 , ,... .,.

v
В формуле (103) мы заменяем—<р(£) функцией, стоящей в правой
части (б), с учетом того, что эта функция является аналитиче-
ской всюду вне у, включая точки на бесконечности. Третий
интеграл в (106), в силу той же теоремы, принимает вид

J ^ (в)
У

Таким образом, формула (106) приводится к форме

_ 1 С Ца) da rX + m^\>lt\
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Выписывая снова формулу (б) § 68

V
получаем в виде (г) и (д) формулы для функций ф(£) и
выраженных через заданные самоуравновешенные нагрузки на
границе отверстия. Разумеется, формула (г) справедлива только
для эллиптического отверстия*), тогда как формула (д) не свя-
зана с этим ограничением.

§ 73. Эллиптическое отверстие. Частные задачи

На рис. 124 показано эллиптическое отверстие, свободное ог
нагрузки, причем напряжения вызываются приложением равно-
мерного растягивающего усилия 5 на бесконечности под углом р
к оси х. Эта задача была ре-
шена в § 63 с помощью пря-
мого выбора комплексных потен-
циалов, обладающих соответст-
вующими свойствами. Сейчас мы
выведем эти потенциалы, поль-
зуясь методом Н. И. Мусхели-
швили.

В соответствии с § 69 мы бу-
дем искать аналитические потен-
циалы, которые следует нало-
жить на поле простого растяжения, действующего всюду в обла-
сти при отсутствии отверстия. Сила, передаваемая через дугу
АВ (рис. 124), в соответствии с § 59 составляет

F%+iFl = S(y'B-y'A)e». (a)

При г' — х' + iy' в общем случае получаем

z'=e-'h (б)
и для эллипса

» ( £ ) (в)
Отождествляя а с В, можно переписать соотношение (а) в виде

Fl + iF°y = SR± [a + -£--l-m-e**(i- + /n<r-l-m)]. (г)

Аналитические потенциалы дают возможность снять с контура
эллипса эти усилия. Иначе говоря, они должны отвечать функции

1) Обобщение этой формулы на любую рациональную отображающую
функцию см. в книге Н. И. Мусхелишвили, упомянутой в примечании 1 на
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^(0), определяемой формулой

/ И = i (Fx + iFy) = ~ i (П + iF°y) =
= —jSR [(1 -пи**)о + (т-е**)±.-(1 + т)(\ _e«*P)J . (д)

Подстановка ее в уравнение (д) § 72 для определения ср(£), при-
водит к трем легко вычисляемым интегралам. Получаем

- о , J
V V V

Первые два результата следуют сразу же из интегральной тео-
ремы Коши для единичного круга,
когда £ обозначает точку вне его. Вы-
ражение для третьего интеграла сле-
дует из теоремы Коши для внешней

\А области или из теоремы о вычетах
для внутренней области. Отсюда

G 1.

3
С г/

_ ' W)**
- 2m) a-r ~

Рис. 125. -e«»)*. (e)

Чтобы определить Ч>(£), используем формулу (г), § 72. Согласно
формуле (д) имеем

/ (а) = —j SR\(\ -me-*®) -i + (m -е~2®) о—

Чтобы вычислить интеграл, снова воспользуемся формулами (107).
Отсюда

1\ $^ 1 ] (и)Ч> (I) = - 1 S R \(т - е«»)

Компоненты напряжения в системе координат х, у теперь можно
найти из производных от <р (£) и \\> (С) по г. Криволинейные ком-
поненты, отвечающие эллипсам на плоскости z, на которые ото-
бражаются окружности р > 1, а также ортогональные им гипер-
болы, на которые отображаются лучи 0?= const, можно получить
по формулам типа (92) и (93) или (96) и (97). Перемещения
определяются из уравнений (86) или (98).

В качестве второй иллюстративной задачи рассмотрим эллип-
тическое отверстие (рис. 125) с равномерно распределенным нор-
мальным давлением р на участках границы ОАС и DEF; участки
CD и FG остаются ненагруженными. Точки С, G, D, F имеют
координаты гг, г±, —гл, —г1г а соответствующие им точки на у
в плоскости £--это alt а1 ( — а1( —а г .
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Обозначая через z координату точки В на эллипсе внутри
участка GC, имеем

Fx + iFy = pi(z—a) для дуги GAC.

От точки С до D это усилие остается постоянным. Отсюда

Fx + iFy = pi(zl — a) для дуги CD.

Таким образом, получаем

F3C + iFy = pi(z1 — a + z+~z1) для дуги DEF
и _

Fx + iFy = pi(z1—a) для дуги FG.

Соответственно функция / (а) = i (Fx -j- iFy) определяется формулами

для дуги GAC,

— р Г R ( ах + - ^ Ц — а] для дуги CD,

(к)

для дуги
для дуги FG.

Членом —а в каждой скобке можно пренебречь. Нагрузка опре-
деляется изменением функции f(a). Из формулы (д) § 72 получаем

rfa

- a ,

• (л)

-a,

Интегралы можно вычислить, беря неопределенные интегралы и
подставляя пределы. Отсюда

о

• (м)
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Эту формулу можно упростить, приведя ее к виду

Функцию г|э(£) можно теперь найти из выражения (д) § 72, по-
строив /(сг) согласно формуле (к). Интегрирование производится
так же, как и в (л), что в результате дает

Затем, после некоторых упрощений, получаем

Имея окончательные формулы для двух комплексных потенциа-
лов, определяемых уравнениями (н) и (п), выражения для пере-
мещения и напряжения можно получить из общих формул
(96)-(98).

З А Д А Ч И

1. Проверить, что решение, представленное зависимостями (ж) и (к) из
§ 73, ведет к тем же результатам, что и решение, приведённое в § 63 для
напряжения на концах большой и малой осей эллиптического отверстия.

2. Получить из решения, указанного в § 73 для задачи, соответствующей
рис. 125, потенциалы ср(£) и •>(> (£) для случая давления р, действующего во
всех точках границы эллиптического отверстия. Проверить, что напряжения,
определенные йа нонцах большой и малой осей, согласуются с результатами,
приведенными в § 62.

3. Рассмотрим пластинку с эллиптическим отверстием, показанную на
рис. 124. Предположим, что на бесконечности действует система напряжений
o\, = S l P Oy^St, *xy — Q (вместо растяжения S под углом р\ что показано на
рис. 124). а) Найти выражения для напряжений у отверстия, б) Проверить
этот результат разными способами, используя известные результаты для эл-
липтического и кругового отверстий, в) Показать, что если Si/S1 = b/a, то
напряжение около отверстия остается одним и тем же по всей границе отвер-
стия1), г) Показать, что если напряженное состояние на бесконечности пред-
ставляет собой чистый сдвиг под углом 45° к осям эллипса, то наибольшее
напряжение около отверстия действует по концам большой оси и соответствует
коэффициенту концентрации напряжений 2[1-(-(а/6)].

Ц A. J . D u r e l I i, W . M. M u r r a y , P r o c . Soc. E x p t l . Stress A n a l . 1,
1 (1943).



Глава 7

АНАЛИЗ НАПРЯЖЕНИЙ И ДЕФОРМАЦИЙ
В ПРОСТРАНСТВЕННОМ СЛУЧАЕ

N

§ 74. Введение

Предыдущие главы (исключая предварительное изложение
основ теории упругости в главе 1) касались двумерных задач.
Настоящая глава, так же как и последующая, посвящена даль-
нейшим общим вопросам, которые важны для решения рассмат-
риваемых далее задач. В данной главе анализ напряжений пол-
ностью отделен от анализа деформаций и не вводятся никакие
зависимости между напряжени-
ями и деформациями. Эти ре-
зультаты приложимы к напря-
жениям, возникающим в любой
(сплошной) среде, например в
вязкой жидкости или в пласти-
ческом твердом теле, и то же
самое справедливо в отношении
деформаций.

Обратимся к общему случаю
распределения напряжений в трех
измерениях. Уже было показано
(см. § 4), что напряжения, дей-
ствующие на шести гранях куби-
ческого элемента, можно описать
шестью компонентами напряжения, а именно тремя нормальными
напряжениями ах, ау, аг и тремя касательными напряжениями
хху = гуХ>

 xxz—xzx> xyz~xzy Если в некоторой точке эти компо-
ненты напряжения известны, то из уравнений статики можно
определить напряжения, действующие на любой наклонной пло-
щадке, проходящей через эту точку. Пусть О—некоторая точка
напряженного тела. Допустим, что нам известны напряжения
для координатных плоскостей ху, xz, yz (рис. 126). Чтобы по-
лучить напряжения на некоторой наклонной площадке, прохо-
дящей через точку О, рассмотрим плоскость BCD, параллель-
ную этой площадке и находящуюся на малом расстоянии от
точки О, так что эта плоскость вместе с координатными плос-
костями вырезает из тела некоторый очень малый тетраэдр BCDO.

Рис. 126.
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Поскольку напряжения по объему тела изменяются непрерывно,
то напряжения на площадке BCD будут приближаться к напря-
жениям на параллельной площадке, проходящей через точку О,
если устремить к нулю размеры тетраэдра.

При рассмотрении условий равновесия элементарного тетра-
эдра объемными силами можно пренебречь (см. стр. 25). Далее,
в силу того, что элемент очень мал, можно пренебречь измене-
нием напряжений на его гранях и считать что напряжения рас-
пределены равномерно. В силу этого усилия, действующие на
тетраэдр, можно определить путем умножения компонент напря-
жения на площади граней. Если обозначить через А площадь
грани BCD тетраэдра, то площади трех других граней полу-
чаются с помощью проектирования А на три координатные
плоскости. Если обозначить через N нормаль к площадке BCD
и, кроме того, ввести обозначения

cos (Nx) = /,
cos(Ny)=m,
cos (Nz) = «, (a)

то площади трех других граней тетраэдра будут равны

Al, Am, An.

Обозначим через X, Y, Z три компоненты напряжения, парал-
лельные координатным осям и действующие на наклонной пло-
щадке BCD; тогда компонента усилия, действующего на грани
BCD в направлении оси х, равна АХ. Аналогично компоненты
усилий в направлении оси х, действующие на трех других гра-
нях тетраэдра, равны — А1ах, — Атхху, — Апххг. Соответствующее
уравнение равновесия тетраэдра имеет вид

АХ —Alaх — Атхху — Апххг = 0.

Подобным же образом, проектируя все силы на оси у и г, можно
получить два других уравнения равновесия. После сокращения
на множитель А уравнения равновесия тетраэдра можно записать
в виде

Х = ах1 + ххут + ххгп,
У = тяу/ + <yn + T^ft, (108)

Таким образом, компоненты напряжения на любой площадке,
определяемой направляющими косинусами /, т, п, можно легко
найти из уравнений (108), если в точке О известны шесть ком-
понент напряжения ох, оу, хху, ххг, хуг.
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§ 75. Главные напряжения

Рассмотрим теперь нормальную компоненту напряжения о„,
действующего на площадке BCD (рис. 126). Используя обозна-
чения (а) § 74 для направляющих косинусов, находим, что

on = Xl + Ytn + Zn, (a)

или, после подстановки значений X, Y, Z из уравнений (108),

о„ = <тж/
2 + оут* + огп* + 2хугтп + 2ххг In + 2хху lm. (109)

Изменение ап в зависимости от направления нормали N можно
представить геометрически следующим образом. Придадим на-
правление N вектору, длина которого г обратно пропорциональна
квадратному корню из абсолютного значения напряжения а„,
т. е. для которого

/ \ (б)

где k—постоянный коэффициент. Координаты конца этого век-
тора выразятся формулами

х = 1г, у — тг, г = пг. (в)

Подставляя в уравнение (109), согласно соотношению (б),

а также, согласно формулам (в), значения /, т, п, находим1)

± k* = охх* + оуу* + огг* + 2хугуг + 2хгхгх + 2ххуху. (ПО)

При вращении плоскости BCD вокруг точки О конец вектора
г всегда лежит на поверхности второго порядка, определяемой
уравнением (ПО).

Хорошо известно, что для поверхности второго порядка,
определяемой уравнением (110), всегда можно направить оси
х, у, z так, чтобы обратились в нуль члены, содержащие произ-
ведения координат. Это означает, что мы всегда можем найти
три такие перпендикулярные плоскости, для которых хуг, хгх, хху

обращаются в нуль. Таким образом, результирующие напряже-
ния на этих плоскостях будут перпендикулярны площадкам, на
которых они действуют. Мы назовем эти напряжения главными

х) Знаки «плюс» или «минус» в уравнении (г) и соответственно в уравне-
нии (110) используются в зависимости от того, растягивающим или сжимаю-
щим является нормальное напряжение а„. Если все три главных напряжения
являются напряжениями одного знака, нужен только один из двух знаков,
и поверхность (ПО) является эллипсоидом. Если же не все главные напря-
жения имеют одинаковый знак, то в формуле (110) нужно сохранить оба
знака. При этом поверхность, представляемая теперь двумя уравнениями (ПО),
состоит из сочетания двухполостного гиперболоида с однополостным гипербо-
лоидом, которые обладают общим асимптотическим конусом.
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напряжениями, их направления—главными направлениями, а пло-
щадки, по которым они действуют,— главными площадками. Можно
видеть, что эти напряжения полностью определены в любой
точке, если заданы направления главных осей и величины трех
главных напряжений. Поверхность,определяемая уравнением (110),
должна быть одной и той же независимо от выбора осей х, у, z.

§ 76. Эллипсоид напряжений и направляющая поверхность
напряжений

Если совместить координатные оси х, у, z с направлениями
главных осей, то определение напряжений на любой наклонной
площадке становится очень простым. Касательные напряжения
туг, т2Х, хху в этом случае равны нулю, и уравнения (108) при-
нимают вид

Z = azn. ( I l l )

Подставляя значения /, m, n из этих уравнений в хорошо из-
вестное соотношение /2 + пг2 + п2 = 1, находим

Y2 V2 72

jr+^ + jr=L (112)
ах оу аг

Эта зависимость означает, что если для каждой наклонной
площадки, проходящей через точку О, напряжение представляется
вектором, исходящим из точки О, с компонентами X, Y, Z, то
концы этих векторов лежат на поверхности эллипсоида, опреде-
ляемого уравнением (112). Этот эллипсоид называется эллипсои-
дом напряжений. Его полуоси представляют главные напряжения
в данной точке. Отсюда можно сделать вывод, что максимальное
напряжение в любой точке представляет собой наибольшее из трех
главных напряжений в этой точке.

Если два из трех главных напряжений численно равны,
эллипсоид напряжений становится эллипсоидом вращения. Если
эти численно равные напряжения имеют один и тот же знак,
результирующие напряжения на всех площадках, проходящих
через ось вращения эллипсоида, будут равны и перпендикулярны
к площадкам, на которых они действуют. В этом случае напря-
жения на любых двух перпендикулярных площадках, проходящих
через эту ось, можно рассматривать как главные. Если все три
главных напряжения равны и имеют один и тот же знак, эллип-
соид напряжений становится сферой и любые три перпендику-
лярных направления могут рассматриваться как главные оси.
Когда одно из главных напряжений равно нулю, эллипсоид
напряжений сводится к эллипсу на плоскости, и векторы, пред-
ставляющие напряжения на всех площадках, проходящих через
данную точку, лежат в той же плоскости. Такое напряженное
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состояние называется плоским и уже обсуждалось в предыдущих
главах. Если два главных напряжения равны нулю, получаем
случай простого растяжения или сжатия.

Каждый радиус-вектор эллипсоида напряжений представляет в некотором
масштабе напряжение по одной из площадок, проходящих через центр эллип-
соида. Чтобы найти эту площадку, воспользуемся, наряду с эллипсоидом на-
пряжений (112), направляющей поверхностью напряжений, определяемой урав-
нением

—+-£•+—=1. (из)
ох оу аг

Напряжения, представленные радиусом-вектором эллипсоида напряжений,
действуют на площадке, параллельной касательной плоскости к направляющей
поверхности напряжений в точке ее пересечения с названным радиусом-векто-
ром. Это можно показать следующим образом. Уравнение касательной плос-
кости к направляющей поверхности напряжений (113) в некоторой точке
с координатами х0, у0, z0, представляется в виде

ххо i УУо i г г о 1 /_\

^ + + Г ь (а)

Обозначая через h длину перпендикуляра, опущенного из начала координат
на вышеупомянутую касательную плоскость, а через /, т, п—-направляющие
косинусы этого перпендикуляра, можно записать уравнение этой касательной
плоскости в форме

lx-\-my-\-nz = h. (б)

Сравнивая выражения (а) и (б), находим

_х^_ _ysh_ _Zoh_ .
°*~ / ' аУ~ т ' °z~ п ' ( В ;

Подставляя эти значения в уравнения (111), получаем

т. е. компоненты напряжения на площадке с направляющими косинусами
/, т, п, пропорциональные координатам х0, у0, г0. Следовательно, вектор,
представляющий напряжение, как отмечалось выше, проходит через точку
с координатами х0, у„, г0

 х ) .

§ 77. Определение главных напряжений

Если известны компоненты напряжения для трех координат-
ных плоскостей, то мы можем определить направления и вели-
чины главных напряжений, используя то свойство, что главные
напряжения перпендикулярны к плоскостям, на которых они
действуют. Обозначим через /, т, п направляющие косинусы
некоторой главной площадки, а через 5—величину главного

г) Другой метод представления напряжения в точке с использованием
окружностей развил Мор (О. Moh r, Technische Mechanik, изд. 2, стр. 192, 1914).
См. также A. F o p р 1, L. F 6 р р 1, Drang und Zwang, т. 1, стр.9; Н. М. Wes-
t e r g a a r d, Z. Angew. Math. Mech. 4, 520 (1924). Окружности Мора приме-
нялись нами при исследовании двумерных задач (см. § 9).
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напряжения, действующего на ней. Тогда компоненты этого
напряжения будут определяться формулами

Z = Sn.

Подставляя эти компоненты в уравнение (108), получаем

(S—ах)1 — ххут — xxzti = 0,
— xxyl + {S—ay)m — %yzn=Q, (a)

— XJ — V m + (S — a,)n = 0.

Это—три однородные линейные уравнения относительно неиз-
вестных /, т, п. Они дают решения, отличные от нуля только
в том случае, если определитель системы уравнений равен нулю.
Вычисляя этот определитель и приравнивая его нулю, получаем
следующее кубическое уравнение относительно S:

y y y

—(axoyoz + 2xyzxxzxxy—oxxl2 — oyxxz—ozxxy) = 0. (114)
Три корня этого уравнения дают значения трех главных напря-
жений Sj, S2, S3. Подставляя каждое из этих напряжений в урав-
нения (а) и используя зависимость /2 + т2 + п? = 1, мы можем
найти три системы направляющих косинусов для трех главных
площадок.

§ 78. Инварианты напряжений

Считая, что напряженное состояние задано, т. е. заданы
главные напряжения и главные оси, мы можем, разумеется,
описать его с помощью компонент напряжения в любой системе
координат х, у, г. Вне зависимости от выбора ориентации этих
осей уравнение (114) должно дать для 5 те же самые три корня.
Следовательно, и коэффициенты этого уравнения должны быть
всегда одними и теми же. В качестве осей х, у, г можно выбрать
сами главные оси. Тогда величины ох, ау, аг будут равны Slt

S2, S3 (в том или ином порядке), а тху, %yz, xzx будут равны
нулю. Отсюда инвариантные значения коэффициентов в уравне-
нии (114) определяются выражениями

(a)
охоу + ауаг + ozax - х\у-х\г-х\г = 5Х52 + S2S3 + S3St, (б)

= ЗА^з- (в)

Выражения в левых частях уравнений называются инвариантами
напряжений. Очевидно, из них можно сформировать и другие
инварианты. Обозначая выражения в левых частях (а), (б) и (в)
соответственно через /,, /2, /3, легко проверить, что

y + ̂ , + i^ = 2Il-bIv (г)
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Следовательно, выражение в левой части этого уравнения также
является инвариантом. Он встретится нам позже при исследо-
вании энергии деформации.

§ 79. Определение максимального касательного напряжения

Пусть через х, у, z обозначены главные оси, в силу чего
ах, ау, аг — главные напряжения, а через /, т, п обозначены
направляющие косинусы некоторой заданной площадки. Тогда,
согласно уравнениям (111), квадрат полного напряжения на этой
площадке равен

S2 = X2 + Y2 + Z2 = а\12 + ojm» + ajn*.

Квадрат же нормальной компоненты напряжения на той же пло-
щадке, согласно уравнению (109), есть

2)*. (а)

Тогда квадрат касательного напряжения на той же площадке
должен быть равен

t 2 = S 2 — а2 = а|/2 + о2т2 + а\пг—{ах1
2 + вут* + вгп

2)2- (б)

Теперь исключим один из направляющих косинусов, скажем п,
из этого уравнения, используя зависимость

I2 + т2 + п2 = 1,
а затем определим / и т таким образом, чтобы сделать напря-
жение х максимальным. После подстановки па = 1—12—т2 в вы-
ражение (б), вычисления производных от этого выражения по /
и /л и приравнивания этих производных нулю, получаем следу-
ющие уравнения для определения направляющих косинусов пло-
щадок, для которых т достигает минимума или максимума

0,

т [(ох-ог)12 + (ву-ог)т*-±(оу-ог)\ =0.

Одно из решений этих уравнений можно получить, положив
1--т — 0. Можно получить также решения, отличные от нуля.
Приняв, например, / = 0, находим из второго уравнения (в), что
tn = ±]/~2, а приняв т = 0, находим из первого уравнения (в),
что 1 = ±У~2. Решений уравнений (в), в которых и / и т от-
личны от нуля, вообще говоря, не существует, так как в этом
случае выражения в квадратных скобках не могут одновременно
обращаться в нули.

Повторяя вышеприведенные рассуждения, но с исключением
из уравнения (б) значения /, а затем т, приходим в конце кон-
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цов к таблице значений направляющих косинусов, доставляющих
т максимум или минимум (табл. 5).

Т А Б Л И Ц А 5

Направляющие косинусы для плоскостей т т а х и Tm i n

/ =

т =

п =

0

0

±1

0

±1

0

±1

0

0

0

±1//2

±1//"2

0

±1/V~2

±ЧУ2

±l/V"2

0

Первые три столбца дают направления координатных плоско-
стей, совпадающих, как и предполагалось вначале, с главными
площадками. По этим плоскостям касательные напряжения равны
нулю, т. е. выражение (б) минимально. Три других столбца дают
плоскости, проходящие через каждую из координатных осей и
делящие пополам угол между двумя другими главными осями.
Подставляя направляющие косинусы этих трех плоскостей в вы-
ражение (б), получаем следующие значения касательных напря-
жений на этих главных площадках:

т = ± у ( а „ — а , ) ; т = ± 1 ( а , — а , ) , т = ± 1 ( а , —а„). (115)

Из формул (115) следует, что максимальные касательные напря-
жения действуют по площадке, делящей пополам угол между
максимальным и минимальным главными напряжениями, и что
их величины равны половине разности между этими главными
напряжениями.

Если оси х, у, г, показанные на рис. 126, совпадают с на-
правлениями главных напряжений и если OB = 0C — 0D, т. е.
нормаль к наклонной грани тетраэдра имеет направляющие ко-
синусы l = m = n= l/l/\3, то нормальное напряжение на этой гра-
ни, определяемое формулой (109), равно

оп = ̂ (ох + аи + аж). (г)

Это напряжение называется средним напряжением. Касательное
напряжение на этой же грани определяется, согласно формуле (б),
в виде

= у К + о* + о») -±(ох + ог)\
Эту зависимость можно также переписать так:

*2 = W \ (°х - °у)2 + К - °zY + (О, ~



§ 80] ОДНОРОДНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 237

или, используя формулу (г),

т2 = 4- \(ох—оО2 + (ог„—(Тя)
2 + (о-г — 0„)2].

Это касательное напряжение называется октаэдршеским каса-
тельным напряжением, поскольку грань, на которой оно дейст-
вует, является гранью правильного октаэдра, вершины которого
располагаются на осях. Это напряжение часто используется
в теории пластичности.

§ 80. Однородная деформация

Мы будем рассматривать здесь лишь малые деформации, ко-
торые часто встречаются в инженерных конструкциях. Малые
перемещения частиц деформируемого тела разлагаются обычно
на компоненты и, v, w, параллельные координатным осям х,
у, z. Предполагается, что эти компоненты являются очень ма-
лыми величинами, непрерывно изменяющимися по объему тела.

Рассмотрим в качестве примера простое растя-
жение призматического стержня, закрепленного верх-
ним концом (рис. 127). Обозначим через е относи-
тельное удлинение стержня в направлении х, а через
ve относительное поперечное сужение. Тогда ком-
поненты перемещения точки о координатами х, у,
z будут иметь вид

м = ех, v = — vey, w — — ve2.

Обозначая через х', у', г' координаты этой точки
после деформации, получаем

y'=y+v=y(l—ve),
z'=z + w=z(l—\e). (а) Р и с - 127-

Если рассмотреть плоскость в стержне, задаваемую перед дефор-
мацией уравнением

то точки этой плоскости после деформации по-прежнему будут
лежать в одной плоскости. Уравнение этой новой плоскости по-
лучается с помощью подстановки в уравнение (б) значений х, у, z
из соотношений (а). Таким путем можно легко показать, что па-
раллельные до деформации плоскости и параллельные линии
остаются параллельными и после деформации.

Если мы рассмотрим в стержне сферическую поверхность, оп-
ределяемую уравнением

' =г\ (в)
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то в результате деформации стержня эта сфера преобразуется
в эллипсоид, уравнение которого можно найти, подставляя в урав-
нение (в) выражения для х, у, г, полученные по формулам (а).
Это дает

* " | У" | г'г I / г \
/•2(1 + е)2 * V ( 1 — ve)2 T r 2 ( l —ve)2 ' u '

Таким образом, сфера радиуса г деформируется в эллипсоид
с полуосями Г ( 1 + Е ) , Г(1—ve), г(\ — ve).

Простое растяжение с поперечным сужением, рассмотренное
выше, представляет частный случай деформации более общего
типа, в котором компоненты перемещения и, v, w являются ли-
нейными функциями координат. Действуя тем же путем, что и
раньше, можно показать, что этот тип деформации обладает всеми
свойствами, обнаруженными выше для случая простого растяже-
ния. Плоскости и прямые остаются плоскостями и прямыми после
деформации. Параллельные плоскости и параллельные прямые
после деформации остаются параллельными. Сфера после дефор-
мации становится эллипсоидом. Деформация такого вида назы-
вается однородной деформацией. Ниже будет показано, что для
этого случая деформация в любом заданном направлении будет
одинаковой для всех точек деформируемого тела. Следовательно,
два геометрически подобных и подобным образом ориентированных
элемента тела остаются после деформации геометрически по-
добными.

В более общих случаях деформация по объему деформируемого
тела меняется. Например, при изгибе балки удлинения и суже-
ния продольных волокон зависят от их расстояния до нейтраль-
ной поверхности, деформации сдвига в элементах скручиваемого
круглого вала пропорциональны их расстояниям до оси вала.
В таких случаях неоднородной деформации требуется анализ
деформации в окрестности каждой точки.

§ 81. Деформации в точке тела

Для исследования деформаций в окрестности некоторой точки О
деформируемого тела (рис. 128) рассмотрим малый линейный
элемент ОС^ длиной г с направляющими косинусами /, т., п. Про-
екции этого малого элемента на координатные оси имеют вид

bx — rl, 8у = гт, 8г — т. (а)

Эти проекции равны координатам точки Oj в осях х, у, г, для
которых О есть начало координат. Если через и, v, w обозначить
компоненты перемещения точки О в процессе деформации тела,
то соответствующие перемещения соседней точки 0г можно будет
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представить следующим образом:

Ul~u~T~dx х~^~ду
, dv с, , dv

dw

ди

(б)

дг
Здесь предполагается, что величины бл:, 8у, бг малы, и следо-
вательно, члены с высшими степенями и с произведениями этих
величин в выражениях (б) можно опустить, как величины более
высокого порядка малости. Координаты точки Ог после дефор-
мации принимают вид

дг
(в)

Sz

'да;

Рис. 128.Следует отметить, что эти координаты
являются линейными функциями на-
чальных координат бх, Ьу, Ьг\ следовательно, деформация в очень
малом элементе тела в точке О может считаться однородной (§ 80).

Рассмотрим удлинение элемента г, вызванное этой деформа-
цией. Квадрат длины рассматриваемого элемента после деформа-
ции равен сумме квадратов координат, определяемых формулами (в).
Отсюда, если е—это относительное удлинение элемента, получаем

или, после деления на г2 и использования формул (а),

Учитывая, что е и производные ди/дх, ...,dw/dz являются ма-
лыми величинами, так что их квадратами и произведениями можно
пренебречь, и использовав зависимость I2-\-т2-J-п2 — 1, микно
привести соотношение (г) к виду
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Следовательно, удлинение элемента г можно определить, если
известны выражения (ди/дх), ... ,(du/dy-\-dv/dx), . . . Используя
обозначения

ди dv dw
г г

ди . d v d u .dw d v . dw

можно представить выражение (116) в форме1)

е = ej* + eym
2 + егп

2 + yxylm + ухг1п + уугшп. (117)

Физический смысл величин &х ууг, . . . уже обсуждался (см.
§ 5) и было показано, что величины ех, гу, ег являются относи-
тельными удлинениями в направлениях осей х, у, г, а величины
Уху Ууг' Ухг—тремя деформациями сдвига, отнесенными к тем же
направлениям. Сейчас мы увидим, что если заданы шесть ком-
понент деформаций, то удлинение любого элемента проходящего
через точку О, можно определить из выражения (117).

В частном случае однородной деформации компоненты пере-
мещения и, v, w являются линейными функциями координат.
Следовательно, согласно уравнениям (д), компоненты деформаций
по объему тела постоянны, т. е. в этом случае каждый элемент
тела испытывает одну и ту же деформацию.

При исследовании деформаций вблизи точки О иногда требуется узнать
изменение угла между двумя линейными элементами, проходящими через эту
точку. Используя формулы (в) и (а) и считая е малой величиной, получаем
для направляющих косинусов элемента г (рис. J28) после деформации выра-
жения

, Ьх + «1 — и , (. ди \ . ди , ди
1 '•(l+e) \ дх J [ ду ' дг

by4-Vi — v ,dv. (, dv\ . dv
1 г(Ц-е) дх ' \ ' dyj ' dz \*>

б г + ш , — w , dw . dw , f, , dw \
r(l+e) дх ' ду ' \ dz J

Взяв другой элемент г1, проходящий через ту же точку, но имеющий направ-
ляющие косинусы /', т', п', получаем для величин этих косинусов после де-
формации выражения, аналогичные соотношениям (е). Косинус угла между
этими двумя элементами после деформации равен

cos (rr')=lll[-\-m]m1 -+- п^пх.

Считая удлинения е и г' в этих двух направлениях малыми величинами и

г) Выражение (117) можно сравнить с выражением а„, которое дает соот-
ношение (109); при этом следует обратить внимание на множители 2 в трех
последних членах. Когда используются индексные обозначения, в частности
в уравнениях (е) из § 7, правая часть уравнения (117), выраженная через 8,у,
содержит соответствующие множители 2. Такая форма удобна, когда рассмат-
риваются изменения координат, а напряжения и деформации представляются
тензорами второго ранга!
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используя соотношения (е), находим

cos (rr') = (W-\-mrri+ /ш')(1 —9 — г')-{-2(гх11'-\-гутт'-\-ггпп')-\-
' ' l' 'l {lm' + l'm). (118)

Если направления гиг' перпендикулярны друг другу, то IV-\-tnm'-\-пп'= Q
и соотношение (118) определяет величину сдвига между этими двумя направле-
ниями.

§ 82. Главные оси деформаций

Из выражения (117) можно получить геометрическую интер-
претацию изменения деформации в заданной точке. С этой целью
отложим в направлении каждого линейного элемента г (рис. 128)
радиус-вектор длиной

R = -£= • (а)
V\ г |

Тогда, поступая так же, как в § 75, можно показать, что концы
всех таких радиусов-векторов лежат на поверхности, описывае-
мой уравнением

± k2 = ехх
2 + гуу

2 + ггг
2 + уугуг + yxzxz + yxyxy. (119)

Форма и ориентация этой поверхности полностью определяются
деформированным состоянием в данной точке и не зависят от на-
правления осей координат. Всегда можно выбрать такие направ-
ления ортогональных осей координат, чтобы члены с произведе-
ниями координат в уравнении (119) исчезли, т. е. чтобы дефор-
мации сдвига для таких направлений обращались в нуль. Такие
направления называются главными осями деформаций, соответст-
вующие плоскости — площадками главных деформаций, а дефор-
мации в этих направлениях — главными деформациями. Из при-
веденных выше рассуждений ясно, что главные оси деформации
остаются перпендикулярными друг другу и после деформации, а
прямоугольный параллелепипед с гранями, параллельными глав-
ным плоскостям, и после деформации остается прямоугольным
параллелепипедом. В общем случае он испытывает малое вращение.

Если оси х, у, г являются главными осями деформаций, то
уравнение (119) принимает вид

±к* = гхх
2 + гуу* + г2г

2.
В этом случае удлинение любого линейного элемента с направ-
ляющими косинусами /, т, п, согласно соотношению (117), вы-
ражается в виде

e = exl
2 + eym

2 + ezn\ (120)

а деформация сдвига, отвечающая двум взаимно перпендикуляр-
ным направлениям г и г', согласно соотношению (118), опреде-
ляется формулой

B/inr). (121)
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Таким образом, можно видеть, что деформации в любой точке
полностью определены, если мы знаем направления главных осей
деформаций и величины главных удлинений. Определение глав-
ных осей деформаций и главных удлинений можно проделать
аналогично тому, как это сделано в § 77. Можно также показать,
что сумма еж + Ёу + Ёг П р И повороте системы координат остается
постоянной. Эта сумма имеет, как мы знаем простой физический
смысл: она является относительным объемным расширением, выз-
ванным деформацией в данной точке.

§ 83. Вращение

В общем случае в процессе деформации тела любой его эле-
мент меняет форму и испытывает вращение и поступательное пе-
ремещение. С учетом деформации сдвига края элемента повора-
чиваются на разные углы; поэтому следует обсудить, каким
образом можно дать определение вращению всего элемента. Лю-
бой прямоугольный элемент хуг можно привести в конечное со-
стояние с помощью трех следующих шагов, примененных к эле-
менту в недеформированном теле:

1. На элемент накладываются деформации гх, еу, sz, yxy, ууг

yxz, и затем элемент ориентируется таким образом, чтобы на-
правления главных деформаций не испытывали поворота.

2. Элемент переносится поступательно так, чтобы его центр
занял свое конечное положение.

3. Элемент вращается вокруг центра до совпадения со своей
конечной ориентацией.

Вращение на третьем шаге, очевидно, является вращением
направлений главных деформаций и, следовательно, не зависит
от выбора осей х, у, г. Его можно определить при заданных
перемещениях и, v, w. В то же время это вращение, очевидно,
не зависит от компонент деформации.

Поскольку поступательное перемещение элемента для нас не
представляет интереса, мы можем рассмотреть перемещение не-
которой точки Oj (см. § 81, рис. 128) относительно точки О,
центра элемента. Это относительное перемещение определяется
уравнениями (б) § 81 в виде

ди с . ди с , ди с

" 6 x + 6 y + 6 z

_ _ d v с i _ d v _ e , d v с, . .

dw - dw с, dw с

Используя для компонент деформаций обозначения (д) из § 81,
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а также обозначениях)

Idw dv\ \ f ди dw

до ди
д~х~Ту

мы можем записать соотношения (а) в форме

1/2У хУ

8

! — о = V,Y*ve* + енбг/ + Чгуу,Ьг—©,6z + югбл:, (б)
— w = V2Yxz6x + 1llyV2&y + гг6г — сгг6

которая представляет относительные перемещения в виде двух
частей; из них одна зависит только от компонент деформации,
а другая—только от величин (ах, а>у, а>2.

Теперь мы можем показать, что величины (ох, а>у, <л2 в дей-
ствительности являются компонентами вращения, осуществляемого
на третьем шаге. Рассмотрим поверхность, определяемую урав-
нением (119). Квадрат радиуса в любом направлении обратно
пропорционален относительному удлинению линейного элемента
в этом направлении. Уравнение (119) при этом имеет вид

F (х, у, z) = const. (в)

Если мы рассмотрим теперь соседнюю точку x-\-dx, y = dy,
z-\-dz на этой поверхности, то получим соотношение

dF j . OF * , dF 1 л / ч

dx+dy + dz = 0. (г)

Сдвиг на величины dx, dy, dz происходит в направлении с
направляющими косинусами, пропорциональными dx, dy, dz. Три
величины dF/дх, dF/dy, dF/dz также определяют некоторое на-
правление, так как мы можем принять направляющие косинусы
пропорциональными им. Тогда левая часть уравнения (г) про-
порциональна косинусу угла между двумя этими направлениями.
Поскольку этот косинус должен, согласно (г), равняться нулю,
то упомянутые два направления взаимно перпендикулярны. Далее,
так как направление, определяемое dx, dy, dz, лежит в плоскости,
касательной к поверхности в точке х, у, г, то направление, опре-
деляемое dF/дх, dF/dy, dF/dz, нормально к поверхности, описы-
ваемой уравнением (в).

') Рассмотрение рис. 6 показывает, что величины dv/dx и —ди/ду, встре-
чающиеся в выражении для ы г, представляют собой вращения по направлению
часовой стрелки линейных элементов О'А' и О'В' из их начальных положений
ОА и ОВ. Таким образом, w? представляет собой усреднение этих вращений,
а величины шх и шу имеют аналогичный смысл для плоскостей уг и хг.
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Функция F (х, у, г) в нашем случае обозначает правую часть
уравнения (119). Поэтому

2
АР

^=УХуХ+2еуу + уу2г, (д)

Если поверхность, определяемая уравнением (119), имеет
центр в точке О (рис. 128), то мы можем отождествить 8х, by,
8г в соотношениях (б) с х, у, z в {д).

Рассмотрим теперь частный случай, когда слх, соу, юг равны
нулю. При этом правые части выражений (д) совпадают с правыми
частями соотношений (б) во всем, за исключением множителя 2.
Следовательно, перемещения, определяемые выражениями (б),
нормальны к поверхности, определяемой уравнением (119). Если
рассматривать точку Ог (рис. 128) как точку на этой поверх-
ности, это означает, что перемещение точки Ог нормально к
поверхности в точке О%. Следовательно, если 00 г—это одна из
главных осей деформации, т. е. одна из главных осей поверх-
ности, то перемещение точки Ог происходит в направлении О01У

а следовательно, отрезок 00^ не вращается. Рассматриваемое
перемещение отвечает первому шагу.

Чтобы завершить процесс перемещения, нам следует учесть
в соотношениях (б) члены, содержащие ых, io,Jt сог. Однако эти
члены отвечают малым вращениям тела как жесткого целого
относительно осей х, у, z с компонентами юх, ау, сог. Следова-
тельно, эти величины, определяемые формулами (122), выражают
вращение на третьем шаге, т. е. вращение главных осей дефор-
мации в точке О. Их называют просто компонентами вращения.

З А Д А Ч И

1. Найти уравнение поверхности типа f(x, у, г) = 0 с центром в точке О,
которая превращается в сферу с уравнением х'г' + у"'-f-г'2 = гг после однородной
деформации, описанной в § 80. К какому типу принадлежит эта поверхность?

2. Показать, что если вращение равно нулю во всем теле (безвихревая
деформация), то вектор перемещения является градиентом некоторой скаляр-
ной потенциальной функции.

Привести один или несколько примерев такой безвихревой деформации из
задач, рассмотренных в предыдущих главах.



Глава 8

ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ

§ 84. Дифференциальные уравнения равновесия

В § 74 мы рассматривали напряженное состояние в некоторой
точке упругого тела. Рассмотрим теперь изменение напряжений
при изменении положения точки. Для этого нужно исследовать
условия равновесия малого прямоугольного параллелепипеда с
ребрами Ьх, Ьу, бг (рис. 129). Компоненты напряжений, дейст-
вующих на гранях этого малого элемента, и их положительные

1 1Ш-- • - -

направления показаны на этом рисунке. Здесь мы учитываем
малые изменения компонент напряжений, вызванные малыми
приращениями координат б*, Ьу, бг. Таким образом (если обо-
значить центральные точки граней элемента через 1,2,3, 4, 5, 6,
как показано на рис. 129), мы проводим, например, различие
между значением напряжения ах в точке 1 и его значением в
точке 2, записывая соответственно (ох)1 и (<тх)2. Символ ох сам
по себе обозначает, разумеется, значение этой компоненты напря-
жения в точке х, у, г. При определении усилий, действующих
на элемент, мы считаем его грани очень малыми и усилие получаем
путем умножения напряжения, действующего в центре тяжести
грани, на площадь грани.

Следует отметить, что приложенная к элементу объемная сила,
которой мы пренебрегали как малой величиной высшего порядка
при рассмотрении тетраэдра (рис. 126), теперь должна приниматься
в расчет, так как она имеет тот же порядок, что и рассматри-
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ваемые теперь члены, связанные с изменением компонент напря-
жения. Если обозначить через X, Y, Z компоненты этой силы,
отнесенной к единице объема элемента, то уравнение равновесия,
полученное суммированием всех сил, действующих на элемент
в направлении х, примет вид

+ [(т я „),- (т л Д] Ьх бг + [(т„),-(т„),] Ьх Ьу +

Аналогично можно получить два других уравнения равновесия.
Разделив выписанное уравнение на бхбг/Sz и перейдя в нем к
пределу путем стягивания элемента к точке х, у, z, получим

<*г • дххг дхуг

дг + дх + ду
Уравнения (123) должны удовлетворяться во всех точках по

объему тела. Напряжения по объему тела меняются, и при дости-
жении поверхности они должны находиться в равновесии с внеш-
ними силами, действующими на поверхности тела. Условия рав-
новесия на поверхности получаются из уравнений (108). Взяв те-
траэдр OBCD (рис. 126) так, чтобы грань BCD совпадала с поверх-
ностью тела в данной точке, приведем уравнения (108) к виду

1^ = ох1 + тхут + тхгп,

yl, (124)

zm,
где /, пг, п — направляющие косинусы внешней нормали к поверх-
ности тела в рассматриваемой точке.

Если задача состоит в определении напряженного состояния
тела под действием заданных сил, то необходимо решить уравне-
ния (123) и решение должно быть таким, чтобы удовлетворялись
граничные условия (124). Названных уравнений, содержащих
шесть компонент напряжения ох, . . . , хуг, недостаточно для опре-
деления этих компонент. Задача является статически неопредели-
мой, и чтобы получить ее решение, мы должны поступить так
же, как и в случае двумерной задачи, т. е. рассмотреть также
упругие деформации тела.

§ 85. Условия совместности

Следует заметить, что шесть компонент деформации в каждой
точке полностью определяются тремя функциями и, v, w, пред-
ставляющими компоненты перемещения. Следовательно, компо-
ненты деформации как функции х, у, г не могут быть произволь-
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ными, а должны подчиняться условиям, следующим из соотно-
шений (2).

Таким образом, согласно соотношениям (2), имеем
дЧх д3и дЧу Q3V д2уху л з ц лз„

~dlf = дх ду2 ' 'дх2'= дх2 ду ' дхду = дх ду2 ~*~ дх2 ду '
откуда

дЧх дЧу_д2уху

ду2 т дх- ~ дхду' W

Два других соотношения такого рода можно получить с помощью
циклической перестановки символов х, у, г.

Аналогично, учитывая выражения для производных

д2гх _ д3и дУуг _ d2v d2w
ду дг ~ дх ду дг ' дх ~~ дх дг ''дхду '

духг __ д2и d2w дУху _ д2и д2у
ду ~~ ду дг "*" дх ду ' дг ~~ ду дг ' дх дг '

находим, что
„ дЧх _д_( dyyz dyXg , дУху

ду дг ~~ дх\ дх ' ду ' дг

Эти два соотношения вида (б) можно получить с помощью пере-
становки символов х, у, z. Таким образом, мы приходим к шести
дифференциальным соотношениям между компонентами деформа-
ций, которые должны удовлетворяться в силу формул (2):

д2гх , д 2 е у д2уху п Л2е^. л ( dyyz Лу . духу\

ду2 + дх2 ~дхду ' ^дудг~дх\ дх + ду + дг

У \ * ' У с\ У [ У | "

дг2 ' ду2 ~~ дудг1 дх дг ~~ ду \ дх ду ' дг
д2^ д2гх д*ухг

дг2 ~~ дхдг

&гг д /дууг духг духу\

' дхду ~ дг \ дх "•" ду дг ) '

Эти дифференциальные соотношенияJ) называются условиями
совместности.

Используя закон Гука (3), можно преобразовать условия
совместности (125) в зависимости между компонентами напряже-
ния. Возьмем, например, условие

ду дг •

х ) Доказательство того факта, что этих шести уравнений достаточно,
чтобы обеспечить существование перемещения, отвечающего заданной системе
функций гх уху, ..., можно найти в книгах: А. Л я в, Математиче-
ская теория упругости, О Н Т И , 1935 и I. S. S o k o l n i k o f f, Mathematical
Theory of Elasticity, стр. 25, 1956. Сами уравнения были даны Сен-Венаном
(В. de Saint-Venant) в своем издании книги Навье (С. L. M. H. N a v i e r ,
Resume des Lemons sur l'Application de la Mecanique, прил. 3, Caril ian—Goeury,
Paris, 1864). *
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Из формул (3) и (4), используя обозначения (7), получаем

Подставляя эти зависимости в соотношение (в), находим
Э г т ц г

Правая часть этого уравнения может быть преобразована при
помощи уравнений равновесия (123). Из этих уравнений имеем

ду ~ dz дх ' дг ~~ ду дх

Дифференцируя первое из этих уравнений по г, а второе по у,
и складывая их друг с другом, получаем

д 2 т у г агстг д'оу д /дхх, дхху\ dZ дУ

дудг= аг^ а р дх\~дг~^)дудг= аг̂  ар дх\~дг~^~~ду~)~~дг ду~ '
или, используя первое из уравнений (123), имеем

dHyz д2ах д*оу дгаг дХ dY dZ
~~дх* Ну* dz*~^~~dx ду дГ'

Подставляя это выражение в соотношение (г) и используя для
упрощения записи символ

v дх2 ~|~ ду2 "f" дг2 '
находим

Два аналогичных соотношения можно получить из двух других
условий совместности вида (в).

Складывая все три соотношения вида (д), находим

(e)

подставив полученное выражение для V28 в соотношение (д),
будем иметь

„ 2 , 1 <Э2е v f дХ . dY . dZ \ „ дХ , .

Мы можем получить три соотношения такого вида, соответствую-
щие первым трем соотношениям (125). Подобным образом осталь-
ные три условия (125) можно преобразовать к соотношениям
следующего вида:

^ ^ f ^ + ^ (и)
у^ dz ) ' v
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Если объемные силы отсутствуют или постоянны, соотноше-
ния (ж) и (и) принимают вид

(126)

Мы видим, что в дополнение к уравнениям равновесия (123)
и граничным условиям (124) компоненты напряжений в изо-
тропном теле должны удовлетворять шести условиям совмест-
ности (ж) и (и) или шести условиям (126). Этой системы урав-
нений в общем случае достаточно для однозначного определения
компонент напряжения (см. § 96).

Условия совместности содержат только вторые производные
от компонент напряжения. Следовательно, если внешние силы
таковы, что уравнения равновесия (123) вместе с граничными
условиями (124) могут удовлетворяться, когда компоненты на-
пряжения принимаются или постоянными, или линейными функ-
циями координат, то уравнения совместности в таком случае
удовлетворяются тождественно и такая система напряжений
представляет собой корректное решение задачи. Несколько при-
меров таких задач будут рассмотрены в главе 9.

§ 86. Определение перемещений

Когда из вышеприведенных уравнений найдены компоненты
напряжения, можно получить компоненты деформации, исполь-
зуя закон Гука (формулы (3) и (6)). Затем для определения
перемещений и, v, w можно использовать соотношения (2). Диф-
ференцируя соотношения (2) по х, у, z, можно получить 18 урав-
нений, содержащих 18 вторых производных от и, v, w, из кото-
рых можно определить все эти производные. Например, для
компоненты перемещения и получаем

дги дгх д*и духу дгу д*и духг дег

~Ш = ~дх~' ~дут=~ду ~дх' Hi* ~ ~~дг Их'

дхду~ ду ' дхдг~ дг ' ду дг ~ 2 \ ду + дг дх

Вторые производные для двух других компонент перемещения v
и w можно получить с помощью циклической перестановки сим-
волов х, у, z в равенствах (а).

Значения и, v, w можно теперь найти, интегрируя дважды
эти выражения для вторых производных. Введение произволь-
ных постоянных интегрирования выразится в добавлении к зна-
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чениям и, v, w линейных функций от х, у, z, так как очевидно,
что эти функции можно прибавлять к и, v, до, не оказывая
влияния на уравнения (а). Чтобы не произошло изменения ком-
понент деформации (2), эти добавочные линейные функции должны
иметь вид

и'=а-\-Ьу—cz, v' —d—bx-\-ez, w' = f-\-cx—ey. (6)

Это означает, что перемещения не полностью определяются на-
пряжениями и деформациями. На перемещения, найденные из
дифференциальных уравнений (123), (124) и (126), можно нало-
жить перемещения абсолютно твердого тела. Постоянные a, d, f
в уравнениях (б) соответствуют поступательной части движения
тела, а постоянные Ь, с, е соответствуют трем поворотам такого
абсолютно твердого тела относительно координатных осей. Когда
имеется достаточно связей, чтобы воспрепятствовать движению
тела как абсолютно твердого, шесть постоянных в уравнениях (б)
можно легко определить из уравнений связей. Несколько при-
меров вычислений такого рода будет дано ниже.

§ 87. Уравнения равновесия в перемещениях

Один из методов решения задач теории упругости состоит
в исключении компонент напряжения из уравнений (123) и (124)
с помощью закона Гука и в выражении компонент деформации
через перемещения с использованием формул (2). Таким путем
мы приходим к трем уравнениям равновесия, содержащим только
три неизвестных функции и, v, w. Подставляя в первое из урав-
нений (123) нормальное напряжение

ох=:'ке-\-2Gз- , (а)

согласно формуле (11), касательные напряжения, определяемые
из формул (6)

~ **, f d u . d v \ р „ / dw .ди\ ,-.

находим

Два других уравнения можно преобразовать подобным же обра-
зом. Затем, пользуясь символом V2 (см. стр. 248), представим
уравнения (123) в виде

(127)
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при отсутствии массовых сил эти уравнения принимают вид

(128)

Дифференцируя первое из этих уравнений по х, второе по у и
третье—по г, а затем складывая получаемые соотношения, на-
ходим

2

Таким образом, объемное расширение е должно удовлетворять
дифференциальному уравнению

Тот же вывод относится и к случаю, когда объемные силы по-
стоянны по всему объему тела.

Подставляя выражения для напряжений, определяемые по
формулам вида (а) и (б), в граничные условия (124), находим

X = W + G [ r ' + r m + r n + G S-1 + -T- т + -?т-п (130)1 \дх ' ду ' дг J ' \дх ' дх ' дх J v '

Уравнения (127) вместе с граничными условиями (130) пол-
ностью определяют три функции и, v, w. Затем по формулам
можно найти компоненты деформации, и из соотношений (9) и
(6) — компоненты напряжения. Применение этих уравнений будет
показано в главе 14.

§ 88. Общее решение для перемещений

С помощью простой подстановки легко проверить, что диф-
ференциальные уравнения равновесия в перемещениях (128)
удовлетворяются, если положить1)

и = ф!—а ̂  (ф0 + *ф! + г/ф2 + 2ф3),

о = Ф2 —
 а щ (Фо

х ) Это решение д а л и независимо П. Ф. П а п к о в и ч ( P . F . P a p k o v i t c h ,
C o m p t . R e n d . 195, 513, 753 (1932)) и Нейбер ( Н . N e u b e r , Z. Ang. M a t h . Mech.
14, 203 (1934)). Д р у г и е общие решения дали Б . Г. Галеркин (В. G a J e r k i n ,
C o m p t . R e n d . 190, 1047 (1930)), а т а к ж е Буссинеск (Bouss inesq) и К е л ь в и н
(Kelv in) (см. T o d h u n t e r , P e a r s o n , H i s t o r y of E l a s t i c i t y , т. 2) . Кроме того
см. R. D. M i n d I i n , B u l l . A m . M a t h . Soc. (1936) с т р . 373 . [См. т а к ж е
ь . Г. Г а л е р к и н , Д А Н С С С Р , сер. А, стр. 355, 1930; Г. Д . Г р о д с к и й,
И з в е с т и я А Н С С С Р , сер . матем. и ест. н а у к , № 10, 1934. (Прим. ред.)]
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где 4а = 1 / ( 1 — v ) и четыре функции <р0, "q>v ф2, ф3 являются
гармоническими, т. е.

Можно показать, что это решение является общим, даже если
опустить в нем ф о

х ) .
Нейбер преобразовал эту форму решения к криволинейным

координатам и применил ее к решению задач о телах враще-
н и я 2 ) , порождаемых гиперболами (гиперболический вырез в ци-
линдре) и эллипсами (полость в виде эллипсоида вращения) и
подверженных растяжению, изгибу, кручению или сдвигу в на-
правлении, поперечном к оси, совместно с изгибом.

§ 89. Принцип суперпозиции

Решение задачи для конкретного упругого тела с заданными
поверхностными и объемными силами требует определения ком-
понент напряжений или перемещений, которые удовлетворяют
соответствующим дифференциальным уравнениям и граничным
условиям. Если в качестве основных неизвестных выбраны ком-
поненты напряжения, то следует удовлетворить: 1) уравнениям
равновесия (123), 2) условиям совместности (125) и 3) гранич-
ным условиям (124). Обозначим через ах, . . . , тху, ... напряже-
ния, вызванные поверхностными силами X, Y, Z и массовыми
силами X, Y, Z.

Пусть ох, . . . , х'ху, ...—компоненты напряжения в том же
упругом теле, вызванные поверхностными силами X', У , Z'
и объемными силами X', У , Z'. Тогда компоненты напряжения
ах-\-а'х, . . . , T x y +

 T*i/ ••• будет представлять напряжения, выз-
ванные поверхностными силами Х-\-Х', Y-\-Y', Z + Z' и объем-
ными силами Х + Х', ... Это положение справедливо вследствие
того, что все дифференциальные уравнения и граничные условия
линейны. Следовательно, складывая первое из уравнений (123)
с соответствующим уравнением

Овх | О^ху , ОХхг , у г Q

дх ду дг '
находим

J ) Исследование вопроса о числе функций, необходимом для полноты ре-
шения см. в работе Р. М. N a g h d i, С. S. H s u , J . Math. Mech. 10, 233—246
(1961), а также в работах, ссылки на которые приведены там.

2 ) Н. N e u b e r , Kerbspannungslehre, изд. 2, Berlin, 1958. Эта книга
содержит также решения двумерных задач. См. выше главу 6.
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Подобным образом из первого граничного условия (124) и его
аналога путем сложения получаем

X + X' = (ах + ̂ ) I + (хху + %'ху) т + (ххг + х'„) п.
Таким же путем можно получить и условия совместности. Эта
полная система уравнений показывает, что ох-\-а'х, . . . , хху +
+ i'xy> • • • удовлетворяют всем уравнениям и граничным усло-
виям, определяющим напряжения, вызванные усилиями X +
-\-X', ..., Х-\-Х', ... Этот факт является примером примене-
ния принципа суперпозиции. Его легко распространить на другие
виды граничных условий, например на заданные перемещения.

При выводе уравнений равновесия (123) и граничных усло-
вий (124) мы не делали различия между положением и формой
элемента до и после нагружения. Как следствие, полученные
уравнения (и соответственно сделанные из них выводы) справед-
ливы только до тех пор, пока малые перемещения при дефор-
мировании не влияют существенно на действие внешних сил.
Однако в ряде случаев деформацию приходится принимать во
внимание. Тогда приведенный выше принцип суперпозиции те-
ряет силу. Примером такого рода является балка, испытываю-
щая одновременное действие продольной и поперечной нагрузки.
Много других примеров появляется в связи с исследованиями
устойчивости тонкостенных конструкций.

§ 90. Энергия деформации

Если однородный стержень подвергается простому растяже-
нию, то при удлинении стержня силы, приложенные к его кон-
цам, совершат некоторую работу. . . .
Таким образом, если на элемент •>•• ^ х ^ г

стержня, показанный на рис. 130,
действует лишь одно нормаль-
ное напряжение ах, то соответ-

*J>-—г
—г
_»——

/ —

ствующая сила ах dy dz совершает ffj б\
работу на перемещении гх dx. р 1Э0
Зависимость между этими двумя и с '
величинами в процессе нагружения изображается прямой ли-
нией О А на рис. 130% б, а работа, совершенная в процессе дефор-
мации, определяется площадью 1/2(axdydz)(exdx) треуголь-
ника ОАВ. Обозначая эту работу через dV, имеем

dV = 1/2ox£xdxdydz. (a)

Очевидно, что такая же работа совершается во всех подобных
элементах, если они имеют тот же объем. А теперь зададимся
вопросом: что стало с этой работой, в какой вид или виды энер-
гии она перешла?
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Адиабатическое сжатие газа вызывает повышение его темпе-
ратуры. Когда адиабатически сжимается обычный стальной стер-
жень, происходит аналогичное, очень малое повышение темпера-
туры. Начальная температура может быть восстановлена затем
путем отнятия тепла. Такое изменение температуры изменяет и
деформацию, однако это изменение касается очень малой доли
адиабатической деформации. Если бы это было не так, то между
адиабатическим и изотермическим модулями упругости наблюда-
лось бы значительное различие. В действительности это различие
для обычных металлов очень мало1). Например, адиабатический
модуль Юнга для железа превышает изотермический модуль
всего на 0,26%. Такого рода различиями мы будем здесь пре-
небрегать2). Работа, затраченная на деформацию элемента, пере-
ходит в накапливаемую в нем энергию, называемую энергией
деформации. При этом предполагается, что элемент остается
упругим и не образуется кинетическая энергия.

Те же соображения используются и в том случае, когда на
элемент действуют все шесть компонент напряжения ах, ау, az,
хху, хуг, хгх (рис. 3). Сохранение энергии требует, чтобы работа
зависела только от конечных значений, но не от порядка, в ко-
тором прикладываются силы. В противном случае, производя
нагружение в одном порядке, а разгрузку—в другом, мы могли-
бы получить большее количество работы. Следовательно, при
полном цикле деформирования из элемента можно было бы из-
влечь некоторую величину работы.

Определение совершенной работы проще всего произвести,
если силы или напряжения возрастают одновременно в одном и
том же отношении. Тогда зависимость между каждой силой и
соответствующим ей перемещением остается линейной, как пока-
зано на рис. 130,6, и работа, совершенная этими силами, равна

dV = Vodxdydz, (б)
где

Vo = V, (охех + аугу + а2г2 + ххуУху + хужууж + т„ухж). (в)
Таким образом, Уо представляет собой суммарную работу, при-
ходящуюся на единицу объема, или энергию деформации в еди-
нице объема.

В предыдущих рассуждениях напряжения на противоположных гранях
элемента считались равными и предполагалось, что объемных сил нет. Рас-
смотрим теперь работу, совершенную над элементом, когда напряжения по

*) Его исследовал Кельвин ( K e l v i n Quart. J. Math., 1855). Вторич-
ная публикация в Phil. Mag., ser. 5, № 5, 4—27, 1878. Библиографию более
ранних исследований см. в книге: А. Л я в, Математическая теория упруго-
сти, ОНТИ, 1935.

2) Дальнейшее исследование этого вопроса дано, например, в книге
С. Е. P e a r s o n , Theoretical Elasticity, Harvard University Press, Cambridge,
Mass., 1959.
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объему тела изменяются и имеются объемные силы. Рассмотрим сначала уси-
лие axdydz на грани / элемента (рис. 130, а); оно совершает работу на пере-
мещении и этой грани, и величина этой работы равна 1/2(oxu)i dy dz, где
индекс 1 показывает, что функции ах и и должны определяться в точке /.
Сила axdydz на грани 2 совершает работу —1/2(a xu)2dydz. Полная работа
на обеих гранях

1 " \-(axu)2]dydz
в пределе будет равна

-j ^ (a xu) dxdydz. (г)

Вычисляя работу, совершенную касательными напряжениями хху, %хг на гра-
нях / и J? и складывая ее с работой, определяемой выражением (г), находим
работу, совершенную на обеих гранях всеми тремя компонентами напряжения:

у Q-X (о"*« + W + % х М dxdydz,

где v и w—компоненты перемещения в направлениях у к г. Подобным же
образом может быть определена работа, совершенная на двух других парах
граней. Для полной работы, совершенной напряжениями на всех этих гранях,
получаем выражение

"2 [¥х (0*" + Х**° + Т * г 0 У ) +д~у (

+ •£ (ozw+xxzu + xytv) J dx dy dz. (д)

При нагружении тела объемные силы X dx dy dz и прочие совершают работу

^ v + Zw) dxdydz. (e)

Полная работа, совершенная над элементом, представляется суммой работ (д)
и (е). Выполняя в (д) дифференцирование, находим для этой полной работы
выражение

_L Г ^" i **v , dw
2" [ + а + 0

Согласно уравнениям равновесия (123), выведенным в § 84, множители в скоб-
ках при и, v, w равны нулю. Величины, умножаемые на компоненты напря-
жения, согласно формулам (2), равны ех, . . . , уху, ... соответственно. Следо-
вательно, полная работа, совершенная над элементом, сводится к значению,
определяемому выражениями (б) и (в). Таким образом, эти формулы будут
определять работу, совершенную над элементом упругого тела, или энергию,
накопленную им, и в том случае, когда напряжения распределены по телу
неоднородно и имеются объемные силы.

С помощью закона Гука (см. равенства (3) и (6)) мы можем
выразить функцию Vo, определяемую равенством (в), как функцию
одних только компонент напряжения:

(131)
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Легко проверить, что

где /j, /2—инварианты напряжения, введенные в § 78.
Поступая несколько иначе, мы можем использовать соотно-

шения (11) и выразить Vo как функцию одних только компонент
деформации. Тогда

Vo = \h? + G (ej + г\ + el) + { G (v», -f y% + VL), (132)
где

Формула (132) непосредственно показывает, что величина Fo всегда
положительна.

Легко показать, что производная от функции Vo, определяе-
мой формулой (132), по любой компоненте деформации дает соот-
ветствующую компоненту напряжения. Так, например, взяв про-
изводную по гх и используя первое из соотношений (11), нахо-
дим, что

д^ = Хе + 20гх = ох. (ж)

Для случая плоского напряженного состояния, в котором
ог — тхг = туг = 0, выражение (131) принимает вид

V0 = ±(ol + ol)-^oxoy + ±rxy (133)

или через компоненты деформации

vo = 2(ie^r)(
el + ̂  + 2vBJfiv) + ̂ yly. (134)

Полная энергия диформации V деформируемого упругого тела
получается из энергии деформации в единице объема Уо путем
интегрирования. Обозначая элемент объема через dx, получаем

V=$V odT. (135)

Эта формула определяет полную работу по преодолению сопро-
тивления внутренних сил, совершенную при нагружении. Если
мы представим себе тело как совокупность очень большого числа
частиц, соединенных пружинами, то эта формула будет представ-
лять работу, совершаемую при растяжении и сжатии пружин.
Для получения работы, которую совершили над частицами тела
внутренние силы, нужно поменять знак на обратный.

Величина энергии деформации, накопленной в единице объема материала,
иногда используется как критерий для определения предельного напряжения,
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при ксгорвм происходит раэрутптж1). Чтобы согласовать теорию с тем фак-
том, что изотропные материалы могу» выдерживать очеяь вольете гидроста-
тические давления без возникновения течения, было предложено разделить
энергию деформации на две части, одна из которых связана с изменениями
объема, а другая —со сдвигами, и считать, что прочность определяется лишь
второй частью энергии 2 ) .

Мы знаем, что изменение объема пропорционально сумме трех нормальных
компонент напряжения (см.. формулу (8)), так что если эта сумма равна нулю,
то деформация связана только с измеяеяием формы. Каждую компоненту
напряжения можно разложить на две части

(и)
где

Поскольку стаод»

напряжейтгое соетоят» з'х, <г'у, oi вызывает точгыго формоизкгенетгае, а изме-
нение объекта ЗЙВТГСЙТ лишь от велтрдата равтгомерного растяжения р9): Часть
полной энергия-, связяян'а'я с этим изкгеиеетием объема, согласно формуле (8),
равна

ер 3( t — 2V) „ Г — Ъ. . ,, / ч

Вычитая это выражеитге m (ГЗГ) и используя тождество

мы можем иредетавшь ту часть полной энергии, которая связана с формоиз-
менением, в виде

(136)

В случае простого растяжения в направлении х отлична от нуля только ве-
личина ах и энергия формоизменения (136) равна (l + v)a|/(3£). В случае
чистого сдвига, скажем, между плоскостями хг и уг, от нуля отлична только
компонента i x y и энергия формоизменения равна (1/2G) ixy. Если верно, что
при любой системе иапряжеяий разрушение происходит тогда, когда энергия
формоизменения достигает определенного предела (характерного для материала),

г) Различные теории прочности обсуждаются в книге: С. П. Т и м о ш е н к о ,
Сопротивление материалов, т. 2, Физматгяз, Г96О.

2) См. М. Т. H u b e r , Czasopismo Technizne, Lwov, 1904. См. также
R. M i s e s , Gettingen Nachrichten, Math.-Phys. Klasse, 1913, стр. 582;
F. S c h l e i c h e r , Z. Ang. Math. Mech. 5, 199(1925). Зкспериментальнке
данные см. в книге: R. H i l l , Mathematical Theory of plasticity, Oxford Univ.
Press, pair Lawn, 1950. [См. русский перевод: Р. Хилл, Математическая тео-
рия пластичности, Гоетежиздат, 1966J.

*)• Касательвые компоненты т л э , tyi, хгх вызывают деформации сдвига,
которые с точностью до малых первого порядка относительно малых дефор-
маций не влияют на изменения объема.
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то отношение между критическим значением самого по себе растягивающего
напряжения и самого по себе касательного напряжения находятся из урав-
нения

1 т2 - 1 + V r r 2

откуда

t x v = y=ax = 0,557ax. (л)

Эксперименты со сталью показывают 1 ) , что отношение между пределом теку-
чести на растяжение и пределом текучести на сдвиг находится в очень хорошем
согласии с уравнением (л). Вводя в "рассмотрение энергию деформации, можно
связать принцип Сен-Венана (см. стр. 57) с накоплением энергии2). Этот
принцип эквивалентен утверждению, что самоуравновешенное распределение
усилий на малой части упругого тела вызывает лишь местные напряжения.

При таком распределении приложенные усилия совершают работу лишь за
счет деформации нагруженной области. Зафиксируем положение и ориентацию
некоторого поверхностного элемента этой области. Если обозначить через р
порядок величины (например, среднее значение) силы, действующей на единицу
площади, а через а—характерный линейный размер (например, диаметр) на-
груженной части, то компоненты деформации будут иметь порядок р/Е, а от-
носительные перемещения в пределах нагруженной части будут порядка ра/Е.
Совершенная работа будет иметь порядок ра2 (ра/Е), или р2а3/Е.

С другой стороны, компоненты напряжения порядка р вызывают энергию
в единице объема порядка р2/Е. Следовательно, в соответствии с формулиров-
кой принципа совершенная работа достаточна лишь для объема порядка а3.

Здесь предполагалось, что тело имеет строго заданную форму и следует
закону Гука. Последнее ограничение можно снять, если считать, что Е в выше-
приведенных рассуждениях определяет просто порядок величины наклона
кривых напряжения—деформация для рассматриваемого материала. Если тело
не является существенно трехмерным, как это имеет место, например, в случае
балки с очень тонкой стенкой или тонкой цилиндрической оболочки, то само-
уравновешенное распределение усилий на одном конце может передаваться
на расстояния, во много раз превышающие высоту балки или диаметр обо-
лочки 3 ) .

Приведенные выше рассуждения можно без изменения повторить для на-
грузки с ненулевой результирующей, если в пределах нагруженной части или
вблизи нее имеется закрепленный элемент поверхности. Таким образом, если
деформируемый материал скреплен с абсолютно твердым, то давление, прило-
женное к малой части первого материала вблизи закрепления вызовет лишь
местные напряжения*).

§ 9 1 . Энергия деформации для краевой дислокации

В § 34 было показано, что создание краевой дислокации
с перемещением б (рис. 48, б) требует приложения пары сил Р.
Зависимость между Р и б, определяемая формулой (б) из § 34

!) См. статьи: W. L o d e , Z. Physik 36, 913 (1926); Forschungsarbeiten,
М> 303, Berlin, 1928.

2 ) J . N. G o o d i e r , P h i l . Mag., ser. 7, 24, 325 (1937); J . Appl. Physics,
13, 167 (1942).

3 ) В. З . В л а с о в , Тонкостенные упругие стержни, Гостехиздат, 1940;
J . N. G o o d i e r , М. V. B a r t o n , J . AppI.Mech. 11, A-35 (1944); N. J . H o f f ,
J . Aeron. Sci. 12, 455(1945); L. H. D о n n e 1 1, J . Appl. Mech. 29, 792—793(1962).

4 ) J . N. G o o d i e r , J . Appl. Phys. 13, 167 (1942).
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с учетом формулы (ж) из § 33 имеет вид

Р Ь ( а )

где
N = a*—б2 + (аа + Ь2) In -|-. (б)

Полная энергия деформации кольца равна работе, производимой
парой сил Р в процессе нагружения. Таким образом, исполь-
зуя (а), для пластинки единичной толщины имеем

V — — РЬ = — N б* (в)

Эта формула справедлива для плоского напряженного состоя-
ния. Для плоской деформации функция напряжения ф не изме-
нится, а деформации гх, гу, уху, а следовательно и перемещения
и, v из тех, которые имеют место при плоском напряженном
состоянии, получаются путем замены упругих постоянных, как
указано в § 20. Таким образом, чтобы перейти к случаю ег = 0,
отвечающему плоской деформации, мы должны заменить в (д") Е
на £/(1—v2). Тогда вместе с (в) и (б), для энергии деформации
на единицу длины тела вдоль оси Ог имеем следующее выра-
жение:

* * ( ± ? £ ] (т)
I * /

V—-(ln±-?=£8п 1 — v2 V а №-\-а

Эта формула используется обычно в материаловедении для опре-
деления энергии дислокаций в кристалле1). Переменные а и b
должны иметь конечные значения, ибо в противном случае энер-
гия будет бесконечной. Внешний радиус b связан с общими раз-
мерами кристалла, внутренний радиус а связан с расстояниями
между атомами в кристаллической решетке.

В краевых задачах теории упругости границы тела обычно
задаются. Однако центр дислокации в кристалле может переме-
щаться по нему, подобно тому, как внутренняя граница круга (г—а)
может переноситься, тогда как внешняя (г = Ь), остается неподвиж-
ной. Если одновременно существуют две дислокации, одна положи-
тельная (т. е. с положительным б), а другая отрицательная (т. е.
с отрицательным б), то пока их центры раздельны, существует
результирующая полная энергия деформации. Если же эти центры
совпадают, то обе дислокации аннулируют друг друга. В этом
случае не возникают ни напряжения, ни деформации; не проис-
ходит и изменения энергии. Очевидно, сближение двух центров

2) См., например, А. Н. C o t t r e l l , Dislocation and Plastic Flow in
Crystals^ стр. 38, Oxford University Press, Fair Lawn, New Jersey, 1953.
[Русский перевод: А - К о т р е л л , Дислокации и пластическое течение в кри-
сталлах, Металлургиздат, М., 1958.]



2 6 0 ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ [ГЛ. 8

дислокаций уменьшает полную энергию деформации. Поскольку
в данных условиях эта энергия представляет всю потенциальную
энергию системы, то центры будут стремиться притягивать друг
друга1), и при их слиянии энергия перейдет в другую форму,
например вызовет волновое движение по кристаллу.

§ 92. Принцип виртуальной работы

При решении задач теории упругости иногда удобно исполь-
зовать принцип виртуальной работы. Для случая одной частицы
этот принцип гласит, что если частица находится в состоянии
равновесия, то полная работа всех сил, действующих на частицу,
на любом виртуальном перемещении равна нулю.

Если би, 6t>, 8w суть компоненты виртуального перемещения
в направлениях х, у, z, а ^Х, 2]У, ^Z—суммы проекций
всех сил на эти направления, то принцип виртуальной работы
дает

2 2 2 0. (a)

Эти уравнения выполняются для любого виртуального переме-
щения, если

2 2У 2 0 . (б)

Обратно, если даны уравнения (б), то, умножая их на произ-
вольные множители бы, би, бдо, получаем (а). При такой трак-
товке эти произвольные множители можно назвать виртуальными
перемещениями. Силы же сохраняют свой прежний смысл.

Упругое тело, находящееся в состоянии покоя под действием
массовых и поверхностных сил, представляет собой систему час-
тиц, на каждую из которых действует система сил, находящаяся
в равновесии. На любом виртуальном перемещении полная работа
всех сил, совершенная над каждой частицей, обращается в нуль,
а следовательно, обращается в нуль и полная работа, совершен-
ная всеми силами данной системы.

В качестве виртуального перемещения в случае упругого
тела можно принять любое малое2) перемещение, совместимое с
условиями сплошности материала и с условиями, наложенными
на перемещения точек поверхности тела, если такие условия
заданы. Если, например, задано условие, что некоторая часть
поверхности тела (скажем, заделанный конец балки) неподвижна
или имеет заданные перемещения, то виртуальное перемещение
для такой части поверхности равно нулю.

*) G. I. T a y l o r , Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 134, 362—387 (1934).
2) Малость по сравнению с действительными перемещениями предполагается

для удобства.
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Обозначим через и, v, w компоненты действительного переме-
щения, вызванного нагрузками, а через б«, 8v, 8w—компоненты
виртуального перемещения. Эти последние могут быть произ-
вольными непрерывными функциями переменных х, у, z, малыми
по абсолютной величине.

Виртуальные перемещения 8м, 8v, 8w соответствуют прира-
щениям шести компонент деформации, определяемым формулами

а соответствующая виртуальная работа для некоторого элемента
объема будет

(ах8гх + ау8гу + аг8гг + хху8уху + x,J28yyz + 1гхЬугх) dx dy dz. (г)

Согласно формуле (ж) на стр. 256 соотношение (г) эквивалентно
выражению

8Vodxdydz, (д)

если, согласно (132), считать Vo функцией компонент деформации.
Как уже было установлено, это изменение энергии деформа-

ции определяет работу, совершенную против сил взаимодействия
между частицами (как и в случае растягиваемых пружин). Чтобы
получить работу, совершаемую силами взаимодействия над час-
тицами, нужно поменять знак этой работы на обратный.

Внешние силы слагаются из: 1) краевых поверхностных сил
XdS, YdS, ZdS, действующих на каждый элемент поверхности dS,
и 2) объемных сил Xdx, Y dx, Zdx, действующих на каждый
элемент объема dx, или dxdydz.

Утверждение, что полная виртуальная работа для всего тела
равна нулю, теперь принимает форму

V0dT = 0. (137)

Поскольку в соотношении (137) заданные внешние силы и дей-
ствительные компоненты напряжения являются неизменными, знак
вариации б можно вынести за знак интеграла. Тогда, изменяя
всюду знаки на обратные, можно записать

v+lw)dS~\ = O, (137')

учитывая, что операция варьирования б не влияет на силы, за-
писанные в явной форме. Первый интеграл в квадратных скобках
представляет собой энергию деформации и, поскольку он равен
энергии, накопленной до начала разгрузки, его можно назвать
потенциальной энергией деформации. Второй интеграл представ-
ляет собой потенциальную энергию объемных сил, значения кото-
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рых зафиксированы независимо от и, v, w. Когда u — v = w = Q,
эта энергия равна нулю. Подобным же образом третий интеграл
представляет собой потенциальную энергию поверхностных сил.
Все выражение в скобках является, по определению, полной
потенциальной энергией системы. Тогда уравнение (137) показы-
вает, что действительные перемещения и, v, w при заданных
внешних силах (и заданных условиях закрепления) таковы, что
для любого виртуального перемещения первая вариация полной
потенциальной энергии равна нулю, или короче, полная потен-
циальная энергия стационарна.

Термины виртуальное перемещение и виртуальная работа,
хотя и имеют исторический смысл, означают не более чем исполь-
зование произвольных множителей, представленных здесь вели-
чинами би, 6У, &w, вместе с уравнениями равновесия. Удобно,
как это делалось в предыдущих параграфах, рассматривать их
как вариации действителвных перемещений и, v, w.

Чтобы исследовать устойчивость равновесия, мы можем вооб-
разить импульсные возмущения, за которыми следуют действитель-
ные вариации равновесных перемещений. Поскольку диссипации
энергии нет, сумма потенциальной и кинетической энергий остается
постоянной. Если при отклонении от равновесной конфигурации
потенциальная энергия должна увеличиваться, то кинетическая
энергия должна уменьшаться. Однако если потенциальная энергия
должна уменьшаться, то кинетичеткая энергия будет возрастать.
Эти два случая описываются соответственно как устойчивый и
неустойчивый по отношению к малым возмущениям. Устойчивость,
очевидно, требует, чтобы потенциальная энергия в положении
равновесия достигала минимума, а неустойчивость—чтобы она
была максимальной. При таком использовании потенциальной
энергии подразумевается, что в движении, следующем за возму-
щением: 1) объемные и поверхностные силы двигаются вместе с
элементами материала, на которые они действуют в равновесной
конфигурации, и 2) эти силы не меняют ни величины, ни направ-
ления.

Рассмотрим снова потенциальную энергию, отнесенную к еди-
нице объема для плоского напряженного состояния в форме (134).
Вслед за импульсным возмущением компоненты деформации в
равновесном состоянии считаются возрастающими за короткий
промежуток времени на величины 8ех, 8гу, бег. Тогда, на осно-
вании (134), новое полное значение Vo будет равно

щ^щ [(гх + 8еху + 2v (гх + Ьгх) (гу + 6е„) + (е,

Вычитая из него равновесное значение, получаемое непосредст-
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пенно по формуле (134), находим полное приращение энергии

5 Т Г § ^ ] [26,66, + 2v (е.бе, + гу8вх) + 26,66,] + -§- 2уху8уХ!/ +

+ ¥([=?) Кбе*>2 + 2v6e,eeB + (бе,)*] + -£ (6уху)К

Здесь первая строчка представляет приращение первого порядка
и в точности соответствует формуле (д), если не считать объем-
ного множителя dxdydz. Вторая строчка представляет собой
приращение второго порядка и положительна, так как величина
Vo в (134) положительна при любых значениях ъх, е,, уху.

В выражение для полной потенциальной энергии, представ-
ленное с учетом приведенных выше постулатов 1) и 2) членами
в скобках в (137'), не входят приращения второго порядка от
массовых и поверхностных сил. Приращения первого порядка
обращаются в нуль, так как действительные перемещения и, v,
w в этом виде возмущения можно принять за виртуальные.
Поскольку приращение второго порядка должно быть положи-
тельным, состояние является устойчивым в определенном здесь
смысле. Мы увидим, что этот вывод связан с использованием
закона Гука, а также постулатов 1) и 2)1). Для нелинейных
зависимостей между напряжениями и деформациями возможны
приращения порядка выше двух.

Общие соображения относительно полной энергии системы бы-
ли использованы А. Гриффитсом при развитии его теории разру-
шения хрупких материалов2). Известно, что материалы всегда про-
являют намного меньшую прочность, чем можно было бы ожидать
на основе анализа молекулярных сил. Для одного из видов стек-
ла Гриффите обнаружил теоретическую прочность на растяжение
порядка 112 000 кГ/см2, тогда как опыты на растяжение со стек-

J ) В теории устойчивости материал может подчиняться закону Гука, однако
стойка или пластинка под действием сжимающей нагрузки, превышающей
эйлерово критическое значение, не будет устойчивой в рассматриваемом смысле.
Однако задачи устойчивости исключаются из линеаризованной теории упру-
гости предположением о малости перемещений. Например, граничные условия
для задачи, соответствующей рис. 37, на вертикальных гранях принимаются
в виде ах = тху = 0 на х=±1. Точные граничные условия должы были бы
состоять в том, что деформированные грани свободны от нормальных и каса-
тельных нагрузок.

2 ) A. A. G r i f f i t h, Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, 221, 163—198
(1921); Proc. Intern. Congr. Appl. Mech., Delft, 55—63, 1924.

Ссылки на работы по механике разрушения см. в книгах и обзорных
статьях: А. Н. C o t t r e l l , The Mechanical Properties of Matter, гл. 11,
John Wiley, New York, 1964; D. С D r u с k e r, J . J . G i l m a n (ред.), Frac-
ture in Solids, Academic Press, New York, 1962 [Русск. пер. Разрушение твер-
дых тел. М. 1967]: Intern. J . Fracture Mech. (выходит с марта 1965 г.). [См.
недавно опубликованные монографии: Г. И. Ч е р е п а н о в , Механика хруп-
кого разрушения, «Наука», 1974; Л. М. К а ч а н о в , Основы механики раз-
рушения, Наука. 1974; см. также сборник «Механика в СССР за 50 лет»,
т. 3, «Наука», 1972 (Прим. ред.)]
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лянными стержнями дали лишь 183ft кГ/см2. Гриффите показал,
что это расхождение теории с экспериментом можно объяснить
тем, что в таких материалах, как стекло, существуют микроско-
пические трещины или дефекты, вызывающие высокую концент-
рацию напряжений, а с нею и дальнейшее распространение тре-
щин. Для вычислительных целей Гриффите принимает трещину

в форме очень узкого эллиптического
отверстия, большая ось которого пер-
пендикулярна к направлению растяги-
вающей силы. Рассмотрим пластинку,
закрепленную, вдоль сторон ab и cd и
растягиваемую равномерно распределен-
ным растягивающим напряжением S,
приложенным к тем же сторонам (рис.
131). Если в пластинке создать микро-
скопическое эллиптическое отверстие
АВ длиной 1Т а стороны ab и cd фик-
сировать, то начальная энергия де-

формации, вызванная растягивающими напряжениями S, в ре-
зультате появления отверстия уменьшится. Это уменыцение'можно
вычислить, используя решение для эллиптического отверстия
(см. § 63) в пластинке единичной толщины. Это уменьшение
энергии деформации равно

Рис. 131.

Если трещина удлиняется, происходит дальнейшее уменьше-
ние энергии деформации, накопленной пластинкой. Однако удли-
нение трещины означает также увеличение поверхностней энергии,
поскольку поверхность твердого тела, как и поверхность жид-
кости, обладает поверхностным натяжением. Гриффите обнаружил,
например, что для стекла того вида, который он использовал в
своих экспериментах, поверхностная энергия на единицу площади
поверхности имела порядок 0,56-10~3 см-кГ/см2. Поскольку уд-
линение трещины требует увеличения поверхностной энергии, ко-
торое может быть получено за счет уменьшения энергии дефор-
мации, то удлинение может произойти и без увеличения пол-
ной энергии. Условие самопроизвольности распространения тре-
щины состоит в равенстве этих двух значений энергии.: исполь-
зуя выражение (е), находим

dV

откуда следует, что критическое напряжение

(ж)
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Эксперименты, в которых трещины известной длины создавались
с помощью стеклорезного алмаза, оказались в очень хорошем
соответствии с уравнением (ж). Было также экспериментально
показано, что если принять меры предосторожности для исклю-
чения микроскопических трещин, можно получить прочность,
намного превышающую обычную. Некоторые стеклянные стержни,
испытанные Гриффитсом, показали предел прочности порядка
60 000 кГ/смг, который составляет более половины вышеупомянутой
теоретической прочности.

Спорный вопрос о возникновении бесконечного напряжения
по концам трещины в теории Гриффитса был снят Г. И. Барен-
блаттом1), который ввел вместо него большое, но конечное напря-
жение, представляющее атомные силы сцепления.

§ 93. Теорема Кастильяно

В предыдущем параграфе равновесная форма упругого тела,
подвергнутого действию заданных массовых сил и при заданных
граничных условиях, сопоставлялась со смежными формами,
получающимися в результате виртуальных перемещений 8«, 6о,
6w из положения равновесия. Было установлено, что истинные
перемещения, отвечающие положению устойчивого равновесия,
доставляют минимум потенциальной энергии системы.

Рассмотрим теперь вместо перемещений напряжения, отвечаю-
щие положению равновесия. Мы знаем, что дифференциальные
уравнения равновесия (123) вместе с граничными условиями (124)
недостаточны для определения компонент напряжения. Мы можем
найти множество различных распределений напряжений, удов-
летворяющих уравнениям равновесия и граничным условиям;
в связи с этим возникает вопрос: как отличить истинное напря-
женное состояние от всех других статически возможных рас-
пределений напряжений?

Обозначим через ах и т. д. компоненты истинного напряже-
ния, отвечающие положению равновесия, а через 8ах и т. д.—
малые вариации этих компонент, такие, что новые компоненты
напряжения вх + (юх и т. д. удовлетворяют тем же уравнениям
равновесия (123). Затем, вычитая уравнения для одной системы
из уравнений для другой системы, находим, что вариации ком-
понент напряжения удовлетворяют трем уравнениям вида

д&а . д6гХу . дЬххг _ Q . .
дх ' ду ' дг

х ) G. I. B a r e n b l a t t , Advances in Applied Mechanics 7, 56—129, Aca-
demic Press, New York, 1962 {см. также Г. И. Б а р с н б л а т т , ПМТФ, № 2,
3—56 (1961). Дальнейший анализ критерия хрупкого разрушения v концов
трещин дан В. В. Новожиловым (см. ПММ 33, № 2, 212—222; №* 5, 797—
812 (1969) (Прим. ред.)].



266 ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ (ГЛ. 8

Этой вариации компонент напряжения будут соответствовать
вариации поверхностных усилий. Обозначим через 8Х, 6F и 8Z
эти малые изменения поверхностных усилий; тогда, на основа-
нии граничных условий (124), находим три уравнения вида

8а J + 8ххут + 8ххгп = 8Х. (б)

Рассмотрим теперь изменение энергии деформации тела, вызван-
ное вышеописанными изменениями компонент напряжения. Взяв
энергию деформации в единице объема в виде функции компонент
напряжения (131), получим для изменения этой энергии выра-
жение

имеющее в правой части шесть членов, причем
dV0 1 г / , м

?£ = Ж [°х — v (°у + <*«)] = е *
и т. д., а также

дУ0 _J_ _
дтху~О T*v~V*»

и т. д., откуда
6 V 0 = г х 8 а х + . . . + у х у 8 х х у + . . .

Следовательно, полное изменение потенциальной энергии, вызван-
ное изменениями компонент напряжения, составит

6V = J = $ (гх8ох+ . . . +уху8хху+ .. .)dx. (г)

Исследуем это изменение энергии. Чтобы учесть граничные
условия (б), нам потребуется теорема, известная под названием
теоремы о дивергенции1), или теоремы Гаусса, или леммы Грина.
Пусть в некоторой области, ограниченной поверхностью S, которая
имеет направляющие косинусы внешней нормали /, т, п, сущест-
вуют три функции пространственных координат U, V, W. Теорема
формулируется в виде равенства

<1 3 8>

где объемный интеграл в левой части берется по всему объему,
ограниченному поверхностью S, а поверхностный интеграл в пра-
вой части—по всей ограничивающей поверхности 5. Поверхность S

г) Доказательство и условия применимости этой теоремы даются почти
во всех книгах по математическому анализу или векторному анализу. См.,
например, I. S. S o k o l n i k o f f , R. M. R e d h e f f e r , Mathematics of
Physics and Modem Engineering, McGraw-Hill, New York, 1958, стр, 389.
[См. также В. И. С м и р н о в , Курс высшей математики, т. 2. В советской
литературе эту теорему называют обычно теоремой Остроградского —Гаусса.
(Прим. перев.))
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может представлять внешнюю поверхность тела, а вместе с ней
и поверхности одной или нескольких внутренних областей (по-
лостей). Для наших целей удобно сперва принять

U = u8ax, V = u6xxy, У = и6т„. (д)

Тогда теорема (138) дает

(e)

Выполняя дифференцирование внутри квадратных скобок в левой
части, получаем

,др д^у дь^л д *иб , | б ( ж )
\ дх ' ду ' дг J ' дх х ' ду ХУ ' дг хг v '

Согласно зависимости (а) выражение в скобках обращается в нуль.
Теперь соотношение (е) принимает вид

Таким же путем, приняв вначале вместо (д) выражения

V = v8ay, W^v8xyz, U=v8xyx,

получаемые с помощью циклической перестановки в (д), прихо-
дим к результату, который выписан ниже с помощью циклической
перестановки в (и):

Далее с помощью еще одной циклической перестановки имеем

дг

Складывая соотношения (и), (к) и (л) и используя зависимость
между перемещениями и деформациями (2), находим

(м)

Левая часть этого равенства, как и в равенстве (г), равна SV.
Таким образом, при сохранении равновесия вариация энергии
деформации в форме (131), отвечающая вариациям компонент
напряжения дается формулой

(139)

Истинными напряжениями являются те, которые удовлетворяют
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этому уравнению. Такие вариации являются математическими,
а не физическими. Физические вариации напряжений, вызывае-
мые вариациями граничных нагрузок, подвержены более жестким
ограничениям, нежели уравнения равновесия в форме (а). Однако
с математической точки зрения интеграл в формуле (139), если Vo

есть функция шести переменных, а именно, согласно (131), шести
компонент напряжения, обладает вариацией независимо от спо-
соба изменения этих шести переменных.

В строительной механике энергия деформации линейно-упругой
конструкции под действием системы сосредоточенных сил Рх,
Р а , . . . может быть выражена в виде квадратичной функции от
этих сил. Тогда

SV --8P 4-~ЬР 4-

и мы получаем теорему Кастильяно 1) для соответствующих ком-
понент перемещения dlt d2, ...:

А - К A -9L
1 ~ дР1 ' * ~~ дРг ' " "

из того факта, что
6V d b P d b P i + . . . (140)

Аналогия между (140) и (139) очевидна. Теорему (140) часто на-
зывают теоремой Кастильяно.

Возвращаясь к формуле (139), отметим, что вариации напря-
жения могут быть и такими, что краевые усилия X, Y, Z оста-
ются неизменными. Тогда 6Х, 6У, 6Z в трех условиях вида (б)
равны нулю, а формула (139) принимает простой вид

6У = О. (141)

Следовательно, для таких вариаций функция V стационарна.
Мы исследовали, начиная с (в), только приращения и вариации
первого порядка. Из рассмотрения вариаций второго порядка
можно показать, что V в действительности достигает минимума.
Теорему (141) иногда называют принципом минимальной работы,
как и ее аналог для сосредоточенных сил в строительной механике.

Для плоской деформации или плоского напряженного состоя-
ния имеем w = 0 или 6Z = 0 и (139) немедленно приводится к виду

(142)

где V берется в соответствующей форме, например в форме (133)
для плоского напряженного состояния, а интеграл при единичной

х) См., например, S. T i m o s h e n k o , D. H. Y o u n g , Theory of Struc-
tures, McGraw-Hill, New York, 1965, стр. 234.
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толщине слоя представляет собой контурный интеграл вдоль гра-
ничной кривой с элементом дуги ds.

Сформулированы и более общие вариационные принципы, в ко-
торых одновременно варьируются как напряжения, так и пере-
мещения1).

§ 94. Приложения принципа минимальной работы.
Прямоугольные пластинки

В качестве примера рассмотрим прямоугольную пластинку. Ранее (стр. 70)
было показано, что, используя тригонометрические ряды, можно удовлетворить
граничным условиям на двух сторонах прямоугольной пластинки. Решения,
полученные таким образом, могут представить практический интерес, если их
использовать для пластинки, ширина которой мала по сравнению с длиной.
Если оба размера пластинки имеют один и тот же порядок, следует рассмат-
ривать условия по всем четырем сторонам. При решении задач такого рода
иногда может успешно применяться прин-
цип минимальной работы.

Рассмотрим случай прямоугольной
пластинки в условиях растяжения, когда
растягивающие усилия на концах рас- -
пределены по параболическому закону -) "
(рис. 132). Граничные условия в этом ~
случае имеют вид: "1

при х = ± а

"ху

при у— ± Ь
т,„ =

О, ff_ = S{ 1 - 4 (а)

Энергия деформации для пластинки единичной толщины, согласно урав-
нению (133), выражается формулой

dxdy. (б)

Следует отметить, что в случае односвязной границы, которую мы имеем в дан-
ном случае, распределение напряжений не зависит от упругих констант ма-
териала (см. стр. 148)], Поэтому дальнейшие вычисления можно упростить,
положив коэффициент Пуассона v равным нулю. Тогда, введя функцию на-
пряжений ф и подставляя в (б) равенства

дхду'
v = 0,

получаем

(в)

Корректное выражение функции напряжений удовлетворяет условиям (а) и
доставляет минимум энергии деформации (в).

г) Э. Р е й с с н е р , О некоторых вариационных теоремах в механике
сплошной среды. В сб., посвященном 70-летию Н. И. Мусхеляшвили,
«Наука», 1961. '

2) S. T i m o s h e n k o , Phil. Mag. 47, 1095(1924).
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Если для определения минимума (в) использовать вариационное исчисле-
ние, то мы придем к уравнению (30) для функции напряжений ф. Вместо
этого используем следующую процедуру приближенного решения задачих).
Представим функцию напряжений в виде ряда

такого, что удовлетворяются граничные условия (а). Здесь а!, а 2, . . . — посто-
янные, которые подлежат определению. Значения этих постоянных можно
найти из условий

9V л dV dV „
— = 0 , — = 0 , — = 0 , . . . , (д)

которые являются линейными уравнениями относительно ait a 2, а 3 , . . .
С помощью надлежащего выбора функций ф 1 ( ф8> . . . мы можем получить

удовлетворительное приближенное решение, удержав в ряду (г) лишь несколько
членов. В рассматриваемом случае граничные условия (а) удовлетворяются,
если положить

поскольку тогда

i!2o—о о -2з.-я(1-£Лдхду~"' °х~ду2~ { Ь»
Остальные функции q>lf ф2, . . . следует выбрать таким образом, чтобы соот-
ветствующие им напряжения на границе были равны нулю. Чтобы добиться
этого, возьмем в качестве множителя во всех функциях выражение (х2—а2)ах
Х(</2—Ь2)2; вторая производная по х от этого выражения на сторонах у= ± Ь
обращается в нуль, тогда как вторая производная по у обращается в нуль
на сторонах х=± а. Вторая производная д2/дхду равна нулю по всем четырем
сторонам пластинки. Отсюда функцию напряжений можно взять в виде

В этом ряду сохранены лишь четные степени х и у, поскольку распределение
напряжений симметрично относительно осей х н у . Ограничиваясь одним
членом ах в последних скобках, имеем

у=1 Sy* (1 — i fj-) + t t l (x* - а2)* (у2 - 6«)«.

Первое из уравнений (д) тогда принимает вид
/64 2 5 6 ^ 64 6«\ S_

° Н 7 + 49 а2 + 7 а* ) ~а*Ь*'
Для квадратной пластинки (а = 6) находим

и все компоненты напряжения определяются по формулам

ox = s(l—£r)-l

!) Метод Ритца или Рэлея — Ритца. См. W. R i t z , Z. Reine Angew. Math.
135, 1-61 (1908); W. R i t z, Gesamraelte Werke, Gauthier-Villars, Paris,
стр. 192—250, 1911.
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Распределение ах по поперечному сечению х = 0 представлено кривой II1)
(рис. 133).

Чтобы получить более точное приближение, возьмем теперь в ряду (е) три
члена. Тогда уравнения (д) для определения постоянных alt a2, а 3 будут
такими:

64 , 256 ft2 . 64 b*\ . , /64 , 64 b*
+49 " ? + T ^ J + K a Q (77+49^

64 , 64 b*\ , , /192 , 256 62 , 192 6*

64 62 ,64 6»

, /64 b2 , 64 6»

64 , 64 6* 64 64
7 7 + 7 7 '

/192

(ж)

Для квадратной пластинки эти уравнения дают

а! = 0,0404о4-. а 2 = а 3 = 0,01174--г.

Распределение ах по поперечному сечению х = 0 определяется зависимостью

На рис. 133 это распределение напряжений по-
казано кривой /// 2 ) .

С увеличением длины пластинки распреде-
ление напряжения по поперечному сечению х = 0
становится все более и более однородным. Если
мы положим, например, а = 26, то из уравне-
ния (ж) найдем

а 1 = 0,07983 ~ ,

« , « 0 . 1 2 6 0 ^ .

US

*l
0,2 W пб 0,8 IJJ

zl

¥Ж

ye

Соответствующие значения ах по поперечному сечению
числами

0,2 0,4 0,6 0,8

Рис. 133.

= 0 характеризуются

1,0

ж 0.684S 0.669S 0,6535 0.649S 0.675S

Это распределение напряжений представлено на рис. 133 штриховой линией.
Мы видим, что в этом случае отклонение от среднего значения 2/35 очень мало.

Чтобы исследовать другие симметричные распределения напряжений по
граням х= ± а, нам нужно лишь изменить форму функции <р0 в выражении (е).
При этом в уравнениях (ж) потребуется изменить одни только правые части.

*) Кривая / представляет параболическое распределение напряжений по
концам пластинки.

2) Подобные результаты получили Инглис (С. Е. I n g l i s , Proc. Roy.
Soc. (London), ser. A, 103 (1923) и Пикет (G. P i c k e t t , J. Appl. Mech.
П, 176 (1944)).
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В качестве примера распределения напряжений, несимметриадюго
тельно оси х, рассмотрим случай изгиба, показанный на рис. 134 1 ) , в я р
приложенные по кояцам усилия изменяются по закону (вк)к=.±а**Ауъ«(кривая б
на рис. 134, б). Очевидно, распределеиле напряжений <*удет несимметричным

b

6)
Рис. 134.

относительно оси х и симметричным относительно оси у. Эти условия удовлет-
воряются, «ели примять функцию надряженнй в форме

Ф = ^ Ayb + (X>-Cfi)* (у»-6»)« (ацг + О 1 И * + « ^ » + 9 ^ + . . .). (И)

Первый 1лел, как и равьще, удовлетворяет граничным условиям для ф. Под-
ставляя равенство (ц) с четырьмя коэффициентами alt «2, а 3, а 4 в уравне-
нии (д), для случая квадратной пластинки (а = 6) находим

{уЧ'-О-?)110.08392(54* —3i)) +
+0,004108 (2!т]*-20т)3 + Зт))] — £2 (1 - | 4 ) 2 fO,0730e (Si

+0,04179 ( 2 1 П * -

где | = х/а и i]==i//6. Распределение напряжения по среднему сечению ^ = 0
близко к линейному. На рис. 134, б оно показано кривой а.

§ 95. Эффективная ширина широких полок балок

В качестве другого примера применения принципа минимальной энергии к
двумерным задачам для прямоугольных областей рассмотрим балку с очень широ-
кими полками (ряс J3.5), Такие балки очень часто встречаются в железобе-
тонных конструкциях и в конструкциях корабельных корпусов. Элементарная
теория изгиба предполагает, что напряжения изгиба пропорциональны рас-
стоянию от нейтральной оси, т, е. что напряжения по ширине полки не ме-
няются. Однако известно, что если при изгибе ширина полки очень велика,
части полок, удаленные от стенки балки, не вносят полного вклада в момент
сопротивления, и балка оказывается слабее, чем это следует из элементарной
теории изгиба. Обычно при определении напряжений в таких балках дейст-
вительную ширину полок заменяют некоторой приведенной шириной таким
образом, чтобы элементарная теория изгиба, примененная к приведенному
сечению, давала корректные значения максимальных напряжений изгиба. Эта
приведенная ширина полок называется эффективной шириной. Дальнейшие
рассуждения дают теоретическую основу для определения этой эффективной
ширины.

х) Эти выкладки взяты из двктврской диссертации Гудьера (J. IV, Goodier),
защищенной в Мичиганском университете в 1931 г. См. также J. N. G o o d i e r ,
Trans. ASME 54, 173(1932).
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Чтобы возможно более упростить задачу, допустим, что рассматривается
бескоадчдая дерззрезная балка на равноотстоящих одорах. Все пролеты
балки одинаковым образом нагружены силами, симметричными относительно
середин пролетов. Одна из опор, представленная на рис. 135, принимается за
начало координат, а ось х считается совпадающей с осью балки. В силу

симметрии достаточно рассмотреть только один пролет и только одну полку,
соответствующую, скажем, положительным значениям у. Ширина полки при-
нимается бесконечно иольшой, а толщина ft —очень малой по сравнению с вы-
сотой балки. Вследствие этого изгибом полки как тонкой пластинки можно
пренебречь и считать, что при изгибе балки усилия передаются на полку в
ее срединной плоскости, так что распределение напряжений в полке является
двумерным. Соответствующая функция напряжения «р, удовлетворяющая диф-
ференциальному уравнению

ох* ' Ьх ду1 ду* ^

может быть принята для рассматриваемого симметричного случая в в.вде ряда

9 = 2 - fniV) c°s-p. (б)

в котором /„ (у) являются функциями только одной переменной у. Подстав-
ляя (б) в уравнение (а), находим для fn(y) следующее выражение;

пли , . ппу_ ппу ппу

г) Этот вопрос исследовал Карман (Т. Karman, Festschrift August Foppl,
1923, стр. 114. См. также G. S c h n a d e l , Werft und Reederei 9, 92(1928);
Е- R e i s s n e r , Der Stahlbau, 1934, стр. 206; E. С h w a 11 a, Der Stahlbau,
лг L - B e s c n l < i n , Publs. Intern. Assoc. Bridge Struct. Eng. 5, 65(1938).
Дальнейшие исследования и библиографию можно найти в книге Thein Wah
(РЕД-). A Guide for the Analysis of Ship Structures, стр. 370—391, Office of
Technical Services, Washington, I960.
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Чтобы удовлетворить условию обращения напряжений в нуль при бесконеч-
ных значениях у, примем Cn = Dn = 0. Выражение для функции напряжений
тогда примет вид

V — Г ппУ \ — г ппх . .
(г)

Коэффициенты Ап и Вп теперь можно определить из условия, что действи-
тельное распределение напряжений доставляет суммарной энергии деформации
в полке и в стенке минимум. Подставляя

Ф = 2 - . у 4 " в +Bn[l+-f)e « c o s —

в выражение для энергии деформации
оо 21

Vx = 2 А Г j [ a 2 + o j - 2va^atf+2 (1 + v) т£„] dxdy
о о

и используя уравнение (г) для функции напряжений, получаем для энергии
деформации полки выражение1)

V — 2/i V я 3 я 3 /Вп Л„Д,, Л%

п=1

Рассматривая отдельно анергию деформации стенки, обозначим через А ее
поперечное сечение, через / — момент инерции относительно горизонтальной
оси, проходящей через центр тяжести С, и через е—расстояние от центра
тяжести стенки до срединной плоскости полки (рис. 135). Полный изгибаю-
щий момент, передаваемый любым сечением стенки вместе с полкой, может
быть представлен для нашего симметричного случая рядом

,, . , . . . ях . .. 2лх . . „
М = М0-\-M1cos-j--\-M2 cos—:—[-... (е)

В этом ряду М„ — статически неопределимая величина, зависящая от вели-
чины изгибающего момента на опоре, а все прочие коэффициенты Мх, М2, ...
следует определить из условий нагружения. Обозначив через N сжимающее
усилие в полке (рис. 135, в), разобьем изгибающий момент М на две части:
часть ЛГ, воспринимаемую стенкой, и часть M" = Ne, возникающую от про-
дольных усилии N в стенке и полке. Из статических соображений замечаем,
что нормальные напряжения по любому сечению всей балки дают момент М;
отсюда

xdy=M, (ж)

где — 2he \ axdy=M"—часть изгибающего момента, воспринимаемая полкой.
о

Энергия деформации стенки определяется зависимостью
21 21

V — Г N*dx | f M'2dx

6 о

x) Интегралы, входящие в выражение энергии деформации, были вычис-
лены в упомянутой статье Кармана (Кагтап).
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Из первого уравнения (ж) находим

) j ду~* ду оо
о о

Из выражения (г) для функции напряжений можно видеть, что

( да>\ fdw\ V ял я

Отсюда ж

0 . ПЛХ
j-Aacos-j~,

л=1

б л=1

Если же использовать обозначение
пл
I

можно записать

oh — A —X* " ~ лп — лп>

л=1 . .

(к)

л=1 л=1

Подставляя (к) в (и) и учитывая, что
11 21

—j- cos —7— ax == 0 (при от ?Ь n),\ cosa -j- dx = l, \ cos —j- cos —7— ax ==

о о
получаем

п=1 л=1

Прибавляя эту величину к энергии деформации полки (д) и используя в вы-
ражении для последней обозначения

получаем следующее выражение для полной энергии деформации:
00 СО

2 l X
л=1 л=1

со

п=1
Величины Af0, ^ „ , К п должны определяться из условия минимума энергии
деформации (л). Можно видеть, что момент Мо входит только в член l
и из требования минимума для (л) следует, что Afo=O.



276 ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ [ГЛ. 8

Из условия

находим

Подставляя эти значения в уравнение (л) вместе с равенством М0 = 0, полу-
чаем следующее выражение для энергии деформации:

п=\ п—\ п=1

Из условия, что величина Хп должна доставлять минимум V, следует, что

дХп~
0'

откуда находим

х =Мп 1 (н)

" е I + (I/Ae2) + (nnl/hie*) 1(3+ 2х — v2)/4]# K>

Рассмотрим частный случай, когда эпюра изгибающего момента представ-
ляется простой косинусоидной, скажем М = М1 cos (nxjl). Тогда из выраже-
ния (н)

M !x = !
1 е 1 + (//Ле3) + (л//Ле2/)[(3 + 2г —v2)/4] *

и, согласно формулам, (к), момент, связанный с усилием iV в полке, равен

Распределение напряжений ах по ширине полки можно теперь определить по
формуле (г), приняв все коэффициенты Ап и Вп, кроме А1 и Ви равными
нулю и полагая (в принятых выше обозначениях)

А и A

Это распределение напряжений ох показано на рис. 135, а. Напряжения ах

убывают с увеличением расстояния от стенки.
Определим теперь такую ширину 2Х полки тавровой балки (рис. 135, а),

чтобы равномерное распределение напряжения по поперечному сечению полки,
показанному штриховкой, дало вычисленный выше момент М" (формула (п)).
Это и будет эффективной шириной полки.

Обозначим, как и ранее, через М' и М" части изгибающего момента,
воспринимаемые стенкой и полкой, через ас — напряжение в центре тяжести
стенки С и через ае — напряжение в срединной плоскости полки] тогда по
элементарной теории изгиба

ое~ос—f, (р)
а из уравнений статики

2khoe + ocA = 0, —2Шаее=М". (с)

Выражения для двух частей изгибающего момента, согласно уравнениям (р)
и (с), имеют вид

L ^ ^ о , . М'' = -
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Отношение М" к полному изгибающему моменту равно

М" I

277

(т)

Чтобы сделать это отношение равным отношению М"/М, полученному из точ-
ного решения (п), нам нужно принять

—V 2

Отсюда получаем следующее выражение для эффективной ширины полки:

2Х

Принимая, например, v = 0,3, находим

2% = 0,181 (2/),

т. е. для принятой диаграммы изгибающего момента эффективная ширина
полки составляет примерно 18% от пролета.

Для случая неразрезной балки с одинаковыми сосредоточенными силами,
приложенными в центре пролетов, эпюра изгибающих моментов показана на

Рис. 136. Рис. 137.

рис. 136. Представляя это распределение моментов с помощью ряда Фурье и
используя развитый ранее общий метод находим, что эффективная ширина на
опоре определяется формулой

2% = 0,85
я (3 -f 2v — v2)

т. е. она получается несколько меньшей, чем для случая эпюры моментов в
виде косинусоиды.

Проблема, подобная рассмотренной в § 94, встречается при расчете под-
крепленных тонкостенных конструкций. Рассмотрим коробчатую балку
(рис. 137), образованную двумя швеллерами ABFE и DCGH, к которым с по-
мощью заклепок и сварки по краям прикреплены два тонких листа ABCD и
EFGH. Если вся балка заделана левым концом и нагружена, как консоль,
двумя силами Р, приложенными к швеллерам на другом конце, то, согласно
элементарной теории изгиба, растягивающие напряжения изгиба в листе ABCD
равномерно распределены по любому сечению, параллельному ВС. В действи-
тельности, однако, лист воспринимает растяжение or касательных напряжений
по его краям, связанным со швеллерами, как показано на рис. 137, и рас-
пределение растягивающих напряжений по его ширине не будет постоянным;
в соответствии с эпюрой напряжений на рис. 137, напряжения по краям
будут выше, чем посередине. Такое отклонение от принятого в элементарной
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теории распределения называется сдвиговой задержкой (shear lag), поскольку
оно связано с деформациями сдвига в листах. Эта задача рассматривалась с
помощью энергетического и других методов на основе некоторых упрощающих
допущений *).

З А Д А Ч И

1. Почему следует ожидать, что для любого обычного металла изотерми-
ческий модуль Юнга меньше его адиабатического модуля?

2. Выразить через ах, ау, tXy энергию де-
формации, отнесенную к единице толщины цилинд-

р у ' \^ pa или призмы при плоской деформации.
3. Записать интеграл для энергии деформации

V в полярных координатах.
Распределение напряжений, определяемое

уравнениями (79), решает задачу, показанную на
рис. 138, где момент М прикладывается с помощью
равномерного сдвига внутри кольца, а уравновеши-
вающий момент прикладывается к внешней части
кольца. Найти энергию деформации кольца и, при-
равняв ее работе нагрузки, определить угол
поворота внешней окружности кольца, если оно

Рис. 138. закреплено на внутренней окружности (ср. с за-
дачей 3, стр. 157).

4. Определить потенциальную энергию, отнесенную к единице длины
цилиндра а < т < 6, под действием внутреннего давления р,\ Концы цилинд-
ра свободны (о> = 0).

5. Интерпретировать равенство

~^ (Xu +Yv)ds

и объяснить появление множителя 1/2 в правой части.
6. На основании равенства (131) показать, что если сравнить случай

плоского напряженного состояния и соответствующий случай плоской дефор-
мации ( е г = 0 ) с теми же напряжениями ах, ау, хху, то отнесенная к единице
толщины энергия деформации окажется в первом случае более высокой.

7. На рис. 139, а изображена сжатая полоса, напряжение в которой
распространяется повсюду. В случае, показанном на рис. 139, б, деформируе-
мая полоса на верхней и нижней гранях ограничена абсолютно жесткими

/7,.,. . ^ ^
/777777/777777/7 777777777777777

С) б) в)
Рис. 139.

плитами. Будут ли напряжения в полосе распространяться повсюду или они
локализуются у концов? В случае, изображенном на рис. 139, в, как в слу-
чае, показанном на рис. 139, а, но нижняя грань зафиксирована. Будет ли
напряжение при этом местным или нет?

!) Е. R e i s s n e r , Quart. Appl. Math. 4, 268(1946); J. H a d j i-Argy г is,
Brit. Aeron. Res. Council Repts. Mem., 2038, 1944; J. H a d j i-A r g y г i s,
H. L. Cox, Brit. Aeron. Res. Council Repts. Mem., 1969, 1944.

Ссылки на более ранние исследования можно найти в этих статьях. См.
также примечание 1 на стр. 273.
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8. Исходя из того, что в состоянии устойчивого равновесия система обла-
дает меньшей потенциальной энергией, чем в любой смежной форме, показать
без вычислений, что энергия деформации пластинки, изображенной на рис. 131,
будет либо уменьшаться, либо оставаться постоянной, если сделан разрез АВ.

9. Сформулировать теорему Кастильяно, выраженную уравнением (142)
в форме, пригодной для использования в полярных координатах, заменив
граничные усилия X и Y радиальными и тангенциальными компонентами R и
Т и компоненты перемещения—полярными компонентами ы и v из главы 4.

10. Уравнение (142) справедливо, когда 6V, дХ, 6К вызываются малыми
изменениями в компонентах напряжения, которые удовлетворяют уравнениям
равновесия (а) § 93 независимо от того, нарушают ли эти изменения условия
совместности (§ 16) или нет. В последнем случае изменения напряжений сов-
падают с теми, которые в действительности имеют место при изменении гра-
ничных усилий на 6Х, 6Y. Справедливо ли такое утверждение?

11. Уравнение (ж) на стр. 256 относится к материалу, подчиняющемуся
закону Гука. Допустим, что материал не подчиняется закону Гука, но обла-
дает функцией энергии деформации Vo, которая также является функцией от
компонент деформации, но более сложной, чем (132). Показать, что нелиней-
ные зависимости между напряжениями и деформациями по-прежнему даются
соотношениями вида

ox = dV0/dsx, tXy = dV0/dyXy.

(Рассмотреть приращение одной компоненты деформации, считая остальные
неизменными.)

§ 96. Единственность решения

Рассмотрим теперь вопрос о том, может ли превышать еди-
ницу число решений уравнений теории упругости, отвечающих
заданным поверхностным и массовым силам.

Пусть символы о'х тху, ... представляют решение для
нагрузок X, . . . , X, . . . , а символы а"х, . . . . тху, . . . представ-
ляют другое решение для тех же нагрузок X, ..., X, . . . Тогда
для первого решения справедливы уравнения

дох | дхху , дт'хг v _ п

~ а г + ~ w + ~ w •+•л - и«

а также соответствующие условия совместности.
Для второго решения имеем

j t o ^ . д\"ху , д т ^
~дГ+ ду - г - д

а также условия совместности.
Путем вычитания находим, что распределение напряжений,

определяемое разностями а'х— а"х х'ху~тху удовлетворяет
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в которых отсутствуют внешние силы. Условия совместности (125)
также будут удовлетворяться соответствующими компонентами
деформации г'х—г'х y'^—yly, .. •

Таким образом, это распределение напряжений отвечает нуле-
вым поверхностным и объемным силам. Работа, совершаемая этими
силами в процессе нагружения, равна нулю; отсюда следует, что

интеграл j j ^ V^dxdydz обращается в нуль. Однако, как пока-
зывает уравнение (132), величина V^ положительна для всех
деформированных состояний, и следовательно, этот интеграл
может обращаться в нуль лишь тогда, когда Vo равно нулю во
всех точках тела. Но это требует, чтобы и каждая из компонент
деформации г'х — г"х, . . . , у'ху—уху, ... равнялась нулю. Таким
образом, два состояния деформаций г'к,..., уху, . . . и г , , . . . , у"ху,...,
а с ними и два состояния напряжений о'х, . . . , х'ху, . . . и
ах, . . . , х"ху, ... тождественно совпадают. Иначе говоря, рассмат-
риваемые уравнения при заданных нагрузках могут иметь лишь
одно решение1).

Доказательство единственности решения основывалось на
предположении о том, что потенциальная энергия, а следова-
тельно, и напряжения в теле исчезают, если оно свободно от
внешних сил. Однако бывают случаи, когда и при отсутствии
внешних сил в теле могут существовать начальные напряжения.
С примером такого рода мы встречались при исследовании кру-
гового кольца (см. § 43). Если вырезать часть кольца, располо-
женную между двумя соседними поперечными сечениями, и снова
соединить концы кольца с помощью сварки или другим способом,
то получим кольцо с начальными напряжениями2). Несколько

х ) Эта теорема принадлежит Кирхгофу. См. G. K i r c h h o f f, Vorlesungen fiber
Mathematische Physik, Mechanik.

-) Кольцо представляет собой простейший пример многосвязного тела.
Д л я таких тел общие уравнения теории упругости, выраженные через компо-
ненты напряжения, недостаточны для определения напряженного состояния,
и чтобы получить полное решение, требуется дополнительное исследование
перемещений. Первые исследования такого рода провел Мичелл
(J. H . M i c h e l l , Proc. -London Math. Soc. 31, 103 (1899)). См. также
L. N. G. F i l o n , Brit. Assoc. Advanc. Sci. Rept., 1921. стр. 305; V. V o l -
t e r r a , Ann. Ecole Norm., Paris, ser. 3, 24, 401—517 (1907). Дальнейшая
библиография по начальным напряжениям дана в работе: P. N e m e n y i ,
Z. Angew. Math. Mech. 11, 59 (1931).
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примеров такого рода мы обсуждали при исследовании двумер-
ных задач.

Начальные напряжения в одиосвязном теле могут возникнуть
также из-за неупругих деформаций, порожденных в процессе
формовки тела. Например, значительные начальные напряжения
могут возникнуть в крупных поковках вследствие неравномер-
ного охлаждения, а также в катаных металлических стержнях
вследствие пластических деформаций, возникших ири холодной
обработке. Для определения этих начальных напряжений урав-
нений теории упругости недостаточно, и требуется дополнитель-
ная информация, касающаяся процесса обработки тела.

Следует отметить, что во всех случаях, когда может исполь-
зоваться принцип суперпозиции, деформации и напряжения,
вызываемые внешними силами, не зависят от начальных напря-
жений и могут определяться в точности таким же путем, как
это делается при отсутствии начальных напряжений. В таких
случаях полные напряжения находятся в результате суперпози-
ции напряжений, вызванных внешними силами, на начальные
напряжения. В случаях, когда принцип суперпозиции неприме-
ним, напряжения, вызываемые внешними силами, нельзя опре-
делить, не зная начальных напряжений. Мы не можем, напри-
мер, найти напряжения изгиба, вызываемые поперечными нагруз-
ками в тонком стержне, ееля этот стержень имеет начальное
растяжение или сжатие, не зная величины начальных напряжений.

§ 97. Теорема взаимности

Рассмотрим теперь некоторое упругое тело, находящееся под
действием системы заданных поверхностных сил X', Y', Z' и
массовых сил X', Y'. Z', и будем считать перемещения, дефор-
мации и напряжения известными. Обозначим их через и', е'х,
Уху, < ,̂ Тед и т. д. Затем, независимо, рассмотрим другую систему
сил X", ... у X", . . . и обозначим результаты решения второй
з а д а ч и ч е р е з и", г"х, y"xyr <J"X, тху и т . д .

Мы имеем два разных решения двух разных задач. Однако
в силу того, что они относятся к одному и тому же упругому
телу, между этими решениями существуют связи. Здесь мы рас-
смотрим одну из таких связей, выраженную в виде теоремы
взаимности2).

х ) Е. B e t t i , И пиото Cimenta, ser. 2, 7, 8 (1872). Такого же рода
теоремы известны и в других разделах науки. Cw. R a y l e i g h , Proc. London.
Math. SOG. 4 (1873); и его же Theory of Sound, Dover Publications, New York;
1Ч9П a m b> Higher Mechanias, Cambridge University Press, New York,
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Из двух решений мы можем чисто математическим путем
образовать величину Т " , определяемую формулой

'Т"= l(X'u" + Y'v" + Z'w") dS + J (X'u"+Y'v" + Z'w")dx. (a)
Меняя всюду местами одиночный и двойной штрихи, получаем

"Г = J (XV + ... + . ..)dS+l (XV + .. . + • • .)dx. (б)
Теорема утверждает, что

Т" = "Г. (в)
Для доказательства воспользуемся вновь теоремой о диверген-
ции (138). Рассмотрим в формуле (а) член

\X'u"dS, (г)

который представляет собой то же, что и

J (/а; + тх'ху + пх'хг) и" dS. (д)

В (138) можно положить

U = u'o'x, V = u"x'xy, W = u"x'xz, (e)

чтобы придать правой части (138) вид поверхностного интеграла (д).
Затем пойдем путем, аналогичным выкладкам (е) и (ж) в § 93,

используя три уравнения равновесия вида

<*2кл-?1*У-л_д_1в 4- X ' — 0 (ж)
дх + ду + дг + Л - и ' ^Ж''

Вместо выражения (м) из § 93 получаем соотношение

= J (X'u" + Y'v"+~Z'vf)dS+ J (X'u' + Y'xf + Z'uf) dx, (и)
показывающее возможность преобразования формулы (а) к виду

•Г = S ( е Х + ... + .. . + Y x ^ + ... + .. .)<*т. (к)
Можно записать формулу (к) полностью или через компоненты
напряжения, или через компоненты деформации. Выбирая послед-
нее, удобно воспользоваться законом Гука в форме (11) и (6).
Далее для подынтегрального выражения в (к) находим

= кг'г" + 2G (г'хгх+ гуг"и + г'гг"г) + G (у'хууХ!/ + у'^ + Y «Y«). ( л )
где

Результат (л), очевидно, не изменится, если поменять местами
двойные и одиночные штрихи. Однако такая замена — это все,
что требуется заменить в (к), чтобы это выражение соответство-
вало "7" вместо Т " . Это и доказывает теорему (в).
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Правую часть (а) часто называют работой сил первого состо-
яния (одиночный штрих) на перемещениях второго состояния
(двойной штрих).

Если в качестве объемных сил в задачу входят силы инерции,
то эта теорема немедленно распространяется на динамический
случай.

Статическая форма теоремы имеет много важных приложений.
Здесь мы приведем два иллюстративных примера. Другие при-
ложения к задачам о термоупругих напряжениях даются в главе 13.

Рассмотрим сначала однородный стержень, сжатый двумя рав-
ными и противоположно направленными силамих) Р, рис. 140, а.

Рис. 140.

а) б)

Рис. 141.

Задача отыскания напряжений, вызываемых этими силами, яв-
ляется довольно сложной. Допустим, однако, что нас интересует
не напряжение, а полное удлинение стержня б. На этот вопрос
можно ответить, используя теорему взаимности. С этой целью
рассмотрим в дополнение к заданному нагружению, представлен-
ному на рис. 140, с, простое осевое растяжение стержня, пока-
занное на рис. 140, б. Для этого второго случая найдем попереч-
ное сужение, равное 81 = v(Qh/AE), где А — площадь поперечного
сечения стержня. Тогда теорема взаимности дает нам уравнение

и удлинение стержня, вызываемое двумя силами Р, приложен-
ными, как показано на рис. 140, а, будет равно

б — —

независимо от формы поперечного сечения.
Рассмотрим другой пример. Определим уменьшение объема

упругого тела, вызванное двумя равными по величине и противо-
положными по знаку силами Р (рис. 141, а). В качестве второго
состояния рассмотрим состояние, вызванное действием на то же
тело равномерно распределенного давления р. В этом последнем

') Мы можем предполагать, чтобы избежать особенностей, что эти силы
распределены по малой площади.
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случае мы будем иметь в каждой точке тела всестороннее равно-
мерное сжатие величиной ( 1 — 2\)р/Е (см. уравнение (8)) и рас-
стояние / между точками приложения сил А и В уменьшится
на величину (l~2v)pl/E. Применительно к двум состояниям,
изображенным на рис. 141, теорема взаимностих) дает

откуда получаем уменьшение объема тела
д .^(l-2v)

§ 98. Приближенный характер решений для плоского
напряженного состояния

На стр. 49 отмечалось, что система уравнений для задач о плоском на-
пряженном состоянии при сделанных предположениях (стЛ- = т х г = т г / г = 0)

ах, оу, тху не зависят от г), которую мы сочли достаточной, не обеспечивает
удовлетворение всех условий совместности. Эти предположения требуют, чтобы
величины гх, гу, е г , уху не зависели от г и чтобы yxz и уу2 равнялись нулю.
Первое из условий совместности (125) включалось в теорию плоского напря-
женного состояния в качестве уравнения (21). Легко проверить, что осталь-
ные пять уравнений удовлетворяются только в том случае, когда е г пред-
ставляет собой линейную функцию от х и у, что является скорее исключением,
чем правилом, в решениях, полученных в главах 3—6. Очевидно, что эти
решения не могут быть точными, однако, как мы сейчас покажем, они явля-
ются достаточно близким приближением для тонких пластинок.

Найдем точное решение уравнений трехмерной задачи для случая 2 )

приняв объемные силы равными нулю. Такие решения должны удовлетворять
уравнениям равновесия (123) и условиям совместности (126).

Поскольку Ог, %гх> 1,у равны нулю, третье, четвертое и пятое уравнения
(126) (считая по столбцам) дают

д (дв\ д (дв\ д (дв\

а это означает, что значение производной дв/дг постоянно. Обозначая это
значение через k, после интегрирования по z получаем

6 = fez + e 0 , (a)

где 9 0 — п о к а неизвестная функция х и у.
Третье из уравнений (153) удовлетворяется тождественно, а первые два

сводятся к двумерным уравнениям

дах

 дхху_0

 дау , дхху_0

дх ду ' ду дх

которые, как и ранее, удовлетворяются, если положить

однако здесь ф является уже функцией х, у, г.
1) Другие приложения такого рода см. в цитированной выше книге

А. Лява, стр. 184—185 (русское издание).
2) A. C l e b s c h , Elastizitat, § 39.
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Возвращаясь к уравнению (126), заметим, что после сложения трех урав-
нений, стоящих слева с учетом равенства &~ох-\-Оу-\-ог имеем

V26 = 0, (в)
откуда ввиду (а)

v?eo=o, (г)
где

Кроме того, поскольку а2 равно нулю, а ах и ау определяются первыми
двумя уравнениями (б), мы можем записать У | ф = в , откуда, с учетом (а),
получаем

? (д)
где 80—функция х и у, удовлетворяющая уравнению (г). Используя (а) и
первое из соотношений (б), запишем первое из уравнений (126) в виде

Используя равенство (д), получаем

Кроме того, используя (г), мы можем заменить в (е) д2В0/дхг на —
Тогда (е) принимает вид

или .

Это уравнение можно использовать вместо первого уравнения (126). Ана-
логично второе и последнее равенства (126) можно заменить уравнениями

° ) = 0 >

Эти уравнения вместе с (ж) показывают, что обращаются в нуль все три вто-
рые производные по х и у от. входящей в скобки функции, зависящей от х,
у и г. Таким образом, эта функция должна быть линейной по X и у, и можно
записать

где а, Ъ и с—произвольные функции от z.
Интегрируя это уравнение дважды по г, получаем

(к)

ГДе А, В и С—функции от z, полученные двукратным интегрированием а, Ь
и с, а фх и ф0 — пока произвольные функции от х и у.

Если определить ах, ау, хху из (к) с помощью формул (б), то члены

А + Вх+Су

не будут играть роли. Поэтому мы можем положить А, В и С равными нулю,
соответственно приняв в (и) равными нулю a, b и с.
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Если ограничиться задачами, в которых распределение напряжений сим-
метрично относительно срединной плоскости пластинки z = 0, член (pjZ также
должен быть равным нулю. То же относится и к коэффициенту k в выраже-
нии (а).

Тогда (к) приводится к виду

ф = фо—2 j - ^ e o z a - (л)

Однако ф и в 0 связаны соотношением (д), в котором мы можем теперь поло-
жить k = 0. Таким образом, подставляя (л) в (д) и используя (г), получаем

Vi<Po = e o . (м)
откуда, согласно (г),

Vi<Po=O. (н)

Остальные уравнения (126) удовлетворяются с учетом уравнения (а) и равен-
ства нулю oz, xzx, xzy.

Мы можем теперь получить распределение напряжений путем выбора функ-
ции фо о т * и у, которая удовлетворяет уравнению (н), находя в 0 из уравне-
ния (м) и ф из уравнения (л). После этого напряжения определяются по
формулам (б). Каждое из них, согласно (л), состоит из двух частей, из кото-
рых первая вычисляется по ф 0, а вторая — из члена — (1/2) (v/1 + v ) в 0 г 2 .
В силу уравнения (н) первая часть в точности отвечает компонентам плоского
напряженного состояния, найденным в главах 3—6. Вторая часть, будучи
пропорциональна г2, может быть сделана сколь угодно малой по сравнению
с первой, если ограничиться достаточно тонкими пластинками. Отсюда следует,
что полученные нами в главах 3—6 решения, хотя и не удовлетворяют усло-
виям совместности, но тем не менее служат хорошим приближением для тонких
пластинок.

«Точные» решения, представленные функциями напряжений в форме (л),
требуют, чтобы напряжения как на границе, так и всюду, изменялись по тол-
щине параболически. Однако всякое отклонение от такого закона изменения
напряжений, если он не меняет интенсивности усилия на единицу длины гра-
ницы, будет менять лишь напряжения в непосредственной близости от гра-
ницы, это следует из принципа Сен-Вена на, стр. 57. Рассмотренный выше
тип решения всегда представляет действительные напряжения, и компонента-
ми az, xxz, xyz на практике можно пренебречь, исключая области, близкие
к границе х).

З А Д А Ч И
1. Показать, что

где k, k' малые постоянные, представляет собой невозможное деформированное
состояние.

2. Твердое тело неравномерно нагревается до температуры Т, являющейся
функцией х, у, г. Если предположить, что каждый элемент обладает неогра-
ниченным тепловым расширением, -компоненты деформации будут иметь вид

где а—постоянный коэффициент теплового расширения.

1) В соответствии с этим принцип усреднения по толщине пластинки, вы-
раженный в понятии «обобщенного плоского напряженного состояния», дает
мало выгод. Исключая области вблизи границы, всюду преобладает простое
параболическое изменение. Вблизи границы изменение напряжений по г отли-
чается от параболического и зависит от изменения по г внешней нагрузки.
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Доказать, что это деформированное состояние возможно лишь тогда,
когда Т является линейной функцией от х, у и г. Напряжения и связанные
с ними деформации для случая, когда Г не является линейной функцией, ис-
следуются в главе 13.

3. Диск или цилиндр, форма которого показана на рис. 141, а, в точках
С и D сжимается силами Р, действующими вдоль линии CD и вызывающими
удлинение линии АВ. Затем он сжимается силами Р вдоль линии АВ (рис. 141, а),
вызывающими удлинение линии CD. Показать, что эти удлинения друг другу
равны.

4. Какой выбор функций ф 0 , ц>и сра, <р3 в общем решении из § 88 даст об-
щее решение для плоской деформации (а> = 0)?

5. Исследовать связь уравнения (е) § 85 с уравнением (25) § 16. Показать,
что первое из них можно свести ко второму при постулатах плоского напря-
женного состояния (a r = Tjc2 = T]iy = 0, 2 = 0), использованных в точной тео-
рии из § 82.



Глава 9

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ТРЕХМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

§ 90. Однородное яапряжетпгое состояние

При исследовании уравнений равновесия (123) и граничных
условий (124) было установлено, что корректное решение задачи
должно удовлетворять не только уравнениям (123) и (124), но и
условиям совместности (§ 85). Эти последние условия при отсут-
ствии объемных сил или при их постоянстве содержат лишь вто-
рые производные от компонент напряжения. Таким образом, если
уравнения (123) и граничные условия (124) можно удовлетворить,
принимая компоненты напряжения постоянными или линейными
функциями координат, то условия совместности удовлетворяются
тождественно и эти напряжения представляют корректное реше-
ние задачи.

В качестве очень простого примера рассмотрим растяжение
стержня в осевом направлении (рис. 142). Объемными силами
можно пренебречь. Уравнения равновесия удовлетворяются, если
принять

ая = const, ay = o2 = rxy = xxz = ry2 = 0. (a)

Очевидно, граничные условия (124) для боковых поверхностей
стержня, свободных от внешних сил, удовлетворяются, поскольку

все компоненты напряжения, за
I ' исключением ах, равны нулю. Гра-
=^—* ничные условия на концах стержня

имеют вид

Рис 142. ах = Х, (б)

т. е. мы имеем равномерное распределение растягивающих на-
пряжений по всем поперечным сечениям стержня, если по его
концам равномерно распределены растягивающие», напряжения.
В этом случае решение (а) удовлетворяет уравнениям (123) и
(124) и является корректным решением задачи, так как условия
совместности (126) удовлетворяются тождественно.

Если растягивающие напряжения распределены по концам
неравномерно, решение (а) уже не является точным, так как оно
не удовлетворяет граничным условиям на концах. Корректное
решение становится более сложным, так как напряжения по по-
перечным сечениям уже не распределяются равномерно. Примеры
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такого неравномерного распределения встречались при исследо-
вании двумерных задач (см. стр. 75 и 269).

В качестве второго примера рассмотрим случай равномерного
гидростатического давления без учета массовых сил. Уравнения
равновесия удовлетворяются, если положить

Эллипсоид напряжений в этом случае является шаром. Любые
три перпендикулярных направления можно принять за главные,
и напряжение на любой площадке представляет собой нормаль-
ное сжимающее напряжение, равное р. Условия на поверхности
(124), очевидно, будут удовлетворены, если давление р равно-
мерно распределено по поверхности тела.

§ 100. Растяжение призматического стержня
под действием собственного веса

Если pg— удельный вес стержня (рис. 143), то объемные силы
будут равны

X = Y = 0, Z = -pg. (а)
Дифференциальные уравнения равновесия (123) удовлетворяются,
если положить г

= 0, (б)
Л
1
1
1
1

А

1

\
t ' J ' У

Рис. 143.

т. е. принять, что в каждом поперечном сечении
мы имеем равномерное растяжение, вызываемое
весом нижележащей части стержня. Легко видеть,
что граничные условия на боковой поверхности,
которая свободна от напряжений, удовлетворяют-
ся. Граничные условия дают нулевые напряжения
для нижнего конца стержня, а для верхнего кон-
ца—равномерное распределенное растягивающее
напряжение oz = pgl, где /—длина стержня.

Условия совместности (126) также удовлетворяются решением
(б); таким образом, это корректное решение задачи для равно-
мерного распределения усилий в верхнем сечении. Оно совпадает
с решением, которое обычно дается в элементарных курсах со-
противления материалов.

Рассмотрим теперь перемещения (см. § 86). Из закона Гука,
используя уравнения (3) и. (6), находим

е * ~ дг~Ж~~Ё~' W
ьх — 8 у — Яг — д „ — v р > КУ)

(д)
ди . dv ди , dw dv , dw



2 9 0 ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ТРЕХМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ [ГЛ. 9

Перемещения и, v, w можно теперь найти путем интегрирования
уравнений (в), (г) и (д). Уравнение (в) дает

где w0—функция от х и у, которая подлежит определению. Под-
ставляя (е) во второе и третье уравнения (д), получаем

dw0 ди_п dwa dv_n

откуда

«, = _ * * * + «., v = -z^ + v0, (ж)

где ы0 и v0 суть функции только от х и у. Подставляя выраже-
ние (ж) в уравнения (г), получаем

_ д*щ дио_ pgz <ЭЧ> , < Ч p g f / ч
Z дх* + ~fo-~y~T' Zdy*+dy- V E - (И)

Учитывая, что и0 и v0 не зависят от г, уравнениям (и) можно
удовлетворить только в том случае, если принять

дх ~ ду ~и> дх% ~~ ду2 Е " к >

Подставляя выражения (ж) для и и v в первое из уравнений (д),
находим

дхду ду дх

Так как и0 и va не зависят от z, то имеем

J ^ L = 0 > ^ o + ^ L = O . (Л)
дхду ' ду ' дх у '

Из уравнений (к) и (л) можно теперь выписать общие выра-
жения для функций и0, v0, w0. Легко показать, что все эти урав-
нения удовлетворяются, если положить

uo = 8y + 8lt vo=—

где а, р, у, б, бх, 7i — произвольные постоянные. Теперь из
уравнений (е) и (ж) следуют общие выражения для перемещений
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Шесть произвольных постоянных можно определить из условий
на опорном сечении. Опирание должно быть таким, чтобы вос-
препятствовать любому движению стержня как абсолютно твер-
дого тела. Чтобы воспрепятствовать поступательному движению
стержня, закрепим центр тяжести верхнего конца А так, чтобы
при x = y = 0, z = l выполнялось u = v = w=0. Чтобы исключить
вращение стержня относительно осей, проходящих через точку А
и параллельных осям х и у, закрепим элемент оси z в точке А.
Тогда в этой точке ди/dz = dv/dz = 0. Возможность вращения
относительно оси z исключается в силу закрепления элементар-
ной площадки, проходящей через точку А и параллельной пло-
скости zx. Тогда dv/dx = 0 в точке А. Используя уравнения (м),
придаем шести условиям в точке А вид

а = 0, р = 0, 6 = 0.

Отсюда

6х = 0, Vi = 0, у ^ ,

и окончательные выражения для перемещений будут

Можно видеть, что точки на оси z имеют только вертикальные
перемещения

Ввиду поперечного сужения другие точки стержня имеют не
только вертикальные, но горизонтальные перемещения. Линии,
параллельные до деформации оси г, после деформации стано-
вятся наклонными к этой оси; форма стержня после деформации
показана на рис. 143 штриховыми линиями. Поперечные сечения
стержня, перпендикулярные к оси z, после деформации искрив-
ляются, образуя параболическую поверхность. Точки поперечного
сечения z = C, например, после деформации оказываются на
поверхности

Эта поверхность перпендикулярна ко всем продольным волок-
нам стержня, которые после деформации приобретают наклон по
отношению к оси г, так что деформация сдвига уху и ухг от-
сутствуют.
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§ 101. Кручение круглых валов постоянного
поперечного сечения

Согласно элементарной теории кручения круглых валов каса-
тельное напряжение т в любой точке поперечного сечения
(рис. 144) перпендикулярно к радиусу г и пропорционально

длине г и углу закручивания 0 на единицу дли-
ны вала, так что

x=GQr, (а)

где G— модуль упругости при сдвиге. Разлагая
это напряжение на две компоненты, параллель-
ные осям хну, находим

X
т „ . = = -GQr^=-GQy. (б)

Элементарная теория предполагает также, что

Можно показать, что при определенных условиях
это элементарное решение является точным. Пос-
кольку компоненты напряжения являются или
линейными функциями координат, или равны

нулю, достаточно рассмотреть только уравнения равновесия (123)
и граничные условия (124). Подставляя выписанные выше выра-
ж'ния для компонент напряжения в уравнения (123), находим,
что эти уравнения удовлетворяются, если отсутствуют массовые
силы. Боковая поверхность вала свободна от усилий, и гранич-
ные условия (124), с учетом того, что для поверхности цилиндра
cos(Nz) = n = 0, приводятся к виду

Для случая круглого цилиндра, кроме того, имеем

cos(Nx) = -y, cos (Nу) = ^. (г)

Подставляя эти значения и выражения (б) для компонент на-
пряжения в уравнение (в), легко убедиться, что оно удовлетво-
ряется. Очевидно также, что для поперечного сечения, отличного
от кругового, для которого уравнения (г) не соблюдаются, ком-
поненты напряжения (б) не удовлетворяют граничным условиям (в),
и следовательно, решение (а) неприменимо. Такие более сложные
задачи кручения будут рассмотрены ниже (см. главу 10).

Рассмотрим теперь граничные условия на концах вала; мы
видим, что поверхностные касательные усилия на этих поверх-
ностях должны распределяться в точности также, как и напря-
жения тхг и ту г в промежуточных сечениях вала. Только в этом
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случае распределение напряжений, определяемое уравнениями (б),
является точным решением задачи. Однако практическое приме-
нение данного решения не ограничивается этими случаями. Из
принципа Сен-Венана можно сделать вывод, что в длинном
закручиваемом стержне на достаточном расстоянии от концов
напряжения зависят только от величины крутящего момента Mt

и практически не зависят от способа, по которому усилия рас-
пределяются на концах стержня.

Перемещения для этого случая можно найти таким же путем,
как и в предыдущем параграфе. Приняв те же условия закреп-
ления в точке А, что и в предыдущей задаче, находим

и = — Q y z , v — Qxz, ш = 0.

Следовательно, предположение о том, что поперечные сечения
остаются плоскими, а радиусы — прямыми, которое обычно де-
лается в элементарной теории кручения, справедливо.

§ 102. Чистый изгиб призматических стержней

Рассмотрим призматический стержень, изгибаемый в одной
из главных плоскостей двумя равными и противоположными
моментами М (рис. 145). Взяв начало координат в центре тяже-
сти поперечного сечения, а плоскость хг — в главной плоскости

М.

—

а)

— • —

Риг

—

_ — • — —

145

п г
1

у— rq-
—^

_̂
-J
_̂

т

А

6)

изгиба, получим следующие значения компонент напряжения,
определяемые элементарной теорией:

"х ~^ху T*z ^yz (а)

где R — радиус кривизны стержня после изгиба. Подставляя
выражения (а) для компонент напряжений в уравнения равно-
весия (123), получаем, что эти уравнения удовлетворяются при
отсутствии объемных сил. Граничные условия (124) для боковой
поверхности стержня, которая свободна от внешних сил, также
удовлетворяются. Граничные условия (124) по концам требуют,
чтобы поверхностные силы распределялись по концам таким же
образом, как и напряжения az. Только при таком условии на-
пряжения (а) представляют точное решение задачи. Изгибающий
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момент М определяется формулой

R R

в которой 1У—момент инерции поперечного сечения балки отно-
сительно нейтральной оси, параллельной оси у. Из этого соот-
ношения находим

1 _ М
R - Е1у

— хорошо известную формулу элементарной теории изгиба.
Рассмотрим теперь перемещения для случая чистого изгиба.

Используя закон Гука и уравнения (2), из решения (а) находим
дш х ..,.

ди х dv х . ч
e * = ^ = - v * - > Еу=<Гу=-уТ' < в )

ди | dvди . dwdv . dw ~ . >

Используя эти дифференциальные уравнения и учитывая условия
закрепления стержня, можно таким же путем, как и в § 100,
получить перемещения.

Из уравнения (б) имеем

где w0 есть функция только от х и у. Второе и третье из урав-
нений (г) дают

ди _z_ Эшо dv дш0

Ш~ ~~R~ дх ' Ы ~dj '
откуда

2 d dwn , . ч
v=-zj+v (д)

Здесь через и0 и v0 обозначены неизвестные функции от х и у,
которые будут определены далее. Подставляя выражения (д)
в уравнения (в), получаем

- А х * ! » - — — d2w0 dv0 х
2 дх2 + дх' ~ R ' дф~т~ ду~ R-

Эти уравнения должны удовлетворяться для любых значений г,
откуда

и после интегрирования
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Теперь, подставляя (д) и (ж) в первое из уравнений (г), находим
d2w09 d2w0 dfi(y)

дхду дудхду ду дх "• R ~ u -

Заметив, что только первый член в этом уравнении зависит от г,
приходим к выводу, что необходимо выполнение следующих
условий:

а% dh() дШ
дхду~и' ~ду~^ Ъ~х R~~K}

Эти уравнения и уравнение (е) требуют, чтобы

где т, п, р, а, р\ у—произвольные постоянные. Выражения для
перемещений теперь принимают вид

Произвольные постоянные определяются из условий закреп-
ления. Предположим, что закреплены точка А (центр тяжести
левого конца стержня), а также элемент оси z и элемент плоско-
сти xz. Тогда при х = г/ = г = О имеем

Л ди dv dv nu=v = w = 0, -3—= з- = з- = 0-' дг дг дх

Эти условия удовлетворяются, если принять все произвольные
постоянные равными нулю. Тогда

u=-±[z* + v(x*-y% v=-?f, w=^-. (и)

Чтобы получить кривую прогибов оси стержня, подставим
х = у = 0 в уравнения (и). Отсюда

Это совпадает с кривой прогибов, которую дает элементарная
теория изгиба.

Рассмотрим теперь произвольное поперечное сечение г = с на
расстоянии с от левого конца стержня. После деформации точки
этого поперечного сечения будут находиться в плоскости

СХ
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Пуассона v x). Если верхняя поверхность балки отполирована
и на нее полсжена стеклянная пластинка, то после изгиба между
стеклянной пластинкой и криволинейной поверхностью балки
создается воздушный просвет переменной толщины. Эти перемен-
ные толщины можно замерить оптическим путем. Луч монохрома-
тического света, скажем, желтого света натрия, перпендикулярный
поверхности пластинки, будет частично отражаться пластинкой,
а частично поверхностью балки. Два отраженных световых луча
интерферируют друг с другом в точках, где толщина воздушной
прослойки такова, что разность между длинами путей двух этих
лучей равна нечетному числу световых полуволн. Таким путем
получена картина гиперболических горизонталей, показанная на
рис. 146, б.

§ 103. Чистый изгиб пластинок

Результаты предыдущего параграфа можно использовать при
исследовании изгиба пластинок постоянной толщины. Если на-
пряжения ox = Ez/R распределяются по грани пластинки, парал-
лельной оси у (рис. 147), то поверхность пластинки станет2)

У м2

Рис. 147. Рис. 148.

седлообразной поверхностью, кривизна которой в плоскостях,
параллельных плоскости хг, равна \/R, а в перпендикулярном
направлении —v/R. Если через h обозначить толщину пластинки,
через М1 — изгибающий момент на единицу длины границы, па-
раллельной оси у, а через

/ = * -
У 1 2

— момент инерции на единицу длины, то зависимость между Мг

и R из предыдущего параграфа примет вид

R ~ Ely ~~ Eh3'" ( a )

Когда изгибающие моменты действуют в двух перпендикуляр-
ных направлениях (рис. 148), кривизны упругой поверхности
пластинки можно получить с помощью суперпозиции. Обозначим
через 1//?, и \/R2 кривизны упругой поверхности в плоскостях,

*) А. С о г n u , Compt. Rend. 69 333 (1869). См. также R. S t r a u b e l
Wied. Ann., 68, 369 (1899).

2 ) Предполагается, что прогибы малы по сравнению с толщиной пластинки.
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параллельных соответственно координатным плоскостям гх и zy;
через Mt и УИ2 обозначим изгибающие моменты, отнесенные
к единице длины краев, параллельных соответственно осям у
и х. Тогда, используя уравнение (а) и применяя принцип супер-
позиции, находим

-^-^Wt-vMJ, ^ - = - ^ ( M 2 - v M 1 ) . (б)

Моменты считаются положительными, если они вызывают изгиб
пластинки выпуклостью вниз. Решая уравнения (б) относительно
7ИХ и М2, получаем

, 1

Для малых прогибов можно использовать аппроксимацию
_ 1 _ _ _ < Э Ь 1 _ d*w

Rt ~ дх* ' Я а ~ ду* •

Тогда, записывая

находим

* . - - » ( S + " 8 ? ) - * . — " ( S + ' S ) - ( 1 4 4 )

Постоянная D называется изгибной жесткостью пластинки.
В частном случае, когда пластинка изгибается по цилиндриче-
ской поверхности с образующими, параллельными оси у, мы
имеем д2ад%2 = 0 и из уравнений (144)

М, = —D ^-т , М„=—\DT-~. (145)
1 дх2 ' z дх% v '

Для частного случая, в котором М1 = М3 = М, имеем
J _ _ J _ _ J _
Ai Да ^

Пластинка при этом изгибается по сферической поверхности и
зависимость между кривизной и изгибающим моментом, согласно
уравнению (в), имеет вид

Этими результатами мы будем пользоваться в дальнейшем.
Формулы (144) используются в теории пластинок, когда изги-

бающие моменты распределены неравномерно и сопровождаются
присутствием поперечных сил и поверхностного давления. При
этих условиях формулы (144) можно получить из общих урав-
нений главы 8 в качестве аппроксимации, справедливой лишь
для тонких пластинок. Подобным же образом можно связать с
общими уравнениями и 'элементарную теорию изгиба стержнейх).

х ) J . N. G o o d i e r , Trans. Roy. Soc. Can., sect. I l l , ser. 3, 32, 65(1938).



Глава 10

КРУЧЕНИЕ J)

§ 104. Кручение прямолинейных стержней

Как было показано (§ 101), точное решение задач о кручении
круглых валов получается, если предположить, что поперечные
сечения стержня остаются плоскими и в процессе кручения по-
ворачиваются без искажения. Эта теория, развитая Кулоном2),
была применена позднее Навье3) к стерж-
ням некругового поперечного сечения. Сде-.
лав вышеупомянутое допущение, Навье О
пришел к ошибочному заключению, что
при заданном крутящем моменте угол закру-

х

чивания стержня обратно пропорционален % •' А
полярному моменту инерции поперечного „
сечения и что максимальное касательное р и с ] 4 д

напряжение действует в точках, наиболее
удаленных от центра тяжести сечения *). Легко видеть, что выше-
приведенные допущения находятся в прямом противоречии
с граничными условиями. Взяв для примера стержень прямо-
угольного поперечного сечения (рис. 149), получим, согласно
гипотезе Навье, что в любой точке А на границе касательное
напряжение должно действовать в направлении, перпендикуляр-
ном радиусу О А. Разлагая это напряжение на две составляющие
xxz и хуг, можно видеть, что необходимо добавочное касательное
напряжение, равное по величине хуг и действующее на элемент
боковой поверхности стержня в точке А (см. стр. 25), что нахо-
дится в противоречии с предположением об отсутствии на боко-
вой поверхности внешних усилий, если кручение вызывается
лишь моментами, приложенными к концам стержня. Простой
эксперимент со стержнем прямоугольного сечения, представлен-
ный на рис. 150, показывает, что поперечные сечения стержня

1) Проблеме кручения посвящена обширная монография Н. X. А р у т ю -
н я н а и Б. Л. А б р а м я н а Кручение упругих тел, Физматгиз, М. 1963
(Прим. ред.)

2 ) C o u l o m b , Histoire de l'Academie, 1784, Paris, 1787, стр. 229—269.
3) N a v i e r , Resume des Lecons sur l'Application de la Mecanique, Paris,

1864 (под ред. Сен-Венана).
4) Эти выводы справедливы для некоторого тонкого слоя, соответствующего

ломтику стержня между двумя поперечными сечениями, прикрепленному к
абсолютно жестким плитам. См. J. N. G o o d i e r, J . Appl. Phys. 13, 167 (1942).
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где 02 — угол закручивания поперечного сечения на расстоянии z
от начала координат.

Депланация поперечных сечений определяется функцией т|з по
формуле

ty(, у). (б)
При сделанных предположениях1) (а) и (б) относительно пере-
мещений, мы можем вычислить из уравнений (2) компоненты
деформации, которые в данном случае имеют вид

dw . ди

+

у L + L = Q ( ± +
•г/г ду ' дг \ ду '

Соответствующие компоненты напряжений, согласно уравнениям
(3) и (6), равны

°х = Оу = °г = *ху = 0.

т„ = G8 ( § - * ) , (г)

Можно видеть, что при допущениях (а) и (б) относительно де-
формаций не возникают нормальные напряжения, действующие
между продольными волокнами стержня или в направлении с: мих
волокон. Не возникают и искажения плоскостей поперечных
сечений, поскольку гх, гу и уху обращаются в нуль. В каждой
точке мы имеем чистый сдвиг, определяемый компонентами тхг
н xyz- Функция i|)(*, у), определяющая депланэцию поперечного
сечения, должна быть выбрана таким образом, чтобы удовлетво-
рялись уравнения равновесия (123). Подставляя выражения (г)
в эти уравнения и пренебрегая массовыми силами, находим, что
функция г|> должна удовлетворять уравнению

Рассмотрим теперь граничные условия (124). Для боковой поверх-
ности стержня, которая свободна от внешних сил и имеет нор-
мали, перпендикулярные к оси г, имеем X = F = Z = 0 и
cosAfz = n = 0. Первые два из уравнений (124) удовлетворяются

J ) Было показано, что если каждый тонкий диск, вырезанный из стержня,
находится в одном и том же состоянии, то никакая другая форма перемеще-
ний, линейных относительно угла закручивания Э, существовать не может.
См. J. N. G o o d i e r , W. S. S h a w , J. Mech. Phys. Solids 10, 35—52 (1962).
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тождественно, а третье дает
(Д)

ЭТО означает, что результирующее касательное напряжение на
границе направлено вдоль касательной к границе (рис. 152).
Ранее было показано (см. стр. 299), что этому условию можно

удовлетворить, если боковая по-
верхность стержня свободна от
внешней нагрузки.

Рассматривая бесконечно ма-
лый элемент abc на границе и пред-
полагая, что s увеличивается в
направлении от с к а, имеем

/ = cos Nx = -г-
ds

dx
N

.. dx

т = cos Ny = —-^г ,
и уравнение (д) принимает вид

Рис. 152. V д х ) ds \ду~*~ ] ds~~

(148)
Таким образом, любая задача о кручении сводится к задаче
отыскания функции г|з, удовлетворяющей уравнению (147) и гра-
ничным условиям (148).

Другая процедура, которая обладает тем преимуществом, что
приводит к более простым граничным условиям, состоит в сле-
дующем. Ввиду обращения в нуль величин ах, ау, аг, хху (урав-
нения (г) уравнения равновесия (123)

дг ' дг ' дх

приводятся к виду

'
дт

уг _

Первые два из этих уравнений уже удовлетворены, так как тх

и хуг, определяемые уравнениями (г), не зависят от г. Т
уравнение означает, что мы можем выразить хх2 и х

у2

т —

Третье
в виде

w . ^—аг- < 1 4 9 >
у, называемая функцией напряжений1).-

т

где ф—функция х и
Из уравнений (149) и (г) имеем

дф „п f дг|>
~дх~ \~ду

Исключая ij; путем дифференцирования первого уравнения по у,
второго—по х, и вычитания второго уравнения из первого,
находим, что функция напряжений должна удовлетворять диф-

(е)

Е е ввел П р а н д т л ь ( L . P r a n d t l , P h y s i k Z . 4 (1903)).
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ференциальному уравнению

•£+$=*. <1 5 0>
где

F=— 2G0. (151)
С помощью уравнения (149), граничное условие (д) принимает вид

дер dy . д<р dx _ d<p _ „

Это показывает, что функция напряжений q> должна быть по-
стоянной вдоль границы поперечного сечения. В случае одно-
связных сечений, например для сплошных стержней, эту константу
можно выбирать произвольно, и в последующем мы будем при-
нимать ее равной нулю. Таким образом, определение распреде-
ления напряжений по поперечному сечению скручиваемого стержня
состоит в отыскании функции ср, которая удовлетворяет уравне-
нию (150) и равна нулю на границе. Позже мы покажем прило-
жение этой общей теории к случаям поперечных сечений
различной формы.

Рассмотрим теперь условия по концам скручиваемого стержня.
Нормали к концевым поперечным сечениям параллельны оси г.
Следовательно, l = m = 0, n = d= 1, и условия (124) принимают вид

X = ±xxz, P = ± V (ж)
где знак + должен приниматься для того конца стержня, для
которого внешняя нормаль совпадает с положительным направ-
лением оси г; это, например, имеет место для нижнего конца
стержня, изображенного на рис. 151. Мы видим, что на концах
касательные усилия распределяются таким же образом, как и
касательные напряжения по поперечным сечениям стержня. Легко
доказать, что эти усилия приводятся к крутящему моменту.
Подставляя в уравнения (ж) равенства (149) и замечая, что функ-
ция ф на границе равна нулю, находим

Таким образом, результирующая усилий, распределенных по
концам стержня, равна нулю и эти силы сводятся к моменту,
величина которого равна-

Mt = ^(Yx-Xy)dxdy=-^Qxdxdy-^&ydxdy. (и)

Интегрируя это выражение по частям и учитывая, что на границе
Ф = 0, получаем

Mt = 2 \\ydxdy. (153)
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Каждый из интегралов в правой части уравнения (и) дает поло-
вину этого крутящего момента.

Мы видим, что, принимая перемещения в форме (а) и (б) и
определяя компоненты напряжений ххг, хуг из соотношений (149),
(150) и (152), мы получаем распределение напряжений, которое
удовлетворяет уравнениям равновесия (123), оставляет боковую
поверхность стержня свободной от внешней нагрузки и дает на
концах стержня крутящие моменты, определяемые выражением
(153). Условия совместности (126) при этом рассматривать не нуж-
но. Напряжения были определены, исходя из перемещений (а) и
(б). Вопрос совместности сводится к доказательству существования
единственной функции перемещений гр, которое обеспечивается
уравнением (150), получающимся в результате исключения \|з из
(е). Таким образом, все уравнения теоремы упругости удовлет-
воряются-и полученное решение представляет собой точное решение
задачи о кручении.

Уже отмечалось, что это решение требует, чтобы силы по
концам стержня распределялись некоторым определенным образом.
Однако практическое приложение такого решения не ограничи-
вается этими случаями. Из принципа Сен-Венана следует, что
на достаточном расстоянии от концов длинного скручиваемого
стержня напряжения зависят только от величины крутящего
момента Mt и практически не зависят от способа, по которому
усилия распределяются по концевым сечениям.

§ 105. Эллиптическое поперечное сечение

Пусть граница поперечного сечения (рис. 153) задается
уравнением

$ + $-» = 0. (а)

Тогда уравнение (150) и граничное условие (152) удовлетво-
ряются, если принять функцию напряжений в форме

где т— постоянная. Подставляя (б) в уравнение (150), находим

'- ~~~ 2 (а3 + б2) '
Отсюда

Величина постоянной F теперь определяется из условия (153).
Подставляя в (153) выражение ф, определяемое по формуле
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(в), найдем

Поскольку
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(г)

то из формулы (г) получаем

откуда

Тогда, согласно формуле (в),
у*

2(a2+fr2)'

2М, i

Подставляя это выражение в соотношения (149), получаем для
компонент напряжений выражения

2Mty

nab3

2Mtx

У» пФЬ
(154)

Отношение этих компонент напряжений пропорционально отно-
шений у/х и, следовательно, является постоянным вдоль любого
радиуса, такого, как О А (рис. 153). Это означает, что результи-
рующее касательное напряжение совпадает с направлением каса-
тельной к границе в точке А. Вдоль вертикальной оси ОБ
компонента напряжения хуг равна нулю, а результирующее
напряжение равно ххг. Вдоль горизонтальной оси OD результи-
рующее касательное напряжение равно xyz. Очевидно, максималь-
ное напряжение действует на границе, и можно легко показать,
что это максимальное напряжение возникает по концам малой оси
эллипса. Подставляя у = Ь в первое из уравнений (154), находим,
что абсолютное значение этого максимума есть

2Mt
T m a x nab'1 (155)

При а — Ь эта формула совпадает с хорошо известной формулой
для кругового поперечного сечения.

Подставляя выражение (д) в соотношение (151); находим
выражение для угла закручивания

(156)

Множитель, на который мы делим крутящий момент, чтобы полу-
чить закручивание на единицу длины, называется крутильной
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жесткостью. Обозначим эту величину через С; тогда из (156)
для эллиптического поперечного сечения

G (Л) 4

(157)

где
A=nab, [р = ^ + ^

— соответственно площадь и центральный полярный момент инер-
ции сечения.

Имея компоненты напряжений (154), мы можем легко полу-
чить перемещения. Компоненты и и v определяются формулами

(а) из § 104. Перемещение w на-
ходится из соотношений (г) и (б)
из § 104. Подставляя в эти со-
отношения значения компонент
напряжений (154) и угла закручи-
вания (156) и интегрируя их, на-
ходим

крутящий момент * na3b3G ' *•

Рис. 154. Это показывает, что для искажен-
ного поперечного сечения гори-

зонтали являются гиперболами, имеющими в качестве асимптот
главные оси эллипса (рис. 154).

§ 106. Другие элементарные решения

При исследовании задачи о кручении Сен-Венан рассмотрел несколько
решений уравнений (150) в виде полиномов. Для решения соответствующей
задачи представим функцию напряжений в форме

F

Тогда из уравнения (150) следует

и вдоль границы, согласно уравнению (152),

= const.

(б)

(в)

Таким образом, задача о кручении сводится к отысканию решений уравнения
(б), удовлетворяющих граничным условиям (в). Чтобы получить эти решения
в форме полиномов, воспользуемся функцией комплексного переменного

(x+iy)». (г)

Действительная и мнимая части этого выражения являются в отдельности
решениями уравнения (б) (см. стр. 182). Принимая, например, л = 2 , получаем
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решения х1—у2 и 2ху. При п = 3 получаем решения Xs—Зху2 и Зл^у—(Д При
п = 4 приходим к решениям в форме однородных функций четвертой степени
и т. д. Комбинируя эти решения, можно получать различные решения в фор-
ме полиномов.

Взяв, например,
С Г 1 1 Т

(д)

получаем решение уравнения (150) в форме полиномов третьей степени с по-
стоянными а и Ь, которые будут определены дальше. Этот полином является
решением задачи о кручении, если он удов-
летворяет условию (152), т. е. если граница
поперечного сечения стержня задается уравне-
нием

Изменяя в этом выражении постоянную 6, мож-
но получить поперечные сечения различной
формы.

Взяв Ь = —2/27а2, приходим к решению
для сечения в форме равностороннего треуголь-
ника. Уравнение (е) в этом случае может быть
представлено в виде

L
e— КЗ у— | — | а Рис. 155.

т. е. в виде произведения уравнений трех сторон треугольника, показанного
на рис. 155. Учитывая, что F = — 2G9 и подставляя в равенства (149) значение

(ж)

получаем компоненты напряжений %хг и %уг. Вдоль оси х в силу симметрии
т „ = 0, и из (ж) находим

3G9 (2ах ,\
т„ г=-=— -= х2 . (и)

Максимальное напряжение получается посередине сторон треугольника, где,
согласно формуле (и),

_GQa

По углам треугольника касательное напряжение равно нулю (см. рис. 155).
Подставляя функцию ф, определяемую формулой (ж), в (153), находим

G9a4 3

15 У З 5 р (л)

Взяв решение уравнения (150) в форме полинома четвертой степени,
содержащего только четные степени х и у, получаем функцию напряжений

Граничное условие (152) удовлетворяется, если контур поперечного сече-
ния задается уравнением

г—а(х*—6х2у*+.у*)+а—1=0.
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Изменяя величину о, Сен-Венан получил семейство поперечных сечений, пока-
занное на рис. 156, а. Комбинируя решения в форме полиномов четвертой и
восьмой степеней, он получил поперечное сечение, показанное на рис. 156, б.

6)
Рис. 156.

На основе своих исследований Сен-Венан сделал общие выводы,
представляющие практический интерес. Он показал, что в случае
односвязных сечений при заданной площади поперечного сечения
крутильная жесткость увеличивается при уменьшении полярного
момента инерции сечения. Отсюда следует, что при заданном
объеме материала круглый вал будет обладать максимальной
крутильной жесткостью. Подобные выводы можно сделать, и рас-
сматривая максимальное касательное напряжение. При заданном
крутящем моменте и площади поперечного сечения максимальное
напряжение будет наименьшим для поперечного сечения с мини-
мальным моментом инерции.

Сравнивая различные односвязные сечения, Сен-Венан обна-
ружил, что крутильную жесткость можно приближенно вычислить
с помощью равенства (157), т. е. заменяя заданный вал валом
эллиптического поперечного сечения, имеющего ту же площадь
и тот же полярный момент инерции, что и поперечное сечение
рассматриваемого вала.

Максимальное напряжение во всех случаях, рассмотренных
Сен-Венаном, имело место на границе в точках, которые распо-
ложены ближе всего к центру тяжести поперечного сечения. Более
детальное исследование этого вопроса Файлоном1) показало, что
есть случаи, в которых точки, где действует максимальное
напряжение, хотя и лежат на границе, но не являются ближай-
шими к центру тяжести сечения.

J ) L. N. G. F i 1 о n, Trans. Roy. Soc. (London) ser. A, 193 (1900); G. P 6 1 у a,
Z. Angew. Math. Mech. 10, 353 (1930).
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Положив в выражении (г) я = 1 и л = —1 и используя полярные коорди-
наты л и ф , получим следующие решения (б):

! = Г COS ! = —COSt|>.

Возьмем далее функцию напряжений (а) в виде

F , , . ,. Fa
r c o s

Fb2 a
-?r 7 c o s

F .
- " 4 '

где а и Ь—постоянные. Это выражение удовлетворяет граничному условию
(152), если на границе поперечного сечения
имеем ф = 0 или, согласно (м),

( Н )

(о)

что представляет собой уравнение конту-
ра поперечного сечения, показанного1) на
рис. 157. Положив

Г 2 _ 6 2 = о Рис. 157.

получим окружность радиуса b с центром в начале координат, а считая, что

будем иметь окружность радиуса а, касающуюся оси у в начале координат.
Максимальное касательное напряжение действует в точке А и определяется
по формуле

T m a x = G9(2rt-fe). (п)

Если b мало по сравнению с а, т. е. когда рассматривается полукруглая
продольная выемка очень малого диаметра, напряжение на дне выемки равно
удвоенному максимальному напряжению в круглом валу без выемки.

§ 107. Мембранная аналогия

При решении задач о кручении очень ценной оказалась мем-
бранная аналогия, введенная Прандтлем2). Представим себе
однородную мембрану (рис. 158), опертую по краю того же очер-
тания, что и поперечное сечение скручиваемого стержня. Мем-
брана находится под действием равномерного натяжения, прило-
женного по краю, и равномерного поперечного давления. Если
обозначить через q давление на единицу площади мембраны, а

*) Эту задачу исследовал Вебер (С. W e b e r , Forschungsafbeiten, № 249
(1921)).

2 ) L. P r a n d t l , Physik Z. 4, (1903). См. также A n t h e s , Dinglers
Polytcch. J., 1906, стр. 342. Дальнейшее развитие этой аналогии и ее при-
ложение в разных случаях дали в своих статьях Гриффите и Тейлор
(А Л. G r i f f i t h and G. 1. T a y l o r , Teen. Rept. Adv. Comm. Aeron.
3, 9iO. 938 (1917—1918)).
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через S равномерное натяжение на единицу длины ее границы,
то растягивающие усилия, действующие по сторонам ad и be
малого элемента abed (рис. 158), дадут в случае малых прогибов
мембраны результирующую в вертикальном направлении, равную
— S(d2z/dx2)dxdy. Аналогично, усилия, действующие по двум
другим сторонам, дадут результирующую —S(d2z/dy2)dxdy и
уравнение равновесия элемента примет вид

откуда

На границе прогибы мембраны равны нулю. Сравнивая уравне-
ние (159) и граничное условие для прогиба мембраны z с урав-
нением (150) и граничным условием (152) (см. стр. 303) для

*

Рис. 158.

функции напряжений ф, приходим к выводу, что эти две задачи
тождественно совпадают. Отсюда по прогибам мембраны мы
можем получить значения функции <р с помощью замены вели-
чины — q/S из уравнения (159) на величину F = —2G0 из урав-
нения (150).

Имея упругую поверхность мембраны, представленную гори-
зонталями (рис. 159), можно получить несколько важных выводов,
касающихся распределения напряжений при кручении. Рассмотрим
произвольную точку В мембраны. Прогибы мембраны вдоль
горизонтали, проходящей через эту точку, остаются постоян-
ными, и мы имеем

^ = 0
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Соответствующее уравнение для функции напряжений ф имеет вид

ds ~ { ду ds + дх ds J ~ xz ds Tv* ds ~

Оно выражает тот факт, что проекция результирующего каса-
тельного напряжения в точке В на нормаль N к горизонтали
равна нулю и, следовательно, мы можем сделать вывод, что
касательное напряжение в точке В скручиваемого стержня дейст-
вует в направлении касательной к горизонтали," проходящей
через эту точку. Кривые, построенные на поперечном сечении
скручиваемого стержня таким образом, что результирующее
касательное напряжение в любой точке кривой действует в
направлении касательной к этой кривой, называются траекто-
риями касательных напряжений. Таким образом, для поперечного
сечения скручиваемого стержня горизонтали мембраны являются
траекториями касательных напряжений.

Значение касательного напряжения т в точке В (рис. 159)
получается с помощью проектирования на касательную компонент
напряжения \хг и хуг. Отсюда

т = хуг cos (Nx) — xxz cos (Ny).

Подставляя в это выражение

т - ^ £ т — JESE. cos M e ) - —

получаем

\ дх dn dy dn J dn '

Отсюда величина касательного напряжения в точке В опреде-
ляется максимальным наклоном поверхности мембраны в этой
точке. Нужно только в выражении для наклона заменить q/S
на 2G8. Отсюда можно сделать вывод, что максимальное каса-
тельное напряжение действует в точках, где горизонтали распо-
ложены ближе всего друг к другу.

Из равенства (153) можно сделать вывод, что если заменить
q/S на 2G0,.TO удвоенный объем, ограниченный изогнутой мем-
браной и плоскостью ху (рис. 159), определит величину крутя-
щего момента.

Заметим, что форма мембраны, а следовательно, и распределение касатель-
ных напряжений, не зависят от того, какая точка поперечного сечения выби-
рается в качестве начала координат. Эта точка представляет, разумеется, ось
вращения поперечного сечения. На первый взгляд кажется неожиданным, что
поперечные сечения могут вращаться вокруг различных параллельных осей
при одном и том же крутящем моменте. Однако это различие связано просто
с вращением абсолютно твердого тела. Рассмотрим, например, круговой
цилиндр, скручиваемый путем вращения его концевых сечений вокруг централь-
ной оси. Образующая цилиндра на поверхности становится наклонной по
отношению к ее первоначальному положению, но может быть приведена в
прежнее положение с помощью вращения всего цилиндра как абсолютно
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твердого тела вокруг диаметра. Тогда конечные положения поперечных сечений
цилиндра отвечают повороту вокруг этой образующей как фиксированной оси.
Эти поперечные сечения остаются плоскими, но будут наклонены по отношению
к своему первоначальному положению благодаря вращению цилиндра как
абсолютно твердого тела. В каждом сечении цилиндра произойдет депла-
нация, и при заданном выборе осей наклон заданной элементарной площадки
в концевом сечении будет определенным, причем дхю/дх и dw/ду определятся
уравнениями (г) и (б) из § 104. Такой элемент можно привести к его перво-
начальной ориентации с помощью вращения цилиндра как твердого тела отно-
сительно оси, лежащей в концевом сечении. Таким образом, это вращение
приведет к параллельному переносу оси кручения. Следовательно, можно
найти ось кручения или центр кручения, если задана конечная ориентация
некоторого элемента площади концевого сечения, например, если этот элемент
полностью закреплен.

Рассмотрим теперь условия равновесия части тп мембраны,
ограниченной горизонталью (рис. 159). Наклон поверхности
мембраны вдоль этой линии пропорционален в каждой точке
касательному напряжению т и равен т (q/S)/(2GQ). Обозначая
через А горизонтальную проекцию части мембраны тп, получаем
уравнение равновесия для этой части в виде

или
\xds=r2GQA. (160)

Отсюда можно получить среднее значение касательного напря-
жения вдоль горизонтали.

Полагая <7 = 0, т.е. считая, что на мембрану не действует
поперечная нагрузка, приходим к уравнению

дЧ d°-z n

которое совпадает с уравнением (б) для функции фх из предыду-
щего параграфа. Принимая ординаты мембраны на границе
такими, что

J (162)

можно также удовлетворить граничному условию (в) предыдущего
параграфа. Таким образом, если ординаты поверхности мембраны
на границе имеют определенные значения, то функцию q>t можно
определить на изогнутой поверхности ненагруженной мембраны.
Ниже будет показано, что для определения экспериментальным
путем поля напряжений в скручиваемых стержнях могут исполь-
зоваться как нагруженная, так и ненагруженная мембраны.

Мембранная аналогия полезна, не только если скручиваемый
стержень находится в пределах упругости, но и в случае, когда
в некоторых частях поперечного сечения происходит течение
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материалах). Допустим, что в процессе течения касательное
напряжение остается постоянным. Тогда распределение напря-
жений в упругой области поперечного сечения, как и ранее,
представляется прогибами мембраны; однако в пластической
области напряжение будет определяться поверхностью, имеющей
постоянный максимальный наклон, соответствующий пределу
текучести. Вообразим такую поверхность в виде крыши, распо-
ложенной над поперечным сечением стержня, в то время как
мембрана растянута и нагружена вышеописанным образом. При
увеличении давления мы придем к условиям, при которых мем-
брана начнет касаться крыши. Это будет соответствовать началу
пластического течения стержня. По мере увеличения давления
отдельные части мембраны придут в соприкосновение с крышей.
Эти соприкасающиеся части дадут нам области пластического
течения скручиваемого стержня. Интересные эксперименты,
иллюстрирующие эту теорию, провел Надаи 2).

§ 108. Кручение стержня узкого прямоугольного
поперечного сечения

В случае узкого прямоугольного поперечного сечения простое
решение задач о кручении можно получить с помощью мембран-
ной аналогии. Пренебрегая влиянием коротких сторон прямо-
угольника и предполагая, что поверхность слегка прогнувшейся
мембраны является цилиндрической (рис. 160,6), можно опреде-
лить прогибы мембраны из элементарной формулы для параболи-
ческой кривой прогибов гибкой нити при равномерной поперечной
нагрузке

«=•&• о

Согласно известным свойствам параболических кривых макси-
мальный наклон, который возникает в средней части длинной
стороны прямоугольника равен

2S •
(б)

Объем в виде параболического цилиндра, ограниченный прогну-
той мембраной и плоскостью ху, равен

х ) На это указал Прандтль; см. A. N a d a i , Z. Angew. Math. Mech. 3.
442 (1923). См. также Е. T r e f f t z , Z. Angew. Math. Mech. 5, 64 (1925).

2 ) CM. A. N a d a i , Trans. ASME AMD, 1930. См. также A. N a d a i ,
Theory of Flow and Fracture of Solids, гл. 35, 36, 1950. [Русский перевод
А. Н а д а и , Теория пластичности и разрушения твердых тел, ИЛ, М., 1954.]



314 КРУЧЕНИЕ [ГЛ. 10

Теперь, используя мембранную аналогию и подставляя в выра-
жения (б) и (в) 2G9 вместо q/S, находим

' >c*GQ, (г)

(163)

(164)

откуда
е=

-ЬсЮ

Ттах 1

Для параболической кривой прогибов (рис. 160, б)
4 6 ( < *

z — • 4 Х

и наклон мембраны в любой точке равен
dz 8&К q_

!u~~lF~~"Sx-
Соответствующее напряжение в скручиваемом стержне опреде-
ляется по формуле

хуг = 2GQx.

Распределение напряжений следует линейному закону, как по-
казано на рис. 160, а. Вычисляя величину крутящего момента,

S

б)

Рис. 160.

соответствующего этому распределению напряжений, получаем

Это только половина полного момента, определяемого уравне-
нием (164). Другая половина дается компонентами напряже-
ния тхг, которыми мы полностью пренебрегли, когда предполо-
жили, что поверхность прогнутой мембраны является цилиндри-
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ческой. Хотя эти напряжения имеют значительную величину
лишь вблизи коротких сторон прямоугольника и их максималь-
ное значение меньше, чем вычисленное ранее, но они действуют
на большом расстоянии от оси стержня и создаваемый ими мо-
мент составляет вторую половину крутящего момента1).

Интересно отметить, что значение т т а х , определяемое первым
из уравнений (г), вдвое больше, чем в случае круглого вала

с диаметром, равным с, подверг-
нутого закручиванию на тот же
угол Э. Это можно объяснить,
рассмотрев депланацию попереч-
ных сечений. Стороны попереч-
ного сечения, такие, как пщ

IS)

Рис. 161.

а) 6)

Рис. 162.

(рис. 161,6), остаются нормальными к продольным волокнам
стержня у углов, как показано в точках п и пх. Общий сдвиг
элемента abed складывается из двух частей: части Vi> вызванной
вращением поперечного сечения относительно оси стержня и рав-
ной сдвигу в круглом стержне диаметром с, и части у2, вызван-
ной депланацией поперечных сечений. В случае узкого прямо-
угольного поперечного сечения Y2

 = Yi И результирующий сдвиг
вдвое больше, чем в случае круглого стержня с диаметром с.

Выражения (163) и (164), полученные выше для случая уз-
кого прямоугольника, можно также использовать для тонкостен-
ных стержней таких поперечных сечений, как показано на
рис. 162, если положить Ь равным развернутой длине сечения.
Это следует из того факта, что если толщина с трубы с трещи-
ной (рис. 162) мала по сравнению с диаметром, то максималь-
ный наклон мембраны и объем, ограниченный мембраной, будут
примерно такими же, как и для узкого прямоугольного по-
перечного сечения шириной с, и той же длины, что и длина
окружности срединной поверхности трубы. Аналогичный вывод

г) Это обстоятельство было выяснено Кельвином (см. K e l v i n , T a i t ,
Natura l Phi losophy, т . 2 с т р . 267).
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можно сделать и для швеллера (рис. 162, б). Следует заметить,
что в последнем случае имеет место значительная концентрация
напряжений вблизи входящих углов, зависящая от величины
радиуса закругления г, и в этих точках формулу (164) приме-
нять нельзя. Более подробное обсуждение этого вопроса будет
дано в § 112.

§ 109. Кручение прямоугольных стержней

Использование мембранной аналогии сводит задачу к отыс-
канию прогибов равномерно нагруженной прямоугольной мемб-
раны, показанной на рис. 163. Эти прогибы должны удовлетво-

рять уравнению (159)
дгг . cPz q , ч

и равняться нулю на границе.
Условие симметрии по отношению к оси

у и граничные условия на сторонах прямо-
угольника х = ±а удовлетворяются, если
принять z в виде ряда

z = £ bncos^-Yn, (б)
л = 1 , 3, 5, . . .

в котором Ьг, Ь3, . . . —постоянные коэффи-
циенты, а У1? У3, . . . — функции одной толь-
ко переменной у. Подставляя выражение (б)

в уравнение (а) и замечая, что при — а < . х < . а постоянная
в правой части (а) может быть представлена рядом Фурье

У

Рве. 163.

л - 1

±А-{—\\т:COS-
плх

~2а~
л = 1 , 3 , 5, . . .

приходим к следующему уравнению для определения У„:

V "

из которого

Y —. i_

ПЩ

4
л-1

( \\ 2

л - 1
•иЧ/ I т у и - / 1 ч
9/» \ <?«ЗтгЗА V /

(В)

(Г)

(Д)

Из условия симметрии поверхности прогибов мембраны относи-
тельно оси х следует, что постоянная интегрирования А должна
быть равна нулю. Постоянная В определяется из условия, что
прогибы мембраны равны нулю при у = ±Ь, т. е. \Уп)у=±ь = О,
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что дает

КРУЧЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ СТЕРЖНЕЙ

iу -

3 1 7

( е )

Общее выражение для поверхности прогибов мембраны, согласно
формуле (е), принимает вид

\6qa2 л - 1

л = 1 . 3 , 5, . . .

ch
1 —

ппу

ch
плЬ
~W 1J

COS-2а

Заменяя <7/S на 2G9, получаем функцию напряжений

ф:
32G9a2 1 —

1 / 1\ 2
n3 \ Iп = 1 , 3 , 5, . . .

ch пяг/
"2а"

ch
плЬ

Компоненты напряжения теперь можно получить из уравне-
ний (149) с помощью дифференцирования. Например,

т — дх ~

l&GQa

я
1 л-1

я = 1 , 3 , 5. . . . ch
-25" • (и)

Предполагая, что b > a , получаем, что максимальное касатель-
ное напряжение, соответствующее максимальному наклону мемб-
раны, действует в средних точках длинных сторон х=±а пря-
моугольника. Подставляя х — а, у = 0 в формулу (и), находим

или, учитывая, что1)

1600а v I f ,
я 2 2 u л 2 .

»=1.з.б.... L c
rmb

имеем

32"

16G6a

52

л = 1 , з , 5 , . . .

(165)

Бесконечный ряд в правой части при Ъ > а сходится очень
быстро и вычислить xmax с достаточной точностью для любого
частного случая b/а не представляет труда. Например, в случае

2) См., например, Н. S. С а г s 1 о w, Fourier Series and Integrals, изд. З,
Dover Public. Inc., N. Y., 1930.
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очень узкого прямоугольника Ь/а становится очень большим
числом, в силу чего суммой бесконечного ряда в (165) можно
пренебречь, и для этого случая получаем

Эта формула совпадает с первым из уравнений (г) в предыдущем
параграфе.

В случае квадратного поперечного сечения а — Ъ, и мы нахо-
дим из уравнения (165)

8 Г 1 , 1

. (166)

В общем случае получаем

(167)

где k—численный множитель, зависящий от отношения Ь/а.
Несколько значений этого множителя приведены в табл. 6.

ТАБЛИЦА 6

Коэффициенты в задаче о кручении стержня прямоугольного сечения

Ь/а

1,0
1,2
1,5
2,0
2,5

k

0,675
0,759
0,848
0,930
0,968

0,1406
0,166
0,196
0,229
0,249

0,208
0,219
0,231
0,246
0,258

Ь/а

3
4
5

10
00

k

0,985
0,997
0,999
1,000
1,000

0,263
0,281
0,291
0,312
0,333

0,267
0,282
0,291
0,312
0,333

Определим теперь крутящий момент Mt как функцию угла
закручивания 9. Используя для этой цели формулу (153), на-
ходим

а ь

ch
1

ппу
2а

ch плЬ
"2TJ

COS плх

__ 32G8 (2а)3 26 Л J 64G6 (2g)*
2- я1 л§

я = 1 , 3 , 5, . . . п = 1 , 3, 5, . . .

плЬ
2а
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или, замечая, что
1 + -L+-L.+ - i 4

1 "•" З4 * 51 ~ * * ' 96 '
имеем

\ л = 1, 3, 5, . . .

Ряд в правой части сходится очень быстро, и момент Mt можно
легко вычислить для любого значения отношения а/b. В случае
узкого прямоугольника можно принять

Тогда

Mt = 4- G9 (2а)3 2Ъ Г I—0,630-f-V (169)
3

В случае квадрата а = Ь, и уравнение (168) дает

Mt =0,140609 (2а)4. (170)

В общем случае крутящий момент можно представить формулой

Mt = k1GQ(2a)32b, (171)

где &!—численный множитель, зависящий от величины отноше-
ния Ь/а. Несколько значений этого множителя даны в таблице 6.

Подставляя значение 9 из формулы (171) в формулу (167),
получаем максимальное касательное напряжение как функцию
крутящего момента в виде

т Mt П72)
ш а х ~ fe2 (2а) г 2Ь ' <• '

где &2—численный множитель, значения которого берутся из
таблицы 6.

§ НО. Дополнительные результаты

Как показано в предыдущем параграфе, использование бесконечных ря-
дов дает возможность решать задачи кручения и для некоторых других форм
поперечных сечений.

В случае сектора круга1) (рис. 164) границы задаются уравнениями \|)= ±а/2,
Л=0, г = а. Примем функцию напряжений в виде

х ) Эту задачу исследовал Сен-Венан (В. S a i n t - V e n a n t , C o m p t . R e n d .
87, 849, 893 (1878)). См. т а к ж е A. G. G r s e n h i l l , Messenger of M a t h . 10,
83 (1880). Другой метод решения с использованием функций Бесселя дал
А. Д и н н и к . (Известия Донского политехнического института, Новочеркасск,
т. I, стр. 309). См. также A. F o p p l , L. F o p p l , D r a n g und Zwang, 1928,
стр. 96. [Русский перевод: А. Ф е п п л ь и Л . Ф е п п л ь , Сила и деформа-
ция, т. I I , О Н Т И , 1936].
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Функция фх должна удовлетворять уравнению Лапласа (см. § 106). Взяв ре-
шение этого уравнения в форме ряда

лл
п-тф

cos —,

COS

GO l > cos 2th " A (r\*
l~~2~\ cosa + a 2-1 "W/

L л=1. 3, 5, . ..
приходим к функции напряжений

Y 2 V cos а у1 '
L п=1,з,5.

Это выражение равно нулю на границах

А [ — I

2 '

Чтобы сделать его равным нулю и вдоль круговой
границы, мы должны положить

"" . nnti> , cos 2il>
^ „ c o s — - 5 - = l ^

s
/ 1 = 1 , 3 , 5, . . .

откуда обычным путем получаем

cos a

Рис. 164. " п ~ я 3 v ' '

Следовательно, функция напряжений имеет вид

GO

2a
n —

2a

cos a

п+1

/1=1, 3, 5, . . .
2a\

п
2a

Подставляя ее в формулу (153), находим Mt — 2 \ \ фл dijj dr = *Ga49, где

/г —коэффициент, зависящий от угла а сектора. Некоторые значения ft, вы-
численные Сен-Венаном, приведены в табл. 7.

Максимальные касательные напряжения вдоль радиальных и круговой
границ даются формулами kxGdd и k2GaQ. Несколько значений ftx и кг при-
ведены в таблице.

Решение для криволинейного четырехугольника, ограниченного двумя кон-
центрическими круговыми дугами и двумя радиусами, может быть получено та-
ким же образом1). В случае равнобедренного прямоугольного треугольника2)

1) Сен-Венан, см. упомянутую выше работу. См. также: Л я в, Матема-
тическая теория упругости, стр. 326, Гостехиздат, 1935; A. G. G r e e n h i l l ,
Messenger of Math. 9, 35 (1879).

2 ) Б. Г. Галеркин, Известия Академии наук, Петроград, 1919, стр. 111;
G. K o l o s o f f , Compt. Rend. 178, 2057 (1924).
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ТАБЛИЦА 7

«-

k

кг

л
Т

0,0181

я

т

0,0349
0,452
0,490

л
Т

0,0825

2л
3

0,148
0,622
0,652

0,2981)
0,728
0,849

 3
)

Зя
2

0,572 1)

5я
3

0,672
а
)

2я

0,878*)

' ) Эти числа исправил Эссен (М. Aissen). См. G. Р 6 1 у a, G. S z e g 6, Isoperimetric
Inequalities in Mathematical Physics, стр. 261, Princeton, 1951. [Русский перевод;
Г. П о л н а , Г. С е г е, Изоперимегрические неравенства в математической физике физ-
матгиз, 1962.]

•) Исправлено А. Н. Динником, см. его работу, упомянутую выше,
') Авторы благодарны Cere (Q. Szego) за эту поправку.

угол закручивания определяется уравнением

6 = 3 8 , 3 ^ ,

где а—длина равных сторон треугольника. Максимальное касательное напря-
жение действует посередине гипотенузы и определяется формулой

t f f l a x = 1 8 , 0 2 ^ .

Путем введения криволинейных координат было рассмотрено несколько других
типов поперечных сечений. Используя эллиптические координаты (см. стр. 197)
и сопряженные функции | и t), определяемые уравнением

приходим к поперечным сечениям, ограниченным конфокальными эллипсами
и гиперболами *). Используя уравнение 2)

получаем поперечные сечения, ограниченные ортогональными параболами.
Были получены решения и для многих других сечений ? ) , сплошных и

полых, включая многоугольники, углы, кардиоиды, лемнискаты4) и окруж-
ности с одним или несколькими эксцентрическими отверстиями 6 ) . Если сечение
может быть конформно отображено на единичный круг, то решение можно
записать в виде комплексного интеграла в ) .

! ) A. G. G r e e n h i l l , Quart. J. Math. 16 (1879).
2 ) E. W. A n d e r s o n , D. L. H o l l , Iowa State Coll. J. Sci. 3, 231 (1929).
3) Эти решения собрал Хиггинс (Т. J. H i g g i n s , Am J . Phys. 10,

248 (1942)).
4 ) Ссылки на работы, где приводятся точные решения для таких сечений,

слишком многочисленны, чтобы их можно было привести здесь, но их можно
найти в реферативных журналах Applied Mechanics Reviews, Science Abstracts
A, Mathematical Reviews, Zentralblatt fur Mechanik. [См. также реферативный
журнал «Механика». (Прим. перев.)] Большинство ссылок на стр. 372 также
связано так или иначе с задачами кручения.

J) С. В. L i n g , Quart. Appl. Math. 5, 168 (1947).
e ) Согласно Н. И. Мусхелишвили (см. примечание 1 настр.205). См. также

I. S. S o k o l n i k o f f , Mathematical Theory of Elasticity, изд. 2, McGraw-
Hill, N. Y, 1956. Другие примеры и ссылки на более поздние работы см.
в статье: W. А. В a s s a I i, J . Mech. Phys. Solids 8, 87—99 (1960).
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§ 111. Решение задач о кручении энергетическим методом1)

Мы видели, что решение задач о кручении в каждом частном
случае сводится к определению функции напряжений, удовлетво-
ряющей дифференциальному уравнению (150) и граничному усло-
вию (152). При выводе приближенного решения задачи полезно
вместо обращения к дифференциальному уравнению определять
функцию напряжений из условия минимума некоторого интеграла,2)
который можно получить, рассматривая потенциальную энергию
скручиваемого стержня. Потенциальная энергия скручиваемого
стержня, приходящаяся на единицу длины, согласно выражению
(136), определяется формулой

к-i jj «.+*,*<,-£ Я [(£)'+($ Л «*
Если бф—некоторая малая, обращающаяся в нуль на кон-

туре 3) вариация функции напряжений ф, то вариация потенци-
альной энергии будет равна

а вариация крутящего момента, согласно уравнению (153), со-
ставит

Рассуждая далее так же, как это делалось при выводе уравне-
ния (142), приходим к выводу, что

или

Таким образом, истинное выражение для функции напряжений
обращает в нуль вариацию интеграла

К такому же выводу мы приходим, используя мембранную аналогию и
принцип виртуальной работы (§ 92). Если обозначить через S равномерное
растяжение в мембране, то приращение энергии деформации мембраны, вызван-

х ) Обзор по этому и другим приближенным методом решения см. в работе:
Т. J . H i g g i n s (J. Appl. Phys. 14, 469 (1943)).

2 ) Этот метод предложил Ритц, который использовал его при решении
задач об изгибе и колебаниях прямоугольных пластинок. (См. Z. Reine Angew.
Math. 135 (1908); Ann. Phys., ser. 4, 28, 737 (1909)).

3) Если вариацию бф принимать равной нулю на границе, то вариация ф
не приведет к появлению на боковой поверхности никаких усилий.
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мое прогибами, получается путем умножения растягивающего усилия S на
приращение площади поверхности мембраны. Таким образом, получаем

где 2—прогиб мембраны. Если мы теперь сообщим мембране виртуальное
перемещение из положения равновесия, то изменение энергии деформации
мембраны, вызванное этим перемещением, дожно быть равно работе, совер-
шенной равномерной нагрузкой q на виртуальном перемещении. Отсюда полу-
чаем

и определение поверхности прогибов мембраны сводится к отысканию выра-
жения для функции z, которое доставляет минимум интегралу

Если подставить в этом интеграл 2G6 вместо q/S, то мы придем к записан-
ному выше интегралу (173).

Для приближенного решения задач о кручении заменим вы-
шеописанную задачу вариационного исчисления простой задачей
отыскания минимума некоторой функции. Возьмем функцию на-
пряжений в виде ряда

2 + . . . (а)
где ф0, фц Ф2, . . . —функции, удовлетворяющие граничным усло-
виям, т. е. обращающиеся в нуль на границе. При выборе этих
функций следует руководствоваться мембранной аналогией и при-
нимать их в форме, удобной для представления функции ф.
Величины а0, а1г a2, . . . являются числовыми коэффициентами,
которые подлежат определению из условия минимума инте-
грала (173). Подставляя в этот интеграл ряд (а), после интегри-
рования получаем функцию второй степени относительно а0, а±,
а2, . . . ; условие минимума этой функции имеет вид

£-«>• £-<>• £ - " • - «9
Таким образом, мы получаем систему линейных уравнений, из
которой можно определить коэффициенты а0, аг, а2, . . . Увели-
чивая число членов в ряду (а), мы увеличиваем точность при-
ближенного решения, а используя бесконечный ряд, приходим
к точному решению1).

Возьмем в качестве примера случай прямоугольного попереч-
ного сечения2) (рис. 163). Граница сечения задается уравнениями

х) Сходимость этого метода решения исследовал Ритц в упомянутой выше
работе. См. также Е. T r e f f t z , Handbuch der Physik, т. 6, 1928, стр. 130.

2) См. С. П. Т и м о ш е н к о , Сборник института инженеров путей сооб-
щения,'Петербург, 1913, и Proc. London Math. Soc, ser. 2, 20, 389 (1921).



324 КРУЧЕНИЕ [ГЛ. 10

х = ±а, t/ = ±ft, и функция (х2—о2)(у2—Ь2) на границе равна
нулю. Ряд (а) можно взять в форме

где в силу симметрии тип должны быть четными.
Считая поперечное сечение квадратным и ограничиваясь пер-

вым членом ряда (в), примем
<р = а о ( * 2 - а 2 ) ( у 2 - а 2 ) . (г)

Подставляя это выражение в (173), находим из условия мини-
мума, что

_ 5 09
«о— 8 аг •

Тогда, согласно (153), крутящий момент определяется формулой

Mt = 2 J j ф dx dy = у G9a* = 0,1388 (2а)*G0.

Сравнивая это значение с корректным решением (170), мы
видим, что ошибка в величине крутящего момента составляет око-
ло 1V3%.

Чтобы получить лучшее приближение, сохраним в ряде (в)
три первых члена. Тогда, используя условие симметрии, по-
лучаем

( * * ) P ) [ ( * % )
Подставляя это значение в уравнение (173) и используя выра-
жения (б), находим

_j[259J£9_ _ 5 3 35 G9

Подстановка этих выражений в формулу (153) для крутящего
момента дает

Это значение лишь на 0,15% меньше точного.
Значительно большей оказывается ошибка в величине макси-

мального напряжения. Подставляя функцию (г) в выражения (149)
для компонент напряжения, находим, что ошибка в максимальном
напряжении составляет около 4%, и чтобы получить лучшее
приближение, нужно удержать в ряде (в) большее количество
членов.

На основе мембранной аналогии можно видеть, что, действуя
описанным способом, мы получаем в общем случае значения
крутящего момента, меньшие точного. Идеально гибкая мембрана,
равномерно растянутая на границе и находящаяся под действием
равномерной нагрузки, является системой с бесконечным числом
степеней свободы. Оставление в ряде (в) малого числа членов
эквивалентно наложению на систему связей, которые приводят
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ее к системе с малым числом степеней свободы. Такие связи
могут только уменьшить гибкость системы и тем самым умень-
шить объем, ограниченный поверхностью прогибов мембраны.
Следовательно, крутящий момент, полученный, исходя из такого
объема, в общем случае будет меньше его истинного значения.

Треффц1) предложил другой метод приближенного опреде-
ления функции напряжений ф. По его методу приближенная
величина крутящего момента оказывается больше точного зна-
чения. Следовательно, используя совместно методы Треффца и
Ритца, можно установить границы погрешности приближенного
решения.

При использовании приближенного метода Ритца мы не обя-
зательно должны пользоваться полиномами (в). Мы можем взять
функции ф0, ф1( ф2, . . . , входящие в ряд (а) и в других формах,
удобных для представления функции напряжений ф. Используя,
например, тригонометрические функции и учитывая условия
симметрии (рис. 163), получаем

00 00

Ф £ Е flC0S

л=1, 3, 5 я=1, 3, 5

Подставляя это выражение в (173) и производя интегрирование,
находим, что

U ~ 8
т = 1 , 3, 5,. .. л=1, 3, 5,. . .

ос со (т+п)

т = 1 , 3,5,... п=1, 3, 5, . . .

Уравнения (б) принимают вид

4

 a m

и мы получаем

_128G66*(—
а

т + п
) ~

где a — bja. Подставляя это значение а т„ в (е), получаем точнбе
решение задачи в форме тригонометрических рядов. Крутящий
момент будет при этом равен

32а&

1 7 1 = 1 , 3 , . . . Л = 1 , 3 , . . .

J ) E. T r e f f t z , Proc, 2d Intern. Congr. Appl. Mech. Zurich, 1926, стр. 13Ц
N. M. B a s u , Phil . Mag. 10, 886 (1930).
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Это выражение приводится к виду, совпадающему с полученным
ранее выражением (168), если учесть, что

m5" 2 J w2(m2a2 + /i2) 96т2 _ 1 [тал
п = 1 , 3 , 5 , . . . 3 \~2~

В качестве другого примера рассмотрим случай узкого пря-
моугольника, сторона которого а очень велика по сравнению
с b (рис. 163). В первом приближении можно взять

q> = G0(a2— х*); (и)

соответствующее решение совпадает с решением, исследованным
ранее (§ 108). Чтобы получить лучшее приближение, удовлетво-
ряющее граничным условиям на коротких гранях прямоугольника,
возьмем

q> = G9(a2—х2)[1 — е-В <»-*)] (к)

и выберем величину |5 таким путем, чтобы она доставляла мини-
мум интегралу (173). Таким путем находим

Благодаря экспоненциальному члену, входящему в скобки в вы-
ражении (к), мы получаем распределение напряжений, которое
практически совпадает с решением (и) во всех точках, находя-
щихся на значительном расстоянии от коротких сторон прямо-
угольника. Вблизи этих сторон функция (k) удовлетворяет гра-
ничному условию (152). Подставляя выражение (к) в формулу (153)
для крутящего момента, находим

а Ъ

Mt = 2 J j <f>dxdy = ^GQ(2a)32b(l— 0,632у
-а -Ъ

что находится в очень хорошем согласии с выражением (169),
полученным ранее с применением бесконечных рядов.

Полиномиальное выражение для функции напряжений, анало-
гичное выражению (в), принятому выше для прямоугольника,
может успешно использоваться во всех случаях поперечных сече-
ний, ограниченных выпуклыми многоугольниками. Если принять
уравнения сторон многоугольника в виде

то функцию напряжений можно взять в форме

Ф - {агх + bty + сг) (а2х + Ь2у + сг).. . (а„х + bny + с„)

и, чтобы получить удовлетворительную точность обычно доста-
точно удержать несколько первых членов этого ряда.
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Энергетический метод полезен также тогда, когда граница
поперечного сечения (рис. 165) задана двумя кривыми1)

|)y и у = —

где

Граничные условия будут удовлетворены, если принять для функ-
ции напряжений приближенное выражение

Подставляя его в интеграл (173), мы находим из уравнения
dl/dA = О

б
Крутящий момент мы находим из формулы (153)

о

В частном случае, когда m = l / 2 , p = q=l, a = at, имеем у =

= ± aty(x/b) = ± Vxjb (1 —x/b), и поэтому

Af, = 0 , 0 7 3 6 ^ r
l+bV Рис. 165.

Приближенное решение и сравнение с экспериментами для се-
чений, ограниченных дугой окружности и хордой, дал Вейганд8)'
Численные методы решения этих задач обсуждаются в приложе-
ниях.

J) Такие задачи рассматривал Л. С. Лейбензон. См. его книгу «Вариаци-
онные методы решения задач теории упругости», Москва, 1943. См. также
W. J. D u n c a n , Phil. Mag., ser. 7, 25, 634 (1938).

2) A. W e i g a n d , Luftfahrt-Forsch. 20, 1944 (английский перевод: NACA
Tech. Mem., 1182, 1948).
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§ 112. Кручение стержней прокатных профилей

При исследовании кручения прокатных профилей, таких, как
уголки, швеллеры, двутавры, можно пользоваться формулами,
выведенными для стержней узкого прямоугольного сечения (§ 108).
Когда поперечное сечение имеет постоянную толщину, как это
показано на рис. 166, угол закручивания с достаточной точ-
ностью определяется по формуле (163), если внести в эту формулу
вместо Ъ развернутую длину срединной линии сеченияJ), а именно
Ь = 2а—с. В случае швеллера (рис. 166,6) грубо приближенное

В)

решение для угла закручивания получается, если принять для
полок среднюю толщину с2, разделив поперечное сечение на три
прямоугольника и подставив Ьхс\-\-2Ьгс\ вместо be3 в уравнение
(163), т. е. предполагая, что крутильная жесткость швеллера равна
сумме крутильных жесткостей трех прямоугольников2). Тогда

е = 3Mt (а)

Чтобы определить напряжение на границе в точках, находя-
щихся на значительном удалении от углов поперечного сечения,
мы можем вновь воспользоваться уравнением для узкого прямо-
угсльника и принять

(б)

Тогда из уравнения (а) получаем для полок швеллера

т =
bi с\

J) Более точная формула, учитывающая увеличение жесткости за счет
соединений отдельных прямоугольников, была получена на основе исследования
мыльных пленок и опытов на кручение в работе: G. W. Т г а у е г, Н. W. М а г с h,
Natl. Advisory Comm. Aeron. Rept. 1930, стр. 334.

a) Сравнение крутильных жесткостей, полученных таким путем, с экспе-
риментальными данными для нескольких типов прокатных сечений и для раз-
личных размеров дано в статье: A. F o p p I, Sitzber. Bayer. Akad. Wiss. Miin-
chen, 1921, стр. 295. См. также Bauingenieur, ser. 5, 3, 42 (1922).
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Те же приближенные уравнения можно использовать и для дву-
тавра (рис. 166, в).

У входящих углов наблюдается значительная концентрация
напряжений, величина которых зависит от радиуса закругления.
Грубо приближенное значение максимального напряжения в местах
закруглений можно получить на основе мембранной аналогии.
Рассмотрим поперечное сечение в форме уголка постоянной тол-
щины с (рис. 167) с радиусом закругления входящего угла,
равным а. Допустим, что поверхность мем-
браны у биссектрисы OOt входящего угла
приближенно представляется поверхно-
стью вращения с осью, перпендикулярной
к плоскости чертежа в точке О. Используя . д

полярные координаты, можно привести *"~
уравнение(159)для поверхности прогибов -т-с
мембраны к виду (см. стр. 85) с -к\

Р«.,е,
Учитывая, что наклон мембраны dz/dr оп-
ределяет касательное напряжение т, если заменить q/S на 2G6,
находим из (в) следующее уравнение для касательного напряже-
ния:

Соответствующее уравнение для областей полок уголка, располо-
женных на значительном расстоянии от угла, т. е. там, где мем-
брана прогибается почти по цилиндрической поверхности, имеет
вид

U=-2GQ- оо
где п—нормаль к границе. Обозначая через т̂  напряжение на
границе, получаем из (д) уже известное нам решение для узкого
прямоугольника T1=G9c. Используя его, получаем из уравнения (г)
следующее уравнение:

откуда после интегрирования находим, что

где А—постоянная интегрирования. Для определения этой посто-
янной предположим, что касательное напряжение обращается
в нуль в точке Ох на расстоянии с/2 от границы (рис. 167).
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Тогда из условия (е)

А ч(«+| )

[гл. 10

«+•
Подставляя это выражение в (е) и полагая г = а, находим

3,5

3,0

2.5

2,0

V —л-
г
1
1

у р.(ж)

А

—.

I J'max

_ - ~ "

— —

C/S'0,5

'фЧ,5

as i,o 1,5 2fl
а/с

Рис. 168.

(ж)

При а = 0,5 с, как это имеет место
на рис. 167, имеем т т а х = 1 , 5 тх.
Для закругления очень малого
радиуса максимальное касательное
напряжение становится очень боль-
шим. Принимая, например, а =
= 0,1 с, находим: т т а х = 3,5т1.

Более точные и полные резуль-
таты можно получить численно,
основываясь на методе конечных
разностей (см. Приложение I).
Кривая тт а х/тх как функция от
а/с, полученная этим методом1),
показана на рис. 168 (кривая А)
вместе с кривой, представляю-

щей уравнение (ж). Мы увидим, что эта простая формула дает
хорошие результаты, когда а/с меньше 0,3.

§ 113. Экспериментальные аналогии

Мы видели, что мембранная аналогия оказывается очень по-
лезной для наглядного представления о распределении напряже-
нии по сечению скручиваемого стержня. Для прямых измерений
напряжении использовались мембраны в виде мыльных пленок2)
Пленки образуются над отверстиями требуемой формы в плоских
пластинках. Чтобы сделать возможным прямое определение напря-
жений для сравнения оказалось необходимым иметь в той же
пластинке круглое отверстие. Подвергая обе пленки одному и тому

, , . J ^етод принадлежит Хэту (J. H. H u t h , J. Appl. Mech 17 388
(1950). Подъем кривой справа требуется в предельном случае, когда радиус
закругления увеличивается по отношению к толщине. Ссылки на более ранние
в°работИе-Р1ШГИЯ

е

ЭТВИ д Д ^ ч и ' . в к л ю ч а я измерения на мыльных пленках, даны

h.^Taylor), упомянутые выше,

Т. J.
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же давлению, получаем требуемые значения q/S1) которые, отве-
чают одним и тем же значениям GO для обоих скручиваемых
стержней. Следовательно, измеряя наклоны двух мыльных пленок,
мы можем сравнить напряжения в стержне заданного поперечного
сечения с напряжениями в круглом валу при условии, что они
обладают одним и тем же углом закручивания 9 на единицу
длины и одним и тем же модулем сдвига G. Соответствующее отно-
шение крутящих моментов определяется отношением объемов между
мыльными пленками и плоскостью поверхности пластинки2).

В точках концентрации напряжений, например в местах за-
круглений малого радиуса, мыльная пленка может, по-видимому,
дать неточные результаты3). Более надежные значения можно
получить из аналогии с листовым проводником4). Электропрово-
дящий лист вырезается в форме поперечного сечения скручива-
емого стержня. Если плотность тока имеет постоянную величину i
на единицу площади по всей площади сечения, электрический по-
тенциал V в листе будет удовлетворять уравнению

V2K = — pi,

где р—постоянное сопротивление листа. Если на границе с по-
мощью соединенной с ней собирательной шины поддерживается
постоянный электрический потенциал, то имеем полную аналогию
с задачей о кручении, представленной уравнениями (150) и (151)
с граничным условием (152), требующим постоянства ф на един-
ственной граничной кривой. Кривые с пометками Т и / на рис. 168
были получены указанным методом5), а кривая А для уголко-
вого сечения с помощью его получила подтверждение.

§ 114. Гидродинамические аналогии

Существует несколько аналогий между задачами о кручении
и гидродинамическими задачами о движении жидкости в трубах.
Кельвин6) заметил, что функция ц>г (см. уравнение (а) § 106),

1 ) Предполагается, что поверхностное натяжение в обеих пленках одина-
ково. Это с достаточной точностью подтвердилось опытами.

2 ) Более детальный анализ см. в книге: М. Н е t ё п у i (ред.), Handbook
of Experimental Stress Analysis, гл. 16, John Wiley, New York, 1950.

3 ) См. статью: С. В. B i e z e n o , J . M. R a d e m a c h e r , De Ingenieur,
№ 52, 1931. См. также статьи: Р. A. C u s h m a n , Trans. ASME, 1932,
H. Q u e s t , Ingenieur-Archiv 4, 510 (1933) и выше цитированную статью Хэта
(J. H. H u t h ) .

4 ) N. S. W a n e r , W. W. S o r o k a , Proc. Soc. Exptl. Stress Anal. 2,
19—26 (1953). См. также W. W. S o r o k a , Analog Methods in Computation
and Simulation.

?) С W. B e a d l e , H. D. C o n w a y , (1) Exptl . Mech., August, 1963;
стр. 198—200; (2) J . Appl. Mech. 30, 138—141 (1963). В последней статье даны
дальнейшие результаты, полученные с помощью приближенного аналитического
метода.

") К. K e l v i n , P . Q. Т а i t , Natural Philoeophy, ч. 2, стр. 242.
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которая иногда используется в задачах о кручении, тождественно
совпадает с функцией тока для некоторого безвихревого движения
идеальной жидкости в трубе того же поперечного сечения, что
и скручиваемый стержень.

На другую аналогию указал Буссинеск1). Он показал, что
дифференциальное уравнение и граничное условие для опреде-

ления функции напряжений ф (см. урав-
нения (150) и (152)) тождественно совпа-
дают с теми, которые служат для опреде-
ления скоростей в ламинарном потоке
вязкой жидкости по трубе того же сече-
ния, что и скручиваемый стержень2).

Гринхилл показал, что функция на-
пряжений ф математически тождественна
функции тока при движении идеальной
жидкости, циркулирующей с постоянной
интенсивностью вихря3) в трубе того

же поперечного сечения, что и скручиваемый стержень4).
Обозначим через и и v компоненты скорости циркулирующей
жидкости в точке А (рис. 169). Тогда из условия несжимаемости
идеальной жидкости имеем

Условие постоянной вращательной скорости имеет вид

Принимая

7Г—7Г = const.дх ду (б)

(в)

мы удовлетворяем уравнению (а) и из уравнения (б) находим

что совпадает с уравнением (150) для функции напряжений при
кручении.

х) J. B o u s s i n e s q u e , J. Math, Pure Appl., ser. 2, 16 (1871).
2) Эту аналогию использовал Пашу (М. P a s c h o u d , Compt. Rend. 179,

451 (1924). См. также Bull. Tech. Suisse Rom. (Lausanne), Nov. 1925.
8) Аналитическое выражение для интенсивности вихря то же, что и для

вращения ы г, рассмотренного на стр. 243, если через и и v обозначить компо-
ненты скорости жидкости.

*) A. G. G r e e n h i l l , Hydromechanics, Encyclopedia Britannica, изд. 11,
1910, стр. 115.
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На границе скорость циркулирующей жидкости направлена
по касательной к границе, и граничное условие для гидроди-
намической задачи совпадает с условием (152) для задачи о
кручении. Таким образом, распределение скоростей в гидро-
динамической задаче математически тождественно распределе-
нию напряжений при кручении, и, применяя известные в
гидродинамике решения, можно получить практически важные
выводы.

В качестве первого примера рассмотрим случай малого круго-
вого отверстия в скручиваемом круглом валу1) (рис. 170). Влия-
ние этого отверстия на распределение напряже-
ний подобно введению неподвижного сплошного
цилиндра того же диаметра, что и отверстие, в
поток циркулирующей жидкости гидродинамиче-
ской модели. Такой цилиндр резко изменяет
скорость течения в окрестной к нему области.
Скорости в точках перед цилиндром и за ним сни-
жаются до нуля, тогда как скорости в боковых р и с , j 7 0 .
точках т и п удваиваются. Следовательно, от-
верстие такого вида удваивает касательные напряжения в той
части вала, в которой оно расположено. Малый полукруглый
надрез на поверхности, параллельный оси вала (рис. 170),
производит тот же эффект. Касательное напряжение на дне
надреза в точке т примерно вдвое превышает напряжение на
поверхности вала в точках, достаточно удаленных от надреза.
Та же гидродинамическая аналогия объясняет влияние малого
отверстия эллиптического сечения или полуэллиптического над-
реза. Если одна из главных осей а малого эллиптического отвер-
стия расположена в радиальном направлении, а другая ось равна Ь,
то напряжения на границе отверстия по концам оси а увеличи-
ваются в пропорции (1 +а/Ь): 1. Максимальное напряжение, дей-
ствующее в этом случае, зависит, таким образом, от величины
отношения а/b. Влияние отверстия на напряжение будет больше,
когда большая ось эллипса расположена в радиальном направ-
лении, по сравнению со случаем, когда она расположена в окруж-
ном направлении. Поэтому радиальные трещины оказывают суще-
ственное ослабляющее влияние на прочность вала. Подобное
Елияние на распределение напряжений оказывает и полуэллип-
тический надрез на поверхности, параллельной оси вала.

Из гидродинамической аналогии можно также сделать вывод,
что в выступающих углах поперечного сечения скручиваемого
стержня касательные напряжения равны нулю, а на входящих
углах они теоретически становятся бесконечно большими, т. е.
даже самый малый крутящий момент вызывает здесь течение

См. J. L a r m o r , Phil. Mag. 33, 76 (1892).
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материала или трещину. Следовательно, в случае прямоугольной
шпоночной канавки высокая концентрация напряжения имеет
место у входящих углов на дне канав. Эти высокие напряжения
можно понизить путем закругления углов1).

§ 115. Кручение полых валов

До сих пор наши рассуждения относились к валам, попереч-
ные сечения которых ограничивались одной кривой. Рассмотрим
теперь полые валы, границы поперечных сечений которых состоят
из двух (и более) контуров. Простейшая задача такого рода
касается круглого вала, внутренняя граница которого совпадает
с одной из траекторий напряжений (см. стр. 310) сплошного
вала, имеющего ту же внешнюю границу, что и полый вал.

Рассмотрим, например, эллиптическое поперечное сечение
(рис. 153). Функция наряжений для сплошного вала имеет вид

Кривая

является эллипсом, который геометрически подобен внешней гра-
нице поперечного сечения. Вдоль этого эллипса функция напря-
жений ф остается постоянной; следовательно, при k, меньших
единицы, этот эллипс является траекторией напряжений для
сплошного эллиптического вала. Представим теперь эллиптиче-
скую поверхность, порождаемую этой траекторией напряжений,
с осью, параллельной оси вала. Тогда из сделанного выше вывода
относительно направления касательных напряжений следует, что
в направлении, нормальном к этой цилиндрической поверхности,
напряжения действовать не будут. Мы можем поэтому считать,
что часть материала, ограниченная этой цилиндрической поверх-
ностью, удалена без изменения распределения напряжений во
внешней части вала. Следовательно, функция напряжений в форме
(а) применима и к полому валу.

Для заданного угла закручивания 9 напряжения в полом
валу будут такими же, как и в сплошном валу. Однако крутя-
щий момент будет меньше на величину, которая в случае сплош-
ного вала приходится на часть поперечного сечения, которую
заняло отверстие. Из уравнения (156) мы видим, что эта часть

*) Напряжения у вырезов исследовались с помощью мыльных пленок. См.
стр. 938 статьи Гриффитса и Тейлора (Griffith и Taylor), упоминавшуюся выше
(стр. 309). Формулы и таблицы для расчетов см. в книге: R. E. P e t e r s o n ,
Stress Concentration Design Factors, John Wiley, N. Y., 1953. См. также М. N i-
S i d a , M. H o n d o , Proc. Japan Nat. Congr. Appl. Mech. 2, 129—132(1959).
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находится в отношении 4':1 к полному крутящему моменту. Сле-
довательно, для полого вала вместо выражения (156) будем иметь

Q=i%naiZ>
и для функции напряжений (а) получаем

„ _ Mt {х* г/3

т nab(\— k1) \а2 т б2

Формула для максимального касательного напряжения принимает
вид

2Mt 1
_ nab2 l -

ds

Согласно мембранной аналогии средняя часть мембраны, соот-
ветствующая отверстию в валу (рис. 171), должна быть заменена
горизонтальной пластинкой CD.
Отметим, что равномерное дав-
ление, распределенное по части
CFD мембраны, статически эк-
вивалентно давлению той же ве-
личины, равномерно распреде-
ленному по пластинке CD, a
растягивающие усилия в мем-
бране, действующие вдоль гра-
ницы этой пластинки, находят-
ся в равновесии с равномерной
нагрузкой на пластинке. Сле-
довательно, в рассматриваемом
случае может использоваться
тот же экспериментальный ме-
тод с мыльной пленкой, что и раньше, так как замена части
мембраны CFD пластинкой CD не вызывает изменений в кон-
фигурации и в условиях равновесия остальной части мембраны.
Рассмотрим теперь более сложный случай, когда границы
отверстия уже не являются траекториями напряжений для сплош-
ного вала. Из общей теории кручения мы знаем (см. § 104), что
вдоль каждой границы функция напряжений должна быть посто-
янной, однако эти постоянные не могут выбираться произвольно.
При рассмотрении многосвязных границ в двумерных задачах
было показано, что в подобных случаях необходимо обращаться
к выражениям для перемещений, и постоянные интегрирования
следует подбирать таким образом, чтобы эти выражения стано-
вились однозначными. Аналогичная процедура необходима и по
отношению к задачам о кручении полых валов. Постоянные зна-
чения функции напряжений вдоль границ следует определять
таким образом, чтобы перемещения были однозначными. Тогда
будет получено достаточное число уравнений для определения
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этих постоянных. Из соотношений (б) и (г) § 104 имеем

Теперь вычислим интеграл

^rds (г)

вдоль каждой границы. Используя формулы (в) и разлагая пол-
ное напряжение на компоненты, находим

(174)

Первый интеграл должен обращаться в нуль из условия, что
интегрирование производится по замкнутой кривой и что w
является однозначной функцией. Отсюда

Интеграл в правой части равен удвоенной площади А области,
заключенной внутри контура. Следовательно,

(175)

Таким образом, мы должны определить постоянные значения
функции напряжений вдоль границ отверстий так, чтобы для
каждой границы удовлетворялось уравнение (175).

Для любой замкнутой кривой, проведенной внутри попереч-
ного сечения и целиком лежащей внутри материала, первый и
второй интегралы (174) представляют собой линейный интеграл
от тангенциальной компоненты касательного напряжения т, взя-
того вдоль кривой, и по аналогии с циркуляцией в гидродина-
мике, его можно назвать циркуляцией касательных напряжений.
Тогда соотношение (175) сохраняет силу и его можно назвать
теоремой о циркуляции касательных напряжений.

Значение формулы (175) для мембранной аналогии рассмат-
ривалось на стр. 312. Оно показывает, что в мембране уровень
каждой пластинки, такой, как пластинка CD (рис. 171), должен
выбираться так, чтобы вертикальная нагрузка на пластинку
была равна по величине и противоположна по знаку вертикаль-
ной компоненте результирующей растягивающих усилий, с кото-
рыми мембрана действует на пластинку. Если границы отверстия
совпадают с траекториями напряжений для соответствующего
сплошного вала, вышеприведенного условия достаточно, чтобы
обеспечить равновесие пластинок. В общем случае этого условия
недостаточно, и для удержания пластинки в равновесии в гори-
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зонтальном положении приходится прибегать к специальным
направляющим приспособлениям. Это усложняет эксперименты
с мыльными пленками для круглых валов.

Чтобы устранить это затруднение, можно воспользоваться следующим
приемомх). В пластинке проделывается отверстие, соответствующее внешней
границе сечения. Каждый из внутренних контуров, отвечающих полостям вала,
устанавливается на вертикальной скользящей каретке, так что высоту ее
можно легко менять. Принимая эти высоты произвольно и натягивая на гра-
ницах пленку, получаем поверхность, которая удовлетворяет уравнению (150)
и граничным условиям (152), но уравнение (175) в общем случае не будет
удовлетворено, и пленка не будет представлять распределения напряжений
в полом валу. Повторяя этот эксперимент столько раз, сколько имеется
контуров, и каждый раз проводя измерения на пленке, мы получаем доста-
точно информации, чтобы определить истинные значения уровней внутренних
границ и, наконец, натягиваем пленку нужным нам образом. Это доказывается
следующим образом: если «—число контуров, и <рх, ф2, . . . , ф,- —поверхности
пленки, полученные при i различных положениях кареток, то функция

tp = miq>1 + m2(p2+ ...-f т,-ф,-, (д)

где mlt тг, ..., mi — численные коэффициенты, также является решением
уравнения (150), когда

Теперь, учитывая, что касательное напряжение равно наклону мембраны, и
подставляя выражение (д) в уравнения (175), получаем i уравнений вида

из которых можно получить коэффициенты mlt тг Ш{ как функции от 9.
Затем из (д) находится истинная функция напряжений2). Этот метод был при-
менен Гриффитсом и Тейлором для определения напряжений в полом круглом
валу, имеющем вырез. Таким путем было показано, что максимальное нап-
ряжение можно значительно уменьшить, тем самым повысив прочность вала,
если расположить полость эксцентрично.

Крутящий момент для вала с одним или несколькими отвер-
стиями можно получить, определяя удвоенный объем, заключен-
ный между мембраной и пластинкой. Чтобы убедиться в этом,
вычислим крутящий момент, вызываемый касательными напря-
жениями, распределенными по элементарному кольцу между двумя
соседними траекториями напряжений, как показано на рис. 171,
который теперь представляет произвольное полое сечение. Обоз-
начая через б переменную ширину кольца и рассматривая заштри-
хованный на рисунке элемент, получаем, что касательное усилие,

*) См. упомянутую выше статью Гриффитса и Тейлора (Griffith, Taylor),
стр. 938.

2) Гриффите и Тейлор сделали из своих экспериментов заключение, что
при исследовании распределения напряжений в полых валах вместо пленок
под постоянным давлением удобнее использовать пленки под нулевым давле-
нием (см. стр. 312). Подробное изложение способа определения коэффициентов
тх, тг, ... дается в их статье, упомянутой выше.
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действующее на элемент, равно rbds, а его момент относительно
точки О есть xrbds. Тогда момент для элементарного кольца
относительно той же точки равен

^ (e)

где интегрирование производится по всей длине кольца. Обозна-
чив через А площадь, ограниченную кольцом, и учитывая, что
т—наклон мембраны, в силу чего тб представляет собой разность
уровней h для двух смежных контурных линий, из (е) находим

2hA, (ж)()
т. е. крутящий момент, соответствующий элементарному кольцу,
определяется заштрихованным на рисунке удвоенным объемом
его. Полный момент определяется суммой этих объемов, т. е.
объемом между АВ, мембраной АС и DB и плоской пластин-
кой CD. Подобный вывод можно сделать и для случая несколь-
ких отверстий.

§ 116. Кручение тонкостенных труб

Используя мембранную аналогию, легко получить решение
задачи о кручении для тонкостенных труб. Обозначим через АВ
и CD (рис. 172) уровни внешней и внутренней границ, а через

АС и DB — поперечное сечение мем-
браны, натянутой на эти границы.
В случае тонкой стенки мы можем
пренебречь изменениями наклона
мембраны по ее толщине и предпо-

_х ложить что АС и BD—прямые линии.
Это эквивалентно предположению,
что касательные напряжения по тол-
щине трубы распределены равномер-
но. Тогда, обозначая через h раз-
ность в уровне этих двух границ, а
через б — переменную толщину стен-

ки, получаем, что напряжение в любой точке, определяемое
наклоном мембраны, равно

4
Таким образом, напряжение т обратно пропорционально толщине
стенки и в силу этого достигает максимума там, где толщина
стенки минимальна.

Чтобы установить зависимость между напряжением и крутя-
щим моментом М, снова используем мембранную аналогию и
определим крутящий момент, исходя из объема ACDB. Отсюда

(б)



§ 116] КРУЧЕНИЕ ТОНКОСТЕННЫХ ТРУБ 339

здесь Л —усредненное значение площади, заключенной между
внешним и внутренним контурами поперечного сечения трубы.
Из зависимости (б) получаем простую формулу для определения
касательного напряжения

—ЙЬ < 1 7 6 >
Для определения угла закручивания 0 применим формулу (160).
Тогда

откуда1)

0 =
4АЮ

г ds

) б •

(В)

(177)

В случае трубы постоянной толщи-
ны значение б постоянно и формула
(177) дает

0 = Mts (178)

S)

Рис. 173.

гдев—длина срединной линии коль-
цевого сечения трубы.

Если труба имеет входящие уг-
лы, как в случае, представленном
на рис. 173, в этих углах мо-
жет возникнуть значительная кон-
центрация напряжений. Максимальное напряжение оказывается
выше напряжения, полученного из уравнения (176), и зависит
от радиуса а закругления входящего угла (рис. 173,6). Для
определения этого максимального напряжения мы воспользуемся
мембранной аналогией, как это уже делалось для входящих уг-
лов прокатных сечений (§ 112). Уравнение мембраны у входя-
щего угла можно принять в форме

(Рг 1 dz
т dr

д
S '

Заменяя q/S на 2G0 и учитывая, что т = — dz/dr (см. рис. 172),
находим

j_ 1
(г)

Если предположить, что труба имеет постоянную толщину б и
обозначить через т0 полученное по формуле (176) напряжение на

х) Уравнения (176) и (177) для тонкостенных трубчатых сечений получил
Бредт (R. B r e d t , BDI, 40, 815 (1896)).
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значительном расстоянии от угла, то из (в) найдем

Подставляя этот результат в формулу (г), имеем

Общее решение этого уравнения имеет вид

Т ~ г + ЧА • (е>

Предполагая, что выступающие углы поперечного сечения
имеют закругления радиуса а, как показано на рисунке, можно
определить постоянную интегрирования С из равенства

то8, (ж)

которое следует из гидродинамической аналогии (§ 114); дейст-
вительно, если идеальная жидкость циркулирует по каналу,
имеющему форму кольцевого поперечного сечения трубчатого
элемента, то количество жидкости, проходящее через каждое
поперечное сечение канала, должно оставаться постоянным. Под-
ставляя выражение (е) для т в уравнение (ж) и производя инте-
грирование, находим

1
С = т о 8

далее из уравнения (е) следует

Для тонкостенной трубы отношения s.(2a+6)/A и sr/A будут
малыми, в силу чего формула (и) приводится к виду

In 1 + -
(к)

Полагая г —а, получаем напряжение вблизи входящего угла. Оно
показано на рис. 174. Другая кривая1) (А на рис. 174) была

г) См. упомянутую выше статью Хэта (Huth).
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получена методом конечных разностей без предположения, что
мембрана в угле имеет форму поверхности вращения. Эта кривая
подтверждает справедливость уравнения" (к) для малых радиусов

ij^/ij закруглений, скажем, до а/8 = 1/4.
# П 1 1 1 \ Для больших радиусов закруг-

лений значения, даваемые урав-
нением (к), чрезмерно высоки.

Рассмотрим теперь случай, ко-
гда поперечное сечение трубчатого

1,5

1,0

\

\

\

А
1

-:——
0,5 1,0

Рис. 174.

1,5 г,и
а/9

элемента имеет не две, а большее число границ. Взяв для приме-
ра случай, показанный на рис. 175, и предполагая, что тол-
щина стенки б очень мала, исходя из мембранной аналогии,
можно получить для касательных напряжений в каждой части
стенки формулы

1~ХА , (л)т -Ь.
2 — л •

т„ = - е3

где /гх и /г2 —уровни внутренних контуров CD и EF1).
Величина крутящего момента, определяемая объемом ACDEFB,

определится формулой

Mt = 2 ( Л Л + Л А ) = 2 Л Х 6 Л + 2Л2б2т2, (м)

где А1 и Л2—площади, показанные на рисунке штриховыми
линиями.

Остальные уравнения, необходимые для решения задачи, по-
лучаются с помощью применения уравнения (160) к замкнутым
кривым показанным на рисунке штриховыми линиями. Считая
толщины 6 l f б2, б3 постоянными и обозначая через sx, s2, s3 длины
соответствующих штриховых кривых, находим из рис. 175, что

(н)

г) Предполагается, что пластинки поддерживаются в горизонтальном со-
стоянии, см. стр. 337.
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Используя последнюю из формул (л) и соотношения (м) и (н),
находим напряжения т1( т2, т3 как функции крутящего момента

1 п Г с с - л 2 i к с _ л 2 | с с _ / я |_ 4 \ 2 1 *

п)

(Р)3 2 [ S A S H ; + 6263Sl AI + 6x6,8, (i4x + A ,)»] '

В случае симметричного поперечного сечения st = s2, 8j = 82,
Л2 = Л2 и т3 = 0. В этом случае крутящий момент воспринимается
внешней стенкой трубы и промежуточная стенка остается нена-
пряженной х).

Чтобы получить угол закручивания для любого сечения,
подобного показанному на рис. 175, нужно подставить значения
напряжений в одно из уравнений (н). Таким образом, угол 0
можно получить как функцию крутящего момента Mt.

§ 117. Винтовые дислокации

В двух предыдущих параграфах мы учитывали требование,
чтобы функция w была однозначной, если она конкретным образом
представляет состояние кручения. Обращаясь вновь к уравнениям
(149), (150), (151) и граничному условию (152), легко видеть, что
можно найти напряженные состояния, отвечающие условию 8 = 0.
Функция напряжений ср должна удовлетворять уравнению Лап-
ласа и быть постоянной на каждой из границ поперечного сече-
ния. Однако вместо выражения Эг() (х, у) в уравнении (б) на
стр. 301 мы используем w. Тогда равенства (е) на стр. 302 при-
мут вид

да „dw dw ^ dw , N

dy dx ' dx dy v '

Это — уравнения Коши—Римана (см. стр. 181) для функций Gw
и ф. Следовательно, (Зш + г'ф будет аналитической функцией пере-
менного x-\-iy. Отсюда

Gw + i<p = f(x + iy). (б)

Задание функции / соответствует определенному состоянию, в
котором w будет единственной ненулевой компонентой пере-
мещения.

Обозначим через г, -ф полярные координаты в плоскости по-
перечного сечения. Функция вида

f(x + iy) = — i A In (x + iy) = Лг|з — iA In r, (в)

J ) В этом выводе пренебрегалось малыми напряжениями, отвечающими
изменению наклона мембраны по толщине промежуточной стенки.
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где А—действительная постоянная, представляет особый интерес
в дислокационной теории пластических деформаций (см. § 34).
Согласно формуле (б) имеем

Gw=Aty, ф = — Л In г. (г)

Соответствующее касательное напряжение действует в окружном
направлении и определяется полярными компонентами

да> А п

Ъ | = — ^ = — т = 0 (Д)

Любая цилиндрическая граничная поверхность г = const свободна
от нагрузки. Однако перемещение не является непрерывным. Мы
можем применить данное решение к по-
лому цилиндру a<r<b (рис. 176),
имеющему разрез по оси. Одна из гра-
ней разреза смещена вдоль оси цилиндра
относительно другой, причем ей при-
дано постоянное перемещение

-w(r, 0) = -7г- , (e)

получаемое из первого соотношения Рис. 176.
(г). Напряжение (д) можно рассмат-
ривать как вызванное наложением относительного перемеще-
ния на состояние, полученное в результате действия каса-
тельной нагрузки по концам, определяемой условиями (д). Эта
нагрузка вызывает момент

ь

Равный по величине и противоположный по знаку момент можно
ввести, накладывая состояние простого кручения (§ 101) с ком-
понентами

при ш = 0. Окончательно получаем напряжение

возникновение которого можно приписать относительному пере-
мещению (е) при нулевом моменте на конце. По концам по-преж-
нему действует касательное напряжение, распределенное согласно
формуле (ж). Поскольку результирующая этого напряжения об-
ращается в нуль, согласно принципу Сен-Венана удаление этих
напряжений будет иметь лишь местный эффект.
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Это конечное состояние в материаловедении называется вин-
товой дислокациейх). Полый цилиндр с разрезом может обладать
шестью различными видами дислокаций, в каждом из которых
деформация при пересечении разреза остается непрерывной. Вин-
товая дислокация, краевая дислокация из § 34, щелевая дисло-
кация из § 34, примененная к тому же разрезу, и угловая дис-
локация из § 31 (рис. 45) представляют собой четыре из этих
шести видов2).

§ 118. Кручение стержня, одно из поперечных
сечений которого остается плоским

При рассмотрении задачи о кручении всегда предполагалось, что крутящий
момент прикладывается с помощью касательных напряжений, определенным
образом распределенных по концам стержня. Это распределение получается
из решения уравнения (150) при граничном условии (152). Если распределение
напряжений по концам стержня отлично от получаемого таким образом, то в
поле напряжений возникают местные отклонения, и решение уравнений (150)
и (152) будет сохранять достаточную точность лишь в областях, находящихся
на достаточном удалении от концов стержня 3 ) .

Подобные отклонения встречаются и в тех случаях, когда не допускается
депланация в силу каких-либо ограничений поперечного сечения скручиваемого
стержня. Такого рода задачи иногда встречаются в инженерном деле4). Простой
пример приведен на рис. 177. Из симметрии можно сделать вывод, что сред-
нее поперечное сечение стержня в процессе кручения остается плоским. Сле-
довательно, распределение напряжений вблизи этого поперечного сечения должно
отличаться от того, которое получено выше для стержня прямоугольного по-
перечного сечения (§ 109). При исследовании этих напряжений рассмотрим
сначала случай очень узкого прямоугольного сечения ?) и предположим, что
размер а велик по сравнению с размером Ь. Если депланация поперечных
сечений не ограничена, то, согласно § 108, напряжения равны

rxz = -2GQy, хуг = 0 (а)

и соответствующие им перемещения, согласно формулам (а), (б) и (г) из § 104,

*) См., например, А. Н. Со t t r e 11, Dislocations and Plastic Flow in
Crystals, Oxford University Press, Fair Lawn, New Jarsey, 1953. [Русский пере-
вод: A. X. К о т р е л л , Дислокации и пластическое течение в кристаллах.
Металлургиздат, 1958].

2) См. ссылки в примечании 1 на стр. 105. Описание винтовых дислокаций
в полом конусе и полой сфере см. в статье J . N. G о о d i e r, J . С. W i I h о i t,
Quart. Appl. Math. 13, 263—269 (1955).

3) Местные отклонения в распределении напряжений по концам стержня
рассматривал Персер (F. P u r s e r , Proc. Roy. Irish. Acad., Dublin, ser. A,
26, 54 (1906), См. также К. W o l f , Sitzber. Akad. Wiss. Wien, 125, 1149
(1916); A. T i m p e , Math. Ann. 71, 480 (1912); G. H о г v a y, J . A. M i r a -
b e l , J . Appl. Mech. 25, 561—570 (1958); H. D. C o n w a y , J . R. M o y n i -
h a n. там же 31, 346—348 (1964); M. T a n i m u r a, Tech. Repts. Osaka, Univ.
12, JSfe 497, 93—104 (1962).

4 ) Кручение двутавровых балок при таких условиях исследовал С. П. Ти-
мошенко (S. T i m o s h e n k o , Z. Math. Physik, 58, 361(1910). См. также
С. W e b e r , Z. Angew. Math. Mech. 6, 85 (1926).

5 ) См. S. T i m o s h e n k o , Proc. London Math. Soc. ser. 2, 20, 389 (1921).
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определяются уравнениями
= —Qxy. (б)

Чтобы предотвратить депланацию поперечных сечений, представленную пере-
мещением w, по поперечным сечениям нужно приложить нормальные напряже-
ния аг. Мы получим приближенное решение, если предположим, что аг про-
порционально w и что это напряжение убывает с увеличением расстояния г
от среднего поперечного сечения. Эти допущения удовлетворяются, если принять

т2ху, (в)

где т — коэффициент, подлежащий определению. Благодаря множителю е т г

напряжение аг убывает с увеличением г и на некотором расстоянии, завися-
щем от величины т, становится пренебрежимо
малым.

Остальные компоненты напряжений требует-
ся теперь выбрать таким образом, чтобы удов-
летворялись уравнения равновесия (123) и гра-
ничные условия. Легко показать, что эти тре-
бования будут выполнены, если принять

2—х^ y — 2GQy,

V = \ ЕтЮе-тг (б2 — у2) х.

При больших значениях г это распределение
напряжений приближается к напряжениям (а)
для простого кручения. Компонента напряже-
ния хху обращается в нуль на границах х=±а и у=± Ъ; компоненты гхг и
т у г равны нулю на границах х=± а и у=± Ь. Следовательно, граничные
условия удовлетворены, и боковая поверхность стержня свободна от усилий.

Для определения множителя т рассмотрим энергию деформации стержня
и определим т так, чтобы сделать эту энергию минимальной. Используя
формулу (131), находим

lab

И
— ( —а —Ь

Подставляя сюда компоненты, определяемые по формулам (г), и замечая, что
для длинного стержня мы можем с достаточной точностью положить

\

e-mzdz= — ,
т

получаем

Условие минимума энергии дает нам следующее уравнение для определения т:

(1 + v) [|-e«ft*m«+|-(e» + bt)m1] =3.
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которое для случая узкого прямоугольника приближенно приводится к виду

Подставляя это значение т в (в) и (г), находим распределение напряжений
для случая, когда среднее поперечное сечение стержня остается плоским.

Для определения угла закручивания i|) положим потенциальную энергию
(д) равной работе, совершенной крутящим моментом Mf.

V'2

откуда угол закручивания оказывается равным

УЦГ+vj
б а

Сравнивая этот результат с уравнением (163), приходим к выводу, что, пре-
дотвращая депланацию поперечного сечения, мы увеличиваем жесткость стержня
на кручение. Влияние местного отклонения в распределении напряжений на
значение i|> получается таким же, как и влияние уменьшения длины стерж-
ня на величину

Если принять v = 0,30, это уменьшение / составит 0,425а. Мы видим, что
эффект закрепления среднего поперечного сечения мало сказывается на угле
закручивания ij), если размер а мал по сравнению с /.

Скручивание стержня эллиптического поперечного сечения можно рассмот-
реть аналогичным образом *). Большой эффект оказывает закрепление среднего
сечения при кручении стержня двутаврового сечения. Определение угла закру-
чивания в этом случае с учетом изгиба балок в процессе кручения было
произведено приближенным методом 2 ) .

§ 119. Кручение круглых валов переменного диаметра

Рассмотрим вал в форме тела вращения, скручиваемый парами,
приложенными по концам (рис. 178). Мы можем принять ось вала
за ось z и использовать полярные координаты г и б для опре-
деления положения элемента в плоскости поперечного сечения.
Обозначения для компонент напряжения будут в этом случае
иметь вид ап OQ, az, хгг, %гв, т 6 г . Компоненты перемещения
в радиальном и окружном направлениях можно обозначить через
и и v, а компоненту перемещения в направлении z—через w.
Тогда, используя формулы, полученные ранее для двумерных
задач (§ 30), находим следующие выражения для компонент

J ) A. F o p p l , Sitzber. Bayer. Akad. Wiss., Math.-Phys. Klasse, Miinchen,
1920, стр. 261.

2) CM. S. T i m o s h e n k o , Z. Math. Physik 58.361(1910); или Strength of
Materials, т. 2, стр. 260, 1956. [Русский перевод: С. П. Т и м о ш е н к о ,
Сопротивление материалов, т. 2, стр. 268, Физматгиз, I960.]. Подобные при-
ближенные методы для других стержней открытого и замкнутого профиля см.
в статье о кручении в книге: W. Fliigge (ред.), Handbook of Engineering
Mechanics, McGraw-Hill, 1962.



§ 119] КРУЧЕНИЕ КРУГЛЫХ ВАЛОВ ПЕРЕМЕННОГО ДИАМЕТРА 3 4 7

деформации:

ди
дг
ди

dv

и

dv
+ dr

dw

1 ^1 гдд >
V

- » Yiг

ег —

du

дг

dw
дг '
, dw

dr
(179)

гдв •

Выписывая уравнения равновесия элемента (рис. !78), как мы
это делали ранее для двумерного случая (§ 27), и предполагая,
что объемные силы отсутствуют,
приходим к следующим диффе-
ренциальным уравнениям рав-
новесия х): ^

dar

W
1 дтге , dirz

даг

! = 0,

аэ (180)

Для применения этих уравне-
ний к задачам кручения вос-
пользуемся полуобратным мето-
дом (см. стр. 300) и допустим,
что и и w равны нулю, т. е. что
в процессе кручения частицы
перемещаются только в танген-
циальном направлении. Это до-
пущение отличается от допуще-
ния, принятого в теории круче-
ния круглого вала постоянного
диаметра, тем, что тангенциаль-
ные перемещения уже не будут
пропорциональны их расстоя-
нию от оси; таким образом,
радиусы поперечного сечения
в результате деформации искри-
вляются. Далее будет показано,
что решение, полученное на основе такого предположения,
удовлетворяет всем уравнениям теории упругости и, следова-
тельно, представляет истинное решение задачи.

Рис. 178.

х) Эти уравнения получили Ламе (Lame) и Клапейрон (Clapeyron); см.
Crelle's J. 7 (1831).
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Подставляя в (179) u = w = 0 и учитывая тот факт, что в силу
симметрии перемещение v не зависит от угла 0, находим

г. dv v dv , ч

е, = ее = е2 = 7гг = 0, yrQ=w — - , увг = -^ . (а)
Таким образом, из всех компонент напряжения отличны от нуля
лишь т,е и т9г. Первые два из уравнений (180) удовлетворяются
тождественно, а третье из них дает

~д? h ~3i т-
Это уравнение можно записать в виде

| 4('-2твг) = 0. (в)

Очевидно, это уравнение удовлетворяется, если использовать
функцию напряжений ср, зависящую от г и г, такую, что

2 *̂Ф 2 *̂Р / "\

Чтобы удовлетворить условиям совместности, нужно исполь-
зовать тот факт, что т,9 и T6 Z ЯВЛЯЮТСЯ функциями перемещения v.
Из выражений (а) и (г) находим

1 С ? Ф / \
= —;тя7' (Д)

r dv r д ( v
йг dz \ r J гг дг

из этих уравнений следует

а/-
или

а2Ф з а<р , а«ф _ n , v
а ^ " ~ Т " а Г + ' а ? - - и - ^ ж ;

Рассмотрим теперь граничные условия для функции ф. Из
условия, что боковая поверхность вала свободна от внешних
сил, заключаем, что в любой точке границы осевого сечения А
(рис. 178) полное касательное напряжение должно действовать
в направлении касательной к границе, а его проекция на нор-
маль к границе W должна равняться нулю. Отсюда

ds dr nT ' e d 7 ~ T e z d 7 - U '
где ds—элемент границы. Подставляя из (г) значения напряже-
ний, получаем

dcp UZ , Зф dr _ _ , v
~дГ ds + дг ds ~ и > w

откуда можно сделать вывод, что функция ср постоянна вдоль
границы осевого сечения вала.
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Уравнение (ж) вместе с граничным условием (и) полностью
определяет функцию напряжений <р, по которой можно получить
напряжения, удовлетворяющие уравнениям равновесия, условиям
совместности и условиям на боковой поверхности вала *).

Величину крутящего момента можно получить, если подсчи-
тать момент, создаваемый касательными напряжениями т$г. Имеем:

Mt = f 2пгНдг dr = 2л f 4 r dr =f дг f
о оо

(к)

где а—внешний радиус поперечного сечения. Таким образом,
крутящий момент легко получить, если известна разность между
значениями функции напряжений на внешней границе и в центре
поперечного сечения.

Для исследования перемещений при кручении вала, восполь-
зуемся обозначением ty = v/r для угла вращения элементарного
кольца радиуса г в поперечном сечении вала. Тогда г|з будет
углом закручивания трубки. Поскольку радиусы поперечного
сечения становятся криволинейными, отсюда следует, что ip ме-
няется с изменением г, и углы закручивания элементарных тру-
бок для одного и того же поперечного сечения вала неодинаковы.
Уравнения (д) можно теперь записать в форме

откуда

или

Решение этого уравнения дает нам угол закручивания как функ-
цию от г и г 2). Если положить в этом решении

г|з = const, (м)

J ) Общее решение этой задачи принадлежит Мичеллу (J, H. M i c h e l l ,
Proc. London. Math. Soc. 31, 141 (1899)). См. также A. F 6 p p 1, Sitzber.
Bayer. Akad. Wiss., Munchen, 35, 249, 504 (1905). Книга Нейбера (Kerbspan-
nugnslehre, Berlin, 1958) дает решения для гиперболоида вращения и
для полости в виде эллипсоида вращения другим методом. Обзор литера-
туры по этому вопросу дали Пешль (Т. P o s c h I , Z. Angew. Math. Mech. 2,
137 (1922)) и Т. Хиггинс(Т. J . H i g g i n s , Exp. Stress Anal. 3, № 1, 94 (1945)).

2) Решения в цилиндрических координатах г, z дали Рейсснер и Веннагель
(Н. R e i s s n e r , G. J . W e n n a g e l , J . Appl. Mech. 17,275—282(1950)) .
Решения в сферических координатах дали Порицкий (Н. Р о г i t s k y, Proc.
Symp. Appl. Math. Am. Math. Soc. 3, 163—186 (1951)) и Уилхойт (J . С. W i 1-

t h o i t , Jr . , Quart. Appl. Math. 11, 499—501 (1954)).
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то получаем поверхность, все точки которой имеют одинаковый
угол закручивания. На рис. 178 АА± представляет пересечение
такой поверхности с осевым сечением вала. Из симметрии
следует, что поверхности, определяемые уравнением (м), явля-
ются поверхностями вращения, а ААг будет меридианом такой
поверхности, проходящим через точку А. В процессе круче-
ния эти поверхности вращаются относительно оси z без иска-
жения в точности так же, как и плоские сечения в случае
круглого цилиндрического вала. Следовательно, полная дефор-
мация в любой точке меридиана АА1 есть деформация чистого
сдвига в плоскости, перпендикулярной меридиану, а соответст-
вующее касательное напряжение в осевом сечении вала направ-

лено по нормали к меридиану. На границе это на-
-/" пряжение касательно к контуру поперечного сечения,

а меридианы нормальны к нему. Если мы перейдем
от поверхности ор = const к соседней поверхности, ско-
рость изменения ар вдоль границы осевого сечения
вала составит drp'ds, и так же, как и для цилиндри-
ческого вала кругового поперечного сечения (§ 101),
имеем

£ (и)
где

dr dz

Рис. 179.
— результирующее касательное напряжение на контуре.

Очевидно, значение этого касательного напряжения легко по-
лучить, если найдены экспериментально значения dip/ds1).

Рассмотрим теперь частный случай конического сечения2)
(рис. 179). В этом случае отношение

на контуре поперечного сечения постоянно и равно cos ос. Любая
функция этого отношения будет удовлетворять граничному усло-
вию (и). Чтобы удовлетворить также уравнению (ж), примем

где с—постоянная. Затем с помощью дифференцирования на-
ходим

_ 1 д<р _ сгг / ч
9 г ~~ л 2 дг ~ (гг I ,2ч5/2 • У I

J) Такие эксперименты провел Зоннтаг (R. S о n n t a g, Z. Angew. Math.
Mech. 9, 1 (1929)).

2) См. упоминавшуюся выше работу А. Фёппля (A. Foppl (примечание 1
на стр. 349).
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Постоянная с находится из уравнения (k). Подставляя в это
уравнение выражение (о), находим

с — —
Mt

2 1
2л ( -̂  cos a +-г- cos3 а

О О

Чтобы определить угол закручивания, воспользуемся уравнением
(д), из которого находим выражение для г|з, удовлетворяющее
равенству (л) и граничному условию

(Р)

• dr-

Как мы видим, это уравнение определяет поверхность равного
угла закручивания и является сфе-
рической поверхностью с центром в
точке О.

Для вала в форме эллипсоида,
гиперболоида или параболоида вра-
щения решение можно получить тем
же путем1).

На практике встречаются за-
дачи гораздо более сложной при-
роды. Диаметр вала обычно меня-
ется скачком, как показано на
рис. 180, а. Первое исследование
такой задачи дал А. Фёппль. Рун-
ге предложил численный метод для приближенного решения
этих задач, и было показано, что в точках т и п имеет место
значительная концентрация напряжений. Величина максималь-
ного напряжения для вала с двумя различными диаметрами d
и D (рис. 180, а) зависит от отношения радиуса закругления а
к диаметру вала d, а также от отношения d/D2).

Рис. 180.

' ) См. статьи: Е. M e I a n , Tech. Blatter, Prag, 1920; A. H . Д и н н и к ,
Известия Донского политехнического института, Новочеркасск, 1912; W. А г n d t ,
Die Torsion von Wellen mit achsensymmetrischen Bohrungen und Hohlraumen,
(диссертация), Gottingen, 1916; A. T i m p e, Math. Ann. 480 (1911). Ссылки
на дальнейшие работы даются в упоминавшемся в примечании 1 на стр. 349
обзоре Хиггинса. Номограммы приведены в упоминавшейся книге Петерсона
(R. E. Peterson). Вал с острым углом в точках тип (рис. 180, а) или с
прямоугольной выточкой (вместо полукруглой, как показано на рис. 180, б)
исследовал М. Танимура (М. Т a n i m u r a, Tech. Repts Osaka, Univ., 12, № 498,
105—122, (1962)).

2 ) CM. F . A. W i l i e r s, Z. Math. Phys. 55, 225 (1907). Другой прибли-
женный метод развил Л . Фёппль (L. F o p p I , Sitzber. Bayer. Akad. Wiss.
Munchen, 51, 61(1921)) и Зоннтаг P. (R. S o n n t a g , Z. Angew. Math.
Mech. 9, 1 (1929)).
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к
зг

В случае полукруглого выреза очень малого радиуса макси-
мальное напряжение на дне выреза (рис. 180, б) вдвое больше

чем на поверхности цилин-
дрического вала без вы-
реза1).

При исследовании кон-
центрации напряжений у
закруглений и вырезов
скручиваемых круглых ва-
лов оказалась очень по-
лезной электроаналогия
(рис. 181)2). Общее урав-
нение для электрического
тока в тонкой однородной
пластинке переменной тол-
щины имеет вид

1,6

ПЗ

Ml
11
\\\
\

\
л

V

ч

d/d-Щ

/Ш
/1,33

- а .

дх
L

ду

№ 0,08 0,12 0,1,1 0,20 ОМ
2a/d

(с)

где h — переменная тол-
Рис. 181. щина пластинки, a ib—

потенциальная функция.
Допустим теперь, что пластинка имеет тот же контур, что

1d
г\

«/К
1

"- f i

• • \ \ \

!

I
Л
2
1
)

и осевое сечение вала (рис. 182), что оси х и у совпадают с осями
z и г и что толщина пластинки пропорциональна кубу радиуса г,

г ) Задачу о кручении валов с большими выточками см. в книге Петерсона
(R. E. Peterson), упоминавшейся выше. См. также упоминавшуюся выше
книгу под ред. В. Флюгге (W. Fliigge).

2) См. статьи: L. S. J а с о b s e n, Trans. ASME 47,619 (1925) и упомянутый
обзор Хиггинса (Т. J. Higgins). В последней статье обсуждаются расхождения
между результатами этого и других методов. Другие сравнения и результаты
тензометрических измерений, распространяющие данные рис. 181 до значений
2o/d = 50, даны в работе: A. W e i g a n d , Luftfahrt-Forsch. 20,217(1943).
(Английский перевод: NACA Tech. Mem. 1179, September 1947.)
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так что h = ar3. Тогда уравнение (с) принимает вид

дг2 "*" г дг ~г дг *

Это уравнение совпадает по виду с уравнением (л), и мы можем
сделать вывод, что эквипотенциальные линии для пластинки
описываются тем же уравнением, что линии равных углов закру-
чивания в случае вала переменного диаметра.

Предполагая, что концы пластинки, отвечающие концам вала,
обладают некоторой разностью потенциалов, так что ток течет
вдоль оси z, получаем, что эквипотенциальные линии нормальны
к боковой поверхности пластинки, т. е. мы имеем те же гранич-
ные условия, что и для линий постоянного угла закручивания.
Если дифференциальные уравнения и граничные условия для
обоих типов линий одинаковы, то линии совпадают. Следова-
тельно, исследовав распределение потенциала в пластинке, можно
получить ценную информацию относительно распределения напря-
жений в скручиваемом валу.

Максимальное напряжение действует на поверхности вала,
и мы получаем это напряжение, используя уравнение (н). Из
этого уравнения с применением электроаналогии следует, что
напряжение пропорционально скорости падения потенциала вдоль
края пластинки.

Практически измерения производились на стальной модели
длиной 24 дюйма (61 см), шириной 6 дюймов (15,2 ел) в самом
широком месте и максимальной толщиной 1 дюйм (2,5 см)
(рис. 182). Падение потенциала вдоль края образца mnpq исследо-
валось с использованием чувствительного гальванометра, концы
которого были подсоединены к двум острым иглам, закреплен-
ным на постоянном расстоянии друг от друга в 2 мм. Когда
иглы касались пластинки, гальванометр показывал падение потен-
циала на расстоянии между иглами. Передвигая иглы вдоль закруг-
ления, можно было найти место максимального градиента элект-
рического напряжения и замерить его. Отношение этого макси-
мума к градиенту напряжения в отдаленной точке т (рис. 182, а)
дает величину коэффициента концентрации kl) в формуле

Результаты таких опытов для одного частного случая представ-
лены на рис. 182, в, где падение потенциала, замеренное в каж-
дой точке, выражается длиной нормали к краю пластинки в этой
точке. При этом коэффициент концентрации получается рав-
ным 1,54. Величина этого коэффициента, полученная при раз-

х) Малыми изменениями радиуса г (уравнение (н)) можно в этом случае
пренебречь.
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личных соотношениях размеров вала, приведена на рис. 181, где
абсциссы представляют отношения 2a/d радиуса закругления
к меньшему радиусу вала, а ординаты—коэффициент концентра-
ции напряжений k для различных значений отношения D/d
(см. рис. 180).

З А Д А Ч И

1. Рассмотрев равновесие стержня в целом, показать, что когда все ком-
поненты напряжений, кроме ххг, xyz, обращаются в нуль, нагрузка должна
состоять из одних только крутящих моментов (ср. с уравнением (и) § 104).

2. Показать, что функция напряжений ф = Л(л 2 —а 2 ) служит решением
задачи кручения для сплошного или полого вала. Определить А через G0.
Используя уравнения (149) и (153), определить максимальное касательное на-
пряжение и крутильную жесткость через Mf для сплошного вала и убедиться,
что результаты согласуются с теми, которые получаются в сопротивлении мате-
риалов.

3. Показать, что при одном и том же угле закручивания эллиптическое
сечение обладает большими касательными напряжениями, чем вписанное круго-
вое сечение, радиус которого равен малой полуоси эллипса. Какое сечение
воспринимает больший крутящий момент при том же допускаемом напряжении?

4. Используя уравнение (ж) из § 106 и уравнение (153), определить кру-
тильную жесткость равностороннего треугольника и проверить формулу (л)
из § 106.

5. Используя функцию напряжений (м) из § 106, выраженную в прямо-
угольных координатах, найти выражение для tyz вдоль средней линии Ах

контура, изображенного на рис. 157, и убе-
диться, что наибольшее значение напряжения
вдоль этой линии дается формулой (п).

6. Определить крутильную жесткость се-
чения, показанного на рис. 157. Сильно ли
она отличается от жесткости полного круго-
вого сечения, когда выточка мала?

_ 7. Показать, что выражение для функции
х напряжений ф, которое соответствует параболи-

ческой мембране из § 108, имеет вид

£6

У
QI

Для узкого заостренного сечения, подобного тре-
угольнику, изображенному на рис. 183, приб-
лиженное решение х) можно получить, предпола-
гая, что на любом уровне у мембрана имеет
параболическую форму, отвечающую переменной

ширине сечения. Доказать, что для треугольного сечения с высотой Ь крутя-
щий момент описывается приближенной формулой

Рис.

У

Рис. 184.

8. Используя метод, указанный в задаче 7, найти приближенное выраже-
ние для крутильной жесткости тонкого симметричного сечения, ограниченного
двумя параболами, показанными на рис. 184; ширина сечения с и высота у

х) Погрешность этого приближенного решения исследовал Картер
(W. J. C a r t e r , J. Appl. Mech. 25, 115—121(1958)).
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связаны формулой

9. Показать, что метод, указанный в задаче 7, дает для узкого эллипти-
ческого сечения приближенное значение функции напряжений по формуле

Ф = — G№(~ + ^—]

где эллипс имеет вид, представленный на рис. 153 при малом отношении Ь/а.
Показать, что точное решение из § 105 стремится к этому решению при
малых Ь/а.

Вывести приближенные формулы

для узкого эллиптического сечения и сравнить их с соответствующими форму-
лами для тонкого прямоугольного сечения с длиной 2а и шириной 26.

10. Применить метод, приведенный в конце § 111, для определения при-
ближенного значения крутильной жесткости сечения, описанного в задаче 8.

11. Сечение имеет одно отверстие, и функция напряжений ф определена
таким образом, что она обращается в нуль на внешней границе и имеет по-
стоянное значение ф я на границе отверстия. Модифицируя рассуждения, изло-
женные на стр. 304, показать, что полный крутящий момент численно равен
двум объемам, заключенным под поверхностью <р, плюс удвоенный объем под
плоской крышей высотой ф#, покрывающей отверстие (ср. стр. 337).

12. Замкнутая тонкостенная труба имеет периметр / и постоянную толщину
стенки б. Труба размыкается с помощью тонкого продольного разреза, кото-
рый проделывается в ней. Показать, что когда максимальные касательные
напряжения в обеих трубах одинаковы, то

_М}___/8_ _6L__2ji
Ml ~~ 6Л ' в а /б '

где М), Ж?—крутящие моменты для труб закрытого и открытого сечений,
и что отношение крутильных жесткостей равно /2б2/(12Л2), где А — площадь
«отверстия».

Найти эти отношения для круглой трубы радиусом 2,5 см и толщи-
ной 0,25 см).

13. Тонкостенная труба имеет поперечное сечение, изображенное на рис. 185;
толщина стенки б постоянна. Показать, что если трубу закручивать, то в цен-
тральной стенке не будет возникать напряжений.

Найти формулы для: а) касательного напряжения в стенках на удалении
от углов, б) единичного угла закручивания 6 через крутящий момент.

14. Получить выражение для касательных напряжений в трубе попереч-
ного сечения, изображенного на рис. 186, при постоянной толщине стенки б.

15. При рассмотрении тонкостенных замкнутых сечений предполагалось,
что касательное напряжение по толщине стенки постоянно, что соответствует
постоянному наклону мембраны. Показать, что это не может быть строго спра-
ведливым для линейной части стенки (например, для сечения, изображенного
на рис. 173, а) и что в общем случае поправка к этому касательному напря-
жению состоит в добавлении касательного напряжения в трубе, которая сделана
«открытой» с помощью продольного разреза (см. задачу 12).

16. Теория, развитая в § 119, включает в качестве частного случая кру-
чение однородного круглого вала. Каковы соответствующие формы функций
Ф и г|з? Показать, что эти функции дают правильное соотношение между кру-
тящим моментом и единичным углом закручивания.
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17. Доказать, что функция напряжений

2 . Az3 _ ,
Ф = -S-+-™-, где tf = (

удовлетворяет уравнению (ж) из § 119 только в том случае, когда постоян-
ная А равна—1/3 (ср. с (о)).

18. В некоторой точке осевого сечения вала переменного диаметра произ-
вольно выбраны под прямыми углами линейные элементы ds и dn, показанные

Рис. 185. Рис. 186.

Рис. 187. Рис. 188. Рис. 189.

на рис. 187. Касательное напряжение выражено компонентами xs и т„
них. Показать, что

вдоль

дп ds т„ = < дп
и вывести граничное условие, удовлетворяемое функцией -ф.

Показать без вычислений, что функция, определяемая уравнением (р)
из § 119, удовлетворяет этому граничному условию для конической границы
с любым углом при вершине.

19. Доказать, что уравнение (р) из § 119 конкретно описывает функцию i|),
соответствующую функции ф в уравнении (о).

20. Если модифицировать теорию, изложенную в § 119, опустив граничное
условие ф = const, то напряжение на границе будет вызываться некоторыми
«кольцевыми сдвигами», а не только концевыми крутящими моментами. Рас-
сматривая однородный круглый вал, описать решение задачи функцией ф=Сгл 4,
где С — постоянная, при 0 < / • < / .

21. Доказать, что относительное вращение концов квническвгв сужаю-
щегося вала, изображенноге на рис. 188, вызванное крутящим моментом Mf,
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равно
М ±_±\

2 .. . , 1 . . . , .л збч«* &з;•
2л ( -—cos a-f— cos3 a

\ о о

Если величины а и 6 достаточно велики при 6 — а = I и, следовательно, угол a
мал, вышеприведенный результат должен давать приближенно решение задачи
о вращении концов однородного вала длиной I и радиуса аа, вызванное кру-
тящим моментом Mf. Показать, что это так.

22. Использовать функции, даваемые уравнениями (о) и (р) из § 119, чтобы
определить через Mi относительное вращение концов полого конического вала,
показанного на рис. 189. Концы вала представляют собой сферические поверх-
ности радиусов а и b с центром в точке О.



Глава 11

ИЗГИБ БРУСЬЕВ

§ 120. Изгиб консоли

При рассмотрении чистого изгиба (§ 102) было показано, что
если брус изгибается в одной из главных плоскостей двумя рав-
ными и противоположными по знаку моментами, приложенными
в этой плоскости к концам бруса, то изгиб происходит в той же
плоскости и из шести компонент напряжения отлично от нуля
лишь нормальное напряжение, параллельное оси стержня. Это
напряжение пропорционально расстоянию от нейтральной оси.
Таким образом, в этом случае точное решение совпадает с реше-
нием элементарной теории изгиба. При рассмотрении изгиба кон-
соли узкого прямоугольного поперечного сечения силой, при-
ложенной на конце (§ 21), было показано, что кроме нормальных
напряжений, пропорциональных в каждом поперечном сечении

изгибающему моменту, бу-
дут действовать также ка-
сательные напряжения,
пропорциональные попе-
речной силе.

Рассмотрим теперь бо-
лее общий случай изгиба
консоли постоянного попе-

Рис. 190. речного сечения произволь-
ной формы под действием

силы Р, приложенной на конце и параллельной одной из глав-
ных осей поперечного сечения1) (рис. 190). Возьмем начало коор-
динат в центре тяжести заделанного конца консоли. Пусть ось г
совпадает со средней линией бруса, а оси х и у совпадают с глав-
ными осями поперечного сечения. Для решения задачи применим
полуобратный метод Сен-Венана и с самого начала сделаем неко-
торые предположения относительно распределения напряжений.
Допустим, что нормальные напряжения в некотором сечении на
расстоянии г от заделанного конца распределяются таким же

М Эту задачу решил Сен-Венан (S a i n t-Ven a n t, J. Math. (Liouville),
ser 2, 1 (1856).
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образом, как и в случае чистого изгиба:

< * * = — 7 г *• ^

Допустим также, что в тех же поперечных сечениях действуют
касательные напряжения, которые мы разложим в каждой точке
на компоненты xxz и хуг. Предположим, что три остальные ком-
поненты напряжений ах, ау и %ху равны нулю. Покажем теперь,
что если нагрузка Р на конце г = 1 и реакции в сечении z = 0
распределены таким образом, как этого требует решение, то,
используя эти предположения, мы придем к решению, которое
удовлетворяет всем уравнениям теории упругости и является
в силу этого точным решением задачи.

При сделанных предположениях, пренебрегая объемными
силами, дифференциальные уравнения равновесия (123) можно
записать в виде

Э т * г д*уг _ Q ,£ч

^ - + ^ i = _4l. (в)
дх ' ду I

Из уравнений (б) заключаем, что касательные напряжения не
зависят от г и для каждого поперечного сечения бруса одинаковы.

Рассматривая теперь граничные условия (124) и применяя
их к боковой поверхности стержня, свободной от внешних сил,
получаем, что первые два из этих уравнений удовлетворяются
тождественно, а третье дает

Из рис. 190, б мы видим, что

/ = cos Nx = ~-, т = cos Ny — —-r-,

где ds—элемент кривой, ограничивающей поперечное сечение.
Тогда условие на границе принимает вид

dy dx « , ч

Обратившись к уравнениям совместности (126), мы убеждаемся,
что первые три из этих уравнений, содержащие нормальные ком-
поненты напряжения, и последнее, содержащее хху, удовлетво-
ряются тождественно. Тогда система уравнений (126) сводится
к двум уравнениям

р
V 2 T Z = 0 , V2t^2== . (д)

Таким образом, решение задачи об изгибе призматической кон-
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соли произвольного поперечного сечения приводится к отысканию
т*г и х

уг
 к а к функций от х и у, удовлетворяющих уравнениям

равновесия (в), граничному условию (г) и уравнениям совмест-
ности (д).

§ 121. Функция напряжений

При исследовании задач изгиба воспользуемся вновь функ-
цией напряжений ц>(х, у). Легко видеть, что дифференциальные
уравнения равновесия (б) и (в) предыдущего параграфа удовлет-
воряются, если принять

где ф—функция напряжений, зависящая от координат х и у,
а /(у)—функция только одной переменной у, которая будет
определена ниже из граничных условий.

Подставив выражения (181) в уравнения совместности (д)
предыдущего параграфа, получим

д_(д\,д\\_(. Lfd^.tdl^\ v P d*f
дх [дх* + ду*) ~ U ' ду\дх*~т~дуъ)~\ + \1 dy* '

Из этих уравнений заключаем, что

где с—постоянная интегрирования. Эта постоянная имеет очень
простой физический смысл. Рассмотрим вращение элементарной
площадки в плоскости поперечного сечения консоли. Это вра-
щение определяется формулой (см. стр. 243)

с dv ди
2 дх ду

Производную от угла поворота в направлении координаты г
можно записать в виде

д (до ди\_д [до . да>\ д [ди . да>\_дуУг дух,
дг\дх ду)~дх\дг +ду ) ду \дг + дх ) ~ дх ду "

Используя закон Гука и выражения (181) для компонент напря-
жения, находим

После подстановки этого выражения в уравнение (а) получим

Если х является осью симметрии поперечного сечения бруса,
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изгибаемого силой Р относительно этой оси, то мы получаем
в результате симметричное поле вращения coz элементов попереч-
ного сечения, отвечающее отрицательной кривизне, причем сред-
нее значение для всего поперечного сечения будет равно нулю.
Тогда среднее значение dmjdz также должно равняться нулю,
а это требует, чтобы была принята равной нулю постоянная с
в равенстве (б). Если поперечное сечение не симметрично, мы
можем определить1) изгиб без кручения как такой изгиб, при
котором среднее значение dajdz равно нулю, снова, разумеется,
потребовав равенства нулю постоянной с. Тогда уравнение (б)
показывает, что д(ог/дг обращается в нуль для элементов попереч-
ного сечения, расположенных в центрах тяжести сечений, т. е.
элементов, лежащих вдоль осей, которые имеют равное нулю
относительное вращение, и если один из них закрепить, то не
будут вращаться и другие. При с, равном нулю, равенство (а)
принимает вид

v рУ df
T^1

Подставив выражения (181) в граничное условие (г) преды-
дущего параграфа, находим

ду ds дх ds ds [ 2/

Если задать функцию /(*/), то из этого уравнения можно
определить значения функции ф вдоль контура поперечного сече-
ния. Уравнение (182) вместе с граничным условием (183) опре-
деляет функцию напряжений ф.

В задачах, которые рассматриваются ниже, мы будем зада-
вать функцию f(y) таким образом, чтобы правая часть урав-
нения (183) обращалась в нуль2). При этом значение функции ф
вдоль контура останется постоянным. Принимая эту постоянную
равной нулю, мы сводим рассматриваемую задачу изгиба к ре-
шению дифференциального уравнения (182) с граничным усло-
вием ф = 0. Эта задача аналогична задаче о прогибах равномерно
растянутой мембраны, имеющей ту же форму, что и поперечное
сечение изгибаемого бруса, и нагруженной непрерывной нагруз-
кой, определяемой правой частью уравнения (182). Приведем
несколько примеров использования этой аналогии.

1 ) J . N. G o o d i e r , J . Aeron. Sci. 11, 273 (1944). Другое определение
предложил Треффц (Е. T r e f f t z , Z. Angew. Math. Mech. 15, 220 (1935)).

2) См. С П . Т и м о ш е н к о , Сборник института инженеров путей сооб-
щения, С.-Петербург, 1913. См. также S. T i m o s h e n k a , Proc. London.
Math. S o c , ser. 2, 20, 398 (1922).
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$ 122. Круглое поперечное сечение

Пусть контур поперечного сечения определяется уравнением

х* + у* = г\ (а)

Правая часть граничного условия (183) становится равной нулю,
если принять

5r(r»-!P). (б)

Подставив это выражение в уравнение (182), получим для функ-
ции <р уравнение

д2ф д2ф __ Н - 2 У Ру . .

~дх* + ~df — 1 + v Т ' В '
с условием <р = 0 на контуре. Таким образом, функция напряже-
ния определяется прогибами мембраны с круговым контуром
радиуса г, равномерно растянутой и нагруженной поперечной
нагрузкой, интенсивность которой пропорциональна

1+2у Ру
1 + v / -

Легко убедиться, что уравнение (в) и граничное условие в этом
случае удовлетворяются, если положить

Ф = /п(л;г + г/2 — г2) г/,. (г)

где т — постоянный множитель. Эта функция равна нулю на
контуре (а) и будет удовлетворять уравнению (в), если

т (l+2v)P

Равенство (г) тогда принимает вид

Затем по формулам (J81) определяются компоненты напряжения

(3+2v)P xi_hz^t,A т
" У * - 4 ( 1 -

Вертикальная компонента касательного напряжения хх

четной функцией координат х и у, а горизонтальная компонента
туг — нечетной функцией тех же переменных. В силу этого рас-
пределение напряжений (184) дает результирующую, направлен-
ную вдоль вертикального диаметра кругового поперечного сечения.

Вдоль горизонтального диаметра поперечного сечения имеем
# = 0; отсюда с помощью П84) находим

(3 -|- 2У) Р
1/1/
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Максимальное касательное напряжение получается в центре
у=0, где

_ ( 3 + 2У)Р/-« , ,

Касательное напряжение по концам горизонтального диаметра
равно

(*«)*= ± г - 4 ( l + v)/ • W

Легко видеть, что величина касательного напряжения зависит
от коэффициента Пуассона. Если принять v=0,3, то формулы
(ж) и (и) примут вид

Р Р
(т*г)тах~ '>38 -j- , (Тд*)^ ± r = 1,23-j , (к)

где А — площадь поперечного сечения бруса. Элементарная тео-
рия изгиба, основанная на допущении, что касательные напря-
жения равномерно распределены вдоль горизонтального диаметра
поперечного сечения, дает

т - 4 р

Погрешность элементарного решения в определении максималь-
ного напряжения составляет, таким образом, около 4%.

§ 123. Эллиптическое поперечное сечение

Метод, описанный в предыдущем параграфе, можно также
использовать и в случае эллиптического поперечного сечения.
Пусть уравнение контура поперечного сечения имеет вид

£ + £-1 = 0. (а)
Правая часть уравнения (183) обратится в нуль, если принять

Подставляя выражение (б) в уравнение (182), находим

2 . . S
д* а ~Г ду*

Это уравнение вместе с граничным условием <р = 0 на контуре
и служит для определения функции ср. Граничное условие и
уравнение (в) удовлетворяются, если принять

Когда а = Ь, это решение совпадает с решением (в) предыдущего
параграфа.
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Подставляя (б) И (г) в формулы (181), получаем компоненты
напряжения

2(i|()j!-(.(|!/> Г ; 2 (1—2v)a2 „]

(185)

Tvz ~ ~~ (H-v)(3a2 + 62) Т ~ '

Для компонент напряжения на горизонтальной оси эллиптиче-
ского поперечного сечения (х = 0) имеем

2(l+v)a« + ft» Р Г (l-2v)a2

* г (l+v)(3a<2 + 62) 2/ L 2(1+у)а2 + 62

Максимальное напряжение действует Е центре и определяется
формулой

/ т \ Ра2 Г, a2 + v6Ml + v)1
(T

AJmax — 2 / L 3a2 + б2 J •
Если b очень мало по сравнению с а, то членами, содержащими
Ь2/а2, можно пренебречь, и в этом случае

I T « W - з/ ~ 3 А •

что совпадает с решением элементарной теории изгиба. Если
Ь очень велико по сравнению с а, получаем

2 Р
' lxz/max Г-f-v А '

Напряжение по концам горизонтального диаметра (у = ±Ь) для
этого случая равно

4v P
x

Распределение напряжения вдоль горизонтального диаметра в этом
случае очень далеко от однородного и зависит от величины
коэффициента Пуассона v. Приняв v = 0,30, находим

Юп.„ = 1,54 -J . (т„)»=., „=ь = 0,92 ̂  •

При этом максимальное напряжение оказывается примерно на
14% больше напряжения, получаемого по элементарной теории.

§ 124. Прямоугольное поперечное сечение

Уравнение контура в случае сечения в форме прямоуготь-
ника, показанного на рис. 191, имеет вид

(x 2 -a 2 )( i/ 2 -& 2 ) = 0, (a)

Если подставить в уравнение (183) постоянную Ра2/(2/) вместо
f(y), то выражение Рх2/{21)—Ра2/(21) вдоль сторон прямоуголь-
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ника х = ± а становится равным нулю. Вдоль вертикальных
сторон у = ±Ь равна нулю производная dylds. Следовательно,
правая часть уравнения (183) вдоль всего контура равна нулю,
и мы можем принять, что на контуре ф = 0. Дифференциальное
уравнение (182) приобретает следующий вид:

д°-<р v Ру

Г + v Т (б)

Это уравнение вместе с граничным условием полностью опреде-
ляет функцию напряжений. Задача сводится к определению
прогибов равномерно растянутой прямоугольной мембраны, вы-
званных распределенной нагрузкой, интен-
сивность которой пропорциональна

v Ру
TfvT*

Пересечение этой мембраны с плоскостью
yz на рис. 191 представляет кривая пгпр.

Из формул (181) мы видим, что касатель-
ные напряжения можно разложить на две
следующие системы напряжений

Г
а

Л
а
I

— Ь^-

(1)

(2)

f/7* V*** I T 11
xz ni \u л h lyz ">2 /

(в)

хг, = dy ' dx '

Рис. 191.
Первая система соответствует параболическо-
му распределению напряжений, которое
дает обычная элементарная теория изгиба.
Вторая система, зависящая от функции ф, представляет необхо-
димые поправки к элементарному решению. Величины этих
поправок определяются наклоном мембраны. Вдоль оси у
в силу симметрии д(р/дх = 0, и поправками к элементарной тео-
рии служат вертикальные касательные напряжения, определяе-
мые наклоном д<р/ду. Согласно рис. 191 х"хг в точках тир
положительно и в точке п отрицательно. Следовательно, вдоль
горизонтальной оси симметрии напряжение TXZ не постоянно,
как это следует из элементарной теории, а имеет максимумы
по концам т и р и минимум в центре п.

Из условия нагружения мембраны можно видеть, что ф яв-
ляется четной функцией координаты х и нечетной — координаты у.
Это требование, а также граничное условие, удовлетворяются,
чтобы взять функцию напряжения ф в форме ряда Фурье

l~ 00 ft = СО

ф =
( 2 т + 1 ) я х • плу

,COS 23 S l n b (Г)
т=в п—1
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Подставляя это выражение в уравнение (б) и применяя обычный
метод определения коэффициентов ряда Фурье, приходим к урав-
нениям

а Ь
(2т + 1) пх . ппу

2а S l n ~T~
-а -Ь

_ V Р 86 (—
2/й+ьп I i V 7 Г7о~,

а
v Р (*

= -Т+1Т)

А

Подставив эти выражения в формулу (г), получим

. ( 2 m + l ) j w
sm

Получив функцию напряжений, можно найти компоненты каса-
тельного напряжения из формул (в).

Выведем теперь формулы для поправок к напряжениям вдоль
оси у, которые дает элементарная теория. Из рассмотрения
прогибов мембраны (рис. 191) можно видеть, что вдоль этой оси
поправки имеют максимальные значения, и следовательно, мак-
симальное напряжение действует в средних точках сторон у=±Ь.
Вычислив производную д<р/ду и положив х = 0, находим, что

1 "4~ v / JT ^^^ ^^^
(2m+ j(2m+

Отсюда находим следующие формулы для касательных напряже-
ний в центре поперечного сечения (у = 0) и для середин верти-
кальных сторон прямоугольника:

М — 00 Л — QD

(T*z)*=o, у=о — T + v " 7 " J ? " •"•' ^ *
т=0 л =

Суммирование этих рядов сильно упрощается, если использовать
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известные формулы

367

(—1)"
п 2

л = 1
12

т=0
32

2 V 2
Отсюда

V ЗРЬ 2 л=оо
4 \-> (-1)"

л=1 л2сЬ ппа

v ЗР

/i=i n2ch ппа

(186)

где Л=4а&—площадь поперечного сечения. Эти ряды сходятся
быстро, и для любого отношения а/b нетрудно вычислить поправ-
ки х"хг. Эти поправки следует добавить к значению ЗР/(2Л), ко-
торое дает элементарная теория.

Т А Б Л И Ц А 8

Точки

* = 0
У = 0

* = 0
У = 0

а
~Ь~

Точное значение
Приближенное значение

Точное значение
Приближенное значение

2

0,983
0,981

1,033
1,040

1

0,940
0,986

1,126
1,143

1/2

0,856
0,856

1,396
1,426

1/4

0,805
0,826

1,988
1,934

х) Эту формулу можно получить следующим образом. Для случая шар-
нирно опертого стержня длиной I под действием растягивающей силы S и мо-
мента М на конце x=Q прогиб у можно найти в виде следующего ряда Фурье:

2М/2

П—\
&)' где k —

S/2

ЕЛ?-
Прогиб в точке х=0,5/ определяется формулой

(-1)". 2УМ/2 \-«
о = - ^

Тот же прогиб получается путем интегрирования дифференциального уравне-
ния упругой линии в виде

. Ml* (. , k n
d [ ] s c h

Сравнение выражений (а) и (б) и дает вышеприведенную формулу.
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В первых строках табл. 8 находятся численные коэффициен-
ты, на которые нужно умножить приближенное значение каса-
тельного напряжения ЗР/(2А), чтобы получить точное значение1).
Коэффициент Пуассона v в этих вычислениях принимался равным
0,25. Мы видим, что элементарная формула дает очень точные
значения касательных напряжений, когда а/Ь^2. Для квадрат-
ного сечения ошибка в определении максимального напряжения,
получаемого по элементарной формуле, составляет около \0%.

Если обе стороны прямоугольника являются величинами од-
ного порядка, то мы можем получить приближенное решение для
распределения напряжений в полиномиальной форме, приняв
функцию напряжений в виде

Ф = (х2-а2)(г/2 —Р)(ту + пу)>. (д)

Определяя коэффициенты т и п из условия минимума потен-
циальной энергии, находим2)

_1_ ,8а?_
v Р 1 1 + б2

т = — l + v 8/b2 ( \_ 3a2 \ / 1 8a2 \ 1 . 9 a 2

7 +562 J U1 + ft2 J +21 + 3562

/ 7 - V P '
1 + v 8 / 6 4 _ _

' T^~W J VTT'T"~62~y~r2T~r3562

Касательные напряжения, получаемые из выражения (д), равны
/ ч Ра2 , „ , ,

)*=о. у=ь= %•-

Приближенные значения касательных напряжений, приведенньге
в табл. 8, получены с использованием этих формул. Как видим,
приближенные формулы (е) в рассматриваемом диапазоне значе-
ний а/b дают удовлетворительную точность.

Мембранная аналогия позволяет получить и другие полезные
приближенные формулы для определения касательных напряже-
ний. Если а велико по сравнению с b (рис. 191), можно пред-
положить, что в точках, достаточно удаленных от коротких сто-
рон прямоугольника, поверхность мембраны является цилиндри-
ческой. Тогда уравнение (б) принимает вид

^2 — v рУ

х) Цифры в этой таблице несколько отличаются от приведенных Сен-Ве-
наном. Проверка результатов Сен-Венана показала, что в его расчетах была
допущена численная ошибка.

2) См. С. П. Тимощенко, примечание 2 на стр. 361.
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и мы находим, что

Подставляя это выражение в уравнения (в), получаем следую-
щую формулу для напряжений вдоль оси:

Легко заметить, что для сечения в виде узкого прямоугольника
поправка к элементарной теории, даваемая вторым членом в
скобках, всегда мала.

Если b велико по сравнению с а, прогибы мембраны в точках,
удаленных от коротких сторон прямоугольника1) можно считать
линейной функцией от у. Тогда из уравнения (б) находим

Подставляя это значение в уравнения (в), получаем для компо-
нент касательного напряжения следующие формулы:

В центре тяжести поперечного сечения (х = у = 0)

1 Ра? _ „
т « —f+V 2/ ' V ~ U -

По сравнению с обычной элементарной теорией напряжение в этой
точке уменьшается на коэффициент 1/(1 + v).

Однако для очень широких прямоугольников (Ь намного боль-
ше, чем а) в некоторых точках поперечного сечения получаются
значения максимального напряжения, большие значения ЗР/(2А),
которое дает элементарная теория. Более того, если b/а превы-
шает 15, максимальным напряжением будет уже не компонента
1хг в точке х = 0, у = + Ь, т. е. в середине вертикальных сторон.
Им становится горизонтальная компонента ху2 в точках х—-а,
у = ±т) на верхней и нижней гранях вблизи углов. Значения
этих напряжений при v = l/4 приводятся в табл. 9 2).

Значения ц даны в форме (Ь — ц)/(2а) в последнем столбце,
где Ь—х\—расстояние точки с максимальным напряжением от
угла.

J ) Приближенные формулы для других узких сечений и сравнения с бо-
лее точными результатами, полученными с использованием метода конечных
разностей, дал Картер (W. J . C a r t e r , J . Appl. Mech. 25, 115—121 (1958)).

2 ) Е. R e i s s n e r , G. В. T h o m a s , J, Math. Phys. 25, 241 (1946).
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ТАБЛИЦА 9

ь
а

0
2
4
6
8

(ххг)х=О, у=Ь
ЗР/2А

1,000
1,39(4)
1,988
2,582
3,176

\хуг)х=а, у=г\
ЗР/2А

0,000
0,31(6)
0,968
1,695
2,452

2а

0,000
0,31(4)
0,522
0,649
0,739

Ь
а

10
15
20
25
50

(xxz)x=0, у=Ь
ЗР/2А

3,770
5,255
6,740
8,225

15,650

3PJ2A

3,226
5,202
7,209
9,233

19,466

2а

0,810
0,939
1,030
1,102
1,322

§ 125. Дополнительные результаты

Рассмотрим поперечное сечение, граница которого состоит из двух верти-

кальных сторон у~ ± а (рис. 192) и двух гипербол1)

Легко показать, что правая часть уравнения (183)
а обращается на контуре в нуль, если принять

i Подставляя это выражение в уравнение (182), на-
ходим

Рис. 192. дх* ду*
Это уравнение и граничное условие (183) удовлет-

воряются, если положить ф = 0. Тогда компоненты касательного напряжения,
согласно формулам (181), равны

В каждой точке поперечного сечения полное касательное напряжение направ-
лено по вертикали. Это напряжение достигает максимума посередине вертикаль-
ных сторон поперечного сечения и определяется формулой

•так —-'
Ра*
2/

Задачу можно также решить, если контур поперечного сечения опреде-
ляется уравнением

а>х>—а. (б)

При v = l / 4 этот контур имеет вид, изображенный на рис. 193. Если принять

- £ [ - И Л -
то левая часть граничного условия (183) обращается в нуль; таким образом,
вдоль границы функция ф должна быть постоянной. Уравнение (182) прини-

х ) Эту задачу исследовал Грасхоф ( F . G r a s h o f , Elast izi tat und Festig-
keit, 1878, стр. 246).
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мает вид
Pa 2

2&7v
d-v)/v

Это уравнение и граничное условие удовлетворяются, если положить

Ра2\ \ (*г \ и( у \(l+v)/v-i

Подставляя это выражение в формулы (181), находим

Р
г (а 2 -л: 2 ) , (в)

К тому же результату можно прийти и другим путем. При исследовании на-
пряжений в прямоугольной балке, ширина которой велика по сравнению с высо-
той, мы использовали в качестве приб-
лиженного решения для функции нап-
ряжений (уравнение (ж) § 124) выра-

Y ~ l + v 2 / v v " "

из которого можно вывести выраже-
ния (в) для компонент напряжения.
Уравнение контура можно найти из
условия, что на границе касательное
напряжение совпадает по направле-
нию с касательной к контуру. Отсюда

dx dy

I

Ч

\

.г
Рис. 193. Рис. 194.

Подставляя сюда значения напряжений из (в) и интегрируя полученное диф-
ференциальное уравнение, приходим к следующему уравнению контура:

у = Ь(а2— х*у .

Используя энергетический метод (§ 124), можно прийти к приближенному
решению для многих других случаев. Рассмотрим, например, поперечное сече-
ние, показанное на рис. 194. Вертикальные стороны контура определяются
уравнением у= ± Ь, а две другие стороны являются дугами окружности

х* + Уг— г2 = 0. (г)
Правая часть уравнения (183) обращается в нуль, если

Тогда приближенное выражение для функции напряжений примет вид

где коэффициенты А, В, . . . подлежат определению из условия минимума по-
тенциальной энергии.

Для многих форм поперечных сечений решения были получены с исполь-
зованием полярных и других криволинейных координат и функций комплексной
переменной. Сюда входят задачи для сечений, ограниченных двумя окруж-
ностями, концентрическимих) и неконцентрическими2), окружностью с

!) Решение дал Ляв (А. Л я в, Математическая теория упругости, ОНТИ,
1935, стр. 340); см. также I. S. S o k o l n i k o v , Mathematical Theory of
Elasticity, изд. 2., 1956.

2) В. R. S e t h , Proc. Indian Acad. Sci. 4, sec. A, 531 (1936); 5,.23 (1937).
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радиальной щелью ' ) , кардиоидой 2 ) , улиткой 3) Паскаля, эллиптической улит-
кой Паскаля 4), двумя софокусными эллипсами6), эллипсом и софокусными
гиперболами8), треугольниками и многоугольниками7), включая прямоуголь-
ник со щелью 8) и сектором кругового кольца 9 ) .

§ 126. Несимметричные поперечные сечения

В качестве первого примера рассмотрим случай равнобедренного треуголь-
ника (рис. 195). Контур поперечного сечения в этом случае определяется урав-

нением

Правая часть уравнения (183) будет равна нулю,
если взять

Уравнение (182) для определения функции напряже-
ний ф тогда принимает вид

dBq> , дгф v Ру Я .

Приближенное решение можно получить, используя
энергетический метод. В частном случае, когда

точное решение уравнения (а) получается, если взять функцию напряжений
в виде

Согласно формулам (181) получаем в этом случае компоненты напряжения

да, Рх2 . Р 2 V~3P

Э 7 + 7 (2а+У? [ * 2 +
Рх2 . Р

27+67

дц>
(в)

Вдоль оси у имеем * = 0; результирующее касательное напряжение направлено

Ч W. M. S h e p h e r d , Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 138, 607 (1932);
L. A. W i g g l c s w o r t h, Proc. London Math. S o c , s e r . 2 . 47, 20 (1940); Proc.
R S ( L d ) A 170, 365 (1939).

P R S
Roy. Soc.

2) W.
3 ) D

gg
(London), ser. A,
M. S h e p h e r d ,
L H l l D H

, ( )
) p Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 154, 500 (1936).

3 ) D. L. H o l l , D. H. R o c k , Z. Angew. Math. Mech. 19, 141 (1939).
4) A. C. S t e v e n s o n , Proc. London Math. S o c , ser. 2, 45, 126 (1939).
*) A. L o v e , см. примечание на предыдущей стр., стр. 336.
•) Б . Г. Г а л е р к и н, Вестник института инженеров путей сообщения,

т. 96, 1927. См. также S. G h o s h , Bull. Calcutta Math. Soc. 27, 7 (1935).
7) B. R. S e t h , Phi l . Mag. 22, 582(1936); 23, 745 (1937).
8) D. F . G u n d e r , Phys. 6, 38 (1935).
» ) M . S e e g a r , K. P e a r s o n , Proc. Roy. Soc. (London), ser. A. 96,

211 (1920).
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по вертикали и выражается линейной функцией

373

Максимальное значение этого напряжения достигается на середине вертикаль-
ной стороны сечения и выражается формулой

2 У~Ъ
т т а х — g f l2 • ( г )

Определив момент относительно оси z от касательных усилий, задаваемых
напряжениями (в), можно показать, что в этом случае результирующая попереч-
ной силы проходит через центр тяжести С поперечного сечения.

Рассмотрим теперь более общий случай поперечного сечения с горизон-
тальной осью симметрии (рис. 196), для которого верхняя и нижние части
контура определяются уравнениями

дг=1|) (у),

х =
если х > О,

если х < 0.

Тогда функция
+ Ф (У)] [ * - * (У)] = * а - К (у))*

обращается в нуль вдоль границы сечения, и в наших выражениях для ком-
понент напряжения (181) можно принять

При таких предпосылках функция напряжений должна удовлетворять диффе-
ренциальному уравнению

д*у д\_ v Py P Aj,

Й^ + ^ ~ " Г + ^ / / Щ *У
и быть постоянной на границе. Дело

Рис. 196.
х

Рис. 197.

сводится, таким образом, к отысканию прогибов равномерно растянутой мем-
браны, когда интенсивность нагрузки определяется правой частью записан-
ного выше уравнения. Эту последнюю задачу можно обычно решить с доста-
точной точностью, используя-энергетический метод, как было показано в слу-
чае прямоугольного поперечного сечения (стр. 365).

Подобным методом можно рассмотреть и случай, показанный на рис. 197.
Допустим, например, что поперечное сечение представляет собой сегмент пара-
болы и что уравнение параболы имеет вид

В этом случае принимаем

—
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При таком выражении для / (у) первый сомножитель в правой части уравне-
ния (183) вдоль параболической части контура обращается в нуль. Множи-
тель dyjds обращается в нуль вдоль прямолинейной части границы. Таким
образом, мы снова получаем, что функция напряжений на границе постоянна
и задачу можно рассмотреть с помощью энергетического метода.

§ 127. Центр изгиба

При исследовании задачи об изгибе консоли мы приняли
в качестве оси г ось, проходящую через центр тяжести сече-
ния, а в качестве осей х и у—оси инерции поперечного сече-
ния. Предположим, что сила D параллельна оси х и находится
на таком расстоянии от центра тяжести, что закручивание стержня
не происходит. Это расстояние, которое важно для практических
расчетов, можно легко найти, если известны напряжения, выра-
женные с помощью формул (181). С этой целью найдем момент
касательных напряжений ххг и xyz относительно центра тяжести
сечения. Этот момент, очевидно, равен

Mg = J J (чяд—ryzx) dx dy. (a)

Замечая, что напряжения, распределенные по концевому попереч-
ному сечению балки, статически эквивалентны действующей
силе Р, заключаем, что расстояние d силы Р от центра тяжести
поперечного сечения определяется формулой

(б)

Для положительных Мж расстояние d следует брать в направле-
нии положительных у. Ранее было сделано предположение, что
сила действует параллельно оси х.

Если сила Р параллельна оси у, а не оси х, мы можем с по-
мощью подобных вычислений установить положение линии дей-
ствия силы Р, для которой не происходит вращения элементов
поперечного сечения, находящихся в центре тяжести. Получен-
ная точка пересечения двух линий действия усилий изгиба имеет
важное значение. Если сила, действующая перпендикулярно оси
балки, прилагается в этой точке, мы можем разложить ее на две
составляющие, параллельные осям х и у; на основе вышеприве-
денных рассуждений заключаем, что эта сила не вызовет враще-
ния элементов поперечного сечения, находящихся в центре тяже-
сти. Такая точка называется центром изгиба.

Если поперечное сечение балки обладает двумя осями сим-
метрии, можно сразу же сделать вывод, что центр изгиба совпа-
дает с центром тяжести поперечного сечения. Когда есть лишь
одна ось симметрии, из условия симметрии заключаем, что центр
изгиба должен лежать на этой оси. Приняв ось симметрии за
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ось у, можно определить положение центра изгиба из форму-
лы (б).

Рассмотрим в качестве примера полукруглое поперечное сече-
ние1), показанное на рис. 198. Для определения касательных
напряжений можно воспользоваться решением, полученным для
балок круглого сечения (см. стр. 362). В этом случае в верти-
кальном диаметральном сечении xz напряжения отсутствуют. Мы
можем представить себе, что балка разделена по плоскости xz на
две половины, каждая из которых представляет балку полукру-
глого сечения, изгибаемую силой Р/2.
Напряжения задаются выражениями
(184). Подставляя их в уравнение
(а), интегрируя и деля Мг на Р/2,
находим следующую формулу для
расстояния от начала координат ре-
зультирующей поперечной силы:

1 5 я l + v ' Рис. 198.

Эта формула определяет положение силы, для которой элемент
в точке О поперечного сечения, в центре круга, не вращается.
В то же время элемент поперечного сечения, расположенный
в центре тяжести сечения, будет поворачиваться на угол (см.
формулу (б) на стр. 360):

со = — * ' 0,424г,

где 0,424г—расстояние от начала координат О до центра тяжести
полукруга. Чтобы свести к нулю это вращение, нужно прило-
жить, как показано на рис. 198, некоторый момент. Величину
этого момента можно найти, используя таблицу на стр 321, кото-
рая дает для полукруглого поперечного сечения следующий угол
закручивания на единицу длины:

0,298Gr4 -

Далее условие отсутствия вращения для элементов поперечного
сечения, находящихся в центре тяжести, дает

Mt(l-Z) v P ( f - z ) п „ О / | . „ м _vP(0,298r*)0,424r
0,298Gr4 ~~ El

Этот крутящий момент можно получить путем смещения резуль-

!) С. П. Т и м о ш е н к о , упомянутая выше статья в «Сборнике института
инженеров путей сообщения» (см. стр 361). По-видимому, смещение изгибающей
силы от центра тяжести поперечного сечения исследовалось в этой статье
впервые.
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тирующей изгибающей силы Р/2 к оси г на величину

S _ M l — 8v(0.298) 0,424г
Р ~

Чтобы получить расстояние центра изгиба от центра круга О,
нужно вычесть эту величину из ранее найденного расстояния е.
Полагая v = 0,3. имеем

е—б = 0,548/-—0,037/- = 0,511г.

В сечениях, показанных на рис. 196, компоненты касатель-
ного напряжения равны

Отсюда

Интегрируя по частям и учитывая, что <р обращается в нуль на
границе х = ±^(у), получаем

хг~Щ; 2/ 1 * WJ' »* ЛГ1

(y)dy,

Подставляя эти значения в формулу (в) и деля на Р, находим

\ У3 (У) db

Зная t|)(y) и пользуясь для определения ц> мембранной ана-
логией, мы можем всегда найти1) с достаточной точностью по-
ложение центра изгиба для рассматриваемых поперечных сечений.

Вопрос о центре изгиба становится особенно важным для
тонкостенных сечений открытого профиля. Для таких сечений
его можно легко определить с достаточной точностью, предпо-
лагая, что касательные напряжения по толщине сечения рас-
пределены равномерно и параллельны срединной поверхности2).

1) Примеры таких расчетов можно найти в книге: Л. С. Л е й б е н з о н.
Вариационные методы решения задач теории упругости, Москва, 1943.

2) Ссылки можно найти в книге S. T i m о s h e n k o , Strength of Materials
изд. 3, т. 1, 1955, стр. 240. [С. П. Т и м о ш е н к о , Сопротивление материа-
лов, Физматгиз, 1960.1
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Положение центра изгиба поперечного сечения определяется только его
формой. В то же время положение центра кручения (см. стр. 312) зависит
от способа закрепления стержня. С помощью соответствующего выбора способа
закрепления можно совместить ось закручивания с осью, на которой лежат
центры изгиба. Можно показать, что это происходит тогда, когда стержень

закреплен таким образом, что интеграл \ \ w2dxdy по всему поперечному сече-
нию достигает минимума 1 ) , где w—декламация кручения (не определяемая
линейной функцией от х и у до того, как было наложено это условие). Прак-
тически способ закрепления всегда вызывает возмущение напряженного со-
стояния вблизи закрепленного конца; в частности, это возмущение имеет
место в случае, когда закрепление полностью препятствует перемещениям
концевого сечения. В этом случае, если рассматривать поперечную силу как
сосредоточенную нагрузку, приложенную в центре изгиба и не вызывающую
вращения, то теорема взаимности (стр. 281) показывает, что крутящий момент
вызовет равный нулю прогиб центра изгиба 2 ) . Доказательство этого положе-
ния носит приближенный характер, так как существование центра кручения
существенно связано с отсутствием деформаций поперечных сечений в их плос-
костях, что не выполняется Б возмущенной области вблизи заделанного конца.

§ 128. Решение задач изгиба с помощью метода
мыльной пленки

Точные решения задач изгиба известны лишь для немногих
частных случаев, в которых поперечные сечения имеют некото-
рые простые формы. Для целей практики важно иметь способы
решения таких задач для любой заданной формы поперечного
сечения. Этого можно достичь с помощью численных расчетов,
основанных на методе конечных разностей, как показано в При-
ложении I, или экспериментальным путем с помощью метода
мыльной пленки3), аналогично способу, использованному для
решения задач о кручении (см. стр. 309). Для теоретического
обоснования метода мыльной пленки воспользуемся уравнениями
(181), (182) и (183). Приняв

согласно (182), приходим к следующему уравнению для функции
напряжений:

!) R. K a p p u s , Z. Angew. Math. Mech. 19, 347(1939); A. W e i n s t e i n,
Quart Appl. Math. 5, 79 (1947).

a ) CM. R. V. S o u t h w e l l , Introduction to the Theory of Elasticity
[P. В. С а у с в е л л, Введение в теорию упругости, ИЛ, 1948]; W. J . D u n c a n ,
D. L. E l l i s , С. S c r u t o n , Phi l . Mag. 16, 201 (1933).

3) Этот метод впервые предложил Венинг Мейнез ( V e n i n g M e i n e s z ,
De Ingenieur, 108, Holland, 1911). Независимо от него этот метод развили
Гриффите и Г. И. Тейлор (A. A. G r i f f i t h , G. I. Т а у 1 о г, Advisory Comm.
Aeron. Tech. Rept. 3, 950 (1917—1918)). Приведенные здесь результаты взяты
из этой последней статьи.
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ординат функции вдоль границы можно уменьшить путем вве-
дения новой функции фх вместо ср с помощью подстановки

<р = <р1 + ах + Ьу, (г)

где а и Ь — произвольные постоянные. Можно убедиться, что
функция фх также удовлетворяет уравнению мембраны (а). Зна-
чения функции cpj вдоль контура, согласно уравнениям (в) и (г),
определяются выражением

Р (* Х^ V Plft

Wdy^axby+QOnst оо
Уменьшение диапазона изменения функции фх на контуре легко
вызвать соответствующим подбором постоянных а и Ъ.

Когда по мыльной пленке найдена функция ф м функция ф
определяется по формуле (г). Затем из формул (181) находятся
касательные компоненты напряжений, которые теперь имеют вид

xz~ ду 2/ + 2(1+г) / ' V — дх • W
Компоненты напряжений легко находятся для каждой точки
поперечного сечения, если известны значения производных дц>/ду
и ду/дх в этой точке. Эти производные определяются наклонами
мыльной пленки по направлениям у и х. Для определения этих
наклонов действуют так же, как и при решении задач круче-
ния, т. е. прежде всего строятся горизонтали поверхности
мыльной пленки. По горизонталям можно найти наклоны, проводя
прямые линии, параллельные координатным осям и строя кри-
вые, представляющие соответствующие сечения поверхности
мыльной пленки. Полученные таким путем наклоны нужно внести
в выражения (д) для компонент касательного напряжения. Точ-
ность этой операции можно проверить путем вычисления резуль-
тирующей всех касательных напряжений, распределенных по
поперечному сечению. Эта результирующая должна быть равна
изгибающей силе, приложенной к концу консоли.

Эксперименты показывают,~что использование метода мыльной
пленки дает возможность добиться удовлетворительной точности
при определении напряжения. Результаты, полученные для дву-
таврового сечения1), показаны на рис. 200. Из него можно
видеть, что обычные допущения элементарной теории изгиба о том,
что стенка двутавровой балки воспринимает большую часть попе-
речной силы и что касательные напряжения по толщине стенки
постоянны, полностью подтверждается. Максимальное касательное
напряжение в нейтральной плоскости хорошо согласуется с тем,
которое дает элементарная теория. Компонента %yz в стенке

х) Для такого симметричного случая достаточно исследовать лишь чет-
верть поперечного сечения.
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практически равна нулю и достигает максимума вблизи входя-
щего угла. Величина этого максимума зависит от радиуса за-
кругления входящего угла. При принятых пропорциях это зна-
чение составляет лишь около половины максимального напря-
жения ххг в нейтральной плоскости. На рис. 200 показаны
линии равных касательных напряжений, дающие отношения этих
напряжений к среднему касательному напряжению Р/А.

Линии родного
касательного
напряжения

Горизонтали
поверхности
мыльной пленки

Рис. 200.

Для случая двутавровой балки были изучены местные напря-
жения у входящего угла. Радиус закругления входящего угла
увеличивался шагами и для каждого значения радиуса строились
горизонтали. Таким путем было показано, что максимальное
напряжение в углу равно максимальному напряжению в стенке,
когда радиус закругления составляет около одной шестнадцатой
толщины стенки.

§ 129. Перемещения

Когда компоненты напряжений найдены, перемещения и, v
и w можно определить тем же путем, как это делалось в случае
чистого изгиба (см. стр. 294). Рассмотрим кривую прогибов кон-
соли. Кривизны этой линии в плоскостях xz и yz с достаточной
степенью точности определяются значениями производных д2и/дг2

и d2v/dz2 при х = г/ = О. Эти величины можно найти из уравнений

дг2
dyxz

~~дГ~

^~дг

дгг
дх~~~

1
G

0.

дг
, 1

Е
да.
дх EI

(а)
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Мы видим, что ось консоли изгибается в плоскости хг, в кото-
рой действует нагрузка, и кривизна в каждой точке пропор-
циональна изгибающему моменту в этой точке, как это обычно
предполагается в элементарной теории изгиба. Интегрируя первое
из уравнений (а), находим

где с и d— постоянные интегрирования, которые следует опре-
делить из условий на заданном конце консоли. Если закреплен
конец осевой линии, величины и и du/dz равны нулю при 2 = 0,
и следовательно, равны нулю постоянные с и d в уравнении (б).

Поперечные сечения балки не остаются плоскими. Под дей-
ствием касательных напряжений они искривляются. Угол на-
клона элемента поверхности депланированного поперечного се-
чения, расположенного в центре тяжести, к кривой прогибов
оси балки равен

~2 О

и может быть найден, если известны касательные напряжения
в центре тяжести сечения.

§ 130. Дальнейшие исследования изгиба брусьев

В предыдущих параграфах мы рассматривали задачу об из-
гибе консоли, заделанной на одном конце и нагруженной на
другом конце поперечной силой. Полученные решения являются
точными, если внешние усилия распределены по концевым попе-
речным сечениям таким же образом, как и напряжения oz, ixz,
xyz, найденные в решениях. Если это условие не выполняется,
в распределении напряжений вблизи концов балки появятся
местные отклонения. На основании принципа Сен-Венана мы
можем, однако, предположить, что на достаточном удалении от
концов, скажем на расстоянии, большем размеров поперечного
сечения балки, наши решения будут достаточно точными. Исполь-
зуя тот же принцип Сен-Венана, можно распространить полу-
ченные выше решения на другие случаи нагружения и опирания
балки. Мы можем с достаточной точностью предположить, что
напряжения в любом поперечном сечении балки, достаточно уда-
ленном от мест действия нагрузок, зависят только от величины
изгибающего момента и поперечной силы в этом поперечном
сечении и могут быть определены путем суперпозиции решений,
полученных ранее для случая консоли.

Если изгибающие усилия наклонены по отношению к глав-
ным осям поперечного сечения балки, то их всегда можно раз-
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дожить на две составляющие, действующие в направлении глав-
ных осей, и далее можно раздельно рассматривать изгиб в каж-
дой из двух главных плоскостей. Полные напряжения и пере-
мещения можно после этого получить с помощью принципа
суперпозиции.

Вблизи точек приложения внешних усилий в распределении
напряжений имеются отклонения, которые обсуждались ранее
для частного случая узкого прямоугольного поперечного сечения
(см. § 40). Подобные исследования для других типов поперечных
сечений показывают, что эти отклонения носят местный характер*).

Задача об изгибе решена также для некоторых видов рас-
пределенной нагрузки2). Показано, что в таких случаях ось
балки обычно удлиняется или укорачивается так же, как и
в рассмотренном ранее случае узкого прямоугольного попереч-
ного сечения (см. § 22). Кривизна оси в этих случаях уже
не пропорциональна изгибающему моменту, однако требуемые
поправки малы и в практических задачах ими можно пренебречь.
Например, в случае круглой балки, изгибаемой нагрузкой от
собственного веса3), кривизна на заделанном конце определяется
формулой

1М
г ~ El |г ~ El |_ 6(l+v) /a J '

где а—радиус контура поперечного сечения, а /—длина кон-
соли. Второй член в скобках представляет собой поправку
к кривизне, вызванную распределенной нагрузкой. Эта поправка
является малой величиной порядка а2/12. Этот вывод сохраняет
силу и для балок других поперечных сечений, изгибаемых на-
грузкой от собственного веса4).

*) См. L. P o c h g a m m e r , Untersuchungen flber das Gleichgewicht des
etastischen Stabes, Kiel, 1879. См. также статью J . D o u g a l l , Trans. Roy.
Soc. Edinburgh 49, 895 (1914).

2) J . H. M i c h e l l , Quart, J . Math. 32 (1901); см. также К. P e a r s o n ,
Quart. J . Math. 24 (1889); K. P e a r s o n , L. N. G. F i 1 о n, Quart. J . Math.
31 (1900).

3 ) Эту задачу рассматривал Ляв в упомянутой выше книге.
4) Случай консоли эллиптического поперечного сечения рассмотрел

A . M . X л и т ч и е в, Известия Петербургского политехнического института,
т. 23, 1915, стр. 441.



Глава 12

ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ
В ТЕЛАХ ВРАЩЕНИЯ1)

§ 131. Общие уравнения

Несколько задач о телах вращения, деформируемых нагруз-
ками, симметричными относительно оси, встречались в преды-
дущих главах. Простейшими примерами являются круглый ци-
линдр под действием равномерного внешнего давления (§ 28)
и вращающийся круглый диск (§ 32). Это примеры осесиммеЫ-
ричных задач, в которых отсутствует кручение. В противополож-
ность им мы рассматривали также кручение кругового цилиндра
(см. задачу 2, стр. 354), в которой касательные напряжения
зависят только от одной цилиндрической координаты г. В задаче
о кручении круглых валов переменного диаметра (§ 119) не рав-
ные нулю компоненты напряжения т г 9 и т9г также являются
функциями только г и г и не зависят от 0.

Данная глава (за исключением двух последних §§ 146 и 147)
посвящена осесимметричным задачам, в которых отсутствует
кручение. В цилиндрических координатах г, 0, z с соответст-
вующими компонентами перемещения и, v, w компонента и обра-
щается в нуль, а компоненты и и w не зависят от G. Тогда
компоненты напряжения также не зависят от Э, а две из них
Тгэ и тб г равны нулю. Это можно видеть из уравнений (179),
которые представляют собой общие зависимости между дефор-
мациями и перемещениями в цилиндрических координатах.
В рассматриваемом случае эти зависимости приводятся к виду

ди и dw ди . dw ЛЯ7\

Уравнения равновесия элемента (180) приводятся к следующим:
даг . &хг, . оу — с е _ n drrz daz . %гг . п

Для многих задач оказывается удобным вновь ввести функцию
напряжений2) <р.

х) Более полное изложение этой теории дается в книгах А. И. Лурье
«Пространственные задачи теории упругости». ГТТИ, М. 1955 и «Теория
упругости», Наука, М. 1970 (Прим. ред.)

2) Это функция напряжений Лява. См. А. Л я в, Математическая теория
упругости, ОНТИ, 1935, стр. 279. Обзор различных функций, используемых
для напряжений и перемещений, дал Маргер (К- M a r g u e r r e , Z. Angew.
Math. Mech. 35, 242—263 (1955)).
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С помощью подстановки можно убедиться, что уравнения (188)
удовлетворяются, если принять

(189)

При этом функция напряжений ф удовлетворяет уравнению

Символ V2 обозначает оператор

_^_ j а_ _, _i__â _ _i _̂ L / \
дг* + г дг • г2 дв* + дга ' ^а^

что соответствует оператору Лапласа
_сР_,_сР_ д2

в прямоугольных координатах (см. уравнение (и) § 27, стр. 85).
Следует заметить, что функция напряжений ф не зависит от б,
в силу чего третий член в (а) обращается в нуль, если опера-
тор V2 применяется к функции ф.

Легко найти перемещения и, v, w, соответствующие напряже-
ниям, выраженным формулами (189). Для и из формул (187),
(189) и (а) имеем

и = гвь = ̂ [о,-ч(0г + вг)]=-1-р£*-г. (190')

Далее с помощью третьего уравнения (187) находим dw/dz, a
с помощью четвертого—dw/dr. Отсюда

Следовательно,

Ею = (1 + v) [2 ( l - v ) V » 9 - f £ ] + / ( 0 , (б)
где f(r) — произвольная функция только одной переменной т.
Подставляя выражение (190') в четвертое уравнение (187), полу-
чаем

rdw гди д Г . , . 1 d

Отсюда, учитывая, что 2 ( l + v ) G = £, находим

, (в)
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где g(z) — произвольная функция только одной переменной г. Но
поскольку выражения (б) и (в) должны совпадать, функции/(г)
и g(z) должны быть равны во всех точках области. Отсюда

Эта постоянная в выражениях (б) или (в) соответствует осевому
перемещению абсолютно твердого тела и ее можно отбросить,
подразумевая, что если этого потребуют условия закрепления,
то постоянную А можно будет восстано-
вить. При этом компоненты перемещения,
согласно (190), а также (б) или (в) выра-
жаются в виде

(190")
Если за отправный пункт принять переме-
щения, выраженные таким образом через Рис. 201.
функцию ф, удовлетворяющую дифферен-
циальному уравнению (190), то из них можно определить ком-
поненты деформации (187), а затем компоненты напряжения (189).
При этом не возникает вопроса о совместности, поскольку ком-
поненты деформации выводятся непосредственно из компонент
перемещения (190"). Любую задачу можно считать решенной,
если мы можем найти такую функцию ф, которая удовлетворяет
также граничным условиям. Несколько задач такого рода рас-
сматриваются в §§ 133—144. В§ 145 описываются другие методы.

В некоторых случаях полезно выразить уравнение (190) не
в цилиндрических координатах г и г, а в полярных координа-
тах R и TJJ (рис. 201). Такое преобразование легко осуществить
с помощью формул § 27. Получаем

~dz* ~ dR2 + ~ R dR

1 д

г dr R sin

Подставляя в (190), имеем

( д . . . c o s -ф d \ I d ,

y[dRSmy+RW=TldR +

д , 1 д8 У а г ф 2 д<р
+ dR2+ RdR~

В последующих параграфах мы применим некоторые решения
этого уравнения к исследованию конкретных задач с осевой сим-
метрией.
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§ 132. Решение в полиномах

Рассмотрим решения уравнения (191), которые в то же время
являются решениями уравнения Лапласа

i ^ 0 - <192)

Частное решение уравнения Лапласа можно искать в форме

Ф„ = /?"¥„, (a)

где \FB—функция только одной переменной ф. Подставляя (а)
в уравнение (192), получаем следующее обыкновенное дифферен-
циальное уравнение для функции Wn:

0. (б)
sin -

Если обозначить соэч|) через х и принять х за новую независи-
мую переменную, то уравнение (б) примет вид

^ _ 2 * ^ + п(я-т-1)Т„=0. (193)

Это уравнение Лежандра1). Два его фундаментальных решения,
для обозначения которых используются обычно символы Рп (х) и
Qn(x), являются функциями Лежандра первого и второго рода.
При п — 0, 1, 2, 3 . . . функции Рп(х) представляют собой по-
линомы Лежандра

Р0(х) = 1, Рг{х) = х, Р,(х) = у(3**—1),

и т. д.

Используя эти полиномы в качестве Wn в формуле (а), получаем
соответствующие решения уравнения (192). Каждое из этих ре-
шений можно умножить на произвольную постоянную А„. Воз-
вращаясь к переменным г и г по формулам

J ) См., например, F . В. H i I d e b r a n d , Advanced Calculus for Applica-
tions, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1962. [См. также, например, В. И. С м и р-
н о в, Курс высшей математики, т. I l l, М.—Л., Гостехиздат, 1949. (Прим.
перев.)]
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получаем полиномиальные решения уравнения (192) в форме

(194)

ф 5
- у z» (г* + г2) + А г (г2 + г2)2] ,

n

Эти полиномы являются также решениями уравнения (191). Из
них мы можем получить новые решения уравнения (191), кото-
рые не являются решениями уравнения (192). Если R"4n слу-
жит решением уравнения (192), можно показать, что Rn+*W
также будет решением уравнения (191). Выполняя операции,
указанные в уравнении (191) в скобках, получаем

{ ^=2(2п+з)от п. (в)

Повторяя ту же операцию снова, как показано в уравнении (191),
получаем нуль, так как правая часть выражения (в) является
решением уравнения (192). Следовательно, R"+2X¥fI является ре-
шением уравнения (191). Умножая решения (194) на R2 = r2-\-z2,
мы получаем следующие новые решения:

( 1 9 5)

§ 133. Изгиб круглой пластинки

С помощью приведенных решений можно исследовать некото-
рые задачи, представляющие практический интерес. В их числе
находятся различные случаи изгиба симметрично нагруженных
круглых пластинок (рис. 202). Беря, например, из (194) и (195)
полиномы третьей степени, получаем функцию напряжений

Ф = а3(223-3/-22) + Ь3(г2г + г3). (а)
Подставляя это выражение в соотношения (189), находим
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Таким образом, компоненты напряжения по всей плите являются
постоянными. С помощью соответствующего подбора постоянных а3

и Ь3 мы можем определить напряжения в пластинке, когда на
ее поверхности заданы любые постоянные значения az и аг.

Возьмем теперь из (194) и (195) полиномы четвертой степени,
что дает следующую функцию напряжений:

Ф = а4 (8z4 — 24r2z2 + Зл4) + bt (2z* + гЧг — г4), (б)

Подставляя ее в формулы (189), находим

J _ L L L L L L L t _ i схг = — 192a4z + 4b4(16 — 14v)z, (197)
тг* = 96а4г —2b4(16—14v)r.

Принимая 96a4 — 264(16 — 14v)=0,
z получаем

Рис.202. сгг = т г г = О, ffr=28(l+v)&4z. (в)
Если г — расстояние от срединной плоскости пластинки, решение (в)
определяет случай чистого изгиба пластинки моментами, равно-
мерно распределенными вдоль ее границы.

Чтобы получить решение для круглой пластинки при нагру-
жении равномерной нагрузкой, возьмем функцию напряжений
в форме полинома шестой степени. Рассуждая так же, как и
прежде, находим

Ф = уа в (16г 6 — 120zV2+90z2r4—5гв)+Ь,(8гв— 16zV2 — 21zV*+3r«).

После подстановки функции ф в (189) получаем следующие вы-
ражения для напряжений:

а, = ав (320г3—720r2z) + Ьв {64 (2 + 11 v) z3 + [504 — 48 • 22v] г2г},
az = «в(— 640г3+960г2г)+&, {[— 960 + 32-22 (2 —v)] z3 +

+ [384 — 48 • 22 (2 — v)] г2г},

xTZ = a, (960rz2 — 240r3) + bt {[— 672 + 48 • 22v] z2r +
+ [432—12-22V]/-'}.

К этим напряжениям добавим напряжения

, oz — —192a4z, Trz

пэлученные из (197), если положить bt — 0, а также равномернее
растяжение в направлении z, т. е. аг = Ь, которое получается
из (196). Таким образом, приходим к выражениям для компонент
напряжения, содержащим четыре постоянные at, bt, a4, b. Эти по-
стоянные можно подобрать таким образом, чтобы удовлетворить
граничным условиям на верхней и нижней поверхностях пластинки
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(рис. 202). Названные условия имеют вид

о г--0 при z = с, аг = — q при г = — с,

т,г = 0 при г = с, т„ = 0 при г = — с.

Здесь через q обозначена интенсивность равномерно распределен-
ной нагрузки, а через 2с—толщина пластинки. Подставляя в эти
уравнения выражения для компонент напряжения, определяем
четыре постоянные ав, Ьв, а4, Ь. Используя эти значения, полу-
чаем выражения для компонент напряжения, удовлетворяющие
условиям (г), в виде

— [2 + vz3 3(3 + у)г2г 3 г]
°г — Ч [ g сз 32 с3 1T7J '

Т - — ^(С2— 22)

Можно убедиться, что напряжения о2 и xrz распределяются в
точности таким же образом, как в случае равномерно нагружен-
ной балки узкого прямоугольного поперечного сечения (§ 22).
Радиальные напряжения ог выражаются нечетной функцией от
z и на границе пластинки дают изгибающие моменты, равномерно
распределенные вдоль границы. Чтобы получить решение для
свободно опертой пластинки (рис. 202), наложим на (д) реше-
ние (в) для чистого изгиба и выберем постоянную bt так, чтобы
получить на границе

с

\ arz dz *= 0.

Тогда окончательное выражение для ог примет вид
Г2+у г з 3(3+у)/-гг 3 2 + v z З(3 + У)а2г

' ч L 8 с3 32 с3 8 5 с "•" 32 с3 '

а выражение для этого напряжения в центре пластинки

3 2+у г

8
сз J-

Элементарная теория изгиба пластинок, основанная на допуще-
нии, что линейные элементы пластинки, перпендикулярные средин-
ной плоскости z=^0, остаются прямолинейными и нормальными
к изогнутой срединной поверхности пластинкиJ), дает следующую

а ) Это предположение аналогично гипотезе плоских сечений в теории изгиба
балек. Точную теорию изгиба пластинок развили Мичелл (J. H. M i c h e l ] ,
Proc. Lendon Math. Soc. 31, 114 (1899)) и Л я в (А. Е. Л я в, Математическая
теория унругвети, ГТТИ, 1935).
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формулу для определения радиальных напряжений в центре:

в _3(3 + v)a2z , .
0 ' ~ 32 с3 q' \ '

Сравнивая эту формулу с формулой (е), видим, что добавочные
члены в точном решении малы, если толщина пластинки 2с мала
по сравнению с радиусом а.

Следует отметить, что с помощью наложения чистого изгиба
мы сняли изгибающие моменты вдоль границы пластинки. Однако
существует еще радиальное напряжение на границе, определяемое
выражением

3 2+v z \ , ч

^ J (И)
Результирующая этих напряжений на единицу длины границы
и момент от них равны нулю. Отсюда, в соответствии с прин-
ципом Сен-Бенина, можно утверждать, что устранение этих напря-
жений незначительно повлияет на распределение напряжений
в пластинке на некотором расстоянии от края.

Беря для функции напряжений полиномы более высокой
степени чем шестая, мы можем исследовать случаи изгиба круглой
пластинки при неравномерно распределенной нагрузке. Вводя
функции Qn(x) так же, как Рп(х) в § 132, можно найти решения
для круглой пластинки с отверстием в центрех). Все эти решения
удовлетворительны лишь тогда, когда прогибы пластинки оста-
ются малыми по сравнению с толщиной. Для больших прогибов
следует учитывать растяжение срединной плоскости пЛастинки2).

§ 134. Трехмерная задача о вращающемся диске

В предшествующих рассуждениях предполагалось (§ 32), что напряжения
по толщине диска не меняются. Рассмотрим теперь ту же задачу, предполагая
лишь, что распределение напряжений симметрично по отношению к оси вра-
щения. Дифференциальные уравнения равновесия получаются в этом случае с
помощью введения в уравнения (188) центробежной силы. Тогда

^ + gl£f +
q ' - g e + pG)y = O. ^ 4 - ^ + ^ = 0 , ( 1 9 9 )

дг ' дг п г у дг ' дг ' г

где р —масса единицы объема и со — угловая скорость диска.
Уравнения совместности также следует изменить. Вместо системы (126)

будем иметь три уравнения типа (ж) и три уравнения типа (и) из § 85.

х) Ряд решений для симметрично нагруженных круглых пластинок рас-
смотрел А. К о р об о в, Известия Киевского политехнического института, 1913.
Подобные решения были получены независимо Тимпе (А. Т i m p e, Z. Angew.
Math. Mech. 4 (1924)).

2) См. K e l v i n , Т а it, Natural Philosophy, т. 2, стр. 171, 1903.
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Подставляя в эти уравнения компоненты объемной силы

Х = ры*х, Y = pu>% Z = 0, (a)'

находим, что последние три уравнения в системе (126), содержащие компоненты
касательного напряжения, остаются без изменения, тогда как первые три
уравнения принимают вид

„ 2 , . 1 а а е 2ро>2

^or-^(ar-ae) + Y T ^ — = - r L _ ,

2 , 2 . ч . 1 1 дв 2рш2

v 2 a - + ^ - ° ) + T V 7 = - F r v ( б )

Начнем с получения частного решения уравнений (199), удовлетворяющего
условиям совместности. На это решение мы наложим решения в форме поли-
номов (194) и (195) и подберем постоянные в этих полиномах таким образом,
чтобы удовлетворить граничным условиям задачи. Примем частное решение в
следующем виде:

Можно убедиться, что эти выражения удовлетворяют второму из уравнений
равновесия. Они удовлетворяют также уравнениям совместности, которые со-
держат компоненты касательного напряжения. Остается определить постоян-
ные А, В, С, D таким образом, чтобы удовлетворить четырем оставшимся
уравнениям, а именно, первому из уравнений (199) и уравнениям (б). Подстав-
ляя в эти уравнения выражения (в), находим

„ _ P ( o 2 ( l + 3 v ) _ _ р<о2 p<B»(l+2v)( l+v)
А~ 6v ' а ~ ~ 3 ' C " U > и ~ 6 v ( l - v ) *

Частное решение при этом принимает вид

рсо2 po)2(l + 2v)(l+v) t _ _ pca»(l+3v) л

°г— з 6v(l-v) ' г ~ 6̂  T ' (200)

а е - 6v(l-v) ' т " - и -

Это решение можно использовать при исследовании осесимметричных напря-
жений в любом теле вращения, вращающемся относительно оси.

В случае круглого диска постоянной толщины мы налагаем на решение
(200) распределение напряжений, полученное из функции напряжений в форме
полинома пятой степени (см. уравнения (194) и (195))

Ф = аь (8z6 — 40г3г3 + 15л4г) + bb (2z5 — гЧ3—ЪгЧ). (г)

Далее из равенств (189) находим

аг = — аь (180/-2—240z2) + 68 [(36 — 54v) r2 + (\ + 18v) 6z2],
а г = — а6 (—240/-2 + 480Z2) + Ьъ [ (96 — 108v) z2 + (— 102 + 54v) г*], (д)
а е = а5 (—60/-2 + 240z2) + Ьь [(6 + 108v) г2 + (12 — 54v) л2].

т Г г = 480<з6гг — Ьъ (96 — 108v) гг.

Добавляя эти напряжения к напряжениям, определяемым по формулам (200),
и определяя постоянные аъ и Ьъ таким образом, чтобы обратить в нуль резуль-
тирующие напряжений т г г. и аг, получаем
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Чтобы снять результирующее радиальное сжатие вдоль границы, т. е. делиться
выполнения условия

/с \

[ordz] = 0 ,J /- с /г=а
наложим на напряжения (е) однородное радиальное растяжение величиной

Тогда полные напряжения определятся формулами г)

Сравнивая эти выражения с предыдущим решением (54), мы обнаруживаем
дополнительные члены с множителем2) с2 —Зг2. В случае тонкого диска соот-
ветствующие напряжения малы, а их результирующая по толщине диска равна
нулю. Если контур- диска свободен от внешних сил, решение (201) представ-
ляет напряженное состояние в частях диска на некотором расстоянии от края.

Распределение напряжений во вращающемся диске ь виде плоского эллип-
соида вращения исследовал Кри 3 ) .

§ 135. Сила, приложенная в некоторой точке
бесконечного тела

Если сила приложена в начале координат, то некоторые или
даже все компоненты напряжения должны иметь в этой точке
особенности. Соответствующие решения можно получить, приняв
за решение уравнения (192) равенство (а) на стр. 386. Считая
значение п уже выбранным, сравним равенство (а) с тем, которое
получается, если в (а) заменить п на — п — 1 , т. е. с равенством

Ф_в_1 = Л-»-«Р_1,..1. (а)

Коэффициент «(«4-1) в уравнении (б) на стр. 386 станет равным
(— п —1)(— и), и следовательно, будет иметь для ¥_„_! то же
значение, что и для ¥„. Но тогда вместо равенства (а) можно

х ) Другим путем эти формулы вывел А. Ляв в упоминавшейся книге на
стр. 158—159. Там приведены также выражения для перемещений и добавочные
члены, вносимые центральным отверстием.

2 ) Эти члены имеют ту же природу, что и члены с г2, полученные в § 98.
Уравнения (201) представляют плоское напряженное состояние, поскольку аг

и хгг обращаются в нуль. Объемные силы (в данном случае центробежные
силы), не учтенные в § 98, коль скоро они не зависят от г, не меняют общих
выводов.

3 ) С. C h r e e , Proc. Roy. Soc. (London) 58, 39 (1895). Д л я общего случая
эллипсоида решение дали Голдберг и Садовский (М. A. Q о 1 d b e r g, M. S а-
d o w s k y , J . Appl. Mech. 26, 549—552 (1959)).
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записать
4-n-i = R-n-iyr«- (б)

Подставляя Рп(х) вместо Wn (см. стр. 387), находим следующее
семейство решений уравнений (192) и (191):

-'/*, (202)

которые являются также решениями уравнения (191). Умножая
уравнения (202) на r2-{-z2 (см. стр. 387), получаем другую сис-
тему решений уравнения (191), а
именно

Фх-В^г ' + г2)1/», (203)

Каждое из решений (202) и (203), а
также любая их линейная комбина-
ция, могут быть выбраны в качестве
функции напряжений. Путем надле-
жащего подбора постоянных Alt

Аг Ви В3, ... можно находить р и с 2 0 3

решения различных задач.
Для случая сосредоточенной силы возьмем первое из реше-

ний (203). Если опустить индексы, то функция напряжений при-
нимает вид

где В — постоянная, которая подлежит определению. Подставляя
это значение ф в формулы (189), находим соответствующие ком-
поненты напряжения

иг = В [(1 — 2v) г (г2 + г2)"3/2 — ЪгЧ (г2 + г')-6/2],
ае = В(1 — 2v)z(r* + z*)-»/\ (204)
в2 = — В [(1 — 2v) z (г2 + г 2 )- 3 ' 2 + Зг3 (г2 + z2)-*'*],
т,г = — В [(1 — 2v) г (г2 + г2)-»/2 + 3rz2 (г2 + г2)-*/*].

Все эти напряжения имеют особенность в начале координат, где
приложена сосредоточенная сила. Ввиду этого примем начало
координат за центр малой сферической полости (рис. 203)и рас-
смотрим усилия, действующие на ее поверхности, согласно урав-
нениям (204). Можно показать, что результирующая этих усилий
представляет силу, приложенную в начале координат в направ-
лении z. Из условия равновесия кольцевого элемента, примыкаю-



394 ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ [ГЛ. 12

щего в полости (рис. 203), компонента поверхностной силы в
направлении оси г равна

Z = — (xrz sin if + azcos г13)-

Используя уравнения (204) и формулы

находим, что
Z = В [(1 —2v) (г2 + г 2 ) " 1 + Зг2 (г2 + г 2)" 2].

Результирующая этих сил, приложенных по поверхности полости,
равна

я/ г

2 j 2Гу72 + 22Л|з2яг = 8Ял(1 — v ) .
о

Результирующая поверхностных сил в радиальном направлении
равна нулю из условия симметрии. Если величину приложенной
силы обозначить через Р, то имеем

Р = 8Ял(1—v).

Подставляя в формулы (204)

получаем напряжения, вызываемые силой Р, приложенной в
начале координат в направлении оси г 1 ). Эта сила уравновеши-
вается поверхностными усилиями на сферической или какой-либо
иной границе, как бы ни была она велика; этого требуют фор-
мулы (204). Решение задачи являются трехмерным аналогом
решения двумерной задачи, рассмотренной в § 42.

Подставляя г = 0 в равенство (204), находим, что по коорди-
натной плоскости г = 0 нет нормальных напряжений. Касатель-
ные напряжения по той же плоскости определяются формулой

Д ( 1 - 2 У ) _ Р ( 1 - 2 У ) ( Л

"~~ г2 8n(l~v)/-2- w

Эти напряжения обратно пропорциональны квадрату расстояния
от точки приложения силы.

х ) Решение этой задачи дал Кельвин ( K e l v i n , Cambridge and Dublin
Math. J . , 1848). См. также K e l v i n . Mathematical and Physical Papers, т. 1,
стр. 37. Из его решения следует, что перемещения, соответствующие напря-
жениям (204), являются единственными, а это доказывает, что формулы (204)
дают точное решение задачи (см. § 96). Это решение требует, разумеется,
некоторого специального распределения усилий по поверхности полости, сколь
бы ни была мала лоследняя.
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§ 136. Сферический сосуд под действием внутреннего
или внешнего равномерного давления

С помощью суперпозиции из решения, найденного в преды-
дущем параграфе, можно получить несколько новых решений,
представляющих практический интерес. Начнем со случая дей-
ствия двух равных по величине и про-
тивоположных по знаку сил, находя-
щихся на малом расстоянии d друг от
друга и приложенных к упругому телу
неограниченных размеров (рис. 204).
Напряжения, вызываемые в каждой точ-
ке силой Р, приложенной в начале ко-
ординат О, определяются формулами
(204) и (205). Используя эти же фор-
мулы, можно также получить напряже-
ния, вызываемые силой Р, действую-
щей в точке Oi.Учитывая, что вторая
сила действует в противоположном на-
правлении и считая расстояние d бесконечно малым, в выраже-
ниях (204) мы должны заменить каждый член вида / (г, z) на
— [f + (df/dz)d]. Накладывая напряжения, вызываемые обеими
силами, и используя символ А для обозначения произведения
Bd, находим

o r = — A £-[(!—

•Rf

Рис. 204.

o2 = A-^[(l-2v)z(r* + ; + Зг3 (г2 + г2)"6'2],
(206)

Рассмотрим (рис. 204) компоненты напряжения aR и T ^ , дей-
ствующего в точке М элементарной площадки, перпендикуляр-
ной радиусу ОМ, длина которого обозначена через R. Из усло-
вия равновесия малого треугольного элемента, показанного на
рисунке, находим1)

aR = ar sin2 i|) + аг cos2 ty + 2тгг sin ij) cos if,
; = (or — az) sinipcosif — x r i(sin2i |)—cos2ij5).

1) Компоненты напряжений гт0, действующие по граням малого элемента
в меридиональных сечениях тела, дают результирующую более высокого по-
рядка малости, и ими при выводе уравнений равновесия можно прене-
бречь.
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Используя формулы (206) и полагая

получаем

20

v) Л .
sit

Это распределение напряжений является симметричным по отно-
шению к оси г и по отношению к координатной плоскости, пер-
пендикулярной оси z.

Представим себе теперь, что мы имеем в начале координат
наряду с системой двух сил Р, действующих вдоль оси Р,
такую же систему сил вдоль оси г и еще одну систему сил,
перпендикулярную плоскости гг. В силу сформулированного
выше свойства симметрии мы получаем, таким образом, распре-
деление напряжений, симметричное относительно начала коор-
динат. Если мы рассмотрим сферу с центром в начале координат,
по поверхности этой сферы будет действовать лишь одно равно-
мерно распределенное нормальное напряжение. Величину этого
напряжения можно определить, используя первую из формул (б).
Если рассмотреть это напряжение в точках, расположенных на
окружности в плоскости гг, то первое из уравнений (б) даст
часть его, вызванную действием двух сил вдоль оси г. Путем
взаимной замены sin tp и cos гр, получаем нормальное напряжение
на той же окружности, вызванное действием двух сил в напра-
влении оси г. Нормальное напряжение, вызванное действием
двух сил в направлении, перпендикулярном плоскости гг, полу-
чается путем подстановки в ту же формулу значения ijj = л/2.
Накладывая действия трех взаимно перпендикулярных двойных
сил, находим следующую формулу для нормального напряже-
ния, действующего на поверхности сферы:

4 ( 1 — 2v) A , .

Рассмотренная совокупность трех перпендикулярных двойных
сил называется центром сжатия. Из формулы (в) мы видим,
что соответствующее напряжение сжатия в радиальном направ-
лении зависит только от расстояния от центра сжатия и будет
обратно пропорционально кубу этого расстояния. Это сингуляр-
ное решение со сферической симметрией может использоваться
при отыскании напряжений в полной сфере1) при заданных

J) Эта задача легко решается непосредственно в радиальных перемеще-
ниях UR.
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внешнем и внутреннем давлениях рг и р0 (рис. 205). Наклады-
вая на направление (в) равномерное сжатие или растяжение во
всех направлениях, можно получить общее выражение для ра-
диального нормального напряжения в виде

eR = -^ + D, (г)

где С и D — постоянные. Их величины определяются из условий
на внутренней и Енешией поверхностях сосуда; эти условия
имеют вид

Ро
с_
Ь3

Тогда

R~

(207)
R3{a3 — b3)

Давления р0 и р,- вызывают в сфере
также нормальные напряжения at в
окружном направлении, величину ко-
торых мы найдем из условия равно-
весия элемента, вырезанного из сферы
двумя концентрическими сферическими поверхностями радиу-
сов R и R-\-dR и круговым конусом с малым центральным
углом di|) (рис. 205). Это уравнение равновесия имеет вид

Рис. 205.

dR

вткуда

Используя выражение (207) для OR, формулу (д) можно записать
в виде

(208)

Е с л и ро — О,
2R3(a3—b3) *

_
Можно убедиться, что наибольшее тангенциальное растягиваю-
щее напряжение в рассматриваемом случае будет действовать на
внутренней поверхности, где

Все эти результаты принадлежат Ламе1).
х) G. L a m e , Lemons sur la Theorie... de l'EIasticite, Paris, 1852.
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§ 137. Местные напряжения вокруг сферической полости

В качестве второго примера рассмотрим распределение напряжений вокруг
малой сферической полости в стержне, подвергнутом равномерному растяже-
нию величиной S (рис. 206) г). В случае сплошного растянутого стержня нор-

мальная и касательные компоненты напряже-
ния, действующего на сферической поверхно-
сти, равны

а # = S cos 2 г|э, т д ^ = — S sin ty cos г|). (a)

ской поверхности радиуса о в виде

5—v

Чтобы получить решение для случая малой
сферической полости радиуса а, мы должны на-
ложить на поле простого растяжения систему
напряжений, для которой компоненты напря-
жения на сферической поверхности равны по
величине и противоположны по знаку напряже-
ниям, определяемым формулами (а), и обраща-
ются в нуль на бесконечности.

Беря из предыдущего параграфа напря-
жения (б), вызванные действием двух сил в
направлении г, и напряжения (в), вызванные
центром сжатия, можно представить соответст-
вующие напряжения, действующие по сфериче-

2 (i ~j

а3
sin г£> cos \p, (6)

(в)

где А и В—постоянные, подлежащие определению. Как видим, комбинируя
напряжения (б) и (в), нельза обратить в нуль напряжения от растяжения (а),
и нужно добавить еще некоторое напряженное состояние.

Взяв из решения (202) функцию напряжений

получаем по формулам (189) соответствующие компоненты напряжения

аг = ^ ( _ 4 + 35 sin 2 г|з cos 2 г|з),

о , = - ^ (3—30 cos2i|> -f 35 cos41|)),

ЗС „ ( Г )

15С
— ' 3 s i n s i n ^ c o s 3

!) Решение этой задачи принадлежит Саусвеллу (R. V. S o u t h w e l l ,
Phil . Mag., 1926). Случай включения из иного материала рассмотрен в статье:
J . N. G o o d i e r , Trans. ASME 55, 39 (1933). Задачу о полости в виде трех-
осного эллипсоида решили Штернберг и Садовский (Е. S t e r n b e r g , M. S a -
d o w s k y , J Appl. Mech. 16, 149 (1949)). Обзор литературы по трехмерным
задачам концентрации напряжений дан в работе: Е. S t e r n b e r g , Appl.
Mech. Rev. 11, 1—4 (1958).
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Если теперь воспользоваться уравнениями (а) предыдущего параграфа, то
компоненты напряжения, действующего на сферической поверхности радиуса а,
будут

12С "- 24С
а « = - ^ б - ( — H-Scos2^), T^==-^-siniJ)cosi)). (д)

Комбинируя системы напряжений (б), (в), (д), находим

2(1 +у) Л . . . , А , , , В 12С . 36С , ,
o s = --—Ц-^ 2(5—V)-T cos2 Ф + —г— —т--\ г- cos2\b,
к аз v / аз

 т ' а3 аь ' аь

2 ( 1 + у ) Л . , . 24С . , , ^
тДг|,= а з sin г|) cos Ч> + -^Б~ S l n * c o s $•

Накладывая эти напряжения на напряжения, определяемые формулами (а),
получаем, что сферическая поверхность полости будет свободна от напряже-
ний, если будут удовлетворены условия

)Л | В 1 2 С _ 0

_2(5-v)4+^=-S. -
v ' а3 ' а6 а3

откуда
А 5S В __S(\— 5v) С

7 5 ) ' 3 " " 7 5 ' » —
а з — 2(7 — 5 v ) ' а 3 " " 7 —5v ' а» — 2(7 — 5v)' W

Полное напряжение в любой точке получится теперь наложением на простое
растяжение S напряжений, определяемых формулами (г), напряжений (206),
вызванных действием двойных сил, и напряжений от центра сжатия, опреде-
ляемых формулами (в) и (д) предыдущего параграфа.

Рассмотрим, например, напряжения, действующие по плоскости z = 0. Из
условия симметрии на этой плоскости нет касательных напряжений. Из фор-
мул (г), подставляя ij) = n/2 и R — r, получаем

. 9С 95а5 . ч
a ( )

Из формул (206) при г = 0 имеем

, . Л ( 1 - 2 У ) _ 5 ( 1 - 2 У ) 5 О З

°*- з̂ - 2(7-5v) 7Г*

Из уравнения (д) предыдущего параграфа

'"—I _ в _ 5(1—5v) а 8

°г - № ) г = 0 _ — — _ - ^ - _ — .
Полное напряжение на плоскости г = 0 отсюда равно

При г = а находим
, . 27—15v „
(°г)тах = njj S~ 5. (о)

Полагая v = 0,3, получаем
45 o
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Таким образом, максимальное напряжение оказывается примерно вдвое
больше равномерного растяжения S, приложенного к стержню. Это увели-
чение напряжения носит резко выраженный местный характер. С увеличе-
нием г напряжение (н) быстро приближается к значению S. Взяв, напри-
мер, r = 2a, v = 0,3, находим аг= 1,054 S.

Таким же путем для точек на плоскости z = 0 находим
_ ЗС Л ( 1 - 2 У ) В

Используя формулы (и) и полагая г = а, находим, что растягивающее напря-
жение вдоль экватора (1|) = л/2) полости составляет

in л 1 5 v - 3 o

На полюсах полости (т|з = 0 или 1|з = л) имеем

_ _ 2 ( 1 — 2v) A 12C В __ 3 + 1 5 v
аг~ав- а3 а6 2а? ~ 2(7 —5v)

Следовательно, продольное растяжение S вызывает в этих точках сжатие.
Комбинируя растяжение SN В ОДНОМ направлении и сжатие S в перпен-

дикулярном направлении, мы можем получить решение для распределения
напряжений вокруг сферической полости в случае чистого сдвига х ) . Можно
показать, что в этом случае максимальное касательное напряжение опреде-
ляется формулой

15(1—у)
T m a x - 7 _ 5 v ^ (Т>

Результаты этого параграфа представляют интерес для практики при
исследовании влияния малых полостей 2) на предел выносливости образцов,
подвергнутых действию циклических напряжений.

§ 138. Сила, приложенная на границе полубесконечного тела

Представим себе, что плоскость 2 = 0 является границей
полубесконечного тела и что сила Р, действующая на этой пло-
скости, направлена вдоль оси z (рис. 207)3). В § 135 было по-
казано, что распределение напряжений, определяемое форму-
лами (204), (205), может быть вызвано в полубесконечном теле

х) Эту задачу рассматривал Лармор (J. L a r m o r , Phil. Mag., ser. 5,
33 (1892). См. также вышеупомянутую книгу Лява, стр. 264. Глава 11 этой
книги содержит решения для более общих задач со сферическими грани-
цами. Осесимметричную задачу о полой сфере рассматривали Штернберг,
Юбэнкс и Садовский (Е. S t e r n b e r g , R. A. E u b a n k s, M. A. S a d o w s k y ,
Proc. 1st US Congr. Appl. Mech. 209—215(1951)).

2) См., например, R. V. S o u t h w e l l , H. J. G o u g h , Phil. Mag. 1, 71
(1926).

*) Решение этой задачи дал Буссииеск (J. Bouvsinesq) (см. его Applica-
tion des Potentiels a l 'Etude l'Equilibre et du Mouvement des Solides Elasti-
ques, Gauthier-Villars, Paris 1885). Что касается действия касательного усилия и
других граничных условий на плоскости, то ссылки имеются в упоминавшейся
книге Лява, § 167. Решение для силы, действующей во внутренней точке
яолубгсконечного т«ла, дал Миндлин (R. D. M i n d l i n , Phys. 7, 195 (1936);
Proc. 1st Midwestern Conf. Solid. Mech., 1953). Решение для закрепленной
границы д*л Ронгв&д (L. R o n give d, J. Appl. Meoh. 22, 545—546 (1955)).
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сосредоточенной силой, приложенной в начале координат, и каеа-
тельными усилиями, действующими на граничной плоскости z = О,
которые определяются формулой

5 ( 1 — 2 v ) . ч
хггж j% • (а)

Чтобы снять эти усилия и прийти
к решению задачи, показанной
на рис. 207, воспользуемся рас-
пределением напряжений, отвечаю-
щим центру сжатия (см. стр. 396).
В полярных координатах это рас-
пределение напряжений имеет вид

А_ _ daR R \__A_

где А — постоянная. В цилиндрических координатах (рис. 207)
имеем следующие выражения для компонент напряжения:

сг, = с л з т 2 ^ + сг(со$2г|) = Л (гг — у г2 ) (г2 + г)~*/*,

( 1

т/-г = "о" (aR—°t) sin 2гр = -у Лrz (г2 + 2

(209)

Теперь допустим, что центры сжатия равномерно распределены
вдоль оси z от z = 0 до Z — — OQ. Тогда в силу принципа еупер-
позиции компоненты напряжения, вызванного в бесконечном
теле, определяется из формул (209) с некоторой новой посто-
янной А{.

- ~ z 2 ) ( г

(210)
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Для плоскости z—-0 находим, что нормальное напряжение равно
нулю, а касательное напряжение определяется формулой

\xrz)z-a = ~2 ~~рь • \®>

Теперь видно, что, комбинируя решения (204) и (210), мы можем
с помощью соответствующего выбора постоянных А и В полу-
чить такое распределение напряжений, что плоскость 2 = 0 будет
свободна от напряжений, а в начале координат будет действо-
вать сосредоточенная сила Р. Из (а) и (б) видим, что касатель-
ное напряжение на граничной плоскости будет снято, если по-
ложить

откуда
A1 = 2B(l — 2v).

Подставляя это значение в выражения (210) и складывая напря-
жения (204) и (210), находим

-2v) [-1—-L(r2 + z2)-

(в)

Это распределение напряжений удовлетворяет граничным усло-
виям, так как az = xrz = 0 при 2 = 0. Остается определить посто-
янную В таким образом, чтобы усилия, распределенные по полу-
сферической поверхности с центром в начале координат были
статически эквивалентны силе Р, действующей вдоль оси г. Если
рассмотреть равновесие элемента, показанного на рис. 203, то
компонента усилий, действующих на полусферу в направлении
оси z, окажется равной

Z = — (xrz sin г|з + а2 cos ij>) = 3Bz2 (r + г 2)" 2.

Для определения В получаем уравнение

я/г я/г

из которого
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Наконец, подставляя значение этой постоянной в (в), полу-
чаем следующие выражения для компонент напряжений, вызван-
ных нормальной силой Р, действующей на плоской границе
полубесконечного тела

(211)

Это решение является трехмерным аналогом решения для полу-
бесконечной пластинки (см. § 36).

Если взять элементарную площадку тп, перпендикулярную
оси z (рис. 207), то отношение нормальной и касательной ком-
понент напряжения на этой площадке, согласно равенствам (211),
будет равно

Следовательно, направление результирующего напряжения про-
ходит через начало координат О. Величина этого напряжения
определяется формулой

r-~ г2)2 (212)

Таким образом, это напряжение пропорционально квадрату рас-
стояния от точки приложения силы Р. Представим себе сфери-
ческую поверхность диаметра d, касающуюся плоскости 2 = 0
в начале координат О. Для каждой точки этой поверхности

г2 + г2 = d2 cos2 т|з. (д)

Подставляя это значение в формулу (212), приходим к выводу,
что для точек рассматриваемой сферы результирующее напряже-
ние в горизонтальных плоскостях постоянно и равно ЗР/(2яй2).

Рассмотрим теперь перемещения, вызываемые в полубесконеч-
ном теле силой Р. Из формул (187) для компонент деформации
имеем

« = ?вг = -j- [ав — v (о> + аг)]•

Подставляя сюда значения для компонент напряжений (211),
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имеем

и ={1

Для определения вертикального перемещения о», согласно (187),
получаем

dw 1 г / , м dw ди 2 ( l + v ) t r , du

Подставляя значения компонент напряжений и перемещений и,
полученные выше, находим

дг '
^-P-U^[2(l-v)r{r> + z>)-^ + 3rZ>

откуда после интегрирования находим
D

I ( г 2 _ 1 _ ?2\— 8 / 2 !_ 0 / 1 л»2\ / г 2 _1 -у2\— 1 / 2 1 / О 1 У 1 \

V I ^ / I ^ ^ * " / V ( ^ / J V ^ ^ /

(произвольная постоянная принята равной нулю). Для гранич-
ной плоскости (z = 0) перемещения равны

' yw>z = °— nEr •

Это показывает, что произведение wr на границе постоянно.
Следовательно, радиусы, проведенные на границе из начала
координат, после деформации становятся гиперболами с асимпто-
тами Or и Ог. В начале координат напряжения и перемещения
становятся бесконечными. В силу этого мы должны вообразить,
что материал вокруг начала координат вырезан полусферической
поверхностью малого радиуса и сосредоточенная сила Р заме-
няется статически эквивалентными силами, распределенными по
этей поверхности так, как того требует решение.

§ 139. Нагрузка, распределенная по части границы
полубесконечного тела

Имея решение для сосредоточенной силы, действующей на
границе полубесконечного тела, мы можем найти перемещения
и напряжения, вызванные распределенной нагрузкой, с помощью
суперпозиции. В качестве простого примера возьмем случай
равномерной нагрузки, распределенной по поверхности круга
радиуса а (рис. 208), и рассмотрим перемещение в направлении
действия нагрузки точки М, находящейся на поверхности тела
на расстоянии г от центра круга. Взяв малый элемент нагру-
женной площади (на рисунке заштрихован), который ограничен
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двумя радиусами, заключающими угол d\p, и двумя дугами окруж-
ности с радиусами s и s-\-ds и центром в той же точке М,
получаем, что нагрузка на рассматриваемый элемент равна
qsdi\>ds. Соответствующее перемещение точки М, согласно урав-
нению (215), составляет

(1 —V2) q sd\pds__ (I—v 2 )<7
л £ s ~ л £

Полное перемещение получится
теперь с помощью двойного ин-
тегрирования

" " - я£ J J " T ~ " Рис.208.

Интегрируя по s и учитывая тот факт, что длина хорды тп
равна 2}/а2 — л2 sin г|з, находим

,_4(l-v 2 ) 9

пЕ

е

w=,-^——!-2- Г[/а2 —r2sin2\|)di|3t (a)

где ^х—максимальное значение i|), т. е. угол между г и каса-
тельной к окружности. Вычисление интеграла (а) можно упрос-
тить, если ввести вместо переменной •§ угол 0. Согласно рис. 208
имеем

« sin 9 = j
откуда

, a cos 0 rfO a cos I
' г ces ib

У ' - ( £ ) *

Подставляя это значение в формулу (а) и учитывая, что когда 8
меняется от 0 до я/2, то \|? меняется от 0 до ijj1( нажэдим

я/2
4 ( 1 — v 2 ) q

w =

?_ ( l _ £ ) ? _ * _ . (216)

Интегралы, входящие в »то равенство, называются полными
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эллиптическими интегралами, и их значения для любых отно-
шений а/г можно взять из таблиц1).

Чтобы получить смещение на границе нагруженного круга,
положим в формуле (216) г = а и найдем

Если точка М находится внутри нагруженного круга
(рис. 209, а), можно снова рассмотреть смещение, вызванное

в)

Рис. 209.

заштрихованным элементом, на который действует нагрузка
qsdsdty. Тогда полное смещение равно

Длина хорды тп равна 2аcos 0, a i|) меняется от 0 до я/2,
поэтому

w =
4 ( 1 — v2) q

яЕ

nil

\

( 2 1 8 )

или, поскольку a sin 6 — г sin -ф,
я/2

4 ( l - v ' ) g a С W x(!L)sin**d*.
лЕ J Г \а-J T Y

О

Таким путем легко найти смещения для любого отношения г/а,
используя таблицы эллиптических интегралов. Максимальное
смещение имеет место, разумеется, в центре круга. Подставляя

х ) См. например, Е. J a h n k e , F . E m d e , F . L o s c h , Tables of Higher
Functions, McGraw-Hill, N. Y., 1960. [См. также русский перевод предшест-
вующего немецкого издания этой книги: Е. Я н к е и Ф. Э м д е , Таблицы
функций с формулами и кривыми, Физматгиз, 1959. (Прим. перев.)]
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г = 0 в формулу (218), находим

И т а х = ^ ^ . (219)

Сравнивая это значение со смещением на границе круга, нахо-
дим, что последнее меньше максимального в л/2-раза1). Инте-
ресно отметить, что при заданной интенсивности нагрузки q
максимальное смещение не будет постоянным, а будет увеличи-
ваться в том же отношении, что и радиус нагруженного круга2).

Используя принцип суперпозиции, можно также найти напря-
жения. Рассмотрим, например, напряжения в точке, принадле-
жащей оси z (рис. 209, б). Напряжение аг, вызываемое в такой
точке нагрузкой, распределенной по кольцу радиуса г и шири-
ной dr, получается путем подстановки во второе уравнение (211)
2яг dr q вместо Р. Тогда напряжение аг, вызываемое равномер-
ной нагрузкой, распределенной внутри круговой области радиу-
са а, равно

Это напряжение равно — q на поверхности тела и постепенно
уменьшается с увеличением расстояния г. При определении напря-
жений аг и ае в той же точке рассмотрим два элемента 1 и 2
нагруженной площади (рис. 209,6) с нагрузками qrdyda. Напря-
жения, вызываемые этими двумя элементарными нагрузками
в некоторой точке на оси г, согласно первому и третьему из
уравненией (211) равны

Нормальные напряжения, вызываемые в тех же плоскостях

*) Решение этой задачи дал Буссинеск в упомянутой выше работе. См.
также Н. L a m b , Proc. London Math. Soc. 34, 276 (1902); К. T e r a z a w a ,
J. Coll. Set., Univ. Tokyo 37 (1916); F. S c h l e i c h e r , Bauingenieur 7 (1926);
Bauingenieur 14, 242 (1933). Полное исследование этой задачи, а также слу-
чай, когда нагрузка распределена по прямоугольнику, дано в статье: A. Lo-
ve, Trans. Roy. Soc. (London), ser. A, 288 (1929). На некоторые свойства
деформаций и напряжений в общем случае указал Уэй (S. Way, J. Appl.
Mech. 7, А-147 (1940)).

2) Это свойство, а также его обобщение на случаи некруговой области
нагружения следует из простого анализа пазмерностей величин, используемых
в задаче.
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элементарными нагрузками в точках 3 и 4, составляют

Складывая соотношения (в) и (г), находим, что четыре элемен-
тарных нагрузки, показанные на рисунке, вызывают напряжения

do, = doe =—~^ [(1 — 2v) z (г2 + 22)-3/2 — 3r2z

Чтобы получить напряжения, вызываемые всей нагрузкой, рав-
номерно распределенной по площади круга радиуса а, проин-
тегрируем выражение (д) по ф в пределах от 0 до л/2 и по г
от 0 до а. Отсюда

(е)

Для точки О центра нагруженного круга из формул (б) и (е)
находим

<7(l+2v)
»* = — 9. Ог = <*9 = — ±^2 "

Полагая v = 0,3, получаем аг—ав = —0,8д. Максимальнее касатель-
ное напряжение в точке О, действует по плоскостям, проходя-
щим под углом 45° к оси г, и равно 0,lq. Предполагая, что
течение материала определяется максимальным касательным напря-
жением, можно показать, что точка О, рассмотренная выше,
не является самой неблагоприятной точкой на оси г. Максималь-
ное касательное напряжение в любой точке на оси г (рис. 209,6),
согласно уравнениям (б) и (е), равно

—2v , ,, . . г 3 / z \з" | .
\-(] 4-у) ( • ) . (ж)

Это выражение принимает максимальное значение, когда

откуда
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(к)

Подетавляя ээо значение в выражение (ж), имеем

Полагая v — 0,3, находим из уравнений (и) и (к)

2 = 0,638я, т м а х =

Это показывает, что максимальное касательное напряжение для
точек, расположенных на оси г, достигается на определенной
глубине, приближенно равной двум третям радиуса нагружен-
ного круга, а величина этого максимума составляет около одной
трети приложенного равномерного давления q.

Для случая равномерного давления, распределенного пе
поверхности квадрата со сторонами 2а, максимальное перемеще-
ние в центре составляет

^ l t ) i i l ^ . (22Q)

Перемещения по углам квадрата составляют лишь половину
перемещения в центре, а среднее перемещение равне

^ . (221)

Аналогичные расчеты можно проделать и для равномерного дав-
ления распределенного по прямоугольнику при различных отно-
шениях сторон аш=а/Ь. Все эти результаты можно представить
в форме1)

р /1 ,,2\
(222)с* £ У А '

где т — числовой коэффициент, зависящий от а, А — величина
площади нагруженной области, Р—полная нагрузка. Некоторые
значения коэффициента т приведены в табл. 10. Мы убеждаемся,
что при заданной нагрузке Р и площади А перемещения уве-
личиваются с уменьшением отношения периметра нагруженной
области к площади. Уравнение (222) иногда используется при
исследовании осадок фундаментов1) инженерных сооружений.
Чтобы получить для разных частей сооружения одинаковые осадки,
среднее давление на основание должно находиться в некоторой
зависимости от формы и размеров нагруженной области2).

х) См. упомянутую выше работу Шлейхера (F. Sehleicher).
2) Решения для полупространства обобщены многими авторами на случай

слоистых сред. См., например, В. С. Н и к и ш и н, Г. С. Ш а п и р о, Про-
странственные задачи теории упругости для многеслойных сред. ВЦ АН СССР
М., 1970. (Прим. ред.)
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Т А Б Л И Ц А 1 0

т =

Окруж-
ность

0,96

Коэффициенты п

Квадрат

0,95

в формуле (222)

Прямоугольники с различными отношениями
а=а/Ь

1.5

0,94

2

0,92

3

0,88

5

0,82

10

0,71

100

0,37

В предшествующих рассуждениях предполагалось, что нагрузка
задана, и разыскизались перемещения, вызываемые этой нагруз-
кой. Рассмотрим теперь случай, когда заданы перемещения и
требуется найти соответствующее распределение давлений по
плоскости границы. Возьмем, например, случай, жесткого штампа
в виде круглого цилиндра, вдавливаемого в плоскую границу
полубесконечного упругого тела. В таком случае перемещение w
по всей площади кругового основания цилиндра постоянно. Рас-
пределение давления при этом непостоянно, и его интенсивность
определяется формулой1)

2 = _ _ £ _ _ , (223)

где Р — полная нагрузка на штамп, а—радиус штампа, а г —
расстояние от центра круга, на котором действует давление.
Это распределение давления, очевидно, не является равномер-
ным, и его минимальное значение имеет место в центре (г = 0),
где

_ р
Чт1п — 2яа2 '

т. е. равно половине среднего давления на круговой области
контакта. На границе области (г = а) давление становится беско-
нечным. Практически вдоль границы происходит течение мате-
риала. Это течение носит, однако, местный характер и несущест-
венно влияет на распределение давления (223) в точках, нахо-
дящихся на некотором расстоянии от границы круга.

Перемещение штампа определяется формулой

Мы видим, что при заданном значении среднего давления на гра-
ничной плоскости, перемещение не постоянно, а увеличивается
пропорционально радиусу штампа2).

J ) Это решение дал Буссинеск в упомянутой выше работе.
2) См. примечание 2 на стр. 406, которое применимо и здесь.
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Для сравнения приведем также формулу для среднего пере-
мещения в случае равномерного распределения давления (см. фор-
мулу (218))

а

V w 1пг dr

о 16 Р ( 1 — v 2 ) n c . P ( l - v 2 ) / о о с ч

wct, = - 5 — = 5-5——с—- = 0 , 5 4 — — 5 — - . (225)
С Р ла2 З я 2 аЕ аЕ v '

Это среднее перемещение не очень сильно отличается от переме-
щения (224) для абсолютно жесткого штампа. Опубликовано
много решений для некруговых штампов1); в том числе решения
некоторых динамических задач для движущихся штампов.

§ 140. Давление между двумя соприкасающимися
сферическими телами

Результаты предыдущего параграфа можно использовать при
исследовании распределения давления между двумя соприкасаю-
щимися телами2). Предположим, что в точке контакта эти тела
имеют сферические поверхности с радиусами Rx и R2 (рис. 210).
Если между телами не действует давление, то мы имеем касание
в одной точке О. Расстояния от плоскости, касательной в точке О,
до точек М и N, расположенных на меридиональном сечении
сферы и находящихся на малом расстоянии 3) г от осей zx и 22,
можно с достаточной точностью представить формулами

Взаимное расстояние между этими точками равно

х ) В разделе, посвященном теории упругости в книге J . N. G o o d i e r ,
P. G. H o d g e , Elasticity and Plasticity, т. 1, Surveys in Applied Mechanics,
1958) [русский перевод: Дж. Г у д ь е р , Ф. Г. X о д ж, Упругость и пластич-
ность, ИЛ, 1960] дается обзор некоторых решений, содержащихся в книге:
Л . А. Г а л и н , Контактные задачи теории упругости, Гостехиздат, 1953.

2 ) Эту задачу решил Герц (Н. H e r t z , J . Math. (Crelle's J . ) 92 (1881).
См. также Н. H e r z , Gesammelte Werke, т. 1, стр. 155, Leipzig, 1895. При
этом считалось, что контакт происходит без трения. Когда при распростра-
нении области контакта между соприкасающимися поверхностями не происхо-
дит проскальзывания, задача видоизменяется, если только обе сферы не
в точности одинаковы. Решение при отсутствии проскальзывания для одина-
ковых сфер дал в 1962 г. Гудмэн (L. E. Goodman). Касательные усилия и
крутящие моменты в области контакта учел в своей работе 1949 г. Минд-
лин (R. D. Mindlin). Ссылки на эти работы, а также другие решенные задачи
можно найти в книге: W. Fliigge (ред.), Handbook of Engineering Mechanics,
McGraw-Hill, N. Y., 1962 (в главе, написанной Лубкиным ( J . L. Lubkin),
о контактных задачах).

3 ) г мало по сравнению с ^ и i? s .
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В частном случае контакта сферы и плоскости (рис. 211, а)отно-
шение \/R1 равно нулю, и формула (б) для расстояния MN дает

В случае касания шара и сферической выемки (рис. 211,6) в (б)
величина /?t отрицательна, откуда

Если тела сжимаются вдоль норма-
ли в точке О силой Р, в точке кон-
такта возникнут местные деформа-
ции, приводящие к контакту по
некоторой малой поверхности с кру-
говой границей, называемой поверх-
ностью контакта. Предполагая, что
радиусы кривизны Rx и R3 очень вели-
ки по сравнению с радиусом границы
поверхности контакта, мы можем
при исследовании поверхности кон-

такта применить результаты, полученные ранее для полубеско-
нечных тел. Обозначим через wl перемещение, вызванное местной
деформацией в направлении г1 точки М поверхности нижней

Рис. 210,

/ \"

Рис. 211.

аферы (рис. 210), и через ы<2—такое же перемещение в направ-
лении z3 для точки N верхней сферы. Если считать, что в про-
цессе местного сжатия плоскость касания в точке О остается
неподвижной, то любые две точки тел, расположенные на осях
г1 и га на достаточно большом1) расстоянии от точки О, сбли-
зятся друг с другом на некоторую величину а, а расстояние
между точками М и N (рис. 210) уменьшится на а—(до,+ау2).
Если, наконец, вследствие местного сжатия точки М и N войдут
в область контакта, то получаем

а — (wl-\-wJ) = 21-)-22 = Рг !, (г)
г) Эти расстояния такевы, что деформациями, вызванными сжатием в этих

тачках, м«жн» пренебречь.
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где р" — постоянная, зависящая от радиусов Rt и /?2 и опреде-
ляемая уравнениями (б), (в) или (в'). Таким образом, из геомет-
рических соображений мы находим для любой точки поверхности
контакта зависимость

w1 + wa = a—р7г. (д)

Рассмотрим теперь местные деформации. Из уелевия симме-
трии интенсивность q давления между соприкасающимися телами
и соответствующие деформации симметричны относительно центра
О поверхности контакта. Считая, что рис. 209, а изображает
поверхность контакта и что М—точка на поверхности контакта
нижней сферы, на основании предыдущего параграфа получим
для перемещения wt этой точки формулу

где vx и Ег — упругие постоянные для нижней сферы и интегри-
рование производится по всей области контакта. Аналогичная
формула справедлива и для верхней сферы. Отсюда

^dsd^, (ж)
гд*

k 1иЛ ь
Kl~ nEx ' к*~ пЕ% •

Из фврмул (д) и (е)
(k1 + ki)^qdsd^ = a-f>r\ (и)

Следовательно, нам нужно найти выражение для q, которое
удовлетворяло бы уравнению (и). Покажем, что это требование
удовлетворяется, если предположить, что распределение давле-
ния q по поверхности контакта определяется координатами по-
лусферы радиуса а, построенной на поверхности контакта. Если
qt—давление в центре О поверхности контакта, то

где k = qja—постоянный множитель, определяющий масштаб
принятого распределения давления. Вдоль хорды тп давление q
меняется так, как показано на рис. 209 пунктирной полуокруж-
ностью. Производя интегрирование вдоль этой хорды, находим

где А — площадь полукруга, отмеченного пунктирной линией,
равная 0,5л (а2 — r2sin2i|;). Подставляя это значение в уравнение
(и), находим, что

п/2
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ИЛИ

Это уравнение должно выполняться при любых значениях г, и
следовательно, принятое распределение давления корректно лишь
в том случае, если перемещение а и радиус поверхности кон-
такта а определяются следующими соотношениями:

?f ^ . (227)

Значение максимального давления q0 получается приравниванием
суммы давлений по площади контакта сжимающей силы Р. Для
полусферического распределения давления это дает

— 3 ш -

откуда
Ч (228)

т. е. максимальное давление в полтора раза превышает среднее
давление по поверхности контакта. Подставляя это значение q0

в уравнения (227) и приняв, согласно формуле (б),

находим для двух соприкасающихся шаров (рис. 207) зависимости

зз/Зя
~ V ~1

_ j / "
~ У

9 " '
16

D I D >

vi "г ^а (229)

Предполагая, что оба шара обладают одними и теми же упру-
гими свойствами и принимая v = 0,3, приведем эти зависимости
к виду

а 1 109 VP RlR* , а 1 23
fl-l,lU» у Т/?! + /?, a ~ l ' Z 6

Соответствующее максимальное давление

1/

Для случая шара, вдавливаемого в плоскую поверхность с теми
же, что и у шара, упругими постоянными, подставляя l/Rx — 0
в выражения (230) и (231), получаем следующие формулы:

^ , a = l,23 j / ^ g ^ , <?„ = 0,388 j / ^ p . (232)
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0

Считая # х отрицательным, мы можем также выписать уравнения
для шара, вдавливаемого в сферическую выемку (рис. 211,6).

Зная размер поверхности контакта и действующие на нее
давления, можно определить напряжения, пользуясь методом,
изложенным в предыдущем параграфе1). Результаты этих расче-
тов для точек, расположенных вдоль
осей Ozt и Ог2, показаны на рис. 212.
За единицу напряжения принято мак-
симальное давление q0 в центре повер-
хности контакта. При измерении рас-
стояний вдоль оси г за единицу прини-
мается радиус поверхности контакта а.

Наибольшим напряжением является
сжимающее напряжение az в центре по-
верхности контакта, а два других глав- 2а
ных напряжения в той же точке равны
0,5(1+2v) аг. Следовательно, макси-
мальное касательное напряжение, от
которого зависит текучесть такого ма-
териала, как сталь, в этой точке сравни-
тельно мало. Точка с максимальным ка-
сательным напряжением лежит на оси z
на глубине, равной примерно половине радиуса поверхности
контакта. Эту точку для такого материала, как сталь, можно
считать самой опасной. Максимальное касательное напряжение
в этой точке при v-—0,3 составляет около 0,31<70.

Для хрупких материалов разрушение определяется максималь-
ным растягивающим напряжением. Это напряжение действует на
круговой границе поверхности контакта. Оно действует в ради-
альном направлении и имеет величину

Рис. 212.

Другое главное напряжение, действующее в окружном направ-
лении, численно равно приведенному выше радиальному напря-
жению, но противоположно ему по знаку. Следовательно, вдоль
границы поверхности контакта, где нормальное давление на по-
верхности становится равным нулю, мы имеем чистый сдвиг ве-
личиной <7о(1— 2v)/3. Полагая v = 0,3, получаем значение каса-
тельного напряжения 0,133<7„. Это напряжение намного меньше,
чем максимальное касательное напряжение, вычисленное выше,

*) Такие расчеты провел А. Н . Д и н н и к, Известия Киевского поли-
технического института, К и е в , 1909. См. т а к ж е М. Т. Н u b е г, Ann. Phy-
sik 14, 153 (1904); S. F u c h s , Phys ik Z. 14, 1282 (1913); M. С H u b e r ,
S. F u c h s , Phys ik Z. 15, 298(1914); W . B. M o r t o n , L. J . C l o s e ,
P h i l . Mag. 43, 320 (1922).
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не больше касательного напряжения в центре поверхности кон-
такта, где нормальное давление является наибольшим.

Многочисленные эксперименты подтвердили теоретические ре-
зультаты Герца для материалов, следующих по закону Гука, н
ирн напряжениях, не превышающих предела упругости *).'

§ 141. Давление между двумя соприкасающимися телами.
Более общий случаи 3)

Более общий случай сжатия соприкасающихся упругих тел
можно исследовать таким же образом, как и случай сжатия
сферических тел, рассмотренный в предыдущем параграфе. Про-
ведем касательную плоскость в точке контакта О и примем ее за
плоскость ху (рис. 210). Поверхности тел вблизи контакта, если
пренебречь малыми величинами высших норядков, межно пред-
ставить уравнениями 3)

Расстояние между двумя точками М и N определится тогда
формулой

+ Вз)У2. (б)

Осям х и у можно всегда придать такие направления, чтобы
исчезли члены, содержащие произведения ху. Тогда

Zl + z2 = Ax* + By\ (в)

где А и В—постоянные, зависящие от величин главных кривизн
соприкасающихся поверхностей и от угла между плоскостями
главных кривизн для этих поверхностей. Если обозначить через /?х

и R[ главные радиусы кривизны в точке контакта для одного из
тел, а через R2 и R'2—те же величины для другого тела4), и
через г|э обозначить угол между нормальными плоскостями, со-
держащими радиусы кривизны Rt и R3, то постоянные А и В

х) Ссылки на соответствующие работы можно найти в статье Берндта
(G. B e r n d t , Z. Tech. Physik 3, 14 (1922)). См. также Handbuch der phy-
sikalischen und technischen Mechanik, т. З, стр. 120.

2 ) Эта теория также принадлежит Герцу, см. его упомянутую выше работу.
3) Предполагается, что вблизи точки касания поверхность является глад-

кой и может рассматриваться как поверхность второго порядка.
*) Кривизна тела считается положительной, если радиус кривизны в рас-

сматриваемой точке лежит внутри материала. На рис. 210 обе кривизны тел
положительны. Сферическая выемка на рис. 211 имеет отрицательную кри-
вйВну.
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определятся из следующих уравнений:

Можно показать, что входящие в (в) величины А и В положи-
тельны, так как должна быть положительной сумма z1-\-z2. От-
сюда можно сделать вывод, что все точки с одним и тем же
расстоянием z1

J

rzi лежат на эллипсе. Следовательно, если тела
сдавливаются в направлении, нормальном к касательной плоско-
сти в точке О, то поверхность контакта будет иметь эллиптиче-
скую границу.

Пусть величины a, wlt w% имеют тот же смысл, что и в пре-
дыдущем параграфе. Тогда для точек на поверхности контакта
имеем

W1 + wi + z1 + zi = a, (д)
или

ш\ + w2 = а — Ах2 — By2.

Эта зависимость получена из геометрических соображений. Рас-
смотрим теперь местную деформацию поверхности контакта. Счи-
тая, что эта поверхность очень мала, и применяя уравнение (215),
полученное для полубесконечных тел, получаем для суммы пе-
ремещений w1-\-w2 следующее выражение:

qdA
( e )

где qdA—давление, действующее на бесконечно малый элемент
поверхности контакта, а г — расстояние от этого элемента до
рассматриваемой точки. Интегрирование должно распространяться
по всей области поверхности контакта. Используя обозначения
(226), из формул (д) и (е) получаем

а-Ах*-Ву*. (ж)

Задача теперь состоит в том, чтобы найти распределение давле-
ния, удовлетворяющее уравнению (ж). Герц показал, что это
требование удовлетворяется, если предположить, что интенсив-
ность давления q на поверхности контакта представляется орди-
натами полуэллипсоида, построенного на поверхности контакта.
Максимальное давление тогда, очевидно, будет действовать в цен-
тре поверхности контакта. Обозначая его через q0, а через а и
Ь—полуоси эллиптической границы поверхности контакта, можно



418 ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ [ГЛ. 12

получить максимальное давление из уравнения

Р=

откуда
3 Р (233)

Как видим, это максимальное давление в полтора раза превышает
среднее давление по поверхности контакта. Чтобы вычислить это
давление, мы должны знать величины полуосей а и Ь. Анало-
гично тому, как мы действовали в случае сферических тел, по-
лучаем

(234)
4 (А+В) '

где величина А + В определяется из уравнений (г), а коэффи-
циенты тип являются числами, зависящими от отношения
(В—А)1(А + В). Используя обозначение

п о л у ч а е м з н а ч е н и я тип д л я р а з л и ч н ы х з н а ч е н и й 0, представ-
л е н н ы е в приведенной н и ж е т а б л . И 1 ) .

Т А Б Л И Ц А 11

е=

т =
п =

30

2,731
0,493

8=

от =
я =

35

2,397
0,530

65

1,378
0,759

40

2,136
0,567

70

1,284
0,802

45

1,926
0,604

75

1,202
0,846

50

1,754
0,641

80

1,128
0,893

55

1,611
0,678

85

1,061
0,944

60

1,486
0,717

90

1,000
1,000

Рассматривая, например, контакт колеса с цилиндрическим
ободом радиуса R1 = A0CM С рельсом, имеющим цилиндрический
радиус головки # 2 = 30см, найдем при подстановке l/R[= l/A?2=0
и 1|> = я/2 в уравнения (г)

А + В В-А=±, COS0 = O,135( 6 = 82°15'.
240 240

х ) Эта таблица взята из статьи Н. L. W h i t t e m o r e , S. N. P e t r e n -
k o , N a t l . Bur. Std. Tech Paper 201, (1921). Обобщение на случай 0 < 6 < 30°

д а л Корнхаузер (М. K o r n h a u s e r , J . Appl. Mech. 18, 251—252(1951)).
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Затем путем интерполяции находим из таблицы

/я = 1,104, « = 0,911.

Подставляя найденные значения в уравнения (234) и принимая
£ = 2100 000 кГ/см2 и v = 0,251), находим

а = 0,0314 УТ, b = 0,0259 У~Р.

При силе Р, равной 450 кГ, получаем

а = 0,241сл, 6 = 0,198с,и, лаЬ=0,1Ь0 см*,

где nab площадь контакта, и наибольшее давление в центре
будет

"о = 4^=4500*77^.

Зная распределение давления, можно найти напряжения в лю-
бой точке2). Таким путем было показано, что точка максималь-
ного касательного напряжения лежит на оси z на некоторой
малой глубине zlt зависящей от величины полуосей а и Ь. На-
пример, z1 = 0,47a, когда b/a=l, и zx = 0,24a, когда а/й = 0,34.
Соответствующие значения максимального касательного напря-
жения составляют (при v = 0,3) т т а х = 0,31 и т т а х = 0,32<70-

Рассматривая точки на эллиптической поверхности контакта
и направляя оси х и у по полуосям а и Ь, получаем для глав-
ных напряжений в центре поверхности контакта формулы

°z = — <7о- (к)

Для концов осей эллипса находим ох = — ау и хху = 0. Растяги-
вающие напряжения в радиальном направлении равны сжимаю-
щим напряжениям в окружном направлении. Следовательно,
в этих точках действует чистый сдвиг. Величина этого сдвига
для концов большой оси (х = ± а , г/ = 0) равна

T = ( l-2v)<7 0 J-( iarcthe-l) , (л)

J ) Если v увеличивается от 0,25 до 0,30, полуоси эллипса, определенные
по формулам (234), уменьшаются на 1%, а максимальное давление q0 увели-
чивается примерно на 2%

2 ) Такие исследования проделал Н. М. Беляев (см. Сборник института
инженеров путей сообщения, Петроград, 1917 и сборник статей «Инженерные
сооружения и строительная механика», Петроград, 1924). См. также
Н. R: T h o m a s , V. A. H o e r s c h , Univ. Illinois Eng. Expt l . Sta. Bull. 212,
(1930); G. L u n d b e r g , F. K. G. O d q v i s t , Proc. Ingeniors Vetenskaps
Akad., № 116, Stockholm, 1932. Набор формул и кривых дан в книге: С. L i p -
son, R. С. J u v i n a 11, Handbook of Stress and Strength, гл. 7, N. Y. 1963.
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а для концов малой оси (х = 0, у = ±Ь)

- f arcth-jL (м)

где fi = b/a, е = (1/а)|/я2—Ь". Когда Ъ приближается к а и гра-
ница поверхности контакта приближается к окружности, напря-
жения, определяемые формулами (к), (л) и (м), приближаются

к напряжениям, полученным в пре-
дыдущем параграфе для случая сжа-

i-̂  —j тия шаров.
Более детальное исследование

напряжений для всех точек на по-
верхности контакта показывает1),
что при е < 0,89 максимальное каса-
тельное напряжение определяется
формулой (л). При е > 0,89 макси-
мальное касательное напряжение
действует в центре эллипса и может
быть найдено из приведенного выше
уравнения (к).

При увеличении отношения а/Ь
получаем все более и более узкие
эллипсы контакта, и в пределе при
а/Ь —>• оо приходим к случаю контак-
та двух цилиндров с параллельными
осями 2). Поверхность контакта в этом
случае превращается в узкий пря-

моугольник. Распределение давления q по ширине поверхности
контакта (рис. 213) представится полуэллипсом. Если ось х пер-
пендикулярна плоскости рисунка, через b обозначена половина
ширины поверхности контакта, а через Р' — нагрузка на единицу
длины поверхности контакта, то из полуэллиптического распре-
деления давления получаем

Рис. 213.

откуда
2Р'

(235)

Исследование местной деформации дает для величины b следую-
щее выражение:

(236)

*) См. упомянутую выше работу Н. М. Беляева.
2) Прямой способ получения решения для этого случая с учетом каса-

тельных напряжений на поверхности контакта дал Порицкий (Н. Р о г i t z k у,
J. Appl. Mech. 17, 191 (1950)).
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где Ri и Rt—радиусы цилиндра, a kY и k2 — постоянные, опре-
деляемые уравнениями (226). Если оба цилиндра состоят из
одного и того же материала, a v = 0,3, то

- ( 2 3 7 )

В случае двух равных радиусов R1 = R2 = R

ft = 1,08 j / " ^ . (238)

Для случая контакта цилиндра с плоской поверхностью:

(239)

Исключая Ь из равенств (236) и (235), находим

"- <240>
Если оба цилиндра состоят из одного и того же материала и
v = 0,3, то

ft = 0,418 ]/ r p '*ffi + *'). (241)

В случае контакта цилиндра с плоской поверхностью

(242)

Зная q0 и Ь, можно определить напряжения в любой точке. Эти
расчеты показывают1), что точка с максимальным касательным
напряжением лежит на оси г на определенной глубине. Измене-
ние компонент напряжения с глубиной при v = 0,3 показано на
рис. 213. Максимальное касательное напряжение достигается на
глубине z1 = 0,78b и его величина составляет2) 0,304<70.

§ 142. Соударение шаров

Результаты последних двух параграфов можно использовать при иссле-
довании соударения упругих тел. Рассмотрим, например, соударение двух
шаров (рис. 214), движущихся вдоль оси, соединяющей их центры. Как только
шары при своем движении по отношению друг к другу придут в соприкосно-
вение в точке О, начнут действовать сжимающие силы Р, которые изменяют
скорости шаров. Если обозначить через vt и v2 величины этих скоростей, то

1 ) См. упомянутую выше работу Н. М. Беляева.
2) Контактная теория Герца нашла широкое практическое применение.

Сообщалось об определении контактных напряжений, приближающихся
к 10ъ кГ/см2. См., например, J. В. В i d w e 11 (ред.), Rolling Contact Phenome-
na, Elsevier Publishing, Amsterdam, стр. 430, 406, 1962 [см. также: Н. А. К и л ь-
ч е в с к и й , Теория соударений твердыхтел, Гостехиздат, 1949 (Прим. пер.)].
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их производные в процессе соударения определятся уравнениями

где т1 и тг— массы шаров. Обозначим через а расстояние, на которое сбли-
жаются шары в результате местного сжатия в точке О. Скорость этого сбли-

жения будет равна

а = Vi + 1*2,

и из формул (а) мы находим

v '

Для шаров, у которых размеры и свой-
ства различаются не слишком сильно,

Рис. 214. продолжительность соударения, т. е. вре-
мя, в течение которого шары сохраняют

контакт, очень велика по сравнению с периодом низшей формы коле-
баний шаровх). Следовательно, можно пренебречь колебаниями и считать,
что уравнение (229), которое было выведено для статических условий, сохра-
няет силу и при соударении. Используя обозначения

, / " 1 6
П= У 9я^

из (229) находим

и уравнение (б) принимает вид

*!*•
«1 =

/л, + т2

С = — ППлО.'
3/г

(в)

(г)

(д)

Умножая обе части этого уравнения на а, получаем

откуда после интегрирования

(e)

где v — скорость сближения двух шаров в начале удара. Если подставить
в это уравнение а = 0, то найдем величину сближения в момент максималь-
ной деформации сжатия. Обозначив эту величину через «х, получим

а =( 5 ? У / 8

Зная «!, мы можем, пользуясь уравнениями (229), вычислить максимальное
сжимающее усилие Р, возникающее между шарами в процессе удара, а также
соответствующий радиус поверхности контакта.

J) R a y l e i g h . Phil. Mag., ser. 6, 11,283(1906). Если шары сильно раз-
личаются, в частности, если один из них может рассматриваться как шар бес-
конечных размеров, то период становится очень большим и даже бесконеч-
ным; в таких условиях это утверждение несправедливо. Тем не менее изме-
ренные продолжительности соударения хорошо согласуются с результатами
этой квазистатической теории. См., например, J. N. G o o d i e r , W. E. J a h s-
m a n , E. A. R i p p e r g e r , J. Appl. Mech. 26, 3 (1959).
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Для определения продолжительности соударения запишем уравнение (е)
в следующей форме:

Обозначая <х/а1 = х и используя уравнение (ж), находим, что

л 2 i dx

откуда получаем для продолжительности соударения выражение

t = 2 2 * Г dx = 2,94 - ^ . (243)

о
В частном случае двух одинаковых шаров (сделанных из одного и того же
материала) радиуса R, согласно формуле (ж), имеем

где р — масса единицы объема шара.
Мы видим, что продолжительность соударения пропорциональна радиусу

шаров и обратно пропорциональна v1^. Этот результат был проверен не-
сколькими экспериментаторами*). В случае длинных стержней со сфериче-
скими концами период основного тона колебаний может быть того же порядка,
что и продолжительность соударения и при исследовании местного сжатия
в точке контакта эти колебания2) нужно учитывать.

§ 143. Симметричная деформация круглого цилиндра

В случае круглого цилиндра, находящегося под действием осесимметрич-
ных сил, приложенных к его боковой поверхности, введем функцию напряже-
ний ф в цилиндрических координатах и применим уравнение (190)3). Это
уравнение удовлетворяется, если взять для функции напряжений <р решение

!) М. H a m b u r g e r , Wied. Ann. 28, 653 (1886); А. Н. Д и н н и к ,
Записки русского физико-химического общества. 38, 242 (1906); 41, 57 (1909).
Дальнейшая библиография по этому вопросу дана в книге: Handbuch der
physikalischen und technischen Mechanik т. З, стр. 448, 1927.

2) См. стр. 508. Продольное соударение стержней со сферическими кон-
цами было рассмотрено в статьях: J. E. S e a r s , Ргос. Cambridge Phil. Soc. 14,
257 (1908); Trans. Cambridge Phil. Soc. 21, 49 (1912). Продольное соударение
стержней с учетом местного сжатия исследовал С. П. Тимошенко (S. T i m o-
s h e n k o , Z. Math. Physik 62, 198 (1914)).

s ) Задача о деформации круглого цилиндра под действием сил, прило-
женных к его поверхности, рассматривалась Похгаммером (L. P o c h g a m -
m e r , Crelle's J. 81 (1876)). Некоторые задачи о симметричной деформации
цилиндров рассматривал Кри (С. C h r e e , Trans. Cambridge Phil. Soc. 14,
250 (1889)). См. также статью L. N. G. F i l o n , Trans. Roy. Soc. (London),
ser. A, 198 (1902), которая содержит решения нескольких задач о симмет-
ричной деформации цилиндра, представляющих практический интерес.
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уравнения

дг* +г dr+dz* { )

в форме
q> = /(/-) sin kz, (б)

где f—функция только одной переменной г. Подставляя выражение (б)
в уравнение (а) для определения / (г), получаем следующее обыкновенное
дифференциальное уравнение:

Этому дифференциальному уравнению удовлетворяют модифицированные функ-
ции Бесселя (первого и второго рода) нулевого порядка с аргументом kr.
Решение, соответствующее сплошному цилиндру, легко получается непосред-
ственно в виде ряда

[(r)=ao-}-alr*-}-a2r* + a3r
3+... (г)

Подставляя этот ряд в уравнение (в), получаем следующее соотношение
между последовательными коэффициентами ряда

откуда

ai=-^a0, а2 = — а , = g 2 ^ a0...

Подставляя эти зависимости в ряд (г), имеем

к*г* , k«r* .

Ряд в скобках в уравнении (д) является функцией Бесселя нулевого порядка
от мнимого аргумента ikr, которая обычно обозначается через /0 (kr). В по-
следующем мы будем пользоваться для этой функции обозначением / 0 (ikr)
и записывать функцию напряжений (б) в виде

ф! = a0Ja (ikr) sin kz. (e)

Уравнение (190) имеет также решения, отличные от решений уравнения (а).
Одно из этих решений можно получить из вышеприведенной функции J0(ikr).
После дифференцирования имеем

gja{iKr)_ inr . к г яг яг .

d(ikr) 2 [ r 2 - 4 r 2 - 4 2 . 6 r 2 . 4 2 . 6 2 - 8 T " 1 J ' v '

Эта производная, записанная с отрицательным знаком, называется функцией
Бесселя первого порядка и обозначается через / t (ikr). Рассмотрим теперь
функцию

* * F / " t v " # F / * * v К / 1 1 1 " * ' I f V f t I

(И)

Путем дифференцирования можно показать, что

Затем, учитывая, что Уо (ikr) является решением уравнения (в), получаем,
что /j (r) будет решением уравнения

dr J \ dr% ' г dr
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Следовательно, решение уравнения (190) можно принять в форме

Ф2 = а1 sin kz (ikr) Ух (ikr). (к)

Комбинируя решения (е) и (к), мы можем взять функцию напряжений в виде

Ф = sin kz [а0Ус (ikr)-\-аг (ikr) J1 {ikr)]. (л)

Подставляя эту функцию напряжений в уравнения (189), находим следующие
выражения для компонент напряжений:

or = coskzla0F1(r)+a1F2(r)] xrz = sin kz [a0F3 W + a^t (/•)], (м)

где Fr (г), . . . , FA (r)—некоторые функции от г, содержащие Ja (ikr) и Jr (ikr).
Используя таблицы бесселевых функций, можно легко вычислить значения
Ft (г), ..., Ft(r) для любого г.

Если обозначить через а внешний радиус цилиндра, то силы, приложен-
ные к его поверхности, согласно формулам (м), определятся следующими
значениями компонент напряжений:

a)]< T r z = sin kz [auF3 (a)-\-a1Fi(a)]. (н)

Путем соответствующего подбора постоянных к, а0, ах можно исследовать
различные случаи симметричного нагружения цилиндра. Обозначая длину
цилиндра через I и принимая

пп _,

получаем значения постоянных а0 и аг для случая, когда на боковой поверх-
ности цилиндра действует нормальное давление Ап cos (nnz/l). Случай, когда
п = 1 , представлен на рис. 215. Аналогичным образом можно получить реше-
ние в случае, когда на поверхности цилиндра действуют касательные усилия
интенсивности Вп sin (nnz/l).

Полагая п = 1 , 1, 3, . . . и используя принцип суперпозиции, приходим
к решениям задач, в которых нормальные давления по поверхности цилиндра
можно представить рядом вида

лг , „ 2яг . . Злг , , ч

C O S - J - + J 4 2 C O S - 7 ~ i лз c°s —.—!-•••> (°)•Ч

а касательные усилия — рядом вида

_ . лг . _ . 2лг , D . 2лг . . .
Bt sin y-J-^ i s l n —j--T°2 S l n ~7~ " Г " • (n)

Если выражение для функции напряжений ф вместо (б) искать в виде

Ф = / (г) cos kz,

и рассуждать далее так же, как и раньше, то вместо выражения (л) получим
функцию напряжений

ф = cos kz [b0J0 (ikr) + b1 (ikr) Jj (ikr)]. (p)

С помощью надлежащего выбора постоянных k, 60, 6, получаем решение
для случая, когда нормальные давления, действующие на цилиндр, представ-
ляются рядом по синусам, а касательные усилия — рядом по косинусам. Таким
образом, комбинируя решения (л) и (р), мы можем получить любое осесим-
метричное распределение нормальных и касательных усилий по поверхности
цилиндра. В то же время могут также действовать усилия, распределенные
по концам цилиндра. Накладывая простое растяжение или сжатие, мы всегда
можем сделать результирующие этих усилий равными нулю, и тогда в соот-
ветствии с принципом Сен-Венана их влиянием на распределение напряжений
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вдали от концов можно пренебречь. Несколько примеров симметричного
нагружения цилиндров рассмотрел Файлон в уже упоминавшейся статье1).
Мы приведем здесь конечные результаты его решения для случая, показан-

-Ч-/-
j

1 \

1ч ia

>

•т-а-—

• - ! •

7 —

•
1/6

Ьз г
1
1
1/6

\

Рис. 215. Рис. 216.

ного на рис. 216. Цилиндр, длина которого равна па, подвергается растяжению
касательными усилиями, равномерно распределенными по указанным на ри-

I сунке частям поверхности. Представляет практи-
ческий интерес распределение нормального напря-
жения о> по поперечным сечениям цилиндра. В
табл. 12 приведены отношения этих напряжений к
среднему растягивающему напряжению, получен-
ному делением полного растягивающего усилия на
площадь поперечного сечения цилиндра. Можно убе-

Рис. 217. диться, что местные растягивающие напряжения
вблизи нагруженных частей поверхности быстро

убывают по мере удаления от указанных частей поверхности и приближаются
к среднему значению.

Т А Б Л И Ц А 1 2

2

0
0,05/
0,10/
0,15/
0,20/

0,689
0,673
0,631
0,582
0,539

г=0,2о

0,719
0,700
0,652
0,594
0,545

г=0,4а

0,810
0,786
0,720
0,637
0,565

/•=0,6а

0,962
0,937
0,859
0,737
0,617

г=а

1,117
1,163
1,344
2,022
1,368

Другое приложение общего решения задачи, выраженное через бесселевы
функции, было дано Надаи при исследовании изгиба круглых пластинок
силой, приложенной в центре а ) (рис. 217). Метод, основанный на использо-
вании преобразования Ханкеля и применимый к толстым плитам, полубеско-
нечному телу, контактным задачам и задачам о круговой трещине, широко
использовал Снеддон 3 ) .

г ) См. упомянутую выше работу. См. также G. P i c k e t , J . Appl. Mech.
И, 176 (1944).

2) A. N a d a i , Elastische Platten, 1925, стр. 315.
3) I. N. S n e d d o n , Fourier Transforms, McGraw-Hill, New York, 1951.

[Русский перевод: И. Н. С н е д д о н , Преобразования Фурье, ИЛ, 1957].
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§ 144. Круглый цилиндр под действием
опоясывающего давлениях)

Когда производится посадка короткого кольца на значительно более длин-
ный вал, то обычные формулы расчета посадки, предполагающие, что кольцо
и вал имеют одинаковую длину, являются неточными. Намного лучшее при-
ближение можно получить, рассматривая задачу, показанную на рис. 218, а,

т. е. задачу для длинного цилиндра при равномерном нормальном давленииа) р,
действующим на опоясывающей части поверхности ABCD.

Искомое решение можно, очевидно, получить, накладывая друг на друга
решения для двух распределений давлений, показанных на рис. 218,6. Таким
образом, основная задача, решение которой мы сейчас дадим, сострит в опре-
делении действия давления р/2 на нижней половине цилиндрической поверх-
ности и —р/2 на ее верхней половине.

Начнем с определения функции напряжений, описываемой уравнением (р)
§ 143, записывая /„ (kr) вместо Jo (ikr) и ilx (kr) вместо J1 (ikr). Положим
также bo = pb1. Тогда

<р = [р/0 (kr) - krlx (kr)] bx cos kz. (a)

Эта функция напряжений удовлетворяет уравнению (190) при любых значе-
ниях k. Если считать, что k меняется в некоторой области, мы можем пред-
положить, что Ьх зависит от ft и от приращения dk, и записать

Подставляя это выражение в формулу (а) и складывая все полученные таким

!) М. V. B a r t o n , J. Appl. Mech, 8, А-97 (1941); A. W. R a n k i n,
там же 11, А-77 (1944); С. J. T r a n t e r , J. W. C r a g g s , Phil. Mag. 36,
241 (1945).

2) Расчет упругого кольца, посаженного с нагревом на длинный упругий
вал, без учета трения дал Окубо (Н. О k u b о, Z. Angew. Math. Mech. 32,
178—186 (1952)). Приближенные решения для случая посадки жесткой муфты
с трением и без него дали Конвей и Фарнхэм (Н. D. Со п w a y ,
К. A. F a r n h a m , Intern. J. Eng. Sci. 5, 541—554 (1967); см. также
W. F. Y a u , SIAM J. Appl. Math. 15, 219—227 (1967).

Закругление острых углов понижает особенность в напряжениях, сводя
ее к местному пику, формулы для определения которого дали (без учета
трения) Гудьер и Лоутценгейзер (J. N. G о о d i е г, С. В. L o u t z e n h e i s e r ,
J. Appl. Mech. 32, 462—463 (1965)).
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образом функции напряжений, получаем более общую функцию напряжений
в форме

со

ф = f [p/0 (kr) — krlx (kr)\ f (k) cos kz dk. (6)
о

Убедимся теперь, что можно выбрать функцию f (k) таким образом, чтобы
рассматриваемая функция напряжений дала решение нашей задачи.

Из формул (189) находим, что касательное напряжение выражается фор-
мулой

т „ = ^ [pkl'tl(kr)-kirl[(kr)-kh(kT) — 2k(\ — \)l'0(kr)\k2f(k)co&kzdk, (в)
о

где штрих обозначает дифференцирование по kr. Это напряжение должно
обращаться в нуль на поверхности г=а. Полагая в выражении в скобках
г —а и приравнивая эту скобку нулю, получаем уравнение для р, которое
дает

Остальные граничные условия имеют вид

о>=-^- при r = a, z > О,

р СД)
о > = — - у при г —а, г < 0.

Значение о>, получение из (б) с помощью формул (189), имеет вид

k3f (k) sin kz dk. (e)

о

Воспользуемся 1 еперь известной формулой 1)

(л
•j при г > 0 .

dfe= 0 при г 0, (ж)

I я
[™bLdk=\ 0 при z = 0.

я
- у при г < 0 .

Умножив эти равенства на р/я, получим

| | - при г > 0 .

0

S l n i " - ' 0 при г = 0, ( и )

- 4 при г < 0 ,

Где значения справа являются граничными величинами для o>, определяемыми
формулами (д). Следовательно, граничные условия (д) удовлетворяются, если
сделать правую часть уравнения (е) при г = а, тождественно равной левой

х) См., например, I. S. S o k o l n i k o f f , Advanced Calculus, McGraw-
Hill, New York, 1939, стр. 362.
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части уравнения (и). Это условие требует выполнения равенства

~ka
lx(ka) (к)

1ft OS 03

Рис. 219.

которое и служит для отыскания / (k). Компоненты напряжения находятся
затем по функции напряжений (б) с помощью формул (189) и будут интегра-
лами того же вида, что и ин-
тегралы в формуле (е), кото-
рая определяет аг. Значения,
полученные с помощью числен-
ного интегрирования, приведе-
ны в статье Ренкина, упомяну-
той на стр. 427. Кривые на
рис. 219 показывают изменение
напряжений в осевом направле-
нии для различных значений
радиального расстояния и дают
также изменение перемещений
на поверхности.

Эти кривые воспроизведены
из статьи Бартона (см. стр. 427)
и были получены другим ме-
тодом с использованием рядов
Фурье. Из этих кривых с по-
мощью суперпозиции можно получить результаты для задачи, показанной
на рис. 218, как описывалось в начале этого параграфа. Кривые для напря-
жений и перемещений при полосах нагружения разной ширины приведены
в упомянутых статьях. Когда ширина равна радиусу цилиндра, тангенциаль-
ное напряжение на поверхности и посередине нагруженной полосы достигает
значения, примерно на 10% превышающего приложенное давление, и является,
разумеется, сжимающим. Осевое напряжение аг на поверхности в месте, где
кончается нагрузка, становится растягивающим и составляет примерно 45%
от приложенного давления. Касательное напряжение хгг достигает наибольшего
значения, равного 31,8% приложенного давления, по концам нагруженной
полосы АВ и CD (рис. 218) в точках, близких к поверхности.

Если давление прикладывается по всей криволинейной поверхности ци-
линдра, то независимо от его длины получаем просто сжимающие напряжения
аг и Од, равные приложенному давлению, и напряжения аг и xrz исчезают.

Таким же путем можно получить решения для опоясывающего давления
на границе полости в бесконечном теле ]) и для опоясывающего давления у
одного из концов сплошного цилиндра 2 ) .

§ 145. Решение Буссинеска в виде двух гармонических функций

Решения, полученные в этой главе для осесимметричных задач при отсут-
ствии кручения, до сих пор были выражены через одну бигармоническую
функцию Лява ф. Еще раньше общая форма решения, выраженного через две
гармонические функции, была дана Буссинеском 3 ). Позднее она широко ис-
пользовалась в задачах, несколько более сложных, чем рассмотренные нами,
например в решениях Нейбера для задач об осевом растяжении тел, ограни-

г) С. J . T r a n t e r , Quart. Appl. Math. 4, 298 (1946); О. L. B o w i e ,
Quart. Appl. Math. 5, 100 (1947).

2 ) С J . T r a n t e r , J . W. C r a g g s , Phi l . Mag. 38, 214 (1947).
3 ) J . B o u s s i n e s q , Applications des Potentiels a l 'Etude de l 'Equil ibre

et du Mouvement des Solides Elastiques, Gautier-Villars, Paris, 1885.
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ченных эллипсоидами и гиперболоидами вращения. Эти решения упоминаются
на стр. 252 (другие задачи, приведенные там неосесимметричны) в связи с
представлениями Папковича-Нейбера для перемещения через четыре гармони-
ческие функции. Выведем теперь из этих более общих представлений формулы
Буссинеска. Для четырех гармонических функций ф0, фц ф2, ф3 (см. § 88)
принимаем следующие выражения (обозначив 4а=1/(1 —v));

Ф о = — — ®(г, г), ф! = ф2 = 0, ф 3 = — aVir, z), (a)

где функции Ф и Т не зависят от 9 и являются гармоническими, т. е.

у2ф = о, v2 xF = 0. (б)

Оператор Лапласа V2 имеет здесь тот же вид (а), указанный на стр. 384.
Перемещение в равенствах (а) § 88 можно разложить на части, являющиеся

вкладами функций ф0, . . . , ф 3 в отдельности. Тогда вклад в перемещение от
Фо будет вектором — а{*гас1ф0, который теперь определится следующими ком-
понентами в цилиндрических координатах:

дФ п дФ\

Вклад в перемещение от ф3 составит

(и„ vt, wJ = (j£L, 0, z J ^ _ ( 3 - 4 v ) ( 0 , 0, V). (г)
Перемещение

(и, v, w) = (иг + и2, vx + v3, w, -\-w2) (д)

совпадает с формой для перемещения, данной Буссинеском *).

§ 146. Растяжение винтовой пружины
(винтовые дислокации в кольце)

Для некоторых важных задач, имеющих практический интерес, напряже-
ния осесимметричны, тогда как поле перемещений не обладает этим свойством.

При этом, если недеформированная граница яв-
ляется поверхностью вращения, то деформирован-
ная ею не будет.

В качестве примера рассмотрим винтовую
пружину, растягиваемую силами Р. Любой отре-
зок пружины находится в равновесии под дейст-
вием двух равных по величине и противополож-
ных по знаку сил Р, как показано на рис. 220.
Касательные напряжения в любом сечении дают

/с я р ^ осевую результирующую силу Р и могут быть для
всех сечений одинаковыми. Если радиус сечения
р0 не мал по сравнению с радиусом витка Ro,
элементарная теория, хорошо известная в сопро-
тивлении материалов, становится неверной. В ней
каждый малый участок, расположенный между

двумя сечениями, рассматривается как прямой цилиндр, скручиваемый парой
PR0. Соответствующее касательное напряжение имеет в цилиндрических ко-
ординатах не равные нулю компоненты T f 6 и T 6 Z , которые не зависят от 9.
Наличие шага осевой линии спирали не учитывается.

х) Относительно применений этой формы и формы Папковича—Нейбера
см. обзорную статью Штернберга (Sternberg), упомянутую выше.
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Чтобы найти решение общих уравнений, учитывающее кривизну витков
1/7?0, упростим сначала задачу с помощью полуобратного метода Сен-ВеНана.
Рассмотрим перемещение в форме

), ш=св, (а)

где с—постоянная, которую мы позже свяжем с Р. Определяя компоненты
деформации из формул (179), находим, что ег, е 6, е г и ^ е равны нулю и что

Таким образом, не равными нулю являются лишь компоненты напряжений
хгв и Т6г- Будучи независимыми от 6, они для всех сечений одинаковы. Три
уравнения равновесия (180) приводятся к уравнению (в) § 119 и мы снова
получаем функцию напряжений <р(г, г), входящую в формулы (г) § 119,
которые имеют вид

Из условий (б) и (в) легко получить, что эти дифференциальные уравнения
удовлетворяются, если ф и f удовлетворяют в отдельности уравнениям

* Ф _ з а р , * Ф _ _ 2 О с м

С помощью оператора Лапласа

уравнения (г) и (д) можно переписать в виде

^)V = 0. (ж)

Перемещения (а) отличаются от тех, которые рассматривались в § 119, лишь
введением компоненты w^cQ1). Соответственно уравнения (б), (в), (г) и (д)
сводятся к форме, приведенной в § 119, если принять с = 0.

Поскольку уравнения (в) совпадают с уравнениями (г) § 119, условие на
свободной граничной поверхности вращения совпадет с равенством (и) § 119,
т. е. будет иметь вид

ф = const. (и)

Если не учитывать наличия шага, один виток недеформированной винто-
вой пружины из круглой проволоки можно считать тором, порождаемым вра-
щением относительно оси 2 круга, как показано на рис. 221. Два конца витка
не соединены. На них действуют одинаковые по величине, но противополож-
ные по знаку распределения касательного напряжения с результирующими Р,
направленными вдоль оси г. Если приложить эти силы, то между двумя кон-
цевыми сечениями возникнет разрыв в осевом перемещении, который в соот-
ветствии с (а) составляет

Ия-Ив-в = с 2 я- (к)

*) Перемещения в задаче § 117 также обладают такой компонентой и пред-
ставляют фактически ЧЕСТНЫЙ случай формул (а), получаемый, если принять
функцию ¥•(/•, г) равной Аг.
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Для решения задачи требуется найти функцию ф (г, г), которая удовлетво-
ряет уравнению (г) внутри окружности, изображенной на рис. 221, и посто-
янна на ней. Это решение в форме ряда в тороидальных координатах получил
Фрейбергер *). Координатные поверхности этой системы порождаются враще-
нием плоской биполярной системы, изо-
браженной на рис. 120, относительно
оси х, которую нужно считать верти-
кальной и соответствующей оси г на
рис. 221 (третье семейство координат-
ных поверхностей состоит из плоскостей
6 = const). Выкладки, по необходимости
довольно сложные, здесь не приводят-
ся. Основные результаты2) представле-
ны в табл. 13 и на рис. 222. Таблица

Рис. 221. Рис. 222.

дает зависимость между относительным осевым перемещением 2пс (полу-
чаемым по формуле (к)), соответствующим «растяжению» одного витка, и вызы-
вающим его силой Р. Сила Р является осевой растягивающей силой в

ТАБЛИЦА 13

,025 1,017 1,007 1,006 1,004

10

1,001

одно- или многовитковой «винтовой пружине с пренебрежимо малым шагом».
Мы можем записать

(л)

Это соотношение представляет собой безразмерную зависимость, содержащую
величины Я и 2пс. Значения б для нескольких значений R0/p0 приводятся
в таблице. В каждом данном случае, зная /?О/Ро и 6\ находим из (л) значе-
ние отношения

G (2яс/р 0)'

1) W. F r e i b e r g e r , The Uniform Torsion of an Incomplete Tore, Austra-
lian J. Sci. Res., ser. A, 2, 354—375 (1949). Дальнейшие результаты, включая
решения для проволоки прямоугольного сечения, обсуждаются в работе
R. S c h m i d t , J. Appl. Mech. 31, 154 (1964).

2) Взятые из упомянутой работы Фрейбергера (Freiberger).
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После этого при заданных р 0 и G будем иметь отношение Р/(2лс), т. е.
жесткость одного витка пружины. Элементарная теория соответствует
значению 6 = 1 . Значение, даваемое таблицей при ^ 0 / р о = 1 0 , очень близко
к 1. Даже при /?0/р0 = 3 (толстая проволока) отклонение от 1 составляет
лишь 0,025.

Касательное напряжение в круговом сечении на круговой границе будет
обязательно направлено по дуге окружности. Оно достигает наибольшего зна-
чения в точке А, рис. 221. Наименьшее значение на круговой границе до-
стигается в точке В. Эти значения можно получить с помощью безразмерного
коэффициента К, входящего в формулу

Т = 1\ — г,

Зависимости К от /?0/р0 Для точки А (верхняя кривая) и для точки В
(нижняя кривая) показаны на рис. 222. Элементарная теория дает значение
К=1 для тонкой проволоки (т. е. когда отношение R0/p0 велико). Как по-
казывает рис. 222, отклонения от элементарного решения значительны, осо-
бенно для малых значений R0/p0 (т. е. для толстой проволоки).

Кривая1), помеченная на рис. 222 символом W, получена из элементар-
ной теории путем внесения поправок для кривизны 1//?0 и сдвигающего уси-
лия Р (по элементарной теории напряжение определяется только «крутящим»
моментом PR0). При расчете винтовых пружин может оказаться значительной
также поправка, учитывающая шаг пружины2).

§ 147. Чистый изгиб части круглого кольца

Рассматривается задача, представленная графически на рис. 223. Напря-
женное состояние будет вновь осесимметричным, если изгибающие моменты М
приложены путем соответствующего распределения
нормального напряжения по концевым сечениям. То
же самое распределение в этом случае реализуется
и в любом другом поперечном сечении, приведенном
плоскостью, проходящей через ось г. Приближенные
значения напряжений можно получить с помощью
обычной теории тонких балок из сопротивления ма-
териалов и с помощью теории толстых кривых брусь- 3 '
ев Винклера. Другое приближенное решение полу-
чил Гёнер из общих уравнений осесимметричной
задачи теории упругости с помощью внесения ряда
поправок в теорию изгиба тонких балок. В при- Рис. 223.
веденной табл. 14 дано сравнение этих приближен-
ных значений с решением общих уравнений в рядах, полученным в работе
Садовского и Штернберга, из статьи которых3) и взята эта таблица. В этой
статье освещается также история рассматриваемой задачи, а также задачи
из § 146 со ссылками на литературу.

!) См. А. М. W a h l , J. Appl. Mech. 2, А-35—37 (1935).
2) Систематическое исследование поправок, получаемых из общих реше-

ний как для кривизны, так и для наклона, дано в трех статьях Анкера и
Гудьера (С. J. A n c k e r , J. N. G o o d i e r , J. Appl. Mech. 25 (1958), стр.
466—470, 471—483, 484—495). См. также обсуждение этих статей в работе:
А. М. W a h l , J. Appl. Mech. 26, 312—313 (1959).

3 ) M . A. S a d o w s k y , E. S t e r n b e r g , J. Appl. Mech. 20, 215—226
(1953).
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Т А Б Л И Ц А 1 4

Точка А

Точка В

Садовский —
Штернберг

— 1,273

0,891

Гёнер

-1,200

0,851

Винклер

-1,175

0,867

Теория
тонких

стержней

[гл. 12

В таблице даны значения npla/(4M) в точках А и В (рис. 223) для ил-
люстративного случая /?0/р0*=5. v = 0,3.



Глава 13

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

§ 148. Простейшие случаи распределения температурных
напряжений. Метод устранения деформаций

Одной из причин появления напряжений в сплошном теле
является неравномерный нагрев. С увеличением температуры
элементы тела расширяются. Такое расширение в сплошном теле
обычно не может происходить свободно, и вследствие нагрева
возникают напряжения.

С этими напряжениями можно связать, например, появление
трещин в стекле, когда его поверхность подвергается быстрому

0

•
с

с

Рис. 224.

нагреву. Другим примером является усталостное разрушение1)
в результате изменений температуры. Последствия таких темпе-
ратурных напряжений следует учитывать во многих видах инже-
нерных расчетов, например в расчетах турбин, реактивных дви-
гателей и ядерных реакторов.

Простые задачи о температурных напряжениях можно легко
свести к уже рассмотренного типа задачам о действии усилий
на границе тела. В качестве первого примера рассмотрим тонкую
прямоугольную пластинку постоянной толщины, в которой тем-
пература Т является четной функцией от у (рис. 224) и не
зависит от х и г. Продольное температурное расширение аТ бу-
дет полностью устранено, если приложить к каждому элементу

х) См., например, L. F. Coffin, Trans. ASME 76, 931 (1954).
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пластинки продольное напряжение

о'х = — аТЕ, (а)

которое является сжимающим, если температура Т положи-
тельна. Поскольку в поперечном направлении пластинка расши-
ряется свободно, приложение напряжения (а) не вызовет попе-
речных нормальных напряжений. Для того чтобы напряжение (а)
действовало по всей пластинке, остается только распределить
сжимающие усилия величиной (а) по концам пластинки. Эти сжима-
ющие усилия полностью устранят любое расширение пластинки
в направлении оси х, связаннее с ростом температуры Т. Чтобы
получить температурные напряжения в пластинке, свободной от
внешних усилий, мы должны наложить на напряжения (а) такие
напряжения, которые вызываются в пластинке растягивающими
усилиями интенсивностью аТЕ, распределенными по концам.
Эти силы имеют результирующую

aTEdy

и на достаточном расстоянии от концов вызывают приблизи-
тельно равномерное распределение растягивающих напряжений
интенсивностью

+ с
•i- f аТЕ Ay.

- с

При этом температурные напряжения в пластинке со свободными
концами, на достаточном удалении от последних, определятся
формулой

+ с

(б)

Считая, например, что температура распределяется по парабо-
лическому закону

т — Т (у £-\
1 — л О ' -2 »

из уравнения (б) получаем

( £ ) (в)
Это распределение напряжений показано на рис. 224, б. Вблизи

концов распределение напряжений, вызываемых растягивающими
усилиями, неоднородно и должно рассчитываться методами, учи-
тывающими влияние концов, подобно тому, как это сделано
в §§ 28 и 93.
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Если распределение температуры Т не симметрично по отно-
шению к оси х, то следует вновь исходить из сжимающего на-
пряжения (а), устраняющего деформацию гх. В несимметричных
случаях это напряжение вызывает не только результирующее

+ с

усилие — \ aETdy, но также и результирующий момент
— с

+ с

\ aETydy. Чтобы удовлетворить условиям равновесия, нужно
— с
наложить на сжимающие напряжения (а) равномерное растяже-
ние, определенное так же, как и ранее, и напряжения изгиба
ох = ау/с, определенные из условия, чтобы момент от усилий,
распределенных по поперечному сечению, равнялся нулю. Тогда

откуда
+ с + с

| = ^ r j aETydy, о"х=^§ aETydy.
- с - с

В результате полное напряжение
+ с + с

± j aETdy + ̂ § aETydy. (г)

- с
При этом предполагается, что пластинка является тонкой

в направлении оси г. Допустим теперь, что ее размер в направ-
лении оси г велик. Тогда получим пластинку со срединной пло-
скостью xz и толщиной 2с. Пусть, как и ранее, температура Т
не зависит от х и z и является функцией одной только пере-
менной у.

Свободное температурное расширение элемента пластинки
в направлениях х и z будет полностью устраняться приложением
напряжений ах и стг, полученных из соотношений (3), в которых
полагается гх = г2=— аТ, сгу = 0. Эти соотношения тогда дадут

аЕТ , .
ах = °г = — у—^ • (Д)

Элементы можно привести в такое состояние с помощью при-
ложения к краям х = const, у = const сжимающих усилий, рас-
пределение которых дается формулой (д). Температурные напря-
жения в пластинке, свободной от внешних усилий, получаются
наложением на напряжения (д) напряжений, вызванных прило-
жением по краям равных по величине и противоположных по
знаку усилий. Если Т — четная функция у, такая, что ее среднее
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значение по толщине пластинки равно нулю, то результирующее
усилие на единицу длины края также равно нулю, и согласно
принципу Сен-Венана (§ 19) оно вызывает напряжения только
вблизи края.

Если среднее значение температуры Т не равно нулю, то
равномерное растяжение в направлениях х и г, отвечающее ре-
зультирующему усилию на краю, должно быть наложено на
сжимающие напряжения (д). Кроме того, если распределение
температуры несимметрично относительно плоскости хг, мы
должны добавить напряжения изгиба. Таким путем приходим
окончательно к формуле

, (e)

которая аналогична формуле (г). По формуле (е) легко найти
температурные напряжения в пластинке, если известно распре-
деление температуры по ее толщине.

Рассмотрим, например, пластинку, которая вначале имеет всюду одина-
ковую температуру То, а затем охлаждается путем установления на поверх-
ностях у= ± с постоянной температуры Т i). С помощью метода Фурье рас-
пределение температуры в каждый момент времени t можно определить
выражением

i ( V * f i ^ ) (ж)

где pv Рз = 32/?1 P n = n2Pi. ••• — некоторые постоянные. Подставляя (ж)
в равенство (е), находим

х г e P l ± C 0 S
1—v) L V я 2 с

2 . Ъ

По прошествии некоторого времени первый член приобретает доминирующее
значение, и мы можем принять

4аЕ(Т0—7\) nif 2 пу \
а , = а г = fr^—-Ле-Pi' — — c o s - ^ - .

* г я(1—v) \ n 2c J

При у = ± с получаем растягивающие напряжения

* г я(1 — v) п

На срединной плоскости у = 0 имеем сжимающие напряжения

- ±
п

х ) Эту задачу рассматривал Р э л е й ( R a y l e i e h , P h i l . Мае. , ser. 6, 1, 169
(1901)).
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Точки с нулевыми напряжениями получаются из уравнения

откуда
у=± 0,560с.

Если на поверхностях пластинки у = ±с устанавливается
различная температура Т1 и Т2, то через некоторое время воз-
никнет стационарное состояние теплового потока и температура
после этого определяется линейной функцией

7'=4(Ti+7\) + y(7 ' i -7 ' 1 )£. (к)

Подстановка выражения (к) в равенство (е) показывает, что
температурные напряжения будут равны нулю1), если, конечно,
на пластинку не наложены внешние связи. Если ее края пол-
ностью защемлены и не могут перемещаться и вращаться, то
напряжения, вызываемые нагревом, определятся уравнениями-(д).
Например, если Т2 = — Т1г то из (к) имеем

T = Tt±, (л)
а уравнения (д) дают

Максимальное напряжение определяется по формуле
Г"Т1

(<**)т.х = Ютах = Т = 7 ' М

Толщина пластинки в эту формулу не входит, однако в случае
толстых пластинок разность температур между поверхностями
обычно больше, чем для тонких. Следовательно, толстая плас-
тинка из хрупкого материала более подвержена разрушению
из-за температурных напряжений, чем тонкая.

Если, как это встречается во многих приложениях, одна по-
верхность пластинки находится в контакте с нагретым газом
с периодически меняющейся температурой, температура Т в плас-
тинке будет испытывать соответствующие циклические измене-
ния, которые накладываются на стационарный тепловой поток.
Амплитуда температурных изменений в материале пластинки у ее

*) В общем случае, когда Т является линейной функцией х, у, г, дефор-
мации, отвечающие свободному температурному расширению элемента, опре-
деляются по формулам

Они удовлетворяют условиям совместности (125) и не вызывают температур,
ных напряжений (см. задачу 2 на стр. 286).
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поверхности обычно мала по сравнению с температурой нагре-
того газа. Кроме того, амплитуда температуры в пластинке
быстро убывает1) с увеличением расстояния от поверхности
пластинки. Например, при ПО циклах в минуту амплитуда тем-
пературы в стальной пластинке толщиной 3,5 см оказалась
равной 10 °С на поверхности и 0,33 °С на глубине 0,5 см ниже
поверхности, тогда как температура газа обладала амплитудой
640°С. В таких условиях второй и третий члены в выражении
(е) становятся очень малыми по сравнению с первым, что дает
изменение напряжения ±376 кГ/см2 при Т = 10°С, ее = 1,25-10~52).

В качестве следующего элементарного примера рассмотрим
шар большого радиуса и допустим, что в малом сферическом
объеме радиуса а в центре большого шара происходит повыше-
ние температуры на величину Т. Поскольку малый сферический
элемент не может свободно расширяться, на его поверхности
возникнет давление р. Радиальное и тангенциальное напряжения,
вызываемые этим давлением в любой точке шара радиуса г > а,
можно вычислить по формулам (207) и (208). Считая, что внеш-
ний радиус шара очень велик по сравнению с а, получаем из
этих формул

3 3

На расстоянии r = a от центра получаем

0г = — Р> at = -rrp'

и увеличение этого радиуса, вызванное приложением давления р,
составляет

^ = (oBt)r=a = -Y[at-v(ar + at)]rma = ^-(l+v).

Это приращение должно быть равно приращению радиуса на-
гретого сферического элемента, вызываемого повышением темпе-
ратуры и давлением р. Таким образом, получаем уравнение

are—£ (l-2v) = U.
откуда

2 аТЕ

Подставляя это значение в уравнение (о), получаем формулы
для напряжений вне нагретого элемента

аТЕа3 1 аТЕа3

a )°r~ 3 ( 1 — v ) r 3 ' " * ~ 3 (Г—v)"

: ) Решения таких температурных задач даются в книгах по теплопро-
водности. См., например, Н. S. С а г 1 s 1 а w, J . С. J a e g e r , Heat Conduction
in Solids, изд. 2., Oxford University Press, Fair Lawn, N. J . , 1959.

2 ) Q. E i с h e 1 b e r g , Forschungarbeiten, № 263 (1923).
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З А Д А Ч И

1. При выводе уравнения (г) предполагалось, что величина Е не изме-
няется, а также что толщина пластинки (в направлении оси 2) постоянна.

Предположить вместо этого, что Е может меняться с изменением у не-
прерывно или (как это имеет место в композитной «сэндвичевой» полосе)
разрывно, а также что толщина h может непрерывно изменяться в зависи-
мости от у. Показать, что уравнение (г) следует теперь заменить следующим:

где

EaThdy ^EaThydy

Ehdy С Ehy* dy

Убедиться, что когда Е и h постоянны, это согласуется с выражением (г).
2. Получить результаты, аналогичные уравнениям (п) и (р), для случая

нагреЕа до постоянной температуры Т центральной круговой области в:
а) большой тонкой пластинке и б) в большой плите при плоской деформации.
В последнем случае считать, что деформация е г , вначале (при Г = 0) равная
нулю, становится и остается равной нулю всюду в силу выбора соответствую-
щего значения о, на гранях г = const. Нагретая область определяется нера-
венством

г2 < а2, где г2 =

температура вне нагретой области равна нулю.

§ 149. Продольное изменение температуры в полосе

Предположим, что полоса, вырезанная из тонкой пластинки
(рис. 225), подвергается неравномерному нагреву, так что темпе-
ратура Т является функцией только одной продольной координа-
ты х, будучи постоянной в любом заданном поперечном сечении.

С\
V
1
1

V

,T-f(x) ссЕГ,

Рис. 225.

Если пластинка разрезана на полоски вида АВ (рис. 225,а),
то эти полоски расширятся по вертикали на разные величины.
Ввиду взаимного сдерживания при этом возникнут напряжения,
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так как полоски в действительности присоединены друг к другу,
являясь частями пластинки.

Если рассмотреть полоски как не связанные друг с другом,
то их вертикальное расширение будет устранено, если прило-
жить сжимающие напряжения

ву = -аЕТ (а)

по концам А и В каждой полоски. Полоски станут примыкать
друг к другу, как и в ненагретой пластинке, если не считать
поперечного расширения, которое предполагается свободным и
приводит к горизонтальному переносному перемещению каждой
полоски как абсолютно твердого тела. Чтобы найти температур-
ные напряжения, мы должны наложить на состояние (а) напря-
жения, вызванные приложением равных и противоположных по
знаку сил, т. е. растяжения интенсивностью аЕТ вдоль края
полоски у = ± с.

Если нагрев происходит в пределах длины полоски, малей
по сравнению с ее шириной 2с, например полоски CDFE
(рис. 225), то влияние такого растяжения усилием аЕТ будет
ощущаться только вблизи отрезков CD на верхнем крае и EF
на нижнем крае. Каждое из таких нагружений можно рассмат-
ривать как задачу типа, описанного в § 37. На стр. 122 отме-
чалось, что нормальное напряжение, приложенное на прямоли-
нейной границе, вызывает на ней такие же параллельные ей
нормальные напряжения. Следовательно, растягивающие напря-
жения аЕТ вызовут такие же растягивающие напряжения аЕТ
в направлении х. Оба нормальных напряжения затухают по мере
движения в глубь пластинки по нормали к границе. Накладывая
эти напряжения на сжимающие напряжения (а) в направлении
оси у, получаем зависимости для ах и Оу1) вдоль линии АВ
в наиболее нагретой части пластинки; вид этих зависимостей
показан на рис. 225,6. Вблизи краев наибольшим будет напря-
жение ах, кеторое равно аЕТ и является для положительного Т
растягивающим. У середины наибольшим становится напря-
жение <зу, сжимающее напряжение величины аЕТ при положи-
тельном Т. Максимальные напряжения имеют величину

тах

Если температура Т является периодической функцией от х,
то приложение на краю растягивающих усилий аЕТ приводит
к задаче типа, рассмотренного в § 24. Когда

Т = Т0 sin ax (б)

из уравнений (м) § 24, полагая А — В = — аЕТ0, в соответствии

J. N. G o o d i e r , Phys. 7, 156 (1936).
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с равенством (е) находим

(ас ch ас—sh ас) ch ау—ау sh ay sh ас .
-1 sh2oc+2oc S l n '

(ассЪас+sh ac)chay—ayshayshac .

443

or, -Zatl0

„ = 2а£Г0 sh2ac+2ac cos ax.

Крап

4о 8

Ось

Вместе со сжимающим напряжением оу = ~аЕТ, определяемым
формулой (а), эти напряжения дают поле температурных напря-
жений в пластинке1). На рис. 226
показано распределение ах вдоль
линий с максимальной температурой
при различных длинах волн 2/ =
= 2я/а. Мы видим, что максималь-
ное напряжение увеличивается с
уменьшением длины волны и приб-
лижается к величине а.ЕТ0. Имея
решение для синусоидального рас-
пределения температуры, можно рас-
смотреть и другие случаи, в кото-
рых температура является некото-
рой периодической функцией от х.
Кроме того, отсюда можно заклю-
чить, что максимальное напряжение
в пластинках конечной длины может
лишь незначительно отличаться от значения аЕТ0: полученного
для бесконечной полосы.

В этом и в предыдущем параграфах в каждой задаче, исключая
случай сферы (стр. 440), у нас имелись усилия, необходимые
для того, чтобы устранить компоненту деформации, возникающую
вследствие температурного расширения. Этот метод устранения
деформации можно применять и более систематически, прикла-
дывая усилия с целью устранения всех трех компонент дефор-
мации, вызываемых расширением. Общие уравнения для трех-
мерной задачи будут выводиться и обсуждаться с этой точки
зрения в § 153.

Задачи о температурных напряжениях можно рассматривать
и другим путем, независимым с самого начала от первого спо-
соба. Задача о наложении нагрузки или деформации может рас-
сматриваться как частный случай более общей задачи, допус-

Рис. 226.

х) Эту задачу рассматривал Ден-Гартог (J. P. Den Н а г t o g , J. Franklin
Inst, 222, 149 (1936)) в связи с задачей о температурных напряжениях, воз-
никающих в процессе сварки.
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кающей одновременное исследование неоднородного распределения
температуры и наложения нагрузки или деформации. В после-
дующих трех параграфах мы рассмотрим простейшие задачи
такого типа для диска, цилиндра и сферы.

§ 150. Тонкий круглый диск: распределение температуры,
симметричное относительно центра

Если температура Т не меняется по толщине диска, мы можем
предположить, что напряжения и перемещения, вызванные на-
гревом, также не меняются по толщине. Напряжения аг и а9

удовлетворяют уравнению равновесия

£ + ^ = 0. (а)

Касательное напряжение тг$ равно нулю ввиду симметрии поля
деформаций.

Обычные соотношения (51) между напряжением и деформа-
цией при плоском напряженном состоянии требуют модификации,
поскольку теперь деформация частично вызвана температурным
расширением, а частично действием напряжения. Если через ег

обозначить полную радиальную деформацию, а через ег—аТ —
ее часть, вызванную действием напряжения, то получаем

е , — a r = -gr(<x, —vore) (б)
и аналогично

е е — а Г = -£-(сге—vo>). (в)

Разрешая соотношения (б) и (в) относительно в,, о е, находим

(l + v)aT},

j ^ (l+x)aT]. (г)

С учетом этого уравнение (а) принимает вид

r | - ( e , + vee) + (l-v)(e l.-ee) = ( l+v)ar-^-. (д)

Если через и обозначить радиальное перемещение, то, согласно
§ 30, имеем

da и . .

Подставляя эти выражения в уравнение (д), получаем уравнение
сРи . 1 d u и п . d T
dr2 ' r d r л 2 " . ' / dr '
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которое можно переписать также в виде

Интегрирование этого уравнения дает

+ 7S, (и)

где нижний предел а интегрирования может быть выбран про-
извольно. Для диска с отверстием а можно положить равным
радиусу отверстия, а для сплошного диска — считать равным
нулю.

Компоненты напряжений находятся теперь путем подстановки
равенства (и) в соотношения (е) и последующей подстановки
результатов в уравнения (г). Отсюда

^] (к)
а

г

а

Постоянные Сх и С2 определяются из граничных условий.
Для сплошного диска полагаем а равным нулю и, учитывая,

что
г

lim-|- С Trdr = 0,
~* о

из соотношения (и) заключаем, что член с С, должен быть от-
брошен, чтобы перемещение и было равно нулю в центре. На
краю г = Ь должно выполняться условие ог = 0, откуда, в соот-
ветствии с выражением (к),

о

Окончательные выражения для напряжений принимают вид

(245)* .J iо
ъ

1 г> \
(2 4 6)
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В центре диска напряжения, определяемые по этим формулам,
конечны, поскольку

\ 0 ,
Г-+0 т О *

где То—температура в центре диска.

§ 151. Длинный круглый цилиндр

Температура в этой задаче считается распределенной сим-
метрично относительно оси и не зависящей от осевой коорди-
наты г1). Предположим сперва, что осевое перемещение w всюду
равно нулю, а затем модифицируем решение на случай свобод-
ных концов.

Плоская деформация. В этом случае мы имеем три компо-
ненты напряжений ar, OQ, az; все три деформации сдвига и ка-
сательные напряжения равны нулю в силу симметрии относи-
тельно оси и постоянства условий в осевом направлении.
Соотношения между напряжениями и деформациями имеют вид

er-aT =±-[or-v(oe + oz)], ев-аТ = ±[oe-v{or + o,)]t

, (247)
гг—аТ = -^[аг—v(or,-f а е)].

Так как w — Q, имеем ег = 0, и третье из уравнений (247) дает

oz = v(oT+oe)-aET. (a)

После подстановки этого значения в первые два уравнения (247)
они принимают вид

Можно сразу же видеть, что эти уравнения получаются из
соответствующих уравнений для плоского напряженного состоя-
ния, т. е. соотношений (б) и (в) § 150, если в последних
Е заменить на £/(1—v2), v на v/(l— v) и а на (l + v)a.

Уравнения (а) и (е) из предыдущего параграфа здесь остаются
справедливыми, и решение для и, аг и сге получается тем же
самым путем. В силу этого мы можем выписать результаты,
произведя соответствующие подстановки в соотношениях (и), (к)

х) Первое решение этой задачи принадлежит Дюгамелю (J. M. С. D u h а-
m e l , Memoires . . . par Divers Savants, т. 5, стр. 440, Paris, 1838).
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и (л). Таким образом, для рассматриваемой задачи имеем

*
а

« е 1 Г т , л , , Е ( Су_ С2

далее из уравнения (а) находим

аЕТ

—2v)'

Чтобы всюду выполнялось условие w = 0, к концам цилиндра
нужно приложить нормальные усилия, распределенные в соот-
ветствии с формулой (е). Но теперь следует наложить постоян-
ное осевое напряжение az = C3, выбрав С3 таким образом, чтобы
результирующее усилие по торцам цилиндра равнялось нулю.
Согласно принципу Сен-Венана (стр. 57) самоуравновешенные
распределения усилий, остающиеся при этом на обоих торцах,
будут вызывать вблизи них только местные эффекты.

Напряжения аг, а 9 будут по-прежнему определяться уравне-
ниями (г) и (д). На перемещение и влияет, однако, осевое на-
пряжение С3. К правой части уравнения (в) должен быть
добавлен член —vC3r/E. Такое осевое перемещение будет соот-
ветствовать однородному распределению напряжения С3.

Сплошной цилиндр. В этом случае мы можем принять равным
нулю нижний предел а в интегралах, входящих в уравнения
(в), (г) и (д). Перемещение и должно обращаться в нуль, когда
г = 0. Поэтому мы должны отбросить член, седержащий С2.

Постоянная Сг находится из условия, что кривэлинейная
поверхность г = Ь свебодна от усилий, откуда (вг)г=ь = 0. Таким
образом, из уравнения (г), полагая С1 = 0, а = 6, находим

(l+v)(l — 2v) I—v b
о

Результирующая осевого напряжения (е) составляет

(ж)

S
а результирующая постоянного осевого напряжения С3 равна
C f t 2 . Значение С3, которое обращает в нуль полную осевую
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силу, определяется отсюда формулой
ь

Trdr- I nb\ (и)
о

При равной нулю осевой деформации (ег = 0) окончательные
выражения для ы, аг, ав, аг, согласно уравнениям (в), (г), (д),
(е), (ж) и (и) имеют вид

jj (248)[ 6 Г -I

(I_2v)-£j77dr+-j-j77dr ,
о о J

г

TrdrY (249)
б /

(250)

(251)

При равном нулю осевом усилии (Рг — 0) напряжения ог и а е

определяются формулами (249) и (250): для и и ог имеем

) (253)
о /

Рассмотрим, например, длинный цилиндр при постоянной
всюду начальной температуре То. Если, начиная с некоторого
момента / = 0, боковая поверхность цилиндра приобретает рав-
ную нулю температуру1), то распределение температуры в любой
момент времени / выразится в виде ряда8)

л=1

х) Считаем, что поверхность цилиндра приобретает нулевую температуру
внезапно. Если температура поверхности равна не нулю, а 7\, то в наших
уравнениях всюду должно быть Т0 — Тг вместо То.

2) См. B y e r l y , Fourier Series and Spherical Harmonics, стр. 229. Расчет
температурных напряжений для этого случая дал А. Н. Динник (см.
А. Н. Д и н н и к , Применение бесселевых функций к задачам упругости, ч. 2,
Екатеринослав, 1915. См. также С. Н. L e e s , Proc. Roy. Soc. (London) 101,
411 (1922)).
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где J0($nr/b)—функция Бееселя нулевого порядка, а (3„—корни
уравнения Уоф) = О. Коэффициенты ряда (к) имеют вид

А ^ 2

" M i (Р„) '

а постоянные рл определяются формулой

где k — коэффициент теплопроводности, с—удельная теплоемкость
материала и р —плотность. Подставляя ряд (к) в уравнение (249)
и учитывая, что1)

получаем

Таким же путем, подставляя ряд (к) в соотношение (250), находим

™̂ с- ! _п ~П _о _ "

Подстановка ряда (к) в соотношение (253) дает

Формулы (м), (н) и (о) представляют полное решение задачи.
Несколько численных примеров можно найти в статьях2)
А. Н. Динника и Лиса.

На рис. 227 представлено3) распределение температуры
в стальном цилиндре. Считается, что первоначально температура
в цилиндре всюду равнялась нулю и что, начиная с момента
t = 0, температура поверхности цилиндра сохраняет значение 7\.
Распределение температуры вдоль радиуса при различных зна-
чениях t/b* (t измеряется в секундах и & в сантиметрах) пред-
ставлено на рис. 227 кривыми. Из уравнений (к) и (л) можно
видеть, что если время нагрева t пропорционально квадрату

*) См. Е. J a h n k e , F . E m d e , F . L o s c h , Tables of Higher Functions
McGraw-Hill, New York, 1960.

2) См. примечание на стр. 448.
3 ) Этот рисунок взят из книги: A. S t о d о 1 a, Dampf- und Gasturbinen

изд. 6, 1924, стр. 961.
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100

80

диаметра, то распределение температуры для цилиндров разных
диаметров будет одинаковым. С помощью рисунка можно опре-
делить среднюю температуру всего цилиндра, а также темпера-
туру его внутренней части радиуса г. Зная их, по формулам

i i a _ (249), (250) и (253) находим тем-
пературные напряжения. Если
принять для / очень малое значе-
ние, то вышеупомянутые средние
температуры будут близки к нулю
и мы получим на поверхности

„ __ п ~ • _ . aETi

го
о

1,0 0,8 0,5 0,4 0,2

Рис. 227.
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Последнее выражение пред-
ставляет численно максимальное
температурное напряжение, воз-
никающее в цилиндре вследствие

0 нагрева. Оно равно напряже-
нию, необходимому для полного
устранения теплового расшире-
ния у поверхности (но не по

нормали к ней). При нагреве это напряжение будет сжимающим,
при охлаждении — растягивающим. Чтобы уменьшить это макси-
мальное напряжение, обычно начинают нагрев валов и роторов
с температуры, несколько меньшей, чем конечная температура Tlt

и увеличивают время нагрева пропорционально квадрату диа-
метра.

Цилиндр с концентрическим круглым отверстием1). Пусть
радиус отверстия равен а, а внешний радиус цилиндра Ь; тогда
постоянные С, и С, в формулах (в), (г) и (д) следует определить
таким образом, чтобы напряжение <тх при этих двух значениях
радиусов было равно нулю. Отсюда

ь
Q С2 _ п «Е 1 Г т

t-2v а2 ~ и > 1 —v й2 J1-

Из этих соотношений следует
ь

l + v = _ ^ a—[Trdr
1 — v Ьг—а2 J i TaT'

\-\-2\

ECj = а.Е 1_
-v)( l— 2 v ) ~ I — v62—с

Подставляя эти значения в (г), (д) и (е) и добавляя к послед-
нему выражению осевое напряжение С3, требуемое для того,
чтобы обратить в нуль результирующую осевую силу, получаем

l) R. L o r e n z , Z. Ver. Deutsch. Ing. 51, 743 (1907).
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формулы

^ М ^ $ ) (254)

А \ <255)

a a J

y (256)

В качестве примера рассмотрим стационарный тепловой поток.
Если Г,-—температура на внутренней поверхности цилиндра,
а температура на внешней поверхности равна нулю, то темпе-
ратура Т на любом расстоянии г от центра представляется
выражением

T = -\]n±. (п)
In —

а

Подставляя это значение в формулы (254), (255) и (256), нахо-
дим следующие выражения для температурных напряжений1):

аЕТ( Г , Ъ а2

aETf

Если температура Т положительна, то радиальное напряжение
во всех точках является сжимающим и обращается в нуль на
внутренней и внешней поверхностях цилиндра. Компоненты на-
пряжения <Те и а2 достигают максимального и минимального
абсолютных значений на внутренней и внешней поверхностях
цилиндра. Полагая г = а, находим, что

. = (ог)гяа = 2 ^' ь_ ( ] - 5 ^ 3 1 п 4 ) •

При г = & получаем

< 2 5 9 >

х) Номограммы для быстрого определения напряжений по формулам (257)
дал Баркер (L. B a r k e r , Eng. 124, 443 (1927)).
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Распределение температурных напряжений по толщине стенки
для частного случая а/Ь = 0,3 показано на рис. 228. Если темпе-
ратура Т положительна, то напряжения являются сжимающими

на внутренней поверхности и
растягивающими на внешней.
В таких материалах, как ка-
мень, кирпич или бетон, кото-
рые плохо сопротивляются рас-
тяжению, при вышеописанных
условиях трещины обычно по-
являются на внешней поверх-

Рис. 228. ности.
Если толщина стенки мала по

сравнению с внешним радиусом цилиндра, уравнения (258) и
(259) можно упростить, полагая

1п£ = т -
и считая m малой величиной. Тогда

Т + ~3—•••

(258')

(259')

Если температура на внешней поверхности цилиндра отлична
от нуля, вышеприведенные результаты можно использовать, под-
ставляя в полученные формулы разность Tt—То вместо Г,-.

В случае очень тонкой стенки можно получить дальнейшие
упрощения и в формулах (258') и (259') пренебречь членами
т/3 по сравнению с единицей. Тогда

г=а — \аг)г=
аЕТ;

~ ~ 2(1

(°в)г=Ь = (Gz)r=b =

(260)

и распределение температурных напряжений по толщине стенки
будет таким же, как и в случае плоской пластинки толщиной
2с = Ь—а, когда температура определяется формулой (рис. 224)

Т _ Т(у
1 ~Ь—а%

и края пластинки заделаны, в силу чего предотвращен ее изгиб
от неравномерного нагревания (см. уравнение (м), § 148).

До сих пор предполагалось, что цилиндр является очень длинным и что
рассматриваются напряжения, возникающие на достаточном удалении от концов.
Вблизи концов задача о распределении температурных напряжений становится
сложнее ввиду местных возмущений. Рассмотрим эту задачу для случая ци-
линдра с тонкой стенкой. Решение (260) требует, чтобы по торцам цилиндра
нормальные усилия были распределены так, как показано на рис. 229, о.
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Чтобы найти напряжения в цилиндре со свободными концами, мы должны
наложить на напряжения (260) напряжения, вызываемые силами, равными по
величине и противоположными по знаку тем, которые показаны на рис. 229, а.
В случае тонкой стенки с толщиной Л эти силы можно привести к изгибаю-
щим моментам М, как показано на рис. 229,6, равномерно распределенным
по краю цилиндра и равным

(Р)М= " Г ' ,^г-
2(1—v) 6

на единицу длины края. Чтобы определить напряжения, вызванные этими
моментами, рассмотрим продоль-
ную полоску единичной ширины, н«— и ——| и
вырезанную из цилиндрической обо-
лочки. Такую полоску можно рассма-
тривать как балку на упругом осно-
вании. Кривая прогибов этой полоски
определяется уравнением х)

и = (cos pz — sin

где
- V 2 )

c2/i2

Eh?

(с)

(т)

*-b-

z

—»•

1
1

Рис. 229.12(1— V2)'

а с—радиус срединной поверхности оболочки. Имея эту формулу для кривой
прогибов, можно для любого значения z вычислить соответствующие напря-
жения изгиба az и тангенциальные напряжения а 9 . Максимальный прогиб
полоски, очевидно, возникнет на конце z = 0, где

Соответствующая компонента деформации в тангенциальном направлении равна

Ё ° = — 2 1 > 3 ( 1 - У ) ' ( У )

Компонента напряжений в тангенциальном направлении на внешней поверх-
ности цилиндра получается тогда с помощью закона Гука из формулы

аЕТ{ Vl— v2 \aETi
2 2 / " 3 ( 1 — v) 2 ( 1 — v ) *

Если добавить это напряжение к соответствующему напряжению, полученному
из формул (260), то максимальное тангенциальное напряжение на свободном
конце тонкостенного цилиндра оказывается равным

(261)

Полагая v = 0,3, находим

х) См. S. T i m о s h e n k о, Strength of Materials, изд. 3. Van Norstrand,
Princeton, 1956, стр. 126—137.
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Таким образом, максимальное растягивающее напряжение на свободном конце
цилиндра на 25% больше напряжения, получаемого по формулам (260) для
точек, удаленных от концов. Из уравнения (с) можно видеть, что увеличение
напряжения вблизи свободного конца цилиндра вследствие того, что оно зави-
сит от прогиба и, носит местный характер и быстро убывает с увеличением
расстояния от конца г.

Приближенный метод определения температурных напряжений в тонко-
стенном цилиндре, использующий кривую прогибов балки на упругом осно-
Еании, можно также применить в случае, когда температура вдоль оси цилин-
дрической оболочки меняется1). Соответствующее внешнее давление будет
устранять радиальное расширение каждого элементарного кольца, тогда как
осевое расширение происходит свободно. Устранение этого давления с целью
соединения отдельных колец представляет собой легко решаемую задачу, уже
не связанную с действием температуры.

З А Д А Ч И

1. Определить аг и сте при г = 0 из формул (249) и (250). Объяснить,
почему результаты должны совпасть.

Найти выражение для перемещения w в цилиндре с концентрическим
круговым отверстием и при равной нулю осевой силе. Объяснить, почему оно
несправедливо вблизи концов, когда условие на конце имеет вид: а г = 0.

2. Если положить а = 0 в формулах (254)—(256), то результаты совпадут
с полученными по формулам (249) и (250), и о> при л = 0 не будет равно
нулю (см. задачу 1). Однако выражение (254) удовлетворяет граничному усло-
вию о> = 0 при г = а и продолжает ему удовлетворять, как бы ни было мало а.

Разъяснить этот факт, рассматривая напряженное состояние вблизи отвер-
стия, когда последнее очень мало. Начать со сплошного цилиндра, а затем
устранить напряжение о г на границе отверстия.

§ 152. Сфера

Рассмотрим теперь простой случай, когда распределение тем-
пературы симметрично относительно центра и является в силу
этого функцией одного лишь радиального расстояния г 2).

В силу симметрии ненулевыми будут лишь три компоненты
напряжения, радиальная компонента аг и две окружные компо-
ненты о(, как и в § 136. Они должны удовлетворять условию
равновесия элемента шара в радиальном направлении (см. рис. 205,
уравнение (д), стр. 397)

^ + l{or-ot) = 0. (a)

1 ) S. T i m o s h e n k o , J. M. L e s s e l s , Applied Elasticity, 1925, стр. 147.
[Русский перевод С. Т и м о ш е н к о , Дж. Л е с с е л ь с ; Прикладная теория
упругости, ОНТИ, 1932.] С. Н. K e n t , Trans. ASME, Applied Mechanics
Division 53, 167 (1931).

2) Эту задачу решили Дюгамель (Duhamel) в упомянутой выше работе и
Нейман (F. N e u m a n , Abhandl. Akad. Wiss., Berlin, 1841). См. также его
Vorlesungen iiber die Theorie der Elastizitat der festen Korper, 1885; а также
J. H o p k i n s o n , Messenger Math. 8, 168 (1879). Несимметричное распределение
температуры рассмотрел Борхардт (С. W. В о г с h а г d t . Monatsber. Akad.
Wiss., Berlin. 1873, стр. 9).
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Зависимости между напряжениями и деформациями имеют вид

(б)

(в)

Если и—радиальное перемещение, то имеем

du и

Из (б) и (в) находим

g [ ( 1 v ) П (д)

(е)

Подставляя эти выражения в (а) и заменяя е г и е, значениями,
даваемыми формулами (г), получаем для и следующее дифферен-
циальное уравнение:

d?u 2 du 2u _ 1 + v dT_ . .
dr^ r dr r 2 1 — v dr '

которое можно переписать в виде

d_

dr

Его решение имеет вид
т

(и)

где Ct и С2—постоянные интегрирования, которые подлежат
определению из граничных условий, а а—любой удобный ниж-
ний предел интегрирования, например внутренний радиус по-
лого шара.

Подставляя это решение в формулы (г) и используя затем
выражения (д) и (е), получим

(К)

a£ I f' EC. 1 а.ЕТ

Рассмотрим теперь несколько частных случаев.
Сплошная сфера. В этом случае нижний предел интеграла а

можно считать равным нулю. При а = 0 мы должны иметь м = 0,
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откуда
г

_L fJ
Это означает, что в уравнении (и) мы должны отбросить член,
содержащий С2. Компоненты напряжения, определяемые форму-
лами (к) и (л), будут теперь конечными в центре сферы, по-
скольку

где То—температура в центре. Постоянная Сг определяется из
условия, что внешняя поверхность г = Ь свободна от усилий,
в силу чего аг — 0. Тогда из уравнения (к), полагая о, = 0,
а = 0, С„ = 0, r = b, находим

ь
ЕСХ _ 2аЕ 1 0 т 2 ,

1—2v ~ l - v / ) 3 J '
0

а компоненты напряжений выразятся формулами

_ J*E_(± "
иг~ i_ v I ИЗ

I (262)

о о
Средняя температура сферы внутри радиуса г составит

гч
Следовательно, напряжение аг при любом радиусе г пропорцио-
нально разности между средней температурой всей сферы* и
средней температурой сферы радиуса г. Если это распреде-
ление температуры известно, то определение напряжений в каждом
частном случае произвести нетрудно1). Интересный пример таких
вычислений дал Грюнберг2) в связи с исследованием прочности
изотропных материалов, подвергнутых всестороннему равномер-
ному растяжению. Если сплошную сферу, имеющую посто-
янную температуру То, поместить в жидкость с более высокой

х) Несколько примеров таких расчетов приведены в статье: E.Honegger,
Festschrift Prof. A. Stodola, Zurich, 1929.

2) G. Q г u n b e г g, Z. Physik 35, 548 (1925).
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температурой 7\, то внешняя часть сферы будет расширяться
и вызовет в ее центре всестороннее равномерное растяжение.
Максимальное значение этого растягивающего напряжения воз-
никнет в момент времени

* = 0 , 0 5 7 4 ^ . (м)

Здесь b — радиус шара, & —коэффициент теплопроводности,
с—теплоемкость материала, р—плотность. Величина этого ма-
ксимального растягивающего напряжения определится формулойх)

or = <xt = 0 , 7 7 1 ^ ^ ( 7 ^ - 7 0 ) . (н)

Максимальное сжимающее напряжение действует на поверхно-
сти шара в момент приложения температуры Т1 и равно
аЕ(Т1 — T0)/(l — v). Ту же величину мы получили ранее для
цилиндра (см. стр. 450). Применяя уравнения (м) и (н) к слу-
чаю стали и принимая Ь = 10сл« и Тг — 7 0 = 100°С, получаем
а,..-=0(==127ОкГ/ш2 и t = 33,4 сек.

Сфера с полостью в центре. Обозначив через а и b внутрен-
ний и внешний радиусы сферы, определим постоянные С\ и С2

в (к) и (л) из условий, что напряжение о г на внутренней и
внешней поверхностях равно нулю. Тогда из формулы (к) имеем

^ i£l 2ЕС°- 1 П
2v l + ^ ! ~

_£1_
1—2v

Решая эти уравнения относительно Са и С2 и внося результаты
в выражения (к) и (л), находим

* г
2аЕ Г г3 — а3 Г „ , . 1 f „ 2 , "I
1 — v \_(Ь3—а3) r3j r3 J I*

\ а

г (263)
2аЕ г

, . I f . . . 1

Таким образом, если задано распределение температуры, то можно
определить и компоненты напряжений.

Рассмотрим в качестве примера случай стационарного тепло-
вого потока. Обозначим температуру внутренней поверхности
через Th температуру внешней поверхности примем равной нулю.
Тогда температура на любом расстоянии г от центра сферы
определится формулой

х) При анализе предполагалось, что поверхность шара мгновенно прини-
мает температуру жидкости 7\.
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Подставляя это значение в выражения (263), находим
<хЕТ( аЬ

aETi ab f , , 1 ... . , , 2Ч аЧП
at = -.—-г?—5 \a+ b — 7 Г -(6 2 + а&+ а2)—-д-И .

' 1 — v b3—а3 [ 2/- v ' ' ' 2r3 ]
Мы видим, что напряжение <тг равно нулю при г = а и r = b.
Оно становится максимальным или минимальным, когда

Напряжение at при Т,-> 0 увеличивается с ростом г. Приг = а
имеем

_ _ aETi b(b-a)(a+2b) ,
°* 2 ( l - v ) Ь~*-=Ф * ^П'

При r = b получаем

В случае сферической оболочки малой толщины можно принять

_ aETi a(b-a)(2a+b) ,
a « - 2 ( l _ v ) 53=^ • (P)

где т—малая величина. Подставляя это значение в (п) и (р)
и пренебрегая высшими степенями т, получаем:

при г = а

при т — Ь

Если пренебречь величиной 2/Зт, то приходим к тем же значе-
ниям для тангенциальных напряжений, которые мы получили
для тонкой цилиндрической оболочки (см. уравнения (260)) и для
тонкой пластинки с заделанными краями.

§ 153. Общие уравнения

Дифференциальные уравнения равновесия в перемещениях
(128) можно обобщить на случай температурных напряжений
и деформаций. Соотношения между напряжениями и деформа-
циями в трехмерном случае имеют вид

гх-аТ = -^[ох — v(ay + ag)], гу — аТ = -Е-[ау — х(

уг хг
Ууг = -Q- > Ухг ~ ~П~ '
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На уравнения (б) температура не влияет, поскольку свободное
температурное расширение в изотропном материале не вызывает
искажения углов.

Складывая уравнения (а) и используя обозначения, приня-
тые в равенствах (7), находим

e = ~(l

Используя эту зависимость и разрешая уравнения (а) относи-
тельно напряжений, получаем

^ = ^ + 2 0 8 , - ^ . (в)

Подставляя это выражение и выражения из формул (6) в урав-
нения равновесия (123) и считая, что объемные силы отсут-
ствуют, получаем три уравнения равновесия, первое из которых
имеет вид

ft + O ^ + G V u — r ^ j - S - O . (264)

При определении температурных напряжений эти уравнения
заменяют уравнения (127). Граничные условия (124) после ис-
пользования равенств (в) и (6) и в предположении отсутствия
объемных сил принимают вид

аЕТ . у . 1 , Г 1 { д и 1 , д и . ди \ г [ди , , dv , дхю

(265)

Сравнивая уравнения (264) и (265) с уравнениями (127) и (130),
видим, что члены

аЕ дТ аЕ дТ аЕ дТ
1—2v дх ' 1—2v ду ' 1—2v дг

занимают место компонент объемных сил X, Y, Z, а члены
аЕТ t аЕТ аЕТ

1 — 2 v ' 1 — 2v ' 1 — 2л*

заменяют компоненты X, Y, Z поверхностных усилий. Таким
образом, перемещения и, v, w, вызываемые изменением темпера-
туры Т, совпадают с перемещениями, вызываемыми объемными
силами

У _ аЕ дТ у_ аЕ дТ ~ _ аЕ дТ , .
Л ~ 1 — 2v дх ' l-2vdyf l - 2 v дг "'

и нормальными усилиями
аЕТ ,_\

распределенными по поверхности тела.
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Если найдено решение уравнения (264), удовлетворяющее
граничным условиям (265) и дающее перемещения и, v, w, то
соответствующие касательные напряжения можно определить по
формулам (б), а нормальные напряжения — по формулам (в). Из
последних формул видно, что компоненты нормального напряже-
ния состоят из двух частей: 1) части, получаемой обычным путем
с использованием компонент деформации, 2) гидростатического
давления величиной

— (е)
1 _ 2v« (е>

в каждой точке пропорционального изменению температуры
в этой точке. Таким образом, полное напряжение, вызываемое
неравномерным нагревом, получается с помощью наложения
гидростатического давления (е) на напряжения, вызываемые
объемными силами (г) и поверхностными силами (д).

Метод устранения деформации. Тот же вывод можно получить
и с помощью метода устранения деформации. Представим себе,
что тело подвергается неравномерному нагреву и разделено на
бесконечно малые элементы. Пусть свободным температурным
деформациям этих элементов ех = еу = ег = аТ противодействует
приложенное к каждому элементу равномерное давление р, ве-
личина которого определяется формулой (е). Тогда свободная
температурная деформация будет полностью устранена. Все эле-
менты окажутся пригнанными друг к другу и образуют непре-
рывное тело первоначальной формы и размеров. Распределение
давления (е) можно реализовать с помощью приложения к на-
званному телу, составленному из элементов, некоторых объемных
сил и поверхностных давлений. Эти силы должны удовлетворять
уравнениям равновесия (123) и граничным условиям (124). Под-
ставляя в эти уравнения значения

аЕТ „

находим, что для придания телу, составленному из элементов,
его начальной формы, необходимо приложить объемные силы

У аЕ дТ у_ аЕ дТ „ а £ дТ
" ~ 1 — 2v дх ' ~l — 2v dy ' " ~ 1 — 2 v <?z ' w

а к поверхности следует приложить давление (е).
Предположим теперь, что элементы соединены друг с другом

и устраним силы (и) и поверхностное давление (е). Тогда темпе-
ратурные напряжения, очевидно, можно получить с помощью
наложения, на давления (е) напряжений, которые вызываются
в упругом теле объемными силами

v аЕ дТ у_ аЕ дТ аЕ дТ
1 — 2 v дх ' 1 —2v ду ' 1 —2v дг
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и нормальным растяжением на поверхности, равным

аЕТ
1— 2v*

Таким образом, температурные напряжения должны удовлетво-
рять уравнениям равновесия

дах д т х у дххг аЕ дТ _ п

дх ~1~~ду~^~ дг 1—2v дх '

daz дххг дту2 аЕ дТ

дг "^ 0* + ay l -2v аг •

граничным условиям

m1 (267)

а также условиям совместности, рассмотренным в § 85. Им со-

путствуют перемещения и, v, w и деформации гх = -^- и т. д. уху=

—J- + -3- и т- Д- Напряжения связаны с этими деформациями за-
коном Гука (см. (3) и (6)). Уравнения закона Гука вместе
с уравнениями (266) и (267) определяют задачу об «обычном»
(изотермическом) нагружении, в которой объемные и поверхност-
ные силы определяются через температурное поле Т (х, у, г) исход-
ной термоупругой задачи. Решение этой обычной задачи, очевидно,
дает истинные термоупругие перемещения.

Теперь должно быть ясно, что методы и теоремы, уже уста-
новленные для обычных задач, можно сразу же перенести на реше-
ния термоупругих задач. Например, теорема единственности (§ 96)
обеспечивает нам, что в данном теле при данном поле темпера-
туры в условиях линейной теории малых деформаций возможно
лишь одно решение для напряжений и деформаций. Явление вы-
пучивания, разумеется, этим условиям не отвечает.

Для непосредственного решения задач термоупругости на
основе существующих решений обычных задач особенно полезна
теорема взаимности (§ 97). Объясним этот метод и приведем не-
сколько частных примеров.
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§ 154. Теорема взаимности в термоупругости

В качестве первого состояния (соответствующего символам,
помеченным одним штрихом) в теореме из § 97 примем решение
описанной выше «обычной задачи». Второе состояние в этой
теореме, как и в § 97, сохранено в общем виде. В приложениях
оно выбирается так, чтобы привести к искомому результату.

Обозначив для краткости

запишем указанную теорему в виде

J (Х"и + Y"v + Z'-'w) dx + J (X"u + Y"v + Z"w) dS =

+ p J (/«" + mv" + nw") aT dS, (6)
где и, v, w—истинные компоненты термоупругих перемещений.
Теорема дивергенции (формула (138)) дает уравнение

= \ (lu" + mv" + nw") aT dS. (в)

Интеграл в правой части уравнения (в) равен второму интегралу
в правой части равенства (б). В левой части соотношения (в)
можно записать

§-х(и"аТ) = и"?-хаТ + д£аТ и т.д.

Подставим эти выражения в первый интеграл правой части соот-
ношения (б). Тогда соотношение (б) примет вид

(Х"и + Y"v + Z"w) dx + J (X"u + Y"v + Z"w) dS = J 6"аГ dx, (268)
где (см. (7) и (8))

Уравнение (268) выражает теорему взаимности теории термо-
упругости1). Левую часть можно назвать работой внешних объ-
емных (X", . . . ) и поверхностных (X", . . . ) сил из вспомогатель-
ной задачи, (или вспомогательного состояния) на истинных пере-
мещениях (и, v, w) термоупругой задачи.

х) Этот вывод из «обычной» теоремы взаимности из § 97 дан в статье
J. N. G o o d i e r , Ргос. 3d US Nat. Congr. Appl. Mech., 1998, стр. 343.
В сущности та же теорема была получена ранее В. М. Майзелем из уравне-
ний теории термоупругости (Доклады АН СССР, новая серия 30,115—118(1941)).
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§ 155. Полные термоупругие деформации. Произвольное
распределение температуры

В последующих приложениях1) предшествующей теоремы
вспомогательная задача будет либо элементарной, либо будет
выбрана из числа задач, решенных ранее в этой книге. В каждом
случае будет получена простая общая формула, полезная в рас-
четной практике.

Изменение объема. Рассмотрим тело произвольной формы с по-
лостями или сплошное. В качестве вспомогательного состояния
примем то, которое вызывается равномерной нормальной (растя-
гивающей) нагрузкой а", распределенной по всей поверхности
тела, включая полости, если они существуют. Тогда в любой
точке материала

о"х = а"у = а"г = о" и в" = 3а\ (а)

Работа сил этого вспомогательного состояния на термоупругих
перемещениях и, v, w, отвечающих произвольному повышению
температуры2) Т (х, у, г), равна просто а"Ат, где Дт—термо-
упругое приращение объема сплошного материала. Теорема (268)
теперь дает

о"Дт= \ 3a"aT dx, т. е. Дт = $ ЗаГ dx. (б)

Это означает, что изменение объема вызывается просто свободным
температурным расширением. Хотя при этом имеются темпера-
турные напряжения и вызываемые ими упругие деформации,
соответствующее изменение объема будет в одних частях тела
положительно, в других отрицательно, а в сумме равно нулю?).

Изменение объема полости. Пусть тело содержит полость.
Объем, заключенный в полости при произвольном повышении
температуры Т (х, у, г), увеличивается на Дтс. Мы можем опре-
делить Дтс, если известно решение вспомогательной задачи о дейст-
вии в полости равномерно распределенного внутреннего давления.
Если такое напряженное состояние вызвано действием только
одного внутреннего давления p"t, то

e' = p"tS. (в)

х) Взятых из статьи Гудьера, упомянутой в предыдущем примечании.
2) В качестве нулевого принимается состояние с равномерным распреде-

лением температуры.
3) Этот простой результат оставался, по-видимому, неизвестным до 1954 г.

Его получили для анизотропных тел Новацкий (W. N o w a c k i , Arch. Mech.
Stos. 6, 487 (1954)) и независимо Хике (М. H i e k e , Z. Angew. Math. Mech.
35, 285—294 (1955)). Он остается справедливым и в более общем случае ли-
нейно упругого тела с произвольными начальными напряжениями как при
действии неравномерного нагрева, так и без него (см. § 158).
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Тогда теорема (268) дает

p'i Атс = J p\SaT dx, или Атс = J SaT dr. (г)

Рассмотрим, например, полую сферу. Решение для случая дейст-
вия внутреннего давления (стр. 397) дает сумму трех главных
напряжений в виде

= ^ р - ^ - (Д)

Сравнивая с (в), получаем для этого случая значение S, и фор-
мула (г) тогда принимает вид

J ЗаГ^т (е)
R=a

Интеграл выражает просто полное свободное объемное расшире-
ние элементов материала. Если внешний радиус b бесконечен
и интеграл (е) остается конечным, то объем полости не изменится
вообще.

Удлинение стержня. Для стержня произвольного постоянного
поперечного сечения среднее удлинение, вызванное произвольным
повышением температуры Т(х, у, z), можно определить, выбрав
в качестве вспомогательного состояния одноосное растяжение
С напряжениями

Если определить AL как удлинение линий, параллельных оси
стержня, усредненное по площади поперечного сечения А, то
теорема (268) дает

AL = -LfaTdT. (ж)

Вообще говоря, помимо такого удлинения, стержень будет иметь
еще и другие деформации.

Взаимное вращение концевых сечений при изгибе стержня.
Среднее термоупругое вращение со одного концевого сечения
стержня относительно другого можно получить, взяв в качестве
вспомогательного состояния чистый изгиб (§ 102). Тогда, приняв,
что в плоскости xz действует вместо М (рис. 145) изгибающий
момент М", имеем

М"х » « п гл» М"х
О* = - 7 — . Ох = Оу = 0, в = т - .

'у 'у

Теорема (268) позволяет определить со. Для этого нужно в (268)
записать член, выражающий работу, как M"w. Тогда после исклю-
чения М", получаем

со == -J— \ аТх dx. (и)
'у J
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Прогиб консоли. Взяв в качестве вспомогательного состояния
решение задачи Сен-Венана об изгибе консоли из § 120 и заменяя
Р на Р", имеем

o"z = —P"(l—x)j-, <£ = <£ = 0, 0"=-<.

Левая часть равенства (268) представит работу нагрузки Р на
нагруженном конце z — l (рис. 190) и реакций на «закрепленном»
конце 2 = 0 на термоупругих перемещениях, вызванных темпе-
ратурой Т. Консоль может быть закреплена путем фиксации
одного элемента на конце г = 0 по его положению и ориентации.
Если стержень тонкий, то перемещения на этом конце можно
рассматривать как малые, и соответствующей работой можно
пренебречь. Средний прогиб б в направлении х на нагруженном
конце г = / можно определить путем представления работы в ле-
вой части равенства (268) в виде Р"б.Тогда

6 = — 1 ^аТх{1 — г) dr. (к)

Взаимное вращение концевых сечений при кручении стержня.
В качестве вспомогательной задачи принимается задача Сен-Венана
о кручении из § 104. Компоненты напряжения а"х, о"у, о"г обра-
щаются в нуль, а с ними и в". Таким образом, правая часть
уравнения (268) равна нулю. В силу этого и термоупругое вра-
щение одного конца стержня относительно другого конца в рас-
сматриваемом здесь усредненном смысле также равно нулю.

При кручении стержня с переменным сечением (теория Ми-
челла, изложенная в § 119) нормальные компоненты напряжения
°п ав> °г обращаются в нуль (см. формулы (а) § 119), и в силу
этого относительное вращение концов при кручении равно нулю.

§ 156. Термоупругие перемещения. Интегральное
решение В. М. Майзеля

Термоупругое перемещение в любой точке можно найти, если
мырасполагаем решением вспомогательной задачи для напряжений,
вызванных сосредоточенной силой, приложенной в этой точке.
Рис. 230 изображает упругое тело, опертое таким образом, что
оно обладает определенными перемещениями, и нагруженное
в точке А силой Р"х, действующей в направлении оси х. Это озна-
чает, что точка А рассматривается как центр малой сферической
полости так же, как и в задаче из § 135. Решение этой вспомо-
гательной задачи дает в" как функцию положения. Она будет
пропорциональна Р"х, и мы можем записать:

& = Р"х<д"1х, (а)

так что &'1Х соответствует нагрузке Р"х единичной величины.
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Если теперь обратиться к формуле (268), то левая часть этого
равенства будет представлять работу силы Р"х на термоупругом
перемещении и в точке Л, сложенную с работой опорных реак-

ций на соответствующих им термо-
0л j , ^*- -^^ упругих перемещениях. Но сейчас
' мы потребуем, чтобы эта работа

опорных реакций равнялась нулю.
Этого можно добиться, например,
полностью закрепив опорные точки.
Тогда теорема (268) сразу же даст

« = ) ®"ix<*T dr. (б)

р и с 230. Таким образом, для и получим
выражение в виде объемного ин-

теграла по всему объему тела. Сингулярность функции @1Х в
точке А не порождает никаких трудностей, как можно сразу же
видеть, рассмотрев выражение dx в сферических полярных коор-
динатах с центром в точке А. Подобным образом, заменяя в (а)
индексы х на у, а затем на г, что соответствует силам Р"у и Р"г в
направлениях у я г, получим1)

v = \ Q"lyaTdx, w = ) &"uaT dx. (в)

Очевидно, точку А можно выбрать на поверхности тела.
Тогда во вспомогательной задаче малая сферическая полость за-
менится малой полусферической (как в задаче из § 138) или
какой-либо иной открытой поверхностью.

Решение, представленное выше формулами (б) и (в), имеет
очень широкие приложения *), так как мы располагаем решениями
многочисленных вспомогательных задач о действии сосредоточен-
ных сил. Приближенные результаты для тонких балок, кривых
брусьев, колец, тонких пластинок и тонких оболочек также
могут использоваться в формулах (б) и (в) для получения соот-
ветствующих термоупругих результатов2), справедливых для про-
извольного распределения температуры. При этом предположение
о линейном изменении температуры по толщине пластинки или
оболочки, которое широко используется, уже перестает быть
необходимым.

В качестве примера рассмотрим нормальную компоненту пе-
ремещения плоской поверхности 2 = 0 полубесконечного тела
г > 0. Возрастание температуры Т(х, у, г) считается четной

1) См. упомянутую выше работу В. М. Майзеля.
г ) Несколько примеров привели Гудьер и Невилл мл. в своем отчете

Военно-Морскому ведомству (Applications of a Reciprocal Theorem of Linear
Thermoelasticity; 1961), а также в докторской диссертации Невилла мл.
(G. Е. N e v i l l , Jr., Division of Engineering Mechanics, Stanford University, 1961).



с |5б] ТЕРМОУПРУГИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 467

функцией от х, т. е. должно быть симметричным относительно
плоскости иг, но в остальном может быть произвольным.

В задаче термоупругости (рис. 231, а) мы можем определить
в плоскости «перемещение любой точки А поверхности отно-
сительно ее начального положения, приняв в ка честве вспомо-
гательной задачу, представленную на рис. 231, б. Силу / \ при-
ложенную в начале координат, можно отождествить с силой Р на

а

Рис. 231.

рис 207 и в § 138. Компоненты напряжения определятся в ци-
линдрических координатах формулами (211), откуда имеем

(г)

(Д)

Таким же образом две направленные вверх силы Р"/2 на рис. 231, б
вызовут напряжения, для которых

(е)

где RA и RB—положительные радиусы, определяемые по фор-
мулам

Отсюда для полной вспомогательной задачи (рис. 231, б) имеем

Обозначая через w0 нормальное перемещение в точке О, а че-
рез wA — нормальные перемещения в точках Л и В, по теореме
(268) находим

или
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Требование равенства нулю работы опорных реакций накла-
дывает на Т некоторое условие. Сила Р" вместе с двумя силами
Р"/2 (см. рис. 231,6) вызывает напряжения, компоненты которых
на бесконечности стремятся к нулю, как R~3. Работа, которую
совершает на термоупругих перемещениях соответствующая на-
грузка, приложенная на бесконечной полусфере, также должна
стремиться к нулю. Это гарантируется тем, что и сами термо-
упругие перемещения стремятся к нулю. Последнее имеет место
в том случае, когда ненулевые значения Т действуют в конеч-
ном объеме вблизи плоской поверхности, как можно легко убе-
диться с помощью метода устранения деформаций, разъясненного
в § 153 в связи с принципом Сен-Венана.

Для внутренних точек полубесконечного тела вспомогатель-
ное решение можно взять из статьи Миндлина, упомянутой в
сноске 3 на стр. 400. Для внутренних точек бесконечного тела
имеем решение, данное в § 135. Термоупругие перемещения для
этой задачи будут найдены ниже (стр. 480—481) другим методом.

Двумерные решения, приведенные в главе 4 для сосредото-
ченных сил, действующих на полу бесконечную область (§ 36),
клин (§ 38), круговую область (§ 41) и бесконечную область (§ 42),
также полезны в качестве вспомогательных решений, немедленно
приводящих к формулам для термоупругих перемещений.

Теорема взаимности теории термоупругости из § 154 может
также успешно использоваться в сочетании с методом Фурье для
синусоидальной (взамен сосредоточенной) нагрузки. Примеры
такого рода приводятся в статье и диссертации, упомянутых в
сноске на стр. 466.

З А Д А Ч И

1. Кривой брус, представленный на рис. 42, испытывает повышение
температуры на Т (г, 0). Считая напряженное состояние плоским, получить
интегральную формулу для среднего термоупругого вращения одного кольца
стержня относительно другого.

Что следует в точности понимать под «средней» величиной здесь, а также
в со из уравнения (и), § 155?

2. Записать последовательные шаги вычислений для отыскания укороче-
ния диаметра, вызванного повышением температуры Т (х, у) в диске, пока-
занном на рис. 75, при плоском напряженном состоянии.

3. Выполнить в деталях проверку, описанную в § 156, для распреде-
ления температуры Т, когда она постоянна и равна То внутри полусфериче-
ской области R < b и равна нулю—вне ее.

§ 157. Начальные напряжения

Метод устранения деформаций, описанный в § 153, можно применить и к
более общей задаче о начальных напряжениях. Представим себе тело, разде-
ленное на малые элементы, и предположим, что каждый из элементов обла-
дает некоторой остаточной пластической деформацией или формоизменением,
вызываемыми металлографическими превращениями. Пусть эта деформация
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определяется компонентами

е ^ е'у' "V Уху %г> У'гх- (а)
Допустим, что эти компоненты деформации малы и представляются непрерыв-
ными функциями координат. Если они удовлетворяют также условиям совме-
стности (125), то элементы, на которые разделено тело, после деформаций (а)
будут плотно прилегать друг к другу и не возникнет никаких начальных
напряжений.

Рассмотрим теперь общий случай .когда компоненты деформации (а) не удовле-
творяют условиям совместности, так что элементы, на которые разделяется
тело, не будут прилегать друг к другу; тогда, чтобы удовлетворялись усло-
вия совместности, к этим элементам нужно приложить некоторые усилия.
Предполагая, что после приобретения остаточных деформаций (а) материал
остается идеально упругим, и, применяя закон Гука, из уравнений (11) и (6)
находим, что систему деформаций (а) можно устранить, если приложить к
каждому элементу поверхностные усилия

; p xy xy ... (б)
где

е' = е'х+е'у + Е'г-

Поверхностные силы (б) можно вызвать путем приложения некоторых объемных
и поверхностных сил к телу, образованному малыми элементами. Эти силы
должны удовлетворять уравнениям равновесия (123) и граничным условиям (124).
Подставляя в эти уравнения компоненты напряжения (б), находим, что необ-
ходимые объемные силы определяются выражениями

а поверхностные силы—выражениями

Х= — (%е' + 2Ge'x) I — Gy'xym — ву'хгП (г)

Прилагая объемные силы (в) и поверхностные силы (г), мы устраним
начальную систему остаточных деформаций (а), так что теперь элементы будут
плотно прилегать друг к другу и образуют непрерывное тело. Допустим теперь,
что элементы, на которые разделено тело, соединены вместе, и устраним силы
(в) и (г). Тогда, очевидно, начальные напряжения получатся наложением на
напряжения (б) напряжений, вызываемых в упругом теле объемными силами:

| )-|(0Г;,)-|ед. (д)

и поверхностными силами

Г = (Хе' + 2Ge'x) I + Gy'xym + Gу'хгп, (е)

Таким образдм, задача определения начальных напряжений сводится к обыч-
ной системе уравнений теории упругости в которой величины фиктивных объ-
емных и поверхностных сил полностью определены, если задана система дефор-
маций (а).

В частном случае, когда е'х = г'у = г^ = аТ и у'ху ~ У'хг = У'уг = 0 приведенные
выше уравнения совпадут с уравнениями, полученными для отыскания тем-
пературных напряжений.
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Рассмотрим теперь обратную задачу когда начальные напряжения известны
и требуется определить систему деформаций (а), которая вызывает эти напря-
жения. Для прозрачных материалов, таких, как стекло, начальные напряжения
можно исследовать фотоупругим методом (глава 5). В других случаях эти
напряжения можно определять, разрезая тело на малые элементы и замеряя
деформации, которые происходят в результате освобождения этих элементов
от поверхностных сил, представляющих начальные напряжения в неразрезанном
теле. Из приведенных рассуждений ясно, что начальная деформация вызывает
начальные напряжения лишь в том случае, когда компоненты деформации не
удовлетворяют условиям совместности; в других случаях эти деформации могут
существовать, и не вызывая напряжений. Отсюда следует, что для определения
компонент деформации (а) знания начальных напряжений недостаточно. Если
решение для этих компонент получено, можно наложить на это решение любую
однородную систему деформаций, удовлетворяющих условиям совместности,
не оказав влияния на начальные напряжения1).

Начальные напряжения, вызывающие в стекле двойное лучепреломление,
создают большие трудности при производстве оптических приборов. Чтобы
устранить эти трудности, стекло обычно отпускают. Предел упругости стекла

при высокой температуре очень низок, й от действия
начальных напряжений материал начинает течь. Если
прошло достаточное время, то отпуск материала при
высокой температуре дает возможность значительно
уменьшить начальные напряжения. Аналогичное влия-
ние оказывает отпуск на различные металлические
отливки и поковки.

Разрезание больших тел на малые куски сни-
мает начальные напряжения вдоль поверхностей раз-
реза и уменьшает общее количество потенциальной
энергии, связанной с начальными напряжениями;

Рис 232. однако такие разрезы не всегда уменьшают величину
максимальных начальных напряжений. Рассмотрим,

например, круговое кольцо (рис. 232). Пусть оно имеет начальные напряже-
ния, симметрично распределенные относительно центра кольца, и пусть компо-
нента начального напряжения а'в изменяется вдоль поперечного сечения тп
по линейному закону (линия ab на рисунке). Разрезав кольцо в радиальном
направлении, как показано на рисунке пунктиром, мы снимем напряжения Од
вдоль разрезов. Это равносильно приложению к концам каждой части кольца
двух равных по величине и противоположных по знаку моментов, вызывающих
чистый изгиб. Распределение напряжения а е вдоль линии тп, вызванное этим
изгибом, близко к гиперболическому (см. § 29), как показано кривой cde,
Распределения остаточных напряжений вдоль тп после разреза определяются
выражением ав-\-а'в и показаны на рисунке заштрихованной площадью. Если
внутренний радиус кольца мал, у внутренней границы возникнет высокая
концентрация напряжений, и максимальное начальное напряжение после раз-
резания, представленное на рис. 222 линией be, может превысить максималь-
ное начальное напряжение до разрезания. Эта и подобные ей причины служат
объяснением того, что иногда после разрезания в стекле появляются трещины2).

1) Тот факт, что однородная система (а) не определяется полностью вели-
чинами начальных напряжений, рассмотрен подробно в статье: Н. R e i s s n e r ,
Z. Angew. Math. Mech. 11, 1 (1931).

2) Несколько примеров определения начальных напряжений в частях,
вырезанных из круглой пластинки, обсуждается в статье М. V. Laue, Z. Tech.
Physik, 11, 385 (1930). Различные методы определения остаточных напряжений
в холоднотянутых трубах рассмотрел Н. Н. Давиденков (N. Dawidenkow,
Z. Metallkunde 14, 25 (1932)).
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§ 158. Общее изменение объема, связанное с начальными
напряжениями

Рассуждения, приведенные в § 157, показывают, что перемещения и, v,
w, которые в действительности возникают в теле, когда в каждом его элементе
существуют несовместные компоненты деформации (а), совпадают с теми, кото-
рые возникают в обычном упругом теле при действии объемных сил (д) и
поверхностных сил (е). Однако некоторые общие особенности такой деформации
можно вывести из условий равновесия в предположении, что после введения
деформаций (а) поведение элементов подчиняется закону Гука. Рассмотрим,,,
например, тело, в котором имеются начальные напряжения ах

причем тело в целом свободно от каких-
либо нагрузок или связей (рис. 233). Для л х
любой части тела, находящейся справа от /
плоского сечения АА, параллельного пло- /
скости уг, равновесие требует, чтобы V

= 0. (а)

Интегрируя это равенство сперва для диска
толщиной dx, а затем по всему объему,
получаем

(б)

Подобным образом должны обратиться в нуль объемные интегралы от компо-
нент напряжения ау и о> Отсюда

x + oy + oz)dr = 0. (в)

Из закона Гука следует, что полное изменение объема, отвечающее деформа-
циям, вызванным этими компонентами напряжения, равно нулю. Истинное
полное изменение объема вызывается в силу этого несовместными компонен-
тами деформации (а) из § 157, относящимися к разделенным элементам.

Отсюда выражение для изменения объема при простом температурном
расширении имеет вид

Ах=[ЗаТ dx, (г)

как уже было показано другим путем в виде формулы (б) § 155.
Возвращаясь к уравнению (б) и ему сопутствующим, мы видим, что

объемный интеграл по всему телу от любой линейной функции компонент
напряжения должен быть равен нулю. Следовательно, любая линейная зави
симость между компонентами напряжения и деформации обеспечивает равен-
ство нулю объемного интеграла от любой компоненты деформации. При этом
не требуется изотропии материала; в частности, равно нулю и изменение объема
материала, вызываемое таким напряженным состоянием.

Дальнейшие соотношения с очевидностью следуют из условий равновесия
моментов в сечениях типа АА, показанного на рис. 233.

§ 159. Плоская деформация и плоское напряженное состояние.
Метод устранения деформаций

Плоская деформация в длинном цилиндрическом или призматическом теле
возникает, когда температура изменяется по его поперечному сечению, но не
меняется вдоль линий, параллельных оси цилиндра или призмы (оси г). В этом
случае Т не зависит от г.
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Если вновь исходить из напряженного состояния, определяемого форму-
лами (ж) § 153, которое приводит к равным нулю деформациям, то необходимые
объемные силы определятся зависимостями (и), где теперь следует принять
Z = 0, а к поверхности тела, включая его торцы, должно быть приложено
давление, определяемое по формуле (е).

Затем, считая, что элементы тела соединены друг с другом, снимем объем-
ные силы, а также давление, приложенное к криволинейной части поверхности
так, чтобы осевая деформация оставалась равной нулю. Влияние этого снятия
нагрузки можно получить, решив задачу плоской деформации тела (е г = 0),
когда к нему приложены объемные силы вида

1 — 2v дх' i—2v

и нормальные растягивающие напряжения величины

по криволинейной части его поверхности. Эта задача относится к типу, рас-
смотренному в конце § 17, если не считать того, что вместо равенства (32) для
плоского напряженного состояния следует использовать соответствующее равен-
ство для плоской деформации, заменив v на v/(l—v). Отсюда вместо уравне-
ний (31) и (32) будем иметь

аЕТ _ д*<р- аЕТ _ деф _ д2ф .
°х Т=2^~~Ьу" ('v~T^2lf~'dx^> Xxy~ дхдуш W

а также

2 ^ ду*

Искомая функция напряжений должна удовлетворять уравнению (г) и достав-
лять на границе нормальное растягивающее напряжение (б). После определе-
ния ф напряжения можно найти по формулам (в). На эти напряжения следует
наложить напряжения, определяемые по формулам (ж) § 153.

Осевые напряжения az можно получить, складывая выражение, определяе-
мое по формуле (ж) § 153, с выражением v ( a x + ° y ) и з О3)- Результирующее
осевое усилие и изгибающий момент на конце можно снять путем наложения
одноосного растяжения и изгиба.

Плоское напряженное состояние возникает в тонкой пластинке, если темпе-
ратура по ее толщине не меняется. Принимая плоскость ху за срединную
плоскость пластинки, мы можем положить az = тхг = %yz = 0. Кроме того, каж-
дый элемент пластинки можно считать свободно удлиняющимся в направлении г.
Чтобы обеспечить совместность элементов, достаточно устранить расширение
в направлениях хну. Это требует приложения напряжений

a G T ° (Д)

Подставляя эти выражения в уравнения равновесия (18), находим требуемые
объемные силы

а.Е дТ аЕ дТ

которые вместе с нормальным давлением aET/(l—v) нужно приложить к краям
пластинки.

Снимая эти силы, приходим к заключению, что температурные напряже-
ния можно определить путем наложения поля напряжений (д) на плоское
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напряженное оостояние, вызванное объемными силами

1 v дх^ у !£ (ж)
1—v дх 1 —v ду

и нормальными растягивающими напряжениями а£Т/(1—v), приложенными
вдоль краев тела. Отыскание этого плоского напряженного состояния снова
приводит нас к задаче типа, рассмотренного в § 17. Нам следует лишь поло-
жить в уравнениях (31) и (32)

v-aET

что является потенциалом объемных сил (ж).

§ 160. Двумерные задачи со стационарным потоком тепла

При наличии стационарного потока тепла, параллельного
плоскости ху, как это имеет место в тонкой пластинке или
в длинном цилиндре при отсутствии изменения температуры
в осевом (z) направлении, температура Т должна удовлетворять
уравнению

дх* + ду* ~ и ' * а '

Рассмотрим цилиндр (не обязательно круглый), находящийся
в состоянии плоской деформации (при £х = ухг = Ууг

:=О). Соотно-
шения между напряжениями и деформациями в декартовых
координатах аналогичны уравнениям (а) и (б) в § 151 для случая
плоской деформации. По аналогии с уравнениями (б) получаем

Зададимся теперь вопросом: могут ли ах, ау и хху быть рав-
ными нулю? Полагая в уравнениях (б) ох = оу = 0, находим

(в)

и, разумеется, уху — 0.
Эти компоненты деформации физически возможны лишь в том

случае, если они удовлетворяют условиям совместности (125).
Поскольку ez = 0, а остальные компоненты деформации не зависят
от г, все условия (125), за исключением первого, удовлетворяются.

Первое условие приводится к уравнению

дЧх

ду*

Но с учетом соотношений (в) и (а) это уравнение также удовлет-
воряется. Отсюда мы находим, что при стационарном потоке
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тепла уравнения равновесия, граничное условие, выражающее
отсутствие нагрузки на криволинейной поверхности, и условия
совместности удовлетворяются, если принять

•О, стг = — аЕТ. (г)

Для сплошного цилиндра вышеприведенные условия являются
полными, и мы можем сделать вывод, что при стационарном
состоянии двумерной теплопередачи не будет температурных на-
пряжений, за исключением осевого напряжения az, определяемого
по формуле (г), которое служит для выполнения условия ег = 0
плоской деформации, В случае длинного цилиндра без связей,
наложенных на концах, мы получаем приближенное решение,
справедливое всюду, кроме окрестности концов, если наложить
одноосное растяжение—сжатие и чистый изгиб таким образом,
чтобы свести к нулю результирующие усилия и моменты по
концам, связанные с напряжениями а2.

Для полого цилиндра мы не можем, однако, сделать вывод,
что формулы (г) служат решением задачи о плоской деформации.

Необходимо исследовать
соответствующие пере-
мещения. Весьма воз-
можно, что они окажут-
ся разрывными, подоб-
но тому,как это описано
на стр. 95 и 104—105.

Допустим, напри-
мер, что цилиндр пред-
ставляет собой трубу

Рис. 234. и ч т о в н е м сделан про-
дольный разрез, как по-
казано на рис. 234, б.

Если внутренняя часть стенки трубы теплее наружной, то труба
будет стремиться развернуться, а щель будет раскрываться.
Между двумя стенками щели будет иметь место разрыв переме-
щения. Следовательно, перемещение должно быть представлено
разрывными функциями от Э. Поперечное сечение в этом случае
является сплошным, т. е. односвязным, и напряжения для задачи
плоской деформации даются в точности формулами (г). Однако
если труба не имеет щели (рис. 234, а), разрывы перемещения
физически невозможны. Это показывает, что принятое распреде-
ление температуры вызовет фактически компоненты напряжения
ах, ау, ixy, которые представляют напряженное состояние, выз-
ванное стягиванием друг к другу разделенных граней щели вплоть
до их соединения. Такая операция повлияет также на компо-
ненту az.
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Для дальнейшего исследования этого вопроса перепишем уравнения
(в) в виде

ди , dv , , .

где e' = (l-fv) аТ. Поскольку уху = 0, мы можем записать

дх ' ду v '
а также

dv ди „ . .
2* < )

где (ог — компонента вращения (см. стр. 243). Уравнения (е) и (ж) дают
в этом случае

ди dv

что в сочетании с соотношениями (д) приводит к условиям

де' дш г де' да>г

~дх'~~ду' ~д~у~~~дх~- {к>

Уравнения (к) представляют собой уравнения Коши—Римана, обсуждавшиеся
в § 55. Они показывают, что функция ъ'-\-шг является аналитической функ-
цией комплексной переменной х-\- iy. Обозначая эту функцию через Z, получаем

г = г' + 1шг. (л)

Если Ui,'Vlt u2, v2 — значения компонент u, v в точках 1 и 2 поперечного
сечения цилиндра, то разности u a — u t и v.2—v± можно выразить формулами

2 2

К ди . , ди
Txdx+Ty ^

где интегралы берутся вдоль любой кривой, соединяющей эти две точки и
лежащей целиком внутри сечения. Умножая второе соотношение на i и скла-
дывая с первым, находим

И ди..ди.../dv..dv.W-dx+Tydy+i {-dx+^dy^ . (м)

С помощью уравнений (д) и (и) легко убедиться, что интеграл в правой части
2 2

равен \ (e'-\-i(oz)(dz-{-idy) или \Zdz. Таким образом, уравнение (м) при-

i 1
нимает вид

2
«s—«i + » K — » i ) = $ Z < f c . (н)

Перемещения будут однозначными, если этот интеграл обращается в нуль для
любого замкнутого контура (например, для окружности, изображенной пунк-
тиром на рис. 234), находящегося целиком в пределах поперечного сечения.
Ниже мы воспользуемся этим результатом при решении задачи о температур-
ных напряжениях в полом круглом цилиндре.
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Для вращения аг (см. § 83) имеем зависимость

1

которая с использованием (к) приводится к виду
2

де'

1

Поскольку деформация е' пропорциональна Т, этот интеграл пропорционален
количеству тепла, проходящего за единицу времени через дугу единичной
длины, вырезанную из кривой, соединяющей точки 1 и 2. Если эта кривая
замкнутая, разность (сог)2—(az)i должна обращаться в нуль, и следовательно,
должен быть равен нулю и общий поток тепла, пересекающий эту кривую1).
Если поток тепла направлен от внутренней поверхности трубы к внешней
или наоборот, это условие не выполняется, и формулы (г) для напряжения
будут некорректны.

Однако если труба имеет разрез (щель), как показано на рис. 234, б, то
перемещение или вращение в точке 2 могут отличаться от соответствующих
величин в точке 1, например, в том случае, когда нагрев вызывает раскрытие
щели. Тогда простое напряженное состояние, определяемое формулами (г),
будет корректным решением задачи. Чтобы прийти к напряженному состоянию
в трубе при отсутствии щели, нам следует наложить напряженное состояние,
вызываемое смыканием стенок щели. Определение таких дислокационных
напряжений2) включает решение задач типа, представленного на рис. 45 и 48.

Рассмотрим, например, полый круговой цилиндр с внешним радиусом b
и с центральным отверстием радиуса а. Если температура Т,- на внутренней
поверхности распределена равномерно, а температура на внешней поверхности
равна нулю, то температура Т в точке, определяемой любым радиусом г,
дается формулой (п) из § 151. Мы можем записать эту формулу в виде

Т = — A \ n b - \ - A \ n r , (о)
где

т.

Постоянный член — A In & в формуле (о) можно отбросить, так как однородное
изменение температуры не вызывает температурных напряжений. Далее,
поскольку In z = In r-f-ie, имеем

(p)

Z = z'-!

ri4>z = (\ + \)aT + i(jiz = (\ + v)(xA l n r + icu, = (l + v ) a ^ In г.

Обозначая (1 + г)аЛ через В, из уравнения (н) имеем
2

х) Если поток тепла равен нулю, дополнительно к напряжениям (г) могуг
действовать другие температурные напряжения. См. § 161.

2) Зависимость между температурными напряжениями в стационарном
потоке тепла и дислокационными напряжениями была установлена Н. И. Мусхе-
лишвили (см. Известия электротехнического института. С.-Петербург, т. 13,
1916, стр. 23) и независимо Био (М. А. В i o t , Phil. Mag., ser. 7, 19, 540(1935)).
Температурные напряжения в полом круговом цилиндре и в квадратном
цилиндре с круговым отверстием определил методом фотоупругости Вейбель
(Е. Е. W e i b e l , Proc. 5th Intern. Congr. Appl. Mech., Cambridge. Mass.,
1938, стр. 213).
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Это уравнение применимо к любой кривой, соединяющей точки / и 2 и цели-
ком лежащей внутри сечения. Оно дает относительное перемещение этих двух
точек для случая, когда температура определяется формулой (о), а напряже-
ния—формулами (г).

Применяя это уравнение к круговому пути радиуса г, начинающемуся
в точке / (рис. 234), огибающему отверстие, и заканчивающемуся в точке <?,
поскольку Э1 = 0, 03 = 2я, имеем

[z( lnz— \)}\

Подставляя эту зависимость в (р), находим

ы2 — «1 = 0, к 2 —С] = В-2яг. (с)

Относительное перемещение не равно нулю, и следовательно, нужно считать,
что цилиндр имеет щель, ввиду наличия которой точка 2 может смещатьоя
относительно точки 1 по вертикали на величину 2mR (рис. 234, б). Движе-
ние верхней стенки щели относительно нижней равносильно вращению на
угол 2яВ в направлении часовой стрелки относительно центра сечения цилиндра.
При этом В отрицательно, если величина Т положительна. В этом случае
щель раскрывается на величину центрального угла—2яВ. Задача о смыкании
стенок такой щели уже решалась на стр. 95 для случая плоского напряжен-
ного состояния. Это решение можно преобразовать для случая плоской дефор-
мации с помощью подстановок, приведенных на стр. 446. Компоненты напря-
жения, получающиеся в результате, в сочетании с осевым напряжением
ог = — а.ЕТ, получаемым по формулам (г), становятся тождественно равными
компонентам, определяемым уравнениями (257) при отсутствии осевой силы.

Температуры на внутренней и внешней поверхностях цилиндра, изменяю-
щиеся вдоль круговых границ, можно представить в виде рядов Фурье

Г,- = Л0 + Л 1соз 0 + » 2 c o s 2 0 + . . . + B j sin 0 + B 2 s i n 2 9 + . . . ,

To =A'O+A[ COS 9 + Л 2 C O S 2 9 + . . . + B I s i n 9 + B 2 sin 2 9 + . . . ^

Температурные напряжения, вызванные несколькими членами этих рядов,
можно рассматривать раздельно, температурные напряжения, связанные по-
стоянными членами Ао, Ао, рассматривались в предыдущем случае при
Т ( = Л 0 — Ао. Членам cos 9, sin 0; cos 2 0, sin 2 0 и т. д. в функции Z соот-
ветствуют члены, пропорциональные

z, z - x , г2, z~2 и т. д. (у)

Теперь интеграл \ г" йг, взятый вдоль полной окружности радиуса г, обра-

тится в нуль (если только п Ф — 1), так как
2л

' 9 ( dd — irn+1 [ ё tn+« e d0 =

о
2л

= ;/•«+! J [cos(n+l)0 + is in(n+l)9]d9.
о

Это выражение, очевидно, равно нулю, если только п + 1 Ф 0. Если же п + 1 =0,
то получаем

Таким образом, единственным членом в (у), который дает ненулевое значение
интеграла в правой части уравнения (н), является член г~г. Отсюда следует,
что члены, содержащие cos 20, sin 20, и высшие гармоники в рядах (т), пред-
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ставляющих температуры, не вызывают относительного перемещения двух гра-
ней щели в трубе с разрезом. Результирующий тепловой поток от внутренней
поверхности трубы к ее внешней поверхности, отвечающий таким членам,
равен нулю, и они вызывают только напряжения, определяемые формулами (г).

Членами в рядах (т), которые приводят к членам, содержащим г~1, в функ-
ции Z, являются члены с cos Э и sin 6. При этом достаточно рассмотреть
лишь члены с cos 9, так как влияние членов с sin 6 можно получить из фор-
мул, соответствующих cos 6, изменив начало отсчета 0 = 0. В связи с этим
рассмотрим лишь

Т{ = Аг cos 6, Т о = А\ COS 6. (х)

Задача об отыскании стационарного распределения температуры, отвечающего
этим ее значениям на границах, решается, если считать температуру Т дей-
ствительной частью функции

-7"

и найти такие значения Сх и С2, при которых удовлетворяются условия (х).
Эти значения таковы:

А[\ п А[Ь —

Член C-Jz в (ц) отвечает значению функции

Внося это значение в уравнение (н), находим, что разрыв в перемещении опре-
деляется формулой

u s — и х + * ( i y - i»i) = «2я (1 + v) aCj,
откуда

0 2

Это означает, что верхняя граница разреза на рис. 234 перемещается вниз
на величину 2 a i ( l + v ) a C 1 в пространство, занимаемое нижней гранью и нахо-
дящимся под ней материалом. Физически это, разумеется, невозможно, и этому
препятствуют действующие между гранями усилия, достаточные для создания
противодействующего перемещения. Напряженное состояние, вызываемое этими
противодействующими перемещениями, определяется так, как это описано
в конце § 43, но теперь уже, конечно, для случая плоской деформации.

Для этого случая (ег = 0) получаем

и аналогично тому, как получена формула (а) § 151, находим

o z = v (o>+ae)—ЕаТ;
здесь

* _ ~аЕ (Ai АЛ аЧ*
х - ~ 2 ( 1 — v)\. a b ) б4 —а» *

Если концы свободны, то следует также рассмотреть осевые напряжения,
связанные со снятием усилий и моментов на каждом конце.
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§ 161. Плоское термонапряженное состояние, вызванное
возмущением однородного потока тепла

изолированным отверстием

Если однородный в остальных отношениях поток тепла возмущается
отверстием, полостью или включением из другого материала, то такое изме-
нение потока вызывает температурные напряжения. Задача об изолированном
круговом отверстии в бесконечном теле решается с помощью использования
развитой выше теории. Если невозмущенный поток движется в отрицатель-
ном направлении у с градиентом температуры т, то можем записать Т = %у.
При наличии отверстия имеем

Рассмотрим на этот раз не плоскую деформацию, а плоское напряженное
состояние, и припоминая правило перехода от одного из двух состояний
к другому, подробно поясненному на стр. 447, примем

где а—радиус отверстия. Разрыв перемещения, отвечающий равному нулю
напряжению, снова определяется формулой (н), которая теперь дает

(и)е_ о — («)е ~ 2 я = 2 л а 2 а т ,

Этот разрыв устраняется с помощью краевой дислокации типа, рассмотренного
в § 34. Окончательно компоненты напряжений для плоского напряженного
состояния х ) даются формулой

т - 4 ) *•"•• ( т

Напряжение ав приобретает наибольшее значение, равное Еаха, у «полюсов»
9 = я/2, 0 = я/2, 6 = Зя/2, причем на нагретом полюсе имеет место сжатие,
а на охлажденном — растяжение. При 2та = 37,8°С оно составляет около
315 кГ/см2 (для стали).

Решение соответствующей задачи было получено и для других форм 2)
отверстий, а также для круглого отверстия в полубесконечном теле 3). Кроме
того, с помощью рядов была рассмотрена осесимметричная задача о сфери-
ческой полости 4 ) .

») A. L. F l o r e n c e , J . N. G o o d i e r , J . Appl. Mech. 26, 293—294
(1959).

2) A. L. F l o r e n c e , J . N. G o o d i e r , J . Appl. Mech. 27, 635 — 639
(1960); См. также Н. D e r e s i e w i c z , J . Appl. Mech. 28, 147—149(1961).

3 ) J . N. G o o d i e r , A. L. F 1 o r e n e e , Quart. J . Mech. Appl." Math. 16,
273—282 (1963).

4 ) A. L. F l o r e n c e , J . N. G o o d i e r , Proc. 4th US Nat. Congr. Appl.
Mech. 595—602 (1962).
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§ 162. Решения общих уравнений. Термоупругий потенциал
перемещения

Любое частное решение уравнений (264) сводит задачу об определении
температурных напряжений к обычной задаче о действии на тело поверхност-
ных сил. Решение для и, v, w с помощью равенств (а) и (б) § 153 и с использо-
ванием уравнений (2) приводит к значениям компонент напряжений. Требуемые
поверхностные усилия, которые должны действовать вместе с неоднородным
распределением температуры, чтобы вызвать эти напряжения, находятся затем
из уравнений (124). Устранение этих усилий с целью освобождения границ
от нагрузки, для того чтобы напряжения вызывались исключительно неодно-
родным распределением температуры, представляет собой обычную задачу
о действии нагрузок на поверхности упругого тела.

Один из способов получения частных решений уравнений (264) состоит
в том, что принимается

дф ЗЬ дф

где г|)—функция переменных х, у, г, а также времени /, если температура
меняется со временем. Такая функция называется термоупругим потенциалом
перемещений.

Используя формулы (5) и (10), мы можем записать уравнения (264) в
форме

(б)

Поскольку e = du/dx-\-dv/dy+dw/dz, уравнения (а) приводят к формуле е = V2l<l>.
а соотношения (б) принимают вид

£i i (i_v)iLv,|,

^ | (в)

(второе и третье уравнения получены из первого заменой д/дх на д/ду и д(дг).
Все эти три уравнения, очевидно, будут удовлетворяться, если принять функ-
цию х) i|) в форме решения уравнения

V* = | ^ « r . (г)

Решения уравнений этого типа рассматриваются в теории потенциала2).
Решение можно выписать в виде_ потенциала тяготения цля распределения ве-

1 ) Функции такого вида использовал Альманзи (Е. Almansi) для задачи
о сфере. См. Е. A l m a n s i , (I) Atti Reale Accad. Sci., Torino, 32, 963 (1896 —
1897); (2) Mem. Reale Accad. Sci. Torino, ser. 2, 47 (1897).

2) См., например, W. D. M a c M i 11 a n, Theory of the Potential, New York,
1930.
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щества с плотностью — (1 + v) аГ/[4я(1 — v)], который выражается формулой1)

»

где Т (g, г\, £)—температура точки с координатами | , т], I, определяющими
положение элемента объема а\ dr\ dt,, a r' — расстояние между этой точкой
и точкой с координатами х, у, г. Уравнение (д) дает полное решение задачи
о температурных напряжениях в бесконечном теле, в котором температура
равна нулю всюду, кроме некоторой нагретой или охлажденной области2).
Исследованы случаи, когда такая область имеет форму эллипсоида вращения
и равномерно нагретого полубесконечного круглого цилиндра3). Для случая
области в виде эллипсоида максимальное напряжение, которое может возник-
нуть, равно аЕТ/(\ — v) и направлено по нормали к поверхности эллипсоида
в точках наибольшей кривизны образующего эллипса. Такая величина напря-
жения встречается лишь для двух предельных случаев сильно сплюснутого
или сильно вытянутого эллипсоидов вращения. В промежуточных случаях ма-
ксимальные напряжения уменьшаются, а для сферической области соответст-
вующее значение составляет две трети от вышеприведенного.

Когда Т не зависит от г и ю = 0, получаем случай плоской деформации,
в котором г|), и и v не зависят от г. Уравнение (г) принимает вид

Его частное решение дает логарифмический потенциал

где

Для тонкой пластинки при постоянной по толщине температуре Т мы мо-
жем считать напряженное состояние плоским, т.е. считать, что az = xxz = xyz = О
и функции и, v, ах, ау, тху не зависят от г. Тогда зависимости между напря-
жениями и деформациями (ср. с уравнениями (г) из § 150) примут вид

_ Е fdv ди
ХхУ~2(\ + \)\д~х+д~у

Подставляя эти значения напряжений в уравнения равновесия (18), при

*) Эту потенциальную функцию использовал Борхарт для задачи о сфе-
ре. См. С. W. B o r c h a r d t , Monatsber. Konigl. Preuss. Akad. Wiss., Berlin,
1873, стр. 9.

2 ) J . N. G o o d i e r , Phi l . Mag., 23, 1017 (1937). Полубесконечное тело
рассмотрено в работе R. D. M i n d l i n , D. H. C h e n g , J . Appl. Phys. 21,
926, 931 (1950).

3) N. O. M i k l e s t a d , J . Appl. Mech. A-131, 1942; Эдварде (R. H . E d -
w a r d s , J . Appl. Mech. 18, 19 — 30 (1951)) решил эту задачу для различных
значений упругих постоянных внутри нагретой эллипсоидальной области.
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отсутствии объемных сил получаем равенства

д / ди ,dv\ , 1 — v (d'2v t дгу

ду V дх ду J 1 + v \ дх* ду'1

Эти уравнения удовлетворяются, если принять

дг|з Зг|э

где \|з—решение уравнения

_ дТ_

_ дт_ (к)

(л)

(м)

•X
Сравнивая (м) с уравнением (е), мы видим, что частное решение (м) дается
логарифмическим потенциалом (ж), у которого в знаменателе отброшен мно-

житель 1—v. Это дает полное решение за-
дачи о локальном нагреве в бесконечной
пластинке, в которой напряжения и дефор-
мации на бесконечности должны стремить-
ся к нулю.

В качестве первого примера такого рода
рассмотрим бесконечную пластинку, которая
имеет температуру, равную нулю, всюду, за
исключением прямоугольной области ABCD
со сторонами 2а и 26 (рис. 235), внутри ко-
торой температура постоянна и равна Т х ) .
Требуемый логарифмический потенциал име-
ет вид

6 а

Рис. 235.

D *

В

1

К, \

-Ь -а
Tl)2J d\ dt) (н)

В соответствии с формулами (л) перемещения получаются с помощью диф-
ференцирования, а затем с помощью формул (и) можно найти компоненты
напряжения. В результате получается, что напряжения ах и хху в точке Р
вне нагретой прямоугольной области определятся выражениями

1 ,
~ *хут,„ = £а/ -г-4я (о)

где
рис

обозначения углов г|>х и т|>,, а также расстояний гх, г2, г3, г4 ясны из
235. Упомянутые углы с вершиной в точке Р противолежат двум сторо-

нам прямоугольника AD и ВС, параллельным оси х. Выражение для ау по-
лучается из первого уравнения (о) с использованием вместо if), и г|)2 углов,
противолежащих двум другим сторонам прямоугольника АВ и DC.

Значение ах в точке, лежащей чуть ниже AD и чуть левее точки А, равно

1 ( а^
EaT~2li[n~aTcte~*

х ) J . N. G o o d i e r , Phil. Mag. 23 (1937). Решение трехмерной задачи для
нагретой области в виде параллелепипеда дали Игначек и Новацкий (J. Ignac-
zak, W. Nowacki) в 1958 г.; оно приведено в книге: W. N o w a c k i , Thermo-
elasticity, Pergamon Press, New York, 1962.
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Для прямоугольника, бесконечно длинного в направлении оси у, оно является
наибольшим и составляет 0,5ЕаТ. При обходе вокруг угла прямоугольника
обе нормальные компоненты напряжений резко меняются. Касательное напря-
жение тху при приближении к углу стремится к бесконечности. Эти особен-
ности являются, разумеется, следствием идеальной заостренности углов нагре-
того прямоугольника.

Если нагретая область имеет не прямоугольную, а эллиптическую фор-
му х ) , с границей, заданной уравнением эллипса

•л ifi

то значение напряжения ау вблизи эллиптической границы, но вне ее, у конца
большой оси составляет

ЕаТ

что для очень узкого эллипса приближается к ЕаТ. Если нагретая область
является кругом, то напряжение ау в этой точке равно 0,5£сс7\ Значение ах

у конца малой оси составляет
ЕаТ

и для очень узкого эллипса приближается к нулю.
Метод, изложенный в этом параграфе, становится особенно простым, когда

температура, меняясь со временем, удовлетворяет дифференциальному урав-
нению теплопроводности 2)

^ = * V T , (п)

где х—коэффициент теплопроводности, деленный на теплоемкость и плотность.
Дифференцируя уравнение (г) по t и затем подставляя выражение для dT/dt
из формулы (п), находим, что функция \р должна удовлетворять уравнению

Следовательно, можно принять

Интеграл от этого выражения, пригодный для случая, когда температура со
временем стремится к нулю, имеет вид

(р)

в чем можно убедиться путем подстановки (р) в уравнение (г) и использова-
ния уравнения (п).

В качестве примера рассмотрим длинный круговой цилиндр (случай пло-
ской деформации), который охлаждается или нагревается до стационарного
состояния. Распределение температуры не симметрично относительно оси, но
не зависит от осевой координаты z. Температура в этом случае представляется

!) См. G o o d i e r, Phil . Mag. 23 (1937).
2) См., например, упомянутую выше работу Н. S. C a r s l a w , J . С. J a e -

g e r , Heat Conduction in Solids, 1959.
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в форме ряда, члены которого имеют вид

J1,» = - « - | e l ' / , W e ' " 9

) (с)

где действительные и мнимые части е ' л 9 равны cos /i9 и sin «0. Согласно
уравнению (а) функция г)), соответствующая этому температурному члену,
будет иметь следующее выражение:

1 + v 1

Ряд таких членов, отвечающий ряду для температуры Т, будет представлять
частное решение общих уравнений (б). Перемещения можно вычислить с по-
мощью уравнений (а) или их аналогов в полярных координатах:

дгЬ 1 д\Ь

" = а 7 > V=TW'

где и и v—радиальная и окружная компоненты перемещения. Осевая компо-
нента w в случае плоской деформации равна нулю.

Компоненты деформации получаются с использованием результатов § 30.
Компоненты напряжений после этого можно найти по формулам (а) и (б) для
плоской деформации из § 153, а для компоненты тле воспользоваться послед-
ним из уравнений (51).

Когда такое решение получено, то в общем случае оказывается, что онв
дает ненулевые усилия (о>, тгв) на криволинейной поверхности цилиндра.
Влияние устранения этих усилий находится с помощью решения обычной за-
дачи для плоской деформации с использованием общей функции напряжений
в полярных координатах, приведенной в § 43 1).

В более общем случае можно включать в условия задачи внутреннее вы-
деление тепла в единице объема со скоростью q. Тогда к правой части урав-
нения (п) нужно добавить член q/cp, где с—теплоемкость, а р—плотность.
Выражение

t
x, у, г)

удовлетворяет уравнению (г), если

Здесь Q в общем случае является функцией как переменной /, так и пере-
менных х, у, г, а через 7\ обозначена температура Т в момент tx.

§ 163. Общая двумерная задача для круговых областей

В §§ 160 и 162 мы использовали по-разному дифференциальные уравне-
ния теплопроводности. Если мы хотим рассмотреть совершенно произвольное
распределение температуры, скажем, некоторое заданное начальное распреде-
ление температуры во всем теле, то потребуются другие методы. Рассмотрим
сейчас один из таких методов для случаев плоской деформации или плоского
напряженного состояния в полярных координатах.

Используя термоупругий потенциал перемещений г|з, позволяющий опре-
делить перемещения (см. уравнение (м) § 162), можно записать уравнение (е)

х) Эта задача была исследована для случая круглого цилиндра при тем-
пературе, меняющейся в соответствии с формулой (с), в упомянутой выше

статье Гудьера.
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для случая плоской деформации и уравнение (м) для плоского напряженного
состояния в полярных координатах в виде

где для плоской деформации (5= (1 +v)/(l — v)a, а для плоского напряжен-
ного состояния P = (l + v)a.

Компоненты перемещения в полярных координатах имеют вид

Температура Т как функция от г и G берется в виде ряда Фурье

СО 00

Т = 2 Тп (г) СОБ я9 + 2 Т" <Г) s i n nQ- <в)
л = 0 л = 1

Мы ограничимся здесь косинусоидальным рядом, так как с синусоидальным
рядом можно поступить таким же образом. Соответственно примем

00
•Ф=2 yn(r)cosnQ. (г)

л = 0

Тогда уравнение (а) требует, чтобы

Частное решение этого уравнения, получаемое методом вариации произволь-
ных постоянных, имеет вид

[ ь г -1

г" J 71» (Р) Р 1 - " dp + г - » J Г„ (р) pi+» dp . (e)
где п = 1, 2, 3 При п = 0 из (д) непосредственно находим

1|>„=Р - l n r JpT 0 (p)dp+Jpr 0 (p) lnpdp . (ж)

Здесь а и Ь—внутренний и внешний радиусы кольцевой области, а р — не-
мая переменная интегрирования. Функции, определяемые зависимостями (е)
и (ж), вводятся в (е). Затем из формул (б) находятся перемещения, а по ним
с помощью формул (48), (49) и (50) — компоненты деформации е г , ее, V8- Они
в свою очередь приводят к напряжениям путем использования уравнений (б)
и (в) из § 150 для плоского напряженного состояния и уравнений (б) из § 151
для плоской деформации. Зависимость между касательным напряжением и
деформацией сдвига имеет просто вид т ге =Gyre.

Такое напряженно-деформируемое состояние, полученное из потенциала
перемещений в виде частного решения дифференциальных уравнений, само по
себе не будет удовлетворять заданным граничным условиям на окружностях
г —а и г = Ь. Для удовлетворения этих граничных условий потребуется при-
ложить некоторые усилия на границе, которые можно, разумеется, определить
из решения, описанного выше, отыскав аг и т г е при г = а и r = b. Однако
задачу удовлетворения граничных условий, например условий о > = 0 и т г е = О
на граничных окружностях, можно теперь решить также путем наложения
изотермического решения Фурье (см. § 43).
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Следует отметить, что ip0, определенное в соответствии с формулой (ж),
ведет к решениям, уже описанным в §§ 150 и 151 для случая температуры,
не зависящей от 9. В силу этого очевидно, что потенциал т|>п, определяемый
уравнением (е): ведет к некоторому обобщениюх) этих решений на темпера-
туры, зависящие как от 9, так и от г.

§ 164. Общая двумерная задача. Решение в комплексных
потенциалах

Мы уже видели, что любой потенциал перемещений V, соответствующий
заданному распределению температуры Т и дающий непрерывное поле пере-
мещений, приводит задачу к виду, в котором имеется лишь нагрузка на гра-
нице тела. Следовательно, если найден соответствующий потенциал переме-
щений, то можно воспользоваться комплексными потенциалами t|) (г) и X (г),
как это делалось в главе 6 для плоской деформации и плоского напряженного
состояния.

Обозначая этот потенциал через W и считая его функцией только от х и
у, для плоской деформации получаем

а потенциал W должен удовлетворять уравнению (е) § 162, т. с

Температура Т должна быть, разумеется, функцией одних лишь переменных
х и у. Как и в главе 6, записываем здесь г=х-\- iy и г = х—iy. Кроме того,

x=-j(z+z), y=-L(z-~z). (в)

Если подставить эти выражения в Т (х, у), то получаем функцию t (г, г).
Таким образом,

Т(х, y) = t(z, i). (г)

Формально мы можем взять частные производные

^ / ( г , z), - ^ <(«.*). (Д)

несмотря на то, что мы не можем изменить г как координату точки на пло-
скости ху, не изменив в то же время г. Мы можем также ввести неопределен-
ные интегралы

^t(z,z)dz, ^t(z,z)dz. (e)
а также

"" t(z,Г)dzdz. (ж)
$ $ •

2) Это обобщение дал Н. Н. Лебедев в книге «Температурные напряже-
ния в теории упругости», ОНТИ, 1937. Приведенный выше вывод взят из
докторской диссертации: С Е . W a l l a c e , Thermoelastic Stress in Plates —
Problems in Curvilinear Coordinates. В ней рассматриваются также эллипти-
ческие и биполярные координаты и задачи с разрывными температурами (когда,
например, одна половина диска охлаждена, а другая половина нагрета), для
которых ряды Фурье неприменимы в силу их медленной сходимости.
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Сразу же можно показать, что соответствующая форма потенциала перемеще-
ний имеет вид

Г 1 { ± ^ j j ( * . z)dzdz, (и)
Из него следуют перемещения и напряжения в виде1)

a + a

Еа С д

ax + ay = - ~

t(z,z)dz.

Это состояние создается нагрузками на границе тела, которые можно опреде-
лить по только что приведенным формулам и заданному распределению тем-
пературы Т. Задача о действии равной по величине и противоположной по
знаку нагрузки на криволинейной или боковой поверхностях может быть за-
тем решена с помощью комплексных потенциалов ty (г) и X (г) для случая
плоской деформации без учета объемных сил, как это описывалось в главе 6.

Для вывода уравнений (и) и (к) сначала заметим, что, согласно форму-
лам (г),

дТ dt дг . dt дг dt , dt . дТ dt dt
дх дгдх~о1дх dz'fa' ду дг дг' х '

Отсюда
ndt дТ . ОТ ndt дТ , . дТ
2 ^ Г = ^ 1-т- , 2 — = ^ , И "а". (М)

дг дх ду fa дх ' ду ' * '
и, если применить к последнему уравнению операцию 2д/дг, то находим

дЧ Id . д \ I дТ .дТ\д*Т д2Т
4 1 ) [ + 1 ) ^

Здесь Т — произвольная функция от х и у. Таким образом, мы можем под-
ставить последний результат в левую часть уравнения (б), а в его правую
часть подставить уравнение (г). В результате имеем

4 ^
дгдг

где

(н)

Интегрируя уравнение (н) по г, фиксируя г, получаем

(п)
dz

В соответствии с первым из уравнений (а) и вторым из уравнений (м) находим

4 / ( . ) р ( ( , ) , (р)
dz J

откуда следует первое из уравнений (к).

!) Н. Н. Л е б е д е в , Температурные напряжения в теории упругости,
ОНТИ, 1937, стр. 55—56. Третье из приведенных выше уравнений (к) отли-
чается от полученного Н. Н. Лебедевым, который вводил сопряженную функ-
цию к t(z, г). Подобный вывод дал также Гэйтвуд (В. Е. G a t e w o o d ,
Phil. Mag. 32, 282—301 (1941)).
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Неопределенный интеграл в правой части уравнения (п) снова является
функцией от г и г. Интегрирование по г, если фиксировать г, дает

/(z,ij=pa J[J/(z,i)dz]dF, (с)

что эквивалентно уравнению (и). Никакие произвольные функции при инте-
грировании не вводятся, так как нам требуется лишь простейшее решение
уравнения (б) или (н). Чтобы вывести второе из уравнений (к), обратимся
к зависимостям между напряжениями и деформациями для случая плоской
деформации. Их можно получить из трехмерных форм, приведенных в § 153,
если учесть, что для плоской деформации е г = 0, а также Ууг = 7хг = 0- Пер-
вые два из трех уравнений (в) из § 153 имеют вид

^ ^ . (т)

Отсюда, поскольку е — гх-\-гу, имеем

ox + oy = 2(X + G)e-2-^^. (у)

Однако уравнения (а) и (б) этого параграфа показывают, что для состояния,
полученного из потенциала перемещений Y, мы должны иметь

С учетом этого и зависимости между упругими постоянными, описываемой
уравнениями (5) и (10), уравнение (у) принимает вид

Еа „

С учетом уравнения (г) это соотношение совпадает со вторым из уравнений (к).
Чтобы убедиться в справедливости третьего из уравнений (к), начнем

с первого из них и применим к его правой части операцию 2д/дг, а к левой —
равносильную операцию д/дх-j-id/dy. Тогда получим

„_ \ди dv . . {ди . ди\~\ Еа д Г ., - .
2 0 Ь г — я—И д - + 5 - 1 = 1 =\t(z,z)dz. (х)

\дх ду' \дх ' ду)\ \—^дг)
Но из уравнений (т) имеем

В левой части уравнения (х) выражение в скобках есть уху. В правой части
мы можем при соответствующих ограничениях на функцию / (г, г) применить
к ней операцию дифференцирования. Тогда (х) примет вид

а это совпадает с третьим из уравнений (к).

4 / (z,l)dz.



Глава 14

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В УПРУГОЙ СПЛОШНОЙ СРЕДЕ

§ 165. Введение

В предшествующих главах рассматривались задачи статики
упругого тела. Предполагалось, что под действием не изменяю-
щихся во времени внешних сил тело находится в состоянии
покоя. Если же такие изменения и допускались, то они счита-
лись достаточно медленными, чтобы можно было оправдать пред-
положение о статическом состоянии тела в любой момент вре-
мени (например, в теории удара Герца, стр. 421), т. е. рассмат-
ривались квазистатические задачи.

Внезапное нагружение, например нагружение, вызванное взры-
вом или сейсмическим толчком, приводит к существенно дина-
мическим задачам. При этом уравнения равновесия необходимо
заменять уравнениями движения. При приложении нагрузки ее
действие не передается мгновенно всем частям тела: от нагру-
женной области начинают излучаться с конечной скоростью
волны напряжений и деформаций. Так же, как и в известном
случае распространения звука в воздухе, в каждой точке не
возникает возмущения, пока ее не достигнет волна. Однако
в упругом теле существует не один, а несколько типов волн и
эти волны имеют разные скорости распространения.

Мы начнем с рассмотрения общих уравнений для трехмерной
задачи в прямоугольных координатах и простейших решений,
отвечающих простейшим типам волн2). Приближенные представ-
ления волновых движений в частных случаях, например волны
растяжения в стержнях, будут рассмотрены позже, когда в нашем
распоряжении уже будет общая теория, позволяющая разъяснить
природу сделанных допущений.

J ) Сведения о современном состоянии вопроса содержатся, например,
в обзорах: Н. В. З в о л и н с к и й , Изв. АН СССР, механика, № 1, 109—123
(1965); Н. В. З в о л и и с к и й, М. И. Р е й т м а н, Г. С. Ш а п и р о , Дина-
мика деформируемых твердых тел (в сб. «Механика в СССР за 50 лет», т. 3,
«Наука», М. 1972, стр. 291—324). Прим. ред.

2 ) Другие формы движения, например колебания, здесь не рассматри-
ваются. Исследования колебаний стержней, колец и пластинок см., например,
в книге: S. T i m o s h e n k o , Vibration Problems in Engineering, гл. 5, McGraw-
Hill, New York, 1955. [Русский перевод: С. П. Т и м о ш е н к о , Колебания
в инженерном деле, «Наука», 1967.]
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§ 166. Волны расширения и волны искажения
в изотропной упругой среде

При исследовании распространения волн в упругой среде
удобно воспользоваться дифференциальными уравнениями в пере-
мещениях (127). Чтобы из этих уравнений равновесия получить
уравнения движения при малых перемещениях, достаточно лишь
добавить к ним инерционные члены. Тогда уравнения движения,
в предположении отсутствия объемных сил, примут вид

(269)

где е—объемное расширение, а символ V2 обозначает операцию

v дх2 ' ду* т~ дг2 '

Предположим вначале, что при производимых волнами деформа-
циях объемное расширение равно нулю, т. е. что деформации
состоят лишь из искажений сдвига и вращений. Тогда уравне-
ния (269) приведутся к форме

g g - p g £ = O. (270)

Мы получили уравнения волн, называемых эквиволюминальными
волнами или волнами искажений.

Рассмотрим теперь случай, когда деформации, производимые
волнами, не сопровождаются вращениями. Вращение любого
элемента среды определяется формулами (см. § 83)

1 (dw до\ 1 (ди dw\ 1 (до ди

Следовательно, условие, что деформации не сопровождаются
вращениями, можно представить в форме

dv ди „ dw dv л ди dw n ....
дх—Ту = °> ду—Тг = 0' -дг-Ш = °- W

Если эти условия удовлетворяются, перемещения и, v, w можно
вывести из одной функции ф следующим образом:

Тогда имеем
- £ • » - ! • "-%•
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Подставляя эти выражения в уравнения (269), находим, что

(271)

Волны, определяемые этими уравнениями, называются безвих-
ревыми волнами или волнами расширения1).

Общий случай распространения волн в упругой среде полу-
чается в результате суперпозиции волн искажения и волн рас-
ширения2). Для обоих видов волн уравнения движения выра-
жаются в общей форме

5 = a2V2t, (272)

где для случая волн расширения

а = С1=уГЬШ ( 273)
и для случая волн искажения

Покажем теперь, что величины с1 и с2 представляют собой ско-
рости распространения волн расширения и искажения.

§ 167. Плоские волны

Если в некоторой точке упругой среды производится какое-
либо возмущение, то из этой точки во все стороны начинают
излучаться волны. На большом расстоянии от центра возмуще-
ния эти волны можно рассматривать как плоские и считать, что
все частицы движутся параллельно направлению распростра-
нения волны (продольные волны) или перпендикулярно этому
направлению (поперечные волны). В первом случае мы будем
иметь волны расширения, во втором — волны искажения.

Рассмотрим сначала продольные волны. Если выбрать ось х
в направлении распространения волны, то v — w = 0 и и будет
функцией только одной координаты х. Уравнения (271) в этом
случае дают

5 2 а а

J) Хотя в общем случае расширение сопровождается деформациями сдвига.
2) Относительно общности такого сочетания и его связи со статикой упру-

гого тела см. Е. S t e r n b e r g , Arch. Rational. Mech. and Anal. 6,34—50
(1960).
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С помощью подстановки можно показать, что любая функ-
ция fix + cj) является решением уравнения (275). Любая функ-
ция f1 (х—cxt) также является решением этого уравнения, и его
общее решение можно представить в форме

*—cjt). (276)

Это решение имеет очень простую физическую интерпретацию,
которую легко пояснить следующим образом. Рассмотрим второй
член в правой части формулы (276). Для любого заданного
момента времени t этот член является функцией только одной
переменной х и может быть представлен некоторой кривой,
например тпр (рис. 236, а), форма которой зависит от вида

-X

с)

б)
Рис. 236.

функции \х. Через интервал времени А^ аргумент функции ft

примет вид x—Cj^it + At). Значение функции /х останется неиз-
менным, если одновременно с увеличением / на величину At
абсцисса увеличится на величину Ах, равную ctAt. Это означает,
что кривая тпр, построенная для момента времени t, может
также использоваться для момента t-\-At, если ее сместить
в направлении х на расстояние Ax^^At, как показано
на рисунке пунктиром. Таким же путем можно показать, что
первый член решения (276) представляет волну, движущуюся
в противоположном направлении. Таким образом, общее реше-
ние (276) представляет две волны, движущиеся вдоль оси х
в двух противоположных направлениях с постоянной скоростью
сх, определяемой формулой (273). Эту скорость можно выразить
через £ и v, подставляя в формулу (273) выражения % и G,
которые даются равенствами (10) и (5). Тогда будем иметь

(l+v)(l-2v)p #

Для стали Cj можно принять равным 6070 м/сек.
Рассматривая «прямое» движение волны, представленное функ-

цией fl(x—c1t) в формуле (276), получаем следующее выражение
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для скорости частицы и:
• ди с tt\ I \

и — gf ci/i(S;> (a)

где \ = х—cxt и штрих обозначает дифференцирование функции
fjd) по \. Кинетическая энергия элемента dxdydz получается
при этом в виде

Потенциальная энергия совпадает с энергией деформации. Ком-

поненты деформации имеют вид

гх = — = f[ (£), е = е 2 = 0. (в)

В соответствии с выражением (132) энергия деформации эле-
мента равна

VBdxdydz = y ( ^ + 2G) [f^ (|)]adxdydz. (г)

Если сопоставить соотношения (б) и (г) и учесть формулу (273),
то становится ясным, что кинетическая и потенциальная энергии
в любой момент времени совпадают.

Для напряжений имеем следующие зависимости:

ох = (К-\- 2G) ъх, Oy = oz = A-8X, (д)
откуда

aJL — Ь. — % 1- t*\
ax~ax~X+2G~ I— v' * c '

Такие компоненты ау, az требуются для выполнения условия
ey = ez — 0. Сравнивая выражение (д) для ах с выражением (а)
для и и используя зависимость &x — f'i(£,) из (в), находим, что

°х~ — Pciu- ( ж )

Если бы мы рассматривали «обратное» движение волны, пред-
ставленное в формуле (276) только одной функцией f(x + cj),
JO в формулах (а) и (ж) знаки «минус» следовало бы заменить
знаками «плюс».

Функции / и /t для каждого частного случая нужно опреде-
лять из начальных условий в момент t = 0. Для этого момента
из формулы (276) имеем

*), (и)

Предположим, например, что начальная скорость равна нулю
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и начальное перемещение определяется формулой

Условия (и) будут удовлетворены, если принять

Следовательно, в этом случае начальное перемещение рас-
щепляется на две половины, которые распространяются как
волны в двух противоположных направлениях (рис. 236, б).

Рассмотрим- теперь поперечные волны. Если ось х направлена
в сторону распространения волны, а ось у имеет направление
поперечного перемещения, то получаем, что перемещения и и w
равны нулю, а перемещение v будет функцией от х и /. Тогда
из уравнений (270)

cPv _ 2 д*о . .

Это уравнение имеет тот же вид, что и уравнение (275), и мы
можем сделать вывод, что волны искажения распространяются
вдоль оси х со скоростью

или, с учетом (277),

— I . / " 1 — 2 v '
Сг — Ci у 2 ( l - v ) '

При v = 0,25 вышеприведенная формула дает

3 ~ Уз '
Любая функция

f(x—c2t) (л)

является решением уравнения (к) и представляет волну, распро-
страняющуюся в направлении х со скоростью с2. Возьмем, напри-
мер, решение (л) в форме

v = vosm-p-(x—cj). (м)

В этом случае волна имеет синусоидальную форму. Длина волны
равна /, а амплитуда v0. Скорость поперечного двюнения равна

-#- = ^ y 0 c o s — (х—c,t). (н)

Эта скорость равна нулю, когда перемещение (м) максимально,
и достигает наибольшей величины, когда перемещение равно
нулю. Деформация сдвига, вызываемая этой волной, определяется
формулой

dv 2nv0 2л . . . . .

ъ » = Т х = ~ r c o s т (х—с**)- (°)
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Можно убедиться, что максимальное искажение (о) и максималь-
ное абсолютное значение скорости (н) достигаются в заданной
точке одновременно.

Распространение волн этого вида можно представить следую-
щим образом. Пусть тп (рис. 237)—тонкое волокно, выделенное
из упругой среды. Когда вдоль оси х распространяется синусои-
дальная волна (м), элемент А испытывает перемещения и иска-
жения, последовательные изменения которых показаны с помощью

Рис. 237.

заштрихованных элементов /, 2, 3, 4, 5, . . . В момент * = 0
элемент А имеет положение, обозначенное цифрой /. В этот
момент его искажение и скорость равны нулю. Затем он при-
обретает положительную скорость и после некоторого промежутка
времени, равного //4с2, его искажение показано цифрой 2. В этот
момент перемещение элемента равно нулю, а его скорость мак-
симальна. Через промежуток времени, равный 1/4с2, условия,
в которых находится элемент, показаны цифрой 3 и т. д.

Пусть поперечное сечение волока равно dydz, тогда кинети-
ческая энергия элемента А

а энергия деформации

\ Gfxy cos2 Ц- (x-c2t) dx dy dz.

Учитывая, что c.* = G/p, можно сделать вывод, что кинетическая
и потенциальная энергии элемента в любой момент времени равны.

В случае землетрясения в толще земли со скоростями с[
и с2 распространяются оба вида волн: волны расширения и волны
искажения. Их можно зарегистрировать с помощью сейсмографа,
и интервал времени между прибытием этих двух видов волн
позволяет получить некоторую информацию относительно рас-
стояния регистрирующей станции от центра возмущения.

Чтобы удовлетворить физическим условиям на свободной
поверхности или на поверхности раздела между двумя различными
средами, можно комбинировать плоские волны синусоидальной
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и другой формы различными способами. Если направление рас-
пространения не параллельно поверхности, можно получить
результаты, отвечающие отражению волны от свободной поверх-
ности или отражению и преломлению на поверхности раздела1).
Движение волны, распространяющейся параллельно плоской
свободной поверхности со скоростью, отличной от ct и с2 (поверх-
ностной волной Рэлея), рассматривается ниже в § 170.

§ 168. Продольные волны в стержнях постоянного сечения.
Элементарная теория

Простые плоские продольные волны, рассмотренные в § 167,
могут существовать в стержне прямоугольного поперечного
сечения только тогда, когда на боковых гранях действуют ком-
поненты напряжений оу и а2, определяемые уравнениями (т.). Для
стержня произвольного поперечного сечения также требуется
действие соответствующих усилий на боковой поверхности.

Если боковая поверхность стержня свободна от усилий, полу-
чить требуемые решения полных уравнений движения2) (269)
гораздо труднее. Однако есть много практически интересных
случаев, для которых справедлива значительно более простая
теория. В этой элементарной теории предполагается, что каждый
элемент стержня испытывает простое растяжение, отвечающее
осевой деформации ди/дх, где и является функцией только от
переменных х и t. Тогда

ox = EWx. (a)

Другие компоненты напряжений считаются пренебрежимо малыми.
Рассматривая элемент, который первоначально находится между
поперечными сечениями х и x-\-dx (рис. 238), получаем уравне-
ние движения в виде

дах , , д2и
-г= ах —о ах -375-.дх г dt2 '

' ) См., например, Н. К о 1 s k у, Stress Waves in Solids, Oxford Univer-
sity Press, Fair Lawn, 1953. [Русский перевод: Г. К о л ь с к и й , Волны
напряжения в твердых телах, ИЛ, 1955.]

2 ) Численные результаты для частных случаев были получены с помощью
ЭВМ. См., например, L. D. В е г t h о 1 f, J . Appl. Mech. 34, 725—734 (1967).

Общий обзор проблемы распространения волн в стержнях, а также других
основных задач распространения волн напряжений с обширной библиографией
см. в главах, написанных Микловицем и Дэвисом (J. M i k l o w i t z , Elastic
Wave Propagation, стр. 809—839 и R. M. D a v i e s , Stress Waves in Solids,
стр. 803—807) книги H. N . A b r a m s o n , H. L i e b o w i t z , J . M. C r o w l e y ,
S. J u h a s z (ред). Applied Mechanics Surveys, Spartan Books, Washington, 1966.
[CM. P. M. Д Э В И С , ВОЛНЫ напряжений в твердых телах, ИЛ, 1961.
(Прим. ред.)]
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(б)

с= I/ — (278)

Уравнение (б) имеет тот же вид, что и уравнение (275) § 167,
и его общее решение можно представить так:

ti — f(xJrCt)-\-f1 (х—ct). (в)

Интерпретация этого решения была дана ранее для уравнения
(276). Однако в данном случае скорость распространения волны1)

. x+dx — i ,u • Р а в н а величине с, определяемой
Zt мотнт" т формуле (278). Она меньше

6

Рис. 238. Рис. 239.

скорости волны clt определяемой формулой (277). Отношение
этих скоростей равно

1—V

При v = 0,30 отношение сх/с = 1,16. Для стали можно принять
с = 5150 м/сек.

Если в уравнении (в) удерживается лишь функция /х (рас-
пространение прямой волны), то из этого уравнения и уравнения
(а) имеем

тогда как при удержании одной лишь функции f (распростра-
нение обратной волны) имеем

( )

Результаты, выраженные формулами (278) и (г), можно полу-
чить и не обращаясь к дифференциальным уравнениям. Рассмот-
рим равномерно распределенные сжимающие напряжения, вне-
запно приложенные к левому концу стержня (рис. 239). В первый
момент они вызовут однородное сжатие бесконечно тонкого слоя
на конце стержня. Это сжатие затем передается соседнему слою
и т. д. Вдоль стержня с некоторой скоростью с начнет распро-
страняться волна сжатия, и через промежуток времени t часть

х) Ее называют иногда «стержневой скоростью».
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стержня длиной ct будет сжата, а остальная его часть будет
находиться в состоянии покоя и будет свободна от напряжений.

Следует различать скорость распространения волны с и ско-
рость v, сообщаемую частицам в сжатой зоне стержня сжимаю-
щими усилиями. Скорость частиц v можно найти, если принять
во внимание тот факт, что под действием сжимающих напряжений
а заштрихованная на рисунке сжатая зона укорачивается на
величину (o/E)ct. Следовательно, скорость левого конца стержня,
равная скорости частиц в сжатой зоне, определится формулой

ее , s
и (е)

Скорость распространения волны с можно найти, используя
уравнение количества движения. Вначале заштрихованная часть
стержня находится в покое. По прошествии промежутка времени /
она будет иметь скорость v и количество движения Actpv. При-
равнивая это количество движения импульсу сжимающего уси-
лия, получаем

Aat = Actpv. (ж)

Используя формулу (е), находим для с значение, определяемое
формулой (278)1), а для скорости частиц получаем выражение

Это соотношение соответствует уравнению (г), в котором через
и обозначена скорость частиц. Можно убедиться, что в то время,
как скорость распространения волны с не зависит от сжимающего
усилия, скорость частиц v пропорциональна напряжению а.

Если к концу стержня вместо сжимающей внезапно прило-
жена растягивающая нагрузка, то вдоль стержня со скоростью с
будет распространяться растяжение. Скорость частиц снова опре-
делится формулой (279). Однако направление этой скорости
будет противоположно направлению оси х. Таким образом, для
волны сжатия скорость частиц v направлена в ту же сторону,
что и скорость распространения волны, а для волны растяжения
скорость v направлена в сторону, противоположную направлению
распространения волны.

Из уравнений (278) и (279) получаем

о = Е±. (280)

Таким образом, напряжение на фронте волны определяется отно-
шением обеих скоростей и модулем упругости Е материала. Если

J ) Этот элементарный вывод формулы скорости распространения волны
принадлежит Бабине (Babinet); см. C l e b s c h , Theorie de Elasticity des Corps
Solides; (перевод Сен-Венана), стр. 480, 1883.
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абсолютно твердое тело, движущееся со скоростью v, производит
продольный удар по левому концу стержня, то в начальный
момент времени сжимающее напряжение на поверхности контакта
определится формулой (280) *). Если скорость v ударяющего тела
превосходит некоторый предел, зависящий от механических
свойств материала стержня, то даже если масса тела очень
мала, в стержне возникнут остаточные деформации2).

Рассмотрим теперь энергию для волны, показанной штриховкой
на рис. 239. Эта энергия состоит из двух частей: энергии дефор-
мации, равной

Ado*
2Е

и кинетической энергии, равной
Acto*

2 ~ 2£ "
Можно убедиться, что полная энергия волны, равная работе,
производимой сжимающей силой Аа, действующей на расстоянии

^ с а)
с

LL
"г
~х

В)

Рис. 240.

-х

{a/E)ct, состоит наполовину из потенциальной, а наполовину из
кинетической энергии.

Уравнение (б), определяющее распространение волн, линейно,
в силу чего сумма двух решений этого уравнения также будет
его решением. Отсюда следует, что при исследовании волн, рас-
пространяющихся вдоль стержня, можно использовать метод
суперпозиции. Если встречаются две волны, распространяющиеся
в разных направлениях (рис. 240), то получающиеся при этом
напряжения и скорости частиц можно получить путем суперпо-
зиции. Если, например, обе волны являются волнами сжатия
то, как показано на рис. 240, б, результирующие сжимающие

х) Этот вывод принадлежит Томасу Юнгу ( T h o m a s Y o u n g , Course
of Lectures on Natural Philosophy... т. 1, стр. 135, 144, 1807.

2) Предполагается, что контакт происходит одновременно во всех точках
концевого сечения стержня.
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напряжения получаются путем простого сложения, а результи-
рующие скорости частиц — путем вычитания. После прохождения
рассматриваемого участка волны вернутся к своей первоначаль-
ной форме, как показано на рис. 240, в.

с

-"-—

—»- т

' Ч \
б

т

п

т

б)

Рис. 242.

Рассмотрим волну сжатия, распространяющуюся вдоль стерж-
ня в направлении оси х, и волну растяжения той же длины и
с той же величиной напряжения, распространяющуюся в про-
тивоположном направлении (рис. 241). Когда волны встречаются,
сжатие и растяжение взаимно уничтожают друг друга, и в той
части стержня, где обе волны накладываются друг на друга,
напряжения отсутствуют. В то же время скорости частиц в этой
части стержня удваиваются и становятся равными 2v. После
прохождения рассматриваемого участка волны приобретают свою
первоначальную форму, как показано на рис. 241,6. В среднем
поперечном сечении тп напряжение все время будет равно нулю,
и это сечение можно рассматривать как свободный конец стержня
(рис. 241, в). Сравнивая рис. 241, а и б, отсюда можно сделать
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вывод, что в случае свободного конца волна сжатия отражается
в виде подобной ей волне растяжения и наоборот.

Если две одинаковые волны, движущиеся навстречу друг
другу, рис. 242, а, встречаются, то в той части стержня, где эти
волны накладываются друг на друга, возникнут удвоенные на-
пряжения, а скорости будут равны нулю. В среднем поперечном
сечении тп скорость всегда будет равна нулю. При прохожде-
нии волн это сечение остается неподвижным и его можно рас-
сматривать как заделанный конец стержня (рис. 242, в). Из
сравнения рис. 242, а я б можно сделать вывод, что волна,
отразившись от заделанного конца стержня, совершенно не ме-
няется.

§ 169. Продольное соударение стержней

Если происходит продольное соударение двух одинаковых
стержней из одного и того же материала, движущихся со ско-
ростью v (рис. 243, а), то в про-
цессе удара плоскость контакта
тп будет неподвижна1), а | | |—— а)
вдоль обоих стержней со ско-
ростью с начнут распростра-
няться две одинаковые волны * " *-
сжатия. Скорости частиц в вол- I • I—I г I б)
нах, наложенные на начальные , ~^[ [„ , ~^ |
скорости стержней, приведут
зоны волн в состояние локоя, Рис. 243.
и в момент, когда эти вол-
ны достигнут свободных концов стержней (t = l/c), оба стержня
будут подвергнуты равномерному сжатию и находиться в состоя-
нии покоя. Затем волны сжатия отразятся от свободных концов
в виде волн растяжения, которые начнут распространяться в на-
правлении поперечного сечения контакта тп. В этих волнах
скорости частиц, равные и, будут теперь направлены от сече-
ния тп, и когда волны достигнут плоскости контакта, стержни
разделятся со скоростью, равной их начальной скорости v. Про-
должительность соударения в этом случае будет, очевидно, рав-
на 2//с, а сжимающее напряжение, согласно формуле (279), ста-
нет равным и]/"£р.

Рассмотрим теперь более общий случай, когда стержни 1 я 2
(рис. 243, б) движутся со скоростями 2) их и va, причем vx > v2.
В момент удара в обоих стержнях начнут распространяться две
одинаковые волны сжатия. Соответствующие скорости частиц

х) Предполагается, что контакт происходит одновременно по всей поверх-
ности концов стержней.

2) Скорости считаются положительными, если их направление совпадает
с направлением оси х.
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относительно н а п р я ж е н н ы х частей движущихся стержней будут
равны и в каждом стержне направлены от поверхности контакта.
Чтобы абсолютные скорости частиц обоих стержней на поверх-
ности контакта были одинаковы, величина этих скоростей долж-
на быть равна (vl—v2)/2. Через промежуток времени, равный 1/с,
волны сжатия достигнут свободных концов стержней. Оба стержня
в этот момент будут находиться в состоянии однородного с ж а т и я ,
абсолютные значения скоростей всех частиц стержней будут
равны у у

Затем волны сжатия отразятся от свободных концов в виде волн
растяжения и в момент t — 21/c, когда эти волны достигнут по-
верхности контакта двух стержней, скорости стержней 1 и 2

и, ьг станут равными

а) ~2~^ LTJ = V*>

2 + 2
2 _ „

^ i Таким образом, стержни в
— I 6) процессе удара обменива-

-21, »—I ются скоростями.

Р и с 244 Если рассмотренные
стержни имеют разные дли-

ны /х и /2 (рис. 244, а), условия соударения вначале будут такими же,
как и в предыдущем случае. Однако после промежутка времени 2/х/с,
когда отраженная волна в более коротком стержне достигнет
поверхности контакта тп, она начнет распространяться вдоль
более длинного стержня и возникнет состояние, изображенное на
рис. 244, б. Волна растяжения от стержня 1Х уничтожит сжатие
на поверхности контакта стержней, но контакт будет продол-
жаться, пока волна сжатия в более длинном стержне (заштри-
хованная на рисунке) не вернется после отражения к поверх-
ности контакта в момент t — 2ljc.

В случае двух стержней одинаковой длины каждый из них
после отскока будет иметь во всех точках одну и ту же ско-
рость и будет двигаться как абсолютно твердое тело. Их пол-
ная энергия будет энергией поступательного движения. В случае
стержней разной длины более длинный стержень после отскока
будет содержать движущуюся в нем волну, и при определении
полной энергии стержня следует учитывать и энергию этой
волны*).

1) Вопрос о потере кинетической энергии переносного движения в случае
продольного соударения стержней рассматривали Коши, Пуассон и, наконец,
Сен-Венан; см. Compt. Rend., 1108 (1883) и J . Mathemat (Liouville), 257,
376 (1867).
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Рассмотрим теперь более сложную задачу о стержне с заде-
ланным концом, другой конец которого испытывает удар движущей-
ся массой (рис. 245) *). Обозначим через М массу движущегося
тела, отнесенную к единице площади поперечного сечения стерж-
ня, а через v0—начальную
скорость тела. Если считать
тело абсолютно твердым, то
скорость частиц на конце
стержня в момент соударе-
ния (/ = 0) будет равна v0,
а начальное напряжение сжа-
тия, согласно формуле (279),

(а)
Вследствие сопротивления
стержня скорость движуще-
гося тела, а следователь-
но, и давление на стержень
будут постепенно умень-
шаться, и мы получаем распространяющуюся вдоль стержня
волну сжатия с уменьшающимся сжимающим напряжением
(рис. 245, б). Изменение сжимающего усилия во времени легко
найти из уравнения движения тела. Обозначая через а перемен-
ное сжимающее напряжение на конце стержня и через и—пере-
менную скорость тела, получаем

Подставляя вместо скорости v ее выражение согласно форму-
ле (279), находим

М

Рис. 245.

откуда

a = oQe-(iVWe/M). (в)
Это уравнение можно использовать, пока / < 21/с. При / = 21/с
волна сжатия с давлением а0 на фронте возвратится к концу
стержня, который находится в контакте с ударяющим телом.
Скорость тела не может измениться скачком, поэтому эта волна
отразится от места контакта как от заделанного конца. Сжимаю-

*) Эту задачу рассматривали несколько авторов. Окончательное решение
получил Буссинеск (J. B o u s s i n e s q , Compt. Rend., 154 (1883)). Историю
этой задачи можно найти в примечании Сен-Венана к § 60 уже упоминавшей-
ся книги Клебша ( C l e b s c h , Theorie de l'Elasticite des Corps Solides). Эту
задачу рассматривал также Доннел (L. H. Donnell). Использовав закон рас-
пространения волн, он упростил решение и распространил его на случай
конического стержня. См. Trans. ASME, Applied Mechanics Division, 1930.
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щее напряжение на поверхности контакта увеличится скачком
на величину 2а0, как показано на рис. 245, в. Такое внезапное
повышение давления будет происходить в процессе удара в конце
каждого интервала времени Т = 2//с, и для каждого такого ин-
тервала мы должны получить различные выражения для а. Для
первого интервала 0 < t < Т используем уравнение (в). Для
второго интервала Т < t < 27 имеем условия, представленные на
рис. 245, в; сжимающее напряжение а будет вызвано двумя вол-
нами, движущимися от ударяемого конца, и одной волной,
движущейся к этому концу. Обозначим через s^/), s2(t), s3(t), . . .
полные сжимающие напряжения, возникающие на ударяемом
конце от всех волн, движущихся от этого конца, после прошест-
вия интервалов времени Т, 2Т, ЗТ, . . . . Волны, приходящие
назад к ударяемому концу,— это волны, посланные в предыду-
щем интервале времени и отставшие на время Г за счет того,
что они прошли вдоль стержня путь туда и обратно. Таким
образом, сжатие, вызываемое этими волнами на ударяемом конце,
получается путем подстановки t — Т вместо Т в выражение для
сжатия от волн, посланных ударяемым концом в предыдущем
интервале времени. Общее выражение для полного сжимающего
напряжения в промежутке п Г < / < ( я + 1 ) Г находится отсюда
по формуле

o = sn(t) + sn.1(t-T). (r)
Скорость частиц на ударяемом конце получается как разность
между скоростью давления sn (t) волн, уходящих от ударяемого
конца, и давления sn_1(t — Т) волн, движущихся к ударяемому
концу. Таким образом, согласно формуле (279), получаем

p=-JL=[ S l , (*)-«„-! ( * - Л ] . (д)

Зависимость между sn(t) и sn_1(t) можно теперь получить, ис-
пользуя уравнение движения (б) ударяющего тела. Обозначив
через а отношение массы стержня к массе ударяющего тела,
получаем

/р V^P dp _ 2а ( )
а~Ж' ~~М Ml ~~ Т • К*>

Используя эту зависимость вместе с соотношениями (г) и (д),
приводим уравнение (б) к виду

[ s ( 0 + s ( /

Умножая это уравнение на еш1/т, получаем
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ИЛИ

, (ж)
откуда

где С—постоянная интегрирования. Воспользуемся теперь этой
зависимостью для вывода выражений последовательных значе-
ний s1( s2, . . . В течение первого интервала времени 0 < t < Т
сжимающие напряжения даются формулой (в), и мы можем по-
ложить

so = a o e-(^^>. (и)

Подставляя это значение вместо sn_j в формулу (ж), имеем

{ Г
O()e*adt

(к)

Постоянная интегрирования С находится из условия, что в мо-
мент t = T сжимающие напряжения на ударяемом конце внезапно
увеличиваются на величину 2а0 (рис. 245, в). Отсюда, используя
формулу (г), получаем

t=T +2<то =

откуда

Подставляя это значение постоянной в формулу (к), имеем

(л)

Поступая далее таким же образом и подставляя в формулу (ж)
sx вместо sn_ l t находим

( ^ ) ^ ^ ) ] . (м)
Далее тем же путем получаем

+ 2-6a(3—£-) +

^ ( 4 ) 1 ] w
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и т . д . х ) . На рис. 246 графически представлены функции s0, s1? s2 >...
для ао=1 и для четырех разных значений2) а = 1/6, 1/4, 1/2, 1.
Если использовать эти кривые, то сжимающие напряжения на
ударяемом конце легко найти по формуле (г). На рис. 247 это

U35
V, I I

5,900

0,768

V*
4.708

\

Окончание удара

Окончание удара

Ж

Онончаниеудара
Рис. 246.

аф

напряжение представлено графически для сго = 1 и а = 1 / 4 , 1/2, 1.
В конце интервалов Т, 2 7 \ . . . оно меняется скачками. Макси-
мальное значение этого напряжения зависит от отношения а.
При а = 1 / 2 и а = 1 напряжение имеет максимальное значение
при t = T. В случае а = 1/4 максимальное напряжение возникает
в момент t = 2T. Момент, когда а становится равным нулю, ука-
зывает на окончание удара. Можно убедиться, что продолжи-

г) Влияние последовательных отражений, проиллюстрированное в этой
задаче, легко вывести с помощью преобразований Лапласа. См., например,
W. Т. T h o m s o n , Laplace Transformation Prentice-Hall, 1950, стр. 123.

2) Эти кривые нашли Сен-Венан и Фламан (S a i п t - Ve n a n t, F 1 a-
m a n t ) . См. статьи в Compt. Rend., 1883, стр. 127, 214, 281, 353.
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тельность удара увеличивается с уменьшением а. Расчеты Сен-
Венана дают следующие значения для продолжительности удара.

ос =

2t

т ~

1/6

7,419

1/4

5,900

1/2

4,708

1

3,068

Для малых значений а время контакта можно вычислить по
элементарной формуле

которая получается, если пренебречь массой стержня и предпо-
ложить, что продолжительность удара равна половине периода
простого гармонического колеба-
ния тела, прикрепленного к кон-
цу стержня.

Функции sx, sa, s3, определен-
ные выше, можно использовать
также для определения напряже-
ний в любом другом поперечном
сечении стержня. Полное напря-
жение всегда равно сумме двух
значений s (формула (г)); одно
определяется результирующей вол-
ной, движущейся к заданному
концу, а другое — результирую-
щей волной противоположного
направления. Когда часть вол-
ны, соответствующая максималь-
ному значению s (т. е. наивыс-
шей точке для одной из кривых на рис. 246), приходит
к заделанному концу стержня и отражается от него, то обе вы-
шеупомянутые волны достигают максимального значения: полное
сжимающее напряжение в этой точке в этот момент времени будет
наибольшим, которое может быть достигнуто при ударе. Отсюда
мы видим, что при ударе возникает максимальное напряжение
на заделанном конце стержня и оно равно удвоенному максималь-
ному значению s. Из. рис. 246 можно сделать вывод, что при
а =1/6, 1/4, 1/2, 1 максимальные сжимающие напряжения равны
2-1,752а„, 2-1,606а0, 2-1,368а0 и 2-1,135а0. На рис. 248 приве-
дены значения сттах/а0 при различных величинах отношения
a = pl/M1). Для сравнения ниже приведена также параболическая

*) См. статьи Сен-Венана и Фламана, упомянутые в примечании 2 на
стр. 506.

Рис. 248.
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кривая, полученная по формуле

71
(п)

которую можно легко получить элементарным способом, прене-
брегая массой стержня и приравнивая энергию деформации
стержня кинетической энергии ударяющего тела. Пунктирная
кривая показывает эту параболическую кривую1), определяемую
формулой

o- = o-0(l/^-+l). (р)

Легко видеть, что при больших значениях 1/а эта формула
всегда дает хорошее приближение.

Изложенная выше теория удара основана на допущении, что
контакт происходит мгновенно по всей поверхности конца стержня.

Деформация

1

Деформация

i i | [ i

•Ютсея

Рис. 249. Осциллограммы сигналов от датчиков информации, показывающие
зависимость формы волны от скорости удара. Диаметр стержня 12 мм, датчики
деформации расположены на расстоянии 75 см от места удара; скорости уда-

ряющего тела: а) 15 см/сек, б) 10 см/сек, в) 7,5 см/сек.

Это условие трудно реализовать на практике. Чтобы обеспечить
в точности плоские поверхности торцов стержней, точно выверить
их движение и свести к минимуму влияние воздушной пленки,
уловленной между ударяющимися концами стержней, необходимы
тщательные меры предосторожности. Только тогда опытные дан-
ные о распространении волн можно согласовать с изложенной
элементарной теорией. Рис. 249, взятый из статьи Беккера и
Конвея2), показывает осциллографические записи формы волн,
которые передаются вдоль круглых стержней и отражаются от
плоских концов, причем в случае рис. 249, в с пренебрежимым
искажением. В более ранних экспериментальных работах3) уда-

!) Эту кривую предложил Буссинеск (J . B o u s s i n e s q , Compt. Rend.
154 (1883)).

2 ) Е. С. Н. B e c k e r , H . D. C o n w a y , Brit. J . Appl. Phys. 15,
1225—1231 (1964).

3 ) Такое исследование провел Сире ( J . E. S e a r s , Trans. Cambridge
Phil . Soc. 21, 49 (1908). См. также J . E. P. W a g s t a f f , Proc. Roy. Soc.
(London), ser. A, 105, 544 (1924); W. A. P r o w s e , Phi l . Mag. 22, 209(1936).
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ряющимся концам стержней придавали криволинейную сфери-
ческую форму и местные деформации в области контакта учиты-
вались на основе теории Герца.

§ 170. Поверхностные волны Рэлея

В §§ 166, 167 распространение возмущений в изотропной одно-
родной среде, подчиняющейся закону Гука, представлялось с по-
мощью суперпозиции волн, имеющих скорость сх, и эквиволю-
минальных волн, имеющих скорость с2. Если начальное возмущение
ограничено конечной областью внутри тела1), величины с1 и с2

являются единственно возможными скоростями распространения
волн в бесконечной среде даже в тех случаях, когда на фрон-
тах волн имеются разрывы скоростей частиц.

Когда существуют свободные границы (или поверхности раз-
дела между двумя средами), возможны и другие скорости рас-
пространения. При этом могут появляться «поверхностные волны»,
при которых движение происходит по существу лишь в тонком
слое. Они подобны кругам на гладкой поверхности жидкости,
вызываемым брошенным в нее камнем, и тесно связаны с поверх-
ностным эффектом в проводниках, по которым течет переменный
ток высокой частоты. Рэлей2), впервые обнаруживший существо-
вание поверхностно-волновых решений общих уравнений, заме-
тил: «Не исключена возможность, что рассмотренные здесь по-
верхностные волны играют важную роль при землетрясениях и
при соударении упругих тел. Распространяясь только в двух
направлениях, они должны с удалением от источника приобре-
тать все большее значение». Изучение записей сейсмических волн
подтверждает предположение Рэлея.

На большом расстоянии от источника деформации, вызывае-
мые такими волнами, можно считать двумерными. Предположим,
что тело ограничено плоскостью у — О, и будем считать положи-
тельным направление оси у внутрь тела, а оси х—в сторону
распространения волн. Выражения для перемещений получаются
путем комбинирования волн расширения (уравнения (271)) и волн
искажения (уравнения (270)). Считая в обоих случаях, что w = 0,
решение уравнений (271), представляющих волны расширения,
можно принять в виде

u^ — se-'ysin(/^—sx), vx = —ге~гУ cos {pt—sx), (a)

где р, г и s — постоянные. Экспоненциальный множитель в этих
выражениях показывает, что при действительных положительных

*) А. Л я в, Математическая теория упругости, ОНТИ, 1935.
2) R a y l e i g h , Proc. London. Math. Soc. 17, 4—11 (1885) (или Scientific

Papers т. 2, стр. 441—447, Cambridge University Press, New York, 1927).
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значениях г амплитуда волн быстро уменьшается с возрастанием
глубины у. Аргумент тригонометрических функций pt—sx пока-
зывает, что волны распространяются в направлении х со ско-
ростью

Подставляя выражения (а) в уравнения (271), находим, что эти
уравнения будут удовлетворены при

' — ' X+2G-
Используя обозначение

получаем
r* = s*—И*. (в)

Возьмем решения уравнений (270), представляющих волны иска-
жения, в виде

ы2 = Abe~by sin (pt — sx), v2 = —Ase~by cos (pt—sx), (r)

где A — постоянная, ab—некоторое положительное число. Можно
показать, что объемное расширение, соответствующее перемеще-
ниям (г), равно нулю и что уравнения (270) удовлетворяются,
если принять

Используя обозначение

получаем

b*=S*—k*. (е)
Комбинируя решения (а) и (г) и полагая u = u1-\-ui, v = v1-\-v2,
определим теперь постоянные A, b, p, r, s таким образом, чтобы
были удовлетворены граничные условия. Граница тела свободна
от внешних нагрузок; следовательно, при у = 0 имеем Х = 0 и
У = 0. Подставляя эти значения в уравнения (130) и принимая
/ = /г = 0, т = — 1 , получаем

Jf + !? = 0 , h!+2G% = 0. (ж)
ду ' дх ' ду v '

Уравнения (ж) записаны для свободной границы тела. Первое
из них показывает, что равны нулю касательные напряжения,
а второе,— что равны нулю нормальные напряжения. Подстав-
ляя в эти уравнения полученные выше выражения для и и v,
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находим

где, согласно (б) и (д),

Т Г 2 = ~5~ •
Исключая из уравнений (и) постоянную А и используя соот-

ношения (в) и (е), получаем

(2s2—&2)2 = 4frrs2, (к)
или, с учетом (б) и (е),

Используя уравнения (б), (д) и (281), можно все величины, вхо-
дящие в это уравнение, выразить через скорости волн расшире-
ния сх, волн искажения с2 и поверхностных волн с3; в резуль-
тате будем иметь

Используя обозначение

с 2

и учитывая, что
ct 1 -2v
с\ 2 ( l -

уравнению (л) можно придать вид

(м)

Полагая, например, v = 0,25, получаем

За6 — 24а4 + 56а2 — 32 = 0,
или

(а2 — 4) (За* — 12а2 + 8) = 0.
Три корня этого уравнения имеют вид

Из этих трех корней только последний удовлетворяет условию,
что величины г2 и б2, определяемые уравнениями (в) и (е),
являются положительными числами. Отсюда

= ссс2 = 0,9194 ] / ~ .
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В предельном случае v = l / 2 уравнение (м) принимает вид
а 6 —8а 4 + 24а2 —16 = 0, и мы находим с3 = 0,9553 У~Щ>-

В обоих случаях скорость поверхностных волн оказывается
несколько меньшей, чем скорость распространения волн искаже-
ния. Имея а, можно найти отношение амплитуд горизонтального
и вертикального, перемещений на поверхности тела. При v = l / 4
это отношение равно 0,681. Полученную выше скорость распро-
странения поверхностных волн можно также получить из рас-
смотрения колебаний тела, ограниченного двумя параллельными
плоскостями1).

§ 171. Волны со сферической симметрией в бесконечной среде

Возмущения типа симметричного взрыва внутри сферической
полости излучают волны или импульсы, которые также обладают
сферической симметрией. Перемещения при этом будут чисто
радиальными. Перемещения и являются функцией сферической
радиальной координаты2) г и времени /. В силу симметрии эти

деформации являются безвихревыми, и сле-
довательно, мы будем иметь дело только с
одной скоростью распространения сг (см. (273)
или (277)).

Дифференциальное уравнение для и лег-
ко найти путем рассмотрения типичного
элемента объема, определяемого четырьмя
радиусами, как показано на рис. 250, т. е.
малого «сферического квадрата» с радиаль-
ной толщиной dr. Динамическое уравнение
для радиального движения в этом случае
имеет вид

да,
Рис. 250.

дги

Компоненты деформации определяются формулами
ди
дг

а закон Гука дает

v) (I—2v)
ди

(а)

(б)

(в)

П См. Н. L a m b , Proc. Roy. Soc. (London), ser. A, 93, 114 (1917). См.
также S. T i m o s h e n k o , Phil. Mag. 43, 125 (1922).

2) В главе 12 эта координата обозначалась через R, а символ г обозна-
чал радиальную координату в цилиндрической координатной системе.
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Внося эти значения в уравнение (а), находим

дг* "+" г дг г2 ~ £ дР ' "'
Введем функцию ср аналогично тому, как это сделано в § 166
следующей формулой:

Тогда (как легко проверить, выполняя дифференцирование в ле-
вой части) получим, что уравнение (г) эквивалентно следующему:

дг [ г дг* (r(f)\ - с\ дг
Отсюда

где F (t)—произвольная функция. Если она не равна нулю, то
мы можем найти частное решение уравнения (ж), которое также
является функцией только одной переменной t, скажем, ф(/).
Однако это не внесет никакого вклада в перемещение (д). Таким
образом, функцию F (t) можно положить равной нулю. Умножая
уравнение (ж) на г, получаем

J j (282)

Сравнение с уравнением (275) и его решением (276) показывает,
что общее решение уравнения (е) определяется выражением

r<f = f(r-c1t) + g(r + c1t). (283)

Интерпретация этого выражения подобна той, которая исполь-
зовалась для формулы (276). Функция f(r—cj) представляет
исходящую из начала координат волну, а функция g(r-\-cJ) —
волну, приходящую в начало координат. Первая из них удобна
для исследования задачи о взрыве в полости тела. Последняя при-
годна для решения задачи о взрыве на внешней границе тела.
Примером последнего служит распространение волны, сходящей-
ся к центру сплошного шара конечных размеров после внезап-
ного приложения давления на всей его внешней поверхности.

§ 172. Взрывное давление в сферической полости

Если в уравнении (283) отбросить функцию g, то задача све-
дется к определению одной функции /, удовлетворяющей гра-
ничным условиям задачи, а также начальным условиям.

Начальные условия состоят в том, что в момент ? = 0 беско-
нечная среда со сферической полостью имеет всюду равные нулю
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перемещения и равные нулю скорости. При / > 0 на границе
полости г=-=а действует давление, определяемое произвольной
заданной функцией /. В этом состоит одно из граничных усло-
вий. Другое граничное условие состоит в том, что материал на
бесконечности остается невозмущенным.

Поскольку мы имеем граничное условие при г = а, удобно
использовать вместо выражения (283) форму

Ф = —/(т) , где i = t—— (г — а). (а)

Тогда при г —а получаем т = /. Кроме того, с физической точки
зрения т представляет собой время, за которое сигнал, послан-
ный в момент t = О от границы радиуса а, достигает границы ра-
диуса г>а. Вводя обозначения / ' = ^ - / ( т ) , находим из формул
(д) и (в) (§ 171)

» f ' f (б)

, (в)

(г)

Краевое условие на границе полости имеет вид or = — p (t) при
г = а. Подставим это значение аг в левую часть уравнения (в)
и положим в правой части г = а, учитывая при этом, что x = t.
Таким образом, граничное условие приводит к соотношению

: 0 + 2 Y - T T / ( 0 = — ] Г Р ( О . (Д)

где штрих теперь означает дифференцирование по /, и

7 = т = 1 ^ —• (е)
' 1 — v a y

Обыкновенное дифференциальное уравнение (д) принадлежит
к классу уравнений вида

S(t)+alx'(t) + aox(t) = F(t), (ж)

где ах, а0 — постоянные. Это уравнение хорошо известно в дина-
мике как описывающее вынужденные колебания системы с одной
степенью свободы с учетом вязкого демпфирования. Его общее
решение может быть выражено в виде

t

о
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Здесь Сх и С2 — произвольные постоянные общего решения одно-
родного уравнения, в котором а и р—два корня квадратного
характеристического уравнения относительно г вида

0. (к)

Входящая под знак интеграла, который представляет частное
решение неоднородного уравнения (ж), функция g1(t — l) полу-
чается из функции

8i(t) = Shp(eat-e»t)- (л)

Последняя является общим решением однородного уравнения
с постоянными Сх и С2, выбранными таким образом, что

&(0) = 0, Й«»=1. (м)

Частное решение уравнения (д), отвечающее интегралу в фор-
муле (и), имеет вид

/ (0 = - ^Гр f J Р (5) [*а ( ' - 6 ) - е р ('"в]rfS. (н)
о

где теперь

a = y(—l + is), p = v ( - l - i s ) H S = У j ^ , (о)

a s и 7 (у определяется формулой (е)) являются действительными
положительными числами. Хотя а и р являются здесь комплекс-
ными числами, правая часть уравнения (н) действительна.

Теперь мы можем показать, что частное решение (н) пол-
ностью определяет решение задачи о взрыве. Начальное условие
равенства нулю перемещения, согласно уравнению (б) при / = 0,
требует

/ ( гМ 1 = 0 при f^a. (п)

Начальное условие равенства нулю скорости можно получить
из выражения для первой производной уравнения (б) по t:

положив здесь т = — т

 с ° , т. е. / = 0. Тогда это условие прини-

мает форму

До сих пор мы рассматривали в качестве аргумента функции
f(t) лишь положительные значения /. Однако в начальных усло-
виях (п) и (р) аргументом служит выражение —(г—а)/с1г
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которое для рассматриваемой нами области г > а отрицательно.
В силу этого функцию /(т)) нужно определить для любого действи-
тельного аргумента ц как положительного, так и отрицательного.

Дадим следующее определение: функция / (г|) определяется
формулой (н), приведенной выше, когда аргумент п, представ-
ленный вместо t, положителен, и та же функция равна нулю,
когда величина г\ отрицательна.

Тогда, если величина т] отрицательна, производные /' (ц),
f" (ц) также равны нулю, и начальные условия (п) и (р) удовле-
творяются. Кроме того, из (и) следует, что при положительном т

lim f(r) = O, l imf (т)=0. (с)
т ->-0 т-*0

Отсюда, учитывая уравнение (б), получаем, что перемещение
в точке, определяемой радиусом г, остается нулевым, пока
t = (r—a)/clt т. е. пока т = 0, а затем это значение изменяется
непрерывно. Кроме того, отсюда следует, что на бесконечности
материал остается неподвижным. Если мы рассмотрим весь диа-
пазон изменения г в любой момент времени, разрывов в пере-
мещениях не встретится, как того и требуют физические условия.
Отсюда ясно, что определение, данное для функции /(TI), удов-
летворяет всем условиям задачи1).

Внезапно приложенное постоянное давление внутри полости.
В этом случае мы можем принять р (t) = p0 — const2) при t > 0.
Тогда в уравнении (н) имеем p(Q—p0 и интеграл легко вычис-
ляется. В результате после замены t на т имеем

^ (т)

Используя это выражение в уравнениях (б), (в) и (г), легко
найти перемещение и напряжение. С.Хантер (см. статью
Гопкинса) определил относительную разность напряжений
(<jf — o"r)/p0 на границе полости как функцию от безразмерного
времени 1=с^/а. При ^ = 0 , когда внезапно прикладывается дав-
ление, это отношение возрастает скачком до 0,592. Затем оно
повышается до 1,75 при 7=2,19 и асимптотически падает до 1,5,
что является значением, соответствующим статической задаче.

!) Несколько решений, полученных методом интегральных преобразований
и появившихся после 1935 г., приведены в статье Н. G. H o p k i n s , Dynamic
Expansion of Spherical Cavities in Metals (Progress in Applied Mechanics, т. 1,
1960, стр. 84—164, где имеется также обзор обобщений на случаи упруго-пла-
стической среды и больших деформаций. [См. также русский перевод указан-
ной статьи Г. Гопкинса в книге «Динамические неупругие деформации метал-
лов», «Мир», 1964. (Прим. перев.)]

а) Ссылки на более ранние работы по этой и родственным ей задачам
см. Дж. Г у д ъ е р , Ф. Х о д ж , Упругость и пластичность, ИЛ, 1960.



Приложение I

ПРИМЕНЕНИЕ КОНЕЧНО РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

§ 1. Вывод конечно-разностных уравнений

Мы видели, что задачи теории упругости обычно сводятся
к решению уравнений в частных производных с заданными гра-
ничными условиями. Эти уравнения допускают точное решение
лишь для границ простой формы. Очень часто мы не можем по-
лучить точного решения и вынуждены обращаться к приближен-
ным методам. В качестве одного из этих методов рассмотрим чис-
ленный метод, основанный на замене дифференциальных уравне-
ний соответствующими уравнениями в конечных разностях1).

Если гладкая функция у(х) задается рядом значений у0, уи

у2, . . . в равноотстоящих точках х = 0, х = 8, х = 2Ь, . . . , можно
путем вычитания найти первые разности (&1у)х=0=У1—у0,
(А1у)х=6 = у2—у1, (А1у)^=2б = (/3 —г/2. Разделив эти разности на
длину промежутка между точками б, получаем приближенные
значения первой производной у (х) в соответствующих точках

\ ~ У2—У1 / П

dx)x=«~ б • \dxjx=6~ б

г) По-видимому, первое применение конечно-разностных уравнений в тео-
рии упругости принадлежит Рунге, который использовал этот метод при ре-
шении задач о кручении (С. R u n g e , Z. Math. Phys. 56, 225 (1908)). Он свел
задачу к решению системы линейных алгебраических уравнений. Дальнейшее
развитие метода дал Ричардсон (L. F. R i c h a r d s o n , Trans. Roy. Soc.
(London), ser. A, 210, 307 (1910)), который пользовался для решения полу-
чающихся алгебраических уравнений некоторым итерационным процессом и
получил таким образом приближенные значения напряжений, возникающих
в гравитационных плотинах под действием силы тяжести и давления воды.
Другой итерационный процесс и доказательство его сходимости дал Либман
(Н. L i e b m a n n, Sitzber. Bayer. Akad. Wiss., 385 (1918)). Сходимость этого
итерационного процесса для случаев гармонического и бигармонического урав-
нений обсуждали затем Вольф (F. Wolf, Z. Angew. Math. Mech. 6, 118 (1926))
и Курант (R. C o u r a n t , Z. Angew. Math. Mech. 6, 322 (1926)). В теории
пластинок метод конечных разностей успешно применяли Маркус (Н. M a r c u s ,
Armierter Beton, 107, 1919) и Генки (Н. Н е п с к у, Z. Angew. Math. Mech. 1,
81 (1921) и 2, 58 (1922)). В дальнейшем метод конечных разностей нашел
очень широкое применение в публикациях Саусвелла и его учеников. См.
R. V. S o u t h w e l l , Relaxation Methods in Theoretical Physics, Oxford Uni-
versity Press, Fair Lawn, N. J., 1946. Практические возможности метода зна-
чительно расширили электронные вычислительные машины, позволяющие за
несколько минут находить решения систем, содержащих до нескольких тысяч
линейных алгебраических уравнений.
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Используя первые разности, можно найти вторые разности, если
использовать следующие формулы:

(Л««/)*-а = —(AI«/)*-O = У 2—%Ух + Уо-

С помощью вторых разностей получаем приближенные значения
вторых производных

( а—2У14Уо
б 2 (2)

Если мы имеем гладкую функцию двух независимых пере-
менных w(x, у), то по формулам, подобным (1) и (2), можно
получить приближенные значения производных. Допустим, на-
пример, что рассматривается прямоугольная область (рис. П и

что нам известны значения функции w в
узловых точках регулярной квадратной сетки
с размером ячейки 8. Тогда для определения
приближенных значений частных производ-
ных функций w в некоторой точке О можно
использовать следующие выражения:

dw ^ wx—w0 dw ^ w2—wu

У

3

Н

г
0

*

1 б

i — 2wo + w3

б 2

d2w

w

К?)

б2

Рис. 1.

* Подобным образом можно вывести также
приближенные выражения для частных про-
изводных высших порядков. Имея такие

выражения, можно преобразовать уравнения в частных производ-
ных к уравнениям в конечных разностях.

В качестве первого примера рассмотрим кручение призмати-
ческих стержней. Как мы уже видели1), задачу можно свести
к интегрированию следующего дифференциального уравнения:

дх2 (4)

где ф—функция напряжений, которая вдоль границы попереч-
ного сечения должна быть постоянной, 0—угол закручивания
на единицу длины стержня и G—модуль сдвига. Используя
формулы (3), мы можем преобразовать это уравнение в следую-
щее уравнение в конечных разностях:

•« («Pi (5)

Таким путем любая задача кручения сводится к определению

г) См. уравнение (150), стр. 303.
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системы численных значений функции напряжений ф, которая
удовлетворяет уравнению (5) в каждом узле в пределах границы
поперечного сечения и постоянна вдоль границы.

В качестве простейшего примера рассмотрим стержень квад-
ратного поперечного сечения размером ах а (рис. 2) и восполь-
зуемся сеткой конечных разностей с размером ячейки 6 = - г а-
Из симметрии заключаем, что в этом случае достаточно рассмот-
реть лишь одну восьмую часть поперечного сечения, заштрихо-
ванную на рисунке. Если мы определим значения а, р\ у функ-
ции ф в этих трех точках, показанных на рис. 2, то будем знать
значения ф во всех узловых точках внутри заданной границы.
Вдоль границы можно принять функцию ф равной нулю. Таким
образом, задача сводится к определению трех значений а, р\ у,
для которых мы выпишем три уравнения в форме (5). Учитывая
условия симметрии, получаем

У

а О
Г

Рис. 2.

2р — 4а = — 2G962,

2 а + Y—4p = — 2G682,

40 — 4v = — 2G962.

Решая эти уравнения, находим

a=l,375G962,

P = l,750G962,

V = 2,250G062.

Таким образом, искомая функция напряжений определяется
приведенными выше численными значениями во всех узловых
точках внутри заданной области и равна нулю на ее границе.

Чтобы найти частные производные этой функции напряжений,
представим себе гладкую поверхность, координаты которой в узло-
вых точках имеют вычисленные значения. Наклон этой поверх-
ности в любой точке даст нам соответствующее приближенное
значение касательного напряжения при кручении. Максимальные
напряжения действуют в серединах сторон контура сечения.
Чтобы получить некоторое представление о точности, которой
можно добиться с принятым малым числом узловых точек сетки,
найдем вызванные кручением напряжения в точке О (рис. 2).
Для получения необходимого наклона рассмотрим некоторую
гладкую кривую, имеющую в узловых точках на оси х вычислен-
ные значения а, (} и у. Эти значения, деленные на 1/4G662, при-
ведены во второй строке табл. 1.1. Остальные строки таблицы
дают значения конечных разностей последовательно возрастающего
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Т А Б Л И Ц А 1.1

[П. I

х =

ф =

Д , =

Д2 =

Д 3 =

А4 =

0

0

7

—5

1

—2

6

7

2

4

— 1

26

9

—2

5

36

7

—7

46

0

порядка1). Искомая гладкая кривая дается интерполяционной
формулой Ньютона

^ + x(x 6 ) 4 +

— 6)(х — 2 6 ) ( * — 36)+ х(х—б)(х—26)
1-2-363

1 • 2 • 3 • 46* '

Беря производные от ф и подставляя значения А13 Л2, . . . , взя-
тые из таблицы и умноженные на
G962/4, получаем для х = 0

У

\

л

X

\

Р
Z,

\

7

Л

н Q

Р и с

Сравнивая этот результат с
точным значением, приведенным
на стр. 318, видим, что ошибка
в этом случае составляет около
4,3%.

Чтобы получить большую точ-
ность, нужно использовать бо-
лее густую сетку. Приняв, на-
пример, б = а/6 (рис. 3), мы должны

й
(р )

решить систему из шести уравнений; в результате получим

a = 0,952-2G962, р = 1,404 • 2G663, у= 1,539.2G88a,

p i = 2,348 -2Ge62, y1 = 2,598 -2G86*.

1) Мы рассматриваем здесь все разности как относящиеся к одному концу
системы величин и используем их в интерполяционной формуле Ньютона.
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Используя теперь семь точек вдоль оси х и определяя1) наклон
в точке О, получаем для максимального касательного напряже-
ния значение

'*£) =O,661G0a.
dxjx=o

Погрешность этого результата составляет около 2%. Имея резуль-
таты для o — -j-a и о = -̂ - а, можно получить лучшее приближе-
ние с помощью экстраполяции1). Можно показать2), что погреш-
ность в определении производной функции напряжений ф, вызван-
ная использованием конечно-разностных уравнений вместо
дифференциальных, пропорциональна квадрату шага сетки, когда
этот шаг мал. Если погрешность в определении максимального

напряжения при 6 = -j-a обозначить через А, то при S = -g-a ее

можно принять равной А -=- . Используя вычисленные выше
V ' A

значения максимального напряжения, получаем А из уравнения
A — A(2/3)2 = O,O15G0a,

откуда
A = 0,027G9a.

Более точное значение напряжения составит тогда

O,646G0a + 0,027G9a = O,673G0o,

что отличается от точного значения O,675G0a менее чем на 1/3%.

§ 2. Методы последовательных приближений

Из простого примера, рассмотренного в предыдущем параграфе,
видно, что для увеличения точности метода конечных разностей
нужно переходить ко все более густым сеткам. Но тогда все
более возрастает число уравнений, которые приходится решать3).
Решение уравнений можно намного упростить, если использовать
метод последовательных приближений. Чтобы проиллюстрировать
это, рассмотрим уравнение4)

Согласно соотношению (5) соответствующее конечно-разностное

х ) Определение производных от интерполирующей кривой намного упро-
щается, если использовать таблицы, вычисленные Бикли (W. G. Bickley). Эти
таблицы приведены в упомянутой выше книге Саусвелла (Southwell).

2) См. упомянутую выше работу Ричардсона (Richardson).
3 ) Использование ЭВМ обсуждается в § 10.
*) На стр. 306 было показано, что задачи о кручении можно свести

к решению этого уравнения с заданными значениями <р на границе.
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уравнение имеет вид

(7)

1200 1000
1000
925
899

" 90S
806
750

"' ВОО
65!

бгг
аг

1000
988
962

900
850
600

Ь' 800
738
711

ьг

1000
925
599

С 900
806
750

с> воо
651
622

Это уравнение показывает, что истинное значение функции ф
в узловой точке О квадратной сетки равно среднему значению
функции в четырех соседних узловых точках. Используем те-
перь это обстоятельство для вычисления значений ф методом
последовательных приближений. Рассмотрим сначала в качестве
примера случай квадратной границы (рис. 4) и предположим,
что граничные значения такие, как показано на рисунке. В

силу симметрии этих значений
относительно вертикальной цент-
ральной оси заключаем, что функ-
ция ф также симметрична отно-

600 сительно этой оси. Таким образом,
нам нужно вычислить лишь шесть
узловых значений а, Ь, а1г Ъх,
а2, Ь2 функции ф. Это можно
легко сделать, выписав и решив
шесть уравнений (7), которые в
этом случае весьма просты; име-
ем фа = 854, Ф„ = 914, ф а = 7 0 0 ,
ФЬ,-75О, Ф а , = 597, Ф й, = 6861).
Можно поступить и иначе. Допу-
стим, что функция ф имеет в
узлах некоторые значения, на-

пример те, которые указаны вверху каждого столбца на рис. 4.
Чтобы получить для ф лучшее приближение, воспользуемся для
каждого узла равенством (7). Рассматривая точку а, примем
в качестве первого приближения значение

Фа = j (800 + 1000 + 1000 + 900) = 925.

При вычислении первого приближения для точки Ь воспользу-
емся уже вычисленным значением <р'а, а также условием симмет-
рии, в силу которого ф1 = Фа. Тогда из равенства (7) имеем

Ф; = | (925+1200+ 925+ 900) = 988.

Производя подобные вычисления для всех внутренних узловых
точек, получаем первое приближение, которое определяется вто-
рым сверху числом в каждом столбце. Используя эти числа,

600
Рис. 4.

х) Мы провели вычисления с точностью до трех значащих цифр и отбро-
сили десятичные дробные части.
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можем найти вторые приближения

= -L (800 + 1000 + 988 + 806) = 899,

= т (8 9 9 + 1200 + 8 " + 85°) = 962>

\

\
\\\

\

\
J b d

/
4 s

Рис. 5.

Jy£

\

Эти вторые приближения также выписаны на рис. 4; по ним
можно видеть, как последовательные приближения постепенно
приближаются к приведенным выше точным значениям. После
десятикратного повторения этих вычислений получаем в этом
случае результаты, отличающиеся
от истинных значений не более чем
на единицу в последней цифре.
Такое приближение можно считать
приемлемым.

В общем случае количество
шагов вычислений, необходимое
для достижения удовлетворитель-
ной точности, очень сильно зави-
сит от выбора начальных значений
функции ф. Чем лучше началь-
ная система значений, тем мень-
ше труда потребуют последующие
поправки.

Удобно начинать вычисления
с грубой сеткой, которая имеет
лишь несколько внутренних точек. Значения ф в этих точках
можно получить с помощью прямого решения уравнений (7) или
каким-либо из описанных выше итерационных приемов. После
этого можно перейти к более густой сетке, показанной на рис. 5,
где более грубая сетка представлена жирными линиями. Имея
значения ф для узловых точек, показанные светлыми кружочками,
и применяя формулу (7), вычисляем значения для точек, поме-
ченных крестиками. Используя далее обе системы значений для
точек, помеченных крестиками и светлыми кружочками, и приме-
няя снова уравнение (7), получаем значения для точек, помечен-
ных черными кружочками. Таким путем можно найти значения
для всех точек более густой сетки, показанной тонкими линия-
ми, и начать с них итерационный процесс для более густой сетки.

Вместо вычисления значений ф мы можем определить поправки
•ф к принятым вначале значениям ф° функции ф1). В этом случае

ф = ф°
J) Этот метод упрощает вычисления, так как приходится иметь дело

со сравнительно малыми числами.



524 ПРИМЕНЕНИЕ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ [П. I

Поскольку функция ф удовлетворяет уравнению (6), сумма
Ф° + г|) также должна удовлетворять этому уравнению, и мы
получаем

" " ""4). (8)
Г 1

На границе значения ф нам заданы, а это означает, что там
поправки т|> равны нулю. Таким образом, задача теперь состоит
в отыскании функции ф, удовлетворяющей уравнению (8) в каж-
дой внутренней точке и образующейся в нуль на границе. Заме-
няя уравнение (8) соответствующим уравнением в конечных
разностях, получаем для каждой точки О квадратной сетки
(рис. 1)

4°-4ф2). (8')

Правую часть этого уравнения можно определить для любой
внутренней узловой точки с использованием принятых значений ф°
для функции ф. Таким образом, задача определения поправок
для функции ty сводится к решению системы уравнений, подоб-
ных уравнениям (5) из предыдущего параграфа, а это решение
можно получить методом итераций.

§ 3. Метод релаксации

Один из методов решения разностных уравнений типа урав-
нений (8') из предыдущего параграфа развил Р. В. Саусвелл,
который назвал его методом релаксации. Саусвелл исходил из мем-
бранной аналогии Л. Прандтля1), которая основывается на том
факте, что дифференциальное уравнение (4) для задач кручения
имеет тот же вид, что и уравнение

^Е. д. — — — 1. (Q\
дх2 "г" ду2 ~ S ' ( >

определяющее прогиб равномерно растянутой и нагруженной
в поперечном направлении мембраны. В этом уравнении через w
обозначен прогиб, отсчитываемый от горизонтальной плоской
в начальном положении поверхности мембраны, q—интенсивность
распределенной нагрузки, а 5 — постоянное растягивающее усилие
на единицу длины контура мембраны. Задача сводится к оты-
сканию прогибов w как функции переменных х и у, которая
удовлетворяет уравнению (9) в каждой точке мембраны и обра-
щается в нуль на ее границе.

Выведем теперь соответствующее уравнение в конечных раз-
ностях. Для этой цели заменим мембрану квадратной сеткой из

1) См. стр. 309.
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равномерно растянутых нитей (рис. 1). Рассматривая точку О
и обозначая через S6 растягивающее усилие в нити, видим, что
действие нитей 01 и 03 на узел О (рис. 6) приводится к направ-
ленному вверх усилию, равному1)

) (10)

Подобное выражение можно записать и для усилия, к которому
сводится действие на узел двух других нитей 02 и 04. Заменяя
непрерывную нагрузку, действую-
щую на мембрану, сосредоточен-
ными силами q№, приложенны-
ми в узлах, мы можем теперь
записать уравнение равновесия
узла в виде
q№ + 5 (а>1 + до2 + w3 + wt—4до0) = 0.

(И)

Это и есть конечно-разностное уравнение, соответствующее диф-
ференциальному уравнению (9). Чтобы решить задачу, нам нужно
найти такую систему значений прогибов да, при которой уравне-
ние (11) будет удовлетворяться в каждом узле сетки.

Мы будем исходить из некоторых начальных значений про-
гибов до0, ы>1, w\, w\, w\, .... Подставляя их в уравнение (11),
как правило, получаем, что условия равновесия не удовлетво-
ряются, и, чтобы сохранить принятые прогибы мембраны, нужно
ввести в узловых точках опоры. Тогда величины

R0 = qfr + S {w°y + wl + wl + w\—4ш°) (12)

будут представлять части нагрузки, передаваемой на эти опоры.
Назовем эти величины остаточными усилиями или невязками.
Представим себе теперь, что опоры принадлежат к типу винто-
вых домкратов, так что в любой узловой точке можно вызвать
любое требуемое перемещение. Тогда с помощью соответствую-
щего выбора перемещений опор мы можем обратить в нуль все
невязки (12). Такие перемещения будут представлять поправки,
которые нужно добавить к принятым вначале прогибам w%, w\, ...,
чтобы получить истинные значения до.

Процедура, которой следует Саусвелл, манипулируя с пере-
мещениями опор, подобна той, которую развил К. А. Чалышев
для рам с высокой степенью статической неопределимости2).

х) Прогибы мембраны мы считаем очень малыми.
2) К. A. C a l i s e v , Technicki List, Zagreb, 1922—1923. Немецкий пере-

вод этой статьи см. в Publ. Intern. Assos. Bridge Structural Eng. 4, 199 (1936).
См. также H. C r o s s , Trans. ASCE 96, 1—10 (1932).
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Сначала смещаем одну из опор, скажем, опору О (рис. 6), счи-
тая все другие опоры закрепленными. Из уравнений типа (11)
можно видеть, что смещению опоры вниз на величину w'o будет
соответствовать вертикальная сила—4Sw'o, действующая в узло-
вой точке О. Знак минус показывает, что сила направлена
вверх. Выбирая величину перемещения так, чтобы выполнялось
требование

/?,-4Sa»; = 0, т. е. ^ = § , (13)

мы обращаем остаточное усилие (12) в нуль; на опору О боль-
ше не будет передаваться никакого давления, но в то же время
давление Sw'o передается на соседние опоры, и их остаточные
усилия увеличатся на ту же величину. Поступая таким же
образом со всеми прочими опорами и повторяя эту процедуру
несколько раз, мы приведем все невязочные усилия к малым
величинам, которыми можно пренебречь. Полные перемещения
опор, накопленные при выполнении такой процедуры, должны
быть сложены с соответствующими знаками с начальными зна-
чениями ауЦ, и>?, wl, . . . , что дает в сумме истинные перемеще-
ния растянутой квадратной сетки.

Чтобы упростить вычисления, требуемые при этой процедуре,
приведем уравнение (11) к безразмерной форме с помощью под-
становки

а» = ^ ф . (14)

Таким образом, получаем

1+М>1 + Ф. + Ч>» + Ч>4—44>о) = 0, (15)

где I|J0, tyj, ...—безразмерные величины.
Задача сводится теперь к отысканию такого набора значе-

ний i|), чтобы уравнение (15) удовлетворялось во всех внутрен-
них точках сетки. При этом на границе функция должна быть
равна нулю. Для нахождения решения используем описанный
выше способ и примем некоторые начальные значения opjj, i|>J,
i|){j, . . . Они не будут удовлетворять уравнениям равновесия (15),
и у нас появятся невязки

г о = 1 + № ! + Ч>8 + Ч1 + Ф8—*М), (16)
которые в этом случае будут безразмерными числами.

Наша задача состоит в том, чтобы добавить к принятым зна-
чениям г|$, opj, •$%, . . . такие поправки, которые ликвидирова-
ли бы невязки. Добавляя к i|)]J поправку i|v мы добавляем к
невязке г0 величину —4г|?„, а к невязкам соседних точек—вели-
чины г|}д. Приняв фд = го/4, мы устраняем невязку в узловой
точке О и как-то изменим невязки в соседних точках. Действуя
таким же путем во всех узлах сетки и повторяя эту процедуру
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много раз, мы уменьшим остаточные усилия до пренебрежимо
малых значений и, следовательно, получим с достаточной точ-
ностью значения i|). Соответствующие значения w могут быть
после этого получения по формуле (14).

Чтобы проиллюстрировать эту процедуру, рассмотрим задачу
о кручении стержня квадратного сечения, уже рассмотренную
ранее в § 1. В этом случае имеем дифференциальное уравне-
ние (4). Чтобы привести его к безразмерной форме, положим

2G962 ,
Ф 1 >

Тогда конечно-разностное уравнение (5) примет вид
1000+(1>1 + 1»1 + 1>, + 1>|-41>в) = 0. (18)

Знаменатель 1000 введен в уравнение (17) с той целью, чтобы
сделать г|з достаточно большими числами, для которых в послед-
ней цифре позволительно пренебречь половиной по сравнению
с единицей. Таким образом, нам придется оперировать только
целыми числами. Чтобы сделать наш пример возможно более
простым, начнем с грубой сетки, представленной на рис. 2.
Тогда нам придется искать значения ip лишь для трех точек,
для которых мы уже знаем точные значения (см. стр. 520). Вы-
чертим квадратную сетку в достаточно крупном масштабе, чтобы
на ней можно было записывать результаты промежуточных вы-
числений (рис. 7). Расчет начинается.с принятых начальных
значений г|), которые мы запишем левей и выше каждой узловой
точки. Значения 700, 900 и 1100 намеренно взяты несколько
отличными от полученных ранее точных значений. Подставляя
эти значения вместе с нулевыми значениями на границе в ле-
вую часть уравнения (18), находим остаточные усилия для
всех узлов. Эти усилия записаны правее и выше каждого узла.
Наибольшее остаточное усилие, равное 200, получается в центре
сетки, и мы начнем процесс релаксации с этого узла. Добавляя
к принятому значению 1100 поправку 50, которая записана на
рисунке над числом 1100, полностью устраним невязку в центре.
Поэтому вычеркиваем число 200 и ставим вместо него нуль.
Теперь нам нужно изменить невязки в соседних узлах. Приба-
вим 50 к каждой из невязок и выпишем новое значение —50
над первоначальными значениями, как показано на рисунке.
На этом заканчивается работа с центральным узлом сетки.
Теперь мы имеем четыре симметрично расположенные точки с
невязками, равными —50, и поправки удобно внести во все эти
значения одновременно. Примем для всех этих точек одну и
ту же поправку, равную —12х). Эти поправки напишем над

г) Мы приняли поправку —12 вместо —50/4 = —12,5, так как предпо-
чтительнее работать с целыми числами.
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начальным значением, равным 900. С учетом этих поправок к
предыдущим невязкам, равным —50, следует добавить величины
12-4 = 48, и мы получим невязки, равные —2, как показано на
рисунке. В то же время к невязкам во всех соседних точках
нужно добавить остаточные усилия, равные —12. Таким обра-
зом, как легко видеть, к невязке в центре следует прибавить
•—12-4=—48, а в узлах, расположенных ближе всего к углам,
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Рис: 7.

следует прибавить —12-2 = —24. На этом заканчивается первый
шаг вычислений. Второй шаг снова начинается с центрального
узла, и делается поправка —12, которая устраняет невязку в
этом узле и добавляет —12 к невязкам соседних точек. Обра-
щаясь теперь к узлам вблизи углов и внося в них поправки
—6, мы устраняем невязки в этих точках и делаем равными
—26 невязки в четырех симметрично расположенных точках.
Чтобы завершить второй шаг, введем в этих узлах поправки —6.
На рисунке показаны дальнейшие поправки во всех точках,
которые приводят к нулю невязки в центре и в четырех узлах,
расположенных вблизи углов. Невязки в оставшихся четырех
симметрично расположенных точках составляют —2, и следова-
тельно, в этих точках вместо строгого удовлетворения (18) имеем

4 —4фо = - Ю О О - 2 .
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Невязку справа, равную <—2, нужно сравнить с —1000. Оче-
видно, эта невязка соответствует очень малому остаточному
усилию. Чтобы найти значения ty, прибавим к начальным зна-
чениям все введенные поправки. Получим

700 —6 — 3—2—1 =688, 900 —12—6 — 3—2—1 =876,
1100 + 50—12—6—3—2 — 1 = 1126.

После этого формула (17) дает для <р следующие значения:

Ш G962 = 1,376G662 = 0,0860G9a2,оии

~ G962 = 2.252G962 = 0,1408G9a2,

которые находятся в очень хорошем согласии с результатами,
полученными ранее (см. стр. 520).

Как видим, метод Саусвелла дает нам физическую картину
итерационного процесса решения уравнений (15), что может ока-
заться полезным при выборе порядка, в котором следует рас-
сматривать узлы сетки.

Чтобы получить лучшее приближение, нам нужно перейти к
более густой сетке. Используя метод, проиллюстрированный на
рис. 5, мы получаем начальные значения г|з для квадратной

сетки с размером ячейки 6 = -ja. Применяя к этим значениям

стандартную процедуру релаксации, можно получить значения г|з
для более густой сетки и вычислить более точное значение мак-
симального напряжения. Имея два значения максимального на-
пряжения, найденные при Ь = -^а и при Ь = -^а, можно с по-
мощью экстраполяции получить лучшее приближение, как это
поясняется в § 1.

§ 4. Треугольные и шестиугольные сетки

В предыдущих рассуждениях использовалась квадратная сет-
ка, однако иногда предпочтительнее использование треугольной
или шестиугольной сетки (рис. 8, а и б). Рассматривая треуголь-
ную сетку (рис. 8, а), мы видим, что в пределах шестиугольника,
показанного пунктиром, распределенная нагрузка будет пере-
даваться на узловую точку О. Если обозначить через б размер
стороны ячейки, то сторона вышеупомянутого шестиугольника
будет равна 8/Уз, а его площадь j / 3 62/2, в силу чего нагрузка,
передаваемая на каждый узел, будет равна К З 62<7/2. Эта на-
грузка должна уравновешиваться усилиями в нитях 01, 02, Об.
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Чтобы сетка нитей соответствовала равномерно растянутой
мембране, растягивающие усилия в каждой нити должны быть
равны растягивающим усилиям в мембране, передаваемым через
одну сторону шестиугольника, т. е. должны быть равны

б)

Рис. 8.

Действуя дальше таким же путем, как и в предыдущем параг-
рафе, получаем для узла О следующее уравнение равновесия:

t-{-wz-\-w3-\-wt—6
^ +

: = о ,

или
(19)

(20)

Введем безразмерную функцию i|>, определяемую формулой
3 <у62

После этого конечно-разностное уравнение примет вид

Такое же уравнение можно записать для каждого внутреннего
узла, и для решения этих уравнений можно использовать мето-
ды итерации или релаксации.

В случае шестиугольной сетки (рис. 8, б) на узел О будет
передаваться нагрузка, распределенная по площади равносто-
роннего треугольника, показанного на рисунке пунктиром.
Обозначив через б длину стороны ячейки, видим, что длина
стороны треугольника будет равна б|/!Г, а его площадь 3 J^3 62/4.
Соответствующая нагрузка равна З К З ̂ б2/4. Эта нагрузка долж-
на уравновешиваться растягивающими усилиями в трех нитях



§ 4] ТРЕУГОЛЬНЫЕ И ШЕСТИУГОЛЬНЫЕ СЕТКИ 531

01, 02, 03. Чтобы сетка таких нитей соответствовала равно-
мерно растянутой мембране, растягивающие усилия в нитях
следует принять равными S8]/"3. Уравнение равновесия тогда
будет иметь вид

з~ I 3

или

Чтобы получить конечно-разностные уравнения для задач о кру-
чении, мы должны подставить в урав-
нения (19) и (22) 2G6 вместо q/S.

В качестве примера рассмотрим
кручение стержня, поперечное сечение
которого представляет собой равносто-
ронний треугольник1) (рис. 9). Точное
решение для этого случая дано на
стр. 307.

При использовании метода релакса-
ции естественно выбрать для этого
случая треугольную сетку. Начав с Ь« в Н
грубой сетки, примем размер ячейки б р и с . д.
равным одной трети длины а стороны
треугольника. Тогда в сетке будет лишь одна внутренняя точ-
ка О, а во всех соседних точках 1, 2, 3, ..., 6 искомые зна-
чения функции напряжений ф должны равняться нулю, посколь-
ку эти точки лежат на границе. Конечно-разностное уравнение
для точки О получается тогда из уравнения (19) путем подста-
новки ф0 вместо w0 и 2G0 вместо q/S, что в результате дает

Перейдем теперь к более густой сетке. Чтобы получить для
такой сетки какие-то начальные значения, рассмотрим точку а,
центр тяжести треугольника 120. Допустим, что эта точка сое-
динена с узлами О, 1 а 2 тремя нитями аО, al, a2 длиной
8/У~3. Рассматривая точку а как узел шестиугольной сетки
(рис. 8, б), подставляя в уравнение (22) 8/У~3 вместо б, 2G0
вместо q/S и полагая w1 = wi = 0, ш3 = ф0, и\> = фа> получаем

(24)
1 ) Эта задача подробно рассматривается в упомянутой выше книге

S o u t h w e l l , Relaxation Methods in Theoretical Physics, 1946.
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Те же значения для функции напряжений можно принять также
для точек Ь, с, d, e и / на рис. 9. Чтобы получить значения
функции напряжений в точках k, I, m, снова воспользуемся

уравнением (22). Учитывая, что в этом
случае

w1 = wi = wa = О,
находим

Ф* = Ф,*=Ф, = ^- 2 . (25)

Таким путем определяются значения ф
во всех узловых точках, отмеченных на
рис. 10 черными кружками. Мы видим,
что в каждой из узловых точек а, с и е
имеется шесть нитей, как и требуется
при треугольной сетке (рис. 8, а). Од-
нако в остальных точках число нитей
меньше шести. Чтобы удовлетворить

условиям, которые накладывает треугольная сетка на все внут-
ренние точки, продолжим наши действия так, как показано
пунктирными линиями на верхней части рис. 10. Тогда попе-
речное сечение будет разделено на равносторонние треугольники

Рис. Ю.

со сторонами 6 = а/9. Из условия симметрии заключаем, что доста-
точно рассмотреть только одну шестую поперечного сечения, кото-
рая показана на рис. 11, о. Значения <р в узловых точках О, а, Ь
и k уже определены. Значения в узлах 1, 2 и 3 следует теперь
определить, как и раньше, с помощью уравнения (22) и значе-
ния ф в трех соседних точках. Для точки /, например, получаем
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Подставляя вместо фа, фь, ф„ ранее вычисленные значения,
находим

Ф^Ова*. (26)

Подобным образом определяются значения ф2 и ф3. Все эти зна-
чения выписаны слева от соответствующих узлов на рис. 11, а 1).
Их следует принять в качестве исходных в процессе релак-
сации.

Для случая кручения уравнение (19) заменится уравнением

' 8 1 " •

Чтобы привести его к безразмерной форме, введем обозначения2)

ф = W , ИЛИ 1)5=;

Тогда получим

Начальные значения -ф, вычисленные из формулы (27), записаны
слева от узловых точек на рис. 11,6. Подставляя эти значения
в правую часть уравнения (28), находим соответствующие не-
вязки:

Ro= 'ФГ + 'Фг + • • • + ^в — 6ч|)2+18. (29)

Невязки, вычисленные таким путем, записаны справа от каждой
узловой точки на рис. 11,6. Устранение этих невязок начинается
с точки а. Придавая этой точке перемещение ty'a =—2, прибавим
(см. уравнение (29)) +12 к этой невязке в точке а и —2 к не-
вязкам в соседних точках. Таким образом, невязка в узле а
будет устранена и в узле Ь появится невязка —2. Невязок на
границе мы не касаемся, поскольку там установлены неподвиж-
ные опоры. Рассматривая теперь точку с и вводя в ней переме-
щение + 2 , приводим к нулю невязку в этой точке и прибавляем
+ 2 к невязкам в точках b, d и е. Все остальные невязки можно
теперь привести к нулю, накладывая в точке / перемещение —2.
Прибавляя все выписанные поправки к начальным значениям
функции г|), получаем искомые значения ty, а из формулы (27)
находим значения ф. Эти значения, поделенные на G9a2, пред-
ставлены на рис. 11,в. Они совпадают со значениями, которые
могут быть найдены из точного решения (ж) на стр. 307.

J) Постоянный множитель G6a2 на этом рисунке опущен.
2) Число 486 введено для того, чтобы в дальнейшем можно было иметь

дело только с целыми числами.
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§ 5. Блочная и групповая релаксации

До сих пор операция ликвидации невязок состояла в мани-
пулировании одиночными узловыми точками, тогда как осталь-
ные точки считались фиксированными. Иногда лучше смещать

одновременно целую группу узло-
вых точек. Допустим, например,
что рис. 12 представляет часть
квадратной сетки и что мы при-
дали всем точкам, расположен-
ным внутри заштрихованной пло-
щади, перемещение, равное еди-
нице, тогда как все остальные
узловые точки остались фиксиро-
ванными. Мы можем вообразить,
что все узловые точки заштрихо-
ванной области связаны с абсо-
лютно жесткой невесомой плитой
и что плите придано единичное
перемещение в направлении, ор-
тогональном ее плоскости. Из

условий равновесия (рис. 6) заключаем, что описанное переме-
щение вызовет изменения невязок в концевых точках нитей,
соединяющих заштрихованную часть пластинки с остальной
частью сетки. Если через О и 1 обозначить узлы по концам
одной нити, то вклад в невязки, вызванный перемещениями w0

и wlt составит

V V

Рис. 12.

и R1 =

Если теперь зафиксировать узел / и придать углу О дополни-
тельное перемещение Aw0, то получим следующие приращения
остаточных усилий:

AR0=—SAwQ, AR1 = SAw0.

Вводя в соответствии с нашими прежними обозначениями без-
размерные величины

находим
Дг о =—

Мы видим, что единичное приращение г|э0 вызывает изменения
в невязках, равные

А.г = — 1 , А г 1 = + 1 .

Эти изменения показаны на рисунке. Невязки в остальных
узловых точках сетки останутся прежними. Если через п обо-
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значить число нитей, связывающих заштрихованную плиту с
остальной частью сетки, то. единичное перемещение плиты при-
водит к уменьшению на я результирующей невязочных усилий
в остальной части сетки. Выбирая перемещения таким образом,
чтобы эта результирующая обращалась в нуль, получаем оста-
точные усилия, которые в силу своей
самоуравновешенности лучше подда-
ются устранению с помощью после-
дующей точечной релаксации обыч-
ного вида. В практических приложе-
ниях бывает полезно перемежать
последовательности блочных пере-
мещений с последовательностями
точечной релаксации. Допустим, на-
пример, что заштрихованная площадь на рис. 13 представляет часть
треугольной сетки. Число нитей п, соединяющих эту часть с
остальной сеткой, равно 16, а результирующая невязок, пока-
занная на рисунке, равна 8,8. Следовательно, соответствующее
блочное перемещение в этом случае будет равно 8,8/16 = 0,55.
После такого перемещения результирующая остаточных усилий,
действующих на заштрихованную часть сетки, обращается в нуль,
и устранение невязок при последующей точечной релаксации
происходит быстрее.

Вместо придания фиктивной плите перемещения, ортогональ-
ного плоскости этой плиты и постоянного для всех узловых
точек плиты, мы можем вращать плиту относительно оси, лежа-
щей в ее срединной плоскости. Соответствующие перемещения
узловых точек и изменения невязок можно легко вычислить.
Таким путем мы можем устранить не только результирующее
остаточное усилие, воспринимаемое фиктивной плитой, но и ре-
зультирующий невязочный момент относительно любой оси, вы-
бранной в плоскости плиты.

Мы можем также отказаться от понятия фиктивной плиты
и придать произвольно выбранные перемещения группе узловых
точек. Если у нас имеется некоторое представление о форме
изогнутой поверхности сетки, то мы можем выбрать групповые
перемещения таким образом, чтобы ускорить процесс устранения
невязок.

§ 6. Кручение стержней с многосвязными
поперечными сечениями

Мы видели1), что в случае стержней с многосвязными попе-
речными сечениями функция напряжений ф должна не только
удовлетворять уравнению (4), но также удовлетворять вдоль

х) См. стр. 335.
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контура каждого отверстия уравнению

(30)

где А — площадь отверстия.
При использовании мембранной аналогии соответствующее

соотношение имеет вид

-S^ds==(lA- ( 3 1)

Это означает, что нагрузка, равномерно распределенная по пло-
щади отверстия1), уравновешивается растягивающими усилиями

в мембране. Теперь, применяя конеч-
но-разностные уравнения и квадрат-
ную сетку, обозначим через S8 ра-
стягивающее усилие в нити, через
ш0 — прогиб границы отверстия и че-
рез W;—прогиб узловой точки i,
смежной с отверствием. Вместо (31)
тогда будем иметь

/
У
а

/
е

'б с с
или

S 2 и»,—nw0V=i
= 0, (32)

Рис. 14. v ' /

где п — число нитей, соединяющих
площадь отверстия с остальной частью сетки. Уравнение рав-
новесия (11) является лишь частным случаем уравнения (32),
в котором п = 4.

Мы можем записать столько уравнений типа (32), сколько
имеется отверстий в поверочном сечении. Эти уравнения вместе
с уравнениями (11), записанными для каждой точки квадратной
сетки, достаточны для определения прогибов всех узловых точек
сетки и всех границ отверстий.

Рассмотрим в качестве примера случай квадратной трубы,
поперечное сечение которой представлено на рис. 14. Принимая
грубую квадратную сетку, показанную на рисунке, и учитывая
условия симметрии, замечаем, что в этом случае нужно опреде-
лить только пять значений функции напряжений а, Ь, с, d и е.
Необходимые уравнения получаются с помощью уравнения (32)
и четырех уравнений (11), записанных для узловых точек а, Ь,
с, d. Подставляя 2G9 вместо q/S и учитывая, что п = 20 и А = 1662,

J) Отверстие представляется невесомой абсолютно жесткой пластинкой,
которая может двигаться по нормали к начальной плоскости растянутой
мембраны.
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запишем эти уравнения в следующем виде:

20е —8Ь—8с—4d = 16-2G662,
2b — 4a = — 2G682,

b — 4c + d + e = — 2G9S2,

2c — 4d + e = — 2G062.

Эти уравнения легко решить, откуда находим

а также значения а, Ь, с и d.
Эти значения, полученные с помощью весьма грубой сетки,

не дают достаточно точных величин напряжений: необходим
переход к более мелкой сетке. Результаты таких более точных
вычислений можно найти в книге Саусвелла1).

§ 7. Точки, расположенные вблизи границы

В наших прежних примерах узловые точки сетки оказывались
строго на границе и для всех точек применялась одна и та же
стандартная процедура релаксации. Но часто точки, лежащие
вблизи границы, соединяются с ней
более короткими нитями. Ввиду раз- ^ j V Г

Г \

личия в длинах нитей приходится —-
вносить некоторые изменения и в урав- ^
нения равновесия (11) и (19). Эти ^
изменения будут сейчас рассмотрены ^
в связи с примером, представлен-
ным на рис. 15. Плоский образец Р и с - 15-
с полукруглыми вырезами подвер-
гается действию растягивающих усилий, равномерно распреде-
ленных по концам. Допустим, что разность главных напряжений
в любой точке определена фотоупругим методом, как это объяс-
нено в главе 5, и что нам нужно определить сумму главных
напряжений, которая, как мы уже видели (стр. 49), должна
удовлетворять дифференциальному уравнению (6). Для точек,
расположенных на границе, одно из главных напряжений из-
вестно; используя результаты фотоупругих экспериментов, можно
определить и второе главное напряжение, в силу чего сумма
главных напряжений вдоль границы будет известна. Таким обра-
зом, мы должны решать дифференциальное уравнение (6) при
заданных значениях ф на границе. При использовании метода

J) См. R. V. S o u t h w e l l , Relaxation Methods in Theoretical Physics,
oxford University Press, 1946, стр. 60.
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конечных разностей и принимая квадратную сетку, заключаем,
что в силу симметрии достаточно рассматривать лишь одну чет-
верть образца. Эта часть образца, а также граничные значения
функции ф показаны на рис. 16. Рассматривая на нем точку А,
мы видим, что три нити, сходящиеся в этой точке, имеют стан-
дартную длину б, тогда как четвертая короче их и имеет, ска-
жем, длину тЬ (в нашем случае т « 0 , 4 ) . Это можно учесть

4100

W0<

3800

4300 ШО 5400 S700 torn nwo

woo

3500

5100

2500

6400,

5100
13600

3800 3200 2100 1000

Рис. 16.

при выводе уравнения равновесия точки Л. Его следует записать
следующим образом:

а— Ф1 | Фа~ Ф2 | Фа —фз , фа~

ИЛИ

Применяя к точке А стандартную процедуру релаксации и при-
давая фа приращение, равное единице, мы внесем показанные
на рис. 17, а изменения в невязки. Эта схема должна использо-
ваться при устранении невязок в точке Л. Рассматривая точку В,
мы видим, что в ней сходятся две укороченные нити. Обозначая
их длины через тЬ и пЬ, находим, что при устранении невязок
в точке В следует использовать схему, показанную на рис. 17, б.
Внося эти изменения в узлах, находящихся вблизи границы,
и используя для остальных узлов стандартный процесс релакса-
ции, можно получить значения ф, представленные на рис. 16х).

х ) Этот пример с использованием другого приближения для В рассматри-
вали Веллер и Шортли (R. W e l l e r , G. H. S h о г 11 е у, J . Appl. Mech. 6,
А-71-78 (1939)). Вывод их уравнения можно найти в книге S. Н. С r a n d a 1 1,
Engineering Analysis, McGraw-Hill, New York, 1956.

Численные результаты полной задачи определения напряжений такого
типа и сравнение с более ранними результатами Саусвелла даны в статье:
D. S. G r i f f i n , R. S. V a r g a , J . Soc. Ind. Appl. Math. 2,1047—1062(1963).
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В более общем случае, когда рассматривается уравнение (9)
и в узловых точках приложены внешние нагрузки, обозначим
через /лб, пб, гб, s6 длины нитей в нерегулярной точке О квад-
ратной сетки и будем считать, что в точке О действует нагрузка,
отвечающая давлению q, т. е. l/4q62(m + n-\-r-\-s). Тогда урав-
нение равновесия примет вид1)

(33)

При m = « = r = s = l это уравнение совпадает с нашим преж-
ним уравнением (11), выве- , +.
денным для регулярной точ- "*'
ки.Используя уравнение (33), - ,. , , п

-Н) -Hi)можно для каждого ча-
стного случая построить схе-
му, подобную показанной на
рис. 17.

С помощью изменений,
рассмотренных в этом параг-

+/ о-
+/

\

д\
i,L

+ -
р и с j 7 -

р
рафе, процесс релаксации можно распространить на случаи, в
которых нерегулярные точки располагаются вблизи границы.

§ 8. Бигармоническое уравнение

Мы видели (стр. 50), что в случае двумерных задач теории
упругости при отсутствии объемных сил и при заданных усилиях
на границе напряжения определяются функцией напряжений ф,
которая удовлетворяет бигармоническому уравнению

и граничным условиям (20), которые в данном случае прини-
мают вид

д 2 ш <Э2<р -^7 д2а> д2ю тт ,п*х
- (35)

-̂7 д
ду2 дхду дхду

Зная усилия, распределенные вдоль границы, мы можем с по»
мощью интегрирования2) уравнений (35) найти функцию ф. Таким
образом, задача сводится к определению функции ф, которая удо-
влетворяет уравнению (34) в каждой точке внутри области, а на

!) Саусвелл (см. примечание 1, стр. 517) получил уравнение равновесия
для узловой точки с N неравными нитями, разделенными равными углами.
Уравнение (33) является частным случаем такого уравнения при N = 4.

2) Здесь рассматриваются только односвязные области.
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границе принимает вместе со своими первыми производными задан-
ные значения. Используя метод конечных разностей, примем квад-
ратную сетку (рис. 18) и преобразуем уравнение (34) к конечно-
разностному виду. Зная выражения для вторых производных

заключаем, что

Подобным образом находим

• (6ф0 — 4фх — 4ф3 + ф5 + ф») •

1+Ф7 +фц)>

Подставляя эти выражения в уравнение (34), получаем требуемое
уравнение в конечных разностях

9

8

3

Ю

7

2

0

6

!

12

\

5

11
Рис. 18.

(36)

Это уравнение должно удовлетво-
ряться в каждой узловой точке сет-
ки внутри границы пластинки. Чтобы
найти граничные значения функции
напряжений ф, проинтегрируем урав-
нения (35). Учитывая, что

dx
! = cos ы = -т т = s i n a = • ~ds'

запишем уравнения (35) в следующей форме:

dyd2y.dx д\ d (д<р\ у dxd2ip dy d2cp d f Эф \ у
dsW' 'dsdxdy = 'dl\'dy) ~ ' dslx1 lsdxdy~ ds \~dx~) ~~

(37)
После интегрирования получим1)

(38)

Эквивалентные формулы были получены в § 59 в виде равенств (г) и (д).
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Чтобы найти ср, воспользуемся уравнением

дер бф dx

дх ds
дц> dy
~ду~Ъ'

которое после интегрирования по частям дает

dcp
дх

Подставляя в это равенство значения производных, определяемые
уравнениями (37) и (38), мы можем найти граничные значения ф.
Следует заметить, что при определении первых производных по
формуле (38) появятся две постоянные интегрирования, скажем,
Л и В, а интегрирование в уравнении (39) введет третью постоян-
ную, скажем, С, в силу чего окончательное выражение для ф
будет содержать линейную функцию Ах-\-Ву-\-С. Поскольку
компоненты напряжений представляются вторыми производными
от функции ф, эта линейная функция не повлияет на распреде-
ление напряжений, и постоянные А, В, С можно выбрать
произвольно.

По граничным значениям функции ф и ее первых производ-
ных мы можем определить приближенные значения ф в узловых
точках сетки вблизи границы, например в точках А, С и Е
на рис. 19. Имея, например, в точке В значения ф а и (д(р/дх)в,
получаем

V "х J в
Подобные же формулы можно запи-

сать также для точки Е. Мы получим
для этих величин несколько лучшую ап-
проксимацию ниже, когда на основе даль-
нейших расчетов станет приближенно р

р р
известна форма поверхности, представляющей функцию напряже-
ний ф. Отыскав приближенные значения ф в узловых точках
вблизи границы и выписав для остальных узлов точек, распо-
ложенных внутри области уравнения в форме (36), получим сис-
тему линейных уравнений, достаточную для определения всех
узловых значений функции ф. Затем для приближенного вычисле-
ния напряжений можно использовать вторые разности функ-
ции ф.

Систему уравнений (36) можно решить непосредственно или
найти ее приближенное решение с помощью одного из описанных
выше процессов. Мы проиллюстрируем различные методы решения
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на простом примере квадратной пластинки, нагруженной, как
показано1) на рис. 20.

Приняв координатные оси согласно этому рисунку2), опреде-
лим граничные значения функции ф, отправляясь от начала

-48В -0,72 В

-ш -0,72В

а

0J2B

0,72В

'0,72В

-0,72В

-0,72В

12

15

O,Sa

Л

w

13

в

13

Рис. 20.

координат. От х = 0 до х — 0,4а к границе не приложено никаких
усилий; отсюда

дх*~дхду~

Интегрирование этих уравнений дает

5- = А, ^ %
Здесь А, В, С постоянны вдоль оси х, и, как уже отмечалось
ранее, их можно выбрать произвольно. Положим А = В = С = 0.

х) Численные решения получены для многих случаев таких «балок-стенок».
Обзор L. C h o w , H. D. C o n w a y , G. W i n t e r , Proc. ASCE 78, 1952,
включает несколько работ Бэя (Н. Bay) (1931). Наше изложение следует работе
П. М. Варвака («Сборник статей по строительной механике», вып. 3, стр. 143,
Киевский строительный институт, 1936).

2) Эта система получена с помощью вращения по часовой стрелке на угол л
осей, использованных на рис. 20.
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Тогда функция ср вдоль ненагруженной части нижней стороны
пластинки обращается в нуль, что обеспечивает симметрию функ-
ции ф относительно оси у. Начиная с точки х = 0,4а и до х = 0,5а
на нижней стороне пластинки действует равномерно распределен-
ная нагрузка интенсивностью 4р, и уравнения (38) дают

f =0.
Второе интегрирование дает зависимость

Постоянные интегрирования можно определить из условий, что
для точки я = 0,4а, общей точки обеих частей границы, значения ф
и дф/dx, вычисленные слева и справа, должны совпадать. Отсюда

{ — Арх + С1)„=о.4а = О, ( — 2рх* + С1Х + С2)х=0м = 0,

и мы получаем
С \3 С2 = —0,32ра2.

Функция напряжений ф на участке границы от * = 0,4а до * = 0,5а
должна представляться параболой

Ф = — 2рх2 + 1,6рах—0,32раК (а)

В углу пластинки получаем

(Й) (б)
Вдоль вертикальной стороны пластинки усилий не приложено,
и, исходя из уравнения (38), заключаем, что вдоль этой стороны
значения ду/дх и д(р/ду должны быть теми же, что и в нижнем
углу, т. е.

$ f = 0. (в)
Отсюда следует, что вдоль вертикальной стороны пластинки
функция ф остается постоянной. Эта постоянная должна быть
равна —0,02ра2, как было найдено выше для нижнего угла.

Вдоль ненагруженной части верхней стороны пластинки пер-
вые производные от ф остаются постоянными и будут иметь то
же значение (в), которое вычислено для верхнего угла. Таким
образом, функция напряжений будет иметь вид

Ф = — 0,4/ЮУС + С-.

Поскольку в верхнем левом углу функция ф должна иметь
ранее вычисленное значение, равное —6,02ра2, приходим к вы-
воду, что С = 0,18/ш2 и что функция напряжений имеет вид

Ф = — 0,4/шл; + 0,18/?а2. (г)
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Рассматривая теперь нагруженную часть верхней стороны пла-
стинки и учитывая, что для этой части ds = —dx и Y — p, X = 0,
из уравнений (38) получаем

д(Р _

При х = 0,4а эти величины должны совпадать с величинами,
определяемыми по формулам (в). Отсюда С1 = С2 = 0 и функция
напряжений должна иметь форму

При л; = 0,4а она должна принимать значение, равное получае-
мому по формуле (г). Отсюда заключаем, что С = 0,\ра2 и

ф = - ^ + 0,1ра2. (д)

Эта функция напряжений представляется параболой, симметрич-
ной относительно оси у. Тем самым заканчивается определение
значений функции ф и ее первых производных на границе пла-
стинки, так как для правой части границы все эти величины
определяются по симметрии.

Пользуясь обозначениями
2

мы можем теперь записать все вычисленные значения функции ф
на границе, как показано на рис. 20.

Далее с помощью экстраполяции найдем значения ф для
узловых точек, расположенных вне границы. Начиная вновь
с нижней стороны пластинки и учитывая, что вдоль этой сто-
роны д<р/ду обращается в нуль, примем для только что назван-
ных точек те же значения ф13, ф14, Ф15, что и для внутренних
точек, смежных с границей1). Таким же образом поступаем
и с верхней стороной пластинки. Вдоль вертикальной стороны
пластинки имеем значение производной

= —0,4а
*=0,5а

и можем в качестве приближенных значений получить величины
функции ф для точек вне контура, вычитая величину

0,4ра-28 = ̂ Цр! = 4,8В

из значений ф для внутренних точек, смежных с границей (см.
рис. 20).

г) Этот способ экстраполяции, использованный в статье П. М. Варвака
(см. примечание на стр. 542), отличен от описанного на стр. 541.
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Теперь можно начать вычисление значений ф для внутрен-
них узлов сетки. Используя метод прямого решения разностных
уравнений, мы должны в симметричном случае выписать урав-
нения (36) для 15 точек, показанных на рис. 20. Решение этих
уравнений дает значения ср, представленные в табл. 1.2.

8

2,024

1

3,356

9

1,097

2

2,885

10

1,531

3

1,482

11

1,381

2

0

4

,906

12

,800

2

0

5

,512

13

,634

т

1

0

АБ Л

6

311

14

608

иц

2

0

А 1.2

7

,306

15

,396

Вычислим нормальное напряжение ах вдоль оси у. Значения
этого напряжения определяются второй производной д2у/ду2.
Используя конечные разности, получаем для верхней точки (у = а)

(3,356—2-3,600 — 3,356)5
б2

= — 0,488/7.

Для нижней точки (у = 0) на-
ходим

^ (0.634-0+0,034) В _ 1 2 6 8 р -

Если рассматривать пластинку
как балку на двух опорах и
предположить линейное распре-
деление ах по поперечному сече-
нию (х = 0), то найдем (ах)тах =» 0,60р. Мы видим, что для пластин-
ки таких пропорций обычная формула элементарной теории из-
гиба дает совершенно неудовлетворительный результат.

Для решения конечно-разностных уравнений (36) методом
итераций примем некоторые начальные значения функции напря-
жения фх, ф2, . . . ф16. Подставляя их в уравнения (36), полу-
чим остаточные усилия для всех внутренних точек, которые
можно затем устранить методом релаксации. Соответствующая

Рис. 21.
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схема, полученная из уравнений (36), показана на рис. 21, где
даны изменения остаточных усилий, вызванных единичным из-
менением значения q>. При применении этого метода к квадрат-
ным пластинкам, рассмотренным выше, следует учитывать, что
значения ср вдоль границы подчиняются граничным условиям;

ИТП ил.

а) б/ в)

Рис. 22.

это означает, что остаточные усилия в точках на границе устра-
нять не нужно.

Теперь можно перейти к более мелкой сетке, взяв началь-
ные значения ф из результатов вычислений для грубой сетки.

В случае несимметричного нагружения, например такого, как
показано на рис. 22, а, мы можем разбить нагрузку, согласно
рис. 22, б и б, на симметричную и антисимметричную части.

У

6)

Рис. 23.

В обоих случаях нам достаточно рассматривать лишь половину
пластинки, так как для симметричного нагружения ф(х, у) —
= ф(—х, у), а для антисимметричного ц>(х,у) = —ф(—х, у).

Количество вычислений можно еще более сократить, если
есть также симметрия прямоугольной пластинки относительно
горизонтальной оси. Нагрузка, представленная на рис. 20, может
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быть разложена на симметричную и антисимметричную части,
как показано на рис. 23. Для каждого из таких случаев нагру-
жения при определении функции напряжений достаточно рас-
сматривать лишь одну четверть пластинки.

§ 9. Кручение круглых валов переменного диаметра

В этом случае, как мы видели (стр. 348), необходимо найти
функцию напряжений, которая удовлетворяет дифференциальному
уравнению

3 4 £ 3
в каждой точке осевого сечения вала (рис. 24) и постоянна
вдоль границы этого сечения. Точное решение задачи можно

J

Z
Рис. 25.

получить лишь в нескольких простых случаях; на практике
обычно приходится прибегать к приближенным методам.

Используя метод конечных разностей, примем квадратную
сетку. При рассмотрении узловой точки О (рис. 24) мы можем
определить вторые производные в уравнении (40) тем же путем,
что и раньше. Для первой производной можно принять выражение

Тогда конечно-разностное уравнение, соответствующее уравне-
нию (40), примет вид

36
4ф (Ф Ф) 0

Задача состоит в отыскании такого набора значений q>, чтобы
уравнения (41) удовлетворялись для каждой узловой точки сетки,
а на границе функция <р равнялась заданному постоянному зна-
чению. В этой задаче можно либо непосредственно решить урав-
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нения (41), либо пользоваться одним из итерационных методов.
В качестве примера рассмотрим случай, показанный на рис. 25.
В области быстрого изменения диаметра функция напряжений
будет иметь сложный вид, но на значительном расстоянии от
галтели с достаточной точностью будет справедливо решение
Кулона, и функция напряжений не будет зависеть от г. Урав-
нение (40) для таких точек принимает вид

*•» г dr ~и- ^ z '

Оно имеет общее решение

ф = Аг* + В (43)

и соответствующие напряжения равны (см. стр. 348)

te=7if Г =

Сравнивая этот результате решением Кулона, находим 4Л = MtIIp,
где Mt — приложенный к валу крутящий момент, а 1р—поляр-
ный момент инерции вала. Отбросив в общем решении постоян-
ную В, не оказывающую влияния на распределение напряже-
ний, получаем выражения для функции напряжений на доста-
точно больших расстояниях от галтели:

Ф« = 2 ^ . Ч » - ^ . (44)

Эти выражения обращаются в нуль на оси вала, а на контуре
его сечения принимают одно и то же значение Mt/(2n). Поскольку
функция ф вдоль контура постоянна, значение Mt/(2n) остается
справедливым и для галтели. Таким образом, выбор постоянной
на контуре при решении уравнений (41) равносилен принятию
определенного значения для крутящего момента.

При решении уравнений (41) мы можем снова применить
мембранную аналогию. Начнем с точек, для которых справед-
ливо уравнение (42). Соответствующее конечно-разностное урав-
нение имеет вид

.—2ф,—^(Фх —Ф,) = 0. (45)

Это уравнение имеет тот же вид, что и уравнение для прогибов
при циклическом изгибе мембраны, натяжение которой обратно
пропорционально г8. Чтобы показать это, рассмотрим три сосед-
них узла сетки (рис. 26). Соответствующие прогибы обозначим
через w3, w0, wx.

Натяжение посередине нитей 30 и 01 будет равно

5 6 -*
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Это соотношение совпадает с уравнением (45).
Таким же путем в общем случае, учитывая, что растягиваю-

щее усилие в мембране не зависит от г, получаем уравнение

(46)Щ + Щ + Щ + Щ—Щ —к- (о»! — wt) = О,

которое согласуется с уравнением (41). Как видим, функцию на-
пряжений можно определить как
прогиб мембраны с неоднородным

Рис. 27.

натяжением, имеющей постоянный прогиб Mt/(2n) вдоль конту-
ра и прогибы (44) в точках, которые расположены на боль-
шом расстоянии от галтели. Примем для w в узловых точках
некоторые начальные значения, подставим их в левые части
уравнений (46) и определим невязки. Теперь задача состоит
в том, чтобы устранить все эти невязки в процессе релаксации.
Из рис. 26 видим, что, придавая точке О единичное перемеще-
ние, мы добавляем к невязкам в точках 1 и 3 величины

- £ ) »
Это показывает, что схема процесса релаксации имеет вид, по-
казанный на рис. 27. Она меняется от точки к точке с измене-
нием радиального расстояния г0. Вычисления такого рода выпол-
нили Р. В. Саусвелл и Д. Н. Аллен1).

1) D. N. G. A l l e n , Ргос. Roy. Soc. (London), ser. A. 183, 125—134. См.
также упомянутую выше книгу: S o u t h w e l l , Relaxation Methods . •.
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§10. Решение задач с помощью ЭВМ1)

В плоских и осесимметричных задачах с более сложными кон-
турами и более сложными условиями нагружения, чем в рассмот-
ренных нами простых случаях, число конечно-разностных урав-
нений, необходимых для достижения требуемой на практике
точности, становится слишком большим для ручного счета. В таких
случаях для решения задач составляются программы и исполь-
зуются электронные цифровые вычислительные машины (ЭВМ).

Программа должна реализовать тот или иной из основных
методов решения таких систем уравнений. Метод релаксации для
машинных вычислений не вполне пригоден. С применением ЭВМ
можно использовать прямые методы, например метод гауссовых
исключений или правило Крамера, однако число рассматривае-
мых уравнений при этом остается весьма ограниченным. В то
же время итерационные схемы2) позволяют эффективно решать
системы с несколькими тысячами неизвестных, если матрица
системы уравнений обладает определенными свойствами. Послед-
нее требование делает более удобным решение задач в перемеще-
ниях, а не в функциях напряжений.

Результаты, полученные для неоднородной сетки, имеющей
525 внутренних и граничных точек, показаны на рис. 28. Физи-
ческая задача состоит в отыскании напряжений в цилиндре под
действием внутреннего давления, причем толщина стенки цилиндра
меняется в виде галтели, как показывает осевое сечение на рис. 29.
Задача является осесимметричной и в каждой точке имеет по две
компоненты перемещения; всего следует найти 1050 неизвестных.
Кривые на рис. 28 показывают значения поверхностных напря-
жений в зоне галтели (угловая координата а показана на рис. 28).
Кружками и квадратиками показаны результаты фотоупругих
измерений*), приведенные для сравнения.

Конечно-разностные уравнения, которые нужно решать на
ЭВМ, можно вывести различными способами. В § 1 настоящего
Приложения показано, как их можно получить путем математи-
ческого перехода от дифференциальных уравнений сплошной

г) Этот параграф основан на статье D. S. Gr i f f in, R. В. K e l 1 ogg., A Nu-
merical Solution for Axially Symmetrical and Plane Elasticity Problems, Intern.
J. Solids Struct. 3, 781—794 (1967); рис.28 и 29 взяты из этой статьи. Машин-
ные методы решения задач за пределами линейной упругости иллюстрируются
в книге: В. A l d e r , S. G e r n b a c h , М. R o t e n b e r g (ред.), Methods
in Computational Physics. Acad. Press, 1964 (в частности в статье М. L. W i-
l k i n s , Calculation of Elastic Plastic Flow) См. также примечание 1 на
стр. 551.

а) См., например, G. E. F-orsy t h e , W. R. W a s o w , Finite Difference
Equations for Partial Differential Equations, John Wiley, 1960; R. S. V a r g a ,
Matrix Iterative Analysis, Prentice-Hall, 1962.

*) Согласно Левену (M. M. Leven).
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среды в частных производных. Но можно использовать также
вариационные методы. Например, в задаче, изображенной на
рис. 29, потенциальная энергия системы выражалась сначала

тг—ь—

7

Метод конечных разностей
Метов фотоупругтт О с

6mjf-prm/t 6 ослабленном сечении

i i
05 OJ 0,1 0° 15° 30' 45' SO' 75° 90° 0,1 OJ 05

Рис. 28.

в виде суммы, включавшей узловые перемещения, а затем мини-
мизировалась. В § 3 настоящего Приложения указан способ
«физического» перехода от сплошной системы мембраны к сетке

QP5 (радиус

Т

т

$838

Оа цилиндра

Рис. 29.

равномерно растянутых нитей. Конечно-разностные уразнения
выводятся при этом как физические уравнения равновесия для
конечного элемента сетки. Аналогичные процедуры для более
сложных задач используются в так называемом методе конечных
элементов1).

1 ) См., например, R. W. C l o u g h , The Finite Element Method in Stru-
ctural Mechanics (в книге O.i С. Z i e n k i e w i с z, G. S. H о 11 i s t e г (pea.),
Stress Analysis, John Wiley, 1965, стр. 85—119, а также некоторые статьи
Аргириса (J. H. A r g y r i s , J. Roy, Aeron. Soc. 69, 70 (1965, 1966)).
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