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От редактора перевода 

В книге Э. Мендельсона «Введение в математическую логику:. 
дается доступное для начинающего читателя и достаточно полное изло­
жение основных разделов современной математической логики и мно­
гих ее приложений. Нар яду с такими разделами, как логика высказы­
ваний, исчисление предикатов, формальная  арифметика и теория  алго­
ритмов, в ней освещены также теория моделей и аксиоматическая теория 
множеств, отсутствующие в книге С. К. Клини «Введение в метаматемати­
ку», которая до настоящего времени служила наиболее полным пособием 
по математической логике. Следует однако отметить, что в отличие от 
книги С. К. Клини в этой книге по существу не затрагиваются интуи­
ционистское и конструктивное направления м атематической логики. 

Изложение материала в книге ясное и лаконичное. Основной текст 
перемежае rся с большим числом примеров и упражнений. В упражнения 
автор вынес также некоторые результаты, используемые затем в основ­
ном тексте. Это, наряду с лаконичностью и зложения, способствовало 
сокращению размеров книги при весьма обширном содержании .  

Переводчик и редактор перевода позволили себе без специальных 
оговорок и примечаний исправить р яд неточностей и опечаток, имев­
шихся в оригинале, а также привести терминологию и обозначения  в со­
ответствие с принятыми в русской литературе. 

Книгу Э. Мендельсона можно рекомендовать в качестве пособия не 
только студенгам и аспирантам, специалиэирующимся по математической 
логике, но также всякому, кто захочет начать систематическое изучение 
этого предмета. 

Во втором издании книги исправлены опеча тки и отдельные 
поrрешности, замеченные после выхода в свет первого издания. Редак­
тор благодарен Н. М. Нагорному и А.  Л. Семенову, указавшим на 
ряд неточностей, допущенных в первом издании книги. 

С. И. Адян. 



Предисловие 

В этой книге мы попытались представить сжатое введение в некоторые 
основные р азделы математической логики. Чтобы ,р;ать полное и точное 
изложение основных и наиболее важных вопросов, мы опустили такие 
дополнительные темы, как модальная, комбинаторная и интуиционист­
ская логики, а также некоторые интересные, но более специальные воп­
росы, как, н апример, степени рекурсивной неразрешимости. 

Придерживаясь того мнения, что начинающим следует предлагать 
наиболее естественные и легкие доказательства, мы применяем самые 
непринужденные теоретик-о-множественные методы. Значение требования 
конструктивных доказательств может быть оценено только после извест­
ного опыта занятий математической логикой. В конце концов, если уж 
нам предстоит быть изгнанными из сканторова рая:. (как назвал Гиль­
бер.т неконструктивную теорию множеств), то по крайней мере мы 
должны знать, чего лишаемся. 

Пять глав книги удобно распределить на два семестра, а для курса 
в один семестр вполне подойдут главы с 1 по 3 (при этом можно, 
если это потребуетtя для ускорения, опустить §§ 5 и 6 г лавы 1 и 
§§ 10-12 главы 2). Мы будем отмечать верхним индексом D упраж­
нения, которые, вероятно, будут трудны для начинающего, и верхним 
индексом А - упражнения, предполагающие знакомство с материалом, 
недостаточно освещенным в тексте. 

Настоящая книга представляет собой расширенное воспроизведение 
записей полугодового курса лекций по математической логике, читанного 
автором с 1 958 по 1960 г. в Колумбийском университете, а в 1961 и 
1962 rr. в Куинс колледже. Автор надеется, что эта книга может быть 
прочитана без особого труда всяким, кто имеет некоторый опыт абст­
р актного математического мышления; при этом каких-либо конкретных 
предвар ительных знаний не требуется. Автор хотел бы поблагодарить 
Дж. Баркли Россера  за поддержку и руководство во время аспи­
рантсi<их занятий логикой, а также с признательностью отметить несом­
ненное влияние, оказанное на него книгами Г и л ь  б е р т а и Б е р­
н а й с а  [ 1934, 1939], К л и н  и [1952], Р ос сер а [1953] и Ч е р ч а  [1956]. 

Queens, New York, 
Январь 1 963 

дллиот Мендельсон 



Введение 

Согласно одному из самых распространенных определениff, лоr ИJ(а 
есть анализ методов рассуждений. Изучая эти методы, логика интере­
суется в первую очер едь формой, а не содержанием доводов в том или 
ином рассуждении. Рассмотрим, например, следующие два вывода: 

(1) Все люди смертны. Сократ-человек. Следовательно, Сократ смертен. 
(2) Все кролики любя r морковь. Себастьян - кролик. Следов ательно, 

Себастьян любит морковь. 
Оба эти вывода имеют одну и ту же форму: все А суть В; S есть 

А; следовательно, S есть В. Истинность или ложность отдельных посы­
лок или заключений не интересует логика. Он желает лишь знать, выте­
кает ли истинность заключения из истинности посылок. Систематиче­
ская формализация и каталогизация правильных способов рассуждений -
одна из основных задач логика. Если при этом логик применяет мате­
матический аппарат, и его исследования посвящены в первую очередь 
изучению матема rичесr<их рассуждений, то предмет его занятий может 
быть назван математической логикой. Мы можем сузить область мате­
матической логики, если скажем, что главная ее цель - дать точное 
и адекватное определение понятия «математическое доказательство:.. 

Безупречные определения имеют м алую ценность в начале изучения 
nредмета. Лучший способ понять, что такое математическая логика, 
состоит в том, чтобы приняться за ее изучение. Мы рекомендуем сту­
денту начать читать эту книгу, даже если (и в особенности если) он 
имеет сомнения относительно значения и целей предмета. 

Хотя логика и является основой всех остальных наук, тем не менее 
присущее ей, наряду с фундаментальностью, свойство самоочевидности 
действов ало расхолаживающе на стрtмление к сколько-нибудь глубоким 
логическим исследованиям вплоть до девятнадцатого столетия, когда 
интерес к логике оживился под влиянием открытия неевклидовых гео­
метрий и стремления обеспечить строгое обоснование анализа. Этот но­
вы!! интерес оставался все еще не столь жгучим до тех пор, пока на 
исходе столетия математический мир не был потрясен открытием пара­
доксов, т. е. р ассуждений, приводящих к противоречиям. Наиболее важ­
ными из этих парадоксов являются следующие. 

Логические парадоксы 

(1) (Р а с  с е л, 1902). Под множеством мы понимаем всякое собр ание 
каких-либо объектов. Примерами множеств яв;rяюrся множество всех 
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четных чисел, множество всех саксофонистов в Бруклине и т. д. Объ­
екты, из которых состоит множество, называются его элементами. Мно­
жества сами могут быть алементами множеств, так, например, множество 
в сех множеств целых чисел имеет своими элементами множества. Боль­
шинство множеств не являются алементами самих себя. Например, мно­
жество всех котов не является алементом самого себя, потому что оно 
само не кот. Возможны, однако, и такие множества, которые принадле­
жат самим себе как элементы, - например, множество всех множеств. 
Рассмотрим теперь множество А всех таких множеств Х, что Х не есть 
алемент Х. Согласно определению, если А есть алемент А, то А также 
и н� есть алемент А, и если А не есть алемент А, то А есть алемент А. 
В любом случае А есть алемент А и А не есть алемент А. 

(2) (К а н т о р, 1 899). Этот парадокс требует некоторых сведений из 
теории кардинальных чисел, и может быть оп�ен читателем, если он 
не знаком с этой теорией. Кардинальное число У множества У опреде­
ляется как множество всех множеств Х, равномощных с множеством У 
(т. е. таких Х, для которых существует взаимно однозначное соответст-
вие между У и Х, см. стр. 1 5). Мы определяем У� Z как условие рав­
номощности У с некоторым подмножеством множества Z, а У< Z­
как У� Z и У =F Z. Кантор доказал, что если fl' (У) есть множество 
всех подмножестn множества У, то У <fl' (У) (см. стр. 202). Пусть С­
универсальное множество, т. е. множество всех множеств. Так как fl' (С) 
есть подмножество множества С, то, очевидно, fJS (С) <.с. С другой сто­
роны, по теореме Кантора С< fl' (С). Теорема же Шр!!дера- Берн­
штейна  (см. стр. 2 0 1 ) утверждает, что если У� Z и Z � У: то У= Z: 
Следовательно, С= $5 (С), что находится в противоречии с С< fl' (С). 

(3) (Б у р а л и - Ф о р т и, 1 897). Этот парадокс аналогичен парадоксу 
Кантора. Он возникает 'n теории порядковых чисел и будет пенятен 
только тому, кто уже знаком с теорией порядковых чисел. Для любого 
порядкового числа существует порядковое число, его превосходящее. 
Однако порядковое число, определяемое множеством всех порядковых 
чисел, является наибольшим порядковым числом. 

Семантические парадоксы 

(4) П а р  а д о к с л ж е ц  а. Некто говорит: «Я лгу». Если он при 
атом лжет, то сказанное им есть ложь, и, следовательно, он не лжет. 
Если же он при этом не лжет, то сказанное им есть истина, и, следо­
вательно, он лжет. В любом случае оказывается, что он лжет и не лжет 
одновременно *). 

*) С парадоксом лжеца имеет сходство известный еще в древности (см., 
н апример, сПослание к Титу св. апостола Павла:., 1 , 1 2) так называемый спара­
докс критянина:.. Критский философ Эпименид ск азал: сВсе критяне- лжецы), 
Если то, что он сказал, верно, то, поскольку Эпименид сам критянин, сказанное 
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(5) (Р и ш а р, 1905). С помощью некоторых фраз русского языка 
могут быть охарактеризованы те или иные вещественные числа. Н апр и­
мер, фраза «отношение длины окружности к длине диаметра в круге:. 
характеризует число 'lt. Все фразы русского языка могут быть перену­
мерованы некоторым стандартным способом, а именно: упорядочим сперва 
лексикографически (т. е. как в словаре) все фразы, содержащие в точ­
ности k букв, а затем поместим все фразы из k букв впереди всех 
фраз с б6льшим числом букв. Теперь можно перенумеровать все те 
фразы русского языка, которые характеризуют то или иное веществен­
ное число. Для этого достаточно в стандартной нумерации всех фраз 
опустить все остальные фразы. Число, получающее при такой нумерации 
номер n, назовем п-м числом Ришара. Рассмотрим такую фразу: «Веще­
ственное число, у которого п-й десятичный знак р авен 1 , если у п-го 
числа Ришара п-й десятичный знак не р авен 1 , и п-й десятичный знак 
равен 2, если у п-го числа Ришара п-й десятичный знак р авен 1 •· Эта 
фраза определяет некоторое число Ришара, допустим, k-e; однако, 
согласно определению, оно отличается от k-го числа Ришар а  в k-м деся­
тичном знаке. 

(6) (Б е р р и, 1 906). Существует лишь конечное число слогов в русском 
языке. Следовательно, имеется лишь конечное число таких фраз рус­
ского языка, которые содержат не более пятидесяти слогов. Поэтому 
с помощью таких фраз можно охарактеризовать только конечное число 
натуральных чисел. Пусть k есть наименьшее из натуральных чисел, 
tcomopыe не хараtстеризуются Hlltcatcoй фразой руссtсого языtса, со­
держащей не более пятидесяти слогов. Напечатанная курсивом фраза 
характеризует число k и содержит не более пятидесяти слогов. 

(7) (Г р  е л л и н г, 1 908). Прилагательное называется автологичесtсu.м, 
если свойство, которое оно обозначает, присуще ему самому. Прилага­
тельное называется гетерологичесtси.м, если свойство, которое оно обоз­
начает, ему самому не присуще. Так, например, прилагательные «много­
сложный» , «русский» являются антологическими, а прилагательные «одно­
с;южный», «французский» ,  «голубой» - гетерологическими. Рассмотрим 
прилагательное «Гетерологический» .  Если это прилагательное гетероло­
гично, то оно негетерологично, если же оно негетерологично, то оно 
гетерологично. Итак, в любом случае прилагательное «гетерологический» 
является гетералогическим и негетералогическим одновременно. 

Все эти парадоксы являются подлинными в том смысле, что они не 
содержат явных логических изъянов. В логических парадоксах исполь­
зуются только понятия теории  множеств, в то время как в пар адоксах 
семантических применяются такие понятия, как «Характеризов ать» ,  

им есть ложь .  Следов ат ельно, то, что он сказал, есть ложь. Тогда должен быть 
такой критянин, который не лжет.  Последнее не является логически невозмож­
ным, и мы здесь не  имеем  настоящего парадокса. Тем не менее тот факт, что 
произнесенае Элименидом этого ложного высказывания может повлечь за собой 
существование критянина, который не лжет, до некоrорой степени обескурз· 
11щваеr. 



10 ВВЕдЕНИЕ 

«истинный», «nрилагательное»,  которое вовсе не обязаны nоявлятьса в 
обычном м атематическом языке. Ввиду этого логические парадоксы пред­
ставляют собой куда большую угрозу спокойствию духа математиков, 
чем парадоксы семантические. 

АнаJIИЗ парадоксов привел к различным планам их  устранения. Все 
эти планы предлагают тем или иным путем огр аничивать «Наивные» 
поняти я, участвующие в выводе этих парадоксов. Рассел обратил вни­
м ание на  то, что во  всех этих парадоксах имеет место самоотнесение 
понятий. Он предложил снабдить к аждый объект некоторым неотрица­
тельным целым числом - «типом» этого объекта. После этого высказы­
вание «Х есть элемент множества у» должно считаться ос.мысленны.м 
тогда и только тогда, когда тип у на единицу больше типа х. 
Этот подход, систематически р азвитый Р а с с е л о м и У а й  т х е д о м 
[ 1 9 1 0- 19 1 3) в так называемую теорию типов, приводит к цели,  когда: 
речь идет об устр анении известных парадоксов ,.), однако он громоздок 
в пр актическом применении и имеет также некоторые другие недостатки. 
Другое острие критики логических парадоксов было нацелено на содер­
жашееся в них допущение, состоящее в том, что для любого свойства 
Р (х) существует соответствующее множество всех элементов х, обла­
дающих свойством Р (х). Стоит лишь отвергнуть это допущение, и 
логические парадоксы становятся невозможными * *). Однако при этом 
необходимо принять некоторые новые постулаты для того, чтобы мы 
могли, опираясь на них,  доказать существование таких множеств, в кото­
рых повседневно нуждаются практически р аботающие математики. Пер­
вая  такая аксиоматическая теори я  множеств была построена Ц е р  м е л о 
[ 1 908). В главе 4 мы р ассмотрим одну аксиоматическую теорию мно­
жеств, которая ведет свое происхождение от системы Церм€ло (с неко­
торыми изменениями, принадлежащими фон Нейману, Р. Робинсону, Бер­
найсу и Гёделю). Существуют также различные смешанные теории,  
соединяющие в себе те или иные черты теории типов и аксиоматиче­
с�ой теор1:1и множеств; примерам теории  такого рода может служи1ъ 
систем а  NF Куайна (см. Ро с с е р  [ 1 953)). 

Более г луб о кое истолкование парадоксов было предпринято Брау­
эром и его интуиционистской школой (см. Г е й т и н г [ 1 956]). Интуици­
онисты отказываются признавать универсальный характер некотор�Iх 
основных законов логики таких, например, как закон исключенного 
третьего: Р или не Р. Этот закон, утверждают <iни ,  верен для конечных 

*) Так, например, щ1радокс Рассела зависит от существования множества 
А всех множеств, которые не являются элементами самих себн. Так как, со­
гласно теории типов, бессмысленно говорюь .о том, что какое-то множество 
принадлежит самому себе, то такого множества не может быт,ь. 

**) Парадокс Рассела и таком случ11е доказывает, что не с,ущ�ствует мно­
жества А всех множсс1в, ко1орые не прина д л ежа ·.r самим cQue в качестве э.'tе­
мента, а парадоксы !{автора и Бурали-Фарти показывают, ,чrо не С);Щt:сrвуе:т 
унинерса:1ьного �ifiO)I,ecтвa и не существует �щожества всех ординзльных 'jИсе11. 
Lе�1анrичсскис же парадоксы те перь не могут быть даже сформу.1ировань!, 
,пuскu;;ы;) они вкдючаю1 в ссбн поннтия, �е выразиыые внутри этой систсм�1 
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множеств, но нет никаких оснований распространять его без всяких 
ограничений н а  все множества. Точно так же, говорят интуционисты, 
необоснованным является заключение, что утверждение « существует 
объект .х такой, что не Р (х)» следует из утверждения  « неверно, что 
для любого .х Р (х)». По их мнению, мы только тог да можем со г ла­
ситься с утверждением сущеетвования объекта.. обладающего тем или 
иным свойством, когда мы владеем методом построения (или отыскания) 
такого объекта. Разумеется, если мы подчиИимея суровым интуционист­
ским требованиям, то парадоксы станут невыводимыми (или даже лишен­
ными смысла), но, увы, в таком же положении тогда окажутся и мно­
гие столь любимые теоремы повседневной математики, и по этой при­
чине интуционизм нашел себе мало приверженцен среди м атематиков. 

Какой бы мы, однако, не избрали подход к проблеме парадоксов, 
следует спер.»а иссJJедовать язык погики и математики, чтобы р азо­
браться в том, какие в ней могут быть употреблены символы, как из 
9тих символов составляются термы, формулы, утверждения и дока­
зательства, что может и что не может быть доказано, если исходить 
из тех или иных аксиом и правил вывода. В этом состоит одна из 
задач математической логики, и пока это не сделано, нет и базы для 
сопоставления соперничающих точек зрения на основания  логики и мате­
матики. Глубокие и опустошительные результаты Гl:!деля, Тарского, 
Чl:!рча, Россера, Клини и многих других были богатоt! нагр адой за вло­
женныt! труд и завоевали для математической логики положение неза­
висимой ветви математики. 

Для тех, кто является абсолютным новичком, мы теперь кр атко 
изложим некоторые основные понятия и факты, и спользуемые в книге. 
Впрочем, мы ре«омендуем читатеЛю опустить cetlчac этот обзор и лишь 
обращаться к нему в дальнейшем по мере необходимости для справок. 

Множество есть собрание объектов *). Объекты этого собр ания 
называются эле.мен.та.ми множества. Мы будем писать «.Х Е у» вместо 
утверждения, что «.Х есть элемент у». (В том же смысле мы будем 
понимать высказывания «.Х принадлежит у» и «у содержF!Т х».) Отри ­
цание утверждения «Х Е у» будет обозначаться через «Х fф. у». 

Запись «.Х =у» означает, что каждый элемент множества х является 
также элементом множества  у или, другими словами, что х есть 
подмножество у (иЛ11 х вrмючен.о в у).· Желая выразить тот факт, 
что t и s обозначают один  и тот же объект, мы будем писать «t = S». 

* ) Мы здесь не будем уточнять, какие собрания объектов являются мно­
жествllми. Однако мы будем избегать употребления таких связанных с поня­
тием множества идей и процедур, которые могут привести к парадоксам. Все 
излагаемые здесь результаты могут быть формализованы в аксиоматической 
теории множеств, рассмотренной в главе 4. Термин скласс� иногда употреб· 
пяют как синоним термина <множество), но мы его здесь избегаем, поскольку 
он в rла�е 4 употребляется в другом значении. Еслй свойство Р(х) Оhре:де­
пяет некоторое множество, то это множество часто обозна ч а-Ют через {xjP {х)} 

JIЛИ х (Р(х)). 
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Как обычно, «t =1= s-" означает отрицание «t = s". Для множеств х и у мы 
говорим, что х=у в том и только в том случ ае, если х s;y и у с:: х, т. е. 
в том и только в том случае, если х и у имеют одни и те же элементы. 
Если х с;: у, но х =1= у, то мы  говорим, что х есть собственное под­
множество у, и пишем х с у. 

Объединение х U у множеств х и у определяется как множество 
всех объектов, являющихся элементами хотя бы одного из множеств х 
и у. Отсюда сразу следует, что х U х = х, х U у= у U х и (х U у) U z = 
= х U (у  U z). Пересечение х П у есть множество элементов, принадле­
жащих и х и у. Нетрудно проверить, что х n х = Х, х n у= у n х, 
х n (у n z) = (х n у) n z, х n (у u z) = (х n У) u (х n z) и х u (у n z) = 
= (х U у) П (х U z). Относительным дополнением х -у называется мно­
жество тех элементов х, которые не яв,т яются элементами у. Мы посту­
лируем также существование пустого множеств а О, т. е. множества, 
которое вовсе не имеет элементов. Легко видеть, что х П О= О, х U О = 

= х, х- О= х, х - х =О. Два множества х и у называются непере­
секающzzмzzся, если х П у= О. 

Пусть даны какие-нибудь объекты Ь1, • • •  , bk; множество, элементами 
которого являются все эти объекты и только они, обозначается через 
{Ь1, • • •  , bk}- В частности, {х, у} есть множество с двумя элементами х 
и у; если при этом x=f=y, то {х, у} называется неупорядоченной парой 
(или просто парой) объектов х и у. Множество {х, х} обозначается 
также через {х} и называется одноэлементным множеством с эле­
ментом х. Заметим, что {х, У.}= {у, х}. Через (Ь1, • • •  , bn) мы обо­
значаем упорядоченную п-ку объектов Ь1, • • •  , bn. Основное свойство 
упорядоченных п-ок состоит в том, что (Ь1, • • •  , bn) = ( с1, • • • , сп) 
тогда и только тогда, когда Ь1= с1, ... , bn=Cn. Так, в частности, 
(Ь1, Ь�) = (Ь2, Ь1) в том и только в том случае, е сли Ь1 = Ь2. Упорядо­
ченные двойки называются упорядоченными пара.ми. Если Х- множе­
ство и п- целое положительное число, то через xn мы обозначаем мно­
жество всех упорядоченных п-ок (Ь1, • • •  , Ьп) элементов Ь1, • • •  , bn мно­
жества Х; при этом мы условимся под Х1 понимать Х. xn называется 
п-кратным декартовы.м произlfедение.м Х на себя или п-й декартовой 
степенью множества Х. Если У и Z- множества, то У Х  Z означает 
мJiожество всех таких упорядоченных пар (у, z), что у Е У и z Е Z. 
УХ Z называется декартовым произведение.м множе,ств У и Z. 

Под п-местн.ым отношение.м (отношением с п аргумен.та.ми) на 
множестве Х мы понимаем всякое подмножество множества хп, т. е. 
всякое множество п-ок элементов Х. Например, 3-местное отношение 
смежду" для точек на прямой представляет собой множество всех троек 
(х, у, z) таких, что точка х лежит между точками у и z. Двуместное 
отношение называют также бинарны.м отношением; например, бинарное 
отношение отцовства на мцожестве всех людей есть множество всех 
упорядоченных пар (х, у) таких, что х и у- люди и х есть oтeit у. 
Одноместное отношение на  Х есть подмножество Х и называется свой­
ством на Х. 
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Пусть R - бинарное отношение на множестве Х. Область ю опре­
деления R называется множество всех у таких, что (у, z) Е R хотя бы 
при одном z; .множеством значен.ий R называется множество всех z 
таких, что (у, z) Е R хотя бы при одном у; наконец, объединение 
оqласти определения и множества значений R называется полем отно­
шения R. Отношение R-t , обратное к R, определяется как множество всех 
упорядоченных пар (у, z) таких,  что (z, у) Е R. Так, например, область 
определения отношения < на множестве w всех неотрицательных целых 
чисел есть w ,  множеством значений этого отношения служит w - {0}, 
а обратным отношением является отношение >· 

3 а м е ч  а н и е. Часто вместо (х, у) Е R пишут xRy. Так, в при­
ведеином примере мы обычно пишем х <у вместо (х, у) Е<· 

Бинарное отношение R называется рефлексttвuы.м, если xRx для 
любого х из поля отношения R, симметричным, если из xRy сле­
дует yRx, и транзttтttвны.м, если из xRy и yRz следует xRz. Напри­
мер, отношение .;;;;; на множестве целых чисел рефлексивно и транзи­
тивно, но не симметрично. Отношение «иметь по крайней мере одного 
общего родителя� на множестве людей рефлексивно и симметрично, но 
не транзитивно. 

Бинарное рефлексивное, симметричное и транзитивное отношение 
называется отношением эквивалентности. Примеры отношений экви­
валентности: (1) отношение тождества fx на произвольнам множестве 
Х, состоящее из всех пар (у, у), где у Е Х; (2) отношение параллель­
ности между прямыми в плоскости; (3) отношение х =у (mod п), озна­
чающее, что х и у целые и х- у делится на данное фиксированное 
целое положительное число п; (4) отношение между прямолинейными 
направленными отрезками в трехмерном пространстве, имеющее место 
тогда и только тогда, когда отрезки имеют одинаковые напр авление и 
длину; (5) отношение конгруэнтности на множестве треугольников в пло­
скости; (6) отношение подобия на множестве треугольников в плоско­
сти. Пусть дано отношение эквивалентности R на множестве Х и неко­
торый элемент у множества Х. Определим fy] как множество всех 
таких z из Х, для которых yRz. Множество [У] называется классом 
R-аквивалентности, определяемым элементом у. Легко видеть, что 
fy] = [z] тогда и только тогда, когда yRz, и если [У] =F [z], то fу] П [z]= 
= О, т. е. различные классы R-эквивалентности не имеют общих эле­
ментов. Таким образом, Х полностью разбивается на классы R-эквива­
лентности В примере (1) классами эквивалентности являются одноэле­
ментные множества {у}, где у Е Х. В примере (2) классы эквивалент­
ности могут рассматриваться как направления в данной плоскости. 
В примере (3) имеется п классов эквивалентности, k-й класс  эквиваJJент­
ности, (k =О, 1, .. . , п- 1 ) состоит из всех тех чисел, которые при 
делении на п дают в остатке k. В (4) классы ЭJ<вивалентности суть 
трехмерные вектор ы. 

Бинарное отношение / называется функцией, если из (х, у) Е 1 
и (х, z) Е 1 СJJедует y=z. Для любого х из области онределени.1 
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функции f существует единственный элемент у такой, что (х, у) е/; этот 
элемент у обозначается через f (х). Если х принадлежит области опре­
деления /, то говорят, что f (х) определено. Если f есть функция 
с областью определения Х и множеством значений У, то говорят, что 
f отображает Х на У. Если f отображает Х на У и У� Z, то гово­
рят, что f отображает Х в Z. Например, если /(х) = 2х для любого 
целого х, то мы можем сказать, что f отображает множество всех 
целых чисел на 'множество всех четных чисел и что f отображает мно­
жество всех целых чисел в множество всех целых чисел. Функция, 
область определения которой состоит из n-ок, называется функцией от 
n аргументов. (Всюду определенной) функцией от п аргументов на 
.множестве Х называется всякая функция, у которой область опреде­
ления совпадает с xn. Обычно вместо /((х1, • • •  , хп)) мы пишем 
/(х1, • • •  , Хп)· Частичн.ой фун.кцией от n аргументов на .множестве 
Х называется всякая функция, областью определения которой служит 
какое-нибудь подмножество xn. Например, обычное деление является 
частичной, но не всюду определенной, функцией от двух аргументов на 
множестве целых чисел (поскольку деление на нуль не определено). 
Если f есть функция с областью определения Х и множеством значе_­
ний У, то огранич,ен.ие.м fz функции f .множеством Z назыв ается 
функция f n (ZX У). Очевидно, fz(и)='V тогда и только тогда, когда 
и Е Z и / (и) = v. Образом .множества Z прu oтoбpaжeflltu посред· 
ство.м функции f называется множество значений функции fz. Прооб­
разом .множества W при отображен.ии посредством функции 1 назы­
вается множество всех тех элементов и из области определения функ­
ции /, для которых /(и) е W. Говорят что функция f отображает 
множество Х на множество (в множество) У, если Х есть подмноже­
ство области определения /, а образом Х при отображении посредством 
f является множество У (подмножество множества У). Под п-.местной 
операцией (или операцией с п аргументами) на .множестве Х мы 
понимаем функцию, отображающую xn в Х. Например, обычное сложе­
ние является бинарной (т. е. двуместной) операцией на множестве нату­
ральных чисел { 0, 1 ,  2, . .. }. Обычное вычитание не является бинарной 
операцией на множестве натуральных чисел, однако является бинарной 
операцией на множестве всех целых чисел. 

Если f и g-функции, то композиция /og этих функций (иногда 
обозначаемая также через /g ) есть, по определению, такая функция, что 
(/·g) (x) = / (g (x)); (jog)(x) определено тогда и только тогда, когда 
определены g(x) и /(g(x)). Например, если g(x) = x;� и /(х) = х+ 1, 
то (jog)(x) =x2+ 1 и (g o/)(x) = (x+ 1)2• Или, например, если g(x)= 
=- х для каждого вещественного числа х, а f (х) = Vx для каждого 
неотрицательного вещественного х, то (j о g) (х) определено только д.'lя 
х � О и (j о g) (х) = V- х. Функция /, для которой из f (х) = f (у) 
следует х = у, называется взаимно однозначлой функцией (или (1-1)­
функцией). 
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Пр и м е р ы. (1) Отношение тождества lx на множестве Х есть 
взаимно однозначная функция; (2) взаимно однозначной является функция 
f(x)=2x, где х-произвольное целое число; (3) функция / (х) = х2, 
где х - произвольное целое число, не является взаимно однозначной, 
поскольку /(-1)=/(1). Заметим, что функция f будет взаимно одно­
значной тогда и только тогда, когда обратное отношение /-1 есть функ­
ция. Если Х есть область определения, а У- множество значений взаимно 
однозначной функции /, то о функции f говорят, что она есть взаимно 
однозначное соответствие (или (1-1)-соответствие) между множест­
вами Х и У; при этом j1 оказывается взаимно однозначным соответ­
ствием между У и Х, (j-1 о/)= lx и (j · /-1) =/у. Если f есть взаимно 
однозначное соответствие между Х и У, а g есть взаимно однозначное 
соответствие между У и Z, то g о f есть взаимно однозначное соответ­
ствие между Х и Z. Множества Х и У называются равномощными (со­
кращенно Х � У), если существует взаимно однозначное соответствие 
между Х и У. Очевидно, Х � Х, из Х � У следует У� Х и из Х � У 
и У� Z следует Х � Z. Можно доказать (см. теорему Шредера - Берн­
штейна, стр. 201), что если Х � У1 с У и У� Х1 с=Х, то Х � У.' 
Если Х � У, то иногда говорят, что Х и У имеют одну и ту же мощ­
ность (или, иначе, имеют одно и то же кардинальное число), а если 
Х равномощно с некоторым подмножеством У, но при этом У не р авно­
мощно ни с каким подмножеством Х, то говорят, что мощность (карди­
нальное Чllсло) Х меньше мощности (кардинального числа) У*). 

Множество Х называе тся счетным, если оно равномощно с множест­
вом положительных целых чисел. Говорят также, что счетное множество 
имеет мощность N 0, а всякое множество, равномощное с множеством 
всех подмножеств какого-нибудь счетного множества, имеет мощность 
2No (или имеет мощность континуума). Множество называется конеч­
ным, ес.тж оно пустое или если оно равномощно с множеством всех 
целых nоложительных чисел {1, 2, . . . , п}, не иревосходящих какого­
нибудь целого положительного числа п. Множество, не являющееся 
кон�чным, называется бесконечным. Множество называется не более чем 
счетным, если оно конечно или счетно. Очевидно, в сякое подмножество 
счетного множества не более чем счетно. Счетной последовательностью 
называется всякая функция s, областью оnределения которой служит 
множество целых положительных чисел. Обычно вместо s (п) пишут sn. 
Конечной последовательностью называется всякая функция, для которой 
существует такое целое положительное n, что ее область определения 
совnадает с множеством { 1 , 2, . . .  , п}. 

*) Мощность множества  Х можно определять как собрание [Х] всех мно­
жеств, равномощных с Х. При этом в одних систем ах теории множеств такое 
[Х] может не существов ать, в то время как в других системах (см. стр. 20 1-
-202) всегда С)  ществ ует, но может не  являться множеством . Для кардинальных 
чисс;1 [Х] и l У] отношени е [Х] � [У] м ожет быть определено как утверждение 
то1 о, что Х равномощно с некоторым подмножеством У. 
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Пусть Р (х, у1, • • •  , Yk)-какое-нибудь отношение на множестве не­
отрицательных целых чисел. В частности, Р может содержать только 
одну переменную х, т. е. оно может быть свойством. Если Р (0, у1, • • • 

. . . , Yk) выполнено и для любого п из Р (п, у1, • • •  , Yk) следует Р (п + 1, 
Yt• . . . , Yk), то Р (х, у1, • • •  , Yk) выполнено для всех целых неотрицатель­
ных х (пршщип математической zzндукции). При применении этого 
принципа для доказательств а того, что при любом п из Р (п, Yt• . . .  , Yk) 
следует Р (п + 1 , у1, • • •  , yk), обычно допускают Р (п, у1, ••• , yk) и затем 
выводят Р (п + 1, у1, • • •  , yk); в таком выводе Р (п, у1, • • • , Yk) называется 
индуктивным предположением. Если отношение Р содержит переменные 
у1 , • • •  , Yk• отличные от х, то говорят, что доказательство утверждения 
«при любом х Р (х)» ведется индукцией по х. Такой же принцип ин­
дукции спр аведлив для множества целых чисел, б6льших заданного 
числа j. 

П р и м е р. Чтобы с помощью математической индукции доказать , что 
сумма первых п нечетных чисел, т. е. 1 + 3 + 5 + . . . + (2п- 1 ), равна 
п�, доказывают сначала, что 1 = 1 � (т. е. Р (1 )), а затем доказывают, что 
из 1 + 3 + 5 + . . .  + (2п - 1) = п2 следует 1 + 3 + 5 + . . . + (2п-1 )+ 
+ (2п + 1 ) = (п + 1 )2 (т. е. что из Р (п) следует Р (п + 1 )). Из прин­
ципа математической индукции можно вывести следующий принцип пол­
ной индукции: если для любого неотрицательного целого х из предпо­
ложения, что Р (u, у1 , • • • , Yk) верно при всех 11, меньших х, следует 
верность Р (х, у1, • • • , Yk), то Р (х, у1, • • • , Yk) верно при всех неотрица­
тельных целых х. (У п р а ж н е н и е. С помощью принципа полноtl ин­
дукции доказать, что каждое целое число, большее единицы, делится на 
некоторое простое число.) 

Тр анзитивное бинарное отношение R, для которого xRx ложно при 
любом х из поля R, назыв аетс я частичным упорядоченuе.ht. (Если R 
есть частичное упорядочение, то отношение R', представляющее собой 
объединение R и множеств а всех упорядоченных пар (х, х), где х при­
надлежит полю R, называется рефлексzzвным част11ЧН.Ы.!tt упорядочеюzем; 
термин «ч астичное упорядочение» употребляется в литер атуре как в 
указанном выше смысле, так и в смысле рефлексивного чаС!'ичноrо упо­
рядочения. Заметим, что (xRy и yRx) невозможно, если R - частичное 
упорядочение. Если R- рефлексивное частичное упорядочение, то из 
(xRy и yRx) следует х =у.) (Рефлексzzвн.ым) полн.ым упорядочен.uе.Аt 
(или просто упорядочением) называется такое (рефлексивное) частичное 
упорядочение, при котором для любых х и у из поля R либо х =у, 
либо xRy, либо yRx. 

П р и м е р  ы. ( 1 ) Отношение < на множестве целых чисел является 
полным упорядочением, а отношение ";;;;;;-рефлексивным полным упо­
рядочением; (2) отношение с: на множестве всех подмножеств множества 
положительных целых чисел является частичным упорядочением, но не 
полным упорядочением, а отношение = на том же множестве является 
рефлексивным частичным упорядочением, но не рефлексивным полным 
упорядочением. Пусть С- поле отношения R и !3- подмножервq <;: 
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элемент у из В называется R-наи.меньшzz.м (или наи.меньши.м относи­
тельно отношения R) эле.менто.м в В, если для любого элемента z 
из В, отличного от у, справедливо yRz. Полное упорядочение называется 
вполне упорядочением (или вполне упорядочивающим отношением), 
если всякое непустое подмножество поля R имеет R-наименьший элемент. 

П р и м е р  ы. (1) Отношение < на множестве неотрицательных целых 
чисел является вполне упорядочением; (2) отношение < на  множестве 
неотрицательных рациональных чисел является полным упорядочением, 
но не вполне упорядочением; (3) отношение < на  множестве всех целых 
чисел является полным упорядочением, но не вполне упорядочением. 
Каждому вполне упорядочению R с полем Х соответствует следующий 
принцип полной индукцzт: если с войство Р таково, что для любого эле­
мента и множеств а Х из тоrо, что свойством Р обладает всякий элемент 
z множества Х, для которого zRzz, следует, что и обладает свойством Р, 
то свойством Р обладают все элементы из Х. Если множество Х беско­
нечно, то доказательство, использующее этот принцип, называется до­
казательством по трансфинитной индукцшz. Говорят, что .множество 
Х .может быть вполне упорядочено, если существует вполне упорядо­
чение, поле которого включает Х. В современной математике применяется 
допущение, носящее название принципа вполне упорядоченzzя, согласно 
которому всякое множество может быть вполне упорядочено. По вопросу 
о законности этого принципа возникла, однако, серьезная полемика. 
Принцип вполне упорядочения эквивалентен (в обычной аксиоматике 
теории множеств) аксиоме выбора (.мультипликативной аксzю.ме): 
каково бы ни было множество Х непустых, попарно непересекающихся 
множеств, суще ствует множество У (называемое .множеством выбора), 
которое содержит в точности по одному элементу из каждого множества, 
являющегося элементом Х. 

Пусть В- непустое множество, f- функция, отображающая В в В, 
и g- функция, отображающая 82 в В. Условимся писать х' вместо f(x) 
и х П у вместо g (х, у). Н азовем теперь упорядоченную тройку ( B,f, g) 
булевой алгеброй, если для любых х, у и z из В выполнены услови я: 

(i) х n у= у n х; 
(ii) х n (у n z)=(X Пу) n z; 
(iii) x n y'=z n z' тогда и только тогда, когда х n у = х. 
Дл я (х' n у')' введем обозначение х u у и будем писать х �у вместо 

х n у= х. Легко показать, что z n z' = w n w' для любых w, z ИЗ В; 
будем обозначать значение z П z' через О. (Не следует смешивать введен­
ные сейчас символы n' u' о с соответствующими символами, приме­
няемыми в теории множеств.) Введем, наконец, символ 1 для обозначения  
О'. Мы теперь имеем: z U z' = 1 для любого z и.з В, � является ре­
флексивным ч астичным упорядочением и (В, f, U) есть булева алгебра .  
ИдеалоАt в (В, f, g) 11азыв ается всякое непустое подмножество J мно­
жества В такое, что: (1) если х Е J и у Е J, то х U у Е J, и (2) если 
Х � J и .)1 Е В, то х П .)1 Е J. Очевидно, {О} и В- идеалы. Вся�иl:t иде1р1, 
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отличный от В, нааывается собственным идеалом. Собственный идеал 
нааывается ман:симальным идеалом, если он не содержится ни в каком 
другом собственном идеале. Можно покааать, что собственный идеал J 
является максимальным тогда и только тогда, когда для любого и иа В 
либо и Е J, либо и' Е J. Иа принципа вполне упорядочения (или иа ак­
сиомы выбора) вытекает, что каждая булева алгебра содержит макси­
мальный идеал или, что эквивалентно, всякий собственный идеал включен 
в некоторый максимальный идеал. 

П р  и м е р. Пусть В есть множество всех подмножеств некоторого 
множества Х; для У Е В пусть У= Х- У, а для У и Z иа В пусть 
у n z оаначает обычное теоретико-множественное пересечение множеств 
У и Z. Тогда упорядоченная тройка (В, ', П )  окааывается булевой 
алгеброй. Роль О в В играет пустое множество О, а 1 есть Х. Пусть 
и- проиавольный элемент множества Х и lu- множество всех под­
множеств Х, которые не содержат и. Тогда lu есть максимальный идеал. 
Более детальное наложение теории булевых алгебр см., например, у 
Си к о р с к о г о [1960]. 



Глава 1 
Исчисление высказываний 

§ 1. Пропозиционапьные связки. Истинностн ые табпицьr 

Из высказываний путем соединения их различными способами можн() 
составлять новые, более сложные высказывания. Мы будем рассматривать 
одни только rrстин.н.остн.о-фун.�ецион.альн.ые комбинации, в которых 
истинность или ложность новых высказываний определяется и стинносrью 
или ложностью составляющих высказываний. 

Отрицан.ие является одной из простейших операций над высказы­
ваниями. Хотя в разговорном языке то или иное высказывание может 
быть отрицаемо многими способами, мы здесь будем это делать одним 
способом, помещая знак отрицания l перед всем высказыванием. Так, 
если А есть высказывание, то lA обозначает отрицание А и читается 
сне А:.. 

Истинностно-функциональный характер отрицания становится ясны м 
из рассмотрения следующей истин.н.остн.ой таблицы: 

А lA 
и л 
л и 

Когда А истинно, lA ложно; когда А ложно, lA истинно. Буквы И и 
Л мы употребляем для обозначения истин.н.остн.ых вн.ачен.ий: «истина:. 
и сложь:.. 

Другой распространенной истинностно-функциональной операцией 
является �еон.'Оюн.�еция: «и:.. Конъюнкция высказываний А и В будет 
обозначаться через А & В, она имеет следующую истинностную таблицу: 

А В А&В 
и 
л 
и 
л 

и 
и 
л 
л 

и 
л 
л 
л 

Высказывание А & В истинно тогда и только тогда, когда истинны оба 
высказывания А и В. Высказывания А и В называются �еон.'Оюн.�етивн.ы.ми 
член.а.ми или член.а.мrr �eoн.'OIOН.ICЦllll А & В. Заметим, что в истинностной 
таблице для конъюнкции имеются четыре строки соответственно ЧИСJIУ 
возможных распределений истинностных значений для А и В. 
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В разговорных языках связка «или» употребляется в двух различных 
смыслах - разделительном и соединительном. В первом случае утвер­
ждение «А или В» означает, что утверждается одно и только одно из 
высказываний А и В, а во втором случае - хотя бы одно из этих вы­
сказываний. Для связки «ИЛИ» в этом втором, соединительном смысле 
мы и введем специальный знак: V. Эта операция имеет следующую 
истинностную таблицу: 

А 
и 
л 
и 
л 

в 
и 
и 
л 
л 

AVB 
и 
и 
и 
л 

Таким обр азом, А V В ложно тогда и только тогда, когда и А и В 
ложны. Высказывание «А V В» называется дизъюнtсцztей с дизъюнtстив­
ны.лт членами А и В. 

У пражнение 

Построить истинностную таблицу для сили� в разделительном см ысле. 

Другой важной истинностно-функциональной опер ацией является сле­
дование: «если А, то В». Смысл обычного употребления здесь неясен. 
Разумеется , высказывание «если А, то В» ложно, когда посылtса А 
истинна, а заtслючение В ложно. Однако в других случаях, при обычном 
употреблении этой связки, мы  не имеем вполне определенного истинност­
ного значения. Неясно, например, истинными или ложными следует счи­
тать высказывания: 

( 1 )  Если 1 + 1 = 2, то Париж есть столица Франции. 
(2) Если 1 + 1 =1= 2, то Париж есть столица Франции. 
(3) Если 1 + 1 =1= 2, то Рим есть столица Фр анции. 

Смысл их  неясен, поскольку мы привыкли к тому, что между посылкой 
и заключением имеется определенная (обычно причинная) связь. Мы усло­
вимся считать, что «если А, то В» ложно тогда и только тогда, когда 
истинно А и ложно В. Таким образом, высказывания ( 1 ) - (3) будут 
считаться истинными. Обозначим «если А, то В» через А :::::> В. Это по­
следнее выр ажение называется и.мплzшацией. Вот истинностная таблица 
ДJIЯ :::::>: 

А в А:::::>В 
и и и 
л и и 
и л л 
л л и 
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Такое уточнение смысла высказывания «если А, то в.. не противо­
речит обычной практике, скорее даже ее р асширяет *). 

Известным оправданием приведеиной и стинностной таблицы для :::::> 
может служить наше желание, чтобы высказывание «если А и В, то В» 
было всегда истинным. Так, случай, когда А и В истинны, оправдывает 
первую строку в нашей истинностной таблице для :::::> , поскольку «А и 
В» и В оба истинны. Если А ложно и В истинно, то сА и В» ложно, 
в то время как В истинно. Это соответствует второй строке таблицы. 
Наконец, если А ложно и В ложно, то сА и В» ложно и В ложно. 
Это дает нам четвертую строку таблицы. Еще больше уверенности в 
разумности нашего определения придает нам смысл таких предложений,  
как, например :  «для любого х, если х есть нечетное целое положи­
тельное число, то х2 есть нечетное целое положительное число». Здесь 
утверждается, что для любого х предложение «если х есть нечетное 
целое положительное число, то х2 есть нечетное целое положительное 
число» истинно. При этом мы, разумеется, не хотим рассматривать как 
контрпримеры к нашему общему утверждению случаи, когда х не есть 
нечетное целое положительное число. Это обеспечив ается второй и чет­
вертой строками нашей таблицы истинности. Наконец, каждый случай, 
когда х и х2 суть нечетные целые положительные числа, подтверждает 
наше общее утверждение. Это соответствует первой строке нашей таб­
лицы. 

Обозначим выражение «А тогда и только тогда, когда В» через 
«А = В». Такое выражение называется ЭtсВllВалентностью .  Очевидно, 
А =  В истинно тогда и только тогда, когда А и В имеют одно и то же 
истинностное значение. Поэтому мы имеем следующую истинностную 
таблицу: 

А в А = В 
и и и 
л и л 
и л л 
л л и 

*) Иногда встречается некоторое не истинностно-функциональное поним ание 
высказыв ания «если А, то В), связанное с законами причинности. Высказывание 
< если этот кусок железа пuложен в воду в момент времени t, то железо рас­
творится:. рассматривается как ложное даже в том слу ч ае,  если кусок железа 
не положен в воду в момен т времени t, т. е. даже если посылка ложна. Другое 
не истинностно-функциональное употребление связки <если . . .  , то . .  , )  имеет  
м есто в так называемых контрфактических условных предложениях, таких как 
содержательно ложное высказы�ание < если . сэр Вальтер Скотт не написал 
ни одноt·о романа,  то не было гражданской войны в США).  При нети  rно­
стно-функциональном подходе это в ысказывание следовало бы признать истин­
Н Ы \\  ввиду ложности посылки. К с частью, математика и логика не нуждаются 
в законах причинности и контрфактических условных предложениях. Подробнее 
об условных предложениях и других связках см . К у а й н [ 1 95 1 ]. 
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Символы l, &, V ,  =>, _ будем называть пропозицzюн,альными связ­
ками "'). Неякое высказывание, построенное при помощи этих связок, 
имеет некоторое истинностное значение, зависящее от истинностных зна­
чений составляющих высказываний. 

Мы будем применять термин пропозициональная форма для выра­
жений, построенных из пропозициональных букв А, В, С и т. д. с помо­
щью пропозициональных связок. Точнее: 

( 1 )  Все пропозициональные буквы (заглавные буквы латинского алфа­
вита) и такие же буквы с числовымИ индексами **)) суть пропозициональ­
ные формы.  

(2) Если r;v( и rfJЗ - пропозициональные формы, то (l r:vt), (ed & rf!З), 
(<24 V rf!З), (d ::::> rf!З) и (r:vt = rf!З) - тоже пропозициональные формы. 

(3) Только те выражения являются пропозициональными формами, 
для которых это следует иэ ( 1 )  и (2) * * *). 

I<аждому распределению истинностных значений пропозициональных 
букв, входящих в ту или иную пропоэициональную форму, соответствует, 
согласно истинностным таблицам для пропозициональных связок, неко­
торое истинностное значение этой пропоэициональной формы. 

Таким образом, всякая пропозициональная форма определяет неко­
торую истинностную функцию, которая графически может быть пред­
ставлена истинностной таблицей для этой пропозициональной формы. 
Так, например, пропозициональная форма (((l А) V В) ::::> С) имеет сле­
дующую истинностную таблицу: 

А В С  (l А) ((l А) V В) (((l А) V В) ::::> С) 
и и и  л и и 
л и и и и и 
и л и л л и 
л л и и и и 
и и л  л и л 
J) И Л и и л 
и л  л л л и 
л л л  и и л 

*) При вв едении новых терминов мы будем избегать применевил кавы чек, 
�ели это не б у дет вызывать недоразумений. Строго гоЕоря,  в данном пред­
ложении в кавычки следовало в зять каждую связку (см. К у а й  н [ 1 95 1 ] , 
стр. 23 - 27). 

**) Например Ан А, , At7, Bat• с., . . .  
***) Иначе это определение можно сформулировать следующим образом: g' 

е ст ь  пропозициональная форм а  тогда и только тогда, когда _существует такая 
конечная последовательность r;y( н 9,( i> • • • , ",_4 т что G/t n = '6 и для каждого 1 
(1 � i tE;n) G/ti является или буквой, или отрицанием ,  конъюнкцией, дизъюнкцией, 
импликацией  или эквив алентностью предшествующих в этой последовательно­
сти в ы ражений. Заметим, что рукописные латинские буквЫ e_,f, rf/З, ?f' и т. д. 
употребляются нами для произвольных выражений, тогда как печатные латин­
ские буквы применяются лишь как пропозициональные буквы. 
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Здесь каждая строка содержит некоторое р аспределение и стинно ­
стных значений для букв А, В, С и соответствующие и стинностные зна­
чения, примимаемые различными пропозициональными формами, которые 
возникают при построении формы (((l А) V В) :::> С). 

Для формы ((А :::::: В) :::> ((l А) & В)) и стинностная таблица будет еле-
дующая: 

А В (А = В) (l A) ((l А) & В) ((А = В) :::> ((l А) & В)) 

И И  и л л л 
л и л и и и 
и л  л л л и 
л л и и л л 

Если в пропозициональной форме имеется n р азличных букв, то тогда 
возможны 2n различных распределений и стинностных значений д-'I Я  
букв и ,  следовательно, истинностная таблица для такой формы содер ­
жит 2n строк. 

Упражнение 

Построить иr.тинностные таблицы для пропозициональных форм ((А ::::> В) V 
V (l А)) и ((А d (В => С)) => ((А => В) => (В => С))). 

Составление истинностной таблицы можно сократить следующим 
образом. Выпишем форму, для которой н адо составить и стинностную таб­
лицу. Для каждого распределения и стинностных значений пропозицио­
нальных букв, входящих в данную форму, под в семи вхождениями каж­
дой из этих букв подпишем соответствующее и стинностное значение. 
Затем шаг за шагом под l{аждой пропозициональной связкой будем выпи­
сывать истинностные значения той составляющей пропозициональной 
формы.  дл я которой эта связка - главная *). Например, для ((А = В) :::> 
:::> (CJ А) & В)) мы получаем 

((А - В) ::J ((l А) & В)) 
и и и л л и л и 
л л и и и л и и 
и л л и л и л л 
л и л л и л л л 

Упражнени я 

1 . Н аписать сокращенные истинностные т аблицы для  ((А ::::> В) & А) и ((А V 
V ( l  С)) ==: В). 2. Записать следующие высказыв ания в виде пропозициональнЬJ� 
форм , употребляя пропозициональные  буквы  для обозначения атомар!JЫ� 

*)  Главной свя1кuй пропозициональной формы �;�азывается та f:ВЯЗ�а, �OTQ : 
,рая при пос !'роеюш форм ы  П.Р!f�l.еняетr;я nоследне0,. 
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высказываний, т. е. таких в ысказываний, которы е  уже не построены из каких-
либо других в ысказываний. 

' 

( а )  Если мистер Джонс счастлив ,  то ми сси с Дж о не · несчастлива, и если 
мистер Джонс несчастлив,  то мнесие Джонс счастлива.  

(Ь) И ли Сэм пойдет на  в еч еринку, и Макс не пойдет на нее; или Сэм не 
пойдет на в ечеринку, и Макс отлично проведет время .  

(с) Необходимое  и достаточное условие счастья для шейха состоит в том, 
чтобы иметь вино, женщин и услаждать свой слух пением. 

(d) Фиорелло ходит в кино только в том случ ае, когда там показывают 
комедию. 

( е) Для того чтобы х было нечетным,  достаточно, чтобы х было простым. 
(i) Необходимым условием сходимости последовательности s является 

ограниченность s .  
(g) Взятку платят тогда и только тогда, когда  товар достав лен. 
(h) < Гиганты� в ы играют приз, если с Хитрецы:.  сегодня не  выиграют. 
( i ) Если х положительно, то Х2 положщельно. 

§ 2. Тавтологии 

Истинностной фуюсцией от n аргументов называется всякая функ­
ция от n аргументов, принимающая истинностные значения И или Л, 
если аргументы ее пробегают те же значения. Как мы видели, всякая 
пропозициональная форма  определяет некоторую истинностную функцию *). 

Пропозициональная форма, которая истинна независимо от того, 
какие значения принимают встречающиеся в ней пропозициональные 
буквы, называется тавтологией. Пропозициональная форма  является 
тавтологией тогда и TOJIЬKO тогда, когда соответствующая истинностная 
функция принимает только значение И, или, что то же, если в ее таб-

* ) Для большей  точности следовало  бы пересчитать все пропозициональные 
буквы ,  например, в порядке А, В, . . .  , Z, А1 ,  В1 , . . .  , Z1 , А2, • • • Если теперь пеко-
торая пропозициональная  форма  содержит i 1 -ю, . . .  , iп-ю пропозициона .1Ьные 
буквы из этого пересчета (где 1 1  < . . .  < iп), то соответствующаll истинностная 
функция должна иметь своими аргументами xi , . . .  , Х; в том же порядке, при 1 n 
зто м xi соответств ует  i .-й пропозициональ\jой букве.  Например, (А ::::> В) порож-/ J 
дает  истинностную функцию 

х. х. f (х1, х1) 
и и и 
л и и 
и л JI 
л л и 

в то время как (В ::::> А) порождает истинностную функциiФ 
Xt х. f (хн х1) 
и и и 
л и л 
и л и 
IJ Jl 11 
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лице истинности стоJiбец под самой пропозициональной формой состоит 
только из букв И. Если (d ::J .tiЭ) является тавтологией, то говорят, 
что � логически влечет $8 или что .'!!В является логическим следст­
вttе.м S?f (в исчислении высказываний). Если (S?f = $8) есть тав­
тология, то говорят, что S?f и $8 логически аквивален.тн.ы (в исчи­
слении высказываний) *) . Примерами тавтологий являются (А V (l А)) 
(«закон исключенного третьего:1> ), (l (А & (l А))) и (А :::::!: (l (l А))). Отме­
тим также, что (А & В) логически влечет А, (А & (А ::::::> В)) логически вле­
чет В, а (А ::::::> В) и ((l А) V 8) логически эквивалентны. Истинностные 
таблицы дают нам эффективную процедуру для решения  вопроса о том, 
является ли данная пропозициональная форма  тавтологией. 

Упражнения 

1 . Определить, являются ли следующие пропозициональные формы тавrо­
логиями: 

( а) ( ( (А ::::> В) ::::> В) ::::> В); 
(Ь) ( (А =  В) =  (А = (В а А))). 

2. Доказать или опров ергнуть: 
(а) (А = В) логически влечет (А ::::> В); 
(Ь) ( (l А) V В) логически эквивалентно ((l В) V А). 

3. ! !оказать, что ry{ и $8 логически эквивалентны тогда и только тогда , 
когда в соответствующих истинностных таблицах столбцы под ry{ и под ,fJiJ 
совпадают. 

Пропозициональная форма, которая ложна при всех возможных 
истинностных значениях ее пропозициональных букв, называется про­
тиворечие.;�е. Истинностная таблица для такой формы  имеет в столбце 
под этой формой одни только буквы Л. 

П р  и м е р. (А = (l А)). 

А 
и 
л 

l A 

л 
и 

(А = П А)) 
л 
л 

Другим примерам противоречия является (А & (l А)). 
Заметим, что пропозициональная форма  S?f является тавтологией тогда 

и только тогда, когда (l S?f) есть противоречие. 
Высl(азывавие (в каком-нибудь естественном языке, вроде русского, 

или в какой-либо формальной теор-ии * *)), которое получается из какой­
либо тавтологии посредством подстановки высказываний вместо пропо­
зиционаJiьных букв, при условии,  что вхождения одной и той же буквы 

*)  В дальнейшем в этой главе мы будем опускать уч аствующие в опреде­
лениях слов а <В исчислении высказываний� .  

**) Под формальной теорией мы  понимаем всякий искусственный язык, 
в котором точно описываются понятия сосмысленного выражения), аксиомы 
и правила вывода; см. стр. 36 - 37, 
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замещаются одиим и тем же высказыванием, называетс11 логически ис� 
тинным (в исчислении высказываний). О таком высказывании можно 
сказать, что оно и стинно уже в силу одной только своей функционально­
истинностной структуры. Примером может служить предложение рус­
ского юшка «если идет дождь или идет снег, и не идет сн<tг, то идет 
дождь» ,  которое можно получить подстановкой в тавтологию (((А V В) & 
& (l В)) ::J А). Высказывание, которое можно получить с помощью под­
становки в противоречие, называется логически ложным (в исчисле­
нии высказываний). 

Мы теперь установим несколько более общих фактов о тавтологиях. 
П р  е д л о ж е н и е 1.1. Если Q?( rr (d ::J $d) - тавтологrrи, то 

tfld - тавтологrrя. 
Д о к а э а т е л ь  с т в о. Пусть Q?( и (d ::J $d) - тавтологии. Допу­

стим, что при некотором распределении Истинностnых значений для про­
позициональных букв, входящих в Q?( и rf/В, rflВ принимает значение Л. 
Поскольку d есть тавтология, то при том же р аспределении истинно­
стных значений d принимает значение И. Тогда (d ::J $d) получит зна­
чение Л. Это противоречит предположению о том, что (Q?{ ::J rf!В) есть 
тавтология. 

П р е д л о ж  е н и е 1.2. Если Q?( есть тавтология, содержащая 
пропозrщиональн.ые буквы А1, А9, • • • , Am и rflВ получается из Q?( под­
становкой в Q?( пропозицrюнальных форм d1, d9, . . .  , dn вместо 
А1, Ag, • • • , An соответствен.н.о, то $d есть  тавтология, т. е. под­
стан.овка в тавтологию приводит к тавтологrт. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предположим, что d есть тавтология, и пусть 
задано произвольное р аспределение истинностных значений для пропо­
зициональных букв, входящих в d!/d. Формы Q?{1, rv(9, • • • , Q?(n примут 
тогда некоторые значения х1, х2, • • • , Xn (каждое х; есть И или Л); если 
м ы  придадим значения х1, х2, • • •  , Xn соответственно букв ам А1, А2, • • •  , An, 
то результирующее значение Q?( совпадет с и стинностным значением $d 
при  заданном распределении значений букв, входящих в d!/d. Так как Q?( 
есть тавтология, то rflВ при этом распределении значений своих аргументов 
примет значение И. Таким образом, rflВ всегда принимает значение И. 

П р  е д л о ж е н и е 1 .3 .  Если <ild1 получается rrз d1 подстановtсой 
$d вместо одн.ого или большего чrrсла вхождений Q?(, то ((d :::= ,f}d) ::J 
:::> (Q?{1 = d!id1)) есть тавтология; и, следовательн.о, если Q?( и d!ld 
догrrчески эквивалентны, то Q?(1 u rflВ1 тоже логrrчески аквивален.тн.ы. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Рассмотрим произвольное р аспределение ис­
тинностных значений  для пропозициональных букв. Если Q?( и $d имеют 
при этом распр еделении противоположные значения, то (d = $d) при­
нимает значение Л и тогда ((d = d!ld) ::J (d1 = d!id1)) принимает значение 
И. Если же d и d!ld принимают одно и то же истинностное значение, 
то одинаковые и стинностные значения примут также dt и rtld1, поскольку 
,//d1 отличается от d1 тем только, что в некоторых местах вместо Q?( 
содержит rtld. Таким образом, в этом случае (Q?{ = d!ld) есть И, (Q?{1�1) 
есть И, а потому и ((d = r/ld) ::J (d 1 ::::.= t/Ot)) есть И. 
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Введем некоторые соглашения о более экономном употреблении  скобок 
в записях формул. Эти соглашения облегчат нам чтение сложных выра­
жений. Во-первых, мы будем опускать в пропозициональной форме 
внешнюю пару скобок. (В случае пропозициональной буквы этой внеш­
не!! nары скобок нет по определению.) Во-вторых, если форма содержит 
вхождения только одно!! бинарной связки (т. е. :::> , =· V или &), то 
для каждого вхождения этой связки опускаются внешние скобки у той 
из двух форм, соединяемых этим вхождением, которая стоит слева. 

П р  и м е р  ы. А :::> В :::> А :::> С nишется вместо (((А :::> В) :::> А) :::> С), 
а В V В V А V (С V А) пишется вместо (((В V В) V А) V (С V- А)). 

В-третьих, договоримся считать связки упорядоченными следующим 
образом: __, :::> , V ,  &, l и будем оnускать во вся}{ой пропозициональ­
ноll форме все те пары скобок, без которых возможно восстановление 
этой формы на основе следующего правила. Каждое вхождение знака 1 
относится к наименьшей пропозициональной форме, следующей за ним; 
после расстановки всех скобок, относящихся ко в сем вхождениям знака 
l, каждое вхождение знака & связывает наименьшие формы, окружаю­
щие это вхождение; затем (т. е. nосле р асстановки всех скобок, отно­
сящихся ко всем вхождениям знаков l и &) наждое вхождение знака 
V связывает наименьшие формы, окружающие это вхождение, и подоб­
ным же образом для :::> и =· При применении  этого правила к одной 
и той же связке мы продвигаемся слева направо. 

П р и м е р  ы. В форме А V l В :::> С = А скобки восстанавливаются 
следующими ш агами: 

А V (l В) :::> С =  А 
(А V (l В)) :::> С :=  А 

((А V (l В)) :::> С) = А 
(((А V (l В)) :::> С) = А). 

n качестве уnражнения предлагается nоказать, что D = С = А & D & 
& В V l D :::> В обозначает 

((D = С) := {(((А & D) & В) V (l D)) :::> В)). 
Однако не всякая форма может быть записана без употребления 

скобок. Так, например, дальнейшее исключение скобок невозможно для 
форм А :::> (В :::> С), l (А V В), А & (В :::> С). 

У пражнения 

1. Исключить возможно большее число скобок в формах 

((В =  ((lC) V (D & А))) = (В ::::> В)) 
и 

(( (А & ПВ)) & С) V D). 

2. Восс1 ановю ь  скобки в формах С ::::> l (А V С) & А =  В и С ::::> А ::::> А :;:;;:; 
:.= lA V В. 
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3. Если договориться писать le>i'. & �rlliJ, V e;-irffi], ::::> �rlliJ и = �rlliJ 
соответственно вместо ( l�), (� & rlliJ), (� V rffij), (� ::::> rffi]) и (е)( = rlliJ), 
то скобки не будут нужны. Например, форма ((lA) ::::> (В V ( lD)))  запишется 
теперь как ::::> lA V В lD. Предлагаем читателю записать по этой системе 
форму  (А V ((В & (lD ) )  ::::> А)). Если каждую из связок ::::>, &, V, = оценить 
чис лом  + 1 ,  каждую пропозициональную букву - числом -1, а связку l ­
ну л ем,  то в этой бесскобочной  системе записи произвольное в ыражение � 
будет пропозициональной формой тогда и только тогда, .  когда сумма оценок 
всех вхождений символов в � равна  -1 и сумма оценок всех символов каж­
дого собственного начального отрезка � неотрицательна. 

4, Определить, является ли  каждая из следующих форм та втологией, про­
тиворечием или ни тем и ни другим: 

(а) А = (А V А); 
(Ь) (А ::::> В) ::::> ( (В ::::> С) ::::> (А ::::> С)); 
(с) ((А ::::> В) & В) ::::> А; 
(d) (lA) ::::> (А & В); 
(е) А & ( l (А V В)); 
(f) (А ::::> В) = (( lA) V В); 
(g) (А ::::> В) = l (А & (lB)). 

5. Доказать, что если � & rlliJ есть тавтология , то тав rологиями яв ляются 
� и rlliJ, и что если � е сть тавтология, то � V rlliJ и rffij V � суть тав­
тологии. 

6. Примелить предложение 1 .2 для случая, когда � есть (А1 & А2) ::::> А1,  
�1 есть В & D и �2 есть lB. 

7. Доказать, что каждая из перечисленных пар состоит из логически экви­
валентных форм: 

(а) l (А V В) и (lA) & (lB); 
(Ь) l (А & В) и ПА) v (lB); 
(с) А & (В V С) и (А & В) V (А & С); 
(d)  А V (В & С) и (А V В) & (А V С); 
(е) А V (А & В) и А; 
(f) А ::::> В и lB ::::> lA (форма lB ::::> lA назы вается контрапозицией 

формы А ::::> В); 
(g) (А & В) V ( lB) и А V (lB); 
(h) А & (А V В) и А; 
( i ) А & В и В & А; 

(J ) А V В и В V А; 
(k) (А & В) & С  и А & (В & С); 
(1) (А V В) V С и А V (В V С); 
(m) А = В и В = А; 
(п) (А = В) = С и А = <В = С). 

8. (П р и н ц и п д в о й с т в е н н о с т и., 
(а ) Пусть � есть пропозициональная форма, содержащая только связки 

1,  & и V , а форма �· полу ч ается из � заменой в ней всюду & на V и V 
н а  &; доказать, что � является тавтологией  тогда и только тш да, ко1 да тав­
тологией является led'. Отсюда далее: если d ::::> rffi] - та втолщ·ия, то и 
rffi]' ::::> rv{' - тавтология, и если � = rffi] - тавтоло1 и я, то тавтологией яв­
ляется и �· = rffi]' .  (У к а з  а н и е.  Использовать 7 ( а) и 7 (Ь) . )  

(Ь) В ы в с е т и  7 (Ь) из 7 (а)  и 7 (d) из 7 {С). 
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(с )  Пусть ry{ - пропозициональная форма, содержащая только связки l , 
&, V , а форма ry{* получ ается из ry{ заменой в ry{ всюду & на \/ и обратно 
и каждой пропозициональной буквы ее отрицанием; показать,  что форме  ry{* 
логически эквивалентна форма lr,v{. Форма ry{* называется двойственной 
форме 12_4. Найти пропозициональную форму, двойственную ф;Jрме 

(А V lB) & A & ( lC V (А & С)). 
9. Пропозициональная форма, содержащая только связку  = , является тав­

тологич еской тогда и только тогда, когда всякая пропозициональная буква 
входи r  в нее четное число раз .  

1 0. (Ш е н н о н [ 1 938 ], Х о н  р 960] )*). Э,qектрическая цепь ,  содержащая только 
двухпозиционные переключатели (при одном состоянии п ереключателя ток через 
него проходит, при другом - не проходит), может быть IJ редставлена с по­
мощью диаграммы,  на которой возле каждого переключателя пишется буква ,  
истинностное значение которой (И или Л) соответствует прохождению или не­
прохождению тока через этот переключатель .  Н апример, условие,  при котором 
ток идет через контур, изображенный на рис. 1 , может быть в ыражено с п о­
мощью пропозициональной формы (А & В) V (С & lA). Форма (А & В) V 
V ((С V А) & lB) представля ет цепь,  изображенную на рис. 2. 

-сА� 8 

с lA 
Рис.  1 .  

Рис. 2. 
Применив упражнение 7 (d), (е ), (g),  (J ) ,  ( 1) ,  мы можем убедиться в том, 

что эта последняя форма  логически эквивалентна формам ((А & В) V (С V А)) & 
& ( (А & В) V lB) , (((А & В) V А) V C) & (A & lB), (А V С) & (А V lB) и ,  
н ак онец, форме А V (С & lB). Таким образом, сеть, изображенная  н а  рис. 2, 

�r----д' 
с 

Рис. З. 
эквивалентна более простой С С'f И ,  изображенной на рис. З. (Две сети называ­
ются эквивалентными, если через одну из них ток идет тогда и только тогда, 
когда он идет через другую; из двух сетей та  считается более про·стой, ю;>торая 
содержит меньшее число переключател ей.) 

*) См.  также Ш е с т а к о в  [ 1 941 ] ,  Я б л о н с к и й  [ 1 958], 
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(а) Для цепей, изображенных на рис. 4, 5, 6, построить эквивалентные 
им более простые цепи. 

(Ь) Пусть каждый из трех членов комитета голосует <за�, нажимая на 
кнопку. Построить по возможности более простую электрическую цепь, через 
которую ток проходил бы тогда и только тогда, когда не менее двух членов 
комитета голосуют <за � . 

�------ с�А 18 
-+----- lC А '--------1--

С���----� 18 
Рис. 4. -Е'--в�--с c �-+--

lA 10�--- с 
Рис. 5. 

Рис. 6. 

(с) Требуется, чтобы включение света в комнате осуществлялось с по­
мощью трех различных переключателей та'kим образом, чтобы нажатие на лю­
бой из них приводило к включению света, если он перед этим был выключен, 
и к его выключению, если он был включен. Построить простую цепь, удов­
летвоуяющую такому заданию. 

1 • Выяснить, являются ли следующие рассуждения логически правиль­
ными; для этого представить каждое предложение в виде пропозициональной 
формы и проверить, является ли заключение логическим следствием конъюнк­
ции посылок. 

(а) Если Джонс - коммунист, то Джонс - атеист. Джонс - атеист. Сле­
довательно, Джонс - коммунист. 

(Ь) Если строить противоатомные убежища, то другие государства будут 
чувствовать с ебя в опасности, а наш народ получит ложное представление 
о своей безопасности. Если другие страны будут чувствовать себя в опасности, 
то они смогут начать превентивную войну. Если наш народ получит ложное 
представление о своей безопасности, то он ослабит свои усилия, направленные  
на сохранение мира. Если же не строить противоатомные убежища, то  мw 
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рискуем иметь колоссальные потери в случае  войны. Сле.nова ·r ельно, либо  дру ­
гие страны могут  начать превентивную войну, и наш народ ослабит свои уси­
лия, направленные на сохранение мира, либо мы рискуем иметь колоссальные 
потери в случае войны. 

(с) Если Джане не встречал этой ночью Смита, то либо Смит был убий­
цей, либо Джане лжет. Если Смит не был убийцей, то Джане не встречал 
Смита gтой ночью, и убийство имело место после полуночи. Если убийстве 
имело место после полуночи, то либо Смит был убийцей, либо Джонс лжет. 
Следовательно, Смит был убийцей. 

(d) Если капиталовложения останутся постоянными, то возрастут прави­
тельственные расходы или возникнет безработица. Если правительственные 
расходы не возрастут, то налоги будут снижены. Если налоги будут снижены 
и капиталовложения останутся nостоянными, то безработица не возникне т. 
Следовательно, правительственные расходы возрастут. 

12. Проверить совместность каждого из множеств утверждений. Для этого 
представить предложения в виде пропозициональных форм и затем проверить, 
является ли их конъюнкция противоречием. 

( а) Либо свидетель не был запуган, либо, ес .ш Генри покончил жизнь 
самоубийством, то записка была найдена. Если свидетель был запуган, то Генри 
не покончи.ч жизнь самоубийством. Если записка бы.ч а  найдена, то Г енри по­
кончил жизнь самоубийством. 

(Ь) Если вечер скучен, то или Алиса начинает п лакать, или Анатоль 
рассказывает смешные истории. Если Сильвестр приходит на вечер, то или  
вечер скучен, или Алиса начинает плакать. Если  Анатоль рассказывает смеш­
ные истории, то Алиса не начинает плакать. Сильв естр приходит на веч ер 
тогда и только тогда, когда Анатоль не рассказывает смешные истории. Если 
Алиса начинает плакать, то Анатоль рассказывает с мешные истории. 

(с) Если курс ценных бумаг растет или процентпая ставка снижается,  
то либо падает курс акций, либо налоги не повышаются. К урс акций пони­
жается тогда и только тогда, когда растет курс ценных бумаг и налоги растут. 
Если процентпая ставка снижается, то либо курс акций не понижается, либо 
курс ценных бумаг не растет. Либо повышаются налоги, либо курс акций по­
нижается и снижается процентпая  ставка. 

§ 3. Полные системы связок 

Всякая пропозициональная форма, содержащая n пропозициональных 
букв, порождает соответствующую истинностную функцию от n аргу­
ментов. Значениями этих аргументов и функции являются И («истина:.) 
или Л («ложь»). Логически эквивалентные формы по рождают одну и ту 
же функцию. Естественно возникает вопрос: все ли  истинностные функ­
ции порождаются таким образом. 

П р е д л о ж е н и е 1.4. Всякая истинностная функЦllЯ порожда· 
ется некоторой пропоЗllЦllОНальной фор.мой, содержащей связки l, 
& и v.  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть f (х1, • • •  , х",) - данная истинностная 
функция. Очевидно, f может быть представлена некоторой истинностной 
таблицей с 2"' С'l'роками, где каждая строка содержит некотор ое распре­
деление истинностных значений для переменных х1, • • •  , х", и соответ­
ствующее значение f (xt, . • •  , х",). Занумеруем строки этой таблицы 
натуральными чисJiами 1, 2, 3, . . .  , 2"'. Пусть для каждого t при 1 � 

i l . 
...; t � 2"' С, означает конъюнкцию U1 & . . .  & U",, где Uj есть А1, если 
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в i-й строке истинностной таблицы xj принимает значение И,  и И� есть 
l А j, если Xj принимает значение Л. Обозначим через D дизъюнкцию 
всех С; таких, что функция f в l-й строке истинностной таблицы полу­
чает значение И. (Если таких строк нет, то f всегда принимает значение 
Л, и тогда нашей теореме удовлетворяет форма А1 & l А1.) Истинност­
ная  функция, определяемая формой D, совпадает с f. В самом деле, 
пусть дано какое-нибудь распределение истинностных значений для про­
позициональных букв А1, • • •  , An, и предположим, что в истинностной 
таблице для f это распределение истинностных значений для х1 , • • •  , Xn 
представлено в k-й строке. Ck имеет при этом распределении значение 
И, тогда как все остальные С; имеют значение Л. Если ДJIЯ k-й строки f 
имеет значение И, то Ck является дизъюнктивным членом D и, следо­
вательно, при этом распределении D тоже имеет значение И. Если д11я 
k-й строки f принимает значение Л, то Ck не является дизъюнктивным 
членом D и для рассматриваемого распределения все дизъюнктивные 
члены D принимают значение Л, а следовательно, и D принимает 
значение Л. Итак, порождаемая формой D истинностная функция 
есть f. 

П р и  м е р ы. 
(а) Xt х2 f (Xt, Xg) 

и и л 
л и и 
и л и 
л л и 

Искомой формой D является форма 

(l At & А2) V (At & l А2) V (l At & l Ag). 

(Ь) Xt Х2 Xs g (Xt ,  х2, Ха) 
и и и и 
л и и л 
и л и и 
л л и и 
и и л л 
л и л л 
и л л л 
л л л и 

Искомой формой D является форма (A t & А2 & As) V (At & l А2 & As) V, 
V (l At & lA11 & Аз) V {lAt & l А2 & l Аз). 
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Упражнение 

Найти  пропозициональную форму, содержащую только связ1ш 1, & и V ,  
ко rорав имеет следующую истинностную функцию f (х1 1  х2, ха): 

х1 х1 х8 f (х1, х1, Ха) 
и и и и 
л и и и 
и л и л 
л л и л 
и и л л 
л и л л 
и л л л 
л л л и 

С л е д с т в и е 1.5. Для любой из следую tцtvс трех пар связотс 
& 11 1. V 11 l , ::J ll l ll для любой истин.н.остн.оti фуюсцzш f суще­
ствует пропозzщион.альн.ая форма, содержащая связтсu тольтсо 
из заоан.н.ой пары и порождающая f. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что А V В логически эквивалентно 
1 (l А & l В). Следовательно, в силу второй части предложени я  1.3, 
всякая пропозициональная форма, содержащая только связки &, V , 1, 
логически эквивалентна некоторйй пропозициональной форме, содержа­
щей только связки & и 1 (получаемой заменой всех выражений  � V riJiJ 
на l (l е/1 & l tPd)). Остальные части доказываемого следствия подобным 
же образом следуют из тавтологий: 

A & B = l (l A V l B), 
А V B = (J А) ::J В, 

А & В = l (А ::J l В). 

Мы только что видели, что существуют пары связок, например 1 и &, 
через которые могут быть выражены (в смысле следствия 1.5) все 
истинностные функции. Оказывается, что того же эффекта можно 
добиться и с nомощью одной связки t (конъюнкция отрицаний), которая 
задается истинностной таблицей 

А 
и 
л 
и 
л 

в 
и 
и 
л 
л 

А -!- В  истинно тогда и только тогда, когда не истинно А и не истинно В. 
Нетрудно видеть, что формы l А = (А t А) и (А & В) = ((.4 t А) t (В t В)) 
суть тавтологии, и потому, в силу следствия 1.5, одной связки t доста· 
точно для nостроения всех истинностных функций. 

2 Э. Мендельсон 
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Другой связкой, также достаточной для этой 
(дизъюнкция отрицаний  или штрих Шеффера) с 

А в AjB 
и и л 
л и и 
и л и 
л л и 

цели, является связка 1 
истинностной таблицей 

А/В истинно тогда и только тогда, когда неверно, что А и В оба 
истинны. Достаточность связки 1 следует из тавтологий l А =  (А ! А) 
и (А V B) = ((A j A) j (B j B)). 

П р е д л о ж е н и е 1 . 6. Единственными бинарными связками, каж­
дой из которых достаточно для построения всех истинностных 
фуюсций, являются связки t ll 1 ·  

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Предположим, что h (А, В) является достаточ­
ной в указанном смысле связкой. Если бы h (И, И) было И, то любая 
пропозициональная форма, построенная с помощью только лишь h, при­
нимала бы значение И, когда все входящие в нее пропозициональные 
буквы принимают значение И. Следовательно, форма l А не мог л а бы 
быть выражена только через h. Итак, h (И, И) = Л. Аналогично полу­
чаем, что h (Л, Л) = И. Таким образом, мы имеем таблицу 

А 
и 
л 
и 
л 

в 
и 
и 
л 
л 

h (А, В) 
л 

и 
Если второе и третье места в столбце значений h этой таблицы заняты 
соответственно значениями И,  И или Л, Л, то мы получаем связку 1 или 
связку t· Если же на этих местах стоит Л, И или И, Л, то формы 
h (А, В) =  l В и соответственно h (А, В) = l А оказываются тавтоло­
гиями .  В обоих случаях функция h выражена через l. Однако связка l 
не является достаточной в р ассматриваемом смысле, поскольку единст­
венными истинностными функциями от одной переменной, которые могут 
быть выражены через l , являются функция, тождественно равная самой 
переменной, и отрицание переменной, а, например, функция, тождест­
венно равная И, невыразима через отрицание. 

� пражнения 

1 . Доказать ,  что каждая из пар саязок :=> ,  V и l. = не является достаточ­
ной для в ыражения любой истинностной функции. 

2. Пропозициональная форма называется дизъюнктивной нор.мальной фор­
мой, если она является дизъюнкцией, состоящей из одно1·о или более дизъюнк-
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тивных членов, кажцый И J  кuтuрых нвдяе rся  конъюнкцией одной или нескольких 
nропозициональных букв или их отрицаний, например: (А & В) V П А & С), 
А & В, (А & В & l А) V (С & l В) V (А & l С), А, А \/ (А & В) .  Фор ма называется 
кон:ьюнктивной норяальной формой, если она является конъюнкцией одноt о 
или более конъюнктивных членов ,  каждый из которых является дизъюнкцией 
одной или нескольких пропозициональных букв или их отрицаний.  Зам етим,  
что пропозициональную букву и ее  отрицание мы рассматриваем как ( вырож­
денную) дизъюнкцию или конъюнкцию. Доказательство предложения 1 .4 фак­
ти•tески является доказательством того, что всякая пропозициональная фор м а  
логически эквивалентна некоторой дизъюнктивной норм альной форме.  Приме­
няя этот результат к l е/[, доказать, что е/[ логически эквивалентно также и 
некоторой конъюнктивной нормаль ной форме. 

3. Н айти конъюнктивную и дизъюнктивную нормальные фор м ы, логически 
эквивалентные формам 

(А ::> В) V (l А & С) и А ==:  (В & l А). 
У к а з  а н и е. Ч асто вместо того, чтобы использовать конструкцию из дока­

зательства nредложения 1 .4, бывает  удобнее применить упражнени е 7 на 
стр.  28. В самом деле, пусть ,  напри м ер, дана форма ( (А :::> l В) & С) V 
V П А = С). Чтобы полу чить конъюнктивную нормальную форму,  исклю чим 
сначала :::> и = : ( (l А V l В) & С) V ( (А V С) & П С V l А)) .  Затем ,  в силу  
упражнения 7 (d), мы полу чаем ПА V l В V А V С) & (l А V l В V l С V l А) & & (С V А V С) & (С V l С V l А ), что логи чески эквива лентно конъюнктивной 
нормальной форм е  П А V l В V l С) & (С V А). Чтобы nолучить дизъюю<тив­
ную нормальную форму,  мы тоже сначала  исключим :::> и = : ( (l  А V l В) & С) V 
'v ( (l  А & С) V (А & l С)) , а затем , в си .qу упражнения 7 (с) ,  получаем  П А & С) V 
V П В & С) V П А & С) V (А & l С), что логически эквивалентно дизъюнктивной  
норм альной форме  П А & С) V П В & С) V (А & l С). 4. Пропозициональную букву А и ее отрицание l А будем называть  лите­
ралами буквы А. Дизъюнктивная (конъюнктивмая) нормальная форма называется 
совершенной, если никакой ее  дизъюнктивный член (конъюнкти вный член) не 
содержит двух вхождений литералов 0дной и той же буквы и если всякая буква, 
входящая в один из дизъюнкти вных  ч .�еиов (конъюнктивных членов), в ходит 
и во все остальные .  Например,  дизъюнктивные  нор мальн ы е  формы (А & А & В) V 
V (А & В), (А & В) V А, (А & l А & В) '.1 (А & В) не являются совершенн ы ми, 
а форм ы  (А & l В) V (А & В) и (А & В & l С) V (А & В & С) V (А  & l В & l С )  
являются совершенн ыми дизъюнктивн ы м и  нормальными форм ами.  Наi'!тн совер­
шенные дизъюнктивную и конъюнктивную нор м альные формы ,  логи чески экви­
ва .1ентные формам  А = (В & l А) и (А :::> В) V П А & С). Доказать, что всякая  
непротиворе чивая (нетавтологическая) пропозициональная форм а  е/[ логи чески 
эквивалентна некоторой совершенной дизъюнктивной (конъ юнктивной) нор­
м альной форме У и что если g: содержит в т о чности n букв ,  то  е/[ является 
тавтологией (nротиворе чием)  тогда и только тогда, когда У состоит из  2n 
дизъюнктивных (конъюнктивных) членов.  

5. Некая страна населена жите лями ,  каждый из которых либо всегда 
говорит правду, либо всегда лжет и котор ые  отв е ч а ют на в о просы  только 
посредством еда � или < неп. К развилке дорог, из котор ых  одна в едет 
в столицу, а др угая туда не приводит, приходит турист. Никаких знаков, 
указывающих, какую дорогу следует в ыбрать, при разви лке нет. Зато  здесь  
стоит местный  житель, некто господин Р.  К акой вопрос, требу ющий ответа 
<да� или снен, должен задать ему турист, чтобы выбрать  нужную ему  дорогу?  

У к а з  а н и е .  Пусть А обозна чает в ысказывание  <господин Р всегда гово­
рит правдр, а В Qбозначаrт в ы сказывание «дорог а, идущая налево, ведет 
в столи цр. С помощью подходящей истинностной таблицы построить такую 
пропозициона льну ю фор м у ,  содержащую А и В, чтобы ответ местного жителя 
н а  вопрос, истинна ли  эта пропозициональная форма, гласил еда»  тогда и 
только тогда, когда В истинно. 

2 •  
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§ 4. Система аксиом для исчисления  высказываний  

И стинностные таблицы позволяют ответить на многие важные вопросы, 
касающиеся истинностно-�ункциональных связок, в том числе такие, как 
воnрос о том, является ли данная пропозициональная форма тавтологией, 
противоречием или ни тем и ни другим, влечет ли она логически дру­
гую данную пропозиционалt>ную форму или являются ли две формы ло­
гически эквивалентными друг другу. 

Более сложные вопросы логики, которыми мы в дальнейшем зай­
мемся, уже не могут быть решены с помощью истинностных таблиц 
или с помощью каких-либо других подобных эффективных процедур. 
Поэтому нами будет рассмотрен другой метод - метод формальных тес.­
рий .  Хотя, как мы  в идели, в се основные вопросы, возникающие в логик� 
выск азыв аний,  могут быть решены методом истинностных таблиц, поучи­
тельно будет проиллюстрировать аксиоматический метод и на этой про­
стой ветви логики. 

Формальная (аксиоматическая) теорzzя ,f/ считается определенной, 
если выполнены следующие условия :  

(1) Задано некоторое счетное множество символов - символов тео­
рии  ,f/ *). Конечные последовательности символов теории  ,f/ назыв аютси 
выражениями теории  ,f/, 

(2) Имеется подмножество выражений теории ,f/, называемых форму­
лами теории  ,f/, (Обычно имеется эффективная процедура, позволяющая 
по данному выражению определить, является ли оно формулой.) 

(3) БыделенQ некоторое множество формул, называемых аксиомамzz 
теории ,f/, (Чаще всего имеется возможность эффективно выяснять, яв­
ляется ли данная формула теории  ,f/ аксиомой; в таком случае ,f/ назы­
вается эффективно аксиоматиаированной, или аксиоматической тео­
р ией.) 

( 4) Имеется конечное множество R1, • • • , Rn отношений между фор­
мулам и, называемых правилами вывода. Длп каждого Ri существует целое 
поJiожительное j такое, что для каждого множества, состоящего из j 
формул, и для каждой формулы d эффективно решается вопрос о том, 
находятся ли данные j формул в отношении R; с формулой d, и если 
да, то g7'1 называется непосредственнным следствием данных j формул 
по правилу Rt· 

Выводом в r:f7 называется всякая последов ательность d1, • • •  , r;v( n 
формул такая, что для любого l формула d1 есть либо аксиома тео­
рии  ,f/, либо непосредственное следствие каких-либо предыдущих фор­
�ул по одному из правил вывода. 

Формула d теории ,f/ называется теоремой теории ,f/, если суще­
ствует ВЬIВОд в ,f/, в котором последней формулой является d; такой 
вывод называется выводом формулы d. 

*) В к а ч е и в е  т а к и х  с и м в о .1 о в  мо1  у т б р а т ь с я  произволь н ы е, а в о в с е  н е  
обяз а т е л ь н о  л и нг в и с т и ч е с к и е  о б ъ е к т ы. 
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Даже в случае 3ффективно аксиоматизированной теории J?, т. е . 
когда имеется 3ффективная процедура для определения, является лй 
данная формула аксиомой, понятие теоремы 1:1е обязательно эффективно, 
ибо, вообще говоря, может и не существовать эффективной процедуры 
(алгоритма), позволяющеП узнавать по данной формуле, существует ли 
ее вывод в J?. Теория, для которой такой алгоритм существует, н азы­
вается разреши.мой, в противном случае ·теория называется н.еразреши­
мой. Грубо говоря, разрешимая теория - 3То такая теория, для которой 
можно изобрести машину, испытывающую формулы на свойство быть 
теоремой этой теории, в то время как для выполнения той же задачи 
в неразрешимой теории требуются все новые и новые независимые 
акты изобретательства. 

Формула rYf называется следствием множества формул Г в сi!' тогда 
и только тогда, когда существует такая последовательность форму.'l 
rvf1, • • •  , rYf п• что rYf п есть rvt, и для любого l rvf1 есть либо аксиом а, 
либо элемент Г, либо непосредственное следствие некоторых предыдущих 
формул по одному из правил вывода. Такая последовательность назы­
вается выводом rYf из Г.  Члены Г называются гипотезами или посыл­
камzz вывода. Для сокращения утверждени .-,  crvf есть следствие Г >  
м ы  будем употреблять запись Г �  rvf. Чтобы избежать путаницы т ам, 
где будут рассматриваться не одна, а несколько теорий, мы будем 
употреблять запись Г � !/ rvf, указывая индексом J? на то, о какой 
теории идет речь. Если множество Г конечно: Г =  {с§б1, • • •  , <Рап}, то 
вместо {с§б1, • • •  , <Рап} � rvf мы будем писать с§б1, • • •  , с§бп � rvf. Если 
Г есть пустое множество О, то Г � А имеет место тог да и только 
тогда, когда rvf является теоремой. Вместо О �  rYf принято писать 
просто f- rvf. Таким образом, � rvf служит сокращением утверждения 
crvf есть теорема». 

Приведем несколько простых свойств понятия выводимости из 
ПОСЫJIОК. 

( 1 )  Если Г s: 1:! и Г �  rvf, то 1:! � rvf. 
(2) Г f- rYf тогда и ТОJiько тогда, когда в Г �уществует конечное 

подмножество 1:!, для которого 1:! f- d. 
(3) Если 1:! � d и Г �  $8 для любого .§б из множеств а 1:!, то 

г f- rvf. . 
Свойство ( 1 )  выр ажает тот факт, что если d выводимо из мно­

жества посылок Г, то оно останется выводимым, если мы добавим к Г 
новые посылки. Часть стогда» утверждения (2) вытекает из ( 1 ). Часть 
столько тогда» этого утверждения становится очевидной, ecJiи мы вспом­
ним, что всякий вывод d из Г использует лишь конечное число Посылок 
из Г. Весьма прост и смысл утверждения (3): если d выводимо из 1:! и 
каждая содержащаяся в 1:! форму;Iа выводима  из Г, то d выводимо из Г 

Мы введем теперь формальную аксиоматическую теорию L д.1я исчис­
ления высказываний. 

(1) Сим�юлами L являются l, ::J, (,) и буквы А1 с целы \l и  по юж и ·  
тельными чцсламli в качестре индексоо: А1, А�, А3, • , , Симво;Jы l 11 =:> 
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называются примитивными связками, а буквы А, - пропозициональ­
нымzz буtма.ии. 

(2) (а) Все пропозициональные буквы суть формулы. 
(Ь) Если d и $i/ - формулы, то (l d) и (d � .#d} - тоже 

формулы *). Таким образом, всякая формула теории L есть попросту 
пропозициональная форма, построенная из пропозициональных букв А, 
с помощью связок l и �. 

(З) Каковы бы ни были формулы d, $iJ и 15' теории L, следующие 
формулы суть аксиомы L: 

(A l ) (d � ($il � d)); 
(А2) ((d � ($il � 15')) � ((d � $i/) � (d � 15'})); 
(АЗ) ((l $iJ :::> l e..f) � ((l $iJ :::> d) � $i/)). 
(4) Единственным правилом вывода служит правило modus ponens: 

$iJ есть непосредственное следств�;�е d и d � rtliJ. Это правило будем 
сокращенно обозначать через МР. 

Мы будем придерживаться наших соглашений относительно исклю­
чения  скобок. 

Отметим, что бесконечное множество аксиом теории 1. задано с по­
мощью всего лишь трех схем аксzюм (A l ), (А2), (АЗ), каждая из кото­
рых порождает бесконечное множество аксиом. Для любой формул.ы 
легко проверить, является ли она аксиомой, и, таким образом, L есть 
эффективно аксиоматизированная теория .  Мы ставим своей целью по­
строить систему L таким образом, чтобы класс всех ее теорем совпа­
дал с классом всех тавтологий. 

Введем остальныв связки с помощью следующих определений: 

(D l )  (d & $В) означает l (<!d � l $i/); 
(D2) (e..f V $i/) означает (l <d') � $il; 
(DЗ) (d = $il) означает (e..f � $il) & ($il � e..f). 

Смысл определения (D l ), например, состоит в том, что, каковы бы ни 
были формулы e..f и $i/, (e..f & $il) служит обозначением для l (e..f � 
� l $i/) **). 

*) Д.1я большей точности мы  должны были бы добавить еще так назы­
в а е м ы й  заключительный  пункт: (с) Выражение является фор м у л о й  тогда и 
только тогда, когда это может быть у становдемо с помощью nунктов (а)  и (Ь). 
Это определение можно сделать строги м ,  взя в за образец оnределение из nри­
м е чании ***)  на стр. 22. 

**) К огда мы говорим, что (g..{ & $i/) служит обозначением для l (<2?f ::)  l $i/), 
м ы  nод этим  nонимаем ,  что (a..f & $i/) в ыбирается в качеств е нового названия 
в русском язык е  (или в любом другом языке  Z, на котором, быть может, слу­
чится говорить о теории L) для в ыр ажения  l (g.,f ::) l $il). :3аметим, что в ка­
ч еств е названия в ыражения, nостроенного посредством приписывания рядом 
каких-либо дР.угих в ыражений,  мы употребляе м  в ыражения из русского языка 
(или  языка  :Z), постро енные с пом ощью приnнсы вания рядом названий эт�х 
др)' t  и х  выражений; при этом мы употребляем скобки и связки как их собст-
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Л е м м а 1 .  7. f- L е4' :::� е4' для любой фор.мульt е-4'. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о *) . Построим вывод формулы е4' :::1 е4' в L. 

( 1 )  ( е4' :::1 (( е4' :::1 е-4') :::1 е-4')) :::1 (( е4' :::1 ( е4' :::1 е-4')) :::1 ( е4' :::1 е-4')) 
(подстановка в схему аксиом 

(схе�а аксиом (А 1 )) 
(А2)) 

(2) е4' :::1 ((е-4' :::1 е-4') :::1 е-4') 
(3) (е-4' :::1 (е-4' :::1 е-4')) :::1 (е-4' :::1 е-4') 
( 4) е4' :::1 ( е4' :::1 е-4') 
(5) е4' :::1 е4' 

(из ( 1 ), (2) по МР) 
(схем а аксиом (A l )) 
(из (3), (4) по МР) 

венные названия, исключая,  разумеется, те случаи, когда это может привести 
к недоразумению. Например, если е4' есть название в ыражения (А 1 ::::> А1) и rJ!liJ 
есть название выражения П А 1 ), то (9_,{ => rf/iJ) м ы  пр.имен11еМ как название 
выражения ( (А1 ::::> As) ::::> П А1)). Эти соглашения представляются соверш енно 
естественными и не замечаются большинством люде й, если явно на них не  ука­
зано. За дальнейшими разъяснениями по этому вопросу м ы  отсылаем читателя к 
обсуждению квазиобозначений у К уайна (К у а й  н [ 1 95 1 ] ) и автонимных СИ]d­
волов у Карпапа (К а р  н а п [ 1 934] , §§ 4 и 42); см. также Р о с  с е р  [ 1 953], 
гл. 1/l; С а п п с [ 1 957], глава 6; Ч ё р ч [ 1 956] , введение и стр. 69-7 1 .  

* )  Слово <proof� употребляется в дву� различных смыслах. Во-первых, оно 
употр ебляет.ся в некотором, определенном в ыше, точном смысле,  как название 
для специального вида конечных последовательностей формул теории L ( < в ы вод 
в L� ). В другом смысле оно означает  последовательность предл ожений англий­
ского языка (дополненного разли чными техническими  терминами), о которой 
предполагается, что она служит обосновывающей аргументацией в пользу того 
или иного у тверждения о теории L (или какой-нибудь другой формальной те&­
рии). Вообще язык, который  м ы  изучаем (в данном случае  язык L), назЫовается 
языком-объектом, а язык, на котором мы формулируем и доказываем  различные 
результаты об этом языке-объекте, называется .метаязыком. Этот метаязык 
сам мог бы быТJ, формализован и стать предметом исследования, которое в свою 
очередь проводилось бы в пекотором метаязыке, и т. д. Хотя дл11 суЩественной 
части этой книги используется лиtпь некая м атематически узкая часть антлий­
ского языка, мЫ тем не мене е будем рассматривать английский язык как наш 
(неформализова:нный) метаязык. Р азница между языком-объектом и метаЯзыком 
хорошо видна при изучении иностранных языков; например, н а  уроке немец­
кого языка этот последний являетс-я языком-объектом, а язык, на котором ве­
дется преподавание, является метаязыком. Р азличию между < в ыводом в языке­
объекте:. и <доказательством в метаязыке> соответствует  различие м ежду тео­
ремой языка-объекта и метатеоремой метаязыка. Во  избежание н едора·зуме­
ний мы обычно вместо слова сметатеорема�  уnотребляем слово <предложение•. 
Слово с метаматематика:о употребляется как названи е исследов аний логических 
и м атематических языков-объектов;  иногда употребление этого слова ограни­
ч ивается областью исследований,  использующих только такие м етоды, которые 
квалифицируются метам атематиками как конструктивные (или так называемые  
финитные) методы. 

[Переводя это примечание автора, мы сохранили непереведенным слово 
cproof:. в первой фразе ,  а такЖе не  сделали обычнt> й  замены слов <англий­
ский язык:. словами срусский язык• (в  соответствующих nадежах). Дело в том, 
что два различных смысла слова cproof:., о которых говорйт.ся в этом приме­
чании, в р усской литературе в ыражаются о-бычно с nомс<>щью двух различных 
терминов: свывод• и <доказательство) . Такой терминологией мы  и nользуемся 
всюду в nереводе книги. (При.м. перев.) } 

, _  ' ' � \ �� 
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У п р а ж н е н и е  
Доказать (построив вывод): 
1. 1-L (l ,у{ ::::> ,у{) ::::> ,у{. 
2. w{ ::::> rf/a, rfJa ::::> g' 1-L w{ ::::> rf. 
3. w{ ::::> (,f/d ::::> 'б') 1-L .tJd ::::> (,у{ ::::> g"). 
4. 1-L П.tld ::::> l ,у{) ::::> (,у{ ::::> $il). 
В математических рассуждениях часто какое-нибудь утверждение riJd 

доказывают в предположении верности другого утверждения d, после 
чего закJiючают, что верно утверждение «если d, то rJ!la». Для системы 
L этот прием обосновывается следующей теоремой. 

П р  е д л о ж е н и е 1 .8 *) . (Теорема дедукции.) Есл11 Г - .множество 
формул, d и .tJd - формулы и Г, d f- �. то Г f- e>f � rJ!la. В част­
ности, ecлtt w{ f- .tld, то f- w{ � .tJd (Э р б р а н [ 1 930]). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть r1!la1, • • •  , .tldn есть вывод из Г U {d}, 
где .tldn = .tld. Индукцией по i ( 1 ,;;;;;;; l ,;;;;;;; п) докажем, что Г Г d � rfld1• 
Прежде всего, .tld1 должно быть либо элеме11том Г, либо быть аксио­
мой системы L, либо совпадать с d. По схеме аксиом (А 1 ), .tld1 � 
� (d :::::> .tld1) есть аксиома. Поэтому в первых двух случаях Г f- Q?{ � rfld1 
по МР. В третьем случае, т. е. когда rlld1 совпадает с rvf, по лемме 
1.7 мы имеем f- d � rlld1 и, следовательно, Г f- d � r1!la1. Тем самым 
случай i = 1 исчерпан. Допустим теперь, что Г 1- d � .tJd k для любого 
k < i. Для .tld1 имеем четыре возможности: .tld1 есть аксиома, яли r1!la1 Е Г, 
или rlld1 есть d, или r/la1 следует по modus ponens из некоторых rlld1 
и rlldm, где j < i, т <  l и rJ!lam имеет вид rfld1 :::::> rfld1. В первых трех 
случаях Г f- d ::::::> r/la1 доказывается так же, как для l = 1. В послед­
нем случае применим индуктивное предположение, согласно которому 
Г f- d � rlJd 1 и Г 1- ,у{ � (rlld 1 � rffat). По схеме аксиом (А2), f- (d � 
� (rfld1 :::::> .tldl)) � ((d � �) ::::::> (d ::::::> rfldi)). Следовательно, по МР, 
Г f- (d � Jld1) � (d � rlld;) и, снова по МР, Г f- d � r1!la1• Таким 
образом, наше доказательство по индукции завершено, и для l = n мы 
получаем требуемое утверждение. (Заметим, что проведеиное доказатель­
ство позволяет по данному выводу rfld из Г и d построить вывод 
d � r/la из Г и что при доказательс1'Ве теоремы дедукции мы исполь­
зовали только схемы аксиом (A l )  и (А2).) 

С л е д с т в и е 1 .9 . 
(i) w{ � <>'Jd, co'Jd � 'б' f- ,у{ � 'б'. 

(ii) d � (i!Pu :::::> 'б'), ,fJJ f- ,у{ � 'б'. 

Д о к а з а т е JJ :. с т в о (i) 
(а) d � rf!a гипотеза 
(Ь) $В �  'б' гипотеза 

*) Мы пишем Г, ,у{ 1- $В вместо Г U {d} 1- $il1 и вообще Г, r;vf 11 . . . 
. . .  1 d 11 1- rtld в м есто Г U {wf11 • • • 1 ,у{ 11} 1--- rl/d. 
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(с) гd 
(d) rflВ 
(е) g> 

гиnотеза 

(а), (с), МР 
(Ь), (d), МР 

Таким образом, rd ::::> rfliJ, $В ::::> g', rp( 1- 'if Отсюда, по теореме дедук­
ции, d ;::, rf!В, rflВ ::::> g' 1- d ::::> g'_ 

Доказательство (ii) предлагается провести самостоятельно в к ачестве 
упражнения (использовать теорему дедукции). 

Л е м м а 1 . 1  О. Для любы.х фор.мул rp(, r.fla следующие фор.мулы 
являются теоре.ма.ми L: 

(а) ll rflВ ::::> rtla; 
(Ь) rflВ ::::> l lrfli1; 
(с) l d ::::> (d ::::> rf/В); 
(d) (lrffd ::::> l d) ::::> (d ::::> rf/В); 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 

(а) 1- l l  rfli1 ::::> rfli1. 

(е) {d ::::> rffd) ::::> (l rfliJ ::::> l d); 
(f) d ::::> (l rfliJ ::::> l ( rp( ::::> rf!i1)); 
(g) (� ::::> rffd) ::::> ((l rd ::::> rf!i1) ::::> rfli1). 

1. (l rflВ ::::> l l rf!В) ::::> ((l rfliJ ::::> l rfli1) ::::> $а) схема аксиом (А 3) 
лемма 1 . 7 *) 2. l rflВ ::::> l rtJa 

3. (l rflВ ::::> l l rtla) ::::> rfliJ 

4. l l rfliJ ::::> (l rtJa ::::> l l  rfliJ) 
5. l l rfliJ ::::> rflВ 

(Ь) 1- rflВ ::::> l l rf/В. 

1 ,  2, следствие 
1.9 (ii) 
схема аксиом (A l ) 
3, 4, следствие 
1.9 (i) 

1 . П l l  rf!l8 =>'l rf!В) ::::> ((l l l rf!l8 ::::> �) ::::> l l  rf!ld) схема аксио м (А3) 
2. l l l rf/В ::::> l rf/В ПУНКТ (а), Д01( 33ЗН• 

3. (l l l  Q.о"Э ::::> rffd) ::::> l l  rfliJ 
4. rf!/8 ::::> (l l l rflВ ::::> rf!В) 
5. rflВ ::::> l l  rfliJ 

(с) 1- l d ::::> (� ::::> rf!В). 
1 . l d 
2. rd 

ный выше 
1, 2, МР 
схема аксиом (A l )  
3, 4, следствие 
1.9 (i) 

гиnотеза 
гипотеза 

*) Вместо того чтобы приводить в этом месте полный вы вод для l rfliJ :::::> lrffd, 
м ы просто ссы :� аемся на лемму  1 .7 .  По ступая таким образо>.�, м ы у к а з ы в а е м  н а  
то, ч r o  в э т о м  месте в ывод д л я  l rf!l8 :::::> l r/lВ м о г  б ы  б ыть в ы п и с а н, имей м ы  
н а  т о  ж е л а н и е, в р е м я  и м rсто .  Р а з у м е ется,  это есть  н е  ч т о  и н ое,  к ак о б ы ч н о е  
l t р ш : с н с н и с  р а н е е  ) С т а н u в :� с н н ы х  теорем. 
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3. rd ::::> (l rtJd ::::> d) 
4. l rd ::::> (l rtJd ::::> l d) 
5. l ,t/8 ::::> d 
6. l rtld ::::> l d 
7. (l rtJd ::::> l d) ::::> ((l rtJd ::::> d) ::::> rtld) 
8. (l rtJd ::::> d) ::::> rtJd 
9. rtJd 

схема аксиом (A l ) 
схема аксиом (A l )  
2 ,  3, МР 
1 ,  4, МР 
схема аксиом (АЗ) 
6, 7, МР 
5, 8, МР 

Итак, в силу 1 -9, l d, rd 1- rtld. Поэтому, по теореме дедукции, 
l d 1- d ::::> rtld и, снова по той же теореме, 1- l rd ::::> (d ::::> rtld). 

(d) 1- (l rtJd ::::> l d) ::::> (d ::::> rtld). 

1 . l rtJd ::::> l rd 
2. rd 
3. (l rtJd ::::> l d) ::::> ((l rtJd ::::> d) ::::> rtld) 
4. rd ::::> (l rtJd ::::> d) 
5. (l rtJd ::::> d) ::::> rtJd 
6. rd ::::> rtJd 

7. rtJd 

гипотеза 
гипотеза 
схема аксиом (АЗ) 
схема аксиом (А 1 )  
1 , 3 , МР 

J 4 , 5, следствие 
1 1 .9 ( i) 
1 
) 2, 6, МР 

В силу 1 -7; l rtld ::::> l d, rd 1- rfld, после чего, дважды применив 
теорему дедукции , поJiучим требуемый результат. 

(е) 1- (d ::::> rtld) ::::> (l rtld ::> l е>!). 
1 . d :::> rtld 
2. l l d ::::> d 
3. l l  rd ::::> rtJd 
4. $d ::> l l  rtJd 
5. l l d ::::> l l  rtJd 
6. (l l rd ::::> l l rtld) ::::> (l rtJd ::::> l d) 
7. (l tiJd ::::> l rd) 

гипотеза 
пункт (а) 
1 ,  2, следствие 1 .9 (i) 
пункт (Ь) 
3, 4, следствие 1 .9 (i) 
пункт (d) 
5, 6 , МР 

В силу 1 -7, rd ::::> Q"kl 1- l rfld ::::> l d, откуда (е) ПОJiучается по тео­
реме дедукции. 

(f) 1- rd ::::> (l $б ::::> l (d ::::> rtld)) 

Очевидно, rd, d ::> $iJ f- $il. Применив дважды теорему дедукции, 
ПО.'I�аем f- d ::::> ({wf ::> $iJ) ::::> $iJ). По пункту (е) ИMfi!M f-- ({<:>.f' ::> -Pd) ::> 
::> Jt) ::;)  (l $iJ ::> l (rd ::> $il)). Наконец, пр имени в 1 .9 (1): под) '·t аем 

1- rd ::> (l $iJ ::::> l (rd ::::> $il)). 
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(g) f- (wf =:J с!/З) =:J ((l wt � <!УВ) =:J с!/В). 
1 .  wt =::J cf!З 
2. l w( =:J $6 
3. (wf =:J сf!З) =:J (l $6 =:J l wt') 
4. l $6 =:J l w( 
5. (l w( =:J c>YJ) =:J п $6 =:J l l wf) 
6. l $6 =:J l l  <С� 
7. п $6 =:J l l  wf) =:J ( (l $6 =:J l ;;t) =:J сf!З) 
8. (l $6 =:J l wt') =:J $6 
9. $6 

гипотеза 
гипотеза 
пункт (е) 
1 ,  3, МР 
пункт (е) 
2, 5, МР 
схем а аксиом (АЗ) 
6, 7, МР 
4, 8, МР 

Итак, wf =:J с!/В, l wf =:J $6 f- сf!З. Применив два р аза теорему дедукци11, 
получаем (g). 

У пражнения 

1 , Показать, что следующие формулы являются теоремами теории L: 

(а) ((wf ::::;, $6) ::::;, wf) ::::;, wf; 
(Ь) w( ::::;, ($6 ::::;, (w{ & $6)). 

2. Построить полное доказательство (вывод в L) для пункта (с) леммы 1.10. 
( У к а з  а н и е. Применить к приведеиному выше доказательству пункта (с) 
леммы 1 . 1 0 построения из доказательства теоремы дедукции.) Читатель про­
никнется большей любовью к теореме  дедукции, если он попытается пров ести 
доказательство леммы 1 . 1 0, не прибегая к помощи этой теоремы. 

Наша цель - показать, что формула теории L тогда и только тогда 
является теоремой этой теории,  коrда она есть тавтология. В одну 
сторону это совсем просто. 

П р  е д л о ж е н и е 1 . 1 1 . Всякая теоре.ма теории L есть тавто­
логия. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. В качестве упражнения можно убедиться в том, 
что каждая аксиома теории L есть тавтология. В силу предложения  1 . 1 ,  
пр авило modus poneнs, применеиное к тавтологиям, приводит к тавто­
логиям. Следовательно, всякая теорема теории L есть тв.втоJюгия. 

Следующая лемма будет применена при доказателы ;тве того, что 
каждая тавтология является теоремой теории  L. 

Л е м м а  1 . 1 2. Пусть wf есть фор.мула, а В1, • • •  , Вk - пропози­
цzюнальные буквы, входящие в wt', и пусть задано некоторое рас­
пределение истинностных значений для В1, • • • , Bk. Пуст ь тогда Bi 
ест ь  Bi, если Bi принимает значение И, и l Bi, если Bi прин.и иает 
зн.аченце Л, и пуст ь, наконец, wf' есть wf, если при ато.м распре­
делен.zш wf принимает значение И, и l wt', если wf прин.zz.иает зн.а-

чен.zzе Л. Тогда Н1, • • •  , В/, f- wt·. 
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Если, например, Q/1 обозначает l (l Ag � А5), 1·о для каждой строки 
истинностной таблицы 

Ag А а l (l А, � Аа) 
и и л 
л и л 
и л л 
л л и 

11ем м а  1 . 1 2  утверждает факт соответствующей выводимости. Так, в част­
ности , третьей строке соответствует утверждение А2, l Ав f-- l l  (l А2 � Ав). 
а четвертой строке - l А2, l Ав f-- l (l А2 � Ав). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство ведется индукцией по числу n 
вхожденвй  в е!'( примитионых связок (предполагается, естественно, что 
е4 записано без сокращений). �ели n = O, то е4 представляет собой 
просто nропозициональную букву В1, и утверждение леммы сводится 
к В1 f-- В1 и к l В1 f-- l В1• Допустим теперь, что лемма верна при 
любом j < n. 

С л у ч а й  1. е4 имеет вид отрицания: l rl/d. Число вхождений при­
митивных связок в rl/d, очевидно, меньше n. 

С л у ч а й  l а. Пусть при заданном распред-=лении истинностных зна­
чени й rlld принимает значение И. Тогда е4 принимает значение Л. Таким 
образом, rl/a' есть rl!a, а еЛ' есть l еЛ. По индуктивному предположе­
нию, примененному к rl!a, мы имеем в;, . . . , Bi. f-- rl/a. Следовательно, 
по лемме 1 . 1  О (Ь) и МР, в;, . . . , Bi. f-- l l  ео/3. Но l l  rl!a и есть еЛ'. 

С л у ч а й  1 Ь. Пусть rl!a принимает значение Л; тогда rl/a' есть l rl/a, 
а еЛ' совпадает с еЛ. По индуктивному предположению, Bj, . • .  , Bi. f-­
f-- l rl/d, что и требовалось получить, ибо l rl/a есть еЛ'. 

С л у ч а й  2. rv( имеет вид (�'Yil :::> 'tt). Тогда число вхождений при­
митионых связок в rl/a и 'if меньше, чем в эd. По:пому, в силу индук­
тивного предположения, в;, . . .  , Bi. f-- rl/a' и в;, . . .  , Bi. f-- 'tt� 

С л у ч а й  2а. rl/a принимает значение Л. Тогда эd принимает значе­
ние И, и rl/d' есть l rl/d, а эd' есть е4 Таким образом, в;, . . .  , Bi. f-­
f-- l rlld и, по лемме 1 . 1  О (с), в;, . . .  , Bj, f-- rlld :::> 'if, но rlld :::> 'tt и 
есть d. 

С л у ч а й  2Ь. 'if принимает значение И. Следовательно, е4 прини­
мает значение  И и 'if' есть 'tt, а е7/' есть эd. Имеем в;, . . . , Bj, f- 'tt, 
и тог да, по схеме аксиом (А 1 ), в;, . . . , Bj, f-- rlld :::> 'tt, г де rl!a :::> 'tt сов­
падает с еЛ'. 

С л у ч а й 2с. rl/a принимает значение И и 'if принимает значение Л. 
Тогда d' есть l еЛ, ибо d принимает значение Л, rf!В' есть rl!a и 'б'' 
есть l 'tt Имеем в;, . . .  , Bj, f-- rfld и в;, . . . , Bj, f-- l 'tt. Отсюда, по 
лемме 1 . 1  О (f) получаем в;, . . .  , Bj, f-- l (:8d :::> 'tt), где l (?'Yil :::> 'tt) и 
есть d'. 

П р е д л о ж е н и е 1. 1 3. (Теорема о полноте.) Если формула е?( тео­
рии L является тавтологией, то она является теоремой теории L. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т н о ( l{альмар) Предположим, что e?t есть тавто­
логия и В1, • • •  , Bk - пропозициональные буквы, входящие н d. При 
каждом р аспределении истинностных значений для букв В1, • • • , Bk 
мы имеем, в силу леммы 1 . 1 2, В�, . . . , Bk � e?t. (e?t' совпадает с d, 
так как e?t всегда принимает значение И.) Поэтому в случае, когда Bk 
принимает значение И, мы, применив лемму 1 . 1 2, получим  В�, . . . , Bk _ 1, 
Bk � e?t, а когда Bk принимает значение Л, мы  по той же лемме полу­
чим в;, . . .  , Biz _ 1 , l Bk � e?t. Отсюда, по теореме дедукции, В�, . . . . 
. . . , Biz _ 1  � Bk :::::> e?t и в; , . . .  , Biz - 1 t- l Bk :::::> d. Применив теперь 
лемму 1 . 1 0  (g), получим в; ,  . . .  , Biz _ 1 t- e?t. Точно таким же образом, 
рассмотрев два случая, когда Bk_1 принимает значения И и Л, и при­
менив лемму 1 . 1 2, теорему дедукции и лемму 1 . 1 0  (g), мы исключим 
Bk _1 и так далее; после k таких шагов мы придем к f- d. 

С л е д с т в и е 1 . 1 4. Если выраженде dJd содержит знаки l, :::::> , 
&, V. = 11 является сокращением (см. определения D 1 - D3) для 
некоторой формулы e?t тeoprm L, то cflil является тавтологией 
тогда 11 только тогда, когда e?t есть  теорема теорrш L. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Выражения, вводимые в определениях D 1 -
D3 для сокр ащенного обозначения формул, представляют собой про­
позициональные формы, логически эквивалентные обозначаемым ими 
пропозициональным формам. Следовательно, в силу предложения· 1 .3, 
e?t и dJd логически эквивалентны, а. потому cfliJ есть тавтология тогда 
и только тогда, когда e?t есть тавтология. Теперь остается воспользо­
ваться предложением 1 . 1 3 . 

С л е д с т в и е  1 . 1 5. Система L непротиворечива, т. е. не су­
ществует формулы e?t такой, чтобы r;v{ и l e?t были теоре­
мами в L. 

Д о к а з  а т е л ь с т в о. Согласно предложению 1 . 1 1 ,  каждая теорема 
теории  L является тавтологией. Отрицание тавтологии  не есть тавтология .  
Следовательно, ни для какой формулы e?t невозможно, чтобы � и l e?t 
были теоремами теории  L. 

Из непротиворечивости L следует существование формулы, не являю­
щеl!ся теоремой теории L (например, отрицание любо!! теоремы). С дру­
гоl! стороны, непротиворечивость L можно было бы вывести непосред­
ственно из факта существования формулы теории  L, не являющейся 
теоремой. В самом деле, по лемме 1 . 1 0  (с) имеем t-L l e?t :::::> (� ::::> dJВ), 
и, следовательно, если бы теория  L была противоречива, т. е. если 
бы некоторая формула эЛ была выводима  в L вместе CQ своим отри­
цанием l d, то, в силу � L l d :::::> (d :::::> dJВ) и МР, в L была бы 
выводима всякая формула dJd. (Эквивалентность непротиворечивости и 
существования невыводимой формуJiы верны для всякой теории с modus 
ponens в качестве правила вывода, для которой доказуема лемм а  1 . 1 0  (с).) 
Теорию, в которой не все формулы являются теоремами, часто назы­
вают абсол10тно непротиворечивой. Это определение применимо и 
к теориям, не содержащим знака отрицания. 
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У пр а ж нения 
1 .  Проверить, что для любых формул e?f, r/liJ и 'it следующие формулы 

являются тавтологиями и, следов ательно, теоремами теории L: 
(а) ((e?f V rfliJ) & (e?f � 'it) & (rfli] � 'it)) � 'it; 
(Ь) e?f � (rfli] � 'it) = (e?f & rfli]) � 'it. 

2. Пусть e?f - пропозицштальная форма, не являющаяся тавто1юrией. 
Построим теорию L+, добавив к L в качестве новых аксиом все форм улы ,  кото­
рые можно получить из d, подставляя на м еста пропозициональных букв 
в e?f произвольн ы е  формы (с тем, однако, условием, чтобы на места всех 
вхождений одной и той же  буквы подставлялась одна и та  же формуд а). 
Показать, что теория L+ противоречива. 

§ 5. Независимость. Многозначные логики 

Подмножество Х множества всех аксиом данно/.1 аксиоматическо/.1 
теории называется незавссси.мы.м, если какая-нибудr. формула из Х 
не может быть выведена с помощью правил вывода из аксиом, не вхо­
дящих в х. 

П р  е д л о ж е н и е 1 . 1 6. Каждая из схе.м аксио.м (А 1 ) - (АЗ) неза­
виссс.ма. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
(а) Н е з а  в и с и м о с т ь (А 1 ). Рассмотрим следующие таблицы: 

А 

о 
1 
2 

l A 

1 
о 

А 

о 
1 
2 
о 
1 
2 
о 

2 

в 
о 
о 
о 

1 
2 
2 
2 

A ::J B  
о 
2 
о 
2 
2 
о 
2 
о 
о 

При всяком распределении значений О, 1 ,  2 для букв, входящих 
в формулу e?f, эти таблицы позволяют найти соответствующее значение 
формулы d. Если формула d всегда принимает значение О, то она 
называется выделенной. Modus ponens сохраняет сво/.1ство выделенности. 
Читателю предлагается убедиться в этом самому, показав, что если фор­
мулы d ::J rf1iJ и d выделенные, то и формула r/liJ выделенная. Ветрудно 
проверить также, что всякая аксиома, получающаяся по схеме (А2) или 
(АЗ), тоже выделенная. Следовательно, выделенной является и всякая 
формула, выводимая из (А2) - (АЗ) с помощью modus ponens. Однако 
формула А1 ::J (А2 ::J AJ), котор ая представляет собо/.1 частный слу чай (А 1 ), 
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не выделенная, ибо она принимает значение 2, когда А1 принимает зна­
чение 1 и А2 принимает значение 2. 

(Ь) Н е в а в и с и м о с т ь (А2). Рассмотрим следующие таблицы: 

А l A А в A' ::::J B 
о 1 о о о 

о 1 о о 
2 1 2 о о 

о 1 2 
1 1 2 
2 1 о 
о 2 
1 2 о 
2 2 о 

Всякую формулу, принимающую, согласно этим таблицам, всегда значе­
ние О, назовем гротескной. Modus ponens сохр аняет гротескность, и 
все частные случаи схем (A l )  и (А3) гротескны (проверьте это с ами). 
При этом, однако, частный случай (А1 ::::J (А2 ::::J А3)) ::::J ((А1 ::::J А2) ::::J 
::::J (А1 ::::J А3)) схемы (А2) не является гротескным, ибо принимает значе­
ние 2, когда А1, Ai и А3 получают соответственно значения О, О и 1 . 

(с) Н е в а в и с и м о с т ь (А3). Пусть d - проиввольная формула и 
h (rvf) - формула, полученная ив cvf стиранием в сех вхождений знака 
отрицания в d. Для всякого частного случая cvf схем (А 1 )  и (А2) 
h (d) есть тавтология. Правило modus ponens сохраняет свойство cvf 
иметь в качестве h (d) тавтологию, ибо если h (d ::::J <i!J) и h (d) ­
тавтологии, то и h (<i!J) - тавтологи я  (следует лишь заметить, что 
h (rvf ::::J <i!J) совпадает с h (d) ::::J h (<i!J)). Следовательно, всякая фор­
мула d, выводимая ив (А 1 ) - (А2) с помощью modus ponens, имеет 
в \{ачестве h (d) та�тологию. Но h ((l А1 ::::J l А1) ::::J ((l А1 ::::J А1) ::::J At)) 
совпадает с (А1 ::::J At) ::::J ((А 1 ::::J А1) ::::J А1), а эта последняя формула не 
является тавтологией. Следовательно, (l А1 ::::J l Ад ::::J ((l А1 ::::J Ад ::::J At), 
частный случай (А3), невыводима ив (А 1 )  и (А2) с помощью modus 
ponens. 

У пражнение 

Доказать независимость схемы  аксиом {АЗ) построением подходящих т аблиц 
для связок l и ::;). 

Об0бщение идеи, использованной для доказательства невависимости 
схем аксиом (А1) - (А3), приводит к следующему понятию многознач­
ной логики. Назовем числа О, 1 ,  . . .  , n «истинностными значениями» и 
выберем какое-нибудь чисЛо т с условием 1 � т �  п. Числа О, 1 ,  . . . , т 
будем называть выделенnыМtl истинностными значениями. Вовы·Jеч 
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некоторое конечное число <истинностных таблиц:., nредставляющих 
функции, отображающие множество { 0, 1, . . • , n} в себя. Для каждой 
таблицы введем знак, который будем называть соответствующей етой 
таблице связкой. С nомощью етих связок и проnозициональных букв 
мы можем строить проnозициональные формы. Каждая такая форма 
оnределяет некоторую «истинностную функцию», отображающую мно­
жество {0,  1 ,  . . .  , n} в себя. Проnозициональная форма, nринимающая 
только выделенные значения, называется выделенной. Говорят, что числа 
n, т и основные истинностные таблицы оnределяют некоторую (ко­
нечную) .многозначную лотку М. Аксиоматическая теория, содержа­
щая nропозипиона)!ьные буквы и связки логики М, называется подхо­
дящей для логики М в том и только в том случае, когда множество 
теорем етой теории совнадает с множеством выделенных nропозицио­
нальных форм логики М. (Очевидно, все ети понятия могут быть обоб­
щены на случай бесконечного множества истинностных значений.) 

В е той г лаве изучена 2-значная логика, соответствующая случаю 
n = 1 , т =  О и введенным в § 1 истинностным таблицам для связок l 
и :::::> . Выделенные формулы етой логики пазывались тавтологиями. Пред­
ложения 1 . 1 1 и 1 . 1 3  устанавливают тот факт, что теория L является 
подходящей для етой логики аксиоматической теорией. Две трехзначные 
логики были исnользованы нами nри доказательстве независимости схем 
аксиом (А 1 ) - (А3). 

У пражнен ия 

1 .  (Мак-Кинси - Тарский.) Р ассмотрим аксиоматическую систему Р, в кото­
рой имее-тся единственная бинарная связка *• единственное правило вывода ­
modus ponens (т. е. rf!a следует из � * rf!a и �) и аксиомами служат все 
формулы вида � * �. Доказать, что теория Р не является nодходящеn ни 
для какой (конечной) многозначной логики. 

2. Для любой (конечной) многозначной логики М существует nодходящая 
аксиоматическая теориL 

Дальнейшие сведения о многозначных логиках можно почерпну:rь 
иs моногр афии Р о с  с е р  а и Т ю р к  е т т а [ 1 952] ,  а также из упоми­
н аемых  в ет9й книге р абот. 

§ 6. Другие аксиоматизации  

Хотя систем а  аксиом L и весьма nроста, существует много других 
систем, р аботающих также хорошо. 

Вместо l и :::::> можно исnользовать и другие наборы nримитинных 
связок, лишь бы через них можно было выразить все остальные истин­
ностно-функциональные связки. 

П р и м е р  ы. L1 : Примитинные связки: V, l. � :::::> rf!a служит сокр а­
щением для l � V rf/a. Четыре схе!'.JЫ аксиом: ( 1 )  е4 V � :::::> d; 
( 2) � :::::> r,d V r/JB; (3) 9.7f V rfla :::::> rfla V �; (4) (rfla :::::> '6') :::::> (vf V rfld :::::> 
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::> (27( V g'). Единственное правило вывода -- modus ponens. Эта систе м а  
рассмотрена в книrе Г и л ь б е р т  а и А к к е р  м а н а [ 1 9 38] . 

Lg: Примитивные связки: & и l. d :::> rf!a сокр ащает l (d & l rf!a). 
Три схемы аксиом: ( 1 ) (27( :::> (d & d); (2) (d & rf!a) :::> d; (3) (d :::> 
:::> <Рб) :::> (l (rf!a & g') :::> l ('б' & е4)). Modtts ponen s служит единственны м  
правилом вывода. Система подробно изучена Р о с с е р  о м [ 1 953 ] . 

L3: Эта система очень похожа н а  L; р азница состоит в том, что 
вместо трех схем аксиом (А 1 ) - (А3) здесь имеются лишь три кон­
кретные аксиомы: ( 1 ) А1 :::> (А2 :::> At); (2) {А1 :::> (А11 :::> Аз)) :::> ((А1 :::> А2) :::> 
:::> (А1 :::> Аз)); (3) (l А, :::> l А1) :::> ((l А2 :::> At) :::> A�t). зато кроме modus 
ponens имеется еще одно пр авило вывода - правило подстановки,  раз-· 
решающее подстановку любой формулы на места всех вхождений дан­
ной пропозициональной букв ы в данную формулу. 

L4: Примитинными связками служат :::> , &, V и l. Единственное 
правило вывода - modus ponens. Класс аксиом задается следующими 
схемами аксиом: 

( 1 ) (27( :::> (rf!a :::> d); 
(2) (d :::> (rf!a :::> 'б')) =? ((е4 :::> rf!a) :::> (d :::> 'б')); 
(3) е4 & r!/J :::> wt; 
( 4) е4 & rf!a :::> rf!a; 

(5) е4 :::> (rf!a :::> (d & <Рб)); 

(6) е4 :::> (d v $d); 
(7) $б :::> (d v $d); 
(8) (d :::> 'б') :::> ((rf!a :::> g') :::> ((d v $б) :::> g')); 
(9) (d :::> rf!a) :::> ((d :::> l rf!a) :::> l d); 

( 1 О) l l  е4 :::> d. 
Как обычно, е4 = rf!a означает (d :::> rf!a) & (rffa :::> d). Эту систему 

можно найти , например, в книге 1{  л и н и [ 1 952] . 

Упраж нени� 
1 . (Г и л ь б е р  т и А к к е р  м а н [ 1 938] . )  Дока3ать следующие теорем ы о 

теории L1: 
(а)  е4 ::> rflВ i-L 1  g' V (27{ ::> g' V ,ffd; 

(Ь) I-- L1 (d ::> rffa) ::> ( (g" ::> d) ::> (g' ::> $б)); 
(с) 'б' ::> е4, э4 => rf!a 1- L 1 'б' ::> rffa; 
(d) i- L1 е4=>е4 (т. е. i- L1 l е4 V d); 
(е) i- L 1  (27{ V l е4; 
(f) 1- L1 е;{ ::> l l  ш{; 
(g) 1-L1 l rf!a ::> ( rf!a ::> 'lJ'); 
(h) i-L1 е4 V (rfla V 'lJ') ::> ( ( rf!a  V (r;>,.,f V 'lJ')) V r?4); 
( 1 )  i- L 1 (rffa V (ш{ V g")) V Q/-f ::> rfJJ V ( у{ V g'); 
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(j) I- L 1  ер{ V (r!!fiJ V g') :::J r!!fiJ V (ер{ V g'); 

(k) I- L1 (ey{ ::::� (rtfd::::�g') )  :::J (rtfd::::� (ep{::::�g')); 

( \ )  1- L! (g' :::J ер{) :::J ( (ер{ :::J rtfd) :::J (g' :::J $г})); 
(m) cd ::::� (rt!d :::J g'), е1! :::J $di- L1 � :::J (ер{ :::J W); 
(n) cd ::::� (rtfd :::J g'), cd :::J rt1d 1-L1e7{ :::J g'; 
(о)  если l', ер{ I- L1 rf}В, то r I- L1 Q.?( ::::� riJd (теорема  дедукции); 
(р)  riJd :::J е7{, l rtfd :::J е7{ I- L1 е7{; 

н и е .  
(q) I- L1ey{ тогда и только тогда, когда ер{ есть тавтология. (У к а з а ­
Доказать утверждения, аналогичные  лемме 1 . 1 2  и предложению 1 . 1 3. )  

2. (Р о с с е р  [ 1 953] . )  Доказать следующие утверждения о теории L1: 
(а )  е7{ ::::� d!/a, dJa ::::� g' i- L2 l П g' & ер{); 
(Ь) I- L2 l (l ер{ & ер{); 
(с) I- L2 l l  е7{ ::::� ер{; 
(d) I- L2 l (ер{ & r!!liJ) :::J (rtfd :::J l ер{); 
( е) I- L2 е7{ :::J l l ер{; 
(f) I- L2 (d :::J rtfd) :::J (l rtfd :::J l ер{); 
(g) l ер{ :::J l r!!liJ I- L2 rtfd :::J d; 
(h) d :::J r!!fiJ I- L2 g' & 9_7( :::J rtfd & g'; 
( i )  ер{ :::J rtfd, rtfd :::J g', g' :::J !lJ I-L2 ер{ :::J g}"; 
(J ) I- L2 d :::J ер{; 

(k) 1- Ls е7{ & rtfd :::J rtfd & ер{; 

(1) d :::J r/Jd, rtfd :::J g' I- L2 ер{ :::J g'; 
(m) е7{ ::::� rl/В, ?f ::::� !lJ I- L2 d & ?f ::::� $б & !lJ; 
(п) rlld ::::� g' I- L2 е7{ & rflВ :::J е7{ & g'; 

(о) I-L2 (d ::::� (rt!d ::::� g')) ::::� ( (е.1!' & rt!d) ::::� g'); 

(р)  I- L2 ((e7{ & rtfd) :::J ?f) :::J (d :::J (rtfd :::J g')); 

(q) е7{ :::J rf!В, d :::J (rtfd :::J g') f- L2 d :::J g'; 
(r ) I- L8 ер{ ::::� (rt!d ::::� d & $В); 
(s) 1- L2 d :::J (rf}В :::J d); 
( t) Если r, d I- L2 $6, то r I- L2 (.).....( D $d (теорема дедукции); 
( u )  I- L2 П r?.4 :::J d) :::J ер{; 
(v) е7{ ::::� $6, l d :::> $б 1-L2 $6; 
(w) 1- Li d тогда и только тогда, когда � есть тавтология. (У к а э а­

н и е. Доказать аналоги лем м ы  1 . 1 2  и предложения 1 . 1 3.) 

3. Доказать, ч то множества в с ех теорем теорий L и L8 совпадают. 
4. (К л и н и [ 1 952] . ) Доказать следующие предложения о теории L4: 

( а) I- L4 d :::J е7{; 
( Ь ) Ес .ш г, е.-4 1- L. rt!d, то r I- L4 ер{ :::J rt1d (теорем а  дедукции); 
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(с) rd => rllй, .ti3 :::)f8' 1- L, ed :::::) g'; 
(d) 1- L, (rd :::::) rfid) :::::) (l rf/d :::::) l d); 

(е) r!liJ, l rllйi- L,g'; 
( f) 1- L, rf/d :::::) l l rf/d; 
(g) 1- L, l $3 :::::) ( rf/d :::::) g'); 
(h) 1- L, rf/d :::::) (l g' :::::) l (tflil :::::) g')); 
(i) 1- L, l r!/iJ :::::) (l g' :::::) l ( rf/d V g')); 
(j) 1- L, (l tflil -:=> rd) :::::) (( rfid :::::) d) :::::) rd); 

5 1  

(k) 1- L,d тогда и только тогда, когда d есть тавтология. 
(Доказать аналоги леммы 1 . 1 2  и предложения 1 . 1 3 .) 

Для исчисления  высказываний могут быть построены аксиом а iизации 
и с одн ой единственной схемой аксиом. Так, н 3Пример,  если за прими ­
тин ные связки принять l и :::::) , то при  единственном правиле вывода ­
modt!S ponens - достаточной оказывается схема аксиом: 

[(((td :::::) rllй) :::::) (l '(fj :::::) l !27")) :::::) '(ff) :::::) �] => [ (� :::::) d) :::::) (..®" :::::) d)] 

(М е р  е д и т [ 1 95'3]). 
Другим примером такого рода может служить система Н и к о д а 

[ 1 9 1 7], в которой употребляется единственная связка 1 (дизъюнкция 
отрицаний), имеется единственное правило вывода, по которому '(fJ сле­
дует из d и r,v{ \ (tflil \ '(ff), и единственная схема аксиом 

(d 1 (tflil l '(ff)) 1 { [..®" 1 (� 1 �)] 1 [(� 1 rfld) 1 ((Q?{ 1 �) 1 (d 1 �))] } . 

Дальнейшие сведения из этс й области, в том числе и исторический 
обзор, можно найти в книге Ч е р ч а [ 1 956]. 

Упражнения 
1 . Доказать , что есЛи схему аксиом (АЗ) в системе L заменить схемой 

аксиом П сгd ::::> l о%') ::::> (о%' ::::> e>f) ,  то класс тео рем от 3того не изменитс я . 
2. Интуиционистским исчислениt>м высказываний на�ывается система L 1 ,  

которая получаетс я из системы L4 заменой в ней с хемы аксио м ( 1 0) схемой ( 1 0) ' :  
l d ::::> (d ::::> о%') . (а) Рассмотрим n +  1 -знач ную ло гику с единственным выделенным исти н ­
ностн ым значением О и связкам и ,  оп редел яемыми следующим образо м :  l d 
есть О, есл и 12.f есть n, и l e.f есть n в остальных случая х .  GJ • .,f &о%' всегда 
ра вно максимуму значений d и о%', а !24 V .%' - их минимуму ;  ed ::::> о%' 
есть О, если значение e.,tf не меньше значения о%', в п ротивном случае w( ::::> о%' 
есть <fiJ. Показать , что все теоремы L1 явл яются в ыделен н ым и .  

(Ь )  А1 V l А1 и l l  А1 ::::> А1 не принадлежат к числу тео рем L 1  
(с) Д л я  любого т формула 

(А1 ""' А2) V . . .  V (А1 = А  т) V (Az =: Аз) V . . .  V (А2 := А  т) V . . .  V <Am-1 = А  т ) 
не явл яется тео ремой . 

(d) (Г ё д е л ь  [ 1 933) .) Тео р ия L1 не является подходящей ни дл я како й конечной многозначной логик и .  
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(е) (i) Если г, aA" I- Ll rild, то г 1- L, rv( :::> r1ld (теорема дедукции); 

( i i )  rv( :::> dfa, dfa :::> g' I- L1 rvf :::> g'; 
(i i i ) I- L1 rvf :::> l l  rvf; 
( iv)  I-L1 (e:-f :::> dfa) :::> П dfa :::> l rv{); 

(v) 1-� 1 rv( :::> П е4 :::> dfa); 
(v i )  I- L1 l l  П lrvf :::> e?f); 
(v i i ) l l (rv( :::> dfa), l l  rvf 1- L1 l l rlld; 
(v i i i ) I- L 1 l l l <2?! :::> l rvf. 

0 (f) 1- L1 l l  rv( тогда и только тогда, когда rv( есть та втология. 

(g) 1- L1 l rv( тогда и только тогда, когда l rv( есть тавтология. 
0 (h) Если rv{ не содержит связок, отличных от & и l, то 1- L 1  rv( тогда 

и только тогда, когда rv( есть тавтология. 
Подробнее об интуиционистской логике см. Г е й  т и н г [ 1956], К л и н и 

[ 1 945] 1 Я с ь к о в с к и й  [ H J36]. В последней из названных работ доказывается, 
что и нтуиционистская система  L1 является теорией, подходяrцей для некоторой 
многозначной логики с перечислимым множеством истинностных значений. 

А 3. Пусть rv( и ,fJiJ находятся в отношении R тогда и только тогда, когда 
1- L rv( = rlJd. Доказать, что R есть отношение эквивалентности. Для произволь­
ных классов эквивалентности [rv(] и [.§{�] пусть [rv(] U [,f/iJ] = [g;o( V .§{�], 
[rv(] П [<ild] = [rv( & ,f/iJ) и [rv(] = [ l  rv(]. Показать, что порожденные опю­
шением R классы эквивалентности образуют булеву алгебру относительно опе­
раций U ,  n ,  -. Эта алге6ра называется алгеброй Линденбау.ма, порожденной 
теорией L, и обозначается через L*. Н улевым элементом О алгебры L* является 
класс всех противоречий (т. е . етрицаний тавтологий). Единицей 1 алгебры L* 
является класс эквивалентности, состояrций из всех тавтологий. Заметим, что 
1-L rv( :::> ,fJiJ тогда и только тогда, когда [rv(] ..; [rlld] в L*, и что 1- L rv( = r1ld тогда 
и только т огда, когда [е4] = [,f/iJ]. Доказать, что всякая булева функция f 
( ПОСТроенная С ПОМО[ЦЬЮ U 1 n 1 - ИЗ П ерем еННЫХ, 0 И 1 ) ТОЖДеС Т ВеННО равна 1 
тогда и только тогда, когда 1- L f #, где / #  получается из f заменой U ,  n .  -, 
О, 1 соотв етств енно на V , &, l, А1 & l А11 А1 V l А1. 
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Теории первого порядка 

§ 1 .  Кванторы 
Существуют такие виды логических рассуждений, которые не могут 

быть обоснованы в рамках исчисления высказываний .  Вот примеры 
таких рассуждений: 

( 1 ) Всякий друг Мартина есть друг Джона. Питер не есть друг 
Джона. Следов ательно, Питер не есть друг Мартина. 

(2) Все люди бессмертны. Сократ - человек. Следовательно, Сократ 
бессмертен. 

(3) Все люди - животные. Следовательно, голова человека есть 
голова животного. 

Корректность этих умозаключений покоится не только на истин­
ностно-функциональных отношениях между входящими в них предложе­
ниями, но и на внутренней структуре самих предложений, а также и 
на понимании таких выражений, как «все», «всякий» и т. д. 

Чтобы сделать более провр ачной структуру сложных высказываний, 
удобно ввести специальные обозначения для некоторых часто встречаю­
щихся выражений. Если Р (х) означает, что х обладает свойством Р, 
то договоримся посредством V хР (х) обозначать утверждение: «для 
всякого предмета х свойство Р выполнено» ,  или, другими словами,  
«все х обладают свойством р."_ Запись 3хР (х) будет означать, что 
«существует предмет х, обладающий свойством р.", т. е. «существует 
по крайней мере один  предмет х, обладающий свойством р."_  В выра­
жении VxP (x) часть Vx называется кванторо.м всеобщностtl, а часть 
3х в выражении 3хР (х) называется квантором существоваН!lЯ. Изу­
чение кванторов как логических опер аций и связанных с ними понятий 
и составляет основной предмет этой главы (отсюда и название этой 
г лавы: «Quantifi cation Theory» в оригинале. - При.м. перев.). 

П р  и м е р ы. Пусть т, j, р, s, F (х, у), М (х), 1 (х), А (х), h (х) 
обозначают соответственно «Мартин'> ,  «джотл, «Питер» ,  «Сократ», 
«Х Е'СТЬ друг у», «Х есть человек» ,  «Х бессмертен» . «Х есть животное» ,  
«rо;юва Х».  Тогда рассуждения  ( 1 ) - (3) можно записать следующим 
образом: 

( 1 ') V х (F (х, т) :::> F (х, j)) 
l F (р, j) 
l F (p, т) 
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(2') 

(3') 
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Vx (М (х) � 1 (х)) 
M (s) 
1 (s) 

дх (М (х) � А (х)) 
Vx (3y (x = h (y) &M (у)) � 3у (х =  h (y) &A (y))) ' 

Заметим, что спр аведливость этих заключений не зависит от того, 
какой конкретный смысл имеют символы т, j, р, s, F, М, 1, А и h. 

Подобно тому как пропозициональны� формы были использов аны для 
выявления логической структуры, зависящей только от пропо:.шциональ­
ных связок, можно и умозаключения (такие, как ( 1 ) - (3)), содержащие 
кванторы, представлять в абстр актной форме, как это было сделано 
в ( 1 ') - (3'). Для этой цели мы используем запятые, скобки , символы 
исчислени я  высказываний l и �. предметNьtе (иNдивuдNые) nepe.fteftftьte 
Xt, Х2, • • •  , Xm • • • , предметNьtе (иNдивидNые) tcoftcтaNтьt а1, а2, • • •  , am . • •  , 
npeдutcaтNыe буtсвы Af, А� • . . .  , А�, . . . и фyNtcЦUOflaльNыe буtсвы Л, f i, . . .  
. . . , Л. . . .  Верхний и ндекс предикатной или функциональной буквы 
указывает число ар гументов, а нижний и ндекс служит для р азличения 
букв с одним и тем же ч ислом аргументов. В приведеиных выше приме­
р ах т, j, р, s были предметными константами, F и = - двуместными 
предикатными буквами (т. е. буквами с двумя ар гументами), М, / ,  А ­
одноместными предикатными буквами (т. е. буквами с одним аргумен­
том), буква h иrр_ала  роль функциональной буквы с одним ар гументом. 

Функциональные буквы, применеиные к предметным переменным и 
константам, порождают термы. Точнее: 

(а) всякая предметная переменная или предметная константа есть терм; 
(Ь) если 1/ - функциональная буква и t1 , • • • , tn - термы, то fl (t1, • • • , t,.) 

есть терм; 
(с) выражение является термом только в том случае, если это сле­

дует из правил (а) и (Ь). 
Предикатные буквы, применеиные к термам, порождают ал·емеNтар-

ftЫе формулы, или точнее: если А? - пр,едикатная букв а, а t1 ,  • • •  , tn ­
термы, то А? (t1, • • •  , tп) - элементарная формула. 

Формулы исчисления предикатов определяются следующим образом: 
(а) всякая элементарная формула есть формула, 
(Ь) если f27't и .ga - формулы и у - предметная переменная, то 

каждое из выражений (ld), (d � .g{J) и (Vyd) есть формула, 
(с) выражение является формулой только в том случае, если это 

следует из правил (а) и (Ь). 
В выражении (Vyd) «d» называется областью действия tcBaft­

тopa Vy. Заметим, что f27't может и не содержать переменной у, 
в таком случ ае мы обычно считаем, что содержательный смысл f27't и 
(V ye?i) одинаков. Выражения e?i &.g{J, f27't V .ga, !Р� = .ga определяются 
так же, как в системе L исчисления выскаэыв аний (см. стр. 38). Нет 
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необходимости включать в число основных символов знак 3 для квантора 
существования, так как мы можем определить 3xd как сокращенную 
запись для l (V х (ld)). Такое определение, очевидно, правильно 
отражает содержательный смысл кванторов. 

Оставляя в силе принятые в главе 1 соглашения об опускании ско­
бок, договоримся дополнительно считать, что кванторы V у и 3у рас­
полагаются по силе между связками =· ::::> и связками V , &, l . 

П р и м е р  ы. Вместо ((V х1 Af (xt)) ::::> Ai (Xt, х2)) пишем V х1 At (х1) ::::> 
:::> Ai (xt, х2), а вместо (V Xt (At (xt) V Aj (Xt, х�))) пишем V Xt At (Xt) V 
v А: (Xt, Х2)· 

и в 

У пражнение 

Восстановить скобки в 

Vx9 l Af (xt) ::J А3 (хн Х2, Ха) V Vx1 А� (xr) 
lVx1 Aj (xt) :=:� 3xs АНх2) ::J А� (хн х2) V Aj (х�). 

Договоримся также опускать скобки, в которые заключается формула 
Ое4 в формулах вида 01 (Qd), где О и 01 - любые кванторы. 

П р и м е р. Вместо (V х1 (3х2 (V х&А� (х1, х2, Х&)))) пишем формулу 
V Xt3X2 V X&At (Xt, Х2, xJ. 

У пражнение 

Восстановить скобки в Vx1 Vx8 Vx4 А! (х1) ::J А! (х8 ) & l А! (х1) и в 
3х1 Vxs 3хз AJ (Xt) V 3xs l Vхз Ai (х3, Х2) .  

Введем понятия свободного и связанного вхождения переменной 
в формулу: вхождение переменной х в данную формулу называется 
связанн ым, если х является переменной входящего в эту формулу кван­
тор а V х или находится в области действия входящего в эту формулу 
квантора V х; в противном случае вхождение переменной х в данную 
формулу называется свободным. 

П р и м е р ы  
(i) Ai (Xt, Х2); 
(ii) Ai (Xt, Х2) ::::> V Xt Af (xt); 
(i i i) V Xt (А� (Xt, Х2) ::::> V Xt At (Xt)). 

Единственное в формуле (i) вхождение переменной !С1 свободно. Первое 
вхождение переменной х1 в формулу (ii) свободно, а второе и третье -
связанные. Все вхождения х1 в формулу (i i i) являются связанными. 
Каждое вхождение переменной Х2 во всех трех формулах свободно. 
Заметим, что одна и та же переменная может иметь свободные и связан­
ные вхождения в одну и ту же формулу, как это имеет место, напри­
мер, в (i i). Заметим также, что вхождение переменной может быть 
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связанным в той или иной формуле е4 и в то же время свободным 
в некоторой подформуле формулы d; так, например, первое вхожде­
ние х1 в формулу (i i) свободно, но (i i) является подформулой формулы 
(Ш), где то же вхождение х1 окавывается свяванным. 

У праж нения 

Указать свободные  и связанные вхождения переменных в следующие формулы: 
1 . Vxa (Vx1 Ai (хн х1) ::::> А� (х1, х1)). 
2. V Х1 Ai (х8, Х2) ::::> V Ха Ai (х8, х1). 
3. (Vx1 3х1 Af (хн х2, Л (xt ,  х2) ) )  V l Vx1 А� (х2, Л (х1 ) ). 

Переменизя навывается свободной (связанной) пере.менной в данной 
формуле, если существуют свободные (свяванные) ее вхождения в эту 
формулу. Таким обравом, переменмая может быть одновременно свобод­
ной и еняванной в одной и той же формуле. Такова, например, перемен­
мая х1 в примере (i i). 

Пусть х1 , • • • , х1 - переменные и е4 - формула. Не обращая внима-1 k 
н и я  на то, являются ли эти переменные свободными в е4 и существуют 
ли в е4 другие свободные переменные, мы будем иногда применять 
запись rv{ (х11 , . . .  , x1k ) для обовначения формулы е4 с тем, чтобы 
затем через rv{ (t1, . • •  , tk) обозначать результат подстаковки термов 
t1, • • •  , tk соответственно вместо свободных вхождений в е4 (если 
таковые имеются!) переменных Xt1 , • • •  , Xtk· 

Терм t называется свободны.м для перJе.менной Xt в формуле f2!f, 
если никакое свободное вхождение х1 в d не лежит в области дейст­
вия никакого квантора Vx1, где х1 - переменная, входящая в t. 

П р и м е р ы. (а) Терм х1 свободен для х1 в Af (х;), но не свободен 
для х1 в V х 1 Af (x1). Терм Л (х1 ,  Ха) свободен для Xt в V х� AHxt, Xi) :::::> 
:::::> А� (:с1), но не свободен для х1 в 3х3 V х11 А� (х1, х�) :::::> At (xt). 

(Ь) Всякий терм, не содержащий переменных, свободен для любой 
переменной в лю боl! формуле. 

(с) Терм t свободен для любой переменной в формуле d, если 
никакая переменная терма  t не является связанной переменной в f2?f. 

(d) х1 свободно для х1 в любой формуле. 
(е) Всякий терм свободен для х1 в rv!, если d не содержит свобо�­

ных в хождений х,. 

Упражнения 

1 . Свободен ли терм Л (х1, х2) для х1 в формулах А� (Хн Ха) ::::> VxaAf (х1) , 
(Vx,Aj (ха, 1{1 ) ) V 3x�Af (хн х,)? 

2. Перевести следующие предложения на язык формул: 
(а ) Все рыбы, кроме акул, добры к детям. 
(Ь ) Либо всякий любитель вы пивки весьма общителен, .1ибо некий ростов­

щик честен и не  пьет вина. 
(с) Н е  все птицы могут  лета rь.  
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(d) Jlибо каждый любит кого-нибудь, и ни один не 11юбит всех; либо 
некто любит всех, и кто-то не любит никого. 

(е )  Ты можешь обманывать кое-кого все время, ты можешь обманывать 
всех некоторое время, но ты не можешь обманывать всех все время. 

(f ) Некоторые  о<;троумны, только когда пьяны. 
(g) Ни один политикан не честен. 
(h) Если кто-нибудь может сделать это, то и Джон может. 
( i ) Всякий, в ком есть упорство, может изучить логику. 
(J ) Если всякий разумный философ - циник и только женщины являются 

разумными философами, то тогда, если существуют разумные философы, то не­
которые liз женщин - циники. 

§ 2. Интерпретации. Выполнимость и истинность. Модели 

Формулы имеют смысл только тогда, когда имеется какая-нибудь 
интерпретация входящих в нее символов. Под rrнтерпретацией мы будем 
понимать всякую систему, состGящую из непустого множества D, назы­
ваемого областью интерпретации, и какого-либо соответствия, относящего 
каждой предикатной букве AJ некоторое п-местное отношение в D, 
каждой функциональной букве fj - некоторую п-местную операцию в D 
(т. е. функцию, отображающую Dn в D) и каждой предметной постоян­
ной а1 - некоторый элемент из D. При заданной интерпретации пред­
метные переменные мыслятся пробегающими область D этой интерпрета­
ции , а связкам l, � и кванторам придается их обычный смысл. (Напом­
ним, что всякое п-местное отношение в D может р ассматриваться как 
некоторое подмножество множества Dn всех п-ок элементов из D. 
Например, если D есть множество человеческих существ, то отношение 
между двумя людьми, состоящее в том, что первый из них приходится 
отцом другому, можно отождествить с множеством всех упорядоченных 
пар (людей) (х, у) таких, что х является отцом у.) 

Д ля данной интерпретации всякая формула без свободных перемен· 
ных (и ли, иначе, замкнутая фор.мула) представляет собой высказыва· 
ние, которое истинно или ложно, а всякая формула со свободными 
переменными выражает некоторое отношенИе на  области интерпретации; 
это отношение может быть выполнено (истинно) для одних значений 
переменных из области интерпретации и не выполнено (ложно) для 
других .  

П р и м е р ы  
(i) А: (Xt, Xg); 
(ii) 'V Xg А� (Xt, Xg); 
(ii i) Зх2 V Xt А: (х2, Xt). 

Если мы берем в качестве области множество целых положительных 
чисел и интарпретируем А: (у, z) как у �  z, то (i) представляет отноше­
ние у � z, которое выполнено для всех упорядоченных пар (а, Ь) целых 
положительных чисел таких, что а �  Ь; (i i )  представляет свойство 
(т. е. отношение с одним аргументоi\11) «для каждого целого положитель­
ного у, у �  Z», которое выполнено только для числа 1; наконе� (iii) 
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оказывается истинным высказыванием, утверждающим существование 
н аименьшего целого положительного чис.�а. Если бы мы взяли в качест­
ве области множество всех целых чисел, то (Ш) оказалось бы ложным. 

У пражнении 

( 1 )  Af (Л (хн Хв), at) ;  
(2) Af (хн Х2)  ::> Af (х», Xt); 
(3) Vx1 Vx2 Vxa (Af (xt , х») ::> (Af (х», Ха) ::> Af (хн Хз))). 

Для следующих интерпретаций и д.�я каждой из формул  (1 ) , (2), (3) указать, 
при каких значениях свободных переменных эти формулы выполнены (если они 
и м еют свободные переменные) ,  или в ыяснить, являются ли они ложными или 
истинными  высказываниями ( если они не содержат свободных п еременных). 

(а )  В качестве  обл асти берется множество всех  целых положительных 
чисел, Af (у, z), Л (х, z) и а1  интерпретируются соответственно как у ;:::,: z , у . z, 1 .  

(Ь) В к ачестве области берется множество всех ч еловеч еских существ, 
Af (у, z), Л (у, z) и а1 интерпретируются соответственно как су  любит z », 
c z :.  и сГитлер» . 

(с )  В качестве  области бер ется множество всех множеств целых чисел, 
Af (у, z), Л (у, z) и а1  интерпретируются соответственно как у 2 z, у U z и О 
(пустое множество) .  

Понятия выполнимости и истинности интуитивно ясны, но для скептика 
они могут быть уточнены следующим образом (Т а р  с к и й  [ 1 936]). 
Пусть дана  некоторая интерпретация с областью D, и пусть Е есть 
множество всех счетных последовательностей элементов из D. Мы сейчас 
определим, что значит, что формула d выполнена на последователь­
ности s = (Ь1, Ь2, • • •  ) из Е при данной интерпретации. 

Предварительно мы определим одноместную функцию s*  со значе­
ниями из D и определенную на множестве всех термов. 

( 1 ) Если терм  t есть предметная переменная х1, то s* (t) = Ь1• 
(2) Если терм t есть предметная константа, то s* (t) совпадает 

с интерпретацией этой константы в D. 
(3) Если /j есть функциональная буква, интерпретируемая операцией 

g в D, и t1 , . . .  , tn - термы, то s* (f] (tt, . . .  , tп)) = g (s* (tt), . . . , s* (tп)). 
Таким образом, s* - это функция, определяемая последовательностью 

s и отображающая множество всех термов в D. Если говорить нефор­
мально, то для любой последовательности s = (Ь1, Ь2, • • •  ) и для любого 
терма  t s*(t) есть элемент множеств а D, который получается в резуль­
тате подстановки при каждом l элемента Ь1 на места всех вхождений 
переменной х1 в терм  t и затем выполнения всех операций интерпретации, 
соответствующих функциональным буквам терма t. Напри!�Аер, если t 
есть Л. (х3, Л (х1, а1)), областью интерnретации служит множество целых 
чисел, Л. и Л интерnретируются соответственно как обычные умножение 
и сложение, а а1 - как 2; то для всякой последовательности s*  = (bt, Ь1, • • •  ) 
целых чисел s* (t) представляет собой целое число Ьз Х (bt + 2). 

Перейдем теперь к основному определению, которое сформулируем, 
едедуя индуктивным шагам определения формулы. 
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(i) Если 124 есть элементарная формула Aj (t1 , • • •  , tп) и Bj есть соот­
ветствующее ей отношение в интерпретации, то формула е/! считается 
выполненной на последовательности s в том и только в том случае, 
когда Bj (s* (tt), . . . , s * (tп)), то есть если п-ка (s * (t1), • • •  , s* (tп)) принад-
лежит отношению Bj *). 

{ii) Формула le/1 выполнена на s тогда и только тогда, когда 
формула е/! не выполнена на s. 

(Ш) Формула е/! :::> <f!/8 выполнена на  s тогда и только тогда, 
когда формула rvi не выполнена на s или ко г да формула <f!/8 выпол­
нена на s.  

(iv) Формула V х1 е/! выполнена на s тогда и только тогда, когда 
формула е/! выполнена на любой последовательности из Е, отличаю­
щейся от s не более чем своей i-й компонентой. 

Иначе говоря, формула е/! выполнена на  последовательности 
s = (b t. ь2, . . .  ) тог да и только тог да, ко г да подстановка при каждом l 
символа, представляющего bi , на места всех свободных вхождений х1 
в Q/t приводит к истинному в данной интерпретации предложению. 

<Гормула Q/t называется истинной (в данной интерпретации) тогда и 
только тогда, когда она выполнена на всякой последовательности из Е. 

Формула Q/t называется ложной (в данной интерпретации), если 
она не выполнена ни на одной последовательности из Е. 

Данная интерпретация назыв ается .моделью для данного множества 
формул Г, если каждая формула из Г истинна в данной интерпретации. 

Читателю предоставляется самому убедиться в справедливости форму­
лируемых ниже следствий из определений. (Следствия эти в большин­
стве своем тоже очевидны, если пользоваться обычными интуитивными 
понятиями истинности и выполнимости.) 

(1) e/t ложно в данной интерпретации тогда и только тогда, когда 
le/t истинно в той же интерпретации, и в-f истинно тогда и только 
тогда, когда l e/t ложно. 

(11) Никакая формула не может быть одновременно истинной и лож­
ной в одной и той же интерпретации. 

( l l l) E CJi И в данной интерпретации истинны e/t и е/! :::> <f!/8, то ис­
тинно и <f!/8. 

*) Так,  например, если областью интерпретации служит множество в ещест­
в е н н ы х  •1 исел ,  а Ai и Л (х) интерпретируются соответственно как :;:;; и еХ, то 
формула Af (/1 (х1) ,  х5) выполнена н а  последов ательности s = (Ьн Ь2, • • •  ) тогда 
и только тогда, когда еь• :;:;; Ь5 • Если м ы  возьмем в качестве области множество 
точек плоскости,  в к ачестве интерпретации Af (х, у. z) отношение « Х  и у 
равноудалены от z » ,  а Л (х, у) проинтерпретируем  как  среднюю точку прямо­
линейного отрезка с концами в х и у, то формула  Af (ff (хн Х1) ,  Л (х3, х1 ) , Х4) 
будет выполнена на  последов ательности s = (Ь 1 , Ь1, . . . ) тогда и только тогда, 
когда средние точки отрезков с коюtами Ь 1 , Ь2 и Ь3 , Ь 1 будут находиться на 
равно�1 расстоянии от Ь 1• Если областью является множество целых чисел, а А\ (х, у, и, v) и а1 интерпретируются соответственно как  х · v = u · у и 2, то 
формула Al (х3, а1 ,  х1, х3) р ьщо л н с н а  на s = (Ь 1, Ь2, . . .  ) тогда и только Т О !  да, 
когда bi = 2Ь1• 
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( IV) е4 =::> riJa ложно в данной интерпретации тогда и только тогда, 
ко г да d в этой интерпретации истинно, а rlliJ ложно. 

(V) (i) r;;.d & r!la выполнено на последовательности s тогда и только 
тог да, ко г да d выполнено на s и riJa выполнено на s. r;v( V rlliJ вы­
полнено на 5 тог да и только тог да, ко г да r;v( выполнено на s или rlliJ 
выполнено на 5. е4 = r!la выполнено на 5 тогда и только тогда, когда 
либо cvf выполнено на  s и riJa выполнено на s, либо d не выполнено 
на s и riJa не выполнено на s *). 

(ii) 3х1е4 выполнено на s тогда и только тогда, ког�а � вы­
полнено хотя бы на одной последовательности s', отличающейся от s 
,не более чем одной только i-й компонентой*). 

(VI) d истинно в данной интерпретации тогда и только тогда, когда 
в этой интерпретации истинно V x;d. За.мыкан.ие.м данной формулы Q?( 
назовем формулу, которая получается приписыванием к Q?( спереди 
знаков кванторов всеобщности, содержащих в порядке убывания индексов 
все свободные переменные, входящие в d. Замыканием формулы 12.4, 
не содержащей свободных переменных, будем называть саму формулу 
12.4. (Например, если е4 есть Ai (х2. х5) =::> l Зх2Аr (х1, х2, Хз) . то за­
мыканием Q?( будет формула Vx5Vx3Vx2Vx1Q?{.) 

(VII) Всякий ч астный случай всякой тавтологии истинен во всякой 
интерпретации .  (Частным случаем данной пропозициональной формы мы 
называем всякую формулу, nолучаемую nодстановкой формул в эту nро­
позициональную форму вместо nроnозициональных букв с тем условием, 
чтобы вместо всех вхождений одной и той же nроnозициональной буквы 
подставлялась одна и та же формула.) (У к а з  а н и е. Показать, что все 
частные случаи аксиом системы L и стинны, а затем nрименить (lll) и 
предложение 1 . 1 3 .) 

(VIII) Пусть свободные nеременные (если таковые имеются) формулы 
е4 содержатся среди переменных х; , . . . , х1 • Тогда если у nоследова-1 n 
тельностей s и s' компоненты с номерами l1, • • •  , ln совnадают, то формула 
12.4 выnолнена на 5 тогда и только тогда, когда она выnолнена на s'. 
(У к а з  а н и е. Индукция по числу связок и кванторов в d. Сначала 
доказать, что если nеременные терма  t встречаются среди х1 , • • •  , Х; , 1 n 
а члены последовательностей s и 5' с номерами i1 , • • •  , ln совnадают, то 
s* (t) = (5')* (t). в частности, если t не содержит nеременных, то sr (t) = 
= s; (t) для любых вообще последовательностей s1 и s2.) (Хотя, в силу 
(V I I I), всякая формула с n свободными nеременными выnолнена или не 
выполнена по существу только на п-ках, а не на бесконечных nоследо­
в ательностях, все же общую теорию выnолнимости для всех формул 
сразу удобнее развивать в терминах не конечных, а бесконечных по­
следовательностей .) 

*) Н апомним, ч то е4 & rfli], ,у{ V r!/d, е4 = rfli], 3xtd яв:�яются сокраще­
ниями для l (cv{ :::> -1 r!/d), l d :::> rt!J, (d => r/lil) & (r/ld => е-тf) и lVx; l rv( соответственно. 
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Множество всех п-ок (b t1, • • •  , b1n) элементов области D таких, что фор­
мула tV! выполнена на всякой последовательности s, у которой i1-я, . . • 

• • • , ln·Я компоненты совпадают соответственно с bi , . . . , bi , называется 1 n 
отношением (или свойством) интерпретации, соответствующим фор-
муле tV!*). Пусть, например, областью D служит множество всех чело­
веческих существ, А� (х, у) и А� (х, у) интерпретируются соотве rственно 
как « Х  есть брат у»  и « Х  есть родитель у»; тогда бинарное отноше­
ние в D, соответствующее формуле 3х3 (АНх1, х3) & АНха. х2)), представ­
ляет собой отношение родства, связывающее дядю и племянника. Если в 
качестве области D ваять множество целых положительных чисел, а А�, J: 
и а1 интерпретировать соответственно как = , умножение и 1 ,  то формуле 

l А: (xt, а1) & V х2 (3хзАf (xt, Л (х2, Ха)) ;::, А: (х2, х1) V А� (х2, at)) 
будет соответствовать в уi<ааанном смыс.ле свойство числа быть прост ы м . 

(IX) Если формула tV! замкнута, то в любой данной интерпретаци и 
либо истинно tV!, либо истинно l tV! (т. е. ложно cvt'). (У к а а а н и е. 
Следует из (Vl ll).) При этом, разумеется, d может быть истинно в одних 
интерпретациях и ложно в других (например, Af (а1)). 

Неэамкнутая, т. е. содержащая свободные переменные, формул а tV! 
может в некоторых интерпретациях быть и не истин�;�ой и не ;южной. 
Пусть, например, d есть Ai (x1, х2,. Рассмотрим интерпретацию, 
обл.астью которой служит множество целых чисел и в которой АНх1, х2) 
интерпретируется как х < у. В этой интерпретации � выполнено только 
на  последовательностях s = (bl, . ь2, . . . ), удовлетворяющих условию 
bl < ь2. Следовательно, в ЭТОЙ интерпретации р ассматриваемая фор­
му л а d не истинна и не ложна. 

(Х) Л е м м а. Пусть t и v - термы, s - последовательность из Е, 
t' получается из t подстановкой v вместо всех вхожденtlй х1 и s '  
получается из  s заменой в ней ее l-ii компонеюпы на s* (v); тогда 
S* (t ' ) = (s ' )* (t.). (У к а а а 1 1  и е. Индукция по длине t**).) 

Пусть теперь d (xl) - формула, t- терм, свободный для х1 в d (x1), 
и 12.--i (t) - формула, полученная п�дстановкой t вместо всех свободных 
вхождений х1 в d (xl). Утверждается, чте> формула d (t) выполнена  
на последовательности s = (Ь1, Ь2, • • • ) тогда и только тогда, когда 
d (х;) выполнена на последовательности s', полученной из s подстанов­
кой s* (t) в s вместо Ь1. (У к а а а н и е. Индукция по числу связок и 
кванторов в d (xL) с применекием леммы .) 

С л е д с т в и е. Если на последовательности s выполнена формула 
V x1d (xt) и терм t свободен для х1 в d (х!), то выполнена и 
формула tV! (t). Следовательно, формула V x1tV! (xt) ;::, d (t) истинна 
в каждой интерпретации. 

*) Здесь предполагается,  что х11 ' . . .  , x1n - все свободные переменныа 
формулы Q/{. 

* * )  Дли ной да н ного в ы р а жен и я  н а з ы в ается ч исло всех вхожде н и й  сим волов 
в это выражение. 
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(XI) Если формула е4 не содержит х1 в качестве свободной пере­
менной, то формула 

Vx1 (e?f::::>$8) ::::> (cvi ::::> Vx1$a) 

истинна во всякой интерпретации. 

Упражнение 

Доказать ( ! ) - (X I) .  В качестве примера докажем (X l). Допустим, что (X l )  
неверно. Это з1;1ачит, что  при некоторых е4 и ri!lil формула  Vx1 ( :vf :::> cf/a) :::> 
:::> (e?f :::> Vx1$8) н е  истинна в пекоторой интерпретации. Согласно пункту ( i i i ) 
последнего определения, должна существовать последовательность s, на которой 
Vx1 (e?f :::> cf/a) в ы полнено, а (e?f :::> Vx1$8) не выполнено. Тогда опять по 
том у  же  пункту (Ш) на этой последов ательности s выполнено е4 и не выпол­
нено V Xirl/a. Следов ательно, в силу пункта ( iv) того же определения, сущест­
вует  п о сл едов ательность s', быть может, отличающаяся от s одной лишь i-й 
компонентой,  на которой не в ыполнено cf/a. Поскольку Xi не является свободной 
переменной ни в Vx1 (e?f :::> cf/a), н и  в Q.?(, а сами э ти формулы выполнены на 
s ,  то, в силу (VIII), они в ы полнены и на  s' . Из того, что Vx1 (e?f :::> cf/a) в ьr­
полнено н а  s ', согласно ( iv ) вытекает, что и Q.?{ :::> cfla в ыполнено на s '. Таким 
образом, e?f ::::;! $а и e?f выполнены на  s' ,  откуда, по пункту ( i i i ) определения, 
следует, что и rlla в ы полнено н а  s '. Мы пришли к противоречию с тем, что cfla 
н е  в ыполнено н а s'. (X l )  доказано. 

Формула е4 называется логичес1Сu общезн-ачимой (в исчислении 
предикатов), если она истинна в каждой интерпретации. 

Формула е4 называется выполнимой (в исчислении предикатов), 
если существует интерпретация, в которой r.vf выполнима хотя бы на 
одной последовательности из � .  

Очевидно, что формула cvi логически общезначима тогда и толь ко 
тогда, когда формула lcvi не явл11ется выполнимой, и формула е4 вы­
пэлнима  тогда и только тогда, когда формула l е4 не является логи ­
чески общезначимой. Как мы знаем, во всякой интерпретации всякая 
замкнутая формула cvi или истинна или ложна, т. е. выполнима  либо 
на к аждой последовательности, либо ни на одной. Следовательно, всякая 
замкнутая формула е4 выполнима тогда и только тогда, когда она 
и стинна в какой-нибудь интерпретации. 

Будем называть формулу е4 противоречием (в исчислении пре­
дикатов), если формула l cvi 11вляется логически общезначимой или, 
что то же самое, если формула е4 ложна во всякой интерпретации. 

Говорят, что формула е4 логtиес1Сu влечет формулу rlla (в исчи­
слении предикатов), если в любой интерпретации формула cfla выполне­
н а  на  всякой последовательности, на  которой выполнена формула cvi. 
(Более общ6 говорят, что формула cfla является логичес�еим следствием 
(в исчислении предикатов) множества Г формул, если во всякой интер­
претации формула cfla выполнена на  каждой последов ательности, на ко­
торой выполнены все формулы из Г.) 

Формулы назыв аются логичес�еи а�евива/Сентными (в исчис.11ении 
предикатов), если каждая из них .11огически ВJiечет другую. 
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Из этих определений непосредственно вытекают следующие утвер­
ждения: 

(а) Формула <271 логически влечет формулу rfJ8 тогда и только тогда, 
когда формула <271 ::;)  rfJ8 логически общезначима. 

(Ь) Формулы <271 и rfJ8 логически эквиаалентны тог да и только тог да, 
когда формула <271 = rfJ8 логически общезначима. 

(с) Если формула <271 логически влечет формулу rflВ и <271 истинно 
в данной интерпретации, то в этой же интерпретации и стинно и rt!В. 

(d) Если формула rfJ8 является логическим следствием некоторого 
множеств а Г формул, истинных в данной интерпретации, то в этой ин­
терпретации истинна и форму л а rf/В. 

Всякое предложение какого-нибудь формального или естественного 
языка называется логичесlС/l истшаtы.м (в исчислении предикатов), если 
оно являеrся частным случаем некоторой логически общезначимой фор­
мулы, и называется лoгzzчeclCll ложны.ч (в исчислении предикатов), 
если оно есть частный случай векоторого противоречия  (в исчислении  
предикатов) *). 

П р  и м е р ы. 1 .  Всякий частный случай тавтологии лог.ически обще­
значим (VI I). 

2. Если <271 не содержит х свободно, то V х (<271 ::;) rt!В) ::;) (<27/ ::;) 
::::) V x$J) логически общезначимо (XI). 

3. Если t свободен для х в <271, то V x.v! (х) ::::) <271 (t) логически 
общезначимо (Х). 

4. Формула V х2Зх1А� (х1 ,  х2) ::;) 3х1 V x2Ai (x1, х2) не является логи ­
чески общезначимой. В качестве контрпримера рассмотрим область D, 
состоящую из всех целых чисел, и интерпретацию Ai (у, z) посредством 
y < z. Тогда Vx2Зx1 Ai (x1 ,  х2) истинно, а 3x1Vx2Ai (x1, х2) ложно. 

У пр аж нен ия 
1 . Показать, что следующи е формулы не являются логически общезначи­

м ыми: 

(а) [Vx1Af (х1) � Vx1A� (xt) ]  => [ (Vx1 (Ai (х1 ) � А� (х1 )) ] ; 
(Ь) [Vxt (Af (xt)  V А� (xt) ) ]  � [ (VxtAi (xt))  V (VxtAA (х1 ) ) ] . 

2. Показать, что следующие формулы  логически общезначимы: 

(а) d (t) � 3х;<27/ (х;), если t сц_ободен для х; в <27/; 
(Ь) Vx;d � 3х;<27/; 
(с) Vx;Vx1<27/ = Vx1Vx;<27/; 
(d) Vx;<27/ =  l 3Xt l <27/; 
(е) Vx; (<27/ � $i]) � (VXtd � Vx;$J); 
(f) (V Х;<27/ & V x;$J) = V Х; (<27/ & $i]); 
(g)  (Vx;<27/ V Vx;$J) � Vx; (<27/ V ,f/В); 
(h) 3х13х1<27! = 3x13x1d; 
( i )  3x;Vxid � Vx,3x;<27/. 

*) В дальнейшем слова  св ис числении nредикатов) мы будем опуск ать. 
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3. Дока зап, ,  что замкнутая  форму .� а  е4 логи• rески влечет  формулу 9Jij 
тогда н только тогда, когда rJ!/iJ истинна во  всякой интерпретации, в которой 
истинна  е4. ( Это, вообще говоря, н еверно, если е4 содержит свободные пере­
менны е. Н апример, пусть е4 есть Al (xt)  и rJ!/iJ есть Vx1AI (х1) .  Тогда,  в силу 
(VI) ,  rJ!/iJ истинна, если истинна  rз,(. Предлагается построить интерпретацию, 
показывающую, что е4 н е  влечет  логически tliJ.) 

4. Показать,  что формулы 

{ а )  3xVy (А� (х, у)  & l Ai (у, х) ::::> [Ai (х, х) = Ai (у, у)] ) ; 

(Ь) VxVyVz (Ai (х, у) & Ai (у, z) ::::> Ai (х, z)) & 
& Vx l Ai (х, х) ::::> 3xVy l Af (х, у); 

(с )  VxVyVz (Ai (х, х) & (Ai (х, z) ::::> Ai (х, у) V Ai (у, z))) ::::> 3yVzAi (у, z) 

не  являются логически общезначимыми. 
5, Доказать, что всякая формула  е4 со свободными переменными у1, ... , yn 

в ы полним а  тогда и только тогда, когда в ы полнима  формула  3у1 • • •  3ynG7if· 
6. В в едя подходящи е  обозначения, записать предложения, участвующие в 

нижеследующих выводах, в виде формул и выяснить,  в каких случ аях кuнъюнк-
ция  посылок логически влечет  заключ ение. , 

( а )  Всякий,  кто находится в здравом уме, может понимать математику. 
Ни один из сыновей  Гегеля не  может понимать м атематику. Сумасшедшие не 
допускаются к голосованию. Следов ательно, никто из сыновей Гегеля не до-
пускается к голосов анию. . 

(Ь) Для любого множеств а х существует  множество у такое, что мощность 
у больше мощности х. Если х включено в у, то мощность х не больше мощ­
ности у. Вся rюе множество включено в V. Следовательно, V не  множество. 

(с) ЕсЛи всякий предок предка данного индивиду ума  есть также предок 
того же индивидуума  и никакой индивидуум не  есть предок само r·о себя, то 
должен существов ать н екто, не  имеющий предков.  

(d) ВСЯI<Ий п арикмахер в Джаневилле бреет всех тех и то.1ько тех,  кто 
J!e бреется сам .  Следовательно, в Джаневилле нет ни одного парикм ахера. 

7. Привести пример логически общезначимой формулы,  которая не яв .1яется 
ч астны м  сл у ч аем тавтологии. Показать, однако, что всякая .1огически общезна­
чимая  открытая формула  ( т. е. формула  без кванторов) является ч астным  слу­
ч аем некоторой тавтологии. 

§ 3. Теории первого порядка 

В случае проповиционального исчисления метод истинностных таблиц 
дает нам эффективный способ проверки, является ли дан юи  пропови­
циональная форма тавтологией. Однако представляется сомнительным 
существование эффективного процесса, повволяющего для любой данной 
формулы решать вопрос о том, явлиется ли она логически общевначимой, 
поскольку теперь уже для каждой формулы приходится иметь дело 
с проверкой ее истинности в интерпретациях с областями, вообще говоря, 
сколь угодно большими конечными, а также и бесконечными. И в самом 
деле, в дальнейшем мы увидим, что, в соответствии с некоторым совер­
шенно естественным определением понятия «эффективности» ,  действи­
тельно может быть докавана невовможность эффективного способа рас­
повнавать логическую общевначимость. Аксиоматический метод, который 
был, пожалуй ,  ивлишней роскошью при ивучении проповиционального 

исчисления, предст авляется, таким обравом, необходимым при изучении 
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формул, содержащих кванторы *), и поэтому м ы  теперь обращаемся 
к рассм отрению теорий первого порядtса * *) (или, иначе, элеАtен.тарн.ых 
теорий). 

Символами всякой теории К первого порядка служат по существу 
те же символы, которые мы ввели р анее в этой главе: пропози­
циональ ные связки l, :::> ; знаки пунктуации ( , ) ,  , (строго говоря, 
запятая не является необходимой, но удобна для облегчения чтения  
формул); счетное множество предметных переменных Xt, х2, . . • ; непус-
тое, конечное или счетное, множество предикатных букв AJ (п, j � 1 ); 
конечное (возможно, и пустое) или счетное множество функциональны х 
букв fj (n, j � 1 ); и, наконец, конечное (тоже, в озможно, пустое) или 
счетное множество предметных констант ai  (l � 1 ). Таким образом, 
в теории К могут отсутствовать некоторые или даже все функцио­
нальные буквы и предметные константы, а также некоторые - но не 
все! - пр едикатные буквы. Различные теории  могут отличаться друг or 
друга по составу символов . 

Сформулированные в § 1 определения терма ,  формулы и пропози­
циональных связок &, V , = остаются в силе для любой теории  первого 
порядка. Разумеется, в случае каждой конкретной теории  К в построе нии  
термов и формул участвуют только те  символы, которые принадлежат 
теории К. 

Аксиомы теории К разбиваются на  два класса: логические аксиомы  
и собственные (или нелогические) аксиомы. 

Лoгzzчectcue аtссио.мы: каковы бы ни были формулы э4, r!Ya и rJ' 
теории  К, следующие формулы явл яются логическими аксиомами теории  К 

( 1 ) э4 :::> ( r!Ja :::> э4); 
(2) (э4 :::> (r!Ya :::> rJ')) :::> ((э4 :::> r!Ya) :::> (э4 :::> ri')); 

*) Имеются еще и другие  доводы в пользу аксиоматического подхода. Кон­
цепции и построения, включающие в себя понятие интерпретации и связанные 
с ним понятия истины, �одели и т. п., ч асто называются ceмaн m u чecкuJrt u  
в отдичие от так называемт'х синтаксических концеnций, восходящих  к простым 
отношениям между символами и выражениями точных форм альных языков.  
Поскодьку семанти ческие понятия носят теоретика-множественный характер,  
а теория множеств ,  по причине парадоксов, представляется в известно!\ степени 
шаткой dсновой для исследований в области мате м атической логики,  то  многие 
логики считают более надежным синтаксический подход, состоящи й  в изучении 
формальных аксиом ати ческих теорий с применением лиш�> довольно слабых 
арифметических методов. Подробнее об этом с м. в первоначальных  исследова­
ниях в области сем антики Т а р  с к о г о [ 1 936] ,  К л и н и [ 1 952] ,  Ч ё р ч а [ 1 956] 
и Г и л ь б е р т а  и Б е р н а й с а  [ 1 934] .  

** ) Слова спервого порядка:.  указывают на  отличие теорий,  которые мы 
будем изучать, от таких теорий, в которых либо допускаются предикаты,  
имеющие в ка честве возможных зна чений своих аргумен·rо в  други е  предикаты 
и функции, либо допускаются кв анторы по предикатам или  кванторы по функ­
ция м. Теорий первого порядка хватает для в ы ражения известных математиче­
ских теорий, и, во всяком слу чае, большинс тво теорий высших порядков м ожет 
быть  подходящим образом спереведено• на язык первого порядка .  П римеры  
теорий высших порядк ов  можно  вайти у Ч ё р ч а [ 1 940] , Г ё д е л я [ 1 93 J j ,  
Т а р  с к о г о [ 1 933] ,  Х а з е н ъ е г е р а и Ш о л ъ ц а [ 1 96 1 ; §§ 200 -2 1 9]. 

Э Э, Мендельсон 
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(3) (l r!ld :::> l d) :::> ( п r!ld :::> d) :::> r!ld); 
(4) Vx1e/l (х1) :::> еЛ (t), где d (хд есть формула теории К и t 

есть терм теории  К, свободный для х1 в <27'! (xt). Заметим, что t может 
совпадать с х1, и тогда мы получаем аксиому V x1d (хд :::> d (xt). 

(5) Vx1 (d :::> r!ld) :::> (шt :::> Vx1r!ld), если формула d не содержит 
свободных вхождений х1• 

Собственные аксиомы: таковые не могут быть сформулированы 
в общем случае, ибо меняются от теории к теории.  Теория первого 
порядка, не содержащая собственных аксиом, называется исчислением 
предикатов первого порядка. 

Правилами вывода во всякой теории первого порядка являются 
(i) Modus ponens: из d и d :::> r!ld следует r!ld. 
(i i) Правило обобщения (или связывания квантором всеобщности): 

uз � следует V x1!2/l. 
(В дальнейшем применение этих правил будет сокращенно о rмечаться 

соответственно посредством МР и Gen (от английского слова «Gene­
ralization » ).) 

Моделью теории  пе рвого порядка К называется всякая интерпретация, 
в которой исти нны все аксиомы теории  К. В силу (I l l )  и (Vl) на стр .  
59 - 60 ,  если правила  modus ponens и обобщени я  применяются к ис­
тинным в данной интерпретации формулам, то результатом являются 
формулы, также истинные в той же интерпретации. Следовательно, и 
всякая теорема теории К истинна во всякой ее модели .  

Как мы увидим nозже, логические аксиомы выбраны таким образом, 
что множество Jюгических следствий (в семантическом смысле, см. 
С!р.  62) а ксиом теории К в точности совпадает с множеством теорем 
теории  К. В частности, для исчисления предикатов первого псрядка 
оказывается, что множество его теорем совпадает с множеством логи­
чески общезначимых формул. 

Ограни чения, содержащиеся в формулировках схем аксиом (4) и (5), 
требуют некоторых пояснений. Если бы, в случае схемы (4), терм t мог 
не быть свободным для х1 в d, то стал бы возможн ым следующий 
неприятный резулыа r. Пусть d (x1 )  есть l Vx2AHx1, х2) и t есть х2• 
Заметим, что тогда терм t не свободен для х1 в d (х1). Рассмотрим 
такой частный случай схемы аксиом (4): 

V х1 (l V х2А� (х1, х2)) :::> l V х2А� (х2, х2), (*) 

и возьмем в качестве и нтерпретации любую область; содержащую не 
менее двух элементов, а в качестве Ai - о rношение тождес r ва. Тогда 
посылка в (*) истинна, а заключение ложно. 

Для схемы  (5) отказ от требования, чтобы х1 не входило свободно 
в d, также приводит к непр иятностям. Пусть, например, d и r!ld 
представляют собой Aj (х1). Таким образом, сейчас х1 свободно входи г 
u d. Рассмотрим  частный случай схемы (5): 

V х1 (Aj (xl) :::> А1 (xl)) :::> (Aj (xl) :::> V x1AJ (xl)). (**) 
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Антецедент в (**), очевидно, логически общезначим. Однако если мы 
возьмем какую-нибудь интерпретацию, в которой  А� выполнено для 
некоторых, но не для всех элементов области, то обнаружим, что консек• 
вент не является истинным. 

П р и м е р ы т е о р и й  п е р в о г о  п о р я д к а. 
(i) Т е о р и я ч а с т и ч н о г о у п о р  я д о ч е н и я. Пусть К содержит 

единственную предикатную букву л: и не содержит функциональных букв 
и предметных констант. Вместо л; (Xt, х�) и l А� (xt. х2) будем соответ­
ственно писать х1 < х2 и х1 <( х2• Пусть, наконец, К содержит две соб­
ственные аксиомы: 

(а) V Xt (Xt <( xt) 
(Ь) V Xt V Xg V Ха (Xt < Х2 & Х2 < Хз ::::> Xt < Хз) 

(иррефлексивность); 
(транзитивность). 

Всякая модель этой теории называется частично упорядоченной струк­
турой. 

(ii) Т е о р и я г р  у п п. Пусть К имеет одну предикатную букву л:, 
одну функциональную букву Л и одну предметную константу а1 • 
(В соответствии с обычными обозначениями, мы будем писать: t = s 
вместо А� (t, s), t + s вместо Л (t, s) и О вместо а1 .) Собственными 
аксиомами теорйи К являются формулы: 

(а) V х1 V х2 V х3 (х1 + (х� + х3) = (х1 + Х2) + х3) (ассоциативность); 
(Ь) Vxt (O + xt = xt); 
(с) V х13х11 (х2 + х1 = О) (существование обратного элемента); 
(d) V х1 (х1 = х1) (рефлексивность р авенства); 
(е) V х1 V х2 (х1 = х2 ::::> х2 = х1) (симметричность р авенства); 
(f) V х1 V Х2 V х3 (х1 = Xg ::::> (х2 = х3 ::::> Xt = х3)) (тр анзитивность 

р авенства); 
(g) Vx1Vx2Vxa (х� = Хз ::::> (х, + х2 = Х1 + ха & x� + xt = Xз + xt)) 

(подстановочность р авенства). 
Всякая модель этой теории называется группой. 
Если в груп11е истинна формула V х1 V х� (х1 + Xg = Х2 + х1), то 

группа называется абеJiевой, или коммута1 ивной. 
Теория частичного упорядочения и теория групп обе являются эффектив ­

но аксиоматизированными. Вообще всякая теория с конечным чисJiом соб­
ственных аксиом явJiяется эффективно аксиоматизированной, ибо, как 
нетрудно видеть, имеется возможность ДJIЯ Jiюбой данной формулы эффек­
тивно решать вопрос, принадлежит ли она к числу логических аксиом 
(см. стр. 65-66). 

§ 4. Свойства теорий первого порядка 

Все результаты этого параграфа относятся (если нет специальной 
оговорки) к произвольной теории первоr·о порядка К. Заметим, что вся­
кая теория первого порядка является формальной теорией (см. стр. 36). 

З •  
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П р е д л о ж е н и е  2 . 1 .  Если формула м теоршt К есть частный 
случай тавтологии, то (27'( есть теорема в К и .может быть выве­

дена с употреблением одних только схе.м аксzю.м ( 1 )  - (3) tt пра­
вила modнs ponens. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть (27'( получена из векоторой тавтоло­
г и и  W с nомощью подстановок. Согласно предложению 1 . 1 3, сущест­
вует вывод W в L. Сделаем теперь всюду в этом выводе подстановки 
по СJiедующему правилу: (i) если какая-нибудь проnозициональная буква 
входит в W, то на  места всех ее вхождений в каждую формулу вывода 
надставляем ту формулу теории  К, которая подставлялась в W на места 
в хождений той же буквы при пестроении (27'(, (ii) если данная пропозицио­
нальная букв а не входит в W, то на места всех ее вхождений в фор­
мулы вывода подставляем проиевольную (одну и ту же для данной бук­
вы) формулу теории К. Полученная таким образом nоследовательнос1ъ 
формул и будет выводом формулы (27'( в К, причем выводом, использую­
щим только схемы аксиом ( 1 ) - (3) и МР. 

П р  е д л о ж е н и е 2.2. Всякое zzcчzzcлeнue предzzкатов первого 
порядка К непротиворечиво. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Для nроизвольной формулы d обозначим 
через h (d) выражение, получающееся в результате следующего пре­
образования формулы d: в d опускаются нее кванторы и термы 
(вместе с соответствующими скобками и запя rыми). Например, h ('V х1А� (х1, 
х2) =:) А� (х3)) есть А� =:) Al, h (l V х7А� (xi> а1, х7) =:) А� (х<�.)) есть 
l А� =:) АЛ. По существу h (d) всегда является пропозициональ­
ной формой, в которой роль пропозициональных букв играют 
символы А,. Очевидно, h (l d) = l h (d) и h (d =:) ,f/d) = h (rY't) =:) h (,f/d), 
Для всякой аксиомы d, получаемой по какой-нибудь из схем 
аксиом ( 1 ) - (5), h (d) является тавтологией. Это очевидно для 
( 1 ) - (3). Всякий частный случай V x1f27'! (х;) =:) d (t) схемы ( 4) преоб­
разуется операцией h в тавтологию вида $В =:) эrа, а всякий 
частный случай V х1 (d =:) с1lВ) =:) (d =:) V х1с1lВ) схемы (5) преобра­
зуется в тавтооогию вида (ffJ! =:) �)  =:) (!i?f =:) �). Наконец, если h (d) 
и h (d =:) $В) - тавтологии, то, в силу предложения  1 . 1 ,  и h (§В) - тав­
тология; и если h (d) тавтология, то и h (V х1е4) - тавтология, ибо 
результаты применения операции h к d и Vx1e4 совпадают. Следо­
в ательно, если d есть теорема в К, то h (d) есть тавто1югия. Если 
бы существовала формула $J В К ТаJ< аЯ, ЧТО � КdУВ И � К  l с§В, ТО оба 
выражения h ($В) и h (l $В) были бы тавтологиями, что невозможно. 
Таким образом, К непротиворечиво. (Операция .h равносильна интерпре­
тации К в области, состоящей из одного элемента. Все теоремы К 
и стинны в такой интерnретации, однако ни в какой интерпретации ника­
ка.я формула не может быть истинной вместе со своим отрицанием.) 

Теор ема дедукции для прt:>nЬзиционального исчислени я  (предложе­
ние 1 . 8)  без соотuетствующей модификации не может быть проведена 
для произвольных теорий первого порядка К. Например, d 'г- к  V х,� 
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для любоt! . формулы d, однако отнюдь не всегда � к<2.>1' � Vx1<2.>1'. 
В самом деле, рассмотрим область, содержащую по меньшеt! мере два 
элемента с и d. Пусть К есть некоторое исчисление предикатов, и пусть 
э4 есть А� (х!). Проинтерпретируем Aj каким-нибудь своt!ством, кото­
рым обладает только элемент с. Т01 да А; (х1) выполнено на  всякоt! 
последов ательности s = (Ь1, bg, • • .  ), г де Ь1 = с, однако V х1А (х1) не вы­
полнено вообще ни на какой последовательности. Следовательно, фор­
му л а А� (х1) � V x1Al (х!) не истинна в этой интерпретации и потому 
не является логически общезначимоt!. Легко, однако, в идеть (предложе­
ние 2 .7), что всякая теорема в сякого исчисления предикатов является 
логически общезначимоt!. 

Однако некоторая ослабленная, но все же полезная форма  теоремы 
дедукции и здесь может быть доказана. 

Пусть <2.>1' - какая-нибудь формула, принадлежащая заданному мно­
жеству Г формул, и пусть e?d1, • • • , e?an - какой-нибудь вывод из Г, 
снабженныt! обоснованием каждого в нем шага. Мы будем говорить, 
что d!IВ1 зависит от 12/t в этом выводе, если 

(i) d!IВ1 есть 12/t и обоснованием $81 служит принадлежиость $81 к Г, 
или 

(ii) d!IВ1 обосновано как непосредственное следствие по МР  или  Gen 
некоторых предшествующих в этом выводе формул, из которых  по край­
ней мере одна зависит от <2.>1'. 

П р и м е р. <2.>1', Vx1<2.>'f � g'  r Vxt'ifl. 

(e?d!) '2--4 гипотеза 
(d!IВ ... ) V х1<2.>1' (d!IВJ), Gen 
(d!!Вз) Vx1<2.>'f � g'  гипотеза 
(d!!Вi) '(fi (e?dg), (е?dз), МР 
(.§Вв) V Xt'ifl (rtla�,), Gen 

Здесь (.§81) зависит от <2.>1', (е?а.,.) зависит от <2.>1', (e?d3) зависит от 
Vx1<2.>1' � g', (e?di) sависит от <2.>1' и от Vxt<2.>1' � 'ifi и (е?ав) зависит от 
э4 и от Vx1d � g'_ 

П р  е д л о ж е н и е 2.3 .  Если $а н.е зависит от d в выводе 
г, w1 r- rf!JВ, то г r- era. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть $81, • • • , .§dn = $а - вывод rtla из 
Г и d, в котором rtJa не зависит от <2.>1'. В к ачестве индуктивного 
предположения допустим, что доказываемое предлоЖение справедливо 
д.�я всех выводов, длина которых меньше n. Если rlliJ принадлежит Г 
или есть аксиома, ТО г r .§8. Если rtJa является непосредственным след­
ствием каких-то (одной или двух) предшествуЮщих формул, то, по­
скольку .§В не зависит от <2.>1', не зависит от d и ни  одна из этих 
формул. Следовательно, по индуктивному предположению, из  Г u ыво­
димы эти (одна или две) формулы, а вместе с ними и rffd. 
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П р е д л о ж е н и е 2.4. (Теорема дедукции.) Пусть Г, cv( ]- $l1, 
и при атом пусть существует та�ой вывод $В из {Г, cv(}, в �о­
тором н.и при �а�ом при.мен.ен.ии правила обобщен.ttЯ � формулам, 
зависящим в атом выводе от cv(, н.е связывается �ван.тором 
н.и�а�ая свободн.ая перемен.н.ая формулы cv(. Тогда Г f- cv( ::::> $l1. 

Д о к а а а т е л ь  с т в о. Пусть $81, • • • , rllJn = $В - удовлетворяющий 
условию теоремы вывод $В иа {Г, cv(}. Докажем по индукции, что 
Г f- cv( ::::> $8; для любого i, i ";;;;; п. Ес;ш $81 есть аксиома или принад· 
лежит Г, то Г f- cv( ::::> $81, поскольку r/Ja; ::::> (cv( ::::> $8;) - аксиома. Если 
r/Ja 1 совпадает с d, то Г f- d ::::> rllJ; в силу f- d ::::> d (предложе­
ние 2. 1 ). Если существуют j и k, меньшие i, такие, что rllJk есть 
rlld1 ::::> rllJ;, то, согласно индуктивному предположению, Г f- d ::::> rtld1 и 
Г Г d ::::> ($81 ::::> $8;). Следовательно, по схеме аксиом (2) и МР, 
Г f- d ::::> rllJ;. Предположим, н аконец, что существует j, j < l, такое, 
что rllJ; есть Vxk$81. По предположению, Г f- d ::::> rllJ1, и либо rllil1 
не аависит от d, либо xk не является свободной переменной фор­
мулы d. Если rllJ1 не аависит от d, то, в силу предложения 2.3, 
Г f- $81, и тогда, применяя Gen, получаем Г f- Vxkr!/iJ1, т. е. Г f- $81• 

По схеме аксиом ( 1 ) , f- rl!J1 ::::> (d ::::> $8;). Отсюда, по правилу МР, 
получаем :  Г f- d ::::> $В 1• Если xk не является свободной переменной 
форм улы d, то, по схеме аксиом (5), f- Vxk (d ::::> rllJ1) ::::> (d ::::> 
::::> Vxk$81). Так как Г f- d ::::> rllJ1, то, по правилу Gen, получаем 
Г f- V xk (d ::::> ,JJB 1) и, наконец, с помощью МР: Г f- !24 ::::> V xk$8 1, 
т. е. Г f- d ::::> $81. Этим и аавершается индукция. Докааываемое пред­
ложение мы  получаем при i = n. 

У слови я предложения 2.4 слишком громоздки, и часто полеанее 
оказываются его более слабые следствия: 

С л е д с т в и е 2 .5. Если Г, d f- $В 11 существует вывод, пост­
роен.н.ый без примен.ен.ия правила обобще!lttя � свободн.ым перемен.­
н.ым формулы d, то Г f- d ::::> $8. 

С л е д с т в и е 2.6. Если формула !24 зам�н.ута и Г, d f- rlld, 
то г f- d ::::> rlld. 

Следующее дополнительное ааключение можно извлечь из дока­
аательств предложений 2 .3 - 2.6. При построении нового вывода, т. е. 
вывода Г f- d ::::> $В (Г f- $8, в случае предложения 2. 3), применение 
Gen к какой-нибудь формуле, зависящей от некоторой формулы %' из 
Г, требуется только в том случае, когда и в данном выводе, т. е. 
в выводе $В из {Г, d}, имеется применение Gen (с той же связывае­
мой переменной) к некоторой формуле, зависящей от %'. (Нетрудно 
видеть, что rllJ 1 из доказательств а предложения 2.4 зависит от той или 
иной посылки %' из Г в первоначальном выводе тогда и только тогда, 
когда d ::::> $В/ зависит ,от %' в новом выводе.) 

Это дополнительное замечание бывает полезно, когда мы хотим при­
менять теорему дедукции несколько р аз подряд в проuессе доказатель­
ства какого-либо утверждения о выводимости, например, чтобы полу­
чить Г f- !Р ::::> (d ::::> $8) из Г, �. d f- $8. Поэтому в дальнейшем 
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мы будем рассматривать это замечание как часть заключения предло­
жений 2.3  - 2.6. 

П р И М е р. f- V Xt V X2wf :::> V Х2 V Xtwf• 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 
1 . Vx1Vx2wf 
2. Vx1Vx2wf :::> Vx2wf 
3. Vx� 
4. V x2wf :::> wf 
5. wf 
6. Vxtwf 
7. Vx2Vxtwf 

гипотеза 
схем а аксиом (4) 
1 , 2, МР 
схема аксиом (4) 
3, 4, МР 
5, Gen 
6, Gen 

Таким образом, в силу 1 - 7, мы имеем V х1 V x2wf � V х2 V x1wf, 
причем в построенном выводе ни при одном применени и Gen не свя-
зывается свободная переменная формулы V х1 V x2d. Поэтому, н а  осно­
вании следствия 2.5, f- V х1 V x2wf :::> V х11 V x1wf. 

Упражнения 

1 . Показать, что 

(а)  г- Vx1 (G>Л :J ,fkJ; :J (Vx1wf :J Vx1$i1); 
(Ь) f-- V х (w{ :J <fkJ) :J (3хш{ :J 3x$i]); 
(с) f-- Vx (w{ & ,fkJ) = Vx'2.4 & Vx$d; 
(d) f-- Vy1 . . . Vynwf :J е.(. 

2. П усть К - теория первого  порядка, и пусть К # - теория со следую­
щими аксиомами: 

( 1 )  Vy1 . . .  Vynwf, где w{ - произвольная  аксиома т еории К, а у11 . . . 
. . .  , Уп (п ?-: О) - произвольные пр едметные переменные; 

(2) Vy . . . .  Vyn (w{ :J ,fkJ) :J [Vy . . . .  Vyпwf :J Vy . . . . Vyп<fliJ I, 
где wf и $iJ - произвольные формулы,  а у1 , . . . , Уп - произвольные  предмет­
ные переменные. Единственным правилом вы вода в К #  служит m od us poпens. 
Доказать, что множества всех теорем теорий К и К #  совпада ют. 

§ 5. Теоремы о полноте 

П р  е д л о ж е н и е 2.7. Во всяtСо.м ttcчzzcлeнuzz предutСатов первого 
порядtСа всяtСая теорема является лoгzzчectCtl общезначzz.мой. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. В силу свойства (VI I) понятия и стинной фор­
мулы (см. стр. 60), акоиомы, задаваемые схемами ( 1 ) - (3), логически 
общезначимы. В силу свойств (Х) (следствие) и (Xl), логически 
верны аксиомы, порождаемые схемами (4) - (5). В силу (III) и (VI), 
правила вывода МР и Gen сохраняют свойство логической общезна­
чимости. Таким образом, всякая теорема любого исчисления предикатов 
лоr и • 1ески общезна • 1има. 
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У пражнения 

1. Для любой теории первого(} порядка К, если r 1- к  e?f и каждая формула 
из r истин!Jа в данной м одели М, то и формула  e?f истинна в модели М. 

2. Если формула  e?f не содержит кванторов и доказуема  в исчислении 
п редикатов, то она  является частным случаем тавтологии, и потому,  согласно 
пред.1 ожению 2. 1 ,  для этой формулы существует беекванторный в ывод (т. е .  вывод, 
члены которого суть форм улы ,  не содержащие кв анторов ) , использующий только 
схе м ы  аксиом ( 1 ) - (3) и МР. (У к а з  а н и е. Если бы  форму л а e?f не была 
тавтологией,  то можно было бы построить интерпретаци ю с областью, состоя­
щей из термов ,  входящих в e?f, в которой, в противоречие  с предложением 2.7, 
формула e?f была  бы ложна. )  Заметим, что этот результат влечет непротиво­
речивость исчисления предикатов,  а также приводит к разрешающей проце­
дур е  для проблемы выводимости беекв анторных формул. 

Предложение 2. 7  представляет собой половину той теоремы о пол­
ноте, которую мы теперь хотим доказать. Другая  ее половина будет 
следовать из гор аздо более общих предJюжений, устанавливаемых ниже. 
Предварительно м ы  докажем несколько лемм. 

Пусть переменные х1 и х1 не совпадают и формула  e?f (х1) полу­
чается из  формулы e?f (х!) подстановкой х1 вместо всех свободных 
вхождений х1, тогда e?f (х;) и e?f (х1) называются подобными, если 
х1 свободна для х1 в d (х;) и d (х1) не имеет свободных вхожде­
ний х1. Если d (х;) и d (х1) подобны, то х1 свободно для х1 
в d (х1) и d (х1) не имеет свободных вхождений х1• Таким обр а­
зом, подобие оказыв ается симметричным отношением. Иначе говоря, 
d (х;) и d (х1) подобны тогда и только  тогда, когда d (х1) имеет 
свободные вхождения х1 в точности в тех местах, в которых d (х;) 
имеет свободные вхождения х1• 

Л е м м а 2 .8 .  Если формулы d (х;) и d (х 1) подобны, то 
1- Vxid (xi) = Vx1wt (x1). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. По схеме аксиом ( 4), 1- V x1e?f (х;) ::::> d (х1). 
Применим правило Gen: 1- Vx1 (Vx1d (x;) :::> wf (x1)) и, по схеме 
аксиом (5), получим f- V x1d (х;) ::::> V x1wt (х1). Точно так же дока­
жем, что f- V x1wt (х1) ::::> V x1d (х;). Применяя тавтологию А1 ::::> (А2 ::::> 
::::> (А1 & А2)) и предложение 2 . 1 ,  получаем наконец f- V xie?f (х;) = 
= Vx1wt (x1). 

Уп р а ж н е ни е  

Если d (х;) и d (xt) подобны, то 1- 3x1e?f (х/) = 3x;wf (х,). 
Л е м м а 2.9.  Если замкнутая формула l d теорzzи К невыво­

дима в К, то теория К', получен.н.ая из К добавлением wt в ка­
чес тв е аксиомы, н.епротиворечива. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Допустим, что теория К' про rиворечива. Это 
значит, что имеется формула rf!liJ, для которой f- к· r1!liJ и 1- к· l d!З. В силу 
предложения 2. 1 ,  имеем: 1- K'dJЗ :::> (l dJЗ :::> l wi). Следовательно, 
1- к· l wf и е4 f-- к l d. ПоскоJJьку формуJJа 2.71 замкну щ ro, в силу 
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следствия 2.6 теоремы дедукции, имеем � !( е/1 :::> l е/1. С другой сто­
роны, в силу предложения 2. 1 , � !(  (е/1 :::> l е/1) :::> l е/1. Поэтому 
� !( l w(, что противоречит условию. (Подобным же образом, если 
формула е/1 невыводима в К:, то добавление к К: формулы l е/1 в ка­
честве новой аксиомы к противоречию не приводит.) 

Л е м м а 2. 1 0 .  Множество всех выражений всякой теории пер­
вого порядка счетно (следовательно, счетны в частности: .множе­
ство всех термов, .множество всех формул, .множество всех 
ва.мкнутых формул). 

Д о к а э а т е л ь с т в о. Отнесем каждому символу и нечетное число 
g (tz) по следуюп·ему праnилу: g ( ( ) = 3, g ( ) ) = 5, g (,) = 7, g (l) = 9, 
g (::>) = 1 1 , g (xk) = 5 + 8k, g (ak) = 7 + 8k, g (.f;:) = 9 + 8 · (2n . Зk), 
g (AZ) = 1 1  + 8 · (2n · Зk); при этом полагаем g (V xt) = g ((xt)). Теперь 
выражению и0rr1 . • • иг отнесем число 2g (uo) 3g(u , )  • • •  р� (иг>, где р 1 - i-e 
простое чисJю. При такой нумерации ,  очевидно, равные выражения 
получают равные номера , и мы можем пересчитать все выражения 
в порядке возрастания отнесенных им чисел. 

Более того, если мы умеем эффективно распознавать символы тео­
рии К:, то тогда не только может быть осуществлена эффективная 
нумерация выражений этой теории,  но оказывается возможным и по 
любому числу узнавать, является оно в этой нумераци и  номером ка­
кого-нибудь выражения теории  К: или нет. Сказанное верно, в частно­
сти, и для термов, формул, замкнутых формул и т .  д. Если теория К: 
является к тому же эффективно аксиоматизироnанной, т. е. если имеется 
эффективная процедура ,  позволяющая для любой данной формулы решать 
вопрос о том, являе rся ли она аксиомой, то мы можем следующим 
образом перенумеровать все теоремы теории К:: имея соответствующую 
произведенной нумерации  выражений в К: нумерацию всех аксиом, 
начнем с первой в этой нумерации аксиомы, добавив  к ней в се ее 
непосредственные следствия по правилу МР и по прав илу Gen, при­

менеиного только к переменной х1; затем добавим к полученному списку 
вторую аксиому (если ее еще там неr) и все непосредственные следст­
вия формул э roro расширенного эа счет в ·rорой аксиомы списка, на этот 
раз с применением правила Gen уже по двум переменным х1 и х2• 
Если, nоступая подобным же образом далее, мы на  k-м шаге добавим 
к уже полученному списку формул k -ю аксиому и ограничим дейст­
вие Gen перемен н ы м и  х1, . . . , xk, то при этом мы nолучим в конечном 
с чете все теоремы теории К:. Однако в отличие от случая в ыражений, 
формул, термов и т. д. оказывается, что существуют такие теории К:, 
для которых мы не можем по любой наперед заданной формуле за­
ранее сказать, в стретится ли в конце концов эта формула в сnиске 
теорем. 

Назовем теорию К: nервого порядка полной, если для любой замкну­
той формулы � теории К либо Г к е/1, либо 1- 1(  l е/1. 
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Теория К' первого порядка, имеющая те же символы, что и тео­
рия  К первого порядка, называется расшz1рение.м теории К, если всякая 
теорема теории К является также теоремой теории К'. (Очевидно, чтобы 
доказать, что теория  К' является расширением теории К, достаточно 
доказать, что все собственные аксиомы теории К являются теоремами 
теории К'.) 

Л е м м а 2 . 1 1 . (Лемма Линденбаума.) Если теория К первого по­
рядка непротиворечива, то существует непротиворечивое полное 
ее расширею1е. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть d!liJ1, d!liJ2, • • • - какой-нибудь пересчет 
в сех  замкнутых формул теории К (лемма 2 . 1 0). Следующим обр азом 
определим последовательность теорий J0, J1, J2, • • • Пусть J0 есть К. 
Предположим, что теория  Jn (п :;::::: О) определена. Если неверно f- J l d!liJn+1, 

11 
то Jn+1 определим как теорию, получающуюся добавлением d!1Jn+1 к Jn 
в качестве ново!! аксиомы. Если же f- J l dJJщ1, то полаt· аем Jn+t = Jn. n 
Пусть J есть теория  первого  порядка, получающаяся, если в качестве 
аксиом взять все аксиомы в сех теорий  J1• Очевидно, Jщ1 служит р ас­
ширением для Jm а J является р асширением каждой из теорий J1, 
в том числе и теори и  J0 = К Для доказательства непротиворечивости 
теории J достаточно доказать непротиворечивость каждой из теорий J1, 
так как в сякий вывод противоречия в J использует лишь конечное 
число аксиом и, следовательно, является выводом противоречия уже 
в некоторой теории Jn. Докажем непротиворечивость теорий J1 индук­
цией по номеру i. По условию, теория J0 = К непротиворечива. Допу­
стим,  что теори я  J1 непротиворечива .  Тог да, если J1+1 = J1, то и теория 
J1+1 непротиворечива. Если же J1+1 =j::. J1 и, следов ательно, согласно опре­
делению J1+1, формула l d!liJ1+1 невыводима  в J1, то, по лемме 2 .9, тео­
рия  J1+1 тоже непротиворечива. Итак, непротиворечивость J1 влечет 
непротиворечивость J1+1, и мы доказали, что все теории J1 непротиво­
речивы; непротиворечива, следовательно, и теория J. Для доказательства 
полноты теории  J р ассмотрим произвольную замкнутую формулу cvt 
теории К Очевидно, cvt = dJiJ l+1 при некотором j U :;::::: 0). Cor ласно 
определению т�ори!!  J1, либо f- J l dJiJ l+1, либо 1- J rJJd l+1• так как если 

1 1+1 
не f- J l dJiJ l+1, то dJiJ l+t объявляется аксиомой в J l+1· Следовательно, 

1 
имеем 1- J l dJiJ f+1 или f- J rlй f+1· 

Таким обр азом, теория  J является непротиворечивым полным расши­
рением теории  К. 

Заметим, что если даже м ы  умеем эффективно распознавать аксиомы 
теории  К, может тем не менее не существовать никакого эффективного 
способа р аспознавать (или даже перечислять) аксиомы теории J, т. е. 
J может не быть эффективно аксиоматизироnанно!! теорией, даже 
если К такова. Причиной этого может быть невозможность эффектив­
ного способа узнав ать для любого п выводима  и л и  нет формула 
l <>YJ,. ... t В J n· 
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Упражнен ие 
0Доказать, что всякая непротиворечивая разрешимая теория первого по­

рядка имеет непротиворечивое разрешимое полное расширение. 

П р  е д л о ж е н и е 2. 1 2  *). Всятсая непротиворечивая теория пер­
вого порядтса имеет счетную модель (т. е. модель со с четной 
областью). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Добавим к символам теории К счетное мно­
жество {Ь1, Ь2, • • •  } новых предметных констант. Новую, полученную 
таким образом теорию назовем теорией К0• Ее аксиомами являются все 
аксиомы теории К, а также все частные случаи схем логических аксиом, 
содержащие новые предметные константы. Теория К0 непротиворечива. 
В самом деле, допустим, что для пекотороИ формулы С27'1 существует 
вывод в Ко формулы d & l d. Заменим всюду в этом выводе каждую 
встречающуюся в нем предметную константу Ь1 какой-нибудь предмет­
ной переменноИ, которая в этом выводе отсутствует. При такой замене 
участвующие в этом выводе аксиомы останутся аксиомами и сохра­
нится свойство формул быть непосредственным следствием предыдущих 
формул по правилам вывода. Таким образом, после этой замены мы 
снова получим вывод, но теперь уже это будет вывод в К, поскольку 
ни одна из формул нового вывода не содержит предметных констант 
Ь1, Ь2, • • •  Последняя формула этого вывода тоже является противоре­
чием, что противоречит условию непротиворечивости теории  К. Итак, 
теория Ко непротиворечива. 

Пусть F1 (х11), F2 (Xi2), • • • , Fk (x1k)' . . .  - какой-нибудь пересчет всех 
формул теории К0, содержащих не более одной свободной переменной 
(лемма 2. 1 0). (Здесь X1k - свободная переменпая формулы Fk, если же 
на самом деле Fk не содержит свободной переменноИ, то x1k есть х1.) 

Выберем какую-нибудь последовательность Ь 11, Ь 12, • • • , Ь ik' • • • , 
составленную из элементов множества {Ь1, Ь2, • • •  }, таким обр азом, что­
бы постоянная Ь ik не содержалась в F1 (х11), • • • , F k (x1k) . и была от­
лична от Ь11, • • • , b1k_1. Рассмотрим формулу 

(Sk) l Vx1k Fk (xik) � l Fk (bfk). 
Определим теорию Kn как теорию первого порядка, получающуюся из 
теории Ко в результате присоединения к аксиомам последней формул 
(St), . . .  , (Sп) в качестве новых аксиом, а теорию Као - как теорию, 
получающуюся аналогичным образом присоединением всех формул (S;) 
к аксиомам К0• ВсякиИ вывод в теории Као содержит лишь конечное 

*) Мы здесь предлагаем упрощенное Х а з  е н ъ е г е р  о м [ 1 953] доказа­
тельство Г е н к и н а [ 1 949] .  В первые  этот результат был установдсн Г ё д е л е м 
[ 1 930) .  Р а с ё в а и С и к о р с к и й  [ 1 95 1 ,  1 952] и Б е т [ 1 95 1 ]  опубликовали 
доказательства, использующие соответств енно алгебраич еские и топологич еские 
методы. Другие доказательства можно н айти у Х и н  т и к к :q'  [ 1 955а, Ь ]  и 
Б е т а [ 1 959). 
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множество формул (SL) и потому является также выводом и в некото­
роlt теории  Kn · Следов.ательно, �ели все теории Kn непротиворечивы, 
то непротиворечива и теория KQ)- Индукцией по l докажем непропшо­
речивость теорий К1• Непротиворечивость Ко уже доказана. Допустим, 
что при некотором n (n � 1 ) теория  Kn-1 непроти воречива, а теория Kn 
противоречива .  Тог да, как мы внаем (в силу тавтологии А1 :::;, (l А1 ::::> А2) 
и предложения 2. 1 ), в Kn выво.�tима любая формула. В частности, 
f- к l (Sп)· Поэтому (Sп) f- к 1 (Sп). Так как формула (Sп) замкнута, n n-1 
то, по следс,твию 2.6, 1- к  (Sп) ::::> l (Sп)· Теперь, принимая в о  внима-n-1 
ние тавтологию (А1 => l At) => l А1 и предложение 2. 1 , мы получаем 
f- к l (Sп), т. е. n-1 

f- кn_1 l (l Vx;пFn (Xiп) => l Fn (bfn)). 
Используя эатем тавтологии  l (А1 => А2) => (А1 & l А2), (At & А2) => А1, 
(А1 & А2) ::::> А2 и l l At => At, мы получаем f- к l Vxi Fп (Х; ) и 

F (b )  n-1 n n 
1-кn-1 n fп . 

Рассмотрим какой-нибудь вывод формулы Fп (b1n) в Kn_1• Пусть 
Хр - переменная, не встречающаяся в этом выводе. Тогда если всюду 
в этом выводе заменить ь1п на Хр, то получим вывод Fn (хр) в Kn_1, 
т. е. f-к Fп (Хр)· Теперь, по правилу Gen, получаем f- к  VxpFn·(xp) n-1 n-1 
и, наконец, по лемме 2.8, f-к Vx1 F (x1 ). (Мы эдесь исrюльзуем тот n-1 n n 
факт, что формулы Fn (x1n) и Fп (Хр) подобны.) Но, с другой стороны, 
выше мы установили, что f- к l Vx1 Fп (Х1 ). Таким образом, налицо 

n -1 n n 
противоречие с предnоложением о непротиворечивости Kn-1· Поэтому и 
теория Kn должна также быть непротиворечива. Итак, мы доказали, что 
все теории  К1, а с ними вместе и теория Коо непротиворечивы. Заметим, 
что Ксо есть непротиворечивое расширение К0• По лемме 2. 1 1 ,  Ксо 
имеет некоторое непротиворечивое полное р асширение J. 

Назовем за.мкнуты.м тер.мо.лt всякий терм, не содержащий пере­
менных. Счетная интерпретация М теории Ко будет иметь своей обла­
стью множество замкнутых термов теории К0• (По лемме 2. 1 0, это мно­
жество счетно.) EcJIИ с есть предметная константа в Ко, то она сама и 
будет своей интерпретацией. Функциональная буква t; теории К будет 
интерпретироваться операцией t;• в М, имеющей своими аргументами 
замкнутые термы f1, • • •  , tn теории  Ко а значением - замкнутый терм 
17 (tt, • • •  , tп) той же теории. Отношение (А;)*, интерпретирующее пре­
дикатную букву А; теории К, будет считаться выполненным в М для 
аргументов t1, . . .  , tn тогда и только тогда, когда f- JA; (t1, . . . , tn). 
Чтобы доказать, что М является моделью К0, достаточно доказать, что 
проиавольная замкнутая формула е4 теории Ко истинна в М тогда и 
только тог да, когда f-J�' так как все теоремы теории  Ко являются 
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также и теоремами теории J. Мы докажем это индукциеl! по ч ислу 
связок и кванторов в G/t. Пусть сначала G7't есть за:vшнутая элементар­
ная формула. В этом случае формула G/t, согласно определению, ист и нн а 
в М тогда и только тогда, когда f- Jry(· Допустим теперь, что всякая 
замкнутая формула rfJiJ с меньшим, чем у Э?!, числом связок и кванто­
ров истинна в М тог да и только тог да, ко г да f- Jd'/В. 

С л у ч  а 1! 1 .  ry( имеет вид l d'/В. Если !.?Л истинна в М, то d'ld Jюжна 
в М и, следовательно, в силу индуктивного предположения, не f- //J. 
Так как теория J полна, а формула rfli1 замкнута, то f- J l$3, т. е. 
f- Je4. С другоl! стороны, если G7't не истинна в М, то rfli1 истинна в М, 
и тогда f-;dJВ, а так как теория  J непротиворечива, то не f- J l dJВ, т. е. 
не f- Je4. 

С Л у ч  а 1! 2. ry( есть (dУВ :::> 'б'). Из замкнутости ry( вытекает замк­
нутость dJВ и 'б'. Если G7't ложна в М, то dJВ истинна и 'б' ложна в М. 
В силу полноты J, f- J l 'б'. Тог да, согласно тавтологии  At :::> (l А2 :::> 
:::> l (А1 :::> А2)), имеем f- J l (rf/iJ :::> 'б'), т. е. f- J l d и, в силу непроти­
воречивости J, не f- Jry(. С другоl! стороны, �сли не f- Jry(' то, в силу 
полноты J, f- J l ry(, Принимая во внимание тавтологии l (А1 :::> А2) :::> А1 
и l (А1 :::> А2) :::> l А2, получаем тог да f- JQJВ и f- J l 'б'. Следовательно, 
формула rfli1 истинна в М. В CИJIY же непротиворечивости J, имеем не f- J'б', 
и, следовательно, формула 'б' Л@Жна в М. Таким образом, ry( ложна в М. 

С л у ч  а 1! 3 .  е4 есть V xndJВ· Тогда, при некотором k, d'ld есть Fk (x1k) 
и Xn ест.ь x1k. (Здесь есть еще возможность -того, что dJВ замкнута и 
не содержит Xn свободно. Но в таком случае ry( и стинна тогда и 
только тогда, когда rfld истинна (см. (VI) на  стр. 60), и поэтому f- Jd 
тогда и только тогда, когда f- Jrfld. Таким образом, интересующее нас 
утверждение для ry( следует из соответствующего утверждения о .tй.) 
Предположим, что ry( истинна в М, но не f- Jd. В силу полноты J, 
имеем f- J l 127'1, т. е. f- J l V x1kF k (x1k). Однако, как мы знаем, f- J (Sk). 
Следовательно, f-- Jl Fk (b1k). Так как формула d = Vx;kFk (x;k) истинна 
в М, то истинна в М и формула Fk (b1k) (см. (Х), с ледствие, стр. 6 1 ). 
По индуктивному предположению, Получаем f- JFk (b1k) и приходим,  таким 
образом, к противоречию с фактом непротиворечивости теории  J. Допу­
стим теперь, что е4 ложна в М, но f- Jd. Из ложности формулы 
Vx1kFk (x1k) в М и из определения М как множества всех замкнутых 
термов теории Ко выт�кает (на основании (IV) и второl! ч асти (Х) на 
стр. 60 и 61 *)), что для некоторого замкнутого терма t теории  Ко 
Fk (t) ложно. Однако, по предположению, имеем f- J 

V X;kFk (x;k). Следов а-

"') Здесь следует обратить вним ание на  то, ч то s* (t) = t для любой после­
дов ательности s элементов об .� асти М и ддя любого замкнутого терм а t. 
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тельно, по аксиоме ( 4), f- JF k (t) и, далее, по индуюивному предполо­
жению, формула Fk (t) истинна в М. Мы снова  пришли к противоречию. 

Итак, М является е четной модель ю для J, а следовательно, и для 
К0. Так как всякая теорема теории К является также теоремой и теории 
Ко, то М и для теории  К тоже служит счетной моделью. (Заметим, что 
модель М не всегда может быть эффективно построена. Интерпретация 
предикатных букв зависит от понятия выводимости в J, а это послед­
нее, к ак было отмечено непосредственно после доказательства леммЫ 
2. 1 1  (стр. 74), может не быть эф,р�ктивно р азрешимым.)  

С л е д с т в и е :2. 1 3 . ВсЯ!сая логическzz общезн.ачи.мая формула 
теории К первого порядка является теоремой тeopzm К 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Достаточно р ассмотреть лишь замкнутые фор­
мулы э4, поскольку всякая формула <fJd логически общезначима тогда 
и только тогда, когда логически общезначимо ее замыкание, и выводима 
в К тог да и только тог да, ко г да в К выводимо ее замыкание. Итак, 
пусть э4 - логически общезначимая замкнутая формула теории К 
Допустим, что э4 не есть теорема в К Тогда если мы добавим фор­
мулу l э4 в к ачестве новой аксиомы к теории  К, то подучим новую 
теорию  К', непротиворечивую в силу леммы 2.9. Теория К' имеет, 
согласно предложению 2 . 1 2, модель М. Так как формула l э4 является 
аксиомой в К', то l э4 истинна в М, а так как формула э4 логиче­
ски общезначима, то и она истинна в М. Итак, мы пришли к тому, 
что формула э4 одновременно истинна и ложна в М, что невозможно 
(см. (1 1), стр. 59). Таким образом, формула э4 должна быть теоремой 
теории  К 

С л е д с т в и е  2. 1 4. (Теорема Г е д е л я [ 1 930] о полноте.) Во вся­
ком zzcчzzcлeюzzz предикатов первого порядка теоре.ма.ми являются 
все те ll только те формулы, которые логически общезначzz.мы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует из предложения 2.  7 и следствия 2. 1 3. 
(Первоначальное доказательство самого Геделя следовало совсем дру­
гими путями .  Конструктивное доказательство родственного результата см. 
у Э р б р а н а [ 1 930] ,  целый ряд других дрказательств теоремы Геделя 
о полноте можно найти у Д р  е б е н а [ 1 952] ,  Х и н т и к к а [ 1 955 а, Ь ], 
Б е т а  [ 1 95 1 ] , Р а с е в о й  и С и к о р с к о г о  [ 1 95 1 ], [ 1 952] .) 

С л е д с т в и е  2 . 1 5. (а) Формула э4 истинна в каждой счетной 
.моделzz теории К тогда и только тогда, когда 1- кэ4· Следова­
тельно, э4 rzc тинна в каждой .моделzz теории К тогда и только 
тогда, когда 1- к�,z". ' 

(Ь) Если во всякой .моделzz теорzш К формула <f!d выполнена на 
каждой последовательности, на которой выполнены все формулы 
некоторого .множества фор.мул Г, то Г 1- к<f/d. 

(с) Ecлrz формула <f!d теорzш К является логzzчески.м следствzzе.м 
(см. стр. 62) данного .множеств а Г формул теорtш К. то Г 1- к<f/d· 

(d) Ecлzt формула <f!d теоршt К является логическzz.м следствzzе.м 
ф ормулы э4 той же теоршz, то э4 1-к <f!d. 
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Д о к а з  а т е л ь с т в о. (а) Мы можем считать, что формула d замк­
нута. Допустим, что формула d истинна в любой счетной модели 
теории К. Если не f- кd, то теория К' =  К + {l d} непротиворечива  *) . 
Следовательно, К' имеет счетную модель М. Формула l d, как аксиома 
теории К', истинна в М. Но М является также моделью и для К, и 
потому d истинна в М. Таким обр азом, формула  d одновременно 
истинна и ложна в М, и мы пришли к противоречию. . 

(Ь) Рассмотрим теорию К +  Г. Формула rtJd исти нна в каждой модели 
этой теории. Тогда, в силу утверждения (а), 1- к +r rt!d, и, следовательно, 
Г f- кrtJd. 

Пункт (с), очевидно, следует из (Ь), а (d) является частным случаем (с). 

Упражнение 
Доказать, что 1-к d имеет место тогда и только тогда, когда существ ует  

форм ула g:', являющаяся зам ыканием конъюнкции некоторых аксиом теории К 
и т акая, что формула g:' => t;Y{ логически общезначим а. 

Следствия 2 . 1 3-2. 1 5  показывают, что для логики предикатов син­
таксический метод теорий первого порядка равносилен семантическому 
методу, использующему понятия и нтерпретации, модели, логической обще­
значимости и т. п. Для исчисления высказываний аналогичная эквива­
лентность семантических (тавтология и др . )  и синтаксических (теорема 
системы L и др.) понятий выражается следствием 1 . 1 4. Отметим  также, 
что для исчисления высказываний теорема о полноте системы L (пред­
ложение 1 . 1 3) приводит к решению проблемы разрешения. Однако 
для теорий первого порядка мы не можем получить р азрешающую про­
цедуру для логической общезначимости или, что то же самое, для выво­
димости в любом исчислении предикатов первого пор ядка. Этот резуль­
тат, а также некоторые родственные ему результаты будут доказаны 
ниже (г л. V). 

Из предложения 2 . 1 2  вытекает еще один важный классический 
результат: 

С л е д с т в и е  2. 1 6. (Теорема С к о л е м а - Л е в е н г е й м а  [ 1 9 1 9, 
1 9 1 5].) Если теория К первого порядка имеет какую -ндбудь  .модель, 
то она zr.м.eem 11 счетную .модель. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Если К имеет модель, то К непротиворечива 
(см. (I l), стр . 59). Следовательно, в силу предложения 2 . 1 2, К имеет 
счетную модель. 

Спр аведливо, однако, и следующее более силь ное следствие  пред­
ложения 2 . 1 2 . 

Ас л е д с т в и е 2. 1 7. Для любого кардинального числа а � N 0 
всякая непротиворечивая теория К первого порядка имеет .модель 
.мощности а. 

*)  Если К - теория и 11 - множество формул  К, то  ч ерез К +  11 обозна­
чается теория, по,ч чающаяся из К добавлением формул 11 в качестве допо,1НИ­
тильных аксиом. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Как мы знаем, согласно предложению 2. 1 2, 
теория К имеет счетную модель. Поэтому для наших целей теперь 
достаточно доказать следующую лемму. 

Л е м м а . Если а. и � - кардинальные ч исла, приче.м а. ";;;;;; �' и если К 
· и.меет .модель .лющностtt а., то К и.меет .модель и .мощности �-

д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть М есть модель К с областью D 
мощности а., и пусть D' - какое-нибудь множество мощности � .  содер­
жащее D. Расширим модель М до некоторой интерпретации  М' 
с областью D' следующим обр азом. Пусть с - некоторый фиксирован­
ный элемент D. У словимея счивть, что элементы множества  D' - D 
ведут себя, как с. Например, если BJ есть интерпретация в М преди-
катной буквы AJ. а (BJ)' - нов ая интерпретация в М', то для любых 
d1, • • •  , dn из  D' (Bj)' считается выполненным для (d1, • • • •  dп) в том и 
только в том случае, когда BJ в ыполнено для (u1, . . .  , uп), где u1 = d1, 
если d1 Е D, и u1 = с, eCJJИ d1 Е D' - D. Аналогично распространяется 
интерпретация функциональных букв, а интерпретации для предметных 
констант остаются прежними, т. е. берутся из М. Индукцией по числу 
связок и кванторов в формуле е4 петрудно теперь доказать, что е4 
истинна в М' тогда и только тогда, когда е4 истинна в М. Следова­
тельно, М' является моделью К мощности �· 

Упра ж не ни я 

А 1 . Если для пекоторой мощности а � N o  формула r»{ истинна в каждой 
интерпретаци и  мощности а, то r»{ логически общезначима. 

А 2. Если формул а r»{ истинн а во всех интерпретациях мощности а, то cv( 
ист инна во всех инт ерn ретациях мощности ";;:;;; а.  

3. (а) Для всякой формулы <?7'1 существу ет лишь конечное м ножество 
интерпретаций r»{ на  данной области, им еюще й конечную мощность k. 

(br Для любой формулы r»{ су ществует  эффективный способ узнавать, 
является ли d истинной во  в сех интерtретациях с обл астью, имеющей неко­
торую фикси ров а нную конечную мощность k. (У к а з  а н и е. Ввести нов ы е  
предм етные  постоянны е  константы Ь1 1 . . . , bk и всякую формулу вида Vxrf/d (х) 
заменить на rfld ( Ь1) & . . . & rlld ( Ь k) · )  4.  П оказать, что  следующая формула истинна во  всех конечных областях, 
но в пекоторой бесконечной области ложна: 

{VxVyVz [Af (x, х) & (Ai (x, у) & Af (y, z) ::::> :Ai (x, z)) & 

& (Ai (x, YJ V А Ну, х)) ] }  ::::> 3yV хАН у, х). 

5. (а)  Замкнутая форм у л а  Vx1 . . .  Vxn3y1 . . .  3ymd, где т � О, n � l и 
r»{ не содержит_ кванторов, функциона.�ьных  букв или предметных посто ян­

ных, логически общезначима тогда и только тогда, когда она истинна во всякой 
интерпретации с областью, состоящей из n объ ектов . 

( Ь ) Зам кнутая формул а 3у1 . . . 3ymr»f (где d удо влетворя ет условию 
пункта ( а ) )  логически общезначима тогда и только тогда, когда она истинна 
в к аждой обii а сти, сос rоящей из одного э .1емента.  

( с ) Существует эффект ивная процедура  для распознав ания лопJчесttой 
верности формул вида, описанного в ( а) и (Ь). 
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§ 6. Некоторые допо·лнительные метатеоремы 

Для облегчения дальнейшей р аботы с конкретными теориями первого 
порядка полезно доказать несколько дополнительных фактов об этих 
теориях. В этом пар аграфе мы всюду будем предполагать, что имеем дело 
с некоторой произвольной теорией К первого порядка. 

Во многих случаях бывает желательно, доказав V xcvt (х), иметь также 
доказанным и �.,;[ (t), г де t - какой-нибудь терм, свободный для х в � (х). 
Это оказывается возможным, причем обосновывается следующим праrшлом. 

П р а в и л о и н д и в и д у а л и з  а ц и и А4. Если терм t свободен 
для х в wt (х), то V xe/t (х) f-- � (t). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Из V х� (х) и из частного случая V х� (х) :::> 
:::> � (t) аксиомы (4) мы получаем � (t) с помощью modus ponens . 

П р е д л о ж е н и е 2 . 1 8. Если � u rfJЗ - формулы zz пред.иетная 
переменная х не является свободной в �. то следующие формулы 
суть теоремы в К: 

(а) w1 :::> Vx� (следовательно, по аксиоме (4), f-- (J • .,;f = Vx o71); 
(Ь) 3х� :::> � (следовательно, по нижеследующему правилу Е4, 

f- 3х� = �); 
(с) V х(� :::> rf!J) = (� :::> V xr!JЗ); 
(d) V х (r!JЗ :::> �) = (3xr!JЗ :::> �). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о nредоставляется читателю n качестве упражнения. 
Полезно также следующее производнее правило, которое является 

контрапозицией правила А4. 
П р а в и л о с у щ е с т в о в а н и я Е4. Если тер.и t свободен для х 

в w1 (х), mo f- � (t) :::> 3х� (х) и, следовательно, е4 (t) f- 3х� (х). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. По аксиоме (4) имеем f- V xld(x) :::> l� (t). 

С помощью тавтологии (А :::> l В) :::> (В :::> lA) и МР получаем f- �  (t) :::> 
:::> l V х l е ..С (х), т. е. f- � (t) ::> 3х� (х). Следовательно, � (t) f­
f- 3xtd (х). 

Упраж нен и я  

1 . В ы вести следующие производвые правила: 
П равило конъюнкц:ш: d, $iJ 1- 9;{ & r.tJЗ. 
Правило дизъюнкции: �.,;[ :::> %', $iJ :::> §'/, � V r.tl3 1- %' V !!!!!. 2. Если формула rfJЗ получена из � стиранием всех к в анторов Vx и ли Зх, 

обл асти действия которых не еодержат х свободно, то 1- с>Л = rf)З. 
П р е д л о ж е н и е  2. 1 9. Для любых фордул е4 u rfJЗ 

f- V х <�� _ r!JЗ) ::> (V х� = V xr.tlЗ). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. 

1 . v х ( d -:=. ,f/J) 
2. Vxwt 
3 . e.-t = ,f/J 
4. wf 

гипотеза 
гипотеза 
1 ,  правило А4 
2, правидо А4 
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5. rtld 

6. Vxrtld 
7. V х (<V! = $3), V xe>f' (х) f- V x:fld 
8. Vx (e>f' := rtld) f- Vxd ::J Vx:fla 
9. V х (rd = rPd) f- V xrtld ::J V xe>f' 

1 0 . Vx (rd = rtld) f- Vxrd = Vxrfkl 
1 1 . f- Vx (rd = rtld) ::J (V'xwf = Vxr!kl) 

3, 4, тавтология 
(<Vf = /ld) ::J (d ::J�). 
МР 
5, Gen 
1-6 
1 -7, предложение 2.4 
доказывается аналогич­
но 8 
8,9, правило конъюнкции 
1 - 1  О, предложение 2.4 

П р  е д л о ж е н и е 2 .20. (Теорема эквивалентности.) Если rtld есть 
подформула d 11 <Yf' есть результат замены в r?Л какuх-нuбудь 
(быть  .может, также и нu одного) вхождений rtld формулой 'б' ll 
если всякая свободная пере.менная формулы rtld zLли формулы 'б', 
которая одновре.л-tенно является связанной переменной формулы e>f', 
в стречается в списке у1, • • • , Yk· то 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Применям индукцию по числу связок и кван­
торов в d. Заметим сперва, что если н и  одно вхождение rtld на самом 
деле не заменяется, то <V! совпадает с d', и формула, которую тре­
буется выве сти, является частным случаем тавтологии В ::J (А ::::= А). 
Если <f!a совпадает с d и это единственное вхождение заменяется на 
'if, то формула, которую требуется вывести, выводима из аксиомы (4) 
(см. упражнение 1 (d) н а  стр. 7 1 ). Итак, в дальнейшем мы можем счи­
тать, что rtld есть собственная подформула rd и что по крайней мере 
одно вхождение  <fJa подлежит замене. Предположим,  что теорема верна  
для всякой формулы с меньшим числом связок и кванторов, чем у d. 

С л у ч а й  1 . rd есть элементарная формула. Тогда /Jd не может 
быть собственной подформулой rd. 

С л у ч а й  2. d есть l Ш. Пусть тогда rd' есть lШ'. По 
индуктивному предположению, f- Vy1 • • •  Vyk (r!ld = 'б') ::J (Ш = IW'). 
Отсюда с помощью тавтологи и  (А = В) ::J (l А =  l В) получаем 
f- V Yt . . . V Yk ( <iJa = 'б') ::J ( rd = rd'). 

С л у ч а й  3 .  rd есть §! ::J �. Пусть тогда rd' есть !!iJ' ::J �'. Согласно 
индуктивному предположению, f- V у1 • • •  V Yk ( <f!a = 'б') ::J (Ш = 2?' ') и 
Vy1 • • • Vyk (rtld = 'б') ::J (� = �'). Применяя тавтологию ((А = В) & 
& (C = D)) ::J ((А ::J С) = (В ::> D)), получаем f- Vy1 • • • Vyk (rtld =: 'б') ::J 
::J (rd = rd'). 

С л у ч а й  4. d есть Vxf:JI". Тогда для некоторой формулы IW' 
r;v( совпадает с V x:f!J'. По индукtивному предположению, 
f- Vy1 • • •  Vyk (rtld = 'б') ::J (Ш = §!'). Переменнан х не встречается сво­
бодно в Vy1 . . . Vyk (:fla = 'б'); в самом деле, если бы х входила свободно 
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в эту nоследнюю формулу, то х входила бы свободно в r!!lJ или в 'б', 
а nоскольку х связана в е/!, х входила бы в nеречень у1, • • • •  Yk и 
была бы связанной nеременной в 'Vy1 • • •  'Vyk (r!liJ = 'б'), что nриводит 
нас к nротиворечию. Применяя теnерь аксиому (5), мы nолучаем 
1- 'Vy1 • • •  Vyk (rf/d = '6') � V х (!!lf = !!lf'). В то же время, в силу щ;едложе­
ния 2. 1 9, имеем V х (§J � !!lf') � ('V x§J = V x!!lf'). Соnоставляя nоследние 
два утверждения о выводимости, noJiyчaeм 1- 'Vy1 • • • 'Vyk (r!liJ = '6') � 
� (e/! = wt'). 

С л е д с т в и е 2.2 1 .  (Теорема о замене.) Пусть е/!, r!!lJ, е/!' 11 'б' 
удовлетворяют условuя.Аt предложения 2 .20. Ecлzz 1- r!liJ = 'б', то 
1- е/! =  d', а если +- r!liJ = '6' u 1- d, то f- d'. 

С л е д с т в и е 2 . 2 2. (Переименование связанных nеременных . )  Еслu 
V xr!liJ (х) есть подформула формулы d, формула r!liJ (у) подобна 
формуле r!liJ (х) u d' есть результат замены по крайней мере одного 
вхождеюzя V xr!liJ (х) в е/! на V yr!liJ (у), то f- е/! = е/!'. 

Д о к а э а т е л ь  с т в о. Применить лемму 2.8 и следствие 2Д.1 . 

У пражнения 

t .  Доказать, что f- 3х l е4 = l Vxe/( и f- Vxe/( = l 3х l е/(. 
2. Пусть е/( - формула,  содержащая, быть может, кв анторы и связки &, 

V ,  l, но не содержащая связок :;, , =· Всюду в е/( поменяем взаимно кв ант оры 
существования и всеобщности, а также связки & и V .  Полученная в резу .qьтате  
формула d* называется двойственной к е/(*).  Док азать,  чт о  ( а )  1- е/( тогда 
и только тогда, когда 1- l е/(*; (Ь )  1- е/( :;,  r!liJ тогда и только тогда ,  к огда 
1- $3* :;, e?f*; (с) f- е/( =  r!liJ тогда и только тогда, когда f- rЛ"* = r!Ji]*; 
(d) применяя f- V х (е/( & r!Ji]) = V Хе� & V х r!liJ (см.  упражнение 1 (с) ,  
стр. 7 1 ), доказать, что . Г 3х (е/! V rlliJJ = 3х<?А-' V 3xr!Ji]. 

§ 7. Правило С 
В математике весьма  р аспространены умозаключени я  следующего 

типа. Допустим, что мы вывели формулу вида 3хе/! (х}. Затем мы  
говорим: «Пусть Ь- объект такой, что d (Ь}» , и продолжаем наше 
рассуждение или доказательство, приходя в конце концов к формуле, 
которая не содержит произвольно выбранного элемента Ь. 

Пусть, скажем, мы хотим доказать, что 

3х (rl!В (х) � '6' (х)}, V xr!liJ (х) f- 3х'б' (х): 

1. 3х (r!liJ (х) � '6' (х)) 
2. V xr!liJ (х) 
3. :18 (Ь) � '6' (Ь} при некотором Ь 

гипотеза 
гипотеза 
1 

*) Вот точное определение операции *: 1 ) если  cv--f - элементарная формула,  
то е;{* есть е/(; 2) (<?А-' & $3)* есть о.4" V -§В*; 3) (o;.f V <J'Jd)* есть е -[* & d!Jd*; 4) П rpf)* есть lcv--f*; 5) (Vxe/{)* есть 3х��-;  6) (3хе/()* есть V-Ащ(*. (Пvи.м. перев.) 
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4. Q'fJ (Ь) 
5. 'ff (Ь) 
6. 3x'ff (х) 
7. 3х (§J (х) :::::> Ь" (х)), V х!JВ (х) \- 3x'ff (х) 

2, правило А4 
3, 4, МР 
5, правидо Е4 
1 -6 

Такой вывод представляется с интуитивной точки зрения совершенно 
законным. На самом же деле мы можем получить тот же результат, 
не прибегая к произвольному выбору векоторого ЭJiемента на шаге 3. 
Это может быть сделано следующим образом: 

1 . V xrffВ (х) 
2 .  V х l 'ff (х) 
3 .  r!JВ (х) 
4. l 'ff (х) 
5. l (r!/б (х) :::::> 'ff (х)) 

6. V х l (rffВ (х) :::::> 'ff (х)) 
7. V xrtlВ (х), V х l g:' (х) \- V х l (rl!d (х) :::::> 'ff (х)) 
8. V xrtlВ (х) \- V х l 'ff (х) :::::> V х l (rffВ (х) :::::> g:' (х)) 

9. V xrffВ (х) \- l V х l (rffВ (х) :::::> g:' (х)) :::::> l V х l 'ff (х) 

1 О. V xrffВ (х) \- 3х ($J (х) :::::> g:' (х)) :::::> 3x<"ff (х) 

1 1 . 3х ($J (х) :::::> g:' (х)), V x.§J (х) \- 3x'ff (х) 

гипотеза 
гипотеза 
1 , нравила А4 
2, правило А4 
3 ,  4, ТаВТОJJО­
Г И Я  (A&lB) ::::> 
:::::> l (А :::::> f') 
5. Gen 
1 -6 
7, предложе­
ние 2.4 
8, тавтология 

(А :::::> В) :::::> 
::::> (l B ::::> l A) 
сокращение 
для 9 
1 0, МР 

Вообще всякая формула, которая может быть выведена с примене­
нием подобных произвольных актов выбор а, может быть также выведена 
и без помощи таких актов выбора. Правило, позволяющее переходить 
о т  3xed' (х) к е4 (Ь), будем назыв ать Правllло.м С (С - первая буква 
анг лийского слов а choi ce - выбор). Для большей точности следовало 
бы говорить о понятии «вывода с правилом С» в теории первого 
пор ядк а К Это пр авило можно определить следу�щим образом: 

Г \-с е4 тог да и только тог да, коr да существует по с ледавательность 
формул rffВ1, • • •  , .§Jn = d  такая, что выполняются сл�дующие условпя: 

(I) для любого l либо 
(i) rl!d1 есть аксиома 1(, либо 
(ii) rffВ1 принадлежит Г, либо 
(i i i )  rffВ1 следует по МР ИJJИ Gen из  формул, предшествующих в 

этой последовательности формуле rlld1, либо 
(iv) формуле rlld1 предшествует формула 3xg:' (х), а сама формула 

rffВ1 есть g:' (Ь), где Ь - новая предметная постоянная. (Правило С.) 
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(11) В качестве аксиом в (!) (i) разрешаются также всевозможные 
логические аксиомы, включающие новые предметные постоянные, уже 
ранее введенные по правилу С, т. е. по (!) ( iv). 

( 1 1 1) Не допускается применевне правила Gen по переменным, с вобод­
ным хотя бы в одной формуле вида 3xlf (х), к которой р анее было 
применено правило С. 

(IV) е/! не содержит новых предметных  постоянных, введенных 
с помощью правила С.  

Следует обратить внимание на  то,  что пункт ( I I I) определения дей­
ствительно необходим, ибо без ограничений, накладываемых  этим лунк­
том, становится возможным, например, такой выв9д: 

1 .  Vx 3y At (x, у) 
2. 3у Af (х, у) 
3. AI (x, Ь) 
4. Vx AI (x, Ь) 
5. 3у Vx Ai (x, у) 
6. V х 3у Ai  (х, у) f-c 3у V х Ai (x, у) 

гипотеза 
1 ,  пр аиило А4 
2, правило С 
3, Gen 
4, правило Е4 

1 -5 

А между тем мы знаем (см. пример 4 на стр. 63), что существует 
интерпретация, для которой формула V х 3у АУ (х, у) истинна, а фор­
мула 3у Vx Af  (х, у) ложна. 

П р  е д л о ж е н и е 2 .23 .  Если Г f- с е/!, то Г f- е/!. Более того, из 
нижеследующего доказательства лешо усмотреть, что если в новом выводе 
имеется применение правила Gen по некоторой переменной к формуле, 
зависящей от векоторой формулы из Г, то такое же применение Gen 
было и в первоначальном выводе *). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть дан какой-нибудь С-вывод формулы е/! 
из Г, и пусть 3у1 ?5'1 {у1), • • •  , 3yk ?5' k (yk) - формулы (в порядке их 
появления), к которым в этом С-выводе применяется правило С, а 
с1, • • •  , ck - вводимые при этом новые предметны� константы. Тогда, 
очевидно, Г, ?5'1 (с1), • • • , ?5' k (ck) f- е/!, а в cпJiy ограничения на пр имене­
ние правила Gen в лервоначальном С-выводе, мы можем лрименить 
теорему дедукции 2.4 и, следовательно, Г, g' 1 ( с1), • . .  , ?5' k-1 (с k-1) f­
� g' k (ck) :::::> e7f. Заменив всюду в соотв етствующем выводе константу 
ck на переменную z, не в стречающуюся в этом выводе, мы лолучим 

Г, ?5', (с!), . . .  , g' k-1 (ck-1) f- 'б' k (z) :::::> e7f 
и, следоватеJiьно, по правилу Gen, 

Г, ?f, (c,), . . . , g'k-l (ck-д f- Vz (lfk (z) :::::> e/1), 
отсюда, на основании предложения 2 . 1 8  ( d), получаем 

Г, ?5', (с!), . . . , ?5' k-1 (ck-IH - 3yk g' k (Yk) :::::> e7f. 
*) По-видимому, впервые  пра в ило  С в схожей форме сформулировал 

Р о с  с е р  [ 1 953]. 
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Но так как 

то 
Г, '6'1 (c t), . . . , 'б'k-1 (сk-д r- 3у.ь '6'k (Yk), 

Г, '6'1 (ct), . . .  , 'б'k-l (ck-1) r- 124. 
Повторяя эту же схему р ассуждений, мы теперь исключим по очереди 
'б'k-1 (ck_t), '6'k-2 (ck-2) и т. д. вплоть до '6'1 (ct), в результате чего полу­
чим г r- 124. 

П р и м е р. r- V х (124 (х) ::::> r!ld (х)) ::::> (3xl24 (х) ::::> 3xr!ld (х)). 
1 . V х (124 (х) ::::> r!ld (х)) гипотеза 
2 . 3xl24 (х) гипотеза 
3. 124 (Ь) 2, правило С 
4. 124 (Ь) ::::> r!ld (Ь) 1 ,  правило А4 
5. r/Jil (Ь) 3, 4, МР 
6. 3xr!ld (х) 5, правило Е4 
7. Vx (l24 (х) ::::> r!ld (x)), 3xl24 (x)r- c3xr!ld (x) 1 -6 
8. V х (124 (х) ::::> r!ld (х)), 3xl24 (x)r- 3x$il (х) 7, предложение 

2.23 
9. Vx (l24 (х) ::::> r!ld (x))r- 3x124 (х) ::::> 3x$il (x) 8, предложение 

2.4 
1 О. r- V х (124 (х) ::::> r!ld (х)) ::::>{3xl24 (х) ::::> 3x$il (х)) 9, предложение 

2 .4 
У пр ажнени я 

С помощью правила С и предложения 2.23 доказать: 

( 1 ) t--3x (124 (х) ::> $iJ (х)) ::> (V xl24 (х) ::> 3xrf/d (х)) ;  
(2) t-- (V х 124 (х) V V x,ffiJ (х)) ::> V х (124 (х) V rf/d (х)). 

§ 8. Теории первого порядка с равенством 

Пусть К - теория  первого порядка, в числе предикатных букв ко­
торой имеется А�. Будем для сокращения писать t = s вместо Ai (t, s) 
и t =J= s вместо l Ai (t, s). Теори я  К называется теорией первого по­
рядtса с равенство.м, если следующие формулы являются теоремами К: 

(6)*) V х1 (х1 = х1) (рефлексивность р авенства); 
{7) (х =у) ::::> (124 (х, х) ::::> 124 (х, у)) (подстановочность р авенства), 

г де х и у - предметные переменные, 124 (х, х) - произвольная форму л а, 
а 124 (х, у) получается из 124 (х, х) заменой каких-нибудь (не обязательно 
в сех) свободных  вхождений х вхождениями у, с соблюдением условия, 
чтобы у было свободно для тех вхождений х, которые заменяются. 

*) Мы здесь продолжаем нумерацию логических аксиом на стр. 65-66. 
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Таким обр азом, в одних случаях е;;{ (х, у) может иметь свободные 
вхождения х, в других случаях таких вхождений  может уже не быть. 

П р е д л о ж е н и е 2 .24 .  Во всякой теории первого порядка с ра­
венством 

(а) f- t  = t для любого терма t; 
(Ь) f-x = у ::::> у = х; 
(с) f- X =y ::::> (y = Z ::::> X = Z). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. (а) В силу (6), 1- V х1 (х1 = xt), следовательно, 
по правилу А4 f- t = t. 

(Ь) Пусть е;;{ (х, х) есть х = х  и е;;{ (х, у) · есть у = х. Тогда, со­
гласно (7), f- (x =у) ::::> (х = х ::::> у =  х). Но, как только что доказано, 
f- Х = Х. Теперь f- x =y ::::> y = x  мы получим  с помощью тавтологии 
В ::::> ((А ::::> (В ::::> С)) ::::> (А ::::> С)). 

{с) Пусть е;;{ (у, у) есть y = z и е;;{ (у, х) есть x = z. Тогда, в силу 
(7) с взаимной заменой х и у, 1-у =  х ::::> (у = z ::::> х = z). Но в силу 
(Ь), f- x =  у ::::> у =  х. Следов ательно, используя тавтологию (А ::::> В) ::::> 
::::> ((В ::::> С) ::::> (А ::::> С)), мы имеем 1-х =у ::::> (у =  z ::::> х = z). 

У праж нения 

Доказать: 
( \ )  1- Vx ($d (х) ==: 3у (x = y & $d (y))); 
(2) \- Vx ($d (x) ==: Vy (x = y => $d (y))) ;  
(3) 1- Vx 3y (x = y). 

Условие (7) для р а�енств а может быть сведено к нескольким более 
простым случаям. 

П р е  д л о ж е н и е 2 .25. Если теорема.ми теории первого порядка 
К являются формула (6) и, для любой элементарной формулы r.vf (х, х), 
формула (7), то К ест ь  теория первого порядка с равенством, т. е. 
в К всякая фор.мула вида (7) является теоремой. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Итак, мы должны доказать, что всякая формула 
вида (7) является теоремой в К. Для :тементарных формул это верно 
по условию. Заметим, что для рассм атриваемой теории К предложенflе 
2.24 верно, ибо в его доказательстве используется (7) только для эле­
ментарных формул. Следуя индукции по числу n всех связок и кванторов 
в е;;{, предположим, что длн всех k < п все формулы вида (7) явлнются 
теоремами в К. 

С л у ч  а й  1 . е;;{ (х, х) есть l$d (х, х). По индуктивному предполо­
жению мы имее�1 f-у =  х ::::> (,f!З (х, у) ::::> c$d (х, х)), так к.ак c$d (х, х) 
получается из r!JJ (х, у) заменой некоторых вхождений у на  х. Отсюда, 
применяя  предложение 2 .24(Ь) и rавтологии (А ::::> В) � (lB ::::> lA) и 
(А ::>В) ::::> ((В ::::> С) ::::> (А ::::> С)), получаем 1- х =у ::::> (е;;{ (х, х) ::::> 
::::> е;;{ (х, у)). 
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С л у ч  а " 2. е4 (х, х) есть rflЗ (х, х) ::=> g' (х, х). В силу индуктивного 
предположения и предложения  2 .24(Ь ), f-x =у ::=> (:t!В (х, у) ::=> rflЗ (х, х)) 
и f-x =у => (g' (х, х) ::=> g' (х, у)). Отсюда с помощью тавтологии 
(А => (В1 => В)) => [(А => (С => С1)) => (А =>  ((В => С) ::=> (В1 ::=> Ct)))] полу­
чаем f- x = у ::=>  (е4 (х, х) ::=> е4 (х, у)). 

С л у ч  а й  3. е4 (х, х) есть V zrf!З (х, х, z). По индуктивному пред­
положению, f- x  =у ::=> (e'Yd (х, х, z) ::=> e'Jd (х, у, z)). Применяя правило 
Gеп и аксиому (5), получаем f-x =у ::=> V z (e'Yd (х, х, z) ::=> e'Jd (х, у, z)). 
В силу упражнения 1 (а) н а  стр. 7 1  имеем V z (e'Yd (х, х, z) ::=> rflЗ (х, у, z))=> 
::=> [V zrf!J (х, х, z) ::=> V ze'Jd (х, у, z)] и теперь с помощью тавтологии  
(А ::=> В) ::=> ((В ::=> С) ::=> (А  ::=> С)) получаем окончательно f- х =у ::=> 
::=> (е4 (х, х) ::=> е4 (х, у)). 

Сужение класса формул е4 (х, х) в (7) может быть продолжено еще 
дальше. 

П р  е д л о ж е н и е 2 .26. Пусть К - теория первого порядка, в кото­
рой к числу теорем пртtадлежит формула (6), а также все формулы 
вида (7), в которых формула еЛ (х, х) элементарна, не содержит 
вхождений функциональных букв и е4 (х, у) получается zLЗ е4 (х, х) 
замещением на у в точности одного вхождения з: .  Пусть, кроме 
того: (*) для всякой функцzюнальной буквы t; zz длЯ всякого набора 

n 
переменных z1, . . .  , Zn выполнено f-x =у ::=> t1 (z1, . . . , z,.) = t; (w1, . . .  

• . . , w,.), где t; (w1, • • • , w,.) получено из � (z1, • • • , z,.) заменой какого ­
нибудь одного вхождения х на у. Тогда К есть теорzzя первого по­
рядка с равенство.�!. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Отметим сразу, что случаи замены многих 
вхождений  х на у сводятся, очевидно, к последовательным актам заме­
щения одного вхождения х на у. Легко видеть, что и предJюжение 2.24 
в се еще док азуемо и в условиях настоящей теоремы. В силу предложе­
ния  2 .25, достаточно доказать, что теоремами в К являются все формулы 
вида (7) с элементарными е4. При этом не составляет труда доказать, 
что f-Yt = Zt & . . .  &у,. =  Zn => (е4 (Yt •  . . . , у,.) => е4 (zt, . . . , z,.)) для 
любого набор а переменных у1, • • •  , у,., z 1 , • • • , z,. и для любой элемен­
тарной формулы e.f без в хождени" функциональных букв. Применяя 
правило А4,  мы теперь можем свести доказательство к установлению 
факта f- x = y ::=> t (x, x) = t (x, y), где t (x, х) - терм и t (х, у) получен 
из t (х, х) замещением на у некоторых вхождений х. Но это без труда 
может быть доказано с использованием условия  (* ) индукцией по числу 
функциональных букв, входящих в t, и мы nредоставляем читателю про­
делать это самому в к ачестве упражнения. 

� пражнения 

1. П усть К�"- теория nервого nорядка с единств енной предикатной буквой 
=, без функциональных букв и nредметных констант и с соост в с в в ьш и  аксио­
м ами :  Vx1 (X1 = Х1 ), Vx1VX2 (X1 = X2 => Xs = Х1 ) и Vx1Vx2Vxз (xJ = х2 :::> (х.=Ха:::> 
=:> х1 = х8) ) .  Док аз а т ь ,  что К1 е с т ь  теория вервого порядка с р а в е нс т в о м .  
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У к а з а н 1 1  с .  В силу предложения  2.26, достаточно в ы вести следующие  фор м ул ы: 

х = у ::::> (х = х  ::::> у = х), 
х = у ::::> (х = х ::::> х =у) , 
х = у  :::> (х = у ::::> у = у), 
Х =У ::::> (У = Х  ::::> у = у), 
х = у ::::> (x = z ::::> y = z) , 
х =у ::::> (z = x ::::> z = y). 

Теория К1 называется элементарной теорией равенства. 
2. П усть Ks - т еория первого порядка с дву мя предикатными буквам и = 

и <, без функциональных букв и предметных конст ант и со следу ющими соб­
ственными аксиом ами: 

(а )  Vx1 (Х1 = Xt); 
(Ь) VxtVX2 (Xt = X2 ::::> X2 = xt); 
(с) Vx1Vx2Vxa (Xt = Xs ::::> (Хз = Ха ::::> Xt = Ха)); 
(d) Vx13x23x3 (Xt < Xs & Ха < Xt); 
(е) Vx1Vx2Vx3 (Xt < Xs & Xs < Ха ::::> Xt < Ха); 
(f) VxtVXs (х1 = Xs ::::> l Xt < хз); 
(g) VxtVXs (Xt < Xs V Xt = Xs V Xs < Xt); 
(h) VxtVXз (Xt < X,s ::::> 3ха (xt < ха & ха < хз)). 

Опираясь на предложение 2.26, показать, ч то Кз есть теория первого по­
рядк а  с равенством. (К2 есть элемен тарная теория пnотно упорядоченных 
множеств без первого и последнего элементов . )  

3.  П усть К - произвольпая теория первого порядка  с равенством .  ( а) До­
казать, что 1- кХ1 = у1 &  . . .  & xn = Yn => t (x1, . . . , Xn) = t (y11 . . .  , уп), где 

t (yt, . . . , Уп) получено из терм а t (х1 , . . .  , Хп) зам еной х11 . . . , Xn соответственно 
на Yt• . . . , Yn· (Ь) Доказать, что 1- кXt =Yt& . . . & xn =Yn => (e>if (x11 . . .  , Хп) = 
= е;(  (Yt • . . . , Уп)), где е;( (у1 , . . . , Уп) полу ч е но заменой одного или  более 
вхождений Xi на  Yi• i= l ,  2 ,  . . . , n, прич ем у11 . . .  , Уп свободны в �  (х1, . . . , Хп)  
для х11 . . .  , Xn соответственно. 

Примеры: 
1 . Элементарная теория  групп G: nредикатная буква =, функциональ­

ная букв а  /f, предметная константа а1• Для сокращения в дальнейшем 
мы будем вместо fi (t, s) писать t + s и О вместо а1• Собственные аксиомы: 

(а) Xt + (х2 + Хз) = (х1 + Х2) + ха; 
(Ь) Xt + 0 = х1; 
(с) Vxt3x2 (xt + x2 = 0); 
(d) Xt = Xt; 
(е) Xt = X2 :::::> X2 = Xt; 
(f) Xt = X2 :::::> (Х2 = Хз :::::> Xt = X3); 
(g) Xt = Х2 :::::> (Xt + Хз = Х2 + Хз & .Хз + Xt = Хз + Х2). 

Опир аясь на предложение 2.26, легко доказать, что G есть теория первого 
порядка с равенством. Если мы добавим еще одну аксиому: 

(h) х1 -!- Xi = х� - !- Хь 
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то получим теорию Gc, называемую элементарной теорией абелевых 
грунп. 

2. Элементарная теория полей F: предикатпая буква =, функцио­
нальные буквы Л и Л, предметные константы а1 и а2. Сокращениями 
сJiужат: t + s для Л (t, s), t · s для Л (t, s), О и 1 для а1 и а2 соответ­
ственно. Собственными аксиомами являются аксиомы (а) - (h) теории Gc 
из предыдущего примера 1, а также следующие формулы: 

(i) Xt = Х2 :::) (Xt · Ха = Х2 · Ха & Ха • Xt = Ха · X2)j 
(j ) (Xt · х2) · Ха = Xt · (х2 · Ха); 
(k) Xt · (Х2 + Ха) = (Xt • Х2) + (Xt • Хз)i 
(1) Xt • Х2 = Х2 · Xt; 
(m) Xt · 1 = х; 
(n) х1 =1= О :::) Зх2 (х1 · х2 = 1 ). 

F явJiяется теорией первого порядка с р авенством. Аксиомы (а) - (т) 
определяют элементарную теорию Rc коммутативных колец с единицей. 
Добавив  к F новую предикативную букву А�, которую будем обозна­
чать знаком <, аксиомы (е), (f), (g) из  nредыдущего упр ажнения 2 и 
еще две аксиомы: х1 < Х2 :::) Xt + Ха < х2 + х3, х1 < Х2 & О < Ха :::) 
:::) х1 · Ха <  х2 · Ха, мы получим элементарную теорию F < упорядоченных 
ПОJiей. 

У пр а ж н ение 

Показать,  что аксиомы равенств а (d) - (f) в дв ух последних примерах могут 
быть заменены п арой аксиом,  из которых одна  есть снова (d), а другая - формула  
х = у ::::> (z =y ::::> x = z). 

Часто в стречаются теории  первого порядка, в которых р авенство = 
может быть опредеJ.Iено. Это значит, что в такой теории К имеется 
формула � (х, у), для которой, ecJiи � (t, s) обозначить через t = s, 
формулы (6), (7) выводимы в К. При  этом только следует условиться 
считать, что если t и s - термы, не свободные соответственно для х и у 
в � (х, у), то t = s служит сокращенным обозначением не для � (t, s), 
а для векоторой формуJiы �* (t, s), которая получена из � (t, s) под­
ходящим переименованием связанных переменных (см. следствие 2.22) 
таким образом, чтобы t и s оказались свободными соответственно для 
х и у в �* (х, у). Для таких теорий К могут быть доказаны пред­
ложения, аналогичные предJiожениям 2.25 и 2.26, в предположении, что 
(7) является теоремой в К для соответствующих типов формул �* (х, у). 
(Предоставляется ч итателю в качестве упражнения .) 

В теори>Iх первого порядка с равенством дJiя выражений вида «су­
ществует один и только один предмет х такой, что . . .  » можно исполь­
зовать следующее 

О n р е д е л е н  и е. 31хе4' (х) означает 3хе4 (х) & 'V x'Vy (2>f (х) & 
& iJ/! (у) :::) х =у). 
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Упражнения 
1 . 1- \t' х31у (х = у). 
2. 1- 31xc:v( (х) = 3xVy (х = у  = е4" (у) ). 
3. 1- Vx (r;� (х) = riJiJ (х)) ::::> [31xc:v( (х) ::;; 31xrlliJ (х)] . 
Для всякой модели теории первого порядка l( с равенством отНО­

шение Е, соответствующее в этой модели предикатной букве =, яв­
ляется отношением эквивалентности (в силу предложения 2 .24). Если 
в области векоторой модели это отношение Е оказывается отношением 
тождества, то эта модель называется нормальной. 

Всякая модель М теории  l( может быть сужена до векоторой 
нормальной модели М' теории l(. Для этого в качестве области D' новой 
модели М' возьмем множество классов эквивалентности, определяемых 
отношением Е в области D модели М. Затем для каждой предикатной 
буквы Aj с интерпретацией ( Aj)*  в М оnределим новую интерпретацию 
( Aj)' в М' условием: для любых классов эквивалентности [Ь1] , • • • , [Ьп], 
определяемых элементами Ь1, • • • , bn из D, (Aj)' выполнено тогда и только 
тогда, когда в М для Ь1, • • •  , bn выполнено ( Aj )* .  Это определение не 
зависит от выбора представителей Ь1, • • •  , bn соответствующих классов 
эквив алентности, так как, на основании (7), f-x, =у, & . . . & Xn = Уп ::::> 
::::> (Aj (x1, • • •  , Хп) ::::> Aj(y1, • • • , Уп)). Аналогично, новую интерпретацию 
(f'j)' в М' для функциональной буквы fj с интерпретацией (fj) * в М за­
дадим условием: (fj)' ([Ь1 ], . . . , [Ьп]) = [ (fj)* {Ь1, • • •  , Ьп)] . Нетрудно видеть, 
что и это определение не зависит от выбора представителей классов 
эквивалентности, так как, на основании (7), /-Xt =у, & . . . & Xn = Уп ::::> 
::::> /j(x,, . . .  , xп) =f;(Yt • . . .  , Уп). Наконец, всякая предметная константа 
ai с интерпретацией с в М будет теперь интерпретиров аться в М' классом 
[с] . Отношение Е', соответствующее в М' предикатной букве =, является 
отношением тождества в D': Е' ([Ь1], [Ь2]) имеет щ с го тогда и только 
тогда, когда выполнено Е (Ь1, Ь2), т. е. когда [Ь1] = [Ь2] . Следующая лемма 
легко может быть теперь доказана по индукции: если s = (Ь1, Ь2, • • •  ) -
счетная последовательность элементов из D, [bi] - класс эквивалентности, 
порождаемый элементом bi, и s' = ([Ь1] , [Ь2], • • •  ), то формула wi выпол­
нена в М на s тогда и только тогда, когда е4" выполнена в М' на s'. 
Отсюда СJiедует, что всякая формула е4" истинна в М тогда и только 
тогда, когда она истинна в М', а так как М есть модель l(, то, следо­
в ательно, М' есть нормальная модель теории  l(. 

П р  е д л о ж е н и е 2.27 . (Продолжение предложения 2 . 1 2; Г 1! д е  л ь  
[ 1 930].) Всякая непротиворечивая теория первого порядка l( с равен­
ством и.меет конечную или счетную нормальную .модель. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предложению 2. 1 2, l( имеет счетную 
модель М. Следовательно, сужение модели М описанным только что 
выше способом приводит к нормальной конечной или счетной модели М', 
так как множество классов эквивалентности, на которые р азбивается D, 
имеет мощность не большую, чем само D. 
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С л е д с т в .и е 2.28 .  (Продолжение теоремы Сколема - Л(!f!енrейма.) 
Всякая теория первого порядка К с равенством, имеющая беско­
нечную нормальную .модель М, имеет счетную нормальную .модель. 

Д о к а в а т е л ь  с т в о. Добавим к К новые предметные константы 
Ь1, Ь2, • • • вместе с аксиомами Ь1 =f:: Ь 1 для i =F j. Новая теория К' непро­
тиворечива. Если бы теория К' была противоречива, то существовал бы 
вывод в К' некоторого противоречия 'б' & l 'б', причем можно считать, 
что 'б' есть формула теории К. Такой вывод использовал бы, очевидно, 
лишь  конечное число новых аксиом: Ь11 =F Ь 11, • • •  , bin =F Ь ln• и м одел� М 
могла бы быть р асширена до некоторой модели теории, получающейся 
ив К добавлением аксиом Ь11 :j:: Ь /1' . . .  , b1n =F Ь Jn· В самом деле, так 
как М есть бесконечная нормальная модель, то мы можем так выбрать 
интерпретации предметных постоянных ь/1' ь ii' . . . ' bin• ь ln• чтобы фор-
мулы bj 1  * ь/1' • • •  ' b;n * bfn были истинны в М. ПоэтОГJ выводимость 
'б' & l 'б' ив этих формул и аксиом К повлекла бы ва собой истинность 
'б' & l 'б' в М, что невовможно ввиду (ll) на стр. 59. Итак, теория К' 
должна быть непротиворечивой. В силу предложения 2.27, К' имеет 
конечную или счетную нормальную модель N. Формулы Ь1 :j:: Ь 1 для 
i :j:: j истинны в N, как аксиомы теории К'. Следов ательно, элементы 
области модели N, интерпретирующие соответственно Ь1, Ь2, • . .  , должны 
б ы ть попарно р азличны, откуда следует, что область N бесконечна и, 
следов ательно, счетна. 

У п р аж нения 

1 .  Определим 3nxe4' (х) для n ;;:::: 1 индукцией по n. Для случая n = 1 
используем оnределение 31xgt{ (х) на стр. 90. Пусть теnерь для nроизволь­
н ого n 3nнхв4' (х) обозн ач ает 3 у (е;>( ( у) & 3nx (х -:1= у & e7f (х))) . Показать , 
ч т о  3nxd (х) в ыражает собой утверждение существования в точности n 
объе ктов , для которых в4' в ы полнено, в том смысле, что во всякой нормаль­
ной  модели формуды 3nxd (х) имеется· в точности n объектов, которые 
обладают свойством, интерпретирующим е;>( (х). 2. Если теория nервого nорядка К с равенством имеет  конечные норм альные 
модели со сколь угодно большим числом элементов, то она имеет и счетную 
модель .  (У к а з  а н и е. Доказательство аналогично доказательству следствия 2.28.) 

3. Всякое исчисление nредикатов с равенством неnротиворечиво.  (У к а­
з а н и е.  П усть d - nроизвольпая формула ;  опустить в ней все  знаки кван­
торов, заменить всякую элементарную формулу  t = s н а  rfli3 V l rfli3 с пекото­
рой фиксиров анной формулой rfliJ, стереть все термы и все  связанные с н и м и  
скобки .  Показать,  что если d - теорема ,  то описанная процедура н ад в4' 
приводит к ч астному случаю тавтологии . Однако при э то м  фор м у л а х1 =1= х1 
иреобразуется в l ($i) V l $i]).) _ 4. Доказать независимость аксиом ( 1 )  - (7) во  в сяком и с ч и слении п р еди­
катов с рав енспюм. (У к а з  а н и е. Для доказатеш.ства  независимости аксиом 
( 1 ) - (3) зам енить все формулы t =-s пропозиuиональной формой А ::;, А, за1 ем  
стереть  все  кв анторы,  термы и с_вязанные с ними  запят ы е  и СI<обки; а ксио м ы  
(4) - (6) переходят при этом  в пропозициональ!Jые  формы .вида Р ::;,  Р ,  а акси­
о м а  (7 )  - в (Р ::;, Р) ::;, (Q ::;, Q). После  это t·о  д.1я аксиом (2), (3) исцо .1ьзовать 
т о  же док азательство, что и для независи мости аксиом (А2) - (АЗ) пропози­
ционального исчисления (стр. 47). Что касается аксиомы ( 1 ), то трехзначная 
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истинностная таблица, использованная н а  стр. 46 для доказательства  независи­
мости аксиомы (А ! ), не дает знач ения О для Р :::::> Р; предлагается взамен э того 
воспользоваться следующими четырехзначными истинностным и  т аблицами: 

A l A  А В А ::::> В А В А ::::> Р 
о 1 0 0  о 0 2  1 
1 о 1 0  о 1 2  о 
2 3 2 0  о 2 2  о 
3 2 3 0  о 3 2  о 

0 1 1 0 3  1 
1 1 о 1 3 о 
2 1  1 2 3  1 
3 1  1 3 3  о 

Для доказательства независимости аксиомы (4) заменить все  кв анторы всеобщ­
ности Vx кванторами существов ания 3х. Вопрос с аксиомой (5) решается 
заменой всех термов t на  Хн а в.сех кванторов в сеобщности на  Vx1• Для 
аксиомы (6) воспользов аться заменой всех форм ул  вида t = s отрицанием какой­
нибудь фиксированной теоремы. Н аконец, заменив все  формулы вида t = s 
какой-нибудь фиксированной теор емой, можно получить доказательство неза­
висимЬсти аксиомы (7) . )  Во всяком исчислении предикатов с рав енством фор­
м улы (6) и (7) предполагаются аксиомами.  

5. Для правил в ывода МР и Gen доказать их независимость в том смысле, 
что если мы о пустим любое из них в определении исчисления предикатов 
с равенством, то его нельзя _уже будет потом получить в качестве произв од­
иого правила. (У к а з  а н и е. Для доказательства  независимости МР достаточно 
заметить, что nрименение Gen увеличивает чцсло кванторов, не меняя числа  
связок; замена всякой форм улы Vxry{ на Vx l (ry{ :::::> е.4) поможет  доказать 
независимость Gеп . ) _ 

6. Назовем формулу  ry{ k-общезначимой, если она  истинна в о  всех и нтер­
претациях с k элементами.  Н азовем  е# в точности k-общезначимой, если она 
k-общезначима, но не  я вляется k + ! -общезначимой. Зам етим, что k + ! -обще­
значимость влечет k-общезначимость. Построить пример в точности k-обще· 
значимой формулы. (Подробнее об этом  см.  Г и л ь б е р т - Б е р н  а й  с [ 1 934, §§ 4 - 5] ; В а й с б е р г [ 1 933] . )  

§ 9. Введение новых функциональных букв 
и предметных констант 

В математикс часто после того, как удается доказать, что для 
любых у1, • • • , Yn существует и притом единственный объект и, обла­
д;Jющий свойством э:tf (и, Yt• . . . , Уп), вводят новую функцию f (у1, • • • , Уп) 
такую, что Q/.( if(yt, . . . , Уп), Yt • . . .  , Уп) выполнено пр и любых у1, • • •  , Уп· 
Аналогично, если доказано существование единственного объекта и, 
удовлетворяющего условию э:tf (и), где е4 (и) имеет и своей единствен­
ной свободной переменной, то вводят новую предметную конСТ\lНТУ Ь. 
Общеизвестно, что такие определения хотя и удобны, но н и.чеrо дейст­
вительно нового к теории не добавляют. Этот фаю может быть точно 
выраж�н в следующей фQрме. 

П р  е д л о ж е н.и е 2.29. Пусть  К - теория первого порядrса с ра­
венство.Аt. Предположим, что f- к31zze4 (и, Yt• . . . , Уп). Пусть К' ·-­
теория первого порядrса с равенством, .полученная добавлением rc К 
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новой п-местной функциональной буквы J, собственной аксиомы 
d (/(.J'l• . . . , Уп), Yl• . . .  , Уп) и всех содержащих f частных случаев 
аксиом ( 1 ) - (7). Тогда существует эффективное отображение, 
преобразующее всякую формулу r{/3 теории К.' в некоторую фор­
мулу r/JВ' теории К. таким образом, что 

( 1 )  если f не входит в rllВ, то d!J' совпадает с rf!d, 
(2) (l $В)' совпадает с l (88'), 
(3) ($i/ :::::> 'б')' совпадает с dfa' :::::> 'б'', 
(4) (Vxdfa)' совпадает с Vx (dfa)' , 
(5) 1'- К.' ,$8 == 88', 
(6) если 1- к.· r!ld, то 1- к.  $8'. 
Следовательно, если .$8 не содержит f и 1- к.· $8, то f- к $8. 
Д о к а в а т е л ь  с т в о. Навовем простым /-термом всякий терм 

j(t1, • • • , tп), где термы t1, . . . , tn не содержит f. Пусть дана элемен­
тарная формула d'ld теории  К.',  и пусть r{/3* обозначает ревультат заме­
щения самого левого вхождения какого-либо простого /-терма .f(t1, . . • 
. . . , tп) в dJd первой переменной и, не встречающейся в 88. Навовем фор­
мулу 3и (<24' (и, t1, . . .  , tп) & $8*) /-обравом rllВ. Если формула $В не содер­
жит f, то пусть она сама будет своим /-обравом. Очевидно, что 
f- к.· 3и (d (и, t1, . . . , tп) & $d*) ::: d'!d. (Здесь следует принять во внима­
ние условие 1- к. 31и� (и, у1, . . .  , Уп) и аксиому <24' (.f(y1, . • .  , Уп), 
у1, . . . , Уп) теории  К.'.) Число вхождений функциональной буквы f в rlld* 
на единицу меньше, чем в $8, и 1- к •  3и (d (и, t1, . . . , tп) & rlld*) ::: rf!d, 
поэтому, строя последовательные f-обравы, мы в конце концов полу­
чим формулу r{/3', которая не содержит f, и такую, что 1- к.· r{/3' ::: rlld. 
Навовем d'la' /-свободным обраэом r!/d. Распространим теперь опера­
цию ' на все формулы теории К.', определив (l rl/d)' как l ($8'), 
( $iJ :::::> 'б')' как $il' :::::> 'б'' и (V x8i1)' как V х ( $il)' .  Легко видеть, что 
утвержденмя ( 1 ) - (5) выполнены. Чтобы доказать (6), достаточно, 
используя ( 1 ) и (5), покавать, что если $iJ не содержит f и 1- к.· $В, то 
1- к. 8i1. При  этом мы  можем считать, что формула $iJ замкнута, так 
как всякая формула выводима ив своего замыкания и обратно. 

Пусть М - проиввольная  модель теории К. и М1 - соответствующая 
ей нормальная модель той же теории (см. стр. 9 1 ). Как мы внаем, 
всякая формула истинна в М тогда и только тогда, когда она истинна 
в М1• Так как f- к.31иd (и, у1, • • . , Уп), то для любых Ь1 , • • • , Ьп 
ив  области модели М1 существует единс'rвенный элемент с в этой 
области, для которого <24' (с, Ь1, . . .  , Ьп) истинно в М1• Исходя ив 
модели М1, мы получим теперь модель М '  теории К.', если вовьмем 
в качестве интерпретации функuиональной буквы f функцию f ' , опре­
деленную условием f ' (Ь1, . . .  , Ьп) = с. В самом деле, логические акси­
омы (включая аксиомы равенства для К.') истинны в любой интерпретации, 
а аксиома А (f(y1, . • • , Уп), у1, • • . , Уп) верна в М' в силу определения 
функции f ' .  Так как собственные аксиомы теории К. не сод�ржат f и 
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истинны в М1, то они истинны и в М'. Пусть теперь 1- к,$8 и rflЗ не 
содержит f. Тогда формула rf!З. истинна в М', а следовательно (так как 
она не содержит [}, она истинна в М1 и в М. Итак, формула rflЗ 
истинна в любой модели теории  К Отсюда, в силу следствия 2 . 1 5  (а) 
теоремы о полноте, следует 1- к,§В· (В случае, когда l-к31zre4 (zz) и 
е;{ (и) не содержит вт личных от и свободных переменных, теория  К' 
строится добавлением новой предметной константы Ь и аксиомы  е4 (Ь). 
После этого соответствующий аналог предложения  2 .29 доказывается  
практически теми же р ассуждениями, которые были только что при ве­
дены.) 

Упражнение 

Найти /-свободные образы формул 

Vx3y (А� (х, у, f (x, у, . . . , у))=> f ( y, х, . . .  , х) = х) 
и 

А! (J (y1, . . . , Yn - 1> f (Ун . . .  , Уп)) )  V 3xAi (х, f (Yt• · · · , Уп)). 

Отметим, что предложение 2 .29 применимо и в том случа�. к ог д а  
вводится несколько различных новых  символов, например fь . . . , fп· 
Мы можем тогда считать, что каждый символ /1 добавляется к теории, 
уже полученной в результате добавления символов /1, • • .  , /1 _1 . Таким 
образом, здесь необходимо п-кратное пр именение предложения 2. 29. 
Формулу rffd' теории  1( в предложении 2 .29 можно р ассматрив ать как 
свободный от f перевод формулы rflЗ в язык теории  К . 

П р  и м е р ы. 1 .  В эдементарной теории групп G (см. стр. 89) вы­
водимо 31х2 (х1 + х2 = 0). Введем новую функциональнуl? букву f 
с одним аргументом и, обозначив f(t) через -t, добавим новую аксиому 
х1 + (- х1) = О. Согласно предложению 2.29, после всех этих ново­
введений мы не сможем, однако, вывести никакую формулу теории  G , 
которая не была бы выводима ранее. Таким образом, введение (- t) 
по существу ничем не усиливает первоначальную теорию. 

2. В элементарной теории полей F (см .  стр .  90) выводима формула 
3tx2 ((х, =1= О & Х; · Х2 = 1 ) V (х1 = О  & Х2 = 0)). Введем новую одномест­
ную функциональную букву g и, приняв сокращение t-1 для g (t), новую 
аксиому (Xt =1= О & х1 • xj 1 = 1 ) V (х1 = О & Х11 = 0). Из этой аксиомы 
можно вывести х1 =f=. О =:>  х1 • х1 1 = 1 .  

Предложение 2.29 показыв ает, что в теориях первого порядка 
сущес твенно необходимыми являются лишь предикатные буквы, без 
функциональных же букв и предметных констант можно обойтись. Так 
функциональную букву !'; можно заменить новой предикатной буквой 

А:+ '  вместе с новой аксиомой 31zzA:+ ' 
(у1, • • •  , Ym и). Предметная 

константа заменяется новой предикатной буквой А� с аксиомой 31zzA� (и). 
П р  и м е р. В элементарной теории групп G мы можем заменить 

функциональный знак + и предмеtную константу О предикатами А: и 
Al с дополнительными аксиомами V х1 V x23x3Af (х1, Х2. х2) и 31х1А1(х1). 
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При этом, разумеется, необходимо прежние аксиомы (а), (Ь), (с), (g) 
заменить соответственно следующими аксиомами: 

(а') А1 (х2, Ха, Yt) & АНх1, Yt• у2) & AHxt, Х2, Уз) & А� {уз, Хз, YJ :::> 
=> у2 = У4; 

(Ь') А� (yt) & А� (xl, Yt. У2) :::> У2 = Xt; 
(с') Зх2 Vy1 Vy2 (А� {yt) & А� (х1, х2, У2) :::> У2 = Yt); 
(g') [ Xt = Х2 & А� (Xt, Хз, yt) & Af (х2, Ха. Yll) & At (Ха. Х1, Уз) & 

& А1 (хз, Х2, Yi)] => у1 =У2 &уз =У�о 
Следует заметить, что приведеиное доказательство предложения 2.29 

не конструктивно, так как оно использует семантические понятия (мо­
дель, и стинность) и, кроме того, опирается на неконструктивно дока­
занное следствие 2 . 1 5(а). Известны, однако, и конструктивные, синта­
ксические доказательства предложения 2.29 (см. К л и н и  [ 1 952J, § 74), 
но они, как правило, весьма  сложны. 

В обычном языке, а также в математике весьма  часто употребляются 
описательные выражения тиПа «объект 11 такой, что d (11, у1, • • •  , Уп)». 
Такие выражения называются точными описаниями. Пусть tud (tz, у1, • • •  

• • •  , Уп) обозначает единственный предмет и такой, что d (11, у1, • • • 

. . . , Уп), если такой единственный предмет существует, если же такого 
единственного предмета не существует, то договоримся считать выраже­
ние tиd (zz, у1 , • • •  , Уп) лишенным смысла, или подразумевать под ним 
какой-нибудь фиксированный объект, скажем О. (Так, н апример, мы 
можем сказать, что фразы «нынешний король Франции»  или «наимень­
шее целое число» лишены смысла, или произвольно договориться счи­
тать их обозначениями для 0.) Существуют различные способы введе­
ния этих t-термов в формализованные теории, но так как в большин­
стве случаев достигаемые при этом результаты могут быть получены 
введением новых функциональных букв, как это было сделано выше 
и так как все эти способы приводят к теоремам, подобным предложе­
нию 2.29,  то мы не будем здесь на этом остаnавJ!иваться. По этому 
вопросу мы отсылаем читателя к Г и л ь б е р т  у и Б е р н а й  с у [ 1 934] 
и к Р о с е е р у  [ 1 939а], [ 1 953] .  

§ 1 0. Предваренные нормальные формы 

Формула 0JY1 • • •  Onynd, где О;у; - квантор всеобщности или суще­
ствования, у; и у 1 р азличны для l =F j и d не содержит кванторов, 
н азыв ается формулой в предваренной нор.мальной фор.ие. (Сюда вклю­
чается и случай п = О, когда вообще нет никаких кванторов.) Мы 
докажем, что для любой формулы можно построить эквивалентную ей 
формулу в предваренной нормальной форме. 

Л е м м а 2 .30. Во всятсой meoptш первого порядка 
(l) f- (V xW (х) :::> $') = 3у ('б' {у) :::> .:W), если у не входzzт сво­

бодно нu в W (х), нtt в !W; 
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(11) � 3х'б' (х) :::::> � = Vy ('б' (у) :::::> !@'), если у не входит свободно 
нu в 'б' (х), ltll в !W; 

(I I I) � !W :::::> V х'б' (х) = Vy (!W :::::> 'б' (у)), если у не входит сво­
бодно ни в 'б' (х), ни в !W; 

(IV) � !W :::::> 3х'б' (х) = 3у (.!@ :::::> 'б' (у)), ecдll у не входит свободно 
ни в 'б' (х), ни в !W; 

(V) � l Vх'б' := 3х l 'б'; 
(VI) � l Зх'б' = V х l 'б'. 

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о ! (А). 
1 .  V х'б' (х) :::::> .!@ 
2. l 3у ('б' (у) :::::> !W) 
3. l l Vy l ('б' (.У) :::::> !W) 

4. Vy ('б' (.У) & l !W) 

5. 'б' (у) & l fW 
6. 'б' (у) 

7. Vу'б' (.У) 
8. Vх'б' (х) 
9. !W 

1 0. l !W 
1 1 . !W & l !W 
1 2. V х'б' (х) :::::> !W, l 3у ('б' (у) :::::> fW) \- !W & l !W 

rипоте3а 
гипоте3а 
2, определение 
квантор а сущест­
вования 
3 ,  тавтологии 
l l A :::::> А, l (А :::::> 
:::::> B) = (A & l  В), 
следствие 2.2 1 
4, правило А4 
5, тавтология 
(А & В) :::::> А 
6, Gen 
7, лемма 2 .8 
1 ,  8, МР 
5, тавтология *) 
9, 1 0, тавтология 
1 - 1 1 

1 3. V х'б' (х) :::::> fW f- l 3y ('б' {у) :::::> !W) :::::> !W & l !W 1 2, 
2.4 

предложение 

1 4. V х'б' (х) :::::> !W \- 3у ('б' {у) :::::> !W) 
1 5. � (V х'б' (х) :::::> !W) :::::> 3у ('б' (у) :::::> fW) 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о l (B). 
1 .  3у ('б' (у) :::::> i@) 
2. Vх'б' (х) 
3. 'б' (Ь) :::::> !@ 
4. 'б' (Ь) 
5. fW 

1 3, тавтология  
1 4, предложение 
2.4 

rипоте3а 
rипоте3а 
14 правило С 
2, правило А4 
3, 4, МР 

*) Применения очевидных тавтологий будут теперь отмеч аться одним лишь 
с л о в о м  c т a в r o ,1 0 I I I Я » .  

4 Э, Мендельсон 
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6 3у (l?" (у) :::::J iP!J ) , V xl?" (х) 1- с !iJ 1 - 5 
7. 3у (l?" (у) :::::J !W), V xl?" (х) 1- PlJ 6, предложение 

2 .23 
8. 1- 3у (l?" (у) :::::J !W) ::::> ('V xl?" (х) :::::J 12!) 7, 'предложение 

2.4 дважды 
Д о к а з а т е л ь с т в о 1 (С). 
1- ('V xre/ (х) :::::J .Pf) - 3у (l?" (у) :::::J !W') (А), (В), тавтология 
Остающиеся ч асти (1 1) - (Vl) доказываются легко, читателю предла­

гается сделать это самому в качестве упражнения. Здесь можно только 
заметить, что (VI) тривиально, а (V) содержится в упражнении 1 на  
стр. 83 .  ( l l l )  и (IV) легко следуют соответственно из (1 1) и (1). 

Лемма 2 .30 позволяет в каждой формуле постепенно передвигать 
все кв анторы влево. Собственно этот процесс и является существенной 
ч астью доказательства следующей теоремы. 

П р  е д л о ж е н и е 2 .3 1 .  Существует эффективная процедура, 
преобразующая всякую формулу е/! к такой фор.муле <ff8 в пред­
варенной нор.мальной фор.ме, что f- е/! =  <ff8 *). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Построение формулы r!Jd будет описано, сле­
дуя индукции по числу k всех связок и квант оров в формуле е/!. 
(В силу предложения 2. 1 8  (а) - (Ь), мы можем считать, что связанные 
переменвые в кванторной при ставке, которую мы хотим получить, 
поnарно р азличны.) При  k = О  rfld совпадает с е/!. Допустим, что мы 
умеем строить соответствующие формулы <ff8 при любом k < n. Пусть 
формула е/! имеет n связок и кванторов. 

С л у ч а м 1 . Если е/! есть l '6', то, согласно индуктивному пред­
положению, мы умеем построить формулу !W' в предваренной нормаль­
ной форме такую, что f- !W' - '6'. Отсюда f- l'б' = l !W, т. е. f- е/! =  
= l !if. Применяя теперь (V) и (V l) йз леммы 2 .30 и следствие 2.2 1 , 
мы легко построим формулу <ff8 в предв аренной нормальной форме 
такую, что f- l iW _ <ffa, отк у да получаем f- e7t - <ffa. 

с л у ч а й '2. Если е/! есть '6' ::::> е, то, по ИНДjКТИВНому предполо­
жению, мы можем построить формулы '6'1 и е1 в предваренной нор­
мальной форме такие, что f- '6' = '6'1 и f- � _ �1. Принимая во вни­
мание соответствующую тавтологию, мы тогда получим f- ('6' :::::J �) =  
= ('6'1 :::::J �1), т. / е. 1- е/! = ('6'1 :::::J �t). Применяя теперь (1) - (IV) из 
леммы 2 . 30  и следствие 2.2 1 ,  мы можем вынести кванторвые приставки 
в '6'1 и �1 за внешние скобки в ('6'1 :::::J �1), в результате чего и получим 
такую формулу <ff8 в предваренной нормальной форме, что f- е/! =  <ffa. 

С л у ч а й 3. е/! есть 'V х'б'. По индуктивному предположению, мы 
умеем строить такую формулу '6'1 в предваренной нормальной форме, 
что f- '6' = '6'1. Следовательно, 1- Vх'б' = Vx'6'1, т. е. 1- е/! =  Vx'6'1. 
Но формула V х'6'1 является, очевидно, формулой в предваренной 

*)  Такую форму лу  <ff8 автор в дальнейшем называет иногда предваренной 
нормальной формой формул ы e,f. (Прим. перев.) 
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нормально!! форме. 
П р и м е р ы. 1 .  Пусть d есть формула 

V х (A f (х) � 'Vy (А� (х, у) � l V zA� (у, z))). 

Приведем ее к предваренноll нормально!! форме. В силу пункта (V) леммы  
2 . 30 получаем 

'Vx (At (х) � 'Vy (A� (х, у) �  3 z l А� (у, z))). 
В силу пункта (IV) той же леммы получаем 

V х (At (.х) � 'Vy3u (А� (х, v) � l А� (у, и))). 
В силу (Ill) получаем 

'Vx'Vv (Al (х) � 3и (А� (х, v) � l А� (v, zz))). 

В силу (IV) получаем 

V x'Vv3w (Al (х) � (А� (х, v) � l л: (v, w))). 

Наконец, произведя переименование связанных rеременных (следст­
вие 2.22), получаем 

'Vx'Vy3z (At (x) � (АНх, у) � l А� (у, z))). 

2. Пусть d есть 

А� (х, у) � 3у [Af (у) � ((3xAf (х)) � А4 (y))J. 

В силу пункта (11) леммы 2 .30 получаем 

Ai (х, у) �  3у [Al (у) � 'Vu (Aj (и) � А� (y))J . 
В силу (III) получаем 

А� (х, у) � 3y'Vv (Af (у) �  (AI  (v) � А4 (у))). 
В силу (IV) получаем 

3w (А: (х, у) � 'Vv (Al (w) � (А }  (v) � А4 (w))). 
В силу (I I I) получаем 

3w'V z (Ai (х, у) � (AI (w) � (AI (z) � А4 (w)))). 

У п ражнение 

Построить предваренные нормальные форм ы, Э I<вив алентные следующи м  
формулам: 

1 .  Vx (Af  (х) ::::> Ai (х, у)) ] ::::> ( [3yA j (у) ] ::::> [3zA� (у, z) ] ). 
2. 3xAi (х, у) ::::> (A f  (х) ::::> l 3uAi (х, и)) . 
Исчисление предикатов первого порядка, в котором нет фунtщиональ­

ных букв и предметных констант и в котором для каждого целого 
положительного n имеется бесконечно много п-местных предикатных 
букв, называется чzrсты.м. исчислеюzе.м. предшсатов первого порядtса. 
Для чистого исчисления _ предикатов первого _ порядка может быть 

4* 
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доказана СJiедующая теорема о предваренной нормальной форме некоторого 
весьма простого вида Назовем формулу в предваренной нормальной 
форме формулой в нормальной форме Сколема, если в ней все кван­
торы существования предшествуют всем кванторам всеобщности. 

П р е д л о ж е н и е 2 . 32. По всякой формуле е4 чuстого исчис­
ленuя предuкатов первого порядка можно эффектuвно построить 
такую формулу $d в нормальной форме Сколема, что 1- е4 тогда 
11 только тогда, когда 1- $d (ltли, что экв1tвалентно, в сuлу теоремы 
Гёделя о полноте 2. 1 4, е4 логически общезначима тогда и только 
тогда, когда логически общезначима $d). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Прежде всего, мы можем считать, что фор­
мула е4 замкнута, ибо всякая формула выводима одновременно со 
своим замыканием. Более того, в силу предложения 2 .3 1 , мы можем 
предполагать, что е4 уже есть формула в предваренной нормальной 
форме. Назовем рангом формулы � число r, показывающее, сколько 
кванторов всеобщности предшествует в rv! хотя бы одному квантору 
существов ания .  Процесс построения нормальной формы Сколема для 
формулы rv( будет теперь описан с помощью индукции по r. При 
r = О утверждение доказываемого предложения очевидно, так как тогда 
формула rv! уже является формулой в нормальной форме Сколема. 
Допустим, что мы уже умеем строить искомую формулу в нормальной форме 
Сколема в сякий раз, когда р анг исходной формулы меньше r, и пусть 
р анг е4 равен r. Формула е4 может быть записана в виде 3у1 • • •  3yn Vи 
$d (у1, • • • , У т и), г де единстrенными свободными переменными в $б (у1, • • •  

. • . , yn, и) являются у1, • • •  , Уп• u. Пусть Aj+ 1 - первая п +  1 -местная 
предикатпая буква, не встречающаяся в rv!. Рассмотрим формулу 

(rv! t) 3Yt • • .  3уп ([Vи (<ffd (Yt , • • • , Уп• u) ::::> Aj+  1 (Yt, . . • , Уп, u))] ::::> 
::::> VuAj+1 (yt, . . .  , Ym 11)). 

Покажем, что 1- е4 тогда и только тогда, когда 1- е41. Пусть 1- rv!1. 
Рассмотрим какой-нибудь вывод е41. Заменим в этом выводе каждое 
вхождение формулы Aj+ 1 (zt • . . .  , Zm w) формулой <ffd* (zt, . . . , Zm w), 
где rffВ* получается из $б заменой в r!fВ всех связанных переменных, 
имеющих свободные вхождения где-нибудь в этом выводе, на перемен­
ные, в нем не встречающиеся. П ри  этом, очевидно, мы получим вывод 
формулы 

3yt . . • 3yn ((Vu (r!УВ {у1, • • . , Уп, и) ::::> rffВ* (Yt, . . .  , Уп• u))) ::::> 
::::> VиrffВ* {у1, . . . , У т u)). 

(r!УВ заменяется на rffВ* таким образом, что применения  аксиомы (4) 
остаются применениями той же аксиомы.) Произведя теперь обратную 
замену переменных, мы, на основании следствия 2 . 22, заключаем, что 

-\ 3.Yt . . .  3уп [ V u (dи {у1, . . . , Уп• u) ::::> r!fВ (У., . . .  , У т и)) ::::> 
::> Vurfld {yt, • . •  , Ynr и)]. 
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Так как � Vu (rflii (У1, . . •  , У т и) :::> r1lii (у1, . . • , Уп• 11)), то, в силу следст­
вия 2.21 ,  � 3у1 ... 3yn Vzzrflii (у1, • • • , Ym и), т. е. � е-4'. Обратно, 'пусть 
1- м. По пр авилу С, получаем VшtJи (Ь1, • • •  , bm 11). Но для любых формул !21 
и J�Vu§J:::>(Vи(!W:::>.Т):::>Vи.Т) (см. упражнение 1, стр. 71). По­
этому V ll ( rflii (bt, . .. , bm и) :::> Aj + 1 (bt, ... , bm и)) :::> V иА7+ 1 (bt, ... , bm и). 
Теперь по правилу Е4 получаем 3у1 • • • 3yn [Vи (rflii (у1, • • •  
. . . , Ym и):::> AJ+1 (yt, • . •  , Ym и))]:::> VиAJ+1 (у1, • . . , Ym и)), т. е. �cdt. 
Но тогда, в силу предложения  2.23,  f- е-4'1. Формула е-4'2, являющанся 
предваренной нормальной формой для е-4'1, имеет вид 3у1 • • • 3yn3u01z1 . . • 
. . . 05z5.9, г де .9 не содержит кванторов существования, а Q1z1 . . • Oszs 
есть кванторная приставка в rflii. (Строя е-4'2, мы выносим сначаJiа, по 
лемме 2.30 (!), первый квантор Vu, который превращается при этом 
в квантор 3u, затем выносим за знак первой импликации кванторную 
приставку в rflii. При этом, в силу леммы  2.30  (!)- (ll), кванторы су­
ществования превращаются в кванторы всеобщности и обр атно. Но когда 
мы после этого выносим получившуюся кванторную приставку уже за 
знак второй импликации, то возвращаемся вновь к прежней кванторной при­
ставке Q1z1 • • •  Oszs из rflii. Наконец, применив лемму 2 .30 (II I), выносим 
наружу второй квантор Vu, заменяя одновременно переменную и новой 
переменной v.) Ранг е-4'2, очевидно, на единицу меньше р анга е-4' и, 
кроме того, на  основании предложения 2.3 1 ,  f- е-4'1 = е-4'2. С другой 
стороны, f- е-4' тогда и только тогда, когда f- е-4'1. Следовательно, 
1- e7t тогда и только тогда, когда f- е-4'2. По индуктивному предполо­
жению мы уже умеем строить нормальную форму Сколема для е-4'2, 
которая, очевидно, является нормальной формой Сколема и для е-4'. 

П р  и м е р. е-4': VxVy3zl5' (х, у, z), где 'б' не содержит кванторов. 
Q/!1: V х (Vy3zl5' (х, у, z) :::> А}(х)) :::> V хА}(х), где А} не встречается 
в 'б'. Построим сначала предваренную нормальную форму для е-4'1: 

3х ([Vy3z'б' (х, у, z) :::> А}(х)] :::> V хА}(х)) 

3х (3у [3z'б' (х, v, z) :::>А} (х)] :::> V хА} (х)) 

3x(3vVz(l5'(x, у, z) :::> А}(х)) :::> VxA}(x)) 

3xVy (V z ('б' (х, у, z) :::> А}(х)) :::> V хА}(х)) 

3xVy3z (('б' (х, у, z) :::>А} (х)) :::> V хА} (х)) 

3xVy3zVv (('б' (х, у, z) :::> А}(х)) :::> А} (v)) 

(2 .30(1)); 

(2. 30(1)); 

(2. 3 0(11) ); 

(2.30 (11)); 

(2.30 (!)); 

(2 . 30  (III)). 

Повторим этот процесс снова, теперь уже применительно к формуле 
(('б' (.х, у, z) :::> Aj (х)) :::> Aj (v)), которую обозначим через !YJ. Пусть Ak 
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не встречается в !!!!. Строим nоследовательно формулы: 

3x(vy[3z'v'v!!!f(x, у, z, v)::.:::>Ak(x, y)]:.:::>'v'yAk(x, у)); 
3x3y([3z'v'v!!!J (х, у, z, v) ::.:::> Ak(x, у)]::.:::> 'v'yAk(x, у)) (2.30(I)); 
3x3y3z'v'v ([!!!! (х, у, z, v) ::.:::> А� (х, у)] ::.:::> 'v'yA� (х, у)) (2.30(1), (ll)); 
3x3y3zVv'v'w([!!!f (х, у, z, v) ::.:::> Ak(x, у)] ::.:::> Ak(x, w)) (2.30(Ш)). 

Таким обраЭР!\о!, ДJIЯ формулы e7t нормаJiьной формОЙ Сколема будет формула 
3x3y3z'v'v'v'w ([( ('б' (х, у, z) ::::> Aj(x)) ::::> Aj( v)) ::::> Ak(x, у)]::.:::> Ak(x, w)). 

Упражнения 

1, Н айти нормальную форму Сколема  для формул: 

(а) l3xAf (х) ::::> Vи3yVxAf (и, х, у); Ь) Vx3yVи3vA1 (х, у, и, v). 

2. Показать, что по всякой формуле Q7( чистого исчисления предикатов 
эффективно может быть построена формула  $iJ того же исчислщ1ия ,  выполни­
мая тогда и только тогда, когда выполнима формула  е-4, и имеющая вид 
Vy1 ... Vyп3z1 ... 3zm'б'• где n, т ;::::: О и 'б' не содержи1" кванторов. ( У к а з  а н и е. 
Применить к l d предложение 2.32.) 

3. Н айти нормальную Ф.орму Сколема  $iJ для формулы Vx3yA� (х, у) и 
показать, что не  1- ,fJd = Vx3yA� (х, у). Следовательно, в отличие or предва­
ренt�ой нормальцой формы (предложение 2.3 1 )  нормальная форма  Сколема 
произвольной формулы е4 может не быть логически экви валентной Q/(. 

§ 11. Изоморфизм интерпретаций. Категоричность теорий 

Будем говорить, что интерnретация М данной теории nервого по­
рядка К изоморфна другой интерnретации М' теории К, если существует 
такое взаимно однозначное отображение g (называемое изоморфизмом) 
области D интерnретации М на  область D' Интерпретации М', что 

(i) если (Aj)* и (AJ)'- интерпретации предикатной буквы Aj соответ­
сrвенно в М и М', то, каковы бы ни были Ь1, • • •  , bn из D, (AJ)*(b1, • • •  , Ьп) 
выполнено" тогда и только тогда, когда выполнено (А7)' (g (bt), ... , g (Ьп)); 

\ii) если (fj)* 1'1 (fj)'- интерnретации функциональной буквы fi 
соответственно в М и М', то для любых Ь1, • • • , bn из D (/'j) * (Ь1, • . • , Ьп) = 
= (/})' (g (bt), ... , g (Ьп)); 

(Ш) если aJ и aj- интерnретации nредметной постоянной а1 соот­
ветственно в М и М', то aj=g(aj). 

Отметим, что если интерпретации М и М' изоморфны, то их области 
имеют одинаковую мощность. 

Пр е д л о ж е н и е 2.33. Если g- изоморфиз.лt zzнтерпретаций М 
и М', то (1) каковы бы ни были формула e7t теории К zz последо­
вательность s = (Ь1, Ь2, • • • ) аледентов области D, формула d 
выполнена на s тогда 11 только тогда, когда она выполнена на соот­
ветствующей последовательности g(s)=(g(b1), g{b2), ... ) u, следо­
вательно, (2) фор3tула e7t zzстuнна в М тогда u только тогда, 
когда она ucтzmнa в М'. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. (2) вытекает непосредственно из (1 ) . Доказа­
тельство (1) легко может быть выполнено индукциеП по числу связок 
и кванторов в е4; мы оставляем его читателю в качестве упражнения . 

Предложение 2 .33 говорит о том, что изоморфные интерпретации имеют 
одинаковую <структуру», существенно друг от друга не отличаясь. 

Упражнения 

1. Если М - интерпретация с обдастью D ддя некоторой теории, а D' -
множество той же мощности, что и D, то можно построить интерпретацию М' 
с областью D' для той же теории такую, что интерпретация М будет изоморфна 
интерпретации М' . 2. М изоморфна М. Если М изоморфна М', то М' изоморфна М. Если М 
изоморфна М' и М' 11зоморфна м·, то М изоморфна !\�·. 

Пусть 111- к ардиналыюе число. Теория К первого порядка с р авен­
ством называется т-категоричной, если 1) всякие две нормальные модели 
теории К, имеющие мощность щ, изоморфны, и 2) К имеет хотя бы 
одну нормальную модель мощности щ (см. Л о с ь [ 1954с ]). 

П р  и м е р  ы. 1. Пусть К2- теория, получающаяся присоединением 
к теории К1 (элементарная теория р авенства, см. стр. 88-89) сле­
дующеП аксиомы (Е2): 

3Xt3Xg (Xt =1= Xg & V Xs (Xs = Xt V Xs = Xg)). 

Теория К2 2-категорична Более того, всякая нормальная модель этоП 
теории имеет в точности два элемента. Вообще, пусть (Еп) обозначает 
выражение 

3xt ... 3хп( & Xt =f=xJ& Vxn+l (Xn+l = Xt V ... V Xn+l =Хп)), 
I�I<J�n 

где & х1 =1= х1 - сокращенная запись для конъюнкции всевоз\IОЖ-
t�I<J�n · 

ных форму л х1 =1= х 1 таких, что 1 -:s:;;. i < j -:s:;;. n. Тог да теория К п, полу-
ченная присоединением к Kt новоП аксиомы (En), п-категорична и всякая 
нормальная модель имеет в точности n элементов. 

2. Описанная на стр. 89 теория к2 плотно упорядоченных  МНО· 
жеств без первого и последнего элементов N о-категорична (см. К а м к е 
[1950], стр. 71: всякая счетная нормальная модель К2 изоморфна 
моде.1и, состоящеП из упорядоченного естественным образом множества 
всех рациональных чисеЛ). При этом можно доказать, ЧТО теория к2 
не является m -категоричноП ни для какого m, отличного от N 0• 

Упражнения 

А 1. Построить теорию первого порядi(а с рзnенством, которая не была бы N 0-категоричной, но была бы 111-кате1 ори чвой при :IЮбо м щ > N 0• (У к аз а н и е. Рассмотрим 1сорию G" коммутативных rр1·пп ( стр. 89-90). Пусть для л19бого n 
nx обозначает терм ( ... (х + х) + .. . + х). Присuединнм к О�; новые аксиомы '-----..---

n paJ 
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(<tkJп): V х31у (ny = х), где n = '2, 3, . . . Новая теория являе тся теорией ком­
мутативных груnп с однозначным делением.  Ее нормальные модели являются 
no существу векторными  пространствами над nолем рациональных чисел. Однако, 
как известно, любые два таких Пространства одной и той же несч етной мощ­
ности изоморфны и в то же время существуют счетные не изоморфные друг 
другу в екторные nространства  над полем рациональных чисел (см. Б у р  б а к и 
[ 1947] ).) л2. Построить теорию первого порядка с равенством, т-категоричную 
для любой бесконечной мощности т. (У к а з  а н и е .  Присоединить к теории Ос 
коммутативных групп аксиому Vx1 (2х1 = 0). Нормальны е модели полученной 
таким образом теории- это как раз векторные nространства над полем классов 
в ы четов целых чисел по модулю 2. Любые два таких в екторных пространства 
одинаковой мощности изоморфны (см. Б у р  б а к и [ 1 947] ) . )  

3.  Существует ли теория первого порядка с равенством, т-категоричная 
для некоторой несчетной мощности т и не n-категоричная для к:�кой-нибудь 
другой несчетной мощности n? В ыше  в примере 2 мы имели дело с теорией, 
щ-категори чной только для m = ,N0, в упражнении 1 - с теорией, которая не 
N 0-категорична и 111-категорична для любой бескон ечной мощности т, боль­
шей N 0, и в упражнении 2 - с теорией, т-категоричной при любом бесконеч­
ном т. Н аконец, элементарная т�ория групп О не  является т-категоричной 
ни при к аком бесконечном т. Возникает вопрос, не исчерпываются .�и этими 
четырьмя случаями все имеющиеся здесь возможности? (Доказательство того, 
что дело обстоит именно так,  объявил М. Д. Морли в Not ices Amer. Math. Soc. 9, No. 3 (1962), р. 2 1 8. )  

4 .  Доказать, ЧТО теоремами теории i(n И З  Предыдущего Примера 1 ЯВЛЯЮТС!J 
т е  и только т е  формулы теории кn, которые истинны в каждой нормальной 
м одели мощности n. 

А§ 12. Обобщенные теории первого порядка. Полнота 
и ра3решимость *) 

Если при определении понятия теории первого порядка мы не будем 
запрещать несчетные количества предикатных или функциональных букв, 
а также предметных констант, то получим понятие обобщенной теории 
первого порядка. Таким образом, теории первого порядка представляют 
собой частные случаи обобщенных теорий первого порядка. Читатель 
легко поймет, что все результаты о теориях первого порядка до леммы 
2.9 включительно остаются в силе и для обобщенных теорий первого 
порядка, причем без изменений могут быть сохранены и доказательства. 
Лемма 2 . 1 О заменяется леммой 2.1 О': если множество символов обобщен­
ной теории первого порядка К может быть вполне упорядочено и имеет 
мощность N "' то множество выражений теории К также может быть 
вполне упорядочено и имеет мощность N ... (Упорядочим сперва выра­
жения по их длине, котор ая всегда есть некоторое целое положительное 
число; пусть теперь е1 и е11- два различных выражения одинаковой 
длины и j- номер первого, считая слева, символа, в ходящего в е1, 
отличного от ]-го символа в е11, тогда будем считать, что е1 предшест-

*) Этот параграф предполагает у чита теля более детальное знакомство 
с порядковыми и кардинальными числами (см. !"Л. 4, а также К а м к е [1950] 
или С е р  п и н с к и й  [1958)). 
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вует е2, если j-й символ из е1 предшествует j-му символу из е2 в упо­
рядочении всех символов теории  К) Лемма  Линденбаума 2. 1 1 ' может 
быть доказана в тех же предположениях, что и лемма 2. 1 О, причем 
теми же рассуждениями, которыми доказывался прежний вариант леммы 
Линденбаума, с той только разницей, что теперь все нумерации (фор­
мул dfd1 и теорий JL) должны быть трансфитпными, а доказательство 
непротиворечивости и полноты J должно опираться на тр ансфинитную 
индукцию Аналог теоремы Генкина 2.12 г л а сит: 

П р е д л о ж е н и е 2.34. Если .множество символов непротиворечд­
вой обобщенной теории первого порядка К .может быть вполне 
упорядочено и имеет .мощность N а, то К имеет .модель .мощ­
ности Na· 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Прежнее док азательство предложения 2. 1 2  
модифицируется теперь следующим образом. Добавим N а новых пред­
метных констант Ь1, bg, ... , Ьл, • • • Как и прежде, новая теори я  Ко 
непротиворечива. Пусть F1 (х;1), • • •  , Fл ( Х;л)• . . . (Л< wa) - последов а­
тельность всех формул теории  К0, содержащих не более одной свобод­
ной переменной. Пусть (Sл) обозначает формулу l Vx;�.Fл (х;д) ::::) lFл(biл), 
г де последовательность Ь 11, • • •  , Ь lл различных предметных констант 
выбрана так, что Ь1л не входит в F� ( х1@ ) при ��Л. Нов ая теори я  Као, 

полученная присоединением всех формул (Sл) в качестве новых аксиом, 
непротиворечива, что доказывается так же, как и прежде, только теперь 
уже по трансфинитной индукции. После этого, на  основ ании аналога 2. 1 1 ' 
леммы Линденбаума, мы делаем заключение о существовании полного 
непротиворечивого расширения J теории Као. Модель строится теперь 
так же, как при доказательстве предложения  2. 1 2, ее область, т. е. 
множество всех замкнутых термов теории  Ко. имеет мощность N а· 

С л е д с т в и е 2.35 ( 1 ). Если .множество символов непротиворечи­
вой обобщенной теории К первого порядка с равенством .может 
быть вполне упорядочено и имеет .мощность N а, то теория К 
zt.меет нормальную .модель .мощности � N а· (2) Если, тероме того, 
К u.меет бесконечную нормальную .модель (ttлzt ecлzt К имеет сколь 
угодно большие конечные нормальные .модели), то К имеет нормаль­
ную .модель любой .мощности N � � N •. (3) В чдстности, если К 
есть обычная теория первого порядка с равенством (т. е. если 
N а= N 0) и ecлzt К имеет бесконечную нормальную .модель (или 
ecлzt К имеет сколь угодно большие конечные нормальные .модели), 
то К имеет нормальную .модель любой .мощностzz N � (� � 0). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. ( 1 ) Существующая на основании предложения 
2.3 4 модель может быть сужена до нормальной (см. стр. 9 1 )  модели. 
Область этой модели состоит из классов эквива лентности в некотором 
множестве мощности N а и, следовательно, имеет мощность � N а· 

(2) Пусть N@ � N "' и пусть bJ, ь2 ... - множество новых пред­
метных констант мощности N �- Присоединим аксиомы Ьл =1= Ь"' для Л =1= f-1<. 
Повторяя рассуждения доказа гельства CJieдC1 вия 2.28, можно по казать, 
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что получ�нная таким обр,азом новая теория непротиворечива и, следова­
тельно, в силу ( 1 ), имеет нормальную модель мощности � N � (носкольку 
эта новая теория имеет уже N � символов). Но ввиду аксиом Ьл =1= ЬР. 
эта нормальная модель имеет в точности N � элементов. 

(3) Есть частный  случай (2). 
Из леммы 2.9' и следстви я  2 .35( 1),(2) легко следует, что если 

обобщенная теория  К первого порядка с равенством имеет N а символов, 
N �-категорична для векоторого � ::;::::. а; и не имеет конечных моделей, 
то эта теория  полна в том смысле, что для любой замкнутой формулы 
е-4 либо �к е-4, либо f-к l е-4 (В о о т ( 1954 ]). В самом деле, если 
не f- к е?( и не f- к l е-4, то, в силу леммы 2.9', теории К' =  К + {l е-4} 
и к·= к+ {е-4} непротиворечивы, и, в силу следствия 2.35 ( 1  ), для 
этих теорий  существуют соответственно модели М1 и Mg мощности 
� N а· Поскольку К не имеет конечных моделей, то М1 и М2 бесконечны. 
Поэтому, в силу следствия 2.35(2), существуют нормальные модели 
N1 и N2 соответственно теорий  К' и к·, имеющие мощность N 1,. Так 
как теория  К N �-категорична, то модели N1 и N2 должны быть изо­
морфны, что невозможно, однако, из-за того, что в модели N1 должна 
быть истинна формула l е-4, а в модели N2 должна быть истинна фор­
мула d. П оэ rому либо f-к е-4, либо f-к l w!. 

В частности, если К есть обычная теория первого порядка с равен­
ством, не имеющая конечных моделей и N �-категоричная для какого-нибудь 
� ::;::::. О, то К- поJшая теория. Примерам такой теории является теория К2 
плотно упорядоченных множеств без первого и последнего элементов (см. 
стр . 89, упр ажнение 2): она не имее'r конечных моделей и N 0-категорична. 

Если обычная теори я  первого мрядка К является эффективно аксио­
матизированной, т. е. если существует sффективный способ распознавания 
аксиом этой теории в множестве всех ее формул, и полной, то она 
разрешима, т. е. существует эффективная процедура, позволяющая для 
всякой фqрмулы ответить на вопрос, выводима эта формула в К или 
нет. Чтобы убедиться в это:-.1, следует всrюмнить, что теоремы эффек­
тивно аксиоматизированной теории можно эффективно перенумеровать. 
Всякая формула е-4 выводима тогда и только тогда, когда выводимо ее 
замыкание. Поэто�rу мы можем ограничиться рассмотрением одних только 
замкнутых формул. Так как теория  К - полная, то одна из формул е-4, 
l d является теоремой теории  К и, следовательно, встретится в нашем 
пересчете теоре�. Это и дает нам искомую эффективную процедуру. 
Заметим, что если теория К противоречива, то всякая формула выво­
дима  в К и процедура, распознающая теоремы, тривиаJiьна. Если же 
теория К ненротиворечива, то обе формулы е-4 и l d не могут 
появиться при пересчете теорем, и нам отстается лишь ждать, когда 
появится какая-нибудь одна из них. 

Если обычная эффективно аксио:о.t а тизированная теория первого по­
рядка с равенспюм К не имеет hОнечных моделей и N �-категорична 
np•1 векотором ��О, то. н силу IOJIЬKO чю доказанного, эта теория 
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разрешима. Так, например, разрешима теория  К2 плотно упорядоченных 
множеств без первого и последнего элементов. 

В некоторых случаях возможны более прямые способы доказательства 
полноты и разрешимости В качестве примера р ассмотрим только что 
упомянутую теорию к2 л е н г ф о р  д [ 1927] предложил следующую 
nроцедуру для К2. Пусть е4- произвольная замкнутая формула. В силу 
nредложени я 2.31, мы можем считать, что е4 есть формула в предва­
ренной нормальной форме вида Qy1 • • • Oyn$8, где $б не содержит 
кванторов. Если Oyn есть Vyn, то заменим Q.vп$8 на l 3Yn l $8. Таким 
образом, в любом случае мы можем справа  выделить часть 3yng', где g' 
не содержит кванторов. Затем в сякое отрицание х =1= у можно заменить 
на х <у V у< х, а отрицание х <(у- на х =у V у< х. Следова­
тельно, из g' могут быть изгнаны все знаки отрицания. Мы можем 
теперь привести g' к дизъюнктивной нормальной форме, т. е. к дизъюнк­
ции конъюнкций элементарных формул (см. стр. 34, упражнение 2). 
Далее, как мы знаем, формула 3yn(?8'1 V .. . V g'k) эквивалентна фор­
муле 3yn'6't V ... V 3yng'k· Рассмотрим отдельно каждый дизъюнктивный 
член 3yn'6'1. '6'1 есть конъюнкция элементарных формул вида t < s и 
t = s. Опустим квантор 3yn перед g'1, если 7t'1 не содержит Уп· Заметим, 
что если ff!J не содержит Yn• то 3yn (!W & �) можно заменить на 
§iJ & 3yn�· Таким образом, мы приходим к р ассмотрению формулы 
вида 3yno1, где J есть конъюнкция элементарных формул, каждая 
из которых содержит Уп· Если при этом один из  конъюнктивных членов 
есть Уп = z, г де z- переменная, от личная от У по то заменим в J все 
вхождения Уп на z и опустим 3Yn· Если Уп=Уп является единственным 
конъюнктивным членом в J, то тоже опустим 3 Уп· Если же J' содер­
жит Уп = Уп вместе с какими -нибудь конъюнктивными членами,  то опустим 
Уп = Уп· Всякое выражение 3ynJ, содержащее конъюнктивным членом 
в J' неравенство Уп<Упо заменим на Уп <Уп· Если J имеет вид 
Yп<zt& ... &yп<ZJ или llt<Yn& ... &um<Yn• где z,, ... , z1, u,, . .. ' 
• • • , llm отличны от Yno то заменим 3ynJ на Уп=Уп· Если же ;;у имеет 
вид Yп<zt& ... & yп<z1&u,<yn& ... &llm<Yno то заменим 3ynJ 
на конъюнкцию всевозможных формул щ < z1, 1 � i �т, 1 � l �j. 
Исчерпав таким образом все возможные случаи ,  мы заменим формулу 
3yn'6' на некоторую формулу r/Jt, не содержащую квантора 3yn, т. е. 
исключим квантор 3 Уп· Мы приходим к формуле Оу1 • • • Oyn_1'6', где 7t' 
ftC содержит кванторов. Применим ту же процедуру носледовательно 
J <  1шанторам Oyn _1, • • •  , Qy1• В результате мы получим некоторую бее­
кванторную формулу, построенную из элементарных формул вида х=х 
и х < х. Если ,  наконец, в этой последней формуJiе заменить всякую 
элементарную формулу х = х на х = х ::::> х = х, а всякую элементар­
ную формулу х < х на l (х = х ::::> х = х), то результатом будет неко­
торая формула, являющаяся частным случаем тавтологии  или отрицания 
тавтологии. (Доказать!) В силу предложени я  2.1 либо выводима сама 
эта формула, лйбо выводимо ее отрицание. Легко nидеть, что вся 
описанная процедура представляет собой последовательность переходов 
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от некоторых формул rJТ к некоторым формулам zt с сохранением 
условия f- к rJТ = zt. Отсюда на  основании следствия 2. 21 заключаем, 
что если выводима  формула, являющаяся окончательным результатом 
описанной процедуры, то выводима  формула �. если же выводимо 
отрицание окончательного результата процедуры, то выводима  формула 
l �. Таким образом, теория к� является ПОЛНОЙ и р азрешимой. 

Использованный в этом доказательстве метод последовательного 
исключения  кванторов существования был применен также и к другим 
теориям.  С его помощью была получена (Ги л ь  б е р  т и Б е р н а й  с 
[ 1934 ]), т. 1, § 5 ) р азрешающая процедура для элементарной теории 
равенства К1 (см. стр. 89). Т а р е к и й  [ 1 95 1 ]  доказал этим методом 
полноту и разрешимость элементарной алгебры (т. е. элементарной теории 
вещественно замкнутых полей, см. В а н д е р  В а р д е н [ 1 930- 1 9 3 1 ]), 
а Ш м е л е  в а [ 1 955 )  доказала р азрешимость элементарной теории абе­
левых групп. (Одно полезное применение этого метода чмеется также у 
Фе ф е р мэн а и В о о т а  [ 1 959 ] .) 

0 Упраж нения 

1 .  (Г е н к и н [1955].) Если обычная теория первого порядка с равенством К 
конечно аксиоматизируема  и N,.-катеrорична при каком-нибудь а, то К- раз­
решимая теория. (У к аз а н и е .  Пусть (Вп)- формула, содержательно выра­
жающая существов ание не менее n элементов; расширим теорию К, присоединив 
к ней в кач естве новых аксиом формулы (Вп) при n = 1, 2, . • . Новая теория 
не  имеет конечных моделей.) 

2. Док азать разрешимость элементарной теории равенства  К1 (см. стр. 89). 
(У к а з а н и е. Р ассмотреть формулы (Вп), где (Вп) утверждает с уществование 
r ю  крайней мере n элементов.  При исключении кв анторов существования 
фирмулы (Вп) считать элементарными.) 

Мате.матичесtсие приложения 
(1) Пусть F- элементарная теория полей (см. стр. 90) и n служит 

обозначением для 1 + 1 + . . . + 1. Утверждение о том, что поле имеет 
характеристику р, может быть выражено формулой 'i!f' Р; р = О. Для 
любой замкнутой формулы � теории F, которая истинна во всех полях 
характеристики О, существует простое число q такое, что формула � 

истинна для каждого поля характеристики ;;::::: q. В самом деле, пусть 
F'- теория, полученная присоединением к F аксиом l 'i!f'2, l 'i!f'3, • • •  
. . . , l 'i!f'P, • • • (для всех простых р). Нормальными моделями теории F' 
являются поля хар актеристики нуль. Поэтому, принимая во внимание, 
что если формула � истинна во всех норм1mьных моделях, то она  
истинна и вообще во всех моделях, мы, на  основании следствия  2.15 (а), 
заключаем, что f- F'�' Следовательно, для векоторого конечного набора 
l 'i!f' 91, • • •  , l 'i!f' 9n новых аксиом мы имеем l 'i!f' 91, • • •  , l 'i!f' qn f- F�. 

Пусть q- какое-нибудь простое число, большее каждого из чисел 
q1, • • •  , qn. В каждом поле характеристики;;::::: q формулы l 'i!f' 91, • • • , l 'i!f' qn 
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истинны; следовательно, истинна и формула rvf (А. Р о б  и н с о н 
[ 1 951]). 

(2) Всякий граф можно рассматривать как множество, частично упо­
рядоченное некоторым бинарным симметричным отношением R (т. е. 
отношением, выполненным для любых двух вершин тогда и только 
тогда, когда эти вершины соединены ребром). Назовем граф k-хромати­
ческим, если он может быть разбит на k попарно непересекающихся 
(возможно пустых) множеств так, чтобы никакие два элемента из  одного 
и того же множества не были связаны отношением R. (Содержательно 
этим k множествам можно сопоставить k различных цветов, в кото рые 
вершины графа окрашиваются таким образом, чтобы всякие две вершины, 
соединенные ребром, были окрашены в ра�ные цвета.) Очевидно, что всякий 
nодгр аф k-хроматического графа есть также k-хроматический граф. Дока­
жем, что если множество вершин графа � может быть вполне упорядочено, 
а всякиl! его конечны!! подграф k-хроматический, то и сам граф � является 
k-хроматическим. Для доказательства построим следующую обобщенную 
теорию К первого порядка с равенством (Б е т [ 1 953J). В этой теории  
будут иметься две двуместные nредикатные буквы А�  (=) и А� (соот­
ветствующая отношению R на �), k одноместных предикатных букв 
Af, ... , А� (соответствующих тем k множествам, на которые мы стре­
мимся разбить �) и предметные константы ас, по одно!! для каждого 
элемента с графа �. В качестве собственных аксиом, помимо обычных 
аксиом равенства (6)- (7) (см. стр. 86), возьмем следующие формулы: 

(1) l А� (х, х) (иррефлексивность R); 
(11) АНх, у):::> АНу, х) (симметричность R); 
(III) V х (А: (х) V . . о V А� (х)) (разбиение на k классов); 
(IV) Vxl (Al(x)&A}(x)) для 1 � l < j�k 

(классы разбиения попарно 
не пересекаются); 

(V) VxVy(Al(x)ЛAl(y):::>lA:(x, у)) для l �l� k 
(никакие два элемента 
одного и того же класса 
не связаны отношением R); 

(Vl) аь =f::. а0 для любых двух различ-
ных элементов Ь, с из 
графа �; 
для любых Ь, с из �. для 
которых R (Ь, с). 

Рассмотрим nроизвольное конечное множество этих аксиом. Оно 
содержит лишь конечное число предметных констант ас1, • о о , acn. 
Поэтому соответствующиl! подграф {с1, • о . , сп} тоже конечен и, по 
nредnоложению, k-хроматический. Это озна•tает, что данное конечное 
множество аксиом имеет модель и потому иепротиворечиво. Из непро­
тиворечивости всякого конечного множества аксиом теории  К следует, 
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очевидно, непротиворечивость и самой теории К Теперь мы видим, что 
теория К удовлетворяет всем условиям следствия 2 .35 ( 1 )  и потому 
имеет нормальную модель, мощность которой меньше или равна мощ­
ности графа Зf. Эта модель является k-хроматическим графом и, в силу 
(Vl)- (Vll), содержит граф 3f в к ачестве подграфа. Поэтому и граф 3f 
k-хром;пический. (Поучительно сравнить это доказательство с обычным 
математическим доказательством той же теоремы у д е Б р е й  н а и 
Э р д 1! ш а [ 1 951 ]. Продемонет рированный только что метод часто избав­
ляет от запутанных рассуждений с применением теоремы Тихонова или 
леммы К!!нига.) 

Упражнения 

1. (Ло сь [ 1 951 Ь. )  Группа В называется упорядочиваемо!'�, если СУшест­
ауст такое ) порндочивающее группу В отношение R, для которого из xRy сле­
дует (х + z) R (у+ z) и (z + х) R (z + у) .  Методом, подобным  применеиному 
в примере (2) выше, показать, ч то группа В упорядочиваема тогда и только 
тогда, когда упорядочиваема  .�юбая ее  конечно порожденная подгруппа. (При 
этом, как и в предыдущем примере, предполагается также, что группа В может 
быть вполне упорядоченL) 

2. Построить теорию первого порядка  алгебраически замкнутых полей 
характеристики р (? 0), присоединив к т еории F полей новые аксиомы Pm где Pn утверждает существов ание корня у всякого отличного от константы поли­
нома степени � n, а также аксиомы для определения характеристики. Пока­
зать, что формул а  теории F, истинная в каком-нибудь одном алгебраически 
замкнутом по.1е характеристики нуль ,  истинна во всяком таком поле. (У к а­
з а н и е .  Эта теория N�-категорична  для �>О, аксиоматизируема  и не  имеет 
коне чной модели. ) (См . А. Р о б  и н с о н [ 1 952] . ) 3. Обычн ы ми математическими рассуждениями решить конечную задачу 
бракосочетания: пусть М- конечное множество, состоящее из т мужчин, и 
N - некоторое м ножество женщин, причем каждый мужчина знает лишь конеч­
ное число женщин, а если 1 � k �т, то мужчины всякого подмножества мощ­
ности k м ножества М знакомы не менее  чем с k женщинами из N (т. е .  суще­
ствует не менее  k женщин из N, каждая из которых знакома по крайней мере 
с одним из данных k м у жчин); тогда имеется возможность сочетать браком 
(моногамно) всех мужчин из М с женщинами из N таким образом, чтобы каж­
дый мужчина  женился на знакомой ему  женщине. (Ук а з  а 11 и е (Х а л м о ш 
и В о о т  [ 1 950 ] ) . При т = 1 решение тривиально, для т > 1 прцменить индук­
·�ию, рассмотрев дв а слу чая: (1) при любом k, где 1 � k <т, всякое множество 
из  k мужчин знакомо не  менее  чем с k + 1 женщинами и ( 1 1 )  для векоторого k, 
где 1 � k <т, сущесmует м ножество из k мужчин, знакомых в точности с k 
женщинами.) Распространить этот результат на бесконечный случай, т. е. 
на тот случай, когда, при прежних предположениях для л юбого конечного k, 
само  множество М бесконечно (и может быть вполне упорядо чено). (У к а­
з а н и е. Построить подходящую обобщенную т еорию первого порядка, анало­
гичную той, что была использована  выше в примере (2) матемашчсских при­
ложений, и применить следствие  2.35 ( \  ) . )  

4. Решение 17-й проблемы Гильберта методом, изложенным в этом пара­
графе, можно наfiти в работе А. Р о б и н с о н а [ 1955] .  

Пусть � - какая-нибудь формула в предваренной нормальной 
форме, являющаяся своим замыканием, например, 

Ву. V У2 V Yз3yi3Yn V Ув$8 (у1. У2• У в. Yi• Уа. У в), 
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где $iJ не содержит кванторов. Опустим квантор 3у1 и замени"' у1 в rliJ 
новой предметной константой Ь1: Vy2 Vу93уду8 V y6rf!a (bt, У2, у�, у4, Ун .Jl&)· 
Теперь опустим кванторы Vy2, Vуз и поЛучим формулу 3y43y8Vy6 
rf!a(bt, у2, Уз, у4, у6, у6). Опустим, далее, квантор 3у4 и заменим переменную 
у4 в $iJ новой функциональной буквой g (у 2, Уз): 3у6 V Y&rf!a (bt, У2, Уз, 
g(y2, у3), у5, у6). Опустим квантор 3у5, заменив в $iJ переменную у5 на 
новую функциональную букву h (у2, у9): Vy&rf!a (Ь1, У1, у2, g(y2, J'n), 
h (у2, у9), у6). Наконец, опустим и квантор Vy6: r1lil (bt, у2, Уз' g(y2, у9), 
h (у 2, у3), у6). Последняя формула не содержит кванторов . Таким об­
разом, вводя новые функциональные буквы, мы можем исключить все кван­
торы из произвольной замtшутой формулы w! в предваренной нормальной 
форме. Обозначим через w!* результат такой переработки формулы е/1. 

П р и м е р  ы. 1. Пусть w! есть V Yt3Y2 V Уз V y,.3y6rf!a (у1, У 2, Уз, у4, Yu), 
тогда в качестве �* имеем 

<ila (у1, g(yt), Уз, у4, h (yl, Уз, У4)). 

2. Если d есть 3yt3Yoa Vy9 V Y&3Yпrll3 (Yt, у2, Уа, у4, у6), то соответ­
ствующей формулой е/1* будет формула rf!a (Ь, с, Уа, у4, g (уз, у4)). 

Отметим, что w!* f- е/1, так как кванторы можно вернуть назад 
несколькими последовательными применениями правил Gen и Е4. (В са­
мом деле, ведь, говоря точно, мы в процессе построения w!* опускаем 
все кванторы общности и все кванторы существования и при этом 
каждую связанную квантором существования переменную Yi заменяем 
термом g(z1, • . . , zk), где g- некоторая новая функциональная буква 
и z1, . . .  , zk- все те переменные, которые связаны кванторами все­
общности, предшествующими квантору 3yi.) 

П р  е д л о ж е н и е 2 .36 .  (Вторая е-теорема; Р а с е в а [1956], Ги л ь­
б е р  т и Б е р н  а й  с [1939 ] .) Пусть К- теория первого порядка. 
За.мен.им каждую аксиому е/1 теорzzи К н.овой аксtю.tюй w!*. (При 
атом предполагается, что при построении этих формул w!* н.овые 
фун.кцион.альн.ые буквы и предметные пережен.н.ые, вводи.иые для 
какой-нибудь одн.ой формулы, отличны от таковых же, вводимых 
для другuх формул.) Пусть К* есть теория первого порядка с соб­
ствен.н.ы.ми аксиомами w!*. Тогда (а) ecлzz 'б'- формула теории К 
zz 1-к.'б', то f-к'б', (Ь) теория К н.епротиворечива тогда zz только 
тогда, когда н.епротzzворечива теорuя К*. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. ( 1 )  Пусть f- к•'б', где 'б'- формула теории К, 
и пусть М- счетная модель теории К. Мы всегда можем считать, что 
областью модели М является множество Р всех натуральных чисел 
(см. упражнение 1 на стр. 1 03). Пусть е/1 - какая-нибудь аксиома тео­
рии К; предположим для определенности, что она имеет вид 
3yt Vy2 V .Уа3у4$В (yt, У2, у8, у4), где rll3 не содержит кванторов. Тогда 
е/1* будет иметь вид rflВ (Ь, У2, у3, g(y2, у3)). Последовательными шагами 
расширим теперь модель М (не изменяя, однако, ее области Р) следую­
щиr.I образо�I. Так как формуJtа 3yt Vy2 Vyз3y4rll3 (yt, У2' Уа, yJ истинна 
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в модели М, то существуют целые положительные числа у1, для кото­
рых Vy2 Vуз3у4$8 (yt, у2, у3, у4) истинно в М; число Ь*, являющееся 
наименьшим среди таких у1, сделаем интерпретацией предметной кон­
станты Ь. В расширенной таким образом модели, очевидно, истинна 
формула 3у4$8 (Ь, у2, Уз• у4.). Для любых целых nоложительных у2, у3 
интерпретацией g(y2, Уз) пусть будет то наименьшее Yt• при котором 
формула $д (Ь, у2, у3, у4) истинна в расширенной модели. Итак, фор­
мула dfJ (Ь, у2, Уз· g(y2, Уз)) истинна в расширенной модели. Поступив 
аналогичным образом с каждой аксиомой е4 теории К, мы построим 
модель М* теории К*. Так как 1-к.'б', то формула 'б' истинна в М*. 
Но тогда формула 'б' истинна, очевидно, и в модели М, ибо модель М* 
тем только и отличается от модели М, что заключает в себе интерпре­
тации нововведенных функциональных букв и предметных констант, 
которых 'б', как всякая формула теории К. не содержит. Итак, дока­
зано, что формула 'б' истинна во всякой счетной модели теории К 
Отсюда, на основании следствия 2 . 1 5  (а), следует 1-к'б'. (Конструктивное 
доказательство эквивалентного результата см. у Ги л ь б е р т а и Б е р­
н а й с а  [ 1 9 3 9] .) 

(2) Ввиду того, что r;v(* 1- �. теория К* является расширением 
теории К Следовательно, если теория К* непротиворечива, то непро­
тиворечива и теория К Предположим теперь, что непротиворечива тео­
рия К Пусть 'б'- произвольная формула теории К Если бы теория К* 
была противоречива, то мы имели бы 1---к.'б' & l 'б'. Тогда, в силу 
части ( 1 )  настоящего доказательства, мы имели бы и 1-к'б' & l 'б', что 
невозможно из-за непротиворечивости теории К. 

Назовем обобщенной теоремой полноты предложение, гласящее, 
что всякая непротиворечивая обобщенная теория первого порядка имеет 
модель. Очевидно, если предположить, что можно вполне упорядоч11ть 
всякое множество (или, что эквивалентно, при допущении аксиомы 
выбора), обобщенная теорема полноты является следствием предложе­
ния 2.34. 

Теоремой о максимальном идеале мы называем следующее утвержде­
ние: всякая булева алгебра имеет максимальный идеал. Это утверждение 
эквивалентно теореме о булевом... представлении, согласно которой вся­
кая булева алгебра изоморфна некоторой булевоt! алгебре множеств. 
(См. С т о у н [1936]. О теории булевых алгебр см. С и к о р с ки й 
[1 960].) Единственное известное доказательство теоремы о максималь­
ном идеале использует аксиому выбора. Любопытно, однако, что эта 
теорема эквивалентна обобщенной теореме полноты и что эта эквива­
лентность может быть доказана без пр»менения аксиомы выбора. 

П р е д л о ж е н и е  2 .37. (Л о с ь  [ 1 954а], Р а сt!в а и С и к о р с к и й  
[1  95 1 ], [ 1 952].) Обобщенная теорема о полноте эквивалентна тео­
реме о .максимальном идеале. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. ( 1 )  Допустим,  что верна обобщенная теорема 
о полноте. Лусть В- булева алгебра. Построим обобщенную георrrю 1\ 
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первого порядка с р авенством, имеющую двуместные функциональные 
буквы u и n' одноместную функциональную букву л 1/1 (t) мы будем 
обозначать через t), предикатвые буквы = и А� и для каждого эле­
мента Ь алгебры В предметную константу аь. В качестве акси.ом мы 
возьмем обычные аксиомы булевой алгебры (см. С и к о р с к и й [1960]), 
аксиомы (6)- (7) равенства, полное описание В (т. е. в севозможные 
формулы аь ::f= ас, аь u ас= ad, аь n ас= ае, llь = аьl' где соответст­
венно ь ::f= с, ь u с = d, ь n с= е, Б= bt в В) и, наконец, аксиомы, 
выражающие тот факт, что А� определяет максимальный идеал (т. е .  
At (х П х), At (х) & At (у) ::> At (х U у), At (х) ::> At (х П у), AI (х) V 
V Af(x) и l Af (х U х). Теория  К непротиворечива. В самом деле, 
вывод противоречия в К, если бы такой существовал, содержал бы 
лишь конечное число символов аь, ас, . . .  , например , аь1, • • • , аьп' и 
тогда соответствующие элементы Ь1, • • •  , bn алгебры В порождали бы 
некоторую конечную подалгебру В' алгебры В. Но всякая конечная 
булева алгебра, очевидно, имеет максимальный идеал. Следовательно, 
подалгебра  В' была бы моделью для формул, встречающихся в выводе 
противоречия, а само это противоречие было бы истинно в В', что 
невозможно. В силу своей непротиворечивости, теория К имеет, согласно 
обобщенной теореме полноты, некоторую модель А, являющуюся, есте­
ственно, булевой алгеброй с некоторым максимальным идеалом 1. Но 
алгебра В, очевидно, есть подалгебр а  алгебры А, и следовательно, мно­
жество 1 n в является максимальным идеалом в в. 

(2) Предположим, что верна теорема о максимальном идеале. Пусть 
К- непротиворечивая обобщенная теория  первого порядка. Для к аждой 
аксиомы d теории К построим формулу d*, приведя сначала d 
к предваренной нормальной форме, а затем исключив кванторы путем 
введения новых функциональных букв и предметных констант. Пусть 
К' - теория, имеющая своими аксиомами построенные таким образом 
формулы d*, а также все частные случаи тавтологий, и такая, в кото­
рой все формулы не содержат кванторов , а правилами вывода служат 
modus ponens и правило подстановки для переменных (т. е. подстановки 
термов вместо переменных). Теория  К' непротиворечива, так как тео­
ремы этой теории являются одновременно теоремами непротиворечивой 
теории К* из предложения 2.36. Пусть В- алгебра Линденбаума, 
порожденная теорией К'. (Поясним, что это значит: пусть для произ­
вольных форму л d и r!/В dEqr!JВ означает � к•d = rtld; отношение Eq 
есть отношение эквивалентности; пусть [d]- класс эквивалентности, 
определяемый формулой d; зададим операции u' n' - над классами 
эквивалентности равенствами [d] u [rtld] = [d v rtld], [d] n [<Pd] = 

= [d & d13] и [d] = [l d]; относительно этих операций  классы экви­
валентности образуют булеву алгебру, которая и называется алгеброй 
Линденбаума, порожденной теорией К'.) Пусть, согласно теореме о макси­
мально�! иде�ле, 1 есть макси\lальный идеал алгебр ы В. Построим 
:�-юдеJJЬ t'v\ J'еории К' с областью, состоящей из термов 'fеории К'. 
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в которой предметные константы и функциональные буквы интерпрети­
руют самих себя, и для 'всякой предикатной буквы А�' предикат 
AJ (t1, • • •  , tп) считается истинным в М тогда и только тогда, когда 
[А J (t 1, • • •  , t п)] не принадлежит 1. Легко показать, что любая фор­
мула <2/t теории К' истинна в М тогда и только тогда, когда [d] 
не принадлежит \. Но для всякой теоремы dJiJ теории К' [ dJiJ] = 1 и, 
следовательно, [ dJa] не принадлежит I. Поэтому М на самом деле 
является моделью К'. Для любой аксиомы е;1' теории К каждый резуль­
тат подстановки в формулу d* (у1, • • • , Уп) является теоремой тео­
рии К', следонательно, формула е;1"* (у1, • • •  , Уп) истинна в модели М 
при любых у1, • • •  , Уп- Обращая процесс, в результате которого фор­
мула е;1"* возникает из формулы d, теперь легко доказать, что и эта 
последняя формула истинна в моделИ М. Таким образом, М .есть также 
модель и для теории К. 

Янляется ли обобщенная теорема полноты существенно более слабой, 
чем аксиома выбора, или она ей эквивалентна? Некоторые частичные 
результаты, относящиеся к этой проблеме, можно найти у Л о с я и 
Р ы л л ь - Н а р д з е в с к о г о  [ 1 954] и у Г е н к и н а  [ 1 954]. О най­
денном доказательстве неэквивалентности этих предложений заявил 
Дж. Д. Гальпери в Notices Amer. Math. Soc. 9, No. 4 ( 1 962), р. 3 15. 

У пражнения 

1 .  Доказать, что обобщенная теорема о полноте влечет утверждение о том, 
что всякое м ножество  может быть упорядочено (и, следовательно, аксиому 
в ыбора для любого множеств а непустых попарно не пересекающихся конеч­
ных множеств) .  2.  Проанализиров ать доказательство предложения 2 .37 (2) и показать, что 
если К есть обычная теория первого порядка, то апгебра Линденбаума В 
с четна, и в с е  рассуждение  может быть пров едено без использов ания теоремы 
о макси�1альном идеа.�е. 

Алгебраические структуры, естественным образом связанные с исчис­
лениями выскаЗываний, оказываются булевыюi алrебрами (см. стр. 52, 
упражнение 3, а также Р о з  е н б л ю м [ 1 '950], г л. 1 -2). В случае 
теорий первого порядка наличие кванторов приводит к более сложным 
алгебраическим структурам. Так, например, если К есть теория первого 
порядка, то в соответствующей алгебре Линденбаума В имеет место 
[3хА (х)] = � [d (t)], где � означает наименьшую верхнюю грань в В, 

t t 
а t пробегает множество всех термов, свободных для х в е;1' (х). В свое 
время были предложены два типа алгебраических структур в качестве 
алгебраических аналогов рассм'отренных в этой главе логических тео­
рий. Один из них- цилиндрические алгебры - был детально изучен 
Тарским, Томпсоном, Генкиным и другими (см. Г е н к и н и Т а р  с к и й  
[1961 ]). Другим подходом явилась теория полиадических алгебр, вве­
денная и развитая Ха л м о ш е м l1962). 



Глава 3 
ФормаJiьная арифметика 

§ 1. Система аксиом 

Наряду с геометрие" арифметика является наиболее непосредственно 
интуитивной областью математики. Вполне естественно поэтому именно 
с арифмеrики начать поныrку формализации и строгого обоснования 
математики. Первое, полуаксиоматическое построение этой дисциплины 
бы;ю предложено Д е д е.к и н д о м  (1901] и стало известно под н азва­
нием «системы аксиом Пеано» *). Эту систему можно сформулировать 
следующим образом: 

(Pl ) О есть натуральное число. 
(Р2) для любого натурального числа х существует другое натура;tь­

ное число, обозначаемое х и называемое: (непосредственно) сле­
дующее за х. 

(Р3) О =1= х' для любого натурального числа х. 
(Р4) Если х' = у', то х = у. 
(Р5) Если Q есть свойство, которым, быть может, обладают одни и 

не обладают другие натуральные числа, и если 
(1) натуральное число О обладает свойством Q и 
(II) для всякого натурального числа х из того, что х обладает свой­

ством Q, следует, что и натуральное число х' обладает свойством Q, 
то свойством Q обладают все натуральные числа (принцtт индуtщtш). 

Этих аксиом, вместе с некоторым фрагментом теории множеств, 
достаточно для построения не только арифметики, но и теории р ацио­
нальных, вещественных и комплексных чисел (см. Л а н д а у (1 930]). 
Однако в этих аксиомах содержатся интуитивные понятия такие, к ак, 
например, «сво"ство», что мешает всей системе быть строгой формали­
зацией. Поэтому мы се"час · построим некоторую теорию первого по­
рядка S, основанную на системе аксиом Пеано, котор ая окажется, по 
всеИ видимости, достаточно" для вывода всех основных результатов 
Э Jtементарной арифметики . 

Эта теория нервого порядка S будет иметь единственную предикат­
ную букву А�, единственную предметную константу а1 и три функцио· 
нальные буквы !J, Ji, Ji. Впрочем, чтобы не порывать с привычны ��<н 
нам по неформальной арифметике обозначениями, в дальне"шем м 

*) Истори•1еские сведения по 9тому вопросу можно найти у В а н Х <: 
[ 1957а]. 
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будем обычно nисать t = s вместо Ai (t, s), U вместо а1 и t', t + s, t · s 
соответственно вместо Л (t), Л (t, s), Л (t, s), где t и s - термы. Вот 
собственные аксиомы теории  S: 

(S l )  Х1 = Х2 � (Х1 = Ха � X11 = Xa)j 
(S2) Xt = X\1 � Х� = Х� ,  
(S3) О =1= (xt)'; 
(S4) Х� = х; � Xt = X\1; 
(S5) Xt + 0 = Xt; 
(S6) х, + х; = (х, + х2)'; 
(S7) х1 · 0 = 0; 
(S8) х, · (х2) = (х, · х11) + Xt; 
(S9) rYf (О) � ('tl х (rYf (х) � d (х')) � V х rYf (х)), где d (х) - про­

извольная формула теории S. 

Заметим, что аксиомы (S 1 ) - (S8) являются конкретными форму лам и, 
в то время как (S9) представляет собой схему аксиом, порождающую 
бесконечное множество аксиом. При этом схема аксиом (S9), которую 
мы будем называть npllН.ЦUnoм матемаmrlческой llн.дytщuu, не соответст­
вует nолностью аксиоме (Рб) системы аксиом Пеано, nоскольку в этой 
последней интуитивно nредnолагаются 2 No свойств натуральных чисел, 
а схема аксиом (S9) может иметь дело лишь со счетным множеством 
свойств, оnределяемых формулами теории S. 

Аксиомы (S3) и (S4) соответствуют аксиомам (Р3) и (Р4) системы 
аксиом Пеано. Аксиомы (P l )  и (Р2) леановской системы обеспечивают 
существование нуля О и операции «непосредственно следующий», кото­
рым в теории S соответствуют nредметная константа а1 и функциональ­
ная буква Л. Наши аксиомы (S 1 ) - (S2) обеспечивают некоторые необ­
ходимые свойства р авенства, которые Дедекиидом и Пеано предлола­
гались как интуитивно очевидные. Аксиомы (S5) - (S8) представляют 
собой рекурсивные р авенства, служащие оnределениями операций сло­
жения и умножения. Никаких постулатов, соответствующих этих аксио­
мам, Дедекинд и Пеано не формулировали, nотому что они допускали 
использование интуитивной теории  множеств, в рамках которой суще­
ствование олераций + и · ,  удовлетворяющих аксиомам (S5) - (S8), 
выводимо. (См. Л а н д а у [ 1  930), теоремы 4 и 28.) 

С помощью МР из схемы аксиом (S9) мы можем получить следую­
щее правило ин.дукции: иэ rYf (О) и V x(rYf (х) � rYf (х')) выводится 
Vxd(x). 

Наша ближайшая цель состоит в том, чтобы вывести обычные свой­
ств а  р авенства; другими словами, мы хотим доказать, что свойства 
(6) - (7) равенства (см. стр. 86) выводимы в S, и, следовате;Iьно, S 
является теорией nервого nорядка с равенством. 

Прежде всего, отметим некоторые непосредственные и очевидные 
следствия  иэ аксиом. Этими следствиями мы будем в дальнейшем лоль-
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зоваться для сокращения и вообще для более удобного проведени я  
доказательств. 

Л е м м а  3 . 1 .  Для любых термов t, s u r  теории S следующие 
формулы суть теоремы в S:  

(S l )  t = r � (t = S :;:) f = S); 
(S2') t = r :;:)  t' = r'; 
(S3') О =1= t'; 
(S4') t' = r' :;:) t = r; 
(S5') t + O = t; 
'(S6') t + r' = (t + r)'; 
(S7') t · О = О; 
(S8') t · r' = (t . r) + t. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. (S 1 } - (S8') следуют соответственно из (S 1 )  -
(S8): сперва  следует образовать замыкания по правилу Gen, а затем 
применить пр авило А4 с подходящими терм ами t, r, s. 

П р  е д л о ж е н и е 3 . 2 . Для любых термов t, s 11 r следующие 
формулы являются теоремами теорrш S: 

(а) t = t; 
(Ь) t = r :;:) r = t; 
(с) t =  r :;:)  (r = s  � t = s); 
(d) r = t � (s = t  � r = s); 
(е) t = r :;:) t + s = r + s; 
(f) t = O  + t; 
(g) t' + r = (t + rY; 
(h) t + r = r + t; 
(i) t = r � s + t = s + r; 
(j) (t + r) + s = t + (r + s); 
(k) t = r :;:) t . s = / · � ;  
( 1 )  о .  t= О; 
(m) t' · r = t · r + r; 
(n) t · r = r · t; 
(о) t = r � s · t = s · r. 

д о к а з а т е л ь с т в о. 

(а) 1 .  t + O = t  
2. (t + O = t) :;:)  (t + 0 = t  � t = t) 
3 t + O = t � t = t  
4. t = t 

(S5) 
(S 1 ') 
1 ,  2, МР 
1 , 3, МР 
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(Ь) 1.  f = r :::::> (t = t :::::> r = t) 
2. t = t :::::> (t = r :::::> r = t) 
3. t = r  :::::> r = t  

(с) 1 .  r = t :::::> (r = s :::::> t = s) 
2. t = r  :::::> r = t  
3. f = r  :::::> (r = s  :::::> t = s) 

(d) 1 .  r = t :::::> (t = s :::::> r = s) 
2. t = s :::::> (r = t :::::> r = s) 
3. s = t :::::> t = s  
4. s = t :::::> (r = t :::::> r = s) 
5. r = t :::::> (s = t :::::> r = s) 

(S 1 ') 
1 ,  тавтология 
2, (а), МР 

(S 1 ') 
(Ь) 
1 ,  2, тавтология 

(с) 
1 ,  тавтология 
(Ь) 
2, 3, тавтология 
4, тавтология 

(е) Применим правило индукции к следующей формуле � (z): 
х =у :::::> (x + z =y + z). 

(i) 1 . х + О = х 
2. у + О =у 
3. Х =У 
4. х + О =у 
5. х + О =у + о 
6. х =у :::::> х + О =у + О  

т. е. f- rd (0). 

(i i) 1 .  х =у :::::> x + z =y + z  
2. Х =У 
3. x + z' = (x + z)' 
4. y + z' = (y + z)' 
б. x + z =y + z  
6. (x + z)' = (Y + z)' 
7. x + z' = (Y + zY 
8. x + z' =y + z' 
9. (х =у :::::> (х + z =y + z)) :::::> 

:::::> (х =у :::::> (х + z' =у +  z')) 
т. е. 1- rd (z) :::::> rd (z'). 

(S5') 
(S5') 
гипотеза 
1, 3, (с) 
2, 4, (d) 
1-5, теорема дедукции 

гипотеза 
гипотеза 
(S6') 
(S6') 
1, 2, МР 

5, (S2') 
3, 6, (с) 
4, 7, (d) 

1 -8, теорема дедукuии 

По пр авилу индукции из ( i) и (i i) следует 1- V z rd (z), откуда 
с помощью правил Gen и А4 окончательно получаем f- t = r :::::> t + s = 
= r + s. 

(f) Обозначим через rd (х) формулу х = О +  х. 
(i) О = О +  О, в силу (S5') и (Ь), 

т. е. f- rd  (0). 
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(i i) 1 .  X = O -t- x 
2. (O -t- x') = (O -t- xY 
3. х' = (0 + х)' 
4. x' = O -t- x' 

гипотеза 
(S6') 
1 ,  (S2') 
2, 3, (d) 

1 19 

5. x = O -t- x => x' = O -t- x' 
т. е. r�Vf (х) ::::> tVf (х'). 

1-4, Теорема дедукции 

Из (i) и (i i) получаем по правилу индукции r v х (х = о  + х), ОТ· 
куда ПО правилу А4 r t = O -t- t. 

(g) Пусть tVf (ц) обозначает х' + у = (х + у)'. 

(i) 1. х' -t- О = х'  
2. x -t- O = x  
3 .  {x -t- O)' = x' 
4. х' -t- O = (x -t- оу 

т. е. r�Vf (0). 
(i i) 1. х' + y = (x -t- уУ 

2. х' + j = (х' + уУ 
3. (х' + у)' = (х + у)" 
4. х' + j = (x -t- у)'' 
5. (х + j) = (x + УУ 
6. (х + у')' = (х +  у)" 

7. х' + j = (.!С +  j)' 
8. x' -t- y = (x -t- y)' => 

::;:> х' + у' = (х +  j)' 
т. е. r�Vf (у} ::::> tVf (у'). 

{S5') 
{S5') 
2, (S2') 
1, 3, {d) 

гипотеза 
{S6') 
1 ,  {S2') 
2, 3, {с) 

(S6') 
5, (S2') 
4, 6, (d) 

1 -7, теорема дедукции 

Теперь из (i ) и (ii) получаем с помощью правила индукции 
r 'Vy (x' -t- y = (x -t- y/) и затем в силу Gen и А4 rf -t- r = (t -t- r)'. 

(h) Пусть d (х) обооначает х +у = у +  х. 

(i) 1. x -t- O = x (S5') 
� х = О + х 00 
3. x -t- O = O + x  1 ,  2, (с) 

т. е. r d (O). 
(i i) l . х +  у =у + х 

2. х +  j = (x -t- у)' 
3. j + x = (y -t- x)' 
4. (x -t- y)' = (y -t- x)' 
5. х + j = (y -t- x)' 
6. х + у' =у' + х 

7. x -t-y = y -t- x => 
::::> x -t- i= f -t- x 
1 .  е. �- "'.f(.Y) :::> d (У'). 

гипотеза 
(S6') 
(g) 
1 ,  (S2') 
2, 4, (с) 

3, 5, {d) 

1 -6, теорема дедукции 
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Отсюда, в силу (i) и (i i), по IJравилу индукции имеем f- V у (х + у = 
=у + х) и эатем по правилам Gen и А4 получаем f- t + r :..-= r -t- t. 

(i) 1 .  t = r ::) t + s = r + s 
2. t + s = s + t 
3. r + s = s + r 
4. t = r 
5. t + s = r + s  
6. s + t = r + s  
7. s + t = s + r  
8.  t = r ::) s + t = s + r 

(е) 
(h) 

(h) 

гипотеэа 
1 ,  4, МР 
2, 5, (S 1 ') 
3, 6, (с) 

1 -7, теорема дедукпии 
(j) Берем в качестве d (z) формулу (х +у) + z = х + (У  т .г). 
(i) 1 .  (х +у) + О =  х +у 

2. у + О =у 
3. х + <у + О) = х +у 
4. (х +  у) + О = х + <У + О) 

т. е. f- d  (0). 

(i i) 1. (х +  у) + z = x + <y + z) 
2. (х +у) + z' = ((х + у) + z)' 
3. ((х +  y) + z)' = (x + <Y + z))' 
4. (х +  y) + z' = (x + <y + z))' 
5. y + z' = (y + z)' 
6. x + <y + z') = x + <Y + z)' 
7. х + (у +  z)' = (х + (у + z))' 
8. х + (y + z') = (x + (.Y + z))' 
9. (х + y) + z' = x + <Y + z') 

1 0. (x +y> + z = x + <Y + z) ::) 
::) (х + у) + z' = x + <Y + z') 
т. е. f- d  (z) ::) d (z'). 

(S5') 
(S5') 
2, (i) 
1, 3, (d) 

гипотеэа 
(S6') 
1 ,  (S2') 
2, 3, (с) 
(S6') 
5, (i) 
(S6') 
6, 7, (d) 
4, 8, (d) 

1 -9, теорема дедукции 

И снова, применяя к (i) и (ii) правило индукции, получаем 
f- V z ((х + у) + z = х + (у + z)), откуда по правилам Gen и А4 эа­
ключаем f-(t + r) + s = t + (r + s). 

Докаэательство пунктов (k) - (о) оставляем читателю в качестве 
упражнений. 

С л е д с т в и е 3 .3 .  TeopllЯ S является теорией первого порядка 
с равенством, т. е. в а той теории f-x1 = х1 и f-x = у ::) (d (х, х) ::) 
::) d (х, у)), где d (х, у) получается из d (х, х) за.иеной одного 
rtли несколькuх вхождений х на у прu условtщ, что пере.м.енная у 
�(Jободна для ат1zх вхождений х (см. стр. 86). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу нредложения 2.26 утверждение 3 . 3  
является непосрещ:твенным следствием предложения 3 .2  (а) - (е), (i), (k), 
(о) и (S2'). 

Отметим, что интерпретация теории  S, в которой 
(а) множество всех неотрицательных целых чисел служит областью, 
(Ь) целое число О ин r.=рпретирует символ О, 
(с) операция взятия последующего (прибавление единицы) интер­

претирует функцию ' (т. е. <рункциональную букву /f), 
(d) обычные сложение и умножение интерпретируют + и · , 
(е) предикатная буква = интерпретируется отношением тождества, 

является нормальной моделью теории S. Эта модель называется стан­
дартной .моделью теории S. Всякая нормальная модель теории S, не изо­
морфная ее стандартной модели, называется нестандартноii irtоделью 
теории S. 

Если мы признаем эту стандартную интерпретацию моделью теории S, 
то тогда мы должны будем признать и факт непротиворечивости этой 
теории. Однако семантические методы, включающие в себя, как пра­
вило, известную долю теоретико-множествеиных рассуждений, по мнению 
некоторых математиков являются слишком иенадежной основой для до­
казательства непротиворечивости. Более того, мы и не доказываем строго, 
что аксиомы теории S истинны в стандартной интерпретации, а прини­
маем это утверждение всего лишь как интуитивно очевидное. Поэтому, 
а также по ряду других причин принято всякий р аз, когда на  утверж­
дение о непротиворечивости теории S опирается какое-либо доказатель­
ство, явно ссылаться на  это утверждение как на  некоторую недоказанную 
гипотезу. (В Приложении мы приводим одно «доказательство» непроти­
воречивости теории S.) 

Ряд важных свойств сложения и умножения содержится в следующих 
предложениях. 

П р  е д л о ж е н и е 3.4. Для любых термов t, r, s следующие фор-
мулы являются теоремами теории S: 

(а) t .  (r + s) = (t · r) + (t · s) (дистрибутивность); 
(Ь) (r + s) . t = (r · t) + (s · t) (дистрибутивность); 
(с) (t · r) · s = t · (r · s) (ассоциативность умножения); 
( d) t + s = r + s :::::> t = r (правило сокращения для + ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

(а) Индукцией по z доказать f-x · (У + z) = (х · у) + (х · z). 
(Ь) Следует из (а) с помощью предложения 3 .2  (n). 
(с) Индукцией по z доказать f- (х . у) . z = х . (у . z). 
(d) Индукцией по z, с использованием (S4'), доказать f-x + z = 

= Y + z ::::> x =y. 
Термы О, 0', 0", 0"', . . .  мы в дальнейшем будем называть цифрами 

и обозначать, как обычно, О, [, 2, 3, . . . И вообще, для любого целого 
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неотр нцательного n соответствующую цифру О"' · · · ', т. е. О с n штри­

хами,  будем обозначать через n. Цифры можно определить рекурсивно: 
О есть цифра; если и - цифра, то и ri - цифра. 

П р е д л о ж е н и е 3.5. 

(а) � t + l = t'; 
(Ь) � t - 1  = f; 
(с) � t - 2 = t + t  (и т. д. для 3, 4, . . .  ); 
( d) � t + s = О :::> t = О  & s = О; 
(е) f-- t =#= О :::> (s · i = O  :::> s = O); 
(f) f-- t + s = 1 :::> (t = О & s = I) V (t = 1 & s = О); 
(g) f-- t . s = 1 => (t = I & s = t); 
(h) f-- l * о :::> 3у (t =у'); 
(i) f-- s =#= О :::> (t . s = r . s :::> t = r); 
(j) � t * о :::> (t * f :::> 3у (t =у")). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

(а) l .  t + O' = (t + OY 
2. t + O = t 
3. (t + O)' = t' 
4. t + O' = t' 
5. t +  1 = t'  

(Ь) 1 . t . O' = t · O + t  
2. t - 0 = 0 
3. (t · О) + t = О + t 
4. t . O' = O + t  
5. O + t = t  
6. t . O' = t  
7. t - 1 = i  

(с) 1 .  t - I ' = (t · l) + t  
2. t - 1  = t  
3. (t . I) + t = t + t 
4. t - l ' = t + t  
5. t - 2 = t + t  

(S6') 
(S5') 
2, (S2') 
1 ,  3, предложение 3.2(с) 
4, определение цифры [ 
(S8') 
(S7') 
2, предложение 3 .2(е) 
1 ,  3, предложение 3.2(с) 
предложение 3.2(f),(Ь) 
4, 5, предложение 3.2(с) 
6, определение цифры f 
(S8') 
(Ь) 
2, предложение 3.2(е) 

l ,  3, предложение 3.2(с) 
4, определение цифры 2 

(d) Обозначим через э4 (У) форм улу х +у = О :::> х = О  & у =  О. 
Легко показать, что f--э4 (0). В силу (S3'), f-- (x + уу =#= О. Отсюда на 
основании (S6') получ аем J-:-x + у' =#=  О. Следовательно, в силу тавто­
логии  l А :::> (А :::> В), � э4  (у') и далее, в CИJIY тавтологии А ::::> (В :::> А), 
nолучаем I-GI4' (У) :::> э4 (.У) Применив теперь правило индукции, 
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получим f- Vy d (У), а затем с помощью правил Gen и А4 и утвержде­
ние (d). 

(е) Доказывается аналогично (d). Предоставляется в качестве упраж­
нения читателю. 

(f) Доказывается индукцией по у в формуле 

x +y = l ::::> ((x = O &y =l) V (x = l & у = О)). 

(g) Индукция по у в Х ·У =  1 ::::> (х = 1 & у = l ). 
(h) Провести индукцию по х в х =1= О ::::> 3w (х = w'). 
(i) Пусть Q?( (у) есть формула 

V х (z =1= О ::::> (х · z =у · z ::::> х =у)). 

(i) 1 .  z =1= о 
2. X · Z = 0 • Z  
3. O · z = O  
4. X · Z = 0  

5. Х = О  
6. z =1= О ::::> (х · z = О • z ::::> х = О) 

7. Vx (z =1= О ::::> (x · z = O  · Z  ::::> х = О)) 
т. е. f-Q?{ (0). 

(ii) 1 . Vx (z =f= O ::::> (X • Z =Y · Z ::::> x =y)) 
2. z =1= о 
3. X • Z =j • Z  
4. j =1= о 

5. у' .  z =1= о 
6. X • Z  =f= 0 

7. х =1= о 

8. 3w (x = w') 
9. X = W  

1 0. w' · Z =Y' · z  

1 2. W • Z =Y • Z 

гипотеза 

гипотеза 

предложение 3.2(1) 
2, 3, предлож�ние 

3 .2(с) 

1, 4, (е) 

1 -5, теорема де­
дукции 

6, Gen 

гипотеза (Q?{{y)) 
гипотеза 

гиnотеза 
(S3'), предложение 

3.2(Ь) 

2, 4, (е), тавтология 
3, 5, (S 1 '), тавтоло­

гии  
6 ,  (S  7'), предложе­
ние 3.2(о), (е), тав -

тологни 
7, (h) 
8, правило С 
3, 9, свойство (7) р а­

венства 
1 О, предложение 3 .2 

(m), (d) 
1 1 , предложение 3 .4 

(d) 
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1 3. z :;Ь O � ((W · Z = Y · Z) � (W = Z)) 
1 4. W · Z =Y • Z  � W =Y 
1 5. w =y 
1 6. w' = J/  
1 7. X = J/  

1 8. е4'(у), z :;Ь О, x · z =J/ · z f- x =J/ 

1 ,  правило А4 
2, 1 3, МР 
1 2, 1 4, МР 
1 5, (S2') 
9, 1 6, предложение 

3.2 (с) 
1 -- 1 7, предложение 

2 .23  
1 9. е4'(у) 1- z =F О � (х · z = у · z :;::> х = J/) 1 8, теорема дедук­

ции (дважды) 
20. е4'(у) f- Vx (z =F О �  

� (x · z = J/  · Z  � х =у')) 1 9, Gen 
2 1 .  f- e4' (у) �  е4' (у') 20, теоремадедукции 

Теперь к (i) и (i i) применяем пр авило индукции, чтобы получить 
f- V у е4' (у), после чего доказательство завершаем с помощью правил 
Gen и А4. 

Доказательство ( j) предоставляем читателю в качестве упражнения. 
П р  е д л о ж е н и е 3.6. (а) Для любых натуральных т и n, если 

т :;Ь п, то· � т :;Ь n. Кроме того � т + п = т + n zz f- т · n = т · fi. 
(Ь) Всякая модель S бесконечна. (с) Каково бы ни было кардиналь­
ное чzzсло N r' S zzмеет нормальную модель мощностzt N �· 

Д о к а з  а т е  л ь  с т в  о. (а) Допустим, что т =F n. Тогда т <  n или 
n < т; пусть для определенности т < n. 

1 . т = n 
�3 � 

2. О"' · · · ' =  О"' · · · '  
3. Применяем т р аз (S4'): 

n - m paэ 
,-л-, 

О =  О"' · · · '. 

гипотеза 

1, определение цифр т, n 

Обозначим n - т - 1 через t. Так как т < n, то n -- т -- 1 ;;;;:::: О. 
Поэтому О = t'. 

4. о =F t' 
5. о = t' & о =F t' 
6. 1-т = п � <о = t' & о * t') 
1. � т =Fn 

(S3') 
3, 4, тавтология 
1 --5, т�tорема дедукции 
6, тавтология 

Аналогичное рассуждение можно провести для случая т < n. Теперь 
индукцией по n в метаязыке мы можем доказать и � т  + n = m + fi. 
Во-первых, т +  О есть т. Следов ательно, по (S5'), f--- т +  О =  m + Ь. 
Предположим, что f- т +  n = m + n. Тогда, в си :1у (S2') и (S6'), 
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1-(т + пУ = т + (n)'. Но т + <п +  1 )  есть (т + п)' и п +  1 есть (ii)', 
следовательно, 1- т + (n + 1) т + n + 1 .  Подобным же образом индук­
цией по n в метаязыке нетрудно доказать и 1- т · n = т . fi. 

(Ь) В силу доказанного только что пункта (а), во всякой модели 
теории S объекты, соответствующие различным цифрам, должны быть 
различны, всех же цифр имеется счетное множество. 

(с) Это утверждение следует из следствия 2 .35(с) и из того факта, 
что стандартная модель является бесконечной нормальной моделью. 

Отношение порядка в S можно ввести следующим образом. 
О n р е д е л е н и я 

t < s означает 3w (w =1= О & t + w = s), 
t � s  означает t < s  V t = s, 
t > s означает s < t, 
t � s  означает s .;;;;;; t, 
t <t:: s означает l (t < s) и т. д. 

Чтобы первое из этих оnределений  было корректным, можно, на­
nример, считать, что w - это первая предметная nеременная, которая 
не входит в термы t и s. 

П р е д л о ж е н и е 3. 7. Каковы бы ни были термы t, r и s, сле-
дующие формулы выводllМЫ в S: 

(а) t <t:: t; 
(Ь) t < s :;) (s < r ::;) t < r); 
(с) t <  s ::;)  s <t:: t; 
(d) t < s = t + r < s -t- r; 
(е) t �  t; 
(f ) t � s ::;) (s � r ::;)  t .;;;;;; r); 
(g) t � s ::;)  (t + r � s + r); 
(h) t � s ::;) (s < r ::;) t < r). 
(i) о �  t; 
(j) о < t'; 
(k) t < r = t' � r; 
(!) t � r = t < r'; 
(m) t < t'; 
(n) (O < l ) & (i < 2) & 

& (2 < 3) & . . .  ; 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

(а) Следует из предложения 3. 4(d). 
(Ь) 1 . t < s 

2. s < r  

(о) t =1= r ::;)  (t < r V r < t); 
(о') 
(р) 
(q) 
(r) 
(s) 
(t) 

(u) 
(v) 
(w) 
(х) 
(у) 
(z) 

t = r  V t < r  V r < t; 
t � r V r � t; 
t -t- r � t; 
r =/= O ::;) t + r > t; 
r =f= O ::;) t · r � t; 
r =I= O = r > O; 
r > О ::;) (t > О ::;) r · t > О); 
r =1= О ::;)  (t > 1 ::;) t . r > r); 
r =1= О ::;) (t < s = t · r < s · r); 
r =1= О ::;)  (t .;;;;;; s = t • r � s · r); 
t <t:: О; 
t � r & r � t ::;) t = r. 

гипотеза 
гипотеаа 
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3. 3w (w =F O & t + w = s) 
4. 3v (v =F О & s  + v = r) 

5. w =F O & t + w = s 
6. v =F О & s + v = r 
7. t + w = s  
8. s + v = r 
9. (t + w> + v = r  

1 0. t + <w + v> = r  
1 1 . w =F O  
1 2. 'V zF  о 
1 3. w + v =F O  

1 4. w + v =F О & t + (w + v> = r  
1 5. 3u (и =F O & t + и = r) 
1 6. t <  r 
1 7. 1-t  < s :::> (s < r :::> t < r) 

1 , определение 
2, оnределение и, возможно, 
переименование связанных 
nеременных 
3, nравило С 
4, nравило С 
5, тавтология 
6, тавтология 
7, 8, предложение 3 .2(е) 
9, nредложение 3.2(j) 
5, тавтология 
6, тавтология 
1 1 , 1 2, предложение 3.5(d), 
тавтология 
1 0, 1 3, тав тология 
1 4, nравило Е4 
1 5, определение 
1- 1 6, теорема о дедукции, 
предложение 2 .23 

Доказательство выводимости формул (c)-(z) оставляется читателю 
в качестве упражнения. 

Теоремы (a)-(z) не расnоложены в каком-нибудь специальном по­
рядке, если не считать того, что при этом nорядке каждая из них может 
быть выведена более или менее непосредственно из предыдущих. 

П р е д л о ж е н и е 3.8. (а) Для каждого натурального k 
f-x = O  V . . .  V x = k = x � k. 

(а') Для каждого натурального k zz для всякой фор.мулы rv! 
1- rv! (О) & . . . & d ( k) = Vx (х �  k :::> rv! (х)). 

(Ь) Для каждого натурального k > О  
1- х = О  V . . . V x = k - i = x < k. 

(Ь') Для каждого натурального k > О и для любой фор.мулы rv! 
f- rv! (O) & . . . & d (k - 1 ) = "\fx (x < k ::> rv! (x)) . 

(с) 1- (V х (х < у  :::> rv! (х)) & V х (х ;;:::,: у :::> cflJ (х))) :::> 
:::> V х (rv! (х) V cflJ (х)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. (а) Мы докажем 1- х = О  V . . . V x = k = 
= х � k индукцией по k в метаязыке. В случае k = О  утверждение 
1- х = О = х � О  легко следует из оnределений и предложен и я  3 .7. 

Предположим, что Г- х = О V . . . V х = k = х :::::;;; ii. Пусть тенерь 
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Х = О  V . . .  V Х =  k V X = k +  1 .  Но x = k +  1 :=> X � k -t- 1 и,  K p o:'ttc 
того, х = О V . . . V х = k ::::> х � k и х � k ::::> х � k + 1 .  Следова-
тельно, х = О  V . . . V х = k + 1 ::::> х � k + 1 .  Предположим теперь, что 
х ::;:;;: k + 1 ;  тог да х . k + 1 или х < k + 1 .  Если х = k + 1 ,  то 
х = О  V . . . V х = k + 1 . Если же х < k + 1 ,  то, так как k + 1 есть 
( k)', мы имеем х ::;:;;: k, по предположению 3. 7 (1), откуда, в силу индук­
тивного предпо;южения, х = О  V . . .  V х = k и, наконец, х = О  V . . . 
. .  . V х = k + 1 .  (Мы сейчас доказали пункт (а) предложения 3 . 8 нефор ­
мально. Мы и в дальнейшем буДем иногда так поступать. В проведеи­
ном только что доказательстве неявно используются теорема дедукции, 
элиминируемость пра"вила С, теорема о замене (следствие 2 .2 1 ), а также 
ряд тавтологий). 

Пункты (а') ,· (Ь) и (Ь') легко следуют из (а). Пункт (с) вытекает 
п о ч т и  неносредственно из предложения 3 .7  (о) с помощью очевидных 
тавтологий. 

Теперь мы можем вывести некоторые более сильные формы принципа 
индукции. 

П р е д л о ж е н и е 3.9 . 
(а) (П о  л н а я и н д у к ц и я.) 

1-- V х (V z (z < х ::::> rd (z)) ::::> rd(x)) ::::> V x-:d (х). 

(Пусть свойство Р та1еово, что для любого натурального числа х 
из того, что этим свойством обладают все натуральные чztсла, 
мен.ьшие х, выте1еает, что им обладает и число х. Тогда свойст­
вом Р обладают все н.атуральные числа.). 

(Ь) (П р и н ц и п н а и м е н ь ш е г о ч и с л а.) 
1-- rd (х) ::::> 3y (d (у) & Vz (z < У ::::> l rd (z))). 

(Если свойством Р обладает хотя бы одн.о натуральное число, 
то среди всех н.атуральных чttсел, обладающих свойством Р, суще­
ствует наимен.ьшее.). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. (а) Обозначим формулу Vz (z ::;:;; x :=> rd (z)) 
через rflВ (х). 

(i) 1 .  V х (V z (z < х ::::> rd (z)) ::::> rd (х)) 
2. V z (z < О  ::::> rd (z)) ::::> rd (О) 
3. z <t о 
4. V z (z < О  ::::> rd (z)) 
5. ет! (О) 
6. V z (z ::;:;;: О ::::> td (z)) 

т. е. rflВ (О) 
7. Vx (Vz (z < x :=> e f (z)) :=>  

::::> rd (х)) 1- d!J (О) 

гипотеза 
1 ,  правило А4 
предложение 3. 7 (у) 
3, тавтология, Gen 
'4, 2, М? 
5 ,  предложение 
3 . 8(а') 

1-6 



1 28 ГЛ . 3. ФОРМАЛЬНАЯ АР И ФМЕТИКА 

(i i) 1 .  Vx (Vz (z < х ::::J Q/t (r)) ::::J Q/t (x)) 
2. dJiJ (х), т. е. V z (z � х ::::J Q/t (z)) 
3. Vz (z < х' ::::J Q/t (z)) 

4. V z (z < .лJ ::::J Q/t (z)) ::::J Q/t (.х') 
5. <d (x') 
6. z � х' ::::J z < х' v z = х' 

7. z < х' ::::J Q/t (z) 
8. z = х' ::::J Q/t (z) 

9. V z (z � х' ::::J Q/t (z)), т. е. dJiJ (.х') 
1 0. Vx (Vz (z < х  ::::J Q/t (z)) ::::J 

::::J Q/t (х)) f- V х (d!kJ (х) ::::J r!lи (х')) 

гипотеза 
гипотеза 
2, предложение 
3,7(1) 
1 ,  правило А4 
3, 4, МР 
определение, тавто­
логия 
3, правило А4 
5, аксиома (7) равен-
с тв а 
6, 7, 8, тавтология, 
Gen 
1 -9, теорема дедук­
ции, Gen 

Из (i), (i i ) по правилу индукции получаем 'б' f- V х dJiJ (х), т. е. 
'б' f- V х V z (z � х ::::J Q/t (z)), где 'б' есть формула V x_(V z (z < х ::::J 
::::J Q/{ (z)) ::::J Q/t (х)). Дважды применив пр авило А4, получим 
'б' f- х � х ::::J Q/t (х); но так как f- х � х, то W f- Q/t (х), откуда, по 
правилу Gen и теореме дедукции, окончательно имеем f- W ::::J V х Q/{ (х). 

(Ь) 1 . l 3y (Q/t (y) & Vz (z < Y ::::J l Q/t (z))) 
2. V J l (Q/t (У) & V z (z <У ::::J l Q/t (z ))) 
3 . Vy (V z (z < У ::::J l Q/t (z)) ::::J l t2A (у)) 
4. Vy l Q/t (У) 

5. l Q/t (х) 
6. l 3y (Q/t(y) & Vz (z <y ::::J l Q/t(z))) :::J 

::::J l Q/t (х) 
7. t2A (х) ::::J Зу (Q/t (у) ::::J Vz (z <У ::::J 

::::J l Q/t (z))) 

Упраж нение 

Показать, что 

гипотеза 
1 , тавтология 
2, тавтология 
3, (а) с ld вме­
сто Q/t 
4, правило А4 
1 -5, теорема дедук­
ции 

6, тавтология 

1- V х (Q/t (х) :::> 3у (у < х & Q/{ (у))) :::> V х l Q/{ (х) 

(�rtemoд бесконечного спуска). 

Следующим важным арифметическим понятием, которое мы теnерь 
определим, является понятие делимости. 

О п р е д е л е н  и е. t Js служит сокращением для 3z (s = t · z), r.a,e 
z - перв ая переменная, не входящая в t и s. 
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П р е д л о ж е н и е 3. 1 О. 
(а) t 1 t; 

Следующие фор.мулы выводttмы в S: 

(е) s =F O & t l s :::::> t � s; 
(Ь) l \ t; (f) t 1 s & s 1 t :::::> s = t; 
(с) t \ О; (g) t 1 s :::::> t 1 r · s; 
( d) t 1 s & s 1 r :::::> t 1 r; (h) t 1 s & t 1 r :::::> t 1 s + r. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. (а) t = t · 1. Следовательно, t 1 t. 
(Ь) t = 1 · t. Следовательно, Т 1 t. 
(с) О =  t · О, поэтому t 1 О. 
(d) Если s = t · z и r = s · w, то r = t · (z · w). 
(е) Если s =F О и t 1 s, то s = t · z для некоторого z, при этом, 

очевидно, z =F О, т. е. z = и' для некоторого и. Итак, s = t . (и') = 
= l · и + t  ;;;::. t. 

Читатель легко докажет выводимость и остающихся формул (f)-(h). 

Упражнение 

Доказать: 
1. f- t 1 Т::::> t = Т. 2. f- (t 1 s ::::> t 1 s ' )  ::::> t = Т. 
Для дальнейших целей полезно будет доказать единственность част­

ного и остатка при делении одного числа на другое. 
П р  е д л о ж е н и е 3. 1 1 .  f- у =F О :::::> 31и31v (х =у · u + v & v <У)· 
Д о к а з а т е л ь  с т в о. Обозначим через ry{ (х) формулу 

у =F О :::::> 3u3v (x =y · и + v & v <y). 
(i) 1 .  y =F O  г ипотеза 

2. О =у · О + О (S 5'), (S 7') 
3. О <у 1 ,  предложение 

3.7 (t) 
4. О =у · О + О & О <у 2, 3, тавтология  
5. 3u 3v (O =У ·  и +  v & 'V <У) 4, правило Е4 
6. у =F О :::::> 3и 3v (O =У · ll + v & 'V < у) 1 -5, теорема 

дедукции 
(ii) 1 . ry{ (х), т. е. у =F О :::::> 3и 3v (х =у · и + 

+ v & v <y) гипотеза 
2. y =F О гипотеза 
3. 3u 3v (X =Y · и + v & v <У) 1 ,  2, МР 
4. х =у · а + Ь & Ь <У 3, правило с 

дважды 
5. Ь <у 4, тавтология 
6. Ь' � у 5, предложение 

3.7 (k) 
5 э. Мендельсон 
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1. Ь' <у V Ь' =у 
8. Ь' <У ::::J х' =у ·  а + Ь' & Ь' <У 
9. Ь' <У ::::J 3u3v (x' =у · ll + v &v <y) 

1 0. Ь' =У ::::J x' =y · a +y · l 

1 1 . Ь' =у ::::J (х' =у · (а + l) + O & O <y) 

1 2. Ь' =У ::::J 3u3v (x' =У · и + v & v <y) 

1 3. 3u3v (x' =У · и + v &  v <У) 

1 4 .  d (x) ::::J (y =#= O ::::J 3u3v (x' =y · и + 
+ v & v <y)) 
т. е. d (x) ::::J d (x') 

6, определение 
4, (S 6') 

8, правило Е4, 
теорема дедукции 
4, (S 6'), предло­
жеrше 3 .5 (Ь) 
1 О, предложение 
3.4, 2, предложе­
ние 3.7  (t), (S5') 
1 1 , теорема де­
дукции, прави­
ло Е4 
7, 9, 1 2, тавтоло­
гия 
1 - 1  3, rеорема 
дедукции 

Из (i) и (ii) по пр авилу индукции получаем � V xd (х). 
Таким образом, ·мы доказали существование частного и и остатка v. 

Докажем теперь единственность частного и остатка. Пусть у =F О. 
Допустим, что х =у · и1 + v1 & v1 <У и х =у · 112 + 'VJ & v2 <У· Возможны 
случаи : u1 = u2, u1 < и2 и u2 < u1• Если u1 = u2, то, в силу предложе­
ния 3 .4  (d), v1 = v2. Если u1 < 112, то при некотором w=f= O имеем ll2 = и1 + w 
и тогда y · и1 + v1 =y · (lz1 + w> + 'V2 =Y · llt +Y · W + v2, откуда Vt =. 
=у . w + v\J. Но так как w =1= О, то тог да у ·  w ;;::::: у 11 ,  следовательно, 
v1 =у · w + 'V2 ;;;?; у, чего не может быть из-за v1 <У· Таким образом, 
u1 <( u2• Аналогично доказывается, что 112 <( u1• Поэ·r o•,ty u1 = u11, а сле­
доватеJiьно, и v1 = 'V\). 

Пос;Jе всего сделанного нет никаких принципиальных препятствий 
к тому, чтобы всякую теорему, доказываемую в курсах элементарной 
теории чисел (например, в книге В и н о г р  а д о в а [ 1 952] ), перевести 
на язык теор ии S и построить вывод такого перевода в этой теории. 
Имеются некоторые теоретико-числовые функции такие, каr<, например, 
xl и хУ, которые можно определить в S, и мы это сделаем ниже в этой 
главе. (В большинстве сJiучаев можно, правда, обойтись без явного 
определения этих функций, но это очень скоро вриводит к громоздким 
и запутанным построениям.) С другой стороны, некоторые классические 
результаты теории чи сел такие, как теорема ДирихJiе, доказаны с по­
мощью теории функций комплексного переменноl'о, причем зачастую 
неизвестно даже, можно ли поJJучить элементарные доказательстuа (и JJи 
выводы в S) для таких теорем. Некоторые же теоремы теории  чисеJJ 
(например, теорема о простых чис;1ах) в самих формуJJировках содеJ.Iжат 
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неэлементарные понятия, вроде понятия логарифмической функции, и 
такие теоремы не могут быть даже сформулированы н а  языке теории  S, 
если только для них не существует эквивалентной элементарной формы. 
Позже вопрос о силе и выразительных возможностях теории S будет 
рассмотрен nодробнее. Будет, например, доказано, что существуют такие 
замкнутые формулы, которые недоказуемы и неопровержимы в теории  S, 
если только она непротиворечива; следов ательно, существует формула, 
истинная в стандартной интерпретации, но невыводимая в S. Мы увидим 
также, что такая неполнота теории  S не может быть отнесена за счет 
нехватки каких-то существенных аксиом и что в основе этого явления 
кроются более г лубок и е причины, действующие также и в случае дру­
гих теорий . 

)'пражнения 

1 .  Показать, что принцип индукции (S9) не  зависит от оста.1ь ных аксиом 
теории S. (У к а з  а н и е. Р ассмотреть интерпретацию, областью которой слу­
жит множество полином ов с целыми коэффициентами и с неотрицательным 
старшим коэффициентом и в которой операции + и · интерпретируются как 
обычные сложение и умножение полиномов .  Проверить истинность в т акой 
интерпретации аксиом (S I ) - (S8) и опровергнуть предложение 3. 1 1 , подстав­
ляя вместо х полином х и в место у - полином 2.)  

�. Существ ует нестандартная модель теории S любой мощности _N «. 
(У к а з  а н и е. Построить новую теорию S', присоединив к S новую предметную 
константу Ь и аксиом ы Ь =1= О ,  Ь + J: . . .  , Ь =/= n, . . . . Показать,  что  т еория S '  
непротиворечива, и применить предложение 2.27 и следствие 2.35 ( с ) . )  Э р  е н-

ф о й  х т [ 1 958] доказал, что существует по м еньшей мере 2 N � неизоморфных 
моделей мощности N а ·  

Dз. Для системы аксиом П е ано дать обычное математическое доказа­
тельство ее категоричности в смысле изоморфности всяких двух е е  <Моделей) ,  
Объяснить, почему  такое доказательство не применимо к теории первого 
ПОl'ЯдКа S. 

04. (П р е с б у р  г е р  [ 1 929] . )  Если удалить из теории S функциональную 
букву ti для умножения и аксиомы (S7) - (S8), то полученная  таким образом 
новая теория S+ полна и разрешима. (У к а з  а н и е. Использовать процедуру 
сведения, подобную той ,  что применялась для теории Кв н а  стр .  1 07 - 108. Для любого k определим k • t по индукции: О · t есть О, (k + 1) · t есть (k • t) + t, 
т. е. k · t есть сумма  k слагаемых, каждое из которых есть t. П у сть также 
t = s (шоd k) при каждом k служит сокращением для 3х (t = s + k · х V s = 
= t + k · х) .  При сведении будем обращаться с формулами вида t = s (шоd k) и 
t < s как с элементарными (хотя на самом деле они таковыми, р азумеется, 
не ЯВЛiЮТся). Относительно всякой формулы теории S+ мы заранее можем 
предполагать, что она уже приведена к предваренной нормальной форме. 
Тепе.У._ь остается описать процедуру,  следуя которой, по каждой формуле  3y'i!f, 
где 't) не содержит кв анторов, строится эквивалентная ей формула, не содер­
жащая кванторов (не  забывая при этом о том, ч"'о элементарными формулами 
сейчас считаются формулы вида t = s (mod k) и t < s) .  Дальнейшую помощь 
в деталях читатель получит у Г и л ь б е р т  а и Б е р н  а й с а [ 1 934], т. 1, 
стр. 359 - 366.) 

5. (а) Всякая замкнутая элементарная формула t = s теорю; S разрешима 
в S, т . е. ли�о 1- 5t = s, либо 1- st =1= s. 

Ь) Всякая замкнутая формула теории S, не содержащая кванторов, разре­
шима в S. 

5• 
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§ 2. Арифметические функци и  и отношения 

Арифметическими функциямй мы называем функции, у которых область 
определения и множество значений состоят из натуральных чисел, а 
арифметическим отношением является всякое отношение, заданное на 
множестве натуральных чисел. Так, например, умножение есть арифме­
тическая функция с двумя аргументами, а выражение х + у <  z опре­
деляет некоторое арифметическое отношение с тремя аргументами. Ариф­
метические функции и отношения являются понятиями интуитивными и 
не связаны ни с какой формальной системой. 

Арифметическое отношение R (х1, • • •  , Хп) называется вырази.мы.м 
в теории  S, если существует формула ry( (х1, • • • , Хп) теории S с n 
свободными переменными такая, что для любых натуральных чисел 
k1, . . .  , kп 

( 1)  если R (k1, . . . , kп) истинно, то r- 8ry( (k1, . . . , kп), 
{2) если R (k1, . • . , kп) ложно, то r- s lry( {k1, . . .  , kп). 

Так, например, отношение р авенства между натуральными числами выра­
зимо в S формулой х1 = х�. В самом деле, если k1 = k�, то термы k1 
и k� совпадают, и тогда, по предложению 3.2 (а), r- sk1 = k�. Аналогично, 
если k1 =F k�. то, в силу предложения 3.6 (а), r- sk1 =F k2• В свою очередь 
формулой х1 < х� выразимо в S отношение <меньше». Если k1 < k2, 
то существует отличное от нуля число n такое, что k� = k1 + п, и 
тогда, в силу предложения 3 .6 (а), r- sk� = k1 + n,  а в силу (S3') и 
n =F О, r- s n =F О. Следовательно, в S можно вывести формулу 3w (k� = 
= k1 + w & w =F 0), т. е. k,. < k�. Если же k1 <t: k�. то k1 = k� или k9 < k1, 
причем в этом последнем случае, так же как и для случая k1 < k'i., 
доказывается r- sk� < !1• Н�конец, если k1 = k�, то r- �1 k2• Итак, 
в обоих случаях r- sk� ::::;;;;;; k1 и тогда, по предложению 3.7 (а), (с), 
r- 8k1 <t: k�. 

Упражнения 

1 .  Показать ,  что отрицание, конъюнкция и дизъюнкция в ыразимых в S отно­
шений выразимы  в S. 2. Доказать, что отношение х + у = z выразимо в S. 

Арифметическая функция f (х1 , . . .  , Хп) называется представи.мой в S, 
если существует формула ry( (х1, . . . , Xn + 1) теории S со свободными 
переменными Х1, • • •  , Xn + 1 такая, что для любых натуральных чисел 

_}1• . . • ,  kп + 1 
(1 ) если f (k1, . . .  , kп) = kn + l• то r- 8d (k1, . . . , kп, kп + 1), 
(2) r- 831Xn + 1d (k1, . . .  , kп, Xn + t). 

Если в этом определении условие (2) заменить условием 
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(2) � s3tXn+ 1  CYt (Xt, . . . , Xn, Xn + ,), 
то мы получим понятие сильно представимой в S функции. Заметим, 
что, в силу правил Gen и А4, из (2') следует (2). Следовательно, всякая 
сильно представимая функция является также представимой функцией. 

П р и м е р ы. (а) Нуль-функция Z (х) = О  сильно представима в S 
с помощью формулы х1 = х1 & х2 = О. В самом деле, если Z (k1) = k2, 
то k2 = О  и f-- k1 = k1 & О =  О, т. е. выполнен пункт ( 1 ) определения  
сильно представимой функции. Кроме того, очевидно, � 31х2 (х1 = х1 & 
& х2 = 0), т. е. выполнен и пункт (2') этого определения. 

(Ь) Функция N (х) = х + 1 сильно представима в S формулой х2 = Xi. 
Лействительно, при любом k1 из N (k1) = k2, т. е. из k2 = k1 + 1 , 
следует, что термы k2 и (7i1)' совпадают и потому � k2 = (7i1)'. Кроме 
того, t- 3,х2 (х2 = xi). 

(с) Проектирующая функция U7 (x1, . . . , Хп) = х1 сильно предста-
вима в S с помощью формулы Х1 = х1 & . . . & Xn = Xn & Хпн = Х;. Если 
U? (k1 , • • •  , kп) = kп + ,, то kпн = k1 и fпн = k1• Следовательно, � k1 = 
= k1 & . . .  & kп = kп & kп + 1 = k1 , и условие ( 1 )  выполнено. Кроме того, 
� 3t Xпн (Xt = Xt &  . . .  & xn = Xn & Xn + t = X;), т. е . .  выполнено и усло­
вие (2') определения сильно представимой в S функции. 

(d) Предположим, что функции g (х1, • • • , Хт), ht (хь . . .  , Хп), 
• • •  , hm (х1, • • •  , Хп) (сильно) представимы в S соответственно форму­
лами rlliJ (х,, . . . , Xm, Хтн), CYt, (х,, . . .  , Хпн), . • •  , CYt т (х,, . . .  , Хпн). 
Зададим новую функцию f равенством f (х1, . . .  , Хп) = g (h1 (х1, . • •  , Хп), 
• • •  , hm (х 1, • • • , Хп)· Говорят, что функция f получена из g, h1, • • • , hп 
с помощью подстановки. Функция f также (сильно) представима в S, 
например, с помощью формулы 

3у, • • • 3ym (CYtt (Xt, • • • , Xn, Yt) & • • • &d т (Xt, • • • , Хпо Ут) & 
& rlliJ (у,, • • • • У то Xn+t)), 

кото рую обозначим через d (Xt, Xg, • • • , Хпн). В самом деле, пусть 
f (k 1 , . . . , kп) = kп+l и h1 (k,, . . . , kп)= rl, где 1 � i� т; тогда g (r1, • • •  , Г т)= 
= kп+l· Согласно предположению о (сильной) представимости , g, h1, • • •  
. .  . , hт, f-- dl {k,, . . . , kп, r;) для 1 � i � т и � rlliJ (r,, . . . , r то kп+t)· 
Следовательно, � d [k,, . . . , kпо "ft) & • • . & CYt (k1, • • •  , kпо r т) & 
& rlliJ (r,, . . . , r т• kп+t)· По правилу Е4 � d (k,, . . . , kпо kп+t), т. е. 
выполнено условие ( 1 ) оnределения представимости. Переходя ко вто­
рому пункту этого определения, мы остановимся на варианте сильной 
представимости. Попустим в качестве гипотез 

и 

3у, . . . 3yт (dt (Xt, . . .  , Хпо Yt) & • • • & dт (Xt, . . .  , Хпо Ут) & 
& rlliJ (у,, • • · , У то и)) ( *) 

3у, . . . 3yт (dt (Xt, . . . , Xn, Yt) & . . . & dm (Xt, . . .  , Xn, Ут) & 
& rlliJ (Yь . . . , Jlmo v)). (**) 
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Применив т раз правило С, получаем из ( *) 

c;v(t (Xt, • • •  , Xn, bt) &  . . .  & 124т (Хt, . . . , Xn, bт) & $d (yt • . . . , Ym· и) 

и из (* *) 

Так как 1- 3tXn+tcv{l (Xt, • • • , Xm Xn+t), то из 1241 (Xt, • • • , Xn, Ьд и 
1241 (х1, • • • , Xn, с;) следует bi = с1. Из $d (bt, • • •  , Ьт, и) и bt = Ct, • • • 
• • . , Ьт = С т следует $d (Ct, • • •  , С т, и). Поэтому из 1- 3tXm+t<?� (Xt, • • •  , Хт, 
Xm+t) и $d (с1, • • •  , Сто v) мы получаем ll = v. Таким образом, 
1-- 124 (х1,  • • •  , Xm и) & cv{ (х1, • • •  , Xm v) :::> и = v. Также легко показать, 
что 1-- 3хм1124 (х1, • • • , Xn+t) (предоставляется читателю в качестве 
упражнения). Отсюда получаем 1-- 3tXn+tl24 (Xt, • • • , Xn, Xn+t), т. е. 
утверждение (2') определения сильной представимости. Вариант (2) для 
случая представимости рассматривается аналогично. 

У пражнение 

Показать, что  следующие функции сильно представимы в S: 
1 .  Zn (х1 , . . . , Хп) = О. (У  к а з а н и е. Zn (х1, . . . , Хп) = Z (U� (хн . . . , Хп)), 

применить ( а ), (с), (d) . )  

2.  cZ (Хн • • • ' Хп) = k для любого данного . k. (У к а 3 а н и е. в силу 1 ' с� 
сильно представима ;  допустим, что сильно представима Функция  cZ, тогда n n 
используем равенство Ck + 1 (х1, . . . , Хп) = N (Ck (хн . . . , Хп)) и (Ь) ,  ( d) .) 

3. Сложение. 4. У множение. 

Харатстеристичестсой фунтсцией данного отношения R (х1, • • •  , хп) 
назыв ается функция C R  (х1, • • • , Хп), задаваемая условиями: 

{0, если R (xr • • • . , Хп) истинно, CR (Xt, • • . , Хп) = 
1 ,  если R {х1, • • •  , Хп) ложно. 

П р е д л о ж е н и е 3 . 1 2. Если отношение R (х1, • • • , Хп) вырази.мо 
в S, то харатстеристичестсая фунтсция Сн (х1, • • •  , Хп) этого отноше­
НllЯ сlzльно пред_стави.ма в S, а если фунтсция Сн (х1, • • • , Хп) предста­
вима в S, то в S вырази.мо и отношение R (х1 , • • •  , Хп) . 

Д о к а э а т е л ь  с т в о. Не составляет труда проверить, •по 
1 ) если отношение R (х 1 ,  • • • , Хп) выр аэимо в S с помощью формулы 

124 (х1, • • •  , Хп), то функция С н (х1, • • •  , Хп) сильно nредставима в S 
с помощью формулы (124 (Xt, . . .  , Хп) & Xn+l = О) V (l l24 (Xt, . . .  , Хп) & 
& Xn+t = 1 ), и 2) если функция CR (х1, • • •  , Хп) представима в S с 
помощью формулы rJJJ (х1 ,  • • •  , Xno Xn+t). то О1 1 Ю Ш С I ! И е R (xt, • . .  1 х") 
выраэимо в S с помощью qюрму JJ ы  $ri (Xt, . . . , >.11, U). 
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Упражнения 

1. П оказать, что если функция f (хн . . . , Хп) представима в S, то в S 
выразимо и отношение f (хн . . . , Хп) = Хnн• называемое представляющим отно­
шеJtием (или графиком) функции f . 2. Доказать,  что для всяких двух п-арrументных отношений R1 и Rs 
сне Rl = 1 - C R ! '  c(R ! или R2) = C R I  . CR2 '  c(RI и R2) = C R I  + CR2 - CRI • CRs" 

§ 3 . Примитинпо рекурсивные и рекурсивные функции 

Изучение представимости функций в S приводит к одному классу 
функций, играющих весьма важную роль в математической логике. 

О п р е д е л е н и е  
( 1 ) Следующие функции называются исходн.ы.мtt фун.тщttя.ми. 

(1) Ну ль-функция: Z (х) = О при каждом х. 
(II) Прибавление единиu ы: N (х) = х + 1 при каждом х. 
(I I I) Проектирующие функции: U 1 (х1, • • • , Хп) = х; при всех 

х, • • •  , Xn (l =  1 , . . . , n; n =  1 , 2, . . .  ). 
(2) Следующие два правила служат дш1 получения новых функций, 

исходя из уже имеющихся функций. 
(IV) Подстан.овка: 

f (хь . . . , Хп) = g (ht (Xt, • • • , Хп), • • •  , hm (х1, . . . , Хп)); 

говорят, что функция f получена с помощью подстановк.и из функций 
g (yt, • • • • У т), ht (Xt, · · · • Хп), • • · ,  hm (Xt, • • •  , Хп)• 

(V) Рекурсия: 
f (Xt, • • •  , Xm О) = g (Xt, • • •  , Хп), 

f (x1, . • . , Xm у + 1 )  = h (Xt, • • • , Xm у, f (x1, . • . , Xm у)), 

при этом исключается случай � = 0, для которого отдельно: 

f (О) = k (где k - фиксированное целое неотрицательное число), 

f (y + 1 )  = h (у, f (у)). 
Мы будем говорить, что функция f получена из функций g и h (или 
в случае n = О  из одной лишь функции h) с помощью рекурсии, а х1 , • • •  
• • • , Xn назовем napa.мempa.мtt рекурсии. Заметим, что функция f вполне 
определена: значение f (х1, • • •  , Xm О) определяется из первого равенства, 
а если мы уже энаем значение f (х1, • • • , Xn, у), то из второго р авенства 
мы можем найти значение f (х1, • • •  , Xn, у +  1 ). 

(VI) �-оператор:  пусть функция g (х1, • • •  , Xm у) такова, что для 
любых х1, • • •  , Xn существует по кр айней мере одно значение у, при 
котором g (х1, • • •  , Xm у) = О. Обозначим через �у (g (xt, . . . , Xn, у) = О) 
наименьшее значение у, при котором g (х1, • • •  , Xm у) = О. Вообще, 
для всякого отношения R (х1, • • • , Xn, у) будем через �yR (Xt, • • •  , Xm у) 
обозначать то наименьшее значение у, при котором R (Xt, • • •  , Xm у) 
истинно, ес;ш вообще такие значен�я существуют. Пусть f (х1, • • •  , Хп) = 
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= !-1-У (g (х1, • • • , Xm у) = 0). Будем тогда говорить, что функция f полу­
чена из функции g с помощью f,t-Операто ра, если выполнено вышепри­
веденное предположение о функции g: для любых х1, • • •  , Xn существует 
по крайней мере одно значение у, для которого g (х1, • • •  , Xm у) =  О. 

(3) Функция f называется при.митивно рекурсивной, если она может 
быть получена из исходных функций с помощью конечного числа 
подстановак (IV) и рекурсий (V), т. е. если существует такая конечная 
последовательность фу r 'кций f1, • • •  , fm ч·r о fп = f  и для каждого l, 
О � i � n, функция f; либо и сходная, либо может быть получена из неко­
торых предшествующих ей в этой последовательности функций с по­
мощью применения правила (IV) (подстановки) или правила (V) (рекурсии). 

(4) Функция f называется рекурсивной, если она может быть полу­
чена из начальных функций с помощью . конечного числа применений 
подстановки (IV), рекурсии (V) и f,t-Оператора (VI). Это последнее опре­
деление от ли чается от определения примитивно рекурсивной функции 
лишь дополнительным разрешением применять f,t-Оператор. Поэтому 
всякая примитивно рекурсивная функция является также и рекурсивной 
функцией. Позже мы увидим, что обратное неверно. 

Мы покажем, что класс рекурсивных функций совпадает с классом 
функций, представимых в S. (В литературе вместо термина «рекурсивный» 
иногда употребляется термин «общерекурсивный» .) 

Докажем сначала, что введение фиктивных переменных, а также 
перестановка и отождествление переменных не выводят за пределы класса 
примитивно рекурсивных функuий и класса рекурсивных функций. 

П р  е д л о ж е н и е 3. 1 3. Пусть g (у1, • • •  , Yk) - примитивно рекур­
сивная (или рекурсивная) функция, и пусть х1, . • • , Xn - различные 
пере.менньtе; тогда, если при каждом i, 1 � i � k, z; есть одна из 
переменньtх Xt, . . . , Xm то функция f (х1, . . . , Хп) = g (z 1 , . . . , zk) тоже 
примитивно рекурсивная (соответственно рекурсивная). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Z; = xj;• где 1 � j; � п. Тогда z1 = 
= U� (Xt, . . . , Хп) И f (xl, . . . , Хп) = g (Unj (Xt, . • .  , Хп), • • •  , Ujn (Xt, • • • , Хп)). 1; 1 k 
Таким образом, функция f может быть получена ИЗ функций g, u;t' . . .  ' u;k 
с помощью подстановки, т. е. f есть пр имитивно рекурсивная (соответ­
ственно рекурсивная) функция. 

П р и м е р ы. 1 .  (Введение фиктивных переменных.) Если g (х1, х3) ­
примитивно рекурсивная функция и f (х1, х2, х3) = g (х1, х3), то f (х1, х2, х3) 
есть также примитивно· рекурсивная функция. Для доказательства по­
лож ить z1 = х1 и z2 = х3 и nрименить предложение 3. 1 3. 

2 . (Перестановка переменных.) Если g (х1, х2) - примитивно рекурсив­
н а я  функция и f (х1, х2) = g (х2, х1), то f есть также прими1 ивно рекур­
сивная функция. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В предложении 3. 1 3 nоложить z1 = х2 и z2=x1. 
3 . (Отождествление переменных.) Если g (х 1 ,  х2, х3) - примитивно ре­

курсивная функция и f (xt, х2) = g (х1, х2, xl), то f (х1, х2) есть также 
примитивно рекур сивная функция. 
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Д о к а з а  т е л  ь с т в о. В 3 . 1 3 положить n = 2, z1 = х1, z2 = х2, z3 = х1• 
С л е д с т о и е 3 . 1 4. (а) Нуль-функция Zn (xl, . . . ' Хп) = о  при.митивно 

рекурсивна. (Ь) flостоянная функция С� (xi, . . . , Хп) = k, где k - не-
которое фиксированное целое неотрицательное число, при.митивно 
рекурсивна. (с) Правило подстановки ( IV) .может быть распростра­
нено на случай, когда каждая функция h1, воз.можно, является функ­
цией лишь от некоторых из пере.менных х1, • • •  , Xn· Точно так же 
и в правиле рекурсии (V) функция g .может фактически не зависеть 
от каких-либо из пере.менных х1,  . . • , Xno а функция h .может не 
зависеть от каких-либо из пере.менных х1,  . . .  , Xn, у или f (x1, . . .  , Xno у). 

Д о к а а а т е л ь  с т в о. (а) Пусть в предложении 3. 1 3 g есть нуль­
функuия Z. Тогда k = 1 и остается лишь положи rь z1 = х1. (Ь) Для 
k = О искомое утверждение совпадает с доказанным  только что пунктом 
(а). Предположим, что оно верно при некотором k, тогда для k + 1 до-
статочно воспользоваться равенством cz + 1 (xl, . . . , Хп) = N (CZ (xl, . . . , Хп)). 
(с) В силу предложения 3. 1 3, каждая из переменных х1, . . .  , Xn может 
быть введена как фиктивная переменная, если это необходимо. Например, 
если h (x1, х3) - данная примитионо рекурсивная (или рекурсивная) функ­
uия, то функuия h* (x1, х2, x3) = h (x1 , х3) = h (Щ (х1, х2, х3), Щ (х1 , х2, х3)) 
тоже является примитионо рекурсивной (или рекурсивной). 

П р едл о ж е н и е  3 . 1 5 . Следующие функции являются при.митивно 
реиурсивны.ми: 

{ х - 1 , если х > О, 
(а) х + у; (Ь) х · у; (с) хУ; (d) <'l (x) =  

0 0 , если х = ; 

(е) х ...:.... у =  · (f) l x - y l = 
{ х - у, если х ;::, у, { х - у, если х � у. 

О, если х < у; у - х, если х < у; 

{ О, если х = О, - { 1 , если х = О, 
(g) sg (х) = (h) sg (х) = 

1 ,  если х =1= О; О, если х =1= О; 

(i) х!; (j) mir1 (х,  у) = наи.меньше.му из чисел х и у; 
(k) min (х1, • • • , Хп); ( 1 )  max (х, у) = наибольшему из чисел х и у; 
(m) max (х1, . • •  , Хп); (n) rm (х, у) = ос тати у от деления у на х, 

если х =1= О, и у, если х = О; 
(о) qt (х, у) = частно.му от деления у на х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
(а) По правилу рекурсии (V): 

х + О =  х f (х, О) = Щ (х) 
, т. е. 

х + (у +  1 ) = N (х + у) f (х, у +  1 )  = N (f (х, у)). 

(Ь) х · О = О g (х, О) = Z (х) 
, т. е. 

х (У + 1 ) = (Х · У) + х g (x, у +  1 ) = f (g (x, у), х), 
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г де f есть функция сложения. 

(с) х0 = 1 (d) 3 (0) = 0 (е) x -L O = x 
xY+I = (хУ) . х 3 (у + 1 ) = у  

(f) 1 х - у 1 = (х -L у) + (у -L х) (подстановка) 

(g) sg (O) = O  

(h) 

(i) 

(j) 

sg (y + 1 ) = 1 

sg (x) = 1 + sg (x) 

0! = 1 

(У + l )! = (y!) · (Y + 1 )  

min (х, у) = х  ....!- (х ....!- у) 

x -L (Y + 1 ) = 3 (x -L y) 

(k) Предположим, что функция min (х1, . . .  , Хп) -- примитивно рекур­
сивная. Для min (х1, . . .  , Xn+t) имеем 

min (х1, . • .  , Хn+д = min (min (х1, . . . , Хп), Хп+д 
(1) max (х, у) = у  + (х ....!- у) 

(m) max (Xt, . . . , Xn:t) = max (max (xt, . . . , Хп), Xn+t) 
(n) rm (x, O) = O  

rm (х, у + 1 )  = N (rm (х, у)) · sg (1 х - N (rm (х, у)) j) 
(о) qt (x, O) = O  

qt (x, y + 1 ) = qt (x, y) + sg (\ x - N (rm (x, у)) \) 
О п р е д е л е н и я  

L..l f (Xt, • • •  , Xn, у) =  � { О, если z = O, 

y < z  f (x1, . . . , Xm O) + . . .  +f(Xt, . . . , Xn, z-1 ), если z>O; 

� f (x1 , . . .  , Xn, у) = � f (Xt, . . . , Xm у); 
y � z y < z + l 

f (Xt, " • , Xno у) = п 
{ 1 , если z = O, 

y < z f (х1 , . . .  , Xn, О) · . • •  · f (х1, . . . , Xn, z - 1 ), если z>O; 

П f (Xt, . . •  , Xm У) = П f (Xt, . . • , Xn, у). 
y � z  y < z + l 
Эти ограниченные су.м.мы и произведения являются функциями аргументов 
х1, • • •  , Xn, z. Суммы и проиэведения, ограниченные с двух еторон, можно 
т�::перь определить через введенные только что ограниченные суммы и 
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nроизведения, например :  

� f (x1, . • . , Xm y) = f (Xt, . . . , Xm  u + 1 ) + - · · + f (Xt, . . . , Xm v - 1 ) = 
u<y<v  

� f (x, . ,
. ., Xn, y + u +  1 ). 

y < (V � U) � I  
11 р е д л о ж е н и е 3 . 1 6. Если f - примитzzвно рекурсивная (или ре­

курсивная) функция, то все определенные выше ограниченные суммы 
и произведения этой функции являются также при.лtитивно рекур­
сивными (или рекурсивными) функциями. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Пусть g (х1, • • •  , Xn, z) = � f (х1, • • •  , Xm у). 
у < :�:  

Тогда мы имеем следующую рекурсию: 

g (Xt, . . . , Xm 0) = 0; 
g (xt, . . .  , Xm z + l ) = g (xt, . . .  , Xn, z) + t (xt, . . .  , Xm z). 

Если же h (Xt, . . .  , Xn, z) = � f (xt • . . . • Xm у), то имеем h (xt • . . .  , Xn, z) = 
y-:=: z 

= g (х1, • • •  , Xm z + 1 )  (подстановка). Доказательство соответствующих 
утверждений для сумм и произведений, ограниченных с двух сторон, мы 
предоставляем читателю. 

11 р и м е р. Функция D (х), р авная 1 при х = О  и числу делителей х, 
когда х > О, примитивно рекурсивна, так как 

D (х) = � sg (rm (у, х)). 

Если нам заданы некоторые отношения в области натуральных чисел, 
то, применяя к ним логические связки исчисления высказываний, мы 
можем получить новые отношения. Мы будем пользоваться для этого 
теми же символами: l, &, V , :::) , = (если только при этом не будет 
возникать недоразумений из-за одновременного употребления этих сим­
волов в нашем метаязыке и в формальных теориях первого порядка). 
Например ,  для любых двух отношений R1 (х1, . • • , Хп) и R2 (х1, • • • , Хп) 
R1 (х1, • • • , Хп) V R2 (х1, • • • , Хп) есть отношение, которое выполнено для 
х1, • • • , Xn тогда и толы<О тогда, когда выполнено R1 (х1, • • • , Хп) или 
R2 (x1, • . • , Хп) · Выражение 'v'yy < zR (xt, . . .  , Xm у) мы будем употреблять 
для записи отношения: «При всяком у, если у < z, то R (х1, • • •  , х,., у)». 
В аналогичном смысле будут употребляться выражения 'v'yy ""' z' 3уу< z 
и 3yy ""' z; так, например ,  под 3yy < zR (x1, • • •  , Xm у) мы будем понимать 
утверждение: «Существует у такое, что у < z и R (х1, • • •  , Xm у)». Выра­
жения 'v'yy< z• 'v'yy""' z' 3yy < z и 3yy ""' z мы назовем ограниченными 
кванторами. Наконец, ограниченный оr-оператор определим так: 

{ наименьшему у такому, что у <  z и 
!J-Yy< zR (Xt, . . .  , Xm у) = R (X t, . . . , Xm у), есЛи такое у существует; 

z в противном случае. 

(Здесь выбор z в качестве значении опер атора ва втором случае 
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продиктован только интересами удобств а в дальнейших докаэатель· 
ствах, никакого содержательного смысла в это не вкладывается.) 

Отношение R (х1 , • • • , Хп) называется при.митивн.о реtеурсивн.ы.м (ре­
курсивн.ы.м) отн.ошен.ие.м, если примитионо рекурсивной (соответственно 
рекурсивной) является его характеристическая функция CR (х1, • • • , Хп)· 
В частности, даi'Жое множество А натуральных чисел является при.ми­
тивн.о рекурсивн.ы.м (рекурсивн.ы.м), если примитивно рекурсивной (ре­
курсивной) является его характеристическая функция Сл (х). 

П р  и м е р ы. ( 1 )  Отношение х1 = х2 примитивно рекурсивно, так как 
характеристическая функция его совпадает с функцией sg (1 х1 - х2 [), 
которая примитивно рекурсивна, в силу предложения 3. 1 5  (f), (g). 

(2) Примитивно рекурсивная функция sg (х2 .....__ х1) (предложение 3. 1 5  
(е), (h)) служит характеристической функцией отношения х1 < х2, которое, 
rаким образом, примитивно рекурсивно. 

(3) Отношение х1 1 х2 примитивно рекурсивно, так как его характе­
ристической функцией является примитивно рекурсивная функция 
sg (rm (xt, х2)). 

(4) Отношение  Pr (х), т. е. « Х есть простое число» ,  примитивно ре­
курсивно, так как CPr (х) = sg ((D (х) .....__ 2) + sg ( 1  х - 1 1) + sg (1 х - О 1)). 
(Напомним, что число х является простым тог да ·  и только тог да, ко г да 
оно имеет не более двух делителей и отлично от О и 1 .) 

П р  е д л о ж е н и е 3 . 1 7. Отн.ошен.ия, которые .можн.о получить из 
при.митивн.о рекурсивн.ых (или реtеурсивн.ых) с помощью пропозицио­
н.альн.ых связок и огран.ич.ен.н.ых кван.торов, также при.митивн.о ре­
курсzzвн.ы ( соответс твен.н.о рекурсzzвн.ы); при.мен.ен.ие огран.ич.ен.н.ых 
р.-операторов Р.Уу <  z или р.уу :::: z к при.митивн.о рекурсивн.ы.м (реtеур­
сивн.ы.м) отн.ошен.ия.м прzzводит к при.митzzвн.о рекурсzzвн.ы.м (рекурсив­
н.ы.м) фун.кция.м. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть отношения R1 (xt, . . . , Хп) и R2 (xt, . . .  , Хп) 
примитивно рекурсивны (или рекур сивны). Это значит, что их характе­
ристические функции CR 1 и CR2 примитивно рекурсивны (соответст­
ренно рекурсивны). Но clR! (Xt, . . . ' Хп) = 1 � CRI (Xt. . . . ' Хп). следова­
тельно, и отношение lR1 примитивно рекурсивно (рекурсивно). Кроме 
того, CRl v R2 (Xt, . • •  ' Хп) = CRI (Xt, . . .  ' Хп) . CR2 (Xt, . . . ' Хп), а потому 
1:1 отношение R1 V R2 примитионо рекурсивно (рекурсивно). Для пропо­
зициональных связок доказательство на этом и заканчивается, так как 
все остальные пропозициональные связки выражаются через связки l 
и v . 

Пусть теперь R (х1, • • • , Xn, у) - примитивно рекурсивное (рекурсивное) 
отношение. Обозначим через Q (х1, • • •  , Xn, z) отношение 3уу < zR (х1, • • • 
• • • , Xn, у). Нетрудно проверить, что CQ (х1, • • •  , Xn, z) = П CR (xt, . • .  , ХпУ), 

y< z 
откуда, в силу предложения 3. 1 6, следует, что CQ является примитивно 
рекурсивной (рекурсивной) функцией. Ограниченный квантор 3уу :::: z 
равносилен, очевидно, ограниченному квантору 3yy < z+l• который в свою 
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очередь может быть nолучен с помощью подстановки из ограниченного 
квантора 3yy < z· 

Кванторы V'f.:i. < z и Vyy ::E:. z эквивалентны соответственно приставкам 
l 3Yy < z l и l .:lyy � z l· Ограниченные с двух сторон кванторы такие, 
как 3Yu <y < v• могут быть определены с помощью подстановак в уже 
р ассмотренные ограниченные кванторы. Наконец, заметим, что функция 
П CR (х1, • • • , Xn, u) принимает значение 1 при каждом у, для которого 
U "" Y 
R (х1, . . • , Xm u) ложно при всех u � у, и принимает значение О всякий 
раз, когда существует такое u � у, при котором R (х1, . . .  , Xn, u) истинно. 
Поэтому, если для данного z существуют числа у меньшие, чем z, и 
такие, что R·(x1, . . .  , Xm у) истинно, то значение функции  � П CR (х1, • • • 

y <. z  u � y 
• • •  , Xm u) р авно числу целых неотрицательных чисел, меньших чем 
наименьшее из таких чисел у; в противном случае значение функции 
� П CR (х1, . • . , Xn, u) равно z. Но это значит, что � П CR (х1, • • •  
y<. z  u�y y<. z u � y 
• • • , Xm u) = P.Yy < zR (x1, • • •  , Xn, у). Отсюда, н а  основ ании предложения 
3. 1 6, и следует, что применение ограниченного р.-оператора к примитивно 
рекурсивному (рекурсивному) отношению приводит к примитивно рекур­
сивной (рекурсивной) функции. 

П р и м е р ы. ( 1 ) Пусть р (х) - функция, примимающая для к аждого х 
значение, равное простому числу с номером х при  пересчете всех прос­
тых чисел в порядке возрастания, начиная с р (О) = 2. 

В дальнейшем мы будем для кр аткости вместо р (х) писать Рх· 
Оказывается, что Рх есть примитивно рекурсивная функция аргумента х. 
В самом деле, заметим прежде всего, что 

(i) Vo = 2; (ii) Рх+1 = P.YY� (Px) t + 1 (Рх  < У  & Pr (у)). 
Здесь следует обратить внимание на то, что отношение u < у & Pr(y) 
примитивно рекурсивное. Следовательно, в силу предложения 3. 1 7, функ­
ция !1-Уу �v (u < у1& Pr (у)) является примитивно рекурсивной функцией 
аргументов u и v; обозначим ее g (u, v). Подставив в g (u, v) примитивно 
рекурсивные функции z и z! + 1 соответственно вместо u и v, получим 
примитивно рекурсивную функцию h (z) = \1Уу � z t + 1 (z < у  & Pr (у)). Те­
перь мы видим, что правая часть р авенства (ii) есть h (Рх) и, таким 
образом, Рх получается из (i), (il) по правилу рекурсии (V). Граница 
(Рх) ! + 1 для следующего за Рх простого числа взята из евклидона 
доказательства бесконечности множества простых чисел (см., например, 
В и н о г р а д о в  [ 1 952] ,  стр. 1 9). 

(2) Всякое целое положительное чис.ло х однозначно р азложимо 
в произведение степеней простых чисел: х = Р�ор:1 . . .  p;k. Обозначим 
через (х)1 показатель ai в таком разложении .  Если х = 1 , то (x)i = О 
при любом l. Положим, наконец, (x)i = О  для любого l, если х = О. 
Функция (x)i примитивно рекурсивна, так как при любом х (х)1 = 
= f!-Yy< x (PY, j x & l (p� + 1 \ x)) . 
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(3) Обозначим через lh (х) число от;шчных от нуля покаэателеll 
в разложении х на простые множители. Пусть lh (О) = О. Функция lh 
примитивне рекурсивна. В самом деле, пусть R (х, у) обозначает примитивне 
рекурсинный предик ат Pr (у) & у \ х & х 4= О, тог да lh (х) = � sg (CR (х, у)). 

а а а у =::: х 
( 4) Если число х = 2 ° . 3 1 • • • • • pkk .:представляет» последовательность 

положительных чисел а0, а1, • • •  , ak, а чис;ю у = 2Ьо · 3ь1 · • • •  
• p�m <nред­

ставляет» последовательность Ь0, Ь1 , • • • , Ьm, то число х * у =  2"0 • 381 . • . .  

. . . · p:k · р�о+ 1 • р�1+ 2  • • • • • p:�m+ t  «nредставляет» последовательность а0, 
а1, . . . ' ak, Ьо, bl, ь2, . • . ' bm, которая получается, если в rорую из данных 
последовательностей записать непосредственно вслед за первой. Здесь 
мы имеем k + 1 = lh (х), т + 1 = lh (у) и Ь1 = (у)1. Поэтому х * у = 
= х · П (р 1ь (xJ + JiY)f и, следовательно, функция * является примитивно 

! < Jh (y) 
рекурсивной. При записи повторных применений операции * скобки 
можно опускать ввиду того, что х * (у * z) = (х * у) * z. 

(5) Пусть дана функция f (х1, • • •  , xn> у). Положим 

f* (Xt, . . .  , Xn, О) = f (x1, . • •  , Xn, 0), 
f* (x1, . . . , Xn, y + 1) = f* (x1, . . .  , xn> Y) * f (Xt, . . . , Xn, y + I). 

Тогда f* (Xt, . . .  , Xn, z) = f (Xt, . . .  , Xn, О) * f (Xt, . . . , xn> 1) * . . . * f (x1, . . .  
• • • , Xn, z), и если функция f - примитивно рекурсивная (рекурсивная), 
то такова же и f*. 

Упражнения 

1.  С помощью предложения 3. 1 7  показать, что если отношение R (х11 . . . 
. . .  , Xm у) примитивно рекурсивно (рекурсив но), то примитивно рекурсивны 
(рекурсив ны) отношения 

3yu < y < vR (x1, . . . , Xn, у), 3Yu ::;: y ::;: vR (xн . . .  , Хт у), 
3Yu :::::= y < vR (x1, . . .  , Xn, у ), 3yu < y ::: vR (x1, . . . , Xn, у) 

и функции 
ILYu < y < zR (Хн . . . , Хт у), ILYu ::;: y ::::;: zR (хн . . .  , Xn,  у), 
ILYu :::::= y< zR (хн . . . , Xm у), ILYu < y ::;: z� (хн . . . , Xn, у). 

2. Доказать, что класс всех nримитивно рекурсивных (рекурсивных) мно­
жеств замкнут относительно операций объединения, пересечения и дополнения 
и Ч'то всякое конечное множество nримитивно рекурсивно. 

3. Пусть ( а) [J(n] обознач ает наибольшее целое число, квадрат которого 
не иревосходит n; (Ь) П (n) равно числу nростых чисел, не иревосходящих n. 
Показать, что функции [Vn] и П (п) - nримитивно рекурсивные. 

А 4, П усть е есть основ ание натуральных логарифмов и nри к аждом n [пе] 
обозначает наибольшее целое число, не  иревосходящее ne. Доказать, что функ­
ция [ne] примитивно рекурсивна. (У к а з а н и е. Рассмотреть функцию S (n), 
определяемую рекурсией S (О) = О, S (n + l )  = (n + l ) · S (n) + l .) 

A s. Обозначим через RP( y, z) высказывание счисла у и z взаимно просты), 
и пусть � (n) - функция, значение которой nри каждом n р авно числу цеJIЫХ 
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положительных чисел, не превосходящих n и взаимно простых с n. Доказать , 
что отношение RP (у ,  z) и функция '!' (n) примитивно рекурсивны .  

Мы теперь докажем следующую теорему об «определении с пере­
бором случаев» ;  теорема эта будет полезна при дальнейшем изучении 
рекурсивных функuий. 

П р е д л о ж е н и е  3 . 1 8. Пуст ь 

g1 {х1, • • •  , Хп), если Rt (х1, • • •  , Хп) истинно, 

g11 (х1, • • •  , Хп), если R11 (х1 , • • •  , Хп) истинно, 

Ecлtt при это.м фуюсции g1, • •  , , gk 11 отношения R, , . . . , Rk прzит­
тивно рекурсивны (илtt рекурсивны) и если для любых х1, • • •  , Xn 
истинно одно 11 только одно zzз высказываний Rt (х,, . . .  , Хп), • • • 

• • • , Rk (х1, • • • , хп), то функция f при.митrrвно рекурсивна (рекурсивна). 
Д о к а з а т е л ь  с т в о. f (х,, . . .  , Хп) = gt (xt, . . . , Хп) • sg (CR1 (Xt, • • •  

• • • , Хп}) + . . .  + gk (Xt , . . .  , Хп) • sg (CRk (Xt, . . . , Хп)). 

Упражнения 

1 ,  Показать, что в предложении 3. 1 8  предположение о том, что отноше­
ние Rk примитивно рекурсивно (или рек урсивно), можно опустить.  

2. П усть 

f { х', если х четно, 
(х) = 

х + 1 ,  если х нечетно. 

Доказать, что ф ункция f примитивно рекурсивна. 
3. П усть при каждом х 

h 
(х) = { 2, если велик ая теорема  Ф ерма истинна, 

1 ,  если великая теорема Ферма ложна. 

Является ли 11 (х) примитивно ре({урсивной ф ун({цией? 

Весьма часто бывает необходимо устанавлив ать примитивно рекур­
сивное соответствие между множеством всех упорядоченных пар нату­
р альных чисел и множеством в сех натуральных чисел. Построим одно 
такое соответствие. С этой uелью перенумеруем все упорядоченные пары 
натуральных чисел следующим образом: 

".--."-.. --· ' __.._ -.... 
(0, 0), (0, 1 ), ( 1 ' 0), ( 1 ' 1 ), (0, 2), (2, 0), ( 1 ' 2), (2, 1 ), (2, 2), . • • ' 

и вообще, перенумеровав все пары, компоненты которых не превосходят k, 
мы строим новую (k + 1 )-ю группу всех тех, еще не перенумеров анных 
пар, компоненты которых не превосходят k + 1 ,  перечисляя их в сле­
дующем порядке: (0, k +  1 ), (k + 1, 0), ( 1 ,  k + 1 ), (k + 1 , 1 ), . . . , (k, k +  1 ), 
(k + 1 ,  k), (k + 1 ,  k + 1 ). (При этом группа, состоящая из одной только 
пары (0, 0), счи1'ается нулевой.) Припишем паре (0, О) номер О. Всего 
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имеется (у + 1 )2 пар, компоненты которых не превосходят у, причем 
последняя из них, т. е. пара (у, у), получает при нашем пересчете номер 
(у + 1 )g - 1 = у2 + 2у. Если х < у, то пара (х, у) непосредственно 
предшествует паре (у, х), и обе они nринадлежат одной и той же 
у-й группе. Номером nары (х, у) nри х � у  будет, очевидно, число 
(у2 - I ) + (2х + 1 ) = у2 + 2х, а при у < х - число (х9 - 1) + (2у + 2) = 
= х2 + 2у + 1 . Теперь легко видеть, что функция а2 (х, у), вычисляющая 
номер пары (х, у) в нашей нумерации, имеет следующее представление: 

а2 (х, у) = sg (х _.._ у) . (х2 + 2у + 1 )  + sg (х _.._ у) . (у2 + 2х) 
и, следовательно, является примитионо рекурсивной. 

Рассмотрим обратные функции, т. е. такие функции ai и а�, что 
а� (а2 (х, у)) = х, а� (а2 (х, у)) = у и a2 (aHz), aHz)) = z. При каждом z, 
таким образом, числа ai (z) и а� (z) суть соответственно первая и вторая 
комnоненты уnорядоченной nары с номером z в построенной нумерации. 
Заметим, что ai (О) = О, а� (О) = О, 

и 

Следов ательно, 

1 
а; (n), 

а� (n + 1 ) = a; (n) + 1 , 

о, 

• { ai (п), 
aij (n + 1 ) = 

af (n) + 1 , 

ai (п + 1 ) = а� (п) · (sg (а� (n) _.._ ai (n))) + 

если ai (п) < а: (n), 
если ai (п) > а� (n), 
если ai (n) = ai (n), 

если ai (n) =1= а� (n), 

если ai (n) = аНп). 

+ (а� (n) + 1 )  · (sg (ai (n) _.._ а� (n))) = � (ai (n), а� (n)), 

ai (n + 1) = sg ( 1 а; (п) - а; (n) 1 )  · ai (п) + 
+ sg ( 1 ai (n) _.._ а� (n) 1 )  • (ai (n) + 1 ) = ф (а: (n), а� (п)), 

где функции � и ф примитивно рекурсивны. Таким образом, функции 
ai и а� могут быть определены рекурсивно, но одновременно обе. Можно 
доказать, однако, что на самом деле каждая из функций ai и а� является 
примитионо рекурсивной. Доказательство, которое мы здесь приводим, 
носит несколько искусственный характер. Пусть 't (u) = 2"� (u) • 3"� (u). 
Функция 't примитионо рекурсивна. в самом деле, 't (О) = 2"i (O) .  з •i (О) = 
= 2° .  3° = 1 , а 't (п + 1 ) = 2"� (n+ t ) . з•i <n+ t! = 2'f' (•i (n) . ·� (n)) . з<�' (• i (n), •i (n) )=  
= 2'1' ((' (n))o . (' (n)) l ) . 3<�' ( (' (n))o . (' (n) ) 1 ); отсюда, вспоминая, что функции (х)1 
примитивно рекурсивны (см. пример 2, стр. 1 4 1 ), заключаем, что 
функция 't может быть получена из примитионо рекурсивных функций 
по правилу рекурсии (V). Но ai (х) = ('t (х))о и а� (х) = ('t (х))1 , и, следо­
в ательно, функции ai и а� прИмитионо рекурсивны, как результаты 
применения прав ила подстановки (IV) к примитионо рекурсивным функ­
циям. Теперь, индукцией по n, могут быть построены взаимно одно­
значные примитионо рекурсивные соответствия между множеством всех 
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уnорядоченных п-ок натуральных чисел и множеством всех натуральных 
чисел. Для n = 2 такое соответствие уже nостроено. Предположим, что 
для n = k мы имеем nримитивно рекурсивные функции ak (х1, . . .  , xk) , 
а: (х), . . .  , az (х} такие, ЧТО а: (ak (Х1, . . .  , Xk)) = Xt, Где 1 � i � k, И 
ak ( а: (х), . . • ' az (х)) = х. Тогда для n = k + 1 положим ak+l (х1, . • .  

• • • , xk, xk+1) = а2 (ak (х1, . . .  , xk), xk+1), а:н (х) = а: (ai (х)) ( 1 � i � k) 
и аz: Ц (х) = ai (х). Эти новые функции ,  очевидно, также nримитивно 
рекурсивны, и читатель беs труда докажет, что а:н (ak+l (х1, . . .  , xk+t)) = х1 
для l � i � k + 1  и ak+l (a�H (x), . . . , аЩ (х)) = х. 

Иногда удобно бывает оnределять функции с nомощью такой рекур­
сии, nри которой sначение f (х1, . . . , Xm у +  1 ) sависит не только 
от f (х1, . . . , Xm у), но и от некоторых, или даже всех вначений 
f (х1 , . . .  , Xn, u), где u � у. Рекурсия этого тиnа наsывается возвратной 
ре�еурсией. 

Положим f# (х1, • • •  , Xn, у) = П р�(х1 , · · · · xn. u). Легко видеть, что 
u<y 

f (X1, . . .  , Xn, y) = (f:!j: (X1, . . .  , Xm У + 1 ))у· 
П р е д л о ж е н и е 3 . 1 9. Если фун�еция h (х1, • • •  , Xm у, z) npzumтzzвнo 

ре�еурсивна (реtсурсивна) и f (х1, • • •  , Xn, у) = h (х1, . . . , Xm у, f:IJ: (х1, . . . 

• • • , Xm у)), то фун�еция f при.митивно ре�еурсивна (petcypczzвнa). 
Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Иs оnределения оnерации П на стр. 1 38 

имеем 

кроме того, очевидно, 

f:lj: (х1, . . . , Xn, у +  1 ) = f:lj: (х1, . , • , Xn, у) • р�(х1 ' .. . . xn • У) = 
- f (х Х у) . pn (x1 ' ... , xn, у, f:!j: (x1 ' ... , xn • У) ) - :lj: 1> . . .  , n> у • 

Таким обраsом, согласно nравилу рекурсии (V), функция f# является 
nримитивно рекурсивной (рекурсивной), а так как f (х1, . . . , Xm у) = 
= (f:IJ: (х1, . . . , Xn, у +  1 ))у, то и функция f nримитивно рекурсивна 
(рекурсивна). 

П р  и м е р. Так наsываемая nоследовательность Фибоначчи sадается 
рекурсивно равенствами: f (0) = 1 , f ( 1 ) = 2, f (k + 2) = f (k) + f (k + 1) 
при k ;;::, О. Докажем, что функция f nримитивно рекурсивна. В самом 
деле, во-nервых, 

f (k) = sg (k) + 2 · sg ( 1 k - 1 1 )  + ((f:IJ: (k))k-'- l  + (f:IJ: (k))k ..:.. 2) • sg (k _.__ 1 ), 
во-вторых, функция 

h (у, z)  = sg (у) +  2 · sg ( 1 у - 1 1 )  + ((z)y..:.. 1 + (z)y..:.. 2) • sg (у _.__ 1) 

примитивно рекурсивна и, наконец, f (k) = h (k, f:IJ: (k)). 

Упражнение 

Пусть g (О) = 2, g ( \ )  = 4, g (k + 2) = Зg (k + \ )  ......_ (2g (k) + 1 ) . Показать ,  что 
g есть примитивно рекурсивная функция. 
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С л е д с т в и е 3 .20. Если отношение Н (х1 , . . .  , Xn, у, z) при .. тrтивно 
рекурсивно (реtсурсивно) и R (х1, • • • , Xn, у) выполнено тогда rr толжо 
тогда, tсогда в ыполнено Н (х 1 , • • •  , Xn, у, (CR):J:I: (х1 , • • •  , Xm у)), где 
C R - хараtстеристичесtсая фунtсция отношения R, то отношенrrе R 
при.ми тивно petc урсивно (petc урсивно ). 

Д о к а з а  т е л ь  с т в о. Так как характеристическая функция Сн отно­
шения Н примитионо рекурсивна (рекурсивна) и CR (х1 , . . . , Xm у) = 
= С н (х1 , . . .  , Xm у, (CR)# (х1 , . . . , Xn, у)), то, согласно предложению 3. 1 9 , 
примитивно рекурсивной (рекурсивной) является и функция CR, а с нею 
вместе и отношение R. 

В дальнейшем мы  часто будем опираться на предложение 3. 1 9  и на 
следствие 3 .20 .  Эти два предложения оказываются полезными там, где 
приходи тся иметь дело с отношениями и функциями, значения котор ых 
для произвольнога у определяются через их значения для аргументов ,  
меньших чем у .  В связи с этим заметим, что R (х1 ,  . . .  , Xm u) эквива­
лентно р авенству CR (х 1 , . . .  , Xn, u) = О, которое в свою очередь при 
и < у эЮJивалентно р авенству ((CR)# (х1 , . • . , Xm y))u = О. 

Упражнения 

1 .  Доказать,  что множество  всех общерекурсивных функций счетно. 
2. Доказать, что если f1 1 f2 , • • •  - какой-нибудь пересчет всех примитивно 

рекурсивных ( всех рекурсивных) функций от одной переменной, то функция 
о/ (х, у) = fx ( у ) не яв ляется примитивно рекурсивной (рекурсивной). 

П р  е д л о ж е н и е 3 .2 1 . (� -функция Г!!деля.) Пусть � (х1, х2, х3) = 
= rm ( l  + <хз + 1 ) · х2, x t ). Фунtсция � прrr.митивно реtсурсивна, в силу 
предложения 3 . 1 5 (n). Эта фунtсция, tсро.ме того, сuльно представrr.ма 
в S следую щей rрор.мулой Bt (х1, х2, х3, х4): 

3w (x1 = ( 1 + <хз + 1 ) · x2) · w + x4& x4 < 1 + <хз + 1 ) · х2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предложения 3 . 1 l следует, что 
� 31х,. Bt (х1, х2, х3, х4). Пусть � (k1 , k2, k3) = k4. Тогда при некотором k 
k1 = ( I + (k3 + 1 ) · k2) · k + k,. и k4 < I + (k3 + l ) · /z2. Поэтому, в силу 
предложения 3 .6 (а), � k1 = (1 + (k3 + 1 )  · k2) • k + k4 и, опять же 
в силу предложения 3 .6 (а), а также на основании выр азимости в S 
отношени я  <, имеем � k�, < 1 + (k3 + 1 )  · k2• Следовательно, � k1 = 
= (1 + (k3 + i )  · k2) k + k.J &_k4 � [ + (k3 + 1) · k '�>' ошуда по пра­
в илу Е4 получаем � Bt (k1, k2, k3, k4) Сильная п редставимость � в S 
формулой Bt доказана. 

П р  е д л о ж е н и е 3 .22 . Для любой tсонечной последовательности 
натуральных чrrсел k0, k1, • • •  , kп существуют таюrе натуральные 
числа Ь и с, ttтo � (Ь, с, i) = ki для О :::;;:; i � п. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть j = m a x  (n, k0, k1, • • • , kп) и с = j!. 
Рассмотрим числа cr; = 1 + (i + 1 )  · с, г де О :::;;:; ; :::;;:; п. Никакие два из 
них не имеют общих делителей, отличных от l. В с а м п м  деле, если бы 
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число р было простым деJштелем каких-нибудь двух чисел 1 + (i + 1 ) · с  
и 1 + (т + 1 )  · с, г де О ";;;; i < т ";;;; n, то р было бы делителем и их 
разности (т - i) · с. Но тогда р не было бы делителем с, ибо в про­
тивном случае оно было бы общим делителем чисел (i + 1 ) · с и 
1 + (l + 1 ) · с и, следовательно, делитеJiем чисJiа 1 ,  что невозможно. 
Следовательно, такое число р должно было бы быть делителем числа 
т - l , что тоже невозможно, ибо т - i ";;;; n � j, и, следовательно, 
т - i делит j! = с, и если бы р делило т - i, то делило бы и с .  
Итак, р не может делить (т - i) · с, и потому числа и; при О ";;;; i ";;;; т 
попарно взаимно просты. Кроме того, если О ";;;; i ";;;; n, то k1 � j ";;;; j! = 
= с < 1 + (i + 1 ) · с = llj. Согласно китайской теореме об остатках 
(см. Д и к с о н  [ 1 929 ]  или упражнение 1 на стр. 1 5 1 ), существует число 
Ь < u0u1 • • • llп такое, что rm (и;, Ь) = k1, если О ";;;; i ";;;; n. Но � (Ь, с, l) = 
= rm ( 1 + (l + l ) · c, b) = rm (щ, b) = k1, что и требовалось доказать. 

ПредJюжения  3.2 1 и 3 .22 позволят нам выражать внутри системы S 
утверждения о конечных последовательностях натуральных чисел, что 
существенно важно для доказательства следующей основной теоремы. 

П р  е д л о ж е н и е 3 .23 .  Всякая рекурсивная функция предста­
ви.ма в S. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходные функции Z, N, u; представимы в S,  
согласно примерам (а) - (с) на стр. 1 33. В силу nримера (d) н а  стр. 1 33 .  
nравило подстановки (IV) не выводит за пределы класса nредставимых 
функций. Обратимся к правилу рекурсии (V). Доnустим, что функции 
g (х1, • • • , Хп) и h (xt, . . .  , Xm у, z) nредставимы в S соответственно 
формулами е4 (Xt, . . . , Хпн) и dJd (х1, • • •  , Хп+з), и nусть 

(l) { f (Xt, . . • , Xn, О) = g (Xt, • • •  , Хп), 

f (Xt, • . • , Xm у +  1) = h (Xt, • • • , Xm у, f (Xt, • • •  , Xn, у)). 

Идея доказательства заключается в следующем. Равенство f (х1, 
• • •  , Xm у) = z справедливо тог да и только тог да ,  когда существует 
конечная последовательность чисел Ь0, • • • , Ьу такая, что Ь0 = g (х1 , • • •  
• • • • Хп), bw + t = h (Xt, . . .  ' Xm w, bw) nри всяком w + 1 ";;;; у и Ьу = z; 
но, согласно предложению 3 .22 ,  всякое высказывание о конечных после­
довательностях может быть выражено в терминах значений функции �. 
которая, в силу nредложения  3.2 1 ,  представима в S. 

Мы докажем, что функция f (х1, • • •  , Xn, Хпн) nредставима в S 
с nомощью формулы %' (х1, • • •  , Хп+2) : 

3и3v [(3w (Bt (и, v, О, w) & е4 (х1, • • • , Xm w))) & 
& Вt (и, v, Хпн. Xn+2) & Vw (w < Хпн ::::> 3y3z (Bt (и, v, w, у) & 

& Вt (и, v, w', z) & rfld (х1, • • •  , Xm w, у, z)))]. 
(i) Предnоложим сначала, что f (k1, • • •  , km р) = т. Докажем 

1- %' (kt, . . . , km р, ffi ) . Если р = О, то т =  g (k1, • • • , kп)· Рассмотрим 
последовательность, состоящую из одного числа т. Сог  ла<;но предло­
жению 3.22, существуют та�ше Ь, с, что � (Ь, с, О) =  т. Следовательно, 
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в силу предло�ения 3 .2 1 ,  f- Bt (Ъ, с, О, т). Кроме того, так как т =  
= g (k1, • • •  , kп), то \-- t:Vf (k1, • • •  , kп, т). Отсюда по правилу Е4 
получаем 

1-- 3w(Bt (Ъ, ё, О, w) & l27f (kt • . . .  , kпо w )). 
Перед этим мы  только что доказали, что 

\-- вt (ь, с, о, т). (**) 
Переходя, наконец, к третьему конъюнктивному члену в 15' (k1, • • • 
. . . , kп, О, ffl ) . мы видим, что из \-- l (w < 0), на основании соответст­
вующей тавтологии, следует 

f- Vw (w < O :::> 3у3zвt (Ъ, с, w, у) &  
& Bt (b, С, w', z) & � (kt, . . .  , kп, w, y, z)). (***) 

Из (*), (* *) и (* * *) по правилу Е4 получаем, наконец, f- 15' (k1, . . . 
. . . , kпо О, т). Для р > О  f (k1, • • •  , kпо р) вычисляется из равенств (1) 
за Р + 1 шагов. Пусть r1 = f (k1, . . .  , kпо i) при l = O, 1 , 2, . . . , р. 
Согласно предложению 3 .22,  для последовательности r0, r1, • • • , rp суще­
ствуют числа Ь, с такие, что � (Ь, с, i) = r; при О �  i � р. Тогда, 
по предложению 3 .2 1 ,  \-- Bt (Ь, с, l, r1). Так как, в частности, � (Ь, с, 0) = 
= ro = f (kt, . . .  , kп, О) = g (kt, . . .  , kп), то \-- Bt (Ь, с, О, ro) & l27f (k1, • • •  

_ • . •  , kпо r0), и ,  следовательно, по правилу Е4 

( 1 ) \-- 3w (вt (Ь, с, О, w) & l27f (k1, . . .  , kп, w)). 
Далее, так как r Р = f ( k1, • • •  , kп, р) = т, то � (Ь, с, р) = т. Поэтому 

<2> 1-- ш (ь. с, р, т). 
Если же, н аконец, O � l � p - l , то � (Ь, с, i) = r1 = f (k1, . . .  , kпо l) 

и � (Ь, с, t + 1 ) = rнt = f (kt, . . .  , kпо t + 1 ) = h (kt, . . . , kпо i, / (kt, . . . 
. . . , kпо i)) = h (k1, • • •  , kпо i, rt). Следовательно, \-- Bt (Ь, с, l ,  r;) & 
& Bt (Ь, с, l', r;н) & rfld (k1, • • •  , kп, l, r1, r;н). Теперь по правилу Е4 полу­
чаем 1-- 3y3z (Bt (b, С, l, y) & Bt (b, С, l', z) & rlld (k1, . . .  , kпо l, у, z)). 
Отсюда, н а  основании предложения 3 .8 (Ь'), получаем 

(3) f- Vw ( w < Р :::> 3y3z (вt (Ь, с, l, у) & вt (Ь, с, l', z) & rfld (k1, • • • 

• . .  , kпо l, у, z))). 
Применив дважды правило Е4 к конъюнкции формул, выводимость 

которых обозначена через (1 ), (2) и (3), получаем окончательно 
1-- g' (kt, . . .  ' kпо р, т). Таким образом, М Ы  доказали, что пункт ( 1 )  
определения представимости в S (стр. 1 33) для функции f выполнен. 

(ii) Теперь мы должны доказать, что 1-- 3tХпн1f (kt, . . . , kпо р, Xп+ll) 
при любых  k1, • • •  , kпо р. Докажем это индукцией по р в метаязыке. 
Заметим, что, в силу доказанного выше, нам осталось доказать лишь 
единчвенность. Случай р = О пегкий, и мы его оставляем читатепю 
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в качестве упр ажнения. Итак, предположим , что � 31Хпн1f (k1, • • • , kп, 
р, Хп+2)· Пусть а = g (kt , . . .  , kп), � = f (k1, . • • , kп, р) и 1 = f (kt, . . . , kп 
Р +  1) = h (kt, . . . , km р, �). Тогда 

( 1 )  f- ctld (kt . . . .  , km р, �. r) 
(2) f- е4 (kt, . . .  , km ii) 
(3) f- 7f (kt, . . . , km р, �) 
(4) 1- 78' (.kt . . . . ' km р + 1 , r) 
(5) � 3tXn+27f (kt, . . .  , km р, Хпн) 
Предположим 

(6) 7f (kt, . . .  , km Р + 1 ,  Xn+2)• 
Мы должны· доказать, что Xn+2 = 1· Из (6) по правилу С получаем 

(а) 3w (Bt (b, с, О, w) & e4 (k1, . . . , kп, w)), 
(Ь) Bt (Ь, с, р + 1 ,  Xn+2). 
(с) 'v'w (w < p + 1 � 3y3z (вt (b, с, w, у) &  

& вt (Ь, с, w', z) & $В (kt, . . .  , km w, у, z ))). 
Из (с) получаем 

(d) 'v'w ( w < fJ � 3y3z (вt (Ь, с, w, у) & 
& вt (Ь, с, w', z) & Gtld (k1, . . . , km w, у, z))). 

Из (с) по правилу С следует 

(е) Et (b, с, р, d) & вt (b, с, р + 1 , e) & Gtld (k1, • • •  , kп, р, d, е). 
Из (а), (d), (е) следует 

__ _. 

(f) 7f (kt, . . . , km fJ, d). 
Из (f) и (5) следует 
(g) d = �-
Из (е) и (g) получаем 

(h) cflВ (k t . . . . , km р, � . е). 
Так как функция h представима формулой cfJЗ, то иs ( 1 )  и (h) смдует 

(i) т = е. 
Из (е) и (i) следует 

(j) вt (ь, с, р + 1 , r). 
и, наконец, из (Ь) и (j), на основании предложения 3 .2 1 , получаем 

(k) Xn+2 = 1· 
Индукция завершена. 

Перейдем, наконец, к 1-1-оператору. Допустим, что для любых 
х1, • • •  , Xn существует у такое, что g (х1, • • •  , Xm у) = О, и предположим, 
ч то функция g представима в S формулой !W (х1, • • • , Хпн). Пусть 
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f (Xt, Хп) = f1Y (g (х1 , . . . , Xn, у) = 0). Докажем, что тог да функция f 
представи �1а формулой � (х1, . . . , Хпн): 

!PJ (Xt, • • •  , Xn+t• О) & Vy (У < Xn+t :::::> l !YJ (Xt, . • • , Xn, у, 0)). 
Предположим сначала, что f (k1, • • • , kп) = т. Тогда g (k1, . . . , kпо т) = 

= О  и g (k1 , • • •  , kпо k) -:j:. О при k < т. Поэтому � !PJ (k1, • • •  , kпо т, О) 
и � l !PJ (k1, • • •  , kпо ii, О) при k < т. В силу предложения 3 .8 (Ь'), 

1-- Vy (у < т :::::> l !PJ (kt . . . . , kп, у, о)) . 
След<}вательно, � � (k1, • • •  , kпо т) . Остается доказать, что 
� 31xn+t � (k1, . . . , kпо Хпн), причем, ввиду уже доказанного, достаточно, 
очевидно, установить лишь единственность. Допустим, что !PJ (k1 , • • •  , kпо 
и, О) & Vy (у < ll :::::> l � (kt, . . .  , kпо у, О)) И !PJ (kt, . . .  , kпо 'V, О) & 
& Vy (у < v :::::> l !PJ (kt, . . .  , kпо у, О)). Тог да, если v < и, то мы полу-
чим противоречие !YJ (kt, . . .  , kп, v., О) & l !PJ (k1, • • •  , kпо v, О), а если 
и <  v, то получим противоречие !PJ (k1, • • •  , kпо и, О) & l f!5lJ (k1, • • •  , k", 
и, О). А так как 1-- и < 'V V v < и V и = 'V, то и = 'V. 

Таким образом, мы  доказали, что все рекурсивные функции пред­
ставимы в S. Можно т акже показать, что все примитивно рекурсивные 
функции сильно представимы в S .  Для исходных  функций это было 
показано в примерах (а) -- (с) на стр. 1 33. Кроме того, было также 
показано, что правило подстановки не выводит за пределы класса 
сильно представимых функций (там же, пример (d)). Наконец, приведеи­
ное только что доказательство того, что правило рекурсии не выводит 
за пределы класса представимых в S функций, может быть усовершен­
ствовано для получения  аналогичного утверждения о сильной предста­
вимости, поскольку предложение 3 .22 может быть доказано в системе S 
при любом n, т. е. для каждого n � 1 

� 53и3'V (вt (и, v, О, хt) & вt (и, v, Т, х2) & . . . & вt (и, р, n, Хп)). 
С л е д с т в и е 3.24. Всякое рекурсивн.ое отн.ошен.ие вырази.мо в S. 
Д о к а э а т е л ь  с т в о. Пусть R (х1, • • • , Хп) - рекурсивный преди-

к,ат *). Характеристическая функция CR этого предиката рекурсивна. 
В силу предложения  3. 23, функция CR представима в S и, следовательно, 
в силу предложения  3 . 1 2, Предикат R выразим в S. 

:/ пражнения 

11.1 .  (а) Показать, что если а и Ь - взаимно простые натуральные числа ,  
т о  существует натуральное число с т акое, что ас ==: 1 ( mod Ь ) .  (х = у  (mod  z) 
означает, что х и у имеют один и тот же  остаток при делении н а  z или, иначе 
говоря,  что разност ь х - у делится на  z без остатка .  (По сути дела ,  в настоя-

*) Слово  с предикат»  у по rребляется часто как сино н им с л о в а  с о тно· 
шеiШе» .  
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щем уnражнении речь идет о существовании целых u и v таких ,  что 1 = 
= au + Ьv . ) 

Ь) Доказать китайскую rеорему об остатках :  каковы бы ни были нату­
ральные числа у1 , • • .  , Yk и натуральные nопарно взаимно nростые числа 
х1 , . . . , Xk, существует натуральное число z га кое, что z = y1 (mod х1) , • • .  , z= 
= Yk (mod xk) , причем любые два таких числа z отличаются друг от друга 
на число, кратное произведению х1 • • .  Xk (У к а з а н и е. Пусть х = х1 . • .  Xk, 
и nусть x = w1x1 = . . . = wkxk при соответствующих w1 .  Тогда , если 1 .",;;, i .",;;, k,  
то w1 и х; взаимно просты, и , в силу предыдущего пункта (а) , существует z; 
таJ!:ое, что w1z1 = 1 (mod х;) .  Положим теперь z = w1z1y1 + . . . + wkZkYk· Тогда 
z = w1z1y; = у1 (mod х;) . Кроме того, р азность между любыми двумя такими 
решениями делится на х 1 ,  . . . , x k , а следовательно, и на х1х2 . . . xk .) 

2. ( а) Назовем пр t>дикат R (х1 ,  . . . , Хп) арифметическим, если он является 
интерnретацией какой-нибудь формулы 127'! (х1 , • • •  , Хп) теории  S относительно 
стандартной моде-ли Показать, что всякий рекурсивный nредикат является 
арифметическим (У к а з а н и е .  Исnользовать следствие 3 .24 . )  

Ь)  Показать , "ТО для всякой рекурсивной функции f (х1 , . . .  , Хп) ее nред­
ста вJiяющий nредикат f (х1 , . . . , Хп) = у  (см . стр . 1 35 ,  уnражнение 1) рекурси­
вен . (У к а з  а н и е Характеристическоii функцией nредставляющего предиката 
является sg ( [  [ (х1 , . . .  , Хп) - у [) .) 

(с) Если функци я f (х1 , • • •  , Хп) рекурсивна ,  то ее nредставляющий nре­
дикат I!ВЛяется арифметическим . 

3. Открытая nроблема :  всякая ли рекурсивная функция сио��ьно nредста­
вима в S? 

§ 4. Арифметизация. Пде.левы номера 

Каждому символу и произвольной теории первого порядка К сле­
дующим образом поставим в соответствие положительное число g (n), 
называемое гёделевы.м н.о.меро.м символа и: 

g (( ) = 3; g ( )) = 5; g (,) = 7; g (l) = 9; g (:::>) = 1 1 ;  
g (xk) = 5 + 8k для k =  1 ,  2, . . . ; 
g (ak) = 7 + 8k для k = 1 ,  2, . . . ; 
g (/k) = 9 + 8  (2n3k) для k, n � 1 ;  
g (AZ) = 1 1  + 8 (2n3k) для k, n :?  1 ; 

при этом положим g (V xt) = g ((х;)). 
Таким образом, разли •шым символам поставлены в соответствие р аз­

личные r!!делевы номера, являющиеся положительными числами * ). 
П р и  м е р ы. g (x2) = 2 1 , g (a4) = 39, g (J:) = 1 05, g (A�) =  1 55. 
Пусть дано выражение и0и1 • • • иг. Г еделев номер g (u0u1 • • •  и г) этого 

выражения определим как 2g ("o)зg ("t) . . .  р� ("г) , где р1 есть l-e простое 
число и р0 = 2. Например, 

g (АНх1, х2)) = 2g (A�) · 3g <0 . 5g (x,) · 7g ( , ) . 1 1 g <x.> . 1 3i 0) ­
= 2107 . 3з .  51з . 71 . ,1 1 21 . 1 3Б. 

Заметим, что, в силу единственности разложения натуральных чисел 
в произведения степеней простых чисел, различные выражения получают 

*) Эта же самая нумерация была применена в лемме 2. 10,  стр . 7а. 
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при 9ТОМ разные гt!делевы номера. Кроме того, гt!делевы номера вы­
ражений четны и потому отличны от гt!делевых номеров символов. 
(Всякий символ можно рассматривать как выражение, и тогда он снаб­
жается гt!делевым  номером, отличным от того, который становится ему 
в соответствие как символу. Это не должно, однако, приводить к не­
доразумению.) 

Наконеu, гt!делев номер произвольной последовательности е0, • • • , er 
выражений определим следующим образом: g (e0, • • •  , er) = 2g (eo) . 3>l <e1 ) X 

Х . . . p� (er). Как и прежде, р азличные последовательности выражений 
имеют различные гt!делевы номера, а так как 9Т И последние четны и,  
кроме того, имеют четный показатель степени при 2, то они отличны 
и от гt!делевых номеров символов, и от гl:!делевых номеров выражений. 

Таким образом, функция g взаимно однозначно отображает мно­
жество всех символов, выражений и конечных последовательностей вы­
ражений в множество целых положительных чисел. Множество значений 
функuии g не совпадает, однако, с множеством всех целых положитель­
ных чисел; так, число 1 2  не является гt!делевым номером. 

Упражнения 

1.  Построить объекты, имеющие своими rёделевыми номерами числа \ 944 и 47. 
2. Показать, что  если n нечетно, то 4n не является rёделевым номером. 
3. Найти rё.!(елевы номера выражений: 

( а) Л (а!), (Ь) П (Af (ан Хв, х&)) )  :::::> (Af (х!)) . 
Такая нумерация символов, выражений и последовательностей выра­

жений впервые была предпринята Г 1:! д е л е м [ 1 93 1 ]  с целью арифме­
тизации метаматематики *), т. е. с целью замены утверждений о фор­
м альной системе 9Квивалентными высказываниями о натуральных числах 
с последующим выражением 9ТИХ высказываний в формальной системе. 
Идея арифметизации стала ключом к решению многих в ажных проблем 
м атематической логики. 

Рассмотренный здесь способ построения гl:!делевых номеров, разу­
меется, не является единственным. Другие способы можно найти у 
К л и н и  р 952, гл. Х] и у Ш м у л ь я н а  [ 1 96 1 , гл. l , § 6]. 

П р  е д л о ж е н и е 3.25. Пусть для дrриюй теории первого поряд­
ка К следующие отношеюlя примитивно рекурсивны (рекурсивны): 
(а) IC (х), что означает «Х есть гёделев номер предметной константы 
теорtlи К», (Ь) FL (х), что означает «Х есть гёделев номер функ­
циональной буквы теории К», (с) PL (х), что означает «Х есть 

*) Арифметизацией данной теории первого порядка К мы называем всякую 
функцию g, отображающую взаимн'о однозначно множество всех символов, вы­
ражений и конечных последовательностей выражений теории К в множество 
целых положительных чисел.  При этом требуется: ( i )  чтобы функция g была 
эффективно вычислимой, ( i i )  чтобы существовала  эффективная процедура, поз­
воляющая для каждого т определить, является ли т значением функции g, 
и в случае, если является, то построить тот объект х, для которого т = g (х). 
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гёделев номер предикатной буквы теории К». Тогда следующие отно­
шения 11 функции являются примитивно рекурсивными (рекурсивными). 
(В ( 1 )-(4) предположения (а)-(с) не используются *).) 

( 1 ) EVЬl (х): «Х  есть гl!делев номер выражения, состоящего из пере­
менной» ,  что может быть выражено формулой 3zz < х ( 1  .::;; z & х = 25+8z). 
Это отношение примитивно рекурсивно на основании предложения 3. 1 7. 

(2) Argт (х) = ( qt (8, х � 9))0; если х есть гl!делев номер функцио-
нальной буквы /j, то Argт (х) = n. 

Argp (x) = (qt (8, х �  1 1 ))0; если х есть гl!делев номер предикатной 
буквы Aj, то Argp (x) = n. 

(3) МР (х, у, z): «выражение с г!!делевым номером z непосредст­
венно следует из выражений с г!!делевыми номерами х и у по правилу 
modus ponens» .  Формально это отношение выражается р авенством у =  
= 23 * х * 21 1 * z * 25 ** ). 

( 4) Gen (х, у): «выражение с геделевым номером у получается из вы­
ражения с геделевым номером х по правилу обобщения» ,  или фор­
мально: 

3vv < y (EVЬl (v) & у = 23 * 23 * v * 25 * х * 25). 
(5) EIC (х): «Х есть г!!делев номер выражения, состоящего из пред­

метной константы» , т. е. 3уу < х (IC (у) & Х = 2У). (Предложение 3. 1 7.) 
EFL (х): «Х есть г!!делев номер выражения, состоящего из функцио­

нальной буквы» , т. е. 3yy < x (FL (y) & x = 2Y). (Предложение 3. 1 7.) 
EPL (х): «Х есть геделев номер выражения, состоящего из предикат­

ной буквы», т. е. 3уу < х (PL (y) & х = 2У). (Предложение 3 . 1 7.) 
(6) Trm (х): «Х есть г!!делев номер терма  теории К».  Это высказы­

вание истинно тогда и только тогда, когда либо х есть геделев номер 
выражения, состоящего из предметной константы или из предметной 
переменной, либо существуют функциональная букв а /: и термы t1, . . .  , tn 
такие, что х есть г!!делев номер выражения /: (t1, • • •  , tп)· В этом по­
следнем CJiyчae пусть у - геделев номер последовательности из n + 3 
выражений: /Z; Л (; Л (t1,; Л (t1, f2,; • • • ; Л (t1, t2, . . .  , tn-1,; Л (t1, . . • 

. . . , tn_1, fп ; Л (t1, . . . , fп)· Нетрудно видеть, что y < (P; + 2)n + 3 < 
< (р�)х = р�2 . Заметим также, что n = Argт ((х)0), ибо (х)0 есть г!!де­
лев номер символа /Z. Следовательно, Trm (х) эквивалентно следующему 
отношению: -
EVЬl (x) V EIC (x) V 3yY < (Px)

x2 [x = (y)1h (y) -'- l  & EFL ((Y)o) & lh (y) = 
= Argт ((х)о) + 3 & (у)1 = (У)о · 33 & Vuu < Ih (y) (u > 1 & u о::;; 

.::;; Argт ((х)0) :::> 3vv < х ((y)u = (Y)u -'- 1 * v * 27 & Trm (v))) & 
& 3vv <'у ((y) Ih (у) ..,_ 2 = (Y)Ih  ( у) _,__ 3 * v & Trm (v) & (y)Jh (у) _,_  1 = (Y)Ih (у) -'- 2  * 25)]. 
Таким образом, в силу следствия 3.20, предикат Trm (х) примитивно 

*) Ниже автор перечисляет предикаты и функции однов ременно с обосно­
ванием их примитинной рекурсявности (и ли рекурсивности) . (Прим. перев.) 

**) См. опреде л ение nриписывающей функции * в прим ере 4 на стр. 1 42. 
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рекурсивен (рекурсивен), так как последняя формула содержит Trm (v) 
только для v < х *). 

(7) Atmf (х): «Х  есть геденв номер элемешарной формулы теории К». 
Это высказывание и стинно тогда и только тогда, когда существуют термы 
t1, . . . , fп  и предикатная буква л;; такие, что х есть rеделев номер 
л;; (t1, . . .  , tп)· Тогда существуе r последовательность выражений л;;; л;; (; 
л;; (t1, ; л;; (t1, t 2>; . . . ; л;; (t1, t2, . . .  , tn-1• ;  л;; (t1, t2, . . .  , tn-1> tn; 
л;; (t1, . . .  , tn_1, tn)· Пусть у - rеделев номер этой последов атеJiьнос rи, 
состоящей из n + 3 выражений .  Так же, как и в предыдущем пункте (6), '
у < (Рх)х• и 11 = Argp ((х)0). Поэтому Atmf (х) эквивалентно следующему 
отношению: 

(3у)У < (Р х)
х• [ х  = (Y)Ih (у)-=- 1 & EPL ((у)0) & lh (у) = Argp ((х)0) + 

+ 3 & (У)1 = (У)о · 33 & Vuu < lh (y) (u > 1 & u � Argp ((х)0) � 
� 3vv < y ((y)u = (Y)u ..:.. ·1 * V * 27 & Trm (v))) & 3vv <y ((Y)Ih (y) ..:.. 2 = 

= (У)I ь  (у) ..:.. з * v & Trm (v)) & (y)l h (y) -=- 1 = (У) Iь (у) -=- 2  * 2 5]. 

Отсюда, на  основании предложения 3 . 1 7, заключаем, что отношение 
Atmf (х) примикионо рекурсивно (рекурсивно). 

(8 ) Fml (у): «у есть rеделев номер некоторой формулы теории К». 
Atmf (у) V 3zz < у [ ( Fml (z) & у = 23 ; 29 * н  25) V 

V (Fml ((z)0) & Fml ((z)I) & у = 23 * (z)0 * 211 * (z)1 * 25) V 
V (Fm l ((z)0) & ЕVЫ ((z)I) & у = 2з * 23 * (z)1 * 2 5 * (z)0 * 2 5)]. 

Здесь применимо следствие 3.20 (возвратная рекурси я) (упражнение). 
(9) (а) Subst1 (у, u, v): « (у)0 есть геделев номер результата подстанов­

ки в формулу с rеделевым номером (у)1 терма  с геделев ым номером u 
вместо всех свободных вхождений переменной с геделевым номером V ». 
Trm (u) & EVЬI (v) & (((у)1 = v & (у)0 = u) V (3ww < (y), ((у)1 = 

= 2w & (y)l =1= V & (У)о = (y)I)) V (3ww < (y) , ( 1 < w & ('\')1 = 
= 23 * 2 - * v * 2 5  * w & (у)1 = (у)0)) V (Atmf ((y)t) � 

� 3ww < (y),3Zz < (у),3аа < (У)о3�� < (у)0 (('\')1 = W * Z & (У)о = 
= а * � & Subst1 (2а · 3w, u, v) & Subst1 (2� · 3z, tt, v))) V 

V (3ww < (y),3Zz < (y) , 3aa < ('V)o3� � < (Y)o ((у)1 = 23 * W * 211 * z * 2 5 & 
& (у)0 = 23 * а * 211 * � * 25 & Subst1 (2а . 3w, u, v) & Sttbst1 (2� . 3z, u, v))) V 

V (3ww < (y),3aa < (Y)o ((у)1 = 23 * 29 *  w * 25 & (у)0 = 
= 23 * 2 9 * а * 2 5 & Subst1 (2а · 3w, u, v))). 

В силу следст5ия 3.20 (проверить его применимость), предикат Subst1 
примитионо рекурсивен (рекурсивен). 

*) Если мы заменим оба вхождения Trm (v) в вышеприведенную форму11у 
на (z)v = O, то новая формула определит нам некоторый примитн вно рекурсив· 
ный (рекурсивный) предикат Н ( х , z) такой , что Trm (х) = Н  (Х, (Стгm)# (х)); 
поэтому здесь и применимо следствие 3 . 20. 



§ 4 АРИФМЕТИЗЛЦИЯ Г �ДЕЛЕВЫ НОМЕРА 1 55 

(Ь) Subst (х ,  у, u, v): « Х  есть геделев номер результата подста­
новки терма  с геделевым  номером u вместо всех свободных вхожде­
ний переменной с геделевым номером v в формулу с геделевым номе­
ром у» . Это утверждение эквивалентн0 Subst1 (2х · ЗУ, u, v). 

(с) Пусть Sub (у, u, v) - геделев номер результата подстановки 
терма с геделевым  номером u вместо всех свободных вх0ждени й  пере­
менной с геделевым номером v в формулу с геделевым номером у. 
Так как Sub (у, u, v) = f.I.Xx <  uy Subst (х, у, u, v), то функция Sub при· 

puy 
митивно рекурсивна (рекурсивна), в силу предложения 3 . 1 7. 

( 1 0) (а) Fr (u, х) : « U  есть геделев номер формулы теории К, со­
держащей свободно переменную с геделевым номером Х». 

Fml (u) & ЕVЫ (х) & l Subst (u, u, 2Б+ su, х) 

(т. е. подстановка в формулу с геделевым номером u переменной, 
о 1·личной от переменной с геделевым номером х, вместо всех свобод­
ных вхождений переменной с номером х приводит к новому выражению). 

(Ь) F r1 (u, v, w): « U  есть геделев номер терма, свободного для пе­
ременной с геделевым номером v, в формуле с геделевым  номером W '» .  

Trm (u) & EVLI (v) & Fml (w) & [Atfml (w) V 3yy<w (w = 23 * 2 9  * у * 25 & .  
& Fr1 (u, v, у)) V 3yy< w3Zz<w (w = 2 3  * у * 211 * z * 25 & 

& Fr1 {u, v, у) & Fr1 {u, v, z)) V EYy<w3Zz<w (w = 23 * 23 * z * 2 5 * у * 25 & 
& ЕVЫ (z) & (Fr  {у, v) с l 3a.a<w3�� < w (u = а. * 2z * �)))]. 

Для доказательства применить возвратную рекурсию (следс rвие 3 .20). 
(1 1) (а) Ах1 (х): «Х есп, геделев номер часшого случая схемы 

аксиом (1  )» .  

3uu <x3Vv<x  ( Fml  (u) & Fml (v) & х = 23 * u * 211 * 23 * v * 211 * u * 2 5 * 2 11). 

(Ь) Ах2 (х): «Х  есть геделев номер частного случая схемы 
аксиом (2)» .  
3uu < x3Vv < x3Ww < x (Fml (u) & Fml (v) & Fml (w) & х = 23 * 

* 23 * u * 211 * 23 * v * 211 * w * 2 11 * 2 5 * 211 * 23 * 23 * u * 211 * v * 
* 25 * 211 * 23 * u * 211 * w * 25 * 2 5 * 21) 

(с) Ах3 (х): «Х' есть геделев номер частного случая схемы 
аксиом (3)» . 
3uu< x3Vv< x  (Fml (u) & Fml (v) & х = 23 * 23 * 23 * 29 * v * 25 * 2 11 * 23 *  29* 

* u * 25 * 25  * 211 * 23 * 23 * 23 * 29 * v * 25 * 211 * u * 25 * 2 11 * v * 25 * 2 5). 

(d) Ах4 (х): «Х  есть геделев номер частного случая схемы 
аксиом (4) >> .  
3uu < x3Vv < x3Ww : х (Fml {н) & Trm (v) & EVЬI (w) & Fr1 (v, w, н)  & х =­

>= 23 * 23 * 23 * w * 2 5  * u <: 25 * 211 * Sub (u, v, w) * 25). 
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(е) Ах5 (х): <<Х есть г�делев номер частного случая схемы 
аксиом (5):.. 
3uu<x3Vv< x3Ww< х (Fml (u) & Fml (v) & EVЬI (w) & l Fr (u, w) & х = 

= 28 * 28 * 23 * w * 2 5 * 23 * u * 2 11 * v * 2 5  * 25 * 211  * 23 * u * 
* 211 * 23 * 23 * w * 25 * v * 2 5  * 2 5 * 25). 

(f) LAx (у): «у есть г�делев номер логической аксиомы:.. 
Ах1 (у) V Ах2 (у) V Ах3 (у) V Ах4 (у) V Ах5 (у). 

( 1 1 ') Gd (х): «Х есть г�делев номер выражения теории К:.. 

ЕVЫ (х) V EIC (x) V EFL (x) V EPL (x) V х = 23 V х = 25 V х = 27 V 
V х = 29 V х = 211 V 3uu< x3Vv< x (X = U * V & Gd (u) & Gd (v)) 

(следствие 3.20). 
3 а м е ч  а н и е. В предложении 3.25 условия (а) - (с) выполнены 

для всякой теории К с конечным числом предметных констант, а также 
функциональных и предикатных букв, ибо для такой теории  преди­
каты IC (х), FL (х) и PL (х) примитионо рекурсивны. Так, например, 
если предметными константами теории К служат символы а1,, а1,, . . • 
. . . , а1,., то IC (х) истинно тогда и только тогда, когда х = 7 + ВЛ V 
V х = 7 + 8j2 V . . . V х = 7 + Bj,.. В частности, условия (а) - (с) вы­
полнены для S. 

П р е д л о ж е н и е 3.26. Если теория К удовлетворяет условиям 
(а) - (с) предложения 3.25 и если, кро.ме того, (d) предикат PrAx (у): 
«у есть гёделев но.мер собственной аксио.мы теории К», при.ми­
тивно рекурсивен (рекурсивен), то следующие отношения при.ми­
тивно ре�&урсивны (ре�&урсивны). 

( 1 2) Ах (у): «У есть г�делев номер аксиомы теории К». 
LAx (у) V Pr Ах (у). 
( 1 3) (а) Prf (y): «у есть г�делев номер вывода в К». В силу след­

ствия 3.20, предикат 

3ww < y (y = 2w & Ax (w)) V 3uu < y3Ww < y3Vv<y (Prf (u) & 
& у - u * (Plh (u))v & (Ах (v) V Gen (v, (u)w))) V 

V 3zz< y3Ww < y3Uu<y3Vv<y (Prf (u) &y= u  * (P i h (u))v&MP ((u)z, (u)w, v)), 
эквивалентный Prf (у), llвляется примитионо рекурсивным (рекурсивным). 

(Ь) Pf (у, х): «У есть г�делев номер вывода формулы с г�деле-
вым номером Х» .  Pf (у, х) эквивалентно Prf (у) & х = (Y)lh  (у) -'- 1 · 

(Заметим, что S удовлетворяет условию (d). В самом деле, пусть 
а1, а2, • • •  , а8 - г�делевы номера аксиом (S 1 ) - (S8), и пусть u есть 
г�делев номер частного случая схемы аксиом (S9), что воаможно тогда 
и только тог да, когда 

3vv<u3Yy < u  (Е.VЫ (v) & Fml (у) & u = 23 * Sub (у, 215, v) * 
* 211 * 23 * 23 * 23 * v * 25 * 23 * у * 211 * Sub (у, 2 57 * 23 * v * 25, v) * 

$ 25 * 2 5 * 211 * 23 * 23 * V * 2 5 * у * 25 * 25 * 25). 
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Обозначим эту nоследнюю формулу через А9 (u). Тогда х есть гi!делев 
номер собственной аксиомы теории S в том и только в том случае, 
когда, х = а1 V х = а2 V . . . V x = as V А9 (х).) 

П р  е д л о ж е н и е 3.27. Для теории S, наряду с отношениями 
и фуюсция.ми (a) - (d) и ( 1 ) - ( 1 3), при.митивно ре�tурсивными яв­
ляются та�tже следую щие отношения и фун�tЬ,ии. 

( 1 4) (а) Nu (у): «У есть гi!делев номер пекоторой цифры теории S». 
у = 215 V 3хх<у  (Nu (x) & y = 257 * 23 * Х * 25). Применить следствие 3 .20. 

(Ь) Num (у) = гi!делеву номеру у. 
Num (О) = 215, Num (у + 1 ) = 257 * 23 * Num (у) * 25. 

( 1 5) Bw (u, v, х, у): «U есть гi!делев номер пекоторой формулы rvf, 
v есть гi!делев номеj1 nеременной, свободной в rvf, и у есть г!!делев 
номер вывода в S формулы, nолученной из rvf подстановкой цифры х 
вместо свободных вхождений в � nеременной с г!!делевым номером V». 

Fml (u) & EVЬl (v) & Fr (u, v) & Pf (у, Sub (u, Num (х), v)). 

( 1 6) Пусть d (х1, . . . , Х11) - пекоторая фиксированная формула 
теории S, единственными свободными nеременными которой являются 
х1, . . .  , Xm и nусть т есть г!!делев номер rvf (х1, . . . , х11). Обозначим 
через Bw л (u1, . . .  , Un, у) высказывание: «У есть г!!делев номер вывода 
в S формулы d (fi1, . . .  , fin}». Тогда Вwл (u1, . . . , Un, у) эквивалентно 

Pf (у, Sub . . .  (Sub (Sub (т, Num (u1), 25+8), Num (u2), 25+16)) . . .  ). 

( 1 7) (а) W 1 (u, у): «U  есть г!!делев номер формулы rvf (х1) , содер­
жащей свободную nеременную х1, и у есть геделев номер вывода в S 
формулы d (fi}». Это утверждение эквивалентно 

Fm1 (u) & Fr (u, 218) & Pf {у, Sub (u, Num (u), 213)). 

(Ь) W2 (u, у): «U есть г!!делев номер формулы � (х1), содержа­
щей свободную пере.менную х1, и у есть геделев номер вывода в S 
формулы l d (fi}. Это утверждение эквивалентно 

Fml (u) & Fr (u, 2 13) & Pf {у, Sub (28 * 29 * u * 25, Num (u), 218)). 

( 1 8) Оnределим, наконец, функцию D (u) таким образом, чтобы 
для каждого u, являющегося г!!делевым номером формулы d (х1) со 
свободной nеременной х1 , D (u) было равно геделеву номеру формулы 
� (fi). Для этого nоложим D (u) = Sub (u, Num (u), 218). 

В дальнейшем символы, служащие для обозначения относящихся 
к системе S nредикатов и функций из nредложений 3.25-3.27, мы 
будем снабжать индексом «S»,  чтобы указать на  зависимость этих пре­
дикатов и функций от S. Дело в том, что, р ассматривая какую-нибудь 
другую теорию первого nорядка S' с теми же символами, что и у S, 
мы можем получить в предложениях 3 .25-3.27 предикаты и функции,  
отличные от предикатов и функций, соответствующих в этих nред­
JJожениях теории S. 
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П р  е д л о ж е н и е 3 .28 .  Всякая функция f (х1, • • • , Х0), представимая 
в S, рекурсивна. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть формуJiа cvf (х,, . . . , Xno z) пред­
ставляет f в S. Рассмотрим натуральные числа k,, . . . , kп. Пусть f (k,, . . .  
. . . , kп) = т. Тогда f- s cv( (k,, . . . , kп, m). Пусть j есть г�делев номер 

вывода cv( (k1, • • •  , kпо т) в S. Тогда Вwл (k1, • • •  , kпо т, j) (см. предло­
жение 3 .27 ( 1 6)). Итак, для любых х1, • • •  , Xn существует такое у, что 
Bw л (х1, • • •  , Xno (у)0, (y)t). Поэтому f (х,, . . .  , Хп) = (p.yBw л (Xt, • • •  , Xno 
(у)0, (y)t))0• Согласно предложению 3.27 ( 1 6), предикат Bw л примитивно 
рекурсивен. Отсюда, принимая во внимание правило р.-оператор а (V l) 
в определении рекурсивных функций, заключаем, что функция 
p.yBw л (х1 , • • •  , Xn, (у)0, (y)t) рекурсивна; �ледовательно, и функ-
ция f рекурсивна. 

Предложение 3.28 вместе с предложением 3.23 показывает, что 
класс рекурсивных функций совпадает с классом функций, предста­
вимых в s. 

В г лai;Je 5 мы приведем доводы в пользу правдоподобности того, 
что понятие рекурсивной функции есть точный математический экви­
валент интуитивной идеи эффективно вычислимой функции. 

С л е д с т в и е 3.29. Всякий заданный на .множестве натураль­
ных чисел предикат R. (х1, • • •  , Xn) рекурсивен тогда и только тогда, 
когда он вырази.м в теории S. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Согласно определению, предикат R. (х1, • • •  , Хп) 
рекурсивен тогда и только тогда, когда рекурсивна функция CR. С дру-
гой стороны, предикат R. выразим в S тогда и только тогда, когда 
функция CR представима в S (предложение 3. 1 2). 

§ 5. Теорема Г�деля для теории S 
Пусть К - теория первого порядка с теми же самыми символами, 

что и S. Теория К называется w-непротиворечивой, если для всякой 
формулы cvf (х) этой теории из того, что при любом n 1-к cv( (ii) , 
следует невозможность 1- к 3х l 127f(x). Если мы признаем стандартную 
интерпретацию теории S в качестве модели этой теории, то тогда 
теорию S следует признать w-непротиворечивой. Но, так или иначе, мы 
будем явно формулировать предположение о w-непротиворечивости S 
всякиП р аз, когда эта w-непрОТ!'JВОречивость будет использована в дока­
зательстве (см. замечания о непротиворечивости на стр. 1 2 1  ). 

П р  е д л о ж е н и е 3 . 30 Если теория К w-непротиворечива, то 
она непротиворечива. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть теория К w-непротиворечива. Рассмот­
рим какую-нибудь выводимую в К формулу cv( (х) со свободной пере­
менцой, например х = х ::::> х = х. При любом n имеем, очевидно, 
f- к n = n ::::> n = 1i. Поэтому формула 3х l (х = х ::::> х = х) невыводима 
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в К. Следовательно, теория К. непротиворечива (ибо, в силу тавтологии 
l А :::> (А S В), из противоречивости К. следовало бы, что в К. в ыво­
дима любая формула). 

Согласно предложению 3 .27 ( 1 7а), отношение W1 (u, у) примитивно 
рекурсивно и потому, в силу следствия 3 .24, выразимо в S некоторой 
формулой wl (Xt, х2) с двумя свободными переменными Xt, х2. Это 
значит, что если W 1 (k1, k2) истинно, то 1- s W 1 (kt, k2), и если W t(kt, k2) 
ложно, то 1- s l W1 (k1, k2). Рассмотрим теперь формулу 

Vxll l  wl (Xt, х\1). (*) 
Пусть т есть г!!делев номер формулы (*)· Подставив в (*) iii 

вместо х1, мы получим замкнутую формулу 

Vx11 l W1 (т, х11). (* *) 

Вспомним, что утверждение W1 (u, у) истинно тогда и только тогда, 
когда t1 есть г!!делев номер некоторой формулы е4 (xt), содержащей 
свободно переменную х1, а у есть г!:!делев номер вывода в S формулы 
е4 (ii). Следовательно, 

(1) W1 (т, у) истинно тогда и только тогда, когда у есть г!!деJrев 
номер вывода в S формулы (**)· 

П р  е д л о ж е н и е 3 . 3 1 .  (Теорема Г 1:! д е л я для теории S [ 1 93 1  ) .) 
(1) Ecлzz теория S н.епротиворечива, то фор.мула (**) невывr;­

ди.ма в S. 
(2) Если теория S w·непропшворечzzва, то форлtула l (* *) невыво­

дима в S. 
(Таким образом, в силу предложения  3 .30, если .теория S w-непроти­

веречива, то замкнутая ф:>рмула (**) невыводима и неопровержи�t а в S. 
Замкнутые формулы, об.'!адающие таким свойством, называю rся неразре­
Шtl.МЫ.Мll предложеюzя.ми теории S.) 

Д о к а з  а т е JI ь с т в о. ( 1 ) Предположим, что теория  S непротиворе­
чива и 1- s Vxll l W1 (т, х2). Пусть тогда k - г!!делев номер какого­
нибудь вывода в S этой последней формулы. В силу (1), справедливо 
wl (т, k). Так как w1 выражает w1 в s,  ТО 1- s w1 cm., k). Из 

V Х11 l W 1 (m, х2) по правилу А4 мы  можем в ывести l W 1 (liz, k). Та­
ким образом, в s оказываются в ыводимыми формулы wl (m, k) и 
l U\ (m, k) , что противоречит предположению о непротиворечивости S. 

(2) Предположим, что теория S w-непротиворечива и 1- l V х2 l W 1 (m, 
х11), т. е. 1- s l ( ** ). На основании предложения 3. 3 0, заключаем, 
что теория S непротиворечива  и, следовательно, не 1- s (* *} Поэтому, 
каково бы ни было натуральное число n, n не есть г!:!делев номер вы ­
вода в S формулы (* *), т .  е .  W1 (т, n) ложно для любого n .  А это 
значит, что \- s l Vl1 (т, ii) для любого n. Взяв в качестве формулы 

гр( (xi) формулу l wl (m, х\1), мы, на основании предположения о w-
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непротиворечивости теории S, заключаем, что не f- 83x� l l  Wt (m, х�) 
и, следовательно, не f- s 3x,.W1 (m, х-.). Мы пришли, таким образом, 
к противоречию с предположением, что f- s  3x�W1 (m, х2). 

Весьма любопытна стандартная интерпр�_:rация неразрешимого пред­
ложения ( ** ): V x2 l W 1 (iii, х2). Так как W1 выражает в S отношение 
W 1, то, в соответствии со стандартной интерпретацией, ( **) утверждает, 
что W 1 (т, х2) ложно для каждого натурального числа х2• Cor ласно (l), 
это означает, что не существует вывода формулы (**) в S. Другими 
словами,  формула (**) утверждает свою собственную невыводимость 
в S *). По теореме же Геделя, если только теория S непротиворечива, 
эта формула и в самом деле невыводима в S и потому истинна при 
стандартной интерпретации. Итак, для натуральны х  чисел, соответствую­
щих обы чной интерпретации, формула (**) верна, но в S невыводима. 
Это может навести нас  на мысль, что теорема Геделя потому справед­
лива для теории S, что первоначально выбранная для этой теории 
система аксиом оказалась слишком слабой и что, если бы мы усилили 
теорию S ,  добавив к ней новые аксиомы, то новая теория мог л а бы 
оказаться полной. Так, например, чтобы получить некоторую более 
с ильную теорию S1, мы могли бы добавить к S истинную формулу (**)· 
Однако всякая рекурсивная функция, будучи представимой в S, пред­
ставима также и в такой теории S1. Точно так же и предложения 
3.25 - 3.27  остаются, очевидно, в силе, если их переформулировать 
для S1. Но ведь это и есть все, что требуется для того, чтобы полу­
чить результат Геделя; и потому, если теория S1 w-непротиворечива, то 
и она имеет некоторое неразрешимое предложение �. (� имеет ту же 
форм'У Vx2 l (Ult)s 1 (k, х11). но, разумеется, будет отличаться от (**), 
поскольку отношение W1 для S1 отлично от отношения W1 для S, и, 
следовательно, формула (W1)8 1 и входящая в � цифра  k отличны от 

формулы w1 и цифры т в (* *).) 

Упраж н ения 

1 .  П у сть s11 - расширение теории S, полученное добавлением к последней 
формулы  l (**) в качестве новой аксиомы.  Показать, ч т о  если теория S не­
противоречива ,  то теория sg непротиворечива и (!)-противоречива. 

2. Теория К, содержащая те же  символы, что и теория S, называется (1)· 
н.еполн.ой, если существует  такая формула еЛ (х), что 1-к еЛ (n) для каждого 
неотрицательноrо n, но не 1- кVxt;V{ (х). Доказать, что если теория S непро· 

тиворечива, то она <U-неполна.  (У к а з а н и е. Рассмотреть формулу l W 1 (m, 
х1 ) и применять предложение 3.3 1 .) 

*) Таким образом, (••) является аналогом различных семантических пара­
доксов, в ч астности, таких, к ак парадоксы Ришара, Берри и парадокс лжеца 
(см. В а н Х а  о [ 1 955]). 
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3. Показать, ч т о  для неприиворечивой теории оо-противоречивость в ле­
чет оо-неполноту. 

В теореме Геделя содержится предположение о w-непротиво­
речивости теории S. Однако, как показал Р о с с е р [ 1 936 Ь ] , цен о!! 
векоторого усложнения  доказательства можно с тем же успехом огра­
ничиться предположением об обычно!! непротиворечивости теории S. 

Как было доказано, отношение W 2 (u, у) из предложения 3.27 ( 1 7  Ь) 
является примитивно рекурсивным. Следов ательно, W2 выразимо в S 
с помощью некоторо!! формулы w2 (Xt, х2)· Рассмотрим тогда формулу 

V Х2 (VJt (Xt, Х2) � 3хз (хз � Х2 & VJ2 (Xt, Хз))). ( * * *) 

Пусть n - геделев номер этой формулы. Подставив в нее вместо х1 
цифру n, получим замкнутую формулу 

Vx2 (Wt (ii, Х2) � 3хз (Хз � Х2 & Vl2 (fl, Хз))). (* * * *) 

Вспомним, что W1 (u, у) (соответственно W2 (u, у)) истинно тогда и 
только тогда, когда u есть г!!делев номер какой-нибудь формулы 
!2/t (х1) со свободной переменной х1, а у есть гёделев номер вывода 
в S формулы !2/t (i!) (соответственно l !2/t (ti)). Так как n есть гёде­
лев номер формулы (* * *), то 

(ll) W 1 (n, у) истинно тогда и только тогда, когда у есть гёделев 
номер вывода в S формулы (* * * *); 

(II I) W2 (п, у) истинно тогда и только тогда, когда у ес rь гёделев 
номер вывода в S формулы l (** * *)· 

П р е д л о ж е н и е 3 .32. (Теорема Гёделя в форме Р о с с е р а 
[ 1 936 Ь ] .) Ecлrr теория S непротиворечива, то в ней невыводи.мы обе 
фор.мулы (* ***) и l (* * * *) и, следовательно, существует неразре­
ши.мое предложение этой теории. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предположим, что теория S непротиворечива 
и что в S выводима формула (* * * *), т .  е .  

f- s Vx2 (W 1 (n, х2) � 3хз (�з � х2 & W2 (ii, хз))) . 

Пусть тогда k - гёделев номер какого-нибудь вывода (* * * *) в S. 
В силу (I I), справедливо W1 (п, k). Так как Vl1 выражает W1 в S, то 
f-sW1 (n, k). Но из (* * * *) по правилу А4 можно получить f- swt (ii, 
k) � 3хз (хз � k & w2 (ii, Xs)) и затем по МР и f- s3Xs (Xs � k & 
& w2 (n, Xs) ) . Так как, согласно предположению, теория s непроти­
воречива, то в S не существует вывода формулы l (* * * *). Поэтому, 
в силу ( l l l), W 2 (п, у) ложно для всякого натурального у. А так как 
w2 выр ажает w2 в s, то f- s l w2 (/i, /) для любого натурального j и, 
в частности, f- s l Vl2 (/i, ёi) & . . .  & l "Ш2 (/i, k). Поэтому, в силу пред­
ложения 3 .8(а'), f- s V Xs (Xs � k � l 'VJ2 (n, Xs) ), И, наконец, ПО теореме 
о замене (следствие 2 .2 1 ), f- s  l 3x3 (х3 � k & Vl2 (/i, х3)) . Но тем 

6 Э. Мендельсон � 
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самым мы доказали выводимость в S формулы, являющеt!ся отрицанием 
ранее в ыведенноt! уже в S формулы, что противоречит непротиворе­
чивости s. 

(2) Допустим f- s l (* * * *), т. е. f- s l Vxg (Wt (n, Xg) ::;::) 3х3 (х8 � 
� Xg & W 2 (n, х3))) . Пусть r - г еделев номер какого-нибудь вывода 

l (* * * *). В силу (II I), истинно W2 (n, r), и потому f- sW2 (n, r). В силу 
предположения о непротиворечивости теории S, не существует вывода в S 
формулы (*** *), т. е. согласно (I I), W1 (n, у) ложно для каждого 
н атурального у. Поэтому f- s l W1 (ii, J) для каждого натурального 
числа j. В частности, 

r- s l w 1 (ii, о) & l w 1 (ii, о & . . . & l w 1 (ii, Г). 
Отсюда, в силу предложени я  3.8 (а'), получаем 

(i) f- s Х2 � r ::;::) l UJ1 (n, Х2) . 

Рассмотрим теперь следующий вывод: 
( 1 )  r � x�� 
(2) w�� сп. r) 
(3) r :s;;;;;, xg & W�� (fi, r) 
(4) 3xa (xз � x2 & Wg (n, хз)) 

гипотеза 

выводимость доказана 

( 1 ), (2), тавтология 

(3), правило Е4 

Из ( 1 ) - (4) с помощью теоремы дедукции получаем 

(ii) f- s r � x�� ::;::) 3xa (xa � x�� & W2 (ii, х2)). 
Согласно предположению 3 .7(р), 

(ii i) f- sXg � r V r � х2. 
Из (i) - (iii) с помощью подходящей тавтологии получаем 

f- s l w1 (ii, х2) v 3хз (xs �  Xg & Wg (n, х2)), 
а затем снова с помощью тавтологии  и правил МР и Gеп: 

f-sVx2 (Wt (n, х2) ::;::) 3xa (xз � xg & W�� (ii, х2))). 

выше 

Итак, f- s (** * *). Но это противоречит предположениям о непротиво­
речивости S и о том, что f- s l (*** *). 

Россерова неразрешимое предложение (* * * *) тоже имеет интерес­
ную стандартную интерпретацию. Согласно (I I) и (II I), W1 (n, х2) озна­
чает, что х2 есть геделев номер векоторого вывода в S формулы (*** *), 
а W 11 (n, х8) означает, что х3 есть геделев номер некоторого в ывода в S 
формулы l (* * * *). Таким образом, (** * *) утверждает, что если суще­
ствует вывод в S формулы (** * *), то существует, и даже с меньшим 
геделевым  номером, в ывод в S формулы l (* ***). Согласно же пред­
ложению 3 .32, если теория  S непротиворечива, то формула (* ***) 
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в ней невыводима; поэтому, если теория S непротиворечива ,  то фор­
мула (****) верна в стандартной интерпретации. 

Теорема Г�деля в форме Россера применима не только к теории S. 
Пусть К - любая теория первого порядка с теми же символами, что и 
теория S. Анализ проведеиного только что доказательства позволяет 
сформулировать следующие достаточные условия прим�нимости теоремы 
Г�деля в форме Россера к теории 1(: 

(а) Отношения W1 и W9 (см. предложение 3 .27( 1 7), в котором 
всюду в определениях следует заменить S на 1() выразимы в 1(. 

(Ь) Имеется форму л а и -.::;; v такая, что 

(i) для всякой формулы еЛ (х) и для всякого натурального k: 
f-к еЛ (О) & еЛ ( 1 )  & . . . & еЛ (k) => V х (х -.::;; k => еЛ  (х)), 
(ii) для всякого натурального числа k: 

f- кx :o:;;; k V k :o:;;; x. 
Заметим, что если К есть теория первого порядка с равенством, то 

условие (i) может быть заменено условием 

(i ') f-к x :o:;;; k :=> (x = O  V x = i V . . .  V X = k). 
Условие (а), говорящее о в ыразимости в К отношений W1 и W9, 

выполнено, если эти отношения рекурсивны и если в 1( выразимо 
всякое рекурсивное отношение. Из доказательс�в предложений 3 .25 -
- 3.27 легко видеть, что W1 и W2 рекурсивны, если для теории  1( 
выполнено условие (d) из предложения 3 .26, т. е. если свойство РrАхк 
«быть г�делевым номером собственной аксиомы теории К» рекурсивно 
(или, иными словами, если множество г!!делевых  номеров собственных 
аксиом теории 1( рекурсивно). Таким образом, мы приходим к следу­
ющему результату. 

П р  е д л о ж е н и е 3 .33 .  Пусть К есть теория пер вого порядtщ 
с те.�ис же си.мвола.ми, что и теория S, и пусть, кро.ме того, 1( 
удовлетворяет следующим условиям: 

( 1 )  всякое рекурсивное отношение вырааи.мо в 1(, 
(2) .множество гёделевых номеров собственных аксио.м теории 1( 

рекурсивно, 
(3) выполнены указанные выше условzzя (Ь), (i) - (i i). 
Тогда для теории 1( справедлива теорема Гёделя в фор.ме Россера, 

т. е. если теория К непротиворечива, то существует нераареши.мое 
в этой теории предложение. (Заметим, что, согласно предложению 3. 1 2, 
условие ( 1 )  выполняется, если в 1( представима каждая рекурсивн ая 
функция; кроме того, если 1( есть теор ия первого порядка с р авенством, 
то условие (3) (Ь) (i) может быть заменено на  (i').) 

Назовем теорию К рекурсивно аксио.матиаируе.мой, если сущест­
вует такая теория К' с тем же, что и у К, множеством теорем, что 
множество РrАхк, г!!делевых номеров .. собственных аксиом 1(' рекурсивно. 

{.* 
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С л е д с т в и е 3 . 34 .  Теорема Гёделя в форме Россера справедлива 
для tсаждого непротиворечивого реtсурсивно аtссиоматизируемого 
расширеюtя теоршl S, т. е. для tсаждого таtсого расширения сущест­
вует предложение, неразрешимое в нем. 

Д о к а s а т е л ь  с т в о. Так как все рекурсивные отношения выраsимы 
в S, то они выраsимы и во в сяком расширении S. Точно так же и 
условия (i) - (ii), будучи выполнены в S, выполнены и во всяком рас­
ширении S. Поэтому, на основании предложения 3 .. 33, теорема Гl!деля 
в форме Россера применима к любому непротиворечив ому рекурсивно 
аксиоматиsируемому р асширению теории S. 

По прочтении  г лавы 5 читатель сможет оценить всl! правдеподобие 
гипотеsы, согласно которой точное понятие рекурсивного множества 
соответствует интуитивному понятию эффективно раsрешимого мно­
жества. Гипотеsа эта носит наsвание теsиса Черча *). Для всякого, кто 
принимает этот теsис, следствие 3.34 утверждает, что теория S сущест­
венно неполна, т. е. что любое нещютиворечивое эффективно аксио­
матиsированное р асширение теории S имеет нераsрешимые предложения. 
(Напомним·, что теория  наsывается эффективно аксиоматиsированной, 
если существует эффективная процедура, поsволяющая для к аждой 
формулы этой теории  уsнавать, является ли она ее аксиомой.) 

У пражнения 

1 .  Доказать, что множество Tr гёделевых номеров всех формул теории S, 
истинных в стандартной модели, н е  является рекурсивным. (У  к а з а н и е. 
Р ассмотреть теорию первого порядка К, являющуюся расширением теории S 
и имеющую Tr в кач естве множества аксиом, и применить следствие 3.34. )  

2. Опираясь н а  следствие 3.34, показать, что н е  существует рекурсивно 
аксиоматизируемой теории, имеющей Tr в качестве множества гёделевых 
номеров своих теорем.  

Пусть Neg (х) = 28*29*х*25• Тогда, если х есть геделев номер фор­
мулы �. то Neg {х) есть геделев номер формулы l d. Функция Neg, 
очевидно, рекурсивна и, следовательно, представима в S некоторой фор­
мулой Neg(x1, х2). Ранее нами был введен предикат Pf (у, х), истинный 

тогда и только тогда, когда х есть геделев номер некоторой формулы d 
теории S, а у есть геделев номер некоторого вывода d в S. В силу 
предложения 3 .26, предикат Pf примитивне рекурсивен, и потому, на 
основании следствия 3 .24, выраsим в S с помощью некоторой формулы 
Р/ (х1, х2). 

Обоsначим череs Cons формулу V Х1 V Х2 V Ха V Xi l (Р/ (х1, Ха) & 
& Р/(х2, х,) & Neg (ха, х,)). Содержательно, т. е. в соответств ии со 
стандартной интерпретацией, Cons выражает невоsможность вывода в S 

*) Позже на стр . 249 тезис Чёрча будет сформулирован следующим обра­
зом: всякая арифметическая функция является эффективно вычислимо й  тогда 
и только тогда, когда она есть рекурсивная функция. Мы оставляем читателю 
в качестве упражнения доказать 3Квив алентность этих двух форм тезиса Чёрча. 
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какой-либо формулы вместе с ее отрицанием и является истинной в том 
и только в том случае, когда теория S непротиворечива. Иными слова ми, 
формулу Con5 можно интерпретировать как утверждение непротиворе­
чивости теории S. Вспомним теперь, что, в соответствии  со стандарт­
ной интерпретацией, гl!деJiев а нер азрешимая формула (* *) (см. стр. 1 59) 
содержательно выражает свою собственную невыiюдимо сть. Тогда фор­
мула Con5 ::::> (* *) содержательно утверждает, что если теория S непро-
тиворечива, то формула (* *) в ней невыводима. Но в этом и состоит 
первая часть теоремы Геделя. Математические рассуж).l:ения, доказыва­
ющие теорему Г!!деля, могут быть выражены и проведены средствами 
теории S, так что в результате оказывается возможным получить вывод 
формулы Con5 ::::> (* *) в теории S. (Доказательство этого утверждения 
см. у Г и л ь б е р т а  и Б е р н а й с а  [ 1 939 ], стр. 285-328;  Ф е ф е р­
м а н а [ 1 960].) Итак, r s Соп5 ::::> ( * *  ). Согласно теореме Г!!деля, однако, 
если теория S непротиворечива, то формула (* *) в ней невыводима. 
Отсюда следует, что если теория S непротиворечива, то в ней невыво­
дима и формула Con5; иными словами, если теория непротиворечива, то 
в IJeй невыводима некоторая формула, содержательно утверждающая не­
противоречивость теории S. Этот результат носит название второй тео­
ремы Г 1! д е л я (см. Г 1! д е л ь [ 1 93 1  ]). Грубо говоря, эта теорема утвер­
ждает, что если теория S непротиворечива, то доказательство непроти­
воречивости теории не может быть проведено средствами самой теории S, 
т. е. всякое такое доказательство обязательно должно использовать 
невыразимые в теории S идеи или методы. Примерами тому могут 
служить доказательства непротиворечивости теории  S, предложен­
ные Г е н ц е н а м  [ 1 936] ,  [ 1 938Ь] и Ш ю т т е  [ 1 95 1 ]  (см. Дополнение), 
в которых применяются понятия и методы (например, один фрагмент 
теории счетных порядковых чисел), очевидно, не формализуемые сред­
ствами теории S. 

Рассмотрим следующее утверждение тиnа второй теоремы Гl!деля: 
пусть Сопк есть грифметизация утверждения о том, что данная теория 
рервого порядка К непротиворечива (при этом. предполагается, что 
теория К содержит все предметные константы теории  S); тогда если 
теория К достаточно сильна и непротиворечива, то формула Сопк невы­
водима в К. Эта теорема в действительности применима и к многим 
более общим теориям (не обязательно первого порядка). Однако 
в сформулированной таким образом второй теореме Г!!деля помимо 
неопределенности, заключенной в словах «достаточно сильна:. (которым, 
впрочем, ветрудно придать точный смысл), неясен также способ постро­
ения Сопк. В этом последнем обстоятел.ьстве таится опасность, ибо, 
·как показал Ф е ф е р  м а н [ 1 960] (следствие 5. 1 0), существует некоторый 
приемлемый способ построения Соп5, при котором r 5Con5• Итак, сле-
дует уточнить формулировку теоремы. Это было сделано Ф е ф е р  м а­
н о м { 1 960] приблизительно следующим образом. В ходе доказательства 
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предложения 3 .23 было показано, как для в сякой примитионо рекурсив· 
ной функции f (х1, • • •  , Хп) строится формула d (х1, • • • , Xn, у), предста­
вляющая f в S. Полученные таким обр азом формулы d (х1, • • •  , х�, О) 
назовем  РR.-фор.мула.ми. Формулу r!!ld, имеющую вид 3у1 • • • 3ykd, 
где k ;;;:?:= О и d есть какая-нибудь РR.-формула, назовем R.Е-фор.мулой. 
В частности, всякая РR.-формула является R.Е-формулой. Предположим 
теперь, что некоторая формула d (х) представляет теорию К, т. е. 
что совокупность аксиом теории К совпадает с множеством тех формул, 
чьи геделевы номера удовлетворяют d. Тогда следующим образом 
можно построить предикат выводимости Prf д(х, у) для теории К. Рас-
смотрим выражение 

х = (у)1ь <У> _,_  1 & у > 1 & V z (z < lh (у) ::> 
::> (Fml ((Y)z) & (LAx ((y)z) V d ((Y)z ) V 

V 3v3w (v < z & w < z & (МР ((у)"', (y)w, (Y)z) V Gen ({У)-о, (y)z))))) 

и обозначим через Prj д (х, у) формулу, которая получится, если в этом 
выражении примитионо рекурсивные фун«:ЩIИ и предикаты заменить 
соответственно представляющими или выражающими их формулами 
(напрi-tмер, если g' (и, v) предстаuляет 1h (у), то z < lh (у) заменяем на 
3v � (y, v) & z < v)). Формула Рr/д (х, у) выражает в S предикат, 
и стинный для пары (х, у) натуральных чисел тогда и только тогда, 
когда у есть геделев номер вывода в теории К формулы с геделевым 
номером х. (Определения отношений и функций Fml,  lh, (у) , Gen, МР . v 
см.  н а  стр. 1 4 1 ,  1 42, 1 53, 1 54.) Теперь мы можем построить и фор­
мулу Pr д (х), соответствующую понятию теоремы теории К: такой 
формулой будет формула 3уРr/д (х, у). Наконец, через Сопд обозначим 
следующую формулу, выражающую непротиворечивость теории К: 
V х (Fml (х) ::> l Pr д (х) V 3у (Neg (х, у) & l Pr д {у))} Одним из след· 
ствий р аботы Ф е ф е р  м а н а [ 1 960] является следующий точный ва­
риант второй теоремы Геделя. 

Пусть К - непротиворечивое расширение теории S, К1 - любая  
теория, для котор ой К является расширением и которая сама служит 
расширением системы Q Робинсона*) (в частности, К1 может совпадать 
с S или К), Т к - множество геделевых номеров теорем теории К, и 
пусть неКОТОJ?аЯ R.Е-формула t27f (Х) выражает Т К В Kt; ТОГда не 
Г кСопд. (Условие, требующее, чтобы формула d (х) была R.Е-фор­
мулой, является здесь необходимым; это следует из существов ания 
такой формулы r!!ld (х), которая выражает Т s в S и дJIЯ которой 
Г sCons (Ф е ф е р м а н [ 1 960], следствие 5. 1 0).). 

*) См. ниже, стр. 1 69. (При.м. перев.) 
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§ 6. Рекурсивная неразрешимость.  Теорема Тарскоrо. 
Система Робинсона 

Пусть К - какая-нибудь теория первого nорядка с р авенством и 
с теми же символами, что и теория S. В предложении 3 .27( 1 8) была 
определена функция D (u), которая для в сякого u, являющегося г!!де­
левым номером какой-нибудь формулы � (х1) со свободной перемен-
ной х1, принимает значение, равное геделеву номеру формулы � (ii). 
Так как D (u) = Sub (u, Num (u), 213), то функция D, очевидно, прими­
тивно рекурсивна. 

Через Т к обозначим множество г!!делевых номеров теорем теории К. 
П р  е д л о ж е н и е 3 .35. Если теория К непротивореч,ива, а фунtе­

цuя D представu.ма в К, то Т к невыразu.мо в К. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что функция D представима и 

множество Тк выразимо в теории К. Тогда существуют такие формулы 
tfflJ (Xt, Х11) И ffТ (xll), ЧТО 

( 1 )  если D (k) = j, то f- к tW (k, ]); 
(2) f- 3tx2.!W (k, Xg); 
(3) если k Е Т к. то f- к dТ (k); 
(4) если k ф Тк, то f- кl e'Т (k). 

Рассмотрим формулу е?! (xt): v Х2 (!W (Xt, Xg) :::::> l r (xll)). Пусть 
р - геделев номер этой формулы. Рассмотрим формулу � (р): 

V Х11 (fб!J (р, Xg) :::::> l rff' (Х2)). 

Пусть q - г!!делев номер формулы e7f (р). Тогда D {р) = q. Поэтому, 
в силу ( 1 ), f-к tW (р, q). Одно из двух: либо f- к  � (р), либо не 
f- к  е?! (р). Если не f- к  � (р), то q ф Т к и, согласно (4), f- к  l Г (q). 
С другой стороны, если f- к � (р), то f- к V х2 ( tW (р, х11) :::::> l Г (х2)). 
Отсюда по правилу А4 получаем f- к (tW (р, q) :::::> l dТ (q)). Однако 
f- к fбiJ (р, q). Следовательно, f- к l dТ (q). Итак, в обоих случаях f- к  l dТ(q). 
Из f- к fбiJ (р, q) и (2) следует f- к tW (р, х11) :::> х11 = iJ. Но так как 
f- к l §" (q), то f- к  Xg = iJ :::::> l r (х2). Следовательно, f-к fбiJ (р, Xg) :::::> 

:::> l е'Т (х2) и по пр авилу Gen f- к  V Х2 (tfflJ (р, Xg) :::::> l rff" (х2)), т. е. 
f- к е?! (р). Поэтому q Е Т к и, согласно (3), f- к  Г (q). Но так как, 
кроме того, доказано, что f- к lе'Т (q), то теория К противоречива. 

С л е д с т в и е 3 .36. Если теория К непротuворечива и всяtеая 
реtеурсrtвная фунtецuя представu.ма в К, то Тк невыразrt.мо в К и, 
следовательно, Т к нереtеурсивно. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Функция D примитивно рекурсивна, следова­
тельно, представима в К. В силу предложения 3 .35, множество Т к 
невыразимо в К. Так же, как при доказательстве предложения 3. 1 2, 
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можно показать, что характеристическая функция Стк множества Т I'C 
неnредставима в К. Следовательно, функция Стк нерекурсивна, а вместе 
с ней нерекурсивно и множество Т К· 

Мы будем говорить, что теория  К рекурсивно неразреши.ма, если 
множество  Тк нерекурсивно. Теорию К назовем существенно рекур­
сивно неразрешzz.мой, если она сама и всякое ее непротиворечивое 
расширение рекурсивно неразрешимы. (Если мы nринимаем тезис Черча, 
то рекурсивная неразрешимость эквивалентна эффективной неразреши­
мости, т. е. невозможности какой бы то ни было механической разре­
ш ающей nроцедуры для свойства быть теоремой. Невозможность такой 
механической nроцедуры означает, что для каждой данной формулы 
требуются сnециальные усилия изобретательности для того, чтобы решить 
в оnрос, является ли эта формула теоремой.) 

С л е д с т в и е 3 .37. Если теория S непротrlВоречива, то она 
существенно рекурсивно неразреши.ма. 

Д о к а з  а т е JJ ь с т в о. Пусть К - nроизвольное непротиворечивое 
расширение теории  S (в том числе, быть может, и сама теория S). 
Всякая рекурсивная функция nредставима в S, а следовательно, и в К. 
Поэтому, в силу следствия 3.36, Т к нерекурсивно. 

С л е д с т в и е 3 .38 .  (Теорема Т а р  с к о г о [ 1 936] .) Множество Tr 
гёделевых номеров формул теории S, истинных в стандартной 
интерпретации, не является арифметическим .множеством, т. е. 
не существует такой формулы !2Л (х) теории S, чтобы Tr совпадало 
с .множеством чrzсел k, для которых !2Л (k) истинно в стандартной 
zmтepnpe тации. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть К - расширение теории S, аксиомами 
которого являются все те формулы, которые истинны в стандартной 
интерnретации. Тогда Т к = Tr. Поскольку теория  К имеет стандартную 
модель, мы можем считать эту теорию неnротиворечивой. Согласно 
следствию 3 . 3 6, Tr н=выразимо в К, так как всякая рекурсивная функ­
ция представима в К. Но всякое отношение выразимо в К тогда и 
только тогда, когда оно является стандартной интерпретацией пеко­
торой формуды теории S. Следовательно, Tr - множество не арифме­
тическое. (Грубо говоря, этот результат означает, что nонятие арифмети­
ческой истины арифметически неопреде;rимо.) 

Упражнения 

1 . ( а) Для всякогб n, являющегося гёделевым номером какой-нибудь фор­
мулы  �Vf, определим С!  (n) к ак гёделев номер замыкания �Vf; в противном 
случае положим С!  (п) = n. С помощью предложения 3.25 показать, что функ· 
ция С! примитивно рекурсивна.  

(Ь) Показать, что всякая рекурсивно аксиоматизируемая и полная теория 
первого порядка К рекурсивно разрешима, т. е ., иными словами, что для такой 
теории множ�ство Тк рекурсивно. (Эквивалентное утверждение: если теория 
первого порядка К рекурсивно аксиоматизируема и рекурсивно неразрешима, то она неполна .) [У к а з  а н и е. Если n есть гёделев номер формулы �Vf, то 
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существует вывод либо замыкания cv(, либо отрицания замыкания 12т(, т. е . 
3у (Pf (у, С! (n)) V Pf (у ,  28•28o�oCI (n)•2") V l Fm l  (n)). Обозначив посл еднюю 
формулу через 3уВ (у,  п), замечаем ,  что, в соответствии с правилом ( VI) для 
fL-оператора, функция fLY (В ( у, n)) я вляется рекурсивной. П оэтому рекурсивен 
и предикат Pf (!LY (В (у ,  n ) ) ,  Cl (n)). Но  этот предикат эквив алентен предикату 
Cl (n) Е Т к,  который в свою очередь эквивалентен предикату n Е Т  к. Это 
рассуждение показывает  также,  что  всякая полная эффективн-о аксиоматизиро­
ванная теория эффективно разрешима, т. е.  что для всякой такой теории 
существу ет эффективный  способ определять, является ли данная формула  
теоремой или нет. ]  

(с)  Если теория К непротиворечив а и рекурсивно аксиоматизируема  и 
если в ней  представима каждая рекурсивная функция, то в К существуют 
предложения, неразрешимые  в ней. 

2. П оказать, что если теория К не  является рекурсивно аксиоматизируемой, 
то она рекурсивно неразрешима. 

С и с т е м а Р о б и н с о н а. Рассмотрим теорию первого порядка, имею-
щую те же символы, что и теория S, и следующее конечное число аксиом: 

{1) Xt = Xti 
(2) Xt = Xg :::::> X11 = Xti 
(3) Xt = Xg ::::> (Xg = Ха ::::> Xt = Ха); 
(4) х1 == х�� ::::> х� = х�; 
(5) Xt = Xg :::::> (Xt + Ха = Xg + Ха & Ха +  Xt = Ха +  Xll)j 
(6) Xt = Xg ::::> (Xt · Ха = Xg · Xs & Ха · Xt = Хз · X2)j 
(7) Х� = Х� => 'Xt = Xg; 
(8) О =!= (xt)'; 
(9) Xt =/= О ::::> 3xll (xt = х�; 
{ 1 0) x1 + 0 = Xt; 
( 1 1 ) Xt + (х2)' = (х1 + х11)'; 
( 1 2) Xt · 0 = 0; 
( 1 3) Xt • (Xg)' = Xt • Х2 + Xti 
( 1 4) (Xg = Xt • Xз + xi & Xi < Xt & x2 = Xt • X& + .t'5 & X5 < Xt) => Xi =X6 

(единственность остатка). 

Мы будем н азывать эту теорию теорией RR. (Система Q аксиом ( 1 )­
( 1 3) предложена Рафаэлем Р о б и н с о н о м  [ 1 950] .  Аксиома ( 1 4) была 
добавлена с целью упрощения одного из нижеследующих в ыводов .)  
Очевидно, теория R.R яв ляется подтеорией теории S, поскольку все 
аксиомы теории  RR являются теоремами теории S. Кроме того, из  пред­
ложения 2.26 и наличия аксиом (1 )-(6) в теории  RR следует, что 
теория RR является теорией с р авенством. 

П р  е д л о ж е н и е 3 .39. Следующие формулы являются теоремами 
meopzщ RR: 

(а) n + � = п + т  для любых натуральных n и т ; 
(Ь) ii · ffl. = н для любых натуральных n и т; 
(� fL � т  дi/Jl лю бых натуральных п и т, если n � т; 
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(d) x � fi � x = O  V х = 1 V . . .  V x = ii  для любого натураль­
ного n; 

(е) х � ii V ii � х для любого натурального n. 
Д о к а з  а т е л ь с т в о. Утверждения  (а) - (с) доказываются так же 

как соответствующие утверждения в предложении 3.6 (а). Утвержде­
ния (d) и (е) доказываются индукцией по n в метаязыке с примене­
н ием аксиомы (9). (Напомним, что в ыражение х �у. по определению 
означает формулу 

х =у V 3z (z =F  O & x + z =y.) 

Упражнения 
1 . Показать, что теория  RR является собственной подтеорией теории S. 

(У к а з а  н и е. Рассмотреть в качестве нормальной мо'{ели теории RR (но не 
теории S *)) множество всех ПОJ•Иномов с целыми коэффициентами и неотри­
цательным старшим  коэффициентом. Формула 3у (х = у +у V X = Y +Y + l) 
ложна в этой модели ,  но выводима в теории S. )  Заметим, что теория S не 
только не совладает с теорией RR,  но и вообще не является конечно аксио­
матизируемой (т .  е. не существует никакой теории с конечным числом собст­
венных аксиом и с тем же, что у S, множеством теорем) . Это утверждение 
было доказано Р ы л л ь-Н а р  д з е в  с к и м [ 1 953] и Р а б  и н о м [ 1 96 1 ] . 

2. Показать, что аксиома ( 14) невыводима из аксиом ( 1 )-( 13) .  (У к а з а . 
н и е. Пусть оо - некоторый объект, не являющийся натуральным числом, и 
пусть оо' = оо, оо + х = х + оо = оо  для всех х, оо · О = О · оо = О и ОО • Х = 
= х · оо = оо  дЛЯ всех х ;/= 0.)  

П р  е д л о ж е н и е 3.40. Вся�ая ре�урсивная фун�ция предста­
вима в теории RR. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для исходных функций, а также для правил 
подстановки и JL·Оператора остаются nолностью в силе соответствующие 
рассуждения из доказательства предложения 3.23 , проведеиные там 
nри мени тельно к S. Что касается правила р екурсии ,  то, повторив вни­
м аrедыю соответствующее рассуждение в доказательстве иредложения 
3 .23, мы убедимся , что и оно остается в силе для теории  RR, так как 
для в веденной в предложении 3 .2 1 формулы Вt из � (k1, k2, k3) = т 
следует f- RR вt (k1, k2, k3, fii) и, в силу аксиомы ( 1 4), f- RR Bt (и, 'U, x,y) & 
& Bt (и, 'U, х, z) � у  = z. 

Упражнение 
Провести во всех деталях  доказательство предложения 3 .40. 

В той мере, в какой мы согласны считать стандартную интерnре­
тацию моделью для теории  RR, следует признать и непротиворечи­
вость теории RR. Впрочем, следуя идеям доказательцва Б е т а [ 1 959, 
§ 84] или К л и н и [ 1 952, § 79], можно построить более конструк­
тивные доказательства неnротиворечивости этой теории  R.R.. 

*) См. упражнен ие 1 на стр . 1 3 1 .  (При.м .  перев.) 
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П р е д л о ж е н и е  3.4 1 . 
(а) Те,.ория RR существенно реtсурсивно неразрешzzма. 
(Ь) TeopzlЯ RR существенно petcypctzвнo неполна *). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Утверждение (а) следует из предложения 3.40 

и следствия 3 .36. Утверждение (Ь) следу�т из предложений 3 ,33 и 3 .40 
(или из (а) и упражнения l (b) на стр. 1 68). 

Эти результаты были уже нами ранее получены для теории S. 
Однако воспроизвести их для теор1щ RR представляет интерес в связи 
с тем, что теория RR конечно аксиоматизируема. Можно даже доказать, 
что предложение 3 .40, а следовательно, и предложение 3.4 1 справедливы 
также и для системы Q Робинсона (аксиомы ( 1 )-( 1 3)), однако доказа­
тельство этого факта (см. Т а р  с к и й, М о с т о в с к и й  и Р о б  и н с о н 
[ 1 953], стр. 56-59) более сложно, чем для теории RR. 

Пусть К1 и к� - какие-нибудь две теории первого порядка с одними 
и теми же символами. Теория  к� называется tсонечным расширеюrем 
теории К1, если существуют множество А формул и конечное мно­
жество В формул такие, что ( 1 ) множество теорем теории  К1 совпадает 
с множеством формул, выводимых из А, (2) множество теорем теории  к� 
совпадает с множеством формул, выводимых из А U В. 

Две теории К1 и к� называются совместимыми, если непротиво­
речива теория К1 U Kg, т. е. теория, множество аксиом которой является 
объединением множеств аксиом теорий К1 и к�. 

П р  е д л о ж е н и е 3 .42 . Пусть К1 и К9 - каюrе-нибудь две тeoptlll 
первого порядка с теми же с!lмволам!l, что и теорtlЯ S; тогда 
еслu теория К2 является конечным расшzzрением теоршz К1 l l реtсур­
сивно неразрешzzма, то ll теорzzя К1 рекурсивно неразрешама. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть А - множество аксиом теории К1 и 
А U {е.-41, • • • , e.-4n} - множество аксиом теории К2• Мы можем пред­
полагать, что формулы е.-41, • • •  , dп - замкнутые. Тогда, в силу тео­
ремы дедукции, всякая формула rfJЗ выводима в К2 тогда и только 
тогда, когда в К1 выводима формула (е.-41 & . . . & е.-4 п) -::::::; ctliJ. Пусть с ­
геделев номер формулы е.-41 & . . .  & e.-4n· ' Число Ь яв ляется r!!делев ым 
номером некоторой теоремы теории Kg тогда и только тогда, когда 
число 23*С*2 11 *Ь*23 является г!!делевым номером какой-то теоремы 
теории 1(1, т. е. предикат Ь Е Т к2 экв ивалентен предикату 23*с*2 11*Ь*23Е 
Е Т к1 • Следовательно, если бы множество Т к1 было рекурсивно, то 
рекурсивным было бы и множество Т к2, что противоречит рекурсивной 
неразрешимости теории к�. 

П р е д л о ж е н и е 3 .43 . Всяtсая теория первого порядка К, имею­
щая те же сzzмволы, что u теория S, и совместимая с теорией RR. 
petc урсивно неразрешzrма. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Так как теории К и RR совместимы, то тео­
рия К U RR является непротиворечивым р асширением теории RR. Поэтому, 

*) Здесь автор, по-видимому, имеет в виду,  что RR не имеет неnро-
тИворечивых, рекурсивно аксиоматизируемых nол1 1 ых  расширений. 
(Прим. ред.) 
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на основании предложения 3 .4 1 ,  теория К U RR рекурсивно нер азрешима. 
Но эта теория является конечным расширением теории К; следовательно, 
в силу предложения 3 .42, теория  К рекурсивно нер азрешима. • 

С л е д с т в и е 3 .44. Всякая теория первого порядка К рекурсивн.о 
н.еразреши.ма, если он.а и.меет те же си.мволы, ч то и теория S, и 
если ее аксиомы истин.н.ы в стан.дартн.ой .модели. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Стандартная интерпретация является моделью 
для теории  К U RR, поэтому эта теория непротиворечива, а следов а­
тельно, теории К и R.R. совместимы. Теперь остается применить пред­
ложение 3.43. 

С л е д с т в и е 3.45. Исчислен.11е предикатов Ps, и.меющее те же 
сrr.мволы, что и теор11я S, рекурсивн.о н.еразреШll.МО. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ps U R.R = R.R. Следовательно, Ps и RR 
совместимы и потому, в силу предложения 3.43,  Ps рекурсивно нер аз­
решимо. 

Исчисление предикатов первого порядка, содержащее все предикат-
ные буквы AJ, в се функциональные буквы JJ и все предметные кон­
станты а 1, назовем н.асыщен.н.ы.м исчислен.ие.м предикатов (первого по­
рядка) или исчислением PF. Исчисление предикатов первого порядка, 
содержащее все предикатные буквы, но не содержащее функциональных  
букв и предметных констант, назовем чистым исчtlслен.ие.м предикатов 
(первого порядка) или и счислением РР. 

Л е м м а 3 .46 .  Существует рекурсивн.ая фун.кцrrя h такая, что 
если u есть гёделев н.о.мер н.екоторой формулы е4 llCЧllcлeн.rrя PF, 
то h (u) есть гёделев н.о.мер н.екоторой формулы е4' llCЧllCдeN.llЯ РР, 
причем формула е4' выводима в РР тогда и толжо тогда, когда 
формула d выводима в PF. 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Пусть е4 - формула исчисления  PF. Сопо-
ставим каждой функциональной букве JJ из е4 какую-нибудь преди­
t<атную букву А�+1, не входящую в е4, так, чтобы различным функ­
циональным буквам соответствовали различные предикатные буквы, 
а каждой предметной константе а 1 из е4 сопоставим (соблюдая анало­
гичное условие) не входящую в е4 предикатную букву А�. Пусть а1 -
первая входящая в е4 предметная константа и z - первая не входящая 
в е4 переменная. Определим е4* как результат замены каждого вхож­
дения а1 в е4 на z. Построим формулу е41: 3zA� (z) => 
=> 3z (А1 (z) & е4*), где Al есть предикатпая буква, сопоставленная 
предметной константе а1. Нетрудно проверить (см. доказательство пред­
ложения 2.29), что формула е4 логически общезначима тогда и только 
тогда, когда логически общезначима формула е41• Продолжим анало­
гичные преобразования до тех пор, пока не получим формулу $а без 
предметных констант, логически общезначимую одновременно с rv'!. 
Пусть теперь /7 (t1, • • • , tп) - самый левый в формуле r1ll терм такой, 
что термы t1, • • • , tn не содержат функциональных букв, и пусть w ­
первая переменная, не входящая в r/kJ. Обозначим через r/kl* формулу, 
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получающуюся из формулы $iJ заменой в ней каждого вхождения  терма 
/7 (t1, • • •  , tn) переменной w, и построим формулу d!la1: 

3wA;+ 1 (w, t1, • • •  , tn) ::::> 3w (А: + 1  (w, t1 , • • •  , tn) & d!la*), 
где А: + 1 - предикатмая буква, поставленная в соответствие функцио­
нальной букве /?. И в этом случае легко убедиться в том, что фор­
мула d!la1 логически обrцезначима тогда и только тогда, когда логически 
обrцезначима формула d!la. Применим теперь аналогичное преобразование 
к d!la1 и т .  д., пока не придем к некоторой формуле <24', которая уже 
не содержит ни предметных констант, ни функциональных букв и, сле­
дователыю, является формулой исчисления РР. Формула <24' логически 
обrцезначима тогда и только тогда, когда логически обrцезначима фор­
мула <24. На основании теоремы Геделя о полноте (следствие 2. 1 4), 
формула е4 логически обшезначима тогда и только тогда, когда 
f- PFcv(, а формула <24' логически обrцезначима тогда и только тогда, 
когда f- PPGVt'. Следовательно, f- i'Fcv( тогда и только тогда, когда 
f- ppG>A-''. Построим теперь функцию h:  если u не является геделевым 
номером никакой формулы исчисления PF, то положим h (u) = О, если 
же u есть геделев номер некоторой формулы е4 исчисления PF, то 
пусть h (u) будет г!!делевым номером формулы <24'. Функция h,  оче­
в идно, эффективно вычислима; доказательство того, что она рекур­
сивна, мы оставляем в качестве упражнения на  долю усердного чи­
тателя. 

П р  е д л о ж е н и е 3.47 (Теорема Ч е р  ч а [ 1 936а] .) Исчислен.ttя PF 
и РР рекурсивн.о н.еразреШ/UlЫ. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. ( 1 )  По теореме Геделя о полноте всякая фор­
мула е4 исчисления Ps выводима в Ps тогда и только тогда, когда 
она логически общезначима, и эта же формула е4 выводима в P F  
тогда и только тогда, когда она логически обrцезначима. Отсюда 
f- Pscv( тогда и только тогда, когда f- PFcvt. Заметим, что множество 

Fm!Ps г!!делевых номеров формул исчисления Р s рекурсивно. Пусть 

Т P s и Т PF обозначают соответственно множества геделевых номеров 
теорем исчислений Ps и PF. Тогда т Ps = т PF n Fmlps, и из рекурсив­
ности множества Т PF следовала бы, в противоречие со следствием 3 .45, 
рекурсивность множества Т P s· Таким образом, исчисление PF рекур­
сивно неразрешимо. 

(2) Согласно лемме 3 .46, u Е Т PF тогда и только тогда, когда 
h (u) Е Т пр, где h - некоторая рекурсивная функция. Поэтому, если 
множество Т Р Р  рекурсивно, то рекурсивно и множество Т р р, что про­
тиворечит предыдуrцему пункту ( 1 ). Таким образом, множество . Т РР 
нерекурсивно, т. е. исчисление РР рекурсивно н еразрешимо. 

Ес:ш мы признаем тезис Черча, то слова «рекурсивная неразреши­
мость» можно вс"юду заменить на «эффективная неразрешимость�. 
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В частности, предложение 3 .47 утверждает, что не существует никакой 
эффективной раврешающей процедуры ни для чистого исчисления пре­
дикатов РР, ни  для насыщенного исчисления предикатов PF. Отсюда 
следует и невовможность какого-либо эффективного способа увнавать, 
является ли данная формула логически общевначимой. 

Упражнение 

Покаэать, что в противовес т еорем е  Чёрча  чистое исчисление одноместных 
nредик атов эффективно разрешимо. Под чистым  исчислением одноместных nре­
дик атов мы  эдесь понимаем чистое исчисление предикатов, содержащее только 
одноместные предикатные буквы. [У к а э а н и е. Пусть 81, . . .  , Bk - все, и 
притом без повторений, предикатные буквы,  входящие в данную формулу rv{. 
Тогда формула e7f общезначима в том и только в том случае, когда она 
истинна в каждой интерпретации, содержащей не более 2k элементов. В самом 
деле, предположим, что формула  e7f истинна в каждой интерпрет ации с не 
более  чем 2k элементами, и пусть М - произвольпая интерпретация. Всякие 
два элемента Ь и с из области D интерпретации М назовем эквивалентными, 
если истинностны е  значения 81 (Ь), 82 (Ь), . . .  , Bk (Ь) в М соответственно те же 
самые, что и у 81 (с), 82 (с), . . .  , Bk ( с). Введенное таким образом отношение 
эквивалентности разбивает D на  классы эквив алентности, число которых не пре­
вышает 2k. Р ассмотрим новую интерпретацию М' формулы e/t с областью, 
имеющей своими элементами эти классы эквивалентности, на которых очевид­
ным образом определяются значения для Blt  . . .  , Bk. Индукцией по построению 
формулы ry( легко доказать, что формула  ry( истинна в М тогда и только 
тогда, когда она истинна в М'. Так к ак формула  d истинна в М',  то она 
истинна и в М. Итак, формула  истинна во всякой интерпретации и, следова­
тельно, в силу следствия 2. 1 4, выводима. К этому остается добавить, что 
истинность формулы d в nроизвольной интерпретации, имеющей не более 
чем 2k элементов, провернется эффективно. ] 

Содержащийся в этом последнем упражнении ревультат является 
в пекотором смысле наилучшим ив вовможных. В самом деле, по тео­
реме К а л ь  м а р  а [ 1 936], существует эффективная процедура, повво­
ляющая по каждой формуле d чистого исчисления предикатов 
построить другую формулу d* чистого исчисления предикатов, кото­
рая содержит единственную и притом двуместную предикатную букву 
и которая общевначима тогда и только тогда, когда общевначима фор­
мула d. (Другое докавательство этого утверждения см. ч е р  ч [ 1 956,  
§ 47] .) Отсюда, на  основании теоремы Черча, следует, что не суще­
ствует эффективной раврешающей процедуры для свойства общевначи­
мости (или выводимости) формул, содерж ащих лишь двуместные преди­
катные буквы. 

DУпражнения 

(Т а р  с к и й, М о с т о в с к и й  и Р о б  и н с о н [ 1 953] ,  !.) 
1 . Пусть К* - непротиворечивая теория первого порядка, К1 - существенно 

рекурсивно нераэрешимая теория, всякая теорема которой является также и 
теоремой т еории К*, и пусть понятие Fmlк1 (х) рекурсивно. Показать, что 
то1·да теория К* существенно рекурсивно н еразрешима. 
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2. Пусть К - теория первого порядка с равенством. Если предикатпая 
буква Aj, функциональная буква fj и предметная константа а1 не являются 

символами теории К, то под допустимыми определениями Aj, fj и а1 в К 
мы будем понимать соответственно выражения в ида 

(а) Vx1 • • • Vxn (Aj (x1, • • •  , хп) = d (Х1' . . .  , хп)); 
\Ь) Vx1 . . .  Vxn Vy (fj (х1, . . . .  , Хп) =У = $а (Х1' . . . , xn, У)); 
(с) Vy (а; =У = 'б' (у)), 

где Q/1, $а, 'б' - формулы теории К, причем последние две формулы таковы,  
что l-кVx1 • • •  Vxn31y<?.%' (x1' . . .  , xn, У) и 1-к31у'б' (у) . Доказать, что если 
теория К непротиворечива, то добавление к К в к а честве новых аксиом любых 
допустимых определений приводит к непротиворе чивой теории К', которая 
рекурсивно неразрешима тогда и только тогда, когда рекурсивно нер азрешим а  
теория К .  (Применить предложение 2.29.) 3. Назовем нелогической константой всякую предикатную или функцио­
нальную букву или предмсшую константу.  Пусть К1  - теория первого порядка 
с равенством и с конечным числом нелогических констант. Будем говорить ,  
что теория К1 интерпретируема в теории первого порядка К с р авенством,  
если всякой нелогической константе т еории К1 ,  которая не  является нелоги­
ческой константой теории К, можно сопоставить допустимое определение 
в теории К таким образом, чтобы всякая аксиома (и ,  следовательно, всякая 
теорема) теории К1 оказалась выводимой в теории К*, получ ающейся из т ео­
рии К добавлением к ней всех этих допустимых определений в качестве новых 
аксиом. Заметим, что если теория К1 интерпретируема  в теории К, то она  
интерпретируема во  всяком расширении теории К .  Если теория К1 интерпре­
тируема в непротиворечивой теории К и если К1 существенно рекурсивно 
неразрешима, то такова  же и теория К.  (У к а з  а н и е. В силу упражнения 2, 
теория К* непротиворечива, следовательно, в силу упражнения 1 ,  К* суще­
ственно рекурсивно неразрешима .  Таким образом, теория К рекурсивно нераз­
решнма на основании упражнения 2. ) 

4, Пусть К - теория первого порядка с равенством, А} - одноместная пре­
дикатпая буква, не принадлежащая теории К, и d - замкнутая формула. 
Заменим каждую, начиная с наименьших, подформулу  в d вида Vx$c] (x) на  

Vx (А] (х) ::::> $а (х)). Полученную в результате формулу  d(A}) назовем реля-АI  
тивиз ацией формулы d посредством  буквы А}- П усть К f - теория, аксио-
мами которой служат релятивизации посредством А} замыканий всех собствен­

А! 
ных аксиом теории К. (а) Теория К 1 интерпретируема  в К. (У к а з  а н и е. 
Взять формулу Vx (А] (х) = х = Х) в качестве допустимого определения для А}.) 

A l  
(Ь) Теория К 1 непротиворечива  тогда  и только тогда, когда непротиворе-

А ' 
чива теория К. (с) Теория К 1 существенно рекурсивно неразрешима одно-
временно с теорией К (Т а р  с к и й, М о с т о в с к и й  и Р о б  и н с о н [ 1 953] , 
стр. 28). 

5. Теория К назыв ается относительно интерпретируемой в теории К', 
если сущ ествует такая предикатпая буква А), не принадлежащая теории К, что 

А !· 
т еория К 1 интерпретируема в т еории К'. Если теория К относительно интер­
претируема  в теории К' и существенно рекурсивно нера:�решим а, то и теория К' 
с ущественно рекурсивно неразрешима .  (Применить уnlажнения 3 11 4.) 
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6. Всякую теорию первого порядка К, в которой относительно интерпре­
тируема  теария RR, назовем достаточно сильной. Доказать, что всякая доста­
точно сильная непротиворечивая теОр!fЯ К существенно рекурсивно неразре­
шима,  а если, кроме того, теория К рекурсивно аксиоматизируема ,  то она 
неполна. (Применить предложение 3.4 l (a)  на стр. 1 70 и упражнение 1 (Ь) 
на стр. 1 68.) Грубо говоря, теория К является достаточно сильной, если поня­
тия натурального числа, О, 1, сложения и умножения <определимы:. в К 
таким образом, чтобы аксиомы теории RR (релятивизованные посредством по­
нятия <натуральное число:. в К) оказывалис1r выводимыми. Очевидно, всякая 
теория, адекватная современной м атематике, должна быть достаточно сильной, 
поэтому если такая теория непротиворечива ,  то она рекурсивно неразрешима, 
а если она рекурсивно аксиом атизиру ема,  то неполна. Для rого, кто принимает 
т езис Чёрча ,  это означает, что всякая непротиворечивая достаточно сильная 
м атематическая теория эфф�ктивно неразрешима, а если она эффективно аксио­
матизируема, то она будет неполна .  (Аналогичные результаты в ерны также и 
для теорий в ысших порядков , см. , н апример, Г ё д е л ь  [ 1 93 1 ] , Х а з е н ъ е г е р  
и Ш о ,q ь ц [ 1 96 1 ] , §§ 237-238) .  Все  это, по-видимому,  лишает нас всякой 
надежды на  полную и непротиворечивую аксиоматизацию математики. 



Г л а в а  4 
Аксиоматическая теория множеств 

§ t. Система а !l сиом -

Значение матем атической логики в нашем столетии сильно возросло. 
Главной причиной этого явилось открытие парадоксов теории множеств 
и необходимость пересмотр а противоречивой интуитивной теории м но­
жеств. Было предложено много р азличных аксиоматических тео рий  для 
обоснования теории множеств, но как бы они не отличались друг от 
друга своими внешними чертами, общее для в сех них содержание состав­
ляют те фундаментальные теоремы, на которые в своей повседневной 
работе опираются математики. Выбор той или иной из имеющихся тео­
рий является в основном делом вкуса; мы же не предъявляем к системе, 
которой будем пользоваться, нИкаких требов аний, кроме того, чтобы она 
служила достаточной основой для построения современной математики. 

Мы опишем теорию первого порядка NBG, которая в основном 
явJiяется системой того же типа, . что и система, предложенная перво­
начально фон Н е й  м а н о м [ 1 925] ,  [ 1 928] ,  а затем тщательно пере­
смотренная и упрощенная Р. Р о б и н с о н о м  [ 1 937 ] , Б е р н а й с о м  
[ 1 937- 1 954]  и Г !!  д е л е 111 [ 1 940] .  (Мы будем в основном следовать 
монографии Г!!деля, хотя и с некоторыми важными отклонениями.) 
Теория NBG имеет единственную предикатную букву А: и не имеет 
ни одной функциональной буквы или предмешай константы. Чтобы 
быть ближе к обозначениям Б е р н а й с а [ 1 937- 1 954 ]  и Г !! д е л я  
[ 1 940] , мы будем употреблять в качестве переменных вместо х1, х2, • • • 

прописные латинские буквы Х1, х�. . . . (Как обычно, мы  используем 
буквы Х, У, Z, . . .  для обозначения произвольных переменных.) Мы вве­
дем также сокращенные обозначения Х Е У для А: (Х, У) и Х ф. У для 
l А; (Х, У). Содержательно знак Е по.нимается как символ отношения 
принадлежности. 

Следующим образом определим равенство: 
О п р е д е л е н и е. Х = У служит сокращением для формулы 

VZ(Z E X = Z E  У). 
Таким образом, два объекта равны тогда и только тогда, когда они 

состоят из одних и тех же элементов. 
О п р е д е л е н и е. Х = У служит сокращением для формулы 

V Z (Z Е Х =:J Z Е У) (вклю чение). 
О п р  е д е л е н и е. Х с У служит сокращением для Х � У & Х =1= У 

(собственное включение). 
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Из этих определений легко следует 
n р е д л о ж е н и е 4. 1 .  

(а) t-- Х = У =  (Х s:;; У & У s:;; Х); 
(Ь) t-- Х = Х; 
(с) t-- Х =  У :::> У= Х; 
( d) t-- Х = У :::> ( У = Z :::> Х = Z); 
(е) t--X = У :::> (Z Е Х :::> Z Е У).� 

Мы теперь приступим к перечислению собственных аксиом теории NBG, 
перемежая формулировки самих аксиом различными следствиями из них 
и некоторыми дополнительными определениями. Предварительно, однако, 
отметим, что в той «интерпретации» ,  которая здесь подразумевается, 
значениями переменных являются классы. Классы - это совокупности, 
соответствующие некоторым, однако отнюдь не всем, свойствам *). (Эта 
«интерпретация» столь же неточна, как и понятия «совокупность», 
« СВОЙСТВО» И Т. д.) 

Назовем класс множеств ом, если он является элементом какого­
нибудь класса. Класс, не являющийся множеством, назовем собственным 
классом. 

О п р е д е л е н и е. М (Х) служит сокращением для 3 У (Х Е У) 
(Х есть множество). 

О п  р е д е л е н и е. Pr (Х) служит сокращением для l М (Х) (Х есть 
собственный класс). 

В дальнейшем мы увидим, что обычные способы вывода парадоксов 
приводят теперь уже не к противоречию, а всего лишь к результату, 
состоящему в том, что некоторые классы не являются множествами. 
Множества предназначены быть теми надежными, удобными классами, 
которыми математики пользуются в своей повседневной деятельности; 
в то время как собственные классы мыслятся как чудовищно необъят­
ные собрания, которые, если позволить им быть множествами (т. е. быть 
элементами других классов), порождают противоречия. 

У пражнение 

1- УеХ :::> М ( У). 
Система NBG задумана как теория, трактующая о классах, а не о 

предметах. Мотивом в пользу этого послужило то обстоятельство, что 
математика не нуждается в объектах, не являющихся классами, вроде 
коров или молекул. Все м атематические объекты и отношения могут 
быть выражены в терминах одних только классов. Если же ради при-

*) Те свойства, которы е  фактически определяют классы, будут ч астично 
указаны в акси'омах. Эти аксиом ы  обеспечивают нам существов ание необходи­
м ых в м атематике к лассов и являются, как м ы  надеемся, достаточно скром· 
ными, чтобЬJ цз них нельзя было вывести противоречие, 
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ложении в других науках возникает необходимость привлечения  «не­
классов», то незначительная модификация системы NBG позволяет при ­
менить ее  равным образом как к классам, так и к «неклассам» 
(М о с т о в с к и й  [ 1 939]). 

Мы введем строчные латинские буквы х1, х2, • • , в к ачестве специаль­
ных, ограниченных множествами, переменных. Иными словами, V х1 d (xt) 
будет служить сокращением для V Х (М (Х) ::::::> d (Х)), что содержательно 
имеет следующий смысл: «d истинно для всех множеств» ,  и 3xt d (xt) 
будет служить сокращением для 3Х (М (Х) & d (Х)), что содержательно 
имеет смысл: «d истинно для некоторого множества» .  Заметим, что 
употребленная в этом определении переменная Х должна быть отлич­
ной от переменных, входящих в d (xt). (Как и обычно, буквы х, у, z, . . . 
будут употребляться для обозначения произвольных переменных для 
множеств.) 

П р  и м е р. Выражение V XV x3y3Z d (Х, х, у, Z) служит сокра­
щением для 

VXVX1 (M (X1) ::::::> 3 Y (M ( Y) & 3Z d (X, Х1, У, Z))). 

Упражнение 

1- Х= Y==: Vz (zeX ==: ze Y). 

А к с и о м а Т. (А�&сио.ма об'Ое.мности.) Х = У ::::::> (Х е Z =  У Е Z). 
П р  е д л о ж е н и е 4.2. Систе.ма NBG является теорией первого 

поряд�&а с равенством. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предложение 4. 1 ,  аксиома Т и замечание 

на стр. 90 о теориях, в которых р авенство может быть определено. 

Упражнение 

1- М (Z) & Z =  У ::;,  М ( У). 
А к с и о м а Р. (А�&сио.ма пары. )  VxVy3zVu (u Е z :::: и = х V и = u), 

т. е. для любых множеств х и у существует множество z такое, что х 
и у являются единственными ero элементами. 

Упражнения 

t .  !-Vx Vy 31z Vu (ue_ н :=. u = x V и =у), т. е. для любых дв ух множеств 
х и у существует единстве·нное множество z, называемое неупорядоченяой па­
рой элементов х и у, элементами которого являются х и у и только они. 

2. 1-VX (М (Х) := 3у (Х е у)). 
А к с и о м а N. (А�&сио.ма пустого .множества.) 3х Vy (у ф. х), т. е. 

существует множество, не содержащее никаких элементов. 
Из аксиомы N и аксиомы объемности следует, что существует лишь 

единственное множество, не содержащее никаких элементов, т. е. 
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1- 3tX Vy (у ф х). Поэтому мы можем ввести предметную константу О, 
подчинив ее следующему условию. 

О п р е д е л е н и е. V у (у ф 0). 
Так как выполнено условие единственности для неупорядоченной 

пары,  то мы можем ввести новую функциональную букву g (х, у) 
для обозначения неупорядоченной пары х и у. Впрочем вместо g(x, у) 
мы  будем писать {х, у}. Заметим, что можно однозначно определить 
пару {Х, У} для любых двух классов Х и У, а не только для мно­
жеств х и у. Положим {Х, У} = О, если один из классов Х, У не яв ­
ляется множеством. Можно доказать, что 

1- Nво 3tZ ((M (Х) & М ( У) &  Vzz (и Е Z = u = X V zz = У)) V 

Этим оправдано введение пары {Х, У}: 
V ((l М (Х) V l М ( У)) & Z = 0)). 

О п р е д е л е н  и е. (М (Х) & М ( У)  & V и (и Е {Х, У} = 
= и = Х V и =  У)) V ((l М (Х) V l M ( У)) & {Х, У} = О). 

Можно доказать, что 1- Nвo Vx Vy Vи (и E {x, y} = и = x V zt =y) и 
Г Nво Vx 'ly (M ({x, у})). 

В связи с этим определением читателю следует вернуться к § 9 
гл. 2 и, в частности, к предложению 2.29, которое гарантирует нам, 
что введение новых предметных констант и функциональных букв, та­
ких как О и {Х, У}, ничего существенно нового к теории NBG не до­
бавляет. 

Упражнения 

t .  1- {Х, У} = { У, Х}.  (В дальнейшем на протяжении настоящей главы 
индекс NBG в записи 1- Nво опускается . )  

2. Определим { Х} как {Х, Х}.  Тогда 1- Vx Vy ({x} = {y} :::::> x = y). 

О п р е д е л е н и е. (Х, У) = { {Х}, {Х, У} }. (Х, У) называется упо­
рядочеююй парой классов Х и У. 

Никакого внутреннего интуитивного смысла это определение не имеет. 
Оно является лишь некоторым удобным способом (его предложил Ку­
р атовский) определить упорядоченные пары таким образом, чтобы можно 
было доказать следующее предложение, в ыражающее характеристическое 
свойство упорядоченных пар. 

П р е д л о ж е н и е  4.3. 
'r- Vx Vy \fи Vv ((x, у) = (и, v) ::::> x = и &y = v). 
Д о к а з  а т е  л ь с т в о. Пусть (х, у) = (и, v). Это значит, что 

{ {х}, {х, у} } = { {и} , {zz, v} } . Так как {х} Е { {х}, {х, у} } ,  то {х} Е { {и} ,  
{и, v} } .  Поэтому {х} = {и}  или {x} = { zz , v}. В обоих случаях X = lt. 
С другой стороны, {и, v} Е { {и} ,  {и, v} }  и, следовательно, { zz, v} Е 
Е { {х}, {х, у}} .  Отсюда {и, v} = {х} или {и, v} = {х, у}. Подобным же 
образом, {х, у} = { zz }  или {х, у} = {zz, v}. Если {и, v} = {х} и {х, у} = 
-= {и}, то х = и =у = v; в противном случае {и, v} = {x, у} и, еле-
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довательно, {и, v} = {и, у }. Есл и при этом v =1= и, то у =  v, если же 
v = u, то тоже у = v. Итак, в любом случае, у = v. 

Мы теперь обобщим понятие упорядоченной пары до понятия упо­
рядоченной п-ки. 

О п р е д е л е н и е  

(Х) = Х, 

(Xl, . . .  , Хпн) = ((Хь . . . , Хп), Хпн)· 

Так, наnример, 
(Х, У, Z) = ((Х, У), Z) и (Х, У, Z, И) = (((Х, У), Z), И). 

Нетрудно доказать СJiедующее обобщение предложения 4.3: 

f-- "i/x1 . . . 'Vxn'VYl · . .  'Vyп ((xl, . . .  , Хп) = (Yl• . . . , Уп) :::> 
:::> xl = Yl & . • . & Xn -Уп)· 

А к с и о м ы с у щ е с т в о в а н и я к л а с с о в. Эти аксиомы утвер­
ждают, что для некоторых свойств, выраженных формулами, сущест� 
вуют соответовующие классы всех множес гв, обладающих 9тйми 
свойствами. 

А к с и о м а B l .  3Х 'Vu 'Vv ((u, v) Е Х == и Е v) (Е-отношение). 
А к с и о м а  В2. 'VX 'V Y 3 Z 'Vu (u E Z = u E X & u E  У) 

(пересечение). 
А к с и о м а В3.  'V Х 3Z Vu (и Е Z == и ф. Х) (дополнение). 
А к с и о м а В4. 'V Х 3Z 'Vu (и Е Z == 3v ((и, v) Е Х)) (область 

определения). 
А к с и о м а  В5. 'VX 3Z 'Vu Vv ((u, v) E Z = и E X). 
А к с и о м а  Вб. VX 3Z 'Vи 'Vv 'Vw ((и, v, w) E Z = (v, w, u) E X). 
А к с и о м а В7. 'VX 3Z 'Vu 'Vv 'Vw ((u, v, w) Е Z ==  (и, w, v) Е Х). 
С помощью аксиом В2-В4 можно доказать 

f-- 'VX 'V Y 31Z 'Vu (и E Z = zz E X & и e У), 
f-- 'V Х 31Z Vu (zz Е Z == и  ф. Х), 

\-- 'V X 31Z 'Vи (и Е Z == 3v ((и, v) Е Х)). 

Эти результаты оправдывают введение новы\х функци ональных букв 
n ,  -, fi!!. 

О п р е д е л е н и я 
Vu (u E X П У := u Е Х & и Е У) 
V и (11 Е Х = и ф. Х) 
'-Jи (и Е !i! (Х) 3v ((u, v) Е Х)) 
x u У = <Х n У) 
V = O 
Х - У = Х.(} У. 

(пересечение телассов Х и У). 
(дополнение те телассу Х). 
(область определения теласса Х). 
(об'Оединение телассов Х и У). 
(универсальный класс). 
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У пражнения 

1 . 1- Vu (ueXU У= ueX V ие У), 
1- Vи (ие V). 

2. г x n У =  Y n x 
1- (Х П У) П Z = ХП ( УП Z) 
1- Х П Х= Х  
1- Х П О = О 
г x n V= X 
1- Х П ( YU Z) = (ХП У) U (Х П Z) 
1- X U У= Х П У 
1- Х - Х = О 
1- Х = Х 

1- X U  У= YU X 
1- (XU Y) U Z = X U ( YU Z) 
1- X U X = X  
1- X U O = X  
1- X U V = V 
1- X U ( УП Z) = (X U У) П (X U Z) 
1- Х П  Y = X U У 
1- V - X = X 

1- V= O  
3. (а) r- VX 3Z Vи Vv ( ( u, v )eZ = (v, и) е Х). (У к а з а н и е. Применять 

последовательно аксиом ы  В5, В7, В6, В4.) 
(Ь) r- VX 3Z Vи Vv Vw ( ( и, v, w)eZ = (и, w)eX). (У к а з а н и е. При­

менять В5 и В7.) 
(с) f- VX 3Z Vv Vx1 . . . Vx"_ ((х1, . . •  , х"_, v)eZ = (х1, . . •  , х"_)еХ). (При­

м енять В5.) 
(d) f- VX3ZVv1 · · · VvтVX1 · · · Vxn ( (хн . . • , х"_, Vн . • •  , Vт)EZ = (хн • • •  

. . .  , Хп) ЕХ) . (У к а з  а н и е .  Итерация (с) . )  
(е )  r- VX3ZVv1 . . .  VvmVX1 . . .  Vx"_ ((xн . . .  , Xn-1• V1, . . . , Vm, x"_) eZ = 

= (х1, . . .  , х"_) еХ) . (У к а з а н и е. При т = 1 из (Ь) подстановкой (х1, . . .  , х"__1 ) 
в место и и Xn вместо w, а затем общий случай - итерацией.) · 

(f) r VX3ZVxVv1 . . .  Vvт ( (Vн . • .  , Vm, x)eZ := xeX). (У к а з а н и е. 
Использовать В5 и пункт (а ) . )  

(g)  f- V X3ZV х1 . . .  V х"_ ( (хн . . .  , x"_) eZ = 3у ((хн . . •  , х"_, у)еХ)) . (У к а­
з а н и е .  Следует из  В4 подстановкой (х1 , • • •  , х"_) вместо и и у вм есто v.) 

(h) 1- V X3ZVиVvVw ( (v, и, w)eZ = (и, w) eX). (У к а з  а н и е. Подста­
вить (и, w) вместо и в аксиому  В5 и применять аксному В6.) 

( i ) f- VX3ZVv1 • . .  VvkVuVw ((vн . . .  , vk, и, w)eZ := (и, w)eX). (У к а­
з а н и е .  Подставить (vн . . . , vk ) в место v в (h) . )  

Мы теперь можем доказать некоторую общую теорему о существо­
вании классов . 

П р е д л о ж е н и е  4 .4. Пусть ер (Х1, • • • , Xn, У,, . . • , Ут) - фор­
.мула, пере.менные которой берутся Лllutb из числа Х1, • • •  , Х"_, У1, • • • 

• . . , У т· Назовем такую формулу п р  е д и к а т и в н о й, ecлtl в ней 
связанны.мrl являются только пере.менные для .множеств (т. е. eCЛll 
она .может быть приведена к тако.му вzlду с помощью прz(нятых 
сокращений). Для всякой предикативной формулы ер (Х1, • • •  , Х"_, 
Yt, • . . , У т) 

r 3ZVxt . . . Vxп ((Xt, . . .  , х"_) Е Z::::::: ер (Xt, . . . , Х11, Yt, . . . , У т)). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Мы можем ограничиться рассмотрением только 

таких формул ер, которые не содержат подформул вида У1 Е W, так 
как в сякая такая подформула может быть заменена на 3х (х = У1 & х Е W), 
что в свою очередь эквивалентно формуле 3х (V z (z Е х = z Е у,) & 
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& х Е W). Можно также предполагать, что в ер не содержатся подфор ­
мулы вида Х Е Х, которые могут быть заменены на 3u (u = Х & ll Е Х), 
последнее же эквивалентно 3и ('V z (z Е zz = z Е Х) & ll Е Х). Доказа­
тельство проведем теперь индукцией по числу k логических связок и 
кванторов, входящих в формулу ер (записанную с ограниченными пере­
менными для множеств). 

1 .  Пусть k = О. Формула ер имеет вид х1 Е х1, или х1 Е х1, или  
х1 Е У1, г де 1 � i < j � n. В первом случае, по аксиоме В 1 ,  сущест­
вует некоторый класс W1 такой, что 

Vx;'vx1 ((x1, х1) Е w� - х1 Е х1). 

Во втором CJiyчae, по той же аксиоме, существует класс w� такой, что 

Vx1 Vx1 ((x1, х1) Е W2 = x1 Е xi), 

и тогда, в силу упражнения 3 (а) на стр. 1 82, существует класс W3 
такой, что 

Vx1 Vx1 ((xl, х1) Е W3 = x1 E xi). 

Итак, в любом из первых двух случаев существует класс W такой, что 

VxNxJ ((xi, xJ) E W= ep (xl, . . .  , Xn, У1, . . •  , У171)). 

Тогда, заменив в упражнении 3 (i) на стр. 1 82 Х на W, получим, что 
существует некоторый класс Z1 такой, что 

Vx1 . . .  VxнVx1Vx1 ((x1, . . .  , хн, х1, х1) Е Z1 = 
= ер (х1, . . .  , Xm У1, . .  · , У т)). 

Далее, на основании упражнения 3 (е) там же при Z1 = Х, заключаем, 
что существует класс Z2 такой, что 

Vx1 · · ·  VxtVXi+1 · · ·Vx1 ((x1, . . .  , x1) E Z2 - ep (x1 • . . •  , Xm У1, . . .  , У171)). 

Наконец, применяя упражнение 3 (d) там же при Z2 = Х, получаем, что 
существует класс Z такой, что 

Vxl · · ·  Vxп ((xl, . . .  , Xn) E Z = ep (xl, • . .  , Xn, У1, . . .  , У171)). 

Для остающегося случая х1 Е У1 теорема следует из упражнений 3 (f) 
и 3 (d). 

2. Предположим, что теорема доказана для любого k < s и что ер 
содержит s логических связок и кванторов. 

(а) ер <!Сть l ljl. По индуктивному предположению, существует класс W 
такой, что 

Vx1 . . .  Vxп ((xl, . . .  , Хп) Е W = IJI (xl, . . .  , Xm У1, . . • , У171)). 

Теперь остается положить Z = W. 
(Ь) ер есть ljl ;::) б. По индуктивному предположению, существуют 

классы zl и z2 такие, что 

VxJ . . .  Vx11 ((x1, . . .  , Xn) Е Z1 = o/(x1, . . .  , х", У1, . . .  , У171)) 
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и 
Vx1 . . . Vxп ((Xt, . . .  , Хп) Е Z2 = B (x1, . . . , Xm Yt, . . . , У т)). 

Искомым классом Z в этом случае будет класс (Z1 П Z2). 
(с) <р есть V х iJ. По индуктивному предположению, существует 

класс W такой, что 

Vxt . . . VxnVx ((Xt, . . .  , Xm x) E W = o/ (xt, . . .  , Xm X, Yt, . . .  , У111)). 

Применим сперва  упражнение З(g) при Х = W и получим класс Z1 
такой, что 

Vxt . . . Vxп ((Xt, . . .  , Xn) E Z1 = 3x l � (Xt, . . .  , Xm Х, У1, . . . , Ут)). 

Теперь положим окончательно Z = Z1, замечая, что V х ф эквива­
лентно l 3х l iJ. 

П р и м е р ы . 1 . Пусть <р (Х, У1, У2) есть формула 3и3v (Х = 
= (и, v) & и Е У1 & v Е У2). Здесь кв антор ы связывают только перемен­
вые для множеств. Поэтому, в силу теоремы о существовании классов, 
1-- 3ZV х (х Е Z = 3и3v (х = (и, v) & и Е У1 & v Е У2)), а на основании 
аксиомы объемности, 1-- 31ZV х (х Е z- 3и3v (х = (и, v) & и Е У1 & 
& v Е У2)). Поэтому возможно следующее определение, вводящее новую 
функциональную букву Х : 

О п р е д е л е н и е. Vx (x E  У1 Х Y2 = 3n3v (x = (zz, v) & zt E  У1 &. 
& v Е У2). (Детеартово произведение классов У1 и У2.) 

О п р е д е л е н и я . Х2 обозначает Х Х Х (в частности, V2 обозначает класс всех упо­
рядоченны х  пар). 

хп обозначает xn-t х Х (в частности, vп обозначает класс всех 
упорядоченных п-ок). 

Rel (Х) служит сокращением для Х = V2 (Х есть отношение). 
2. Пусть <р (Х, У) обозначает Х = У. По теореме о существовании 

классов и на  основании аксиомы объемности, � 31Z'v' х (х Е Z= х = У). 
Таким образом, существует класс Z, элементами которого являются все 
подмножества класса У. 

О п р е д е л е н и е. Vx (x E cffi ( Y)  . х �  У). (cffi ( Y): теласс всех под ­
.множес тв теласса У.) 

3. Рассмотрим в качестве 1f (Х, У) формулу 3v (Х Е v & v Е У). 
По теореме о существовании классов и на  основании аксиомы объем­
ности, 1-- 31ZV х (х Е Z = 3v (х Е v & v Е У)), т. е. существует един­
ственный  класс Z, элементами которого являются все элементы элемен­
тов класса У и только они. 

О п р е д е л е н и е. V х (х Е U ( У) _  3v (х Е: v & v Е У)). (U ( У): 
обмдинение всех эле.ментов теласса У.) 

4. Пусть <р (Х) есть 3и (Х = (и, и)). По теореме о существовании 
кла ссов и на  основании аксиомы объемности, существует единств�НН!>Iй 
Rliacc Z такой, что Vx (x e; Z ;= 3u (x = (и, и))). 
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О п р е д е л е н  и е. V х (х Е 1 = 3rt (х = (tt, и))). (Отношение тож­
дества.) 

С л е д с т в и е 4 .5. Для всякой предикативной фор.мулы rp (Х1, • • • 

• • • , Xm Yt, • • • , У т) 
r- 31 W ( W c:::: V71 & '1xt . . . 'lxп ((xt, . . •  , х,.) Е W =  

= rp (Xt, . . . , Xm Yt, • • •  , У т)). 

Д о к а э а т е л ь  с т в о. В силу предложения 4.4, существует класс Z, 
для которого V Xt . . .  V Xn ( (xt, . . . , Х71) Е Z = rp (Xt, . . • , Xw Yt, . . . , У т)). 
Очевид:ю, искомым классом W является класс W= Z П V71; его един­
ственность вытекает из аксиомы объемности. 

О п р е д е л е н  и е. Для всякой предикативной формулы rp (Х1, • • •  , Х71, 
У1, • • • , У т) через х1 • • • X71rp (х1, • • • , Xw У1, • • •  , У т) обозначается класс 
всех п-ок (х1, • • • , Х71), удовлетворяющих формуле rp {х1, • • •  , Х71, У1, • • •  

• • .  , Ут), т. е. Vи (tl E Xt . . .  Xп rp (XJ , . . . ' Xn, Yt, . . . , Ут) = 3хt . . . 
• • . 3хп (tt = (xt, . . . , Х11) & rp {Xt, . . •  , х,., Yt, . . • , У т))). Следствие 4 .5  
оправдывает такое определение. в частности, при n = 1 получи м 

r- Vи (и Е xrp (х, Yt • . . . , У т) = rp (tt, Yt, . . . , У т)) *). 
П р  и м е р ы. 1 .  Пусть rp есть (х2, х1) Е У. Обозначим х1х2 ((Xg, Xt) E 

Е У) сокращенно через У, тогда f- Y s;;; V2 & Vx1Vx2 ((x1, х2) Е У= 
=·(xi, х1) Е У). Назовем У обратным отношен.ие.м класса У. 

2. Пусть rp есть 3v ((v, х) Е У). Обозначим через е9Р ( У)  выражение 
x (3v ((v, х) Е  У)). Тогда f- Vи (tt E e9P ( Y) = 3v ((v, tt) E У)). Класс 
� ( У)  назыв ается областью зн.ачен.ий класса У. Очевидно, f-e9P ( Y) =  
= -W (r). 

Заметим, что аксиомы В 1 -В7 являются частными случаями теоремы 
о существов ании классов, т . е. предложени я  4.4. Иными словами, вместо 
того, чтобы выдвигать предложение 4.4 в качестве схемы аксиом, можно 
с тем же результатом ограничиться лишь некоторым конечным числом 
его частных случаев .  Вместе с тем, хотя предложение 4.4 и позволяет 
доказывать существование большого числа самых разнообразных клас­
сов, нам, однако, ничего еще не известно о существовании каких-либо 
множеств, кроме самых простых множеств таких, как О, {0}, { 0, { 0} }, 
{ { О } }  и т. д. Чтобы обеспечить существование множеств более сложной 
структуры, мы введем дальнейшие аксиомы. 

А к с и о м а U. (Аксио.ма об'Оедttн.ен.ия.) 

Vх3у'Vи (и Е У =  3v (tt Е v & v Е х)). 

Эта аксиома утверждает, что объединение U (х) всех элементов мно­
жества х (см. пример 3 на стр.  1 84) является также множеством, т. е. 
f- V х (М (U (х))). Множество U (х) обозначают также через U v. 

v e x  

*) Иногда вместо xl  . . .  Xn'f (хн . • .  ' х,., Yl, . . . 1 У т) применяют запись 
{ (х11 • • • , Хп) 1 'f (хн . . .  , х,., У11 . . .  1 YmH· 
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Упраж нения 

1 .  Показать, что 1- V xVy (U ( {х, у} ) = х U у) и, следовательно, 
1- VxVy (М (х U y)). 

2. (a ) I- U (0) = 0. (b) I- U ( {O} ) = O. (с) !- Vx (U ( {x} ) = x). 
( d) 1- VxVy (U  ( (х, у) ) = {х, у} ). 

3. Определим по индукции {xlt . . . , Хп}  как {xl t . . .  , Xn_ t }  U {хп} · Тогда 
1- Vx1 . . . V XnVи (и  Е {х1, . . .  , Хп} = и =  х1 V . . .  V и = Хп)· Таким образом, для 
л юбых данных множеств х1, . . . , Xn существует множество, 9лементами которого 
яв ляются м ножеств а  х1, . . . , Xn и только они. 

Другим средством порождения новых множеств из уже имеющихся 
является образование множества в сех подмножеств данного множества. 

А к с и о м а W. (Аксиома .множества всех подмножеств.) 

Vx3yVcc (се E y = zc s;:; х). 

Эта аксиома утверждает, что класс всех подмножеств множества х 
(см. пример 2 на стр. 1 84) есть также множество; мы его будем назы­
вать .множеством всех подмножеств .множес/пва х. В силу этой 
аксиомы, f-- V х (М (tJ (х))). 

П р  и м е р ы. 
f- {} (О) = {0 }. 

f- {} ({О }) =  {0, {0 } }. 
f- {} ({0, {0} }) = {0, {0}, {0, {0} }, { {0} } }. 

Значительно более общим средством построения новых множеств 
является следующая аксиома выделеюся. 

А к с и о м а  S. VxV Y3zVи (cc E z = и E x & и E  У). 
Таким образом, для любого множества х и для любого класса У су­

ществует множество, состоящее из элементов, общих для х и У. Следо­
в ательно, f- V xV У(М (х n У)), т. е. пересечение множества с классом 
есть множество. 

П р е д л о ж е н и е 4.6. f- V xV У ( У  s;:; х :::> М ( У)) (т. е. подкласс 
множества есть множество). 

Д о к а з  а т е  л ь  с т в о. 1- Vx ( Y <= x :::> У П  х = У) и 1- Vх (М ( У П х)). 
Так как в сякая предикативная формула d (У) порождает соответ­

ствующий класс (предложение 4.4), то из аксиомы S следует, что для 
любого множеств а х класс всех его элементов, удовлетворяющих дан­
ной предикативной формуле d (у), есть множество. 

Однако для полного развития теории множеств нам потребуется 
аксиома, более сильная, чем аксиома S. Введем предварительно несколько 
определений . 

О п р е д е л е н и я  
Uп (Х) означает VxVyVz ((х, у) Е Х & (х, z) Е Х :::> y = z). 

(Х однознач,ен.) 
Fпс (Х) означает Х s;:; V2 & Uп (Х). (Х есть функция.) 
У 1  Х означает Х П ( У Х V). (Огранич,ение Х областью У.) 
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Un1 (Х) означает Un (Х) & Un (.Х). (Х взаtt.мно однозначен.) 
{ z, если Vи (( У, и) Е Х = и = z), 

Х' У= О в противном случае. 
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Если существует единственное z такое, что (у, z) Е Х, то 
z = Ху; в противном случае Ху = О. Если Х есть функция, 
а у - множество из области определения  Х, то Ху есть значе­
ние этой функции, применеиной к у *). 

Х" У= rfft ( У 1 Х). (Если Х есть функция, то Х" У есть об­
ласть значений класса Х, ограниченного областью У.) 

А к с и о м а R. (Atccuo.мa замещения.) 
Vx (Un (X) � 3yVu (u Ey = 3v (('v, tt) E X & v E x�)). 

Аксиома замещения утверждает, что если класс Х однозначен, то класс 
вторых компонент тех пар из Х, первые комnоненты которых принадлежат х, 
является множеством (эквивалентное утверждение: М (rfft (х 1 Х))). Из 
этой аксиомы следует, что если Х есть функция, то область значений 
результата ограничения Х посредством всякой области, являющейся 
множеством, также есть множество. 

У пражнения 

1 .  Показать, что аксиома замещения (R) влечет  аксиому в ыделения 
(S). (У к а з  а н и е. Пусть Х есть класс всех упорядоченных пар ( и, и) 
таких, что и Е У, т. е. Х = у1у2 (у1 = у2 &у1 Е У). Очевидно, Un (Х) и (3v ( (v, 
u ) e X & v e x)) = и e  Yn x.) 

2.  r-Vx (М (� (х)) & М (rfft (х))) .  (У к а з а н и е. Показать , что � (х) s= 
s= U (U (х )) и rfft (х) s;: U (U  (х)) ;  применить предложение 4.6 и аксиому U.) 3. f- VxVy (М (х Х у)). (У к а з  а н и е. Показать, что х Х у � � (� (х U у)); 
применить предложение 4.6 и а ксиому W.) 

4. (а )  r- M (� (X)) & M (rfft (X)) & Rel (X) ::> M (X). (У к а з а н и е. X s=  
s= � (Х) Х rfft (Х). ) 

(Ь) f- Vy (Fnc (X) :::> М (у 1 Х)) .  (У к а з  а н и е. Fnc (у 1 Х) & � (у 1 Х) � у, 
отк уда, в силу аксиомы R и утверждения (а) ,  следует М (Х"у) .) 

Следующая аксиома обеспечивает существование бесконечных мно. 
жест в. 

А к с и о м а 1 .  (Аtссио.ма бесtсонечности.) 
3х (О Е х & Vи (и Е Х � и U {и} е: х)). 

Аксиома бесконечности утверждает, что существует такое множество х, 
что О Е х, и если и Е х, то и U {и} также принадлежит х. Для такого 
множества х, очевидно, {О} Е х, {0, {О } }  Е х, {0, {0}, {0, {О } } } Е х 

*) В дальнейшем мы  будем по мере необходимости в водить новы е  ф унк­
циональные буквы и предметные константы, как только будет ясно, что соот· 
ветствующее определение может быть обосновано теоремой о единствен ности. 
В настоящем случае происходит вв едение некоторой новой функциональной букв ы h с сокращенным обозначением Х' У вместо h (Х, У). 
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и т. д. Если мы теперь положим 1 = {0} ,  2 = { 0, 1 } , . . . , n = {0, 1 ,  . . .  
. . . , n - 1 } ,  то для любого целого n � О  будет выполнено n Е х, и 
при этом О ==1= 1 ,  О ==/= 2, 1 ==/= 2, О ==1= 3, 1 ==1= 3, 2==f=3, 

Упражнение 

Доказать,  что аксиома  l влечет аксиому N *). Доказать также, что если 
некоторая формула  влечет 3Х (М (Х)), то вместе с аксиомой S т а  же формула 
влечет аксиому N.  

Список аксиом теории NBG завершен. Мы видим, что NBG имеет 
лишь конечное число аксиом, а именно: аксиому Т (объемности), акси­
ому Р (пары), аксиому N (пустого м-ножества), аксиому S (выделения), 
аксиому U (объединения), аксиому W (множества всех подмножеств), 
аксиому R (замещения), аксиому 1 (бесконечности) и семь аксиом суще­
ствования классов В 1 - В7. Мы видели также, что аксиомы N и S 
выводимы из остальных аксиом, однако они включены в общий список 
аксиом, так как представляют интерес при изучении  некоторых более 
слабых подтеорий теории  NBG. 

Убедимся теперь в том, что парадокс Рассела невыводим в NBG. 
Пусть Y = x (x E;i= x), т. е. Vx (x E Y = x ej: x). (Такой класс У суще­
ствует, в силу теоремы о существовании классов (предложение 4.4), 
так как формула х Ej: х предикативна.) В первоначальной, т. е. не сокра­
щенной, символике эта последняя формула записыв ается так: V Х (М (Х) � 
::) (Х Е У =  Х Ej: Х)). ДопустИм М ( У). Тог да У Е У =  У ф.  У, что, 
в силу тавтологии (А =  l А) � А & l А, влечет У Е У & У ф.  У. Отсюда 
по теореме дедукции получаем � ·м ( У)  ::) ( У  Е У & У Ej: У), а затем, 
в силу тавтологии (В ::) (А & l А)) ::) l В, получаем и l М ( У). Таким 
образом, рассуждения, с помощью которых обычно выводится парадокс 
Рассела, в теории  NBG приводят всего лишь к тому результату, что 
У есть собственный класс, т. е. не множество. Здесь мы имеем дело 
с типичным для теории NBG способом избавления  от обычных пара­
доксов (например, парадоксов Кантора и Бурали-Форти). 

Упражнение 

_ 1- lM ( V). (Универсальный класс не  есть множест во.) (У к а з  а н и е. V = 
-= х (х = х); для расселовскоrо класса У = х (хфх) уже показано, что l М ( У), 
остается применить nредложение 4.6, nринимая во внимание, что У s;;; V.) 

§ 2. Порядковые числа 
Определим сначала некоторые привычные понятия, связанные с отно­

шениями. 

•) Чтобы в самой формулировке аксиомы 1 не  nредполагать аксиомы N ,  
кадаt»!ИТ • аксиоме 1 с О  е .�: •  ааменить на c3 v { v  е х & Vu (и � v)):. . 
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О п р е д е л е н и я 
Х lrr У означает Vy (у Е У :::::> (у, у) Ef= Х) & Rel (Х). 

(Х есть иррефлеtссивное отношение на У.) 
Х Tr У означает Rel (Х) & VuVvVw (и Е У & v Е У & w Е У & 

& (и, v) Е Х & (v, w) Е Х :::::> (и, w) Е Х). 
(Х есть транзитивное отношение на У.) 

Х Part У означает (Х Jrr У) & (Х Tr У). 
(Х частично упорядочивает У.) 

ХСоп У означает Rel (X) & Vu\fv (zz Е У & v  Е У & и =F v  :::::> (и, v)E 
Е Х V ( V, и) Е Х). 

(Х есть связное на У отношение.) 
Х Tot У означает (Х Irr У) & (Х Tr У) & (Х С оп У). 

(Х упорядочивает У.) 
Х We У служит обозначением для Rel (Х) & (Х Irr У) & V Z (Z с::: У & 

& Z =F O  :::::> 3у (у Е Z &  Vv (v Е Z & v =Fy :::::> (у, v) Е Х & 
& (v, у) Е/= Х))). 
(Х вполне упорядочивает У, т. е. отношение Х ирреф­
лексивно на У, и всякий непустой п одкласс класса У 
имеет наименьший  в смысле отношения Х элемент.) 

Упражнения 

1. !- (Х We У) ::J (Х Tot У) . (У к а з  а н и е. Чтобы доказать X Con У, рас­
смотрим такие х и у, что х Е У, у Е У и х 'i= у; очевидно, {х, у} имеет 
наименьший элемент, пусть  это будет, например х, тогда (х, у) Е Х; чтобы 
показать, что Х Tr У, рассмотрим х,  у и z ,  для которых х Е У, у Е У, z Е У 
и (х, у) Е Х & (у, z) Е Х; множество {х, у, z} имеет  наименьший э л емент, 
которым обязан в данном случае  быть х.) 

2. 1- (Х We У) & (Z s; У) ::J (Х We Z). 

П р  и м е р ы  (из наивной теории  множеств). 1 .  Отношение < на 
множестве Р всех целых положительных чисел вполне упорядочивает Р. 

2. Отношение < на множестве в сех целых чисел упорядочивает, 
но не вполне упорядочивает это множество. 

3. Отношение с на  множестве W всех подмножеств множества всех 
целых чисел частично упорядочивает W, но не упорядочивает W. 
(Например, { 1 } rj:. {2 }  и { 2 }  rj:. { 1 } .) 

О п р е д е л е н  и е. Siт (Z, W1, W2) служит сокращением для 
3х13х2 3r13r2 (Rel (rt) & Rel (r2) & Wt = (rt, Xt) & w2 = (r2, х2) & Fпс (Z) & 
& Ип1 (Z) & fW (Z) = х1 & e5'i (Z) = Х2 & VиVv (и Е Xt & v Е Xt :::::> (zz, v) Е 
Е r1 = (Z 'и, Z'v) Е r2)). (Z есть подобное отображение, отображающее 
отношение r 1, определенное на х1, на отношение r2, определенное на х2.). 

О п р  е д е л е н и е. Siт ( W1, W2) служит сокращением для 
3z Slт (z, Wt, W2). ( W1 и W2 - подобно упорядоченные струtстуры.) 

П р  и м е р. Пусть r1 - отношение < на множестве Nn всех неотри­
цательных целых чисел, а ri - отношение < на  множестве Р асех 
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положительных целых чисел; пусть, далее, z есть множество всех упоря­
доченных пар (х. х + 1 ) , где х пробегает Nn. Тогда z есть подобное 
отображение (r1, Nn) на (r2, Р). 

Упражнения 

1 .  1- Sim (Z, Х, У) :::J Sim (Z, Х, У). 
2. 1- Sim (Z, Х, У) :::J М (Z) & М (Х) & М ( У). 

О п р е д е л е н и я  

Fld (Х) оэначает f!j! (Х) U e1l (Х). (Поле класса Х.) 
TOR (Х) оэначает Rel (Х) & (Х Tot (Fld (Х))). 

(Х есть отношение порядtеа.) 
WOR (Х) оэначает Rel (Х) & (Х We (Fld (Х))). 

(Х есть вполне упорядочивающее отношение.) 

Упражнения 

1 .  1- (Sim (Х, У) =:J Sim ( У, Х)) & (Sim (Х, У) & Sim ( У, U) :::J Sim (Х, U)). 
2. 1- Sim ( (Х, Fld (Х) ) , ( У, Fld ( У) ) ) :::J ( TOR (Х) = ТОR ( У)) & ( WOR (Х) = 

= WOR ( Y)). 
Если х есть отношение порядка, то класс всех отношений порядка, 

подобных х, наэывается порядtеовым типом отношения х. В дальнейшем 
нас будут специально интересовать порядковые типы вполне упорядочи­
в ающих отношений. Окаэыв ается, однако, что в теории NBG все поряд­
ковые типы (кроме порядкового типа {О }  отношения О) являются собст­
венными классами. В свяэи с этим представляется удобным найти класс W 
вполне упорядоченных структур такой, чтобы всякое вполне упорядочи­
в ающее отношение было подобно некоторому и притом единственному 
элементу иэ W. Таким обраэом, мы подходим к иэучению порядковых 
чисел. 

О п р е д е л е н и я  

Е оэначает ху (х Е у). (Отношение принадлежности.) 
Traпs (Х) оэначает Vи (11 Е Х ::::> и с:: Х). (Класс Х транзитивен.) 
Secty (Х, Z) оэначает Z � Х & VиVv (и Е Х & v Е Z & (и, v) Е 

Е У => и Е Z). 
(Класс Z является У-сечением класса Х.) 

Segy (X, U) = x (x Е Х & (х, U) Е У). 
( У-сегмент класса Х, определеиный классом U.) 

Упражнения 

1 .  f- Trans (Х) = U (Х) s;; Х. 
2. f- Trans (Х) & Trans ( У) :::J Trans (Х U У) & Trans (Х П У). 
з. 1- Segc (Х, и) = х  (х Е х & х  Е и) & SegE ( У, и) !:;;;; у n и & М  (Segc ( У,  и)). 
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4 .  1- Trans (Х) == Vи (и Е Х =:> Segв (Х, и) = и). 
5, 1- (Е We Х) & Sect в (Х, Z) & Z =1= Х =:>  3и (и Е Х & Z = SegE (Х, и)). (У к а­

з а н и е. Взять в качестве и Е-наименьший элемент класса Х - Z.) 
О п р е д е л е н и я  
Ord (Х) означает (Е We Х) & Traпs (Х). (Х является порядковым 

классом тогда и только тогда, когда Е-отношение вполне упорядо­
чивает Х и всякий элемент Х является также и подмножеством Х.) 

Оп означает х (Ord (х)) (т. е. r- V х (х Е Оп = Ord (х))). Порядковый  
класс, являющийся множеством, назыв ается порядковым числом. Оп есть 
класс всех порядковых чисел. Заметим, что формула х Е Оп эквива­
лентна пекоторой предикативной формуле, а именно конъюнкции  формул 

(а) Vu (и Е х :::J и ф. и); 
(Ь) Vu (и � х & и =1= О :::J 3v (v Е и & Vw (w Е и & w +. v :::J 'V Е w & 

& w ф. v))); 
(с) Vи (и Е х ::::> и �  х). 

(Первая из этих формул эквивалентна (Е Ir r х), вторая - (Е We х) и 
третья - Trans (х).) Поэтому всякая формула, предикативная, если не  
обращать внимания на  вхождения Оп, эквивалентна пекоторой предика­
тивной формуле и, следов ательно, может рассматриваться в качестве ер 
в теореме существования классов (предложение 4.4). Здесь следует доба­
вить, что всякая формула Оп Е У может быть заменена н а  3у (у Е У & 
& Vz (z E y := z  Е Оп)).) 

П р и м е р ы. 1 .  r- о Е Оп. 
2. Обозначим {О} через 1 ,  тогда r- 1 Е Оп. 
Мы будем употреблять малые греческие буквы IX, �. j, а, . . .  

в качестве переменflых, ограниченных порядковыми числами; н апример, 
V1Xwf (1Х) означает V х (х Е Оп :::J w( (х)) и 31Xw( (1Х) означает 3х (х Е 
Е Оп & cd (х)). 

П р е д л о ж е н и е  4.7. 
( 1 )  r- Ord (Х) ::::> (Х ф. Х & Vu (tt Е Х ::::> и ф. и)); 
(2) r- Ord (Х) & У с Х & Trans ( У)  :::J У Е Х; 
(3) r- <Ord (X) & Ord ( Y)) :::J ( Y c X= У Е Х); 
(4) r- ord (X) & Ord ( Y) :::J (X e Y V X= Y V Y E X) & l (X E У &' 

& У Е Х) & l (Х Е У & Х = У); 
(5) r- Ord (X) & У Е  Х ::> У Е  Оп; 
(6) \-- Е We Оп; 
(7) r- Ord (Оп); 
(8) r- l М (Оп); 
(9) r- Ord (Х) :::J Х = Оп V Х Е Оп. 
Д о к а з  а т е  л ь  с т в о. ( 1 )  Если Ord (Х), то отношение Е иррефлек· 

сивно на Х, т. е. Vи (и Е Х ::::> и ф. и), следовательно, если Х е: Х, то 
Х ф. Х. Поэтому Х ф. Х. • • .  - - -- -

• J 
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(2) Пусть Ord (Х) & У с: Х & Traпs ( У). Легко видеть, что У является 
собственным Е-сечением класса Х. Поэтому, в силу упражнений 4-5 
(стр. 1 9 1 ), У Е Х. 

(3) Пусть Ord (Х) & Ord ( У). Если У Е Х, то У с:: Х, так как Х 
тр анзитивно; но, в силу ( 1 ), У =1= Х; следовательно, У с: Х. Обратно, 
если У с: Х, то, в силу (2), имеем У Е Х, так как У транзитивно. 

(4) Предположим Ord (Х) & Ord ( У)  & Х =1= У. СправеДJiивы включения 
Х П У с:: Х и Х П У с:: У. Так как Х и У транзитивны, то транз"итивен 
и класс Х П У. Если Х П У с: Х и Х П У с: У, то, в силу (2), Х П У Е Х 
И Х П У Е У, И потому Х П У Е Х П У, ЧТО противоречит иррефлек­
СИВНОСТИ Е на х. Следов ательно, или х n у =  х или х n у = У, 
т. е. или Х с:: У, или У s;; Х. Но Х =1= У. Поэтому, согласно (3), Х Е У 
или У Е Х. На основании того же пункта (3), Х Е У и У Е Х невоз­
можно, ибо это влечет Х с: У и У с: Х. Очевидно, в силу ( 1 ), невозможно 
и Х Е У & Х =  У. 

(5) Пусть Ord (Х) & У Е Х. Мы должны доказать Е We У и Traпs ( У). 
Так как У Е Х и Traпs (Х), то У с: Х. Поэтому из Е We Х следует 
Е We У. Далее, если и Е У и v Е u, то, по Traпs (Х), v Е Х. Так как 
Е Соп Х и Y E X & v E X, то V E  У, или Y E v, или v= У. Если бы 
при этом оказалось, что v = У или У Е v, то, так как Е Tr Х и 
zz Е У & v Е и, мы получили бы zz Е rz, что противоречит пункту ( 1 ). 
Следовательно, v Е У. Итак, если и Е У, то u с:: У, т. е. спр аведливо 
Traпs ( У). 

(6) На основании ( 1 ), Е Jr r Оп. Пусть класс Х таков, что Х s;; Оп & 
& Х =1= О, и пусть а. Е Х. Если а - н аименьший в Х элемент, то пункт (6) 
доказан. (Под наи.меньши.м але.менто.м класса Х понимается такой эле­
мент v Е Х, что Vu (и Е Х & и =1= v ::)  � Е  u).) В противном случае рас­
суждаем следующим образом: так как Е We а. и х n (l =1= О, ТО должен 
существовать элемент �. наименьший в х n а.. в силу ( 4), ясно, что � 
есть наименьший элемент в Х. 

(7) Требуется доказать Е We Оп и Traпs (Оп). Но Е We Оп есть (6) 
и, стало быть, доказано. Пусть теперь и Е Оп и v Е и. Тогда, в силу (5), 
v Е Оп. Итак, Traпs (Оп) доказано. 

(8) Из М (Оп), согласно (7), следует Оп Е Оп, что противоре-
чит ( 1 ). 

• 

(9) Пусть Ord (Х). Тогда Х с:: Оп. Если Х =1= Оп, то, в силу (3), 
Х Е Оп. 

Из предложения 4. 7 (9) следует, что класс Оп - это единственный 
порядковый класс, не являющийся порядковым числом. 

О п р  е д е л е н и е. х <оУ означает х Е Оп &у Е On & x е: у; 
х �о У означает у Е Оп & (х =у V х <о у). 

Таким образом, для порядковых чисел отношения <о и Е совнадают, 
и <о вполне упорядочивает Оп. В частности, из предложения 4.7 (5) 
мы видим, что всякое порядковое число х р авно множеству всех поряд­
ковых чисел, меньших х. 



1i 2 ПОР ЯДI(О В ЫЕ ЧИСЛА • 1 93 

П р  е д л о ж е н и е 4.8. (Трансфинлтная индукция.) 
1- V� (Va. (а. Е � =>  а. Е Х) => � Е  Х) => Оп с= Х 

(т. е. ecJIИ  для всякого � из того, что все порядковые числа <о �  
принадлежат Х, следует, что и � принадлежит Х, то в Х находятся 
все порядковые числа). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что V� (Va. (a. E � => a E X) =>  
:::::> � Е Х). Предположим также, что существует порядковое число, п;JИ­
надлежащее Оп - Х Тогда так как Оп вполне упорядочен отнош�нием Е, 
то в Оп - Х существует и некоторый наименьший элемент �- Итак, 
все порядковые числа <о � принадлежат Х. Согласно предположению, 
отсюда следует, что и � принадлежит Х, и мы пришли к противоречию. 

Предложение 4 .8 применяется для доказательства утверждений ,  гово­
рящих о том, что в се порядковые числа обладают тем или иным свой-
ством Р (а.). При этом обычно полагают Х = х (Р (х) &. х Е Оп) и док а­
зывают, что v�  (Va. (а. Е � => р (а.)) => р (�)). 

О п р е д е л е н  и е. х' служит сокр ащением для х U {х}. 
П р е д л о ж е н и е 4.9. 

( 1 )  f- Vх (х Е Оп = х' Е Оп); 
(2) 1- Va.l 3� (а. <о � <о а.'); 
(3) f- Va.V� (а.' = �· => а. = �). 
Д о к а з  а т е  л ь  с т в о. ( 1 )  Очевидно, х Е х'. Поэтому, если х' Е Оп, 

то, на основании предложения 4.7(5), и х Е Оп. Обратно, пусть х Е Оп. 
Следует доказать Е We (х U {х}) и Traпs (х U {х}). Так как Е We х и 
х fj. х, то Е Irr (х U {х}). Кроме того, если у =т!= О & у с= х U {х} , то  
либо у= { х }  и тог д а  х есть н аименьший элемент у, либо у П х =т!= О 
и тог да наименьшим элементом у является наименьший элемент у П х. 
Таким образом, Е We (x U {х}). Наконец, если у Е х  U {х} и и Е у, то, 
очевидно, 11 Е х, откуда получаем Traпs (х U {х}). 

(2) Предположим а. <о � <о а.'. Тогда а. Е � и � Е  а.'. Из а. Е � . в силу 
предложения  4.7(4), следует � fj. а. и � =т!=  а., что, согласно определению х', 
противоречит � Е а.'. 

(3) Пусть а.' = �'. Тогда � <о а.', и, по предыдущему пункту (2), 
� .::;;0 а.. Аналогично, а. .::;;0 �- Следовательно, а = �-

0 п р  е д е л е н и е. Suc (Х) служит обозначением для Х Е Оп & 
& 3а. (Х = а'). (Х есть непосредственно следующее порядковое число.) 

О л р е  д е л е н и е. К1 служит обозначением для х (х = О V Suc (х)). 
(К1 есть класс всех порядковых чrzсел первого рода.) 

О п р е д е л е н и е. w служит обозначением для 
х (х Е KI & Vzz (ll Е х => и  Е KI)). 

w есть класс всех порядковых чисел а первого рода и таких, что все 
порядковые числа <о а. тоже суть порядковые числа первого рода. 

П р и м е р Ы .  0 Е ю, 1 = { 0} Е w. 
7 Э. Мендельсок 
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П р е д л о ж е н и е 4. 1 О. 

( 1 )  М (w); 
(2) Va. (а. Е w = а.' Е w); 
(3) О Е Х & Vи (и Е Х � и' Е Х) � w s; Х; 
(4) Va. (a. E w & � <0 a. � � E w). 

Д о к а в а т е л ь  с т в о. ( 1 )  По аксиоме бесконечности I, существует 
такое множество х, что О Е х и Vu (и Е х � и' Е х). В силу предло­
жения 4.6, достаточно покаэать w с:: х. Допустим, что w � х. Пусть 
тог да а. - наименьшее в w - х порядковое число. Очевидно, а. =1= О, ибо 
О Е х. Следовательно, Suc (а.), т. е. 3� (а. = �'). Пусть 8 - порядковое 
число такое, что а = 8'. Тог да 8 < 0а., и потому 8 Е х. Но тог да и 
8' Е х, т. е. а. Е х, что приводит к противоречию. Итак, w s х и, 
следовательно, М (w). 

(2) Пусть а. Е ш. Тогда а.' Е Kr, ибо заведомо Suc (а.'). Кроме того, 
если � Е а.', то � Е а. или � = а., и nотому � Е Kr. Итак, а.' Е ш. Обратно, 
если а.' Е ш, то а. Е w следует ив а. Е fJ! и V � (� Е а. � � Е а.'). 

Пункт (3) доказыв ается р ассуждениями, подобными тем, которые при­
менялись при доказательстве пункта ( 1 ), а доказательство пункта (4) мы 
предоставляем читателю в качестве легкого упражнения. 

Элементы множества w называются кон.ечныма порядковыми ч а с ­
лами. Мы будем применять обычную форму для их обозначения: 1 для О', 
2 для 1 ', 3 для 2' и т. д. Таким образом, О Е ш, 1 Е ш, 2 Е ш, 3 Е ш, • • • 

Порядковые числа, отличные от нуля и не являющиеся порядковыми 
числами первого рода, назовем предельныма порядковыма чzzcлaмzz или 
порядковыми чzrслами второго рода. 

О п р е д е л е н  и е. Lim (х) овначает х Е Оп & х ф. Kr. 

Упражнение 

1- Llm (оо). 
П р  е д л о ж е н и е 4. 1 1 .  

( 1 )  1- V х (х s; Оп � (U (х) Е Оп & Va (а Е х � а �о U (х)) & 
& v� (Va. (а. Е х � а  �о �) � u (х) �о �))). 

(Каково бы ни  было множество х порядковых чисел, множество U (х) 
является порядковым числом и притом наименьшей верхней гранью 
для х.) 

(2) 1- V х (х s; Оп & х =1= О & V а. (а. Е х � 3� (� Е х & а <о �)) � 
� Llm (U (х))). 

(Если х �сть непустое множество порядковых чисел без наибольшего 
элемента, то U (х) есть предельное порядковое число.) 

д о к а в а т е л ь  с т в о. ( 1 )  Пусть х с:: Оп. U (х), будучи множеством 
порядковых чисел, вполне упорядочено отношением Е. Кроме того, если 



. § 2 П О Р ЯдКОВЫЕ ЧИСЛА 1 95 

а Е U (х) & � Е (]., то существует 1 такое, что 1 Е х & сх Е 1· что вместе 
с � Е а дает, по свойству транзитивности порядковых чисел, � Е 1 и , 
следовательно, � Е U (х). Таким образом, U (х) транзитивно, и потому 
U (х) Е Оп. Если теперь (J. Е х, то (J. s;; U (х) и, по предложению 4. 7(3), 
11 ",;;0 U (х). Предположим, наконец, что Va ( 11 Е х => 11 �о �). Для любого 8 ,  
если 8 Е U (х), то существует 1 такое, что 8 Е 1 & 1 Е х. При этом 
1 ",;;0 �� и потому 8 �о �· Таким образом, U (х) s;; � и, по предложе­
нию 4.7(3), U (х) �о �-

(2) Пусть х =;6: 0 & х = Оп & V11 (11 Е Х => 3� (� Е х & сх <0 �)). Если 
U (x) = O, то из 11 Е Х следует 11 = О. Тогда х = О  или x = l , чего 
не может быть, в силу наших условий. Итак, U (х) =F О. Допустим 
Suc (U (х)). Тогда U (х) = 1' при некотором 1· Так как, в силу первой 
части доказываемого предложения, U (х) является наименьшей верхней 
гранью для х, то 1 не является верхней гранью для х, следовательно, 
существует 8 Е х такое, что 1 <о 8. Но тогда 8 = U (х), поскольку 
U (х) есть верхняя грань для х. Таким образом, в противоречие с усло­
вием, U (х) оказывается наибольшим в х элементом. Следовательно, 
l Sttc (U (х)), и остается принять Llm (х). 

У пражнение 

1- Va ((Suc (а) ::J (U (а))' = а) & (Lim (а) ::J U (а) = а)). 
Теперь мы можем сформулировать и доказать принцип трансфинит­

ной индукции в другой форме. 
П р е  д л о ж е н и е 4. 1 2. (Т рансфшштная индукция, вторая форма.) 
( l )  f-- о Е х & Vcx (cx Е х => сх' Е Х) & V11 (Llm (11) & v� (� <о а =>  

=> � Е Х) => сх Е Х) => Оп s;; Х; 
(2) (Индукция до 8.) J- О Е Х & Va (a' <о 8 & (]. Е Х => сх' Е Х) & 

& V11 (cx <o 8 & Llm (11) & v�  (� <о а => �  Е Х) => 11 Е Х) => 8 s;; х. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Пусть У = х (х Е 0п & V11 (11 �о х => 

=> сх Е Х)). В предположении, что верна nосылка доказываемой формулы, 
легко показать, что V 11 ( сх <о 1 => сх Е У) => 1 Е У. Следовательно, по 
предложению 4.8, Оп = У. А так как У s;; Х, то и Оп = Х. 

(2) Предоставляется в качестве упражнения читателю. 
В теории множеств существенную роль играют определения по транс­

финитной индукции. Эти определения могут быть оправданы с nомощью 
следующих теорем. 

П р е д л о ж е н и е 4. 1 3 . 
( 1 )  f-- VX31 Y (Fпc ( Y) & � ( Y) = Oп & V(J. ( Y ' cx = X ' (cx 1 У))). 

(Для любого Х существует единственная функция У, определенная на  всех 
порядковых числах и такая, что значение У на (J. равно значению Х, 
применеиного к ограничению У множеством порядковых чисел <о �) 

(2) f-- VxVXtVXg3I Y (Fпc ( Y) & !W ( Y) = Oп & У ' О = 
= х & \fcx ( Y ' ((J.') = X1 ' ( Y ' et)) & \fet (Llm (et) => Y ' et = X� ' (�X 1 У))! 

7• 
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(3) (Индукция до 8.) f- V xV Х1 V х�31 У (Fпс ( У) & !J!J ( У) =  8 & У '  О =  
= х &  Va. (a! <0 8 :::::> У ' (а.') = Х1 ' ( У ' а.)) & 

& Va. (L im (а.) & а. <о 8 :::::> У '  а. =  х� ' (а. 1 У))). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Пусть У1 = й (Fпс (и) & !J!J (и) Е 0п & 
& Va. (а. Е !fLJ (и) :::::> и '  а. =  Х ' (а. 1 и))). Докажем снач�ла, что если 111 Е У1 
и u� Е У1, то ll1 = и� или u2 = щ. В самом деле, пусть т1 = !J!J (u1) и 
т� = §!! (u2), тог да либо Tt �о Т2• либо Т2 �о TI· Пусть, например, Tt �о т2, 
и пусть w есть множество всех таких порядковых чисел :х <о т1 , что 
u 1  ' а. =1= u2 ' а.. Допустим, что w =F О, и пусть 1j - н аименьши tl элемент 
н w. Тог да и а � <о 1j следует u1 ' � = и� ' �- Следовательно, 1j 1 zi1 = 1j 1 u2• 
l Io u1 ' 1j = Х ' (1J 1 и1) и u2 ' 1j = Х '  (1J 1 и�), и, таким образом, и1 ' 1j = и2 '  1j, 
что противоречит допущению о том, что непусто множество w, в кото­
ром 1j есть наименьший элемент. Поэтому w = О, т. е. u1 ' а. =  и2 ' а. для 
всех а. <о Tt · Отсюда получаем 111 = т1 1 Ut = т1 1 u2 = ll2. Таким образом, 
JJюбые две функции из У1 совпадают на общей части их областей опре­
деления. Положим У =  U ( YJ). Читателю предоставляется самому дока­
зать, что У есть функция, область определения  которой есть либо 
порядковое число, либо Оп, и что Va. ( Y ' a. = X ' (a. 1 У)). После этого 
уже нетрудно доказать, что fYJ ( У) =  Оп. Если бы было §!! ( У) = 8, то, 
положив W= У U { (8, Х '  У) } ,  мы имели бы W Е У1 и, следовательно, 
W = У, откуда в свою очередь 8 Е !J!J ( У) = 8, чего не может быть 
из-за 8 ф. 8. Единственность У легко доказывается с помощью трансфи­
нитной индукции (предложение 4. 1 2). Доказательство (2) аналогично 
доказательству ( 1  ), а (3) легко следует из (2). 

С помощью предложения 4. 1 3  можно вводить новые функциональ­
ные буквы по трансфинитной индукции. 

П р  и м е р ы. 1. Сложен.ие порядковых чuсел. В предложении 4. 1 3(2) 
положим х = �. Х1 = u v  (v = и'), Х2 = il v  (v = U (e9f (и)). Получаем, что 
для всякого порядкового числа � существует единственная функция У8 
такая, что У8 • О = �  & V:x ( У8 ' (а.') = ( У8 ' а.)') & Va. (Lim (а.) :::::> У8 ' а. =  
= U ( У8 " а.)). Следовательно, существует и притом единственная  функ­
ция +о, областью определения которо!l служит Оп2 и такая, что для 
любых двух порядковых чисел � и т +о (�, т) = У8 ' Т· Впрочем, мы 
тотчас же пере!lдем к привычно!l записи � +о т вместо +о (�, т). 

Отметим, что 
� +о О = �, 

� +о (т') = (� +о т)', 
Llm (а.) :::::> � +о а. =  U (� +о -с). 

т <0 а  

В частности, � +о 1 = � +о (О') = (� +о О)' = �'. 
2. V .мложен.uе порядковых чисел. В предложении 4. 1 3(2) положим 

х = О, X• = u v  (v = ll +o �), X'i = u v  (v = U (� (u))). Тогда т а к  же, как 
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и в nредыдущем nримере 1 ,  3 аключаем, что существует функция � Х� 1 
со свойствами 

� Х 0 0 = 0, 
� X o (j') = (� Х о т) +о �. 

Liт (a) :;:::, � X o rx = U (� X o 't). 
�<о " 

Упражнение 

Обосновать оnерацию возведения в стеnень для nорядковых чисеп: 

�о = 1 ,  
�(r') = (�1) х о �. 

Llm (а) :::> �" = U (��). 
�<о " 

Пля nрои3вольноrо множества Х обо3начим чере3 Ех отношение 
nринадлежности, ограниченное множеством Х: Ех = ху (х Е У & х  Е 
Е Х & у Е Х). 

П р е д л о ж е н и е 4. 1 4  *). Пусть R - вполне упорядочивающее 
отношение на .множестве х, т. е. R We х. Пусть,  далее, f- фуюс­
ция, отображающая х в х, такая, что для любых и, 'V в х ll3 
(и, 'V) E R  следует (f ' и, / ' 'V) E R. Тогда для любого и в х: zz =f' и 
zzлzt (zz, f'  и) Е R. 

n о  к а 3 а т е л ь  с т в о. Пусть х = и ((/ ' и, lt) Е R). Мы хотим дока-
3ать, что Х = О. Попустим, что Х =1= О. Так как Х s х и R вполне 
упорядочивает х, то в Х существует наименьщий относительно nорядка R 
элемент u0• Очевидно, (/ ' и0, u0) Е R. Отсюда (f '  (/ '  и0), f ' и0) Е R, т. е. 
f'  u0 Е Х. Тогда соотношение (! '  u01 110) Е R противоречит определе­
нию 110• 

С л е д с т в и е  4. 1 5. Если rx E � и y s; a, т. е. ecлzt у есть под­
множество некоторого сег.мента порядкового числа �. то (Е�, �) 
и (Еу. у) не подобны. 

П о  к а 3 а т е л ь  с т в о. Предположим, что существует такая функ­
ци я J, отображающая � на у, что всякий ра3 И3 и Е �. 'V Е � и и Е 'V 
следует f '  u Е f '  'V. Так как область 3начений f совnадает с у, то 
f '  а. Е у. По условию же у = rx. Поэтому f '  а Е rx. Но мы находимся 
в условиях предложения 4. 1 4, в силу которого, следовательно (полагая 
� = х), имеем / ' rx = rx  или а Е / ' а., что несовместимо с / ' rx E a. 

С л е д с т в и е  4. 1 6. ( 1 )  Если a. =f= �, то (Е .. , rx) и (Е�, �) не подобны. 
(2) Каково бы Нll было порядковое чzzсло а., всякое отображение f 

*) Н а чин ая с этого места, многие теоремы теории N BG будут формупи­
роваться на русском языке как результаты соответствующего перевода с фор­
м а дьноrо языка этой теории. Это дедается с цедью избежать в ыnисыв ания 
неnомерно ддинных формул, ввиду трудности их расшифровки. Вnрочем, мы 
будем так постуnать только в тех слу ч аях, когда чита тель без особого труда 
смог бы сам nостроить соотве тствующу ю формулу теори11 N B G  по неформаЛIJ• н о й  <русской) версии теоремы. 
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подобия (Е .. , �Х) на (Е .. , �Х) является тождественным отображенrtе.м, 
т. е. / ' � = � при любо.м � <о �Х. 

Д о к а а а т е л ь с т в о. ( 1 )  Следует иа следствия 4. 1 5. (2) В силу 
предложения 4. 1 4, � :;;;;;;,0j ' � и � :;;;:;;,0] ' IX при любом � <о IX. Поэтому 
� :;;;;;;,of ' � :;;;;;;,о (]) ' (/ ' �) = �. откуда / '  � = � -

П р  е д л о ж е н и е 4. 1 7. Каковы бы ни были непуrтое множество и 
u вполне упорядочuвающее это множество отношение R (т. е. если 
R We 11 & tt = Fld (R) & u =1= 0), существует единственное порядковое 
"исло 1 и едuнственная функция f такие, что f есть отображение 
подобttя (Е1, 1) на (R, и) . (То ест ь всякое вполне упорядоченное 
.множество подобно некоторо.му 11 притом единственному порядко· 
во.му числу.) 

д о к а а а т е  л ь  с т в  о. Пусть Z= vw (w Е rz - v &  Vz (z Е и - v :=> 
:=> l (z, w) Е R)). Очевидно, Z есть функция и притом такая, что если 
v с:: и и и - v =1= О, то Z '  v есть наименьший относительно R элемент 
в 11 - v. Пусть Х = vw ((.1l(v), w) Е Z). Пусть аатем У - функция, 
определяемая по трансфинитной индукции (предложение 4. 1 3), область 
оuределения которой есть Оп и такая, что V�X ( Y ' �X = X ' (�X 1 У)). Нако­
нец, пусть W = а ( У "  а с:: и & ll - у "  (Х =1= 0). Ясно, что если а Е w и 
� Е �Х, то и � Е W. Следовательно, либо W = Оп, либо W есть неко­
торое порядковое число 1· (Если W =1= Оп, то этим порядковым числом 1 
является наименьшее порядковое число в классе Оп - W.) Если а. Е W, 
то У '  а. =  Х '  {ll 1 У) есть наименьший относительно R элемент в и - У "  а., 
поэтому У '  IX Е и, и если � Е  а., то У '  IX =1= У ' �· Таким обрааом, У есть 
вааимно одноаначная функция на W, и область аначений функции У, 
ограниченной классом W, является подмножеством rz. Положим теперь 

.....__....... 
f= ( W 1  У), т. е. определим f как функцию, обратную к функции У, 
ограниченной классом W. Функция f является вааимно одноаначной 
функцией, область определения которой совпадает с некоторым под­
множеством множества и, а областью аначений служит W. Поэтому, 
на основ ании аксиомы аамещения R (стр. 1 87), W есть множество и, 
следовательно, равно некоторому порядковому числу 1· Пусть g= 1 1 У. 
Очевидно, что g есть вааим�rо одноаначная функция с областью опреде­
ления, р авной 1• и областью аначений, равной некоторому подмножеству и1 
множества и. Мы должны покааать, что u1 = и  и что если IX и � ваяты 
иа 1 и � Е  �Х, то (g '  �. g' а.) Е R. Итак, допустим, что а. Е 1• � Е  1• 
� Е  IX. Так как g ' � является наименьшим относительно R элементом 
множества и - g "  �. � Е IX и функция g вааимно однозначна, то g ' а. Е 
Е 11 - g "  �· Следовательно, (g ' �. g ' а.) Е R. Остается докааать, что 
и1 = и. Очевидно, zz1 = У " 1· Допустим, что u - Ut -::/= О. Тог да 1 Е W. 
Но W = 1· что приводит к противоречию. Итак, u = и1• Единствен­
ность 1 следует иа утверждения 4. 1 6. 

П р  е д л о ж е н и е 4 . 1 8. Пусть отношенzzе R вполне упорядочzz. 
Qает собственный класс Х такzt.м образом, что для любого у Е Х 
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. 

«ласе всех предшествеюm«ов алемента у относительно отношеюzя R 
в Х (т. е. R-сегмент в Х, определенный алементом у) является 
.множеством. Тогда R подобно Eon, т. е. существует взаимно одно­
значное подобное отображение h Оп на Х та«ое, что из 11. Е � сле­
дует (h ' 11., h '  �) Е R. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Рассуждая так же, как и при доказательстве 
предложения 4. 1 7, приходим, однако, к тому, что W теперь совпадает 
с Оп. Кроме того, из условия, что всякий R-сегмент Х является м но­
жеством, следует eJ'i ( У) =  Х. (Если бы было Х - eJ'i ( У) =1= О, то в про­
тиворечие с аксиомой замещения мы получили бы, что Оп есть область 
значений для функции У, областью определения которой служит R-сег­
мент Х, определенный наименьшим относительно R элементом w 
в х - e9i' ( У).) 

§ 3. Равномощность. Конечные и счетн ые множества 

Мы будем говорить, что два класса Х и У равномощны, если суще­
ствует взаимно однозначная функция, областью определения которой 
является Х, а областью значений У. Следующими определениями вво­
дится обозначение Х � У для сокращенной записи утверждения о равно­
мощности классов Х и У. 

О п р е д е л е н и я  
Х � У означает (Fпс (F) & Ип1 (F) & � (F) = Х & e9i' (F) = У), F 
Х � У означает 3F ( Х r-;: У) . 

Отметим, что 1- VxVy (x �y = 3z (x r; У)) · Поэтому формула х �у 
предикатиона (т. е. эквивалентна пекоторой формуле, содержащей кван­
торы только по переменным для множеств). Очевидно, что если Х � У, . F 
то Х � У, и что если Х � У и У �  Z, то Х � Z, г де Н есть ко.мпо-1' F а _ н 
зuция функций F и О (это значит, что Н =  ху (3z ( (х, z) Е F & (z, У) Е 
Е 0)). Итак, мы имеем следующую теорему. 

П р е д л о ж е н и е  4. 1 9. ( 1 )  х � х, (2) х �  Y =:J  У � Х, (3) Х �  
� У &  Y � Z =:J X � Z. 

П р е д л о ж е н и е  4.20. ( 1 )  ((Х � У) & (Х1 � У1) & (Х П Х1 = О) &  
& < У n У1 = о)) =:J (Х u х1 � У u Уд. 

(2) ((Х � У) & (Х1 � У1)) =:J (Х Х Х1 � У Х У1). 
(3) х х {у} � х. 

(4) х х  У � У х Х. 
(5) (Х Х У) х Z � Х х ( У  х Z). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Пусть X 7f- }' и Х1 ? У1• Т01 да 
x u  х1 � r u  У1. F U O 
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(2) Пусть Х ':::::С У и Х1 = У1• Положим W = 1lii (3х3у (х Е Х & F О 
&y E X1 & u = (x, y) & v = (F ' x, О • у))). Тогда X X Xt � Y X У1. 

(3) Пусть F = u.V (и E X & v = (u, y)). Тогда Х ";( Х Х {у } . 

(4) Пусть F = uv (3x3y (x E X &y E Y & zz = (x, y) & v = (y. х))). 
Тогда Х Х У �  У Х  Х. F 

(5) Положим F = uv (3x3y3z (x E X &y E Y & z E Z & и = 
= ((х, у), z) & v = (x, (У, z)))). Тогда (Х х Y) X Z ";( X X ( Y x Z). 

У праж нение 

Доказать 1- VXV Y3Xt3 YJ (Х = Х1 & У = У1 & Х1 П У1 = 0). 
О п р е  д е JI е н и е. ХУ = zi (Fnc (u) & !lJ (zz) = У & #1 (и) = Х). Тшшм 

образом, ХУ есть класс всех множеств, являющихся функциями, отобра­
жающими У в Х. Напомним, что 2 = { О, 1 } .  Отсюда получаем, что 
tP (х) � 2х для любого множества х. (Для всякого и s х характеристи­
ческой функцией Cu назовем такую функцию с областью определения 
х, что если у Е и, то С 'у = О, а если у ф и, то C 'y = I .  Пусть F ­
функция, определенная на tP (х) и ставящая в соответствие каждому 
u s x  функцию Cu. Тогда fP (x) 'F 2 ' .) 

У пражнения 

1 . 1- l M ( Y) ::;, X y = O. 
2. 1- VxVyM (хУ). (У к а з  а н и е. иЕхУ ::;, и s; y  Х х.) 
3. 1- Х0 = {О} = 1 .  
4. г У *  о ::;,  or = о. 
5. 1- X = Y & Z = Z1 ::;, XZ :;:", yzl, 

б. г х n У = о ::;,  zx u r = zx х z Y. 
7. 1- (xY)Z = x-YX Z. (У к а з  а н и е. Положить F = uv (Fnc (и) & !lJ (и) = 

= Z & #1 (и ) s; Ху & Fnc (v) & !lJ (V) = У Х Z & #1 (v) s; Х & 

& VyVz (уЕ У & ZEZ ::;, v '  (у, z) = (и ' z) ' z)) . )  

Можно ввести такое отношение частичного упорядочения -< для 
классов, что Х -<  У тогда и только тогда, когда Х содержит такое же, 
как в У, или меньшее, чем в }', ко;ш чество ЭJiементов. 

О п р е д е л е н и е. Х -< У СJtужит сокр ащением для 3Z (Z s У & x� z) 
(т. е. Х равномощно векоторому подк л � с с у У) 

О п р е д е л е н и е. Х � У оэна ч ае1 Х -<  } & -1 (.Х = r). U чешщно, 
f- Х -::j, У = (Х � У V Х � У). 

У праж нение 

1- х � у & l м (Х) ::;) l м ( У). 
П р е д л о ж е н и е 4 . 2 1 
( 1 ) 1- Х -< Х & l (Х � Х); 
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(2) f-- х с:::. у :::;) х � У; 
(3) f-- Х �  У & Y � Z => X � Z; 
(4) (Ш р � д  е р - Б е р н ш т е й н.) 1- Х � У & У � Х => Х � У. 

Л о к а з  а т е л ь  с т в о. (3) Пусть Xr-.J У1 & У1 с:::. У & У"-' Z1 & Z1 с:::. Z, и F а 
пусть Н есть композиция F и О. Тог да r#i (Н) s;;; Z & Х � r#i (Н). 

н 
(4) Известно много доказательств этой нетривиальной теоремы. Мы 

приведем здесь одно новое док азательство, принадлежащее Х е л л­
м а н у [ 1 96 1 J. 

Л е м м а. Если x n У = Х П Z =  У П Z = О ll XFX u Y U Z, то 

существует такая функция а, что х � х u У. (Для доказательства 
а 

этой леммы построим сначала некоторую функцию Н с областью опре­
деления, равной Х Х w: ( ( zz, k), v) Е Н тогда и только тогда, когда 
и Е Х, k Е w и существует такая функция f с областью определения, 
равной k', что / ' O = F ' u  и f ' j E X &/ ' U') = F ' (/ ' J) &/ ' k = v для 
каждого j E k. Таким образом, Н ' ((и, О)) = F ' и; H ' (( zz, 1 )) =  
= F ' (F ' и), если F ' и  Е Х; Н '  ((u, 2)) = F ' (F '  (F ' и)), если F '  zz и F ' (F '  и) 
принадлежат Х, и т. д. Пусть теперь Х* - класс в сех таких u, что 
и Е Х и 3y {y E w & (u, y) E !!if (H) & H ' ((zz, v)) E Z), и У* - класс 
всех таких zr, что z z  Е Х и \fy (y Е w & (и, у) Е !W (Н) :::;) H ' ((u, y)) Ej: Z). 
Тог да Х = Х* U У*. Определим теперь О следующим образом: iW (О) = Х, 
и если и Е Х*, то положим а '  zz = и, если же и Е У*, то положим 
О ' u = F ' и. Читатель сам докажет, что Х с:::!. Х U У.) а 

Теперь для доказательства теоремы Шр�дера-Бернштейна предnоло­
жим, что Х� Yt & Yt с:::. У & У �  Х1 & Xt с:::. Х. Пусть А = О "  У1 s;;; Xt с:::. Х. F а 
Очевидно, А П (Xt - А) = О, А П (Х - Xt) = О и (Х - Xt) П (Xt - А) = О. 
Кроме того, Х = (Х - Х1) U (Х1 - А) U А, и композиция Н функций F и 
О является взаимно однозначной функцией с областью определения, р ав­
ной Х, и областью значений, р авной А. Следовательно, А "'::: Х. Согласно н 
лемме, существует взаимно однозначная функция D такая, что А 9f Х1 
(ибо (Х1 - А) U А = Xt). Пусть, н аконец, Т есть композиция функций 
Н, D, а, т. е. такая функция, что Т ' и =  (а) ' (D ' (Н ' и)). Тог да 
Х �  У, так как Х � А. A � Xt и Xt � У. 1· н о а 

Упражнение 

Провести во всех деталях следующее, принадлежащее Уиттекеру,  доказатель­
ств о теоремы Шрёдера - Бернштейна для с .1учая, когда Х и У суть множества. 
Ит ак, пусть Х::::::. У1 & У1 � У & У = Х1 & Х1 � Х. Для доказательства Х """ У F а 
д о с т а т о ч н о  найти множество Z � Х такое, чтобы результат ограничения функ­
rщи G м н ож е с т в о м  У - F "  Z был взаимно однозначной функцией, отобража­ющей У - F "  Z на Х - z. (В  самом деле, имея тако е множество, м ы  далее 
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положим H = (z 1 F) U ((X - Z) 1 a), что озн ачает, что H ' x = F ' x, если 
х Е Z, и Н '  х = а '  х, если х Е Х - z. Но тогда, очевидно, Х = У.) Иско-

н 
мы м множеством Z является множество х (3и (и s;;; Х & х Е и & а "  ( У - F "  и) s;; 
s;;; Х - и)) . З аметим, что это доказательство не использует  определения оо и 
вообще н е  зависит от теории порядковых чисел. Еще одно доказательство име· 
ется у К л и н и [ 1 952, § 4] . 

П р  е д л о ж е н и е 4.22. Еслu Х -< У rz А ---< В, то 
( 1 ) У П В = О ;:::::) Х U А ---< У U В; 
(2) Х Х А -<  У Х В; (3) r- ХА ---< У8• 
д о к а з  а т е л ь  с т в о. ( 1 ) Допустим, ЧТО х r;: Yt s;;; у и А а Bt с:: в. 

Функцию н - с областью определения, р авной Х U А, определим таким 
образом, чтобы выполнялось н '  х = F '  х для х Е х 1'1 н '  х = а '  х для 
х Е А - Х. Тогда Х U А н Н "  (Х U А) s::::;; У U В. Читателю предоставля-

ется самому доказать пункты (2) и (3). 

Упражнения 

t .  1- x � x u У. 
2. 1- х -1 у :;) l ( У � Х). з. 1- х -1 у & у �  z :;) х -1 z. 
П р е д л о ж е н и е  4.23. (Т е о р е м а К а н т о р а.) f- Vx(x � U>(x)) r.r, 

следовательн.о, r- V х (х -1 2-'''). 
Д о к а э а т е л ь с т в о. ( 1 ) Пусть область определения функции F 

равна х и F ' u = {u} для любого rt e: x. Тогда, очевидно, F " x s::::;; ff' (x) 
и функция Р взаимно однозначна. Таким образом, х ::::S ff' (х). 

(2) Теперь следует доказать, что l (х � {/> (х)). Допустим, что 
х � {/> (х) при пекотором а. Пусть у =  ll (и Е х & ll ф. а '  и). Ясно, ЧТО о 
у Е {/> (х). Следовательно, существует и притом единственное z в х 
такое, что a • z =y. Так как Vrt (u e y = u a x & u Ej:. a • u), то \fu (u e 
Е а '  z Е ll е х & ll wt= а '  u). Отсюда ПО правилу А4 следует z е а '  z = 
= z е х & z q:. а '  z. Так как z е х, ТО мы получаем z е а '  z = z � а '  z 
и приходим, таким образом, к противоречию. 

Заметим, что мы не доказали r- \fx\fy (x -< y V у -< х). На самом 
же деле это предложение и не может быть выведено, ибо, как оказы­
вается, оно эквивалентно аксиоме выбора. 

У праж нение 

Если теория NBG непротиворечива ,  то, по предложению 2. 1 2, она имеет 
. счетную модель .  Объяснить,  почему этот факт не  противоречит теореме  Кантора, 
.из которой следует,  что существуют несчетные бесконечные множества (напри­
м ер, 201)'? Это к ажущееся - но не  н астоящее! - противоречие называют иногда 
парадоксом Сколем а. 

Отношение равномощности об;tадает всеми свойствами отношения 
,gквивалентности. Это склоняет нас к тому, чтобы р азбить класс всех 
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множеств на КJIЭссы экышалентности по этому отношению. Классом 
эквивалентности данного множества х является класс всех множеств, 
равномощных множеству х. Эти классы эквивалентности называютсq 
�еардин.алы-tьt.Мll числа.ми (или .мощностями). Если, например, и есть 
множество и х = {и } , то классом эквивалентности множества х явля­
ется  класс всех одноэлементных множеств {'V} , он называется к арди­
нальным числом l c. А налогично, если и =1= 'V и у = {и, 'V} , то классом 
эквивалентности для у будет класс всех двухэлементных, т. е. содер­
жащих в точности по два элемента, множеств. Этот класс называется 
кардинальным чис.IIОМ 2с, иначе говоря, 2с = z (3х13у1 (Xt =1= у1 & z = 
= {х1, у1})). Следует отметить, что все кардинальные числа, кроме 
кардинального числа класса О (которое р авно { 0 }), являются собствен­
ными классами. Так, например, V � l c, г де V есть универсальныtl 
класс. В самом деле, пусть F ' х = х для каждого х Е V. Тог да, оче­
видно, V � l c. Но так как l М ( V), то, по аксиоме замещения, и l М ( l c)· F 

Упражнение 

1- l М (2с). 

Поскольку кардинальные числа являются собственными классами, 
мы не имеем возможности рассматривать классы кардинальных чисел. 
Это обстоятельство делает трудным или даже невозможным формули­
рование и доказательство многих интересных фактов о кардинальных 
числах. По это!! причине дальнеtlшее обсуждение кардинальных чисел 
на этом уровне мы прекращаем. Большинство утверждений, которые 
можно было бы сделать о кардинальных числах, могут быть перефра­
зированы в терминах � и -< . Кроме того, в дальнейшем мы увидим,  
что если воспользоваться некоторыми дополнительными,  содержательно 
правдоподобными, аксиомами, то открываются иные пути для опреде­
ления понятия, которое может с успехом заменить понятие кардиналь­
ного числа. 

У пражнение 

Доказать 1- VxV R (R \Ve х ::::> 3сх (х = сх)) .  (Всякое вполне упорядоченное 
множество равномощно векоторому порядковому ч исду .  У к а з  а н и е. Приме­
нить  пре  { .1ожени е 4. 1 7 .) 

К о н е ч н ы е  м н о ж е с т в а. Напомним (стр. 1 93), что ro есть мно­
жество всех порядковых чисел а. таких, что а. и все порядковые числа, 
меньшие а., являются порядковыми числами первого рода (т. е. являются 
непосредственно следующими или 0). Элементы ro называются �еон.ечны.ми 
поряд�еовы.ми числами. Множество называется �еон.ечн.ы.м, если оно рав­
номощно какому-нибудь конечному порядковому числу. 

О п р е д е л е н  и е. Fln (Х) = 3а. (а. Е ro & Х � а.). В силу аксиомы 
замещения R, очевидно, f- Fln (Х) ::::> М (Х). Ясно, что все конечные 



204 ГЛ 4. АКСИОМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ 

порядковые числа являются конечными множествами, и t-Ftп (Х) & Х � 
� У => Fiп ( Y). 

П р е д л о ж е н и е 4.24. 
(1) t- Va (cx E Oп - ro :=> cx � a'). 
(2) i- VaV� (a E ro & a ::;6 � => l a � �). 

(Нttкакбе конечное порядковое чttсло не равномощно порядково.лtу 
числу, ему не равному. Отсюда следует, что всякое конечное .ltно­
жество равномощно одному и тольк;о одному к:онечно.лtу поряJк:о­
вому числу, и любое бесконечное порядковое число (т. е. всяк:ий 
алемент Оп - ro) не равномощно юtк:акому конечному порядк:ово.лtу 
чuслу.) 

(3) 1- VaV х (а Е ro & х с а => l а �  х). (Нrжакое конечное порядк:о­
вое число не может быть равномощно своему собственному под­
множеству.) 

Д о к а э а т е л ь  с т в о. ( 1 ) Предположим, что а Е Оп - w.. Определим 
функцию f следующим обраэом: §/ (/) = а'; е сли 8 Е ro, то f' 8 = 8', 
если 8 ф rо и 8 ::;6 а, то / ' 8 = 8; наконец, f ' a = O. Тогда а' � а. 1 

(2) Предположим противное, и пусть а - наименьшее порядковое 
число иэ ro, для которого существует � такое, что � ::;6 а и а � �· 
Тогда а <о �· (В противном случае не а, а � было бы наименьшим поряд­
ковым числом иэ ro, равномощным с порядковым числом, ему не рав­
ным.) Пусть а .с::= � · Если а = О, то f= О и � = О, что противоречит f 
предположению а ::;6 �· Таким обраэом, а ::;6 О. Так как а Е �. то а = 8' 
при некотором 8 Е ro. Мы можем также предполагать, что � = ·( при 
некотором i· (Действительно, если � Е ro, то так как � ::;6 О, существует 
такое i• что � = 1'; если же � ф ro, то, в силу пункта ( 1 ), � � �· и 
вместо � мы мог ли бы рассматривать �'.) Итак, 8' = а �  { Так как 1 
а ::;6 �, то 8 ::;6 1. Рассмотрим два случая. 1 )  / ' 8 = i· Тогда, очевидно, 
8 � i· 2) /' 8 ::;6 i· В !'.!том случае существует такое 11 Е 8, что /' 11 = i­Б11  
Пусть h = ((81/) - {(11, i) }) U { (I1, / ' 8) }. Имеем h ' 't =f ' 't, если 't fф_  
ф { 8, 11 }; h ' 11 = f '  8. Поэтому 8 � i· В обоих случаях 8 есть конечное 

h 
порядковое число, меньшее, чем а, и равномощное отличному от него 
порядковому числу, что противоречит определению а. 

(3) Допустим,  что существуют такие � Е ro, что 3х (х с � & � � х). 
Пусть а - наименьшее иэ таких �· Очевидно, а ::;6 О. Следовательно, 
а = -( при некотором i· Теперь так же, как и при докаэательстве пре­
дыдущего пу�кта, можно покаэать, что i равномощно векоторой своей 
собственной части, чего, раэумеется, не может быть иэ-эа минималь­
ности а. 

П р  е д л о ж е н и е 4.25. 
( 1 )  1-Fin (Х) & У =  Х => Fiп ( У). 
(2) i-Fin (Х) & Fin ( У) => Fin (Х U У). 
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(3) Назовем множество конечны.м по Дедекинду, если оно не р авно­
мощно никакому собственному своему подмножеству. Всякое конечное 
.множество конечно по Дедекинду. (Обратное утверждение невыводимо 
без применевин дополнительной аксиомы - аксиомы выбора.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Предположим Fin (X) & У = Х. Тогда 
существуют f и а. такие, что а. Е w и Х с:::::. а.. Положим g= У1! и f 
W= g "  У. Справедливо W = a.. Так как W является множеством поряд-
ковых чисел, то отношение Ew вполне упорядочивает W. В силу пред-
ложения 4. 1 7 , (E1v, W) подобно (Е�, �) при некотором �- Следова­
тельно, W � �· Кроме того, � �о а.. (Ибо в противном случае подобие 
(Е1'!1' W) и (ЕР, �) противоречило бы следствию 4. 1 5.) Так как а. Е w, 
то и � Е w; а так как W � У, то получаем окончательно, что Fin ( У). 

g л 
(2) Рассмотрим множество Z = и (и Е w & VxVyV/(x :::::::. и & Fiп (у) ::::) f 

::::) Fiп (х U у))). Для доказательства этого пункта, очевидно, достаточно 
показать, что Z = w. Прежде всего, О Е Z, ибо если х � О, то х = О  
и х U у = у. Рассмотрим теперь произвольвое а. и допустим, что а. Е Z. 
Предположим также, что х � а.' и Fin (y). Пусть a. =f ' w и х1 = f 
= x - {w}. Тогда х1 � а.. Так как, по предположению, а. е: Z, то 
Fiп (х1 U у). Но х U у = (х1 U у) U {w} .  Поэтому Fiп (х U у) (ибо 
f- Vv Vv1 (Fin (v) ::::) Fiп (v U {v1}))). Таким образом, r i  Е Z. Отсюда, н а  
щновании предложения 4. 1 0(3), Z = w. 

(3) Этот пункт следует из предложения  4.24(3). 
О п р е д е л е н и я  
Inf (Х) означает l Fln (Х). (Класс Х бесконечен.) 
Dеп (Х) означает Х � w. (Класс Х счетен.) 
Нетрудно в идеть, что f- Jпf (Х) & Х � У ::::) ln/( У) и f- Dеп (Х) & Х � 

� У ::::) Dеп ( У). Так как w есть множество, то, н а  основании аксиомы 
замещения R, получаем f- Dеп (Х) ::::) М (Х). 

П р е д л о ж е н и е 4.26. 
( 1 )  f- Jпf(X) & Х = У ::::) Jпf ( Y). 
(2) f- Jn/(X) _ !п/(Х U {у}). 
(3) Класс называется бесконечным по Дедекинду, если он равномо­

щен векоторому своему собственному, т. е. отличному от него самого, 
подмножеству. Всякий бесконечный по Дедекинду класс бесконечен. 

(4) f- Iп/(w). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пункт ( 1 ) следует из предложения 4.25( 1 ). 

В силу ( 1 ), f- !п/(Х) ::::) ln/ (X U {у}), а на  основании предложени я  
4.25(2), f- Jпf (Х U {у}) ::::) In/ (X), что и доказывает пункт (2). Пункт 
(3) следует из предложения 4.25(3), а пункт (4) следует из f- w ф. w. 

П р  е д л о ж е н и е 4.27. f- Den (v) & z = v ::::) (Den (z) V Fin (z)). 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Достаточно доказать, что z = ro :::> (Den (z) V 
V Fln (z)). Допустим, что z = ro & l Fln (z). Из l Fln (z) следует, что 
для любого а Е z существует � Е z такое, что а <0 � (в противном 

случае мы имели бы z = ri, а так как спр аведливо Fln (1Х'), то и Fln (z)). 
Пусть Х - функция такая, что Х ' а для любого а Е ro есть наименьшее 
порядковое число � в z, для которого а <0 �· Тогда, согласно предло­
жению 4. 1 3(3) (при а = (1) ), существует функция У, область определе­
ния которой совпадает с ro и такая, что У ' О есть наименьшее поряд­
ковое число в z, и У ' (1') для любого 1 из ro есть наименьшее 
порядковое число � в z с условием ( У ' 1) <0 �· Функция У взаимно 
однозначна, !W ( У) =  ro и У "  ro = z. Предположим, однако, что z ­
- У " ro =1= О и а - наименьший элемент в z - У "  ro. Пусть 't: - наимень­
шее порядковое число в У "  ro, для которого выполнено 8 <о 't:; тог да 
't: = У' а при некотором а из ro. Так как 8 <0 't:, то a =j= O  и, следо­
вательно, существует такое р. Е ro, что а = р.'. Поэтому 't: или, что то 
же, У '  а есть наименьший элемент в z из тех, которые больше У ' р.. 
Но У ' р. <0 8, ибо 't: есть наименьший элемент в У " ro из тех, которые 
больше 8. Следовательно, 't: = 8, и мы пришли I<  противоречию. Поэ­
тому допущение z - У "  ro =1= О неверно, и ,  следовательно, У "  ro = z, 
т. е. Den (z). 

Упражнения . 

1 ,  1- Fin (х) ;:, Fln (@" (х)). (У к а з  а н и е. Индукцией по а доказать 
Vx (х = а & аЕоо ;:, Fin (@" (х)) ).) 

2. 1- Fin (х) & Vy (уЕх ;:, Fln (у)) ;:, Fin (U (х)). (У к а 3 а н и е. Индукция 
по а таким, что х = а). 

3. 1- х � у  & Fln (у) ;:, Fin (х). 
4. 1- Fin (@" (х)) ;:, Fin (х) . 
5. 1- Fin (U (х)) ;:, (Fln (х) & Vy (уЕх ;:, Fin (у))). 
б. 1- Fin (х) ;:, (х �у V у �  х). 
7. 1- Fin (x) & lnf ( Y) ;:, x � Y. 
8. 1- fin (x) & y c. x ;:, y � x. 
9, 1- Fin (х) & Fln (у) ;:, Fln (х Х у). 

10. 1- Fin (х) & Fln (у) ;:, Fin (хУ) .  
1 1 . 1- Fin (х) & yE;t:x ;:, x � (x U { у } ) .  
1 2. Назовем х миtшмальным (соответственно максимальным) элементол 

класса У, если ХЕ У и Vy (у Е У ;:,  l у с. х) (соответств енно Vy (z Е У ;:,  l х с 
с. у)). Доказать, что класс Z конечен тогда и только тогда, когда всякое не­
пустое множество nодмножеств класса Z имеет минимальный (соответственно 
максимальный) элемент (Т  а р  с к и й  [ 1 925] ) .  

13. (а )  1- Fln (х) & Den (у) ;:,  Den (х U у) .  (У к а 3 а н и е .  Индукция по а ,  
где а ::.< х.)  

(Ь )  1- Fln (х) & Den (у)  & х =F О ;:,  Den (х Х у). 
(с) Всякое множество у содержит с ч етное подмножество тогда и только 

тогда, когда у бесконечно по Дедекинду. (У к а 3 а н и е . ( i )  Предположим, что 
х s= у и Den (х) . Пусть .х f оо. 011ределим функцию g на у следующим обра3ом: 
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g 1 и =  и, если иеу - х, и g1и = (/) 1 ((/ 1 и)') для иех. ( i i) Допустим,  что у 
бесконечно по Дедекинду, т. е. что существует  такое х, что х с у и у f х. 

Пусть vey - х. Определим функцию h на оо таким образом, ч тобы в ыполня­
лись рав енства h 1 О = v и h 1 (а. ' ) = / 1 (h 1 а.) для любого а.еоо. Функция h вза­
имно однозначна .  В результате имеем Den (h 11 оо ) и h 11 оо s;;; у.) 

§ 4. Теорема Хартоrса. Начальные порядковые числа. 
Арифметика порядковых чисел 

Мы теперь приступаем к И3ложению теоремы Хартогса, I<Оторой не-
3аслуженно пренебрегают и которая, однако, несет в себе во3можности 
многочисленных применений в теории множеств. 

П р  е д л о ж е н и е 4 .28. (Х а р т о г с [ 1 9 1 5].) Для любого .множества 
х существует порядтсовое число, тсоторое не равномощно нитсатсо.му 
подмножеству х (существует, следовательно, и наzt.меньшее среди 
татсих порядтсовых чисел). 

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о. Предположим, что в сякое порядковое число а. 
равномощно пекоторому подмножеству у множеств а х. Это 3начит, что 
у �  а. при пекотором f На множестве у определим отношение R таким f 
обр а3ом, чтобы (и, v) Е R выполнялось тогда и только тогда, когда 
(j• и) Е (/ 1 v). Тогда R вполне упорядочивает у, причем (R, у) подобно 
(Е�, а.). Определим теперь функцию F с областью определения Оп и та­
кую, что для любого а. F ' а. есть множество w всех пар (z, у), удов­
ле1 В Jр11ющих услов иям: у с:: х, z вполне упорядочивает у и (Е .. , а.) по­
добно (z, у). (w является множеством, ибо w с:: @О (х Х х) Х @О (х).) 
Для такой функции F выполнено соотношение F 11 (Оп) с:: @О (tl' (х Х х) Х 
Х @О (х)), и, следов ательно, F 11 (Оп) есть множество. F, кроме того, -
функция в3аимно одно3начная. Поэтому Оп = F " (F " (Оп)), и, следов а­
тельно, по аксиоме 3амещения R, Оп должно быть множеством, что 
противоречит предложению 4.7(8). 

Пусть ,:JC - функция, которая каждому множеству х сопоставляет 
порядковое число а., являющееся наименьшим в классе порядковых чИсел, 
не равномощных ник зrrому подмножеству множества х. 

На3овем начальным порядтсовы.м чzzсло.м всякое порядковое число а., 
которое не р авномощно никакому порядковому числу, меньшему а.. 
В силу предложения 4 .24 (2) , всякое конечное порядковое число является 
начальным, а w есть наименьшее И3 бесконечных начальных чисел. Для 
всякого множества х Q/t'• х есть также начальное порядковое число. 

В силу принципа трансфинитной индукции (предложение 4. 1 3  (2)), 
существует такая  фун кция О, у которой областью определения служит 
On и которая удовлетворяет условиям :  

O · O = w; 
а ·  (а.') = Q/t · (О ·  а.); 

О '  Л = U (О " Л), если ) - предельное 
порядковое число. 
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Функция О возрастает, т. е. из а. Е � следует О '  а. Е О ' �; поэтому, если 
Л есть предельное порядковое число и в сякое значение О '  а. для а. <о Л 
является начальным порядковым числом, то таково же и U (О "  Л). (В са­
мом деле, порядковое число 8 = U (О "  Л) является наименьшей верхней 
гранью для О "  Л. Допустим, что 8 � 1 при каком-нибудь 1 <о 8.  Тогда 
существует а., меньшее Л и такое, что 1 <о О '  а.. Но О '  (а.') <о 8. Таким 
образом, имеем О '  а. -< О '  (а.') и О '  (а.') -< 8 -< 1 -< О '  (а.), откуда, по теореме 
Шр!!дер а-Бернштейна (предложение 4.2 1  ( 4)), получаем О ' а. � О '  (а.') = 
= $ ' (О '  а.), что противоречит определению функции W'C.) Итак, до­
к азано, что О '  а. для любого а. есть начальное порядковое число. С дру­
гой стороны, верно и то, что всякое бесконечное начальное порядковое 
число есть 0 '  а. при некотором а.. (Предположим, что это не так. Пусть 
тогда а - наименьшее бесконечное начальное порядковое число; не при­
надлежащее 0 "  Оп. По аксиоме замещения R, 0" Оп не есть множество, 
следовательно, в О "  Оп имеются порядковые числа, б6льшие а. Пусть 
(.1. - наименьшее из них, и пусть (.1. = О ' �· ОчевидН<�, � =1= О. Если � = "( 
для некоторого )', то О '  1 <о а <о О '  (1') _: W'r ' (О 'у), что противоречит 
ОПf!еделению $. Если же � - предельное, то существует а. <о � такое, 
что а <о О '  а. <о О ' � ' что противоречит определению �.) Таким образом, 
О является сохраняющим отношение Е «изоморфизмом» между Оп и 
классом в сех бесконечных начальных порядковых чисел. 

Обозначим О '  а. через wa. Тогда w0 = w; Wa• есть наименьшее из на­
чальных порядковых чисел, превосходящих wa, и юл для предельного 
порядкового чис;Jа Л есть начальное порядковое число, являющееся 
наименьшей верхней гранью множества всех wa при а. <о Л. Из предло­
жения 4. 1 4  следует, что а. �о wa для в сех а.. При этом любое порядко­
в ое числ() а. р авномощно с единственным начальным порядковым числом 
w� �о а., а именно, с наименьшим из порядковых чисел, равномощ­
ных с а.. 

Обратимся теперь к арифметике порядковых чисел. Выше 
( стр. 1 96- 1 97) были уже определены сложение, умножение и возведе· 
ние в степень: 

(1) 

(II) 

(III) 

� +о О = �, 
� +о т = (� +о 1)', 

Lim (а.) ::::) � +о а. = U (� +о 't); ' <о а 
� Хо 0 = 0, 

� Хо (1') = (� Хо 1) +о �' 
Lim (а.) ::::) � Хо а. =  U (� Хо 't); 

' <о а 
�о = 1 ,  

� т '  = (�Т) Хо �' 
[-im (:х) ::::) �� = U (�'). 

; <q a 
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П р  е д л о ж е н и е 4.29. Следующие фор .мулы являются теоре­
.ма.мll: 

( 1 )  � +о 1 = �'; 
(2) О +о � = �; 
(3) О <о � :::> а. <о а. +о � & � �о а. +о �; 
(4) � <о 1 :::> а. +о �  <о а. +о 1; 
(5) а. +о � = а. +о 8 :::> � = 8 ;  
(6) а. <о � :::> 3t8 (а. +о 8 = �); 
(7) х s;:; Оп :::> а. +о U � = U (а. +о �); Н х  � Е х  
(8) О <о а. & 1 <о � :::> а. <о а. Х о �; 
(9) О <о а. & О <о � :::> � �о а. Х о �; 

( 1  О) 1 <о � & О <о а. :::> а. Х о 1 <о а. Х о �; 
( 1 1 ) x = On :::> a. Х о U � =  U (а. Х о �). 

� Е х  Н х  
Д о к а 3 а т е л ь с т в о. ( 1 ) � +о 1 = � +о (О') = (� +о О)' = (�)'. 
(2) Воспользуемся трансфинитной индукцией (предложение 4. 1 2). 

Пусть Х =А� (О +о � = �). Прежде всего О Е Х, так как О +о О = О. 
Если же О +о 1 = 1· то О +о (1') = (О +о 1)' = { Наконец, если Lim (а.) 
и O +o -t = -t  для любого -t <0 а., то О +о '- = U (O +o -t) = U -t = a., rio-' <o "  ' <о "  
тому что U " есть наименьшая верхняя грань множества в сех -t, меньших а.. 

' <о а 
(3) Пусть Х = � (О <о � :::> а. <о а. +о �). Докажем Х = Оп с помощью 

трансфинитной индукции. Очевидно, О Е Х. Если 1 Е Х, то а. �о а. +о 1; 
отсюда получаем а. �о IX +о 1 < (а. +о1)' = а.  +о (Т)· Если, наконец, Lim (Л) 
и 't: E X  для всех -t <0 Л, то а. <0 а.' = а. +0 1 �0 U (a. +o 't:) = IX + o A. ' <о Л  
Доказательство второй части этого пункта оставляем читателю в ка-
честве упр ажнения. 

(4) Снова применяем трансфинитную индукцию. Пусть X=т(V�XV�(� <o 
<о 1 :::> а. +о � <о а. +о 1)). Очевидно, О Е Х. Пусть 1 Е Х и � <о Т· 
Тогда � <о 1 или � = 1· Если � <о 1• то, в силу 1 Е Х, а. +о� <о а. +о 
+o l <o (a. +o 1)' = a. +o 1'· Если � = 1, то а. +о � = а. +о 1 <о (а. +о 1)' = 
= а. +о { Следовательно, 1' Е Х. Пусть Lim (Л) и "t Е Х при любом 
't: <o "-· Предположим � <0 Л. Тогда � <о " при некотором " <0 Л, в 
силу Lim (Л). Следовательно, так как "t Е Х, то а. +о � <о IX +о "t �о 
�о U (1Х +о -t) = а.  +о Л. Отсюда имеем Л Е Х. t <о Л  

(5) Допустим (J. +о � =  (J. +о 8 .  Справедливо одно И3 трех: � <о а, 
8 <о � или � = 8 . Если � <о 8, то а. +о � <о а. +о 8, а если 8 <о �. то 
а. +о 8 <о а. +о � - и то и другое следует из предыдущего пункта ( 4) 
и противоречит предположению, cor ласно которому IX +о � = а.  +о 13 
Остае rся принять, что � = 13. 
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(6) Единственность 8 следует из (5). Докажем существов ание. По­
ложим Х = � (а <о � :::) 318 (а +о 8 = �)). Ясно, что О Е Х. Пусть т Е Х, 
и пусть а <о { Тоrда а <о т или а =  Т· Если а <о Т• то 3t8 (11 +о 8 = т), 
и пусть а - какое-нибудь порядковое число такое, что 11 +о а = Т· Тогда 
(а +о а') =  (i +о а)' = { Таким образом, 33 (а +о 8 = т'), и, следова­
тельно, т' Е Х. Предположим, накощ:�ц, что Llт (Л) и 't Е Х при всяком 
't <о Л. Пусть 11 <о Л. Рассмотрим функцию f такую, что для любого р., 
удовлетворяющего неравенствам 11 <о р. <о Л, / '  р. есть (единственное) 
порядковое число 8, для которого а +о 8 = р.. Заметим, что Л =  
- U р. = U (а +о/ ' р.), и если а <о р. <0 Л, то / ' р. <0/ ' (р.'). 

« <о !'- <о Л  « <о !'- <о Л  
Отсюда, положив р = U (/ '  р.), получаем 

" <о 11- <о Л 

(7) Пусть х = Оп. В силу предыдущего пункта (6), существует такое 
8, что 11 +о 8 = U (а +о �). Мы должны доказать, что 8 = U �· Если 

� Е х  � Е х  
� Е х, то а +о �  :;;;;;0 11 + 8. Следов ательно, � :;;;;;0 8, в силу пункта ( 4). 
Таким образом, 8 есть верхняя гр ань множества всех � Е  х. Отсюда 

U � :;;;;;0 8. С другой стороны, если � Е х, то а +о � :;;;;;0 11 +о U �· Сле-� Е х  � Е х  
довательно, а +о 8 = U (а +о �) :;;;;;0 11 +о U � и, таким образом, в силу � Е х  � Е х  
пункта (4), 8 :;;;;;0 U � · Отсюда окончательно получаем 

� Е х  
Пункты (8)-( 1 1 ) оставляются читателю в качестве 

8 =  u �· � Е х  
упражнений. 

П р  е д л о ж е н и е 4.30 . Следующие формулы являются теоремами: 

( 1 ) � Х о 1 = � & 1 Х о � = �; 
(2) О Х о � = 0; 
(3) (а +о �) +о т = а +о (� +о т); 
(4) (а Х о �) X o T = I1  Х о (� Х от); 
(5) а Х о (� +о т) = (11 Х о �) +о (а Х о т); 
(6) �� = � & 1 � = 1 ; 
(7) (�1)а = �1 Хо д; 
(8) � 1 +о а = �1 х 0 �а; 
(9) 1 <о а & � <о Т :::) а� <о 111. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  В силу предложения 4.29 (2), � X o l =  
= �  Х о О ' = (� Х о О) +о � = О +о � = �. Равенство же 1 Х о � = � легко 
доказыв ается трансфинитной индукцией по �· 

(2) Равенство О Х 0 � = О также легко доказывается с помощью транс­
финитной индукци� 
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(3) Пусть Х = 1('va. V� ((а. +о �) +о Т = а. +о (� +� т))). Как легко 
видеть, (а. +о �) +о О = а. +о � =  а. +о (� +о 0), т. е. О Е Х. Пусть т Е Х. 
Тогда (а. +о �) +о т' = ((а. +о �) +о т)' = (а. +о (� +о т))' = а. +о (� +о т)' = 
= а. +о (� +о т'), т. е. Т Е Х. Наконец, пусть Liт ( Л) и 't Е Х при лю­
бом 't <о Л. Тог да, применив предложение 4.29 (7), получаем (а. +о �) +о 
+о Л =  U ((а. +о �) +о 't)= U (а. +о (� +о 't)) = a. +o U (� +о 't) =  а. +о t � l  t � l  t � l  
+ о (� +о Л). 

Доказательства пунктов ( 4)-(9) оставляем читателю в к ачестве 
упражнени'i't. 

Мы хотели бы теперь особо остановиться на свойств ах опер аций 
сложения и умножения порядковых чисел, ограниченных областью w. 

П р е д л о ж е н и е  4.3 1 .  Пусть а., �. т суть але.менты w. Тогда  

( 1 )  11 +0 � Е  w; 
(2) 11 Х о � Е w; 
(3) а.� Е w; 
(4) а. +о � = � +о а.; 
(5) 17. х о � = � х о а.; 
(6) (а. +о �) Х о т = (а. Х о т) +о (� Х о т); 
(7) (а. Х о �)1 = 111 Х 0 �1• 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Индукция по � · Пусть X = � (Va. (11 EW � 
� 11 +о � Е w)). Очевидно, О Е Х. Предположим, что � Е Х и а. Е w; 
тогда, согласно определению Х, а. +о � Е w. Отсюда, Щl основании пред­
ложения 4. 1 О (2), получаем а. +о (�') =  (а. +о �)' Е w. Следовательно, по 
предложению 4. 1 О (3) , w � Х. 

Читатель сам докажет пункты (2) и (3). 

(4) Л е м м а. l- a. E w & � E W � I1' +o � = a. +o �'· 
Пусть У = � (� Е w & V11 (a. Е w � а.' +о � = а.  +о �')). Легко видеть, 

что О Е У. Предположим, что � Е  }' и а. Е w. Согласно определению У, 
ri +о � = а. +о �'. Тог да ri +о �, = (а.' +о �)' = (а. +о �')' = а. +о (�')'. Сле­
довательно, и �· Е У. 

Теперь для доказательства пункта ( 4) ПQложим Х = � (� Е w & 
& V11 (a. Е w � 11 +о � = �  +о а.)). Очевидно, О Е Х, а с помощью леммы 
легко доказать, что из � Е Х следует �· Е Х. 

Доказательства пунктов (5)-(7) оставляются в качестве упражнений. 
Читатель, вероятно, уже обратил внимание на то, что недоказанными 

остались некоторые основные законы ар ифметических операций, обычно 
справедливые в других, хорошо известных числовых системах; таковы,  
например, закон коммутативнести сложения и закон коммутативнос1 и 
умножения. Следующие примеры показывают, что эти и некоторые 
другие законы обычной арифметики не переносятся на  область nоряд­
ковых чисел. 
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П р  и м е р ы. 1 .  3сх3� (сх +о � =;i= � +о о.). В самом деле, имеем, с одной 
стороны, 1 +о w = U (1 +о сх) = w и вместе с тем w <о w' = w +о 1 

а<о "' 
2. 3cx3� (cx X o � =;i= � Х о сх). Действительно, 2 X o w = U (2 x 0 cx) = w <0 а <о "' 

<o w +o w = (w X o 1 ) +o (w X o 1 ) = w X o ( 1 +o 1 ) = w Х 0 2. 
3 : 3т3сх3� ((сх +о �) х о т =;i= (сх х о т) +о (� х о т)). Действительно, (1 +о 

+о 1 )  X o w = 2  X o w = w и w <0 w +o w = (1 X o w) +o ( 1  X o w). 
4. 3сх3�3т ((сх X o �)1 =;i= cx1 Х 0 �1). При сх = � = 2 и т = w  имеем 

(2 Х о 2)"' = 4"' = U 4a = w, 2"' = U 2a = w  и w <o w X o w = 2"' Х о 2"'. 
tt <o ш a <o w 

Всякой формуле wt формальной арифметической теории S (см. гл. 3) 
можно следующим образом сопоставить некоторую формулу 12.7'!* тео­
рии NBG: заменим сначала в e;t( все знаки «+» и « · » соответственно 
на «+о» и « Х 0» ,  затем, если 12.7'! есть rfJiJ :::> '6' или l rfJiJ и если rf!iJ* и 
'б'* уже построены, то определим �* соответственно как rf/iJ* :::> 'б'* 

или l rf/iJ*, если же r;Д есть V xrf!iJ (х) и rf/iJ* (х) построено, то опре­
делим wt* как V х (х Е w :::> rf/iJ* (х)), чем и завершается определение �*. 
Определим теперь формулу э:tf# как х1 Е w & . . • & Xn Е w :::> �*, где 
х1, • • •  , Xn - все свободные переменные формулы �. Таким образом, 
мы ограничили все переменные областью w и проинтерпретировали 
сложение, умножение и функцию «непосредственно следующий» соот­
ветствующими операциями над порядковыми числами. В результате 
всякая аксиома эт.( теории S преобр азуется в некоторую теорему 12.7'!# 
теории NBG. (Для аксиом (S 1 ) - (S3) это очевидно; (S4) # является 
теоремой в NBG, в силу предложения 4.9(3), а (S5) # - (S8) # выражают 
свойства сложения и умножения порядковых чисел (см. стр. 1 96- 1 97). 
Для ВСЯКОЙ формулы эт.( теории S формула э:tf# еСТЬ предикатионая 
формула теории NBG. Поэтому все частные случаи (S9) # выводимы 
с помощью трансфинитной индукции. Действительно, пусть 12.7'!# (О) & 
& 'fJ Х (х Е w :::> (� # (х) :::> эт.( # (х'))) ; ПОЛОЖИМ Х =у (у Е w & 12.7'! # (у)); 
тогда, по предложению 4. 1 0(3), w = Х. Следовательно, Vx (x Е w :::> 
:::> �# (х)).) Рассмотрим теперь правила вывода. Легко показать, что 
если f- Nвo эт.(# и f- Nвo (wt :::> rfiВ) #, то f- Nвo rf/8#. Верно также, 
что если f- Nвo �# (x), то f- Nво ('Vхэт.( (х)) #. В самом деле, формула 
enr # (х) имеет вид х Е (1) & Yt Е (1) & . . .  & У т Е (1) :::> эт.(* (х), поэтому 
если эта формула выводима  в NBG, то выводима, очевидно, и формула 
у1 Е w & . . . &у т Е w :::> V х (х Е w :::> 12.7'!* (х)), но эта последняя и есть 
(V х e;t( (х)) #. Отсюда индукцией по длине вывода формулы 12.7'! в S 
уже нетрудно доказать, что если формула enr является теоремой в s, 
то формула эт.(# является теоремой в NBG; и мы можем nеревестИ 
в NBG все теоремы теории S, выведенные в г лаве 3 . 

Р ассмотрим арифметическую функцию h такую, что если х есть 
rеделев номер формулы d теории S, то h (х) есть геделев номер 
формулы wt# теориИ NBG, и h (х) = О, если х не является геделевым 
номером никакой формулы теории S. Можно доказать, что функция h 



§ 4 ТЕОРЕМА ХАРТО ГСА НАЧАЛЬНЫЕ ПОР51Д!(ОВЫЕ ЧИСЛА 2 1 3 

рекурсивна (и даже примитивно рекурсивна). Пусть К - произвольвое 
непротиворечивое р асширение теории NliG. Если х есть гёделев номер 
векоторой теоремы теории S, то, как мы теперь знаем, h (х) есть гёде­
лев номер векоторой теоремы теории NBG, а следовательно, и r ёделев 
номер векоторой теоремы теории К Пусть S' - расширение теории S, 
получающееся, если в качестве аксиом взять все те формулы (27'{ теории  S, 
для которых соответствующие формулы (27'{# являются теоремами тео­
рии К Поскольку теория К, со г лас но предположению, непротиворечива ,  
то непротиворечива и теория S', а так как теория S существенно  
рекурсивно неразрешима (следствие 3 .37), то  теория S '  рекурси вно 
неразрешима, т .  е. не рекурсивно множество Т s• гёделевых номеров 
теорем теории S'. Допустим теперь, что теория К рекурсивно р азреш има, 
т. е. что рекурсивно множество Т к гёделсвых номеров теорем теории  К .  
Но характеристические функции Стs, и Стк множеств Т s •  и Т к св язаны 
соотношением Стs· (х) = Стк (h (х)). Следовательно, тог да и множество Т s• 
оказалось бы рекурсивным, что противоречит рекурсивной неразрешимости 
теории S'. Таким обр азом, теория К рекурсивно неразрешима, и, следова­
тельно, если теория NBCi непротиворечива, то она существенно рекурсивно 
неразрешима. Рекурсивная неразрешимость всякой рекурсивно аксиома­
тизируемой теории влечет, как известно, неполноту такой теории  (см. 
упражнение 1 (Ь), стр. 1 68). Таким образом, мы имеем следующий 
результат: если теория NBG непротиворечива, то она существенно 
рекурсивно неразреши.ма 11 существенно неполна. (Этот результат может 
быть получен и непосредственно, т. е. тем же способом, которым в г лаве 3 
нами был получен соответствующий результат для теории S. См.  также 
упр ажнения на стр. 1 7 5.) По-видимому, теория NBG может служить 
базой для построения всей современной математики  (мы хотим этим 
сказать только, что для всякого математика  ясна принципиальная воз­
можность перевода любой математической теоремы на язык теории NBG , 
а затем и доказательств а ее в NBG или в каком-нибудь подходяще м 
расширении NBG, получаемом добавлением р азличных «экстра-аксиом» ,  
вроде аксиомы выбора). Поэтому существенная неполнота теори и  NBG 
указывает, как нам кажется, на известную недостаточность « аксиомати­
ческого подхода к математике» .  Это заключение не зависит от специ­
фических особенностей теории NBG. Из проведенного только что для 
этой теории рассуждения видно, что сущ;оственно рекурсивно неразре­
шимой и существенно непалной должна быть также и всякая другая 
непротиворечивая теория (включая сюда, наряду с теориями первого 
порядка, и «теории высших порядков»), если только представленная 
в ней арифметика натуральных чисел достаточно сильна для получения 
всех теорем теории S (или хотя бы теории RR). (В самом деле, доста­
точно лишь доказать, что в данной теории представимы все рекурсивные 
функции (см. следствие 3 .3 6). Дальнейшие исследования по вопросам 
неразрешимости и не1юлноты см. у Ш м у л ь я н а  [ 1 96 1 ] и Т а р с к о г о, 
М о с т о в с к о г о и Р о б  и н с о н а [ 1 953].) 
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Упражн ение 

Убедиться в том,  что определенная выше функция h рекурсив на. (За метим , 
ч то, поскольку  +о• Х о и О являются дополнительно введенными в NBG функ­
циональными буквами и предметной константой, здесь следует показать, что  
соотв етствующее отображение,  о котором говорится в предложении 2.29, р е­
к урсивно. )  

Имеется несколько фактов из «арифметики мощностей» порядковых 
чисел, которые мы хотели бы теперь р ассмотреть. К «арифметике мощ­
ностей» мы относим свойства, связанные с операциями объединения U , 
декартова произведения Х и ХУ, противопоставляемых операциям +о. 
Х 0, и возведения в степень порядковых чисел. Напомним, что Х и Х 0-
это две различные операции и что операции ХУ (класс всех отображе­
ний  У в Х) и а.� (возведение в степень для порядковых чисел), несмотря 
на сходство обозначений, не имеют между собой ничего общего. (Из 
примера  4 на стр. 2 1 2  мы знаем, что 2"' = w в смысле возведения 
в степень порядковых чисел, в то время как, в силу теоремы Кантора, 
w � 2"', если под 2"' понимать множество всех функций, отображающих w 
в 2 = { 0, { 0 } } .) В дальнейшем, если это будет необходимо для избежа­
ния  недоразумений, мы будем а.� в смысле возведения в степень поряд­
ковых чисел обозначать через ехр (а., �). 

П р е д л о ж е н и е 4.32. 
(а) f- w Х w � w. 
(Ь) Ecлzz каждый zzз классов Х и У coдepжzzm не .менее двух 

эле .ментов, то Х U У --<  Х Х У. 
(с) Den (х) & Den (у) � Den (х U у). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. (а) Пусть f есть функция с областью опреде­

ления  w и такая, что f '  а. =  (а., О) для любого а. Е w. Такая функция 
является взаимно однозначной и отобр ажает w в некоторое подмножество 
множества w Х w. Поэтому w --<  w Х w. Обратно, пусть g- функция 
с областью определения  w Х w и такая, что g '  (а., �) = 2" Х 0 3� для 
любой пары (а., � ) Е w Х w. Читатель может сам доказать в качестве 
упр ажнения, что эта функция взаимно однозначна. Следовательно, 
w х w --< w. По теореме Шредера-Бернштейна, w Х w � w. 

(Ь) Пусть а 1 Е Х, а2 Е Х, а1 =1= а2, Ь1 Е У, Ь2 Е У и Ь1 =/= Ь2. Опре­
делим функцию f следующим обр азом: 

! (
х, Ь1), если х Е 

Х; 
f ' x = (at, х), если Х Е У - Х  и x =J= b1; 

(а2, Ь2), если х = Ь1 и х Е У - Х. 
Функция f является взаимно однозначной, с областью определения Х U У 
и обла стью значений в виде некоторого подмножества Х Х У. Следова­
тельно, Х U У --<  Х Х У. 

(с) Пусть Den (А) и Den (В). Тогда множества А и В содержат 
каждое не менее двух элементов. Поэтому, в силу предыдущего пункта (Ь), 
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А U В ::::5 А Х В. Но А �  w и В �  w .  Следовательно, А Х В �  w Х w, 
и потому А U В -< w Х w � w. В силу предложения 4.27, либо Den (А U В), 
либо Fln (А U В). Но так как А s;;: А U В и Den (А), то l Fln (А U В). 

Для дальнейшего изучения сложения и умножения порядковых чисе л 
весьма полезно получить конкретную интерпретацию этих операций. 

П р е д л о ж е н и е  4.33 (сложение). Пусть (R, А) подоб1tо (Е�, а), 
(S, В) nодоб1tо (Е�, � )  и А П В = О. Зададим от�tоше�tие Т 1ta А U В 
условием: (х, у) Е Т = (х Е А &у Е В) V (х Е А &у Е А & (х, у) Е 
Е R) V (х Е В &у Е В & (х, у) Е S). (Таким образом, Т совпадает с R 
на А и , с S на В, и всякий элемент из А ,Т-предшествует всякому 
элементу из В.) Тогда Т впол1tе упорядочивает А U В и ( Т, А U В) 
подоб1tо (Е� +о �• а +о �). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Прежде всего, легко убедиться в том, что Т 
вполне упорядочивает А U В, поскольку R и S вполне упорядочива ют 
соответственно А и В. Чтобы доказать подобие ( Т, А U В) и (Е� +о �• 
а +о �). пр имени м трансфинитную индукцию по �- Если � -\О, то и 
В = О, и тогда T = R, A U B = A и а +о � = а, а потому, очевидно, 
( Т, А U В) и (Е� +о �· а +о �) подобны. Предположим, что утверждение верно 
для j, и положим � = а'· Так как ( S, В) и (Е�· �) подобны, то имеется 
функция f с областью определения В и областью значений � и т акая, 
что для любых х и у из В (х, у) Е S тогда и только тогда, когда 
f' x a. f'y. Пусть b = (f> ' a• и положим В, = В - {Ь} и S, = S П (B, Х В,). 
Из того, что Ь является максимальным относительно отношения S эле­
ментом в В, следует, что S1 вполне упорядочивает В1. Кроме того,  
очевидно, В1 1 /  является подобным отображением В1 на  а· Пусть 
Т1 = Т П ((А U В1) Х (А U В1)). По индуктивному предположению, (Т 1 , 
А U В1) nодобно (Е" +о 1, а +о а) с некоторым подобным отображением g, 
имеющим областью определения А U В1 и областью значений а +о а· 
Продолжим g до g1 = g U { (Ь, а +оа) } .  Эта последняя функция и о су­
ществляет подобное отображение А U В на (а +о j)' = а  +о а' = а +о �­
Пусть, наконец, имеем Llт (�). и предположим, что утверждение спр а­
ведливо при любом -с <о �- Пусть снова f - подобное отобр ажение В 
на �- Для каждого -с <о � положим В� = (]) " -с, S� = S П (В� Х В�) и 
Т, = Т П ((А U В�) Х (А U В�)). Согласно индуктивному предположению 
и в силу следствия 4. 1 6(2), для каждого -с <о � существует единствен­
ная функция g,, осуществляющая подобие пар (Т�, А U В�) и (Е� +о " 
а +о -с) . Очевидно также, что если -с1 <о -с2 <о �. то Т� 1 1 g�2 осуществляет 
подобие пар (T, t> А U В,1 ) и (E� +o 't > а +о -с1), и, с1едовательно, в силу 
единственности -с1, Т,1 1 g,2 = g, l '  а потому g,2 является продолжением g,1 •  
Таким образом, функция g= U g, осуществляет подобие (Т, U (А U В,)) 

' � �  ' � �  
и ( Е  u <� +о •>• U (а +о -с)) . Н о  U (A U B,) = A U B  и U (а +о-с) = 

t <o �  • <о � t <o �  t <o �  
= а  +о �. чем и завершается тр ансфинитная индукция. 

П р  е д л о ж е н и е 4. 34 (умножение). Пусть (R, А) подоб�tо (Е�, а), 
(S, В) подоб1tо (Е8, Ю и от�tоше�tие W 1ta А Х В зада1tо условием 
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( (х, у), (и, v))  Е W= (x Е А & ll Е А &у Е В & v Е В) & (((у, v) Е S) V 
V (у = v & (х, и) Е R)). Тогда W вполне упорядочивает А Х В и 
( W, А Х В) подобно (Е .. Хо �· а. Х о �) .  

Д о к а а а т е л ь  с т в о. Аналогично докааательству предыдущего пред­
ложения 4. 33. Предоставляется читателю в качестве упражнения. 

П р и м е р ы. 1 .  2 X 0 w = w. Пусть (R, А) = (Е2, 2) и (S, В) = 
= (Ew, w). Тогда пары иа 2 Х w могут быть вполне упорядочены сле­
дующим обр ааом: (0, 0), ( 1 ,  0), (0, 1 ) , ( 1 ,  1 ) , (0, 2), ( 1 ,  2), . . .  , (0, n) , 
( 1 , п) , (0, п + 1 ) , ( 1 ,  п + 1 ) , . . . 

2. В силу пред.'!ожеиия 4.30 (5), w Х 0 2 = w +о w. Пусть (R, А) =  
= (Ew, w) и (S, В) = (Е2, 2) .  Тогда w Х 2 может быть вполне упоря­
дочено следующим обрааом (см. предложение 4 .34): (0, 0), ( 1 ,  0), (2, 0), . • • 

. . .  , (0, 1 ), ( 1 ,  1 ) , (2, 1 ) , . . . 
П р е д л о ж  е н и е 4.3 5. Для любого а. w .. x w .. � w  ... 
Д о к а а а т е л ь с т в о. (С е р п и н с к и й  [ 1 958] .) Допустим, что 

утверждение неверно, и пусть а. - наименьшее порядковое число, для 
которого l (w .. Х w .. � w .. ). Тогда для всякого � < w .. uыполнено w� Х 
Х w� � w� . В силу предлож:н._ия 4 .32 ( 1  ), О <о а.. Положим Р = w .. Х w .. , 
и д:ЛЯ любого � <o w .. Р� = 1 В (1 +о В = �). Покажем, что Р = U Р�. � <о w .. 
Если 1 +о В = � <о w .. , то 1 :;:;:;0 � <о w .. и В �о � <о w .. , и, следовательно, 
( 1· В) Е w .. Х w .. = Р. Итак, U Р � с:: Р. Для докааательства  обратного � <о w .. 
включения Р � U Р � достаточно покааать, что если 1 <о w.. и В <о w ... 

� <о w .. 
то 1 +о В <о w ... Итак, пусть 1 <о w .. и В <о w ... 1 и 8 равномощны соо т­
ветственно некоторым начальным порядковым числам w, :;:;:;0 1 и wP :;:;:;0 В. 
Обоаначим череа � наибольшее иа порядковых чисел а и р. Так как 
1 <о w.. и 8 <о w .. , то w, <о w... Поэтому, в силу минимальности а., 
w, Х w, � w,. Пусть А = 1 Х { О }  и В = В Х { 1 } . В силу предложе­
ния 4. 33, А U В �  1 +о 8. Так как 1 � w ,  и В � wp, то А �  W0 Х { О} и 
В � wP Х { 1 } . Отсюда, принимая во  внимание, что А П В = О, получаем 
А U В � (wa Х { О }) U (wp Х { 1  }). Однако, в силу предложения 4.32(2), 
(wa Х { O }) U (wp Х { 1 }) ::5 (w, Х { О }) Х (wp Х { l }) � wa Х wp � w, Х w, � we' 
и потому 1 +о 8 � w, <о w... Так I( aK w.. есть начальное порядковое 
число, то 1 +о В <о w... (Ибо в противном случае, т. е. если бы было 
w .. :;:;:;0 1 +о В, мы имели бы w,. � w, и w, � w .. одновременно, что, по тео-
реме Шредер а - Бернштейна, влечет w,. = w,, в противоречие с wc <o w,..) 
Таким обрааом, Р = U Р�. Рассмотрим Р� при � <о w,.. На основании 

� <о "',. 
предложения 4 .29 (6), для любого 1 :;:;:;0 � существует и притом ед инст­
венное порядковое число В такое, что 1 +о 8 = �- Отсюда следует, ч то 
существует функция, подобно отображающая �, на  множество Р�, упо-
рядоченное _по величине первых компонент 1 входящих в него пар 
\ 1• 8 ) . Определим следующее отношение R н а  Р. Для любых 1 <о w�, 
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а <о ro .. , !!- <о (1)" и v <о (1)" положим ( ( 1· 8 ), (tJ-, v » Е R тог д а  и только 
тогда, когда либо l +o 8 <o tJ- +0 v, либо l +o 8 = tJ- +o v & l <o tJ-. Тогда 
если �1 <о �2 < 0 roa, то пары иэ Р�1 предшествуют относительно R 
парам иэ Р�2, а в пределах каждого Р� пары упорядочены относительно 
R по величине своих первых компонент. Легко видеть, что R вполне 
упорядочивает Р. Так как Р = roa Х ro", то теперь достаточно покаэать, 
что (R, Р) подобно (Е"' , ro .. ) . В силу предложения 4. 1 7, (R, Р) подобно а 
некоторой паре (Е�, � ). где � - порядковое число. Отсюда следует, что 
Р :::::::: е. Допустим, что ro .. <о �. Пусть f есть функция, осуществляющая 
подобное отображение (Е�, �) на (R, Р), и пусть b =f ' roa. Тогда Ь 
есть упорядоченная пара (1, 8) ,  где 1 <о ro" и 8 <о roa, а roa 1 j, очевидно, 
является подобным отображением (Е"' , ro") на R-сегмент У= SegR (Р, а (1, 8)) множества Р, определенный парой (1, 8) .  Очевидно, У :::::::: roa. 
Пусть � = 1 +о 8 и (а, р) Е У, тогда а +о р �о 1 +о 8 = �; следова­
тельно, а �о � и р �о �· Поэтому У =  �' Х �'. Но �' <о ro". Следова­
тельно, �' :::::::: ro�'-, где tJo <о а.. На основании определения roa, ro�'- Х ro�'- � ro�'-. 
Итак, мы получаем ro .. � У -< ro�'-, что находится в противоречии 
с ro�'- -: ro... Следовательно, е �о ro... Поэтому Р -<  ro .. .  Пусть теперь h 
есть функция, определенная на ш .. и такая, что h '  � = ( �, О) для любого 
� <о ro". Очевидно, h является взаимно однозначным соответствием между 
� и подмножеством ro" Х { О }  множества ro" Х ro .. , и потому ro" -< Р. Но 
тог да, в силу теоремы Ш рl:!дера - Бернш�ейна, ro .. � Р, что противо­
речит определению порядкового числа а.. Следовательно, ro� Х ro� � ro� 
при любом �· 

С л е д с т в и е 4.36. Если А �  ro .. , В �  roP, а 1 - наzzбольшее из 

порядковых чисел а., �. то А Х В �  ro1 и А U В �  ro1. В частности, 
(l)a Х (1)� � (1)1' 

Д о к а э а т е л ь с т в о. На основании предложений 4.3 5  и 4.32(2), 
ro1 -< А U В -<  А Х В :::::::: roa Х ro� -< ro1 Х ro1 � ro1. О1 сюда, по теореме 
Шредера - Бернштейна, следует А Х В � ro1 и А U В �  ro1. 

Мы эдесь изложили лишь самые J!ачала арифметики порядковых 
чисел. Дальнейшие сведения по этой теме можно найти у С е р  п и н -
с к о г о  [ 1 958] и у Б а х м а н а  [ 1 955] . 

§ 5. Аксиома вы.бора. Ак.сиома ограничения 

Аксиома выбора является одним иэ самых знаменитых и наиболее 
оспариваемых утверждений теории множеств. Мы сформулируем эту 
аксиому в следующей теореме, говорящей о ее эквивалентности ряду 
других важных утверждений. 

П р  е д л о ж е н и е 4.37. Следующие формулы аквивалентн.ы: 
( 1 )  А к с и о м а в ы б о р  а (АС): Для любого .множества х сущест­

вует фун.кция f такая, что для всякого непустого подмножества 
у .мно:нсества х f ' y E y (такая функция н.азывается в ы б и р а ю­
щ е й ф у  н к ц и е 11 для х). 



218 ГЛ. 4. АКСИОМАТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ 

(2) М у л ь т и п  л и к а т и в н а я а к с и о м а (Mиlt): Для любого .мн.о­
жества х непустых zt попарно непересекающихся .множеств, сущест­
вует .множество у (называемое в ы б и р а ю щ и м  м н о ж е с т в о м 
для х), которое содержит в точности по одно.му элементу и! 
каждого .множества, являющегося эле.менто.м х. 

Vu (u Е х ::)  ll =1= о & Vv (v Е x & v =l= и ::) 'V n и = О)) ::) 
::J 3уVи (zz Е х ::J 3tw (w Е и П У)). 

(3) П р  и н ц и п в п о л н е у п о  р я д о ч е н и я ( W. 0.): Всякое .мно­
жество .может быть вполне упорядочено. Vx3y (y We x). 

(4) Т р и х о т о м и я  (Trich): VxVy (x -< y V у -< х). 
(5) Л е м м а Ц о р н  а (Zorn): Если в частично упорядоченном .мно­

жестве х всякая цепь (т. е. всякое упорядоченное подмножество) 
и.меет верхню ю  грань, то в х существует .максимальный элемент. 
VxVy ((y Part х) & Vu (и r;;;., х &у Tot u :::::> 3v (v Е х &  Vw (w Е ll ::J w = 

= v V ( w, v) Е у))) :::::> 3v (v Е х & Vw (w Е х ::J (v, w) ф. у))). 

Д о к а з а т е  л ь  с т в о. ( 1 )  � ( W. 0.) ::) Trlch. Пусть даны множества 
х и у. Согласно ( W. 0.), х и у могут быть вполне упорядочены. 
Поэтому, в силу предложения 4. 1 7, существуют такие порядковые 
числа (}. и �. что х � (}. и у � �· Но так как (}. -<  � или � -< (}. ,  то либо 
х -< у, либо у -<  х. 

(2) � Trlch ::J ( W. 0.). Пусть дано множество х. Согласно теореме 
Хартогса, существует такое порядковое число (}., которое не равномощно 
никакому подмножеству множества х. Тогда, в силу Trlch, х равно­
мощно некоторому подмножеству у порядкового числа (}., и вполне упо­
рядочение Еу множества у порождает некоторое вполне упорядочение 
множества х. 

(3) � ( W. 0.) ::J Mиlt. Пусть х есть некоторое множество непустых, 
попарно непересекающихся множеств. Согласно ( W. О.), существует 
отношение R, вполне упорядочив.ающее множество U (х). Следов ательно, 
существует такая определенная на х функция /, что /' ll для любого 
и Е х есть наименьший относительно R элемент 11. (Заметим, что 
ll = U (х).) 

(4) � Mиlt ::J АС. Для любого множества х существует функция g 
такая, что если u есть непустое подмножество х, то g ' zz = и  х {и}. 
Пусть х1 - область значений функции g. Легко видеть, что х1 является 
множеством непустых попарно непересекающихся множеств. На основа­
нии Mиlt, для х1 существует выбирающее множество у. Отсюда, если 
О =1= и и и = х, то u Х {и } Е х1 и у содержит и притом единственный 
элемент (v, и) из ll Х {и } . Функция f '  и =  v является искомой выбираю­
щей функцией для х. 

(5) f- АС ::J Zorn. Пусть у частично упорядочивает непустое мно­
жество х таким образом, что всякая  у-цепь в х имеет в х верхнюю 
грань. На основании АС, для х существует выбирающая функция /. 
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Рассмотрим произвольный элемент Ь множества х, и п о  трансфинитной 
индукции (предложение 4. 1 3) определим функцию F такую, чтобы выпол­
нялось F ' О = Ь и F '  а. =  f' zz для любого а., г де ll есть множество всех 
таких верхних граней v множества F "  сх относительно упорядочения у, 
что v Е х и v fj. F "  а.. Пусть � есть наименьшее порядковое число, 
которому соответствует пустое множество верхних граней v мно­
жества F "  � относительно упорядочения у, принадлежащих х и не при­
надлежащих F "  �· (Порядковые числа, обладающие таким свойством, 
существуют; в противном случае функция  F была бы взаимно однознач­
ной с областью определения Оп и с некоторым подмножеством мно­
жества х в качестве области значений, откуда по аксиоме замещения R 
следовало бы, что Оп есть множество.) Пусть g = � 1 F. Нетрудно 
видеть, что функция g взаимно однозначна и что если а. <о 1 <о �. то 
(g ' а., g ' i) Е у. По!:jтому множество g "  � является у-цепью в х. Согласно 
условию, в х существует верхняя грань w множества g " � · Так как 
множество верхних граней множества F "  � (= g " �), не содержащихся 
в g" �. пусто, то w Е g" �. и, следовательно, w является единственной 
верхней гранью множества g "  � (ибо всякое множество может содер­
жать в себе не более одной своей верхней грани). Отсюда следует, что 
w есть максимальный относительно упорядочения у элемент множества х. 
(Действительно, если (w, z) Е У и z Е х, то z должно быть верхней 
гранью g "  �. что, очевидно, невозможно.) 

(6) f- Zorп :::::> ( W. 0.). Пусть z есть множество, а Х есть класс 
в сех взаимно однозначных функций f таких, что §lf (j) Е Оп и eft (f) с: z. 
Из теоремы Хартогса следует, что Х есть множество. Очевидно также, 
что О Е Х. Отношение с частично упорядочивает Х. Каковы бы ни были 
две функции, принадлежащие одной и той же цепи в Х, одна из них 
является продолжением другой . Поэтому для любой цепи в Х объеди­
нение всех принадлежащих ей функций есть снова взаимно однозначная 
функция, принадлежащая той же цепи. Следовательно, на  основании 
Zorn, в Х имеется максимальный элемент g, представляющиП собой 
взаимно однозначную функцию, определенную на векотором порядковом 
числе а. и принимающую значения из z. Допустим, что z - g" а. =1= О. 
Пусть b E z - g " a., и положим /= g U { (a., b) } . Тогда, очевидно, / Е Х  
и g с J, что противоречит максимальности g. Следовательно, g "  а. = z, 
т. е. а. �  z. Посредством функции g отношение Е а., вполне упорядочи-

g 
вающее множество а., преобр азуется в некоторое отношение, вполне 
упорядочивающее z. 

У пражнения 

1 .  Доказать , что с .�едующие утв ерждения эквивалентны аксиоме выбора: 
(а) Всякое множество  равномощно векоторому nорядковому числу .  
(Ь) (Сnециальный  случай леммы Цорна.)  Если объединение всех элем е н ­

тов всякой непустой с-цепи в неnусто\1 множестве х являетс я снов а  э л ем  е "  
том х, то в х и м е е тс я  мак�·имальный относительно отношения с элемент. 
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(с) (Прин.цип максимальности Хаусдорфа.) Ес ли х - множество, то всякая 
с:-цеnь в х является подмножеством некоторой максимальной с:-цепи в х. 

(d) (Лемм а  Тайхмюллера - Тьюки.) Всякое множество конечного харак­
тера  имеет м аксимальный относительно отношения с: элем ент .  (Неп устое мно­
жество х назыв ается множеством конечного характера,  если (i) всякое конеч­
ное подмножество всякого элемента х есть также элемент х, и (ii) элементом х 
является всякое м ножество у, все  конечные nодмножества которого су"rь эле­
менты х.) 

(е )  Vx (Rel (х) :::::> 3у (Fnc (у) & Ш (х) = Ш (у) & у � х)) .  
2. Показать, что в NBO выв одима следующая «Конечная) аксиома выбора: 

для всякого конечного множества х непустых nопарно непересекающихся мно­
жеств существует выбирающее множество у. (У к а з  а н и е. П усть х :::::< а,  где 
а Е оо; далее - индукция по а.) 

П р  е д л о ж е н и е 4 .38 .  Следующие утверждения являются след-
с твия..ми аксzю..мы выбора: 

(1) Всякое бесконечное ..множество и..меет счетное подмножество. 
(I l) Всякое бесконечное ..множество бесконечно по Дедекинду. 
( l l l) Еслu х есть счетное .множество, эле.мента..ми которого 

являются счетные .множества, то .множество U (х) счетно. 
Д о к а а а т е л ь с т в о. (l) Примем АС. Пусть х - бесконечное мно­

жество. Согласно упражнению l (a) на стр. 2 1 9, х равномощно неко­
торому порядковому числу а.. Так как х бесконечно, то бесконечно и а.. 
Следовательно, w о;;;;0 а., и потому w равномощно некоторому подмно­
жеству х. 

( I I) Следует иа  (l) и упражнения 1 3(с) на стр. 206. 
( I II) Пусть х - счетное множество счетных множеств. Рассмотрим 

функцию /, которая каждому и Е х сопоставляет множество всех вааимно 
одноаначных отображений zz на  w. Пусть z = U (ef't (/)). В силу аксиомы 
выбора (примененной к z), существует функция g такая, что g ' v Е v 
для каждого непустого v = z. В частности, если и Е х, то g ' (/ ' и) 
представляет собой некот0рое вааимно одноаначное соответствие между 
и и w. Пусть теперь h - какое-нибудь вааимно одноаначное соот ветствие 
между w и х. Определим функцию F на U (х) следующим обрааом. 
Пусть у Е U (х) и n есть наименьший элемент w, для которого у Е h ' n. 
Очевидно, h ' n Е х, и, следовательно, g ' (/ '  (h ' п)) является вааимно 
одноан ачным соответствием между h '  n и w. ПоJюжим теперь F ' у =  
= (n, (g ' (/ ' (h ' n))) ' у). Нетрудно видеть, что F есть вааимно одно­
ана Чная  функция с областью определения U (х) и областью аначений, 
я вляющейся подмножеством множества w Х w. Таким обрааом, U (х) :::5 
--< w Х w. Но так как w Х w � w, то U (х) --< w. Если же v Е х, то 
v s;; U (х) и v � w; следовательно, w --< U (х). По теореме Шр!!дера­
Бернштейна, ааключаем, что U (х) � w. 

Упражнении 

1. Для к аждого множества х оnределим декартово nроизведение П и как 
и е х  

множество в сех функций f с областью определения х и т аких, что f '  и Е и nри 
пюбом и е JG, Доказать, что аксиома в ыбора эквивапентна утверждению о том,  
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что для каждого множества х непустых множеств декартово произведение П и 
и Е х  

не пусто. 
2. Опираясь на  аксиому в ыбора, показать, что всякое ч астичное упорядо­

чение произвольноге множества х погружается в некоторое полное упорядоче­
ние того же множества х. 3. Доказать, что следующее предложение следует из аксиомы в ы бора: 
каковы бы ни были порядковое  число а и множество х, если х --< "'" и Vи (и Е 
Е х :;,  и ::::S "'"), то U (х) � "'"· (У к а з а н и е. Доказательство аналогично дока­
зательству пр едложения 4.38 ( IH ) . )  

По-видимому, более сильной формой аксиомы выбора ,является следую­
щая формула (UCF): 3Х (Fnc (Х) & Vи (и =1= О :::> Х ' и Е и)). (UCF утвер ­
ждает существование универсальн.ой выбираю щей фун.кции, т. е. т акой функ­
ции, которая каждому множеству сопоставляет некоторый его элемент.) 

UCF очевидным образом влечет АС, однако неизвестно, верно ли 
обратное, т. е. следует ли UCF из АС.  

Если мы примем аксиому выбора АС, то теория кардинальных чисел 
упростится, так как АС влечет, что всякое множество х р авномощно 
пекоторому порядковому числу и, следовательно, пекоторому начальному 
порядковому числу w". Этим начальным порядковым числом wa мы будем 
обозначать кардинальн.ое число (или .мощность) множества х. Таким 
образом, мы отождествляем кардинальные числа с начальными порядко­
выми числами. В соответствии с общепринятой системой обозначений, мы 
будем вместо w" писать N а· Предложения 4 .35-4.36  устанавливают неко­
торые из основных свойств сложения и умножени я  кардинальных чисел. 

Положение аксиомы выбора стало за последние годы менее спорным. 
Большинству математиков она представляется утверждением, совершенно 
правдоподобным. Кроме того, аксиома выбора имеет столь многочислен­
ные и важные применения практически во всех отраслях математики, 
что отказ от нее выглядел бы как преднамеренная подножка р аботаю­
щему матем атику. Ниже в этом же параграфе мы обсудим вопрос 
о совместимости аксиомы выбора с остальными аксиомами теории  мно­
жеств и ее независимости от них. 

Другим предложением, которое было выдвинуто в качестве одного 
из основных принципов теории множеств, является следующая, так назы­
ваемая аксиома ограничения (аксиома D): V Х (Х =1= О :::> Зу (у Е Х & 
&у П Х = О)) (т. е. всякий непустой класс Х содержит элемент, не 
имеющий с Х общих элементов). 

П р  е д л о ж е н и е 4.39. А к с и о м о й  ф у  н д и р о в  а н и я называется 
формула l 3x (Fnc (х) & !W (х) = w & Vи (и Е w :::> х '  (и') Е х ' и)) (т. е. 
не существует бескон.ечн.ой убывающей е-последовательн.ости х1 3 
3 Xg 3  . . .  ). 

( 1 )  Аксиома огран.ичения влечет аксиому фундирования. 
(2) Если принять аксиому выбора, то из аксиомы фундирован.ия 

следует аксиома огран.ичен.ия. 
(3) Из аксиомы огран.ичен.ия следует, что н.е существует н.и­

какого конечного е -цикла, т. е. что невоз.можна функция f, 
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определенная на каком-нибудь отличном от нуля конечном поряд­
ковом числе а.' и такая, что / ' О Е / ' 1 Е . . . Е /' а. Е / ' 0; в част­
ности, отсюда следует, что не существует такого .множества у, 
ч тобы у Е у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Допустим Fпc (x) & fW (x) = ro & 'Vи (и E  
Е ro => х ' (и') Е х '  и)). Пусть z = х • ro. По аксиоме ограничения, в z 
существует такой элемент у, что у n z = о. Так как у Е Z, то у = f ' а. 
для векоторого К0нечного порядкового числа а.. Тогда / ' (а.') Е у n Z, 
чего, однако, не может быть из-за у n z = о. 

(2) Определим сначала для произвольного множества и транзитивное 
за.мьшание zz. Пусть g- функция, следующим образом определенная 
по индукции на ro: g ' О = {и}, g ' (a.') = U (g ' a.) для любого a. E ro. 
Т аким обр азом, g ' 1 = и, g ' 2 = U (и) и т. д. Назовем транзитивным 
замыканием множества и множество ТС (и) =  U (g • ro). Для любого и 
ТС (и) транзи1 Ивно, т. е. Vv (v E TC (u) =:> v s::::: TC (и)). Примем теперь 
ак сиому выбора и аксиому фундирования и допустим, что существует 
т а кой класс Х =1= О, что ни один его элемент у не удовлетворяет 
условию у П Х = О. Пусть Ь есть некоторый элемент класса Х. Тогда 
Ь П Х =1= О. Пусть, далее, с = ТС (Ь) П Х и, согласно аксиоме выбора, 
h - некоторf1Я выбирающая функция для с. Зададим на ro функцию f 
условиями f ' O = b  и / ' (а.') = h ' ((/ ' а.) П Х) для любого a. E ro. Теперь 
легко видеть, что f '  (а.') = f '  а. при любом а. Е ro, и мы пришли к проти­
в оречию с аксиомой фундирования. (Приведенное доказательство по 
существу сводится к следующему: выбираем сначала к акой-нибудь эле­
мент Ь из Х, затем с помощью функции h выбираем некоторый элемент 
f ' 1 ИЗ Ь n Х, затем, благодаря ТОМу, ЧТО общая ЧаСТЬ f '  l И Ь n Х 
непуста, ВЫбир аем НеКОТОрЫЙ ЭЛеМеНТ /'  2 ИЗ {'  1 n Х И Т. д.) 

(3) Допустим, что имеется некоторый конечный Е-цикл: f ' О Е 
Е /' 1 Е . . . Е /' п Е / ' О. Пусть Х есть область значений функции /, 
т. е. Х = {/ ' О, / '  1 ,  . . .  , / '  n} . Иа аксиомы ограничения следует, что 
f' i n х = о при некотором l, чего не может быть, ибо всякий элемент 
иа Х содержит в себе некоторый элемент, являющийся одновременно и 
элементом Х. 

3 а м е ч  а н и е. Применеине аксиомы выбора при выводе аксиомы 
огр аничения иа аксиомы фундирования является необходимым. Можно 
показать (см. М е н д е л ь  с о н [ 1 958]), что если теория NBG непротиво­
речива, то, добавив к ней в качестве единственной новой аксиомы 
аксиому фундиров ания, мы получим такое расширение теории NBG, 
в котором аксиома ограничения невыводима . 

Следующая функция W, определяемая по трансфинитной индукции, 
была впервые р ассмотрена фон Нейманом: 

qr ' 0 = 0, 

qr ' (а.') = ff" (W ' а.), 

Llт (Л) => W ' Л =  U (W ' �). 
� <о А  
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Пусть Н = U (W • Оп), Н� = U (W • �) и р есть такая функция, опреде­
ленная на Н, что р ' х  для любого х Е Н есть наименьшее порядковое 
число 11., для которого х Е Н '  11.. Назовем р ' х  рангом х. Заметим, что 
р '  х всегда является порядковым числом первого рода. 

Упражнения 

1 .  1- Оп s; Н. (У к а 3 а н и е .  Применить трансфинитную индукцию.) 
2. 1- Va. ( р ' а. = а') . (У к а 3 а н и е. Применить трансфинитную индукцию.) 
3. 1- Traпs (Н),  т. е .  и Е Н ::> и s; Н. 
4, 1- и Е Н & V Е Н & и Е V ::> р ' и <о р ' V. 
5. 1- и s Н ::>  и Е Н. (У к а з  а н и е . П усть Л - наименьшее порядковое 

число, большее  чем ранг любого элеменtа  множеств а и .  Тогда и s W '  Л и, 
следовательно,  и Е t} (W ' Л) = W (Л') .) 

П р  е д л о ж е н и е 4.40. Аксzzома ограничдюzя эквивалентна ут­
верждению, что V = H, т. е. что всякое множество является 
алементом Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Допустим, что V = H. Пусть X =j= O, 11. ­
наименьший из рангов р ' х, где х Е Х, и Ь - какой-нибудь из элемен­
тов Х, ранг которых равен 11.. Тогда Ь П Х = О , ибо в противном случае 
ИЗ U Е Ь n Х следовало бы, на  ОСНОВаНИИ  предыдущего упражнения 4, 
что р ' ll <о р ' Ь = 11., чего не может быть, согласно определению 11.. 

(2) Примем аксиому ограничения и допустим, что V - Н =1= О . Со­
гласно аксиоме ограничения, существует такое множество у, что у Е 
Е v - н & у n ( v - Н) = о. Легко видеть, что у � н. Отсюда ПО пре­
дыдущему упражнению 5, заключаем, что у Е Н. Мы пришли к проти­
воречию с у Е V - Н. 

Упражнения 

1 .  Показать, что аксиома ограничения эквивалентна следующему своему 
частному случаю: 

х -=1= о =>  3у (у Е х & у n х = о). 
2. Предnоложив аксиому  ограничения, показать, что  х Е Оп эквива­

лентно утверждению Traпs (х) & Е С оп х, т. е. формуле  Vи (и Е х ::> и s; х) & 
& VuVv (и Е х & v Е х & и -=1= v ::> и Е v & v Е и). Таки_м образом, с nомощью 
аксиомы огранич ения определение nонятия nорядкового числа может быть 
3начите.тьно упрощено. 

Предложение 4.40 делает весьма заманчивой идею присоединения 
аксиомы огр аничения к NBG в к ачестве новой аксиомы. В самом деле, 
ведь р авенство V = Н утверждает, что всякое множество может быть 
получено, исходя из О, посредством применения  операций образования 
множества всех подмножеств и объединения всех элементов данного 
множества некоторое трансфинитное число раз. Понятно nоэтому, что, 
получив в свое распоряжение такое утверждение, мы смогли бы прряснить 
наши довоJiыiо смутные представления о множествах. Кроме того, как 
мы только что видели в упражнении 2, аксиома ограничения позволяет 
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упростить определение понятия порядкового числа. Наконец, и теорию 
кардинальных чисел можно строить с помощью аксиомы ограничения, 
определяя кардинальное число всякого множества х как множество 
всех тех у, которые имеют наименьши!! ранг в классе всевозможных и, 
удовле rворяющих условию х � и. (В основу теории кардинальных чисел 
кладется при этом требование существования такой функции Ca rd, 
областью определения которой был бы класс V и которая удовлетво­
ряла бы условию Card ' х  = Card ' у =  х � у.) Математики, однако, не 
единодушны в вопросе о том, имеются ли достаточные основания для 
того, чтобы допустить аксиому ограничения в качестве новой аксиомы. 
Дело в том, что хотя аксиома ограничения и обладает большой упро­
щающей силой, однако по своему непосредственному правдаподобию 
она уступает даже аксиоме выбора, не говоря уже о том, что она до 
сих пор еще не нашла себе математических применений. 

Введенный выше класс Н в следующем смысле определяет вн.ут­
рен.н.ю ю  .модель теории NBG. Для всякой формулы d (записанной без 
сокращенных обозначений) со свободными переменньtми У1, • • •  , Yn 
обозначим через Relн (d) формулу, полученную из формулы d заменой 
в ней всякой подформулы V Xr!liJ (Х) (начиная с самых внутренних) на 
V Х (Х = Н  с r!liJ (Х)) и добавлением к результату таких замен посылки 
( У1 = Н & . . .  & Yn = H) => . Иными словами, образуя Relн (X), мы ин i ер­
претируем «класс» как «подкласс класса Н» . Тогда оказывается, ч rо 
для любой теоремы d теории NBG формула Relн (d) тоже является 
теоремой теории  NBG. 

Упражнение 

Доказать, что для всякой аксиом ы  а,( т еории NBG формула Rel н (g;t{) 
есть теорема в NBG. 

Отметим, что Relн (V x r!liJ) эквивалентно V х (х Е Н => r!liJ#), где rf/d# 
есть Relн (r!li1). В частности, Relн (М (Х)) есть 3 У ( У  S Н & Х Е У), 
что эквивалентно Х Е Н. Таким образом, «множествами» внутренней 
модели являются элементы Н. При семантическом подходе мы должны 
заметить лишь, что, какова бы ни была модель N теории NBG (в обычном 
смысле слова «модель»), объекты Х модели N, которые  удовлетворяют 
условию Х = Н, также образуют модель теории NBG. Можно, кроме 
того, показать, что во внутренней модели справедлива и аксиома огра­
ничения. Именно в этом и сос1 оит первая часть предложения 4.40. 
Непосредственным следствием этого факта я вляется совместимость 
аксиомы ограничения, т. е. если теория  NBG непротиворечива, то непро­
тиворечиво и расширение этой теории, получаемое за счет добавления 
аксиомы ограничения в качестве единственной ново!! аксиомы. С помощью 
соответствующей модели можно доказать также и независимость аксиомы 
ограничения от аксиом теории NBG (см. Б е р н  а й  с [ 1 954], ч ас1 ь VI I); 
правда, модель эта ок азывается уже более сложной, чем та, с помощью 
которой только ч1 о была доказана совместимос1 ь. Таким обр<Jзом, по 
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отношению к ·1 еории NBG аксиома ограничения оказы в ае 1-ся одновременно 
совместимой и независимоl!:  как она, так и ее о·�f) ицание могут быть 
без противоречий присоединены к 1 еории NBG, если, разумеется, послед­
няя сама непротиворечива. (В сущнос г и теми  же доказательствами можно 
воспользоваться и для установления фактов независимос 1 и и совмести­
мости аксиомы ограничения по отношению к теории NBG + (АС).) 

Аксиома выбора также независима и совместима по отношению 
к теории NBG. Сначала Г !!  д е л ь  [ 1 940] показал, что если теория NBG 
непротиворечива, то непротиворечива и теория NBG + (АС) + (аксиома 
ограничения) + (GCH), где (GCH) обознач ает так называемую о бобщен­
ную тсонтинуу.м-гипотезу: V xVy l (Jnf (х) & х � у  & у �  fJ (х)). (На 
самом деле, э1 о утверждение страдает некоторым излишеством, ибо 
С е р п и н е к и й  [ 1 94 7] и Ш п е к к е р  t J 954J доказали, что J- (GCH) :::> 
::::> (АС).) С другой стороны, М е н д е л ь  с о н [ 1 958 ]  доказал, ч1 о если 
теория NBG непротиворечива, то аксиома выбора невыводима даже 
в расширении это!! теории, нолучающемся в резуJiьтате добавления к ней 
аксиомы фундирования в качестве ново!! аксиомы. Такю1 образом, ес.1и 
теория NBG непротиворечива, то к неl! без противоречия можно при­
соедини1 ь как саму аксиому выбора, тю< и ее отрицание. (Однако вонрос 
о независимости аксиомы выбора от аксиом теории NBG + (аксиома 
ограничения) остается пока открытым *).) 

Упраж нения 

1 .  Показать, что в модели н .. , склассами) которой являются подклассы Н�, 
все аксиомы теории NBG (кроме,  бЫть может, аксиом ы бесконечности и аксиомы 
замещения) в ыполнены тогда и только тогда, кос да а есть порядковое число 
второго рода (т. е. когда имеет место Lim (а) ) . Доказать та кже, что н .. удов­
ле творяет аксиоме бесконечности тогда и только тое да, когда оо <о а. 

2. Показать, что аксиома бесконечности невыводима из остальных аксиом 
теории NBG, если последние образуют непротиворечивую систему аксиом. 
(У  к а з  а н и е. Рассмотреть модель Н00, <классами•  ко rорой являются подмно­
жества Н00, и доказать, ч то аксиома бесконечности в этой модели не  в ыпо.1-
нена, а остальные  аксиомы NBG в ы полнен ы.)  

*) По существу этот вопрос в м есте с таким же вопросом для обобще нной 
контину у м -1 нnот езы п ерестал быть открытым уже вскоре после  того, к ак бы .1а 
написана эта книга,  так как на  теорию NBG + (аксиома  01 р а н и ч ения) может 
быть перенrсен резулыат П. Дж. К о э н а [ 1 963 -- 1 964] о незав исимости аксиомы 
выбора и обобщенной континуум-гипотезы для систе м ы  аксиом теории множеств 
Uермело - Френкеля Zf.  Теория Zf получ ается из описыв а е мой ниже на  стр .  227 
теории ZSf' добавлением  к ней аксио м ы  огр а н и ч ения.  Коэн  доказал, что если 
теория Zf' неп ротиворсчива, то в ней н е в ы водима  аксиома выбора ,  а обобщенная 
континуум - 1  нпотеза нев ыводима в теории ZF + (аксиома в ы бора). Изложение 
эти х рсз у л ы а нщ а заодно и преJRних результатов Гёделя о совместимости 
аксио м ы ' выбора и обобщенной контин уум-гипотезы (применительно к ZF) 
можно найти 1 акже в книге К о э н а [ 1 966] ,  переведенной неда вно на  русский 
язык.  Здесь необходимо  также указать на цикл статей В о п  е н к и [ 1 965], 
[ ! 966 ] , в которых отличными от коэновrких методами дОiсазы вается, между 
nрочим, и неза висимость обобщенной континуу м-1 нпотезы (для  сис т ем ы Гёдедя­
Бернайса  с аксиомой в ы бора). (При.м. пере11.) 

8 Э, �ендепьсuн 
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3. Показать, ч то аксиом а  замещения R невыводима  из аксиом Т ,  Р, N, 
В 1 -В7, U, W, S, если эти последние совместимы .  (У к а з а н и е. Показать, что 
Н"' +о "' является моделью для аксиом Т, Р, N, В 1 -В7, U, W, S, но не для 
аксиомы R.) 

4. Порядковое число а называется недостижимым, ес1111 н. являетс11 
моделью теории NBG.  Поскольку NBG имеет  лишь конечное множество 
собственных аксиом, утверждение,  что а есть недостижимое порядковое числ,..., 
может быть в ыражено как конъюнкция репятивизиров анных посредством Н,. 
собственных аксиом NBG. Однако утверждение существов ания недостижимых 
порядковых чисел недоказуемо  в теории NBG, если последняя непротиворечива. 
То же самое  в ерно для расширения этой теории с помощью аксиомы выбора 
и обобщенной континуум-гипотезы. (См.  Ш е п е р  д с о н [ 1 95 1 - 1 953), М о н т е г ю  
и В о о т  [ 1 959] ,  а также,  в этой связи, Б е р н а й с [ 1 96 1 ] и Л е в и  [ 1 960] .)  
В свое время была  установлена связь недостижимых порядковых чисел с неко­
торыми проблемами теории меры и алгебры (см .  У л а м [ 1 930], 3 и м а н [ 1955], 
Э р д ё ш и Т а р  с к и й  [ 1 96 1  ]) .  Вопрос о непротиворечивости расширения тео­
рии N B G  добавлением аксиомы,  утверждающей существование недостижимых 
порядковых чисел ,  остается пока открытым. 

5. Функция w называется а-последовательностью, если ее обJiасть опреде­
ления совпадает с а. Если к тому же область значений функции w состоит из 
порядковых чисел, то н азовем  такую функцию а-последовательностью поряд­
ковых чисел. Н аконец, если из � <о "( <о а всегда следует w (�) <о w ("() , то будем 
говорить, что w есть возрастающая а-пос.мдовательность порядковых чисел. 
В силу предложения 4. 1 1 , если w есть возрастающая а-последовательность 
порядковых чисел,  то U (w • а) есть наименьшая верхняя грань области значе­
ний w. П орядковое число а называется регулярным, если для любого а <0& 
всякая возрастающая а-последов ательность порядковых чисел w, значения 
которой меньше а, удовлетворяет неравенству U (w " а) +о 1 <о 11. Порядковое 
число, не  являющееся регулярным,  называется син.гулярн.ым. 

(i) 
(i i) 
(ii i) 
( iv )  

(v)  

(vi) 

(vii) 

К акие коне чные  порядковые  чис�а являются регулярными? 
Показать, что ro0 регулярно и ro., сингулярно. 
Доказать, что всякое регулярное порядковое число является начальным. 
С помощью аксиомы  выбора доказать, что всякое порядковое число 
вида ro1 +о 1 регулярно. 

Доказать, что если Liт (а) и порядковое число ro,. регулярно, то 
ro., = а. (Если Liт (а), то регулярное поридковое число 11111 называют 
слабо недостижимым.) 
Показать, что если для ro,. из "( <0 ro,. следует � ("() � ro .. , то Liт (а), 
Обратно е утв ерждение сл едует из обобщенной континуум-гипотезы. 
Если О <  а, то регулярное порядковое число ro.,, для которого т <  ro о о • 
влечет � ("() � ro .. , называется сильн.о н.едостижимым. Всякое сильно 
недостижимое порядковое  число является слабо недостижи мым, 
а в предположении обобщенной континуум-гипотезы верно и обра тное 
утв ерждение. 
(Ш е п е р д с о н  [ 1 95 1 - 1953 ! ,  М о н т е г ю  и В о о т  [ 1 959 ] . )  
(а )  Если порядковое число т недостижимо (т .  е. если Н1 является 
моделью для N B G), то оно слабо недостижимо. 

D (Ь) В теории NBG + (АС) всякое порядковое число недостижим 
тогда и только тогда, когда оно сильно недостижимо. 
(с) Если теория N BG непротиворечива,  то в теории NBG + (АС) +  
+ ( GCH)  невозможно доказать существование слабо недостижимых 
nорядковых чисел. 
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Мы выбрали для аксиоматического построения теории множеств 
теорию NBG потому, что она является, возможно, самой простой и 
наиболее удобной для р аботающего математика. Конечно, имеется много 
других в ариантов аксиоматической теории множеств. 

( 1 )  Заменим (усилив тем самым теорию NBG) аксиомы В 1 -В7 одной 
схемой аксиом: 3XVy1 • • . Vyn ( (У1 , • • . , Yn) Е Х = <р (У1, • . .  , Уп)), 
где <р - произвольная, не обязательно предикативная, формула теории 
NBG. Полученная таким образом новая теория NB G+ является расши­
рением теории NBG. М о с т о в с к и й [ 1 95 1  а] показал, что NBG+ явля­
ется собственным расширением теории NBG, eCJiи эта последняя непро­
тиворечива. Теория NBG+ проще и сильнее теории NBG; но именно 
сила этой теории делает более рискованными надежды на ее непротиво­
речивость. Кроме того, представляется правдоподобным, что на теорию 
NBG+ уже не р аспространяется доказательство Г е д е л я [ 1 940]  об 
относительной непротиворечивости акс111омы выбора. 

(2) Система ZSF Цермело - Сколема- Френкеля является по существу 
частью теории NBG, трактующей только о множествах. В качестве 
переменных в ZSF мы используем х1, х2, • • • Единственным предика­
том в этой теории является двуместный предикат Е . Аксиомами ZSF 
служат аксио мы Т (объемности), Р (пары), N (пустого множества), U 
(объединения), W (множества всех подмножеств), 1 (бесконечности) и, 
кроме того, имеется еще схема аксиом, соответствующая аксиоме 
замещения R: для всякой формулы <р (и, v) аксиомой является формула 

(VvV wVи (<е (v, и) & <р (v, w) ::::> и = w)) ::::> 
::::> 3yV zz (rt Е У = 3v (v Е х & <р (v, и))). 

Всякая формула теории ZSF может рассматрива ться как некотор ая 
формула теории NBG, в которой переменвые теории ZSF играют роль 
ограниченн ых множествами переменных теории NBG. Доказано (Н о в а к­
Г а л [ 1 95 1 ], Р о с с е р  и В а н  Х а о  [ 1 950] ,  Ш l:! н ф и л ь д  [ 1 954]), что 
для любой замкнутой формулы еТ! теории ZSF, если 1- Nво еТ!, то 
1-zsF еТ!; а потому теория ZSF непротиворечива в том и только в том 
случае, когда непротиворечива теория NBG. Подробнее о построении 
т еории ZSF см. С а п п с [ 1 960] .  

Обзор различны х  аксиоматических систем теории множеств можно 
найти у Ф р е н к е л я и Б а р-Х и л л е л а [ 1 958 ]  и у В а н а Х а о и 
М а к Н о т о н а [ 1 953] .  Мы отсылаем также читатеJJя по вопросам, каса ­
ющимся более или менее подробного изложения  теории типов, 
к Ч е р ч у [ 1 940 ] и К у а й н у  [ 1 938 ] ; системы New Found at ions (N F) 
Куайна - к  Р о с с е р у  [ 1 953 ]  и Ш п е к к е р у  1 1 953 ] (где док азано, что 
сильная аксиома выбора опровержима в N F) и с и с 1 ем ы  ML Куайна ­
к К у а й н у [ 1 95 1  ] . 
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§ 1 .  Нормальные алгорифмы Маркова 

Обычно функция f (х1, • • •  , Хп) мыслится нами как эффективно 
вы числu.мая, если имеется какая-нибудь механическая процедура, следуя 
которой, можно найти значение f (k1, . . .  , kп) этой функции всякий раз, 
как только даны значени я k1, • • •  , kп аргументов. Выражение «механи­
ческая процедура», разумеется, крайне неточно , но во  в сяком случае 
мы под этим понимаем некий пронесс, не требующий для своего осу­
ществлени� .никакой изобретательности. Достаточно прозрачным тому 
примерам может служить операция сложения двух целых чисел, запи­
санных в десятичной системе. Можно также указать на хорошо извест­
ный  алrорифм Евклида для нахождения наибольшего общего делителя 
двух нелых чисел. В этих двух примерах представляется интуитивно 
я сным, что данные фуюшии эффективно вычислимы. И так обстоит 
дело в сякий раз, когда эффективная прощ�дура уже найдена. Однако 
в се ч аще и чаще мы ста;Iкиваемся в математике с задачей, состоящей 
в том, чтобы доказать, что не существует эффективно вычислимой 
функнии того или иного рода или что не сущее1 вует никакой эффек­
тивной процедуры ДJIЯ решения какого-нибудь широкого K Ji a c c a  проблем. 
Поясним сказанное еще таким примером. Хорошо известен эффектив­
ный способ узнавать, имеет ли целые корни данный произвольвый 
многочлен с целыми коэффициентами, зависящий от одной переменной. 
С другой стороны, до сих пор еще остается верешеиной так называ­
емая Десятая Проблема Гильберта, т. е. не решен вопрос о существо­
вании эффективной процедуры, следуя которой, можно было бы для 
любого многочлена с целыми коэффициентами, зависящего от произ­
вольного числа переменных, ответить на вопрос, имеет ли этот много­
член целые корни *). Если мы беремся доказывать, что та и;ш иная 
функция не является эффективно вычислимой, то мы нрежде должны 
сформулировать точное математическое определение понятия эффек­
тивной вычислимости. Совершенно аналогичная ситуация сложилась 
в свое время в матемс:тике, ко г да назрела необходимость уточне­
ния таких понятий, как непрерывность, кривая, поверхность, площадь 
и т. n. 

*) Эта пробл ем а была решена вперв ы r  Ю. R. М а1 и я с е 1 :  н ч е м  [ 1 970] 
и несколько позже Г.  В. Ч )  д н о u с к н м [ H J70j. (При.w ped.; 
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Всякая частная проблема из какого-нибуд ь общего класса проблем 
можеr быть сформулирована в виде некоторого выражения подходящего 
языка. Всякое выражение того или иного языка  в сною очередь можно 
рассматрив ать как последовательность символов э1 ого языка при усло­
ВИ11, что · пустое место, оставляемое обычно для разделения  слов, вое• 
nринимается как равноправный символ того же языка. Мы будет назы­
вать алфавитом всякое непустое конечное множество сюлвоJюв ,  а сами 
символы алфавита будем называть буквами. В естественных языках 
используется лишь конечное число букв. Равным образом и для наших 
целей достаточно будет огр аничиться рассмотрением только таких алфа­
витов. (Впрочем, все, что можно записать в бесконечном алфавите 
а1, а2, • • •  , можно воспроизвести и в алфавите { Ь, с} ,  содержащем лишь 
две буквы. Для этого достаточно условиться считать, что последова­
тельность Ьсс . . . ссЬ изображает букву ап.) Для единообразия мы 

� n раз 
будем, как правило, предполагать, что буквы всех алфавитов берутся 
ив одной и той же счетной последовательности букв S0, S1, • • • , хотя 
иногда в целях удобства будем использов ать и другие буквы .  

Словом в алфавите А назыв ается Е сякая конечная последователь­
ность букв алфавита А. Пустая последовательность букв называется 
пустым словом и обозначается через А. Если Р обозначает слово 
S1, . . . S1k и Q обозначает слово Sг1, • • • , Sг

т
' то пусть PQ обозначает 

соедин.ен.ие S1 . . •  S1 Sг . . • Sг этих двух слов. В частности, РА = 1 k 1 т 
= АР = Р. Кроме того, (Р1Р2) Р8 = Pt (Р2Р8). 

Алфавит А называется расшuрен.ие.м алфавита В, если В � А. Если 
алфавит А есть расширение алфавита В, то всякое слово в алфавите В 
есть также слово и в алфавите А . Алгорифмом в алфавите А назы­
вается эффективно вычислимая функция, областью определения которой 
служит какое-нибудь под1ююжество множества всех CJIOB в алфавите А 
и значениями которой являются также слова в алфавите А. Пусть Р 
есть слово в алфавите А; говорят, что алгориф.м � примен.им к слову Р, 
ес.'l и Р содержится в области определения �- Если алфавит В явля­
ется расш ирением алфавита А,  то всякий алrорифм в алфавите В назы­
вается алгорифмом н.ад алфавzzтом А. Разумеется, в таком виде 
понятие алгорифма столь же туманно, как и понятие эффективно вычис­
лимой функции. 

Большинство известных алгорифмов можно разбить на некоторые 
простейшие шаги. Исходя из это 1  о наблюдения и следуя А. А. М а р­
к о в у [ 1 954 ], в качестве элементарной операции, на  базе которой 
будут стр ситься алгорифмы, мы выделим nодстановку одного с.'lова 
вместо другого. Если Р и Q - слова в алфавите А, то выражение 
Р � Q и Р � .  Q будем называть формуламzz подстан.овки в алфа­
вите А. При етом преДI :отпс:ется, что стрелi< а  � и точка · не явля­
ют с я  букн шt . и а J1фЫ1 ИТа А Заметим ,  что зл.еrь к а ждое из слов Р и Q 
м о 11 .е1 G ы 1 ь  II) C1 ЫM CJIOIJOM.  Формула подс 1 аноаки Р - Q называется 
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про,стой. Формула подстановки Р � . Q называется заtслючительной. 
Пусть Р - ( · ) Q обозначает одну:· из формул подстановки Р - Q 
или Р - · Q. Конечный список формул подстановки в алфавите А (р· - < . ) Q. 

Pi - ( · ) Q, . . . . . . 
P, - ( · ) Q, 

называется схе.мой алгориф.ма и порождает следующий алrорифм 
в алфавите А. У словимея предварительно говорить, что слово Т входит 
в слово Q, если существуют такие (возможно пустые) слова И, V, 
что Q = UT V. Пусть теперь дано некоторое слово Р в алфавите А. 
Представляются две возможности: ( 1 ) Ни одно из слов Р1, . • • , Р, не 
входит в слово Р. Этот факт мы будем коротко записывать так: � : P:::::J . 
(2) Среди слов Р1, • • •  , Р, существуют такие, которые входят в Р. 
Пусть т - наименьшее целое число такое, что 1 .;;;;;; т .;;;;;; r и Р т вхо­
дит в Р, и R - слово, которое получается, если самое левое вхожде­
ние слова Рт в слово Р заменить словом Qm. Тот факт, что Р и R 
находятся в описанном отношении, коротко запишем в виде 

(а) � : Р r R, 
если формула подстановки Рт - ( · ) Qm - простая (и тогда мы скажем , 
что алгорифм � просто переводит слово Р в слово R), или в виде 

(Ь) � :  Р /- • R, 

если формула подстановки Рт - ( · ) Qm - заключительная (и тогда мы 
ск ажем, что алrорифм � заключительна переводит слово Р в слово R). 
Пусть, далее, � : F f= R означает, что существует такая последователь­
ность R0, Rt. . . .  , R k слов в алфавите А, что Р = R0, R = Rk, 
� : R1 r R1+t для j = O, 1 , . . . , k - 2  и либо � : Rн r Rk, либо 
� : Rk _J r · Rk (в этом nоследнем случае вместо � :  Р f= R мы будем писать 
� 1 f= · R). Мы nолагаем теперь � (Р) = R тогда и только тогда, когда 
ли( о � : F f= R, либо � : F f= R и � : R:::::J . Алгорифм, определенный 
таю,, м образом, называется нор.мальны.м алгориф.мо.м (или алгориф.мо.м 
Марtсова) в алфавzzте А. 

Работа алг ор ифма � может быть описана следующим образом. 
Пусть дано слово Р в алфавите А. Находим первую в схеме алго­
рифма � формулу подстановки Рт - ( · ) Qm такую , что Рт входит в Р. 
Соверш аем подстановку слова Qm вместо самого левого вхождения 
слова Рт в слово Р. Пусть R1 - результат такой подстановки .  Если 
Рт - ( · ) Qm - заключительная формула подсrановки, то работа алго­
рифма заканчивается и его значением является R1• Если формула под­
становки Рт - ( · ) Qm простая, то применим к R1 тот же поиск, кото­
рый был только что применен к Р, и так д3лее. Если м ы  в конце 
концов получим 1 акое слово R1, что � :  R1 .:::::�, т. е, ни одно из слоu 
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Р1, • • •  , Р, не входит в R1, то р абота алгорифма заканчивается и R1 
будет его значением. При этом возможно, что описанныu процесс 
никогда не закончится. В таком случае мы говорим, что алгорифм Ш' 
неприменим к слову Р. 

В нашем изложении теории нормальных алгорифмов мы следуем 
А. А. М а р  к о в у [ 1 954] .  

П р  и м е р ы. 1 .  Пусть А есть алфавит {Ь, с} . Рассмотрим схему 

{

Ь

-+ · А  С -+ С 

ОпределяемыU этой схемой нормальный алгорифм Ш' перерабатывает 
всякое слово Р в алфавите А, содержащее хотя бы одно вхождение 
буквы Ь, в слово, которое получается вычеркиванием в Р самого левого 
вхождения буквы Ь. Пустое слово Ш' перерабатывает в самого себя. 
Наконец � неприменим к непустым словам, не содержащим вхождений 
буквы Ь. 

2. Пусть А есть алфавит {а0, а1, • • •  , ап}· Рассмотрим схему 

{ ::: � an -+ A 

Условимся сокращенно изображать эту схему так: 

{ � -+ А (� Е А) 
(При р асшифровке такой сокращенно!! записи соответствующие фор­
мулы подстановки можно выписывать в произвольном порядке.) Эта схема 
оnределяет нормальны!! алгорифм �. перер абатывающиll всякое слово 
(в алфавите А) в пустое слово. Н апример. Ш' : a1aga1a3a0 1- a1aga1a3 f­
l- а2а1а3 1- а2аз 1- аз 1- А и, н аконец, Ш' :  А :::J . Следовательно, 
� (а1а2а1азао) = А. 

3 . Пусть А - алфавит, содержащий букву S1, которую мы сокращенно 
обозначим через 1 .  Для всякого натур ального числа n определим по 
индукции О = 1 и n + 1 = n1 . Таким обр азом, l = 1 1 , 2 = 1 1 1  и т. д. 
Слова n называются цифра.мzz. Определим теперь нормальны!! алгорифм �. 
схем о!! 

{А -+ · 1 
Для любого слова Р в алфавите А имеем Ш' (Р) = 1 Р  *). В частности 
� ( n) = n + 1 при любом натур альном n. 

4. Пусть А - произвольныll алфавит { а0, а1, • • • , ап}· Для всякого 
слова Р = а1· а1 • • • а f слово Р = а1 а1 . . .  а1 а1 н азовем обращением о 1 k k k-1 1 о 

*) Это очевидно, если заметить, что всякое слово Р начинается с вхожде­
ния nустого слова .А, ибо Р = .АР. 
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слова Р. Построим нормальный алгорифм � такой, чтобы для любого 
слова Р в алфавите А выполнялось равенство � (Р) = Р. Рассмотрим 
следующую (сокращенно записанную) схему алrорифма в алфавите В =  
= А U {11, � } : 

(l(l -+ � 
�; -+  ;� 

�11 -+ � 

� -+ · А  
rl1Je _. ea:1J 

А -+ а. 

(а) 

(Ь) 

(с) 

(d) 

(е) 

(f) 

Эта схема определяет некоторый нормальный алгорифм � в алфавите В. 
Рассмотр в м произвольное слово Р = a10aJ1 • • • aik в алфавите А. В силу 
формулы подстановки (f), � : Р  1- а.Р. Затем, применяя последовательно фор­
мулы подстанонки  (е), получаем � : 11Р 1- aJ1a.a10aJ8 • • •  aik 1- aJ1aJ1MJ0aJ3 • • • 

• • • a1k 1- . . .  f- а11а12 • • •  a1kf1..a10• Таким образом, � :  Р F= а11а12 • • •  a1ka.a10• 
С помощью (f) получаем затем � : Р F= MJ1aJ1 • • •  aika.aJ0• Применяя, 
как и выше, формулы подстановки (е), получаем � :  Р F= aJ2aJ8 • • •  
. .  • а1 f1.a1· а.а1 Повторяя этот процесс, приходим к � : Р F= а.а1 а.а1 • • •  k 1 о· k k - 1 
. . .  а.а1· аа1· . Теперь, снова на  основании (f), Щ :  Р F= аа.а1 а.а1 . . • а.а1 а.а1 1 о k k - 1  1 о• 
и с помощью (а) � : Р F= �a1kaa1k _ 1 • • • а.а11а.а10. Теперь остается приме-

нить (Ь), (с) и в заключение (d), после чего и получаем Щ :  Р F= · Р. Итак, 
мы построили некоторый нормальный алгорифм Щ над алфавитом А, обра­
щающий всякое слово в алфавите А *). 

Упра ж нения 

t .  П усть заданы алфавит А и Произвольное слово Q в этом алфавите. Опи­
сать действие нормальных алrорифмов, задаваемых следующими схемами: 

(а) {д. ..... . Q. 
(Ь) Схема в алфавите В =  А U {а} ,  где а не принадлежнт А: 

{ае - еа (Е Е А) 
a - · Q 

д. ... а 

* )  Различие  м ежду понятием нормального алгорифма в алфавите А и поня­
тием нор м а льного алгорифма над алфавитом А является весьма в ажным. Вся­
кий нерм альный алr орифм в А использует только буквы А, тогда как нормаль­
ный а лгорифм над А может использовать и некоторые дополнительные буквы, 
не  в ходящие в А. Всякий нор м альный алгорифм в А является также нормальным 
алгорифмом над А, но существуют, вообще говоря, алгорифмы в А, которые 
определяются нормальными алгорифмами над А, но сами не являются нормаль­
ными  алгорифмами в А (см.  упражнение 2 (d), стр. 25 1 ). 
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(с) { е -- А  
A -- · Q 

(d) Схема в алфавите B = A U { I } : 
{е - 1 (� Е А - { 1 } ) 

2. Пусть алфавит А не содержит букв а, �. "(, и пусть В =  А U {а}  и С = 
= А U { а, �. "( } .  

(а) Построить норм альный алгорифм �� в В такой, что � (А) = А н �t (ЕР) = Р 
для любой бук в ы  е из А и для любого слова Р в А ( т. е. нормальный алгорифм, 
<стирающий» первую букву во  всяком непустом слов е в алфавите  А) .  

(Ь) П остроить нормальный алгорифм iВ в алфавите С такой ,  чтобы для 
любого слова  Р в алфавите А было вы полнено равенство iВ (Р) = РР. 

3. Пусть буква а не входит в алфавиты А и В, и пусть ан . . • , ak - фикси­
рованные буквы из алфавита А, а Q1, • • • , Qk - фиксированные слова в алфа­
вите В. Показать , что норма льный алгорифм в алфавите А U В U {а} ,  задавае­
мый схемой 

{ 

a.ai - Qia (i = 1 ,  . . . ' k) 
аЕ - Еа (Е Е А - {ан . . . , ak} ) 

[ а - · А 
А - а 

персрабатывает всякое слово Р в алфавите А в слово Sub �:. '. '.'. '. �,.(Р), т. е. 
в результат одновременной подстановки слов Qн . . .  , Qk в слово Р соответ­
ственно вместо букв ан . . . , ak. 

4. Пусть H = { l } и M = { l ,  *} . Всякое натуральное число n может быть 
представлено соответствующей цифрой n' которая  представляет собой слово 
в алфаВР.1Те Н. Поставим теперь в соответствие  всякому вектору (n1, • • •  , п,.), 
где nн . . ' '  nk - натуральные числа, слово nt* . . . *nk в алфавите м, которое 
обозначю 1 через (n1 1  . . . , nk)· Так, например, (3 ,  1 ,  2) обозн а <I а ет слово 
1 1 1 1 * 1 1 * 1 1 1 . 

(а) Показать, что схема  

1 
* - *  

a l i - a l  
a l --+ · 1 
А - а  

определяет нормальный алгорифм �z над алфавитом М, применимый только 
к тем словам  в алфавите М, которые являются цифрами, и такой, что �z ( /l) = О 
для любого n. 

(Ь). Показать, что нор м альный алгорифм �N над аJ!фавитом М, опреде-
ляемый  схемой 

применим  толы{о к тем словам в алфавИ!' е М, которые  суть цифры, причем 
��N (n )  = n t l д.111 любщ о n. 
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(с) Пусть а1 1 • • •  , a2k - буквы, не входящие в алфавит  М, и пусть l �j ",;;;; k. 
Обозначим через rJ/"1 (при l :o!G i < k) список формул nодстановки 

rJ.s/ - 1* - asl - 1* 
«si _ 1 1  - а2 1 l 

a1; l -+ a9t 
asi* - asi + l  

Рассмотрим нормальный алгорифм шJ, задаваем ый одной из следующих 
трех схем: 

если l < j < k, если j =  l , если j = k, 
то схемой то схемой то  схемой 

rJ/'1 а111= -+ 12111= ,f/1 
a1 l - a9 l 

rJ1" f - 1 a1 l - l a2 rJ1" k - 1 
112/ - 1* - а2/ -1'* а.2* - а3 <Xsk - 1* -+  a2k - 1* 
<XIj- 1 1 - ast l rJ1" 1 ask -1 1 -+  ask l 

a2j1 -+ l a2j ask l -+  l ask 
a•J* - а2/+ 1 rJ1" k - 1  12sk* -+ a2k* 

rfft + l  a2k - 1* -+ 12sk - 1* ask - · А 
a2k _ 1 l - a2k l А - а1 

rJ/'k - 1 <Xsk l -+ <Xsk 
<Xsk - 1* -+ ask - 1* a2k* - a2k* 
ask - 1 1 - a2kl ask - ·  А 

ask ! -+ ask А -. а1 
a2k* -+ a2k* 

<Xsk - · A  
А - а1 

Показать, что ��' применим к тем и то.1ько тем словам  в алфавите М ,  
которые имеют вид (n 1 1  • • •  , nk), причем Ш� ( ( n 1 1  • • •  , nk)) = �; для любого набора 
(п., • • •  , nk)· 

(d) Построить схему  нормального алгорифма в алфавите М, перерабаты-
вающего (n1, n2 )  в 1 n1 - 11\ 1 · 

(е) Построить нормальные алгорифмы над алфавитом М для арифмети­
ческих операций сложения и умножения. 

Пусть � и � - алгорифмы, а Р - слово. Мы будем применять запись 
� (Р) � � (Р) для выр ажения того факта, что либо алгорифмы � и � оба 
неприменимы к слову Р, либо оба они к нему применимы и при этом 
� (f) = � (Р). Вообще, если С и D - какие-нибудь выражения, то С �  D 
будет в дальнейшем означать, что либо оба эти выражения не определены, 
пибо оба они опредепены и обо3начают один и тоr ж� объект. Назовем 
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.nва алгорифма Щ и � над алфавитом А вполне эквивалентны.мrt отно­
сительно А, если для любого слова Р в алфавите А Щ (Р) � � (Р). 
Те же алгорифмы назовем э1Свuвалентны.ми относительно алфавита А, 
если Щ (Р) � � (Р) всякий раз, когда Р есть слово в А, и хотя бы 
одно из слов Щ (Р) или !8 (Р) определено и тоже является словом в А. 

Пусть, к ак и прежде (упр ажнение 4 на стр. 233), М обознача�t 
алфавит { 1 , * } , пусть также ro - множество всех натур алЫiых чисел 
и ер есть частичная эффективно вычислимая арифметическая функция 
от п аргументов, т. е. функция, отображающая некоторое подмножество 
множества ron в ro. Через �11' обозначим соответствующий алгорифм в М, 
т. е. такой алгорифм, что �11' ((k1, . • • , kп)) == q> (k1, • • • , kп) всякий раз, 
когда хотя бы одна из частей этого р авенства определена. Предпола­
гается также, что �<r неприменим к словам, отличным от слов вида 
(k1, . • • , kп)- Мы назовем функцию q> частично вычислимой по Мар1Сову 
функцией, если существует нормальный алгорифм Щ над М, вполне экви­
валентный IВ�р относительно М *) . Если функция ер определена  всюду, 
т. е. для люб о!! п-ки натуральных чисел, и является частично вычис­
лимой по Маркову, то мы  ее назовем вычислимой по Мар1Сову. 

Мы теперь обобщим поня iие рекурсивной функции (см. стр. 1 36) . 
Частичную функцию q> от п аргументов назовем частично ре1еурсивной, 
если она может быть получена; исходя из начальных функций Z (нуль-функ­
ция), U/ (проектирующие функции) и N (прибавление единицы), с помощью 
nодстановки, рекурсии и неограниченного f.L·Оператора. (Мы говорим, что 
функция 'Ф получена из функции 't с помощью неогр аниченного f.L·Опера­
тора, если 'Ф (х1, . • • , Хп)= f.LY (т (х1, • • •  , Xm у)= О), где f.LY (т (х1 , • • • , Xn, у) ­
... О) есть наименьшее число k (если такое существуеr), для которого 
т (х1, . • •  , Xn, k) = О, а если 1 :о:;;; i < k, то 't (х1, . • •  , Xm i) определено и 
отлично от О. Та!<им  образом, 'Ф (х1, • . . , Хп) может быть не определено 
для некоторых п-ок (х1, . • •  , Хп)- В частности 'Ф (х1, • • •  , Хп) не определено 
для данных х1, . • . , Xm если не существует такого у, что 't (х1, • • •  , Xn, у)= О.) 
Очевидно, всякзя рекурсивная функция является частично рекурсивно!!. 
Утверждение о том, что всякая всюду определенная частично р�курсивная 
функция является рекурсивной, верно, но отнюдь не очевидно, и мы его 
позже докажем. Мы покажем, что совп адают поня гия  частично вычисли­
мо!! по Маркову функции и частично рекурсивно!! функции,  а также 
nонятия вычислимо!! по Маркову функции и рекурсивной функции. 

Будем говорить о нормальном алгорифме, что он за.м1енут, если его 
схема содержит формулу подстановки вида Л -+ · Q. В р аботе такого 

*) В этом и во всех других определени ях н астоящей главы квантор 
существования  понимается в обыч ном «класси ческом» смысле .  Когда мы утвер · 
ждаем , что существует объект того или иного  р ода , то мы о1нюдь не хотим 
эти м сказать, что кто-то фактически уже н ашел или когда-либо н айдет такой 
объект. Так,  в нашем случае функция qJ может быть части чно вычислимой по 
Маркову и при 3Том не обязательно, чтобы мы когда-нибудь в этом факти­
чески убедились.  
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алrорифма возможен лишь заключительный обрыв, т. е. обрыв в резуль­
тате применения зю<лючительной формулы подстановки. Пусть � - произ­
вольный ал, ·орифм. Обозначим через �· нормальны!! алrорифм, схема 
которого получается из схемы � добавлением новой формулы подста­
новки А -+ · А к ней в конце. Нормальный алrорифм 2(• замкнут и вполне 
вквивалентен алгорифму � относительно алфавита алrорифма �. 

Покаж�м теперь, что композиция двух нормальных алгориф'ЛОВ есть 
снова нормальный алгорифм. Пусть � и 'S - нормальные алгорифмы 
в алфавите А. Сопоставим каждой букве Ь этого алфави га новую букву Ь, 
которую назовем двоiiншсо.и буквы Ь. Пусть А - алфавит, состоящий из 
всех двойников букв алфавита А. Выберем еще какие-нибудь две буквы 

а и �. не принадлежащие А U А. Обозначим через &"�1 схему, полученную 
из схемы нормального алгорифма �· заменой в ней точки в каждой 
заключительной формуле подстановки буквой а, и обозначим через е7 � 
схему, котор ая  получается путем замены в схеме алrорифма �· всех 
букв алфавита А и х двойниками, всех точек - буквами � с последующей 
заменой всех фо рмул подстановки вида А -+ Q и А -+ ·  Q соответственно 
формулами полстановки а -+ aQ и а -+  a�Q. Рассмотрим схему (в сокра­
щенной записи): 

аа -+ аа (а е А) 
aa -+ all (а е А) 

а.ь - а ь (а, Ь Е А) 

а� - �а (а Е А) 

�а - �а (а Е А) 

аь - аь (а, Ь е А) 

а� -+ · А 
J?!Б 
J?�( 

Нормальный алгорифм � над алфавитом А, определяемый этой схе­
мой, таков, что для любого слова Р в А � (Р) � � (� (Р)) (доказать 
в качестве упражнения). Этот нормальный алгорифм называется 
ко.мпозициеii алгорифмов �! и IS и обозначается также символом 
IS .  �. В общем CJiyчae под �n • • • •  о �11 мы будем понимать 
�{n • (. • • о �3 • (�2 • �l t)) · · .). 

Пусть � - некоторый нормальный алrорифм в алфавите А и В -
некоторое расширение А. К схеме алгорифма � добавим сверху все­
возможные формуJiы подстановки вида Ь -+ Ь, где Ь - произвольная буква 
из В - А. Полученная таким образом схема определяет некоторый нор­
мальный алrорифм �в в алфавите В, который неприменим ни к какому 
слову, содержащему буквы из В - А, и такой, что IJ)в (Р) � !) (Р) для 
любого слова Р в А. Алгорифм 1:)8 вполне эквивалентен ат-ориф\IУ ;D 
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относительно алфавита А и называется формальным. распространением. 
алгорифма ::D на алфавит В. 

Пусть даны нормальные алгорифмы Ш и � соответственно в алфа­
витах А1 и Ag. Рассмотрим алфавит А = А1 U А2 и формальные распро­
странения ША и �А алгорифмов � и � на алфавит А. Композиция � 
алгорифмов ША и �А называется нормальной комnозицией алгорифмов 
Ш и � и обозначается символом !8 о Ш. (Недоразумений в связи с этим 
вторичным введением символа � о 21: не возникает, так как в случае, 
когда А1 = А2, нормальная композиция алгорифмов � и � совпадает 
с их композицией.) � является нормальным алгорифмом над А, причем 
� (Р) � � (� (Р)) для любого слова Р в А1, и кроме того, � применим 
только к таким словам Р в алфавите А, которые удовлетворяют усло­
виям: (i) Р есть слово в А1, (i i) �( применим к Р, (Ш) !8 применим 
к �( (Р). 

Предположим, что алфавит В является расширением алфавита А, и 
пусть Р - произвольвое слово в алфавите В. Проекцией рА 

слова Р 
на алфавzzт А называется слово, получающееся из Р, если в Р стереть 
все вхождения букв из В - А. Сокращенно записанная схема 

{ е - А (Е Е В - А) 

задает нормальный алгорифм �в. А такой, что �в. А (Р) = рА для любого 
слова Р в В. Алгорифм �в. А называется проектzzрующzz.м. алгориф.м.о.м. 

Пусть А и С - алфавиты без общих букв. Положим В = А U С. 
Тогда сокращенно записанная схема 

{ са - ас (а Е А, с Е С) 

задает нормальный алrорифм �л. с в алфавите В такой, что �А, с (Р) = 
= рАрС для любого слова Р в В. 

Если Ш есть нормальный алгорифм в алфавите А и В есть расши­
рение А, то нормальный алгорифм � в алфавите В, задаваемый схемой 
алгорифма Ш, назовем естественным. распространенzzе.м. алгорифма Ш 
на алфавит В. Очевидно, что � (Р) � � (Р) для любого слова Р в А 
и, кроме того, � (PQ) � 21: (Р) Q для любого слова Р в А и для любого 
слова Q в В - А. Заметим, что естественное распространение алго­
рифма �( на В, вообще говоря, отличается от формального распростр а­
нения Ш на В, тю< как последнее неприменимо ни к к акому слову, 
содержащему буквы из В -- А. 

П р  е д л о ж е н и е 5. 1 .  Пусть  �(1 , • • • , Шk - нормальные алго­
рzzф.м.ы zz А -- объедzmение их алфавитов. Тогда существует нор· 
.люльный алгориф.н !8 над А, называемый с о е д и н е н и е м алго-
рzzф.мов �1• • • •  , �k, тате ой, что � (Р) � 21:� (Р) ш: (Р) . • • Ш't (Р; 
для любого слова Р в алфавите А, где Ш{" есть естественное рас 
npoc транение Ш; на А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы докажем это предложение для k = 2 
после чего индукцией по k легко может быть получен и общий случа t  
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Введем алфавит А двойников букв алфавита А. Положим В = А U А .  
Пусть W1  - нормальный алгорифм, схема которого получается заменой 

-# # 
каждой буквы схемы алгорифма �1 ее двойником, и пусть �� , �2 -
естественные распространения соответственно алгорифмов �1 и �� 
на В. Пусть А = {а1, • • •  , ап} · В силу упражнения 3 (стр. 233), 
существуют нормальные алгорифмы ®1 = Subat _ · · · · · an _ и ®t = 

_ _ а1 а1 • • • • • а пап 
= Subat , · · · · an над В такие, что ®1 подставляет одновременно a1ll1 

а1 , • • • , an 
вместо а1 , а2а2 вместо а2 и т. д., а ®t подставляет одновременно а1 
вместо а1, а2 вместо а2 и т. д. Существуют, кроме того, нормальные 

алгорИфмы �А, А и � Л. А такие, что � А, А (Р) = рА рА и � А. А (Р) = рАрА. 
Тог да, как легко проверить, нормальная композиция � = ®2 • �� • �А. А • 

· �r: · �А. л ·  ®1 обла�ает искомым свойством: � (Р) � �� (Р)�: (Р) дли 
любого слова Р в алфавите А. 

С л е д с т в и е 5.2 .  Пусть �(1, • • •  , �k - нормальные алгорифмы 
соответственно в алфавитах А1, • • • , Ak, и пусть А =  А1 U . . • U Ak. 
Т о г да сущее тв у е т нормальный алгорифм � над А U { * } таtеой, что 
� (Р) � �� (Р) * �: (Р) * . . . * sл'f: (Р) для любого слова Р в А, где 

# SЛ i - естественное распространение SЛi на А *). (В частности, 
� (Р) � SЛ1 (Р) * �2 (Р) * . . . * �k (Р) для любого слова Р в алфавите 
At n . . . n Ak.) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Существует такой нормальный алrорифм � 
в А U { * }, что � (Р) = * для любого слова Р в А. 

Алгорифм � зададим схемой 

{ �:� 

(а Е А) 

Пусть, на основании предложения 5. 1 ,  � есть соединение алгорифмов 
��. �. �[2, � • . . • , �. �k· Тогда, как ветрудно видеть, � (Р) � 

# # � SЛ1 (Р) * �(2 (Р) * . . .  * Wk (Р) для любого слова Р в А и, в частности, 
� (Р) � �1 (Р) * �(2 (Р) * . . . * SЛk (Р) для любого слова Р в пересечении 
алфавитов А1, • • • , Ak . 

Л е м м а 5.3. ( 1 )  Пусть (F, - нормальный алгорztфм в алфавите А 
11 а. - произвольная буtева. Т о г да сущее твует нормальный алгорифм � 
над А U {а.} таtеой, что для любого слова Р в А 

� (Р) = ' 
{ 

а.Р 
Р, 

если 

eCЛll 
G: (P) = A, 

(F (Р) =т!= А 
и алгорифм � применим толжо te тем словам, te моторы.м при­
меним G:. 

*) Для дальнейших приложений следствия 5.2 полезно заметить, что автор 
здесь доп ускает воJможносrь * Е А. (Прим. ред.) 
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(2) Если Ш: и \В - н.ор.ма.льн.ые а.лгориф.мы в алфавите А и а -
буква, н.е принадлежащая А, то существует н.ор.мальн.ый а.лго­
риф.м � н. ад А U {а} такой, что � (Р) � Ш: (Р) и � (аР) � \В (Р) 
для любого слова Р в А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 ) Существует нормальный алгорифм �1 
над А U {а} , перерабатывающий А в а и всякое непустое слово 
в алфавите А U {а} - в А. Такой алгорифм может быть задан, наnри­
мер, следующей схемой: 

(а е A U  {а}) 

rде р - буква, не nринадлежащая алфавиту А U {а}. 
Пусть �� =- �1 • @:. Для любого слова Р в А, если � (Р) = А, то 

�2 (Р) ..., а, и если @: (Р) =1= А, то �2 (Р) = Л. Пусть � - тождествен­
ный норм�льный алгорифм в А (со схемой {А -+ · А), и пусть � есть 
соединение алгорифмов �� и �. Тогда если � (Р) = Л, то :!> (Р)=аР, 
и если @: (Р) =1= Л, то ;r (Р) = Р. 

(2) Введем алфавит � двойников букв алфавита А. Пусть В ,... 

- А  U А U {а, р }, где р ф. А U А U {а} .  Если мы з аменим в схеме алго­
рифма \В· всякую букву алфавита А ее двойником, все точки - бук­
вой р, а в nолучившейся в результате этого схеме заменим всякую 
формулу подстановки вида Л -+ Q и Л -+ PQ соответственно на  а -+ aQ 
и а -+  apQ, то nолучим некоторую схему, которую обозначим через 
i/iВ. Пусть ��! · - схема алгорифма � · . Построим теперь схему 

аа -+ all (а Е А) 
аь -+ аБ (а, Ь Е А) 
ар -+ ра (а Е А) 

Ра -+ Ра (а Е А) 
аБ -+ аЬ (а, Ь Е А) 
аР -+ · Л 

�iВ 
8ш· 

Определенный этой схемой нормальный алгорифм � над А U {а} есть 
искомый алгорифм, т. е. � (Р) � � (Р) и � (аР) � \В (Р) для всякого 
слова Р в А. 

П р  е д л о ж е н и е 5.4. Пусть �(, \В, @: - н.ор.мальн.ые алгориф.мы 
• А - Qб11e�UНIHUI их алфавитов. Тогда cyЩicm в)lem нор.ма.льнwа 
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алгорttф.Аt (! над А такой, что 

(f р ......_ { � (Р), если Р есть слово в А 11 � (Р) = А, 
(
'
)
- �{(Р), если Р есть слово в А и � (Р) =1= А, 

11 применимый к тем 11 только к тЬм словам в А, к которым прrr­
мени.м �. Алгорифм (f называется р а з  в е т в л е н и е м алгорифмов 
� u �. управляемым алгорифмо.м �. 

ll о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть �(1, �1 и (F1 - формальные распро­
странения соответственно алгорифмов �. � и � на А, и пусть а. ­
буква, не входящая в А. По лемме 5.3 ( 1 )  существует такой нормаль­
ный алгорифм 1) над А U {а.}, что 

{ а.Р � (Р) = р: если Р есть слово в А и � (Р) = А, 

если Р есть слово в А и � (Р) =1= А. 
Кроме того, по лемме 5.3(2), существует нормальный алгорифм т над 
А U { а. }  такой, что если Р есть слово в А, то т (Р) � �11 (Р) и т (а.Р) � � �1 (Р). Теперь остается положить (f = т о �. 

Пусть даны алгорифмы �1 и � в алфавите А и произвольвое слово Р0 
в А. Применим � к Р0• Если в результате получится некоторое слово Р1, 
то  применим � к Р1• Если окажется, что � (PJ) = А , то процесс закан­
ч ивается. Если же окажется, что � (Р1) =1= А, то применим �1 к Р1• 
Если в результате получится некоторое слово Р2, то применим � к Р9, 
и снова ,  если окажется, что � (Р2) = А , то процесс останавливаем, если 
же окажется, что � (Р2) =1= А, то применяем �� к Р2 и т. д. Определен­
ный таким образом алгорифм � назыв ается повторение.tt алгорифма �. 
управляемым алгорифмом �. Очевидно, что � (Р0) = Q тог да и только 
тог да.  когда существует последовательность слов Р0, Р1 , • • •  , Р n (n > О) так ая , ч то  Pn = Q, � (Рп) = А, Р1 = �{ (Рн) при O < l < n и {F (Pд =I= A  
при О < l < n. 

П р е д л о ж е н и е 5. 5. Пусть �1 u � - нормальные алгорифмы, 
А - объединение их алфавитов rr �(1 rr �1 - формальные распростра­
нения соответственно � и � на А. Тогда существует нормальный 
алгорифм � над А, являющrrйся повторением алгорифма �1, управ­
ляемым алгорrrфмом �1• 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Предложение, очевидно, достаточно доказать 
для случ ая, когда алфавиты алгорифмов � и � совпадают и когда, 
следовательно, �1 = �( и �1 = �. Пусть буква а. не входит в А. По 
лемме 5.3 ( 1 )  существует такой нормальный алгорифм � над В = А U {а.}, 
ЧТО 

{ аР, если Р есть слово в А и � (Р) = А, 
� (Р) = 

Р, если Р есть слово в А и � (Р) =1= Л. 
Пусть � = � о �. � есть нормальный алгорифм в векотором рас­
щирении F алфавита В . Пусть буква � не входит в F. Рассмотрим 
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следующую схему: 

где rff %� - схема, полученная из схемы для /У' путем зачены в ней всех 
точек буквой �· Э ra схема определяет некоторый нормальный алго­
рифм Ф, причем Ф (Р) = Q тог да и ТОJiько тог да, когда существуе r 
такая последовательность слов Р0, • • • , Pn. что Р = Р0, Q = Pn. Р1 = 
= /У (Рн) (О < i � п) и Р n - единственное в этой последовательJ.Iости 
слово, начинающееся с буквы IX. Пусть � - алгорифм, проектирующий 
алфавит F на  алфавит F - {1Х} (т. е. стир ающий все вхождения буквы IXj 
см. стр. 237). Теперь легко убедиться в том, что нормальный алгорифм 
� = � . т - искомый. 

С л е д с т в и е 5.6. Пусть � и <I - нормальные алгориф.АtЫ rr А ­
об&единение их алфавитов. Тогда существует нормальный алго­
рифм � над А, который всякое слово Р в алфавите А перераба­
тывает в слово Q тогда rt только тогда, когда существует 
такая последовательность слов Р0, • • •  , Р n (п ;;;:::: 0), что Р0 = Р, 
Pn = Q, <I (Рп) = А, Р;н = � (Рд и <I (Pt) =/= A  для l = O, 1 , . . . 
. . . , п - 1 . 

Д о к а з  а т е лi с т в о. Пусть З - тождественный нормальный алго­
Р I'фм и � - nовторение �. управляемое алгорифмом <I. Искомым алго­
р иф� ом � является тогда разветвление � и З, управляемое � (см. пред­
ложение 5.4). Этот алгорифм J) называется полным повторением алго­
рифма �. управляемы111 <I. 

П р  е д л о ж е н и е 5. 7. Каков бы ни был нормальный алгорифм � 
в алфавите А, существует такой нормальный алгорtzфм �1 над 
алфавитом В =  А U С (где С = { *• 1 }), что для любого слова Р в А 
rz для любого натурального числа п &1 (n * Р) = Q тогда rz только 
тогда, когда существует последовательность слов Р0, Р1, • • • , Pn 
(п ;;:::: 0), удовлетворяющая условиям: Р0 = Р, Pn = Q ll Р1 = � (Рн) 
для l = 1 ,  2, . . .  , п. 

Д о к а з а  т е л ь  с т в о. Пусть IX - какая-нибудь буква, не входящая 
в В, и nоложим D = В  U {:х } .  Рассмотрим нормальные алrорифмы  в D, 
задаваемые. с ледующими схемами: 

I IX1 1 --+ • 1 
1X l * -+ IX* 
IX*!; - IX* 
IX* -+ . А 
.л - � 

(!; е: В) 
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Легко видеть, что для любого слова Р в алфавите В получаем 
� 1 (О * Р) =А и �1 (n * Р) ::/= А, если n > О. 

{ .� -+- * 
• -+

А 
Если Р не содержит букву *• то �g (Р * Q) = Р. 

{ :� : �
А А -+ (Х  

Как Аетрудн о проверить, �3 (ii * Р) = Р  для любого Р в В. 
��: { 1 -.. . А  
�1: { 1 * -.. . А  

Очевидно, .f>4 (ii * Р) = n - 1 • Р, если n > О, и �� {Ь * Р) = * Р. Кроме 
того, �s (О * Р) = Р. 

Пусть теперь (! есть такой нормальный алгорифм, что (! (Р) = 
= (.f>11 •  ��) (Р) * (� • .f>3) (P) для 'любого слова Р в алфавите D (см. след­
ствие 5.2). Тогда для любого слова Р в алфавите А получаем 

(! (ii * 
Р) = { n - 1 * � (Р), если n >  О, 

• � (Р), если n = O. 

Обозначим через Е алфавит алгорифма (!. В силу следствия 5.6, найдется 
такоtl нормальный алгорифм � над Е, что lj (Р) = Q тогда и только 
тогда, когда существует последовательность слов Р0, • • •  , Pk (k � 0), 
удовлетворяющая условиям : Р0 = Р, Pk = Q, .f>1 (Pk) = A, Р1 = <! (Р1_1) 
(О < i � k) и .f> (Рд =1= А (О � i < k). Читателю предоставляется в качестве 
упр ажнения доказать теперь, что алгорифм �1 = �s • � есть искомый 
нормальный алгорифм. 

П р е д л о ж е н и е 5.8. Всяиа1l час тttчно реиурсивная фуниция 
является частично вычисли.мой по Мариову фуницztей, и всяиая 
реиурсивная фуниция является вычислимой по Мариову фvницrtей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. ( 1 )  Начальные функции Z, N, uJ ( l � j � k) 
вычислимы по Маркову (см. упражнение 4, стр. 233-234). 

(2) Подстановка. Предположим, что функция ф получается из функ­
ций 't, tft • • . • , tflk с помощью подстановки: ф (xt • . . .  , Хп) = 't (tpt (Xt, • • •  , Хп), . . . 
• • • , tflk (Xt, . . • , Хп)), где 't, tft• • • • , tflk - частично рекурсивны. Предположим 
также, что существуют нормальные алгорифмы �,. �'f'l' • : . , �'�'k над 
М = { 1 ,  * } , которые частично вычисляют соответственно функции 't, 
rp1, • • •  , tflk· Согласно следствию 5.2, существует нормальный алгорифм !8 
над М такой, что � (Р) � �р1 (Р) * �'1'1 (Р) • . • . • �'�'k (Р) для дюбого 
слова Р в алфавите М. В частности, 

� ((х, , . . .  , Хп)) � !f/1 (х�, • • • , 1IJ • . . .  • Ч'.t (хь . . .  , ijJ 
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для любых натуральных х1, • • •  , Xn. Положим � = �. о � . Тогда для 
любых натуральных х1, • • • , Xn имеем 

� ((х1, . . .  , x,J) � �. (Ч�t (х1, . . .  , Хп), . . . , Ч'k (х1, . . .  , Хп)) � 
� 't (Ч'1 (xt . . . . , x,J, . . . , Ч'k (xt . . . . , 

(3) Рекурсия. Допустим, что функция ф получена  из функций 't и � 
с помощью рекурсии: 

ф (х1, . . . , xk, О) ==  1 (х1, . . .  , xk), 
ф (х1, . . .  , xk, у + 1 )  = � (х1, . . .  , xk, у, ф (х1, . . . , xk, у)), 

и пусть �. и �'Р - нормальные алгорифмы над М, частично вычисляющие 
соответственно функции 't и rp. Пусть, наконец, �z, �!:--� и �r; - нор­
мальные алгорифмы, вычисляющие соответственно функции Z, N и u;. 
с arkH помощью алгорифмов '«J может быть построен, в силу следствия  5.2 ,  
такой нормальный алгорифм �1 над М, что �1 (х1 * . . .  * xk * у) � х1 * . . . 
• . . • х k· Пусть Jt = �. о �1. Снова на основании следствия 5.2 и исходя 
из алгорифмов �:t�, ��н . . . . , ��н. �z, Jt, строим нормальный алrо­
рифм �� над М такой, что ��� (xt * · " * Xk * Y> � Y * Xt * · · · * X k * o * 
* 't (х1, • • • , xk). Нормальный алгорифм �8 = �N о �:t: работает таким 
образом, что �3 (х1 * . . . * xk * у *  х) = У +  1 .  Применив . следствие 5.2 

arkH k+!l т at .11 к алгорифмам '«1 , • • •  , Щk , :.ua и '«'f получим нормальный алгорифм \.Jt 
над М такой, что 

�& (Xt * · · · * xk • Y • X) � xt * · " * XA: * Y + 1 * � (х1, . . .  , xk, у, х). 

В силу предложении 5.7, существует такой нормальный алгорифм �1. 

что при любом n � О равенство �l (ii "' Р) = Q выполнено тог да и только 
тог да, ко г да существует последовательность слов Р 0, • • • , Р n• у довлет­
воряющая условиям: Р0 = Р, Р n = Q и Р1 = �" (Pi_t), где О < i � n. 
Тог да алгорифм � = �:�: о �i о ��� и есть тот нормальный алгорифм 
над М, который вычисляет ф. В самом деле, прежде всего, 

��� (х1 * . . .  * xk * У) � у * х1 * . . .  * xk * О *  't (х1, • • •  , xk)· 

Применеине затем к слову у *  х1 * . . .  * xk * 6 * 't (xt • . . . , xk) алгорифма �l 
равносильно, очевидно, у-кратному применению алгорифма �,.. начиная 
со слова х1 * . . . * xk * б * 't (х1, . . .  , xk)· Легко видеть, что при этом 
в результате получится слово х1 * . . . "' xk * у * ф (х1, . . . , xk, у). Применяв 
затем �::;::, получим окончательно ф (х1, . . . , xk, у). 

(4) р.-оператор. Пусть ф (х1, . . . , Хп) = р.у (� (х1, . . .  , Xn, у) = О) и 
предположим, что некоторый нормальный алгорифм �'Р над М частично 

и мnН 11rnH 11r arntt вычисляет rp. сходя из алгорифмов '«t , • • •  , �п и �N • '«пн в соот-
ветствии со следствием 5.2 построим нормальный алгорифм � такой, 



244 ГЛ 5 ЭФФЕКТИ ВНАЯ ВЫЧИСЛ ИМОСТЬ 

что 1.Ш (х1 * . . . * Xn * у ) = х 1  * . . .  Xn * у +  l. Рассмотрим нормальныМ алго­
р ифм � над М, задаваемый  схемой { 1 1 -+ · 1 1  

1 -. А 
Если n = О, то � (n) = А, если же n > О, то :!) (n) =1= А. Пусть � = 
= :!) • �'Р. Тогда 

_ _ _ { = А, если <p (Xt, . . .  , Хп) = О, 
� (Х t *  . . . * Х п * У) А ) =1= , если <р (х1, . . .  , Xn =1= О. 

Пусть, далее, Л - нормальный алгорифм над М такой, что 

Л (х1 * · . . * хп) = х1 * . . . * Хп * О. 
Применив к алгорифмам 1.Ш и G: следствие 5.6, заключаем, что существует 
нормальный алгорифм {) над М, для которого равенство {) (Р) = Q 
выполнено тогда и только тогда, когда имеется ПОСJiедовательность слов 
Р0, • • • , Pn (n ;::, O), удовлетворяющая условиям: Р0 = Р, Pn = Q, � (Рп) = 
= А, Р1+1 = llli (Рд и � (Р;) =1= А, г де l = О, 1 , . . .  , n - l . Определим 
теперь нормальный алгорифм � как композицию ��t� • {) о  Л. Нетрудно 
видеть, что 

� (Xt * . . .  * Xп) � p.y (<p (Xt, . . .  , х,., у) = О) � ф (Хt, . . . , Хп). 

Из пунктов ( 1 )-(4) следует, что если ф есть частично рекурсивная 
функция k аргументов, то существует такой нормальный алгорифм �'Р 
над М, что 

�"' <Xt * . . . * xk) � ф (xt • . . . ' xk)· 

Читатель без труда построит схему, задающую нормальный алгорифм ffi 
над М, который прим�ним только к словам вида х1 * . . .  * xk, где х1, • • • 
• . . , xk - натуральные числа, и который работает таким образом, что 
ffi (Х1 * . . .  * xk) = х1 * . . .  * xk. Зададим нормальный алгорифм �Ф равенством 
�Ф = �Ф о ffi. Тогда �Ф (X t * . . . * xk) � ф (xt, . . .  , xk), причем �Ф применим 
к слову Р тог да и только тог да, когда Р есть слово в алфавите М 
вида х1 * . . .  * xk и ф (х1, • • • , xk) определено. СледоватеJiьно, всякая 
ч астично рекурсивная функция есть также частичная вычислимая по 
Маркову функция. Отсюда, в частности, следует, что всякая рекурсивная 
функция есть функция, вычислимая по Маркову. 

Мы теперь определим геделевы номера  для всех букв S0, S1 , • • • , 
и з  которых состоят наши алфавиты: g (SL) = 2/ + 3. Далее, каждому 
слову Р = S10 • • • S1k припишем rёделев номер 

g (Р) = 2g (S/o) 3g (SJ1 ) . . • p: (slk) = 22 /о+ з 32/1 + з . . .  p:Jk +з, 
где Pk есть k-e простое число. Положим, кроме того, g (A) = 1 . Наконец, 
геделев номер последователь чости слов Р0, • • • , Pk определим как 
2g(Po) 3g (P1 ) • • •  pf (Pk ) , 
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Условимся обозначать буквы S1 и S2 соответственно буквами 1 и *· 
Тогда, рассматривая цифры как слова в алфавите {S1} , получаем g (О) = 26, n 
g (1) = 23 • 35 и вообще g (ii) = 11 pf. 

i = O  
Для всякого алфавита А существуют такие нормальные алгорифмы 

�1 и �2 над A U { I ,  * } , что �1 (P) = g (P) и �2 (g (P)) = P для любого 
слова Р в А. Рассмотрим вопрос о существовании алгорифма �1• 
Во-первых, существует такой нормальный алгорифм �1 над М U А, где 
М =  { 1 ,  * }, что для любого непустого слова Р = am0am1 • • • а т в алфа-г 
вите А 

�� (Р) = g (ат0) * g (ат) * . . . * g (am ) И �� (ат0) = g (ат0) *· г 
В самоч деле, если А := {S10, • • • , S1k}' то такой алгорифм 'Q31 задае гся 
схемой *) 

a.S1k -+ 2jk + 3 * � 

а. -+ · А 
А -+  а. 

Во-вторых, существует такой нормальный алгориф\f �2, что '82 (ii * Q) = 

= О * 211 * Q. (Доказательство этого факта предоставляется читателю 
в качестве упражнения. При  этом полезно заметить, что так как 
функция  21 рекурсивна, то, в силу предложения 5.8, существует вычис­
ляющий ее нормальный алгорифм.) Положим �3 = �2 , �1• Тогда для 
вся кого непустоrо слова Р = Sm0 • • • Sm г 

�3 (Р) = О *  2g (Smo) * g (Sт1) * . . .  * g (Sm ) *· г 
Пусть � есть такой нормальный алгорифм, что 

� (ii * u * v * Q) = n + 1 * u · р'�+1 * Q. 
(Доказательство существования такого � мы тоже оставляем на долю 
читателя. Заметим лишь, что функция f (х, у, n) = х · р�+1 рекурсивна и, 
следовательно, вычислима с помощью некотороrо нормального алго­
рифма.) Пусть, далее, � - нормальный алгорифм, удовлетворяю:ций 
условию: � (Р) = А тог да и только тог да, ко г да Р содержит в точности 
два вхождения буквы *· В силу следствия 5.6, существует нор'lfальный  
алгорифм .р,  являющийся ПOJJHЬI M  повторением �. управляемым �- Обо­
значим, наконец, через <! нормальный алгорифч, Перерабатызаю ций 
всякое слово вида х * у *  в слово у, и положим О: = (! о ,Р о �3. Ветрудно 

*) Здесь следует потребов ать, чтобы буква а не входил а  в алфавит А U М . 
(Прим. перев.) 
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убедиться в том, что В (Р) = g (Р) для любого непус rого слова Р в А.  
Теперь уже существование нормального алгориф\lа �1 над А U М такого. 
что �� (Р) = g (Р) для любого, в том числе и пустого, слова в А, легко 
следует из предыдущего с помощью предложения 5.4. (Напомним, что 
g (A) = l .) 

Упражнение 

Доказать, что существует такой норм альный алгорифм 't2 над А U М, ч т о  
't1 (g (Р)) = Р для любого слова  Р в А. 

У к а з а  н и е. Построить нормальный алгорифм Ф, определенный только 
на словах вида 2i + а, для которых Si Е А, и такой, что Ф (2i + 3) = S;. 
Построить нормальн ы й  алгорифм .� , определенный только на словах вида u, 
где u - положительное  н а туральное  число, и такой,  что .� (u) = О *  u *· Затем 
построить норм а .1 ь н ы й  а .1горифм \J такой, ч то для любых натуральных n и и 
и для любого слова  Р 

\J (ii * ii * P) = n + 1 * qt (р�>п, u) * Р Ф ((u )п}. 
Пусть � - нормаль н ы й  алгорифм такой, что � (ii * j * Р) = А для любого Р и 
любого целого н еотрицательного n, определенный также и для слов вида, 
отличного от ii * 1 * Р, но со значением,  отличным от А. В силу предложения 5.5, 
с уществует нормальный алгорифм !Jl, осуществляющий повторение \J, у прав­
ляемое �- П усть @ - нормальный алгорифм, перерабатыв ающий всякое слово 
вида ii * I * Р в слово Р. Положить � = @  • !Jl •  St .  Показать, что t' (g (Q)} = Q 
для любого непустого слова Q в А. В заключение с помощью предложения 5.4 
у честь слу ч а й  п устого Q. 

Пусть � - произвольный алгорифм (не обязательно нормальный) 
над алфавитом А. Поставим в соответствие алгориф\lу � частичную 
функцию ф�1, удовлетворяющую следующему условию: для любых нату-
ральных чисел n и т равенство ф� (п) = т  выполнено тогда и только 
тогда, когда либо n не есть геделев номер никакого слова в алфавите А 
и т = О, либо n и т суть геделевы номера некоторых слов Р и Q в А, 
причем � (Р) = Q. Предположим, что функция ф�1 частично рекурсивна 
(в этом случае мы назовем � ретtурсzzвным алгорuфJ.mм). В силу 
предложения 5.8, тог да существует такой нормальный алгорифм 'В над 
алфавитом М = { 1 ,  * } , что � (n) � Ф�! (n) для любого натурального n, 
причем � определен только для тех n, для которых определено ф�1 (n). 
Пусть �· = �� · � " �1• Нетрудно видеть, что �· есть нормалышИ алго­
рифм над алфавитом А, вполне эквивалентный алгориф''У � относи­
тельно А. Таким образом, верно следующее 

П р  е д л о ж е н и е 5.9. Если алгорzzфм � над алфавuтом А татtов, 
что фунтtцuя ф�1 частuчно ретtурсuвна, то существует норлtальный 
алгорифм над алфавzzтом А, вполне этtвuвалентный алгорифАtу �( 
относительно А. 

П р е д л о ж е н и е  5. 1 0. Если � есть нор,иальный алгор11фм над 
алфавитом А, то ф� есть частично ретtурсивная фунтtцuя; ecлtl, 
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rсро.ме того, � при.менд.м rco всякому слову в алфавите А, то фун.rс­
цzzя ф� реrсурсивн.а. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Назовем индексом простой формулы подста­
новки Р -+-Q число 21 • 3g (P) • 5g (Q) и индексом заключительной формулы 
подстановки - число 2� · 3g (P) • 5g (Q), Назовем, далее, индексом схемы алго­
рифма Р0 -+- ( · ) Q0, • • •  , Pr -+- ( · ) Qr число 2ko3k1 • • • p�r, где ki - индекс 
формулы подстановки Р; -+- ( · ) Q1• 

Введем ·следующие рекурсивные предикаты: 
( 1 ) Word (u): u =  1 V Vz (z < 1h (u) ::J 3у (у < u & (u)z = 2у + 3)) (cu 

есть гl!делев номер некоторого слова�). 
(2) SI (u): lh (u) = 3 & (u)0 = 1 & Word ((u)l) & Word ((u)�) ( cu есть индекс 

простой формулы подстановки» ). 
(3) TI (u): 1h (u) = 3 & (u)0 = 2 & W ord ((u)l) & W ord ((ubl ( «U есть индекс 

заключительной формулы подстановки» ). 
( 4) Ind (u): u > 1 & V z (z < 1h (u) ::J SI ((u)z) V ТI ((u)z)) ( cu есть индекс 

схемы алгорифма» ). 
Обозначим через х О у рекурсивную функцию, которую в г лаве 3 n 

стр. 1 42 ( 4)) мы обозначали через х * у. Тог да если х = П Pii, г де i= O  т n т 
а.1 > О (i = O, 1 ,  . . . , n), и если У = fi Pri, то х О у = П Pi'i · JI P�iпн· 1 =0 i= O  1 =0 
Кроме того, х О 1 = 1 О х = х. Операция О соответствует операции 
соединения слов. 

(5) Lsub (х, у, е): «е есть индекс некоторой формулы подстановки  
Р -+- ( · ) Q, а х и у суть гl!делевы номера некоторых слов И и V таких, 
что Р входит в И и V есть результат подстановки Q н а  место самого 
левого вхождения Р в И», т. е. Word (x) & Word (y) & (S I (e) V ТI (e)) & 
& 3uu�x3Vv�x  (X = U 0 (e)t 0 v & y = u 0 (е)� 0 V & l 3W,v�x3Zz�x  (Х = 
= w О (e)t О z & w < u)). 

(6) Осе (х, у): «Х и у суть геделевы номера соответственно некото­
рых слов И и V и слово V входит в слово И», т. е. Word (х) & 
& Word (y) & 3 vv""' x 3Zz ""' ' (X = V О у О z). 

(7) End (е, z): «Z есть гl!делев номер некоторого слова Р, е есть 
индекс некоторой схемы, и определяемый этой схемой алгорифм непри­
меним к слову Р» , т. е. Ind (e) & Word (z) & Vww < Ih ( e ) (l Occ (z, ((e)w)t)). 

(8) SCons (е, у, х): «е есть индекс некоторой схемы rJ?, а у и х суть 
rl!делевы номера некоторых слов V и И таких, что V может быть 
получено применением к И некоторой простой формулы подстановки 
схемы ri7», т. е .  Ind (е) & Word (х) & Word (у) & 3 vv < Ih ( e >  (SI ((e)v) & 
& Lsub (х, у, (e)v) & Vzv <v П Осе (х, ((e)z)t))). 

(9) TCons (е, у, х): аналогично S Cons (е, у, х) с заменой SI ((e)v) 
на ТI ((e)v) (т. е. слов «простой формулы подстановки:. €ловами сзакJJю­
чительной форму JIЫ подстановки» ). 
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( 1 0) Der (e, х, у): «е есть индекс некоторой схемы rff, х есть геде­
лев номер векоторого слова U0 и у есть геделев номер последова­
тельности слов U0, U1, • • .  , Uk (k ;;:::::: О) такой, что если О .:;:;;; i < k _:_ 1 , 
то задав аемый схемой J7 алгорифм � переводит U; в Ин1, и либо 
� : Uk_,_ 1 f- · Uk, либо � : Uk _,_ 1  f- Uk и � : Uk:::::J (либо если k = О, то 
� : Uk:::::J ), т. е. Iнd (e) & Word (x) & 'v'zz < Jh (y) (Word ((Y)z) & (y)0 = x& 
&'v'zz< Jh ( y) _,_2 (SCons (е, (Y)z + ' ' {y)z)) & (lh (у) = 1 & End (е, (У)о)) V (lh (у) > 
> 1 & (TCons (е, (Y)Jh (y) _,_ \, (Y)Ih ly) -'- 2) V (SCons (е, (y)Jh ( Y> -'- ' '  (y) Jh (y) _,_ 2 ) & 
& End{e, (у)щ у) _,_ 1))))). 

( 1 1 ) W А (u): «U есть геделев номер слова в данном алфавите А =  
= {Sio• . . .  , Slm} », т. е. 

Пусть теперь � - произвольвый нормальный алгорифм над алфа­
витом А и е - индекс схемы, которой он задается . Рассмотрим частично 
рекурсивную функцию ер (х) = р.у ((W А (х) & Der (е, х, у)) V l W А (х)). 
Как нетрудно видеть ф�1 (х) = (ер (x))1h (<р (х))  _:_ 1 ,  откуда следует, что Фш 
есть частично рекурсивная функция. Если же при этом алгорифм � 
применим к каждому слову в А, то функция ер, а вместе с ней и функ­
ция Фш рекурсивны. 

Упражнение 

П усть задан алфавит А. Показать, что существует нормальный а:�r орифм Ql 
над А U М такой, что для любого нормального алгорифма  \11 в А, задаваемого 
схемой с индексо м е, и для любого слова Р в А в ы полнено условн J t  равен­
ство Ql (е * Р) = �� (Р). Алгорифм Ql называется универсальньtАt алгорифмом 
для алфавита А. 

С л е д с т в и е 5. 1 1 .  Если данная •tастzzчная функция ер является 
частично вычислимой по Маркову, то она есть фуюсцzzя частично 
рекурсивная, если же ер есть функция, вычислимая по Маркову, то 
функция ер рекурсивна. 

Д о к а з а  т е л ь  с т в о. Пусть � - нормальный алгорифм над М 
такой, что ер (п1, . . .  , пk) = т тогда и только тогда, когда 
� ((п1, • • • , пk)) = fii. Функция Фш частично рекурсивна. Положим 

n 
't (п) = g (n). Функция 't рекурсивна, так как g (n) = g ( 1  пн) = П (р;)6 *). 

i = O  

*) Злесь автором вводится обознач ение 1 k для с :ю в а  1 1  . . .  \ .  

(Прим. nepe8.) 
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n 

Функция 1 (х) = lh (х) � 1 также рекурсивна. Если х = П (pl)5, то n = 
i = O  

= 1 (х). Рекурсивна, очевидно, и функция 

� (nt, . . . , nk) = g ((nt, . . .  , nk)) = g ( l n1 + 1 * 1 ns + l* * 1 n k+ l) = 

= [1i ' (�д3] • (Рп1 + 2)7 • [1J 1
(Pi + nl + З)5 ] ·  (Pпl +ns + Б)7 • • • • 

t
=

D • (P <nl + . . . +пk ��:2k -'- з)7 .  [1-i 

I
(P i+пl + . . .  +nk - 1  +2k -'-2)a] . 

t
= O  

Тог да функция <р = 1 о Фш • е является ч астично рекурсивной. Если 
функция <р вычислима по Маркову, то можно предполагать, что алго­
рифм �( применим к любому слову в М (схему алгорифма � можно 
иэменить таким обраэом, чтобы он всякое слово в М, не имеющее 
вида n1 *  *nk, перер абатывал в А). Тогда, в силу предложения 5. 1 0, 
функция ф�t рекурсивна, а вместе с ней рекурсивна и функция <р = 
= 1 · Фш . е. 

У пражнение 

Показать, что всюду определенная ч астично рекурсивная функция рекур­
сивна. 

Итак, следствие 5. 1 1  и предложение 5.8 устанавливают эквивалент­
ность понятий частичной вычислимости по Маркову и частичной рекур­
сивности (а также вычислимости по Маркову и рекурсивности). Теэис 
Черча утверждает в свою очередь, что понятие вычислимости эквива­
лентно понятию рекурсивности (а в расширенной формулировке - что 
понятие  частичной эффективной вычислимости эквивалентно понятию 
части чной рекурсивности). А. А. Марков в терминах алгорифмов сфор­
мулировал соответствующий  принцип, наэванный им принципо.м нор.ма­
лизацzш: всякиl!  алгорифм в А вполне эквив алентен относительно А пеко­
торому нормальному алгорифму над А.  Окаэывается, что теэис  Черча 
и принцип пормалиэации эквивалентны. В самом деле, примем сначала 
теэис Черча. Пусть � есть алrорифм в алфавите А. Соответствующая 
функция Фl}t является частичной эффективно вычислимой функцией. 
Тогда, в силу теэиса Черча, фl}{ есть частично рекурсивная функция и, 
следовательно, алrорифм �. на  основании  предложения 5.9, вполне 
эквивалентен относительно А некоторому нормальному алгорифму над А. 
Таким обраэом , если верен теэис Черча, то верен и принцип нормали­
эации .  Обратно, пусть верен принцип нормалиэации, и пусть <р ­
проиэвольная частичная эффективно вычислимая функция. Пусть, 
далее, �'f' - соответствующий алгорифм в М. Согласно принципу 
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нормализации, �'f' вполне эквивалентен относительно М некоторому нор­
мальному алгорифму над М. Следовательно, функция С? есть частичная 
вычислимая по Маркову функция. Но тогда, в силу следствия 5. 1 1 , 
!f1 является функцией частично рекурсивной, и мы вывели, таким обра­
зом, из принципа нормализации тезис  Чt!рча. 

Разумеется, ввиду неточиости интуитивных понятий алгорифма и 
эффективно вычислимой функции невозможно доказать верность прин­
ципа нормализации Маркова или тезиса Черча. Не располагаем мы и 
какими-либо _анриорными доводами в пользу этих гипотез. Нет никаких 
бесспорных оснований считать, что применение однпх лишь формул 
Подставовки может заменить любые эффективные операции. Здесь можно 
р ассчитывать только на неполное подтверждение, а не на стро гое дока­
зательство. Очевидно, что всякая частично рекурсивная функция явля­
ется частичной эффективно вычислимой функцией *). Обратное утвер­
ждение, а именно, что всякая частичная эффективно вычи слимая функ­
ция является частично рекурсивной (или что всякий алгорифм в алфа­
вите А вполне эквивалентен относительно А векоторому нормальному 
алгорифму), подтверждается для всех известных частичных эффективно 
вычислимых функций. Есть некоторое дополнительное обстоятельство, 
говорящее в пользу тезиса Чt!рча, а именно, тот удивительный факт, 
что самые разнородные подходы к уточнению понятия частичной эффек­
тивно вычислимой функции привели к эквивалентным определениям. 
Мы это уже видели в отношении частично рекурсивных и ч астичных 
вычислимых по Маркову функций. Ниже будет по казан о, что к тому 
же самому результату приводят и другие подходы - Тьюринга, Эрбрана 
и Гt!деля. Теория Л-вычисли.мости Ч t! р ч а [ 1 94 1 ]  и теория нормальных 
систем П о с т а [ 1 943 J также ведут к понятиям, эквивалентным понятиям 
частично рекурсивной функции или нормального алгорифма. (Доводы 
в пользу тезиса Чt!рча  подробнее р ассмотрены у }{ л  и н и [ 1 952 ], 
§§ 62, 70. См. также Г е р м е с  [ 1 96 1 ].) 

Упражнения 

1 ,  Доказать,  что nринцип нормализации эквивалентен утверждению, что вrя­
кий алгорифм в алфавите А эквивал ентен относительно А векоторому нор­
мальному алгорифм у  н ад А. 

2. П усть В и А =  {а 1 ,  • • •  , ak } - алфавиты без общих букв и Ь, с - раз­
личные буквы ,  не nринадлежащие В U А. Для всякой буквы а оnределим а1 
как сокращенную запись слова аа . . .  а. Перевадом Т (ut) буквы а; н азовем 

i раэ 

*) Читателю следу ет иметь в виду ,  что эффективная вычислимость вовсе 
не nодразумевает ф актическую вычислимость.  Эффективная вычислимость функ­
ции означ ает лишь, что каждое ее знач ение может быть вычислено в некото­
рое конечное число шагов ,  согласно векотор ому фиксиров анному предписанию. 
При этом в ычисления, необходимые для nолучения значений ,  н апример ч астично 
рекурсивных ф ункций, могут заключать в себе такое огромное число шагов, 
что для их выnолнения не хватило бы всего времени существов ания челове­
.ествL 
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слово cb ic, а персводом Т (и) всякой буквы и из В будем считать сам у эту  
букву .  Перевод Т (Р) всякого непустого слова  Р = d1  . . . d n  в В U А определим 
как слово T (d1 )  . . .  Т (dп), а если Р = А, то положим Т (Р) = А. Отметим, что 
Т (Р) = Р дл я любого слова Р в В. 

(а)  Показать,  что схе м а  

{аЕ --+ Т (Е) а 
а -+ · А  

А --+  а 

(� е B U А) 

где а не прин адлежит В U А U { Ь, с} , определяет нормальный алгорифм Х такой,  
что Х (Р) = Т (Р) для любого слова Р в В U А. 

(Ь)  Построить схем у  для нор мального алгорифм а  !В н ад В U А U { Ь, с } 
такого, что  Q3 (Т (Р)) = Р для любого с.� о в а Р в В U А. 

(с)  П усть � - нор м а .1 ьный  а лгорифм в В U А. Для всякой форм улы под­
становки Р ---.. ( · ) Q из схе м ы  алгорифма  � определим  ее перевод как форм улу 
подстановки Т (Р) -.. ( · ) Т  (Q) .  Схема ,  пол учающаяся из схе м ы  для � путем 
замены в этой последней всякой форм у л ы  подстановки  ее переводом, опреде­
ляет некотор ый нормаль н ы й  алгорифм Т (<,i) в В U { Ь, с}. Показать,  что  
(Т ( (t) (:t (Р) )  ::::==: Х (� (Р)) ,  где  Х - нормальный алгорифм из (а). 

(d) ДоказаТf,, что всякий нор м а л ь н ы й  алrорифм н ад В вполне эквивален­
тен относительно В некиер ом у  нормаr.ы.ом у алrорифму  в В U {Ь, с } .  (На самом 
деле вместо двух можно всегда обойтись и всего лишь одной дополюнельной  
буквой.  Это доказал Н.  М. Н а г о р н ы й [ 1 953] .  Там  же  им показано,  что с ущест­
вует нормальный алгорифм н ад В, а и м енно,  удваивающий алгорифм ( упраж­
нение 2(Ь), стр. 233), который не эквивалентен  относи1 ельно В никаком у  
нормальному  алrориф м у  в В .  Доказател ьство этого последнего утверждения 
мы оставляем читателю в качестве легкого упражнения.) 

§ 2. Алгорифмы Тьюринга 
Стремясь найти точное определение понятия эффективной вычи сли­

мости, Т ь ю р  и н г [ 1 936] выделил некоторый класс абстрактных машин, 
о которых высказал предположение, что они пригодны для осущест­
вления любой «механиче ской» вычислительной процедуры. Эти машины 
называют теперь в честь их  изобретателя .машина.ми Тьюринга. Мы при­
ступаем к их описанию. 

Пусть имеется лента, потенциально бесконечная в обе стороны и 
разделенная на квадраты. Потенциа;Iьная бесконечность ленты понима­
ется в том смысле, что в каждый данный момент времени она имеет 

конечную длину, и вместе с тем к ней всегда как слева, так и справ а 
могут быть добавлены новые квадр аты. Имеется некоторое конечное 
множество сu.!tволов ленты S0, • • •  , Sm называемое алфавито.м машины. 
В каждый момент времени каждый квадрат может быть занят не более 
чем одни!\1 символом. Машина обладает некоторым конечным множест­
вом внутренних состояний { q0, q1, • • • , qm}· В каждый данный момент 
времени машина находится в точности только в одном из этих состо­
яний. Наконец, имее i С» чдт а ю щ ая головка, котор ая в каждый данный 



252 ГЛ. 1. ЭФФЕI<ТИВНАЯ ВЫЧИСЛИМОСТЬ 

момент в р емени находится на одном из квадра1 ов ленты. Машина дей­
ствует не непрерывно, а лишь в дискретные моменты времени. Если 
в к акой-то момент t читающая головка воспринимает квадрат (т. е. стоит 
на квадрате), содержащий символ S;, и машина находится во внутрен­
нем состоянии qj, то действие машины определено, и он а севершит 
один из  следующих четырех актов: ( 1 )  головка стирает символ S; и 
записывает на  том же к вадрате новый символ Sk, (2) головка переме­
шается в соседний слева квадрат, (3) го;ювка перемешается в соседний 
справа квадрат, (4) машина останавливается. В случаях ( 1 ) - (3) машина 
переходит в новое внутреннее состояние q, и готова снова к действию 
в следующий момент t + 1 . Будем предполагать, что символ S0 пред­
ставляет пустой кв адр ат, и что, следовательно, читающая головка всегда 
воспринимает какой-нибудь символ. Первые три из возможных актов 
действия машины могут быть описаны соответственно следующими упо­
рядоченными четверк ами, которые мы в дальнейшем будем называть 
1Со.лtанда,ии: ( 1 )  qjSiSkq" (2) qjS1Lq" (3) qjS;Rq,. Здесь первые два 
символа - это соответственно внутреннее состояние машины и воспри­
ним аемый символ, третий символ представляет действие машины (напи­
сание головкой символа Sk или перемещение головки на один квадр ат 
влево, или персмещение головки на  один квадрат вправо), четвертый 
символ - новое внутреннее состояние машины, в котором она находится 
после данного акта действия. 

Если лента вложена в машину Тьюринга, читающая гоЛовка машины 
помещена на один из  квадратов ленты и машина приведена в одно из 
своих внутренних состояний, то машина начинает оперировать н а ленте: 
ее головка пишет и стирает символы и перемещается из одного квад­
р ата в другой - соседний. Если при этом машина когда-нибудь оста­
навливается, то находящаяся в ней в момент остановки Jtента называ­
ется результатом применения  машины к данной ленте. 

Мы можем теперь с каждой · машиной Тьюринга Т связать неко1 орый 
алr орифм � в аJiфавите А машины Т. Воэьмем п роизвольвое слово Р 
в алфавите А и запишем его с;rсв а  направо в квадратах чистой Jiенты. 
Поместим эту ленту в м ашину таким образом, ч1 обы читающая головка 
воспринимала самый ЛЕвый квадрат, и приведем машину во внутреннее 
состояние q0• Машина начинает р аботать. Если она когда-нибудь оста­
новится, то появившееся в результате на ленте слово n А яв;шется 
зн ачением алrорифма �- Такой алгорнфм 'В называется алгориф.мо.м 
Тьюрипга. (Слове, сбъr. вю;емсе значением алгорифма �\ опреде.1яе rся 

К З I< последовательнос1 ь сш.шолов, окаэавшихся, считая D пор ядке слева 
направо, на ,, :онте в момент прекращени я  р аботы машины. Напомним, 
что пустые кв адр:пы дснты ,  которые могут при этом встретиться, счи­
таются эююmюшы:,ш симво:юм S0.) Мы еще пока не уто•шиJIИ того, 
к ак машина узнает, когда ей следует остановиться. Ниже э 1 о  будет сде­
лано. 

Jl адИ \1 1 епе�' Ь  1 ОЧ iюе опредеJiение. !11а!'tmий Tь t<J . tuea ю з ы в qс : с я 
в с : . I, v�· J.; G ii t Ч J J O I.' �· н шь.есrво Т упорядоченных четrеро ! :  с и vrво · =оз, у до в -
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летворяющее условиям: (i) каждая входящая в Т четверка принадлежит 
к одному ив трех типов: ( 1 )  q1S1Skq" (2) q1S1Lqг, (3) q1S1Rqг, (ii) ника­
кие две четверки ив Т ·  не имеют совпадающими первые два символа. 
Упорядоченные четверки укавэнных типов н авываются командамzz. Мно­
жество всех символов типа Sm, входящих в команды ив Т, навывается 
алфавитом машины Т. Входящие в эти команды символы qs навыва­
ются внутреннuмzz состояниями машины Т. Потребуем дополнительно,  
чтобы q0 было внутренним состоянием каждой машины Тьюринга. 

Навовем конфигурацией машины Т всякое слово вида Pq5Q, где 
Р - слово ( вовможно пустое) в алфавите машины Т, q5 - какое-нибудь 
внутреннее состояние Т и Q - непустое слово в алфавите машины Т *). 
Скажем, что машина Т переводит конфигурацию а. � конфигурацию � 
(сокращенно: а. т �), если либо а) а. имеет вид Pq1S1Q, � имеет вид 
PqгSkQ и q1S1Skqг есть одна из команд Т; JIИбо Ь) а. имеет вид PS5q1S1Q, 
� имеет вид PqгSsS1Q и q1S1Lqг есть одна И3 команд Т; либо с) а. имеет 
вид q1S1Q, � имеет вид qгSoSЛ и команда q1StLqг принадлежит Т; либо 
d) а. имеет вид Pq1S;SkQ, � имеет вид PS1qгSkQ и команда q1S1Rqг 
принадлежит Т; либо е) а. имеет вид Pq1S1, � имеет вид PS1qгSo и 
q1S1Rqг входит в число команд Т **). Мы будем говорить, что машина 
останавливается при конфиzурациzz а. ,  если не существует такой кон­
фигурации �. что а. т �- (Это происходит в том случае, когда q 1S1 вхо­
дит в а., а среди команд, определяющих Т, нет такой, которая начи на­
лась бы с q 1S1.) 

Вычисление машины Т есть всякая Jюнечная последовательность 
конфигураций а.0, • • •  , a.m (т � О) такая, что входящее в а.3 внутреннее 
состояние есть q0; а.1 т а.; н для l = О, 1 , . . .  , т - 1 и Т останавли­
вается при a.m· Будем говорить, что данное вычисление а.0, • • • , a.m начи­
нается с а.0 и заканчивается a.m. Пусть С - алфавит, содержащий в себе 
алфавит А машины Т. Определим алгорифм �т. с в С следующим обр а­
зом: для любых слов Р и Q в С равенство �т. с (Р) = Q имеет место тог да 
и только тогда, когда существует вычисление машины Т, · начинающееся 
с конфигурации q0P и заканчивающееся конфигурацией вида R1qjR2, 
г де R1R2 = Q. Алгорифм � в алфавите D называется вычислимым по 

*) С помощью конфигурации оnисывается состояние машины и ленты 
в данный  момент времени: буквы конфигурации, отл�<чн ы е  от  q5, суть сим­
волы,  заполн яющие в данный  момент в том же nорядке, что  и в конфигурации, 
кв адраты  ленты;  q5 - внутреннее состояние м ашины в данный r.t.li��t eнr; nервая, 
следующая в конфигу рации за q5 буква есть символ,  стоящий в том квадрате, 
которы й  в тот же момент  восnриним ает читающая головка машины. 

**) В соответствии с содержательной картиной дела, с:Т nереводит а в �:. 
означает,  что если а описыв ает  состояние ленты и машины Т в момент вре­
мени t, то � делает то же для момента  t + 1 . Заметим также, что в соответ­
ствии с содержательным см ыслом случая  с) ,  если головка nодходит к левому 
краю ленть' 1 1  получает  п r 1 1 к аз двигат i,ся дальше влево ,  то  машина nрисоеди­
няе i к л е н т е  с л е в а  H 0 11 hr i1 « I I ) C I IJ Й »  к в ад{ ' d f, (Аналш ично в случае  е) пус1 ой K B dдp B I  П [ И l О СДИ Н Я l l l Я  К J � H r e  C !I p a в aJ  
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Тьюрингу, если существуют машина Тьюринга Т с алфавитом А и 
алфавит С, содержащий А U D, такие, что алгорифмы �т. с и � вполне 
эквивалентны относительно D. 

Будем, как и прежде, писать 1 вместо S1. Вспомним также, что ffl 
для любого натурального т обозначает у нас слово 1 mн. Пусть, кроме 
того, * обозначает S2• Мы будем говорить, что машина Тьюринга Т 
(с алфавитом А, включающим 1 и *) вычисляет частичную арифмети­
ческую функцию f (х1, • • •  , Хп), если для любых натуральных k1, • • •  , kп 
и для любого слова Q равенство �т. с (k1 * . . . * kп) = Q справедливо 
тогда и только тогда, когда существуют такие слова R1 и R2 в алфа-
вите {S0 }, что Q = Rtf (kt, . . .  , kп) R<J. (Форма Rtf (kt, . . . , kп) R2 для Q 
допускается в связи с тем, что S0 интерпретируется как изображе­
ние пустого квадрата ленты.) Функция называется вычислzt.мой 
по Т ьюрингу, если существует машина Тьюринга, вычисляю щая эту 
функцию. 

П р  и м е р ы. 1. Рассмотрим машину Тьюринга Т, определяемую сле­
дующими командами: 

Алфавит машины Т состоит из 1 и S0• Т вычисляет функцию N (при­
бавление единицы). В самом деле, нетрудно видеть, что q0k т q1S0k т 
т q2k + 1 .  Вообще, машина Т переводит любую конфигурацию вида 
q0 1 P  в конфигурацию q0 1 1 P, а всякое слово Р, не начинающееся 
с буквы 1 ,  она переводит в Р. 

2. Машина, определенная командами 

начав работу со слова вида 1 Р, приписывает к нему слева по одной 
букве 1 на к аждом шаге, никогда при этом не останавливаясь 

3. Читающая головка машины Тьюринга, задаваемой командами 

двигается по ленте вправо, пока не встретит вхождение (если такое 
uс общt имее'l сн) с и м вОJiа 1 1  пщJiе чего м а ш и н а  ос rанавливае iся.  
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4. Постро"м машину Тьюринга, вычисляющую функцию х + у. Пусть 
Т есть машина Тьюринга, заданная системой команд 

qo 1 So qo 
qo So R ql 
ql 1 R ql 
ql * 1 f/'1. 
q,. R q,. 
q,. So L q. 
qз 1 So qa 

Тогда 

qom * n = qo 1 тн * 1 11+1 т qoSo 1 т * 1 "+1 т Soq1 1 т * 1 ll+t т 
<' m -<- 1 1 11 + 1 "' 1 m 1 11 + 1  <' 1 m 1 1 11 + 1  "'f" -'0 1 q1 1 * Т • • • Т -'0 q1 1\1 Т -'0 q,. Т 

т S0 1 тнq11 1 11+1 т S0 1 т+t 1 q!l 1 11  Т . . .  т So 1 mн 1 11нq,.S0 т So 1 m+1 1 "qs 1 So т 
т So 1 mн 111qaSoSo = So 1 m+n+tqaSoSo = Sот + пqзSoSo. 

У пражнении 

1 .  Показать, что функция т ....L n вычислима по Тьюринrу. 
2. Показать, что исходные примитивно рекурсивные функции Uf (Xt' . . . , Х11) 

вычислимы по Тьюринrу. (Дальнейшие примеры см. Д е в и с [ 1 958 ] ,  гл. 1.) 

П р  е д л о ж е н и е 5. 1 2. Пусть Т - .машrrна Т ь юрrтга с алфави­
то.м А и С - расширение А. Тогда существует нор.мальный алго­
риф.м � над С, вполне stсвива.лентный относительно С алгорztф.му 
Тьюринга �т. с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть D = С U {q k , . . .  , q k }• г де q k , . . .  
о т о 

. . .  , q k - внутренние состояния Т и q k = q0• Построим схему для 
т о 

искомого алгорифма Ш следующим образом. Выпишем сначала для всех 
команд q�1S11q, машины Тьюринга Т формулы подстановки q1S1 -+- q,Sk. 
Затем для каждой команды lJ_JS1Lq, выпишем всевозможные формулы 
подстановки вида S1q1S1 -+- q�·1S1, где S1 Е С, и формулу nодстапопки 
q1S1 -+- q,S0S1• Далее для каждой команды q1S1Rq, выпишем всевозмож­
ные формулы подстановки q1S1S1 -+- S1q,S1, где S1 Е С, и формулу под­
становки q1S1 -+- S1q,S0• Наf{онец, выпишем всевозможные формулы под­
становки qk -+- А, где qk Е D, и формулу подстановки A -+- q0• Полу-

' i 
ченная таким образом схема определяет некоторыА алгорифм Ш над С, 
и легко показать, что �т. с (Р) � � (Р) для любого слова Р в С, т. е. 
Ш есть искомый алгорифм. 

С л е д с т в и е 5. 1 3. Всяtсая в ы чuслrr.мая по Т ь юрингу фунtсция f 
является частичной вычrrсли.мой по Марtсову фунtсцией; следова­
тельно, в сuлу следствия 5. 1 1 , f есть частично реtсурсивная фу�­
цrrя, и если при sто.м f определена всюду, то она реtсурсивна. 
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Д о к а э а т е л ь  с т в о. Пуе1 ь фушшия f (х 1, • • •  , Хп) вычислима по 
Тьюринrу и ее вычисл яет машина Тьюринrа Т с алфавитом А = { 1 ,  * } .  
Это оэначает, что для любых натуральных чисел k1, • • •  , k11 найдутся 
такие слова R1 и R2 (воэможно, пустые) в алфавите {S0}, что 
�т. А (k1 * . . . * kп) � Rtf (kt , . . .  , kп) R2. В силу предложения 5. 1 2, суще­
ствует нормальный алrорифм � над А, вполне эквивалентный относи­
тельно А алrорифму �т . А· Пусть �� - нормальный алrорифм над 
{ 1 ,  * • S0}, стирающий в се вхождения S0 перед первым вхождением 1 
или * во всяком слове в алфавите { 1 , *• S0} .  Такой алrорифм можно 
эадать схемой 

aSo - a  

a.l - · 1 

а - - А  
л - а 

Пусть также IE2 - нормальный алrорифм над { 1 , *• S0}, который сти­
ра ет в се вх ождения S0 1 1 осле последнего вхождения 1 или * во всяком 
слове в аJtфавите { 1,  *• S0} .  IE2 можно эадать схемой 

a l - l a  

aSo - a  

а - - А  
А - а  

Положим теперь !Е = IE2 о IE1 о �. Для любых натуральных k1, • , , , k11 
имеем 

� ( kl * . . . * kп) � �т. л (kl * . . .  * kп) � R1 f (kt, . . .  , kп) Rъ 
где R1 и R2 - некоторые слова в { S0 } Поэтому 

IEt (Rt f (kt • • • • , k11) R2) � f (kt, . • • , kп) R .. 
и 

Отсюда видно, что f есть частичная в ы ч йСJr и м ая по Мар кову функция; 
ее в ы ч и сляет н о р м а .l!ь н ы й  алrорифм � 

ll р е  л л о ж е н и е 5. 1 4. Пус т ь �{ - нор.мальный алгорzzф.м в алфа­
в и т е  А, не r·одержа rц е.м S0 11 3 Тогда существует татсая .машина 
! ь юриmа Г, ч т о алгор11флt Т ьюр11нга � = �т. (A U {So . o } )  в алфавите 
А U J S0, Р, !  обла дает следующzt.-и свойством: для всятсого слова W 
в -\ nл?oппcfl . lt � npuдeнtu.t IC W тогда 11 только тогда, 1согда 
к w npi l . l t t:lm.Jt алгориф.м �. и при этом � ( W) ll.мeem вид s���� ( W) S�, 



§ 2. АЛ ГОРИ ФМЫ ТЪЮРИНГА 257 

где т и n - целые неотрицательные чдсла. (Значения алrорифмов \В 
и � формально различны, так как на ленте машины Тьюринга S0 есть 
no существу символ пустого квадрата, а в нормальном алrорифме S0 
есть буква, равноправная с любой другой буквой.) 

Д о к а з а т е л ь  с т в о. Ограничимся р ассмотрением случая, когда 
А = {S1, S2, • • • , Sk} ·  (Всякий другой случай сводится к этому подхо­
дящим изменением индексов.) Пусть Р - ( · )  Q - произвольная формула 
nодстановки. Построим систему команд машины Тьюринга, действие 
которой состоит в замещении самого левого вхождения слова Р в про­
извольное слово W (если такие вхождения вообще имеются) словом Q. 
Если Р =1= А, то пусть Р = Ь0 • • • Ьг· Рассмотрим тог да следующую 
систему команд: 

qo s1 
qo Ьо 
qo 8 
q9. ь, 
q2 s� 
q3 ь9. 
qз sj 

q, Ьг-1 
q, s� 
qr+l br 
qr+l sj 
q,н sj 
qr+2 8 
qr+З Ьо 
qo So 
qr+D St 
qr+� 8 
qr+D So 

R 

8 
R 
R 

s� 
R 

s� 

R 

s1 
R 

sj 
L 
Ьо 
R 
L 
L 
Ьо 
R 

qo 
qo 
qg 
qз 
qгн 
q" 
qrн 

qr+l 
qr+2 
qr+i 
qr+9. 
qr+2 
qr+З 
qo 
q,н 
q,+§ 
q,н 
qy 

(Si Е А, S1 =1= Ьо) 

(Si Е А U {So } , S1 =1= Ь2) 

(Si Е А U {So}, St =F_ Ьг) 
(Si Е А U {So}) 

(Si Е А) 

где индекс У - некоторое целое ч исло, большее любого из и ндексов, 
которые в дальнейшем будут еще употреблены. Эта система команд 
следующим образом действует на слово W. (Заметим, что мы до сих 
пор не употребили символ внутреннего состояния q1 , он будет еще 
применен в дальнейшем со специальной целью.) Если W не содержит 
вхождений слова Р, то действие этой системы команд заканчивается 
конфигурацией qy W. Если же W содержит вхождения слова Р и 
W = W1P W2, г де W1 и W2 определяются самым левым вхождением 
ёлова Р в W, то работа системы команд зюсончится 1сонфигурацией 
W1Pqrн W2• Учитывая эту возможность, нашу систему команд следует 

9 Э. Мендельсон 
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р асширить дополнительными командами, с помощь.., которых выделен­
ное вхождение слова Р было бы заменено на Q. Пусть Q = с0 • • •  с5• 
Возможны три случая. 

( 1 )  s = r, т. е. Р и Q - слова одной длины. В этом случае добавим 
команды: 

где 

и = { О, 
1 , 

qrн. si L qr+7 (Si Е А U {So}) 
qr+7 br Cr qr+8 
qr+S Cr L qr+9 
qr+9 Ьг-1 Cr-1 qr+10 
qr+10 Cr-1 L qr+11 

q3r+7 Ьо со q3r+8 
q3r+S si L q3r+8 
q3r+9 So R qu 

если формула подстановки  Р -+ ( · ) Q простая, 

если формула подстановки Р -+ ( · ) Q заключительная. 

Применяя эти команды к W1Pqrн. W2, мы получим qu W1 Q W2. 
(2) s < r. Q короче Р. 
Добавим команды: 

(S1 Е А U {So}) 

qr+7+2s Ьг-s Со qr+7+11s+l 
qr+7+2s+l Со L qr+7+2sНI 
qr+7+11s+2 Ьг-s-1 So qr+7+2s+ll 
qr+7+2s+2 So L qr+7+2s+3 
qr+7+2s+3 br-s-2 So qr+7+2s+3 
qr+7+11s+3 So L qr+7+11s+4 

q2r+s+R Ьо So q2r+s+8 
Применение этих команд к WtPqrн. W2 приводит к конфигурации 

W1q2г+s+sS�- sQW2. 

Теперь следует предусмотреть команды, с помощью которых можно 
было бы слово W1 подвинуть на ленте на r - s квадратов вправо, 
чтобы получить слово W1Q W2 (которому предшествует некоторое слово 
в алфавите {S0}). Пусть М - целое число, большее всех встречающихся 
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выше индексов при qz и Sz, например, пусть M = 3r + 9. Добавляем 
команды 

qWs+8 So L qм 
qм sj 8 qM+j (S1 E А) 

qM+j 8 R qM+j 
qM+j So R qM�j 
qM+j Sz L q�M+j (Sz Е А) 

qgM+j So sJ q�M+j 
q2M+j sJ L qSM+j 
qSM+j So L qsM+J 
qSM+j 8 So q4М+-j 

(j = 1 , 2, . . .  k) q!i.M+j So L q6M+j 
q6M+j So R q6M+j 
q6M+j So R q6M+j 
q6M+j Sz Sz qu (Sz Е А) 
где 

и = 
{ О, если форму л а подстановки  Р -+ ( · )  Q простая, 

1 , если формула подстановки P -+ ( · ) Q з аклю-
чительная, 

q6M+j Sz Sz qм (Sz Е А) 

Начиная с конфигурации Wtq\lr+s+ вS�-SQ w�. мы с помощью этих послед­
них команд придем при некотором положительном р к конфигурации 
(Sofqи WtQ W\J. 

(3) s > r, т. е. слово Q длиннее слова Р. Этот случай рассматри ­
ваетсll аналогично предыдущему, и мы  его  оставтrем на долю читателя 
в качестве упр ажнения, равно как и те мо,цификации конструкции, кото­
рые необходимы, когда какое-нибудь из слов Р или Q - пустое. 

Пусть теперь задан произвольный нормальный алгорифм � в алфавите 
А = {S1, • • • , Sk} , не содержащем S0 и 8, и пусть схемой алгорифма � 
будет Р1 -+ ( · ) Q1, • • • , Ph -+ ( · ) Qh· Определим машину Тьюринга Т сле­
дующим образом. Воспроизведем всю предыдущую конструкцию для 
первой формулы подстановки Р1 -+  ( · ) Q1 (с учетом дальнейшегg хода 
Р,ассуждений в качестве значения индекса У достаточно взять, например, 
число, в 1 00 раз превышающее сумму k и числа всех вхождений бук в  
в схему �. М ы  получим систему команд, применение которой к q0 W 
приводит к прекращению ее действия на конфигурации qy W, если W 
не содержит вхождений слова Р1, а если W= W1P1 w�. где в ыделен о  
первое слева вхождение Р1 п W, т о  н а  конфигурации в ида (S0)vqu W1Q1 W11 
(где v ;:::::: О и и =  О или и =  1 ,  смотря по тому, простой или заключи-

9 •  
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тельной янляется формула подстановки Р1 -+ ( · ) Q1). Обратимся теперь 
к следующей формуле подстановки Р2 -+ ( · ) Q2 и для нее построим сна­
чала систему команд, следуя изложенному выше образцу для общего 
случая Р -+ ( · ) Q, а затем индексы всех встречающихся в этой системе 
внутренних состояний qi, кроме qш увеличим на У. Полученная таким 
образом система команд и будет той системой команд, которая в кон­
струируемой машине соответствует формула подстановки Р� -+  ( · ) Q2• 
Очевидно, что действие команд двух уже пос1 роеиных систем команд 
не накладын ается. Новые, т. е. соответствующие формуле подстановки 
Р2 -+ ( · ) Q2, команды могут начать действие только после того, как 
слово , последовательно получающееся от применения команд, соответ­
ствующих Р1 -+ ( · ) Q1, окажется лишенным вхождений  слова Р1. Тогда 
с помощью этих новых команд находящееся на ленте слово будет испы­
тываться на наличие в нем вхождений слова Р2• При этом имеются две 
возм ожности. 1 )  Такие вхождения имеются. Самое левое из них будет 
замещено на Q2, и машина перейдет в состояние qь если Р� -+  ( · ) Q2 -
заключительная формула подстановки, либо в состояние q0, если 
Р2 -+ ( · ) Q2 - простая формула подстановки. В этом последнем случае вновь 
начинают действовать команды, соответствующие Р1 -+ ( · ) Q1. 2) Вхож­
дени й  Р2 нет. Машина ,  работая по командам, соответствующим Р2 -+ ( . )  Q2, 
в конечном итоге оставляет без изменения  находившесся на ленте слово 
и переходит в состояние q2y. Теперь должны начать действовать команды, 
соотвРтствующие Р3 -+  ( · ) Q3, которые мы построим так же, как и для 
Р2 -+ ( · ) Q2, с той р азницей, что индексы внутренних состояний увели­
чим не на У, а на 2 У. Рассуждая аналогичным образом, мы достроим 
всю систему команд машины Т, которая имитирует работу алгорифма � 
в том смысле, что для любого слова W в А алгорифм � = �т. л u {S. о}  
применйм к W тог да и только тог да, ко г да к W применйм �� и � ( W) 
имеет вид (S0)m� ( W) (S0)n, где т и п - целые неотрицательные числа. 
(Сходное доказательство можно найти у А с с е р  а [ 1 959] .  Косвенное 
доказательство можно было бы получить с помощью следствия 5. 1 l ,  
доказав, что всякая  частично рекурсивная функция выч ислима п о  Тью­
рингу. Читателю станет яснее намеченная здесь процедура, если он позна­
комится с изложенным у Г е р м е с а [ 1 96 1 ]  (ll , § 7) методом соедине­
ния машин Тьюринга и их  программ.) 

С л е д с т в и е 5. 1 5. Всякая частичная вычислzz.мая по Маркову 
функция вичислиАtа по Тьюрингу. (И следовательно, всЯкая частично 
р екурсивная функция вычислима по Тьюрингу. Другое док�ательство 
см. у к л и н и [ 1 952] ,  § 68.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует из предложения 5. 1 4  и определения 
вычислимой по Тьюрингу функции. 

Итак, мы  в идим, что три способа уточнения понятия эффективной 
вычислимости - в терминах машин Тьюринга, нормальных алгорифмов 
и рекурсивных функци й - по существу эквивален тны. Машины Тьюринга 
можно рассматривать как некую абстрактную форму цифровых вычис­
ли гельных машин (если не принимать во внимание вопросы скорости 
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и удобства вычислений). Совпадение классов функций, частично рекур ­
сивных и вычислимых по Тьюрингу, интуитивно воспринимается как  еще 
один факт, говорящий в пользу тезиса Черча. К этому можно также 
добавить, что класс вычислимых по Тьюрингу функций не изменится, 
если мы усложним определение машины Тьюринга, допуская,  например, 
не одну, а несколько лент и читающих головок или используя двумер­
ную ленту. (Подробнее об этом см. у К л и н и [ 1 952], r л. ХШ, § 10.) 

§ 3. Вычислимость по Эрбрану - Пделю. 
Рекурсивно перечислимые множества 

Идея определения понятия вычислимой функции в терминах довольно 
простых систем уравнений была  выдвинута Эрбраном и затем р азвита 
Г ё д е л е м  [ 1 934]. 

Мы построим теорию вЫчислимости по Эрбрану - Гёделю, следуя 
в основном изложению К л и н и [ 1 952], г л. XI. 

Сначала определим терм ы. 
(а) Переменные суть термы. 
(Ь) О есть терм. 
(с) Если t есть терм, то (t)' есть терм. 
(d) Если t1, • • • , tn - термы и t; - функциональная буква, то fj (t1 ,  • • • 

• • . , tп) есть терм. 
Каждому натуральному числу n мы ставим в соответствие цифру n 

по следующему правилу: ( 1 )  О есть О, (2) n + 1 есть (n)'. Таким обра­
зом, всякая цифра е сть терм. 

Равенством называется всякая формула r = s, где r и s ..... термы. 
Системой равенств называется всякая конечная последовательность Е 
равенств r1 = s1, • • •  , rk = sk таких, что rk имеет вид t; (t1, • • • , tп). Эта 
функциональная буква t; называется главной функциональной буквой 

системы Е. Те функциональные буквы системы Е, которые встречаются 
только в правых частях равенств, называ ются начальными функциональ­
нымrt буквами Е. Функциональная буква, отличная от главной, назы­
вается вспомогательной функциональной буквой Е, если она встре­
чается как в левых, так и в правых частях равенств ив Е. 

Имеются два правила вывода: 
R1: равенство eg является следствием равенства е1 по правилу R1 

тогда и только тогда, когда eg получается ив е1 подстанов кой в е1 
какой-нибудь цифры вместо всех вхождений некоторой переменной. 

Rg: равенство е есть следствие по правилу Rg равенств !'!: ( n1 , • • •  , iiт) = 
= р и r = s тогда и только тогда, когда r = s не содержит перемен­
ных и е получается из r = s заменой одного или одновременно не скольких 
вхождений в s терма !'!: (n 1, • • •  , iiт) термом ji. 

Выводом равенства е ив данного множества В равенств называется 
всякая последовательность е01 • • • , eq равенств такая, что е11 есть е, 
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и если О �  l � q, то либо ( 1 )  е; принадлежит В, либо (2) е1 есть след­
ствие по пр авилу R1 какого-нибудь предыдущего равенства е1 U < i), 
либо (3) е; есть следствие по правилу R2 каких-нибудь двух предше­
ствующих р авенств е1 и ет U < i, т <  i). Утверждение «существует 
вывод е из В» будет в дальнейшем изображаться символически записью 
В � е, которую мы будем читать как «е выводимо из В». 

П р и м е р. Пусть Е есть система равенств 

fl (Xt) = (Xt)', 
Л (Xt, Х2) = Л (2 ,  Х2, ft (Xt)). 

Главной функциональной буквой Е является t:. Функциональные буквы 
ft и ff являются в Е соответственно начальной и вспомогательной. После­
дов ательность р авенств 

Л (Xt, Х2) = Л (2 ,  Х2, ft (Xt)), 
Л (2, Х2) = f: C2, Х2, ft (2)), 

л (2, 1) = л. (2, 1, fl (2)), 
Л (xl) = (Xt)', 
ft (2) = (2)' (т. е. ft (2) = 3), 

ti (2, 1) = Л (2, 1, 3) 
является выводом Л (2, l) =Л (2, 1, 3) из Е. 

Частичная арифметическая функция (/) (х1, • • •  , Хп) называется вычис­
лимой с по.мощью систе.мы равен.ств Е, если главной функциональ­
ной буквой Е является п-местная функциональная буква, например, {f , 
и для любых натуральных чисел k1, • • •  , kп и р имеет место Е \- !'/ (k1, • • • 

• • • , k-;,_) = р тог да и только тог да, ко г да (/) ( k1, • • •  , kп) = р. Функция (/) 
называется в ы числимой по Эрбрану - Гёделю (коротко - ЭГ-вычислимой), 
еслИ существует система равенств Е, с помощью которой она вычислима. 

П р и м е р ы. 1 . Пусть система Е состоит из единственного равен­
ства Л (xt) = О . Тогда с помощью Е вычислима нуль-функция Z. Таким 
образом, функция Z ЭГ -вычислима. 

2 .  Пусть система р авенств Е со стоит из одного  равенства fl (xl) = (х1)'. 
С помощью Е вычислима тогда функция N «следующий за». · Таким 
образом, функция N ЭГ -вычислима. 

3. Проектирующая функция u: вычислима, очевидно, с помощью 
системы Е, состоящей из единственного р авенства f'; (х1, • • •  , х п) = х" 
и, следовательно, ЭГ-вычислима. 

4. Пусть Е есть система равенств 

Л (Xt, 0) = Xt, 
f: (Xt, (х2)') = Cf': (Xt, Х2))'. 

С помощью Е вычислима операция сложения. 
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П р  е д л о ж е н и е 5. 1 6. Всякая частично рекурсивная функция 
ЭГ ·ВЫЧllСЛll.Ма. 

Д о к а э а т е л ь  с т в о. ( 1 ) Как покаэывают предыдущие примеры 1 - 3, 
начальные функции Z, N и U� ЭГ -вычислимы. 

(2) Пусть функция q> получается из функций 1j,  ф1 , • • •  , Фт с помощью 
подстановки :  rp (Xt, . . .  , Хп) = 1j (ф1 (х1, • • •  , Хп), • • •  , Фт (х1, • • •  , Хп)) (пр авило 
IV  опредеJiения чаtтично рекурсивной функции). Предположим, что 1j, 
ф1, • • •  , о/т ЭГ-вычислимы. Пусть тогда Е; - система р авенств, с помощью 
которой вычислима функция ф;, и /; - главная функциональная буква  
в Ei  ( i  = 1 ,  . . . , т), и пусть Em+ l - система р авенств, с помощью кото­
рой вычис;шма функция 1j, и .f;;+ 1 - главная функциональная буква в Em + 1 . 
Изменив (если это потребуется) индексы, мы  можем добиться того, чтобы 
никакие две из систем Е1 , • • •  , Ет, Em + l  не содержали одинаковых функ­
циональных букв. Покажем, что системой равенств, с помощью J< оторой 
вычислима функци я rp,  мож�т служить система Е, получающаяся, если 
выписать в одну последоватеJiьность р авенства систем В1, • • •  , Ет, Em + t  
и в конце приписать еще равенство /�+2  (х1, . • •  , Хп) = J: + 1 (jf (Xt, • • •  
. . .  , Хп), . . . , t:,.  (х1, . . .  , Хп)), где функциональная буква  /�+2  отлична от 
всех функциональных букв, входящих в В1, • • •  , Em+ t· В самом де;Iе, 
с одной стороны, ясно, что е€ли q> (k 1 , . . .  , kп) = р, то Е f- /�+2  (kt, . . . 

. . . , k п) = р. Обратно, если Е f- J::Z + 2  (k1, • • •  , kп) = Р, то Е f- Jf (ii1, • • •  

. . .  , kп) = Pt• · · · • E f- _rm {kl, · · · •  kп) = Рт И E f- /:;:+ 1 (]71, • • • •  Pт) = ji.  
Но это значит на самом деле, что Е1 f- f: (kt, . . .  , kJ = i};, . . . , Ет f­
f- _rm (kt, . . . , kп) = Рт и Em + 1 f- J':" + 1 (fj., . . . , Рт) = ji. Следовательно, 
в силу ЭГ-вычислимости функций ф1 , • • •  , Фт и 1j с помощью систем 
в •. . . .  , Вт и Em+ 1• имеем Фt (kt • . . .  , kп) =Р•· . . .  , Фт (kt • . . .  , kп) =Рт 
и 1j (р1, • • • , Рт) = р. Поэтому и rp (k1 , • • •  , kп) = р. (Проведение этого 
доказательства во всех деталях мы оставляем читателю в качестве упр аж­
нения. За указаниями можно обратю ься к К л и н и [ 1 952] ,  гл. XI, § 54.) 
Итак, функция rp ЭГ-вычислима. 

(3) Пусть функция rp получается из функций ф и в с помощью рекур­
сии (пр авило V из определения частично рекурсивных функций), т. е. 

q> (Xt, . . . , Xn, О) =  ф (Xt, • • •  , Хп), 
q> (Xt, . . .  , Xno Xn+ 1 + 1 ) = в (Xt, • • •  , Xn+ 1• q> (Xt, • • • , Xn+ t)), 

где ф и в ЭГ-вычислимы. Допустим, что функция ф вычислима с помо­
щью системы равенств Е1 с главной функциональной буквой /�, а функ­
ция в вычислима с помощью системы р авенств В2 с главной функцио-
нальной буквой /�+2• Тогда систему равенств Е, с помощью которо й  
вычислима функция rp, построим как объединение систем В1 и Е2 с добав­
лением равенств 

г.+ 1 (х1, . . .  , Xno О) = Г. (Xt, • • •  , Хп), 
r:+ ' (Xt, . . .  , Xno (хп + д') =Г. + \хt, . • •  , Xn + t, f: + ' (Xt, . . .  , Хпн)). 



264 tЛ. 5. ЭФФЕКТИ В НАЯ ВЫЧИСЛИМОСТЬ 

(Мы здесь предполагаем снова, что Е1 и Е11 не имеют общих функцио­+ I ­н альных букв.) Очевидно, что если �  (k1, • • •  , kпо k) = р, то Е 1- f': (k1, • • • 
• • . , kпо k) = Р, Индукцией по k легко доказать и обратное, т. е. что + 1 - - - -если Е 1- f': (k1, • • •  , kп, k) = р, то � (k1, • • •  , kп, k) = р. Отсюда полу-
чаем ЭГ-вычислимость ер. (Рассмотреть самостоятельно случай n =  0.) 

(4) Пусть функция ер получается из функции ф с помощью �Jо-опера­
тора , т. е. � (х1, • • .  , Хп) = !J-Y (ф (х1, • • •  , Xn, у) = О) (правило VI определе­
ния частично рекурсивной функции). Предnоложим, что функция ф ЭГ­
вычислима с помощью системы равенств Е1 с главной функцион альной 
буквой f':+ 1• На основании предыдущих пунктов ( 1 ) - (3) можно утвер­
ждать, что всякая примитионо рекурсивная функция ЭГ -вычислима. 
В частности, ЭГ-вычислима операция умножения. Следовательно, суще­
ствует такая систем а равенств Е11 с главной функциональной буквой Л, 
не содержащая общих с Е1 букв, что Е11 1- Л (k1, /ig) = р тог да и только 
тог да, ко г да k 1 • k2 = р. Образуем систему равенств Е3, объединив системы 
Е1 и Е11 и добавив к ним р авенства 

r.+ ! 1 (х1, • • •  , Xm 0) = 1 , 

По индукции легко доказать, что с помощью Еа вычислима функция 
Пф (Xt, . . .  , Xm у), т. е. Еа 1- .t;+ 1 ( kt, • • • , kпо k) = р тог да и только тог да, 
x < z  
когда П ф  (kt, • • . , kпо у) = р. Пусть теперь Е есть система р авенств, 

y < k 
получающаяся путем добавления к Еа равенств 

t: ((xtY. О, Ха) = Ха, 

f� (Xt, • ' ' '  Xn) =fl <f:+ ! (Х1, • • • , Xm Xn+ t), л+ ! (Xt, • • •  , Xno (Хп+д'), Хп+д· 
Тог да функция � (х1, •

• • • , хп) = !J-Y (ф (х1, • • • , Xm у) = О) вычислима с помо­
щью Е. В самом деле, если 1-1-У (ф (k1, • • • , kпо у) = О) = q, то Е3 1-+2 - - - -, \- J: (k1 ,  • • • , km q) = р ,  где Р +  1 = П ф (k1, • • •  , kпо у), и Еа 1-

y < q  + 1 - - ., - - 3 -, 1- J: (kt, . . . , kп, q )  = О . Следовательно, Е 1- Га (kt, . . . , kп) = 1� (р ,  
О, q). Но Е 1- Л (j/, О, q) = q, и, таким обр азом, окончательно имеем 
Е 1- !;, (kt, . . . , kп) = q. Обратно, пусть Е 1- !;, {k1, • • •  , kп) = q; тог да 

3 -, - - + 1 ·- - -- - , Е 1- /2 (т , О, q) = q при некотором т, г де Ea l- J: (k1, . . . , km q) = (т) 
+ t - - -, и Ез 1- J: (k1, • . •  , kt, q ) = О. Следовательно, П ф (k1, • • • , kп, у) =  

y< q 
= т + 1 =1= О и П ф (k1, • • •  , kп, у) = О. Иначе говоря, ф (k1, • • •  , km 

y < q + t 
у) :f:: О, если у � q, и ф (kt, . . .  , kпо q) = О. Поэтому !JoY (ф (k1, • • •  , kпо у) =-
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= 0) = q. Функция <р, таким обраэом, тоже ЭГ-вычислима .  Этим и завер­
шается докаэательство предложения  5. 1 6. 

Мы теперь поставим себе целью докаэать, что всякая вычислимая 
по Эрбрану - Гёделю функция частично рекурсивна. Для этого мы при­
меним арифметиэацию аппарата ЭГ -вычи ели мости. Воспольэуемся готовой 
уже арифметиэацией иэ § 4 гл. 3. (Символ ' служит сокращением для ff. 
Напомним также, что r = s есть сокращенная эапись элементарной фор­
мулы А� (r, s) и единственной предметной константой является 0.) 
В частности (см. § 4 гл. 3), следующие отношения и функции являются 
примитивно рекурсивными. 

FL (х): «Х есть гёделев номер функциональной буквы:. или фор­
мально 

3yy < x3Zz < x  (х = 9 + 8 (2У • 3z) & y  > 0 & z > 0), 

EVЬI (х): сх  есть геделев номер выражения, состоящего иэ переменной», 
EFL (х): «Х есть геделев номер выражения, состоящего иэ функциональ-

ной буквы», 
Nu (х): сх есть геделев номер цифры:., 
Trm (х): сх есть rеделев номер терма:., 
Atfml (х): сх есть rеделев номер элементарной формулы:., 
Num (х) = геделеву номеру цифры х, 
Argт (х) = числу аргументов функциональной буквы /, если х есть г еде­

лев номер /, 
х * у =  геделеву номеру выражения АВ, если х есть rеделев номер 

выражения А, а у - rеделев номер выражения В, 
Subst (а, Ь, u, v): <V есть геделев номер пекоторой переменной х1, u есть 

геделев номер некоторого терма t, Ь есть геделев номер некото­
рого выражения э/! и а есть геделев номер ревультата подста­
новки терма  t вместо всех вхождений Х; в э/!». 

Примитивно рекурсивными являются, кроме того, следующие пре­
дикаты. 
Eqt (х): « Х  есть геделев номер р авенства» , что можно выраэить фор­

мально как Atfml (х) & (х)0 = 1 07. (Напомним, что А� есть предикат 
равенства и его геделев номер равен 1 07.) 

Syst (х): «Х есть геделев номер системы равенств» или формально 
Vyy < lh tx )  Eqt ((х)у) & FL (((х)•ь tx) _,_ 1}J). 

Осе (u, v): cu есть геделев номер некоторого терма t или некоторого 
равенства �. а v есть геделев номер терма, входящего в t или 
в �» :  
(Тrm (u) V Eqt (u)) & Trm (v) & 3хх < u3y< u (u = 

= х * V * Y  V U = X * V  V U = V * Y  V U = V) 
Cons1 (u, v): с существуют такие равенства е1 и е2, что u есть геделе 1 

номер et, v есть rеделев номер е� и е2 есть следствие е1 щ ,  
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правилу R1'> , что выражается формулой 

Eqt (u) & Eqt (v) & 3хх < u3Yy < v (Nu (у) & Subst (v, u, у, х) & Осе (u, х)). 

Cons2 (u, z, v): «существуют р авенства е1, е2, е3 такие, что u, z, v яв­
ляются соответственно их г1!делевыми номерами и е3 есть след­
ствие е1 и е2 по правилу R2» или формально (в случае, когда 
заменяется цифрой лишь одно вхождение терма): 

Eqt (u) & Eqt (z) & Eqt (v) & l 3хх """' z (EVЬI (х) & Осе (z, х)) & FL ((z)2) & . 
&Vx2 < x <  Ih  (z) l F L  ((z)x) & 3ss """' z3Ww ""' z3Xx ""' u3Yy""' u3tt ""' u3rr""'u(Z = 
= р�07 • pf * s * 27 * w * 2Б & Trm (s) & Nu (w) & Trm (х) & 
& u = у * х * 25 & х = t * s * r & v = у * t * w * r * 25). 
(Напомним, что g (() = 3, g ()) = 5, g (,) = 7.) 

Ded (u, z): «U есть г1!делев номер некоторой системы равенств Е и z 
есть геделев номер некоторого вывода из Е» или формально 

Syst (u) & V Хх < I h  (z ) (3ww < I h (u) ((u)w = (z)x) V 
V 3yy < x Cons1 ((z)y, (z)x) V 3yy < x3Vv < x Cons2 ((z)y, (z)v, (z)x)). 

Sn (u, х1, . . .  , Х11, z): «U есть геделев номер некоторой системы равенств Е 
с 'Главной буквой /j и z есть геделев номер некоторого вывода 
из Е р авенства /j (х1, . . .  , Х11) = р». Этот предикат может быть 
выражен формулой 

Ded (u, z) & Argт ( ((u) 1ь (u)  _,_ 1)2) = п & 3xx :s.z3Yy ""' z  (х = ((u)1ь (u) _,_ 1)2 &z = 
107 3 х 3 Num (х1) 7 7 Num (Х11) = Ро · P t " P2 · Ps " Pi · р5 · · · ·  · Р2п + t " Р2п + 2 Х 

Х Р�п + з  · P�nH * у * 25 & Nu (у)) · 

Примитивно рекур сивной являетс11 и функция 
U (x) = !J.Yy < x (Num (y) = ((x)1ь (x) -'- t) 1ь < �> :.. 2). (Если х есть геделев номер 

вывода р авенства r = р, то U (х) = р.) 
П р е д л о ж е н и е  5. 1 7  (К л и н и  [ 1 9 36а ]). Если фуюсция 

� (х1 , • • • , Х11) ЭГ-вычислима ll е - гёделев номер системы ра­
венств Е, с помощь ю  тсоторой она вычислима, то 

<р (Xt, . . . , Х11) = U (!J.YSn (е, Xt, • • • , Xm у)), 

ll, следовательно, всятсая ЭГ-вычислttмая фунтсЦ!lЯ <р является час­
тично peтcypcuвfloii фу!tТСЦNей, ecЛll же, тероме того, � определена 
всюду, то � ретсурсивна. 

Д о к а э а т е л ь  с т в о. Пусть функция <р вычислима с помощью 
системы р авенств Е, имеющей J'j своей главной функциональной буквой 
и е своим геделевым номером. Для любых k1, • • • , k11 и р имеет место 

� (k1, • • •  , k11) = p тогда и только тогда, когда E � /'j (k1, • • • , k11) = p. 
Кроме того, � (k1, . • •  , k11) определено тогда и тол ь·ко тогда, когда 
3yS11 (е, k1, • • .  , km у). Если � (kt, . . .  , k11) определено, то !J.YS11 (е, k1, . • • 
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• • •  , km у) является г!!делевым номером вывода ив Е равенства 
tj (k1, . . .  , kп) = Р· Следовательно, U (tJ.YSn (е, kt, . . . , km у)) =р = 
= <р (k1, • • • , kп)· Так как предикат Sn примитивно рекурсивен, то функ­
ция U (tJ.YSn (е, х1, • • • , Хт у)) - частично рекурсивная. Если же функция 
<р (х1, • • • , Хп) определена всюду, то Vxt . . .  Vxn3YSn (е, Xt, . . . . Хт у). 
Это означает, что функция tJ.YSn (е, х1, • • • , Хп) рекурсивна. Тогда рекур­
сивна и функция U (tJ.YSn (е, х1, • • •  , Хт у)). 

Итак, класс функций, вычислимых по Эрбрану - Г!!делю, совпадает 
с классом частично рекурсивных функций. Этот факт служит еще одним 
доводом в пользу тезиса Ч!!rча. 

Иногда вместо Sn удобнее бывает nользоваться nредикатом 
Т n (z, х1, • • •  , Xm у), определяемым формулой Sn (z, Xt, . . . , Хт у) & 
& Vuu < y  l Sn (z, х1 , • • •  , Xn, u). Очевидно, если Tn (z, Xt ,  . . . , Xn, у), то 
Sn (z, х1, • • •  , Xn, у). Зато в отличие от Sn nредикат Т n обладает тем 
свойством, что если Т n (z, Xt, . . .  , Xn, u) и Т n (z, Xt, . • . , Xn, у), то u = у. 
Очевидно также, что 

3ySn (z, Xt, . . .  , Хт у) = 3уТ 11 (z, Xt, . • .  , Xn, у) 
и 

U (tJ.YSn (z, Xt, • • . , Хт у)) =  U ((J.yT n (z, Xt, . . . , Xn, у)), 

если только хотя бы одна ив частей этого р авенства определена. Ив 
предложений 5. 1 6  и 5. 1 7  следует, что всякая частично рекурсивная 
функция представима в форме U (tJ.YTп (e, х1 ,  • • • , Хт у)), где е - г!!делев 
номер системы равенств, с помощью которой эта  функция вычислима. 
И обратно, для любого натурального числа е функция U (tJ.yT n (е, х1, • • •  
. . . , Xn, у)) является частично рекурсивной. Таким образом, поскольку z 
пробегает весь натуральный ряд, U (tJ.yT n (z, х1, • • •  , Xm у)) дает нам 
некоторую ну.мерацzzю (с повторениями) всех частично рекурсивных 
функций от n аргументов. Число е такое, что <р (х1, • • • , хп) = 
= U (tJ.yT n (е, х1, • • • , Xn, у)), называется индексо.м функцzщ <р. Г!!делев 
номер любой системы равенств, с помощью которой вычислима функ­
ция <р, является индексом 'f· Каждая частично рекурсивная функция 
имеет бесконечно много индексов. (Пусть читатель докажет это сам 
в качестве упражнения.) 

Индексоле рекурсивного предzzката R мы будем называть индекс его 
хар актеристической функции. Тогда, очевидно, 

R (Xt, . . .  , Хп) = 3у (Т n (е, Xt, • • •  , Xn, у) & U (у) = 0), 

где е есть индек.с предиката R. 
Л е м м а 5. 1 8. ( 1 )  Пусть n > О и R (х1, • • • , Хт у) - рекурсивный 

предzzкат. Тогда существуют такие натуральные чzzсла е1 и е2, что 

3yR (xt , . . . , Х т  у) = 3уТ n (et, Xt, . . . , Xn, у) 
и 



268 

. . . ' 

ll 

ГЛ 5. ЭФФЕКТИ В Н А Я  ВЫЧИСЛИМОСТЬ 

(2) Если n > О, то для лю бого ре�еурсивного преди�еата R (х,, . • • 
Xn, z, у) существуют та�еие натуральные чrrсла е3; е41 что 

v z3yR (xt • . . .  ' Xm z, у) = v z3yT n+l (ез, Xt, • • •  ' Xn, z, у) 

3zVyR (Xt, . . •  , Xm z, y) := 3zVy l Tпн (et, Xt1 • • •  , Xm z, у), 

rt ma.tc д алее, для трех и большего числа �еванторов. 
Д о к а з а  т е л ь  с т в о. ( 1 )  Пусть Ч1 (х1, • • •  , Xn, у) - характеристиче­

ская функция предиката R. Функция Ч1 рекурсивна, и, следовательно, 
r-Y (Ч1 (х1, • • • , Xm у) = О) есть функция частично рекурсивная. Пусть е1 -
r!!делев номер какой-нибудь системы равенств, с помощью которой 
вычислима функция !J-Y (Ч1 (х1 , • • •  , Xm у) = 0). Тогда 3yR (х 1, • • • , Xm у) 
в том и только в том случае, когда определено !J-Y (Ч1 (х1, • • • , Xm у) = 0). 
Следовательно, 3yR (х,, . . .  ' Xm у) = 3уТ n (е,, х,, . . . ' Xm у). Применяя 
этот результат к l R, заключаем, что существует число е11 такое, что 
3у l R (х1, • • • , Xm у) = 3уТ n (е11, х1, • • •  , х,., у), откуда следует, очевидно, 
VyR (х, , . . . , Xn, у) =·Vy l Т n (е\1, х,, • • .  , Xm у). 

(2) Эта часть леммы следует из ( 1 ), если в ( 1 )  n заменить на n + l .  
Придавая u всевозможные натуральные значения, мы, в силу 

леммы 5. 1 8, получаем с помощью предикатов 3уТ n (u, х1, . • •  , Xm у), 
Vy l Т n (u, х1, • • • , Xm у) и т. д. нумерацию всех предикатов, имеющих 
соответственно форму 3yR (х1, • • •  , Xm у), VyR (х1, • • • , Xm у) и т. д. 
при рекурсивных R. 

П р е д л о ж е н и е 5. 1 9  (К л и н и  [ 1 943] ;  [ 1 952] ,  § 57; М о с т о в­
с к и й  [ 1 947а ] .) ( 1 )  Для любого ре�еурсивного npeдrttcaтa R (х, у) суще­
ству ю т  натуральные числа е1 и е11 та�еие, что 

и 
l (3yR (е,, у) = Vy l Т 1 (et, е,, у)) 

l (VyR (eg, у) =  3уТ 1 (eg, е2о у)). 

(2) Если R (х) - реtсурсrtвный предиtсат, то существуют нату­
ральные числа е1 ll е11 та�еие, что 

и 
l (R (et) = Vy l Т1 (et, е1, у)) 

l (R (eg) = 3уТ1 (е2, е2, у)). 

(3) Предиtсат ы Vy l Т1 (х, х, у) и 3уТ1 (х, х, у) не являю тся 
petcypcrtвны.мrt. 

(4) Расс.мотрrr.м следующие формы преди�еатов: 

R (xt, . . . , Хп) 3ytR (х1, . • . , Xm yt) 3у, Vy11R (х, , . . . , Xn, Yt• yg) 
VytR (Xt, . . • , Xn, Yt) Vyt3Y2R (х,, . . •  , Xm у,, yg) 

3у, Vyll3yaR (Xt, . • . , Xm Yt• yg, Уа) . . • 

• 

Vyt3YII VyзR (Xt, . • •  , Xn, у,, yg, Уа) . • •  
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где R - произвольный рекурсивный предикат. Обозначтz.м через П� tt 
одновременно через �� класс всех п-.иестных рекурсивных предztка­
тов. Для любого k > О обозначи.м через � k класс всех п-.местных 
предикатов, вырази.мых в «nредваренной фор.ме» 3у1 Vy2 • • •  QykR (х 1 , • • •  

• • • , Xn, Yt • У2• • • • , Yk), где произвольно.му рекурсивно.му предикату 
предшествует кванторная приставка zzз k кванторов, в кото­
рой кванторы существования и общностzt чередую тся, первы.м 
является квантор существования, а Qyk есть  квантор существо-
ванzzя илzz всеобщности. Класс ПJ: определи.м так же, как и � J:. 
с той лщиь разницей, что потребуе.м, чтобы в кванторной при­
ставке первым стоял квантор всеобщности. Итак, и.мее.м последо­
вательность классов: 

� �  �� � :  . . .  
�� = П� п� п� п: . . .  

(а) Ecлzz предикат выразti.м в какой-либо llЗ вышеприведенных 
фор.м, то он выразu.м и во всякой фор.ме из любого столбца, рас-
положенного вправо от нее, т. е. �J: s;;; � j П П} и Пl: = �j П П'j 
для лю бого j > k. 

(Ь) Для любого k > О и.мее.м � k - ПJ: =1= О и ПJ: - � k =1= О, т. е. 
существую т предикаты, вырази.мые в фор.ме 3у1 Vy2 • • •  QykR, 
но невыразимые в фор.ме Vyt3Y2 . . .  OykR и наоборот; следовательно, 
zz те и друще невыразимы ни в какой фор.ме с более короткой 
кванторной пpzzc тавкой. 

(с) Всякш'i apzzф.Ateтzzчecкzzй предикат (см. стр. 1 5 1 , упражнение 2) 
выразим по крайией .мере в одной zzз aтzzx фор.м. 

(d) (Э. Пост.) Отношение Q (х 1, • • •  , Хп) рекурсивно тогда zz только 
тогда, когда Q ll l Q вырази.мы в фор.ме 3y1R (х1, . • • , Xn, yt) с рекур-
сивны.Аt R; llНЫ.Ми словами, � �  n п� = � �-

(е) Ecлzt Ql Е �k  ll Q2 Е � k• то Ql V Q2 Е � k  и Qt & Q11 Е � k; 
если Qt Е Пi: zt Q2 Е ПJ:, то Qt V Q2 Е Пi: и Q t & Q2 Е П!:· 

(f) В oтлzzчtte от (d), ecлzt k > О, то 

(� i: + t  П Пi: + t) - (� J: U ПJ:) =1= О. 

Л о к а з а т е л ь  с т в о. ( 1 )  Пусть R (х , у) - рекурсивный предикат. 
По лемме 5. 1 8  существуют числа е1 и е2 такие, что 3yR (х, у) =: 
= 3уТ1 (et, х, у) и VyR (х, у) =  Vy l Т1 (е2, х, у). 

(2) Пусть R (х) - рекурсивныit предикат. Тог да предикат R (х) & 
& у = у - тоже рекурсивный. Очевидно, 3у (R (х) & у =  у) ::::::: R. (х) и 
Vy (R (х) & у =  у) =  R (х). Теперь остается применить ( 1 ). 

(3) Попустим, что предикат Vy l Т1 (х, х, у) рекурсивен. Тогда , 
в силу (2), существует число е1 такое, что l (Vy :1 Т1 (е1, е1 , у) = 
= Vy l Т1 (е1 , е1, у)), что является противоречием. Аналогично, если · бы 
предикат 3уТ1 (х, х, у) был рекурсивным, то, в силу (2), должно было 
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бы существовать число е2 такое, что l (3уТ 1 (е2, е2, у) = 3уТ1 (е2, е2, у)), 
и мы  опять имели бы противоречие. 

(4) (а) 3ztVYt3ZgVy2 . . . 3zkVykR (xt, . . . , Xm Zt, Yt • . • •  , zk, Yk) = 
= Vu3ztVYt · · ·  3zkVYk (R (x t, . . .  , Xm Zt, Yt• . . .  , zk, Yk) & u = u) = 

= 3ztVYt . . .  3zkVyk 3u (R (x t, . . . , Xm Zt, Yt . . . .  , zk, Yk) & u = u). 

Отсюда следует, что всякое отношение, выразимое в одной из рассмат­
риваемых в доказываемом предложении форм, выразимо и в любой 
другой форме с более длинной кванторной приставкой. 

(Ь) Здесь мы просто рассмотрим некоторый типичный случай. 
Предположим, что предикат 3vVz3yT n+2 (х1, х1, xw. . . . , Xm v, z, у) выра­
зИм в форме Vv3zVyR (хь . . .  , Xm v, z, у), где предикат R рекурсивен. 
По лемме 5. 1 8, это отношение эквивалентно при некотором е отноше­
нию Vv3zVy l Tnн (e, х1, . . .  , Xn, v, z, у). Теперь при х1 = е получаем 
противоречие. 

(с) Всякая формула теории первого порядка S может быть при­
ведена к предваренной нормальной форме. После этого достаточно 
заметить, что 3u3vR (u, v) эквивалентно 3zR (ai (z), а� (z)), где а� и а; ­
рекурсивные функции,  обратные взаимно однозначному - отображению а2 

множества в сех пар натуральных чисел на натур альный ряд (см. стр. 1 44). 
Точно так же VuVvR (u, v) эквивалентно VzR (aHz), aHz)). Следова­
тельно, рядом стоящие кванторы одного типа (т. е. существования или 
в сеобщности) могут быть свернуты в один квантор того же типа. 

(d) Если предикат Q рекурсивен, то рекурсивен и предикат l Q. 
Далее, если предикат Р (х1, . . . , Хп) рекурсивен, то рекурсивен и пре­
дикат Р (х1, • • •  , Хп) & у = у; при этом, очев идно, Р (х1, . . .  , Хп) = 
= 3у (Р (х1, . . . , Хп) & у = у). Обратно, предположим, что предикат Q 
выразИм в форме 3yR1 (х1, . . .  , Xn, у) и предикат l Q - в форме 
3yR2 {х1, . . .  , Xm у), где предикаты Rt и R2 рекурсивны. Так как 
Vx1 • . . Vxn3Y (Rt (х1, . . .  , Xm у) V R2 (Xt, . . .  , Xn, у)), то функция 
ffJ (xt, . . .  , Хп) = tJ-Y (Rt (xt, . . . , Xn, у) V R2 (х1, . . .  , Xm у)) рекурсивна. 
Тог да Q (xt, . . .  , Хп) = Rt (х1, . . .  , Xm rp (х1, . . .  , Хп)), и, следовательно, 
предикат Q рекурсивный. 

(е) Читатель легко докажет этот пункт, используя следующие факты: 
если х не входит свободно в �. то f-- 3х (� V �) = (� V 3х�), 
f-- 3х (� & �) = � & 3х�, f-- Vx(� V �) = (� V Vx�) и f-- Vx (� & �)= 
= (� & Vx�). 

(f) Мы р ассмотрим для простоты случай n = 1 ;  остальные случаи 
из него легко следуют. Пусть Q (х) Е �l - Пl. Опред�лим Р (х) как 
3z ((х = 2z & Q (z)) V (х = 2z + 1 & l Q (z))). Легко поы.аз ать, что Р ф. 
ф �k U Пk И Р Е �k+  1 · Нетрудно также видеть, ЧТО Р Е Пk+ 1• если 
заметить, что Р (х) истинно тогда и только тогда, когда 

3z (x = 2z & Q (z)) V (3zz < x (x =  2z + 1 ) & Vz (x =  2z + 1 ::::> l Q (z))) 

(Роджерс [ 1 959]). 
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Упражнение 

В этом упражнении ставится цель доказать, что существуют рекурсивные ,  
но не примитивно рекурсивные функции. 

1 .  Пусть [yil] означает наибольшее целое число, не иревосходящее  yil. 
Показать, что функция [yil] определяется рекурсией 

-х. (О) = 0, 
-х. (n + 1 ) = -x. (n) + sg \ (n +  1 ) - (-x. (n) + 1 ) 8 \  

и, следовательно, является примитивно рекурсивной. 
2. Функция Qu adreш (n) = n ...!.. [Vn]�, дающая при каждом n разность 

между n и н аибольшим квадратом, не иревосходящим n, яв ляется примитивно 
рекурсивной. 

3. Пусть р (х, у) = (((х + у)11 + у)2 + х), р 1 (п) = Qu adreш (n ) 11 р 2  (n) = 
= Qu adrem ([Jfn]). Эти функции также примитивно рекурсивны е. Доказать, что 

(а) Р 1 (р (х ,  у) ) = х и Р 2  (р ( х, у ) ) = у; 
(Ь) р (P t  (n) ,  Р 2 (n) )  = n; 
(с) р взаимно однозначно отображает ro2 на  ro; 
(d) P t (О) = P s  (О) = О, 

и если р 1 (n + 1 )  r/= О, то 
P t  (n + 1) = P t (n) + 1 , 

Ps (n + 1 ) = Рв (n) . 

(е) Для каждого n :;::::: 3 положим pn (хн . . . , Хп) = р (pn-t (х1 , . . .  , Xn_ 1 ) , Хп), 
где р2 = р. Каждая из функций pn примитивно рекурсивная. Положим далее 
p'j (k) = p'j- 1  (р 1 (k)) для 1 � i � n - 1 и p� (k) = р 2 (k) . Функции р: ( 1 � i � n) ­

примитивно рекурсивные, причем р: (pn (х1 , . . . , Хп)) = х; и pn (pf (k), р� (k), . •  
• . .  , р� (k)) = k. Функция рп, таким образом, взаимн�:> однозначно отображает oon 

на ro и функции pf являются соответствующими собратнымш� отображениями. 
Функции pn и pf построен ы из р, р 1 ,  р2 с помощью подстановки. 

4. Схема  рекурсии (стр. 1 35, � V)) может б ыть ограничена с ледующей формой :  

о/ (x t ,  . . .  , Xn+t • О) = Хмt (n :;::::: 0), 

ф (xt ,  . . . , Xn+t• у +  1 )  = '!' (xt, . . .  , Xn+t • у, о/ (хн . . . , Хмt• у)). 
В самом деле, пусть дана рекурсия: 

б (х1 , . . .  , Xn, О) = "( (хн . . .  , Хп), 
б (хн . . .  , Xn1 у +  1 ) = 8 (хн . . .  , Xn1 у, б (х1 , . . . , Xm у)) .  

Полагая '!' (х1 ,  . • •  , Хм1, у, z) = 8 (х1, • • •  , Xn, у, z), определим ф требуемым обра­
аом . Тогда б (х1 ,  . . .  , Xm у) = о/ (хн . . .  , Xn, '( (хн . . .  , Хп), у). 

5. Допустив р, р 1 1 Ps в качестве дополнительных исходных функций, мы мо­
жем ограничиться применением лишь правила рекурсии (V) в однопараметри­
ческой форме: 

ф (х, О) = сх (х) ,  
ф (х,  у + 1) = � (х, у, ф (х, у)) . 

[У к а з  а н и е. Пусть n :;::::: 2. Если дано 

б (хн . . .  , Xm О) = '( (X t ,  . . . , Хп), 
6 (х1, . . . , Xm у +  1 )  = 8 (х1 1 . . .  , Хп, у , б (х1, . . .  , Xn, у)), 
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то положить "1 (u , у) = 6 ( p f (u), • • . , р� (u), у) и определить "1 с помощью одно­
параметрической рекурсии.] 

6. Допустив р , р 1 1  р1 в к ачестве дополнительных исходных функций, можно 
в (5) вместо � (х,  у, о/ (х, у))  использовать фу нкцию вида 8 (у , ф ( х, у )). [У к а з  а­
н и е.  Пусть 

о/ (х, О) = а (х), 

ф (х, у +  1) = � (х, у, ф (х, у)). 

Положим ф1 (х, у) = р (х, ф (х, у)) .  Тогда х = р 1 (ф 1 (х, у)) и ф (х, у) = р2 (о/ 1  (х, у)) .  
Функцию ф1  определить с помощью рекурсии типа (5), где в м е с т о  � (х, у ,  
ф (х, у ) )  применена функция вида 8 (у ,  ф (х, у)) . ]  

7.  Допустив р ,  р 1 1 Ps в качестве донолнительных исходных функциii , можно 
ограничить применение правила рекурсии (V) схемами вида 

(•) { ф (х, О) = х 

ф (х, у + 1 )  = � (у , ф (х, у)) 

[У к а з  а н и е. Применить пункт (6).  П усть тогда 

(••) { ер (х, О) = а (х) 
ер (х, у + 1 )  = � (у , ер (х, у)) .  

Если теперь ф задать схемой (•) с � из схемы (••), то м о ж н о  д о к а з а т ь ,  что 
ер (х, у) = ф (а (х), у ). ] 

8. Если в качестве дополнительных исходн ы х  функций  п р ; : шн  ь фу нкции 
р , р 1 1 р1 , + , · , sg, то применение правила рекурсии (V) можно ограничить 
схемами вида 

f (O) = O 

f (у + 1 )  = h (у, f (у)). 

У к а з а н и е. Пусть , согласно (7), 

ф (х, О) = х, 
ф (х, у +  1 )  = � (у, ф (х, у)). 

Положим f (n) = о/ (Р.1 (n), р1 (n)). Тогда 

i (О) = ф (P I  (0), р2 (О)) = о/ (0, О) ж: О, 
f (n + 1 )  = ф (p l  (п + 1 ) , Ps  (п +  1 ) ) = { Ps (n + 1 ), если p 1 (n + 1 ) = 0 

= � (р 1 (n + 1 )  ...L. 1 , ф (р 1 (n + 1 )  ...L. 1 ,  Ps (n + 1 ))), если Р 1 (n + 1 ) + О { р, (п + 1 ) , если р 1 (п +  1 )  = 0  

c::s � (P I  (п), о/ (P I  (п), Ps (п)) ), если р 1 (n + 1 )  =1= О { Р• (п + 1 ) , если р1 (n + 1 ) = 0 
""" 

� (P t (n), f (n)), если р 1 (n + 1 ) -=/=- О 
= Pt (п + 1 ) · sg (р 1 (п + 1 )) + �  (pl (n), f (п)) · sg ( р 1  (n + 1 ) )  = 
= h (п, f (n)). 

(Заметим , что функция sg может быть построен а  с помощью рекурсии рас­
сматриваемого типа ) .  Теперь легко доказать, что ф ( х, у) = f ( р  (х, у)) . 

9. Все примитивно рекурсивные  функции можно полу чить, исходя И d  
функций Z, N , u;, р ,  р 1, р2, + , · , sg, с помощью подстановки и рекурсии 
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(правило (V)) вида 
1 (О) = 0, 

1 (у + 1 )  = h (у, f (у)) .  

(Следует из (8) . )  
1 0. В пункте (9) функция h (у, f (у))  может быть заменена функцией вида h (f (у)) .  У к а з  а н и е. Пусть 

f (О) = 0, 

f (у + 1 )  = h (у, f (у)). 
По.южим g (u) = р (u, 1 ( u )) и 'f (w) = р (р 1  (w) + 1 , !1 (PI  (w), Ра (w))). Тогда 

g (О) = 0, 

и 
g (y +  l ) = 'f' (g (u )) 

f (u) = Р• (g (u)). 

1 1 . Доказать, что равенства 

о/ (п ,  О) = n + 1 ,  
cji (O, т + l ) = o/ ( 1 , т), 

о/ (п + 1, т +  1) = о/  (о/ (п, т + 1 ), т) 

оnределяют рекурсивную функцию. (У к а з  а н и е. Показать, что о/ вычислима 
по Эрбрану-Гёделю с помощью этих равенств, и затем применять  предложе­
ние 5. 1 7.) Доказать, кроме того: 

( !) о/ (n, т) > n. 
( 1 1) о/ монотонна по каждой из переменных, т. е.  если х < z, то о/ (х, у) < 

< о/  (z ,  у) и о/ (у, х) < о/  (у ,  z). 
( 1 1 1 )  о/ (n, т + 1 ) � о/  (n + 1, т). 
( IV) Для всякой примитивне рекурсивной функции f (хн . . .  , Хп) сущест-

вует такое число т, что f (хн . . . , Хп) < о/  (max (хн . . . , Хп) ,  т) для 
любых х1 , . . . , Хп- (У к а з  а н и е. Доказать снача .1 а  это утверждение  
для  исходных, функций Z ,  N, U?• р, Рн р 2 ,  + , · , s g ,  а з атем  nоказать, 
что истинность его сохраняется при применении подстановки и схем ы  
рек) рсии вида , который  рассмотрен в ( 1 0) . )  В частности, д л я  всякой 
примитивне рекурсивной функции f (х )  от  одного аргумента сущест­
вует число т такое,  что f (х) < о/  (х, т) для .1юбого х. 

(V) Показать, исnользуя ( IV) ,  что функция о/ (х, х) + 1 рекурсивна ,  но 
не является примитионо рекурсивной. 

Другие доказательства существования рекурсивных, но не прими­
тивно рекурсивных функций см.  у А к к е р  м а н а [ 1 928], П е т  е р  [ 1 935], 
[ 1 95 1 ), Р. Р о б и н с о н а  [ 1 948) .  

Очень важным метаматематическим понятием является понятие рекур­
сивно перечислимого множества. Множество натуральных чисел назы­
вается ре�&урсивно переч.ислrr.мы.м (р. п.), если оно либо есть пусто� 
множество, либо есть область значений какой-нибудь рекурсивной функ­
ции .  Если мы принимаем тезис Черча, то,  говоря неформально, можно 
считать, что рекурсивно перечислимым является всякое множество н ату­
ральных чисе;I, порождаемое каким-либо механическим процессом.  
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П р  е д л о ж е н и е 5.20. ( 1 ) Множество В рекурсивно перечисли.мо 
тогда u только тогда, когда отношенuе х Е В вырази.мо в фор.ме 
3yR (х, у), где R рекурсивно. ( Утверждение остается в силе, ecлtz 
слова «R  рекурсuвно» за.менить на «R при.мuтuвно рекурсивно».) 

(2) Множество В рекурсивно перечислu.мо тогда и только тогда, 
когда оно лuбо пусто, либо совпадает с областью значений ка­
кой-нибудь частtzчно рекурсивной функцzщ. (Слова « Частично рекур­
сuвной» .можно за.менить на «при.лmтtzвно рекурсивной» .) 

(3) Множество В рекурсuвно перечuслzz.чо тогда zz только тогда, 
когда оно совпадает с областью определенuя какой-лztбо частично 
рекурсивной функциzz. 

(4) Множество В рекурсивно тогда и только тогда, когда оно 
са.мо и его дополнение В *) рекурсивно перечuсли.мы. 

(5) Множество {х \ 3уТ1 (х, х, у) } * *) рекурсzzвно перечuсли.чо, но 
нерекvрсuвно. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. ( 1 ) Пусть множество В рекурсивно перечис­
лимо. Если В пусто, то х Е В _  3у (х =1= х & у =1= у). Если В непусто, то 
оно есть область значений пекоторой рекурсивной функции rp . •  Тогда 
х Е В = 3у ( rp (у) = х). Обратно, пусть х Е В _ 3yR (х, у), г де R рекур­
сивно. Если множество В пусто, то оно и рекурсивно перечислимо. 
Предположим теперь, что В непусто, и пусть k - какой-нибудь фикси­
рованный элемент В. Определим функцию В (z) условиями: 

{ k, если l R ((z)o, (z)1), В (z) = 
(z)0, ес,!11" R ((z)0, (z)t). 

Очевидно, что функция В (z) - рекурсивная, и В является ее областью 
значений. (Кроме того, в силу леммы 5.8, если R рекурсивно, то 
3yR (х, у) = 3уТ1 (е, х, у) при векотором е, где Т1 - примитивно рекур­
сивный предикат.) 

(2) Предположим, что В есть область значений частично рекурсив­
ной функции rp.  Если В пусто, то оно и рекурсивно перечислимо. Если 
же В непусто, то пусть k - какой-либо фиксиров анный его элемент. 
Существует такое число е, что rp (х) = U (f!<yT1 (е, х, у)). Положим 

{ U ((z)t), если Т1 (е, (z)o, (z)I), В (z) = 
k, если l Т (е, (z)0, (z)t). 

Очевидно, В есть примитивыо рекурсивная функция и В - ее область 
значений. Поэ1'ому множество В рекурсивно перечислимо. Это же рас­
суждение одновременно показывает, что вс.якое рекурсивно перечисли­
мое множество является областью значений примитивно рекурсивной 
функции. 

* ) То есть оо - В, где оо - м ножество всех неотриц ательных цел ы х  чисе .1 . 
**) Н апомним,  что {х 1 Р (х) }  означает  множество всех тrх х, для которых 

р (�) истинно. 
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(3) Пусть В рекурсивно перечислимо. Если R = О, то В является 
областью определения частично рекурсивной функции !J-Y (х + у + 1 = 0). 
Пусть В непусто. Существует частично рекурсивная функция f, обла­
стью эначений которой служит В. Тогда нетрудно в идеть, что В 
является областью определения для частично рекурсивной функции 
g (у) = !J-X (f (х) = у). Обратно, пусть В есть область определения ч ас­
тично рекурсивной функции ер. Существует число е такое, что ер (х) = 
= U (tJ-yT1 (е, х, у)). Отсюда ер (х) = z - 3у (Т1 (е, х, у) & U (у) = z). 
Но, с другой стороны, х Е В = 3z (ер (х) = z). Поэтому х Е Н = 
=3z3y (Т1 (е, х, у) & U (y)-z), откуда, наконец, х Е B=3u (Т1 (е, х, (u)t) & 
& U ((u)1) = (u)0). Предикат, стоящий в этой последней формуле под эна­
ком квантора 3u, рекур синен. Поэтому, в силу ( 1 ), множество В р екур­
синно перечислимо. 

(4) Следует иэ ( 1 )  и предположения 5. 1 9(4) (d). (Содержательный 
смысл (4) состоит в том, что если имеются механические процедуры 
для порощдения В и В, то для того, чтобы уэнать, принадлежит  ли  
данное число n множеству В, нужно лишь дождаться того момента, когда 
это число n будет порождено одной иэ этих машин, и при этом эаме­
тить, какой именно.) 

(5) Следует иэ ( 1 )  и предложения 5. 1 9  (3). 

Упражнения 

1. Прообраз рекурсивно перечислимоrо множества при отображении посред­
ством рекурсивной функции рекурсивно  перечислим (т . е. если функция f 
рекурсивна  и множество В рекурсивно п еречислимо, то множество { х  1 f ( х) Е В }  
рекурсивно пере числимо) .  Прообраз рекурсивного множест в а  при отображении 
посредством рекурсивной функции рекурсивен. При отображении посред­
ством рекурсивной функции образ рекурсивно перечислимого множества 
рекурсивно пере чис.�им, однако образ рекурсивного множества не  обязательно 
р екурсивен.  2. Бесконечное множество рекурсивно тогда и только тогда, когд а  оно 
есть область значений строго возрастающей рекурсивной функции. 

3. Бесконечное множество рекурсивно перечислимо тогда и только 
тогда, когда оно есть  область значений взаимно однозначной рекурсивной 
функции. 

4. Всякое бесконечное  рекурсивно перечислимое множество содержит бес­
конечное рекурсивное подмножество. 

5. Если множеств а А и В рекурсивно перечислимы, то рекурсивно пере­
чиrлимы и множества А U В и А n В. Существу ет, однако, такое рекурсивно 
перечислимое множество А, что ro - А не  является рекурсивно п еречисли м ым, 

В �илу предложения 5.20 (3), всякое м ножество н атур альных чисел 
рекурсивно перечислимо тогда и только тогда, когда при  некотором n 
оно является областью определения  Сп частично рекурсивной функции 
U (�J-Y Т1'(п, х, у)), Согласно определению Сп, х Е Сп тог да и толь ко 
тогда , когда 3у Т1 (п, х, у). Наэовем число n индексом .множества 
Сп· Таким обраэом, мы получаем ну.мерацию (с повторениями) Ct. С2, • • . 
всех рекурсrrвно перечдсли.мых .множеств. 



276 ГЛ 5 ЭФФЕКТИВН II Я ВЫЧИСЛИМОСТЬ 

Как мы уже видели (предложение 5.20(5)), примерам рекурсивно 
перечислимоrо, но нерекурсивноrо множества может служить множество 
всех тех х, для которых 3у Т1 (х, х, у). В сИлу предложения 5.20( 4), 
доп.олнение к этому множеству, т. е. множество {х \ Vyl Т1 (х, х, у)}, 
не �вляется рекурсивно перечислимым. 

Упражнения 

1 ,  Множество В называется креативным, если оно рекурсивно перечислимо 
и если существует такая частично рекурсивная функция 'f'• что для любого n, 
если Сп s;;;; -в, то '!' (п) опреде.�ено и '!' (п) Е В - Сп. Доказать, что множество 
{х  1 3у Т 1 (х, х, у) } креативно.  (У к а з  а н и е. П усть '!' (n) = n при любом n.) 
Показать также , что в сякое креативное м ножество нерскурсивно. 

2. Ч астично рекурсивная функция 'f' называется потенr{ zzально рекурсивной, 
е сли сущест вует такая  рек)' рсивная функция о/, что '!' (хн . . .  , Хп) = о/ (х 1 , • • • , Хп) 
всякий раз, когда '!' (х 1 ,  • • •  , Хп) определено. Показать , что функция r-YT 1 (х , х , у) 
не яв.чяется потенциально рекурсивной. (У к а з а  н и е. Если бы существова .1о 
рекурсивно е продолжение о/ (х) функции r-Y Т1 (х, х, у) ,  то оказадось бы , что 
предикат  3у Т1 (х, х, у )  эквивалентен рекурсивному предикату Т1 (х , х, о/ (х) ) . ) 

03. Множество В называется простым, если оно рекурсивно перечислимо, 
а его дополнение В бесконечно и не содержит никакого бесконечного рекур­
сивно перечисдимого подмножества. Всякое простое множество нерекурсивно. 
Доказать , что просты е  множества существуют. (У к а з  а н и е. Рассмотреть 
м ножество В , являющееся областью значений функции '!' (z)  = ai (fLY (Т 1 (z, 
а� ( у ), а� ( у )) & ai (у ) > 2z)) . )  

4, Взаимно однозначн) ю рекурсивную фу нкцию, отображающую оо на оо, 
назовем рекурсивной перестановкой. Множества натуральных чисел Х и У 
называются изоморфными, если существует рекурсивная перестановка , отобра­
жающая Х на  У. У тверждение «множества  Х и У изоморфны)  будет сокращенно 
обозн ачаться  через  Х � У. 

( а) Показать, что рекурсивные перестановки образуют группу относи­
тельно операции композиции перестановок. 

(Ь) Отношение '""-' является отношением эквивалентности. 
(с) Если м ножество Х рекурсивно (рекурсивно перечислимо, креативно 

или просто) и Х '""-' У, то  и множество У рекурсивно (рекурсивно перечислимо, 
креативно  или просто). 

М а й х и л  л [ 1 955] доказал, что любые два креативные множества изо­
м орфны.  (См .  т акже Б е р н  а й  с [ 1 957] . )  

5. Б удем говорить, что 
(i )  м ножество Х однозначно сводимо к множеству У (сокращенно: ХRтУ), 

если существует  такая рекурсивная функция f, что х Е Х тогда и только тогда, 
когда f (х) Е У; 

( i i )  множест в а  Х и У однозначно эквивалентны (сокращенно: Х =т У), 
если ХRт У и УRтХ; 

( i i i )  м ножество Х взаимно однозначно сводимо к множеству У (сокра­
щенно: XR1 У), если существует  взаимно однозначная рекурсивная функция f 
такая, что х Е Х тогда и только ·тогда, когда f (х) Е У ;  · ( iv) м ножества Х и У взаимно однозначно эквивалентны (сокращенно: 
Х с1 У), если XR1Y и YR , X . 

( а) Отношения =т и =1 суть отношения эквивалентности. 
(Ь) Если Х креативно, У рекурсивно п еречислимо и Х = т  У, то У креа­

тивно. Мо жно показать также (М а й  х и л  л [ 1 955] ), что если Х креативно, а У 
рекурсивно перечислимо, то УRтХ. 

( с) (М а й  х и л  л ( 1 955] .) Если XR 1Y, то  ХRт У, и если Х = 1 У ,  то Х -т У. 
Однако однозначная сводимость  н е  вл.:чет взаимно однозначную сводимость , рав-
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но как и однозначная 3Квивалентность не влечет взаимно однозначную эквив а­
лентность. (У к а э а н и е. Пусть Х - простое множество, Z - бесконечное рекур­
сивное подмножество Х и У = Х - Z. Тогда XR1 У, Y:RmX, но не YR1 X.) Можно 
также доказать, что Х =1 У тогда и только тогда, когда Х :::::::::: У. 

6. (Д е к к е р  [ 1 955] . ) Множество Х называется продуктивным, если суще­
ствует ч астично рекурсивная функция f такая, что для всякого множества Сп. 
являющегося подмножеством Х, f (п) е Х - Сп. 

(а ) Если множество Х - продуктивное, то оно не может быть рекурсивно 
перечислимым; следовательно, оно и его дополнение Х бесконечны.  

0(Ь)  Всякое продуктивное множество Х содержит б есконечное рекурсивно 
перечислимое подмножество, и, следовательно, его дополнение Х не является 
простым.  

(с) Рекурсивно перечислимое множество Х креативно тогда  и только 
тогда, когда его дополнение Х является продуктивным.  

(d)  Существует 2 N o продуктивных множеств. 
7. (Д е к к е р  и М а й х и л  л [ 1 960] . )  Говорят, что м ножество Х рекурсивно 

эквивалентно множеству У (сокращенно Х -.. У), если существует взаимно  
однозначная частично рекурсивная функция, отображающая Х на У .  

(а)  Отношение -.. есть отношение эквивалентности. 
0(Ь ) Множество называется и.м.мунны.м, если оно бесконечно и не 

содержит никакого бесконечного рекурсивно перечислимого подмножества .  
Множество Х называется изолирпванны.м, если оно не  является рекурсивно 
эквивалентным никакому собственному подмножеству Х. (Изолированные мно­
жества  можно рассматривать как некий рекурсивный аналог конечных по Деде­
кинду множеств.) Показать, что бесконечное множество является изолированным 
тогда и только тогда, когда оно иммунное. 

0(с)  Существует 2 N o иммунных множеств. 

Для того, кто принимает тезис Черча, рекурсивно перечислимые 
множества важны еще и потому, что для всякой эффективно аксиома­
тизированной теории первого порядка К рекурсивно перечислимым 
оказывается множество Т к геделевых номеров теорем теории К (что, 
впрочем, справедливо и вообще для всякой формальной эффективно 
аксиоматизированной теории). В самом деле, если множество геделевых  
номеров аксиом теории К рекурсивно (а это так, если наша теория К 
эффективно аксиоматизирована и если мы принимаем тезис Черча), то 
рекурсивно, очевидно, и отношение Pf (у, х) («у есть г еделев номер 
вывода в К формулы с геделевым номером х»). А так как х Е Т к = 
= 3у Pf (у, х), то Т к рекурсивно перечислимо. ПриШiв тезис Черча, мы  
можем также утверждать, что теория К эффективно разрешима тогда 
и только тогда, когда множество Тк рекурсивно. В предложении 3 .4 1  мы 
показали, что всякое непротиворечивое расширение К теории RR рекур­
сивно неразрешимо, т. е. что соответствующие множества нерекурсивны. 

В этом направлении могут быть доказаны и некоторые гораздо более 
общие результаты (см. Ш м у л ь я н  [ 1 96 1 ] , Ф е ф е р м а и  [ 1 957], П у т­
н а м [ 1 957], Э р е  н ф о й х т и Ф е ф е р  м а н [ 1 960], М а й х и л л [ 1 955]). 
Так, например, ( 1 ) если всякое рекурсивное множество выразимо в тео­
рии К. то эта теория существенно рекурсивно неразрешима, т. е. дц 
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всякого непротиворечивого р асщирения К' теори� К множество Т к• 
нерекурсивно (см. упражненце 3, ниже); (2) если К есть непротиворечивая 
теория  первого порядка с р авенством, в которой представимы все рекур­
сивные функции и которая удовлетворяет условиям (i) и (ii) на стр. 1 63, 
то соответствующее этой теории  множество Т к креативно. (Здесь предпо-
лагается также, что К имеет среди своих термов все цифры О, Т, 2, . . .  ) 
Читателя, интересующегося более обстоятельным изучением рекур сивно 
перечислимых множеств, мы отсылаем к П о  с т у [ 1 944] и к Р о д ж е р  с у 
[ 1 956] .  

Упражнения 

1 .  Всякому  множеству  А натуральных чисел поста вим в соот ветствие 
множество А*, которое определим следующИ\1 образом :  и Е А* тогда и только 
тогда, когда и есть гёде.1 е в  номер некоторой ф о р м у л ы  \11 (х 1 )  и 1 ёделев  но�t ер  
форму .�ы  �{ (il )  принадлежит А. Ес .1и А рекурсtрщо, то реку рсивно и А*. 

2. П усть Т к - множество гёделевых номеров всех' теорем непротиворе-

чивой теории первого порядка К. Тогда (1' к)* невыразимо в К.  l У к а з а  н и е. 

Допустим, что (1'к)* выразимо в К с помощью некоторой формулы !Б (х1). 
Тогда l- к !Б (ii) для любого n в том и только в том сл учае, когда n Е (1'к)*. 
(Это последнее утв ерждение слабее факта  выразимости (1' к)* в К посредством 
!Б (х1 ) . )  П усть гёделев номер форм улы !Б (х1 ) равен р. Тоt·да 1-к !Б (р) эквива-
лентно р Е  ('fк)*. Следовательно, l-I< !Б (р) тогда и только тогда , когда гёделев 

номер формулы  !Б (р) принадлежит Т к, т . е. 1-к !Б (Р) тогда и только тогда, 
когда не 1-к !Б (р) . }  

3. Если всякое рекурсивное множеств.о выразимо в т еории К, то эта 
теория с ущественно рекурсивно неразрешима.  (Достаточно показать , что нере­
курсивно множество Тк, так как всякое рекурсивное множество выразимо, 
очевидно, и во всяком расширении теории К. Допустим, что Т к рекурсивно. 
Тогда рекурсивно Тю а в силу предыдущего упражнения 1 ,  рекурсивно и 

('fк)*. Следов ательно, ('fк)* выразимо в К, что противоречит предыдущем у 
упражнению 2.) 

§ 4. Неразрешимые проблемы 
Массовая проблема (т. е. бесконечный класс однотипных проблем) 

называется неразрешимой, если не существует единоМ эффективной (или 
механической) процедуры, с помощью которой мог бы быть решен 
любой частный случай этой проблемы (т. е. любая проблема данного 
класса). Так, например, имеет смыСJI ставить вопрос о неразрешимости 
массовой проблемы, состоящей в том, чтобы по заданному многочлену 
с целыми коэффициентами узнавать, сущестнуют ли целые значения пере­
менных, которые обращают этот многочлен в нуль. Хотя мы умеем 
решать этот вопрос для некоторых многочленов специального вида, 
однако до сих пор неизвестно, существует ли для решения этой проб­
лемы общая эффективная процедура, дающая ответ в любом ее частном 
случае (см. nримечание редактора на стр . 228). 



§ 4. НЕРАЗРЕШИМЫЕ ПР ОБЛЕМЫ 279 

Если мы умеем арифметизировать формулировку массовой проблемы, 
т. е. если мы можем отнести каждому частному случ аю массовой проб­
лемы свое натуральное число в качестве ее номера, то эта массовая 
проблема неразрешима тогда и только тогда, когда не существует эффек­
тивно вычислимой функции h такой, что если n есть номер какого­
нибудь частного случ ая массовой проблемы, то h (n) есть решение этого 
частного случая. В силу тезиса Черча  (который мы примимаем на протя­
жении настоящего параграфа), эта функция должна быть частично рекур­
сивной, и тогда мы приходим к пекоторой точной математической задаче. 
Примерами важных математически-х проблем р азрешения, которые были 
решены (отрицательно), являются проблема тождества для полугрупп 
(П р с т [ 1 94 7] *), К л и н и [ 1 952], § 7 1 )  и весьма тру дна я проблема 
тождества для групп (Н о в и к о в  [ 1 955], Б у н  [ 1 9 59],  Б р и т т о н  [ 1 958] ,  
Х и г м е н [ 1 96 1  ]) .  Кроме того, для целого ряда теорий первого  порядка 
нолучено отрицательное решение проблемы разрешения для выводимости, 
т. е. доказано, что ни для к_акой из этих теорий не существует единой 
эффективной процедуры, позволяющей, коль скоро задана формула d 
такой теории, ответить на вопрос, выводим а  или нет в этой теории 
формула ,у( (см. следствие 3 .36, следствие 3 .37, предложение 3 .4 1 ,  
следствие 3 .45, лемму 3.46). Мы приведем здесь еще несколько примеров 
неразf'ешимых массовых проблем. 

Последовательность функций Фп (х) = U (�J-Y Т1 (п, х, у)) дает, как мы  
знаем, нумерацию всех одноместных частично рекурсивных функций. 
Существует ли эффективная процедура, позволяющая для любого n 
узнавать, является функция рекурсивной (т. е. всюду определенной) или 
нет? Положительный ответ на этет вопрос был бы равносилен утверж­
дению, что рекурсивно множество А тех значений n, д11я которых 
функция Фп рекурсивна .  Мы сейчас пока.жем, что  множество А не 
является даже рекурсивно перечислимым. Допустим, что А рекурсивно 
перечис:шмо. Пусть тогда h - рекурсивная функция, область значений 
которой совпадает с А .  Рас·смотрим функцию f (х) ·"�fi'(x) (х) + 1 = 
= [U  (r-yT1 (h (х), х, y))l + 1 .  Эта функция, очевидflо, рекурсив11а ,  и 
потому существует такое н атуральное число т, что f = Фт и т Е А. 
Тогда, следовательно, Фт (х) = фh (хJ (х) + l . Так как т Е  А, то т = h (k) 
при векотором k. Отсюда при х · k получаем Фт (k) = !Jiт (k) + 1 , что 
невqзможно. Таким образом, не существует эффективной процедуры, 
следуя которой, можно быЛо бы .р:ля любой системы равенств узнавать, 
определяет ли она рекурсивную функцию. 

Можно доказать также и некоторую « локальную» форму этого 
результата. Поставим такой вQпрос: существует ли единый эффективный 
метод, позволяющий для Л!j)бых т и n узнавать, определено ли значение 
�n (т)?  Ответ и здесь оказывается отрицательным. В самом деле, 

*) Независимо от Поста  и одновременно 
проб.1 емы тождеств а слов для полугрупп до�азал 
(Прuд перев.) 

с ним неразрешимость 
А. А. М а р � о в [ 1 947 ] .  
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допустим, что рекурсивной является функция е (х, у), определенная 
следующим образом: 

{ О, если �х (у) определено, 
В (х, у) = 

1 ,  если �х (у) не определено. 

Положим a (z) = p.y (B (z, z) = 1 & у = у). Как легко видеть, 

11 (z) _ { О, если �z (z) не определено, 
- не определено, если �z (z) определено. 

Так как а есть частично рекурсивная функция, то а = �k при некото­
ром k. Тогда 

,1, (k) _ а (k) _ { О, если �k (k) не определено, 
тk - - не определено, если �k (k) определено, 

что является противоречием. (Другие примеры неразрешимых массовых 
проблем можно найти у Р о д ж е р  с а [ 1 956).) 

Упражнения 

1.  Пусть дана м ашина Тьюринга Т. Существует ли эффективная проце­
дура,  позволяющая для любой конфигурации ct решать вопрос о существовании 
в ы ч исления м ашины Т, начинающегося с ct? (Проблема остановки для Т.) 
Показать,  что существуют м ашины Тьюринга с неразрешимой проблемой 
остановки. (Указание. Пусть Т - м ашина Тьюринга, вычисляющая функцию 
fLYT1 (х, х, у) ;  применить предложение 5. 1 9(3) .)  Эта и некоторые сходные 
проблемы р ассм атриваются у Д е в и с а ( [ 1 958], гл. 5). 

2. Не существует нормального алгорифма над алфавитом М =  { 1 ,  * } ,  кото-
рый бы л  бы применим к слову n в м тогда и только тогда, когда n есть гёде­
лев номер нормального алгорифма над М, неприменимого к fi. 

Ряд других примеров неразрешимых массовых проблем в теории алгориф­
м о в  можно найти у М а р  к о в а [ 1 954], гл. V. В сил у эквивалентности различных 
способов уточнения понятия эффективной вычислимости, которые мы  находим 
соответственно в теориях нормальных алгорифмов,  машин Тьюринrа и систем 
равенств Эрбрана-Гёделя, всякая теорема о неразрешимости в терминах одной 
из этих теорий может быть переформ улирована в некоторую теорему о нераз­
решимости в терминах любой из двух остальных теорий. 

3. Функция f, определенная условиями { О, если о/х (х) определено, 
f (х) = 1 , если о/х (х) не определено, 

н ерекурсивна. (Здесь и ниже о/п (х) = U(/.LJ(T 1 (n, х, у) ) .) 
0 4. Док азать существование такой рекурсивной ф ункции 'IJ (х), что для 

любого х 'IJ (х) есть индекс ч астично рекурсивной функции v ( у), где { О, если о/х (х) определено, 
v (у) = не определено, если о/х (х) не определено. 

D 5. (Р о д ж е р с.) Показать, что следующие отношения нерекурсивны  
(и потому, в силу  тезиса Чёрча, неразрешимы). 

(а) у принадлежит обл асти значений о/,. 
(Ь) о/х (у) = z. 
(с) IJix = IJiy· (У к 11 з 11 н и е. Применить предыдущие упражнения 4 н 3.) 
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У читатеJIЯ не должно создаться впечатления, что все проблемы 
разрешения решаются отрицательно. В самом деле, вспомним, например, 
что в главе 1 мы видели, как с помощью т аблиц истинности можно 
для любой пропоэициональной формы установить, является ли она 
тавтологией. Далее, на стр. 1 7 4 было показано, что разрешимо 
чистое исчисление одноместных предикатов (У А к к е р м а н а [ 1 954] и 
Ш у р  а н ь и [ 1 959] можно найти много других положительных резуль­
татов такого рода.) П р  е с б у р  г е р  [ 1 929] показал, что разрешима 
теория первого порядка, которая получается из теории S, если из числа 
ее элементарных символов удалить знак умножения, а в списке аксиом 
опустить относящиеся к умножению аксиомы (см. стр. 1 3 1 , упраж­
нение 4). Ш м е л е в а [ 1 955] доказала разрешимость теории пер­
вого порядка для абелевых групч. Наконец, укажем еще на  принадле­
жащее Т а р с к о м у [ 1 95 1 ]  доказательство разрешимости теории первого 
порядка для вещественно замкнутых полей, которая представляет собой 
элементарный фрагмент теории вещественных чисел. 



Л о п о л н е н и �  

Доназательство непротиворечивости 
формальной арифметини 

Первое док азательство непротиворечивости теории первого порядка S 
арифметики было дано Г е н ц е н  о м [ 1 936 ], [ 1 93 8Ь j . Сходные дока­
зательства были впоследствии предложены А к к е р  м а н о м [ 1 940], 
Л о р е н ц е н  о м [ 1 95 1 ] ,  Ш ю т  т е [ 1 95 1  ) , [ 1 960) и Х л о д о в с к и м 
[ 1 959 ]  *). Во всех этих доказательствах используются методы, которые, 
очевидно, в силу второй теоремы Гёделя, не могут быть выражены 
в р амках самой теории  S. Мы здесь изложим доказатеJiьство непроти ­
воречиво сти формальной арифметики, следуя Ш ю т  т е [ 1 95 1 ) . 

Будем доказывать непротиворечивость векоторой системы S00, кото­
рая  значительно сильнее теории S. Система S00 имеет ту же, что и 
теория  S, предметную константу О, те же функциональные буквы + ,  
· ,  ' и ту же предикатную букву = . Таким образом, теория S и система Soo 
имеют одни и те же термы и элементарные формулы (т. е. формулы 
вида t = s, где t и s - термы). Однако элементарными пропозициональ­
ными связками  в S00 будут в отличие от S не ::J и l, а V и l. Фор­
мулу в S00 мы определим как  всякое выражение, построенное из эле­
ментарных формул с помощью конечного числа применений связок V , l 
и кванторов Vx; (i = 1 ,  2, . . . ). Вместо (l GVI) V $J мы будем писать 
GVt ::J $J; таким образом, всякая формула теории S будет служить обо­
значением некоторой формулы системы S00• Замкнутую элементарную 
формулу s = t (т. е. элементарную формуЛу без переменных) назо вем 
tcoppetcmнoй, если, вычисляя 

·
с помощью обычных рекуррентных равенств 

для + и · значения s и t, 
-
мы  обнаруживаем, что эти значения равны; 

в противном случае эту формулу назовем неtсорреtстной. Очевидно, по 
любой данной замкнутой элементарной формуле можно эффективно 
определять, является ли  она КQррект.ной  или нет. 

В качестве аксиом Sco мы берем: (а) все к0рректные замкнутые 
элементарные формулы, (Ь) отрицания всех векорреюных замкнутых 
элементарных формул. Так, например, формулы (О") · (О") + О" = (О"') · (О") 
и О' + О" =1= О' . О" являются аксиомами S00• 

Sco имеет следующие пр авила вывода: 
l. С л а б ы е п р а в и л а 

• 7:J' 'v GVt v $J v !iJ (а) Перестановtса. 7:J' V $J V d V !iJ '  
(Ь) Соtсращенuе: d V d V fiJ 

е4 V !iJ 
*) См.  т а кже П .  С. Н о в и к о в [ 1 943). (При.м. ред.) 
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ll . С и л ь н ы е  п р а в и л а  

(а) Ослабление: rv( � !lJ" (где rvt - произвольная замкнутая фор­

мула). 
. l cd v !lJ" l r!ld v !lJ" (Ь) Правило де Моргана. l (rv{ V r!/d) V !lJ" • 

(с) Отрицание: 
l� J g' !l/ '  

. l rv( (t) v 
!lJ" 

(d) Квантzzфитсация. ПV xrv( (х)) V !lJ" (где t - постоянный терм). 

(е) Бестсонечная индутсция · 
d (n) V !lJ" дл я  любого натурального n • (Vx d (х)) V !lJ" • 

Ш. С е ч е н и е: 

Во всех этих правилах формулы, стоящие над чертой, ·называются 
посылтса.ми, а формулы, стоящие под ч�ртой, - затслючения.ми. Формулы, 
обозначенные буквами 'б' и !l/, называются ботсовы.ми формулами пра­
вила. Впрочем, одна или обе боковые формулы могут отсутствовать 
во всяком правиле, за исключением правила ослабления  (Il (а)), где 
обязательно присутствие формулы !W, и правила сечения (I l l), где 
должна присутствовать по крайней мере одна из формул W, !l/. 

rv( l d v !lJ" l rv( l r!ld Так, например, !lJ" есть сечение, а 
l 

(d V r!/d) представ-

ляет собой частный случай правил� де Моргана Il(Ь). В каждом из 
правил формулы1 не явтrющиеёя боковыми, называются главны.ми фор­
мулами данного правила; <?НИ обозначены буквами rv( и r!/d. Главная 
формула rv( сечения назы�ает�я сетсущей формулой, а число пропози­
uиональных связок и кванторов в l d назwвается степенью се­
чения. 

Остается определить понят ие �wвода в S..,. Из-за правила бесконеч­
ной индукции это понятие гораздо сложнее, чем понятие вывода 
для S. Определим сначала понятие Г-дерева. Г-дерево.м называется граф, 
вершины которого следующим о.бразом распределяются по непересека­
ющимся «уровням» :  нулевой уровень состоит из единственной вершины, 
называемой затслю чительной вершиной; каждая вершина i + 1 -го уровня 
соединена отрезком в точности с одной вершиной i-го уровня; кажда я 
вершина Р i-го уровня либо не соединена ни  с какой вершиной i + 1 -го  
уровня, либо соединена отрезками с одной, двумя или  счетным множеством 
вершин i + 1 -го уровня (эти вершины i + 1 -го уровня называются пред­
шественнитса.ми вершины Р); всякая  вершина i-го уровня может быть 
соединена только с вершинами l - 1 -го и l + 1 -го уровней; вершина 
i-го уровня, не соединенная ни с какой вершиной l + 1 -го уровня, 
называется начальной вершиной. 
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Примеры Г-деревьев 

( 1 } 

А 

ДОПОЛ Н Е НИЕ 

С Уро!ень4 

Уро!ень.J 

Уро!еньZ 

Уро!ень1 

Уро!еньО 
А, В, С, D - начальные вершины, Е - заключительная вершина. 

(2) 

Е 
А, В, С1, С!, Са . . .  - начальные вершины, Е - заключительная вершина. 

(3) 

11 

[ 

А - единств енная началь ная вершина, Е - заключительная вершина. 

Г.о J. деревом вывода мы понимаем та.�<ое распределение формул 
системы Saa по вершинам Г-дерева, при котором 

( 1 )  формулы, ошесенные к начальным вершинам Г-дерева, суть 
аксиомы; 



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТИ ФОРМАЛЬНОй ЛРrtФМЕТИКИ 285 

(2) формулы, отнесенные к не начальной вершине Р и ее предшест­
венникам, являются соответственно заключением и посылками какого­
нибудь правила вывода; 

(3) существует максимальная степень среди степеней сечений ,  встре­
чающихся в дереве вывода; эта степень называется степенью  дерева 
вывода (если в дереве вывода нет сечений, то степень его р авна О); 

(4) каждой формуле, встреч ающейся в дереве вывода, отнесено неко­
торое порядковое число таким образом, что (а) посылке и заключению 
слабого правила вывода отнесено Qдно и то же порядковое число, 
(Ь) порядковое число, отнесенное заключению любого сильного пр авила 
или правила сечения, больше порядковых чисел, отнесенных соответст­
вующим посылкам. 

Формула, помещенная  в заключительной вершине дерева вывода, 
называется за"лю чительной фор.мулой дерева вывщ�а. Порядковое число, 
отнесенное заключительной формуле, н азывается поряд"о.м дерева вывода. 
Дерево вывода называется выводо.м своей заключительной формулы. 
Формула cvf называется теоре.мой систе.мы S00, если существует 
вывод cv!, т. е. если существует дерево вывода, в котором cvf есть 
заключительная формула. Так как все аксиомы Soo суть замкнутые 
формулы и так как применение правил вывода к замкнутым формулам 
приводит снова к замкнутым формулам, то всякая теорема системы S00 
есть замкнутая формула. 

Конечная или счетная последовательность формул cv!1, cvf2, • • •  назы­
вается нитью данного дерева вывода, если cv!1 есть заключительная  
формула этого дерева вывода и всякая формула cv!;+1 есть предшест­
венник cvfi· Следовательно, последовательность ординальных чисел а.1, 
Cl2, • • •  , соответствующих формулам некоторой нити, не возрастает, и эти 
числа убывают с каждым применением строгого правила или сечения. Так 
как невозможна бесконечная строго убывающая последовательность поряд­
ковых чисел, то всякая нить всякого дерева выв<;ща содержит лишь 
конечное число случаев применения сильного правила вывода или сече­
ний. Кроме того, для любой данной формулы всегда возможно обойтись 
лишь конечным числом последовательных применениИ к ней одних 
только слабых правил. Ввиду этого мы добавим в качестве дополнитель­
ного условия в определени и  дерева вывода требование, чтобы в каждой 
нити всякого дерева вывода участки последовательных применений 
слабых правил вывода были конечны. Тогда во всяком дереве вывода 
любая нить будет конечна. 

Если мы ограничим каким-либо условием класс порядковых чисел, 
которые в соответствии с условием (4) должны приписываться вершинам 
дерева вывода, то тем самым будет ограничено и понятие дерева вывода, 
и ,  быть может, мы даже получим более узкое множество теорем. Полу­
ченные при этом системы и используемые ниже методы доказательства 
непротиворечивости будут в большей или �·еньшей степени « I' Онструк ­
т ивными»  в зависимости от того, какие �конструктивные» отрез!\ � :  
nорядковых чисеJI буду I использованы. 
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Упражнение 

, ('б'V <Vf) V r1kl 'б'V (<VfV rikJ) Показать, что правила  со r етания 'б' V (qff. V  rikJ) и & V  GV'f) V r1kJ являются 

производными от правила перестановки, предполагая, что в последнем опущены 
скобки, сочетающие впево.  Следователь но, в дизъюнкции скобки можно опускать. 

Л е м м а А. 1 .  Пусть Dбщее число входящих в за.юснутую фор­
мулу d пропозициональных связо� zz �ванторов равно п. Тогда суще­
ствует (не содержащzzй сеченzzй) вывод поряд�а � 2п + 1 фор­
мулы l d V d. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Индукция по п. ( 1 ) п = О, т. е. d есть 
элементарная замкнутая формула. Одна ив формул l <d или d является 
аксиомой, так как <d есть либо корректная, либо некорректная формула. 
Тогда, в силу правила ослабления (I I  (а)), одно И3 следующих построений 
является деревом вывода: 

ослабление 
ослабление  

перестановка 

При этом, очевидно, вершинам дерева вывода можно приписать поряд­
ковые числа таким обра3ом, чтобы порядок вывода был р авен 1. 

(2) Предположим, что лемма верна для любого k < п. 
(i) Пусть d есть d 1 V d 2. Согласно индуктивному предположе­

нию, существуют выводы формул l <d1 V d1 и l d2 V d2 порядков 
� 2 (п - 1 )  + 1 = 2п - 1 .  Тогда с помощью правил ослабления и пере­
становки мы можем построить выводы порядка 2п для формул l d1 V 
V d1 V <d2 и l <d2 V d1 V d2, а с помощью правила де Моргана и 
вывод порядка 2п +  1 для формулы l (dt V d2) V d1 V d2. 

(Щ Пусть d есть l r!/d. По индуктивному предположению, суще­
ствует вывод порядка 2n - 1 формулы l $В V rlkl. С помощ�ою этого вывода 
и правила перестанов к и построим вывод порядка 2п - 1 формулы 
э'УВ V l э'УВ. Теперь с помощью правила отрицания достраиваем этот вывод 
до вывода формулы l l  rlkl V l rlkl, т. е. формулы l <Vf V d. Порядок 
этого последнего вывода р авен 2п � 2п + 1 .  

(i i i ) Пусть <d есть V хэ'!В (х). В силу индуюИвного предположения, 
для любого н атурального k существует вывод формулы l э'!В (k) V э'!В (k), 
и меющий  порядок � 2п - 1 .  Тогда с помощью правила квантификации 
получим  вывод порядка � 2n формулы l 't/ хэ'УВ (х) V э'!В (k). Применяя 
ватем последоаательно правила перестановки, бескс;>Нечной индукции 
и снова перестановки, построим выводы порядков соответственно � 2п, 
� 2п + 1 и снова � 2п + 1 для форму л э'!В (k) V l 't/ xf!ld (х), 't/ xrfld (х) V 
V l 't/ xrfld (х) и l 't/ хэ'УВ (х) V 't/ xrlkl(x). 

Л е м м а А.2.  Для любых постоянных термов s zt t 11 для любой 
формулы <d (х) с едzzнственной свободной переменной х формула 
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s =1= t V l !2Л (s) V !2Л (t) является теоре.мой и выводи.ма без употреб­
лен.uя правuла сечения. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Заметим сначала, что если замкнутая формула 
rffiJ (t) выводима в S00 и s имеет значение, р авное значению t, то фор­
мула ,f/d (s) 1 оже выводима в S00• (Чтобы убедиться в этом, достаточно 
в выводе rffiJ (t) в се вхождения t, «дедуктивно связанные» с вхождением t 
в заключительную формулу rffiJ (t), заменить н а  s.) Если термы s и t 
имеют одно и то же значение fi, то, в силу предыдущего замечания и 
выводимости формулы l !2Л (n) V!2Л (ii), выводима формула l !2Л (s) V  
V !2Л (t). Следовательно, в этом случае выводима и формула s =1= t V 
V l С<4 (s) V d (t) (правило ослабления). Если же значения  термов s и t 
не равны между собой, то s = t есть некоррективная формула, и тог да 
s =1= t является аксиомой. Отсюда с помощью правил ослабления и пере­
становки получаем, Ч'I О формула s =1= t V l d (s) V  !2Л (t) выводима. 

Л е м м а А.3. Всякая выводи.мая в S за.мкн.утая фор.мула есть  
теоре.ма систе.мы S00• 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Пусть замкнутая формула !2Л является теоре­
мой теории S. Очевидно, всякий вывод в S может быть представлен 
в форме конечного дерева вывода, где начальными формулами служат 
аксиомы S, а правилами вывода являются modus ponens и Gen. Пусть 
n - порядок такого дерева вывода для d. 

Если n = О, то d есть аксиома S (см. стр. (!5 - 66, 1 1 6). Здесь 
возможны следующие случаи.  

( 1 )  !2Л есть r!la � ('б' � rffiJ), т. е. l rffiJ V (l 'б' V <lla). Так как из зам­
кнутости !2Л следует, что форму л а rffiJ также замкнута, то, по лемме A. l ,  
формула l r1liJ V rffiJ выводима в S00• Следовательно, на основании правил 
ослабления и перестановки, выводима  в Soo и формула l rf!/iJ V  l 'lf' V rffiJ. 

(2) r:vf есть (rffiJ � ('б' � IW)) � ((r!la � %') � (r!la � .:W)), т. е. l (lr!la V 
V (l 'б' V fftJ )) V l (l rf!/iJ V 'б') V (l rf!/iJ V IW). По лемме A. l , в Soo выво­
димы формулы l (l rf!/iJ V 'б') V l rffiJ V %' и (l rffiJ V l 'б' V IW) V l (l r!la V 
V l 'б' V !W). Теперь выводимость d в S00 легко устанавливается 
с помощью правил перестановки, сечения (с секущей формулой %') 
и сокращения. 

(3) !2Л есть (l rffiJ � l 'б') � ((l rf!/iJ � %') � rf!/iJ), т. е. l (l l rffiJ V 

V l 'б') V l (l l  r!la V 'б') V rf!/iJ. Прежде всего, по лемме А. 1 ,  имеем 

f- s l rffiJ V rffiJ, затем с помощью правила отрицания  f- s l l l  rffiJ V riJiJ 00 00 
и по правилам ослабления и перестановки 

(а) f- S00 l l l  rffiJ V l (l lrffiJ V %') V rffiJ. 
Аналогично доказывается f- s l l l  r!la V rffiJ V l l  'б' и f- s l %' V 00 00 

V rffiJ V l l  'б', откуда по правилу де Моргана следует f- s l (l l rffiJ V 'б') V 
00 

V rffiJ V l l  'б'. Применив теперь правило перестановки, получаем 

(Ь) 1-- s00 l l 'lf' .V. l П l rffiJ V 'б') V r!/a. / · 
�� 
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Из (а) и (Ь) снов а по правилу де Моргана, получаем, наконец, 

f- s l П l  � V l ?f) V l П l � V ?f) V �. 00 

(4) cd есть Vx� (X) -:;::) � (t), т. е. l Vx� (x) V � (t). Формула 
� (t) замкнута, так как по условию замкнута формула cd. Сначала по 
лемме А. 1 получаем f- s l � (t) V � (t), затем по правилу квантифи-

оо 
кации f- s l V х� (х) V � (t). 00 

(5) cd есть Vx (� -:;:::) ?f) -:;:::) (� -:;:::) Vх'б') (где х не является свобод-
ной переменной в формуле �). т. е. l V х (l � V ?f) V l � V V x?f. 
В силу леммы А. 1 ,  для любого натурального числа n существует вывод 
в Soo для l (l .tld V 'б' {n)) V l � V ?f ( n), так как из замкнутости cd 
следует замкнутость l dJ{J V 'б' (n). Заметим, что порядки эт�х выводов 
ограничены числом 2k + 1 , где k есть общее число пропозиционаJJьных 
связок и кванторов в l � V 'б' (х) СледоватеJiьно, на основании пра­
вила квантификации, для любого n существует вывод в S00 для 

l Vx (l � V 'б' (x)) V l � V ?f (n) (с порядком � 2k + 2). 

Отсюда с помощью правил перестановки и бесконечной индукции 
получаем наконец f- s l V х (l .tld V ?f (х)) V l � V V x?f (х) (с поряд-

оо 
ком вывода � 2k +. 3). 

(S 1 )  cd есть ft = f2 -:;::) (ft = fз -:;::) t2 = fз), т. е. ft =l= f2 V ft =l= fs V 
V t2 = t3• Из замкнутости cd следует, что t1, t2 и t3 - постоянные термы. 
Применяем лемму А.2, беря в качестве cd (х), s и t соответственно х = t8, 
tl и t'J 

(S2) cd есть t1 = t2 -:;:::) (ft)' = (t2)', т. е. t1 =1= t2 V (tt)' = (t2)'. Если зна­
чения t1 и t2 р авны, то р авны и значения t� и t� и формула (tt)' = (t2)' 
является корректной и, следовательно, аксиомой S00• С помощью пра­
вила ослабления получаем тогда f- s  t1 =1= t2 V (tt)' = (t2)'. Если же зна-

оо 
чения  t1 и t2 не равны, то аксиомой является формула t1 =1= t2. Приме­
н я я  пр авила ослаблени я  и перестановки, получаем снова r s ft =1= t2 v 
V W = � 

оо 

(S3) cd есть О =1= f. Так как О и t' всегда имеют различные значе­
ния ,  то О =1= f является аксиомой S00• 

(S4) cd есть (ft)' = (t2)' -:;:::) t1 = t2, т. е. (ft)' =1= (t2)' V ft = t2. (Доказа­
тельство предоставляется читателю в качестве упражнения.) 

(S5) cd есть t + О = t. Так как t + О  и t имеют одинаковые зна­
чения,  то t + О = t есть аксиома. 

(S6) - (S8) проверяются аналогично с помощью рекуррентных р авенств 
для вычисления значений постоянных термов. 

(S9) cd есть � (О) -:;:::) (V х (� (х) -:;:::) � (х')) -:;:::) V х� (х)) или l � (О) V 
V l V х (l .tld  (х) V .tlc1 (х')) V V х� (х). 

( 1 )  В силу леммы А. 1 и с помощью пр авил перестановки и ослаб­
ления получаем [- s l .tld (О) V l V х (l dJЗ (х) V .tlc1 (х')) V � (0). QO 
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(2) Индукцией по k ;:;:::::: О покажем, что 

1- s l rt'd (О) V l (l сЬ3 (О) V .t7d ( l)) V · . .  00 
. . .  v l (l .tld (k} v .t7d (Й)) v .t7d ( k'). 

(а) k = О. В силу леммы А. 1 и по правилам ослабления  и пере· 
становки f- 800 l l сЬ3 (О) V l .tld  (О) V .t7d (1). Ан алогично, f- s00 l .tld  (i) V. 

V l сЬ3 (О) V .t7d (l). Отсюда по правилу де Моргана f- s l (l .tld (О) V 00 
V .t7d (l)) V l .tld  (О) V .tld(i) и далее с помощью правила перестановки 

1- s l .tld (О) V l (l .tld (О) V .t7d ( I)) V .t7d ( l). 00 
(Ь) Допустим, что 

f- s l .tld  (О) V l (l .tld (О) V .t7d (f)) V · · · 00 

. . . v l (l .tld ( k) v .t7d (k')) v .t7d {k'). 
Тогда по правилам перестановки, отрицания  и ослабления  получаем 

f- s l l .tld (11) V l .t7d (О) V l (l .tld (О) V .t7d (l)) V . . . 00 
. . .  v l (l .tld (k} v .t7d (il)) v Q'Ja (k''). 

Применим лемму A. l к формуле .t7d (k") и затем правила ослабления 
и перестановки: 

f- s l .tld (k") V l сЬ3 (О) V l (l .tld  (О) V сЬ3 (l)) V . . .  00 
. . . v l (сЬЗ (k) v .t7d (k')) v сЬ3 (11'). 

Отсюда по правилу де Моргана 

1- s l (l .tld (.k') V сЬ3 (k")) V l .t7d (О) V l (l .tld (О) V .t7d (l)) V · . .  00 

. . .  v l (l.tld {k) v .t7d (k')) v сЬ3 (k") 
и наконец с помощью правила перестановки 

1- s l .tld (О) V l (l .tld (О) V .t7d ( l)) V . . .  00 
. . .  v l п .t7d (k) v .t7d (k')) v l (l .tld (k') v .t7d (k")) v .tld (k"), 

чем и заверш ается индукционный шаг. 
Применим теперь правила перестановки  и кв антификации k р аз 

к формуле, выводимость которой в Soo доказана только . что в (2). 
В резу лыате получим, что при любом k ;:;:::::: О 

. 1- s00 l .tld (О) V V Х (l .tld (х) V fd (х')) V . . .  

. .  . V l V х (l .tld (х) V .t7d �х')) V .t7d �'), 
10 Э, Мендельсон 
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и после применений правила сокращения 

f-- s l <ffd (О) V l V х (l <ffd (х) V <ffd (х')) V r/Jд (k'). , 00 

Таким образом, вместе с ( 1 ) получаем, что при любом k � О 

f-- s l <ffВ (O) V l Vx (l <ffd (x) V <ffВ (x')) V <ffd (k). 00 

Применяв теперь правило бесконечной индукции, окончательно заклю­
чаем, что 

f-- s l <ffВ (O) V l Vx (l <ffd (x) V <ffd (x')) V Vx<ffd (x). 00 

Таким образом, мы доказали, ч·то все замкнутые аксиомы еистемы . S 
выводимы в Sсо-

Предположим теперь, что n > О. Здесь имеются две возможности. 
(i) Формула � появляется при выводе по правилу modus poneпs 

из формул $В и $В ;:) �. занумерованных в дереве вывода порядковыми 
числами < n. По условию формула замкнута. Можно, очевидно, предпо­
лагать, что и $В не содержит свободных переменных, так как в про­
тивном случае вместо всякой входящей в $В свободной переменной можно 
было бы подставить О как в формулу <ffd, так и в ее последовательные 
предшественники в дереве вывода системы S. Тогда, в силу индуктив-
ного предположения, f-- s $В и f-- s $В ;:) �. т. е. r:- s l <ffd V �. 00 00 00 
С помощью правила сечения отсюда получаем f-- s �. 

00 
(i i )  GYf есть V х$8 (х) и получается из $В (х) по правилу Gen. 

Продвигаясь обратно от $В (х) по дереву вывода системы S и заменяя 
подходящие свободные вхождения х на k, можно получить вывод $В (k) 
того же порядка, что и первоначальный вывод $В (х). Так как это верно 
для любого k, то, в CИJIY индуктивного предположения для любого k, 
верно f-- s <ffd (k). Тогда, н а  основании правила бесконечной индукции, 

00 
получаем f-- s Vx<ffВ (x), т. е. f-- s d. 

00 00 
С л е д с т в и е А.4. Если система S00 непротиворечива, то непро­

тиворечива zz теория S. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если теория S противоречива, то f-- s О =/= О. 

Тог да, по лемме А.3, f-- s О =1= О. Но, с другой стороны, f-- s О = О, 00 00 
так как форму л а О = О корректна. Поэтому для любой формулы GYf 
по правилу ослабления получаем f-- s О =1= О V r:Yf, а вместе с f-- s О = О 00 00 
по правилу сечения - и f-- 800 r:Yf. Итак, из прот,иворечивости теории S 

следует, что в S00 выводима любая формула, т. е. следует противоре­
чивость SOO' 

В силу следствия А.4, для того чтобы доказать непротиворечивость S, 
достаточно доказ ать непротиворечивость S00• 

Л е м м а А.5. Правила де Моргана, d'tприцания 11 бесконечной zzндyк­
Цllll обратимы, т. е. по всякому в ы воду фор.иулы r:Yf, которая еле-
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дует uз некоторых посылок в czzлy одного из этих правил, можно 
построит ь вывод самих посылок (порядок и степень такого вывода 
не больш е  порядка u степени первоначального вывода для �). 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. ( 1 )  Правило де Моргана. Формула е?! имеет 
вид l ($il V �) V !W. Рассмотрим вывод �. Проследим все те вхожде­
ния подформул l (dfd V �) в формулы этого дерева вывода, которые 
соответствуют в ыделенному вхождению l ($il V �) в заключ ительную 
формуJiу rvt. Двигаясь, таким образом, в обратном направлении  от �. 

м ы  пройдем через всякий случай применени я  слабого правила и через те 
случаи применения силыюга правила, когда l (cf/J V �) является под­
формулой боковой формулы. Остановка произойдет тоJiько тогда, 
ко г да мы столкнемся с применением правила ослабления вида 

J l $iJ V J" l � V J 
l ($il V �) V ,у или правила де Моргана вида l ($il V �) V ,у . Сово-

купность прослеживаемых  таким образом вхождений формулы l ($il V �) 
в дерево вывода назовем ucтopzreй фор.лtулы l ($il V �). Если все вхожде­
ния формулы l ($il V �) в ее истории заменить на l $il, то (после 
удаления ненужных формул) в результате получится новое дерево выво­
да с формула!! l $iJ V fW в качестве заключитеJiьноl! формулы. Ана­
логичная замена l ($il V �) на l � даст нам вывод формулы l � V !W. 

(2) Правило отрицания. � есть l l  $iJ V !W. Определим историю 
l l $iJ аналогично тому, как  это было сделано выше для l ($il V �) 
в ( 1 ). Заменив все вхождения l l $iJ в истории это!! формулы на $il, 
получим вывод $iJ v !W. 

(3) Бесконечная индукция. � есть V x$il (х) V !W .  Снова, как и в ( 1 ), 
опреде;Iим историю V x$il (х) и заменим всюду в ней V x$il (х) на $iJ (k) 
(если при этом какое-нибудь из Jiачальных в это!! истории вхождениl!  
V x$il (х) является следствием по  правилу бесконечной индукции и з  
не1<01 0рых посылок, то  удалим деревья н ад  всеми этими посыJiками, 
кро�е посылки $iJ (k)). Таким обр азом, для всякого k Ml;) получим вывод 
$il (k) v !W. 

Л е м м а А. 6 (Ш ю т  т е [ 1 95 1  ] :  R.eduktionssatz.) Если для фор.лtулы 
е;�( в S00 существует вывод положительной степени т и порядка а., 
то для этой же формулы � существует вывод в S00 со степенью 
меньшей, че"и т, u порядком, равным 2� (см. стр. 1 97) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем лемму трансфинитноl! индукцией 
по порядковому числу а., являюшемуся порядком данного вывода �. 
Если а. =  О, то вывод не может содержать сечениl! и его степень равна О. 
Предположим, что лемма верна для всех выводов порядков, меньших а.. 
Исходя из заключительной формулы е?( данного нам дер ева вывода 
пор ядка- а., будем продвигаться по нему, пока не встретим первое при­
менение сильного правила или правила сечения. Рассмотрим случай силь­
ного правила. Его посылки занумерованы порядковыми числами а.1 < а.. 
Согласно индуктивному предположению, для каждоl! из этих посылок .7 
существует дерево вывода со степенью < т и порядком 2�t. Заменим 

10• 
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таким деревом со степенью < т  1 0  поддерево данного дерева вывода 
для 127'1, заключительной формулой которого служит р ассматриваемое 
вхождение J. Поступив так со всеми посылками рассматриваемого при­
менении сильного правила, мы получим новое дерево для 12/t, если заклю­
чительной формуле 127'1 отнесем порядковое число 2а, которое заведомо 
больше всех чисел 2al (см. предложение 4 .30(9)). 

Обратимся теперь к случаю правила сечения. Пусть первый встре­
т ившийся нам случай применения не слабого правила вывода имеет вид 

<jff v rfld l rfld v §'! 
<jff v PlJ 

и пусть 111, (1g - порядковые числа, которыми занумерованы соответ­
ственно 'б' V rfld и l rfld V !i/. Согласно индуктивному предположению, 
для 'б' V rfld и l rfld V !!fJ существуют выводы степеней меньших, чем 
т, и порядков соответственно 2at и 2а2. Рассмотрим теперь возможные 
случаи  строения главной формулы rfld этого сечения. 

(а) rfld есть элементарная формула. Одна из формул rfld и l rfld 
является аксиомой. Пусть eJl' есть та из этих формул, которая не есть 
аксиома.  Согласно индуктивному предположению, поддерево основного 
дерева вывода для 12/t, заключительной формулой которого является 
рассматриваемое вхождение посылки, содержащей eJl', может быть заме­
нено некоторым деревом вывода той же посылки степени, меньшей т, 
и порядка 2ai (i = 1 или i = 2). В этом новом дереве вывода для 
посылки, в которую входит eJl', рассмотрим историю &' 

(определяемую, 
как в доказательстве леммы А.5). Начальные формулы в этой истории 
могут возникнуть только по правилу ослабления. Поэтому удаление из 
истории e"lt' всех вхождений eJl' приводит к построению дерева вывода 
для 'i!f или для §'! порядка 2al. Отсюда с помощью правила ослабле­
ния  получаем дерево вывода для 'б' V !!# порядка 2а. Степень этого 
нового дереваt...вывода меньше т. 

(Ь) rfld есть l �.  т. е. рассмiJ.триваемый случай применения правила 
сечения  имеет вид 

'б' V l � l l � V §'J  
'if V  §'! 

Существует дерево вывода для ll � V §'! степени < т и порядка 2as. 
В силу леммы А.5, существует дерево вывода для � V §'! степени < т 
и порядка 2а2• Существует, кроме того, дерево вывода степени < т и 
порядка 2а1 для 'б' V l �. Из этих двух последних деревьев вывода 
построим новое дерево вывода по схеме: 

перестаноока 'б' V l � 
l � V 'б'  перестаноока 

сечение 

перестаноока 
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Степень выделенного здесь сечения на единицу меньше общего числ а 
пропозициональных связок и кванторов в ll �. которое само не пре­
восходит т. Формуле g> V !!l!, очевидно, можно отнести в к ачестве 
номера порядковое число 2". Итак, мы имеем новое дерево вывода для 
g> V !!l! степени,  меньшей т, и порядка 2". 

(с) rlliJ есть � V J, и р ассматриваемое сечение имеет вид 

g> v � v J l (� v J) v f!j! 
rf v !@  

Существует дерево вывода для l (� V J) V !!l! степени < т и порядка 2"•. 
По лемме А.5, существуют деревья вывода степеней < т и порядка 2"• 
для l t V !бJ) и l rff V !!l!. Существует также дерево вывода для g> V 
V � V J степени, меньшей т, и порядка 2"1. Из последних трех 
деревьев построим новое дерево вывода по схеме: 

сечение 

g-o V � V !!i! 
перестановка 
g> V f!l! V � 

сечение 
g> V f!l! V !!i! 
перестановка  
и сокращение 

g> V f!i! 

. . 

Выделенные эдесь сечения имеют степени < т; следовательно, и все 
новое дерево вывода имеет степень < т. Формуле g> V � V !!l! можно 
в этом дереве вывода отнести порядковое число 2max ("I• "2 >  +о 1 , а фор­
мулам g-' V !!l! V !!l! и g-' V !!l! - порядковое число 2". 

(d) rlliJ есть Vx�. Тогда р ассматриваемое сеченние имеет вид 

g> V Vx� П Vx�) V f!l! 
'if V !@ 

Согласно индуктивному предположению дерево вывода для g> V V х�. 
являющееся поддеревом основного дерева вывода для rvt, может быть 
ваменено другим деревом вывода для g> V V XG степени, меньшей т, 
и порядка 2"1 . В силу леммы А.5 и замечания в начале доказательства 
леммы А.2, для любого постоянного терма t существует вывод степени 
< т и порядка 2"1 для формулы g-' V � (t). 

Содержащийся в основном дереве вывода для е4 вывод формулы 
(l V  х�) V !!l! может быть, согласно индуктивному предположению, заме­
нен некоторым новым выводом степени, меньшей т, и порядка 2"•. 
История l V х� в этом новом выводе восходит либо к применению 
nр авила ослабления, либо к применениям nравила квантификациq 
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с lVxЖ в к ачестве главной формулы: 

l � (t;) v !/;, 
(l Vx�) V !/1, 

где t1 - некоторые постоянные термы 
Заменим каждое такое применение правила  '<Вачтификации сечением 

g" v � (tд (l � (t;)) v !l; 
g" v !l; 

используя для левой посылки указанный выше вывод. Все оста.'lьн ые 
вхождения l V х� (х) в историю этой формулы также заменим на g"_ 
В ревультате мы снова получим некоторое дерево вывода, заключитель­
ной формулой которого является g" V .Pl/. Стеnень этого дерева меньше т, 
поскольку общее число пропозициональн ы х  связок и кванторов в l � (t;) 
меньше, чем в l V х� (х). Нумерацию этого дерева nостроим следую­
щим образом. Номера формул в выводах левых посылок g" V � (t;) 
оставим без изменения, а прежние номера � всех остальных формул 
полученного дерева вывода заменим на 2'11 +о �· Если � было номером 
посылки l lЬ (t;) V !/1 замененного применения nравила квантификации, 
а 1 - номер его заключения (l V х�) V !/1, то в нововведенном сечении 
nосылки g" V � (t;) и l � (tд V !/1 нумеруются соответственно порядко­
выми  числами 2"1 и 2"1 +о � . а заключение g" V !/1 - порядковым числом 
2"1 +о 1 > max (2"1 , 2"1 +о �). Так как из 8 <о 11 следует 2"1 +0 8 < 2" 1 + о 
+о �'-• то и всюду в этом новом дереве всякое заключение имеет номер, 
больший  чем соответствующие ему посылки. Наконец, правая посылка 
(l Vx�) V .Pl/, имевшая номер �. nревращается теперь в заключитель­
ную формулу g" v .PlJ порядка 2" 1 +о 2"1 .,;;;; 2max (tl!, t.ts) +о 2(max "1 · t.ts) = 
= 2max (а1 , t.ts) Х 0 2 = 2max (а1 , а2) +о 1 .,;;;; 2". Если при этом оказывается, что 
2"1 +о 2"s <о 2", то номер g" V !У/ всегда можно увеличить до 2". 

С л е д с т в и е А. 7. Вся"ий вывод в S00 произвольной формулы t;p( 
.может быть заменен выводом той же формулы t;p(, не содержа­
щrr.м сечений, т. е. выводом степени О. Ecлtt пprr атом а. - порядо" 
первоначального вывода, то порядо" нового вывода .можно выбрать 

. '1" 
равным не"оторо.Аtу поряд"ово.му чrrслу вида 22••• 

П р е д л о ж е н и е А.8. Crrc тема S00 непротиворечива. 
Д о к а в а т е л ь  с т в о. Рассмотрим произвольную формулу t;p( вида 

О =f=. О V О =f=. О V . . . V О =f=. О. Если бы такая формула t;p( была выво­
дима в S00, то она была бы выводима в S00 и без применении правила 
сечения. Просматривая остальные правила вывода, мы видим, что 
в таком случае t;p( может быть следствием только формулы того же 
типа, что и она сама. Отсюда следует, что одна ив формул вида О =1= О V 
V . . .  V О =1= О должна была бы быть аксиомой, чего, однако, в дейст­
вительности нет. Поэтому формула t;p( нев ыводима  в S00 и, следо­
вательно, эта система непротиворе•!Ива. 
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У пражнение 

Если ничем не ограни ч и в ать  класс порядковых ч исел,  использу е м ых для 
нумерации вершин деревьев.  вывода ,  то можно доказать также следующие 
дв а утверждения. \ )  С и с r е м а  S00 оо-непротиворечива .  (У к а з  а н и е. След-
ствие А.7, nредложение А.8 и правило бесконечной и ндукции . )  2) Всякая замк­
нутая формула  системы S00, истинная в .  стандартной модели,  в ы водим а  в S00, 
и, следовательно, сист е м а  S00 полна .  

Чтобы несколько ослабить неконструюивность вышеизложенного 
доказательства неnроти воречивости, можно СJiедующим образом ограни­
чить KJIЗCC порядковых чисел, используемых в нумерации форму.11 
деревьев вывода. Рассмотрим множество nорядковых чисел {w, w"', 
w"'"', . . . } (его можно задать индуктивно р авенствами 1о = w и ln+ t  = 
= w1n ). Пусть е 0 - наименьшая верхняя грань этого множества. Если мы 
будем применять в упомянутом смысле только nорядковые числа ,  мень­
шие е0,  то все nриведеиные выше доказательства останутся в силе (ибо 
из 8 <о е0 СJiедует 2а <о е0). f{роме того, nорядковые числа <о е0 допус­
кают представление в векоторой стандартной «nолююмиаJiьной» форме: 
(i) nорядковые числа,  меньшие w"', допускают представление в форме 

где k1, k2, • • •  , k1 - убывающая последовательность конечных порядко­
вых чисел и n11  n2, • • • , щ - конечные пщНщковые числа; (i i )  порядко-
вые числа, заключенные между w"' и w"'"', допускают представление 
в форме 

где сх1, exg, • • •  , а1 - убывающая последовательность порядковых чисел. 
меньших w"', и щ, n2, • • •  , n1 - конечные порядковые числа, и т. д. (см. 
Б а х м а и [ 1 955] ,  I I I ;  Г е н ц е н  [ 1 938Ь]). 

Основным неконструктивным моментом рассмотренного здесь дока­
зательства непротиворечивости является применение трансфинитной 
индукции в доказательстве леммы А.6. Принцип трансфинитной индукции 
до заданного порядкового числа был формализован и изучен Г е н­
ц е н о м [ 1 943 ]  и Ш ю т  т е [ 1 95 1  ], [ 1 960] ; как и следовало ожидать, 
nринцип трансфинитной индукции  до е0 невыводим в S. Что же каса­
ется вопроса о том, можно ли считать те или иные понятия и принцилы 
(такие, как понятие счетного порядкового числа и принцип трансфи­
нитной индукции до е0) действительно конструктивными, то здесь, как 
нам кажется, мы имеем дeJJo, в конечном счете, с проблемой субъек­
тивной прир оды. 

Дальне�шие детали и обсуждение затронутых здесь вопросов, 
в дополнение к уже цитированным работам, можно найти также 
у Г и л ь б е р т а  и Б е р н а й с а  [ 1 939], Р о с с е р а p 9 3 7J, М ю 11 Л е р а 
[ 1 96 1 ]  и Ш е н ф и ;I ь д а [ 1 959] .  
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-- индукции 1 1 6 
- конъюнкции 8 1  
- подстановки 1 35 
-- рекурсии 1 35 
- существования (правило Е4) 81 
- с  84, 85 
..:.. Gen 66 
Предваренная нормальная форма 96 
Предикат арифметический 1 5 1 
- рекурсивный 1 50 
Предложение 39 
Предметная константа 54 
- nеременная 54 
Представимая в теории S ар ифметиче-

ская функция 1 32, 1 33 
Представляюшее отношение 1 35 
Предшественник вершины 283 
Пресбургер (Presburger �-) 1 3 1 ,  281 ,  

304 
Прибавление единицы (N (х)) 1 33 ,  1 35 
Примитинная связка 38, 48, 49 
Пр инцип вполне упорядочения (W . 0.) 

1 7, 2 1 8  
- двойственности 28 

индукции 1 1 5 ,  1 27 
максимальности Хаусдорфа 220 
математической индукции 1 6, 1 1 6  
наименьшего числа 1 27 
нормализации 249 
ПОЛI!ОЙ ИНДУКЦИИ 1 6, 1 7, 1 27 

- трансфинитной индукЦии 1 95 
Проблема остановки машины Тьюр ин-

га 280 
- разрешения 279 
Проектирующая функция 1 33, 1 35 
Проекци я слова на алфавит 237 
Прообраз 14  
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Проnоэициональная буква 22, 38 - связка 22 
- - бинарная 27 
- - главная 23 
- форма 22 
- - выделенная 48 
Противоречие 25, 62 
Гlустое слово 229 

·ГJутнам (Putnam Н.)  277, 299, 304 

Рабин (RaЬ i n  М.) 1 70, 304 
Равенство 26 1 
- в теории множеств 1 77 
Равномощные классы 1 99 
- множества 1 5  
Разветвление алгорифмов 240 
Райс (R ice Н. G.) 304 
Ранг 223 
Расёва (Ras iowa Н. )  75, 78, 1 1 1 ,  1 1 2 ,  

304 
Рассел (Russe l l  В .) 7,  10, 1 88, 304 
Расширение алфавита 229 
- теории  74 
Рекурсивная неразрешимость 1 73 
- nерестановка 276 
Рекурсивно эквивалентные ыножества 

277 
Рекурсия 1 35 
Ришар (R ichard J . ) 9, 1 60 
Робинсон А. (RoЬinson А.) 1 09,  1 10,  

304 
Робинсон Дж. (RoЬinson J . )  299, 304 
Робинсон Р. (RoЬ inson R .) 10 ,  1 66, 

169 ,  1 7 1 ,  1 74 ,  1 75, 1 77,  2 1 3, 273, 
305, 306 

Роджерс (Rogers Н . ,  Jr . )  270,  278, 280, 
300, 303 , 305, 307 

Розенблюм (RosenЬioom Р. )  1 1 4,  305 
Россер (Rosser J .  В .) 10 ,  1 1 ,  39, 49, 

50, 85, 96, 1 6 1 , 1 63, 1 64 ,  227, 295, 
305 

Рылль-Нардзевский (Ryl i -N  ardzew-
ski С.) 1 1 4 ,  1 70 ,  299, 302, 305 

Cannc (Suppes Р.) 39, 227, 305 
Свободная переменная 56 
Свойство 1 2  
Связанная переменпая 56 
Связка с есл и . . .  , то . . . ) 20 - си �  1 9  
- <ИЛИ) 20 
- - в раздедительном и соединитель-

ном смысле 20 
-, соответствующая .11анной таблице 

истинности 48 
Сегмент 1 90 

Семантические концеnции и nострое­
ния 65 

Семнадцатая npoбJJeмa Гильберта 1 1 0 
Серnинекий (S ierp ifJski W .) 104,  2 1 6, 

2 1 7, 225, 305 
Сечение (nравило вывода системы S00) 

283 
- класса 1 90 
Сикорски й  (S i korsk i R .) 1 8, 75, 78, 1 1 2, 

1 1 3 ,  304, 305 
Сильно представимая в S функция 1 33 
Символ ленты 251 
- теории 36 
Синтаксическ ие концепци и  и построе-

ния 65 
Система аксиом Гlеано 1 1 5 
- равенств 261 
� Р. Робинсона 1 69 
- New Foundat ions ( N F) 1 0,  227 
Скобк и ,  экономное употребление 27, 55 
Сколем (Sko1em Т. )  79, 92, 100, 202, 

227, 305 
Скотт (Scott D. )  306 
Следование 20 
Следствие 37 
Слово 229 
- ,  вхождение в слово 230 
Сложение 1 1 6 
- порядковых чисел 1 96 
Собственное включение 1 77 
Собственный кдасс 1 78 
Совместимость аксиомы выбора 225 
- обобщенной континуум-гипотезы 225 
Совместимые теории 1 7 1  
Соединение алгорифмов 237 
- слов 229 
Сокращение (nравило вывода системы 

S00) 282 
Спектор (Spector С.)  306 
Степень дерева вывода 285 
- сечени я  283 
Стоун (Stone М.) 1 1 2, 306 
Сужение модели 9 1  
Схема аксиом 3 8  
- алгорифма 230 

Тавтология 24 
Тайхмюллер (Te ichmiШer О.) 220 
Тарекий  (Tarski А.) 1 1 , 48, 58, 65, 1 08, 

1 1 4 , 1 7 1 ,  1 74, 1 75, 206, 2 1 3 , 226, 281 , 
298, 302, 306, 309 

Тезис Чёрча 1 64 , 249, 250 
Теорема Гёдедя втора я  1 65 - - в форме Ро�:сера 1 6 1 
- - для теории S 1 59 
� - о полноте 78, 91  
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Теорема дедукции 40, 70 
- Кантора 8, 202 

_ - о булевом п редставлении 1 1 2 
- - замене 83 
-- - максимальном идеале 1 1 2 
- -- полноте (для L) 44 
-- - существовании классов 1 82 
-- системы S00 285 
- Сколема - Лёвенгейма 79 , 92 
- Тарекого 1 68 
-- формальной теории 36 
- Хартогса 207 
- Чёрча 1 73 
- Шрёдера - Бернштейна  8, 1 5, 20 1 
- эквивалентности 82 
Теории  высших порядков 65 
Теория абсолютно непротиворечивая 45 
-- аксиоматическая 36 
- алгебраически замкнутых полей ха-

р актеристики р 1 1 0 
- групп 67 
- достаточно сильная 1 75 
- интерпретируемая (в другой тео-

рии) 1 75 
-- коммутативных груnп с однознач-

ным делением 103 ,  104 
- непротиворечивая 45 
- неразрешимая 37 
- относительно интерпретируемая (в 

другой теории) 1 75 
- первого порядка 65 
- - - полная  73 
-- - - с р авенством 86 
-- - - т-категоричная 1 03 
--, подходящая для данной логики 48 
- р азрешимая 37 
- рекурсивно аксиоматизируемая 1 63 
- - неразрешимая 1 68 
- существенно неполная 1 64 
- - рекурсивно неполная 1 70 
- - - неразрешимая 1 68 
- типов 1 0 ,  227 
- формальная  25, 36 
- части чного упорядочения  67 
- эффективно аксиоматизированная 36 
- rо-неполная 1 60 
- rо-непротиворечивая 1 58 
Терм 54, 261 
- замкнутый 76 
-, свободный для переменной в фор-

муле 56 
Тихонов А. Н. 1 1 0 
Томпсон (Thompson F. В .) 1 1 4 
Точное описание (def in ite descr ipt ion) 

96 . 
Транзитивное замыкание 222 
Трихотомия (Trich) 218 

Тьюки (Tukey J .  W.) 220 
Тьюринг (T ur ing А. М. )  251 - 257, 260, 

26 1 ,  280 , 306 
Тюркетт (Turquette А. R. )  48, 305 

Уайтхед (Wh itehead А. N.)  10 ,  304 
Унтекер (Wh i t aker J .) 20 1 
Улам (Uiam S. )  226, 306 
Умножение 1 1 6 
- порядковых чисел 196, 1 97 
Универсальная выбирающая функция 

22 1 
Универсальный класс 1 81 
Упорядочение 1 6  
- полное 1 6  
- рефлексивное 1 6  
-- частичное 1 6, 67 
- - рефлексивное 1 6  
Упор ядоченная структура 1 89 
-- п-ка 1 2, 1 81 ,  1 84 
Упорядочиваемая группа 1 10 

Фейс (Feys R .) 300 
Ферма (Fermat Р. )  1 43 
Фефермаи (Fefermaп S.) 108,  1 65, 166, 

277 1 306, 3071 309 
Фибоначчи (Fibonacc i ,  Leonardo P isa­

no) 1 45 
Финитные методы 39 
Формальное р асnоложение алгорифма 

237 
Формула 36, 38, 54 
- боковая 283 
-- выделенная 46 
--, выполнимость на последовательно-

сти 59 
- главная 283 
- гротескная  47 
- двойственная 83 
- замкнутая 57 
-, истинная в данной интерпретации 

59 
- корректная 282 
-, ложная в данной интерпретации 59 
- некорректная 282 
- ПОДСТdНОВКИ 229 
- - заключительная 230 
-- - nростая 229 , 230 
- предикативная 1 82 
- секущая 283 
- элементарная 54 
- k-общезначимая 93 
Фреге (Frege G.)  307 
Френкель (Fraenkel А . А.) 225 , 227, 

307 
Фрилберr (Fr iedberg R . )  301 
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Функция  1 3, 1 86 
-- взаимно однозначная 1 4  
-- всюду определенная 1 4  
-- выбирающая 2 1 7  
-- ,  вычиСJiимая п о  Маркову 235 
--, -- - Тьюрингу 254 
-, - - Эрбрану -- Гёделю (ЭГ-вы-

числимая) 262 
--, -- с помощью системы р авенств 262 
- на множестве 1 4  
- общерекурсивная 1 36 
- от n аргументов 1 4  
-- потенциально рекурсивная 276 
- примитивно рекурсивная 1 36 
- рекурсивная 1 36 
- характеристическая 1 34 
- частичная 1 4  
--, частично вычислимая п о  Маркову 

235 
- - рекурсивная 235 
-- эффективно вычислимая 228 

Хазенъегер (Hasenjiiger G.) 65, 75, 1 76, 
307 

Х алмош (Xalmos Р .) 1 1 0, 1 1 4, 307 
Характеристика поля 1 08 
Х артогс (Hartogs F . )  207, 307 
Х аусдорф (Hausdorff F . )  220 
Хеллмаи (Hel lman М.) 20 1 ,  307 
Хигмен (Н igman G.) 279, 307 
Хинтикка (Н int ikka К. J .) 75, 78, 

307 
Хлодовский И. Н . 282, 307 
Холл (Hall  М. , Jr.)  308 
Хон (Hohn F.) 29, 308 

Цепь 218  
Цермело (Zermelo Е .) 10 ,  225, 227, 

308 
Цифра 1 2 1 , 23 1 ,  26 1 
Цорн (Zorn М.) 2 1 8  

Ч астное 1 37 
Частный случай проnозициональной 

формы 60 
Чёрч (Church А. )  1 1 ,  39, 51 , 65, 1 64, 

1 73, 1 74, 227, 250, 308 
Чистое исчисление одноместных nре­

дикатов 1 74 
- - nредикатов (первого nорядка) 

99, 1 72 
Читающая головка 251 
Чудновский Г. В. 228, 308 

Шаnиро (Shap iro N .) 308 
Шеинон (Shannon С. )  29, 308 

Шёнфильд (Shoenfield J . )  227, 295, 308 
Шепердсон (Shepherdson J .) 226, 308 
Шестаков В. И. 29, 308 
Шмелева (Szmielew W.)  1 08, 281 ,  308 
Шмидт (Schmidt  А . )  308 
Шмульян (Smul lyan R . )  1 5� . 2 1 3, 277, 

308 
Шольц (Scholz Н.) 65, 1 76, 307 
Шпеккер (Specker Е . )  225, 227, 302, 

308 
Шрёдер (Schrбder Е.) 8,  1 5, 20 1 ,  208, 

2 1 4, 2 1 7  
Штрих Шеффера 34 
Шураньи (Suranyi J . ) 281 , 309 
Шютте (Schiitte К.) 1 65, 282, 29 1 ,  295, 

309 

ЭГ-вычислимая функция 262 
Эквивалентность 21 
Эквивалентные алгорифмы 235 
Элемент множества 8, 1 1  
- R-наименьший 1 7  
Элементарная теори я  65 
- - абелевых групп 90 
- - груnп 89 
- - коммутативных колец с едини-

цей 90 
- -- плотно упорядоченных множеств 

без nервого и поСJiеднего элементов 
89 

- - полей 90 
- - равенства 89 
- - упорядоченных полей 90 
Эпименид 8, 9 
Эрбран (Herbrand J .) 40, 78, 250, 261 ,  

309 
Эрдёш (Erdбs Р . )  1 1 0 ,  226, 297, 309 
Эренфойхт (Ehrenfeucht А . )  1 3 1 , 277, 

309 
Эффективная неразрешимость 1 73 
Эффективность 64 

Яблонский С. В. 29, 309 
Язык-объект 39 
Яськовский (Jaskowski  S. )  52, 309 
{-свободный образ 94 
Modus ponens 38 
Redukt ionssatz Шютте 29 1 
а-последовательность 226 
�-функци я  Гёделя 1 46 
Г-дерево 283 
t-терм 96 
Л-вычислимость 250 
r-t-оператор 135  
- огр аниченный 1 39 
е-отношение 18 1  



Символы и обозначения 

х в  
tP 8, 1 84 
Е , $ 1 1 ,  1 77 
{х 1 Р (х) } 1 1  
х (Р (х)) 1 1  
с ,  с 1 1 ,  1 2 ,  1 77 =, =1= 1 2, 86, 1 77 
u , n 1 2 , 1 s 1 о 1 2, 1 1 5, 1 80 х - у 1 2 , 1 8 1  
{х, у }  1 2, 1 80 
(bl ,  · · · , Ьп) t2 Y X Z  1 2, 1 84 
xn 1 2 , 1 84 
[(l 1 3  
(1) 1 3, 1 93 
1 х 1 3  
[у] 1 3  
f (xl , • • •  , Хп) 1 4  fz 1 4  

· fOg 1 4 
1 - 1  1 4  
= 1 5, 1 99 

N 0, 2 N o 1 5  
l 1 9  
& 1 9  
v 20 
:::::> 20 
= 2 1  
и,  л 1 9  
! .  1 33, 34 1-- 37 
L 37 
МР 38 
L1 - L4 48-49 
v. 3 53 
AL 54 

tL 54 

� 58 
s* 58 
Gen 66 
g 73, 1 5 1 ,  244 
К1 88 
к2 89 
G, F 89, 90 
Rc. 90 
31х 90 
L 96 
К2, кп 1 03 t' 1 1 5 
s 1 1 5 + 1 1 6 
п 1 22 
< . .:;;;, >. �. <( 1 25 
Z (х) ,  N (х) , Uf (х1, • • • , Хп) 133 
CR (х1 ,  • • •  , Хп) 1 34 
f! 1 35 ll (х) 1 37 х _,_ у 1 37 
1 х - у 1 1 37 
sg (х) , sg (х) 1 37 
ш i n ,  max 1 37 
rm (х , у) ,  qt (х ,  у) 1 37 

� ' � . п . п 1 38 y < z y � z y <z y � z � 1 38 u < y < v 
Vyy < z' Vyy � z 1 39 
3yy < z•  3Yy :=:: z 1 39 

!J.Yy < z 1 39 
х 1 у 1 40 
Pr (х ) 1 40 
Рх 1 4 1  · 
(X)j 1 4 1  
1 h  (х) 1 42 
х * у  1 42 
о2, о�, oj 1 44 



f# 1 45  
В (xl ,  Xz, Хз) 1 46 
Bt (х1 , х2 ,  х3, х4) 1 46 
IC (х) 1 52 
FL (х) 1 52 
PL (х) 1 52 
EVЬI (х) 1 53 
Argт (х) 1 53 
Argp (х) 1 53 
МР (х, у, z) 1 53 Gen (х , у) 1 53 
E IC (x) 1 53 
EFL (х) 1 53 
EPL (х) 1 53 
Trm (х) 1 53 
Atfm1 (х) 1 54 
Fm1 (у) 1 54 
Subst1 (у, u, v) 1 54 
Subst (х, у, u, v) 1 54 
Sub (у ,  u, v) 1 55 
Fr (u, х) 1 55 
Fr1 (u , v, w) 1 55 
Ах; (х) 1 55, 1 56 
LAx (у) 1 56 
Gd (х) 1 56 
PrAx (у) 1 56 
Ах (у) 1 56 
Prf (у) 1 56 
Pf (у ,  х) 1 56 
Nu (у) 1 57 
Num (у) 1 57 
Bw (u , v, х , у) 1 57 
Bw л (u1 ,  . . .  , Un , у) 1 57 
wl (u, у) 1 57 
w2 (u , у) 1 57 
D (u) 1 57 
PJJ1 (xl , х2) 1 59 
W 2 (xl ,  х2) 16 1  
Tr 1 64 
Neg (х) 1 64 
Neg (х1 , х2) 1 64 Соп5 1 64 
Т R 1 67 
С! (п) 1 68 
RR 1 69 Q 1 69 
P F, РР 1 72 
Р5 1 72 
NBG 1 77 
Pr (X) 1 78 М (Х) 1 78 
х 1 8 1  
221 (Х) 1 8 1 v 1 8 1 
Rel 184 

СИМ ВОЛЫ И ОБОЗНА ЧЕН ИЯ 

u (У) 1 84 1 1 84 
х 1 85 

у 1 85 
ef'l (У) 1 85 

u v 1 85 
VEX 
Un (Х) , Ип1 (Х) 1 86,  1 87 
Fnc (х) 1 86 
У1 Х 1 86 
Х • У  1 87 Х " У  1 87 
X !rr Y 1 89 
Х Tr У 1 89 
Х Part У 1 89 Х Соп У 1 89 
Х Tot У 1 89 
Х We У 1 89 
S!m (W 1, W 2) 1 89 
Fld (Х) 1 90 
TOR (Х) 1 90 
WOR (Х) 190 Е 1 90 
Trans (Х) 1 90 
Sect y (Х, Z) 1 90 
Seg y (Х, И) 1 90 
Ord (Х) 1 9 1  
Оп 1 9 1  
х <0 у, х �0 у  1 92 
х' 1 93 
Suc (Х) 1 93 
К1 1 93 
Lim (х) 1 94 
+о• Х о 1 96, 197 
ва 1 97 Ех 1 97 

х У 200 
х -5 У, х -5 у 200 
Fin (Х) 203

-

/nf (Х) 204 
Den (Х) 204 
.:Jt 207 
roa 208 
АС 2 1 7  
Mult 2 1 8  
Trich 2 1 8  
w .  о .  2 1 8  
Zorn 2 1 8  
UCF 22 1 
N a 221 те (и) 222 
HJI.., Н 223 
Gl.H 225 
N BG+ 227 

3 1 9  
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ZSF 227 
NF 227 
ML 227 
л 229 
-+ ( · )  229 
=:1 230 
!Л: Р r- R 230 
!Л: Р r- · R 230 н. м 233 

Suba,,  · · · ' ak 233 Q,, . . . • Qk щ· 236 
щ ' !В  236 рА 237 

t'A, С 237 
Х1, :t2 245 
tV�t 246 

СИМВОЛЫ И ОБОЗНАЧЕНИ Я 

q; 251 , 253 
L, R 252, 253 т 25 3 
R1,  R2 253 
E qt (х) 265 
Syst (х) 265 
Осе (u ,  v) 265 
Cons1 (u, v) 265 
Cons2 (u ,  z, v) 266 
Ded (u, z) 266 
Sn (и ,  Х 1 ,  • • •  , Xn , z) 266 
U (х) 266 
Т n (z, х1, • • . , Xn , у) 267 
П7, 1:7 269 
o/n (х) 279 
$00 282 
е0 295 
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