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Vorwort. 

Das vorliegende Buch solI angehenden Physikochemikern und 
Studierenden anderer naturwissenschaftlicher Gebiete die zunachst 
notwendigen Kenntnisse in del' Mathematik vermitteln. 

Es ist eine freie Bearbeitung von J. W. Mellors "Higher mathe
matics for students of chemistry and physics", in dem Sinn, daB 
die .leitenden Gedanken und der Aufbau des englischen Werkes fest
gehalten wurden, wahrend insbesondere bei der Auswahl der Bei
spiele die Bearbeiter ihrem Ermessen gefolgt sind; so z. B. haben 
sie manche Kapitel }IeIlors, in denen lediglich physiko -chemische 
TheOl·ien erHtutert werden, stark gekitrzt. 

Die Abschnitte II und VI-XI hat Dr. Szarvassi verfaJ3t, 
die Abschnitte lund III-V Dr. Wogrinz, dem auch die Gesamt
redaktion des Buches zugefallen ist. 

Ob das Ziel des ,Verkes erreicht ist, muB del' Erfolg lehren, 
den es in den Kreisen hat, fiir die es bestimmt ist. 

Schlie.6lich erfiiIlen die Verfasser eine angenehme Pflicht, wenn 
sie del' Verlagsbuchhandlung fUr das liebenswiirdige Entgegen
kommen danken, mit dem aIle ihre Wiinsche bei der Drucklegung 
des Buches erfiHlt worden sind. 

Dezem ber 1905. 

Die Verfassel'. 
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I. Abschnitt. 

Einleitung, Erklarung und Bildung des Differential
quotienten. 

§ 1. Begriff del' Funktion. 

Wenn bei gleichbleibender Temperatur del' Druck, unter dem eine 
Menge eines Gases steht, ab- odeI' zunimmt, andert sich, wie be
kannt, innerhalb gewisser Grenzen ziemlich proportional auch sein 
Volum. - Die beiden Gl'a./3en Druck p und Volum v stehen in 
einem gesetzmaJ3igen Zusammenhang, den wir durch eine Formel 
ausdrucken, wenn wir schreiben: 

RT 
v=--

p 

In del' Sprache del' Mathematik heiJ3t nun das vom Druck p ab
hangige Volum v eine Funktion von p; man schreibt kul'z: 

v=f(p) 

Beide Gl'o./3en p ,und v nennt man Variable, und zwal' ist hier p 
die unabhangige, v die abhangige Veranderliche. 

Von del' Temperatur T haben wir vorausgesetzt, da./3 sie in 
unser em Fall eine konstante Gra./3e sein, durch die Anderungen 
von p und v unbeeinfluBt bleiben solI; auch R ist eine solche 
Konstante - auf ihre Bedeutung brauchen wir hier nicht weiter 
einzugehen. 

Der Flacheninhalt y eines Kreises ist eine Funktion del' Lange x 
des Radius: 

y = f(x) = X 2 11 

del' von einem fl;ei fallel1den Karpel' zurilckgelegte vVeg s ist eine 
FUl1ktion der Zeitdauer t des Falles: 

s = f(t) = . ;- t2 

usf. usf. 
Me 11 0 r - W 0 g r i n z, Hohere ~fathematik. 



2 Einleitung, Erklarung und Bildung des Differentialquotienten. 

y ist eine Funktion von x, besagt also, daB ein Gesetz besteht, 
nach welchem innerhalb gewisser Grenzen fUr jeden Wert von x 
ein (oder mehrere) Werte fUr y bestimmt sind. 

Ob die mathematische Form dieses Gesetzes, d. h. der Ausdruck 
fiir ((x) auch wirklich bekannt ist, bleibt zunachst dahingestellt, 
wenn wir schreiben: 

y={(x) 

Damit ist vorlaufig nur durch ein Symbol angedeutet, daB wir 
das Bestehen eines derartigen Gesetzes annehmen. 

Wir sind z. B. iiberzeugt, daB der Druck p del' Wasserdampfe 
in einem geschlossenen GefaB, das zum Teil mit Wasser gefiillt 
ist, eine Funktion del' Temperatur t ist und schrciben: 

p= ret) 
ohne jedoch den exakten mathematischen Ausdruck fUr die Be
ziehungen zwischen p und t Zll kennen. 

Funktionen wie: 

y=x4 + ax~+ bx2 + cx+ d 

Ca, b, c, d sind Konstanten) oder etwa: 

Ausdriicke also, in welchen x nach Ausfiihrung aller an
gezeigten Operationen nul' mit positiven ganzzahligen Exponenten 
Yorkommt, neum man ganze r~tionale Funktionen yon x. 

Funktionell wie: 

y=ax2+bx+~+~+e 
x X" 

= ax2 + bx+ cx- 1 +dx-2 + e 
oder: 

ax2 +bx+c 
Y = x:l ---L d 

I 

= (ax2 + bx + c) CX 3 + d)-l 

Ausdriicke also, in denen nach Ausflihrung aller m5glichen 
Vereinfachung'en x auch mit negativen ganzzahligen Exponenten 
yorkommt, heiBen gebrochene rationale Funktionen von x. 

Funktionen wie: 

oder: 

~+ b "+ 1 Y = X" --=- = X" bx-" 
Vx 



Die Begriffe "unendlich groB" und "unendlich klein". 3 

Ausdriicke also, in denen nach Ausfiihrung alier Vereinfach
ungen x auch mit gebrochenen Exponenten Yorkommt, heiJ3en 
irrationale Funktionen von x. 

Rationale und irrationale Funktionen nennen wir iiberhaupt 
algebraische Funktionen - ni~ht-algebraische Funktionen heiJ3en 
transzendent. 

Ausdriicke wie: 

sogenannte Exponentialfunktionen, odeI': 

y=log x 
sind also transzendent. 

Transzendent sind ferner die Funktionen: 

y=sin x, 
y=tan x, 

y=cos x, 
y=cot x, 

und die inversen zyklometrischen Funktionen: 

x= arcsin y, 
x= arctan y, 

x=arccos y, 
x=arccot y; 

x=arcsin y, Abkiirzung fill': x=arcus sinus y, bedeutet nam
lich: x. ist der Bogen 1), dessen Sinus y ist. 

x = arccos y, Abkiirzung fiir: x = arcus cosinus y, besagt: x ist 
del' Bogen, clessen Sinus y ist, usf. 

Offenbar ist x, wenn man y einen bestimmten Wert erteilt, in 
diesen Funktionen nicht eindentig bestimmt, denn der Bogen x, 

n 3n 5n 
dessen Sinus y gleich 1 ist, kann: 2' 2 ' 2 ' . . . . . sein. 

§ 2. Die Begriffe "unendlich grofi" und "unendlich klein". 

Es ist ganz unmoglich, mit den Begriffen "unendlich groB" 
und "unendlich klein" irgend eine anschauliche Vorstellung zu 
verbinden. 

tan 90 0 = 00 

bedeutet, daB del' Wert del' Funktion tan a zunehmend uber jeden 
angebbaren Wert hinauswachst, wenn sich a, der Winkel, 90 0 nahert; 
- das Symbol 00 reprasentiert nns keinen Wertbegriff mehr, son
dem bezeichnet aligemein die Eigenschaft einer Veranderlichen, un
begrenzt wachsend, jede endliche Grenze zn uberschreiten. 

Dividieren wir nun eine kleine Zahl n durch eine :Million, so 
erhalten wir einen sehr kleinen Bruch, der weiter eine :Millionmal 

') Siehe Seite 387, Einleitung von C. 
1* 



4 Einleitung, Erklarung und Bildung des Differentialquotienten. 

verkleinert dem Nullpunkt del' Zahlenlinie nach naher riickt. So 
fortschreitend konnen wir Briiche bilden, die geringer sind als 
jede noch so klein vorgegebene endliche Zahl, d. h. del' Null be
liebig nahe gebracht werden konnen, jedoch immer um einen an
gebbaren endlichen Betrag von ihr verschieden bleiben. Erst 
wenn wir schlie.6lich den Nenner unendlich gro.6 werden, iiber jede 
Grenze hinaus wachs en lassen, wird unser Bruch unendlich klein, 
del' Null unendlich nahe geriickt; in del' Ausdl'ucksweise del' Mathe
matik schreiben wir: 

-'/1,-=0 
00 

Die Mathematik operiert mit den erlauterten Symbolen so wie 
mit algebraischen Gro.6en und fUhrt wie diese das Symbol ,,00" 
mit positivem und negativem Vorzeichen in die Rechnung ein. 

Del' Leser iiberdenke die folgenden Relationen und ihre gegen
seitigen Beziehungen; ("-' bedeutet unbestimmte Zahl): 

n·O=O; 
n/O. 00; 

00+00=00; 

n·oo=oo; 0·0=0; 
n/oo=O; 0/12=0; 

00 -00="-'. 

0·00=,,-,; 

00/12=00; 

00/00 = "-'. 

00·00=00. 

0/0 = "-'; 

0"=0; 
1/0"=00; 

00" = 00; 0° = "-'; 00° = "-'. 

1/00"=0; 1/0°=,,-,; 1/00°=,,-,. 

noo = 00 wenn: n> 1. 
100 =,,-,. 

noo = 0 wenn: ° < n < 1. 
n~oo=l/noo=O wenn: n>1. 

n- oo = l/noo = 00 wenn: O<n<1. 
nO= 1. 

§ 3. Ordnungen des unendlich Kleinen. 

Stellen wir uns einen "\Viirfel VOl', welcher durch drei Gruppen 
von Schnitten, die in gleichen Abstanden gefiihrt sind und parallel 
zu drei senkrecht aufeinander stehenden Seitenkanten liegen, in 
klein ere Wiirfel zerlegt wird. Vermehren wir zunachst die Schnitte 
parallel einel' SeitenfHiche, dann wird das Volumen del' durch sh~ 
gebildeten Schichten unendlich klein, wenn die Zahl del' Schnitte 
unbegrenzt wachst. 

Lassen wir jetzt gleichzeitig die Schnitte in einer auf del' 
ersten senkrechten Lage sich unbegrenzt vermehren, so werden die 
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Volumina del' durch die beiden Schnittsysteme gebildeten prisma
tischen Saulen unendlich klein und zwar auch im Verhaltnis zu 
den erorterten unendlich dunn en Sehiehten, da ja erst unendlieh 
viele unendlich kleine Saulen eine solche Schieht bilden. 

Wenn sehlieBlieh die Zahl del' Sehnitte in allen drei Gruppen, 
durch die del' Korper in kleinere WurfeJ geteilt wurde, unbegrenzt 
zunimmt, dann sind die entstehenden unendlich kleinen Wurfel so
wohl in Bezug auf die unendlich dunnen Schiehten als auch die 
Saul en versehwindend klein, da erst eine unendliche Anzahl der
selben aufeinandergesetzt eine unendlieh di.lnne Saule gibt. 

Wir sagen: im Vergleieh mit den Schiehten von unendlieh 
kleinem Volum sind sowohl die Saul en als die Wurfel unendlieh 
kleine GroBen hoherer Qrdnung; nehmen \yir die Schiehten als von 
erster Ordnung an, so sind die Saulen unendlieh klein von del' 
zweiten, die Wurfel unendlich klein von del' dritten Ordnung. 

Wir konnen ebenso wie eine zweite und dritte, aueh eine 
vierte, fUnfte .... nte Ordllung des ullelldlich Kleinen entwiekeln, 
illdem witi allgemein festhaltell: 

Die GroBen irg'end einer Ordnung sind unendlich groB im 
Verhaltnis zu jenen, welehe del' naehsten und allen folgenden 
hoheren Ordnungen angehoren, versehwindeud klein im Vergleieh 
zu denen del' naehsten und aller weiteren niedrigeren Ordnungen. 
Sind also z. B. lOa' und c3 unendlich kleine GroBen del' dritten, und 
ist f4 eine solehe del' vierten Ordnung, so ist: 

, 
c:3_ wie: c:} unendlich groB, 
c4 f J 

und: ~J wie: 
f J unendlieh klein, , 

c:) E:~ 

wahrend das Verhaltllis zweier GroBen derselben Ordnung: lOa' I c3 

durch eine endliehe Zahl ~usgedri.ickt wird. 
1st also del' Quotient zweier .unendlieh kleiner GroBen ein end

lieher 'Vert, so sind sie von derselben Ordnung;' ist er unelldlieh 
groB. so ist del' Zahler von einer niedrigeren Ordnung als del' 
N enner, ist er unendlich klein, dann ist umgekehrt del' N enner 
von niedrigerer Ordnung als del' Zahler. 

§ 4. Begriff des Grenzwertes. 

Wenn wir einem Kreis regelm1i.l3ige Vielecke von immer groBerer 
Seitenzahl einschreiben, bemerken wir, daB sich die Umfangslangen 
diesel' Polygone umsoweniger von del' Lange del' Kreisperipherie 
unterscheiden, je groBer ihre Seitenzahl ist, - und wachst ihre 
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Seitenzahl iiber jeden endlichen Betrag hinaus, so verschwindet 
del' Unterschied zwischen Polygonumfang und Kreisperipherie. -
Es ist ferner leicht einzusehen, daE die Umfangslange eines regel
maBigen Polygons eine Funktion seiner Seitenzahl ist, und wir 
sagen nun: 

P, die Lange del' Peripherie eines Kreises, ist del' Grenzwert., 
welchem del' Umfang {(x) eines dem Kreise eingeschriebenen Viel
eckes zustrebt, wenn seine Seitenzahl x unbegrenzt wachst. 

Die Mathematik driickt dies aus, indem sie sehreibt: 

P=lim ((x) 

Wir bemerken, daE wir den Begriff des Grenzwertes eigentlich 
schon benutzt haben: die Bedeutung del' Begriffe "unendlich groE·' 
und "unendlich klein" gewannen wir als die von Grenzwerten, 
welchen gewisse Funktionen zustre ben: 

und: 

Es war: lim!) tan a=oo 
a=900 

lim~=O 
x 

Ohne uns weiter auf die TheOl'ie del' Grenzwerte einzulassen, 
k6nnen wir allgemein sagen: Nahert sich del' Wert einer Funktion: 

y=F(x) 
immer mehr einer GroEe A, wenn x, die unabhangige Variable, 
gegen einen Wert a heranriickt, (- so daE also del' Unterschied 
zwischen y und A durch fortschreitende Annaherung des x an a 
beliebig gering gemacht werden kann -) daIm nennen wir A eine 
Grenze, welcher del' 1Vert von y mit del' Annaherung des x an a 
zustrebt und schreiben: 

lim F(x)=A 
x=a 

Die Grenze A kann eine endliche GroEe, Null und unendlich 
sein, bei einem endlichen ,Vert von xen'eicht werden, odeI' auch 
erst, wenn die unabhangige Variable Null odeI' unendlich groE wird. 

lim sin 

lim cos 

--------

Beispiele: 

a=O; lim 
a=OO 

a=O; lim 
a=900 

. 1 
hm--=l' 

nX ' 
x=o 

sin 

tan 

a=l; lim 
a=900 

a=O; lim 
a=OO 

. 1 
hm--=O 

nX 
x=::o 

') Abkiirzung fill': limes, die Grenze. 

cos a=l; 
a=O') 

cot a=oo; 
a=OO 
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§ 5. Der Differentialquotient. 
Als Geschwindigkeit v eines sich gleichformig bewegenden 

Korpers bezeichnen wir den von ihm in del' Zeiteinheit zuruck
gelegten Weg; sie ergibt sich, wenn man eine von dem Korper 
durchlaufene Strecke 8 durch die Anzahl del' Zeiteinheiten t dividiert, 
welche zur Zurucklegung diesel' Strecke notig waren: 

8 
V=-

t 

Betrachten wir nun eine gesetzml1Big beschleunigte odeI' ver
zogerte Bewegung, bei welcher in aufeinanderfolgenden gleichen 
Zeitraumen keine gleichen Wegstucke durchmessen werden; offenbar 
konnen wir nicht von einer Geschwindigkeit del' Bewegung i.i.ber
haupt, sondern nul' von augenblicklichen und ferner von einer 
mittleren Geschwindigkeit wahrend einer gewissen Beobachtungs
zeit sprechen. 

Es sei z. B. festgestellt, daB ein Eisenbahnzug, del' ohne Dampf 
und Bremse uber ein Gefalle heruntergerollt ist: 

8 = dreiBig Kilometer 

in einer Stunde zuruckgelegt hat. Wir werden nun durchaus nicht 
behaupten, daB er gerade ein halbes Kilometer in del' letzten 
Minute del' einstltndigen Fahrt gemacht haben muB, - bilden wir: 

8 
V=-

t 

als Zeiteinheit die :Minute angenommen, so stellt uns v bloB eine 
durchschnittliche Geschwindigkeit von einem hal ben Kilometer in 
in derMinute dar - hatte del' Zug diese mittlere Geschwindigkeit 
wahrend del' ganzen Stunde unter Anwendung von Dampf und 
Bremse innegehalten, so. waren die dreiBig Kilometer ebenfalls 
zuruckgelegt worden. 

Seine wirklichen Geschwindigkeiten in verschiedenen Momenten 
der einstundigen Fahrt uber das Gefalle werden von dies em Durch
schnittswert im allgemeinen abweichen und zwar im Anfang kleiner, 
gegen Ende groBer sein. 

Nehmen wir nun eine kurzere Beobachtungszeit als eine Stunde 
an, - etwa die Zeit t, - wahrend welcher del' Zug bloB die 
Strecke x auf dem Gefalle durchfahren hat; es leuchtet ein, daB 
die augenblicklichen Geschwindigkeiten wahrend t urn so weniger 
von der mittleren Geschwindigkeit xli verschieden sind, je ki.i.rzer 
wir t wahlen. 
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Nennen wir Llx den wahrend einer ganz kurzen Beobachtungs
zeit LI t, - etwa einer Sekunde - zuriickgelegten Weg, dann ist 
diese Annaherung schon auBerordentlich groB, die Geschwindigkeit 
am Anfang und am Ende von LI t wird von dem Durchschnitts
wert LI x/ LI t in unserem Fall kaum mehr meBbar differieren. Wenn 
wir sehlieBlich einen unendlieh kleinen Zeitraum mit d t und das 
entspreehende Wegstiiek mit dx bezeiehnen, so stellt uns del' 
Quotient dx/dt die mittlere Gesehwindigkeit wahrend eines unend
lieh kleinen Zeitteilehens, d. h. einen augenblieklichen Gesehwindig
keitswert dar. 

dx bezeiehnet also in del' Spraehe del' :Mathematik die Ande
rung del' abhangigen Variablen, der Funktion x, - in unserem 
Fall des Weges - fiir die unendlieh kleine Anderung dt der un
abhangigen Variablen t - in unserem Fall del' Zeit. 

dx und dt nennt man' Differentiale. 
:Man operiert mit Differentialen wic mit aigebraisehen Symbolen, 

so ergibt sich aus: 
dx 

V=---
dt 

olme weiteres sinngemiW: 
dx=vdt 

Das Verhaltnis dx/dt hei13t del' Differentialquotient del' Funktion 
x nach der Variablen t. 

Offenbar ist dx/dt niehts anderes als del' Grenzwert von Llx/Llt, 
welchen diesel' Ietztere Quotient erreicht, wenn LI t geringer ais jede 
endliche GroBe, d. h. unendlich klein wird: 

Llx dx 
lim--=----

LI t dt 
J t=o 

§ 6. FOl'tsetzung. 

Den Ausfiihrungen des vorhergehenden Abschnittes entneillnen 
wir schlieBlich, daB die Ableitung des Differentialquotienten, das 
Differenzieren einer Funktion darin besteht, den Grenzwert des 
Verhaltnisses: 

Anderung del' Funktion 
------ ----

Anderul1g del' ul1abhangigen Variablen 

zu bestimmen, wenn die Anderung der unabhangigen Variablen 
unendlieh klein wird. 

Wir wollen an einem besonderen Beispiel sehen, wie ,vir humer 
vorzugehen haben. 
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Es sei: 
Y=f(x)=x2 

a) x solI nun urn den kleinen endliehen Betrag Llx zunehmen, 
dadureh geht y in y + Lly iiber: 

b) Subtraktion 

c) somit ist: 
Lly 
Ax 

y + Lly= (x + LlX)2 

(2) - (1) ergibt: 

Lly=(x + LlX)2_ X2 
= 2x Llx + Llx2 

2 x Ll x + Ll x 2 + A 
~-;-'--- = 2 x LI X 

Llx 

d) Del' Grenzwert dieses VerhiUtnisses, wenn Ll x unendlieh 
klein wird: 

lim Lly = lim (2x + Llx) 
Llx dx=O 

Jx=O 

ist offen bar 2 x, das heiL\t: 

iiY =~(X2) =2x 
dx dx 

Bevor wir nun darangehen, die Differentiation spezieUer Funk
tionen, wie x"', sin x, log x, e , usf. zu studieren, woUen wir im 
folgenden Absehnitt noell einige allgemeine formale Betraehtungen 
ansteUen, wie Summen, Produkte, Quotienten und Funktionen von 
Funktionen zu behandeln sind. 

§ 7. Differentiation von SummeD, Produkten, Quotienten und 
Funktionen von Funktionen. 

1. Differentiation einer Summe von tnehreren Funktionen: 

u, v, tV seien Funktionen von x, 
ihre SUlllme heiL\e y: 

y=U+V+1l' 

Erteilen wir del' unabhangigen Variable einen Zuwaehs Llx, so 
geht dadurch: 

und: 

u in u1 = u + Ll tt 
V in VI = V + Ll v 

20 in 20t =w+Ll2O 

y in Yl = Y + Ll y = u1 + VI + WI 

= (u + Lltt) + (V + Llv) + (20 + Llw) iiber. 
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Offenbar ist nun: 

Yt-y=Ay=(ut-u)+(vi-v)+(wt-w) 
Au + Av + Aw 

Wir dividieren jetzt auf beiden Seiten durch Ax, das In-
crement von x: 

~~= Au + Av +~w 
Ax Ax Ax Ax 

und gehen zur Grenze filr Ax gleich Null libel': 

Ay Au Av Aw 
lim J:i = lim Ax + lim Ax- + lim Ax 

Jx=O Jx=O Jx=O .1x=O 

dy 
dx 

du 
dx + dv 

dx + dU' 
dx 

Del' Differentialquotient einer Summe mehrerer Funktionen von x 
ist also gleich del' Summe del' Differentialquotienten del' einzelnen 
Summanden. 

la. Wir wollen: 
y=u+O 

differenzieren. - u solI eine Funktion von x, 0 eine konstante 
GrOBe bedeuten. 

Wir lassen x um Ax wachsen; dadurch geht: 

u in u1 = u + Au 
und: y in Yt =y +Ay=u+ Llu+ 0 

liber. Die Konstante 0 bleibt natlirlich davon, daB x um Ax zu
nimmt, ganz unbeeinfluBt. 

Yt y 
,-"- --------Lly=u+Au+O-u-O 

Ay Au 
Ax Ax 

. Lly dy. Att du 
hm- =-=hm-

Llx dx Ax dx 
.1",=0 .1x=O 

Wir sind also zu dem Resultat gekommen, als wenn wir ein
fach u differenziert hatten, - das additive, konstante Glied ver
schwindet, die Ableitung dO/dx einer Konstanten 0 ist gleich Null 
zu setzen. 

II. Differenzierung eines PI-oduktes mehrel"er Funktionen. 

Es sei zunachst: 
y=u·v 

u = <p(x) v = 'IjJ(x) 
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erhlilt die unabhlingige Variable einen kleinen ZuwachsAx, so geht 
y, U; v in: 

Yl =y+Ay 

tiber, und es ist: 
Yl = u1 v l = (u + A u) (v + Av) 
Yl-y=Ay=u1 vt -uv 

Addiert und subtrahiert man auf der rechten Seite dieser 
Gleichung UVl ' so ergibt sich: 

da offen bar: 

AY=U1Vl - uv + uV1 --;-uv1 
=U(V1-V)+V1 (u1-u) 
=uLlv+(v+Llv)Llu 

Ay =U Llv + (v + Llv) Llu 
Ax Llx Ax 

dy AvJu 
-=limu-;;- + lim (v + Jv)-;;-
dx LJX' LJX 

dv 
u

dx 

dx=O J.r=O 

+v du 
dx 

lim(v+Jv) =V 
Jx=O 

Nach dem, was wir tiber das Rechnen mit Differentialen ge
sagt haben, konnen wir das gewonnene Resultat auch in der Form: 

dy=udv+vdu 
schreibeno 

Raben wir es nicht bloB mit einem Produkt aus zwei, sondern 
aus mehreren Funktionen zu tun, - ist etwa: 

y=UoVoW 

u =rp(x) v = rp'(x) tv = rp"(x) 

so wenden wii" folgenden Kunstgriff an: 
Wir setzen: 

Votv=z 

und haben dann: Y=Uoz 

somit: 

und da: 

folgt weiter: 

dy =u~+z du 
dx dx dx 

dz = d(vow) =v~~ +10 dv 
dx dx dx dx 

dy . dw dv du 
-=uov-·+uow--+ vow
dx dx dx dx 
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Allgemein konnen wir sagen: 
Urn den Differentialquotienten des Produktes einer beliebigen 

Anzahl Funktionen von x zu ermitteln, multipliziert man nach
einander den Differentialquotienten jeder der einzelnen Funktionen 
mit dem Produkt del' iibrigen und addiert aIle diese Resultate. 

IIa. Wir wollen hier 
einer Funktion und einer 

auch gleich die Ableitung des Produktes 
Konstanten besprechen; es sei: 

y=C·it 
u = cp(x) 

fUr x + LI x geht: 

C bedeutet eine Konstante; 

u in 1,11 = U + LI u 
itber. 

y+Lly=C(u+Au) 
Yl -y = Lly = C(u + Llu) - Cu= CLlu 

!iJL=C Llu 
Ax Ax 

. Ay dy. Llu du 
hm- =--=l1111C- =C-

Ax dx Ax dx 
Ax=O Ax=O 

In Worten lautet die Regel: Man differenziert das Produkt 
einer Konstanten und einer Funktion, indem man die Funktion 
differenziert und das Ergebnis mit del' Konstanten multipliziert. 

III. Differenzierung eines Bruches: 

1,1 

y=-V-

1,1 = cp(x) v = 1jJ(x) 

I"iir x + LI x haben wir: 

VI =v+Lly u l =u+Llu 

y -y=Lly= Ul_~.= U 1V-V1 U 

I VI V Vi V 

Wir addieren und subtrahicren hier 1,1/1:1 :. 

UV-1:U it 1,1 Lly= 11 + __ _ 
VI V VI VI 

V(U1 -U)-U(V1 -V) vLlu-uAv 
V 1 V (v +-Ll~)~ 

J etzt diyidieren wir durch J x: 

Att Av 
Ay 

v--u-
Ax Ax 

Ax (v+Av)v 
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und gehen zum Grenzwert fUr L1 x gleich Null ltber: 

du dv 
dy v dx -u dx 
-=-----,.----
dx v2 

kiirzer: , , 
u v-v U 

v 2 

geschrieben. 

IlIa. Wenn: 
C 

y=-
v 

v = q;(x) C=konstant 

finden wir, wie sich del' Leser leicht selbst klar mach en kann: 

IlIb. und wenn: 
v 

y=(j 

dy 1 dv 

dx C dx 

IV. Die Ableitung del" Funktion einer Funktion. 

Es sei: 
y=f(u) ll=q;(x) 

Wir sollen dy/dx bilden. Man sucht zuerst: 

dy= f' (u) 
du 

den Differentialquotienten yon yo nach u, und bildet dann: 

, () du q;x=-
dx 

die Ableitung von u nach x; da: 

stellt das Produkt: 

dy du dy 

du dx dx 

., ( ) dtt t U· dx 

die gesuchte Ableitung von f (u) nach x dar. 
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§ 8. Differentiation einer Potenz von x, in del' del' Exponent 
eine Konstante ist. 

I. Es 13ei: 
y=x'" 

also: 
Y1 =Y + L1y= (x + L1x)'" 

1n bedeutet eine positive ganze ZahI. 

Nach dem binomischen Lehrsatz ist: 

1n (m -1) > 
(x+ L1x)'" = x'" +mx",-lL1x + ~-x"'-2Llx·+ . 

. . . +mxL1x"'-' +L1x'" 
somit: 

y l -y=Lly=(x+L1x)"'-x'" 
m(m-1) 

(1) 

= m x'" - 1 L1 x + x'" - 2 L1 x 2 + . 
, 1· 2 .. 

... + m x Ll x'" - 1 + L1 xli! . 
und weiter: 

L1y m(m-1) 
- = mx",-l + _____ c X",-2 L1 x + 
Llx 1,* 2 ... 

.. .. +mxL1xm - 2 +L1x",-1 . 

Fur Llx gleich Null geht L1y/Ax in dy/dx libel', und 
rechten Seite von (3) verschwinden aIle Glieder, in denen 
kommt, so daB sich: 

ergibt. 

II. Es sei: 

. Lly 
lun L1x 

dy dx'" 
=-=- =mx",-l 

dx dx 
dx=O 

1 
y=x-"'=-

J:.'Hi 

(2) 

(3) 

auf del' 
Ll x Yor-

(4) 

Nach IlIa. des vorhergehenden Paragraphen finden 'vir, wenn wir 

0=1 v=x'" 
setzen, zunachst: 

Nun ist nach (4): 

ely _ elx"'/dx 
dx x2m 

elx'" --=mx",-l 
dx 

somit: 
ely 1nX",-l 
- = - ---~ - mx-2",+",-1 = - mx-m - 1 
elx x 2 '" 



III. Es sei: 

dann ist: 

somit nach (4): 

bzw.: 

und da ja: 

Beispiele. 

1 

y' X'" 

x=y'" 

dx -=my",-l 
dy 

dy ___ 1 ___ ~ -",+1 
dx - my",-l - m y 

y=x'" 
-",+ I 1 

ely 1 '" 1 ;;-1 
ad: =;n X =;,x 

15 

Fassen wir die Ergebnisse del' vorstehenden Betrachtungen zu
sammen, so konnen wir folgende Regel abziehen: 

Del' Differentialquotient einer Potenz von x nach X ist g"leich 
del' Potenz von x mit dem Ulll eine Einheit verringerten Exponenten, 
multipliziert mit dem Exponenten del' zu differenzierenden Potenz; 
wenn: 

y=x" 
so ist: 

dy -=nx,,-l 
dx 

mag nun n eine positive, negat.ive, ganze odeI' gebrochene Zahl be
deuten. 

Ausgerilstet 
konnen wir nun 

1. 

§ 9. Beispiele. 

mit den in §§ 7 und 8 gewonnenen Kenntnissen 
jeder algebraischen Funktion beikommen. 

ely 
y=ax"; - 5=;=ax4 

dx 
denn nach § 7, II a. ist zunachst: 

2. 

denn: 

d (a XO) dxo 
~=aa:;; 

a 
Y=xn ; 

y= a,x-n, 

= 5 ax5 - 1 

dy na 
dx - X,,+l 

ely elx-n 

d;;=a~ usw. 
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3. y=x-2x2 ; 
dy 
-=1-4x 
dx 

denn nach § 7, I. ist zunachst: 

dy dx d2x2 
----

dx dx dx 
usw. 

4. 
1 ely 1_ 

y=a+-=; -=--Vx-3 
Vx dx 2 

5. 

dy _ ~~ + d (l/V;-) 
dx --;jx dx 

dy (0. -=-6x1-x")" 
dx 

Wir setzen zunachst: 

dann ist nach § 7, IV.: 

6. 

Wir setzen:. 

dy du3 du .du 
-=-·-=3u"--
d:r du dx dx 

1 

= 3 (1 _ X2)2 d (1 - x 2) 

dx 

dy x 

1t = 1 - x 2 

1 _~ 
y=-==u 3 

Vu 
dy 1 _~du 
-=--u 2-
dx 2 dx 

=-~(1- x2)-f d(I-x2) 
2 dx 

7. y=(x-1) (x-2) (x-3); dy • + dx = 3x--12 x 11 

nach § 7, II. ist: 

~! = (x - 1) (x - 2) d (xd-;; 3) + (x _ 1) (x _ 3) _d (-,---xdCC-x---'.2) 

+( )( 3) d(x-1) 
x-2 x-. dx 

usw. 
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8. 

Man kann natiirlich, anstatt wie in Beispiel 7 vorzugehen, auch 
zuerst die angedeuteten Multiplikationen ausfiihren, - man findet: 

Y=X Il +x4 (d- 1)- ax6 

- und dann dieses Ergebnis differenzieren: 

:~ =2x+ 4(a-l)x3 -6ax5 

Das Resultat muE natiirlich, ob man den einen oder den an
deren Weg einschHigt, stets dasselbe sein. 

x 
9. Y=l-x; 

dy 1 
dx l-x2 

denn nach § 7, III. ist: 

10. 

denn: 

.dy 
dx 

dx (l-x)- d(I-X)x 
dx dx 

(l-x)2 

usw. 

dy 4x 
---
dx (1-x2l 

dy ={ d(1+x2) (l-x2)- d(1-x2
) (1+X Il)}/(1_X2)2 

dx dx dx 
usw. 

x 3 x 2 dy 2x 
11. y= 

x 2 -1 dx (X2 _1)2 x-I -...-- '-v-' 

I II 

dy dI dlI 
--=-----
dx dx dx 

usw. 

11. N ach Matthiessen HiEt sie.h der Zusammenhang, der 
zwischen dem Widerstand Reines Platindrahtes und der Tempe
ratur t besteht, durch die Formel: 

R=Ro(l - at + bt2)-1 

ausdriicken, solange t innerhalb der Grenzen 0° und 100° liegt. 
Ro bedeutet den Widerstand bei 0°, a und b sind Konstanten. 

Der Temperaturkoeffizient des Widerstandes ist: 

dR R2(a-2bt) 
dt Ro 

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 2 
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13. Die Formel von Siemens fUr den Zusammenhang zwischen 
Widerstand und Temperatur eines Drahtes lautet: 

I. 

denn: 

somit: 

R=Ro (1 +at+bVt) 

§ 10. Die Ableitung der Kreisfunktionen. 

a) Die goniometrischen Funktionen. 

y=sinx, 
dy 
dx =cosx 

y + Ay=sin(x+ Ax) 

Ay = sin (x + Ax) - sin x 

und nach Formel 10 auf Seite 389 ergibt sich: 

= 2 sin A2x cos ( x + A:) 
wir dividieren nun durch Ax und erhalten als Grenzwert fUr Ax 
gleich Null: 

da: 

II. 

denn: 

. Ax 
Sln--

dy . A y. 2 ( A x) 
dx = 11m L1 x = lUll 2 --L1~x-- cos x + 2--

lim 

J",=o L/",=O 

. L1x 
Slll-

= lim- A:-- cos (x + -~-) 

= cos x 

. A:» sm-2 -

Ax 
2 

-- J",=O 
2 

= 1 (Beisp. 1, Seite 207). 

y= cosx, 
dy . 
--=-SlIlX 
dx 

Ay = cos (x+ Ax) - cos x 

nach Formel 20, Seite 390 ergibt sich: 



Die Ableitung der Kreisfunktionen. 

Llx ( Llx) =- 2sin-2- sin x+T 
nnd weiter foIgt dann: 

III. 

denn: 

somit: 

. Lly dy. . 

. Llx 
sm-2-

lIm--=~-=~ Inn 
Llx dx 

,1",=0 

=-sinx 

y=tanx, 
dy 

ax 

sinx 
tanx=--

cosx 

Llx 
2 

( Llx) sin x+ 2 -

19 

a tan :1' 

dx 
a (sin x/cos x) 

dx 

r d sin x d cos x L ~ 1.) 
= )------ cos x - --- sin x ,/cos" x 

da: 

IV. 

l dx dx 

= (cos 2 X + sin 2 x) I cos 2 X 

1 

sin2 x + cos2 X = 1 (Formel 1, Seite 389). 

y=cotx, 
dy 1 
clx = - sin2 x 

Del' Leser fiihre selbst nach dem Vorgang in III. die Ab
leitnng durch. 

Beispiele: 

1. y=cos"x 

Wir erinnern nns an das tiber die Ableitung der Funktion 
einer Funktion Gesagte; wenn: 

und: 

so ist: 

y=f(u) 

u=q;(x) 

dy dy du 
~=~.~ (§7.IV.). 
dx -il,cc. dx 

') \Vir erinnern nns, daB: 

d(ulv) ={v dU_1£~}/'V2 dx dx dx (§ 7, II.) 

2* 
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Wenn speziell, wie in unserem Beispiel: 

so ergibt sich: 

2. 

u=tp(x)=cosx 

dy d (1£n) du -1 du 
--=---·--=nun .--
dx d1t dx dx 

y=sinnx, 

dcosx 
=n COSn-1 X-----=--

dx 
= - n COS,,-l x sin x 

dy =nsin,,-lxcoSX 
dx 

3. Ein Punkt schwingt nach der Gleichung: 

y = a sin (bt- c) 

um seine Ruhelage; wie lautet die Formel fUr die Geschwindigkeit v 
in irgend einem Moment? 

denn: 

somit: 

dy 
v=Tt=ab cos(bt-c) 

y= a sin u 

dy 
--=a 

dt 
d sin u 

du 

u = tp (t) = b t - c 

4. Y = sin2 (nx - a), 
dy . ax = 2n sm (nx - a) cos (nx - a). 

1. 
d. h.: 

daraus folgt: 

nun ist: 

b) Die zyclometrischen Funktionen. 

y=arcsinx 

dx 
Ty=cos y 

x=siny 

dy 
dx 

1 
cosy 

cos y = + Y 1 - sin2 y = + V 1 - x 2 

somit schlie.Blich: 

II. 
d. h.: 

dy 
dx 

d (ar.csin x) 
dx 

1 
+--==== 
-Yl-x2 

y=arcosx 

x=cosy 
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auf gleiehem Weg wie in I. ergibt sieh: 

III. 
d. h.: 

daraus folgt: 

nun ist: 

daher: 

dy d (areos x) 
dx dx 

_ 1 

+ Vl--x2-

yartanx 

x=tany "'" 

dx 1 

dy eos2 y 

~ 1 
eos·y= 

dy 

dx 

1 +tan~y 

d (artan x) 
dx 

1 
1 +X2 

1 

1+x2 

IV. Ebenso findet man: 

d (areot x) 1 

Man differenziere: 

1. 

dx 

Beispiele: 

1 ...L 2 ,x 

y = aresinx2 

21 

Wir erinnern uns an das tiber die Ableitung del' Funktion 
einer Funktion Gesagte; wenn: 

Y=f(u) 
und: 

u = rp (x) 
so ist: 

Wenn speziell: 
y=aresinu 

so ist: 
dy 

dx 
d (arcsin u) 

du 

d~t 

'dX 
__ ~ _ ~ 1 d (:x.2 ) 

Vl-u2 dx Vl-x4 dx 

1 
=--=-==2x 

Vl-x4 
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2. y = arcsin (V1~~~) 
x 

u=({! (x)=-=== 
V1+x~ 

!:JL = d (arcsin u) du 
dx du dx 

3. 

4. 

denn: 

5. 

1 du 1 d(x/~)· 
dx 

I} = arctan ( ~ -~). 
. V1-x2 ' 

dy 1 
dx = Vl=--x2-

y = arctan x + arctan _1~ ; !:JL = 0 
x dx 

!!.JL = d (arctau~)_ + d (arctan u) . ~ 
dx dx du dx 

1 
u=({!(x)=- usf. 

x 

. () dy ---1 y=al'csm cosx ; 
dx 

§ 11. Ableitung del' logal'ithmischen Funktion. 

Man kann eine Reihe von Zahlen a, b, c . . . als Pote'nzen einer 
beliebigen Grundzahl B dal'stellen: 

a=J3a, b=BfJ, c=BY, usf. 

Wir bezeichnen die Exponenten u, {J, r . .. als die Logal'ithmen 
del' Zahlen a, b, c ... im System mit der Basis B und schl'eiben: 

u = logal'B .z, {J = logarB b, r = logal'B c, usf. 

Es sei nun: 
y=logarBx (1 ) 

dann ist: 
y + Ay = logarB (x + Ax) 

Ay logal'B (x + Ax)-logal'Bx 
Ax Ax· 

= A1x logarB (x_+x L"lX~) 
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und weiter: 
Ay dy 1 (Ax) 

lim Ax = dx = lim Ax 10garB 1 +-;:- (2) 
Llx=O Jx=O 

Den Grenzwert dieses Ausdruckes konnen wir nunnicht nach 
~Iethoden bestimmen, die uns schon bekannt sind, sondern wir 
miissen einen Umweg einschlagen. 

Wir setzen: 
Ax 1 
x u 

woraus sich ergibt: 

A1x 10garB ( 1 + Axx) = ~ u 10garB (1 + ~) 
1 (1)" =;: 10garB 1 + -;; 

Nach (3) wachst u, wenn Ax abnimmt, und offenbar ist: 

u=oo wenn: Ax=o 
somit: 

(3) 

(4) 

lim }x 10garB (1 + Axx) = ~ lim 10garB (1 + :r (5) 
Jx=O Il= 00 

N ach dem Binomischen Lehrsatz finden wir nun: 

=2+ 
1 . 

1--

2! 

Wird jetzt u unendlich groB, so verschwinden aIle im letzten 
Ausdruck in den Zahlern stehenden Briiche mit clem N enner u cl. h.: 

limlogarB (1+ :)U 
u= 00 

Die Summe einer unendlichen Anzahl Posten innerhalb der 
Klammern heiBt e. N atiirlich laBt sich e, da wir nul' eine endliche 
Anzahl Glieder wirklich ausrechnen und adclieren konnen, bloB 
naherungsweise angeben: 

e.-: 2 . 718281828 ..... 

Kniipfen wir nun mit dem Ergebnis: 

( 1)" lim 10garB 1 + ;- =logarBe 
u= 00 
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bei (2) und (5) an, so folgt: 

dy dlogarBx 
dx dx 

1 
-logarBe. 
x 

(7) 

1st y del' gemeine odeI' Briggsche Logarithmus (B= 10) von x: 

y=logx 

so ergibt die allgemeine Formel (7): 

rly 1 1 
-=-loge=-M 
dx x x 

Wir bezeichnen namlich log e, den Briggschen Logarithmus 
von e, als den Modul M des Briggschen Systems. 

M = log 2·718281828 ... = 0·434294482 ... 

1st y del' natiirliche odeI' N epersche Logarithmus (B = e) yon x: 

y=lx 
so folgt aus (7): 

dy 

dx 

1 
(9) 

x 

da offen bar del' Log'arithmus del' Basis eines Systems in dies em 
System gleich 1 ist: 

10garB B = 1 

§ 12. Bemerkung fiber dIe BezIehungen zwIschen den Loga
rIthmen derselben Zahl In verschIedenen Systemen. 

Es sei: aa = n = fJb 
also: 1) a = logara n 2) b = logarfi n. 

Substituieren wir in 1) fJb fUr n, so crgibt sich: 

a = logara 11 = logara fJb 

und da: 

folgt weiter: 

beziehungsweise: 

= b logara fJ 

b=logarp n 

a = logara n = logarfi n logara fJ 

1 
b = logarfi n = I ogara n ----c;

logara fJ 

In Worten: del' Logarithmus einer Zahl n in bezug auf die 
Basis fJ "\vird gefunden, indem man den Logarithmus diesel' Zahk 
fiir die Basis a mit dem reziproken Wert des Logarithmus yon fJ 
in bezug auf a multipliziert. 
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Wenn z. B. a=10 (3=e 

so ist: 
1 1 

In= logn· --=logn·-
loge M 

Also: Obergang von naturlichen zu gemeinen Logarithmen: 
gem. Logarithmus = nat. Logarithmus X Modul. 

Obergang von gemeinen zu natlirlichen Logarithmen: 

L . h gem. Logarithmus 
nat. ogarlt mus = Modul 

Beispiele: 

1. y=lax\ dy!dx=4x 
2. y=xnlx, dy/dx=xn - 1 (1+nlx) 
3. y=x"/(1+x)n, ly=nlx-nl(l+x) 

somit: dy/dx = yn/x (1 + x) = nxn-1/(1 + x)n+l 
4. y = X4 (1 + xt/(x3 - 1); die Ermittlung von dy/dx soIl nach 

der in (3) angedeuteten Methode erfolgen. 
5. y=lsinx, dy/dx=cofx 
6. y=ltanx, dy/dx=2/sin2x 
7. y=larcsinx, dy/dx=-x/(1-x2) 

8. y' larccotx, dy/dx=2x/(1+x2) 

§ 13. Exponentialfunktionen. 

Eine Funktion wie: 
y=uV 

in der: 
U= rex) V='IjJ(x) 

(1) 

(2) 

die unabbangige Variable also auch im Exponenten yorkommt, 
nennen wir eine Exponentialfunktion. 

Offenbar ist: ly = vlu 
und weiter finden wir: 

somit ist: (3) 
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Beispiele: 
1. y=e'" 

u=e V=X 

es ergibt sich, da: l e = 1 

2. 

somit: 

3. 

4. 

dy 
-=e'" 
dx 

u=a V=X 

dy 
-=a"'la 
dx 

y=a"X 

u=a v=nx 
dy 
-=na'''''la 
dx 

1 

y=x'" 
1 

t£=x v=
x 

1 

dy ~ ( )/ ' -~=X l-lx X" 
dx 

'" 5. y=ee 
x u=e v=e 

dy x eX 

-=e e 
dx 

7. y. (ax +X)2 

d y (+ .) d (ax + :r) --- = 2 aX X usf. 
dx dx 

8. Die empirische Formel von Magnus fiir die Beziehung 
zwischen dem Druck von Wasserdampfen und del' Temperatur 
lautet: 

a, b, c sind Konstanten. 
t 

dp=~bc+t 
dt (c + t)2 

9. Biot faJ3te diese Beziehung in folgendem Ansatz: 

lp= a + bat-cpt 



daher ist: 

Hohere Differentialquotienten. 

dp 
- =pbatla -p cfJllfJ 
dt 
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10. Es ist die Geschwindigkeit eines Punktes zu bestimmen, da 
sich nach der Gleichung: 

y = ae-At cos 2 n{~ + c} 
bewegt: 

~~= - ae-l.t{Aco~2n (~+ c) + 2; sin2n (~+ c)} 

§ 14. Hohel'e Diffel'entialquotienten. 

Wir haben gesehen, daB bei einer Bewegung, deren Geschwin
digkeit sich in gesetzm1iBiger Weise mit der Zeit andert, die Bildung 
von dx/dt - dem ersten Differentialquotienten des Weges: 

x=f(t) 

nach del' Zeit - einen allgemeinen Ausdruck fiir die Geschwin
digkeit v zur Zeit t liefert. Wahrend nun weiter die kurze Zeit
spanne· L1 t verfliei3t, andert sich die zur Zeit t konstatierte Ge
schwindigkeit v wiederum um L1v; - offenbar ist dann L1v/L1t ein 
Mittelwert der Geschwindigkeitsanderung wahrend L1 t und: 

L1v dv 
lim- -

L1 t d t 
J t= v 

bedeutet eincn Mittelwert del' Geschwindigkeitsanderung im Verlauf 
des unendlicll klein en Intervalles dt, d. h. die augenblickliche Ge
schwindigkeitsanderung, die Beschleunigung zur Zeit t. 

Da aber: 

ist weiter: 

'() dx v=( t =-
dt 

dv dt' (t) 
dt dt 

d(dx/dt) 
dt 

gew5hnlich als zweiter Differentialquotient von x nach t: 

d2 x 
dt~ ::: 

oder als zweite Ablei.tung der }'unktion f(t): 

l" (t) 
geschrieben. 
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Differenzieren wir nun noeh weiter die Besehleunigung nach 
der Zeit: 

- kiirzer als dritter Differentialquotient des Weges nach der Zeit 
oder als dritte Ableitung von f(t): 

dS x = f'" () 
dtS t 

gesehrieben, - so kommen wir zu einem Ausdruek fUr die Ande
rung der Besehleunigung in irgend einem Augenblick. 

Bleibt die Beschleunigung wahrend des ganzen V organges 
dieselbe, d. h. ist zwar die Gesehwindigkeit noeh eine Funktion der 
Zeit, hingegen: 

d2 X d3 x 
d t2 = konstant, somit: d tS = 0 

so nennen wir die Bewegung eine gleiohformig besehleunigte~ Eille 
Bewegung von gleiehformiger Gesehwindigkeit eharakterisiert: 

dx dv ~x 
V=-= konstant· - -0 

dt ' di- dt2 -

Wir haben also jetzt an einem Beispiel den Begriff del' hOheren 
Ableitung gewonnen und sehen, da13 man den sogenannten zweiten 
Differentialquotienten erhalt, wenn man das Ergebnis del' ersten 
Ableitung noehmals differenziert, da13 weiter die dritte Ableitung 
dureh Differentiation der zweiten sieh ergibt, usf.: 

dny d(dn-1y/dxn - 1) 

dx" dx 

Es sei: 
1. 
Wir finden: 

dy =mx",-l 
dx ' 

allgemein: 

Beispiele: 

y=x'" 

dny 
dxn =m(m-l)(m-2) .... (m-n+ l)xm - n 

Es ist also etwa: 

d4 (x 3) 

d7=0, 



Bei: 
2. 

ergibt sich: 

Das Theorem des Leibnitz. 29 

y=sinx 

dy 
dx =cosx, 

d'y . 
dx4 =SlllX; usf. 

Man beachte, daB hier und auch bei: 

y=cosx 

jede vierte Ableitung gleich der ursprfinglichen Funktion ist: 

d4n y 
dx'''=y 

(n bedeutet eine beliebige positive ganze Zahl). 

3. 

4. 

5. 

dy 
dx ' 

y=eX 

y=lx, 

. =eX 

d'y 6 
dx' =-X4" 

6. Del' von einem frei fallenden Korper in del' Zeit t zurfick
gelegte Weg sei: 

9 bedeutet die gleichformige Beschleunigung des freien Falles, 
C ist eine Konstante. Der Leser zeige, daB 9 del' zweite Differential
quotient des Weges nach der Zeit ist. 

7. Der von einem Korper in del' Zeit t zurfickgelegte Weg sei: 

x=at2 + bt+ c 

Es ist nachzuweisen, daB es sich um eine gleichfOrmig be
schleunigte Bewegung handelt. 

§ 15. Das Theorem des Leibnitz. 
Es sei: 

y=U ·v 

U = q;(x) v = tp(x) 
(1) 
(2) 

Wir finden zunachst nach del' Regel fiber die Differentiation 
eines Produktes zweier Funktionen: 
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I II 
~-.. ---

dy =V du +u~ 
dx dx dx 

Weiter ergibt sieh dann: 

d2 y = del) + d(lI) 
dx2 dx dx 

Nun ist offenbar nach del' eben genannten Regel: 

d(l.) du dv +' d2 tt 
-z;:;;- = ~ ~ V dx2 

d(ll.) =~~+u d2 v 
dx dx dx dx2 

somit: 

Es diirfte dem Leser nicht schwer fallen, noch h6here Ab
leitungen von y zu bilden: 

3 

d 3y d!.u dv d2u d2 v du d3v 
dx3 =V dx3-+3 dx ax2-+ 3 dx2 -d-;-+uax:f 

usw. 
Die allgemeine Formel: 

d"(u,v) d"u dv d"-IU n(n-l) d2v d"-2 U 

dx v dx" + n a;- dxn-I + -1.-i-~dx2 ·~ix;'::"li+· . (3) 

wurde von Leibnitz angegeben. 

Ein Beispiel: 
Es sei: 

Wir setzen: 

und finden dann: 

~- = eax (ax' + 4x3) 
dx 

d2 1!, = eax (a 2x' + 8 ax~ + 12x2) 
dx· 

d3 y = eax (a3 x' + 12 a2 X'l + 36 ax2 + 24x) 
dxa 

usw. 
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§ 16. Die Behandlung der Funktionen mehrerer VariableI'. 
Bis jetzt haben wir uns mit Funktionen einer einzigen Variablcn 

beschiiftigt, - wir wenden uns nun zu Funktionen, die von meh
reren Veranderlichen abhangen. 

Solche Funktionen begegnen uns haufig; das Volumen eines 
Gasquantums wird z. B. nicht nul' vom Druck, sondern auch von 
del' Temperatur beeinfluJ3t, del' Flacheninhalt eines Dreieckes durch 
die Lange del' Grundlinie und del' Hohe bestimmt usw. usw. 

Es sei: u=f(x,y) 

€ine derartige Funktion zweier VariableI' x und y. 
Wir wollen nun vorliiufig y als eine Konstante betrachten 

und u wie eine Funktion von x allein behandeln; - dies deuten 
wil' an, indem wir zu u ein tiefgesetztes x notieren. 

Die Ableitung von U x nach x: 

dux ..' ou 
-d '-, gewohnhch: -;:;--

x ox 

geschrieben, heiJ3t dann del' partielle Differentialquotient del' Funk
tion u nach x und: 

ou 
dUX=-A- dx 

ox 

nennen wir ein partielles Differential. 
J etzt betrachten wir x in u als Konstante und allein y als 

variabel; das Zeichen u y deutet dies an, daJ3 tt augenblicklich nul' 
als Funktion von y aufgefaJ3t wird. 

duy ou dil' gewohnlich: 6?i. 
geschrieben, heWt del' partielle Differentialquotient von u nach y, 

ou 
du =--dy 

y oy 
ist ein zweites partielles Differential. 

Die Summe del' beiden partiellen Differentiale, die wir ge
wonnen haben: 

ou d + ou d --x --y ox oy 
nennen wir das totale Differential du unserer Funktion u. 

1st uns eine Funktion y von n unabhiingigen Veranderlichen: 
xl> x 2 ' •••• xn gegeben: 

(1) 
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so finden wir, - indem wir immer nur eine der GroJ3en Xl' .•. XII 

als variabel, aIle anderen als Konstanten betrachten - n partielle 
Differentialquotienten: 

Oy 'Oy oy .......... 
'Ox1 

, 
'Ox2 'Ox .. 

und 1& partieIle Differentiale: 

'Oy 'Oy 'Oy 
-'O-dxl' -'O-dx2 , ...... ·--dx 

Xl x2 'Ox.. .. 
deren Summe: 

oy 'Oy 'Oy 
dy=-'O-dx1 +-'O-dx2+· ·--dx 

xl. x2.. 'Ox.. .. 

dann das totale Differentiale von y heiJ3t. 

Beispiele: 

1. u=x3 +x'ly+yS 

y wird als Konstante betrachtet: 

n " 3 " 2 
~ = _u_x_ + y ~ = 3x2 + 2xy 

'Ox 'Ox 'Ox 

X wird als Konstante betrachtet: 

2. 

3. 

4. 

~u =x'l~+ 'OyS =x2+3y2 
oy oy 'Oy 

'Ou 'Ou 
du=--dx+--dy 

OX 'Oy 
. =(3x2 +2xy)dx+(x2 +3y2)dy 

u=xlYj 
dy 

du=lydx+x
y 

u = cos X sin y + sin X cos y 
du = (dx + dy) (cos X cos y - sin X sin y) 

= (dx + dy) [cos (x + y)]. 

u=xYj du=yx y - 1 dx+xY lxdy 

(2) 

(3) 

(4) 

5. Clairauts Formel zur Berechnung von g, der Beschleunigung 
des freien FaIles, unter verschiedenen geographischen Breiten b und 
Hohen h iiber dem Meeresspiegel, lautet: 

g= 980·6056 -2·5028 cos 2b-O·OOOOO 3hDynen. 

Der Leser diskutiere die Anderung im Gewicht einer Substanz
menge (welche ja ein MaB fiir die .Anziehungskraft der Erde ist) 
bei Anderung des Ortes nach Hohenlage und geographischer Breite. 
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Folgende geometrische Illustration mag das eben Gelernte dem 
Verstandnis naher bringen. 

Der FlacheninhaIt u eines Rechteckes mit Seiten von der 
Lange x und y ist: 

u=f(x,y)=x.y 

x und y sollen von einander ganz unabhangige Variable sein, 
so da.13 sich die eine dieser Gro.l3en andern kann, ohne da.13 die 
andere dadurch beeinflu.l3t wird. 

Nimmt x um dx zu, indessen y ungeandert bleibt, so erhalt 
der FIacheninhalt des Rechteckes einen unendlich kleineu Zuwachs, 
den wir mit dux bezeichnen wollen, um anzudeuten, da.13 er nur 
durch die Vermehrung des x um dx veranla.l3t wurde: 

dux=(x+dx)y-x·y 
=ydx 

nun ist y nichts anderes als der partielle Differentialquotient der 
Funktion u nach x: 

somit ist: 

ou 
y=-~

ox 

ou 
dux= ax dx 

Steigt anderseits die Seitenlange y um dy, wahrend x sich 
nicht andert, so bewirkt dies eine Fllichenzunahrne: 

duy=x(y +dy)- xy 
=xdy 

x ist nun der partielle Differentialquotient von u nach y: 

oU 

somit ist: 

X=~ 

011 

GU 
duy= -o-dy 

cy 

Wiirden sich die Seitenlangen x und y gleichzeitig urn d:l', be
ziehungsweise dy vermehren, so hatte dies offenbar ein Anwachsen 
der Flache unseres Rechteckes um: 

(x + dx) (y + dy)--xy 
=ydx +xdy + dxdy 

zur Folge. Von diesem Ausdruck unterscheidet sich aber das totale 
Differential der Funktion u, namlich: 

ydx+xdy 
M eIlor- W ogrinz, Hohere Mathematik. 
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bloB um dx·dy, um eine unendlich kleine GroBe von zweiter Ord
nung, die gegen ydx und xdy verschwindet, - das heiJ3t, wir 
diiden die Summe del' unendlirh kleinen Anderungen ou/ox· dx und 
ou/oy·dy gleich der Anderung von u setzen, welche die gleich
zeitige Zunahme von x und y um dx, beziehungsweise dy veranlaBt. 

§ 17. Ein Satz fiber homogene Funktionen. 
Wenn wir die partiellen Ableitungen von: 

u=X2y+xy2 + 3xyz 
aufstellen, namlich: 

ou + "+ -~-= 2xy y- 3yz 
ox 

cu "+ + -;:;-=X- 2xy 3xz 
oy 
CU 
~~=3xy 
oz 

und dann: ~U_x+~y+ ~t~z 
ox 'Oy OZ 

bilden: 2x2 y + xy2 + 3xyz 

+ 
x 2 y + 2xy2 + 3xyz 

+ 
3xyz 

= 3x2 y + 3xy2 + \Jxyz, 
so sehen wir, daB: 

OU 'Ou OU 
-0- x+-~-y+ -;;- =3 U 
ox oy oz 

(1) 

(2) 

Einen Ausdruck nun, wie u, bei welchem die Addition del' 
ganzen Exponenten del' Variablen in jedem Summanden dieselbe 
Zahl gibt, nennen wir eine homogene Funktion, und zwar ist u 
eine homogene Funktion vom dritten Grad, 

u=x2+ bxY+Z2 

homogen und vom zweiten Grad, 

u=x( + xyz2 + x 3 y + X2 Z2 

eine homogene Funktion vom vim'ten Grad usf. 
Das Ergebnis (2) ist nun ein Spezialfall, eines ganz aBc 

gemeinen Satzes von Euler ii ber homogene Funktionen; ist namlich 
f(xl' x 2 ' Xs .••. x n) homogen und vom ntell Grad, so ist: 

Of Of of of 
~,,~·Xl + -;c- x·., + ·~-x:! + ." + -;;---xn =nu (3) 
uX1 CX2 - ox:! oXn 
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§ 18. Fortsetzung des § 16. 

Betrach~en wir nun folgenden Fall: u heiBe wieder. die Flache 
eines Rechteck~s mit den veranderlichen Seitenlangen x und y; 
diese beiden Variablen sollen abel' nicht mehr voneinander unab
hangig, sondern derart durch ein Gesetz. verbunden sein, daB eine 
Anderung del' einen GroBe mit einer Anderung del' anderen Hand 
in Hand gehen muB; x und y seien etwa beide Funktionen del' Zeit t: 

x=cp(t), y =1p (t) 

Wir kOllnen dann zwar das Differential 

ou d a;; x 

beibehaIten als Symbol flir den FIachenzuwachs des Rechteckes, 
welcher durch Ansteigen del' Lange x um dx veranlaBt wurde 
- diirfen abel' nicht vergessen, daB gleichzeitig eine Flachen
vermehrung: 

;'h6 
-;:--- dy 
oy 

stattgefunden hat. Die Anderung von x um d x erforderte eine 
Zeit dt, innerhalb welcher auch y sich nach einem gewissen Gesetz 
um dy geandert hat -- die Flache u unseres Rechteckes ist also 
wahrend dt um: 

ou ou 
du=- dx-t---dy ox 'oy 

groBer geworden. 
Da nun x und y Funktionen einer gemeinschaftlichen Variablen i 

sind, ist augenscheinlich auch u eine Funktion dieses Parameters: 

u=F(t) 

und als die Ableitung du/dt haben wir die Summe: 

ou_~~+~u !Y 
ox dt oy dt 

zu betrachten. 
du/dt ist offenbar die Schnelligkeit, mit welcher sich die Flache 

des Rechteckes vermehrt; sie ist gleich del' Summe del' Geschwin
digkeiten, mit welchen das Gebilde gIeichzeitig Iangs x und y weiter 
wachst. -

Allgemein setzen wir, wenn: 

(1) 
und weiter: 

3* 
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Un = CPn (x) . (2) 
ist: 

(3) 

Man begegnet in der Natur vielen Erscheinungen, welche durch 
Funktionen mehrerer Varia bIen , die ihrerseits wieder Funktionen 
eines Parameters sind, dargestellt werden mussen. Ein typischer 
Fall ist der folgende: 

Ein Kristall des rhombischen Systems dehnt sich bei Er
warmung nach drei bestimmten senkrecht aufeinanderstehenden 
Richtungen verscbieden stark aus. Aus dem Kristall sei nun ein 
Parallelepiped geschnitten, dessen Kanten x, y, z parallel dies en drei 
verschiedenen Ausdehnungsrichtungen liegen; das Volum unseres 
Stuckes ist: 

V=x·y·Z 

und ~ als totales Differential von V: 

oV oV OV 
dV=-~- dx+ -~- dy + -~- dz 

ex oy oz 
ergibt sicb: 

yzdx+xzdy+xydz 

(4) 

Erwarmen wir nun das Parallelepiped, so nimmt sein Volum V 
zu, und zwar andern sich die KantenIangen x, y, z urn ungleiche 
Stucke, d. h. sie sind drei verschiedene Funktionen der Temperatur t: 

x = CPl (t), z = CPs (t) 

Offen bar ist: 
dV dx dy dz 
dt=Yz dt+xZdt+xYdt 

Die Differentialquotienten 

dx dy dz 
dt' dt' dt 

(5) 

nennen wir die Unearen Ausdehnungskoeffizienten in den charak
teristischen Richtungen, a, der Koeffizient der Volumdilatation, er
gibt sieh, wenn man x, y, Z in (5) gleich 1 setzt: 

dx dy dz 
a= dt+ dt + dt 

als gleich der Summe del' drei Unearen Ausdehnungskoeffizienten. 
Bei sogenannten isotropen Korpern, die sich naeh jeder Rieh

tung stark ausdehnen, ist offenbar: 
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dx dy dz 
dt = dt = dt 

d. h. der lineare Ausdehnungskoeffizient nach jeder Richtung der
selbe; wir nennen ihn 1 und finden einen Volum - Ausdehnungs
koeffizienten: 

a=31 

Weitere .Beispiele. 

1. Nach Loschmidt und Obermeyer ist der Diffusionskoeffizient k 
eines Gases abhangig yom Druck punter dem das Gas steht und 
der (hier yom absoluten Nullpunkt gerechneten) Temperatur T: 

( T)" P k=ko ~ -
To Po 

mit kO bezeichnen wir den Diffusionskoeffizienten bei 0 0 Celsius (in 
absolutem lVlaB: To = 2730) und beim Druck Po = 760 mm; n ist eine 
Konstante. 

Man bedenke, daB bei einem abgeschlossenen Gasvolum durch 
eine Zunahme der Temperatur eine Steigerung des Druckes ver
anlaBt wird, daB der Druck eine Funktion der Temperatur ist, und. 
zeige, daB: 

ist. 

dk~ok+okdp 
dT~6T opdT 

= a'1"-i (n p + T:~) 

2. Nach Biot und Arago ist del' Brechungsindex 11 eines Gases 
eine Funktion des Druckes p und del' Temperatur t: 

~ 110- 1 P 
11-1+1+atp~ 

den Brechungsindex bei 0 0 C und Po = 760 mm Druck nennen 

wir 110' 

§ 19. \Viederholte Differentiation einer Funktion von 
mehreren Veranderlichen. 

Es sei: 
u = x 2 + y2 + x 2 y~ 

x und y bedeuten voneinander unabhangige Veranderliche; wir 
finden zunachst: 
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). ou + Q 2 b -=2y 3x"y , oy 

Differenzieren wir jetzt a) noch einmal nach x, b) nach y, so 
ergibt sich: 

a') 0 (~:) = 02 U = 2 + 2 3 

ox ox2 Y 

~ (ou) 
b') 0 ~oy = 02~ = 2 + 6 x 2 y 

oy oy-

bei nochmaliger Wiederholung del" 

a") 03 U =0 
ox3 

Operation kommen 

b") oSU=6 2 
oyg x 

wir zu: 

Wir gewinnen also hOhere partielle Differentialquoti~nten einer 
Funktion von mehreren Variablen nach einer derselben, indem wir 
die erste Ableitung ein zweites, drittes, . . . . . 11 tes Mal nach 
der betreffenden Variablen differenzieren und dabei stets aIle 
anderen als konstant betrachten. Nun· ist abel' offen bar jeder par
tielle Differentialquotient ersten oder hOheren Grades im allgel1leinen 
selbst wieder eine Funktion von samtlichen Variabeln, wir konnen 
daher jede partielle Ableitung nach einer beliebigen Veranderlichen 
weiter differenzieren und z. B. ausgehend von: 

bilden: 

o (~Of);&Xl' 
eXl 

kurzer geschrie ben: 

'0 2 f 
° X l 2

' 

ebenso ausgehend von: 

of (Xl' x2 •••• xJ 
oXl 

~ (Of);c 
o ax Ox2 ;···· 

1 

'(;2 f 
CX1 0X2 ' ... 

of(x1 , X 2 •.•• x,,) 
'(;X2 

&2 f 
r- Q, •••• 
eX2 -

usf. 

c(Of);c 
C dX1 ox" 

&2{ 

OXlO x" 

AIle diese Ableitungen zweiten Grades kann man nUll wieder 
nach xl' x 2 •••• x" differenzieren und findet so partieIle Differential
quotienten dritten Grades usw. 

Es gilt nun folgender Satz: Bilden wir irgend eine partieIle 
Ableitung hoheren Grades nach verschiedenen Variabeln, so ist e~ 
fiir das Resultat ganz gleichgultig, in welcher Reihenfolge die 
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Differentiationen nach den einzelnen Veranderlichen aufeinander
folgen. Der Leser kann sich am einleitenden Beispiel sofort iiber
zeugen, daB: 

02U 82 u 
-.--= __ =6 y2 x 
oyox ox8y 

und wir wollen dann noch den allgemeinen Beweis fUr unsere Be
hauptung bei einer Funktion zweier Variablen: 

tt= ((x, y) 
erbringen. 

ou 
ox ox = ((x + ox, y) - {(x, y) = cp (x, y) 

ou 
oy oy = ((x, y + oy) - ((x,V) = ljJ (x, y) 

ocp(x,y)o = 02U OXO = 
oy y oxoy y 

cp (x, y + oy) cp (x, y) 

:::.- Ax + ox, y + o~) - ((x,y + oy) - 'r(x + 0;, y) + ((x, y) 

OljJ(x0!lox= 02~ oyox= 
ox oyox 

ljJ(x-t0x,y) ljJ(:J?,y) 
'--{(-:-"x-+-:--ox-,-y-+-:--'oy) - ((x + ox, y) - t(x,y+oy) + ((x,y) 

somit: 
02 U 02 U 

oxoy oyox 
was zu beweisen war. 



II. Abschnitt. 

Einiges aus der anaiytischen Oeometrie. 

§ 20. Koordinaten eines Punktes. 

Wir wollen in dies em Kapitel lernen, Beziehungen zwischen 
GroJ3en graphisch darzustellen. Gerade in den N aturwissenschaften 
ist diese Art der Veranschaulichung eines Gesetzes von hoher 
Wichtigkeit. 

Das Mittel dazu bietet die Fixierung von Punkten durch ein 
sogenanntes Koordinatensystem. Wir ziehen (Fig. 1) in der Ebene 

,/I 

I? 

x' 
1112 'kfJ 

3 
I 

BII I 

y 

7 

0 
1M. 

• 

y , 

M, 

j 

I 

X 

.lY 

zwei un begrenzte zueinander 
senkrechte Gerade x 0 x' und· 
y 0 y'; sie teilen die ganze 
Ebene in 4 Quadranten I, 
II, III, IV. Es sei nun PI 
ein Punkt im Quadranten I; 
ziehen wir von ihm je eine 
Senkrechte MI PI und NI PI 
auf die beiden Geraden x Ox' 
und yO y'; dann ist es klar, 
daJ3 durch die beiden Strek
ken 0 MI und 0 NI der 
Punkt PI vollstandig be
stiml,llt ist. Wir konnen seine 
Lage bei Angabe dieser bei
den Strecken konstruktiv Fig. 1. 
finden, - sie konnen daher 

als Reprasentanten des Punktes PI angesehen werden und heiJ3en 
seine Koordinaten. 

Man nennt OMI = Xl die Abzisse, ONI = YI die Ordinate des 
Punktes PI; entsprechend heiJ3en die Achsen x 0 x' und yO y' be-
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ziiglich die Abzissenachse oder X-Achse und die Ordinatenachse 
oder Y-Achse des Koordinatensystems. Den Punkt 0 bezeichnen 
wir als den Ursprung des Koordinatensystems. 

Um zwei Punkte voneinander zu unterscheiden, deren Ko
ordinade absolut genommen dieselben Werte haben, welche aber 
in verschiedenen Quadranten liegen, gibt man den Koordinaten 
positives und negatives Vorzeichen. Wir wollen festsetzen, daB 
jede Abmessung auf der Abzissenachse rechts vom 0 positives, 
links vom 0 negatives VorzeichtlD haben soIl; eine Ordinate ober
halb der X-Achse ist positiv, .unterhalb der X-Achse negativ zu be
zeichnen. So werden also bespielsweise die Koordinaten der vier 
Punkte P!' P2 , Ps ' P, in Fig. 1 entsprechend sein: 

(Xl' Yl ), (- X 2 ' Y2), (- XS ' -Ys), (X" -Y4)· 

Wir wollen noch die Distanz zweier Punkte berechnen, deren 
Koordinaten gegeben sind. Die beiden Punkte seien (Fig. 2) 

P mit den Koordinaten: Xl' Yl 

und 
Q 

" " " 
Wie aus dem rechtwinkeligen Dreieck 

P JIiI' Q hervorgeht ist: 

oder da: 

so ist: 

PQ2 = M' Q2 + M' p 2 

M'Q=MN=xt -x2 

M'P=Yt -Y2 

!I 

o 

PQ2 = (Xl - x 2? + (Yl - Y2)2 

AI M 

Fig. 2. 

Wir haben hier speziell ein rechtwinkeliges oder Cartesisches 
Koordinatensystem - so genannt nach seinem Erfinder Rene 
Descartes - betrachtet. Man kann aber natiirlich auch mit Ko
ordinatensystemen arbeiten, bei denen die beiden Achsen nicht 
senkrecht aufeinander stehen, sondel'll spitze oder stumpfe Winkel 
miteinander einschIieBen. 

§ 21. Die Gleichuug del' Geradeu. 

Es sei uns eine Gerade OP (Fig. 3) gegeben. 
Wir konstruieren nun zu einer Reihe von Punkten derselben 

Abszisse und Ordinate, also die Strecken OJliI!, OM2 , ••• und JliI1 Pi' 
JJfqPO ' ••• und sehen, daB das Verhaltnis zwischen irgend einer 
t;di~~te, e.twa JliI1 Pl , und der zugehOrigen A bszisse 0 JliIl dasselbe 
fIst, Wle zWIschen JliI2 P2 und OJliI2 oder MsPs und OMs· 
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Bezeichnet man iiberhaupt die Koordinaten irgend eines Punktes 
del' Geraden mit x und y so besteht also die allgemeine Relation: 

JL = tan a 
x 

o~~~~~ __ ~ __________ ~r 
M. 

die den gesetzmli13igen Zusammen
hang zwischen Abszisse und Or
dinate jedes Punktes unserer Ge
raden ausdriickt; man kann mit 
ihrer Hilfe zu beliebigen Werten 
von x stets die zugehorigen Werte 
von y berechnen, kurz: Fig. 3. 

y=mx (1) 

(tan a = m gesetzt), ist die Gleichung del' gegebenen Geraden, welche 
unter dem Winkel a gegen die X-Achse geneigt durch den Ursprung 
des Koordinatensystems geht. Da man dem Winkel (( jeden be
liebigen Wert erteilen kann, stellt 1 aIle moglichen Geraden dar, 

y welche durch den Ursprung g·ehen. 

o 

oder: 

M 

Fig. 4. 

x 

Wir konnen uns jedoch leicht 
auch von diesel' Beschrankung frei 
mach en und die Gleichung aller 
iiberhaupt moglichen Geraden in 
del' Ebene aufsteIlen. 

Ziehen wir namlich eine be
liebige Gerade AP, (s. Fig. 4), so 
sieht man, daJ3 fUr die Ordinate 
irgend eines Punktes P del'selben 
die Beziehung gilt: 

1I1P=]}[N+NP=MN+AN tan a 

y=mx+b (2) 

wenn wir m = tan a und b = 0 A setzen. Offenbar konnen wir 
durch passende Wahl del' Konstanten m, b, jede beliebige Gel'ade 
durch diese Relation darsteIlen; sie ist also die allgemeine Form 
del' Gleichung einer Geraden •. 

Es ist anderseits klar, daJ3 die allgemeinste Gleichung ersten 
Grades zwischen x, y, stets eine gerade Linie darstellt. Denn eine 
solche Gleichung hat die Form: 

(3) 

wo A, B, C irgend welche Konstanten bedeuten; (2) laJ3t sic.h abel' 
stets a~lf Form (1) bringen; man braucht nul' zu setzen: 
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A 
-]3=rn 

C 
--=b 

B 

Gleiclmng (3) reprasentiert also eine Gerade. 
Man kann der Gleichung einer Geraden auch eine symme

trischere Form geben, als (2) sie besitzt. Fiihren wir namlich die 
Konstante a= OA (s. Fig. 5) ein: 

b 
- = tan (180° - a) = - tan a = - rn 
a 

so erhalten wir: 

oder: 

b 
y=--x+b 

a 

x y 
-+-=1 
a b 

(4) 

y 

x 

Fig. 5. 

§ 22. Einige Probleme, die Gleichung del' Geraden betreffelld. 

1. Man soIl aus den Gleichungen zweier Geraden den Winkel 
bestimmen, den sie einschlieEen. 

Die Gleichungen seien: 

Y= rna+b 
y=rn'a+b' 

in dies en bedeutet: rn = tan a, rn' = tan a' 
(Fig. 6). 

Nennen wir cp den gesuchten 'Vinkel, 

y 

so ist: OL-I--L------"~= 

cp=a' -a tancp = tan (a' - a) Fig. 6. 

oder: 
tan a' - tan a rn' - rn 

tal} cp = 1 + tan a' tan a = lj=ntrn' (1) 

Hieraus folgt, daE fiir cp = 0, d. h. wenn die beiden Geraden 
zueinander parallel sind, die Bedingung erfiillt sein muE: 

rn=rn' (2) 

stehen dagegen die Geraden aufeinander senkrecht, so ist !p = 90° 
oder 'tan cp = 00, d. h.: 

oder: 
1 +mrn'=O 

1 
112=-, 

rn 
(3) 
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2. Die Bedingung aufzustellen, daB eine Gerade durch einen 
gegebenen Punkt geht. 

1st der Punkt gegeben durch seine Koordinaten Xl' Yt' und 
ist die allgemeine Gleicbung einer Geraden: 

y=mx+b (4) 

so wird die letztere Gleicbung auch gelten miissen, wenn man in 
ibr X = Xl' Y = YI setzt, da ja der Punkt (Xl' YI) auf del' Geraden 
liegen solI, d. h. es besteht die Gleichung: 

YI =mx1 + b (5) 
Gleichung (5) gestattet, eine del' beiden unbestimmten Konstanten 
m, b durch die bestimmten GraBen Xl' YI' auszudriicken; in del' Tat 
hat ja die Gerade dadurch, daB sie durcb den bestimmten Punkt 
gehen soIl, einen Grad der Unbestimmtheit odeI' "Freiheit" ein
gebiiBt. Wir kannen nun aus (4) und (5) b eliminieren und er
halten als gesucbte Bedingung: 

Y-YI =m(x-xl ) (6) 

3. Die Bedingung dafiir zu finden, daB eine Gerade durch 
zwei gegebene Punkte geht. 

In dies em FaIle hat offenbar die Gerade gar keinen Grad del' 
Freibeit mehr; sie ist durcb die beiden Punkte (Xl' YI) und (X2' Y2)' 
durch welcbe sie gehen solI, voIlkommen festgelegt. Es sind jetzt 
gleichzeitig die dl'ei Gleichungen zu el'fiiIlen: 

Y =mx +b 
Yt =mxt + b 
Y2 =mx2 + b2 

Aus diesen kann man beide Konstanten m und b eliminieren 
und el'hiUt als die gesuchte Bedingung: 

(7) 

4. Die Kool'dinaten Xl' YI , des Schnittpunktes zweier durch ibre 
Gleichungen gegebener Geraden zu finden. 

Es seien die Gleichungen der Geraden: 

Y= mx+b 
y=m'x+b' 

Der Schnittpunkt beider muJ3, da el' ja auf beiden Geraden 
liegen soIl, mit seinen Koordinaten Xl' Yl' beiden Gleichungen ge
nugen. Also bestehen die Gleichungen: 

YI = mXI +b 
YI =m'xi + b' 
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aus denen man die gesuehten Koordinaten xl' Yl' dureh die gegebenen 
GroBen m, b, m', b' ausdrueken kann. Man erhalt: 

Geht noeh eine dritte Gerade: 

b'm-bm' 
Yl = m-m' 

y=m" x + b" 

(8) 

durch denselben Punkt, so 
ihrer Gleiehung genugen. 

mussen die Werte (8) fur x, y eingesetzt 
So z. B. haben die beiden Geraden: 

5x+ 3y= 7 
3x-4y=10 

den Sehnittpunkt Xl = 2, Yl = -1; setzt man diese beiden Werte 
fur x, y in die Gleiehung: 

x+2y=O, 

so wird sie identisch erfullt, d. h. die letztere Gerade geht dureh 
den Sehnittpunkt der beiden ersteren, wovon man sieh durch Kon
struktion uberzeugen kann. 

Um uberhaupt eine Gerade, deren Gleichung:' 

(9) 

gegeben ist, zu konstruieren, sueht man ihre Sehnittpunkte mit 
den Koordinatenachsen und legt dann dureh die beiden so er
haltenen Punkte die Gerade hindurch. Um diese Sehnittpunkte zu 
finden, geht man geinai3 dem eben Gesagten vor; dabei muB man 
bedenken, daB die Gleiehung del' X-Achse lautet: 

y=O 
die der Y-Aehse hingegen: 

x=O 

l\Ian findet also die Sclmittpunkte, wenll man in (9) einmal x = 0, 

dann y = 0 setzt. 

§ 23. Koordinaten- Transformation. 

Wie man schon aus dem Bisherigen ersieht, hangt die Gleichung 
einer Kurve wesentlieh von ihrer relativen Lage gegen das Koor
dinatensystem abo Man kann nun die Gleiehung haufig verein
faehen, wenn man das Koordinatensystem andel's legt. Wir mi.i.ssen 
daher untersuehen, wie man von einem Koordinatensystem zu einem 
andern ubergehen kann. 

Nehmen wir zunaehst an, die beiden reehtwinkligen Koordinaten
systeme liegen einander parallel, so daB das eine durch eine bloBe 
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Parallelverschiebung aus dem andern hervorgegangen ist. Sind die 
Koordinaten irgend eines Punktes P (s. Fig. 7) in bezug auf das eine 

System (x, y), in bezug auf das andere (x', y'), 
II LL' sind ferner die Koordinaten des Ursprungs 0' 

des zweiten Systems in bezug auf das erste I (h, k), so ist ersichtlich, daB: 

I, x=OM= OH + HM=x'+h 
- 0' M1

0X y=PM=MM1 +M1 P=y' +k (1) 
\k \ 

l-...ck"---tr-__ --;.-I __ x ... durch welche Formeln man vom Systeni (x', 
o If My') ZUlli System (x, y) iibergehen kann. Del' 

Fig. 7. entgegengesetzte Ubergang folgt aus (1): 

x' = x-It y' =g-k (2) 

Wir nehmen zweitens an, daB die beiden Systeme eine bloBe 
Verdrehung gegeneinander erhalten haben, del' Ursprung aber beiden 
gemeinsam seL Es schlieBen also die Abszissenachsen, ebenso die 
Ordinatenachsen den Winkel a (s. Fig. 8) miteinander ein. Sind 
wieder x, y, und x', y', die Koordinaten eines Punktes P in beiden 
Systemen, so sind aus del' Figur die folgenden Beziehungen er
sichtlich: 

!I 

x = 0 M = OR - Q Ml = x' cos IX - y' sin IX 

y =MP=RM1 + QP =x' sin IX +y' cos IX 
(3) 

Aus dies en Gleichungen folgen 

p die weiteren: 
x' , . + x = Y S111 IX X cos IX 

y' = Y cos IX - x sin a 
(4) 

Raben schlieBlich die beiden Sy
steme eine beliebige Lage gegen

x einander, so l1Wt sich die Verschie
~~~-~~---= 

bung des einen gegen das andere 
Fig. 8. stets aus einer ParaIlelverschiebung 

und einer Drehung zusammensetzen. 
Wil' konnen also im allgemeinen FaIle die Formeln (1) und (3), 
bzw. (2) und (4) nacheinander anwenden. 

§ 24. Die Gleichung des Kl'eises. 

Wir nehmen den Mittelpunkt des Kreises als Ursprung des 
Koordinatensystems. Betrachten wir irgend einen Punkt P auf del' 
Peripherie (s. Fig. 9), so ist ohne weiteres ersichtlich, daB zwischen 
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den Koordinaten x, y des Punktes und dem Radius l' die Beziehung 
besteht: 

(1) 

Diese Gleichung gilt fill' jeden Punkt del' Kurve; sie ist also die 
Gleichung des Kreises. In del' Tat spricht diese Beziehung jene 
Eigenschaft aus, welche den Kreis !f 

definiert, namlich daB jeder seiner 
Punkte gli~ichweit vom Mittelpunkt 
entfernt ist. 

Liegt del' Mittelpunkt des 
Kreises nicht im Ursprung des 

:x:' Koordinatensystems, sondern sind 
seine Koordinaten etwa p, q, so 
HiBt sich die Gleichung fill' dies en 
allgemeinen Fall aus (1) durch eine 
Koordinatentransformation ablei-
ten. Sind namlich die Koordinaten 
eines Kurvenpunktes in bezug auf 
das neue System (x', v'), so ist: 

x'=x+p 

und wir erhalten aus (1): 

(x' - p)2 = (y' _q)2= 1'2 

odeI' wenn wir die Striche wieder weglassen: 

(~=p)~+ (y,_.q)2 = 1.2 

o 

!I' 

Fig. 9. 

(2) 

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade,nach x, y und von del' Form: 

X2+y2+ ax+ by+c=O, 
wo: 

a=-2p b=-2q 
ist. 

Sie ist also ein Spezialfall del' allgemeinen Gleichung zweiten 
Grades: 

Ax2 +By2+Cxy+Dx+Ey+ F=O (3) 

in del': A = B, und C= ° ist. 

Beispiel: 

Die Bewegung' eines Punktes sei durch die Gleichungen: 

x = a sin t y = a cos t 

definiert, in denen t die Zeit bedeutet. 
Welche Bahn beschreibt del' Punkt? 
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Losung: Eliminiert man aus den Gleiehungen t, so erhlUt man: 

x2+y2=a2 

die Gleiehung eines Kreises. 

§ 25. Die Gleichung der Ellipse. 
Die Ellipse ist eine Kurve, die dadureh definiert ist, daB die 

Entfernung eines jeden ihrer Punkte von zwei bestimmten Punk ten 
dieselbe Summe ergibt. 1st 
P(x, y) ein Punkt del' Ellipse, 
(s. Fig. 10), sind ferner F1 
und F2 die beiden fixen 
Punkte, (Brennpunkte), und 

.::m---.p."------I ___ ....".j--~---i'i--i7-_h.._'x"'- setzen wir die Distanzen: 

(1) 

wenn wir die konstante Sum-

del' 
aus 

IJ !I' 
Fig. 10. 

me mit 2 a bezeiehnen; jede 
GroBen rl' r 2 , heiBt ein radius vector des Punktes. Nun ist 
del' Figur ersiehtlich, daB: 

r 1 2= (x+ e)2 +y2 
r2 2 =(x-e?+y2 (2) 

wenn wir die Streeke F1 0 = OF2 mit e bezeichnen. Dureh Sub
traktion erhalten wir: 

odeI' vermoge (1): 

also: 
e 

r 1 =a+~x 
a 

e 
r =a-~x 

2 a (3) 

Substiuieren wir z. B. den Wert fUr r 1 in die erste del' Gleichungen 
(2), so erhalten wir: 

(a+ ~X)2= (x + e)2+ y2 
a 

odeI': (a2 _ e2) x 2 + a2y2 = a2 (a2 _ e2) 

Setzen wir noeh: 

so lautet die letzte Gleiehung: 

b2 x 2 + a2 y2 = a2 b2 

(5) ist die Gleichung del' Eliipse. 

(4) 

(5) 



Die Gleichung' einer Ellipse. 49 

Die geometrische Bedeutung der Konstanten a und b ist leicht 
einzusehen. Betrachten wir den Punkt Pl dBr Ellipse mit den 
Koordinaten 0, Yl' fiir den r l = r2 = r ist. 

Gleichung (5) lautet fUr diesen Punkt: 

a2 Yl2= a2 b2 

oder: 
Yl =b 

d. h. die GroJ3e b ist die Lange der Strecke OPl = OPs' man nennt 
P l Pa = 2 b die kleine Achse der Ellipse. Ferner folgt aus Drei
eck FlOPl : 

-~2 

FlPl =b2 +e2 

daher ergibt sich durch Vergleich mit (4), daJ3 Fl PI = a. Analog 
lautet Gleichung (5) fiir den Punkt P, (x,l' 0): 

b2xJ2=a2b2 
oder: 

x4 =a 

d. h. a ist die Lange von 0 P4 = 0 P2 ; man nennt 2 a die groJ3e 
Achse der Ellipse. 

Die Gleichung (5) konnen wir auch in del' Form schreiben: 
x2 y2 
a2+ b2= 1 

Losen wir einmal nach x, eiiimal "nach Y auf, 

x=+a -. Il_y2 - V b2 

(6) 

so erhalten wir: 

(7) 

(8) 

Es folgt, daB wir nul' dann reelle Kurvenpunkte erhalten, wenn: 

x<a y<b 

Die Kurve verlauft also vollstandig im Endlichen. Ferner folgt 
aus (7), daB einem bestimmten Wert von y stets zwei gleiche, 
abel' entgegengesetzt bezeichnete x -Werte entsprechen, die fUr y = b 
in x = ° zusamrnenfallen, also liegt die Kurve symmetrisch zur 
Y-Achse. Ebenso folgt aus (8), daB die Kurve auch zur X-Achse 
symmetrisch gelegen ist. 

Ein Beispiel: 

Zu zeigcn, daJ3 ein Punkt, dessen Bewegung durch die 
Gleichungen: 

1\:1 e 11 0 r - ,V 0 g r i n z, Hahere .Mathematik. 4 
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x=acost y=bsint 

definiert ist, eine Ellipse beschreibt. 
Losung: die Elimination von t liefert: 

x2 y2 
a2 +1)2=1 

§ 26. Die Gleichung del' HyperbeL 

Eine Kurve von del' Eigenschaft, daJ3 die Entfernungen eines 
jeden ihrer Punkte von zwei bestimmten Punkten eine konstante 

!I 
Differenz haben, heiJ3t eine Hy
perhel. 

1st P ein Punkt del' Kurve, 
(s. Fig. 11), sind rl' r2 , die Di
stanzen von den fix en Punkten, 
deu Brennpunkten Fl' F 2 , legen 

..:=:.z::""-F;Iw-)~~21t:4::7Ar--=x wir ferner wie im vorigen Para
graphen die X-Achse in die Ge
rade Fl' F 2 , und den Ursprung 
nach 0, so daJ3 OFl = OF2 = e, 

also: 

!I' 
Fig. 11. 

so ist: 

Vermoge (1) ist also: 
e 

r.,+r1 = 2-·-x 
- a 

daher: 
e 

1'.,=----x+a 
- a 

r2-rl =2a. (1) 

r22=(x+e?+y2 (2) 
rl2=(x-e)2+y2 

(3) 

und dUTch Substition in die el'ste del' Gleichungen (i) erhalten wir: 

(-~x+ar =(x+e?+y2 

oder: 
x2 (a2_ e2) + a2y2= a2 (a2 _ e2) 

da im Dl'eieck P F1 F2 : 1'2 - 1'1 < F1 1i'2' also: 

2a<2e 

ist hier a2 - e2 nagativ; wil' setzen: 

e2 -a2 = b2 (4) 
und erhalten: 
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(5) 
oder: 

(6) 

als die beiden Formen der Hyperbelgleichung. 
Analog wie bei der Ellipse erkennt man leicht die geometrische 

Bedeutung von aj fUr den Punkt A lautet namlich t5): 

b2 x12 = a 2 b2 

also: 

Die Strecke AA' = 2a hei.l.lt die gro.l.le Achse del' Hyperbel, jedoch 
sind B und B' gar keine Kurvenpunkte, da fiir x = 0, die Gleichung 
(5) ergibt: 

oder: 
y=+bi 

also einen imaginaren Wert. 
Um die Gestalt del' Kurve klarzulegen, 

(6) folgenden Ausdriicke: 

4=+ ~ Vy2-b 2 

+ b -VX;;--------;j y= __ -~- x--a-

diskutieren wir die aus 

(7) 

(8) 

Aus (7) folgt, da.l.l alle moglichen y-\Verte reelle Werte von x er
gebenj die Kurve erstreckt sich also ins Unendliche. Da aber nach 
(8) fiir - a < x < + a kein reelles y existiert, so mu.l.l die Kurve 
blo.l.l au.l.lerhalb dieses Bereiches verlaufenj sie besteht also aus zwei 
getrennten Zweigen. Ferner ergeben (7) und (8) wieder die Sym
metrie del' Hyperbel zu beiden Achsen. Die Gestalt del' Kurve 
zeigt Fig. 11. 

§ 27. Die Gleichung del' Pal'abel. 

Eine Kurve, deren Puukte gleichen Abstancl von einer ge
gebenen festen Geraden und einem festen Punkte haben, nennt 
man eine Parabel. Die fixe Gerade hei.l.lt Direktrix, del' feste Punkt 
del' Brennpunkt. Wir wollen das Koordinatensystem so legen, da.l.l 
die X-Achse senkrecht zur Direktrix durch den Brennpunkt F geht 
(s. Fig. 12) und del' Ursprung 0 die Strecke AF halbiert. 1st P 
(x, y) irgend ein Punkt der Parabel, nennen wir ferner P F= 1", 

OF= OA = a, so ist: 

4* 
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oder da nach der Definition der Parabel: 

r=KP=x+a (1) 

I1.Z 

K1 

.l\ 
~ -;; 
~ 
A 

a 

Fig. 12. 

(x + a)2_ (x- a)2 = y2 

d. h.: 
y2=4ax (2) 

Dies ist die Gleichung der Parabel fur die 
angenommene Lage des Koordinaten
systems. 

Aus Gleichung (2) folgt: 

y = + 2 y' ax . (3) 
Da· zu jedem positiven Wert von x 

reelle Werte von y gehoren, negativen x
Werten aber bloB imaginare Werte von Y' 
entsprechen, so liegt die Kurve auf del' 
rechten Seite der Ordinatenachse, erstreckt 
sich abel' hier ins Unendliche. Ferner 
entsprechen einem x zwei entgegengesetzt 

gleiche y: die Kurve ist symmetrisch zur X-Achse. Del' Wert x = 0 
ist die kleinstmogliche Abszisse eines Kurvenpunktes; ihm ent
spricht y = 0, d. h. del' Scheitel del' Parabel liegt im Ursprung. 
Die Gestalt der Kurve zeigt Fig. 12. 

del' 

§ 28. Die Tangente einer Kurve. 

Es sei OPQ (Fig. 13) ein Stuck irgend einer Kurve; es habe 
Punkt P die Koordinaten x, y, der Punkt Q die Koordinaten 

x + LJx, y + LJy, indem wir die 
Streck en PR und QR bezltglich mit 
J x und LJ y bezeiclmen; die Gleichung 
del' Kurve sei: 

y 

y = ((x) . (1) 

daher besteht aueh die BeziellUng: 

-"x,,::>' <f----F"~+.-----+,-~x y + LJ y = f (x + LJ x) . (2) 
T N 

~ Denken wir uns nun P und Q durch 

If 
y' 

Fig. 13. 

eine Gerade verbunden, welche die 
X-Achse in T unter einem gewissen 
Winkel sehneidet; die trigonometri
selle Tangente dieses Winkels 1:::: RPQ 

• LJ Y 
1St LJ;;' Ruckt nun del' Punkt Q an P heran, so dreht sich die 

Gerade PQ um P und wird, wenn Q unendlieh nahe an P gerltekt 
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ist, zur Tangente an die Kul've in P und schlieJ3t dann mit del' 
X-Achse den Winkel a ein. Man el'h1l.lt demnach: 

. Lly 
tana=lim Llx 

.1.,=0 
odeI' nach (1) und (2): 

Lly = f(x + Llx) - f(x) 
tana=lim f~+Llx)-f(x) 

Llx .1.,=0 

was gem1l.J3 dem Begriffe des Diffel'entialquotienten el'gibt: 

tana= :~ =f'(x) . (3) 

Die geometl'ische Bedeutung del' Ableitung f' (x) ist, d'emnachdie, 
daJ3 sie gleich del' trigonometl'ischen Tangente des Wihkels ist, 
welchen die geometrlsche Tangente an die Kurve y = f (x) mit del' 
X-Achse einschlie.l3t_ 

So z. B. ist fUr eine Pal'abel: 

dahel': 
y2=4ax 

dy 2a 
tana=~=~ 

dx Y 

also beispielsweise fUr den Punkt x = a, dem nach del' Gleichung 
ein y = 2 a zugehOl't, ist: 

tana=1 

,ft- Wir konnen nunmehl' die Gleichung 
del' Tangente in einem beliebigen Punkt 
einer gegebenen Kurve finden. Es sei 
durch den Punkt P (Xl' Yl) (s. Fig. 14) 
einer Kurve: 

Y=f(x) 

cine Tangente TP gelegt. Do. sie eine 
Gerade ist, die durch den Punkt xl' Yl' 
gebt, hat sie die Gleichung: 

'Yj -Yl =m(';-x1 ) 

y 

Fig. 14. 

wenn wir die laufenden Kool'dinaten del' Geraden mit .;, 'Yj, be
zeichnen. Die noch unbestimmte Konstante m el'gibt sich dadurch, 
daB nach (3): 

m=tana=(dY ) =f'(x1 ) 
dx 1 
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wo mit dem Zeichen (~~ t ausgedri.tckt werden solI, daB der Dif

ferentialquotient :~ fur den Punkt (Xl' Yl) der Kurve zu bilden ist. 

So erhalten wir als Gleiehung der Tangente: 

17-Yl =t'(Xl ) (;-Xl) (4) 

Man nennt eine senkrecht auf die Tangente im Beruhrungs
punkt errichtete Gerade eine Normale der Kurve; (PN in Fig. 14). 
Die GIeichung folgt aus jener der Tangente, auf del' senkrecht 
stehend sie durch den Punkt xl> Yl' geht. Daher ist ihre Gleichung 
von del' Form: 

wo: 
, 1 

1n =-----
m 

sie lautet also: 

(5) 

Man spricht auch von der Lange der Tangente und Konnale 
und versteht darunter beziiglich die Stiicke PT und PN (Fig. 14), 
d. h. die Abschnitte der beiden Get·aden vom Beriihrungspunkt bis 
zum Schnitt mit der X-Achse. Die Projektionen dieser heiden 
Stiicke auf die X-Achse, also TM und MN hei.6en beziiglich Sub
tangente und Subnormale. Diese vier GraBen sind aus den Gleichungen 
(4) und (5) leicht zu berechnen. Setzt man in diesen namlich 
1] = 0, so erhalt man die Abszissen der Sclmittpunkte der Geraden 
mit del' X-Achse, d. h. : 

1 f (negativ zu nehmen,} 
TO = - Xl + f' (;J;;) Yl l weil links von 0) 

NO = Xl + {'(Xl) Yl 

daher ist die Subtangente: 
1 

TM=TO+ OM= p-(;;;jYl 
und die Subnormale: 

(6) 

(7) 

Daraus ergeben sich die Langen del' Tangente und del' Kormalen, 
da in den Dreiecken BPT und MPN: 

PT2 = TM2 + MP2 = y2 (1 + f' (~l?) (8) 

PN2 = MN2 + MI? = y2 (1 + f' (Xl)2) (9) 
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§ 29. Die Tangenten del' Ellipse, Hypel'bel und ParabeI. 

Wir wollen die im vorigen Paragraph en gewonnenen Erkennt
nisse auf die drei genannten Kurven anwenden. Die -GIeichung 
einer Ellipse ist: 

b2 x2 + a 2 y2 = a 2 b2 

dy b2 x 
dx =- a 2 y 

daher lautet die GIeichung der Tangente an die Ellipse in einem 
Punkte (Xl' Yl) nach (4) des vorigen Paragraphen: 

b2 x 
17-Y = ___ 1 (~-x) 

1 a2Y1 1 
odeI' da: 

auch: 
b2~X1 + a217Y1 = a2b2 . 

Die GIeichung del' N ormalen ware: 

Die Tangente einer 
Ellipse hat eine physi
kalisch wichtige Eigen
schaft. Um diese klar

(1) 

zulegen, suchen wir die~:X;:":"/I-_+==----n+--T,r--h-F-+--=-~T 
Abszisse des Schnitt
punktes T (s. Fig. 15) 
der Tangente mit der 
X-Achse, indem wir in 
(1) 17 = 0 setzen. Wir 
erhalten: 

daher ist: 
a2 

F"T=-+e 
- Xl 

ferner sahen wiI', daJ3: 

F9 P=a+ exl 
• a 

daher ist: 

y' 

Fig. 15. 
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Dies ist aber nach einem Satz der elementaren Geometrie nur der 
Fall, wenn: 

1:::: RPT= 1:::: F1 PT oder: 1:::: F2 PN = -:K F1PN 

Die Tangente halbiert also den Winkel, welchen die radii vec
tores miteinander einschlieJ3en, die N ormale seinen Supplementwinkel. 
Daher kommt es, daJ3 Licht-, Schall- oder elektromagnetische Wellen, 
die von einem Brennpunkte einer ellipsoidischen FUiche ausgehen, 
so an ihr reflektiert werden, daJ3 sie sich im andern Brennpunkt 
sammeln. 

Fur eine Hyperbel besteht die GIeichung: 

b2 x2 _ a2 y2 = a2 b2 

dy b2 x 

dx a2 y 

daher lautet die GIeichung del' Tangente in einem Punkte (x!, Y1): 

b2 x 
1]- Y1 = a2 y: (~ - Xl) 

odeI' da: 

auch: 
b2~X1 - a2 1]Y1 = a2 b2 

Die GIeichung der Normalen ist: 

a2 y 
1]-Y = __ 1 (~-x) 

1 b2x1 1 

(2) 

Setzt man in (2) 1] = 0, so erhiilt man die Abszisse ~1 des 
Schnittpunkts der Tangente mit der X-Achse: 

a2 

~ =---
1 Xl 

Lassen wir nun den Beruhrungspunkt der Tangente mit der Hyperbel 
immer weiter hinausrucken, lasiien wir also Xl' Y1' unbegrenzt wachsen, 
so niihert sich ~1 der Grenze null. Es existiert also eine Tangente 
an die Hyperbel, welche sie erst in unendlicher Entfernung be
ruhrt, und die durch den Ursprung geht; eine solche Tangente 
heiJ3t eine Asymptote. Wie Fig. 11 in § 26 zeigt, hat eine Hyperbel 
offenbar zwei 'Asymptoten R' B und RB'. 

Um die Winkel zu bestimmen, welche die Asymptoten mit 
der X-Achse einschlieJ3en, muJ3 man: 

lim ~ = lim ( dY) b2X1 

dx 1 a2 Y1 

bestimmen. Nun ist nach der HypeI'bclgleichung: 
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b 2x 2 b2 
~=-.)+1 
a Yl Yl-

also, wei! fUr Xl = 00 auch Yl = 00 wird: 

oder: 

d. h.: 

. b2Xl2 
hm~=l 

a Yl 
x1=oo 

lim (dY) =+~=tana 
dx 1 ~ a· 
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(3) 

Daher ergibt sich die in Fig. 11 angedeutete Konstruktion del" 
Asymptoten. 

SchlieBlich ist die Gleichung der Parabeltangente zu finden: 

y2=4ax 
dy 2a 

dx y 

also lautet die Gleichung del' Tangente: 

2a 
'Yl-y =-(~-x) 
./ 1 Yl 1 

oder: 1JYl = 2a(~ + Xl) . 

Die Gleichung del' N ormalen ist: 

Yl (I: ' 17-Y =-- \>-X) 
I 2a L 

Beispiele: 

(4) 

1. Analog wie im Fane del' Ellipse zu zeigen, daB die Tangente 
einer Pal'abel den Winkel zwischen dem radius vector und del' 
Normalen vom Bel'ithrungspunkt auf die Dil'ektrix halbiert. An
wendung auf die Optik (Parabolische Reflektoren). 

2. Die Langen del' Tangente, Normalen, Subtangente und Sub
nol'malen einel' Parabel zu berechnen. 

Lange del' Tangente = V X-l-(c-X-l-c+--~ 
" "Normalen =Va(xl +a) 

Subtangente = 2Xl 

Subnormalen = 2 a 
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3. Zu zeigen, da13 die Subtangente der Kurve 

xy=const. 

in irgend einem Ptmkt (xl' Yl) die Lange - Xl hat. 
4. Zu zeigen, da13 del' Scheitel einel' Pal'abel das Stuck del' 

X-Achse zwischen den Schnittpunkten del' Tangente und del' Ordinate 
des Bel'iihrungspunktes halbiert. 

§ 30. Die gleichseitige Hyperbel. 

Eine Hyperbel, deren beide Achsen gleich sind, also bei del': 

a=b 

ist, hei13t gleichseitig. Ihre Gleichung ist demnach: 

(1) 

Die Winkel, unter welchen die Asymptoten die X-Achse schneiden, 
sind dann nach (3) des vorigen Paragraphen gegeben durch: 

x' 

tana=+~=+1 oder: a=+45° . -a-

x 

Fig. 16. 

die Asymptoten (s. Fig. 16) stehen 
daher aufeinander senkrecht. Wir 
kannen deshalb die Asymptoten 
selbst zu Koordinatenachsen mach en 
und die Gleichung del' Hyperbel 

beziiglich dieses Koordinaten-
/ systems aufstellen. Hierzu fiihren 

wir eine einfache Transformation 
aus, indem wir das alte Koordi
natensystem (x, y) um einen Winkel 
von 45 ° im Sinne des Pfeiles 
(Fig. 16) drehen; die Koordinaten 

eines Punktes in bezug auf dieses neue System magen x', y', hei13en. 
Dann ist nach den Gleichungen (3) in § 23: 

x = x' cos (- 45°) _y' sin (- 45°) 
y=x' sin (- 45°) + y' cos (- 45°) 

Der Winkel a erscheint hier negativ, weil die Drehung im entgegen
gesetzten Sinne jener in § 23 vorgenommen wurde. Wir haben also 

x = ~ Y2(x' + y') 1 , /-( I ') l' y=-- v2 x -y ) 
2 

Diese Werte in (1) gesetzt, erge ben: 

') vgl. XII. Abschnitt, C. Ill. 
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" a2 
xY=-

. 2 

oder wenn wir die hochgeschriebenen Striche wieder weglassen und 
a2 

2=k setzen: 
xy=k . (2) 

als Gleichung der gleichseitigen Hyperbel bezogen auf die Asymptoten 
als Koordinatenachsen. p, . ...".-.-~-r---r~...--.-.:-r-""-,..--"7l 

AlsAnwendung be
trachten wir die Zu
standsgleichung eines 
idealen Gases: 

pv=RT (3) 

wo p den Druck, v das 
Volum, T die absolute 
Temperatur und R die 
Gaskonstante bedeutet. 

Fiir eine gegebene 
Temperatur T nimmt 
(3) die Form: 

pv=const. ~:r~~;;~~::d:::E;:I::3:::~~ an. Betrachten wir nun o~ 
IJ als Abszissen, pals 
Ordinaten eines Karte-

Fig. 17. 

sischen Koordinatensystems, so stellt die letztere Gleichung eine 
gleichseitige Hyperbel dar. Diese Kurve reprli.sentiert also die 
Zustandsli.nderung eines Gases bei konstanter Temperatur, ist eine 
sogenannte lsotherme. lndem wir del' Temperatur der Reihe na<;h 
verschiedene Werte geben, also die Konstante k der Gleichung (2) 
andern, erhalten wir eine ganze Schar von lsothermen, von denen 
jede fur eine bestimmte Tempel'atul' gilt (s. Fig. 17). 

§ 31. Die Kegelschnitte im allgemeinen. 

Die vier Kurven Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel, von 
«enen del' Kreis sich als Spezialfall del' Ellipse erweist,heiJ3en Kegel
schnitte, weil man sie als Schnitte eines Kegels mit einer Ebene 
erhalten kann. Die Gleichungen der Kurven sind vom zweiten 
Grade; man Iiennt sie daher auch Kurven zweiter Ordnung, indem 
man allgemein eine Kurve als von der ersten Ordnung auffa13t, 
wenn ihre Gleichung vom ersten Grade ist. Wir konnen nun zeigen, 
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daB eine Gleichung zweiten Grades im allgemeinen einen Kegel
schnitt darstellt. Die allgemeinste Form einer solchen Gleichung ist: 

Ax2 +By2+Cxy+Dx+Ey+F=0 (1) 

Wir fiihren nun zunachst eine Koordinatentransformation, und zwar 
eine bloBe Parallelverschiebung aus, d. h. wir setzen: 

x=x' +h y=y' +k . (2) 

Bestimmen wir nun h und k so, daB die Glieder mit x' odeI' y' in 
del' ersten Potenz verschwinden, daB also: 

2Ah+ Ck +D=O 
Ch+2Bk+ E=O 

ist, so nimmt (1) die Form an: 

A'x2 + B'y2 + C'xy + F'= 0 

(3) 

(4) 

wenn wir schlieBlich statt x', y' wieder x, y schreiben. Aus (3) er
gibt sich: 

Ferner ist: 

h= CE-2BD 
4AB-02 

k= OD-2AE 
4AB-02 

A'=A B'=B 0'=0 

(5) 

Aus diesen Gleichungen ersieht man, daB die Transformation nicht 
moglich ist, wenn: 

LI=4AB-02=0 

ist. Diesen Fall wollen wir spateI' behandeln. 
Fiihren wir nun an Gleichung (4) eine neue Koordinaten

transformation aus, durch welche das Glied mit dem Produkt xy 
versch windet; dies· leistet eine bloBe Drehung, das heiBt die Su h
stitution: , , . 

x=x cosa-y sma ,. +' y = x sm a y cos a 

Bestimmen wir namlich den Winkel a so, daB: 

C' 
tan2a= A'-B' 

so verwandelt sich (4) in die Gleichung: 

A"x2 + B"y2 + F" = b 

.. (6) 

(7) 

(8) 

Eine einfache Rechnung lehrt uns, daB die Beziehung besteht: 

4A" B" - 0"2 = 4 A B - 0 2 = L1 
da 0" =0. 
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Wir sehreiben (8) in del' Form: 

A" B" 
- F"x 2 - F"y2~ 1 

und es sind nun folgende FaIle moglieh: 

A" 1 
1. F" und: 

B" 

sind positive Werte; die Kurve: 

x2 y2 
a2 + b2 = 1 

ist eine Ellipse. 1st speziell a2 gleich b2, so erhalten wir einen Kreis. 

2. 

sind beide negativ. 
Die Gleichung: 

A" 
F" 

1 
-~ und: 

B" 1 
-F"-b 2 

reprasentiert abel' itberhaupt keine reelle Kurve, weil sie durch 
kein reelles Wertepaar x, y befriedigt wird. 

3. 

oder: 

Die KuI've: 

odeI': 

A" 
F" 

A" 
-iF' 

ist eine Hyperbel. 

1 
a2 

1 
-a'l. 

B" 1 
und: 

F " b2 

B" 1 
und: -F" - b2 ' 

Die vorgelegte Gleichung (1) reprasentiert also, wenn LI nieht 
null ist, eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem A" und B" gleich 
oder ungleich bezeichnet, d. h. je nachdem das PI'odu~t: 

4A"B" ::::;;0 

ist. Es bleibt noch del' frither ausgesehlossene Fall: 

LI=O 

zu erortern, dann ist die Transformation (2) aIleI'dings nieht mog-, 
Hch; jedoch konnen wir (1) in del' Form sehreiben: 
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und da LI = 0, ergibt sich: 

A(x+ 2CA y)2+Dx+Ey+F=0 

Fiihren wir nun an diesel' Gleichung die Transformation (6) aus, 
und beniitzen sie, um das Glied mit y2 zum Verschwinden zu bringen, 
so erhalten wir: 

A3X2+Dsx+Esy+Fs =0 

Fiihren wir nun noch eine Parallelverschiebung aus, daJ3 das Glied 
mit x und das Glied .z;:q wegfallen, so ist schlie13lich: 

A,x2+E4 y=0 
oder: 

Die Kurve ist eine Parabel. 
Es ist abel' hervorzuheben, daJ3 in dem Falle, wo die liuke 

Seite von (1) iu zwei lineare Faktoren ((x, y) und g (x, y) zerfallt, 
<liese Gleichung nul' eine abgekiirzte Schreibweise fUr die beiden 
Gleichungen: 

((x, y)=O und g(x, y)= 0 

ist, d. h. daJ3 in diesem Falle Gleichung (1) zwei Gerade darstellt. 

§ 32. Polarkoordinaten. 

Ebenso wie durch die beiden rechtwinkeligen Koordinaten kann 
ein Punkt del' Ebene durch irgend zwei andere Bestimmungsstiicke 

fixiert werden. Wir definieren die Lage eines 

!/' 
p. \ 

r 

x' 
o x 

Fig. 18. 

Punktes P (s. Fig. 18) durch die Distanz r des-
selben von einem fixen Punkt 0 und durch den 
Winkel e, den diese Gerade mit einer fest en 
Achse Ox' einschlieJ3t und nennen r, e, die Polar
koordinaten des Punktes P, und zwar r den 
radius vector, 0 heiJ3t del' Pol, Ox' die Polar-
achse. Um den Winkel e eindeutig zu bestim-
men, muJ3 er in einem bestimmten Sinne von der 
Achse aus positiv gewahlt werden, z. B. wie in 
der Figur gegen den Uhrzeigersinn. 

Es ist leicht, von Polarkoordinaten zu rechtwinkligen iiberzu
gehen. Wir wahlen (s. Fig. 18) den Pol 0 als Ursprung, die 
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Polarachse Ox' als X-Achse des Kartesischen Systems. Dann ist 
sofort ersichtlich, daB: 

x=rcos e 
und anderseits: 

y=rsin e. 

tan e=Y 
x 

(1) 

(2) 

So z. B. lantet die Gleichung einer Ellipse in Polarkoordinaten 
nach (1): 

Es ist jedoch bei den Kegelschnitten i.tblich, als Pol nicht den 
Mittelpunkt, sondern einen Brennpunkt zn wahlen. Man erhalt die 
Gleichnngen fiir Ellipse und Hyperbel am einfachsten, wenn man 
von den Satzen (3) § 25 nnd (3) § 26 ausgeht. Danach ist fitr die 
Ellipse: 

und da: 

folgt: 

oder: 

e 
r=a--x 

a 

e 
r = a - - (a e + j' cos e) 

a 

T= P 
1 +ecos e (3) 

b2 e 
wenn man p = - und 10 = - setzt. Analog erhalten wir als Polar-

a a 
gleichung del' Hyperbel: 

r= p 
1 +ecos e (4) 

Bei del' Parabel ist: 
P T = --------. 

1 +cos e (5) 

wo p = 2 a gesetzt ist. Man sieht, daB aIle drei Gleichungen in del' 
Form enthalten sind: 

wobei: 

ist, 

11 
r·=-~··· 

1 + lOCOS e 
fitr die Ellipse: 10 < 1 
fiir die Para bel : 10 = 1 
fiir die Hyperbel: 10 > 1 
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Als ein zweites Beispiel fur die Gleichung einer Kurve in 
Polarkoordinaten nehmen wir die einer Kurve hoherer Ordnung, 
del' logarithmischen Spirale. Die Gleichung lautet: 

r=a{} (6) 

wo a eine Konstante ist, oder: 

logr ={} log a = k{} 

indem wir log a = k setzen. N ehmen wir also zwei Punkte del' 
Kurve, z. B. D und E in Fig. 19 (nach Donkin, Acoustics), denen 

e' die Werte r1 und r2 so
wie {}1 und {}2 entsprechen, 
so gilt fUr sie: 

logrl = k{}l 

logr2 =k{}2 

.::IS;::+.....,,~--f:::;.-----_c"demnach : 

Die Kurve hat also die 
Eigenschaft, daB die Ent
fernungen ihrer Punkte 
von einem fixen Punkte 0 

Fig. 19. in geometrischer Progres-
sion wachsen, wenn die 

Winkel diesel' Leitstrahlen mit einer fest en Geraden in arithmetischer 
Progression zunehmen. 1st z. B. {}1 -1'}2 = 2 n, so ist: 

r r 
log~=2kn, oder: 2=e2kn 

r 2 'r2 

in diesem Verhaltnis stehen beispielsweise die Strecken 0 C1 , 

00, Oc', Oc",.... zueinander. Die Kurve erstreckt sich also 
in unendlich vielen Windungen um den Nullpunkt. In einer der
artigen Abhangigkeit voneinander sind z. B. die Schwingungs
zahlen del' Tone und ihre relativen Tonhohen. So sind in del' 
Figur durch Radien die Schwingungszahlen der Tone 01' D, E, .... 
del' diatonischen Durtonleiter dargestellt; die Intervalle erscheinen 
als Winkel zwischen den Radien und zwar sind bekanntlich die 
Intervalle OlD, FG, AH groDe ganze Tone (61°10'22"), DE und 
GA kleine ganze Tone (54° 43' 16"), EF, HO halbe Tone (33° 
31' 11"). 



Die harmonische Bewegullg. 

§ 33. Die harmonische Bewegung. 

Wir wollen noch eine Kurve mit del' Gleichung: 

y=rsinx 

65 

(1) 

untersuchen, die von groJ3el' Bedeutung bei del' Betrachtung ge
wisser Bewegungsarten ist. Wie man sieht, hat diese Kurve die iu 
Fig. 20 angegebene Gestalt. 
Sie verIauft ins Unendliche 
und hat periodischen Cha
rakter, da stets wieder die
selben 'Verte von y auf
treten, wenn x um 2 n 
wachst; man bezeichnet 
deshalb sin x als eine pe
riodische Funktion mit del' 
Periode 2n. 

y 

!t' 
Fig. 20. 

y wird 0 fliT x = 0, n, 2 n, .... ; in diesen Punkten sclmeidet 
also die Kurve die X-Achse. Die maximal en Ordinaten erscheinen 

n 5n 9n 
nach del' positiven Seite fliT x = -- - -- .... nach del' nega-

2 ' 2 ' 2' , 
3n 7n lln 

tiven fur x=2'2' -2-'···· 

Denken wir uns nun, ein Punkt 
Bewegung den Umfang eines Kreises. 
gewissen Moment im Punkt~ P (s. 
Fig. 21), und fallen wir von Peine 
Normale PM auf Ox, so ist: 

beschreibe in gleichf01'miger 
Befindet e1' sich in einem 

y 

y=PM=rsina (2) 

wenn wir mit r den Radius des Kreises ..::x'-'t-____ :nt'= __ ---;!;-j-;xt:., 

bezeichnen. Wahrend also del' Punkt 0 

gleichfOrmig im Kreise rotiert, flihrt 
seine Projektion auf die }:'Achse die 
durch (2) beschriebene Bewegung 
aus; nennen wir die Zeit eines voll
standigen Umlaufs T, so ist offenbal': 

und daher: 

2n 
a=- t 

. 2n 
y=rsm-t 

T 

)Iellor- WOgI'inz, Rohere Mathematik. 

!/' 
Fig. 21. 

" 

(3) 
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wenn t die seit dem Beginn del' Bewegung verflossene Zeit be
deutet; .,; ist also zugleich die Periode del' Funktion y. Die durch 
(3) beschriebene Bewegung heiBt eine harmonische, und ihre graphische 

2;n 
Dal'stellung ist in Fig. 20 gegeben, wenn man x = --- t setzt . 

.,; 

Wir haben bisher vol'ausgesetzt, daB fur t = 0 auch y = 0 ist. 
Lassen wir diese Einschrankung' fallen, so kommen wir zur allge-
meinen Form: 

(2;n \ 
y = r sin - t + C ) 

.,; I 
(4) 

Man nennt C die Phase (s. Fig'. 22). 
Zwei odel' mehrel'e harmonische Schwingungell gleichel' Periodc 

geben als Resultiel'ende eine hal'monische Bewegung del' gleichen 

!I 
p 

Fig. 22. Fig. 23. 

Pel'iode, abel' yon andel'cr Amplitude u11<l Phase. Sind namlich 
die beiden Komponentcn gegeben durch: 

, (2;n ) y = a sin -.,; t + E1 

" (2;n ) y = Ii sin ~ t + E~ 
so ist die l'esultiel'cnde Schwingung clal'stcllbar in del' Form: 

y = y' + y" = A sin C'; t + c ) 

\Venn die Beziehungen bestehen: 

oder: 

A cos £ = a cos C1 + Ii cos 1'2 

A sin £ = a sin £1 + Ii sin 1'2 

A 2 = a 2 + Ii 2 + 2 a Ii cos (c1 - c2 ) 

a sin c1 + Ii sin c2 tan C = ----- --- .. -------
acosc1 + licosc2 
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Diese Abhangigkeit laBt sich graphisch versinnlichen. Konstruiert 
man namlich (s. Fig. 23) yom Urspl'ung 0 aus zwei Strecken 
01111 = a un dON = b so, daB sie mit del' X -Achse beziiglich die 
Winkel M 0 X = (;1 und NO X = (;2 einschlieBen, so ist die langere 
Diagonale 0 P des mit a und b konstruierten Parallelogramms gleich 
A, und sie schlieBt mit del' X -Achse den Winkel (; ein. 

Die vorstehenden Ausfiihrungen haben grundlegende Bedeutung 
fli.r die Betrachtungcn iiber periodische Vorgange wie Wellenbe
wegungen und Schwingungen, mit denen wir uns beim Studium 
del' Akustik, del' Optik, del' Thcorie del' Wechselstrome usw. zu 
befassen haben. 

Den einfachsten periodischen Erscheinungen, namlich harmo
nisch verlaufenden, begegnen wir zwar nul' selten, wir konnen abel' 
jeden periodischen Vorgang durch Zusammensetzung mehrerer ein
facher Sinusfunktionen darsteIlen. 'Veiteres siehe im VIII. Abschnitt. 

§ 34. Dreieckskoordinaten. 

Eine Methode, die Lage eines Punktes in del' Ebene zu fixieren, 
besteht auch darin, daB man seine senkrechten Abstande von den 
drei Seiten eines Dreiecks, des Bezugs
dreiecks, angibt; dicse Abstande heiBen 
die Dreieckskoordinaten des Punktes. So 
sind in Fig. 24 die Streck en pa, pv, pc 
die Koordinaten des Punktes p. Die drei 
Strecken sind nicht unabh1ingig voneinan
del', vielmehr ist nach einem Satz del' ele
mental' en Geometrie die Summe del' drei 
Strecken gleich del' Hohe AD des Drei-

A 

ecks, welches hier als gleichseitig ange- Fig. 24. 
nommen ist. 

Eine Anwendung von diesel' Art del' Darstellung wurde z. B. 
bei del' Lntersuchung iiber die Schmelzpunkte derl\1ischungen VOll 

drei Salzen gemacht (5. Fig. 25). Jede Spitze des Dreiecks repra
sentiert einen Bestandteil del' l\1ischung; jeder Punkt auf einer del' 
Dreiecksseiten stellt eiue l\Iischung in bestimmtem Mel1geverhaltnis 
dar yon jenen beiden Salzen, die an den Endpul1kten del' Seite 
verzeichllet sind. Irgcl1d ein Punkt del' Ebene ist daller del' Ver
treter einer Mischung aIler del' drei Salze in einem Verhaltnis, 
welches durch die senkrechten Abstande von den Dreiecksseiten ge
geben ist. Verbinclet man nun jel1e Punkte, welche Mischungen 
yon gleichem Schmclzpul1kt entsprechen, so erhalt man Kurven 

5* 
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gleicher Schmelzpunkte odeI' Isothermen. So sind in der Figur 
einige diesel' Isothermen fiir Mischungen del' isomorphen Karbonate 
von Calcium, Baryum und Strontium wiedergegeben. 

Roozeboom, Bancroft u. a. benutzen Dreieckskoordinaten in 
del' Weise, daB die Lage eines Punktes nicht durch die normalen Ab
stande von den Dreiecksseiten, sondern durch Parallele zli dies en be
stimmt wird. Bedeuten z. B. in Fig. 26 die Ecken A, B, C wieder 100 % 

je eines Salzes, also Punkte auf den Seiten lVIischungen zweier Salze, 
so vertritt ein Punkt im Innern des Dreiecks, z. B. 0, eine :Mjschung 
aller drei Salze, deren Komponenten A P, A Q und CR sind, und 
zwar bedeutet AP die Menge des Bestandteiles C, A Q die von B, 
die in 0 vereinigt sind, - d. h. die von einem Eckpunkt auf 
einer Seite abgetragenen Koordinaten bedeuten stets einen Anteil 
an jenem Bestandteil, del' durch den anderen Endpunkt del' Seite 
dargestellt wird. 8 

Fig. 25. Fig. 26. 

§ 35. Analytische Geometrie des Raumes. 

Ebenso wie man in del' Ebene die Lage eines Punktes durch 
zwei unabhangige Veranderliche, die Koordinaten, fixiel't, so gelingt 
dies im Raume durch drei solcher GraBen. 'Vir kannen im Raume 
ein Koordinatensystem, welches dem rechtwinkeligen in del' Ebene 
entspricht, auf folgende Weise herstellen: Wir legen drei Ebenen 
senkrecht aufeinander; sie durchschneiden sich dann in drei senk
recht aufeinander stehenden Geraden; erstere heiBen die Koor
dinatenebenen, letztere die Koordinatenachsen. Man bezeichnet 
diese mit xx', yy'" ZZ' (s. Fig. 27) und nennt sie bezuglich die 
X-, Y- und Z-Achse. Irgend ein Punkt P des Raumes ist dann seiner 
Lage nach vollkommen bestimmt durch folgende Konstruktion: Man 
legt durch ihn drei Ebenen PNAM, PLBM, PLCN parallel den 
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Koordinatenebenen; sie schneid en auf den Achsen die Strecken 
OA=xl , OB=yl , OC=Zl ab, welche die Koordinaten des Punktes 
hei13en und seine Lage eindeutig festlegen. Punkte in zwei ver
schiedenen Oktanten des Raumes werden wieder durch das Zeichen 
del' Koordinaten voneinander unterschieden. 

, 
x 

z z 
C ./ --------~71 

// /0' I 
r-'---- ----- f : 
I I I 
I I I 
I I I 
1 I I 
: I I 
I I / 'A 
I I / 

z' 
I ...... , 1// 

.!t8----------~ 

Fig. 27. Fig. 28. 

Zieht man vom Ursprung 0 des Koordinatensystems (s. Fig. 28) 
eine Gerade r zu dem Punkte P (x, y, z), und schlieBt diese Ge
rade mit del' X-, Y- und Z-Achse bezuglich die Winkel a, (J, 'Y 
ein, so nennt man cos a, cos (J, cos 'Y die Richtungscosinus von r. 
'Vie man leicht einsieht, ist: 

x=rcOSa Y = r cos (J Z= r cos 'Y (1) 

Ferner ist aus del' Figur ersichtlich, daB: 

r2 = Op2 = 0.:4£2 + pjj2 = OM2 + Z2 
und: 

daher: 
(2) 

wodurch del' Abstand des Punktes P yom Ursprung aus seinen 
Koordinaten bestimmt ist. Substituiert man (1) in (2), so erhalt 
man als Beziehung zwischen u, (J, 'Y: 

(3) 

Nunmehr ist es leicht, die Distanz zweier Punkte durch deren 
Koordinaten auszudrucken. Sind PI (Xl' YI' Zl) und P2 (X2' Y2' Z2) die 
gegebenen Punkte (s. Fig. 29), so lege man ein Parallelepiped, dessen 
Begrenzungsebenen den Koordinatenebenen parallel sind, so, daB PI 
und P2 zwei gegenuberliegende Ecken desselben bilden. Dann ist: 
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PI P;2= PI E 2 + EP~2 = (X2 -x1f + EP2
2 

~-2 ---~--2 ~-2 ') ., 
EP2 = ED + 1) P2 = (Y2 - YI)" + (Z2 - Zt)" 

daher: 
PI p~2 = (X2 _. xl )2 + (Y 2 - YI)2 + (Z2 - zlf (4) 

z 

Fig. 29. Fig. 30. 

Sind die Richtungscosinus del' zwei Geraden OPI = j'1 uncl 
OP~ = T2 gegeben (s. Fig. 30), - sie seien bezilglich: 

und: 

so HiJ3t sich aus ihnen del' "'inkel ¥' bestimmen, den T 1 und T2 lllit
einander einschlieBen. Es ist namlich im Dreieck 0 P1 P2 : 

j.2 = T12 + 1'2 2 - 2 T1 T2 cos VI 

Setzt man fill' T, 1'1 und T2 die 'Yerte nach (2) und (4) ein, so er
halt man: 

ferner ist: 
X I =Y1 11 

x 2 =1"2 12 

Daher schlieBlich: 

Y1 =1'lm1 

Y2=T2 m2 

Zl = 1'1 11 1 

Z2 = T2172 

Stehen die beiden Geraden j"], T2 aufeinander senkrecht, so erhult 
man als Bedingung: 

(6) 

Auch im Raume kann man statt rechtwinkliger Koordinaten 
Polarkoordinaten eiufilhren. Als solche kann man (s. Fig. 30) die 
Distanz 0 P = T des betreffenden Punktes vom Urspl'ung, den 
Winkel {}, den l' mit del' Z-Achse einschlieBt, und etwa den Winkel 
(P, den die Projektion OM von T auf die XY-Ebene mit del' X-Achse 
bildet, wahlen. Es ist leicht, von rechtwinkligen zu Polarkoordi-
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naten und umgekehrt tiberzugehen. Wie sich aus del' Figur el'
gibt, ist: 

x = 0 A = 0 M cos cp = r sin f} cos cp 
y = 0 B = 0 M sin cp = r sin f} sin¥, 
Z= OC =rcosfJ. 

Anderseits folgt aus dies en Gleichungen: 

r2=x2 + y2+Z2 
Vx~+ y2 

tan{} =-- ... ~ 
Z 

y 
tancp =-

x 

(7) 

(8) 

§ 36. Die Gleichungen von Flitchen und Raumkurven. 

Sowie in del' Ebene eine Gleichung zwischen den beiden vel'
andel'lichen Koordinaten eine Kul've darstellt, so charakterisiel't im 
Raume eine Gleichung zwischen 
den drei Val'iabeln x, y, z eine 
Flache. Wir wollen zuerst die 
Gleichung einer Ebene aufstellen. 

Die Ebene sclmeide die Koor
dinatenachsen in den Punkten A, 
B, C (s. Fig·. 31) und es sei: 

OA=a OB=b OC=c .. 
P sei il'gend ein Punkt del' Ebene 
mit den Koordinaten x, y, Z; wir F· 1 19'. 3 . 
legen durch ihn eine Ebene A' B' C' 
normal auf die X-Achse, welche die XY-Ebene in A' B' schneidet. 
Dann bestehen die folgenden Beziehungen: 

daher: 

oder: 

und: 

Ferner: 

LI AOB OX> LI AA' B' 

AO:OB=AA':A'B' 

a : b =(a-x):A'B' 

" b ( ) AB =- a-x 
a 

J;fB'=A'B'-A'M=~(a- x)-y 
a 

j BOC OX> Ll B' .vIP 
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daher: 
co: OB=MP: }lIB' 

c : u = z :1 ~(a-x)-YJ 
La 

oder: 
x Y z -+-+-=1 abc 

(1) 

als Gleichung einer Ebene. Sie ist vom ersteu Grade; jede Glei
chung vom. ersten Grade zwischen x, y, z: 

Ax+By+Cz+D=O 

stellt eine Ebenc dar. Denn setzt man: 

D 
--=a 

A 

D 
---=b 

B 

so ist (2) auf (1) zuriickgefUhrt. 

(2) 

1st OQ = P der senkrechte Abstand del' Ebene vom Ursprung, 
so stellt p die normale Projektion von OP auf eine Gerade in del' 
Richtung OQ dar. Diese Projektion kann anderseits, wie man 
leicht einsieht, auch erhalten werden, wenll man die Komponenten 
von OP auf OQ projiciert, und die einzelnen Projektionen sum
miert. Sind also die Richtullgscosinus von p : cos a, cos fJ, cos i' , 
so ist: 

x\ cos a + y cos fJ + z cos 'Y = P (3) 

und dies ist eine andere Form der Gleichung del' Ebene. Die 
Konstanten a, fJ, )', P del' Gleichung (3) und A, B, C, D von (2) 
stehen in folgender Beziehung: 

A cosa 
D p 

B 
D 

cos fJ 
p 

C COS)' 

D 11 

Quadriert und addiert man und benutzt Gleichung (3) in § 35, so 
erh1ilt man: 

D 
-----

yl2+B2 +C2 = P 
und: 

A B 
= cos fJ 1 

r (4) 

Man kann eine groBe Klasse von FJachen dadurch entstanden 
dellken, daB irgend eine Kurve, die Erzeugende, sich im Raume 
bewegt und dabei die betreffende FJache beschreibt. Besonders 



Die Gleichungen von FHichen und Raumkurven. 73 

einfacher N atur sind die RotationsfHichen, die von einer Kurve 
erzeugt werden, die urn eine feste Achse rotiert. So z. B. kann 
eine Kugel entstanden gedacht werden durch Rotation eines Kreises 
urn einen Durchmesser, ein gerader. 
Kegel wird von einem gleichschenkligen 
Dreieck beschrieben, das urn seine Hohe 
rotiert, usw. 

Wir wollen als Beispiel die Glei
chung eines Zylinders ableiten. Er sei 
cntstanden durch Rotation einer zur 
XY-Ebene senkrechten Geraden urn die 
Z-Achse. 1st P (x, y, z) irgend ein Punkt 
del' Zylinderflache (s. Fig. 32), und 
del' Radius des Zylinders op= r, so 
haben wir: 

(5) 

z 

//-

0' 

!I 

als Gleichung del' Zylinderflache; sie . Fig. 32. 
ist von z unabhangig. 

x 

Auch Flachen werden nach dem Grade ihrer Gleichungen in 
Ordnungen eingeteilt. Die Ebene ist die einzige FJache erster 
Ordnung; als Beispiel fUr die Flache zweiter Ordnung nehmen wir 
jene, deren Gleichung: 

pv=RT 

also die Zustandsgleichung eines idealen Gases ist, in del' P, v, T 
als Koordinaten eines Raumpunktes aufgefa.Bt werden. Da die 
Schnitte senkrecht zur T-Achse Kurven 
von del' Gleichung: 

pv= const. 

also gleichseitige Hyper beln sin d, so 
haben wir ein Hyperboloid VOl' uns (s. 
Fig. 33). 

Eine Kurve im Raume kann ange
sehen werden als Schnittlinie zweier 
Flachen, deren Gleichungen: 

f(X,y,z)=O}. 
rp (x, y, z)=O 

(6) 

1I 

Fig. 33. 

die Schnittkurve erfiillen mu.B. Eine Raumkurve ist also im all
gemeinen durch zwei Gleichungen von del' Form (6) bestimmt. Um 
z. B. die Gleichungen einer Gel'aden im Raum abzuleiten, betrachten 
wir sie als Sclmitt zweier Ebenen. 1st AB (Fig. 34) die gegebene 
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Gerade, so legen wir beispielsweise die Ebenen AabB senkreeht 
zur XZ-Ebcne und Aa'b' B senkreeht zur Y Z-Ebene dureh sie; die 
Gleiehungen diesel' Ebene sind nach (1): 

z a 

Fig. 34. 

!E. + ~ = 1 und:' 1L + ~ = 1 
a c b' c' 

b x 

d. h. sie stimmen uberein mit den Glei
ehungen del' Geraden a b und a' b' , also 
del' Projektionen von AB auf die XZ- und 
YZ-Ebene. Sehreiben wir diese Gleichungen 
in del' Form: 

+ '+' X=1nZ cy=mz c. (7) 

WO In und m' die Tangenten del' 'Winkel 
sind, welehe die beiden Geraden bezug
lieh mit del' X - und Y- Aehse bilden,' so 
stellen (7) die Gleiehungen del' Geraden 
AB dar. 

Wir wollen noeh die Gleiehung del' Tangentialebene an eine 
Flliehe ableiten. Zu dem Zwe~ke legen wir dureh einen Punkt 
(Xl' Yl' Zl) del' Flaehe mit del' Gleiehung: 

z=f(x,y) 

zwei Kurven, die auf del' Flliehe verlaufen. An jede von beiden 
legen wir die Tangente und bestimmen die Tangentialebene als 
Sehnitt del' beiden Tangenten. Wir wollen die Kurven so legen, 
daB die Tangenten del' XZ-, resp. del' XY- Ebene parallel sind; dann 
lauten die Gleiehungen del' letztel'en naeh (4) § 28: 

cz 
I;-z = ;:-(;-x) 

1 ex 1 

cZ 
I;-Z =;:;(1) -y) 

1 oy 1 

Y=Yl 

Die Gleiehung del' Tangentialebene ist daher: 

{;Z CZ 
I; - z =;:;- (; - X ) +- (1) - Y ) 

1 OX 1 cy 1 
(9) 

denn diese liefert fitr 1) = Yl die erste, fitr ; = Xl die zweite del' 
Gleiehungen (8). 
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Beispiele: 

1. Zu zeigen, daB die Gleichung eines geraden Kegels lautet: 

X2 + Y~ = Z2 tan2 rp 

wo rp den halben Offnungswinkel des Kegels bedeutet; der Ursprung 
liegt in der Spitze des Kegels. 

2. Man leite die Gleichung der Kugel ab: 

X2 + y2 + Z2 = r2. 

3. Man beweise, daB die Tangentialebene in einem Punkt P 
(Xl' Yv Zl) durch die Gleichung: 

of of . of 
:---- (; - X ) + ;;-(17 - y ) -+- -;::-- (I; - z ) = 0 aX 1 oy 1 I oz L 

gegeben ist, wenn die Gleichung der Flache die Form hat: 

r(x, y,z) =0 



III. Abschnitt. 

Maxima und Minima bei Funktionen einer einzigen 
Veranderlichen; Einiges aus der Kurventheorie. 

§ 37. Maxima Ulul Minima einer Funktion. 

Wenn wir eine l\£ischung von Chlor und "\Vasserstoff belichten, 
so hangt die Geschwindigkeit der dann zwischen den beiden Gasen 
stattfindenden chemischen Reaktion von del' Wellenlange del' ein
fallen den Strahlen ab, d. h. bezeichnet y die Menge Chlorwasser
stoffsaure, welche in del' Zeiteinheit gebildet wird, und x die Wellen
lange des Lichtes, un tel' deren Einflu.13 die Umsetzung VOl' sich geht, 
so ist y eine Funktion von x. 

Die bertihmten Versuche von Bunsen und Roscoe haben nun 
gezeigt, da.13 y mit abnehmendem x steigt und fiiIlt. Es muI3 da
her, wenn del' Wert des x einen bestimmten Betrag erreicht, seine 
Funktion y, welche bisher zugenommen hat, wieder abzunehmen 
beginnen, d. h. y ist fUr diesen speziellen "r ert des x groI3er als 
irgend ein benachbarter Wert del' Funktion. Wir sagen: die Funk
tion y hat fUr unseren speziellen °Wert von x ein Maximum. 

Andererseits gibt es Werte des x, bei welchem y, das bis
her abgenommen hat, zu wachsen beginnt. 1st del' Wert von y 
fUr einen besonderen "T ert von x geringer als fUr irgend ein be
nachbartes x, so sagen wir: die Funktion y hat an diesel' Stelle 
ein Minimum. 

Fig. 35 illustriert die Wirkung von Lichtstrahlen verschiedener 
Wellen lange auf eine Mischung von Chlor und Wasserstoff. 1) 

') Die mathematische Form der graphisch dargestellten Funktion ist un
bekannt; - die gezeichnete Kurve gibt eine annahernde Darstellung der zusammen
gehOrigen Werte der beiden Variablen, die durch i\Iessungen ermittelt wurden. 
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Die Ordinate der Kurve bewegt sich entlang DJ, fortwahrend 
wachsend, bis sie in die Lage PM kommt, nachher nimmt sie abo 
PM ist ein Maximum. 

Die abnehmende Ordinate 
setzt ihre Bewegung fort und er
reicht die Lage QN, nach deren 
Dberschreitung sie zunachst wieder 
wachst. Wir nennen QN ein Mi
nimum. 

It! N 

Eine Funktion kann natiirlich 
mehrere Maxima und Minima auf
weisen, - in Fig. 35 haben wir 
z. B. in del' Ordinate IR ein zweites 
Maximum VOl' uns. Wellenlungen bezogen 00/ rrovnltqferscne Linien 

Fig. 35. Dasjenige Maximum oderMini
mum, welches groBer, beziehungs
weise geringer ist als aIle i.tbrigen, 
anderen relative. 

nennen wir ein aJ)solutes, die 

Beispiel: 

Man zeichne die Kurve, welche durch die Gleichung: 

y=sinx 
gegeben ist. 

1 3 
JUan erteile x eine Reihe von besonderen ·Werten: 2 n, :il, -2:il, 

2 n, usf. 
1 

:Uaxima finden wir bei: x= -n 
2 ' 

1 3 7 
Minima von y bei: x = - 2:il, 2-·:il, -2 n, . . 

Die gezeichnete Linie ist eine harmonische odel' Sinuskul've 
(Fig. 20 S. 65). 

Die Untersuchungen, ob beieiner Funktion Extremwerte -
Maxima odeI' Minima - auftreten, bilden ein wichtiges Anwendungs
gebiet del' Differentialrechnung. 
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§ 38. Rechnel'ische Ermittelung der Maxima wId Minima. 

:Wir wollen Tangentcn in verschiedenen Punkten del' Kurve: 

y=f(x) 

(Fig. 36) ziehen, deren Ordinaten sich mit wachsendem x zunachst 
einem Maximum MP nahern. Die Tangenten in Punkten VOl' P 

y bilden mit der X-Achse spitze Winkel, es 
ist also del' Wert von: 

tan a, i. e. dy =f' (x) 
dx 

stets positiv, bis im Punkt P selbst die 
Tangente parallel zur X-Achse wird, d. h.: 

~-F~-b----~*---~x 

Fig. 36. 
dy ,()' tana=-=f x =0 
dx x=OM 

Jetzt, nachdem das Maximum i.tberschritten ist, schliel3en die Tan
gent en stumpfe Winkel mit der X-Achse ein, -- die Werte von (x) 
bleiben beim weiteren Heranri.tckcn an das Minimum QN negativ, 
erst im Punkte Q liegt die Taugente von neuem parallel zur X-Achse: 

dy '( ) tana=- =f x =0 
dx x=ON 

Nach Oberschreitung des Minimullls nimmt dann dy/dx wieder positiYe 
Werte an. 

Es gibt ferner Kurven, welche Maxima und Minima aufweisen, 
!I die ahnlich den en in Fig. 37 aussehen. 

o All' 

Fig. 37. 

Tangente senkrecht anf 

Man sagt, eine solche Kurve hat Spitzen 
in P' und Q'. 

Wir bemerken auch hier, dal3 bei 
wachsendem x, wahrend sich y einem 
Maximum nahert, die Tangenten an die 
Kurve einen spitzen Winkel mit del' X
Achse bilden, d. h. del' Wert von dU/dx 
bleibt stets positiv; in P' selbst steht die 
del' X-Achse: 

ely 
-- =00 

elx x=OM' 

Jetzt, nachdem das Maximum i.tberschritten ist, hat dy/elx negative 
Werte, Tangenten und X-Achse bilden namlich stumpfe Winkel bis 
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zum Minimum Q' N. - Riel' steht die Tangente von neuem senk
recht auf del' X-Achse, dy/dx ist unendlich und nimmt dann bei 
weiterem Fortschreiten wieder positive Werte an. 

Wir ziehen nun folgende Regeln ab: 
1. Geht del' erste Differentialquotient an einer Stelle mit 

wachsendem x von positiven zu negativen Werten libel', so hat die 
Funktion dort ein :lVIaximum, und wenn er sein Zeichen von negativ 
in positiv andert, weist sie ein Minimum auf. 

2. Da: 

dy '( ) -[ . = ( x = tan ex 
ex 

sein Zeich~n nul' andern kann, indem sein 'Vert durch null odeI' 
unendlich hindurchgeht, mu£ notwendigerweise ('(x) einen diesel' 
beiden Werte annehmen, an del' Stelle, wo ((x) ein Maximum odeI' 
Minimum hat. 

3. Um also die Werte von x zu finden, fUr welche ((x) Maxima 
odeI' Minima aufweist, ist f' (x) gleich null (odeI' unendlich) zu setzen, 
dann haben wir zunachst die Werte von x zu ermitteln, welche 
diesel' Bedingung genltgen, d. h. die Gleichung: 

('(x)=O (==) 

nach x aufzu16sen und weiter ist dann zu untersuchen, ob del' 'Vert 
des ersten Differentialquotienten beim Durchgang durch null (odeI' 
unendlich) wirklich auch sein Vorzeichen von positiven zu negativen 
Werten (Maximum) odeI' umgekehrt (Minimum) andert. 

Beispiele: 

1. iUan betrachte die Gleichung: 

wir haben: 

jetzt setzen wir: 

damus folgt: 

V=x~-8X=((.T) 

ely , 
=2x-8=f (x) 

dx~ 

f'(x)=2x-8=O 

X=4 

(1) 

(2) 

Wir wollen nun zu diesem Wert + 1 und - 1 addieren und aIle 
drei Zahlcn dann in (1) einsetzen. 

Wenn x=3, ist: y= 9-24=-15 
:.r=4, ". y=16-32=-16 
x=5, ". y=25-40=-15 



80 Maxima und Minima bei Fnnktionen einel' einzig'en Veranderlichen. 

Gro13ere oder klein ere Werte fUr x als 4 lassen ((x) gro13ere Be
trage als - 16 annehmen. 

Addieren und subtrahieren wir nicht 1, sondern einen sehr 
kleinen Wert L1 x, so ergibt sich: 

!ltV 

p' 

fUr x=4-L1x 
» x=4 

y=L1x2 -16 
y'= -16 
y=L1x2 + 16 " x=4+L1x 

p 

So klein wir auch L1 x annehmen, die 
entsprechenden Werte von y sind doch 
stets gro13er als - 16, die Funktion hat 
offen bar ein Minimum fur x = 4. 

Der erste Differentialquotient: 

('(x) = 2 x-8 
hat: 

fur x = 4 - L1 x den Wert - 2 J x 

M 0 

Fig. 38. 

x x=4+L1x» » +2L1x 

er geht also wirklich von negativen zu 
positiven Werten i.i.ber. 

2. Man zeige, da13: 

Y= 1+ 8x- 2X2 

ein Maximum hat fUr x = 2. 
3. Man beweise, da13 die Kurve: 

ein Maximum hat fur x = 0 (vgl. Fig. 38). 
Weitere Aufgaben aus der Theorie der Maxima und Minima 

sind, um nicht hier den Zusammenhang zu stOren, am Schlu13 des 
Kapitels gegeben. 

§ 39. Wendepunkte. - Konkavitiit, KOllvexitiit. 

Wir setzen die Untersuchung des vorhergehenden Abschnittes 
fort. Wenn an einer Stelle: 

dy =0 
dx ' 

oder 
dy 
-=00 
dx 

wird, so ist dies allein, - was wohl zu beachten ist, - noch kein 
hinreichender Grund, die Existenz eines Maximums oder Minimums 
anzunehmen. Eine Funktion kann zwar nicht von positiven zu 
negativcn Werten ubergehen, ohne durch null oder unendlich hin-
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durchzugehen,l) wohl abel' kann sie diese Werte annehmen, ohne 
ihr Vorzeichen zu wechseln. Ein Blick auf Fig. 39 macht uns dies 
sofort klar; dort wird: y 

dy =0 
dx 

resp. 
dy 
-=00 
dx 

in den P,mkten R beziehungsweise S 
und doch zeigt die Kurve an diesen 
Stellen wedel' Maxima noch Minima. 

o 
x 

Fig. 39. 

Die weitere Prtifung, die also 
stets notwendig ist, um einen Extrem
wert einer Funktion y nachzuweisen, 
ist uns ja bekannt: es ist zu unter
suchen, ob an del' betreffenden Stelle, 
wo er null odeI' unendlich wird, 
Wertes von dy/dx stattfindet. 

auch ein Zeichenwechsel des 

y 

Fig. 40. 

/ 
/ 

Solche Punkte nun, wie R und S in Fig. 39 odeI' P und Q del' 
Fig. 40, an welchen die Kurve von del' einen Seite del' Tangente 
auf die andere gebt, - wo sie sich von Konkavitat zu Konvexitat 
gegen die X-Achse biegt, nennen wir Wendepunkte. 

§ 40. Fortsetzung; 1Uetllode del' Bestimmung, ob eine Kurve 
konkav odeI' konvex gegen die X-Acllse ist. 

Aus Fig. 40 ersehen wir, daB langs des gegen die X-Achse 
konvexen Sttickes von A bis B die stumpf en Winkel, welche die 
Tangenten an die Kurve mit del' X-Achse bilden, fortwahrend groBer 
werden, - del' Wert von: 

ely '( ) tan c, = -Z- = f x 
(X 

') Von Funktionen, die sich mit fol'tschl'eitenden Wel'ten del' unabhangigen 
Val'iablen sprungweise andel'll, sehen wil' bei allen diesen Betrachtungen ganz abo 

Mellor-WogrillZ, Rohere Mathematik. 6 
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schreitet also von gro./3eren negativen Betragen gegen null fort, 
d. h. er nimrnt zu. 

Nachdem dann in B, dem tiefsten Punkt der Kurve, tan a null 
geworden ist, schlie./3en Tangente und X-Achse immer gro./3ere spitze 
Winkel ein, die bis zu dem Winkel a1 wachsen, welchen die Tangente 
im Wendepunkt P mit del' X-Achse bildet; der Wert von tan a 
steigt langs BP von null bis zu einem gewissen Betrag tan a1" 

Es andert sich also von A bis P, tangs des ganzen konvexen 
Stuckes der Wert von tan a im positiven Sinn, von gro./3eren negativen 
gegen gro./3ere positive Werte; - wir drucken dies aus, indem wir 
schreiben: 

nun ist abel': 

somit: 

dtana_ > ° 
dx 

dy 
tana= dx 

dtana =iy~ =f"(» 
d d"... x ° x ·x 

Jetzt geht die Kurve auf die andere Seite del' Tangente iIll 
Wendepunkt P und bIeibt in ihreIll weiteren Veriauf von Rbis S 
konkav nach ul1ten. 

Langs dieses ganzen konkaven Teiles PCQ nimmt offen bar del' 
vVert von tan a fortwahrend ab; von P bis C werden die positiven 
Betrage kleiner, in Punkt C ist tan a gieich null, und weiter von 
C bis Q finden wir ein Dbergehen zu immer gro./3eren migativen 
'Verten. Langs des ganzen konkaven Stiickes itndert sich also der 
·Wert von tan a im negativen Sinn: 

d tan IX d2 y 
dx··=dx2<O 

Wir konnen Folgendes feststellen: 
Je nachdem der Wert del' zweiten Differentialquotienten ("(x) 

positives odeI' negatives Vorzeichen hat, ist der betreffende Teil 
der Kurve {(x) konvex odeI' konkav gegen die X-Achse. 

Die Regel gilt, wie leicht einzusehen ist, fUr Stucke, die ober
halb del' X-Achse liegen; ist dies bei del' betrachteten Stelle 
nicht del' Fall, dann konnen wir die X-Achse so lange verschieben, 
bis diese V oraussetzung zutrifft. 

Die allgemeine, von jeder Einschrankung freie Regel lautet: 
ein Stuck einer Kurve ist korikav oder konvex gegen die X-Achse, 
je nachdem der Wert des Produkts: 

d2 y 
y dx 2 
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langs dieses Stuckes negatives oder positives V orzeichen hat. Del' 
Leser pritfe selbst auf dem Wege graphischer Betrachtung die Rich
tigkeit diesel' Angabe. 

§ 41. Fortsetzung; Aufsuchen von Wendepunktell, Beispiele. 

Aus unseren bisherigen Betrachtungen uber Art del' Kriimmung 
und ,Vendepunkte erhellt, da13 es zur Bestimmung der Lage eines 
Wendepunktes nur notig ist, die Abszisse des Punktes zu ermitteln 
an welchem: 

d2 y dtana 
dx2- dx 

null odeI' unendlich wird und mit wachsendem x sein Zeichen 
wechselt. Andert sich das Zeichen von negativ zu positiv, so geht 
die Kurve offen bar von Konkavitat zu Konvexitat gegen die X-Achse 
uber (Punkt Q Fig. 40); wechseln die Zeichen im entgegengesetzten 
Sinn, so folgt ein konkaves auf ein konvexes Stuck (Punkt P 
Fig. 40). 

Die Regel lautet also: 
Um die Lage eines Wendepunktes aufzufinden, an welchem del' 

Wert des zweiten Differentialquotienten t" (x) del' Kurvengleichung 
((x) sein Zeichen andert, haben wir denselben gleich null oder un
endlich zu setzen, den Wert des x zu ermitteln, welcher dieser Be
dingung geniigt, d. h.: 

f" (x) = 0, odeI': f" (x) = 00 

nach x aufzulOsen und zu priifen, ob ('(x) auch sein Vorzeichen 
an diesel' Stelle andert und zwar in welchem Sinn. Liegt die Tan
gente im Wendepunkt zufallig parallel odeI' senkrecht zur X-Achse, 
wie in R und S (Fig. 39), so wird nati'Lrlich schon: 

d?/ ') dx=( ~x 

dort null beziehungsweise unendlich, ohne jedoch an dies en Stellen 
das Zeichen zu wechseln. 

Beispiele: 

1. :Man zeige, da13 die Kurve: 

y=a+(x-b)'l (1) 

einen Wendepunkt hat an der Stelle y = a, x = b. 
6* 
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ddy =3(x-b? . 
x , (2) 

3(x-b)2=0 

ffir x = b; an dieser Stelle wiirde also ein Maximum oder Minimum 
liegen, wenn der Wert von dilldx auch dort sein Zeichen wechselt. 
Wir setzen zur Probe etwas groBere und kleinere Werte als b, z. B. 
b+Llx in (2) fiir x ein und finden: 

3(-Llx)2>0 und 3(+Llx)2>0 

ein Zeichenwechsel tritt nicht ein, - ein Extremwert ist also nicht 
vorhanden. 

wird nun ebenfalls null flir x = b. Flir: 

haben wir: 

" " . 
d2 yldx2 = - 6 Llx 
d2Yldx2 = + 6 Llx 

(3) 

Die Stelle x=b, y=a entspricht also einem Wendepunkt. DeI'" 
Leser zeichne die Kurve. 

2. Man untersuche, ob die Kurve: 

(4) 
Wendepunkt hat. 

(5) 

kann offenbar fUr keinen endlichen ",Vert von x null werden, hin
gegen unendlich flir x = c. 

Diesem Wert von x konnte also ein Wendepunkt entsprechen, 
vorausgesetzt, daB d2yjdx2 an dieser Stelle sein Zeichen wechselt. 
Wir setzen, um dies zu ermitteln, in (4) wieder etwas groBere und 
kleinere Werte als c fUr x ein, und zwar c + LI x. Offenbar ist: 

6b 6b 
~-.--~~>O, und ebenso: ---,·---->0 
25V(-Llx)8 25V(+Llx)8 

f" (x) wechselt sein Zeichen nicht, bleibt positiv, die Kurve hat 
keinen Wendepunkt, sondern ist VOl' und nach dem betrachteten 
Punkt konvex. Die dem Leser ilberlassene Untersuchung des erst en 
Differentialquotienten zeigt nun, daB dem Wert x = c ein Maximum 
entspricht, und zwar eine Spitze (vgl. Fig. 41). 
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3. Del' Leser ermittle die etwaigen Wendepunkte del' Kurve: 
5 ,--;-_--,:-:;-

y~a~bV (X-C)8 
(vgl. Fig. 42). 

!/ p 
y 

x 
o 

Fig. 41. Fig. 42. 

4. Del' Leser untersuche den Spezialfall del' harmonischen Kurve: 

y=sinx 

es gibt eine unendliche Anzahl von Wendepunkten; an denselben 
wechselt die Ordinate ihr Zeichen, d. h. sie liegen aIle auf del' 
X-Achse. 

§ 42. Vielfache Punkte. 

Einen vielfachen Punkt nennt man den, durch welchen zwei 
oder mehrere Aste einer Kurve hindurchgehen. 

Wenn sich zwei Aste einer Kurve wie in 8 tFig. 43) schneiden, 
so sehen wir, daI3 del' Abszisse des Schnittpunktes nul' eine einzige 
Ordinate entspricht, wiihrend fur ein wenig y 

groI3ere odeI' klein ere Werte des x je zwei 
Ordinatenwerte, entsprechend Punl\;ten auf 
den beiden Asten, auftreten. 

Ferner muI3 es offen bar in dies em Schnitt
punkt zwei Tangenten (I II) an die Kurve 
geben, - je eine an jeden del' beiden sich 
kreuzenden Aste. 

Diskutieren wir nun die Gleichung einer 0 

K urve und fin den , daI3 einer bestimmten 
Abszisse nul' eine einzige Ordinate entspricht, 

Fig. 43. 

:r 

o 

wiihrend fiir ein wenig groI3ere odeI' klein ere Werte des x zwei 
reelle Ordinaten sich ergeben, und gelingt es uns ferner nachzu
weisen, daI3 in dies em Punkte zwei Tangenten existieren, so haben 
wil' jedenfalls einen Schnittpunkt zweier -Aste diesel' Kurve, einen 
sogenannten D~?J?p~!punkt aUfgefunden. 
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Wir betrachten die Kurve: 

y2=a2,x2_x\ resp. y=+xll a2-x2 (1) 

y hat zwei reelle, nur im V orzeichen verschiedene Werte fiir aIle: 

und 

die Kurve liegt offenbar symmetrisch zur X- und Y- Achse. Einen 
einzigen Wert fUr y, und zwar null haben wir fiir: 

x=a x=-a 

Die Differenzierung del' Kurvengleichung nach x ergibt: 

dy a2 _ 2X2 
--=+ (2) 
dx -Va2 -x2 

Fur x=+a hat nun dy/dx nur einen Wert und zwar 00. 

FUr x = 0 treten jedoch zwei reelle (numerisch gleiche, im 
Vorzeichen verschiedene) Werte auf: 

+a und -a 
Der Punkt x = 0, y = 0 entspricht also unseren Bedingungen: 
seiner Abszisse entspricht ein einziger Wert der Ordinate und in ihm 
gibt es zwei Tangenten an die Kurve. 

Der Ausgangspunkt des Koordinatensystems ist also fiir die 
Kurve, welche der Gleichung: 

y2=a2 x 2 _x4 

entspricht, ein vielfacher, und zwar, da sich zwei Zweige schneiden, 
ein sogenannter Doppelpunkt. Der Leser konstruiere die Kurve. 

§ 43. Spitzen. 

Eine Spitze ist eiu solcher Punkt, in welch em zwei Aste eine 
Kurve beruhren, aber eine gemeinsame Tangente haben, und wo 
sie endigen. Es gibt zwei FaIle: 

1. Die beiden Aste liegen auf verschiedenen Seiten del' gemein
schaftlichen Tangente (Fig. 44), - gewohnliche Spitzen. 

2. Die beiden Aste liegen auf derselben Seite del' gemein
schaftlichen Tangente, - Schnabelspitzen (Fig. 45). 

Wir wollen eine Kurve, welche durch die Gleichung: 

(1) 

dargestellt ist, diskutieren. Jedem Wert fUr x, der groJ3er ist als a, 
entsprechen zwei reelle Ordinatenwerte auf der rechten, und 
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ebenso jeder Abszisse, kleiner als - a, zwei reelle Werte del' Ordi
nate auf del' link en Seite der Y- Achse. 1m Punkt: 

x=+a und x=-a 

haben wir nur je .einen Wert fUr y auf beiden Seiten del' Y-Achse, 
namlich b. 

-x~-I~~· 
_y 0 

Fig. 44. Fig. 45. 

In diesen Punkten: 
x=a x=-a 
y=b y=-b 

treffen also je zwei Aste der Kurve zusammen und endigen auch 
dort, denn fiir: 

x<a und x>-a 

gibt die Gleichung keine reellen Werte mehr fiir die Ordinaten. 
Betrachten wir nun den ersten Differentialquotienten: 

(2) 

fiir: 
x=a und x=-a 

hat er nul' einen einzigen Wert, namlich null. In den Punk ten 
mit dies en Abszissen, wo je zwei Kurvenaste zusammenstoBen und 
endigen, existiert also nur je eine gemeinschaftliche Tangente 
parallel zur Y-Achsej dorten sind also jedenfalls Spitzen. 

Der zweite Differentialquotient: 

hat fiir jeden Wert: 

d2 3 1 --'JL = + _ (x2_a2) --2-
dx2 - 2 

x>a und x<-a 

(3) 

je zwei numerisch gleiche, im Vorzeichen verschiedene Werte, 
z. B. fiir: 

x=a+h 

+ ~ (2 ah + h2) -t 
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Von den beiden Asten ist also der eine konvex, der andere konkav 
gegen die X-Achse und somit auch gegen die zur X-Achse parallele, 
beiden Asten gemeinschaftliche Tangente jm Punkt mit der Abszisse 
a, - d. h. die Aste liegen zu beiden Seiten dieser Tangente, -
die Spitzen sind von der ersten Art, ahnIich wie in Fig. 44. Der 
Leser behandle nun selbst die durch die Gleichung: 

(Y_X2)2=X5 . (4) 

dargestellte Kurve der Figur 45. Die Untersuchung des zweiten 
Differentialquotienten wird ergeben, da13 beide Aste in der Nahe 
der Spitze konvex sind gegen die X -Achse, welche auch die ge
meinschaftliche Tangente ist, - die Kurve hat eine Schnabelspitze 
im Anfangspunkt des Koordinatensystems. 

NB. Der untere Ast weist auch ein Maximum bei x=16!25 auf: 

dy 5 ~-
-= 2x +-x (5) dx -- 2 

dem unteren Ast entspricht offenba1' die durch: 

5 -} 
2x- -x-

2 

in ihrer Lage definierte Tangente und: 

5 1t 
2x--x 2 =0 

2 
fUr: X= 16/25. 

§ 44. Isolierte Punkte, Endpunkt. 

(5a) 

Ein isolierter Punkt ist ein solcher, dessen Koordinaten der 
Gleichung der Kurve gentigen, wahrend e1' graphisch mit ihr in 
keinem Zusammenhang steht. 

y 

0 

Fig. 46. 

Ein solcher isolie1'te1' Puukt, der zum 
Kurvenzug ABC gehort, ist D mit den Koor
dinaten x = a, y = 0 in Fig. 46. 

Die Gleichung lautet: 

y=+(x-a)Vx-b y 

(1 < b! 

\c Offenbar mtissen 
Werten von x, die 
kleiner sind als GB, A' 
imaginare Ordinaten zu 
beiden Seiten yon D 
entsprechell. Fig. 47. 
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Bricht ein Ast einer Kurve plOtzlich ab, so haben wir einen 
sogenannten Endpunkt VOl' uns. Fig. 47 stellt die Kurve: 

1 
x y=e 

dar. LiiJ3t man x von - 00 bis 0 gehen, so sinkt y von 1 bis 0; 
im Anfangspunkt des Koordinatensystems bricht diesel' Ast ab, -
die Fortsetzung fiir positive Werte von x stellt B dar. 

§ 45. Die Kriimmung. 

Von zwei Kurven AC und AD (Fig. 48) hat diese urn Punkt A 
die groJ3ere Kriirp.mung, welche sich schneller von del' gemein-
schaftlichen Tangente AB entfernt. A 

Del' Winkel zwischen den Tangenten an -/7---=,;..:....-~=------r8;-
den Enden eines Bogens einer Kurve heiJ3t / ( \N' 
die ~RSo11Jte Kriimmung des Stiickes. Beim F· 48 19-. . 
Dbergehen von einem Punkt P zu einem 
benach barten Pl langs eines Bogenstiickes L1s del' ebellen Kurve 
AB (Fig. 50) dreht sich namlich die Tallgellte iiber den Winkel L1 0: 

himveg, L1 0: miJ3t also die totale odeI' absolute Kriimmung des be
trachteten Bogens; das Verhaltnis: 

absolute Kriimmung 
BogenHinge 

L1a 
,ds 

(1) 

heiJ3t seine mittlere Kriimmung, und den 'Grenzwert dieses Ver
haltnisses: 

L1 0: da 
lim-=-

L1 s ds 
(2) 

Js=O 

bezeiclmen wir als die E:r:~nllnung im Punkt P. 

x 

Fig-. 49. Fig. 50. 

Die Kriimmung eines Kreisumfanges ist offenbar an allen Stellen 
dieselbe; - sie ist gleich dem reziproken Wert des Halbmessers, 
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steht also bei verschiedenen Kreisen im umgekehrten VerhlUtnis 
wie die Radien. 

Dies kann folgenderma13en dargetan werden: 
1m Kreis Fig. 49 ist 0 der Mittelpunkt, r bezeichnet Halbmesser. 

Wir wissen aus der elementaren Geometrie, daB: 

1:- R SQ=1:- PO Q 

1m BogenmaB ist POQ gegeben durch das Verhaltnis der Bogen
lange PQ zum Radius. 

arcPOQ 
Winkel POQ im BogenmaB = , somit: 

r 

Lla Lls/r 1 (3) 
LIs Ts= JO 

Die mittlere Kriimmung eines Kreises ist also eine Konstante, 
unabbangig von der Bogenlange, und zwar ist sie gleich dem rezi" 
proken Wert des Radius. Offen bar ist auch die Grenze fitr LI s 
gleich null: 

Lla da 1 
lim-=-=-. 

LI s ds r 
(4) 

ns=O 

Den Kriimmungsraslius in einem Punkt einer Kurve: 

y=f(x) 

nennen wir den Radius dieses Kreises, welcher dieselbe Kriimmung 
hat, wie die Kurve im betreffenden Punkt. 

Die Kriimmung der gegebenen Kurve in irgend einem Punkt sei: 

da 

ds 

Der Radius des Kreises von der gleichen Kriimmung heiBe R, 
dann ist: 

zu setzen. NUD 1st: 
ely 

tana= dx 

daraus: 

Nun ist: 

ela 

els 

d (tan a) 
dx 

ela 

dx 

1 

R 

1 
'J 

COS" a 

dx 

cos a = v'dx2 + dy2 

(5) 

da d2y 

dx dx2 
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somit: 

(6) 

Ferner ist: 

~ = ... /1 + ( dy ) 2 
dx V dx 

(7) 

also endlich nach (5), (6) und (7): 

{ ( dy )2}t 
ds ds/dx 1 + . dx 

R = -- = ---= ---=--
da da/dx d2 y 

dx2 

Beispiele: 

1. Man el'mittle den Kriimmungsradius in einem beliebigen 
Punkt del' Ellipse: 

dy 
dx 

x2 y2 
a2 +·b2=1 

b2x d2 y 

1m Punkt: x = a, y = 0 ist z. B.: 

b2 

R=-
a 

:~ wurde schrittweise folgendermaJ3en entwickelt: 

b2 y-xdy/dx b2 a2 y2+b2x 2 b2 a2b2 
=--. =--. =--.-- usf 

a2 y2 a2 a2y:3 a2 a2y3 ' 

2. Man beweise, daJ3 del' Kriimmungsradius von: 

xy=a 

ist: (x2 + y2y! /2a 
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1st eine Kurve nur wenig gegen die X-Achse geneigt, so ist 
dy/dx praktisch null, und fUr den Krummungradius findet man den 
Ausdruck: 

ein Resultat, welches haufig bei Berechnungen uber Kapillaritat, 
in del' Linsentheorie usw. verwendet wird. Die Richtung der 
Krummung wurde in § 40 diskutiert. Es ist dort gezeigt worden, 
daB eine Kurve konkav oder konvex im Punkt P ist, je nachdem 
d2 y/dx2 < 0 oder > 0 ist. 

§ 46. Kurvenscharen. Einhiillende Kunen odeI' Enveloppen. 

Eine Gleichung wie: 

f (x, y, a)=O (1) 

stellt uns fur jeden beliebigen konstanden Wert von a eine ebene 
Kurve dar; nun gibt es eine unendliche Anzahl bestimmter Werte a, 
also entspricht unserer Funktion eine ganze Schar odeI' Familie 
von Kurven; a nennen wir einen veranderlichen Parameter. 

y 

Fig. 51. 

Eine Familie von Kreisen, deren Mittelpunkt auf einer geraden 
Linie liegt (Fig. 51), reprasentiert z. B. die Gleichung: 

f (x, y, a)=(x-a?+y2-R2=0. 

a ist der Parameter; einem bestimmten Wert, den wir ihm erteilen, 
entspreche Kreis 1, einem neuen: a + L1 a, somit del' Gleichung 
f (x, y, a+L1a) der Kreis II. 

Die Schnittpunkte von 1 und II, die ja beiden Kreisen an
geh5ren, miissen offenbar die Gleiclmng jeder del' beiden Kul'ven, 
d. h.: 

f (x, y, a)=O, und f (x, y, a+L1a)=O 
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und somit auch: 

f (x, y, a+Lla)-{ (x, y, a)=O 
Lla 

befriedigen. Diese Relation wird richtig bleiben, so klein wir auch 
LI a annehmen, und somit auch fUr: 

r {(x, y, a+Lla)-{(x, y, a) of (x, y, a) 
(2) 1m 

Lla oa 
da=O 

gelten. Ergibt nun die Elimination von a aus (1) und (2) eine 
Funktion: 

cp (xy) 

so stellt diese eine Kurve dar, welche die Einhiillende oder Enveloppe 
der durch f (x, y, a) siehe (1) gegebenen Schar heiJ3t. 

Die Einhiillende ist nach Vorstehendem der geometrische Ort 
der Punkte, welche unendlich nahe Angehorige der Schar mit
einander gemeinsam haben. 

Ein Blick auf Fig. 51 zeigt uns, daB die Einhiillende un serer 
Schar von Kreisen in zwei geraden Linien E und E' besteht: 

{(x, y, a)=(x-a)2+y2-R2=O 

'if (~, y, a)=2(x-a)=O. 
oa 

Die Elimination von a aus (3) und (4) ergibt: 

y=+R 

(3) 

(4) 

die Gleichung zweier zur X-Achse in der Entfernung + R parallelen 
Geraden. 

Beispiel: 

Man beweise, daB die Einhi.Ulende del' Kurvenfamilie: 

(x-m-a?+y2=4ma 
eine Parabel: 

y2=4mx 
ist. 

Eine durch eine Funktion {(x, y, a) gegebene Schar muB 
nicht unbedingt eine einhiillende Kurve haben. 

Fassen wir z. B. in der Gleichung: 

X 2 +y2=R2 

R als Parameter auf, so stellt sie uns eine Familie von konzen-
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trischen Kreisen VOl', welche ebensowenig wie ein System von kon
fokalen Ellipsen: 

eine Enveloppe hat. 

§ 47. Aufgaben aus der Theorie der Maxima und Minima. 

Bei Aufgaben fiber Maxima und Minima, wie den nachstehenden, 
hat man vorerst die Beziehungen zwischen den Variablen in Form 
einer algebraischen Gleichung auszudrficken, die dann weiter nach 
den in § 38 gelernten Regeln behandelt wird. 

Bei den meisten Fallen, die praktisch vorkommen, ist bloB 
einiges Nachdenken erforderlich, urn sich klarzumachen, ob ein 
besonderer Wert von ~, welcher f' (x) null werden laBt, auch 
wirklich einem Maximum odeI' Minimum von f (x) entspricht. 

1. Eine Strecke so in zwei Teile zu teilen, daB das recht
winkelige Viereck, dessen SeitenIangen gleich dies en zwei Teilen 
sind, die gr0J3tmogliche FIache hat. 

Nennen wir a die Lange del' gegebenen Strecke, x die Lange 
des einen Teiles, a - x die des anderen, dann ist del' FHicheninhalt 
des Viereckes: 

wir differenzieren: 

und setzen: 

es ergibt sich: 

A 

y=(a-x)· x 

dy , ( ) -- =a-2x=f x 
dx 

f' (x)=a- 2x= 0 

Die Strecke muB also halbiert ,,·er
den, und das Viereck von groBtem FHichell
inhalt ist ein Quadrat. 

2. Das rechtwinkelige Viereck von 
gr0J3tem Flacheninhalt zu ermitteln, welches 
einem gegebenen gleichschenkeligen Dl'ei
eck eingeschrieben werden kann. 

In Fig. 52 moge b die Lange del' Basis 
B'--.u.<,,-,,--"fr"-"-'''---'C des Dreieckes AB C, h seine Rohe be

Fig. 52. 
zeichnen. x sei die Rohe des einge-

schl'iebenen rechwinkeligen Viel'eckes. Wir mfissen zuerst die Be
ziehung zwischen del' FHiche des eingeschriebenen Vim'eckes und 
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des Dreiecks finden. Nach den Slitzen uber lilmliche Dreiecke 
haben wir: 

AH:AK =BC:DE 
h:h-x= b :DE 

Die FUtche des Vim'eckes ist offen bar: 

und da: 

1st: 

y=DExKH 

b 
DE=-(h-x) 

It 
KH=x 

y=*(hX-X2) 

iY-=~(h-2X) 
dx h 

wi I'd nun null, wenn: 
11 

h=2x X=--
2 

Das heiBt, die Hohe des Vim"eckes mu13 gleich der halben Hohe 
des Dreieckes sein. 

3) Man zeige, da13 das gro13te rechtwinkelige Viereck, welches 
dem Kreis: 

eingeschrieben werden kann, ein Quadrat ist. Seitenllinge des
selben? 

4. ACB (Fig. 53) sei eine kreisfi:irmige lVIetallplatte yom Radius 1, 
und wir sollen nun einen Sektor AOB ausschneiden, so daB das 
hohlkegelformige Gefa13, das dann durch Ver
bindung von A 0 mit B 0 hergestellt werden 
kann, die gro13tmogliche Menge Flilssigkeit fa13t. 
VOl' aHem mltssen wir wieder den Zusanullen
hang zwischen den Dimensionen del' Platte und 
dem Hohlraum des Kegels finden. 

Offenbar wil'd A CB der Umfang der kreis
formigen Basis des Kegels sein. 

Wir nennen r den Radius, y den Umfang 
diesel' Basis; dann ist: 

ACB=y=2rn 

c 

(1) 

Bezeichnet h die Hohe des Kegels, so ist sein Volum dl1rch die 
Formel 33, S. 386 gegeben: 

V=~r2nh (2) 
3 
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h und r bilden aber ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypo
tenuse 0 B = 0 A = 1 und dessen Grundlinie r ist, somit ist: 

h=V1-r2 und nach (1): h=V1-y2j4n2 

weiter dann nach (2) und (3): 

(3) 

y2 -.;-:-- y2 
V=12ny l -4n2 · (4) 

Un sere Aufgabe ist nun, den Wert von y zu suchen, fUr den Vein 
Maximum wird. 

Wir lassen in (4) die Konstante 1j12n beiseite, differenzieren 
und setzen den erhaltenen Ausdruck gleich null: 1) 

d V' -. / y2 _ y3 
a:y=2y Y 1- 4n2- 4n2Vl=_===y~2j=4=n=:O:2 

Beim Ausmultiplizieren mit: Vl-y2j4n2 ergibt sich: 

2y (1- y2j4n2)-y3j4n2=0 

und weiter, wenn man durch y dividiert: 

2-3y2j4n2=0, oder: y=2nV2j3. (5) 

Nun ist aber: 

Umfang eines Sektors ACB: gesamten Kreisumfang 
=1: xo: 360° 

somit, da die Metallscheibe den Radius 1 hat: 

y : 2 n = 1: Xo : 360° 

setzen wir den hier sich ergebenden Wert von y in (5) ein, so 
finden wir schlie.f3lich: 

r 
x 

XO = 360° W = appr . 294° 

Der Winkel des wegzunehmen
den Sektors betragt also beiIaufig 66°. 

5. Es sei S (Fig. 54) eine Licht
quelle, deren Hohe x tiber einem 
feststehcnden Tisch veranderlich und 
so zu bestimmen ist, da.f3 die Stelle 

AL-------;;;a,---.....L--~II B der Tischflache die gro.f3tmogliche 

I 
I IX 

Fig. 54. Beleuchtung empfangt. Wir setzen 

den das auf B fallende 
in B bildet. 

AB = a und nennen a den Winkel, 
Strahlenbtindel S B = j' mit del' Tischflache 

1) Wir differenzieren V' statt V; V' = 12", . V 
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Die Intensitat der Beleuchtung von B andert sich im um
gekehrten Verhaltnis mit dem Quadrat der Entfernung zwischen 
der Lichtquelle S und der beleuchteten Stelle und im gleichen Ver
h1Utnis mit dem Sinus des Einfallswinkels It. 

Da nun: 
. x X 

SIn It = ~ = --;=-~~~~-=-

r Va2 +x2 

ist also, damit die Starke der Beleuchtung in B am groBten wird, 
der Wert von x so zu bestimmen, daB der Ausdruck: 

1 x x Y - --- . -~--- - ---;; 
- a2 + x2 Va2 + x'! - (a 2 + X2)t 

ein Maximum wird. 

dy 
dx 

a2 - 2X2 

x (a2+x~) =0, daraus: 

6. Das Snellsche Gesetz der Lichtbrechungj Brechungsindex. 
Es sei S (Fig. 55) ein leuchtender Punkt in einem farblosen Medium 
M, in dem sich das von S ausgesendete At 

Licht mit der Geschwindigkeit v fortpflanzt. s 
R sei ein Punkt in einem zweiten farb
losen Medium M', in dem sich das Licht fL 

mit einer geringeren Geschwindigkeit v' 
ausbreitet. 

Um in der kurzesten Zeit von del' 
Lichtquelle S nach R zu gelangen, schIa~t 
nun das Licht den Weg S P Rein, das 
heiBt, es durchsetzt im Punkt P die ebene 
Trennungsflache der beiden ::IIedien 11;[ und 
M'; welcher Bedingung entspricht die Lage 
von P? 

Fig. 55. 

SP heiBt der einfallende, PR del' gebrochene Strahl und die 
Normale NP das EinfaIlslot. SPN = i nennen wir den Einfalls
winkel und N' P R = r den Brechungswinkel. Wir ziehen nun die 
N ormalen SA = a und RB = b von den Punk ten S und R auf die 
Trennungsflache del' beiden Medien und setzen: 

AB=p 
AP=x BP=p-x 

Um nun von S nach P zu kommen, braucht das Licht SP,V, um 
weiter von P nach R zu gelangen, PRjv' Sekunclen; die ganze Zeit, 
notig fUr den Dbergang von S nach R, betragt somit: 

Mellor- Wogrinz, Hohere ~Iathematik. 7 
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t=SP +P~ 
v v 

Va2+x~ Vb2+(p-X)2 
= + ,'-' v v 

(7) 

da: 
SP=Va2+x2 und: PR=w+(p-xl 

und wir haben nun zu ermitteln, unter welchen Bedingungen del' 
Ausdruck (7) fur t ein Minimum ist; wir differenzieren ihn: 

dt x lJ-X 
----.--------

dx vVa2 +x2 V'Vb2+(P~xf 
(8) 

und bemerken, daI3 (8) null wird, wenn: 

oder wenn: . . . , 
S111 ~ : SIn r = V : V (9) 

da ja: 
., x 

SIn t = -==-__ " 
Va2+x~ 

Del' Punkt P liegt also so, daI3 sich del' Sinus des Einfallswinkels 
zum Sinus des Brechungswinkels verhalt, wie die Li,chtgeschwindig
keit v im el'sten Medium M zu del' Lichtgeschwindigkeit v' im zweiten 
Medium M'. Den konstanten Quotienten des Vel'haltnisses sin i/sin j" 

nennen wir den Bl'echungsindex des von S ausgehenden Lichtes 
fur den Ubergang vom :Medium M ins l\fedium M'. 

7. Die Bewegungsgeschwindigkeit v einer ,VelIe in tiefem Wasser 
ist gegeben durch die Formel: 

Y1--(;: 
V= --+a A 

in der A die Lange del' ,VelIe bezeichnet und a eine Konstante ist. 
Zu berechnen ist die Wellenlange, bei del' die Geschwindigkeit 

ein Maximum wird. 
Offenbar ist dies del' Fall, wenn: 

A=a 

8. Wenn Vo das Volumen einer Wassermenge bei 0° bedeutet 
v das Volumen bei tOe, so ist nach Hallstroms Formel fitr Tem 
peraturen zwischen 0 0 llnd 30° e 
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v = 1:0 (1- 0'000057.577 t + 0'000007,5601 t2 _ 0'000000,03509 t3). 

Man zeige, daB nach diesem Ansatz das Volumen am kleinsten, 
die Dichte am groBten ware bei t=3'920C, und daB nach Kopps 
Formel: 

v = Po (1- 0'000061045 t + 0'0000077183 t2 - 0'000000,03734 t3) 

die filr Temperaturen zwischen 0° und 25° C gilt, die Temperatur 
der maximal en Dichte 4'08° C ware. 

7* 



IV. Abschnitt. 

Integralrechnung. 

§ 48. Begriff des Integrals. 

Sind fur irge:Q.d einen V organg die Beziehungen zwischen den 
ihn bestimmenden Gra13en - etwa als Ergebnisse von Beobach
tungen - bekannt und in del' Ausdrucksweise del' Mathematik als 
Gleichung gefa13t, dann befilhigen uns die Metboden del' Differential
recbnung, matbematische Relationen fiir gewisse cbarakteristiscbe 
Eigenscbaften del' Erscbeinung, wie zum Beispiel fiir die momentane 
Geschwindigkeit und Beschleunigung einer Bewegung festzustellen. 

1!'ast noch hilufiger tritt jedoch eine andere Aufgabe an den 
Forscher heran: - er kennt z. B. die Differentialgleichung fiir die 
Geschwindigkeit eines Vorganges und solI nun das Gesetz ermitteln, 
welches den gesamten Gang del' E\'scheinung in seiner Abbilngigkeit 
von del' Zeit beberrscbt. 

Wir wollen unsere ldeen gleich an einem bestimmten Beispiel 
entwickeln. 

Del' Zerfall des RohrzUckers in Traubenzucker und Frucht
zucker bei Gegenwart verdiinnter Siluren findet statt nacb del' che
mischen U msetzungsgleichung: 

C12H 220 11 + H 20 
~ 

1 Mol. Robrzucker 

= 2 CSH1QOS 
~ 

1 11101. Traubenzucker 
1 " Fruchtzucker. 

Bezeichnet x die Menge des in del' Zeit t gespaltenen Robrzuckers, 
so ist del' in del' Lasung noch unzersetzt verbliebene Anteil: A - x, 
wenn urspriinglich A Gewicbtsteile Disaccharid vorhanden waren. 

Die Geschwindigkeit del' Reaktion in irgend einem Augen
blick ist: 

dx 
V=-

dt 
(1) 

resp.: 
dx=vdt 
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Nach Wilhelmys Gesetz ist sie proportional der jeweils un
zersetzt vorhandenen Rohrzuckermenge: 

dx 
-=k(A-x) dt . (2) 

kist eine Konstante, der Koeffizient der Reaktionsgeschwindigkeit. 1) 

Die Wilhelmysche Differentialgleichung nun ist der Ausdruck 
dessen, was wir iiber die Geschwindigkeit der Zuckerinversion durch 
vercHtnnte Sauren wissen, oder zunachst als Hypothese aufstellen; 
die Aufgabe ist, aus dies em Ansatz x, die umgesetzte Rohrzucker
menge als Funktion der Zeit darzustellen, und so die Priifung der 
hypo thetis chen Annahme iiber die Reaktionsgeschwindigkeit durch 
Messung del' nach bestimmten endlichen Zeiten umgesetzten Zucker
mengen zu ermoglichen. 

Ware nns die Form von: 

X= f(t) 

bekannt, dann waren wir, ausgeriistet mit unseren Kenntnissen der 
Differentiall'echnung, in del' Lage: 

dx '( v= =/ t) 
dt 

die Geschwindigkeit des betrachteten Vorganges in irgend einem 
Augenblick zu ermitteln. Aus dem gegebenen oder angenommenen 
Ausdruck fUr f' (t) hingegen die Form von x = f(t) zu bestimmen, 
ist Aufgabe del' Integralrechnung. 

Differentiation und Integration sind also reziproke Operationen 
in demselben Sinne wie Multiplikation und Division, Addition und 
Subtl'aktion: 

resp. : 

aXb 
-b-=a 

df(x) = t'(x) 
dx 

df(x) = f' (x)dx 

a+b-b=a 

ff'(x) dx= T(x) 

dff ' (x) d X= f'(x) dx 

f"ist das Zeichen fiir eine auszufiihrende Integration. 

" 
') Die Bedeutung dieser Konstante wird sofort klar, wenn man x gleich 

null und A gleich del' lI'Iengeneinheit setzt, dann ist: 

k =dx 
dt 

die Umsetzungsgeschwindigkeit; wenn die Mengeneinheit Rohrzncker vorhanden ist. 



102 Integ-rairechnnng-. 

N ach dem eben Gesagten miissen gewisse grundlegende Rela
tionen, die wir bei unseren Betrachtungen iiber das Differenzieren 
gewonnen haben, auch fiir die Integralrechnung von Bedeutung sein. 
So ergibt sich unmittelbar: 

I. Zu dem Resultat einer Integration ist stets eine Konstante 
zu addieren. 

Wir haben bemerkt, daB ein additives konstantes Glied in einem 
Ausdruck bei del' Differentiation verschwindet: 

d [((x) + CJ = f' (x) dx 
das heiBt, es gibt eine unendliche Anzahl von Ausdriickeu, welche 
sich bloB durch den Wert des konstanten Gliedes unterscheiden und 
beim Differenzieren aIle dasselbe Ergebnis liefern. 

Wenn wir daher das Resultat einer Integration angeben, miissen 
wir die Moglichkeit eines solchen Gliedes beriicksichtigen, illdem wir 
eine Konstante, deren Wert dahinge3tellt bleibt - die sogenannte 
Integrationskonstante, man bezeichnet siegewohnlich mit C - zum 
Resultat addieren. 

ft'(x) dx= ((x) + C . (3) 

II. Es wurde gezeigt, daB die Differenzierung des Produktes 
aus einer Konstanten und einer Variablen die Konstante multipliziert 
mit dem Differential del' Variablen liefert: 

d{a{(x)} = af'(x) dx 
ohne weiteres folgt dann: 

fa{'(x) dx= aft' (x) dx= a{(x) + C (4) 

Del' Leser driicke die Regel in Worten aus! 
III. Integration von Summe oder Differenz mehrerer VariableI'. 
Da: 

d(x+y +z+ ... )==clx+ dy+ dz+ .... 
ist, folgt: 

fd(X+y~+- ~ ... )= fdX+ fdY+ f dZ + .... 

=x+Y+z+.... (5) 
mehr del' Integrationskonstanten. Man schreibt dieselbe gewohlllich 
erst beim SchluBresultat und nicht in den Zwischenstufen del' Reclmung. 

Ebenso ist: 

f(dX-dY-dZ) fdX- f dY - f dZ -

=x-y-z .... +C . (6) 
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Beispiele: 

1. fl{(a + bx) (1 + 2 x)} dx= fl (a + bx)dx + fl (1 + 2x)dx 

2. fl~t~:dX fl (a+bX)dX-fZ(l+2X)dX 

IV. Jede Differentiation korrespondiert mit einer "Integration 
als .inverser Operation. 1st die Funktion bekannt, von welcher del' 
zu integrierende Ausdruck als Differential abstammt, so kann, sic 
natiirIich, vermehrt urn die Integrationskonstante, ohne weiteres als 
das gesuchte Integral hingeschrieben werden. 

Tabellen del' in diesem Sinn zusammenhangenden Funktion 
heWen Integraltafeln. 

Die folgenden Beziehungen sind die grundlegenden; es ist an
gezeigt, sie dem Gedachtnis einzupragen. 

Funktion 

n=lx 

u=sinx 

u=cosx 

u= tanx 

u=cotx 

u= arcsin x 

t£= arcosx 

Differentialquotient 

du 
-=nxn - 1 
dx 

du 
---- = eX 
dx 

du 
---.- = aX la 
dx 

du 1 

dx x 

du 
dx =cosx 

du . 
dX-=-SlllX 

du 1 

dx cos 2x 

du 1 
dx=- sin2 x 

Integral 

f xn+! 
x"dx=--+C 

n+1 

Jexdx=t" + C 

fax dx= aX + C J( la 

f~=lX+C 
fCOSxdx=sinx+c 

JSinx dx = - cosx+ C 

Ccl~_ = tanx + C J cos·x 

J'dX 
--=--cotx+C 
sin2 x 

J17i dx x 2 

=arcsinx+C 

= - arcos x + c' 
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Funktioll Differentialquotient Integral 

du 1 
=arctanx+C 

dx 1+x~ 
u=arctanx 

du 1 
-=-
dx 

u= arcotx 
1+X2 

} J dx 
1+x2 

= - arcotx + C' 

Betrachten wir z. B. die Integration von axn dx; n bedeutet eine 
beliebige positive oder negative, ganze oder gebl'ochene ZahI' mit 
Ausnahme von - 1. Wir haben: 

d (axn+l) = a (n + 1) x"dx 
somit: 

(7) 

Urn also einen Ausdruck von del' Form axndx zu integriel'en, 
yel'mehrt man den Exponenten del'Variablen urn die Einheit, divi
diert das Resultat durch den so erhaltenen neuen Exponenten und 
multipliziert mit dem etwa vorhandenen konstanten Faktol'. 

'Einer Ausnahme begegnen wir, wenn: 

n=-1 

N ach vorstehender Regel ergabe sich: 

f X-l+l 1 
x-1dx= 1_1=0=00 

'Wir haben aber seinerzeit gesehen, daLl: 

dx 
d(lx)=-=x- 1 dx 

x 
somit: 

(8) 

Ist der Zahler eines Bruches das Differential des Nenners, so 
ist Jas Integral des Bruches der natiirliche Logarithmus des Nenners. 

Wir wollen hier auch gleich bemerken, daLl wir statt: 

lx+C auch: lx+lc=l(xc) 

schreiben konnen, da uns ja l c genau so gut eine allgemeine Kon
stante darstellt, wie C. 
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Del' Leser prtife auf dem angedeuteten Weg noch andere Be
ziehungen del' TabeUe, etwa daB: 

faxdx=~+O'Jexdx=ex + o;Je-axdx=-~e-ax+o. 
la ' a 

Beispiele: 

1. fax:3dx= ~ ax4 + 0 

2. J4ax -f dx=5ax} +0 

3. J(1 +x)2 x3 dx= (~+~ x + ~X2) X4+ C 

Man fUhrt die Potenzierung des Klammerausdruckes unter dem 
Integralzeichen aus und integriert dann gliedweise, ebenso in: 

4. J(a+x ~}x -~- rlx=(~a2+ ax{- +~x)xf + c 

5. Ja dx= aJdx =~lx+ C 
bx b x b 

dx 
6 .. di=k(A-x) 

ordnen wir, so ergibt sich leicht: 

da: f-~-=-frl(A-X)=kt 
A-x A-x 

odeI': 
-leA-x) + O=kt . (9) 

c 
-l(A-x)+lc=l--=kf. 

A-x 
(9 a) 

Bevor wir nun zur Besprechung del' Methoden iibergehen, nach 
welchen die Integration komplizierterer Ausdriicke durchzufUhren 
ist, wollen wir uns noch ('inmal zur Betrachtung del' Integrations
konstante wenden. 

§ 49. Geometrische und physikalische Bedeutung del' 
Integrationskonstante; ihre Bestimmung in speziellen Fallen. 

Wir wissen, daB ein Ausdruck: 

y=f(x) 
als Gleichung einer Kurve aufgefaBt werden kann; zu einem Wert 
von x gehoren ein odeI' mehrere, durch die gegebene Gleichung 
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bestimmte Werte von y als Ordinaten. Den N eigungswinkel zwischen 
del' Tangente in irgend einem Punkt der Kurve ((x) und der 
X-Achse k5nnen wir ermitteln, indem wir: 

dy=f'(x) 
dx 

bilden und dann im Ausdruck fiir ('(x) die Abszisse des betreffenden 
Punktes fill' x substituieren. 

Er sei I in Fig. 56 der dureh 1/={(x) definierte Kurvenzug; 
die zu demselben Abszissenwert geh5renden Ordinaten von II, Ill, 

b 

IV und allen weiteren zu I parallelen 
Kurven unterscheiden sich von del' ent
sprechenden Ordinate der Kurve {(x) 
dann offenbar nul' durch ein additives 
konstantes Glied; wir haben: 

filr II: y = {(x) + a 
"III: 1/ = {(x) + b 
" III: y = {(x) + c 

usw. 

a. Die Differentiation aller diesel' Aus
--"~=---------v drucke nach x liefert als Resultat {'(x), 

x das heiJ3t: im Punkt mit del' gleichen 

Fig. 56. 
Abszisse ist bei allen, unendlich vie len 
Kurven: 

{(x) + c 
(0 ist ein beliebiger konstanter Wert) - del' Neigungswinkel 
zwischen der X -Achse und der Tangente der gleiche. 

Die Integralrechnung hat nun, wie wir wissen, die Aufgabe, 
aus dem gegebenen Ausdruck fill' {'(x) die Form von {(x) zu e1'
mitteln, und wir sehen jetzt schon ein, welche geometrische Be
deutung es hat, daB wir zum Ergebnis diesel' Operation eine all
gemeine Konstante hinz\lfilgen: 

Das uns durch {'(x) gegebene Gesetz der Tangente bestimmt 
nicht eine einzige, sondern gilt filr eine unendliche Anzahl von 
Kurven, die auseinander durch parallele Verschiebung hervorgehen, 
- diese unendliche Anzahl von Kurven reprasentiert: 

{(x) + 0 

wenn 0 eine unbestimmte Konstante bedeutet; - nur diese allge
meine Relation kann das Resultat del' Integration sein. 

Die - naturlich von Fall zu Fall verschiedene - physika
lische Bedeutung der Integrationskonstanten wollen wir in zwei 
Beispielen betrachten. 
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g, die Beschleunigung beim freien Fall im luftleeren Raum, 
die gleichfDrmige Zunahme del' Geschwindigkeit um beilaufig 9'8 m 
in del' Sekunde, ist del' Wert des ersten. Differentialquotienten del' 
Fallgeschwindigkeit nach del' Zeit: 

clv 
cii=g (1) 

beziehungsweise: 
dv=gdt 

Wir integrieren die vorstehende Differentialgleiclmng: 

fav=g fat 

v=gt+ 0 . (2) 

und fragen nun: welche physikalische Bedeutung hat die unbe
stimmte Konstante 0 im vorliegenden Fall, im allgemeinen Aus
druck fUr die Geschwindigkeit des freien Falles in irgend einem 
Augenblick? 

Offenbar kann del' Karpel' in dem Moment, von dem ab wir t 
rechnen, sich in del' Richtung odeI' gegen die Richtung des freien 
Falles· bewegt haben, odeI' er kann aueh in Ruhe gewesen sein, -
das heiBt er hatte im Augenbliek, von dem ab wir t reehnen, im 
Sinne del' Fallriehtung eine positive, eine negative odeI' gar keine 
Anfangsgesehwindigkeit. Bezeichnen wir diese Anfangsgesehwindig
keit, also die Gesehwindigkeit wenn t null ist, mit Vo und setzen 
in (2): 

so ergibt sieh: 
t=o 

vo=gxO+ 0 
vo=O 

o bedeutet also hier niehts anderes, als die Anfangsgesehwin
digkeit, die Gesehwindigkeit, die del' Karpel' in dem Moment, von 
dem ab wir t rechnen, schon hatte, und wir kannen (2) sehreiben: 

(3) 

. Wie haben wir nun in einem speziellen Fall die GraJ3e von 
Vo zu bestimmen? Wir mussen beobaehten, welehe Gesehwindigkeit 
v1 del' Korper etwa im Moment i1 hat; setzen wir nun die beo bach
teten Werte v1 und t1 in (3) ein, so ergibt sich: 

v1 =gt1 + Vo 
und daraus: 



108 Integralrechnung. 

Eine Bestimmung del' Integrationskonstanten in einer Gleichung, 
die irgend einen V organg darstellt, ist also moglich, wenn die N a
tur des Problemes gestattet, den Wert del' Funktion (hier del' Ge
schwindigkeit v) fUr irgend einen speziellen Wert (hier t1 ) del' un
abhangigen Variablen (hier del' Zeit t) zu bestimmen. 

Ein Beispiel: 

Den Wert von e in del' Reaktionsgleichung: 

t=~l_e_l) 
k A-x 

(4) 

zu bestimmen. bedeutet die Zeit, in welcher del' Anteil x del' zu 
Beginn del' Beobachtung yorhandenen Substanzmenge A ulllgesetzt 
wurde; wenn: 

t=O, ist offenbar auch: x=O 

und wenn wir diese zusamlllengehorigen Werte von x und t in (4) 
substituieren, ergibt sich: 

somit ist: 

1 e 
-kl~T=O le -lA=O 

e=A 

1 A 
t=-l-

k A-x 

§ 50. Integration durch Substitution. 

(5) 

Wir wollen jetzt einige Methoden kennen lernen, die bei del' 
Integration komplizierterer Funktionen einer einzigen Variablen oft 
von gro13em Nutzen sind; sie zielen dahin, derartige Ausdrucke 
durch geschickte - eventuell schrittweise - Behandlung schlie13lich 
in solche Formen uberzufuhren odeI' aufzulOsen, die eine unlllittel
bare Integration gestatten. 

Oft en'eichen wir dies schon durch zweckma13ige Substitution 
einer neuen Variablen. 

Am besten wird die Methode beilll Durchrechnen von Beispielen 
erfa13t werden; dieselben sind nach typischen Fallen geOl'dnet. 

1. Ausdrucke von del' Form J(a + bx)n dx 

1) vid. § 48, 9a. 
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n kann eine beliebige positive, negative, ganze oder gebrochene 
Zahl sein. 

Wir setzen zur Vereinfachung des gegebenen Ausdruckes: 

a + b x = y; fiir dx ist folglich ~ d y zu setzen, . und es er-

gibt sich: 

{ca+bx)"dx= ~ f yll dY 

Rier ist unmittelbare Integration moglich: 

if 11 _ 1 n+1+ 'b y d Y -(n+l)b Y C" 

respektive, wenn wir jetzt fiir y wieder (t + bx einfiihren: 

f Ca+bX)lI dX = 1 Ca+bx),,+l+C (1) Cn+ 1) b 
Spezielle FaIle: 

1. fC(t-bXYdX=-~fy3dY=- 1, y4. 
b 4b 

=_~1_ (a- bxl+ C 
4b 

2. f Ca+X)-4 dX=-~-(4+X)-3+C 

3. f~=~f~,y.=!-lY=~lCa+bX)+C 
a+bx b y b b 

II. Ausdriicke von der Form J-;J;dX -. 
(a + bx)>n 

Wir setzen: a + bx = y, 
. . y-a 

som1t 1St: X = --' b" 
dy 

dx= 'b' 
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III. Ausdrucke von der Form JCa + bX2)'" xdx. 

m kann eine beliebige positive oder negative, gauze odeI' ge
brocheue Zahl bedeuten. 

Wir nennen wieder: 

. (3) 

J dx 
1. 9+ .,; wir setzen: a- x· .. 

x .. d -=y, somlt 1st: x=ady, und: 
a 

J.> dx 9=~J-~~ .. ;;=~arctany=~arctan (~) (4) 
w+x· a l+y· a a a 

2. J V}~ x2; dieselbe Substitution gibt: 

= arcsin (:) . (5) 
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dx 
also: 

dy 
resp.: 

y v'a2 +x2 ' 

J dx 
,/ a2+x2 • I' 

fd: =ly=l(x+ v' a2 +x2) + c 

J~ dx 
3a . 

. .,1"> " ' I' x--a-
Vertauschung von + a2 gegcn - a2 in 
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(6) 

3. gibt: =1(x+v'x2-a2)+C (7) 
V. Manche aus trigonometrischen Funktionen gebildete Aus

driicke sind bequem nach diesel' Methode zu behandeln, so ZUlU 

Beispiel: 

1. J sin (a + b x) d x 

1 
a+bx=u dX=bdu 

JSin (a + bx) dx= t- fSinttdU=-} cosu = -.~ cos (a+ bx)+C 

2. Jcosnxdx= ~ sinnx+ C 
n 

u=nx 
1 

dx=--- du 
n 

3. JSinxcosxdX= fUdu={u2={-Sin2x+c 

wenn wir setzen: 
sin x = u d (sin x) = cos x dx = du 

4. (tan x dx =fSin x dx = -l (cos x) + C J I cos X 

cos x = u gesetzt! 

5. fco~~~~ =fd~ = _ ~ = _. _.1_ + C 
SIn 2 xu· u sIn x 

Vorstehende Beispiele sind Spezialfll11e del' allgemeinen Formen: 

a) 

b) 

JSinm x cos x dx = fSin1ll x d (sin x) 

= JU1ll dU 

Jcos1ll x sin x dx ~ Jcos'" x d (cos x) 

=-JumdU 

(8) 

(9) 
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Zwei weitere wichtige Formen sind: 

c) fcos2n+ 1 X dx =fcos2n X cos x dx 

= fCI - sin2 x)n cos xdx 

= fCl-u2)n du 

d) fSin2m+1XdX= fCl-COS2x)mSinXdx 

=-fCl-U2)m dU 

z. B.: 

6. fcosa x dx = fU- sin2 x) cos x dx 

= fcos x dx - fSin2 x cos x dx 

und schlieBlich beachte man, daB: 

woraus 

J d~ = tan x, und 
cos x . 

sich leicht ergibt: 

f dx 
--=-cotx 
sin2 x 

· (10) 

· (11) 

· (12) 

e) f~-=f 1 dx_= f(1+tan2 x)m- 1 dCtanx) 
• cos2mx COS2m- 2 X cos2 x JI 

usw., und 
= J(1 + u2 )m-1 d u . (13) 

f dx f 1 dx } f = --=- 1 cot2x "'-1 d cotx ) sin2mx sin2m - 2 x sin2 x C + ) C ) (14) 

usw. 

Spezielle Beispiele: 

7. f dx 2 cota x cot" x 
--=-cotx-------+C 
~n6x 3 5 

8. f dx tanax 
cosT;; = tan x + -3- + c 

Manche Ausdriicke erfordern einige Findigkeit und Geschick
lichkeit in del' Substitution, welche nur durch TIbung zu erlangen 
ist; wir wissen z. B., daB: 

. . 1 1 
sm x = 2 sm -2 x cos 2 x 
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Wir wollen nun ausfiihren: 

j dx f dx 
sinx - 1 1 

2 sin --x cos--x 
2 2 

9. 

jetzt dividieren wir Zahler und N enner durch cos ~ ~ x und erhalten: 

J~. x =fdX1COS
2 ~ x =fd(tan ~ x) =l(tan'!'x)+C 

SlllX 1 1, 2 (15) 
2 tan-x tan-x 

• 2 _ 2 

Ein anderer Kunstgriff wird im folgenclen Beispiel 

10. f dx Jd X (cos2 x + sin2 x) 
sinx cos x sin x cos x 

--f cos. x dx fSin x d x + = l (tan x) + C 
SlllX cosx 

N.B. cos2 x + sin2 x = 1 

§ 51. Partielle Integration. 
Es sei: 

JUdV 

zu lOsen, wo: 
U= rp (x) V=rp(x) 

bedeutet. Auf Seite 10 wurde gezeigt, daB: 

d(uv)=vdu+udv 

Man integriere nun beide Seiten: 

ttv= JVdU + IUdV 

daher: 

JttdV = uv - Jvau 

angewendet: 

(16) 

d. h., die aufgegebene Integration, von der wir annehmen, daB sic 
uns auf anderem Wege nicht g'elungen ist, kann clurchgefiihrt 
werden, wenn: 

lOsbar ist. 

Me II 0 r - W 0 g riD z Rohere Mathematik. 8 
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Beispiele. 

Man behandle folgende Ausdriicke: 

1. 

2. 

f 1XdX 

u=lx 

du=dx 
x 

dv=dx 

v=X 

jzXdX=XIX- fdX=X (lx-1) + C 

J-rmZXdX 

u=lx dv=xmdx 
dx X", + 1 

du = - v = ---~~~-
x m+1 

fx", lxdx = ::'~~ lX-;;-~lJxmdX 
xm+l( 1) 

=;1,+1 lx- m+l +C 
1. ist del' Spezialfall von 2. fill' m = O. 

3. fxmex dx 

u=xm 

du=mx",-l 
dv= eX dx 
v=&'" 

fx", exdx= XIII ex-mfxm - 1 eXdx 

Das zu berechnende Integral ist auf das einfachere: fxm - 1 eX dx 

reduziert. Offenbar muB man, - 1n bedeutet eine positive ganze 
Zahl, - schlieBlich bei fortgesetzter Anwendung des Verfahrens 

auf fex dx kommen; es sei z. B. m = 3 : 

IX:3ex dx = x 3 ex - 3 Ix2 exdx 

fX 2 eX dx= x 2 ex - 2fxex dx 

fX&" dx = xeX - fex dx 

fx3exdx = x 3 ex - 3 x 2 ex + 6 xeX - 6 eX + C 
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4. Eine wiederholte . Anwendnng des Verfahrens ist auch bei 

J(lX)"'dX notig; m bedeutet eine positive ganze Zahl. Wir setzen: 

u=(lx)'" dv=dx 
dx 

(lu=m (lX)"'-l- v=x 
x 

J(lX)"'dX=X (Ix)'" -m J(lX)"'-ldX 
ust, 

schlie13lich kommen wir zu JlXdX, dem Fall des Beispieles 1. 

5. JxsinXdX 

u=x dv=sinxdx 
du = dx v = - cos x 

JxsinXdX =-x cos x +Jcos x dx=-x cos x+ sinx (1) 

6. JXC0SXdx=xsinx+cosx (2) 

Auf diese Integl'ale kommen wil' schlie13lich bei del' fol'tgesetzten 

BehancUung von Jx'" sin x dx und Jx'" cos x dx; man setze: u = x"', 

dv = sin x dX, l'esp.: = cos x dx, us\\'. 

§ 52. Weitel'e Beispiele. 

1. f x"'dx 

Va 2 -x2 

U=X",-l xdx 
dv = ..... ___ _ 

Va 2 -x2 

du=(m-1)x",-2 v=-Va2 -x2-

f x"'dx =-X",-l Va 2 --x2 + (m-1) fX"'-2 Va 2 -x2 dx 
Va 2 -x2 

nun beachte man, daB: 

(1) 

8* 
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f
xm-2dX 

Wir haben also das ursprungliche Integral schon auf ,/" " 
va--x" 

reduziert. Bei fortgesetzter Anwendung der beschriebenen Methode 

U:xm-s dx }Xm- 4 dx ) -:====- wird reduziert auf -/=-=c:: usf. konimen wir, wenn: 
Va 2-x2 la2-x2 

m eine gerade Zahl, zu f,/ dx arcsin (~) § 50, (5) 
va2-x2 . a 

f 
xdx ,/-"-,, § m eine ungerade Zabl, zu ,/ = - v a-- X" • • • 50, III. 

va2-x2 

Fur ungerades n verwendet man ubrigens besser von vorn
herein die Substitution: Va 2-x2 =y; daraus: 

xdx=-ydy 

---==-= =- =- (a2 -y-)"dy fX2n+ldX }X2nXdX jea2_y2)nYdY f " 
Va 2-x\! Va 2-x2 y 

(1 a) 

fx'''Va 2-x2 dx; = fX"'(a2-=-~~dX 
2. Va 2 --x2 

=a2f x"'dx _fX1n+2 dX . 
Va2-x2 Va 2 -x2 

(2) 

Der weitere Vorgang ergibt sich aus Beispiel (7). Aucb hier 
verwende man, wenn 1n ungerade ist, gleich wieder die Substitution: 

Va2-x2 =y. 

3. 

Wir 

f ___ t1~. ; 1n ist eine beliebige ganze Zahl. 
xm Va 2 -x'2 

wollen zunachst aus: 

J;'~~2 ~~~~2 = f~m-l ~~~~~ 
xdx 

~t = x-(m-l) dv = ---=_=. --=== 

dU=-(1Jl.-l)x-'" 
Va 2-x2 

,/-.,--~ 

V=- va--x· 
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somit: 

--===- -a (m-1) +(m-1) . dx Va 2-x2 2 J dx i dx 
x,n-2Va2 -x2 xm - 1 x'" Va 2-x2 x"'-2Va2 -x2 

t _______________________________________ ", 

auf dieses Integral kommt man immer, wenn m gerade ist; ist 'In 

ungerade, so bleibt schlie13lich rechts f dx aufzu15sen. 
x Va 2 -x2 

Wir substituieren: 
a 

X=-
Y 

Va9_x2=~ Vy2 1 y=~ 
Y x 

J dx =-~f "~Y =_~l(a+v?=X2) 
xVa2-x2 a Vy2-1 a x 

4. 

[vide § 50, (7)]. 

I x"'dx . 1I~2 +-~2; 'In eine positive ganze Zahl. 

U=X",-l dv= xdx 
Va2 +x2 

dt&=(m-1)x",-2 v= Va2 +x2 

f x'~dx ~=x"'-lva2+x2-(m-1)fxm-2 Va2 +x2 dx 
Vx-+a-

Del' Leser bedenke, daB: 

J X",-2 (a2 + x2) dx 
X",-2 Va2+x2 dx= -------;~=====c"------

Va 2 +x2 

(4) 
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Man kommt, wenn m eine gerade Zahl, auf: 

§ 50, (7) 

wenn ungerade, auf: 

§ 50, III. 

In letzterem Fall wendet man ilbrigens zweckma13iger von 
vornherein die Substitution an: 

Va 2 +x2 =y, usw.usw. 

5. Aus vorstehendem Beispiel ergibt sich auch die Behandlung 

von fxm V~2+X2 dx; sie bleibe dem Leser uberlassen . 
• 
6 f dx wir behandeln zuerst: 

• , /, ,> ' x'" ya~+x-

fX"'-2~~+X2-Jxm-l~~~+-=X2 
1 xdx u = ~.... dv = - .. - .. --

xm - 1 Va 2+x2 

f dx Va2 +x2 m-2 r dx -
x'" Va2+x2 = ~-1)~-;;;;=-1 - (m _ 1) a2J ~-;;;-~2V'at+-;2 usw. (D) 

1st m gerade, so ist schlie13lich das Integral f----;;-~-/df+-····'Q X" ya- x-
nach vorstehender Formel zu behandeln; es ergibt sich: 

Va~X2 
a2 x 

(Sa) 

1st m ungerade, so bleibt f dx _ zu lOsen; wir sub-
xVa2 +x2 

stituieren: 



Weitere Beispiele. 

a 
x=-

Y 
dx=- ad.,Y 

Y~ 

Bemerkung: 

119 

Nach den gegebenen Reduktionsformeln sind auch die Integrale: 

J~ 9, fxmvx2-a2dx, x"-a" 
zu behandeln; ist im letzten Fall rn eine ungerade Zahl, so kommt 
man bei der Reduktion schliel3lich auf: 

f V ,:x .; wil' substituieren: 
x x--a" 

a dy a 
x=y dx=-a 1/2 y=:;; 

,/ 2 9 1/ a2 2 a ---2 
vx -a"= Vi/i-a = y-Vl-y 

fxvx:~a2=-~Jvl~lIy2=-: arcsiny=- :-arcSin(:) (6) 

Haufig kommt es iibrigens vor, dal3 ein derartiger Ausdruck, 
welcher die Quadratwurzel eines quadratischen Binoms enthalt, durch 
gliickliche Substitution einer goniometrischen Funktion gelOst werden 
kann. Die Form der Differentiale der zyklometrischen Funktion 
wird uns oft zur richtigen Wahl leiten. Hat del' Wul'zelausdruck 
die Form: 

Vi-xi oder: Va 2 -x'\ so versuche man: x=sincp, x=coscp, 
beziehungsweise: 

bei: V x 2 - 1 oder: V x 2 - a2 versuche man: 

x=asincp, 
1 

x=--, 
coscp 

a 
beziehungsweise: X=--, 

coscp 
bei: Vx2+i odeI': Vx2 +a2 versuche man: x=tancp, 

x=acoscp; 
1 

X=-
sincp , 

a 
X=-_· 

sincp , 

x=cotcp, 
beziehungsweise: x = atancp, x = acotcp. 
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da: 
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7. fva2-x2dx; wir setzen: 

x = asincp dx = aeoscpdcp 

f Va 2 - x2dx = a2feos 2 cpd cp 

a2 r a2 1 
= 2 J (1 + cos 2cp) dcp = 2 (cp + 2 sin 2cp) 

2 cos2 cp = 1 + cos 2 cp 

Nun war: 
. . x 

x = asmT cp= arcsll1a: 

1 ------
2sin 2cp = sincpcoscp = sincp V 1 - sin2cp 

= ~V~2-=-X2 
a2 

8. 

a 
Es wurc1e: x = -- gesetzt. 

coscp 

9. ; wir setzen: J x3dx 

Va 2 +x2 

x= a tancp 
~/-Q- --~) a 
I' a- + x- =---

coscp 
somit: 



Weitere Beispiele. 

a 
da: coup = ----

Va 2 +x2 
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10. 1m Abschnitt uber die Integration durch Substitution haben 
wir schon das Integral yon sinm xdx und cos'" xdx fiir den Fall, 
daE m eine ungerade Zahl ist, gelOst; bedeutet m eine gerade Zahl, 
so wenden wir die Methode del' partiellen Integration an. 

U= sinm-1x 
du = (m - 1) sinm-2xcosxdx 

dv=sinxdx 
v=-cosx 

jSin"'xdx = - sin",-lxcosx + (m -1) fSillm-2xcos2XdX 

= - Sill",-lXCOSX + (m -1) fSinm-2X(1- sin2x) dx 

sin"'xdx=- ~sinm-lx cosx+ --~ sin",-2x dx. f 1 m-lf 
m m 

Man sieht, daE schlieElich als yorletztes Integral: 

(7) 

f Si1l2Xdx = - ~ sinxcosx + ~ fdX (7 a) 

sich ergeben muE. 

Die Anwendung des vorstehenden Schemas auf fcos?» xdx fUr 

m gleich einer geraden Zahl bleibe dem Leser iiberlassen. 

11. f dx Wir behandeln zunachst f~-- =JCOSXdX 
cosnx· cosn-2x COS,,-lX 

U = cos-(n-l)x dv = cosxdx 
du = (n -1) cos--nxsinxdx v = sinx 

f dx Sill X fSin2x 
COSIl~2x = cosn-1x - (n - 1) COs;-xdx 

n-l - 6X 
sinx ( )f(l - cos2 x) 1 

cosn-1x cos·x 

Sill X J dx f dx (n-i) ----+(n-l) -~-. 
cos"x cos n - 2 x lj) 

LI 
--------------------~ 

und schlieElich ist: 
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r dx sinx n - 2 {' dx 
Jcos n =(n-1)cosn-lx + n-1Jcosn-2x 

(8) 

I dx . 
.. -. -- 1St ebenso zu behandeln. 
Sln"X 

1st n eine gerade Zahl, so ist ubrig'ens die Methode der Sub
stitution, die wir in § 50, (13) (14) kennen gelernt haben, praktischer. 

12. fSinmxcosndx 

a) m und n seien beide positive und gerade Zahlen; wir setzen: 

du = (m - 1) sin ",-2xcosxdx 

dv = cos" xsinxdx 
cosn+lx 

v =------n+1 
sin"'xcos"xclx=- +--- sin",-2xcos,,+2xclx S sin",-lxcosn+lx m -1f 

n+ 1 n+ 1 

fSin"'-2xcosn+2xdx {sin"'-2xcos" x(1-sil1~x)dx 

= fSil1",-2XCOsnxdx- f sin"'xcos"xclx 

somit: 

S· sin ",-lXCOS ,,+lX m-1J 
sin"'xcos"xclx=- +--- sin",-2xcos"xdx m+n m+n (9) 

wir kommen bei weiterer Reduktion schlieBlich aUffcosnxdx 

b) Wir hatten: 

sin"'xcosnxdx=- + --- sin",-2xcosl/+2xdx S sin",-l x cosn+1x m- 1S 
n+1 n+1 

1st m positiv gerade, und n eine negative gerade Zahl, - r, so ist 
diese Formel direkt zu verwenden: 

fSin",xdX= __ sinm-lx__ m-l fSin:,.=2xdX 
cos "x (-r+ 1) cos,.-l x + - r+ 1 cos,.-2 x 

1st etwa: n=-m, so haben wir: 

f
tan "'xdx = _1 __ tan ",-lX -ftan ",-2 x dx m-1 

c) Setzen wir: 

u=COS',,-lX 

du = - (n-1)cosn-2 xsinxdx 

clv = sin'" x cosxdx 
sin"'+lx 

v=----c--m+1 

(10) 

(11) 



Integration llach Zedegung in Partialbriiche. 123 

d) Dieser Ansatz wird verwendet, wenn n positiv und m = - r ist. 

} 
cosn-lx n-1 jCOSn-2x 

sin-rxcos"xdx= ( +1)·· 1 + --+-1 -·~·--2-dx -n Sln'- X -r Sln'- x 

1st etwa: m=-n, so haben wir: 

f cotn-lx f 
cotnxdx=---~ - cotn- 2xdx 

n-1 

(13) 

(14) 

§ 53. Integration nach Zerlegung in Partialbriiche. 

'Vir wollen nun eine allgemeine Methode kennen lernen, die 
uns stets die Integration gebrochener rationaler Funktionen ermoglicht. 

""Vir unterscheiden unter ihnen zwei Gruppen, namlich echt ge
brochene und unecht gebrochene: 

X2+ ax + b 
;:1+ cx2 + dx 

ist z. B. eine echt gebrochene, wahrend: 

oder 
x:1 +1 

X:3+ X2+ 2x 

unecht gebrochene rationale Funktionen sind. 
Derartige Ausdrii.cke, bei denen also der Zahler von hoherem 

Grad ist, als del' Nenner, lassen sich abel' einfach durch Division 
als die Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen rationalen 
Funktion darstellen: 

x;, ;) X 

x2 --t--="l = x·' - x + x 2 +1 

x:l + 1 x 2 + 2 x - 1 _·_·--=1-
X:3+ X2+ 2x x:3+x~+ 2x 

'Vir brauchen ihnen also weiter keine besondere Aufmerksam
keit zu schenken, denn die Aufgabe, eine derartige unecht ge
brochene Funktion zu integrieren, fiihrt doch stets zur Bearbeitung 
einer echt gebrochenen Funktion. 

Nun haben wir eine Reihe einfacherer derartiger Ausdriicke 
allerdings schon (z. B. § 50 I. II. III. IV.) behandelt und es kommt 
manchmal VOl', daB auch bei komplizierteren Ansatzen geschickte 
Umformungen moglich sind, odeI' zwischen Zahler und Nenner ge-
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wisse Relationen bestehen, z. B. daB del' Zahler das Differential des 
Nenners ist usw., und daB uns dann die bisher gelernten Integra· 
tionsmethoden zum Ziel fiihren, - im allgemeinen miissen abel' ge
broehene rationale Funktionen erst als Summe einfaeherer Briiehe 
dargestellt werden, die einzeln integrierbar sind. 

1st der Nenner eingliederig, dann ist diese Aufgabe nicht schwer: 

1st er abel' ein mehrgliederiger Ausdruek, wie beispielsweise in: 

x3 +ax2 + bx+ c 
Xi + dx3 + ex2 + fx + g 

dann stellen wir die gegebene Funktion als Summe von Partial
briiehen dar, die nach gewissen Regeln zu bilden sind, welche ,vir 
zunachst praktisch kennen lernen wollen. 

In den Beispielen, die wir zu dies em Z week d urchrechnen 
werden, ist der Nenner meist als aufgelOstes Produkt linearer Fak
toren gesehrieben; als ein solches Produkt n linearer Faktoren von 
der Form: 

x+m 

la.l3t sieh namlich jede Funktion n ten Grades: 

x"+ a1x,,-lx + ... +a,,_lx+a,,=O 

(n bedeutet eine positive ganze Zahl) darstellen. 
Die Gleiehung zweiten Grades: 

x2 +ax+ b=O 
hat z. B. die Wurzeln: 

X2 + ax + b = (X-Xl) (X- x2 ) 

(1) 

Eine Gleiclmng n ten Grades, wie (1) hat n 1Vurzeln, d. h. es 
gibt n Werte, die sie erfii.llen: 

nnter denen einige odeI' alle gleieh sein konnen, und es ist wieder: 

x"+a1xn-1x+ ... + a,,_lx+an = (x-X1)(X-X2 ) ••• (x-x,,) . (2) 

Da wir nns aber mit der Losung solcher Gleichnngen hoheren 
Grades erst spater beschaftigen wollen, somit die fiir unsere Zweeke 
notige Darstellnngo eines Nenners von der Form wie (1) als Prodnkt 
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linearer Faktoren, die den weiteren Operation en vorausgehen muB, 
Schwierigkeiten machen wiIrde, sind die Beispiele entsprechend 
gewahlt. 

I. Fall. 

Del' Nenner kann in lineare Faktoren aufgelOst ,verden, die 
aIle voneinander verschieden sind, wie dies etwa bei: 

((x) x-c 
F(x) (x-a)(x-b) 

del' Fall ist. Man setzt dann: 

((x) x-c A B 
F(x) = (x-aYCx- b) = x-a + x-b 

(3) 

die gegebene Funktion gleich del' Summe von PartialbriIchen, deren 
Nenner die linearen Faktoren von F(x) sind, und deren Zahler A, B 
wir jetzt zu bestimmen haben. 

Es ergibt sich zunachst, wenn wir in (3) auf beiden Seiten mit 
dem Generalnenner del' PartialbriIche, namlich dem Nenner F(x) 
del' gegebenen Funktion multiplizieren: 

x-c=A(x-b)+B(x-a) 
=x(A+B)-Ab-Ba 

a) Nun heben wir links und rechts die Koeffizienten gleicher 
Potenzen von x heraus und setzen sic gleich: 

l=A+B 
c=Ab+Ba 

wodurch wir also Relationen gewinnen, aus denen sich A und B 
berechnen laBt; sie lief ern : 

A=(b_-C 

a-b 
c-b 

B=-
a-b 

Substitution diesel' AusdriIcke fur A und B in (3) ergibt: 

x-c a-c c-b 
(x-a)(x-b) (a-b)(x-a)+(a-':'b)(x=b) (4) 

r (x - c) clx . = Ct=-CJ' clx_ +~~bf clx_ (5) 
JCx-a)(x-b) a-b x-a a-b x-b· 

b) Eine andere Methode zur Ermittelung del' Zahler wird im 
folgenden Beispiel verwendet. 

Es sind die Zahler del' rechtsstehenden Partialbritchc zu be
rechnen: 
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(x-a) (x-b) (x+c) 
ABC 

x-a + x-b + x-fc . (6) 

Wir multiplizieren wieder beiderseits mit dem Nenner del' ge
ge benen Funktion und finden: 

x 2 _ 3x+l =A(x- b)(x+ c)+ B(x-a)(x+c) +C(x-a)(x-b) 

Diese Identitat ist richtig fitr jeden Wert von x, ist also auch 
el'fiillt, wenn wil' setzen: 

X= a; , dann ist: 

Sie gilt ebenso fill': x = b; dann ist: 

b2 - 3 b + 1 = B (b - a) (b + c) 

und fitl': x = - c 

c2-3c+l=C(-c-a)(-c-b) C= c2+3c+l 
(c+a) (c+b) 

Diese Ausdl'iicke fiir A, B, C fiihl'en wir nun wieder als Zahler 
del' Pal'tialbl'iiche in (6) ein. 

Beispiele: 

1. Es ist zu zeigen, daB: 

(x-a)(x-b) 
~+~-
x-a x-b 

Man multipliziel't mit dem Generalnennel': 

1 =A(x-b) + B(x-a) 

Man ordnet: odeI' man setzt zueI'st: 

1 =x(A+B)-Ab -Ba 

setzt die Koeffizienten derselben 
Potenzen yon x beiderseits 
gleich: 

O=A+B 

l=-Ab-Ba 

A=~l_ 
a-b 

B=~l_ 
b-a 

x=a 
dann 1st: 

l=A(a-b) 

weiter setzt man: 

x=b 
dann ist: 

1 =B(b -a) 

1 
A=-

a-b 

1 
B=----

b-a 
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r dx _ 1 f dx + 1 f dx 
JCx-a)(x-b)- a-b x-a b-a x-b 

US'Y. 

. f dx 1 x 2. Man zelge, da13: ( ) =-1--+ C x a-x a a-x 

1 1 A B 
x(a-x) (x+O)(a-x)= x+O+ a-x 

usw. 

Integrale von diesel' Form sind sehr haufig in del' chemischen 
Dynamik. 

3. Man lOse: r 0 d~o 0 

J~"- "X" 

1 1 1 

usw. 

J. J. Thomsons Formel fiir die Bildungsgeschwindigkeit del' 
Jonen in gewissen Gasen (d. h. del' Zunahme ihrer Anzahl 11 in 
der Zeiteinheit) unter dem Einflu13 von Rontgenstrahlen lautet z. B.: 

dn 0 

-=q-an" 
clt 

somit: 

f cln 
q-an2 =t 

Es ist zu beweisen, da13: 

'l/_q_+n 
1 V a 

t=----.-.l-~--

2aV-~ V~--n 
q und a sind Konstanten. 

4 X2+X+ 1 
. (x2+4) (x+2) 

X2+X+ 1 

(x + 2i) (x- 2i) (x+ 2) 
vid. Fullnote 1) 

1. Imaginal'e und komplexe GroBen: 
Es gibt keine l'eelle Zahl, welche bei del' Multiplikation mit sich selbst 

ein Resultat mit negativem Vol'zeichen liefert; sowohl: 
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denn: 
X2+ 4 =(x+ 2i) (x- 2i), 

wir schreiben nun analog wie friiher: 

x2+x+l ABC 
(x+ 2i) (x-2i) (x+2) = X+2i+ x-2i+ x+ 2 

+ a . + a = a2 als: - a . - a = a2 

DaB a2 das El'gebnis del' Multiplikation von +a mit sich selbst, als auch del' 
Multiplikation von - a mit sich selbst sein kann, dl'iickt man aus, wenn man 
schreibt: 

{Oft=±a 
Die Quadratwurzel aus einer negativen GroBe kann also keine l'eelle Zahl sein. 
Nichtsdestoweniger kommen Formen wie etwa:.j a2 bei mathematischen 

Untersuchungen haufig VOl'; fassen wir uun - a2 auf als das Pl'odukt aus a2 

und - 1, so konnen wil' V - a' als das Pl'odukt von ± a und f=l dal'stellen. 
Man nennt ± a den l'eellen und Fl den imaginaren Teil von .j - a~ ; 

nach G a u B bezeichnet man v=-r kurz mit i und schreibt also: 

.j a2 =±ai 
i =.j -. 1 folgt allen Regeln del' Algebra; so ist: 

i· i= (y 1)2=_1 i .(-i) = - ([=-1)2=-(-1)= 1 
allgemein ist: 

i 4H+2 =_1 
usf. 

n bedeutet eine positive ganze Zahl. 
Ausdriicke, die durch Summierung reeller und imaginal'er GroBen entstehen, 

wie etwa: 
a±bi 

heiJ3en komplexe GroBen. 
a+bi und a- bi 

nennt man konjugierte komplexe GroBen. 

(a+bi)+(a-bi)=2a 
(a+ bi) (a -bi) = (b + ail (b - ai)= a2 + b2 

Die Summe und eben80 das Proclukt von konjugierten komplexen GrUBen 
sind reelle GroBen. 

illan beachte, daB die Cluadratische Gleichung: 

x'+bx+e=O 
die heiden vVurzeln: 

b ... ~ -"2+V 2- e und -%-V~"-e 
hat; die beiden vVurzeln sind offenbar konjugiel'te komplexe GroBen, wenn: 

b2 -4c<O 
Das Produkt und del' Quotient aus zwei nichtkonjugierten komplexen Grijt\en 

sind wieder komplexe GroBen: 

(a+ bi)(c+ di)= Cae - bd) + (acl+ be) i 
a+bi=~e-bd+ be+acl i 
c+di c"+d" c2 +d2 
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Multiplikation auf beiden Seiten mit dem Nenner del' gegebenen 
Funktion liefert: 

X2+X+ l=A(x- 2i)(x+2)+B(x+ 2i) (x+2)+ C(x+2i) (x-2 i) 

Weiter kannen wir nun nach Methode a) odeI' b) vorgehen; 
wahlen wir die letztere als die raschere, so haben wir in del' vor
stehenden Identitat zu setzen: 

erst: x=-2i, es ergibt sich: A=~+2i 
8 (1 + i) 

und weiter, wenn man Zahler und Nenner mit (i-i) multipliziert: 

5-i 
A=--

16 

dann setzen wir: x = 2'i, es ergibt sich: 
3-2i 

B=------c----c 
8 (i-i) 

und weiter, wenn man Zahler und Nenner mit (1 + i) multipliziert: 

B=5+i 
16 

schlie.IHich setzen wir x = - 2, und finden: 

usw. 

Auch wenn also im Nenner komplexe Faktoren Yorkommen, 
ist die gelernte Methode anwendbar; sie ist aber dann ziemlich 
schwerflillig und liefert ein wenig elegantes Resultat, in dem kom
plexe GraBen vorkommen, was wir vermeiden kannen. Wir sehen 
namlich, daB die Zahler A und B der Partialbruche mit konjugiert 
komplexen Nennern ebenfalls konjugiert komplexe Zahlen sind, -
dies drucken wir kurz aus, wenn wir schreiben: 

A=a+bi, B=a-bi 

I II III 
~ ~ ----

x2+X+l d a+bi a-bi C 
(x2+4)(x+-2) x=x+2i+ x-ii+ x+2 

Addieren wir nun die Partialbriiche I und II, nachdem wir 
sie auf den gemeinschaftlichen N enner x 2 + 4 gebracht haben, so 
erhalten wir als Ergebnis einen Ausdruck von del' Form: 

11fx+N 
x2+4 

wenn wir: 
Mellor-Wogrinz, H6here ~fathematik. 9 
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M=~ 
8 

und 
1 

N=--
4 

Wir schreiben nun gleich von vornherein, statt drei Partial
brii.che del' einfachsten Form zu bilden: 

_x2+~+~_Mx+N _~_ 
(x2+4)(x+2)- x2+4 + x+2 

und haben jetzt zunachst M, N und 0 zu bestimmen; wir multipli
zieren in del' vorstehenden Gleichung auf beiden Seiten mit dem 
Generalnenner: 

(x2+4)(x+2), 
erhalten: 

X2+X+ 1 =(Mx +N) (x+ 2)+ 0(X2+ 4) 
=x2 (M+ C) +x(N+ 2M)+ 2N+ 40 

durch Gleichsetzung del' Koeffizienten gleicher Potenzen von x 
weiter die drei Gleichungen: . 

und daraus: 

l=M+C 1=N+2M 

M=~ 
8 

1=2N+4C 

1 
N=--

4 

so da.B sich schlie13lich ergibt: 

r x2+x+l f~x- ~ dx+~ r~ 
J(x2+4)(x+2) x 2 + 4 8 .Ix+ 2 

5f xdx 1 r dx 3f dx 
=8 x2+4 -4 x2 +4+S x+2 

= 156l (X2 + 4) - ! arctan (~) +~l(X+2)+Konst. 
usw. 

5. 
(x - 3 - 2 i) (x - 3 + 2 i) (x - 3) 

ist zu integTieren. 

Wir konnten entweder nach del' zuerst gelernten Methode vor
gehen und die drei Partialbrii.che: 

A 
(x-3)-2i 

bilden, odeI' wir beachten, da13: 

(x-3)-2i 

B 

und 

C 
x-3 
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konjugiert komplexe Zahlen sind, und setzen: 

(x-3 - 2i)(x-3+ 2i)(x-3) 
Mx+N +~ 

{(x-3)-2i}{(x-3)+2i} x-3 

Mx+N C 
(x - 3)2 + 22 + ;-=-3 

Multiplikation mit dem Nenner des zu integrierenden Aus
druckes liefert: 

x 2 _ 8=(Mx+N)(x- 3) + C{(x- 3)2 + 22} 

=x2(M+ C)+x(N- 3M-6C)+ 13C-3N 

Gleichsetzung der gleichen Koeffizienten derselben Potenz von 
x ergibt: 

und daraus folgt: 

M=~· 
4 

O=N-·3M-6C 
-8=13C-3N 

N=~ 
4 

C=~ 
4 

Die Behandlung des ersten Integrales del' rechten Seite ist 
leicht; wir setzen: 

x-3=y 
somit: 

dx=dy 
und kommen zu: 

und wenn wir jetzt fur y wieder x - 3 einsetzen, finden wir: 

f !x+ 15 
4 4 3 { ( )~ ~ } + (X - 3) (X_32)+2~dx=8l x-3 -+2- 3 arctan ~ 

und schlieBlich: 
9* 
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f x2-8 
(x-3-2i) (x-3+2i) (x-3) 

: l{ x-3)2+2 2 }+ 3 arctan (x 2 3) 

1 +4l (x- 3) + Konst. 

5. H. Dannell kommt bei seinen Studien iiber die freie Energie 
chemischer Reaktionen (Zeitschr. f. phys. Chemie, 33, 415, 1900) 
zu einer Gleichung von der Form: 

x2 dx =kdt 
a4_x4 

es ist zu zeigen, daB: 

~-----c- = - --- arctan - + -l---+ Konst. f 
X2 dx 1 (x) 1 x + a 

a4_x4 2a a 4a a-x 

Man beachte,' daB: 

bestimme jetzt M, N, C und D usw. 

Nach Zerlegung der gegebenen echt gehrochenen rational en 
Funktion konnen uns also schlieBlich nur die foIgenden Arten von 
Integralen vorkommen: 

1. S dx 
C --+ =Cl(x+a)+C' x a -

2. 

3. S dx C (x)+, C ~+ .=-arctan - C 
x a" a a 

nnd eventuell (Beispiel 5) die Form: 

cf(x!~tfb2 dx 

die abel' durch die Substitution: 

x±a=y 
(somit: x=y+a dX=dy) 

auf die Formen 2. und 3. zuriickgefiihrt wird. 
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IL Fall. 

Del' Nenner del' gegebenen Funktion kann in Faktoren zerlegt 
werden, unter denen einige gleich sind, wie z. B. in: 

x2-2x+3 
(x+1)2(x-3) 

Wir konnen dann nicht so vorgehen, wie im Fall 1., denn 
wenn wir schrieben: 

x2-2x+3 ABC 
(x+1)2(x-3) = x-Fi+ x+l + x-3 

_A+B _~ 
-X+1+x-3 

so ware del' Generalnenner del' recbten Seite: 

und nicbt: 
(x+1)(x-3) 

(x+1)2(x-3). 

Wir setzen vielmehr an: 

. (7) 

Jetzt multiplizieren wir wieder auf beiden Seiten mit dem 
Generalnenner und es ergibt sicb: 

x2 _ 2x+ 3 =Al (x- 3) +A2 (x + l)(x- 3)+ B(x+ 1)2 
=x2(A2+B)+x(AI-2A2+2B)-3AI-3A2+B 

Hier beben wir links und recbts die Koeffizienten gleicher 
Potenzen beraus und setzen sie gleicb: 

1=B+A2 
- 2 = Al - 2 A2 + 2 B 

3=-3AI -3A2 +B 

und diese Relationen liefern: 
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Beispiele. 

1. Goldschmidt hat rur die Geschwindigkeit einer gewissen 
Reaktion die Formel: 

4~ = k (a - x) (b - x)2 
dt 

aufgestellt; man zeige, daB: 

kIdt = f (a-x:~b-X)2 = (~_l b2) {; ! -l~ :} + C 

urn C zu bestimmen, setzen wir: 

x=o filr t=o 
Das Endresultat lautet: 

kt(a-b)2= (a-b)x +l~(b-X) 
b(b-x) b(a-x) 

. r dx 1 x + 1 1 
2. Man zeIge, daB: J(X-=1)2(X+1)="4 l x -1-2 (x-i) + C 

(W. Meyerhofer, Ztschrft. f. phys. Chemie, 2, 585, 1888.) 
3 

J dx 1 2 x+2 
3. Man zeige, daB: X2(2x-f-S)=-ax+gl-x--+C 

usw. 
daB: 

2 8 1 1 
3(;;+ 2) +-gl (x+2) - 3 (X_1)+gl(X-1)+C 

durch Multiplikation mit dem Generalnenner usw. sind die Zahler 
AI' A2 , Bl und B2 zu bestimmen; man findet: 

2 8 1 
Al =-"3 A2 =g Bl =-3 

1 
B Q =-·-

" 9 
usw. 
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Der Leser mage sich vor Augen halten, daB er in jedem Stadium 
die Richtigkeit seiner Rechnung prill'en kann; die Summierung der 
Partialbriiche muB die zu zerlegende Funktion ergeben, ebenso 
muJ3 sie als Resultat erscheinen, wenn man das Endergebnis del' 
Integration differenziert. 

Auch wenn im N enner komplexe Faktoren vorkommen, von 
denen einige einander gleich sind, wie z. B. in: 

x'3+ 2 x3 +2 
(x~+ 22t (x+2iYZ(x-2i)2 

bliebe unsere Methode anwendbar; wir hatten zu setzen: 

x3 + 2 At + A2 + Bl + B2 
(X2+ 22)2 = (x+2i)~x+ 2-{ (x =-2 T)2 x- 2 i 

jetzt AI' A2, Bl und B2 zu bestimmen, usw. 
Wollen wir abel' in del' Rechnung und im Resultat kOlllplexe 

GraBen vermeiden, so miissen wir andel's vorgehen. 
Wir kannen eine echt gebrochene. rationle Funktion, deren 

Nenner bei del' Zerlegung konjugiert komplexe Faktoren liefel't, 
untel' denen einige gleich sind, wie z. B.: 

{ (x) 

~-+ ~2);'(X2 +b2)'~' (x~c)(x-d) 
{(x) 

(x+ai)1!(x-ai)H(x+ bii~(x-bii'(x-c) -(X':"ci) 

(illl Kenner kOlllmen die konjugiert komplexen Faktoren: 

x + ai und x - ai 

n mal, die konjugiert komplexen Faktoren: 

x+bi x-bi 
m mal VOl') dl1rch die Summe: 

1}[1 x + Nt + M2 X + N2 + Jlf,l X + N,l 
(x 2 + a2)n (x2+a2)n t (X2+~-2)"-2 + 

+ Pt X + Ql + P 2 X + Q2 + POl X + Q:) + 
(x2 + b2)'" (x2+b2Y;;-1 (x2+a2J"''''':'S 

C D 
+x~-~+x~d 

darstellen. Dann sind zunachst die GraBen Ml , ... 111", Nl , ... N n , 

PI' ... Pm, Qt, .. · Q"" C und D zu ermitteln, indem man wieder 
beiderseits mit dem N enner del' gegebenen Funktion multipliziert, 
die Koeffizienten gleicher Potenzen von x gleichsetzt usw. 

In unserem Fall hatten wir also zu schreiben: 

x>3+ ~_ 1J!ll x+N +~~2_x+N2 
(x 2 + 22)2 - (X2 + 22)2 x 2 + 22 
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Multiplikation mit dem Generalnenner liefert: 

x3 + 2 = M2 x 3 + N2 x2 + (Ml + 4 M2) x + Nl + 4 N2 

woraus dann weiter folgt: 

Ml =-4 Nl =2 
somit ist: I IT 

~ ,----'~ 

J 
X3+ 2 __ f-4X+2 dX+J xdx 

lX2 + 22l - (X2 + 22)2 x2 + 22 

Die Losung des Integrals II macht keine Schwierigkeiten, -
solche Formen sind uns ja auch schon beim Fall 1. vorgekommen: 

f xdx 1 (Q+ Q) 
X2+ 22="2l x- 2-

Die Behandlung des Integrales I bietet abel' zum Teil N eues; 
zunachst ist: 

Dem ersten rechtsstehenden Ausdruck konnen wir nun leicht bei
kommen; wir setzen nach § 50, II.: 

und finden: 

1 
xdx=-dy 

2 

-4f xdx _ 2 
(X2 + 22? - x 2 + 22 

Umstandlicher ist die Behandlung des zweiten rechtsstehenden 
Integrales. Es stellt einen Spezialfall der allgemeinen Form: 

f lX2 ~ a 2)'" 

dar. Wir substituieren zunachst ay fiir x, somit ist daIm: 

(X2 + a2)m = a2m (y2 + 1)"', und: dx = ady 
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Den letzten rechtsstehenden Ausdruck behandeln wir jetzt nach del' 
Methode del' partiellen Integration (§ 51); wir setzen: 

u=J!... und: dv= 2ydy 
2 (y2+ 1)"" 

somit ist: 

Diesen Ausdruck substituiel'en wir nun, fassen zusammen und er
halten: 

r dy y 2 m - 3 r ely 
j(y2+1)m= (2m-2)(y2+1)",-1 + 2m-2jCy2-f- 1)"'-1 

das letzte rechtsstehende Integral k5nnen wir durch die gleiche 

Behancllung weiter auf das noch einfachere r(_,---+el1f~)~2 zul'i.tck
jlY· 1"'-

fi.thren und kommen schlie13lich zu: 

f dy x 
"+~ = arctan y = arctan -y. 1 a 

In unserem speziellen Fall (a = 2, m = 2) setzen wir: 

dann ist: 

x=2y (x2+22)=22(y2+1) clx=2dy 

f(X2~22r :8f(y2~i? 
1 {y 1 } 

=232(y2+1)+2arctany 

x 1 x 
2 3 (x 2 + 22) + 24 arctan '2-

f
-4X+2 X+23 1 x 
(X2 + 22)2 dx = 22 (0+ 22) + 23 arctan-2 

und schlie13lich: 
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Kommen bei del' Zerlegung des Nenners einer echt gebrochenen 
rationalen Funktion gleiche Faktoren VOl', so konnen schlieBlich 
auBer den schon beim 1. Fall besprochenen noch folgende Arten von 
Integralen auftreten: 

1. of dx 
(x+a)'" 

2. 

3. 

Dieses letzte Integral ist durch schrittweise Reduktion zu ver
einfachen, wie wir es eben gelernt haben. Formen wie: 

stellen keine neuen Probleme dar, da sie durch die Substitution: 

x±a=y 
x=y+a dx=dy) 

auf die Formen 2. und 3. zurilckgefilhrt werden. 

§ 54. Bemerkungen fiber die Integration irrationaler 
Funktionen. 

"\Vir haben schon in frilheren Abschnitten auch eine Reihe von 
Integralen irrationaler Funktion gelOst; hier sollen noch kurz einige 
Andeutungen ilber die Behandlung gewisser allgemeiner Formen 
gegeben werden. 

1. Es kommen in del' Funktion unter dem Integralzeichen 
keine anderen Irrationalitaten VOl', als Potenzen del' unabhangigen 
Varia bIen mit gebrochenen Ecxponenten, wie z. B. in: 

r Vx 3 + yx f xi + xl 
j(xYx _ ~ dx = x (x-1-_ xi-) dx 

)Ian substituiert dann: 

x=y"', somit: dx=(m-l)y",-l cl y 

und wahlt m so, daB diese Zahl durch die Nenner aller Exponenten 
teilbar ist; in unserem Fall hatten wir zu setzen: 

x = yl~, somit: dx = 12 yll dy 



Bemerkungen libel' die Integration irrationaler Funktionen. 139 

Die Integration dieses Ausdruckes ist leicht. 
2. Es kommen in der zu integrierenden Funktion keine 

anderen Irrationalitaten vor, als Potenz eines Binoms: 

ax+b 

mit gebrochellell EXpollenten, also Formen wie: 
r 

(ax + b)-;-, 

x selbst erscheint nur mit gallzzahligen Enponenten; setzt man 
dann: 

somit: 
ax+ b=t 

1 b 
x=-t--

a a 
1 

dx=-dt 
a 

so wird diesel' Fall auf die Behandlung des friiheren zuriick
gefUhl't. 

Man setzt: 

Beispiel: 

x+a=t x=t-a dx=dt 

r dt f dx 
J(t-a)Vt= x Vx+~ 

Jetzt substituiert man y2 fUr t: 

r dt = 2 f--.dy--
J (t-a) Vt y--a 

usw. 
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3. Es kommen in der zn integrierenden Funktion keine anderen 
Irrationalitaten Yor, als Potenzen eines Ausdruckes yon der Form: 

ax+b 
Ax+B 

mit gebroehenen Exponenten, also Ausdrucke wie: 

(~~)~ Ax+B ' 
( ax+ b)~ 
Ax+B q, •••• 

x selbst erseheint nns mit ganzzahligen Exponenten; setzt man dann: 

ax+b =t 
Ax+B 

somit: 
Bt-b 

x=---
a-At 

Ba-Ab 
dX=(a_A)t~dt 

so wird aueh diesel' Fall wieder auf die Behandlung des ersten 
zuriiekgefUhrt. 

4 a. Es kommen in der zu integrierenden Funktion keine anderen 
Irrationalitaten Yor, als Potenzen mit ganzzahligen Exponenten eines 
Ausdruekes yon der Form: 

Vx2 +ax+ b 
x . selbst tritt nur mit ganzzahligen Exponenten auf. Man setzt dann: 

Vx 2 +ax+b=yx+Vb 
daraus ergibt sieh: 

x 2 +ax+ b=y2X2+ 2yxVb + b 
und somit weiter: 

_2yVb-a ,/ 2+ +b_y2Vb-ay+Vb 
x - 1'> Y X ax - 1 0 -y. - y-

d - 2 (y 2 Vb-ay+ Vb) d 
x- (1_y2)2 y 

Fiihrt man nun die fUr x, dx und VX2 + ax + b gefundenen 
Ausdriicke in die zu integrierende Funktion ein, so erh1ilt man einell 
Ausdruck, in dem nul' Potenzen yon y mit ganzen Exponenten Yor
kommen, der also zum mindesten nach der Zerlegung in Partial
briiche integrierbar ist. 1m Ergebnis der Integration ist dann wieder 
y durch x auszudriieken, also: 

Vx2+ax+b-Yb 
y= x 

zu setzen. 
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Ein Beispiel: 

Dureh die Substitution: 

~/ Q+ +b y2Yb-ay+Yb 
I'X" ax = l-y2 

d =2y2Yb-ay+Yb d 
x (1_y2? y 

geht das Integral: 

f dx iiber in: 2f~ 
Yx2 +ax+b l_y2 

2f~-=f~-+f~=ll+~ 
l_y2 l-y l+y l-y 

=lx+v'X2+n -tb-Vb +0 
x-Yx2+ax+b+Vb 

4 b. Kommen in der zu integrierenden Funktion keine andere 
lrrationalitaten vor. als Potenzen mit ganzzahligen Exponenten 
eines Ausdruekes von der Form: 

Y-x2 +ax+b 
und x selbst tritt nur mit ganzen Exponenten auf, so setzen wir 
wieder: 

Y-x2 +ax+b=yx+Vb 
Wir finden auf demselben Weg wie oben, daJ3 dann 

. a-2yYb 1st: ---.~ 
1+y2 

fiir: x einzufiihren 

Yb+ay-y 2Yb 
" " 1 +y2 

" 
dx 

" 
Yb+ay-y 2Yb-a 

,,-2 (1+y2)2 Y 

4c. Kommen in der zu integrierenden Funktion keine anderen 
Irrationalitaten vor, als Potenzen mit ganzzahligen Exponenten eines 
Ausdruckes von der Form: 

Vx2 +ax-b 
und x selbst tritt nur mit ganzen Exponenten auf, so gehen wir 
folgendermaJ3en vor: Wir suchen zunachst die beiden Wurzeln der 
quadratischen Gleiehung: 

x2 +ax-b=O 
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sie mogen mit Xl und x2 bezeichnet werden; es ist also: 

x2+ax - b=(x-xl')(x-x2) 

Wir setzen nun: 

VX2 + ax- b=V(x-xl ) (x - x2) 

gleich: 
(X-Xl)Y 

durch Quadrierung beider Seiten von: 

Vex - Xl) (X - x2 ) = (X - X1)y2 

ergibt sich: 
X-X2=(X-Xl )Y 

und daraus folgt weiter: . 

Die fiir x, VX2 + ax - b und dx gewonnenen Ausdriicke fiihrt 
man jetzt in die zu integrierende Funktion ein usw. 

Ob del' Koeffizient a von x in den Ausdriicken: VX2 + ax + b 
usw. eine positive, eine negative Gro.l3e oder gleich Null ist, ist an 
sich fiir die obigen Betrachtungen belanglos; ist er gleich Null, 
handelt es sich also um die Integration von Ausdriicken, in denen 
die Irrationalitltten: 

oder: oder: 

mit ganzzahligem Exponenten vorkommen und auch x nUl' mit ganz
zahligen Exponenten auf tritt, so gibt es allerdings oft raschere Wege 
zur Losung des vorgelegten Integrals (vid. §§ 50, 52). 

Man beachte femer beim Studium von 4 a, 4 b und 4 c, da.13 
sich ein Ausdruck von del' Form: 

Vax2+Px+rx 
leicht auch die in 4 a betrachtete Form zuriickfiihren lli.l3t: 

Vax2 +px+r =a-h /x2+lx+L V a a 

=atVx 2 +ax+b 
wenn man zur Abkiirzung: 

l=a und 
a 
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setzt. Ebenso ist: 

Y - ax2 + (lx +- r = at Y - x2 + ax + b 
und: 

1 

Yax2 + (lx-r=a2 Yx 2 +ax-b 

wenn a fiir (lla und b fiir rIa schreiben. 

§ 55. Quadt'atur del' Kurven; bestimmte Integrale. 

PQ (Fig. 57) sei ein Stuck einer Kurve; - die Aufgabe 
ist, die Flache zu bestimmen, welche durch den Bogen PQ, 
die Ordinaten PM und Q N und das 
Stuck der X-Achse MN abgegrenzt wird. B 

Annahernd kann sie ermittelt wer- IT 

den, indem man PQMN in schmale 
Streifen senkrecht auf der X-Achse zer
legt. Nun berechne man zunachst die 
Flache jedes einzelnen Streifens, unter 
der Annahme, daB die 0 beren Begren-
zungen statt Bogen gerade Linien sind, A 

und addiere die Inhalte aller der so 
berechneten Trapeze. a, 

Es soIl z. B. PQMN durch LR bloB 
.. in zwei Streifen zerschnitten werden; 

o ,'-_--""-z ~ r_'L __ ~;V 
?£ 

Fig. 57. 
- -

man ziehe die Sehnen P R und R Q und 
hat dann: 

PRQMN=PRLM+PRLN 

Diese Flachensumme stellt ersichtlich eine rohe Annaherung an 
den Inhalt der auszumessenden Figur PQ MN dar; die schraffierten 
Teile des Diagramms zeigen die GroBe des begangenen Fehlers. 

Ohne weiteres leuchtet nun ein, daB diese Abweichung immer 
geringer wird, je schmaler wir die einzelnen Streifen machen, denn 
desto geringer wird der Unterschied zwischen Bogen und Sehne 
sein, die schlieBlich bei unendlich geringer Streifenbreite zusammen
fallen. 

In Fig. 58 sei: PM=y fiir: OM=x 
und: R8=y+Lly" 08 =x+Llx 

Ll A heiBe der Flicheninhalt des betrachteten Stilckes PRM 8; 
ware P R kein Bogen, sondern eine Gerade, so hatten wir: 

1 1 
LlA=2Llx(PM+R8)=Llx(Y+21y) (1) 
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lassen wir L1 x immer kleinere Werte annehmen, so nahert sich das 
Verhaltnis ALi/Ax einer Grenze: 

y 

ALi d..A 1 
lim Ax= dx = lim (y +"2 Ay)=y (2) 

Jx=O Jy=O 

resp.: clA = ydx 

Mit dem Obergang zur Grenze verschwindet 
aber der U nterschied zwischen Bogen und 
Sehne; - d..A ist der Inhalt eines Streifens 
del' Figur von der Breite dX, die Summe der 
unendlichen Anzahl solcher Flachenelemente 
ydx, die zwischen PM und QN liegen, das 
bestimmte Integral von ydx zwischen den 

..,.j--~fI!!:II.W.LIoIlIO.LIIlIIIII.i.Ifr'L Grenzen: X= O.Ll{ und X= ON: 

Fig. 58. 

definiert die Flache del' Figur PQMN. 

Urn die angedeutete Rechnung wirklich ausfuhren zu konnen, 
mussen wir VOl' allem die Gleichung del' begrenzenden Kurve wissen; 
sie ist eventuell erst nach y aufzulOsen, und dann haben wir zu-

nachst das allgemeine Integral fYdX, den Ausdruck fUr ein un

bestimmtes FIachenstuck zu entwickeln. Aus dem ResuItat ergibt 
sich weiter del' Wert des bestimmten Integrals, del' InhaIt eines 
abgegrenzten Stuckes, indem man den Ausdruck, welchen man durch 
Substitution del' unteren Grenze in das allgemeine Integral erhalt, 
von dem subtrahiert, welcher sich durch Einsetzen des oberen Wertes 
ergibt: 

. Allgemeines Integral: ff'(X)dX=f(X)+C, 

bestimmtes 
" F'(X)dX= [{(x)~~l- [{X~~l 

gewohnlich kurz geschrieben: = [((x)] ~ = (eb) - ((a) . (3) 

a) Man sieht leicht ein, warum die HinzufUgung einer Kon
stante C zu [{(x)]! uberflitssig ist, und ferner ergibt sich sofort 
(siehe Fig. 59), da13: 
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I II ill IV 

b) f~' (x) dx • f;"(X)dX + f~'(X)dX + J~'(X)dX (4) 
a 

denn: 
I II III IV 

-'-- ,-..''-- -'-- -'--
f(b)-fCa) = f(c)-f(a) + {(d)-fCc) + f(b)-f(d) 

Weiter leuchtet ein, daJ3: 

c) - f;'(X)dX =S;'(X)dX 
a b 

- {feb) - f(a)} = f(a) - feb) (5) 

!I 

Fig. 59. Fig. 60. 

Wir haben bei unseren Untersuchuugen bisher vorausgesetzt, 
daJ3 das betrachtete Stuck der Kurve y ganz uber der X-Achse liegt; 
ist dies nicht der Fall, sondern liegt ein Teil des Bogens unter der
selben, so beachte man, daJ3 (Fig. 59): 

S:dX = S:ax + S:dX + J:dX 
a (1 c a 

seine geometrische Bedeutung als Flaehe allerdings beibehiUt, daJ3 
aber die y fUr alle x § ~ negative Werte sind, somit aueh die Flaehen 

d 

differentiale y d x; Summe Jy dx geht mit negativem Wert in die 
c 

Addition ein. In Fig. 60 ist ein Stuck der Sinuskurve: 

y=sinx 

und zwar del' Bogen fUr x von 0 bis 2 n gezeichnet; im Einklang' 
mit dem Gesagten ist: 

f::i: x d x = f:~n x d x + f:i: x llx 
o 0 rr 

- [cosx]~'" =- [cosxl~ + {- [cosxt,}= 0 
Mellor-Wogrinz, Rohere Mathematik. 10 
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Handelt es sich nun darum, blo.l;l den numerischcn Wert der 
Flache des abgegrenzten Stuckes zu ermitteln, so ist Vorstehendes 
zu berttcksichtigen; man mu.l;l z. B. beim letzten Exempel in zwei 

Schritten vorgehen, - erst den Wert von fs~nxax el'mitteln und 
~n 0 

dazu das Stuck fSinxdx mit negativen Vol'zeichen addiel'en; del' 

'" Flachenraum des vom gezeichneten Bogen del' Sinuskmve und del' 
X-Achse cingeschlossenen Stuckes ist also gegeben durch: 

fs~n x d x + { - fS2i:XdX} . (6) 
o " 

resp. nach c): 

f;inXdX + rs:nxdx= -[cosx]~ + {-[cos x];) = 2 
o J~n 

(7) 

Del' Flachenraum des von del' Kurve a' cdb' (Fig. 59) und del' 
X-Achse begl'enzten Stuckes: 

f;dX+{ - f;dX+}+ fi dX 

= r;dx+f;dX+ r;dX 
J~ d J~ 

Die Bel'echnung des Flacheninhaltes von sol chen ebenen Figul'en 
nennt man Quadratur del' Kurven. 

Es wird delll Leser elllpfohlen, bei derartigen Aufgaben stets 
eine Zeichnung anzufertigen, und sich die Verhaltnisse erst an diesel' 
klarzumachen. 

Beispiele: 

1. Eine Kmve (Fig. 61) sei durch die Gleichung: 

8Y=X2 
gegeben; man soIl die Flache A' ABB' berechnen; OA' = 2, OB' = 7 

F=~r~2dx =~ [xa] 7= 335 
8J~ 24 2 24 

2. Die Flache F der Figm Q1 P1 P2 Q2 (Fig. 62) zu bestilllmen; 
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die begrenzende Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel mit del' 
GIeichung: 

xy=l 

OQl = xl> OQ2=X2 ; wir haben dann: 

F = r;~ = [l x y. = l (·x2 ) 

J:x Xl Xl 
Xl 

setzt man Xl = 1 und x2 = x, so erhliJt man: 

F=lx 

Del' Flacheninhalt del' Figur AlAPQ, in welcher OAl = 1, gibt 
also die geometrische Deutung del' Funktion lx. 

y y 

x 
o 

Fig. 61. 

3. Den Flacheninhalt einer Ellipse mit del' GIeichung: 

x 2 y2 y=+!!.-~/a2_x2· a2+ b2 = 1, resp.: - a Y 

zu ermitteln. 
Wenn die Kurve im erst en Quadranten die X-Achse schneidet, 

hat X den Wert a; wenn sie die Y-Achse schneidet, den Wert.null. 
Die Summe alIer Flachenelemente im ersten Quadranten ist daher: 

fx=a fa 
ydx = ~ Va2-x2 dx 
x=o o. 

b [1 ~ /-"-,, + 1" . X] a =- ~x Y a"-x- ~a"arcsm-
a 2 2 a 0 

ab . abn 
=-arCSln 1 =--

da: 

2 4 

n 
arcsin 1=-

2 
10* 
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Die ganze Flache der Ellipse ist viermal so gro./3 als der in 
einem Quadranten liegende Teil, also: 

F= abn . (8) 

Werden gro./3e und kleine Achse gleich, a· b, so geht die 
Ellipse in einen Kreis uber,. dessen Inhalt a2n ist. 

4. Die Gleichung einer Kurve ist (Fig. 63): 

!I 

Fig. 63. 

1 
y = 12 (x-i) (x- 3) (x- 5) 

sie schneidet die X-Achse in den 
Punkten: 

A(x= 1) B(x=3) C(x= 5) 

Es ist die FHiche zu bestimmen, 
welche die Fig. DlDABCEEl einnimmt, 
wenn ODl =- 2, OEl = 7. 

Sie ist nach dem fruher Gesagten offenbar: 

f +1 fS f5 7 
- ydx+ ydx+{- Ydx+}+fYd.r: 

-2 1 S 5 --- '-.-' '-.-' StlickADDl StlickAHB StlickBFO 
'-.-' 

StiickOEEl 

f-2 fS fS 7 
= ydx+ ydx+ Ydx+fYdX 

+1 1 5 5 

Die Losung des allgemeinen Integrales ist leicht: 

fydx = I-f(X-1) (x - 3) (x-5) = ~ f(X3 - 9x2 + 23x -15) dx y 12 12Y 

Der Leser flihre die Reclmung aus und gebe sich genau Rechen
schaft uber die Bedeutung des Resultates im Vergleich zum Er-
gebnis von: 

f+7 1 99 
ydx=-(119-416)=-
-2 48 . 16 

5. Zwei Kurven: F' (x) und f"(x) (Fig. (4) schneiden sich in 
den Punkten Pl (x = a) und Ql (x = Ii); es ist das zwischen den 
Bogen P ABQ und PA' B' Q liegende Stuck zu berechnen. 
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-------- y Man bestimmt zuerst: M P A B Q Nl 

f~'(X)dX 

-------und subtrahiert davon M PA' B'Q N 

f~I(X)dX 
a Fig. 64. 

Die Differenz [F(X)-f'(x)J: ist das gesuchte StUck. 

Ware A A I B' B zu ermitteln, so hatte man zu bilden: 

f~"(X) dx.- ft(X) dx 

= [FI(X)-f"(X)]: 

wenll 08 = d, und OR = c. 

Quctdratur von Kurven bei Verwendung von Polarkoordinaten. 
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Dic Koordinaten eines Punktes P del' Kurve Pl P A (Fig. 65) 
seien J" und cp, die eines benachbarten Punktes Pl , r + Llr und 
cp + Ll cpo 

Del' Flacheninhalt des Dreieckes 0 P Pl ist: 

1 
Ll 8 = "2 0 P . 0 Pl sin L1 cp 

=~ r(r+L1r)sinLlcp (9) 

Diesel' Flacheninhalt wird dem 1n

halt des Stiickes 0 FPl urn so nahcr 
liegen, je mehr die Sehne sich dem 
Bogen nahert, d. h. je kleiner L1 cp wird. 

Sehne und Bogen fallen zusammen, _~ ___ "-_"""' __ ~x 

wenn Ll cp = d cp; wir gehen also zur 
Grenze des Ausdruckes: 

L18 =~ r (r+ L1r) sin L1cp 
Llcp 2 L1cp 

itber, und haben, da: 

Fig. 65. 
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respektive fUr ds, das Flachendifferential: 

d 1. 
S="2 r -d <p (11) 

und der Sektor, die FHi.che, die zu einem endlichen Stuck der 
Kurve gehort, ist: 

(12) 

wenn <Pl und <P2 die <P del' Endpunkte des begrenzenden Bogens sind. 

Beispiele: 

1. Man solI den Flacheninhalt des Sektors Pl OP2 bei der 
Spirale des Archimedes (Fig. 66): 

,.= a<p 
berechnen. 

- a2 r SJ'h -- <P 
6 L 'I. 

x 

Fig. 66. Fig. 67. 

2. Die Gleichung des "Folium Cartesii" (Fig. 67) lautet in 
Polarkordinaten: 

3 a sin <P cos <P 
r = cos~<p + sin a <P 
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,Man solI den FHicheninhalt del' Schleife im erst en Quadranten 
rechnen. 

:n: :n: 

F = ~ f22 d = 9 a 2 f 2 sin 2cp cos 2cp d cp 
2 : cp 2 0 (cos a cp + sin 3cp) 2 

Man dividiere Zahler und Nenner des Bruches unter dem 
IntegTalzeichen durch cos 6cp und beachte, daB: 

d~ = d (tan cp) 
cos -cp 

es ergibt sich: 

F= 9a21:an 2cpd(tancp) =9a212 t2 dt_ 
2 (1 + tan acp? 2 (1 + {'P 

o 0 

wenn man tan cp kurz t nennt: 
J etzt setzt man: 

1 + (l = z, somit: 3 t2d t = dz, 
es wird: 

also schlie13lich: 

§ 56. Bemerkung fiber bestimmte Integrale; Beispiele. 

Del' Leser mage noch zur Dbung die untenstehenden Beispiele 
unter Anwendung des tiber bestimmte Integrale bisher Gelernten 
durchrechnen und Folgendes beachten. 

Wenn wir schrieben: 

fl,(X) dx= feb) - f(a) 
a 

(1) 

haben wir bisher angenommen, da13 b und a unveranderliche feste 
Werte sind; jetzt wollen wir uns vorstellen, da13 z. B. die obere 
Grenze b nicht mehr eine Konstante, sondern eine Veranderliche sei, 
die tiber jeden Betrag hinaus wachst.; wir kamen zum Ausdruck: 

r~(X)dX' den wir als Grenze del' Funktion r;'(X)dX fiir b=oo 
• a J~]. 



152 Integralrechnung. 

auffassen konnen: 

lim f:~(X)dX = lim feb) - f(a) 
a 

(2) 

b = 00 

Ebenso konnen wir a, die untere Grenze, als Variable be

trachten und batten f C+~:)dX zu erklaren als: 

lim f:~(X)dX=limf(b)-limf(a) 
a 

(3) 

b=+OO b=::t:J <t=-:x) 
a= -00 

Derartige Integrale konnen, wie der Leser aus den Beispielen 
ersehen wird, unendlicb sein, einen endlichen bestimmten Wert 
haben odeI' unbestimmt bleiben. 1) 

Beispiele: 

1. f::c = lim [2 Vx r 2 lim Vb - 2 = 00 
V X "1 

1 b=oo b=::t:J 

2. Je: dx = lim I eX lJb= lim er, - 1 = 00 
o c 0 

b=oo b=oo 

3. fo;x dx = -lim [e-xI i-lim e~ = 1 

b=oo 0=00 

4. D~C-2Iim[fxI 2 

b= 00 

') ViTir betrachten hier nur solche bestimmte Iutegrale, bei denen f' (x), die 
Funktion lUIter dem Integralzeichen, kontinuirlich verlaufend flir keinen Wert 
des x: 

a<x<b 
also flir keinen 'Vert des x zwischen den Grenzen der Integration unendlich 
winl, somlern erst flir 

eventuell unendlich win!. 

x=b=oo 

bezw. x= a=- 'l) 
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5. f;S xdx = lim [Sinx I unbestimmt! 

b=oo 

(4) 

f2 2 

7. ~osxdx=[sinx11 . (4a) 

:n: 

8. r:in 2X d x = ~ n. Man lOse zuerst das allgemeine Integral J ~ 4 

durch partielle Integration: 

fSin 2xdx=-sinxcosx+ fCOS2XdX 

=- sinx cos x + f(1- sin 2X ) dx 

2 fSin 2xdx = - sin x cos x + fdX 

:n: 
2 . _ ') 

}
• 0 d 11. + J" n SIn "X x =-2 ! - 8m x COS x x = 

o L 0 4 

9. f:os 2X dx = ~ wird ebenso abgeleitet . 
o 4 

§ 57. Weitel'e Beispiele. 

1. f;in 21l xdx ist zu entwickeln. 

(5) 

. (5 a) 

Fur das allgemeine Integral f sin 2"xdx hatten wir (§ 52 Bei

I'Ipiel 10): 

1. 2n-l}. = - --. sln2n - 1 x cos x + --- sm2 ,.-2 dx 
2n 2n 

und: 
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'" f2 [ j' J2 . 1 . 2n-1 . 
sm2n xdx= --sm2n-1XCOSX+--~ Sln2n - 2 xdx 

• 0 2n 2n 0 

2n_1}2. 
= Sln 2n- 2 xdx 

2n 0 

Setzt man auf beiden Seiten der letzten GIeichung statt n 
(n - 1), so ergibt sich: 

2 2 

roSin2n-2 xdx = _~n - i3.. rsin2n-4 xdx J: 2n-2J~ 
also aus: 

f2 (2n-1) (2n_3)}2 
sin2n xdx = sin2n - 4 xdx 

o 2n(2n-2) 0 

Auf diese Weise kann man fortfahren, bis man auf der rechten 
Seite zum Integral: 

kommt, und findet: 

" 

r:in 2xdx = ~J;x = ~ 
J~ 2 0 4 

r~n:;nxdx = J2n -1)(~~~=-3) .. ~~± ~. :rc • (1) 
J~ 2n(2n-2) .... 6·4·2 2 

und auf ganz gleichem Wege: 

J2 2 d (2 n - 1)(2 n - 3) ... 5 . 3 . 1 :rc 
2. cos "x X= - --

o 2n(2n--2) ... 6.4.22 
(la) 

3. }COS2n+1Xdx=-__ 1+ cos2 nxsinx+ 2+n_--fcoS2n-1XdX 
2n 1 2n 1 

somit: 

f2 9n f2 
COS2n+ 1 xdx =-~---,- COS2n-1xdx 
o 2n i 1 0 

weiter wird: 

f2 2n-2 f2 
COS2 n-1xdx =--- COS2n-3xdx 

o 2n-l 0 

usf., bis: 
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und: 

Weitere Beispiele. 

7f 

2 ~ -

f COS3XdX =~fCOSXdX=~ ISinX] 2 ~ 
o 3 0 aL 0 3 

2 f 2 +1 d 2n(2n-2) .... 4.2 
cos n X X = c-::---,---:-c-~----:--c-'---=--=-
o (2n+1)(2n-1) ... 5·3·1 

2 f ·2 +1 d 2n(2n-2) ... 4.2 4. sm n X X = ---:----=---=-0--'----,--'------
o (2n+1)(2n-1) ... 5·3·1 

7f 

6. fiinnxcosxdX= [S~:~11xr n~ i 
7. Das allgemeine Integral: 
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(2) 

(2a) 

fSinm x cos" xdx = (§ 52 Beispiel 12) 

1 nt-1f. a) = - -- sinm - 1 x cosn+ 1 x + -- slnm - 2x cos" x dx 
m+n m+n 

oder: 

b) 1 . n-1f =-.-- slnm+ 1 xcos,,-l x + -- sin"'xcosn- 2 xdx. 
m+n m+n . 

ist m eine ganze Zahl, > 1, so ergibt a) sofort: 
7f 

r:inm x cos" x dx = m- 1 rs:n"'-2 x cosn x dx . 
J~ m+nJ~ 

(3) 

Je nachdem In gerade odeI' ungerade ist, wird man bei weiterer 

Reduktion nach diesel' Formel entweder zu f;os" x dx odeI' zu 

Zu 5) und 6): fSin"'xCOSXdX= ftmdt, 

f tmdt=_l_. tm+l=sinm+l x 
m+l ·m+l 

usw. 
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2 

f~osn x sin x dx kommen; beide Formen sind in vorstehendem be-

handelt. 
1st n eine ganze Zahl > 1, so liefert b): 

n n 

r~n"'xcosnxdX=n-1 r:inmxcosn- 2 XdX. (3 a) Yo m+nYo 

usw. 

Interessant ist die Berechnung von ;n mittels der Formeln (1) 
und (2 a). 

Fiir irgend ein x zwischen 0 und ~ ( 0 < x < ;) ist jedenfalls 

sin2n+1 x < sin2n x < sin2n - 1 x (4) 

da niedrigere Potenzen eines Bruches groi3er sind als hOhere; 
offenbar ist dann auch: 

oder: 
2·n(2n-2) .... 4·2 «2n-1)(2n-3) ... 5.3.~ 

(2n+1)(2n-1) ... 5·3 2n(2n-2) ... 4·2· 2 

(2n-1)(2n-3) ... 5±;n < (2n-2)(2n-4) .... 4·2 , 
2n(2n-2) .... 4·2.2 (2n-1)(2n-3) .... 5·3 

woraus folgt: 

2 2 4 4 6 6 2n-2 2n 2n ;n 

1'3 '3'5' 5'7' .. 2n-1 . 2-';;-1 . 2n+1 <-2 

;n 2 2 4 4 6 6 -<-.-._.-._._. 
2133557 

2 n-2 2 n 
2n-1 2n-1 

§ 58. Die Gamma-Fullktioll. 
(Dazu Tabelle 1. Seite 396.) 

(5) 

(6) 

Manchmal ist es be quem , die Lasung physikalischer Probleme 
durch bestimmte Integrale auszudriicken, deren numerische Werte 
fiir eine Reihe von Werten der Variablen mehr odeI' weniger genau 
bekannt sind. 
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Solche bestimmte Integrale sind z. B. die elliptischen (§ 61), 
zu denen Legendre Tafeln berechnet hat, ferner w1:l.ren zu nennen 
die Funktionen: 

f;x 
lx 
o 

und das fUr die theoretische Optik wichtige Fresnelscbe Integral: 

f::os ~;>lvdv, 
o 2 

fv 
. 1 

:m"2;>lvdv 

zu dem von Gilbert Werttabellen gegeben worden sind. Weiter hat 
Legendre fUr Werte von n zwischen 1 und 2 Tabellen zu: 

r(n) = f~~'" x'.-1 dx (1 ) 

del' sogenannten Gamma- Funktion oder dem zweiten Eulerschen 
Integral, einer sehr wichtigen und merkwiirdigen Funktion, be
rechnet. 

Mit Hilfe dieser Zusammenstellungen kann nun der angenaherte 
Wert aller bestimmten Integrale, welche sich durch die Gamma
Funktion ausdrucken lassen, leicht ermittelt werden. 

Liegt n zwiscben 1 und 2, dann ist ohne weiteres die Tafel I 
S. 396 zu verwenden; ist abel' n gro1.ler als 2, so beachte man 
folgendes: 

Nach der Methode der partiellen Integration ergibt sich leicht: 

fe-xxn dx=-e-"'x" +n fe-xxn-ldx 

somit, da fUr n > 1 : 

(2) 

r(n+ 1)=nr(n) (2 a) 

Das rechtsstehende Integral la1.lt sich nun weiter durch partielle 
Integration rednzieren nnd man sieht ein, da1.l man endlich, wenn 
11 zwischen zwei ganzen Zahlen liegt, auf ein Integral kommt, bei 
dem der Exponent von x zwischen 0 nnd 1 fallt, dessen Wert 
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also del' Legendreschen Tabelle entnommen werden kann - odeI' 
man findet, wenn n eine ganze Zahl bedeutet: 

r(n+1)=n(n-1)(n-2) .... 3.2.1--,-n! (3) 

Del' Leser mache noch sich kiaI', daI3: 

r(l)=l r(2)= 1 r(o) =00 

und betrachte dann die folgenden Beispiele. 
1. Setzen wir in: 

r(n) = f~:Y y,,-l dy 

y=ax 
so finden wir: 

r(n) = f~:ax (ax)n-l adx 

d. h.: 

f oo 1 
e-ax x,,-ldx =-r(n) an 

o 
(4) 

2. Wir wollen, ohne auf den Beweis einzugehen, festhalten, 
daI3: 

]:
1 ~OOX"'-ldX T(m) T(n) 

2. ym-1(1_y)n-1dy= = . 
(1 + x)"'+n T(m + n) 

o 0 

(5) 

ist, "wenn y=x/1 +x, somit dy=dx/(l +x)2 

f~m-l (1 _y)"-1 dy heiI3t das erste Eulersche Integral odeI' 

die Beta -Funktion; man schreibt sie symbolisch: 

B(m,n) 

Setzt man in del' Beta-Funktion: 

n=l-m 

so ergibt sich nach (5) ohneweiteres: 

J~m-l dy J;1l-1 dx 
"--~ = = rem) r(l - m) 
(l-y)'" l+X 
o 0 

(6) 
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Weiter wollen wir festhalten, daB: 
n 

T(m) T(1 -m) = -.--
SIn mn 

Setzt man in der Beta -Funktion : 

m=l+r n=1-r 
So finden wir wieder nach (5), daB: 

IXlxr dx 
0(1 + xl = r(1 + r) r(1 - r) 

nun ist abel' nach (3): 
T(1 + 1") = r r(r) 

somit: 
T(1 + r) r(1- r) = r T(r) r(1- r) 

rn 

sinrn 

Setzt man im vorstehenden Ausdruck: 

1 
r=-

2 
dann erhalten wir, da: 

sin ; = 1 

leicht die wichtige Relation: 

(7) 

(S) 

(Sa) 

(S b) 

rG) fe: x xn- 1 dX 1 fe~xx~'~dX=V~ (9) 
o n = ___ , 0 

2 

3. Setzt man in del' Gleichung: 

f~x x- -§. dx = V~ 

x = a2 y2 dx = 2 a2 ydy 
so ergibt sich: 

fe:a'Y'dY=~ v~=-~r (~) o 2a 2a 2 
(10) 

wenn nun: 
a=1 

dann ist also: 

(11) 



160 Integralrechllullg. 

Bemerkung. 

Die Integrale vom Typus: 

f:~x'dX. (12) 

haben besondere Bedeutung; eine Losung der wichtigen Differential
gleichung: 

wird z. B. durch diese Funktion dargestellt, die uns in der theo
retischen Optik, der Theorie der Warmeleitung usw. begegn~t. 

Es existieren auch Zusammenstellungen der Integrale, welche 
sich auf (12) zuruckfiihren lassen, so daB der numerische Wert 
derartiger Ausdrucke aus Tab~llen entnommen werden kann. 

In der kinetischen Gastheorie kommen haufig folgende For
men vor: 

setzen wir: 
1 

x 2 =y, somit: X=y-2-, 

so ergibt sich, daB: 

1 _-1_ 
dx=-y t dy 

2 

1 3 foo t 1 3 1 foo -1 3-
yid. S. 158, (3) = 2- . 2 ~-Yy dy= -2' 2 . 2 ~-Yy dy =8 1"n 

somit ist: 

vid. S. 158, (3) 2Nma2f:' J 3 Q 

1"';- ~ .c x dx = 4 Nma - (14) 

ebenso find en wir: 

fOO 
2 Na -x' 3 . --=-- e x dx=Na/1"n. 
1"n 0 

(15) 
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§ 59. Bestimmung des Volumens bei Rotationskorl)ern. 

Die Volumbestimmung bei Korpern nennt man auch "Ku-
batur". 

Stell en wir uns vor, 
das Sttick AB einer Kurve: 

y=f(x) 

(Fig. 68), rotiere um die 
X-Achse. AB beschreibt 
dabei die Mantelflache 

eines Korpers, dessen 
Rauminhalt wir berech
nen wollen. Denken wir 
uns zu dies em Zweck in 
ihn eine Anzahl zu AA' 
und BB' paralleler Schei
ben von der Dicke L1 x 
hineingelegt; - offenbar 
ist die Summe der Volu
mina dieser Zylinder: 

!I B 

x 

Fig. 68. 

um einen gewissen Betrag kleiner als der Inhalt von AA' BB'; 
dieser Unterschied wird um so geringer :werden, je groi3er die An
zahl der aneinandergelegten Scheiben, d. h. je geringer ihre Dicke 
ist, und er wird verschwinden, wenn eine unendliche Anzahl von 
unendlich geringer Dicke zusalllmengesetzt wird. Der Raulllinhalt 
eines solchen Zylinders, z. B. an del' Stelle: 

x=a 
wird nun: 

f2(a)ndx 

sein, und die SUlllllle aller zwischen: 

x=x1 und X=Xn 

liegenden Scheiben von del' Dicke dx ist offenbar: 

das gesuchte V olum des Rotationskorpers. 
Mellor- Wogrinz, Hohere Mathematik. 

(1) 

11 
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Entsteht ein Karper durch Rotation einer Kurve urn die Y-Achse 
(Fig. 69), so ergibt sich auf gleiche Weise, wenn: 

x=cp (y) 
als Volum von: AA' BB' : 

/' 
, 
"\ 

A'/<E:::----tk-----?o\A 

Fig. 69. 

Beispiele: 

y 

yz 

Xz 

Fig. 70. 

1. Del' Leser berechne das Volum des Karpel's, welcher ent
setzt durch die Rotation des Bogens OB (Fig. 70) del' Parabel: 

y2=2px 

2. 
Radius 

Wir 
r: 

v=nf::;~=2 npf;~: = [2 P n~21 "'0' 
",=0 x=O 

nx~ 1 ~ = 2px ---- =-ny -x 2 2 2 2 2 

wollen beweisen, daB das VOlUlll einer Kugel mit dem 

Y 

8 

!/=r 
x =0 

o 
!/=o 
X=r 

4 3 --r' n 
3 

ist. Durch die Rotation des Quadranten 
AB eines Kreises mit dem Radius r urn 
die Y-Achse (Fig. 71) entsteht eine Halb
kugel, deren Vol urn: 

n S;:;y=n f(::':"y2)dy=}r 3 n 
y=O J ~=o 

betragt; das Volum del' ganzen Kugel 
ist somit: 

Fig. 71. 
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3-. Eine Ellipse: 
x2 y2 
a2+ b2=1 

rotiert: a) um die Y-.Achse , b) um die X-.Achse; welche sind die 
Volumina der entstehenden Rotationskorper? 

§ 60. Rektifikation ebener Kurven. 

Die Bestimmung del' Lange einer Kurve, deren Gleichung ge
geben ist, odeI' eines Stuckes derselben nennt man ihre Rektifikation. 

a) Die Gleichung der Kurve ist auf rechtwinklige Koordinaten bezogen. 

Wir sollen die Lange 1 eines Bogens AB del' Kurve: 

(Fig. 72) ermitteln. 
y=f(x) !I 8 

Es seien die Koordinaten von P und Q: 

p{x 
y 

Q{x+Jx 
y+Jy 

dann ist die Sehne PQ, wir nennen sie LI s: 
!It 

x 
Lls=V Llx2 + Lly2 

Nun wird, wie wir uns schon klarge- Fig. 72. 
macht haben, del' Unterschied zwischen Bogen 
und Sehne um so geringer werden, je kleiner wir L1 x annehmen, 
und fur: 

werden die VerhlUtnisse: 

Sehne 
Llx 

und: 

Llx=O 

zugehOriger Bogen 
Jx 

denselben 
Bogen, so 

Grenzwert haben; bezeichnet Lll den zu LI s gehorigen 
ist: 

LIs Lll dl -. /-(dY) 2 

lim Llx = lim Llx = dx = V 1 + dx 
Ax=O dx="O 

d. h. das Bogendifferential dl ist: 

dl= dxV1+ (~r (1) 

und unser endliches Bogenstuck AB hat die Lange: 

(2) 

11* 
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Man kann die Kurve natiirlich auch durch eine Gleichung: 

X= q;(y) 

definieren, das heiJ3t y zur unabhangigen Veranderlichen machen, 
dann ist: 

b) Die Kurve ist in Polarkoordinaten gegeben. 

Es sei die Lange l des zwischen den Winkeln q;l und q;2 liegen
den Bogenstiickes AB del' Kurve: 

f(r,q;)=O 
(Fig. 73) zu bestimmen. 

Die Punkte P und Pl sollen die Koordinaten: 

p{: p {r+Lfr 
T 1 q;+Lfq; 

haben; das Bogenstiick FPl heiJ3e Lf l; 
wie beschreiben nun mit r einen Bogen 
PQ, und haben dann im Dreieck P1 PQ 

fiir die Sehne P P l , die wir Lf s nennen: 

Fig. 73. 

Lfs= V QP2 + QPl 2 

= Vr2sin2Lfq; + Lfr2 

Der Wert del' Verhaltnisse: 

Lfs LfZ 
und 

L/q; L/q; 

ist um so weniger verschieden, je kleiner wiT L/ q; annehmen, je 
mehr P und P1 aneinanderriicken, und es wird sein: 

lim~ =lim~= ~=' f;+ (dr)2 
Lfq; Lfq; dq; V ro dq; 

L1'P=0 L1'P=0 

da ja, wie wir wissen: 

lim (Si~~q;) = 1 

L1'P=0 

Das BogendifferentiaI d Z ist also: 

(3) 
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und unser Bogen AB hat die Lange: 

fT. fT' 1 /. (dr)2 
dl= dcp V r" + dcp 
711 'Pt 

(4) 

Beispiele: 

1. Die Lange des Bogenstilckes AB del' Parabel Fig. 70 zu be-
stimmen. dx y 

dy P 
ydy=pdx 

dl = dy V~+-(~tr = dy V 1)2~ y~ 
f;;=t-f~'y Vp2+ y2 

Yl Yl 

_ 1 I y,n +-2 +p2 1 ( +,; 2+- 2)-]Y' - p L 2 Y P Yi- y Y P Y Y, 

2. Man beweise, daB del' Umfang eines Kreises 2rn ist. 

xdx+ydy=O 
dy dx x 

y 

dl=dx 1+ (- =dx --., =dx -,--. V 'dy)2 Vy2 + X2 V r2 
\dx y- r"-x" 

Die Lange des Bogens im ersten Quadranten (.iE, Fig. 71) ist 
dann: 

jX=" JX=I~x [ x] x=,· rn 
L = d 1 = r -__ _ = r arcsin -- = -

x=o Vr2-x2 - r x=o 2 
x=o y 

del' Umfang des ganzen Kl'eises: 

4L=2rn 

3. Die Lange eines Bogens AB del' 
Kettenlinie (Fig. 74) zu bestimmen; ihre 
Gleichung lautet: 

o x, 
x, 

Fig. 74. 
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x x 

:~= ~ (e x_e-~) 
SOlnit: 

also: 

dl 1 ( -; --;) 
-=- e +e 
dx 2 

4. Man bestimme die Lange eines Bogenstiickes .LiB bei der 
logarithmischen Spirale (Fig. 75) 

r=e'P 

dr r 
dcp=--=-

e'P r 
somit: 

Fig. 75. dl = drV2; l = 1"2 f~~:: h - r 1)V2 

5. Der Leser zeige nun selbst, daB die Lange des Bogens einer 
sogenannten Zykloide: 

x =r (cp - sintp) y = r(l- coscp) 

von cp = CPl bis cP = CP2 : 

4r (cos ~1_ - cos ~2) 
ist. 

§ 61. Bemerkung iiber die sogenannten elliptischen Integrale. 

Funktionen, in denen eine Irrationalitat wie: 

oder: 
V ax3 + bx2 +cx +d 

1"ax4 + bX:3 + cx2 + dx + e 

vorkommt, also unter dem Wurzelzeichen ein Polynom dritten oder 
vierten Grades - (eventuell tritt auch noch x mit ganzzahligen 
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Exponenten auf) -, sind nicht allgemein integrierbar, d. h. es ist 
nicht moglich, das Integral eines solchen Ausdruckes so umzu
gestalten, da13 es auf vollstandig lOsbare Integrale zuruckgefiihrt er
sCheint.1) 

Derartige Integrale nennt man nach Legendre "elliptische"; 
ihr Wert in speziellen Fallen ist nur naherungsweise bestimmbar, 
nach einem Verfahren, das wir spater andeuten werden. 

Probleme der Kurventheorie und der theoretischen Physik flihren 
haufig zu derartigen Ausdrucken, so z. B. auch die Rektifikation 
der Ellipse. 

Das Verhaltnis: 
c 
~=e 

a 

nennen wir die Exzentrizitat einer Ellipse, wenn: 

c2 =a2 _b2 ; somit ist: 

Substituieren wir jetzt von hier in die Gleichung: 

so ergibt sich: 

daraus weiter: 

und fur die Lange eines Quadranten del' betrachteten Kurve das 
elliptische Integral: 

1) Vorausgesetzt, daB die Gleichungen: 

X3+~X2+ ~x+ ~=O 
a a a 

beziehung-sweise: 

!+ b 3 ' c "+ d + e 0 x aX -t- aX· aX a = 

nicht mehrere g'leiche L5sung-en haben, denn wenn dies der Fall ist, k5nnen die 
Irrationalitaten auf Formen, wie sie im § 54 betrachtet worden sind, zuriIck
gefiihrt werden; so ist z. B. 

fX·VX3 - 8x· - 21 x-18 dx = fx·V(X - 3)2 (x- 2) dx 

= f X2 (X-S)VX-2dX 
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(1) 

Diese Gleichung konnen wir noch etwas vereinfachen, wenn wir: 

x=a sincp, SOInit V1-x2 =coscp, dx=coscpdcp 
setzen. 

Wir finden: 
;-r; 

l = a f02 d cpV1 - e2 sin 2 (p (1 a) 

Del' Teil, welcher bei Behandlung einer irrationalen Funktion 
von del' Form: 

als nicht weiter auflosbar hinterbleibt, gehort stets in eine del'drei 
folgenden Gruppen: 

a) Elliptische Integrale erster Klasse: 

F(k, x)= f: 11(1 ~-X2~~ ~ck2X~) odel': F(k, (p) = fo'T Vi--<r~iIi\p (2) 

X= sin cp 

Die strenge Behalldlung von Pendelbewegungen fi.i.hl't zu del'
al'tigen Ausdrucken. 

b) Elliptische Integrale zweiter Klasse: 

Eine solche Funktion ergab die Rektifikation del' Ellipse 
(Gleichung (1)). 
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c) Elliptische Integrale dritter Klasse: 

II(n, k, cp) = . . ... f'" dcp 

. o(1+nsin2cp)Vl-k2sin~cp 
(4) 

n bedeutet eine reelle Zahl, den sogenannten Legendreschen 
Parameter. 

Sind die 0 beren Grenzen in a) und b): 

resp.: 
x=l 

n 
cp=-

2 

so heiBen die Integrale vollstandige. 
Die. "erschiedenen elliptischen Integrale sind durch gewisse 

Formelsysteme miteinander verkniipft; fiir die erster und zweiter 
Klasse hat Legendre Tabellen bereclmet. 

§ 62. Komplanation del' Rotationsflachen. 

Die Ausmessung einer gekriimmten FIache heiBt ihre KOlll
planation. 

Wir wollen ermitteln, wie sich del' Inhalt eiller Flache berechnen 
laJ3t, welche durch Rotation einer Kurve um die X-Achse oder 
Y-Achse entsteht. Es rotiere (Fig. 76) die KUl've: 

Y=f(x) 

um die X -Achse; sie beschreibt dabei 
die :M:antelflache eines Karpel's, dessen 
Rauminhalt zu bestimmen wir bereits 
gelernt haben. 

y B 

Die Punkte P und Q sollen die ~t?i==:t=JM=::fI;:=t-I-I~ 
Koordinaten: 

und 

haben; die Sehne PQ zwischen ihnen 
- wir nennen sie As - liefert die 
:M:antelfUiche A F eines Kegelstumpfes: 

AF=n{2y+Ay}Js 

0' 

Fig. 76. 

Je kleiner wir nun Ax annehmen, urn so geringer ist del' Unter
schied zwischen: 

Js=PQ und Jl=PQ 
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resp. den von dies en Linien beschriebenen FHichengebilden .::1 F 
und .::1 0 und es wird sein: 

dO dl 
~d = 2nY d-' resp.: dO=2nydl 
x· x 

(1) 

wo d l das Bogendifferential: 

dl=dxY 1 + (:~r 
bedeutet. 

Das ganze durch die Rotation von AD entstandene FHtchen
stuck eO ist dann: 

(2) 

wenn Xl und X" die Abszissen von resp. A und B bedeuten. 

Beispiele: 

1. :Man bestimme die Mantelflache des Kegels, welche dul'ch 
die Rotation des Stuckes 00 (Fig. 77) der geraden Linie: 

y=mx 
urn die X-Achse entsteht. 

!I 
dy 

c. dx=m dO=2nydl=2mnx-Vl+~n2dx 

x=h 
r 0= 2mnV1 +m2}xdx=mnV1 +m2 ·h2 

X=O 

7il"'------'-""-----trx nun ist: 

Fig. 77. 

somit: 

r 
m=-

h 

,/1 + ., ,0 ,r,,+ h-' 2 00 nmy m-'!-=nryr- -= rn'~ 
2 

2. Wil' wollen die Mantelflache des Rotationsparaboloids Fig. 78 
bestimmen; die Gleichung der Parabel, welcher del' erzeugende Bogen 
o P angehort, ist: 

dy 
fix 

p 

y 

y2=2px 

dx --~ ------
dl=- V p2+2px 

y 
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{' 

Fig. 78. Fig. 79. 

3. Del' Leser beweise, daB die Oberflache del' Kugel 4r2n ist. 
4. Die Bestimmung der Oberflliche eines Rotationsellipsoids 

(Fig. 79), entstanden durch die Rotation der Ellipse: 

y2 a2 

b2 +x2 =1 

r--. 

Durch die Rotation des Bogens A b wird somit die Oberflache: 

0 - 2nbe f~/r-2d 
-~ V e2-x x 

x=o 

erzeugt; die Flliche des ganzen Ellipsoids ist offenbar: 

• +2a2 nb . e 20= 2 b"n --- arCSlll -. 
e a 

Entsteht eine Rotationsflache, indem sich eine Kurve: 

Y=f(x) 

1) e bedeutet die numerische Exzentrizitat, b2 =a2_e2• 
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um die Y-Achse dreht, so ist, wenn wir y zur unabhangigen Variablen 
in der gegebenen Gleichung machen: 

X= cp(y) 

d1=dYYl+ (~;r dO=2nxd1 

0= 2n fXdYy~ (~;r . (3) 

Der Leser berechne selbst die Oberflache des Rotationskorpers, 
welche durch die Drehung einer Ellipse 

um die Y-Achse entsteht; sie ist: 

2a2 n'+ 2a~2n 1 (a t~) 
resp. da: 

21 (ate) =1 (~ t er 
2a2n + ab~J7: 1 (a+~) 

e a-e 
weiter: 

§ 63. Wiederholte Integration, mehrfache Integrale. 

a) W1'ederholte Integration. - Wir erinnern uns, daB wir zu 
einem zweiten, dritten und hoheren Differentialquotienten einer 
Funktion {(x) gekommen sind, indem wir die erste Abteilung noch
mals differenzierten, vom Ergebnis wiederum die Ableitung nach x 
bildeten, usf. Umgekehrt konnen wir das Ergebnis einer ersten 
Integration ein zweites Mal integrieren, dieses Resultat von neuem 
so behandeln, usf. DaB derartiges mit einem gegebenen Ausdruck 
((x) gehchehen soil, daB etwa das Ergebnis der erst en Integration: 

cp (x) + c = ff(X) dx 

nochmals integriert werden muB, deuten wir an, indem wir schreiben : 

JdX f{(X)dX 
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Beispiele: 

f x3dx= ~ x4+C 

f{ ~ X4+ C}dX= ~fX4dX+C fdX= 2~xa+ Cx+ C' 

·~fX5dx+cfXdX+C,rdX=_1_X6+!2X2 + C'x+ C". 
20 J' 120 2 

Man beachte, da.13 so viele Konstanten C, . c', C".... im Re
sultat auftreten, als Integralzeichen vorgeschrieben sind. 

2. Man suche einen allgemeinen Ausdruck fiir s, wenn: 

d2 s 
dt2 =g 

s= fdtfgdt=~t2+Ct+C' 
b) Mehrfache Integrale. - Betrachten wir den in Fig. 80 dar

gestellten Karper, einen geraden Kegel mit elliptischer Grundflache. 
Jede Ebene, die parallel 
zur Y-Z-Ebene zwischen Z !/' 

x = 0 und x = c liegt, 
schneidet das Gebilde 
in einer Ellipse; die 

Halbachsen dieser Ellip
sen sind abel' Funktio
nen ((x) und <p(x) von x, 
denn sie werden um so 
gra.l3er, je mehr wir nach 
rechts riicken, und zwar 
nach dem Gesetze, nach 
welchem die Ordinaten 
gerader Linien, welche 
durch den Ausgangs
punkt des Koordinaten
systems gehen, zuneh
men, d. h.: 

!/ 

f(x)=ax 

z' 

Fig. 80. 

und es ist die allgemeine Gleichung der Schnittellipse somit: 

x 
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zu schreiben. Del' Flacheninhalt irgend einer diesel' Schnittkurven 
in der Entfernung x von der Y- Z -Ebene ist dann dargestellt durch: 

4 c;{:: ;a2x2 _ y 2 

y=O 

=naa1 x 2 

wie sich nach (§ 55, Bsp. 3) ohne weiteres ergibt, wenn man ax statt a 
und a1 x statt b setzt. Wir haben ax bei der Integration wie eine 
Konstante behandelt, das Ergebnis der Rechnung, der allgemeine 
Ausdrllck fltr die FHiche einer del' Schnittellipsen prasentiert sich 
uns nun in seiner Abhangigkeit von x. Das Volumen irgend einer 
elliptischen Scheibe von der Dicke dx, in del' Eutfernuug x parallel 
zur Y-Z-Ebene ist offenbar: 

naa1 x 2dx, 

somit das Yolumeu des gauzeu Karpel's durch: 

Ic s 0d :rcaa1 c· 
naa1 x- x=--3-

o 

odeI' durch das sogenanute DoppelintegTal: 

f~X4 a4_J~;Va2X2-y2 ·4 alIcJ;;;;va2X2_y2 
o a y=O a 0 0 

gcgeben. 
Rein formal haben wir also, wenn uns ein Doppeliutegral: 

bId f F(x, 11) dx dy 
a C 

vorgelegt ist (c und d konnen noeh, wic im Beispiel, Funktionen 
von x sein), so yorzugehen, daB wir etwa erst F(Xl y) nnr als 
Funktion yon y betrachten und zwischen den Grenzen c und d 
integrieren; - das Ergebnis diesel' Reclmung ist dann als Funktion 
von x zwischen den Grenzen a und b zu integrieren. 

Ob wir zuerst die eine odeI' die andere Integration vornehmen, 
ist naturlich gleichgi.tltig - es darf nul' keine Verwechslung del' 
Grenzen, zwischen denen jede einzelne Integration auszufuhren ist, 
vorkommen. 

Die Behandlung eines drei- - nfachen Integrales: 
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f f ff(X, y, z)dxdydz 
beziehungsweise: 

f dxJ dX2 ••• JdXJ(X1 , x2 ' •••• xJ 
bedarf nach dem Gesagten wohl keiner ErIauterung mehr. Doppel
integrale spielen bei der Kubatur von Karpel'll und der Kompla
nation von FIachen eine bedeutende Rolle, - wir gehen jedoch auf 
dieses Kapitel nicht naher ein. 

§ 64. Verfahrell zur allgellahertell Berechllullg bestimmtel' 
Integrale. 

Wir haben gelernt, von Kurvenbagen begrenzte FHichenstlicke 
durch Berechnung von bestimmten Integralen auszumessen. J etzt 
wollen wir den Weg in entgegengesetzter Richtung gehen. 

1st, etwa ein allgemeiner Integral ff(X)dX nicht lOsbar, so 

kannen wir doch den Wert von f~~)dX finden, indem wir die 
"'0 

Kurve (ex) zeichnen, die Ordinaten Yo und Yn in den Punkten Xo 
und xn errichteu und dann die zwischen dem Kurven bogen, der 
X-Achse und den gezeichneten Ordinaten eingeschlossene FIache 
irgendwie ausmessen. 

Eine s01che FIachenmessung kann mit dem sogenannten Plani
meter vorgenommen werden, einer sinnreich konstruierten mecha
nischell Vorrichtung, - odeI' wir schneiden die gezeichnete Figur 
aus einem Blatt Papier odeI' einem anderen gleichfDrmigen Material 
aus; ist nun wl das Gewicht einer bekannten Papierflache a l , und 
W das Gewicht des ausgeschnittenen Stlickes, so ergibt sich dessen 
FIache x offenbar aus der Proportion: 

Wl :a=w:x. 

Wir kannen abel' auch noch einen anderen W eg ein~chlagen. 

1st {(x) die GIeichung der Kurve ... AN . .. in Fig. 81, so bedeutct: 

F= S;(~)dX 
"'0 

die Flache A' iNN'. Wirwollen nun zwischen Yo und Yn eine un
gerade Zahl von Ordinaten errichten, so daB die betrachtete Flache 

in eine gerade Anzahl von Streifen A' ABB', B' BOO', usw. zer
legt wird. 
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Die Summierung del' Trapeze: A'A"O"O', C'O"E"E' usf.: 

2h{Y1 +YS+Y5+"'+Yn-1} (1) 

!I 

---

!I¥ fin. -z !In. -1 !In 

.z; -z .z-., 
o E N :x; 

Fig. 81. 

gibt dann einen Naherungswert N1 fUr A'ANN'. Ebenso Iiefen 
auch die Summierung del' Trapeze: A'ACO', O'OEE' usf.: 

2h{Y0-t"Y2 +Y2 ~114 + .. . +Yn-2 :y,,} 
=2h{~O +Y2+Y4+ .... +Yn-2+~'} (2) 

einen Naherungswert N2 • In unserem Fall ist ersichtlich: 

N2 <F<N1 

Um nun eine noch groJ3ere Genauigkeit zu erzielen, konnen 
wir das arithmetische Mittel aus N2 und N1 einfUhren: 

N _N1+N2 
3- 2 

da offen bar: 
N2<Ns <N1 

muJ3 ja Ns dem Wert F naher Iiegen als N1 und N2. Aus (1) und 
(2) ergibt sich ohne weiteres, daJ3: 

Ns=h{Y; + Y1 + Y2 +Ys +Y4 + .... +Yn-2+Yn-1+ i-} (3) 

Dieser Ansatz ist die sogenannte Trapezformel. 
N.'l ist namlich nichts anderes als die Summe der Trapeze: 

A'ABB', B'BOO' usf., die sich ergeben, wenn man die obere Be
grenzung jedes einzelnen Streifens als gerade Linie auffaJ3t. N och 
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einen Schritt weiter geht die Simpsonsche Regel; augenscheinlich 
ist in unserem Fall wieder: 

Ns <F<N1 o 

Die Simpsonsche Regel bestimmt nun als weitere Annaherung 
N4 , einen zwisehen N.~ und Nl liegenden Wert, del' abel' unter del' 
Voraussetzung gebildet wird, daB Ns dem Wert F naher liegt 
als N1 : 

1 2 
N!=gN1 +gN3 , 

und aus (1) und (3) ergibt sich nun, daB: 

N!=~h {Yo+4 Y1 + 2Y2+4Y3 + 2Y4 + 0000 

0000 2Yn-2 + 4Yn-l + Yn} 0 (4) 

Beispiele: 

1. Es ist der Wert von: 

12~f: 
nach del' Trapezregel und nach del' Simpsonschen Regel zu be
rechnen; wir wollen zwischen: 

Yo=l und Yn = 1(2 

neun Ordinaten in gleichem Abstand h voneinander legen; also: 

h=Ool n=10 

Xo =1 
Xi = 1 0 1 
x2 = 10 2 
X3 = 1 0 3 

Yo = 1/1 0 0 
Yi = 1/1 0 1 
Y2 = 1/1 0 2 
!la = 1/1 0 3 

Y9 = 1/1 0 9 
Y1o= 1(2 

Beriicksichtigt man bei den Divisionen zur Bestimmung von 
Yo 0 0 0 0 neun Dezimalstellen, so ergibt sich nach del' Trapezregel: 

Ng = 0 0 69377140 
Mellor .. Wogrinz, Hohere Mathematik. 12 
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nach del' Simpsonschen Formel: 

No! = 0'69315024 

Nun berechne man bis auf 8 Dezimalstellen: 

l2=log2 (§ 12) 
M 

(log 2 = 0'3010300 M = 0'434294482) 

und zeige, daB die Abweichung bei Verwendung del' Trapezregel: 

0'00062421 

betragt, bei VerVl'endung der Simpsonschen Formel hingegen nur:' 

0'00000305 

Dber die angenaherte Auswertung del' Geschwindigkeits
gleichungen gewisser Reaktionen, siehe auch bei R. Wegscheider, 
Zeitschrift f. phys. Chemie, 41, 52, 1902 und bei G. Bredig und 
}<'. Epstein, Zeitschrift f. anorg. Chemie 42, 341, 1904: 



v. Abschnitt. 

Ober unendliche Reiben und ihre Verwendung. 

§ 65. Allgemeines fiber Reihen. 

Wir grenzen uns auf einer geraden Linie Ax ein Stuck AB 
(Fig. 82) ab, dessen Lange a hei13en solI. Teilen wir AB im 
Punkt 01 in die Halfte, halbieren dann wieder 01 B im Punkte 02' 

·At"1 --------a!-�,----:~!-I --ot-~-J.f-,-ht----y 

Fig. 82. 

weiter 02B im Punkte Os usf., so werden wir mit den weiteren 
Halbierungspunkten so nahe an B herankommen konnen, als es 
uns beliebt, und nehmen wir eine genugende Anzahl von Posten 
in der Summe: 

A 01 + °1°2 + 02 Os + ..... + 0,,-1 0" + .... 
so konnen wir den Unterschied zwischen dem Ergebnis diesel' 
Addition und AB beliebig klein machen. Dies ist die geometrische 
Bedeutung del' unendlichen Folge von GrOl3en: 

a (a)2 (a) 3 (a)" 2 + 2 + 2 + .... + -2 + .... 
Solch ein Ausdruck nun, in welchem die in unbegrenzter An

zahl einander folgenden Glieder sich nach irgend einem bestimmten 
Gesetz ergeben, nennen wir eine unendliche Reihe. 

Nahert sich die Summe einer Anzahl von aufeinanderfolgenden 
Gliedern in einer derartigen Reihe - eben wie in unserem Bei
spiel - immer 111ehr irgend einem bestimmten endlichen Wert, 
wenn die Zahl der aclclierten Glieder ohne Grenze wachst, so nennen 
wir die Reihe konvergent. 

Die Summe einer unendlichen Anzahl von Gliedern einer kon
vergenten Reihe heiJ3t ihre Grenze. Steigt hingegen die Summe mit 

12* 
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zunehmender Anzahl der addierten Glieder uber jeden endlichen 
Betrag, wie etwa bei: 

1+2+3+4+ .... +n+ .... 

so sprechen wir von einer divergenten Reihe. 
Eine Reihe, deren Grenzwert unbestimmt bleibt, ist, z. B.: 

a-a+a-a+a ..... . 

Es heille S der Grenzwert (oder die Summe einer unendlichen 
Anzahl von Gliedern) der Reihe: 

S=a+ar+ar2 +ar3 + ... +ar"+... (1) 

O<r<1 

Brechen wir die Addition bei irgend einem Glied, z. B. dem 
nten ab; s,. bedeute die Summe bis zu diesem, an die Summe der 
weggelassenen Glieder. 

Dann ist: 
S=Sn +an 

sn =a + ar+ ar2 + .... + arn - 1 

Multiplikation der letzteren Gleichung mit r ergibt: 

rs,. =ar+ ar2+ ar3 + .... +ar" 

Subtraktion: 3) - 4) liefert: 

sn (1-r) = a (1-r") 

die Summe der n ersten Glieder ist also: 

I II 
n ..--""-.. ~ 

1 - r a ar-
s =a---=-----
n 1-r 1-r 1-r 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Da ja r einen echten Bruch bedeutet, wird II urn so kleiner 
sein, je groBer wir n annehmen, und offenbar ist: 

n 

lim~=O 
l-r 

n = 00 

Wir finden also nach (5) 

lims = _a_=S 
n 1-1" 

n=OO 

(6) 

als Grenze von (1), welchen Ausdruck wir eine geometrische Reihe 
nennen. 

Wir Bollen nun die GroBe des Fehlers bestimmen, den wir be
gehen, wenn wir statt der Grenze einer derartigen Reihe die Summe 
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einel' endliehen Anzahl Gliedel', z. B. del' n el'sten nehmen; del' 
Fehlel'· ist offenbal': 

a a aTn 

~" = S - s" = 1 _ T - 1 - T + 1 - T 

Tn 
=a--

1-jO 

Da£ del'al'tige geometl'isehe Pl'ogl'essionen, wie die eben be
sproehene, eine endliehe Gl'enze haben, ist von vornhel'ein leieht 
einzusehen; nieht bei jeder Reihe abel' ist die Entseheidung so leicht, 
ob sie konvergiel't odel' divel'giert. 

Wil' wollen einige diesbeziigliehe Auhaltspunkte kennen lernen; 
a) Eine Reihe, del'en Glieder alternierend positives und nega

tives Vorzeiehen haben, wie etwa: 

UO-u1 +U2-U3+U4- •••. +U~n-U2n+l +... (7) 

konyergiert unbedingt, wenn die Reihe: 

U o + u1 + u2 + u3 + u! + .... + u2n + U 2n+1 +.. . (8) 

eine endliehe Gl'enze S .hat, d. h. konvergent ist. 
Dies mae hen wir nun folgenderma£en kIal': 
'Vir setzen: 

und die Summe: 

dann ist (8) 
u1 + u3 + .... + U2n+1 ••·• = O2 

und (7) 

Da ihre Addition die endliehe Summe S ergibt, miissen 
offenbar 0 1 und O2 endliehe Werte sein, - dann ist abel' aueh ihre 
Differenz: 

ein endlieher Betrag, das hei£t Reihe (7) ist ebenfalls konvel'gent. 
b) lUan soIl eine Reihe: 

Uo + u1 + u2 + ... + U,,_l + un + un+ 1 + un+ 2 + ... + un+ p + '" (9) 

auf Konvergenz untersuehen. 
Es sei nun: 

(10) 



182 Uber unendliche Reihen und ihre Verwendung. 

eine andere Reihe, deren Konvergenz feststeht, und wir fin den , 
daB: 

Un<VO' U"+1<V1, U"+2<V2 ' .... u,,+p<vp ' ... (11) 

ist; dann ist erwiesen, daB aueh die zu untersuehende Reihe (9) 
konvergiert. 

Die unendliehe Folge: 

un + Un + 1 + Un + 2 + .... + Un + p + ... 
muB ja naeh (11) eine endliehe Grenze haben, und aueh die Summe 
des n ersten Gliedes: 

UO+u1 +u2 + .... +un _ 1 

kann als Ergebnis der Addition einer begrenzten Anzahl endlieher 
Betrage nur ein endlieher Wert sein. 

e) Raben wir eine Reihe: 

(12) 

zu untersuehen, und finden, daB yom n ten GJied ab: 

(13) 

• bleibt, wo k eine bestimmte Zahl: 

bedeutet, so ist damit erwiesen, daB die betraehtete Reihe kon
vergiert; die Glieder yom n ten an sind ja kleiner als die ent
spreehenden del' konvergenten geometrisehen Reihe: 

un + un k + Un k2 + .... 

Beispiele: 
1. In del' Reihe: 

sind die Quotienten del' aufeinander folgenden Glieder: 

x 
l' 

x 
2-' .... 

x 
n 

(14) 

kleiner als 1, wenn n groBer ist als x, und dies muB offenbar ein
mal eintreten, daB das waehsende n den Betrag des x iibersehreitet; 
die betraehtete Reihe ist also konvergent fUr jeden endlichen Wert 
von x. 
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Ebenso sind dies auch die Reihen: 

(15) 

(16) 

Da.B namlich die Reihen: 

beziehungsweise: 

fiir jeden endlichcn W' ert des x kOllvergiel'en, kann del' Leser 
leicht selbst nach del' Regel c) dartun; nach Regel a) folgt, da.B 
dann auch die zu untersuchenden Reihen (15) und (16) konvel'gent 
sind. 

Stellen wir uns Val', zwei Reihen: 

a) 

b) 
Uo+ ul +u2 +u;) + .... +u" + ... . 
Vo + vl + v2 + va + .... + v" + ... . 

haben dieselbe Grenze 8. 
Wir wollen nun aus irgend einem Grunde statt diesel' Summe 

einer unendlichen Anzahl Glieder, die del' ersten n Posten der Reihe 
a) oder b) als Naherungswert verwenden. 

Del' Fehler, den wir dann begehen, ist offenbar: 
bei a) 

wenn s'n die SlUume: 
0'=8-s'" 

Yo + ttl + u2 + U'l + .... + Y'" ••• 

bedeutet, ebenso ist del' Fehler: 
bei b) 

S" n heWe die Summe: 
0" =8-s"" 

Vo + vl + v2 + va + .... + v" 
1st nun: 

0"<0' 

so sagen wir: b) konvergiert rascher als a). Del' Fehler, den wir 
bei Verwendung von s"" als Naherungswert an Stelle von 8 machen, 
ist kleiner, als der, den wir hei Verwendung von s'" begehen 
wiirden ; b) die rascher konvergierende Reihe ist also fUr unsere 
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Zweeke bessel' geeignet und aueh bequemer als a). Wir brauehen 
namlich weniger Glieder von b) zu summieren, urn die gleiche 
Annaherung an S zu erreiehen, wie sie erst die Addition einer 
groBeren Anzahl Glieder del' Reihe a) gibt. 

§ 66. Die Mac-Laurinsche Reihe. 

Mit del' Darstellung von Funktionen durch konvergente Reihen 
beschaftigen wir uns deshalb, urn in dies en Reihen Ausdriieke zu 
gewinnen, welche uns die Berechnung del' numerisehen Werte del' 
betreffenden Funktionen fiir gegebene Werte del' unabhangigen 
Variablen gestatten. 

'Vir werden z. B im folgenden sehen, daB: 

X x 2 x 3 X4 

eX = 1 +1+ 2! +4!+.il+···· 
also etwa: 

ist, d. h. der 'Vert von eO'" ist gleieh del' Summe einer unendliehen 
Anzahl Glieder del' reehtsstehenden Reihe. Eine unendlicbe Anzahl 
von Sumrnanden konnen wir nun allerdings niebt addieren, d. h. 
exakt konnen wir zwar den nurnerisehen Wert del' Funktion eX fiir 
ein gegebenes x niebt feststellen, - wohl aber konnen wir ihn 
mit einem urn so hoheren Grad der Annaherung berechnen, je mehr 
Posten del' rechten Seite wir summieren. 

Fiir die Entwieklung von Funktion in eine Reihe, naeh ganz
zabligen steigenden Potenzen del' unabhangigen Variablen ist nun 
die durch den Tayl orsehen Satz gegebene Methode die wiehtigste; 
ein Spezialfall del' T a y lor sehen ist die 1\1 a c -L a uri n sehe Reihe, die 
wir zuerst bespreehen wollen. 

Es sei uns eine Funktion: 

u={(x) (1) 

gegeben, yon del' wir wissen, daB sie selbst und aueh jede ihrer 
Ableitungen: 

du I ( ) 
dx={ x , 

d2 u 1/ 

-d--" = { (x), ... x-

endlieh bleibt, solange x endlieh ist! 

dn u 
dx;' = {" (x), 

Es solI nun moglich sein, die gegebene Funktion dureh eine 
unendliche konyergente Reihe: 

{(x) = A + Bx+ Cx2 + Dx3 +EX4+.... (2) 
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darzustellen, die fiir jeden endlichen Wert von x richtig bleibt und 
in del' .A, B, C,... Konstanten bedeuten; ihre Werte wollen wir 
jetzt ermitteln. 

Sukzessive Differentiation von (2) ergibt zunachst: 

du _ ' ( ) _ B + C + D 2+ E!3 + dx - t x. - 2 x 3 x 4 x ... . (3 a) 

dd2~ = f" (x) = 2 C + 3·2 Dx + 4·3 Ex2 + ... . 
x- (3b) 

d3 u III 

dx3 = f (x) = 3·2 D + 4·3·2 Ex + .... (3 c) 

usf. 

Nun solI, wie gesagt, (2) und somit auch (3 a), (3b), l3c) 
richtig bleiben fiir jeden beliebigen Wert yon x, also auch, wenn 
man x in dieser Relation gleich null setzt; tuen wir das, dann 
finden wir: 
aus 2) .A = f(O) 

aus 3a) B = f' (0) 

aus 3b) 1·2 ·C=f' (0) C= t! f" (0) 

aus 3c) 1· 2·3 D = 1'" (0) D=:!f"(O) 

usf. , 
J etzt fiihren wir die fitr .A, B, C, D.... gefundenen ViT e1'te 

in (2) ein und erhalten so folgenden Ausdruck: 

u=f(x)=f(O)+f'(O) Xl· +f"(0);+f'"(0)x3':+ ... +fn(0)x~+ ... (4) 
2. . n. 

die Mac-Laurinsche oder Stirlingsche Reihe. 
W"ir wollen, um das eben Durchgellommellc g'anz zu erfassen, 

gleich einige Funktionen betrachten, die nach diesem Schema du1'ch 
konvergente Reihen darstellbar sind. 

1) Die Reihell fiir sin x und cos x. 
Es sei: 

dann ist: 

f' (x) = cosx 
f" (x) = - sinx 
fill (x) = - cosx 
fIV x =sinx 

U= f(x) = sin x 

f(O) = sin 0 = 0 

usf. 

f' (0) = cos 0 = 1 
f" (0) = - sin 0 = 0 
til (0) =-cosO=-l 
fn-(o) = sin 0 = 0 
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Substitution del' Werte von ((0), f' (0), f" (0) .... in das Mac
Laurinsche Schema (4) ergibt: 

X x 3 x~ x 7 

U = sin x = 11 - ;3! + 5! - 7! + .... (5) 

die sogenannte Sinusreihe. 
Del' Leser entwickle nun selbst die Cosinusreihe: 

(6) 

Beide Reihen sind konvergent fUr jeden endlichen Betrag des x 
(vid. §. 65). 

Man braucht nul' die Werte del' Funktionen sin x und cos x 
fi.tr Winkel zwischen: 

a=O bis 

i. e. x=O bis 

berechnen, denn die Sinusse und 

a=45° bis 

]I; 

i. e. x--'-4 bis 

ergeben sich aus den Formeln: 

sin (90° ~ a) = cos a 

a=45° 
]I; 

x= -
4 

Cosinusse del' Winkel zwischell: 

a=900 

]I; 

x=----
2 

cos (90 - a) = sin a 

Nehmen wir an, wir hatten bereits eine Tabelle del' Sinusse 
und Cosinusse berechnet, welcJie zu den "\Vinkeln zwischen 0° nnd 
45° gehoren und sollen jetzt die Werte von: 

angeben. 
sin 72° und: cos 72° 

sin 72° = sin (90° -ISO) = cos ISO 

cos 72° = cos (90° -ISO) = sin ISO 

2. Die Reihen fitr die Exponentenfunktionen eX und aX: 

~t=((x)=e'" 

de'" 
dx 

d"ex 
- - t" ( ) - (" ( ) - (" ( , ... dxn - ... - x - x -... X) ... 

=e'" 

setzen wir in dies en Relationen x gleich null, so ergibt sich: 

((0) = f" (0) = (" (0) = , ... (" (0) = .... = eO = 1 

und das Mac-Laurinsche Schema liefert: 
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X x 2 x3 X4 
e"'=1+-+,+,+,+ .... 1 2. 3. 4. 

(7) 

setzt man hier x gleich 1, so ergibt sich: 

1 1 1 1 
e=1+T+21+31+4-1 +.... (7a) 

Man zeige ferner, daB: 
x x 2 x 3 X4 

e-"'=l--+,-,+,-.... (7b) 
1 2. 3. 4. 

und priife noch die Entwickelung: 

'" _ x 2 (la? x3 (la)3 
a -a+xla+--,-+--,-+..... (8) 

2.. 3. 

Die im Vorstehenden betrachteten Funktionen lieBen sich nach 
dem Mac-Laurinschen Satz durch Reihen darstellen, die fUr 
jeden endlichen Wert des x konvergent sind, d. h. das Entwicklungs
schema: 

x x 2 x" 
((x) =((0) + l' (0)-1 + f'(O), + .... + (" (0) --. + .... 

2. R. 

blieb giiltig fiir jeden endlichen Wert von x. Nun gibt es abel' 
andere Funktionen, die sich wohl auch nach dem Mac-Laurinschen 
Schema in Reihen entwickeln lassen, welche abel' bloB so lange 
konvergieren und die gegebene Funktion richtig darstellen, solange 
del' Wert x innerhalb bestimmter Grenzen liegt. 

Unser Schema (7) gilt also, wenn (x) eine derartige Funktion 
ist, nicht mehr wie friiher fUr jedes endliche x, sondern die reehts
stehende Reihe divergiert, wenn del' Wert des x gewisse Grenzell 
it berschreitet. 

Es sei: 
a) 

dann ist: 

Beispiele: 

u = (x) = arctan x 

b) I' (x) =~~rct11,n x = __ 1_ = 1 _ x 2 + Xi _ x6 + 
dx 1 + x 2 ••• 

II 

III 

d) 
d(lI) 

(" (x) = dx = - 2 + 12 x2 + 30 X4 + .... 

usf. 
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Setzt man in a) bis d) x gleich null, so ergibt sich: 

f(O) = arctan 0 = 0 

f' (0) = + 1 f" (0) = 0 fill (0) = - 2! 

und wenn wir wie begonnen fortsetzten, fanden wir weiter: 

fVI=O f VII=- 61 
usw. 

Nach Substitution diesel' Werte liefert das Mac-Laurinsche 
Schema die Reihe: 

(9) 

odeI' da ja: 
x=tanu 

1 3 +1 _ 1 _ + u = tan u - -3 tan u - tan Q u - -- tan' t! •... 
• 5 7 

Diese Entwicklung ist als Gregorys Reihe bekannt; sie konvergiert 
nul', wenn: 

- 1 <x (= tan u) < 1 
solange also: 

G regorys Reihe ist auch zur Berechnung del' Zahl JZ ver
wendet worden. 

Es sei: 
1 

U=-JZ 
4 

Wir wissen nun aus del' Trigonometrie, daB: 

n 
x=tan-=1 

4 

dann ergibt sich nach Substitution in (9): 

n 111111 
"4 =1--3+5-7+9-11+13-.... (10) 

die sogenannte Reihe von Leibnitz. 
Hier haben wir nun eine giinstige Gelegenheit, auf das am 

SchluB des vorhergehenden § 65 Gesagte zuriickzukommen, und die 
UnzweckmaJ3igkeit einer derart langsam konvergierenden Reihe fest
zustellen. Es ware - del' Leser mag es versuchen - ziemlich 
miihsam, n auch nul' einigermaBen genau mittelst des Ansatzes (10) 
zu berechnen. Ein kleiner Kunstgriff fiihrt uns abel' weiter. 
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Wir fassen zusammen: 

also: 
n 1 1 1 
8=~+~+9. 11 +.... (11) 

Diese Reihe HU3t sich schon besser handhaben. Nehmen wir 
jetzt an: 

dann ist: 

1 
X=--= 

1"3 

n 
u=arctanx=S 

Wir substituieren in (9) und fassen die Glieder mit positiven 
und negativen V orzeichen gesondert zusammen: 

n6 =(~+~~ _+ .... )-(~+ ,~_+ .... ) (12) 
V35y3" 3V33 7y3 7 

und wollen jetzt n mittelst dieser Formel auf fiinf Dezimalstellen 
genau berechnen. 

VOl' allem ist wohl klar, daB wir zwei oder drei Dezimalen 
mehr, als im Schlu13resultat verlangt sind, bei jedem Glied aus
rechnen miissen, und ferner haben wir geniigend viele Glieder in 
die Rechnung einzubeziehen, da13 die weggelassenen keinen Einflu.l3 
mehr auf die Genauigkeit der fiinften Dezimalstelle im gewiinschten 
Resultat ausiiben k5nnen. 

Glieder in del' Glieder in del' 
ersten Kammer: zweiten Kammer: 

0·5773503 0·0641501 
0·0128300 0·0030548 
0·0007920 0·0002160 
0·0000609 0·00001 76 
0·0000052 0·0000015 
0·0000005 0·0000002 
0·5910389 0·0674402 

n= 6 (0·5910389 - 0·0674402) = 3·1415922. 

Die sechste und siebente Dezimale ist nicht mehr sicher; der 
bis dahin genaue Wert lautet: 

n = 3·1415926 .... 
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§ 67. Der Taylorsche Satz. 

Es sei uns eine Funktion del' Summe: 

x+h 
gegeben: 

u=f(x+ h) . (1) 

Wir setzen nun voraus, daB wedel' die betrachtete Funktion 
selbst, noch irgend eine ihrer Ableitungen: 

unendlich wird, fUr Werte von x und h, die innerhalb bestimmter 
Grenzen liegen, und es soIl auch moglich sein, 1t, solange die Werte 
von x und h die gedachten Grenzen nicht iiberschreiten, durch eine 
konvergente Reihe: 

f( x + h) = Xo + Xl h + x2h 2 + Xg h 3 + .... + X" hn . . . . (2) 

darzusteIlen, in del': 

zwar von h unabhangig, jedoch Funktionen von X sind, die wir 
bestimmen wollen. - Wenn wir (2) successive nach h differenzieren, 
finden wir: 

I. 
df(x+h) + + +. 2+ :;+ -----aj-- = ° Xl 2x2 h 3xg h 4xot h .... 

II. 
d2 f(x + h) del) , ' ~' 

dh2 = -dh =0+0+2x2 +3·2xgh+4·3·x4 h"+ .... 

III. 
d~f(x + It) d(n) , . A , 

---dh3 -= ----a:h = ° + 0+0 +3 ·2xs +4. 3· 2:r4h + .... 
usf. 

(3a) 

(3 b) 

(3 c) 

Setzt man jetzt in den Relationen (2) bis (3c) 11 gleich null, 
so ergibt sich: 

f(x+h)=f(x)=xo aus (2) 
h=O 

" (3 a) 

"=0 
d2 f(x + h) 
- dh2 . = 2x2 

h=O 
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d3 f(x + It) 3 
dh3 = ·2xa " 

(3 c) 
11=0 11=0 

usf. 

1 dnf(x+h) 
xn=;!' dh n 

usf. 

Nun setzen wir die fUr: Xl' ... x n , •.• gefundenen Ausdrucke 
in (2) ein und erhalten: 

f(X+h)=t(X)+~[df(X+h)'I' + x2[d2[(~±!!lJ + x3[d3f(x~h)l + . 
1. dh .J 2! dh2 3! dh·l J 

11=0 h=O h=O 

die sogenannte Taylorsche Reihe. 
Man beachte nun folgendes: 

df(x+h)=df(x+h). d(x+h) = '(x+h). d(x+h) 
dx d(x + h) dx f . dx 

df(x +!t2.= df(x+h). d(x+h) =t'(x+h). d(x+h) 
. dh d(x + It) dh dh ' 

(4) 

nun ist offen bar auf der rechten Seite diesel' beiden Gleichungen: 

d(x+h)=~:l:=l 
dx dx 

d(x± It) = dh = 1 
dh dh 

somit auch: 

~f(x+}~ = dL(~+ 11) = (x + h). 
dx dh 

Wir werden also in Gleichung (4) statt del' Symbole in den 
eckigen Klammern, welche bedeuten, daJ3 erst der betreffende 
Differentialquotient von f(x + h) nach h zu bilden und im Ergebnis 
dieser Operation h gleich null zu setzen ist, mit dem gleichen Sinn 
ktirzer: 

{'(x + h), f"(x+h), .... fn(x+h), ... 
11=0 h=O h=O 

schreiben, oder noch einfacher: 

('(x), 
so da/3 (4) lautet: 

f" (x), .... fn (x), ... 

f(x+h)=f(x)+[,(x) ~ +f"(x) ;: + ('''(x) :~ + .. +f'n(x)~~ + .. (5) 
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Beispiele: 
1. Es sei: 

n= {(x +h)= (x + h)". 

n bedeutet irgend eine reelle (positive, negative, ganze odeI' ge
brochene) Zahl, ebenso kann x einen beliebigen endlichen Wert an
nehmen, nur fiir h gilt: 

Wir wollen nun die gegebene Funktion nach dem Taylorschen 
Satz entwickeln: 

{(x + h) = {(x) =xn 
h=O 

{'(x + h) =n(x+h)n-l {'(x + h) = {' (x) = nx,,-l 
h=O 

("(x + h) =n (n--'-l) (x + h),,-2 l"(x + h) = {", (x) = n(n-1)x,,-2 
"=0 

{'" (x+h)-n(n- l)(n- 2)(x+ h)n-S l"'(x+h)-{"'(x)-n(n- l)(n- 2)xn- S 
"=0 

usf. 
Somit ist: 

n n(n-1) . n(n-1)(n-2) 
f(x+h)-(x+h)"-x"+-xn-1h+ x,,-2h2+ xn- Sh3+ (6) 
. , 1 2! 3! . 

Diese Entwicklung, bekannt unter dem Namen die Binomial
reihe, konvergiert fiir jeden beliebigen reellen endlichen Wert von 
n und x, wenn, wie vorausgesetzt: 

-x<h<x 

Gleichung (6) gilt jedoch nicht, die rechtsstehende Reihe ist 
divergent, wenn wir h einen Wert: 

erteilen. 
Wir haben also bei der Darstellung irgend einer Potenz: 

(a+ b)" 

nach obiger Reihe fiir h stets den kleineren der beiden Summanden 
a und b zu setzen, mit Ausnahme, wenn n eine positive ganze Zahl 
ist; dann hat namlich die Reihe nur eine endliche Anzahl GliedeI', 
und es ist, wie sich der Leser an einem speziellen Beispiele, etwa: 

leicht klarmachen kann, gleichgiiltig, 0 b wir fiir h den gro13eren 
oder kleineren der Werte a, b, einfiihren. 
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2. Es sei: 
u={(y)=ly. 

Offenbar kann man diese Funktion nicht ohne weiteres nach 
dem Mac-Lanrinschen Schema entwickeln, da: 

1'(0) = 10 =- 00 

Wir gebrauchen nun einen Kunstgriff, namlich wir setzen: 

y=x+h 
und entwickeln: 

nach dem Taylorschen Satz. 

l(x+h)=lx 

{'(x + h) = ~~. 
x+h 

{"(x+h) = __ . _1_ 
(x + h)2 

11/( +) + 2 { x h = (x+i!)'J 

IV( +)_ 3·2 
{ x h --(x+Yz,yt 

1,=0 

usf. 

('(x + h) = l'(x) =~ 
h=O X 

"( ) 1 ( x =_ .. e> 
x-

9 
(II/(x) = +~, 

x·' 

t lV (x) = - 3~4~ 

Nach Einfithrung vorstehender Ausdriicke fiir f" (x), {" (;1:), .... 
in das Taylorsche Schema ergibt sich: 

h h2 h3 h4 
t(x+h)=l(x+h)=lx+·~--2 .'+-3 3-4~+···· (7) x x· x x 

x kann natiirlich nur eine positive endliche Zahl bedeuten; die 
Reihe konvergiert, solange: 

-x<h<+x 

ist und zwar ziemlich rasch, wenn nul' del' Betrag des x emlger
maJ3en groJ3er ist als del' von h. Betrachten wil' nun an einigen 
Zahlenbeispielen, wie :etwa die Entwicklung (7) zur systematischen 
Berechnung einer Logarithmentafel zu verwenden ware. 

11=0 

ll·l=?; wir setzen: x=l, h=O·l, also: 
Mellor- 'Vogrinz, Hohere )Iathematik. 13 
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.j. 

0'1 0'1 2 0'1 3 0'1 4 

l(1;2)= l(l'l +0'1)= ll'l +1-1- 2.1'12+ 3.1'1:1- 4.1'14 + ... 
.j. 

, 0'1 0'1 2 0'1 3 0'14 
l(1'3)= 1(1'2 + 0'1) = 11'2 + 1'2 - 2 .1'22 + 3,1'23- 4.1'24 +.,' _ 

usf. 

l(0'9)=?; wir setzen: X= 1, h=-O'l, also: 

" 0'1 0'1 2 0'18 0'1 4 

l(0'9)=1(1-0'1)=Zl--i --"2-- s-----T-'··· 

0'1 0'1 2 0'1:3 0'1 4 

l(0'8) = l(0'9 -0'1) = 10'9 - 0'9 -2 .0'92- 3.0.93-4.0.94- .... 

Die aus vorstehenden Ansatzen errechneten natiirlichen Loga
rithmen waren noch mit dem Modul: 

M = 0'434294482 .. , . 

zu multiplizieren, um sie in gemeine zu verwandeln. 

Partes proportiona1es. - Wird eine Zahl um einen sehr ge
ringen Bruchteil ihres Betrages vermehrt, so ist der Zuwachs nahezu 
proportional dem Unterschied zwischen den Logarithmen der beiden 
Zahlen. 

Wir fan den namlich: 
11 1 h2 1 Ita 

log(n+h)={ 1n+ n -2~2 + 3" nil-" .}.0·4343, .. 

{ h 1 h2 1 h3 } 
=logn+ n-2n2 +-3 n3-'" ·0'4343." 

Es sei nun n nicht kleiner als 10000 und h nicht gro13er als 
1; - dann ist: 

!!....<O·OOOl 
n= 

und das niichste Glied del' obigen Entwicklung: 

1 h2 1 1 -.-<-. -----" 
2 n2 = 2 (O'OOOlr 

das hei13t, ist kleiner odeI' hochstens gleich: 

1 
2~ lOS' 
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Wir konnen daher, ohne bis zur siebenten Dezimalstelle einen 
Fehler zu machen, naherungsweise; 

1 
log(n+ 1)-logn=-0·4343 ... 

n 
setzen, und wenn; 

ist, mit noch geringerem Fehler; 
It 

log (n + It) -logn = - 0·4343. " . 
n 

scbreiben" Aus Vorstehendem ziehen wir nun das, - einleitend in 
W orte gefa13te, - wicbtige Resultat; 

{log(n + It) -logn} ; {log(n + 1) -logn} 

=1t;1, 
woraus sich weiter ergibt; 

logn+h=h{log(n+ l)-logit}+logn. (8) 

Eine Relation, die bis auf sieben Dezimalstellen g"enaue Erg·eb
nisse liefert, wenn das Verhaltnis; 

It 1 
-1~< iooOo 

ist" Die Formel (8) dient dazu, die Logarithmen von Zahlen zu 
berechnen, die mebr Stellen haben als die in del' zur Verfiigung 
stehenden Tafel aufgefiihrten, odeI' auch dazu, die Numeri von 
Log"aritbmen zu ermitteln, welche mit den in del' Tafel gege benen 
nicht zusammenfallen. 

Die folgenden Beispiele werden uns den V organg klarmachen; 
1. Man bestimme den Logarithmus von; 

46501·32 .. " .n+1t 

Aus unserer Tafel ist zu entnehmen; 

log 46501 = 4·6674623 .. " " log n 
log 46502 = 4"6674716" ... log (n + 1) 

Differenz; 0·0000093 .... log (n + 1) -log n 

{log(n+~)-logn} X It + logn 
~ ----0·0000093 X 0"32 + 4"6674623 = log (n + It) 

= 4"6674653 

2. Man ermittIe die Zahl, deren Logarithmus 

1. 4·6816223 
13* 
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ist, Wir finden in der Tafel: 

II. 4'6816211 = log 48042 

III. 6'6816301 = log 48043, 

Einen Unterschied 'von 0'0000090 der Logarithmen III. und 11., 
zwischen denen I. liegt, entspricht einer Differenz von 1 der Numeri 
- welcher Differenz x entspricht der Unterschied zwischen dem 
gegebenen Logarithmus (I.) und dem nachst niederen der Tafel (II,)? 

1 : x = 0'0000090 : 0'0000012 

x=O'13 

Numerus von 4·6816223 = 48042 + 0'13 

§ 68. Eine AnwendlUlg des Taylol'schen Satzes. 

Die auf dasselbe Achsensystem bezogenen Gleichungen zweier 
Kurven 1. und 11., Fig, 83, seien: 

y 

o 
M~ AI 

£Ix 

Fig, 83, 

Iff 
I 

I. y=((x) 

II. y =ip(x) 

",.{' Die Abszisse des Punktes P, 
in welchem die Kurven sich be
riihren, heiJ3e xl.. 

Einer um ein wenig groBeren 
Abszisse: 

entsprechen die Ordinaten: 

r(Xl + ,1 x) = Rl N, beziehungsweise: ip (Xl + ,1 x) = R~N 

einer etwas kleineren A bszisse: 

Xl -,1 X 

die Ordiluiten: 

((Xl - ,1 x) = QI M, beziehungsweise: ip (Xl - j x) = Q2 M 

Nach dem Taylorschen Satz ist nun: 

((Xl + ,1 x) = ((Xl) + (' (Xl) d1x + f" (Xl) d2~2 ± (", (Xl) ji~~ +'" (1) 

( • ..L d') _ ( ) + ' ( ) j X + "( ) ,1 x~ + ", ( , ' j X3 + ( ) ip\xI -,- X -ip Xl _ip Xl i' ip X12-!---ip Xl) -f! .,' 2 

Auf del' rechten Seite bedeuten: 

((Xl) = ip (Xl) 
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die Ordinaten des Beriihrungspunktes, wahrend: 

I' (Xl)' f" (xJ, ... . 
<p' (xJ, <p" (Xl)' ... . 

die Differentialquotienten der beiden KuryengleichungCJl fitr den 
Punkt P bedeuten. In dies em Beruhrungsort habcn die zwei KUlTen 
dieselbe Tangente, es ist also jedenfalIs: 

f' (Xl) = <p' (Xl) 

ist nun dabei f" (Xl) nicht mehr gleich <p" (Xl): 

r" (xJ ~ <p" (xJ 
so sagen wir, zwischen beiden Kurven findet eine Beriihrung erster 
Ordnung statt. 

1st abel' weiter auch noch: 

r" (Xl) = <P" (Xl) 
und: 

f'" (xJ =\0 <p'" (xJ 

so sprechen wir yon einer Beriihrung zweiter Ordnung, - alI-
gemein wenn: 

fll (1:1) = <p" (Xl) 
f"+l(Xl ) ~<pn+l(Xl) 

von einer Beriihrung del' n ten Ordnung. 
Je hoher nun die Ordnung der Beriihrung ist, d. h. je mehr 

gleiche Glieder wir auf den rechten Seiten von (1) und (2) finden, 
desto geringer wird offenbar der Unterschied zwischen: 

f (Xl ± L1 X) und <p (Xl ± L1 X) 

sein, d. h. desto engel' schmiegen sich die Kurven beim Beriihrungs
punkt aneinander an. 

§ 69. El'weiterung des Taylol'schen Leh~'satzes. 

Del' Taylorsche Satz kann auch auf die Entwicklung yon 
Funktionen zweier odeI' mehrerer unabhangiger Variablen ausgedehnt 
werden. 

Es sei z. B.: 
u=f(x, y) (1) 

X und y sind voneinander unabhangige Variable. "\Yir erteilen 
jeder einen kleinen Zuwachs, so daB unbeeinfluBt voneinander: 

iibergeht. 

X in x+h 
y in y + h 
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Zuel'st moge sich x andern, y wird als konstant betrachtet; 
dann ist nach dem Taylol'schen Schema: 

i3u i3 2 u h2 i3:J u h8 

f(x+h,y)=u+ i3x h+ i3x2 2T+-ax3 31+.... (2) 

nimmt jetzt y in (2) um k zu, so geht auf del' linken Seite 

f(x+h, y) in f(x+h, y+k) 

Ubel', und auf del' rechten Seite: 

u=f(x, y) in: 

II 

i3u. 13(1) au i32u i3:3?1~-k-2 --i3-!u--k""':~-' 

i3x lll :---ax=ax+ i3?Ji3x-k+ i3y 2 i3x2! + i3y:~i3x 31+···· 
i3"2U. 13 (II) i3 2 u i33 u i34 y k 2 i35 u k:] 
ax2 1l1: ax =i3x2 + ay 13 x:! k + i3 y 2 i3x2 2T + i3y:3 i3x2 Sf + .... 

AIle diese Ausdritcke setzten wir in (2) ein und finden leicht: 

f(x+h, y+k)=f(x, Y)+{h~-~+k~:} 
+ _~ {h2 i3 2 u + 2 h k i3 2 u + k2 a2u} 

2! i3x2 i3xi3y i3y2 
(3) 

+ ....... . 

§ 70. Betrachtungen libel' Maxima und ':'\Iinima. 

Del' Taylorsche Satz gestattet uns auch die Betl'achtungen 
des § 38 itber Extremwerte zu veraIlgemefnern. 

1. Es sei uns eine Funktion einer einzigen Variablen, 

y = f(x) 

gegeben; wir haben nun zu ermitteln, fUr welche Werte des x sie 
Maxima und Minima aufweist. 

1) ((x, y + k) nach steigenden Potenzen von k entwickelt. 
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{(x + h) 
solI nach dem Taylorschen Satz darstellbar sein; del' Wert von h 
mage innerhalb del' Grenzen: 

-a<h<+a 
liegen, wobei a einen sehr kleinen Betrag bedeutet. 

{(x + h) = {(x) + t (x) ~ + 1"" (x) h2: + t" (x) 3h: + . . .. (1) 
1 . . 

Es ist nun leicht nachzuweisen, da13 in diesel' Reihe das 
zweite Glied t (x) h gra13er ist, als die Summe allel' noch weiter 
folgenden Posten. 

Setzen wir namlich: 

.11 h2 II' h'1 t (x),+{ (x)3'+····=R2 h 2. . 

so el'gibt sich aus (1): 

{(x + h) - {(x) = h {I"' (x) + R2 It} (2) 

Wenn wil' jetzt h immer geringere Werte erteilen, so mu13 offen
bar endlich: 

R2 h < t (x) (3) 
werden. 

Ein Maximum ist nun dadul'ch chal'akterisiert, da13 del' Wert 
von {(x) an del' betreffenden Stelle gl'a13el' ist als die benachbal'ten 
Funktionswerte: 

es ist also: 

und auch: 

t(x - a) < {(x) > f(x + a) 

(x + a) - (x) < 0 

f(x- a)- (x) < 0 

d. h. diese beiden Differenzen haben negative Vorzeichen. An der 
Stelle eines Minimums ist der Wert von l(x) kleiner als die benach
barten Funktionswerte: 

somit ist: 

und: 

(x - a) > (x) < l(x + a) 

(x + a) - (x) > 0 

(x-a)-f(x»O 

Diese beiden Diffel'enzen haben positive Vorzeichen. 
Setzen wir: 

R~ =rQ 

"fiir: h=+a " 
R'j =r~' 

fiir: h= -a -
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so ergibt sich aus (2): 

((x + a) - ((x) = a{f' (x) - r2 a}. 

((x- a) - ((x) =- a {('(x)-r2' a}. 

(4a) 

(4b) 

Hat hier f' (x) einen endIichen Wert und ist a ein geniigend 
kleiner Betrag, daB (3) gilt, dann haben die in (4a) und (4 b) 
rechtsstehenden Ausdriicke und damit auch die linksseitigen Diffe
renzen verschiedenes Vorzeichen, - ((x) kann also fiir keinen Wert 
des x ein Maximum odeI' Minimum aufweisen, bei welchem f' (x) 
einen endlichen Betrag hat. 

1st aber fUr ein anderes x: 

f' (x) = 0 

dann finden wir zunachst aus (2): 

((x + h) - ((x) = R2h2 

= (" (x) ~-~ + (", (x)~~ + . . . . (5) 

• ." 11.2 
AhnIich wie oben laJ3t sich beweIsen, daJ3 t (x) -2- bei ge-

niigend kleinem h groJ3er ist als die Summe aIler noch folgenden 
Glieder. 

Wir setzen in (5): 

", ( ) It + IV( ) h 2 + _ ( x -, ( x -, .... - Ra h 
3. 4. 

und haben dann an diesel' Stelle: 

((x + h) - ((x)=h2 {("(x):! + Rsh} (6) 

Wenn jetzt del' Betrag des h immer mellr abnimmt, muJ3 
endlich: 

(7) 

werden. 
In (6) ist nun 112 als Quadrat stcts positiY, - das Vorzeichen 

del' rechten und linken Seite kann also, - falls h genli.gend klein 
ist, ·daJ3 (7) gilt, - nul' davon abhangen, welches Vorzeichen ("(x) 
hat und bleibt davon unbeeinfluJ3t, ob del' fUr h eingesetzte kleine 
Betrag positives odeI' negatives Zeichen hat. 

Wir find en : 
rex + a) 

- ((x) <0 
((x-a) 
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das hei13t {(x) ist fill' solche 1Verte des x ein Maximnm, bei denen: 

nnd: 
('(x)=O {" (x) <0 

{(x+ a) 
-{(x» 0 

{(x-a) 

das hei13t {(x) ist fill' solche Werte des x ein Minimum, bei denen: 

{' (x) =0 r" (x) > 0 

Verschwindet fill' irgend einen Wert von x sowohl (' (x) aIs 
auch (" (x), nnd hat erst ('" (x) einen endlichen "Vert, so ergibt sich 
wie oben: 

{(X+h)-{(X)=h3 {f"'(x)t!+R!h} . (8) 

R! It beclentet: fIV (x) ~ + (V(x) ~~ + ... 
4. 5. 

bei genilgend klein em It ist wieder: 

l'"(x)t!>R!h (9) 

nnd das Vorzeichen in (8) hangt dann davon ab, welches Vor
zeichen del' fill' It eingefilhrte kleine Betrag hat, cla It eine Potenz 
mit nngeradem Exponenten ist. - {(x) kann also keinen Extrem
wert zeigen bei solchen Werten des x, fUr welche (' (x) und t' (x) 
verschwinclet, wahrend (" (x) einen endlichen Wert hat. 

'Vird abel' auch: 
1"" (x) = 0 

so ist: 

(10) 

ob dann die Differenz del' linksstehenden Ausdrilcke groller odeI' 
kleiner als Nnll ist, hangt, - bei genilgend kleinem h, dall: 

ist, - nUl' davon ab, welches Zeichen f n -(x) hat, da ja h~ als Po
tenz mit geradzahligem Exponenten stets positiv ist. 

Finden wir also fUr irgend einen Wert des x: 

I" (x) = r" (x) = t" (x) = 0; f n-(x) < 0 

so hat f(x) fill' cliesen 'Wert des x ein Maximum, - ein Minimum, 
wenn sich ergibt, dall: 
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(' (x) = fIt (x) = f'" (x).,- 0; fIV(X) > 0 

ist. - Fiihren wir nun unsere U ntersuehung auf dem betretenen 
Weg weiter fort, so konnen wir folgende allgemeine Regel fest
stellen: 

1st bei einem bestimmten Wert von x del' erste nieht ver
sehwindende Differentialquotient del' gegebenen Funktion von ge
rader Ordnung und positiv, so hat sie an diesel' Stelle ein Minimum, 
ein Maximum hingegen, wenn del' erste nieht versehwindende 
Differentialquotient von gerader Ordnung ist und negatives Vor
zeiehen hat. 

II. Man solI besondere Werte fitr die beiden unabhangigen 
Variablen x und y finden, bei welehen ihre stetige Funktion: 

U= f(x, y) 
Extremwel'te zeigt. 

Offenbal' ist u ein Maximum, wenn die Diffel'enz: 

f(x+h, y+k)-f(x, y)<O 

das hei13t negativ ist, fitl' geniigend kleine, positive und nega
tive "\Vel'te von It und k, - und 1( ist ein Minimum, wenn die 
Diffel'enz: 

das hei13t stets positiv ist, fitl' geniigend kleine Betrage von It und k, 
unbeeinflu13t davon, ob sie positives odeI' negatives Vorzeichen 
haben. 

Wenn wil': 
(1) 

naeh dem vel'allgemeinerten Taylorsehen Satz (§ 69) entwiekeln, so 
ergibt sieh, bei ahnliehem Gedankengang wie in 1., da13 fiir solehe 
"\Vel'te von x und y, bei welehen u ein Maximum odeI' Minimum 
aufweist, zunaehst das zweite Glied del' Entwieklung, namlieh: 

OUh+OU k 
ox oy (2) 

null ist. Da It und k voneinander ganz unabhiingig sind, ist dies 
nul' moglieh, wenn: 

ott ou 
ox = 0 und6i; = 0 . (3) 

Weiter mu13 das dritte Glied in del' Reihenentwieklung, namlieh: 

1 {02U 02U 02U l 
-- -;--:>h2+2,,--C\-hk+~k2J' 
2 uX- uX uy uy-

(4) 
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(wenn es nicht etwa auch verschwindet) bei geniigend kleinem h 
und k dasselbe Vorzeichen behalten, unbeeinfluBt davon, ob die 
Symbole h und k positive oder negative Betrage bedeuten. 

Es kann nun dargetan werden, daB ein Ausdruck: 

{ah2 + bhk + Ck2} 

unabhangig vom Vorzeichen der Betrage, die man fUr h und k ein
fUhrt, sein Zeichen behalt, wenn: 

ac> b2 

und die Vorzeichen von a und c diesel ben sind. In unserem 
Fall wird also fUr geniigend kleine Betrage von h und k, unberuhrt 
davon, ob dieselben positives odeI' negatives Vorzeichen haben, 
(4) sein Zeichen unverandert behalten, wenn: 

und 

dasselbe Vorzeichen haben, und: 

i)2u a2 u (a 2 u)2 
8x2 • 8y2 > axay (5) 

ist. 
Wenn dies Lagrangesche Kriterium fliT irgendwelche Werte von 

x und y erfUIIt ist, so hat die betreffende Funktion u an diesel' 
Stelle ein Maximum odeI' Minimum, je nachdem das Zeichen von· 

negativ odeI' positiv ist. 
1st abel' fUr irgendwelche 

hingegen: 

au=o 
ax 

und 

Werte des x und y zwar: 

au=O 
ay 

a2u a2u ( a2u )2 
ax2 • ay2 < axay 

odeI' haben die 'Werte von: 

a2 u 
dx 2 

und 

(6) 

verschiedene Vorzeichen, so zeigt die Funktion an dieser Stelle 
wedel' ein Maximum noch ein Minimum. 

1st weiter fitr gewisse Werte des x und y: 

a2u a2u ( a2u )2 
8x2 ay? = axay (7) 
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so verschwindet offenbar auch das dritte Glied (4) del' Taylorschen 
Entwicklung, wenn man fiir h und k den gleichen Betrag mit ent
gegengesetzten Vorzeichen einsetzt. Die Untersuchung muJ3 sich 
dann auf die weiter folgenden Glieder del' Reihe erstreckeu, und 
zwar muJ3, damit ein Extremwert vorliegt, die erste nicht ver
schwindende Gruppe von Differentialquotienten gerader Ordnung sein. 

Beispiele: 

1. Man untersuche, fitr welche reellen Werte yon x und y die 
Funktion: 

U=X3 +y,l-3axy 

Extremwerte zeigt. Es muJ3 sein: 

i)u 0 

-=3x--3ay=0 
i)x 

i)u 0 

-=3y--3ax=0 
i)y 

(a) und (b) sind erfilllt, wenn: 

x=O 
oder auch fitl': 

x=a y=a 

c) d) 

vVenn nun: 
x=O y=O 

so ist: 
c)=O d)=-3a 

uud wenn: 
x=(( y=a 

so ist: 
c)=6a d)=-3a 

(a) 

(b) 

e) 

e)=O 

:F'iil' letzteres Wertepaar 

i)2 II i) 2 u 

8X2=oy2 >0; 

zeigt die Fllnktion ~t ein l\Iinimull1, 

und i) 2u. _i)~1J, > (J_2
U .. )2 

ox2 oy2 axoy 

da: 

Fill': 
x=Q y=O 

tritt wedel' ein Maximum Hoch ein Minimum auf. 
2. Man zeige, daJ3: 

., 0 (1 ) u=x"y- - x-V 
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ein Maximum hat fill': 

3. :Man zeige, da13: 

1 
X=-' 

2 

1 
Y=g 

U= 2x~- 3ax2 - 4ay~ 

ein Maximum hat, fill': 

Auch fill': 

finden wir, da13: 

x=o 

x=a 

ou=o 
ox 

y=o 

y=o 

OU=o 
oY 
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Die Lagl'angesche Beding'ung ist jedoch nicht erfilllt, wir haben 
daher nach (7) an diesel' Stelle keinen Extremwert. 

§ 71. Bebandlung unbestimmter Formen. 

I. Bei manchen Ausdl'iicken yon del' Form f(x)/F(x) finden 
wir, da13 del' Zahler f(x) und del' Nenner F(x) beide null werden, 
wenn x einen gewissen Wert a annimmt; so kommt man z. B. bei 
sin x/x. zu diesel' unbestimmten Form 0/0, wenn man x den 'Vert 
a=O erteilt: 

. sin x 0 
hm·-- =.-

x 0 
",=0 

"Vir wollen nun eine Methode kennen lernen, wie man Yorzu
gehen hat, um in einem solchen Fall den Wert del' Quotienten 
f(a)/E(a) zu bestimmen. 

Wir setzen in del' Zahler- und del' N ennerfunktion a + It fill' 
x und entwickeln t'(a+h) sowie F(a+h) nach der Taylorschen 
Regel: 

(a+ h) 
F(a+h) 

.( "( ) h + "( ) h2 + 11 ( ) h" + ta)+t a , f Ct 2"" fa, ... 1. . n. 

( )+ ", )h + "( )'t2-"+'---',,'( )'h;-+-"--
Fa p\.a 1 ! F Ct 2!'" F Ct;! ... 

(1) 

Auf del' l'echten Seite ist jedenfalls f(a) und F(a) null; es mag 
abel' Yol'kommen, da13 auch noch die folgenden Ableitungen: 

r'(x), f" (x) , .... 1'"-1 (x) 
beziehungsweise: 

F'(x), F"(x) , .... Fl'-1(X) 

null werden, weun x den Wert a annimmt, d. h.: 
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f'(a), f"(a), .... fn-l(a) = 0 

beziehungsweise: 

F'(a), F"(a), .... FV-l(a) = 0 

und erst fn(a) sowie F" (a) sollen von null verschieden sein. 

Wir haben dann: 

f(a+h) 
F(a+h) 

fn(a) + fn+l(a) +h + .... 
h" . 'P! n 1 

= h" . n! . P(a)+F.+l(a) +h + .... 
'I' 1 

Riel' sind nun drei FaIle moglich: 

1. n='P. 

Dann ist zunachst: 

(2) 

fCa + h) mea) + fn+l (a) n=Ft + .... 
F(a+h) h 

. . (3) 
Fn(a)+Fn+l(a)-+ + .... 

n 1 

Lassen wir jetzt h null werden, so verschwinden auf del' rechten 
Seite aIle Glieder mit h als Faktor und es bleibt: 

f(a) f"(a) 
F(a) FR(a) 

2. n>'P; es ist etwa: n-'P=p. 

Dann ist: 

Lassen wir jetzt h gleich null werden, so verschwindet offen
bar die ganze rechte Seite, da sie den Faktor OP enthalt, d. h.: 

f(a) =0 
F(a) 

3. n<1'; es sei etwa: 'P-n=p. 

Dann ist: 
f(a+h) 1 'I' r ... . 
F(a + h) = ji,P- • n' F" ... . . . . . (5) 
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Lassen wir jetzt h null werden, so wird offenbar die recht~ 

Seite, da sie den Faktor 1/0P enthalt, unendlich gToB: 

f(a) 
--=00 
F(a) 

Das Ergebnis vorstehender Betrachtungen kann man in fol
gendem Resume fassen: Wird in einem Quotienten f(x)/F(x) die 
Zahler- und die Nennerfunktion fiir einen besonderen Wert a der 
Variablen x gleichzeitig null: 

. f(x) 
lun F(x) 

x=a 

o 
_. 

o 

so kann man den Wert von f( a) / F( a) folgendermaBen bestimmen: 
Man sucht die erste, fiir x = a nicht verschwindende Ableitung 

von f(x) und F(x) auf. 
Sind nun die ersten fitr x = a nicht verschwindenden Ab

leitungen beider Funktion von derselben, etwa del' nten Ol'dnung, 
so ist del' Quotient: 

r(a) 
pn (a) gleich dem gesuchten Quotienten 

f(a) 
F(a) 

1st die erste fitr x = a nicht verschwindende Ableitung von 
f(x) von einer hOheren Ordnung, als die von F(x), so ist: 

f(a) =0 
F(a) 

1st das U mgekehl'te del' Fall, so ist: 

1. 

somit ist: 

f(a) 
--=00 
F(a) 

Beispiele: 

. sinx 
hm-- =!' 

x 

dsinx 
----. =cosx 

dx 

cosx = 1 
x=o 

x=o 

dx 
-=1 
dx 

I sin x d sin x/dx cos x 
im--=lim =lim--=1 

x dx/dx 1 
x=o x=o x=o 
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Entwickeln wir die Zahlerfunktion sin x nach del' l\f a c -L a uri n • 
schen Methode, so ergibt sich: 

(
X X3 x 5 x 7 ) 

sin x . i-iT + 5! -7T+ .... 
X X 

Lassen wir jetzt links und rechts X null werden, so ergibt 
sich wieder: 

2. 

somit ist: 

sin 0 
-=1 o 

1- cosx 
lim--:;-- =? 

x-

d(1- cos x) . 
- -------- = SIn X 
dx 

sin X o 

d2 (1- cosx) 
=cosx 

d~'IJ 

cosx = 1 
x=o 

dx 2 

-=2x 
dx 

2x = 0 
x=o 

. 1 - cosx . d2 (1 - cosx)jdx2 1 lun ---- = IUll-- ------
x2 d2 x 2 /dx 2 2 

x=o x=o 
3. )Iall zeige, dal3: 

. (ax - bX ) a 
lun --- = l 

X U 

4. Man zeige, dal3: 
xm- a1Jl· 

lim = ma",-l 
x-a 

x=a 

5. Man zeige, dal3: 
I-x'" m lim ---- - -
1-x" n 

·x=l 

II. lUan findet auch Ausdritcke von del' Form f(x)/F(x) , bei 
denen fill' einen gewissen 'Vert a von x Zahler- und Nennerfunktion 
unendlich grol3 werden, so dal3 -wir also bei Substitution von a fUr x 
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zur unbestimmten Form 00/00 kommen. Es ist abel' leicht einzu
sehen, daJl man ohne weiteres genau so vorgehen kann, wie wir 
es eben gelernt haben, denn setzt man: 

1 
rex) = rl (x) 

1 
F(X) = Fl (x) 

also: 

also: 

1 
rl (x) = rex) 

1 
Fl (x) = 1i'(X) 

so ergibt sich, daB: 

lim rix) . 1 
hm rex) o 

,:t:=a X=a 

und: 

daB also: 

1. 

dcot 2x 
dx 

1· rex) _ l' Fl (x) 0 
1m F(x) - Im~ (x) =0 

Beispiele: 

. cot 2x ? 
l11ll--=. 

cot x ",=0 

!I: = a 

2 d cotx 1 
-sill2 2x dx -sin2 x 

d cot 2x jd cotx 
lim dx j-dX 

. 2 sin 2X 
hm , 

sin~ 2x 
o 
o 

,,=0 X=O 

di2 sin 2X • 
----- = 4s1nx cosx 

dx 
d sin 2 2x 
------ = 4 sin 2x cos 2x 

dx 

d 2 sin 2X I d sin 2X 

lim dx j cr;;-
. sinxcosx 0 

hm =-
sin2xcos2x 0 

x=o ",=0 

d .. sinxcosx { Q • 0 } = cos -x - SIn -x 
dx 

dsin2x cos2x 0 O} 
=2 {cos-2x-sin-2x 

dx 

. dsinxcosx jdsin2xcos2x cos 2x-sin 2x 1 
hm dx j dx - 2(cos2 2x-sin 2 2x) 2 

x=O x=O 

2. Man zeige, daB: 
lsinx 

lim -:-:-. --::-
lsm 2x 

Mello r- W ogri nz, Hohcl'e )Iathematik. 

1 

14 
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d lsinx 
---=eotx 

dx 
d lsin 2x 

dx -= 2 cot 2x 

die Bestimmung von: 

I. 1 cot x 
lm---

2 eot2x 
",=0 

ergibt sieh nun unmittelbar aus dem friiheren Beispiel. 

III. Liegt uns ein Ausdruek von del' Form: ((x)· F(x) VOl', in 
dem ((x) fiir einen gewissen Wert a von x gleieh null, F(x) unend
lieh groJ3 wird, ergabe also eine direkte Substitution die Unbe
stimmtheit 0·00: 

lim ((x) . F(x) = 0 . 00 

so gehen wir folgendermaJ3en VOl'. 

Wir setzen entweder: 

es ist: 

1 
F(x)=---

F1 (x) 

und die Bestimmung von: 
x=a 

lim ((x) F(x) 
x=n 

ist auf die Behandlung von: 
. (ex) 

hm F1 (x) 
x=a 

zuriiekgefiihrt, eines Ausdruekes, bei dem die direkte Substitution 
von (t fiir x die Unbestimmtheit % ergibt. 

'Venn wir anderseits: 

1 
(lex) = lex) 

setzen, so ergibt sieh, daJ3: 

und: 

(ex) . F(x) = _~ix) 
f1 (x) 

. F(x) 00 

Inn (1 ex) = 00 

00=(1 



1. 

Betrachtung'en tiber Maxima und lIfinima. 

Beispiele: 

limxcotx=? 
",=0 

211 

direkte Substitution ergabe die Unbestimmtheit 0,00. Nun setzen wir: 

somit ist: 

ulld wir habell: 

f(x)=x F(x) = cotx 

1 
Fl (x) = -- = tall x 

cotx 

. f(x) . x lIm ~~ = lIm _ .. _-_. 
Fl (x) tall x 

X=O x=o 

zu behalldelll, welcher Ausdruck bei direkter Substitution die Un
bestimmtheit % ergabe. 

2. 

dx 
dx=l 

dtanx 
dx 

I 

lim df(x) ! dF' (x) = cos 2x = I 
dx I dx x=o 

",=0 

lim (x-~) tanx=! 
X=-

2 

") n f(x =x---
2 

F(x) = taux 

Fl(x) = cotx 

Wir haben also jetzt: 

lim liJjl = lim x -5 
Fl(X) n cotx 

x=2 x= 

zu behallden und finden leicht - 1 als Grellze. 

3. 

I 
fl (x) = 

X 

lim x Ix =? 
x=o 

F(x) = lx 

lim !i:"L = lim lx 
flex) l/x 

-00 

00 

dlx 

dx 
1 

x 

x=o x=o 

del/x) 
dx 

1 

14* 
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. dlx/dx =Iim ~=O 
hm d(-!.)/dx -1/x2 

IV. Begegnen wir einem Ausdruck von del' Form: 

f(x)-F(x) 

in dem fUr x gleich a sowohl f(x) als F(x) unendIich groB wird, 
ergabe also die direkte Substitution von a die Unbestimmtheit: 

00-00 

so gehen wir folgendermaBen VOl'. Wir setzen: 

dann ist weiter: 

und da: 

1 
f(x) = flex) 

1 
F(x) = Fl (x) 

1 
fl (x) = f(xY 

1 
Fl(X) = F(x) 

f(x) - F(x) = fl ~X) - Fl ~x) 
Fl (x) - fl (x) 

fl(X)·Fl(X) 

fiihrt die Substitution von a fiir x in (6) wieder zur Unbestimmt
heit 0/0. 

Beispiele: 
1. Man zeige, daB: 

lim {~-~} = 1 
lx lx 

x=1 

t~(x)= l: 
Fl(x)-fl(x) x-l 
fl(X).Fl(X) = lx 

x-I 0 
lim-·-=-

lx 0 
x=1 

usw. 
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2. Man zeige, daB: 

lim{_x __ ~} =! 
x- 1 lx 2 

Fl ex) - fl (x) 

Fl (x)· fl (x) 
xlx-x+ 1 

(x-1)lx 

zweimalige Differentiation von Zahler und N elmer fUhrt zu: 

r lX+1 __ ! 
1m lx+ 2 - 2 

",=1 

V. Bei Ausdriteken wie F(x)rr(x), die bei direkter Substitution 
eines gewissen Wertes a fUr x zu einer der unbestimmten Formen: 

1'" , 00 0 , 
fithren, bestimmt man zunaehst: 

limlF(x)fCX) = limf(x)lF(.r) 
x=a x=a 

Beispiel: 

lim x'" = ? 
x=o 

lxX=xlx 

limxlx=O (III. Beispiel 3) 
x=o 

und da: 
O=ll 

ergibt sieh, daB: 
limx x = 1 

x=o 

§ 72. Interpolation; - die Formeln von Ne"wton und Stirling. 

Es seien im Verlauf eines Experimentes zu einer Anzahl yon 
Werten der unabhangigen Variablen x die zugehOrigen Werte der 
abhangigen Variablen y beobaehtet und verzeiehnet worden und 
zwar heiBe der: 

fUr Xl beobaehtete Wert von y: Yl = f(xl ) 

" 
x2 " " " " : Y2 = f(x2 ) 

" Xs " " " " : Ys = f(xs) 

" 
x 4 " " : Y4 = f(x4) 

" Xi) " " " : Y5 = f(xi») 
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Wir sollen nun, ohne die matbematische Form des Gesetzes 
zu kennen, nacb dem sicb y in seiner .Abbangigkeit von x andert, 
also obne die Form von: 

Y= f(x) 
zu wissen, bloE gesttitzt auf die vorliegenden Ergebnisse del' Be
obacbtung zu Werten von x, die zwischen Xl und x2 odeI' x2 und 
Xs usw. liegen, die zugeborigen Werte von y berecbnen, "inter
polieren" . 

Sind beim Experiment die aufeinanderfolgenden Werte von x 
so gewahlt worden, daE sie sich stets urn den gleichen Betrag unter
scbeiden, - war z. B.: 

xl=a 
x2 =a+h 
xg=a+ 2h 
x4 =a+3h 
xs =a+4h 

YI = f(a) 
Y2 = f(a + h) 
!ig = f(a + 2h) 
Y4=f(a+3h') 
Yr,=f(a+4h) 

und bemerken wir dann, daE die Unterschiede zwischen den auf
einanderfolgenden besonderen Werten Yl' Y2' usw. klein und ziem
licb regelmaJ3ig sind, so konnen wir Werte von Y zu irgendwelchen 
Zwischenwerten von x unter del' .Annahme berechnen, daE die 

. Anderung im Wert von y proportional ist del' Anderung im Wert 
del: unabhangigen Variablen. 

Wir gehen dann nacb einer ~fethode Yor, die wir schon auf 
Seite 195 verwendet baben, urn log (n + h) zu berechnen, wenn log n 
und log(n+ 1) gegeben waren. 

Sind abel' die Unterschiede zwischen den aufeinanderfolgenden 
besonderen Werten von y groE odeI' unregelmaJ3ig, dann konnen 
wir nicbt ohne wei teres auf Grund del' .Annahme einer einfachen 
Proportionalitat rechnen, sondern wir mtissen uns einer del' 1nter
polationsformeln bedienen, die von Newton, Stirling, Langrange 
und GauE angegeben worden sind. 

a) Die 1nterpolationsformel von Newton. 

Wir bilden zuniichst die Differenzen Jl zwischen je zwei auf-
einanderfolgenden besonderen Werten von !i: 

!h -Yl = f(a +h)- f(a) =LFa 
!i3 -Y2 = f(a+ 2h)- f(a + II) = Jla+h 
Y4 - Yg = f(a + 3h) - f(a + 2h) = J\+2Tt 
!is -!i4 = f(a + 4h) - f(a + 311) = J\+Sh 

Nun bilden wir die Differenzen J2: 

J2a = J\+h - Jla 
J2a+h = Jla+2h - Lfla+h 
J2a+ 2h = Jla+Sh - Jla+2h 
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dann die Differenzen AS: 

ASa =A2a+h - A2a 
A3a+h = A2a+2h - A2a+" 

und schlie13lich konnen wir noch die Differenz A4 bilden: 

J4a = J3a+h - AS a 

Hohere Ordnungen von Differenzen konnen wir offen bar nicht 
mehr bilden, wenn nur fUnf besondere Werte von x und die zu
gehorigen Werte von y gegeben sind. 

Die besonderen Werte der unabhangigen Variablen, die zu
gehOrigen Funktionswerte und die gebildeten Differenzen stell en wir 
nun in Form einer Tabelle zusammen: 

a f(a) 
Jl a 

a+h f(a+h) J2 a 

Ala+h JS , a 

a+2h f(a+2h) A2a+h J4 
Ala+ 2h J;)a+h 

a+3h fCa + 3h) A2a +2h 
Jla+3h 

a+4h f(n+ 4h) 

Aus den obigen Gleichungen ergibt sich nun leicht: 

f(a + h) = f(a) + Jla 
f(a+2h)=f(a +h)+Jla+h 

= fCa) + J\, + LIlaH 
= f(a) + Jla + LIla + J2a 

= f(a) + 2Ala + A2a 
f(a+3h)=f(a +2h)+LFa+2h 

= f(a) + 2A1a + A2a + LPa+2h 
= f(a) + 2Jla + Ll2a + Llla+h + LFa+h 
= f(a) + 2 LI\ + A2a + LIla + LI\ + Ll2a+h 

a 

= f(a) + 2Ala + J2a + LI\ + Ll2a + J2a + JS" 
= fen) + 3Jla + 3J2a + JSa 

usw. 
Allgemein ist: 

f(a+ nh)=f(a)+nA\ + n(n ~ 1) J2a + n(n-13),(n-~ A3a + (1) 
2. . 

und wenn wir setzen: 

ergibt sich weiter: 

z 
nh=z, somit 11=

h 
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(( + )=(( )=(( )+~. ,1\ ..l..z(z-h). ,12a +z(z-h)(z-2h) .,13 +( ) 
a z x a h 1 I h2 2! h3 a 2 

z=x-a 

Dies ist die N ewtonsche Interpolationsformel; wenn a gleich 
null ist, haben wir zu schreiben: 

((x) = ((0) + ~ . ~ ,110 +X(X~h). ,120 +X(X-h)~X-2h). 4J+ 3) 
h 7'- 1 h2 2! lr' 3! ( 

da ja dann: 
z=X 

Einige Beispiele sollen die praktische Verwendung der Formel klar
machen. 

Beispiele: 

1. ((0) = 2'844, ((1) = 2'705, ((2) = 2'501, ((3) = 2'236, Man 
berechne (et) , 

Zuerst stellen wir eine Tabelle nach obigem Schema auf: 

Werte del' I' 
unabhiingigen 

Variablen 

Funktions
werte 

o 2'844 

1 2'705 

2 2'501 

3 2'236 

(- 0'139)0 
(-0'065)0 

(-0'204)1 
(- 0'061)1 

(- 0'265)2 

Setzen wir nun zunachst die Werte: 

1 
Z=X=--- h=l 

5 

in die Formel (3), so ergibt sich: 

(0'004)0 

((~) = ((0) + ~_ ,110 + ~ (f -1) ,120 +} (~ - 1) (~_- ~-J30 
5 5 2! 3! 

jetzt setzen wir aus der Tabelle die Zahlenwerte von ,110 , ,120 und 
,130 ein, fithren die Reclmung aus und finden, daB nach diesel' Formel: 

((f) = 2'821592 

ist, 
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2, Gege ben ist: 

log 4'22 = 0'6253125 
log 4'24 = 0'6273659 

log 4'23 = 0'6263404 
log 4'25 = 0'6283889 

zu berechnen ist: 
log 4'21684, 

Es handelt sich in dem Fall um eine sogenannte "Extrapolation": 

f(x)=f(a) + ~, ~>"+ Z(;:;h)L12
2
; 

wir begniigen uns mit drei Gliedern auf del' rechten Seite, 

x=4'21684 a=4'22 z=x-~-O'00316 

f(a)=10g4'22 h=O'Ol 

10 4'21684=1 4'22+=°,00316, Lll +-O'00316(-O'00316---:-0'~~, LI~(/ 
g og 0'01 a 0'012 2 ! 

Nun bilde man wie bekannt ,11 a und ,12 a, setze die Zahlen
werte ein und fUhre die Rechnung aus; man findet: 

log (4'22 - 0'00316) = log 4'21684 = 0'6249872 

3, Gegeben ist: 

V60 = 3'914868 VB1 = 3'936497 
3 __ _ 

V62 = 3'957892 
3_ _ a __ 
V 63 = 3'979057 V 64 = 4 

Man bcreclme: 
3 __ 

V60'25 

x=60'25 a=60 z=O'25 
3_ 

f(a)=V60 h=l 

b) Eine Bemerkullg; - die Stirlingsche Interpolations
formel. 

Es seien bei einem Experiment fUr eine groBere Anzahl von 
Werten del' unabhangigen Variablen - etwa fill' 20 - die zu
gehOrigen Werte del' abhangigen Variablen y bestimmt worden, 
so daB: 

Yl entspricht: a 

" 

y~o a+ 19h 



218 Uber unendliche Reihen und ihre Verwendung. 

HandeIt es sich nun etwa darum, zu einem Wert x del' un
abhangig'en Variablen, der zwischen: 

a+13 und: a+14h 

liegt, den zugehorigen Wert von y zu berechnen,. dann wird man 
nicht etwa ansetzen: 

l; LIla l;(l;-h)Ll2a 
Ya: =~l +h'i+ h2 2T+ .... 

(l;=x-a) 

sondern man wird die Interpolationsformel so bilden, daB das erste 
Glied del' rechten Seite Y14 ist; wir schreiben, um uns klarzu
machen, wie dies gemeint ist: 

a+ i3h= a 
a+14h=a+h 
a+ 15h=a+ 2h 
a+ 16h=a+ 3h 
a+17h=a+4h 

Y14 = (a) 
Yl5 = (a + h) 
Yl6 = (a + 2h) 
Yl7=f(a+3h) 
YlS = f(a + 4h) 

N och weiter folgende Werte aufzunehmen ist meist nicht notig, 
da die Genauigkeit del' Rechnung bei Beriicksichtigung von fiinf 
Gliedern in del' N ewtonschen Formel fast immer geniigend ist. -
Nun bilden wir die Tabelle: 

a f(a) 
Lll a 

a+h rea + 11) LI~ a 
LI\+h Lf! a 

a+2h rCa + 211) Ll2a+h Ll4 a 

Lll a+2h Ll 3a +h 

a+3h rea + 3h) Ll2a+2h 

a+4h r(a+4h) 

und rechnen: 
Yx=r(x) 

aus del' Formel: 
. z LI\ z(z - h) Ll2a 
f(x)=r(a)+h 'i+~h~' 21+···· 

in del': 
z=x-a 

Zu einer Interpolation nach del' Stirlingschen Formel fiir 
einen Wert x der unabhangigen Variablen, del' wieder zwischen: 

a+13h und a+14h 

liegt, waren die Wertepaare: 
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a+ 11h, Y12 
a + 12k, Y13 

a+ 13h, Yu 
a + 14k, YUj 

a + 15k, Y16 

aus del' Reihe der beobaehteten zu entnehmen und die folgende 
Tabelle zu bilden: 
a-2h(=a+11k) f(a-2h) 

Llla_ 2h 

(~- h(= a + 12k) ((a-h) Ll2a_ 21• 

Llla _ h Ll3 a-21t 

It(=a+ 13k) I(a) Ll2a _ h j4a _ 2h 

LPa LI:3 a-It 

a+k(=a+ 14h) f(a +k) Ll2 
a 

.1\+" 
a+2k(=a+15h) f(a+2h). 

Die Stirlingsehe Interpolationsformel lautet nun: 

f( )=f( )+.~. LIla + LI\_h + Z2,J2 + 
X a It 2 2!h2 a-h 

(z~+h)z(z-h), Ll3a:-"+L1:~=~+~Z+h)Z2(Z-=-h),J4 -21 

3! h3 2 4! h4 a, 

+ (z+2k)(z + k)z(z-h)(z_=27~, .1~a=-~~L1~a-3h + (4) 
5! k~ 2"" 

Es ist hier noeh ein seehstes Glied entwiekelt, um das System 
der Formel augenflillig zu maehen; bei del' praktisehen Verwendung 
der Formel wird man kaum jemals mehr als fUnf Glieder del' 
rechten Seite verwenden, so daB man nieht mehr Wertepaare zu be
rtleksiehtigen und Ordnungen von Differenzen aufzustellen braueht, 
als in del' obigen Tabelle aufgenommen sind, 

Ein Beispiel: 
I 

Werte der I Funktions-unabhiingigen werte LI' LI" Ll3 Ll4 
Variablen i 

21 21'857 
-0:832 

25 21'025 -0'061 
-0'893 -0'033 

29 20'132 -0'094 +0'026 
-0'987 -0'007 

33 19'145 -0'101 
-1'088 

37 18'057 
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Man berechne den Wert von rex), wenn x = 30 nach del' Stir
lingschen Formel: 

= 20' 32 _ 0'940 _ 0'094 + 15 X 0'02 _ 15 X 0'026 
Y 1 4 2!X42 3!X43 4!X44 

= 20'132 - 0'235 - 0'003 + 0'0008 - 0'0001 = 19'895. 

§ 73. Weitere Interpolationsformeln; - die graphiscbe Inter
polation. 

a) Die Interpolationsformel von Lagrange. 

Wir haben bisher angenommen, daB die aufeinander folgenden 
Werte del' unabhangigen Variablen so gewahlt worden sind, daJ3 
sie sich stets um den gleichen Betrag unterscbeiden; nun wollen 
wir diese Einscbrankung fallen lassen. 

Es seien die besonderen Werte: 

Ya, Yb' Yo' .... Y .. 

einer Funktion Y", fiil~ die Werte: 

a, b, c, .... n 

del' unabbangigen Variablen x bestimmt worden, diese aufeinander 
folgenden Werte von x unterscbeiden sich abel' nicht mehr stets 
um denselben Betrag. 

Lagrange bat nun gezeigt, daJ3 sicb dann del' Wert von y", 
fiir irgend einen Zwiscbenwert von x nach del' Formel: 

_ (x-b)(x-c) . ... (x-n) + (x-a)(x-c) . ... (x-n) + (1) 
Y",- (a-b)(a-c) .... (a,-n) Ya (b-a) (b-c) .... (b-n) Yb 

berecbnen laJ3t. 
Beispiele. 

1. Man berechne die Wabrscbeinlicbkeit, daB eine 5 3 Jahre 
alte Person 1 Jahr leben wird, wenn die Wabrscheinlicbkeit, daJ3 
sie noch ein Jahr leben wird, fiir eine Person 

von 50 Jahren: 0'98428 
,,51 " 0'98335 
,,54 " 0'98008 

" 
55 

" 
0'97877 

ist. Wir setzen in del' Rechnung: 

a= 0 Ya = 0'98428 
b = 1 Yb = 0'98 335 
c=4 Yo =0'98008 
d=5 Yd =0'97877 

x=3 
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daraus folgt: 

(x- b) (x- c) (x-d)=(3 -1)(3 - 4) (3 - 5)= + 4 
(x-a)(x-c) (x-d)=(3-0)(3-4)(3-5)=+ 6 
(x- a) (x- b) (x-d) =(3 -0) (3 -1) (3 - 5)=-12 
(x- a) (x- b)(x- c) = (3 - 0) (3 -1) (3 - 4) =- 6 
(a - b) (a- c) (a-d)=(0-1)(0- 4) (0- 5)= - 20 
(b - a) (b -c) (b - d)=(1-0) (1-4) (1- 5)= + 12 
(c-a) (c-b) (c-d)=(4-0)(4-1)(4-5)=-12 
(d -a) (d- b) (d-c) =(5-0)(5 -1)(5 -4)= + 20 

=_~ ~~ +~~~t _~~ __ 0°98428 0 0 98335+00 98008 _ 3xO'97877 
x 20 Ya '12 Yb 12 Yc 20 Ya,- 5 + 2 1 10 

2. Gegeben ist: 

Ya = log 280 = 2°4472 
Yo = log 283 = 2'4518 

Yb = log 281 = 2'4487 
Ya, = log 286 = 2°4564 

Man bestimme nach del' Formel von Lagrange log 282, Fur die 
Rechnung setzen wir: 

a=O b=1 
c=3 d=6 

x=2 

2 4 4 1 
Yx=-gYa+r;Yb+ffYc- 45 Ya,=2'4502 

3. Gegeben ist: 

Yo = log 200 = 2°30 103 
Yc = log 220 = 2°34242 

lib = log 210 = 2°32 222 
Ya, = log 230 = 2'36173 

::\Ian bestimme x nach del' ]<'ormel von Lagrange, wenn: 

Yx = log x = 2'33333 

Fill' die Rechnung setzen wil': 

a=O b=1 
c=2 d=3 

(x-1)(x-2)(x-3) (x-O) (x-2) (x-3) 
Yx = (0 - 1) (0 - 2) (0 -=-3) Ya + (1 - 0) (1 - 2) (1 - 3) Yb + 00 •• 

2'33333=- x:3_ 6x2t llx-6 2'30103 + X3-5~2+6X 2°32222 +. ° ° 

die weiteren Glieder bilde del' Leser selbst, fUhre dann die Rechnung 
aus und fasse zusammen; so ergibt sich zunachst: 

2°33333 = 2°30103 + 0'02171 x - 0°00055 x2 + 0°00001 x3 
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Diese GIeichung ist nun nach x zu Hisen (§ 110, usw.) und 
wir finden: 

x = appro 215'462 

4. Die Leitfahigkeit von Ammonsulfatlosungen 
einem Gehalt: 

ist bei 18° und 

von 0·793 Gramm Aquivalenten im Liter: 526·10-8 
939.10-8 

1664.10-8 
" 1'584 
" 3'366 

" 
" 

" 
" 

" " . 
" " . 

(Hg von 0° = 108). Man berechne die Leitfahigkeit bei einem Ge· 
halt von einem Gramm-Aquivalent im Liter: 

a = 0·793 b = 1·584 c = 3.366 
ya =526 Yb=939 

x=1 
Y.= 1664 

(1-1·584) (1- 3'366) 52 (1- 0·793)(1- 3.366) __ 939 
(0·793-1.584)(0'793-3'366) 6+(1'584-0'793)(1'584-3·366) + ... 

= 0'584.2'366 526 + 0'207 . 2'366 939 _ 0'207.0'584 1664 
0'791·2'573 0'791·1'782 2'573 ·1'782 

usw. Kohh'ausch, Wiedemanns Ann. 1879, S.1 und 145 .. 

b) die Interpolationsformel von Gau13. 

Sind beim Experiment wieder n Werte: 

filr n Werte: 
a, b, ........ n 

der unabhangigen Variablen x gemessen worden, und zeigt sich 
nun, da13 Y., periodischen Charakter hat, so verwendet man zur 
Interpolation eines Zwischenwertes die Formel von Ga u13: 

sin ~ (x- b) sin ~ (x- c) .... sin ~ (x-n) 
Yx= 1 1 -- -·---1------ Yo + 

sin 2 (a-b) sin 2 (a-c) .... sin 2 (a-n) 

sin ~ (x-a) sin ~(x- c) .... sin~(x-n) 
-.----. -- - Yb + .... (2) 

sin~(b-a)sin~(b-c) .... sin~(b-n) 

c) graphische Interpolation. 

Man tragt die gewahlten Werte der unabhangigen Variablen 
und die zugehorigen gemessenen Funktionswerte als Abszissen und 
Ordinaten in einem Koordinatensystem ein mid verbindet die Enden 
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del' Ordinaten durch einen Linienzug; je mehr Messungen gemacht 
wurden, desto genauer stellt natfirlich die gezeichnete Kurve den 
Verlauf del' Funktion dar. 

Zu irgend einem Zwischenwert del' unabhangigen Variablen 
ermittelt man dann den zugehorigen Funktionswert, indem man 
einfach im Diagramm auf del' Abszissenachse das Stfick abtragt, das 
dem Zwischenwert del' unabhangigen Variablen entspricht und die 
zugehOrige Ordinate abmiBt. 

Sehr geeignet fUr derartige Arbeiten ist das sogenannte Milli
meterpapier. 

§ 74. Naherungsweise Berechnung von'Verten fiir dyld.x~ 
auf Grund von Beobachtungsergebnissen. 

Es seien wieder durch Beobachtung eines Vorganges fUr eine 
Reihe von Werten del' unabhangigen Variablen x die zugehOrigen 
Werte del' abhangigen Variablen y bestimmt worden; die mathematische 
Form von {(x) = y sei unbekannt. 

Es ist dann manchmal - wie wir im folgenden Paragraph sehen 
werden, - eine wichtige Aufgabe, fUr eine Anzahl von Werten 
del' unabhangigen Variablen x naherungsweise die Werte von dy/dx 
zu berechnen. 

Um sie zu lOsen, kOl1nen wir zwei "\Vege einschlagen. Tragen 
wir die zusammengehorigen Werte von x und y in ein Koordinaten
system ein und verbinden 
die Enden del' Ordinaten 
durch einen Linienzug, so 
gibt uns die erhalt.ene Kurve 
ein mehr odeI' weniger ge
naues Bild des Verlaufes 
von ((x) innerhalb des erst en 

und letzten beo bachteten 
Wertes von y. Um nun fUr 
irgend einen Wert von x -
etwa x = a - den Wert von 
dy/dx zu berechnen, legen 

y 

wir (Fig. 84) in dem Punkt ~ At.::r; 
mit den Koordinaten a und 7.o7G' =========:::v;::~='====::7--..JL----':=-

(L 
Ya eine Tangente an die Fig'. 84. 
Kul've und berechnen tan a, 
indem wir MN abmessen und 
ausl'echnen. Die Genauigkeit 
gemeinen nicht sehr groJ3. 

den Wert des Verhaltnisses ?/aiMN 
del' :l\fethode ist natti.l'lich illl all-
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Auf dem anderen Wege miissen wir von einer der Interpolations
formeln ausgehen. 

Es seien die aufeinander folgenden Werte der unabhangigen 
Variablen so gewahlt worden, daB sie sich stets um den gleichen 
Betrag h unterscheiden, a sei einer dieser Werte, und wir sollen 
nun fUr den Punkt mit den Koordinaten x = a und Ya = f(a) 
naherungsweise den Wert von dyjdx berechnen. 

Nach del' Stirlingschen Interpolationsformel ist nun f (x), 
wenn: 

a<x<a+h 

'()_ ()+x-a.iI'a+ iI'a..,-h+(x-ar il2 + 
lx-fa h 2 2!h2 a-h ... (1) 

da ja: 
z=x-a 

Bilden wir nun d f(x)jdx und setzen im Resultat: 

x=a 

d. h. lassen den Punkt mit den Koordinaten x und f(x) unendlich 
nahe an den Punkt mit den Koordinaten a und fCa) heranriicken, 
so ergibt sich: 

(d y) =~(illa_+,1~~""'h_l::!Sq=1.+ilSa_-=2"+LiI"a_2h+il5a_:lh+.) 
dx x=a h 2 6 2 30 2 .. 

=== __ a ~_~ __ 1! __ ~ ~ __ ~_::-]l,_ _ a-21t.+~ . a-2h . a-Sh+ 1 (ii' + ii' 1 a iI'l + ilS 1" 9" iI" + il5 ) 
h 2 3! 2 5! 2 ... (2) 

---------"-- --

Ein Beispiel. 

Werte der I Funktions-unabhiingigen werte ill il2 il3 il4 iii; 
Variablen 

4'9 134'290 
14'123 

5'0 148'413 1'486 
15'609 0'155 

5'1 164'022 1'641 0'019 
17'250 0'174 -0'004 

5'2 181'272 1'815 0'015 
19'065 0'189 +0'009 

0'3 200'337 2'004 0'024 
21'069 0'213 

0'4 221'406 2'217 
23'386 

0'5 244'692 
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Man zeige, daB: 

(~ .. 1l) - ~(17'250+19'065 
dx x= 0'2 0'1 2 

.!., 0'174+ 0'189 +~, 0'009-0'004) = 181'273 
6 2 30 2 

2, Ans Horstmanns Daten libel' den Dissoziationsdrnck p 
del' Ammonsilberehloride 

t: 8, 
p: 43'~, 

berechne man: 

bei verschiedenen Temperaturen t; 

12, 16, .... °0 
52'0, 65'3, "" em Hg 

(d1?) -- = 2'76 
dt 1=120 

Del' Leser mache sich nun noch selbst klar, daB: 

(~~) = :2 (L12a_h-i\L14a_2h+ 9~L16a_3h + .... ) 
x=a 

Bei Rechungen mit den Ergebnissen von praktischen Be
obachtnngen ist es kaum jemals notig, mehr als hochstens drei 
Glieder in den entwiekelten Reihen zu verwenden, 

§ 75. . Aufstellung einer Formel fUr eillell Vorgang auf Grund 
von Messungell. 

1st man nicht in del' Lage, von allgemeinen theoretischen 
Gesichtspunkten aus den Zusammenhang zwischen der unabhangigen 
nnd del' abhangigen Variablen bei einem betrachteten Vorgang in 
der Ausdrucksweise und Mathematik zu fassen, eine sogenannte 
theoretische Formel aufzustelIen, wie wir dies beh.pielsweise beim 
Zerfall des Rohrzuckers unter dem Einflu13 verdtinnter Sauren 
konnten, so mlissen wir auf Grund del' l\fe13ergebnisse eine empi
rische Formel zu gewinnen suchen, die den Zusammenhang zwischen 
x und y (wenn allgemein x die unabhangige, y die abhangige 
Variable bezeichnet) wenigstens im Bereich del' Messungen mog
lichst genau darstellt, 

Strenge RegeIn, wie man dabei vorzugehen hat, lassen sich 
nicht geben, - Findigkeit und Ubung spielen eine wichtige Rolle 
bei derartigen Arbeiten, 

Haufig gibt die graphische Darstellung del' Beobachtungs
resultate wichtige Anhaltspunkte, 

1st die gezeichnete Kurve innerhalb des MeBbereiches eine 
gerade Linie, so ist die Gleichung, die den ZnsamriJ.enhang ZWIschen 
x und y darstelIt, von del' Form: 

y=a+bx 
lIIellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 15 
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1st dies nicht del' Fall, so versuche man es mit den Relationen: 

y=axn oder: 
ax 

y=l+bx 

Niitzlich ist es ferner, fli.r cine Reihe von Werten von x die an
genaherten Werte von dy/dx zu berechnen. 

Findet man dann, daE sich dy/dx proportional mit y andert, 
so kann man den Zusammenhang zwischen x und y durch: 

y = beax odeI': y = be-ax 

ausdriicken. Erfolgt die Anderung von dy/dx proportional mit der 
Anderung des Vel'haltnisses x/y, so vel'suche man die Beziehung: 

y=bx" 

Andert sich dy/dx proportional mit x, so ist die Gleichung: 

y=a+bx~ 

anzuwendell. Raben aUe diese Versuche kein befriedig·endes Re
suItat ergeben, ·so muE man es weiter mit Beziehungen wie: 

y=a+ blogx 

y=a+bcX 

y=a+bx+cx2 +dx'3+ .... 

versuchen. . Zeigt y in seiner Abhangigkeit von x periodische 
Eigenschaften, so laEt sich die Beziehung zwischen den Variablen 
durch trigonometrische Reihen darsteUen, beziiglich deren auf das 
Kapitel iiber die Fourierschen Reihen verwiesen sei. 

§ 76. Auswertung del' Konstanten in emllirischen ulld theo
l'etischen Formeln. 

1. Methode: 

Man wahlt aus den beobachteten 'Yertepaaren so Yiele aus, 
als Konstanten a, b, c.... zu bereclmen sind, setzt sie in die 
Gleichung zwischen y und x ein und lOst die erhaltenen Relationen 
nach (t, b, c. . .. auf. 

Beispiel: 
Es seien 11 'Yerte: 

Yu y~, y" 
fiir die Werte: 

Xl =0, x~, Xli 
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der unabhangigen Variablen gemessen worden; man bereclme die 
Konstanten in del' Gleichung: 

b", 

y=a·10 1+C'" 

die den Zusammenhang zwischen x und y beim betrachteten Vor
gang darstellen solI. 

Wenn: 
Xl = 0 , ist Y1 = a 

es bleiben also nul' noch die Konstanten b und e. Wenn wir zu 
ihrer Berechnung die Wertepaare: 

verwenden, ergibt sich: 
b"" 

y~ = a . 10 1+c"" 

bx" log y = 10D' a + --~--~~ 
2 I"> 1 + ex~ 

Y3 (1 1) y.) log - --- log~ 
a x 2 Xs a 

log }!~ - log Y2 
a (£ 

und 

bx;{ 

und Y3 = (£ • 10 i-fcx, 

+ bxs 
10D' Y = 10D' (£----

b 3 b 1 + ex:] 

1 y.) 1 1Y'1 -- log~--log -:-
e = _::2 __ ~ ___ Xs (£ 

10D' '!I~ -10D' '!{2 
b a b a 

Die Methode ist verwendbar, wenn auf eine genaue Bestimmung 
der Konstanten kein besonderes Gewicht gelegt wird, odeI' wenn 
die Fehler bei den Beobachtungen verhaltnismlU3ig klein waren. 

IL ~1{ethode del' kleinsten Quadmte. 

Eine del' best en Methoden, die numerischen Werte del' Kon
stanten in irgend einer Formel zu bestimmen, ist die Methode del' 
kleinsten Quadrate. Die Regel geht von del' Annahme aus, daB 
die wahrscheinlichsten Werte del' Konstanten die sind, fUr welche 
die Summe del' Quadrate del' Differenzen zwischen beobachteten und 
gerechneten Werten die kleinmoglichste ist. 

Betrachten wir den folgenden Fall: Es sei uns bekannt, daB 
bei irgend einem Vorgang del' Zusammenhang zwischen del' una b
hangigen Val'iablen x und y durch: 

(1) 

gegeben ist. Um nun die Konstanten (£ und b auszuwel'ten, messen 
wil' fitr eine Reihe von Wel'ten von x: 

15* 
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die zugehorigen Werte von Y; wir bezeichnen die gefundenen 
Zahlen mit: 

Yl' Y2···· Yn 

Waren die Me.l3ergebnisse absolut genau, d. h. wi.trden die be
o bachteten Werte: 

Yl' Yl' .... Yn 

absolut genau den wirklichen Werten von y: 

Ywl' Yw2' .... Yw " 

gleichkommen, die den Werten 

entsprechen, so mi.t.l3te: 

a+bxl -Yl =0, a+bx2 -Y2 = 0, .... a+ bx,,-Y,,=O 

sein. Da aber eine derartige Genauigkeit nicht erreich bar ist und 
immer gewisse Differenzen v zwischen den beo bachteten vVerten 
von Y und den wirklichen bestehen: 

Vl =Ywl-Yl ' V2=Yw2-Y~"'" vn=Y •• ,,-Yli • (2) 

so haben wir zu schreiben: 

a + bXl - Yl = vl ' a + bX2 - Y2 = V2 , •• " a + bXn - Yn = v" (3) 

Die Aufgabe ist nun, die Konstanten a und b so zu bestimmen, 
da.l3: 

X(V2)=Vl2+V22+ .... +v,,2=X(a+ bx-y)2 

ein Minimum wird; dies ist filr solche Werte von a und b der Fall, 
filr welche die partiellen A bleitungen von: 

X(a+bx-y)2 

nach a und b null werden. Wir setzen also: 

somit: 
X(a+bx-y) = X(a)+bX(x)-X(y)=O (4) 

und: 

-~X(a + bx-y)2=0 ab 
somit: 

Xx(a+bx-y)=aX(x)+bX(x 2)-X(x·y)=0. (5) 

liegen nun zu n Werten von x die beobachteten "\Verte von Y vor, 
so konnen wir weiter schreiben, da dann: 

X(a)=na 

na+bX(x)-X(y)=O aX(x)+bX(x2)-X(x··y)=0 (6) 
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und wenn wir jetzt nach a und b ailflOsen, erhalten wir die zwei 
Gleichungen: 

~(x) ° ~(x ° Y)_~(X2)L'(y) 

a= [~(x)y-n~(x2) 

welche die Werte del' Konstanten a und b so bestimmen, daB ~(V2) 
ein Minimum wirdo 

Beispieleo 

1. Es sei beobachtet worden, daB ein Volum Wasser bei 760 mm 
Barometerstand: 

bei t= 0° lOst: 1°80 Volumina (v) Kohlensaure, 

" t= 5° 
" 

1°45 
" " 

" 
t=1O° 

" 
1°18 

" " 
" 

t= 15° 
" 

1°00 
" " 

Zwischen v und t bestehe in dem betrachteten Temperatur
intervall del' allgemeine Zusammenhang: 

v=a+bt 

l\fan solI die Konstanten a und b auswerteno 

'Vir bilden zunachst die folgende Tabelle: 

l' t2 

0 1°80 0 
5 1°45 25 

10 1°18 100 
15 1°00 225 

~(t)= 30 ~(v) = 5°43 ~(t2) = 350 

to v 

0 
7°25 

11°80 
15°00 

I ~(tov) = 34°05 

Die Werte fUr ~(t), ~(v), ~(t2), ~(tov) fUhren wir nun in die 
Formeln ein und finden: 

a = 1°758 b = - 0°0534 

v = 1°758 - 0°0534 t 

Urn zu zeigen, daB diese Formel, in del' die Konstanten a und 
b aus den Ergebnissen del' Beobachtung nach del' Methode der 
kleinsten Quadrate gerechnet wurden, die geeignetste ist, obwohl 
sich nach ihr rechnerisch fUr: 

t = 0° ergibt, daB: v = 1°758 

wahrend die direkte Beobachtung 1°80 lieferte, bilde man die 
folgende TabeUe: 
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v iDifferenzen zwischen den I Quadrate 
Iberechneten und den be- der nebenstehenden 

beobachtet !obachteten Werten von v Differenzen g-erechnet 
I 

I 

0 I 1'758 1'80 -0'042 0'00176 
5 I 1'491 1'45 +0'041 0'00168 

10 
I 

1'224 1'18 +0'044 0'00194 
15 0'957 1'00 -0'043 0'00185 

0'00723 
Die Zahl 0'00723 ist die Summe del' Quadrate del' Differenzen 

zwischen den beobachteten Werten und denen, die sich aus del' 
Formel: 

v = a + bt 

errechnen lassen, wenn a und b nach del' .!'Iiethode del' kleinsten 
Quadrate aus den Beobachtungsergebnissen bestimmt wurden. 

Jede Anderung del' Werte von a und b bewirkt, daB als Summe 
del' Quadrate del' Differenzen eine groBere Zahl erscheint, als 
0'00723. Dies IaBt sich leicht nachweisen. Wenn wir z. B. in die 
Formel 

v=a+ bt 
die beobachteten vVerte: 

t=O und '/:=1'8 
einsetzten, ergabe sich: 

und aus: 

dann weiter: 

a=1'8 

1'45 = 1'8 + 5b 

b=-0'07 

nun rechnen wir aus del' Formel: 

V= 1'8 - 0'07t 
die Volumina fUr: 

t= 10° und erhalten: v= 1'10 

" " 
v=0'75 

und bilden die folgende Tabelle: 

v Differenzen zwischen den i Quadrate 
berechneten und den be-!' del' nebenstehenden 

g-el'echnet beobachtet ,obachteten Werten von vi Differenzen 

0 1'80 1'80 I 0 0 I 
5 1'45 1'45 I 

I 
0 0 

10 1'10 1'18 I -0'08 0'0064 
15 0'75 1'00 -0.25 0'0625 

0'0689 
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Die Summe del' Quadrate del' Differenzen zwischen dem auf 
Grund del' Formel: 

v = 1'80 - 0-07 t 

berechneten und dem beobachteten Wert ist 0-0689_ 
2_ Wir stellen aus einer gewissen Substanz einen Stab her, del' 

sich mit steigender Temperatur ausdehnt, und zwal' messen wir die 
Langen: 

l: 1000-22, 1000-65, 1000-90, 1001-05mm 
bei: 

t: 20, 40, 50, 

Man berechne nach del' Methode del' kleinsten Quadrate die 
Konstanten a und b in del' Formel: 

l=a+bt 

die den Zusammenhang zwischen Lange und Tempel'atur innerhalb 
des Bel'eiches del' Messungen ausdl'ilckt_ 

a=999-804 b=0-0212 

1 = 999-804 + 0-0212 - t 

(vid_ F_Kohlra usch, Lehrbuch del' pl'aktischenPhysik, Leipzig, 1901.) 

Haben wil' bei einem Vorgang den Zusammenhang zwischen 
x und y in del' Form: 

!J=a.+ bx + cx~ 
gefa13t, so berechnen wir die Konstanten b und c aus den Formeln: 

b = X(X4) -.l'(xy) -X(x:3) -.l'(X2!il _ .l'(X2) _.l'(X2y) -.l'(x3) -.l'(xy) ( ) 
.l'(x2)-X(X4)-[X(X:I)J2 c- .l'(x2)_.l'(X4)_[.l'(X:3)]2 8 

die ahnlich a bgeleitet werden, wie 0 ben (7); {(. wird gesondert be
stimmt, indem man den Wert von !J fill' x = 0 mi13t. 

Beispiele: 

1_ In Grenelle (Frank reich) wurden in einem artesischen Brunnen 
in den Tiefen: 

x: 28, 66, 173, 248, 298, 400, 505, 548m 

die Temperatul'en: 

t: 11-71, 12-90, 16-40, 20-00, 22-20, 23-75, 26-45, 27-70 0 C 

gemessen; die mittlere Temperatur auf del' ErdoberfIache (x=O) 
war 10-6 0 C_ Man berechne die Konstanten in del' Formel fill' den 
Zusammenhang zwischen x und t: 

t=a+bx+cx2 • 
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Man findet: 

a=10'6 

2, Es sei: 

b=0'042096 c = - 0'000020558 

x: 8'97, 20'56, 
y: 1'0078, 1'0184, 

36'10, 
1'0317, 

49'96, 
1'0443, 

Y= 1 wenn: x=O 

62'38, 
1'0563, 

83'73 
1'0759 

Der Zusammenhang zwischen y und x werde durch: 

y=a+bx+cx2 

ausgedriickt; man zeige, daJ3: 

a= 1 b=O'00084 c = 0'0000009 

§ 77, Darstellung von Integralen durch Reihell, 

Es ist gar nichts AuJ3ergewohnliches, wenn wir auf Formen 
sto.Ben, die nach den gewohnlichen uns zur VerfUgung stehenden 

Methoden der Integration nicht 15sbar sind. 1st z. B. f;(X)dX ein 
a 

derartiger Ausdruck, bei welch em das allgemeine Integral fr(X) dx 

nicht 15sbar ist, so konnen wir aber wenigstens einen Naherungs-

wert fUr f;(X)dX finden, indem wir nach den in § 64 gelernten 
a 

Verfahren, namlich der Simpsonschen Regel usw" vorgehen. Ein 
anderer Weg bietet sich uns noch, falls es moglich ist, rex) fUr 
a < x < b in einer kon vergenten Reihe nach Potenzen von x zu 
entwickeln. Wenn wir in diesel' Reihe dann Glied fiir Glied inte
grim'en, so entsteht eine neue ebenfalls konvergente Reihe fUr 

fr(X) d(x), und integrieren wir Glied fill' Glied zwischen den Grenzen 

a und b, so konnen wir f;"(X) dx mit beliebiger Genauigkeit be-
a 

rechnen. 
Einige Beispiele werden das Gesagte rasch klarmachen. 

Beispiele: 
1. Wenn: 

-l<x<l 
so ergibt die Entwicklung nach dem Taylorschen Schema, daJ3: 

(1 +X2)-1 = 1-x2 +x4 _xG + .... 
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somit ist innerhalb der Grenzen - 1 nnd + 1 : 
b b b b /, 

fl~X2 fdx-fx2dX+ fX 4 dX-fxGdX+ .... 
a a a a (~ 

a 

= [x - ~ x3 + ~- x5 - ~. X 7 + .... J = arctan b - arctan a 
b 

Man sehe § 66, Beispiele. Wir erinnern nns, daB: 

f-+dX ~=arctanx + c 1 X" 
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2. Man zeige ferner, daB innerhalb del' Grenzen -1 nnd + 1: 
b b b 

f -t [ X'l 1 . 3 xc, J [ j (1 - X2) dx = X + -~-3 + 2:-4~ + .. " = arcsin x 
a n a. a 

14 dx --( 1 sin2 x 1· 3 sin4 x ) 
3. oV sin x =2Ysinx 1+"2'5-+2.4 --9. +···x=; 

[
.5 " x3 X" X' 

4. e- x. dx=x- 1.3 + 1.2.5 - i: 2 .3~7+··· vid. § 66, (7b) 
, x=O·5 

5. Sehr wichtig fitr die Wahrscheinlichkeitstheorie ist das 
Integral: 

p= 2 f;~h2X'd(hX) 
Yn 0 

Setzen wir hx = t, so ergibt sich ohne weiteres: 

p= 2 S:- t2 dt 
Yn 0 

welches Integral wir fitr kleine Werte del' obel'en Grenze nach 4. 
behandeln. Andererseits ist offenbar: 

f~':t'dt = fi-t2dt+ f:':t2dt 
somit: I. II. 
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daf3: 

haben wir bei Bespl'eehung del' Gamma·Funktion gelel'nt. II. finden 
wir folgendel'maf3en. Dureh partielle Integratien (vide § 51) ergibt 
sieh, daf3: 

f -t' 1 -i' 1 fe-i' e dt=--e· --- -·dt 
2t 2 t2 

1 -t' 1 -t' fe- t• 
=-2i e +22t'~ e + T dt 

usw., somit schlief3lich: 

welchen Ansatz wil' bei grof3en Wel'ten del' obel'en Grenze vel'
wenden. 

Flir k 2 < J. ist: 

2 

f( 2 . 2 )td n f 1 (1 )2+ 1 (1.3 k2 )2+ l 
7. 0 1 - k sm <p <p = 2 II - 1: "2 k ;3 2:4 ... J 

(vide § 61) 



VI. Abscbnitt. 

Hyperbolische Funktionen. 

§ 78. Eill1'iihrung del' hypel'bolischen Funktionen. 

In § 66 wurden die folgenden Reihen entwickelt: 

x 2 x3 

eX =1+x+ 2 !+3!+···· 

x 2 x 3 

e-"'=1-x+'--3'+· ... 2. . 

Setzen wii" nun i x an die Stelle von x, wo i = V ~i ist, so 
erhalten wi,·: 

. +ix+ i2X2+ i3 x 3 + e'X=l - -1! 2! 3! .... 

oder: 
eix = cosx + i sin x . (1) 

Ebenso findet man: 

oder: 
e-ix=cosx-isinx . (2) 

Aus (1) und (2) folgt durch Addition und Subtraktion: 

cos x = eix ~ e-ix 1
J eix_e- ix 

sinx= 
2i 

. (3) 
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Schreiben wir in (1) an Stelle von x die Gro13e nx, wo n 
irgend eine reelle Zahl bedeutet, so erhalten wir zunachst: 

cos nx + i sin nx = eina> = (eixt 
demnach weiter: 

(cos x + i sin x)" = cos nx + i sin nx } 
und ebenso: 

(cos x - i sin x)" = cos 1.;jJ - i sin n x 
(4) 

Diese Gleichungen sind unter dem Namen des Moivreschen 
Theorems bekannt. 

Man kann nun analog del' Definition der trigonometrischen 
Funktionen durch (3) neue Funktionen definieren, wenn man in 
(3) statt x iiberall ix setzt. Man erhalt so die hyperbolischen 
Funktionen, und zwar den cosinus hyperbolicus: 

If" + e-X 

coshx=cosix= 2 (5) 

und den hyperbolischen sinus: 

x' 

. h 1.. If" - e- X 

sm X= i smtx = --2--- (6) 

Analog den trigonometrischen werden die iibrigen hyperbolischell 
Funktionen definiert: 

y ~'--" ~ 

~ 

to" '" '" y' 

!I' 

Fig. 85. 

x 

Fig. 86. 

sin hx 
tanh x = --k

cos x 
1 

sechx=--
coskx 

COShX) cothx=--
sin hx (7) 

cosech x = --~---
sinhx 

Gema13 der Definition sind die hyper
bolischen Funktionen nicht mehr periodisch, 
wie die trigonometrischen, sondern haben 
den Charakter von Exponentialfunktionen. 
Die Figuren 85, 86, 87 stellen die sechs 
hyperbolischen Funktionen graphisch dar. 

Fig'. 87. 
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§ 79. Die geometrische Bedeutung der hyperbolischen. 
Funktionen. 

Die geometrische Bedeutung der trigonometrischen Funktionen 
ist uns schon bekannt. Zieht man in einem Kreise yom Radius 
eins mit der Gleichung: 

x2+y2=1 

den Radius zu einem Punkte der Peripherie, so stellen die Koordi
naten x, y dieses Punktes bezugl. den cosinus und sinus des Bogens 
dar, den der gezogene Radius mit del' X -Achse einschlie13t. Eine 
ahnliche Bedeutung haben die hyperbolischen Funktionen fUr eine 
gleichseitige Hyperbel, nur da13 an Stelle des Winkels im Bogen
maE der doppelte Inhalt des yom Radiusvektor, der X-Achse und 
zugehorigen Bogenstuck der Hyberbel eingeschlossene FIache tritt. 

Um diese Beziehungen nachzuweisen, berechnen wir den Flachen
inhaIt des Stuckes OP A (Fig. 88), welches nach rechts durch den 
Bogen AP einer gleichseitigen Hyperbel mit del' Gleichung: 

begrenzt wird: 
Es ist: 

FIache 0 P A = Flache 0 PM - Flache AP M 

xy f'" =2- ~dx 

wenn wir die Koordinaten yon P (x, y) nennen und bedenken, da13 
nach (1) 0 A = 1 ist. Del' doppelte FIacheninhalt 0 P A ist also: 

u=xy- 2 fYX 2 -1 dx=xv'x2 -1-2 [yx 2 =1 dx 

odeI' es ist: 

Hieraus folgt: 
e" = x + v' x 2 .:.::.:.. i 

oder: 
e2lt -2xe" +1=0 

dividiert man durch ell, so ergibt sich: 

e"+e-u. 
-----=x 

2 
d. h.: coshu=x 

Aus (1) erhaIt man: 
2 _ (ell + e-,,\2 

y - --2--;-1 

oder: 
y =sinhu 

(2) 

(3) 

(4) 
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Demnaeh sind die Koordinaten x, y des Punktes P resp. cosh n 
und sinhu des Arguments u, d. i. del' Flaehe OPA. Aus (1), (3) 
und (4) folgt noeh: 

eosh2 u - sinh2 n = 1 (5) 

welche Beziehung del' Relation: 

cos2 x + sin2x= 1 

bei den trigonometrisehen Funktionen entspricht. 
Besehreibt man urn 0 (Fig. 88) einen Kreis mit dem Radius OA, 

zieht von 1l[ eine Tangente MP' und nennt den Winkel 1l[O p' im 

!I 

Fig-. 88. 

BogenmaJ3 {}, so ersieht man, daJ3 zwischen 
B den trigonometrischen Funktionen von {} 

und den hyperbolischen der Flache u ein
fache Beziehungen bestehen. Es ist nam
Hch: 

1l[O 
.. - = x = sec{} = coshn 
OP' 

und da: y2=x2_1, so ist: 

(6) 

y=tan{}=sinhu (7) 

ferner hat man nach (5) und (6) des vorigen Paragraph en : 

e" = cosh u + sinh u = sec{} + tan {} 

u = 1 (see{) + tan {}) = 1 tan (: + ~) (8) 

Da nun: 
(
n {}) 

2 tan .. - + - - 1 
u e -e 4 2 

tanh - = - ---... = ----.. ---.----
2 11 -11 (n {}) 

'2 2- tan - +. + 1 
e + e 4 2 

11 -u 

so folgt: 
u {} 

tanh -- = tan - . 
2 2 

(9) 

{} heiJ3t del' zu u gehorige Lam bertsche 'Winkel. 

§ 80. Beziehungen del' Hyperbelfunktionell zueinander; die 
inverse Hyperbelfunktion. 

Ebenso wie in der Lehre von den trigonometrisehen Funktionen 
lassen sich eine ganze Reihe von Beziehungen angeben, die zwischen 
den Hyperbelfunktionen verschiedener Argumente bestehen. Eine 
Grundformel fanden wir schon in (5), § 79. Andere Relationen er
geben sieh, wenn man stets auf die Definitionen (5), (6) in § 78 
zuritckgeht. So z. B.: 
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sinh2x= 2sinhxcoshx 

cosh (x ± y) = coshx coshy + sinh x sinhyt 
sinh (x + y) = sinh x coshy ± cosh x sinhyf . 

(2) 

(3) 

Da das Argument del' Hyperbelfunktion nicht einen Winkel, 
sondern eine Flache darstellt, so schreibt man die inverse Funktiol1 
von: 

x= sinhy 
in der Form: 

x = area sinh y (4) 

Da die hyperbolischen Funktionen durch. Exponentielle dar
gestellt werden konnen, so haben die inversen Funktionen die 
Eigenschaften von Logarithmen. Es ist: 

y = sinhx = -~-(e'" - e- x) 

daher: 

solI x reell sein, so ist das obere Zeichen zu nehmen, und man er
Milt: 

analog: 
x=areasinhy=1(v+Vy2+ 1) 

area coshy = ley ± Vy2-1) 

1 1 +y 
area tanh y =-1--

2 1-y 

1 y+1 
areacothy = -21-

y-1 

1+V1- y 2 
areasechy = 1----· -

y 

1 +1/1 +1? area cosechy = 1- .. -. - -
y 

(5) 

§ 81. Differentiation nnd Integration del' Hyperbelfunktionen. 

Die Differentialquotienten der Hyperbelfunkrionen ergeben sich 
aus ihrer Definition durch Exponentialfunktionen; so ist: 

daher: 

eX - e- X 

Y=sinhx= -
2 

dy e"+e-x 
-=-_. ·coshx. 
dx 2 

(1) 
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Analog ist: 

(2) 

1st ferner: 
y = area sinh x 

also: 
x=sinhy 

so ist: 
dll 1 1 

-------

dx cosh 11 Vi+- x2 
(3) 

ahnlich findet man: 
d 1 
-- (area cosh x) =--= 1 
dx Vx2-1 

~ (area tanh x) = 1 1" 
dx l-x2 

(4) 

Hyperbolisj:he J<'unktionen erweisen sich bei del' Berechnung 
von 1nteg;:alen irrationaler Funktionen ebenso nlttzlich wie trigo
llometr~sche; hat man zum Beispiel: 

Y= fVX2+-;;'2dX 

auszuwerten, so setze man: 

x= a sinh 11 

.Man er halt so: 

"f I" d 1.) [". I I +) 11 = a - cos 1" U It = " "- a - \ sm 1 U cos 1 U U 
2 " 

1 ""."-- 1 x 
= -xVx~+a2+ a2 areasinh-

2 2 a 

= 1 x v'x2 + a2 + l_a2 j x +)',1x2+ (12 

2 2 a 

Beispiele: 
1. Man werte aus: 

Losung: 

x+Vx2 +a2 , 
,J = I ---------" + c 

a 
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2. Ebenso: 

Lasung: 
_ x+Vx2 +a2 _Vx2 +a2 J -l __ ~ __ ~__________ _ ____ + c 

a x 
3. Ebenso: 

Lasung: 

J=~~(XVX2+ 1- area sinh x) + c 

4. Man bestimme die BogenHinge l del' Kurve: 

x 
y=cosh~

c 

vom Punkte x = 0 bis zu einem Punkte (x, V). 
Lasung: 

5. Man zeige, daB: 

l=csinh~ 
c 

y = A cosh mx + B sinh mx 

eine Lasullg del' Gleichung: 

ist. 

l\Iellor-Wogrinz, Hohcre Mathematik. 16 



VII. Abschnitt. 

Differentialgleichungen. 

§ 82. Allgemeine· ErHiuterullgen. 

J ede Gleichung zwischen zwei oder mehreren Varia bIen , die 
auch Differentialquotienten dieser Variablen enthlUt, nennen wir eine 
Differentialgleichung. Wir konnen uns eine solche stets durch 
Differentiation und Elimination von Konstanten aus einer gewohn
lichen Gleichung abgeleitet denken. Nehmen wir als Beispiel die 
Gleichung einer Geraden: 

(1) 

Durch Differentiation erhalten wir die Differentialgleichung: 

(2) 

Eliminieren wir aus (1) und (2) die Konstante m, so bekommen 
wir eine andere Differentialgleichung: 

dy 
y=x;rx+ b 

Eine weitere liefert die Differentiation von (2): 

d2 y 
d----.; = 0 x-

(3) 

(4) 

Wir sehen gleichzeitig, daB jede Differentiation eine Konstante 
der urspriinglichen Gleichung verschwinden IIWt. Gleichung (1) 
enthlUt zwei Konstanten; sie stellt eine Gerade dar, die einen 
Winkel, dessen Tangente mist, mit der Abszissenachse bildet und 
die Ordinatenachse in der Entfernung b vom Ursprung schneidet. 
Von dies en zwei Bedingungen erfiillen Gleichungen (2) und (3) nur 
noch je eine, Gleichung (4) ga-r keine; letztere stellt also jede 
mogliche Gerade dar, sie ist die allgemeinste Gleichung einer Ge-
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raden. So wie in diesem Falle werden iiberhaupt die allgemeinsten 
Gesetzma13igkeiten durch Differentialgleichungen, die von allen spe
ziellen Konstanten frei sind, dargestellt. 

Nun ist abel' in Anwendungen del' Weg, wie wir ihn eben ein
geschlagen haben, del' weniger wichtige; es handelt sich meist nicht 
darum, von del' gewahnlichen zur Differentialgleichung aufzusteigen, 
sondern umgekehrt aus letzterer die Gleichung zu finden, von 
welcher sie abgeleitet worden ist, d. h. wir haben eine Gleichung 
zwischen den Veranderlichen und gewissen Konstanten zu suchen, 
die del' Differentialgleichung geniigt, aus del' sie also durch 
Differentiation und Elimination der Konstanten gebildet werden kallll. 
Diese gesuchte Gleichung heiBt die allgemeine odeI' vollstandige 
Lasung, auch das vollstandige Integral del' Differentialgleichung. 
Gibt man den Konstanten del' vollstandigen Lasung spezielle ~T erte, 
so erhalt man partikulare Lasungen. 

So ist beispielsweise die Bewegungsgleichung eines Karpel's, 
del' sich mit konstanter Beschleunigung bewegt: 

wie aus: 

d'3 x 
dfl=O (5) 

d2 x 
-d' = const t-

folgt. Eine erste Integration liefert: 

d2 x 
Cfi2 = g (6) 

wenn g del' 'Vert del' konstanten Beschleunigung ist. Integriel'en 
wir abel'mals, so finden wir: 

dx 
dt=gt+vo (7) 

Diese Gleichung enthalt die neue Konstante vo' die, wie wir 
wissen, nichts anderes bedeutet als den 'Vert del" Geschwindigkeit 

~T fiir t = 0, also die Anfangsgeschwindigkeit. Schlie13lich erhalten 

wir durch Integration von (7): 

(8) 

Die neue Konstante 80 gibt den zu Anfallg del' Zeit bereits 
zuriickgelegten Weg an, definiert also die Anfangslage des Karpel's. 
(8) ist das allgemeine Integral von (5). Befindet sich del' Karpel' 
zur Zeit t = 0 im Anfangspunkte del' Balm, so ist 80 = 0 zu setzen, 
und es ist: 

16* 
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ein partikulares Integral del' Dlfferentialgleichung. 
Die Differentialgleichungen werden eingeteilt in gewahnliche 

und partielIe, je nachdem eine odeI' mehrere unabhangige Variable 
vorhanden sind. Wir werden uns zunachst mit gewahnlichen Diffe
rentialgleichungen beschaftigen. Die Ordnung einer Differential
gleichung wird durch durch jene des hOchsten Differentialquotienten, 
del' in ihr vorkommt, bestimmt. So z. B. ist Gleichung (5) von del' 
dritten, (6) von del' zweiten, (7) von del' ersten Ordnung. 

Wir konnten bereits bemerken, daB durch jede Integration eine 
neue Konstante erscheint und daB daher das allgemeine Integral 
von (4) zwei, dasjenige von Gleichung (5) drei willki.trliche Kon
stanten enth1Ut. Es laBt sich allgemein beweisen, daB das voll
standige Integral einer Differentialgleichung n tel' Ordnung n und 
nur n willki.trliche Konstanten aufweist. 

§ 83. Die Losung von Diffel'entialgleichungen durch Trennung 
del' Variabeln. 

Die Losung einer Differentialgleichung ist ohne wei teres mag
lich, wenn es gelingt, die beiden Veranderlichen zu trennen; diesen 
Weg ha ben wir schon fri.ther einigemal eingeschlagen. 

So z. B. lassen sich in del' Gleichung: 

ydx+xdy=O 

die Veranderlichen sofort trennen, und man erhaIt: 

und als Integral: 

oder: 

dx + dy =0 
x y 

{x+ly=C 

l (xy) = lC' 
xy=C' 

Es ergibt sich aus dies em Beispiel gleichzeitig, daB das Integral 
in verschiedenen Formen erhalten werden kann. 

Eine Gleichung, bei del' die Methode nicht ohne weiteres an
gewendet werden kann, wird dem Verfahren oft durch eirie ge
schickte Substitution zuganglich; man betrachte z. B.: 

(x- y2)dx+ 2 xydy =0 

~Ian setzt zunachst: y2 = v, also: 

(x-v)dx + xdv = 0 
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nach Division durch x2 erhalt man: 

dx (v) 
x+ d x =0 

daher durch die Substitution ~ = U: 
X 

dx 
-+du=O 
x 
lx+u=C 

v 
lx+-=C 

x 
xlx+ y2=CX 

c- t 
x=e .. 
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1st die Gleichung homogen in x und y, so genugt zu dem be
zeichneten Zweck die Substitution y = tx oder x = ty. 

Nehmen wir beispielsweise die Gleichung: 

Man setze y = x t : 

dy 
x+y dx -2y=O 

dx tdt 
x+ (1_t)2=0 

1 
lx +--+ l(l- t) = C 1-t· 

x 
-- +l(x-y)=C 

x-y .. 
(x - y) e"'-y = C' 

Auch nicht-homogene Gleichungen - konnen durch passende 
Substitutionen in homogene verwandelt werden. So kann die all
gemeinste nicht-homogene lineare Gleichung 

(ax+ by+ c)dx+(a'x + b'y+c')dy=O 

durch die Substitution x = u + It, y = v + k, wo It, k noch naher zu 
bestimmende Konstanten sind, homogen gemacht werden. ~Ian er
halt namlich 

[au + bv + (alt + bk + c)] du + [a'u + b'v + (a'lt+ b'k+ c')] dv = 0 

und bestimmt nun It und k so, daJ3: 

a'h+ b'k+ ("=0 
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d. h.: b'e- be' 
h='b b' (t -a 

k= ae'-a'e 
a'lt - ab' 

wodurch die Differentialgleichung die homo gene Form anniIilmt 

(au + bv) du + (a'u + b'v) dv = 0 

Wie man aus den Ausdl'iicken fill' 11 und k sieht, versagt die 
iUethode, wenn a'b - ab' = O. In diesem Falle setzen wir 

a: a' = b : b' = 1 : 'IT/, 

so daB die ul'sprungliche Differentialgleichung lautet: 

(ax + by + c) dx+ [m(ax+ by) + c'] dy= 0 

Die Substitution 
z=ax+ by 

bringt die Gleiehung auf die Form 

dz z+c 
-+b---a=O 
dx mz+c' 

wo die Variabeln olme weiteres getrennt werden konnen. 

Beispiele: 

1. Die Gleichung fill' die geradlinige Bewegung eines Massen
punktes untel' clem EinfluB einer N ewto nsehen Anziehung von 
einem fix en Punkt ist: 

Losung: 

2. 

Losung: 

3. 

Losung: 

dv fl 
v-+,,=O 

dx x· 

~~=tt-+c 
2 x 

(1 + x 2) dy = Yy . dx 

2 yy = arctanyx + C 

dy ( dy) y-x-=a y+-
dx dx 

i-a 

y=C(a+x) 

4. Die Ladullg eines elektrisierten Korper~ nimmt infolge 
schlechter Isolierung mit einer Geschwindigkeit ab, die del' momen
tanen Ladung proportional ist. 

dE=aE 
dt 



Die Liisung von Differentialgleichungen usw. 247 

Wie groB ist die Ladung nach einer Zeit t? 

Losung: 

wo Eo die anfangliche Ladung (fUr t = 0) bedeutet. 
x 

5. Weiche Kurve hat zur trigonometl'isehen Tangente 
y 

ihres Neigungswinkels mit del' X-Achse? 

Losung: Der Kreis x 2 + y2 = r2. 

6. Bei adiabatischer Zustandsanderung ist der Zusammenhang 
zwischen Anderungen des Dl'uckes und des Volums gegeben dureh: 

'Ipdv +vdp = 0 

Man zeige, daB daraus das Poi s son sehe Gesetz: 

foigt. 
pvY =const. 

7. Die Helmholtzsche Gleiehung fiir die Starke i eines ver
anderliehen elektrischen Stromes zur Zeit t ist: 

wo E die elektromotorische Kraft, w den Widerstand und L die 
Selbstinduktion bedeuten. Man zeige, daB bei konstanten E, L, w 
die Losung lautet: 

E -~U:t) 
i=-.(1-e L 

w 

vorausgesetzt, daB fiir t = 0 auch i = 0 ist. 

8. 

Losung: 

9. 

Losung: 

10. 

(y-x)dy+ydx=O 

y=Ce Y 

x 2 dy-y2 dx-xy dx=O 

x=Oe Y 

(3y-7x-7)dx+ (7y- 3x- 3)dy=0 

Losung: Die Substitution x= u + h, y =v + k gibt fiir h=-1, 
k = 0 die homogene Gleichung: 

(3v -7u)du + (7v - 3u)dv = 0 

Diese wird, wie gewohnlicb, durch die Substitution. v = ut inte
grabel gemacht und liefert das Integral: 

(x-y+ 1)2(x+y+ 1)°=0 

11. (2x+3y-5)dy+(2x+3y-1)dx=0 
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Wie man sieht, gehOrt diese Gleichung zu jenen, wo die Sub
stitution x=u+h, y=v+k nicht anwendbar ist. Man setzt 
daher: 

2x+ 3y=z 
und findet als Losung: 

x+y-41 (2x+ 3y+ 7)=C 

12. (3y + 2x + 4)dx- (4x + 6y + 5)dy = 0 

Losung: 
14y-7x- 31(21y + 14x+ 22) = C 

§ 84. Exakte Difierelltialgleichungen erster Ordllung. 

Wenn eine Differentialgleichung durch einfache Differentiation 
aus einer gewolmlichen Gleichung entstanden ist, so ist ihr Integral 
leicht angebbar. Ihre linke Seite, nachdem man sie auf null re
duziert hat, 1st ja dann das vollstandige Differential einer Funktion 
del' beiden Veranderlichen; wir nennen eine solche Gleichung eine 
exakte. Nun ist es leicht einzusehen, daB in einer exakten 
Gleichung: 

du=Mdx+Ndy=O 

zwischen M und N die Beziehung: 

oM oN 
oy ox 

besteht, denn (vid. § 19) es muB sein: 

N=oU 
oy 

(1) 

(2) 

Wir konnen nun zeigen, daB anch umgekehrt, wenn diese Be
ziehung besteht, die linke Seite von Gleichung (1) das vollstandige 
Differential einer Funktion u von x und y ist. Wir zeigen dies, indem 
wir mit Hilfe yon (2) die Funktion u wirklich herstellen. 

Wir bilden zunachst eine Funktion u, welche del' Bedingung' 
genitgt: 

sie hat die Form: 

OU=M 
ox 

(3) 

wo q;(y) eine noch unbestimmte Funktion yon y ist. Urn diese zu 
bestimmen, dif4lrenzieren wir (3) nach y und bedenken, daB 

?!!. = N sein solI: 
oy 
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ou =N= ~fMdX+ dq;(y) 
. oy oy dy 

odeI': 
dq;(y) =N-Y..-fMdX 

dy oy 
also: 

q;(y)= f(N- :yfMdX)dY . (4) 

Dureh Substitution von (4) in (3) erhalt man: 

U= f Mdx+ f(N-8~fMdX)dY . (5) 

Die angedeuteten Reellenoperationen sind auf jeden Fall aus
filllrbar, auell wenn M und N die Bedingung (2) niellt erfiHlen. 
Allein man kann zeigen, daB u nul' dann eindeutig bestimmt ist, 
wenn Bedingung (2) erfiHlt ist. Wir k6nnen namliell zur Bildung 
von tt auell ausgellen von del' Gleiellung: 

oder: 

oU=N 
oy 

(6) 

wo lfJ (x) eine noell nailer zu bestimmende Funktion von x ist. 
lndem man (6) naeh x differenziert, erhalt man analog wie oben: 

lfJ(X) = f(M- :xfNdY)dX . (7) 

und daher: 

(8) 

Nun siellt man abel', daB (5) und (8) nul' dann ubereinstimmen, 
,venn: 

oM oN 
oy ox 

Hat man u auf einem del' beiden Wege gebildet, so ist: 

u=c 

die Losung yon Gleiellung (1). 
Nehmen wir als Beispiel die Gleiellung: 

x(x~ 2y)dx + (x2_ y2) dy =0 
Hier ist: 

M=x(x+2y) 

(9) 
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oM 'ON 
~-=-=2x 

oy ox 

also die Bedingung erfii.llt. Wir bilden zunachst: 

1t= fMdX+IJ?(Y) 

= ~3 + x2y + IJ? (y) 

Daraus folgt: 
dlJ?(Y) = _ y2 

dy 
y:3 

IJ?(Y) =-3 
daheI': 

als Losung del' Differentialgleiclmng. 

Beispiele: 

1. (x 2 - 4xy - 2y2)dx + (y2_ 4xy - 2X2) dy = 0 

Losung: 

2. 

Losung: 

3. 

Losung: 

x:~- 6x2 y- 6xy2+ y:3= C 

(a 2 y + x 2) dx+ (/)3 + a2 x) dy = 0 

a2 xy + /):ly +~X:l = C 
3 

(x 2 _ y2)dx- 2xydy= 0 

§ 85. Del' integrierende Faktor. 

1st del' Ausdruck Mdx+Ndy kein vollstandiges Differential, 
so kann man ihn zu einelll solchen lllachen, indem man ilm mit 
einem geeigneten Faktor f1- lllultipliziert. Man kann sich denken, 
daB diesel' Faktor bei del' Entstehung del' Differentialgleichung aus 
del' urspriinglichen Gleichung wegdividiert wurde und nunmehr 
wieder ersetzt werden muB. 

So z. B. ist ydx-xdy kein vollstandiges Differential; durch 
1 

lUultiplikation mit 
xy x 

von 1-. 
y 

wird abel' del' Ausdruck das Differential 
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Eine Gleichung von der Form: 

Mdx+Ndy=O 

deren linke Seite kein vollstandiges Differential ist, kann also 
durch Multiplikation mit fl in die Form gebracht werden: 

flMdx+flNdy=du=O 

so daB sie integrabel wird. Multiplizieren wir nun mit einer be
liebigen Funktion von u, so wird: 

flq;(U) Mdx + flq;(u)Ndy = q;(u) du 

q; (u)du laBt sich abel' stets als vollstandiges Differential einer 
Funktion feu) darstellen, so daB auch flq;(U) ein integrierender 
Faktor ist. Es gibt also fUr jeden Differentialausdruck unendlich 
viele integrierende Faktoren. 

Beispielsweise wurde 0 ben die Differentialgleichung: 

ydx-xdy=O 

durch den Faktor 
1 

xy 
integriert; sie ergab als Losung: 

u=~=C 
Y 

Also ist auch ~ q; (.::) ein integrierender Faktor. Setzen wir 

etwa q; (~) = ~, ~~ er:alten wir den Faktor :2 ' del' in der 

Tat die obige Gleichung integrabel macht. 
Es gibt keine allgemeine Methode, den integrierenden Faktor 

zu finden. Wir wollen ihn daher nul' fur eiuige Typen von 
Differentialgleichungen angeben. 

1. Eine Gleichnng von del' Form: 

mydx + nxdy=O 

hat den integrierenden }<'aktor X",-l yn-l, denn es ist identisch: 

X",-l yn-l(my dx + nx dy) = d (x'" yn) 
Also hat: 

x" yP (mydx+nxdy)=O (1) 
den integrierenden Faktor X",-l-" yn-l- fJ odeI' allgemeineI': 

Xkm-1-" ykn-l- fl 

wo k irgend eine konstante GroBe ist. 
Hat die Gleichnng die Form: 

x"yfJ(mydx + nxdy) + x''' yfl'(m'ydx+n'xdy) = 0 (2) 
so waren die integrierenden Faktoren der beiden Glieder del' linken 
Seite beziiglich: 

xkm-l-aykn-l-fl nnd xk'm'-l-a'yk'n'-l-fJ' 
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Setzt man nun: 

km-1-a=k'm' -1-a'; kn-1-[3=k'n' -1-[3' (3) 

so werden beide Faktoren identisch, man kommt zu einem Faktor 
des ganzen gegebenen Ausdrucks. Berechnet man aus (3) k und k', 
so erhlnt man: 

n'(a - a') - m' ([3 - [3') 
k= " 

k'= n(a -a') -m ([3- [3') 
~~--~,--~,~~~ 

mjt -mn mn-mn 

aus welchen Ausdrucken hervorgeht, daB die Methode unbrauchbar 
wird, wenn: 

oder: 

mn'-m'n=O 

m :m' =n: 11' 

1 
Nennt man abel' den Wert dieses Vel'hlUtnisses A.' ::;0 wil'd 

aus (2): (xayp+i.xa'yP')(mydx+nxdy)=O 

odel': mydx+nxdy=O 

und dahel' von del' einfachel'en Form, die wir 0 ben besprochen 
haben. - Man betrachte z. B.: 

Hier ist: 
y3(ydx - 2xdy) +X4 (2ydx +xdy) = 0 

m=1 n=-2 
m'=2 n'=1 

a=O 
a'=4 

[3=3 
[3'=0 

daher lauten' die Gleichungen (3): 

k-1=2k'-5 -2k-4=k'-1 

woraus k = - 2, und daher als integrierender Faktor x-3 folgt, so 
daB die Gleichung nach Multiplikation mit ihm lautet: 

(x- 3 y4 + 2xy) dx + (x2 - 2x- 2 y3) dy = 0 

wo die linke Seite jetzt ein vollstandiges Differential ist. 
Das Integral lautet: 

2x2y - y4x-2 = C 

2. 1st die Gleichung: 

Mdx+Ndy=O 
1 

homog'en, so ist: ein integrierender Faktor. Denn 
Mx+Ny 

gesetzt, es sei Mdx + Ndy vom Grade m, fl- eill integrierender 
Faktor vom Grade n, so ist: 

fl-Mdx + fl-Ndy= du (4) 

vom Grade m + n, daher u yom Grade m + n + 1. N ach dem 
Eulerschen Satz .fiber homogene Funktionen (§ 17) ist daher: 

fl-Mx+fl-Ny=(m+n+1)u (5) 
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also ist: 

Del' integ-rierende Faktor. 

von (4) und (5) erhlUt man: 

Mdx+Ndy 1 du 
Mx+Ny m+n+l u 

Mdx+Ndy 
Mx+Ny 

ein vollstandiges Differential. 
Die Methode ist nicht anwendbar, wenn: 

Mx+Ny=O 
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in diesem FaIle reduziert sich jedoch die gegebene Diffel'ential
gleichnng auf: 

ydx-xdy=O 

die ohne weitel's integTabel ist. 
1 

So z. B. ist s s- ein integrierenderFaktor derGleichnng: 
x' y-xy' 

(x 2 y + y3)dx- 2xy 2 dy = 0 
denn es ist: 

a (X2y + y3) 4xy 
ay x 3 y _ x y3 = (X2 _ y2)2 

o ( - 2xy2 ) 4xy 
ox x3 y _ xy3 = (X 2 _ y2)2 

nnd: 

also die linke Seite del' Gleichunng ein vollstandiges Differential 
geworden. 

3. Eine Gleichnng von del' Form: 

r... ("''::) ydx+ f2 (xy)xdy = 0 

hat einen integrierenden Faktor: 

1 

[f1 (xy) - t~(xy)] xy 

Hierbei sind f1 und f2 beliebige Fnnktionen des Produkts xy. 
3Iultipliziert man die Gleichung mit dem Faktor, so wird: 

wenn xy = z gesetzt wird. Also ist: 

oM -~!i=O 
oy ox 
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1st Mx-Ny=O, so versagt die Methode; dann aberredUziert 
sich die Differentialgleichung auf: 

ydx+xdy=O 

deren Integral xy = C ist. N ehmen wir als Beispiel: 

(1 + xy)ydx + (1 - xy) xdy =- J 

Del' integrierende Faktor ist 

ibm erbalt man als Integral: 

x=CyeXy 

Nach Multiplikation 

4. Raben die Koeffizienten der Differentialgleicbung: 

Mdx+Ndy=O 
die Eig·enschaft, daB: 

1_ (~¥ _ oN) = f(x) 
N oy ox 

mit 

(6) 

also eine Funktion von x allein ist, so ist e/f(x) d(x) ein integrieren
del' Faktor. Denn es ist: 

0_ (Me/f(Xl(/X) = e/f(X)dx~M 
oy oy 

_0 (Ne/f(x) dX) = e/f(x) dx (oN + N f(X)) 
ox ox 

welche beiden Ausdriicke wegen (6) gleich sind. Es laBt sich 
auf analoge Weise zeigen, daB e/f(yldy ein illtegrierender Faktor 
ist, wenn: 

2 (~_1V _ oM) = fey) 
M ox oy 

So ist bei del' Differentialgleichung: 

(x 2 + y2)dx- 2 xy dy = 0 
del' Ausdruck: 

~ (~-:-~~=f(X)=- ! 
daher: 

ein integrierender Faktor. 

Beispiele: 

1. (y'l_ 2 yx 2) dx + (2 X y2 - xc]) dy = 0 

Lasung: x 2y2 (y2_X2) = C 
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2. Man zeig-e, da13.) 1 . + .) ein integ-rierender Faktor der 
x"-nxy y-

Gleichung-: 

ist. 
ydy +(x-ny)dx=O 

3. (y4+2y)dx+(xy3+2 y4-4x)dy=O 

Losung: XV') + y4 + 2 x = Cy2 

§ 86. Anwendung auf den ersten Hauptsatz del' 
Thermodynamik. 

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik kann in der Form: 

(1) 

g-eschrieben werden, d. h. eine verschwundene Warmemeng-e dQ 
tritt teils als Verg-ro13erung- der inneren Energ-ie U eines Korpers, 
teils in Form von g-eleisteter Arbeit dW auf. 

Nun ist der Zustand des Korpers in thermodynamischer Hin
sicht volIkommen definiert durch eine g-ewisse Zahl VGn Variabeln, 
z. B. der eines Gases durch Ang-abe von Druck p, Volum v und 
Temperatur T. Da eine dieser Gro13en sich durch die Zustands
g-leichullg- : 

pv=RT 

aus den beiden anderen bestimmt, so hang-t der Zustand von zwei 
unabhang-ig-en Veriinderlichen abo Die innere Energ-ie U ist durch 
den jeweilig-en Zustand vollkommen bestimmt, sie ist eine eindeutig-e 
Funktion der Zustalldsvariabeln, als welche 
wir Z. B. v und T wahleTl. konnen. Es ist !I 

also d U das v uiistandig-e Differential einer 
Funktion U von v und T. Oder anders aus
g-edriickt: Wenn wir, ausg-ehend von einem 
Zustand, der durch den Punkt A der Fig-. 89 
darg-estellt sei, auf irg-elld einem Weg-e iiber- O*--AT.',-----~8oi-,x"'-
g-ehen zu einem and ern Zustand B, so ist Fig. 89. 
die Energ-ie U in clem neuen Zustande durch 
die Lag-e des Punktes' B, d. h. durch Ang-abe seiner Koordinaten 
volIkommen bestimmt, also unabhang-ig- von der Wahl des ViTeg-es 
APB oder AQB, auf dem man von A nach B g-elang-t. 

Anders verhalt es sich mit den Gro13en dQ und dW. Diese 
sind dm'chaus nicht die vollstandig-en Differentiale von g-ewissen 
Funktionen Q resp. W der Koordinaten v, T. Fitr ein Gas ist z. B. 
dW darstellbar in der Form: 

dTV=pdv 
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Da p Funktion von v und T ist, so sieht man deutlich, daB pdv, 
also auch dW, im allgemeinen kein vollstandiges Differential ist. 
Es existiert keine Funktion W, deren totales Differential dW ware, 
sondern dW ist nul' eine abgekiirzte Schreibweise fiir den Differen
tialausdruck pdv. Ebenso verhalt es sich mit dQ. Dem entspricht 
es, daB sowohl die verschwundene Warmemenge als die geleistete 
Arbeit vom Wege abhangen, auf dem man die Substanz vom Zu
stand A in den Zustand B iiberfilhrt. So ist die Arbeitsleistung 
auf dem Wege APB gegeben durch den Inhalt des Flachenstiicks 
A' APBB', wahrend sie auf dem Wege AQB der Flache A' AQBB' 
gleich ist. 

Multiplizieren wir jedoch Gleichung (1) mit einem integrierenden 
Faktor Il, so wird: 

ein vollstandiges Differential. Es ist der Inhalt des zweiten Haupt
satzes der Thermodynamik, daB der Faktor: 

1 
ll=
I T 

ist. 

§ 87. Lineare DifferentiaIgleichungen del' ersten Ordnung. 

Lineare Differentialgleichungen sind solche, in denen die ab
hangige Variable y und deren Differentialquotienten nur im ersten 
Grade und nicht miteinander multipliziert vorkommen. Die all
gemeine Form einer linearen Gleichung erster Ordnung ist: 

dy 
dx +Py=Q (1) 

wo P- und Q Funktionen von x aUein sind. Schreibt man (1) in 
del' Form: 

Mdx+Ndy=O 
wo: 

.vI=Py-Q N=l 

ist, so sieht man, daB: 

~(OM _ON) =P 
N oy ox 

daB folglich die Gleichung (1) unter Typus 4 in § 85 mIlt und 
daher e/Pdx ein integri~render Faktor ist. Nach Multiplikation mit 
diesem erhi:ilt man ein allgemeines Integral: 

y ejPdx = fe/Pdx Q dx + C (2) 
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Z. B. ist in der Gleichung: 

oder: 
(1 +x2)dy= (rn+ xy)dx 

x 
p=---

1 +X2 
daher der integrierende Faktor: 

j ",dX 1 
e.!Pd"'=e- 1+",' =---= 

Y1+x2 

Bringt man also die Gleiehung auf 

d _ xy+rn dx 
y 1 +X2 

die Form: 

o 

und multipliziert mit dem integrierenden Faktor, so erh1Ht man als 
Integral: 

y=rnx+ OY1 +X2 
Die sogenannte Bernoullisehe Gleiehung: 

dy +py=Qyn 
dx 

kann auf eine lineare zuruckgefiihrt werden. Dividiert man nam
lieh dureh yn, so erhalt man: 

odeI': 

- n 1 1 :x (yn~l) + y'~i= Q 

~(_1_) +(1-n) ~.=(l-n)Q dx yn-1 yn-1 

setzt man also ~1 = u, so wird die Gleiehung auf die lineare yn-
Form gebraeht: 

du 
dx +(l-n)Pu=(l-n)Q 

Man betraehte z. B.: 

t}y +1L=y2 
dx x 

Hier ist: P = ~ Q = 1 , n = 2; naeh del' Transformation 
x' 

erhalt die Gleichung die Form: 

du 1 
-·-----u=-l 
dx x 

Me II 0 r - W 0 grin z, Rohere Mathematik. 17 
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1 .fdX 
Der integrierende Faktor ist e '" und das Integral: 

x 

(C-lx)xy=l 

Beispiele: 

1. Die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes, del' sich 
unter dem EinfluB einer Kraft bewegt, die eine gegebene Funktion 
der Zeit ist, und del' dabei einen Widerstand proportional seiner 
jeweiligen Geschwindigkeit erfahrt, lautet: 

dv 
dt + kv= f(t) 

:Man zeig'e, daB die Formel fUr die Gesclnvindigkeit lautet: 

v = Ce- 1d + e-kJekt f(t) dt 

2. xdy + ydx= x 3 dx 

Losung: x" C 
y = \.i.~+-x 

3. Eine Differcntialgleichung, die Harcourt und Esson bei 
ihren Studien Uber chemische Dynamik aufgestellt haben, ist: 

1 dy I k k 
--·T--=O 

y2 dx y x 

wo k eine Konstante bedeutet . 

. le-kx +kJ1 e-~.x.,. = C 
Y X uf,. 

LosUllg: 

Das Integral muLl durch Heihenentwicklung gelOst werden. 

§ 88. Nicht -lilleare Diffel'elltialgleichullgell erster Ordllullg. 

1st eine Differentialgleiclmng erster Ordnung von hollerem als 
dy 

dem ersten Grade in y und -- so kann del' Ausdruck haufig- ill dx' ~ 

reelle Faktoren yom ersten Grade zerlegt werden. Man kann dan 11 

jeden sol chen Faktor gesondert integrieren. Die Gleichnng: 

( dy )2 
X dx -y=O 

z. B. kann gescllrieben werden: 
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Das Integral del' Gleichung: 

dy +Vi=O 
dx x 

ist: 
y;;+yy=vc 

das del' Gleichung: 

:~-yf=o 
lautet: 

y;;-yy =YC 
Die beiden Integrale sind die beiden Zweige del' Parabel: 

(x- y)~- 2 C(x+ y) + C2 =0 
in diesel' letzten Form sind also beide Losungen enthalten. 

1st diese Faktorenzerlegung nicht anwendbar, wohl abel' die 

Differentialgleichung auflosbar nach x, y, ddy = p oder '!L, so hilft 
x x 

haufig eine nochmalige Differentiation. N ehmen wir beispielsweise 
an, die Gleichung sei nach y auflosbar, dann hat sie die Form: 

y=f(x,p) (1) 
Eine Differentiation nach x liefert: 

p=(p(x,p,p') (2) 
also eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und p. 
Konnen wir diese integrieren, so erhalten wir eine gewolmliche 
Gleichung zwischen x, p. Eliminieren wir dann aus diesel' und 
(1) p, so erhalten wir eine Gleichung zwischen x und y, also das 
Integral von (1). Nehmen wir z. B. die Gleichung: 

dy +2 .,+ ., -([:x xy = x- y-

oder: 
p=(x-yr 

y=x+YP 
Die Differentiation nach x liefert: 

al~o: 

1 1 dp 
p=l+-----

2 YP dx 

Lost man diese Differentialgleichung, in del' sich die Yariabeln 
ohne weiteres trennen lassen, so erhalt man: 

1 Yp--1 
x= l-=---+lC 

2 YP +1 

- C + e~x 
yp =C~~~x-

odeI' auch: 

17* 
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Eliminert man aus diesel' und del'. gegebenen Differential
gleichung p, so bekommt man das allgemeine Integral: 

C+e2a; 

y=x+~C 2a; -e 

FehIt in del' Differentialgleichung eine del' beiden Verander
lichen, so la13t sich, falls man nach dem Differentialquotienten auf
lasen kann, unmittelbar integrieren, wie z. B. in: 

p2+ px +l=O 

p= dy =_~+~VX2- 4 
dx 2 - 2 

daher: 

y= f(-; + ~ VX2 -4)dx 

oder; 

y=_:2+[;~ 4-2l(X+VX2 -4)]+C 

Beispiele: 

1. 

Lasung: Man zerlege in die Faktoren p - ~ und p + JL 
y x 

und erhalt als Integrale: 

y2_X2=C und xy=C1 

2. p2-7p+12"':"-O 

Lasungen: 

3. 

Lasung: 

4. 

Lasung: 

5. 

Lasung: 

6. 

Lasung: 

Xp2_ 2 yp+ax=O 

1 ( ~ ) 
y='i ~+aC 

yp2+ 2xp-y=O 

y2=4C(C-x) 

1 
p=y+-

y 

1 
p=x+-

x 
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§ 89. Die Clairautsche Gleichung und die singularen 
Losungen. 

Einen haufig vorkommenden Typus von Differentialgleichungen 
erster Ordnung reprasentiert die Clairautsche Gleichung: 

y=px+f(p) . 
dy 

wo p = dx' Dureh Differentiation erhalt man: 

[x+f' (p)] ~~ =0 

woraus folgt, da13 entweder: 

x + f' (p) = 0 oder 
dp 
-=0 
dx 

(1) 

Wahlen wir zunaehst die zweite Lasung, so erhalten wir: 

p=C oder y= Cx+f(C) 
wie man durch Einsetzen in (1) findet. 

Die andere Lasung x + l' (p) = 0 liefert in Kom bination mit 
(1) durch Elimination von peine Gleichung zwischen x und y, die 
ein anderes Integral darstellt. Dieses Integral enthalt nicht wie 
das erste eine willkurliehe Konstante .und kann auch nicht aus dem 
ersten· etwa dadureh abgeleitet werden, da13 man der Konstante C 
einen spezieIlen Wert erteilt. Au13er dem aIlgemeinen Integral, aus 
dem wir dureh Spezialisierung der Konstanten aIle partikularen 
Integrale gewinnen, existiert also in diesem FaIle noch ein anderes; 
wir nennen es ein singulares Integral. 

Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichung: 

a 
y=px+

p 
wir differenzieren und erhalten: 

(x- ~,) iJE = 0 
p- dx 

a dp 
also entweder x - - = 0 oder --- = 0 p2 dx 
wenn das letztere ist: 

C Ia 
p = Coder y = x T C 

im ersteren FaIle hingegen: 

p=V: 
Nach Substitution in (2) folgt: 

y2=4ax. 

(2) 

(3) 

(4) 
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Wie man sieht, ist (4) aus (3) nicht ableitbar und enthlUt 
keine willktirliche Konstante: (4) ist das singuHire Integral von (1). 

Das allgemeine Integral stellt eine Schar von Kurven dar, 
deren einzelne man erhlUt, indem man del' willkiirlichen Konstanten 
spezielle Werte erteilt; so reprasentiert (3) eine Schar von Ge
raden. Das singulare Integral hingegen reprasentiert eine einzige 

dy 
Kurve, so (4) eine Parabel. Da abel' del' Wert von p = dx aus 

beiden Gleichungen del' Differentialgleichung geniigt, so stimmen 
die Tangenten del' Kurvenschar (3) mit denen an (4) i.tberein odeI' 
(4) ist die Einhiillende del' Kurven (3). 

Wie in del' Algebra gezeigt wird, ist die Bedingung dafiir, daB 
eine quadratische Gleichung: 

ax2+bx+c=0 

gleiche IVurzeln hat, das Bestehen del' Relation: 

b2 -4ac=0 

Daher hei13t die linke Seite del' letzteren Gleichung die Dis
kriminante. Schreiben wir nun (2) in del' Form: 

xp2_yp+a=0 (5) 

so . ist die Bedingung dafiir, daB zwei gleiche Werte fi.ir p del' 
Gleichung geni.igen,: 

y2-4ax=0 

also die Gleichung del' Einhiillenden, was nach del' eben gemachten 
Bemerkung versUindlich ist. Schreiben wir abel' Gleichung (3) in 
del' Form: 

(6) 

so el"bah man wieder dieselbe Gleichung als Bedingung fi.ir die 
Gleichheit zweier Wurzeln C. Das bedeutet, daB die Einhiillende 
del' Ort del' Schnittpunkte je zweier unendlich benachbarter Geraden 
del' Schar (6) ist. 

Die Umkehrung ist jedoch nieht zuUissig, d. h., die Diskrimi
nante von (5) odeI' (6) gleich null gesetzt, braucht nieht die Gleiehung 

!I 
del' EinhiiIlenden zu sein. So wiirde 
del' geometrisehe Ort del' Beriihrungs
punkte je zweier nicht benaehbarter 
Kurven del' Kurvensehar, z. B. die 
Gerade P Q in Fig. 90, die p -Dis
kriminante, nieht abel' die C- Dis
kriminante verschwinden lassen. Hin-Fig. 90. 
gegen wiirde fiir den geometrisehen 

Ort aller mehrfaehen Punkte del' Kurvensehar (BS in Fig. 90) die 
C-Diskriminante, nieht abel' die p-Diskriminante null werden. Fiir 
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den Ort aller Spitzen wiirden beide Diskriminanten null sein. 
Trotzdem wiirde keiner dieser geometrischen Orte die gegebene 
Differentialgleichung erfiHlen. 

1. 

Beispiele: 

y=pX+p2 

Das allgemeiile Integral ist: 

die singuHtre Losung: 

2. 

Allgemeine Losung': 

SinguIare Losung: 

3. 

Losung: Man gelangt 

y= Cx+ C2 

x 2 +4y=O 

(y-px)(p-l)=p 

(y-Cx)(C-l)=C 

Vy-Vx=l 
Xp2_ 2yp +ax=O 

zur Gleicliung: 

(p2_ a) (1-. ...!. dp ) = 0 
p dx 

Del' erste Faktol' liefel't die singuIal'e Losung': 

y2= ax2 

Del' zweite das allgemeine Integral: 

x 2 -2Cy+aC2 =O 

4. 4xp'.!=(3x-a)2 

Allgemeines Integral: (y - 0)2 = X (x - a)2 

Aus del'p-Diskriminante erhiUt man: 

x(3x- al=O 
Aus del' C-Diskriminante: 

x(x-a)2=O 

Von den 3 Losung'en diesel' zwei' Gleichungen: 

x=O 
a 

x=-
3 

x=a 

ist keine ein singuIares Integral; die erste ist del' Ort del' Spitzen, 
die zweite derjenige der Beriihrungspunkte, die dritte jener del' 
mehrfachen Punkte del' Kurven. 

5. 

Losung: Das allgemeine Integral ist: 

y2+ (x- C)2 = (t2 

eine Schar von Kreisen. 
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y=+a 

sind die singuliiren L5snngen, zwei Gerade als Einhiillende. 

y=o 

ist der Ort der Beriihrungspunkte. 

§ 90. Das Problem der Trajektorien. 

Kurven, die eine Schar anderer Kurven unter konstantem 
Winkel schneiden, heU3en Trajektorien. Orthogonale Trajektorien, 
auf deren Betrachtung wir nns beschriinken, schneiden eine Kurven
schar unter rechtem Winkel. 

1st die Kurvenschar gegeben durch die Gleichung: 

f(x, y, C)=O (1) 

so eliminieren wir durch Differentiation zuniichst den wiIIkiirIichen 
Parameter C und erhalten: 

Nun ist: 

q? (x, y, ~~) =0 

dy 
dx=tana 

(2) 

wenn a den Winkel zwischen der Tangente an eine Kurve del' 
Schar und der Abszissenachse bedeutet. 1st der Winkel zwischen 
del' Tangente, die in demselben Punkt an die orthogonale Trajek
torie gelegt wird und der X-Achse a', so ist offenbar: 

I ]I; 

a-a=2 

also: 
( 

I ) tan a' - tan a 
tan a -a =. ,=00 

1 +tanatana 

und wir werden zur Beziehung gefiihrt: 

oder: 
1 + tan a tan a' = 0 

I 1 
tan a =--

tan a 

dx dy 
Setzt man also in (2) - - statt - so gelangt man zur 

dy dx' 
Differentialgleichung del' Trajektorien: 
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Beispielsweise ist: 
xy=c 

die Gleichung einer Schar von gleichseitigen Hyperbeln. Durch 
Differentiation erhlUt man: 

x~~+y=O 
daher ist die Differentialgleichung der Trajek~orien: 

dx 
-xdy+y=O 

deren allgemeines Integral lautet: 

y2_ X 2=C1 

also eine Schar von Hyperbeln, deren Achsen mit den Asymptoten 
der gegebenen Hyperbelschar zusammenfallen. 

Beispiele: 

1. Die orthogonalen Trajektorien der Parabelschar: 

zu suchen. 
y2=4ax 

Lasung: 

also ein System von Ellipsen, deren Mittelpunkt im Scheitel der 
Parabeln liegt. 

2. Die Niveauflachen des Potentials eines Magnetstabs mit punkt
fOrmigen Polen haben die Gleichung: 

~-~=C 
r 1 

wo r1 , r2 die Entfernungen eines Punktes von den Polen sind; wie 
lautet die Gleichung der Kraftlinien, d. i. der orthogonalen Trajek
tori en der Niveauflachen? 

Lasung: Setzt man die Distanz der Pole 2a, so ist die Gleichung 
des Schnitts der Niveauflachen mit der XY-Ebene: 

1 

Hieraus gewinnt man nach der Regel die Differentialgleichung 
der Trajektorien: 

1 1 
- a [(x- a) dy- ydx] +--3 [(x + a) dy- ydx] = 0 

r1 r2 

oder: 
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Nennt man die Winkel von r 1 , r 2 mit del' positiven X-Achse 
bezi.i.gl. {}1' {}2' so kann man die Gleichung schreiben: 

cos2 {} cos2 {}., 
- __ 1 d (tan{}l) + -~ d (tan {}2) = 0 

r 1 r 2 

odeI' : 

daher folgt schlieBlich, weil: 

r1 : r2 = sin {}2 : sin {}1 

cos {}1 - cos {}2 = C 

als die Gleichung der Kraftlinien. 

§ 91. Lineal'e Diffel'entialgleichungell del' zweiten mul hohel'el' 
Ol'dnullg. 

Von den Differentialgleichungen haherer als del' ersten Ordnung 
sind die linearen wichtig und verhaltnismlWig einfach. Ihre all
gemeine Form ist: 

d" y d,,-ly d"- 2 y T 

dx" +X1 dx"=! +X2 dx n - 2 +'" +X"y=X 

\Vo die GraBen Xl' X 2 ••• X" Funktionen von x allein sind. Da die 
Gleichung' zweiter Ordnung schon alles Charakteristische aufweist, 
wollen wir del' Einfachheit halber nul' diese studieren. 

Wir heschaftigen uns also mit: 

wo P, Q, R Funktionen von x sind. Es HWt sich zeigen, 
allgemeines Integral sich aus demjenigen u del' Gleichung: 

d2 
\ + P ~1f + Q y = 0 

dx" dx 

und einem partikuIaren Integral v yon (1) zusammensetzt. 
wir namlich: 

in (1) ein, so erhalten wir: 

(~2~ +pdu + QU) + (d2~ +p~+ Qv) =R 
dx- dx dx" dx 

(1) 

daB ihr 

(2) 

Setzen 

(3) 

Da u ein Integral von (2), vein solches yon (1) sein solI, ist 
cliese Gleichung identisch erfii.llt. Da ferner It als allgemeines Integral 
von (2) zwei wilIki.i.rIiche Konstante enthalt, ist der in (3) angegebene 



Lineare Differentialg-Ieichung-en der zweiten und hOherer Ordnung. 267 

Ausdruck wirklich das allgemeine Integral von (1). Wir haben es 
also in erster Linie mit Gleichungen von del' 'Form (2) zu tun. 

Wir konnen nun zeigen, daB die Kenntnis eines partikuHiren 
Integrals gestattet, die Ordnung einer solchen Gleichung- urn eine 
zu erniedrigen. 1st namlich y = u ein partikulares Integral und 
substituieren wir: 

y=uv (4) 

wo v eine neue Variable bedeutet, in die Gleichung, so nimmt sie 
die Form an: 

d2 v du dv 
u d---;; + (2 d- +Pu) d- = 0 

X" X X 

dv 
Diese Gleichung abel' ist in d'- = z von del' ersten Ordnung: 

x 

dz du 
t~-d +(2-d +Pu)z=O x x 

und allgemein, wenn die ursprungliche Gieichung von Ii ter Ordnung 
war, liefert die Substitution (4) eine von del' n-1 ten Ordnung. 
lUan kann allgemein zeigen, daB die Kenntnis von r partikularen 
Integralen die Ordnung del' Gleichung um r zu erniedrigen gestattet. 

Betrachten wir z. B. die Gleichung: 

d2 y Q 

dx2 = a"y 

)lan sieht, daB y = e"X ein partikuHi.res Integral ist. Substituieren 
wir y = ve ax, so verwandelt sich die Gleichung in: 

d2 v dv 
dX2+ 2a dx=O 

dv 
odeI' falls man --- = z setzt, in: 

dx 

Das Integral lautet: 

dz 
-+2az=O 

dx 

z= Ce- 2ax 

daher ist: C 
v=- --e- 2"x+C 

2a 1 

und schlieBlich: 

§ 92. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 

vVir wollen zunachst das allgemeine Integral einer Gleichung 
von del' Form: 
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(1) 

such en unter del' Voraussetzung, daB P und Q konstante GraBen 
sind. Versuchen wir zu setzen: 

Y= e""· 

Dadurch verwandelt sich (1) in: 

(m 2 +Pm+ Q)e"'x=O 

W ird also m so bestimmt, daB: 

m2 +Pm+Q=O 

so ist em", ein Integral 
teristische Gleichung. 

von (1). Gleichung (2) 

(2) 

heiBt die charak-

Hat (2) zwei ungleiche Wurzeln m1 und m2 , so ist sowohl em,'" 
als emz'" ein Integral; wie man leicht sieht, ist auch C1 em,x und 
C2 em,,,, je ein Integral, und ebenso die Summe beider. Nun hat, 
wie wir bereits erwahnt haben, eine Gleichung zweiter Ordnung 
ein allgemeines Integral mit zwei und nur zwei unabhangigen Kon
stanten. Also ist: 

das allgemeine Integral. 
N ehmen wir als Beispiel: 

d2 y dy 
dx2 + 14 d;;- 32y=O 

Die charakteristische Gleichung ist: 

m2 +14m-32=O 

mit den zwei Wurzeln: 
1n1 =-16, 1n2=2 

daher das allgemeine Integral: 

Y=C e-lSX+C e2x 
1 2 

(3) 

Sind die beiden Wurzeln komplex, so lautet das Integral: 
y = C1 e(a+iP)x+ C2 e(a-iPlx 

= eax (C1 eifJx + C2 e-iP"') 
= e"xC1 (cos f3x + i sin f3x) + e""'C2 (cos f3x - i sin f3x) 
= e"x[(C1 + C2 ) cos f3x + i (C1 - C2) sin f3x] 

Setzen wir also: -
C1 +C2 =A; i(C1 -C2 ) =B 

so wird das Integral: 
y = e"X (A cos f3x + B sin f3x) 
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Die Bewegungsgl.eichung eines Punktes, del' unter dem Ein
flusse einer del' Entfernung aus del' Ruhelage proportional en Kraft 
schwingt, ist z. B.: 

die charakteristische Gleichung lautet: 

m2 +a2 =O 

und hat die W urzeln 'lnl = + i a, m2 = - i a. Die Bewegung wird 
daher beschrieben durch: 

X= A cos at+ B sin at 

1st z. B. fUr t=O auch x=O, so ist A=O und wir haben: 

a=Bsinat 

eine einfache Sinusschwingung. 
Hat hingegen Gleichung (2) zwei gleiche Wurzeln: 

till =m2=rn 

so wtirde das Integral lauten; 

y = (Cl + C2 ) e""" 
Dieses ware abel' noch nicht das allgemeine Integral, da Cl + C2 

in Wahrheit nul' eine einzige Konstante vertritt. Es muJ3 also in 
dies em FaIle noch ein zweites Integral existieren; wir wollen zeigen, 
daJ3 es die Form hat; 

y=xe""" . (4) 
Zu diesem Zweck benti.tzen wir den Satz del' Algebra, daJ3 m, 

wenn es eine doppelte Wurzel del' Gleichung (2) ist, auch eine 
einfache Wurzel del' Ableitung von (2), also del' Gleichung; 

2m+P=O . (5) 

ist. Setzen wir nunmehr (4) in die 1inke Seite von (1) ein, so er-
halten wir; 

xe""" (rn 2 + Pm+ Q) + em", (2m + P) 

Da nun rn nach del' letzten Bemerkung Wurzel sowohl von (2) 
als von (5) ist, wird diesel' Ausdruck null, d. h. (4) ist ein Integral 
von (1). Das allgemeine Integral lautet also in diesem FaIle; 

(6) 

Ahnliches gilt fUr DiffeJ.:entialgleichungen hOherer Ordnung; 
wenn die charakteristische Gleichung p gleiche Wurzeln rn hat, so 
sind: 

Integrale del' Differential?,leichung; man,betrachte z. B.; 
d!$y d2 y dy 
dX!l- dx2 - dx + y=O 
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Die charakteristische Gleichung lautet: 

m3 -m2-m+ 1=0 

oder: (m2-1)(m-1)=0 
Die Wurzeln sind: 

Also ist das allgemeine Integral: 

y=ex(C1 + C2 x) + Cae-x 

Da wir nun Gleichung (1) in jedem FaIle Hisen kannen, wollen 
wir an die Aufgabe schreiten, auch die allgemcinere Gleichung: 

(7) 

zu integrieren, wo R irgend eine Funktion von x ist. Nun haben 
wir gezeigt, daJ3 ganz allgemeill eine Gleichung von der Form (7) 
integriert werden kann, wenn man das allgemeine Integral von (7) 
fiir R= 0 und auJ3erdem ein partikulares Integral der vollstandigen 
Gleichung (7) kennt. Wir brauchen also nul' noch die Methoden 
zu besprechen, wie man ein partikulares Integral Vall (7) find en 
kann, was im folgenden Paragraphen geschehen solI. 

1. 

Lasung: 

2. 

Lasung: 

3. 

Lasung: 

4. 

Lasung: 

5. 

Lasung': 

d24+4dY+3y=0 
dx- 'dx 

y = C1 e- 3x -1- C2 e- X 

d8 y d~ y 
d-.,-3-d .,+4y=0 

X" x-

Y = e~x (C1 + C2 x) + Cae-x 

d2 ~ + ~ y + y = 0 . 
dx- dx 

-'" 1 - 1 -y=e 2 (AcOS 2-Y3x+Bsin 2 Y3x) 

d3 y d2 Y dy 
dx:; - dx2 + dx- 1 =0 

Y = C1 eX + C~ cos x + c,~ sin x 
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6. 

Losung: Die charakteristische Gleichung ist: 

(m2 +1)(m-l)2=O 

daher: 

§ 93. "Obel' })artikuliil'e Losungen einel' vollstandigen linearen 
Di~erentialgleichung mit kOllstanten Koeffizielltell. 

d 
Es ist von groBem Vorteil, sich statt del' Schreibweise d-- des 

x 
Symbols D zu bedienen und dieses wie eine algebraische GroBe 
zu behandeln. Wir schreiben also statt: 

dy 
dx' 

dO' 
-y d' F D D~ -d ." .• ' Ie orm y, -y, ... x-

Dann sieht man ohne weiteres, daB beispielsweise die Regeln 
gelten: 

D(u+v+ .... )=Du+Dv+ . ... 

1st: 

so schreiben wir: 

D(Cu)=CDu 

Du=v 
U=D-1 V 

so daB D-l eine Integration bedeutet, also die letzte Gleichung den 
·Sinn hat: 

t~=fVdX 0 

So wlire beispielsweise: 

Die Gleichung: 

x 3 
D- 3 .1= - da Dx=l 

3 !' 

!J,2Jf. + p~_y + Qy = R 
dx- dx· 

schreiben wir nunmehr in del' Form: 

oder: 

(D 2 +PD+ Q)y=R 

f(D)y=R 

Eine Losung del' Gleichung ist: 

y=f(D)-lR 

und es handelt sich darum, anzugeben, wie f(D)-J. R bereclmet 
werden kann. 
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Wir zerlegen zunachst f CD) in Faktoren, also: 

feD) =(D-a) (D - (3) 

daher: 

indem wir in Partialbriiche zerlegen; es ist demnach: 

f(D)-l R= (_A_+_B_) R 
D-a D-fJ 

1 
Einen Ausdruck von der Form -D R berechnen, heiBt eine 

-a 
Funktion u suchen, derart, da13: 

oder: 

(D-o:)u=R 

du 
--o:u=R 
dx 

Dies ist aber eine lineare Gleichung erster Ordnung; wir haben 
gefunden, da13 ein partikulares Integral derselben ist: 

d. h.: 

folg·lich ist: 

u=e+axfe-ax Rdx 

__ 1_ R = eaxfe-ax R dx 
D-o: 

Nehmen wir als Beispiel die Differentialgleichung: 

oder: 

Hier ist: 

also: 

oder: 

d2 y dy 
-d ., -5 d-+6y=R 

X" X 

(D 2 -5D+ 6)y=R 

f(D)=(D- 3) (D- 2) 

f(D)-1=_1 ___ 1_ 
D-3 D-2 

y_(_1 ___ 1_)R 
- D-3 D-2 

y=e3x fe-3xRdx+e2x fe-2XRdx 
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Da das allgemeine Integral von: 

(D2 -5D+ 6)y=0 

lautet: Y=o eSx+O e2x 
1 2 

so ist schliel3lich das allgemeine Integral del' gegebenen Gleichung: 

y = 01 eS"'+ 0ze2x + esa:fe- sx Rdx+ e2a:fe- 2X Rdx 

In einigen Fallen konnen etwas andere Wege eingeschlagen 
werden: 

1. 1st Reine ganze rationale Funktion von x, so entwickelt 
man f(D)-1 nach steigenden Potenzen von D. Da: 

Dn+l x " =0 

so braucht man in del' Entwicklung nul' bis zu jener Potenz von D 
zu gehen, welche gleich ist del' hochsten von x in R. - Man lOse: 

Hier ist: 
(D 2 -4D+ 4) y=x2 

f(D)=(D- 2f 
1 ( D)-2 f(D)-1=(D-2)-2=4- 1-2 

f(D)-lX2 = ~_ (1 + 2 ~ + 3 ~2) x2 

1(,+, +3) =.40 x- 2x :3 

Also ist das partikulare Integral: 

Y=~(2X2+ 4x+ 3) 
8 

2. 1st R von del' Form: 
R=eaxX 

wo X eine Funktion von x ist, so kann man folgendermal3en vor
gehen. 

Da: 
und: 

D(e ax X)=e ax DX +aeaa: X=eax(D+ a)X 

so ist allgemein nach dem Leibnizschen Theorem: 

Dn(e ax X) = eax (D + a)n X . (1) 

Man kann sofort zeigen, da13 diese Formel auch fiir negatives 
n gilt, also: 

D-n (e ax X) = e'"'' (D + a)-n X (2) 
Mellor-Wogrinz, 116herc Mathematik. 18 
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denn fiihren wir an diesel' Gleichung die Operation D-n aus, so wird 
die linke Seite eax X, und die rechte Seite nach (1): 

. Dn [e ax (D + a)-n X] = eax (D + a)n (D + a)-n X = eax X 

womit (2) bewiesen ist. Diese Formel sagt also aus, daB man die 
Operation D-n an eax X ausfiihrt, indem man eax vor das Zeichen D 
setzt und an Stelle von D mit (D + a) operiert. 

Zerlegt man demnach f(D)-t in Faktoren, so ist, wenn (D - a)n 
ein solcher Faktor ist: 

111 
(D-a)n R= (D-a)n (eaxX) = eax (D+a-a)n X 

La£t sich also die letztel'e Operation ausfiihren, so ist die 
Integration ohne weiteres moglich. - Man betrachte z. B.: 

(D~-2D+1)y=x2e3X 

1 03 3 1 0 
Y = CD _ 1 )2 x"e· x = e x (D+ 2)2 X" 

1 1 ( D)_2 1 3 
-:-=--;-~X2= - 1 +- x 2=-(1-D+ _D2)X2 

(D + 2)2 4 2 4 4 

Y =~ e3x (2 x 2 _ 4x+ 3) 
8 

also: 

1st X eine Konstante, so ist del' Vorgang wesentlich einfacher: 
Da namlich in diesem FaIle: 

so ergibt sich die Regel, daB an Stelle von D einfach a zu 
schreiben ist. 

Z. B.: (D2 - 3 D + 2) Y = e3x 

1 1 1 
Y - e3x - e3x -_e3x 

- D2 - 3 D + 2 - 3 2 - 3 . 3 + 2 - 2 

Diese letztere Methode wiirde versagen, wenn a eine Wurzel 
von f(D) = 0, wenn also f(a) = 0 ware. In dies em FaIle muB 
man zur Hauptregel zuriickkehren, also setzen: 

wie z. B. in: 

Hier ist: 

daher: 

1 1 
---- eax = e"X . _·-_·_--·---·--·.1 
D" lD+a)" 

dy 
- _y=ex 
dx 

f(D)=D-1, a=1, also f(a)=O 

1 1 
y= ----ex =ex --·1 =xex 

D-1 D 
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3. Nehmen wir an, R sei ein Produkt von sinus- oder cosinus
Faktoren. 

Es ist identisch: 

(D2)m sin (nx + a)= (- n2)n. sin (nx + a) 

wo n und a Konstanten sind. Daher ist auch: 

f(D'I) sin (nx + a) = f( _n2) sin (nx + a) 

und es folgt ebenso wie bei Fall 2, daJ3: 

1 . 1. 
f(D2) sm(nx+a)= f(-n2) sm(nx+a) 

Ebenso ist: 
1 1 

f(D2) cos (nx + a) = f(-n 2) cos (nx + a) 

Kann man also f(D) als Funktion von D2 darstellen, so wird 
1 

die Operation f(D2) an einem sin oder cos des Arguments nx + a 

ausgefiihrt, indem man an Stelle von D2, _n2 setzt. - l\Ian lOse: 

(DS +D2 +D+ 1)y=sin 2x 

Hier ist: n=2 

Wir haben: 1 . 
y = (D2 + 1) (D + 1) sm 2 x 

1. 1. 1 . 
D 2+1 sm2x= -2 2 +1 sm2x=-gS1l12x 

1 1 
y=----sin2x 

3D+1 

Multiplizieren wir Zahler und N enner mit D - 1, so erhalten 
wir: 

y=_~ D-1 sin2x=-~(D-1)(-~sin2x) 
3 D2'-1 3 5 

y=~(D-1)sin 2x=~(2 cos 2 x-sin 2 x) 
15 15 

Die verwendete Methode ist nicht mehr anwendbar, wenn der 

Operator die Form D9~ 9 hat; denn in diesem FaIle wiirde: 
• n" 

D2 +n2 =O 

wenn man D2=_n2 setzte. Nun ist aber: 
einz_e-inz 

sinnx=-----
2i 

18* 
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ferneI': 1 . . 1 .z:y-+ n2 e"'X= e'ltx (D + in? + n2 ' 1 

· 1 1 = e,nx --- -----. 1 
2inD 1+2~n 

· 1 ( D + ) _ 1.nx__ ___ . -e . D 1 2. .... 1 
2 ~n ~n 

· 1 1. =e,nx ---.1 =--xe"'X 
2inD 2in 

ebenso ist: 1 . 1 . - - ____ .. _ e- tnx :==_ --_xe- lIlX 

D~+n2 2in 

folglich: 1. 1 
D:i+ 'It smnx=- 21~X cos nx 

analog: 11. 
D .'+ ~ cos nx = --x SIn nx 

" n" 2n 

Die Gleichung: 
(D2+ 1) y=sinx 

hat z. B. das partikulare Integral: 

1. 

1. 1 
Y=---SlllX =---xcosx 

D 2 +1 2 

Beispiele: 

(D 2 -4D+ 3) y= 2 e3x 

Das allgemeine Integral ist: 

y=C1ex+C2e3x+xe3x 

2. (D-2fy=x 
Allg·emeine Losung: 

y = C1 e2 x + C~ x e2 x + ~ (x + 1) 

3. (D 2 -1)y=2+5x 

Losung·: y = C1 eX + C2e- x - [) x- 2 

4. (D-l)y=e x lx 

Ein partikulares Integral ist: 

5. Man zeige, 
1 

x 
y=xexl-

e 

daB 4" eX ein partikulares Integral ist von: 

(D2+ 2D+ 1) y=ex 
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6. Man werte allS: 

Losllng: 

7. 

Losung': 

1 
Y=(D+1)3 e- x 

1 .> 

y=-x"e- x 
6 

d2 

d ~-k~y=cosmx (k, m Konstanten.) 
x-

_ kx -I.e x 1 y.- Ole + O.,e - "+-k' cos mx • - m--

8. Man werte ans: 

y = (D2 + 4)-1 COS 2 x 

Losung: x . 
y = 4" SIll 2 x 

9. Man lOse: (D'l - 1) Y = x sin x 

Das allgemeine Integral ist: 

x (1 -) x (1.) .y=C1ex+02e-~sin 2V3x +03e-Tcos 2V3x + 

1 . 
+2 [(x - 3) cos X-XSlll x] 

10. Das partiklll1ire Integral von: 

(D3-1)y=xe 2X 

Losung: 
y=(x- \2) ~ e2x 

11. (D2_1)y=x 2 cosx 
zu finden; Losllng: 

1 
y = 01 eX + C2e- x +xsinx+ 2 cosx(1-x2) 

§ 94. Lineare Differentialgleichungen mit verandel'liclU'1l 
Koeffizienten. 

Von dies en wollen wir zunachst den folgenden Typus heraus-
greifen: 

(1) 

wo a1 , ((2 •••• an konstante Groi3en sind und X eine Fnnktion yon 
x bedentet. ,Vir behandeln znnachst den Fall X = 0 nnd studieren 
der Einfachheit halber wieder die Gleiclmng zweiter Orclnung': 

Q d2 y dy 
x--d ., + a1 x d-+ u.,y=O. (2) x- x-
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Versucht man zu setzen: 
y=x"' 

so wird (2) zu: 
[m(m-l) + alm + a2]x"'= 0 

Wahlt man nun m so, daB: 

(3) 

(4) 

so ist (3) ein Integral von (2). Die GroBe x"' vertr~tt hier also e"'</: 
bei den linearen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Hat 
(4) zwei ungleiche Wurzeln ml und m2 , so ist das allgemeine 
Integral: 

Sind abel' die Wurzeln gleich: 

ml =m2 =1n 

so ist nicht nul' x"', sondern auch x'" I x ein Integral. Um Letzteres 
nachzuweisen, setzen wil' dies en Wert fill' y in (2) ein und er
halten: 

[m(m-l) + alm + a2] x'" lx+ [2m-l + al]x'" 

Nun ist der erste Teil dieses Ausdruckes null, weil m eine 
Wurzel von (4) ist und del' zweite Teil ist null, weil 1n auch eine 
Wurzel del' Ableitung von (4) ist. Also lautet in dies em FaIle das 
allgemeine Integral: 

1st die Gleichung von hoherer Ordnung, und sind p Wurzeln m 
einander gleich, so ist das Integral: 

Y= (01 + Ozlx+ 03l2X + .... + Cl'lp-1x)x'" 

N ehmen wir als Beispiel die Gleichung: 

ods y Qd2 y dy 
xu dx3 + 2x"dx2 + 3x dx - 3 Y = 0 

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet: 

m(m-l)(m- 2)+ 2 m(m-l) + 3m- 3 = 0 
odeI': (m-l)(rn 2 +3)=O 

mit den Wurzeln 1Il1 =l, rn2 =iY3, m3 =-iY3. 
Integral: 

oder, da: 

und: 

Xi", = e1</:im = cos (m Ix) + i sin (m I x) 

x- im = cos (mlx)- i sin (m Ix) 

kann man schreiben: 

y=Ax+ B cos (Y3Ix) + Csin (Y3Ix) 

Daher ist das 
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Als zweites Beispiel betrachten wir: 

d2 y dy 
X2 dx2-3xdx +4y=O 

Die charakteristische Gleichung heiBt: 

m(m-1)-Sm+4=O 

odeI': (m-2).2 .0 

mit den gleichen Wurzeln: 
m=2 

Daher lautet das Integral: 

y=(C1 +C2 lx)x2 

Um die allgemeine Lasung del' Gleichung: 

• d2 y dy 
X"-d O+a1x d-+a., y=X . 

X" X" 
(5) 

zu finden, haben wir zum allgemeinen Integral von (2) ein par
tikulares von (5) hinzuzufiigen. Letzteres finden wir auf einem 
ahnlichen Wege, wie wir ihn im vorigen Paragraphen eingeschlagen 
haben. Wir fiihren das Operationszeichen {} ein, indem wir setzen: 

d 
x-=xD=/} 

dx 

Man sieht leicht, daB die foIgenden Beziehungen besteben: 

xD={j, 
x 2 D 2 ={}(/}-1) 
x:J D:: = /} (/) -1) ({)- 2) 

Demnach kannen wir (5) auch schreiben: 

f(/}) y= [{} ({}-I) + a1 {}+ a2 ] y=X 

und wir erhalten wieder ein Integral in del' Form: 

1 
y= f(ffyX 

1 
f({}) 

ist nach ahnlichen Regeln wie: zu bebandeln. 

Man lOse: 
9 d2 y dy 4 

X"-- 2x-- -4y=x 
dx2 dx 

f({}) ={}(/}-1) - 2 /}- 4 = 
={}2_ 3{}-4 

=(/}-4)(/)+ 1) 
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Daher ist: 1 4 

y=(#_4)(#+1)x 

1( 1 1 ) 4 
=5 #-4-#+1 x 

=~X4(~ - #~5)1 
1 • 1 

=-x(lx- -
5 25 

Also lautet das partikulare Integral: 

1 
y=-x4 Ix 

5 

Ein Typus von Gleichungen, del' ohne weiteres auf die eben 
besprochene Form gebracht werden kann, ist die Gleichung von 
Legendre: 

dny dn - 1y 
(a + bx)n dxn + Al (a + ux)n -1 d Xn - 1 + ... + An Y = R 

wo All A~ ... An' Ct, u Konstante sind. Setzen wir namlich: 

a+ ux=z 
dy dy 

=u-
dx dz 

so verwandelt sich die Gleichung in: 

dny d,,-1 y 
unzn ~+A U,,-1 Z,,-1_- + ... +A y=R 

dz" 1 dz" -1 n 

welche die Form yon (1) hat. 

1. 

Losung: 

2. 

Losung: 

3. 

Losung: 

Beispiele: 

o d2 y dy + ., 
x-dx~+xdx q-y=O 

y = C1 cos (q I x) + C2 sin (q Ix) 

(x2 D2 + 2 x D - 2) Y = 0 

Y = C1 X + C2 x- 2 

[#(#-1)-2]y=0 

Y = C1 x~ + C2 X-I 

4. Man finde ein partikuIares Integral Yon: 

Losung: 

[#(#-1) + 7# + 5]y=x" 

1 r, y=--x 
60 



5. 

Losung: 

6. 

Exakte lineare Differentialg-leichung-en. 

[1~ ({) -1) + 4 {} + 2] Y = eX 

y=Q1_+ 02 +~ 
X x 2 x 2 

281 

Losung: Das allgemeine Integral del' Gleichung ohne zweites 
Glied ist: 

Y= 01X- 1 + 02 X + Os xlx 

ein partikulares Integral del' gegebenen Gleichung: 

1 Q + 1 .. y=-xl-x -X" 
4 16 

Also ist das allgemeine Integral: 

Y =O X-l+0 x+O xlx+~xFx-l- 1 x H 
1 2 3 4 I 16 

_,d2 y dy 
(x + (()--d .,- 4(x+a) -d-- + 6y =X 

x- x 
7. 

.Man setze: 

so daB die Gleichung lautet: 

(Z2 D2_ 4zD + v) y=z- {/ 

das allgemeine Integral ist: 

y= 01 (x+ ar + 02 (x+a):l +~(3X+ 2a) 

§ 95. Exakte lineare Differelltialgll'ichungen. 

Es besteht eine einfache Bedingung dafti.r, daB die linke Seite 
einer linear en Gleichung, etwa von del' Form: 

(1) 

wo XO' Xl'" und R Funktionen von x sind, ein exaktes Differential 
ist. Um diese Bedingung abzuleiten, bilden wir die Identitat: 

wo und su bstituieren in (1). Wir erhalten: 

(2) 
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Ebenso bilden wir: 

(X _X,)d2y =~[(X -X,)dY'J -(X' _X,,)d y 
1 0 dx2 dx 1 0 dx I 0 dx 

und substituieren in (2). Das Resultat ist: 

d [ d2y + ( ') dy] + ( , + "dy + ( ) dx XOdX2 Xl-XO dx X 2 -Xl XO)dx Xsy=R 3 

SchlieJ3lich ist analog: 

(X2-Xl'+XO")~~ = ddx [(X2 -XI'+XO")y]-(x/ -Xl" +Xo"')y 

und daher wird (3) zu: 

J~ [Xo~:~+(Xl-XO') ~~ +(X2- Xt' +Xo") y]+(X,j-X/+XI"-XO"') y=R (4) 

lUan sieht, daJ3 die linke Seite von (4) ein vollstlindiges 
Differential ist, wenn: 

X -X'+X"-X"'-O (5) s 2 . 1 0-

Diese Gleichung ist also hinreichend, damitdie linke Seite von 
(1) ein vollstlindiges Differential seL Zugleich sieht man, daJ3 man 
in diesem Falle (4) einmal integrieren kann, und erhlilt: 

Xo ~~+(Xl-XO')~~+(X2-XI'+XO") y= fRdX+OI (6) 

'Vir nennen (6) ein erstes Integral von (1). 1st also die Be
dingung (5) erftillt, so lliJ3t sich die Ordnung der Gleichung um 
eine Einheit erniedrigen. 

Ais Beispiel diene: 

d3 d2 d x~ .-Jl. + 15 X4 ---4 + 60 x3.J1 + 60X2 y = e>' 
dx ll dx· dx 

Hier ist: 

Xo=x" Xl = 15x l X 2 = 60 x') .Xs =60X2 
daher: 

Xs - X 2 ' + Xl" - Xo'" = 60x2 - 180x2 + 180x2 - 60x2 = 0 

die Bedingung ist erfiillt, also lliJ3t sich die Ordnung der Gleichung 
um eine Einheit erniedrigen. Wir erhalten nach (6): 

d2 y dy xo_+ lOx' -+ 20x3y=e'" +0 dx2 dx 1 

Untersuchen wir nun, ob die linke Seite dieser Gleichung ein 
vollstlindiges Differential ist. Hier ist die Bedingung: 

X2 - X/ + Xo" = 20x3 - 40x3 + 20x3 = 0 
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wieder erfiillt, daher konnen wir die Ordnung der Gleichung aber
mals herabdrucken und finden: 

x5dY +5x'y=ex +C x+C dx 1 2 

Nunmehr ist: 
X 1 -Xo'=5x4-5x4=O 

Die linke Seite ist ein vollstandiges Differential, und wil' er
halten schlieJ3lich: 

als Integral. 

Beispiele: 

1. l\<fan untel'suche, ob die Hnke Seite del' Gleichung: 

d3y .> cl2 y dy 
X dx3 + (x--3) dx2 +4x dx + 2 y=O 

ein exaktes Differential ist und erniedrige die Ol'dnung der Gleichung 
soweit als moglich. 

Losung: Wil' haben ein exaktes Differential vor uns und konnen 
die Ordnung bis auf die erste herabdrucken: 

x :~ +(x2 - 5)y=O 

2. Ebenso vel'fahl'e man mit: 

x3d4Y+X2d3y +xdy+y=O 
dx4 dx3 dx 

Losung: Man gelangt zu: 

d3 d2 d x3~-2x2~+4x~+(x-4)y=O 
dx3 dx- dx 

3. Man zeige, dass: 

(X!3 D4+ X'! D3 +X2 D+ 2x) y 

ein vollstandiges Differential ist. 

§ 96. mer Differentialgleichwlgen, in denen eine Variable 
fehlt. 

1. N ehmen wir zunachst an, es fehle die unabhangige Ver
anderliche x. Eine soIche Gleichung ist von der Form: 

( dy d2y) 
F y, dx' dx2 = 0 . (1) 
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falls wir uns 
Setzen wir: 

auf Gleichul1gen zweiter Ordnung beschranken. 

so erhaltel1 ,vir: 

dy 
dx=P 

d2 y dp dy. dp 
-=-.-=p-
dx2 dy dx dy 

(2) 

also eine Gleichung erster Ordnung in y und p, die wir integrieren 
konnen. 

In diese Kategorie gehOrt die Gleichung: 

d2y (d y)2 0 

y dx2+ dx -2y-=O 

welehe die Sehwingungen eines Pendels in Luft bestimmt. Das an
gedeutete Verfahren liefert hier: 

dp + 0 '" 0 0 py dy r--c,y-= 

d ( 2) 
1L_P_+p2_ 2y~=O 
2 dy 

oder: 

Die Integration ergiebt: 

p2y2=y4+ C4 
"'oraus ",eiter folgt: 

(dy)2 = ... / y4. ~ C4 
dx V y-

f ydy 1 2 

X = Vy4 +C! =2 arc sinh ~2 - 2 C1 

odeI' sehlie13lich: 
y2 = C2 sinh (2x + C1 ) 

Die Differentialgleielmng: 

d2 x 
dt~- + q2 X = 0 

welche die Bewegung eines Massenpunktes Ullter dem Einflu13 einer 
del' Entfernung aus del' Ruhelage proportionalen, anziehenden Kraft 
besehreibt, la13t sich noell auf andere Weise bellandeln. Multipli-

dx 
ziert man namlich beide Seiten mit 2 at' so erhalt man: 

d (dX)2 0 dx2 
dt dt + q- dt = 0 
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oder: 

Die Integration del' GIeichung liefert: 

x = A sin (qt- 0) 

wenn die Integrationskonstanten mit A und 0 bezeichnet werden. 
Die Bewegungist also eine einfache 8chwingung mit del' Amplitude 

2n 
A, del' 8chwingungsdauer und der Phase o. 

q 
Lautete die GIeichung: 

d2 x .) 
--q-x=O 
dt2 

so ware das Integral von der Form: 

x = C1 eqt+ C2 e- qt 

2. Wenn die abhangige Veranderliche in del' GIeichung fehlt, 
diesel be also die Form hat: 

( dy d2y) 
F x, dx' dx2 =0 

so bringt sie die 8u bstitution : 

dy 
dx=P; 

dp 

dx 

olmeweiters auf eine Gleichung erster Ordnung: 

F(X' p, :~) = 0 

Als Beispiel behandeln wir die Gleichung: 

d2 v 1 dv P 
dr2 + ;. dr + -,:;; = 0 

welche die 8tromung einer Fliissigkeit in einer zylindrischen Rohre 
vomRadius r und del' Lange Z beschreibt. Die Geschwindigkeit v 
hat die Richtung del' Achse und ist eine Funktion von r; P ist die 
Druckdifferenz an beiden Enden del' Rohre, fl del' Reibungskoeffi-
zient. 8etzen wir: 

so wird die Gleichung: 

dv 
P=a;;: 

dp P P 
a;;:+;+Zf-l=O 

d P 
-(pr)=--r 
dr' Z fl 
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also ein erstes Integral: 

p o+C pr=-2l""r- 1 

somit: dv P C1 

dr =- 2l"" 1'+-;;. 

v=-~r2+C l1'+C 
4l"" 1 2 

Da fUr r = 0, l r = 00 wiirde, so muB C1 = ° sein; C2 = Vo 
bedeutet die Geschwindigkeit in del' Achse. 

1. 

Lasung: 

2. 

Lasung: 

3. 

Lasung: 

4. 

Lasung: 

5. 

Lasung: 

Das Integral ist: 
X4 x 2 

y = C e'" - Co e-X -- - + c. - + C x + C. 
1 - 24·J :2 ! " 

6. 

ist eine Gleichung, die in del' Potel1tialtheol'ie vol'kommt. 

Lasung: 
v=C +C2 

1 r 
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§ 97. Die Differentialgleichung der schwingenden Bewegung. 

Da Schwingungsbewegungen in vielen Gebieten der Physik 
eine groJ3e Rolle spiel en , so wollen wir ihre Differentialgleiclmng 
etwas naher diskutieren. Die einfachste Form ist: 

d2 s 
dt2=-q2s (1) 

d2 s 
Sie driickt aus, daJ3 dt2 ' die Beschleunigung del' Bewegung, del' 

jeweiligen Bewegungsrichtung entgegengesetzt und del' Entfernung 
von einem fixen Punkte direkt proportional ist. Wir haben schon 
gesehen. daJ3 das Integral der Gleichung die Form hat: 

s = .A sin (q t + 0) (2) 

d. h. die Bewegung ist einc einfach harmonische (s. § 33) mit del' 
. . 2n 

Amplitude A, del' Penode T = - und del' Phase O. Rechnen 
q 

wir die Zeit von einem Durchgange durch die Ruhelage an, d. h. 
ist fiir t = ° auch s = 0, so ist 0 = 0, und wir konuuen zur ein
facheren Gleichung: 

s= A sin qt (3) 

Ein Beispiel bieten Pendelschwingungen von kleiner Amplitude 
oder die ungedampften Bewegungen einer Galvanometernadel. In 

dies en Fallen ist: q __ I / D
J V und T=2n V~ 

wo J das Tragheitsmoment des schwingenden Karpel's und D das 
maximale Dl'elmngsmoment der wirkenden Kraft bedeutet. 

Wir wollen nun annehmen, daJ3 die Bewegung in einem wider
stehenden Medium VOl' sich geht, und daJ3 infolgedessen eine vVider
standskraft auf tritt, welche der augenblicklichen Geschwindigkeit 
des hewegten Karpers proportional ist, d. h.: 

d2 S ds, 
dt2= - P dt -q-s 

oder: 
(4) 

Hier bedeutet p = 2 f den Reibungskoeffizienten. Die Gleichung 
wird nach der gewahnlichen Methode (§ 92) gelast und liefert: 

(5) 
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WO fJ. und (3 die WlU'zeln del' Gleichung: 

(6) 
sind, also: 

m2 + 2 fm+ q2= 0 

f'+~/ .) .) -a=- yr-q" -(3=-f-Vt2 _ q2 

1. Es seien a und (3 ree11 und ungleich, also: 

f>q 

In diesem FaIle ist die Lasung durch (5) dargestellt. Del' 
Widerstand ist so groB, daB keine Schwingungen zustande kommen 

konnen; del' Karpel' bewegt 
sich gegen seine Ruhelage, die 
er strenge genommen erst nach 
unencUich langer Zeit erreicht 

,1.. ___ U;:::::==~~~==~~~1 x (s. Kurve 1, Fig, 91, die fUr 
f = 3, q = 2 gezeichnet ist). 

y' 

Fig. 91. 

2. A.hnlich verIauft die Be
wegung im zweiten Fall, daB 
die Wurzeln reell und gleich 
sind, also: 

'1=(3=I'=q 

Die Lasung nimmt die Form an: 

s = (Cl + C2 t) e- ft (7) 

DerVerlauf ist durch Kurve 2, Fig. 91 (1'= q = 2) dargestellt. 
In 1. und 2. sind sogenannte aperiodische Bewegungen behandelt., 

3. Die Wurzeln del' Gleichung (6) seien entgegengesetzt gleich; 
dies ist nul' magIich, wenn sie beide imaginal' sind: 

f=O '1=qi (3=-qi 

Die Lasung lautet jetzt: 

s = C1 sin q t + C2 cos q t (8) 

Die Bewegung ist rein periodisch, was natiirlich ist, da wir 
flir {= 0 wieder Gleichung (1) VOl' uns haben (s. Kurve 4 fUr 
q=2). 

4. Die "\Vurzeln del' charakteristischen Gleichung seien komplex, 
also: 

Dann ist, wenn wir: 

'1= a+ bi, (3=a- bi 

setzen: Ii = e-at (C1 sin bt+ C2 cos bt) (9) 

Die Bewegung wird durch Kurve 3 (f = 1, q = 2) dargestellt. 
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Zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten dienen die Werte 

ds Z O· von s und v = dt zur eit t = ; WIr nennen sie beziigl. So und vo' 

So ergibt sich beispielsweise aus (5): 

so=C1 + C2 

vO =-aC1 -aC2 

Die Kurven sind fiir den Fall gezeichnet, daJ3 So = 0 und Vo = 0 
(bei 1) oder Vo = 1 (bei 2, 3, 4). 

Der Fall 4 (Kurve 3) beansprucht ein erhohtes Interesse. Er 
stellt eine gedampfte Schwingung dar, d. h. eine periodische Bewegung 
von abnehmender Amplitude. Die Schwingungen eines Pendels, 
die durch Luftreibung gedampft werden, die einer Magnetnadel, 
die in einer benachbarten Kupferplatte wahrend ihrer Bewegung 
Fo uca ultsche Strome induziert, geben Beispiele fUr diese Bewegung 
ab. Wir konnen Hir So = 0 Gleichung (9) einfacher schreiben: 

s=e-atAsinbt 

Die Periode dieser Schwingung ist: 

2n 
T=

b 

Ware die Schwingung ungedampft, so ware, wie wir gesehen 
haben, die Periode: 

also ist: 

oder da: 

weiter: 

2n 
To=-

q 

T q 

To b 

q2=a2+b2 

T Va 2 +b2 

To b 

Wie man sieht, wird durch die Dampfung die Periode der 
Schwingungen vergroJ3ert. 

Es ist: 
s =e-at A sin bt 

T 3 
addieren wir zu t der Reihe nach 2' T, 2 T ... , so erhalten wir: 

-a(t+~) 
S = - e 2 A sin b t 

1 

S =e-a(t+T)Asinbt 
2· 

]\1 e 11 0 r - W 0 g r i n z. H5herc Mathematik. 19 
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Das Verhaltnis irgend zweier aufeinander folgender ist gleich 
und zwar ist: T 

a-
Sn-l 2 
--=-e 

S .. 

Die Amplitude der Schwingungen nimmt also in dem konstanten 
Verhaltnis: aT 

k=e 2 

ab; die Gr5Be k heiI3t das Dampfungsverhaltnis. 
Logarithmus: 

lk=)., 

wird logarithmisches Dekrement genannt (Gau.f3). 

Es ist: 

daher: 

).,=lk=aT=a:n; 
2 b 

T .,~ "I.~ 
T. = V 1 + 1)2 = V 1 + :n;2 

o 

Ihr natiirlicher 

1st die Dampfung, also a, und daher )., klein, so ist 

T 1 ).,2 

1'=1+2 :n;2+'" 
o 

also: 

bis auf Gr5Ben zweiter Ordnung. 
Fig. 92 stellt die Abnahme der Amplitude graphisch dar. 

$ Wir betrachten endlich 
noch den Fall einer erzwun
genen Schwingung. Die GIei-

.+-+-_-+_-\:----,F-_~:-::~-.:<.t chung lautet: 

d2s ds 
dt2+2fdt+q2s=f(t) (10) 

$ f(t) ist die au.f3ere Kraft, welche 
den Karper stets zu neuen 

Schwingungen anregt. Das allgemeine Integral der GIeichung 
setzt sich zusammen aus demjenigen von (10) fUr f(t) = 0 und aus 
einem partikularen Integral del' vollstandigen Gleichung. Das erstere 
haben wir eben diskutiert; wir haben gesehen, da.f3 es im all
gemeinen eine gedampfte Schwingung darstellt, die in Grenzfallen 
zu einer einfach harmonischen odeI' einer ganz aperiodischen Be
wegung werden kann; nunmehr tritt ein Glied hinzu, das von der 
aui3eren Kraft f(t) herriihrt. Nehmen wir als Beispiel: 

Fig'. 92. 

f(t) = cos (nt+~) 
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Die Gleichung (10) lautet: 

(D2+ 2fD + q2) s= cos (nt+ d) 
Das partikulare Integral wird nach den Regeln (s. § 93) er

halten und ist: 

q2_n2 2fn. 
S=-(q-2~n'--2)-2-+ 4[2n2COS (nt+ d)+ (q2_n2?+ 4[2n2 sm(nt+ d) 

Setzt man: 

1 =R2 • 
(q2_n2)2 + 4f2n2 , 

2fn 
-2--Q = tan d1 
q -n" 

so wird: 
s = R cos d1 cos (11 t + 0) + R sin d1 sin (11 t + 0) 

oder: S = R cos (n t + d - 01) 

Die Kraft f(t) bewirkt also, daB sich del' gedampften Schwin
gung eine einfach harmonische von del' Amplitude R, der Periode 
2n 
- und del' Phase d - 01 iiberlagert. 
n 

Beispiele: 

Die Stromstarke J in einem Leiter vom Widerstand W und del' 
Selbstinduktion L an einer elektromotorischen Kraft E wird dar
gestellt durch: 

Welche sind die auftretenden Erscheinungen in folgenden Fallen: 
a) E konstant? 
Lasung: 

J= !(l_e- ft ) 

wo fUr t = 0, J = ° gesetzt wurde. Das zweite Glied l'eprasentiert 
den Extrastrom bei StromschluB; del' Strom strebt dem konstanten 

E 
Wert W zu. 

b) E=Eosinqt? 
Lasung: 

odeI': 

wenn man: 

setzt. 

J =W2~OL2q2(Wsinqt-Lq cos qt) 

E . 
J = 11 0... sm (q t - <p) 

W 2 +Lq2 
Lq 

tan <p=-
W 

19* 
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Im Leiter mit dem scheinbaren Widerstand (Impedanz) VW2+ L q9 

me13t ein Wechselstrom J, der gegen die elektromotorische Kraft 
die Phasenverschiebung rp hat. 

c) E=O 
Losung: -~t 

L 
J=Joe 

wo J = .To fUr t = 0 ist. Jist der Extrastrom beim OUnen des 
Stromes von der Intensitat Jo• 

§ 98. Simultane Diffel·entialgleichmlgen. 

Hat man zwischen mehreren Veranderlichen nicbt eine Gleicbung, 
sondern ein ganzes System von Differentialgleicbungen, so nennt 
man dieses ein System von simultanen Differentialgleicbungen. Am 
einfacbsten ist der Fall, da13 nur eine einzige unabbangige Ver
anderliche vorkommt; dann miissen zur vollstandigen Losbarkeit 
so viel Gleichungen vorhanden sein, als abhangige Variable in ibnen 
erscheinen. Wir wollen zunachst ein System von linearen Dif
ferentiaIgleichungen mit konstanten Koeffizienten betracbten. Wel
cben Weg man zu ihrer Losung einschlagt, wird am besten aus 
eip.em Beispiele klar werde 

Gesetzt, wir batten die beiden Gleichungen: 

dx 
Jt+ay=O (1) 

~~ +bx=O (2) 

Wir such en eine der Variabeln, z. B. y, zu eliminieren; zu 
dem Zwecke differenzieren wir die erste Gleichung und elimi

dy 
nieren dann d( So erhalten wir: 

d2 x 
dt2 -abx=O 

daber ist: 

Durch Einsetzen in (1) findet man: 

_ C"' (b l'ab t+ C "' (b -l'libt 
Y - - '1 V a e 2 V a e 

Wir haben zwei willkiirliche Konstanten; im allgemeinen ist die 
Zabl derselben gegeben durch die Summe der hochsten Ordnungen 
aller einzelnen Gleichungen. Nun hatten wir allerdings dadurch, 
daB wir y auf demselben Wege wie x bereclmen, scheinbar zwei 
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neue Integrationskonstanten erhaltim; dieselben sind jedoch nicht 
unabhangig, sondern durch zwei Gleichungen mit den ersten zwei 
Konstanten verbunden. Diese Gleichungen wtirden wir dadurch er
halten, daB wir x und y in (1) und (2) einsetzten. 

Ferner betrachten wir ein System von Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit variabeln Koeffizienten, z. B. von der Form: 

Ptdx+Qtdy+Rtdz=O . 

P2 dx+ Q2 dy+R2 dz=O . 

. (3) 

(4) 

wo die P, Q, R Funktionen aller drei Veranderlichen sind. Da man 
aus (3) und (4) die Verbaltnisse je zweier der Differentiale dx, dy, 
dz bestiminen kann, so lassen sich die Gleichungen auf die Form 
bringen: 

dx dy dz 
P Q R .. (5) 

Die Form (3), (4) ist sofort lOsbar, wenn die linken Seiten voll
stalldige Differentiale sind; (5) hingegen ist empfehlenswert, wenn 
eine der Gleichungen nur zwei Variable enthalt. Dies ist z. B. der 
Fall bei: 

dx dy dz 
y x z 

Die erste Gleichung liefert: 

x2 _y2=Ot 

Da also: 

so hat man als 

x=VOt +y2 und -~~ 
VOt + y2 

zweites Integral: 

y + V y2 + 0t 02 z 

dz 

z 

Sind I, m, n irgend welche drei Faktoren, so ist identisch: 

dx dy dz ldx+mdy+ndz 
P=Q=J.i IP+mQ+nR 

wahlt man sie nun derartig, daB: 

lP+mQ+nR=O 

so ist auch: ldx+mdy+ndz=O 

1st hier etwa die linke Seite ein vollstandiges Differential, so kennen 
wir ein Integral des gegebenen Systems. Ebenso konnen drei andere 
Faktoren l', m', n' zu einem zweiten fiihren. 

Man betrachte z. B.: 

dx dy dz 
mz-ny nx-Iz Iy-mx 
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Da: 

ebenso: 

l (mz-ny) + m (nx-lz) + n(ly-mx)=O 

x(mz-ny)+ y (nxoC-lz)+z(ly-mx)=O 

so sind l, m, n und x, y, z je drei Faktoren v,on del' gewtinschten 
Eigenschaft, so daB wir haben: 

ldx+mdy+ndz=O 
xdx+ ydy+zdz=O 

deren Integrale lauten: 

1. 

Lasung: 

lx+my+nz=Ol 
x2 + y2+Z2= O2 

Beispiele: 

dx dy 
dt +y=3x cii-y=x 

x = (01 + 02 t) e2 t 

y = (°1 - 02 + 02 t) e2 t 

2. Die gleichfOrmige Rotation eines starren Karpel's urn eine 
Achse ist beschrieben durch die Gleichungen: 

dx dy 
([j =wy ([j=-wx 

wist die konstante Winkelgeschwindigkeit. 

Lasung: 

3. 

x = 01 cos W t + 02 sin w t 
y = 02 cos w t - 01 sin w t 

d2 x d2 y 
-=-n2 x n2 y dt2 dt2 =-

sind die Gleichungen del' Bewegung eines Massenpunktes unter dem 
EinfluB einer del' Entfernung proportionalen Zentralkraft. 

Lasung: x = 01 cos n t + 02 sin n t 
y= 0/ cos nt+ °2 ' sin nt 

dx dy 
4. dt+by+cz=O dt+ax+cz=O 

dz 
dj+ax+by=O 

Lasung: :Man betrachte die Gleichungen als algebraische zwischen 
x, y, z mit den Koeffizienten D, a, b, c. :Man eliminiere y, z und 
erh1ilt eine Gleichung in x. Das Integral ist: 

X= 01 eat+ 02efit + 03ert 

wo a, (3, ?' die Wurzeln del' Gleichung: 

u3 _ (ab + bc+ ca) u+ abc=O 

sind. Analog wird y und z bestimmt. 
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5. 

sind die Gleichungen fUr die Stromstarken il , i2 in zwei benach
barten Stromkreisen mit den Widerstanden TV;. , W2 , den Selbst
induktionskoeffizienten L l , L z" dem wechselseitigen Induktions
koeffizienten M und den konstanten eletromotorischen Kraften E l , E2 • 

Lasung: Man setze: 

i l = Aemt i2 = Be",t 

und erhalt, als Integrale: 

i l = El + Ale-m,t +A2 e-""t 
Wl 

i =E2 +B e-m,t+B e-m,t 
2 117: 1 2 

2 

wo - ml , -m2 die vVurzeln der quadratischen Gleichung: 

~~-~~+~~+~~m+~~=O 
sind. Da aus physikalisehen Grunden: 

L l L 2 -M2 >0 

so sind die Wurzeln reell und negativ. 

6. 
dx dy dz 

2xz 

Lasung: Die Gleichsetzung del' letzten zwei Ausdrucke liefert 
das erste Integral: 

das zweite findet man durch die Multiplikatoren x, y, z; man er
halt die Gleichung: 

oder: 

xdx+ydy+zdz=O 

x2 + y2+Z2= C2 

Eine Reihe von interessanten Beispielen findet del' Leser auch 
unter den Gleichungssystemen, welche fUr die Geschwindigkeit 
chemischer Reaktionen mit Nebenwirkungen aufgestellt wurden; 
es sei insbesondere verwiesen auf die sehr allgemeinen Betrachtungen 
von Wegs cheider: Ztschrft. f. phys. Chemie: 30, 593, (1899); 34, 
290, (1900); 35,513, (1900); Monatshefte fUr Chemie: 21,693, (1900). 
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§ 99. Partielle Differentialgleichungen. 

Eine Differentialgleichung, in del' eine abhangige und mehrere 
unabhangige Veranderliche, sowie die Differentialquotienten del' 
ersteren nach den letzteren vorkonimen, hei13t eine partielle. So ist z. B. 
die Gleichung: 

OU ou ou 
x-+y-+z-=nu 

ox oy oz 
(1) 

eine partielle Differentialgleichung. Wie wir wissen, ist (1) nichts 
anderes als das Eulersche Theorem, wenn u eine homogene Funk
tion n-tel\, Grades von x, y, z ist. Daraus folgt, da13 der Gleichung 
(1) jede homogene Funktion vom Grade n geniigt, del' im iibrigen 
ganz willkurlich gewahlt werden kann. Oder wenn wil' beispiels-
weise setzen: 

wo f eine beliebige Funktion bedeutet, und einmal nach x, einmal 
nach y differenziel'en, erhalten wil': 

woraus folgt: 

oz , ( + ) ox=a f ax by :; =bf'(ax+by) 

OZ dz 
b--a-=O 

ox dy 
(2) 

Also geniigt del' Gleichung (2) jede beliebige Funktion von 
ax + by. Aus diesen Beispielen ersieht man, daB eine partielle 
Differentialgleichnng im allgemeinen eine nnendliche Zahl von 
1ntegralen besitzt, die jedoch nicht wie bei den gewohnlichen 
Differentialgleichungen aus einem dadurch abgeleitet werden konnen, 
daB man gewissen Konstanten verschiedene Werte beilegt. 

1st die Differentialgleichung von del' el'sten Ordnung, so laBt 
sich zeigen, daB es drei verschiedene Arten von Losungen einel' 
solchen Gleichung gibt. Nehmen wil' namlich eine Funktion von 
x, y, z mit zwei willkiirlichen Konstanten a, b an: 

F(x,y,z,a,b)=O . (3) 

nnd diffel'enzieren wil' nach x und y, so el'halten wir: 

Eliminiel'en wir nun aus diesen beiden Gleichungen und (3) 
die Konstanten a, b, so kommen wir zur Diffel'entialgleichung: 

OZ oz) 
tP(x, y, z, ox' oy = 0 . (4) 
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Umgekehrt ist (3) ein Integral von (4); man nennt es ein 
voHstandiges Integral. Man sieht aus dem Proze13, da13 man nur 
zwei willkiirliche Konstanten eliminieren kann, falls in (4) nul' zwei 
Differentialquotienten vorkommen, da13 also (3) auch nur zwei solche 
enthalt. (3) reprasentiert eine Sc...har von doppelt unendlich vielen 
Flachen. 

Beispielsweise werden durch die Gleichung: 

(x-a)2+(y-W+z2=r2 (5) 
aHe Kugelflachen vom Radius t· dargestellt, deren Zentren auf der 
XY-Ebene liegen. Durch Differentiation erhalt man: 

oz oz 
x-a+z-=O y-b+z-=O ox oy 

Substituiert man die Werte von x - a und y - b in (5), so 
findet man: 

(6) 

als die Differentialgleichung, deren vollstandiges Integral (5) ist. 
Betrachten wir nun in (3) a und b als variabel und diffe

renzieren nach ihnen, so erhalten wir: 

of =0 
oa 

of =0 
ob 

Eliminieren wir nunmehr aus diesen Gleichungen und (3) 
a und b, so erhalten wir eine Gleichung von del' Form: 

Fl(x, y, z)=O . (7) 
die abermals ein Integral von (4) darstellt. Wir nennen sie das 
singulare Integral von (4) und sie reprasentiert die Einhilliende del' 
ganzen Flachenschar (3). So ist in unserem Beispiel: 

of =-2(x--a)=0 of =-2(x-b)=0 oa .. ob 
also folgt durch Einsetzen in (5) das singul1ire Integral: 

z=+r 
Dies ist die Gleichung zweier del' XY-Ebene paralleler Ebenen, 

welche die Schar von Kugelflachen beriihren. 
Nehmen wir schlie13lich an, da13 von den beiden Gro13en a, b 

die eine eine willkiirliche Funktion del' andern if\t: 

b=f(a) 
und differenzieren wir (3) nach a, so erhalten wir: 

~: + ~: f'(a)=O 
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die Elimination von a zwischen diesel' Gleichung und (3) gibt ein 
drittes Integral von (4): 

(8) 

Dies ist ein allgemeines Integral von (4). Die Gestalt des
selben hangt offenbar von del' Wahl del' Funktion rea) abo Wir 
greifen so unter den Flachen (4) eine bestimmte Flachenfamilie 
heraus, und (8) ist die Einhfillende diesel' Flachenfamilie. 

N ehmen wir in unserem Beispiel: 

a=b 
dies in (5) eingesetzt, gibt: 

(x- a)2+ (y- a)2+z2=r2 

Wir differenzieren nach a: 

x+y 
a=--

2 

und die Elimination von a aus den beiden letzten Gleichungen liefert 
a.ls aIlgemeines Integral: 

(x - y)2 + 2 Z2 = 2 r2 

eine Zylinderflache, welche aIle Kugeln einhfillt, deren Mittelpunkte 
auf del' Linie x = y liegt. 

Es HU3t sich zeigen, daB in dies en drei Klassen von Integralen 
aIle maglichen enthalten sind. 

Mit del' Auffindung eines. Integrals ist jedoch in del' Reg'el 
wenig geholfen. Es ist vielmehr meistens die Hauptaufgabe, die in 
dem Integral vorkommenden willkurlichen Funktionell so zu be
stimmen, daB das Integral gewissen Bedingungen, den sogenannten 
Grenzbedingungen genugt. 

§ 100. Partielle Differentialgleichungen der el'sten Ordnung. 

Wir wollen im folgenden die Lasungsmethoden fUr einige 
Typen von Gleichungen erster Ordnung behandeln. Hierbei nennen 
wir zur Abkilrzung: 

GZ 
a;;=P 

GZ 
ay=q 

1. Typus. Die Variabeln selbst kommen nicht VOl'. Die Gleichung 
hat also die Form: rep, q)=O (1) 

Die Lasung lautet: 
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Substituieren wir in (1), so ergibt sich: 

f(a,b)=O 
woraus folgt: 

b=<p(a) 

Daher lautet das vollstandige Integral: 

z=ax+ <p(a)y+ 0 
lUan lOse z. B.: 

Wir setzen: 

und erhalten: 
a2 + b2 =m2 

b=Vm2 -a2 

also das vollstandige Integral: 

z=ax+ Vm 2 -a2 y+0 
Setzt man: 

O=f(a) 
so liefert dies: 

z= ax+ Vm 2 -a2 y+ f(a) 

und nach a differenziert: 

x- .,a 0 y+f'(a)=O 
Vm"- a" 

(2) 

Eliminiert man aus den zwei letzten Gleichungen a, so erhalt 
man das allgemeine Integral. 

2. Typus. Die unabhangigen Veranderlichen fehlen: 

fez, p, q) = 0 (3) 
l\Ian setzt: 

q=ap 

und substituiert in (3); aus (3) erhalt man: 

p=<p(z) 

Setzt man nun p, q in die Identitat: 

dz=pdx+qdy 
=<p(z)dx+a<p(z)dy 

so findet man: 

x+ay= f:0) +0 . 
als vollstandiges Integral. - Man betrachte: 

p2Z+q2=4 
q=ap 

(4) 
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daher: 

demnach: 

Differentialgleichungen. 

p2z + a2p2=4 

2 
p=---=== 

Va 2+z 
2 2a 

dz=---=dx+ dy 
Va 2+z Va 2 +z 

2(x+ay)= fVa2+ZdZ+2C 

< 2 ~ 

=:f(a2 +z)2+ 2C 

(a 2 + Z)3 = 9 (x+ ay - C)2 

als vollstandiges Integral. 

3. Typus. z fehlt explizit, und die Gleichung moge die Form 
< haben: 

Setzt man: 

so laJ3t sich: 

darstellen und daher wie im vorigen Fall: 

dz=pdx+qdY=fPl(X, a)dx+fP2(y, b)dy 

(5) 

welcher Ausdruck als vollstandiges Differential integriert werden 
kann. - Man lOse: 

q-p=x-y 
Man setzt: 

x+p=y+q=a 
p=a-x; q=a-y 

dz = (a-x) dx+ (a- y) dy 

Z= --~ (x- a)2-~(y- a)2+ C 
2 2 

4. Typus. Eine Gleichung, welche der Clairautschen bei ge
wohnlichen Differentialgleichungen entspricht, ist: 

(6) 

Analog wie bei der Clairautschen Gleichung kann man setzen: 

p=a q=b 
also folgt: 

z=ax+by+f(a, b) 

als vollstandiges Integral. - Man lose z. B.: 

z=px+qy+pq 

(7) 
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VollsUtndige Lasung: 

z=ax+by+ ab 

Differenziert man nach a resp. b, so erhalt man: 

x+b=O und y+a=O 

Eliminiert man a und b, so bekommt man das singulare 
Integral: 

z=-xy 

Beispiele: 

1. pq=1 

Vollstandiges Integral: z = ax + '!L + C 
a 

2 . 

.Man setze: 
lx=,u 

und gelangt zur Form: 

ly=v lz=w 

(~)2 + (~)2 = 1 (Typus 1) 
iJw iJw 

Vollstandiges Integral: 

3. p(1+q2)=q(z-a) 

v ollstandige Lasung: 

(x + ay + C)2= 4 a (z- a) 

4. q2+p2=X+y 

Vollstandige Lasung: 
2 3 2 3_ 

z=g(x-a)2 +g(y+a)"2 + C 

5. '1=2 yp" 

V ollstandige Lasung: 

z=ax+a2y2+C 

6. z=px+qy+kV1 +p2+q2 

V ollstandige Lasung: 

z=ax+by+k V1 + a2 + b2 

Singulare Lasung: 
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§ 101. Lineare partielle Dillerentialgleichungen hohel'el' 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 

Ffir die partiellen Differentialgleiehungen zweiter und hOhel'er 
Ordnung gibt es keine allgemeinen Losungsmethoden. Wir wollen 
unter ihnen als wichtigsten Fall die linearen betrachten, und zwar 
zunaehst jene mit konstanten Koeffizienten. 

1. Wir betraehten zunachst die Gleiehungen von der Form: 

02 Z 02Z 02Z 
Ao~+A1;-;-+A9~=0 .. (1) ux uxuy ·uy 

wo Ao' A1, A2 konstante Gro13en sind. Wir setzen: 

und substituieren in (1): 

(Aom2 + A1 m + A2) f" (y + mx) = 0 

Also ist (2) ein Integral, wenn: 

. (2) 

Aom2+A1m+A2 =0 . (3) 

Die Gleiehung (3) habe 2 versehiedene Wurzeln m1 und m2 • 

Dann ist also das Integral von (1): 

z=f1(y+m1 x)+f2 (y+m2 x) . . (4) 

Als Beispiel wahlen wir die Gleiehung von D' Alembert fiir 
die Bewegung einer schwingenden Saite: 

02U 202U 

ot2 =a ox2 
Da die Gleiehung: 

die Wurzeln hat: 

so ist das Integral von der Form: 

U= f1 (at+x) + f2 (at-x) 
Physikaliseh besagt diese Losung noeh gar niehts, solange sie nicht 
Grenzbedingungen genugt. Nehmen wir z. B. an, die Saite sei an 
beiden Enden befestigt, d. h. fiir x = 0 und x = l (l = Lange del' Saite) 
solI die Exkursion u = 0 sein. Demnaeh ist: 

f1 (at) + f2 (at) = 0 
f1 (at+ l) + f2 (at-l) =0 

ffir jede beliebige Zeit t. Infolge del' ersten diesel' beiden Gleichungen 
lautet die zweite: 

f1 (at+ l) - f1 (at-l) = 0 
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Die Funktion fl hat also die Eigenschaft, daB sie sich nicht 
andert, wenn man zu at die GroBe 2l, odeI', was dasselbe ist, 

wenn man zu t die GroBe ~ addiert, fl ist also eine periodische 

Funktion del' Zeit mit del' :eriode T = !£ . Die Saite macht also 
a 

Schwingungen mit del' genannten Periode. Zur weiteren Unter
suchung des Problems benotigt man das Hilfsmittel del' Fourierschen 
Reihen (s. Kap. VIII). 

Sind die beiden Wurzeln del' GIeichung (3) gleich: 

m1 =m2 =m 

so ist auBer f(y + mx) auch xf(y + mx) ein Integral. Denn sub
stituiert man das letztere in (1), so erhaIt man: 

F(m) =(Aom2+Alm+ A2)xf" (y + mx) + (2 Aom + AJ f' (y + mx) 

Da nun im FaIle einer Doppelwurzel nicht nur (3), sondern 
auch die Ableitung von (3) verschwindet, so ist Fem) = O. Dem
nach ist in dies em FaIle das Integral von (1): 

Z = fl (y+ mx) +Xf2 (y + mx) 
Man lOse: 

02 Z 02 Z 02 Z 

OX2 + 2oxOy+oy2=0 
Die GIeichung: 

m2 +2m+ 1=0 

hat die doppeIte Wurzel m = - 1. Daher ist das Integral: 

Z= f1 (y -x) +Xf2 (y -x) 

2. Die GIeichung habe die allgemeine Form: 

02 Z 02 Z 02 Z oz OZ 

Ao ox2 +A1oxOY +A2 oy2 +Asox +A4. oy +A5 z= 0 (5) 

Fiihrt man die Symbole ein: 

~=D 
ox 

~=D' 
oy 

so Hint sich (5) schreiben in del' Form: 

(A D2 + ADD' + AQ D'2 + A D + A D' + A,) Z = 0 o 1 _ 3· -1 ~. 

LaBt sich del' Klammerausdruck in Faktoren zerlegen, so daB 
man hat: 

AoCD+mD' + a) (D+nD' + b)z=O 

so braucht man nur jeden Faktor fiir sich zu integrieren und die 
einzelnen Integrale zu summieren. - Man betrachte z. B.: 
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02Z _ (PZ+~+~_O 
ox2 oy2 ox oy -

oder: (D2 - D' 2 + D + D') z = 0 
(D+D')(D-D' + l)z=O 

Das Integral von: 

ist: 

dasjenige von: 

lautet: 

(D+D')z=O 

Z=fl (y-x) 

(D-D' + l)z=O 

Z= e-'" f2 (y +x) 

Das Integral der gegebenen Gleichung ist somit: 

z= fl (y-x) + e-"'f2 (y +x) 

1st dieser Weg jedoch nicht gangbar, so setzt man: 
z = ea",+{Jy (6) 

Substituiel'en wir in (5), so erhalten wir: 

(Aoa2 + A1afJ + A2 fJ2 + Aaa+ A4fJ + .d 5 )z= 0 (7) 
Damit wir also ein Integral vor uns haben, muB del' Klammer

ausdruck verschwinden; nun gibt es eine unendliche Zahl zusammen
gehoriger Werte von a und fJ, fUr welche dies del' Fall ist. Es 
gibt also unendlich viele partikuIal'e Integrale (6). Nun raBt sich 
leicht zeigen, daB, wenn /-l ein Integral der Differentialgleichung 
ist, Cu ebenfalls ein solches ist - C bedeutet eine willkiirliche Kon
stante; - C sind ferner u1 ' u2 •••• Integrale, so ist es auch ihl'e 
Summe. Ein Integral del' gegebenen Gleichung ist also auch: 

z = ICea"'+{iy . 

Hiel' ist ~ eine Summe von unendlich vielen Gliedern, 
man C, a, fJ aIle moglichen Werte gibt. - JUan lOse: 

02Z_0Z=O 
ox2 oy 

Hier ist: a2 - fJ = 0 oder fJ = a2 

also das partikuIare Integral: 
Z= Ceax+a'y 

(8) 

indem 

Wir bemerken, daB auch die Ableitungen verschiedener Ordnung 
von z nach a Integrale sind, also auch: 

~z = C(x+ 2ay) eax+a'y 
Oct 

02
: = C[(x+2ay)2+2y]eax + a'y ou-
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Man sieht also, daB man eine unendliehe Zahl von Moglieh
keiten hat, Integrale zu bilden. Eine Auswahl unter ihnen wird 
mit Riieksieht darauf getroffen, daJ3 sie gewisse Grenzbedingungen 
zu erfiillen haben. 

Beispiele: 

1. 
a2z a2z 02 Z 
--4-~+4--0 
ox2 ax ay oy2-

Losung: 
z= fl (y-2x)+xf2 (y- 2x) 

2. 
02Z o!z a2 z 

2---3---2-=0 
ax! axay oy2 

Losung: 
z= f1 (y + 2x) + f2 (2y-x) 

3. 

Losung: 
z= f1 (y+x) + f2 (y-x) 

4. 
a3 z a2 zoz OZ02Z o'J z 
ax3 - ax! oy - ax oy2 +Oy3 = 0 

Losung: 
z=~~~-~+~~-~+~~+~ 

5. (D 2 --DD' +D-D')z=O 

Losung: 

6. 

Losung: 
Integral: 

z = e-X f1 (y) + f2 (x - y) 

(D 2 _D'2_ 3D+ 3D')z=0 

Man gewinnt einerseits dureh Faktorenzerlegung das 

anderseits erhalt man die Form: 
z=2:Cea (x+y) + e3y 2: C ea(x-y) 

7. (DD' +aD+ bD' + ab)z=O 

Losung: 

§ 102. Die Integration der linearen partiellen Differential
gleichullgen mit zwcitcm Glic(l 

Ihre allgemeine Form fiir Gleiehungen zweiter Ordnung mit 
drei Variabeln ist: 

(AoD 2+A1 DD' +Az D'2+AaD+A4 D' +A5)z=R (1) 
l\Iellor-Wogrinz, Rohere Mathematik. 20 
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wo R irgend eine Funktion von x, y ist. Es besteht hier ein ahn
lieher Satz wie bei den gewohnliehen linearen Differentialgleichungen: 
das allgemeine Integral von (1) wird erhalt.en, wenn man zu dem 
allgemeinen Integral von (1) fiir R = 0 ein partikulares Integral 
von (1) addiert. Wir haben also nul' noch zu zeigen, wie man 
partikulare Integrale von (1) finden kann. 

Die Reehenmethoden sind ganz analog jenen, welche wir bei 
gewohnlichen linearen GIeiehullgen (s. § 93) gefunden haben. 
Sehreiben wir (1) in del' Form: 

F(D,D')z=R 

so handelt es sieh um die Ermittelung von: 

1 
Z= F(D,D,)R (2) 

1st beispielsweise: 

so besteht del' Satz: 
1 1 ___ ~ eax+by = ___ eax + by 

F(D, D') F(a, b) 

delln wir haben schon im vorigen Paragraphen bemerkt, daB: 

F(D, D') eax + by= F(a, b) eax + by 

Aus einem ahnlichen Grunde ist: 

1 aX+by = aX+by 1 
F(D,D,)e X e F(D+a,D'+b)X 

wo X eine Funktion von x, y ist. 

Beispiele: 

1. (D 2 +DD' - 2D'2)z=sin(x+ 2y) 

Losung. :Man setzt: 
ei(x+2y) _ e-i (x=2y) 

sin (x+ 2y) = 2i 

und findet das partikulare Integral: 

1 . 
z=5sm(x+ 2y) 

2. (D2+ DD' - 2D'2)Z= sin (x- y) + sin (x+ y) 

Partikulare Losung: 

z=-21 sin (x - y) - ~x cos (x+ y) 
3 
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3. (D2_DD'-2D'2+2D+2D')z=e2X+3y 

Partikulare Losung: 
1 z= __ e2x+3y 

10 

4. (D2 _D'2_ 3D+ 3D')z=e"'+2y 

Vollstandige Losung: 

Z= (1 (x + y) + e3Y(2 (y - x) + yex+ 2y 

5. (D 2 -D'2_3D+3D')z=xy 

Losung. Man bringt die Gleichung auf die Form: 

(D-D')(D+D'- 3)z=xy . 

1 D' 1 
entwickelt D-D' in Potenzen von D' und D + D' _ 3 nach 

Potenzen von D + D', wobei man nicht hoher zu gehen braucht, 
als die hochste Potenz in dem zu behandelnden Ausdruck R be
tragt. Man findet das partikulare Integral: 

13 12 1~ 2 1 
z=-18 x -g-x -6 x y-27x--fixy 

6. (D2_D')z=xeax+a2y 

Partikulare Losung: 

z=~eax+a2y (X2 _ ~») 
4 a a-

§ 103. Lineare partielle Diffel'entialgleichungen mit ver
iinderlichen Koeffizienten. 

U nter ihnen wollen wir nul' jene betrachten, bei den en die 
o,.-t-sz 

einzelnen Glieder von der Form x"yS sind. 

Setzt man namlich: 

lx=u 

ox" oy' 

ly=v 

so verwandelt sich die Gleichung in eine solche mit konstanten 
Koeffizienten. Man betrachte z. B.: 

,02Z ,02Z OZ OZ 
x- aX'i-y- oy2-y oy +x ox =0 

Macht man die angegebene Substitution, so erhalt man die 
Gleichung: 

20* 
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Das Integral der letzteren Gleichung ist: 

Z=fl (u+v)+ f", (u-v) 
oder: 

1. 

Losung: 

2. 

Losung: 

z=f1(1xy) + f2 (l~) 

Z=!Pl (xy) +!P2 (~) 

Beispiele: 

a2z 02Z 02 Z 
x2 - + 2 xy --+ y2 - - 0 ox'" oxoy oy2-

Z= fl (y) + f(X + y)a f2 (x) dx 

(Man setze zunachst: 

OZ =z') 
ox 

§ 104. Integration del' DiffeI'elltialgleichungen durch Reihen. 

Es kommt verhaltnismaBig selten vor, daB man das Integral 
einer Differentialgleichung in endlicher, geschlossener Form dar
stellen kann. 1m allgemeinen - und gerade bei den physikalisch 
wichtigsten Differentialgleichungen - erscheint das Integral in 
Form einer unendlichen Reihe. Der Weg, den man in diesen 
Fallen einschlagen muJ3, wird am besten aus einem Beispiele er
sichtlich. 

Betrachten wir die Gleichung: 

d2y dy 
dx2 -x dx -cy=O (1) 

Versuchen wir sie durch die Reihe: 

y= ao+ a1x+ a2x2+ ... (2) 

zu losen. Wir nehmen an, wir konnten ~~ dadurch bilden, daB 

wir die Reihe (2) gliedweise differenzieren: 
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dy _ + + 2+ dx -al 2a2 x 3as x ... 

Bilden wir ebenso: 

d2 y 2 
dx2 =2a2 +3.2aax+4.3a4x + ... 

und substituieren in (1), so erhalten wir: 

(2 a2 - Gao) + (3·2 as - a l - cal) x + (4.3 a4 - 2 a2 - ca2) X2+ 

+ (5 ·4a" - 3as -cag)x3 + ... = 0 

Damit diese Gleichung fiir alle moglichen Wel'te von x gelte, 
muB jeder Koeffizient einzeln verschwinden, und man erhalt die 
Gleichungen: 

c+2 c(c+2) 
a4=4-3 a2 = 4! ao 

c+4 c(c+2) (c+4) 
a6 = 6:[; a4 = 6! ao 

und: 
c+ 1 c+ 1 

a3=3Tal =3!al 

c+ 3 (c+ 1) (c+ 3) 
a5=~a3= 5! --al 

c+5 (c+1)(c+3)(c+5) 
a7=~a5= 7! a l 

Man sieht, daB ao und a l willkiil'lich, die anderen Koeffizienten 
der Reihe abel' dann gesetzmaBig bestimmt sind. Man muB nun 
noch zeigen, daB die so el'haltene Reihe auch konvel'giert. 

Setzen wir z. B. ao = 0, so el'halten wir ein partikulares Integral 
von der Form: 

Y = a x + c + 1 a x3 + (c + 1)( c + 3) a xc, + 
1 3! 1 5! 1 ..• 

oder: 

Eine solche Reihe kann eine neue, durch bisher bekannte 
Funktionen nicht in endlicher Weise darstellbare Funktion ergeben. 
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Man kommt so zu einer anderen Auffassung der Differential
gleichungen: sie erscheinen als Definitionsgleichungen fur neue 
Funktionen. So z. B. definiert die Gleichung: 

d2 y dy 
(1-x2) dx2-2xdx +m(m+1)=O 

die sogenannte Kugelfunktion: 

P () _ _ m(m+1) 2+ m (m+1)(m+2)(m+3) 4_ 
m x -1 , x 4' x ... 2. . 



VIlle Abschnitt. 

Pouriersche Reihen. 

§ 105. Die Fourierschen Reihen und die Berechnung 
ihrer Koeffizienten. 

Eines del' in Hinsicht auf Anwendungen wichtigsten Hilfsmittel 
del' Mathematik sind Reihen, die nach sinus und cosinus von ganzen 
Vielfachen einer Veranderlichen fortschreiten: die Fourierschen 
odeI' trigonometrischen Reihen. 

Wir wollen versuchen eine willkiirlich gegebene Funktion {(x) 
in eine solche Reihe entwickeln und setzen also: 

{(x) = a1 sin x + a2 sin 2 x + a3 sin 3 x + ... 
+bo+b1cosx+b2 cos2x+b3 cos(1)3x+... (1) 

Da die Funktionen sinus und cosinus periodisch sind mit del' 
Periode 2n, so nimmt offenbar die Reihe denselben Wert an, wenn 
man zu x die Groi3e 2 n addiert, also kann die Funktion {(x) nul' 
in einem 1ntervall von del' Groi3e 2 n willkiirlich gegeben sein; 
wahlen wir etwa das 1ntervall von ~n bis + n. 

1st die Gleichung (1) richtig und diirfen wir die Reihe glied
weise integrieren, so konnen wir die noch unbekannten Koeffi
zienten an' b" auf foIgende Weise bestimmen: Wir multiplizieren 
zunachst beide Seiten del' Gleichung mit sin nx dx und integrieren 
zwischen den Grenzen -n und +n. Da nun: 

C 
J~~ mxsinnxdx = 0, wenn m#n 

und stets: 

f~:mxsinnxdx=o 
hingegen: 
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so findet man: 

oder: 

an = ~fC(:) sin nx dx (2) 

Nach dies em allgemeinen Schema erhalt man aIle Koeffizienten 
al' a2 , •• • an· .. Um bn zu bestimmen, multipIiziert man beiderseits 

. mit cosnxdx und integriert zwischen -n und+n; da auch: 

und nur: 

f0: tnX cos nx dx = 0, wenn tn 4= n 

f:os2nxdx=n 
-;r; 

iibrigbleibt, erhalt man: 

b = ~ff(X) cosnxdx 
n n 

-7< 

(3) 

Schlie.l3lich wird bo gefunden, indem man beide Seiten von (1) 
mit dx multipliziert und zwischen denselben Grenzen wie oben 
iritegriert; es ist: 

C f'" J ~~: tnxdx = =-0: mx dx = ° 
und: 

JOT 

dx=2n 
-OT 

daher: 

(4) 

Fur diese Operation en 1st offenbar notig, daB die Funktion (ex) 
innerhalb der Grenzen - n und + n integrabel sei. 

Hat man nun die Koeffizienten nach (2), (3), (4) bestimmt, so ist 
damit allerdings noch gar nicht gesagt, daB die GIeichung (1) 
richtig ist. Dies ist nul' dann der Fall, wenn erstlich die trigono
metrische Reihe mit den in der angegebenen Weise bestimmten 
Koeffizienten konvergiert, und wenn sie zweitens wirklich die 
Funktion ((x) darstellt. Wir wollen uns hier begnugen, die Re
sultate der diesbezuglichen Untersuchungen anzufiihren,l) die ge-

1) S. z. B. Riemann- Weber, Partielle Differentialgleichungen, I, p. 62ff. 
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zeigt baben, daB dies tatsacblicb der Fall ist, wenn {(x) die fol
genden Eigenscbaften bat: 

1. endlicb und einwertig zu sein im Intervall -n bis +n; 
2. nur eine endlicbe Zabl Maxima und Minima im genannten 

Intervall zu besitzen; 
3. periodisch zu sein mit der Periode 2 n, da, wie wir erwahnt 

baben, die Reibe jedenfaIls diese Periode hat. 
So z. B. ist arctan x zwar endlicb, aber nicbt einwertig, denn 

zu einer und derselben Tangente x gebaren unendlicb viele Bogen 
arctan x, die sich um ganzzablige Vielfacbe von n voneinander 
unterscbeiden, d. h. die Kul've: 

y=arctanx 

besteht aus unendlicb vielen Zweigen. Man hat nun zur Bestim
mung der Koeffizienten del' trigonometrischen Reihe die Funktion 
zu integrieren und dies ist nur maglich, wenn man stets auf dem
selben Zweig der Kurve bleibt; beschrankt man sich auf einen 
solchen Zweig, so kann man die derart eindeutig gemachte Funktion 
in eine Fouriersche Reihe entwickeln. 

§ 106. Beispiele fur die Entwicklnng von Funktionen in 
trigonometrische Reihen. 

N ehmen wir als erstes Beispiel einer Funktion; die wir in eine 
Fouriersche Reihe entwickeln wollen: 

{(x) =X 

Nach (2), (3), (4) des vorigen Paragraphen sind die Koeffi
zienten der Reihe: 

In; 

bo=~ xdx=O 
2n 

-n; 

1f'" 2 a =- xSinnxdx=(-1)n+l-
n n n 

- '" 

b =~I;cosnxdx=o 
n n 

-n; 

Die Reihe lautet also: 
1 1 

x = 2 (sin x - 2" sin 2 x + 3" sin 3 x - ... ) (1) 

Wie man sieht, ist der Grund, warum die cosinus-Glieder 
fehlen, der, daB x eine ungerade Funktion ist, d. h. das Zeichen 
andert, wenn die unabhangige Veranderliche dies tut. AIle solche 
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Funktionen werden also durch reine Sinusreihen dargestellt. Um
gekehrt wird eine gerade Funktion, d. h. eine solche, die ihren 
Wert bei Zeichenumkehr del' unabbangigen Variabeln beibehalt, 
eine trigonometrische Reihe mit lauter cosinus ergeben .. 

Die Gleicbung y = x stellt eine Gerade dar, die durch den 
Ursprung des Koordinatensystems unter einem Winkel von 450 

!I 

\ I I 
" I ,// _/ 

gegen beide Acbsen gebt. J e 
mehr Glieder del' Reihe (1) man 
addiert, urn so naber kommt 
die Kurve, die den Zusammen
bang zwischen del' Summe und 
del' unabhangigen Variablen 
darstellt, del' Geraden. Fig. 93 

-' zeigt in den punktierten Kur
ven 1, 2, 3 die ersten drei Glie
del' del' Reibe; die Kurve 4 ist 
die durch Zusammensetzung 
von 1, 2, 3 erhaltene resul
tierende Kurve. 

!I' 

Fig·. 93. 

Als Beispiel einer geraden Funktion wablen wir: 

((x) =x2 

Die Koeffizienten del' Fourierschen Reihe sind: 

1 f:r; n 2 

bo= 2n x 2dx=·3 
-:r; 

f'" 
a = ~ x2 sin nx dx = 0 
" n -:r; 

1f"'Q d ( )n 4 b = - x· cos nx x = - 1 --
n n .' u"1. 

-:r; 

daher erhiiJt man: 

.> n 2 
( 1 + 1 ) x-=~---4 cosx--cos2x -cos3x-3 . 22 32 ••• (2) 

/ 

y;"" 
Fig. 94. 

Die Fig. 94 zeigt die aus 
den ersten drei Gliedern erhal
tene Kurve. 

1st die Funktion gerade 
odeI' ungerade, so ·geniigt es 
statt des Intervalles - n bis + n 
das Intervall 0 bis n zu betrach
ten. Fiir eine gerade Funktion 
baben wir namlich die Reihe: 
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(x) = bo+ b1 cosx+ b2 cos 2x+.... . (3) 

und jeder Koeffizient ergibt sich aus del' allgemeinen Form: 

b .. = ~ r;Cx) cos nxdx =.! r«x) cos nxdx 
nJ~," nJ~ 

FUr eine ungerade Funktion abel' ist: 

(x) = a1 sin x2 + a2 sin 2x + .... (4) 
und: 

an = ~ r;"(x) sin nxdx =.! r;(x) sin nxdx 
nJ~,. nJ~ 

weil zwischen - n und 0 sowohl ((x) als sin nx sich nul' durch das 
Zeichen von den entsprechenden Werten fiir das 1ntervall 0 bis n 
unterscheiden. 

Jede Funktion, die nach einer sinus-Reihe entwickelt, also un
gerade ist, kann auch nach einer cosinus-Reihe entwickelt, d. h. als 
gerade Funktion definiert werden. 1st namlich (x) im 1ntervall 
- n bis + n eine ungerade Funktion, so kann sie dadurch zu einer 
geraden gemacht werden, da.13 man sie blo.13 im 1ntervall 0 bis n 
wie vordem definiert, von 0 bis - n abel' so fortsetzt, da.13 sie ge
rade wird. Die beiden Definitionen von (x) stimmen dann von 0 
bis n iiberein, unterscheiden sich abel' zwischen - n und 0 durch 
das Zeichen. So z. B. ist, wie wir sahen, (x)=x, eine ungerade 
Funktion; definieren wir abel' 

(x)=+x 

nicht nur von 0 bis n, sondern auch zwischen - n und 0, so wird 
diese Funktion zu einer geraden. Es ist dann: 

X= bo + b1 cosx+ b2 cos 2x + .... 
und: 

2f'" 2 b,,=- xcosnxdx=-o-(cosnn-1) 
. n 0 n-n 

= -:- [(-1)" -1] n-n 

1f'" n bo=- xdx=-
n 0 2 

daher die Reihe: 

n 4(1 1 1 ) x = 2" - -; 12 cos x + 32 cos 3 x + 52 cos 5 x + .... (5) 

welche zwischen 0 und n dasselbe Resultat geben mu.13 wie (1), 
abel' zwischen - n und 0 sich von ihr durch das Zeichen unter-
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scheidet. Die beiden Fig. 95 und 96 zeigen die Kurve y=x in 
den beiden Definitionen, und zwar Fig. 95 als cosinus-, Fig. 96 als 
sinus-Reihe. 

Wir haben bisher angenommen, daB das Intervall, in dem die 
Funktion definiert erscheint, die GroBe 2:Jl hat. Diese Beschrankung 
ist abel' unnotig; wir konnen zeigen, daB, aueh wenn das 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

-.7& 

/ 

!I Intervall die beliebige GroBe 

, 

Fig. 95. 

!I 

" , , , 
\ , 

2l hat, die Funktion also 
/ von - l bis + l definiert 

/ ist, wir sie ohne weiteres in 
/x eine trigonometrisehe Reihe 

entwiekeln konnen. 1st nam
lieh die Funktion ((x), so 
setzen wir: 

l 
x=-z 

:Jl 
odeI' 

// // wahrend x sieh von -l bis 
.=x'--' __ -/---=:+-----:~-___:::;I_--.,_<_/--'.z"-- + l andert, nimmt z die Werte 
// // -:Jl bis +:Jl an. Wir konnen 

/ /// also jetzt ( (! z) = ({J (z) in 

!I' eine Fouriersehe Reihe ent-
Fig. 96. 

wiekeln: 
cp(z) = bo + b1 cos Z + b2 cos 2z+ .... + a1 sin z + a2 sin 2z + .. 

,YO: 

und: 

lJ"'. bn = - . ((J(z) cos nzdz 
:Jl 

-:l 

an = ~ f~~Z) sin nzdz 

Substituieren wir nunmehr wieder x statt z, so erhalten wir: 

1 
1 

(7) 

So ist z. B. die Funktion ((x) = x im InterYall -l his + l 
gegeben durch die Reihe: 

2l :Jl 1 :Jl 1 :Jl 
x= :Jl (sin T X -2" sin 2T x+3 sin 3 T x .... ) 
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Wie oben bemerkt, muB eine Funktion, die in einem bestimmten 
Intervall 2n durch eine Fouriersche Reihe dargestellt werden solI, 
iiber das Intervall hinaus sich periodisch fortsetzend gedacht werden. 
Daraus folgt, daJ3 man das Intervall, ohne seine GroJ3e zu andern, 
um ein beliebiges Stiick verschieben darf. Nehmen wir namlich 
eine beliebige Zahl c, so ist z. B.: 

("-'" (c+"; 
J ((x) cos nxdx = lex) cos nxdx 

-;7: :l 

da ja die Funktion iiber x = n hinaus wieder diesel ben Werte wie 
von x = - n annimmt. Daher ist: 

f;~) cos nxdx - FeX ) cos nxdx 
c-;;-c -;-c 

statt (7) konnen wir jetzt allgemeiner schreiben: 

1 r+ l 
n 1 

u,. = TJ:S~? cosnT xdx /. 

If"+l n 
a,. =T {(x) sin n l xdx 

c-l 

(8) 

so daJ3 also eine Funktion in einem ganz beliebigen Intervall c-l 
bis c + l, das nicht mehr symmetrisch zum Nullpunkt liegt, in eine 
Fouriersche Reihe entwickelt werden kann. 

Beispiele: 

1. Man entwickle die Funktion: 

((x) = 1 

im Intervall 0 bis n in eine sinus-Reihe, 
Losung: 

4(. +1'3+1,"+ ) 1 = -- Slnx - SIn x ~ S111 oX ... , 
n 3 i) 

Die ersten drei Glieder del' Reihe sind in Fig. 97 gezeichnet. 
2. Man zeige, daB von x = - n bis x = n die Entwickelung 

besteht: 

2 sinh n ( 1 1 1 1 
eX=~----- ---+ 9cOSX+~-I-"cos2x- +-3;"COS3X+,., , 

;r 2 1 1" 1 T 2" 1" 

+ 1. 2 '2+ 3 '3 ) -+ QSInx--+oSln x -+-39sln X- ... 
1 1" 1 2" 1" 
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3. Zu zeigen, daB zwischen - n und n besteht: 
122 2 

xsinx=l-2"cosx- 22-1 cos2x+ 32-1 cos3x-42-1 cos4x+ .. 

'I 

Fig. 97. 
n 

Setzt man hier x = so erhalt man eine Reihe fUr n: 2' 
n 1 1 1 1 
4=2"+3-15 +35 - .... 

4. Man entwickle x zwischen 0 und in eine cosinus-Reihe. 
Lasung: 

n 4 n 1 3n 1 5n 
x =2" - n(cos T X + 32COS -Z-x+ 52COS -Z- x + .... ) 

§ 107. Das Fouriersche Integral. 

N ehmen wir an, wir batten im Intervall -Z bis + Z eine 
Funktion rex) gegeben und entwickeln sie in eine Fouriersche 
Reihe: 

1 nx nx nx nx 
r(x) =2" bo + b1 cos T+ b2 cos2T+··+alsinT+a2 sin2 T +··(1) 

Die Koeffizienten sind gegeben durch: 

lfl nn 1fl nn 
b" = T ret) cos T tdt an =7: ret) sin T tdt 

-I -I 

wenn wir die Integrationsvariable statt mit x mit t bezeichnen, 
was im bestimmten Integral ja erlaubt ist. Substituieren wir die 
Werte fUr an' b" in (1), so erhalten wir: 

1fl ln~:x> nx( nnt 
rex) = 2Z ~(~) dt+ T ~lCOS nT J~\t) cos l - dt+ 

1" nx nnt n-oo JI 
+T ~lsinnT ~\t)sin --z-dt= 
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(2) 

indem wir die Formel verwenden: 

cos a cos (3 + sin a sin (3 = cos (a,. (3) 
Weil del' cosinus eine gerade Funktion ist, erhalt man auch den

selben Wert {x, wenn man nallen negativen ganzen Zahlen von -1 
bis - 00 durchlaufen laBt: 

1 rl 1n~-1 II nn 
((x) = 2lJC~t) dt+T,~_OfJ tjt) cos T (x- t)dt (3) 

Addiert man (2) und (3), so ergibt dies: 

((x) = :ll:OfJ S~~t) cos;~ (x - t) dt 

Man kann diesem Ausdruck noch die Form gebcn: 

{(X)=:n§:~;f6~)cosa(X-t)dt . (4) 

nn 
wo a = 1- gesetzt wurde, und nun die Frage stell en , welcher 

Grenze sich {(x) nahert, wenn man l ins Unendliche wachsen laBt; 
man '''ird vermuten, daB dann die Summe ill ein Integral i.i.bergehen 
wird. In del' Tat HWt sieh zeigen, daB in diesem Falle (4) uber
geht in: 

(5) 

Den Beweis hierfUr wollen wir hier nicht erbringen. Das Doppel
integral (5) heiJ3t das Fouriersehe Integral. Es ersetzt gleiehsam 
die Fouriersehe Reihe fUr den Fall, daB das Intervall unendlieh 
groB wid. Die Bedil1gungen, unter den en man eine willkurliehe 
Funktion {(x) dureh (5) darstellen kann, sind dieselben, die fUr die 
Darstellbarkeit dureh eine Fouriersehe Reihe gelten. 

Da del' eosinus eine gerade Funktion ist, kann man (5) auch 
sehreiben: 

Setzen wir 

((x) =-~fd: r7(t) cos a (x - t)dt o J~oo 
in (6) - t statt t, so erhalten wir: 

{(x) = !S;a S0:--t)eosa(x+t)dt 

(6) 

(7) 
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1st nun f(t) eine ungerade Funktion, also: 

f(- t) = - f(t) 

so liefert die Addition von (6) und (7): 

f(X)=~f;: r7(t)sinax sinatdt n 0 J~oo 
oder weil f(t) sin at gerade ist: 

f(x) = ~f;: f:7(t) sin aX sin at dt 
n 0 0 

1st hingegen f(t) gerade, also: 

f(- t) = f(t) 

so erhalten wir durch Addition von (6) und (7): 

f(x)= ~fd: r7Ct)cosaxcosatdt o J~oo 
oder weil f(t) cos at gerade ist: 

f(x) = -~f;: ffet) cos aX cos at dt 
:n: 0 0 

(8) 

(9) 

§ 108. Anwendung auf die Losung von partiellen Differential
gleichungell mit gegebellen Grenzbedingungen. 

Wir haben schon hervorgehoben, daB partielle Differential
gleichungen eine unendlich gro13e Zahl unabh1ingiger partikularer 
Integrale haben, und daB die Hauptaufgabe darin besteht, jenes zu 
finden, das gewissen gegebenen Bedingungen genugt. Fur diesen 
Zweck leisten. nun Fouriersche Reihen und Integrale die wichtigsten 
Dienste. "Vir werden die einzuschlagende Methode am besten an 
Beispielen kennen lernen. 

Betrachten wir zunachst die La.placesche Differentialgleichung: 

(1) 

und such en wir ein Integral, das den folgenden Bedingungen ge
nitgt: fUr y=O soIl V=f(x), eine wiIIkurlich gegebene Funktion 
von x, fUr y = 00 abel' V = 0 sein. 

Wir versuchen zunachst als Lasung von (1): 

V=eay+px 
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und finden durch Einsetzen, dati diesel' AusdTUCk wirklich ein 
Integral ist, wenn: 

also ist: 
V=e,,(y±ix) 

ein Integral, und daher auch: 

V = e-«Y cos aX und V = e-«Y sin aX 
ebenso wie: 

V = e-ay cos ax cos at und V = e-«Y sin aX sin at 

wo t irgend ein veranderlicher Parameter ist. Die Summe del' beiden 
letzten Losungen ist ebenfalls ein Integral, d. i.: 

V = e-«Y cos a (t-x) 

Diese Losung erfUllt nun die zweite Bedingung, abel' noch nicht 
die erste, namlich dati V = (x) werden soil fUry = O. Multiplizieren 
wir abel' mit (t) dt und bilden das Doppelintegral: 

V = ~f;: fe~«y ((t) cos a (t - x) dt 
o -00 

(2) 

so habeil wir einen Ausdruck, del', wie man sich sofort ilberzeugen 
kann, die Gleichung (1) erfiUlt und auch fUr y=O nach dem 
Fourierschen Theorem in (x) ilbergeht, also das gewilnschte 
Integral darstellt. 

Eine grotle Zahl physikalischer Vorgange wird durch die 
Gleichung beschrieben: 

OV (02V o2V 02 V) 
6i=U ox2+oy2+az2 . (3) 

Hierin ist V eine Eigenschaft eines Korpers, eine Funktion des 
Ortes (x, y, z) und del' Zeit t; u bedeutet eine Materialkonstante. 
So werden durch (3) die Vorgange del' Warmeleitung, wobei V die 
Temperatur bedeutet, dargestellt; in Problemen del' Elektrizitatslehre 
(V =Potential), in del' Hydrodynamik (V = Geschwindigkeitspotential), 
bei Diffusionsvorgangen (V = Salzmenge) erscheint die G lei chung . 
Finden Anderungen nul' in del' X·Richtung statt, so reduziert sie 
sich auf: oV o2V 

-fit = U ox2' (4) 

Wir wollen die Gleichung zunachst auf Pro bleme del' Warme
leitung anwenden: 

1. Eine grotle eiserne Platte (Temperaturleitungs-Koeffizient 
u = 0'2) von n cm Dicke, die zu Anfang die gleichformige Tempera-

Mellor-Wogrinz, H5here Mathematik. 21 
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tur V = 1000 Chat, wird plOtzlich in ein Bad von 0 0 C getaucht; 
wie ist die'Temperatur nach 10 Sekunden verteilt, vorausgesetzt, daJ3 
die Begrenzungsflachen auf 00 erhalten werden und nur die vom 
Rande weit entfernten Teile del' Platte in Betracht kommen? 

Man hat offenbar ein Integral von (4) § 108 zu finden, das 
folgenden Bedingungen geniigt: 

fiir t=O und beliebige x: V=100 0j 
" beliebiges t und x=O: V=Oo . 
" beliebiges t und x=:n:: V=Oo 

Wir versuchen wieder als Integral von (4): 
V=efJ.fJJ+pt 

und finden nach Einsetzen als Bedingung: 

p=ua2 

setzen wir also a = i f-l, so ist: 
V = ei p.fJJ-'<I'.'t 

daller auch: V = e- "p.'t sin f-lx 

(5) 

(6) 
ein Integral von (4). Diesel' Wert geniigt auch den beiden letzten 
Bedingungen (5); um del' noch nicht ufiillten Bedingung zu ge
niigen, bilden wir eine Reihe aus Gliedern von del' Form (6): 

V = at e-,d sinx+ a2e-2 "t sin 2x + a3e-SI<t sin3x + .... 
die fUr t = 0 iibergeht in: 

V=a1 sinx+ Ct2 sin 2x+ .... 

also in eine Fouriersche Reihe, giiltig im Intervall 
del' die an so zu bestimmen sind, daJ3 V = 100 wird. 
genannten Intervall (s. § 106, Beispiel 1): 

1 = ! (sin x + ~ sin 3 x + ~ sin 5 x + .... ) 
demnach: 

400. 1. 1 . 
100 =- (smx + -3 sm3x +- sm 5x + .... ) 

:n: 5 

Obis :n:, in 
Nun ist im 

Daher ist das Integral von (4), welches allen drei Bedingungen 
(5) geniigt: 

V = 400 (e-"t sinx + ~ e-S"t sin 3x + _15- e-5" t sin 5x + .... ). (7) 
:n: 3 

fiir die gegebenen Zahlenwerte wird also die Temperatur in einer 
Tiefe x den Wert haben: 

V = 4~0 (e- 2sinx + ~ e-6 sin 3x + .... ) 
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Z. B. ist die Temperatur in der Mitte del' Plattendicke (x=~), 
- wenn wir blo.6 das erste Glied beriicksichtigen, bis auf 1/100 genau
(s. Tab. XVIII): 

2. Eine von einer ebenen FHiche begrenzte unendlich gro.6e Masse 
habe zu Anfang eine beliebige Temperaturverteilung: V = ((x); welche 
Verteilung stellt sich nach del' Zeit t ein, wenn die Begrenzungs
ebene (YZ-Ebene) auf 0 0 gehaIten wird? 

Losung: Man sucht ein Integral von Gleichung (4), das den 
beiden Bedingungen geniigt, da.6: 

fiir t= 0 

" x=o 
V={(x) 
V=O 

Man findet mit Verwendung von (6) und (2): 

1 fOO foo V = -;; da e-"a't f (z) cos a (z - x) dz 
o -(X) 

odeI' nach (8), § 107, da wir nur positive Werte von x zu beriick
sichtigen haben: 

V = ~ fd: fe~"a't f (z) sin aX sin az dz 
7f 0 0 

1 fOO fOO. =- {(z)dz e-ka-t[cosa(z-x)-cosa(z+x)]da 
7f 0 0 

Das innere Integral kann man 'nach folgendem Verfahren, 
del' Integration durch Differentiation nach einem Parameter aus
werten: Will man das Integral: 

J = f~~a2"" cos bxdx 

berechnen, so bildet man: 

:~ = - f::- a'",' sin bx dx 

durch partielle Integration erhalt man: 

daher: 

dJ b 
db=-2a2J 

b' 

J=Ce- 4a' 

21* 
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Zur Bestimmung del' lntegl'ationskonstante C setzt man b = 0, 
und hat: 

C= e-a2x2dx=~ f: oo ,/-

o 2 a 

(§ 58, Gl. 10) so daB man erhalt: 
- b' 

J Vn-42 =-e a 
2a 

Nach Anwendung dieser Methode wird nun: 

1 fOO (_ (Z-X)2 _ (Z+X)2) 
V=--= fCz) e 4,</ -e 4%t dz 

2 Ynxt 0 

Nimmt man z. B. die Anfangstempel'atur im ganzen Karpel' als 
kbnstant an, f(z)=Vo' so wird: 

V= 2 ~fe2~~ dfJ 
1/n 0 

indem man als neue Veriinderliche: 

z-x 
fJ. 2Vxt 

einfUhrt. Zur Berechnung muB man in eine Reihe entwickeln (Bsp. 5, 
§ 77): 

v. X x 2 x.! 
V=_o-Cl--~+ -) 

Vnut 3·2 2ut 5. 24 x2 t2 •••• 

lndem Lord Kelvin 1) dieses Resultat auf die Abkiihlung 
del' ehemals schmelzfliissigen Erde anwendet und fUr Vo und x 
plausible Zahlen (x = 400) setzt, kommt er zu dem Schlusse, daB 
das Festwerden del' Erde nicht friiher als VOl' 400 Millionen Jahren 
und nicht spateI' als VOl' 20 lUillionen Jahren stattgefunden haben 
kann. 

§ 109. Die Anwendung der Fourierschen Reihen auf die 
Beschreibung von Diffusionsvorgangen. 

Die Gleichung (4) in § 108 dient auch zur Beschreibung del' 
V organge, die in einer ungleich konzentrierten SalzlOsung auf
treten, wenn man mit V die Konzentration in irgend einer Ebene 
x zur Zeit t, und mit x den Diffusionskoeffizientell bezeichnet 

1) S. Thomson and Tait, Treatise on natural philosophy, vol. 1, pag. 711, 
1867. 
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(Ficksches Gesetz). Wir wollen das Fouriersche Theorem noch 
auf diese besonders fUr den Chemiker interessante Frage anwenden. 

Denken wir uns ein zylindrisches Gefli13 von der Hahe h mit 
einer SalzlOsung gefullt und in ein graJ3eres GefiW, in dem sich 
das reine Lasungsmittel, z. B. Wasser, befindet, so gestellt, daJ3 die 
Offnung in del' Nahe der Wasseroberflache sich befindet. Es 
diffundiert dann Lasung aus dem DiffusionsgefaJ3 in das Lasungs
mittel und sinkt zu Boden; die SalzlOsung ist also, wie man an
nehmen kann, stets mit reinem Lasungsmittel in Beruhrung. Es 
sei zu Anfang die Konzentration in der ganzen Lasung dieselbe, 
Vo; wie groJ3 ist sie nach Verlauf der Zeit t in einer Tiefex der 
Lasung? Wir haben also ein Integral der genannten Differential
gleichung zu finden, das folgenden ~edingungen genugt: 

fUr x=h 1 v~o 

J 
und beliebige t: OV =0 

" 
x=O ox 

" 
t=O 

" " 
x: V=Vo 

Die zweite Bedingung bedeutet, daJ3 auf dem Boden des Ge
faJ3es keine Wanderung des Salzes stattfinden, also die Konzentration 
auch kein Gefalle haben kann. 

Ein Integral, das die Bedingung (2) erfiHlt, ist: 

denn: 

v = ae-%·,,'t cos /hx 

oV " - =-a/he-%wtsin/hx 
ox 

(1) 

und verschwindet daher fUr x = O. Zur ErfUllung der ersten Be-
dingung muJ3: 

cos /hh= 0 

sein, was eine Bestimmung yon /h ermoglicht; es folgt namlich, daJ3: 

(2n-1).71 
/h= 

2h 

wo n irgend eine ganze Zahl bedeutet. Bilden wir nun aus (1) 
den Ausdruck: 

-(~)'"t nx _(3:7)'"t 3 nx 
V=a e 2h cos---+a.,e 211 cos--+.... (2) 

1 2h - 2h 

so erfiUlt dieser die genannten zwei Bedingungen und wil' haben 
nul' noch die Koeffizienten an so zu bestimlllen, daJ3 auch del' dl'itten 
Bedingung genugt werde. Fur t= 0 wil'd (2): 

.7lX 3.71x 
V:o = a1 cos -, + a~ cos -,- + .... 

2'l - 2 I! 
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diesel' .Ausdruck ist abel' eine zwischen 0 und h giltige Fouriersche 
cosinus-Reihe, und die Koeffizienten bestimmen sich daher durch: 

2 Vo fh (2 n - 1) nx d 
a"=T ~os 2h x 

4V, =(-1),,-1 0 
(2 n-1)n 

Die gesuchte Losung folgt also durch Einsetzen in (2): 

v=4Vo '17C_ 1)n-l 1 e-e~-;.-1"y"tcos(2n-1)nx (3) 
n .. =1 2n-l 2h 

Nach geniigend langeI' Zeit ist del' Zustand stational' geworden; 

dann ist ~: = 0, und die Differentialgleichung lautet: 

02V 
",,=0 
vX· 

woraus folgt: V = ax + b (4) 

.Aus (3) la13t sich leicht ableiten, welche Salzmenge in einer 
gewissen Zeit T durch irgend einen Querschnitt del' Losung, den wir 
etwa gleich del' Einheit annehmen konnen, hindurchdiffundiert. 
Es ist namlich die Menge, die wahrend del' Zeit dt durch den 

OV 
Querschnitt wandert, -x ox dt, und daher die gesuchte Menge: 

also nach (3): 
Q=-x lT~:dt 

Q 2 X VofTn~'" ( ) 1 - (2'2'-' 1 ",y"t . (2n-1)nx d =-- .L..; -1 ll- e • SIll t 
h .. =1 2h 

o 
odeI': 

Q 8 Voh "~~( ) -1 1 ( _(2,;-;:1 "Y"T) . (2n-1)nx ( ) =--9-.L..; -1" --- 1- e ' sm 5 
A- .. =1 2n-l 2 h 

Setzt man x = h, so findet man die aus dem Diffusionsgefa13 
wahrend del' Zeit T herausdiffundierende Salzmenge: 

Q = 8 Vo~n~_1_( _ -e~~l"')"'T) 
1 n2.L..; 2n-1 1 e 

-»=1 

(6) 

:Man kann den .Ausdruck (6) benutzen, um " zu bestimmen; 
da namlich die Reihe flll' gro/3ere T sehr rasch konvergiert, so ge
niigt schon das erste Glied derselben: 
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woraus folgt: 

(7) 

Besondere Falle: 

1. Graham 1) schichtete in einem zylindrischen GefliJ3 auf 
eine Salz16sung von der Konzentration Yo und der Hohe heine 
Wassersaule, so daB die gesamte Hohe der Fliissigkeit H betrug; 
wie groB war die Konzentration in irgend einer Schichte x (v om 
Boden der Fliissigkeit gerechnet) nach Verlauf der Zeit t? 

Losung: Man hat ein Integral der Fickschen Gleichung mit 
folgenden Bedingungen zu finden: 

fiir t = 0 { von x 0 bis x _ h: . V = Yo 
" x-h "x-H. V=O 

" ; ~} und beliebige t: 

" 
oV =0 
ox 

Diese Bedingungen werden erfiillt, wenn man setzt: 

wo die Koeffizienten an durch die Bedingungen (1) bestimmt werden, 
namlich: 

n~ nnx JVo von x=O bis x=h 
.:::...; an cos H = t 0 x = It x = H 
n=O "" 

sonst ist: 

Daher ist die Losung: 

h + 2 Yo '2)'='" 1 - n'H,,2," t . nnh nnx 
Y = - v: -- - e SIn -- COS --

H O n n H H 
n=l 

') Phil. Trans. 151, 183, 1861. 
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In Grahams Experimenten war It = ~ H; die Richtigkeit del' 

Theorie wurde dadurch gepriift, daB die Losung nach Verlauf 
einer gewissen Zeit in acht Schichten geteilt, und jede Schichte 
auf ihren Salzgehalt untersucht wurde. Die Salzmenge in del' r ten 
Schicht ist: 

also: 

Q VoH+ 4 VoH".J)~"'1 _ .. 2;;:" t . nn . nn (2r-1)nn 
= -- --- - e sm -- SIn -- COS --- ~~-

r 64 n 2 n2 8 16 16 
n=l 

Del' Querschnitt del' Losung ist gleich eins gesetzt. 
Konvergiert die Reihe hinreichend rasch, so daB man sich mit 

dem erst en Glied begniigen kann, so ist die Berechnung von Qr 
leicht. Stefan 1) wiederholte die Experimente und priifte die Theorie 
durch die Untersuchung, ob, - wie aus Qr folgt, - z. B.: 

+ + + VoH Qo 
Q1 Q4 Q5 QS=16=2 

wenn Qo die gesamte Salzmenge del' Losung bedeutet. 
- 2. Nach dem DaItonschen Gesetz ist bei del' Diffusion zweier 

Gase ineinauder del' Partialdruck p des einen nach del' Zeit t an 
einer Stelle x gegeben durch die GIeichung: 

It 
-2 ' 

op 02p 
at =U ox2 

Loschmidt 2) setzte zwei gleich lange Rohren von del' Lange 

die mit zwei Gasen gefUllt waren, iibereinander uud lieB die 

Gase ineinauder diffundieren; die Rohren waren an den Enden 
verschlossen. Wie gro13 war del'- Partialdruck p des einen Gases 
nach del' Zeit t an einer Stelle x, weun del' Anfungsdruck desselben 
Po war? 

Losung: Es ist ein Integral del' genunnten Gleiclnmg zu suchen, 
das folgenden Bedingungen geniigt: 

It 

1 von x = 0 bis x =2: p = Po 

fUr t= 0 It 
" x=2 " x=h: p=O 

" x = 0 und beliebiges t: op = 0 ox 
1) Wien. Akad. Ber. 79, II, 161, 1879. 
2) Wien. Akad. Ber. 61, 367, 1870; 62, 468, 1870. 
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Diese Bedingungen sind erfullt, wenn: 

t1=CICI n2 ::r;'2% 

Po Z 1 . nn nnx - ---y;z- t 
p= -+ c-Slll-cos--e 

2 n 2 It 
n=1 

Die in den beiden Rohren nach Verlauf einer Zeit t enthaltenen 
Gasmengen sind: 

h 

(Querschnitt = eins) daher ist: 
,,, n=oo n'.?.7l'.?% 

_q, -=-_Q" = ~.2) . \ sin 2 nn e - ---y;.;- t 

Q + Q pon 11=1 11.- 2 

Bei hinreichend groBem t genugt es, das erste Glied zu 
berucksichtigen, und man hat so eine Methode zur Bestinunung· 
von Yo. 



IX. Abschnitt. 

Numerische Oleichungen. 

§ 110. Die gl'aphische lUethode nil' die naherungsweise LOSUllg 
von numerischell Gleichungen. 

Indem wir die Grundsatze der TheOl'ie algebraischer Gleichungen 
als bekannt voraussetzen, wollen wir in diesem Kapitel einige 
Methoden angeben, die Wurzeln numerischer Gleichungen mit be
liebiger Genauigkeit zu berechnen. 

Eine bequeme Methode, die reellen Wurzeln einer Gleichung: 

f(x) =xn + a1 x n- 1 + a2 x n- 2 + .... + an = 0 

in erster Annaherung zu finden, besteht darin, daB man die Kurve: 

aus einzelnen Punkten 
X-Achse aufsucht. Die 

!I 

y=f(x) 

konstruiert und ihre Schnittpunkte mit del' 
so gefundenen Abszissen sind offenbar 

Werte, fill' die y=f(x)=O ist, d. h. sie 
sind die gesuchten Wurzeln del' Gleichung. 
Wie man sieht, Mngt die Genauigkeit 
del' Methode von jener del' Zeichnung abo 

Hat man Z. B. die Gleichung: 

x 3 _ 6x2 + 11 x- 6 =0 

.:;:x_' -----"+--L.ri-J:.--,,.-"'-"" so konstruiert man die Kurve: 

y' 

Fig. 98. 

setzen dieser Werte in 
zeIn sind. 

y=x3 -6x2 + llx-6 

aus einzelnen Punkten, indem man x 
del' Reihe nach die vVerte 0, 1, 2, 3. 
4 .... und - 1, - 2, - 3 .... erteilt 
(s. Fig. 98); man findet, daB die Kurve 
die A bszissenachse bei x = 1, 2, 3 
schneidet. In del' Tat zeigt das Ein-

die gegebene Gleichung, daB sie die Wur-
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Man kann diese Methode noeh in etwas anderer Weise verwenden. 
Es seien z. B. die reellen Wurzeln der Gleiehung: 

x3 +x-2=0 

zu suehen. Die Gleiehung HiBt sieh aueh sehreiben: 

x 8 =-x+2 

konstruiert man nun die beiden Kurven: 

Y=X'3 und y=-x+ 2 

(s. Fig. 99) und sueht den Sehnittpunkt P derselben (in dies em 
Falle existiert nur einer), so erhli1t man einen Wert OM fltr x, der 
fur beide Kurven einen Wert y liefert, d. h. 
eine Wurzel del' Gleiehung. In unserem Bei
spiel ist diese die einzige reelle Wurzel, die 
beiden anderen sind komplex. 

Dieselbe Methode kann aueh Anwendung -,>; 

finden, um die reellen Wurzeln zweier simul
taner Gleiehungen zu finden. Wir betraehten 
z. B.: . 

und 

-y 
Fig. 99. 

Konstruiert man die Kurven, die den Gleiehungen entsprechen, 
einen Kreis und eine Hyperbel (s. Fig. 100) - so geben die 

Sehnittpunkte P, P' die beiden Gleichungen 
gemeinsamen Werte von x und y, d. h. die 
Wurzeln: x=OM, OM'; y=PM, p'M'. 

Die graphische Methode kann aueh zur 
Lasung transzendenter Gleichungen verwendet 
werden. So z. B. sueht man zur Lasung del' 
Gleiehung: 

x+cosx=O 

die Schnittpunkte del' Kurven: 

y=-x und y=cosx 

Beispiele: 

-y 

Fig. 100. 

1. Man zeige auf graphischem Wege, daB die Wurzeln del' 
Gleichung: 

x 2 -8x+9=0 

zwischen 1 und 2 und zwischen 6 und 7 liegen. 
2. Man bestimme die reellen Wurzeln von: 

x+e"'=O 
(s. Tab. XVII). 
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3. Man zeige auf graphischem Wege, daJ3 eine GIeichung un
geraden Grades mit reellen Koeffizienten stets eine ungerade Zahl 
reeller Wurzeln, hingegen eine Gleichung von geradem Grade ent
weder keine oder eine gerade Zahl reeller Wurzeln hat. 

Lasung: Fur hinreichend groJ3e x nimmt das GIeichungspolynom 
das Zeichen der hachsten Potenz von x an, andert es also bei un
geradem Grade; die Kurve muJ3 also von positiven x und y zu 
negativen ubergehen, also die X-Achse eine ungerade Zahl von 
:Mal en schneiden. Analog bei geradem Grade. 

4. x 2 _ 2x+ 1 =0. 

Lasung: Die Kurve berithrt die X-Achse bei x = 1, ohne sie 
zu schneiden; dieser Wert ist eine Doppelwurzel, denn fUr ilm ist 
sowohl f(x) wie ('(x) null. 

5. Lasungen zu finden von: 

a) 9x3-41xo·S+0·52x-92=0 

Antwort: x = 2·35 

b) ex -e-x + 0·4x-10 =0 

Antwort: x = 2·22 

§ 111. Die Newtonsche Naherungsmethode. 

Diese Methode gestattet, eine Wurzel mit beliebiger Annaherung 
zu berechnen, falls man dieselbe, etwa auf dem ang'egebenen 
graphischen vYege, zwischen gewisse Grenzen eingeschlossen hat. 
Nehmen wir namlich an, man habe einen angenii.herten "Vert v fUr 
eine Wurzel del' Gleichung: 

f(x)=O (1) 

gefunden, und es sei a del' wahre Vi' ert del' 'Wurzel, so daB identisch: 

f(a)=O 
dann setze man: 

a=v+h 

und entwickle f(v + h) nach dem Taylorschen Satz: 

f(v + h) = f(v) + h (' (v) + ~~ f" (v) + ... 

(2) 

(3) 

Da nach del' Voraussetzung' del' Fehler h klein Eein soll, begnitgen 
wir uns mit den ersten zwei Gliedern del' Entwicklung und setzen: 

odeI': 

f(v + h) = f(a) = rev) + h('(v) = ° 
fev) 

h=- ('(v) (4) 
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Hierdurch erhalten wir einen genaueren Wert v'; mit diesem 
k5nnen wir ebenso verfahren und auf diese Weise dem wahren 
Werte beliebig nahe kommen. - Man betrachte z. B.: 

f(x) =x3 -7x+ 7 

Es ist leicht ersichtlich, daB eine Wurzel zwischen - 3 und 
- 4 liegt; daher setzt man: 

x=-3+h 
und erhalt fur h: 

h=_[(-3) =-~=-0·05 
f'(-3) 20 

die erste Annaherung liefert also: 

Xl =- 3·05 
Man setzt nun: 

x=-3·05+h1 

d. h.: 

h =- f(-3·05)=_0·001082 
1 1"(-3.05) 

daher ist die zweite Naherung: 

x~ = - 3·051082 
usw. 

Fur praktische Zwecke ist die erste Naherung haufig genugend. 

Es ist leicht, die Methode von Newton geometrisch zu inter
pretieren (s. Fig. 101). 1st MQ ein Stuck del' Kurve y = f(x), 
OQ = a eine Wurzel del' Gleichung f(x) = 0, !I 

OP= v del' angenommene Naherungswert, 
so ist MP=f(v); ferner ist: 

und da: 

tanMRP=-f'(v) 

MP 
tanMRP= PR 

so erhalt man: 

PR=- f(v) 
f' (v) 

Fig. 101. 

Also ist nach (4) P R nichts anderes als die Korrektion h, und 
die Newt 0 n sche Methode bedeutet geometrisch, daB man statt 0 P 
die Abszisse OR des Schnittpunktes del' Tangente mit del' X-Achse 
als genaherteren Wert del' Wurzel nimmt. Es wird also ange
nommen, daB del' Punkt R dem Punkte Q naher liegt als del' 
Punkt P. Hier liegt die schwache Seite del' N ewtonschen Methode: 
man sieht ein, daB diese Voraussetzung nicht unter allen Um-
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standen zutreffen mu13; man wtirde dann statt einer besseren eine 
sehleehtere Annaherung erhalten. 

So z. B. zeigt eine genauere Untersuehung, daB die obige 
Gleiehung: 

x3 -7x+7=0 

auBer del' besprochenen noeh zwei reelle Wurzeln hat, die zwischen 
x = 1 und x = 2 liegen und einander nahe benaehbart sind. 
Wtirden wir nun zur Auffindung derselben naeh del' N ewtonschen 
Methode etwa x = l' 5 und daher: 

{(1'5) . 
h=- t(1'5)=05 

setzen, so gabe dies den Wert Xl = 2, del' weiter von den gesuchten 
Wurzeln abliegt als 1'5. 

Beispiele: 

1. Man zeige, daB eine del' Wurzeln del' Gleichung: 

x3 - 4x2 - 2x + 4 = 0 

lautet: X= 4'2491405 ... , welcher Wert in zwei Sehritten nach del' 
Newtonschen Methode von x=4 ausgehend zu el'reichen ist. 

2. x3 +2x2 +3x-50=0 

Eine Wurzel ist x = 2'9022834 ... 

3. x2 +"4sinx=0 
x=-1·933 ... 

§ 112. Die Auffindung del' mehrfachen Wurzeln einer 
Gleichung. 

Sind xl' x2 '" xn die Wurzeln einel' Gleichung nten Grades: 

{(x)=xn + al xn- 1+ a2x"-2 + ... + an = 0 

so ist identiseh: 
(1) 

Nehmen wir nun an, daB eine Wurzel Xl. mehrmals, z. B. 
zweimal vol'kommt, so wil'd (1) den Faktol' (x-x;,? enthalten. 
Daher wird die Ableitung von (1) den Faktol' x-x). enthaIten, d. h. 
Xl ist eine einfaehe Wurzel del' Gleichung: 

t(x)=O 

1st a.Ilgemein Xl eine l'fache Wurzel von {(x) = 0, so ist sie 
eine r-1 fache Wurzel von t (x) = 0, daher eine r - 2 fache von 
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(" (x) = 0 usw. Um also zu erkennen, ob' eine Gleichung (x) = 0 
mehrfache Wurzeln besitzt, braucht man nur zu untersuchen, ob 
(x) und ('(x) einen gemeinsamen Faktor besitzen. 

So z. B. haben: 

f(x) = x3 - 5x2 - 8x + 48 
und: 

('(x) = 3X2 -lOx - 8 

den gemeinsamen Faktor x - 4, wie man durch Division von (x) 
durch f' (x) erfahrt; daher ist x = 4 mindestens eine zweifache 
Wurzel von: 

(x) = O. 

Da sie aber nicht auch Wurzel von ("(x)=O ist, so ist sie 
bloB eine zweifache. 

ist. 

Beispiel: 

Man zeige, daB x = - 5 Doppelwurzel von: 

x4 + 7x3 - 3x2 - 55x+ 50=0 

§ 113. Del' StUl'msche Satz. 

Eine ganze rationale Funktion: 

(x) =x" + a1 x"- 1+ a2x"-2+ ... + an 

durchlauft ihre Werte bei Anderung der unabhangigen Variabeln 
stetig: sie muB daher, um von einem negativen zu einem positiven 
Werte itberzugehen, jedenfalls durch null hindurchgehen. Man kann 
also die Zahl der Wurzeln von (x) in einem Intervall finden, 
wenn man untersucht, wie oft die Funktion in diesem Intervall ihr 
Zeichen wechselt. Diese Untersuchung wird aber dadurch unsicher; 
daB zwei Wurzeln einander sehr nahe liegen konnen, so daB man 
den zwischen dies en beiden Werten eintretenden Zeichenwechsel 
del' Funktion nicht bemerkt. Eine Methode, die Zahl der Wurzeln 
in einem Intervall mit vollkommener Sicherheit zu bestimmen, wird 
durch den sogenannten Sturmschen Satz gegeben. 

Wir nehmen zunachst an, die mehrfachen Wurzeln seien durch 
den im vorigen Paragraph en angegebenen ProzeB bereits entfernt; 
demnach besitzen (x) und seine Ableitung, die wir mit (1 (x) be
zeichnen, keinen gemeinschaftlichen Teiler mehr. Wir schlagen 
nun das unter dem Namen der Kettendivision bekannte Verfahren 
ein, als ob es sich darum handelte, den groBten gemeinsamen Teiler 
von (x) und flex) zu finden. Dieses Verfahren gestaltet sich be
kanntlich folgendermaBen: Man dividiert (x) durch (1 (x), wodurch 
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man einen Quotienten Ql" und einen Rest erhalt, den wir mit - f2(X) 

bezeichnen; den vorigen Divisor fl (x) dividiert man durch f2 (x), 
erhalt einen Quotienten Q2 und einen Rest - f3(X) usw. Das Ver
fahren wird so lange fortgesetzt, bis die Division aufgeht; der letzte 
Divisor gibt dann den groBten gemeinsamen Teiler del' beiden 
ursprunglichen Funktionen. Rierbei nimmt der Grad der auf
tretenden Funktionen bestandig abo Da nun f(x) und fl (x) in un
serem FaIle keinen gemeinsamen Teiler besitzen, so konnen wir das 
Verfahren so lange fortsetzen, bis der letzte Rest - f,,(x) eine Kon
stante ist. Wir haben also die folgenden GIeichungen: 

f=fl Ql -f2 1 
fl =f2 Q2- f3 

fn-·2 . fn·-l·Qn~l ~f,J 
(1) 

Raben wir so die Funktionen f, f1' ... fn gebildet, so unter
suchen wir, welche Werte sie annehmen, falls man fitr x irgend 
einen bestimmten Wert Xo setzt. Es interessiert uns hierbei aber 
ilicht der absolute Wert der einzelnen Funktionen, sondern nur ihr 
Zeichen. Ordnen wir die Funktionen in der Reihenfolge ihrer In
dices und zahlen wir ab, wie oft das Zeichen wechselt, wenn wir 
von del' einen zur nachstfolgenden ubergehen; wir erhalten so eine 
bestimmte Zahl von Zeichenwechseln. Fur einen anderen Wert Xl 
von x wird diese Zahl im allgemeinen eine andere sein. 

Geht man nun von x = Xo zu x = Xl> Xo uber, so kann die 
Zahl von Zeichenwechseln nul' abgenommen haben, und es ist die 
verlorene Zahl von Zeichenwechseln gerade gleich del' Zahl der 
Wurzeln, welche f(x) im Intervall Xo bis Xl besitzt; dies ist del' 
Inhalt des Sturmschen Satzes. 

Wir konnen die Richtigkeit dieses Satzes folgendermaBen ein
sehen. Eine Anderung in del' Zahl der Zeichenwechsel del' sogen. 
Sturmschen Funktionen f, fl ... fn kann nur dadurch eintreten, daB 
irgend eine derselben, z. B. fl. (x), ihr Zeichen andert; dies ist abel' 
wieder nur dadurch moglich, daB sie durch null hindurchgeht. 1st 

. also fitr x=a, {;. (a) =0, so folgt nach (1) aus: 

{;.-1 (x) = f;. (x) Q" - 1;.+1 (x) 
daB fUr x = a : 

{;.-l (a) = - f;.+l (a) 

.d. h. daB in del' Nahe diesel' Stelle die beiden Funktionen {;.-l und 
f;.+l entgegengesetztes Zeichen haben. Daraus folgt, daB bei An
derung des Zeichens von fl (x) ein Zeichenwechsel weder verloren 
noch gewonnen wird. 1st z. B. in del' Nahe del' Stelle x = a, 
fi.-l (x) positiv, so ist h+l (x) daselbst negativ; geht nun fi. (x) an 
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diesel' Stelle von positiven zu negativen Werten libel', so bilden fill' 
x < a die Funktionen f;., {;.+1, flir x> a abel' fA-1 und {;. einen 
Zeiehenweehsel, so daB die Zahl del' Zeiehenweehsel dureh die 
Zeiehenanderung von (;. nieht geaildert wird. Diesel' Tatbestand 
konnte sieh nul' dadureh andern, daB zwei benaehbarte Sturmsehe 
Funktionen gleiehzeitig null wlirden; das ist abel' unmoglieh. Denn 
dann mliBten naeh (1) aueh aIle vorhergehenden, also aueh f (x) 
und fl ex) null sein; dies wlirde abel' del' Voraussetzung wider
spreehen, daB diese beiden Funktionen keine gemeinsame Wurzel 
haben sollen. 

Diese Dberlegung ist stiehhaltig fill' aIle {;. bis auf { und (n' 
Letztere kann aber ihr Zeiehen ilberhaupt nieht weehseln, weil sie 
konstant ist. Eine Anderung in der Zahl del' Zeiehenweehsel kann 
also nur davon herrilhren. daB (ex) sein Zeiehen andert. Es ist 
demnaeh nnr noeh zu zeigen, daB, so oft ((x) dureh null hindureh
geht, die Zahl del' Zeiehenweehsel urn eine Einheit abnimmt. Diese 
Tatsaehe nun entspringt del' Eigensehaft von (1 ex) als del' Ableitung 
von ((x), positiv odeI' negativ zu sein, je naehdem (ex) waehst oder 
abnillilnt. Geht also ((x) von positiven Werten dnreh null zu nega
tiven ilber, so ist an diesel' Stelle (I ex) negativ, daher geht bei 
diesem Ubergang ein Zeiehenweehsel verloren. Geht aber ((x) yom 
Negativen ins Positive ilber, so ist daselbst fl ex) positiv, und es 
tritt wieder Verlust eines Zeiehenweehsels ein. J edel' Dnrehgang 
von ((x) dureh null ist also mit dem Vel'lust eines Zeiehenweehsels 
vel'bunden. Zahlt man demnach an zwei Stellen Xo und Xl die 
Zahl del' Zeiehenwechsel in del' Reihe del' Sturmschen Funktionen 
ab, so gibt die Differenz del' beiden Zahlen an, wie oft f(x) dnreh 
null hindurchging, wahrend x von Xo bis Xl wuehs, d. h. die Zahl 
del' Wurzeln von (ex) in diesem lntervalle. 

~ ehmen wir als Beispiel die schon a ben betraehtete Funktion: 

((x) =xa -7x+ 7 

und bilden wir die Reihe del' Sturmsehen Fl1nktionen: 

t~ (x) = 3x~-7 
t~(x)=2x-3 
(l(X) = 1 

Bei del' Bildung diesel' Funktionen kann zur Vereinfachung 
mit positiven konstanten Faktoren multipliziert werden, da es nnr 
auf das Zeiehen, nieht auf den absoluten W"ert ankommt. lndem 
wir nun in diese vier Funktionen fill' x del' Reihe naeh versehiedene 
vVerte setzen und auf die Zahl del' Zeiehenweehsel aehten, konnen 
wir die Zahl del' reellen Wurzeln von ((x) in einem beliebig'en 
Intervall finden. Hierzu dient die folgende Tabelle: 

),Iellor- 'Vogri HZ, IH.ihel'c :\lathematik. 22 
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Werte von x I 
Zeichen del' I Zahl del' Sturmschen Funk-

tionen Zeichenwechsel 

-00 -+-+ 3 
-4 -+-+ 3 
-3 ++-+ 2 
-2 ++-+ 2 
-1 +--+ 2 

0 +--+ 2 
+1 +--+ 2 
+2 ++++ 0 
+00 ++++ 0 

Wir ersehen aus dieser Tabelle, daB fUr kleinere Werte von x 

als .- 4 und fUr groBere als + 2 keine Wurzel von f(x) zu finden 
ist; ferner daB zwischen - 4 und - 3 ein Zeichenwechsel, zwischen 
- 1 und + 2 deren zwei verloren gehen. Demnach muB eine 
Wurzel zwischen - 4 und -·3 die beiden anderen zwischen + 1 
und + 2 liegen, was wir in der Tat schon oben konstatiert haben. 

Beispiele: 

1. Man zeige, daB die Gleichung: 

x3 -3x2 -4x+ 13=0 

eine Wurzel zwischen - 3 und - 2 und zwei zwischen 2 und 3 hat. 
2. Die Gleichung: 

x3 -4x2 -6x+8=0 

hat ihre Wurzeln zwischen 0 und 1, 4 und 5, -1 und - 2. 
3. Man untersuche die Gleichung: 

X4 + xa - x 2 - 2 x + 4 = 0 

auf die Zahl reeller Wurzeln hin. 
Losung: Die fiinf Sturmschen Funktionen haben fiir X= - 00 

die Zeichen +-+++, fiir x=+oo abel' +++-+, d. h. 
in beiden Fallen zwei Zeichenwechsel; also besitzt die Gleichung 
keine reelle Wurzel. 

§ 114. Die Homel'sche Nahel'lmgsmethode. 

Man kann mit Hilfe des Sturmschen Satzes die vYurzeln einer 
Gleichung voneinander trennen und etwa nach del' N ewtonschen 
Methode in so enge Grenzen einschlieBen als man will. Zur wir1\:-
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lichen Ausfiihrung dieser Rechnungen hat Horner eine bequeme 
Methode angegeben. 

1st die gegebene Gleichung: 

{(x) = aoxn + a1xn - 1 + a2Xn - 2 + .... +a" = 0 (1) 

und X= Xl ein genaherter Wert der Wurzel, so bildet man aus (1) 
eine Gleichung, deren Wurzel um Xl kleiner ist, in der also statt X 
die Veranderliche X - Xl erscheint. Dies wird folgendermaJ3en er
reicht: Nach dem Taylorschen Satz ist: 

((x) =f(xi +x -xI)={(XI ) + f' (Xl) (X--XI) + f~2GiJ (X-Xl? + ... 
fen) +- (x-x)n =0. nl I 

(2) 

Offenbar erbalt man {(Xl) als Rest bei del' Division von {(x) 
durch X - Xl' {' (Xl) als Rest bei der neuerlichen Division des so er
haltenen Quotienten durch X-Xl usw. Um also die Koeffizienten 
del' trallsformierten Gleichung zu erhalten, dividiert man {(x) durch 
X-Xli das Resultat abermals durch X-Xl usw., die gesuchten 
Koeffizienten sind dann die Reste, die bei diesen Divisionen bleiben. 
]"tir die Ausfiihrung del' Divisionen hat Horner nun das folgende 
Schema gegeben: 

ao al a2 a3 • ••• an 

____ ~~_~0~2XI···· b,,-tXI 

bi b2 b3 • ••• bn 

d. h. del' gesuchte Quotient bei del' Division von {(x) durch X-Xl 

hat die Form: 
n-l+b ,,-2+ +b aox IX .... ,,-1 (3) 

wobei b1gleich del' Summe von a l und aOxl' b2 gleich del' Summe 
((2 und bixi usw. ist; der Rest ist b". Dividiert man (3) abermals 
durch X - xl' so erhalt man einen Quotienten: 

(toxn - 2 + CI X n - 3 + .... +C,,-2 

und einen Rest Cn-I, wobei die GraBen cI ' c2 •••• C,,-l nach dem 
Schema gefunden werden: 

b3 •••. b,,-l 

C3 •••• Cn-l 

Auf diese Weise fortfahrend erhalt man alle Koeffizienten 
b" = ((Xl)' Cn-l = f' (Xl) .... der Gleichung (2), und wenn Xl eine 
einzifferige Zahl ist, sind aile vorkommenden Multiplikationen sehr 
einfach. 

22* 
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Dieses Verfahren beniitzt man nun zu folgendem Zweck: Man 
habe die gesuchte Wurzel der Gleichung (1) zwischen zwei auf
einanderfolgenden ganzen Zahlen Xl und Xl + 1 eingeschlossen; man 
kennt also die ganzen Stellen Xl der Wurzel. Die transformierte 
Gleichung (2) dient dann dazu, urn die erste Dezimalstelle zu finden; 
die entsprechende Wurzel dieser Gleichung liegt namlich zwischen 
null und eins. Diese Stelle kann z. B. nach der N ewtonschen 
:Methode gefunden werden, indem man bildet: 

f(xl ) b" 
X.) === - -,-- =' ---
- f (Xl) C,,_l 

Aus Gleichung (2) leitet man nun wieder eine neue Gleichung 
ab, deren Wurzel urn x2 kleiner ist, und berechnet aus ihr die zweite 
Dezimalstelle der gesuchten Wurzel. Durch :r'ortsetzung des Ver
fahrens kann man die Wurzel mit beliebiger Genauigkeit berechnen. 
Die Ausfiihrung an einem numerischen Beispiel wird dies klarer 
machen. 

Wir wissen, daB die Gleichung: 

x3 -7x+7=0 (4) 

zwei Wurzeln zwischen 1 und 2 hat. Wir verwandeln sie daher in 
eine Gleichung, deren Wurzeln urn 1 kleiner sind als die der ur
sprilnglichen. Dies geschieht nach dem Hornerschen Schema: 

1 0 -7 7 
1 1 -6 

1 1 -6 1 
1 2 

1 2 -4 
1 

1 3 

Die neue Gleichung lautet daher: 

X3 + 3x2-4x+ 1 =0 (5) 

und wir wissen, daB sie zwei Wurzeln zwischen 0 und 1 hat. Urn 
sie zu trennen, konnen wir den Sturmschen Satz anwenden. vVir 
bilden also die vier Funktionen: 

f(x)=x3 + 3X2- 4x+ 1 
fl (x)=3x2+6x-4 
f2(x)=2x-1 
f s (x)=l 

und untersuchen die Zahl der Zeichenwechsel: 
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Werte von x I 
Zeichen der Zahl der 

Sturmschen Funk-
tionen Zeichen wechsel 

0'1 +--+ 2 
0'2 +--+ 2 
0'3 +--+ 2 
0'4 ---+ 1 
0'5 --++ 1 
0'6 -+++ 1 
0'7 ++++ 0 

Wir finden, daB eine Wnrzel zwischen 0'3 und 0'4, die andere 
zwischen 0'6 und 0'7 liegt; daraus folgt, daB die erste del' beiden 
Wurzeln von Gleichung (4) bis auf die erste Dezimalstelle zu 1'3 
berechnet ist. Nunmehr transformieren wir (5) auf eine Gleichung, 
deren Wurzeln urn 0'3 kleiner sind: 

1 3 -4 1 
0'3 0'99 -0'903 

1 3'3 -3'01 0'097 
0'3 1'08 

1 3'6 -1'93 
0-3 

1 3'9 

Die Gleichung lautet also: 

x 3 + 3'9x2 -1'93x+ 0'097=0 (6) 

Da nun 0'097 = {(0'3), - 1'93 = f' (0'3) ist, falls man die linke 
Seite von (5) mit {(x) bezeichnet, so ist die nachste Annaherllng 
nach dem N ewtonschen Verfahren: 

9'09_~ = 0'05 
1'93 

die gesuchte Wurzel also 1'35. Man sieht also, daB man die zwei 
letzten nach dem Hornerschen Verfahren erhaltenen Koeffizienten 
durcheinander zu dividieren hat, urn die nachste Dezimalstelle zu 
erhalten. Wenden wir das Verfahren noch einmal an, so finden wir 
demnach: 

1 3'9 -1'93 0'097 
0'05 0'1975 -0'086625 

1 3'95 -1'7325 0-010375 
0'05 0'2 

1 4'00 -1-5325 
0'05 

1 4-05 
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. . 0'010375 
Die nachste Stelle 1St also ~325 = 0'006 und die bis Wurzel 

drei Stell en berechnete Wurzel lautet 1'356. 

Beispiele: 

Man berehne die zwischen 6 und 7 liegende Wurzel del' Gleichung: 

4 x 3 - 13 x2 - 31 x = 275 

bis auf zwei Stellen. 
Losung: x= 6'25 

2. Man bestimme die Wurzel del' Gleichung: 

X3+X2+ x-100=0 

die zwischen 4 und 5 liegt. 

Losung: 4'2644 .... 

3. Man suche die positive und die negative Wurzel von: 

X4 + 8x2+ 16x=440 

Losung: 3'976 ... und - 4'3504 ... 

§ 115. Die van der Waalssche Zustandsgleichullg. 

Wir wollen zum Schlusse noell eine Gleichung diskutieren, die 
groBe physikalische Bedeutung hat, namlieh die van del' Waalssehe 
Zustandsgleichung del' Gase. Sie lautet: 

(1) 

und gibt eine Beziehung zwischen den zusammengehorigen Werten 
von Druck p, Volum v und absoluter Temperatur T; ct, b, R sind 
spezifisehe Konstanten des betreffenden Gases. Die Gleiehung ist 
vom dritten Grade in v, und hat daher drei Wurzeln ex, (3, y, so daB: 

(v - a) (v - (3) (v -y) = 0 . (2) 

Sie konnen entweder aIle reell sein, odeI' es muB eine reell 
sein, wahrend die beiden anderen imaginal' sind. 1st das letztere 
del' Fall, so entspricht fill' eine bestimmte Temperatur T einem 
Druck p ein einziger Wert des Volums v. In Fig. 102 sind die 
pv-Kurven del' Kohlensaure fiir verschiedene Werte del' Temperatur, 
also die sogenannten Isothermen gezeiehnet; del' besprochene Fall 
tritt, wie man sieht, beispielsweise fiir T= 321'1 0 odeI' 48'1 0 C 
ein. Abel' auch del' zweite Fall ist in del' Natur wenigstens tei!
weise l'ealisiert. So liefert die Gleichung' fill' 13'1 0 C die Kurve 
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ABCD, welche von einer parallel zur Abszissenaehse gezogenen 
Gel'aden in den drei Punkten a, /l, r getroffen wird; einem Werte 
Po des Drucks gehoren drei verschiedene Werte des V olums zu. 
Del' Punkt a entspricht dem gasfor-

stande der Kohlensaure unter demselben 
Druck. Hingegen ist das Kurvenstuck 

migen, der Punkt r dem flussigen Zu- ~ 

C /lB bisher physikalisch nicht realisiert 9~ " 

worden; es muBte an diesel' Stelle bei 
Volumsverkleinerung auch der Druck 
des Gases abnehmen. In Wahrheit 
durchlauft bei Volumsverkleinerung das 
Gas die gerade Linie a/lr, indem bei a P.~ __ =*,,....-.q.._-\(' 

die Verflussigung beginnt und unter 
dem konstanten Druck Po des gesattig-. 
ten Dampfes bis zur vollstandigen Ver
flussigung r fortschreitet. Die StiIcke ay 0 

und yx, welehe labilen Zustanden des 
Gases entspreehen, sind realisiert wor

r jJ 

Fig. 102. 

den; ay reprasentiert den Kondensationsverzug des Gases, rx den 
Siedeverzug del' FHi.ssigkeit. 

Es ist noeh del' Fall zu erol'tern, daB die drei Wul'zeln a, /l, r 
einandel' gleich sind; el' bildet den Dbergang zwischen den beiden 
andel'en Fallen und tl'itt bei Kohlensaul'e, wie aus del' Figur er
sichtlich, bei 32'5 0 C ein, Del' Punkt K heiBt del' kl'itische. Fur 
diesen Fall ist nach (2): 

(u-aj3= 0 

bezeichnen wir also die kritischen Werte von Druck, Volum und 
Temperatur bezugl. mit 11 c' u c und Tc' so ist identisch: 

(Pc + v~) (v-b) -RTc=(v-vy=O 

und daher, wenn man die einzelnen Potenzen von v vergleicht: 

3u =1i+RTc; 3V2=~. v:3 =ab 
c Pc' c Pc' c Pc 

Es lassen sich also die Konstanten a, b, R del' van del' Waalsschen 
GIeicllUng aus den kritischen Daten berechnen. .Man erhalt: 

(~= 3v/pc 

I b=~ 
(3) 3 

R=~Pc~c 
3 Tc 
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Setzt man diese Werte in (1) ein und fiihrt die GraBen P=n 
v T Pc ' 

- m -= {} als neue Veranderliche ein, so erhalt man: 
;--" T 

c c 

(4) 

eine Gleichung, welche keine spezifischen Konstanten mehr enthalt 
und daher fiir aIle Gase gilt (Theorie del' ttbereinstimmenden Zu
stande). 

Wir kannen diese Verhaltnisse auch noch in folg'ender ·Weise 
untersuchen. Lasen wir (1) nach P auf: 

RT (i 
(5) p= v-v -~2 

und differenzieren wir nach t', indem wir T als konstant betrachten: 

dp 

dv 

Diesel' Differentialquotient gibt die Richtung del' Tangente an 
die Kurve in einem beliebigen Punkte an. 

Er ist negativ, null odeI' positiv, je nachdem: 

d. h.: 

RT _> 2(i 
(v-W< V:3 

RT>(v-W 
2a < va 

Da nun die rechte Scite diesel' Ungleichung ein iUaximulll bei 
. dp 

v=3v hat, so 1st -d stets negativ, wenn nul': 
v 

In diesem FaIle geht die Kurve olme Maximum oder Minimum 
von groBen p- und kleinen v-'Verten zu klein en p- nnd groBen v
Werten iiber; so in del' Fig. fiir t= 48'1 0 C. Wenn: 

8 (i 
T<27R-~ 

dp 
kann -- sowohl negativ als positiv werden. Die Kurve kann also 

dv 
.Maxima und Minima haben; sie werden gefunden ans del' Gleichung: 

dy.=_~~+~_a=O 
dv (V-V)2 va 

oder: -RTv3 + 2a(v-W=O 
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Die Maxima und Minima liegen zu beiden Seiten von v = 3 b, 
da die linke Seite der letzten Gleichung sowohl zwischen v = b und 
v = 3 b als auch zwischen v = 3 b und v = 00 je einen Zeichenwechsel 
erfahrt. Dies ist in der'Figur auf dem punktierten Tell del' Isotherme 
13.1 0 C ersichtlich. Filr: 

8 a 
T=--~ 

27 Rb 

wi I'd d,p blon fUr v = 3 b null. 
dv 

Bildet man: 

d2p =_2RT _ 6a 
dv2 (v-b)3 v4 

so sieht man, dan diesel' Ausdruck fUr die angegebenen Werte von 
v und T ebenfalls verschwindet. An diesel' Stelle besitzt die Iso
therme einen Wendepunkt; wie aus del' Figur ersichtlich, tritt dies 
bei del' kritischen Isotherme 32.5 0 ein. In del' Tat stimmen die 
hier erhaltenen Werte von v und T mit den oben genannten fill' 
Vc und Tc uberein. 



x. AbsChnitt. 

Einiges iiber Determinanten. 

§ 116. Die Losung von simultanen linearen Gleichungen. 

Es sei die Aufgabe gestellt, 
lineal'en Gleichungen: 

Losungen der beiden simultanen 

a1x+ b1y=0 (1) 

zu finden. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit b2 , die zweite 
mit b1 und subtrahieren, so find en wir: 

x(a1 b2 - a2 bJ= 0 

auf gleiche Weise erhalten wir: 

(2) 

y~~-~~=O ~ 

Die beiden Gleichungen (2) und (3) liefern entweder: 

x=y=O 
oder: 

a1 b2 -a2 b1 =0. (4) 

d. h. die Gleichungen (1) Hefern nul' dann von null verschiedelle 
Losungen, wenn die Bedillgung (4) erfiillt ist. Die gegebenen 
Gleichungen stellen zwei Gerade dar, die durch den Koordinaten
ursprung gehen. Die geometrische Anschauung ergibt, daB sie 
bei beliebiger Neigung gegen die Abszissenachse nUl' den Ur
sprung miteinander gemein haben konnen; sollen sie irgend 
einen anderen Punkt gemeinsam haben, so miissen sie iiberhaupt 
zusammellfallen. Dies besagt nun auch die Bedillgung (4); denn 
sie macht die beiden Gleichungen (1) identisch. Man hat fiir 
den wichtigen Ausdruck a1 b2 - a2 b1 ein eigenes Symbol eingefiihrt 
und schreibt: 
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man nennt diesen Ausdruck eine Determinante, und zwar eine solche 
zweiter Ordnung, weil in jeder Zeile oder Kolonne zwei Elemente 
stehen. Aus nnserer Ableitung folgt also, daB das Gleichungssystem 
(1) nur dann von null verschiedene Losungen besitzt, wenn seine 
Determinante verschwindet. 

Sind die beiden Gleichungen nicht homogen, haben sie also 
die Form: 

so findet man fiir x und y die Werte: 

x= b1 c2 -b2 c1 . 

a1 b2 - a2 b1 

(5) 

Fiihrt man also die eben festgestellte Bezeichnungsweise ein, und 
setzt: 

so wird: 

(6) 

Man ersieht hieraus, daB ein bestimmtes 1Vertepaar fitr x, y 
sich nul' dann ergibt, wenn 11, die sogenannte Determinante des 
Gleiehungssystems (5), von null versehieden ist. 1st sie jedoeh 
null, wahrend 111 und 112 nieht null sind, so werden x und y un
endlich groB; es gibt also keine endliehen Werte fitr x, y, welehe 
die gegebenen Gleichungen erfiHlen. 1st auBer 11 aueh noeh z. B. 
d 1 = 0, so wird x unbestimmt; in del' Tat reduzieren sieh in diesem 
Fane die beiden Gleiehungen (5) auf eine einzige, da: 

1st abel' sehlieBlieh :1 = 111 = 112 = 0, so sind die GIeiehungen 
fill' ganz beliebige x und y befriedigt. 

Die GIeiehungen (5) stellen zwei Gerade dar, und die Lo
sungen (6) deren Schnittpunkt. Sehreibt man (5) in del' Form: 
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so erkennt man, daB die Bedingung L1 = 0 bedeutet, daB die 
beiden Geraden parallel sind; fltr L1 = L1l = 0 abel' fallen sie zu
sammen. 

Setzt man: 

so werden die 

x 
X=-

Z 

Gleichungen (5): 

Y 
y=

Z 

alX+blY+C1Z=0 a2 X+b2 Y+c2 Z=0. (7) 

also homogen. Man nennt daher -die GraBen X, Y, Z in geome
trischer Deutung die homogenen Koordinaten eines Punktes. 'Vie 
man sieht, bestimmen sich aus (7) die VerhlUtnisse: 

X: Y: Z = L1l : L12 : L1 

Beispiel: 

3x-l0y=19 
Lasung: 

X:Y:Z= 

also: 

5,-7 -7 ,4 

-10, -19 -19,3 

=-165: 55: - 55 

x=3 y=-l 

4, 5 i 

i= 
3, -10 1 

§ 117. Simultane lineare Gleichungen mit drei Unbekanntell. 

Wenn drei Gerade: 

alx + bly + Cl = 0 a2 x + b2 v+ C2 = 0 asx+ bsY+ Cs = 0 

durch denselben Punkt gehen sollen, so ml1ssen seine Koordinaten 
allen drei Gleichungen geniIgen. FiIhren wir also homogene Koor
dinaten ein durch den Ansatz: 

X 
X=-

Z 

so miIssen die drei Gleichungen: 

Y 
y=

Z 

alX + bl Y + clZ= a2 X+b 2 Y+c2 Z=a3 X+bsY +c:1Z= 0 (1) 
eine gemeinsame Lasung besitzen. Eliminieren wir aus den drei 
Gleichungen z. B. Y und Z, so erhalten wir die Beziehul1g: 

[al (b2 cj - b3 c2 ) + bl (c2 ag - cS a2) + cl (a2 bs - a'lb2 )] X = 0 (2) 

Schreibt man statt X beziIglich Y und Z, so erhiilt man die 
filr diese Veranderlichen giIltigen Bedil1gungen. Man ersieht, daB 
nul' dann von null verschiedene Werte von X, Y, Z die Gleichungen 
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(1) erfUllen, wenn der eckig eingeklammerte Faktor in (2) vel'
sehwindet. Wir schl'eiben auch ihn folgenderma.l3en in symbo
liseher Form: 

11 = a2 , b2 , c2 

ag , bg , cg 

und nennen ,1 eine Detel'minante dritter Ordnung der 9 Elemente 
aI' b1 , C1 , a2 , b2 , C2 , ag , bg , Cg • Wie man sieht, l1Wt sich 11 folgender
ma.l3en darstellen: 

~,s S,~ ~,~ 
Jist also eine Summe von Ausdriieken, die man dadureh er

halt, da.13 man jedes Element del' ersten Zeile multipliziert mit einer 
Determinante zweiter Ol'dnung; diese besteht aus jenen Elementen, 
die mit dem el'sten Elemente wedel' Zeile noch Kolonne gemeinsam 
haben. Hierbei mu.13 in der Anordnung die zyklische Reihenfolge 
ct, b, c, a.... gewahrt werden. Die genannten Determinanten 
zweiter Ol'dnung hei.l3en die Subdeterminanten von L1. 

Da man ,1 auch in der Form darstellen kann: 

,1=~~S-~~+~~~-S~+~~~-~~ 
so folgt, da.13 man die Detel'minante dritter Ordnung auch bereehnen 
kann, indem man die Elel11ente del' zweiten Zeile mit den zu
gehOrigen Subdeterl11inanten multipliziert und die Pl'odukte addiert. 
Ebenso kann man nach den Elementen der dritten Zeile entwickeln. 
Man kann abel' auch schreiben: 

,1 = ct1 (b2 cg - bg c2 ) + ct2 (b3 c1 - b1 cg) + a3 (b1 c2 - b2 c1 ) 

d. h. man kann ebenso wie nach den Elementen einer Zeile 
auch nach den Elementen einer Kolonne entwickeln. Man sieht 
hiernach, welche Bedeutung im allgemeinen eine Detel'l11inante nter 
Ordnung haben wird. 

So z. B. laEt sich die Deterl11inante: 

i 2, 2, 2, 1 

,1_.0, 3, 1, 1 
-I 1, 3 4, 0, 

13, 0, 0, 2 

in folgender 'Veise berechnen. Man entwickelt nach Subdeter
l11inanten del' letzten Zeile und erhalt: 

1

2, 2, 1 

J=3 3, 1, 1 

0, 1, 3 

i 2, 
+2i 0, 

I 

, 4, 

2, 2 

3, 1 

0, 
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Man entwiekelt nun aueh L/l und L/2 naeh den Elementen der 
letzten Zeile und erhiUt: 

1, 2 2, 2 
L/l = 1 +3 =1 + 3· (-4)=-11 

1, 3 3, 1 

2, 2 2, 2 
L/2 =4 +1 = 4· (- 4) + 1 . 6 =-10 

3, 1 0, 3 

daher ist L/=-53. 
Sind die drei linearen Gleiehungen: 

al x + bl Y + cl Z = dl } 

a2 x+b2 y+c2 z d2 

asx+bgy+csz-ds 

(3) 

aufzu15sen, so kann man in der Art vorgeben, daB man die erste 
Gleichung mit einer GraBe l, die zweite mit einer anderen m, die 
dritte mit n multipliziert und sie addiert. Man bestimmt nun die 
GraBen l, m, n so, daB die Koeffzienten von y und z Yersehwinden, 
also: 

bll + h21n + bs n = ell + C2 1n + Cs n = 0 . (4) 
und erbiilt fUr x die Beziebung: 

(all + a2 1n + asn) x = dll + d2 tn + ds?! (5) 

Die Gleichungen (4) sind homogen nach l, m, n, also ist nach 
§ 116: 

l:m:n=! 
b2 , b3 

I ba, hI bl , b2 i 

I: I i C2 , C3 C~p 1'1 Cl , C"2 

Daher kann man nach (5) x in del' Form darstellen: 

L/ 
X= ___ 1_ 

L/ 

wo L/l und L/ die beiden Determinanten dritter Ordnung sind: 

dp bl , ci i aI' bl , Cl 

L/l= d2 , b2 , C2, L/=! 
I 

a'.p b2 , C2 

ds' b3 , Cs I as, b;p C;l 

Analog erhiilt man: 
L/2 L/ 

y=i1 z=~ 
L/ 

aI' al , CI al , bl , dl 
,12 = a2 , d2 , ('2 L/s = a2 , b2 , d2 

as' ds' Cs a3 , bs , ds 



Simultane lineare Gleichungen mit drei Unbekannten. 351 

Hieraus folgt, daB die gegebenen Gleichungen nur dann zur 
eindeutigen Bestimmung von x, y, z geniigen, wenn LI von null 
verschieden ist. 

Ein analoges Resultat erhll.lt man bei del' Lt>sung von n line
aren Gleichungen mit n Unbekannten. 

Einen ahnlichen Weg kann man einschlagen, um aus zwei 
Gleichungen in x von beliebigem Grade die Veranderliche zu eli
minieren. SolI z. B. aus den Gleichungen: 

x eliminiert werden, so multipliziere man der Reihe nach die erste 
Gleichung mit x, die zweite mit x und x 2 und erhalt die fUnf 
Gleichungen: 

0+ asx3 + a2 x'2 + alx+ ao=O 
aax'+a2x3+alx'!+aOx+ 0 =0 

0+ 0 + b,!x'2+ blx+bo=O 
0+ b2 x8 + bl x2 + box+ 0 =0 

b2 x' + bl x 3 + box'! + 0 + 0 = 0 

Damit sie zusammen bestehen kt>nnen, muB die Gleichung': 

0, as' a2 , aI' ao 
as, a~p aI' ao' 0 
0, 0, b2 , bl , bo =0 
0, b2 , bl , bo, ° b2 , bl , bo' 0, ° gelten, die das gesuchte Eliminationsresultat ist. 

1. Man zeige, daB: 

2. Zu zeigen, dati: 

3. Man Wse: 

5x+3y+ 3z=48 

Lt>sung: 

Beispiele: 

/0, b, c 

b, 0, a =2abc 

I c, a, ° 
/2, 

2, 2 I 
3, 1, 1 1=4 14, 2, 1 

2x+ 6y- 3z=18 

x=3 y=5 z=6 
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4. Ebenso: 
x-ay+a2z=a3 x-by+b 2z=b8 x-cY+C2Z=C3 

Losung: 

x=abc y=ab+bc+ca z=a+b+c 

§ 118. Einige Eigenschaften del' Determinanten. 
1. Del' Wert einer Determinante bleibt unverandert, wenn man 

Zeilen in Kolonnen und vice versa verwandeIt, also gewissermaBen 
die Determinante urn einen rechten Winkel dreht. Es ist also: 

a2 , b2 , c2 bl , b2 , b:] 

aa' b3 , c3 cl ' c2 ' Cs 
Entwickelt man namlich die erste Determinante in Sub deter

minanten nach Elementen del' ersten Zeile, die zweite nach Ele
menten der ersten Kolonne, so erhalt man das gieiche ResuItat. 

2. Vertauscht man in einer Determinante irgend zwei Zeilen 
odeI' irgend zwei Koionnen, so andert sich das Zeichen del' Deter

. minante. Es ist: 

a2 , b2 , c2 b2 , a2 , c2 

as' bg , c:J bs , as' Cs 
denn durch die Umstellung geht die zyklische Reihenfolge a, b, c, a ... 
in die andere b, a, c, b .... libel'. 

3. Eine Determinante, in del' zwei Zeilen odeI' Koionnen gieich 
sind, ist identisch null. Denn nach Vertauschung del' beiden 
identischen Zeilen ist die Determinante unverandert geblieben, 
wahrend sie nach Regel 2 das Zeichen andern soUte. Dieser 
Widerspruch faUt nul' weg, wenn ihr Wert null ist. 

4. Eine Determinante, in del' eine Zeile odeI' Koionne aus 
Xullen besteht, hat den Wert null. Entwickeit man namlich nach 
den Elementen del' betreffenden Zeile odeI' Kolonne, so erhalt man 
eine Reihe von Summanden, von denen jeder null ist. 

5. Eine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, in
dem man die Elemente irgend einer Zeile odeI' Kolonne mit dem 
Faktor muItipliziert. So ist z. B.: 

aI' b1 , CI 

m a2 , b2 , C2 

mal' b1 , CI 

nta2 ,b2 ,c2 

as' bg , e:l mas, ba, Cs 
Entwickeit man namlich die rechts stehende Determinante nach 

Subdeterminanten del' ersten Koionne, so tritt m ais Faktor heraus. 
1st im speziellen m = - 1, so erhlUt man den Satz: 
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6. Wird das Zeichen jedes Elements einer Reihe oder Kolonne 
geandert, so andert die ganze Determinante das Zeichen. 

:Man kann Satz 5 zuweilen verwenden, um die Elemente einer 
Zeile oder Kolonne der Detm'minante gleich eins zu machen, ohne 
dadurch Bruche in die Determinante zu bringen. Nehmen wir als 
Beispiel: 

3, 4, 6 
.1 = 2, 8, 8 

6, 7, 9 

Dividiert man die Elemente der erst en Zeile durch 3, wahrend man 
gleichzeitig die der zweiten Kolonne mit ;) multipliziert, so wird 
der Wert der Determinante nicht geandert: 

1, 4, 2 
.1= 2, 24, 8 

6, 21, 9 

ebenso, wenn man die Elemente der zweiten Kolonne durch 4 
diert, die der letzten Zeile mit derselben Zahl multipliziert: 

1,. 1, 2 1, 1, 1 1, 1, 1 
.1= 2, 6, 8 =2 2, 6, 4 =12 1, 3, 2 

24, 21, 36 24, 21, 18 8, 7, 6 

divi-

7. Die algebraische Summe zweier Determinanten, die nur in 
einer Zeile oder Kolonne nicht ubereinstimmen, ist eine Determinante, 
deren Elemente in der betreffenden Zeile oder Kolonne die alge
braischp. Summe der entsprechenden Elemente in den gegebenen 
Determinanten ist: 

al1 b1 , c1 dl' bl , cl al + dl , bl , cl 

a2 , b2 , c2 + d2 , b2 , c2 a2 ± d2 , b2 , c2 

ag, bg , cg d;j, bs' cg as + dj , bs' cg 

Es sind namlich die bezuglich zu aI' a2 , as gehorigen Sub
determinanten in del' ersten Determinante dieselben wie die zu dl , 

d2 , dg gehorigen in del' zweiten; sie seien .111 .12 ' .13 ' Daher ist: 

(a l .1 l + a2 .12 + as .1s)+ (dl .11 + d2 .12 + dS.1 3) = 
= (al + dl ) .11 + (a2 -+ d2).12 + (a3 + d:]) .13 

Hieraus folgt: 
8. Del' Wert einer Determinante bleibt ungeandert, wenn man 

zu den Elementen einer Zeile oder Kolonne jene einer andern Zeile 
oder Kolonne addiert. Denn es ist: 

al + bl , b1 , C1 aI' bl , C1 bl , b1 , Cl 

a2 + b2 , b2 , C2 a2 , b2 , C2 + b2 , b2 , C2 

as + b3 , b3 , C3 as' b3 , Cg b3 , bs' Cg 

und die letzte Determinante ist nach Satz 3 null. 
Mellor- 'Vogrinz, Hoherc Mathematik. 23 
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Man kann diese Tatsaehe zur Vereinfaehung von Determinallten 
beniitzen. So z. B. wird aus: 

1, x, y+z 
,1 = 1, y, z+x 

1, z, x+y 
naeh Addition der zweiten Kolonne zur dritten: 

1, x, x+y+z 1, x, 1 

,1= 1, y, x+y+z =(x+y+z) 1, y, 1 =0 

1, z, x + y + z 1, z, 1 
9. Wenn aIle Elemente einer Zeile oder Kolonne bis auf eines 

Nullen sind, so besehrankt sieh die Determinante auf das Produkt 
aus dem einen von null versehiedenen und der Subdeterminante 
desselben; dies wird ohne weiteres ersiehtlieh, wenn man naeh den 
Elementen der betreffenden Zeile odeI' Kolonne entwiekelt. Ein 
spezieIler Fall dieses Satzes ist der folgende: 

10. Sind aIle Elemente auf einer Seite del' Diagonaie Nullen, 
so reduziert sieh die Determinante auf das Produkt aus den Elementen 
der Diagonale. Z. B.: 

aI' bI> CI 

=al \ 

b~, C2 I 0, b2 , C2 0, 1= a l b2 Ca 
0, 0, Cs 

Cg 

Zu zeigen, daB: 
Beispiele: 

1. I x, y, z 
I=(x+y+z) : 

1, 1, 1 

Y z, x Y ,z, x, , 
I y, z, x 

. : 
y, z, x I 

2. 4, 1, 7 

3, 6, -2 =-23 
5, 1, 8 

3. 4, 1, 5 
8, 2, 6 i=O 

12, 3, 7 
I 

§ 119. Multiplikation und Differentiation von Determinanten. 

Wir wollen noeh, ohne eiIlen allgemeinen Beweis zu geben 
zeigen, wie zwei Determinanten gleicher Ordnung miteinander 
multipliziert werden. Betraehten wir zwei Determinanten zweiter 
Ordnung; es ist: 

! (tv bl • I C1 , dl I = I ((1 C1 + iiI dl , ((1 C2 + bl d2 

ct2 ' b2 C2 , d2 I ((2 Cl + b2 dl , ((2 C2 + b2 d2 
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DaB diese Gleichung richtig ist, ergiht sich, wenn man die 
rechts stehende Determinante entwickelt: 

::~: t ::~:: ::~: t ~:~: ! = I ::~:: ::~: I + I ::~:: ::~: 1+ 
+I~~:~~I+I~~:~~I= 

= (al a2 cl c2 + bl b2 dl d2)·1 ~: ~ I+CC1_d2 -dl c2)·1 

=1 av bl 1.1 cl ' dl I I a2 , b2 c2 ' d2 

Das Produkt der zwei Determinanten konnte jedoch noch in 
anderen Formen geschrieben werden, die sich ergebcn, wenn man 
im ersten oder zweiten Faktor oder in beiden Faktoren Reihen mit 
Kolonnen vertauscht, wodurch ihr Wert nicht geandert wird. So z. B.: 

i av bl I. I Cv d1 I_I al cl + bl ('2' al dl + bl d2 i 
a2 , b2 I I C2 , d2 I-I a2 cl + b2 c2 , a2 dl + b2 d2 

Die Methode gilt fiir Determinanten beliebig hoher Ordnungen. 
Wir wollen ferner darauf hinweisen, wie eine Determinante, 

deren Elemente Funktionen einer unabhangigen Veranderlichen t 
sind, nach dieser differenziert wird. Da: 

A ! Xl' Yl I 
LI =1 =X1 Y2 -X2 Yl 

! X 2 , Y2 , 
so ist: 

Xv 
dYl dXl 

Yl dt Tt' 
dY2 + dX2 

x2 , 
dt Tt' Y2 

§ 120. Funktional- und Hessesche Determinanten. 

Es seien u, v, UJ Funktionen del' unabhangigen Veranderlichen 
X, Y, z. Man nennt die Determinante: 

au ott au 
ax' oy' oz 
ot' ov ov 

.7= ox' oy' (}z 

010 ow 010 

ax' 0Y' oz 
23* 
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eine Jaeobisehe oder Funktionaldeterminante und sehreibt 
symboliseh: 

J=O(U, v, w) 
o (x, y, z) 

Setzt man in dieser Determinante fiir u, v, w beziigl. die par
tiellen .Ableitungen einer Funktion, z. B. cp, naeh x, y, z, so entsteht 
die folgende: 

H= 

02 cp 02 cp 02cp 
ox2 , oxoy' oxoz 
02cp 02cp 02cp 

oyox' oy2' oyoz 
02cp 02cp 02cp 

ozox' ozoy' --;}Z2 

o (ocp ~ ocp) 
ox' oy' OZ 
o (x, y, z) 

Man nennt Heine Hessesehe Determinante. Einige Hinweise 
werden die Bedeutung dieser Determinanten illustrieren. 

Sind u, v zwei Funktionen von x, y und ist iiberdies: 

so ist: 

daher: 

oder: 

u=f(v) 

ou =f'(v)oV 
ox ox 

oU=f'(V)~ 
oy oy 

OU ov OU ov - - - ""---" --"- = 0 
ox oy oy ox 

Ott OU 

ox' oy =~~'-~}=O 
ov ov o (x, y) 
ox' oy 

Sind also zwei Funktionen von x, y voneinander abhiingig, 
so ist ihre Funktionaldeterminante null. Wiehtiger noeh ist es, daB 
sieh aueh der umgekehrte Satz beweisen liiBt: Bei versehwindender 
Funktionaldeterminante besteht zwischen u, v eine Gleichung: 

tt= f(v) 

ou OU 
Setzt man fUr u, v beziigl -- -- so erhiilt man den Satz: . ox' oy' 

Wenn die Hessesehe Determinante einer Funktion null ist, besteht 

zwischen den partiellen .Ableitungen ~;, ~; eine Beziehung: 
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Es seien up u2 zwei Funktionen von xl' x2 ' und die letzteren 
zwei Veranderlichen selbst Funktionen von Y1' Y2' Dann ist: 

OU1 _ oUl oXl + oUl oX2 OUl _ oU1 OXl + OUt OX2 
0Y1 - OX1 . OYl OX2 0Y1 OY2 - oX1 0Y2 OX2 0Y2 

oU2 _ oU2 oX1 + oU2 OX2 oU2 _ oU2 OXl + oU2 OX2 
OY1 - oX1 0Y1 OX20Y1 0Y2 - oX1 oY2 oX2 . OY2 

Daher muJ3 nach dem lVIultiplikationstheorem zweier Determinanten: 

OUt OUt oUl oU1 - oXl OXl 
OYl' °Y2 oxl ' oX2 °Yl' OY2 
aU2 oU2 oU2 oU2 oX2 oX2 
oy/ °Y2 h' 1 OX2 oy~' °Y2 

sein, oder: 
o (ul , u2) o (ul , u2) o (Xl' X2) 
O(Yl' Y2) o (Xl' X2 ) o (Yl' Y2) 

ein Satz, welcher analog ist der Differentiationsregel: 

ou ou ox 
- === -. -,---
oy oX oY 

Sind zwei Funktionen u, v del' Variabelen x, Y nicht explizit, 
sondern durch die Gleichungen: 

fl ( X, y, U, v) = 0 f2 (x, y, u, v) = 0 

gegeben, so erhalt man durch Differentiation: 

~&+ ofl ou + ofl ~=o oft +Yl ou + ?fl~=O 
ox OU ox ov oX oy ou oy ov oy 

~~+ Of2~+ of~av = 0 Of2 + Of2 OU +~f2 ~=o 
ox ou ox ou oX oy ou oy ov oy 

Diese vier Gleichungen konnen mit Hilfe des lVIultiplikations-
theorems del' Determinanten in die eine Gleichung vereinigt werden: 

o fl 0 fl 0 It ~"!t_ 0 fl 0 fl 
Ou' OV OX' oy OX' oy 

Of2 Of2 OV OV Of2 Of2 
Ou' OV ox' oy ox' oy 

oder: 

Auch dieser Satz steht in Analogie zu del' Differentiationsregel 
impliziter Funktionen. 



XI. Abschnitt. 

Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichsrechnung. 

§ 121. Die Grmldlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Es kommt sehr oft, ja meistens, VOl', dai3 wir iiber den Eintritt 
irgend eines zukiinftigen Ereignisses riicht mit voller Sicherheit ab
urteilen konnen. lndem wir die gltnstigen wie die ungiinstigen 
Eventualitaten abwagen, scheint uns die Hoffnung auf das Eintreten 
des Geschehnisses bald groi3er, bald kleiner zu sein. Die Wahr
scheinlichkeitsrechnung macht es sich zur Aufgabe, die Groi3e dieser 
Hoffnung mathematisch zu formulieren. 

Zu diesem Zwecke ist es notig, zunachst den Begriff "W ahr
scheinlichkeit eines Ereignisses" zu definieren. Sind fiir den Ein
tritt des Ereignisses a FaIle gltnstig, b FaIle ungltnstig, so dai3 also 
im ganzen a + b FaIle ltberhaupt moglir,h sind, so nennen wir die 
Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt des Ereignisses: 

Nach diesel' Definition ist die Wahrscheinlichkeit fUr das Nicht
Eintreten des Ereignisses: 

b 
WI = a+b 

Demnach ist: 
w+w1 =1 

Die Einheit ist das mathematische Symbol del' GewiJ3heit. 
Wenn z. B. ein Schlttze unter zwolf Schiissen einmal ins Schwarze 

trifft, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir ihn, einen Kernschu13 zu tun, 

1~' und die, fehlzuschiei3en, ~~. Offenbar setzt diese Dberlegung 

abel' voraus, dai3 aIle Schiisse unter denselben Verhaltnissen, z. B. 
derselben Beleuchtung, abgegeben werden. Die Bedingung fiir die 
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aufgestellte Definition der Wahrscheinlichkeit ist also, da£ alle Falle 
gleich moglich sind. 

1. Wenn zwei Ereignisse vollkommen unabhangig voneinander 
eintreten konnen, so ist die Wahrscheinlichkeit ffir das gleichzeitige 
Eintreffen beider Ereignisse das Produkt der Einzelwahrscheinlich
keiten jedes der beiden Ereignisse. 1st also die eine Wahrschein
lichkeit p, die andere q, so ist die ffir den gleicbzeitigen Eintritt 
beider Ereignisse pq (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit). 

Denn wenn fiir das erste Ereignis unter m1 iiberhaupt moglichen 
Fallen a1 giinstig sind, ist: 

analog ist: 

wo a2 , m2 die fitr das zweite Ereignis giinstigen, resp. moglicben 
Falle bedeuten. Nun kann es im ganzen in m1 m2 Fallen gescheben, 
da£ beide Ereignisse gleichzeitig eintreten, und a1 a2 FaIle sind dies em 
Geschehnis giinstig; daher ist die Wahrscheinlichkeit fitr diesen Fall: 

Zwei Urnen enthalten eine gewisse Zahl schwarzer und weiBer 
Kugeln, und zwar die erste a1 weiJ3e und b1 schwarze. die zweite 
a2 weiJ3e und b2 schwarze Kugeln. Dann ist die Wahrscheinlich

a 
keit, aus der erst en Urne eine weiJ3e Kugel zu ziehen, +1 b ; 

b a1 1 

die, eine schwarze zu ziehen, +1 b ; die analogen Zahlen fiir 
a1 1 

an bQ 

die zweite Urne sind --"- und - Daher ist die Wahr-
a2 + b2 a2 + b2 • 

scheinlichkeit : 
a) zwei weiJ3e Kugeln aus beiden Urnen gleichzeitig zu ziehen: 

(a1 + b1 ) (a2 + b2 ) 

b) zwei schwarze zu ziehen: 

b1 b2 

(a1 + b1 ) (a2 + b2 ) 

c) aus der ersten Urne eine weiBe, aus der zweiten eine 
schwarze zu ziehen: 
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d) aus del' el'sten Ul'ne eine schwarze, aus der zweiten eine 
weiBe zu ziehen:. 

(a1 + b1 ) (a2 + b2 ) 

2. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB irgend eines von mehreren 
Ereignissen, die nicht gleichzeitig eintreten konnen, geschehe, ist 
die Summe del' Einzelwahrscheinlichkeiten eines jeden Ereignisses. 

So ist in dem letzten Beispiele die Wahrscheinlichkeit, aus beiden 
Urnen eine wei13e und eine schwarze Kugel zu ziehen: 

a1 b2 + a2 b1 

(a1 + a2 ) (b1 + b2) 

denn diese Wahrscheinlichkeit ist die Summe del' unter c) und d) 
erwahnten Einzel wahrscheinlichkeiten. 

3. 1st p die Wahrscheinlichkeit, daB ein Ereignis in einem 
FaIle eintritt, so ist die fiir das r-malige Eintreten unter n Fallen: 

W= G)p"(l-p)n-" 

Da namlich die Wahrscheinlichkeit, da13 das Ereignis bei einem 
Versuche eintritt, p ist, so betragt die, da13 es jedesmal bei 
r Versuchen eintritt, p", und die, da13 es bei n - r Versuchen 
nicht eintritt (1- p)n-". Die Wahrscheinlichkeit also, da13 es gleich
zeitig in r bestimmten Fallen eintritt, in n - r bestimmten Fallen 
nicht eintritt, ist p" (l_p)n-,'. In welchen Fallen abel' das Er
eignis eintritt, in welchen nicht, solI ganz beliebig sein; und da es 

G) mogliclH~ Kombinationen diesel' FaIle gibt, hat die gesuchte 

Wahrscheinlichkeit den angege benen Wert. 
Wird n sehr gro13 und p sehr klein, so geht die 0 bige Formel ange

nahert in die folgende uber: 

oder: 

n" w=-p"(l-p)n 
r! 

W= (np)r e-np 

y! 

§ 122. Das Fehlergesetz. 

Eine del' wichtigsten Anwendungen del' Wahrscheinlichkeits
rechnung ist die Theorie del' Beo bachtungsfehler. Die Erfahrung 
lehrt, da13 die mehrmalige Beobachtung derselben GroBe selbst 
unter scheinbar ganz gleichbleibenden au13eren Umstanden ver
schiedene Resultate liefert. Wenn z. B. verschiedene Beobachter 
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die Lange einer Quecksilbersaule von 1 mm2 Querschnitt messen, 
welche gerade ein Ohm Widerstand bei 0° C besitzt, so erhalten 
sie etwa die folgenden Resultate (in cm): 

106'33 106'31 106'24 
106'32 106'29 106'21 
106'32 106'27 106'19 

Da die kontrollierbaren Umstande, unter denen die Beobach
tungen ausgefiihrt wurden, ganz gleich erhalten werden, so konnen 
die Abweichungen nur durch Einfliisse erklart werden, die sich der 
Beobachtung entziehen, und die wir zufallige nennen. Wir haben 
einen ganz analogen Fall vor uns wie in dem 0 ben angefiihrten 
Beispiele des Schiitzen, del' nach der Scheibe schieEt, sie aber 
im allgemeinen in groEerer odeI' kleinerer Distanz vom Zentrum 
trifft. Eben weil die Beobachtungsfehler als zufallige aufzufassen 
sind, wird die J<'rage Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Wir miissen annehmen, daE jede Beobachtung mit einem ge
wissen . Fehler behaftet ist, daE sie von dem wahren Wert der ge
suchten unbekannten GroBe um einen bestimmten Betrag abweicht. 
Es ist nun die Frage: Nach welch em Gesetze sind die Fehler ver
teilt, d. h. wie zahlreich sind die Fehler einer gewissen GroBe? 
Allein, um diese Frage zu entscheiden, miiBten wir von vornherein 
den wahren Wert del' Unbekannten kennen. Dies ist nicht del' 
Fall, und wir miissen daher gewisse uns plausibel scheinende An
nahmen mach en; es seien dies die folgenden: 

1. Kleine Fehler sind zahlreicher &;ls groBe. 
2. Positive und negative Fehler kommen gleich oft VOl'. 

3. Am haufigsten ist del' Fehler null, wahrend sehr groEe 
Fehler gar nicht vorkommen. 

Nennen wir die Wahrschein1ichkeit, daE ein Fehler zwischen 
den Werten x und x + dx liegt, qJ (x) dx. Die Funktion qJ (x) muE 
solche Eigenschaften haben, daB die genannten drei Bedingungen 
erfltllt sind; d. h. sie muE erstlich mit wachsendem x abnehmen, 
zweitens eine gerade Funktion sein, so daB qJ (x) = qJ (- x) ist, und 
drittens fiir x = 0 ein Maximum aufweisen. Eine solche Funktion 
ist: 

cp (x) = ke-h2z2 

Von ihr hat G au 13 gezeigt, daE sie zum arithmetischen Mittel 
als dem wahrscheinlichsten Wert del' Unbekannten fiihrt. Wir 
wollen die Annahme graphisch versinnlichen, indem wir ein Koor
dinatensystem konstruieren, dessen Abszissen die GroEe des Fehlers 
angeben und dessen Ordinaten del' Wahrscheinlichkeit des be
treffenden Fehlers proportional sein sollen. Wir tragen demnach 
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die Kurve y = ke- h' z• auf (s. Fig. 38 S. 80). Da die Wahrscheinlichkeit, 
daB ein Fehler zwischen x und x + dx liege, durch ydx gegeben 
ist, wird die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler zwischen irgend 

zwei Werten a und b liege, durch: f; dx, d. h. durch die von der 
a 

Abszissenachse, den Ordinaten in den Punkten a, b und der Kurve 
begrenzte Flache dargestellt. Die gesamte zwischen der Kurve 
und der Abszissenachse liegende FHiche reprasentiert also die 
Wahrscheinlichkeit, daB iiberhaupt_ein Fehler gemacht worden ist; 
sie ist natiirlich der Einheit gleich, d. h. es muB: 

f+<X> 
k e-h2z• dx= 1 

-00 

sein. Diese Gleichung dient zur Bestimmung der Konstanten k. Es 
ist namlich: 

lind daher: 
kV~ = 1 

h 

h 
k=-= Vn 

h /. , 
Die Funktion y=-=e-' x ist unter dem Namen des GauB-

Vn 
schen Fehlergesetzes bekannt. Dber ihr Integral siehe § 77, Beispiele. 

Bessel hat dieses theoretische Fehlergesetz an den Beobach
tungsfehlern geprlift, die in gewissen astronomischen Messungen 
von Bradley vorgekommen sind. Er fand: 

Groj3e des Fehlers Zahl der Fehler 
in Bogensekunden 

zwischen: Beobachtung TheOl·ie 

o und 0·1 94 9.5 
0·1 0·2 88 89 
0·2 0·3 78 78 
0·3 

" 
Q-4 58 64 

Q-4 
" 

0·5 51 50 
0·5 0·6 36 36 
0·6 0·7 26 24 
0·7 

" 
0·8 14 15 

0·8 
" 

0·9 10 9 
0·9 

" 
1·0 7 5 

tiber 1·0 8 5 

Wie man sieht, ist die Dbereinstimmung eine sehr gute. 

1) Vid. s. 159 (10)._ 
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§ 123. llIittlel'er, durchschnittlicher und wahl'scheinlicher 
Fehler. 

Hat man eine bestimmte Beobachtungsreihe gemacht, so ist es 
wiinschenswert, zu wissen, welche Genauigkeit sie besitzt und 
mit welcher Annaherung man das arithmetische Mittel aller Be
obachtungen dem wahren Wert der gesuchten GroBe substituieren 
darf. Nun wird offenbar eine Beobachtungsreihe fiir urn so genauer 
zu gelten haben, je seltener groBe Fehler und je haufiger ver
gleichsweise kleine Fehler auftreten. Urn danach ein MaB fiir die 
Genauigkeit del' Beobachtungsreihe aufzusteIlen, werden wir bis zu 
einem gewissen Grade willkiirlich verfahren konnen. Am natiir
lichsten ist es, einen Durchschnittswert aller Fehler zu bilden; je 
kleiner er ausfallt, urn so genauer ist die Beobachtungsreihe. 
Da wir nun annehmen, daB positive und negative Fehler gleich 
haufig vorkommen, so ware der Durchschnittswert aller Fehler 
immer null. Urn also zu einem brauchbaren MaBe zu gelangen, 
ditl'fen wir jeden Fehler nur mit seinem absoluten Werte ein
fiihren .. 

Ein solcher Durchsclmittswert wird erhalten, wenn man jeden 
Fehler x - absolut genommen - mit del' Wahrscheinlichkeit seines 
Vorkominens multipliziert und aIle Produkte addiert. 1st also die 
Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler zwischen x und x + dx liege, 
T (x) dx, so ist del' gesuchte Durchschnittswert: 

f+<Xl 
d = ~~ T (x) dx . (1) 

wobei Ixl den absoluten Wert von x bedeutet. Die GroBe d heiBt 
der durchschnittliche Fehler der Beobachtungsreihe. 

Wahlt man im speziellen filr T(x) das GauBsche Fehlergesetz, 
so wird: 

h f-l-<Xl 0 2 2 h fOO 2 0 

d=--= ixie-"'" dx=-= xe-""'dx 
Vn _<Xl Vn 0 

daher: 1) 
1 

d=--= . 
hVn 

(2) 

Die GroBe h des GauBschen Fehlergesetzes ist also dem durch
schnittlichen Fehler umgekehrt proportional. Je genauer also die 
Beobachtungsreihe, urn so groBer ist h; daher nennt GauB diese 
GroBe das MaB del' Prazision. 

') Man setze: 1 

h2 x 2 = y, somit: x = yZjh, xdx = dy/2 h2 

und erhaIt dann eine :Form, die man nach dem illl § .~8 Gelernten zu behandeln hat. 
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Statt den Durchscimittswert aller Fehler aufzusuchen, wird man 
auch ein MaB der Genauigkeit erhalten, wenn man den Dmch
schnitt irgend einer Potenz der Fehler untersucht. 

Besonders eignet sich hierzu das Quadrat, weil man bei dieser 
Wahl nicht notig hat, die absoluten Werte del' Fehler zur Berechnung 
zu verwenden. Man bildet also die GroBe: 

und nennt m den 

() h h"" cp X = -=e- -x-

Vn 

oder: 

mittleren Fehler del' Beobachtungsreihe. 

erhalt man: 1) 

m2 = 2~Jx~e-h'X'dX=~-
Vn 0 2 h~ 

1 
1n=~ 

hV~ 

(3) 

Fur 

(4) 

Es ist schlieBlich noch eine dritte Art im Gebrauch, die Ge
nauigkeit einer Beobachtungsreihe abzuschatzen. Man sucht namlich 
elne GroBe w von del' Beschaffenheit, daB ein Fehler x dem ab
soluten Betrage nach mit derselben "\Vahrscheinlichkeit unterhalb 
wie oberhalb jener GroBe liegt, d. h. es soIl die Wahrscheinlich-

1 
keit, daB ein Fehler x zwischen null und w liegt, "2 sein, odeI': 

2 r; (x) dx = ~ 
.J~ 2 

(5) 

Die so definierte GroBe w heiJ3t del' wahrscheinliche Fehler del' 
Beobachtungsreihe. Nimmt man wieder fUr cp(x) das GauBsche 
Gesetz, so ist: 

2h ftc " 'd 1 -= e-' x x=~ 
V;;: 0 2 

und um eine Dezimale genauer als durch Interpolation aus Tabelle VIII: 

h w=0'4769 

Aus (2), (4) und (6) erh1ilt man: 

') Vid. S. 363 Note 1. 

10=0'6745 m) 
w=0'8453 d 
m=1'2533d 

(6) 

(7) 
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Es wurde bisher immer vorausgesetzt, daB die Beobachtungen 
und daher auch die Beobachtungsfehler eine kontinuierliche Zahlen
reihe darstellen, daB also unter ihnen jede beliebige Zahl zwischen 
o und + 00 vorkommt. In del' Tat ist dies aber nicht der Fall: 
man hat vielmehr eine endliche, diskrete Zahl von Beo bachtungen 
und daher von Fehlern vorliegen. Es ist nun definitionsgemaB 
das Quadrat des mittleren Fehlers der Mittelwert del' Quadrate der 
einzelnen Fehler. Sind also n Fehler Xl' X2 •••• X" vorhanden, so 
ist der mittlere Fehler: 

Yx12+Xo 2+ .... +x,,2 m== ~~~-~~--~~~ 

n 
odeI': 

yXx~ 
m==+ --. 

n 
(8) 

Analog ist del' durchsclmittliche Fehler einer endlichen Anzahl 
von Beo bachtungsfehlern : 

(9) 

Um schlieBlich den wahrscheinlichen Fehler von n Beobachtungen 
zu finden, kann man entweder das GauBsche Fehlergesetz annehmen 
und erhlilt nach (7): 

~
~.> 
~x-

w == + 0.6745 --
n 

(10) 

odeI' man kann 1/) seiner Definition nach finden. Man ordnet 
namlich die Fehler ihrer GroBe nach und sucht eine Zahl 1/) der
art, daB gleichviele Fehler zwischen 0 und 1/), wie tiber w liegen. 

Abel' auch diese Annahmen entsprechen noch nicht den wirk
Hch vorkommenden Tatsachen. Die bisher bentltzten GraBen X sind 
die sogenanten "wahren" Fehler, d. h. die Abweichungen der Be
obachtungen von dem in del' Regel vollstandig unbekannten wahren 
"Verte del' gesuchten GroBe. Nehmen wir statt seiner das arith
metische Mittel aller Beobachtungen, so geben die Abweichungen del' 
einzelnen Beobachtungen von jenem Mittel gewisse Fehler 2; diese 
sind es, die uns allein zuganglich sind. Es handelt sich also darum, 
den mittleren Fehler einer Beobachtungsreihe als Funktion del' 
GraBen 2 auszudrucken. 

Es seien n Beo bachtungen ll' l2 .... l" gemacht worden. Ihre 
Abweichungen vom aritillnetischen .Mittel a sind die Fehler }'l' 

A2 .... ;'n. Daher bestehen die Gleichungen: 

l1 ==a+~1 } 
l2=a+"2 (11) 
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Ist anderseits der wahre Wert der Unbekannten u, so ist fiir 
die wahren Fehler Xl' X2 •••• Xn: 

11 =U+Xl l 
12=u+x2 J 

Nun ist das Quadrat des mittleren Fehlers nach (8): 

2:x2 
m 2 = __ 

n 

(12) 

Quadriert und addiert man die Gleichungen (12), so kommt 
man zu: 

2:x2 = 2:12 - 2u2:1 + nu2 

tut man dasselbe mit den Gleichung·en (11), so liefert diese Operation: 

2:;"2=2:12 - 2 a2:1 + na2 

da a das arithmetische Mittel der list, geben diese zwei Gleichungen: 

2:x2 =2:;.,2 + n(a - u)2 

durch Subtraktion del' Gleichungen (12) von den entsprechenden 
(il) erhalt man: 

n(a-u)=2:x-2:A=2:x 

weil 2: A = 0 ist. Daher ist: 

m2 = 2:x2 = 2:;.,2 + (~'~)2 
n n n 

Der Ausdruck (2:X)2 besteht aus den Gliedern X 1 2, X22 ... und 
2Xl x2 , 2Xl xa . .. Del' Durchschnitt del' letzteren Produkte muB abel' 
null sein, wenn fiir die wahren Fehler ein Fehlerg·esetz mit del' Be
dingung tp(+x)=tp(-x) (s. § 122) besteht. Daher erhalten wir 
schlieBlich: 

und: y 2:,P 
m=+ --. 

- n-l 
(13) 

Hieraus findet man den wahrscheinlichen Fehler nach (7): 

g o 

w=+O·6745 ~-
-- n-l (14) 

(Bessels Formel). 
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§ 124. Fortsetzung und Beispiel. 

Cavendish hat fiir die mittIere Dichte del' Erde die foigenden 
29 Werte erhalten: 

Beobachtete Ahweichungen 
Werte yom Mittel ).2 

l J. 

4-88 -0-57 0-325 
5-50 +0-05 0-003 
5-61 +0-16 0-026 
5-07 -0-38 0-122 
5-26 - 0-19 0-036 
5-55 +0-10 0-010 
5-36 -0-09 0-008 
5-29 -0-16 0-026 
5-58 +0-13 0-017 
5-65 +0-20 0-040 
5-57 +0-12 0-014 
5-53 +0-08 0-006 
5-62 +0-17 0-029 
5-29 -0-16 0-026 
5"44 -0-01 0-000 
5-34 -0-11 0-012 
5-79 +0-34 0-116 
5-10 -0-S5 0-122 
5-17 -0'28 0-079 
5-39 -0-06 0-004 
5-42 -0-03 0-001 
5-47 +0-02 0-000 
5-63 +0-18 0-033 
5-34 -0-11 0-012 
5-46 +0-01 0-000 
5-30 - 0-15 0-023 
5-75 +0-30 0-090 
5-68 +0-23 0-053 
5-85 + 0-40 0-160 

Aus den Werten del' ersten Kolonne folgt del' Mittel wert 
5'445; die zweite Kolonne enthliJt die Abweichungen der Beobach
tungen vom Mittelwert, also die Fehier 2. Es ergibt sich zunachst 
als Rechnungskontrolle: 

Urn den mittleren Fehler einer Beobachtung zu bestimmen, 
bildet man die GraBen 22, die in del' dritten Kolonne verzeichnet 
stehen und berechnet: 
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11 .l'}.2 
m=+ -

- n-l 

m=+0·222 

Hingegen ware del' wahrseheinliche Fehler einer Beobachtung: 

w = 0·6745 m = + 0·149 

Man wiinscht nun auch noch zu wissen, wie groB del' mittlere 
Fehler in der Berechnung des arithmetischen Mittels ist. Hierzu 
gelangt man in folgender Weise: 

Gesetzt, es sei eine line are Funktion L von n beobachteten 
GraBen lv l2 •.. l.. gege ben: 

L = a1 II + a2l2 + ... an l" 

J ede del' GraBen l unterscheidet sich von ihrem wahren Werte 
durch einen gewissen Fehler Xv X 2 ••• X"' sodaB auch L mit einem 
gewissen Fehler x behaftet ist, namlich: 

X= a1x1 + a2x 2 + ." .. + a"x" 

Nun kann jede del' GraBen x alle Werte haben, welche dem 
Fehlergesetz cp (x) genugen. Bildet man den Durchschnittswert del' 
Quadrate der x, also des Ausdrucks: 

X2= a12x12 + a22x 22 + ... a,,2x ,,2 + 
+ 2 (a1 a2 x1 x2 + a1 aZx1 xa + ... ) 

so wird wegen der Bedingung: 

cp (x) = cp (- x) 

del' Mittelwert del' Produkte a1 U2 X 1 x2 ••• null sein; jener del' Qua" 
drate del' x abel' gibt die Quadrate del' mittleren Fehler m del' 
GraBen l. Ebenso erhliJt man als Durchsehnittswert yon X 2 das 
Quadrat des mittleren Fehlers M von X. Daher ist: 

und: 
(1) 

Es ist z. B. das Molekulargewicht yon Titaniumchlorid (Ti C14) 

188·545 mit einem mittleren Fehler yon ± 0·0092, das Atomgewicht 
yon Chlor 35·179 mit einem mittleren Fehler yon ± 0·0048. Daher 
ist das Atomgewicht yon Titan: 

188·545 - 4·35·179 = 47·829 

mit einem mittleren Fehler (nach (1)) Yon: 

+ VO·0602 2 + 16.0.00482 = ± 0·0213 
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Sind im speziellen die GraBen ll' l2 ... l" Beobachtungen der
selben GroBe, so ist: 

ist ferner L das arithmetische Mittel aIler l, so hat man: 

1 
a1 =a2 =·· .=an=n 

und del' mittlere Fehler M des arithmetischen Mittels: 

(2) 

In dem obigen Beispiele ist also del' mittlere Fehler in del' Be
stimmung del' Dichte del' Erde: 

][=+ O·~2~=+O·04l 
-1"29 -

so daB man fUr die Erddichte erhiUt: 

5·45±O·041 

Hieraus ersieht man, daB die Genauigkeit des Resultates einer 
Beobachtungsl'eihe nul' mit del' Quadratwul'zel aus del' Zahl del' Be
obachtungen wachst. 

Wenn die Abweichungen A dasselbe Fehlergesetz wie die wahren 
Fehler x befolgten, so konnte man den durchschnittlichen Fehler 
del' Funktion del' A ebenso berechnen wie als Funktion del' x und 
erhielte: 

d= 2'JAI 
Vn (n-l) 

In unserem Beispiel ergibt dies: 

d=O·181 

(3) 

Wie aus (2) und (4) in § 123 folgt, ist fur unendlich viele Be
o bachtungen : 

9 m- n 
--=--=1·57 
d~ 2 

In unserem FaIle ist: 

Beispiele: 

1. Man zeige, daB del' mittlere Fehlel' die Abszisse eines Wende
punktes del' Fehlerkurve darstellt (s. § 38, Beisp. 3). 

Mellor- Wogrinz, Hohere Mathematik. 24 
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2. Zu zeigen, daB der mittlere Fehler 111 des Produkts zweier 
GraBen lv l2 sich aus den mittleren Fehlern mv m2 derselben durch 
die Formel berechnet: 

3. Die spezifische Warme von Zinn ist 0'0537 mit einem mitt
leren Fehler von ± 0'0014, das Atomgewicht dieses Elements ist 
118'150 ± 0'0089. Man zeige, daB die Atomwarme von Zinn 
6'38 ± 0'1654 ist. 

§ 125. Beobachtungen von ungleichel' Genauigkeit. 

Wir haben bei unseren bisherigen Dberlegungen stets voraus
gesetzt, daB aIle Beobachtungen einer GroBe die gleiche Genauigkeit 
besitzen. Dies ist jedoch tatsachlich nicht immer del' Fall: wenn 
zwei Beobachter Messungen derselben GroBe vornehmen, odeI' wenn 
ein und derselbe Beobachter zu verschiedenen Zeiten odeI' mit ver
schiedenen Apparaten mint, so wird man nicht allen Messungen den
selben Grad von Genauigkeit zuschreiben konnen. Man wird als 
MaB del' Genauigkeit den mittleren Fehler einer Beobachtung' 
odeI' einer Beobachtungsreihe wahlen konnen. Raben wir beispiels
weise zwei Beobachtungen II und 12 bezi.tgl. mit den mittleren Fehlern 
m1 und 1n2 gegeben, und ist: 

so werden ,vir die Beo bachtung 12 fitr ,u -mal genauer ansehen als 
11 , Wir konnen uns vorsteIlen, jede del' beiden Beobachtungen ll' 
12 sei selbst schon ein Mittel aus mehreren Beobachtungen, abel' die 
genauere 12 von einer gI'oBeren Zahl von Einzelwerten als ll' Nun 
haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, daB die mittleren Fehler 
del' Resultate zweier Beobachtungsreihen sich cet. par. verkehrt ver
halten wie die Quadratwurzeln aus den Zahlen del' Beobachtungen 
in beiden Reihen. Wir konnen also annehmen, daB l., das Mittel 
von ,u2- mal so viel Beobachtungen ist als ll' 1st den;nach 11 das 
Resultat einer Beobachtung, so ist l2 das Mittel von I-t 2 Beobach
tungen, und wir werden als Generalmittel del' beiden ungleich 
genauen Beobachtungen 11 und l2 den Ausdruck: 

l1 + ,u212 
1 +,u2 

anzunehmen haben, wahrend bei gleicher Genauigkeit das 1IIittel 

einfach II + 12 ware. Setzen wir: 
2 
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so wird das Mittel: 

m 2 
IJ.?'=-'!'" =g .. mil 

2 

l1 + gl2 

l+g 
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Man nennt.g das Gewicht der Beobachtung l2; als Gewicht von 
l1 ist dabei willkiirlich i angenommen. Wie man sieht, verhalten 
sich definitionsgemli13 die Gewichte zweier Beobachtungen verkebrt 
wie die Quadrate der mittleren Fehler. 

So z. B. sind 100 Teile Silber iiquivalent mit: 

49-5365 + 0'013 Teilen NH4Cl nach Pelouze 
49-523 + 0-0055" " "Marignac 
49-5973 + 0-0005" " "Stas (1867) 
49'5992 + 0-00039" " "Stas (1882)_ 

Das Mittel diesel' Ergebnisse wil'd nach dem eben Erol'tel'ten 
gefunden, indem man jede Zahl mit ihrem Gewichte, d. h_ mit dem 
rezipro.ken Quadrat ihres mittleren Fehlers, multipliziert, und die 
Summe dieser Produkte dur'ch die Summe der Gewichte dividiert. 
Dies ergibt: 

40-5365 49-523 49'5973 49-5992 
0-013 2 + ... 0-0055 2+ 0'0005 2 + -0'00039:! 

1 1 1 1 
0'013 2 + 0-0055 2 + 0'0005 2 + O:00039~ 

=49'5983 

Den mittleren Fehler dieser GroDe konnen wir nach der Regel 
(1) des § 124 finden. Sind niimlich g1' g2'" g .. die Gewichte del' 
Beobachtungen l1' l2' - - l .. , so ist deren Mittelwert gegeben durch: 

ld1 + 12g2 + ... + l .. g .. 

g1 +g2 + .. -+g .. 

daher del' bei der Bildung dieses Mittelwertes begangene mittlere 
Fehler: 

.. I 2 2 + 9 ., + + ., -,-M= Y m1 g1 m2"g2".·· - m .. "g,," 

g1 +g2+ -.- +9 .. 
wobei ml , m2 • - • m .. die mittleren Fehler der Beobachtungen 11".l .. 
sind. Da nun die Quadrate der Gro/3en m den Gewichten verkehrt 
proportioniert sind, so erhiilt man: 

(1) 

24* 
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Dies liefert in unserem Beispiele als mittleren Fehler des Mittel-
werts: 

lv[=+ 1 
-,/ 1 1 1 

. V 0'013 2 + 0'0055 2 + 0'00039 2 

odeI': 
M=+0'00031 

Nicht immer ist jedoch wie in diesem Beispiel das Gewicht 
einer Beobachtung durch Angabe des mittleren Fehlers direkt 
bestimmt. Vielmehr kommt es oft vor, daB man einzelnen 
Beobachtungen einer Reihe ein groBeres oder kleineres Gewicht bei
zulegen hat als anderen, wei! sie einen anderen Grad del' Genauig
keit besitzen; es sind bei ihnen geanderte Umstande gewesen, unter 
denen man beobachtet hat. Lassen sich diese Umstande verfolgen, 
so laBt sich das Gewicht del' betreffenden Beobachtungen angeben. Dies 
ist jedoch nul' selten del' Fall. Insbesondere gibt es fast in jeder Be
obachtungsreihe Werte, die vom Mittel abnormal stark abweichen, 
ohne daB del' Grund fiir diese Abweichung offen lage. Es entsteht 
die Frage, wann man das Recht hat, einer Beo bachtung das Gewicht 
null zuzuschreiben, d. h. sie ganzlich auszuschlieBen. Diese Frage 
exakt durch Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen zu beantworten, ist 
bisher nicht gelungen. Es sind aber unter gewissen willkiirlichen 
Voraussetzungen Kriterien angegeben worden, nach denen man ent
scheiden kann, wann eine Beobachtung auszuschlieBen ist. Ein 
solches ist das Kriterium von Chauvenet. 

Nach dem Ga uBschen Fehlergesetz ist die Wahrscheinlichkeit, 
daB ein Fehler dem absoluten Betrage nach groBer ist als eine ge
wisse GroBe a, gegeben durch: 

tV = 2 ~fe':h''''' clx = 2 __ fe':Pdt 
Yn a Vn ai, 

odeI' wenn wir den mittleren Fehler: 
1 

m=---= 
hY2 

einfi.thren : 
2 fOO W = ----== e-t'dt 

Yn a 

mV2 

Daher ist die Zahl del' Fehler, die iiber a liegen, wenn die 
Gesamtzahl der Fehler n betragt: 

2 fOO n----== e-t'dt 
Vn ~ 

mY:;: 



Beobachtungen von ungleicher Genauigkeit. 373 

Chauvenet nimmt nun an, daJ3 ein Fehier von der GroJ3e a 

auszuscheiden ist, sobald die genannte Zahl kleiner als ~ ist. Die 

Bedingung fiir die Ausscheidung einer Beobachtunga ist also: 

2 foo 1 
nV~ :-t2dt=2 

oder wenn man: 

1U~2=t und ~~fi-t2dt=6(t) 
setzt: 

6(t)= 2n-l 
2n 

Zu dem so berechneten Werte von 6 (t) findet man in Tafel IX 
den zugehOrigen Wert von t und daher auch jenen von a = m t V2. 
Die Tafel X gibt die Werte von t, die nach Chauvenets Kriterium 
zu verschiedenen n gehoren. 

Es seien z. B. bei einel1 Bestimmung des Atomgewichts von 
Sauerstoff die folgenden Werte beobachtet worden: 15·96, 19·81, 
15·95, 15·95, 15·91, 15·88, 15·91, 15·88, 15·86, 16·01, 15·96, 
15·88, 15·93. 1st die verdachtige Beobachtung 19·81 auszuschlieJ3en? 
Das Mittel alIer ist 16·22, daher die Abweichung des fraglichen 
Werts a=3·59; del' mittlere Fehler einer Beobachtung m=1·078, 
die Zahl alIer U= 13. Nach Chauvenets Kriterium ist daher: 

25 
6(t)=-= 0·962 

26 

und aus Tafel IX t=3·07, daher a=4·63 >3·59, demnach ware 
diese Beobachtung nicht auszuschlieJ3en. 

Beispiele: 

1. Die mittleren Fehler von vier Reihen von Beobachtungen sind 
bezuglich 1·2, 0·8, 0·9, 1·1; welche sind die relativen Gewichte del' 
Beo bachtungen? 

Antwort: 
7: 16 : 11 : 8 

2. Rowland hat den folgenden J ouleschen Bestimmungen 
des mechanischen Warmeaquivalents die in Klammern beigesetzten 
Gewichte zugesprochen: 442·8 (0); 427·5 (2); 426·8 (10); 428·7 (2); 
429·1 (1); 428·0 (1); 425·8 (2); 428·0 (3); 427·1 (3); 426·0 (5); 422·7 (1); 
426·3 (1). Man zeige, daJ3 hieraus als Mittelwert 426·9 folgt. 
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30 Regnault hat fUr die Dampfspannung des Wasserdampfes 
bei 0° C in drei Versuchsreihen die folgenden Werte gefunden: 

I. 4054, 4 054, 4052, 4054, 4 052, 4054, 4 052,4050, 4050, 4054. 
IIo 4066, 4067, 4064, 4062, 4064, 4066, 4067, 4066, 40660 

III. 4054, 4054, 4054, 4058, 4058, 4:57,40580 

Man zeige, da.i3 hieraus als Generalmittel fUr die Dampfspannung 
des Wasserdampfes 40582 mit einem wahrscheinlichen Fehler von 
000064 folgto 

40 Hat Rowland nach Chauvenets Kriterium die Zahl 442 08 in 
Joules Beobachtungen (Beispiel 2) mit Recht ausgeschlossen? 

§ 126. RelativeI' FehleI'; Fehler von Funktionen direkt 
beobachteter Gro8en. 

Die absolute Angabe der Gro.i3e eines Fehlers sagt gar niehts 
aus tiber die Genauigkeit einer Messungj vielmehr kommt es stets 
auf das Verhaltnis der Gro.i3e des Fehlers zu jener der gemessenen 
Zahl ano vVenn wir Zo B. angeben, da.i3 ein Astronom einen Fehler 
von 20000 1Ieilen bei del' Messung del' Distanz Erde-Sonne ge-

inaeht, ein Physiker hingegen einen solchen von 1~1O- l\leilen bei 

einer Wellenlangenmessung begangen habe, so geben diese Zahlen 
gar keine Vorstellung von del' Genauigkeit beider Messungeno 

o 1 
Erfahrt man abel', da.i3 dIe erste Zahl nul' 1000 del' zu messenden 

GroBe, die zweite abel' von del' 0 Gro.i3enordnung einer WeIlenIange 
selbst ist, so sieht man, daB del' Astronom viel genauer gemessen hat 
als del' Physikero Man nennt das Verhaltnis des Fehlers f zu del' 

f gemessenen Gro.i3e g, also die Zahl den relativen Fehler del' 
9 

Messungo 
Es kommt nun haufig VOl', da.i3 es sieh urn die Bestimmung 

einer GroBe handelt, welehe nieht direkt gemessen wird, sondern 
als Funktion einer odeI' mehrerer zu messenden GroJ3en erscheintj 
es fragt sieh, wie man in einem solehen FaIle den Fehler der ab
geleiteten Gro.i3e aus den Fehlern del' direkt gemessenen Gro.i3en 
bere.chneto Es sei u Funktion der direkt bestimmbaren Gro.i3en 
x, y, Zoo 0 0: 

u=f(x, y, Zoo 0 0) 

Fehler dx, dy, dz 0 000 in x, y, Zoo 0 0 verursaehen einen Fehler 
du in u, und zwar ist: 

_ of of of.J... 
du-~dx+~dy+~dz I 0000 ox oy OZ 



Relativer FehleI'; Fehler von Funktionen direkt beobachteter GroDen. 375 

daher ist der relative Fehler bei der Bestimmung von u: 

of of of 
d3!. = ax dx+ oy dy+!-~ dz + ... 
u f f f 

ilIan will beispielsweise das Volum V einer Kugel durch 
:Messung ihres Durchmesser D erhalten. Bekanntlich ist: 

V=:!:..D3 n 
6 

daher der relative Fehler in V: 

dV dD 
'--- = 3 -
V D 

Jeder Fehler in der l\Iessung von D bewirkt also einen drei
mal so groBen Fehler in der :Messung von V . 

.Man muB sich daher in solchen Fallen wohl iiberlegen, mit 
welcher Genauigkeit die einzelnen GroBen zu mess en sind, urn eine 
bestil11mte Genauigkeit il11 SchluBresultat zu erzielen. Sehr oft ist 
eine . GroBe viel genauer zu messen als eine andere, dal11it die 
Fehler beider in derselben Weise auf das Resultat einwirken. Es 
sei beispielsweise die Warmemenge Q zu bestimmen, die ein Strom 
von der Starke J Ampere in einem Leiter vom Widerstande W 
Ohm wahrend t Sekunden produziert. Nach dem Jouleschen Ge-
setze ist: Q = 0'24 J2Wt cal 

Del' Fehler bei der Bestimmung von Q ergibt sich aus den Fehlern 
in J, W, t durch: 

dQ = 2 dJ +.ll_JJT+ dt 
Q J W t 

d. h. ein Fehler in der Bestimmung von J bewirkt einen doppelt 
so groBen Fehler in Q als del' gleiche Fehler in W odeI' t. :Man 
muB also in dies em FaIle Stromstarken mit del' doppelten Genauig
keit messen als Widerstande und Zeiten. Die folgenden Beispiele 
werden dies en Punkt noch erHiutern. 

Beispiele: 

1. In einer Tangentenbussole ist die Strom starke J proportional 
del' Tangente des Ablenkungswinkels a del' Nadel. Man zeige, daB 
del' relative Fehler in del' Stromstarkemessung gege ben ist d urch: 

dJ da = 2 -----
J sin2 a 

und daher am kleinsten ist fUr a = 45 o. 
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2. Die spezifische Warme seines Korpers von del' Masse 'In 

wird nach der Mischungsmethode durch die Formel bestimmt: 

'lnlc(T-T1) 
s = -=-;::::----:=f-

'In (T2 -T) 

in welcher 'lnl die Masse, c die spezifische Warme und Tl die 
Anfangstemperatur des verwendeten ~Tassers, T2 die Anfangstempe
ratur des Korpers und T die Ausgleichstemperatur bedeuten. Man 
zeige, daLl ein Fehler in del' Ablesung vOn Tl einen Fehler: 

ds dTl 
-;=-'f=T1 

hervorbringt, so daLl z. B. fUr einen Temperaturanstieg' T- T1 = 10 0 

ein Fehler dT1 = 0'1 0 schon einen Fehler von 1 % in der Be
stimmung von s bewirkt. Man zeige ferner, daJ3 ebenso: 

ds _ dT2 _ 

s T2-T 
und schlieBlich: 

ds 

s 

Aus dem letzten Ausdruck ersieht man, daJ3 ein Fehler in del' 
Bestimmung von T das Resultat am starksten beeinfluBt. 

3. Man weise nach, daB del' relative Fehler einer Widerstands
messung nach der Wheatstoneschen Methode am kleinsten ist, 
wenn der gesuchte und der VerglAichswiderstand nahe gleich sind, 
wenn man also in del' Nahe der lVIitte des Brliekendrahtes miJ3t. 

§ 127. Bedillgte ~Beobachtullgen. 

Es kommt oft VOl', daJ3 die Resultate von Beobaehtungen noch 
einer oder mehreren Bedingungsgleichungen zu genligen haben. 
Hat man z. B. die drei Winkel '~ines ebenen Dreiecks beobachtet, 
so muLl ihre Summe notwendig 180 0 betragen. Dabei ist es selbst
verstandlich, daB stets weniger Bedingungsgleichungen als be· 
o bachtete GroJ3en vorhanden sein miissen, weil sonst diese durch 
jene schon vollkommen bestimlllt waren. Da nun die Beobachtungen 
mit Fehlern behaftet sind, we.rden sie die geforderten Bedin
gungen im allgellleinen nicht erfiillen, und sie mi.i.ssen erst so aus
geglichen werden, daB dies del' Fall ist. 

Sind die Beobachtungen ll' l2' l3 .... gegeben, und sind sie 
resp. mit den Fehlern Jl.1 , Jl.2 , As . • .. behaftet, llllissen sie ferner 
beispielsweise eine Bedingungsg"leichung erfUllen, so liefert diese 
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ohne weiteres eine Gleichung fUr die Fehler 1. Es solI z. B. die 
Summe aller Beobachtungen gleich einer GrOLle k sein; so ist: 

(ll + )'1) + (l2 + l2) + .... = k 
Dagegen wird die Summe aller Beobachtungen l gleich einer 

etwas verschiedenen GroBe k1 sein. Hieraus erhalt man: 

11 +12 +13 + .... . =k-k1 

Haben nun alle n Beobachtungen gleiches Gewicht, so ist es am 
plausibelsten, die 1 so zu bestimmen, daB: 

k-k 
11=l2=l3= .... =~ 

Es habe z. B. die Analyse einer Substanz die folgenden Werte 
ergeben: 37'2 % Kohlenstoff, 44'1 % Wasserstoff, 19'4 % Stick
stoff. Die Summe diesel' drei Zahlen sollte 100 ergeben; sie 
gibt abel' 100'7. Daraus folgt fiir die Fehler l die Gleichung: 

II +l2+ l 3=O'7 

Wenn wir also allen drei Zahlen dassel be Gewicht zuschreiben, 
so ist: 

. 0'7 
ll=l~=A.,=-

• ,> 3 

Wir korrigieren nun jede Zahl um dies en Betrag und erhalten: 
36'97 % C, 43'86 % H, 19'17 % N, ,velche Zahlen nunmehr die Be
dillgullg erfiillen. 

Beispiel: 

Die drei Winkel eines ebenell Dreiecks sind gemessen zu 
IX=36025'47", /1=90°36'28", r =52°57'57". Man zeige, daB 
die nach del' Bedingungsgleichung. 

IX + /1 + " == 180° 

ausgeglichenen Beo bachtullgen betr Lgen: 

a = 36° 25' 43" /1 = 90° 33'24" r = 52° 57' 53" 

§ 128. Die l'lethode del" kleinsten Quadrate. 

Nicht immer erhalt man eine g ~wiinschte GroJ3e durch direkte 
l\Iessung. Vielmehr sind haufig die zu ermittelnden GroJ3en durch 
Gleichungen mit denen verbundell, welche die direkte Messung 
liefert. Nun liefert jede Messung eine solche Gleichung, und wir 
erhalten daher so viele Gleichungen, als MeBresuItate vorli.:lgen, 
also im allgemeinen mehr, als zur Bestimmung der gesuchten GroJ3en 
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notig sind. Es fragt sich, wie man diese aus einem derartigen 
Gleichungssystem bestimmt. Wir haben schon in § 76 erwahnt, 
daB dies nach der von GauB gegebenen "Methode der kleinsten 
Quadrate" geschieht. Dieses Prinzip besagt:Die Unbekannten 
sind so zu wahlen, daB die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum 
wird. 

Wir wollen hier keine Begriindung des Gesetzes geben. Es 
ist jedoch leicht zu zeigen, daB unter Annahme des GauBschen 
Fehlergesetzes (§ 122) die wirklich beobachteten Werte zugleich 
die wahrscheinlichsten werden, wenn man die Summe der Fehler
quadrate zu einem Minimum macht. Es ist namlich die Wahr
scheinlichkeit dafiir, daB ein Fehler die GroBe A hat, proportional 
cp (A) =ke-,,·A·. Sind also n Beobachtungen mit den Fehlern 
A1 , A2 •••• An und den PrazisionsmaBen h1 , h2 •••• 11,,. gemacht worden, 
so ist die Wahrscheinlichkeit fUr das gleichzeitige Eintreffen dieser 
n unabhangigen Ereignisse proportional: 

cP (A1 ) cP (A2) •••• cP (AJ = ke-(","A,'+",".' + .... + "n'An") 

Wenn die wirklich gemachten Fehler zugleich die wahrschein
lichsten sein solI en , so ist dieser Ausdruck zu einem Maximum zu 
.machen. Es solI also: 

oder: 
k12A12 + 11,2 2A2 2 + .... + h,.21,,2= Minimum 

werden. Nun ist die GroBe h dem mittleren Fehler der Beobachtung 
verkehrt, also der Quadratwurzel aus dem Gewichte g del' Be
obachtung direkt proportional. Es soIl also: 

ZgA2 =Minimum 

sein. Raben aIle Beobachtungen dasselbe Gewicht, so reduziert 
sich diese Bedingung auf: 

Z12=Minimum 

Fur eine einzige Unbekannte x ergibt dies ohne weiteres das 
arithmetische Mittel aller Beobachtungen l. In der Tat ist in 
dem Falle: 

daher: 
(x -l1)2 + (x -l2)2 + .... + (x -l.:r = Minimum 

oder: 
(x-l1 ) +(x-12) + .... +(x-ln)=O 

X= II + l2 + .: .. +l" 
n 
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Nunmehr wollen wir voraussetzen, daB mehrel'e unbekannte 
GraBen x, y, z durch eine lineare Gleichung mit del' wirklich ge
messenen GraBe znsammenhangen. 1st 11 del' Wert einer Beobach
tung, 21 del' Fehler, so sei: 

11 +21 =al x+b1y+c1z 

Die Koeffizienten a l , b1 , c1 magen ebenfalls fiIr jede Beobachtung 
gesondel't g'egeben sein. Man erhalt dann so viele solcher Gleichungen, 
als Messungen gemacht werden; nehmen wir beispielweise an, es 
seien vier Messungen gemacht worden. Wir erhalten dann das 
folgende Gleichungssystem:. 

}'1 = -l1 + a1 x + bl Y + c1 Z I 
22 =-12 + azx + b2 y + c2 z (1) 
23 = -l:l + aa x + bsY + c3 z J 
2-1 = -l-1 + a!x + b4 y + c4 z 

Xun gibt die Methode del' kleinsten Quadrate jenes Wertsystem 
del' x, y, z als das diesen Gleichungen am besten entsprechende 
an, das die Summe del' Quadrate del' 2 zu einem :Minimum macht. 
Es soIl also: 

~ .. (~22)= A
O (~},2)= .~ ... (~},2) = 0 

ox oy' 01 
sein, odeI': 

}, ~2! + 20 o_~~ ...L 2. 02:) + 2 024 = 0 
lOX "OX I .J oX 4 ox 

2 ~~! + 20 03'! + 2. 0 }':l + 2 ~~ = 0 
loy "oy Soy 'oy 

}. ~3lo+20 ~}~+J.., 0~"!+2 024 =0 
1 OZ " 0 z ~ OZ -1 OZ 

Wir fiIhren aus (1) die \Verte del' partiellen Differential
quotienten ein und el'halten: 

SchlieBlich setzen wir noch aus (1) die Werte del' GraBen A
sel bst ein und beniltzen die folgenden Abkilrzungen: 

a12+a22+a32+a/=[aa], analog [bb] lInd [cc] 

ferner (/1bl+a2b2+a3b:J+a4bJ=[ab], analog [ae], [be] usw. 
erhalten wir: 

[fW]X + [abh + [ae]z = [a1] I 
[ab]x + [bbJy + [bc]z=[b 1] 
[ac] x + [beh + [ee] z = [e I] 

So 

(2) 
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Die drei GIeichungen (2), die sogenannten Normalgleichungen, 
stellen die Lasung del' Aufgabe dar, da sie die GraBen x, y, z voll
standig und eindeutig bestimmen. 

Um die GIeichungen (2) nach den UnbekaIinten aufzulasen, 
hat GauB folgendes Verfahren angegeben: Man berechnet zunachst 
aus del' ersten Gleichung: 

X=- [ab] _ [ae] z+ [al] 
[aa] y [a a] [a a] 

. . . (3) 

und substituiert in die zweite und dritte GIeichung. Hierbei fiihren 
wir die folgenden Abkiirzungen ein: 

Man el'halt so: 

[bb .1] =[bb] - t:!~ [ab] 

[be·l]= [be]- t:!J [ae] 

[ee·l] = [ee] - t::J [ae] 

[bl.l]= [bl] - f:!J [al] 

[cl]·I] = [el] --t::~ [al] 

[bb·t]y + [be·l]z= [bl.l] 
[b e . 1] Y + [e e . 1] z = [e l· 1 J 

Aus del' el'sten diesel' GIeichungen folgt: 

__ [b e· 1] + [b l· 1] 
y- [bb.l]z [bb.l] ..... (4) 

Man setzt dies en Wert in die zweite GIeichung und fiihrt die 
Abkiirzungen: 

[ee. 2J=[ee·l]- [be·lJ [be· 1 ] 
[b b·l] 

[d. 2J=[el.l]- [be·1] .[bl.1] 
[bb·1 ] 

ein. Demnach wird: 

und: 
[ee·2]z=[el.2] 

[d·2] 
z=ree.2} . . . . . . (5) 

Die GIeichungen (3), (4), (5) stellen die Lasungen des Systems 
(2) dar. 
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Es laBt sich zeigen, da13 die Gewichte der so gefundenen 
GraBen x, y, z gegeben sind durch: 

gz= [ee· 2] 
rae] [bb.l] 

gx= [ee] [bb] _ [be] [be] gz 

.Als Beispiel wahlen wir die GIeichung: 

x+ay=b 

in del' die Gra13en a, b direkt beobachtet sind; und zwal' sei ge
funden worden: 

b=3·5, 5·7, 8·2, 10·3 
a=O, 88, 182, 274 

Es el'geben sich die Normalgleichungen: 

[l.lJx+[l·aJY=[l.b] 
[l·aJx+ [a· aJ y = [a. bJ 

odeI' da: 

[1.1]=4, [1.a]=544, [1·b]=27.7, [aa]=115944 
[abJ = 4816·2 

lauten die N ormalgleichungen: 

4x + 544y= 27·7 
544x + 115944y= 4816·2 

Ferner ist: 
[ab.1J 

y=[aa~l] 

wobei: 

so da13 

x=_[1.a]1 +[l.bJ 
[1.1J Y [1.1J 

[1· a] 
[ab.l] = [abJ -[--J [l.bJ = 1049 

1·1 

[aa.1J = [aaJ - [[1 a]] [l.a] = 41960 
1·1 

schlieBlich: 
y=0·025 
x=3·5248 

Beispiele: 

1. Gau13 hat in der "Theoria motus corporum coelestium" das 
folgende Beispiel gegeben: 

x-y+2z=3 
3x+2y-5z=5 
4x+y+4z=21 

-x+3y+3z=14 
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Man zeige, daB: 

x=2-470 y= 3-551 z=1'916 

2. Nach Clairaut ist die Lange l eines Sekundenpendels Ullter 
del' Bl'eite (3: 

l = lo + a sin 2 (3 

wobei die Konstanten lo, a dul'ch die folgenden Beobachtungen zu 
bestimmen sind: 

(3=0°, 

l = 9'990564, 

18°27', 

0'991150, 

48°24 " 

0'993867, 

58015', 67°4' 

0'994589, 0-995325 

Es ist zu zeigen, daB hieraus die Clairautsche Gleichung sich 
in del' Form el'gibt: 

l = 0'990555 + 0'005679 sin2 (3 



XII. Abschnitt. 

Sammlung von Formeln und Tabellen. 

A. Eiuige al'ithmetische Formelu. 

I. Reihen. 

Das n te Glied einel' al'itllluetischen Reihe ist: 

an = a1 + (n - 1) d . 

wenn a1 das el'ste Glied, d die Differenz bedeutet. 

(1) 

Die Summe del' el'sten n Glieder einer al'ithmetischen Reihe 
lautet: 

(2) 

Das nte Glied einer geometl'ischen Reihe ist: 

an = a1 qn-l . (3) 

q ist del' konstante Faktor, a1 das erste Glied. Die Summe 
del' ersten n Glieder einel' geometl'ischen Reihe ist: 

qn_1 
sn = q=-i a1 (4) 

II. Pel'lllutationen, KOlllbinationen, Val'iationen. 

Die Anzahl del' Pel'mutationen von n verschiedenen Elementen ist: 

1· 2·3· .... (n - 2) (n - 1) 111 = n! (5) 

befinden sich unter den n Elementell p gleiche del' einen, q gleiche 
einer zweiten Art usf., so ist die Anzahl del' moglichen Pel'muta-
tionen: 

n! 
(6) 

p! q! . ... 

Die Anzahl der Kombinationen mtel' Klasse ohne Wiedel'holung, 
welche n verschiedene Elemente liefern, ist: 
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n (n-1) (n- 2) .... (n-m+ 1) 
m! 

. (7) 

Die Anzahl der Kombinationen mter Klasse mit Wiederholnngen: 

n (n + 1) (n + 2) .... en + m -1) 
m! 

(8) 

Die Anzahl aller Variation en : 

n (n-1) (n- 2) .... (n-Ht+ 1) (9) 

Die Anzahl aIler maglichen Verbindungen von n verschiedenen 
Elementen zu Gruppen von m Elementen ist: 

. (10) 

B. Einige Mafiformeln. 

I. Langen. 

R bedeutet Radius des umschriebenen Kreises, resp. bei Karpern 
. der nmschriebenen Kugel, r Radius des eingeschriebenen Kreises 
und der entsprechenden Kugel. 

. { R= :b; =4Vs (s-~-a)Ts~)c~i) (1) 
Drmeck: 

r = L = , /(s, -=- a)Js-=- b) (s - c2 (2) 
s \I s 

a, b, c = SeitenIangen, a + b + c = 2 s; f = Flacheninhalt. 

J R=i V2- (3) 
Quadrat: 

I a 
r='2" . (4) 

f 
a -

(5) R=---V2 
Tetraeder: 

4 

l r= a VS' (6) . 12 

J R=i V3 (7) 
Hexaeder: 

I a 
(8) r=2" . 

J R=~V2 (9) 
Oktaeder: 

l a --
(10) r=-V6 

6 



Einige MaBformeln. 

Lange des Kreisbogens zum Zentriwinkel aO: 

:n: 
b= r 180 a . 

Lange der Sehne zu diesem Bogen: 

. a 
8=rs1ll 2 . 

Rhombus: 

Trapez: 

II. FliicheninhaUe. 

1 . "2 . Produkt der Dlagonalen 

(a + b) ~ 
2 

a, b = nieht parallele Seiten, h = Hohe. 

Dreieek: 
1 "2 . Grundlinie X Hohe 

siehe aueh J 1 
b h . - a b sin r . . . . . 

A se mtt 2 

Trigonometrie. h,'s(8 - a) (8 - b) (8- c) 
Spharisehes Dreieek: 

(a+P+r-:n:)r2 

(a, P, r sind die Winkel in Bogellgraden. 

Regelm. Polygon: 

Vid. C; 1.) 

~ na2 cot C~~_O) . 
n = Anzahl der Seiten, a = Seitenlange. 

Kreis: 

Kreisring: 
(r+r'):n:b 

b = Breite des Ringes. 
Kreissektor: 

Bogen X r ~:n: 
---2--=r-a 360 

a = zugehOriger Zentriwinkel. 

Kreissegment: 
2 

a) Sektor - ~ sin a 

wenn a< 180 0 

Me II or- Wogrin z, Hiihere Mathematik. 25 
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(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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Ellipse: 
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r2 
b) Sektor + 2 sin (360 0 - a) . 

wenn IX> 1800 

a·b·n. 
a und b sind die' Achsen. 

III. OberWichen. 

(24) 

. (25) 

Mantelflache yon Zylindel' und Pl'iSllla: 

A 

o 
Fig. 103. 

Ulllfang del' Gl'undflache XSeite (26) 

Mantelflache yon Pyralllide und Kegel: 
1 
2 Umfang del' Gl'undflache X Seite (27) 

Obel'flache del' Kugel: 

(28) 

Oberflache del' Kalotte BB' A (Fig. 103): 

=2~'nh (29) 

= (r/ + h2) n . (30) 
=S2:7 (31) 

PA=h BP=e AB=s OB=r 

IV. Volumina. 
Pl'isma und Zylinder: 

Gl'undflache X Holle 

PYl'amide und Kegel: 

1 
3 Grundflache X Holle 

RegelmaBiges Polyeder: 

(32) 

(33) 

1 3 OberfIaclle X Radius del' eingescllr. Kug'el (34) 

Kugel:' 4 
- 1'3 7T (35) 3 -. 

Kugelsektor OBAB' (Fig. 103): 

2 > 
- 1'Chn 
3 

Kugelsegment BAB' (Fig. 103): 

1 ., ( ) -h" 3r-h n. 3 . 

(36) 

(37) 
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Rotationsellipsoid: 

) 4 Q 

a 3" a"b n (38) 

bei Rotation nm b 

b) ~ ab 2 n 3 . (39) 

bei Rotation um a 
Ovaloid: 

4 
"3 abcn (40) 

C. Ebene Trigonometrie. 

1. Bei den theoretischen Betrachtungen del' Mathematik ver
steht man unter x in den Funktionen sin x, cos x, usw. nicht einen 
Winkel in Graden, Minuten und Sekunden, sondern das VerhlUtnis 
des dem Zentriwinkel a entsprechenden Kreisbogens zum Halb
messel'; nimmt man dann den Halbmesser gleich del' Einheit an, 
so ist x die Lange des entsprechenden Kreisbogens. 

Dem Winkel: 

entspricht im Kreis mit dem Radius 1 del' Umfang: 

x - ·2 n 
einem Winkel: 

eine BogenHinge: 
2n n 
360=180=0'01745329 .... 

also einem Winkel von a Graden eille Bogelliange: 

MP 
II. --- = sin POM 

OM 
OP 
---=cosPOM 
OM 

jl-ip 
OP = tan POil! 

OF.. O',r 
MP=cotP 1¥L 

OM 
--=secPOM 
OP 
OM 
MP=cosecPOM 

(Vid. Fig. 104.) 

Il.f/ 

8 

Lf/uadranf 

Nt" 
B' .lIT. (J 

Fig. 1M 
25~ 
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III. Vorzeichen und Wertgrenzen der goniometrischen Funktionen: 

Quadrant I sin x cos x tan x cot x sec x I cosecx 

+ + + + + 1 0 o 00 00 0 1 00 00 1 
~~--~~ ~~-~~-~~-

+ 0 1 00 0 o 00 00 1 1 00 
----1-----~~ ~~--~~~~--~~ 

ill. o 1 + + 10000 000100 001 
----I-----~~ ~~--~~~~---~ 

+ 00 1 1 00 IV. 1 0 

Numerische Werte von sin x, cos x und tan x fUr einige be
stimmte Winkel: 

a= 00 oder 3600 

x= o 
" 2"" 

sin x o 

cosx 1 

tan x o 

1 

2 

1"3 
2 

1 

V3 

1 

V2 

I V3 I 

2 

1 

2 

1 VB 

90 0 

"" "2 

1 

o 

I 1800 1 2700 
30t 

"" I 2 

I 0 I 1 

-1 0 

o 

Sind keine Tabellen zur Hand, so mussen die numerischen 
Werte der goniometrischen Funktionen fUr andere Werte von ex. 
bezw. x durch Reihenentwicklung (vid. § 66) ermittelt werden. 

V. (180 0 - a) heiBt der Supplementwinkel von a; es ist: 

sin(180 0-a)=sina bzw. sin(n-x)=sinx 
cos(1800-a)=-cosa " cos(n-x)=-cosx 
tan(180 0-a)=-tana " tan(n-x)=-tanx 

VI. (90 0 - a) heiBt der Komplementwinkel von a; es ist: 

sin (90 0 - a) = cos a bzw. sin (i - x) = cos x 
cos (90 0 - a) = sin a 

" cos (~-x) = sin x 
tan (90 0 - a) = cot a 

" tan(i-x)= cot x 
cot (90 0 - a) = tan a 

" cot (i -x) = tan x 
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VII. Die Winkel (90 0 + ex) und (180 0 + ex): 
a) sin (90 0 + ex) = cos ex tan (90 0 + ex) = -- cot ex 

cos (90 0 + ex) = - sin ex cot (90 0 + a) = - tan ex 

b) sin (180 0 + ex) = - sin ex tan (180 0 + a) = tan ex 
cos (180 0 + ex) = - cos ex cot (180 0 + ex) = cot ex 

c) AllgeIDein gilt: 

sin (2 nn+x)=± sin x cos (2 nn+x) =±cosx 
sin [(2 n + 1)n±x] =+ sin x 
tan (2 nn+x) =±tanx 

cos [(2 n + 1) n + x] = - cos x 
cot (2 n+x) =+ cot x 

tan [(2 n+ l)n+x] =+tanx cot [(2 n+ 1) n+x] =+ cotx 

VIII. Negative Winkel: 
n 

O>x>-"2 
sin (-x) =- sin x cos (-x) = cosx tan(-x)=-tanx 

IX. Grenzwerte: 

1· sin x l' tan x 1 lID--= IID--= 
X X 

X; Weitere Re1ationen: 

sin2 x + cos2 x = 1 
1 

sinx=--
cosec x 

sinx= 1"1- cos2 x 
. tan x 

SIn x = -;==:====:;= 
1"1+tan2 x 

. x x 
smx=2sin2 cos 2 

sin 2 x = 2 sin x cos x 

. x yl-cosx Sln-= 
2 2 

sin (x+ y) = sinx cos y+ cosx sin y . 
1 1 

sinx+ sin y= 2 sin 2 (x + y) cos 2 (x- y) 

sinx-siny= 2 cos ~ (x + y) sin ~ (x- y) 

1 
sinx + siny tan 2 (x + y) 

sinx-siny 1 
tan - (x-y) 

2 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

. (11) 
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cos x = VI . sin2x 

1 
cosx=-

secx 
1 

cos x = ~=:===. 
VI +tari2x 

oX • 2'x 
cos x = cos· 2 - sm 2 

cos 2 x = cos 2 X - sin 2 x 

cos~= 1 /l+cosx . 
2 V 2 

cos (x ± y) = cos x cos y + sin x sin y 

1 1 
cos x + cos y = 2 cos "2 (x + y) cos "2 (x- y) 

cosx- cos y =- 2 sin~ (x + y) sin ~(x- y) 
2 2 

cosx + cosy 
cot%(x+ y) 

cosx- cosy 

sinx sinx 
tanx=--= 

cosx VI - sin2 x 

2 tanx 
tan 2 x = ----0-

1-tan-x 

x V1-COSX tan-= . 
2 1+ cosx 

tanx+tan y 
tan (x + y) = -=------

- l+tanxtany 

tan 2 x + 1 = sec 2 x . 
cosx cosx 

cotx=--= 
sinx V1- cos2x 

cot 2x= 
cot2 x -1 

2 cot x 

cot':: = 11 ~-=+- cos x 
2 1- cosx 

cot(x+y)= 
cotx cot y+ 1 
cotx+coty 

cot2 x + 1 = cosec2 x 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

. (21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 
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XI. Relationen im rechtwinkligen Dreieck (Fig. 105).Jiis gelten 
folgende Satze: 

b . a sin f3 
b = a cosy 
b = ctanf3 

c=asinr 
c= a cosf3 
c= b tan r 
c= b cotf3 b = c cot)' 

i<'Hicheninhalt f: Fig. 105. 
b c b .~.---;----c-:. +-, -;-------:~ 

=-2- = "2 V(a + by (a- b) 

b2 

2 tan f3 
a2 

=T sin 2 f3. 

(32) 

(33) 

XII. Relationen im gleichschenkligen Dreieck (Fig. 106): 
a= 2 b cos f3 
h= b sinf3 

aZ 
f=i tan f3 . 

A 

./h 
B Qf 0 C z . 

.~ 
"''''OC 8 

Fig. 106. Fig. 107. 

XIII. Relationen im Dreieck itberhaupt (Fig. 107): 

Sinus-Satz: 

Carnotscher 
a : b : c = sin a : sin f3 : sin )' 

Lehrsatz oder Cosinus-Satz: 
a2 = b2 + c2 _ 2 bccosa) 
b2 =a2 +c2 -2accosf3l 
c2 = b'! + a2 - 2 a b cos r f 

Halbwinkel-Funktionen:. 

8 ist Abkitrzung fitr ~ + b + c 
2 

sin ~ = y(8-bt-~~cj 

cos~= Y8(8bc a) 

tan i = Y(8-
8 

(~)(8a)C) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 
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Die Funktionen von ~ und t erhalt man durch zyklische Ver

tauschung auf der rechten Seite; ferner ist: 

tan!:=_r_ tan1!..=_r_ tanX=_f'_ (41) 
3 8-a 2 s-b 2 s-e 

wenn r der Radius des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises ist: 

NB.: r= yes-a) (s-;b)(s-e) 

Moll wei d e sche Gleichungen: 
1 

.a+b cos 2 (0:-fJ) 

e 1 
sin 2 y 

(42) 

1 ( . 
a-b 

sin - IX- fJ) 
2 

e 1 
(43) 

cos 2 1' usw. 
Der Tangenten-Satz: 

1 1 
(a + b) : (a - b) = tan 2 (0: + fJ) : tan 2 (a - fJ) ( 44) 

usw. 
Der Flacheninhalt f: 

ab . ae . R be. 
= 2 sm y = 2 sm v = 2 sm 0: (45) 

D. Sphiirische Trigonometrie. 
c 

o~---*-----~ 

1. ABC (Fig. 108) sei ein bei A recht
winkeliges spharisches Dreieck; der Mittel
punkt der zugehOrigen Kugel ist o. a heiBe 
die Hypotenuse, und der ihr gegeniiber
liegende Winkel a; b nennen wir die eine 
Kathete, den gegeni.i.berliegenden Winkel fJ, 
und e die andere Kathete - gegeniiber
liegender Winkel y. Es bestehen folgende 
Beziehungen: 

{
COS a = cos b cos c 
cos a = cot fJ cot y 

1 sin b = sin a sin fJ sin e = sin a sin y 
tan b = tan a cos I' tan c = tan a cos fJ . 
tan Ii = sin e tan fJ tan e = sin b tan y 

cos fJ = cos b sin l' cos l' = cos c sin fJ . 

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
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Fiihrt man statt der Katheten b und c deren Komplemente b' 
und c' ein, so gelten folgende Formeln: 

cos a = sin b' sin c' (7) 
cos b' = sin a sin fJ (~) 
cos b' = cot c' cot I' (9) 
cot c' = tan a cos fJ (10) 
cot c' = cos b' tan I' (11) 

II. Relationen im schiefwinkeligen spharischen Dreieck (Fig. 109). 
Sinus-Satz: c 
sin a : sin b : sin c = sin a : sin fJ : sin I' (12) 

Cosinus-Satz fUr eine Seite: 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos a (13) 

usw. 
Cosinus-Satz fUr einen Winkel: 

cos a = - cos fJ cos I' + sin fJ sin I' cos a (14) A ~"':':"::"'--4--=-
usw. 

Halbwinkel-Satze: 

. !:_ ... /sin(s-b)sin(s-c) 
sm 2 - V sin b sin c 

a ySin s sin (8 - a) 
cos-= 

2 sin b sin c 

a ySin(S-b)Sin(s-c) 
tan-= .. 

2 smssm(s-a) 
usw. 

Halbseiten-Satze: 
sin~='" /~cosa cos(a-~ 

2 V sin fJ sin I' 

cos~= ... /cos(a-fJ)cos(a-y) 
2 V sin fJ sin I' 

a ... / -coso cos(a-a) 
tan "2 = V cos (0- fJ) cos (a-I') 

NB.: a+fJ+y=20 
GauBsche Gleichungen: 

. 1 c 1 r 
sm "2 (IX + fJ) cos -2 = cos "2 (a - b) cos "2 

.1( fJ).c _1( b) r sm"2 a - sm "2 = sm"2 a - cos "2 

1 c 1 . I' 
cos "2 (a + fJ) cos "2 = cos "2 (a + b) sm "2 

cos ~ (a - fJ) sin ~ = sin ~ (a + b) sin f 
usw. 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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Nepersche Gleichungen: 
1 

1 cos 2 (a - fJ) c 
tan 2 (a+b)=--l--- . tan 2 . 

cos "2 (a+p) 

. 1 
1 sm 2 (ex- p) c 

tan- (a-b)= tan-
2 1 ~ 

sin 2- (ex + p) 

1 
cos - (a -- b) 

tan ~- (ex + p) = -----,-~--- cot f 
cos "2 (a + b) 

. 1 
1 sm 2 (a - b) 

tan 2 (ex- p) = -.-1--- cot f 
sm 2 ((t + b) 

usw. 
FHicheninhalt: 

o e 
f= r- J1>180 

e = ex + p + r -1800 , der sogenannte spharische Exze13. 

Fur denselben ergibt sich im rechtwinkeligen Dreieck: 

e b c 
tan - = tan - tan - . 

2 2 2 
und im schiefwinkeligen: 

-------------------
e ... / 8 1 1 1. 

tan 4 = V tan "2 tan 2 (8 - a) tan 2 (8- b) tan 2 (8- c) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

E. Gegenseitige Beziehungen del' hyperbolischen Funktionen. 
(Vid. § 80, S. 238.) 

1 
cosX= cosh lx=-(e-''''+ e'''') 

2 

. 1. h 1( ) SlnX=-Sln lX=- e''''-e-'''' 
l 2l 

cos X + l sin x = cosh lX + sinh lX = e'''' 
cos x - l sin x = cosh lX - sinh lX = e-'''' 

cosh x = cos lX l sinh x = sinlx 
tanh x = sinh x/cosh x coth x = cosh x/sinh x } 

cosechx= 1/sinhx sechx= 1/coshx 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 
(5) 

(6) 



Gegenseitige Beziehungen (ler hyperbolischen Funktionen. 395 

cosh 0 = 1; sinh 0 = 0; tanh 0 = 0 . (7) 
sinh x tanh x cosh x 

limx=o--= 1; lim x- o--= 1; limx_ o--= 1 (8) x - x - x 

sinh(-x)=-sinhx; cosh(-x)=coshx; tanh(-x)=-tanhx (9) 
sinh (x + y) = sinh X· cosh Y + coshx· sinh y (10) 
cosh (x+ y) = coshx· cosh y+ sinh x . sinh y (11) 

tanh(x+ )= tanhx±tanhy (12) 
~y 1 +tanhx· tanhy 

cosh (x + ty) = cosh X· cosh ty + sinh X· sinh ty \ (13) 
= cosh x . cos y + t sinh x . sin y f 

sinh (x + ty) = sinh x . cosh ty +coshx. sinh ty } 
~ sinh x . cos y + t cosh x . sin y (14) 

sinh x + sinh y = 2 sinh ~ (x+ y). cosh ~ (x - y). (15) 

sinh x - sinh y = 2 cosh ~ (x+ y). sinh ~ (x- y) . (16) 

1 1 
coshx + coshy = 2 cosh 2' (x+y)·cosh 2' (x - y). (17) 

cosh x - coshy = 2 sinh ~ (x + y) . sinh ~ (x - y) . (18) 

sinh 2 x = 2 sinh X· cosh x = 2 tanh xl(1 - tanh 2 x). (19) 
cosh 2 x = cosh 2X + sinh 2X (20) 

= 1 + 2 sinh2x= 2 cosh2x-1 (21) 
= (1 + tanh2x)/(1- tanh~x) . (22) 

+ 91 0 1 () coshx 1=2cosh--x; coshx-1=2sinh--x 23 
2 2 

tanh ~ x = sinh x! (1 + cosh x) ) 

= (cosh x -1)/sinhx J 
(24) 

cosh2x -sinh2x = 1 (25) 
1 - tanh 2x = sech2 x; coth2x-1 = cosech2 x (26) 

cosh x = 1/V(1 - tanh2x); sinh x = tanh x IV(l - tanh2x) (27) 
sinh 3 x = 3 sinhx + 4 sinh3 x . (28) 
cosh 3 x = 4 cosh3 x - 3 cosh x . (29) 

(coshx±sinhx)n=coshnx±sinhnx. (30) 
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1-00 
I-in 
1-02 
1-03 
1-04 

1-05 
1-06 
1-07 
1-08 
1-09 

UO 
1-ll 
1-12 
U3 
1-14 

1'15 
1-16 
1-17 
1-18 
1-19 

1-20 
1-21 
1-22 
1-23 
1-24 

1-25 
1-26 
1-27 
1-28 
1-29 

Sammlung von Formeln und Tabellen_ 

F. Tabellen der numerischen Werte einiger wichtigel' 
Funktionen. 

Tabelle I. Numerische Werte del' Gamma-Fnnktion. 
(Vid_ § 58 Seite 156_) 

109_L'''e-zxn- 1 dX+10, oder log_ r(n) + 10 

von n= 1 bis n= 2. 

o 1 2 8 

97497 95001 92512 90030 87555 85087 82627 80173 
9-9975287 72855 70430 68011 65600 63196 60798 58408 56025 

51279 48916 46561 44212 41870 39535 37207 34886 32572 
27964 25671 23384 21104 18831 16564 14305 12052 09806 

-- -- -- -- --
05334 03108 00889 98677 96471 94273 92080 89895 87716 

9-9883379 81220 79068 76922 74783 72651 70525 68406 66294 
62089 599!l6 57910 55830 53757 51690 49630 47577 45530 
41455 39428 37407 35392 33384 31382 29387 27398 25415 
21469 19506 17549 15599 13655 11717 09785 07860 05941 

-- -- -- -- --
02123 00223 98329 96442 94561 926ti6 90818 88956 87100 

9-9783407 81570 79738 77914 76095 74283 72476 70676 68882 
65313 63538 61768 60005 58248 56497 54753 53014 51281 
47834 46120 44411 42709 41013 39323 37638 35960 34288 
30962 29308 27659 26017 24381 22751 21126 19508 17896 
14689 13094 11505 09922 08345 06774 05209 03650 02096 

9-9699007 97471 95941 94417 92898 91386 89879 88378 86883 
83910 82432 80960 79493 78033 76578 75129 73686 72248 
69390 67969 66554 65145 63742 62344 60!l52 59566 58185 
55440 54076 52718 51366 50019 48677 47341 46011 44687 
42054 40746 39444 38147 36856 35570 34290 33016 31747 

9-9629225 27973 26725 25484 24248 23017 21792 20573 19358 
16946 15748 14556 13369 12188 11011 09841 08675 07515 

-- -- --
05212 04068 02930 01796 00669 99546 98430 97318 96212 

594015 92925 91840 90760 89685 88616 87553 86494 85441 

9 

77727 
53648 
30265 
07567 
--
85544 

64188 
43489 
23440 
04029 
85250 

67095 
49555 
32622 
16289 
00549 

85393 
70816 
56810 
43368 
30483 

18150 
06361 
--
95111 
84393 

83350 82313 81280 80253 79232 78215 77204 76198 75197[74201 

9-9573211 72226 71246 70271 69301 68337 67377 66423 65474 64530 
63592 62658 61730 60806 59888 58975 58067 57165 56267 55374 
54487 53604 52727 51855 50988 50126 49268 48416 47570 46728 
45891 45059 44232 43410 42593 41782 40975 40173 39376 38585 
37798 37016 36239 [ 35467 34700 33938 33181 32429 31682130940 

'[ I [ 
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1°31 
1°32 
1°33 
1°34 

1°35 
1°36 
1°37 
1°38 
1°39 

1°40 
1°41 
1°42 
1"43 
1·44 

1·45 
1°46 
1"47 
1"48 
1"4\:1 

1°50 
1·51 
1°52 
1°53 
1°54 

1°55 
1·56 
1·57 
1°58 
1·59 

1°60 
1·61 
1°62 
1°63 
1·64 

1°65 
1°66 
1°67 
1·68 
1°69 

1°70 
1°71 
1°72 
1°73 
1°74 

Tabellen der numerischen Werte einiger wichtiger Funktioneno 397 

o 

9°9530203 
23100 
16485 
10353 
04698 

9°9499515 
94800 
90549 
86756 

. 83417 

9°9480528 
78084 
76081 
74515 
73382 

9·9472677 
72397 
72539 
73097 

,74068 

9°9475449 
77237 
79426 
82015 
84998 

9·9488374 
92139 
96289 

500822 
05733 

9·9511020 
16680 
22710 
29107 
35867 

9°9542989 
50468 
58303 
66491 
75028 

9°9583912 
93141 

602712 
12622 
22689 

Tabelle I. - Fortsetzungo 

1 1 1 2 1 31 4 I 5 1 6 1 7 1 8 1 9 

294170 28743 28021 27303 26590 
22417 21739 21065 20396 19732 
15850 15220 14595 13975 13359 
09766 09184 08606 08034 07466 
04158 03624 03094 02568 02048 

99023 98535 98052 97573 97100 
94355 93913 93477 93044 92617 
90149 89754 89363 88977 88595 
86402 86052 85707 85366 85030 
83108 82803 82503 82208 81916 

80263 80003 79748 79497 79250 
77864 77648 77437 77230 77027 
75905 75733 75565 75402 75243 
74382 74254 74130 740lO 73894 
73292 73207 73125 73049 72976 

72630 72587 72549 72514 72484 
72393 72392 72396 72404 72416 
72576 72617 72662 72712 72766 
73175 73258 73345 73436 73531 
74188 74312 74440 74572 74708 

75610 75774 75943 76116 76292 
77438 77642 77851 78064 78281 
79667 79912 80161 80414 80671 
82295 82580 82868 83161 83457 
85318 85642 85970 86302 86638 

88733 89096 89463 89834 90208 
92537 92938 93344 93753 94166 
:16725 97165 97609 98056 98508 
01296 01774 02255 02741 03230 
06245 06760 07280 07803 08330 

11569 12122 12679 13240 13804 
17267 17857 18451 19048 19649 
23333 23960 24591 25225 25863 
29766 30430 31097 31767 32442 
36563 37263 37966 38673 39383 

43721 44456 45195 45938 46684 
51236 52007 52782 53560 54342 
59106 59913 60723 61536 62353 
67:329 68170 69015 69864 70716 
75901 76777 77657 78540 79427 

84820 85731 86645 87563 88484 
94083 95028 95977 96929 97884 
03688 04667 05650 06636 07625 
13632 14645 15661 16681 17704 
23912 24959 26009 27062 28118 

25883 25180 
19073 18419 
12748 12142 
06903 06344 
01532 01021 

96630 96166 
92194 91776 
88218 87846 
84698 84371 
81630 81348 

79008 78770 
76829 76636 
75089 74939 
73783 73676 
72908 72844 

72459 72437 
72432 72452 
72824 72886 
73630 737:14 
74848 74992 

76473 76658 
78502 78727 
80932 81196 
83758 84062 
86977 87321 

90587 90969 
94583 95004 
98963 99422 
03723 04220 
08860 09395 

14372 14943 
20254 20862 
26504 27149 
33120 33801 
40097 40815 

47434 48187 
55127 55916 
63174 63998 
71571 72430 
80317 81211 

89409 90337 
98843 99805 
08618 09614 
18730 19760 
29178 30241 

24482 
17770 
11541 
05791 
00514 

95706 
91362 
87478 
84049 
81070 

78537 
76446 
74793 
73574 
72784 

72419 
72477 
72952 
73841 
75141 

76847 
78956 
81465 
84370 
87668 

91355 
95429 
99885 
04720 
09933 

15519 
21475 
27798 
34486 
41536 

48944 
56708 
64825 
73293 
82108 

91268 
00771 
10613 
20793 

23789 
17125 
10944 
05242 
0001~ 

95251 
90953 
87115 
83731 
80797 

78308 
76261 
74652 
73475 
72728 

72406 
72506 
73022 
73953 
75293 

77040 
79189 
81738 
84682 
88019 

9174;' 
95857 
00351 
05225 
10475 

16098 
22091 
28451 
35175 
42260 

4970 
5750 

4 
4 

65656 
74159 
83008 

9220" 
01740 
11616 
2183 

31308,3237 
(} 

7 
I 



398 Sammlung von Forrneln und Tabellen. 

Tabelle 1. - Fortsetzung. 

nl 0 1 2 7 8 9 

1'75 
1-76 
1'77 
1'78 
1'79 

1'80 
1'81 
1'82 
1-83 
1'84 

1-85 
1-86 
1'87 
1'88 
1'89 

1'90 
1'91 
1-92 
1'93 
1'94 

1-95 
1'96 
1'97 
1'98 
1'99 

9'9633451 34527 35607 36690 37776 38866 39959 1 41055 42155 43258 
44364 45473 -16586 47702 48821 49944 51070 52200 53331 54467 
55606 56749 57894 59043 60195 61350 62509 63671 64836 66004 
67176 68351 69529 70710 171895 73082 74274 75468 76665 77866 
79070 80277 81488 82701 83918 85138 86361 87588 88818 90051 

9-9691287 92526 93768 95014 96263 98770 
--

01291 
--

97515 00029 02555 
703823 05095 06369 07646 08927 10211 11498 12788 14082 15378 
16678 17981 19287 20596 21908 23224 24542 25864 27189 28517 
29848 31182 32520 33860 35204 36551 37900 39254 40610 41969 
43331 44697 46065 47437 48812 50190 51571 52955 54342 55733 

9'9757126 58522 59922 61325 62730 64139 65551 66966 68384 6980.) 
71230 72657 74087 75521 76957 78397 79839 81285 82734 84186 
85640 87098 88559 90023 91490 92960 94433 95910 97389 98871 

800356 01844 03335 04830 06327 07827 09331 10837 12346 13859 
15374 16893 18414 19939 21466 22996 24530 26066127606 29148 

9'9830693 32242 33793 35348 36905 38465 40028 41595 43164 44736 
46311 47890 49471 51055 52642 54232 55825 57421 59020 60621 
62226 63834 65445 67058 6~675 70294 71917 73542 75170 76802 
78436 80073 81713 83356 85002 86651 88302 899.~7 91614 93275 

--- -- -- -- --
94938 96605 98274 _ 99946 01621 03299 04980 06663 08350 100a9 

9-9911732 13427 15125116826 18530 20237 21947 23659 2~5375 27093 
28815 30539 32266 33995 35728 37464 39202 40943 42688 44435 
46185 47937 49693 51451 15:3213 54977 56744 58513 60286 62062 
63840 65621 67405 69192 70982 72774 74570 76368, 78169 79972 
81779 83588 85401 87216 89034 90854 92678 94504 96333 98165 

Tabelle II. Numerische 'Verte des hyperbolischen Sinn~. 

1 
- (ex - e-X ). 

2 

(Vid_ § ,8 Seite 235_) 

2 3 4 5 6 7 8 9 

ii' 
0'0 0'0000: 0'0100: 0-0200, 0-0300; 0-0400 
0'1 0'1002, 0-1102 0'12031 0'1304: 0-1405 
0'2 0'2013 0'21151 0-22181 0-2320 ' 0'2423 
0-3 0-3045! 0'3150' 0'3255, 0-3360' 0'3466 
O' 0'4108' 0-4216 0'43251 0'4434: 0-454iJ 

0-0500 i 0'06001 0-0701: 0-0801, 0-0901 
0-15061 0-16071 0'1708' 0'1810 0'1911 
0'2526 0-2629 0-2733 1 0-2837 0'2, 941 
0'3572 0'3678 0'37851 0'3892 0-4000 
0-4653' 0-47641 0'4875 ' 0'4986 0-5098 

1 

0'5 0-5211 0'5324 0-5438 0'55521 0'5666 
0'6 0'631\7 0-64851 0'6605 0'67251 0'6846 

- 0-7 0-7586 0-7712' 0-7838 0-7966, 0'8094 
0'8 0-8881 0-9015' 0'9l50, 0'9286 1 0-9423 
0-9 1'0265 1-0409, 1-05541 1'070011'0847 

I 1 

0'57821' 0-5897 0'60141 0-6131 0-6248 
0-6967 0'7090 0'7213 0-7336 0-7461 

g:~;~r' g:~~g~ g:~~:6! g:~~~~ ?:~{~~ 
1'099511'11441 1-1294! 1'1446 1-1598 



Tabellen der nnrnerischen 'Werte einiger wichtiger Funktionen, 39:9 

1-0 1-1752 
1'1 1-3356 
I-I! .1'5095 
1'3 1-6984 
1"4 '1-9043 

1-5 2'1293 
l'e 2'3756 
1'7 2'6456 
1~8 2'9422 
1'9 3'2682 

2'0 3'6269 
2'1 4-0219 
2'2 4'4571 
2'3 4-9370 
2'4 5-4662 

2'5 6-0502 
2'6 6-6947 
2'7 7'4063 
2'8 8'1919 
2 

3 

'9 9-059~ 

'010'018 
3'1 11"076 
3'2 12'246 
3 
3 
'313-538 
-414-965 

'516-543 
'618-285 

1 

1'1907 
1'3524 
1'5276 
1-7182 
1'9259 

2'1529 
2-4015 
2-6740 
2'9734 
3-3025 

3-6647 
4-0635 
4-5030 
5-9876 
5-5221 

6'1118 
6'7628 
7-4814 
8'2749 
9-1512 

10-119 
11'188 
12'369 
13'674 
15-116 

16-709 
18-470 

3 
3 
3 
3 
3 

'720'211 20'415 
'822-339122-564 

4 
4 
4 
4 
4 

'924'691 24'939 

-027-290 '27'564 
'130'162 130"465 
-233-336 33'671 
'S 36-843 137-214 
'440-719 141-129 

-545-003145'455 
'649'737 iliO'237 
-754'969 55'522 
,~E 60-751 '61-362 
'967-141 167"816 

4 
4 
4 
4 
4 

I 

2 

1'2063 
1'3693 
1'5460 
1'7381 
1'9477 

2-1768 
2-4276 
2-7027 
3-0049 
3'3372 

3-7028 
4'1056 
4-5494 
5-0387 
5-5785 

6-1741 
6-8315 
7-5572 
8'3586 
9'2437 

10'221 
11"301 
12'494 
13-812 
15-268 

16-877 
18'655 
20'620 
22'791 
25'190 

27'842 
30'772 
34-009 
37'588 
41'542 

45'912 
50'742 
56'080 
61'979 
68-498 

Tabelle II_ -:- Fortsetzlmg_ 

7 8 9 

1'2220 1'2379 1-2539 1-2700 1-2862 1'3025 1'3190 
1-3863 1-4035 1'4208 1'4382 1'4558 1'4735 1'491 4 
1-5645 1-5831 1'6019 1-6209 1'6400 1-6593 1-6788 
1'7583 1-7786 1'7991 1'8198 1'8406 1'8617 1'8829 
1'9697 1'9919 2'0143 2-0369 2'0;597 2'0827 2'1059 

2-2008 2-2251 2'2496 2'2743 2'2993 2-3245 2'3499 
2-4540 2'4806 2'5075 2-5346 2-5620 2'5896 2-6175 
2'7317 2'7609 2-7904 2'8202 2-8503 2-8806 2'9112 
3'0367 3-0689 3'1013 3-1340 3'1671 3-2005 3'2341 
3'3722 3'4075 IN432 3'4792 3-5156 3'5523 3-5894 

3'7414 3-7803 3'8196 3-8593 3'8993 3-9398 3'9806 
4'1480 4'1909 4'2342 4'2779 4'3221 4-3666 4'4117 
4-5962 4"6434 4-6912, 4'7394 4'7880 4'8372 4'8868 
5-0903 5-1425 5'19511 5-2483 5-3020 5-3562 5-4109 
5'6354 5-6929 5'7510 5-8097 5'8689 5'92~8 5'9892 

6'2369 6-3004 6'3645 6-4293 6-4946 6'5607 6'6274 
6'9009 6-9709 7,0417 7'1132 7'1854 7'2583 7"3319 
7'6338 7'7112 7-7894 7-8683 7'9480 8'0285 8'1098 
8-4432 8'5287 8'6150 8'7021 8'7902 8'8791 8'9689 
9'3371 9"4315 9-5268 9'6231 9-7203 9-8185 9'9177 

10'324 11"429 11-534 11-640 11'748 11'856 11"966 
11"415 11-530 12'647 12'764 12'883 12-003 12'124 
12-620 12'747 12-876 13-006 13'137 13'269 113"403 
13'951 14'092 14'234 14-377 14'522 14-668 14'816 
15-422 15'577 15-734 15'893 16'053 16-214 16'378 

17"047117'219 
I 

17-392 17"567 117'744 17'923 118'103 
18-843 19'033 19'224 19'418 119'613 19'811 i20-010 
20'828 121'037 21'249 21'463 21'679 21-89722-117 
23-020 123'252 23'486 23-722 ~23'961 24'202 124'445 
25'44425-700 25'958 26'219 126'483 26'749 ,27'018 
, I I ' 

28'122 128'404 
. 1 

28'690 28'979 129'270 29'564 129'862 
31'081 131'393 ,n'709 32'028 32-350 32-675 !33'004 
34'351 34'697 35-046 35'39835-754 136'113 '36'476 
37'966 i38'347 38-733 39'122139'515 139'913 140'314 
41',960 142'382 42'808 43'238 43'673 44-112 ,44'555 

i i 
46'374 i46840 47'311 47'787148'267 48'752 149-242 
lil-252 151'767 52-288 52'813 53-344 53'880 54'422 
56'643 157"213 57-788 58-369158-955 59'548 '60'147 
62-601 163'231 63-866 64'508 65-157 65-812 166-473 
69'186 69'882 70'584 71'293 72'010 72-734 ,73'465 

I 1 



400 Sammlung von Formeln und Tabellen, 

0-0 
0-1 
0-2 
0-3 
0-4 

0-5 
0-6 
0-7 
0-8 
0-9 

1-0 
1'1 
1-2 
1-3 
1-4 

1-5 
1-6 
1-7 
1-8 
1-9 

2-0 
2-1 
2-2 
2-3 
2-~ 

2-5 
2-6 
2-7 
2-8 
2-9 

3-0 
3-1 
3-2 
3-3 
3-4 

3-5 
3-6 
3-7 
S-8 
3-9 

Tabelle III. Numerische Werte des hyperbolischen Cosinus, 

1 
2 (e'" + e-"'), 

(Vid, § 78 Seite 235_) 

1 2 3 1 4 I 5 6 7 8 9 

1-0000 1-0001 1-0002 1.0005 1-00~~ 1-0013 1-0018 1-0025 1-0032 1-0041 
1-0050 1-0061 1-0072 1-0085 1-009 1-0113 1-0128 1-0145 1"0162 1-0181 
1'0201 1-0221 0-0243 1-0266 1-0289 1-0314 1-0340 1-0367 1-0395 1-0423 
1-0453 1-0484 0-0516 _ 1-0549 1-0584 1-0619 1-0655 1-0692 1-0731 1'0770 
1'0811 1-0852 0-0895 1-0939 1-0984 1-1030 1-1077 1-1125 1-1174 1-1225 

1-1276 1"1329 1-1383 1-1438 1'1494 1-1551 1-1609 1-1669 1-1730 1-1792 
1-1855 1"1919 1-1984 1-2051 1-2119 1-2188 1-2258 1-2330 1-2402 1-2476 
1-2552 1-2628 1-2706 1-2785 1-2865 1-2947 1-3030 1-3114 1"3199 1-3286 
1-3374 1-3464 1-3555 1-3647 1-3740 1-3835 1-3932 H029 1-4128 1-4229 
H331 H434 H539 H645 1-4753 1-4862 H973 1-5085 1-5199 1"5314 

1-5431 1-5549 1-5669 1-5790 1-5913 1-6038 1-6164 1-6292 1-6421 1-6552 
1-6685 1-6820 1-6956 1-7093 1-7233 1-7374 1-7517 1-7662 1-78U8 1-7956 
1-8107 1-8258 1-8412 1-8568 1-8725 1-8884 1-9045 1-9208 1-9373 1-9540 
1-9709 1-9880 2-0053 2-0228 2-0404 2-0583 2-0764 2-0947 2-1132 2-1320 
2-1509 2-1700 2-1894 2-2090 2-2288 2-2488 2-2691 2-2896 2-3103 2-3312 

2-3524 2-3738 2-3955 2-4174 2-4395 2-4619 2-4845 2-5073 2-5305 2-5538 
2-5775 2-6013 2-6255 2-6499 2-6746 2-6995 2-7247 2-7502 2-7760 2-8020 
2"8283 2-8549 2-8818 2-9090 2-9364 2-9642 2-9922 3-0206 3-0492 3-0782 
3-1075 3-1371 3-1669 3-1972 3-2277 3-2585 3-2897 3-3212 3-3530 3-3852 
3"4177 3-4506 3"4838 3-5173 3-5512 3-5855 3-6201 3-6551 3-6904 3-7261 

3-7622 3-7987 3-8355 3-8727 3-9103 3-9483 3-9867 4-0255 4-0647 4-1043 
4-1443 4-1847 4-2256 4-2668 4-3085 4-3507 4-3932 4-4362 4-4797 4-5236 
4-5679 4-6127 4-6580 4-7037 4-7499 4-7966 4-8437 4-8914 4-9395 4-9881 
5-0372 5-0868 5-1370 5-1876 5-2388 5-2905 5-3427 5-3954 5-4487 5-5026 
5-5569 5-1619 5-6674 5-7235 5-7801 5-8373 5-8951 5-9535 6-0125 6-0721 

6-1323 6-1931 6-25451 6-3166 6-3793 6-4426 6-5066 6-5712 6-6365 6-7024 
6-7690 6-8363 6-904316-9729 7"0423 7-1123 7"1831 7-2546 7-3268 7-3998 
7-4735 7-5479 7-6231 7-6990 7-7758 7-8533 7-9136 8-0106 8-0905 8-1712 
8-2527 8-3351 8-4182 8-5022 8-5871 8-6728 8-7594 8-8469 8-9352 9-0244 
9-1146 9-2056 9-2976 9-3905

1 
9-4844 9-5791 9-6749 9-7716 9-8693 9-9680 

10-068 10-168 10-270 110-373 110-476 10-581 10-687 10-794110-902 11"011 
11-121 12-233 11-345 111-459 111-574 11-689 11-806 11-925 12-044 12-165 
12-287 13"410 12-534 12-660 '12-786 12-915 13-044 13-175 13-307 13-440 
13-575 14-711 13-848 13-987 114"127 14-269 14"412 14-556 14-702 14-850 
14-999 15-149 15-301 15-455 .15-610 15-766 15-924 16-084 16-245 16-408 

16-573 16-739 16-907 17"077 17"248 17"421 17-596 17-772 17-951 18-131 
18-313 18-497 18-682 11:\-870 19-059 19-250 19-444 19-639 19-836 20-035 
20-236 20-439 20-644 20-852 21-061 21-272 2H86 21-702 21-919 22-139 
22-362 22-586 22-813 23-042 23-273 23-507 23-743 23-982 24-222124-466 
24-711 24"959 25-210 25-463 25-719 25-977 26-238 26-502 26-768 27"037 



Tabellel1 del' l1umel'ischel1 Wel'te einigel' wichtig'el' Funktionel1. 401 

Tabelle III. - Fol'tsetzul1g. 

2 3 4 5 6 7 8 9 
, 

! 
4'0 27'308 27'582 27'860 128'139 28'422 28'707 28'996 29'287 29'581 i 29'878 
4"1 30'178 30'482 30'788: 31'097 31'409 31"725 32'044 32'365 32'691 !33'019 
4'2 33'351 33'686 34'0241 34'il66 34'711 35'060 35'412 35'768 36'127 I 36'490 
4'3 36'857 37'227 37'601 ' 37'979 38'360 38'746 39'135 39'528 39'925 ! 40'326 
H 40'732 41'141 41'554 ! 41.972 42'393 42'819 43'250 43'684 44"123)44'566 

4"5 45'014 45'466 45'923 • 46'385 46'851 47'321 47'797 48'277 48'762149'252 
4'6 49'747 50'247 50'752 , 51'262 51'777 52'297 52'823 53'354 53'890 . 54"431 
4'7 54'978 55'531 56'089 ; 56'652 57'221 57'796 58'377 58'964 59'556 1 60'155 
4'8 60'759,61'370 61'987 1 62'609 63'239 63'874 64'516 65'164 65'819 . 66'481 
4'9 67'149!67'823 68'505169'193 69'889 70'591 71"300 72'017 72'741! 73"472 

I I 
1 I ! 

Tabelle IV. Numerische Werte des Faktors: 

0'6745-J 1 
n-l 

(Vid. § 123 Seite 366.) 

0'6745 

n 
Vn - 1 

0 2 3 4 5 6 7 8 9 

I I 

0 i 0'6745 0"4769.0'3894 0'337210'3016 0'2754 0'2549 ! 0'2385 
1 0'2248 I 0'2133 '2029 '1947 i '1871 '1803 '1742 '1686 '16361 '1590 
2 '1547. '1508 '1472 '1438 i '1406 '13771 '1349 '1323 '1298 '1275 
3 '1252! '1231 '1211 '1192 '1174 '1157 '1140 '1124 '1109. '1094 
4 '1080· '1066 '1053) '1041 '1029 '1017 '1005 '0994 '09841 '0974 

5 0'0964 0'0954 0'0944 ! 0'0935 0'0926 0'09181 0'0909 0'0901 0'0893 • 0'0886 
6 '0878 '0871 '08641 '0857 '0850 '0843, '0837 '0830 

'0824 1 
'0818 

7 '0812 '0806 '0800 ) '0795 '0789 '07841 '0778 '0773 '0768 '0763 
8 '0759 '0754 1 '0749 i '0745 '0740 '0736 1 

'0731 '0727 '0723 '0719 
9 '0715 '0711 : '0707 '0703 '0699 '0696 '0692 '0688 

'0685 1 
'0681 

i 

l\Ie 11 or .. ,YogI' in z, H5here ~Iathematik. 26 



402 

n 

0 

.0 
1 0'0711 
2 '0346 
3 '0229 
4 '0171 

5 0'0136 
6 '0113 
7 '0097 
8 '0085 
9 '0075 

Sammlung von Formeln und Tabellen. 

Tabelle V. Numerische Werte (les Faktol's: 
0'6745 

~n(ri=l) 
(Vicl. § 124 Seite 369.) 

0'6745 

';,,(n-1) 

1 2 3 4 5 6 7 

10'476910'275410'1947 0'150810'1231 10'1041 
0'06431 '0587 '0540 '0500 '0465 '0435 I '0409 

'0329 I '0314 '0300 '0287 '0275 '0265 '0255 
'0221 I '0214 '0208 '0201 '0196 '0190 '0185 
'0167. '0163 '0159 '0155 '0152 '0148 '0145 

0'0134 i 0'0131 0'0128 0'0126 0'0124 0'0122 0'0119 
'0111 1 '0110 '0108 '0106 '0105 '0103 '0101 
'0096 '0094 '0093 '0092 '0091 '0089 '0088 
'0084 '0083 '0082 '0081 '0080 '0080 '0079 
'0074 '0073 '0073 '0072 '0071 '0070 '0069

1 

-------._---

8 I 9 

0'0901 I 0'0795 
'0386 I '0365 
'0245 I '0237 
'0180 I '0175 
'0142 [ '0139 

0'0117 • 0'0115 
'0100 i '0098 
'0087 i '0086 
'00771 '0076 
'0069 I '0068 

Tabelle VI. Numerische Werte des Faktors: 

0'8453 -; 1 __ 
Vn (n-1) 

(Vicl. § 124 Seite 369.) 

0'8453 

,l1fn-1') 
n ------ --------

0 2 :3 4 5 7 8 9 

0 1 0'5978 i 0'3451 10'2440 0'1890 0'1543 0'1304· 0'1130 0'0996 
1 0'0891 I 0'0806 '07361 '06771 '0627 '0583 '0546 '0513. '0483 '0457 
2 '0434 '0412 '0393 1 '0076. '0360 '0345 '0332 '0319 '0307 '0297 
3 '0287 '0277 '0268, '0260 I '0252 '0245 I '0238 '0232 '0225 '0220 
4 '0214 '0209 '0204 1 '01991 '0194 '0190 '0186 '0182 I '0178 '0174 

0'016410'0161 10'0158 
; 

5 0'0171 0'0167 0'0155 0'0152 0'0150 0'0147 0'0145 
6 '0142 '0140 '01371 '0135 '0133 '0131 '0129 '0127 '0125 '0123 
7 '0122 '0120 '0118 ~117 I '0115 '0113 '0112 '0110 ; '0109 '0108 
8 '0106 '0105 '0104! '0102 I '0101 '0100 '0099 '0098 '0097 '0096 
9 '0095 '0093 '0092! '0091 I '0090 '0089 '0089 '0088 '0087 ! '0086 

I 



Tabellen der numerischen Werte einigel' wichtigel' Funktioneil. 403 

- ~.--

n 

0 

0 
1 0·0282 
2 '0097 
3 '0052 
4 ·0034 

5 0'0024 
6 ·0018 
7 '0015 
8 '0012 
9 '0010 

hx --
0 

0'0 0'0000 
0'1 '1125 
0·2 '2227 
0'3 '3286 
0'4 '4284 

0'5 0·5205 
0'6 '6039 
0'7 '6778 
0'8 '7421 
0'9 '7969 

I 

1 

Tabelle VIT. Numerische Werte des Faktors: 

I 

I 1 I 2 i 
0'4227 

0'0243 '0212 
'0090 '0084 
'0050 '0047 
'0033 '0031 

0'0023 0'0023 
'0018 ·0017 
'0014 '0014 
'0012 '0011 
'0010 '0010 

0'8453-1-
"~n-l 

0·8453 

.. 1/,,-1" 

3 I 4 I 5 

0'1993 0'1220 I 0'0845 
'0188 '0167 '0151 
'0078 '0073 '0069 
'0045 '0043 '0041 
'0030 '0029 '0028 

0'0022 0·0022 0'0021 
'0017 '0017 '0016 
'0014 '0013 '0013 
'0011 '0011 '0011 
'0009 '0009 '0009 

-

I 

I I 
! 

I 6 7 8 9 
I 

0'0630 0'0493 0'0399 1 0'0332 
'0136 '0124 '0114 '0105 
'0065 '0061 '0058 '0055 
'0040 '0038 '0037 ·0035 
'0027 '0027 '0026 '0025 

0'0020 0'0020 I 0'0019 0'0019 
·0016 '0016 I '0015 '0015 
'0013 '0012 '0012 '0012 
'0011 '0010 '0010 '0010 
'0009 '0009 '0009 '0009 

1 

Tabelle VIII. Numerische Werte des Integrals: 

I 
1 

I 
2 I 

0'0113 0'0226 
'1236 '1348 
'2335 '2443 
'3389 '3491 
'4380 '4475 

0·5292 0'5379 
'6117 '6194 
'6847 '6914 
'7480 '7538 
'8019 '8068 

p=~ r:-h'X2 d(hx) 
~Jo 

(Vid. § 123 Seite 364.) 

p 

I I I 
I 

3 4 5 6 I 7 
I 

0'0338 0'0451 0'0564 0'06761 0'0789 
'1459 '1569 '1680 '1790 '1900 
'2550 '2657 '2763 '2869 '2974 
'3593 '3694 '3794 '3893 ·3992 
'4569 '4662 '4755 '4847 '4937 

0'5465 0'5549 0'5633 0'5716 0'5798 
'6270 '6346 '6420 '6494 '6566 
'6981 '7047 '7112 '7175 '7238 
'7595 '7651 '7707 '7761 '7814 
'8116 '8163 '8209 '8254 '8299 

----
I 

I I 8 9 
I 

0'0901 i 0'1013 
'2009 I '2118 
'3079 '3183 
'4090 '4187 
'5027 '5117 

0'5879 0·5959 
·6638 '6708 
'7300 '7361 
'7867 '7918 
'8342 '8385 
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Tabelle VIII. - Fortsetzung. 

p 
hXI---~----~--~----~--~----~--~----~--~----

o I 1 I 2 I 3 141 5 I 6 I 7 I 8 I 9 

1'0 04'827 
1'1 '8802 
1'2 '9103 
1'3 '9340 
1'4 '9523 

1'5 0'9661 
1'6 '9763 
1"7 '9838 
1'8 '9891 
1'9 '9928 

2'0 0'9953 
2'1 '9970 
2'2 '9981 
2'3 '9989 
2'4 '9993 

0'8468 1 0'8508 
'8835 '8868 
'9130 '9155 
'9361 '9381 
'9539 '9554 

0'9673 0'9684 
'9772 '9780 
'9844 '9850 
'9895 '9899 
'9931 i '9934 

, 
0'9955 0'9957 

'9972 '9973 
'9982 '9983 
'9989 '9990 
'9993 '9994 

0'8548 
'8900 
'9181 
'9400 
'9569 

0'8586 
'8931 
'9205 
'9419 
'9583 

0'9695 I 0'9706 
'9788 '9796 
'9856 '9861 
'9903 '9907 
'9937 '9939 

0'9959 0'9961 
'9974 '9975 
'9984 '9985 
'9990 '9991 
,9994 '9994 

0'8624 
'8961 
'9229 
'9438 
'9597 

0'9716 
'9804 
'9867 
'9911 
'9942 

0'9963 
'9976 
'9985 
'9991 
'9995 

0'8661 
'8991 
'9252 
'9456 
'9611 

0'9726 
'9811 
'9872 
'9915 
'9944 

0'9964 
'9977 
'9986 
'9992 
'9995 

0'8698 1

1 
0'873311 0'8768 

'9020 '9048 '9076 
'9275 '9297 '9319 
'9473 I '9490: '9507 
'9724! '9637! '9649 

0'9736 0'9745 1 0'9755 
'9818 '98251 '9832 
'9877 '9882 I '9886 
'9918 '9922 '9925 
'9947: '9949. '9951 

0'9966 
'9979 
'9987 
'9992 
'9995 

0'9967 0'9969 
'9980: '9980 
'9987' '9988 
'9992: '9993 
'99951 '9996 

2'5 0'9996 0'9996 0'9996 0'9997 0'9997 0'9997 0'9997 0'9997 
2,6 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 '9998 

0'9998 . 0'9998 
'9998 '9999 

ro 1'0000 

Tabelle IX. Numerische Werte des Integrals: 

(Vid, § 125 Seite 373,) 

p 
t -- ---, 

0 2 3 4 5 6 7 
i 

8 ; 9 
I , 

0'02691 0'03231 0'0377 i 0'0430 0'0 
1 0'0054 0'0108 0'0161 0'0215 0'0484 

0'1 0'0538 '0591 '0645 '0699 '0752 '0806 '0859. '0913 '0966 '1020 
0'2 '1073 I '1126 '1180 '1233 '1286 '13391 '1392 i '1445 i '1498 '1551 
0'3 '1603 '1656 '1709 '1761 '1814 '1866 '1918: '1971. '2023 '2075 
0'4 '2127 '2179 '2230 '2282 '2334 '2385 '2436 I '2488: '2539 '2590 

I 
0'5 0'2641 0'2691 0'2742 0'2793 0'2843 0'2893 [ 0'2944 . 0'2994 I 0'3043 0'3093 
0'6 -3143 '3192 '3242 -3291 '3340 '3389, -3438 '34871 -3535 '3583 
0'7 -3632 -3680 -3728 '3775 '3823 '3870 I '3918 -3965 '4012 '4059 
0'8 -4105 '4152 '-4198 '4244 '4290 -4336 '4381 -4427 -4472 '4517 
0'9 -4562 ! '4606 -4651 -46!l5 -4739 '4783 '4827 '4860 -4914 -4957 

I 
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. -

t 

1-0 
I-I 
1-2 
1-3 
1-4 

1-5 
1'6 
1-7 
1-8 
1-9 

2-0 
2-1 
2-2 
2-3 
2-4 

2-5 
2-6 

-7 2 

2 
2-8 

-9 

0 

0-5000 
-5419 
-5817 
-6194 
_6550 

0-6883 
-7195 
-7485 
-7753 
-8000 

0-8227 
-8433 
-8622 
-8792 
-8945 

0-9082 
-9205 
-9314 
-9410 
-9495 

3 
3 
3 
3 
3 

-0 0-9570 

3 
4 
5 

-I 
-2 
-3 
-4 

-9635 
-9691 
-9740 
-9782 

0-9570 
-9930 
-9993 

! 

CXJ 1'0000 I 

I 

Tabelle IX_ - Fortsetzung_ 

P 

1 
I 

2 
I 

3 I 4 I 5 I 6 

0-504310-5085 
i 

0-512810-5170 0-521210-5254 
-541l0 -5500 -5540 -5581 -5620 I -5660 
-5856 -5894 -5932 -5970 -6008 -6046 
-6231 -6267 -6303 -6339 -6375 i -6410 
-6584 -6618 -6652 -6686 -6719 -6753 

0'6915 0-6947 0-6979 0-7011 0-7042 0-7073 
-7225 -7255 -7284 -7313 -7342 -7371 
-7512 -7540 -7567 -7594 -7621 -7648 
-7778 -7804 -7829 -7854 -7879 -7904 
-8023 -8047 -8070 '8093 -8116 -8138 

0-8248 0-8270 0-8291 0-8312 0-8332 0-8353 
-8453 -8473 -8492 -8511 -8530 -8549 
-8639 -8657 -8674 -8692 -8709 -8726 
-8808 -8824 -8840 -8855 -8870 -8880 
-8960 -8974 -8988 -9002 -9016 -9029 

0-9095 0-9108 0'9121 0-9133 0-9146 0-9158 
-9217 -9228 -9239 -9250 -9261 -9272 
-9324 -9334 -9344 -9354 -9364 -9373 
-9419 -9428 -9437 -9446 -9454 -9463 
-9503 -9511 -9519 -9526 -9534 -9541 

0-9577 0-9583 0'9590 0-9597 0-9603 0-9610 
-9641 -9647 -9652 -9658 -9664 -9669 
'9696 '9701 -9706 -9711 -9716 -9721 
-9744 -9749 -9753 -9757 -9761 -9766 
-9786 0-9789 -9793 -9797 -9800 -9804 

0'9635 -9691 I 0-974010-9782 0'9818 0'9848 
-9943 -9954i -9963 -9970 -9976 -9981 
-9994 -99961 -9997 I -9997 -9998 -9998 

I I 

--

I 

I I 
I 7 8 9 
I 

0-529510-533710-5378 
-5700 -5739 -5778 
-60831 -6120 -6157 
-6445 -6480 -6515 
-6786 -6818 -6851 

0-7104 0-7134 0'7165 
-7400 -7428 I -7457 
-7675 -7701 '7727 
-7928 -7952 -7976 
-8161 -8183 -8205 

0'8373 0-8394 0-8414 
-8567 -8585 -8604 
-8742 -87,~9 -8775 
-8901 -8916 -8930 
-9043 -9056 '9069 

0'9170 0-9182 0-9193 
-9283 -9293 -9304 
-9383 -9392 -9401 
'9471 '9479 -9487 
-9548 -9556 -9563 

0-9616 0'9622 0-9629 
-9675 '9680 -9680 
-9726 -9731 -9735 
-9770 -9774 '9778 
-9807 -9S11 '9814 

,0-9874 0'9896 0-9915 
-9985 -9988 -9990 
-9999 -9999 -9999 

I 
I I 

Tabelle X. Numerische 'Verte von t, entsprechend verschiedenen 
'Vel'ten von n in del' Anwendung auf Chauvenets Kriteriulll. 

eVic1. § 125 Seite 373_) 

3 4 I 5 6 7 8 9 

I I I 2-67 I 2-76 0 
I 

2-05 
i 

2-27 2-44 2'57 i 2-84 
1 2-91 2'96 3-02 3-07 3-12 3-16 3-19 3-22 3-26 i 3-29 
2 3-32 1 3-35 3'38 3'41 I 3'43 3-45 3-47 3-49 3-51 3-53 
3 3-55 i 3-57 3-58 3-60 

I 
3-62 3-64 3-65 3'67 3'68 3-69 

4 3-71 3-72 3-73 3'74 3'75 3-77 3-78 3-79 I 3-80 3-81 
i I I I 



406 Sammlung- von Formeln und Tabellen, 

Tabelle X, - Fortsetzung-, 

1 2 3 4 5 7 8 9 

5 3'82 3'83 3'84 3'85 1 3'86 3'87 3'88 3'88 3'89 3'90 
6 3'91 3'92 3'93 3'94 I 3'95 3'95 3'96 3'97 3'97 3'98 
7 3'99 3'99 4"00 4'01 I 4'02 4'02 4,03 4'04 4'05 4'05 
8 4'06 4'06 4'06 4'07 4'07 4'08 4'09 4'09 4'10 4"11 
9 4'11 4'12 4"13 4'14 I 

4'14 4'15 4'15 4'15 4'16 4"16 i , , 

Wenn: n= 100, t= 4'16; 
n=200, t=4'68; 
n=500, t=4'90, 

Tabelle XI. Quadrate del' Zahlen von 10-99. 

nJ 0 1 
j 

2 3 4 5 6 7 8 9 

! 
225 i 

i 
1 100 I 121 1 

144 ! 169 196 256 289 I 324 361 
2 400 441 484 I 529 576 

625
1 

676 
729

1 

784 841 
:3 ' 900 I 961 1024 I 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 
4 1600 1681 1764 I 1849 1936 2025 2116 2209 I 2304 2401 

3025 ! 
I 

5 2500 2601 2704 ! 2809 2916 3136 3249 : 3364 3481 
6 3600 3721 3844 i 3969 4096 4225 : 4356 4489 I 4624 4761 
7 4900 5041 5184 5329 5476 5625 i 5776 5929 ! 6084 6241 
8 6400 6561 6724 I 6889 I 7056 7225 i 7396 7569

1 

7744 7921 
9 8100 I 8281 8464 8649 i 8836 9025 i 9216 9409 , 9604 9801 

Tabelle XII. Quadratwurzeln der Zahlen von 0'1-9'9. 

'I I '2 I '3 '4 I '5 '6 '7 '8 

0 I 0'316 0"447 0'548 0'632 0'707 0'775 0'837 ! 0'894 0'949 
1 1'000 11'049 1'095 1'140 1'183 1'225 1'265 1'304 I 1'342 . 1'378 
2 1'414 1'449 1'483 1'517 1'549 1'581 1'612 1'643 i 1'673 ! 1'703 
3 1'732 1'761 1'789 1'817 1'844 1'871 1'897 1'924 1'949 1'975 
4 2'000 2'025 2'049 2'074 2'098 2'121 2'145 2'168 2'191 2'214 

5 2'236 2'258 2'280 2'302 2'324 2'345 2'366 2'387 2'408 i 2'429 
6 2'449 2'470 2'490 2'510 2'530 2'550 2'569 2'588 ~:~~~ : ~:~ii 7 2'646 2'665 2'683 2'702 2'720 2'739 2'757 2'775 
8 j,l'828 2'846 2'864 2'881 2'898 2'915 2'933 2'950 2'966 • 2'983 
9 3'000 3'017 3'033 3'050 3'066 3'082 3'098 3'114 3'130 I 3'146 
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Tabelle XIII. Quadratwurzeln der Zablen von 10-100. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 3'162 3'317 1 3'464 3'606 3'742 3'873 4'000 4'123 4'243 1 4'359 
2 4'472 4'583 4'690 4'796 4'899 5'000 5'099 5'196 5'292 5'385 
:3 5'477 5'568 5'657 5'745 5'831 5'916 6'000 6'083 6'164 . 6'245 
-* 6'325 6'403 6'481 6'557 6'633 6'708 6'782 6'856 6'928 \7'000 

7'483 I 7'550 ,5 7'071 7'141 7'211 7'280 7'348 7'416 7'616 , 7'681 
fi 7'746 7'810 7'874 7'937 8'000 8'062 8'124 8'185 8'246 1 8'307 
7 8'367 8'426 8'485 8'5441 13'602 8'060 8'718 8'775 8'832 1 8'888 
8 8'944 9'000 9'055 9'110 9'165 9'220 9'274 9'327 9'381 9'434 
9 9'487 9'539 9'592 9'644 , 9'695 9'747 9'798 9'849 9'899 i 9'950 

, , 1 

Tabelle XIV. Dritte Potenzen der Zahlen von 10-100. 

o 21 -* I 5 
() 7 8 9 

1 1000, 1331: 1728 1 2197' 2744 33751 4096 'Ii 49131 58sz! 6859 
2 80001 9261] 10648 12167 13824 15625'1 17576 19683 219521 24389 
3 270001 297911 32768 35937 39304 42875 46656. 506531 54872.59319 
4 64000 689211 74088 79507 85184 911251 97336103823 110592 [117649 

,5 1250001132651 140608 148877 157464 166375 175616 185193 195112 1205379 
6 216000 i 226981] 238328 250047' 262144 274625 287496 300763 3144321328509 
7 343000 i 357911 ~ 373248,389017 405224 421875 438976 456533 474552 [493039 
8 512000i531441 1551368'571787 592704614125636056658503681472704969 
9 729000 753571 i 778688! 804357 830584 857375 884736 912673,941192970299 , I . ' 

Tabelle XV. Kubikwurzeln del' Zablen von 1-tOO. 
II 

,X'I 0 1 2 :3 4 
I 

5 6 7 8 9 

0 I i 1'260 l'442 i 1'587 1'710 : 1-817 1 1'913 2'000 : 2'080 
1 2-154 I 2-224 I 2-289 2-351 2-410 2-466 I 2'520 I 2-571 2-621 2'668 
2 2'714 I 2'759 I 2"802 2'844 2-884 2'924 2'963· 3-000 3-037 I 3-072 
3 3'107 : 3-141 ! 3'l7f; 3'208 3-240 3-271 3'302 1 3'332 3'362 I 3-391 
4 3-420 )3'448 I 3"476 I 3'503 3-530 3-557 3'583 I 3-609 3'634 ' 3'659 

5 3'684 I 3'708 3-733' 3'756 3-780 3_803 3-826 3-849 3'871 3-893 
6 3-915 1 3-936 3'958 3-979 4'000 4-021 4-041 4'062 4-082 4'102 
7 4-121 1 4'141 14'160 4'179 4'198 4-217 4'236 4'254 4'273 4'291 
8 4'309 I 4-327 4-344' 4'362 4-380 4'397 4'414 4"431 4"448 4"465 
9 4-481 . 4"498 4'514 4-531 4'547 4-563 , 4-579 4'595 4-610 4"626 
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Tabelle XVI. Reziproke Werte del" Zahlen von 1-tOO. 

2 3 4 5 6 7 8 9 

0 10000 50000 133333 I 25000 20000 16667 14286\12500 \11111 
1 10000 90909 83333 76923 I 71429 66667 62500 58824 55556 52632 
2 50000 47619 45455 I 43478 ! 41667 40000 38462 37037 35714 34483 
3 33333 32258 31250 30303 29412 28571 27778 27027 I 26316 125641 
4 25000 24390 23810 \23256 22727 22222

1

21739 21277 i 20833 i 20408 

5 20000 19608 19231 I 18868 18519 18182 17857 17544117241 ! 16949 
6 16667 16393 16129 '15873 15625 15385 15152 14925 : 14706 14493 
7 14286

1

14085 13889\13699 i 13514 13333 13158 12987 , 12821 12658 
8 12500 12346 12195 12048! 11905 11765 11628 11494 j 11364 11236 
9 11111 10989 10870 • 10753 i 10638 10526 10417 10309 10204 10101 

I 

Tabelle XVII. Numerische Werte von eX, fiir x=O bis x=tO. 

011 2 3 
, 

4 5 

1'6487 
4'4817 

12'183 
33'115 
90'017 

6 7 8 9 

1"8221: 2'0138[ 2'22551 2'4596 
4'9530 5'47391 6'04961 6'6859 

13'463 , 14'880 , 16'445 I 18'174 
36'598 • 40'447 1 44'701 49'402 
99'480 :109'95 [121'51 134'29 I , 

o 1'00001 1'1052 1'22141 Ul499 , 1'4918 
1 2'71831 3'0042 R'3201 1

1 

3'6693, 4'0.552 
2 7"3891! 8'1662 9'0250 9'9742 11"023 
3 20'086 1.22'198 24"533 I 27'113\29'964 
4 54'598 60'340 66'686 1 73'700 81"451 

5 148'411 164'03 181'27' 200'34i 221'41 
6 403"43; 445'86 492'751 545'571 601'85 
7 1096'6 ,1212'0 ,1339"4 i 1480'311636'0 
8 2981'0 :3294'5 ;3641'0 : 4023'9 4447'1 
9 8103'1 18955'0 19897"0 i10938' 120~8' 

244"69 270'43 298'87 330'30 365'04 
665'14 735'10 812'41 897'85 992'27 

1808'0 ,1998'2 2208'3 2440'6 2697'3 
4914'8 i 5431'7 6002'9 6634'2 7332'0 

13360' '14765' 16318' :18034' '19930' 
, I 

Tabelle XVIII. Numerische'Verte von e-x , von X = 0 bis X = 10. 

2 3 41 5 6 

o 1'0000 I, 0'9048 I 0'8187 i 0'74081 0'6703 
1 0'3678 I '3329 '3012' '27251 '2466 
2 '1353: '1224 '1108 '1003 '09u7 
3 '0498' '0451 I '0408 '0369 '0334 
4* '0183 '0166 '0150 '0136 '0123 

5 0'0267 0'0261 0'0255 0'0250 0'0245 
6 '0225 ·oe22 '0220 ·oe18 1 '02 17 
7 '0391 '0383 '0375 '0"68; '0361 
8 '0334 '0330 '0328 '0325 1 '0323 
9 '0312 '0311 I '0"10 '0491 i '0483 

0'6065 0'5488 
'2231 '2019 
'0821 '0743 
'0302 i '0273 
'0111; '0100 

0'0241 ' 0'0237 
'0215 '0214 
'0')55 '0350 
'0320 '0318 
'0475 '0168 

7 8 

0'4966 ! 0'4493 
'1827 i .1653 
'0672 '0608 I 
'0247 '0224 
'0291 ' '0282 

I 

0'0234 ' 0'0230 
'0212 '0211 
'0"45 '0341 
'0317 '0"15 
'0461 '0'56, 

* 0'02555 hedentet 0'00555; 0'0455 hedeutet 0'000055. 

9 

0'4066 
'1496 
'0550 
'0202 
'0275 

0'0227 
'0210 
'0'137 
'0314 
'0450 
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Tabelle XIX. Numerische Wel'te von ex' und e - x" von X = 0'1 
bis 00=5'0. 

ex' e- x' e- x' 

0-1 1-0101 0-99005 2-6 8-6264 X 102 1-1592x 10-3 

0-2 1-0408 -96079 2-7 1-4656 X 103 6-8233 X 1Q-! 
0-3 1-0904 -91393 2"8 2-5402 

" 
3-9367 ,-

0-4 1-1735 -85214 2-9 4-4918 
" 

2-2263 
" 0-5 1-2840 -77880 3-0 8-1031 

" 
1-2341 

" 
0-6 1-4333 0-69768 3-1 1-4913 X 10! 6-7055 X 10-5 

0-7 1-6323 -61263 3-2 2-8001 
" 

3-57l3 
" 0-8 1-8965 -52729 3-3 5-2960 

" 
1-8644 

" 0-9 2-2479 -44486 3-4 1-0482 X 105 9-5402 X 10-6 

1-0 2-7183 -36788 3-5 2-0898 
" 

4-7851 
" 

I-I 3-3585 0-29280 3-6 4-2507 X 105 2-3526 X 10-6 

1-2 4-2207 -23693 3-7 8-8205 
" 

1-1337 
" 1-3 5-4195 -18452 3-8 1-8673 X lOG 5-3554 X 10-' 

1-4 7"0993 -14086 3-9 4-0329 
" 

2-4796 
" 1-5 9-4877 -10540 4-0 8-8861 

" 
1-1254 

" 
1-6 12-936 0-077306 4-1 1-9976 X 10' 5-0062 X 10-' 
1-7 17"993 -055576 4-2 4-5809 

" 
2-1829 

" 1-8 25-534 -039164 4-3 1-07lR X 108 9-3303 X 10-9 

1-9 36-996 -027052 4-4 2-5583 3-9088 
" 2-0 54'598 -018316 4-5 6'2297 :: 1-6052 , ~ 

2-1 82-269 0-012155 4-6 1-5476 X 109 6-4614 X 10-10 

2-2 126'47 -0279070 4-7 3-9228 
" 

2-5494 
" 2'3 198-34 -0250418 4-8 1-0143 x 1010 9-8595 X 10-11 

2'4 317'35 -0231511 4-9 2-6755 
" 

3-7376 
" 2-5 518-02 -0219304 5-0 7'2005 

" 
1-3888 : ~ 

Tabelle XX. Natiil'liche Logal'ithmen del' Zahlen von 1-9'99. 

n' -00 1 -01 I -02 " -03 i, -04 " -05 I -06 I -07 I -08 I -~9' 
I ! 1 1 1 I ! 

1-0 0-0000 
I-I -0953 
1-2 -1823 
1-3 -2624 
1-4 '3365 

1-5 0-4055 
1-6 -4700 
1-7 -5306 
1-8 -5878 
1-9 -6419 

0-0100 I 0-0198 0-02961 0-0392 0-0488 i 0-0583 ' 0-0677 t 0-0770 [' 0-0862 
-1044 -1133 -1222 I -1310 -1398 I -1484, -1570. -1655 -1740 
-1906 -1980 -2070 I -2151 -2231' -2311 I -2390 II -2469 [ -2:;46 
-2700 -2776 -2852 I -2927 -3001 -3075 -3148, -3221 -3298 
-3436 -3507 -35771 -3646 -3716 -3784' -3853 -3920: -3988 

0-4121 0-4187 0-4253,0-4318 0-4383 0-4447 0-4511 0-4574 1

1
0-4637 

-4762 -4824 -4886 'I -4947 -5008 -5068 -5128 -5188 -5247 
-5365 -5423 -5481, -5539 -5596 -5653 -57l0 -57661' -5822 
-5933 -5988 -6043: -6098 -6152 _6206 -6259 -6313 -6366 
-6471 -6523 -6575 i -6627 -6678 -6729 -6780 -6831 -6881 
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Tabelle xx. - Fortsetzung. 

n I ·00 I ·01 I ·02 I ·03 ·04 I ·05 I ·06 I ·07 I ·08 I ·09 

2·0 0·6932 0·6981 0·7031 1 0·7080 0·7130 
2·1 ·7419 ·7467 ·7514 ·7561 ·7608 
2·2 ·7885 ·7930 ·7975 ·8020 ·8065 
2·3 ·8329 ·8372 ·8416 ·8459 ·8502 
2·4 ·8755 ·8796 ·8838 ·8879 ·8920 

2·5 0·9163 0·9203 0·9243 0·9282 0·9322 
2·6 ·91)55 ·9594 i ·9632 ·9670 ·9708 
2·7 ·9933 ·9970 . 1·0006 1·0043 1·0080 
2·8 1·0296 1·0332 ' ·0367 ·0403 ·0438 
2'9 '0647 '0682 '0716 ·0750 '0784 

3'0 1'0986 1'1019 1·1053 1'1086 1'1119 
in '1314 '1346 '1378 '1410 '1442 
3'2 ·1632 '1663 '1694 ·1725 '1756 
3'3 '1939 '1970 '2000 '~030 '2060 
3'4 ·2238 '2267 ·2296 ·2326 '2355 

3·5 1'2528 1'2556 1'2585 1'2613 1'2641 
3'6 '2809 '2837 '2865 '2892 '2920 
3'7 '3083 '3110 '3137 '3164 '3191 
3'8 . '3350 '3376 '3403 ·3429 '3455 
3'9 '3610 '3635 '3661 '3686 '3712 

4·0 1·3863 1'3888 1'3913 1'3938 1'3963 
4'1 '4110 '4134 '4159 ·4183 '4207 
4'2 '4351 '4375 '4398 '4422 '4446 
4'3 ·4586 '4609 ·4633 '4656 '4679 
4'4 '4816 ·4839 '4861 '4884 '4907 

4'5 1'5041 1'5063 1'5085 1'5107 1'5129 
4·6 ·5261 '5282 '5304 '5326 '5347 
4'7 ·5476 '5497 '5518 ·5539 '5560 
4'S '5686 '5707 '57281 '5748 '5769 
4'9 '5892 ·5913 '5933 i '5953 '5974 

5'0 1'6094 1'6114 l'6134 1 1'6154 1'6174 
5'1 '6292 '6312 ·6332 '6351 '6371 
5'2 '6487 '6506 ·6525 '6544 '6563 
5'3 '6677 '6696 '6715 ·6734 '6752 
5'4 '6864 '6882 ·6901 '6919 '6938 

5·5 1·7048 1'7066 1'7083 1'7102 1'7120 
5'6 '7228 ·7246 '7263 '7281 '7299 
5'7 '7405 '7422 ·7440 '7457 '7475 
5'8 ·7579 '7596 ·7613 '7630 '7647 
5'9 '7750 ·7766 '7783 ·7800 ·7817 

6'0 1'7917 1'7934 l'7951 1·7967 1'7984 
6·1 '8083 ·8099 '8116 '8132 '8148 
6·2 '8246 '8262 '8278 '8294 '8310 
6'3 ·8406 ·8421 '8437 ·8453 '8469 
6'4 '8563 ·8579. '8594 '8610 '8625 

0·7178 
·7655 
·8109 
·8544 
·8961 

0·9361 
·9746 

1·0116 
·0472 
'0818 

1'1151 
·1474 
'1787 
'2090 
'2384 

1'2670 
'2947 
'3218 
'3481 
'3737 

1'3987 
·4231 
'4469 
'4702 
'4929 

1'5151 
·5369 
'5581 
'5790 
'5994 

1'6194 
'6390 
'6582 
·6771 
'6956 

1'7138 
'7317 
'7492 
'7664 
·7834 

1'8001 
'8165 
'8326 
'8485 
'8641 1 

1 

0·7227 0·7276 1 0.7324 0·7372 
·7701 ·7747 
·8154 ·8198 
·8587 ·8629 
·9002 ·9042 

0·9400 0·9439 
·9783 ·9821 

1·0152 1·0189 
'0508 '0543 
'0852 '0886 

1'1184,1·1217 
·1506 . '1537 
·1817 ·1848 
·2119 '2149 
·2413 '2442 

1·2698 1'2726 
'2975 '3002 
'3244 '3271 
'3507 '3533 
'3762 . '3788 

I 

1'4012 1'4036 
'4255 '4279 
'4493 '4516 
'4725 '4748 
·4954 ·4974 

1'5173 
, 

l'5195 
'5390 '5412 
·5602 '5623 
·5810 '5831 
'6014 I 

1 
·6034 

l'6214 : 1'6233 
'6409 ! '6429 
'6601 : '6620 
'6790 I '6808 
'6975 '6993 

1'7156 1'7174 
·7334 . '7352 
·7509 '7527 
'7682 '7699 
'7851. '7868 

1'8017 1'8034 
·8181 ·8197 
'8342 ·8358 
'8500, '8516 
'8656 ·8672 

·7793 
·8242 
·8671 
·9083 

0·9478 
·9858 

1·0225 
'0578 
'0919 

1·1249 
'1569 
·1878 
'2179 
'2470 I 

1'2754 
·3029 
'3297 
'3558 
'3813 

1'4061 
·4303 
'4540 
'4771 
'4996

1 

·7839 
·8286 
·8713 
·9123 

0·9517 
·9895 

1·0260 
'0613 
·0953 

1'1282 
'1600 
·1909 
'220 8 
'2499 

1'278 
'305 
'332 
'358 

2 
6 
4 
4 

·3838 

1'408 6 
'4327 
'4.563 
'479 
'501 

3 
9 

1'521711'523 9 
4 
5 
2 
4 

'5433! '545 
'5644 
'5851 
'6054 

1'6253 
'6448 
·6639 
'6827 
'7011 

1·7192 
'7370 
'7544 
'7716 
'7884 

1'8050 
·8213 
'8374 
'8532 
'8687 

'566 
'587' 
'607 

1'627 3 
'6467 
'6658 
'6845 
'7029 

1'721 
'738 

o 
7 

'7561 
'773. 3 
'7901 

1'8067 
'822 
'839 

9 
o 

'8547 
'8703 
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Tabelle XX. - Fortsetzung-. 

n -I '00 I '01 I '02 I '03 I '04 1 '05 I '06 '07 1 '08 1- '09 

I 

6'5 1'8718 1'8733 11"8749 1'8764 1'8779 1'8795 1"8810 1'8825 1'884011'8856 
6'6 '8871 '8886 '8901 '8916 '8931 '8946 '8961 '8976 '8991 '9006 
6'7 '9021 '90361 '9051 '9066 '9081 '9095 '9110 '9125 '9140 '9155 
6'8 '9169 '9184 '9199 '9213 '9228 '9243 '9257 '9272 '92861 '9301 
6'9 '9315 '9330 '9344 '9359 '9873 '9887 '9402 '9416 '9431· '944 

7'0 1'94.59 11'947311'9488 1'9502 1'~516 1'9530 1'9544 1'9559 1'957311"9587 
7'1 '9601 '96151 '9629 '9643 '9657 '9671 '9685 '9699 '97131 '9727 
7'2 '9741 '9755 '9769 '9782 '9796 '9810 '9824 '9838 '9851 '9865 
7'8 '9879 '9892 I '9906 '9920 '9933 '9947 '9961 '9974 '9988 2'0001 
7"4 2'0015 2'002812'0042 2'0055 2'0069 2'0082 2'0096 2'0109 2'01221 '0136 

7'5 2'0149 2'016212'0176 2'0189 2'0202 2'0216 2'0229 2'0242 2'0255 ! 2'0268 
7'6 '0282 '0295. '0308 '0321 '0834 '0847 '0360 '0373 '0886 i '0399 
7"7 '0412 '04251 '0438 '0451 '0464 '0477 '0490 '0508 '0516' '0528 
7"8 '0541 '0554· '0567 '0580 '0592 '0605 '0618 '0631 '06431 '0656 
7'9 '0669 '0681 1 '0694 '0707 '07l9 '0732 '0744 '0757 '0769 : '0782 

8'0 2'0794 2'080712'0819 2'0832 2'0844 2'0857 2'0869 2'0882 2'0894 i 2'0906 
8'1 '0919 '0931 '0948 '0956 '0968 '0980 '0992 '100)) '1017 I '1029 
8'2 '1041 '10541 '1066 '1078 '1090 '1102 '1114 '1126 '11381 '1151 
8'3 '1168 ·U75· '1187 '1199 '1211 '1228 '1285 '1247 '1259 i '1270 
8'4 '1282 '1294j '1306 '1318 '1830 '1342 '1354 '1365 i '13771 '1389 

8'5 2'1401 2'1412j2'1424 2'1436 2'1448 2'1459 2'1471 2'1483 12'1494 I 2'1506 
8'6 '1518 '1529 '1541 '1552 '1564 '1576 '1587 '1599 i '16101 '1622 
8'7 '1638 '16451 '1656 '1668 '1679 '1691 '1702 '1713 '17251 '1736 
8'8 '1748 '1759 I '1770 '1782 '1793 '1804 '1816 '1827 '1838 1 '1849 
8'9 '1861 '1872 1 '1883 '1894 '1905 '1917 '1928 '1939 '1950 I '1961 

9'0 2'1972 2'198312'1994 2'2006 2'2017 2"2028 2'2039 2'2050 2'2061 1 2'2072 
9'1 '2088 '2094 '2105 '2116 '2127 '2138 '2149 '2159 '2170 '2181 

1) 

9'2 '2192 '22031 '2214 '2225 '2235 '2246 '2257 '2268 '2279 '2289 
9'3 '2300 '23111 '2322 '2332 '2348 '2354 '2364 '2375 '2886 '2396 
9"4 '2407 '24181 '2428 '2439 '2450 '2460, '247l '2481 '2492 '250 2 

9'5 2'2513 2'252312'2534 2'2544 2'2555 2'2565 12'2576 2'2586 2'2597 2'2607 
9'6 '2618 '2623 1 '2638 '2649 '2659 '2670 I '2680 '2690 '2701 '2711 
9'7 '2721 '2732· '2742 '2752 '2762 '2773. '2783 '2793 '2803 '281 
9'8 '2824 '28341 '2844 '2854 '2865 '28751 '2885 '2895 '2905 '2915 
9'9 '2925 '2935

1 
'2946 ! '2956 '2966 '2976 . '2986 '2996 '3006 1 

'3016 
I 

4 



Be ri c h tigungen. 

Auf Seite 9 ist e'" statt ex zu setzen. 
Tn del' Fig. 11, Seite 50, sind die Indices bei 1'1 und j'~ zu 

vel'tauschen. 
Bei Fig. 38 auf Seite 80 hat es links M' statt M zu heiDen. 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 

GesammeIte mathematische Abhandlungen 
von· 

H. A. Schwarz. 
Zwei Bande. 

Mit zaltlreic1ull TextjigurcII und 4 Taleln. 
Preis M. 25,-; in Leinwand gebunden M. 28,-. 

Abhandlungen aus der reinen Mathematik 
von 

N. Vandermonde. 
In deutscher Spl'ache berausgegeben von Oarl Itzigsohn. 

Preis M. 3,-. 
------.----------------------------------------------------

Vorlesungen tiber die Bernoullischen Zahlen, 
ihren Zusammenhang mit den 

Secanten-Coeftlcienten und ihre wichtigeren Anwendungen 
von 

Dr. Louis Saalschiltz, 
ft, o. Professor del' Mathematik uu del' Univel'sitiit Konigsberg. 

Preis M. 5,-. 

Die Theorie der Beobachtungsfehler 
und die 

Methode der kleinsten Quadrate 
mit ihrer 

An we nd ung auf die Ge odasie und die Wass ermessungen. 
Von 

Otto Koll, 
Professor, Geheimem Finanzrut nud yortragendem Rat 1m Kgl. Preuss. Finnnzministerium. 

Mit in den Text gedrttckten Figuren-. 

Zwei te A uflage. 
Preis M. 10,-; in Leinwand gebunden )1. 11,20. 

Naturkonstanten 
in al pha b eti s che r An or dn ung. 

Hilfsbnch fijI' chemische nnd physikalische Rechnungen mit Unterstiitzung 
des Internationalen Atomgewichtsausschusses 

herausgegeben Yon 

Professor Dr. H. Erdmann, Privatdozent Dr. P. Kothner, 
Vorsteher erstem Assistenten 

des Anorgnnisch. Chemischen LaboratoriulDS ciel' Kouiglichen Techuischen Hochschule zu Berlin. 

In Leinwand gebunden Preis M.6,-. 

Siebenstellige 

Logarithmen und Antilogarithmen 
aller vierslelllgen Zahlen und Manllssen von 1000 - 9999 bezw. 0000-9999 

mit Rand - Index und Interpolations - Einrichtung fUr vier- bis siebenstelliges Schnell- Rechnen. 

Herausgegeben Yon O. Dietrichkeit. 
In Leinwalld gebnnden Preis M. 3,-. 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 



Ve r I a g von J u I ius S p r i n g e r in Be r lin. 

Abhandlungen aus der Functionenlehre 
von 

Karl Weierstrass. 
Preis 1\'1. 12,-; in Leinwand gebullden 1\1. 13,20. 

Formeln und Lehrsatze 
zum 

Gebrauche der elliptischen Functionen. 
Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen 

von 

Karl Weierstrass 
bearbeitet und berausgegeben 'Von H. A. Schwarz. 

Zweite Ausgabe. 

Erster Toil (enthaltend Bogen 1-12). 
Preis :\1. 10,-. 

. -----_._ .. _._. ~----- ----~.-.-- - ~---

Alge b raische Anal y sis 
Yon 

Augustin Louis Cauchy. 
Deutsch hel'ausgegehpll von Carl Itzigsohn. 

Pl'ei~ 1\1. 9,-. 

Abhandlungen 
libel' die 

Algebraische Auflosung der Gleichungen 
YOIl 

N. H. Abel und E. Galois. 
Deutsch hel'ausgegeben yon H. Maser. 

Preis ::\[. 4,-. 

Einleitung in die Analysis des Unendlichen 
VOIl 

Leonhard Euler. 
Erster Teil. 

Ins Deutsche i"lbertragen von H. Maser. 
Preis 31. 7,-. 

Theorie 
del' 

Partiellen Difierentialgleichungen 
erster Ordnung 

von 

Dr. M. Paul Mansion, 
Professor 1m del' Unh'crsWit Gent, ~Iitg:lied del' kBnigl. belgischen Akademie. 

V01Jl Verfasser durcllgeselulle 1f. verme1trte deutsche Ausgabe. 

Mit Allhiingen von S. von Kowalevsky, Imschenetsky nnd Darboux. 

Herausgegeben von H. Maser. 

Preis )L 12,-. 

Zu beziehen dUTch jede Buchhandlung. 



V e rIa g- von J u 1 ius S p r i n g e r in Be r 1 i n. 

Lehrbuch der Physik. 
Von J. Violle, 

Professor an der Ecole Normale zu Paris. 

Deutsche Allsgabe von E. Gumlich, 'V. Jaeger, St. Lindeck. 

Erster Tell: Mechanik. 

1. Band: Allgemeine Mechanik und Mechanik 
der festen Xorper. 

II. Band: Mechanik der llussigen und gas
f'6rmigen Korper. 

Mit 257 Textjig1lYm. Mlt 309 Textjig1lym. 

Preis 1\1. 10,-; geb. M. 11,20. Preis M. 10,-; geb. M.11,20. 

Zweiter Tell: Akustik und Optik. 

1. Band: Akustik. II. Band: Geomemsche Optik. 
Mit I6J TextjiguYl!1t. Mit 270 Textjigureu.. 

Preis M. 8,-; geb. 1\1. 9,20. Preis M. 8,-; geb. 1\1. 9,20. 

Band III: .. Physikalische Optik" beftndet sich in Vorbereitung. 

Teil III: "Warme" und TeillV: "Elektrizitat und Magnetismus" werden alsbald naeb dem Erseheinen 
des franzosischen Originals zur Ausgabe gelangen. 

Carl Friedrich Gauss' 

Untersuchungen fiber hahere Arithmetik. 
(Disquisitiones arithmeticae. Theorematis arithmetici demonstratio nova. Summatio qtiarllludam 
serierum singularinm. Theorematis fundamentalis in doctrina de residllis quadraticis demoll
strationes et ampliationes novae. Theoria residuorulU biquadraticornm, commentatio prima 

et secunda. Etc.) 

Deutsch herausgegeben von H. Maser. 
Preis ni. 14,-; in Leillwand gehunden l\:L 15,40. 

Allgemeine Untersuchungen fiber die unendliche Reihe 
1+ ~ x+ a(a+ l)PfP+ I) xx + <l(a+l) (a+2) P (P+I) W+2) x3+ U.S.w. 

1.1' 1.2.),(),+1) l.~. 3.y(y+I)(y+2) 
yon 

Carl Friedrich Gauss. 
l\Iit Einschluss del' nachgelassenC'll Fortsetz.ung aus dem Lateinischell Guersetzt. von Heinrich Simons. 

Preis 1II. 3.-. 

Wilhelm Webers Werke. 
Herausgcgeben von der 

Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 
Sechs Bande. 

Mit ,(Jie/en Tafeb~ ulld ill den Text gedruckten Abbildullgeu. 

Band I: Akustik. Mechanik, Optik und W!i.rmelehre. Besorgt durch \Voldemar Voigt. ~Iit 
dcm Bildnis \Vilhc]m 'Vebers. Preis 1\1. 20,-; in Halbfranzband 1\1. 22,50. 

Band II: Magnetismus. Besorgt durch Ed ua rd Ri ec It e. Preis M. 14-,-; in Halbfranzbaml ).1.16,50. 
Band III: Galvanismus und Elektrodynamik. Erster Teil: Abhandlungcn bis zum Jahre 1857. 

Besorgt <lurch Heinrich 'Yeber. Preis 1\1. 20,-j in Halbfranzband 1\1. 22,50. 
Band IV: Galvanismus und Elektrodynamik. Zweiter Teil. Besol'gt durch Heinrich ":ebcr. 

Preis 111. 16,-; in Halbfrunzband 111. 18,50. 

Band Y: Wellenlehre. BE'sorgt durch Eduard Riecke. Preis ~1.18,-; in Halbfranzbd.:\1. 20,50. 
Band VI: Mechanik der menschlichen Gehwerkzeuge. Besorgt dllrch Friedrich )lel'kel lUHl 

Otto Fischer. Preis :\1.16,-; in Halufl'anzhand ~1.18,50. 

Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 



Ve rIa g von J u Ii u sSp r i n g e r in B e r 1 i n. 

Mathematische Theorie des Lichts. 
Yorleslmgen, gehalten von 

H. Poincare, 
Professor nnd Mitglied del" Akademie. 

Redigiert von J. Blondin, Privatdozent an der Univel'sitiit zu Paris. 
Autorlslerte deutsche Attsgabe yon 

Dr. W. Jaeger und Dr. E. Gumlich. 
lIIit 35 in den Text gedruckten Figuren. Preis 1II. 10,-. 

The r mod y n ami k. 
Vorlesungen, gehalten von 

H. Poincare, 
Professor und Mltglied del' Akademie. 

Redigiert von J. Blondin, Privatdozent an del' Universitat zu Paris. 
A utorislerte deutsche A usgabe Yon 

Dr. W. Jaeger und Dr. E. Gumlich. 
lIIit 41 in den Text gedruckten Figur!\Il. Preis 111. 10.-. 

Elektrizi tit t und Optik. 
Vorlesungen, gehnlten von 

H. Poincare, 
Professor nod Mitglled del' Akademie. 

Redigiert von J. Blondin und Bernard Brunhes, Privatdozenten an del' 
Universitat zu Paris. 

Autorislerte deutsche Ausgabe v~n 
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