Hohere Mathematik

fiir Studierende der Chemie und Physik
und verwandter Wissensgebiete.

Von

J. W. Mellor.

In freier Bearbeitung der zweiten englischen Ausgabe

herausgegeben von

" Dr. Alired Wogrinz und Dr. Arthur Szarvassi.

Mit 109 Textfiguren.

Berlin.
Verlag von Julius Springer.
1906.



Alle Rechte vorbehalten.

ISBN-13: 978-3-642-88940-0 e-ISBN-13: 978-3-642-90795-1
DOI: 10.1007/978-3-642-90795-1
Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1906



Vorwort.

Das vorliegende Buch soll angehenden Physikochemikern und
Studierenden anderer naturwissenschaftlicher Gebiete die zunichst
notwendigen Kenntnisse in der Mathematik vermitteln.

Es ist eine freie Bearbeitung von J. W. Mellors ,Higher mathe-
matics for students of chemistry and physies”, in dem Sinn, da8
die leitenden Gedanken und der Aufbau des englischen Werkes fest-
gehalten wurden, wihrend insbesondere bei der Auswahl der Bei-
spiele die Bearbeiter ihrem Ermessen gefolgt sind; so z. B. haben
sie manche Kapitel Mellors, in denen lediglich physiko-chemische
Theorien erldutert werden, stark gekiirzt.

Die Abschnitte II und VI—XI hat Dr. Szarvassi verfaSt,
die Abschnitte I und III-—V Dr. Wogrinz, dem auch die Gesamt-
redaktion des Buches zugefallen ist. '

Ob das Ziel des Werkes erreicht ist, muf der Erfolg lehren,
den es in den Kreisen hat, fiir die es bestimmt ist.

Schlieflich erfiillen die Verfasser eine angenehme Pflicht, wenn
sie der Verlagsbuchhandlung fiir das liebenswiirdige Entgegen-
kommen danken, mit dem alle ihre Wiinsche bei der Drucklegung
des Buches erfiillt worden sind.

Dezember 1905.

Die Verfasser.
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I. Abschnitt.

Einleitung, Erkldrung und Bildung des Diiferential-
quotienten.

§ 1. Begriff der Funktion.

‘Wenn bei gleichbleibender Temperatur der Druck, unter dem eine
Menge eines (Gases steht, ab- oder zunimmt, &ndert sich, wie be-
kannt, innerhalb gewisser Grenzen ziemlich proportional auch sein
Volum. — Die beiden Grofien Druck p und Volum v stehen in
einem gesetzmiBigen Zusammenhang, den wir durch eine Formel
ausdriicken, wenn wir schreiben:

RT
P
b

In der Sprache der Mathematik heit nun das vom Druck p ab-
hingige Volum v eine Funktion von p; man schreibt kurz:

v="1(p)

Beide GroBen p und v nennt man Variable, und zwar ist hier p
die unabhéngige, v die abhingige Veriinderliche.

Von der Temperatur 7' haben wir vorausgesetzt, daf sie in
unserem Fall eine konstante GroBe sein, durch die Anderungen
von p und v unbeeinflufit bleiben soll; auch R ist eine solche
Konstante — auf ihre Bedeutung brauchen wir hier nicht weiter
einzugehen.

Der Fliacheninhalt y eines Kreises ist eine Funktion der Lange =
des Radius:

' y=[(x)=2u"n
der von einem frei fallenden Korper zuriickgelegte Weg s ist eine
Funktion der Zeitdauer ¢ des Falles:

s=f(i) = g t‘-’

usf. usf.
Mellor-Wogrinz, Héhere Mathematik. 1



2 Einleitung, Erklirung und Bildung des Differentialquotienten.

y-ist eine Funktion von x, besagt also, daB ein Gesetz besteht,
nach welchem innerhalb gewisser Grenzen fiir jeden Wert von x
ein (oder mehrere) Werte fiir y bestimmt sind.

Ob die mathematische Form dieses Gesetzes, d. h. der Ausdruck
tir f(x) auch wirklich bekannt ist, bleibt zunichst dahingestellt,
wenn wir schreiben:

y={(x)

Damit ist vorlaufig nur durch ein Symbol angedeutet, daf wir
das Bestehen eines derartigen Gesetzes annehmen.

Wir sind z. B. iibherzeugt, dal der Druck p der Wasserdampfe
in einem geschlossenen Gefdf, das zum Teil mit Wasser gefiillt
ist, eine Funktion der Temperatur ¢ ist und schreiben:

p=1(0)
ohne jedoch den exakten mathematischen Ausdruck fiir die Be-
ziehungen zwischen p» und ¢ zu kennen.

Funktionen wie:
y=x*+tar*+ b2t cxt+d
(a, b, ¢, d sind Konstanten) oder etwa:
y=(*+ 2+ 42
Ausdriicke also, in welchen x nach Ausfithrung aller an-

gezeigten Operationen nur mit positiven ganzzahligen Exponenten
vorkommt, nennt man ganze rationale Funktionen von z.

Funktionen wie:
d
y=azt4bo4— e
=qx®tbr+cx—+dr—2te
ax®+bxr—+c
x*Ld
— (aa* 4-ba - o) (o® 4 )1
Ausdriicke also, in denen nach Ausfiihrung aller méglichen

Vereinfachungen x auch mit negativen ganzzahligen Exponenten
vorkommt, heifen gebrochene rationale Funktionen von x.

Funktionen wie:

y=Va' +az* + ba = (2 + ax® + bz)}

oder:

I

oder:
b
y=a —— =g b~}
Va



Die Begriffe ,unendlich grof* und ,unendlich klein“. 3

Ausdriicke also, in denen nach Ausfiithrung aller Vereinfach-
ungen « auch mit gebrochenen Exponenten vorkommt, heifilen
irrationale Funktionen von .

Rationale und irrationale Funktionen nennen wir iiberhaupt

algebraische Funktionen — nicht-algebraische Funktionen heien
transzendent.
Ausdriicke wie:
1
y=a® y=(a+bx?)=
sogenannte Exponentialfunktionen, oder:
y=log x

sind also transzendent.
Transzendent sind ferner die Funktionen:

y=sin x, y==cos x,
y=—tan x, y=cot x,

und die inversen zyklometrischen Funktionen:

x = arcsin y, == arceos ¥,
x=arctan y, x ==arccot y;

x=aresin y, Abkiirzung fiir: x==arcus sinus y, bedeutet nim-
lich: = ist der Bogen'), dessen Sinus y ist. ' A
x == arcecos y, Abkiirzung fiir: o= arcus cosinus y, besagt: x ist
der Bogen, dessen Sinus y ist, usf.
Offenbar ist x, wenn man y einen bestimmten Wert erteilt, in
diesen Funktionen nicht eindeutig bestimmt, denn der Bogen «z,
3n b=m

dessen Sinus y gleich 1 ist, kann: 9 5

§ 2. Die Begriffe ,unendlich grofi“ und ,unendlich klein*.

Es ist ganz unmoglich, mit den Begriffen ,,unendlich grof8*
und ,unendlich klein“ irgend eine anschauliche Vorstellung zu
verbinden.

tan 90%= oo

bedeutet, daB der Wert der Funktion tan ¢ zunehmend tber jeden
angebbaren Wert hinauswéchst, wenn sich ¢, der Winkel, 90° nghert;
— das Symbol co représentiert uns keinen Wertbegriff mehr, son-
dern bezeichnet allgemein die Eigenschaft einer Verdnderlichen, un-
begrenzt wachsend, jede endliche Grenze zu iiberschreiten.
Dividieren wir nun eine kleine Zahl n durch eine Million, so
erhalten wir einen sehr kleinen Bruch, der weiter eine Millionmal

1) Siehe Seite 387, Einleitung von C.
1*



4 Einleitung, Erklirung und Bildung des Differentialquotienten.

verkleinert dem Nullpunkt der Zahlenlinie nach niher riickt. So
fortschreitend kénnen wir Briiche bilden, die geringer sind als
jede noch so klein vorgegebene endliche Zahl, d. h. der Null be-
liebig nahe gebracht werden konnen, jedoch immer um einen an-
gebbaren endlichen Betrag von ihr verschieden bleiben. FErst
wenn wir schlieflich den Nenner unendlich gro8 werden, iiber jede
Grenze hinaus wachsen lassen, wird unser Bruch unendlich klein,
der Null unendlich nahe gertickt; in der Ausdrucksweise der Mathe-
matik schreiben wir:

Die Mathematik operiert mit den erléuterten Symbolen so wie
mit algebraischen Grofen und fithrt wie diese das Symbol ,,00¢
mit positivem und negativem Vorzeichen in die Rechnung ein.

Der Leser iiberdenke die folgenden Relationen und ihre gegen-
seitigen Beziehungen; (~ bedeutet unbestimmte Zahl):

00 -} 00 =100; 00— o0 =r,
n-0=0; n-00=00}; 0-0=0; 0-0c0=n~; 00 - 00 == 00.
#f0=00; =nfoo=0; 0/n=20; 0o/n = oc; 0/0 =~
00/00 ==~
0"==0; oo”" =00} 00 =~ 000 = ~,
1/0"=o00;  1joo"=0; 1/0°=~; 1/cc®=n~.
7P =00 wenn: n > 1.

1P =~
n®=0 wenn: 0 <n<{1.
n ®=1/n"=0 wenn: n > 1.
" P=1/n" =00 wenn: 0<n<1.
=1,

§ 3. Ordnungen des unendlich Kleinen.

Stellen wir uns einen Wiirfel vor, welcher durch drei Gruppen
von Schnitten, die in gleichen Abstinden gefiihrt sind und parallel
zu drei senkrecht aufeinander stehenden Seitenkanten liegen, in
kleinere Wiirfel zerlegt wird. Vermehren wir zunichst die Schnitte
parallel einer Seitenfliche, dann wird das Volumen der durch sie
gebildeten Schichten unendlich klein, wenn die Zahl der Schnitte
unbegrenzt wichst.

Lassen wir jetzt gleichzeitig die Schnitte in einer auf der
ersten senkrechten Lage sich unbegrenzt vermehren, so werden die



Begriff des Grenzwertes. 5

Volumina der durch die beiden Schnittsysteme gebildeten prisma-
tischen S#ulen unendlich klein und zwar auch im Verhiltnis zu
den erdrterten unendlich diinnen Schichten, da ja erst unendlich
viele unendlich kleine S#ulen eine solche Schicht bilden.

Wenn schliellich die Zahl der Schnitte in allen drei Gruppen,
durch die der Korper in kleinere Wiirfel geteilt wurde, unbegrenzt
zunimmt, dann sind die entstehenden unendlich kleinen Wiirfel so-
wohl in Bezug auf die unendlich diinnen Schichten als auch die
Sdulen verschwindend klein, da erst eine unendliche Anzahl der-
selben aufeinandergesetzt eine unendlich diinne Sdule gibt.

Wir sagen: im Vergleich mit den Schichten von unendlich
kleinem Volum sind sowohl die Sdulen als die Wiirfel unendlich
kleine Gréfien hoherer Qrdnung; nehmen wir die Schichten als von
erster Ordnung an, so sind die Sdulen wunendlich klein von der
zweiten, die Wiirfel unendlich klein von der dritten Ordnung.

Wir konnen ebenso wie eine zweite und dritte, auch eine
vierte, fiinfte . ... nte Ordnung des unendlich Kleinen entwickeln,
indem wid allgemein festhalten:

Die GroSen irgend einer Ordnung sind unendlich grof im
Verhidltnis zu jenen, welche der n#ichsten und allen folgenden
héheren Ordnungen angehoren, verschwindeud klein im Vergleich
zu denen der nichsten und aller weiteren niedrigeren Ordnungen.
Sind also z. B. &' und & unendlich kleine GroBen der dritten, und
ist &, eine solche der vierten Ordnung, so ist:

!

& & .
— wie: - unendlich gro8,
4 &

e . ¢
und: 2 wier <t

o a
3 3

, unendlich klein,

wihrend das Verhéltnis zweier GroBen derselben Ordnung: &,/e,
durch eine endliche Zahl ausgedriickt wird.

Ist also der Quotient zweier unendlich kleiner GréB8en ein end-
licher Wert, so sind sie von derselben Ordnung; ist er unendlich
groB, so ist der Zihler von einer niedrigeren Ordnung als der
Nenner, ist er unendlich klein, dann ist umgekehrt der Nenner
von niedrigerer Ordnung als der Zihler.

§ 4. Begriff des Grenzwertes,

Wenn wir einem Kreis regelméfiige Vielecke von immer groferer
Seitenzahl einschreiben, bemerken wir, daf sich die Umfangslingen
dieser Polygone umsoweniger von der Linge der Kreisperipherie
unterscheiden, je grofier ihre Seitenzahl ist, — und wichst ihre
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Seitenzahl iiber jeden endlichen Betrag hinaus, so verschwindet
der Unterschied zwischen Polygonumfang und Kreisperipherie. —
Es ist ferner leicht einzusehen, daB die Umfangslinge eines regel-
miBigen Polygons eine Funktion seiner Seitenzahl ist, und wir
sagen nun:

P, die Lange der Peripherie eines Kreises, ist der Grenzwert,
welchem der Umfang f(x) eines dem Kreise eingeschriebenen Viel-
eckes zustrebt, wenn seine Seitenzahl x unbegrenzt wéchst.

Die Mathematik driickt dies aus, indem sie sehreibt:

P=1lim f(x)
T=®

Wir bemerken, daB wir den Begriff des Grenzwertes eigentlich
schon benutzt haben: die Bedeutung der Begriffe ,unendlich grof+
und ,unendlich kiein“ gewannen wir als die von Grenzwerten,
welchen gewisse Funktionen zustreben:

Es war: lim') tan a¢=o00

a=90°
und: lim — =0
x
Tr= .

Ohne uns weiter auf die Theorie der Grenzwerte einzulassen,
konnen wir allgemein sagen: Nahert sich der Wert einer Funktion:
y="F(x)
immer mehr einer Gréfle A4, wenn x, die unabhiingige Variable,
gegen einen Wert a heranriickt, (— so daB also der Unterschied
zwischen y und 4 durch fortschreitende Anndherung des = an a
beliebig gering gemacht werden kann —) dann nennen wir 4 eine
Grenze, welcher der Wert von y mit der Anndherung des = an a

zustrebt und schreiben:
Hm F(x)=A4
rx=a

Die Grenze 4 kann eine endliche Grofe, Null und unendlich
sein, bei einem endlichen Wert von x erreicht werden, oder auch
erst, wenn die unabhingige Variable Null oder unendlich grof wird.

Beispiele:
lim sin ¢=0; lim sin a=1; lim cos a=1;
a=0° a=190° a=0"
lim cos a==0; lim tan a=0; lim cot ¢==00;
a=90° a=0° a=0°
lim pe =1; lim ——=0
x=0 r=x

1)} Abkiirzung fiir: limes, die Grenze.
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§ 5. Der Differentialquotient.

Als Geschwindigkeit v eines sich gleichférmig bewegenden
Korpers bezeichnen wir den von ihm in der Zeiteinheit zurtick-
gelegten Weg; sie ergibt sich, wenn man eine von dem Korper
durchlaufene Strecke s durch die Anzahl der Zeiteinheiten ¢ dividiert,
welche zur Zuriicklegung dieser Strecke nétig waren:

P——
t

Betrachten wir nun eine gesetzmifig beschleunigte oder ver-
zogerte Bewegung, bei welcher in aufeinanderfolgenden gleichen
Zeitrdumen keine gleichen Wegstiicke durchmessen werden; offenbar
kénnen wir nicht von einer Geschwindigkeit der Bewegung {iber-
haupt, sondern nur von augenblicklichen und ferner von einer
mittleren Geschwindigkeit wihrend einer gewissen Beobachtungs-
zeit sprechen.

Es sei z. B. festgestellt, daf ein Eisenbahnzug, der ohne Dampf
und Bremse iiber ein Gefiille heruntergerollt ist:

s==dreiBig Kilometer

in einer Stunde zurlickgelegt hat. Wir werden nun durchaus nicht
behaupten, daB er gerade ein halbes Kilometer in der letzten

Minute der einstiindigen Fahrt gemacht haben muB, — bilden wir:
8
V=
t

als Zeiteinheit die Minute angenommen, so stellt uns v blo8 eine
durchschnittliche Geschwindigkeit von einem halben Kilometer in
in der Minute dar — hitte der Zug diese mittlere Geschwindigkeit
wihrend der ganzen Stunde unter Anwendung von Dampf und
Bremse innegehalten, so waren die dreifig Kilometer ebenfalls
zuriickgelegt worden. '

Seine wirklichen Geschwindigkeiten in verschiedenen Momenten
der einstiindigen Fahrt iiber das Gefille werden von diesem Durch-
schnittswert im allgemeinen abweichen und zwar im Anfang kleiner,
gegen Ende grofer sein.

Nehmen wir nun eine kiirzere Beobachtungszeit als eine Stunde
an, — etwa die Zeit {, — wihrend welcher der Zug blo8 die
Strecke x auf dem Gefiille durchfahren hat; es leuchtet ein, daB
die augenblicklichen Geschwindigkeiten wihrend ¢ um so weniger
von der mittleren Geschwindigkeit x/¢ verschieden sind, je kiirzer
wir ¢ wéhlen.
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Nennen wir dx den wshrend einer ganz kurzen Beobachtungs-
zeit 4t, — etwa einer Sekunde — zuriickgelegten Weg, dann ist
diese Ann&herung schon auBerordentlich groB, die Geschwindigkeit
am Anfang und am Ende von 4¢ wird von dem Durchschnitts-
wert Adx/4t in unserem Fall kaum mehr meBbar differieren. Wenn
wir schlieBlich einen unendlich kleinen Zeitraum mit d¢ und das
entsprechende Wegstiick mit dx bezeichnen, so stellt uns der
Quotient dx/dt die mittlere Geschwindigkeit wihrend eines unend-
lich kleinen Zeitteilchens, d. h. einen augenblicklichen Geschwindig-
keitswert dar.

dx bezeichnet also in der Sprache der Mathematik die Ande-

rung der abhingigen Variablen, der Funktion x, — in unserem
Fall des Weges — fiir die unendlich kleine Anderung dt der un-
abhéngigen Variablen { — in unserem Fall der Zeit.

dx und dt nennt man’ Differentiale.
Man operiert mit Differentialen wie mit algebraischen Symbolen,
so ergibt sich aus:

dx
T

ohne weiteres sinngeméigs:
de=wvdt

Das Verhéltnis da/d¢ heiBt der Differentialquotient der Funktion
x nach der Variablen ¢.

Offenbar ist dx/dt nichts anderes als der Grenzwert von Adx/At,
welchen dieser letztere Quotient erreicht, wenn At geringer als jede
endliche Grofie, d. h. unendlich klein wird:

i Az dx
T T
4¢=0

§ 6. Fortsetzung.

Den Ausfithrungen des vorhergehenden Abschnittes entnehmen
wir schlieBlich, daB die Ableitung des Differentialquotienten, das
Differenzieren einer Funktion darin besteht, den Grenzwert des
Verhéltnisses :

Anderung der Funktion

Anderung der unabhiingigen Variablen

zu bestimmen, wenn die Anderung der unabhiingigen Variablen
unendlich klein wird.

Wir wollen an einem besonderen Beispiel sehen, wie wir immer
vorzugehen haben.
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Es sei:
y=1z)=2"
a) z soll nun um den kleinen endlichen Betrag Ax zunehmen,
dadurch geht y in y 4 Ay tber:
v+ dy= @+ da?
b) Subtraktion (2)— (1) ergibt:
Ay=(z+ dx)*—x?
= 2x Az 4 Ax>
¢) somit ist:
Ay  2xAx A Ax?
Az Ax
d) Der Grenzwert dieses Verh#ltnisses, wenn Az unendlich
klein wird:

=2z} Az

Ay .
hmﬂ :hm(2x—{—dw)M=0

dx=0

ist offenbar 2z, das heifit:

dy  d(z%
= =————————=2x
dx dx
Bevor wir nun darangehen, die Differentiation spezieller Funk-
tionen, wie a™, sin @, log x, e , usf. zu studieren, wollen wir im
folgenden Abschnitt noch einige allgemeine formale Betrachtungen
anstellen, wie Summen, Produkte, Quotienten und Funktionen von
Funktionen zu behandeln sind.

§ 7. Differentiation von Summen, Produkten, Quotienten und
Funktionen von Funktionen.

1. Differentiation einer Suwmme von mehreren Funktionen:
u, v, w seien Funktionen von w,
ihre Summe heiBe y:
y=u+tv+uw
Erteilen wir der unabhingigen Variable einen Zuwachs 4z, so
geht dadurch:
win uw, =u- du
vin v, =v-{dv
w in w, =w- dw

yin yy=y+dy=u, +v, +w
= (u 4~ du) + (v 4 dv) 4 (w -} dw) iiber.

und:
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Offenbar ist nun:
v —y=dy=(u, —u)+ (v; —v) + (w, —w)
= du ++ dv + Adw
Wir dividieren. jetzt auf beiden Seiten durch Az, das In-

crement von &:
Ay Av
Az Ax+Am+ Ax

und gehen zur Grenze fiir dx gleich Null tiber:

Ay du Av Aw

lim 2Y i 4% 4 . dw

fm hmA:c —+ lim P - lim P
dz=0 dz=0 Jz=0 dz=0

dy du dv dw

& & T e v &

Der Differentialquotient einer Summe mehrerer Funktionen von «
ist also gleich der Summe der Differentialquotienten der einzelnen
Summanden.

Ta. Wir wollen:

y=u-+C

differenzieren. — wu soll eine Funktion von x, C eine konstante
GroBe bedeuten.

Wir lassen @ um dx wachsen; dadurch geht:

w in u,=u-4 du

und: y iny=y+dy=u-+Adu-}+C
iiber. Die Konstante C bleibt natiirlich davon, daB x um Adx zu-
nimmt, ganz unbeeinfluft.

—_ Y
dy=u+Adu+C—u—C
dy _ Au
Az~ Adx
dy dy .. du du
i = —— == 1. —_— —
tim dzx dax Sy P dx
dz=0 R . dzx=0.
Wir sind also zu dem Resultat gekommen, als wenn wir ein-
fach w differenziert hitten, — das additive, konstante Glied ver-

schwindet, die Ableitung dC/dx einer Konstanten C ist gleich Null
zZu setzen.
I1. Differenzierung eines Produktes mehrerer Funktionen.

Es sei zunichst:
y — ’L& . v

w—g@)  v=y()
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erhilt die unabhingige Variable einen kleinen Zuwachs 4z, so geht
Y, u, v in:
¥y, =y -+ 4y w,=u- Adu v, =v -4 dv

iiber, und es ist:

Yy =1u, v; = (u | du) (v + 4v)

vy, —y=dy=wuv, —uv

Addiert und subtrahiert man auf der rechten Seite dieser
Gleichung uwv,, so ergibt sich:
Ay =wu v, —uv 4 uv, —uv,

=u (v, —v) + v, (v, — u)

=udv—+ v+ dv)du
Ay Av Adu
Az TOT A g
dy ) Av ) Au
’d;—hmuﬂJ _0+11m (v—I—Av)BI .

dv du
= Yo T
da offenbar:
lim(v—}—Av)J =
dxr =

0

Nach dem, was wir tiber das Rechnen mit Differentialen ge-
sagt haben, konnen wir das gewonnene Resultat auch in der Form:

dy=udv -+ vdu

schreiben.

Haben wir es nicht blof mit einem Produkt aus zwei, sondern
aus mehreren Funktionen zu tun, — ist etwa:

u=qp(x) v=¢'(x) w=¢"(x)

so wenden wir folgenden Kunstgriff an:

Wir setzen:

veow =1z

und haben dann: Yy=u-z

. dy dz du
somlt: &;::uﬁ; zd—a?
und da:

dz  d(v-w) dw dv
dz  dx  dx Fw dx

folgt weiter:
dy < dw dv du
e e PRI
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Allgemein koénnen wir sagen:

Um den Differentialquotienten des Produktes einer beliebigen
Anzahl Funktionen von « zu ermitteln, multipliziert man nach-
einander den Differentialquotienten jeder der einzelnen Funktionen
mit dem Produkt der tibrigen und addiert alle diese Resultate.

ITa. Wir wollen hier auch gleich die Ableitung des Produktes
einer Funktion und einer Konstanten besprechen; es sei:

y=0C-u
=) C bedeutet eine Konstante;
fir z -+ dx geht:
win w,—u--du yin y,=y-4 4y
iiber.

g+ dy = C(u+ Au)
y, —y=Ady=Cu -+ du) — Cu=Cdu

Ay Au
I
. Ay dy . Au du
hlnTw = E{;—hm CA—;L“ —C Zi;
Ax =0 Ax=0

In Worten lautet die Regel: Man differenziert das Produkt
einer Konstanten und einer Funktion, indem man die Funktion
differenziert und das Ergebnis mit der Konstanten multipliziert.

III. Differenzierung eines Bruches:

u
V="
u=g@() v="y(x)
Fir -+ Ax haben wir:
y,=y+ 4y u,=u-+Adu v, =v-4Adv
.

Wir addieren und subtrahieren hier w/v,:-

Ay="10"08" L » "
v,V v, v,
vy —u)—ulv,—v)  vdu—udv
v, (v dv)v
Jetzt dividieren wir durch Adx:
Adu dv

—_———

Ay "dz T "az
Az~ (v+dv)v
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und gehen zum Grenzwert fiir dx gleich Null iiber:

du dv
dy Vaz ¥ dx
dz v?
kiirzer:
_wv—u
—_ o
geschrieben.
IIIa. Wenn:
_C
V=3
v=g(x) C==Kkonstant

finden wir, wie sich der Leser leicht selbst klar machen kann:

d—y:Cdv/;lx
dx v*
IITb. und wenn:
v
=0
ay_1av
de Cdzx

IV. Die Ableitung der Funktion einer Funktion.
Es sei:
y=1F() w=q(x)
Wir sollen dy/dxz bilden. Man sucht zuerst:
d
e ()

F

den Differentialquotienten von y nach %, und bildet dann:

du
' o
¢’ (@)= —
die Ableitung von % nach x; da:
dy du__dy
) du dx dx
stellt das Produkt:
du
3
AC dx

die gesuchte Ableitung von f (x) nach x dar.
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§ 8. Differentiation einer Potenz von «, in der der Exponent
eine Konstante ist.
I. Es sei:
y=xm

yy=y+dy=(z+ dz)"

m bedeutet eine positive ganze Zahl.

also:

Nach dem binomischen Lehrsatz ist:

(x + Ax)m — g + maxm—1Ax + (“1 )xm — 2 +

.—]—71@9:1190”’—1—]—1190’”. N ¢ )
somit :
y]_y=dy:(x+dx)m__xm
__,'nxm—lA _l_’n(/'n 21).,1:”1——24“%2__'_.‘.
.—|—mxAx’”—1—|—Aacm B ¢
und weiter:
A1 1
A—J—-mm’”_l—i—m gm_\c 27)90’"—2 A+ ...
Amxdan—t - Agm—t 00 L L (8)

Fiir dx gleich Null geht dy/dx in dy/dx iiber, und auf der
rechten Seite von (3) verschwinden alle Glieder, in denen Ax vor-

kommt, so daB sich:
A4 d dx™
lim A—z 0 = d—z = d—i =mx”—1 . . . (4)

ergibt. o
II. Es sei:

— N e T
y=x —a.m

Nach IITa. des vorhergehenden Paragraphen finden wir, wenn wir

C=1 V== g
setzen, zunichst:
dy da™ |dx
d?i - .CC? n
Nun ist nach (4):
dxm
J— mx'm—l
dx
. dy mam—1
somit: —J=———=,~——mac—2’"+’”—1= —mx—m—1

dx x‘! m
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- III. Es sei:
1
Y= ™
dann ist:
=y
somit nach (4):

dx L
—=my"

dy
bzw.:
@ —_ ;_ —_ l y——-1n+1
d.’t mym———l m
und da ja:
1
y=am
—mt1 1
ﬂ/ — l m — l —E—l
dx m m

Fassen wir die Ergebnisse der vorstehenden Betrachtungen zu-
sammen, so koénnen wir folgende Regel abziehen:

Der Differentialquotient einer Potenz von x nach x ist gleich
der Potenz von z mit dem um eine Einheit verringerten Exponenten,
multipliziert mit dem Exponenten der zu differenzierenden Potenz;
wenn: .

y:__..xn
S0 ist:
dy
dx
mag nun » eine positive, negative, ganze oder gebrochene Zahl be-
deuten. :

=qnxn—!

§ 9. Beispiele.

Ausgeriistet mit den in §§ 7 und 8 gewonnenen Kenntnissen
konnen wir nun jeder algebraischen Funktion beikommen.

l
1. y=ax’; ;—z b=—ax!

denn nach § 7, ITa. ist zun#chst:

d(ax®) . dx®

dx dx
=5ax’!?
a dy na
2 y:T; e n—41
x dx ant
s d dx—"
denn: y=ax—", 4y =a usw.

dx dx
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d
3. y=1x— 2% E%=1—4x

denn nach § 7, 1. ist zunichst:

dy dzx d2z®
dx dx  dz

usw.
1 dy )
4. y-—-“‘l—v—;, %——EVz—3
dy dd | d(1/Va)
5‘754' dx
1
Y. 2N P
o de z =T 3%
dy
(1 2\3. %Y -V
5. y=(1—2x%% iz 6x (1 —af)
Wir setzen zunichst:
1—a’=wu
dann ist nach § 7, IV.:
dy _dw du_, . du
dx du dx dx
d(1—z?%
— 2)2
3(1 ) i
V1—a? dz Y (1 —x*)3
Wir setzen:.
w=—1—zx
y=——u"¥
Vu
dy 1 _3du
R R
dx 2 dx
1 o— d (1 —x?)
=—5( ) dx
dy o
1. y={(&x—1) (x—2) (x—3); E=3x'——12x—}—11
nach § 7, IL. ist
dy d(x d(x—2
W e o ne—y?E=D
+e—2)@—yl@=

usw.
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8. y=z*(1Fax?)(1 —2z?
Man kann natiirlich, anstatt wie in Beispiel 7 vorzugehen, auch
zuerst die angedeuteten Multiplikationen ausfiithren, — man findet:

y=2x?tx*(d— 1) — ax®
— und dann dieses Ergebnis differenzieren:

d
%:295—]—4(01— 1)x®— 6ax®
Das Resultat muB natiirlich, ob man den einen oder den an-

deren Weg einschligt, stets dasselbe sein.

x - dy 1
S V=1 dx 1 —ax?
denn nach § 7, III. ist:
dx d(l—ux)
2T —p)— 2"
'd_y_d:n( %) iz °
de 1—u=x)?
usw.
142 dy 4
10 y= 1—2%’ dx (1—ax?)?
denn:
dy _{d(l + =% 2 a1 —a*) 2}' 2\2
L i e G i) A Gt
usw.
x® x? dy 2x
11. V=" 1 -1 de (@®—1)?
I II

dy 4l  dII

dx dx dx
usw.

11. Nach Matthiessen 148t sich der Zusammenhang, der
zwischen dem Widerstand R eines Platindrahtes und der Tempe-
ratur ¢ besteht, durch die Formel:

R=R,(1—at+ b1
ausdriicken, solange ¢ innerhalb der Grenzen 0° und 100° liegt.
R, bedeutet den Widerstand bei 0° & und b sind Konstanten.
Der Temperaturkoeffizient des Widerstandes ist:
dR  R%(a— 2bi)
dat R,
Mellor-Wogrinz, Héhere Mathematik. 2
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13. Die Formel von Siemens fiir den Zusammenhang zwischen
Widerstand und Temperatur eines Drahtes lautet:

R=R,(14at+bVt)
der Leser zeige, daB:

dR 1
di _R°<a+_2—bt )

§ 10. Die Ableitung der Kreisfunktionen.

a) Die goniometrischen Funktionen.

. dy
L. y =sinwx, P =cosx
denn:
y -+ dy=sin (x + dx)
somit:

Ay =sin (x4 Ax) —sinz
und nach Formel 10 auf Seite 389 ergibt sich:
. Ax < dx >
—2s1n—§— cos | x }—T

wir dividieren nun durch dx und erhalten als Grenzwert fiir Ax
gleich Null:

. x
W i AV i T os <x+ Ax)
de Mgy T Az 2
dz=0 Adxr =0
s'nng
e ( n Ax)
= lim e cos | 3
. Jz=0
2
= cos &
da:
. x
sin ——
lim — de =1 (Beisp. 1, Seite 207).
2
dx=0
d
II. y==coszx, %:—sinx
denn:

dy=cos (x4 dx) —cosz
nach Formel 20, Seite 390 ergibt sich:
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o dx Ax
————2sm—§ sin (ac—{— 3 )

und weiter folgt dann:

sin ——
A4 d 2 Y|
lim g = = — " sin (”” + “égc*)
Az=0
2
= —sinx
d 1
I11. y=tanx, vy —
dx cos* x
denn:
sin
tan x =
cos x
somit:
d tan x d (sin z/cos x) [dsinx cos % cosT . 1/cos° x L)
-= o —_— 1 =
dx adx 1 dx dx ! J
== (cos®x | sinx)/cos®z
— 17,,,”
T cos’x
da:
sin®z 4 cos?z =1 (Formel 1, Seite 389).
d 1
IV. y=cotx, v 3
dx sin®*

Der Leser fithre selbst nach dem Vorgang in III. die Ab-
leitung durch.

Beispiele:
1. y=—=cos"x

Wir erinnern uns an das iiber die Ableitung der Funktion
einer Funktion Gesagte; wenn: :

y="1(u)
und:
_ u=p(z)
so ist:
dy - dy du
T = de dw (§7.1Iv.).

') Wir erinnern uns, da8:

dulv) f du do\, ,
A= g —u gy T
2*
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Wenn speziell, wie in unserem Beispiel:

y=u" =g (x)=-cosx
so ergibt sich:
dy __ d(w") du =nu”—1~d—u
dx du dx dx
dcosx
=ncos" lox——
dx
=—ncos*lxsinx
in® d?/ in?—1
2. y=—=sin"*x, ~dx—=nsm X cosx

3. Ein Punkt schwingt nach der Gleichung:
y=asin (bt—c)

um seine Ruhelage; wie lautet die Formel fiir die Geschwindigkeit v
in irgend einem Moment?

dy
v———dT—-abcos(bt——c)

denn:

y=—=asinu u=g@{l)=>0bt—c
somit:

dy . dsinu du s

a7 du aw

;o dy .
4. y=sin’*(nx —a), T =2nsin (nx — a) cos (nx — a).

b) Die zyclometrischen Funktionen.

I. y=arcsinx
d. h.:
r=siny
daraus folgt:
dx dy 1
dy %Y dx ~ cosy’

nun ist:
cosy=-"FV1—sin’y— +V1—x*
somit schlieBlich:
dy _ d(arcsinx) n 1

dx dx “"/1 —
11. y=—=arcosx

x=cosy
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auf gleichem Weg wie in I. ergibt sich:

dy d(arcosxz) 1
dx= dz | Tyia
I11. y artan x
d. h.:
r=tany =
daraus folgt:
de 1
dy ~ cos’y
nun ist:
cos?y = L
1+ tan?y 142
daher:
dy _ d(artanx) 1
dz dxz  1-Fz°
IV. Ebenso findet man:
d(arcotx) 1
B i W
Beispiele:

Man differenziere:
1. y = arcsin x*

Wir erinnern uns an das iiber die Ableitung der Funktion
einer Funktion Gesagte; wenn:

y="r(w)
und:
, u=q ()
so ist:
dy dy du
de df dx
Wenn speziell: A
y =—arcsinu w=¢ (xr)=ux
so ist:
dy _ d(arcsinu) du
dx dw “dx
o 1 du 1 d(x*%)
Vi—at dz  Y1—g da
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2. y = arcsin <A‘iﬁ ' )
Vi1t x?
z
u = Xr)—m—
P (x) Vit
dy _ d(arcsinw) du
de du dax
. 1 du 1 d (x/V14x?).
T Vi—a® dx 5 dx
Vi—u -‘//1—**Lo
1+ o?
—_— 71;
T 142?
3. y==arctan <vj§~ ~> ; 4y, = !
1—2? dr  yY1— g2
1 dy
4. =— arect . 1. oy
y == arctan x -+ arctan o e 0
dy _ d(arctanz) , d(arctanu) du
denn: de = de T au dw

u=q(x) =;15 usf.

dy _
de

5. y = arcsin (cos x);

§ 11. Ableitung der logarithmischen Funktion.

Man kann eine Reihe von Zahlen a, b, ¢ ... als Potenzen einer
beliebigen Grundzahl B darstellen:

a=B*, b=DB~F, c==Br, usf.

Wir bezeichnen die Exponenten a, 5, y ... als die Logarithmen
der Zahlen a, b, ¢... im System mit der Basis B und schreiben:

a =logarg 2, p=1logarp b, y =logarp ¢, usf.
Es sei nun:
y=logargx . . . . . . . (1)
y -+ dy =logarg (x + 4x)
dy__ logars (x + dx)—logarsx
Adx Ax

1 e <fv 4@,)
= Az OBYE x

dann ist:



Ableitung der logarithmischen Funktion. 23

und weiter:
Ay dy o1 < A.T)
= =29 _ —1 . Wt
hmAw T hmAx ogarp |1 - . (2

Az =0 Ax=0

Den Grenzwert dieses Ausdruckes konnen wir nun nicht nach
Methoden bestimmen, die uns schon bekannt sind, sondern wir
miissen einen Umweg einschlagen.

‘Wir setzen:

SE_ 6

woraus sich ergibt:
1 ] Aac)_ 1 ) < 1>
Zg—clogmB(l—{——x— —;ulogalg 1+§
1 1\*
== s (1) . ..
- logarg < —+ u) (4)

Nach (3) wachst %, wenn da abnimmt, und offenbar ist:
w=o00 wenn: dxr=0
somit :
1 A 1 1\*
lim P logarg (1 + %)A 0: P lim logarg <1 + ;) ()
T = w= oo

Nach dem Binomischen Lehrsatz finden wir nun:

<1+%,>“:1 v 1 u(w—1) °+M—2) LA
=

Wird jetzt w unendlich groB, so verschwinden alle im letzten
Ausdruck in den Zihlern stehenden Briiche mit dem Nenner  d. h.:

1\* 1
lim logarg <1—]—;) =logarp (2+ a1 —]— 30 F —l— )
=

Die Summe einer unendlichen Anzahl Posten innerhalb der
Klammern heiBt e. Natiirlich 148t sich ¢, da wir nur eine endliche
Anzahl Glieder wirklich ausrechnen und addieren konnen, blo8
néherungsweise angeben:

e=—2-718281828 .....

Kniipfen wir nun mit dem Ergebnis:

1 u
lim logarg <1 -+ ;) =logarge

®= Q0
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bei (2) und (5) an, so folgt:

dy dlogargx 1
T dx —mlogarBe N ()
Ist y der gemeine oder Briggsche Logarithmus (B=10) von x:
y=logx
so ergibt die allgemeine Formel (7):
dy 1 1
[

Wir bezeichnen nimlich log e, den Briggschen Logarithmus
von e, als den Modul M des Briggschen Systems.

M=1og 2-718281828...=0-434294482 ...

Ist y der natiirliche oder Nepersche Logarithmus (B=¢) vonx:

_ . y=lx
so folgt aus (7):
dy 1
H _— TE' . . . . . . . (9)

da offenbar der Logarithmus der Basis eines Systems in diesem
System gleich 1 ist:
logarg B=1

§ 12. Bemerkung iiber die Beziehungen zwischen den Loga-
rithmen derselben Zahl in verschiedenen Systemen.

Es sei: ot =n=p"
also: 1) a==1logar, n 2) b==1logarg n.
Substituieren wir in 1) g fiir n, so ergibt sich:

a = logar, n = logar, §°
= blogar,
und da:
b==1logargn
folgt weiter:
a = logar, n = logars n logar, 8
beziehungsweise:
b==1logarg n = logar,n loga—raﬂ
In Worten: der Logarithmus einer Zahl n in bezug auf die
Basis f wird gefunden, indem man den Logarithmus dieser Zahl.
fir die Basis ¢ mit dem reziproken Wert des Logarithmus von f
in bezug auf ¢ multipliziert.
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Wenn z. B. a=10 p=ce
s0 ist: ln=logn-—1—=logn-l
loge M
Also: Ubergang von natiirlichen zu gemeinen Logarithmen:
gem. Logarithmus = nat. Logarithmus >< Modul.
Ubergang von gemeinen zu natiirlichen Logarithmen:
gem. Logarithmus
Modul

nat. Logarithmus =

Beispiele:
1. y=Ilax*, dyl/de=4zx
y=zao"lz, dy/de=az""1(1-+}nlx)
.y=ua"[(1+ay, ly=nlz—nrl(l+tzx)
somit: dy/dx=yn[x(1 + x)=mnx" 11 J xy*+?
4. y=2a*(1 4 2)"/(xz®—1); die Ermittlung von dy/dx soll nach
der in (3) angedeuteten Methode erfolgen.
y=lsinz, dy/dx=cotx
y=Itanz, dy|/dx=2[sin2x
. y=laresinz, dy/dex=—x/(1—=z?
y=—Ilarccotw, dy/de—2x/(1} x?)

L

® N o

§ 13. Exponentialfunktionen.

Eine Funktion wie:
in der:
U= (x) v=yx . . . . . (2
die unabbingige Variable also auch im Exponenten vorkommt,
nennen wir eine Exponentialfunktion.

Offenbar ist: ly=vlu
und weiter finden wir:
d(ly)  1dy d(wlu)
dx  ydx  dx
d(lu)
—v=

_vdu dv

wdx
dy _ {Ei‘f : dv}
de~ 7w dx udac

somit ist:

(3)

— .
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Beispiele:
1. Y ==e*
u=te v=x
es ergibt sich, da: le=1
dy
dz ¢
2 y:a/x
u=a v=uy
somit:
dy
= am ]
ge 4"l
3 y_a,m:
u=a v=nx
dy
— ——— nxl
I e la
1
4 y=x®
1
u=uw ve==—
x
dy & |
X
5. y=—¢’
u=e v=2¢"
dy x eF
dz ° ¢
7. y = (0" + a)®
dy d (a® + x)
_¥:2 x B D )
T (a® +a) i usf

8. Die empirische Formel von Magnus fiir die Beziehung
zwischen dem Druck von Wasserddimpfen und der Temperatur
lautet:

p=uabctt
@, b, ¢ sind Konstanten.
dp_ acld o
dt  (c+1)?
9. Biot faBte diese Beziehung in folgendem Ansatz:
lp=a-+ba—cp
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daher ist:

d
L —pdatia—pepip

10. Es ist die Geschwindigkeit eines Punktes zu bestimmen, da
sich nach der Gleichung:

t
y==ae * cos2n{-1;—|—c}

bewegt:

%——:-—ae‘“{lcown <% + c) —1—2—;sin 27 (% -+ c)}

§ 14. Hohere Differentialquotienten.

Wir haben gesehen, daf bei einer Bewegung, deren Geschwin-
digkeit sich in gesetzmiBiger Weise mit der Zeit dndert, die Bildung

von dx/dt — dem ersten Differentialquotienten des Weges:
z=f(f)
nach der Zeit — einen allgemeinen Ausdruck fiir die Geschwin-

digkeit v zur Zeit ¢ liefert. Wahrend nun weiter die kurze Zeit-
spanne At verflieBt, #ndert sich die zur Zeit ¢ konstatierte Ge-

schwindigkeit v wiederum um Adv; — offenbar ist dann Adv/dt ein
Mittelwert der Geschwindigkeitsinderung wihrend 4¢ und:
I Av _dv
R T
dt=v

bedeutet eincn Mittelwert der Geschwindigkeitsinderung im Verlauf
des unendlich kleinen Intervalles d¢, d. h. die augenblickliche Ge-
schwindigkeitsinderung, die Beschleunigung zur Zeit .

Da aber:

ist weiter:
dv__df'(t) _ d(dx/dt)

dt  dt  dt
gewthnlich als zweiter Differentialquotient von x nach ¢:
d*x
ag =

oder als zweite Ableitung der Funktion f(f):

fn (t)

geschrieben.
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Differenzieren wir nun noch weiter die Beschleunigung nach
der Zeit:
ar' () d(@ax/dt)
a ot

— kiirzer als dritter Differentialquotient des Weges nach der Zeit
oder als dritte Ableitung von f():

ddx
W — fIH (t)
geschrieben, — so kommen wir zu einem Ausdruck fiir die Ande-

rung der Beschleunigung in irgend einem Augenblick.

Bleibt die Beschleunigung wihrend des ganzen Vorganges
dieselbe, d. h. ist zwar die Geschwindigkeit noch eine Funktion der
Zeit, hingegen:

d2x=konstant somit: d_3_x=
a ’ Toa

so nennen wir die Bewegung eine gleichférmig beschleunigte. Eine
Bewegung von gleichférmiger Geschwindigkeit charakterisiert:

V= d—xz konstant; dv =ff=
dt Todt de?

Wir haben also jetzt an einem Beispiel den Begriff der hoheren
Ableitung gewonnen und sehen, da$ man den sogenannten zweiten
Differentialquotienten erh#lt, wenn man das Ergebnis der ersten
Ableitung nochmals differenziert, daf weiter die dritte Ableitung
durch Differentiation der zweiten sich ergibt, usf.:

'y __ d(@tyldz""1)

0

dx" dx
Beispiele:
Es sei:
1. y=2am
Wir finden:
dy J— m—1 d‘ly m—2
Qe =M g=m (m— 1) ™2, usf.
allgemein:
dny
d—w,,=m(m—1)(m—2) coo(m—mn—+41)zm—n

Es ist also etwa:

a* (z%) a3 (x—?)
TGt O gy T e
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Bei:

2. y=sinzx
ergibt sich:
a2 a2 a*
d—x%=—sinx, E;Z.Is:—cosx, —?i———sinx; usf.

y__
=cosx, iz
Man beachte, daB hier und auch bei:

dx

y=cosx

jede vierte Ableitung gleich der urspriinglichen Funktion ist:
ay
da =Y

(n bedeutet eine beliebige positive ganze Zahl).

3. =
dy dy” e
dx ’ dx ’ —°
d*y 6
4 y=la, dz* ~ z*
d?
5. y=1(x—+1), dx?{_, —— (x4 1)—2

6. Der von einem frei fallenden Korper in der Zeit ¢ zuriick-
gelegte Weg sei: ‘

— 9 p
x—2t+C

g bedeutet die gleichférmige Beschleunigung des freien Falles,
C ist eine Konstante. Der Leser zeige, daB g der zweite Differential-
quotient des Weges nach der Zeit ist.

7. Der von einem Korper in der Zeit ¢ zuriickgelegte Weg sei:

z=at?+bt+¢c
Es ist nachzuweisen,' daB es sich um eine gleichférmig be-
schleunigte Bewegung handelt.

§ 15. Das Theorem des Leibnitz.
Es sei:
=u-v . . . . . . .
== () v=wy(x) . . . . . (2
Wir finden zundchst nach der Regel tiber die Differentiation
eines Produktes zweier Funktionen:
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1 11

y % dv
dx =" dx +wdx

Weiter ergibt sich dann:

d?y a@ , d@IDn
dz® dx + dx

Nun ist offenbar nach der eben genannten Regel:

d(1.) du dv | d*u
de =~ dx dz +v dax?
d(Il)  du dv " d?v
de  dx dx dx?
somit:
d%y o d*u du dv d*v

dz? i T2 ae T

Es diirfte dem Leser nicht schwer fallen, noch hohere Ab-
leitungen von y zu bilden:
3

ddy d*u dv d*u d*v du dsv

— 4 3 AL

az® U dad 3 dx dx* + dx* dx tu dx?®
usw.

Die allgemeine Formel:

dry  d"(u-v) dru dv &1y a(n—1)d¥ d"2u
dz"  dz ' dax" +n?il; dan! 1-2 da®dam—? ' 3)

wurde von Leibnitz angegeben.

_ Ein Beispiel:

Es sei:
y=uxle2=
Wir setzen:
_ u=—ed% v=zx*
und finden dann:
d .
Yi/c—::e“(aw‘—I—élx")
a*y 2. 4 3 2
5 =e%%(a’x* 4 8ax® 4 1227)
dx*
d3y 3. 4 2 3 2
P =e**(al2x* + 124 x® 4 36ax® -+ 24x)

usw.
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§ 16. Die Behandlung der Funktionen mehrerer Variabler.

Bis jetzt haben wir uns mit Funktionen einer einzigen Variablen
beschiftigt, — wir wenden uns nun zu Funktionen, die von meh-
reren Verinderlichen abhingen.

Solche Funktionen begegnen uns hiufig; das Volumen eines
Gasquantums wird z. B. nicht nur vom Druck, sondern auch von
der Temperatur beeinfluft, der Flicheninhalt eines Dreieckes durch
die Linge der Grundlinie und der Hoéhe bestimmt usw. usw.

Es sei: w="{(z,vy)

eine derartige Funktion zweier Variabler x und y.

Wir wollen nun vorldufig y als eine Konstante betrachten
und # wie eine Funktion von « allein bebhandeln; — dies deuten
wir an, indem wir zu % ein tiefgesetztes x notieren.

Die Ableitung von %, nach x:

Yo ewdhnlich : --ai{
dx ! g ° ox

geschrieben, heifit dann der partielle Differentialquotient der Funk-
tion «# nach x und:

nennen wir ein partielles Differential.

Jetzt betrachten wir  in « als Konstante und allein y als
variabel; das Zeichen u, deutet dies an, daB w augenblicklich nur
als Funktion von y aufgefafit wird.

du, du
, gewOhnlich: ——
dy J oy
geschrieben, heifit der partielle Differentialquotient von # nach y,
u
duyzkaT

ist ein zweites partielles Differential.
Die Summe der beiden partiellen Differentiale, die wir ge-
wonnen haben:
ou ou
——dx
ox + 0y
nennen wir das totale Differential du unserer Funktion w.
Ist uns eine Funktion y von n unabh#ingigen Verinderlichen:
x, T,,....x, gegeben:
y=f(x, 25, ....2,). . . . . . (1)

dy



32 Einleitung, Erklirung und Bildung des Differentialquotienten.

so finden wir, — indem wir immer nur eine der GroSen x,,...x,
als variabel, alle anderen als Konstanten betrachten — = partielle
Differentialquotienten :
oy oy oy
PP prat e L. (2)
1 2 n
und n partielle Differentiale: ‘
0y oy oy
d do,, -+« oo - d .
oz, T1s ox, T2 ox, Tn 3)
deren Summe:
oy oy oy
= d 1 I de .
W=, 0T 5, 4t oz, 1 - @)

dann das totale Differentiale von y heift.

Beispiele:

1. =4 2% +¢°
y wird als Konstante betrachtet:

A

ou ot ox?
ox  ox +y ox — 3%+ 2ay

x wird als Konstante betrachtet:

ou . 0¥ oy® .
— — 342
iv % oy + oy + 3y
ou ou
dy — —— ?
u . dx 4+ 5y dy

=8 2xy)dax - (2* 4 3y%) dy

d
2. w=uxly; du=lydx—{—x—yy~
3. u=cosxsiny | sinxzcosy
du = (dx -} dy) (cos  cos y — sin z sin y)
= (dz + dy) [cos (x +y)].
4. U=ux¥; du=yx¥—'dx -+ x¥lxdy

5. Clairauts Formel zur Berechnung von g, der Beschleunigung
des freien Falles, unter verschiedenen geographischen Breiten b und
Hohen 7 iiber dem Meeresspiegel, lautet:

g=980-6056 — 2-5028 cos 2b — 0-00000 3% Dynen.

Der Leser diskutiere die Anderung im Gewicht einer Substanz-
menge (welche ja ein Ma$ fiir die Anziehungskraft der Erde ist)
bei Anderung des Ortes nach Hohenlage und geographischer Breite.
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Folgende geometrische Illustration mag das eben Gelernte dem
Verstindnis ndher bringen.

Der Flicheninhalt # eines Rechteckes mit Seiten von der
Linge = und y ist:

u=f(z,y)==z.y

x und y sollen von einander ganz unabhingige Variable sein,
80 daB sich die eine dieser Grofien #ndern kann, ohne daf die
andere dadurch beeinflufit wird.

Nimmt « um dx zu, indessen y ungedndert bleibt, so erhilt
der Flicheninhalt des Rechteckes einen unendlich kleineu Zuwachs,
den wir mit du, bezeichnen wollen, um anzudeuten, daf er nur
durch die Vermehrung des x um dx veranlaBt wurde:

du,=@x+dx)y—x-y
=ydx

nun ist y nichts anderes als der partielle Differentialquotient der
Funktion # nach x:

_ o
Y= "%z
somit ist:
onu
du,— —d
W, 7z x

Steigt anderseits die Seitenlinge y um dy, wihrend x sich
nicht &ndert, so bewirkt dies eine Flichenzunahme:

du, =z (y +dy) — xy

=xdy
x ist nun der partielle Differentialquotient von % mnach y:
cu
X = —
ay
somit ist:
o
du, = -—d
y Zy

Wiirden sich die Seitenlingen x und y gleichzeitig um dx, be-
ziehungsweise dy vermehren, so hatte dies offenbar ein Anwachsen
der Fliche unseres Rechteckes um:

(@ +dx)(y + dy) —xy
=yde+axdy+dxedy

zur Folge. Von diesem Ausdruck unterscheidet sich aber das totale
Differential der Funktion #, ndmlich:

ydx +xdy

Mellor-Wogrinz, Héhere Mathematik.

[
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blof um dx-dy, um eine unendlich kleine GréBe von zweiter Ord-
nung, die gegen ydx und xdy verschwindet, — das heiBit, wir
diirfen die Summe der unendlich kleinen Anderungen 2u/dx-da und
ouloy-dy gleich der Anderung von u setzen, welche die gleich-
zeitige Zunahme von = und y um dx, beziehungsweise dy veranlaft.

§17. Ein Satz iiber homogene Funktionen.

Wenn wir die partiellen Ableitungen von:

w=uxy+t+ay*+3ayz . . . . . (1)
aufstellen, némlich:
ou
—2 213
2 — eyttt 8y
ou
—=x4 2z 3xz
5 + 2zy +
% —3ay
0z
ou ou ou
d dann: Iy O
und dann FY x —+ 3y v+ s
bilden: 22% -+ xy® +3xyz
1

2%y 4+ 22y -+ Bxyz

3xyz )
=32 -+ 32y> -} 9zxyz,
so sehen wir, daB:
ou ou cu
—=3u . . . . . (2
ba * T oy VTG =3 2)

Einen Ausdruck nun, wie #, bei welchem die Addition der
ganzen Exponenten der Variablen in jedem Summanden dieselbe
Zahl gibt, nennen wir eine homogene Funktion, und zwar ist u
eine homogene Funktion vom dritten Grad,

u=2xt baxy -} 2*

homogen und vom zweiten Grad,

u=g* 4 xy2® + 23y + x*2*
eine homogene Funktion vom vierten Grad usf. _
Das Ergebnis (2) ist nun ein Spezialfall, eines ganz all-
gemeinen Satzes von Euler iiber homogene Funktionen; ist niimlich
f(xy, 25,25 ... 2,) homogen und vom n’* Grad, so ist:

0 0 0 0
é?flarl—{—};;x,—[—ﬂ f; Xy ... —{—a_g;xn:nu . (3

CX;
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§ 18. Fortsetzung des § 16.

Betrachten wir nun folgenden Fall: » heile wieder die Fliche
eines Rechteckes mit den veridnderlichen Seitenlingen x und y;
diese beiden Variablen sollen aber nicht mehr voneinander unab-
hingig, sondern derart durch ein Gesetz verbunden sein, daB eine
Anderung der einen GréBe mit einer Anderung der anderen Hand
in Hand gehen mufl; x und y seien etwa beide Funktionen der Zeit ¢:

r=p(l), y=v()
Wir konnen dann zwar das Differential
ou
—d
ox x
beibehalten als Symbol fiir den Flichenzuwachs des Rechteckes,
welcher durch Ansteigen der Linge x um dx veranlat wurde
— diirfen aber nicht vergessen, daB gleichzeitig eine Flichen-
vermehrung:
ou

dy

stattgefunden hat. Die Anderung von x um dz erforderte eine
Zeit dt, innerhalb welcher auch y sich nach einem gewissen Gesetz
um dy ge#dndert hat — die Fliche » unseres Rechteckes ist also
wéhrend dt um:

cy

ou
du = — dp - 22
= do - iy dy

grofer geworden.

Da nun z und y Funktionen einer gemeinschaftlichen Variablen {
sind, ist augenscheinlich auch # eine Funktion dieses Parameters:
u=F (1)

und als die Ableitung du/d¢ haben wir die Summe:
ou dw | ou dy
ox dt oy dt
zu betrachten.
duldt ist offenbar die Schnelligkeit, mit welcher sich die Fliche
des Rechteckes vermehrt; sie ist gleich der Summe der Geschwin-

digkeiten, mit welchen das Gebilde gleichzeitig lings x und y weiter
wichst. —

Allgemein setzen wir, wenn:
y=r(upuy....w) . . . . . (1)
und weiter:
8*
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u, = @, (), Uy =@, (x), .... u,=e@,(x). . (2)
ist:

dy  of du, of du, of du,

dr  ou, dx ' ou, dm+ ou, de = ®)

Man begegnet in der Natur vielen Erscheinungen, welche durch
Funktionen mehrerer Variablen, die ihrerseits wieder Funktionen
eines Parameters sind, dargestellt werden miissen. Ein typischer
Fall ist der folgende:

Ein Kristall des rhombischen Systems dehnt sich bei Er-
warmung nach drei bestimmten senkrecht aufeinanderstehenden
Richtungen verschieden stark aus. Aus dem Kristall sei nun ein
Parallelepiped geschnitten, dessen Kanten zx, y, z parallel diesen drei
verschiedenen Ausdehnungsrichtungen liegen; das Volum unseres
Stiickes ist:

und als totales Differential von V:

v
dV—a—d —i—;d —I-»—d
érgibt sich:
yzdx fxzdy + xydz

Erwiarmen wir nun das Parallelepiped, so nimmt sein Volum V
zu, und zwar indern sich die Kantenlingen x, y, 2 um ungleiche
Stiicke, d.h. sie sind drei verschiedene Funktionen der Temperatur £:

=g, ), y=p0 =@
Offenbar ist:

av
—— = — . . . . (5
L N =L (%)
Die Differentialquotienten
dz  dy  dz
de’ at’ dt

nennen wir die linearen Ausdehnungskoeffizienten in den charak-
teristischen Richtungen, «, der Koeffizient der Volumdilatation, er-
gibt sich, wenn man z, y, z in (5) gleich 1 setzt:

_dx dy dz
T dt dt
als gleich der Summe der drei linearen Ausdehnungskoeffizienten.

Bei sogenannten isotropen Korpern, die sich nach jeder Rich-
tung stark ausdehnen, ist offenbar:
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de__dy dz
dat~ dt dt
d. h. der lineare Ausdehnungskoeffizient nach jeder Richtung der-
selbe; wir nennen ihn 1 und finden einen Volum - Ausdehnungs-
koeffizienten:
a=31

Weitere Beispiele.

1. Nach Loschmidt und Obermeyer ist der Diffusionskoeffizient &
eines (Gtases abhingig vom Druck p unter dem das Gas steht und
der (hier vom absoluten Nullpunkt gerechneten) Temperatur 7'

b=k, <T>"£
Ty/ po
mit k° bezeichnen wir den Diffusionskoeffizienten bei 0® Celsius (in
absolutem MaB: T,=273%) und beim Druck p,== 760 mm; = ist eine
Konstante.

Man bedenke, daf bei einem abgeschlossenen Gasvolum durch
eine Zunahme der Temperatur eine Steigerung des Druckes ver-
anlaft wird, daB der Druck eine Funktion der Temperatur ist, und.
zeige, daB:

' dk ok | ckdp

aT~ ¢T ' opdTl
=qal171 (np +T%>

ist.
2. Nach Biot und Arago ist der Brechungsindex u eines Gases
eine Funktion des Druckes p und der Temperatur f:

—1p
p=1410—

1+ atp,
den Brechungsindex bei 0° C und p, = 760 mm Druck nennen
Wir p,.
d/”' /“'0 1 _ 1 dp + }
dt U fatdt ' (1 +cct)

§ 19. Wiederholte Differentiation einer Funktion von
mehreren Verinderlichen.

u=ux+ 92+ 22y
x und y bedeuten voneinander unabhingige Verdnderliche; wir
finden zunichst:

Es sei:
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n

a) %=2x—}—2y3x D), *——2y—{—3x2y2

Differenzieren wir jetzt a) noch einmal nach x, b) nach y, so

ergibt sich:
<6u> (cu)
») ——2‘*‘2 by _oy/ ———u-—Q—f—ny

e 8 oy oy’
bei nochmaliger Wiederholung der Operation kommen wir zu:

2") %u

3

Wir gewinnen also hohere partielle Differentialquotienten einer
Funktion von mehreren Variablen nach einer derselben, indem wir
die erste Ableitung ein zweites, drittes, . . . . . »%* Mal nach
der betreffenden Variablen differenzieren und dabei stets alle
anderen als konstant betrachten. Nun- ist aber offenbar jeder par-
tielle Differentialquotient ersten oder hoheren Grades im allgemeinen
selbst wieder eine Funktion von sédmtlichen Variabeln, wir kénnen
daher jede partielle Ableitung nach einer beliebigen Veridnderlichen
weiter differenzieren und z. B. ausgehend von:

2%u
=0 b") =6 x?
) ays

cx

of (xg, 25 . ...,
cx,
bilden:
X 0
(0f>/ca:1, 6<—G—f>/8x.,; . z<i>/ax,,
c Xy 0x, : . dx,
kiirzer geschrieben:
K G ar
¢x,” cx ox, cx,ex,

ebenso ausgehend von:

€,
32 f 62 f Eef
cayox,’ ox,t 62,0,
usf.

Alle diese Ableitungen zweiten Grades kann man nun wieder
nach z,, x, . ...z, differenzieren und findet so partielle Differential-
quotienten dritten Grades usw.

Es gilt nun folgender Satz: Bilden wir irgend eine particlle
Ableitung hoheren Grades nach verschiedenen Variabeln, so ist es
fir das Resultat ganz gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die
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Differentiationen nach den einzelnen Verénderlichen aufeinander-
folgen. Der Leser kann sich am einleitenden Beispiel sofort iiber-
zeugen, dal:
Pu 0w
pyox  oxdy

=6y’x

und wir wollen dann noch den allgemeinen Beweis fiir unsere Be-
hauptung bei einer Funktion zweier Variablen:

u=f(x,y)
erbringen.
e = f(o+o2,) — ((o,9) = 9 (2,)
2
£8y=f(w,y+6y)—f(w,‘y)=w(x,y)
29 (z,9) 0% u _
oy % ~8x8,/ 0z 0y =
_ @ (x,y -+ 0y) — @ (2, 9) .
T flx 0w,y 4 0y) —f(x,y + 0y) — fx 4 0x, y) 4 f(=, y)
oy(xy) ,  Pu _
y (x - 0x,y) — p(x,y)

f(x 4oz, y+0y) —f(x~+0x, y)— f(x,y+0y) + f(x,y)
somit:
P?u  Pu
5;83/ - oy ox

was zu beweisen war.



II. Abschnitt.

GroBen graphisch darzustellen.
ist diese Art der Veranschaulichung eines Gesetzes von hoher
Wichtigkeit.

¥4 1 7]
AL V-4
7] 7
2
x' . g X
W, Ws W, W,
%
(3
Z__ { ] |
Yy
Fig. 1.

Einiges aus der analytischen Geometrie.

§ 20. Koordinaten eines Punktes.

Wir wollen in diesem Kapitel lernen, Beziehungen zwischen
Gerade in den Naturwissenschaften

Das Mittel dazu bietet die Fixierung von Punkten durch ein
sogenanntes Koordinatensystem. Wir

ziehen (Fig. 1) in der Ebene
zwel unbegrenzte zueinander
senkrechte Gerade x Oz’ und-
yOy'; sie teilen die ganze
Ebene in 4 Quadranten I,
II, III, IV. Es sei nun P,
ein Punkt im Quadranten I;
ziehen wir von ihm je eine
Senkrechte M, P, und N, P,
auf die beiden Geraden x Oz’
und y Oy’; dann ist es klar,
daf durch die beiden Strek-
ken OM, und ON, der
Punkt P, vollstindig be-
stimmt ist. Wir kdnnen seine
Lage bei Angabe dieser bei-
den Strecken konstruktiv
finden, — sie konnen daher

als Reprisentanten des Punktes P, angesehen werden und heifien
seine Koordinaten.

Man nennt OM, =x, die Abzisse, ON,=y, die Ordinate des

Punktes P,; entsprechend heiBen die Achsen x Oz’ und y Oy’ be-
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ziiglich die Abzissenachse oder X-Achse und die Ordinatenachse
oder Y-Achse des Koordinatensystems. Den Punkt O bezeichnen
wir als den Ursprung des Koordinatensystems.

Um 2zwei Punkte voneinander zu unterscheiden, deren Ko-
ordinade absolut genommen dieselben Werte haben, welche aber
in verschiedenen Quadranten liegen, gibt man den Koordinaten
positives und negatives Vorzeichen. Wir wollen festsetzen, daf
jede Abmessung auf der Abzissenachse rechts vom O positives,
links vom O negatives Vorzeichen haben soll; eine Ordinate ober-
halb der X-Achse ist positiv, unterhalb der X-Achse negativ zu be-
zeichnen. So werden also bespielsweise die Koordinaten der vier
Punkte P,, P,, P,, P, in Fig. 1 entsprechend sein:

@1, 41)s (— X9, 95), (— 25, —¥3), (24, — ¥y
Wir wollen noch die Distanz zweier Punkte berechnen, deren
Koordinaten gegeben sind. Die beiden Punkte seien (Fig. 2)

P mit den Koordinaten: x,, y, y

Q ” ” ” Loy Yo
Wie aus dem rechtwinkeligen Dreieck @ _}
——— M’

PM'Q hervorgeht ist:
PQ*—M'Q*+ M'P?

und

l |
l |
oder da: | [
MQ@=MN=ux —ua, ' g v M
M P=y, —y, '

PQ*=(z, — ) + (v, _?/2)2
Wir haben hier speziell ein rechtwinkeliges oder Cartesisches
Koordinatensystem — so genannt nach seinem FErfinder René
Descartes — betrachtet. Man kann aber natiirlich auch mit Ko-
ordinatensystemen arbeiten, bei denen die beiden Achsen nicht
senkrecht aufeinander stehen, sondern spitze oder stumpfe Winkel
miteinander einschlieBen.

so ist:

§ 21. Die Gleichung der Geraden.

Es sei uns eine Gerade OP (Fig. 3) gegeben.

Wir konstruieren nun zu einer Reihe von Punkten derselben
Abszisse und Ordinate, also die Strecken OM,, OM,, ... und M, P,,
M,P,, ... und seben, daB das Verhaltnis zwischen irgend einer

rdinate, etwa M, P;, und der zugehorigen Abszisse OM, dasselbe
fist, wie zwischen M, P, und OM, oder M, P, und OM,. '
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Bezeichnet man tiberhaupt die Koordinaten irgend eines Punktes
der Geraden mit x und y so besteht also die allgemeine Relation:

¥ l=tana
x

die den gesetzmifigen Zusammen-

4 hang zwischen Abszisse und Or-

2 ‘ dinate jedes Punktes unserer Ge-

Y raden ausdriickt; man kann mit

ihrer Hilfe zu. beliebigen Werten

A von x stets die zugehorigen Werte
Fig. 3. von y berechnen, kurz:

M M,

(tan « =m gesetzt), ist die Gleichung der gegebenen Geraden, welche
unter dem Winkel ¢ gegen die X-Achse geneigt durch den Ursprung
des Koordinatensystems geht. Da man dem Winkel « jeden be-
liebigen Wert erteilen kann, stellt 1 alle moglichen Geraden dar,
y welche durch den Ursprung gehen.
/ Wir koénnen uns jedoch Ileicht
/7
auch von dieser Beschrinkung frei
machen und die Gleichung aller
itberhaupt moglichen Geraden in
A% v der Ebene aufstellen.
Ziehen wir namlich eine be-

b liebige Gerade 4P, (s. Fig. 4), so
’ P - sieht man, daB fiir die Ordinate
Fio. 4 irgend eines Punktes P derselben
= die Beziehung gilt:
MP—=MN-+ NP=MN-+ AN tanc
oder:

y=mx—b . . . . . . . (2

wenn wir m=tane und b=—O0A setzen. Offenbar konnen wir
durch passende Wahl der Konstanten m, b, jede beliebige Gerade
durch diese Relation darstellen; sie ist also die allgemeine Form
der Gleichung einer Geraden.

Es ist anderseits klar, daf die allgemeinste Gleichung ersten
Grades zwischen z, y, stets eine gerade Linie darstellt. Denn eine
solche Gleichung hat die Form: T

Ae+By-+C=0 . . . . . . (8
wo 4, B, C irgend welche Konstanten bedeuten; (2) 148t sich aber
stets auf Form (1) bringen; man braucht nur zu setzen:



Einige Probleme, die Gleichung der Geraden betreffend. 43

Gleichung (3) reprisentiert also eine Gerade. )
Man kann der Gleichung einer Geraden auch eine symme-

trischere Form geben, als (2) sie besitzt. Fiihren wir némlich die
Konstante a==0A4 (s. Fig. 5) ein:

b Y
o —tan (180° —a)=—taneg=—m .
so erhalten wir: g
b
_— b
y o x4 5
oder:
x y 0 X -
i S | 4 @ AN
i (4)

§ 22. Einige Probleme, die Gleichung der Geraden betreffend.

1. Man soll aus den Gleichungen zweier Geraden den Winkel
bestimmen, den sie einschlieBen.

Die Gleichungen seien:
y=ma-+b N
y=m'a-+ V'
in diesen bedeutet: m =— tan ¢, m = tana’
(Fig. 6).
Nennen wir ¢ den gesuchten Winkel,
so ist: 0

p=d¢ —a tangp=tan (¢ —e)
oder:
S o/ —tang  m —m_ ()
’(pwl%—tana'tana—lf{—fazv;z’ o
Hieraus folgt, daB fiir ¢ =0, d.h. wenn die beiden Geraden
zueinander parallel sind, die Bedingung erfillt sein muf:

m=m' . . . . . . . . (2

stehen dagegen die Geraden aufeinander senkrecht, so ist 9)2900
oder 'tan ¢ =00, d.h.:
1+mm =0
oder: .
1
m=—— . . . . . . . (3
m
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2. Die Bedingung aufzustellen, daB eine Gerade durch einen
gegebenen Punkt geht.

Ist der Punkt gegeben durch seine Koordinaten x,, y,, und
ist die allgemeine Gleichung einer Geraden:
so wird die letztere Gleichung auch gelten miissen, wenn man in
ihr x=uw,, y=y, setzt, da ja der Punkt (x,, y,) auf der Geraden
liegen soll, d. h. es besteht die Gleichung:

yy=mx,+b . . . . . . . (5

Gleichung (5) gestattet, eine der beiden unbestimmten Konstanten
m, b durch die bestimmten GroBen wx,, y,, auszudriicken; in der Tat
hat ja die Gerade dadurch, daB sie durch den bestimmten Punkt
gehen soll, einen Grad der Unbestimmtheit oder ,,Freiheit* ein-
gebiiBt. Wir konnen nun aus (4) und (5) b eliminieren und er-
halten als gesuchte Bedingung:

y—ylzm(oc—xl) B ()]

3. Die Bedingung dafiir zu finden, daB eine Gerade durch
zwel gegebene Punkte geht.

In diesem Falle hat offenbar die Gerade gar keinen Grad der
Freiheit mehr; sie ist durch die beiden Punkte (x,, y,) und (,, y,),
durch welche sie gehen soll, vollkommen festgelegt. Es sind jetzt
gleichzeitig die drei Gleichungen zu erfiillen:

y =mx +0b
y, =mx, b
y227nx2+b2

Aus diesen kann man beide Konstanten m und b eliminieren
und erhilt als die gesuchte Bedingung:

yh & (7)
Yo— Yy LTy
4. Die Koordinaten x,, y;, des Schnittpunktes zweier durch ihre
Gleichungen gegebener Geraden zu finden.
Es seien die Gleichungen der Geraden:
y=mx-+Db
y=mw'z+V
Der Schnittpunkt beider muB, da er ja auf beiden Geraden
liegen soll, mit seinen Koordinaten x,, y,, beiden Gleichungen ge-
niigen. Also bestechen die Gleichungen:
Y= max; 4 b
y,=mx, + 0



Koordinaten-Transformation. 45

aus denen man die gesuchten Koordinaten «,, y,, durch die gegebenen
GroBen m, b, m', b' ausdriicken kann. Man erhilt:
b —b b'm—>bm' ,
= = . . . . (8

R —— m— m' )

Geht noch eine dritte Gerade:
y J— m" x + b"

durch denselben Punkt, so miissen die Werte (8) fiir x, y eingesetzt
ibrer Gleichung geniigen. So z. B. haben die beiden Geraden:

bxr—+ 3y="1

3x—4y=10
den Schnittpunkt x, =2, y, =—1; setzt man diese beiden Werte
fir x, y in die Gleichung:

x-+2y=0,

so wird sie identisch erfiillt, d. h. die letztere Gerade geht durch
den Schnittpunkt der beiden ersteren, wovon man sich durch Kon-
struktion iiberzeugen kann. '
Um iiberhaupt eine Gerade, deren Gleichung:"
Azx+By-+C=0 . . . . . . (9

gegebén ist, zu konstruieren, sucht man ihre Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen und legt dann durch die beiden so er-
haltenen Punkte die Gerade hindurch. Um diese Schnittpunkte zu
finden, geht man gem#iB dem eben Gesagten vor; dabei mufi man
bedenken, daB die Gleichung der X-Achse lautet:

y=0
die der Y-Achse hingegen:

=0
Man findet also die Schnittpunkte, wenn man in (9) einmal z=o,
dann y=0 setzt.

§ 23. Koordinaten-Transformation.

Wie man schon aus dem Bisherigen ersieht, hingt die Gleichung
einer Kurve wesentlich von ihrer relativen Lage gegen das Koor-
dinatensystem ab. Man kann nun die Gleichung h#ufig verein-
fachen, wenn man das Koordinatensystem anders legt. Wir miissen
daher untersuchen, wie man von einem Koordinatensystem zu einem
andern iibergehen kann.

Nehmen wir zunschst an, die beiden rechtwinkligen Koordinaten-
systeme liegen einander parallel, so daf das eine durch eine blofie
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Parallelverschiebung aus dem andern hervorgegangen ist. Sind die
Koordinaten irgend eines Punktes P (s. Fig. 7) in bezug auf das eine
System (z, y), in bezug auf das andere (', ¥'),
sind ferner die Koordinaten des Ursprungs O
des zweiten Systems in bezug auf das erste
(h, k), so ist ersichtlich, daB:

x=0M=O0H -+ HM=2'+1" (1)
y=PM=MM, + M P=y |k

z durch welche Formeln man vom System (',
y') zum System (x, y) tibergehen kann. Der
entgegengesetzte Ubergang folgt aus (1):

d=x—" y=v—k . . . . (2

Fig. 7.

Wir nehmen zweitens an, daf die beiden Systeme eine blofe
Verdrehung gegeneinander erhalten haben, der Ursprung aber beiden
gemeinsam sei. Es schlieBen also die Abszissenachsen, ebenso die
Ordinatenachsen den Winkel ¢ (s. Fig. 8) miteinander ein. Sind
wieder z, y, und z', 4, die Koordinaten eines Punktes P in beiden
Systemen, so sind aus der Figur die folgenden Beziehungen er-
sichtlich:

' 2=0M= OR —QM,=2'cosa—y sina 3
y=MP=RM, -+ QP =z'sina+tycosa = ° (3)

Aus diesen Gleichungen folgen
o die weiteren:

5 2'=ysin ¢+ zcosu
- Yy =ycose—xsin a
g A Yy Yy

4

| Haben schliefilich die beiden Sy-

l steme eine beliebige Lage gegen-

2 IL - einander, so 148t sich die Verschie-

g bung des einen gegen das andere

Fig. 8. stets aus einer Parallelverschiebung

und einer Drehung zusammensetzen.

Wir konnen also im allgemeinen Falle die Formeln (1) und (3),
bzw. (2) und (4) nacheinander anwenden.

§ 24. Die Gleichung des Kreises.

Wir nehmen den Mittelpunkt des Kreises als Ursprung des
Koordinatensystems. Betrachten wir irgend einen Punkt P auf der
Peripherie (s. Fig. 9), so ist ohne weiteres ersichtlich, daB zwischen
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den Koordinaten x, y des Punktes und dem Radius » die Beziehung

besteht:
g"-}—y??‘r? B ¢ §)

Diese Gleichung gilt fiir jeden Punkt der Kurve; sie ist also die
Gleichung des Kreises. In der Tat spricht diese Beziehung jene
Eigenschaft aus, welche den Kreis y

definiert, ndmlich dafl jeder seiner
Punkte gleichweit vom Mittelpunkt
entfernt ist.

Liegt der Mittelpunkt des r
Kreises nicht im Ursprung des
Koordinatensystems, sondern sind x M
seine Koordinaten etwa p, ¢, so
148t sich die Gleichung fiir diesen
allgemeinen Fall aus (1) durch eine
Koordinatentransformation ablei-
ten. Sind ndmlich die Koordinaten 7
eines Kurvenpunktes in bezug auf
das neue System (x, y'), so ist:

o =wx—+p ¥y =y-+q
und wir erhalten aus (1):
@ —pf = —t=r*
oder wenn wir die Striche wieder weglassen:
@—pr+o—a=" . . . . . @

Diese Gleichung ist vom zweiten Grade nach x, y und von der Form:

2+ 9yt ax -+ by+ =0,

<

Wo:
a=—2p b=—2g c=p*+¢>*—*
ist.
Sie ist also ein Spezialfall der allgemeinen Gleichung zweiten
Grades:
Ax?+ By* 4+ Cxy+Dx+Ey+ F=0 . . (8)

in der: 4=B, und C=0 ist.

Beispiel :
Die Bewegung eines Punktes sei durch die Gleichungen:
x=asint y=—acost

definiert, in denen ¢ die Zeit bedeutet.
Welehe Bahn beschreibt der Punkt?
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Lésung: Eliminiert man aus den Gleichungen ¢, so erhialt man:

x® 4 y? = a2
die Gleichung eines Kreises.

§ 25. Die Gleichung der Ellipse.

Die Ellipse ist eine Kurve, die dadurch definiert ist, daf die
Entfernung eines jeden ihrer Punkte von zwei bestimmten Punkten
dieselbe Summe ergibt. Ist
P(z,y) ein Punkt der Ellipse,
(s. Fig. 10), sind ferner F,
und F, die beiden fixen
Punkte, (Brennpunkte), und
setzen wir die Distanzen:

PF,=r, PF,=r,

so 1ist:

rntr=2a (1)
wenn wir die konstante Sum-
me mit 2a bezeichnen; jede
der GroSen r,, 7,, heifit ein radius vector des Punktes. Nun ist
aus der Figur ersichtlich, daB:

ne= (a4 o+ @
rgt.)‘:(x—e)g_{_ye . . . . .
wenn wir die Strecke F; 0= OF, mit ¢ bezeichnen. Durch Sub-
traktion erhalten wir:

By
Fig. 10.

2

2 __
rt—ry, =dex

oder vermoge (1):
e
r—T,=—2 " x

also: rlza—l—%x 1~2=a-——%a: N ¢:))

Substiuieren wir z. B. den Wert fiir », in die erste der Gleichungen
(2), so erhalten wir:

(a5 o= +or o
oder: (a* — )2+ a’y* =a’(a®—¢?

Setzen wir noch:

a?—e®=0* . . . . . . . (4
so lautet die letzte Gleichung:
Vaett-a’yt=a®* . . . . . . ()

(5) ist die Gleichung der Ellipse.
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Die geometrische Bedeutung der Konstanten a¢ und b ist leicht
einzusehen. Betrachten wir den Punkt P, der Ellipse mit den
Koordinaten 0, y,, fir den r, =r,=r ist.

Gleichung (5) lautet fiir diesen Punkt:

aty,? — a20?
oder:
yy=>b
d. h. die GroBe b ist die Lange der Strecke OP, = OF,;, man nennt
P, P,=20 die kleine Achse der Ellipse. Ferner folgt aus Drei-
eck F,OP,:
P =1t
daher ergibt sich durch Vergleich mit (4), daB F,P,=a. Analog
lautet Gleichung (5) fir den Punkt P, (x,, 0):
b2 x*Q J— a‘.’. b2
oder:
X, =a
d. h. @ ist die Linge von OP,=OF,; man nennt 2a die grofe
Achse der Ellipse.
Die Gleichung (5) kénnen wir auch in der Form schreiben:

%y
;2+5§:1 T . . . . . . (6)

Losen wir einmal nach @, einmal hach y auf, so erhalten wir:

x:ia‘/L—-%z N ()

2
y:ib‘/1-% N )

Es folgt, da wir nur dann reelle Kurvenpunkte erhalten, wenn:
z<Za y=<b
Die Kurve verldauft also vollstindig im Endlichen. Ferner folgt
aus (7), daB einem bestimmten Wert von y stets zwei gleiche,
aber entgegengesetzt bezeichnete x-Werte entsprechen, die fiir y=1=>
in =0 zusammenfallen, also liegt die Kurve symmetrisch zur

Y-Achse. Ebenso folgt aus (8), daB die Kurve auch zur X-Achse
symmetrisch gelegen ist.

Ein Beispiel:

Zu zeigen, daB ein Punkt, dessen Bewegung durch die
Gleichungen:
Mellor-Wogrinz, Héhere Mathematik. 4
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r=acost y=bsint

definiert ist, eine Ellipse beschreibt.
Losung: die Elimination von ¢ liefert:

2 2

x y-
TEp=1

22
a

§ 26. Die Gleichung der Hyperbel.

Eine Kurve von der Eigenschaft, daf die Entfernungen eines
jeden ihrer Punkte von zwei bestimmten Punkten eine konstante
Differenz haben, heifit eine Hy-
perbel.

Ist P ein Punkt der Kurve,
(s. Fig. 11), sind r,, r,, die Di-
stanzen von den fixen Punkten,
den Brennpunkten F,, F,, legen
wir ferner wie im vorigen Para-
graphen die X-Achse in die Ge-
rade F,, F,, und den Ursprung
nach O, so daBl OF, = OF, =,
so ist:

ry—r,=2a . (1)

e

also: r,t—nrt=dex
. e
Vermoge (1) ist also: ryFr,=2-"-x
? a
e e
daher: r,=-—-x-+a ry=—x—a . . . (3)
T a a

und durch Substition in die erste der Gleichungen (2) erhalten wir:

(otaf —@torte
oder:
x* (a2 — e2) a%y®=—a?(a® — )

da im Dreieck PF\F,: r,—r, < F|¥,, also:
2a<2e
ist hier a®>— e? nagativ; wir setzen:

e?—a?=0. . . . . . . (4
und erhalten:
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bzxz—azyg——azb“’ (5)
oder:
22 yz
e — =1 . . . . . < . (6
a? b? (8)

als die beiden Formen der Hyperbelgleichung.
Analog wie bei der Ellipse erkennt man leicht die geometrische
Bedeutung von a; fiir den Punkt 4 lautet namlich [5):
b‘le‘.’ J— aebe
also:
x,=a
Die Strecke 4A4'=2a heiBt die groBe Achse der Hyperbel, jedoch
sind B und B’ gar keine Kurvenpunkte, da fiir x =0, die Gleichung
(5) ergibt:
— =102
oder:
y==10bi
also einen imagindren Wert.
Um die Gestalt der Kurve klarzulegen, diskutieren wir die aus
(6) folgenden Ausdriicke:

| N ()

b
b R
y:—{:.,dvg-———a,' B )

Aus (7) folgt, daB alle mésglichen y-Werte reelle Werte von x er-
geben; die Kurve erstreckt sich also ins Unendliche. Da aber nach
(8) fiir —a<x <+ a kein reelles y existiert, so muB die Kurve
‘bloB auBerhalb dieses Bereiches verlaufen; sie besteht also aus zwei
getrennten Zweigen. Ferner ergeben (7) und (8) wieder die Sym-
metrie der Hyperbel zu beiden Achsen. Die Gestalt der Kurve
zeigt Fig. 11.

§ 27. Die Gleichung der Parabel.

Eine Kurve, deren Punkte gleichen Abstand von einer ge-
gebenen festen Geraden und einem festen Punkte haben, nennt
man eine Parabel. Die fixe Gerade heift Direktrix, der feste Punkt
der Brennpunkt. Wir wollen das Koordinatensystem so legen, daB
die X-Achse senkrecht zur Direktrix durch den Brennpunkt F geht
(s. Fig. 12) und der Ursprung O die Strecke AF halbiert. Ist P
(x, y) irgend ein Punkt der Parabel, nennen wir ferner PF—7,

OF=0A4A=a, so ist:
r’=@x—a)* 4y

4*
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oder da nach der Definition der Parabel:
r=KP=x-4a . . . . . . (1)
@+ ap—@—ap=y?

d. h.:
I Y, - yr=dax . . . (2)
Dies ist die Gleichung der Parabel fir die
___i___ angenommene Lage des Koordinaten-

!

§

ex Ef A
|
|
-
l
|
|
(W)

systems.
d Aus Gleichung (2) folgt:
i y=-+2Vax . . . (3)
Da. zu jedem positiven Wert von «
reelle Werte von y gehdren, negativen x-
Werten aber bloB imaginire Werte von y
K entsprechen, so liegt die Kurve auf der
L\ rechten Seite der Ordinatenachse, erstreckt
Fig. 12. sich aber hier ins Unendliche. Ferner
entsprechen einem x zwei entgegengesetzt
gleiche y: die Kurve ist symmetrisch zur X-Achse. Der Wert x =0
ist die kleinstmégliche Abszisse eines Kurvenpunktes; ihm ent-
spricht y=0, d. h. der Scheitel der Parabel liegt im Ursprung.
Die Gestalt der Kurve zeigt Fig. 12.

[N giretr

ML
|
l

A
1
|
'
|
|
1

§ 28. Die Tangente einer Kurve.

Es sei OPQ (Fig. 13) ein Stiick irgend einer Kurve; es habe
der Punkt P die Koordinaten x, y, der Punkt € die Koordinaten
x4+ Az, y-+ 4y, indem wir dle
Strecken PR und QR beziiglich mit
Ax und Ay bezeichnen; die Gleichung
der Kurve sei:

y=f@. . .

daher besteht auch die Beziehung:

y+Ady=rfle+4z). (2
Denken wir uns nun P und @ durch
eine Gerade verbunden, welche die
X-Achse in T unter einem gewissen
Winkel schneidet; die trigonometri-
sche Tangente dieses Winkels < R PQ

4
ist A—Z . Riickt nun der Punkt @ an P heran, so dreht sich die

Gerade PQ um P und wird, wenn @ unendlich nahe an P geriickt
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ist, zur Tangente an die Kurve in P und schlieft dann mit der
X-Achse den Winkel « ein. Man erhilt demnach:
. Ay
tana=11md—w
Adz=0
oder nach (1) und (2):
dy=f(x+ dx) —f(x)
[+ dx) —f(x)
A

x

tan ¢ = lim
Az =0

was gemidB dem Begriffe des Differentialquotienten ergibt:
dy _ o
== B ¢
tane= - f'(x) . (8)

Die geometrische Bedeutung der Ableitung f’'(x) ist :demnach die,
daB sie gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels ist,
welchen die geometrische Tangente an die Kurve y = f(z) mit der
X-Achse einschlieft.

So z.B. ist fiir eine Parabel:

y?=4dax
daher:
a
tan ¢ = ot A Eﬁ
dx Y

also beispielsweise fiir den Punkt x=a, dem nach der Gleichung
ein y = 2a zugehort, ist:

tang =1 o =45°

-~

Wir kénnen nunmehr die Gleichung
der Tangente in einem beliebigen Punkt
einer gegebenen Kurve finden. Es sei
durch den Punkt P (z;, y,) (s. Fig. 14)
einer Kurve:

y="r(@) 2’
cine Tangente TP gelegt. Da sie eine
Gerade ist, die durch den Punktz,, y,,
geht, hat sie die Gleichung:

R=tangente
Sub=normale

77_?/1:7”(5_‘%)
wenn wir die laufenden Koordinaten der Geraden mit &, #, be-

zeichnen. Die noch unbestimmte Konstante m ergibt sich dadurch,
daB nach (3):

m=tan ¢ = (ZZ); ={f"(z,)
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d
wo mit dem Zeichen (di) ausgedriickt werden soll, dal der Dif-

1

(
ferentialquotient ;—% fiir den Punkt (z,, y,) der Kurve zu bilden ist.

So erhalten wir als Gleiehung der Tangente:
77—y1:f'(x1)(§_“x1) N )
Man nennt eine senkrecht auf die Tangente im Beriihrungs-
punkt errichtete Gerade eine Normale der Kurve; (PN in Fig. 14).
Die Gleichung folgt aus jener der Tangente, auf der senkrecht
stehend sie durch den Punkt wx,, y,, geht. Daher ist ihre Gleichung

von der Form:
Y =m' (5—‘T1)’

WO
, 1
m _——
sie lautet also:
1 -
’7—2/1:—-?'(7)(5_%1) N )
1

Man spricht auch von der Lidnge der Tangente und Normale
und versteht darunter bezliglich die Stiicke PT und PN (Fig. 14),
d. h. die Abschnitte der beiden Geraden vom Bertihrungspunkt bis
zum Schnitt mit der X-Achse. Die Projektionen dieser heiden
Stiicke auf die X-Achse, also TM und MN heifen beziiglich Sub-
tangente und Subnormale. Diese vier GroBen sind aus den Gleichungen
(4) und (5) leicht zu berechnen. Setzt man in diesen ndmlich
7 =0, so erhdlt man die Abszissen der Schnittpunkte der Geraden
mit der X-Achse, d. h.:

1 negativ zu nehmen,
T0=—u,+ f (z) Yy {( weil links von O) l
NO= a +f'(x)y,

daher ist die Subtangente:
1
TM=T0+4O0OM= 4y B (]
~+ Pyt . (6)
und die Subnormale:
MN=ON—OM=1{("(x)y, . . . . (7)

Daraus ergeben sich die Lingen der Tangente und der Normalen,
da in den Dreiecken BPT und MPN:

?—Tg:mg—'{—mezyg(l—'l_ﬁ;)é) .. (8)

PN =N+ UP =y 1+ @) - . . )
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§29. Die Tangenten der Ellipse, Hyperbel und Parabel.

Wir wollen die im vorigen Paragraphen gewonnenen Erkennt-
nisse auf die drei genannten Kurven anwenden. Die Gleichung

einer Ellipse ist:
b2a? 4 oty =— ah?

dy b’z
de  a’y

daher lautet die Gleichung der Tangente an die Ellipse in einem
Punkte (x;, y,) nach (4) des vorigen Paragraphen:

b x1
U (§—wx,)
oder da:
b2x12 + 0,2?/12 J— a‘Zb‘.’
auch:

b2z, 4-atny,=a®b?. . . . . . (1)

Die Gleichung der Normalen wére:

N—y, =5 (5—901)

Die Tangente einer t4
Ellipse hat eine physi- d
kalisch wichtige Eigen- :
schaft. Um diese klar- !
zulegen, suchen wir die z’ i x
Abszisse des Schnitt- voMs 4
punktes T (s. Fig. 15)
der Tangente mit der
X-Achse, indem wir in

(1) =0 setzen. Wir ' y'
erhalten: Fig. 15
o= "
Ly
daher ist:
2 ag
RT="t. RT="_,
2 2, z
ferner sahen wir, daf3:
ex
F2P=a+?% FP=a—

daher ist:
F,T:F,\T=F,P:F P
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Dies ist aber nach einem Satz der elementaren Geometrie nur der
Fall, wenn:
X RPT—=X F,PT oder: ¥ F,PN— Y F,PN

Die Tangente halbiert also den Winkel, welchen die radii vec-
tores miteinander einschliefen, die Normale seinen Supplementwinkel.
Daher kommt es, daf Licht-, Schall- oder elektromagnetische Wellen,
die von einem Brennpunkte einer ellipsoidischen Fldche ausgehen,
so an ihr reflektiert werden, daff sie sich im andern Brennpunkt
sammeln.

Fiir eine Hyperbel besteht die Gleichung:
V22 — a%y? = a?D?
y_ Vs
dx  aly
daher lautet die Gleichung der Tangente in einem Punkte (x, y,):
b2

xl
N—Y = a%y, (6 —=x,)
oder da:
b2, 2 — a2y12 — a2
auch:

b2fx, —alyy,=a®® . . . . . . (2
Die Gleichung der Normalen ist:
@Yy p

b‘.!xl (E xl)

Setzt man in (2) =0, so erhdlt man die Abszisse &, des
Schnittpunkts der Tangente mit der X-Achse:

N—Y, =

Lassen wir nun den Bertihrungspunkt der Tangente mit der Hyperbel
immer weiter hinausriicken, lasgen wir also x,, y,, unbegrenzt wachsen,
so ndhert sich & der Grenze null. Es existiert also eine Tangente
an die Hyperbel, welche sie erst in unendlicher Entfernung be-
rithrt, und die durch den Ursprung geht; eine solche Tangente
heifit eine Asymptote. Wie Fig. 11 in § 26 zeigt, hat eine Hyperbel
offenbar zwei Asymptoten RE'S und RS'.

Um die Winkel zu bestimmen, welche die Asymptoten mit

der X-Achse einschlieBen, mufl man:

2
lim (‘Zﬂ) — lim 25
dx/, a*y,

x, =00 z, =00

bestimmen. Nun ist nach der Hyperbelgleichung:
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Va0

2, 2
a yl yl
also, weil fiir &, =00 auch y, =00 wird:

2,.2
bix,
2, 2
aty,

x, =0

lim

oder:

2

lim (—1> =
Y1

x, =00

3]
Sl Re

xl
Y
x

lim

u
i

8

=

dx a
&, = o0

lim (d‘y>1:i—£=tal}a. ()

Daher ergibt sich die in Fig. 11 angedeutete Konstruktion der
Asymptoten. )
Schlieflich ist die Gleichung der Parabeltangente zu finden:

y:=dax
dy _ 2a
dex y

also lautet die Gleichung der Tangente:
2a
n—y, = (E—=x)
Y

oder: ny,=2a(f+x). . . . . . (4
Die Gleichung der Normalen ist:

Y R
1]—y1=—§ia(5—x1)

Beispiele:

1. Analog wie im Falle der Ellipse zu zeigen, daf die Tangente
einer Parabel den Winkel zwischen dem radius vector und der
Normalen vom Beriithrungspunkt auf die Direktrix halbiert. An-
wendung auf die Optik (Parabolische Reflektoren).

2. Die Langen der Tangente, Normalen, Subtangente und Sub-
normalen einer Parabel zu berechnen.

Lange der Tangente —Va, (x, + a)
» » Normalen =Va(x, 4 a)
Subtangente — 2z,
Subnormalen == 2a
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3. Zu zeigen, dafl die Subtangente der Kurve
2y = const.
in irgend einem Punkt (x,, y,) die Lange — x, hat.
4. Zu zeigen, daB der Scheitel einer Parabel das Stiick der

X-Achse zwischen den Schnittpunkten der Tangente und der Ordinate
des Beriihrungspunktes halbiert.

§ 30. Die gleichseitige Hyperbel.
Eine Hyperbel, deren beide Achsen gleich sind, also bei der:

a=—2"b

ist, heiBit gleichseitig. Ihre Gleichung ist demnach:

2

2P—y?=a* . . . . . . . (1)

Die Winkel, unter welchen die Asymptoten die X-Achse schneiden,
sind dann nach (3) des vorigen Paragraphen gegeben durch:

_tana=i—2—=il oder: a=-145°

die Asymptoten (s. Fig. 16) stehen
daher aufeinander senkrecht. Wir
konnen deshalb die Asymptoten
selbstzu Koordinatenachsenmachen
und die Gleichung der Hyperbel
beztiglich dieses Xoordinaten-
systems aufstellen. Hierzu fiihren
wir eine einfache Transformation
aus, indem wir das alte Koordi-
natensystem (x, y) um einen Winkel
Fig. 16. von 45° im Sinne des Pfeiles
(Fig. 16) drehen; die Koordinaten
eines Punktes in bezug auf dieses neue System mogen ', y', heiBen.
Dann ist nach den Gleichungen (3) in § 23:
x =z’ cos (— 45%) — ¢’ sin (— 45°)
y =2 sin (— 45% -y cos (— 45%)
Der Winkel ¢ erscheint hier negativ, weil die Drehung im entgegen-
gesetzten Sinne jener in § 23 vorgenommen wurde. Wir haben also

1=, ' 1.~ .
e=_V2@ +y) y=—5 Ve —4)
Diese Werte in (1) gesetzt, ergeben:

1) vgl. XII. Abschnitt, C. III.
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oder wenn wir die hochgeschriebenen Striche wieder weglassen und
a? ’
) =k setzen:

als Gleichung der gleichseitigen Hyperbel bezogen auf die Asymptoten
als Koordinatenachsen. ,
AlsAnwendung be- \ \\ \\ \

g:fllclltszei:hiin; ieeiiZs-, \ \ \ ‘\ A
1\ \
\

pv=RT (3) B

wo p den Druck, v das
Volum, T die absolute
Temperatur und R die \ \\
Gaskonstante bedeutet.

Fir eine gegebene \
Temperatur 7 nimmt \\
(3) die.Form: 3 NS

N
pv = const. 7 \‘h

an. Betrachten wir nun
v als Abszissen, p als Fig. 17.

Ordinaten eines Karte-

sischen Koordinatensystems, so stellt die letztere Gleichung eine
gleichseitige Hyperbel dar. Diese Kurve représentiert also die
Zustandsgnderung eines Gases bei konstanter Temperatur, ist eine
sogenannte Isotherme. Indem wir der Temperatur der Reihe nag¢h
verschiedene Werte geben, also die Konstante k¥ der Gleichung (2)
andern, erhalten wir eine ganze Schar von Isothermen, von denen
jede fiir eine bestimmte Temperatur gilt (s. Fig. 17).

idealen Gases:
N
Ty
S
A} N

a e
t

\\

[ —
——

§ 31. Die Kegelschnitte im allgemeinen.

Die vier Kurven Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel, von
denen der Kreis sich als Spezialfall der Ellipse erweist, heifen Kegel-
schnitte, weil man sie als Schnitte eines Kegels mit einer Ebene
erhalten kann. Die Gleichungen der Kurven sind vom zweiten
Grade; man nennt sie daher auch Kurven zweiter Ordnung, indem
man allgemein eine Kurve als von der ersten Ordnung auffaft,
wenn ihre Gleichung vom ersten Grade ist. Wir kénnen nun zeigen,
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daB eine Gleichung zweiten Grades im allgemeinen einen Kegel-
schnitt darstellt. Die allgemeinste Form einer solchen Gleichung ist:

Ax®+ By*+ Cxy+Dx+4 Ey+F=0 . . (1)
Wir fiihren nun zunichst eine Koordinatentransformation, und zwar
eine bloBe Parallelverschiebung aus, d. h. wir setzen:

z=a2 4" y=y' +k. . . . . (9

Bestimmen wir nun % und % so, daB die Glieder mit =’ oder %' in
der ersten Potenz verschwinden, daf also:

24h+ Ck +D=0

ch+2Bk+E—0 - - - - - &)
ist, so nimmt (1) die Form an:
A2+ By Cay+F=0 . . . . (4

wenn wir schlieflich statt x', y' wieder x, y schreiben. Aus (3) er-
gibt sich:
CE—2BD CD—24E
P=laB—0 h=Yap—c - O

Ferner ist:
A'=4 B=B (=C(C
Aus diesen Gleichungen ersieht man, daf die Transformation nicht
moglich ist, wenn:
A=44AB—C*=0
ist. Diesen Fall wollen wir spiter behandeln.

Fithren wir nun an Gleichung (4) eine neue Koordinaten-
transformation aus, durch welche das Glied mit dem Produkt xy
verschwindet; dies- leistet eine blofe Drehung, das heifit die Sub-
stitution:

x=2x cosa—y sinea (6)
y=u sineg+y cose ° o
Bestimmen wir ndmlich- den Winkel « so, daB:
C'
tan 2o = m e e e e e (7)
s0 verwaﬁdelt sich (4) in die Gleichung:
A" +B"y*+F'=48 . . . . (8)
Eine einfache Rechnung lehrt uns, daf die Beziehung besteht:
44"B"—(C"*=44B—C*=4
da C"==0.
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Wir schreiben (8) in der Form:

A” .B”
IV A e
und es sind nun folgende Fille moglich:
A_” 1 B” 1
1. — =y d: T et —— 719
4 7o M b
sind positive Werte; die Kurve:
w‘z y2
S N Ap— |
a‘z b2
ist eine Ellipse. Ist speziell a® gleich % so erhalten wir einen Kreis.
A" 1 B 1
2. —W——P und: —"FT——T
sind beide negativ.
Die Gleichung:
x? 22
—_——— = 1
a* b?

représentiert aber tiberhaupt keine reelle Kurve, weil sie durch
kein reelles Wertepaar x, y befriedigt wird.

A" 1 B" 1
3. _F_? und: '—F——bf?‘
oder:
4" 1 ds B" 1
T g WY T T
Die Kurve:
22 yz
Y 1
a-z b'Z
oder:
22 y?
— =+ 5=1
a* + b?

ist eine Hyperbel.

Die vorgelegte Gleichung (1) reprisentiert also, wenn 4 nicht
null ist, eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 4" und B’ gleich
oder ungleich bezeichnet, d. h. je nachdem das Produkt:

4AIIBH§O
ist. Es bleibt noch der friiher ausgeschlossene Fall:
4=0

zu erdrtern, dann ist die Transformation (2) allerdings nicht mog-.
lich; jedoch konnen wir (1) in der Form schreiben:
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A[(x-i—%y)?-i— 422 yQ} + D+ Ey+F=0

und da 4=0, ergibt sich:

A+ o 4+ Do By + F—0

Fihren wir nun an dieser Gleichung die Transformation (8) aus,
und beniitzen sie, um das Glied mit 2 zum Verschwinden zu bringen,
so erhalten wir:

A;2° 4 Doz By +F,=0
Fihren wir nun noch eine Parallelverschiebung aus, daf das Glied
mit  und das Glied F, wegfallen, so ist schlieflich:

Az Ey=0
oder:

y=—4dax®, wo: —_t=4qa

Die Kurve ist eine Parabel.

Es ist aber hervorzuheben, daB in dem Falle, wo die linke
Seite von (1) in zwei lineare Faktoren f (x, ) und g (x, y) zerfillt,
diese Gleichung nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir die beiden
Gleichungen:

f(x,y)=0 und g(z,y)=0
ist, d. h. daB in diesem Falle Gleichung (1) zwei Gerade darstellt.

§ 32. Polarkoordinaten.

Ebenso wie durch die beiden rechtwinkeligen Koordinaten kann

ein Punkt der Ebene durch irgend zwei andere Bestimmungsstiicke

fixiert werden. Wir definieren die Lage eines

- Punktes P (s. Fig. 18) durch die Distanz » des-

' \ selben von einem fixen Punkt O und durch den

Winkel ©, den diese Gerade mit einer festen

Achse Ox' einschlieft und nennen r, @, die Polar-

koordinaten des Punktes P, und zwar r den

radius vector, O heiBt der Pol, Ox' die Polar-

o = vl achse. Um den Winkel @ eindeutig zu bestim-

men, muf er in einem bestimmten Sinne von der

Fig. 18. Achse aus positiv gew#hlt werden, z. B. wie in
der Figur gegen den Uhrzeigersinn.

Es ist leicht, von Polarkoordinaten zu rechtwinkligen iiberzu-

gehen. Wir wihlen (s. Fig. 18) den Pol O als Ursprung, die
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Polarachse Ox' als X-Achse des Kartesischen Systems. Dann ist
sofort ersichtlich, daB:

x=rcos O y=rsin®. . . . . (1)
und anderseits:

rr—a? | y? tan@zi N )]

So z. B. lautet die Gleichung einer Ellipse in Polarkoordinaten
nach (1):

1 cos*’@ | sin*®
o at 2z

r
Es ist jedoch bei den Kegelschnitten tiblich, als Pol nicht den
Mittelpunkt, sondern einen Brennpunkt zu wihlen. Man erhilt die
Gleichungen fiir Ellipse und Hyperbel am einfachsten, wenn man
von den Sitzen (3) § 25 und (3) § 26 ausgeht. Danach ist fiir die
Ellipse:

r=oa——ux
a
und da:
x=e—+41rcos O
folgt: e
r=a—;(ae—{—1'cosé7)
oder:
A r )
7 1Fccos O N )]

b2 e
wenn man p=— und &¢= — setzt. Analog erhalten wir als Polar-
a a

gleichﬁng der Hyperbel:

o »
,"_‘1+{:‘COSQ e (@
Bei der Parabel ist:
T T ees O - (5)

wo p = 2a gesetzt ist. Man sieht, daB alle drei Gleichungen in der
Form enthalten sind:
4 p
"T 1 d ecos O
wobei:
fir die Ellipse: e<{1
fur die Parabel: e=1
fir die Hyperbel: e >1
ist.
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Als ein zweites Beispiel fiir die Gleichung einer Kurve in
Polarkoordinaten nehmen wir die einer Kurve hoherer Ordnung,
der logarithmischen Spirale. Die Gleichung lautet:

r=a* . . . . . . . . (8
wo a eine Konstante ist, oder:
logr=17=1log a=Fk¥

indem wir log a==F% setzen. Nehmen wir also zwei Punkte der
Kurve, z. B. D und E in Fig. 19 (nach Donkin, Acoustics), denen
die Werte r, und r, so-
wie 9, und 9, entsprechen,
so gilt fiir sie:

log r, = k¥,
log v, =k,
c7demnach:

log 7t — K (9, —9,)

Die Kurve hat also die
Eigenschaft, daf die Ent-
fernungen ihrer Punkte
von einem fixen Punkte O
in geometrischer Progres-
sion wachsen, wenn die
Winkel dieser Leitstrahlen mit einer festen Geraden in arithmetischer
Progression zunehmen. Ist z.B. ¢, —&, =27, so ist:

¥ 7
log-t=2kn, oder: -l1=—=ek=
7y 7y

in diesem Verhdltnis stehen beispielsweise die Strecken OC,,
00, 0c, Oc¢",.... zueinander. Die Kurve erstreckt sich also
in unendlich vielen Windungen um den Nullpunkt. In einer der-
artigen Abhidngigkeit voneinander sind z. B. die Schwingungs-
zahlen der Tone und ihre relativen Tonhéhen. So sind in der
Figur durch Radien die Schwingungszahlen der Téne C,, D, E, .. ..
der diatonischen Durtonleiter dargestellt; die Intervalle erscheinen
als Winkel zwischen den Radien und zwar sind bekanntlich die
Intervalle C, D, F@, A4H groBe ganze Tone (61°10'22"), DE und
GA Kkleine ganze Toéne (54° 43’ 16"), EF, HC halbe Tone (33°
31" 11").
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§ 33. Die harmonische Bewegung.

Wir wollen noch eine Kurve mit der Gleichung:
y=rsinx B € )

untersuchen, die von groBier Bedeutung bei der Betrachtung ge-
wisser Bewegungsartén ist. Wie man sieht, hat diese Kurve die in
Fig. 20 angegebene Gestalt.
Sie verlauft ins Unendliche
und hat periodischen Cha- z

rakter, da stets wieder die- ‘h
selben Werte von y auf-
treten, wenn x um 27

Q|
S'

wichst; man bezeichnet [ $x
deshalb sin x als eine pe- (g°
riodische Funktion mit der Fig. 20.
Periode 2.
y wird 0 fur =0, =z, 2x,....; in diesen Punkten schneidet

also die Kurve die X-Achse. Die maximalen Ordinaten erscheinen
n ban 9=n

nach der positiven Seite fiir x:—zw, R nach der nega-
3n Tn 11=n
ERCRE

Denken wir uns nun, ein Punkt beschreibe in gleichférmiger
Bewegung den Umfang eines Kreises. Befindet er sich in einem
gewissen Moment im Punkte P (s. 4
Fig. 21), und fallen wir von P eine

Normale PM auf Oz, so ist: p
y=PM=rsineg . (2)

tiven fir x=

3

wenn wir mit » den Radius des Kreises 2 z
bezeichnen. Wihrend also der Punkt
gleichformig im Kreise rotiert, fiihrt
seine Projektion auf die Y-Achse die ' /
durch (2) beschriebene Bewegung
aus; nennen wir die Zeit eines voll- 7
staindigen Umlaufs 7, so ist offenbar: Fig. 21.
2n

a=-—1
T

und daher:
. 2n )
yzrsmTz‘ B )

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik, )
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wenn ¢ die seit dem Beginn der Bewegung verflossene Zeit be-
deutet; 7 ist also zugleich die Periode der Funktion y. Die durch
(3) beschriebene Bewegung heifit eine harmonische, und ihre graphische

27
Darstellung ist in Fig. 20 gegeben, wenn man x==— ¢ setzt.
T

Wir haben bisher vorausgesetzt, dafi fiir t=0 auch y =0 ist.
Lassen wir diese Einschrinkung fallen, so kommen wir zur allge-
meinen Form:

27
g/—rsill(—;t—{—e\. B )]
/

Man nennt ¢ die Phase (s. Fig. 22).
Zwei oder mehrere harmonische Schwingungen gleicher Periode
geben als Resultierende cine harmonische Bewegung der gleichen

14
Y4

Fig. 22. Fig. 23.

Periode, aber von anderer Amplitude und Phase. Sind nimlich
die beiden Komponenten gegeben durch:

2
y' = asin < it 81>
T

, . (27
y" = b sin <——:rt -+ 8_3>

so ist die resultierende Schwingung darstellbar in der Form:

. (v
y=y +y"=A4sin (—t+6>
T
wenn die Beziehungen bhestehen:
Adcose=acose | beose,
Asine=uasine - bsine,
oder:
A*=0a®+ 124 2abcos (e, — &,)
asine, 4 bsine,

tan g=——-32-
acose, -+ beose,
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Diese Abh#ngigkeit lifit sich graphisch versinnlichen. Konstruiert
man ndmlich (s. Fig. 23) vom Ursprung O aus zwei Strecken
OM=a und ON=0 so, daB sie mit der X-Achse beziiglich die
Winkel MOX=¢, und NOX=c¢, einschliefien, so ist die lingere
Diagonale O P des mit a und b konstruierten Parallelogramms gleich
A4, und sie schlieft mit der X-Achse den Winkel ¢ ein.

Die vorstehenden Ausfithrungen haben grundlegende Bedeutung
fir die Betrachtungen tiber periodische Vorginge wie Wellenbe-
wegungen und Schwingungen, mit denen wir uns beim Studium
der Akustik, der Optik, der Theorie der Wechselstrome usw. zu
befassen haben.

Den einfachsten periodischen Erscheinungen, n#mlich harmo-
nisch verlaufenden, begegnen wir zwar nur selten, wir konnen aber
jeden periodischen Vorgang durch Zusammensetzung mehrerer ein-
facher Sinusfunktionen darstellen. Weiteres siehe im VIII. Abschnitt.

§ 34. Dreieckskoordinaten.

Eine Methode, die Lage eines Punktes in der Ebene zu fixieren,
besteht auch darin, daf man seine senkrechten Abstinde von den
drei Seiten eines Dreiecks, des Bezugs- A
dreiecks, angibt; diese Abstinde heifien
die Dreieckskoordinaten des Punktes. $So
sind in Fig. 24 die Strecken pa, pb, pc
die Koordinaten des Punktes p. Die drei
Strecken sind nicht unabhingig voneinan-
der, vielmehr ist nach einem Satz der ele-
mentaren Geometrie die Summe der drei
Strecken gleich der Hohe 4D des Drei-
ecks, welches hier als gleichseitig ange-
nommen ist.

Eine Anwendung von dieser Art der Darstellung wurde z. B.
bei der Untersuchung iiber die Schmelzpunkte der Mischungen von
drei Salzen gemacht (s. Fig. 25). Jede Spitze des Dreiecks repri-
sentiert einen Bestandteil der Mischung; jeder Punkt auf einer der
Dreiecksseiten stellt eine Mischung in bestimmtem Mengeverhiltnis
dar von jenen beiden Salzen, die an den Endpunkten der Seite
verzeichnet sind. Irgend ein Punkt der Ebene ist daher der Ver-
treter einer Mischung aller der drei Salze in einem Verhiltnis,
welches durch die senkrechten Abstinde von den Dreiecksseiten ge-
geben ist. Verbindet man nun jene Punkte, welche Mischungen
von gleichem Schmelzpunkt entsprechen, so erhdlt man Kurven

5*
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gleicher Schmelzpunkte oder Isothermen. So sind in der Figur
einige dieser Isothermen fiir Mischungen der isomorphen Karbonate
von Caleium, Baryum und Strontium wiedergegeben.
Roozeboom, Bancroft u. a. benutzen Dreieckskoordinaten in
der Weise, daf} die Lage eines Punktes nicht durch die normalen Ab-
stinde von den Dreiecksseiten, sondern durch Parallele zu diesen be-
stimmt wird. Bedeuten z. B. in Fig. 26 die Ecken 4, B, C wieder 100°/,
je eines Salzes, also Punkte auf den Seiten Mischungen zweier Salze,
so vertritt ein Punkt im Innern des Dreiecks, z. B. O, eine Mischung
aller drei Salze, deren Komponenten 4P, 4@ und CR sind, und
zwar bedeutet AP die Menge des Bestandteiles C, 4@ die von B,
die in O vereinigt sind, — d. h. die von einem Eckpunkt auf
einer Se¢ite abgetragenen Koordinaten bedeuten stets einen Anteil
an jenem Bestandteil, der durch den anderen Endpunkt der Seite

dargestellt wird. 14

L'a6'03
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Bally Sre0; A P
Fig. 25. Fig. 26.

§ 35. Analytische Geometrie des Raumes.

Ebenso wie man in der Ebene die Lage eines Punktes durch
zwei unabhingige Verdnderliche, die Koordinaten, fixiert, so gelingt
dies im Raume durch drei solcher Gréfen. Wir konnen im Raume
ein Koordinatensystem, welches dem rechtwinkeligen in der Ebene
entspricht, auf folgende Weise herstellen: Wir legen drei Ebenen
senkrecht aufeinander; sie durchschneiden sich dann in drei senk-
recht aufeinander stehenden Geraden; erstere heiflen die Koor-
dinatenebenen, letztere die Koordinatenachsen. Man bezeichnet
diese mit xzx', yy', 22’ (s. Fig. 27) und nennt sie beziglich die
X-, Y- und Z-Achse. Irgend ein Punkt P des Raumes ist dann seiner
Lage nach vollkommen bestimmt durch folgende Konstruktion: Man
legt durch ihn drei Ebenen PNAM, PLBM, PLCN parallel den
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Koordinatenebenen; sie schneiden auf den Achsen die Strecken
0A=z,, 0B=y,, 0C=2¢, ab, welche die Koordinaten des Punktes
heiBen und seine Lage eindeutig festlegen. Punkte in zwei ver-
schiedenen Oktanten des Raumes werden wieder durch das Zeichen
der Koordinaten voneinander unterschieden.

o A
¥ s s
- A P —— e e
% l " r
9
z () i A % | s | |
7 M | - ', !
i | A |
’ I )L ' 1z
I 7N : L A
| \\\J///
3 2
4 7 M
K4
Fig. 27. Fig. 28.

Zieht man vom Ursprung O des Koordinatensystems (s. Fig. 28)
einec Gerade r zu dem Punkte P (z, y, 2), und schliet diese Ge-
rade mit der X-, Y- und Z-Achse beziiglich die Winkel «, 8, y
ein, so nennt man cose, cosf, cosy die Richtungscosinus von 7.
Wie man leicht einsieht, ist:

T==rcos y=rcosf z=rcosy . . (1)
Ferner ist aus der Figur ersichtlich, daf:

r*= 0P’ =O0M" +PM° = 0M"+ 7
und: - L L
OM° = 04+ OB ="+

ri=axrtyr4-22 . . . ... (2

wodurch der Abstand des Punktes P vom Ursprung aus seinen
Koordinaten bestimmt ist. Substituiert man (1) in (2), so erhilt
man als Beziehung zwischen «, f, y: -

cos®o 4 cos®f+trcosy=1. . . . . (3)

Nunmehr ist es leicht, die Distanz zweier Punkte durch deren
Koordinaten auszudriicken. Sind P, (%, ¥y, 2,) und P, (x,, y,, 2,) die
gegebenen Punkte (s. Fig. 29), so lege man ein Parallelepiped, dessen
Begrenzungsebenen den Koordinatenebenen parallel sind, so, da P,
und P, zwei gegeniiberliegende Ecken desselben bilden. Dann ist:

daher:
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P,P°=P,E'+ EP— (x,—x,)* + EP,
= .
EP, “}— = — y)* -+ —2)
daher:
P P ”*(‘T?—_aﬁ) +W—v)+@—2) . . (@)
r4
2 [
/I /
S 0 e
% ——1———%/ ! / A
I 1l | / 2/ |
N - |
il i | by
A > [
4 / I K |
|, s l z | | =
s | e
0 Z o< | | //
ET T T TTT™m
Y y
Fig. 29. Fig. 80.
Sind die Richtungscosinus der zwei Geraden OP, =, und
OP,==r, gegeben (s. Fig. 50), — sie seien beziiglich:
l,=cose, m, = cos fi, 1, == COS ¥,
und:
m, == oS f, Ny == COS ¥,

so laBt sich aus ihnen der Winkel ¢ bestimmen, den », und r, mit-
einander einschliefen. Es ist ndamlich im Dreieck OP, P,:

2__,. 2 . 2
rP=r4r,>—2r r,cosy

Setzt man far r, r, und r, die Werte nach (2) und (4) ein, so er-
halt man:

T Ty Y, Yy 2,2, =17, COS Y
ferner ist:

x, =11 Y =r,m 2 =rn
Ty =1y, Yy ==y, 2y == Ty,
Daher schlieflich:
.
cosy=10 10, +mm,-Fumn, . . . . . (5)

Stehen die beiden Geraden r,, ¥, aufeinander senkrecht, so erhilt
man als Bedingung:

L4 mymy,+nn,=0. . . . . . (6)

Auch im Raume kann man statt rechtwinkliger Koordinaten
Polarkoordinaten ejufiithren. Als solche kann man (s. Fig. 30) die
Distanz OP=vr des betreffenden Punktes vom Ursprung, den
Winkel &, den » mit der Z-Achse einschlieft, und etwa den Winkel
@, den die Projektion OM von r auf die XY-Ebene mit der X-Achse
bildet, wiahlen. Es ist leicht, von rechtwinkligen zu Polarkoordi-
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naten und umgekehrt tiberzugehen. Wie sich aus der Figur er-
gibt, ist:
=04 =0Mcosp=rsindcos g
y=0B=O0Msin p=rsindsiny . . . (7)
2=0C=rcos¥

Anderseits folgt ans diesen Gleichungen:

rc":xg—}—y("—{—zg

tan & = Vi‘j—i‘/: N )
ang=—"2
tang =

§ 36. Die Gleichungen von Flichen und Raumkurven.

Sowie in der Ebene eine Gleichung zwischen den beiden ver-
#nderlichen Koordinaten eine Kurve darstellt, so charakterisiert im
Raume eine Gleichung zwischen z
den drei Variabeln z, y, z eine
Fliche. Wir wollen zuerst die
Gleichung einer Ebene aufstellen.

Die Ebene schneide die Koor-
dinatenachsen in den Punkten A4,
B, C (s. Fig. 31) und es sei:

OA=—qa OB:I), 0C=c¢

P sei irgend ein Punkt der Ebene
mit den Koordinaten z, y, z; wir
legen durch ihn eine Ebene 4'B'C’
normal auf die X-Achse, welche die XY-Ebene in 4'B' schneidet.
Dann bestehen die folgenden Beziehungen:

AAOB~AAA'B

daher:
AO:O0B=AA": A'B
oder: )
a: b =(a—x): A'B
b
AB —=—(a—

~(a—2)

und :
b
MB' = A'B'-A'M=; (@ —x)—y

Ferner:

ABOC AB'MP
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daher:
CO:0B=MP: MB

c: b =z :[%(a——x}—y]

oder:
x Y z
B e e
P 1)

als Gleichung einer Ebene. Sie ist vom ersten Grade; jede Glei-
chung vom ersten Grade zwischen x, y, z:

Az+By-++Cz4+D=0 . . . . . (2
stellt eine Ebenc dar. Denn setzt man:
_»_, _D_, _D_.
A B C

so ist (2) auf (1) zuriickgefiihrt.

Ist O0Q=yp der senkrechte Abstand der Ebene vom Ursprung,
so stellt p die normale Projektion von OP auf eine Gerade in der
Richtung OQ dar. Diese Projektion kann anderseits, wie man
leicht einsieht, auch erhalten werden, wenn man die Komponenten
von OP auf OQ projiciert, und die einzelnen Projektionen sum-
miert. Sind also die Richtungscosinus von p:cose, cosf, cosy,
so ist:

x==cosa+tycosf-4zecosy=p . . . . (3)
und dies ist eine andere Form der Gleichung der Ebene. Die
Konstanten «, f, y, p der Gleichung (3) und 4, B, €, D von (2)
stehen in folgender Beziehung:

_7A__ cos ¢ _E_ cos _Wq;___cosy

D P D P D P

Quadriert und addiert man und benutzt Gleichung (3) in § 35, so
erhilt man:

_ D
Verpfo !
und:
— ;~ = Ccos « f%ﬁ?‘—~ == €08 ﬁ]
VA B - C ' Va*+ B+ C SRS
Cc

Man kann eine groBe Klasse von Flichen dadurch entstanden
denken, daB irgend eine Kurve, die Erzeugende, sich im Raume
bewegt und dabei die betreffende Fliche beschreibt. Besonders
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einfacher Natur sind die Rotationsflichen, die von einer Kurve
erzeugt werden, die um eine feste Achse rotiert. So z. B. kann
eine Kugel entstanden gedacht werden durch Rotation eines Kreises
um einen Durchmesser, ein gerader
Kegel wird von einem gleichschenkligen
Dreieck beschrieben, das um seine Hohe /"“\+\

rotiert, usw. 7 )
Wir wollen als Beispiel die Glei- Ny

chung eines Zylinders ableiten. Er sei
entstanden durch Rotation einer zur
XY-Ebene senkrechten Geraden um die

z

Z-Achse. Ist P (z, y, 2) irgend ein Punkt 7Tk
der Zylinderfliche (s. Fig. 82), und ( 0 pi z
der Radius des Zylinders OP=v, so 2 /
haben wir: »

: ri=zx?ty* . . (3) ly
als Gleichung der Zylinderfliche; sie - Fig. 82.

ist von 2z unabhingig.

Auch Fldchen werden nach dem Grade ihrer Gleichungen in
Ordnungen eingeteilt. Die Ebene ist die einzige Fliche erster
Ordnung; als Beispiel fiir die Fliche zweiter Ordnung nehmen wir
jene, deren Gleichung:

pv=RT

also die Zustandsgleichung eines idealen Gases ist, in der p, v, T
als Koordinaten eines Raumpunktes aufgefafit werden. Da die
Schnitte senkrecht zur T-Achse Kurven

von der Gleichung: d
a
prv=-const.

also gleichseitige Hyperbeln sind, so
haben wir ein Hyperboloid vor uns (s.
Fig. 33).

Eine Kurve im Raume kann ange-
sehen werden als Schnittlinie zweier Y
Flichen, deren Gleichungen: 7

qJ (x’ 9, Z)_—_O Flg. 33.

die Schnittkurve erfiillen muf. Eine Raumkurve ist also im all-
gemeinen durch zwei Gleichungen von der Form (6) bestimmt. Um
z. B. die Gleichungen einer Geraden im Raum abzuleiten, betrachten
wir sie als Schnitt zweier Ebenen. Ist 4B (Fig. 84) die gegebene
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Gerade, so legen wir beispielsweise die Ebenen AabB senkrecht
zur XZ-Ebene und Aa'd’B senkrecht zur YZ-Ebene durch sie; die
Gleichungen dieser Ebene sind nach (1):

x | z y oz
—r—=1 und: " --5=1
a + ¢ b + d
z
- X d. h. sie stimmen iiberein mit den Glei-
@ 47 chungen der Geraden ab und a'l’, also

der Projektionen von 4B auf die XZ- und
Y Z-Ebene. Schreiben wir diese Gleichungen
in der Form:

o e x=mz+ec y=mz-+t+c. (7)

o A

wo m und m' die Tangenten der Winkel
sind, welche die beiden Geraden beziig-

y lich mit der X- und Y-Achse bilden, so
Fig. 84. stellen (7) die Gleichungen der Geraden
AB dar.

Wir wollen noch die Gleichung der Tangentialebene an eine
Fliche ableiten. Zu dem Zwecke legen wir durch einen Punkt
(x,, ¥y, 7,) der Fliche mit der Gleichung:

z={(x, y)

zwei Kurven, die auf der Flache verlaufen. An jede von beiden
legen wir die Tangente und bestimmen die Tangentialebene als
Schnitt der beiden Tangenten. Wir wollen die Kurven so legen,
dafl die Tangenten der XZ-, resp. der XY-Ebene parallel sind; dann
lauten die Gleichungen der letzteren nach (4) § 28:

(—a— o E—a)

m=a RO

Die Gleichung der Tangentialebene ist daher:

cz oz
—y = = (n — N
{—a= (¢ xl)-i—ey(n Y1) (9
=, Y=y
denn diese liefert fiir =y, die erste, fir £=ua, die zweite der
Gleichungen (8).
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Beispiele:
1. Zu zeigen, daf die Gleichung eines geraden Kegels lautet:
2 yt=2tan® ¢
wo @ den halben Offnungswinkel des Kegels bedeutet; der Ursprung

liegt in der Spitze des Kegels. _
2. Man leite die Gleichung der Kugel ab:

x oy 2=t
3. Man beweise, daB die Tangentialebene in einem Punkt P
(xy, ¥y, 2,) durch die Gleichung:
or

ox
X=X, Y= z=z;

gegeben ist, wenn die Gleichung der Fliche die Form hat:
flx,y,2)=0



III. Abschnitt.

Maxima und Minima bei Funktionen einer einzigen
Verédnderlichen; Einiges aus der Kurventheorie.

§ 37. Maxima und Minima einer Funktion.

Wenn wir eine Mischung von Chlor und Wasserstoff belichten,
so hingt die Geschwindigkeit der dann zwischen den beiden Gasen
stattfindenden chemischen Reaktion von der Wellenlinge der ein-
fallenden Strahlen ab, d. h. bezeichnet y die Menge Chlorwasser-
stoffsdure, welche in der Zeiteinheit gebildet wird, und x die Wellen-
lange des Lichtes, unter deren Einfluf die Umsetzung vor sich geht,
so ist y eine Funktion von x.

Die beriihmten Versuche von Bunsen und Roscoe haben nun
gezeigt, daB y mit abnehmendem 2 steigt und fillt. Es muB da-
her, wenn der Wert des x einen bestimmten Betrag erreicht, seine
Funktion y, welche bisher zugenommen hat, wieder abzunehmen
beginnen, d. h. y ist fiir diesen speziellen Wert des x groBer als
irgend ein benachbarter Wert der Funktion. Wir sagen: die Funk-
tion y hat fiir unseren speziellen Wert von x ein Maximum.

Andererseits gibt es Werte des x, bei welchem y, das bis-
her abgenommen hat, zu wachsen beginnt. Ist der Wert von y
fir einen besonderen Wert von x geringer als fiir irgend ein be-
nachbartes x, so sagen wir: die Funktion y hat an dieser Stelle
ein Minimum.

Fig. 35 illustriert die Wirkung von Lichtstrahlen verschiedener
Wellenliinge auf eine Mischung von Chlor und Wasserstoff. ')

1) Die mathematische Form der graphisch dargestellten Funktion ist un-
bekannt; — die gezeichnete Kurve gibt eine annidhernde Darstellung der zusammen-
gehorigen Werte der beiden Variablen, die durch Messungen ermittelt wurden.
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Die Ordinate der Kurve bewegt sich entlang DJ, fortwéhrend
wachsend, bis sie in die Lage PM kommt, nachher nimmt sie ab.
PM ist ein Maximum.

Die abnehmende Ordinate
setzt ihre Bewegung fort und er-
reicht die Lage QN, nach deren 3
Uberschreitung sie zunsichst wieder &
wichst. Wir nennen QN ein Mi-
nimum.

Eine Funktion kann natiirlich
mehrere Maxima und Minima auf-

V4

4

/Teak?t

weisen, — in Fig. 35 haben wir «

z.B.1in der Ordinate IR ein zweites —2 £ £ ¢ — ol

Maximum vor uns. Wellenlingen bezogen auf Fraunkgfersche Linien
Dasjenige Maximum oder Mini- Fig. 85.

mum, welches grofer, beziehungs-
weise geringer ist als alle iibrigen, nennen wir ein absolutes, die
anderen relative.

Beisprel :

Man zeichne die Kurve, welche durch die Gleichung:

y=sinx

gegeben ist.

. . . . 1 3

Man erteile  eine Reihe von besonderen Werten: En, 7, o %

27, usf.

. . . . 1 9

Maxima finden wir bei: x= —é——n, 5 Q'”’ ..
- . 3 7
Minima von y bei: x:—érrz, E”’ ) T, .

Die gezeichnete Linie ist eine harmonische oder Sinuskurve
(Fig. 20 S. 65).

Die Untersuchungen, ob bei ‘einer Funktion Extremwerte —
Maxima oder Minima — auftreten, bilden ein wichtiges Anwendungs-
gebiet der Differentialrechnung.
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§ 38. Rechnerische Ermittelung der Maxima und Minima.

Wir wollen Tangenten in verschiedenen Punkten der Kurve:

y="(x)
(Fig. 36) ziehen, deren Ordinaten sich mit wachsendem x zunichst

einem Maximum MP nahern. Die Tangenten in Punkten vor P
bilden mit der X-Achse spitze Winkel, es

4
P ist also der Wert von:
d
tane, i e. i/-—-:f'(x)
g dx
q
stets positiv, bis im Punkt P selbst die
Tangente parallel zur X-Achse wird, d. L.:
1 1 X
Fio. 36. talla::”**:f’(.’b):o
'€ dz x=0M

Jetzt, nachdem das Maximum iiberschritten ist, schlieBen die Tan-
genten stumpfe Winkel mit der X-Achse ein, — die Werte von 7'(x)
bleiben beim weiteren Heranrticken an das Minimum QN negativ,
erst im Punkte @ liegt die Tangente von neuem parallel zur X-Achse:

tan az@‘[ =f"(x)=0
de ' 20w
Nach Uberschreitung des Minimums nimmt dann dy|da wieder positive
Werte an. :

s gibt ferner Kurven, welche Maxima und Minima aufweisen,

y die #hnlich denen in Fig. 37 aussehen.
' Man sagt, eine solche Kurve hat Spitzen
in P und Q.

Wir bemerken auch hier, daB8 bei
wachsendem x, wéhrend sich y einem
Maximum n#hert, die Tangenten an die
V7] Y72 77— Kurve einen spitzen Winkel mit der X-
Achse bilden, d. h. der Wert von dy/dx
bleibt stets positiv; in P' selbst steht die
Tangente senkrecht auf der X-Achse:

dy
dx

x=O0M'

Jetzt, nachdem das Maximum iiberschritten ist, hat dy/dx negative
Werte, Tangenten und X-Achse bilden n#mlich stumpfe Winkel bis
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zum Minimum Q'N. — Hier steht die Tangente von neuem senk-
recht auf der X-Achse, dy/dx ist unendlich und nimmt dann bei
weiterem Fortschreiten wieder positive Werte an.

Wir ziehen nun folgende Regeln ab:

1. Geht der erste Differentialquotient an einer ~Stelle mit
wachsendem x von positiven zu negativen Werten iiber, so hat die
Funktion dort ein Maximum, und wenn er sein Zeichen von negativ
in positiv @ndert, weist sie ein Minimum auf.

2. Da:

gi: f'(x)=tan«
sein Zeichen nur dndern kann, indem sein Wert durch null oder
unendlich hindurchgeht, muf notwendigerweise f'(x) einen dieser
beiden Werte annehmen, an der Stelle, wo f(x) ein Maximum oder
Minimum hat.

3. Um also die Werte von x zu finden, fiir welche f(x) Maxima
oder Minima aufweist, ist f'(2) gleich null (oder unendlich) zu setzen,
dann haben wir zun#ichst die Werte von x zu ermitteln, welche
dieser Bedingung geniigen, d. h. die Gleichung:

f'(x)=0 (=)
nach z aufzuldsen und weiter ist dann zu untersuchen, ob der Wert
des ersten Differentialquotienten beim Durchgang durch null (oder

unendlich) wirklich auch sein Vorzeichen von positiven zu negativen
Werten (Maximum) oder umgekehrt (Minimum) #ndert.

Beispiele:

1. Man hetrachte die Gleichung:

y=a*—8xr=fx) . . . . . . (1
wir haben:

dy '

Y= — 88— )

i 2 —8=f"(x). . . . . . (2

jetzt setzen wir:
f'(x)y=2xr—8=0
daraus folgt:
. r=4
Wir wollen nun zu diesem Wert 41 und — 1 addieren und alle
drei Zahlen dann in (1) einsctzen.
Wenn =3, ist: y=— 9—24=——15
=4, ,: y=16—32=—16
, *=D5H, ,: y=25—40=—15
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GroSere oder kleinere Werte fiir x als 4 lassen f(x) groBere Be-
trige als — 16 annehmen.

Addieren und subtrahieren wir nicht 1, sondern einen sehr
kleinen Wert Az, so ergibt sich:

fir x=4—A4x y=A4x*— 16
, =4 Y= — 16
w x=4-}+Adx y=—Ax*+} 16

So klein wir auch Ax annehmen, die
N entsprechenden Werte von y sind doch
W stets grofer als — 16, die Funktion hat
offenbar ein Minimum fiir x =4.
Der erste Differentialquotient:

fx)y=2x—8
< hat:
n  fir x=4—Adx den Wert —2dx
M Fa 3% :r=4—l——Aa: 9 ” +2A.i€
Fig. 38. er geht also wirklich von negativen zu

positiven Werten {iber.
2. Man zeige, daB:

y=1+8zx— 2z
ein Maximum hat fir x=2.
3. Man beweise, da} die Kurve:
y:__ke——-h%v2
ein Maximum hat fiir z==0 (vgl. Fig. 38).
Weitere Aufgaben aus der Theorie der Maxima und Minima

sind, um nicht hier den Zusammenhang zu storen, am Schluf des
Kapitels gegeben.

§ 39. Wendepunkte. — Konkavitit, Konvexitit.

Wir setzen die Untersuchung des vorhergehenden Abschnittes
fort. Wenn an einer Stelle:

dy dy
— =0, oder ——=00
dx dx
wird, so ist dies allein, — was wohl zu beachten ist, — moch kein

hinreichender Grund, die Existenz eines Maximums oder Minimums
anzunehmen. FEine Funktion kann zwar nicht von positiven zu
negativen Werten tibergehen, ohne durch null oder unendlich hin-
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durchzugehen,) wohl aber kann sie diese Werte annehmen, ohne
ibr Vorzeichen zu wechseln. Ein Blick auf Fig. 39 macht uns dies
sofort klar; dort wird: Y

%20 resp. %:oo

in den Punkten R beziehungsweise S s
und doch zeigt die Kurve an diesen J
Stellen weder Maxima noch Minima. ps

Die weitere Priifung, die also /
stets notwendig ist, um einen Extrem-
wert einer Funktion y nachzuweisen, 7
ist uns ja bekannt: es ist zu unter- Fig. 39.
suchen, ob an der betreffenden Stelle,
wo er null oder unendlich wird, auch ein Zeichenwechsel des
Wertes von dy/dx stattfindet.

! 90

Y

Tig. 40.

Solche Punkte nun, wie R und S in Fig. 39 oder P und @ der
Fig. 40, an welchen die Kurve von der einen Seite der Tangente
auf die andere geht, — wo sie sich von Konkavitit zu Konvexitit
gegen die X-Achse biegt, nennen wir Wendepunkte.

§ 40. Fortsetzung; Methode der Bestimmung, ob eine Kurve
konkav oder konvex gegen die X-Achse ist.

Aus Fig. 40 ersehen wir, daB lings des gegen die X-Achse
konvexen Stiickes von A4 bis B die stumpfen Winkel, welche die
Tangenten an die Kurve mit der X-Achse bilden, fortwihrend grofer

werden, — der Wert von:
d
tan ¢ — l =
dx

!
f'(@)
1) Von Funktionen, die sich mit fortschreitenden Werten der unabhingigen
Variablen sprungweise dndern, sehen wir bei allen diesen Betrachtungen ganz ab.
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 6
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schreitet also von groBeren negativen Betrigen gegen null fort,
d. h. er nimmt zu.

Nachdem dann in B, dem tiefsten Punkt der Kurve, tan ¢ null
geworden ist, schliefen Tangente und X-Achse immer grofere spitze
Winkel ein, die bis zu dem Winkel ¢, wachsen, welchen die Tangente
im Wendepunkt P mit der X-Achse bildet; der Wert von tane
steigt laings BP von null bis zu einem gewissen Betrag tan «;.

Es #ndert sich also von A bis P, lings des ganzen konvexen
Stiickes der Wert von tan ¢ im positiven Sinn, von gréferen negativen

gegen groBere positive Werte; — wir driicken dies aus, indem wir
schreiben:

dtan ¢

dx >0
nun ist aber:
dy

tanaz%‘/}

somit:
dtan o dly‘“X ,
iz e @>0

Jetzt geht die Kurve auf die andere Seite der Tangente im
Wendepunkt P und bleibt in ihrem weiteren Verlauf von E bis S
konkav nach unten.

Liangs dieses ganzen konkaven Teiles PCQ nimmt offenbar der
Wert von tan o fortwihrend ab; von P bis C werden die positiven
Betriige kleiner, in Punkt C ist tane« gleich null, und weiter von
C bis @ finden wir ein Ubergehen zu immer groferen nédgativen
Werten. Léngs des ganzen konkaven Sttickes #ndert sich also der
Wert von tane¢ im negativen Sinn:

dtanco  d’y
dr  dx®

Wir konnen Folgendes feststellen:

Je nachdem der Wert der zweiten Differentialquotienten f'(x)
positives oder negatives Vorzeichen hat, ist der betreffende Teil
der Kurve f(x) konvex oder konkav gegen die X-Achse.

Die Regel gilt, wie leicht einzusehen ist, fiir Stiicke, die ober-
halb der X-Achse liegen; ist dies bei der betrachteten Stelle
nicht der Fall, dann kénnen wir die X-Achse so lange verschieben,
bis diese Voraussetzung zutrifft.

Die allgemeine, von jeder Einschrinkung freie Regel lautet:
ein Stick einer Kurve ist konkav oder konvex gegen die X-Achse,
je nachdem der Wert des Produkts:

<0

d?y

Y az®
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langs dieses Stiickes negatives oder positives Vorzeichen hat. Der
Leser priife selbst auf dem Wege graphischer Betrachtung die Rich-
tigkeit dieser Angabe.

§ 41. Fortsetzung; Aufsuchen von Wendepunkten, Beispiele.

Aus unseren bisherigen Betrachtungen iiber Art der Kriimmung
und Wendepunkte erhellt, daB es zur Bestimmung der Lage eines
Wendepunktes nur notig ist, die Abszisse des Punktes zu ermitteln
an welchem:

d’y  dtang
de® ~  dx

null oder unendlich wird und mit wachsendem x sein Zeichen
wechselt. Andert sich das Zeichen von negativ zu positiv, so geht
die Kurve offenbar von Konkavitit zu Konvexitit gegen die X-Achse
iiber (Punkt @ Fig. 40); wechseln die Zeichen im entgegengesetzten
Sinn, so folgt ein konkaves auf ein konvexes Stiick (Punkt P
Fig. 40).

Die Regel lautet also:

Um die Lage eines Wendepunktes aufzufinden, an welchem der
Wert des zweiten Differentialquotienten f”(x) der Kurvengleichung
f(x) sein Zeichen #ndert, haben wir denselben gleich null oder un-
endlich zu setzen, den Wert des x zu ermitteln, welcher dieser Be-
dingung geniigt, d. h.:

f"(x)=0, oder: f"(x)=00
nach x aufzulésen und zu priifen, ob f’(x) auch sein Vorzeichen
an dieser Stelle dndert und zwar in welchem Sinn. Liegt die Tan-

gente im Wendepunkt zufallig parallel oder senkrecht zur X-Achse,
wie in R und 8 (Fig. 39), so wird natiirlich schon:

dy .

dfx‘gf ()
dort null beziehungsweise unendlich, ohne jedoch an diesen Stellen
das Zeichen zu wechseln.

Beispiele:
1. Man zeige, da die Kurve:
y=a-+{x—b* . . . . . . Q)

einen Wendepunkt hat an der Stelle y=—a, x=0».
6*
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d 2
ﬁzg(x_b)%. B €)'
3(x—0b)*=0

fiir x==; an dieser Stelle wiirde also ein Maximum oder Minimum
liegen, wenn der Wert von dy/dx auch dort sein Zeichen wechselt.
‘Wir setzen zur Probe etwas grofiere und kleinere Werte als b, z. B.
b+ Adx in (2) fir « ein und finden:

8(—d4x)*>0 und 3(44x)*>0

ein Zeichenwechsel tritt nicht ein, — ein Extremwert ist also nicht
vorhanden.
d%y
—=6E—>b) . . . . . . (8
Th—6@—0) (3)

wird nun ebenfalls null fir x=>0. TFir:

x=b—Axz haben wir: d%y/dx*=—6Adx
x="0-4 Az ” 5t Afyldx®=-}6A4dx
Die Stelle x=>, y==a entspricht also einem Wendepunkt. Der
Leser zeichne die Kurve.
2. Man untersuche, ob die Kurve:

y=a—bV(@—ol=f(xr) . . . . (4)
Wendepunkt hat.
dy 6b

:——5— .
dx® 25V (z—¢)®

kann offenbar fiir keinen endlichen Wert von x null werden, hin-
gegen unendlich fir x=c.

(5)

Diesem Wert von a koénnte also ein Wendepunkt entsprechen,
vorausgesetzt, daB d%/dxz® an dieser Stelle sein Zeichen wechselt.
Wir setzen, um dies zu ermitteln, in (4) wieder etwas grofere und
kleinere Werte als ¢ fiir x ein, und zwar ¢+ 4 x. Offenbar ist:

5 60 >0, und ebenso: ——; ££j> 0
25V (— dzx)® 25V (+ Adx)®

f"(x) wechselt sein Zeichen nicht, bleibt positiv, die Kurve hat
keinen Wendepunkt, sondern ist vor und nach dem betrachteten
Punkt konvex. Die dem Leser iiberlassene Untersuchung des ersten
Differentialquotienten zeigt nun, daf dem Wert x=¢ ein Maximum
entspricht, und zwar eine Spitze (vgl. Fig. 41).
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3. Der Leser ermittle die etwaigen Wendepunkte der Kurve:

5
y=a—>bV(x—e¢)?
(vgl. Fig. 42).

L4 V4

X

(B

Fig. 41. Fig. 42.

4. Der Leser untersuche den Spezialfall der harmonischen Kurve:
y=sinx
es gibt eine unendliche Anzahl von Wendepunkten; an denselben

wechselt die Ordinate ihr Zeichen, d. h. sie liegen alle auf der
X-Achse.

§ 42. Vielfache Punkte.

Einen vielfachen Punkt nennt man den, durch welchen zwei
oder mehrere Aste einer Kurve hindurchgehen.

Wenn sich zwei Aste einer Kurve wie in S (Fig. 43) schneiden,
so sehen wir, daB der Abszisse des Schnittpunktes nur eine einzige
Ordinate entspricht, wihrend fiir ein wenig )
groBere oder kleinere Werte des x je zwei r
Ordinatenwerte, entsprechend Punkten auf
den beiden Asten, auftreten.

Ferner muB es offenbar in diesem Schnitt-
punkt zwei Tangenten (I II) an die Kurve
geben, — je eine an jeden der beiden sich
kreuzenden Aste. - T

Diskutieren wir nun die Gleichung einer 9
Kurve und finden, daB einer bestimmten Fig. 43.
Abszisse nur eine einzige Ordinate entspricht,
wihrend fiir ein wenig groBere oder kleinere Werte des x zwei
reelle Ordinaten sich ergeben, und gelingt es uns ferner nachzu-
weisen, daB in diesem Punkte zwei Tangenten existieren, so haben
wir jedenfalls einen Schnittpunkt zweier Aste dieser Kurve, einen
sogenannten Doppelpunkt aufgefunden.
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Wir betrachten die Kurve:
y?=—a%z®—at, resp. y—-+azVal—2z* . (1)
y hat zwei reelle, nur im Vorzeichen verschiedene Werte fiir alle:
ng und méﬂ_a
die Kurve liegt offenbar symmetrisch zur X- und Y- -Achse. Einen
einzigen Wert fiir y, und zwar null haben wir fiir:
r=aqa =0 z=-—a
Die Differenzierung der Kurvengleichung nach x ergibt:

2_2 2
W e (@)
dx V“2—$2
Fir ¢ =-+a hat nun dy/dx nur einen Wert und zwar oo.
Fir =0 treten jedoch zwei reelle (numerisch gleiche, im
Vorzeichen verschiedene) Werte auf:

+a und —a
Der Punkt xz==0, y=0 entspricht also unseren Bedingungen:
seiner Abszisse entspricht ein einziger Wert der Ordinate und in ihm
gibt es zwei Tangenten an die Kurve.

Der Ausgangspunkt des Koordinatensystems ist also fiir die
Kurve, welche der Gleichung:

y? = a’2? — 2t

entspricht, ein vielfacher, und zwar, da sich zwei Zweige schneiden,
ein sogenannter Doppelpunkt. Der Leser konstruiere die Kurve.

§ 43. Spitzen.

Eine Spitze ist ein solcher Punkt, in welchem zwei Aste eine
Kurve berithren, aber eine gemeinsame Tangente haben, und wo
sie endigen. Es gibt zwei Fille:

1. Die beiden Aste liegen auf verschiedenen Seiten der gemein-
schaftlichen Tangente (Fig.44), — gewdhnliche Spitzen.

2. Die beiden Aste liegen auf derselben Seite der gemein-
schaftlichen Tangente, — Schnabelspitzen (Fig. 45).

Wir wollen eine Kurve, welche durch die Gleichung:

y=bivzm2~a2)3. N e

dargestellt ist, diskutieren. Jedem Wert fiir x, der griBer ist als a,
entsprechen zwei reelle Ordinatenwerte auf der rechten, und
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ebenso jeder Abszisse, kleiner als — a, zwei reelle Werte der Ordi-
nate auf der linken Seite der Y-Achse. Im Punkt:

z=-+a und zrx=—a

haben wir nur je .einen Wert fiir y auf beiden Seiten der Y-Achse,
nimlich .

4
Y
hat™ 44 xz x
~yI? ¢ N
Fig. 44. Fig. 45.
In diesen Punkten:
rx=—a r=—a
y="b y=—>

treffen also je zwei Aste der Kurve zusammen und endigen auch
dort, denn fiir:
x<a und xz>—a
gibt die Gleichung keine reellen Werte mehr fiir die Ordinaten.
Betrachten wir nun den ersten Differentialquotienten:

dy___ 2 2%
fiir:
r=a und x=—a

hat er nur einen einzigen Wert, ndmlich null. In den Punkten
mit diesen Abszissen, wo je zwei Kurveniste zusammenstofien und
endigen, existiert also nur je eine gemeinschaftliche Tangente
parallel zur Y-Achse; dorten sind also jedenfalls Spitzen.
Der zweite Differentialquotient:

d? -1

d_x?!ézig(x?_a?) N C),
hat fiir jeden Wert:

>0 und z<—a

je zwel numerisch gleiche, im Vorzeichen verschiedene Werte,
z. B. fiir:
z=a-+nh

+3 @an 197

o] w
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Von den beiden Asten ist also der eine konvex, der andere konkav
gegen die X-Achse und somit auch gegen die zur X-Achse parallele,
beiden Asten gemeinschaftliche Tangente im Punkt mit der Abszisse
a, — d. h. die Aste liegen zu beiden Seiten dieser Tangente, —
die Spitzen sind von der ersten Art, dhnlich wie in Fig. 44. Der
Leser behandle nun selbst die durch die Gleichung: ’

(y—a®)i=a® . . . . . . . (4
dargestellte Kurve der Figur 45. Die Untersuchung des zweiten
Differentialquotienten wird ergeben, daB beide Aste in der Nahe
der Spitze konvex sind gegen die X-Achse, welche auch die ge-
meinschaftliche Tangente ist, — die Kurve hat eine Schnabelspitze
im Anfangspunkt des Koordinatensystems.

NB. Der untere Ast weist auch ein Maximum bei x=16/25 auf:

dy 5 %

—=2x+-z . . . . . .

dx z+ 2 v (%)
dem unteren Ast entspricht offenbar die durch:

3
290—%:5"T L. . ... (59)

in ihrer Lage definierte Tangente und:
3
2e—-x"=0
2

fiir: «=16/25.

§ 44. Isolierte Punkte, Endpunkt.

Ein isolierter Punkt ist ein solcher, dessen Koordinaten der
Gleichung der Kurve geniigen, wahrend er graphisch mit ihr in
keinem Zusammenhang steht.

L Ein solcher isolierter Punkt, der zum
y Kurvenzug 4 BC gehért, ist D mit den Koor-
dinaten x=a, y=0 in Fig. 46.
Die Gleichung lautet:

y=+@—a)Vae—1>

P 3 z a <!
Offenbar miissen k
Werten von x, die

kleiner sind als OB, x
imaginsre Ordinaten zu 0
beiden Seiten von D

Fig. 46. entsprechen. Fig. 47.
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Bricht ein Ast einer Kurve plotzlich ab, so haben wir einen
sogenannten Endpunkt vor uns. Fig. 47 stellt die Kurve:
1

y=¢e"
dar. L#aBt man x von —oo bis 0 gehen, so sinkt ¥y von 1 bis 0;
im Anfangspunkt des Koordinatensystems bricht dieser Ast ab, —
die Fortsetzung fiir positive Werte von x stellt B dar.

§ 456. Die Kriimmung.

Von zwei Kurven 4AC und 4D (Fig. 48) hat diese um Punkt 4
die griéBere Krimmung, welche sich schneller von der gemein-

schaftlichen Tangente 4B entfernt. A

Der Winkel zwischen den Tangenten an \H
den Enden eines Bogens einer Kurve heifit / ¢
die absolute Kriimmung des Stiickes. Beim Fig. 48.

Ubergehen von einem Punkt P zu einem

benachbarten P, lings eines Bogenstiickes 4s der ebenen Kurve
AB (Fig. 50) dreht sich namlich die Tangente tiber den Winkel A
hinweg, do mifit also die totale oder absolute Kriimmung des be-
trachteten Bogens; das Verhiltnis:

absolute Kriimmung 4« 1)
Bogenlinge s - 077
heiBt seine mittlere Kriimmung, und den -Grenzwert dieses Ver-
haltnisses:

. de  da
Cds=0

bezeichnen wir kurzweg als die Kriimmung im Punkt P.

Fig. 49.

Die Kriimmung eines Kreisumfanges ist offenbar an allen Stellen
dieselbe; — sie ist gleich dem reziproken Wert des Halbmessers,
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steht also bei verschiedenen Kreisen im umgekehrten Verhiltnis
wie die Radien.

Dies kann folgendermafBien dargetan werden:

Im Kreis Fig. 49 ist O der Mittelpunkt, » bezeichnet Halbmesser.
Wir wissen aus der elementaren Geometrie, daB:

L RSQ= POQ
Im BogenmaB ist POQ gegeben durch das Verhiltnis der Bogen-

lsinge PQ zum Radius.
arc POQ

Winkel POQ im Bogenmafl = — somit:
da  Aslr 1
TS — A s — 7 . . . . . . . (3)

P

Die mittlere Krimmung eines Klelses ist also eine Konstante,
unabhéngig von der Bogenlinge, und zwar ist sie gleich dem rezi-
proken Wert des Radius. Offenbar ist auch die Grenze fir As
gleich null:

dee da 1
im-—=-—=— . . . . . . (4
hmAs ds r )
As=0

Den Kriimmungsradius in einem Punkt einer Kurve:
y="1(x)
nennen wir den Radius dieses Kreises, welcher dieselbe Kriimmung
hat, wie die Kurve im betreffenden Punkt.
Die Kriimmung der gegebenen Kurve in irgend einem Punkt sei:
de
ds
Der Radius des Kreises von der gleichen Krimmung heiBe R,

dann ist:
de 1

E = E . . . . . . . (O)
zu setzen. Nup ist:
dy d (tan a) 1 da d%
t = — — - —
= dx cos o dx  dx°
daraus:
de dy
i e R
Nun ist:
cdx

Cos @ =

Vdx? —{—W
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somit:
d?y
ﬂ_(d?_;,) da* da? ©
dx dx?®) dx® -4 dy? dy\ ?
1+ (oa)

Ferner ist:

%:\/1+<%>2. L ®

also endlich nach (5), (6) und (7):

ds __ dsldx {1+(%>2}W

R

T da deldx d*y

Beispiele:

1. Man ermittle den Krimmungsradius in einem beliebigen
Punkt der Ellipse:

x2 y2
I =1
ag —{_ b2
dy V= ry_ ¥
dx a’y dx® ay?
3
B (a4y2 __|__ b4x2)2
— aft
Im Punkt: z=a, y==0 ist z. B.:
b2
R=—
a
2
—d-x—yg wurde schrittweise folgendermafien entwickelt:
b? y—axdyldx b? aly? 4 b2x? b a?b?
=—a g =g g g s ub
y Y a” a’y

2. Man beweise, daf der Kriimmungsradius von:

xy=a
_§_
ist: (x® 4 ¢%)° [2a
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Ist eine Kurve nur wenig gegen die X-Achse geneigt, so ist
dy/dx praktisch null, und fiir den Kriimmungradius findet man den
Ausdruck:

[ 2y

| da?

ein Resultat, welches h#ufig bei Berechnungen iiber Kapillaritit,
in der Linsentheorie usw. verwendet wird. Die Richtung der
Krimmung wurde in § 40 diskutiert. Es ist dort gezeigt worden,
daB eine Kurve konkav oder konvex im Punkt P ist, je nachdem
d*y/dx® < 0 oder >0 ist.

R=1

§ 46. Kurvenscharen. Einhiillende Kurven oder Enveloppen.

Eine Gleichung wie:
f(x, y, )=0 . . . . . . (1)

stellt uns fiir jeden beliebigen konstanden Wert von o« eine ebene
Kurve dar; nun gibt es eine unendliche Anzahl bestimmter Werte o,
also entspricht unserer Funktion eine ganze Schar oder Familie
von Kurven; « nennen wir einen verinderlichen Parameter.

Y

£

Eine Familie von Kreisen, deren Mittelpunkt auf einer geraden
Linie liegt (Fig. 51), repriisentiert z. B. die Gleichung:

flx, y, )=@— o)+ y*— R*=0.

a ist der Parameter; einem bestimmten Wert, den wir ihm erteilen,
entspreche Kreis I, einem neuen: o-}4de«, somit der Gleichung
f{(x, y, a+de&) der Kreis II

Die Schnittpunkte von I und 1I, die ja beiden Kreisen an-
gehoren, miissen offenbar die Gleichung jeder der beiden Kurven,
d. h.:

fx,y, )=0, und f (x, y, e+ 4da)=0
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und somit auch:

f (w7 Y, OC+A0£)—f ($, Y, 0()_
da o

befriedigen. Diese Relation wird richtig bleiben, so klein wir auch
4« annehmen, und somit auch fiir:

f(x; Y, (X—I—Alx)—-—f(-’t, Y, a):aF (ac, Y, 0‘) (2)
Aa oo )

Aa=0

0

lim

gelten. Ergibt nun die Elimination von ¢ aus (1) und (2) eine
Funktion:

@ (zy)
so stellt diese eine Kurve dar, welche die Einhiillende oder Enveloppe
der durch f (x,y, &) siehe (1) gegebenen Schar heiBt.

Die Einhiillende ist nach Vorstehendem der geometrische Ort
der Punkte, welche unendlich nahe Angehérige der Schar mit-
einander gemeinsam haben.

Ein Blick auf Fig. 51 zeigt uns, daB die Einhiillende unserer
Schar von Kreisen in zwei geraden Linien E und E' besteht:

f(xi Y, a):(m—oc)?—]—y?—Re:O ... (3)
W:Q(x—a):—& L@

Die Elimination von ¢ aus (3) und (4) ergibt:
y=-+R

die Gleichung zweier zur X-Achse in der Entfernung -+ R parallelen
Geraden.

Beispiel :
Man beweise, da die Einhiillende der Kurvenfamilie:

(x—m—a)’+y*=4ma
eine Parabel:
yr=dmx
ist.
Eine durch eine Funktion f (%, y, «) gegebene Schar muf
nicht unbedingt eine einhiillende Kurve haben.

Fassen wir z. B. in der Gleichung:
at -yt — R2

R als Parameter auf, so stellt sie uns eine Familie von konzen-
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trischen Kreisen vor, welche ebensowenig wie ein System von kon-
fokalen Ellipsen:

yZ
=1
+b2+a2

x
a* e

eine Enveloppe hat.

§ 47. Aufgaben aus der Theorie der Maxima und Minima.

Bei Aufgaben tiber Maxima und Minima, wie den nachstehenden,
hat man vorerst die Beziehungen zwischen den Variablen in Form
einer algebraischen Gleichung auszudriicken, die dann weiter nach
den in § 38 gelernten Regeln behandelt wird.

Bei den meisten Féllen, die praktisch vorkommen, ist blo8
einiges Nachdenken erforderlich, um sich klarzumachen, ob ein
besonderer Wert von , welcher f'(z) null werden 148t, auch
wirklich einem Maximum oder Minimum von f (x) entspricht.

1. Eine Strecke so in zwei Teile zu teilen, daB das recht-
winkelige Viereck, dessen Seitenlingen gleich diesen zwei Teilen
sind, die groftmogliche Flache hat.

Nennen wir a die Linge der gegebenen Strecke, x die Linge
des einen Teiles, a — x die des anderen, dann ist der Flicheninhalt
des Viereckes:

y=(—x)-

wir differenzieren:

g—Z:a—2x——:f'(x)
und setzen:

f®)=a—2x=0
es ergibt sich:

/4 . 1
T=a

Die Strecke muf also halbiert wer-
den, und das Viereck von groftem Flachen-
inhalt ist ein Quadrat.

7 /r/ 2. Das rechtwinkelige Viereck von
/ grofitem Fldcheninhalt zu ermitteln, welches
/ einem gegebenen gleichschenkeligen Drei-

eck eingeschrieben werden kann.
%, In Fig. 52 moge b die Linge der Basis
Fig.yéz. “ des Dreieckes ABC, h seine Hthe be-
zeichnen. x sei die Hohe des einge-
schriebenen rechwinkeligen Viereckes. Wir miissen zuerst die Be-
ziehung zwischen der Fliche des eingeschriebenen Viereckes und

I
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des Dreiecks finden. Nach den Sitzen iiber #“dhnliche Dreiecke

haben wir:
AH:AK =BC:DE
h:h—x= b :DE

Die Fldache des Viereckes ist offenbar:

y=DE><KH
und da:
b
DE:I—(IL—x) KH=x
(2
ist :
b
y=ry (he — %)
dy b
—=—(h—2
dx h ( %)
wird nun null, wenn:
h
— 2 = —
h x x 5

Das heillt, die Hohe des Viereckes mufl gleich der halben Hohe
des Dreieckes sein.
3) Man zeige, daB das groSte rechtwinkelige Viereck, welches

dem Kreis:
22 + y2=r?

eingeschrieben werden kann, ein Quadrat ist. Seitenlinge des-
selben?

4. ACB (Fig. 53) sei eine kreisférmige Metallplatte vom Radius 1,
und wir sollen nun einen Sektor 40B ausschneiden, so daB das
hohlkegelférmige GefdB, das dann durch Ver-
bindung von 40 mit BO hergestellt werden
kann, die grofitmdsgliche Menge Fliissigkeit faft.
Vor allem miissen wir wieder den Zusammen-
hang zwischen den Dimensionen der Platte und
dem Hohlraum des Kegels finden.

Offenbar wird ACB der Umfang der kreis-
formigen Basis des Kegels sein.

Wir nennen » den Radius, y den Umfang
dieser Basis; dann ist:

ACB=y=2rn . . . . . . (1)

Bezeichnet . die Hohe des Kegels, so ist sein Volum durch die
Formel 33, S. 386 gegeben:

Vzéa”enh B )]
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h und r bilden aber ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypo-
tenuse OB=04=1 und dessen Grundlinie r ist, somit ist:

h=V1—7?® und nach (1): h=V1—¢?*/4a® . . (3)
weiter dann nach (2) und (3):

_y‘z . y‘l,
V=2Vl oL@

Unsere Aufgabe ist nun, den Wert von y zu suchen, fiir den V ein
Maximum wird.

Wir lassen-in (4) die Konstante 1/127 beiseite, differenzieren
und setzen den erhaltenen Ausdruck gleich null: %)

L O
dy 47 47’V1 — y?[an®
Beim Ausmultiplizieren mit: V1 — y2/4=® ergibt sich:
2y (1 —y?4n®) —y*[4n®>=0
und weiter, wenn man durch y dividiert:
2 —38y%dn®=0, oder: y=—2zV2[3. . . (5)

Nun ist aber:

Umfang eines Sektors 4CB:gesamten Kreisumfang
=¥ 2°:360°
somit, da die Metallscheibe den Radius 1 hat:
y: 2= a%: 360°

setzen wir den hier sich ergebenden Wert von y in (5) ein, so

finden wir schlieBlich:
2
0= 360‘)‘/—3‘-2 appr - 2949

Der Winkel des wegzunehmen-
den Sektors betriigt also beildufig 66°.
5. Es sei S (Fig. 54) eine Licht-
quelle, deren Hohe x iiber einem
feststehenden Tisch verinderlich und
so zu bestimmen ist, dafi die Stelle
I3 der Tischfliche die groftmogliche
Fig. 54. Beleuchtung empféngt. Wir setzen
AB=—a und nennen « den Winkel,
den das auf B fallende Strahlenbiindel S B—=1r mit der Tischfliche
in B Dbildet.

1) Wir differenzieren V' statt V; V' =122 -V
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Die Intensitit der Beleuchtung von B #ndert sich im um-
gekehrten Verhiltnis mit dem Quadrat der Entfernung zwischen
der Lichtquelle S und der beleuchteten Stelle und im gleichen Ver-
hiltnis mit dem Sinus des Einfallswinkels o.

Da nun:

. x
r’=a%-4}2% und: sing=-—

. X
r Va2+x2

ist also, damit die Stirke der Beleuchtung in B am grofiten wird,
der Wert von z so zu bestimmen, dal der Ausdruck:

1 x L x

Y= 5 - S ————
a*+ 2% Vo 2? (a® 4 2%)%

ein Maximum wird.

2 2
dﬁy:ia —2x,, =0, daraus: xz=a 1
dr  x (a®*+ %) 2

6. Das Snellsche Gesetz der Lichtbrechung; Brechungsindex.
Es sei 8 (Fig. 55) ein leuchtender Punkt in einem farblosen Medium
M, in dem sich das von S ausgesendete Y
Licht mit der Geschwindigkeit v fortpflanzt. ¢
R sei ein Punkt in einem zweiten farb-
losen Medium M’, in dem sich das Licht g
mit einer geringeren Geschwindigkeit o'
ausbreitet.

Um in der kiirzesten Zeit von der
Lichtquelle S nach R zu gelangen, schligt
nun das Licht den Weg SPR ein, das
heiBt, es durchsetzt im Punkt P die ebene
Trennungsfliche der beiden Medien M und
M'; welcher Bedingung entspricht die Lage Fig. 55.
von P?

SP heift der einfallende, PR der gebrochene Strahl und die
Normale NP das Einfallslot. SPN==¢ nennen wir den Einfalls-
winkel und N'PR=r den Brechungswinkel. Wir ziehen nun die
Normalen SA=a und RB=10 von den Punkten S und R auf die
Trennungsfliche der beiden Medien und setzen:

AB=p
AP=zx BP=p—=x

Um nun von S nach P zu kommen, braucht das Licht SP/v, um
weiter von P nach R zu gelangen, PE/v' Sekunden; die ganze Zeit,

notig fiir den Ubergang von S nach R, betrigt somit:
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 7
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_SP PR

Va —{—ac +Vb 4 ( p—Aac) @)

da:
SP=Va®+2* und: PR=V0 -} (p—ax)®

und wir haben nun zu ermitteln, unter welchen Bedingungen der
Ausdruck (7) fiir ¢ ein Minimum ist; wir differenzieren ihn:

at x p—x

—_—— = 8
de  yVa®+a? VP4 (p—2x)? ®)
und bemerken, da8 (8) null wird, wenn:
z PTE
Va2—|—x Vb 4+ (p—a)?
oder wenn:
sind:sinr=wv:o' . . . . . . (9
da ja:
o x . p—wx
SN = ——- SINY—= ————————
Va*4x* Vo2 (p—x)?

Der Punkt P liegt also so, daB sich der Sinus des Einfallswinkels
zum Sinus des Brechungswinkels verhilt, wie die Lichtgeschwindig-
keit v im ersten Medium M zu der Lichtgeschwindigkeit v’ im zweiten
Medium M. Den konstanten Quotienten des Verhiltnisses sini/sin s
nennen wir den Brechungsindex des von § ausgehenden Lichtes
fiir den Ubergang vom Medium M ins Medium M’

7. Die Bewegungsgeschwindigkeit v einer Welle in tiefem Wasser
ist gegeben durch die Formel:

L a
in der A die Liénge der Welle bezeichnet und « eine Konstante ist.
Zu berechnen ist die Wellenléinge, bei der die Geschwindigkeit
ein Maximum wird.
Offenbar ist dies der Fall, wenn:

l=a

8. Wenn v, das Volumen einer Wassermenge bei 0° bedeutet
v das Volumen bei t°C, so ist nach Hallstroms Formel fiir Tem
peraturen zwischen 0° und 30° C
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v =1, (1 —0°000057,577 t -}~ 0-000007,5601 ¢>* — 0°000000,03509 #*).

Man zeige, daf nach diesem Ansatz das Volumen am Kkleinsten,
die Dichte am groBten wire bei ¢==392°C, und daB nach Kopps
Formel:

v =1, (1 — 0°000061045 ¢ - 0°0000077183 > — 0:000000,03734 t*)

die fiir Temperaturen zwischen 0° und 25° C gilt, die Temperatur
der maximalen Dichte 4:08° C wiire.

7*



IV. Abschnitt.

Integralrechnung.

§ 48. Begriff des Integrals.

Sind fiir irgend einen Vorgang die Beziehungen zwischen den
ihn bestimmenden GroBen — etwa als Ergebnisse von Beobach-
tungen — bekannt und in der Ausdrucksweise der Mathematik als
Gleichung gefaBt, dann befihigen uns die Methoden der Differential-
rechnung, mathematische Relationen fiir gewisse charakteristische
Eigenschaften der Erscheinung, wie zum Beispiel fir die momentane
Geschwindigkeit und Beschleunigung einer Bewegung festzustellen.

Fast noch hiufiger tritt jedoch eine andere Aufgabe an den
Forscher heran: — er kennt z. B. die Differentialgleichung fiir die
Geschwindigkeit eines Vorganges und soll nun das Gesetz ermitteln,
welches den gesamten Gang der Evscheinung in seiner Abhéngigkeit
von der Zeit beherrscht.

Wir wollen unsere Ideen gleich an einem bestimmten Beispiel
entwickeln. ‘

Der Zerfall des Rohrzuckers in Traubenzucker und Frucht-
zucker bei Gegenwart verdiinnter Siuren findet statt nach der che-
mischen Umsetzungsgleichung:

C1oHyp0y +H,0 = 2 GH,,0,
it ——— e,
1 Mol. Rohrzucker 1 Mol. Traubenzucker
1 ,, Fruchtzucker.

Bezeichnet x die Menge des in der Zeit ¢ gespaltenen Rohrzuckers,
so ist der in der Losung noch unzersetzt verbliebene Anteil: 4 — z,
wenn urspriinglich A4 Gewichtsteile Disaccharid vorhanden waren.
Die Geschwindigkeit der Reaktion in irgend einem Augen-
blick ist:
dx
resp.:
de=vdt
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Nach Wilhelmys Gesetz ist sie proportional der jeweils un-
zersetzt vorhandenen Rohrzuckermenge:

%xk(fi——x). L@
% ist eine Konstante, der Koeffizient der Reaktionsgeschwindigkeit.?)
Die Wilhelmysche Differentialgleichung nun ist der Ausdruck
dessen, was wir iiber die Geschwindigkeit der Zuckerinversion durch
verdiinnte Siuren wissen, oder zunichst als Hypothese aufstellen;
die Aufgabe ist, aus diesem Ansatz x, die umgesetzte Rohrzucker-
menge als Funktion der Zeit darzustellen, und so die Priifung der
hypothetischen Annahme iiber die Reaktionsgeschwindigkeit durch
Messung der nach bestimmten endlichen Zeiten umgesetzten Zucker-
mengen zu ermdoglichen.
Wire uns die Form von:

x={f (t)
bekannt, dann wiren wir, ausgeriistet mit unseren Kenntnissen der
Differentialrechnung, in der Lage:

dx ,
v=gg =10

die Geschwindigkeit des betrachteten Vorganges in irgend einem
Augenblick zu ermitteln. Aus dem gegebenen oder angenommenen
Ausdruck fir f'(f) hingegen die Form von xz==f(f) zu bestimmen,
ist Aufgabe der Integralrechnung.

Differentiation und Integration sind also reziproke Operationen
in demselben Sinne wie Multiplikation und Division, Addition und
Subtraktion:

a><b
b

1) —f(e) [r@ie—=r

—q a+b—b:a

resp.:

af(x) = f'(x)dx dff' (x)dx=f"(x)dx
4 '
f ist das Zeichen fiir eine auszufiihrende Integration.
”

1) Die Bedeutung dieser Konstante wird sofort klar, wenn man a gleich

null und 4 gleich der Mengeneinheit setzt, dann ist:
dx
k=

die Umsetzungsgeschwindigkeit; wenn die Mengeneinheit Rohrzucker vorhanden ist.
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Nach dem eben Gesagten miissen gewisse grundlegende Rela-
tionen, die wir bei unseren Betrachtungen iiber das Differenzieren
gewonnen haben, auch fiir die Integralrechnung von Bedeutung sein.
So ergibt sich unmittelbar:

I. Zu dem Resultat einer Integration ist stets eine Konstante
zu addieren.

‘Wir haben bemerkt, daB ein additives konstantes Glied in einem
Ausdruck bei der Differentiation verschwindet:

d[f(@)+ Cl={"(z) d=
das heiBt, es gibt eine unendliche Anzahl von Ausdriicken, welche
sich bloB durch den Wert des konstanten Gliedes unterscheiden und
beim Differenzieren alle dasselbe Ergebnis liefern.

Wenn wir daher das Resultat einer Integration angeben, miissen
wir die Moglichkeit eines solchen Gliedes berticksichtigen, indem wir
eine Konstante, deren Wert dahingestellt bleibt — die sogenannte
Integrationskonstante, man bezeichnet sie gewodhnlich mit ¢ — zum
Resultat addieren.

ff'(x)dxzf(x)—}—C. N G

II. Es wurde gezeigt, daf die Differenzierung des Produktes
aus éiner Konstanten und einer Variablen die Konstante multipliziert
mit dem Differential der Variablen liefert:

d{af(x)}: af'(x) dz

ohne weiteres fclgt dann:

faf’(x)dx:aff'(ac)dxzaf(x)—l—-C L@

Der Leser driicke die Regel in Worten aus!
III. Integration von Summe oder Differenz mehrerer Variabler.

Da:
dx-ty+z+..)=det+dy+dzi....
ist, folgt:
‘ fd(x+£iﬂgf..'.):fdx+fdy-|— dzd....

mehr der Integrationskonstanten. Man schreibt dieselbe gewohnlich
erst beim Schlufresultat und nicht in den Zwischenstufen der Rechnung.
Ebenso ist:

f(clx—dy———dz dx ——fdy —fdz——-

—x—-—y—z N ()]
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Beispiele:
1. fl{(a +bx) (142 x)}dxzj'l (a4 ba)da —l—fl(l + 2x)dx
2. flj—j:% x:fl(a—}—bx)dx——fl(l—}—2x)dm

IV. Jede Differentiation korrespondiert mit einer Integration
als inverser Operation. Ist die Funktion bekannt, von welcher der
zu integrierende Ausdruck als Differential abstammt, so kann sic
natiirlich, vermehrt um die Integrationskonstante, ohne weiteres als
das gesuchte Integral hingeschrieben werden.

Tabellen der in diesem Sinn zusammenhingenden Funktion
heifen Integraltafeln.

Die folgenden Beziehungen sind die grundlegenden; es ist an-
gezeigt, sie dem Gedidchtnis einzuprigen.

l

Funktion Differentialquotient ’ Integral
1 .,
! du naph—1 p .Z'“+1 +C
— " I T—=nxr"T xdy———
v 1 dx n—+1
Codu
U =e" e e*dx=1¢" -+ C
du o la a®
—_ ——— 5 E
u=a Az o dx—la—i—C
u=1Ilw B i J‘?=lx—§—0
1 du .
u==sinx dz cos% cosxdx=sinz + C
#==CcoSx iy Sine | |sinzdz=—-cosz+C
i du 1 ‘ dx
u==tanx L dz T costm J f é(—)g,—z;:tanx—}— C
du 1 i " dx
#=cotx iz Sintx | Jsin??:~— cotz -+ C
. (%E: 1 = arcsinz -+ C
w==aresin x iz VI—2° da
w1 [
== arcosx . Viea || = —arcos z ¢’
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~ Funktion Differentialquotient Integral
du 1
u=arctanx —= =arctanx -+ C
u 1 1 2
w=arcotzx e Em 1427
dx 1+ 22 = —arcotz - ('

Betrachten wir z. B. die Integration von az” dx; n bedeutet eine
beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene Zahl mit
Ausnahme von — 1. Wir haben:

d(az*t)=aqa(n+1)z"dx
somit:
axtde=d(ax"t1)/n41

axnt+1 :
alxde—=—+—-+C. . . . . . (7
n41 + Q)

Um also einen Ausdruck von der Form ax"dz zu integrieren,
vermehrt man den Exponenten der Variablen um die Einheit, divi-
diert das Resultat durch den so erhaltenen neuen Exponenten und
multipliziert mit dem etwa vorhandenen konstanten Faktor.

‘Einer Ausnahme begegnen wir, wenn:

n=—1
Nach vorstehender Regel ergibe sich:

—141
a—ldg=—=""""— 1
1—1 0

Wir haben aber seinerzeit gesehen, daf:

d(lm)———d;x:x“‘dx

somit:
fw"ldx fd(lw):lx—l—C ... (8)

Ist der Ziahler eines Bruches das Differential des Nenners, so
ist das Integral des Bruches der natiirliche Logarithmus des Nenners.
Wir wollen hier auch gleich bemerken, daB wir statt:

lx+0 auch: Iz le=1(xc)

schreiben koénnen, da uns ja l¢ genau so gut eine allgemeine Kon-
stante darstellt, wie C.
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Der Leser priife auf dem angedeuteten Weg noch andere Be-
ziehungen der Tabelle, etwa daB:

fazdxz?a—i— C;fexdx: e* + C;fe—‘“” doe = —%e—”—{— C.

Beispiele:
3 1
1. jax"’dxz N axt 4 C

—1 4
2. f4ax *der=>5ax® -+ C

3. f(l—l—x)zxgdx:(%—{—i x—rs >x4—}—C

Man fithrt die Potenzierung des Klammerausdruckes unter dem
Integralzeichen aus und integriert dann gliedweise, ebenso in:

%’2 ’%‘ 2 , 'é 2 %
4. atz? )z de= g(r—{—ax —{—gx x* 4 C

dx dx
5. —— C
fabx b) x T+
dx
6. . E_k(A— x)

ordnen wir, so ergibt sich leicht:

da: fi}z — —-j ‘Z(A_x) —kt

—Z(A—x)—}—C:kt. e )]
oder:

—~Z(A—x)+zc=l:4—_c~x:kt. .. . (9a)

Bevor wir nun zur Besprechung der Methoden iibergehen, nach
welchen die Integration komplizierterer Ausdriicke durchzufiihren
ist, wollen wir uns noch einmal zur Betrachtung der Integrations-
konstante wenden.

§ 49. Geometrische und physikalische Bedeutung der
Integrationskonstante; ihre Bestimmung in speziellen Fillen.

Wir wissen, daB ein Ausdruck:

y="f(x)
als Gleichung einer Kurve aufgefaft werden kann; zu einem Wert
von x gehdren ein oder mehrere, durch die gegebene Gleichung
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bestimmte Werte von y als Ordinaten. Den Neigungswinkel zwischen
der Tangente in irgend einem Punkt der Kurve f(x) und der
X-Achse konnen wir ermitteln, indem wir:
dy _ o
cii_f ()
bilden und dann im Ausdruck fiir f'(x) die Abszisse des betreffenden
Punktes fiir x substituieren.
Er sei I in Fig. 56 der durch y=7{(x) definierte Kurvenzug;
die zu demselben Abszissenwert gehdrenden Ordinaten von II, III,
IV und allen weiteren zu I parallelen
y Kurven unterscheiden sich von der ent-
g sprechenden Ordinate der Kurve f(x)
dann offenbar nur durch ein additives
i konstantes Glied; wir haben:

fir II: y=f(z)+a
g , II: y=f(x)+b
5 HI: y=f{x)+c¢

usw.

Die Differentiation aller dieser Aus-
driicke nach « liefert als Resultat f'(x),
das heifit: im Punkt mit der gleichen
Abszisse ist bei allen, unendlich vielen
Kurven:

f@)+¢C
(C ist ein beliebiger konstanter Wert) — der Neigungswinkel
zwischen der X-Achse und der Tangente der gleiche.

Die Integralrechnung hat nun, wie wir wissen, die Aufgabe,
aus dem gegebenen Ausdruck fir f'(x) die Form von f(x) zu er-
mitteln, und wir sehen jetzt schon ein, welche geometrische Be-
deutung es hat, daf wir zum Ergebnis dieser Operation eine all-
gemeine Konstante hinzuftigen:

Das uns durch f'(x) gegebene Gesetz der Tangente bestimmt
nicht eine einzige, sondern gilt fiir eine unendliche Anzahl von
Kurven, die auseinander durch parallele Verschiebung hervorgehen,
— diese unendliche Anzahl von Kurven reprisentiert:

Fig. 56.

fl@)+c
wenn C eine unbestimmte Konstante bedeutet; — nur diese allge-
meine Relation kann das Resultat der Integration sein.
Die — natiirlich von Fall zu Fall verschiedene — physika-

lische Bedeutung der Integrationskonstanten wollen wir in zwei
Beispielen betrachten.
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g, die Beschleunigung beim freien Fall im luftleeren Raum,
die gleichférmige Zunahme der Geschwindigkeit um beildufig 9°8 m
in der Sekunde, ist der Wert des ersten. Differentialquotienten der
Fallgeschwindigkeit nach der Zeit:

dv p
=g . . . . . . . . Q1
g 1)
beziehungsweise:
dv=gdt

Wir integrieren die vorstehende Differentialgleichung:

fclv:gfdt
v=gt+C . . .. (2)

und fragen nun: welche physikalische Bedeutung hat die unbe-
stimmte Konstante C im vorliegenden Fall, im allgemeinen Aus-
druck fiir die Geschwindigkeit des freien Falles in irgend einem
Augenblick ?

Offenbar kann der Korper in dem Moment, von dem ab wir¢
rechnen, sich in der Richtung oder gegen die Richtung des freien
Falles  bewegt haben, oder er kann auch in Ruhe gewesen sein, —
das heifit er hatte im Augenblick, von dem ab wir ¢{ rechnen, im
Sinne der Fallrichtung eine positive, eine negative oder gar keine
Anfangsgeschwindigkeit. Bezeichnen wir diese Anfangsgeschwindig-
keit, also die Geschwindigkeit wenn ¢ null ist, mit v, und setzen
in (2):

v=1, =0
so ergibt sich:
vo=g><0-4C
vy=0C

C bedeutet also hier nichts anderes, als die Anfangsgeschwin-
digkeit, die Geschwindigkeit, die der Korper in dem Moment, von
dem ab wir ¢ rechnen, schon hatte, und wir kdnnen (2) schreiben:

v=gt+v,. . . . . . . . . (8)

"'Wie haben wir nun in einem speziellen Fall die Gréfie von
¥y zl bestimmen? Wir miissen beobachten, welche Geschwindigkeit
v, der Koérper etwa im Moment f, hat; setzen wir nun die beobach-
teten Werte v, und ¢, in (3) ein, so ergibt sich:

v =gt + v,
und daraus:
Vp=1v; — gt
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Eine Bestimmung der Integrationskonstanten in einer Gleichung,
die irgend einen Vorgang darstellt, ist also moglich, wenn die Na-
tur des Problemes gestattet, den Wert der Funktion (hier der Ge-
schwindigkeit v) fiir irgend einen speziellen Wert (hier t,) der un-
abhingigen Variablen (hier der Zeit f) zu bestimmen.

Ein Beispiel:
Den Wert von ¢ in der Reaktionsgleichung:

1, ¢y
=) @

zu bestimmen. ¢ bedeutet die Zeit, in welcher der Anteil z der zu
Beginn der Beobachtung vorhandenen Substanzmenge 4 umgesetzt
wurde; wenn:

t=0, ist offenbar auch: =0

und wenn wir diese zusammengehdrigen Werte von x und ¢ in (4)
substituieren, ergibt sich:

1 ¢
%ZZ—O le—14=0
c=A
somit ist:
1 A
t—=—1 ——— 5)
k A—=x (5

§ 50. Integration durch Substitution.

Wir wollen jetzt einige Methoden kennen lernen, die bei der
Integration komplizierterer Funktionen einer einzigen Variablen oft
von groflem Nutzen sind; sie zielen dahin, derartige Ausdriicke
durch geschickte — eventuell schrittweise — Behandlung schlieilich
in solehe Formen iiberzufiihren oder aufzuldsen, die eine unmittel-
bare Integration gestatten.

Oft erreichen wir dies schon durch zweckméiBige Substitution
einer neuen Variablen.

Am besten wird die Methode beim Durchrechnen von Beispielen
erfat werden; dieselben sind nach typischen Fillen geordnet.

I. Ausdriicke von der Form f(a—i—bx)"dx

1) vid. §48, 9a.
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n kann eine beliebige positive, negative, ganze oder gebrochene

Zahl sein.
Wir setzen zur Vereinfachung des gegebenen Ausdruckes:

1
a--br=y; fir dx ist folglich —b-dy zu setzen, .und es er-

f(a+bx)"dm=%fy" dy

Hier ist unmittelbare Integration moglich:

1 . 1 .
iy VY _— T a1 .
bfy y (17,—{—1)1)?/ +C

respektive, wenn wir jetzt fiir y wieder ¢ - bx einfithren:

— 1 1
f(a—]—bx)"dx—(n 1)b(a—{—bx)’+ +c¢ . . @
Spezielle Falle:

1 1
— 3y =—— | 43 —_— .yt
1. f(a bx)*dx bfy dy Y

— = —(a——bw)“—}—C
2. f(a—{—x)—4 dx=—%—(a+x)—3+0

dx _1 dy_l _l

gibt sich:

d
II. Ausdriicke von der Form f( _T_ lfx) pol
— d
Wir setzen: a -+ bxr=y, somit ist: z= v . ?, de= by

xdx 1{(y—a)dy 1( dy a | dy .
f(a Foa)m T2 ym T b ym—1 T pE)ym ust. . (2)

Spezielle Fille:

xdx dy
. f1+2x f f

1 1 1+2x ,
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III. Ausdriicke von der Form J(a+bx2)"‘xdx.

m Kkann eine beliebige positive oder negative, ganze oder ge-
brochene Zahl bedeuten. :

Wir nennen wieder:

2 . d
a-tbx*=y, somit: xdr== Y

2b’

Spezielle Fille:

a4
1. f(a——x‘*)'%xdx:—%fygdy:—i 4:—(;‘1 =) +c

xdx V"—v"
2. _‘/m: a ‘-’—x +C
xdx o

3 |y =.Vx-—a~ +cC

rdz

xdx 1 —1 1 1
- > PR l 2
5 ,fa+bx2 2bf?’ Wy =gy =g Hatba) 40

IV. Wichtig sind ferner folgende Integrale:

1 dx ir set
. - 53 Wir setzen:
a2+x17 e
x s
—==y, somit ist: dr—=—ady, und:
a

[‘ 1z 1f dy 1au ta 1actam <T> (4)
S —— |7, 3= —arctany = —ar ~
JAxt  aJi-tyr  a cany= at a

dx
2. ‘7[(—9_::?, dieselbe Substitution gibt:

. x .
anCSIIl<;> .o (3
dx .

3. —————3 WIr setzen:
Va*Fa?

Ve, a—(i4 i)

y=x+Va+2*, dy=(1- Vafa x

=(w+w‘2+x‘=) Jo YiT
Vit Vaita®
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dy  dx
also: — , Tresp.:
y Va +-a?
dx dy S
Pe———— A:l?/:l X Vae X~ C 6)
[ (Y —u—tetvar e

2
dx > -
3a. F’_—"; Vertauschung von —]L—a‘z gegen — a2 in
x'—a"

3. gibt: =l@x+Vai—ar)+Cc . . . . . (7
V. Manche aus trigonometrischen Funktionen gebildete Aus-

driicke sind bequem nach dieser Methode zu bhehandeln, so zum
Beispiel:

1. fsin (a+bx) do

atbr=u dx:—ll)—du

1
fsin (a—l—bx)dxzi J‘smudu»———-; Cos U ==— cos( —+bx)4-C

1
2. fcosnxdx: " sinnx 4 C

1
U=—=nx de=— du
n

- 1 1,
3.fsmxcosxdx:: udu———2 “—Esm?x%—C
wenn wir setzen:

sine =u d (sinx)=cosaxdx==du

4. ftan xdw -—fs—l—ﬂ dex=—1I(cosx)+ C

cos x =—u gesetzt!

cosxdx  |du 1 1 4
") osin?x 0 Ju* w0 sinz
Vorstehende Beispiele sind Spezialfidlle der allgemeinen Formen:
a) f sin™ x cos x dx = sin™ x d (sin )
= |umduw . . . . . . . . (8

b) fcos’" xsin x do — (cos’” z d (cos )

:—fu’"du R )]
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Zwei weitere wichtige Formen sind:

c) fcos""‘*‘ Lo de = |cos®* xcos xdx

(I—sm x)* cos xdx
-—f(l——zﬂ)" dw . . . . . .10
d) fsinz’"‘i‘ lyde = r(l —cos®x)"sin xdx
:—f@—u‘{)*"du .. (1Y
z. B.:
6. fcos‘* xdx :f(l —sin®z) cos zdx
= rcosxdx — |sin®x cos x dx

und schlieflich beachte man, daB:

d
f f;ta,nx, und f—iziz——cotx .. (12)

CO8S™ X st x

woraus sich leicht ergibt:

dx 1 dz 2 N1
e) fcos“"m x *ﬁf cos?™—2 g cos?xm —f(l + tan® zj"—1d (tan z)
:f(l +ut)m=1dwu . . (18)

usw., und

f)f,dx —f 1 ——f(1+cot2x)”’—1d(cotx) (14)

sin?™ x sin®”—2 x sin®*x
usw.
Spezielle Beispiele:
dx 2cot’z cot’x
7. 6 = — Ccotx — -
sin® x 3 5
dx tan®z
8. — 4+
costx v+ +

Manche Ausdriicke erfordern einige Findigkeit und Geschick-
lichkeit in der Substitution, welche nur durch Ubung zu erlangen
ist; wir wissen z. B., daf:

sin x = 2 sin 1 xcosix
o 2 2
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Wir wollen nun ausfithren:

dx dx

9. sinx

2 si ! x cos L x
sin - 5
jetzt dividieren wir Zahler und Nenner durch eos'3~§x11nd erhalten:

d z[cos? % x d <tan~;— x)
= = (tan~ >—|—C (13)

2 ta 1x ta 1x
n— n—
2 2

dx
sinx

Ein anderer Kunstgriff wird im folgenden Beispiel angewendet:

10 dx dx (cos®z + sin®x)
’ sinz cosx sinx cos

:J‘CO?"C(M _l_fsmxdx =1 (tanz)-+C . . . (16)

sin cos &
N.B. cos®’z | sin®z==1

§ 51. Partielle Integration.

fudv

u=p@  r—p@
bedeutet. Auf Seite 10 wurde gezeigt, daB:
d(uv)y=vdu-+ udv

Man integriere nun beide Seiten:

Es sei:

zu l6sen, wo:

uv = |vdu 4+ |udv

fudv —uv ——Jv(lu

d. h., die aufgegebene Integration, von der wir annehmen, da8 sic
uns auf anderem Wege nicht gelungen ist, kann durchgefiihrt

werden, wenn:
fv du

Mellor-Wogrinz Hohere Mathematik. 8

daher:

16sbar ist.
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Beispiele.
Man behandle folgende Ausdriicke:
1. rlxdx
- u=1Ix dv=dx
dx
du = — V=20
x

flxdx:xlx—fdxzx (lx—1)+¢C

2. fxmlxdx

uw=—=Ilx dv = x™dx

P dx am+1

== [ pui—

T m—+1
xmt1 1

xlxdy = “——lz— —"—|amda
f - m—1 m—+1
o t+1

——WT_FI<lx—1—n—_1{—_T)+C

1. ist der Spezialfall von 2. fiir m=0.

3. fx’” edx

w==2a" dv=—e*dx
du = mam—1 v=¢"

fxm e* dx B~ — 7nJ‘xm-—1 P dx

Das zu berechnende Integral ist auf das einfachere: |a™—!erdx

reduziert. Offenbar muf man, — m bedeutet eine positive ganze
Zahl, — schliefllich bei fortgesetzter Anwendung des Verfahrens

auf fe” dx kommen; es sei z. B. m=3:

fx:’emdxzx"ex——3fx‘zefdx
fx?e“” dr =22 — 2fxexdx
fxe’”dx = xe® — femdx

fxge”‘dx =z —382%" - 6xe—6e J-C
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4. Eine wiederholte . Anwendung des Verfahrens ist auch bei

(Ixymdx notig; m bedeutet eine positive ganze Zahl. Wir setzen:

u=(lz)" dv=dx
du=m (lx)m-—l@fi V=0
x
f(l dr=z (lx)" —m f(l )y —ldx
ust.,

schlieBflich kommen wir zu f lxdz, dem Fall des Beispieles 1.

5. fx sinxdx

U=—=x dv =
du=dx v=—CO0SZT
»
jxsinxdxz—:ccosx—{—feosxdw=——xcosx—{—sinx (1)
e
6. zeosxdr=xsinxfcosx . . . . . . . (2

Auf diese Integrale kommen wir schlieBlich bei der fortgesetzten
Behandlung von fx’" sinx dx und (x'" cos x dx; man setze: w ==,
L2
dv=sinx dx, resp.: =cosxdx, usw.

§ 52. Weitere Beispiele.
J‘ xdx
Va:—z?

w=gxm—1 dv = fﬁcj[g*
Va* —ux?
du=(m—1)am—2 v=—"Va?—a®
" dx S
f —————a"" ! Va*—2a® 4 (m—1) |22 Var—2® dx
a*—x?
nun beachte man, daB:
— a —Z2 aﬂxm—Z o
xm—2 va Bl — xm—2 —
Va2—2? a?—a?  Var—a?
o dx x’”—2 dx
= —am=1Va?—a? | (m—1) a? -
. Va' —? — "
A x"l dx
I e —(m—1) | ——
Va2 — a2

m—War—a® | (m—1)a® 2" 2dx

(1)

m m Va?— z?
8*
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xm—2 d x
Wir haben also das urspriingliche Integral schon auf Vi_

a®>—2?

reduziert. Bei fortgesetzter Anwendung der beschriebenen Methode

2 dy xm—tdy
———— wird reduziert auf e usf. | kommen wir, wenn:

Va"——x?‘ Va?— 2
d
m eine gerade Zahl, zu 2% —aresin[Z) .. § 50, (5)
Vae_ z? a
d - %
m eine ungerade Zahl, zu f—x—yﬁ— =—Va®—2?. . §50, Il
Vaz_ 2

Fiar ungerades n verwendet man iibrigens besser von vorn-
herein die Substitution: Va®— a2 =y; daraus:

a?— x? = y? x=a2—y°

rxdr=—ydy

w2nt1 w2 pdx (a‘l_y'Z)nydy f > o
— - =— | =—|(a*—y "dy 13,)
f\/a“’—— 2 JVar—a? f y ( o

_ m (2 __ 2
o [eve—aae; - (ZL(.‘? =) 4
J ‘/az“_xe
» oxm ] 124
[ e fertde o
‘/ae_x; Vaz_x;

Der weitere Vorgang ergibt sich aus Beispiel (7). Auch hier
verwende man, wenn m ungerade ist, gleich wieder die Substitution:

Vai—at=y.
dx
8. |y
xm "/a'__x'_

Wir wollen zunichst aus:

; m ist eine beliebige ganze Zahl.

am—2 "/a-_'_'iﬂ gm—1 Va.’ ] x2
w=g—m—1 dv == xc»l’x*"v
a*—2x?®
du=—m—1)yz—™ v=— Va’—z?
dx Va:—z? Va*—z*dz
S A —1 ! -
fxm——2 V{Li’_ x'l xm—l (”l )f xm

Va*—a2dx  ((a®—a?)dx
xn o xm "/E-’-_:S).’

dxr

2 dx
= a* e S 2’*/7_;* s
n -‘/a____x- J =2 Va®— g
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somit:
ai— 2 dz
dz_ ___ Va—a* SR LA dx___
Lm—2 Va'z — gm—1 L "/ 2 xm—2 V[L a2
t ¥
i R J
_('m_‘z) %z'—_w‘—a.’(ﬁl—l) 71_*
pm—2 "/a‘_’ — 2 zm—1 m ‘/a:_, R
und
s Ve—at | w2 PR
am Vafxl a‘“’ (’)n——— 1) am—1 a’ (m _ 1) am—2 va_ 7777‘_3

Es ist z. B. fiir m=2:

dx _ Va—2?
22Val—2° a’x

auf dieses Integral kommt man immer, wenn m gerade ist; ist m

ungerade, so bleibt schlieflich rechts =
zVa*—2?
Wir substituieren:
d
z=2 dx——"2 2?{
Y

3 O e a
Bt = Vit —1 _
V yw y=-

fﬂ’:_l_gﬁz_ (qu 7
xVa?—a? a JVyr—1 a x
[vide § 50, (7)].

xm dx
—=——==3 m eine positive ganze Zahl.
L) -‘/x?' —i_ a-
zdx
u:xm——-l (l’l):%
-‘/a;’ + 22
du=(m—1)am—2 p=Va>}2?
" dx IR T
- =1 Val+z2— (m—1) |22 Va2 dx
Va*+a?

Der Leser bedenke, daB:
m—2 (42 2 d
fx1)z—2 -‘/a‘z_l_x‘zdx:x (a7+x ) r
Vae + 2
und fihre selbst durch, daB endlich:

xdx fgm—1 V_7 ;. a Onﬂ*l)fxm_zdx )
Va'—}—ﬁf:“ m Va*+-x?
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Man kommt, wenn m eine gerade Zahl, auf:

dx g

wenn ungerade, auf:

J'%Zz Va?+a®  § 50, L

In letzterem Fall wendet man iibrigens zweckmiBiger von
vornherein die Substitution an:

Va2 422 =y, usw. usw.
5. Aus vorstehendem Beispiel ergibt sich auch die Behandlung

von rx’“ Va*+2*dx; sie bleibe dem Leser iiberlassen.
LA

dx
6. |——=——; wir behandeln zuerst:
am ‘/a‘l +x2

dx L xdz )
xm—2 Va_ __F_;v; xm—l ‘viai‘?:_l:};;j

xdx
UW—-— - dUZ—:T_
pm—1 Va‘l_l_x‘l
1 ST
du:—(m_l)%;{ ’U:"/a‘—i—x“

1)1~2va2+x2 xm—1

S

f dz_ _Vafa? x' fVa +x-
. .

xm "/a‘-’ + x? . x'""2 V;i;—’
d * 4 a? —2 d
e V't S S S _usw. (3)
am Val+2®  (m—1)a’2m—1  (m—1)a%) a2 Va® —{— x?
l .
Ist m gerade, so ist schlieflich das Integral |—- e

Va-—}—or
nach vorstehender Formel zu behandeln; es ergibt sich:

Vet o G
ax
Ist m ungerade, so bleibt f — zu losen; wir sub-
. Va? 4 a2
stituieren:
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9v*7~i dx:——ad.,y
Y Y-
Ve fdi= ity ="
y o x
dw 1f dy- 1 S
A M A LG vits
fxl/ag—kx“’ afl/l—l—y‘z a TV
/ 95 | o9
—ll(?+.YLtf (5b)
a x

Bemerkung :

Nach den gegebenen Reduktionsformeln sind auch die Integrale:

x"dx v — dx
I — x"l x"' —_— u - d x I ———————
Vo —a?’ ’ Va? — a?

zu behandeln; ist im letzten Fall m eine ungerade Zahl, so kommt
man bei der Reduktion sechlieBllich auf:

dx
rVa:—a?

wir substituieren:

x:g dx———ad%?,/ y= “

y y? x

e

Va?—a®= —(L.,——a'z V1—y?

Y- Y
dz 1 d 1 1
2 % " aresing=—aresin[ ¢ (6)
xVa?—a® a)V1—y? a a x

Hiufig kommt es tibrigens vor, daB ein derartiger Ausdruck,
welcher die Quadratwurzel eines quadratischen Binoms enthélt, durch
gliickliche Substitution einer goniometrischen Funktion gelost werden

kann. Die Form der Differentiale der zyklometrischen Funktion
wird uns oft zur richtigen Wahl leiten. Hat der Wurzelausdruck
die Form:
V1—2z® oder: Va®—z?, so versuche man: x=sing, = _cos,
beziehungsweise: r=asing, r=—acosp;
. T . — 1 1
bei: Va®—1 oder: Va2 —a? versuche man: x=-——, &=—=———
cos @ sing
. . a a
beziehungsweise: r=——— =——
cos @ sing
bei: Va® 41 oder: Va* -+ a® versuche man: x=tangp, x=cotg,

beziehungsweise:

r=atane, x=—acote.
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7. fl/a‘-’—x'zdx; wir setzen:

x=asing dr=acospdy

fv'a'z —x2dx —a? [cos%vdgv

a® a? 1.
=5 (1 + cos 2<p)dq9=§(<p—|— 5 sin 2¢)

da: 2cos’p==1-4cos2¢
Nun war:

. . XL
x=asing @ == arcsin —
a
1 . . . %
Esm 2¢p=sinpcosp =singp Vi— sin“g@
T 5
— ;2_\/,12 — 2

(L‘

1 -
f\/a —aldr = *arcsm . e 9 TVa:—az>4C

8. f x_..::1 ICOSAM L (ostpde
Va2 —a®  a') cos’esing at

= ~f(1 —sin?g)d(sing) = -~ (smcp — AI%;P)

d)xL 3Va®—a? Y_(x’—-a) +c
2Va'—a®  3at x x
'Es wurde: = gesetzt.
cos@
dx .
9. |-—=——; wir setzen:
Va2+x_
adcp o, a
=—aqat d R = S
r=gqtang T= st Va*+2 cosg
somit :
- 2idx _ s [tan (pd(p sin‘pde
Va2 4 a2 cos @ coste

1 —-
= ( w du
e u4

(1 3
RS %

\

cos@ =— u gesetzt.
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= i)Za_ﬁ{vm_waﬁrﬁ}
3

cos®ep  cosg a® a

— Ve 2@ —2a)+C,

a

10. Im Abschnitt iiber die Integration durch Substitution haben
wir schon das Integral von sin™xdxz und cos™xdx fir den Fall,

daB m eine ungerade Zahl ist, geldst; bedeutet m eine gerade Zahl,
so wenden wir die Methode der partiellen Integration an.

da: cosep=

w=sin""1x dv=sinxdz
du=(m — 1) sin™—2xcosxdx v=— cos
fsinmxdx = —sin""txcosx -+ (m — 1) |sin™ 2z cos’xdx

= —sin™!zecosx 4 (m —1) {sin” 22 (1 — sin’z) dx
1 m—1
fsin’”xdxz — —sin"—!x cosx + ——— [sin™2xdx. . . (7)
m m
Man sieht, daB schlieBlich als vorletztes Integral:
1 1
J‘sinexdxz — gsinxcosx-i— 5 de . . . (7a)

sich ergeben mus.

Die Anwendung des vorstehenden Schemas auf |cos™zdzx fir

m gleich einer geraden Zahl bleibe dem Leser iiberlassen.

d P J
11. —yi—- Wir behandeln zun'achstf T f cosxax

cos"x cos" 2z cos" g
u==cos— "~y dv = cosxdzx
du=(n—1) cos~"xsinxdx v=sinz
dx sinx (n ) sin® x
cos" 2 cos*lx cos® x
sinz (1 cos® x)
~ cos"—lx cos"x
e ——1) +a—[—2
_— n— — J— -
? cos™lx cos™x cos"2x
L >

und schliefllich ist:
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dx sinx n—2  dzx
B ®)

os™ (n—1)cos" + n— 1J cos™ 2y

dx
ist ebenso zu behandeln.
sin”x

Ist n eine gerade Zahl, so ist tibrigens die Methode der Sub-
stitution, die wir in § 50, (13) (14) kennen gelernt haben, praktischer.

12. fsin’”xcos"dm

a) m und » seien beide positive und gerade Zahlen; wir setzen:

% =sin™ g dv=cos® xsinxdx
. S cosntly
du==(m— 1) sin™2xcosxdx V= —
n-4+1

sin?—lxcos"tlx = m—1

n+1 T a1

fsin n—2gxcos*tixde :«fsin’”“i’x cos” x(1—sin’x)dx

fsin’“x cos*xdx=—=— fsin m—2p cos 2 xdx

= [sin m—2xpcostrdr — fsin’”xcos“ xdx
e/ L)

somit:

sin™—1lxcos*tlx m

—1
m—n +m+n

wir kommen bei weiterer Reduktion schlieBlich auffcos”xdx

fsin myeostrdr = — sin"—2xcos”xdx (9)

b) Wir hatten:

sin"~lzecos"lx  m—1
n41 n—1

Ist m positiv gerade, und » eine negative gerade Zahl, —r, so ist

diese Forme] direkt zu verwenden:

sin™x sin»—1g m—1 (sinm—2g
fcos X (—r+1)cos—1z ' —r+ lfcos"—zx de (10)

fsin myeostrdr=—— fsin m—2gcos"2rdx
LX

Ist etwa: nm=-—m, so haben wir:
1 1 S
tan"xdr = ———tan™—lx — | tan”—2xdx . (11)
m—1
¢) Setzen wir:
w=cos"1x dv=sin"x cosxdx
. Sin¢n+1 x
du=—(n— 1)cos"2zxsinxdx v=

T om1
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so ergibt sich:

. sin?t+lxcos®—lx wn—1 .
sin"x cos®xdr= sin™+2x cos"—2xdx (12)
m -1 m—1
d) Dieser Ansatz wird verwendet, wenn » positiv und m = — r ist.
cos" 1y n—1 (ecos™2x
sin—"xcos"xdxr = - - de (13
f (—n—|—1)s1n"—1x+ —r—4 1fsm =2 (18)
Ist etwa: m=—-—=n, so haben wir:
cot” 1y
fcot“xdx =— . cot*2xdx . . . (14)
n—

§ 53. Integration nach Zerlegung in Partialbriiche.

Wir wollen nun eine allgemeine Methode kennen lernen, die
uns stets die Integration gebrochener rationaler Funktionen ermoglicht.

Wir unterscheiden unter ihnen zwei Gruppen, nimlich echt ge-
brochene und unecht gebrochene:

x’+ax 4 b
2+ ca? - dx
ist z. B. eine echt gebrochene, wihrend:
x° 2 +1
Ey oder T‘L
x?4-1 x4 a? 4 2z

unecht gebrochene rationale Funktionen sind.

Derartige Ausdriicke, bei denen also der Zihler von hdherem
Grad ist, als der Nenner, lassen sich aber einfach durch Division
als die Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen rationalen
Funktion darstellen:

x> ) x
P S A e
41 1 x*420—1
N P P

Wir brauchen ihnen also weiter keine besondere Aufmerksam-
keit zu schenken, denn die Aufgabe, eine derartige unecht ge-
brochene Funktion zu integrieren, fiihrt doch stets zur Bearbeitung
einer echt gebrochenen Funktion.

Nun haben wir eine Reihe einfacherer derartiger Ausdriicke
allerdings schon (z. B. § 50 L. II. III. IV.) behandelt und es kommt
manchmal vor, daf auch bei komplizierteren Ansiitzen geschickte
Umformungen moglich sind, oder zwischen Zahler und Nenner ge-
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wisse Relationen bestehen, z. B. daB der Zahler das Differential des
Nenners ist usw., und daf uns dann die bisher gelernten Integra-
tionsmethoden zum Zijel fiihren, — im allgemeinen miissen aber ge-
brochene rationale Funktionen erst als Summe einfacherer Briiche
dargestellt werden, die einzeln integrierbar sind. -

Ist der Nenner eingliederig, dann ist diese Aufgabe nicht schwer:

[ = [ = [E [

Ist er aber ein mehrgliederiger Ausdruck, wie beispielsweise in:

222 +tax?t+bx-to
2t daPtex®+fxtyg
dann stellen wir die gegebene Funktion als Summe von Partial-
briichen. dar, die nach gewissen Regeln zu bilden sind, welche wir
zunéchst praktisch kennen lernen wollen.

In den Beispielen, die wir zu diesem Zweck durchrechnen
werden, ist der Nenner meist als aufgelostes Produkt linearer Fak-
toren geschrieben; als ein solches Produkt » linearer Faktoren von
der Form:

x+m
148t sich niAmlich jede Funktion nten Grades :
zrtaxte4...ta—1x+a,=0 . . (1)

(n bedeutet eine positive ganze Zahl) darstellen.
Die Gleichung zweiten Grades:

22+ ax+b=0

hat z. B. die Wurzeln:

B R SR N V/

und es ist:
2t ar b= —a,) (@ —2,)

Eine Gleichung nten Grades, wie (1) hat » Wurzeln, d. h. es
gibt n Werte, die sie erfiillen:

Xy, Ty o Xy,
unter denen einige oder alle gleich sein konnen, und es ist wieder:
et ta e+ G a e, =(@—2,) (F—2,) .. .(x—x,) . (2)

Da wir uns aber mit der Losung solcher Gleichungen hoheren
Grades erst spiter beschiiftigen wollen, somit die fiir unsere Zwecke
notige Darstellung eines Nenners von der Form wie (1) als Produkt
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linearer Faktoren, die den weiteren Operationen vorausgehen mus,
Schwierigkeiten machen wiirde, sind die Beispiele entsprechend
gewdhlt.

1. Fall.

Der Nenner kann in lineare Faktoren aufgelost werden, die
alle voneinander verschieden sind, wie dies etwa bei:

flx) x—c¢
F(x) (x—a)(x—0)
der Fall ist. Man setzt dann:
fx r—ec A B
@ _ _ 4 e
F) @—a)(x—0b) xz—a z—Db
die gegebene Funktion gleich der Summe von Partialbriichen, deren
Nenner die linearen Faktoren von F(x) sind, und deren Zahler 4, B
wir jetzt zu bestimmen haben.

Es ergibt sich zundchst, wenn wir in (3) auf beiden Seiten mit
dem Generalnenner der Partialbriiche, nédmlich dem Nenner F(z)
der gegebenen Funktion multiplizieren:

x—c=A@—"b)+ Bx—a)
=ux (4} B)— Ab— Ba

a) Nun heben wir links und rechts die Koeffizienten gleicher
Potenzen von x heraus und setzen sie gleich:

1=A-}B
¢c=Ab-+ Ba

wodurch wir also Relationen gewinnen, aus denen sich 4 und B
berechnen lift; sie liefern:

_a—c¢
T a—0

c—0b
:a—b

Substitution dieser Ausdriicke fiir 4 und B in (3) ergibt:

r—c¢ a—c c—b

(x—a)(@x—0) (a~b)(x—a)+((c—b) (x — 1)

(4)

(x—c)dx a—cJ dz c—b| dex N
f(x—a)(xmb) a—b x~a+CL—b x—0b (6)
b) Eine andere Methode zur Ermittelung der Zahler wird im
folgenden Beispiel verwendet.

Es sind die Zihler der rechtsstehenden Partialbriiche zu be-
rechnen:
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x?—3x41

A B C

(6)

(@ —a)(@—b) @+

:x—a+x—b+x+c '

Wir multiplizieren wieder beiderseits mit dem Nenner der ge-

gebenen Funktion und finden:

%,

2 — 3z 4 1=4(@—b) @+ )+ Ble—a) 640 +Clw—a) (x—1)

Diese Identitét ist richtig fiir jeden Wert von z, ist also auch

erfiillt, wenn wir setzen:

x==a; dann ist:

a*—3a+1=A4(@—0b)(a+c)

dann ist:

Sie gilt ebenso fiir: x="b;

¥—38b4-1=B(b—a)(b+c

und fiir: x=—c

> —38¢c+1=C(—c—a)(—c—

a>—38a+1

T @ato
_ P —38041
P00 0+

_ +38c+1
D =T ety

Diese Ausdriicke fiir 4, B, C fiihren wir nun wieder als Zahler

der Partialbriiche in (6) ein.

Beispiele:

1. Es ist zu zeigen, daB:

1 xr—a

f(x_@(x_b)

a—b x—0>
A B

+-c

@—@@46:

_J‘_

r—a xr—10

Man multipliziert mit dem Generalnenner:
1=A4A@x—b)+B@x—a)

Man ordnet:
1=x(4-+ B)— Ab — Ba
setzt die Koeffizienten derselben
Potenzen von x Dbeiderseits

gleich:
0=A-+B

1=-—A40— Ba

man setzt zuerst:

r=a
dann ist:
1
= —b A= ——
1=A4(a—10) P
weiter setzt man:
r==10
dann ist:
1
=B(— B= —"—
1 ( a) T
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dx 1 dx 1 dx
f(x—a)(x—b):a—bfx—a—}— b—afx—b

usw.
. dx 1 x
2. Man zeige, daB: fx(a——x)_“;la——x—l_o
T 1 _ 4, B
x(a—z) (x+0)(@—=x) =z+0' a—=z

usw,

Integrale von dieser Form sind sehr hdufig in der chemischen
Dynamik.

3. Man lose: J‘%
a®*—Db3*x?
1 1 1
a—ixt b a? 0
e
1 A B
a® . a + a

J. J. Thomsons Formel fiir die Bildungsgeschwindigkeit der
Jonen in gewissen Gasen (d. h. der Zunahme ihrer Anzahl » in
der Zeiteinheit) unter dem EinfluB von Rontgenstrahlen lautet z. B.:

dn
at

dn
f;”_o_:t
g—an®

Es ist zu beweisen, daf:

2

qg— an®

somit :

q
‘/—f +n

=t g
2a‘/‘q— ‘/g— —n

a a

g und @ sind Konstanten.

4 41 2 +x+1

@Yt @2 —2)@t?)

1. Imagindre und komplexe GroBen:
Es gibt keine reelle Zahl, welche bei der Multiplikation mit sich selbst
ein Resultat mit negativem Vorzeichen liefert; sowohl:

vid. FuBnote ?!)
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denn:
2?4 4 = (x4 29) (x — 21),
wir schreiben nun analog wie friiher:

2?1 ! B c
(x -+ 2i)(x—2i)(x—]—2)_x—l—2i+x—2ri+x—i—2

+a-+a=a® als: —a-—a=a®
Daf a? das Ergebnis der Multiplikation von —}a mit sich selbst, als auch der
Multiplikation von — @ mit sich selbst sein kann, driickt man aus, wenn man

schreibt:
Vai=+a
Die Quadratwurzel aus einer negativen Grofe kann also keine reelle Zahl sein.
Nichtsdestoweniger kommen Formen wie etwa: y — a® bei mathematischen
Untersuchungen héufig vor; fassen wir nun — a? auf als das Produkt aus a®
und — 1, so konnen wir y — a® als das Produkt von +a und y — 1 darstellen.
Man nennt + a den reellen und y —1 den imaginiren Teil von y — a?;

nach Gauf bezeichnet man y — 1 kurz mit ¢ und schreibt also:

V —a*=*ai

i=1y — 1 {folgt allen Regeln der Algebra; so ist:

ii={—1p=—1 (=) =—H—=1p=—(—1)=1
allgemein ist:
4 —1 i4n+1=i 1:4n+2:___1 ’L.4“+3==—Z‘
usf.
7 bedeutet eine positive ganze Zahl.
Ausdriicke, die durch Swmmierung reeller und imagindrer Grofien entstehen,
wie etwa:
a+bi
heiBen komplexe GriBen.
a-+bi und a— D1t
nennt man konjugierte komplexe GroBen.
(@a+bi)4(a—bi)=2a
(a+b)(a—bi)=0+Fat)(b—ai)=a*+ D>
Die Summe und ebenso das Produkt von konjugierten komplexen Grifen
sind reelle GroBen.
Man beachte, daf die quadratische Gleichung:

24 bx—+t+ec=0
die beiden Wurzeln:
b b b o
— 2/ -2 3/
5 ] g —¢ und 3 v ¢
hat; die beiden Wurzeln sind offenbar konjugierte komplexe Gréfen, wenn:
b —4c <0

Das Produkt und der Quotient aus zwei nichtkonjugierten komplexen Grifen
sind wieder komplexe GrifBen:
(@a+bi)(c+ di)=(ac—bd)-}- (ed 4 be) i
a+bi__ac —'bd+ be-+ad i
c+di - d? 2L a2
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Multiplikation auf beiden Seiten mit dem Nenner der gegebenen
Funktion liefert:

2?4+ 1=A(x — 27)(x+2)+ Bz 2¢) (- 2)+ C (x -} 21) (x—21)
Weiter koénnen wir nun nach Methode a) oder b) vorgehen;

wihlen wir die letztere als die raschere, so haben wir in der vor-
stehenden Identitit zu setzen:

3424
erst: x=—2¢, es ergibt sich: A:_*——Z.
8 (19
und weiter, wenn man Zihler und Nenner mit (1 — ¢) multipliziert:
5—iq
A =
16
. . s 3—21
dann setzen wir: x==2i, es ergibt sich: B=_——
8(1—79)
und weiter, wenn man Zihler und Nenner mit (1 4 ¢) multipliziert:
p=2*t?
16
schlieflich setzen wir x=-—2, und finden: C=—Z~

- x4-1 _5——if dx 5+if de . 8 da
@*-+4)(z+2) 16 x+2i+ 16 Jx—2i " 8 Jx+2
usw.

Auch wenn also im Nenner komplexe Faktoren vorkommen,
ist die gelernte Methode anwendbar; sie ist aber dann ziemlich
schwerféllig und liefert ein wenig elegantes Resultat, in dem kom-
plexe Gréflen vorkommen, was wir vermeiden koénnen. Wir sehen
ndmlich, daf die Zihler 4 und B der Partialbriiche mit konjugiert
komplexen Nennern ebenfalls konjugiert komplexe Zahlen sind, —
dies driicken wir kurz aus, wenn wir schreiben:

A=—a--bi,  B=—a—bi
I 1T 111
a1 atbi  a—bi, C
x- x —
e A

@4 (@2 x420  x—2i @ x4z
Addieren wir nun die Partialbriiche I und II, nachdem wir
sie auf den gemeinschaftlichen Nenner z®-+ 4 gebracht haben, so

erhalten wir als Ergebnis einen Ausdruck von der Form:
Mz—+N

24
wenn wir:
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 9
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5 1
M——s— und N—_T

setzen.
Wir schreiben nun gleich von vornherein, statt drei Partial-
briiche der einfachsten Form zu bilden:

R _Mx—{—N+ C
(@+4)(x+2) 2*4+4 "xf2

und haben jetzt zun#chst M, N und C zu bestimmen; wir multipli-

zieren in der vorstehenden Gleichung auf beiden Seiten mit dem

Generalnenner:
@+ 4)@+2),
1= (e +N) @+ 2)+ C@+4)
=M+ C)+ax(N-+2M)+ 2N+ 4C

durch Gleichsetzung der Koeffizienten gleicher Potenzen von z
weiter die drei Gleichungen: -

1=M-4C 1=N-+2M

erhalten:

1=2N-}-4C
und daraus:
5 1 3
—_—— Vo= — J——
M 3 N 1 C 8
so daB sich schlieBlich ergibt:
tz+1 |8 4 dx—{-i[ dx
(@*+4)(x+2) ) 244 8 Jx-F2
_sfwte _1f dw | 3 de
8Ja*+4 a4 8Jxt2

= —1% I(x®+4)— é— arctan (%) +'Z I (x—+2)-Konst.

usw.
y x*—38 B
(x—3—29)(x— 3+ 29)(x—3)
Wir koénnten entweder nach der zuerst gelernten Methode vor-
gehen und die drei Partialbriiche:
4 B c
(x—3)—21 (x—3)+21 x—3
bilden, oder wir beachten, daB:
(x—3)—2¢ und (x—38)4 24

ist zu integrieren.
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konjugiert komplexe Zahlen sind, und setzen:

z2—8 Mx -4+ N C
@—3—20)@—3+29)@—3) {(z—3)—2i}{(@— 3)—}—21}
Mx—+N Cc
:(x—3)2+22+x—3

Multiplikation mit dem Nenner des zu integrierenden Aus-
druckes liefert:

2? — 8= (Mx+ N)(&—3) + C{(&— 3)* + 2
=2*(M+C)+axN—3M—6C)+13C—3N
Gleichsetzung der gleichen Koeffizienten derselben Potenz von

z ergibt:
1=M-+4C 0=N—3M—6C

—8=13C—3N
und daraus folgt:
3 15 1
M=" =" —_
4 N 4 ¢ 4
somit:
3 15

x> —8 £
j(x—,3—2i)(x—3—|-2i)(x—3):¢ (@—3)° +2 o fx“?’

Die Behandlung des ersten Integrales der rechten Seite ist
leicht; wir setzen:
r—3=y

xr=3-+}y dr=dy

somit:

und kommen zu:

% (sy) 4 22 oo

dy =
AR IR

f/ J-{d-72‘ 6 f *4-2°

== §l (y*+ 2% - 3 arctan <%>
und wenn wir jetzt fir y wieder x — 3 einsetzen, finden wir:
3
+ bt
3 l<(9c—3)'2 +22} 438 arctan(x_ 3>
(x— 3% + 2- ) 2

und schlieBlich:

9*
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2 —8 2 —3
[(w 38— 21)(90 3120 (x—3) l{x 3)°+2 }+3arctan< 5 )
+Zl(x—3)+Konst.

5. H. Dannell kommt bei seinen Studien iiber die freie Energie
chemischer Reaktionen (Zeitschr. f. phys. Chemie, 33, 415, 1900)
zu einer Gleichung von der Form:

z¥dx
=kt
es ist zu zeigen, daB:
x%dx 1 x x+a
fmz—za aretan <’> fala—y T KOSt

Man beachte,” daB:
x? x? o Mx+N+ c + D
a*—axt (®+a)(a®—2?) 2*+a® atx! a—2

bestimme jetzt M, N, C und D usw.

Nach Zerlegung der gegebenen echt gebrochenen rationalen
Funktion kénnen uns also schlieBlich nur die folgenden Arten von
Integralen vorkommen:

" dx ,
11 Cuwi“ =Cl(x+a)+C
" xdx C
2, = _1(z* 2 !
,sz—i-(l? 2 (’v +a’)+c
f dx C ()
3. CJ &q e — arctan + C
und eventuell (Beispiel 5) die Form:
CEDEEEE
die aber durch die Substitution:
xta=y
(somit: z=yFa de = dy)

auf die Formen 2. und 3. zuriickgefiihrt wird.
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II. Fall.

Der Nenner der gegebenen Funktion kann in Faktoren zerlegt
werden, unter denen einige gleich sind, wie z. B. in

—2x 43
(x+ 1)*(z—3)
Wir kénnen dann nicht so vorgehen, wie im Fall I., denn
wenn wir schrieben:

243 4, B C
(x+1)2@—38) z+1 'z-+1 " 2—3
A+ B c
T zt1 Ta= 3
so wire der Generalnenner der rechten Seite:
@+1)(@—3)

und nicht:
(x4 1)*(x— 3).
Wir setzen vielmehr an:
z?2—2x-13 A, B
T =@ty et T O
Jetzt multiplizieren wir wieder auf beiden Seiten mit dem
Generalnenner und es ergibt sich:

?—2x+3=4,(x—3)+ 4, x4+ 1)(x—38)+ B@x-+1)
—2°(4,+B) -2 (4, —24,+2B)—34, —34,-1 B

Hier heben wir links und rechts die Koeffizienten gleicher
Potenzen heraus und setzen sie gleich:

1=B- 4,
—2=4 —24,+2B
8——34,—34,-+ B
und diese Relationen liefern:
3 5 3
Al—-—§ Ae—g ng
r(w2—2x—|—3)dx~___3 dx 45 [ +
J@+1)>e—3) (x+1) x+1 x—3
3 1

— 3 it letD+gle—a+o
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Beisptele.

1. Goldschmidt hat fiir die Geschwindigkeit einer gewissen
Reaktion die Formel:

dx 2
}ft:k(a—x) (b—u=)

aufgestellt; man zeige, daB:

dx 1 a—2b a—x
4@:f@—@w~w2:w~w%;w %—J+C
um C zu bestimmen, setzen wir:
z=0 fiir t=20
Das Endresultat lautet:

(a—b)z a(b x)
kt(a—0) = b(b— )+ b(a—=)
dx 1 41 1

2. Man zeige, daf3: f( o—1)? (x—}—l) 1 lz—l—Ql(x—l)+C

(W. Meyerhofer, Ztschrft. f. phys. Chemie, 2, 585, 1888.)

3. Man zeige, dafi: fx‘-’(vzdﬁs):—glvx—i_% i,,, +c
1 1 1 1 1
1 A4, ] 4, +B_
(x4 0)2 (x+2> (x—}-O) Tx—l—o _|_g

usw.
4. Man zeige, daB:

242 2 1 1
e e L e L

Wir setzen:
x4 2 A 2 B B
e e ToTs Tt t o=
(422 (x—1) (x+2) z4+2 ' (x—1) x—1
durch Multiplikation mit dem Generalnenner usw. sind die Zihler
4,, 4,, B, und B, zu bestimmen; man findet:
8 1 1

2
Alz—g 4= B == B, — .

usw.
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Der Leser moge sich vor Augen halten, daf er in jedem Stadium
die Richtigkeit seiner Rechnung priifen kann; die Summierung der
Partialbriche muf die zu zerlegende Funktion ergeben, ebenso
muB sie als Resultat erscheinen, wenn man das Endergebnis der
Integration differenziert.

Auch wenn im Nenner komplexe Faktoren vorkommen, von
denen einige einander gleich sind, wie z. B.

42 P42
@2 @feit—2i]
bliebe unsere Methode anwendbar; wir hétten zu setzen:
2?42 ) B,
) e T 12+ o+ ___1.~-2+77;*
(x*+ 2% (42492 " x+2¢ " (x—29)?2 " x— 24
jetzt 4,, 4,, B, und B, zu bestimmen, usw.

Wollen wir aber in der Rechnung und im Resultat komplexe
Groflen vermeiden, so miissen wir anders vorgehen.

Wir kénnen eine echt gebrochene rationle Funktion, deren
Nenner bei der Zerlegung konjugiert komplexe Faktoren liefert,
unter denen einige gleich sind, wie z. B.:

f@ _ f (@)
22+ a?) (22 4 b2 (x—c) (x—d) (x-{—az)"(x—m)" (x+biy»(x—bi)" (x—c) (x—d)

(im Nenner kommen die konjugiert komplexen Faktoren:

xr-t+at und xz—at

n mal, die konjugiert komplexen Faktoren:

x4 bi x— b1
m mal vor) durch die Summe:
M, x+ N, M,x -+ N, M, x -+ N, M,z N,
5 N + 5 TV - — s 3
e Teter Tepep Tt e
P1x+Q1 Px+Q Px-i_Q; P;:zx+Q»vt
+ (x'l + bi’)m + (x +b )m—l +( __} )111—3 + Tt x'l + b'l
D
tolita
darstellen. Dann sind zunédchst die Gréfen M,, ... M,, N, ... N,,
P,...P,, §,...@Qy, C und D zu ermitteln, indem man wieder

beiderseits mit dem Nenner der gegebenen Funktion multipliziert,
die Koeffizienten gleicher Potenzen von x gleichsetzt usw.
In unserem Fall hitten wir also zu schreiben:

*+2  Max+N +M_2x—|—N2
(x‘z_i_z'l)? (x2+22)2 x2+22
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Multiplikation mit dem Generalnenner liefert:
24 2=M2*+ N2>+ (M, -4 M,)x+ N, + 4N,
woraus dann weiter folgt:
M =—4 N =2 M,=1 N.2=O

1

[ (xﬁgj;) f :7-62+)2d+fxxj—x2~

Die Losung des Integrals II macht keine Schwierigkeiten, —
solche Formen sind uns ja auch schon beim Fall I. vorgekommen:

somit ist:

xdx

T l(’c 4+ 29)

Die Behandlung des Integrales I bietet aber zum Teil Neues;
zunéchst ist:

f(x:gf_zt)g f(xﬁxz)““f(x-iz)

Dem ersten rechtsstehenden Ausdruck koénnen wir nun leicht bei-
kommen; wir setzen nach § 50, II.:

a9 9 1
2=y xdeEdy

und finden:
4 z . 2
(x2+22)2 “' x~2+ 92
Umsténdlicher ist die Behandlung des zweiten rechtsstehenden
Integrales. Es stellt einen Spezialfall der allgemeinen Form:

J‘ dx
(xz + a'l)m

dar. Wir substituieren zunichst ay fiir o, somit ist dann:
@+ a*m=a?"(y*+ 1), und: dr=ady

also:

r e am—lfu+1)m

zu setzen, nun ist:

f _[ttvr—v, fy +1 [,
i O [ S R (=S v

dy y*
a9 ) d
(?]- l)m—l f(y-_,_ 1)m y
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Den letzten rechtsstehenden Ausdruck behandeln wir jetzt nach der
Methode. der partiellen Integration (§ 51); wir setzen:

2ydy
u=—— und: dv=-—5—-—,
2 v+
somit ist:
—1

n—1) & F
fudv = uv — fvdu

Ty o y L
J(:l/")—i—l)’" dy = (2 " — 2) (ye + 1).,,,_1 + 9m— 92 (y2+ 1)m—1

Diesen Ausdruck substituieren wir nun, fassen zusammen und er-
halten:

1
du——*;dy, und: v=

f _ Y m—3f dy
G Er—) P T am—e G

das letzte rechtsstehende Integral koénnen wir dmch die gleiche

Behandlung weiter auf das noch einfachere f W + 1)m 5 zuriick-

fiihren und kommen schlielich zu:

dy x
———— == aretan y — arctan —
Y a

2+1

In unserem speziellen Fall (a =2, m=2) setzen wir:
x=2y (@*42)=22@*+1) dor=2dy

f dx _lj dy
(x+222 28) (" + 1)

1 1 }
—arctany

o Yy
*?tw+ﬁ+z

z + = 1 arctan -
G N 2
dann ist:
_4x+2d x4 2° —}—lalctan}—
@2y T ey 2

und schlieBlich:

xs_l_ 2 x+23 Lal all — (X
L%H)d fzy Ty g gl )+
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Kommen bei der Zerlegung des Nenners einer echt gebrochenen
rationalen Funktion gleiche Faktoren vor, so konnen schliefllich
auBler den schon beim I. Fall besprochenen noch folgende Arten von
Integralen auftreten:

dx c ’
et ~intn o T
5 CJ‘ xdx _ c o
. @24 ad)m  (—2m-2)(xt-a?m—1

dx
o

Dieses letzte Integral ist durch schrittweise Reduktion zu ver-
einfachen, wie wir es eben gelernt haben. Formen wie:

1.

xdx dz
Cf {@—i a)'lif—f—ib'z}T“” und: Cf{(@)'z——fjb'z}"‘_
stellen keine neuen Probleme dar, da sie durch die Substitution:
xta=y
r=y-La dr =dy)

auf die Formen 2. und 3. zuriickgefiihrt werden.

§ 54. Bemerkungen iiber die Integration irrationaler
Funktionen.

Wir haben schon in fritheren Abschnitten auch eine Reihe von
Integralen irrationaler Funktion geldst; hier sollen noch kurz einige
Andeutungen {iiber die Behandlung gewisser allgemeiner Formen
gegeben werden.

1. Es kommen in der Funktion unter dem Integralzeichen
keine anderen Irrationalititen vor, als Potenzen der unabhingigen
Variablen mit gebrochenen Exponenten, wie z. B. in:

P g 1
Va? + Ve Iz R

= d

Man substituiert dann:

=0

=", somit: dx= (»m J— 1) ym-—l dy

und wahlt m so, daB diese Zahl durch die Nenner aller Exponenten
teilbar ist; in unserem Fall hitten wir zu setzen:

r=y'% somit: dx==12ydy
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daraus ergibt sich:

V_+Vx :12,Mylldy
x (V—-—Vx) vyt — )
—12¥ +y iy —

— 12y iy 41 +”+1)

Die Integration dieses Ausdruckes ist leicht.

2. Es kommen in der zu integrierenden Funktion keine
anderen Irrationalititen vor, als Potenz eines Binoms:

ax—+b
mit gebrochenen Exponenten, also Formen wie:

(ax 4 b)f, (ax+b)1, (ax—-Db), .....

x selbst erscheint nur mit ganzzahligen Enponenten; setzt man

dann:
ax 4+ b=t
somit:
1 b 1
r——f— — doe=—dt
a a @

so wird dieser Fall auf die Behandlung des friiheren zuriick-
gefiihrt.

Beispiel :

dx _ 1 (\/x—l—a~Va )—{—F
foz—{—a 1/— Vz+a-+Va
Man setzt:
xt+a=t r=t—a dex=4dt

dx
J‘(t—a)V?~ x Veta

Jetzt substituiert man y? fiir ¢:

dat L dyi
f(f—~a) vi o ° fy‘“’—-a

usw,
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3. Es kommen in der zu integrierenden Funktion keine anderen
Irrationalititen vor, als Potenzen eines Ausdruckes von der Form:
' ax b
Ax+} B
mit gebrochenen Exponenten, also Ausdriicke wie:
ax--b\® ar—+b
Eers) (B
x selbst erscheint uns mit ganzzahligen Exponenten; setzt man dann:
ar—+b
Az -+ B B~

somit:
— — Ab
_Bi—b dw=20"40 g
a— At (a — 4)¢*
so wird auch dieser Fall wieder auf die Behandlung des ersten
zuriickgefihrt.
4a. Es kommen in der zu integrierenden Funktion keine anderen
Irrationalititen vor, als Potenzen mit ganzzahligen Exponenten eines
Ausdruckes von der Form:

Vi@ Faz b

x ‘selbst tritt nur mit ganzzahligen Exponenten auf. Man setzt dann:

Var Fax+b—yx+ Vb

daraus ergibt sich:

2 ax b=y 2yx Vb4 b

und somit weiter:

e s
2 (y* Vb—ay—H/b)
dr = =y

Fihrt man nun die fir z, dx und Vx2+¢;95——{—l) gefundenen
Ausdriicke in die zu integrierende Funktion ein, so erhilt man einen
Ausdruck, in dem nur Potenzen von y mit ganzen Exponenten vor-
kommen, der also zum mindesten nach der Zerlegung in Partial-
briiche integrierbar ist. Im Ergebnis der Integration ist dann wieder
y durch z auszudriicken, also:

_Valtaz+0— Vo

x

zu setzen.
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Ein Beispiel:
Durch die Substitution:

Ve fan =tV VY
Vbo—ay+ Vb
(1—y?)"

x f dy
___ e iber in: 9
Vot azx-+b dber In 1—y?

2f dy _fl—y fl-l—y_ 1——H;

x—}—\/x +axtbo—Vo
x—-Vx'—{—ax—{—b—{—lF—*_G

dx=2y

dy
geht das Integral:

4b. Kommen in der zu integrierenden Funktion keine andere
Irrationalititen vor, als Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
eines Ausdruckes von der Form:

V—a+ax+0
und « selbst tritt nur mit ganzen Exponenten auf, so setzen wir
wieder: B
V—a2FaxF+ b=yx+Vb

Wir finden auf demselben Weg wie oben, daB dann

fir: x einzufiithren ist: 61_—2‘1”‘,/[)
1+4y°
T TS Vit ay — Vb
o V—22+ax 40 . ., K
Fazf .
b — b
§ iz § Vo tay =V
(1+97?

4c. Kommen in der zu integrierenden Funktion keine anderen
Irrationalititen vor, als Potenzen mit ganzzahligen Exponenten eines
Ausdruckes von der Form:
Va? +ax—10
und z selbst tritt nur mit ganzen Exponenten auf, so gehen wir

folgendermafBen vor: Wir suchen zunichst die beiden Wurzeln der
quadratischen Gleichung:

22t arx—0b=0



142 Integralrechnung.

sie mogen mit , und x, bezeichnet werden; es ist also:
2tor—b=@E&—x)(®—=z,)

‘Wir setzen nun:

Valtax—b=V(z—az,)(z — ,)

gleich:
(x_x1)?/
durch Quadrierung beider Seiten von:

W@: (x — -731)!/2

T — 2z, =(x—x)y

ergibt sich:

und daraus folgt weiter: .

ng-ilﬁ 2 | ﬁ(,x?,,—xay
R Va2t az—b= =y
A —y?7

Die fiir #, V2°> 4 az—b und dz gewonnenen Ausdriicke fiihrt
man jetzt in die zu integrierende Funktion ein usw.

usw. eine positive, eine negative Grofie oder gleich Null ist, ist an
sich fiir die obigen Betrachtungen belanglos; ist er gleich Null,
handelt es sich also um die Integration von Ausdriicken, in denen
die Irrationalitéten:

Va4 oder: Vb —a? oder: Vai—b
mit ganzzahligem Exponenten vorkommen und auch x nur mit ganz-
zahligen Exponenten auftritt, so gibt es allerdings oft raschere Wege
zur Losung des vorgelegten Integrals (vid. §§ 50, 52).

Man beachte ferner beim Studium von 4a, 4b und 4c¢, daB
sich ein Ausdruck von der Form:

leicht auch die in 4a betrachtete Form zuriickfiihren 1a8t:

e e L

a

:
=a’ Vol ax 4 b
wenn man zur Abkiirzung:

p Y

—=a und —=0
a a
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setzt. Ebenso ist:

V—ax2+ﬂw+y:a%vmﬁ

und:
- :
Vax? +x—y=a*’Va>+ax—0>

wenn ¢ fir fla und b fir y/a schreiben.

§ 55. Quadratur der Kurven; bestimmte Integrale.

PQ (Fig. 57) sei ein Stick einer Kurve; — die Aufgabe
ist, die Fliche zu bestimmen, welche durch den Bogen PQ,
die Ordinaten PM und QN und das
Stiick der X-Achse MN abgegrenzt wird. -

Annihernd kann sie ermittelt wer- |~
den, indem man l/;QMN in schmale
Streifen senkrecht auf der X-Achse zer-
legt. Nun berechne man zunichst die
Fliche jedes einzelnen Streifens, unter Y
der Annahme, dafi die oberen Begren-
zungen statt Bogen gerade Linien sind, AT
und addiere die Inhalte aller der so
berechneten Trapeze. a,

Es soll z. B. FQ MN durch LR bloB ¢ 7 apm—
in zwei Streifen zerschnitten werden; .
man ziehe die Sehnen PR und RQ und Fig. 57.
hat dann:

PRQMN= PRLM-+PRLN
Diese Flichensumme stellt ersichtlich eine rohe Ann#herung an
den Inhalt der auszumessenden Figur ISQMN dar; die schraffierten
Teile des Diagramms zeigen die GroBe des begangenen Fehlers.
Ohne weiteres leuchtet nun ein, daf diese Abweichung immer
geringer wird, je schmiler wir die einzelnen Streifen machen, denn
desto geringer wird der Unterschied zwischen Bogen und Sehne
sein, die schlieBlich bei unendlich geringer Streifenbreite zusammen-
fallen.
In Fig. 58 sei: PM=y fir: OM=x
und: RS=y-+4dy , 0S8 =z Adx
A4 heiBe der Flicheninhalt des betrachteten Stiickes I/’?EMS;
wire PR kein Bogen, sondern eine Gerade, so hitten wir:

AA:%Ax(PM—i—RS):Ax(y—I——;—4y) Y



144 Integralrechnung.

lassen wir 4z immer kleinere Werte annehmen, so nihert sich das
Verhsltnis 44/Ax einer Grenze:

44 dA 1
im-—"— =" =1i + = dy)= ..
lim e iz lim (y 5 Y=y )
de=0 dy=0

resp.: dd=ydx

y Mit dem Ubergang zur Grenze verschwindet
¢/ aber der Unterschied zwischen Bogen und
Sehne; — dA ist der Inhalt eines Streifens
der Figur von der Breite dz, die Summe der
unendlichen Anzahl solcher Flichenelemente
ydx, die zwischen PM und QN liegen, das
bestimmte Integral von ydx zwischen den
iz Grenzen: x=0M und x=ON:

x=ON
fy dx
x=0M
definiert die Fliche der Figur IS?QMN.
Um die angedeutete Rechnung wirklich ausfithren zu konnen,
miissen wir vor allem die Gleichung der begrenzenden Kurve wissen;
sie ist eventuell erst nach y aufzulésen, und dann haben wir zu-

Fig. 58.

nichst das allgemeine Integral fydx, den Ausdruck fiir ein un-

bestimmtes Flidchenstiick zu entwickeln. Aus dem Resultat ergibt
sich weiter der Wert des bestimmten Integrals, der Inhalt eines
abgegrenzten Stiickes, indem man den Ausdruck, welchen man durch
Substitution der unteren Grenze in das allgemeine Integral erhilt,
von dem subtrahiert, welcher sich durch Einsetzen des oberen Wertes
ergibt:

'Ailgemeines Integral: [f "(@)dr=f(x)+} C,

bestimmtes ’ ff "(x)dx = [f(x) —i; S]b—— [fx - C]

gewohnlich kurz geschrieben: = [f(x)]z =f0)—fl@ . (38)

a) Man sieht leicht ein, warum die Hinzufiigung einer Kon-
stante C zu [f(z)]] uberflissig ist, und ferner ergibt sich sofort
(siehe Fig. 59), daB:
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I IT T v

b) fg'(x)d”c =f2’(m)dx -+ fg”’(x)dx -+ f{%’(x)dr (4)

denn:
I I IIT IV

f&) —1f(@) = f()—f(a) + () —1(0) + F(0)—1(d)

Weiter leuchtet ein, daB:

9 [rratefrious

— {0 — @)}y =r@—re . . . ()
y
y
T y TR
¢ a 0\712/1 £ .
Fig. 59. Fig. 60.

Wir haben bei unseren Untersuchuugen bisher vorausgesetzt,
daB das betrachtete Stiick der Kurve y ganz iiber der X-Achse liegt;
ist dies nicht der Fall, sondern liegt ein Teil des Bogens unter der-
selben, so beachte man, daf (Fig. 59):

[

b b d
fydxwfydx+ ydx -+ |ydzx
a d c

a

seine geometrische Bedeutung als Fliiche allerdings beibehélt, dafB
aber die y fiir alle <% negative Werte sind, somit auch die Flichen

d
differentiale ydx; Sumime fydx geht mit negativem Wert in die
Addition ein. In Fig. 60 ist ein Stiick der Sinuskurve:

y=sinx

und zwar der Bogen fiir x von 0 bis 2n gezeichnet; im Einklang
mit dem Gesagten ist:

27 7 2z
fsin xdx = |sinxdx 4 |sinxdx
¢ 0 T
— [cosz ]} = — [cosa]T -+ {— [cos 2y =0

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 10



146 Integralrechnung.

Handelt es sich nun darum, blof den numerischcn Wert der
Flache des abgegrenzten Stiickes zu ermitteln, so ist Vorstehendes
zu beriicksichtigen; man mufl z. B. beim letzten Exempel in zwei

T

Schritten vorgehen, — erst den Wert von J‘sinxdx ermitteln und
0

2

dazu das Stick fsinxdx mit negativen Vorzeichen addieren; der
T

Flachenraum des vom gezeichneten Bogen der Sinuskurve und der
X-Achse cingeschlossenen Stiickes ist also gegeben durch:

f:’;nxdx—{—{——fysji;xdx}. N ()}

resp. nach ¢):
fsinxdx 4+ |sinzde = —[eosac]f)z + (——[eosx]gn} =2 . . . (0)-
0 2n

Der Flachenraum des von der Kurve a'cdd’ (Fig. 59) und der
X-Achse begrenzten Stiickes:

[ydx—-}—{——fyd’c—}—}—!— ydx
v c a

= |ydz -} |ydx+ |ydz
d d a

Die Berechnung des Flicheninhaltes von solchen ebenen Figuren
nennt man Quadratur der Kurven.

Es wird dem Leser empfohlen, bei derartigen Aufgaben stets
eine Zeichnung anzufertigen, und sich die Verhéltnisse erst an dieser
klarzumachen.

Beispiele:
1. Eine Kurve (Fig. 61) sei durch die Gleichung:
8y =2
gegeben; man soll die Fliche 4' 4 BB’ berechnen; 04'=2, OB =1
F—ifaz?dx 1t {x‘*] 7—§3—5
8], 24" |, 24

2. Die Fliche F der Figur @, P, P,Q, (Fig. 62) zu bestimmen;
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die begrenzende Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel mit der

Gleichung:
ry=1

0Q, =z, 0Q,=2x,; wir haben dann:

L2

A ]%““’(x)

E2Y
setzt man x,=1 und x,==2%, so erhdlt man:
F=lx

Der Flicheninhalt der Figur 4, 4 PQ, in welcher 04, =1, gibt
also die geometrische Deutung der Funktion la.

y o/ y

A
0 A7 87 7 A, & [
Fig. 61. Fig. 62.

3. Den Flicheninhalt einer Ellipse mit der Gleichung:

[

2 2 b 2 03
%—{—1‘1}/—2:1, resp.: y:i;Va"—x-

zu ermitteln.

Wenn die Kurve im ersten Quadranten die X-Achse schneidet,
hat * den Wert a; wenn sie die Y-Achse schneidet, den Wert null.
Die Summe aller Flichenelemente im ersten Quadranten ist daher:

fﬁl_jw

( xVa2—a® = a‘arbsin—ﬂ

a

0

o
B

ab A a
:?arcsm 1=

4
da: aresin lzg

10*
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Die ganze Fliche der Ellipse ist viermal so grof als der in
einem Quadranten liegende Teil, also:

F—aba. . . . . . . . (8

Werden groBfie und kleine Achse gleich, a=b, so geht die
Ellipse in einen Kreis iiber, dessen Inhalt a?z ist.
4. Die Gleichung einer Kurve ist (Fig. 63):

1
y yzzé(x——l)(x——?,)(x——@
4
sie schneidet die X-Achse in den
Punkten:
H A@x==1 Bx=3 Clx=5>H
z, x
o AT Be=8 ok=9)
Es ist die Fliache zu bestimmen,
welche die Fig. D, DA BCEE, einnimmt,
wenn OD, ——2, OE =7".
Sie ist nach dem frither Gesagten offenbar:
fydx + de+{ fjdx—l-}nLjydv
10 StuckADD StuckAHB Stiick BF C Stiick CE E,
—2 3 3 7
Fig. 63. :[ydw+ ydx+[ydx+fydx
Y +1 1 ¢ 5

Die Losung des allgemeinen Integrales ist leicht:

fydxA j(x—— 1) (2 —3) (@—5) = éf(x3—9x2+ 23 — 15)da

1 [z x ]
- 237 1
12{ 32° 423 5 bx

Der Leser fiihre die Rechnung aus und gebe sich genau Rechen-
schaft tiber die Bedeutung des Resultates im Vergleich zum FEr-
gebnis von:

Ty 99
dr— (119 — 416) — — -
fﬁf T ) 16

5. Zwei Kurven: F'(x) und f'(x) (Fig. 64) schneiden sich in
den Punkten P, (x=a) und Q, (rx==10); es ist das zwischen den
Boven PABQ und PA'B'Q liegende Stiick zu berechnen.
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TN
Man bestimmt zuerst: M PABQ N,

:[;"(x)dx

Y a

PTITR
und subtrahiert davon M PA'B'QN

IJ‘ 2’ (x)dx 7

Fig. 64.

b
Die Differenz I:F (x)—f(x)} ist das gesuchte Stiick.
a

Wire 4 A'B'B zu ermitteln, so hitte man zu bilden:

a a
fF'(w) dx — ff’(x) dz

—[re—re|

wenn OS=—d, und OR=c.

Quadratur von Kurven bei Verwendung von Polarkoordinaten.

Die Koordinaten eines Punktes P der Kurve P, PA (Fig. 65)
seien » und ¢, die eines benachbarten Punktes P;, r -+ 4r und
»+Ade. o

Der Flacheninhalt des Dreieckes OPP; ist:

1
AS=~2—OP.OP1 sin 4

:; rir+dr)sinde . (9)

Dieser Flacheninhalt wird dem In-
halt des Stiickes ()P/I\J1 um so ndher
liegen, je mehr die Sehne sich dem
Bogen nihert, d. h. je kleiner d¢ wird.

Sehne und Bogen fallen zusammen,
wenn d@ = d¢; wir gehen also zur
Grenze des Ausdruckes:

45 1 smAqo
Ao r(r—}—A 7)

iiber, und haben, da:
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in 4
lim(r 4 Adr)=7, und: lim MLy
dg
.48 48 1,
llmﬁ_%—gf . . . . . (10)
Ap=0
respektive fir ds, das Flachendifferential:
1,

dS == *2‘ r- d(p . . . . . . (1 1)

und der Sektor, die Flidche, die zu einem endlichen Stiick der
Kurve gehort, ist:

1 P2
SZE—J‘ 2d¢7 . e e e e (12)

1

wenn ¢, und @, die ¢ der Endpunkte des begrenzenden Bogens sind.

Beispiele:

1. Man soll den Flicheninhalt des Sektors P,OP, bei der
Spirale des Archimedes (Fig. 66):

TE==QQ
berechnen.
1 T2 2 P2
S=— |r*dp=— |pd
2 J;’ ® B J;P 4
P1 P1
a2 9
— 3 14
6 [‘p L,
A \
/) -
7 J = A J
2
8
A
Fig. 66. Fig. 67.

2. Die Gleichung des ,Folium Cartesii“ (Fig. 67) lautet in
Polarkordinaten:
__Basingcos@
~ cosp t-sine
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Man soll den Fliacheninhalt der Schleife im ersten Quadranten
rechnen.

1 (2 9a® (% sin %p cos *p do
F="|r*do=— . L

2 J, ¢ 2 J, (cos®p—4-sinp)?

Man dividiere Zahler und Nenner des Bruches unter dem
Integralzeichen durch cos®p und beachte, daB:
do

=d (t
cos %p (tan ¢)

es ergibt sich:

T

2
9a%)tan *pd(tang) 9a®] dt

2| GFantr oz |a+67
0 0

4
2

F—=

wenn man tan @ kurz ¢ nennt:
Jetzt setzt man:
14 =z, somit: 3t*dt=1dz,

3%t _f@;_ 1
Q2 J2 2

T
2

es wird:

also schlieBlich:

T

PO T
T2 zlo 2 L 14tan3pl, 2

§ 56. Bemerkung iiber bestimmte Integrale; Beispiele.

Der Leser moge noch zur Ubung die untenstehenden Beispiele
unter Anwendung des tiiber bestimmte Integrale bisher Gelernten
durchrechnen und Folgendes beachten.

Wenn wir schrieben:

b

[f'@)das:f(b)—f(a) W
¢ a

haben wir bisher angenommen, daB b und @ unverinderliche feste
Werte sind; jetzt wollen wir uns vorstellen, daB z. B. die obere
Grenze b nicht mehr eine Konstante, sondern eine Verinderliche sei,
die tiber jeden Betrag hinaus wichst; wir kdimen zum Ausdruck:

o0 b

(f'(x)dx, den wir als Grenze der Funktion |[f'(z)dx fiir b=00
g al :



152 Integralrechnung.

auffassen koénnen:
b

lim f]" (x)dx=1lim f(b)—f@@) . . . . . (2
ba= oo b=oo
Ebenso konnen wir «, die untere Grenze, als Variable be-

o0
trachten und hétten | f'(x)dx zu erkldren als:
—0

b
lim ff’(w)dx: limf() —limf@ . . . . (3)
ab f —+o0 b= a=—22

Derartige Integrale koénnen, wie der Leser aus den Beispielen
ersehen wird, unendlich sein, einen endlichen bestimmten Wert
haben oder unbestimmt bleiben.?)

Beisprele:
R0
dx 7 -
1. -j,zlim[ZVx}:Mime—?:oo
x 1
DS b =00 b=w
[o.¢] _lb
2. fexdx*lim‘e“'jzlime"——l‘oo
0 : v
b=00 b=
re roow 1
3. e *dxr = —lim Le“”J=1~lim ; =1
0 0 e
b= b=
[0.2]
dx 17
4, | =—2lim|— (=2
xVz [VEL
! b=

') Wir betrachten hier nur solche bestimmte Integrale, bei denen 7’ (x), die
Funktion unter dem Integralzeichen, kontinuirlich verlaufend fiir keinen Wert
des w:

a-x<b
also fiir keinen Wert des x zwischen den Grenzen der Integration unendlich
wird, sondern erst fiir
r=b=o
bezw. z=—a=—w
eventuell unendlich wird.
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o 0]
b
fcos rdx =1lim [sin x} = unbestimmt!

b.
0 0
b=00
6. rsinxdx:—[cosszl N )
Jo 0
2 ]'E
1. fcosxdxz[sinx =1 . . . . . . . . . .({4a)
0 0

7

2
1
8. j‘sin *x dx:zn. Man 16se zuerst das allgemeine Integral
0
durch partielle Integration:

(sin *xdx =—sinx cosx + |cos*xda
e/

= —sinz cosx J,—f(l —sin ) da

2fsin xdx = —sinzcosx -+ |da
2 s
0 1 . C7 «
fsin rdr —— (—— sinx cosx -+ xJ =" . (5)
0 20 0 4
2
9. J‘cos 2xde = % wird ebenso abgeleitet . . . . (5a)
0
§ 57. Weitere Beispiele.

,2

1. rsin"’”xdx ist zu entwickeln.
Y0

Fiir das allgemeine Integral fsin *xdx hatten wir (§ 52 Bei-

spiel 10):

1 . 2n—1| .
= —_—sin?"~lxcosw | sin?*—2dx
2n 2n

und:
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T

K]

2 :
1 1
[sm“’"xdz = [— o sin?*—~1z cos z w-~JS1n2"‘2xdx}

*do 2n o

ﬁ
2n—1
b[s n2"—2zxdx

2n J,

Setzt man auf beiden Seiten der letzten Gleichung statt =
(n—1), so ergibt sich:

T k14
2 2 3 o
n—
fsin‘“’"—%dx fs1n2"—4xdx
o Ip—2
also aus:
l 71
2
2n—1)(2n—3
fsinz"xdx* % ) smz""*xdx
Jo 2n(2n—2) 0

Auf diese Weise kann man fortfahren, bis man auf der rechten
Seite zum Integral:

o) ) 5
fsin wdy— - |dw=""
. 2), 4
kommt, und findet:
T
2n—1)(2n—38)....5:3-1 =«
infrad __,____,,( e — 1
fim rax 2n(2n—2)....6-4.2 2 (1)
und auf ganz gleichem Wege:
2 (2n—1)(20—3)...5-3.
n—1)(2n— .5 £
2. npdyp—-—__ T/ " - . . 1
fsos rex 2n(2n—2)...6-4-2 2 (12)
3. fcosz"“rlxdx—»é i!_-lfeos“lacsmac—{—2 +1J‘posg'l“xdx

somit:

T T
2 2
2n 41 2n 2n—1
cos?rtlpdy = - leos2r—1xdx
. 20— 1
weiter wird:

= _’i
2
2n—2
fcosz"—lxdx =5 1 fcos”—%d'c
. _

usf., bis:
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o) v T,
e
cos®rdx = — |coswdr=—!sinx
Js 3), 3L 3
also:
: on(2n—2)....4-2
21 gy n(2n—2)....4- (2
ff,’os TOT=en+ 1) (@n—1)...5-8-1 (2)
und:
g 2n(2n—2)...4-2
4. in2n+1lydy = . . (2a
. fosm T = en+1)(@n—1)...5-3-1 (22)
z d
5. |cos"zsinzdr= cost x| 1
J, o nt+1 |, n41
6 :in"xc sxdx = sin 1) 1
Jy © T |mF1], nt1
7. Das allgemeine Integral:
[sin’“x cos* xdx = (§ 52 Beispiel 12)
a) —— : sin” 1z cosntlx 4 _lfsin"‘—%cosnxdx
m—n m-tn
oder:
1 J—
b) ~mn sin™+1 g cosn—tx |- :;+ sin” x cos"—2x dx,
ist m eine ganze Zahl, >> 1, so ergibt a) sofort:
] L
fsin”lxcos"xdx_ fsm’"“zxcos"xdx. . (3
0 +nJ,

Je nachdem m gerade oder ungerade ist, wird man bei weiterer
F4
2

Reduktion nach dieser Formel entweder 2zu fcos"xdx oder zu

0
Zu 5) und 6): fsin’"ac cos wdm=ft"‘dt,

tmdt:_L_ tm—}—l:SiIlm_l_lx
m—-1 “m-1

usw,
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F14

fcos"xsinxdx kommen; beide Formen sind in vorstehendem be-
0

handelt.
Ist » eine ganze Zahl > 1, so liefert b):
2 2
fsin’”  cos® cde—" sm’" xeos"2xdx. . . (3a)
o m+ ‘
usw.

Interessant ist die Berechnung von s mittels der Formeln (1)
und (2a).

Fir irgend ein « zwischen O und < 0x < > ist jedenfalls

sin??» 1z <sin?rx <sin?*»—1z . . . . (4)

da niedrigere Potenzen eines Bruches grofer sind als hohere;
offenbar ist dann auch:

J‘sin2"+1xdx< sin?* ¢ do < |sin®*—xdx . . (5)
0 0 0
oder:
2n(2n—2)....4-2 <(2n—1)(272———3) .5-8- 7
@nt1)(2n—1)..5-3 > 2n(2n—2)...4-2. 2
@2n—1)(2n—38)...5-3- 7t<(2n-2)(2n—4) .42
2n(2n—2)....4-2. (2n—1)(2n—38)....5-3 "’
woraus folgt:
E 2 i é E E 2n——2 2n 2n 7
13835 5 7 2n—1 2n—1 2n—|—1<
7 2 2 4 4 6 6 2n—2 2n
<1335 35 7  2a—1ia—1 - ©

§ b8. Die Gamma-Funktion.
(Dazu Tabelle I. Seite 396.)

Manchmal ist es bequem, die Losung physikalischer Probleme
durch bestimmte Integrale auszudriicken, deren numerische Werte
fiir eine Reihe von Werten der Variablen mehr oder weniger genaun
bekannt sind.
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Solche bestimmte Integrale sind z. B. die elliptischen (§ 61),
zu denen Legendre Tafeln berechnet hat, ferner wiren zu nennen
die Funktionen:

20 a
dx
- d¢ —
¢ ! lx
Jo 0

und das fiir die theoretische Optik wichtige Fresnelsche Integral:

v v
1 1
fcos —avdv, fsin —nvdv
o 2 o 2

zu dem von Gilbert Werttabellen gegeben worden sind. Weiter hat
Legendre fiir Werte von » zwischen 1 und 2 Tabellen zu:

[e o]
F(n):[e—xx"—l de . . . . . . Q)
“o
der sogenannten Gamma-Funktion oder dem zweiten Eulerschen
Integral, einer sehr wichtigen und merkwiirdigen Funktion, be-
rechnet.

Mit Hilfe dieser Zusammenstellungen kann nun der angeniherte
Wert -aller bestimmten Integrale, welche sich durch die Gamma-
Funktion ausdriicken lassen, leicht ermittelt werden.

Liegt n zwischen 1 und 2, dann ist ohne weiteres die Tafel I
S. 396 zu verwenden; ist aber n grofier als 2, so beachte man
folgendes:

Nach der Methode der partiellen Integration ergibt sich leicht:

fe‘x rdr=—e""a" | nfe—xx"—l dx

somit, da fir » > 1:
0
[e“’”x" } =0
0

0 e8]
fe—”x"dxznfe—“x”—ldx. N )]

I'n+1)=al() . . . . . . (2a)

Das rechtsstehende Integral 148t sich nun weiter durch partielle
Integration reduzieren und man sieht ein, daf man endlich, wenn
n zwischen zwei ganzen Zahlen liegt, auf ein Integral kommt, bei
dem der Exponent von x zwischen O und 1 fiallt, dessen Wert
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also der Legendreschen Tabelle entnommen werden kann — oder
man findet, wenn % eine ganze Zahl bedeutet:
I'n+1)=nmn—1)(n—2)....3-2-1=n! . . (3)

Der Leser mache noch sich klar, daf§:
Ir'1)=1 Ire)y=1 I'(0)=o00

und betrachte dann die folgenden Beispiele.
1. Setzen wir in:

o0
I'(n) zje—y y*—tdy
0

y == axr
so finden wir:

I'(n) = f;aw (azy—1adw

0

[~}
anfe-—aac xn—l dx

o

d. h.:
® 1
fe"”x”—‘dxzﬁf(n) N ()

0
2. Wir wollen, ohne auf den Beweis einzugehen, festhalten,
daB:

t o
xm—ldx I'(m) I"(n)

m—1 — g )n—1 J— J—

2T T Ay = e S T Ty - O

0 0

ist, wenn y =21 -}z, somit dy =dx/1 + z)*

1
fym—l(l —y)"~*dy heiBt das erste Eulersche Integral oder
0

die Beta-Funktion; man schreibt sie symbolisch:
B(m, n)
Setzt man in der Beta-Funktion:
n=1-—m
so ergibt sich nach (5) ohne weiteres:

1 o
ym—l dy . xm—l dx
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Weiter wollen wir festhalten, daf:

I'm)I'1 —m)=

7T

sinmmn
Setzt man in der Beta-Funktion:
m=1-+r n=1—r
so finden wir wieder nach (5), da8:
1 0
y'dy x" dx r
— — s=1I'14+rnI1l—r
(1_y)1 (1 +£L‘)" ( + ) ( )
o
nun ist aber nach (3):

Ira+»=rI(r
Ira4+nrl—ry=+rI'r)I'(1—r)

rm

0

somit :

" sinrn
Setzt man im vorstehenden Ausdruck:

re==—
2

dann erhalten wir, da:

sin = —1
5 —
leicht die wichtige Relation:

1 0 0 ’ N _
F<—) zfe—’ﬂyc"—1 dx :fe"x = dx=Vna .
2 w=t Jo
2

0

3. Setzt man in der Gleichung:

© 1 —
J‘e—-’m“7 dx=Van

0
x=a*y? dx==2aydy

[o¢]
- 1 _— 1 1
— oY Jy — _—— —
fe y 2aV7t 2ar<2>

0

so ergibt sich:

wenn nun:
a=1

[¢ o] 1 .
fe—f dy = o Va

0

dann ist also:

459

©

(8)

(82)
(8)

9)

(10)

(11)



160 Integralrechnung.

Bemerkung.

Die Integrale vom Typus:

F—dx N ¢ )

0

haben besondere Bedeutung; eine Losung der wichtigen Differential-
gleichung:

ov k oV

ot ox?

wird z. B. durch diese Funktion dargestellt, die uns in der theo-
retischen Optik, der Theorie der Wiarmeleitung usw. begegnet.

Es existieren auch Zusammenstellungen der Integrale, welche
sich auf (12) zurtickfiibren lassen, so da$ der numerische Wert
derartiger Ausdriicke aus Tabellen entnommen werden kann.

In der kinetischen Gastheorie kommen h#ufig folgende For-
men Vvor:

[ve)
2 Nm e [l
Vﬂ [y

2Ne [
e xtdx und: —= re~—w*x=3dx (13a, 13b)
0 T Jo

setzen wir:

=

> . 3 1
’=y, somit: x=y", dx:Ey dy

so ergibt sich, daB:

(e o] 1 0 3
fe*l‘? rrdx = ;fe—yy Zdy
¢ “Jo

a0 1 0 1

1 3 Kl 1 3 1 - 3
Hd. S.158. (8) = - —Ve=vy dy= - - = . " |e—vy “dy="
vid. S. 158, (3) 9 2»[3 y dy 53 2f§ y “dy T
somit ist:

INma? [, 3
vid. 8. 158, (3) V’Z“ J‘e—-”’aﬁdx: TNme* .. (1)
T 0

ebenso finden wir:

e}
Zrlg—[e—ﬁxsdsza/V;. N ¢ 1))
Vﬂ e 0
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§ 59. Bestimmung des Volumens bei Rotationskérpern.
Die Volumbestimmung bei Koérpern nennt man auch ,Ku-

batur‘.
4 8

Stellen wir uns vor,
das Stiick 4 B einer Kurve: /

y=r(®)

(Fig. 68), rotiere um die 4
X-Achse. AB beschreibt
dabei die Mantelfliche N
eines Korpers, dessen g
Rauminhalt wir berech-

nen wollen. Denken wir

uns zu diesem Zweck in

ihn eine Anzahl zu A4’

und BB’ paralleler Schei- ‘
ben von der Dicke Adx

hineingelegt; — offenbar \
ist die Summe der Volu- Zp,
mina dieser Zylinder: Fig. 68.

ylade—+t.... tyiande=f(x)nde+ ...+ f(E)ndx

um einen gewissen Betrag kleiner als der Inbalt von A4A'BB';
dieser Unterschied wird um so geringer werden, je groBer die An-
zahl der aneinandergelegten Scheiben, d. h. je geringer ihre Dicke
ist, und er wird verschwinden, wenn eine unendliche Anzahl von
unendlich geringer Dicke zusammengesetzt wird. Der Rauminhalt
eines solchen Zylinders, z. B. an der Stelle:

xz; W d= x Ax

%

r=—a
wird nun:

*(a) nda
sein, und die Summe aller zwischen:
r=x, und xX==2,

liegenden Scheiben von der Dicke dz ist offenbar:

nfygdsz. N ¢))

Xy

das gesuchte Volum des Rotationskorpers.
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 11
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Entsteht ein Korper durch Rotation einer Kurve um die Y-Achse
(Fig. 69), so ergibt sich auf gleiche Weise, wenn:

=0 (y)
als Volum von: AA'BEB':
y=b
fxe dy
y=a
/ y‘\
3' y E
A Yz
V4 & x
[
/4, xz
! y_——1
. @ -
17
Fig. 69. Fig. 70.
Beispiele:

1. Der Leser berechne das Volum des Korpers, welcher ent-
setzt durch die Rotation des Bogens OB (Fig. 70) der Parabel:

y?=2px
x=m._, JJ:I.-_, > 12
2
V=umn IZy‘“’dx:anfxdx: [2pn}
¢ =0 =0 2 0
—opa, m L,y
=P % 9 9 YTy
2. Wir wollen beweisen, dafi das Volum einer Kugel mit dem
Radius r: 4
3
y el A 4

3

ist. Durch die Rotation des Quadranten
AB eines Kreises mit dem Radius » um
die Y-Achse (Fig. 71) entsteht eine Halb-
kugel, deren Volum:

y=r y=r 9
n J‘xedyzﬂf(re—ye) dyz—?; rin

y=0 y=0

betrigt; das Volum der ganzen Kugel
ist somit:

Fig. 71. 3
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3. Eine Ellipse:
x| g
i

rotiert: a) um die Y-Achse, b) um die X-Achse; welche sind die
Volumina der entstehenden Rotationskoérper?

§ 60. Rektifikation ebener Kurven.

Die Bestimmung der Lange einer Kurve, deren Gleichung ge-
geben ist, oder eines Stiickes derselben nennt man ihre Rektifikation.

a) Die Gleichung der Kurve isi auf rechtwinklige Koordinaten bezogen.

Wir sollen die Lange ! eines Bogens 4B der Kurve:

y=1() y .
(Fig. 72) ermitteln. P
Es seien die Koordinaten von P und Q: ”A 4y
pl® 0 x+ dx *
y y+dy { In
dann ist die Sehne ?Q, wir nennen sie 4s: ¥
X7 z
As=VAx*>+ Ay o
Nun wird, wie wir uns schon Kklarge- Fig. 72.

macht haben, der Unterschied zwischen Bogen
und Sehne um so geringer werden, je kleiner wir 4z annehmen,
und fiir:

Ax =0
werden die Verhéltnisse:
ori Bogen
Sebne and. zugehoriger Bogen
Ax dzx

denselben Grenzwert haben; bezeichnet 4! den zu 4s gehdrigen

Bogen, so ist:
. Ads ‘/ <dy>
lim Z‘x = lim +

dx=0 Aac—
d. h. das Bogendifferential dl ist:

dl:dw‘/1+<dy) N 1)

und unser endliches Bogenstiick AB hat die Lénge:

fdl—fdw‘/l—{— dx) R

11*
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Man kann die Kurve natiirlich auch durch eine Gleichung:

r=g(y)

definieren, das heift y zur unabhingigen Verinderlichen machen,

dann ist:
dl— |d ‘/1 (_)
Ly + dy

b) Die Kurve ist in Polarkoordinaten gegeben.

Es sei die Lénge ! des zwischen den Winkeln ¢, und ¢, liegen-
den Bogenstiickes 4B der Kurve:
fr,p)=0
(Fig. 78) zu bestimmen.
Die Punkte P und P, sollen die Koordinaten:

VI AV

haben; das Bogenstiick ﬁ’l heiie A41;
wie beschreiben nun mit » einen Bogen
PQ@, und bhaben dann im Dreieck Eﬁ)
tir die Sehne PP,, die wir 4s nennen:

As== VTP + Q?f
=Vrisin?d g+ Ar?
Der Wert der Verhiltnisse:

s 4 A
dp " dg

Fig. 78.

ist um so weniger verschieden, je kleiner wir 4¢ annehmen, je
mehr P und P, aneinanderriicken, und es wird sein:

. Ads A1 dl (dr>2
lim— =1lim > — — — 2 —
im Ag hmA(p dg r? 4 PP
Adp=0 Ap=0
da ja, wie wir wissen:
lm(smdqn):
dg
Adp=0
Das Bogendifferential d! ist also:
dr\?
dl=d 2 —) e e
o)+ (G Q
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und unser Bogen 4B hat die Linge:

fio Ve By

P.

Beispiele:

1. Die Lange des Bogenstiickes AB der Parabel Fig. 70 zu be-
stimmen.

d
Yy =2px ydy —=pdzx Jz:i

al— dy‘/l + (Z}é dy \/Jr—;t v

Yo 1 Yo -
fdl e Ade Vo + o
Y1 P %

o Ya
1 r?j 5 ) ]JL 2 | a2y
=gV SV )
p L2 2 "
2. Man beweise, daBl der Umfang eines Kreises 2rx ist.
dy x
2 | 22 d ydy =0 y__ 2
A yt=r> zdr+tydy iz "

;7/dyg 4 a? e
d = d ‘/ (—) _— v 5 — d ——
l x 1 + iz dx y x o

Die Linge des Bogens im ersten Quadranten (@, Fig. 71) ist
dann:
- =7

dx A Y
L= |dl=r|-, -~ = rarcsin — =
x=0 V,’,e_x; - r
der Umfang des ganzén Kreises:
4L =2rn
3. Die Lange eines Bogens 4B der

Kettenlinie (Fig. 74) zu bestimmen; ihre
Gleichung lautet:

S
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d 1 @ = a1\ 1 2z 2z
_ﬂ:b x a _'—‘= + ;_ T a
iz 2(e ¢ ) (d) 1+4(e 2 )
somit:
1 2z _ % 1/ 2% _Z\q
=gl )= ()
also:

x
z Z,
a

l:-é—J:j(eE—l—e—%)dx: [% (e —e——%>]xl

4. Man bestimme die Linge eines Bogenstiickes AB bei der
logarithmischen Spirale (Fig. 75)

r=—¢?

ar\? N _
dlzvd(p ¥4 (ﬁ) =deV?2 (e”)2 =rd V2

nun ist:
dr 7

A

d A
@ e?. r
somit:
7="7y

dl=drV2; lzvgfdr:(re—rl)vg

r=r,

4
Fig. 75.

5. Der Leser zeige nun selbst, daB die Lange des Bogens einer
sogenannten Zykloide:

x=r(p —sing) y=r(1—cosg)
von ¢ =¢,; bis ¢=¢,:

4r (cos - — COS—=

@, %)
2 2

ist.

§ 61. Bemerkung iiber die sogenannten elliptischen Integrale.

Funktionen, in denen eine Irrationalitit wie:
Vax®+ba?+cx+d
Vaz*+bx® J-cx® L dx e

vorkommt, also unter dem Wurzelzeichen ein Polynom dritten oder
vierten Grades — (eventuell tritt auch noch x mit ganzzahligen

oder:
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Exponenten auf) —, sind nicht allgemein integrierbar, d. h. es ist
nicht moglich, das Integral eines solchen Ausdruckes so umzu-
gestalten, daB es auf vollstindig losbare Integrale zuriickgefiihrt er-
scheint.)

Derartige Integrale nennt man nach Legendre ,elliptische’;
ihr Wert in speziellen Fillen ist nur n#herungsweise bestimmbar,
nach einem Verfahren, das wir spiter andeuten werden.

Probleme der Kurventheorie und der theoretischen Physik fiihren
haufig zu derartigen Ausdriicken, so z. B. auch die Rektifikation
der Ellipse.

Das Verhiltnis:

¢
-=¢
a

nennen wir die Exzentrizitat einer Ellipse, wenn:

2

2

=a%—b? somit ist: —=1—¢*
PE

2

c

Substituieren wir jetzt von hier in die Gleichung:

2
Tl
a? + b2

so ergibt sich:
= —e) (@ —a)

(@) 0 e
dxr) ~  a’—a?

und fiir die Linge eines Quadranten der betrachteten Kurve das
elliptische Integral:

daraus weiter:

1) Vorausgesetzt, daf die Gleichungen:

b ,, ¢ d
:c"’—{—ax“—{—b—w—l—;———o

beziehungsweise:
b ¢ d e
ot D Tt Tt T
+ a® Ta + a + a

nicht mehrere gleiche Losungen haben, denn wenn dies der Fall ist, kénnen die
Irrationalititen auf Formen, wie sie im § 54 betrachtet worden sind, zurfick-
gefithrt werden; so ist z. B.

J‘m"\/a?“—— 8x% —2lx —18dx zfac?\/(w — 32 (x—2)dx

= |2t (@ —38) Yz —2dx
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a®— e*x?

Diese Gleichung kénnen wir noch etwas vereinfachen, wenn wir:

r=—asing, somit V1—a>=cosqp, dax=—-cosqpdep
setzen.
Wir finden:

= jd¢V14e51n¢. ... .. (1a)
0

Der Teil, welcher bei Behandlung einer irrationalen Funktion
von der Form:

ff(x, Ve+dx + ca® + ba2® 4 axt)dx

als nicht weiter auflosbar hinterbleibt, gehort stets in eine der drei
folgenden Gruppen:
a) Elliptische Integrale erster Klasse:

| dz T de
Flk,x)=| - oder: Fk ¢)= 2P
o J; Vit —a%)(1— k’x’) o) = f V1—Esin?p )

xr=sin ¢

Die strenge Behandlung von Pendelbewegungen fiihrt zu der-
artigen Ausdriicken.
b) Elliptische Integrale zweiter Klasse:

f/}
E(k, x)¥f W ——dx oder: E(k, q))—f dpV1—k3sin?g (3)

Eine solche Funktion ergab die Rektifikation der Ellipse
(Gleichung (1)).

; Jva‘/ __e_x_dx_J‘ V(a-—ez (a'—-w)dm
0 a-— &~ '—‘.1""

J'a'\/(a——e-m)(a?—m) f Veétx! — a*a* — e a*x® 4 a*
— dx
0

a®— x* a?—x?
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c¢) Elliptische Integrale dritter Klasse:

1(n, &, ¢) =f

0 m)ﬁt‘jﬁgﬁ

169

4)

n bedeutet eine reelle Zahl, den sogenannten Legendreschen

Parameter.

Sind die oberen Grenzen in a) und b):

r=1
resp.:
JT

9925

so heifien die Integrale vollstindige.

Die verschiedenen elliptischen Integrale sind durch gewisse
Formelsysteme miteinander verkniipft; fiir die erster und zweiter

Klasse hat Legendre Tabellen berechnet.

§ 62. Komplanation der Rotationsflichen.

Die Ausmessung einer gekriimmten Flache heifit ihre Kom-

planation.

Wir wollen ermitteln, wie sich der Inhalt einer Fliche berechnen
1aBt, welche durch Rotation einer Kurve um die X-Achse oder
Y-Achse entsteht. Es rotiere (Fig. 76) die Kurve:

y—1()
um die X-Achse; sie beschreibt dabei
die Mantelflaiche eines Korpers, dessen
Rauminhalt zu bestimmen wir bereits
gelernt haben.
Die Punkte P und @ sollen die
Koordinaten:

P[x wnd Q{x—{—Ax

¥ y+dy
haben; die Sehne PQ zwischen ihnen
— wir nennen sie ds — liefert die

Mantelfliche 4F eines Kegelstumpfes:

Aan{Zy'—f—Ay}As

-4
Y 0 —
/
Vi 14
,/
A
1
x, ¥
41‘
\
A
\
\
P’ \
q |
\iﬁl
Ly,
Fig. 76.

Je kleiner wir nun 42 annehmen, um so geringer ist der Unter-

schied zwischen:

Ads=PQ und Alzf(,\z
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resp. den von diesen Linien beschriebenen Flichengebilden 4 F
und 40 und es wird sein:

AF 40 ds Al
im-——- =1 — =11 2 A —— =1i 2 A A
lim~= = Tim —— lim 7 {2y + y>Ax lim 7 {2y + y}Ax

dz=0 dx=0 Az =0 Az =0
a0 dl
%;2nyﬁ, resp.: d0=2xmydl . . . (1)

wo dl das Bogendifferential:

e
a—asl/1+(3)
l z\/ 14 e
bedeutet.

Das ganze durch die Rotation von AD entstandene Flichen-

stiick eO ist dann:
xn > —
‘ / dy\?

wenn z,; und x, die Abszissen von resp. A und B bedeuten.

Beispiele:

1. Man bestimme die Mantelfliche des Kegels, welche durch
die Rotation des Stiickes OC (Fig. 77) der geraden Linie:

Y=mx
um die X-Achse entsteht.

d -
y ¢ %:m d0:2nydl:2nmx1/1-}—m'3dx

x=h

T 0= 2amV1 —{—m"’fxdw:mnVl —{—n?-h'z

A x z=0
a1 F nun ist:

Fig. 77. m— r

somit:
T8 g2 T oc
amV1+m? b =nrVr® > =2rn - 5

2. Wir wollen die Mantelfliche des Rotationsparaboloids Fig. 78
bestimmen; die Gleichung der Parabel, welcher der erzeugende Bogen
OP angehort, ist:

y?==2px

dy » dx _ —5— —_—
= dl=—Vp?42pq di=d 2
iz y l y Vp?+2pax ydl zVp®+ 2px
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r=x, =2, 3 z;
0= 2nfydl=2nfdxl/p2—}— 2pxr = :%[(p‘“’ + 2px)7J
0

z=0 x=0

=%{(p2—i—y1“’)%—p3}

£4
P V4
x [4 X
[ N —— 4 A
X
> i Vi
Fig. 78. Fig. 79.

3. Der Leser beweise, daB die Oberfliche der Kugel 47%m ist.
4. Die Bestimmung der Oberfliche eines Rotationsellipsoids
(Fig. 79), entstanden durch die Rotation der Ellipse:

y? .
b‘.’ x2~1
um die X-Achse.
d 2 y -1
by b dl—=—Va*—e2a? )
dx a’y a’y
2
dO——2nydl——— at—ex?dx — nbe‘/——x dx

Durch die Rotation des Bogens 40 wird somit die Oberfliche:

T =a
2nbe at
— . _D._x2dx
a” e”
z=0

erzeugt; die Fliche des ganzen Ellipsoids ist offenbar:

. 240
20—2p%n 1 227"

. €
aresin —.
a

Entsteht eine Rotationsfliche, indem sich eine Kurve:
y==f(x)

1) ¢ bedeutet die numerische Exzentrizitit, b2=—=a2— €
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um die Y-Achse dreht, so ist, wenn wir y zur unabhéngigen Variablen
in der gegebenen Gleichung machen:

z=g@(y)

dl:dy‘/l—{— (%)" d0—=2nzdl

osafer} it (2w

Der Leser berechne selbst die Oberfliche des Rotationskorpers,
welche durch die Drehung einer Ellipse

x‘.’ y‘z.‘
=1
+ b2

2
a

um die Y-Achse entsteht; sie ist:

s -, 2ab%m <a+e>
2a% w4 e l 2
resp. da:
P =a®— ¢ 2l<g;l*;—e>=l<q;l|; e)
ab®n  (ate
- NEe
weiter 2a%*n 4 S -

§ 63. Wiederholte Integration, mehrfache Integrale.

a) Wiederholte Integration. — Wir erinnern uns, daB wir zu
einem zweiten, dritten und hoéheren Differentialquotienten einer
Funktion f(x) gekommen sind, indem wir die erste Abteilung noch-
mals differenzierten, vom Ergebnis wiederum die Ableitung nach x
bildeten, usf. Umgekehrt kénnen wir das Ergebnis einer ersten
Integration ein zweites Mal integrieren, dieses Resultat von neuem
so behandeln, usf. Daf} derartiges mit einem gegebenen Ausdruck
f(x) gehchehen soll, daB etwa das Ergebnis der ersten Integration:

7 @)+ 0= [fia)dz

nochmals integriert werden muf}, deuten wir an, indem wir schreiben:

fo e
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1.

Beispiele:

fdxfdxfx‘”’dx =9

fx%x::%x‘* +C

f{i -+ C}dx:%[x‘dx—i—()fdx:é%ﬁ + Czx '

o

1

1. c
— 2% d "Ndx = Sy " "
50 % x—{—Cfx x—{-Cfx 120° —|—2x +C'x+C

Man beachte, daB so viele Konstanten C,-C', ¢".... im Re-
sultat auftreten, als Integralzeichen vorgeschrieben sind.
2. Man suche einen allgemeinen Ausdruck fiir s, wenn:

s=fdtfgdt=gt‘~'+ ct+¢C'

b) Melrfache Integrale. — Betrachten wir den in Fig. 80 dar-
gestellten Korper, einen geraden Kegel mit elliptischer Grundfliche.

Jede Ebene, die parallel
zur Y-Z-Ebene zwischen
=0 und z==c liegt,
schneidet das Gebilde
in einer Ellipse; die
Halbachsen dieser Ellip-
sen sind aber Funktio-
nen f(x) und ¢(x) von #,
denn sie werden um so
grofer, je mehr wir nach
rechts riicken, und zwar
nach dem Gesetze, nach
welchem die Ordinaten
gerader Linien, welche
durch den Ausgangs-
punkt des Koordinaten-
systems gehen, zuneh-
men, d. h.:

f@)=az  pE)=az
und es ist die allgemeine Gleichung der Schnittellipse somit:
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y2 z‘_’
st 1

2 202
a’x a,’x

zu schreiben. Der Flicheninhalt irgend einer dieser Schnittkurven
in der Entfernung « von der Y-Z-Ebene ist dann dargestellt durch:

y=ax

“1 dy ‘/aexz__yiz

y=0 o

=naa, 2’
wie sich nach (§ 55, Bsp. 3) ohne weiteres ergibt, wenn man ax statt a
und a,x statt b setzt. Wir haben ax bei der Integration wie eine
Konstante behandelt, das Ergebnis der Rechnung, der allgemeine
Ausdruck fir die Fliche einer der Schnittellipsen prisentiert sich
uns nun in seiner Abhingigkeit von x. Das Volumen irgend einer
elliptischen Scheibe von der Dicke dz, in der Entfernung z parallel
zur Y-Z-Ebene ist offenbar:

naa, xdz,

somit das Volumen des ganzen Korpers durch:

¢ 3

naa, ¢

T, jw“dx = Tl
0

oder durch das sogenannte Doppelintegral:

y=azx y=ax
fd@él fd1 Vatz*— x:—y? —4;f f xdyVa x?

gegeben.
Rein formal haben wir also, wenn uns ein Doppelintegral:

b pd
[ s

vorgelegt ist (¢ und d kdnnen noch, wie im Beispiel, Funktionen
von z sein), so vorzugehen, daB wir etwa erst F(x,y) nnr als
Funktion von y betrachten und zwischen den Grenzen ¢ und d
integrieren; — das Ergebnis dieser Rechnung ist dann als Funktion
von z zwischen den Grenzen ¢ und b zu integrieren.

Ob wir zuerst die eine oder die andere Integration vornehmen,
ist natiirlich gleichgiltic — es darf nur keine Verwechslung der
Grenzen, zwischen denen jede einzelne Integration auszufiihren ist,
vorkommen.

Die Behandlung eines drei- — nfachen Integrales:
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J‘fff(x, y, 2)dxdydz
beziehungsweise:

[dxlfdxe ces .f.dxn flx,, %y, ...2,)

bedarf nach dem Gesagten wohl keiner Erlauterung mehr. Doppel-
integrale spielen bei der Kubatur von Koérpern und der Kompla-
nation von Flachen eine bedeutende Rolle, — wir gehen jedoch auf
dieses Kapitel nicht n&her ein.

§ 64. Verfahren zur angeniherten Berechnung bestimmter
Integrale.

Wir haben gelernt, von Kurvenbdgen begrenzte Flichensticke
durch Berechnung von bestimmten Integralen auszumessen. Jetzt
wollen wir den Weg in entgegengesetzter Richtung gehen.

Ist etwa ein allgemeiner Integral |f(x)dx nicht losbar, so
T

n
konnen wir doch den Wert von |f(x)dx finden, indem wir die
&,
Kurve f(x) zeichnen, die Ordinaten ;Jo und y, in den Punkten
und z, errichten und dann die zwischen dem Kurvenbogen, der
X-Achse und den gezeichneten Ordinaten eingeschlossene Fliche
irgendwie ausmessen.

Eine solche Flichenmessung kann mit dem sogenannten Plani-
meter vorgenommen werden, einer sinnreich konstruierten mecha-
nischen Vorrichtung, — oder wir schneiden die gezeichnete Figur
aus einem Blatt Papier oder einem anderen gleichférmigen Material
aus; ist nun w, das Gewicht einer hekannten Papierfliche a,, und
w das Gewicht des ausgeschnittenen Stiickes, so ergibt sich dessen
Flache x offenbar aus der Proportion:

Wyt a=w:2.

Wir konnen aber auch noch einen anderen Weg einschlagen.
Ist f(x) die Gleichung der Kurve...AN... in Fig. 81, so bedeutet:

F= Jf(nx)dx

die Fliche 4'ANN'. Wir wollen nun zwischen ¥, und y, eine un-
gerade Zahl von Ordinaten errichten, so daB die betrachtete Fliche

in eine gerade Anzahl von Streifen A’ABB’', B'BOC’, usw. zer-
legt wird.
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Die Summierung der Trapeze: A'A"C"C', ¢'C"E"E' ust.:

2h<y1+y3+y5+"'+yn—1> N ¢ )
¥ p¥
/[:(/:’T_§‘ S~

¥ Kz 92 |Yn-7 |5
2, 22 -
: P o

gibt dann einen Naherungswert N, fir A'A/l?fﬂ'. Ebenso liefert
auch die Summierung der Trapeze: A'ACC', C'CEE' usf.:

2h{?/o_‘2_y£_i_?/2"|2“?/4+_'._|_yn22_]:_?{!9}

Y Yn
=2h{2° +y2+y4+....+ynz+2}. e
einen N#aherungswert N,. In unserem Fall ist ersichtlich:
N, <<F<N,

Um nun eine noch groBere Genauigkeit zu erzielen, konnen
wir das arithmetische Mittel aus N, und N, einfithren:

V‘ :fvl +N2
pa 3 2

da offenbar:
N, <N, <N,

muB ja N; dem Wert F' niher liegen als N, und N,. Aus (1) und
(2) ergibt sich ohne weiteres, daB:

sth{%g+y1+?/2+?/3+?/4+““‘I‘?/n-e"i‘ynAl—{— %} (3)

Dieser Ansatz ist die sogenannte Trapezformel.

N, ist namlich nichts anderes als die Summe der Trapeze:
A'ABB', B'BC(' usf., die sich ergeben, wenn man die obere Be-
grenzung jedes einzelnen Streifens als gerade Linie auffaBt. Noch
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einen Schritt weiter geht die Simpsonsche Regel; augenscheinlich
ist in unserem Fall wieder:

N, << F<N,.
Die Simpsonsche Regel bestimmt nun als weitere Annéherung
N,, einen zwisehen N, und N, liegenden Wert, der aber unter der

Voraussetzung gebildet wird, daB8 N, dem Wert F n#her liegt
als N;:

1 2
Ny=g N+,
und aus (1) und (8) ergibt sich nun, daf:

1
N;“";-gh{y0+4?/1+2y2+43/3+2?/4+
""Zyn2+4yn~1+yn} ot (4)

Beispiele:

1. Es ist der Wert von:
2

dx
z
1

2=

nach der Trapezregel und nach der Simpsonschen Regel zu be-
rechnen; wir wollen zwischen:

Yo=1 und y,=1/2
neun Ordinaten in gleichem Abstand % voneinander legen; also:
=01 n==10
2y =1 yo =1/10
=11 y, =1/11
x, =12 Yy = 1/1°2
x; =13 ys =1/1'3
z, =19 Yo =1/1'9
T2 Yo=1/2

Beriicksichtigt man bei den Divisionen zur Bestimmung von
Yo - ... neun Dezimalstellen, so ergibt sich nach der Trapezregel:

N, = 069377140
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 12
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nach der Simpsonschen Formel:
N, = 069315024
Nun berechne man bis auf 8 Dezimalstellen:
zz:li’j’[—g § 12)
(log 2 =03010300 M=0434294482)

und zeige, daf die Abweichung bei Verwendung der Trapezregel:
0°00062421

betrigt, bei Verwendung der Simpsonschen Formel hingegen nur:-
0-00000305

Uber die angeniherte Auswertung der Geschwindigkeits-
gleichungen gewisser Reaktionen, siehe auch bei R. Wegscheider,
Zeitschrift f. phys. Chemie, 41, 52, 1902 und bei G. Bredig und
¥. Epstein, Zeitschrift f. anorg. Chemie 42, 341, 1904:



V. Abschnitt.

Uber unendliche Reihen und ihre Verwendung.
§ 65. Allgemeines iiber Reihen.

Wir grenzen uns auf einer geraden Linie 4Ax ein Stiick 4B
(Fig. 82) ab, dessen Lénge a heien soll. Teilen wir 4B im
Punkt O, in die Hilfte, halbieren dann wieder O, B im Punkte O,,

4 3 4 60, & X
Fig. 82.

weiter 0,B im Punkte O; usf., so werden wir mit den weiteren
Halbierungspunkten so nahe an B herankommen koénnen, als es
uns beliebt, und nehmen wir eine geniigende Anzahl von Posten

in der Summe:

40,4+ 0,0,+ 0,0, 4...:. +0, ,0,4....
so konnen wir den Unterschied zwischen dem Ergebnis dieser
Addition und 4B beliebig klein machen. Dies ist die geometrische
Bedeutung der unendlichen Folge von GroBen:

a a\? a\® a\"
s+ ) o ()

Soleh ein Ausdruck num, in welchem die in unbegrenzter An-
zahl einander folgenden Glieder sich nach irgend einem bestimmten
Gesetz ergeben, nennen wir eine unendliche Reihe.

Nihert sich die Summe einer Anzahl von aufeinanderfolgenden
Gliedern in einer derartigen Reihe — eben wie in unserem Bei-
spiel — immer mehr irgend einem Dbestimmten endlichen Wert,
wenn die Zahl der addierten Glieder ohne Grenze wichst, so nennen
wir die Reihe konvergent.

Die Summe einer unendlichen Anzahl von Gliedern einer kon-

vergenten Reihe heiBt ihre Grenze. Steigt hingegen die Summe mit
12*
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zunehmender Anzahl der addierten Glieder {iiber jeden endlichen
Betrag, wie etwa bei:

1+2+4+34+44....4n4....
so sprechen wir von einer divergenten Reihe.
Eine Reihe, deren Grenzwert unbestimmt bleibt, ist, z. B.:
a—at+a—ata......

Es heiBe S der Grenzwert (oder die Summe einer unendlichen
Anzahl von Gliedern) der Reihe:

S=a+t+art+ar+tarttf...+ar"+... . . (1)
0<r<1
Brechen wir die Addition bei irgend einem Glied, z. B. dem

nten ab; s, bedeute die Summe bis zu diesem, o, die Summe der
weggelassenen Glieder.

Dann ist:
S=s,+0o, . . . . . . . (2
s,=a-tar+tar*+t+....+ar""t . . . (3)
Multiplikation der letzteren Gleichung mit r ergibt:
rs,=artar’tar®+.. .. Far . . . (4)

Subtraktion: 3) — 4) liefert:
s,(1—ry=0a(1—7r")

die Summe der n ersten Glieder ist also:

I II
—u —r__ & _ _ar (5)
S 1—7 1—r 1—r "~

Da ja r einen echten Bruch bedeutet, wird II um so kleiner
sein, je grofer wir n annehmen, und offenbar ist:

n

ar
1i =
e —— 0
n=00
Wir finden also nach (5)
o
li = =S. . . . . . (6
im s, T (6)
n = 00

als Grenze von (1), welchen Ausdruck wir eine geometrische Reihe
nennen.

Wir sollen nun die Gro8e des Fehlers bestimmen, den wir be-
gehen, wenn wir statt der Grenze einer derartigen Reihe die Summe
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einer endlichen Anzahl Glieder, z. B. der n ersten nehmen; der

Fehler ist offenbar:

a a ar®

Q"ZS'—S”: . +

DaB derartige geometrische Progressionen, wie die eben be-
sprochene, eine endliche Grenze haben, ist von vornherein leicht
einzusehen; nicht bei jeder Reihe aber ist die Entscheidung so leicht,
ob sie konvergiert oder divergiert.

Wir wollen einige diesbeziigliche Anhaltspunkte kennen lernen.

a) Eine Reihe, deren Glieder alternierend positives und nega-
tives Vorzeichen haben, wie etwa:

Ug— Uy U — U Uy — Aty — Uy e (T)
konvergiert unbedingt, wenn die Reihe:
ot wy -y Fugtu A AUy, Uy o (8)
eine endliche Grenze S hat, d. h. konvergent ist.
Dies machen wir nun folgendermaBen Kklar:
Wir setzen:
ot +u, 4+ ... Fu,, +....=0q,

und die Summe:

I
IOQ

Uyttt Uy
0,0, ==5

G

dann ist (8)

und (7)

17 0

Da ihre Addition die endliche Summe S ergibt, miissen
offenbar ¢, und o, endliche Werte sein, — dann ist aber auch ihre

Differenz:

0y — 0,

ein endlicher Betrag, das heiBt Reihe (7) ist ebenfalls konvergent.
b) Man soll eine Reihe:

“_0+“1+“-2_l_"-_l_“n_1+“n+”n+1+“n+fz+---+“n+p+-~(9)

auf Konvergenz untersuchen.
Es sei nun:

tot v, Fva b o, ... (10)
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eine andere Reihe, deren Konvergenz feststeht, und wir finden,
daB:

Uy, <oy Uy g Vy, Uy Wayoeen Uy <y (11)
ist; dann ist erwiesen, daB auch die zu untersuchende Reihe (9)
konvergiert.

Die unendliche Folge:

Uyt Uy Uy ot Uy,
muB ja nach (11) eine endliche Grenze haben, und auch die Summe
des n ersten Gliedes:

wo-t

kann als Ergebnis der Addition einer begrenzten Anzahl endlicher
Betrige nur ein endlicher Wert sein. :
c) Haben wir eine Reihe:

wgtu tug .. Fu, . Lo (12)

zu untersuchen, und finden, daf vom nten Glied ab:

u, u, > U, L o .
Sk . L nts <k . . (13)
%, un+1 un+~2
L ]
bleibt, wo % eine bestimmte Zahl:

0<k<1

bedeutet, so ist damit erwiesen, daB die betrachtete Reihe kon-
vergiert; die Glieder vom nten an sind ja kleiner als die ent-
sprechenden der konvergenten geometrischen Reihe:

w, +u k+u, k>4 .. ..

Beisptele:
1. In der Reihe:

n

1+%+;+§:++:,+ L)

sind die Quotienten der aufeinander folgenden Glieder:

x xr X

T’ ‘5, CECEEIEY ,;1' ) DRI
kleiner als 1, wenn = groBer ist als x, und dies muB offenbar ein-
mal eintreten, daf das wachsende n den Betrag des x iiberschreitet;
die betrachtete Reihe ist also konvergent fiir jeden endlichen Wert
von .
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Ebenso sind dies auch die Reihen:

x x 2

Tsita— ot o o (1)

x-z x4 x(}

DaB niamlich die Reihen:

x 22 2 xt
T TR TR
beziehungsweise:

z?  xt xt

fir jeden endlichen Wert des x konvergieren, kann der Leser
leicht selbst nach der Regel c¢) dartun; nach Regel a) folgt, daB
dann auch die zu untersuchenden Reihen (15) und (16) konvergent
sind.

Stellen wir uns vor, zwei Reihen:

a) ot uy oy g,

b) votv, v, Fv, 4. Fy,
haben dieselbe Grenze S.

Wir wollen nun aus irgend einem Grunde statt dieser Summe
einer unendlichen Anzahl Glieder, die der ersten n Posten der Reihe
a) oder b) als Naherungswert verwenden.

Der Fehler, den wir dann begehen, ist offenbar:
bei a)

od=8—5s,
wenn s, die Summe:

g+, Fuy oy ..,
bedeutet, ebenso ist der Fehler:
bei b)
6” — S _— S”"
s, heiBe die Summe:
R R A R
Ojl< G,
so sagen wir: b) konvergiert rascher als a). Der Fehler, den wir
bei Verwendung von s”, als Niherungswert an Stelle von S machen,

ist Kkleiner, als der, den wir bei Verwendung von s, begehen
wiirden; b) die rascher konvergierende Reihe ist also fiir unsere

Ist nun:
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Zwecke besser geeignet und auch bequemer als a). Wir brauchen
namlich weniger Glieder von b) zu summieren, um die gleiche
Anngherung an S zu erreichen, wie sie erst die Addition einer
groBeren Anzahl Glieder der Reihe a) gibt.

§ 66. Die Mac-Laurinsche Reihe.

Mit der Darstellung von Funktionen durch konvergente Reihen
beschaftigen wir uns deshalb, um in diesen Reihen Ausdriicke zu
gewinnen, welche uns die Berechnung der numerischen Werte der
betreffenden Funktionen fiir gegebene Werte der unabhiingigen
Variablen gestatten.

Wir werden z. B im folgenden sehen, daf:

xz x> 2 at
ex*~1+"1—+§i+1i+1‘1+---~
also etwa:

05 , 056 05  05*
U R T TR TR

ist, d. h. der Wert von ¢*” ist gleich der Summe einer unendlichen
Anzahl Glieder der rechtsstehenden Reihe. FEine unendliche Anzahl
von Summanden konnen wir nun allerdings nicht addieren, d.h.
exakt konnen wir zwar den numerischen Wert der Funktion e* fiir
ein gegebenes = nicht feststellen, — wohl aber kénnen wir ihn
mit einem um so hoheren Grad der Ann#herung berechnen, je mehr
Posten der rechten Seite wir summieren.

Fir die Entwicklung von Funktion in eine Reihe, nach ganz-
zahligen steigenden Potenzen der unabhingigen Variablen ist nun
die durch den Taylorschen Satz gegebene Methode die wichtigste;
ein Spezialfall der Taylorschen ist die Mac-Laurinsche Reihe, die
wir zuerst besprechen wollen.

Es sel uns eine Funktion:

gegeben, von der wir wissen, dal sie selbst und auch jede ihrer

Ableitungen:
du , d*y - aw
endlich bleibt, solange x endlich ist!

Es soll nun moglich sein, die gegebene Funktion durch eine
unendliche- konvergente Reihe:

f@)y=A+ Bx+ Cax*+Da* 4+ Ex*+-.... . . (2
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darzustellen, die fiir jeden endlichen Wert von x richtig bleibt und
in der 4, B, C,... Konstanten bedeuten; ihre Werte wollen wir
jetzt ermitteln.

Sukzessive Differentiation von (2) ergibt zunichst:

M —f@) =B 2Ce 43D 4 BS ... . . (30)

%zf"(x):2C+3-2Dx—}—4-3Ex2+..... . . (3D)

d3u ,

o —f"()=3-2D+44-3-2Bz ... . . . . . (30)
usf.

Nun soll, wie gesagt, (2) und somit auch (3a), (3b), (3¢)
richtig bleiben fir jeden beliebigen Wert von x, also auch, wenn
man x in dieser Relation gleich null setzt; tuen wir das, dann
finden wir:

aus 2) A=r(0)

aus 3a) B=¢"(0)

aus 3b) 1-2-C=("(0) Czé—,f"(O)

aus 3c¢) 1-2.3D=£"(0) D='31"f’"(0)
usf.

Jetzt fithren wir die fir 4, B, C, D.... gefundenen Werte
in (2) ein und erhalten so folgenden Ausdruck:

u=F@)—FO)+1' Q) %4 ©) A O G+ oA PO) T .. ()

die Mac-Laurinsche oder Stirlingsche Reihe.

Wir wollen, um das eben Durchgenommene ganz zu erfassen,
gleich einige Funktionen betrachten, die nach diesem Schema durch
konvergente Reihen darstellbar sind.

1) Die Reihen fiir sinz und cosux.

Es sei:
, w==[(*)=sinzx
dann ist:
£(0)=sin0=0
f'(x) =cosx f'(0) =cos0=1
f'(x) =—sinz f"(0) =—sin0=0
" () = — cosx f"(0)=—cos0=—1
T2 =sinz IV (0)=sin0=0

usf.
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Substitution der Werte von 7 (0), f'(0), f*(0).... in das Mac-
Laurinsche Schema (4) ergibt:

. z a2 x> 27 .
uzsmxzﬂ—:j—!—Jr—a—ﬂ—{—.... .o (B)
die sogenannte Sinusreihe.
Der Leser entwickle nun selbst die Cosinusreihe:
xi’ x{ xG ,
COSxxl_éf"‘i—Z!_a"{—. . . . . (b)

Beide Reihen sind konvergent fiir jeden endlichen Betrag des x
(vid. §. 65).

Man braucht nur die Werte der Funktionen sinz und cosx
fiir Winkel zwischen:

¢=—0 bis «=45°

e x—-() b]S X =-—
1. e.

berechnen, denn die Sinusse und Cosinusse der Winkel zwischen:

«=45% bis «=90°
i. e. Xr=— bis x=

ergeben sich aus den Formeln:
sin (90° — «) = cos « c0s (90 — ) =sina

Nehmen wir an, wir hitten bereits eine Tabelle der Sinusse
und Cosinusse berechnet, welche zu den Winkeln zwischen 0° und
45° gehoren und sollen jetzt die Werte von:

sin 72° und: cos 72°
angeben.
sin 72 == sin (90° — 18% = cos 18°
cos 72°% =cos (90° — 18%) = sin 18°
2. Die Reihen fiir die Exponentenfunktionen e* und a*:
w==f(x)=¢"
de¢  d’¢® dre® " " Wl
=g ‘
setzen wir in diesen Relationen x gleich null, so ergibt sich:
fO=10)=f"0)=....f*(0)=....=e=

und das Mac-Laurinsche Schema liefert:
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x x> 2
setzt man hier x gleich 1, so ergibt sich:

1,01, 1 1 »
Man zeige ferner, da8:

T . b
| € 1 1—|—2' 3'—{—4' ceee o . . (7D
und priife noch die Entwickelung:

x? (la) 3(la)
a® =a-+zxla+t —+ F.o. oL (8

Die im Vorstehenden betrachteten Funktionen lieen sich nach
dem Mac-Laurinschen Satz durch Reihen darstellen, die fiir
jeden endlichen Wert des # konvergent sind, d. h. das Entwicklungs-
schema:

(@ =+ O +rOF 4. +r @ +

blieb giiltig fiir jeden endlichen Wert von . Nun gibt es aber
andere Funktionen, die sich wohl auch nach dem Mac-Laurinschen
Schema in Reihen entwickeln lassen, weleche aber bloB so lange
konvergieren und die gegebene Funktion richtig darstellen, solange
der Wert x innerhalb bestimmter Grenzen liegt.

Unser Schema (7) gilt also, wenn f(x) eine derartige Funktion
ist, nicht mehr wie frither fir jedes endliche x, sondern die rechts-
stehende Reihe divergiert, wenn der Wert des x gewisse Grenzen
iiberschreitet.

Beispiele:
Es sei:
a) w=f(x)=arctanz
dann ist:
I
rrn_ darctanz 1 s s o
b) f(x)_*‘*dr'—l_%_xt_;—l—x Gt —ab ...
II
d .
¢) ' (x) = —%—_—290—}—4963—6:6“—}-,...
i
a(11
d) f’”()—(——)——2+12x2+30x4+....

usf.
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Setzt man in a) bis d) « gleich null, so ergibt sich:
f(0)==arctan 0 =0
f0)=+1 f"0=0  f"(0)=—2!
und wenn wir wie begonnen fortsetzten, finden wir weiter:
f7(0)==0 fr=4! f"1=0 7 ——6!
usw.

Nach Substitution dieser Werte liefert das Mac-Laurinsche
Schema die Reihe:

xS .’115 x7
=arctanz—x— —-F+———-4F+.... . . . (9
u=arctanx =z 3—{—5 7—]— (9)
oder da ja:
r=—tanu

1 1 < 1 -
% ==tan u—?tangu—}—gtalfu—»ftan’u—}—....

Diese Entwicklung ist als Gregorys Reihe bekannt; sie konvergiert
nur, wenn: _
—1<z(=tanu) <1
solange also:
7T 7
R T gl
4= =4
Gregorys Reihe ist auch zur Berechnung der Zahl = ver-
wendet worden.

Es sei:

1n
°=—
4

Wir wissen nun aus der Trigonometrie, daf:
tan—- — 1
r==tan— —
4

dann ergibt sich nach Substitution in (9):

7 1 1 1 1 1 1
T A R TR R
die sogenannte Reihe von Leibnitz.

Hier haben wir nun eine giinstige Gelegenheit, auf das am
SehluB des vorhergehenden § 65 Gesagte zuriickzukommen, und die
UnzweckmiBigkeit einer derart langsam konvergierenden Reihe fest-
zustellen. Es wire — der Leser mag es versuchen — ziemlich
mithsam, 7 auch nur einigermafen genau mittelst des Ansatzes (10)
zu berechnen. Ein kleiner Kunstgriff filhrt uns aber weiter.
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Wir fassen zusammen:
7T 1 1 1 1 1
=G+ G+

2 2 2
_1-3+5-7+9.11+""

also;
7 1 1 1

sttt - - - ()

Diese Reihe 148t sich schon besser handhaben. Nehmen wir
jetzt an:

R

Vs

"v _
dann ist:

JT
u=—=garctanx — E

Wir substituieren in (9) und fassen die Glieder mit positiven
und negativen Vorzeichen gesondert zusammen:

§=(1+ ! +....)—( Ly ! +....)(12)

V3 5V3? 3V3?  1V37
und wollen jetzt sz mittelst dieser Formel auf fiinf Dezimalstellen
genau berechnen.

Vor allem ist wohl klar, daf wir zwei oder drei Dezimalen
mehr, als im Schlufiresultat verlangt sind, bei jedem Glied aus-
rechnen miissen, und ferner haben wir gentigend viele Glieder in
die Rechnung einzubeziehen, daB die weggelassenen keinen Einflu8
mehr auf die Genauigkeit der fiinften Dezimalstelle im gewiinschten
Resultat ausiiben kénnen.

Glieder in der Glieder in der
ersten Kammer: zweiten Kammer:
0°57735 03 0°0641501
0:01283 00 0°00305 48
0:00079 20 0°00021 60
0°00006 09 0-00001 76
0:00000 52 0:00000 15
0°00000 05 0°00000 02
0:59103 89 0°06744 02

7=16(05910389 — 0'0674402) — 3°1415922.
Die sechste und siebente Dezimale ist nicht mehr sicher; der
bis dahin genaue Wert lautet:

7n=3"1415926....
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§ 67. Der Taylorsche Satz.
Es sei uns eine Funktion der Summe:
x-+h
wu=fl+r . . . . . . . Q)

Wir setzen nun voraus, daBl weder die betrachtete Funktion
selbst, noch irgend eine ihrer Ableitungen:

Ua+1) Pty &)
dx 3 th y ee e dh"

gegeben:

unendlich wird, fiir Werte von « und %, die innerhalb bestimmter
Grenzen liegen, und es soll auch méglich sein, #, solange die Werte
von x und k die gedachten Grenzen nicht {iberschreiten, durch eine
konvergente Reihe:

fle+n=x,+xh-t+xp> 203+ ... +x, ... (2
darzustellen, in der:

Xy Xyy Loy gy o oo Ly vne

zwar von h unabhingig, jedoch Funktionen von z sind, die wir

bestimmen wollen. — Wenn wir (2) successive nach h differenzieren,
finden wir:
L

d I 3
]%F) =0+, 22,4 3a,h> 4z, h*4.... . . . (3a)
a? l d(1 i
r% = E(ﬁ) =0+4+0+2x,43-2x,h+4-3-2,h°4.... (3Db)

III

d—gi(;];—h—):d%f)zo—{—O—{—0—|—3-2x3—|;4-3-2a:4h—{—.... (3¢)

usf.

Setzt man jetzt in den Relationen (2) bis (3¢) & gleich null,
so ergibt sich:

fled-=f@)=x, . . . . aus (2)
h=0
df(a;;j:h):xl Y G 7]
h=0
aflx+h) 1 d&*flx+-1)
Tap T mTy g o 69

h=0 h=0
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af(x -+ r) 1 d*f (x+h)
a0 Wy g » (39)

h=0 R=0

usf.

_ 1 d'flx+h)
T dh»
usf.
Nun setzen wir die fiir: «,,...2%,,... gefundenen Ausdriicke

in (2) ein und erhalten:

d h d3f(x—+h 3 f(x—+h)
s 5[ H [T S
) h=0 h=0 h=0
" d"/(le—h)‘}
ST @
h=0
die sogenannte Taylorsche Reihe.
Man beachte nun folgendes:
df(x+n)  dffe+n) dlx4n d(z -+ h)
dz dwin)  de @R g
af (x 4+ h) df(x—]-—h) d(x 1) d(z+-h)
di d@tny an N EER g
.nun ist offenbar auf der rechten Seite dieser beiden Gleichungen:
dx+h) dx .
dz  dz
dx+1n) __dh__
dh dh
somit auch: .
dfx+h)  dfx+n)
Tdw T an CeEtw

Wir werden also in Gleichung (4) statt der Symbole in den
eckigen Klammern, welche bedeuten, dafi erst der betreffende
Differentialquotient von f(x %) nach & zu bilden und im Ergebnis
dieser Operation & gleich null zu setzen ist, mit dem gleichen Sinn

kiirzer:
f'(x -+ &), f"e+h), .... frlx-+h),...
h=0 h=0 h=0
schreiben, oder noch einfacher:

: fllx), @), .... " @),...
so daB (4) lautet:

fa+n=f@)+F @)= +f"() +f”'() + @+ 6)
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Beispiele:

u=flx4-r)= @4 n".

n bedeutet irgend eine reelle (positive, negative, ganze oder ge-
brochene) Zahl, ebenso kann x einen beliebigen endlichen Wert an-
nehmen, nur fir kb gilt:

1. Es sei:

—x <<h<H+=x

Wir wollen nun die gegebene Funktion nach dem Taylorschen
Satz entwickeln:

fl@+ 1) =fx) =z
f'x -+ h)=n(x f’(x+h2==0f'(w)=71x"‘1
@b =nnm—1) (x4 02 (x4 1) =1" (@) =n(n — 1)zn-?

" (a-+-h)=n(n—1)n—2)(x+1)"—2 " (x+ h]? ==0f "(x)=n(n—1)(n—2)x»—3

usf.

Somit ist:
—1
,f (x+h)=(x+h)1z=x1z _!_% 1, + n(n )

. n(n—1)n—2)
2—!90"—2 B n(n—1)(n—2) 3)'( = 3h%- . (8)

Diese Entwicklung, bekannt unter dem Namen die Binomial-
reihe, konvergiert fiir jeden beliebigen reellen endlichen Wert von
n und x, wenn, wie vorausgesetzt:

—r<lh<x

Gleichung (6) gilt jedoch nicht, die rechtsstehende Reihe ist
divergent, wenn wir % einen Wert:

>4
< —x
erteilen.
Wir haben also bei der Darstellung irgend einer Potenz:
(a k)

nach obiger Reihe fiir & stets den kleineren der beiden Summanden
@ und b zu setzen, mit Ausnahme, wenn n eine positive ganze Zahl
ist; dann hat nédmlich die Reihe nur eine endliche Anzahl Glieder,
und es ist, wie sich der Leser an einem speziellen Beispiele, etwa:

(@+0)*
leicht klarmachen kann, gleichgiiltig, ob wir fir A den gréBeren
oder kleineren der Werte a, b, einfiihren.
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2. Es sei:
=fly)=1ly.

Offenbar kann man diese Funktion nicht ohne weiteres nach
dem Mac-Laurinschen Schema entwickeln, da:

£(0) =10 — — 0o

Wir gebrauchen nun einen Kunstgriff, ndmlich wir setzen:
y=x-h
x4 1)

nach dem Taylorschen Satz.

llx+h)=lx
h=0

und entwickeln:

et = [+ =r@—-
@t —— (ﬂ'f)—g r&——5
) = =+
e+ =— g @ =—122

usft.

Nach Einfithrung vorstehender Ausdriicke fir f'(z), f”(x),....
in das Taylorsche Schema ergibt sich:
I 1 B® Bt
p—— p—— e o S — J'—
fe+ry=1lx+1r)=Ilz+ - 2x2+3x3 i aERER (7)
x kann natiirlich nur eine positive endliche Zahl bedeuten; die
Reihe konvergiert, solange:

—r<lbhL+2x

ist und zwar ziemlich rasch, wenn nur der Betrag des x einiger-
mafBen groBer ist als der von h. Betrachten wir nun an einigen
Zahlenbeispielen, wie 'etwa die Entwicklung (7) zur systematischen
Berechnung einer Logarithmentafel zu verwenden wire.

l1=0

11'1=7; wir setzen: x=1, =01, also:
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 13
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. 0 0 13 0.14

l( . J—
l
v
i ) ) L ] . 0.12 0.1:} 01 4
v
) . ] ) = ) 0.1 0.1'2 0.13 014
usf.

1(09)="?; wir setzen: x=1, h=—01, also:
01 01 O 1° 0714
4

(09) =11 —01)=11—"1—" 3
(l}_o_j 0.13 _70.14
09 2.09* 3.09° 4.09¢

1(008)=1(009 — 0'1) =109
Die aus vorstehenden Ans#tzen errechneten natiirlichen Loga-

rithmen wiren noch mit dem Modul
M=0434294482 . ...

zu multiplizieren, um sie in gemeine zu verwandeln
— Wird eine Zahl um einen sehr ge-

Partes proportionales
ringen Bruchteil ihres Betrages vermehrt, so ist der Zuwachs nahezu
proportional dem Unterschied zwischen den Logarithmen der beiden

Zahlen.
Wir fanden n#mlich:
1A? 1
' . ).0°4843 . ..

h
logetm={Int+  —5 st 3,
1 ]3
' }-0'4343...

h 1 A2
—togn {5

Es sei nun n nicht kleiner als 10000 und % nicht grofer als
1; — dann ist:
LL < 00001

und das nichste Glied der obigen Entwicklung
LS S
2 wi=2 (O 0001)?

das heiBt, ist kleiner oder héchstens gleich
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Wir konnen daher, ohne bis zur siebenten Dezimalstelle einen
Fehler zu machen, nédherungsweise:
1
log(n+ 1) —logn = . 04343...
setzen, und wenn:
h<1

ist, mit noch geringerem Fehler:

log (n 4 k) — logn = -:—i- 0'4343...

schreiben. Aus Vorstehendem ziechen wir nun das, — einleitend in
Worte gefaBite, — wichtige Resultat:
{log(n - h)—logn} : {log(n - 1)—logn}
=h:1,

woraus sich weiter ergibt:
logn—+h=nh {Iog(n +1)—login} +logn. . . (8)

Eine Relation, die bis auf sieben Dezimalstellen genaue Ergeb-
nisse liefert, wenn das Verhiltnis:
h 1
n =10000
ist. Die Formel (8) dient dazu, die Logarithmen von Zahlen zu
berechnen, die mehr Stellen haben als die in der zur Verfiigung
stehenden Tafel aufgefiibrten, oder auch dazu, die Numeri von
Logarithmen zu ermitteln, welche mit den in der Tafel gegebenen
nicht zusammenfallen.
Die folgenden Beispiele werden uns den Vorgang klarmachen:
1. Man bestimme den Logarithmus von:

46501-32....n4 1%

Aus unserer Tafel ist zu entnehmen:

log 46501 = 4'6674623 . ...log n
log 46502 — 4°6674716.. .. . log (n | 1)
Differenz: 0°0000093....log (v 1) —logn

{log(n—l—l)—logn} > L + logn

et e e,
00000093 >< 0°82 + 4-6674623 = log (n - h)
= 46674653

2. Man ermittle die Zahl, deren Logarithmus

L 46816223
13%
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ist. Wir finden in der Tafel:
I1. 4:6816211 = log 48042
I11. 66816301 = log 48043.

Einen Unterschied -von 0°0000090 der Logarithmen III. und II.,
zwischen denen I. liegt, entspricht einer Differenz von 1 der Numeri
— welcher Differenz x entspricht der Unterschied zwischen dem
gegebenen Logarithmus (I.) und dem nichst niederen der Tafel (I1.)?

1 : 2 =0"0000090 : 0:0000012
z=013
Numerus von 4'6816223 — 48042 - 0°13

§ 68. Eine Anwendung des Taylorschen Satzes.

Die auf dasselbe Achsensystem bezogenen Gleichungen zweier
Kurven I und II., Fig. 83, seien:
L y=/((z)
I y=¢()

Die Abszisse des Punktes P,
in welchem die Kurven sich be-
rithren, heifie x,.

Einer um ein wenig gréBeren
Abszisse:

x, + Az

entsprechen die Ordinaten:

f(x,+d2)=R N, Dbeziehungsweise: ¢ (x, +da)=R,N

einer etwas Kkleineren Abszisse:

x, —Adx
die Ordinaten:

fl@, —Adx)=Q, M, Dhezichungsweise: ¢(r, —Jdr)=0Q,M

Nach dem Taylorschen Satz ist nun:

f,+Az)=rf(z)+f (xl)i'ler Py AT ey 4T

20— 3!

’ A " A 2 " 3 J 3
plat A2) = g) e (@) T " @) 5t @) G+ ()

Auf der rechten Seite bedeuten:

f(x1) = (z,)
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die Ordinaten des Berithrungspunktes, wahrend:

/u(x1)’ f"(x1):""

¢ (x,), @' (@), -
die Differentialquotienten der beiden XKurvengleichungen fiir den
Punkt P bedeuten. In diesem Beriihrungsort haben die zwei Kurven
dieselbe Tangente, es ist also jedenfalls:

f' (@) =¢' (=)
ist nun dabei /"' (x,) nicht mehr gleich ¢" (z,):
" (x) > 9" ()
so sagen wir, zwischen beiden Kurven findet eine Beriihrung erster

Ordnung statt.
Ist aber weiter auch noch:

" @) =¢" ()
" (@) > " (2,)

so sprechen wir von einer Beriihrung zweiter Ordnung, — all-
gemein wenn: ‘

und:

fm(v) =9 (x,)
f’1+1(xl) Szt (x,)
von einer Beriihrung der nten Ordnung.

Je hoher nun die Ordnung der Berithrung ist, d. h. je mehr
gleiche Glieder wir auf den rechten Seiten von (1) und (2) finden,
desto geringer wird offenbar der Unterschied zwischen:

flx,42) und @@, +42)
sein, d. k. desto enger schmiegen sich die Kurven beim Beriihrungs-
punkt aneinander an. ’

§ 69. Erweiterung des Taylorschen Lehrsatzes.

Der Tayvlorsche Satz kann auch auf die Entwicklung von
Funktionen zweier oder mehrerer unabhéngiger Variablen ausgedehnt
werden.

Es sei z. B.:

w=f(y . . . . . . . @
z und y sind voneinander unabhidngige Variable. Wir erteilen
jeder einen kleinen Zuwachs, so daf unbeeinflufit voneinander:

x in xz-}h

y in y-+nh
tibergeht.



198 Uber unendliche Reihen und ihre Verwendung.

Zuerst moge sich x #ndern, y wird als konstant betrachtet;
— dann ist nach dem Taylorschen Schema:

(x—{—h J):”—"ax +qu Z;_l_axz: §'+ ) (2)

nimmt jetzt y in (2) um k zu, so geht auf der linken Seite

fetnh,y) in flt+r gtk
iiber, und auf der rechten Seite:
w=1{(x,y) in:
1

a k_ a,} k:}
e v+ —ut gkt o ot g gt

11

ou. o)  ou %u 3Py k? tu K

2o ox —ow T ayox ' T aytonal T aeasl T
Pu oI Pu Pu oty & Pu
i N n —axt Voot Togeat 2l Tagaatal T

Alle diese Ausdriicke setzten wir in (2) ein und finden leicht:

et v+ D=1, o)+ o452

1 %u *u o*u
o 2 2 T 2
+2'{ 8x'2 hk +k ayﬂ}

oxdy
+1{ +3lka PRI +s_7}
3! ‘ 8x8

(3)

§ 70. Betrachtungen iiber Maxima und Minima.

Der Taylorsche Satz gestattet uns auch, die Betrachtungen
des § 38 iiber Extremwerte zu verallgemeinern.

I. Es sei uns eine Funktion einer einzigen Variablen,
gegeben; wir haben nun zu ermitteln, fiir welche Werte des x sie

Maxima und Minima aufweist.

1) f(x, y+ %) nach steigenden Potenzen von % entwickelt.
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fle+n
soll nach dem Taylorschen Satz darstellbar sein; der Wert von &
moge innerhalb der Grenzen:

—a<h<-+ta

liegen, wobei a einen sehr kleinen Betrag bedeutet.

Fat )= 1@+ @2+ @ 4 @ e ()

Es ist nun leicht nachzuweisen, daf in dieser Reihe das
zweite Glied f'(x)h groBer ist, als die Summe aller noch weiter
folgenden Posten.

Setzen wir nidmlich:

@) @ g, 4 =Rk
so ergibt sich aus (1): -
f+1)—f@=t{f'@+RA . . . (2

Wenn wir jetzt h immer geringere Werte erteilen, so muf offen-
bar endlich:

RA<f(@ . . . . . . . (3

werden.
Ein Maximum ist nun dadurch charakterisiert, daB der Wert
von f(z) an der betreffenden Stelle gréBer ist als die benachbarten

Funktionswerte:
fle—a)<f@>f(+a)
es ist also:
@~ a)—f(x) <O
und auch:

fx—a)—f)<0
d. h. diese beiden Differenzen haben negative Vorzeichen. An der
Stelle eines Minimums ist der Wert von f(x) Kkleiner als die benach-
barten Funktionswerte:

fl@—a)>f(x)<f(x+a)
@) — (@) >0
flx—a)—f(@x) >0

Diese beiden Differenzen haben positive Vorzeichen.
Setzen wir:

somit ist:

und:

=

W

>
fiir: h=-+a

'

R, [

T tir: h=—a
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so ergibt sich aus (2):
fe+a)—f@)= a{f'@—ryay. . . . (42)
fle—a)—f(@)=—a{f'@—r/a}. . . . (4D)
Hat hier f" (x) einen endlichen Wert und ist o ein gentigend
kleiner Betrag, da8 (3) gilt, dann haben die in (4a) und (4D)
rechtsstehenden Ausdriicke und damit auch die linksseitigen Diffe-
renzen verschiedenes Vorzeichen, — f(x) kann also fiir keinen Wert

des x ein Maximum oder Minimum aufweisen, bei welchem f”(x)
einen endlichen Betrag hat.

Ist aber fiir ein anderes x:
&) —0
dann finden wir zundchst aus (2):
f@+D—f@=RHi n
— @)+ " @t )

" h?
Abnlich wie oben laBt sich beweisen, daB [ (z) 22~ bei ge-

niigend kleinem 7 grofer ist als die Summe aller noch folgenden
Glieder.
Wir setzen in (5):

- h n?
f’ (x)g! —l—fIV(x) ‘4:! + e :Rgh
und haben dann an dieser Stelle:
S 2 " 1
flx - h)—f(x)zlr{f () 91 —I—Rsh} N (&)

Wenn jetzt der Betrag des h immer mehr abnimmt, mu8
endlich:

R¢<ﬂ@;...... G
werden.
In (6) ist nun 2* als Quadrat stets positiv, — das Vorzeichen
der rechten und linken Seite kann also, — falls & geniigend klein
ist,-daB (7) gilt, — nur davon abhiingen, welches Vorzeichen f” ()

hat und bleibt davon unbeeinflufit, ob der fiir » eingesetzte kleine
Betrag positives oder negatives Zeichen hat.
Wir finden:
fx—+a)
— (%) <0
flz—a)
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das heifit f(x) ist fir solche Werte des « ein Maximuwm, bei denen:

f'(@=0 f" (@) <0

fx+a)
—f@>0
flx—a)

das heiBt f(z) ist fiir solche Werte des x ein Minimum, bei denen:
f'@=0 f"@>0
Verschwindet fiir irgend einen Wert von z sowohl f'(z) als

auch /" (%), und hat erst /" (z) einen endlichen Wert, so ergibt sich
wie oben:

f(x+h)—f~(x):h3{f"'(x) §i+34hJ NG

und:

) h h?
R,h bedeutet: fI¥ @)E + V() a7 +...
bei gentigend kleinem A ist wieder:
. 1
f"’(x)3!>R4h N ()

und das Vorzeichen in (8) hingt dann davon ab, welches Vor-
zeichen der fiir & eingefiihrte kleine Betrag hat, da h eine Potenz
mit ungeradem Exponenten ist. — f(x) kann also keinen Extrem-
wert zeigen bei solchen Werten des z, fiir welche f'(x) und " (%)
verschwindet, wihrend ' (z) einen endlichen Wert hat.

Wird aber auch:

f”' (x> —_ 0
so ist:
|

ob dann die Differenz der linksstehenden Ausdriicke gréfier oder
kleiner als Null ist, hangt, — Dbei geniigend kleinem h, daB:

. 1

f”’(x)ﬂ>R‘.,h N ¢ 8 1)
ist, — nur davon ab, welches Zeichen f7¥(x) hat, da ja A' als Po-

tenz mit geradzahligem Exponenten stets positiv ist.
Finden wir also fiir irgend einen Wert des x:

f'@=f"(@)=f"@=0; f7(@)<0

so hat f(z) fir diesen Wert des x ein Maximum, — ein Minimum,
wenn sich ergibt, daB:
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f'@=rf"@=f"@=0; (7@)>0
ist. — Fiihren wir nun unsere Untersuchung auf dem betretenen
Weg weiter fort, so koénnen wir folgende allgemeine Regel fest-
stellen:

Ist bei einem bestimmten Wert von x der erste nicht ver-
schwindende Differentialquotient der gegebenen Funktion von ge-
rader Ordnung und positiv, so hat sie an dieser Stelle ein Minimum,
ein Maximum hingegen, wenn der erste nicht verschwindende
Differentialquotient von gerader Ordnung ist und negatives Vor-
zeichen hat.

II. Man soll besondere Werte fiir die beiden unabhingigen
Variablen x und y finden, bei welchen ihre stetige Funktion:
u=f(x,y)
Extremwerte zeigt.
Offenbar ist # ein Maximum, wenn die Differenz:

fleh, y+RH—rf@ y)<0
das heifit negativ ist, fiir gentigend kleine, positive und nega-
tive Werte von & und %k, — und « ist ein Minimum, wenn die

Differenz:
fl@sth,y+k—f(x >0
das heift stets positiv ist, fiir gentigend kleine Betrége von & und %,
unbeeinfluft davon, ob sie positives oder negatives Vorzeichen
haben.
Wenn wir:
flet+b,y+% . . . . . . 1)
nach dem verallgemeinerten Taylorschen Satz (§ 69) entwickeln, so
ergibt sich, bei shnlichem Gedankengang wie in I., daf fiir solche
Werte von * und y, bei welchen # ein Maximum oder Minimum
aufweist, zunfchst das zweite Glied der Entwicklung, néimlich:
ou ou
ox oy )
null ist. Da % und % voneinander ganz unabhingig sind, ist dies
nur moglich, wenn:
ou ou

Weiter mufl das dritte Glied in der Reihenentwicklung, némlich:

1 {o%u _, u 2u ‘,} .
— h? 2 - k¢ . . . . 4
s et 2 @
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(wenn es nicht etwa auch verschwindet) bei geniigend kleinem 7%
und % dasselbe Vorzeichen behalten, unbeeinflufit davon, ob die
Symbole % und k positive oder negative Betrige bedeuten.

Es kann nun dargetan werden, daf ein Ausdruck:

{ah® 4 bhk 4 ck?)

unabhiéngig vom Vorzeichen der Betrige, die man fiir » und % ein-
fiihrt, sein Zeichen behilt, wenn:

ac™>b?
und die Vorzeichen von @ und c¢ dieselben sind. In unserem
Fall wird also fiir geniigend kleine Betrige von » und %, unberiihrt
davon, ob dieselben positives oder negatives Vorzeichen haben,
(4) sein Zeichen unverdndert behalten, wenn:
0%u %u
Y und ery
ox* oy*
dasselbe Vorzeichen haben, und:
Pu ou ( o*u )
ox* oy° ox oy
ist.
Wenn dies Lagrangesche Kriterium fiir irgendwelche Werte von
x und y erfiillt ist, so hat die betreffende Funktion % an dieser
Stelle ein Maximum oder Minimum, je nachdem das Zeichen von-
*u o2
— und @f
ox® o0y*
negativ oder positiv ist.

Ist aber fiir irgendwelche Werte des x und y zwar:

ou ou

—:0 _—

o0x oy
hingegen:

*u 2w <8'2u >’

8x2'8y2< oxdy . (6)
oder haben die Werte von:

o%u o%u

W und W

verschiedene Vorzeichen, so zeigt die Funktion an dieser Stelle
weder ein Maximum noch ein Minimum.
Ist weiter fiir gewisse Werte des z und y:
*u ’u ( 0% u >2
ox® 9y>  \owdy

(7
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so verschwindet offenbar auch das dritte Glied (4) der Taylorschen
Entwicklung, wenn man fiir 2 und %k den gleichen Betrag mit ent-
gegengesetzten Vorzeichen einsetzt. Die Untersuchung muf sich
dann auf die weiter folgenden Glieder der Reihe erstrecken, und
zwar muf, damit ein Extremwert vorliegt, die erste nicht ver-
schwindende Gruppe von Differentialquotienten gerader Ordnung sein.

Beispiele:

1. Man untersuche, fiir welche reellen Werte von x und y die
Funktion:
=24 y*— Baxy

Extremwerte zeigt. Es muf sein:

ou

af:c:?)x?—:%ayzo B )
a a9
85231/'——3&:6:0 N ),

(a) und (b) sind erfiillt, wenn:

x==0 y=20
oder auch fiir:

rT=ua y=a
o%u 0% %u
c) 89:’376% d) sady 3a e) oy 6y
Wenn nun:
z=0 y=20
S0 ist:
c)=20 d)=—3a e)==0
und wenn:
r=ua y=a
s0 ist:
c)=6a d)=—3a e)==6a

Fiir letzteres Wertepaar zeigt die Funktion # ein Minimum, da:

qui:av?> 0, und LZ 8*12 b (*a*“ >
ox® oy ox* oy’ oxcy
Fiir:
z=0 y=0
tritt weder ein Maximum noch ein Minimum auf.
2. Man zeige, daB:

w=2y*(1—2x—y)
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ein Maximum hat fiir:

I

= ,
9 Y

3. Man zeige, daB:
w=—2x%— 3ax®— 4ay®

ein Maximum hat, fiir:

z=0 y=0
Auch fiir:
r=ua y=0
finden wir, daf:
ou ou
Z—o0 =
ox oy 0

Die Lagrangesche Bedingung ist jedoch nicht erfiillt, wir haben
daher nach (7) an dieser Stelle keinen Extremwert.

§ 71. Behandlung unbestimmter Formen.

I. Bei manchen Ausdriicken von der Form f(x)/F(x) finden
wir, daB der Zihler f(x) und der Nenner F(x) beide null werden,
wenn z einen gewissen Wert ¢ annimmt; so kommt man z. B. bei
sinz/xz zu dieser unbestinmten Form 0/0, wenn man z den Wert
a=0 erteilt:

’ sinz 0
m=""=9
z=0

Wir wollen nun eine Methode kennen lernen, wie man vorzu-
gehen hat, um in einem solchen Fall den Wert der Quotienten
f(@)/B(a) zu bestimmen.

Wir setzen in der Zihler- und der Nennerfunktion a % fir
x und entwickeln f{a— %) sowie F(a-} k) nach der Taylorschen

Regel:
. o b " h2 =] h”
Flat 1) _f(a) @+ @5+ (“,;21—{_* W

F(a+1) F@+F@%+FM%;~+W@ﬁ%““

Auf der rechten Seite ist jedenfalls f(a) und F(a) null; es mag
aber vorkommen, daf auch noch die folgenden Ableitungen:

' (), @), . ... ()
beziehungsweise:
F'(), F'(z),....F"—(x)

null werden, weun z den Wert ¢ annimmt, d. h.:



Uber unendliche Reihen und ihre Verwendung.

206
@ @, i@=0

beziehungsweise:
F'(a), F'(a),....F"~Ya)=0

und erst /"(a) sowie F*(a) sollen von null verschieden sein.
Wir haben dann:
hntt

fasy MO +ﬁ“0(+w+
F(a+1) Fll(a)F+Fv+l(a)(v—|—1)!+

MMWz”W+”“@%H @)
hY - n!
Y PO+ PO+
Hier sind nun drei Félle moglich:
1. n=w.
Dann ist zunichst:
h
n ntl — ...
fagn "OFPT@O N
Fla+1) . " ho C
O

Lassen wir jetzt 2 null werden, so verschwinden auf der rechten
Seite alle Glieder mit % als Faktor und es bleibt:

(o) __ 1"(a)
F(a) F*(a)

2. n>wv; es ist etwa: n—v=p.

Dann ist:

flatn) _ v ...
Fatw ™ wm.... )

Lassen wir jetzt & gleich null werden, so verschwindet offen-
bar die ganze rechte Seite, da sie den Faktor O? enthilt, d. h.:

fl@)
Fa) "

3. n<v; es seil etwa: v—a=—p.

Dann ist:
fla+h) 1 v f".... 5)
Fla+h) W o F'.... .
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Lassen wir jetzt A null werden, so wird offenbar die rechte
Seite, da sie den Faktor 1/0? enthilt, unendlich groB:

f(a)
Fla)

Das Ergebnis vorstehender Betrachtungen kann man in fol-
gendem Resumé fassen: Wird in einem Quotienten f(x)/F(x) die
Zghler- und die Nennerfunktion fiir einen besonderen Wert a der
Variablen x gleichzeitig null:

fl@) _ 0
F(x) 0

r=a

Him

so kann man den Wert von f(«)/F(a) folgendermaBen bestimmen:
Man sucht die erste, fiir x =« nicht verschwindende Ableitung
von f(x) und F(x) auf. )
Sind nun die ersten fiir x==« nicht verschwindenden Ab-
leitungen beider Funktion von derselben, etwa der nten Ordnung,
so ist der Quotient:

f(a)
F(a)

Ist die erste fiir x==qa nicht verschwindende Ableitung von
f(x) von einer htheren Ordnung, als die von F(z), so ist:

fla) _
F(a)
Ist das Umgekehrte der Fall, so ist:

f(a)
Flo)~ ™

T (a) gleich dem gesuchten Quotienten

0

Beispiele:

sin x

somit ist:
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Entwickeln wir die Zéhlerfunktion sinx nach der Mac-Laurin-
schen Methode, so ergibt sich:

<x x® 2 x7+ >
sinx . 1 3! 5! 7!

X xr

1 x'ZJ_x4 1136
IR TR TR

Lassen wir jetzt links und rechts x null werden, so ergibt
sich wieder:

sin 0
—_— 1
0
. 1l—cosx
2 li —— =7
2
=0
d(1— cosx) . dz*
iz =sinx d;_——2x
sinx = 0 2x = 0
=0 =10
d? (1 — cosx) d*a?
N Y eos —9
dx cos® dx?
cosxr = 1
x2=0
somit ist:
. 1—cosx d*>(1 — cosx)/dx? 1
lim ——— = lim —£ —5 ,;—7»27/——»'- = -
xz? o d*x?da? 2
x=0 =0
3. Man zeige, daf}:
‘@ — V%
Iim(—— ) = Z(6
x b
=0
4. Man zeige, daB:
am— g
lim—— = ma™—?
rT—a
x=a
5. Man zeige, daf:
R e m
lim—- - = -
1—2a" n
x=1

II. Man findet auch Ausdriicke von der Form f(x)/F(z), bei
denen fiir einen gewissen Wert « von z Zihler- und Nennerfunktion
unendlich gro8 werden, so daf wir also bei Substitution von « fiir
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zur unbestimmten Form oofoo kommen. Es ist aber leicht einzu-
sehen, daf man ohne weiteres genau so vorgehen kann, wie wir
es eben gelernt haben, denn setzt man:

1 1
f(x)== also: f1(x)=——
Fx)= 1 also: F,(x)= 1
“RE P YT
so ergibt sich, daB:
1
limf,(x) = lim —— =
T=a rx=aqa
und:
A 1
lim F, (x) hmm =0
rT=a r=a
daBl also:
F,
lim f(x) .1 (x)zg
(@) fy(® O
z=a T=a
Beispiele:
2
1. lim &0 o
cotx =0
deot2x 2 deotr 1
dx sin? 22 de = sin’z
. decot2x [d cotx 2 sin % 0
hm —— Ty — %o = =
dx | d=x sin? 22 0
=0 =0
d:2sin > dsin?2
%o s x~:4sinxcosx ffl—n*—x=4sin 2x cos 2w
dx dx
lim d2sin*x [dsin’x lim sinzcosx O
dx | dx sin2xcos2x 0
=0 x=0
dsinxcosx dsin2x cos2x :
A 2 Qin 2 R J 2 e cin 2
— ={cos% —sin’ } — g, —2{cos’2z—sin 22}
]imdsinxcosx [dsin2xcos2x  cos'r—sin®x 1
de | dx " 2(cos’2x—sin®2z) 2
z=0 z=0
2. Man zeige, daB:
Isine
lsin 22
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 14
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dlsinx dlsin 2x
= cotx —=2cot2x
dx dx

die Bestimmung von:
1 cotx

m—
! 2 cot2x
rz=0

ergibt sich nun unmittelbar aus dem fritheren Beispiel.

III. Liegt uns ein Ausdruck von der Form: f(x)- F(x) vor, in
dem f(x) fir einen gewissen Wert a von x gleich null, F(x) unend-
lich groB wird, ergibe also eine direkte Substitution die Unbe-
stimmtheit O - 0o:

lim /(%) - F(x) =000

so gehen wir folgendermaBen vor.
Wir setzen entweder:

1 1
F@)=—- F (%)=
es ist:
lim Fy(x) = 0
. rx=a
und die Bestimmung von:
lim f(x) F(x)
=
ist auf die Behandlung von:
tim L&
F, (xi_

zuriickgefiihrt, eines Ausdruckes, bei dem die direkte Substitution
von ¢ fiir x die Unbestimmtheit 0/0 ergibt.

Wenn wir anderseits:

1 1
fl@)= @) fy ()= F()
setzen, so ergibt sich, daB:
_ Fx)
fx) - F(x) = @)
und:
tim £ _

fi (x)w: oo

«
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Beispiele:

1. limzxecotx =7

x=0
direkte Substitution ergéibe die Unbestimmtheit 0-00. Nun setzen wir:

fx)== F(x) = cotx
somit ist:
F, (x)= ﬁ =tanx
und wir haben:
@) _ oy *
F, (x) tanx
x

=0 x=0

lim

zu behandeln, welcher Ausdruck bei direkter Substitution die Un-
bestimmtheit 0/0 ergibe.
@_ dtanx__i
dr ™ dr = cos’z
af(z) [dF' (x) 2,
dz | dx % xx:ol

x=0

lim

2. lim ( —;) tanx = ?

=

ol N

JT

f(x):x—g F(x) = tanz

F, () = cotx
Wir haben also jetzt:

f(x)i = lim 9{—?
F(x) cotx

1=—§ =

lim

2

zu behanden und finden leicht — 1 als Grenze.

3. limxlex="
x=0
1
fi(x) = . Flz)=lx
. F(x) o lr —o
hm};l-(;)—hm]/x =%
x=0 x=0
dﬂ_ﬁl d(l/x)___ 1
dx =z de =~z

14*



diz/dz 1z
; = lim =0
R TEsyF —1/z?
=0 z=0

IV. Begegnen wir einem Ausdruck von der Form:
f(@) — F(x)

in dem fiir ¥ gleich a sowohl f(x) als F(x) unendlich gro8 wird,
ergiabe also die direkte Substitution von a die Unbestimmtheit:

o0 — 0

so gehen wir folgendermaBen vor. Wir setzen:

G L=
F@)= s E®= 5y
dann ist weiter:
&) —F@) = ;o — 5y
_F@—fk
f,(@)- Fy ()
und da:
lim f; () =0 lim F, (%) =0

fiihrt die Substitution von e fiir x in (6) wieder zur Unbestimmt-
heit 0/0.

Beispiele:
1. Man zeige, daf:

L@=" R@=s

ﬂgx)—fl(x)_x~l

lim fj 0
lz 0

z=1
usw.
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2. Man zeige, daB:

F1(x)_f1kx) _ xlx_x_i_l
F1(x)f1(x) (x_l)lx
zweimalige Differentiation von Zihler und Nenmner fiihrt zu:

lz+1 1

lea42 2

=1

lim

V. Bei Ausdriicken wie F(x)¢®), die bei direkter Substitution
eines gewissen Wertes a fir x zu einer der unbestimmten Formen:

1“37 0 0 , 00
fithren, bestimmt man zunéchst:
lim! F(z)f @ = limf (x) | F(x)
x=a x

=a

Beispiel :
limx® =7
=0
lx*=xlx
limzlr =0 (III. Beispiel 3)
x=0
und da:
0=11
ergibt sich, daB:
limz*=1

=0

§ 72. Interpolation; — die Formeln von Newton und Stirling.

Es seien im Verlauf eines Experimentes zu einer Anzahl von
Werten der unabhiingigen Variablen x die zugehorigen Werte der
abhingigen Variablen y beobachtet und verzeichnet worden und
zwar heifle der:

fiir x; beobachtete Wert von y:y, = f(%,)

2] 2‘6,2 ? ” 2] n:yg:f(xg)
7 xs ” » ” ” .yng(x.})
2] x4 ” ” ” 2] :y4:f(x4)

” Xy 2 bl " 1 :y:'):f(xﬁ)
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Wir sollen nun, ohne die mathematische Form des Gesetzes
zu kennen, nach dem sich y in seiner Abh#éngigkeit von x #ndert,
also ohne die Form von:

y=f(x)
zu wissen, blof gestiitzt auf die vorliegenden Ergebnisse der Be-
obachtung zu Werten von z, die zwischen #, und z, oder x, und
Zg; usw. liegen, -die zugehorigen Werte von y berechnen, ,inter-
polieren‘‘.

Sind beim Experiment die aufeinanderfolgenden Werte von x
so gewihlt worden, daf sie sich stets um den gleichen Betrag unter-
scheiden, — war z. B.:

= ... ... y, =f(a)
Ty=a-+nh ......... yo=r(a+")
a=a-+2k . ........ yg="r(a 4 2h)
xy=a-+3k......... yy=rf(a43h)
Zg=a-+4k ... ... ... ys=1f(a - 4h)

und bemerken wir dann, daf die Unterschiede zwischen den auf-
einanderfolgenden besonderen Werten y,, y,, usw. klein und ziem-
lich regelm#Big sind, so kdnnen wir Werte von y zu irgendwelchen
Zwischenwerten von « unter der Annahme berechnen, daB die
_Anderung im Wert von y proportional ist der Anderung im Wert
der unabhingigen Variablen.

Wir gehen dann nach einer Methode vor, die wir schon auf
Seite 195 verwendet haben, um log (z - %) zu berechnen, wenn log n
und log (n—+ 1) gegeben waren.

Sind aber die Unterschiede zwischen den aufemanderfolgenden
besonderen Werten von y grof oder unregelmifiig, dann koénnen
wir nicht ohne weiteres auf Grund der Annahme einer einfachen
Proportionalitdt rechnen, sondern wir miissen uns einer der Inter-
polationsformeln bedienen, die von Newton, Stirling, Langrange
und GauB angegeben worden sind.

a) Die Interpolationsformel von Newton.

Wir bilden zun#chst die Differenzen A zwischen je zwei auf-
einanderfolgenden besonderen Werten von y:
— =+ —f@)  —dh
Y — Yo =— f(a’ -I_ 2"‘) - f(((, + h) = Ala+7‘
Yy — Ys =fla+3k)—f(a+2h)= Ao yen
Ys—y,=fla+4h)— fla43h)= A4 s
Nun bilden wir die Differenzen 42
A'zu :AIa—{—h "—Ala
A2a+71 = A1a+2h - Ala—f—h
A2a+2h = A1u+371 - A1a+2h
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dann die Differenzen A4%:
4y =g — 2%
A=A o — Ay
und schlieBlich kénnen wir noch die Differenz 4* bilden:
My = By — A,

Hohere Ordnungen von Differenzen kénnen wir offenbar nicht
mehr bilden, wenn nur fiinf besondere Werte von z und die zu-
gehorigen Werte von y gegeben sind. '

Die besonderen Werte der unabhingigen Variablen, die zu-
gehorigen Funktionswerte und die gebildeten Differenzen stellen wir
nun in Form einer Tabelle zusammen:

a f(a)
A%,
at+k  flat+w) 43,
Ala—f—h Asa
at2h fla+20) A*oyn A4,
A1a+2h J:;u.—}—h
a+ 3k fla-8h) Ao p 2
A1a+3h

a-t+4h fla+4h)
Aus den obigen Gleichungen ergibt sich nun leicht:

fla-F1) =fla)+ 4%
flat2m)=f(a + 1)+ A%
= f(a) + Ala + Ala—f—h
:f(a)“‘AIa '{—A‘a + 4%
— f(a) - 24% + 4%
flat81)=1(a + 2h) + A2
:f(a)+2Ala +A2a+Ala+2lL .
— (@) 24% A A+ L
— f(a) 24 - 42 - Ay Ly A Ly
—f(a)+ 24, + 42, - A2 4% 22+ £,
= f(a) + 34, 4 34% + 4%,
usw.
Allgemein ist:
flatni = ndt, + "D o, M DO g
und wenn wir setzen:

. z
nh==z somit n =7
3

ergibt sich weiter:
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flate)=fe)=r(a) -5 - e 1 FEH) Lo e B2 g o)
Z2=r—a

Dies ist die Newtonsche Interpolationsformel; wenn a gleich
null ist, haben wir zu schreiben:

o) =10) 2 - A0 2EH L

da ja dann:

_I_x(x——hglgx 2h) Aﬁ+(3)

z2=X

Einige Beispiele sollen die praktische Verwendung der Formel klar-
machen.

Beispiele:

1. f(0)=2'844, f(1)=2705, f(2)=2'501, f(3)==2'236. Man
berechne 7(3).
Zuerst stellen wir eine Tabelle nach obigem Schema auf:

Werte der .
unabhéngigen Funkttons- Ar A2 A3
Variablen werte
0 2-844
(—0°189)
1 2:705 (—0065)0
(— 0°204), (0°004),
2 2:501 (— 0-061),
(— 0-265),
3 2236
Setzen wir nun zunidchst die Werte:
1
22— 5 h

in die Formel (3), so ergibt sich:
1(1 1/(1 1 '
—(=—1 Sl —1 —2
1 1 ) <5 ) 2 5 <5 > (5 > ;
f(3>:f(0)+341°+ 21 ot 3! %o

jetzt setzen wir aus der Tabelle die Zahlenwerte von 4%y, 4% und
4% ein, fithren die Rechnung aus und finden, da8 nach dieser Formel:

f<%)=2-821592

ist.



Interpolation; — die Formeln von Newton und Stirling. 217

2. Gegeben ist:
log 422 =0'6253125 log 423 = 06263404
log 4:24 = 06273659 log 425 = 06283889

Zzu berechnen ist:
log 4°21684.

Es handelt sich in dem Fafl um eine sogenannte ,,Extrapolation‘‘:
z d. . z(z—h) 4%,

) =fla) 45 g FE DL

wir begniigen uns mit drei Gliedern auf der rechten Seite.

x==4'21684 a4=—422 z=—x—&2=0'00316
fla)==1log 422 h=001

—0.00316 AL +:O'00316(—0~00316—0-01) A,
001 0012 2!

log4:21684=log4'22}

Nun bilde man wie bekannt 4, und 4%,, setze die Zahlen-
werte ein und fithre die Rechnung aus; man findet:

log (4'22 — 0°00316) — log 4'21684 = 0:6249872
3. Gegeben ist:
3 3, 3,
V60=—13914868 V61=23'936497 V62— 3957892

3. . 3
V63 =13979057 V6é4=14

Man berechne:

b) Eine Bemerkung; — die Stirlingsche Interpolations-
formel.

Es seien bei einem Experiment fiir eine groBiere Anzahl von
Werten der unabhéingigen Variablen — etwa fiir 20 — die zu-
gehorigen Werte der abhingigen Variablen y Dbestimmt worden,
so daB:

y, entspricht: a
Ya ” a+h
Ys " a-2h

Ya0 i3 a+ 192
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Handelt es sich nun etwa darum, zu einem Wert # der un-
abhingigen Variablen, der zwischen:

a-}+13 und: a- 14h

liegt, den zugehoérigen Wert von y zu berechnen,. dann wird man
nicht etwa ansetzen:

L R

(—r—a

sondern man wird die Interpolationsformel so bilden, daf das erste
Glied der rechten Seite y,, ist; wir schreiben, um uns Kklarzu-
machen, wie dies gemeint ist:

a+13h=a i ()
a-14h=a-h ys —fla—+1)
a-t15h=a-+ 2h Y16 —f(a - 2R)
a+ 16h=a-3h Y, =1F(a - 3h)
a+1Th=a- 4k yig =1r(a—+ 4h)

Noch weiter folgende Werte aufzunehmen ist meist nicht notig,
da die Genauigkeit der Rechnung bei Berilicksichtigung von fiinf
Gliedern in der Newtonschen Formel fast immer geniigend ist. —
Nun bilden wir die Tabelle:

a f(a)
A%,
at+h fla+h) 43,
A1a+], . A a
a+2k fla-+2h) A% 4y A%,
| a+2h A?a—{—h
a-+3h fla-t3%) Ao yon
Ala-}-ah
a+4h  fla+ 4h)
und rechnen:
Y= ()
aus der Formel:
N 2 A z(z—h) a2,
f(x)ff(“)’f‘f ' + . 2’7
in der:
Z=x—a

Zu einer Interpolation nach der Stirlingschen Formel fiir
einen Wert x der unabhiingigen Variablen, der wieder zwischen:

a-13k und a- 14h
liegt, wiren die Wertepaare:
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«—-F11h, y,,

o+ 12k, y,,
o«-F13h, y,,
o4 14h, 1y,
«-+ 150y,

aus der Reihe der beobachteten zu entnehmen und die folgende
Tabelle zu bilden:

0—2h(=a--11%) fla— 2h)

Ala—2h
a—h(=a-+128) fla—h) A%, _an
Ala_h Aga—?h
"i(: a+ 13"’) f(a) Aga——h ‘—'14a—2h
.’.’lla ASa—h
at+h(=a-t+14h) fla+h) 42,
Al
ath

a—+2k(=a-+ 15%) fla-+ 2B).
Die Stirlingsche Interpolationsformel lautet nun:
z A + A—n 22

f(%)——f(a)—I— 5 9,,242a—h+
(4 hz(z—h) &:ié‘fg:@, z+n2E—0h)

3113 2 410t a—2h
+( +2h)(z—|—h;z'(’iz)—h)(z—2h) A7 a_gh—l—Aa_:,,,_*_ @

Es ist hier noch ein sechstes Glied entwickelt, um das System
der Formel augenfillig zu machen; bei der praktischen Verwendung
der Formel wird man kaum jemals mehr als fiinf Glieder der
rechten Seite verwenden, so daf man nicht mehr Wertepaare zu be-
riicksichtigen und Ordnungen von Differenzen aufzustellen braucht,
als in der obigen Tabelle aufgenommen sind.

Ein Beispiel:

Werte der

nabhingigen | ¥ WREtions- a4 | &~ At
! \afgriab%eﬁ werte

21 21857
— 0832

25 21:025 — 0061
— 0893 — 0033

29 20132 — 0094 +0‘026
— 0987 — 0007

33 19°145 — 0101
— 1088

37 18057
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Man berechne den Wert von f(x), wenn =30 nach der Stir-
lingschen Formel:
0940 0°094 15><002 15><0°026
TS R TE ¥ A TEv T,
=20"132 — 0235 — 0003 - 0°0008 — 00001 = 19°895.

y=20132 —

§ 73. Weitere Interpolationsformeln; — die graphische Inter-
polation.

a) Die Interpolationsformel von Lagrange.

Wir haben bisher angenommen, daB die aufeinander folgenden
Werte der unabhingigen Variablen so gewihlt worden sind, daB
sie sich stets um den gleichen Betrag unterscheiden; nun wollen
wir diese Einschrinkung fallen lassen.

Es seien die besonderen Werte:

Yor Yoo Yoo - -+ Up
einer Funktion y, fiir die Werte:
a, b, e ....n

der unabhingigen Variablen x bestimmt worden, diese aufeinander
folgenden Werte von x unterscheiden sich aber nicht mehr stets
um denselben Betrag.

Lagrange hat nun gezeigt, daf sich dann der Wert von y,
fiir irgend einen Zwischenwert von z nach der Formel:
y (x—b)(xz—c)....(x—n) 4 (x—a)(®—c)....(x—n) y - (1)
Yo= (a—b)(a—c)....(a—mn) Ya O—a)y(v—c)....(b—n) Yo

berechnen 1:i6t.

Beispiele.

1. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, daB eine 53 Jahre
alte Person 1 Jahr leben wird, wenn die Wahrscheinlichkeit, dafB
sie noch ein Jahr leben wird, fiir eine Person

von 50 Jahren: 0°98 428

» b1 » 098335
» 54 » 1098008
2] 55 I3 : 097 877
ist. Wir setzen in der Rechnung:
a=0 Y, =— 098428
b=1 Y, — 098335
c=4 ¥, = 098 008
d=5 Yy, =— 097877

r=3
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darauns folgt:

(@—b) @ —0) @—d)=(3—1)(3—4)(8 —5)—=+ 4
(6—a)(e—0) @—d) = (3 —0)(3—4)(3 —5)—| 6

(@—a)(@—b) (@ —d) = (38— 0)(8 — 1) (3 — 5) = — 12
—a)(x—b)(x—c)=B—0)B—1)8B—4)=— 6
(a—b)(a—c)(a—d)=(0—1)(0—4)(0—5)=—20
b—a)p—c) (0—d)=1—0(1—4)(1—5)=}12
(c—a)(c—b)(c—d)y=(4—0)(4—1)(4 —5)=—12
@—a)y(d—0b)(d—c)=(5—0)(6—1)(5—4)=-F+20
4 -« 6 12 6 098428 098335 098008 3x<097877
Tao% TRt T s T2 T 1 T 1o

2. Gegeben ist:
Y, = log 280 = 24472 Yy, = log 281 = 2°4487
y,=—1log 283 = 24518 Yy, = log 286 = 24564

Man bestimme nach der Formel von Lagl ange log 282. Fir die
Rechnung setzen wir:

a=0 b=1
c=3 d=2=6
r=2
2 4 4 1
Yo=""g YT 5 U g ¥ g5 ¥a= 24502
3. Gegeben ist:

¥, = log 200 = 230103 ¥, =log 210 =2'32222
y,=—1log 220 =2'34 242 ys=—10g230=236173

Man bestimme x nach der Formel von Lagrange, wenn:
¥, = logx=233333
Fiir die Rechnung setzen wir:

a=20 b=1
c=2 d=—3
\ :(x—l)(¢—2)(x——3) (#—0) (x—2) (x—3)
= 0—n0—20—8 T a —0u=2u=9’ bt
2.33333=_x3—6x2-|— 11z—6 —ba’+-6x
6 2

die weiteren Glieder bilde der Leser selbst, fithre dann die Rechnung
aus und fasse zusammen; so ergibt sich zun#chst:

233333 = 2:30103 -} 0'02171 x — 0°00055 z* -}- 0-00001 2*

230103 -+ = 2:32222 - ..
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Diese Gleichung ist nun nach x zu Idsen (§ 110, usw.) und
wir finden:
& == appr. 215462
4. Die Leitfihigkeit von Ammonsulfatldsungen ist bei 18° und
einem Gehalt:
von 0°793 Gramm Aquivalenten im Liter: 526-10—38
2] 1'584’ ” 2] ” T 939'10_8
» 37366 » " » o ¢ 1664-1078
(Hg von 0°=10%). Man berechne die Leitfihigkeit bei einem Ge-
halt von einem Gramm-Aquivalent im Liter:
a=0793 b=1'584 c==3.366
Y, = D26 iy, = 939 y, = 1664
r=1

(1 —1'584) (1 — 3°366) (1 —0793) (1 — 3.366)

) = 939+ ...
Ys==(0793—1'584)(0-793— 3-366) - 6+(1'584——0'793)(1'584—3'366) T
0584 - 2'366 0'207 - 2'366 0207 - 0'584
el et el O 1664
= 0791 - 2573 °20 T G791 - 1782 220 " 2573 - 1782 100

usw. Kohlrausch, Wiedemanns Ann. 1879, S. 1 und 145.

b) die Interpolationsformel von Gaus.

Sind beim Experiment wieder n Werte:
Yar Ypr vver vvnn Yus
fiir » Werte:
a, b, .... .... n
der unabhingigen Variablen x gemessen worden, und zeigt sich
nun, daf y, periodischen Charakter hat, so verwendet man zur
Interpolation eines Zwischenwertes die Formel von GauB:

.1 .1 1
smg(x—b)smé(x—c)....smE(x n)

e e T
sing(a—— b)sin 5 (a—e¢).... sinE(a~n,)

1 1
sin = (z — a) sin E(z—c).... sin% x—mn)

2 P
. . L gy (@)
siné (b — a)sin E(b——c) ....sin—g-(b—n)

¢) graphische Interpolation.

Man trigt die gewshlten Werte der unabhingigen Variablen
und die zugehorigen gemessenen Funktionswerte als Abszissen und
Ordinaten in einem Koordinatensystem ein und verbindet die Enden
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der Ordinaten durch einen Linienzug; je mehr Messungen gemacht
wurden, desto genauer stellt nattirlich die gezeichnete Kurve den
Verlauf der Funktion dar.

Zu irgend einem Zwischenwert der unabhingigen Variablen
ermittelt man dann den zugehdrigen Funktionswert, indem man
einfach im Diagramm auf der Abszissenachse das Stiick abtrigt, das
dem Zwischenwert der unabhiéngigen Variablen entspricht und die
zugehorige Ordinate abmiBt.

Sehr geeignet fiir derartige Arbeiten ist das sogenannte Milli-
meterpapier.

§ 74. Niherungsweise Berechnung von Werten fir dy/dx
auf Grund von Beobachtungsergebnissen.

Es seien wieder durch Beobachtung eines Vorganges fiir eine
Reihe von Werten der unabhingigen Variablen x die zugehdrigen
Werte der abhéingigen Variablen y bestimmt worden ; die mathematische
Form von f(x)==y sei unbekannt.

Es ist dann manchmal — wie wir im folgenden Paragraph sehen
werden, — eine wichtige Aufgabe, fiir eine Anzahl von Werten
der unabh#ingigen Variablen x niherungsweise die Werte von dy/dx
zu berechnen.

Um sie zu losen, kénnen wir zwei Wege einschlagen. Tragen
wir die zusammengehorigen Werte von  und y in ein Koordinaten-
system ein und verbinden
die Enden der Ordinaten
durch einen Linienzug, so
gibt uns die erhaltene Kurve
ein mehr oder weniger ge-
naues Bild des Verlaufes
von f(x) innerhalb des ersten P

und letzten beobachteten
Wertes von y. Um nun fir
irgend einen Wert von x — e
etwa x=a — den Wert von
dy/dxz zu berechnen, legen
wir (Fig. 84) in dem Punkt Zr Ny z
mit den Koordinaten ¢ und g

y, eine Tangente an die g"ig'. 84,

Kurve und berechnen tan e,

indem wir MN abmessep und den Wert des Verhiltnisses y,/MN
ausrechnen. Die Genauigkeit der Methode ist natiirlich im all-
gemeinen nicht sehr grof.

Yy
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Auf dem anderen Wege miissen wir von einer der Interpolations-
formeln ausgehen.

Es seien die aufeinander folgenden Werte der unabhingigen
Variablen so gewihlt worden, daB sie sich stets um den gleichen
Betrag & unterscheiden, a sei einer dieser Werte, und wir sollen
nun fir den Punkt mit den Koordinaten x=ga und y,=7(a)
néherungsweise den Wert von dy/dz berechnen.

Nach der Stirlingschen Interpolationsformel ist nun f (),
wenn:

a<lx<a-t+h
a’ A +A,a—h ( )
+ 5 et

f@)=rw+"
da ja:
z=x—a
Bilden wir nun df(x)/dx und setzen im Resultat:
r=a
d. h. lassen den Punkt mit den Koordinaten x und f(x) unendlich

nahe an den Punkt mit den Koordinaten a und f(a) heranriicken,
so ergibt sich:

dy 1 (A A, 143, A3, 18, L+ 4 s,
<7>x~'a:7< o : 'h+3"6#+"'>

dx/ _ 2 6 2 2
1 A'a—}—A'a—h 12A3a——h+A3a—‘2h 12' 2.2A5a—-?h+ A5a—8h )
““7i( 2 E] 2 T 50 2 ) @
Ein Beispiel.
Werte der . .
. Funktions- 5
unabhingigen . AL A A3 ar A
Variablen werte g
49 134:290
14123
50 148413 1-486
15609 0°155
51 164-022 1641 0019
17-250 0174 — 0004
52 181-272 1-8156 0-015
19065 0189 -+ 0009
53 200°337 2:004 0024
21°069 0213
54 221406 2217
23-386
55 244692
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Man zeige, daB:
(@g) —1 (17'250—}—19'065_1.0'174+0'189+i_0'009-0'004
dx 01 2 6 2 30 2
2. Aus Horstmanns Daten iiber den Dissoziationsdruck p
der Ammonsilberchloride bei verschiedenen Temperaturen ?;

t: 8, 12, 16,....°C
p: 432, 52°0, 653,....cm Hg

berechne man:
d
(Jf> =276
dt t=12°

Der Leser mache sich nun noch selbst klar, daB:
d'zy> 1 < 1 1 >
= =4 — At — A% _,
(dx-z ea h? a—h 12 a—:.h+ 90 a—oh+
Bei Rechungen mit den FErgebnissen von praktischen Be-

obachtungen ist es kaum jemals notig, mehr als hdchstens drei
Glieder in den entwickelten Reihen zu verwenden.

)= 181273

x=5"2

§ 75. Aufstellung einer Formel fiir einen Yorgang auf Grund
von Messungen.

Ist man nicht in der Lage, von allgemeinen theoretischen
Gesichtspunkten aus den Zusammenhang zwischen der unabhingigen
und der abhi#ngigen Variablen bei einem betrachteten Vorgang in
der Ausdrucksweise und Mathematik zu fassen, eine sogenannte
theoretische Formel aufzustellen, wie wir dies beispielsweise beim
Zerfall des Rohrzuckers unter dem Einfluf verdiinnter S&uren
konnten, so miissen wir auf Grund der MeBergebnisse eine empi-
rische Formel zu gewinnen suchen, die den Zusammenhang zwischen
z und y (wenn allgemein z die unabhingige, y die abhingige
Variable bezeichnet) wenigstens im Bereich der Messungen mog-
lichst genau darstellt.

Strenge Regeln, wie man dabei vorzugehen hat, lassen sich
nicht geben, — Findigkeit und Ubung spielen eine wichtige Rolle
bei derartigen Arbeiten.

Hiufig gibt die graphische Darstellung der Beobachtungs-
resultate wichtige Anhaltspunkte.

Ist die gezeichnete Kurve innerhalb des Melbereiches eine
gerade Linie, so ist die Gleichung, die den Zusammenhang zwischen
2 und y darstellt, von der Form:

y=a-+bzx

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik, 15
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Ist dies nicht der Fall, so versuche man es mit den Relationen:

ax
y=-—
Y 14 bz
Niitzlich ist es ferner, fiir eine Reihe von Werten von x die an-
gensherten Werte von dy/dx zu berechnen.

Findet man dann, daB sich dy/dx proportional mit y #ndert,
so kann man den Zusammenhang zwischen =z und y durch:

y=ax" oder:

y=="0e*® oder: y=>Ube %"
ausdriicken. Erfolgt die Anderung von dy/dx proportional mit der
Anderung des Verhiiltnisses x/y, so versuche man die Beziehung:
y="ba®
Andert sich dy/dz proportional mit z, so ist die Gleichung:
y=a-bx?

anzuwenden. Haben alle diese Versuche kein befriedigendes Re-

sultat ergeben, -so muB man es weiter mit Beziehungen wie:
atzx .

:b—‘jx y=10at0b= y=a-+blogx
y=a-}bc*

y=a-+bxtcx?fda®4....

versuchen. . Zeigt y in seiner Abhingigkeit von « periodische

Eigenschaften, so 148t sich die Beziehung zwischen den Variablen

durch trigonometrische Reihen darstellen, beziiglich deren auf das

Kapitel iiber die Fourierschen Reihen verwiesen sei.

Y

§76. Auswertung der Konstanten in empirischen und theo-
retischen Formeln.

1. Methode:

Man wahlt aus den beobachteten Wertepaaren so viele aus,
als Konstanten a, b, ¢.... zu berechnen sind, setzt sie in die
Gleichung zwischen y und z ein und 16st die erhaltenen Relationen
nach a, b, c.... auf.

Beispiel :

Es seien n Werte:

Yy Yoo - Y
fir die Werte:
z, =0, x,, .... 2"
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der unabhingigen Variablen gemessen worden; man berechne die

Konstanten in der Gleichung:
bz

y=a-101Fc=
die den Zusammenhang zwischen x und y beim betrachteten Vor-
gang darstellen soll.
Wenn:
z, =0, ist y,—a
es bleiben also nur noch die Konstanten & und c¢. Wenn wir zu
ihrer Berechnung die Wertepaare:

Ty, Yo Und  Z,, ¥y

verwenden, ergibt sich:

bz, b,

y'l ==aq - 10@2 und ?/;_ a- 10717-{:7(::%

bx bx
logy,=loga -} .—2- logy, =loga -+ ——2%
? 1 - cx, 8 © 1 ez,
1 R 1 > 1
1 1—/3—< —~—> ogy' == log Y2 log Ll
b— a /-2 T @ R 3 a
Ys Ya Ys Yo
log 3 — 1og %2 log /3 —10g ¥
€. 08, %87, g

Die Methode ist verwendbar, wenn auf eine genaue Bestimmung
der Konstanten kein besonderes Gewicht gelegt wird, oder wenn
die Fehler bei den Beobachtungen verh#ltnism#fig klein waren.

II. Methode der kleinsten Quadrate.

Eine der besten Methoden, die numerischen Werte der Kon-
stanten in irgend einer Formel zu bestimmen, ist die Methode der
kleinsten Quadrate. Die Regel geht von der Annahme aus, daf
die wahrscheinlichsten Werte der Konstanten die sind, fir welche
die Summe der Quadrate der Differenzen zwischen beobachteten und
gerechneten Werten die kleinmdglichste ist.

Betrachten wir den folgenden Fall: Es sei uns bekannt, daf
bei irgend einem Vorgang der Zusammenhang zwischen der unab-
héngigen Variablen x und y durch:

y—a-tbzr . . . . . . . (D

gegeben ist. Um nun die Konstanten a und b auszuwerten, messen
wir fiir eine Reihe von Werten von x:

Xys Tyyenn X,
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die zugehoérigen Werte von y; wir bezeichnen die gefundenen
Zahlen mit: '
y1 ) yz v yn

Wiren die MeBergebnisse absolut genau, d. h. wiirden die be-
obachteten Werte:
.1/1’ yl! tee yn

absolut genau den wirklichen Werten von y:
Ywrr Yz -+ Yun
gleichkommen, die den Werten

Xyy Loy vvnn X
entsprechen, so miifite:

a-t+bx,—y, =0, a+bx,—y,=0, .... a4 dx,—y,=0
sein. Da aber eine derartige Genaunigkeit nicht erreichbar ist und

immer gewisse Differenzen v zwischen den beobachteten Werten
von y und den wirklichen bestehen:

V1 = Y1 Y1 Ve Ypo " Y2 «oor Uy Yy Yu- (2)
so haben wir zu schreiben:
atba,—y,=v,, at+bx,—y,=v,,.... a+bx,—y,=v, (3)
Die Aufgabe ist nun, die Konstanten ¢ und b so zu bestimmen,
daf3:
S)=v +v 4 .... v =2(a+ bx—y)®

ein Minimum wird; dies ist fir solche Werte von a und U der Fall,
fur welche die partiellen Ableitungen von:

Zlat+vx—y)?
nach « und b null werden. Wir setzen also:

0 2___
é;l—Z(a—I— bx—y)*=0

somit:
Satte—y) =@ F0Z@—Z@=0. . @
und:
a 2 ___
somit:

Ze(atbr—y)=aZ(@)F02@H—2@ -yy=0. (5)
liegen nun zu » Werten von x die beobachteten Werte von y vor,
so kénnen wir weiter schreiben, da dann:

Z(a)=nmna
na+02@)—2(y)=0 aZ@)+bo2Z@)—2(-y)=0 (6)
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und wenn wir jetzt nach a und b auflésen, erhalten wir die zwei

Gleichungen:

_Z@ 2@ =@, Z@I0) ey
[2@)] —n2 (=) [Z @) —n2(?)

welche die Werte der Konstanten ¢ und b so bestimmen, daB X'(v?)

ein Minimum wird.

a

Beispiele.
1. Es sei beobachtet worden, daB ein Volum Wasser bei 760 mm
Barometerstand :

bei t= 0% 18st: 1'80 Volumina (v) Kohlensiiure,

» t= 5° ” 145 ” ”
w b= 10° ” 1-18 » ”
y t= 15° » 1-:00 ” ”

Zwischen v und ¢ bestehe in dem betrachteten Temperatur-
intervall der allgemeine Zusammenhang:

v=a-}+ bt
Man soll die Konstanten ¢ und b auswerten.
Wir bilden zunichst die folgende Tabelle:

|

t v ; t? t-v
|
0 1-80 0 0
5 1-45 25 725
10 118 100 11-80
15 1-00 225 15°00
S(H)—380 | S@—543  S()=2350 | Z(t-v)— 3405

Die Werte fir 2(t), Z(v), 2(#*), 2(¢-v) fithren wir nun in die

Formeln ein und finden:
a=1'758 b=—00534
v=1758 —00534¢

Um zu zeigen, daB diese Formel, in der die Konstanten « und
b aus den Ergebnissen der Beobachtung nach der Methode der
kleinsten Quadrate gerechnet wurden, die geeignetste ist, obwohl
sich nach ihr rechnerisch fiir:

t=0° ergibt, daB: v=1"758

wihrend die direkte Beobachtung 1°80 lieferte, bilde man die
folgende Tabelle:
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v Differenzen zwischen den Quadrate

t - berechneten und den be-| der nebenstehenden

gerechnet beobachtet obachteten Werten von v Differenzen

0 1-758 1-80 — 0042 000176
5 1-491 1-45 + 0041 000168
10 1-224 1-18 -+ 0044 000194
15 0957 1-:00 — 07043 000185
' : 0'00723

Die Zahl 0'00723 ist die Summe der Quadrate der Differenzen
zwischen den beobachteten Werten und denen, die sich aus der

Formel:
v=a- bt

errechnen lassen, wenn « und 0 nach der Methode der Kkleinsten
Quadrate aus den Beobachtungsergebnissen bestimmt wurden.
Jede Anderung der Werte von @ und b bewirkt, daB als Summe
der Quadrate der Differenzen eine grofere Zahl erscheint, als
0°00723. Dies laft sich leicht nachweisen. Wenn wir z. B. in die
Formel
v=ua- bt
die beobachteten Werte:
] t=0 und v=—18
einsetzten, ergibe sich:
a=1'8
und aus:
145=18-+}50
dann weiter:
b=—007

nun rechnen wir aus der Formel:
. r=18—007t
die Volumina fiir:

t=10° und erhalten: v=1'10

=15% ” : v=075
und bilden die folgende Tabelle:

v 'Differenzen zwischen den Quadrate
t . — —— berechneten und den be- der nebenstehenden
. gerechnet : beobachtet obachteten Werten von v Differenzen
0 1-80 180 | 0 0
5 1°45 145 | 0 | 0
10 1-10 1-18 ] — 008 0:0064
15 075 100 —0.25 0:0625
00689




Auswertung der Konstanten in empirischen und theoretischen Formeln. 231

Die Summe der Quadrate der Differenzen zwischen dem auf

Grund der Formel:
v=180—007¢
berechneten und dem beobachteten Wert ist 0-0689.

2. Wir stellen aus einer gewissen Substanz einen Stab her, der
sich mit steigender Temperatur ausdehnt, und zwar messen wir die
Langen:

1:100022, 100065, 1000°90, 1001-05mm
bei:
t: 20, 40, 50, 60°C

Man berechne nach der Methode der kleinsten Quadrate die

Konstanten ¢ und b in der Formel:

l=a- bt

die den Zusammenhang zwischen Linge und Temperatur innerhalb
des Bereiches der Messungen ausdriickt.

a=999'804 b=00212
1=999804 4 00212 - ¢
(vid.F.Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, Leipzig, 1901.)

Haben wir bei einem Vorgang den Zusammenhang zwischen
z und y in der Form:
y=a-+bx 4 cax?
gefafit, so berechnen wir die Konstanten & und ¢ aus den Formeln:
) 2 — 2@ Sa) | @)X — @) 2 o
2(x%)- 2(@)—[2 @) (@) 2()—[2 (")
die ahnlich abgeleitet werden, wie oben (7); & wird gesondert be-
stimmt, indem man den Wert von y fiir x =0 mift.

Beispiele:
1. In Grenelle (Frankreich) wurden in einem artesischen Brunnen
in den Tiefen:
z:28, 66, 173, 248, 298, 400, 505, 548 m
die Temperaturen: '
t:11°71, 12:90, 1640, 20°00, 2220, 2375, 2645, 27°70°C
gemessen; die mittlere Temperatur auf der Erdoberfliche (x=0)

war 106 °C. Man berechne die Konstanten in der Formel fiir den
Zusammenhang zwischen x und ¢:

t=a-+bx -+ ca® -
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Man findet:
a=106 b==0'042096 ¢ =—0"000020558
2. Es sei:

x:897, 2056, 36°10, 49'96, 6238, 8373
y:1:0078, 10184, 10317, 10443, 10563, 1°0759

y==1 wenn: x==0
Der Zusammenhang zwischen y und 2 werde durch:

y=a-t+bx-+ cx®
ausgedriickt; man zeige, daB:
a=1 b =0°00084 ¢==0"0000009

§ 77. Darstellung von Integralen durch Reihen.

Es ist gar nichts AuBlergewdhnliches, wenn wir auf Formen
stoBen, die nach den gewdohnlichen uns zur Verfiigung stehenden

b
Methoden der Integration nicht 1osbar sind. Ist z. B. ff(x)dx ein

derartiger Ausdruck, bei welchem das allgemeine Integral J‘f (x)dax

nicht lésbar ist, so kénnen wir aber wenigstens einen N#herungs-

b
wert fiir ff(x)dx finden, indem wir nach den in § 64 gelernten
a

Verfahren, némlich der Simpsonschen Regel usw., vorgehen. Ein
anderer Weg bietet sich uns noch, falls es moglich ist, f(x) fiir
a<x<b in einer konvergenten Reihe nach Potenzen von x zu
entwickeln. Wenn wir in dieser Reihe dann Glied fiir Glied inte-
grieren, so entsteht eine neue ebenfalls konvergente Reihe fiir

J‘f(x) d(x), und integrieren wir Glied fiir Glied zwischen den Grenzen

b
a und b, so kénnen wir ff(x) dx mit beliebiger Genaunigkeit be-

rechnen.
Einige Beispiele werden das Gesagte rasch klarmachen.

Beispiele:
—1<x<1

so ergibt die Entwicklung nach dem Taylorschen Schema, daB:

42 "1=1—a2tat—a4....

1. Wenn:
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somit ist innerhalb der Grenzen — 1 und —|— 1:
b

f1+w fdx~fx dx—[—f “da,—f Sdy 4 ..

=[x-—§x3—]—§x5—7x7—{—} == aretan b — aretan a

b
Man sehe § 66, Beispiele. Wir erinnern uns, daB:

dx
fm =arctanx -+ C

2. Man zeige ferner, da8 innerhalb der Grenzen — 1 und -} 1
5 .

b )
-1 3 1.82°
f(l —2?) fdx= [x—{— ;‘3 —2—.7433 +... } = larcsin x]
a

4
dx 1 sin®x | 1-3sin* x
3. =2 Vsinz 145 tay o
Vsina ( 5 2-4 9
[ - X =
o xS 1’5 xT
. — S dyr—=10— - ——— .. .vid. § ,
4 fe v=z— =t 1‘2_3‘74— Of1d566 (7b)
. =03
5. Sehr wichtig fir die Wahrscheinlichkeitstheorie ist das
Integral:

ha
2
P**‘:je— ezd (ha
V= ( )

0
Setzen wir hax=1{, so ergibt sich ohne weiteres:

¢
P= —-2—J‘e’ Cdt
Vade

welches Integral wir fiir kleine Werte der oberen Grenze nach 4.
behandeln. Andererseits ist offenbar:

[+ o] i e8]
fe—t"‘dt :fe—tedt -+ fe—t*dt

J:tdtwj_tdt_f_tdt

.—x_q ,_/—_‘

1 [<'e]
W [erar
2 t

somit:
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daB: o0

1 —
— 12 —_—
J‘g dt = 5 Van

haben wir bei Besprechung der Gamma-Funktion gelernt. II. finden
wir folgendermaBen. Durch partielle Integratien (vide § 51) ergibt

sich, daB:
—t?
Jemrai=— Lo -_*j

-__A— *t + 22[" —t2+

usw., somit schliefllich:

o ?fﬂ t_‘t o —;t 17 3— 1.3.5 ]
P_WJ ‘dt—1 tVn{ 2t'2+(2t‘)2 (gt.z)g—i—....I

welchen Ansatz wir bei grofen Werten der oberen Grenze ver-
wenden.
Fiir k*<d ist:

__tz

T
2

d 7 1.\, [1-83,\%, (1-3-5 ,\* |
6. _‘p—.:”{-;-(\)_k(“z)_;_( s) )
l/i—#k“sin"’tp 2! 2k 2‘4k 2'4‘6k + J

o Ji oot 2
(vide § 61)




VI. Abschnitt.

Hyperbolische Funktionen.

§ 78. Einfithrung der hyperbolischen Funktionen.

In § 66 wurden die folgenden Reihen entwickelt:

. x| x®
¢ =1+x+§+3_!+~--

z2 x3
e_”:1—.’v—f—g—§

Setzen wir nun ix an die Stelle von z, wo i=V—1 ist, so
erhalten wir:
izxe

e’”:1—i—ﬁ+ 2""+—3T+....

x? | at e 2, 2
TSI N CORHER S

der: .
oder er=cosxtisine . . . . . . (1)

Ebenso findet man:

-2 .2 -3 .3
. X X

—i% ; . _

€ =1 iz 4 21 3'—}-

x?  at fx x| 2
~(—gta— )G s+

e~ =cosx—isinz . . . . . . (2
Aus (1) und (2) folgt durch Addition und Subtraktion:
¢i® | g—iv ]

oder:

COS & —

2

I SR O
sSin ¥ — '"—_2 i J
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Schreiben wir in (1) an Stelle von x die Grofie nz, wo =
irgend eine reelle Zahl bedeutet, so erhalten wir zunichst:
cos nx -+ 1 sin nx = ¢"® = (¢i2)"
demnach weiter:
(cosz 4 isinx)' = cos nx | isinnz
und ebenso: N ()
(cos & — 1 sin x)" == cos 1 — i sin nx

Diese Gleichungen sind unter dem Namen des Moivreschen
Theorems bekannt.

Man kann nun analog der Definition der trigonometrischen
Funktionen durch (3) neue Funktionen definieren, wenn man in
(8) statt x tiiberall iz setzt. Man erhdlt so die hyperbolischen
Funktionen, und zwar den cosinus hyperbolicus:

. er e—~%
coshx = cos iz = ~—j_2—— N )
und den hyperbolischen sinus:
1 . e —e %
sinhz = —sinie=-—— . . . . (6)
7 2
Analog den trigonometrischen werden die iibrigen hyperbolischen
y Funktionen definiert:
<)
A sin ha coshz
2 tanh £ = coth x = —;
coshx sin b
R 1 1 ()
y2 i sechz = —— cosechx=—-—
x’ x coshx sin hx
g

Gem#f der Definition sind die hyper-
bolischen Funktionen nicht mehr periodisch,
wie die trigonometrischen, sondern haben
den Charakter von Exponentialfunktionen.
Die Figuren 85, 86, 87 stellen die sechs
hyperbolischen Funktionen graphisch dar.

14
&
) ooy
.49
x’ ag z
.9,00
&l"
2’ =
e
y ?

Fig. 87.
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§79. Die geometrische Bedeutung der hyperbolischen
Funktionen.

Die geometrische Bedeutung der trigonometrischen Funktionen
ist uns schon bekannt. Zieht man in einem Kreise vom Radius
eins mit der Gleichung:

a4y =1
den Radius zu einem Punkte der Peripherie, so stellen die Koordi-
naten z, y dieses Punktes beziigl. den cosinus und sinus des Bogens
dar, den der gezogene Radius mit der X-Achse einschlieft. Eine
shnliche Bedeutung haben die hyperbolischen Funktionen fiir eine
gleichseitige Hyperbel, nur daB an Stelle des Winkels im Bogen-
maB der doppelte Inhalt des vom Radiusvektor, der X-Achse und
zugehdrigen Bogenstiick der Hyberbel eingeschlossene Flache tritt.

Um diese Beziehungen nachzuweisen, berechnen wir den Flachen-
inhalt des Stiickes OP4 (Fig. 88), welches nach rechts durch den
Bogen AP einer gleichseitigen Hyperbel mit der Gleichung:

—y?=1 . . . . . . . Q
begrenzt wird: ¥ y (1)

Es ist:
Fliche OPA =— Flache OPM — Fliche APM

1

wenn wir die Koordinaten von P (z,y) nennen und bedenken, da8
nach (1) OA==1 ist. Der doppelte Flicheninhalt OPA ist also:

u=xy-2fl/x2——1dx=xl/x2~—1—2J‘{/xg—:fdx

1 1

oder es ist: S
u=lx4+Va?—1) . . . . . . (2
624:x+vx2;i

e —2xet 4-1=0
dividiert man durch e% so ergibt sich:
et + e
— —

coshu=2 . . . . . . . (3)

Hieraus folgt:

oder:

x

d. h.:
Aus (1) erhdlt man:

o ezt+e—zz>2
e (2 > }__ 4
v ( 2

der:
oder y==sinhw . . . . . . . (4
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Demnach sind die Koordinaten x, y des Punktes P resp. coshu
und sinh# des Arguments %, d. i. der Fliche OPA. Aus (1), (3)
und (4) folgt noch:

cosh®s —sinh®u=1 . . . . . . (5)

welche Beziehung der Relation:
cos®z |- sin*x =1

bei den trigonometrischen Funktionen entspricht.
Beschreibt man um O (Fig. 88) einen Kreis mit dem Radius 04,
zieht von M eine Tangente MP' und nennt den Winkel MOP' im

z Bogenmaf$ ¥, so ersieht man, dafi zwischen
£ den trigonometrischen Funktionen von
] % und den hyperbolischen der Fliche » ein-
£’ fache Beziehungen bestehen. Es ist n#m-
lich:
MO
— =g =secd —coshu . (6
x OP' ? (8)
17 i M
Fig. 88. und da: gy *=2a—1, so ist:
y=tand=sinhe . . . . . . . (7)

ferner hat man nach (5) und (6) des vorigen Paragraphen:

e* = coshu -} sinhu =sec?¥ 4 tan ¥

ottt in(T49) o
Da nun: . _ o
tanh & — ﬁ Tﬁi — T<Z +E>:
. 2 e% 4 e?“ tan (741 4 Z) 41
so folgt: tanh ¥ — tan J L ®
2 2

? heiBt der zu # gehdrige Lambertsche Winkel.

§ 80. Beziehungen der Hyperbelfunktionen zueinander; die
inverse Hyperbelfunktion.

Ebenso wie in der Lehre von den trigonometrischen Funktionen
lassen sich eine ganze Reihe von Beziehungen angeben, die zwischen
den Hyperbelfunktionen verschiedener Argumente bestehen. Eine
Grundformel fanden wir schon in (5), § 79. Andere Relationen er-
geben sich, wenn man stets auf die Definitionen (5), (6) in § 78
zuriickgeht. So z. B.:
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cosh2x =1 - 2sinh®x — 2cosh®>x — 1 = cosh®z |- sinh*x (1)

sinh2x = 2sinhxecoshx . . . . . (2)

cosh (2 +y) = coshx coshy + sinh  sinh y| 3)

s sinh (z + y) = sinh & coshy + cosh x sinh yf

Da das Argument der Hyperbelfunktion nicht einen Winkel,
sondern eine Flache darstellt, so schreibt man die inverse Funktion

von: .
2 =sinhy

in der Form:
x==areasinhy . . . . . . . (4)

Da die hyperbolischen Funktionen durch. Exponentielle dar-
gestellt werden konnen, so haben die inversen Funktionen die
Eigenschaften von Logarithmen. Es ist:

1
y = sinhax = 9 (e —e ")
daher: A
&=yt V1
soll x reell sein, so ist das obere Zeichen zu nehmen, und man er-
halt:
x = areasinhy =1(y 4+ Vy*> -+ 1)

analog: I
° area coshy =1(y + Vy®*— 1)
1 14y
areatanhy — - 1-—~
2 1—y
1 1
areacothy — — v+ N ),
2 y—1
1+V1—y?®
areasechy =1 K _—
Y
1 /1 42
area cosechy =1- —[4 - _I_-LI/—
Y

§ 81. Differentiation und Integration der Hyperbelfunktionen.

Die Differentialquotienten der Hyperbelfunktionen ergeben sich
aus ihrer Definition durch Exponentialfunktionen; so ist:

x —
. e
y=sinhr=--- 6

&

dy e*+-e®
== coshz. . . . . . (O

daher:
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240
Analog ist:
dcoshz . ]
- =sinhx
dx
dtanhx 1 l (2)
dx ~  cosh’x
Ist ferner:
y==areasinhx
also: .
x =sinhy
so ist:
dy 1 1
e mm—mmme L . . . (3)
dx coshy Vi-4+zx
dhnlich findet man:
d 1
— (area cosh ) = ——=—=—
dx Va?—1
B 1 ; N Y]
— (area tanh x) = - J
dx 1—2z°

Hyperbolische Funktionen erweisen sich bei der Berechnung
von Integiralen irrationaler Funktionen ebenso niitzlich wie trigo-

nometrische; hat man zum Beispiel:
y =fo2 +a*dzx

auszuwerten, so setze man:
r=aqasinhu

Man erhilt so:

2 2 1 5,
Y= a-fcosh- wdu="=a”{sinh u cosh u 4 u)
2
1 s, 1 L X
=5 x Vot a® -+ 5 @ areasinh —
1 v, 1 , a+Va* |
= zVe*+a®4 ~a®l MLHY[[ T+
2 <

Beispiele:
1. Man werte aus:
o dx
Va* -+ a?
Losung: -
x+Va*+ o 4
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2. Ebenso: )
J—|Va'+at gy
x?
Losung:
Je—1tHVar4-a®_ Vat4- a‘“’_*_ C
a X
3. Ebenso:
T z%dx
Vi1
Losung:

1 N
JZE (x Vx? 41 —areasinh z) 4 C
4. Man bestimme die Bogenlange ! der Kurve:
x
= h ——
y==cosh

vom Punkte =0 bis zu einem Punkte (z, y).
Losung:
x
l=c¢sinh —
[+
5. Man zeige, daB:
y = A cosh mz 4 Bsinh max

eine Losung der Gleichung:

0

2
= m>x
dz?

ist.

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 16



VII. Abschnitt.

Differentialgleichungen.

§ 82. Allgemeine  Erlauterungen.

Jede Gleichung zwischen zwei oder mehreren Variablen, die
auch Differentialquotienten dieser Variablen enth#lt, nennen wir eine
Differentialgleichung. Wir koénnen uns eine solche stets durch
Differentiation und Elimination von Konstanten aus einer gewohn-
lichen Gleichung abgeleitet denken. Nehmen wir als Beispiel die
Gleichung einer Geraden:

y=mz+0b . . . . . . . (1)
Durch Differentiation erhalten wir die Differentialgleichung:
dy .

Eliminieren wir aus (1) und (2) die Konstante s, so bekommen
wir eine andere Differentialgleichung:

dy
Eine weitere liefert die Differentiation von (2):
2’y :
d‘i‘é —— 0 . . . . . . . . (4)

Wir sehen gleichzeitig, dafl jede Differentiation eine Konstante
der urspriinglichen Gleichung verschwinden la8t. Gleichung (1)
enthilt zwei Konstanten; sie stellt eine Gerade dar, die einen
Winkel, dessen Tangente m ist, mit der Abszissenachse bildet und
die Ordinatenachse in der Entfernung b vom Ursprung schneidet.
Von diesen zwei Bedingungen erfiillen Gleichungen (2) und (3) nur
noch je eine, Gleichung (4) gar keine; letztere stellt also jede
mogliche Gerade dar, sie ist die allgemeinste Gleichung einer Ge-



Allgemeine Erlduterungen. 243

raden. So wie in diesem Falle werden iiberhaupt die allgemeinsten
GesetzméBigkeiten durch Differentialgleichungen, die von allen spe-
ziellen Konstanten frei sind, dargestellt.

Nun ist aber in Anwendungen der Weg, wie wir ihn eben ein-
geschlagen haben, der weniger wichtige; es handelt sich meist nicht
darum, von der gewdhnlichen zur Differentialgleichung aufzusteigen,
sondern umgekehrt aus letzterer die Gleichung zu finden, von
welcher sie abgeleitet worden ist, d. h. wir haben eine Gleichung
zwischen den Verinderlichen und gewissen Konstanten zu suchen,
die der Differentialgleichung geniigt, aus der sie also durch
Differentiation und Elimination der Konstanten gebildet werden kann.
Diese gesuchte Gleichung heifit die allgemeine oder vollstdndige
Losung, auch das vollstindige Integral der Differentialgleichung.
Gibt man den Konstanten der vollstindigen Losung spezielle Werte,
so erhilt man partikulire Losungen.

So ist beispielsweise die Bewegungsgleichung eines Korpers,
der sich mit konstanter Beschleunigung bewegt:

d3x ;
E?‘ =0 . . . . . . . . (O)
wie aus: 2o t
gF = °oons
folgt. Eine erste Integration liefert:
d*z
:l-t? =g . . . . e . . . (6)

wenn g der Wert der konstanten Beschleunigung ist. Integrieren
wir abermals, so finden wir:

dx
37[: =gt-{—’u0 . . . . . . . (7)

Diese Gleichung enthélt die neue Konstante v,, die, wie wir
wissen, nichts anderes bedeutet als den Wert der Geschwindigkeit

d
3% fir t=0, also die Anfangsgeschwindigkeit. Schlieflich erhalten

wir durch Integration von (7):
1 .
x::;gt'-{—vot—%—so B )

Die neue Konstante s, gibt den zu Anfang der Zeit bereits
zuriickgelegten Weg an, definiert also die Anfangslage des Korpers.
(8) ist das allgemeine Integral von (5). Befindet sich der Korper
zur Zeit t==0 im Anfangspunkte der Bahn, so ist s,==0 zu setzen,

und es ist:
16*
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1
T= gt vt

ein partikuldres Integral der Differentialgleichung.

Die Differentialgleichungen werden eingeteilt in gewghnliche
und partielle, je nachdem eine oder mehrere unabhiingige Variable
vorhanden sind. Wir werden uns zun#ichst mit gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen beschiftigen. Die Ordnung einer Differential-
gleichung wird durch durch jene des héchsten Differentialquotienten,
der in ihr vorkommt, bestimmt. So z. B. ist Gleichung (5) von der
dritten, (6) von der zweiten, (7) von der ersten Ordnung.

Wir konnten bereits bemerken, da8 durch jede Integration eine
neue Konstante erscheint und dafl daher das allgemeine Integral
von (4) zwei, dasjenige von Gleichung (5) drei willkiirliche Kon-
stanten enthdlt. Xs 146t sich allgemein beweisen, daB das voll-
stindige Integral einer Differentialgleichung =ter Ordnung = und
nur » willktirliche Konstanten aufweist.

§ 83. Die Losung von Differentialgleichungen durch Trennung
der Variabeln.

Die Losung einer Differentialgleichung ist ohne weiteres mog-
lich, wenn es gelingt, die beiden Verinderlichen zu trennen; diesen
Weg haben wir schon frither einigemal eingeschlagen.

So z. B. lassen sich in der Gleichung:

ydz+xdy=0
die Verdnderlichen sofort trennen, und man erhélt:
dx  d
s T30
und als Integral: lo Iy — C
oder: lxy)y=1C'
xy=C"

Es ergibt sich aus diesem Beispiel gleichzeitig, daf das Integral
in verschiedenen Formen erhalten werden kann.

Eine Gleichung, bei der die Methode nicht ohne weiteres an-
gewendet werden kann, wird dem Verfahren oft durch eine ge-
schickte Substitution zuginglich; man betrachte z. B.:

(x—y?)de -+ 2xydy=0
Man setzt zunichst: ¢?=—wv, also:
(x—v)dx 4+ 2dv=0
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[\]
~
Qt

nach Division durch 2® erhalt man:
dx < v>
2 oal i) =
x + x 0

. e ye v
daher durch die Substitution ;——:u:

dx
2V Ly —
o -+ u=0
lx+u==2C
v
Zx—-i—-ng
zle+y*=Cx
¥
r=—¢ =
¥
xe® =’

Ist die Gleichung homogen in z und y, so geniigt zu dem be-
zeichneten Zweck die Substitution y=={x oder x={ty.
Nehmen wir beispielsweise die Gleichung:

d
. x—{—yd—z———2y=O
Man setze y = xt:

dx tdt
-’
zx+1—_-1_—t+z(1_t):c

x
5 =0
(x—y)e—v="C"

Auch nicht-homogene Gleichungen konnen durch passende
Substitutionen in homogene verwandelt werden. So kann die all-
gemeinste nicht-homogene lineare Gleichung

(az + by 4 o) dw + (x4 y +¢) dy=0
durch die Substitution x =%+ &, y=wv -4k, wo k, k& noch néher zu
bestimmende Konstanten sind, homogen gemacht werden. Man er-
hilt namlich

[au+bv 4 (ah 4+ bk 4-c)]du —{—.[a'u 4+ Vo (@h+ k4 )] de=0

und bestimmt nun # und k so, daB:

ah+bk-+c=0 ah-+0k+ =0
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d. h.: ) b'e—bc _ad—dc
" a'b—ab’ T db—ab’
wodurch die Differentialgleichung die homogene Form annimmt
(aw— bv) du - (a'u + b'v)dv=0
Wie man aus den Ausdriicken fiir & und % sieht, versagt die
Methode, wenn a'b —ab’'=0. In diesem Falle setzen wir

a:a=b:0'=1:m
so daB die urspriingliche Differentialgleichung lautet:
(ax + by +¢)dx 4 [m (ax -+ by) + ¢ 1dy=0
Die Substitution
z=ax-+ by
bringt die Gleichung auf die Form
dz 4y 2Fc
dx mz--¢

wo die Variabeln ohne weiteres getrennt werden konnen.

a=0

Beispiele:

1. Die Gleichung fiir die geradlinige Bewegung eines Massen-
punktes unter dem Einfluf einer Newtonschen Anziehung von
einem fixen Punkt ist:

dv | u

Losung:

_Fg

2 x+c
2. (t+a)dy=Vy-do
Losung: 2Vy—=arctanyx -+ C

dy < dy>
3. y—xg, = y'i‘%
Losung: 1=a

y=C(a+2)

4. Die Ladung eines elektrisierten Korpers nimmt infolge
schlechter Isolierung mit einer Geschwindigkeit ab, die der momen-
tanen Ladung proportional ist.

dE

i F
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Wie grof ist die Ladung nach einer Zeit ¢?

Lésung: E—=E e
wo E, die anfingliche Ladung (fir {=0) bedeutet.

5. Welche Kurve hat - zur trigonometrischen Tangente
ihres Neigungswinkels mit der yX-Achse?

Losung: Der Kreis 2% y*=1r2

6. Bei adiabatischer Zustandsinderung ist der Zusammenhang
zwischen Anderungen des Druckes und des Volums gegeben durch:

ypdv -vdp =20
Man zeige, dal daraus das Poissonsche Gesetz:
folgt. pu¥ == const.
7. Die Helmholtzsche Gleichung fiir die Stirke ¢ eines ver-
dnderlichen elektrischen Stromes zur Zeit ¢ ist:

. di
’ zw—{—Ld—t_E
wo E die elektromotorische Kraft, w den Widerstand und L die
Selbstinduktion bedeuten. Man zeige, da bei konstanten E, L, w
die Losung lautet:

w

izg(l—e_zt)
w

vorausgesetzt, daf fiir {=0 auch =0 ist.

8. y—x)dy+ydx=0
Losung: _=

g y:ce Yy
9. 2?dy —y*dex—axydx =0
Losung: _z

° x=—0=Ce VY

10. By—7x—dx+ (Tly—3x—3)dy=0

Losung: Die Substitution x =u 4 &, y =v -+ & gibt fiir h=—1,
k==0 die homogene Gleichung:

Bv—"Tuw)du 4 (Tv—3uw)dv=0

Diese wird, wie gewthnlich, durch die Substitution v =wut inte-
grabel gemacht und liefert das Integral:

@ —y+ 1)@y 1p=0
11. @x+8y—5)dy+ 22+ 3y—1)da=0
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Wie man sieht, gehért diese Gleichung zu jenen, wo die Sub-
stitution x=wu-+hk, y=v-+%k nicht anwendbar ist. Man setz

d :
aher 2043y —2z
und findet als Losung:

x-t+y—41(2x 43y 4+ 1)=C
12.  (By-2x-4)de— (4x - 6y -+ 5)dy=0

Losung:
14y —Tx—3121y 4+ 142+ 22)="C

§ 84. Exakte Diﬁ‘eréntialgleichungen erster Ordnung.

Wenn eine Differentialgleichung durch einfache Differentiation
aus einer gewohnlichen Gleichung entstanden ist, so ist ihr Integral
leicht angebbar. Ihre linke Seite, nachdem man sie auf null re-
duziert hat, ist ja dann das vollstindige Differential einer Funktion
der beiden Verinderlichen; wir nennen eine solche Gleichung eine
exakte. Nun ist es leicht einzusehen, daf in einer exakten

Gleichung: du=Mdz+Ndy=0 . . . . . (1)
zwischen M und N die Beziehung:
oM ON ,
S O )]
oy ox
besteht, denn (vid. § 19) es muf sein:
ou ou
M= N=
1 ox ‘ oy

Wir kénnen nun zeigen, daf auch umgekehrt, wenn diese Be-
ziehung besteht, die linke Seite von Gleichung (1) das vollstindige
Differential einer Funktion # von x und y ist. Wir zeigen dies, indem
wir mit Hilfe von (2) die Funktion » wirklich herstellen.

Wir bilden zun#chst eine Funktion «, welche der Bedingung
genligt: u
%_ﬂ[

sie hat die Form:

u=fde—|—¢p(y) S €]

wo @(y) eine noch unbestimmte Funktion von y ist. Um diese zu

bestimmen, differenzieren wir (8) nach y und bedenken, daB
ou .

—==N sein soll:

oy
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ou d‘P(J)
Y 8ny gy

do(y) :N—ﬁfde
dy oy

oder:

also: (p(y):f(N___a_J‘de)dy. N ()

Durch Substitution von (4) in (8) erhilt man:

u—fde—{—fV— Lfde)dJ )

Die angedeuteten Rechenoperationen sind auf jeden Fall aus-
tihrbar, auch wenn M und N die Bedingung (2) nicht erfiillen.
Allein man kann zeigen, daf # nur dann eindeutig bestimmt ist,
‘wenn Bedingung (2) erfiillt ist. Wir konnen nimlich zur Bildung
von % auch ausgehen von der Gleichung:

ou_

oy
oder:

u=dey+1p(x) R ()

wo u (%) eine noch niher zu bestimmende Funktion von z ist.
Indem man (6) nach xz differenziert, erhilt man analog wie oben:

w(x):f(M——%dey)dw N )|
und daher:
u:dey—{—f( _a% Naydz . . . (8)
Nun sieht man aber, daf (5) und (8) nur dann ibereinstimmen,
wenn: oM oN
oy o0x
Hat man » auf einem der beiden Wege gebildet, so ist:
w=C . . . . . . . .9

die Losung von Gleichung (1).
Nehmen wir als Beispiel die Gleichung:

(@ 29)de+ @ —yHdy=0
M=2=x(x-+}2y) N=a—y*

Hier ist:
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oM __ON__
oy ox

also die Bedingung erfiillt. Wir bilden zun#chst:

@F{ﬁw+¢@

x® .
=g +2%y+o@)
Daraus folgt:
° M@:_w
dy
Y
eW)=—7%
daher: 2 ”
= T ¢
u=sy - x%y 3
als Losung der Differentialgleichung.
Beispiele:
1. @—dxy—2y9)de+ (y*—4dxy—220)dy=0
‘Losung: x*—6aty—6xy’ -+ y’=0C
2. (@*y +x%)dx 4 0+ a’x)dy=0
o - ; 1 .
Losung atxy -3y 4 -/3*903 =C
3. (@?—y?)dx —2xydy=0
Losung: 9;3 ryt—C

§ 85. Der integrierende Faktor.

Ist der Ausdruck Mdxz -+ Ndy kein vollstindiges Differential,
so kann man ihn zu einem solchen machen, indem man ihn mit
einem geeigneten Faktor p multipliziert. Man kann sich denken,
daf dieser Faktor bei der Entstehung der Differentialgleichung aus
der urspriinglichen Gleichung wegdividiert wurde und nunmehr
wieder ersetzt werden muf.

So z. B. ist ydx—uxdy kein vollstindiges Differential; durch

1
Multiplikation mit x_y wird aber der Aurdruck das Differential

x
von 1—.
Y
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Eine Gleichung von der Form:
Mdx+ Ndy=0
deren linke Seite kein vollstindiges Differential ist, kann also
durch Multiplikation mit @ in die Form gebracht werden:
uMdx 4+ uNdy—=du=0

so daB sie integrabel wird. Multiplizieren wir nun mit einer be-
liebigen Funktion von w, so wird:

pp(u) Mdx + po@)Ndy = p(u) du
@ (u)du 148t sich aber stets als vollstindiges Differential einer
Funktion f(#) darstellen, so daB8 auch pe(w) ein integrierender
Faktor ist. Es gibt also fiir jeden Differentialausdruck unendlich
viele integrierende Faktoren.

Beispielsweise wurde oben die Differentialgleichung:
ydx—xdy=20

1
durch den Faktor zy integriert; sie ergab als Losung:

x
U= — == C
. 1 (e . . :
Also ist auch — @ (—) ein integrierender Faktor. Setzen wir
x
etwa (p(;)z;, so erhalten wir den Faktor 7 der in der

Tat die obige Gleichung integrabel macht.

Es gibt keine allgemeine Methode, den integrierenden Faktor
zu finden. Wir wollen ihn daher nur fiir einige Typen von
Differentialgleichungen angeben.

1. Eine Gleichung von der Form:

mydx -t nxdy=20
hat den integrierenden Faktor a™—! y"—1 denn es ist identisch:
a1y —1lnydae 4 nxdy) = d (2™ y™)

Also hat: 2y (myde +nxdy)=0 . . . . . (1)
den integrierenden Faktor a™—1—*y"—1—F oder allgemeiner:

ghm—1—a ykn—1—F
wo k irgend eine konstante Gréfe ist.
Hat die Gleichung die Form:
aryf(myde 4 nady) 2 v (m'yde+w'zdy)=0 (2)
so wiren die integrierenden Faktoren der beiden Glieder der linken

Seite bezliglich:
gkm—1—a ykn—l-—ﬂ und gFw—1-~ a’yk’n’—l—ﬂ'
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Setzt man nun:
m—1—a=km'—1—¢'; kn—1—p=kn—1—p§ (8)
so werden beide Faktoren identisch, man kommt zu einem Faktor
des ganzen gegebenen Ausdrucks. Berechnet man aus (3) k und %',
so erhilt man:
_de—d)—w'B—p) . rle—d)—n(—p)

myp —m'n mn — m'n

k

aus welchen Ausdriicken hervorgeht, daB die Methode unbrauchbar

wird, wenn: , '
mn —mn=0

oder: m:m =n:n

Nennt man aber den Wert dieses Verhiltnisses % , 80 wird
aus (2): (e yf + A2 y? ) (mydo J-nxdy)=0
oder: mydzr+nxdy=0

und daher von der einfacheren Form, die wir oben besprochen
haben. — Man betrachte z. B.: )

y3(yde —2xdy) +2* Qydax+2dy)=0

Hier ist:
m==1 n=——2 ¢a=0 p=3
m=2 =1 «d=4 p'=0
daher lauten die Gleichungen (3):
k—1=2K—5 —2k—4=FK—1
woraus k==—2, und daher als integrierender Faktor x—? folgt, so

daB die Gleichung nach Multiplikation mit ihm lautet:
(a—3y* 4 2zy)dx+ (2 — 22 298)dy=0
wo die linke Seite jetzt ein vollstandiges Differential ist.
Das Integral lautet:
222y — ytx—2=C
2. Ist die Gleichung:
Mdx 4~ Ndy=0"

homogen, so ist: ein integrierender Faktor. Denn

Mz 4Ny
gesetzt, es sei Mdx -+ Ndy vom Grade m, u ein integrierender
Faktor vom Grade =, so ist:

uMidxz+uNdy=duw . . . . . . (4)

vom Grade @ -}, daher » vom Grade m-|+n-1. Nach dem
Eulerschen Satz iiber homogene Funktionen (§17) ist daher:

uMz+uNy=@m-t+n+Du . . . . (5)
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Durch Division von (4) und (5) erh#lt man:

Mdxz+-Ndy 1 dw

Mx-+Ny m-tn-t+1u
also ist: de+Ndy
Mz -+ Ny

ein vollstindiges Differential.
Die Methode ist nicht anwendbar, wenn:

Mz Ny=0

in diesem Falle reduziert sich jedoch die gegebene Differential-
gleichung auf:

ydx—axdy=0
die ohne weiters integrabel ist.
1
So z. B. ist Pepr— ein integrierender Faktor der Gleichung:

@y +y’)de—2xy*dy =0
denn es ist: 2 < 2y 4y )  day

oy \@Py—ay’)  @—y?)
und: 0 ( ——2xy‘“’_>__  dazy

ox \B3y —xy?) (¥ —y?)?

also die linke Seite der Gleichuung ein vollstéindiges Differential
geworden.

3. Eine Gleichung von der Form:

£y ydz A, (wy)wdy =0
hat einen integrierenden Faktor:
1
[fy (xy) —to(xy)] 2y
Hierbei sind f, und f, beliebige Funktionen des Produkts zy.
Multipliziert man die Gleichung mit dem Faktor, so wird:

M_ o ( ):1< . )
oy oy \(fi— e/ dz\fy — 1
it~ )
ox oz \(f,—F)y/  dz\,—1)
wenn zy =2z gesetzt wird. Also ist:
oM aN:O

ﬁ ox
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Ist Mz — Ny =0, so versagt die Methode; dann aber reduziert
sich die Differentialgleichung auf:
ydr-Fxdy=20
deren Integral xy = C ist. Nehmen wir als Beispiel:
A Fzy)yde+ (1 —ay)zdy =29

1 . .
Der integrierende Faktor ist Sty Nach Multiplikation mit
IR

&

ihm erh#lt man als Integral:
1

z=C ye’”‘y
4. Haben die Koeffizienten der Differentialgleichung:
Mdx - Ndy=20
die Eigenschaft, daf:

1 (8M oN

g E*y “—'a—x'>:f(x) . . .. . . (6)
also eine Funktion von z allein ist, so ist ¢//® @ ein integrieren-
der Faktor. Denn es ist:

2 esrmasy _ g frwaz O
oy oy

0 oN

- Sflx)dz — Sf@) az <f )

s @Ve15%) — 101 (S04 37
welche beiden Ausdriicke wegen (6) gleich sind. Es 148t sich
auf analoge Weise zeigen, daf e/7®? ein integrierender Faktor

ist, :
ist, wenn 1 <87N_ 8M>_f(7)
M\ox ™ oy /) TV
So ist bei der Differentialgleichung:

@+ yA)de—2xydy=0
der Ausdruck:

1 /oM o 2

3oy — 2a) =1 =—
daher: . 1
e /; _—
z°

ein integrierender Faktor.
Beispiele:
1. W’ —2yxd)de 4 ay*—2a)dy=0

Lésung: x;)y-z (yg e x.r) —C
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2. Man zeige, da8 ; ein integrierender Faktor der

x?—nxy+y

ick :
Gleichung ydy 4+ (x —ny)dx=0
ist.
3. W'+ 2y)da+(xy’ +2¢* —42)dy =0
Losung: 2y’ -yt 20 =Cy”

§ 86. Anwendung auf den ersten Hauptsatz der
Thermodynamik.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik kann in der Form:
dQ=dU+dw . . . . . . . (1

geschrieben werden, d. h. eine verschwundene Wirmemenge d
tritt teils als VergréBerung der inneren Energie U eines Korpers,
teils in Form von geleisteter Arbeit dW auf.

Nun ist der Zustand des Korpers in thermodynamischer Hin-
sicht vollkommen definiert durch eine gewisse Zahl ven Variabeln,
Z. B. der eines Gases durch Angabe von Druck p, Volum v und
Temperatur 7. Da eine dieser Grofen sich durch die Zustands-

gleichung: pv—RT

aus den beiden anderen bestimmt, so hingt der Zustand von zwei
unabhingigen Verinderlichen ab. Die innere Energie U ist durch
den jeweiligen Zustand vollkommen bestimmt, sie ist eine eindeutige
Funktion der Zustandsvariabeln, als welche

wir z. B. v und 7 wahlen konnen. Es ist y s Vi
also dU das voiistdndige Differential einer A

Funktion U von v und 7. Oder anders aus-

gedriickt: Wenn wir, ausgehend von einem ¢
Zustand, der durch den Punkt 4 der Fig. 89

dargestellt sei, auf irgend einem Wege iiber- zr—47 v
gehen zu einem andern Zustand B, so ist Fig. 89.

die Energie U in dem neuen Zustande durch

die Lage des Punktes B, d. h. durch Angabe seiner Koordinaten
vollkommen bestimmt, also unabhingig von der Wahl des Weges
APB oder AQB, auf dem man von 4 nach B gelangt.

Anders verhilt es sich mit den Gréfen d@ und dW. Diese
sind durchaus nicht die vollstindigen Differentiale von gewissen
Funktionen @ resp. W der Koordinaten v, T. Fiir ein Gas ist z. B.
dW darstellbar in der Form:

dW=pdv
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Da p Funktion von v und T ist, so sieht man deutlich, daB pdv,
also auch dW, im allgemeinen kein vollstindiges Differential ist.
Es existiert keine Funktion W, deren totales Differential dW wire,
sondern dW ist nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir den Differen-
tialausdruck pdv. Ebenso verhdlt es sich mit dQ. Dem entspricht
es, daB sowohl die verschwundene Wirmemenge als die geleistete
Arbeit vom Wege abhéngen, auf dem man die Substanz vom Zu-
stand A in den Zustand B iiberfithrt. So ist die Arbeitsleistung
auf dem Wege APB gegeben durch den Inhalt des Flachenstiicks
A"APBRB', wahrend sie auf dem Wege 4QB der Fliche 4'AQBB’
gleich ist.

Multiplizieren wir jedoch Gleichung (1) mit einem integrierenden

Faktor u, so wird:
ndQ=pudlU-+ udw

ein vollstindiges Differential. Es ist der Inhalt des zweiten Haupt-
satzes der Thermodynamik, daB der Faktor:

n=—
ist. T
§ 87. Lineare Differentialgleichungen der ersten Ordnung.

Lineare Differentialgleichungen sind solche, in denen die ab-
héngige Variable y und deren Differentialquotienten nur im ersten
Grade und nicht miteinander multipliziert vorkommen. Die all-
gemeine Form einer linearen Gleichung erster Ordnung ist:

gngPy:Q ¢ ))
wo P- und @ Funktionen von « allein sind. Schreibt man (1) in
der Form: Mdw 4 Ndy—0
M—=Py—Q N=1

ist, so sieht man, daB:

WO:

1 78
Ly _omy
N \oy ox

daf folglich die Gleichung (1) unter Typus 4 in § 85 fillt und
daher /7% gin integrierender Faktor ist. Nach Multiplikation mit
diesem erh#lt man ein allgemeines Integral:

ye/P¥ — [e/P4=Qdx4C . . . . . (2)
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Z. B. ist in der Gleichung:
(1422 dy=(m+2y)do

oder:

dy x . om
doz 1+a2? " 14a°
. x
T 14-a?
daher der integrierende Faktor:
zdz
edezze_ 1+ a? :———1 —
V1 422
Bringt man also die Gleichung auf die Form:
xy-+m
dy— T g —
=77 + 2 z=0

und multipliziert mit dem integrierenden Faktor, so erh&lt man als

Integral:
& y=mz -+ CV1+42?

Die sogenannte Bernoullische Gleichung:
dy n
7. TFy=0y

kann auf eine lineare zuriickgefiihrt werden. Dividiert man nim-
lich durch %", so erhilt man:

1 d({1\, P _
<yn——1} _‘—yn—-l - Q

S n—1dex
oder:
d 1 P
E(F) A=) i =0—n¢
1
setzt man also p— =u, so wird die Gleichung auf die lineare

Form gebracht:
g—:—]—(l——n)Pu:(l —n)Q

Man betrachte z. B.:

1
Hier ist: P:;, Q=1, n==2; nach der Transformation
erbdlt die Gleichung die Form:
du 1

o g=—1

dx x
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 17
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_ /_d_?”,
x

(C—Izx)zy=1

1

Der integrierende Faktor ist e und das Integral:

8]

Beispiele:

1. Die Bewegungsgleichung eines Massenpunktes, der sich
unter dem EinfluB einer Kraft bewegt, die eine gegebene Funktion
der Zeit ist, und der dabei einen Widerstand proportional seiner
jeweiligen Geschwindigkeit erfihrt, lautet:

dv
=+ kv=f(t
kv =1()

Man zeige, dal die Formel fiir die Geschwindigkeit lautet:

v=_Ce¢ k4 e—k‘fe“ f(t)dt
2. 2dy+ydex=12%dx

Losung:

2 C
Y= g:b—{" =

3. Eine Differcentialgleichung, die Harcourt und Esson bei
ihren Studien tiber chemische Dynamik aufgestellt haben, ist:

ldy , k__k__,
yidzx T y oz
wo k eine Konstante bedeutet.
Losung: 1 1
Se—kx k —kx (Y
P f 2

Das Integral muf durch Reihenentwicklung gelost werden.

§ 88. Nicht - lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.

Ist eine Differentialgleichung erster Ordnung von héherem als
dem ersten Grade in y und ;i%’ so kann der Ausdruck h#ufig in
reelle Faktoren vom ersten Grade zerlegt werden. Man kann dann
jeden solchen Faktor gesondert integrieren. Die Gleichung:

z. B. kann geschrieben werden:

2+ V2=V )=
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Das Integral der Gleichung:

dy y
2+Vi—o
Vi +Vy —VC

dy V v
de V iz =0
Va —Vy=VC
Die beiden Integrale sind die beiden Zweige der Parabel:
(x—y)*—2C(x+y)+C*=0
in dieser letzten Form sind also beide Losungen enthalten.
Ist diese Faktorenzerlegung nicht anwendbar, wohl aber die

ist:

das der Gleichung:

lautet:

d
Differentialgleichung auflésbar nach z, y, d%: p oder %, so hilft
hiufig eine nochmalige Differentiation. Nehmen wir beispielsweise
an, die Gleichung sei nach y auflésbar, dann hat sie die Form:

y=f(x,p) . . . . . . . Q)
Eine Differentiation nach z liefert:
p=q@p,p) . - . . . . . (2

also eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und p.
Konnen wir diese integrieren, so erhalten wir eine gewdshnliche
Gleichung zwischen «, p. Eliminieren wir dann aus dieser und
(1) p, so erhalten wir eine Gleichung zwischen z und y, also das
Integral von (1). Nehmen wir z. B. die Gleichung:

dy
g, T2ry=2"+y

oder: 2
r=(—yp
also )
y==z+Vp
Die Differentiation nach x liefert:
1 1 d;
2 Vp dzx

Lost man diese Differentialgleichung, in der sich die Variabeln
ohne weiteres trennen lassen, so erhilt man:
1 Vp—1
= l‘@:f———— +1C
2 Vp+1
- CHe*®
Vp—o o

T C—e?

x

oder auch:
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Eliminert man aus dieser und der .gegebenen Differential-
gleichung p, so bekommt man das allgemeine Integral:

Fehlt in der Differentialgleichung eine der beiden Ver#nder-
lichen, so 148t sich, falls man nach dem Differentialquotienten auf-
losen kann, unmittelbar integrieren, wie z. B. in:

pP+pr4+1=0

dy x 1_,—
=g, =g tgVe—4

daher:
y= <——3;2fjbi1/x-:>dx
oder: &l - .
yz—zj{gvﬁ—-zl — 2@+ Vx‘“’——zi)} +C
L
Beispiele:

1. zyp®—@—y?)p—2y=0

Losung: Man zerlege in die Faktoren p———xy— und p -+ %
und erhilt als Integrale:

y*—a*—C und xy=C,

2. pPP—1p+12=0
Losungen: y=38xz+4+C y=4dz+C
3. zp*—2yp—+ax=0
Losung: 1 (x'2 )
y=5\gte
4. yp*+2xp—y=20
Losung: y?=4C(C—=a)
1
5. —y+ =
vty
Losung: y?=Ce**—1
1
6. p== —{——;
Losung:

y=%+m+0
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§ 89. Die Clairautsche Gleichung und die singuliren
Losungen.

Einen h#ufig vorkommenden Typus von Differentialgleichungen
erster Ordnung représentiert die Clairautsche Gleichung:
y=px+flp . . . . . . . Q)
dy

wo p=-_. Durch Differentiation erhilt man:

, dp
e 47 (P)] 5 =0
woraus folgt, daf entweder:
d
-4 (p)=0 oder Lo
dx
‘Wiahlen wir zunichst die zweite Losung, so erhalten wir:
p=0C oder y= Cx—}f(0)
wie man durch Einsetzen in (1) findet.
Die andere Losung z - f' (p)=0 liefert in Kombination mit
(1) durch Elimination von p eine Gleichung zwischen = und y, die
ein anderes Integral darstellt. Dieses Integral enthalt nicht wie
das erste eine willkiirliche Konstante .und kann auch nicht aus dem
ersten - etwa dadurch abgeleitet werden, da8 man der Konstante C
einen speziellen Wert erteilt. AuBer dem allgemeinen Integral, aus
dem wir durch Spezialisierung der Konstanten alle partikuldren
Integrale gewinnen, existiert also in diesem Falle noch ein anderes;
wir nennen es ein singuléres Integral.
Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichung:

a
y= pa:—-}—; N )
wir differenzieren und erhalten:

a\dp
( 171)@“0

a dp
also entweder x—— =0 oder -==0
»° dx

wenn das letztere ist:
. a

p=C oder y=Cxr—-|
im ersteren Falle hingegen:
‘/E
=V
Nach Substitution in (2) folgt:
yi=daxr. . . . . . . . @)

(3)
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Wie man sieht, ist (4) aus (3) nicht ableitbar und enthilt
keine willkiirliche Konstante: (4) ist das singulire Integral von (1).

Das allgemeine Integral stellt eine Schar von Kurven dar,
deren einzelne man erhilt, indem man der willkiirlichen Konstanten
spezielle Werte erteilt; so reprisentiert (3) eine Schar von Ge-
raden. Das singuldre Integral hingegen reprisentiert eine einzige
Kurve, so (4) eine Parabel. Da aber der Wert von ng% aus
beiden Gleichungen der Differentialgleichung gentigt, so stimmen
die Tangenten der Kurvenschar (3) mit denen an (4) iiberein oder
(4) ist die Einhiillende der Kurven (3).

Wie in der Algebra gezeigt wird, ist die Bedingung dafiir, daB
eine quadratische Gleichung:

az®*4bx—+c=0
gleiche Wurzeln hat, das Bestehen der Relation:
b®°—4dac=0

Daher heiit die linke Seite der letzteren Gleichung die Dis-
kriminante. Schreiben wir nun (2) in der Form:

xp*—ypta=0 . . . . . . ()
so . ist die Bedingung dafiir, daB zwei gleiche Werte fiir p der
Gleichung gentigen: Y — daz—0
also die Gleichung der Einhiillenden, was nach der eben gemachten
Bemerkung verstindlich ist. Schreiben wir aber Gleichung (3) in

der Form: 2C*—yC4a=0 . . . . . . (6)

s0 erhiit man wieder dieselbe Gleichung als Bedingung fiir die
Gleichheit zweier Wurzeln C. Das bedeutet, daf die Einhiillende
der Ort der Schnittpunkte je zweier unendlich benachbarter Geraden
der Schar (6) ist.

Die Umkehrung ist jedoch nicht zuldssig, d. h., die Diskrimi-
nante von (5) oder (6) gleich null gesetzt, braucht nicht die Gleichung
der Einhiillenden zu sein. So wiirde
der geometrische Ort der Beriihrungs-
punkte je zweier nicht benachbarter
Kurven der Kurvenschar, z. B. die
Gerade PQ in Fig. 90, die p-Dis-
kriminante, nicht aber die C-Dis-

Fig. 90. kriminante verschwinden lassen. Hin-

gegen wiirde fiir den geometrischen

Ort aller mehrfachen Punkte der Kurvenschar (RS in Fig. 90) die
C-Diskriminante, nicht aber die p-Diskriminante null werden. Fir
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den Ort aller Spitzen wiirden beide Diskriminanten null sein.
Trotzdem wiirde keiner dieser geometrischen Orte die gegebene
Differentialgleichung erfiillen.

Beispiele:

1. y=px-+p°

Das allgemeine Integral ist:
y==Cx - C*

die singulére Losung: 2 dy—0

2. y—pa)p—1)=p
Allgemeine Losung: (y— Cx)(C—1)=C
Singuldre Losung: Vy—Vr=1

3. xp?—2ypfax==0
Losung: Man gelangt zur Gleichung:

(p*—a) <1 — ; ;%) =0
Der erste Faktor liefert die singulére Losung:
y?=ax®
Der zweite das allgemeine Integral:
22— 20y +aC*=0
4. dxp®= 3z —a)’

Allgemeines Integral: (y — ()2 —zg(x— a)®

Aus der. p-Diskriminante erh#ilt man:
z(8z—a)’=0
Aus der C-Diskriminante:
z(x—a)’ =0
Von den 3 Losungen dieser zwei Gleichungen:

@

ist keine ein singuldres Integral; die erste ist der Ort der Spitzen,
die zweite derjenige der Beriihrungspunkte, die dritte jener der
mehrfachen Punkte der Kurven.

5. 1) =
Losung: Das allgemeine Integral ist:

Pt e— =
eine Schar von Kreisen.



264 Differentialgleichungen.

y=-=a

sind die singuldren Losungen, zwei Gerade als Einhiillende.
y=0
ist der Ort der Bertihrungspunkte.

§ 90. Das Problem der Trajektorien.

Kurven, die eine Schar anderer Kurven unter konstantem
Winkel schneiden, heifien Trajektorien. Orthogonale Trajektorien,
auf deren Betrachtung wir uns beschréinken, schneiden eine Kurven-
schar unter rechtem Winkel.

Ist die Kurvenschar gegeben durch die Gleichung:

flz,v,)=0 . . . . . . . (D

so eliminieren wir durch Differentiation zuniichst den willkiirlichen
Parameter C und erhalten:

dy> .
@ <x, Y, 3‘5 = O . . . . . . (2)
Nun ist: dy

—=tan e«

dx

wenn ¢ den Winkel zwischen der Tangente an eine Kurve der
Schar und der Abszissenachse bedeutet. Ist der Winkel zwischen
der Tangente, die in demselben Punkt an die orthogonale Trajek-
torie gelegt wird und der X-Achse ¢, so ist offenbar:

also:
tane’ — tana

! _ ==
tan (¢ —a) = 1--tanetane’

und wir werden zur Beziehung gefiihrt:

1-}tanatane =0

oder:
, 1
tan o = —
tan o«
) dx dy
Setzt man also in (2) — dy statt -, O gelangt man zur
Differentialgleichung der Trajektorien:
dm>
zy, ——]=0 . . . . . . (3
<;0( ¥ dy
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Beispielsweise ist:

ispielsweise i 2y =C

die Gleichung einer Schar von gleichseitigen Hyperbeln. Durch
Differentiation erhilt man:

dz/
daher ist die Differentialgleichung der Trajektorien:
dx
deren allgemeines Integral lautet:
yz P Y Cl

also eine Schar von Hyperbeln, deren Achsen mit den Asymptoten
der gegebenen Hyperbelschar zusammenfallen.

Beispiele:
1. Die orthogonalen Trajektorien der Parabelschar:
2 E—=
zZu suchen. y daz
Lésung: 22 4 y*=C?

also ein System von Ellipsen, deren Mittelpunkt im Scheitel der
Parabeln liegt.

2. Die Niveaufldchen des Potentials eines Magnetstabs mit punkt-
formigen Polen haben die Gleichung:

11 ¢

"y £
wo r,, 7, die Entfernungen eines Punktes von den Polen sind; wie
lautet die Gleichung der Kraftlinien, d.i. der orthogonalen Trajek-
torien der Niveaufldchen?
Losung: Setzt man die Distanz der Pole 2a, so ist die Gleichung
des Schnitts der Niveauflichen mit der XY-Ebene:

1 1
Ve—a?+yv* Viet+a®+4°
Hieraus gewinnt man nach der Regel die Differentialgleichung

der Trajektorien:

— sle— 0 dy—yda) 4 7 [+ ) dy— yaz] =0

BTN A IS L U

r,® xr—a r,? z—+a

oder:
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Nennt man die Winkel von r;, r, mit der positiven X-Achse
beziigl. &;, &,, so kann man die Gleichung schreiben:

_ cos” 19ldm n o )+%’S—f’ld(tanﬁ )=0
1
oder:

TlclerK2 8, =0

daher folgt schlieBlich, weil:
7,17, ==sin &, : sin P,
cos ), —cos ¥, =C

als die Gleichung der Kraftlinien.

§ 91. Lineare Differentialgleichungen der zweiten und hoherer
Ordnung.

Von den Ditferentialgleichungen hoherer als der ersten Ordnung
sind die linearen wichtig und verh#ltnismifig einfach. Ihre all-
gemeine Form ist:

(,l"i/ dn—ly
e X - X y=—=X
dxn” + 1 dapn—1 2 dxn—-z—’_ + nY

wo die Grofen X, X,...X Funktionen von z allein sind. Da die
Gleichung zweiter Ordnung schon alles Charakteristische aufweist,

wollen wir der Einfachheit halber nur diese studieren.
Wir beschiftigen uns also mit:

d?y dy
da:? P%+Qy—R. . . . . . (1)

wo P, ), R Funktionen von z sind. Es lifit sich zeigen, daf ihr
allgemeines Integral sich aus demjenigen w der Gleichung:
d*y dy
s 1P 5= = B ¢
g TP, TQy=0 (2)

und einem partikuliren Integral v von (1) zusammensetzt. Setzen
wir n#mlich:
y=ut+v . . . . . . . (3
in (1) ein, so erhalten wir:
d’u du a*v
(e + 25 @)+ (3 + 2y 0] =

Da w ein Integral von (2), v ein solches von (1) sein soll, ist
diese Gleichung identisch erfiillt. Da ferner « als allgemeines Integral
von (2) zwei willkiirliche Konstante enthilt, ist der in (3) angegebene
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Ausdruck wirklich das allgemeine Integral von (1). Wir haben es
also in erster Linie mit Gleichungen von der Form (2) zu tun.

Wir kénnen nun zeigen, daf die Kenntnis eines partikuldren
Integrals gestattet, die Ordnung einer solchen Gleichung um eine
zu erniedrigen. Ist némlich y=w« ein partikulires Integral und
stbstituieren wir:

y==uv . . . . . . . . (4

wo v eine neue Variable bedeutet, in die Gleichung, so nimmt sie
die Form an:

d*v du dv

dv
Diese Gleichung aber ist in da° von der ersten Ordnung:

dz du
ud—x—]—(Z%—}—Pu)z—O

und allgemein, wenn die urspriingliche Gleichung von = ** Ordnung

war, liefert die Substitution (4) eine von der #— 1 %% Ordnung.

Man kann allgemein zeigen, dafl die Kenntnis von » partikuléren

Integralen die Ordnung der Gleichung um r zu erniedrigen gestattet.
Betrachten wir z. B. die Gleichung:

Man sieht, daB y =" ein partikuldres Integral ist. Substitnieren
wir y=wve*®, so verwandelt sich die Gleichung in:

d*v dv
d—ﬁ-}-za(ﬁzo

dv
oder falls man ix =z getzt, in:

dz
(ﬁ—[—Q(LZ_O

Das Integral lautet:
z=_Ce¢—32a%
daher ist: c
v=— —e 2% L (C,
2a

und schlieBlich: y=—C, e} Cye—a®

§ 92. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten.

Wir wollen zunichst das allgemeine Integral einer Gleichung
von der Form:
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dw_+1> Y 1Qy=0. . . . . . (1)

suchen unter der Voraussetzung, daf P und @ konstante GrofSen
sind. Versuchen wir zu setzen:
y:emz

Dadurch verwandelt sich (1) in:

(m® 4 Pm+- @) em*=0

Wird also m so bestimmt, daf:

m*4+Pm+ Q=0 . . . . . ©®

so ist em® ein Integral von (1). Gleichung (2) heifit die charak-
‘teristische Gleichung.

Hat (2) zwei ungleiche Wurzeln =, und m,, so ist sowohl e"™?
als e™?® ein Integral; wie man leicht sieht, ist auch C,e™* und
C,e™* je ein Integral, und ebenso die Summe beider. Nun hat,
wie wir bereits erw#éhnt haben, eine Gleichung zweiter Ordnung
ein allgemeines Integral mit zwei und nur zwei unabhingigen Kon-

stanten. Also ist: y—Cemes - Coem= . . . . . (3)

das allgemeine Integral.
Nehmen wir als Beispiel-

y—|—14———32y=0

Die charakteristische Gleichung ist:
m? 4+ 14m—32=0

mit den zwei Wurzeln:
2

&

m, =—16, m,=
daher das allgemeine Integral:
y=0C, e—16z ‘l‘ C,e2®
Sind die beiden Wurzéln komplex, so lautet das Integral:
y=C, et Pz | (e ifz
— %% (C, e | C,e—i6%)
== ¢%*(C, (cos B -} i sin px) + ¢*C, (cos fz — i sin fz)
= eax[(cl + G,) eos Bz +-i(C; — C,) sin ﬂx]
Setzen wir also:
C,+GC=4; i(C,—0C)
so wird das Integral:
y==e%* (4 cos Sz -+ Bsin fx)

v

=205
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Die Bewegungsgleichung eines Punktes, der unter dem Ein-
flusse einer der Entfernung aus der Ruhelage proportionalen Kraft
schwingt, ist z. B.: o

a*x

ae
die charakteristische Gleichung lautet:
m?—4a*=0

und hat die Wurzeln m, = ia, m,=——1<a. Die Bewegung wird

daher beschrieben durch: '
x==4 cos at-+} Bsin at
Ist z. B. fiir t=0 auch x=0, so ist 4=—0 und wir haben:

+a*x=0

a=Bsinat
eine einfache Sinusschwingung.
Hat hingegen Gleichung (2) zwei gleiche Wurzeln:
My ==y =M
so wiirde das Integral lauten:

y=(C,+C,)em"
Dieses wire aber noch nicht das allgemeine Integral, da C,--C,
in Wahrheit nur eine einzige Konstante vertritt. Es muf also in
diesem Falle noch ein zweites Integral existieren; wir wollen zeigen,

dafl es die Form hat: y —qpen® . . . . . . . (4)

Zu diesem Zweck beniitzen wir den Satz der Algebra, daf m,
wenn es eine doppelte Wurzel der Gleichung (2) ist, auch eine
einfache Wurzel der Ableitung von (2), also der Gleichung:

2m-+P=0 . . . . . . . (5
ist. Setzen wir nunmehr (4) in die linke Seite von (1) ein, so er-

halt ir:
aren wir xze"* (m?® -+ Pm -+ Q) -+ em=(2m -+ P)

Da nun m nach der letzten Bemerkung Wurzel sowohl von (2)
als von (5) ist, wird dieser Ausdruck null, d.h. (4) ist ein Integral
von (1). Das allgemeine Integral lautet also in diesem Falle:

» y=Cem*4 Cyze™ . . . . . . (86)
Ahnliches gilt fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung;

wenn die charakteristische Gleichung p gleiche Wurzeln m hat, so

SIHd‘ mzx mx 2 MmT p—1 pmzx

Integrale der Differentialgleichung; man -betrachte z. B.:
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Die charakteristische Gleichung lautet:
m>—mi—m-+1=0

oder: (m*—1)(m—1)=0
Die Wurzeln sind:

M, =m, =1 my,=——1

3

Also ist das allgemeine Integral:

y=e(C, + Cya) + G
Da wir nun Gleichung (1) in jedem Falle lésen kénnen, wollen
wir an die Aufgabe schreiten, auch die allgemeinere Gleichung:
a’y dy .
-1+ P> =RrR . . . . . (7
dx2+ dx+ Qy (7)
zu integrieren, wo R irgend eine Funktion von z ist. Nun haben
wir gezeigt, daf ganz allgemein eine Gleichung von der Form (7)
integriert werden kann, wenn man das allgemeine Integral von (7)
fir B==0 und auflerdem ein partikuldres Integral der vollstindigen
Gleichung (7) kennt. Wir brauchen also nur noch die Methoden
zu besprechen, wie man ein partikulires Integral von (7) finden
kann, was im folgenden Paragraphen geschehen soll.

Beispiele:
&2
L. ;[;»Jﬂ —m?y=0
Losung: y =, em® } (e m=
2. dx_+4 Y 1 3y—0
Losung: y=C,e—3% 4- O e~
dsy d

3. de y :+4y=0
Losung: y=¢* (0’1 _{_ C,2) + Cye—=

a’y dz/ .
v Tt tvo
Losung: .

Y 1_,- 1 —
y=—ce 2(Acos~1/3x—i—Bsin—\/3x)
. d3y

> : dx? da:- + =0

Losung: y=C,e"4 C,cosz -+ C;sinz
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dty *y
Gt dx3+ *—2“+1—°

Losung: Die charakteristische Gleichung ist:

(m* + 1)
daher: y=C, cosz -+ C,sinaz+ (C; 4 C,x)e”

6.

§ 93. Uber partikulire Losungen einer vollstindigen linearen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
d
Es ist von groBem Vorteil, sich statt der Schreibweise = des
Symbols D zu bedienen und dieses wie eine algebraische GroBe
zu behandeln. Wir schreiben also statt:

%, (;—;y, ,... die Form Dy, D%y, ...
Dann sieht man ohne weiteres, daB beispielsweise die Regeln
gelten: Du+t+v+...)=Du-+Dv—+....
D(Cu)=CDu
D Dny= D"ty
Ist: | Duy=v
so schreiben wir: wu=D"1vy

so daB D—! eine Integration bedeutet, also die letzte Gleichung den
Sinn hat:
u *J*v dx

3 4x3 . I
D 1#3!, da Dx=1

So wire beispielsweise:

Die Gleichung:
Y P qy=r
schreiben wir nunmehr in der Form:
(D4 PD+Qy=R
oder: fD)y=R
Eine Losung der Gleichung ist:
y=Ff(D)~'R

und es handelt sich darum, anzugeben, wie f(D)~'R berechnet
werden kann.
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Wir zerlegen zuniichst f(D) in Faktoren, also:

f(D)=(D—a)(D—p)

daher: 1 1
IO =o—go—p
A B
~D—a'TD—p

indem wir in Partialbriiche zerlegen; es ist demnach:

o)

1
Einen Ausdruck von der Form D—a R berechnen, heifit eine
Funktion # suchen, derart, daf:
(D—ea)u=R
ler: d
oder Ez wu—R

Dies ist aber eine lineare Gleichung erster Ordnung; wir haben
gefunden, daB ein partikuldres Integral derselben ist:

u=e+‘”°fe—‘”” Rdx

d. h.: 1
D—e«

BR= e““‘J‘e”‘“‘ Rdx
folglich ist:
f(D)"*R=A4e*" fe“”” Rdx+Beﬂxfe—ﬂxR dz

Nehmen wir als Beispiel die Differentialgleichung:

d*y dy

oder: (D*—5D-}+6)y=R
Hier ist: f(D)=(D—3)(D—2)
1 1

—1__ .
r(o) T D—3 D—2

also: 1 1
?’_<D—3_D—2>R

oder:

y= eS“J‘e—“R dz -} ¢%= [‘e'“ Rdx
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Da das allgemeine Integral von:
(D*—5D-+6)y=0
lautet: y=C,e3"+ C,e?=

so ist schlieflich das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung:

y=0=C,e3*4 C,e?* | e‘”’“”[e"'””c Rdx - e“fe—“ Rdx
In einigen Féllen konnen etwas andere Wege eingeschlagen
werden:

1. Ist R eine ganze rationale Funktion von z, so entwickelt
man f(D)—! nach steigenden Potenzen von D. Da:

Drtigrn =0
so braucht man in der Entwicklung nur bis zu jener Potenz von D
zu gehen, welche gleich ist der héchsten von zin E. — Man lose:
o (D*—4D+4)y=2’
Hier ist: F(D)— (D— 2)° 1 .

—1 '_’___1 b5 'D D2 2
£ (D) x—:i-<1—{—2-2——|—3~[>x

1, . 3
=l t2a )
Also ist das partikuldre Integral:
1
y=g @+ 4543)

2. Ist B von der Form:

BR=¢** X
wo X eine Funktion von « ist, so kann man folgendermafien vor-
gehen.
Da: Dnet™—=q"e*
und:

D X)=e** DX+ ae*X=e**(D+4a) X
so ist allgemein nach dem Leibnizschen Theorem:
D*ewX)=e*(D+a)"X . . . . . (1)
Man kann sofort zeigen, daB diese Formel auch fiir negatives
n gilt, also:
D= (e**X)=¢*(D-}+a)~"X . . . . (2

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 18
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denn fiihren wir an dieser Gleichung die Operation D—" aus, so wird
die linke Seite e**X, und die rechte Seite nach (1):

Dn[e**(D+a)"X]=e*(D+a)"(D+a) "X=e**X

womit (2) bewiesen ist. Diese Formel sagt also aus, daB man die
Operation D—" an ¢%*X ausfiihrt, indem man e%* vor das Zeichen D
setzt und an Stelle von D mit (D -} a) operiert.

Zerlegt man demnach f(D)~! in Faktoren, so ist, wenn (D — )"
ein solcher Faktor ist:

1 1 1
————R= ——— (e X)=e¢*" ———— X
(D—a)" D—a) ( ) D+a—a)"

LaBt sich also die letztere Operation ausfiihren, so ist die
Integration ohne weiteres mdoglich. — Man betrachte z. B.:

(D*—2D-+1)y=a%e®*

2%e3% —¢

— 1 3z _ 1 x‘Z
= —1y D+ 27

S D\=® . 1 8 oy,
mm*z(lﬂﬁ) P=gA =D D)

: 1
also y:§e3°‘(2x2—4x—{—3)

Ist X eine Konstante, so ist der Vorgang wesentlich einfacher:
Da nidmlich in diesem Falle:

D= (e**X)=XD" "¢ =X

ea:c

an
so ergibt sich die Regel, daB an Stelle von D einfach a zu
schreiben ist.
Z.B.: (D*—38D-+2)y=e3=
— 1 e3% — 1
- D*—3D-+2 < 32—3-.-3-42 2
Diese letztere Methode wiirde versagen, wenn a eine Wurzel

von f(D)=0, wenn also f(e)=0 wire. In diesem Falle muB
man zur Hauptregel zuriickkehren, also setzen:

x e?yx_leaz

y

0% — % ,,,£ -
Dr (D+a)
wie z. B. in: dy .
do Y=
Hier ist:
f(D)y=D—1, a=1, also f(a)=0
daher: 1 1
— e % p®% .1 — z
y—D__le e D 1 ze
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3. Nehmen wir an, R sei ein Produkt von sinus- oder cosinus-
Faktoren.

Es ist identisch:

(D¥™sin (nx + a) == (— n*™sin (nz 4 a)

wo n und ¢ Konstanten sind. Daher ist auch:
f(D? sin (nx - a) = f (—n°) sin (nx +- a)

und es folgt ebenso wie bei Fall 2, daf:
——-sin(nx+-a —sin(nx-+a
Ebenso ist:
1
cos (nz -+ cos ne -+ a
f(D 5 ) = oS (0wt 9)

Kann man also f(D) als Funktion von D? darstellen, so wird

1
die Operation ﬁD—D) an einem sin oder cos des Arguments nZ-a
ausgefiihrt, indem man an Stelle von D? —n? setzt. — Man l6se:
(D*4+D*+D-+1)y=sin2z
Hier ist: - . on=2
Wir haben: o sin 2 2
EERCIE IRy
1 1
1 sin2x=_22_|jsin2x:— gsin 2z
Y 1 1 sin 22
=— - =—sin
3D+1
Multiplizieren wir Zéhler und Nenner mit D—1, so erhalten
wir:
1D—1 1 1.
y:‘_‘gﬁsiHQW—:—‘é(D—l)(_’gsln2x)
'—L(D 1)si 2x—i(2(:os2x——sin2x)
=15 MET=15

Die verwendete Methode ist nicht mehr anwendbar, wenn der

Operator die Form D + hat; denn in diesem Falle wiirde:
D+ u?=0
wenn man D?®=—n? setzte. Nun ist aber:
einx_e—ina:
sinnr= -
21

18*
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ferner: i ing e ginz 1

D @Fim et
1 1

J— einx — > 1
2 ’i?lD 1 —|—m
. D
=" — (1l ———4....)- 1
¢ 2inD 21in + )
—inx T {— 1 preinx
21in 2in
ebenso ist: 1 . .
LT M T gpe—inz
D? 4 n? ¢ 2in
folglich: 1 -~ s sinnr=—— 1"6 cos nx
D2+ n? 2
analog: 1 cosS nX ! x sin nx
- nr =— —
D n? 2n
i icl r
Die Gleichung (D4 1)y — sin=
hat z. B. das partikuldre Integral:
1 sinx ! zCcosx
= T = — 2
=D T 2
Beispiele:
1. (D*—4 D+ 38)y=2¢3%

Das allgemeine Integral ist:
y=0C, e+ C,e3% 43
2. (D—2)Py=x

Allgemeine Losung:

Y=o+ Comet 4 @ 1)

3. D*—1)y=2-+5x
Losung: y==Ce*4Coe=*—bHx—2
4. (D—1)y=¢c*la

Ein partikuldres Integral ist:

y:xe“l—w
(4

1
5. Man zeige, daB Ze” ein partikuldres Integral ist von:

(D* 42D+ 1)y ==
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6. Man werte aus:

J— 1 e-x
CE

Losung: 15,
=%
@y s .
7. e —k*y =cosmz (k, m Konstanten,)
Losung :

y="CeF* + Cye™ s — — COS M

1
mi- k2
8. Man werte aus:

y=(D*+}+4)"'cos2z

Lo ' z
dsung y—Zsinze
4
9. Man lose: (D*—1)y==zsinzx

Das allgemeine Integral ist:

z 1 ,— z
y=0C, e?+ Cre— 7 sin <§V3 x> ~+ C,e— 7 cos (éVB x) -+

1
+ 5 [(x — 3) cos x —xsinz]

10. Das partikuldre Integral von:
(D®— 1)y ==ze?*

Losung: . 12) 1,
y=E—=)7¢
11. (D*—1)y=uacosx

zu finden; Losung:

y=0C,e* + Ce™" +xsinx+% cosz (1 —a?)

§ 94. Lineare Differentialgleichungen mit verinderlichen

Koeffizienten.
Von diesen wollen wir zunichst den folgenden Typus heraus-
greifen: dny dn—ty
R o + a, " ! %——F veeetay=X . . (1)
wo @, @,....a, konstante GroBen sind und X eine Funktion von

2 bedeutet. Wir behandeln zundchst den Fall X==0 und studieren
der Einfachheit halber wieder die Gleichung zweiter Ordnung:

d2

2 47y dy _ :
x dx_z—*—alxdx—ka._,y—o. R )]
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Versucht man zu setzen:
y=zm . . . . . . . . (3

[m(m—1)+a,m-+4a,]zm =0
‘Wahlt man nun m so, daf:
mm—1)4am—+a,=0 . . . . (4

so ist (3) ein Integral von (2). Die GroBe x™ vertritt hier also e™?
bei den linearen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Hat
(4) zwei ungleiche Wurzeln m, und m,, so ist das allgemeine

Integral: y— C,am - Cyam

Sind aber die Wurzeln gleich:

so wird (2) zu:

My =My =M

so ist micht nur «™, sondern auch z™lz ein Integral. Um Letzteres
nachzuweisen, setzen wir diesen Wert fiir y in (2) ein und er-

halten:
[m(@m—1)+am-+a,]e™ iz {2m—1 4 a]zm

Nun ist der erste Teil dieses Ausdruckes null, weil m eine
Wurzel von (4) ist und der zweite Teil ist null, weil m auch eine
Wurzel der Ableitung von (4) ist. Also lautet in diesem Falle das
allgemeine Integral:

y=Czm+ Cz™lx

Ist die Gleichung von hoherer Ordnung, und sind p Wurzeln m

einander gleich, so ist das Integral:

y=(C, 4 Gl C,l’z+.... | C 1> 1) ™
Nehmen wir als Beispiel die Gleichung:

sy .y dy

Die entsprechende charakteristische Gleichung lautet:
mm—1)(m—2)F+2mm—1)43m—3=0

oder: (m—1)(m*43)=0
mit den Wurzeln m, =1, m,=14V3, my=——1iV3. Daher ist das
Integral: L )
. g ; y=Cx -+ CaiV® J Cz—iVs
oder, ca zim = ¢!*"™ = cos (m 1) -} i sin (m 1 x)
und: x— "= cos (m1x) —isin (mlx)

kann man schreiben:
y= Az -+ Bcos (V31x) + Csin (V31x)
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Als zweites Beispiel betrachten wir:
28y, dy
Die charakteristische Gleichung heiBt:
m(m—1)—3m-44=0
oder: (m—2)2=0

mit den gleichen Wurzeln:
m=2

Daher lautet das Integral:
y:(C1+az 1)
Um die allgemeine Lésung der Gleichung:

d*y dy -
dzé—i—alzd—i—]—agy—){. N )

2
X

zu finden, haben wir zum allgemeinen Integral von (2) ein par-
tikuldres von (5) hinzuzufiigen. Letzteres finden wir auf einem
shnlichen Wege, wie wir ihn im vorigen Paragraphen eingeschlagen
haben. Wir fiihren das Operationszeichen & ein, indem wir setzen:

d
xgé:xD:'ﬁ

Man sieht leicht, daB die folgenden Beziehungen bestehen:
xD=19
22D =9 (§ —1)
B =9 (% —1) (& —2)

Demnach kénnen wir (5) auch schreiben:

fHy=[F@—1)+adFaly=X
und wir erhalten wieder ein Integral in der Form:

1
=X
Y= 1)
1
—— ist nach #hnlichen Regeln wie: -—-= zu behandeln.
() ° (D)
Man l6se: " 2y dy

a2 %—4y:x4
f@O) =9 —1)—29—4=
=3 —39%—4

— @ — B+ 1)
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Daher ist: y— 1 "
(—4) (@ +1)

_1<_1___L>x4
T h\W—4 91

5T\ 945
1 e — 1
5 25
Also lautet das partikuldre Integral:
14
=_—x*lx
y=pzlz

Ein Typus von Gleichungen, der ohne weiteres auf die eben
besprochene Form gebracht werden kann, ist die Gleichung von
Legendre:

. dn y _ldn——-ly
(o vy Gl - dy (a2 1 A,y =R

wo Ay, A,...4

@, b Konstante sind. Setzen wir nimlich:

n’

d d
a-tbr=2z dZ df

so verwandelt sich die Gleichung in:
n.—ly
Zn-—ldzn_l + +An../4‘

welche die Form von (1) hat.

bn zn

Beispiele:
1. x?%"’z+x‘52+q2y:0
Losung y==C, cos(qlx)+ C,sin(glx)
2. (@*D?*42xD—2)y=0
Losung: y=~Cz4 C,z—?
3. [P —1)—2]y=0
Losung: y=C 2>+ C,x—!

4. Man finde ein partikuldres Integral von:
[9(9— 1)+ 79 + 5]y —2°

Losung: 1

Y60
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5. PO —1)+49f2]y=¢

Ljsung: _ G G &
y—“‘fx“—l_ z2 + z2

6. @D 222D*—2 D+ ) y=x-+2°

Losung: Das allgemeine Integral der Gleichung ohne zweites

Glied ist:
lied ist y=Cax ' 4 G+ C,zlx
ein partikulires Integral der gegebenen Gleichung:
1 1
— ]
y—=7o0+ "
Also ist das allgemeine Integral:
1

1 3
y:CIz’"+ng—}—0:3xlx—{—le2x—{-16x"

- Ld3q dy
7. (x—l—-a)-d;v‘,/z—zl(x—}—a)a;—{—(iy:z

Man setze: xta=z
so daB die Gleichung lautet:
(?D*—4dzD+lhy=z—a
das allgemeine Integral ist:

y=C,(&+ af +C,@4a) -+~ (3a+20)

§ 95. Exakte lineare Differentialgleichungen.

Es besteht eine einfache Bedingung dafiir, daf die linke Seite
einer linearen Gleichung, etwa von der Form:

od 3+ 1d:r +X”"+X3y"R N ¢Y

wo X, X, ... und R Funktionen von z sind, ein exaktes Differential
ist. Um diese Bedingung abzuleiten, bilden wir dic Identitit:

Py  d d?y > 4%y
Xow—ﬁa@‘og; X 322

Wwo X0'=—xi’, und substituieren in (1). Wir erhalten:

p(n )+ @ —x) xS xy=R . @



282 Differentialgleichungen.

Ebenso bilden wir:

r dz?/___ d [ r dyﬁ ' ” dy
(&, — %) h =1 | &% — X)) | — @& — x5

und substituieren in (2). Das Resultat ist:
d > 1 J
R A A RN A e A7 O
SchlieBlich ist analog:

> t " dy d " 7 ! n "
X, —X'+ X, )%:ﬁ[(‘Yz—X1,+X0 )yl — (& — X"+ X"y
und daher wird (3) zu:

v r dy ! I ke > ! ”n "
[Xo ’*"(A Xo)%‘i’(X-z_}Q +X,") yl4- (X, — X, X, — X)) y=R (4)

Man sieht, daf die linke Seite von (4) ein vollstandiges
Differential ist, wenn:
X,—X,+X"—Xx"=0 . . . . . (3)
Diese Gleichung ist also hinreichend, damit die linke Seite von

(1) ein vollstindiges Differential sei. Zugleich sieht man, dal man
in diesem Falle (4) einmal integrieren kann, und erhilt:

X, (x—x,) % +<X2—X;+Xo">y:fmx+ol . ®

Wir nennen () ein erstes Integral von (1). Ist also die Be-
dingung (5) erfiillt, so 146t sich die Ordnung der Gleichung um
eine Einheit erniedrigen.

Als Beispiel diene:

dy
3°7J W2 SR,
dw+ 602"y =¢

5 @Y
v

Hier ist:
X,=2a" X,=152' X,=602" X,=602"
daher:
X,— X'+ X,"— X, = 60x* — 1802 |- 18027
die Bedingung ist erfiillt, also 148t sich die Ordnung der Gleichung
um eine Einheit erniedrigen. Wir erhalten nach (6):

3d2y 4dy 34— o 1
x dz"+10x ﬁ—{—-QOx y=¢e -,

Untersuchen wir nun, ob die linke Seite dieser Gleichung ein
vollstéindiges Differential ist. Hier ist die Bedingung:

X, — X, + X," = 202° — 402° + 202> =0
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wieder erfillt, daher kénnen wir die Ordnung der Gleichung aber-
mals herabdriicken und finden:

dy »
x5%—|— 5aty=e -} Cx-+|C,
Nunmehr ist:
X, — X, —=ba*—bat=0

Die linke Seite ist ein vollstindiges Differential, und wir er-
halten schlieBlich:

2y =¢" —{——%x2+ Cx-++C,
als Integral.

Beispiele:
1. Man untersuche, ob die linke Seite der Gleichung:
d®y 2 d?y dy o

ein exaktes Differential ist und erniedrige die Ordnung der Gleichung
soweit als moglich.

Losung: Wir haben ein exaktes Differential vor uns und konnen
die Ordnung bis auf die erste herabdriicken:

dy o Ry
z o +@—=58y=0
2. Ebenso verfahre man mit:
N dy
Tl T g TRy TV

Losung: Man gelangt zu:

a*y d*y dy
3 2
2’ o3 2x dx2+4xdx+(x 4)y=0
3. Man zeige, dass:
(@®*D*+2*D* 2D+ 22)y

ein vollstindiges Differential ist.

§ 96. Uber Differentialgleichungen, in denen eine Variable
fehit.

1. Nehmen wir zun#ichst an, es fehle die unabhingige Ver-
anderliche z. Eine solche Gleichung ist von der Form:

dy d2y>_
F(y,%, W =0 . . e . . (1)
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falls wir uns auf Gleichungen zweiter Ordnung beschréinken.

Setzen wir: d_?{ B dgy dp dy
iz ¥ da® dy dx pdy

so erhalten wir: p
P) .

also eine Gleichung erster Ordnung in y und p, die wir integrieren
koénnen.
In diese Kategorie gehort die Gleichung:
dy (dy)‘-’ .
e dz 2y

welche die Sechwingungen eines Pendels in Luft bestimmt. Das an-
gedeutete Verfahren liefert hier:

dp |, .
C - p?—2y2=0
Yy, TP y

oder: y d(p? . .
> dy +p*—2y*=0

d 9o 4.8
d;(p y) =4y

Die Integration ergiebt:

p'lyﬁ J— y4 + C4
woraus weiter folgt:
-V
e
ydy 2

=Vt o 2 arc s1nh%—26‘1
oder schlieBllich:
y?==C*sinh 2z} C,)
Die Differentialgleichung:

d*x
g ToE=0

welche die Bewegung eines Massenpunktes unter dem Einfluf einer
der Entfernung aus der Ruhelage proportionalen, anziehenden Kraft
beschreibt, 146t sich noch auf andere Weise behandeln. Multipli-

. ) . dx
ziert man nédmlich beide Seiten mit 2 -—— so erhilt man:

dt’
g(dx 2 e
dt

3 e =0
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oder: dw)'z s 0
(ﬂ + g% =

Die Integration der Gleichung liefert:
x == A sin (gt — 9)
wenn die Integrationskonstanten mit 4 und ¢ bezeichnet werden.
Die Bewegung ‘ist also eine einfache Schwingung mit der Amplitude
4, der Schwingungsdauer 2—:— und der Phase 4.

Lautete die Gleichung:
d’z
de
so wére das Integral von der Form:
x=C e+ C,e
2. Wenn die abhingige Verinderliche in der Gleichung fehlt,
dieselbe also die Form hat:
d d?
Plo g 5=
so bringt sie die Substitution:
dy d*y dp
dz~ ¥ dx’T dx

ohneweiters auf eine Gleichung erster Ordnung:

d
F<x, D, ﬁ) =0
Als Beispiel behandeln wir die Gleichung:
1dv P
dr‘ + rdr l,u
welche die Stromung einer Fliissigkeit in einer zylindrischen Rohre
vom Radius » und der Linge ! beschreibt. Die Geschwindigkeit v

hat die Richtung der Achse und ist eine Funktion von r; P ist die
Druckdifferenz an beiden Enden der Rohre, u der Reibungskoeffi-

—q’z=0

zient. Setzen wir:
v
P=3r
so wird die Gleichung:
dp | p
T
d P
E(W)-——m”
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also ein erstes Integral:
pr =———1 - C

2lp
somit: dv P , C
PP i i

P, .
v=———1l—‘ur + ¢, 1r+4C,

Da fiir r==0, lr=o00 wiirde, so muf C, =0 sein; C,=1v,
bedeutet die Geschwindigkeit in der Achse.

Beispiele:
d?
1. Zit—f G puzr+v=0
Losung: x=C, cos (tVp) -+ C, sin (tV ) ——%
@y <dy>
2. i \g, =0
Losung: e =_Cz+C,
d*y
3 ! +< ) Y iz
Losung: y =0, cosh (C, y—C,)
4. 4 5= 1+ T
Losung: 1 2 14 ==
yzéacle —['“5613 +Cl
d>y d%y
5 b et "
Losung: d*y
Man setze: T =p

Das Integral ist:
y=0C, ¢ —C, e*“”————|—C3 5 —}—C x4 G

axv . 24V
6. dr? +1 dr =0

ist eine Gleichung, die in der Potentialtheorie vorkommt.

Losung: V— _‘_g
=0+
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§ 97. Die Differentialgleichung der schwingenden Bewegung.

Da Schwingungsbewegungen in vielen Gebieten der Physik
eine groBe Rolle spielen, so wollen wir ibre Differentialgleichung
etwas néher diskutieren. Die einfachste Form ist:

a? R
7t PR (1)

()

d?s . .
Sie driickt aus, daf Pk die Beschleunigung der Bewegung, der
jeweiligen Bewegungsrichtung entgegengesetzt und der Entfernung
von einem fixen Punkte direkt proportional ist. Wir haben schon

gesehen, daf das Integral der Gleichung die Form hat:
s=Asin(gt+6) . . . . . . (2

d. h. die Bewegung ist eine einfach harmonische (s. § 33) mit der

Amplitude A4, der Periode T-:g?n und der Phase 4. Rechnen

wir die Zeit von einem Durchgange durch die Ruhelage an, d. h.

ist fiir t=0 auch s=0, so ist =0, und wir kommen zur ein-

facheren Gleichung: .
g s=Asingt . . . . . . . (3)

Ein Beispiel bieten Pendelschwingungen von kleiner Amplitude

oder die ungedémpften Bewegungen einer Galvanometernadel. In

diesen Fillen ist: 5 5
q= ‘/7 und T'= Qn‘/T)

wo J das Tragheitsmoment des schwingenden Kérpers und D das
maximale Drehungsmoment der wirkenden Kraft bedeutet.

Wir wollen nun annehmen, daf die Bewegung in einem wider-
stehenden Medium vor sich geht, und daB infolgedessen eine Wider-
standskraft auftritt, welche der augenblicklichen Geschwindigkeit
des bewegten Korpers proportional ist, d. h.:

d'zs_ﬁ_ d_s_ )

ae ’udt s
oder:

d%s ds | -

Hier bedeutet == 2f den Reibungskoeffizienten. Die Gleichung
wird nach der gewdhnlichen Methode (§ 92) geldst und liefert:

s=Ce 4 Coe bt . . . . . . (5)
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wo a und B die Wurzeln der Gleichung:
m*2fm-tg*=0 . . . . . . (6)
sind, also:

—a—— (VP —f=— V¢
1. Es seien a und B reell und ungleich, also:

f>q

In diesem Falle ist die Losung durch (5) dargestellt. Der
Widerstand ist so grof, daf keine Schwingungen zustande kommen
konnen; der Korper bewegt
sich gegen seine Ruhelage, die
er strenge genommen erst nach
unendlich langer Zeit erreicht
(s. Kurve 1, Fig. 91, die fir
f=23, ¢=—2 gezeichnet ist).

2. Ahnlich verliuft die Be-
wegung im zweiten Fall, dafl
die Wurzeln reell und gleich
sind, also:

a=f=f=4g

Y /%
3

Omplitude
<Jn

Q

7
3

7
X

Z

Zert

3
&

Fig. 91.

Die Losung nimmt die Form an:

s=(C,+C,oert . . . . . . (D)
Der Verlauf ist durch Kurve 2, Fig. 91 (f=g¢==2) dargestellt.
In 1. und 2. sind sogenannte aperiodische Bewegungen behandelt.

3. Die Wurzeln der Gleichung (6) seien entgegengesetzt gleich;
dies ist nur moglich, wenn sie beide imaginér sind:

f=0 a=gqi f=-—gqi
Die Losung lautet jetzt:
s=0C,singt+ C,cosqt . . . . . (8)

Die Bewegung ist rein periodisch, was natiirlich ist, da wir
tir f==0 wieder Gleichung (1) vor uns haben (s. Kurve 4 fir
g=2).

4. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung seien komplex,

also: F<q
Dann ist, wenn wir:
a=a-+bi, f=a—0i
setzen: s=¢ 2t (C sinbt-+ Cyeosbd) . . . . (9)
Die Bewegung wird durch Kurve 3 (f=1, ¢=2) dargestellt.
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Zur Bestimmung der willktirlichen Konstanten dienen die Werte

ds . - -
von s und v=——zur Zeit {=0; wir nennen sie beziigl. s, und v,.

dit
So ergibt sich beispielsweise aus (5):
so=0C,+ G,
vg=-aC, —aC,

Die Kurven sind fiir den Fall gezeichnet, da s,=—=0 und v,=0
(bei 1) oder vy,=1 (bei 2, 3, 4).

Der Fall 4 (Kurve 3) beansprucht ein erhohtes Interesse. Er
stellt eine geddmpfte Schwingung dar, d. h. eine periodische Bewegung
von abnehmender Amplitude. Die Schwingungen eines Pendels,
die durch Luftreibung gedémpft werden, die einer Magnetnadel,
die in einer benachbarten Kupferplatte wihrend ihrer Bewegung
Foucaultsche Stréme induziert, geben Beispiele fiir diese Bewegung
ab. Wir konnen fir s,=0 Gleichung (9) einfacher schreiben:

s=e¢—% 4sin bt
Die Periode dieser Schwingung ist:
27

T-—-—b—

Wire die Schwingung ungedidmpft, so wire, wie wir gesehen

haben, die Periode:
_ 2=

S

also ist: T q

oder da:

q
weiter: T a®* -+ b?

- Wie man sieht, wird durch die Dimpfung die Periode der
Schwingungen vergrofert.
Es ist:
s=—e % 4sin bt

addieren wir zu ¢ der Reihe nach %, T, g T..., so erhalten wir:

T
e_“(““?)A sin bt

5 =—
sy =e—2t+T) 4sin bt

Mellor-Wogrinz, Hoherc Mathematik. 19
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Das Verhiltnis irgend zweier aufeinander folgender ist gleich
und zwar ist:
Sn—1
nml
s‘l’l
Die Amplitude der Schwingungen nimmt also in dem konstanten

Verhiltnis: oT

k=c 2

ab; die GréBe k£ heiit das Dimpfungsverhiltnis. Ihr natiirlicher
Logarithmus:

lk=1
wird logarithmisches Dekrement genannt (GauB).
Es ist: l:lk:ﬂ’:-aj

2" b
daher: T .‘/ P ,‘/ 2
TV itp=V it

Ist die Dampfung, also a, und daher 2 klein, so ist

T 12®
also: T=T,

bis auf Grofen zweiter Ordnung.

Fig. 92 stellt die Abnahme der Amplitude graphisch dar.

s Wir Dbetrachten endlich
noch den Fall einer erzwun-
genen Schwingung. Die Glei-

¢ chung lautet:

d?s ds o
gp T2l +as=r® (10)
d Pig. 92. f(#) ist die duBere Kraft, welche

. den Korper stets zu mneuen
Schwingungen anregt. Das allgemeine Integral der Gleichung
setzt sich zusammen aus demjenigen von (10) fiir f({)==0 und aus
einem partikuldren Integral der vollstindigen Gleichung. Das erstere
haben wir eben diskutiert; wir haben gesehen, daB es im all-
gemeinen eine gedimpfte Schwingung darstellt, die in Grenzfillen
zu einer einfach harmonischen oder einer ganz aperiodischen Be-
wegung werden kann; nunmehr tritt ein Glied hinzu, das von der
duBeren Kraft f(¢) herriihrt. Nehmen wir als Beispiel:

{(t) = cos (nt+ 8)
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Die Gleichung (10) lautet:
(D?+2fD + ¢%) s=rcos (nt -+ 4)
Das partikulire Integral wird nach den Regeln (s. § 93) er-
halten und ist:

2___n2 2
§== (qe—qum _;_t 7 0 (nt4 8) 4 (q“—-—ng)gf—i—tl— pyEm sin (nt - 0)

Setzt man:
1 s, 2fn
@—n?) 42 E*; —n =tand,
so wird:
s=Rcos d, cos (nt-+ 8) 4 Rsin d, sin (nt -} 8)
oder: s==Rcos (nt4 6 —39,)

Die Kraft f(f) bewirkt also, daf sich der gedimpften Schwin-
gung eine einfach harmonische von der Amplitude R, der Periode

2
Tﬂ und der Phase 6 — ¢, iberlagert.

Beispiele:

Die Stromstirke J in einem Leiter vom Widerstand W und der
Selbstinduktion L an einer elektromotorischen Kraft E wird dar-
gestellt durch: i

wWJ-+ L FT E

Welche sind die auftretenden Erscheinungen in folgenden Fillen:
a) E konstant?
Losung: B ( __‘Ll’ t>

1—e

J:W

wo fiir t=0, J=0 gesetzt wurde. Das zweite Glied reprisentiert
den Extrastrom bei Stromschlufi; der Strom strebt dem konstanten

Wert ;J—, Zu.
b) E= E,sin ¢t?
Losung:
J= —EO—(Wsinqt——Lq cos gt)
W2 __+__ L‘Zq‘l
oder: T— T in(gt—q)
VW2 Lg?
wenn man: Lg
tan @ = W
setzt.

19*
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Im Leiter mit dem scheinbaren Widerstand (Impedanz) VW2 Lg®
flieBt ein Wechselstrom J, der gegen die elektromotorische Kraft
die Phasenverschiebung ¢ hat.

¢) E=0
Losung: S
J=J,e
wo J=1J, fir t=0 ist. J ist der Extrastrom beim Offnen des

Stromes von der Intensitit J,.

§ 98. Simultane Differentialgleichungen.

Hat man zwischen mehreren Verdnderlichen nicht eine Gleichung,
sondern ein ganzes System von Differentialgleichungen, so nennt
man dieses ein System von simultanen Differentialgleichungen. Am
einfachsten ist der Fall, daf nur eine einzige unabhingige Ver-
#nderliche vorkommt; dann miissen zur vollstindigen Losbarkeit
so viel Gleichungen vorhanden sein, als abhiingige Variable in ihnen
erscheinen. Wir wollen zunichst ein System von linearen Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten betrachten. Wel-
chen Weg man zu ihrer Losung einschligt, wird am besten aus
einem Beispiele klar werde

Gesetzt, wir hitten die beiden Gleichungen:

dx
a—f—ay:O . . . . . . . (1)
dy
E=0 (2

Wir suchen eine der Variabeln, z. B. y, zu eliminieren; zu
dem Zwecke differenzieren wir die erste Gleichung und elimi-

. d
nieren dann _y' So erhalten wir:

dt
a2
(%—abx=0
daher ist: r=C e"ﬁt_}_c e— Vbt

Durch Einsetzen in (1) findet man:

N Vs

Wir haben zwei willktirliche Konstanten; im allgemeinen ist die
Zahl derselben gegeben durch die Summe der héchsten Ordnungen
aller einzelnen Gleichungen. Nun hitten wir allerdings dadurch,
daB wir y auf demselben Wege wie z berechnen, scheinbar zwei
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neue Integrationskonstanten erhalten; dieselben sind jedoch nicht
unabhingig, sondern durch zwei Gleichungen mit den ersten zwei
Konstanten verbunden. Diese Gleichungen wiirden wir dadurch er-
halten, daB wir z und ¥ in (1) und (2) einsetzten.

Ferner betrachten wir ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung mit variabeln Koeffizienten, z. B. von der Form:

Pdz—+Qdy-+Rdz=0 . . . . . (38)
P,dz - Q,dy -+ R,dz=0 . . . . . (4)
wo die P, @, R Funktionen aller drei Verédnderlichen sind. Da man
aus (3) und (4) die Verhiltnisse je zweier der Differentiale dx, dy,
dz bestimmen kann, so lassen sich die Gleichungen auf die Form
bringen: de Ay dz )
P Q@ R e
Die Form (38), (4) ist sofort lésbar, wenn die linken Seiten voll-
standige Differentiale sind; (5) hingegen ist empfehlenswert, wenn
eine der Gleichungen nur zwei Variable enthilt. Dies ist z. B. der
Fall bei: da:_dy_iz_
y x oz
Die erste Gleichung liefert:
2 —y*=C(,
Da also: d
a also x=V0, +y* und _,7::;2
Ve, +y* z
so hat man als zweites Integral:
y+Vy2—|—01=C.2z
Sind I, m, n irgend welche drei Faktoren, so ist identisch:
de dy dz ldx+4mdy—-ndz
P Q@ R IP}+mQ-+=nR

-

wiahlt man sie nun derartig, daB:
IP4+mQ—+nR=0
so ist auch: lde 4+ mdy 4+ ndz=20

Ist hier etwa die linke Seite ein vollstindiges Differential, so kennen
wir ein Integral des gegebenen Systems. Ebenso kénnen drei andere
Faktoren I, m/, n' zu einem zweiten fiihren.

Man betrachte z. B.:

dz dy  dz

mz———'lzy_nx—lz_—ly—-mx
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Da: © lmz—ny)+m@mz—I12)+ n(ly —mx)=0
ebenso: x(mz—ny)+y@mr—I1z)+2(ly —mzx)=0
so sind I, m, » und z, y, z je drei Faktoren von der gewiinschten
Eigenschaft, so da wir haben:
ldz+ mdy +ndz=0
zdz+ydy -+ 2d2=0
deren Integrale lauten:
x4 my—+nz=0C,
ey 22—,

Beispiele:
dx dy
Lssung: x==(C, 4 C, 1) e?*

y=(C,— C,+ G,t)e*’
2. Die gleichférmige Rotation eines starren Korpers um eine
Achse ist beschrieben durch die Gleichungen:

dx dy
Gy = e
w ist die konstante Winkelgeschwindigkeit.
Losung: x=_C, cos wi-+} C,sin wt
y=C, cos wt— C, sin wt
3. g—;:—-n% i;g:—-n?y

sind die Gleichungen der Bewegung eines Massenpunktes unter dem
Einfluff einer der Entfernung proportionalen Zentralkraft.

Losung: 2==C, cosnt-} C, sinnt
y==C, cos nt-} C, sinnt

d d
4, %—f—-{—by—f—cz:o a%—%ax—}—cz:O 75—}—ax—f—by=0

Losung: Man betrachte die Gleichungen als algebraische zwischen
z, ¥, 2z mit den Koeffizienten D, «, b, ¢. Man eliminiere ¥, z und
erhilt eine Gleichung in 2. Das Integral ist:

= C,e*t | C,eft | Cert
wo «, f, y die Wurzeln der Gleichung:
u?—(ab—4betca)u-abc=0

sind. Analog wird y und z bestimmt.
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di di
5. Wi, + L, ’1+M ’2

di,

di
Wyiy + L, 72 + M2 L —E,

sind die Gleichungen fir die Stromstérken 4,, 7, in zwei benach-
barten Stromkreisen mit den Widerstinden W,, W,, den Selbst-
induktionskoeffizienten IL,, L,,  dem -wechselseitigen Induktions-
koeffizienten M und den konstanten eletromotorischen Kriften E,, E,.

Losung: Man setze:
,i1=Aemt ,i2=Bemt

und erhilt.als Integrale:

E.
ZW;:__{_Ajle—m,t +A26—n12t

o
wo —m,;, —m, die Wurzeln der quadratischen Gleichung:
(Ly Ly — M*)m® A= (Ly Wy + Ly Wy)m + W, W, =0
sind. Da aus physikalisehen Griinden:
L,L,—M*>0

so sind die Wurzeln reell und negativ.
6. 4= dy _ dz
P—yr—2* 2y 22z

Loésung: Die Gleichsetzung der letzten zwei Ausdriicke liefert
das erste Integral:
y==C,z
das zweite findet man durch die Multiplikatoren x, ¥, z; man er-

hilt die Gleichung:
zdx 4 ydy 4+ 2dz=20

oder: x*—l-—y + 2=,

Eine Reihe von interessanten Beispielen findet der Leser auch
unter den Gleichungssystemen, welche fiir die Geschwindigkeit
chemischer Reaktionen mit Nebenwirkungen aufgestellt wurden;
es sei insbesondere verwiesen auf die sehr allgemeinen Betrachtungen
von Wegscheider: Ztschrft. f. phys. Chemie: 80, 593, (1899); 34,
290, (1900); 85, 513, (1900); Monatshefte fiir Chemie: 21, 693, (1900).
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§ 99. Partielle Differentialgleichungen.

Eine Differentialgleichung, in der eine abhingige und mehrere
unabhéngige Veridnderliche, sowie die Differentialquotienten der
ersteren nach den letzteren vorkommen, heift eine partielle. Soist z.B.

die Gleichung: 8 u o

+ aZnu(l)

eine partielle Differentlalglelchung. Wie wir wissen, ist (1) nichts
anderes als das Fulersche Theorem, wenn # eine homogene Funk-
tion n-ten Grades von z, y, z ist. Daraus folgt, dag der Gleichung
(1) jede homogene Funktion vom Grade n geniigt, der im iibrigen
ganz willkiirlich gew#hlt werden kann. Oder wenn wir beispiels-

weise setzen: . .
z=f(ax -+ by)

wo f eine beliebige Funktion bedeutet, und einmal nach z, einmal
nach y differenzieren, erhalten wir:

0z 0z

— ! —
=l @ty 5o =bf sy
woraus folgt: oz dz

Also geniigt der Gleichung (2) jede beliebige Funktion von
ar—+by. Aus diesen Beispielen ersieht man, daB eine partielle
Differentialgleichnng im allgemeinen eine unendliche Zahl von
Integralen besitzt, die jedoch nicht wie bei den gewohnlichen
Differentialgleichungen aus einem dadurch abgeleitet werden konnen,
daB man gewissen Konstanten verschiedene Werte beilegt.

Ist die Differentialgleichung von der ersten Ordnung, so 148t
sich zeigen, daf es drei verschiedene Arten von Ldsungen einer
solchen Gleichung gibt. Nehmen wir nidmlich eine Funktion von
z, ¥y, z mit zwei willkiirlichen Konstanten a, b an:

F,y,2,a,0)=0 . . . . . . (3
und differenzieren wir nach # und y, so erhalten wir:
F F F
OF | oFoe o 0F_ 0F0s
ox U 9z ox oy 0z 0y

Eliminieren wir nun aus diesen beiden Gleichungen und (3)
die Konstanten a, b, so kommen wir zur Differentialgleichung:

: 0z 0z
—, — = oL .. (4
P,v,2, 25, 22)—=0 (@
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Umgekehrt ist (3) ein Integral von (4); man nennt es ein
vollstindiges Integral. Man sieht aus dem Proze, daf man nur
zwei willkiirliche Konstanten eliminieren kanm, falls in (4) nur zwei
Differentialquotienten vorkommen, daf also (3) auch nur zwei solche
enthalt. (3) reprisentiert eine Schar von doppelt unendlich vielen
Flachen.

Beispielsweise werden durch die Gleichung:

(x—a)?+(y—0b)?+22=+* . . . . (5)
alle Kugelflichen vom Radius » dargestellt, deren Zentren auf der
XY-Ebene liegen. Durch Differentiation erhilt man:

0z 0z
x—~a—{—25;=0- y—b—i—zé—g——

Substituiert man die Werte von z—a und y—>b in (5),

findet man: Zg[<g%>“’+<ﬁi>2_|_1}:r‘z R )

als die Differentialgleichung, deren vollstindiges Integral (5) ist.
Betrachten wir nun in (8) o und b als variabel und diife-
renzieren nach ihnen, so erhalten wir:
oF or
—=0 — =0
oa ob
Eliminieren wir nunmehr aus diesen Gleichungen wund (3)
@ und b, so erhalten wir eine Gleichung von der Form:

F @, vy,2=0. . . . . . . (7
die abermals ein Integral von (4) darstellt. Wir nennen sie das

singulidre Integral von (4) und sie reprisentiert die Einhiillende der
ganzen Flichenschar (3). So ist in unserem Beispiel:

oF - oF

—_— — 2 — — —_— = — B — ——
oa (x—a)y=0 ) 2(x—b)=0
also folgt durch Einsetzen in (5) das singuldre Integral:
z2="1r

Dies ist die Gleichung zweier der XY-Ebene paralleler Ebenen,
welche die Schar von Kugelflichen beriihren.

Nehmen wir schlieflich an, daB von den beiden Groéfien a, b
die eine eine willkiirliche Funktion der andern ist:

=1(a)
und differenzieren wir (3) nach @, so erhalten wir:

oF
22 T35 f()
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die Elimination von & zwischen dieser Gleichung und (3) gibt ein
drittes Integral von (4): ‘
F,(,y,2)=0. . . . . . . (8

Dies ist ein allgemeines Integral von (4). Die Gestalt des-
selben hiingt offenbar von der Wahl der Funktion f(a) ab. Wir
greifen so unter den Fldichen (4) eine bestimmte Flachenfamilie
heraus, und (8) ist die Einhiillende dieser Flichenfamilie.

Nehmen wir in unserem Beispiel:

. a=b
dies in (5) eingesetzt, gibt:

@— o+ —a =1

Wir differenzieren nach a:

_rry
2
und die Elimination von @ aus den beiden letzten Gleichungen liefert
als allgemeines Integral:

@—y)P+ 222=24"
eine Zylinderfliche, welche alle Kugeln einhiillt, deren Mittelpunkte
auf der Linie x=y liegt.

Es 148t sich zeigen, daB in diesen drei Klassen von Integralen
alle moglichen enthalten sind.

Mit der Auffindung eines,K Integrals ist jedoch in der Regel
wenig geholfen. Es ist vielmehr meistens die Hauptaufgabe, die in
dem Integral vorkommenden willkiirlichen Funktionen so zu be-
stimmen, dafl das Integral gewissen Bedingungen, den sogenannten
Grenzbedingungen geniigt.

§ 100. Partielle Differentialgleichungen der ersten Ordnung.

Wir wollen im folgenden die Losungsmethoden fiir einige
Typen von Gleichungen erster Ordnung behandeln. Hierbei nennen
wir zur Abkiirzung:

oz 0z
oz =p W =41
1. Typus. Die Variabeln selbst kommen nicht vor. Die Gleichung

hat also die Form:
fep,9=0 . . . . . . . Q)

Die Losung lautet:

z=ax+ by C
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Substituieren wir in (1), so ergibt sich:

fla,b)=0
woraus folgt:
b=gp(a)
Daher lautef das vollstindige Integral:
z=art+o@y+C. . . . . . (2
Man 18se z. B.:
PPt =m
Wir setzen:
z=ax+by+C
und erhalten:
a? 4 b2 =m?>
b=Vm®—a?

also das vollstindige Integral:
z=ax-+Vm?®—a’y+C
C=f(a)

z—ax -+ Vm:—ay -+ f(a)
und nach a differenziert:

a
— 2y )=0
’ Vm?® — a? v+

Eliminiert man aus den zwei letzten Gleichungen a, so erhilt
man das allgemeine Integral.
2. Typus. Die unabhéngigen Verénderlichen fehlen:

Setzt man:

so liefert dies:

Man setzt:
q==ap
und substituiert in (3); aus (3) erhélt man:
p=0 )

Setzt man nun p, ¢ in die Identitét:
dz=pdx—+qdy
=g @)de+ap(?)dy
so findet man:
x—f—ay—f (z)—{—C S €]
als vollstindiges Integral. — Man betrachte:

pPrtgt=4
g=ap
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daher: Pz a?p®=4
p— 2
Va2
demnach : 2 2a
Va*+2 —*_Va“’—i—z
2 (x—{—ay):J'Va“’{—zdz—{—?C
Y N
=§(a2—|—z)? +2¢C

(a®*+ 2P =9+ ay—C)*
als vollstindiges Integral.

3. Typus. #z fehlt explizit, und die Gleichung mége die Form
. haben:

fi@,p)=f@q - . . . . . ()
f1:f~3:a

Setzt man:

so 148t sich:
p=g,(,a) 9=, (y, b)
darstellen und daher wie im vorigen Fall:
dz=pda+qdy=g, (2, a)dz 4, (y,b)dy
welcher Ausdruck als vollstindiges Differential integriert werden
kann. — Man lose:

qg—p=z—Y
Man setzt:
zt+p=y+tq=a
p=a—u; g=—a—y
dz=(a—=x)dz+ (a—y)dy
r—— g b— ' — S (y— @'+ O

4. Typus. Eine Gleichung, welche der Clairautschen bei ge-
wohnlichen Differentialgleichungen entspricht, ist:

e=prtaqy+rflp,9) . . . . . (6
Analog wie bei der Clairautschen Gleichung kann man setzen:
p=a g=1b
also folgt:
z=ax-+by+f(a,b) . . . . . (7)
als vollstindiges Integral. — Man lése z. B.:

z=px+qy-+pg
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Vollstindige Losung:
z=ax—+by-Fabd
Differenziert man nach a resp. b, so erhilt man:
z-+b=0 und y-ta=0

Eliminiert man ¢ und b, so bekommt man das singulire
Integral:

z=—zy
Beispiele:
1. pg=1
Vollsténdiges Integral: z=—ax -} g +C
9. x2p2+y2q2_ze

Man setze:
le=pu ly=v lz=w

und gelangt zur Form:
ou \? ov\?
(o) +Ga) =1 @me
Vollstindiges Integral:
z=Cx“yvm?

3. p(1+¢)=q(—a)

Vollstindige Losung:

@+ ay+0P—daz—a)
4 ¢+ —sty
Vollstindige Losung:

r= @0 2 yta) o

5. y=2yp*
Vollstindige Losung:

z=azx-+a’y*+C
6. z=pr4gqy+EkVi+p'+¢

Vollstindige Losung:
z=—ax-t+by+EV1 a2
Singulére Losung:
x‘Z + y‘l + Z‘Z J— k‘z
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§101. Lineare partielle Differentialgleichungen hoherer
Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Fir die partiellen Differentialgleichungen zweiter und hoherer
Ordnung gibt es keine allgemeinen Losungsmethoden. Wir wollen
unter ihnen als wichtigsten Fall die linearen betrachten, und zwar
zunichst jene mit konstanten Koeffizienten.

1. Wir betrachten zunichst die Gleichungen von der Form:

0%z %z 0%z
A4, —+4 dy—=0. . . . . (1
Oax2+ 1axay+ .ay., ( )
wo 4,, 4,, 4, konstante GroSen sind. Wir setzen:

z=fy-+mx) . . . . . . . (2

und substituieren in (1):

(dgm? - Ay m—+ 4,) £ (y +-ma) =0

Also ist (2) ein Integral, wenn:

Adgm* A m-4+4,=0 . . . . . (3
Die Gleichung (3) habe 2 verschiedene Wulzeln m, und in,.
Dann ist also das Integral von (1):

s=f Gt ma)FhyFme) . . . . (@)

Als Beispiel wahlen wir die Gleichung von D’Alembert fiir
die Bewegung einer schwingenden Saite: ,

2%u 6 u

ot Y oa?

Da die Gleichung:
m?—a’=0
die Wurzeln hat:
my=a My =—a

so ist das Integral von der Form:

w=1, (at-+2)+f, (at—2)
Physikalisch besagt diese Losung noch gar nichts, solange sie nicht
Grenzbedingungen geniigt. Nehmen wir z. B. an, die Saite sei an
beiden Enden befestigt, d.h. fir x =0 und =1 (/=Lénge der Saite)
soll die Exkursion #==0 sein. Demnach ist:

fi (@) 41, (at)=0
fi(at4-1) 41y (at—1)=0

fir jede beliebige Zeit {. Infolge der ersten dieser beiden Gleichungen

lautet die zweite:
fi(at41) —f, (at—1)=0
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Die Funktion f; hat also die Eigenschaft, daB sie sich nicht
andert, wenn man zu at die Gréfie 2, oder, was dasselbe ist,

21
wenn man zu t die GroSe o addiert, f, ist also eine periodische
. 21
Funktion der Zeit mit der Periode T= - Die Saite macht also

Schwingungen mit der genannten Periode. Zur weiteren Unter-
suchung des Problems benéstigt man das Hilfsmittel der Fourierschen
Reihen (s. Kap. VIII).

Sind die beiden Wurzeln der Gleichung (3) gleich:

my =m, =m
so ist auBer f(y -+ mz) auch zf(y + mz) ein Integral. Denn sub-
stituiert man das letztere in (1), so erh#lt man:
F(m)=(4ym*+ 4,m+ A)zf" (y + mx) + (2 4,m + A) ' (y + m2)
Da nun im Falle einer Doppelwurzel nicht nur (3), sondern

auch die Ableitung von (3) verschwindet, so ist F(m)==0. Dem-
nach ist in diesem Falle das Integral von (1):

z={f, (y +m=) +zf, (y + mz)
0%z 0%z i’z
ax® ' Tozdy ' oy
m>42m 4 1=0
hat die doppelte Wurzel m = —1. Daher ist das Integral:
2. Die Gleichung habe die allgemeine Form:

2%z %z 0z 0z B
Ao_a”xkle" 19x9y+A +A35;+A49_?;+A52—0 (O)

Man lose:

Die Gleichung:

Fiihrt man die Symbole ein:
0 0
—=2D — =D
ox o0y
so 1aBt sich (5) schreiben in der Form:
(4yD*+ A, DD+ 4,D*+ A4, D+ A, D'+ 4))2=0

Laft sich der Klammerausdruck in Faktoren zerlegen, so dafB

man hat:
Ag(D+mD ~a)(D4aD 4 b)z=0

so braucht man nur jeden Faktor fiir sich zu integrieren und die
einzelnen Integrale zu summieren. — Man betrachte z. B.:
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0%z 8z
ox® 6:6
oder: (Dz——D"’—l—D—I—D)z=0

(D+D)D—D +1)z=0

Das Integral von:

(D+D)z=0
ist: z:fl(y—x)
dasjenige von: (D —D -+ 1) z2=0
lautet: z=e—%f, (y +2)

Das Integral der gegebenen Gleichung ist somit:

z=f(y—2a) e *f,(y + =)
Ist dieser Weg jedoch nicht gangbar, so setzt man:
z=estby . . . . {6)
Substituieren wir in (5), so erhalten wir:
(Ao + A, ap+ 4,2 + dya+ 4, p+ 4)2=0 . (1)
Damit wir also ein Integral vor uns haben, muf der Klammer-
ausdruck verschwinden; nun gibt es eine unendliche Zahl zusammen-
gehoriger Werte von o« und p, fir welche dies der Fall ist. Es
gibt also unendlich viele partikuldre Integrale (6). Nun 148t sich
leicht zeigen, daB, wenn u ein Integral der Differentialgleichung
ist, Cu ebenfalls ein solches ist — C bedeutet eine willkiirliche Kon-
stante; — C sind ferner u,, u,.... Integrale, so ist es auch ihre
Summe. Ein Integral der gegebenen Gleichung ist also auch:
z=2CecetFy . _ . . . . . (8)
Hier ist 2 eine Summe von unendlich vielen Gliedern, indem
man C, «, f alle moglichen Werte gibt. — Man 15se:
?®z 0z
ox? 5&
Hier ist: a’*—pf==0 oder f=4d’
also das partikuldre Integral:
2= Cea® T

=0

Wir bemerken, daf auch die Ableitungen verschiedener Ordnung

von z nach « Integrale sind, also auch:
0z

R Q¢ ax -+ a’y
5e — Clet-2ay)e

2_5 = Cl(@4-2ay)*-2yler=+ v
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Man sieht also, daB man eine unendliche Zahl von Moglich-
keiten hat, Integrale zu bilden. Eine Auswahl unter ihnen wird
mit Riicksicht darauf getroffen, daB sie gewisse Grenzbedingungen
zu erfiillen haben.

Beispiele:
%z 2%z 0%z
1. ox® 5x8y+ 87‘_0
Losung: .
z=f (y —22) 4 f, (y — 22)
%z 0%z 0%z
2 2o Somay 2oy 0
Losung:
z=f(y+22)+1,(2y—2)
2%z 0%z
3- a‘_xz_ﬁzuo
Losung:
' z=f(y+2)+1f{y—2)
Pz  0%°20z 0929%°z &z
- 2w Gatoy twoy' oy
Losung:
5. (D*—DD' - D—D)z=0
Losung: .
d e=e=f, () +f (e —y)
6. (D*—D*—3D+3D)z=0

Losung: Man gewinnt einerseits durch Faktorenzerlegung das

Integral:
° z=f,(y+2)+evf, (y—2)
anderseits erhilt man die Form:
2=2 (Ce>@+v) + By 3 (erlz—y
7. (DD'+aD+bD" 4 ab)z=0

Losung: z==e=f, (x) e 2%, ().

§ 102. Die Integration der linearen partiellen Differential-
gleichungen mit zweitem Glied.

Thre allgemeine Form fiir Gleichungen zweiter Ordnung mit
drei Variabeln ist: .
(4,D*+ 4, DD+ 4, D+ 4, D+ 4, D'+ 4): =R (1)

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik, 20
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wo R irgend eine Funktion von z, y ist. Hs besteht hier ein #hn-
licher Satz wie bei den gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen :
das allgemeine Integral von (1) wird erhalten, wenn man zu dem
allgemeinen Integral von (1) fir R=0 ein partikuldres Integral
von (1) addiert. Wir haben also nur noch zu zeigen, wie man
partikuldre Integrale von (1) finden kann.

Die Rechenmethoden sind ganz analog jenen, welche wir bei
gewohnlichen linearen Gleichungen (s. § 93) gefunden haben.
Schreiben wir (1) in der Form:

FD,D)z2=R
so handelt es sich um die Ermittelung von:

1
=——0pR . . . . . . (2
‘T FD,D) ®)
Ist beispielsweise:
R = eax+by
so besteht der Satz:
‘1__eax+by: 1 eaa:+by
F(D, D F(a,b)
denn wir haben schon im vorigen Paragraphen bemerkt, daB:

F(D,D')er#t == F(a,b)e*>+by

Aus einem #“hnlichen Grunde ist:

1

ax+by ¥ —— paz+ by X
¢ ¢ FD+a, Db

1
F(D, D)
wo X eine Funktion von =z, y ist.

Beispiele:
1. (D*4+ DD —2D")z=sin (x4 2y)
Losung. Man setzt:
ell@-+2y) __ p—i(z=2y)
sin (z 4 2y) =

21
und findet das partikuldre Integral:

z=%sin(x—|—2y)

2. (D*+ DD —2D?)z=sin(x—y)-+sin(x+y)
Partikuldre Losung:

1, 1
z:ESin(x—y)—gxcos(x—[—y)
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3. (D*—DD'—2D"% 42D+ 2D )z=¢?=+3y
Partikuldre Losung:

1
P 2z 3y
Z === 108

4. (D*—D"*—3D-}-8D)z=¢"t2¥
Vollstindige Losung:
e=fi(@+y)+ @y —2) -yt
5. (D*—D"*—3D+8D)Yz=uy
Losung. Man bringt die Gleichung auf die Form:
D—DYD-+D —38)z=zxy
1 D 1
D—D D und D——_+ D—3 nach
Potenzen von D -+ D', wobei man nicht hsher zu gehen braucht,
als die h&chste Potenz in dem zu behandelnden Ausdruck R be-
tragt. Man findet das partikuldre Integral:

entwickelt in Potenzen von

2 ix* ix"’—— L 2 z x4
~ 18 9 67 Y a9
6. - (D?— D)z ==werz+a’y

Partikulire Losung:

Z:Eeaaﬂ-kagy <:L‘_2_£>
4 @ a*

§ 103. Lineare partielle Differentialgleichungen mit ver-
dnderlichen Koeffizienten.

Unter ihnen wollen wir nur jene betrachten, bei denen die

orts
einzelnen Glieder von der Form x"ys.’z sind.
ox" 0y’
Setzt man nidmlich:
le=u ly=v

so verwandelt sich die Gleichung in eine solche mit konstanten
Koeffizienten. Man betrachte z. B.:

P2 G020z 0z

02 Lo Yoy ox

Macht man die angegebene Substitution, so erhilt man die
Gleichung: o 2

o'z 0z

ou  0v?

0

0

20*
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Das Integral der letzteren Gleichung ist:

z=f, (u4v)+f, (u—w)

oder:
x
z=f(zy) +f, <lg>
x
=e et al,
Beispiele:
2%z 0%z *z
1. 2 2 J—
rr +22y 8x8y+y oy 0
Losung:
—r (¥ Y
2=h (x) Tt (w)
0%z 0z
2, ———— — —
R b el PR
Losung:

(Man setze zunichst:
0z ,
ow ")

§ 104. Integration der Differentialgleichungen durch Reihen.

Es kommt verhiltnismiBig selten vor, daf man das Integral
einer Differentialgleichung in endlicher, geschlossener Form dar-
stellen kann. Im allgemeinen — und gerade bei den physikalisch
wichtigsten Differentialgleichungen — erscheint das Integral in
Form einer unendlichen Reihe. Der Weg, den man in diesen
Fillen einschlagen muf, wird am besten aus einem Beispiele er-
sichtlich.

Betrachten wir die Gleichung:

?y  dy
W——xﬁ——cy—mo. N ¢))

Versuchen wir sie durch die Reihe:
y=ay,+art+ax*+.... . . . . (2
d
zu 1osen. Wir nehmen an, wir kdnnten d—i/: dadurch bilden, daf

wir die Reihe (2) gliedweise differenzieren:
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d
—g—a1—|—2a2x—{—3agx +..
Bilden wir ebenso:
dﬁy o
d—;=2a2—{—3-2a3x—|——4~3a4x‘—|——...

und substituieren in (1), so erhalten wir:

(2ay—cay)+(8-2a3—a, —ca,) x4+ (4-8a, — 2a, — ca,) 2*+
+(5-4a;—3a,—caz)x® ... =
Damit diese Gleichung fiir alle moglichen Werte von x gelte,

mufl jeder Koeffizient einzeln verschwinden, und man erhilt die
Gleichungen:

¢
“225“0
_cH-2 c(c+2)
W= BT Ty
_c—{—4 _c(cH2) (c—|——4)
=65 U 6!
und:
c+1 c+1

T3 T e M

43, kDt

5 == 5.4 a3 =
et DB
7 7.5 % 71 ay

Man sieht, daB a, und a, willkiirlich, die anderen Koeffizienten
der Reihe aber dann gesetzm#fiig bestimmt sind. Man mufB nun
noch zeigen, daf die so erhaltene Reihe auch konvergiert.

Setzen wir z. B. a,==0, so erhalten wir ein partikulires Integral
von der Form:

y=a,x+ +1 2

(c+—1)(0+3) xs_’_

oder:

(¢ ¢ I
y~a1w(1+2 +1>((;:—3)2)! et Dy

i=1

Eine solche Reihe kann eine neue, durch bisher bekannte
Funktionen nicht in endlicher Weise darstellbare Funktion ergeben.
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Man kommt so zu einer anderen Auffassung der Differential-
gleichungen: sie erscheinen als Definitionsgleichungen fiir neue
Funktionen. So z. B. definiert die Gleichung:

d*y dy _
dx2—2xﬂ—f—m(m—{— 1)=0

(1 —2)

die sogenannte Kugelfunktion:

PEEICE 1 TS DICE D ICE W




VIII. Abschnitt.
Fouriersche Reihen.

§ 105. Die Fourierschen Reihen und die Berechnung
ihrer Koeffizienten.

Eines der in Hinsicht auf Anwendungen wichtigsten Hilfsmittel
der Mathematik sind Reihen, die nach sinus und cosinus von ganzen
Vielfachen einer Verdnderlichen fortschreiten: die Fourierschen
oder trigonometrischen Reiben.

Wir wollen versuchen eine willkiirlich gegebene Funktion f(z)
in eine solche Reihe entwickeln und setzen also:

f(®)=a, sinx+ a,sin 2z 4 a,sin3z -+ . ..
—+ by + b, cosz 4 b, cos 2z by eos (1) 3z -+... . (1)

Da die Funktionen sinus und cosinus periodisch sind mit der
Periode 27, so nimmt offenbar die Reihe denselben Wert an, wenn
man zu z die Grofe 2z addiert, also kann die Funktion f(z) nur
in einem Intervall von der Grofie 2z willkiirlich gegeben sein;
wihlen wir etwa das Intervall von —=z bis - =x.

Ist die Gleichung (1) richtig und diirfen wir die Reihe glied-
weise integrieren, so koénnen wir die noch unbekannten Koeffi-
zienten a,, b, auf folgende Weise bestimmen: Wir multiplizieren
zunichst beide Seiten der Gleichung mit sinnz dx und integrieren
zwischen den Grenzen —z und -z Da nun:

-
fsin mxsinnrdr =0, wenn ms%a
—_—T

und stets:

T
fcos mzsin nedr =0

—_

F14
fsin“’nz de=mn

-_—T

hingegen:
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so findet man:

ff(x) sinnzdx=a,n

oder:

E 4

1
anz—[f(m)sinnxdx N )
).
Nach diesem allgemeinen Schema erhédlt man alle Koeffizienten
4y, Gy, ...0,... Um b, zu bestimmen, multipliziert man beiderseits
“mit cosnedr und integriert zwischen —=z und --|a; da auch:

-
fcosmxcosnxdxzo, wenn ms&n
—_—JT

und nur: =

Jcos‘znx de=n

il 4

tibrigbleibt, erhilt man:
1 T
b, == ;ff(x) cosnzdz . . . . . (3)

SchlieBlich wird b, gefunden, indem man beide Seiten von (1)
mit dx multipliziert und zwischen denselben Grenzen wie oben
integriert; es ist:

[sinmxdx: cosmxdx=0
und: o o
fdx:?n
daher: o
by — — ;(x)dx @)
0 =3 e e

Fiir diese Operationen ist offenbar notig, da8 die Funktion f(x)
innerhalb der Grenzen — =z und -} 7 integrabel sei.

Hat man nun die Koeffizienten nach (2), (3), (4) bestimmt, so ist
damit allerdings noch gar nicht gesagt, daB die Gleichung (1)
richtig ist. Dies ist nur dann der Fall, wenn erstlich die trigono-
metrische Reihe mit den in der angegebenen Weise bestimmten
Koeffizienten konvergiert, und wenn sie zweitens wirklich die
Funktion f(x) darstellt. Wir wollen uns hier begniigen, die Re-
sultate der diesbeziiglichen Untersuchungen anzufiihren,!) die ge-

1) 8. z. B. Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen, I, p. 62ff.
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zeigt haben, daB dies tatséichlich der Fall ist, wenn f(z) die fol-
genden Eigenschaften hat:

1. endlich und einwertig zu sein im Intervall —= bis -}

2. nur eine endliche Zahl Maxima und Minima im genannten
Intervall zu besitzen;

3. periodisch zu sein mit der Periode 27z, da, wie wir erwéhnt
haben, die Reihe jedenfalls diese Periode hat.

So z. B. ist arctanx zwar endlich, aber nicht einwertig, denn
zu einer und derselben Tangente x gehdren unendlich viele Bogen
arctanz, die sich um ganzzahlige Vielfache von = voneinander
unterscheiden, d. h. die Kurve:

y ==arctan x

besteht aus unendlich vielen Zweigen. Man hat nun zur Bestim-
mung der Koeffizienten der trigonometrischen Reihe die Funktion
zu integrieren und dies ist nur mdglich, wenn man stets auf dem-
selben Zweig der Kurve bleibt; beschrinkt man sich auf einen
solchen Zweig, so kann man die derart eindeutig gemachte Funktion
in eine Fouriersche Reihe entwickeln.

§ 1()6 Beispiele fiir die Entwicklung von Funktionen in
trigonometrische Reihen.

Nehmen wir als erstes Beispiel einer Funktion; die wir in eine
Fouriersche Reihe entwickeln wollen:

f@) ==
Nach (2), (3), (4) des vorigen Paragraphen sind die Koeffi-
zienten der Reihe:

1 T
b0:—2—7—t xdx:()

—_—T

17 2
an————fxsmnxdx—(— 1yt

) _ n
1 T

b,=—|zcosnzdr=0
T _

Die Reihe lautet also:
1 1
x:2(sinx—§sin2x+gsin?;x-—...) N ¢Y)

Wie man sieht, ist der Grund, warum die cosinus-Glieder
fehlen, der, daB x eine ungerade Funktion ist, d. h. das Zeichen
andert, wenn die unabhingige Verinderliche dies tut. Alle solche
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Funktionen werden also durch reine Sinusreihen dargestellt.

Fouriersche Reihen.

Um-

gekehrt wird eine gerade Funktion, d. h. eine solche, die ihren
Wert bei Zeichenumkehr der unabbingigen Variabeln beibehlt,
eine trigonometrische Reihe mit lauter cosinus ergeben. -

Die Gleichung y== stellt ein

Ursprung des Koordinatensystems

'

4
td
ST
\
SN ,/ /:7_\\\\
~ \\ 2N // //\\\
5 ya S 74 N , ped
/ \ / /
- ts
’ ’ \ \ \Y4 /
’ s
2 N N N
~ 7 N7 N 4
e / N
N~ /.
\\
N1 /L
¥ y’ }
Fig. 93.

e Gerade dar, die durch den
unter einem Winkel von 45°
gegen beide Achsen geht. Je
mehr Glieder der Reihe (1) man
addiert, um so niher kommt
die Kurve, die den Zusammen-
hang zwischen der Summe und
der unabhingigen Variablen
darstellt, der Geraden. Fig. 93
zeigt in den punktierten Kur-
ven 1, 2, 3 die ersten drei Glie-
der der Reihe; die Kurve 4 ist
die durch Zusammensetzung
von 1, 2, 3 erhaltene resul-
tierende Kurve.

Als Beispiel einer geraden Funktioh wihlen wir:

schen Reihe sind:
2

) =a*
Die Koeffizienten der Fourier
1 n‘, 7
bo‘;z—]; x"dng

—_—T

T
1,
— |2°sinn
7

—

T

b=
7

n
—_—T

daher erhilt man:

4

5 4 (cosz—

Xrx- —

fxg cosnxdr=(—1)"—
1

1 1
¥0052x—}—?zcos3x—...)

zdx=0

4

)
2

(2)

Die Fig. 94 zeigt die aus
den ersten drei Gliedern erhal-
tene Kurve.

Ist die Funktion gerade
oder ungerade, so -geniigt es
statt des Intervalles — 7 bis + 7z
das Intervall O bis & zu betrach-
ten. Fiir eine gerade Funktion
haben wir namlich die Reihe:
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f®)=b,4 b, cosz+b,cos2z+}.... . . . (3)

und jeder Koeffizient ergibt sich aus der allgemeinen Form:

b, = iff(x) cos nxdr = Eff(x) cos nxdw
JT —n T 0

Fir eine ungerade Funktion aber ist:

f@®)=a,sinz, +aysin2xF.... . . . . (4

und:
1 2 (7 .
a, = —ff(x) sin nxdr = -—ff(x) sin nxdx
n —_ n 0

weil zwischen — o und O sowohl f{x) als sin na sich nur durch das
Zeichen von den entsprechenden Werten fiir das Intervall 0 bis =
unterscheiden.

Jede Funktion, die nach einer sinus-Reihe entwickelt, also un-
gerade ist, kann auch nach einer cosinus-Reihe entwickelt, d. h. als
gerade Funktion definiert werden. Ist namlich f(z) im Intervall
— 7t bis + 7 eine ungerade Funktion, so kann sie dadurch zu einer
geraden gemacht werden, daB man sie blof im Intervall O bis =
wie vordem definiert, von O bis —z aber so fortsetzt, daf sie ge-
rade wird. Die beiden Definitionen von f(x) stimmen dann von 0
bis s iiberein, unterscheiden sich aber zwischen — sz und O durch
das Zeichen. So z. B. ist, wie wir sahen, f(z)==, eine ungerade
Funktion; definieren wir aber

f@)=—+=
nicht nur von 0 bis sz, sondern auch zwischen — st und 0, so wird
diese Funktion zu einer geraden. Es ist dann:

w=0, 4 b, cosz -4 D,cos 2z ....
und:

2 (" 2
b, = ;fx cos nxdy = . (cosnm—1)
0 v

=2 i1 —1]

>
n-

4

bo=i xdx:l
o
daher die Reihe:

1 4 /1 1 1
x—-g—;<fzcosx—[—?7zcos3x—*—§,cos5x+....) )

welche zwischen 0 und = dasselbe Resultat geben muB wie (1),
aber zwischen — sz und O sich von ihr durch das Zeichen unter-
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scheidet. Die beiden Fig. 95 und 96 zeigen die Kurve y=2z in
den beiden Definitionen, und zwar Fig. 95 als cosinus-, Fig. 96 als
sinus-Reihe.

Wir haben bisher angenommen, daf das Intervall, in dem die
Funktion definiert erscheint, die Gréfe 27 hat. Diese Beschrinkung
ist aber unnotig; wir konnen zeigen, daf, auch wenn das

Y Intervall die beliebige Grofie
21 hat, die Funktion also
e N . von — 1 bis -1 definiert

N / N 7, . . . .
N // \\ // ist, wir sie ohne weiteres in

’ \ . . . :
=2 = 7 = £ eine trigonometrische Reihe
[ , 1 entwickeln kénnen. Ist nim-
4 lich die Funktion f(x), so

Fig. 95. setzen wir:
l T
v r=—2z oder z=—2z
/ E l

/ 7 . .
, L~ wihrend « sich von —1 bis
=z 7 2 -t1é4ndert, nimmt z die Werte
P gz 7 — 7 bis 4 7 an. Wir konnen

s 7/ !
e also jetzt f (— z>=<p(z) in
JT
L4 eine Fouriersche Reihe ent-
Fig. 96.

wickeln:
@) =0y b, cosz-Fb,cos2z-+....Fa,sinz+a,sin 22 4+.. .
wo: i

n

b = |o(z d
- f(i)cosnz z

1
a,=— @(2)sinnzdz

Substituieren wir nunmehr wieder z statt z, so erhalten wir:

f(x)xbo—{—blcosy—:x—k b,cos2 %x—{—— A sinj%ac—i—a.2 sin2%w+. . (6)
und: 1 .
bn:Tff’(x) cosnjxdx l
—1
s | )
a”:~(f(x) sinn > xdx ]
1J_, l

So ist z. B. die Funktion f(z)== im Intervall — bis -}

gegeben durch die Reihe:

2l . =& 1 . o 7T 1 . =z
g=—(sin 7z —sin2afsin372....)
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Wie oben bemerkt, mufl eine Funktion, die in einem bestimmten
Intervall 22z durch eine Fouriersche Reihe dargestellt werden soll,
iitber das Intervall hinaus sich periodisch fortsetzend gedacht werden.
Daraus folgt, daB man das Intervall, ohne seine Grdofie zu #ndern,
um ein beliebiges Stiick verschieben darf. Nehmen wir n#mlich
eine beliebige Zahl ¢, so ist z. B.:

c— ct+x
jf(x) cos nxdx = J‘f(x) cos nxdx

da ja die Funktion iiber x =x hinaus wieder dieselben Werte wie

von x=—— o annimmt. Daher ist:
e+ T
f(x) cos nzda sz(x) cos nxdx
c—T -_—T

statt (7) konnen wir jetzt allgemeiner schreiben:

1 c+1
b, = f(x)cosn—mdx l

? e—1 ! 8
e R €5))
a,==— f(x)sinn%xdx
c—1

so daB also eine Funktion in einem ganz beliebigen Intervall ¢—1
bis ¢4, das nicht mehr symmetrisch zum Nullpunkt liegt, in eine
Fouriersche Reihe entwickelt werden kann.

Beispiele:
1. Man entwickle die Funktion:
fly=1

im Intervall O bis @ in eine sinus-Reihe.

Losung:
4 . 1 . 1 .
1z;(smx—}—Esm3x—{~gsm5x+..u)

Die ersten drei Glieder der Reihe sind in Fig. 97 gezeichnet.

2. Man zeige, daf von x=-—us=n bis x==s die Entwickelung
besteht:
2sinha (1 1 1
e ——T{——<—§——1_{_lzcosx—{— | _3(’,082:6 1+3 scos 3x—..
1
—+ msinx 1+2 s1n2x—{—1+5osmdx— )
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3. Zu zeigen, daB zwischen —=x und 7 besteht:

1 2 2 :
zsinr=1——cosx— —3——c0s2x—+———cos3x—-—5——cosdx-}..
2 221 _l— —1 421 +
y 4
Ve N
\
/ \
/ 7\
/ \\
P 27~
-~
RE VD 4 1(\ 1 ANVAVEA'S
/ /\ / \ 1\ v\, y 7+
\éz \_/ \\), \_/ N \_
\ /
\ /
\ /
\ /
\\ // yl
Fig. 97.

7T . .
Setzt man hier x=—;2—, so erhilt man eine Reihe fiir «:

1

ik __+ﬁ _ 3_5

4. Man entwickle x zwischen 0 und ! in eine cosinus-Reihe.
Losung:

x:———(cos~x—|— coshx—i— 79:—}—)

§ 107. Das Fouriersche Integral.

Nehmen wir an, wir hétten im Intervall —1 bis -I eine
Funktion f(x) gegeben und entwickeln sie in eine Fouriersche
Reihe:

f(x)—ﬁb +0, cos =+ +b cosZ——|— —I—alsm —|—a,sm2 —|— .(1)

Die Koeff121enten sind gegeben durch:

J !
1 1
b, = 7ff(t) cos HT” tdt  a, :Tff(t) sin 7—7—[ tdi
—1 —1

wenn wir die Integrationsvariable statt mit x mit ¢ bezeichnen,
was im bestimmten Integral ja erlaubt ist. Substituieren wir die
Werte fir a,, b, in (1), so erhalten wir:

n? n

@) — %Jri (O dt+—~

St

n—o0

-Zsmn_ f(t i ?litdt——

n—1
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und weiter:
2lff<t)dt+ 2 f(t)eos—(x—t) L ©

indem wir die Formel verwenden:
cos ¢ ¢os - sin e sin f = cos (¢ — f)

Weil der cosinus eine gerade Funktion ist, erhélt man auch den-
selben Wert fz, wenn man = allen negativen ganzen Zahlen von — 1
bis — co durchlaufen 1aBt:

n=-—1 '
f() ——jf f)dt—|~—~2 f t)cosw(x—t)dt . 3
n=-—90

Addiert man (2) und (3) $0 erg1bt dies:

(=) 212 f(t)cos——(x——t)dt

n=—xN0

Man kann diesem Ausdruck noch die Form geben:

f(x): ff(t)cos:x (x—t)dt . . . (4)

’)l'——ﬁ
¥ .
WO o= gesetzt wurde, und nun die Frage stellen, welcher

Grenze sich f(z) nihert, wenn man ! ins Unendliche wachsen 148t;
man wird vermuten, daff dann die Summe in ein Integral tibergehen
wird. In der Tat 1iBt sich zeigen, daB in diesem Falle (4) iiber-
geht in:

/(x)—/[ ff(i yeosa(w—Bdt . . . (5)

Den Beweis hierfiir wollen wir hier nicht erbringen. Das Doppel-
integral (5) heiBt das Fouriersche Integral. Es ersetzt gleichsam
die Fouriersche Reihe fiir den Fall, daf das Intervall unendlich
grof wird. Die Bedingungen, unter denen man eine willkiirliche
Funktion f(x) durch (5) darstellen kann, sind dieselben, die fiir die
Darstellbarkeit durch eine Fouriersche Reihe gelten.

Da der cosinus eine gerade Funktion ist, kann man (5) auch
schreiben:

f(x):;jdaff(t)cosa(x—t)dt N ()]

Setzen wir in (6) — ¢ statt ¢, so erhalten wir:

f(x)= fdaff(-—t)cosa( z+0dt . . . (D)
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Ist nun f(f) eine ungerade Funktion, also:

f(—=)=—r®
so liefert die Addition von (6) und (7):

f(x):%fdaff(t) sin ¢z sin af dt
0 —00

oder weil f(f)sinat gerade ist:

f(x)=%J‘daff(t)sinaxsinaldt N )
o Yo

Ist hingegen f(f) gerade, also:

F(—)=1()

so erhalten wir durch Addition von (6) und (7):

flx)= %fdaff(t) cos qx cos atdt
0 —o0

oder weil f(f)cosat gerade ist:

f(x)__[daff(t)COSaxCOSatdt N )

§ 108. Anwendung auf die Losung von partiellen Differential-
gleichungen mit gegebenen Grenzbedingungen.

Wir haben schon hervorgehoben, daf partielle Differential-
gleichungen eine unendlich grofie Zahl unabhingiger partikulirer
Integrale haben, und daB die Hauptaufgabe darin besteht, jenes zu
finden, das gewissen gegebenen Bedingungen geniigt. Fiir diesen
Zweck leisten. nun Fouriersche Reihen und Integrale die wichtigsten
Dienste. Wir werden die einzuschlagende Methode am besten an
Beispielen kennen lernen.

Betrachten wir zunichst die Laplacesche Differentialgleichung:

*vV | *V

e ayg——O... N €))
und suchen wir ein Integral, das den folgenden Bedingungen ge-
niigt: fir y =0 soll V=={(x), eine willkiirlich gegebene Funktion
von z, fiir y=00 aber V=0 sein.

Wir versuchen zundchst als Losung von (1):

V = exy+Ba
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und finden durch Einsetzen, daf dieser Ausdruck wirklich ein
Integral ist, wenn:
@4 =0

Y == ety i)

also ist:

ein Integral, und daher auch:

V=e"Ycosaxr und V=—e *¥sinax
ebenso wie:

Ve=e—*cosqrcosagt und V=e?¥sinoaxsinat

wo ¢ irgend ein verénderlicher Parameter ist. Die Summe der beiden
letzten Losungen ist ebenfalls ein Integral, d. i.:

V=e"“cosa(t—x)

Diese Losung erfiillt nun die zweite Bedingung, aber noch nicht
die erste, namlich daB V= f(z) werden soll fiir y=0. Multiplizieren
wir aber mit f(f)d¢ und bilden das Doppelintegral:

:ifdafe—“yf(t)cosva(t—x)dt. )

so haben wir einen Ausdruck, der, wie man sich sofort tiberzeugen
kann, die Gleichung (1) erfilllt und auch fir y==0 nach dem
Fourierschen Theorem in f(x) iibergeht, also das gewiinschte
Integral darstellt.

Eine groBe Zahl physikalischer Vorginge wird durch die
Gleichung beschrieben:

g:x< +a+ ).....(3)

Hierin ist V eine Eigenschaft eines Korpers, eine Funktion des
Ortes (z, y, 2) und der Zeit ¢; » bedeutet eine Materialkonstante.
So werden durch (3) die Vorginge der Wiarmeleitung, wobei V die
Temperatur bedeutet, dargestellt; in Problemen der Elektrizititslehre
(V==Potential), in der Hydrodynamik (V= Geschwindigkeitspotential),
bei Diffusionsvorgingen (V===Salzmenge) erscheint die Gleichung.
Finden Anderungen nur in der X-Richtung statt, so reduziert sie

sich auf: o ) 227 .
S - (4)
Wir wollen die Gleichung zun#ichst auf Probleme der Wirme-
leitung anwenden:

1. Eine groBe eiserne Platte (Temperaturleitungs-Koeffizient

»==02) von & cm Dicke, die zu Anfang die gleichférmige Tempera-
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 21

v




322 Fouriersche Reihen.

tur ¥=100°C hat, wird pldtzlich in ein Bad von 0° C getaucht;
wie ist die Temperatur nach 10 Sekunden verteilt, vorausgesetzt, da$
die Begrenzungsflichen auf 0° erhalten werden und nur die vom
Rande weit entfernten Teile der Platte in Betracht kommen?
Man hat offenbar ein Integral von (4) § 108 zu finden, das
folgenden Bedingungen geniigt:
fir t=0 und beliebige x: V=100°
, Dbeliebiges t und =0: ¥=0° }
» Dbeliebiges ¢t und x=amn: ¥=0°

(5)

Wir versuchen wieder als Integral von (4):
V: eaéﬁ—}—ﬂt
und finden nach Einsetzen als Bedingung:
B=rna®

setzen wir also q¢==1iu, so ist:

V = eiuz—n=u?t
daher auch: V=e*tsinpz . . . . . . (6)
ein Integral von (4). Dieser Wert geniigt auch den beiden letzten

Bedingungen (5); um der noch nicht erfilliten Bedingung zu ge-
niigen, bilden wir eine Reihe aus Gliedern von der Form (6):

V=ga,e *sinx - a,e 2**sin 2o 4 aze3*¢sin 3z ... .
die fiir {==0 ibergeht in:
V=ua,sinaz 4+ a,sin2x-}....
also in eine Fouriersche Reihe, giiltig im Intervall 0 bis =z, in

der die a, so zu bestimmen sind, daf V=100 wird. Nun ist im
genannten Intervall (s. § 106, Beispiel 1):

4 1 1
l=— (sinx—{-gsinSx—}—gsin 5x-+....)
demnach:
4
100 ———%0 (sinx—}—%sian—}—%sin br—-....)

Daher ist das Integral von (4), welches allen drei Bedingungen
(5) geniigt:

400 1 1
V=—n—(e*”t sinx—|—§e"3”‘ sin 3z 4 5 —Sxtsin b —....). (7)

fir die gegebenen Zahlenwerte wird also die Temperatur in einer
Tiete x den Wert haben:

400
Vz%(e““’sinx%—% —8sin3x|-....)
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Z. B. ist die Temperatur in der Mitte der Plattendicke ( =7—2Z),

— wenn wir blo8 das erste Glied beriicksichtigen, bis auf */,,° genau —
{(s. Tab. XVIII):
400

Ve="—"-e"2=172°C
T
2. Eine von einer ebenen Fliche begrenzte unendlich grofe Masse
habe zu Anfang eine beliebige Temperaturverteilung: V= f(z); welche

Verteilung stellt sich nach der Zeit ¢ ein, wenn die Begrenzungs-
ebene (YZ-Ebene) auf 0° gehalten wird?

Losung: Man sucht ein Integral von Gleichung (4), das den
beiden Bedingungen geniigt, daB:

fir t=0 V="F(x)
y =0 V=0

Man findet mit Verwendung von (6) und (2):

1 o0 o0 '
V= ~ [da fe—"“’t f(2)cosa(z—x)dz

Y0 —®

oder nach (8), § 107, da wir nur positive Werte von 2 zu bertick-
sichtigen haben:

2 0 [e 0]
V=— |da [e“”“”f(z) sin ¢ sin w2 dz
Tdo Yo

=% f ffz)dzfgo—k«”[cosa(z—x)_eosa(erx)]da

Das innere Integral kann man nach folgendem Verfahren,
der Integration durch Differentiation nach einem Parameter aus-
werten: Will man das Integral:

[o0)
J= J‘e—“"'”‘z cosbrdx
0

berechnen, so bildet man:

dJ_
=

[06)
— |ze—¥**sin bxrda
0

durch partielle Integration erhilt man:

aJ___ b

ab~  2a?

daher: ”
J=Ce¢ %

21*
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Zur Bestimmung der Integrationskonstante C setzt man b==0,

und hat:
o —
C= fe“‘“’%x: l/E
0 2a

(§ 58, Gl. 10) so daB man erhilt:

J = ﬁe 4a®
2a

Nach Anwendung dieser Methode wird nun:

1 © == _(e+2)®
_J‘f(z) e 4#t g 42t )y
2v7€%t 0

Nimmt man z. B. die Anfangstemperatur im ganzen Kérper als
konstant an, f(z2)="7V,, so wird:

V:

@z
2Vt
V= 2VJ /’”dﬂ
Van

indem man als neue Veridnderliche:

einfithrt. Zur Berechnung muf man in eine Reihe entwickeln (Bsp. 5
§77):

V. 2 i

|y U AR
Vaxt 3-2%xt 524
Indem Lord Kelvin ') dieses Resultat auf die Abkiihlung

der ehemals schmelzfliissigen Erde anwendet und fir ¥, und »
plausible Zahlen (x = 400) setzt, kommt er zu dem Schlusse, daB
das Festwerden der Erde nicht frither als vor 400 Millionen Jahren
und nicht spéter als vor 20 Millionen Jahren stattgefunden haben
kann.

§109. Die Anwendung der Fourierschen Reihen auf die
Beschreibung von Diffusionsvorgingen.

Die Gleichung (4) in § 108 dient auch zur Beschreibung der
Vorgénge, die in einer ungleich konzentrierten Salzlésung auf-
treten, wenn man mit ¥ die Konzentration in irgend einer Ebene
2 zur Zeit t, und mit » den Diffusionskoeffizienten bezeichnet

1) 8. Thomson and Tait, Treatise on natural philosophy, vol. 1, pag. 711,
1867.



Die Anwendung der Fourierschen Reihen auf die Beschreibung usw. 895

(Ficksches Gesetz). Wir wollen das Fouriersche Theorem noch
auf diese besonders fiir den Chemiker interessante Frage anwenden.
Denken wir uns ein zylindrisches Gefd von der Hohe A mit
einer Salzlgsung gefiillt und in ein groBeres GefdB, in dem sich
das reine Losungsmittel, z. B. Wasser, befindet, so gestellt, daB die
Offnung in der Nahe der Wasseroberflaiche sich befindet. Es
diffundiert dann Ldsung aus dem Diffusionsgefdf in das Losungs-
mittel und sinkt zu Boden; die Salzlésung ist also, wie man an-
nehmen kann, stets mit reinem Losungsmittel in Bertihrung. Es
sei zu Anfang die Konzentration in der ganzen Losung dieselbe,
Vo; wie groB ist sie nach Verlauf der Zeit ¢ in einer Tiefe z der
Losung? Wir haben also ein Integral der genannten Differential-
gleichung zu finden, das folgenden Bedingungen gentigt:

firx="h V=0
und beliebige t: oV

, 2=0J oz 0

, t=0 ” ” z: V=T,

Die zweite Bedingung bedeutet, daf auf dem Boden des Ge-
faBes keine Wanderung des Salzes stattfinden, also die Konzentration
auch kein Gefialle haben kann.

Ein Integral, das die Bedingung (2) erfiillt, ist:

V=ae—**tcospxz . . . . . . (1)

denn: ?Z*—a e+ tgin ua
ox ¥ “
und verschwindet daher fiir x=0. Zur Erfiilllung der ersten Be-
dingung muf:
cosuh=0

sein, was eine Bestimmung von u ermdglicht; es folgt ndmlich, daB:
( 2n—1)x

2k

wo n irgend eine ganze Zahl bedeutet. Bilden wir nun aus (1)
den Ausdruck:

3ax

V=na,e (2") os—r —{—-ae (“') —|— (2)

so erfiillt dieser die genannten zwei Bedingungen und wir haben
nur noch die Koeffizienten a, so zu bestimmen, daB auch der dritten
Bedingung geniigt werde. Fiir {=0 wird (2):

3ax

Vo=alcos———l—a, 557




326 Fouriersche Reihen.

dieser Ausdruck ist aber eine zwischen O und % giltige Fouriersche
cosinus-Reihe, und die Koeffizienten bestimmen sich daher durch:

__ 27, fc (2n~1)nxdx
0

W= 27
47,
@2n—1)=m

Die gesuchte Losung folgt also durch Einsetzen in (2):

— (=

_ 4N —(E =12t (2n—1)az
o My U ) Br—Ds

n=1

Nach gentigend langer Zeit ist der Zustand stationir geworden;

dann ist %Itf =0, und die Differentialgleichung lautet:

>V
oxt 0 _
woraus folgt: V=ax+4+0b . . . . . . . (4

Aus (8) laBt sich leicht ableiten, welche Salzinenge in einer
gewissen Zeit T durch irgend einen Querschnitt der Losung, den wir
etwa gleich der Einheit annehmen konnen, hindurchdiffundiert.
Es ist n#mlich die Menge, die wihrend der Zeit d¢t durch den

.
Querschnitt wandert, —%a dt und daher die gesuchte Menge:

T
Qz—xf ~—dt
0 0%

also nach (3):

T
Ry V n=wx _(2r—1 ,1)2 (2n— 1) nx
n—l 27 dt
n_E (— € sin = 2h
oder:
n=w 2n—1 \?
8V B 1 ( —(rts T> @n—1)nz
w1 (g N 2h int—————
2/ ( ) - e S1n Y3 (5)

n=1
Setzt man x=="5h, so findet man die aus dem Diffusionsgefad
wihrend der Zeit T' herausdiffundierende Salzmenge:

2n—1

n=x 2
_ 8T,k 1 < -3 n)zy>
%= 7 §2n—1 1—e - - 6

Man kann den Ausdruck (6) benutzen, um » zu bestimmen;
da némlich die Reihe fiir grofere T sehr rasch konvergiert, so ge-
niigt schon das erste Glied derselben:
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LAY G
pt-
woraus folgt:
s 4 b Q n?) . -
%—-—-——-T;P1<1-—8]LVO . . . . . (()

Besondere Fille:

1. Graham') schichtete in einem zylindrischen Gefdf auf
eine Salzlgsung von der Konzentration V, und der Hohe h eine
Wassersdule, so daf die gesamte Hohe der Fliissigkeit H betrug;
wie groB war die Konzentration in irgend einer Schichte z (vom
Boden der Flissigkeit gerechnet) nach Verlauf der Zeit t?

Losung: Man hat ein Integral der Fickschen Gleichung mit

folgenden Bedingungen zu finden:

. L von =0 biszx=h: V="V,
far t—O{ y X*=h , x=H: V=0
=0] ov
” R —
, x——HJ und beliebige ¢: e

Diese Bedingungen werden erfiillf, wenn man setzt:

2

n=x0 n"-t
- ¢ nmtx

VZae osH

n=0

wo die Koeffizienten a, durch die Bedingungen (1) bestimmt werden,

namlich:

H

- J von =0 bis x=1"
l

d COS-—
s *=h , x=H
n=0

I H

1 1

Qg = i Vdm——ﬁ{fVodx—}— O~dx}::fhl—V0
0 h

sonst ist:

h

H
2 nwx nAX
a, = TJV cos —— dax = H V cos dx

0 H
nah
V
S
Daher ist die Losung:
27, e R . 2_7 ¢ . nah naX
V 4+ — 2 - T

n=1

) Phil. Trans. 151, 183, 1861.
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1
JIn Grahams Experimenten war Iz=§H; die Richtigkeit der

Theorie wurde dadurch gepriift, da8 die Losung nach Verlauf
einer gewissen Zeit in acht Schichten geteilt, und jede Schichte
anf ihren Salzgehalt untersucht wurde. Die Salzmenge in der rten
Schicht ist:

»

8
Q,,:dex
r—1
also: 8
V,H 4V, H'G1 —"77¢  an . an (2r—1)nn
Q.= 064 -+ n?-’ Z—nfze B “gin 5 sin g cos Tha

n=1

Der Querschnitt der Losung ist gleich eins gesetzt.

Konvergiert die Reihe hinreichend rasch, so da man sich mit
dem ersten Glied begniigen kann, so ist die Berechnung von @,
leicht. Stefan') wiederholte die Experimente und priifte die Theorie
durch die Untersuchung, ob, — wie aus @, folgt, — z. B.:

Q-+ Q-+ Qs’f‘Qs:Kﬁf—I:%’

wenn €, die gesamte Salzmenge der Losung bedeutet.

2. Nach dem Daltonschen Gesetz ist bei der Diffusion zweier
Gase ineinander der Partialdruck p des einen nach der Zeit £ an
einer Stelle x gegeben durch die Gleichung:

op p
ot " oa?
Loschmidt %) setzte zwei gleich lange Rohren von der Linge

5 die mit zwei Gasen gefiillt waren, iibereinander und lief die

Gase ineinander diffundieren; die Roéhrem waren an den Enden
verschlossen. Wie grof war der Partialdruck p des einen Gases
nach der Zeit ¢ an einer Stelle z, wenn der Anfangsdruck desselben
P war?

Losung: Es ist ein Integral der genannten Gleichung zu suchen,
das folgenden Bedingungen geniigt:

_h

]
von x =0 Dbis xz; D=0

fir t=0 B
” z 2 ”

x=h: p=0

0
» =0 und beliebiges ¢: é%: 0

1) Wien. Akad. Ber. 79, II, 161, 1879.
%) Wien. Akad. Ber. 61, 367, 1870; 62, 468, 1870.
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Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn:
n=cw n3a® s

1 - 2
pz% —}—g; sin%lcosn—;:—xe &

Die in den beiden Roéhren nach Verlauf einer Zeit ¢ enthaltenen
Gasmengen sind:

h
2

h
Q' = |pda Q"=fpdx
0 h

2

(Querschnitt = eins) daher ist:

’ " n=wo n?asx
— — t
Q—Q 4 E 1 . ,an oE

"y Sln‘? e

22’ + Q'T o Dot = 7

Bei hinreichend groBSem ¢ geniigt es, das erste Glied zu
berticksichtigen, und man hat so eine Methode zur Bestimmung
von x.



IX. Abschnitt.
Numerische Gleichungen.

§ 110. Die graphische Methode fiir die niherungsweise Lisung
von numerischen Gleichungen.

Indem wir die Grundsitze der Theorie algebraischer Gleichungen
als bekannt voraussetzen, wollen wir in diesem Kapitel einige
Methoden angeben, die Wurzeln numerischer Gleichungen mit be-
liebiger Genauigkeit zu berechnen.

Eine bequeme Methode, die reellen Wurzeln einer Gleichung:

f(m) :x71+ Clen_l + a2x11—2 + . + a, = 0
in erster Anndherung zu finden, besteht darin, daB man die Kurve:
y="1@)
aus einzelnen Punkten konstruiert und ihre Schnittpunkte mit der
X-Achse aufsucht. Die so gefundenen Abszissen sind offenbar
Werte, fiir die y =1 (z)==0 ist, d. h. sie
sind die gesuchtenWurzeln der Gleichung.
Wie man sieht, hiingt die Genaunigkeit
der Methode von jener der Zeichnung ab.
Hat man z. B. die Gleichung:

2¥—62-F112—6=0

¥

= 2 A\_/a 7% so konstruiert man die Kurve:
y=a*—62>+11c—6
aus einzelnen Punkten, indem man
der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, 3.
4....und —1, —2, —3....erteilt
v’ (s. Fig. 98); man findet, daB die Kurve
. die Abszissenachse bei z=1, 2, 3
Fig. 98.

schneidet. In der Tat zeigt das Ein-
setzen dieser Werte in die gegebene Gleichung, daf sie die Wur-
zeln sind.
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Man kann diese Methode noch in etwas anderer Weise verwenden.
Es seien z.B. die reellen Wurzeln der Gleichung:

24 rz—2=0
zu suchen. Die Gleichung 148t sich auch schreiben:

=zt 2
konstruiert man nun die beiden Kurven:
y=a* und y=—z-+}2

(s. Fig. 99) und sucht den Schnittpunkt P derselben (in diesem

Falle existiert nur einer), so erhilt man einen Wert OM fiir z, der

fiir beide Kurven einen Wert y liefert, d. h. ¥

eine Wurzel der Gleichung. In unserem Bei- \

spiel ist diese die einzige reelle Wurzel, die

beiden anderen sind komplex. ¥
Dieselbe Methode kann auch Anwendung ~% oM N T

finden, um die reellen Wurzeln zweier simul-

taner Gleichungen zu finden. Wir betrachten

z. B~ -y

Fig. 99.

2?4 y*=1 und 2*—4dzx=y>—3y

Konstruiert man die Kurven, die den Gleichungen entsprechen,
— einen Kreis und eine Hyperbel (s. Fig. 100) — so geben die
Schnittpunkte P, P’ die beiden Gleichungen
gemeinsamen Werte von = und y, d. h. die N
Wurzeln: = 0M, OM'; y=PM, P'M.

Die graphische Methode kann auch zur
Losung transzendenter Gleichungen verwendet

werden. So z. B. sucht man zur Losung der f
-z{M’ g
T

Gleichung: |
&+ cosz=0 < j N
P

die Schnittpunkte der Kurven: —y
y=—=x und y=—=cosx Fig. 100.

Beispiele:
1. Man zeige auf graphischem Wege, daB die Wurzeln der
Gleichung:
2?—8x++9=0
zwischen 1 und 2 und zwischen 6 und 7 liegen.
2. Man bestimme die reellen Wurzeln von:

x4 =0
(s. Tab. XVII).
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3. Man zeige auf graphischem Wege, daf eine Gleichung un-
geraden Grades mit reellen Koeffizienten stets eine ungerade Zahl
reeller Wurzeln, hingegen eine Gleichung von geradem Grade ent-
weder keine oder eine gerade Zahl reeller Wurzeln hat.

Lésung: Fiir hinreichend grofie  nimmt das Gleichungspolynom
das Zeichen der héchsten Potenz von z an, dndert es also bei un-
geradem Grade; die Kurve mufB also von positiven =z und ¥y zu
negativen {iibergehen, also die X-Achse eine ungerade Zahl von
Malen schneiden. Analog bei geradem Grade.

4, 2?—22+1=0.

Losung: Die Kurve beriihrt die X-Achse bei x =1, ohne sie
zu schneiden; dieser Wert ist eine Doppelwurzel, denn fiir ihn ist
sowohl f(x) wie f'(x) null.

5. Losungen zu finden von:

a) 92® —412°'84-0.5%¢ — 92 =0
Antwort: x=2-35

b) & —e*}0-42-—10=0
Antwort: rx=2-22

§ 111. Die Newtonsche Niherungsmethode.

Diese Methode gestattet, eine Wurzel mit beliebiger Annsherung
zu berechnen, falls man dieselbe, etwa auf dem angegebenen
graphischen Wege, zwischen gewisse Grenzen eingeschlossen hat.
Nehmen wir namlich an, man habe einen angeniherten Wert v fir
eine Wurzel der Gleichung:

f@=0 . . . . . . . . ()
gefunden, und es sei a der wahre Wert der Wurzel, so daf identisch:

fl@=0 . . . . . . .. (@
dann setze man:

a=v+h. . . . . . . . (3)

und entwickle f(v-}%) nach dem Taylorschen Satz:

Fo4 D =)+ 1F )+ 7 @) 4.

Da nach der Voraussetzung der Fehler % klein sein soll, begntigen
wir uns mit den ersten zwei Gliedern der Entwicklung und setzen:

Fo+1)=1(@)=F0)+1f @) =0
oder: f(v)

h:—fT(U—) (4)
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Hierdurch erhalten wir einen genaueren Wert ¢'; mit diesem
konnen wir ebenso verfahren und auf diese Weise dem wahren
Werte beliebig nahe kommen. — Man betrachte z. B.:

fl@)=2a®—Tx4"

Es ist leicht ersichtlich, daf eine Wurzel zwischen — 3 und
— 4 liegt; daher setzt man:

z=—3-Fh
und erhilt fir h:
f(—3) 1
h=—F—X=—-=—005
T8 20
die erste Ann#herung liefert also:
x, = — 305
Man setzt nun:
' x=—2305-4N
d. h
(— 8-05)
hy = —5+—-—-t=—0001082
TP (—305)
daher ist die zweite Naherung:
x, = —3'0561082
usw.

Fir praktische Zwecke ist die erste Naherung hiufig gentigend.

Es ist leicht, die Methode von Newton geometrisch zu inter-
pretieren (s. Fig. 101). Ist MQ ein Stick der Kurve y=/ (),

0() = a eine Wurzel der Gleichung f (z) =0, P
OP=v der angenommene Niherungswert,
so ist M P=={(v); ferner ist:
tan MRP = —f'(v)
und da: '
MP 0 =
tan MRP = PR VA WV AN

so erh&lt man: Fig. 101.

f(©)

PR=— 47—
f' (v)

Also ist nach (4) PR nichts anderes als die Korrektion b, und
die Newtonsche Methode bedeutet geometrisch, daf man statt O P
die Abszisse OR des Schnittpunktes der Tangente mit der X-Achse
als gendherteren Wert der Wurzel nimmt. Es wird also ange-
nommen, dafl der Punkt R dem Punkte @ n#her liegt als der
Punkt P. Hier liegt die schwache Seite der Newtonschen Methode:
man sieht ein, daB diese Voraussetzung nicht unter allen Um-
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stinden zutreffen muf; man wiirde dann statt einer besseren eine
schlechtere Ann&herung erhalten.

So z. B. zeigt eine genauere Untersuchung, da8 die obige
Gleichung: . '

22— Tz} 17=0

auBer der besprochenen noch zwei reelle Wurzeln hat, die zwischen
=1 und r=2 liegen und einander nahe benachbart sind.
Wiirden wir nun zur Auffindung derselben nach der Newtonschen
Methode etwa x==1'5 und daher:

1.
__rwy) o
f'(1'5)
setzen, so gibe dies den Wert 2, = 2, der weiter von den gesuchten
Wurzeln abliegt als 1-5.

Beispiele:
1. Man zeige, daB eine der Wurzeln der Gleichung:
x®— 42— 22} 4=0

lautet: x=4'2491405..., welcher Wert in zwei Schritten nach der
Newtonschen Methode von x==4 ausgehend zu erreichen ist.
2. ® -+ 222 82 —50=0
Eine Wurzel ist z=—2-9022834...
3. 22-F4sine=0
r=—1933...

§ 112, Die Auffindung der mehrfachen Wurzeln einer
Gleichung,.

Sind z,, x,,..z, die Wurzeln einer Gleichung nten Grades:

f@)=2"4a2"""Faa" "2+ ... 4a,=0
so ist identisch:

Nehmen wir nun an, daf eine Wurzel z; mehrmals, z. B.
zweimal vorkommt, so wird (1) den Faktor (z—=;)° enthalten.
Daher wird die Ableitung von (1) den Faktor x—z; enthalten, d. h.
z, ist eine einfache Wurzel der Gleichung:

f'(@)==0

Ist allgemein x; eine rfache Wurzel von f (x)=0, so ist sie

eine r—1fache Wurzel von f'(z)==0, daher eine »— 2fache von
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f"(*)=0 usw. Um also zu erkennen, ob' eine Gleichung f(x) =0
mehrfache Wurzeln besitzt, braucht man nur zu untersuchen, ob
f(x) und f'(x) einen gemeinsamen Faktor besitzen.

So z. B. haben:

flx)=2a® —bax*— 8z} 48
und:
f'(xr)=32*— 102 — 8
den gemeinsamen Faktor z— 4, wie man durch Division von f (%)
durch f'(x) erfihrt; daher ist x=—4 mindestens eine zweifache
Wurzel von:
f@)=0.

Da sie aber nicht auch Wurzel von f”(z)=0 ist, so ist sie

blo§ eine zweifache.

Beispiel :
Man zeige, da x=—>5 Doppelwurzel von:

at + 72— 32 — 552+ 50=0
ist.

§ 113. Der Sturmsche Satz.

Eine ganze rationale Funktion:

f@y=2a"+a 2" -t ar" " .. fa,

durchliuft ibhre Werte bei Anderung der unabhiingigen Variabeln
stetig: sie mufB daher, um von einem negativen zu einem positiven
Werte tiberzugehen, jedenfalls durch null hindurchgehen. Man kann
also die Zahl der Wurzeln von f(z) in einem Intervall finden,
wenn man untersucht, wie oft die Funktion in diesem Intervall ihr
Zeichen wechselt. Diese Untersuchung wird aber dadureh unsicher,
daB zwei Wurzeln einander sehr nahe liegen konnen, so daf man
den zwischen diesen beiden Werten eintretenden Zeichenwechsel
der Funktion nicht bemerkt. Eine Methode, die Zahl der Wurzeln
in einem Intervall mit vollkommener Sicherheit zu bestimmen, wird
durch den sogenannten Sturmschen Satz gegeben.

Wir nehmen zunichst an, die mehrfachen Wurzeln seien durch
den im vorigen Paragraphen angegebenen ProzeBf bereits entfernt;
demnach besitzen f(x) und seine Ableitung, die wir mit f;(z) be-
zeichnen, keinen gemeinschaftlichen Teiler mehr. Wir schlagen
nun das unter dem Namen der Kettendivision bekannte Verfahren
ein, als ob es sich darum handelte, den grofiten gemeinsamen Teiler
von f(#) und f,(#) zu finden. Dieses Verfahren gestaltet sich be-
kanntlich folgendermafen: Man dividiert f(x) durch f, (x), wodurch
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man einen Quotienten @, und einen Rest erhilt, den wir mit — f,(x)
bezeichnen; den vorigen Divisor f,(x) dividiert man durch f,(x),
erhilt einen Quotienten @, und einen Rest —f,() usw. Das Ver-
fahren wird so lange fortgesetzt, bis die Division aufgeht; der letzte
Divisor gibt dann den groSten gemeinsamen Teiler der beiden
urspriinglichen Funktionen. Hierbei nimmt der Grad der auf-
tretenden Funktionen bestindig ab. Da nun f(x) und f,(z) in un-
serem Falle keinen gemeinsamen Teiler besitzen, so konnen wir das
Verfahren so lange fortsetzen, bis der letzte Rest —f () eine Kon-
stante ist. Wir haben also die folgenden Gleichungen:

e

fn—‘.!:fn—l anl —fn

Haben wir so die Funktionen f, f},...f, gebildet, so unter-
suchen wir, welche Werte sie annehmen, falls man fiir « irgend
einen bestimmten Wert z, setzt. Es interessiert uns hierbei aber
nicht der absolute Wert der einzelnen Funktionen, sondern nur ihr
Zeichen. Ordnen wir die Funktionen in der Reihenfolge ihrer In-
dices und zahlen wir ab, wie oft das Zeichen wechselt, wenn wir
von der einen zur néchstfolgenden iibergehen; wir erhalten so eine
bestimmte Zahl von Zeichenwechseln. Fiir einen anderen Wert z,
von x wird diese Zahl im allgemeinen eine andere sein.

Geht man nun von x=g%, zu ¥==2, >, iber, so kann die
Zahl von Zeichenwechseln nur abgenommen haben, und es ist die
verlorene Zahl von Zeichenwechseln gerade gleich der Zahl der
Wurzeln, welche f(z) im Intervall x, bis x, besitzt; dies ist der
Inhalt des Sturmschen Satzes.

Wir konnen die Richtigkeit dieses Satzes folgendermafBien ein-
sehen. Eine Anderung in der Zahl der Zeichenwechsel der sogen.
Sturmschen Funktionen f, f;...f, kann nur dadurch eintreten, daB
irgend eine derselben, z. B. f; (z), ihr Zeichen #ndert; dies ist aber
wieder nur dadurch moglich, daB sie durch null hindurchgeht. Ist
. also fiir x=ugy, {3 (6)=0, so folgt nach (1) aus:

fim1 (@) =1 (%) @ — fo+1(x)

fie1(@) =—fi41(9)
.d. h. daB in der Nahe dieser Stelle die beiden Funktionen f,_; und
fi+1 entgegengesetztes Zeichen haben. Daraus folgt, daB bei An-
derung des Zeichens von f; (z) ein Zeichenwechsel weder verloren
noch gewonnen wird. Ist z. B. in der N#he der Stelle x=uq,
fi—1(x) positiv, so ist fi4+1(2) daselbst negativ; geht nun f; (z) an

1)

daB fir xr=a:
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dieser Stelle von positiven zu negativen Werten iiber, so bilden fiir
#<a die Funktionen f;, f;.4i, fiir #>>a aber fi—,; und f; einen
Zeichenwechsel, so dafBl die Zahl der Zeichenwechsel durch die
Zeichendnderung von f; nicht gefindert wird. Dieser Tatbestand
konnte sich nur dadurch #ndern, daB zwei benachbarte Sturmsche
Funktionen gleichzeitig null wiirden; das ist aber unmdglich. Denn
dann miiBten nach (1) auch alle vorhergehenden, also auch f(z)
und f, (x) null sein; dies wiirde aber der Voraussetzung wider-
sprechen, dafl diese beiden Funktionen keine gemeinsame Wurzel
haben sollen. -

Diese Uberlegung ist stichhaltig fiir alle f; bis auf 7 und f,.
Letztere kann aber ihr Zeichen iiberhaupt nicht wechseln, weil sie
konstant ist. Eine Anderung in der Zahl der Zeichenwechsel kann
also nur davon herrithren. daf f(x) sein Zeichen #ndert. Es ist
demnach nur noch zu zeigen, daB, so oft f(z) durch null hindureh-
geht, die Zahl der Zeichenwechsel um eine Einheit abnimmt. Diese
Tatsache nun entspringt der Eigenschaft von f,(x) als der Ableitung
von f(z), positiv oder negativ zu sein, je nachdem f(z) wichst oder
abnimmt. Geht also f(x) von positiven Werten durch null zu nega-
tiven {fiber, so ist an dieser Stelle f,(x) negativ, daher geht bei
diesem Ubergang ein Zeichenwechsel verloren. Geht aber f(z) vom
Negativen ins Positive tiber, so ist daselbst f,(x) positiv, und es
tritt wieder Verlust eines Zeichenwechsels ein. Jeder Durchgang
von f(x) durch null ist also mit dem Verlust eines Zeichenwechsels
verbunden. Z#ahlt man demnach an zwei Stellen z, und x, die
Zahl der Zeichenwechsel in der Reihe der Sturmschen Funktionen
ab, so gibt die Differenz der beiden Zahlen an, wie oft f(2) durch
null hindurchging, wihrend x von z, bis x, wuechs, d. h. die Zahl
der Wurzeln von f(x) in diesem Intervalle.

Nehmen wir als Beispiel die schon oben betrachtete Funktion:

f@y=2a®>— x4+ 7
und bilden wir die Reihe der Sturmschen Funktionen:
f, (@) =382>—71
fo(@)=2x—3
fy(@)=1

Bei der Bildung dieser Funktionen kann zur Vereinfachung
mit positiven konstanten Faktoren multipliziert werden, da es nur
auf das Zeichen, nicht auf den absoluten Wert ankommt. Indem
wir nun in diese vier Funktionen fiir # der Reihe nach verschiedene
Werte setzen und auf die Zahl der Zeichenwechsel achten, kdnnen
wir die Zahl der reellen Wurzeln von f(x) in einem beliebigen

Intervall finden. Hierzu dient die folgende Tabelle:
Mellor-Wogrinz, Hiohere Mathematik. 22
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Werte von Stugfﬁzl(l:igndeﬁ‘unk- Zahl der
tionen Zeichenwechsel

—o© —+—+ 3
—4 —+—+ 3
—3 | 2
—2 ++—+ 2
—1 +——+ 2

0 +—— 2
+1 +——+ 2
+2 ++ 4+ 0
too | At 0

Wir ersehen aus dieser Tabelle, daf§ fiir kleinere Werte von «
als —4 und fir grofere als -2 keine Wurzel von f(z) zu finden
ist; ferner daB zwischen — 4 und — 3 ein Zeichenwechsel, zwischen
—1 und -2 deren zwei verloren gehen. Demnach mufB eine
Wurzel zwischen —4 und — 3 die beiden anderen zwischen -1
und - 2 liegen, was wir in der Tat schon oben konstatiert haben.

Beispiele:
1. Man zeige, daB die Gleichung:
2 — 32 —4x 4+ 13=0
eine Wurzel zwischen — 3 und — 2 und zwei zwischen 2 und 3 hat.
2. Die Gleichung:
2 — 42— 62--8=0
hat ihre Wurzeln zwischen O und 1, 4 und 5, —1 und — 2.
3. Man untersuche die Gleichung:
et —a?— 22+ 4=0
auf die Zahl reeller Wurzeln hin.
Losung: Die fiinf Sturmschen Funktionen haben fiir x=— oo

die Zeichen -+ — -+ -+ 4, fir =00 aber -} -+ -4 —-}, d. h.
in beiden Fillen zwei Zeichenwechsel; also besitzt die Gleichung
keine reelle Wurzel.

§ 114. Die Hornersche Niherungsmethode.

Man kann mit Hilfe des Sturmschen Satzes die Wurzeln einer
Gleichung voneinander trennen und etwa nach der Newtonschen
Methode in so enge Grenzen einschlieBen als man will. Zur wirk-
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lichen Ausfithrung dieser Rechnungen hat Hormner eine bequeme
Methode angegeben.
Ist die gegebene Gleichung:

f@)y =gz +aa* 1 Fa,a" 24 .. . 4a,=0 . (1)
und z==g, ein geniherter Wert der Wurzel, so bildet man aus (1)
eine Gleichung, deren Wurzel um z, kleiner ist, in der also stattz
die Veranderliche x —x, erscheint. Dies wird folgendermafen er-
reicht: Nach dem Taylorschen Satz ist:

F@) =1 oy 2 —a) = @)+ F @) @ —) + ).

f@
—|—m(w—xl)"=0. N )]

Offenbar erhdlt man f(z,) als Rest bei der Division von f(z)

durch & —=z,, f'(x,) als Rest bei der neuerlichen Division des so er-

haltenen Quotienten durch z—2z, usw. Um also die Koeffizienten

der transformierten Gleichung zu erhalten, dividiert man f(z) durch

x—ux,, das Resultat abermals durch x—zx, usw., die gesuchten

Koeffizienten sind dann die Reste, die bei diesen Divisionen bleiben.

Fir die Ausfithrung der Divisionen hat Horner nun das folgende
Schema gegeben:

ay a, a, Qg ...,
Ao, bix, byx,.... bn_ic1
b, b, by ....D

d. h. der gesuchte Quotient bei der Division von f(z) durch z —u,
hat die Form:

n

N e T S Ly M €))

wobei b,gleich der Summe von a, und a,x,, b, gleich der Summe
@, und D,z, usw. ist; der Rest ist b,. Dividiert man (3) abermals
durch x—ux,, so erhilt man einen Quotienten:

a2~ 2fcan T3 - ... e,

und einen Rest c,_;, wobei die GroBen c¢;, ¢,....c,—1 nach dem
Schema gefunden werden:

@, b, by by ....b_i

£ 5
aoxl C1 z'l c‘_,a:,z e cn_gxli
¢y Cy €3 - Cp1

Auf diese Weise fortfahrend erhilt man alle Xoeffizienten
b,=r(,), ¢c,—1=/("(x,).... der Gleichung (2), und wenn z, eine
einzifferige Zahl ist, sind .alle vorkommenden Multiplikationen sehr

einfach.
22%
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Dieses Verfahren beniitzt man nun zu folgendem Zweck: Man
habe die gesuchte Wurzel der Gleichung (1) zwischen zwei auf-
einanderfolgenden ganzen Zahlen x, und z, -}- 1 eingeschlossen; man
kennt also die ganzen Stellen z, der Wurzel. Die transformierte
Gleichung (2) dient dann dazu, um die erste Dezimalstelle zu finden;
die entsprechende Wurzel dieser Gleichung liegt n#mlich zwischen
null und eins. Diese Stelle kann z. B. nach der Newtonschen
Methode gefunden werden, indem man bildet:

_f@) _ b,

" f ' (xl) o cn—l

Aus Gleichung (2) leitet man nun wieder eine neue Gleichung
ab, deren Wurzel um z, kleiner ist, und berechnet aus ihr die zweite
Dezimalstelle der gesuchten Wurzel. Durch Fortsetzung des Ver-
fahrens kann man die Wurzel mit beliebiger Genauigkeit berechnen.
Die Ausfiihrung an einem numerischen Beispiel wird dies klarer
machen.

Wir wissen, daB die Gleichung:

2—Tr417=0 . . . . . . (4

zwei Wurzeln zwischen 1 und 2 hat. Wir verwandeln sie daher in
eine Gleichung, deren Wurzeln um 1 kleiner sind als die der ur-
spriinglichen. Dies geschieht nach dem Hornerschen Schema:

1 0o —7 7
1 1 —6

1 1 —6 1
1 2

1 2 —4
1

1 3

Die neue Gleichung lautet daher:

2,32 —4dxf-1=0 . . . . . (5)

und wir wissen, dafl sie zwei Wurzeln zwischen 0 und 1 hat. Um
sie zu trennen, kénnen wir den Sturmschen Satz anwenden. Wir
bilden also die vier Funktionen:

f@)=a®- 32> —dz 1
fi(@)=382>+6zx—14
fol@)=22—1
f3@)=1

und untersuchen die Zahl der Zeichenwechsel:
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Werte von x Stu?ﬁi?éﬁgndf‘fmk- Zahl der
tionen Zeichenwechsel
01 +——F 2
02 +——+ 2
03 +——+ 2
04 ——— 1
05 ——++ - 1
06 —+++ 1
07 ++++ 0

Wir finden, daB eine Wurzel zwischen 0'3 und 04, die andere
zwischen 0'6 und O0'7 liegt; daraus folgt, daBl die erste der beiden
Wurzeln von Gleichung (4) bis auf die erste Dezimalstelle zu 13
berechnet ist. Nunmehr transformieren wir (5) auf eine Gleichung,
deren Wurzeln um 0°3 kleiner sind:

1 3 —4 1
03 099 —0903
1 33 —301 0°097
03 1-08
1 36 —193
03
1 39
Die Gleichung lautet also:
24392 —1'93x+0097—0 . . . . (6)

Da nun 0097 =£(0"3), — 193 =/"(03) ist, falls man die linke
Seite von (5) mit f(x) bezeichnet, so ist die nichste Annidherung
nach dem Newtonschen Verfahren:

0097

193 — 005
die gesuchte Wurzel also 1°35. Man sieht also, daB man die zwei
letzten nach dem Hornerschen Verfahren erhaltenen Koeffizienten
durcheinander zu dividieren hat, um die ndchste Dezimalstelle zu
erhalten. Wenden wir das Verfahren noch einmal an, so finden wir

demnach: 1 39 —193 0-097
005 01975 — 0:086625
1 395 —17325 0-010375
005 02
1 400 —15326
005

1 405
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0010375
1°53256
drei Stellen berechnete Wurzel lautet 1°356.

Die nidchste Stelle ist also == 0006 und die bis Wurzel

Beispiele:
Man berehne die zwischen 6 und 7 liegende Wurzel der Gleichung :
42* —132* — 312 =275

bis auf zwei Stellen.

Losung: =625

2. Man bestimme die Wurzel der Gleichung:

a® a4 x—100=0

die zwischen 4 und 5 liegt.

Losung: 42644 ....

3. Man suche die positive und die negative Wurzel von:
x* -} 827 4 16w =440
Losung: 3976... und —4'3504...

§ 115. Die van der Waalssche Zustandsgleichung.

Wir wollen zum Schlusse noch eine Gleichung diskutieren, die
grofie physikalische Bedeutung hat, namlich die van der Waalssche
Zustandsgleichung der Gase. Sie lautet:

<p+%> (v—0)=RT . . . . . (1)
und gibt eine Beziehung zwischen den zusammengehorigen Werten
von Druck p, Volum v und absoluter Temperatur T; «, b, R sind
spezifische Konstanten des betreffenden Gases. Die Gleichung ist
vom dritten Grade in v, und hat daher drei Wurzeln ¢, f8, y, so daB:

w—a)o— fHl—y)=0 . . . . . (2

Sie konnen entweder alle reell sein, oder es muf eine reell
sein, wiahrend die beiden anderen imaginir sind. Ist das letztere
der Fall, so entspricht fiir eine hestimmte Temperatur 7T einem
Druck p ein einziger Wert des Volums v. In Fig. 102 sind die
pv-Kurven der Kohlenssure fir verschiedene Werte der Temperatur,
also die sogenannten Isothermen gezeichnet; der besprochene Fall
tritt, wie man sieht, beispielsweise fir 7=2321'1° oder 48'1°C
ein. Aber auch der zweite Fall ist in der Natur wenigstens teil-
weise realisiert. So liefert die Gleichung fiir 13°1°C die Kurve
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ABCD, welche von einer parallel zur Abszissenachse gezogenen
Geraden in den drei Punkten ¢, 8, y getroffen wird; einem Werte
P, des Drucks gehdéren drei verschiedene Werte des Volums zu.
Der Punkt ¢ entspricht dem gasfor-
migen, der Punkt y dem fliissigen Zu-
stande der Kohlensiure unter demselben
Druck. Hingegen ist das Kurvenstiick
CBB bisher physikalisch nicht realisiert %
worden; es miifite an dieser Stelle bei k
Volumsverkleinerung auch der Druek
des Gases abnehmen. In Wahrheit 92,5°
durchlauft bei Volumsverkleinerung das c Nz
Gas die gerade Linie ¢fy, indem bei e AL
die Verflissigung beginnt und unter v
dem konsianten Druck p, des gesittig-. g
ten Dampfes bis zur vollstindigen Ver-
flissigung y fortschreitet. Die Stiicke ay 0 r o p @
und yx, welche labilen Zustinden des Fig. 102.
Grases entsprechen, sind realisiert wor-

den; qy reprisentiert den Kondensationsverzug des Gases, yx den
Siedeverzug der Flissigkeit.

Es ist noch der Fall zu erortern, dafi die drei Wurzeln a, 5, y
einander gleich sind; er bildet den Ubergang zwischen den beiden
anderen Fallen und tritt bei Kohlensdure, wie aus der Figur er-
sichtlich, bei 82'5° C-ein. Der Punkt K heift der kritische. Fir
diesen Fall ist nach (2):

2|4

75,7°,

(v—a)® =0
bezeichnen wir also die kritischen Werte von Druck, Volum und
Temperatur beziigl. mit p, v, und T, so ist identisch:

a
—_ 5__
< c—|—{—)> (v—0)—RT,=(v—uv,)*=0
und daher, wenn man die einzelnen Potenzen von v vergleicht:
RT o @ . ab
3v,=b-}—=¢; 3vi=—; ’1163———:—
P, P, b,
Es lassen sich also die Konstanten @, b, R der van der Waalsschen
Gleichung aus den kritischen Daten berechnen. Man erhalt:

a==3v1p,

=3 )
8 p.Y

E=37
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Setzt man diese Werte in (1) ein und fithrt die GrofSen —11;?——7:,
T e
vz:(p, —T-zﬂ als neue Verinderliche ein, so erhilt man:
4 [ -
(n—[— )(3(p—1)~—819 B )

eine Gleichung, welche keine spezifischen Konstanten mehr enthlt
und daher fiir alle Gase gilt (Theorie der iibereinstimmenden Zu-
stinde).

Wir kénnen diese Verhiltnisse auch noch in folgender Weise
untersuchen. Losen wir (1) nach p auf:

RT «
e R ()

v—>b v

=

und differenzieren wir nach v, indem wir 7 als konstant betrachten:
dp 4+ @
dv (v—0)2 " ?
Dieser Differentialquotient gibt die Richtung der Tangente an
die Kurve in einem beliebigen Punkte an.
Er ist negativ, null oder positiv, je nachdem:

BT >2¢a

(w—10)2< o®
d. h.: RT > (v—1)?
20 < ®

Da nun die rechte Seite dieser Ungleichung ein Maximum bei

d
v==230b hat, so ist ch stets negativ, wenn nur:
v
8 a
27 Rb
In diesem Falle geht die Kurve ohne Maximum oder Minimum

von groBen p- und kleinen v-Werten zu kleinen p- und grofien v-
Werten iiber; so in der Fig. fiir ¢=481°C. Wenn:

< g

da ) ) :
kann BB sowohl negativ als positiv werden. Die Kurve kann also
v

Maxima und Minima haben; sie werden gefunden aus der Gleichung:
dp 2a
=it

oder: —RT173—1—2a(v—b)':0
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Die Maxima und Minima liegen zu beiden Seiten von v= 3D,
da die linke Seite der letzten Gleichung sowohl zwischen v=1"% und
v==3D als auch zwischen v =30 und v =00 je einen Zeichenwechsel
erfahrt. Dies ist in der Figur auf dem punktierten Teil der Isotherme
18'1° C ersichtlich. Fiir:

_8 a
T 27RO
. dp .
wird dv blof fiir v=230b null. Bildet man:

@p 2RT  &a

dv® (v—0b)® ot
so sieht man, daB dieser Ausdruck fir die angegebenen Werte von
v und T ebenfalls verschwindet. An dieser Stelle besitzt die Iso-
therme einen Wendepunkt; wie aus der Figur ersichtlich, tritt dies
bei der kritischen Isotherme 32'5° ein. In der Tat stimmen die
hier erhaltenen Werte von v und 7 mit den oben genannten fiir
v, und T, iiberein.




X. Abschnitt.

Einiges iiber Determinanten.

§ 116. Die Losung von simultanen linearen Gleichungen.
Es sei die Aufgabe gestellt, Lisungen der beiden simultanen
linearen Gleichungen:
a, x4 b,y=0 o’z +by=0. . . . (1)
zu finden. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit b,, die zweite
mit b, und subtrahieren, so finden wir:

xla by —a,0)=0 . . . . . . (2
auf g]eiche Weise erhalten wir:
Y(opb, —a,by)=0 . . . . . . (8)
Die beiden Gleichungen (2) und (3) liefern entweder:
r=y=0
oder:
by, —a,b,=0. . . . . . . (3

d. h. die Gleichungen (1) liefern nur dann von null verschiedene
Losungen, wenn die Bedingung (4) erfiillt ist. Die gegebenen
Gleichungen stellen zwei Gerade dar, die durch den Koordinaten-
ursprung gehen. Die geometrische Anschauung ergibt, daB sie
bei beliebiger Neigung gegen die Abszissenachse nur den Ur-
sprung miteinander gemein haben konnen; sollen sie irgend
einen anderen Punkt gemeinsam haben, so miissen sie iiberhaupt
zusammenfallen. Dies besagt nun auch die Bedingung (4); denn
sie macht die beiden Gleichungen (1) identisch. Man hat fiir
den wichtigen Ausdruck a,b,—a,b, ein eigenes Symbol eingefiihrt
und schreibt:

a by —a by =
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man nennt diesen Ausdruck eine Determinante, und zwar eine solche
zweiter Ordnung, weil in jeder Zeile oder Kolonne zwei Elemente
stehen. Aus unserer Ableitung folgt also, daB das Gleichungssystem
(1) nur dann von null verschiedene Losungen besitzt, wenn seine
Determinante verschwindet.

Sind die beiden Gleichungen nicht homogen, haben sie also

die Form: 5
alx—l—bly—{—clzoE axt+byt+ce=0 . . (5)
so findet man fir « und y die Werte: -
r— byCy—by6, ICEL T 1Y
" ab,—ayb, " a,b,—a,b,

Fihrt man also die eben festgestellte Bezeichnungsweise ein, und
setzt:

LD, ¢
b, ¢, b_zcl—l =4,
by, €y |
‘ ¢, a
01“2“02“1:[ =4,
Cyy g
la,, b,
albe—a2b1=i =4
| Qo) bz
so wird:
Al A-’)
—_— e = =, . . . . 6
x A Yy A ( )

Man ersieht hieraus, daB ein bestimmtes Wertepaar fiir z, y
sich nur dann ergibt, wenn 4, die sogenannte Determinante des
Gleichungssystems (5), von null verschieden ist. Ist sie jedoch
null, wihrend 4, und 4, nicht null sind, so werden x und y un-
endlich grof8; es gibt also keine endlichen Werte fiir =, y, welche
die gegebenen Gleichungen erfiilllen. Ist auBer 4 auch noch z. B.
4, =0, so wird 2 unbestimmt; in der Tat reduzieren sich in diesem
Falle die beiden Gleichungen (5) auf eine einzige, da:

a,:b e, =a,:0,:¢,

Ist aber schlieflich 4=4, =4,=0, so sind die Gleichungen
fir ganz beliebige  und y befriedigt.

Die Gleichungen (5) stellen zwei Gerade dar, und die Lo-
sungen (6) deren Schnittpunkt. Schreibt man (5) in der Form:
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so erkennt man, daB die Bedingung 4==0 bedeutet, daB die

beiden Geraden parallel sind; fir 4==4, =0 aber fallen sie zu-
sammen.

Setzt man: X

z

so werden die Gleichungen (5):
o, X+bY4+0Z2=0 a,X+0,Y+¢,Z=0. . (7)
also homogen. Man nennt daher die GroéBen X, Y, Z in geome-

trischer Deutung die homogenen Koordinaten eines Punktes. Wie
man sieht, bestimmen sich aus (7) die Verhiltnisse:

X:Y:Z=A1:A_2:A

Beispiel :
4+ 5y=17 Bx—10y=19
Losung:
5, —1 — 7, 4| l4, 5
X:Y:Z= : : | =

‘—10,'—19i r—19, 3! 3, '—"10!

=—165:55:— 55
also:

x=13 y=—1

§117. Simultane lineare Gleichungen mit drei Unbekannten.

Wenn drei Gerade:

@2 +by4e=0 ar+byte=0 aribytc=0
durch denselben Punkt gehen sollen, so miissen seine Koordinaten
allen drei Gleichungen geniigen. Fiihren wir also homogene Koor-
dinaten ein durch den Ansatz:

X _Y
~z Y7z

so miissen die drei Gleichungen:

o, X+bY+ ¢ Z=0a,X+b,Y+c,Z=a, X+ b,Y+c,Z=0 (1)
eine gemeinsame Losung besitzen. Eliminieren wir aus den drei
Gleichungen z. B. Y und Z, so erhalten wir die Beziehung:

[a, (bge; —by6,) - by (6305 — c3,) + ¢, (4,05 —a;0,)] X=0 (2)
Schreibt man statt X beziiglich Y und Z, so erhilt man die
fir diese Veranderlichen giiltigen Bedingungen. Man ersieht, daf
nur dann von null verschiedene Werte von X, ¥, Z die Gleichungen
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(1) ertiillen, wenn der eckig eingeklammerte Faktor in (2) ver-
schwindet. Wir schreiben auch ihn folgendermafen in symbo-
lischer Form:

a, by,
4= a,, b, ¢
ay, by, ¢

und nennen A eine Determinante dritter Ordnung der 9 Elemente
ay, by, €y, Gy, by, €5 ag, by, ¢, Wie man sieht, 188t sich 4 folgender-
mafen darstellen:

b:_,,c.,' ]ce,a‘, 142’b2

+1, f+c1

C3, Qg |

A=a

1

[ bg, €5 az, by
A ist also eine Summe von Ausdriicken, die man dadurch er-
halt, daB man jedes Element der ersten Zeile multipliziert mit einer
Determinante zweiter Ordnung; diese besteht aus jenen Elementen,
die mit dem ersten Elemente weder Zeile noch Kolonne gemeinsam
haben. Hierbei muf in der Anordnung die zyklische Reihenfolge
a, b, ¢, a.... gewahrt werden. Die genannten Determinanten
zweiter Ordnung heiBen die Subdeterminanten von A.
Da man 4 auch in der Form darstellen kann:

A= a, (bge, — by ¢5) + by (5.0, — €y a5) + €5 (a0, — @, by)
so folgt, daB man die Determinante dritter Ordnung auch berechnen
kann, indem man die Elemente der zweiten Zeile mit den zu-
gehorigen Subdeterminanten multipliziert und die Produkte addiert.
Ebenso kann man nach den Elementen der dritten Zeile entwickeln.
Man kann aber auch schreiben:

A= a, (bycs—byc,) + ay (bye; — by cy) + a5 (by &, — byey)
d. h. man kann ebenso wie nach den Elementen einer Zeile
auch nach den Elementen einer Kolonne entwickeln. Man sieht
hiernach, welche Bedeutung im allgemeinen eine Determinante nter
Ordnung haben wird.
So z. B. lafit sich die Determinante:
2,22 1)
0,3, 1,1
— 14,0, 1, 31
13,0, 0 2!
in folgender Weise berechnen. Man entwickelt nach Subdeter-
minanten der letzten Zeile und erhilt:

22,1 122
1=38, 1, 1l+2§0, 3,
4,0

0,1, 3

—34,+24,

)

b
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Man entwickelt nun auch 4, und 4, nach den Elementen der
letzten Zeile und erhilt:

1, 2, 12, 2]
4,=1 l=1—}—3-(——4)_—11
1, 3[ {3, 1]
’2, 2’ 2, 2i
Ay=4] 41 =1 (—4)41.6=—10
18, 1| 0, 3
daher ist 4 = —53.

Sind die drei linearen Gleichungen:

by ez=d
a4 b,y 4 c,z2=1d, } (3)
A% by ¢,z =d,

aufzuldsen, so kann man in der Art vorgehen, daB man die erste
Gleichung mit einer Grofe !, die zweite mit einer anderen m, die
dritte mit » multipliziert und sie addiert. Man bestimmt nun die
GréBen I, m, n so, daf die Koeffzienten von y und z verschwinden,

also:

bldbymf-bn=cl+tcam—cn=0. . . (4
und erhilt fiir x die Beziehung:

(gl fagm—tanye=dl-t+dm-dn . . . (5)

Die Gleichungen (4) sind homogen nach !, m, n, also ist nach
§ 116:

)‘ |

Coy C3 t G35y G

* Gy G

Daher kann man nach (5) # in der Form darstellen:

st
A
wo 4, und 4 die beiden Determinanten dritter Ordnung sind:
t by, ¢ [ by, ¢
dy, by, € J:: Ay, by, €
4 dg, by, ¢ Lag, by, ey |
Analog erhdlt man:
AZ A‘S
Y= =4
al’ dl’ cl I l al’ bl’ dl \l
dy=| ay, dy, ¢ { Ag=| ay, by, d, |
g, dy, ¢5 | ay, by, d, I
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Hieraus folgt, daB die gegebenen Gleichungen nur dann zur
eindeutigen Bestimmung von z, y, z geniigen, wenn 4 von null
verschieden ist.

Ein analoges Resultat erhdlt man bei der Losung von » line-
aren Gleichungen mit » Unbekannten.

Einen #hnlichen Weg kann man einschlagen, um aus zwei
Gleichungen in « von beliebigem Grade die Verinderliche zu eli-
minieren. Soll z. B. aus den Gleichungen:

a,2° 4 a,2* +a, x4 ay =0,  b,a*-F bt b,=0
z eliminiert werden, so multipliziere man der Reihe nach die erste
Gleichung mit =, die zweite mit = und 2? und erhalt die fiinf

Gleichungen:
0+ a,2®+ a,2° + a0+ a,=0
o, 2 + a,2* 4 a, 2> 4+ a2 4+ 0 =0
0+ 0 —+b2*+bx+b,=0
0+ b,2°+ b2+ bpz+ 0=0
bowt +b,a* 4 bya®+ 0 4 0=0

Damit sie zusammen bestehen kénnen, muff die Gleichung:

0, a3, a,, a,, a,
a;, @, a,, a,, O
0, 0, by, b, by|=0
0, by, b, by, O
by, b, by, 0, O

gelten, die das gesuchte Eliminationsresultat ist.

Beispiele:
1. Man zeige, daf:
rO, b, cg
b, 0, a| =2abc
, ¢, a, 0
2. Zu zeigen, das:
‘2, , 21
3, 1, 1 |=4
| 4, 2, 1)

3. Man lose:
52-+3y-+382—48 224+6y—32:=18 8ax—3yt2:—21

Losung:
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4. Ebenso:
z—ay—+a’z=a® x—by+b22=0® zx—cy-Fclz=c?
Losung:

x=abec y=ab-tbc+t+ca z=a-t+b-+tc¢

§ 118. Einige Eigenschaften der Determinanten.

1. Der Wert einer Determinante bleibt unverindert, wenn man
Zeilen in Kolonnen und vice versa verwandelt, also gewissermafen
die Determinante um einen rechten Winkel dreht. Es ist also:

a

, by, 10 Bay Gy

gy by, € |=| by, by, by |
\

ag, by, ¢ €1y Cay €3 |

Entwickelt man n#mlich die erste Determinante in Subdeter-
minanten nach Elementen der ersten Zeile, die zweite nach Ele-
menten der ersten Kolonne, so erhilt man das gleiche Resultat.

2. Vertauscht man in einer Determinante irgend zwei Zeilen
oder irgend zwei Kolonnen, so dndert sich das Zeichen der Deter-
‘minante. Es ist: .

i a, by, ¢ | b, a,, ¢, |
as, b‘.” 2 =_——’ bgy ay, Cy
| ag, by, ¢ | ' by, @y, € |
denn durch die Umstellung geht die zyklische Reihenfolge a, b, ¢, a...
in die andere b, a, ¢, b.... {iber.

3. Eine Determinante, in der zwei Zeilen oder Kolonnen gleich
sind, ist identisch null. Denn nach Vertauschung der beiden
identischen Zeilen ist die Determinante unveréindert geblieben,
wihrend sie nach Regel 2 das Zeichen #dndern sollte. Dieser
Widerspruch fillt nur weg, wenn ihr Wert null ist.

4. Eine Determinante, in der eine Zeile oder Kolonne aus
Nullen besteht, hat den Wert null. Entwickelt man némlich nach
den Elementen der betreffenden Zeile oder Kolonne, so erhilt man
eine Reihe von Summanden, von denen jeder null ist.

5. Eine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, in-
dem man die Elemente irgend einer Zeile oder Kolonne mit dem
Faktor multipliziert. So ist z. B.:

lay, b, ¢ | may, by, ¢, |
m| a,, by, C ‘: Mma,, by, ¢; |
i |

g, b, €5 | mag, by, ¢ |

Entwickelt man n#mlich die rechts stehende Determinante nach
Subdeterminanten der ersten Kolonne, so tritt m als Faktor heraus.
Ist im speziellen m=-—1, so erhélt man den Satz:
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6. Wird das Zeichen jedes Flements einer Reihe oder Xolonne
getndert, so dndert die ganze Determinante das Zeichen.

Man kann Satz 5 zuweilen verwenden, um die Elemente einer
Zeile oder Kolonne der Determinante gleich eins zu machen, ohne
dadurch Briiche in die Determinante zu bringen. Nehmen wir als

Beispiel: ’ 3. 4, 6|
4=12, 8, 8
|6, 7, 9

Dividiert man die Elemente der ersten Zeile durch 3, wihrend man
gleichzeitig die der zweiten Kolonne mit 3 multipliziert, so wird
der Wert der Determinante nicht gedndert:

1, 4, 2
Ad=—12, 24, 8
6, 21, 9 |

ebenso, wenn man die Elemente der zweiten Kolonne durch 4 divi-
diert, die der letzten Zeile mit derselben Zahl multipliziert:

1,- 1, 2 1, 1, 1 ! 1, 1, 1 !
A=|2, 6 8 |=2|2 6 4 =121, 3, 2|
24, 21, 36 24, 21, 18 8, 17, 6]

7. Die algebraische Summe zweier Determinanten, die nur in
einer Zeile oder Kolonne nicht iibereinstimmen, ist eine Determinante,
deren Elemente in der betreffenden Zeile oder Kolonne die alge-
braische Summe der entsprechenden Elemente in den gegebenen
Determinanten ist:

ag, by, € l dy, by, ¢ ali_d17 by, ¢
gy byy € | | dyy Dy, 0 | = | a5 dy, by, ¢
g, g, € dy, by g ’ agtdy, by, ¢ [

Es sind n#émlich die beziiglich zu a,, a,, a; gehorigen Sub-
determinanten in der ersten Determinante dieselben wie die zu d,,
d,, d, gehorigen in der zweiten; sie seien 4,, 4,, 4,. Daher ist:

(0,4, + aydy 4 az 4y) + (d, 4, +dy Ay - dyd ) =
= (a1 =+ d1) A1 + (ae -+ de) Az + (as + d:}) A3
Hieraus folgt:

8. Der Wert einer Determinante bleibt ungeindert, wenn man
zu den Elementen einer Zeile oder Kolonne jene einer andern Zeile
oder Kolonne addiert. Denn es ist:

a,+0b, by, ¢ l | ay, by, ¢ Ly, by, e
ty T 0y, by, € ' = 1 Uy byy €y | | by by, G
| ay by b, c5 | | g, g, cy | bg, by, ¢5 |

und die letzte Determinante ist nach Satz 3 null.
Mellor- Wogrinz, Hohere Mathematik. 23
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Man kann diese Tatsache zur Vereinfachung von Determinanten
beniitzen. So z. B. wird aus:

1, 2, y+=2
d=| 1,9y, z+4=
1, 2, x—i—y |
nach Addition der zweiten Kolonne zur dritten:
1, z, ct+y+2 k 1, 2, 1|
A=| 1, 9y, 2+y+z |—=@+y+2)| 1, =0
1 etude | - 1121

9. Wenn alle Elemente einer Zeile oder Kolonne bis auf eines
Nullen sind, so beschrinkt sich die Determinante auf das Produkt
aus dem einen von null verschiedenen und der Subdeterminante
desselben; dies wird ohne weileres ersichtlich, wenn man nach den
Elementen der betreffenden Zeile oder Kolonne entwickelt. Ein
spezieller Fall dieses Satzes ist der folgende:

10. Sind alle Elemente auf einer Seite der Diagonule Nullen,
so reduziert sich die Determinante auf das Produkt aus den Elementen
der Diagonale. Z. B.:

| al’ 1 cl i | c ¢
0, b,,, = o |=a, by,
e | %
Beisprele:
Zu zeigen, daB:
1. ’x Yy, 2 ’ 11,1, 1
z, z, y‘::(x—}—y—f—) z, X, Y |
¥, 2, X | Ly, oz
2. 14, 1, 7
]3, =2 r=—23
{5, 1, 8!

3. | 4, 1, 5|
j 8, 2, 6|=0
|12, 3, 7|

§ 119. Multiplikation und Differentiation von Determinanten.

Wir wollen noch, ohne einen allgemeinen Beweis zu geben
zeigen, wie zwei Determinanten gleicher Ordnung miteinander
multipliziert werden. Betrachten wir zwei Determinanten zweiter
Ordnung; es ist:

| ay, b 'i ¢, ._! ayep + 0,4, a,c,+0,d,
| g, by | | €y, dy Ly bydy, ay0y - byd, |

i
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DaB diese Gleichung richtig ist, ergibt sich, wenn man die
rechts stehende Determinante entwickelt:

ae, + by dy, ayc,+b,d, | Ml U6 + ay ¢y, bydy
3¢, +Dydy, ay0y+ byd,y | U5 Cyy AgCy a5y, bydy
bydy, a,c, bydy, bydy |
+‘ bydys gCy T bydy, bydy |
1, 1 | | ay, b
= (a, a0, 0, + b, 0,4, dy)- 1, 1 ;+(C1_d2—d10-2)" a:, b; =
=| a3, by A
| a5 b, Coy Gy

Das Produkt der zwei Determinanten konnte jedoch mnoch in
anderen Formen geschrieben werden, die sich ergeben, wenn man
im ersten oder zweiten Faktor oder in beiden Faktoren Reihen mit
Kolonnen vertauscht, wodurch ihr Wert nicht gedndert wird. So z. B.:

a ¢, 4@,

1 by ! :l ay¢; 4 by ¢y ayd, 40, d,

ay, by | Gy, @y | aye, + by, ayd, 40,4,

Die Methode gilt fiir Determinanten beliebig hoher Ordnungen.
Wir wollen ferner darauf hinweisen, wie eine Determinante,

deren Elemente Funktionen einer unabhéngigen Verdnderlichen ¢

sind, nach dieser differenziert wird. Da:

| T W (: .
A—{ Ty Yy | LyYs — XYy
so Ist: id d d d d
od %% %Y 0, %%
T T TR TR T
dy, da,
U 4 FIRRCE
T dy, dz,
Ty dt p7 Y

§ 120. Funktional- und Hessesche Determinanten.

Es seien u#, v, w Funktionen der unabhédngigen Verinderlichen
z, y, 2. Man nennt die Determinante:
ou 0w Ju
ov ov dv
ox’ oy 0z
ow ow ow
oz’ oy 0z

23*
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eine Jacobische oder Funktionaldeterminante und schreibt
symboliseh:
0w, v, w)
o y, 2)
Setzt man in dieser Determinante fir u, v, w beziigl. die par-
tiellen Ableitungen einer Funktion, z. B. ¢, nach z, ¥, 2, so entsteht
die folgende:

J

e Pp Po

ox? ’ oxoy oxoz- <8<p 2@ 8<p>
T ‘o e o | oz’ oy’ 5;4
T | oyox’ 8y*’oydz | oz, vy, 2)

e e o
920x’ 020y’ 02°
- Man nennt H eine Hessesche Determinante. Einige Hinweise
werden die Bedeutung dieser Determinanten illustrieren.
Sind u, v zwei Funktionen von x, ¥ und ist tiberdies:

w=f(v)
so ist:
ou , OV ou ;| OV
oz oy 5, =105,
daher:
oudv  O0uov
dx 0y Oy ox
oder:

l?_zf o
laj v | o y)

Sind also zwei Funktionen von x, y voneinander abhingig,
so ist ihre Funktionaldeterminante null. Wichtiger noch ist es, daf§
sich auch der umgekehrte Satz beweisen 148t: Bei verschwindender
Funktionaldeterminante besteht zwischen #, v eine Gleichung:

u==1(v)

%
»a—y, so erhalt man den Satz:
Wenn die Hessesche Determinante einer Funktion null ist, besteht

0
Setzt man fur u, v beziigl. a—:,

0
zwischen den partiellen Ableitungen a—:, Z—g eine Beziehung:
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Es seien u,, u, zwei Funktionen von z,, z,, und die letzteren

zwei Verténderlichen selbst Funktionen von ¥,, y,. Dann ist:
ou, 0w, 0xy | Ou, 0%, 8u1 Ou, 0%, | 0u 0%,
oy, 0%, 0y, | 0%,09, 0y, 0,0y, ' 0w,09,
Ouy  0u, 0%, | 0u, 0%, Ouy  Ou, 0wy, | 0uy 0%,
0y, omdy, ' 0z0y, 0y, 0w by, | 0m 0y,
Daher muff nach dem Multiplikationstheorem zweier Determinanten:
ou, 0u, ou, Ou, | | 0%, 0%
duy Ouy | | Qu, Ou, ox, 0,
0y, 0y, o’ a_x—e oy, azz
sein, oder: .
9(“1, “2) __a(uv “2) 8(x1, x")
0y ¥) 0@, @) (Y %)
ein Satz, welcher analog ist der Differentiationsregel:
ou 8u ox
E)y o ay

Sind zwei Funktionen w, v der Variabelen z, y nicht explizit,
sondern durch die Gleichungen:

fi(z y, u v)=0 fal®, ¥, u, v)=0
gegeben, so erhilt man durch Differentiation:
8f1 ofyou | 0f; 0v 8f1 of, 0w , °f, i)v_
+8u3x+8vax_ +9u8y+8v8y
du ox ' v ox oy ' dudy ' ov oy

Diese vier Gleichungen konnen mit Hilfe des Multiplikations-
theorems der Determinanten in die eine Gleichung vereinigt werden:

of, | |ou 0w | of, of,
2w v | | ox’ By oz’ oy
of,y of, '!81) ov | | of, of,
0w Bv | |ox oy |22’ By
oder: .
o(fy fo) 0w, v)_ _ 3(fi. 1)
o(w, ) 0@, ¥y d(x, y)

Auch dieser Satz steht in Analogie zu der D1tferent1at10nsregel
impliziter Funktionen.



X1. Abschnitt.

Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichsrechnung.

§121. Die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Es kommt sehr oft, ja meistens, vor, daB wir iiber den Eintritt
irgend eines zukiinftigen Ereignisses nicht mit voller Sicherheit ab-
urteilen konnen. Indem wir die giinstigen wie die unglinstigen
Eventualititen abwigen, scheint uns die Hoffnung auf das Eintreten
des Geschehnisses bald grofler, bald kleiner zu sein. Die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung macht es sich zur Aufgabe, die Grofe dieser
Hoffnung mathematisch zu formulieren.

Zu diesem Zwecke ist es nétig, zunidchst den Begriff , Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses“ zu definieren. Sind fiir den Ein-
tritt des Ereignisses a Fille giinstig, b Falle ungiinstig, so daf also
im ganzen a-}b Fille iiberhaupt moéglich sind, so nennen wir die
‘Wahrscheinlichkeit fiir den Eintritt des Ereignisses:

_a
Tatb

Nach dieser Definition ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Nicht-
Eintreten des Ereignisses:

w

w— 0
a0
w—tw, =1
Die Einheit ist das mathematische Symbol der Gewilheit.

‘Wenn z. B. ein Schiitze unter zwolf Schiissen einmal ins Schwarze
trifft, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir ihn, einen Kernschufl zu tun,

Demnach ist:

11 .
12 und die, fehlzuschieflen, 1o Offenbar setzt diese Uberlegung
aber voraus, dafl alle Schiisse unter denselben Verhiltnissen, z. B.
derselben Beleuchtung, abgegeben werden. Die Bedingung fiir die
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aufgestellte Definition der Wahrscheinlichkeit ist also, daB alle Fille
gleich moglich sind.

1. Wenn zwei Ereignisse vollkommen unabh#ingig voneinander
eintreten konnen, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige
Eintreffen beider Ereignisse das Produkt der Einzelwahrscheinlich-
keiten jedes der beiden Ereignisse. Ist also die eine Wahrschein-
lichkeit p, die andere ¢, so ist die fiir den gleichzeitigen Eintritt
beider Ereignisse pg (zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit).

Denn wenn fiir das erste Ereignis unter m, fiberhaupt moglichen
Fallen a, giinstig sind, ist:

a4
= m,
analog ist:
%
q== m,

wo a,, m, die fiir das zweite Ereignis giinstigen, resp. moglichen
Fille bedeuten. Nun kann es im ganzen in m,m, Fillen geschehen,
daB beide Ereignisse gleichzeitig eintreten, und g, a, Fille sind diesem
Geschehnis giinstig; daher ist die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Fall:’

by

My My =re

Zwei Urnen enthalten eine gewisse Zahl schwarzer und weiler
Kugeln, und zwar die erste a, weile und b, schwarze. die zweite
a, weie und b, schwarze Kugeln. Dann ist die Wahrscheinlich-

a .
a—+b,’
die analogen Zahlen fir

keit, aus der ersten Urne eine weile Kugel zu ziehen,
b, .
?
a,+b,
. . . ay b,
die zweite Urne sind =— und

o+ b, “-2’*11’2'

die, eine schwarze zu ziehen,

Daher ist die Wabhr-

scheinlichkeit:
a) zwel weile Kugeln aus beiden Urnen gleichzeitig zu ziehen:
@9
(a, 4 b,) (as + by)
b) zwei schwarze zu ziehen:
bl b‘.’
(a, +b,) (@, + by)
c) aus der ersten Urne eine weiBe, aus der zweiten eine
schwarze zu ziehen:

a, by

(@, +b,) (@, +b,)
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d) aus der ersten Urne eine schwarze, aus der zweiten eine
weifle zu ziehen:.
a2 bl

(a, +b,) (a, 4 1,)

2. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 irgend eines von mehreren
Ereignissen, die nicht gleichzeitig eintreten konnen, geschehe, ist
die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten eines jeden FEreignisses.

So ist in dem letzten Beispiele die Wahrscheinlichkeit, aus beiden
Urnen eine weiie und eine schwarze Kugel zu ziehen:

ay by + ayb,
(a, + ap) (b, + by)
denn diese Wahrscheinlichkeit ist die Summe der unter ¢) und d)
erwihnten Einzelwahrscheinlichkeiten.
3. Ist p die Wahrscheinlichkeit, da8 ein Ereignis in einem
Falle eintritt, so ist die fiir das r-malige Eintreten unter n Fillen:

w= ()" (1 —p)"~

Da nimlich die Wahrscheinlichkeit, daB das Ereignis bei einem
Versuche eintritt, p ist, so betrigt die, daB es jedesmal bei
r Versuchen eintritt, p”, und die, daB es bei n—r Versuchen
nicht eintritt (1 —p)*—". Die Wahrscheinlichkeit also, daB es gleich-
zeitig in r bestimmten Fillen eintritt, in n—# bestimmten Fillen
nicht eintritt, ist p” (1 —p)*—”. In welchen Fillen aber das Er-
eignis eintritt, in welchen nicht, soll ganz beliebig sein; und da es
(:) mogliche Kombinationen dieser Fialle gibt, hat die gesuchte
Wahrscheinlichkeit den angegebenen Wert.

Wird » sehr groB und p sehr klein, so geht die obige Formel ange-
nihert in die folgende iiber:

nr "
w=-7p (1—p)

oder:

(G-

w = r!

§122. Das Fehlergesetz.

Eine der wichtigsten Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ist die Theorie der Beobachtungsfehler. Die Erfahrung
lehrt, daB die mehrmalige Beobachtung derselben Grofe selbst
unter scheinbar ganz gleichbleibenden &HuBeren Umstinden ver-
schiedene Resultate liefert. Wenn z. B. verschiedene Beobachter
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die Linge einer Quecksilbersiule von 1 mm?® Querschnitt messen,
welche gerade ein Ohm Widerstand bei 0° C-besitzt, so erhalten
sie etwa die folgenden Resultate (in cm):

10633 10631 106-24
106°32 106-29 106-21
10632 106-27 10619

Da die kontrollierbaren Umstiéinde, unter denen die Beobach-
tungen ausgefiihrt wurden, ganz gleich erhalten werden, so kénnen
die Abweichungen nur durch Einfliisse erkldart werden, die sich der
Beobachtung entziehen, und die wir zufdllige nennen. Wir haben
einen ganz analogen Fall vor uns wie in dem oben angefiihrten
Beispiele des Schiitzen, der nach der Scheibe schieft, sie aber
im allgemeinen in groBerer oder kleinerer Distanz vom Zentrum
trifft. Eben weil die Beobachtungsfehler als zufillige aufzufassen
sind, wird die Frage Gegenstand der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Wir miissen annehmen, daf jede Beobachtung mit einem ge-
wissen Fehler behaftet ist, dafi sie von dem wahren Wert der ge-
suchten unbekannten Gréfe um einen bestimmten Betrag abweicht.
Es ist nun die Frage: Nach welchem Gesetze sind die Fehler ver-
teilt, d. h. wie zahlreich sind die Fehler einer gewissen Grofe?
Allein, um diese Frage zu entscheiden, miifiten wir von vornherein
den wahren Wert der Unbekannten kennen. Dies ist nicht der
Fall, und wir miissen daher gewisse uns plausibel scheinende An-
nahmen machen; es seien dies die folgenden:

1. Kleine Fehler sind zahlreicher als groBe.

2. Positive und negative Fehler kommen gleich oft vor.

3. Am h#aufigsten ist der Fehler null, wihrend sehr grofie
Fehler gar nicht vorkommen.

Nennen wir die Wahrscheinlichkeit, daf ein Fehler zwischen
den Werten z und = - dx liegt, ¢ (#)dx. Die Funktion ¢(z) muB
solche Eigenschaften haben, daf die genannten drei Bedingungen
erfiillt sind; d. h. sie muB erstlich mit wachsendem x abnehmen,
zweitens eine gerade Funktion sein, so daf ¢ ()= (—=z) ist, und
drittens fiir =0 ein Maximum aufweisen. Eine solche Funktion

ist: -
@ (&) =ke™"'=
Von ihr hat Gauf gezeigt, daB sie zum arithmetischen Mittel
als dem wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten fihrt. Wir
wollen die Annahme graphisch versinnlichen, indem wir ein Koor-
dinatensystem konstruieren, dessen Abszissen die GréBe des Fehlers

angeben und dessen Ordinaten der Wahrscheinlichkeit des be-
treffenden Fehlers proportional sein sollen. Wir tragen demnach
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die Kurve y = ke—%%" auf (s. Fig. 38 S. 80). Da die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Fehler zwischen # und x4 dz liege, durch yda gegeben

ist, wird die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler zwischen irgend
b

zwei Werten a und b liege, durch: fydx, d. h. durch die von der

Abszissenachse, den Ordinaten in den Punkten a, b und der Kurve
begrenzte Flache dargestellt. Die gesamte zwischen der Kurve
und der Abszissenachse liegende Fliche reprisentiert also die
‘Wabhrscheinlichkeit, daB tiberhaupt_ein Fehler gemacht worden ist;
sie ist natiirlich der Einheit gleich, d. h. es mu8:

-
kfe—"?”2 de=—1

—_—

sein. Diese Gleichung dient zur Bestimmung der Konstanten k. Es

ist néamlich:
4o @ — 1
je_,,2m2 dex=—2 fe*l’zzﬁdx == Z’l )
0 . L

~——00

und daher: _

kVa =
h Vn
L o
Die Funktion yzée—"x ist unter dem Namen des GauB-
JT

schen Fehlergesetzes bekannt. Uber ihr Integral siche § 77, Beispiele.

Bessel hat dieses theoretische Fehlergesetz an den Beobach-
tungsfehlern gepriift, die in gewissen astronomischen Messungen
von Bradley vorgekommen sind. Er fand:

GroBe des Fehlers Zahl der Fehler
in Bogensekunden
zwischen : Beobachtung ‘ Theorie
0 und 0-1 94 95
01 ,, 02 88 89
02 , 03 78 8
03 , 04 58 64
04 ,, 05 51 50
05 , 06 36 36
06 , 07 26 24
07 ,, 08 14 15
08 , 09 10 9
09 , 10 7 5
iber 10 8 5

Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung eine sehr gute.

1) Vid. 8. 159 (10)..
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§ 123. Mittlerer, durchschnittlicher und wahrscheinlicher
Fehler.

Hat man eine bestimmte Beobachtungsreihe gemacht, so ist es
wiinschenswert, zu wissen, welche Genauigkeit sie besitzt und
mit welcher Anniherung man das arithmetische Mittel aller Be-
obachtungen dem wahren Wert der gesuchten Grofie substituieren
darf. Nun wird offenbar eine Beobachtungsreihe fiir um so genauer
zu gelten haben, je seltener grofie Fehler und je h#ufiger ver-
gleichsweise kleine Fehler auftreten. Um danach ein MaB fir die
Genauigkeit der Beobachtungsreihe aufzustellen, werden wir bis zu
einem gewissen Grade willkiirlich verfahren koénnen. Am natiir-
lichsten ist es, einen Durchschnittswert aller Fehler zu bilden; je
kleiner er ausfiallt, um so genauer ist die Beobachtungsreihe.
Da wir pun annehmen, daB positive und negative Fehler gleich
hiufig vorkommen, so wéare der Durchschnittswert aller Fehler
immer null. Um also zu einem brauchbaren MaBe zu gelangen,
diirfen wir jeden Fehler nur mit seinem absoluten Werte ein-
fihren.-

Ein solcher Durchschnittswert wird erbalten, wenn man jeden
Fehler x — absolut genommen — mit der Wahrscheinlichkeit seines
Vorkommens multipliziert und alle Produkte addiert. Ist also die
Wahrscheinlichkeit, daf ein Fehler zwischen x und x| dz liege,
@ (x)dx, so ist der gesuchte Durchschnittswert:

d—ﬁx(p B € )

wobei || den absoluten Wert von  bedeutet. Die GroBe d heift
der durchschnittliche Fehler der Beobachtungsreihe.
Wahlt man im speziellen fiir ¢ (z) das GauBsche Fehlergesetz,

so wird:
-+

d= L_ || e— 2" dg — ili —" “dx
Val_o Va
daher: 1) 1
= e 621
hVa @

Die GroBe h des Gaufschen Fehlergesetzes ist also dem dureh-
schnittlichen Fehler umgekehrt proportional. Je genauer also die
Beobachtungsreihe, um so groéfer ist h; daher nennt Gaul diese
GroBe das MaB der Prizision.

1) Man setze:
W at=y, somit: x=1y /h xdx=dy/2h®
und erh#lt dann eine Form, die man nach dem im § 58 Gtelernten zu behandeln hat.
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Statt den Durchschnittswert aller Fehler aufzusuchen, wird man
auch ein MafBl der Genauigkeit erhalten, wenn man den Durch-
schnitt irgend einer Potenz der Fehler untersucht.

Besonders eignet sich hierzu das Quadrat, weil man bei dieser
Wahl nicht notig hat, die absoluten Werte der Fehler zur Berechnung
zu verwenden. Man bildet also die Grofe:

+o
mi== |*p(@)de . . . . . . . (8)

und nennt m den mittleren Fehler der Beobachtungsreihe. Fiir

i o e
P () = ' ¢—"%" erhilt man: D)
Va
o0
2 - 1
m? == zfx“’e—"‘”‘dxz—,
v.’fl 0 20"
oder:
1
m=-—— . . . . . . . (4
V2 (

Es ist schlieBlich noch eine dritte Art im Gebrauch, die Ge-
nauigkeit einer Beobachtungsreihe abzuschitzen. Man sucht ndmlich
eine Grofle w von der Beschaffenheit, daB ein Fehler 2 dem ab-
soluten Betrage nach mit derselben Walrscheinlichkeit unterhalb
wie oberhalb jener Grofie liegt, d. h. es soll die Wahrscheinlich-

. . . . 1
keit, daB ein Fehler x zwischen null und w liegt, ) sein, oder:

2f;p(x)dx=—;— I )

Die so definierte GréBe « heiBt der wahrscheinliche Fehler der
Beobachtungsreihe. Nimmt man wieder fiir ¢ (z) das GauBsche

Gesetz, so ist:
w
2]ife_"2‘”2 de=— 1
0 2

und um eine Dezimale genauer als durch Interpolation aus Tabelle VIII:
hw=04769 . . . . . . . (8
Aus (2), (4) und (6) erbilt man:

w=—06745m
w=084534d } )
m=1'2533d

1) Vid. S. 863 Note 1.
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Es wurde bisher immer vorausgesetzt, daf die Beobachtungen
und daher auch die Beobachtungsfehler eine kontinuierliche Zahlen-
reihe darstellen, daB also unter ihnen jede beliebige Zahl zwischen
0 und +oco vorkommt. In der Tat ist dies aber nicht der Fall:
man hat vielmehr eine endliche, diskrete Zahl von Beobachtungen
und daher von Fehlern vorliegen. Es ist nun definitionsgemis
das Quadrat des mittleren Fehlers der Mittelwert der Quadrate der
einzelnen Fehler. Sind also n Fehler z,, x,...., vorhanden, so

ist der mittlere Fehler:
x12+$22—'— e __‘__x"'Z

n

2
m:i‘/ - (8)

Analog ist der durchschnittliche Fehler einer endlichen Anzahl
von Beobachtungsfehlern:

m ==

oder:

— =l
SEL

d (9)
Um schlieflich den wahrscheinlichen Fehler von #» Beobachtungen
zu finden, kann man entweder das Gaufsche Fehlergesetz annehmen

und erhilt nach (7):
>
w:i0.6745‘/ N 1)

oder man kann w seiner Definition nach finden. Man ordnet
némlich die Fehler ihrer Grofe nach und sucht eine Zahl w der-
art, daB gleichviele Fehler zwischen 0 und w, wie iber w liegen.

Aber auch diese Annahmen entsprechen noch nicht den wirk-
lich vorkommenden Tatsachen. Die bisher beniitzten Girofen x sind
die sogenanten ,wahren“ Fehler, d.bh. die Abweichungen der Be-
obachtungen von dem in der Regel vollstindig unbekannten wahren
Werte der gesuchten Grofe. Nehmen wir statt seiner das arith-
metische Mittel aller Beobachtungen, so geben die Abweichungen der
einzelnen Beobachtungen von jenem Mittel gewisse Fehler 1; diese
sind es, die uns allein zugéngliéh sind. Es handelt sich also darum,
den mittleren Fehler einer Beobachtungsreihe als Funktion der
GroBen A4 auszudriicken.

Es seien n Beobachtungen [, I,....1, gemacht worden. Ihre
Abweichungen vom arithmetischen Mittel @ sind die Fehler 2,
Ay.... 4, Daher bestehen die Gleichungen:

ly=a-1%,

L=a-+2
} o
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Ist anderseits der wahre Wert der Unbekannten u, so ist fiir

die wahren Febler z,, z,....%,:

L=u-+x ‘
lzzu—l—x,z} B € §2))

Nun ist das Quadrat des mittleren Fehlers nach (8):
. 2%

m- =

n

Quadriert und addiert man die Gleichungen (12), so kommt

man zu:
2x?=231*—2uZl | nu®

tut man dasselbe mit den Gleichungen (11), so liefert diese Operation:
=231 — 2421+ na®

da a das arithmetische Mittel der [ ist, geben diese zwei Gleichungen:

4 D=1+ n(a — u)*

durch Subtraktion der Gleichungen (12) von den entsprechenden

(11) erhilt man:
nle—u) =r—Zi=2%

weil 21=0 ist. Daher ist:
2:§x Zl°+ < :)2
n

m
n n
" Der Ausdruck (32)® besteht aus den Gliedern z,% ,° ... und
2z, %,, 22,7, ... Der Durchschnitt der letzteren Produkte muf aber

null sein, wenn fiir die wahren Fehler ein Fehlergesetz mit der Be-
dingung @ (+x)=¢(—=x) (s. § 122) besteht. Daher erhalten wir
schlieBlich:

. Zl" S Zl" m?

m? = + =

’)l'

23 .
m:i‘/n—l B ¢ £

Hieraus findet man den wahrscheinlichen Fehler nach (7):

l‘_’

und:

w=-=F06745

(14)

(Bessels Formel).
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§ 124. Fortsetzung und Beispiel.

367

Cavendish hat fiir die mittlere Dichte der Erde die folgenden

29 Werte erhalten:

Beobachtete Abweichungen
Werte vom Mittel 2
l 2

4-88 — 057 0-325
550 -+ 005 0-003
561 +016 0-026
507 — 038 0-122
526 — 019 0:036
555 -+ 010 0010
536 — 009 0-008
529 — 016 0-026
558 ~+ 013 0-017
565 ~+ 020 0-040
557 -+ 012 0-014
553 - 0-08 0006
562 -+ 017 0029
529 — 016 0-026
544 — 001 0-000
534 — 011 0-012
579 ~+ 034 0116
510 — 035 0122
517 — 028 0-079
'39 — 006 0-004
542 —0-03 0-001
547 -+ 002 0:000
563 -+ 0-18 0-033
584 — 011 0-012
546 -+ 001 0-000
530 — 015 0-023
575 -+ 0-80 0-090
568 -+ 023 0:053
585 -1 040 0160

Aus den Werten der ersten Kolonne folgt der Mittelwert
5'445; die zweite Kolonne enthilt die Abweichungen der Beobach-

tungen vom Mittelwert, also die Fehler Z.
als Rechnungskontrolle:

2i=0

Es ergibt sich zuné#chst

Um den mittleren Fehler einer Beobachtung zu bestimmen,
bildet man die GroBen A% die in der dritten Kolonne verzeichnet

stehen und berechnet:
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22®

n—1

m =

man erhilt:
m==-+0'222

Hingegen wire der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung:
w=06745m ==+ 0"149

Man wiinscht nun auch noch zu wissen, wie grofi der mittlere
Fehler in der Berechnung des arithmetischen Mittels ist. Hierzu
gelangt man in folgender Weise:

Gesetzt, es sei eine lineare Funktion L. von # beobachteten
Grogen I, I,...l, gegeben:

L=oaol, 4+ a,l,+...0,0,
Jede der GroBSen ! unterscheidet sich von ihrem wahren Werte
durch einen gewissen Fehler X, X,...X , soda8 auch L mit einem

M 13

gewissen Fehler x behaftet ist, ndmlich:
X= ay %y + (o Zy + DA + a,T,

Nun kann jede der Grofen x alle Werte haben, welche dem
Fehlergesetz ¢ (x) geniigen. Bildet man den Durchschnittswert der
Quadrate der z, also des Ausdrucks:

X?=qa2>4 a,’2,>+...a >
+ 2 (a, ap, 20 + @, aq2, 2+ .. )

so wird wegen der Bedingung:

¢@)=¢(—2)
der Mittelwert der Produkte a,a,x,2,... null sein; jener der Qua-
drate der z aber gibt die Quadrate der mittleren Fehler m der
GroBen !. Ebenso erhilt man als Durchschnittswert von X? das
Quadrat des mittleren Fehlers M von X. Daher ist:

M =a,*m® 4 a,*my* 4.~ a,*m ?
und:

M=-+Va’>m?+am>+...Fa*m?2. . . (1)

Es ist z. B. das Molekulargewicht von Titaniumehlorid (TiCl,)
188°545 mit einem mittleren Fehler von =+ 0°0092, das Atomgewicht
von Chlor 35179 mit einem mittleren Fehler von - 00048. Daher
ist das Atomgewicht von Titan:

188545 —4-35179=47-829
mit einem mittleren Fehler (nach (1)) von:

+70:0002% - 16-0:00482 = - 0-0213
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Sind im speziellen die GréBen I, I,...l, Beobachtungen der-
selben Grofe, so ist:
My =fy=...=1m
ist ferner L das arithmetische Mittel aller I, so hat man:
1

._-—_‘a?:__.:a =

" n

a;

und der mittlere Fehler M des arithmetischen Mittels:
m

In dem obigen Beispiele ist also der mittlere Fehler in der Be-
stimmung der Dichte der Erde:

0222
V29

so daB man fiir die Erddichte erhilt:
54510041

Hieraus ersieht man, daB die Genauigkeit des Resultates einer
Beobachtungsreihe nur mit der Quadratwurzel aus der Zahl der Be-
obachtungen wichst.

Wenn die Abweichungen 4 dasselbe Fehlergesetz wie die wahren
Fehler x befolgten, so konnte man den durchschnittlichen Fehler
der Funktion der 1 ebenso berechnen wie als Funktion der z und
erhielte:

2|
Vm . . . . . . - (3)

In unserem Beispiel ergibt dies:
d=0181

d—

Wie aus (2) und (4) in § 123 folgt, ist fiir unendlich viele Be-
obachtungen:

m? 7
ey = -—=1'b7
d? 2
In unserem Falle ist:
m?
F 1°51
Beispiele:

1. Man zeige, dafl der mittlere Fehler die Abszisse eines Wende-

punktes der Fehlerkurve darstellt (s. § 38, Beisp. 3).
Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik. 24
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2. Zu zeigen, dafl der mittlere Fehler M des Produkts zweier
GroBen [, I, sich aus den mittleren Fehlern m,, m, derselben durch
die Formel berechnet:

M=+ VZ;EEZ +1,%m,*

3. Die spezifische Wiarme von Zinn ist 0:0537 mit einem mitt-
leren Fehler von +0'0014, das Atomgewicht dieses Elements ist
118°150-+-00089. Man zeige, daB die Atomwirme von Zinn
638+ 01654 ist.

§ 125. Beobachtungen von ungleicher Genaunigkeit.

Wir haben bei unseren bisherigen Uberlegungen stets voraus-
gesetzt, daf alle Beobachtungen einer Grofie die gleiche Genauigkeit
besitzen. Dies ist jedoch tatsiichlich nicht immer der Fall: wenn
zwei Beobachter Messungen derselben GréBe vornehmen, oder wenn
ein und derselbe Beobachter zu verschiedenen Zeiten oder mit ver-
schiedenen Apparaten mift, so wird man nicht allen Messungen den-
selben Grad von Genauigkeit zuschreiben konnen. Man wird als
Maf der Genauigkeit den mittleren Fehler einer Beobachtung
oder einer Beobachtungsreihe wihlen kénnen. Haben wir beispiels-
weise zwei Beobachtungen /, und I, beztigl. mit den mittleren Fehlern
m, und m, gegeben, und ist:

i,

m, M
so werden wir die Beobachtung [/, fiir u4-mal genauer ansehen als
[, Wir konnen uns vorstellen, jede der beiden Beobachtungen [,
l, sei selbst schon ein Mittel aus mehreren Beobachtungen, aber die
genauere I, von einer groferen Zahl von Einzelwerten als ;. Nun
haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, daf die mittleren Fehler
der Resultate zweier Beobachtungsreihen sich cet. par. verkehrt ver-
halten wie die Quadratwurzeln aus den Zahlen der Beobachtungen
in beiden Reihen. Wir konnen also annehmen, daB I, das Mittel
von u®-mal so viel Beobachtungen ist als ;. Ist demnach [, das
Resultat einer Beobachtung, so ist I, das Mittel von u® Beobach-
tungen, und wir werden als Generalmittel der beiden ungleich
genauen Beobachtungen !, und /, den Ausdruck:

171:*‘ u2l,

14 p?
anzunehmen haben, wihrend bei gleicher Genaunigkeit das DMittel

L +1,
2

einfach wire. Setzen wir:
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so wird das Mittel:
L +gl,
149
Man nennt.g das Gewicht der Beobachtung [,; als Gewicht von
1, ist dabei willkiirlich { angenommen. Wie man sieht, verhalten
sich definitionsgem#fi die Gewichte zweier Beobachtungen verkebrt
wie die Quadrate der mittleren Fehler.
So z. B. sind 100 Teile Silber #quivalent mit:

495365+ 0°013 Teilen NH,Cl nach Pelouze

49523 -+0°0055 " . Marignae
49-5973 +0°0005 " . Stas (1867)
495992 + 0'00039 ,, ” » Stas (1882).

Das Mittel dieser Ergebnisse wird nach dem eben Erdérterten
gefunden, indem man jede Zahl mit ihrem Gewichte, d. h. mit dem
reziproken Quadrat ihres mittleren Fehlers, multipliziert, und die
Summe dieser Produkte durch die Summe der Gewichte dividiert.
Dies ergibt:

49'523 495973 495992

0°013° "L0-0055‘~’Jr 0:0005° T 0'00039*
1 1 1 1
0013 T 3:0055* T 0:0005° T 0:00089"

=49'5983

Den mittleren Fehler dieser Grofe kénnen wir nach der Regel
(1) des § 124 finden. Sind n#mlich g, g,...g, die Gewichte der
Beobachtungen 1, l,...1,, so ist deren Mittelwert gegeben durch:

Lo +be+-.-+La,
e o P M

daher der bei der Bildung dieses Mittelwertes begangene mittlere
Fehler:

_ Vml g’ +my g .. g7

[/ a7 S
wobei m,, m,...m, die mittleren Fehler der Beobachtungen I, ...l,
sind. Da nun die Quadrate der GroBen m den Gewichten verkehrt
proportioniert sind, so erhdlt man:

M

7R

Vit L+

B3
m, My m,

(1)
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Dies liefert in unserem Beispiele als mittleren Fehler des Mittel-

werts:
1

1 1 1
‘/0'0132 + 000552 + 0000392
M=+000031

Nicht immer ist jedoch wie in diesem Beispiel das Gewicht
einer Beobachtung durch Angabe des mittleren Fehlers direks
bestimmt. Vielmehr kommt es oft vor, da man einzelnen
Beobachtungen einer Reihe ein griferes oder kleineres Gewicht bei-
zulegen hat als anderen, weil sie einen anderen Grad der Genauig-
keit besitzen; es sind bei ihnen geéinderte Umstinde gewesen, unter
denen man beobachtet hat. Lassen sich diese Umstéinde verfolgen,
so 148t sich das Gewicht der betreffenden Beobachtungen angeben. Dies
ist jedoch nur selten der Fall. Insbesondere gibt es fast in jeder Be-
obachtungsreihe Werte, die vom Mittel abnormal stark abweichen,
ohne dafl der Grund fiir diese Abweichung offen lige. Es entsteht
die Frage, wann man das Recht hat, einer Beobachtung das Gewicht
null zuzuschreiben, d. h. sie ginzlich auszuschliefen. Diese Frage
exakt durch Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen zu beantworten, ist
bisher nicht gelungen. Es sind aber unter gewissen willkiirlichen
Voraussetzungen Kriterien angegeben worden, nach denen man ent-
scheiden kann, wann eine Beobachtung auszuschlieBen ist. Ein
solches ist das Kriterium von Chauvenet.

Nach dem GauBschen Fehlergesetz ist die Wahrscheinlichkeit,
daf ein Fehler dem absoluten Betrage nach grofier ist als eine ge-
wisse GroBe a, gegeben durch:

on [* 2 [”
W= et oy — ife“”‘”
j24

M=+

oder:

Vﬂ a ah
oder wenn wir den mittleren Fehler:
1
m=——
rV2
einfiihren: .
2
w= _fe—‘zdt
Vad,
my‘2__

Daher ist die Zahl der Fehler, die iiber a liegen, wenn die
Gesamtzahl der Fehler n betrigt:

0
=)
NnN—— e‘tzdt
Vad,
m\/z;
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Chauvenet nimmt nun an, daB ein Fehler von der Gréfe a
1
auszuscheiden ist, sobald die genannte Zahl kleiner als 0 ist. Die

Bedingung fiir die Ausscheidung einer Beobachtung -« ist also:

[¢ 8]
ni_fe‘“”’dtzl
V-n a 2

n \/2_

oder wenn man:

t
a 2
—=¢ und —:fe*‘%lt:@ ¢
m V2 Vn 0 ()
setzt:
2n—1
9 F
® o

Zu dem so berechneten Werte von O (f) findet man in Tafel IX
den zugehorigen Wert von ¢ und daher auch jenen von a=—=mtV2.
Die Tafel X gibt die Werte von ¢, die nach Chauvenets Kriterium
zu verschiedenen n gehoren.

Es seien z. B. bei einer Bestimmung des Atomgewichts von
Sauerstoff die folgenden Werte beobachtet worden: 1596, 19-81,
1595, 1595, 15°91, 15°88, 1591, 15°88, 1586, 16'01, 1596,
15°88, 15°93. Ist die verdéchtige Beobachtung 1981 auszuschliefen?
Das Mittel aller ist 16°22, daher die Abweichung des fraglichen
Werts a==3'59; der mittlere Fehler einer Beobachtung m ==1-078,
die Zahl aller n=13. Nach Chauvenets Kriterium ist daher:

25
O = 26— 0962
und aus Tafel IX ¢t=3'07, daher a==4'63 > 359, demnach wire
diese Beobachtung nicht auszuschliefen.

Beispiele:

1. Die mittleren Fehler von vier Reihen von Beobachtungen sind
beziiglich 1-2, 08, 0'9, 1'1; welche sind die relativen Gewichte der
Beobachtungen?

Antwort: 7:16:11:8

2. Rowland hat den folgenden Jouleschen Bestimmungen
des mechanischen Wiarmedquivalents die in Klammern beigesetzten
Gewichte zugesprochen: 442:8(0); 427'5(2); 426°8(10); 4287 (2);
4291 (1); 4280 (1); 4258 (2); 4280 (3); 427°1(8); 426°0 (5); 422°7(1);
426°3 (1). Man zeige, daf hieraus als Mittelwert 4269 folgt.
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3. Regnault hat fir die Dampfspannung des Wasserdampfes
bei 0° C in drei Versuchsreihen die folgenden Werte gefunden:

1. 454, 454, 452, 4'54, 452, 4'54, 4'52, 4°50, 4°50, 4'54.

II. 466, 467, 464, 462, 464, 466, 467, 466, 4'66.

III. 4'54, 454, 454, 458, 458, 457, 4.58.

Man zeige, daB hieraus als Generalmittel fiir die Dampfspannung
des Wasserdampfes 4'582 mit einem wahrscheinlichen Fehler von
0'0064 folgt.

4. Hat Rowland nach Chauvenets Kriterium die Zahl 442'8 in
Joules Beobachtungen (Beispiel 2) mit Recht ausgeschlossen?

§ 126. Relativer Fehler; Fehler von Funktionen direkt
beobachteter Grolen.

Die absolute Angabe der GroBe eines Fehlers sagt gar nichts
aus iber die Genauigkeit einer Messung; vielmehr kommt es stets
auf das Verh#ltnis der Grofe des Fehlers zu jener der gemessenen
Zahl an. Wenn wir z. B. angeben, daB ein Astronom einen Fehler
von 20000 Meilen bei der Messung der Distanz Erde-Sonne ge-
macht, ein Physiker hingegen einen solchen von —1%—1(7 Meilen bei
einer Wellenliingenmessung begangen habe, so geben diese Zahlen
gar keine Vorstellung von der Genauigkeit beider Messungen.

1
. 1000
GroBe, die zweite aber von der Gréfenordnung einer Wellenlinge
selbst ist, so sieht man, daB der Astronom viel genauer gemessen hat
als der Physiker. Man nennt das Verhiltnis des Fehlers f zu der

Erfahrt man aber, dafl die erste Zahl nur der zu messenden

gemessenen Grofle g, also die Zahlg den relativen Fehler der

Messung.

Es kommt nun héufig vor, daf es sich um die Bestimmung
einer GroBe handelt, welche nicht direkt gemessen wird, sondern
als Funktion einer oder mehrerer zu messenden GroBen erscheint;
es fragt sich, wie man in einem solchen Falle den Fehler der ab-
geleiteten Grofe aus den Fehlern der direkt gemessenen Grofen
berechnet. Es sei # Funktion der direkt bestimmbaren GroSen

x, Y Z.... w—r, y, ... )

Fehler dz, dy, dz.... in x, y, z.... verursachen einen Fehler
du in u, und zwar ist:

=gy L gy 2y

Y oy y oz l
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daher ist der relative Fehler bei der Bestimmung von u:
8f of 8f
du

du 4d —]—ayd +m-dz+

w

Man will beisplelswelse das Volum V einer Kugel durch
Messung ihres Durchmesser D erhalten. Bekanntlich ist:

Vz—é—Dgn
daher der relative Fehler in V:

ﬂ _3 dD

14 D

Jeder Fehler in der Messung von D bewirkt also einen drei-
mal so groBen Fehler in der Messung von V.

Man muB sich daber in solchen Fallen wohl iiberlegen, mit
welcher Genauigkeit die einzelnen Grofien zu messen sind, um eine
bestimmte Genauigkeit im SchluBresultat zu erzielen. Sehr oft ist
eine GroéBe viel genauer zu messen als eine andere, damit die
Fehler beider in derselben Weise auf das Resultat einwirken. Es
sei beispielsweise die Warmemenge ¢ zu bestimmen, die ein Strom
von der Stirke J Ampere in einem Leiter vom Widerstande W
Ohm wahrend ¢ Sekunden produziert. Nach dem Jouleschen Ge-

t ist:
setze is @ =024 J>Wtcal

Der Fehler bei der Bestimmung von @ ergibt sich aus den Fehlern

in J, W, t durch:

dQ dJ

Q + w +
d. h. ein Fehler in der Bestimmung von J bewirkt einen doppelt
so groBen Fehler in @ als der gleiche Fehler in W oder &. Man
mufB also in diesem Falle Stromstirken mit der doppelten Genauig-
keit messen als Widerstinde und Zeiten. Die folgenden Beispiele
werden diesen Punkt noch erlidutern.

Beispiele:

1. In einer Tangentenbussole ist die Stromstidrke J proportional
der Tangente des Ablenkungswinkels « der Nadel. Man zeige, daB

der relative Fehler in der Stromstirkemessung gegeben ist durch:
4 _ 5 4o
J sin2 ¢

und daher am kleinsten ist fiir «==45°.
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2. Die spezifische Warme s eines Korpers von der Masse m
wird nach der Mischungsmethode durch die Formel bestimmt:

__myc(T—1T,)
T m(T,—T)

in welcher m; die Masse, ¢ die spezifische Wiarme und 7T, die
Anfangstemperatur des verwendeten Wassers, T, die Anfangstempe-
ratur des Korpers und T die Ausgleichstemperatur bedeuten. Man
zeige, daB ein Fehler in der Ablesung von T, einen Fehler:

ds aT,

s  T—T,
he1v01br1ngt so daB z. B. fiir einen Temperaturanstieg T— T, = 10°
ein Fehler dT, —=01° schon einen Fehler von 1%, in del Be-
stimmung von s bewirkt. Man zeige ferner, daf ebenso:

ds aT,
s T,—T
und schlieBlich:
ds 4T ar
S r—n T

Aus dem letzten Ausdruck ersieht man, daf ein Fehler in der
Bestimmung von T das Resultat am stdrksten beeinflufBt.

3. Man weise nach, dafi der relative Fehler einer Widerstands-
messung nach der Wheatstoneschen Methode am Kkleinsten ist,
wenn der gesuchte und der Vergleichswiderstand nahe gleich sind,
wenn man also in der Nithe der Mitte des Briickendrahtes miBt.

§ 127, BedingteiBeobachtungen.

Es kommt oft vor, daB die Kesultate von Beobachtungen noch
einer oder mehreren BedmgungsO*Ielchungen zu geniigen haben.
Hat man z. B. die drei Winkel &ines ebenen Dreiecks beobacltet,
so muB ihre Summe notwendig 180° betragen. Dabei ist es selbst-
verstindlich, daf stets weniger Bedingungsgleichungen als be-
obachtete GroBen vorhanden sein miissen, weil sonst diese durch
jene schon vollkommen bestimmt wiren. Da nun die Beobachtungen
mit Fehlern behaftet sind, werden sie die geforderten Bedin-
gungen im allgemeinen nicht erfiillen, und sie miissen erst so aus-
geglichen werden, daf dies der Fall ist.

Sind die Beobachtungen I,, I,, I, .... gegeben, und sind sie
resp. mit den Fehlern 4,, 4,, 4,.... behaftet, miissen sie ferner
beispielsweise eine Bedingungsgleichung erfiillen, so liefert diese
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ohne weiteres eine Gleichung fiir  die Fehler 4. Es soll z. B. die
Summe aller Beobachtungen gleich einer GroBe k sein; so ist:

G2+ 44+ .. =k
Dagegen wird die Summe aller Beobachtungen ! gleich einer
etwas verschiedenen Grofe k, sein. Hieraus erhidlt man:

At .. =k—Fk

Haben nun alle n Beobachtungen gleiches Gewicht, so ist es am
plausibelsten, die 2 so zu bestimmen, daB:
_k—k
T on

Es habe z. B. die Analyse einer Substanz die folgenden Werte
ergeben: 37-2 °/; Kohlenstotf, 44'1°/, Wasserstoff, 194 %/, Stick-
stoff. Die Summe dieser drei Zahlen sollte 100 ergeben; sie
gibt aber 100°7. Daraus folgt fiir die Fehler 1 die Gleichung:

A4, 4+ A,=07
Wenn wir also allen drei Zahlen dasselbe Gewicht zuschreiben,
so ist:

b=y =l = ...

07
3

Wir korrigieren nun jede Zahl wm diesen Betrag und erhalten:
3697°, C, 4386°/, H, 19:17°/, N, welche Zahlen nunmehr die Be-
dingung erfillen.

l1=}‘~2=’1:$:

Beispiel :
Die drei Winkel eines ebenen Dreiecks sind gemessen zu
«=36°25'47", f==90°36'28", y =52°57'57". Man zeige, dal
die nach der Bedingungsgleichung:.

¢~ f+y=180°

ausgeglichenen Beobachtungen betrigen:
a==36°25'43" f=190°85'24" y=52°57"53"

§ 128. Die Methode der kleinsten Quadrate.

Nijcht immer erhilt man eine gawiinschte Grofe durch direkte
Messung. Vielmehr sind hiufig die zu ermittelnden GréSen durch
Gleichungen mit denen verbunden, welche die direkte Messung
liefert. Nun liefert jede Messung eine solche Gleichung, und wir
erhalten daher so viele Gleichungen, als Mefiresultate vorlisgen,
also im allgemeinen mehr, als zur Bestimmung der gesuchten Grofien
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notig sind. Es fragt sich, wie man diese aus einem derartigen
Gleichungssystem bestimmt. Wir haben schon in § 76 erwihnt,
daB dies nach der von Gaull gegebenen ,Methode der kleinsten
Quadrate“ geschieht. Dieses Prinzip besagt: Die Unbekannten
sind so zu wihlen, daf die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum
wird.

Wir wollen hier keine Begriindung des Gesetzes geben. Es
ist jedoch leicht zu zeigen, daB unter Annahme des GauBschen
Feblergesetzes (§ 122) die wirklich beobachteten Werte zugleich
die wahrscheinlichsten werden, wenn man die Summe der Fehler-
quadrate zu einem Minimum macht. Es ist pimlich die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB ein Fehler die Gréfie A hat, proportional
@(A)=ke=¥  Sind also = Beobachtungen mit den Fehlern
Ay Ay .... 4, und den PrizisionsmaBen k,, k,....%, gemacht worden,
so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Eintreffen dieser
n unabhingigen Ereignisse proportional:

PU) PR ... (1) = ke Bh I ot )

Wenn die wirklich gemachten Fehler zugleich die wahrschein-
lichsten sein sollen, so ist dieser Ausdruck zu einem Maximum zu
machen. Es soll also:

e— 222+ R+ i 2 ) — Maximum
oder:
B2+ R0+ B4, = Minimum

werden. Nun ist die GréSe & dem mittleren Fehler der Beobachtung
verkehrt, also der Quadratwurzel aus dem Gewichte g der Be-
obachtung direkt proportional. Es soll also:

2'gA? = Minimum
sein. Haben alle Beobachtungen dasselbe Gewicht, so reduziert
sich diese Bedingung auf:
2'2? = Minimum
TFiir eine einzige Unbekannte x ergibt dies ohne weiteres das

arithmetische Mittel aller Beobachtungen !. In der Tat ist in
dem Falle:

h=x—1, A=z—I,....4, —x—1,
(x—1)2 4 (—0L)Y+.... 4+ (x—1,)"= Minimum

@—L) +@E—1) ... @—1)=0
x__:ll_{_l?—}_';""—*—ln

n

daher:

oder:
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Nunmehr wollen wir voraussetzen, daB mehrere unbekannte
Grofen x, y, 2z durch eine lineare Gleichung mit der wirklich ge-
messenen Grofie zusammenhéingen. Ist I, der Wert einer Beobach-
tung, 4, der Fehler, so sei:

L+t =az+by+tez
Die Koeffizienten a,, b,, ¢, mogen ebenfalls fiir jede Beobachtung
gesondert gegeben sein. Man erhilt dann so viele solcher Gleichungen,
als Messungen gemacht werden; nehmen wir beispielweise an, es

seien vier Messungen gemacht worden. Wir erhalten dann das
folgende Gleichungssystem:,

hy=—lL+ar+bytecz
l,=—l—§—c¢,x—l—by—{—c,, ] (1)
hy=—1I; fa,x 4 by 4 c,2 J o

}. :—Z Fax4-by + ¢,z

Nun gibt die Methode der kleinsten Quadrate jenes Wertsystem
der z, y, z als das diesen Gleichungen am besten entsprechende
an, das die Summe der Quadrate der 4 zu einem Minimum macht.
Es <oll also:

a ‘ZMa ?_*79‘7 2y
oy CB)={ (z;g)waz(zz )=—0

sein, oder:

ok, |, ol
)“15:;—’—'1-2 87:7«: l >ax + 4 ax
01, |, ok
R 38J+;. ; —0

04, 82
by 2 l
}1 —{— + 3 az + 4 az
Wir filhren aus (1) die Werte der partiellen Differential-
quotienten ein und erhalten:
Aa, 4 lya, +Asa, +2,a,=0
Ao, 42,0, A0, 2,0, =0
Ao+ ey + A0 26, =0
SchlieBlich setzen wir noch aus (1) die Werte der GroBen 1
selbst ein und bentitzen die folgenden Abkiirzungen:

a® 4 a,® -+ a;* + o =[aa], analog [bb] und [cc]
terner a, b, - ayb, + a,b; + a, b, =[ab], analog [ac], [bc] usw. So
erhalten wir:
[aale 4 [adly + [ac]z == [al] }

[abJe | by 4 [bele— o 1]
[ac]z+[bely +[ce)z =c{]

(2)
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Die drei Gleichungen (2), die sogenannten Normalgleichungen,
stellen die Losung der Aufgabe dar, da sie die GréBen z, y, z voll-
stindig und eindeutig bestimmen. '

Um die Gleichungen (2) nach den Unbekannten aufzulosen,
hat GauB folgendes Verfahren angegeben: Man berechnet zunichst
aus der ersten Gleichung:

_ [ab] _[ac]z [al]
= [aa]y [aa) +[aa] SRR

und substituiert in die zweite und dritte Gleichung. Hierbei fiilhren
wir die folgenden Abkiirzungen ein:

[bb-1]—[b3] _ﬁ‘% [ad]

Lo

=

rm
:]s:
PR~

—

[be-1]= [be] —

—

ac

[ka)

[ce 1] =[ecc] —

[ac]
] (1]
[el]- 1] = [el] — 2% [a1]

aa

—
RN R
ISE

e

[b1-1]= [b]] —

[l e R

Man erhilt so:
[(bb-1]y +[be-1]z=[bl-1]
[be-1]y+[cc-1]z=[cl-1]
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt:

[be-1] [bi-1]
o1 T o]

(4)

Man setzt diesen Wert in die zweite Gleichung und fiihrt die
Abkiirzungen:

[ec-2]=[ce- 1]—%%% [be-1]

[be-1]
[bb-1]

[cl-2]

ein. Demnach wird:

I

[cl-1]— [bi-1]

[cc-2]z=]cl- 2]
und:
[el-2]
=c—— . . . . . . . (b
? [cc-2] (5)
Die Gleichungen (8), (4), (5) stellen die Losungen des Systems
(2) dar.
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- Es 1aBt sich zeigen, daf die Gewichte der so gefundenen
Groflen x, y, z gegeben sind durch:

. __[bb-1] _ [ac][bb-1]
ge=lee2] Gy =[ooq) 9o (ol ob) — [be) [be]
Als Beispiel wihlen wir die Gleichung:
z-t+ay=>

in der die GroBien a, b direkt beobachtet sind; und zwar sei ge-

funden worden:
b=3-5, 5.7, 8-2, 10-3
=0, 88, 182, 274
Es ergeben sich die Normalgleichungen:
[1-1]e 4 [1-aly=[1-}]
[1-a]z+[a-a]y=[a-b]
oder da:
[1-1]==4, [l-a]=0>544, [1-b]=27-7, [aa]=115944
’ [ab] =4816-2
lauten die Normalgleichungen:
dx -} 544y =27-7
544z -} 115944y =—4816-2

_[ab-1]

" [aa-1]

[1-4a] [1-b]
= ——[1~1]y+“77

[1-1]

[ab-1]=[ab] ——E—ﬁ [1-b]=1049

Ferner ist:

wobei:

[aa-1])==[aa] _d [1-a]=41960

so daB schlieBlich:

i —

Ol QO =

1-1]
y=0025
r=35248

Beispiele:
1. GauB hat in der , Theoria motus corporum coelestium“ das
folgende Beispiel gegeben:
z—y-+22=38
3z 2y —5z=5

4zt y4z=21
—z-+3y+37=14
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Man zeige, daB:

x=2'470 y==3'551 z2=—1'916
ist.
2. Nach Clairaut ist die Linge ! eines Sekundenpendels unter

der Breite f:
l=1,4 asin®p

wobei die Konstanten [, ¢ durch die folgenden Beobachtungen zu
bestimmen sind:

p==0% 18%°27', 48°24', 58°15', 67%'
1=9'990564, 0991150, 0993867, 0994589, 0995325

Es ist zu zeigen, daB hieraus die Clairautsche Gleichung sich
in der Form ergibt:

I==0990555 + 0005679 sin? §



XTII. Abschnitt.

Sammlung von Formeln und Tabellen.

A. Einige arithmetische Formeln.

I. Reihen.

Das nte Glied einer arithmetischen Reihe ist:
a,=a,-+-e—1d. . . . . . (1)
wenn «, das erste Glied, d die Differenz bedeutet.

Die Summe der ersten = Glieder einer arithmetischen Reihe

lautet:
—1
8, ==nd, n—(nz—)d N )]

n

Das nte Glied einer geometrischen Reihe ist:
a,=a,¢" . . . . . . . (3
q ist der konstante Faktor, a, das erste Glied. Die Summe
der ersten n Glieder einer geometrischen Reihe ist:

i )

n

II. Permutationen, Kombinationen, Variationen.

Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen ist:
1-2.3- ... n—2(n—1)n,=an! . . . (5)
befinden sich unter den = Elementep p gleiche der einen, g gleiche

einer zweiten Art usf., so ist die Anzahl der moglichen Permuta-
tionen:

N

Die Anzahl der Kombinationen mter Klasse ohne Wiederholung,
welche n verschiedene Elemente liefern, ist:
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m!

Die Anzahl der Kombinationen mter Klasse mit Wiederholungen:

net D@42 afn—1 g

m!

Die Anzahl aller Variationen:
nfn—1)®—2)....(0—m4+1) . . . (9)

Die Anzahl aller moglichen Verbindungen von = verschiedenen
Elementen zu Gruppen von m Elementen ist:

S ¢ (0))

B. Einige Malformeln.

I. Lingen.

R bedeutet Radius des umschriebenen Kreises, resp. bei Kérpern
- der umschriebenen Kugel, r Radius des eingeschriebenen Kreises
und der entsprechenden Kugel.

abc: abce
JR_4_f 4Vs(s—a)(s—Db) (s—c) M

l R ‘/(,s, —a)(s—1b) (s—¢) (@)

a, b, ¢ = Seitenlingen, a + b 4 ¢=2s; f= Flicheninhalt.

Dreieck:

rR=%v2 . . . . . . ... 0
Quadrat: J i
l r=y - (4)
[B=7v2 (5)
Tetraeder: 1 0
| r=vs (6)
R=<V3 ()
Hexaeder: [ z
l r=y (8)
R=,V2 ©)
Oktaeder: [ 2
| r=2v6 (10)
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Lange des Kreisbogens zum Zentriwinkel o«f:

Linge der Sehne zu diesem Bogen:

. a
s=rsing ... (12)

I1. Flicheninhalte.
Rhombus:

%- Produkt der Diagonalen . . . . (13)

Trapez: A
(a4 0) R (14)

a, b = nicht parallele Seiten, & = Hohe.
Dreieck:

-;— - Grundlinie>Héhe . . . . . (15)
S:él:c}?;z? J% absiny . . . . . . . . . (16)
Trigonometrie. (Vs (s—a) (s —b) (s—¢) . . . . (17)

Sphérisches Dreieck:

(@a+p+y—n)r®. .o
(e, B, y sind die Winkel in Bogengraden. Vid. C:1.)
Regelm. Polygon:

(18)

1, (180°>
4nacot . R ¢ £

n==Anzahl der Seiten, a = Seitenlinge.

Kreis:
oo . . . . . L L (20
Kreisring:
r-+rmb . . . . . . . (21)
b==Breite des Ringes.
Kreissektor:
Bogen ><r 8 7T
— =rieges - - - - - (22)
a == zugehoriger Zentriwinkel.
Kreissegment:

2
a) Sektor ——%sina N 1))

wenn ¢ < 180°
Mellor-Wogrinz, Héhere Mathematik. 25
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b) Sektor % sin (860°— @) .
wenn o > 180°

Ellipse: b

a und b sind die Achsen.
I11. Oberflachen.

Mantelfliche von Zylinder und Prisma:

Umfang der Grundfliache >< Seite

A Mantelfliche von Pyramide und Kegel:
z g’ ; Umfang der Grundfliche X< Seite . (27)
Oberfliche der Kugel:
A 4vin .. (28)
Oberfliche der Kalotte BB' A4 (Fig. 103):
=2rah . . (29)
— (@) . (30)
R4 —=s%a (31)
Fig. 103.
PA=h BP=p AB=s OB=r
IV. Volumina.
Prisma und Zylinder:
Grundfliche > Hohe (32)
Pyramide und Kegel:
1
3 Grundfliche >< Hohe . (33)
Regelmifiges Polyeder:
1
3 Oberfliche >< Radius der eingeschr. Kugel (34)
Kugel:
3 3. (35)
Kugelsektor O BAB' (Fig. 103):
3 r*ha (36)
Kugelsegment BAB' (Fig. 103):
1 o
3 BBr—h)a. (37)

(24)

(25)

(26)
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Rotationsellipsoid :
N )
bei Rotation um b
b)%azfzn. 39
bei Rotation um a
Ovaloid:

%abcn. T C-10)]

C. Ebene Trigonometrie.

I. Bei den theoretischen Betrachtungen der Mathematik ver-
steht man unter = in den Funktionen sinz, cosz, usw. nicht einen
Winkel in Graden, Minuten und Sekunden, sondern das Verhiltnis
des dem Zentriwinkel ¢ entsprechenden Kreisbogens zum Halb-
messer; nimmt man dann den Halbmesser gleich der Einheit an,
so ist # die Léinge des entsprechenden Kreisbhogens.

Dem Winkel:

o =360°

entspricht im Kreis mit dem Radius 1 der Umfang:

r=2x
einem Winkel:
a=1°
eine Bogenlinge:
27T 001745329
360 180 FOET

also einem Winkel von ¢ Graden eine Bogenlinge:

T —x-001745329 .. ..

=180
. bﬂ%:sinPOM g:tanP()M zg ﬂzQuadnmf
OOTZ=OOSPOM %%: cot POM |
—%:secPOM

oM
UP cosgc POM

(Vid. Fig. 104.)
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I11. Vorzeichen und Wertgrenzen der goniometrischen Funktionen:

Quadrant| sinx | cosxz | tanx | cotx ' sec & | cosecx

o e o N T B B

+ — — — —_—
IL. 100 1/ 00w o 1/|1w
oL 01 1 0 0 0 |0 0 1 ©o |0 1
Iv. 10/01]/0 0! 0wl /o 1]|1oew

Numerische Werte von sinz, cosz und tanz fiir einige be-
stimmte Winkel:

a= 09 oder 360°| 300 450 600 900 | 180° | 2700
F.2 T P12 4 3

S R T e T O T A
1

sina 0 — L_ ﬁ 1 0 1
2 V2 2

cos T 1 V—3 —1—_. i O |—1| O
2 Ve 2

tan x 0 ! 1 | V3| o 0 ®
V3 | '

Sind keine Tabellen zur Hand, so miissen die numerischen
Werte der goniometrischen Funktionen fiir andere Werte von «
bezw. x durch Reihenentwicklung (vid. § 66) ermittelt werden.

V. (180°— @) heiBt der Supplementwinkel von «; es ist:

sin (180° — o) =sin « bzw. sin(z—2x)=sinz
cos (180 — g¢)=—cosa ,, cos(m—ax)=—cosz
tan (180° — ¢) = —tane tan (m — )= —tanz
VI. (90°— &) heiBt der Komplementwinkel von «; es ist:
sin (90°— &) =rcose¢ bzw. sin <1 — ) = CcosZ
0 : i
cos (90° — @) =sina ,, cos |5 —a) = = sinz
tan (90° —a)=cote ,  tan <g x> cot z
JT

—)

tan x

cot(90°—¢)=taneo cot <

!\'JI
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VIL. Die Winkel (90° 4 «) und (180° - ¢):

a) sin(90°+ ¢)=rcos«

cos (90°+ ¢) =—sine
b) sin(180°4 )= —sine
cos (180° 4 ¢) =—cos «

¢) Aligemein gilt:
sin(2nn+x)=-sinz
sin[@n41)mt-a]=Tsinz
tan(2nw-t2)=-4tanz
tan[(2n+ 1)+ 2] =+ tanz

tan (90° 4- ¢) = — cot &
cot (90° 4 a)=—tan«
tan (180° + a) =tan «
cot (180% 4 ) = cot e

cos (2nm+a)=+1cosx
cos[(2n+1)a+ta]=—-cosx
cot (2 n+x)=+cotx
cot[2n—+1)a+a]=+Fcotx

389

VIII. Negative Winkel:
0>z>—7

sin(—z)=—sinz  cos(—ax)=cosz tan(—z)=—tanx
IX. Grenzwerte:
: 1 sinac:l tanx=1
x x
z=0 z=0
X. Weitere Relationen:
sin®x -} cos?z =1 . (1)
o 9
ST = osecx @)
sinz= V1 —cos®z . (3)
tan x
sing=—_—-—— . (4:)
V1-}tan’z
x x
inz=2sin= cos— . 5
sinz=2sin cos 5 (5)
sin 2z ==2sinz cosx (6)

x 1—-cosz
in —= e P 4
g =)/ (

)

sin(x+y)=sinzcosy+coszsiny . . . (8)
1

sinx+siny:?sin—;—(x—i—y)cosg(x—y) .9
1 1

sinx—siny=2cos§(x—{~ y)sin—2—(x—y) . (10)

. ,
sinz +4-siny tan o @+9) (11)

. _— . — 1
sinx siny tan E (x _ y)



890 Sammlung von Formeln und Tabellen.

cosx=VY1—sinz .
1
COS & == ——
secx
1
COSx=:
V1 tan’z

o & . 2z
eos = cos*— —sin —
2 2

cos 2 x = cos?x —sin%z

x 1 cosx
=]

cos (x+y)=cosxzcosy | sinzsiny .

1

cosx—l—cosy:2cos§(x—|—y)cos%(x——y)

1
cosx——cosyz—2sin§(x—{—y)sin~;—(x—y)

1,
tf
cosz + cosy-__co 2kx+yz

cosT— cos Yy

ta l’m )

sinz sin x

tan r — =

cosz V1 —sin’z
2 tanx

1 —tan’z

tan z _‘/l—cosx
2V 14-cosz’
tanz +tany

tan (@ hy) =1 s tany

tan 2x =

tan’z + 1 =sec’z .

cosx CoS &
cotx — =

sinz  V1— coslz
cot’z —1
2 cotx

z 1 ST
cot_=‘/jﬂ
2 1—cosx

cotzecoty -1
cotz+coty

cot2x =

cot(z+y)=

cot®’z -+ 1 == cosee’x

(12)
(13)

(14)

(15)
(16)
(17)
(18)
(19)

(20)

(21)

(22)
(28)
(24)
(25)

(27)
(28)
(29)

(30)
(31)
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XI. Relationen im rechtwinkligen Dreieck (Fig. 105). -Es gelten

folgende Sitze: . . c
b= asinf c=uasiny
b=uacosy c=acosfi @
b==ctanf c=btany
b=ccoty c=Dbcotfp A4 z 8
Flicheninhalt f: . ) Fig. 105.
¢ o
= =3V @—)
2 2
b2
= 2
2 tan g (32)
:%51112/3‘ N € )!
X1I. Relationen im gleichschenkligen Dreieck (Fig. 106):
a=2bhcosf
h="0sinpg
f:%tanﬁ A )
b2 :
f=ésin2f)’ R 1))
, .
(.
z
7 3
4
5z 7 c
Fig. 106. Fig. 107.
XIII. Relationen im Dreieck tiberhaupt (Fig. 107):
Sinus-Satz: a:b:c=sing:sinf:siny . . . . (36)

Carnotscher Lehrsatz oder Cosinus-Satz:
a? =0+ c¢>—2bccosa \
bV?=aqa%+ c*—2accosf N 1)
c'zzb‘z—}—a?—2a,bcosyI
Halbwinkel-Funktionen:.

a+b+te
2
gmzﬁl/s—b”s"“c) . (38)
cosg-—— ﬂs%_@ o G:1:))]
—b) (s— A
tan i; = (LW:(E 3 o (40)
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p

Die Funktionen von B und y

erhilt man durch zyklische Ver-

2
tauschung auf der rechten Seite; ferner ist:
o r B r y v
tan - = tan - = tan — = 1
3 s—a Yg s—0Db n2 s—¢ (41)

wenn r der Radius des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises ist:
NB.: T:‘/(s—a) (s—s— b) (s —¢)

Mollweidesche Gleichungen:

b cos%(cz——ﬂ)

¢ sinl (42)
B) 4
o1 !
e—y 0T "
c cos~1— y :
2 ! usw.

Der Tangenten-Satz:

(a—]—b):(a——b)ztan—;—(a-{—ﬂ):tan%(«x——ﬁ) . (44)

usw.
Der Flicheninhalt f:
ab ac .,  be .
=5 siny —?smﬂ—— 5 sine .. (45)

D. Sphirische Trigonometrie.

1. ABC (Fig. 108) sei ein bei 4 recht-
winkeliges sphirisches Dreieck; der Mittel-
punkt der zugehorigen Kugel ist 0. a heiBie
die Hypotenuse, und der ihr gegeniiber-

A liegende Winkel a; b nennen wir die eine
Kathete, den gegeniiberliegenden Winkel S,
\/ und ¢ die andere Kathete — gegeniiber-
0 i 5 liegender Winkel y. Es bestehen folgende
Fig. 108. Beziehungen: :
eosa=cosbeosc . . . . . . (1)
{cosa:—cotﬂcoty S )

{sinb=sinasinﬁ sinc=sinasiny . . (3)

3

tanb = tan a cos y tanc=tanacosf . . (4)
tan b =sin ctan f tanc==sinbtany . . (5)
cos f=-cosbsiny cosy==coscsinf . . (6)
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Fihrt man statt der Katheten b und ¢ dereh Komplemente b’
und ¢ ein, so gelten folgende Formeln:

cosa==sind'sinc . . . . . . (7)
cosb’ ==sinasing . . . . . . (8
cosb’'=cotc'coty . . . . . . (9)
cot¢ =tanagcosf . . . . . . (10)
cotd’=cosb'tany . . . . . . (11)
II. Relationen im schiefwinkeligen sphamsehen Dreieck (Fig. 109).
Sinus-Satz: c

sina:sinb:sinc=sina:sinf:siny (12)
Cosinus-Satz fiir eine Seite:

% a
cosa==cosbeosc-}sinbsincecosee (13)
usw.
Cosinus-Satz fiir einen Winkel: 2 2
cosg==—cos B cosy -}-sin fsinycosa (14) Y]
usw. Fig. 109.
Halbwinkel-Sétze:
’ .« sin (s — b) sin (s —¢)
== A ¢ )
Sy ‘/ sin b sin ¢ (15)
o smssm(e—a)
— == 16
€085 sin b sin ¢ (16)
tan & — sin (.s — b) sin (s —¢) (17)
2 sin s sin (s — a)
usw.
Halbseiten-Satze:
sin 2=/ S50 %08 (0— a) .. . (18)
2 sin 8 sin y
g_‘/cos(a—ﬁ)cos(o——y) (19)
2 sin § sin p D
a —cos ¢ cos (6 —a)
tan % — 20
g cos (60— ) cos (6—7) (20)
B.:at+f4y=20
GauBsche Gleichunven
1
sin — (a -+ p)cos ; =cos 5 (a —b) cos % .o (21)
1
sing(a—ﬁ) sin% *smg(a-—b) cosg (22)
1 c 1 y
= 2 —cos— in £ 23
cos2(a—[—/3)0052 cos2(a—}—b)sm2 (23)
1 c 1 Y
= («— p)sin  =sin z 24
cos 5 (e — B) sin g =sing (a -+ D) sin 3 (29)

usw.
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Nepersche Gleichungen:
1
cos o (a—p)

Ctans(adb)—— 2 tan . .. (25)
2 1
cosE(tx—f—ﬁ)
1
. sing(tx—ﬁ)
tané—(a_b):—l——tang ... (26)
Sing(lx‘f‘ﬁ)
1
1 cos—2—(a——b) .
tan s (@ f)=——" cotL . . . (27)
2 1 2
cosg(aﬁ—b)
1 siné(a—b) .
tan - (¢—pf)= ——————cot . . . (28)
2 .1 2
sm§(a+b)
usw.
Flacheninhalt: .
=rig —— S 21
f=rm =5 (29)

e=a-+ B+ y—180°, der sogenannte sphirische ExzeS8.

Fir denselben ergibt sich im rechtwinkeligen Dreieck:

, e b c
tang =tantan_. . . . . . (30)

und im schiefwinkeligen:

e s 1 1 1 \
i Ztan— (s — (s — (s — 1
tan ‘/tan 5 tang (s — a) tan 5 (s— 1) tan 5 (s—ec) (81)

E. Gegenseitige Beziehungen der hyperbolischen Funktionen.
(Vid. § 80, S. 238.) '

1

cosx:coshm:—g(e—“‘—i— ey . . . )

. 1 . 1
smz=75mh =g (ez—e—2) . . (2)

t
cos® - ¢sinx = cosh ¢z +sinhwr=e¢* . . (3)
cosx—sinxz==coshx— sinhx=¢—** . . (4)
coshz = cos ( tsinhez=sinx . . . (5)
tanhz =sinha/cosh2z  cothz ==coshz/sinh x} ()

cosechx=1/sinhz  sechx=1/cosha '
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coshQ==1; sinh0=0; tanh0=0. . . (7)

inh h
limxzosmx L —1; limxzo@xg@zl; limz_ogi—&ﬂl (8)
sinh(—a)=-—sinhx; cosh(—=z)==cosha; tanh(—x)==—tanhz (9)
sinh (z +y)=sinhz - coshy +coshz-sinhy . . (10)
cosh (x +y)=coshz - coshy+sinhz-sinhy . . (11)

tanh z -+ tanh y

tanh (z+y) = = ' N ¢ 1
anh (@+9) 1+tanhz-tanhy (12)

cosh (z - ty) = coshx - cosh ty - sinh - sinh sy 13

. =cosha-cosy -+ tsinhz-siny J (13)
sinh (x 4 ¢y) =sinh« - cosh ¢y - coshx - sinh ¢y )

==sinhx-cosy -} ccoshx-siny } (14)

1

sinh« -+ sinh y = 2 sinh g (x—+y)- cosh % —y). (1)
1 1

sinhz —sinhy =2 coshg(x—{— ¥)-sinh 5 (x—y). (18)
1 1

coshx 4 coshy = 2cosh = (x+y) ~cosh o (x—y). (A7)

coshx — coshy = 2 sinh = (x 4y .sinh = (x —y). (18)

sinh 2 2 = 2 sinh « - cosh # = 2 tanh /(1 — tanh?® x) . (19)
cosh 2z = cosh®r -} sinh?z . . . (20)

=1-} 2sinh?x =2 cosh?zx—1 (21) -
== (1 tanh%z)/(1 —tanh®z) . (22)

o1 .ol .
coshm—{—-l——-—2cosh-—2—x; coshx——l:‘Zsmh‘Ex (23)

1 ‘
tanh =z = sinh z/(1 + cosh ) |

(24)

==(cosha — 1)/sinh «)
cosh®z —sinh?z=1 . . . . . (25)
1 — tanh®x =sech®x; coth®x — 1 =-cosech®z . (26)
cosha=1/V(1 —tanh%z); sinhz = tanh2/V(1 — tanhz) (27)
sinh 8#=3sinhaz -+ 4sinh®2z . . . . (28)
cosh3xz=4cosh®z— 3coshz . . . . (29)

(coshz +sinh2)* = coshna +-sinhaz . . . (30)
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F. Tabellen der numerischen Werte einiger wichtiger
Funktionen.

Tabelle I. Numerische Werte der Gamma-Funktion.
(Vid. § 58 Seite 156.)

log.f e2x"dx - 10, oder log. I'(n)-+ 10
0 .

von n=1 bis n=2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1-00 97497 | 95001 | 92512 | 90030 | 87555 | 85087 | 82627 | 80173 | 77727
1-01 |9-9975287 | 72855 | 70430 | 68011 | 65600 | 63196 | 60798 | 58408 | 56025 | 53648
1-02 51279 | 48916 | 46561 | 44212 | 41870 | 39535 | 37207 | 84886 | 32572 | 30265
1-03 27964 | 25671 | 23384 | 21104 | 18831 | 16564 | 14305 | 12052 | 09806 | 07567
1-04 05334 | 03108 | 00889 | 98677 | 96471 | 94273 | 92080 | 89895 | 87716 | 85544
1-05 |9-9883379 | 81220 | 79068 | 76922 | 74783 | 72651 | 70525 | 68406 | 66294 | 64188
1-06 62089 | 59996 | 57910 | 55830 | 53757 | 51690 | 49630 | 47577 | 45530 | 43489
1-07 41455 | 39428 | 37407 | 35392 | 33384 | 31382 | 29387 | 27398 | 25415 | 23440
1-08 21469 | 19506 | 17549 | 15599 | 13655 | 11717 | 09785 | 07860 | 05941 | 04029
1-09 02123 | 00223 | 98329 | 96442 | 94561 | 92686 | 90818 | 88956 | 87100 | 85250
1-10 19-9783407 | 81570 | 79738 | 77914 | 76095 | 74283 | 72476 | 70676 | 68882 | 67095
1-11 65313 | 63538 | 61768 | 60005 | 58248 | 56497 | 54753 | 53014 | 51281 | 49555
1-12 47834 | 46120 | 44411 | 42709 | 41013 | 39323 | 37638 | 85960 | 34288 | 32622
1113 30962 | 29308 | 27659 | 26017 | 24381 | 22751 | 21126 | 19508 | 17896 | 16289
1-14 14689 | 13094 | 11505 | 09922 | 08345 | 06774 | 05209 | 03650 | 02096 | 00549
1-1519-9699007 | 97471 | 95941 | 94417 | 92898 | 91386 | 89879 | 88378 | 86883 | 85393
1-16 83910 | 82432 | 80960 | 79493 | 78033 | 76578 | 75129 | 73686 | 72248 | 70816
117 69390 | 67969 | 66554 | 65145 | 63742 | 62344 | 60952 | 59566 | 58185 | 56810
1-18 55440 | 54076 | 52718 | 51366 | 50019 | 48677 | 47341 | 46011 | 44687 | 43368
119 42054 | 40746 | 39444 | 38147 | 36856 | 35570 | 34290 | 33016 | 31747 | 30483
1-20 [9-9629225 | 27973 | 26725 | 25484 | 24248123017 | 21792 | 20573 | 19358 | 18150
1-21 16946 | 15748 | 14556 | 13369 | 12188 | 11011 | 09841 | 08675 | 07515 | 06361
1-22 05212 | 04068 | 02930 | 01796 | 00669 | 99546 | 98430 | 97318 | 96212 | 95111
1-23| . 594015 | 92925 | 91840 | 90760 | 89685 | 88616 | 87553 | 86494 | 85441 | 84393
1-24 83350 | 82313 | 81280 | 80253 | 79232 | 78215 | 77204 | 76198 | 75197 | 74201
125 19-9573211 | 72226 | 71246 | 70271 | 69301 { 68337 | 67377 | 66423 | 65474 | 64530
1-26 63592 | 62658 | 61730 | 60806 | 59888 | 58975 | 58067 | 57165 | 56267 | 55374
1-27 54487 | 53604 | 52727 | 51855 | 50988 | 50126 | 49268 | 48416 | 47570 | 46728
1-28 45891 | 45059 | 44232 | 43410 | 42593 | 41782 | 40975 | 40173 | 39376 | 38585
1-29 87798 | 37016 | 36239 | 35467 | 84700 | 33938 | 33181 | 32429 | 31682 | 30940
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Tabelle I. — Fortsetzung.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1-30 199530203 | 29470 | 28743 | 28021 | 27303 | 26590 | 25883 | 25180 | 24482 | 23789
1-31 23100 | 22417 | 21789 | 21065 | 20896 | 19732 | 19073 | 18419 | 17770 | 17125
1-32 16485 | 15850 | 15220 | 14595 | 13975 | 13359 | 12748 | 12142 | 11541 | 10944
1-33 10353 | 09766 | 09184 | 08606 | 08034 | 07466 | 06903 | 06344 | 05791 | 05242
1-34 04698 | 04158 | 03624 | 03094 | 02568 | 02048 | 01532 | 01021 | 00514 | 00012
1-35[9-9499515 | 99023 | 98535 | 98052 | 97573 ] 97100 | 96630 | 96166 | 95706 | 95251
1-36 94800 | 94355 | 93913 | 93477 | 93044 | 92617 | 92194 | 91776 | 91362 | 90953
1-37 90549 | 90149 } 89754 | 89363 | 88977 | 88595 | 88218 | 87846 | 87478 | 87115
1-38 86756 | 86402 | 86052 | 85707 | 85366 | 85030 | 84698 | 84371 | 84049 | 83731
1-39 83417 | 83108 | 82803 | 82503 | 82208 | 81916 | 81630 | 81348 | 81070 | 80797
140 |9-9480528 | 80263 | 80003 | 79748 | 79497 | 79250 | 79008 | 78770 | 78537 | 78308
1-41 78084 | 77864 | 77648 | 77437 | 77230 | 77027 | 76829 | 76636 | 76446 | 76261
1-42 76081 | 75905 | 756733 | 75565 | 75402 | 75243 | 75089 | 74939 | 74793 | 74652
1-43 74515 | 74382 | 74254 | 74130 | 74010 | 73894 | 73783 | 73676 | 73574 | 73475
144 73382 | 73292 | 73207 | 73125 | 73049 | 72976 | 72908 | 72844 | 72784 | 72728
145 [9-9472677 | 72630 | 72587 | 72549 | 72514 | 72484 | 72459 | 72437 | 72419 | 72406
1-46 72397 | 72393 | 72392 | 72396 | 72404 § 72416 | 72432 | 72452 | 72477 | 72506
1-47 72539 | 72576 | 72617 | 72662 | 72712 | 72766 | 72824 | 72886 | 72952 | 73022
148 73097 | 78175 | 73258 | 73345 | 73436 1 73531 | 73630 | 78734 | 78841 | 73953
149 74068 | 74188 | 74312 | 74440 | 74572 | 74708 | 74848 | 74992 | 75141 | 75293
1-50 [9-9475449 | 75610 | 75774 | 75943 | 76116 | 76292 | 76473 | 76658 | 76847 | 77040
1-51 77237 | 77438 | 77642 | 77851 | 78064 | 78281 | 78502 | 78727 | 78956 | 79189
1-52 79426 | 79667 | 79912 | 80161 | 80414 | 80671 | 80932 | 81196 | 81465 | 81738
1-53 82015 | 82295 | 82580 | 82868°| 83161 | 83457 | 83758 | 84062 | 84370 | 84682
1-54 84998 | 85318 | 85642 | 85970 | 86302 | 86638 | 86977 | 87321 | 87668 | 88019
1-55 19-9488374 | 88733 | 89096 | 89463 | 89834 | 90208 | 90587 | 90969 | 91355 | 91745
1-56 92139 | 92537 | 92938 | 93344 | 93753 | 94166 | 94583 | 95004 | 95429 | 95857
1-57 96289 | 56725 1 97165 | 97609 | 98056 | 98508 | 98963 | 99422 | 99885 | 00351
158 500822 {01296 | 01774 | 02255 | 02741 } 03230 | 03728 | 04220 | 04720 | 05225
1-59 05733 | 06245 | 06760 | 07280 | 07803 | 08330 | 08860 | 09395 | 09933 | 10475
160 }]9-9511020 | 11569 | 12122 | 12679 | 13240 | 13804 | 14372 | 14943 | 15519 | 16098
1-61 16680 | 17267 | 17857 | 18451 | 19048 § 19649 | 20254 | 20862 | 21475 | 22091
1:62 22710 | 23333 | 23960 | 24591 | 25225 | 25863 | 26504 | 27149 | 27798 | 28451
1-63 29107 | 29766 | 30430 | 31097 | 31767 | 32442 | 33120 | 33801 | 34486 | 35175
1-64 35867 | 36563 | 37263 | 37966 | 38673 | 39383 | 40097 | 40815 | 41536 | 42260
165 [9-9542989 | 43721 | 44456 | 45195 | 45938 | 46684 | 47434 | 48187 | 48944 | 49704
1-66 50468 | 51236 | 52007 | 52782 | 53560 | 54342 | 55127 | 55916 | 56708 | 57504
1-67 58303 | 59106 | 59913 | 60723 | 61536 | 62353 | 63174 | 63998 | 64825 | 65656
1-68 66491 | 67:329 | 68170 | 69015 | 69864 ] 70716 | 71571 | 72430 | 73298 | 74159
169 75028 | 75901 | 76777 | 77657 | 78540 | 79427 | 80317 | 81211 | 82108 | 83008
170 [9-9583912 | 84820 | 85731 | 86645 | 87563 | 88484 | 89409 | 90337 | 91268 | 92208
171 93141 | 94083 | 95028 { 95977 | 96929 | 97884 | 98843 | 99805 | 00771 | 01740
1721 602712 | 03688 | 04667 | 05650 | 06636 | 07625 | 08618 | 09614 | 10613 | 11616
1-78 12622 | 13632 | 14645 | 15661 | 16681 | 17704 | 18730 | 19760 | 20793 | 21830
174 22689 | 23912 | 24959 | 26009 | 27062 | 28118 | 29173 | 30241 31308 | 32377
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" 1 | 2| s 4|5 | 6| 7|8 | 9
1-7519-9633451 | 34527 | 35607 | 36690 | 37776 | 38866 | 39959 41055 42155 | 43258
1-76 44364 | 45473 | 46586 | 47702 | 48821 | 49944 | 51070 | 52200 | 53331 | 54467
1-77 55606 | 56749 | 57894 | 59043 | 60195 | 61350 | 62509 | 63671 | 64836 | 66004
1-78 67176 | 68351 | 69529 ) 70710 | 71895 | 73082 | 74274 | 75468 | 76665 | 77866
1-79 79070 | 80277 | 81488 1 82701 | 83918 | 85138 | 86361 | 87588 | 88818 | 90051
1:80 [9-9691287 | 92526 | 93768 | 95014 | 96263 | 97515 | 98770 | 00029 | 01291 | 02555
1-81] 703823 | 05095 | 06369 | 07646 | 08927 | 10211 | 11498 | 12788 | 14082 | 15378
1-82 16678 | 17981 | 19287 | 20596 | 21908 | 23224 | 24542 | 25864 | 27189 | 28517
1-83 29848 | 31182 | 32520 | 33860 | 35204 | 36551 | 37900 | 39254 | 40610 | 41969
1-84 43331 | 44697 | 46065 | 47437 | 48812} 50190 | 51571 | 52955 | 54342 | 55733
1-85 [9-9757126 | 58522 | 59922 | 61325 | 62730 | 64139 | 65551 | 66966 68384 69805
1-86 712380 | 72657 | 74087 [ 75521 | 76957 | 78397 | 79839 | 81285 | 82734 | 84186
1-87 85640 | 87098 | 88559 | 90023 | 91490 | 92960 | 94433 : 95910 | 97389 | 98871
1-88 800356 | 01844 | 03335 | 04830 | 06327 | 07827 | 09331 | 10837 | 12346 | 13859
1-89 15374 | 16893 | 18414 19939 21466 | 22996 | 24530 | 26066 | 27606 | 29148
1-90 19-9830693 | 32242 | 33793 [ 35348 | 36905 | 38465 | 40028 | 41595 | 43164 | 44736
191 46311 | 47890 | 49471 | 51055 | 52642 | 54232 | 55825 | 57421 | 59020 | 60621
1-92 62226 | 63834 | 65445 | 67058 | 68675 | 70294 | 71917 | 78542 | 75170 | 76802
1-93 78436 | 80073 | 81713 | 83356 | 85002 | 86651 | 83302 | 89957 9161419“32’53
1-94 94938 | 96605 | 98274 | 99946 | 01621 | 03299 | 04980 | 06663 | 08350 | 10039
195 [9-9911732 | 13427 | 15125 | 16826 | 18530 | 20237 | 21947 | 23659 | 25375 | 27093
1-96 28815 | 30539 | 32266 | 33995 | 35728 | 37464 | 39202 | 40943 | 42688 | 44435
1-97 46185 | 47937 | 49693 | 51451 | 53213 | 54977 | 56744 | 58513 | 60286 | 62062
1-98 63840 | 65621 | 67405 | 69192 | 70982 | 72774 | 74570 | 76368 . 78169 | 79972
1-99 81779 | 83588 | 85401 | 87216 | 89034 | 90854 | 92678 | 94504 ' 96333 | 98165

Tabelle II. Numerische Werte des hyperbolischen Sinus.
1
_— eﬂz‘_ —Z .
=
(Vid. § 78 Seite 235.)

x| 0 12 3 | 4 5 6 | 7 8 9
00 0'0000.? 0'0100% 00200 0‘0300% 0-0400 0'0500! 0'0600! 0'0701! 0'08011 00901
0-1 0-1002 0'1102i 0-1203; 0-1304; 0-1405| 0-1506 01607} 0-1708| 0-1810, 0-1911
09 0-2013° 0-2115 0-2218| 0-2320' 0-2428f 0-2526| 0-2629| 0-2733, 0-2837/ 0-2941
03 03045 03150, 0-3255 0-3360! 0-3466| 0-3572| 0-3678 0-3785| 0-3892 0-4000
04 04108 04216 04325 04434 0-4543| 0-4653, 0-4764| 04875/ 0-4986 0-5098

1 ; } |
0-5] 0-5211'. 0-5324: 0'5438| 0-5552| 0-5666] 0-5782; 0-5897| 0-6014| 0:6131| 0-6248
06] 0-6367| 0:6485] 0:6605! 0-6725| 0:6846] 06967 0-7090] 0-7213| 0-7336| 0-7461
071 0-7586; 0-7712° 0-7838| 0-7966] 0-8094] 0-8223! 0-8353| 0-8484| 0-8615 0-8748
0-8) 0-8381, 09015 0-91501 0-9286 0-9423| 0-9561: 0-9700; 0-9840) 0-9981' 1-0122
09 1'0265i 1:0409° 1-0554; 1-0700| 1-0847| 1-0995 1-1144| 1-12941 11446 11598
! I i i
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399

4

5

6

0] 1-1752
‘1] 1-3356
4 1-5095
1-6984
1-9043

21293
2:3756
2:6456
2-9422
3-2682

3:6269
40219
44571
49370
54662

3
4

5

g

7

8

9

0

1

2

3

4

5 6:0502
6| 6:6947
7| 74063
8l 81919
9] 90596
0
1
9
3
4
5
8
7
8
9

B CDCOOZONCY  CHOHOHCHTY  IOIOIOIOLY IO RY IO LD D

-0[27-290
4-1130-162
4-2133-336
4-2136-843
4-440-719

4-5145-003
4-6|49-737
4:7154-969
4-860-751
4-9j67-141

5 112-369

1-1907
1-3524
1:5276
17182
1-9259

2-1529
2-4015
2:6740
2:9734
3:3025

3-6647
4:0635
4:5030
59876
5:5221

6-1118
67628
7-4814
82749
9-1512

10119
11-188

13:674
15116

16709
18'470
20415
22-564
24-939

27-564
30465
33671
37214
41-129

45455
50-237
55'522
61362
67-816

11-301

1-2063
1-3693
1-5460
1-7381
1-9477

. 21768
2-4276
2:7027
3-:0049
3:3372

3-7028
41056
45494
50387
55785

6-1741
6-8315
75572
83586
9-2437

10-221

12-494
13-812
15-268

16-877
18655
20-620
22-791
25190

27-842
30772
34-009
37588
41-542

45912
50742
56-080
61-979
68-498

1-2220
1-3863
1-5645
17583
1-9697

2:2008

2-4540

27817
3-0367
3-3792

37414

4:1480
45962

50903
56354

6-2369
6-9009
7-6338
84432
9-3371

10-324
11415
12620
13951
15422

17-047
18-843
20-828
23:020
25444

28122
31-081
34351
37°966
41960

46-374
51-252
56643
62:601
69-186

1-2379
1-4035
1-5831
1:7786
1-9919

2:2251
24806
2-7609,
3-0689;
3-4075

3-7803
4:1909
4-6434
514295
56929

6-2004]
69709
77112
85287
9:4315)

11-429
11-530
12747
14092
15577

17-219
19-083
21087
23252
125700
98:404
31:393
34697
/38347
142382

46840
51-767
57-213
63231

1-2539
1-4208
1-6019
1-7991
20143

2-2496
2:5075
2:7904
3-1013
34432

3:8196
42342
46912
51951
57510

6-3645
7.0417
7-7894
8:6150
9:5268

11-534
12-647
12-876
14234
15734

17-392
19-224
21-249
23486
25958

28690
31-709
35°046
38-733
42808

47°311
52288
57°788
63-866
70-584

69-882

1-2700
14382
1-6209
18198
2-0369

22743
2:5346
2-8202
3-1340
34792

3:8593
42779
47394
52483
58097

6-4293
71132
7-8683
87021
9-6231

11-640
12:764
13-006
14-377
15-893

17-567
19-418
21-463
23-722
26-219

28-979
32:028
35-398
39-122
43238

47787
52-813
58:369
64-508
71-293

1-2862
1-4558
1-6400
1-8406
20597

2:2993
2:5620
2:8503
3-1671
3:5156

3-8993
43221
47880
53020
5-8689

64946
7-1854
7-9480
87902
97203

11-748
12-883
13-1387
14-522
16053

17744
119613
21-679
23-961
26483

29-270
32:350
35754
139515
143673

48267
53344
58955
65'157
72:010

i
i

1-3025
1-47385
1-6593
1-8617
2:0827

2:3245
2:5896
2:8806
3-2005
3:5523

3-9398
4-3666
48372
53562
59288

65607
7-2583
80285
88791
9:8185

11-856
12003
13-269
14668
16214

17-923
19-811
21-897
24202
26749

29-564
32675
36-113
39913
44112

48752
53-880
59'548
65812
72'734

1-3190
1-4914
1-6788
1-8829
21059

2:3499
2:6175
29112
3-2341
3:5894

3-9806
44117
48868
54109
59892

66274
7-3319
81098
8-9689
9:9177

11-966
12124
13-403
14-816
16:378

118103
120-010
22-117
24:445
127-018

129862
138:004
136476
|40-314
144-555

49-242
54:422
160-147
66473
178465



400 Sammlung von Formeln und Tabellen.

Tabelle III. Numerische Werte des hyperbolischen Cosinus.
% (e= 4 e—=).

(Vid. § 78 Seite 235.)

8
[==]

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1-0000| 1-0001| 1-0002| 1.0005| 1-0008| 1-0013| 1-:0018| 1-0025| 1-0082| 1-0041
1-0050| 1-0061| 1-0072; 1-0085| 1-0098} 1-0113| 1-0128} 1-0145| 1-0162| 1-0181
1-0201| 1-0221| 0-0243| 1-0266| 1-0289] 1-0314| 1-0340{ 1-0367| 1-0395| 1-0423
1:0453| 1-0484; 0°0516|. 1-0549] 1-0584] 1-0619] 10655/ 1-0692| 1-0731} 1-0770
1-0811| 1-0852| 0-0895{ 1-0939 1'098ﬂ 1-1030( 1-1077| 1-1125{ 1-1174| 1-1225

1-1276] 1-1329| 1-1383| 1-1438| 1-1494) 1-1551| 1-1609| 1-1669| 1-1730| 1:1792
1-1855| 1-1919| 1-1984} 1-2051| 1-2119] 1-2188| 1-2258| 1-2330| 1-2402| 1-2476
1-2552| 1-2628| 1-2706] 1-2785| 1-2865} 1-2947| 1-:3030| 1-3114| 1-3199| 1-3286
1-3374) 1-3464| 13555 1-3647| 1-3740] 1-3835| 1-3932| 1-4029] 1-4128| 1:4229
1-4331| 1-4434| 1-4539| 1-4645| 1°4753| 1'4862| 1-4973} 1-5085| 1-5199| 1'5314

1-5431) 1-5549| 1-5669| 1-5790| 1-5913] 1-6038| 1-6164| 1'6292| 1-6421| 1:6552
1:6685| 1-6820| 1-6956| 1-7093| 1-7233] 1-7374| 1-7517| 1-7662| 1-7808| 1:7956
1-8107| 1-8258| 1-8412| 1-8568| 1-8725| 1-8884| 1-9045| 1-9208| 1-9373| 1-9540
1-9709, 1-9880| 20053 2-0228} 2:0404] 2-0583] 2:0764| 2:0947| 2:1132| 2:1320
2:1509| 2:1700| 2:1894) 2-2090] 2-2288} 22488} 2-2691| 2-2896| 2:3103| 2-3312

HERER Q0000 90000
AONOHS ©-IDor WeodmD

2:3524| 2:3738] 2:3955| 2-4174] 2-4395] 24619 2-4845) 2:5073| 2:5305| 2-5538
2:5775| 2:6013| 2:6255| 2:6499| 2-6746) 2:6995| 2:7247| 2:7502 2-7760| 2-8020
2:8283| 2-8549] 2-:8818} 2:9090| 2-9364f 2:9642| 2:9922| 3-0206| 3-0492| 3-0782
3:1075| 3:1371| 3-1669| 3-1972| 3-2277| 3-2585| 3-2897| 3:3212| 3-3530| 3-3852
3-4177| 3:4506| 3-4838| 3-5173| 35512 3-5855| 3-6201| 3:6551| 3:6904| 3-7261

3-7622| 3-7987| 3:8355| 3-8727| 3-9103| 3-9483| 3-9867| 40255 4:0647| 41043
4-1443| 41847 4:2256| 4-2668| 43085 4:3507| 4:3932| 44362| 4:4797| 45236
4:5679| 4'6127| 4:6580| 4-7037| 47499 47966 48437 4:8914| 49395| 4-9881
50872 5:0868| 51370| 51876 52388] 52905 53427| 5:83954| 54487 55026
5:5569| 51619 56674 57235 57801f 58373 58951| 59535 6:0125| 6:0721

6-1323| 6-1931| 6-2545| 6'3166| 6:3793} 6-4426| 6:5066| 6'5712| 6:6365| 6:7024
6-7690| 6'8363| 6-9043) 6-9729) 7-0428| 7-1128| 7-1831| 7-2546| 7-3268| 7-3998
7-4735| 7-56479 7-6231| 7-6990| 7-7758 7-8533| 7-9186| 8:0106] 8:0905| 8:1712
8-2527) 8:3351| 8'4182| 8:5022| 85871| 8:6728| 87594| 8:8469| 893521 90244
9'1146{ 9-2056| 9-2976| 9-3905| 9-4844] 9-5791| 9-6749| 97716/ 9-8693| 9-9680

-0]10-068 |10-168 [10-270 110-373 10476 |10-581 {10-687 [10-794 [10-902 [11-011
U11-121 112-233 111-345 (11459 (11-574 11689 (11-806 (11925 12044 {12-165
-2[12-287 |13-410 |12-534 [12-660 |12-786 §12:915.|13-044 |13-175 (13307 |18-440
-813:5675 (14711 |13-848 [13-987 (14127 [14269 (14412 |14556 {14:702 |14'850
14999 115149 115301 [15455 (15610 [15766 [15924 (16084 (16245 {16-408

16573 (16°739 116:907 |17-077 |17-248 117421 {17596 (17-772 |17-951 [18-131
"6[18-313 |18-497 |18-682 18'870 [19-059 [19-250 |19-444 [19-639 {19-836 (20035
20236 (20439 |20-644 |20-852 |21-061 |21-272 [21-486 [21-702 |21'919 |22:139
22-362 |22-586 [22-813 |23:042 (23-273 [23'507 |23:743 |23'982 |24:222 (24-466
924711 (24959 (25210 (25463 (25719 [25°977 |26-238 |26°502 |26:768 |27-087

COUS OO oI NODOIDY DONNDDON  HE
OO HUL BN ORI DUT R ONHO O =15




Tabellen der numerischen Werte einiger wichtiger Funktionen.

Tabelle ITT. — Fortsetzung.

401

2 | s

R
oRo ol N rivi) M=o

27-308
30-178
33351
36857
40-732

45014
49747
54:978
60-759
67-149

27-582
30482
33-686
37-227
41-141

45466
50-247
55531
61-370
67-823

Tabelle 1V.

27:860 | 28139
30788 | 31097
34024 | 34366
37601 | 37979
41554 | 41972

45923 | 46:385
50752 | 51-262
56-089 | 56652
61-987 | 62:609

68:505 i 69-193

28422
31-409
34-711
38:360
42-393

46851
51-777
57-221
63239
69-889

28-707
31-725
35-060
38746
42-819

47-321
52-297
57:796
63-874
70°591

06745‘/ 1
n—1

(Vid. § 123 Seite 366.)

28996
82-044
35412
39-135
43250

47797
52:823
58377
64:516
71-300

29-287
32-365
85768
39528
43684

48277
53:354
58964
65164
72-017

29-581
32:691
36127
39:925
44-123

48762
53-890
59556
65819
72741

Numerische Werte des Faktors:

29-878
33019
36-490
40-326
44:566

49-252
54-431
60155
66:481

178472

0615
Va—1

[R]

3

o

Qe

O 00 =3 O WUt OO

02248

1547

1252
‘1080

0-0964
0878
‘0812
0759
0715

02133
1508
1231
-1066

00954 |
0871 |
0806 |
0754 |

06745 | 04769
‘2029 | 1947
‘1472 | -1488
‘12111 1192
1053 | -1041

0-0944 1 0-0935
‘0864 | 0857
0800 | 0795
0749 . -0745

1 0-3894
| 1871
| 1406

1174
. -1029

0-0926
-0850
0789
0740

0711, 0707 -0703| -0699

Mellor-Wogrinz, Hohere Mathematik.

03372
-1803
1877
1157
1017

00918

‘0843 |

0784
0736
0696

0-3016
"1742
1349
1140
-1005

0-0909
-0837
0778
07381
0692

0-2754
‘1686
-1323
‘1124
0994

0-0901
0830
0773
0727
‘0688

0-2549
1636
-1298
1109
‘0984

0-0893
‘0824
‘0768
0723
‘0685

26

02385
1590
1275
1094
0974

0-0886
-0818
0763
0719
0681
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Tabelle V. Numerische Werte des Faktors:
06745
Va1
(Vid. § 124 Seite 369.)
_ 065
Vn(n—1)
n
0 1 e | s | 4 5 6 | 7 | 8 | 9
.0 04769 | 02754 | 0-1947 ] 0-1508 | 0-1281 | 0-1041 | 0-0901 | 0-0795
110071100643 | -0587| ‘0540 -0500] -0465| -0435| -0409| -0386| -0365
2] ‘0346 | -0329: -0314| -0300| -0287] -0275; ‘0265 -0255| -0245] -0237
3| 0229, -0221| -0214| -0208| -0201]| -0196| -0190| 0185 | -0180! -0175
4§ 0171} ‘0167 ! -0163| 0159 -0155| ‘0152 -0148| -0145| 0142 -0139
510°0136 }0-0184 | 00131 {0-0128 | 00126 ] 0-0124 ; 0-0122 { 00119 | 0-0117 ; 0-0115
6| -0113! -0111| -0110| -0108{ -0106] -0105| -0108| -0101| -0100| -0098
71 0097 -0096| -0094| -0093{ -0092| -0091] -0089| -0088, -0087; -0086
8| -0085| -0084 -0083| -0082| -0081| -0080| -0080( -0079| -0077| -0076
9l -0075! -0074| 00731 -0073| -0072] -0071| ‘0070, -0069| -0069' -0068
Tabelle VI. Numerische Werte des Faktors:
08458 -=——
yn(n—1)
(Vid. § 124 Seite 369.)
08458
Y
nwiyl. . _ _
0 1 ¢+ 2 3 4 5 6 7 ‘ 8 9
|
0 0-5978 1 0-3451 | 0:244010-1890 : 01543 1 01304 001130 0:0996
1]100891 00806 0786| 0677 0627} 0583 0546 0513 -0483 . -0457
2] 0434 -0412| -0393; -0376| -0860| 0345} -0832| -0319: ‘0307 | 0297
31 0287 | 0277 -0268: ‘0260 ‘0252 0245 0238 | 0232 ‘0225 0220
41 -0214} -0209: 0204 -0199| -0194] -0190: -0186 l 0182 0178 0174
5100171 | 00167 | 0:0164 | 0-0161 { 0:0158 | 0-0155 | 00152 | 0-0150 ; 00147 | 0-0145
6| -0142| -0140| -0137| -0135| -0133} -0131 J‘ ‘0129 -0127. -0125] -0123
71 -0122( -0120{ -0118( -0117! -0115| -0113| -0112}! -0110 . 0109 ¢ 0108
8] -0106| -0105| -0104| -0102;, -0101} -0100; 0099 -0098: -0097! -0096
9| 0095t -0093| -0092 ; ‘0091 | -0090| -0089 F ‘0089 ‘ ‘0088 . -0087: -0086
{ B
\ | ‘ ‘




Tabellen der numerischen Werte einiger wichtiger Funktionen. 403
Tabelie VII. Numerische Werte des Faktors:
06458 ——
11‘/;{:3
_ 08458
nYn—1
n i ‘
0 12 3 4 5 6 7 8 . 9
0 0-4227)0:1993 | 0-1220 ; 0-0845 | 0-0630 | 0:0493 | 0-0399 | 0-0332
1100282 | 00243 | 0212} -0188| -0167| 0151 -0136| -0124| -0114| ‘0105
2] -0097| -0090| -0084| -0078| -0073] -0069| -0065| -0061| -0058| -0055
31 0052 ] 0050 | -0047} 0045 00431 -0041| -0040| -0038| -00387| -0035
41 -0034| -0033| -0031| -0030| -0029| -0028 -0027| -0027! -0026| -0025
5100024 | 00023 | 0:0023 | 0-0022 | 0-0022 | 0-0021 | 0:0020 | 0:0020 | 0-0019 | 0-0019
6] 0018 -0018| -0017| -0017| -0017| -0016| 0016 | -0016| -0015| -0015
71 0015 -0014} -0014! -0014; -0013| -0013| -0013| -0012| -0012| -0012
8| -0012} -0012| -0011| -0011| -0011| -0011| -0011| -0010| -0010| -0010
9| -0010| -0010| -0010| -0009| -0009| -0009| -0009| -0009| -0009| -0009
Tabelle VIII. Numerische Werte des Integrals:
2 (" .
== | e "% d (ha)
Va ),
(Vid. § 123 Seite 364.)
P
hel -
0 1 2 3 ! 4 5 6 | 7 8 9
|
0-0§ 0-0000 | 0-0113 | 00226 | 00338 | 00451 } 00564 | 0-0676 | 0-0789 0'0901;0'1013
01 -1125| -1236| 1348 | 1459 | -1569| -1680| -1790| -1900| -2009| 2118
0-2] 2227 | -2335| 2443 2550 | -2657) ‘2763 | -2869| -2974| -3079! -3183
0-3] -3286| -3389| -3491| -3593 -3694| 3794, -3893| -3992| -4090| -4187
04| 4284 -4380| -4475| 4569 | '4662| -4755| -4847| -4937| -5027! ‘5117
0-5] 0-5205 | 0°5292 | 05879 | 0-5465 | 0-5549 | 0-5633 | 0°5716 | 0-5798 | 0-5879 | 0°5959
06] -6039| -6117| -6194| '6270| -6346| ‘6420 '6494| 6566 -6638' -6708
07} 6778 | -6847| -6914| 6981 | -7047| -7112| -7175| -7238| ‘7300, 7361
0-8] ‘7421 -7480| -7588| -7595| -7651| -7707| -7761| -7814| -7867| 7918
09 '7969| 8019 -8068| -8116| -8163| 8209 | ‘8254 | -8299) -8342 -8385

26*
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Tabelle VIII. — Fortsetzung.
P
hx
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1-0] 04-827 | 0-8468 | 0-8508 | 0-8548 | 08586 | 0-8624 | 0-8661 | 08698 | 0-8733 | 0-8768
1-1] -8302| -8835, -8868| ‘8900 | -8931| -8961| -8991} -9020| -9048| -9076
1-2) -9108| -9130| -9155| -9181| -9205| -9229| -9252 -9275| -9297| -9319
1-3] 9340 -9361| 9381 -9400| -9419| -9438| -9456| 9473 | 9490 | ‘9507
14 9523 | -9539| -9554| 9569 | -9583| 9597 -9611, -9724| -9637| ‘9649
15/ 0°9661 | 0°9673 | 0°9684 | 09695 | 0:9706 | 09716 | 0-9726 ] 0-9736 | 0:9745 | 0-9755
1-6| 9763 ‘9772 | -9780| -9788| -9796| -9804 | -9811| -9818| -9825| -9832
1-7] -9838! -9844 | -9850| -9856| -9861| -9867| -9872 -9877 '9882[ -9886
18] -9891| -9895| -9899| -9903| -9907| -9911| -9915| -9918| -9922 @ -9925
19] -9928| 9931 -9934| -9937| -9939| ‘9942 -9944| -9947 -9949 -9951
2:0{ 0-9953 | 0-9955 | 0-9957 | 0-9959" 0-9961 | 09963 | 0°9964 | 0-9966 | 0-9967 : 0°9969
2:1) 9970 -9972| -9973| -9974| -9975] 9976 | -9977| -9979 -9980, -9980
2:2] 9981 | -9982| -9983| 9984 -9985] ‘9985, -9986| -9987| -9987| -9988
2-3] 9989 -9989| -9990 | -9990| -9991| -9991] -9992| -9992| -9992, -9993
2:4f 9993 | -9993| -9994 | .9994| -9994| 9995 -9995| 9995, -9995| -9996
2:5]0:9996 | 0-9996 | 0-9996 | 0:9997 | 0-:9997 | 0-9997 | 0-9997 | 0-9997 | 0-9998 ' 0-9998
2.6] -9998 -9998| -9998| -9998 | -9998{ -9998 | -9998| -9998 | -9998| 9999
, ‘ |
o | 1-:0000 ) |
| !
Tabelle IX. Numerische Werte des Integrals:
¢
2 2
P= *J‘ e~ dt
Ve,
(Vid. § 125 Seite 373.)
P
¢ # T E— —
N [ Ts
00 00054 | 00108 | 00161 | 00215 | 0:0269 | 0:0323 ! 00377 1 0:0430 | 0°0484
01100538 | 0591 | -0645' -0699, -0752] -0806 | 0859 ; -0913: -0966 | -1020
02| -1073} -1126| 11801 -1233| -1286| ‘1339 -1392| -1445: -1498| -1551
03] 1603 | ‘1656 | -1709| -1761| -1814| -1866| 1918} -1971: -2023| -2075
04| -2127| -2179| 2280 -2282! -2334] -2385| -2436' -2488! -2589 | -2590
0-5]0-2641 | 02691 | 0-2742 | 0-2793 | 0'2843 0'2893{0'2944;'0'29941'0'3043 03093
0-6f -3143| -3192| -3242| 3291 | -3340| -3389 | -3438| -3487| -3535| 3583
071 -3632| -3680| 3728 | -'3775| -3823| 3870 -3918| -3965; 4012 -4059
0-8f ~4105| -4152| 4198 4244 | -4290] ‘4336 | 4381 ! 4427 -4472| 4517
09] 4562 -4606| 4651 -4695| -4739| ‘4783 | 4327 i‘ 4860 | 49141 4957




Tabellen der numerischen Werte einiger wichtiger Funktionen. 405

Tabelle IX. — Fortsetzung.

P

0-5000 | 0-5043 | 05085 | 0°5128 | 0-5170 | 0-5212 | 05254 | 0-5295 | 0-5337 | 0°5378
5419 | 5460 | -5500 | -5540| -5581| -5620 | -5660| -5700| 5739 | ‘5778
5817 | 5856 | 5894 | ‘5932 ‘5970 ‘6008 ‘6046 | ‘6083 | -6120; ‘6157
‘6194 | 6231 | -6267| 6303 | 6339} ‘6375 6410 -6445| -6480| ‘6515
.8550 | 6584 | ‘6618 | -6652| ‘6686 ‘6719 ‘6753 ‘6786, -6818| ‘6851

06883 | 0°6915 | 0-6947 | 0°6979 | 0°7011 | 07042 | 0-7073 | 0-7104 | 0-7134 | 0-7165
7195 7225 ‘7255 | 7284 | -7313| ‘7342 -7371| ‘7400 | -7428 | 7457
7485 | ‘7512 ‘7540 | 7567 | ‘7594 -7621| -7648| -7675| ‘7701 | 7727
‘7753 | 7778 ‘7804 | -7829| ‘7854 -7879| -7904 -7928| -7952| ‘7976
‘8000 | -8023| -8047, -8070| -8093| -8116| -8138| -8161. ‘8183 -3205

0-8227 | 08248 { 0-8270 | 08291 | 08312 | 08332 | 0-8353 | 0-8373 | 0-8394 | 08414
‘8433 | 8453 | -8473| -8492| -8511| ‘8530 | 8549 ‘8567 | -8585| -8604
‘8622 | 8639 | ‘8657 | -8674| ‘8692 -8709| -8726| -8742| -8759| -8775
‘87921 -8808| -8824| -8340| -8855| -8870| ‘8880 ‘8901 | -8916| -8930
‘8945 | 8960 -8974| -8988| -9002f ‘9016 9029 | 9043 : -9056| -9069

0-9082 | 0-9095 | 0-9108 | 0-9121 | 0°9133 | 09146 | 0-9158 { 0-9170 | 0-9182 | 0-9193
9205 -9217| -9228| -9239, -9250| -9261| -9272| -9283| -9293| ‘9304
9314 | -9324| ‘9334 | -9244 | ‘9354 ‘9364 ‘9373 | 93831 -9392| -9401
‘9410 | 9419 -9428| -9437| ‘9446 9454 | ‘9463 | 9471 | -9479| -9487
‘9495 | 9508 | -9511| -9519| ‘9526 ‘9534 | ‘9541 9548 | -9556| -9563

09570 | 0-9577 | 0-9583 | 0°9590 | 0°9597 | 0:9603 | 0-9610 | 0-9616 : 0-9622 | 0-9629
9635 | 9641 ‘9647 | -9652| 9658 | 9664 ‘9669 | ‘9675 9680 9686
9691 | -9696| -9701] -9706 | -9711{ -9716| 9721 -9726| -9731| -9735
‘97401 9744 | ‘9749 | -9753| ‘9757 ‘9761 | 9766 -9770 | -9774| ‘9778
9782 -9786 109789 | 9793, -9797] 9800 -9804| 9807, -9311; 9814

0-9570 ; 0-9635 | 9691 | 0°9740 | 0-9782 {09818 | 09848 ! 0-9874 | 0-9896 | 0-9915
‘9930 | -9943 | ‘9954 9963 9970 -9976| -9981: -9985; -9988| -9990
‘9993 | 9994 | 9996 -9997| -9997| -9998! 9998 9999 -9999( -9999

|
1:0000 ¢ |

b et et bk b e e ek o

BWONOHO -1 U WD — O D=1t o =

UG I0ICICI0H KOIOID DY KOO KD 1D LD

8

Tabelle X. Numerische Werte von ¢, entsprechend verschiedenen
Werten von i in der Anwendung auf Chauvenets Kriterium.

(Vid. § 125 Seite 373.)

|

n| 0 1 5 2 | 3 . 4 5 1.6 7 8 9
| ;

0 205 “ 297 | 244 | 257 | 267 | 276 , 284

1{ 291 | 296 | 802 | 807 | 12 | 816 | 819 | 392 326 ' 329

2| 332 | 335 | 388 | 341 | 343 | 845 | 347 | 349 | 351 353

3| 355 | 857 | 358 | 360 « 362 | 364 | 365 | 367 . 368 | 369

4] 371 | 372 | 373 | 874 | 375 | 377 | 378 | 379 | 380 | 381
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Tabelle X. — Fortsetzung.
n 0 1 2 3 l 4 5 6 ; 7 8 9
5| 382 | 383 | 384 | 385 386 | 387 | 388 | 388 | 389 | 890
6| 391 | 392 | 393 | 394 | 895 | 395 | 396 | 397 | 397 | 398
71 899 | 399 | 400 | 401 | 402 [ 402 | 403 | 404 | 405 | 405
8| 406 | 406 | 406 | 407 | 407 | 408 | 409 | 409 | 410 | 411
9| 411 | 412 | 413 | 414 | 414 | 415 | 415 | 415 | 416 | 416
i .
Wenn: n==100, t=4"16;
n==200, {=468;
n= 500, t=490.
Tabelle XI. Quadrate der Zahlen von 10—99.
) 1 2 3 4 5 06 | 71 8 9
, \ '
1 100 121 144 ' 169 ¢ 196 225 256 289 324 . 361
2 400 441 484 l 529 576 625 676 729 784 | 841
31 900 961 | 1024 | 1089 | 1156 | 1225 | 1296 | 1369 | 1444 | 1521
4| 1600 | 1681 1764 ! 1849 | 1936 | 2025 | 2116 | 2209 | 2304 | 2401
51 2500 | 2601 | 2704 [ 2809 | 2916} 3025 ‘ 3136 | 3249 ' 3364 '\ 3481
6| 8600 | 3721 | 3844 = 3969 | 4096 | 4225 | 4356 | 4489 | 4624 | 4761
7| 4900 | 5041 | 5184 | 5329 i 5476 | 5625 | 5776 | 5929 | 6084 16241
8| 6400 | 6561 | 6724 1 6889 | 7056 | 7225 | 7396 | 7569 | 7744 \ 7921
9| 8100 | 8281 | 8464 | 8649 : 8836 | 9025 | 9216 | 9409 | 9604 | 9801
Tabelle XII. Quadratwurzeln der Zahlen von 0-1—9-9.

al 0 1 2 '3 4 5 ’ 6 7 8 9
0 0-316 | 0447 | 0548 | 0632 | 0-707 | 0:775 i 0-837 | 0894 0-949
111000 | 11049 | 1095 | 1-140 | 1183 | 1-225 | 1:265 | 1304 | 1-342  1-378
2| 1414 | 1449 | 1483 | 1517 | 1-549 | 1'581 | 1'612 ; 1643 : 1673 1703
311732 | 1°761 | 1789 | 1817 | 1-844 | 1-871 | 1'897 | 1'924 - 1-949 . 1975
41 2000 | 2:025 | 2:049 | 2:074 | 2:098 | 2:121 | 2145 | 2-168 | 2:191 12214
5] 2236 | 2258 | 2:280 | 2:302 | 2:324 | 2:345 | 2:366 | 2387 | 2408 | 2:429
6] 2449 | 2470 | 2490 | 2:510 | 2530 | 2550 | 2569 | 2588 | 2:608 I 2627
712646 | 2:665 | 2683 | 2702 | 2:720 | 2:739 | 2757 | 2775 : 2:793 . 2:811
812828 | 2:846 | 2:864 | 2:881 | 2:898 | 2:915 | 2:933 : 2:950 | 2:966 | 2-983
913000 | 3:017 | 3:033 | 3:050 | 3:066 | 3:082 | 3098 | 3'114 | 3130 | 3-146
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Tabelle XIII. Quadratwurzeln der Zahlen von 10—100.

2

|

3

O 00 =1 Ut

3162
4-472
5477
6325

3-317
4583
5568
6-403

3:464
4690
5657
6-481

7-071
7746
8367
8944
9487

7'141
7-810
8426
9:000
9'539

7211
7-874
8485
9055
9592

3606
4796
5745
6557

7-280
7-937
8544
9110
9644

3742
4-899
5831
6633

7-348
8:000
8602
9165
9695

3-873
5:000
5916
6708

4000
5099
6-:000
6782

7'416
8:062
8:660
9220
9747

7-483
8124
81718
9274
9798

4243

5292
6-164
6-928

4123
5196
6-083
6856

4:359
5385
6245
7-:000

7616
8246
8-832
9-381
9899

7681
8307
8-888
9-434
9-950

7-550
8185
8775
9-327
9-849

Tabelle XIV. Dritte Potenzen der Zahlen von 10—100.

o | 1 | 2

3

7

> QU DO -t

WO =13 Ut

1000, 1331; 1728! 2197

8000| 9261 10643
27000] 29791 32763
64000 689211 74088

125000132651 1140608
216000226981 238328
343000,

12167
35937
79507

148877
250047

357911!373248‘389017

512000531441 {551368 ' 571787
729000753571 | 778688 | 804357

2744
13824
39304
85184

157464
262144
405224
592704
830584

Tabelle XV. Kubikwurzeln

3375
15625
42875
91125

17576
46656
97336

166375
274625
4218751438976
614125636056
857375 884736

175616
287496

der Zahlen

4096 |

8 |
4913| 5832
19683 21952| 24389

50653| 54872 59319
103823 110592‘117649

6859

1951121205379
314432 1328509
474552 493039
6314721704969
941192 970299

185193
300763
456533
658503
912673

von 1—100.

ORI HDUT WO O

1-260
2-289
2:802
3175
3476

-3
(==
[ee)

4121

4309 4344

| 3738 |
3958
4160

4514

1442

2:351
2-844
3:208
3:503

3756
3979

4179 |

4362

4531

1-710 |
2-466
2924

3271
3557

3803.
4021 |
|
|
|

4217 |
4:397
4563 |

3 3000

1 2080

2:668
| 3072
' 3391
3659

3893
L 4102
4991
| 4465
| 4626

1913
2:571

2:000
2:621
3:037
3-362
3634

3-871
4082
4273
4448
4610

! 3332
3609

1

|

3849 |

4062
49254
4431
4595
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Tabelle XVI. Reziproke Werte der Zahlen

von 1—100.

0

3

|
i

1

10000
50000
33333
25000

20000
16667
14286
12500
11111

OM=JNDUt WO

10000
90909
47619
32258
24390

19608
16393
14085
12346
10989

Tabelle XVII.

50000 | 33333 | 25000 | 20000 | 16667
83333 | 76923 | 71429 | 66667 | 62500
45455 | 43478 | 41667 | 40000 | 38462
81250 | 30303 | 29412 | 28571 | 27778
23810 | 23256 | 22727 | 22222 | 21739

19231 | 18868 | 18519 | 18182 | 17857
16129 | 15873 | 15625 | 156385 | 15152
13889 | 13699 | 18514 | 13833 | 13158
12195 | 12048 : 11905 | 11765 | 11628
10870 | 10753 | 10638 | 10526 | 10417

14286 | 12500 | 11111
58824‘ 55556 ’52632
37037 | 35714 | 34483
27027 | 26316 | 25641
21277 | 20833 | 20408

17544 | 17241 | 16949
14925 | 14706 14493
12987 | 12821 | 12658
11494 | 11364 ' 11236
10309 ' 10204 10101

Numerische Werte von e, fir oc=0 bis x=10.

3 4 5 6

OCO~IHUt BWNOHO

1-0000| 1-1052

2:7183] 3-0042

7-3891 81662
20-086 (22'198
54598 160340

14841 16403
403-43; 44586
1096-6 {12120

8103°1 ‘8955‘0 ;9897'0 i10938' 12088 113360- 14765

1:2214) 1-3499' 1-4918| 1-6487| 18221,
3:3201 36693, 4'0552] 44817, 49530
9:0250] 9-9742; 11-023 | 12-183 | 13463
24533 | 27'113 | 29-964 | 33115 | 36598
66686 | 73:700 | 81451 | 90°017 | 99-480

181-27! 20034 221°41] 24469 27043
492:75| 545'57| 60185 665'14] 73510
113394 | 1480'3 | 16360 | 1808'0 | 19982
29810 {3294'5 36410 | 4023'9 | 44471 | 49148 | 54317

i

2:0138 22255 2-4596

54739] 6'0496| 6'6859
14'880 | 16'445 | 18'174
40447 | 44°701 | 49-402
10995 [121'561 [134:29

29887 33030| 36504
812-41| 89785 99227
22088 | 24406 | 26973
60029 | 66342 | 73320
16318 18034 119930

Tabelle XVIII. Numerische Werte von e—*, von o= 0 bis ¢ =10.

| ] ; !

x| 0 1 2 { 3 4 5.6 | 7 8 % 9

0 | 10000 ! 0-9048 | 0-8187 { 0-7408 | 06703 | 0-6065 1 05488 04966 ; 0-4493 04066
1036781 -3329| -3012' -2725| -2466| -22311 -2019 -1827 ' .1653 ‘1496
21 -1853 ! -1224| ‘11081 -1003 & ‘0907 | -0821: -0743: ‘0672 0608 0550
3| ‘0498 -0451| -0408 03691 -0334] 0302 -0273 -0247| -0224 0202
4+ -0183| ‘0166 -0150 ‘ 0136 - 0123 | -0111 [ ‘0100 -0°91 \ 0282 | -0%75

5 [0:0%7 | 0-0%61 | 0:0%55 | 0-0%50 . 00245 | 00241 1 0-0237 | 00234 | 0°0230 [ 0-0°27

6| 025 | 0222 | -0220 | -0218 « 0217 | -0°15 | -0°14 & -0%12 | -0%11 l ‘0210

71 -0%91 | -0%83 | -0%75 | -0%68 | -0%1 | -0°55 1 -0%50 \ 0245 ] 0341 | -0%37

8| -0%34 | -0%30 | -0%28 | -0%25 | -0%23 | -0%20 | -0%18 | -0°17 | -0°15 -0°14

91 -0%12 | -0%11 | -0%10 | -0%91 i 0483 | 0475 | 0168 | -0%61 | ‘0456 © '0*50

i i t |

* 002555 bedeutet 0:00555; 0'0*55 bedeutet 0-000055.
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Tabelle XIX. Numerische Werte von e* und e—*°, von & =01

bis 2 =150.

612 e — g2 612 e__xe
01 10101 099005 2:6 | 86264 ><102 | 1'1592 >< 10~3
02 10408 ‘96079 27 | 14656 >< 10° | 6:8233 >< 10—+
03 1-0904 -91393 2:8 | 2:5402 . | 89367 .
04 11735 ‘85214 2:9 | 44918 , | 22263 .
05 12840 -77880 3:0 | 81031 , | 12341 "
06 14333 0'69768 31 | 14918 >< 10+ | 67055 >< 10>
07 16323 ‘61263 32 | 2:8001 , | 85713 "
08 1-8965 "52729 33 | 52960 . | 18644 "
09 2:2479 -44486 34 | 1:0482 >< 10° | 9-5402 >< 10-¢
10 2:7183 ‘36738 35 | 2:0898 ., | 47851 ”
11 3:3585 029280 36 | 42507 >< 105 | 2:3526 >< 10~¢
12 42207 ‘23693 37 | 88205 , | 11837 "
13 54195 -18452 3-8 | 1:8673 >< 10% | 58554 >< 1077
14 7-0993 -14086 39 | 40329 . | 24796 "
15 94877 -10540 40 | 88861 . | 11254 .
16 12:936 0-077306 41 | 119976 >< 107 | 50062 >< 10—
17 17-998 055576 42 | 45809 , | 21829 .
18 25534 ‘039164 43 | 110718 < 10% | 9-3303 >< 10~°
19 36996 -027052 44 | 25583 .| 39088
20 54598 ‘018316 45 | 62297 , | 16052 "
21 82269 0-012155 46 | 1:5476 >< 10° | 6:4614 >< 10710
22 126'47 -0279070 47 | 39228 .| 25494 .
23 19834 10250418 48 | 1-0143 >< 101° | 9-8595 >< 101t
24 31735 -0231511 49 | 26755 3-7376 ”
25 51802 -0219304 50 | 72005 1-3888 Y

Tabelle XX. Natiirliche Logarithmen der Zahlen von 1—9-99.

1 H
nyi 00 01 02 , 03 | 04 ‘05 ‘06 1 07 ‘08 09

i i
1-0f 0-0000 | 0-0100 | 0-0198 | 0:0296 [ 0-03920°0488 | 0:0583 : 0°0677 | 0°0770 | 0-0862
1-1] 0953 | -1044| -1133| -1222! -1310] -1398| -1484 1570 -1655| -1740
1-2] -1823| -1906 | -1980| -2070| -2151| -2231, -2311 ] 2390 1 2469 | 2546
13] '2624| -2700| -2776| 2852 -2927} -3001| -8075, -3148; -3221| -3293
1-41 -3365| 3436 | 3507 | -3577 ’ "3646 | 3716 | 3784 3853 ! -3920: -3988
1-5] 04055 | 04121 | 0-4187 | 0°4253 | 04318 | 04383 | 04447 [ 04511 04574 | 0-4637
16] 4700| 4762 -4824| -4886| -4947] 5008 -5068, -5128| -5188 | -5247
171 5306 | -5365| 5423 | 54811 5539 5596 | 5653 [ 5710 | 5766 | 5822
1-8] 5878 | 5933 | 5988 | 6043 -6098] 6152 .6206| -6259| -6313| ‘6366
19| ‘6419 | -6471| -6523| -6575| -6627| ‘6678 | ‘6729 \ 6780 | -6831| -6881
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Tabelle XX. — Fortsetzung.

n| -00 01 02 03 04 05 06 07 -08 09

06932 | 06981 | 0-7031 | 0-7080 | 07130 | 0-7178 | 0-7227 | 0-7276 | 0-7824 | 0-7372
7419 | ‘7467 ‘7514 | ‘7561 | -7608| 7655 ‘7701 | -7747| -7793 | -7839
7885 | 7930 | -7975| ‘8020 ‘8065 -8109| -8154| -8198| -8242| -8286
‘8329 | ‘8372 | ‘8416 ‘84591 -8502| -8544; -8587| -8629| -8671| ‘8713
‘8755 | 8796 | -8838| -8879| -8920| 8961, -9002| -9042| -9083| -9123

69 DO B D 19
W QO DD e O

2:5 09163 | 0:9203 | 09243 | 09282 | 0-9322 | 0-9361 | 0-9400 | 0:9439 , 09478 | 0-9517
26| ‘9555 ‘9594 | -9632| 9670 -9708| 9746 | -9783| -9821: -9858| -9895
2:71 -9933| 9970 10006 | 1:0043 | 1-0080 | 1-0116 | 1-0152 | 1-0189 | 1-0225 | 1-0260
2-8]1-0296 | 1-0332; 0367 | ‘0403 -0438| -0472| -0508| ‘0543, ‘0578 -0613 -
291 -0647| -0682| 0716 -0750: -0784| -0818; -0852| -0886| -0919| -0953
3:0{ 10986 | 11019 | 1-1053 1 1-1086 1 11119 | 1-1151 | 111841 11217 { 11249 | 1-1282
31| -1814| -1346| 1378 1410, -1442| -1474| ‘1506, ‘1537, ‘1569 | -1600
321 ‘1632 ‘1663 | 1694 | 1725 -1756| -1787| -1817! -1848; -1878| ‘1909
33 -1939 | -1970 -2000 | -2030: -2060f 2090 -2119| -2149, -2179} -2208
3-4] -2238| 2267, 2296 -2326| -2355| -2384| -2413| -2442; -2470| -2499

1-2528 | 1-2556 | 1:2585 | 12613 | 12641 | 1'2670 | 1-2698 | 1-2726 | 1-2754 | 1-2782
2809 | 2837 | -2865| 2892 | -2920| 2947 -2975| -3002, -3029| -3056
‘3083 | 3110 | 3137, 3164 -3191| -3218 . 3244 | -3271 -3297| -3324

- 3350 | ‘3376 | 3403 | -3429 -3455| 3481 -3507| -3533| 3558 | ‘3584
‘3610 | -3635| -3661| -3686, -3712| -8737, 3762 -3738| -3813| 3838

13863 | 13888 | 1'3913 | 1-3938 | 1-3963 | 1-3987 | 1-4012 | 1-4036 | 14061 | 14086
4110 | 4134 4159 4183 | -4207| 4231 -4255| -4279| -4303| 4327
4351 | -4875| 4398 | -4422| ‘4446 ‘4469 ‘4493 4516 | 4540 | ‘4563
4586 | 4609 @ 4633 | ‘4656 | 4679 4702 -4725| ‘4748 | -4771| ‘4793
4816 | 4839 | -4861| 4884 | 4907 4929 4954 | -4974| -4996| 5019

1-5041 | 1-5063 | 15085 | 15107 | 1-5129 | 1-5151 | 1-5178 | 1-5195 | 15217 | 1-5239
5261 | 52821 -5304 | -5326| ‘5347 5369 | ‘5390 5412 | -5433 @ -5454
5476 | 5497 | ‘5518 | 5539 5560 5581 5602 ‘5623 | 5644 | ‘5665
5686 | 5707 | 5728 ‘5748 5769 5790 | -5810| -5831| ‘5851 | 5872
5892 | 5913 | 5933 | ‘5953 | -5974| -5994| ‘6014 6034 | 6054, ‘6074

16094 | 16114 | 1'6134 | 1-6154 | 16174} 1'6194 | 1'6214 : 16233 | 1'6253 | 1-6273
6292 | 6312 | ‘6332 | 6351 | ‘6371 ‘6390 | 6409 -6429| -6448| ‘6467
‘6487 | 6506 | ‘6525| ‘6544 | ‘6563 | ‘6582| 6601 ‘6620 6639| ‘6658
‘6677 | 6696 | 6715| 6734| '6752| ‘6771 6790 -6808| 6827 -6845
‘6864 | 6882 | 6901 | -6919| 6938 6956 ‘6975 -6993! -7011| 7029

1-7048 | 1-7066 | 17083 | 1-7102 | 1-7120 | 1-7138 | 1-7156 | 1-7174 | 1:7192 | 1-7210
72281 ‘7246 | ‘7263 | 7281 ‘7299 -7317| ‘7334 78521 -7370| -7387
7405 | 7422 | ‘7440 7457 -7475] ‘7492 ‘7509, ‘7527 ‘7544 | 7561
7579 | 7596 7613 | 7630 | -7647| 7664 | -7682 -7699| 7716 ‘7733
71750 | 7766 77831 -7800| ‘7817 | 7834 | -7851;: -7868| 7884 7901

|
1:7917 1 1°7934 . 1-7951 | 1-7967 | 1'7984 | 1-8001 | 1-8017 - 1'8034 | 1-8050 | 1-8067
‘8083 ! -8099 | -8116| -8132, -8148| -8165| ‘8181, -8197| -8213| -8229
‘8246 | 8262 -8278 | 8294 8310} -8326| -8342 -8358; ‘8374 -8390
‘8406 | ‘8421 | -8437| -8453 | ‘8469 -8485| '8500: -8516| 8532 8547
‘8563 ! 8579 ‘8594 -8610| -8625| 8641 8656 8672 -8687| ‘8703

—

A ol ol e e
B DS = O O00=1D U 40D —= O O 00 =13 Ut

e I AR
0 DD = O <O 00 ~1 o> Ot




2925 , -2935 ’

| 2956 |

2976 | -2986
i

2996 ! -3006
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Tabelle XX. — Fortsetzung.
-00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
65| 1-8718 | 18733 | 1-8749 | 1-8764 | 1-8779 1-8795 | 1-381¢ : 1-8825 | 18840 | 1'8856
6:6] ‘8871 | -8886| -8901| -8916| -8931] -8946 | 8961 -8976| -8991| -9006
67 9021 | -9036 | -9051 -9066| -9081| -9095| -9110| -9125| -9140| ‘9155
68 9169 | 9184 -9199| -9213| -9228| -9243| -9257 -9272| -9286| -9301
69 9315, -9330, -9344| -9359| -9373| ‘9387 | 9402 -9416| ‘9431 | -9445
7:0] 19459 ] 1-9473 | 1-9488 | 1-9502 | 1'9516 ] 1-9530 | 1-9544 | 1-9559 | 1'9573 | 1-9587
7-1] 9601 -9615| 9629 | -9643| -9657]| -9671| -9685! 9699 -9713| -9727
7-2] 9741 ‘9755 ‘9769 | -9782| -9796| ‘9810 ‘9824 -9838| -9851| -9865
73| (98791 -9892) -9906| -9920| -9933| ‘9947 -9961| -9974| -9988|2-0001
7-41 2:0015 | 2:0028 | 2:0042 | 2:0055 | 2:0069 | 2-0082 | 2:0096 : 2-0109 | 2:0122 | -0136
7°5] 20149 | 2:0162 | 2:0176 | 2:0189 | 2:0202 | 2:0216 | 2:0229 | 2-0242 | 2:0255 | 20268
76| -0282| -0295! -0308| -0321| -0334{ -0347| -0360 -0373| -0386| -0399
77 0412 -0425| -0438| -0451| -0464| -0477| -0490| -0503| -0516, -0528
78| ‘0541 | ‘0554 -0567| -0580! -0592| -0605| -0618! -0631| -0643| -0656
7'9] ‘0669 | -0681; -0694| -0707! -0719] -0732| ‘0744 | -0757| ‘0769 -0782
|

8'0] 2:0794 | 2:0807 | 2-0819 ; 2-0832 | 2:0844 | 2:0857 | 2:0869 | 20882 | 2:0894 | 2:0906
81 -0919| -0931| -0943| -0956| -0968| -0980| 0992} -1005| 1017, 1029
8:2) -1041| -1054| -1066! -1078| -1090] -1102| -1114| -1126| 1138 ‘1151
83| -1163| 1175 1187 -1199| -1211] -1223! -1235| -1247! -1259 ! ‘1270
841 -1282| -1294| -1306| -1318| -1330| -1342| -1354| -1365| 1377 | -1389
8'5] 2:1401 | 21412 | 21424 | 21436 | 2:144812:1459 | 2:1471 | 2:1483 | 2:1494 ’ 21506
86| 1518 ‘1529 | -1541| -1552: -1564| -1576 | -1587| -1599| 1610 ‘1622
87 -1633| -1645| -1656 | -1668| -1679] -1691| 1702} -1713! -1725! ‘1736
88| 1748 | 1759, 1770 17821 -1793| 1804 ! -1816 -1827; -1838| -1849
89| 1861 | -1872| 1883 | -1894 ‘ $19051 -1917| -1928| -1939: -1950% -1961
901 21972 | 2:1983 | 21994 1 2°2006 2 22017 | 22028 | 2:2039 | 2:2050 | 2:2061 | 2-2072
91l 20831 2094 ! -2105, -2116: -2127| 2138 | -2149 6 -2159| -2170| -2181
99| -2192| -2203] -2214| 2225 ) 2285 ] 2246 2257 | -2268: -2279| -2289
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Berichtigungen.

Anf Seite 9 ist e® statt e, zu setzen.

In der Fig. 11, Seite 50, sind die Indices bei », und r, zu
vertauschen.

Bei Fig. 38 auf Séite 80 hat es links M’ statt M zu heiBen.
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