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Yorwort.

Die vorliegende Arbeit ist aus einem Hinweis von Dr.-Ing. JASCHKE
im November 1935 entstanden, daB sich die Hauptdehnungen aus den
gemessenen Dehnungen durch den Verformungskreis ermitteln lassen.
In gemeinsamer Arbeit wurde eine Reihe einfacher Verfahren zur Aus-
wertung von solchen Messungen entwickelt und zunichst auf den ein-
und zweiachsigen, dann auf den dreiachsigen Verformungs- und Span-
nungszustand, der bei der Beurteilung der Beanspruchung und der
Sicherheit der Bauteile vielfach zu beachten ist, angewendet. Ergénzt
sind die Untersuchungen durch die Beschreibung einiger kennzeichnen-
der Dehnungsmesser, Ausfiihrungen iiber die Zusammensetzung ebener
Beanspruchungssysteme, die Ermittlung der Dehnungen im Innern von
Wandungen, den Ausgleich der gemessenen Dehnungen und durch Dar-
stellungen von Verformungs- und Spannungszustéinden.

Das Buch ist fiir den Studierenden und den praktischen Ingenieur
geschrieben zum Zweck, die Anwendung der Dehnungsmefiverfahren zu
erleichtern und weiteren Kreisen nahe zu bringen. Deshalb ist beson-
derer Wert auf anschauliche Darstellung gelegt. Die einschligigen For-
meln sind in elementarer Form abgeleitet, die Beweise ausfiihrlich an-
gegeben. Zahlreiche Beispiele zeigen die Anwendung. Die Unter-
suchungen bieten wertvolle Einblicke in die Mechanik der Forménde-
rungen elastischer Kérper. Sie unterstiitzen und vertiefen das Ver-
stindnis der Festigkeitslehre; Dehnungsmessungen werden deshalb in
Aachen seitens der Studierenden in den Ubungen iiber Werkstoffkunde
durchgefiihrt.

Bei der praktischen Anwendung ist zu empfehlen, sich zunéchst
mit den Verfahren zur Ermittlung der zweiachsigen Beanspruchung
auf der MeBflache vertraut zu machen und dann ihre Wirkung im
Innern der Wandung an Hand der Beispiele des Abschnittes L zu ver-
folgen.

Uberall sind die reichen, im Institut fir Werkstoffkunde Aachen
gewonnenen Erfahrungen auf dem Gebiete der Dehnungsmessungen
verwertet.

Aachen, im Juni 1939.
ROTSCHER.
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Wichtigere Formelzeichen.

(Die allgemein tiblichen der DIN 1304 und 1350 sind weggelassen.)
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Drehung im Raum in Bogenmaf,

Hauptdehnungen,

Hauptdehnungen zweier ebenen Systeme,

die unter 0,45°, w und —w gemessenen Dehnungen gegeniiber &,

Dehnung unter dem Winkel ¢ gegeniiber ¢,

Anderung der MeBlinge I, I, in em oder mm,

MeBlingeninderungen in Richtung von & und e&,,

Anderung der MeBlinge auf Stiften,

Anderung der MeBlinge auf der MeBfliche und der Gegenfliche,

Verzerrung in cm/em, vy unter dem Winkel ¢ gegeniiber &,

Winkel zwischen & und ¢ oder o} und ¢/, Winkel eines Strah-
les im Raume gegeniiber der Z-Achse vor der Verformung;
%" nach der Verformung,

resultierende Spannung in kg/em?, Kriimmungshalbmesser an
gewolbten Flachen,

Normalspannung unter dem Winkel ¢ gegeniiber o,

Schubspannung unter dem Winkel ¢ gegeniiber o,
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der Verformung; 3’ nach der Verformung,

MeBwinkel, unter denen die Dehnungsmessungen gegeniiber &,
angesetzt werden.



A. Einleitung und Grundlagen.

Aufgabe des Konstrukteurs ist es, Bauwerke und Maschinen sowie
alle ihre Einzelteile auf Grund der Betriebs- und Herstellungsbedin-
gungen wirtschaftlich zu gestalten. Die wirkenden Kréfte miissen unter
weitgehender Ausnutzung des Werkstoffes sicher aufgenommen, weiter-
geleitet und wieder abgegeben werden. Aufnahme und Abgabe erfolgt
an den Kraftwirkungs-, Stiitz- und Verbindungsstellen in der Regel
unter Beanspruchung auf Flichendruck. Beim Weiterleiten der Krafte
tn den Teilen entstehen innere Krifte — Spannungen. Flichendruck und
Spannungen miissen in bestimmten, vom Werkstoff, aber auch von der
Art der Kraftwirkung abhingigen Grenzen gehalten, die Teile daraufhin
berechnet werden, falls nicht Herstellung, Formédnderungen, Stabilitat
oder Gefahr der Resonanz fiir die Bemessung der Teile maBigebend sind.

Bei den iiblichen Festigkeitsrechnungen zur Ermittlung dieser Bean-
spruchungen entstehen vielfach Zweifel tiber die Richtigkeit der Ergeb-
nisse. Denn héaufig ist man schon beim Ansetzen der Rechnung auf
mehr oder weniger zutreffende Annahmen angewiesen, weil sichere
Grundlagen fehlen; oft mufl man sich mit Néherungsrechnungen be-
gniigen, weil genaue zu schwierig und zeitraubend oder noch nicht be-
kannt sind. Dabei sind aber die Abweichungen gegeniiber der Wirk-
lichkeit schwer zu ermitteln oder selbst nur abzuschitzen. In Zweifels-
fallen stellt man die Sicherheit der Teile auch heute noch versuchs-
maBig durch Vergleich der Betriebsbelastung mit derjenigen fest, die
zum Bruch oder zum Auftreten erster bleibender Forméinderungen fiihrt.
Richtige Werte fiir die im ersten Fall zu ermittelnde Bruchsicherheit
findet man aber nur, wenn die Versuchsbedingungen den Betriebsbedin-
gungen namentlich nach Art der Inanspruchnahme, ob ruhend, schwin-
gend oder wechselnd, entsprechen. Dagegen fiihren die vielfach iiblichen
statischen Versuche, besonders im Fall ziher Werkstoffe, hiufig zu
Fehlschliissen. Denn die Teile nehmen, wie beispielsweise der Augen-
stab, Abb. 1 und 2, erkennen 148t, bei allmihlicher Steigerung der Be-
lastung bis zum Bruch oft v6llig neue Gestalt unter ganz anderer Span-
nungsverteilung und Beanspruchung an, dadurch, daB der Werkstoff
den Zusammenhang solange als mdglich zu wahren sucht. Dagegen
treten die Briiche bei Dauerbeanspruchung durch wechselnde oder
schwingende Krifte meist ohne irgendwelche Forménderungen bei Span-
nungen ein, die viel niedriger, oft sogar betrichtlich unter den FlieB-
grenzen des Werkstoffs liegen.

Rotscher-Jaschke, Dehnungsmessungen. 1
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Einleitung und Grundlagen.

Wohl aber 148t sich anndhernd die Fliefsicherkeit, d. h. die Sicher-
heit gegen auftretende bleibende Forminderungen, ermitteln durch
Vergleich der Belastung, bei der FlieBllinien auftreten oder die Walz-
haut und der Zunder abspringen [7]*, mit der Betriebsbelastung, weil
die Gestalt des Korpers bei den vorangegangenen kleinen, vorwiegend
elastischen Formédnderungen erhalten bleibt.

Die Spannungen unmittelbar zu messen, ist man nicht in der Lage;
man kann sie vielmehr nur an ihren Auswirkungen, insbesondere an den
entstehenden Forménderungen durch Dehnungsmessungen, span-

nungsoptische oder réntgenogra-
phische Verfahren erfassen. Wéh-
rend die letzteren aber wegen
ihrer schwierigen Handhabung
vornehmlich auf wissenschaftliche
Statten beschridnkt sind, kénnen
Dehnungsmessungen leicht durch-
gefiihrt und ausgewertet werden.
Sie bieten nicht allein dem For-:
scher,sondern auch dem Ingenieur
und namentlich dem Gestalter ein
bequemes Mittel, Héhe und Ver-
teilung der Spannungen an be-
liebig geformten Maschinen- und
Bauteilen zu bestimmen und
Abb.1und 2. Augenstab vor und nach dem durchgefithrte  Festigkeitsrech-
ZerreiBen. nungen nachzupriifen.

Dabei kann das ReiBllack- oder Dehnlinienverfahren [2] dazu dienen,
die Messungen auf die Orte hochster Beanspruchung und ihre Um-
gebung zu beschrianken. Der Kérper wird mit diinnen Schichten von
Kolophonium oder spréden Lacken iiberzogen, die bei der allmidhlichen
Belastung des Teiles zuerst an den erwihnten Stellen reiBen, Schichten,
die entweder unter gleichméBigem Erwdrmen des Koérpers durch Auf-
streichen oder Aufstreuen des Kolophoniums oder durch Auftragen
einer Losung des Uberzugmittels erzeugt werden.

Voraussetzungen fiir richtige Schliisse aus Dehnungsmessungen sind :

1. Gleichférmigkeit des Werkstoffes in allen Richtungen, also Iso-
tropie oder Quasiisotropie;

2. die Kenntnis der Beziehungen zwischen den Forminderungen
und den Spannungen.

Zu 1) Die meisten Metalle sind, sofern nicht Lunkerbildungen und
Porositdt auftreten, geniigend gleichférmig. Dagegen ist es beispiels-

! Die schrag zwischen eckigen Klammern stehenden Zahlen beziehen sich auf
das Schrifttumverzeichnis am Schlu8 des Buches.
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4 Dehnungsmesser.

weise Holz nicht wegen der groflen Dehnzahlunterschiede in den ver-
schiedenen Richtungen zufolge seines faserigen Aufbaues.

Zu 2) Um aus den gemessenen Dehnungen auf die Spannungen
schlieBen zu koénnen, die der Gestalter heute noch zur Beurteilung der
Beanspruchung der Teile heranzuziehen pflegt, ist es notwendig, bei
den Messungen die Grundlagen der iiblichen Festigkeitslehre, daB nim-
lich die Dehn-, Schub- und Querzahlen «, 8 und x Festwerte sind, zu
beachten. Die Untersuchungen miissen deshalb im Gebiet unterhalb
der FlieBgrenzen des betreffenden Werkstoffes, also unterhalb der
Streck-, Quetsch-, Biege- und Gleitgrenze durchgefithrt werden. Ver-
hiltnisgleichheit zwischen Spannungen und Dehnungen gilt ndmlich
praktisch noch geniigend genau bis zu diesen Grenzen, wenn der Werk-
stoff wiederholt belastet wird. Werden jedoch die Grenzen iiberschrit-
ten, so tritt die Gefahr von Gestaltinderungen mit Spannungsverlage-
rungen ein. Lediglich der Grund von Kerben und scharfen Kehlen
darf hoher beansprucht werden, weil dort nur sehr kleine Gebiete iiber-
lastet werden, wobei sich der Werkstoff verfestigt und bleibende Form-
dnderungen durch die elastischen Riickstellkrifte der Umgebung ein-
geschriankt werden.

GuBeisen zeigt bei erstmaliger Inanspruchnahme durch gréfere
Spannungen merkbare Anderungen der Dehn- und Schubzahl, also
keine Verhéltnisgleichheit zwischen Forménderungen und Spannungen.
Diese stellt sich aber bei wiederholter Belastung hinreichend genau ein,
so dafl es sich empfiehlt, gulleiserne Teile vor den Messungen einige
Male 10 bis 20% iiber den vorgesehenen MeBbereich zu belasten.

Beim Vergleich und bei der Wertung der verschiedenen Werkstoffe
ist das Produkt der Dehnzahl « und der Spannung o, bis zu der die
Werkstoffe belastet werden diirfen, Spalte 4 der Aufstellung 1 maB-
gebend. Als hochste zuldssige Beanspruchungen sind dort die Streck-
spannungen, bei den angefiihrten GuBeisensorten aber 1000 und
1500 kg/cm? bei Belastung auf Zug und die doppelt so hohen Werte
bei Inanspruchnahme auf Druck angesetzt, um noch geniigend genau
Verhiltnisgleichheit zwischen Spannungen und Dehnungen annehmen
zu koénnen.

Nach Aufstellung 1 sind hochwertige Leichtmetallegierungen, wie
Duralumin, fir Spannungsermittlungen aus Dehnungsmessungen be-
sonders vorteilhaft.

B. Dehnungsmesser.

Die Dehnungsmessungen werden lings bestimmter Linien durch-
gefithrt, die an stangen- und balkenférmigen Teilen bei einachsigem
Spannungszustande parallel zur Achse, an Platten und Koérpern bei
zweiachsigem Spannungszustande an einzelnen Punkten in bestimmten



Dehnungsmesser. 5)

Richtungen festgelegt werden. Herrscht an der MefBstelle durchweg
dieselbe Spannung, so geniigen die bei Werkstoffprifungen iiblichen
Dehnungsmesser mit groBerer Mefllinge, etwa Hebelgerite nach Art
des MARTENS-KENNEDYschen und im Falle von Feinmessungen nach
Art des Martens-Spiegelgerites.

So zeigt Abb. 4 die Anwen- B ——
dung eines Martens-Dehnungs- ‘ —l r'I '
messers von 15 cm MeBlinge =
zur Bestimmung der Span- ?- T
nungsverteilung auf dem un- ' Abb. 3
teren Flansch eines U-Eisens,
das im mittleren Teil CD,
Abb. 3, unter der Wirkung des
Biegemomentes P - a steht, so
dal dort die eben erwihnte
Voraussetzung durchweg glei-
cher Spannungen in den ein-
zelnen Langsfasern erfiillt ist.
Auf dem oberen Flansch ist
ein Dehnungsmesser von Huc-
GENBERGER mit groferer Me3-
linge aufgesetzt.

Andern sich dagegen die
Spannungen und damit die
Forménderungen von Punkt
zu Punkt, so sind Dehnungs-
messer zu verwenden, die nach
drei Gesichtspunkten durch-
gebildet sind.

Abb. 4.

1. Sie miissen um ?O k- Abb. 3 und 4. Tensometer und Martens-Geridt zur
zere MeBléi,ngen haben, je stdr-  Bestimmung der Forménderungen infolge Biegung

kere Anderungen der Bean- swischen € und D.

spruchung infolge der Krimmung der Oberfliche oder der Wirkung
der Krifte zu erwarten sind, falls nicht das weiter unten beschriebene
Differenzenverfahren zur Anwendung kommt, das Dehnungsmesser
mit verdnderlicher MeBlinge verlangt.

2. Ausreichender Genauigkeit halber miissen die Messer geniigend
groBe Ubersetzungen, z. B. durch Hintereinanderschalten von mehreren
Hebelsystemen besitzen.

3. Es ist zweckmiBig, die Messer als Spifzengerite auszufiihren, um
die Forménderungen lings bestimmter Linien zu erfassen. Etwaige
Schneiden diirfen hochstens 1/, mm breit sein. Sollen Fehlmessungen
vermieden werden, so sind diese Schneiden und Spitzen sorgfiltig auf
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ihren Zustand hin zu beobachten und nachzupriifen, weil Abnutzungen
derselben Anderungen des Ubersetzungsverhiltnisses bedingen.

Bei Dehnungsmessungen nach verschiedenen Richtungen in be-
stimmten Punkten eines Korpers empfiehlt es sich, Kreise um diese
Punkte mit der halben MeBlinge zu schlagen und die MeBrichtungen
anzureiflen, um das richtige Ansetzen der Gerite zu erleichtern. Vor-
teilhaft kann dabei sein, die feste Spitze des Messers in einem leichten
Korner mit geniigend groBem Offnungswinkel festzuhalten.

Wichtig ist der Zustand der Kdérperoberfliche.
Die MeBstellen sollen von der GuBhaut oder von
Zunder befreit und, wenn irgend mdoglich, bearbei-
tet sein, da Unebenheiten leicht zu Verlagerungen
der Schneiden bei den Be- und Entlastungen fiihren
und die Genauigkeit der Messungen erheblich beein-
trichtigen koénnen. Selbst zu scharfes Eindriicken
der Messer, derart, dal} die Schneiden oder Spitzen
in die Oberfliche eindringen, ist schidlich, weil
dadurch die beim Messen notwendige kippende’
Bewegung der Schneiden behindert wird.

In den letzten Jahren ist eine Reihe von gut
brauchbaren Dehnungsmessern bekannt geworden.
Einige kennzeichnende Bauarten sind im folgenden
beschrieben. Bequemer Handhabung wegen sind

Abb. 5. Tensometer von A e

HUGGENBERGER. heute in erster Linie solche mit mehreren -hinter-
G Gestell, 8, feste Schnel-  gjnapndergeschalteten Hebeln im Gebrauch, weil
de, S, bewegliche Schnei- . . .
de, K Kimme, H Hebel, Spiegelgerate zwar den Vorteil masseloser groBer
;’ei}?ﬁg‘;ﬁfd eﬁ'?ilgf{ra:,ltﬁ Ubersetzungen bieten, aber Geschick und Sorgfalt

stift, L Sperrhebel. beim Ansetzen der Schneiden und beim Einstellen
der Spiegel auf die MeBlatten verlangen.,

Sorgfaltig durchgebildet und leicht anzuwenden ist das Tensometer
von HUGGENBERGER, Zirich, Abb. 5 [3]. An dem Gestell G sitzt die
feste Schneide §;, wihrend die bewegliche S, den Verinderungen der
MeBlinge ! durch Kippen in der Kimme K folgt. Ihr Ausschlag wird
durch den Hebel H, im Verhéltnis h,/h, vergroBert, auf die Briicke B
iibertragen, die ihrerseits den Zeiger Z mitnimmt, der um den Punkt C
schwingt. Sein Ausschlag gibt auf der Teilung D die Verlingerung der
MeBstrecke im Verhaltnis hy/h, - hyfhy vergroBert an. Um parallaktische
Fehler auszuschalten, ist D mit Spiegelbelag versehen. Feder F driickt
die Briicke B gegen die Schneiden am Hebel H und am Zeiger Z. Zur
Erleichterung des Aufsetzens des Messers kann der Hebel H in seiner
Mittellage durch den Stift I in der Kehle des Sperrhebels L gehalten
werden. Die Bohrung F dient zum Anpressen des Messers am Ver-
suchsstiick. Bei MeBlingen von 20 mm wird der Messer mit etwa
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1200facher Ubersetzung, bei solchen von 10 mm mit rund 2000facher
Vergroferung ausgefithrt.

Durch Verlingerungsstangen, Abb. 4, die am Gestell unter Ent-
fernen oder Abheben der festen Schneide S; angeschlossen werden, wird
der Dehnungsmesser auch fiir groBere MeBlangen geeignet und fiir das
unten erlduterte Differenzenverfahren verwendbar. Die jeweils bendtigte
MeBlinge stellt man zweckmdBig an Hand eines MetallmaBstabes bei
Festlegen der beweglichen Schneide mittels des Sperrhebels L ein, wo-
bei sich die Linge durch Eindriicken der Spitzen in Papier leicht nach-
priifen 14Bt. HUGGENBERGER verschiebt den Schlitten mittels einer
Mikrometerschraube.

Auf Grund der Erfahrungen im
Institut fiir Werkstoffkunde Aachen
ist beim Gebrauch zu beachten, daf
die Dehnungsmesser maglichst nur
lings der MeSBlinie gehalten und an-
gepreBt werden. So haben sich Be-
festigungen nach Abb. 6 bis 8 gut
bewihrt. Im ersten Fall wird das
Gestell des Messers G durch die
Feder F und eine gekropfte Stange S
gegen einen Biigel D oder eine
Gummischnur, Abb. 4, abgestiitzt,
die den zu untersuchenden Kérper
iiberspannen. Damit der AnpreB-
druck auch Dbeil Anderungen der Abb. 6, 7 und 8..Tensometer-Ansp‘ann-
Lage des Tensometers und des Stiitz- vorrichtungen.
punktes praktisch unverdndert bleibt, mufl die Feder F weich sein.

In Abb.7 wird das Tensometergestell G durch einen federnden
Draht D, der an einem Ende mit der Spitze P oder einer Stellschraube
versehen, am anderen zu einer Schneide § ausgearbeitet ist, an einem
plattenformigen Teil lings der MeBstrecke angepreBt. Seitliches Kippen
ist dadurch verhindert, daB die Schneide § mit ihrer ganzen Lénge in
einem Rohrstiick R liegt, das in die Bohrung £ des Gestells, Abb. 5,
oder in die Verlingerungsstange des Tensometers, Abb. 4, gesteckt ist.
In dhnlicher Weise lassen sich selbst zwei Tensometer T';, T, einander
gegeniiber nach Abb. 8 auf platten- oder stabférmigen Proben mit einem
Draht D halten, der an beiden Enden zu Schneiden §; und S, aus-
gearbeitet ist.

Auch zwei gleich stark tiber einem Querstift in der Bohrung E des
Tensometergestells, Abb. 5, gespannte Gummischniire kdnnen vorteil-
haft zum Anpressen an rédumlichen Koérpern verwendet werden, derart,
daB der Messer nur lings der MefBstrecke anliegt.
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Dagegen haben Abstiitzungen in einem dritten seitlich gelegenen
Punkt zufolge der Verschiebungen, die dieser Punkt bei Forméinde-

Abb. 9. Feindehnungsmesser
von LEHR mit 1 bis 2 mm
MeBlinge.

rungen erfihrt, hiufig zu fehlerhaften Ergeb-
nissen gefiihrt.

Wenn der Zeiger bei Freigabe des Sperr-
hebels L, Abb.5, ausschlégt, so deutet das darauf
hin, dafl die Schneiden nicht ohne Zwang ange-
setzt waren oder gerutscht sind. Meist sind
Fehlmessungen unter allméihlich weiterer Ver-
lagerung der Schneiden die Folge. Es empfiehlt
sich, kleine Ausschlige durch leichtes Klopfen
neben dem Tensometer auf ihren Endwert zu
bringen, sonst aber den Messer erneut anzu-
setzen, bis jener Ausschlag nicht mehr auftritt.
Bei Be- und Entlastungen in bestimmten Grenzen
muBl der Zeiger stets dieselben Werte angeben.

Zur Ermittlung von Spannungsspitzen sind
Geréte mit sehr kleinen MeBldngen zu verwenden. -

Einen solchen Feindehnungsmesser hat Dr.
Lerr fiir MeBstrecken von 1 bis 2 mm Lénge,
Abb. 9, bei 10000- bis 100000facher VergroLe-
rung des Ausschlages durchgebildet®. Die Lén-
genénderung der MeBstrecke zwischen der festen
Spitze b und der beweglichen ¢ wird zunichst
iiber das Rahmchen d, StoBband ¢ und Hebel f

auf eine Steuerfahne g bei etwa 50facher VergréBerung iibertragen. Mit
dem Gestell a fest verbunden ist die Gegenfahne %, die mit g einen

Abb. 10. Eichkurve. Abb.9 und 10 nach

Z. VDI 1936 S. 842.

Spalt bildet, der von dem Lichtstrom
der Lamype ¢ mit vorgeschaltetem Kon-
densor £ durchflutet wird. Die Veran-
derungen der MefBstrecke und damit
des Lichtstromes im Spalt werden von
einer Sperrschichtphotozelle I aufge-
nommen und erzeugen in der Zelle
einen verhiltnisgleichen elektrischen
Strom, der mit einem Mikroampere-
meter gemessen wird.

Aus der Eichkurve des Gerites,
Abb. 10, erkennt man die lineare Ab-

hingigkeit der Dehnung ¢ von dem Ausschlag des Amperemeters.
Um einwandfreie Ergebnisse zu erhalten, darf der Heizstrom der

Lampe wihrend des Versuches keinen Schwankungen unterliegen, die
1 Hersteller: Askania-Werke G.m. b. H., Berlin-Friedenau.
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der Strommesser ebenfalls anzeigen wiirde. Ferner muBl die Aufspan-
nung des Gerdtes mit groBer Sorgfalt durchgefiithrt werden. Zu diesem
Zwecke kornt man die Mefstellen mit einem genau auf Spitzenentfer-
nung abgerichteten Doppelkérner vor. Die Aufspannbiigel greifen mit
Pfannen in Schneiden ein, die seitlich am Geréit angebracht sind; sie
miissen mit ihren Gegenspitzen moglichst genau in der Mittelsenkrechten
der MeBstrecke den Geritespitzen gegeniiber angesetzt werden [4].

Abb. 11 und 12. Setzdehnungsmesser nach Prof. SIEBEL, Mahr, EBlingen.

Setzdehnungsmesser. Der Grundgedanke ist, durch Kérner, ein-
gesetzte Stifte oder Kugeln die MeBstrecken dauernd festzulegen und
ihre Anderungen unter Aufsetzen ein und desselben Dehnungsmessers
zu verfolgen. Durch Doppelkérner oder an Hand von Lehren werden
die Me@strecken praktisch gleich lang gemacht. Thre Gréfie im un-
belasteten Zustande oder unter der Anfangsbelastung des Versuchs-
stiickes ist genau zu bestimmen, um von ihr bei der Berechnung der
Dehnungen ausgehen zu kénnen.

Ein Beispiel bietet der Setzdehnungsmesser von Prof. SizBEL! fiir
20 mm MefBlinge bei 500facher VergroBerung des Ausschlags, Abb. 11
und 12. Gehirtete Stahlkugeln von 1/,,”” @ werden mittels eines Dop-
pelkorners und eines Déppers in das zu untersuchende Stiick derart
eingeschlagen, daf sie sicher festgehalten werden, aber nahezu halb-
kugelig aus der MeBfliche hervorragen. Auf sie setzen sich die Fiile
des Dehnungsmessers mit kegeligen Vertiefungen auf. Der eine Fufl 4
ist fest mit dem Gestell verbunden, der andere B um C beweglich. Er

! Hersteller: Mahr, EBlingen.
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stellt sich je nach der augenblicklichen Linge der MeBstrecke ! mehr
oder weniger schrig ein, wobei seine Spreizung und damit die Ver-
dnderung der Ausgangsstrecke mittels des MeBkeils M auf eine Mefuhr
iibertragen wird.

Der Messer wird unter Anheben des Keils auf die Kugeln aufgesetzt
und der Keil dann niedergelassen. Durch gleichméafig verteilten Druck
auf beide Fiile und leichtes Kippen senkrecht zur Mefrichtung wird
die genaue Einstellung erreicht.

Abb. 13 und 14. Setzdehnungsmesser Mahr, ESlingen.

Fiir MeBlingen von 20 bis 70 mm hat MAHR einen Setzdehnungs-
messer nach Abb. 13 und 14 entwickelt. Der feste Ful F ist durch
Austausch der Ringe R verschiebbar. Stift 7' und die Ringe sichern
die jeweils eingestellte MeBlinge. Winkelhebel H iibertragt die Ver-
lagerungen des beweglichen FuBles F; auf den Zapfen Z der Mefuhr M
mit /500 mm Teilung.

Setzdehnungsmesser dienen u. a. zum Bestimmen der Schweilspan-
nungen in Blechen, indem eine geniigende Zahl von Strecken vor und
nach dem Schweillen vermessen wird.

Als Beispiel eines Spiegelapparates kurzer Mefldnge sei der von
MarTuar [5] bei der Untersuchung von Stangenkopfen benutzte, Abb. 15,
beschrieben. Es ist ein Zweispitzengerdt fiir = 8 bis 10 mm MefBlinge,
das aus der MeBbriicke 4 mit der festen Schneide B und der beweg-
lichen Schneide C besteht, die in einer Kimme der Briicke kippt, wenn
sich I dndert. C trigt an einem Arm den Spiegel D, der den Sehstrahl
des Fernrohres F; auf die MeBlatte E zurtickwirft. Bei Schneidenstérken
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s=4,5 mm, Lattenabstinden L=3 ... 8 m und Verwendung von Fern-
rohren mit 40facher VergroBerung lassen sich Ubersetzungen u=2 L/s
von etwa 1300 ... 3500 : 1 erreichen. Angesetzt wird das Gerit zweck-
méBig unter Vermeidung des Kippens in dhnlicher Weise, wie an Abb. 7
beschrieben. Beiden sehr

kleinen Forménderungen

sind die Verlagerungen des

Gerites im Raume auf

den Oberflichen der Ver-

suchskérper zu beriick-

sichtigen. Dazu dient ein

Raumspiegel F auf der

Briicke A, dessen Aus-

schlige durch ein zweites

Fernrohr F, verfolgt wer-

den. Zeigen die Ausschlage

am MeB3- und am Raum-

spiegel den gleichen Sinn,

so ergibt die Differenz, o .

. Abb. 15. Zweispitzengerat von MATHAR.
andernfalls die Summe A MeBbriicke, B feste Schneide, C bewegliche Schneide,
der Werte die Forméiande- D MeBspiegel, E MeBlatte, F Raumspiegel, s Schneiden-

stirke, L Fernrohrabstand, F;, F; Fernrohre.
rungen der Mefstrecke.
An stangenférmigen, durch reine Langskrifte beanspruchten Teilen
kann der Verlagerungsfehler in der sonst iiblichen Weise durch Ver-
wenden zweier Messer einander gegeniiber unter Mittelbildung aus den
Ablesungen beseitigt werden.
Wegen weiterer Dehnungsmesser vgl. [6].

C. Genauigkeit der Dehnungsmessungen.

Die Genauigkeit, mit der die Forménderungen und Spannungen er-
mittelt werden kénnen, hingt von der MeBlinge I, der Ubersetzung u
und dem Betrag a des Ausschlages, der noch sicher auf der MeBteilung
des Gerites abgelesen werden kann, ab, vorausgesetzt, dafl die Messer
ohne jedes Spiel arbeiten und sonstige Fehler vermieden sind. Die
Ablesung a entspricht einer Verlingerung der Mefstrecke 1 =a/u, einer
Dehnung

(1) e=M=alul
und einer Spannung
(2) oc=c¢la=ajaxul.

Ist beispielsweise die MeBlatte mit einer Millimeterteilung versehen,
so kann man Finftel, hochstens Zehntel Millimeter schitzen, also bei
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!=20 mm MeBlinge und einer Ubersetzung »=1250:1 die Dehnung
bei einer einzelnen Messung noch mit e =a/ul=0,2/1250 - 20 = 0,000008
oder 0,0008% erfassen. Im Falle von Stahl entspricht die Schitzung
von 1/, mm einer Spannung von ¢=g/x =0,000008 - 2100000 =17, von
1/ mm 8,5 kg/em?2.

Ist die Beanspruchung eines Bauteils an irgendeiner Stelle 1000kg /cm?,
so laBt sich die Spannung mit (17/1000) 100=1,7% (bestenfalls mit
0,85%) Genauigkeit finden.

Will man Spannungen von 500 kgf/cm? an einem Konstruktionsteil
aus Duralumin mit 1% oder o =>5 kg/ecm? Genauigkeit bestimmen, so
ist bei der gleichen Ubersetzung eine MeBlinge von mindestens

a 0,2 - 700000
b= s = To80.5 — 224mm

erforderlich.

Wie sich die Genauigkeit durch Wiederholungen der Messungen und
Ausgleich der Einzelbeobachtungen erhdhen und der wahrscheinlichste
Wert des Ergebnisses ermitteln 148t, ist in Abschnitt O nidher behandelt.

D. Differenzenverfahren nach RUHL-FISCHER.

Um die Dehnungen an einer lingeren Strecke AB, Abb. 16, zu er-
mitteln, benutzten RiHL [7] und FiscHER [§] Messer mit verdnderlicher
MeBlange. Die eine Schneide wird wihrend der ganzen Untersuchung

an dem einen Ende der Strecke, z. B. in A4
g belassen, die andere in verschiedenen Punk-

ten C, D ... B angesetzt und die Verlinge-
rung A der jeweiligen Strecke ermittelt. Tragt
2/ 4Ll | man A tber den zugehérigen Punkten C,
D ... B auf, so findet man die mittlere 6rt-
liche Dehnung aus dem Verhiltnis der Dif-

t

«I 6 ferenzen der Ordinaten und Abszissen iiber
i den Teilstrecken, z. B. iiber EF
i {0 F F # oder den genauen ortlichen Wert in einem

Abb.16. Zum Differenzenver-  beliebigen Punkte an Hand der Tangente an
fahren nach RUHL-FISCHER.  der Kurve. Z. B. ist im Punkte D

(4) ep=tgdp=di/dl.
Zur Ermittlung der Tangente leistet ein Spiegel gute Dienste, der in
dem betreffenden Punkte aufgesetzt und so eingestellt wird, daB die
Kurve und ihr Spiegelbild stetig, also ohne Knick verlaufen. Die

Spiegelebene gibt die Normale der Kurve, das Lot darauf die gesuchte
Tangentenrichtung an. Je steiler die Tangente ist, desto groBer ist
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die Dehnung. Abszissen- und Ordinatenmafistab wéahlt man leichter
und genauer Auswertung wegen zweckméaBig so, dall die Kurve unter
etwa 45° gegeniiber der Abszissenachse verliuft. Handelt es sich um die
Bestimmung der Dehnungsspitze im Scheitel einer Kerbe, so wird man
suchen, die Tangente in diesem Punkte unter rund 45° zu bekommen.

Ist in Abb. 16 der AbszissenmaBstab 1 cm =a cm, der Ordinaten-
maBstab 1 cm=>5 cm, so ist die Dehnung
(5) ep=tgdp-bla.

Beispielsweise wird bei a=1cm, b=1-10"3cm und tgd=1,13
ep = tg Op % = 1,13 %% — 0,00113 oder 0,113%.

Dr.-Ing. Fiscuer [8] hat das Verfahren unter Vereinfachung des
MeBgerdates benutzt, um die Dehnung im Scheitel von Kerben auf
Biegung beanspruchter Balken nach Abb. 17 zu untersuchen. Die Mes-
sungen wurden lings der Kerbscheiteltangente ACB unter Verringerung
der Teilstrecken nahe C auf Bruchteile eines Millimeters durchgefiihrt
und aus der Neigung der Tangente der A-Kurve im Punkte O iiber dem
Kerbscheitel die grofite Dehnung ¢, und
damit die an der Stelle herrschende Span- V V
NUNG O, = &n/& gefunden, weil die |- "~ A z
Scheiteltangente am Kerb auch Haupt-
spannungsrichtung ist. Fihrt man die A
Messungen iiber den Kerbscheitel hinweg YL \N
fort, so wird bei symmetrischer Gestalt £
der Kerbe quer zur Balkenachse die Rich- o,
tigkeit der Messungen bestétigt, wenn die
beiden Aste der A-Kurve im ersten und 4 iy
dritten Quadranten I und III kongruent / \
sind. Abb. 17. Ermittlung der Dehnung im

Um MeBfehler auszumerzen, empfiehlt S"}]‘fiiet;}m‘;o?)eflfgf‘?chiﬂn e]’;’;‘;kmen‘fmf
es sich, die MeBpunkte in gleichen Ab-
stinden zur Symmetrielinie zu wihlen und die Ergebnisse an einander
entsprechenden Punkten durch Mittelung auszugleichen.

Macht das Ziehen der Tangente im Punkte O Schwierigkeiten, so
empfiehlt Fiscaer die rechnerische Bestimmung des Scheitelwertes ¢_,,.
Er driickt die Kurve, bezogen auf den Wendepunkt O, ndherungsweise
durch die Gleichung
(6) z=al®+ bk
aus, bestimmt ¢ und b aus den Koordinaten der nédchstliegenden Punkte
P, und P, und findet
0 di 1

€= de 3ai 45

u}
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Fiir den Scheitel gilt =0, A=0 und damit
(8) Epax = 1/b.

Beispiel 1. Im Falle von Abb. 17 waren die Koordinaten
des Punktes P;: =05, 2, =30-10"% mm,
des Punktes P,: x,=1, 1,=52,5-10-5mm.

Mithin ist nach Gleichung (6)

0,5=a(30-10-5)345-30-10-%
und 1=0a(52,56-10-5)% +b-52,5-10-5.
Daraus ergibt sich «=1,28-10% b=1,55-10%

P und
Emax = 1/b = 1/1,55 - 103 = 0,000645 oder 0,0645%.

‘ }i— Das Differenzenverfahren gestattet auch,
18 ¢ die Kerbwirkung sowie die Dehnungs- und
; Spannungsverteilung im gefihrlichen Quer-

schnitt gelochter Streifen, Abb. 18, die auf
: Zug beansprucht sind, zu verfolgen. Wih--
¢gl_/1_. 4 rend man die Dehnungen in den é&ufleren
Fasern des Stabes bei den angegebenen Ab-
d messungen der Probe mit Messern von 10,
m selbst 20 mm MeBlinge geniigend genau be-
stimmen kann, mufl man am Lochrand das
ﬁl?;)éslxrsé rtgfﬁgg‘;%fgﬁ;h]gggn Differenzenverfahren zwischen 4 und B an-
Querschnitt gelochter Streifen. wenden, um den GroBtwert zu erfassen.

E. Weitere Verfahren zur Ermittlung von Forménderungen
und Spannungen.

An manchen Teilen, wie an eingezogenen Schrauben, lassen sich
Dehnungsmesser nicht unmittelbar anbringen. Dann kénnen Mikro-
meter oder Minimeter, die auf den Stirnflichen aufgesetzt werden, dazu
dienen, die beim Anziehen und im Betrieb auftretenden Forminderungen
zu messen und Riickschliisse auf die Beanspruchung zu ziehen. Hierbei
gestatten kleine Stahlkugeln, die man in die oft nicht hinreichend ge-
nauen Stirnfldchen eintreibt oder dort auflétet und iiber deren Scheitel
man milt, die Genauigkeit der Untersuchung wesentlich zu steigern.

In gleicher Weise haben C. Bace und R. Bavmanw [9] die Langs-
spannungen in warmeingezogenen Nieten durch die Verkiirzungen be-
stimmt, die bei Wegnahme des Bleches um die Niete herum auftreten.

Sicherer lassen sich die Wirkungen duBerer Krifte an Schrauben nach
Abb. 19 an Hand von zwei auf den Stirnflichen befestigten Stében a
und b verfolgen, an denen Dehnungsmesser in verschiedenen Abstédnden
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von der Schraubenmitte, z. B. in den Ebenen I und II, angesetzt
werden. Solche Messungen gestatten nicht allein die Zugspannungen,
sondern auch die sehr hiufig auftretenden Nebenbeanspruchungen auf
Biegung in der Ebene der Stibe o
und b zu ermitteln.

An auf Biegung beanspruchten
Achsen, Abb. 20, kénnen die elasti-
schen Forminderungen und daraus
die Spannungen an Hand der Biege-
winkel y, und p, ermittelt werden,
die iiber Spiegel § auf den End-
flichen der Achse durch Fernrohre F
an MafBstiben M beobachtet werden.
So 14Bt sich z. B. die GroBle der Kraft X in den Abstinden @ und b
von den Auflagern 4 und B aus

M, M,
tg(y1+7/2)wy1+y2=oc/§,—xdx=o¢-xf =g

E9

Abb. 19. Dehnungsmessungen an Schrauben.

ity
X = e
finden, wenn § der Inhalt der durch die Krafteinheit bedingten M, /7,
Fliche ist. Aus X lassen sich aber die an der Achse in beliebigen Quer-
schnitten wirkenden Biegemomente und Spannungen berechnen.

Abb. 20. Zur Ermittlung der Belastung X.

In entsprechender Weise kénnen Drehmomente an Wellen durch Messen
der Verdrehungswinkel zwischen bestimmten Punkten ermittelt werden.

Modelle aus weichem Gummi kénnen sehr gut dazu dienen, die Art
der Forméanderungen und des Kraftflusses zu veranschaulichen, ge-
statten aber nur ndherungsweise Riickschliisse auf die Spannungsver-
teilung zu ziehen, weil der KraftfluB sich bei groBeren Verformungen
verlagert und das HookEsche Gesetz nicht mehr gilt [10, 11].
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F. Verformungs- und Spannungszustinde.
In jedem Korper, Abb. 21, an dem #uBlere Krifte angreifen, die

sich das Gleichgewicht halten, entstehen auch innere Krifte, wie sich
nachweisen 148t, wenn man den Koérper durch einen Schnitt I—I in
7 zwei Teile zerlegt. Die an einem der Teile
wirkende innere Kraft kann in die Normal-
m kraft N senkrecht zum Schnitt und in die

7

Schubkraft 8 in der Schnittfliche zerlegt

werden. Auf die Flidcheneinheit bezogen,
entsprechen der inneren Kraft die Span-
\” nung o, den Teilkriften die Normalspan-

nung o und die Schubspannung T, vgl. den
Morrschen Spannungskreis, Abb. 22.

Die durch Krifte bedingten Formdnderungen
eines Korpers sind durch die Verlagerungen, die
die einzelnen Punkte erfahren, gekennzeichnet.

L€ .
o Sie zerfallen in Ldngsverschiebungen in Richtung
' der Normalkraft (Verldngerungen oder Verkiirzun-
gen des Werkstoffs) und in Querverschiebungen

Abb. 22. Spannungskreis. Senkrecht dazu.
Den Spannungen entsprechen die spezifischen,
an einem Korperelement von der Seitenlinge oder
dem Halbmesser 1 auftretenden Forménderungen.
1 Sie seien als Verformungen bezeichnet, zerfallen
W in die Dehnung ¢ und die Schiebung y und kénnen
im Verformungskreis, Abb. 23, dargestellt werden,
in welchem sich ¢ und p/2 zur Verzerrung v zu-
sammensetzen. So entsteht folgendes System von
Begriffen und Bezeichnungen:

Autfstellung 2.

Abb. 21. Entstehung innerer Xrifte.

S o

\)

r

Abb. 23. Verformungskreis.

Normalkraft Normalspannung o
Schubkraft Spannung o {Schubspannung T
Forméanderung
Verformung = spezifische Forméinderung

Kraft {

Langsverschiebung
Querverschiebung

Dehnung &

Verzerrung v { Schiebung

Verlagerung {

Die Spannungszustinde konnen ein- oder zweiachsig (eben) oder
dreiachsig (rdumlich) sein; die zugehorigen Verformungszustidnde sind
stets dreiachsig. Z. B. unterliegt ein in seiner Langsachse auf Zug
beanspruchter gerader Stab einachsiger Spannung, erfihrt aber nicht
allein Verlingerungen in Richtung seiner Achse, sondern auch Quer-
zusammenziehungen senkrecht dazu, also raumliche Verformungen. Den
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Beanspruchungszustand, den man aus den an den Stab- und Korper-
oberflichen durchgefithrten Dehnungsmessungen ermittelt, sieht man
gewohnlich als eben (ein- oder zweiachsig) an. Das setzt voraus, daB
Oberflichenkrifte fehlen, was an den MeBflichen meist zutrifft und
daB der Bereich der Messungen an den einzelnen Punkten geniigend
genau durch die Beriihrungsebene ersetzt werden darf.

Dabei bleiben aber die in der Wandung entstehenden Verformungen
und Spannungen auBer Betracht, die manchmal grofler als diejenigen
auf der Oberfliche und damit fiir die Beanspruchung
entscheidend sind, wie des niheren in Abschnitt L ge-
zeigt wird. Die groBten Spannungen in der Wandung,
die, wo nétig, schon in den folgenden Abschnitten
angegeben sind, lassen sich jedoch aus den Haupt-
spannungen auf der Oberfliche herleiten.

. Abb. 24. Zur Messung
In scharfen Kehlen wird der Spannungszustand da- ip scharfen Kehlen.

durch verwickelt und schwer erfafibar, daB die Span-

nungen in den Ansetzpunkten 4 und B des Messers, Abb. 24, verschiedene
Richtungen haben. Ermittlungen lings der Sehne 4B sind irrefiihrend ;
wohl aber konnen die Dehnungen ldngs der Kehle an ebenen Proben
durch Differenzenmessungen auf mehreren Tangenten genau gefunden
werden, sofern nicht andere Verfahren, wie das spannungsoptische, vor-
zuziehen sind, das freilich Durchsichtigkeit der Versuchsstiicke voraus-
setzt.

a) Der ebene Verformungszustand.

Gleichformigkeit des Werkstoffes vorausgesetzt, nimmt ein ebenes
kreisférmiges Oberflichenelement, Abb. 25, unter der Wirkung beliebi-
ger, in der Ebene wirkender Spannungen elliptische Gestalt an, deren
groBe und kleine Achse in Rich-
tung der Hauptdehnungen und

auf dem Umfang des Kreises, der
auf dem Strahl OP unter dem
Winkel ¢ gegeniiber der einen
Hauptachse liegt, werde durch
die im Punkte P herrschende
Normalspannung nach Pl: durch Abb. 25 und 26. Verformung eines kreisfdrmigen
s . Elements.

die Schubwirkung nach P, ver- ,

lagert. P, liegt auf der erwihnten Ellipse. PP, gibt, falls der Halb-
messer des Kreises r=1 ist, die Dehnung ¢, des Werkstoffes unter
dem Winkel ¢ an. Sie ist positiv, entsprechend einer Reckung der
Faser, zu rechnen, wenn P; weiter von O abliegt als P, negativ, einer
Stauchung gemiB anzusetzen, wenn P, innerhalb des Kreises liegt.

Rotscher-Jaschke, Dehnungsmessungen. 2
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PP, stellt die halbe Schiebung y,/2 dar, der das Element unterliegt.
PP, ist die oben erwihnte Verzerrung v,.

DaB fiir die Verlagerung des Punktes P nur die halbe Schiebung
in Betracht kommt, 148t sich anschaulich an Abb. 27 zeigen. Thm liegt
ein gleichférmiges Spannungsfeld, wie

es z. B. an einem durch o; auf Zug
beanspruchten Flachstabe herrscht, zu-
grunde. Ein quadratisches Element a,
dessen Seiten parallel und senkrecht
zur Stabachse liegen, wird in bekannter
Weise zu einem Rechteck o’ verformt.
Dagegen wird das Element b, das unter
dem Winkel ¢ zur Stabachse heraus-
geschnitten ist, durch die Normalspan-
nungen o, und o, . g, sowie die Schub-
spannungen T, zu einem Parallelepiped
b’ verzerrt. Die ersteren rufen Dehnun-
q gen ¢, und ¢, oy in Richtung von ¢
und @+ 90° hervor; die beiden Schub-
" l spannungspaare aber wirken auf Win-
% kelainderungen entsprechend je y,/2
Abb. 27. ‘g;f;%ﬁgzsgglst‘;iid.emachﬁgem gegeniiber den wurspriinglichen Seiten-

flichen hin. Dagegen ist die Verschie-
bung dieser Flichen gegeneinander durch das Lot AB von einem Eck-
punkt auf die Gegenfliche und damit durch y, gekennzeichnet.

Trigt man die polaren Abstédnde zwischen dem Kreis und dem
Ellipsenumfang, Abb. 25, die in erster Naherung die Dehnungen ¢ dar-
stellen, in ein Polarkoordinatensystem ein, so ergibt sich unter An-

wendung eines grofleren Mafstabes die Kurve

Abb. 26 mit zwei positiven und zwei negativen
Teilflichen, die von Tangenten unter den Win-
keln @, eingeschlossen werden, Winkel, die prak-

tisch geniigend genau an der Verformungsellipse,

Abb. 28. Radial- und Tan- Abb. 25, zu den Schnittpunkten mit dem Kreise

gentialdehnungen an einem fijhren.
gewOlbten Deckel.

B
&\

Sind die Richtungen der Hauptdehnungen be-
kannt, so geniigen zwei Dehnungsmessungen in diesen Richtungen zur
Bestimmung des Dehnungs- und Spannungszustandes. Z. B. herrscht
auf den Flichen eines gewélbten, als Drehkoérper ausgebildeten Deckels,
Abb. 28, wenn derselbe Fliissigkeitsdruck von der einen Seite her unter-
liegt, aus Symmetriegriinden ein zweiachsiger Spannungszustand. Er
setzt sich aus Radialspannungen lings der Meridiane und aus senkrecht
dazu gerichteten Tangentialspannungen zusammen. MiBt man die
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Radial- und Tangentialdehnungen ¢, und ¢, die zugleich Haupt-
dehnungen sind, so lassen sich die Dehnungen und Schiebungen unter
beliebigen Winkeln zu ihnen wie folgt finden.

Der Ermittlung sei ein rechtflachiges, sehr kleines Element, Abb. 29,
mit den Seiten l; und [, zugrunde gelegt. Unter der Wirkung der Haupt-
spannungen ¢, und ¢, auf den Seitenflichen gehe es in die gestrichelte
Form iiber. Die Rechteckseiten erfahren Verlingerungen A, und 4,,
unterliegen somit den Hauptdehnungen

g =Mhil und gg = Aofl, -
Aus dem rechtwinkligen Dreieck OAP, folgt:

(lw + 199)2 = (ll + 11)2 + (lz + 12)2

(14 2p/1,)2 = B(1 + A4/0)2 + B(1 + A,/1y)%.
Mit A,/ly = ¢4 ist “
L(l+e)P=H1l+e)?+B0+e) 41 11 L1
Vernachlissigt man die sehr kleinen T

quadratischen Werte &, &} und &3,

g ‘___.
& Y g
so folgt, wenn man beachtet, daB T / ¢ \{F’ —
li:lf—{—lg ist: l 1 X _J;,———

oder

2

SO

q
2 2 )
eply = & li + &3, A i
e, = &1 (1/1,)% 4 &5 (15/1,,)? Abb.29. Zur Ermittlung der Verformung eines
7 1 1/ ? 2 . 2/ q)) ? rechtflachigen Elements, dessen Seiten in den
(9) £, =& 0082(]3 + & s1n2<p . Hauptdehnungsrichtungen liegen.
Mit
1+ cos2 . 1 —cos2
(10) cos?ep = ——2—(’7 und sin?p = —2—(’)
geht Gl. (9) tber in
& + ¢ & — €
(11) 8(,,:#2—2—}— 1 5 2cos2¢| .
—

@ ist hierbei der Winkel, den die Dehnung ¢, mit ¢ einschlieBt.

Bei der Ermittlung der Schiebung y geht man von der Drehung aus,
welche die Strecke OP, Abb. 29, gegeniiber OA erfihrt. Sie ist durch
den Winkel POP, gekennzeichnet, der sich aus POP, = ¢ — ¢’ oder aus

sin POP, = sin ¢ cos ¢’ — cos g sin ¢’
errechnet.
Im rechtwinkligen Dreieck OA P, bestehen die Beziehungen

. ,_l2+12_1+82.l2_1+£2 .
(12) T T Lty T Ther by 1te, 9
L+A 14e o, 144

! = = - o= =
OS¢ STy Ttep lp 17,059

A
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die, mit sin2¢ = 2singcosg zu

. _ Ea—& .
(13) sin POP, = T0 Feq) sin2¢

fithren. Bei den hier in Betracht kommenden kleinen Drehungen kann
sin POP, ~ < POP; und 1+ ¢, ~ 1 gesetzt werden, so daB

(14) X POP; =27 Zsin2¢

wird. Er entspricht der halben Schiebung y,/2. Denn die Haupt-
dehnungen ¢; und ¢, errechnen sich aus den Hauptspannungen o, und o,
bei einer Dehnzahl « und einer Querzahl u des Werkstoffes zu

g = a(0y — uo,),
15 { 1 1 2
19 &y =0 (0 — poy).
Daraus folgt

(16) & — & =1+ pa(o;—0y).
Da die Schubspannung

an T=7slB,

die Schubzahl 8 aber

(18) B=2(1+pwa,

andererseits nach der unten entwickelten Gleichung (27) die Schub-
spannung

T, = i;j sin2 ¢
ist, erhidlt man durch Einsetzen in Gleichung (14)

(19) <P0Pl=%5"—;jsin2<p:%z¢=&,

Nach (14) und (19) ist somit die halbe Schiebung

(20) re— 5‘—;—52 sin2p| .

Ihren GroBtwert erhilt die Schiebung bei @=45°; dann ist
(21) Vmax = Y45 = € — &3
Die Verlagerung PP, erhilt man aus Abb. 29 an Hand des rechtwink-
ligen Dreiecks PP, P,
e — _
PP, = PP, + PP; = 1% + (I, - y4/2)2.

Dividiert man beide Seiten durch %, so ergibt sich die Verzerrung »,

P—P:_2_;'W2 Yo\2
==+ (%)

(22) Vo = Ep + (Y4/2),
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eine Beziehung, die mit Hilfe der Gleichungen (9) uhd (20) in

(23) vy = & cos?p + & sinyp
oder mit (10) in

&2+ & &t — g2
(24) v = "5 + “5—"cos2¢
tibergeht.

b) Der Verformungskreis.!

Die Gleichungen (11), (20) und (24) gestatten, &,, y,/2 und v, aus
g, & und 2¢ durch den Verformungskreis zu bestimmen. Trigt man
vom Koordinatenanfangspunkt O,,
Abb. 30, die Hauptdehnungen

&=0,D und & =0,E auf und _, | /,o zp
schligt tber ED =g — &, einen * [ — \ \st\ F
Kreis, so stellt die Abszisse O, N des ~ 7 £\ 7 WD
Punktes P auf dem Kreis unter dem ‘p

Zentriwinkel 2¢ die Dehnung ¢, KA S

die Ordinate NP die halbe Schie- e _

bung 7<p/2 und die Strecke OvP die Abb. 30. Verformungskreis.

Verzerrung v, dar. Denn es ist
ON=0,M 4+ MN =0,M + MPcos2¢ = fl—;_ﬂ + f‘—:—ff cos 2¢ == g,
nach Gleichung (11),

NP = MPsin2¢ =2 Zsin2p = 22

entsprechend Gleichung (20) und im rechtwinkligen Dreieck O,NP
0P = OF* + NP = &, + (rpf20 =%
nach Gleichung (22).

Ahnlich wie der Momrsche Kreis die Spannungsverhiltnisse iiber-
blicken 148t, wenn die Hauptspannungen ¢, und o, bekannt sind, so
gestattet der Verformungskreis die elastischen Forménderungen, denen
der Werkstoff an der betrachteten Stelle unterliegt, zu verfolgen. Der-
selbe 148t sich auch auf gréBere Forminderungen, wie sie bei Gummi
und anderen stark elastischen Stoffen oder beim FlieBen von Metallen
auftreten, erginzt durch den sog. Einheitskreis, anwenden, wie in der
Dissertation JAscHEE, Aachen, 1938 [1I] nachgewiesen ist.

1 Anwendung bekanntgegeben auf der Tagung ,,Priifen und Messen® des VDI,
Berlin 1. u. 2. XII. 1936.
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¢) Polare Darstellung der Verformungen.

Besonders anschaulich ist die polare Darstellung der Verformungen.
Ausgehend von der groeren Hauptdehnung ;, Abb. 30, die in Abb. 31
waagerecht und nach rechts gezeichnet sei, ist die Dehnung &, unter
dem Winkel g aufgetragen, wobei 2 ¢ im Verformungskreis und Winkel ¢
in der polaren Darstellung im gleichen Sinne, entgegen dem Uhrzeiger-
sinn zihlen. Im Verformungskreis, Abb. 30, kann ¢ auch unmittelbar
als Peripheriewinkel PE D iiber dem
Bogen PD abgegriffen werden. Die
Dehnungen sind im vorliegenden
Falle durchweg positiv und liefern
bei einmaligem Durchlaufen des
Verformungskreises die im oberen
Abb. 81. Polare Darstellung der Verformungen. Scheitel eingesehnﬁrte Kurve der

Abb. 31 iiber der Abszissenachse. Die
unter dem Winkel ¢ wirkende halbe Schiebung y,,/2 trigt man zweck-
méBig am Ende von ¢, an, und-zwar rechtsdrehend, wenn sie im Ver-.
formungskreis positiv, linksdrehend, wenn sie negativ ist, und ver-
schiebt sie parallel zu sich selbst in den Koordinatenanfangspunkt O.
So gelangt man zu der zweifliigeligen Kurve mit kongruenten Teil-
flichen in den beiden unteren Quadranten. Die eine Teilfliche ist
positiv, die andere negativ, in Ubereinstimmung damit, daB die Schie-

bungen in zueinander senkrechten

Ebenen entgegengesetzt gleich sind.

Die Darstellung hat den Vorteil,
— die Dehnungen und Schiebungen in

beliebigen Richtungen eindeutig

nach GréBe und Sinn anzugeben.

Abb. 32. Polare Darstellung der Dehnungen Beispielsweise tritt unter ‘pI: 135°

und Schiebunger}bei zweimalige.mDm'chlaufen zur Ebene von & eine Dehnung von

des Verformungskreises. . .

der GroBe OP neben einer negativen

halben Schiebung O auf, entsprechend den beiden Abschnitten auf

dem rechten Winkel POQ. Die Endpunkte der Verzerrung v, liegen
auf einer Ellipse mit den Halbachsen ¢; und e,.

Die Darstellung 148t sich bei zweimaligem Durchlaufen des Verfor-
mungskreises zu geschlossenen Kurven, Abb.32,ergénzen, bietet abernicht
mehr die Moglichkeit, die Richtung der Schiebung eindeutig abzulesen,

¥, durch die Schubzahl § dividiert, liefert nach Gleichung (17) die
an der betreffenden Stelle herrschende Schubspannung 7,=v,,/f.

Von polaren Darstellungen macht man zweckméfBig auch bei Deh-
nungsmessungen in verschiedenen Richtungen an einem bestimmten

Punkt Gebrauch.
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Mit Hilfe des Verformungskreises ist es auch moglich, die in Abb. 25 erwihnte
Verformungsellipse zu entwerfen. In Abb. 33 und 34 sind positive Hauptdehnun-
gen & und g, vorausgesetzt, der Verformungskreis, Abb. 33, aber in dreifachem
MaBstab gegeniiber den Dehnungen, Abb. 34, gezeichnet. Sind die Richtungen
der Hauptdehnungen durch das rechtwinklige Achsenkreuz 40D gegeben, so
findet man, ausgehend von dem kreisformigen Element vom Halbmesser r=1,
die Scheitel der Ellipse durch Abtragen von & und &, lings der Achsen. Unter
einem beliebigen Winkel ¢, trigt man die zum Winkel 2¢, im Verformungskreis
gehorige Dehnung e, = PP, radial nach auBen an, falls sie positiv ist, die halbe

| %€ __
b=
&

» .

‘1\1 o B\
2%\ M
% ’F;“
b

"

Abb. 33 und 34. Herleitung der Verformungsellipse aus dem Verformungskreis.

Schiebung y,/2 = P, P, rechtwinklig dazu, also tangential zum Kreis, und zwar
rechtsdrehend an, wenn sie positiv ist. IThr Ende ist ein Punkt der Verformungs-
ellipse. PP, entspricht der aus g und p./2 zusammengesetzten Verzerrung v,,
welcher der Punkt P unterliegt. Zum Winkel 2 ¢; des Verformungskreises ge-
horen &; und —y;/2, so daB die Schiebung linksdrehend einzuzeichnen ist. An
der Ellipse, die auch ohne vorherige Ermittlung der Groen &, und /2 aus &
und &, an Hand der Hauptachsen (1 &;) und (14 ¢,) nach einem der iiblichen
Verfahren entwickelt werden kann, ist ersichtlich, dafl die Schiebungen stets vom
Scheitel der kleinen Achse der Ellipse zur groBlen hin gerichtet sind.

Der Verformungskreis vermittelt somit nicht allein den Zusammen-
hang zwischen den Dehnungen und Schiebungen, sondern gewéhrt auch
einen anschaulichen Einblick in die Vorgidnge bei elastischen Ver-
formungen.

d) Der Monrsche Spannungskreis.

Erginzend zum Verformungskreis sei an den MoHRschen Spannungskreis unter
Betrachtung der durch die Hauptspannungen ¢, und ¢, beanspruchten Korper-
ecke ABC, Abb. 35, erinnert. Wird Fliche BC gleich der Flicheneinheit an-
genommen, damit die an ihr auftretenden Krafte zu Spannungen werden, so hat
die Flache AC die GréBe 1. cosp und die Fliche AB die Grofe 1-sing. Der
an 4C wirkenden Kraft ¢, cos hilt an der Fliche BC die gleich grofe waagerechte
Kraft DE im Schwerpunkt D das Gleichgewicht. Entsprechend ergibt sich in
senkrechter Richtung DF =g,sinp. DE und DF zusammengesetzt, liefern die
Spannung DG = gy, unter der die Fliche BC steht. Sie zerfillt in die Normal-
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spannung 6, =D H unter dem Winkel ¢ zur Hauptspannung ¢, und in die Schub-
spannung te=DJ. Fillt man von F das Lot ELK auf DH, so wird
DH = 0 = DK + KH = DE cos ¢ + EG sin ¢,
(25) Cp = 0y cos2p + g, 8in%gp

o % oder mit Hilfe der Gleichungen (10)

(26) o 201+02+01;‘72

@ B cos2¢ |.

Die Schubspannung ist
0, c0sp

+T

DJ=tp=EK—EL=DEsing— EGcosgp
= 0, 8in p cos ¢ — 0, sin g cos ¢

oder

0, — 0y

2

(27)

Ty = sin 2¢

Abb. 35. Gleichgewicht an einer Korperecke. . . . .
Sie erreicht ihren GroBtwert bei p=45°;

dann ist
(28) Tmax = (04 — 05)/2.
Die Spannung g erhilt man aus dem rechtwinkligen Dreieck DEG mit
(29) 02, = o} cos’p + o} sin%;j .

Gy, Te und gy folgen ebenfalls Kreisfunktionen, wie aus dem vollig gleichen Auf-
bau der Formeln (11), (26), (20), (27) und (23), (29) hervorgeht.

Tragt man die Hauptspannungen
L 7T o; und ¢,, Abb.36, vom Anfangs-

natensystems auf der Abszissenachse

1 b0, ] { F punkt O, des rechtwinkligen Koordi-

7 7 7 auf, und zwar nach rechts, wenn
A - . .

O p'0s1t1v, I}ach hnl.is, wenn negativ, so
05 T liefert die Abszisse eines Umfangs-
punktes P des Kreises iiber o, —o,
unter dem Winkel 2¢ die Normal-
spannung oy, die Ordinate die Schub-
spannung 7, und die Strecke O, P die
Spannung g an einer Ebene, die unter
dem Winkel ¢ gegeniiber derjenigen
liegt, an der ¢, wirkt.

Fiir die polare Darstellung der
Spannungen, Abb. 37, gelten die glei-
chen Grundsitze wie fiir die Verfor-
mungskomponenten. Der Spannungs-
kreis, Abb. 36, fiihrt zu durchweg po-
sitiven Normalspannungen gemif der
eingeschniirten Kurve und zur zwei-
fligeligen Linie der Schubspannungen. Der Normalspannung OP unter dem
Winkel ¢ ist die negative. Schubspannung 0Q zugeordnet. Die Endpunkte von
04 liegen wieder auf einer Ellipse.

Abb. 36. MOHRscher SpannungsKkreis.

Abb. 37. Polare Darstellung der Normal- und
Schubspannungen.
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G. Darstellung zusammengehoriger ebener Verformungs- und
Spannungszustinde.

Die Abschnitte Fa, b und d fithrten sowohl zu gleichartigem Auf-
bau der Formeln fiir die Verformungen und Spannungen, als auch
zur Darstellung der Zustdnde durch je einen Kreis. Es liegt nahe,
entweder

a) die beiden Kreise zusammenfallen zu lassen, die Verformungen
und Spannungen aber von verschiedenen Bezugspunkten O, und O,
aus zu messen oder

b) von einer und derselben Grundlinie OM auszugehen, die Ver-
formungen und Spannungen aber durch zwei Kreise um M darzustellen.

In beiden Fillen gelten selbstverstdndlich verschiedene MaBstibe
fiir die Verformungen und Spannungen.

a) Darstellung durch einen Kreis und zwei Bezugspunkte O, und O,.

Der Zusammenhang zwischen den Verformungen und Spannungen
ergibt sich daraus, daB} die Ordinate eines beliebigen Umfangspunktes P
des Kreises, Abb. 38, einerseits die Schubspannung 7,,, andererseits die
halbe Schiebung y,,/2 darstellt. Ist der MaBstab, in dem die Spannungen
aufgetragen sind, 1cm = m kg/em?, derjenige der Forménderungen
1 em = m, cm/em, so gilt:

Sded M
Yol __ To %
My m,’ % ld
Mit y, = f7, wird der Spannungs- % / ; b’“ \é
mafstab *10 *\14/ 7 7] £ pl
- ; o
(30) My = G My e

sl s . . Abb. 38. Darstellung der Verformungen
wenn der Kreis in einem bestimmten und Spannungen durch einen Kreis und
VerformungsmaBstab m, aufgezeichnet zwei Bezugspunkte Oy und Os.

wurde.

Geht man umgekehrt von einem Spannungskreis im MaBstabe m;
aus, so sind die Verformungen mit

(31) my, =

(IR

ms

Zu messen.

Fiir die Bezugspunkte O, und O, gilt unter Beachtung des gegen-
seitigen MaBstabes

(32) MO, _ (81t 8)/2 my &+ 2

MO, ™ (o, Fo)2 m, oito, B°
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Lo6st man die Gleichungen (15) nach ¢; und ¢, auf, so wird

_ &t pe &t g
(33) [P a—wms> 2T a—wa)

wobei der Wert 1/(1 — u?) - x fiir verschiedene Werkstoffe in Aufstel-
lung 1, Spalte 6, angegeben ist. Die Summe ¢, + o, wird unter Beach-

tung von (18)
e+ _2(1+H)

(34) At =n s T pa—pE e
und damit
MO, 1—npn
(35) MO, 1-+u°
N
300— 065

775 \% / )
/|
250 o,.m\\ / 455
/| 945

3
200 / \
e \ )

N

150 435
920 qz5 430 435 (4 9%
A —
Jfewerte L H 1—p . PR
Abb. 39. Hilfswerte ion und ey in Abhéngigkeit von .

Geht man vom Verformungskreis aus, ist also M O, gegeben, so folgt aus

_1+4u _1ltp ate
(36) MOsﬁ*—l_MMOD—vﬁ_u-—f— ,
daB O, stets weiter vom Mittelpunkt M abliegen muB als O,, weil i i Z >1ist.

Liegt umgekehrt zunichst ein MonRscher Spannungskreis vor, so
findet man den Abstand des Bezugspunktes O, vom Mittelpunkt M aus

-ty _lox ato
(37) MO, = h MO, = 12

Der Hilfswert (1 + ) /(1 — ) und sein Kehrwert kénnen den Spalten
10 und 11 der Aufstellung 1 oder Abb. 39 entnommen werden.
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Beispiel 2. Gemessen an Stahl ¢, = 3,00-107%, &, = 1,00 - 10~ % Im MaB-

stabe 1 em = 107* cm/em aufgetragen, ergibt sich Abb. 40. Abstand des Bezugs-
punktes O, von M nach (36)

o, _i*‘” 81+82_—1857 300+ﬂ(—) 10-2 = 3,714 . 10-1,
~u
In dem gewahlten Mafstabe wird O, = 3,714 cm.
MafBstab der Spannungen nach (30)

my = % m, = 2 - 808000 - 10-% = 161,6 kg/cm? je cm
oder 100 kg/em? entsprechen 0,62 cm.
o bre F—szVL—e,
a, Ld o
25 1 205 \
:L ﬁ It E % a 1177 \ }E
0“_ g, l,{/ 0,;' 1 ”
Hz-/,amli -% 0,
e
S~ >
Verformungsmalstad J}Jtmﬂz/ﬂgsmaﬁs/ab
0 7 2 310 Tomfom. " 0 20 30w gfent
Spannungsmalistas Verformungsmal3stad

0w w W wokym 7 7 sutwm
Abb. 40. Beispiel 2. Abb. 41. Beispiel 3.

Beispiel 3. Gegeben o, = 565, o, = —95 kg/em?. Werkstoff: Stahl. In

Abb. 41 sind ¢; und ¢, im MaBstabe 1cm = 250 kg/em? aufgezeichnet. Ab-
stand MO, nach (37)

1= ate 565 — 95 _ 2
MO, = 1 Mo 0,538 5 = 126 kg/em
oder
126
MO, = 250 = 0,50 cm.
MafBstab der Debnungen nach (31)
_ B _ 250 _ a4 .
mv—?ms_m__ 1,5510-%je 1 cm,

d.h. 1-107* entspricht 0,645 cm.
Ergebnis: ¢ =283-107%, g =—1,26-10"%

Siehe auch K. KLoTTER [12], der die Beziehungen zwischen Spannungen
und Verformungen noch an Hand des Lanpschen Kreises erliutert hat.

b) Darstellung durch zwei Kreise und einen Bezugspunkt O.
In Abb.42 entspricht OM im Verformungskreis (6,1 €9)/2, im
Spannungskreis (o, +0,)/2; daher gilt fiir die MaBstibe die Beziehung

81+82_g1_+0'2
2m, ~  2m,
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Mit Gleichung (34) erhdlt man

21+ ﬂl—#
(38.39) |my=-p I a™

Hilfswerte siehe Spalte 10 und 11 der Aufstellung 1 oder Abb. 39.

und Mmy =

Ist aus Dehnungsmessungen der

+E,+0 . )
p—— Verformungshrers Halbmesser des Verformungskreises
N MD,= (g, —¢,)/2 gegeben, so er-
:.1 —0 + hilt man den des Spannungskreises
+
! MD = (o, — 2 au
7 7 % 15 ;= (01—0,)/2 aus
b—c, -Zl[-Ds _ (01 - 0'2)/7%‘,

Spannungshres MD, (& — e&)/m,”

L‘—Sr Nach den Gleichungen (16) und (18)

Abb. 42, Darstellung der Verformungen und 1St andererseits
Spannungen durch zwei Kreise und einen

Bezugspunkt 0. (4()) & — &y = _g_(o-l — 0-2) s

so dafl mit Beziehung (38)

1———;4 1—wu B8
MD,= D, =
M 1+u 2 oder
(41 u. 42)
14+ pu 144 6,—0
MD,= 1—,uMD = o
wird.

Auch das Verhiltnis der beiden Halbmesser M D,/M D, ist somit
durch den lediglich vom Werkstoff abhangigen Festwert (1 — u)/(1 4 )
gegeben, der gestattet, M D, aus M D, oder umgekehrt M D, zu er-
mitteln, wenn M D, bekannt ist. Aus den Formeln geht hervor, daf
der Halbmesser des Spannungskreises M D, stets kleiner als der des
Verformungskreises M .D, ist.

Beispiel 4. & =4,00-107* und &, = 1,00 - 10~ * sejen gegeben. Sie fiihren
im MaBstab m,, der zu 1cm = 1,00-10"* cm/cm angenommen sei, zum Ver-
formungskreis, Abb. 43, mit dem Halbmesser

— & (4,00 —1,00) - 104

AD, = 2wz = 2.10-4 = L5em.
SpannungsmaBstab gemiB (38)
2 14p

m, = Fil—g m, = 2. 808000 - 1,857 - 1 - 10-% = 300 kg/cm? je cm,

d. h. 100 kg/cm? entsprechen 0,333 cm.
Halbmesser des Spannungskreises nach (41)

MD, = 1+ MD =0,564¢.1,5=0,81 cm.
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&

Beispiel 5. Der Spannungskreis sei mit ¢, = 290, ¢, = —45 kg/em? im MaB-
stabe 1 cm = 250 kg/cm?, Abb. 44, gegeben. Sein Halbmesser betrigt

0y — 0y 290 + 45

MD:= ", = 3. a5 08T e
VerformungsmaBstab gemif (39)
B1l—p  054.250

£ = Y 984,104 ,
M= F ™ T 2.808000 041077 jeom

d.h. 1-10~* entspricht 1,19 cm.

Halbmesser des Verformungskreises nach (42)
L+u
1—p
Ergebnis: & = 1,45-107% ¢, = —0,63- 1074
*0+E

\29rE &1 £
o 2y
Ls
§ \2 ?i i\ \ Iy

{

7 " 7 15
e 0070
&~ 10010~

MD,= MD;=1,857.0,67=1,24 cm.

WAr4

5 Spanungsmalistab
" :Ve/' 0/’/”1//?]5//7”[1’6‘/017{ - ’ N E wrkgfomt
g 7 Z 70 “tmfem
Sponmungsmolsiab ——t .Ve/‘fbrmu/lysmmﬁs/ﬂé N
} + + : 4 - T ! ¢
0w w0 6w ewkgfont ¢ 7 2 “onfem.
Abb. 43. Beispiel 4. Abb. 44. Beispiel 5.

Schneiden die Verformungs- und Spannungskreise, Abb. 41 und 44,
die Ordinatenachsen in den Punkten ‘L, und L,, so zeigen die Winkel
DML,=2¢, und DML,=2 ¢, Ebenen an, in denen keine Dehnungen
bzw. Normalspannungen, sondern nur Schiebungen und Schubspannun-
gen wirken. In diesen Fillen setzen sich die polaren Darstellungen
der &- und o-Werte entsprechend Abb. 26 aus je zwei positiven und
negativen Schleifen zusammen. Die Winkel ¢, und ¢, geben die Nei-
gungen der Tangenten der ¢- und ¢-Kurven im Koordinatenanfangs-
punkte O an. Sie kénnen an Hand der Gleichungen (11) und (26) mit
&, =0 und ¢, =0 auch aus

q e+ & 0y 1 0,
(43 u. 44) cos2¢, = e e, und  cos2q@; = — o o,
berechnet werden.

Auch die polaren Darstellungen der Verformungen und der Span-
nungen nach den Abb. 31 und 37 lassen sich von einem und demselben
Pol aus auftragen. Geht man von dem gemeinsamen Kreis und zwei
Bezugspunkten O; und O, aus, vgl. Beispiel 7, Abb. 50, so wird die
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Kurve der Normalspannungen ¢ eine polare Aquidistante zur Kurve
der Dehnungen ¢, weil der Abstand beider Linien, auf beliebigen Pol-
strahlen gemessen, gleich 0,0, ist, was die Aufzeichnung der o-Kurve
erleichtert. Die Kurven fiir die Schubspannung 7 und die halbe Schie-
bung p/2 fallen, da sie aus den Ordinaten des gemeinsamen Kreises
hergeleitet werden, zusammen.

Die Darstellung der Verformungen und Spannungen durch zwei
Kreise und einen gemeinsamen Bezugspunkt O nach Abb. 42 fiihrt, wie
an Beispiel 10, Abb. 72, gezeigt ist, bei der polaren Auftragung der
Dehnungen ¢ und der Normalspannungen ¢ zu Kurven, die sich auf
Strahlen unter 45° zu den Hauptachsen schneiden. Die Schiebungen
/2 und die Schubspannungen 7 sind durch zwei getrennte Doppel-
schleifen wiedergegeben.

H. Anwendungen der Verformungs- und Spannungskreise.

a) Einachsiger Spannungszustand.

Bei diesem Zustand, der vor allem an stangenférmigen, durch Langs-
krafte beanspruchten Teilen auftritt, geniigt die Messung der Haupt-
dehnung ¢, in Richtung der Kraft. Da stangenférmige Korper jedoch
hiufig Nebenbeanspruchungen auf Biegung durch auBermittigen An-
griff der Kréfte oder durch Knickwirkung unterliegen, empfiehlt es
sich stets, zwei Dehnungsmessungen an einander gegeniiberliegenden
Fasern durchzufithren und mit dem Mittelwert der Ergebnisse zu rech-
nen, sofern nicht etwa groBere Unterschiede die Beriicksichtigung der
Nebenbeanspruchung verlangen.

Der Verformungszustand ist dreiachsig und durch die Hauptdeh-
nungen & und & = &3 = —u¢, gekennzeichnet.

Unter dem beliebigen Winkel @ gegen & herrscht nach Gleichung (11) die
Dehnung

(45) ep = - [(1 = w) + (1 + ) cos 2¢]
und nach Gleichung (20) die Schiebung

(46) Yo = & (1 + p) sin 2¢.

Die zugehérigen Spannungen sind nach (26) und (27)
(47) Op = %1 (1 + cos 2¢),

(48) ‘np=%sin2<p.

Beispiel 6. Bei g, = 1000 kg/cm? Spannung wird an Stahl mit &« = 1/2100000
em?/kg und u = 0,3
1000
2100000
o= —ue =—03-476-10"%= —1,43.10-4.

& = 00 = = 4,76 . 104,
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Im MaBstab m, = 110" % cm/cm = 0,4 cm aufgetragen, ergibt sich der Verfor-
mungskreis Abb. 46.

Der Bezugspunkt O, folgt aus (36)
L+p &- + )
1—p
Dieser Abstand entspricht dem Halbmesser des Verformungskreises, so dafi O; in
dessen Scheitel liegt.

SpannungsmaBstab nach (30)

MO, = =14+ p) 51

m, = z m, = 2 - 808000 - 10~ = 161,6 kg/cm? je 0,4 cm

oder 100 kg/em? entsprechen 0,248 cm.

vL
b —g— ————f
) % p
Y,
0= 1000 kg fom’ 1;'* \L
~
- — ‘:I‘W > A Zf 171 J. }é

Tnox -.700 kg/cm

Wt Pttt
0 a0 w M&wmﬂkg/cm 0 7 2 3 ¥ 5 60 cmfm
Abb. 47.
Abb. 45 bis 47. Belastungszustand auf der MeBfliiche bei einachsigem Spannungszustand an Stahl.
Beispiel 6.

Die polare Auftragung der Zustandskomponenten von einem Punkte
aus zeigt Abb. 47.

Die Debnungsverteilung ist durch eine lemniskatenihnliche Kurve
mit zwei positiven und einer negativen Teilfliche, die Verteilung der
Normalspannungen durch zwei positive Teilflichen dargestellt. Die
Schiebungen und Schubspannungen fithren zu einer einzigen zweifliige-
ligen Kurve mit kongruenten Flichen in den unteren Quadranten, die
aber nach den angegebenen verschiedenen MaBstiben zu messen sind.

Der Verlauf der Dehnungen wurde von Dr.-Ing. G. FiscHER im In-
stitut fiir Werkstoffkunde Aachen durch Dehnungsmessungen an einem
Flachstabe mittels Huggenberger-Tensometern, die unter jeweils um
15° verschiedenen Winkeln ¢, also unter 0, 15, 30 ... 90°, gegeniiber
der Stabachse angesetzt waren, voll und ganz bestitigt.
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b) Zweiachsiger Spannungszustand, bei dem die Richtungen der
Hauptspannungen oder -dehnungen bekannt sind.

Er herrscht u. a. auf den AuBlenflichen zylindrischer, kegeliger und
kugeliger Gefifle, sowie kreisférmiger ebener und gewdélbter Boden, die
an den Gegenflichen unter Fliissigkeitsdruck stehen. Die Hauptdeh-
nungsrichtungen sind in diesen Fillen nach Abb. 28 aus Symmetrie-
grinden durch die Radialdehnungen ¢, lings der Leitlinien bei der
Erzeugung der Drehkérper und die senkrecht dazu gerichteten Tan-
gentialdehnungen ¢, gegeben. An linglichen, insbesondere zylindrischen
und schwach kegeligen Kérpern pflegt man von der Axialdehnung e,
statt der Radialdehnung &, zu sprechen.

Die Spannungen und Dehnungen stehen miteinander durch das
Uberlagerungsgesetz (15) oder (33) in Beziehung.

1. Dehnungen und Spannungen eines diinnwandigen zylin-
drischen GefiBes, das innerem Druck ausgesetzt ist.
Bei D em innerem Durchmesser, s cm Wandstirke und p kg/em?

Uberdruck kann man unter der Voraussetzung, daf
1. s gegeniiber D klein ist,

2. die Wandungen genau zylindrisch sind und
3. die betrachtete Stelle geniigend weit von Spannungsstorungs-
stellen, wie Boden oder Flanschen, abliegt,

mit den mittleren Spannungen in der Wandung rechnen. Die gréBere

Hauptspannung, nimlich die Tangentialspannung, ist dann

D
(49) oy =0,="%"
doppelt so gro3, wie die durch den Bodendruck erzeugte Axialspannung
s _Dp
(50) 6=0,=72,

so daf} der Spannungszustand durch ¢; und ¢,=0,/2 gekennzeichnet ist.

Aus den Hauptspannungen ergeben sich mit Hilfe der Gleichun-
gen (15) die Hauptdehnungen :

2—u
& =& = 5 X0q,
(51) 1
—2u
l G =& = —5 &0
und ihr Zusammenhang aus
2—u
(52) & = “1 _—2; €y .

Unter dem Winkel ¢ gegen &, herrschen nach (11) und (20) die Verformungs-
komponenten

(53) 8¢=2_(2%W [B(1— w4 (1 + ) cos 2¢],

(54) y¢=2i‘u(1+,u) sin 2¢
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und nach (26) und (27) die Spannungen

(55) Oy = % (3 + cos 2¢),

(56) Tp = ‘1_1 sin 2¢.

Beispiel 7. An Stahl mit « = 1/2100000 cm?/kg und x = 0,3 wirken
op = 1000 kg/ecm? und o, = 500 kg/em2. Dann 1iBt sich der Spannungskreis,
Abb. 49, der mit 1 cm = 400 kg/cm? gezeichnet ist, als Verformungskreis auf-
fassen, wenn der Bezugspunkt O, nach (37) in

l—po+o, 1000 + 500 \

oder 403/400 = 1,01 cm Abstand vom Mittelpunkt M angenommen wird.
Der VerformungsmaBstab wird nach (31)

B _ 400

2 "¢ 2.808000
Es ist £ =4,05-1074, ¢, = 0,95 1074 cm/cm.

Aus Abb. 50 ist die polare Darstellung der Zustandskomponenten ersichtlich.

m, = =248.10"%jecm oder1-10-*= 0,404 cm.

+7
P—an-
oS00 Ngfom’ p——————
v’_.'
¢'W}(§/rmzt 1 1 1 o, » -
S P o
I
8 G, 0rw, c’j
Abb. 48. »_.’T-"—'
Abb. 49.
+
R o
W i 250 e
bt ——— ' P ——4  _
0 200 W 60 v 100kglem: 0 1 2 3 vumjem
Abb. 50.

Abb. 48 bis 50. Belastungszustand auf der MeBfliche bei dem zweiachsigen Spannungszustand
0, =0,/2 an Stahl. Beispiel 7.

Da die Richtungen der Hauptdehnungen und deren Verhiltnis zu-
einander bekannt sind, geniigt strenggenommen die Bestimmung einer
Dehnung, am besten der gréBeren Hauptdehnung lings einer Umfangs-
linie. Zu empfehlen ist aber stets die Nachpriifung, ob keine Stérungen
des Spannungsverlaufes vorliegen durch Messung der Axialdehnung
unter Ermittlung des Verhiltnisses &,/e; nach Formel (52), das bei
Stahl 0,235 betragen muB. Schon bei geringen Anderungen der Wand-
starke und der Kriitmmungen oder selbst durch schwache Beulen kénnen
solche Storungen entstehen.

Rotscher-Jaschke, Dehnungsmessungen. 3
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Legt man der Beurteilung der Inanspruchnahme der Wandung
die Groftdehnungstheorie zugrunde, so wird die gréBte Dehnung
£,=4,05-10"% und damit die grofte Anstrengung an Stahl 15%
niedriger als bei einachsiger Belastung (e;=4,76 - 10~4), gleich hohe
groBte Hauptspannung o, = 1000 kg/cm? vorausgesetzt.

Die Schubspannung ist auf den Oberflichen des GefiBles ebenfalls
niedrig, erreicht dagegen i der Wandung, wie spiter gezeigt wird, die
gleiche Héhe wie im einachsigen Zustand und wirkt dort mit, einer
Normalspannung ¢;/2 zusammen. Naheres siehe Abschnitt L c.

2. Beanspruchung eines dinnwandigen kugeligen GefidBes
unter innerem Uberdruck.

Unter den in Absatz 1 angefiihrten Voraussetzungen sind die Tan-
gential- und Radialspannungen durchweg positiv und gleich grof3
Dp
4s°
Schubspannungen und Schiebungen fehlen auf der AuBenfliche, da der
Spannungs- und Verformungskreis in Abb. 52 mit

(67) 0y = 0; = 0y = Op =

(58) s =6=¢6=¢6=(1—p oo
. 050, o
g-1000¥gfemt —
O
S
s 0‘/’_87'52'5 Y
+£
Abb. 51. Abb. 52.
/—_J—\

J 2 L&-’ng/cmz
T

| TPV R SR R TN S o | d ol il i bt 4 4 1 <
Lk S S S S o T 2 f T T T T T j ™™g
a9 20 W 00 &0 mkg/cm. 07 2 3 ¥ § &0 mfm
Abb. 53.
Abb. 51 bis 53. Belastungszustand auf der MeBfliche bei dem zweiachsigen Spannungszustand
o3 =o0, an Stahl, Beispiel 8.

zu einem Punkt M zusammenschrumpft. Wohl aber wirken én der
Wandung wieder hohe Schubspannungen.

Die Spannungs- und Dehnungsverteilungen sind polar durch Halb-
kreise, Abb. 53, gekennzeichnet. Die gréBte Dehnung und damit die
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Anstrengung des Werkstoffes ist um etwa 30% niedriger als bei ein-
achsiger, zahlenmifig gleich hoher Spannung ¢; des Werkstoffes. Be-
ziiglich der Ermittlung der Dehnung gilt das unter 1. Gesagte: zur
Nachpriifung, ob der Zustand gleichmiBig ist, sollten auch an kugeligen
Wandungen mindestens zwei Dehnungsmessungen, am besten senkrecht
zueinander, durchgefiihrt werden.

Beispiel 8. Bei o, = 1000 kg/em? betrigt die zugehérige Dehnung &, an
Stahl mit &« = 1/2100000 cm?/kg und u = 0,3 nach (58)

1000
2100000
Mit m, = 11074 cm/em = 0,40 cm erhélt man Abb. 52 und 53.

Der Bezugspunkt O, fiir die Spannungen ist nach (36) durch

g=1—y)xo;=(1—0,3) = 3,33 .10-4.

Mo, =1FF ate gy 3384338 44 618,104 emjom
T—p" " 2 2
oder 6,18 - 0,40 = 2,47 cm gegeben.
Spannungsmafstab
2

mg = 7 m, =2 . 808000 - 10-* = 161,6 kg/cm? je 0,40 cm,
d. h. 100 kg/em? entsprechen 0,248 cm.

3. Zusammenwirken zahlenmiBig gleich hoher Zug- und
Druckhauptspannungen, ¢; und 6,=—0,; Beanspruchung
auf Schub.

Der Belastungsfall ist der Beanspruchung eines Xorpers durch reine
Schubspannungen t,,; = o, gleichwertig, die unter 45° zu den Haupt-
spannungen wirken (Beanspruchung durch Schubkrifte oder durch Dreh-
momente). Denn der Belastungszustand ist durch einen Kreis um den
Koordinatenanfangspunkt O,=0,,, Abb. 55, gekennzeichnet und liefert
eine Dehnungs- und Spannungsverteilung in polarer Darstellung,
Abb. 56, die sich aus zwei halben und drei ganzen Schleifen zusammen-
setzt, von denen die stark ausgezogenen den Verlauf der Normalspan-
nungen und Dehnungen, die diinn ausgezogenen denjenigen der Schub-
spannungen und Schiebungen in den verschiedenen Ebenen wieder-
geben. In den Hauptebenen wirken reine Normalspannungen, unter 45°
dazu reine Schubspannungen zahlenmiBig gleicher Héhe.

Die Hauptdehnungen erhilt man an Hand der Gleichungen (15)

(59} &= (1 + y)xo; =—e,.

Sie zeigen 30% hdhere Werte als bei einachsiger, zahlenmiBig gleich
hoher Spannung.

Beispiel 9. Den Abb. 54 bis 56 liegen o; = 1000 und o, = —1000 kg/cm?
zugrunde. Die zugehérigen Dehnungen sind nach (59)
1000

s =(1+pao=—g=(+03) jyoss

=6,19.10-4.

3*
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VerformungsmafBstab m, = 1-10"4 ecm/em = 0,20 cm.

Spannungsmafstab nach (30)

my = %—mv =2.808000-10"%-1 = 161,6 kg/cm? je 0,20 cm

oder 500 kg/cm? entsprechen 0,619 cm.

Abb. 55.

Abb. 56.

Abb. 54 bis 56. Belastungszustand auf der MeBfliche bei einem zweiachsigen Spannungszustand
o;, 6,= —o; an Stahl. Beispiel 9.

Die verhiltnismiBig groBen Dehnungen fithren zu einem einfachen
Verfahren der Bestimmung reiner Schubspannungen. Man mift die
Dehnungen in Ebenen unter 45° zu den Schubspannungen mittels

Abb. 57. Schubspannungen an einem auf Drehung

beanspruchten Rohre quadratischen Umrisses.

o Spannungen bei parabolischer Verteilung,
b MeBwerte.

Dehnungsmessern, so dafl Schie-
bungsmesser, deren Handhabung
schwierig ist, entbehrlich werden.
Aus der ortlichen Dehnung ¢, er-
rechnet sich die Schubspannung
Tmax = 07 aus (59) und (18)

—_a 24
(60) | Pmax = T = 3

Das Verfahren wurde von Dr.-
Ing. CruMBIEGEL [I3] zunichst
an einem auf Drehung bean-
spruchten Stahlrohr runden Quer-
schnittes ausgeprobt, wobei sich

die rechnungsmifBige GroBe und Verteilung der Dehnungen in den ver-
schiedenen Richtungen voll bestitigt fanden und dann auf ein Rohr
quadratischen Umrisses von 80 mm Seitenlinge mit abgerundeten
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Ecken, Abb. 57, angewandt, das mittels angeschweiiter Flansche in

die groBe Drehfestigkeitsmaschine des Instituts

Aachen, eingespannt war. Wéihrend man nach

der fritheren Anschauung parabolische Vertei-

lung der Spannungen mit Héchstwerten in der

Mitte der Seiten und dem Wert Null an den

Kanten annahm, fithrten die Messungen zu

zahlenmiBig rund 20% niedrigeren Werten und

zu wellenférmiger Verteilung lings der Seiten.

Die ausgezogene Linie ergab sich aus Messungen

mittels eines Tensometers von 10 mm MeBlinge,

die gestrichelte Kurve nach dem Differenzen-

verfahren. Die Flichen unter der Parabel und

unter den bei den Messungen gefundenen Kurven

entsprachen dem aufgewandten Drehmoment,

was die Richtigkeit der Messungen bestétigte.

Der wellenformige Verlauf ist auf die Wirkung der

Hohlkehlen an der Innenfliche zuriickzufiihren.
UeBEL [14] wandte das gleiche Verfahren

auf rechteckige Querschnitte verschiedener

Seitenverhiltnisse an und wies

nach, daB die Schubspannungen

mit groBer Genauigkeit durch die

SAINT VENaNTsche Losung des

Problems ermittelt werden koén-

nen, vgl. Abb, 58 fiir ein Recht-

eck vom Seitenverhéltnis 5:1 bei

M, =40000 kgem Drehmoment. An

einem auf Drehung beanspruch-

ten I-Trager NP 20 fand er bei

M,=8840kgem eine Spannungsver-

teilung nach Abb. 59, mit értlichen

Spannungssteigerungen in der Mitte

der Flansche und in den Uber-

gangskehlen der Flansche zum Steg.

4. Zusammengesetzte
Spannungszustinde.

fiir Werkstoffkunde,

Abb.58.Verteilung derSchub-
spannungen 7 an einem recht-
eckigen Querschnitt bei
M= 40000 kgem.

. Abb. 59. Verteilung der Schubspannungen z an
Tafel 1 gibt POlare Darstellun-  ginem Walztriger NP 20 bei M;~ 8840 kgem.

gen der Dehnungen mit den zu-

gehorigen Hochstwerten und Richtungen der Schiebungen bei einigen
wichtigen Spannungszustinden, die an einer MeBfliche auftreten kénnen,
und veranschaulicht die Hauptformen der dabei vorkommenden Kurven.
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Geht man von der einachsigen Beanspruchung auf Zug durch
g,=1000 kg/em? (Zeile I) aus, und laBt eine zweite positive Haupt-
spannung o, wirken, die iiber eine Zwischenstufe in Spalte 2 zur vollen
Hohe von o; anwéchst, so geht die vierfliigelige Dehnungskurve am
Anfang der Zeile Ia tiber die eingeschniirte Form in den Kreis (Spalte 3)
iiber. Die Schiebung auf der MeBfliche yp, /2 = (&, —&,)/2==3,09 - 107¢
im Fall I1 sinkt dabei auf Null. Schon hier sei jedoch auf die Schiebung
in der Wandung, die in allen fiinf Fillen 3,09 - 10~¢ betrigt, aufmerk-
sam gemacht. Nimmt nunmehr ¢; mit einer Zwischenstufe (Spalte 4)
auf Null ab, wihrend o, mit 1000 kg/cm? gleichbleibt, so durchlduft
die Dehnungskurve die gleichen Formen wie in Spalte 2 und 1, aber
mit senkrechter groBler Achse. _

Bei den Spannungszustéinden in Zeile I1 bleibt eine Druckspannung
0;=—1000 kg/cm? zunichst unverdndert (Spalte 1, 2 und 3), um dann
auf Null zu sinken, wihrend die zweite Hauptspannung o, wie in Zeile 1
anfangs zunimmt und dann ihre Grofle beibehilt. Die zugehorige Ver-
formungsverteilung ist in Zeile ITa dargestellt. Man erkennt, daf so-
wohl die Stauchungen in Richtung der Druckspannungen ¢, als auch
die}Reckungen in Richtung o,, aber auch die Schiebungen y,,../2 nach
Spalte 3 hin zunehmen. Sie fithren in dieser Spalte zu einer symmetri-
schen Kurve, die nach Abb. 56 fiir unter 45° wirkende Schubspannun-
gen 7 =0 gilt. Bei abnehmender Druckspannung ¢; und gleichbleiben-
dem Zug von o, = 1000 kg/cm? entstehen Bilder IIa 4 und Ila 5, die
um 90° gegeniiber denjenigen in Spalte 2 und 1 versetzt sind.

Das Zusammenwirken von Zug- und Schubspannungen kennzeichnet
Zeile IIT und IITa. Zunehmende Schubspannung 7 bei gleicher Zug-
spannung o, = 1000 kg/em? bedingt betrdchtliches Anwachsen der
positiven Dehnungen (von 4,76-107¢ auf 8,60-1074) und immer
grofler werdende Neigung derselben gegeniiber der Normalspan-
nung. Bei reinem Schubspannungszustand (Spalte 5) erreicht die
Neigung 45°. Auch die Schiebungen y,,,./2 wachsen auf mehr als das
Doppelte.

In gleicher Weise wie Zeile III und IITa veranschaulichen IV und
IVa das Zusammenwirken von Druck- und Schubspannungen. Die
Dehnungs- und Schiebungsverteilungen (Zeile IVa) zeigen gegeniiber
Zeile II1a einen zur Lotrechten spiegelbildlichen Verlauf mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen. Die Dehnungsbilder 111a 2, IVa 2; I11a 3, IVa 3
und IIla 4, IVa 4 kennzeichnen Zustinde, die u. a. bei gleichzeitiger
Beanspruchung einer zylindrischen Welle auf Biegung und Drehung
auftreten. Denn durch das Biegemoment entstehen in den héchstbean-
spruchten Werkstoffasern gleich hohe Zug- und Druckspannungen, wih-
rend das Drehmoment auf der gesamten Wellenoberfliche Schubspan-
nungen in bestimmter Hoéhe hervorruft.
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Die ungiinstige Wirkung von Schubspannungen auf die Grofe der
Dehnungen und Schiebungen tritt besonders deutlich hervor, wenn man
die Kurven in den senkrechten Reihen vergleicht. Spalte 3 fiihrt zu
1,86facher, also fast doppelt so hoher Anstrengung, wenn senkrecht
zur zweiten Hauptspannung an Stelle von Zugspannungen Druckspan-
nungen treten, zu 2,58facher Anstrengung, wenn Zug- oder Druck-
spannungen mit gleich hohen Schubspannungen zusammenwirken. Denn
die groBten positiven Dehnungen verhalten sich wie 3,33 zu 6,19 zu
8,60 - 1074

Die groBten auf der MeBfliche wirkenden Schiebungen y,,,; treten
in den Fiéllen IT sowie III und IV der Spalte 3 in Hohe von 12,38 und
13,86 - 1074 cm/em auf, betragen somit das 2- und 2,4fache der-
jenigen bei einachsiger Spannung, Spalte 1.

Wie schon oben erwdhnt und in Abschnitt L. niher nachgewiesen,
ist zu beachten, dall die gréBte iiberhaupt auftretende Schubspannung
im MeBpunkte nicht immer auf der MeBfliche herrscht, sondern in
der Wandung auftreten kann. Sie wirkt unter 45° zur gréBeren Haupt-
spannung und betrigt

(61) Ti3=7T,, =012 oder T,3=71,,=0,/2.

Die Beizeichen weisen auf die Ebenen, in denen diese Spannungen
wirken, hin, 13 z. B. kennzeichnet eine zur MeBfliché senkrechte Ebene,
in der die Hauptdehnung ¢, liegt. Es ist zu priifen, ob 7,5 oder 7,4
grofer als 7, in der MeBfléche ist. (z, y und z werden in Abschnitt K
und L in Zusammenhang mit den Koordinatenachsen X, Y, Z benutzt.)

Die Beurteilung ist auch an Hand des Spannungskreises moglich;
liegt der Bezugspunkt O, des o7-Koordinatensystems auflerhalb des
Spannungskreises iiber (6; —o03), so gilt bei ¢;> 0, die GréBe 7, als
tiberhaupt gréBte Schubspannung im MeBpunkte, andernfalls 7,5, wenn
01 < 0, ist.

Bei den Beispielen der Tafel I werden die Schiebungen in der Wan-
dung in den Fillen I2, 3 und 4 groBer als die in der MeBfliche auf-
tretenden. Die betreffenden Zahlenwerte (y../2)Wg sind durch Um-
randung hervorgehoben,

¢) Zweiachsiger Spannungszustand, bei dem die Richtungen der
Hauptdehnungen und deren Grofe unbekannt sind.

1. Art und Anordnung der Messungen.

Zur Ermittlung der drei Unbekannten des Zustandes in einem be-
stimmten Punkte P, Abb. 60, ndmlich der Richtung und der GroBe
der einen Hauptdehnung & und der Gré8e der anderen g,, sind minde-
stens dret Dehnungsmessungen in verschiedenen Richtungen notwendig.
An sich koénnen diese Richtungen beliebig gewihlt werden. Zur Ver-
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einfachung sowohl der rechnerischen als auch der zeichnerischen Er-
mittlung ist es aber zweckméBig, von einer Grundmessung auszugehen

5 und die beiden anderen symmetrisch unter
“’"\W + @ durchzufiihren und so ¢, ¢, und e_,,
! N <o w zu bestimmen. Im folgenden sind die ent-

sprechenden Beziehungen abgeleitet und an-
g, schlieBend die wichtigsten Sonderwerte fiir
w, namlich 460, 445 und 430° eingesetzt.
Der Winkel ¢, fiir die Richtung der Haupt-
dehnung ¢, ist dabei auf den Strahl unter 0°,
also auf g, zu beziehen.

Zur Nachpriifung der Richtigkeit der Mes-
sungen und zur Erhéhung ihrer Genauigkeit durch die Ausgleichrech-
nung, Abschnitt O ¢ 2, ist es vorteilhaft, eine Kontrollmessung unter

O

)
Abb. 60. Zur Wahl der MeBlinien.

20" 90° zur Grundmessung ¢, anzusetzen, falls
eine solche moglich ist. Thre Beziehungen
zu den drei Hauptmessungen sind eben-

4 V & falls angegeben.
hd \ \ Was die Wahl des Winkels @ anlangt,

so wird der Dehnungszustand am sicher-
sten und mit Aussicht auf kleinste Fehler
durch Messungen unter Null und +60°,
Abb. 61, erfaBt. Sie kénnen namlich auch
als solche unter 0, 120 und 240° betrach-
Abb. 61. MeBlinien unter 0 und +60°. tet werden, also auf Strahlen, -die den
Umkreis des MeBpunktes in gleiche Teile

teilen. Bei der Ermittlung der Dehnungen in einem gré8eren Felde
legt man den Messungen zweckmiBig ein dus gleichseitigen Dreiecken
bestehendes Liniennetz, Abb. 62, zugrunde.

\/\/\/\/ Bei Messungen auf drehrunden Flichen,
z. B. auf einem Deckel mit Kreuzrippen,

Abb. 63, kann es sich empfehlen, die MeB-

punkte auf einem Strahlennetz anzuordnen

und die Messungen ldngs dieser Strahlen und
unter -4-60° zu ihnen durchzufiihren.
Messungen unter 0 und +45° sind dann

Abb. 62. Liniennetz fiir Messun-  ZweckmdéBig, wenn ein rechtwinkliges Linien-

gen unter 0 und =£60°. netz, Abb. 64, fiir die MeBpunkte erwiinscht
ist, z. B. an Flachen mit senkrecht zueinander stehenden Symmetrielinien.
Die groBere Ungenauigkeit, mit der man wegen des kleineren durch
die Messungen erfaBten Gesamtwinkels rechnen muB, kann durch die
obenerwahnte vierte Messung unter 90° ausgeglichen werden, indem
man die Ergebnisse an Hand von Gl. (93) g, &gy = &45 + £_ 45 nachpriift.
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Im Unterabschnitt 6 sind noch die Beziehungen fiir die vielfach
iiblichen}Messungen unter 0, 45 und 90° nach Abb. 65 angegeben, wo-
bei der Winkel ¢, ebenfalls auf den Strahl unter 0° zu beziehen ist.

Messungen unter 0 und --30° kommen
fir die Ermittlung der Dehnungen in
Kehlen in Betracht, wenn groBere Winkel
nicht moglich sind. Erlauternd sei hierzu
folgendes bemerkt. Raumliche Konstruk-
tionsteile pflegen der Herstellung und Be-
arbeitung wegen aus einfachen Form-
elementen, wie ebenen und gewdlbten
Platten, prismatischen, zylindrischen,
kegeligen und kugeligen Grundkorpern
oder aus Drehkorpern mit bestimmten
Leitlinien zusammengesetzt zu werden.
Flansche dienen zur Verbindung benach-
barter Teile. Dort, wo diese Elemente zu-
sammenstoBen, entstehen Durchdringun- Abb. 63. Messungen auf einem Deckel
gen in Gestalt von nach auBlen hervortre- mit Kreuzrippen.
tenden Kanten und Ecken oder in Form von einspringenden Kehlen
(Hohlkehlen). Diese Stellen sind meist Orte besonders hoher Bean-
spruchung. Namentlich in den Kehlen kommen héiufig betréchtliche,

DN 0°
90°
_Kfo 459
¥ Ve
/|
Abb. 64. Liniennetz fiir Mes- Abb. 65. Liniennetz fiir Mes-
sungen unter 0 und +45°. sungen unter 0, 45 und 90°.

den Kerbwirkungen verwandte Spannungssteigerungen vor, die oft zu
Briichen fithren. Dabei kénnen sowohl groBe Spannungen quer zur
Kehle, also senkrecht zur Durchdringungslinie, als auch

langs derselben auftreten. Die Kenntnis der GréB8e und +30°
des Verlaufes dieser Spannungen ist fiir den Konstruk- —30°
teur besonders wichtig, ihre eingehende Erforschung
dringend erwiinscht. Dehnungsmessungen an diesen  Abb.66. MeBlinien
Stellen sind aber vielfach schwierig, da die MeBflichen unter 0 und £30%
oft doppelt gekriimmt sind und sehr kleine Kriimmungshalbmesser be-
sitzen. Um moglichst genaue Ergebnisse zu erzielen, mufl man entweder
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Dehnungsmesser mit sehr kurzen MeBlingen (2 mm und auch weniger)
anwenden, die man selbst in der Ebene des kleinsten Kriimmungshalb-
messers ansetzen kann, oder man mifit unter Benutzung gréferer MeB-
laingen lings der Kehllinie, wo der gréBte Kriimmungshalbmesser vor-
handen zu sein pflegt und unter 4-30° dazu, Abb. 66. In flachen Kehlen
kénnen auch Messungen unter +45° zur Kehllinie in Betracht kommen.

2. Zuf Wahl der rechnerischen oder der zeichnerischen Aus-
wertung.

Im folgenden sind sowohl die rechnerischen als auch die zeichne-
rischen Wege zur Auswertung der MeBergebnisse niher behandelt. Es
empfiehlt sich, den ersten bei der Untersuchung weniger einzelner
Punkte anzuwenden, dagegen vom zweiten Gebrauch zu machen, wenn
es sich um die Auswertung gréBerer Versuchsreihen oder von Messungen
auf zusammenhingenden Flichen handelt.

Der zweite bietet zudem den groBen Vorteil, daB sich die Dehnungs-
und die Spannungsverhiltnisse in einer einzigen Darstellung wieder-
geben lassen. '

3. Ermittlung des Verformungs- und Spannungszustandes
bei Messungen unter 0 und +w°.

Unter der Annahme, daB8 die Hauptdehnungen &, und &, sowie der
Winkel ¢, zwischen &, und ¢, bekannt seien, wéren nach Gleichung (11)

(62) 80281;—82_}_81—2-820082%’

Eary ey = _; 44 ; £2 6082 (g, =+ o),
(63) £y gy =2 _;_ f240 5 £2 6os 2, cos 20 F 81; %2 sin 2@, sin 2w ,
(64) Eg0 = sl—;ﬂ—{—fl—g—szcow(%—l—gw)=81—_;—3—81;8200s2%,

wobei fiir ¢, die oberen, fiir e_,, die unteren Vorzeichen gelten.
Die Differenz von ¢, und e_, liefert
&y — E_p=—(8 — &)sin2¢,sin2w
oder

£ — &g
sin2w

H

(65) (6y — €5) sin2¢, =
wihrend nach (63) und (62)
&yt e, — 28 = (g, — &3) cO82 g cos2w — (g, — &) cOs2 gy
oder
280 — &, — €_w
1 —cos2w

(66) (&, — &) cOs2¢, =
folgt. Durch Division der Beziehungen (65) und (66) ergibt sich zur
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Bestimmung der Richtung der Hauptdehnung &, unter Beachtung, daB
1 —cos2w = 2sin2w und sin2w = 2sinw cosw ist,

E-w — o __tgm|.

—€_w T &

(67) 5290 = 5

Bei der Ermittlung von ¢, ist sorgfiltig auf die einzelnen Vorzeichen,
die Nenner und Zahler haben, entsprechend den vier Fillen der Auf-
stellung 3 zu achten. Sind beide positiv, so liegt 2@, im ersten Qua-
dranten; ¢, ist positiv zu rechnen, Zahlenbeispiel 10 und 13.

Aufstellung 3.

Fall Zihler { Nenner tg 2o Po @, anzutragen:
1 + - I + - + @, im Uhrzeigersinn
2 + - — 90 - ‘P;) 9 99
3 - — + —90 + ¢ entgegen Uhrzeigersinn
4 -+ - —@b » ”

Ist der Zahler positiv, der Nenner negativ, so reicht 2¢, in den
zweiten Quadranten und betrigt 2 ¢, =180° —2 ¢, wenn 2 ¢ der nach
den gebriuchlichen Tangententafeln ermittelte Winkel ist, so daB

@o =90 — @5
wird, Beispiel 16.

In den Fillen 3 und 4 betrachtet man zweckmiBig ¢, als negativ
und trigt es entgegen dem Uhrzeigersinn an die Richtung von ¢, an,
um die Hauptachse fiir ¢, zu finden, vgl. Beispiel 17 fiir Fall 3 und
Beispiel 12 und 14 fiir Fall 4. _

(Bei den unten angegebenen zeichnerischen Auswertungen der ge-
messenen Dehnungen ergibt sich ¢, und damit die Hauptachse fiir ¢,
eindeutig durch Halbieren der Winkel zwischen der positiven Abszissen-
achse und dem Strahl MF.)

Aus Gleichung (62) erhdlt man

& -+ & = 2¢, — (g1 — &5) OS2 @y,
eine Beziehung, die mit Hilfe von Gleichung (66) in die Form

€+ E_w—2¢cos2w

(68) &t &= 1 — cos2w
ibergeht. Andererseits kann aus Gleichung (65)
(69) e e

~ sin2wsin2¢,
abgeleitet werden. Die Summe und die Differenz der beiden letzten
Beziehungen fiithren zu den Hauptdehnungen

_Etwxte_,—2gc0s20 €_o — € |
(70) €1,8 = 2 (1 — cos2e) + 2sin2w sin2¢, l )
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&, und ¢, lassen sich auch unmittelbar aus den gemessenen Dehnungen &, £+
und dem Winkel w berechnen, da nach den Gleichungen (85) und (66) iiber
sin22¢, + cos?2¢, = 1

(71) &1 — &y = V(M>2 + (8_—2:&)2

1 — cos2m sin2w

wird und mit Gleichung (68) zu

— / — P — 5
(72) 51:52=8w+87w 2‘SOCOSZw:i:l]/GEO v 81") +<8'w Sw)

2 (1 — cos2w) 2 1 —cos2w sin2w

fithrt.

Bemerkt sei, daf} das erste Glied der Gleichungen (70) und (72) den
Abstand des Mittelpunktes M des Verformungskreises vom Koordi-
natenanfangspunkt O,, das zweite den Halbmesser dieses Kreises angibt.

Eine Messung der Dehnung &y, unter 90° zu ¢, ermoglicht die Nach-
priifung der Richtigkeit der anderen Dehnungen an Hand von (62)

und (64), wonach

(73) g+ &g =& T &
ist, wihrend Gleichung (68) zu

€+ e_w— & (1 + cos2w)
(74) &g = 1— coos2w

fihrt.

Zur Nachpriifung der gesamten
Abb. 67. Polare Auftragung der Ergebnisse ~ Ermittlung empfiehlt es sich, die in
einer Dehnungsmessung. einem bestimmten Punkte gemesse-
nen Dehnungen zusammen mit den
berechneten Hauptdehnungen polar aufzutragen, Abb. 67. Die End-
punkte miissen unter Beachtung der Vorzeichen — Dehnungen werden
positiv gerechnet und durch Pfeile nach auBlen gekennzeichnet, Stau-
chungen negativ mit Pfeilen zum Pol hin aufgetragen — auf einer
Kurve nach Art der auf Tafel I dargestellten liegen. Wie sich aus
den MeBwerten weitere Kurvenpunkte, z. B. ¢’ und &’ aus a, auf
Grund der Symmetrie zu den Hauptachsen finden lassen, zeigt die
Abb. 67. _

Die Kurven sind bei den folgenden Beispielen umgekehrt aus den
Hauptdehnungen und -spannungen abgeleitet. Bei fehlerfreier Ermitt-
lung der letzteren miissen sich die gemessenen Werte nach GréBe und
Richtung in die Linien einfiigen, die eine anschauliche Vorstellung iiber
die Beanspruchung der betreffenden Stelle vermitteln, Linien, die aller-
dings zur Losung der Aufgaben nicht erforderlich sind.

Sind & und &, gefunden, so lassen sich die Hauptspannungen o

und o, nach (33) berechnen, wodurch der Belastungszustand um-
schrieben ist.
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Will der Gestalter die Beanspruchung nach der grofiten Schubspan-
nung beurteilen, so muf} er die in der MeBfliche herrschende

(75) Tmax Meffl. — ymax/ﬁ = (81 - 82)/5
mit den beiden in der Wandung nach Beziehung (61) wirkenden ver-
gleichen.

In einfacher Weise kann man an Hand der Gleichung (20) auch die zu den
gemessenen Dehnungen gehorigen Schiebungen vy, yw, ¥—w und 4, berechnen:

(76) Yo = (&, — &) sin2¢y,
(77) Vs ¥ —w = (€1 — &) 8in2 (py - w) = (g, — &) 85in2¢, cos 2w
+ (&1 — &) cos2¢,sin2w,
(78) Yoo = (&1 — &2} 8in2 (o + 90) = —(&; — &) sin2¢,.
Aus den Gleichungen (76), (78) und (65) folgt
E_w— €
(79) Yo = VYoo = “sin2e
Aus (77), (65) und (66) ergibt sich
cos2w
(80) Yo+ V-o=2(E_u,— tw) Sinsw
(81) Vo — Vo0 =2 @y — &y — &) [oms

T8 T T os2w
und daraus
__e—tu—ew f 2i0*€_w:8hw .
(82) Yo Vo =~ cos2w = oosZa sin2w,

wobei das -}--Zeichen fiir y, und das —-Zeichen fiir y—o gilt.

Aus Beziehung (79) ist ersichtlich, daBl zur Ermittlung einer Schie-
bung y, odet einer Schubspannung 1,=7,/f in einer beliebigen Ebene
schon zwei Dehnungsmessungen ausreichen, die unter +w und —w
gegeniiber dieser Ebene durchgefiihrt werden.

In &hnlicher Weise geniigen zwei Dehnungsmessungen, wenn die
Aufgabe vorliegt, lediglich die Normalspannung ¢ in einer beliebigen
Ebene zu bestimmen. Die eine Messung ist in der betreffenden Ebene,
die andere senkrecht dazu anzustellen. Die entsprechenden Dehnungen
&, und &, oo flihren nach dem Uberlagerungsgesetz (33), das nachweis-
bar fiir beliebige senkrecht zueinander stehende Dehnungsrichtungen
gilt, zu +

Ep T HEpi90
#) O = P
4. Auswertung von Messungen unter 0 und 460°.

®) Rechnerische Ermittlung. Setzt man in den Gleichungen (67),
(70) und (72) w=160° ein, so ergeben sich der Winkel ¢, zwischen &g,
und &, unter Beachtung von Aufstellung 3 aus

(84) tg 2¢, = TM V§

o — €_go — Ego
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und die Hauptdehnungen aus

(&0 + &0 + £_40) €_60 ~— £qo
85 , &g = —
(85) €1, & 3 /3 sin 2,

oder nach

(86) &1,8a= (ego+ €-g0+ £9)/3 & V(280 —&_go— &g0)% + 3 (e_g0— £g0)?/3
unmittelbar aus den MeBwerten.
Die Kontrollmessung &g, muB nach Gleichung (74) der Beziehung

(87) €90 = (2860 + 2€_gp — €0)/3

geniligen.

Die zu den gemessenen Dehnungen gehorigen Schiebungen folgen aus den
Gleichungen (79) und (82)

(88) Vol2 == —Y9/2 = (€_e0 — 860)/V§ >
(89) { Veo/2 = (&g — 5760)/1/3_ s
Y_eo/2 = —(& _660)/l/§'

B) Zeichnerische Ermittlung. Vorausgeschickt sei, dafl es sich emp-
fiehlt, die wichtigen Punkte einheitlich zu bezeichnen. Ausgehend vom
e Ausgangspunkt O oder O, der Darstel-
:, Jung, Abb. 88, sind im folgenden die

< Endpunkte der gemessenen Dehnungen

g g, mit 4, ¢, mit B, e_,, mit C bezeich-

) 0
\1 e 7% F net, wihrend die Schnittpunkte des
g I 4 } Verformungskreises mit der Abszissen-
fa a,,,—/:/l achse, also die Endpunkte der Haupi-
AN P dehnungen g, und &,, D und E heiflen.

Das Lot in A fithrt zum Schnittpunkt
wit dem Kreise F' und damit zum
A T S ] Halbmesser M F desVerformungskreises,
Abb. 68. Auswertung von Messungen Q€T Mib der positiven g-Achse den Win-
unter 0 und +60°. kel 2¢, bildet. Entsprechendes gilt

auch fiir die Spannungskreise.

Trigt man lings der Abszissenachse eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems, Abb. 68, vom Anfangspunkt O, aus die gemessenen Deh-
nungen g,=0,4, g,=0,B, &_g=0,C sowie deren arithmetisches
Mittel e, = (€ + &5+ &_g0)/3 =0, M unter Beriicksichtigung ihrer Vor-
zeichen auf, so erhdlt man in M den Mittelpunkt des Verformungs-
kreises. Zieht man durch den Endpunkt B von g eine Gerade unter
stets +30° zur positiven Abszissenachse, die das Lot in € im Punkte ¢’
schneidet, so ergibt sich durch Parallelverschieben von C(C’ nach
Punkt A das Lot AF und in MF der Halbmesser des Verformungs-
kreises. Die Schnittpunkte des Kreises mit der Abszissenachse D und B
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liefern die Hauptdehnungen ¢, =0,D und &,=0, ¥, wihrend der Peri-
pheriewinkel DEF = @, die Richtung zwischen ¢, und g; angibt. Da
er im vorliegenden Falle positiv ist, ist er entsprechend Aufstellung 3
an g,, Abb. 61, im Uhrzeigersinn anzutragen.

Die zu den Dehnungen g, und e_g, gehorigen Schiebungen findet
man in Abb. 69 durch Ziehen von Radien unter +-120° zu MF, die
den Kreis in ¢ und H schneiden. BG und CH sind die gesuchten Schie-

+6+0

—

N‘IS l
:“\"{
hﬁl\\ {
N

A4
3
L8
778

Abb. 69. Abb. 70.
012345676 9 wwtmm

0 pr 2000 090 gfom?

Abb. 69. Nachpriifung der zeichnerischen Ermittlung an Hand der Schiebungen.
Abb. 70. Beispiel 10.

bungen. Dabei dient zur Nachpriifung der Konstruktion, daB BG und
CH senkrecht zur Abszissenachse stehen miissen.

Der Nachweis der Richtigkeit der zeichnerischen Ermittlung a8t
sich an Hand des rechtwinkligen Dreiecks MAF, Abb. 68, fithren.
Es ist
AF_ABCtg3O° o £_g0— Ego o €600 o
AM 0,A—0,M " ey— (so+ egot €_g0)/3 tg30°= 2&0—¢..g0—Ec0 V3 - tgz(po
nach Beziehung (84) und

B B AF BC tg 30°
81,82—0vMiMF»—0vM:{:m—OUMim
g + €0 1 £-460 €60 — €60
3 ]/ 3. sin2 g,
in Ubereinstimmung mit Gleichung (85).

3

€1, 89 =

Beispiel 10. Gemessen: g, = 8,90 - 1074, g0 =2,15-10"%, ¢_¢ = 6,73 - 1074

1. Rechnerische Ldsung.

e tm—twm (6,73 — 2,15) - 10~*
tg2¢, = 13 Yot V32 500 673 — 15y (1075
B +4,58
= 1,732 * +8,92 - 05889'

2, = 41°39; g, = 20° 50/,
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&1, &= w4

80+880ii__—69 €_g0— €60 __ 8,90 4 2,15 + 6,73 5’11—2,15 .1
3 V3 sin2¢, ( 3 13 . 0,665 )
= (5,93 +3,98) . 104,
£ =991.10"%, & =195.10"4.

g+ ue
o = ;1(1 —Mui) = (9,91 + 0,3+ 1,95) - 104 . 2310000 = 2424 kg/cm?,

& + HE
0y = ;2(1 —Mu]é) = (1,95 4 0,3 -9,91) . 10-4. 2310000 = 1137 kg/cm?.

2. Die zeichnerische Ermittjung der Dehnungen und Schiebungen ist in den
Abb. 68 und 70 bei einem VerformungsmaBstab 1cm = 31074 = m, durch-

+EXT
—

W+ T
Y N

L2

Abb. 71 und 72. Zu Beispiel 10.

gefithrt und oben erldutert. Dabei folgte die Lage des Mittelpunktes M des Ver-
formungskreises aus
O, M = ¢, = (g + &g0 + €_g0)/3 = (8,90 + 2,15 4 6,73) - 10~4/3 = 5,93 - 1074,
d.s. 1,98 cm im MaBstab der Zeichnung.

Sollen nach Abb. 70 die Spannungen auf den gleichen Anfangspunkt O be-
zogen werden, so ergibt sich der Halbmesser des Spannungskreises nach (41)

=y e — 9,91 — 1,95

MD, = i g = 0,538 3
und der Spannungsmafistab nach (38)

m, = 7/23- i%’; m, = 2 - 808000 - 1,857 - 3 - 10-¢ — 900 kg/cm? je cm.

21074 =2,14 . 10% oder 0,71 cm

Da der Bezugspunkt O auBerhalb des Spannungskreises liegt, ist mit der groBten
Schubspannung

T3 = 61/2 = 1212 kg/em?
im Innern der Wandung zu rechnen.

An dem Beispiel sei gezeigt, wie sich die polare Darstellung der
Dehnungen und Spannungen aus den zugehérigen Kreisen herleiten
1a8t. Zur Ermittlung der Dehnungsverteilung geht man in Abb. 71
vom Endpunkt D, der Hauptdehnung &, aus und teilt den Verformungs-
kreis durch Strahlen @, b ...f in eine Anzahl gleicher Sektoren, z. B.
mit Zentriwinkeln von je 30°. Das Achsenkreuz firr die polare Dar-
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stellung, Abb. 72, findet man dann durch Antragen des Winkels ¢, an
der Richtung von ¢, im enigegengesetzten Sinne, wie ¢, im Verformungs-
kreis gefunden wurde, im vorliegenden Falle also im Sinne des Uhr-
zeigers. Von dieser Grundrichtung Px aus entwickelt man ein Strahlen-
biischel Pa, Pb, ... Pa’, Pb' ... mit dem halben Zentriwinkel, hier also
von je 15°, und trigt auf demselben die zu den entsprechenden Strahlen
im Verformungskreis gehérigen Dehnungen auf, z. B. auf dem Strahl Pz
die Hauptdehnung &,;, auf Pa und Pa’ die Dehnung aa, usw. So er-
gibt sich die stark ausgezogene Kurve der Dehnung ¢, fiir welche Px

> N .
% E1N\E

o P AT v 4%;\\

P

N

o1z 4567 83 wumpm

0 0 o 7?mkg/cmf

Abb. 73 und 74. Zu Beispiel 11. °

eine Haupt- und Symmetrieachse ist. In die Kurve miissen sich die
gemessenen Dehnungen &, &, und £_g, nach Gréfle und Richtung ein-
fiigen, wenn &; und &, richtig ermittelt wurden.

Die diinn ausgezogene Linie der Schiebungen /2 entsteht durch
Abtragen der Ordinaten der Teilpunkte des Verformungskreises. Von
der zweiflligeligen Kurve ist der eine Teil positiv, der andere negativ.

Auf ganz entsprechende Weise leiten sich die gestrichelten Kurven
fir die Normalspannungen ¢ und die Schubspannungen 7 aus dem
Spannungskreise her.

In den folgenden Beispielen ist der Verlauf der Dehnungen und der
Normalspannungen stets vollstdindig angegeben; dagegen sind jeweils
nur die gréBten Werte y,./2 und 7, der Schiebungen und Schub-
spannungen eingetragen.

Beispiel 11. Sind die gleichen Dehnungen wie in Beispiel 10 an Gufleisen
Ge 18-91 gemessen, so andert sich der Belastungszustand gemaf3 Abb. 73 und 74.

Ausgehend von demselben Verformungskreis Abb. 68 wird der Halbmesser des
Spannungskreises nach (41)
_ 1 48 & &
MDi=1, 73
oder im MafBstab der Verformungen 0,568 cm.

Rotscher-Jaschke, Dehnungsmessungen. 4

(9.91 —1,95) - 10-4
D)

= 0,428

= 1,704 - 104
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Er ist kleiner als im Fall von Stahl, wihrend die polare Spannungskurve
weniger eingeschniirt ist.

Der Spannungsmafstab (38)
my = — T—g m, =2 .394000.2,33 -3 .10 = 551 kg/em? je cm

S oder 1000 kg/cm? = 1,815 cm ist betrichtlich gréfler, so daB
y\ﬂ” die Spannungen zahlenm#Big kleiner werden. Es ist

o, = 1400, o, = 773 kg/em?2.

Beispiel 12. Ist g, = 1,95-107% positiv, sind dagegen
g0 = —1,30-107% und e_g4 = —5,28 - 10™* negativ, Abb. 75,
so liefert die Rechnung im Falle von Stahl

Abb. 75,
+£ ’:g
Z -
&z & T S S T S
. % , Vi3 kS 6
¥, +
\‘:"1 ’ me A~ Lol 11 e
£ 5 WP Yo s miokgfe
-
L N/
/ﬁ‘\_/
Lﬁ'—””"g
Abb. 76.
Abb. 75 bis 77. Zu Beispiel 12.
o eg—s (—5,28 + 1,30) - 104
Y3 __ E-60 " 8o _
bg200=V3 g —— = = L1325 155 15,98 + 1,30) - 10
—3,98
= 1,782+ e = 0,658,

29, = 33°20/; @,= —16°40,
die Hauptdehnungen
ao+eeo+s_s‘oi £_go— 8602(1,95—— 1,30—_5,28jE —5,28 + 1,30_)40_4
3 13 sin2g, 3 1,732 - (—0,550)
= (—1,54 4 4,18) - 10-4,
& =264.10%, g = —572.10"4,

die Hauptspannungen

€1, Eg—

_atpe — . .10-¢. = 2
o1 =1 L by = (2,64 — 03572 - 10-4. 2310000 = 210 kg/om?,
0y = D‘iz(lir_”—;;) = (—5,72 1 0,3 . 2,64) - 10~ . 2310000 = —1140 kg/om?.

Die zeichnerische Losung bietet Abb. 76 an Hand zweier Bezugspunkte und
eines gemeinsamen Kreises. VerformungsmaBstab 1 cm = 3 -107% cm/em = m,.

em = (€0 + €60 + - g0)/3 = (1,95 — 1,30 — 5,28) - 10" 4/3 = —1,54-10 4 = O, M
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liefert den Mittelpunkt M des Verformungskreises. Die Gerade unter 4-30° im
Endpunkte B von 0,B = g, schneidet das Lot in C' bei 0,C = ¢_g4, unterhalb
der Abszissenachse, fithrt also zu einem negativen Wert fiir C'C’, der nach 4
als AF tbertragen, den Kreishalbmesser M F und die Hauptdehnungen

£ =0,D=264-10"%* und ¢ =0,F=-—572-10"¢
ergibt, wahrend ¢, = X FEM negativ wird.

In der polaren Darstellung des Beanspruchungszustandes, Abb. 77, wurde ¢,
deshalb im Sinne des Uhrzeigers an die Richtung von ¢, angetragen und der Ver-
formungskreis im gleichen Sinne durchlaufen.

Lage des Bezugspunktes O, fiir die Spannungen nach (36)

MO, — } J_FZ ate + & _ 1,857 204 gﬂ% 10-4 — —2,86 . 10-4 oder —0,95 cm.
SpannungsmaBstab gemif (30)
m,; = 2 m, = 2+ 808000 - 3 .10~ * = 485 kg/em? je cm

B
oder 1000 kg/cm? = 2,06 cm.

Da O, innerhalb des Spannungskreises liegt, ist die an der MeBfliche wirk-

same Schubspannung Tn.x = 675 kg/em? die groBte im vorliegenden Fall auf-
tretende.

5. Auswertung von Messungen unter 0 und :{:45".

«) Rechnerische Ermittlung. Mit w=45° gehen die Gleichungen
(67), (70) und (72) iiber in

_ Ey45 — &g
(90) b8 2¢0 = 2eg—6_g5— g5 |’
_ &5t Ee_ygs €45 — &5
(o1) e T T
oder

iy 1
(92) &y, = 3_1!@_%& + o 1/(230 g5 E5)% - (E_g5— £45)% .

Etwaige Kontrollmessungen gy, miissen nach Gleichung (74) der Be-
ziehung

(93) ey =&+ €455 oder €90 + E0 = &5 T E_45
geniigen, daBl nadmlich die Summe der senkrecht zueinander gemessenen
Dehnungen gleich grof sein mufl. Die Hauptspannungen o, und o,

folgen aus (33), die grofite Schubspannung in der MeBfliche aus (28).
Bei Ermittlung von ¢, ist Aufstellung 3 zu beachten.

) Zeichnerische Ermittlung. Auf der Abszissenachse eines recht-
winkligen ¢,y-Koordinatensystems, Abb. 78, trigt man die drei ge-
messenen Dehnungen &,=0,4, ¢;;=0,B und ¢_,;=0,C unter Beach-

4*
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tung ihrer Vorzeichen auf, halbiert die Strecke BC, d.i. die Differenz
der beiden unter 90° zueinander gemessenen Dehnungen, in M und
findet damit den Mittelpunkt des Verformungskreises. Sein Halb-
messer M F ergibt sich, wenn man im Endpunkte B von g, eine Gerade
unter stets -+45° Neigung zur positiven Abszissenachse zieht, den
Schnittpunkt N mit der Ordinate im Mittelpunkt M sucht und M N
parallel zu sich in den Endpunkt A der Dehnung &, (4F = MN) ver-
schiebt. AF entspricht der halben Schiebung 9,/2.

Lt e
4
-8
= AT
]
N

@
I,

NI
Ky

(2

WEERENEREEERE. M
cmfem
Abb. 78 und 79. Auswertung von Messungen unter 0 und 3-45°. Beispiel 13.

Oder man errichtet ein Lot von der GréBe BM am Ende von g,
(BM = AF). Es ist nach oben, also positiv aufzutragen, wenn B links
von M liegt, wie im Falle der Abb. 78, nach unfen hin zu errichten,
wenn B rechts von M liegt.

Die Schnittpunkte des Kreises mit der Abszissenachse liefern in
bekannter Weise die Hauptdehnungen &, =0,D und &,=0,E, <t DMF
=2¢,, <L DEF=g¢,.

Die Richtigkeit des Auftragens der gemessenen Dehnungen 146t sich
dadurch nachpriifen, dafl Messungen und Auftragungen einander im
gleichen Sinne folgen miissen. Liegen die Linien, auf denen ¢_,5, &, &4
und &y, Abb. 79, ermittelt wurden, bei 45° Abstand entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinn hintereinander, gleichgiiltig, ob die Dehnungen posi-
tiv oder negativ sind, so miissen auch die zugehérigen Umfangspunkte
"HF @ auf dem Verformungskreis, Abb. 78, bei 90° Abstand die gleiche
Reihenfolge haben. Die Lote in den Endpunkten senkrecht zueinander
gemessener Dehnungen, z. B. in den Punkten C und B, sind jeweils
gleich groB3, haben aber entgegengesetzte Vorzeichen, weil sie Schub-
spannungspaaren entsprechen.

Das Zutreffen der zeichnerischen Ermittlung nach Abb. 78 folgt aus
dem rechtwinkligen Dreieck MAF. Es ist

é_E:OHW—OuB:%(8—45+845)—€45: €45 + &5 — tg 2

M4 0,4 —-0,M g — (e_g5 + €s5)/2 28— &_45 — &g 2%
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und

b1 6= O, M £ MF =T Foss 4 T

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (90) und (91).

Bei der Darstellung des Belastungszustandes durch zwei Kreise und einen
Bezugspunkt O, Abb. 42, ergibt sich der Halbmesser des Spannungskreises M.D,
auf Grund der Gleichungen (41) und (69), wenn dort @ durch 45° ersetzt wird,
unmittelbar aus den gemessenen Werten g,; und &_,; zu

_l—p e 1 —p e 45—
(94) MD5~1_}_‘u- 2 T 14u 2sin2¢,
In shnlicher Weise erhalt man im Falle der Darstellung durch einen gemein-
samen Kreis und zwei Bezugspunkte O, und O; nach (36)

1ty e g5+¢g

(95) MO, = T— 4 T

Beispiel 13. Aus drei, unter 0 und 4-45° zueinander angeordneten Messun-
gen wurden die Dehnungen ¢, = 9,00-1074%, g, = 3,48-10 4 und & _ 45 = 8,30+ 1074
sowie durch eine Kontrollmessung e, = 2,78 - 10~ # ermittelt. (gy + g = 11,78
= €5 + €_45-)

Der Winkel ¢, zwischen &, und der Hauptdehnung &, folgt aus Gleichung (90)
bei

&g —&as (8,30 — 3,48) - 104 44,82
b8 290 = 28y — .45 — €35 (29,00 — 8,30 — 3,48) - 10-¢ 46,22 0,775
zu 2@, = 37°46’, p, = 18°53".
Die Hauptdehnungen erhilt man nach Gleichung (91) aus
 EstE_4s , E_as — &5 _ (3484830 8,30 — 3,48 e
g8 =5 £y e, “( 2 506124 ) 10

= (5,89 4+ 3,93) . 104
oder

6 =9,82-107%, & =196-10"1.

Fir Stahl mit g = 0,3 und « = 1/2100000 cm?/kg betragen die zugehorigen
Hauptspannungen nach den Gleichungen (33)

o = (ilj—:z)g; = (9,82 1+ 0,3 - 1,96) - 10-4 . 2310000 = 2404 kg/cm?,
0y = g% = (1,96 + 0,3 - 9,82) - 10~ % . 2310000 = 1133 kg/em?.

Die grofte in der MeBfliche wirkende Schubspannung betrigt nach (28)
Tmax MeBfl. = (0'1 — 0'2)/2 = (2404 - 1133)/2 = 635,4: kg/eng

eine noch groBere und damit fiir die FlieB- oder Bruchsicherheit nach der Theorie
der groBten Schubspannung entscheidende Spannung von 7,5 = 03/2 = 1202 kg/em?
tritt jedoch ¢n der Wandung, und zwar in der zur Oberfliche senkrechten Ebene,
in der ¢, liegt, auf.

Erginzt man die gemessenen Dehnungen in Abb. 79 durch die Hauptdebnun-
gen, so ist die Form der Dehnungsverteilungskurve leicht zu erkennen und daran,
daB sich & und e, dem Kurvenzug einfiigen, die Richtigkeit der Ermittlung er-
wiesen.
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Beispiel 14. In einem Me8punkte P, Abb.80, sind die Dehnungen
gg=—0,46 - 1074, £,;=1,40-107% und e 45 = —5,06-10"% ermittelt worden.

Abb. 81 zeigt die zeichnerische Ermittlung bei einem VerformungsmaBstab
m, =3 - 1074 cm/cm.

Die negativen Dehnungen ¢y = 0,4 und e_,5 = 0,C sind
von O, aus nach links, die positive &;; = 0,.B aber nach rechts
abzutragen. BC halbiert, fithrt zum Mittelpunkt M des Kreises.
Die Linie unter 45° im Endpunkte B von ¢4 schneidet das Lot
in M unterhalb der Abszissenachse, so daf AF und @, negativ
werden. Der Verformungskreis mit dem Halbmesser M F liefert
die Hauptdehnungen &, = 1,68 - 107 % und &, =—5,3¢ - 1074,

A
p—— P
g g
G
& 0§+
£l M A fiixs
H % P
_y
| 0 7 2 3 40 tmim
L s e
> NS 0 509 1000
3 _."?_vv kg/(m
Abb. 81.

Abb. 80, 81 und 82. Zu Beispiel 14.

(Rechnerisch ist
9 — S TEs _ (—5064140).100 _ —646
8P = g e — e (— 0,92 + 5,06 — 1,40) - 10-4~ 12,74

2¢h =67°2"; ¢@,= —33°31".)
Der Bezugspunkt O, des Spannungskreises ergibt sich aus (36)

—2,36.

MO0, = ltp et 1,857 1,68 — 534 10-4 = —3,40 - 10-4,
1—pun 2 2
das sind im MafB# des Verformungskreises 1,13 cm.
SpannungsmaBstab nach (30)

m, = 723 my = 2+ 808000 - 3. 104 = 485 kg/cm? je cm,
d. h. es entsprechen 100 kg/cm? 0,206 cm.
Der Spannungskreis ergibt ¢; = 18, ¢, = —1120 kg/cm?.
__op— o0, 18 +1120
Tmax - 2 - 2
tritt auf der MeBfliche auf, da O, innerhalb des Spannungskreises liegt.
Abb. 82 zeigt die polare Spannungs- und Dehnungsverteilung. Sie entspricht
fast einachsiger Beanspruchung auf Druck, da O, sehr nahe dem Schnittpunkte D
des Spannungskreises mit der Abszissenachse liegt.

= 569 kg/cm?

6. Auswertung von Messungen unter 0, 45 und 90°.

&) Rechnerische Ermittlung. Zur Herleitung der Formeln fiir ¢,,
& und & muB man auf die Gleichungen (63) und (64) zuriickgreifen.
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Unter Einsetzen von w = 45° in (63) wird

(96) gy =242 A 2 gingg,.

Daraus folgt

& + 8y — 2845

sin2¢, = e
aus (64)
(97) cos2qy = 81_"%;1_182@ ,

so daBl durch Division, unter Beachtung, daB & +&,=¢g;+ &, ist,

.
g0+ €90 — 2845 A

€ — €go

(98) tg2py =

wird. Beachte Aufstellung 3!
Die Beziehung

&+ &= & 1 &y
und Gleichung (97)

& + & — 2gq

& — & =

cos2 g,
liefern die Hauptdehnungen 01234567485 v0mpm
1000 kgfom?
__ &t &y €0 — €90 g 2000¥gfore
(99) £1,8 = 75 + 3 cos2 s Abb. 83. Auswertung von Messungen
Po unter 0, 45 und 90°. Zu Beispiel 15.

die in der Form
g + & /1 + & 2 e — &.0\2
(100) 81,8220290j:]/(0290—-845)+<0290>

auch unmittelbar aus den gemessenen Dehnungen bestimmt werden
kénnen. ’

Aus den Hauptdehnungen &, und &, lassen sich die Hauptspannun.
gen in bekannter Weise aus (33), die grofite Schubspannung in der
MeBfliche aus (28) berechnen, wodurch der Belastungszustand um-
schrieben ist.

§) Zeichnerische Ermiftlung. Auf der Abszissenachse eines recht-
winkligen Koordinatensystems, Abb. 83, trigt man die unter 90° zu-
etnander gemessenen Dehnungen g,=04 und gy, = O0C unter Beachtung
ihrer Vorzeichen auf und halbiert die Strecke AC =¢g;—¢&,, in M, dem
Mittelpunkt des Verformungskreises. Sein Halbmesser M F ergibt sich
an Hand einer Geraden unter -4-45° zur positiven Abszissenachse im
Endpunkte B von g5, deren Schnitt mit der Senkrechten im Mittel-
punkt M den Punkt N liefert. MN parallel in den Endpunkt 4 der
Dehnung ¢, verschoben, fiihrt mit AF = MN zum Punkt F. (F laBt
sich auch durch Abtragen von MB=AF finden, wobei die im Unter-




56 Anwendungen der Verformungs- und Spannungskreise.

abschnitt 5 f gegebene Regel zu beachten ist.) Die Richtigkeit des Auf-
tragens der gemessenen Dehnungen la8t sich ganz entsprechend, wie
auf 8. 52 beschrieben, durch die Reihenfolge der Messungen und Auf-
tragungen nachpriifen und das Zutreffen der zeichnerischen Ermittlung
am rechtwinkligen Dreieck M AF nachweisen.

Die vierte Kontrollmessung wird im vorliegenden Fall unter 135°
zur Ausgangsmessung angeordnet, wobei

(101) 8y T 90 = €45 T E135 = &1 1 &2
sein mulB.

Soll der Belastungszustand durch zwei Kreise und einen gemein-
samen Bezugspunkt O dargestellt werden, Abb. 83, so ergibt sich der
Halbmesser des Spannungskreises nach (41) und (97) aus

I1—p & — &

(102) MD, = TF 4 Zoos2ey’
wahrend die MaBstdbe m, und m, fir die Spannungen und Verformun-
gen der Gleichung (30) entsprechen miissen. Im Falle der Darstellung
durch einen gemeinsamen Kreis und
zwei Bezugspunkte O, und O, erhalt
man nach (36)

14 &g - &90
(103) MO, = 1—_—Z e,
wiéhrend m, und m, tiber die Gleichung
(30) miteinander in Beziehung stehen.

Beispiel 15. Aus drei, unter 0, 45 und
90° zueinander angeordneten Messungen

I

Pttt i —9.00-10"4
Y53 4 £+ 5 ¢ 5 pwtmpn  wurden die Dehnungen ¢, = 9,00 1074,

T €5 =3,48-107¢ und gy =2,78-1074
0 w2kl Abb. 84, ermittelt.
Abb. 84. Zu Beispiel 15. Der Winkel ¢, zwischen ¢, und der Haupt-

dehnung ¢, folgt aus Gleichung (98) bei
b2 200 = & + €90 — 245 __ (9,00 42,78 — 2.3,48) - 10-* _ 14,82
€0 — o (9,00 — 2,78) - 10~ ¢ +6,22
zu 2, = 37°46’, @, ==18°53".
Die Hauptdehnungen erhilt man nach Gleichung (99) aus
e o 50 + €99 T Tl VI (9,00 4 2,78) - 10-¢ + (9,00 — 2,78) - 10-4
12 2 2 cos2g, 2 2.0,791
= (5,89 +3,93).10-¢
oder ¢; =9,82-1074, g =1,96- 1074,
Fiir Stahl mit p = 0,3 und & = 1/2100000 cm?/kg betragen die zugehorigen
Hauptspannungen nach den Gleichungen (33)

o = (—;L_fﬁ’g)‘s—i = (9,82 +0,3-1,96) - 10~ - 2310000 = 2404 kg/cm?,
&+ pe
(I— ¥

= 0,775

0y = = (1,96 + 0,3 - 9,82) - 10~¢. 2310000 = 1133 kg/em?.
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Die gréBte in der MeBfliche wirkende Schubspannung betrigt nach (28)
Tmax Mestl. = (07 — 0,)/2 = (2404 — 1133)/2 = 635,4 kg/em?;

eine noch groBere und damit fiir die FlieB- oder Bruchsicherheit nach der Theorie
der gréBten Schubspannung entscheidende Spannung von Tmax = 04/2 = 1202 kg/cm?
tritt jedoch ¢n der Wandung auf, und zwar in der zur Oberfliche senkrechten
Ebene, in der o, liegt.
Die zeichnerische Ermittlung der Verformung zeigt die vorstehend besprochene
Abb. 83 im Mafistab 1 cm = 3 - 1074 = m,, erginzt durch den Spannungskreis.
Halbmesser des Spannungskreises nach (41)

I—p
MD,= T MD,=0,538-1,31 = 0,71 cm
im MaBstab des Verformungskreises.
SpannungsmafBstab nach Gleichung (38)

m, =% %;;—: m, = 2 - 808000 - 1,857 - 3 . 10~ ¢ = 900,3 kg/cm? je cm,
d. h. 1000 kg/em? entsprechen 1,10 cm,

Auf Grund der Kreise sind die in Abb. 84 aufgetragenen gemessenen}Deh-
nungen ergénzt durch die polaren Dehnungs- und Spannungskurven.

+&

e
o o
-
£, £,
AN
L T “K\,_f
a8 ma G 7
by &g
]
Abb. 86.

e s e e e G
0 1 2z 3 ¢Umfem

st ———+——+—
Abb. 87, 7 0Ygfom’
Abb. 85, 86 und 87. Zu Beispiel 16.

Beispiel 16. Liegen g, = —3,24 - 1074, g, = —1,60 - 107% und &, = +-2,00
- 1074, Abb. 85, an Stahl gemessen vor, so ergibt sich der Verformungskreis Abb. 86
bei einem MaBstab 1 em = 2 - 10 ™4 = m, mit den Hauptdehnungen ¢; = 2,18- 1074,
& =—3,42 - 104 und g, = 79°30".
(Rechnerisch ist etwas genauer
&+ €00 — 2845 (—3,24 + 2,00 4 2-1,60) - 10-* _ 11,96 _ —0.374
€0 — €0 (—3,24 — 2,00) - 104 —5,24 ’
20,/ = 20°30"; @ =90°— 10°15" ="79°45".)
Lage des Bezugspunktes O, der Spannungen nach (36)

tg2¢ =

MO, — }—U . M0, — 1,857 - 0,31 = 0,58 cm.
"
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Spannungsmafstab nach (30)

m, = % m, = 2+ 808000 - 2 - 10~ % = 328 kg/em? je cm

oder 100 kg/cm? = 0,31 cm.
Hauptspannungen o =266, o0, =—640kg/cm?.

Die grofite Schubspannung tritt in der MeBfliche auf, da O, innerhalb des
Spannungskreises liegt und betriagt ]
Tmax == 0-_1?2‘;2 = 266’+&4:0 = 453 kg/sz.

Die Debnungsverteilung in polarer Darstellung bringt Abb. 87.

7. Auswertung von Messungen unter 0 und 430°.

«) Rechnerische Ermittlung. Der Ersatz von o in den Gleichun-
gen (67), (70) und (72) durch 30° fithrt unter Beachtung von Auf-
stellung 3 zu

(104 tg 2@, = =30 0

) & =% V3 (2eg — €_30 — £30)

und

(105) 81,82:830—}—6_30—80:};81—3"_?—@
V3 sin 2 g,

oder

(106) &1, 8, = &30 + €30 — & = 1/(2'90*‘930_'3-30)2 + (e-30— £30)%/3 .
Die Formeln (33) und (28) fithren zu den Hauptspannungen und
zur gréfBten Schubspannung auf der MeSBfliche.

{8) Zeichnerische Ermittlung. Bei der zeichnerischen Ermittlung der
GréBe und Richtung der Hauptdehnungen trigt man auf der e-Achse,
Abb. 88, vom Anfangspunkte O, die gemessenen Dehnungen g,=0,4,
£50=0,B, ¢_3=0,C unter Beachtung ihrer Vorzeichen, ferner die
Strecke AC=¢_zy—¢gy=BM von B aus an, und zwar im Sinne der
Punktfolge A nach C, im vorliegenden Fall also in Richtung der posi-
tiven e-Achse. So findet man den Mittelpunkt M des Verformungs-
kreises. Zieht man durch B eine Gerade unter +30° zur Abszissen-
achse, sucht deren Schnittpunkt ¢’ mit dem Lote in € und verschiebt
CC' parallel nach 4 (AF =CC("), so liegt F auf dem Verformungskreis
vom Halbmesser M F. Die Richtigkeit des Auftragens ist gewéihrleistet,
wenn die Punkte GFH, Abb. 89, Zentriwinkel von 60° haben und
gleichsinnig den zugehorigen MefBrichtungen, im vorliegenden Falle dem
Uhrzeigersinn entsprechend, aufeinanderfolgen. Die Schnittpunkte E,
und D, des Kreises mit der e-Achse geben in bekannter Weise ¢; und &,
an. Winkel D E F=g,, Abb. 88, ist der Richtungswinkel zwischen ¢,
und ¢g,.
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Nach Gleichung (36) und unter Bezugnahme auf (68) wird

1 1 1
(07 M0, = L. Mo, = TE. ‘9”;82:1—3 (650 + &30 — £

wenn der gesamte Zustand durch einen Kreis und zwei Bezugspunkte
dargestellt werden soll, nach (41) und (69)

1— £ — & 1 —pu &_3— &30
108) MD,=—F.MDp,—=;—£.82"%_ .Eos0 7 S0
(108) 1+ S 1+u yY3sin2g,
wenn zwei Kreise und ein Bezugs- +510

punkt benutzt werden sollen. Die
Beziehungen der MafBstibe sind in
den beiden Fillen durch (30) und
(38) gekennzeichnet.

e
P

Ear L AV St A s s 2
7 o 2000 kgfem®
Abb. 88. Auswertung von Dehnungsmes- Abb. 89, Zur Richtigkeit der Auswertung
sungen unter 0 und +30°. von Messungen unter 0 und +30°.

Die Richtigkeit der zeichnerischen Ermittlung 148t sich an den
beiden rechtwinkligen Dreiecken A M F und BCC’, Abb. 89, beweisen.
Es ist

AF=OU=OB@%°:E%%@,

AM =04 —0B—BM=0A4—0B— AC = gy — &5 — (£_3 — &)
=265 — &30 — E_3p>

Aﬂ: €_30 — €30 _

AM V3_(280 — &_gp ~ &3p)

OD,—OM+ MF — 0M+‘” —om 1 B9 _ oy BOE°

sin 2 g, sin 2¢,

tg 2¢, nach Gl. (104).

3 €_30 — €30 —¢
]/—st(po v
iibereinstimmend mit (105). In entsprechender Weise wird OE, = &,.

= &30+ €30 —

Beispiel 17. Dem Beispiel liegen lauter negative Dehnungen ¢, = —5,5 - 1074,
€30 =—2,15-10"% und &_;, = —4,6 - 1074, Abb. 90, zugrunde. Werkstoff Stahl.
In Abb. 91 sind die drei Dehnungen im Mafstab 1 em = 3 - 1074 = m, von O,
aus nach links aufgetragen und der Mittelpunkt M durch den Abstand BM =AC
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im Sinne von 4 nach C, also durch Abtragen nach rechts ermittelt. Die Gerade
unter 30° im Endpunkt B der Dehnung &,, schneidet das Lot in C' unterhalb
der Abszissenachse, so daB AF und ¢, negativ werden. Gefunden & = 3,23,
gy = —b,73 - 1074, @y = —81°,

JAS
-

e
.
Ny
N
N

Y

\

Abb. 90 und 91. Zu Beispiel 17.

[Nach Formel (104) ist
€_30 — €30 (—4,6 + 2,15) - 10-¢

tg2¢0 = —— _
g4 @o V3 (Zeg — &_30 — €30) ﬁ(—2'5,5+4,6+2,15).10—4
= :3’32 = 0,333, Fall 3 der Aufstellung 3.

25 =18°25"; @,=—90+9°12' = —80°48".]
Aus ¢, ergibt sich die Lage der Hauptachsen in Abb. 90 und damit der Ver-

lauf der polaren Dehnungskurve. Aus ihr kann die Spannungsverteilungslinie
leicht als polare Aquidistante mit dem Abstand 0,0, abgeleitet werden

MO, = i f Z - MO, = 1,857 - 0,42 = 0,78 cm
im Mafistab der Darstellung.
Spannungsmafstab nach (30)
m = % m, =2+ 808000 - 3 - 10-% = 480 kg/em? je cm

oder 100 kg/em? = 0,208 cm.

J. Zusammensetzung ebener Verformungs- und
Spannungszustinde.

a) Grundlagen.

Zwei Verformungszustinde seien nach Abb. 92 durch die Haupt-
dehnungen ¢, &, und ¢, &5 und den Winkel y gegeben, den die Rich-
tungen von & und ¢ einschlieBen. Die resultierenden Hauptdehnun-
gen g und g, sowie der Winkel ¢, zwischen ] und &; sind zu bestimmen.

Die Grundlage bildet die Annahme, daB sich die Verformungen in
den einzelnen Richtungen algebraisch addieren. Thre Richtigkeit wurde
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experimentell nachgepriift gelegentlich einer eingehenden Untersuchung
eines grofen Schiebergehiuses, Abb. 93, im Institut fiir Werkstoffkunde,
Aachen. Vgl. Diss. G. KARHAUSEN [15]. Der Versuchskdrper war bei
einer Reihe von Versuchen durch inneren Uberdruck von 50 at, bei
einer zweiten Reihe durch Léangskrifte bis zu 60t in Richtung seiner
Hauptachse belastet, um die Wirkung

von Kréaften, die von den anschlieBen-

den Rohrleitungen ausgeiibt werden,

festzustellen. Bei gleichzeitiger Be-

lastung durch inneren Druck und die

erwihnten Léngskrafte iiberlagern sich

die entsprechenden Einzelverformun-

gen. Benutzt wurden Messungen lings

der Durchdringungslinie der Rohr-

anschluBstutzen und des Hauptkorpers; Abb. 92. Zur Zusammensetzung ebener
siec waren zur Nachpriifung der An- Verformungszusténde.
nahme besonders geeignet, weil die

dort auftretenden Verformungssysteme verschiedene Hauptdehnungs-
richtungen haben. In den Kehlen wurden dabei die Messungen nach
den oben beschriebenen Verfahren sowohl unter 0 und 4-45°, als auch
unter 0 und +30° zur Tangente an die Kehllinie durchgefiihrt. Da
die gleichzeitige Wirkung von 50 at Innendruck und 60t Léngskraft
Beanspruchungen erzeugt, die die FlieBgrenze des Werkstoffes iiber-
schritten hitten, wurde je die halbe
Belastung aufgebracht wund ihre
Wirkung mit der Summe der halben
Dehnungen verglichen, die durch
den Innendruck einerseits und die
Langskraft andererseits bedingt
wurden.

Im Punkte O, Abb. 93, ergab sich
aus den Messungen unter 0 und
+45° die anndhernd elliptische, unter 24° gegen die Durchdringungs-
linie DD’ geneigte Kurve a, Abb. 94, fir die Dehnungen bei 25 at
Innendruck, die andere etwas eingeschniirte b unter 82° fiir die Deh-
nung infolge von 30 t Lingsdruck. Summiert man die Dehnungen langs
beliebiger Strahlen, so erhélt man die stark ausgezogene Linie ¢ unter
72° gegen DI, die, verglichen mit den unmittelbaren Messungen beim
Zusammenwirken des Innendrucks und der Lingskraft, Abb. 95, sehr
gute Ubereinstimmung in bezug auf die Richtung der Hauptachsen
und die Art der Dehnungsverteilung ergaben, wenn man beachtet, daf3
die Messungen an einem nicht bearbeiteten StahlguBstiick durchgefiihrt
werden muBliten. Die Neigungen der Achsen weichen um 1% von-

Abb. 93. Schiebergehduse,
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einander ab; der gemessene Wert von ¢, ist 4,2% grofer, der von ¢,
1,2% Kkleiner als die aus den Einzelmessungen ermittelte Summe. Mes-
sungen in weiteren Punkten
der  Durchdringungslinie
bestétigten die Ergebnisse,
so daB die Giiltigkeit der
Annahme durch die Ver-
suche nachgewiesen ist.
Da die Formeln der
Dehnungen & und der Nor-
malspannungen ¢ gleich-
artig gebaut sind, gelten
diefolgenden Ausfithrungen
. . und Konstruktionen auch

. Abb. 94 und 95. Dehnungsmessungen im Punkte ¢ des fir die Zusammensetzung
' Schiebergehiuses Abb. 93. von Spannungssystemen.

Verformungsmalistab

b) Ermittlung des resultierenden Verformungszustandes aus den polaren
Darsteilangen der Ausgangszustiinde.

Die Ausgangszustinde werden zweckmaBig in der Form der Abb. 32
von einem gemeinsamen Mittelpunkt aus so aufgezeichnet, daB die
ot ' A Hz?uptdehn}mgen g und si’.den
Ihey S Winkel y bilden und dann einer-
i , Winke ;
7o seits die Dehnungen, andererseits
% Mo die Schiebungen polar algebraisch
summiert. Die Richtung der
resultierenden Hauptdehnungen
ergibt sich durch Verbinden der
Punkte der groften wund der
kleinsten Dehnungen auf der
Summenlinie; die gréBten Schie-
bungen miissen unter 45° dazu
liegen.
Beispiel 18. In Abb. 96 ist der
Dehnungszustand einer ebenen Platte
ermittelt, die nach allen Richtungen
Abb. 96. Ermittlung des resultierenden Ver-

formungszustandes aus den beiden Ausgangs- glelchmaﬁlgdurcho';'=o'£=10(.).0kg./ om®
zustinden &/, & und &/, €. gespannt ist und einer zusdtzlichen
Beanspruchung von ¢ =800 kg/cm? in
Richtung I—I unter y =45° unterliegt. Di