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Vorwort. 
Die vorliegende Arbeit ist aus einem Hinweis von Dr.-Ing. JASCHKE 

im November 1935 entstanden, daB sich die Hauptdehnungen aus den 
gemessenen Dehnungen durch den Verformungskreis ermitteln lassen. 
In gemeinsamer Arbeit wurde eine Reihe einfacher Verfahren zur Aus­
wertung von solchen Messungen entwickelt und zunachst auf den ein­
und zweiachsigen, dann auf den dreiachsigen Verformungs- und Span­
nungszustand, der bei der Beurteilung der Beanspruchung und der 
Sicherheit der Bauteile vielfach zu beachten ist, angewendet. Erganzt 
sind die Untersuchungen durch die Beschreibung einiger kennzeichnen­
der Dehnungsmesser, Ausfiihrungen iiber die Zusammensetzung ebener 
Beanspruchungssysteme, die Ermittlung der Dehnungen im Innern von 
Wandungen, den Ausgleich der gemessenen Dehnungen und durch Dar­
stellungen von Verformungs- und Spannungszustanden. 

Das Buch ist fiir den Studierenden und den praktischen Ingenieur 
geschrieben zum Zweck, die Anwendung der DehnungsmeBverfahren zu 
erleichtern und weiteren Kreisen nahe zu bringen. Deshalb ist beson­
derer Wert auf anschauliche Darstellung gelegt. Die einschlagigen For­
meln sind in elementarer Form abgeleitet, die Beweise ausfiihrlich an­
gegeben. Zahlreiche Beispiele zeigen die Anwendung. Die Unter­
suchungen bieten wertvolle Einblicke in die Mechanik der Formande­
rungen elastischer Karper. Sie unterstiitzen und vertiefen das Ver­
standnis der Festigkeitslehre; Dehnungsmessungen werden deshalb in 
Aachen seitens der Studierenden in den Ubungen iiber Werkstoffkunde 
durchgefiihrt. 

Bei der praktischen Anwendung ist zu empfehlen, sich zunachst 
mit den Verfahren zur Ermittlung der zweiachsigen Beanspruchung 
auf der MeBflache vertraut zu machen und dann ihre Wirkung im 
Innern der Wandung an Hand der Beispiele des Abschnittes L zu ver­
folgen. 

Uberall sind die reichen, im Institut fiir Werkstoffkunde Aachen 
gewonnenen Erfahrungen auf dem Gebiete der Dehnungsmessungen 
verwertet. 

Aachen, im Juni 1939. 

ROTSCHER. 
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Wichtigere Formelzeichen. 
(Die allgemein iibliehen der DIN 1304 und 1350 sind weggelassen.) 

e=E1 +E2 +Es Dilatation (Volumzunahme je Raumeinheit), 
I seheinbarer Fehler, 
m mittlerer Fehler, 

mE, mE, ma, ma, mittlere Fehler der Hauptdehnungen und -spannungen, 
m, SpannungsmaBstab, 1 em = m, kg/em2, 

m. VerformungsmaBstab, 1 em = m. em/em, 
n Zahl der Beobaehtungen, 

u u, "Obersetzungsverhaltnis, 
v V1 V2 ••• Vn Verbesserungen der gemessenen Dehnungen, 
1'01'45 ••• I' cp 1'00 1'-00 Sehiebungen unter 0,45° ... rp, 00 und - 00 gegeniiber Eo, 

o Drehung im Raum in BogenmaB, 

E1 E2 Ea Hauptdehnungen, 
s~ e~ e~' e'; 

EO E45 Eoo E_ oo 

E'P 

/.Aq:> 

.11.12 
A, 

.1'.1" 
11 

x 

rpo 

00, -00 

Hauptdehnungen zweier ebenen Systeme, 
die unter 0,45°, 00 und -00 gemessenen Deimungen gegenuber Eo, 

Dehnung unter dem Winkel rp gegeniiber E]. 

Anderung der MeBlange l, lrp in em oder mm, 
MeBlangenanderungen in Riehtung von E] und E2' 

Anderung der MeBlange auf Stiften, 
Anderung der MeBlange auf der MeBflaehe und der Gegenflaehe, 
Verzerrung in em/em, Vcp unter dem Winkel rp gegeniiber E1' 

Winkel zwischen E~ und E'( oder cT,. und a'f, Winkel eines Strah-
les im Raume gegeniiber der Z-Aehse vor der Verformung; 
X' naeh der Verformung, 

resultierende Spannung in kg/em2, Kriimmungshalbmesser an 
gewolbten Flaehen, 

Normalspannung unter dem Winkel rp gegeniiber 111> 

Sehubspannung unter dem Winkel rp gegeniiber 111> 

Aussehlagwinkel am Spiegelgerat, Winkel eines Strahles gegen-
iiber X-Aehse vor der Vetformung; !p' nacl> der Verformung, 

Winkel der Hauptdehnung E1 gegeniiber Eo> Winkel zwischen 
der resultierenden Hauptdehnung El oder -spannung 111 und 
E~ oder cT,., 

Winkel eines Strahles im Raume gegeniibeJ der Y-Achse vor 
der Verformung; tjJ' nach der Verformung, 

MeBwinkel, unter denen die Dehnungsmessungen gegeniiber Eo 

angesetzt werden. 



A. Einleitung und Grundlagen. 
Aufgabe des Konstrukteurs ist es, Bauwerke und Maschinen sowie 

aile ihre Einzelteile auf Grund der Betriebs- und Herstellungsbedin­
gungen wirtschaftlich zu gestalten. Die wirkenden Krafte mussen unter 
weitgehender Ausnutzung des Werkstoffes sicher aufgenommen, weiter­
geleitet und wieder abgegeben werden. Aufnahme und Abgabe erfolgt 
an den Kraftwirkungs-, Stutz- und Verbindungsstellen in der Regel 
unter Beanspruchung auf Flachendruck. Beim Weiterleiten der Krafte 
in den Teilen entstehen innere Krafte - Spannungen. Flachendruck und 
Spannungen mussen in bestimmten, yom Werkstoff, aber auch von der 
Art der Kraftwirkung abhangigen Grenzen gehalten, die Teile daraufhin 
berechnet werden, falls nicht Herstellung, Formanderungen, Stabilitat 
oder Gefahr der Resonanz fur die Bemessung der Teile maBgebend sind. 

Bei den ublichen Festigkeitsrechnungen zur Ermittlung dieser Bean­
spruchungen entstehen vielfach Zweifel uber die RiQhtigkeit der Ergeb­
nisse. Denn haufig ist man schon beim Ansetzen der Rechnung auf 
mehr oder weniger zutreffende Annahmen angewiesen, weil sichere 
Grundlagen fehlen; oft muB man sich mit Naherungsrechnungen be­
gnugen, weil genaue zu schwierig und zeitraubend oder noch nicht be­
kannt sind. Dabei sind aber die Abweichungen gegenuber der Wirk­
lichkeit schwer zu ermitteln oder selbst nur abzuschatzen. In Zweifels­
fallen stellt man die Sicherheit der Teile auch heute noch versuchs­
maBig durch Vergleich der Betriebsbelastung mit derjenigen fest, die 
zum Bruch oder zum Auftreten erster bleibender Formanderungen fUhrt. 
Richtige Werte fUr die im ersten Fall zu ermittelnde Bruchsicherheit 
findet man aber nur, wenn die Versuchsbedingungen den Betriebsbedin­
gungen namentlich nach Art der Inanspruchnahme, ob ruhend, schwin­
gend oder wechselnd, entsprechen. Dagegen fUhren die vielfach ublichen 
statischen Versuche, besonders im Fall zaher Werkstoffe, haufig zu 
Fehlschlussen. Denn die Teile nehmen, wie beispielsweise der Augen­
stab, Abb. 1 und 2, erkennen laBt, bei allmahlicher Steigerung der Be­
lastung bis zum Bruch oft vollig neue Gestalt unter ganz anderer Span­
nungsverteilung und Beanspruchung an, dadurch, daB der Werkstoff 
den Zusammenhang solange als moglich zu wahren sucht. Dagegen 
treten die Bruche bei Dauerbeanspruchung durch wechselnde oder 
schwingende Krafte meist ohne irgendwelche Formanderungen bei Span­
nungen ein, die viel niedriger, oft sogar betrachtlich unter den FlieB­
grenzen des Werkstoffs liegen. 

Riitscher·J aschke, Dehnungsmessungen. 1 



2 Einleitung und Gruncllagen. 

Wohl aber laBt sich annahernd die Flie/3sicherheit, d. h. die Sicher­
heit gegen auftretende bleibende Formanderungen, ermitteln durch 
Vergleich der Belastung, bei der FlieBlinien auftreten oder die Walz­
haut und der Zunder abspringen [1]1, mit der Betriebsbelastung, weil 
die Gestalt des Korpers bei den vorangegangenen kleinen, vorwiegend 
elastischen Formanderungen erhalten bleibt. 

Die Spannungen unmittelbar zu messen, ist man nicht in der Lage; 
man kann sie vielmehr nur an ihren Auswirkungen, insbesondere an den 
entstehenden Formanderungen durch Dehnungsmessungen, span­

Abb. l und 2. Augenstab VOl' und nach dem 
Zel'reiBen. 

nungsoptische oder rontgenogra­
phische Verfahren erfassen. Wah­
rend die letzteren aber wegen 
ihrer schwierigen Randhabung 
vornehmlich auf wissenschaftliche 
Statten beschrankt sind, konnen 
Dehnungsmessungen leichtdurch­
gefiihrt und ausgewertet werden . 
Sie bieten nicht allein dem For­
scher, sondern auch dem 1ngenieur 
und namentlich dem Gestalter ein 
bequemes Mittel, Rohe und Ver­
teilung der Spannungen an be­
lie big geformten Maschinen- und 
Bauteilen zu bestimmen und 
durchgefiihrte Festigkeitsrech­
nungen nachzupriifen. 

Dabei kann das ReiBlack- oder Dehnlinienverfahren [2] dazu dienen, 
die Messungen auf die Orte hochster Beanspruchung und ihre Um­
gebung zu beschranken. Der Korper wird mit diinnen Schichten von 
Kolophonium oder sproden Lacken iiberzogen, die bei der allmahlichen 
Belastung des Teiles zuerst an den erwahnten Stellen reiBen, Schichten, 
die entweder unter gleichmaBigem Erwarmen des Korpers durch Auf­
streichen oder Aufstreuen des Kolophoniums oder durch Auftragen 
einer Losung des Uberzugmittels erzeugt werden. 

Voraussetzungen fiir richtige Schliisse aus Dehnungsmessungen sind: 
1. Gleichformigkeit des Werkstoffes in allen Richtungen, also 1so­

tropie oder Quasiisotropie; 
2. die Kenntnis der Beziehungen zwischen den Formanderungen 

und den Spannungen. 
Zu I) Die meisten Metalle sind, sofern nicht Lunkerbildungen und 

Porositat auftreten, geniigend gleichformig. Dagegen ist es beispiels-

1 Die schrag zwischen eckigen Klammern stehenden Zahlen beziehen sich auf 
das Schl'ifttumverzeichnis am SchluB des Buches. 
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4 Dehnungsmesser. 

weise Holz nicht wegen der groBen Dehnzahlunterschiede in den ver­
schiedenen Richtungen zufolge seines faserigen Aufbaues. 

Zu 2) Um aus den gemessenen Dehnungen auf die Spannungen 
schlieBen zu konnen, die der Gestalter heute noch zur Beurteilung der 
Beanspruchung der Teile heranzuziehen pflegt, ist es notwendig, bei 
den Messungen die Grundlagen der iiblichen Festigkeitslehre, daB nam­
lich die Dehn-, Schub- und Querzahlen ex, f3 und fl Festwerte sind, zu 
beachten. Die Untersuchungen miissen deshalb im Gebiet unterhalb 
der FlieBgrenzen des betreffenden Werkstoffes, also unterhalb der 
Streck-, Quetsch-, Biege- und Gleitgrenze durchgefiihrt werden. Ver­
haltnisgleichheit zwischen Spannungen und Dehnungen gilt namlich 
praktisch noch geniigend genau bis zu diesen Grenzen, wenn der Werk­
stoff wiederholt belastet wird. Werden jedoch die Grenzen iiberschrit­
ten, so tritt die Gefahr von Gestaltanderungen mit Spannungsverlage­
rungen ein. Lediglich der Grund von Kerben und scharfen Kehlen 
dad hoher beansprucht werden, weil dort nur sehr kleine Gebiete iiber­
lastet werden, wobei sich der Werkstoff vedestigt und bleibende Form­
anderungen durch die elastischen Riickstellkriifte der Umgebung ein­
geschrankt werden. 

GuBeisen zeigt bei erstmaliger Inanspruchnahme durch groBere 
Spannungen merkbare Anderungen der Dehn- und Schubzahl, also 
keine Verhaltnisgleichheit zwischen Formanderungen und Spannungen. 
Diese stellt sich aber bei wiederholter Belastung hinreichend genau ein, 
so daB es sich empfiehlt, guBeiserne Teile vor den Messungen einige 
Male 10 bis 20% iiber den vorgesehenen MeBbereich zu belasten. 

Beim Vergleich und bei der Wertung der verschiedenen Werkstoffe 
ist das Produkt der Dehnzahl ex und der Spannung (J, bis zu der die 
Werkstoffe belastet werden diiden, Spalte 4 der Aufstellung 1 maB­
gebend. Ais hochste zulassige Beanspruchungen sind dort die Streck­
spannungen, bei den angefiihrten GuBeisensorten aber 1000 und 
1500 kg/cm 2 bei Belastung auf Zug und die doppelt so hohen Werte 
bei Inanspruchnahme auf Druck angesetzt, um noch geniigend genau 
Verhaltnisgleichheit zwischen Spannungen und Dehnungen annehmen 
zu konnen. 

Nach Aufstellung 1 sind hochwertige Leichtmetallegierungen, wie 
Duralumin, fiir Spannungsermittlungen aus Dehnungsmessungen be­
sonders vorteilhaft. 

B. Dehnungsmesser. 
Die Dehnungsmessungen werden langs bestimmter Linien durch­

gefiihrt, die an stangen- und balkenformigen Teilen bei einachsigem 
Spannungszustande parallel zur Achse, an Platten und Korpern bei 
zweiachsigem Spannungszustande an einzelnen Punkten in bestimmten 
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Riehtungen festgelegt werden. Herrseht an der MeBsteIle durehweg 
dieselbe Spannung, so geniigen die bei Werkstoffpriifungen iibliehen 
Dehnungsmesser mit groBerer MeBlange, etwa Hebelgerate naeh Art 
des MARTENs-KENNEDysehen und im FaIle von Feinmessungen naeh 
Art des Martens-Spiegelgerates. 

So zeigt Abb. 4: die Anwen­
dung eines Martens-Dehnungs­
messers von 15 em MeBlange 
zur Bestimmung der Span­
nungsverteilung auf dem un­
teren Flanseh eines U-Eisens, 
das im mittleren Teil CD, 
Abb. 3, unter der Wirkung des 
Biegemomentes P . a steht, so 
daB dort die eben erwahnte 
Voraussetzung durehweg glei­
eher Spannungen in den ein­
zelnen Langsfasern erfiiIlt ist. 
Auf dem oberen Flanseh ist 
ein Dehnungsmesser von HUG­
GENBERGER mit groBerer MeB­
lange aufgesetzt. 

Andern sieh dagegen die 
Spannungen und damit die 
Formanderungen von Punkt 
zu Punkt, so sind Dehnungs­
messer zu verwenden, die naeh 
drei Gesiehtspunkten dureh­
gebildet sind. 

1. Sie miissen um so kilr­
zere MeBlangen haben, je star­
kere Anderungen der Bean­

.\ 1>11.3. 

Abb.4. 
Abb. 3 und 4. Tensometer und Martens-Geriit zur 
Bestimmung der Formiinderungen info!ge Biegung 

zwischen C und D. 

spruehung infolge der Kriimmung der Oberflaehe oder der Wirkung 
der Krafte zu erwarten sind, falls nieht das weiter unten besehriebene 
Differenzenverfahren zur Anwendung kommt, das Dehnungsmesser 
mit veranderlicher MeBlange verlangt. 

2. Ausreiehender Genauigkeit halber miissen die Messer geniigend 
groBe Ubersetzungen, z. B. dureh Hintereinandersehalten von mehreren 
Hebelsystemen besitzen. 

3. Es ist zweekmaBig, die Messer als Spitzengerate auszufiihren, um 
die Formanderungen langs bestimmter Linien zu erfassen. Etwaige 
Sehneiden diirfen hoehstens 1/2 mm breit sein. Sollen Fehlmessungen 
vermieden werden, so sind diese Sehneiden und Spitzen sorgfaltig auf 
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ihren Zustand hin zu beobachten und nachzuprufen, weil Abnutzungen 
derselben Anderungen des Dbersetzungsverhaltnisses bedingen. 

Bei Dehnungsmessungen nach verschiedenen Richtungen in be­
stimmten Punkten eines Korpers empfiehlt es sich, Kreise urn diese 
Punkte mit der hal ben MeBlange zu schlagen und die MeBrichtungen 
anzureiBen, urn das richtige Ansetzen der Gerate zu erleichtern. Vor­
teilhaft kann dabei sein, die feste Spitze des Messers in einem leichten 
Korner mit genugend groBem Offnungswinkel festzuhalten. 

H 

Wichtig ist der Zustand der Korperoberflache. 
Die MeBstelien sollen von der GuBhaut oder von 
Zunder befreit und, wenn irgend moglich, bearbei­
tet sein, da Unebenheiten leicht zu Verlagerungen 
der Schneiden bei den Be- und Entlastungen fiihren 
und die Genauigkeit der Messungen erheblich beein­
trachtigen konnen. Selbst zu scharfes Eindrucken 

-<:!'" der Messer, derart, daB die Schneiden oder Spitzen 
in die Oberflache eindringen, ist schadlich, weil 
dadurch die beim Messen notwendige kippende ' 
Bewegung der Schneiden behindert wird. 

Abb.5. Tensometer von 
HUGGENBERGER. 

G GesteIl, 8. feste Schnei­
de, 8. bewegliche Schnei­
de, K Kimme, H Hebel, 
B Briicke, Z Zeiger, D 
Teilung, F Feder, I Halte-

stift, L Sperrhebel. 

In den letzten Jahren ist eine Reihe von gut 
brauchbaren Dehnungsmessern bekannt geworden. 
Einige kennzeichnende Bauarten sind im folgenden 
beschrieben. Bequemer Handhabung wegen sind 
heute in erster Linie solche mit mehreren ·hinter­
einandergeschalteten Hebeln im Gebrauch, weil 
Spiegelgerate zwar den V orteil masseloser groBer 
Dbersetzungen bieten, aber Geschick und Sorgfalt 
beim Ansetzen der Schneiden und beim Einstellen 
der Spiegel auf die MeBlatten verlangen. 

Sorgfaltig durchgebildet und leicht anzuwenden ist das Tensometer 
von HUGGENBERGER, Zurich, Abb.5 [3]. An dem Gestell G sitzt die 
feste Schneide 8 1 , wahrend die bewegliche 8 2 den Veranderungen der 
MeBlange l durch Kippen in der Kimme K folgt. Ihr Ausschlag wird 
durch den Hebel H, im Verhaltnis h2/h1 vergroBert, auf die Brucke B 
ubertragen, die ihrerseits den Zeiger Z mitnimmt, der urn den Punkt G 
schwingt. Sein Ausschlag gibt auf der Teilung D die Verlangerung der 
MeBstrecke im Verhaltnis h2/h1 . h4/ha vergroBert an. Urn parallaktische 
Fehler auszuschalten, ist D mit Spiegelbelag versehen. Feder F druckt 
die Brucke B gegen die Schneiden am Hebel H und am Zeiger Z. Zur 
Erleichterung des Aufsetzens des Messers kann der Hebel H in seiner 
Mittellage durch den Stift I in der Kehle des Sperrhebels L gehalten 
werden. Die Bohrung E dient zum Anpressen des Messers am Ver­
suchsstuck. Bei MeBlangen von 20 mm wird der Messer mit etwa 
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1200facher Ubersetzung, bei solchen von 10 mm mit rund 2000facher 
VergroBerung ausgefUhrt. 

Durch Verlangerungsstangen, Abb.4, die am Gestell unter Ent­
fernen oder Abheben der festen Schneide 8 1 angeschlossen werden, wird 
der Dehnungsmesser auch fUr groBere MeBlangen geeignet und fUr das 
unten erlauterte Differenzenverfahren verwendbar. Die jeweils benotigte 
MeBlange stellt man zweckmaBig an Hand eines MetallmaBstabes bei 
Festlegen der beweglichen Schneide mittels des Sperrhebel.s L ein, wo­
bei sich die Lange durch Eindriicken der Spitzen in Papier leicht nach­
priifen laBt. HUGGENBERGER verschiebt den Schlitten mittels einer 
Mikrometerschraube. 

Auf Grund der Erfahrungen im ]) 
Institut fUr Werkstoffkunde Aachen N £E:::::~==::::~ 
ist beim Gebrauch zu beachten, daB 
die Dehnungsmesser moglichst nur 
langs der MeBlinie gehalten und an­
gepreBt werden. So haben sich Be­
festigungen nach Abb. 6 bis 8 gut 
bewahrt. 1m ersten Fall wird das 
Gestell des Messers G durch die 
Feder Fund eine gekropfte Stange 8 
gegen einen Bugel D oder eine 
Gummischnur, Abb.4, abgestutzt, 
die den zu untersuchenden Korper 
iiberspannen. Damit der AnpreB­
druck auch bei llnderungen der 
Lage des Tensometers und des Stutz­

\ 1111. O. .\ bb .. 
Abb. 6, 7 und 8. Tensometer·Anspann· 

vorrichtungen. • 

punktes praktisch unverandert bleibt, muB die Feder F weich sein. 
In Abb.7 wird das Tensometergestell G durch einen federnden 

Draht D, der an einem Ende mit der Spitze P oder einer Stellschraube 
versehen, am anderen zu einer Schneide 8 ausgearbeitet ist, an einem 
plattenformigen Teillangs der MeBstrecke angepreBt. Seitliches Kippen 
ist dadurch verhindert, daB die Schneide 8 mit ihrer ganzen Lange in 
einem Rohrstuck R liegt, das in die Bohrung E des Gestells, Abb.5, 
oder in die Verlangerungsstange des Tensometers, Abb. 4, gesteckt ist. 
In ahnlicher Weise lassen sich selbst zwei Tensometer T 1 , T2 einander 
gegenuber nach Abb. 8 auf platten- oder stabformigen Proben mit einem 
Draht D halten, der an beiden Enden zu Schneiden 8 1 und 8 2 aus­
gearbeitet ist. 

Auch zwei gleich stark iiber einem Querstift in der Bohrung E des 
Tensometergestells, Abb.5, gespannte Gummischniire konnen vorteil­
haft zum Anpressen an raumlichen Korpern verwendet werden, derart, 
daB der Messer nur langs der MeBstrecke anliegt. 
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Dagegen haben Abstiitzungen in einem dritten seitlich gelegenen 
Punkt zufolge der Verschiebungen, die dieser Punkt bei Formande-

1)-I[i~~~~~ rungen erfahrt, haufig zu fehlerhaften Ergeb-
II '2nissen gefiihrt. 

Wenn der Zeiger bei Freigabe des Sperr­
hebels L, Abb. 5, ausschlagt, so deutet das darauf 

m hin, daB die Schneiden nicht ohne Zwang ange­
setzt waren oder gerutscht sind. Meist sind 
Fehlmessungen unter allmahlich weiterer Ver­
lagerung der Schneiden die Folge. Es empfiehlt 
sich, kleine Ausschlage durch leichtes Klopfen 
neben dem Tensometer auf ihren Endwert zu 
bringen, sonst aber den Messer erneut anzu­
setzen, bis jener Ausschlag nicht mehr auftritt. 
Bei Be- und Entlastungen in bestimmten Grenzen 
muB der Zeiger stets dieselben Werte angeben. 

Zur Ermittlung von Spannungsspitzen sind 
Gerate mit sehr kleinen MeBlangen zu verwenden .. 

Einen solchen Feindehnungsmesser hat Dr. 
LEHR fUr MeBstrecken von 1 bis 2 mm Lange, 
Abb.9, bei 10000- bis 100000facher VergroBe­
rung des Ausschlages durchgebildetl. Die Lan­
genanderung der MeBstrecke zwischen der festen 

Abb.9. Feindehnungsmesser 
vou LEHR mit 1 bis 2 mm Spitze b und der beweglichen c wird zunachst 

MeLlHinge. iiber das Rahmchen d, StoBband e und Hebel f 
auf eine Steuerfahne g bei etwa 50facher VergroBerung iibertragen. Mit 
dem Gestell a fest verbunden ist die Gegenfahne h, die mit g einen 
tJ-' Spalt bildet, der von dem Lichtstrom 
~ 

I 

Y 
,/ 

" 
/ 

V 
Y 

t y 
oV 
JS II(} .' JJ ill IS·l(}· 7{) 

Abb.10. Eichkurve. Abb. 9 uud 10 nach 
Z. VDI 1936 S. 842. 

der Lampe i mit vorgeschaltetem Kon­
densor k durchflutet wird. Die Veran­
derungen der MeBstrecke und damit 
des Lichtstromes im Spalt werden von 
einer Sperrschichtphotozelle 1 aufge­
nommen und erzeugen in der Zelle 
einen verhaltnisgleichen elektrischen 

A Strom, der mit einem Mikroampere­
meter gemessen wird. 

Aus der Eichkurve des Gerates, 
Abb. 10, erkennt man die line are Ab-

hangigkeit der Dehnung 8 von dem Ausschlag des Amperemeters. 
Um einwandfreie Ergebnisse zu erhalten, darf der Heizstrom der 

Lampe wahrend des Versuches keinen Schwankungen unterliegen, die 
1 Hersteller: Askania·Werke G. m. b. H., Berlin-Friedenau. 
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der Strommesser ebenfalls anzeigen wiirde. Ferner muB die Aufspan­
nung des Gerates mit groBer Sorgfalt durchgefiihrt werden. Zu diesem 
Zwecke kornt man die MeBstellen mit einem genau auf Spitzenentfer­
nung abgerichteten Doppelkorner vor. Die Aufspannbiigel greifen mit 
Pfannen in Schneiden ein, die seitlich am Gerat angebracht sind; sie 
miissen mit ihren Gegenspitzen moglichst genau in der Mittelsenkrechten 
der MeBstrecke den Geratespitzen gegeniiber angesetzt werden [4]. 

Abb. 11 und 12. Setzdehnungsmesser nach Prof. SIEBEL, Mahr, EJ3lingen. 

Setzdehnungsmesser. Der Grundgedanke ist, durch Korner, ein­
gesetzte Stifte oder Kugeln die MeBstrecken dauernd festzulegen und 
ihre Anderungen unter Aufsetzen ein und desselben Dehnungsmessers 
zu verfolgen. Durch Doppelkorner oder an Hand von Lehren werden 
die MeBstrecken praktisch gleich lang gemacht. Ihre GroBe im un­
belasteten Zustande oder unter der Anfangsbelastung des Versuchs­
stiickes ist genau zu bestimmen, urn von ihr bei der Berechnung der 
Dehnungen ausgehen zu konnen. 

Ein Beispiel bietet der Setzdehnungsmesser von Prof. SIEBEL 1 fiir 
20 mm MeBlange bei 500facher VergroBerung des Ausschlags, Abb. 11 
und 12. Gehartete Stahlkugeln von 1/16 " 0 werden mittels eines Dop­
pelkorners und eines Doppers in das zu untersuchende Stiick derart 
eingeschlagen, daB sie sicher festgehalten werden, aber nahezu halb­
kugelig aus der MeBflache hervorragen. Auf sie setzen sich die FiiBe 
des Dehnungsmessers mit kegeligen Vertiefungen auf. Der eine FuB A 
ist fest mit dem Gestell verbunden, der andere Bum 0 beweglich. Er 

1 Hersteller: Mahr, EBlingen. 
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stellt sich je nach der augenblicklichen Lange der MeBstrecke l mehr 
oder weniger schrag ein, wobei seine Spreizung und damit die Ver­
anderung der Ausgangsstrecke mittels des MeBkeils M auf eine MeBuhr 
ubertragen wird. 

Der Messer wird unter Anheben des Keils auf die Kugeln aufgesetzt 
und der Keil dann niedergelassen. Durch gleichmaBig verteilten Druck 
auf beide FuBe und leichtes Kippen senkrecht zur MeBrichtung wird 
die genaue Einstellung erreicht. 

Abb. 13 und 14. Setzdehnungsmesser Mahr, E3lingen. 

Fur MeBlangen von 20 bis 70 mm hat MARR einen Setzdehnungs­
messer nach Abb. 13 und 14 entwickelt. Der feste FuB Fist durch 
Austausch der Ringe R verschiebbar. Stift T und die Ringe sichern 
die jeweils eingestellte MeBlange. Winkelhebel H iibertragt die Ver­
lagerungen des beweglichen FuBes F1 auf den Zapfen Z der MeBuhr M 
mit 1/1000 mm Teilung. 

Setzdehnungsmesser dienen u. a. zum Bestimmen der SchweiBspan­
nungen in Blechen, indem eine geniigende Zahl von Strecken vor und 
nach dem SchweiBen vermessen wird. 

Als Beispiel eines Spiegelapparates kurzer MeBlange sei der von 
MATRAR [5] bei der Untersuchung von Stangenkopfen benutzte, Abb. 15, 
beschrieben. Es ist ein Zweispitzengerat fiir l = 8 bis 10 mm MeBlange, 
das aus der MeBbrucke A mit der festen Schneide B und der beweg­
lichen Schneide C besteht, die in einer Kimme der Briicke kippt, wenn 
sich l andert. C tragt an einem Arm den Spiegel D, der den Sehstrahl 
des Fernrohres F1 auf die MeBlatte E zuruckwirft. Bei Schneidenstarken 
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8=4,5 mm, Lattenabstanden L=3 ... 8 m und Verwendung von Fern­
rohren mit 40facher VergroBerung lassen sich Dbersetzungen u=2L/8 
von etwa 1300 .. . 3500: 1 erreichen. Angesetzt wird das Gerat zweck­
maBig unter Vermeidung des Kippens in ahnlicher Weise, wie an Abb. 7 
beschrieben. Bei den sehr 
kleinen Formanderungen 
sind die Verlagerungen des 
Gerates im Raume auf 
den Oberflachen der Ver­
suchskorper zu beriick­
sichtigen. Dazu dient ein 
Raumspiegel F auf der 
Briicke A, dessen Aus- ......... 
schlage durch ein zweites 
Fernrohr F 2 verfolgt wer­
den. ZeigendieAusschlage 
am MeB- und am Raum­
spiegel den gleichen Sinn, 

---I. 

Abb. 15. Zweispitzengerat von ~1ATHAR. 

[ 

SO ergibt die Differenz, 
andernfalls die Summe 
der Werte die Formande-
rungen der MeBstrecke. 

.A MeDbriicke, B feste Schneide, C bewegliche Schneide, 
D MeDspiegel, E Melliatte, F Raumspiegel, s Schneiden­

starke, L Fernrohrabstand, F., F, Fernrohre. 

An stangenformigen, durch reine Langskrafte beanspruchten Teilen 
kann der Verlagerungsfehler in der sonst iiblichen Weise durch Ver­
wenden zweier Messer einander gegeniiber unter Mittelbildung aus den 
Ablesungen beseitigt werden. 

Wegen weiterer Dehnungsmesser vgl. [6). 

c. Genauigkeit der Dehnungsmessungen. 

Die Genauigkeit, mit del' die Formanderungen und Spannungen er­
mittelt werden konnen, hangt von der MeBlange l, der Dbersetzung u 
und dem Betrag a des Ausschlages, der noch sic her auf der MeBteilung 
des Gerates abgelesen werden kann, ab, vorausgesetzt, daB die Messer 
ohne jedes Spiel arbeiten und sonstige Fehler vermieden sind. Die 
Ablesung a entspricht einer Verlangerung der MeBstrecke A = a/u, einer 
Dehnung 

(1) c = A/l = a/u l 
und einer Spannung 

(2) (J = c/IX = a/IX u l . 

1st beispielsweise die MeBlatte mit einer Millimeterteilung versehen, 
so kann man Fiinftel, hochstens Zehntel Millimeter schatzen, also bei 
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l = 20 mm MeBlange und einer Ubersetzung u = 1250 : 1 die Dehnung 
bei einer einzelnen Messung noeh mit s= a/ul=0,2/1250 ·20= 0,000008 
oder 0,0008 % erfassen. 1m FaIle von Stahl entsprieht die Sehatzung 
von 1/5 mm einer Spannung von a= s/<x = 0,000008 . 2100000= 17, von 
1/10 mm 8,5 kg/em 2• 

1st die Beanspruehung eines Bauteils an irgendeiner Stelle 1000 kg/em 2, 

so laBt sieh die Spannung mit (17/1000) 100 = 1,7 % (bestenfalls mit 
0,85 %) Genauigkeit finden. 

Will man Spannungen von 500 kg/em 2 an einem Konstruktionsteil 
aus Duralumin mit 1 % oder a = 5 kg/em 2 Genauigkeit bestimmen, so 
ist bei der gleiehen Ubersetzung eine MeBlange von mindestens 

l = _a_ = 0,2. 70000~ = 224mm 
<xua 1250·5 ' 

erforderlieh. 
Wie sieh die Genauigkeit dureh Wiederholungen der Messungen und 

Ausgleieh der Einzelbeobaehtungen erhohen und der wahrseheinliehste 
Wert des Ergebnisses ermitteln laBt, ist in Absehnitt 0 naher behandelt. 

D. Differenzenverfahren nach ROHL-FISCHER. 

Um die Dehnungen an einer langeren Streeke AB, Abb. 16, zu er­
mitteln, benutzten RtiHL [7] und FISCHER [8] Messer mit veranderlieher 
MeBlange. Die eine Sehneide wird wahrend der ganzen Untersuehung 

an dem einen Ende der Streeke, z. B. in A 
belassen, die andere in versehiedenen Punk­
ten C, D ... B angesetzt und die Verlange­
rung A der jeweiligen Streeke ermittelt. Tragt 
man A tiber den zugehorigen Punkten C, 
D ... B auf, so findet man die mittlere ort­
liehe Dehnung aus dem Verhaltnis der Dif-

~ ferenzen der Ordinaten und Abszissen tiber 
den Teilstreeken, z. B. tiber EF 

(3) SEF = LI ,1/ Lll 

A c JJ } ; B oder den genauen ortliehen Wert in einem 
Abb.16. Zurn Differenzenver- beliebigen Punkte an Hand der Tangente an 

fahren nach RiiHL-FISCHER. der Kurve. Z. B. ist im Punkte D 

(4) 

Zur Ermittlung der Tangente leistet ein Spiegel gute Dienste, der in 
dem betreffenden Punkte aufgesetzt und so eingestellt wird, daB die 
Kurve und ihr Spiegelbild stetig, also ohne Kniek verlaufen. Die 
Spiegelebene gibt die Normale der Kurve, das Lot darauf die gesuehte 
Tangentenriehtung an. Je steiler die Tangente ist, desto groBer ist 
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die Dehnung. Abszissen- und OrdinatenmaBstab wahlt man leiehter 
und genauer Auswertung wegen zweekmaBig SO, daB die Kurve unter 
etwa 45 0 gegentiber der Abszissenaehse verlauft. Handelt es sieh um die 
Bestimmung der Dehnungsspitze im Seheitel einer Kerbe, so wird man 
suehen, die Tangente in diesem Punkte unter rund 45 0 zu bekommen. 

1st in Abb. 16 der AbszissenmaBstab 1 em = a em, der Ordinaten­
maBstab 1 em = b em, so ist die Dehnung 

(5) CD = tg bD • b/a. 

Beispielsweise wird bei a= 1 em, b= 1.10- 3 em und tgb= 1,13 
b 0,001 

CD = tg bD • a = 1,13· -1- = 0,00113 oder 0,113%. 

Dr.-lng. FISCHER [8] hat das Verfahren unter Vereinfaehung des 
MeBgerates benutzt, um die Dehnung im Seheitel von Kerben auf 
Biegung beanspruehter Balken naeh Abb. 17 zu untersuehen. Die Mes­
sungen wurden langs der Kerbseheiteltangente AOB unter Verringerung 
der Teilstreeken nahe 0 auf Bruehteile eines Millimeters durehgefUhrt 
und aus der Neigung der Tangente der A-Kurve im Punkte 0 tiber dem 
Kerbseheitel die groBte Dehnung Cmax und 

1,0 1,0 
damit die an der Stelle herrsehende Span- r---... _-_ ..... !_--, 
nung I1max = cmax/a. gefunden, weil die .k'lr--....... "'-__ ~2S.1 
Seheiteltangente am Kerb aueh Haupt­
spannungsriehtung ist. Ftihrt man die 
Messungen tiber den Kerbseheitel hinweg 
fort, so wird bei symmetriseher Gestalt 
der Kerbe quer zur Balkenaehse die Rieh­
tigkeit der Messungen bestatigt, wenn die 
beiden Aste der A-Kurve im ersten und 
dritten Quadranten I und III kongruent 
sind. 

Um MeBfehler auszumerzen, empfiehlt 
es sieh, die MeBpunkte in gleiehen Ab­

I 

Abb.17. Ennittlung der Dehnung im 
Scheltel von Kerben an einem auf 

Biegung beanspruchten Balken. 

standen zur Symmetrielinie zu wahlen und die Ergebnisse an einander 
entspreehenden Punkten dureh Mittelung auszugleiehen. 

Macht das Ziehen der Tangente im Punkte 0 Sehwierigkeiten, so 
empfiehlt FISCHER die reehnerisehe Bestimmung des Seheitelwertes cmax • 

Er drtiekt die Kurve, bezogen auf den Wendepunkt 0, naherungsweise 
dureh die Gleiehung 
(6) 

aus, bestimmt a und b aus den Koordinaten der naehstliegenden Punkte 
PI und P 2 und findet 

(7) 
dA. 1 

C = dx = 3aA.2 + b· 
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FUr den Scheitel gilt x = 0, A = 0 und damit 

(8) cmax =l/b. 

Beispiel 1. 1m Faile von=Abb. 17 waren die Koordinaten 

des Punktes PI: Xl = 0,5, Al = 30 . 10- 5 mm, 

des Punktes P2 : X2 = I, A2 = 52,5· 10- 5 mm. 

Mithin ist nach Gleichung (6) 

0,5 = a(30· 10- 5) 3+ b· 30.10- 5 

und 1= a (52,5 . 10- 5)3 + b· 52,5.10- 5 • 

p 

B rL Bi-----,-

Abb.18. Ermlttlung der Deh­
nungsverteilung 1m geflLbrlichen 
Querschnitt gelochter Streifen. 

Daraus ergibt sich a = 1,28 . 109, b = 1,55 . 103 

und 

8 max = I/b = 1/1,55 .103 = 0,000645 oder 0,0645%. 

Das Differenzenverfahren gestattet auch, 
die Kerbwirkung sowie die Dehnungs- und 
Spannungsverteilung im gefahrlichen Quer­
schnitt gelochter Streifen, Abb. 18, die auf 
Zug beansprucht sind, zu verfolgen. Wah-· 
rend man die Dehnungen in den auBeren 
Fasern des Stabes bei den angegebenen Ab­
messungen der Probe mit Messern von 10, 
selbst 20 mm MeBlange geniigend genau be­
stimmen kann, muB man am Lochrand das 
Differenzenverfahren zwischen A und B an­
wenden, um den GroBtwert zu erfassen. 

E. Weitere Verfahren zur Ermittlung von Formanderungen 
und Spannungen. 

An manchen Teilen, wie an eingezogenen Schrauben, lassen sich 
Dehnungsmesser nicht unmittelbar anbringen. Dann konnen Mikro­
meter oder Minimeter, die auf den Stirnflachen aufgesetzt werden, dazu 
dienen, die beim Anziehen und im Betrieb auftretenden Formanderungen 
zu messen und Riickschliisse auf die Beanspruchung zu ziehen. Hierbei 
gestatten kleine Stahlkugeln, die man in die oft nicht hinreichend ge­
nauen Stirnflachen eintreibt oder dort auflotet und iiber deren Scheitel 
man miBt, die Genauigkeit der Untersuchung wesentlich zu steigern. 

In gleicher Weise haben C. BACH und R. BAUMANN [9] die Langs­
spannungen in warmeingezogenen Nieten durch die Verkiirzungen be­
stimmt, die bei Wegnahme des Bleches um die Niete herum auftreten. 

Sicherer lassen sich die Wirkungen auBerer Krafte an Schrauben nach 
Abb. 19 an Hand von zwei auf den Stirnflachen befestigten Staben a 
und b verfolgen, an denen Dehnungsmesser in verschiedenen Abstanden 
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von der Schraubenmitte, z. B. in den Ebenen I und II, angesetzt 
werden. Solche Messungen gestatten nicht allein die Zugspannungen, 
sondern auch die sehr haufig auftretenden Nebenbeanspruchungen auf 
Biegung in der Ebene der Stabe a 
und b zu ermitteln. 

An auf Biegung beanspruchten 
Achsen, Abb. 20, konnen die elasti­
schen Formanderungen und daraus 
die Spannungen an Hand der Biege­
winkel Yl und Y2 ermittelt werden, 
die iiber Spiegel S auf den End­
flachen der Achse durch Fernrohre F Abb.19. Dehnungsmessungen an Schrauben. 

an MaBstaben M beobachtet werden. 
So laBt sich z. B. die GroBe der Kraft X in den Abstanden a und b 
von den Auflagern A und B aus 

() j'lVlxd XfMIX d 
tg Yl + Y2 "'" Yl + Y2 = IX J x '" = IX • J; '" 

X = Yl +Y2 
exlJ 

finden, wenn iY der Inhalt derdurch die Krafteinheit bedingten M1x/J", 
Flache ist. Aus X lassen sich aber die an der Achse in beliebigen Quer­
schnitten wirkenden Biegemomente und Spannungen berechnen. 

A 
l 

~""""'--'i=~=. ~'---"'-
'I 

Abb.20. Zur Ermittiung der Beiastung X. 

In entsprechender Weise konnen Drehmomente an Wellen durchMessen 
der Verdrehungswinkel zwischen bestimmten Punkten ermittelt werden. 

Modelle aus weichem Gummi konnen sehr gut dazu dienen, die Art 
der Formanderungen und des Kraftflusses zu veranschaulichen, ge­
statten aber nur naherungsweise Riickschliisse auf die Spannungsver­
teilung zu ziehen, weil der KraftfluB sich bei groBeren Verformungen 
verlagert und das HooKEsche Gesetz nicht mehr gilt [10, 11]. 
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F. Vel'formungs- und Spannungszustande. 
In jedem Korper, Abb. 21, an dem auBere Krafte angreifen, die 

sich das Gleichgewicht halten, entstehen auch innere Krafte, wie sich 
nachweisen laBt, wenn man den Korper durch einen Schnitt I-I in 

Abb.21. Entstehung innerer Kriifte. 

zwei Teile zerlegt. Die an einem der Teile 
wirkende innere Kraft kann in die Normal­
kraft N senkrecht zum Schnitt und in die 
Schubkraft S in der Schnittflii.che zerlegt 
werden. Auf die Flacheneinheit bezogen, 
entsprechen der inneren Kraft die Span­
nung (!, den Teilkraften die N ormalspan­
nung (1 und die Schubspannung -r, vgl. den 
MOHRschen Spannungskreis, Abb.22. 

Die durch Krafte bedingten Formiinderungen 
eines Korpers sind durch die Verlagerungen, die 
die einzelnen Punkte erfahren, gekennzeichnet. 
Sie zerfallen in Lfingsverschiebungen in Richtung' 
der Normalkraft (Verlangerungen oder Verkiirzun­
gen des Werkstoffs) u,nd in Querverschiebungen 

Abb.22. Spannungskreis. senkrecht dazu. 

Abb. 23. Verformungskreis. 

Den Spannungen entsprechen die spezifischen, 
an einem Korperelement von der Seitenlange oder 
dem Halbmesser 1 auftretenden Formanderungen. 
Sie seien als Verformungen bezeichnet, zerfallen 
in die Dehnung [; und die Schiebung y und konnen 
im Verformungskreis, Abb.23, dargestellt werden, 
in welchem sich [; und y /2 zur Verzerrung 'P zu­
sammensetzen. So entsteht folgendes System von 
Begriffen und Bezeichnungen: 

Aufstellung 2. 

Kraft {N ormalkraft 
Schubkraft 

S { NormalSpannUng (J pannung l? 
Schubspannung T 

Formanderung 
Verformung = spezifische Formanderung 

{Langsverschiebung {Dehnung e 
Verlagerung Q h' b Verzerrung v S h' b uerversc Ie ung c Ie ung I' 

Die Spannungszustande konnen ein- oder zweiachsig (eben) oder 
dreiachsig (raumlich) sein; die zugehorigen Verformungszustande sind 
stets dreiachsig. Z. B. unterliegt ein in seiner Langsachse auf Zug 
beanspruchter gerader Stab einachsiger Spannung, erfahrt aber nicht 
allein Verlangerungen in Richtung seiner Achse, sondern auch Quer­
zusammenziehungen senkrecht dazu, also raumliche Verformungen. Den 
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Beanspruchungszustand, den man aus den an den Stab- und Korper­
oberflachen durchgefiihrten Dehnungsmessungen ermittelt, sieht man 
gewohnlich als eben (ein- oder zweiachsig) an. Das setzt voraus, daB 
Oberflachenkrafte fehlen, was an den MeBflachen meist zutrifft und 
daB der Bereich der Messungen an den einzelnen Punkten genugend 
genau durch die Beruhrungsebene ersetzt werden darf. 

Dabei bleiben aber die in der Wandung entstehenden Verformungen 
und Spannungen auBer Betracht, die manchmal groBer als diejenigen 
auf der Oberflache und damit fur die Beanspruchung 
entscheidend sind, wie des naheren in Abschnitt L ge- itJ 
zeigt wird. Die groBten Spannungen in der wandung" . 11,: 
die, wo notig, schon in den folgenden Abschnitten 
angegeben sind, lassen sich jedoch aus den Haupt-
spannungen auf der Oberflache' herleiten. 

Abb. 24. ZurMessung 
In scharfen Kehlen wird der Spannungszustand da- in seha'rfen Kehlen. 

durch verwickelt und schwer erfaBbar, daB die Span-
nungen in den Ansetzpunkten A und B des Messers, Abb. 24, verschiedene 
Richtungen haben. Ermittlungen langs der Sehne AB sind irrefiihrend; 
wohl aber konnen die Dehnungen langs der Kehle an ebenen Proben 
durch Differenzenmessungen auf mehreren Tangenten genau gefunden 
werden, sofern nicht andere Verfahren, wie das spannungsoptische, vor­
zuziehen sind, das freilich Durchsichtigkeit der Versuchsstucke voraus­
setzt. 

a) Der ebene Verformungszustand. 

Gleichformigkeit des Werkstoffes vorausgesetzt, nimmt ein ebenes 
kreisformiges Oberflachenelement, Abb. 25, unter der Wirkung beliebi­
ger, in der Ebene wirkender Spannungen elliptische Gestalt an, deren 
groBe und kleine Achse in Rich­
tung der Hauptdehnungen und 
-spannungen liegen. Ein Punkt P 
auf dem Umfang des Kreises, der 
auf dem Strahl OP unter dem 
Winkel rp gegenuber der einen 
Hauptachse liegt, werde durch 
die im Punkte P herrschende 
Normalspannung nach PI' durch Abb. 25 uud 26. Verformuug eines kreisfiirmigen 

Elements. 
die Schubwirkung nach P 2 ver-
lagert. P 2 liegt auf der erwahnten Ellipse. PPI gibt, falls der Halb­
messer des Kreises r = 1 ist, die Dehnung Or des Werkstoffes unter 
dem Winkel rp an. Sie ist positiv, entsprechend einer Reckung der 
Faser, zu rechnen, wenn PI weiter von 0 abliegt als P, negativ, einer 
Stauchung gemaB anzusetzen, wenn PI innerhalb des Kreises liegt. 

Rotseher-J asehke, Dehnungsmessungen. 2 
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P 1P 2 stellt die halbe Schiebung Y<p/2 dar, der das Element unterliegt. 
PP2 ist die oben erwahnte Verzerrung Pcp. 

DaB fUr die Verlagerung des Punktes P nur die halbe Schiebung 
in Betracht kommt, laBt sich anschaulich an Abb. 27 zeigen. Ihm liegt 

a, 

a 

ein gleichfOrmiges Spannungsfeld, wie 
es z. B. an einem durch 0'1 auf Zug 
beanspruchten Flachstabe herrscht, zu­
grunde. Ein quadratisches Element a, 
dessen Seiten parallel und senkrecht 
zur Stabachse liegen, wird in bekannter 
Weise zu einem Rechteck a' verformt. 
Dagegen wird das Element b, das unter 
dem Winkel CfJ zur Stabachse heraus­
geschnitten ist, durch die Normalspan­
nungen O'cp und O'cp + 90 sowie die Schub­
spannungen T<p zu einem Parallelepiped 
b' verzerrt. Die ersteren rufen Dehnun­
gen Ccp und Ccp + 90 in Richtung von CfJ 

und CfJ + 90 0 hervor; die beiden Schu b- . 
spannungspaare aber wirken auf Win­
kelanderungen entsprechend je Ycp/2 

Abb.27. Verformungen bei einachsigem gegeniiber den ursprunglichen Seiten-
Spannungszustand. 

flachen hin. Dagegen ist die Verschie-
bung dieser Flachen gegeneinander durch das Lot AB von einem Eck­
punkt auf die Gegenflache und damit durch Ycp gekennzeichnet. 

Tragt man die polaren Abstande zwischen dem Kreis und dem 
Ellipsenumfang, Abb. 25, die in erster Naherung die Dehnungen c dar­
stellen, in ein Polarkoordinatensystem ein, so ergibt sich unter An-. 

wendung eines groBeren MaBstabes die Kurve 
Abb.26 mit zwei positiven und zwei negativen 
Teilflachen, die von Tangenten unter den Win­
keln CfJv eingeschlossen werden, Winkel, die prak­
tisch geniigend genau an der Verformungsellipse, 

Abb.28. Radial- und Tan- Abb.25, zu den Schnittpunkten mit dem Kreise 
gentialdehnungen an einem fahren. 

gewOlbten Deckel. 
Sind die Richtungen der Hauptdehnungen be-

kannt, so geniigen zwei Dehnungsmessungen in diesen Richtungen zur 
Bestimmung des Dehnungs- und Spaunungszustandes. Z. B. herrscht 
auf den Flachen eines gewolbten, als Drehkorper ausgebildeten Deckels, 
Abb. 28, wenn derselbe Fliissigkeitsdruck von der einen Seite her unter­
liegt, aus Symmetriegriinden ein zweiachsiger Spannungszustand. Er 
setzt sich aus Radialspannungen langs der Meridiane und aus senkrecht 
dazu gerichteten Tangentialspannungen zusammen. MiBt man die 
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Radial- und Tangentialdehnungen Cr und Ct, die zugleich Haupt­
dehnungen sind, so lassen sich die Dehnungen und Schiebungen unter 
beliebigen Winkeln zu ihnen wie folgt finden. 

Der Ermittlung sei ein rechtflachiges, sehr kleines Element, Abb. 29, 
mit den Seiten II und l2 zugrunde gelegt. Unter der Wirkung der Haupt­
spannungen 0'1 und 0'2 auf den Seitenflachen gehe es in die gestrichelte 
Form tiber. Die Rechteckseiten erfahren Verlangerungen Al und A2 , 

unterliegen somit den Hauptdehnungen 

Cl = )..1/~ und C2 = )..2/l2 • 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck OAP2 folgt: 

(l<p + )..<p}2 = (l1 + ~}2 + (l2 + )..2}2 
oder 

l~(1 + )..<p/l",}2 = l~(1 + )..lll1}2 + l~(1 + )..2/l2}2. 

Mit l<p/l<p = c<p ist 

l~ (I + c<p}2 = li (I + C1}2 + l~ (I + C2}2. 

Vernachlassigt man die sehr kleinen 
quadratischen Werte 0:" ei und c~, 
so folgt, wenn man beachtet, daB 
l~=l:+l~ ist: 

c<pl~ = c1li + c2l~ , >----l,-----"'-

(9) 

Mit 

(1O) 

C,,' = e1 (ll/l<p}2 + C2 (l2/l<p}2 , 

C'" = Cl cos2rp + c2sin2rp . 

Abb.29. Zur Ermittlung derVerformung eines 
rechtflachigen Elements, dessen Seiten in den 

Hauptdehnungsrichtungen liegen. 

2 1 + cos2q> und cos rp = 2 
.2 l-cos2q> 

sm rp = 2 

geht Gl. (9) tiber in 

(ll) 

rp ist hierbei der Winkel, den die Dehnung c<p mit C1 einschlieBt. 
Bei der Ermittlung der 8chiebung 'Y geht man von der Drehung aus, 

welche die Strecke OP, Abb.29, gegentiber OA erfahrt. Sie ist durch 
den Winkel POP1 gekennzeichnet, der sich aus POP1 = rp - rp' oder aus 

sin POP1 = sin rp cos rp' - cos rp sin rp' 
errechnet. 

1m rechtwinkligen Dreieck OAP2 bestehen die Beziehungen 

I . , l2+ A2 1+82 ~ 1+82 , 
smrp = lIP + A", = 1 + 8",01; = 1 + 8rp smrp, 

(12) , II + Al 1 + 81 11 1 + 81 
cosrp = --- = ---0- = --cosrp 

Zrp+A<p 1+8rp Z", 1+8", ' 

2* 
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die, mit sin 2 q; = 2 sin q; cos q; zu 

(13) . POP 61 - 62 • 2 
sm 1=2(1+6'1')sm q; 

fubren. Bei den hier in Betracht kommenden kleinen Drehungen kann 
sinPOP1 ~ <9: POP1 und 1 + 8'1' ~ 1 gesetzt werden, so daB 

(14) 

wird. Er entspricht der halben Schiebung Y'1'/2. Denn die Haupt­
dehnungen 81 und 82 errechnen sich aus den Hauptspannungen (11 und (12 
bei einer Dehnzahl (X und einer Querzahl p, des Werkstoffes zu 

{ 81 =_ (X ((11 - P,(12), 
(15) 

8 2 - (X ((12 - P,(11)· 

Daraus folgt 

(16) 

Da die Schubspannung 

(17) 
die Schubzahl fJ aber 

(18) 

andererseits nach der unten entwickelten Gleichung (27) die Schub­
spannung 

(]1 - (]2 
.rp = -2- sin2 q; 

ist, erhii.lt man durch Einsetzen in Gleichung (14) 

..x POP P (]1 - (]2 • 2 P "'1' (19) "'J- 1 =2-2- sm q; =2·'1' = 2· 

Nach (14) und (19) ist somit die halbe Schiebung 

(20) I~= ~?sin2q;1· 
Ihren GroBtwert erhiilt die Schie bung bei q; = 45 0 ; dann ist 

(21) Ymax = Y45 = 8 1 - 8 2 • 

Die Verlagerung P P 2 erhiilt man aus Abb. 29 an Hand des rechtwink­
ligen Dreiecks P P 1 P 2 

-2 --2 -2 • 
PP2 = P1P2 + PP1 = A'1' + (l'1'· y",j2)2. 

Dividiert man beide Seiten durch l~, so ergibt sich die Verzerrung v., 

PP: = • = (;''1')2 + ("'1')2 
l ' '1''1' l 2 '1' rp 

(22) v~ = 8~ + (Yq,f2)2, 
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eine Beziehung, die mit Hille der Gleichungen (9) Ubd (20) in 

(23) 'V~ = 8i cos2 cp + 8~ sin2cp 

oder mit (10) in 

• + 2 2 2 
2 8, 8 2 + 8, - 8. 2 

'V'" = -2- -2-cos cp (24) 

iibergeht. 

b) Der Verformungskreis.1 

Die Gleichungen (ll), (20) und (24) gestatten, 8""1',,,/2 und 'V'" aus 
81' 82 und 2 cp durch den Verformungskreis zu bestimmen. Tragt man 
vom Koordinatenanfangspunkt 0", 
Abb. 30, die Hauptdehnungen 
81 = O"D und 82 = O"E auf und ~ 
schlagt iiber ED = 81 - 8 2 einen ... 
Kreis, so stellt die Abszisse O"N des -'--;;-t"'=-~~--+.l'-+U~---I---I~ 

Punktes P auf dem Kreis unter dem 
Zentriwinkel 2 cp die Dehnung 8"" 

die Ordinate N P die halbe Schie-
+& 

bung 1'",/2 und die Strecke O"P die Abb.30. Verformungskreis. 

Verzerrung 'V", dar. Denn es ist 

81 + 82 8 1 - 8. OvN = OvM + MN = OvM + MPcos2cp = -2- + 2-cos 2cp == 8", 

nach Gleichung (ll), 

NP = MPsin2cp = 81 -; 8 2 sin2cp = y; 
entsprechend Gleichung (20) und im rechtwinkligen Dreieck O"NP 

--2 --2 -2 2 2 

OvP = OvN + NP = 8", + (1'",/2)2 = 'V'" 

nach Gleichung (22). 

. .AhnIich wie der MOHRsche Kreis die Spannungsverhaltnisse iiber­
blicken IttBt, wenn die Hauptspannungen 0'1 und 0'2 bekannt sind, so 
gestattet der Verformungskreis die elastischen Formanderungen, denen 
der Werkstoff an der betrachteten Stelle unterliegt, zu verfolgen. Der­
selbe IttBt sich auch auf groBere Formanderungen, wie sie bei Gummi 
und anderen stark elastischen Stoffen oder beim FlieBen von Metallen 
auftreten, erganzt durch den sog. Einheitskreis, anwenden, wie in der 
Dissertation JASCHKE, Aachen, 1938 [11] nachgewiesen ist. 

1 Anwendung bekanntgegeben auf der Tagung "Priifen und Messen" des VDI, 
Berlin 1. u. 2. XII. 1936. 



22 Verformungs- und Spannungszustande. 

c) Polare Darstellung der Verformungen. 
Besonders anschaulich ist die polare Darstellung der Verformungen. 

Ausgehend von der groBeren Hauptdehnung 81' Abb. 30, die in Abb. 31 
waagerecht und nach rechts gezeichnet sei, ist die Dehnung 8rp unter 
dem Winkel rp aufgetragen, wobei 2 rp im Verformungskreis und Winkel rp 
in der polaren Darstellung im gleichen Sinne, entgegen dem Uhrzeiger­
sinn zahlen. 1m Verformungskreis, Abb. 30, kann rp auch unmittelbar 

als Peripheriewinkel P ED uber dem 
Bogen P D abgegriffen werden. Die 
Dehnungen sind im vorliegenden 
FaIle durchweg positiv und liefern 
bei einmaligem Durchlaufen des 
Verformungskreises die im oberen 

Abb.31. Polare Darstellung del' Verformungen. Scheitel eingeschnurte Kurve del' 
Abb. 31 uber del' Abszissenachse. Die 

unter dem Winkel rp wirkende halbe Schiebung Yrp/2 tragt man zweck­
maBig am Ende von 8rp an, und·zwar rechtsdrehend, wenn sie im Ver-. 
formungskreis positiv, linksdrehend, wenn sie negativ ist, und ver­
schiebt sie parallel zu sich selbst in den Koordinatenanfangspunkt O. 
So gelangt man zu der zweiflugeligen Kurve mit kongruenten Teil­
flachen in den beiden unteren Quadranten. Die eine Teilflache ist 
positiv, die andere negativ, in Ubereinstimmung damit, daB die Schie-

bungen in zueinander senkrechten 
e Ebenen entgegengesetzt gleich sind. 

+ m· - ~ + Die Darstellung hat den V orteil, 
------- --. ---- - die Dehnungen und Schiebungen in 

- . + beliebigen Richtungen eindeutig 
nach GroBe und Sinn anzugeben. 
Beispielsweise tritt unter rp' = 135 0 

zur Ebene von 8 1 eine Dehnung von 
Abb.32. Polare Darstellung der Dehnungen 
und Schiebungen bei zweimaligem Dul'chlaufen 

des Verfonnungskreises. 
der GroBe OP neben einer negativen 

hal ben Schiebung 0 Q auf, entsprechend den beiden Abschnitten auf 
dem rechten Winkel POQ. Die Endpunkte der Verzerrung Pcp liegen 
auf einer Ellipse mit den Halbachsen 81 und 82' 

Die Darstellung laBt sich bei zweimaligem Durchlaufen des Verfor­
m ungskreises zu geschlossenen Kurven, A b b. 32, erganzen, bietet a bel' nicht 
mehr die Moglichkeit, die Richtung del' Schiebung eindeutig abzulesen. 

Yrp durch die Schubzahl (J dividiert, liefert nach Gleichung (17) die 
an der betreffenden Stelle herrschende Schubspannung i'l' =Y'l'/(J. 

Von polaren Darstellungen macht man zweckmaBig auch bei Deh­
nungsmessungen in verschiedenen Richtungen an einem bestimmten 
Punkt Gebrauch. 
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Mit Hille des Verformungskreises ist es auch moglich, die in Abb. 25 erwahnte 
Verformungsellipse zu entwerfen. In Abb. 33 und 34 sind positive Hauptdehnun­
gen 8 1 und 8 2 vorausgesetzt, der Verformungskreis, Abb.33, aber in dreifachem 
MaBstab gegenuber den Dehnungen, Abb. 34, gezeichnet. Sind die Richtungen 
der Hauptdehnungen durch das rechtwinklige Achsenkreuz AOD gegeben, so 
findet man, ausgehend von dem kreisformigen Element vom Halbmesser r = 1 , 
die Scheitel der Ellipse durch Abtragen von 8 1 und 8 2 langs der Achsen. Unter 
einem beliebigen Winkel cpa tragt man die zum Winkel 2cpa im Verformungskreis 
gehorige Dehnung ea = P P 1 radial nach auBen an, falls sie positiv ist, die halbe 

+& 

Abb. 33 und 34. Herleitung der Verformungsellipse aus dem Verformungskreis. 

Schiebung Ya/2 = P1P2 rechtwinklig dazu, also tangential zum Kreis, und zwar 
rechtsdrehend an, wenn sie positiv ist. Ihr Ende ist ein Punkt der Verformungs­
ellipse. PP2 entspricht der aus ea und Ya/2 zusammengesetzten Verzerrung Va, 
welcher der Punkt P unterliegt. Zum Winkel 2CPb des Verformungskreises ge­
horen eb und -Yb/2, so daB die Schiebung linksdrehend einzuzeichnen ist. An 
der Ellipse, die auch ohne vorherige Ermittlung der GroBen erp und y",/2 aus e1 
und 82 an Hand der Hauptachsen (1 + e1) und (1 + e2) nach einem der ublichen 
Verfahren entwickelt werden kann, ist ersichtlich, daB die Schiebungen stets vom 
Scheitel der kleinen Achse der Ellipse zur groBen hin gerichtet sind. 

Der Verformungskreis vermittelt somit nicht allein den Zusammen­
hang zwischen den Dehnungen und Schiebungen, sondern gewahrt auch 
einen anschaulichen Einblick in die Vorgange bei elastischen Ver­
formungen. 

d) Der MOHRsche Spannungskreis. 
Erganzend zum Verformungskreis sei an den MOHRschen Spannungskreis unter 

Betrachtung der durch die Hauptspannungen a1 und a2 beanspruchten Korper­
ecke ABO, Abb.35, erinnert. Wird Flache BO gleich der Flacheneinheit an­
genommen, damit die an ihr auftretenden Krafte zu Spannungen werden, so hat 
die Flache AO die GroBe 1. coscp und die Flache AB die GroBe 1· sincp. Der 
an A 0 wirkenden Kraft a1 cos cp halt an der Flache BOdie gleich groBe waagerechte 
Kraft DE im Schwerpunkt D das Gleichgewicht. Entsprechend ergibt sich in 
senkrechter Richtung DF=a2 sincp. DE und DF zusammengesetzt, Hefern die 
Spannung DG = (!"" unter der die Flache BO steht. Sie zerfallt in die Normal-
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spannung arp=DH unter dem Winkel rp zur Hauptspannung a1 und in die Schub­
spannung Trp=DJ. Fallt man von E das Lot ELK auf DH. so wird 

DH = ap = DK + KH = DE cos rp + EG sin rp. 

(25) rip = a1 cos2 rp + az sin2rp 

G, 

c 

o;C05" 

Abb. 35. Gleichgewicht an einer Korperecke. 

oder mit Hille der Gleichungen (10) 

(26) I -a1 + a2 + a1 - a2 2 I arp- --2- --2-cOS rp . 

Die Schubspannung ist 

DJ=Trp=EK-EL=DEsinrp-EGcosrp 
= a1 sin rp cos rp - a2 sin rp cos rp 

oder 

(27) \ Trp = ~sin2rp I. 
Sie erreicht ihren GroBtwert bei rp = 45 0 ; 

dann ist 

(28) Tmax = (al - (2)/2. 

Die Spannung (!rp erhalt man aus dem rechtwinkligen Dreieck DEG mit 

(29) I (!~ = rI~ cos2rp + rI~ sin2rp I . 
arp. Trp und (!rp folgen ebenfalls Kreisfunktionen. wie aus dem vollig gleichen Auf­
bau der Formeln (11). (26). (20). (27) und (23). (29) hervorgeht. 

Abb. S6. :MoHl~scher Spannungskreis. 

Abb.37. Polare Darstellung der Nonnal- und 
Schubspannungen. 

Tragt man die Hauptspannungen 
a1 und a2' Abb.36. vom Anfangs­
punkt 0. des rechtwinkligen Koordi­
natensystems auf der Abszissenachse 
auf. und zwar nach rechts. wenn 
positiv. nach links. wenn negativ. so 
liefert die Abszisse eines Umfangs­
punktes P des Kreises iiber a1 -a2 

unter dem Winkel 2 rp die Normal­
spannung arp. die Ordinate die Schub­
spannung Trp und die Strecke O.P die 
Spannung (!rp an einer Ebene. die unter 
dem Winkel rp ·gegeniiber derjenigen 
liegt. an der a1 wirkt. 

Fiir die polare Darstellung der 
Spannungen. Abb. 37. gelten die glei­
chen Grundsatze wie fiir die Verfor­
mungskomponenten. Der Spannungs­
kreis. Abb. 36. fiihrt zu durchweg po­
sitiven Normalspannungen gemaB der 
eingeschniirten Kurve und zur zwei­

fliigeligen Linie der Schubspannungen. Der Normalspannung OP unter dem 
Winkel rp' ist die negative. Schubspannung OQ zugeordnet. Die Endpunkte von 
(!rp liegefl wieder auf einer Ellipse. 
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G. Darstellung zusammengehijriger ebener Verformungs- und 
Spannungszustande. 

Die Absehnitte Fa, b und d fiihrten sowohl zu gleiehartigem Auf­
bau der Formeln fUr die Verformungen und Spannungen, als aueh 
zur Darstellung der Zustande dureh je einen Kreis. Es liegt nahe, 
entweder 

a) die beiden Kreise zusammenfallen zu lassen, die Verformungen 
und Spannungen aber von versehiedenen Bezugspunkten OiJ und 0 8 

aus zu messen oder 
b) VOn einer und derselben Grundlinie OM auszugehen, die Ver­

formungen und Spannungen aber dureh zwei Kreise um M darzustellen. 
In beiden Fallen gelten selbstverstandlieh versehiedene MaBstabe 

fUr die Verformungen und Spannungen. 

a) Darstellung durch einen Kreis und zwei Bezugspunkte 0" und 0.-

Der Zusammenhang zwischen den Verformungen und Spannungen 
ergibt sieh daraus, daB die Ordinate eines beliebigen Umfangspunktes P 
des Kreises, Abb. 38, einerseits die Sehubspannung T"" andererseits die 
halbe Sehiebungy",/2 darstellt. 1st der MaBstab, in dem die Spannungen 
aufgetragen sind, I em= ms kg/em2, derjenige der Formanderungen 
I em = miJ em/em, so gilt: 

Y'P/2_ = T", 

mv m, 

Mit y", = {h", wird der Spannungs- ~ 

maBstab ~~~--~~~--~~~~~~ 

(30) Ims=~mvl ' 
wenn der Kreis in einem bestimmten 
VerformungsmaBstab m" aufgezeiehnet 
wurde. 

Abb. 38. DarStellung der Verformungen 
und Spannungen durch einen Kreis und 

zwei Bezugspunkte O. und 0,. 

Geht man umgekehrt von einem Spannungskreis im MaBstabe ms 
aus, so sind die Verformungen mit 

(31) 

zu messen. 
FUr die Bezugspunkte Of) und O. gilt unter Beaehtung des gegen­

seitigen MaBstabes 

(32) 
MO. (£1 + £2)/2 m. £1 + £2 2 
MO. = (111 + (12)/2 • m. = 111 + 112 • 7i . 
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Lost man die Gleichungen (15) nach (11 und (12 auf, so wird 

I /;1 + P /;2 - /;2 + ~~ I 
(33) . (11 = (l=--p2),x , (12 - (1 - p2) ex I ' 

wobei der Wert 1/(1 - f-l2) • IX fUr verschiedene Werkstoffe in Aufstel. 
lung 1, Spalte 6, angegeben ist. Die Summe (11 + (12 wird unter Beach. 
tung von (18) 

(34) 

und damit 

(35) 
MO v 1 - I' 
1110s = 1 + I' • 

J,o.~~---r----+----;-----r----T-q~ 

2,75 0,50 

2,50 D,J5 

t t 
~;025 0,50~~ 
::.!.. ,!.,;t 

2,00 0,'15 

1,75 0,'ID 

'-f----+---~----_+----+_----r-O'S5 
o,SO 0,35 0.'ID o,l'S 

Ih-

Abb.39. Hilfswerte!'±:<: und 1 - i' in Abhilngigkeit von ,tt. 
1-," l+i' 

Geht man vom Verformungskreis aus, ist also MOr gegeben, so folgt aus 

(36) I MO = 1 + p MO = 1 + p . /;1 +-/;~ I 
8 1 - p • 1 - I' 2 ' 

daB Os stets weitervom Mittelpunkt M abliegen muB als 0., weil ~ ~ ~ > 1 ist. 

Liegt umgekehrt zunachst ein MOHRscher Spannungskreis vor, so 
findet man den Abstand des Bezugspunktes O. vom Mittelpunkt M aus 

(37) 1M 0 = 1 - "M 0 = 1 - fl • a1 + a21 
I • l+p 8 l+p 2 I' 

Der Hilfswert (1 + f-l) I (1 - f-l) und sein Kehrwert Mnnen den Spalten 
lO und 11 der Aufstellung 1 oder Abb. 39 entnommen werden. 
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Beispiel 2. Gemessen an Stahl C1 = 3,00' 10-4, C2 = 1,00' 10- 4. 1m MaB· 
stabe 1 em = 10- 4 em/em aufgetragen, ergibt sieh Abb. 40. Abstand des Bezugs. 
punlftes Os von M naeh (36) 

MO = 1 + fJ,. C1 + C2 = 1,857 3,00 + 1,00 . 10-4 = 3,714.10-4. 
8 I-fJ, 2 2 

In dem gewahlten MaBstabe wird O,M = 3,714 em. 

MaBstab der Spannungen naeh (30) 

m, = ~ mv = 2.808000.10- 4 = 161,6 kg/em2 je em 

oder 100 kg/em2 entspreehen 0,62 em. 

+(1 +c 

~-------+------0------~ 

j,'D"cm./cm. 

SponnungsmolJslob 
III I I 'I I 

17 1fJD i!fJ() 300 I{{}{j .JWkg/cm: 17 

17 100 eoo .1017 fODkg/cm.' 
I r fponnunfsmo~slo/; r Jlerformungsmo(Jslob 

IIIIII I , 
17 1 Z J·1fJ'·em/em. 

Abb. 40. Beispiel 2. Abb. 41. Beispiel 3. 

Beispiel 3. Gegeben G1 = 565, G2 = -95 kg/em2. Werkstoff: Stahl. In 
Abb.41 sind G1 und G2 im MaBstabe I em = 250 kg/em2 aufgezeichnet. Abo 
stand MOv naeh (37) 

MO = ~ -.J~ . G1 + G2 = 0 538 565 - 95 = 126 kg/em2 
v I+,u 2 ' 2 

oder 
126 

MO,. = 250 = 0,50 em. 

MaBstab der Dehnungen naeh (31) 

(J 250 55 10 - 4' 1 
m'='2m'=2.808000=1,. Je em, 

d. h. 1· 10-4 entsprieht 0,645 em. 

Ergebnis: c1 = 2,83· 10-4, C2 = -1,26· 10- 4 • 

Siehe auch K. KLOTTER [12],der die Beziehungen zwischen Spannungen 
und Verformungen noch an Hand des LANDschen Kreises erliiutert hat. 

b) Darstellung durch zwei Kreise und einen Bezugspunkt o. 
In Abb.42 entspricht OM im Verformungskreis (C1 +c2)/2, im 

Spannungskreis (a1 +a2)/2; daher gilt fur die MaBstiibe die Beziehung 
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Mit Gleichung (34) erhalt man 

(3Su.39) Im.=f~mvl und Imv={-~m.l· 
Hilfswerte siehe Spalte 10 und 11 der Aufstellung 1 oder Abb. 39. 

.... ... ... -... 

+&,+0 
1st aus Dehnungsmessungen der 

Halbmesser des Verformungskreises 
MDv=(c}-c2)/2 gegeben, so er­

;. halt man den des Spannungskreises 
MD.=«(11-(12)/2 aus 

M D, (al - a2)/m. 
MD. = (61 - 62)/m •• 

.-----~0,----------~ 

Abb.42. Darstellung der Verformungen und 
Spannungen durch zwei Kreise und elnen 

Bezugspunkt O. 

Nach den Gleichungen (16) und (IS) 
ist andererseits 

(40) 

so daB mit Beziehung (3S) 

(41 u.42) 
oder 

wird. 

Auch das Verhaltnis der beiden Halbmesser M D./M Dv ist somit 
durch den lediglich vom Werkstoff abhangigen Festwert (1- p,)/(l + p,) 
gegeben, der gestattet, MD. aus MD. oder umgekehrt M Dv zu er­
mitteln, wenn MD. bekannt ist. Aus den Formeln geht hervor, daB 
der Halbmesser des Spannungskreises MD. stets kleiner als der des 
Verformungskreises MD. ist. 

Beispiel 4. 61 = 4,00 . 10-4 und 6 2 = 1,00' 10-4 seien gegeben. Sie fiihren 
im MaBstab mv, der zu 1 em = 1,00' 10-4 em/em angenommen sei, zum Ver­
'formungskreis, Abb. 43, mit dem Halbmesser 

M D _ ~l - 62 _ (4,00 - 1,00) . 10- 4 _ 15 
• - 2 mv - 2.10 4 -, em. 

SpannungsmaBstab gemaB (38) 

21+.u . 
m, = If 1 _ .u m. = 2.808000.1,857.1.10- 4 = 300 kg/em2 Je em, 

d. h. 100 kg/em2 entspreehen 0,333 em. 
Halbmesser des Spannungskreises naeh (41) 

l-.u 
M D, = -1--- MD. = 0,54 • 1,5 = 0,81 em. 

+.u 
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Beispiel 5. Der Spannungskreis sei mit (11 = 290, (12 = -45 kgjem2 imMaB· 
stabe 1 em = 250 kgjem2, Abb.44, gegeben. Sein Halbmesser betragt 

M D = (11 - (12 = 290 + 45 = 0 67 
, 2 m, 2 . 250 ' em. 

VerformungsmaBstab gemaB (39) 

{3 1 - ft 0,54 . 250 _ 4 . 

mv = 21+Jl m, = 2.808000 = 0,84 ·10 Je em, 

d. h. 1.10- 4 entspricht 1,19 em. 

Halbmesser des Verformungskreises naeh (42) 

l+ft MDv = -- MD, = 1,857.0,67 = 1,24 em. 
I-ft 

Ergebnis: 101 = 1,45·10-4, 102 = -0,63.10- 4• 

/lerfurmungsmu/Jstul; 

I I I 

b ) } j.,o"cm/cm. 
SpunnungsmulJstul; 

I I I I 

° ZOO '100 500 800kg/cm: 

I Ji;~nnun('srn"u1Js1ub I 

o fIJI} !IlO JOO 'IOOKg/c01.' 
/lerfbrmungsmofJslul; 

I I I I I I I 
o 1 

Abb. 43. Beispiel 4. Abb.44. Beispiel 5. 

Schneiden die Verformungs· und Spannungskreise, Abb.41 und 44, 
die Ordinatenachsen in den Punkten -Lv und L8 , so zeigen die Winkel 
DML"=2cp,, und DML8=2cps Ebenen an, in denen keine Dehnungen 
bzw. Normalspannungen, sondern nur Schiebungen und Schubspannun: 
gen wirken. In diesen Fallen setzen sich die polaren Darstellungen 
der c' und G· Werte entsprechend Abb. 26 aus je zwei positiven und 
negativen Schleifen zusammen. Die Winkel CPv und CPs geben die Nei· 
gungen der Tangenten der c' und G·Kurven im Koordinatenanfangs. 
punkte 0 an. Sie k6nnen an Hand der GIeichungen (11) und (26) mit 
c<p = ° und G<p = ° auch aus 

(43 u. 44) und 2 _ (11 + 0'2 
cos CPs = 

berechnet werden. 
Auch die polaren Darstellungen der Verformungen und der Span­

nungen nach den Abb. 31 und 37 lassen sich von einem und demselben 
Pol aus auftragen. Geht man von dem gemeinsamen Kreis und zwei 
Bezugspunkten Os und Ov aus, vgl. Beispiel 7, Abb.50, so wird die 
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Kurve del' Normalspannungen a eine polare Aquidistante zur Kurve 
del' Dehnungen e, weil del' Abstand beider Linien, auf beliebigen Pol­
strahlen gemessen, gleich 0sOv ist, was die Aufzeichnung del' a-Kurve 
erleichtert. Die Kurven fiir die Schubspannung T und die halbe Schie­
bung y/2 fallen, da sie aus den Ordinaten des gemeinsamen Kreises 
hergeleitet werden, zusammen. 

Die Darstellung del' Verformungen und Spannungen durch zwei 
Kreise und einen gemeinsamen Bezugspunkt ° nach Abb. 42 fiihrt, wie 
an Beispiel 10, Abb.72, gezeigt ist, bei del' polaren Auftragung del' 
Dehnungen e und del' Normalspannungen a zu Kurven, die sich auf 
Strahlen unter 45° zu den Hauptachsen schneiden. Die Schiebungen 
y/2 und die Schubspannungen T sind durch zwei getrennte Doppel­
schleifen wiedergege ben. 

H. Anwendungen del' Verformungs- und Spannungskreise. 
a) Einachsiger Spannungszustand. 

Bei diesem Zustand, del' vor allem an stangenformigen, durch Langs­
krafte beanspruchten Teilen auf tritt, geniigt die Messung del' Haupt~ 
dehnung el in Richtung del' Kraft. Da stangenformige Korper jedoch 
haufig Nebenbeanspruchungen auf Biegung durch auBermittigen An­
griff del' Krafte oder durch Knickwirkung unterliegen, empfiehlt es 
sich stets, zwei Dehnungsmessungen an einander gegeniiberliegenden 
Fasern durchzufiihren und mit dem Mittelwert del' Ergebnisse zu rech­
nen, sofern nicht etwa groBere Unterschiede die Beriicksichtigung del' 
Nebenbeanspruchung verlangen. 

Del' Verformungszustand ist dreiachsig und durch die Hauptdeh­
nungen el und e2 = e3 = - pel gekennzeichnet. 

Unter dem beliebigen Winkel rp gegen El herrscht nach Gleichung (11) die 
Dehnung 

(45) El 
E<p = 2 [(1 - p,) + (1 + p,) cos 2rp] 

und nach Gleichung (20) die Schiebung 

(46) y<p = El (1 + p,) sin 2rp. 

Die zugehorigen Spannungen sind nach (26) und (27) 

al (47) ar=2(1+cos2rp), 

(48) 

Beispiel6. Beia1 = 1000 kg/cm 2 Spannung wirdan Stahl mit lX = 1/2100000 
cm2/kg und p, = 0,3 

1000 -4 
El = lXa1 = 2100000 = 4,76·10 , 

E2 = -p, El = -0,3.4,76.10- 4 = -1,43.10- 4 • 
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1m MaBstab m. = 1 . 10- 4 em/em = 0,4 em aufgetragen, ergibt sieh der Verfor­
mungskreis Abb.46. 

Der Bezugspunkt 0, folgt aus (36) 

MO = 1 + I' • £1 +~2 = (1 + 1') £1 
'1-1' 2 2· 

Dieser Abstand entsprieht dem Halbmesser des Verformungskreises, so daB 0, in 
dessen Seheitel liegt. 

SpannungsmaBstab naeh (30) 

m, = } mv = 2·808000· 10- 4 = 161,6 kg/em2 je 0,4 em 

oder 100 kg/em2 entspreehen 0,248 em. 

a,-1000kQjcrK 

~ 
Abb.45. 

+0' 

'" ~~~~~~~~&-~~~ 

lltpz--J,fJ9-lO ,&Z--l,¥HO 
tll//1X -500kg/cm. 

111111 I I I I I I I I I I I"' I I I I I I I 
o ZOO 'HlO 6lIO l/IKJ ftKhlKg/cm' 0 1 Z 3 V 5 5·1O-·cmjcm. 

Abb.47. 
Abb. 45 bis 47. Belastungszustand auf der Mellflache bel einachsigem Spannungszustand an Stahl. 

Beispiel 6. 

Die polare Auftragung der Zustandskomponenten von einem Punkte 
aus zeigt Abb.47. 

Die Dehnungsverteilung ist durch eine lemniskatenahnliche Kurve 
mit zwei positiven und einer negativen Teilflache, die Verteilung der 
Normalspannungen durch zwei positive Teilflachen dargesteUt. Die 
Schiebungen und Schubspannungen fuhren zu einer einzigen zweifluge­
ligen Kurve mit kongruenten Flachen in den unteren Quadranten, die 
aber nach den angegebenen verschiedenen MaBstaben zu messen sind. 

Der Verlauf der Dehnungen wurde von Dr.-lng. G. FISCHER im In­
stitut fur Werkstoffkunde Aachen durch Dehnungsmessungen an einem 
Flachstabe mittels Huggenberger-Tensometern, die unter jeweils um 
15° verschiedenen Winkeln cp, also unter 0, 1&',30 ... 90°, gegenuber 
der Stabachse angesetzt waren, voU und ganz bestatigt. 
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b) Zweiachsiger Spannungszustand, bei dem die Richtungen der 
Hauptspannungen oder -dehnungen bekannt sind. 

Er herrscht u. a. auf den AuBenfliichen zylindrischer, kegeliger und 
kugeliger GefiiBe, sowie kreisformiger ebener und gewolbter Boden, die 
an den Gegenfliichen unter Fliissigkeitsdruck stehen. Die Hauptdeh­
nungsrichtungen sind in diesen Fiillen nach Abb.28 aus Symmetrie­
griinden durch die Radialdehnungen s, liings der Leitlinien bei der 
Erzeugung der Drehkorper und die senkrecht dazu gerichteten Tan­
gentialdehnungen St gegeben. An liinglichen, insbesondere zylindrischen 
und schwach kegeligen Korpern pflegt man von der Axialdehnung sa 

statt der Radialdehnung s, zu sprechen. 
Die Spannungen und Dehnungen stehen miteinander durch das 

tJberlagerungsgesetz (15) oder (33) in Beziehung. 

1. Dehnungen und Spannungen <lines diinnwandigen zylin­
drisehen GefiiBes, das innerem Druck ausgesetzt ist. 

Bei D em innerem Durchmesser, 8 em Wandstiirke und p kg/em2 
Oberdruek kann man unter der Voraussetzung, daB 

1. 8 gegeniiber D klein ist, 
2. die Wandungen genau zylindriseh sind und 
3. die betraehtete Stelle geniigend weit von Spannungsstorungs­

stellen, wie Boden oder Flansehen, abliegt, 
mit den mittleren Spannungen in der Wandung reehnen. Die groBere 
Hauptspannung, niimlich die Tangentialspannung, ist dann 

Dp 
(49) 0"1 = O"t = 28 

doppelt so groB, wie die dureh den Bodendruek erzeugte Axialspannung 
Dp 

(50) 0"2 = O"a = 48 ' 

so daB der Spannungszustand durch 0"1 und 0"2=0"1/2 gekennzeichnet ist. 
Aus den Hauptspannungen ergeben sieh mit Hilfe der Gleichun-

gen (15) die HaUPtdehnl:g~nSt = 2 -; it /X 0"1 , 

(51) 1 _ 2p, 
S2 = sa = -2- /X 0"1 

und ihr Zusammenhang aus 
2-f-t 

(52) 81 = 1 _ 2p, S2 • 

Unter dem Winkel rp gegen El herrschen nach (11) und (20) die Verformungs­
komponenten 

(53) 

(54) 

El 3 
E", = 2 (2 _ p) [ (1- p) + (1 + p,) cos2rp], 

y", = -2 El (1 + p) sin2rp 
-p 
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und nach (26) und (27) die Spannungen 

(55) 

(56) 

0'1 
O'<p = 4 (3 + cos 2'P), 

0'1 . 2 
"P = 4 sm 'P. 
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Beispiel 7. An Stahl mit (X = 1/2100000 cm2/kg und I' = 0,3 wirken 
0'1 = 1000 kg/em2 und 0'2 = 500 kg/cm2• Dann liiJ3t sich der Spannungskreis, 
Abb.49, der mit 1 em = 400 kg/cm2 gezeiehnet ist, als Verformungskreis auf­
fassen, wenn der Bezugspunkt O. naeh (37) in 

MO = 1 - I' 0'1 + ~ = 0 538 1000 + 500 = 403 ka/em2 
.' 1+1' 2 ' 2 0 

oder 403/400 = 1,01 em Abstand vom Mittelpunkt M angenommen wird. 
Der VerformungsmaBstab wird naeh (31) 

p 400 . 
m. = 2m, = 2.808000 = 2,48 ·10-' Je em oder 1·10-' = 0,404 em. 

Es ist 101 = 4,05 . 10 - 4, 102 = 0,95 . 10 -, em/em. 

Aus Abb. 50 ist die polare Darstellung der Zustandskomponenten ersiehtlieh. 
+(7 

Abb,48, 

Abb,49, 

liJts.-isHli' -
,'j, tllltlX-1IO 11 

!IIIII I I I I I I I I I I tp.If 
o lIkJ WIO 600 8fJO l000kg/crr: 

III" I I I I I _ 
o I Z J ",0 'cm/Clfl. 

Abb,50, 
Abb, 48 bis 50, Belastungszustand auf der MeBflache bei dem zweiachsigen Spannungszustand 

". ~ ",/2 an StahL Beispiel 7, 

Da die Richtungen der Hauptdehnungen und deren VerhiHtnis zu­
einander bekannt sind, geniigt strenggenommen die Bestimmung einer 
Dehnung, am besten der groBeren Hauptdehnung langs einer Umfangs­
linie. Zu empfehlen ist aber stets die Nachpriifung, ob keine Storungen 
des Spannungsverlaufes vorliegen durch Messung der Axialdehnung 
unter Ermittlung des Verhaltnisses 82/81 nach Formel (52), das bei 
Stahl 0,235 betragen muB. Schon bei geringen Anderungen der Wand­
starke und der Kriimmungen oder selbst durch schwache Beulen konnen 
solche Storungen entstehen. 

Rotscher·J ascbke. Dehnungsmessungen. 3 
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Legt man der Beurteilung der Inanspruchnahme der Wandung 
die GroBtdehnungstheorie zugrunde, so wird die groBte Dehnung 
el = 4,05 . 10 - 4 und damit die groBte Anstrengung an Stahl 15 % 
niedriger als bei einachsiger Belastung (el =4,76.10- 4), gleich hohe 
groBte Hauptspannung (h = 1000 kg/cm2 vorausgesetzt. 

Die Schubspannung ist auf den Oberfliichen des GefiiBes ebenfalls 
niedrig, erreicht dagegen in der Wandung, wie spiiter gezeigt wird, die 
gleiche Hohe wie im einachsigen Zustand und wirkt dort mit. einer 
Normalspannung a l /2 zusammen. Niiheres siehe Abschnitt L c. 

2. Beanspruchung eines dunnwandigen kugeligen GefiiBes 
unter innerem -o-berdruck. 

Unter den in Absatz 1 angefuhrten Voraussetzungen sind die Tan­
gential- und Radialspannungen durchweg positiv und gleich groB 

Dp 
(57) a1 = at = a2 = a, = 48 . 

Schubspannungen und Schiebungen fehlen auf der AuBenfliiche, da der 
Spannungs- und Verformungskreis in Abb. 52 mit 

(58) 

Abb.51. Abb.52. 

111111 I I I I I I I I I I .---2 
o ZIJIJ 'HlJ 500 800 .wo kg/em. 

111111 I I I I 1 1_, 
Of Z J 'I of NO em/em. 

Abb.53. 
Abb. 51 bis 53. Belastungszustand auf der MeBflache bei deru zweiachsigen Spannungszustand 

'" = '" an Stahl. Beispiel 8. 

zu einem Punkt M zusammenschrumpft. Wohl aber wirken in der 
Wandung wieder hohe Schubspannungen. 

Die Spannungs- und Dehnungsverteilungen sind polar durch Halb­
kreise, Abb.53, gekennzeichnet. Die groBte Dehnung unddamit die 
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Anstrengung des Werkstoffes ist um etwa 30% niedriger als bei ein­
achsiger, zahlenmiiBig gleich hoher Spannung (11 des Werkstoffes. Be­
zuglich der Ermittlung der Dehnung gilt das unter 1. Gesagte: zur 
Nachprufung, ob der Zustand gleichmaBig ist, sollten auch an kugeligen 
Wandungen mindestens zwei Dehnungsmessungen, am besten senkrecht 
zueinander, durchgefiihrt werden. 

Beispiel 8. Bei a1 = 1000 kg/em2 betragt die zugehorige Dehnung 8 J an 
Stahl mit IX = 1/2100000 em2/kg und {t = 0,3 naeh (58) 

1000 -4 
81 = (1 - {t) IXa1 = (1- 0,3) 2100000 = 3,33 ·10 . 

Mit m, = 1· 10- 4 em/em = 0,40 em erhalt man Abb.52 und 53. 
Der Bezugspunkt 0, fiir die Spannungen ist naeh (36) dureh 

MO, = 1 + {t • 81 + 8 2 = 1,857 3,33 + 3,33 .10-4 = 6,18.10-4 em/em 
1-{t 2 2 

oder 6,18 . 0,40 = 2,47 em gegeben. 
SpannungsmaJ3stab 

m, = ~ m. = 2 . 808000 . 10- 4 = 161,6 kg/em2 je 0,40 em, 

d. h. 100 kg/em2 entspreehen 0,248 em. 

3. Zusammenwirken zahlenmaBig gleich hoher Zug- und 
Druckhauptspannungen, (11 und (12=-(11; Beanspruchung. 

auf Schub. 

Der Belastungsfall ist der Beanspruchung eines Korpers durch 1'eine 
Schubspannungen "max = (11 gleichwertig, die unter 45 0 zu den Haupt­
spannungen wirken (Beanspruchung durch Schubkriifte oder durch Dreh­
momente). Denn der Belastungszustand ist durch einen Kreis um den 
Koordinatenanfangspunkt 08=OV' Abb. 55, gekennzeichnet und liefert 
eine Dehnungs- und Spannungsverteilung in polarer Darstellung, 
Abb. 56, die sich aus zwei halben und drei ganzen Schleifen zusammen­
setzt, von denen die stark ausgezogenen den Verlauf der Normalspan­
nungen und Dehnungen, die dunn ausgezogenen denjenigen der Schub­
spannungen und Schiebungen in den verschiedenen Ebenen wieder­
geben. In den Hauptebenen wirken reine Normalspannungen, unter 45 0 

dazu reine Schubspannungen zahlenmaBig gleicher Hohe. 
Die Hauptdehnungen erhalt man an Hand der Gleichungen (15) 

(59) 

Sie zeigen 30 % hohere Werte als bei einachsiger. zahlenmaBig gleich 
hoher Spannung. 

Beispiel 9. Den Abb.54 bis 56 liegen a1 = 1000 und a2 = -1000 kg/em2 

zugrunde. Die zugehorigen Dehnungen sind naeh (59) 

1000 -4 
81 = (1 + {t) IXa1 = -82 = (1 + 0,3) 2100000 = 6,19·10 • 

3* 
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VerformungsmaBstab mv = 1· lO-4 em/em = 0,20 em. 
SpannungsmaBstab naeh (30) 

m, = ~ mv = 2·808000· lO-4. 1 = 161,6 kg/em2 je 0,20 em 

oder 500 kg/em2 entspreehen 0,619 cm. 

o JlI7 IIJ(l(J 

Abb.55. 

bb.M. 

I I I-f' 
OI'iNJm!r:a 

Abb.56. 

rm,' 

Abb. 54 bis 56. Belastungsznstand auf der MeBflache bei einem zweiachsigen Spannllngszustand 
"" 0', = -", an Stahl. Beispiel 9. 

Die verhiHtnismiWig groBen Dehnungen fiihren zu einem einfachen 
Verfahren der Bestimmung reiner Schubspannungen.Man miBt die 
Dehnungen in Ebenen unter 45 0 zu den Schubspannungen mittels 

~-

Abb.57. Schnbspannungen an einem auf Drehung 
beanspruchten Rohre quadratischen Umrisses. 
a Spannungen bei parabolischer Verteilnng, 

b Mellwerte. 

Dehnungsmessern, so daB Schie­
bungsmesser, deren Handhabung 
schwierig ist, entbehrlich werden. 
Aus der ortlichen Dehnung C1 er­
rechnet sich die Schubspannung 
Tmax = a1 aus (59) und (18) 

(60) 

Das Verfahren wurde von Dr.­
lng. CRUMBIEGEJ~ [13J zuniichst 
an einem auf Drehung bean­
spruchten Stahlrohr run den Quer­
schnittes ausgeprobt, wobei sich 

die rechnungsmiiBige GroBe und Verteilung der Dehnungen in den ver­
schiedenen Richtungen voll bestiitigt fanden und dann auf ein Rohr 
quadratischen Umrisses von 80 mm Seitenliinge mit abgerundeten 
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Ecken, Abb. 57, angewandt, das mittels angeschweiBter Flansche in 
die groBe Drehfestigkeitsmaschine des Instituts fliT Werkstoffkunde, 
Aachen, eingespannt war. Wahrend man nach 
der friiheren Anschauung parabolische Vertei­
lung der Spannungen mit Hochstwerten in der ... 
Mitte der Seiten und dem Wert Null an den "fT=:t....JI-.!:. 

Kanten annahm, fiihrten die Messungen zu 
zahlenmaBig rund 20% niedrigeren Werten und 
zu wellenfOrmiger Verteilung langs der Seiten. 
Die ausgezogene Linie ergab sich aus Messungen 
mittels eines Tensometers von 10 mm MeBlange, 
die gestrichelte Kurve nach dem Differenzen­
verfahren. Die Flachen unter der Parabel und 
unter den bei den Messungen gefundenen Kurven 
entsprachen dem aufgewandten Drehmoment, 
was die Richtigkeit der Messungen bestatigte. 
Der wellenformige Verlauf ist auf die Wirkung der 
Hohlkehlen an der Innen£1ache zuriickzufiihren. 

UEBEL [14] wandte das gleiche Verfahren 
auf rechteckige Querschnitte verschiedener 

~ 

Abb.58. Verteilung derSchub· 
spannungen , an einem recht­

eckigen Querschnitt bei 
3ft = 40000 kgcm. 

Seitenverhaltnisse an und wies 
nach, daB die Schubspannungen 
mit groBer Genauigkeit durch die 
SAINT VENANTsche Losung des 
Problems ermittelt werden kon­
nen, vgl. Abb.58 fUr ein Recht- ... 
eck yom Seitenverhaltnis 5 : 1 bei .l-fL1JJ.JJWJ:lctruu.....uWUj 

M t = 40000 kgcmDrehmoment. An 
einem auf Drehung beanspruch­
ten I-Trager NP 20 fand er bei 
M t = 8840 kgcm eine Spannungsver­
teilung nach Abb. 59, mit ortlichen 
Spannungssteigerungenin der Mitte 
der Flansche und in den Uber­
gangskehlen der Flansche zum Steg. 

4. Zusammengesetzte 
Spann ungszustande. 

Abb.59. Verteilung der Schubspannungen , an 
Tafel I gibt polare Darstellun- einem Walztriiger NP 20 bei Mt= 8840 kgcm. 

gen der Dehnungen mit den zu-
gehorigen Hochstwerten und Richtungen der Schiebungen bei einigen 
wichtigen Spannungszustanden, die an einer MeBflache auftreten konnen, 
und veranschaulicht die Hauptformen der dabei vorkommenden Kurven. 
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Geht man von der einachsigen Beanspruchung auf Zug durch 
G1 = 1000 kg/cm2 (Zeile I) aus, und laBt eine zweite positive Haupt­
spannung G2 wirken, die iiber eine Zwischenstufe in Spalte 2 zur vollen 
Hohe von G1 anwachst, so geht die vierfliigelige Dehnungskurve am 
Anfang der Zeile Ia iiber die eingeschniirte Form in den Kreis (Spalte 3) 
iiber. Die Schiebung auf der MeBflache Ymax/2 = (81 - 82)/2 = 3,09' 10- 4 

im Fall II sinkt dabei auf Null. Schon hier sei jedoch auf die Schiebung 
in der Wandung, die in allen fiinf Fallen 3,09' 10- 4 betragt, aufmerk­
sam gemacht. Nimmt nunmehr G1 mit einer Zwischenstufe(Spalte 4) 
auf Null ab, wahrend G2 mit 1000 kg/cm2 gleichbleibt, so durchlauft 
die Dehnungskurve die gleichen Formen wie in Spalte 2 und 1, aber 
mit senkrechter groBer Achse. 

Bei den Spannungszustanden in Zeile II bleibt eine Druckspannung 
G1 =-1000kg/cm2 zunachst unverandert (Spalte 1,2 und 3), um dann 
auf Null zu sinken, wahrend die zweite Hauptspannung G2 wie in Zeile I 
anfangs zunimmt und dann ihre. GroBe beibehalt. Die zugehorige Ver­
formungsverteilung ist in Zeile Ila dargestellt. Man erkennt, daB so­
wohl die Stauchungen in Richtung der Druckspannungen G1 als auch 
die}Reckungen in Richtung G2 , aber auch die Schiebungen Ymax/2 nach 
Spalte 3 hin zunehmen. Sie fiihren in dieser 'Spalte zu einer symmetri­
schen Kurve, die nach Abb. 56 fiir unter 45° wirkende Schubspannun­
gen 7:=G gilt. Bei abnehmender Druckspannung G1 und gleichbleiben­
dem Zug von G2 = 1000 kg/cm 2 entstehen Bilder Ila 4 und Ila 5, die 
um 90° gegeniiber denjenigen in Spalte 2 und 1 versetzt sind. 

Das Zusammenwirken von Zug- und Schubspannungen kennzeichnet 
Zeile III und lIla. Zunehmende Schubspannung 7: bei gleicher Zug­
spannung G 2 = 1000 kg/cm2 bedingt betrachtliches Anwachsen der 
positiven Dehnungen (von 4,76' 10- 4 auf 8,60' 10- 4) und immer 
groBer werdende Neigung derselben gegeniiber der Normalspan­
nung. Bei reinem Schubspannungszustand (Spalte 5) erreicht die 
Neigung 45°. Auch die Schiebungen Ymax/2 wachsen auf mehr als das 
Doppelte. 

In gleicher Weise wie Zeile III und IlIa veranschaulichen IV und 
IVa das Zusammenwirken von Druck- und Schubspannungen. Die 
Dehnungs- und Schiebungsverteilungen (Zeile IVa) zeigen gegeniiber 
Zeile IlIa einen zur Lotrechten spiegelbildlichen Verlauf mit entgegen­
gesetztem Vorzeichen. Die Dehnungsbilder lIla 2, IVa 2; lIla 3, IVa 3 
und lIla 4, IVa 4 kennzeichnen Zustande, die u. a. bei gleichzeitiger 
Beanspruchung einer zylindrischen Welle auf Biegung und Drehung 
auftreten. Denn durch das Biegemoment entstehen in den hochstbean­
spruchten Werkstoffasern gleich hohe Zug- und Druckspannungen, wah­
rend das Drehmoment auf der gesamten Wellenoberflache Schubspan­
nungen in bestimmter Hohe hervorruft. 
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Die ungiinstige Wirkung von Schubspannungen auf die GroBe der 
Dehnungen und Schiebungen tritt besonders deutlich hervor, wenn man 
die Kurven in den senkrechten Reihen vergleicht. Spalte 3 fiihrt zu 
1,86facher, also fast doppelt so hoher Anstrtmgung, wenn senkrecht 
zur zweiten Hauptspannung an Stelle von Zugspannungen Druckspan­
nungen treten, zu 2,58facher Anstrengung, wenn Zug- oder Druck­
spannungen mit gleich hohen Schubspannungen zusammenwirken. Denn 
die groBten positiven Dehnungen verhalten sich wie 3,33 zu 6,19 zu 
8,60' 10- 4 . 

Die groBten auf der MeBflache wirkenden Schiebungen Ymax treten 
in den Fallen II sowie III und IV der Spalte 3 in Hohe von 12,38 und 
13,86' 10- 4 cm/cm auf, betragen somit das 2- und 2,4fache der­
jenigen bei einachsiger Spannung, Spalte 1. 

Wie schon oben erwahnt und in Abschnitt L naher nachgewiesen, 
ist zu beachten, daB die groBte iiberhaupt auftretende Schubspannung 
im MeBpunkte nicht immer auf der MeBflache herrscht, sondern in 
der Wandung auftreten kann. Sie wirkt unter 45° zur groBeren Haupt­
spannung und betragt 

(61) 

Die Beizeichen weisen auf die Ebenen, in denen diese Spannungen 
wirken, hin, 13 z. B. kennzeichnet eine zur MeBflache senkrechte Ebene, 
in der die Hauptdehnung 81 liegt. Es ist zu priifen, ob r 13 oder r23 

groBer als r 12 in der MeBflache ist. (x, y und z werden in Abschnitt K 
und Lin Zusammenhang mit den Koordinatenachsen X, Y, Z benutzt.) 

Die Beurteilung ist auch an Hand des Spannungskreises moglich; 
liegt der Bezugspunkt 0 8 des O"r-Koordinatensystems auBerhalb des 
Spannungskreises iiber (0"1 -0"2), so gilt bei 0"1> 0"2 die GroBe r 13 als 
iiberhaupt groBte Schubspannung im MeBpunkte, andernfalls r 23 , wenn 
0"1 <0"2 ist. 

Bei den Beispielen der Tafel I werden die Schiebungen in der Wan­
dung in den Fallen I 2, 3 und 4 groBer als die in der MeBflache auf­
tretenden. Die betreffenden Zahlenwerte (Ymax/2)Wg sind durch Um­
randung hervorgehoben. 

c) Zweiachsiger Spannungszustand, bei dem die Richtungen der 
Hauptdehnungen und deren GroBe unbekannt sind. 

1. Art und Anordnung der Messungen. 

Zur Ermittlung der drei Unbekannten des Zustandes in einem be­
stimmten Punkte P, Abb.60, namlich der Richtung und der GroBe 
der einen Hauptdehnung 81 und der GroBe der anderen 82' sind minde­
stens drei Dehnungsmessungen in'verschiedenen Richtungen notwendig. 
An sich konnen diese Richtungen beliebig gewahlt werden. Zur Ver-
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einfachung sowohl der rechnerischen als auch der zeichnerischen Er­
mittlung ist es aber zweckmaBig, von einer Grundmessung auszugehen 

und die beiden anderen symmetrisch unter 
± w durchzufiihren und so GO' G';' und G_ ro 

zu bestimmen. 1m folgenden sind die ent­
sprechenden Beziehungen abgeleitet und an­

P~:---"""'-r--~-e'-. schlieBend die wichtigsten Sonderwerte fiir 

<!' 

w, namlich ±60, ±45 und ±30° eingesetzt. 
Der Winkel f/Jo fiir die Richtung der Haupt­
dehnung Gl ist dabei auf den Strahl unter 0 0, 

-... also auf eo zu beziehen. 
Abb .. 60. Zur Wahl der MeBlinien. 

Zur Nachpriifung der Richtigkeit der Mes-
sungen und zur Erhohung ihrer Genauigkeit durch die Ausgleichrech­
nung, Abschnitt 0 c 2, ist es vorteilhaft, eine Kontrollmessung unter 

90 ° zur Grundmessung GO anzusetzen, falls 
eine solche moglich ist. Ihre Beziehungen 
zu den drei Hauptmessungen sind eben-. 
falls angege ben. 

Was die Wahl des Winkels w anlangt, 
e" so wird der Dehnungszustand am sicher­

sten und mit Aussicht auf kleinste Fehler 
durch Messungen unter Null und ±60°, 
Abb.61, erfaBt. Sie konnen namlich auch 

" als solche unter 0, 120 und 240° betrach-
'l!o 

Abb.61. MeBlInien unter 0 und ±600. tet werden, also auf Strahlen, ·die den 
Umkreis des MeBpunktes in gleiche Teile 

teilen. Bei der Ermittlung der Dehnungen in einem groBeren Felde 
legt man den Messungen zweckmaBig ein aus gleichseitigen Dreiecken 

bestehendes Liniennetz, Abb.62, zugrunde. 
Bei Messungen auf drehrunden Flachen, 

z. B. auf einem Deckel mit Kreuzrippen, 
Abb. 63, kann es sich empfehlen, die MeB­
punkte auf einem Strahlennetz anzuordnen 
und die Messungen langs dieser Strahlen und 
unter ±60° zu ihnen durchzufiihren. 

Messungen unter 0 und ±45 ° sind dann 
Abb.62. Liniennetz fUr Messun- zweckmaBig, wenn ein rechtwinkliges Linien-

gen unter 0 und ±600. netz, Abb. 64, fiir die MeBpunkte erwiinscht 
ist, z. B. an Flachen mit senkrecht zueinander stehenden Symmetrielinien. 
Die groBere Ungenauigkeit, mit der man wegen des kleineren durch 
die Messungen erfaBten Gesamtwinkels rechnen muB, kann durch die 
obenerwahnte vierte Messung unter 90° ausgeglichen werden, indem 
man die Ergebnisse an Hand von G1. (93) GO + GgO = G45 + G _ 45 nachpriift. 
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Im Unterabschnitt 6 sind noch die Beziehungen fiir die vielfach 
iiblichenlMessungen unter 0, 45 und 90° nach Abb. 65 angegeben, wo­
bei der Winkel CPo ebenfalls auf den Strahl unter 0° zu beziehen ist. 

Messungen unter 0 und ±30° kommen 
fiir die Ermittlung der Dehnungen in 
Kehlen in Betracht, wenn groBere Winkel 
nicht moglich sind. Erlauternd sei hierzu 
folgendes bemerkt. Raumliche Konstruk­
tionsteile pflegen der Herstellung und Be­
arbeitung wegen aus einfachen Form­
elementen, wie ebenen und gewolbten ~~~:--~(----l~-)t-H 
Platten, prismatischen, zylindrischen, 
kegeligen und kugeligen Grundkorpern 
oder aus Drehkorpern mit bestimmten 
Leitliniell zusammengesetzt zu werden. 
Flansche dienen zur Verbindung benach­
barter Teile. Dort, wo diese Elemente zu­
sammenstoBen, entstehen Durchdringun- Abb.63. Messungen auf einem Deckel 

gell in Gestalt von nach auBen hervortre- mit Kreuzrippen. 

tenden Kanten und Ecken oder in Form von einspringenden Kehlen 
(Hohlkehlen). Diese Stellen sind meist Orte besonders hoher Bean­
spruchung. Namentlich in den Kehlen kommen haufig betrachtliche, 

Abb. 64. Liniennetz fiir Meso 
sungen unter 0 und ±45°. 

Abb. 65. Liniennetz fiir Mes· 
sungen unter 0, 45 und 90°. 

den Kerbwirkungen verwandte Spannungssteigerungen vor, die oft zu 
Briichen fiihren. Dabei konnen sowohl groBe Spannungen quer zur 
Kehle, also senkrecht zur Durchdringungslinie, als auch 
langs derselben auftreten. Die Kenntnis der GroBe und 
des Verlaufes dieser Spannungen ist fiir den Konstruk­
teur besonders wichtig, ihre eingehende Erforschung 
dringend erwiinscht. Dehnungsmessungen an diesen Abb.66. MeJ3linien 

unterO und ±300. 
Stellen sind aber vielfach schwierig, da die MeBflachen 
oft doppelt gekriimmt sind und sehr kleine Kriimmungshalbmesser be­
sitzen. Um moglichst genaue Ergebnisse zu erzielen, muB man entweder 
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Dehnungsmesser mit sehr kurzen MeBlangen (2 mm und auch weniger) 
anwenden, die man selbst in der Ebene des kleinsten Kriimmungshalb­
messers ansetzen kann, oder man miBt unter Benutzung groBerer MeB­
langen langs del' Kehllinie, wo der groBte Kriimmungshalbmesser vor­
handen zu sein pflegt und unter ±30° dazu, Abb. 66. In flachen Kehlen 
konnen auch Messungen unter ±45° zur Kehllinie in Betracht kommen. 

2. Zur Wahl der rechnerischen oder der zeichnerischen Aus­
wertung. 

1m folgenden sind sowohl die rechnerischen als auch die zeichne­
rischen Wege zur Auswertung der MeBergebnisse naher behandelt. Es 
empfiehlt sich, den ersten bei der Untersuchung weniger einzelner 
Punkte anzuwenden, dagegen vom zweiten Gebrauch zu machen, wenn 
es sich um die Auswertung groBerer Versuchsreihen oder von Messungen 
auf zusammenhangenden Flachen handelt. 

Der zweite bietet zudem den groBen Vorteil, daB sich die Dehnungs­
und die Spannungsverhaltnisse in einer einzigen Darstellung wieder­
geben lassen. 

3. Ermittlung des Verformungs- und Spannungszustandes 
bei Messungen unter 0 und ±wo _ 

Unter der Annahme, daB die Hauptdehnungen C1 und C2 sowie der 
Winkel CPo zwischen C1 und Co bekannt seien, waren nach Gleichung (11) 

(62) _ e1 + e2 1 e1 - e2 
Co - -2- T -2-cos2CPo, 

e1 + e2 e1 - e2 2 ( ± ) co» C-w = --2-, - + -2- cos CPo w, 

(63) e1 + e2 e1 - e2 2 2 e1 - e2 . • 2 cw,c-w=-2-+-2-cOS CPocos w=T-2-sm2CPosm w, 

(64) e1 + e2 + e1 - e2 2 ( + 900) e1 + e2 e1 - e2 2 c90 = -2- -2-cOS CPo = -2- - -2-' cos CPo, 

wobei fiir Cw die oberen, fiir C_ w die unteren Vorzeichen gelten. 
Die Differenz von Cw und C-w liefert 

Cw - C_w = -(c1 - C2) sin2 CPo sin2w 
oder 

(65) () . 2 e - w - ew 
C1 - c2 sm CPo = sin2w' 

wahrend nach (63) und (62) 

Cw + Lw - 2co = (C1 - C2) cos2 CPo cos2w - (c1 - C2) cos2 CPo 
oder 

2eo - e - e (66) (C1 - C2) cos2cpo = 1 w 2 -w - cos (J) 

folgt. Durch Division der Beziehungen (65) und (66) ergibt sich zur 
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Bestimmung der Richtung der Hauptdehnung cl unter Beachtung, daB 
1- cos2m = 2 sin2m und sin2m = 2 sinm cosm ist, 

(67) I 2 C_w - Cw t I tg gJo = 2 gm . eo - e _ co - eeo 

Bei der Ermittlung von gJo ist sorgfaltig auf die einzelnen Vorzeichen, 
die Nenner und Zahler haben, entsprechend den vier Fallen der Auf­
stellung 3 zu achten. Sind beide positiv, so liegt 2 gJo im ersten Qua­
dranten; gJo ist positiv zu rechnen, Zahlenbeispiel 10 und 13. 

Aufstellung 3. 

Fall I Zahler Nenner tg 2 'Po 'Po 'Po anzutragen: 

1 

I 
+ + + + 11'0 I im Uhrzeigersinn 

2 + 90 - tp~ 
" " 3 + -90 + tp~ I ent~:gen Uhrze~~ersinn 

4 I + -tp~ 

1st der Zahler positiv, der Nenner negativ, so reicht 2 gJo in den 
zweiten Quadranten und betragt 2 gJo = 180 0 - 2 gJ~, wenn 2 gJ~ der nach 
den gebrauchlichen Tangententafeln. ermittelte Winkel ist, so daB 

gJo = 90 - gJ~ 
wird, Beispiel 16. 

In den Fallen 3 und 4 be£rachtet man zweckmaBig gJo als negativ 
und tragt es entgegen dem Uhrzeigersinn an die Richtung von Co an, 
um die Hauptachse fUr Cl zu finden, vgl. Beispiel 17 fur Fall 3 und 
Beispiel 12 und 14 fur Fall 4. 

(Bei den unten angegebenen zeichnerischen Auswertungen der ge­
messenen Dehnungen ergibt sich gJo und damit die Hauptachse fiir Cl 
eindeutig durch Halbieren der Winkel zwischen der positiven Abszissen­
achse und dem Strahl MF.) 

Aus Gleichung (62) erhalt man 

Cl + C2 = 2co - (Cl - C2) cos2gJo, 

eine Beziehung, die mit Hilfe von Gleichung (66) in die Form 

(68) 

ubergeht. Andererseits kann aus Gleichung (65) 

(69) 
C_w - Coo 

cl - c2 = sin2w sin 2 11'0 

abgeleitet werden. Die Summe und die Differenz der beiden letzten 
Beziehungen fUhren zu den Hauptdehnungen 

) I _CO} + C_ OJ - 2so cos2w ± S-w - SO} I 
(70 c1> c2 -2 (1 _ cos2w) 2 sin2w sin 2 11'0 \. 
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c1 und e2 lassen sich auch unmittelbar aus den gemessenen Dehnungen co' c±w 
und dem Winkel w berechnen, da nach den Gleichungen (55) und (66) iiber 
sin22'Po + C08 2 2 'Po = 1 

(71) 

wird und mit Gleichung (68) zu 

(72) c ,e = ew + e - w - 2 eo cos 2 w ± .!. V/(2 eo - e _ (0 - e",)2 + (e - w - ew)2 
1 2 2 (1 - cos2w) 2 1 - cos2w sin2w 

fiihrt. 

Bemerkt sei, daB das erste Glied der Gleichungen (70) und (72) den 
Abstand des Mittelpunktes M des Verformungskreises vom Koordi­
natenanfangspunkt Ov, das zweite den Halbmesser dieses Kreises angibt. 

Eine Messung der Dehnung 8 90 unter 90° zu 8 0 ermoglicht die Nach­
priiful!g der Richtigkeit der anderen Dehnungen an Hand von (62) 

Abb.67. Polare Auftragung del' Ergebnisse 
einer Dehnungsmessung. 

und (64), wonach 

(73) 80 + 890 = 81 + 8 2 

ist, wahrend Gleichung (68) zu 

(74) 8 = em + e_w - eo (1 + cos2w) 
90 1 - cos2w 

fiihrt. 

Zur Nachpriifung der gesamten 
Ermittlung empfiehlt es sich, die in 
einem bestimmten Punkte gemesse-
nen Dehnungen zusammen mit den 

berechneten Hauptdehnungen polar aufzutragen, Abb. 67. Die End­
punkte miissen unter Beachtung der V orzeichen - Dehnungen werden 
positiv gerechnet und durch Pfeile nach auBen gekennzeichnet, Stau­
chungen negativ mit Pfeilen zum Pol hin aufgetragen - auf einer 
Kurve nach Art der auf Tafel I dargestellten liegen. Wie sich aus 
den MeBwerten weitere Kurvenpunkte, z. B. a' und aU aus a, auf 
Grund der Symmetrie zu den Hauptachsen finden lassen, zeigt die 
Abb.67. 

Die Kurven sind bei den folgenden Beispielen umgekehrt aus den 
Hauptdehnungen und -spannungen abgeleitet. Bei fehlerfreier Ermitt­
lung der letzteren miissen sich die gemessenen Werte nach GroBe und 
Richtung in die Linien einfiigen, die eine anschauliche Vorstellung iiber 
die' Beanspruchung der betreffenden Stelle vermitteln, Linien, die aller­
dings zur Losung der Aufgaben nicht erforderlich sind. 

Sind 8 1 und 8 2 gefunden, so lassen sich die Hauptspannungen a1 

und a2 nach (33) berechnen, wodurch der Belastungszustand um­
schrieben ist. 
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Will der Gestalter die Beanspruchung nach der groBten Schubspan­
nung beurteilen, so muB er die in der MeBfliiche hel'l'schende 

(75) 

mit den beiden in del' Wandung nach Beziehung (61) wirkenden vel'­
gleichen. 

In einfacher Weise kann man an Hand del' Gleichung (20) auch die zu den 
gemessenen Dehnungen geh6rigen Schiebungen Yo, yw, Y-w und 1'90 berechnen: 

(76) Yo = (Cl - C2) sin 2 'Po , 

(77) 

(7S) 

Yw, I' ~ w = (Cl - C2) sin2 ('Po ± w) = (Cl - C2) sin 2 'Po cos2w 
± (Cl - C2) cos 2 'Po sin2w, 

1'90 = (Cl - C2) sin2 ('Po + 90) = -(Cl - C2) sin2'Po' 

Aus den Gleichungen (76), (78) und (65) folgt 

(79) 

Aus (77), (65) und (66) ergibt sich 
cos2w 

(SO) Yw + I' ~'" = 2 (<-w - cro) sfIlTw ' 

(SI) 

und daraus 

(S2) 

sin2w 
Yw - Y~ro = 2 (2co - C~'" -- cw) 1 _ cos2w 

C ~ w - C," 2 ,2 Co - C ~ w - Cm • 
Yw,Y~w = -'-2~cOS W:c -1---·2--- sm2w, 

SIn w - COS W 

wobei das +-Zeichen fiir yw und das --Zeichen fiir Y-w gilt. 

Aus Beziehung (79) ist ersichtlich, daB zur El'mittlung einer Schie­
bung Yo odet einer Schubspannung To=Yo/fJ in einer beliebigen Ebene 
schon zwei Dehnungsmessungen ausreichen, die untel' +co und -co 
gegeniiber diesel' Ebene durchgefiihrt werden. 

In iihnlicher Weise geniigen zwei Dehnungsmessungen, wenn die 
Aufgabe vorliegt, lediglich die Normalspannung (] in einel' beliebigen 
Ebene zu bestimmen. Die eine Messung ist in del' betreffenden Ebene, 
die andere senkrecht dazu anzustellen. Die entsprechenden Dehnungen 
c'I' und c'I'+90 fiihl'en nach dem Uberlagerungsgesetz (33), das nachweis­
bar fiirbeliebige senkrecht zueinander stehende Dehnungsrichtungen 
gilt, zu 

(S3) 

4. Auswertung von Messungen unter 0 und ±60°. 

1X) Rechnerische Ermittlung. Setzt man in den Gleichungen (67), 
(70) und (72) co = 60° ein, so ergeben sich del' .Winkel CPo zwischen Co 

und C1 unter Beachtung von Aufstellung 3 aus 

(S4) I tg 2 CPo = C~60 - C60 13 
2co - C~60 - C60 
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und die Hauptdehnungen aus 

(85) 6 6 - .:....::...--'----"':--'---I (eo + e60 + Lso) ± e-60 - eso 
l' 2 - 3 y3 sin2!po 

oder nach 

(86) 61,62= (660 + L 60+ 60)/3 ± Y(260-L60-660)2 + 3 (L 60-660)2/3 

unmittelbar aus den MeJ3werten. 
Die Kontrollmessung 690 muJ3 nach Gleichung (74) der Beziehung 

(87) 690 = (2660 + 2L60 - 60)/3 

geniigen. 
Die zu den gemessenen Dehnungen gehorigen Schiebungen folgen aua den 

Gleichungen (79) und (82) 

(88) Yo/2 = -Y90/2 = (L60 - Bso)lfi, 

{ 
Y60/2 = (eo - L 60)/(3 , 

(89) 
Y_60/2 = -(eo -eso)/V3· 

{J) Zeichnerische Ermittlung. Vorausgeschickt sei, daJ3 es sich emp­
fiehlt, die wichtigen Punkte einheitlich zu bezeichnen. Ausgehend vom 

+& Ausgangspunkt 0 oder 0" der Darstel­
lung, Abb. 68, sind im folgenden die 
Endpunkte der gemessenen Dehnungen 
60 mit A, 600 mit B, Loo mit 0 bezeich­
net, wahrend die Schnittpunkte des 
Verformungskreises mit der Abszissen­
achse, also die Endpunkte der Haupt­
dehnungen 61 und 62 , D up.d E heiJ3en. 
Das Lot in A fiihrt zu;m Schnittpunkt 
mit dem Kreise F und damit zum 

10 "1 } i j j } } } ; j ~NJ"'cm/cm. HalbmesserMFdesVerformungskreises, 
der mit der positiven 6-Achse den Win­
kel 2 f{J0 bildet. Entsprechendes gilt 
auch fiir die Spannungskreise. 

Abb. 68. Auswertung von Messungen 
unter 0 und ±60o. 

Tragt man langs der Abszissenachse eines rechtwinkligen Koordi­
natensystems, Abb. 68, vom Anfangspunkt 0" aus die gemessenen Deh­
nungen 60=0"A, 660=0"B, 6_60=0,,0 sowie deren arithmetisches 
Mittel 6m=(60+660+6_60)/3=0"M unter Beriicksichtigung ihrer Vor­
zeichen auf, so erhalt man in M den Mitteipunkt des Verformungs­
kreises. Zieht man durch den Endpunkt B von 660 eine Gerade unter 
stets +300 zur positiven Abszissenachse, die das Lot in 0 im Punkte 0' 
schneidet, so ergibt sich durch Parallelverschiebim von 00' nach 
Punkt A das Lot AF und in MF der Halbmesser des Verformungs­
kreises. Die Schnittpunkte des Kreises mit der Abszissenachse D und E 
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liefern die Hauptdehnungen el = 0vD und e2 = 0vE, wahrend del' Peri­
pheriewinkel DEF = CPo die Richtung zwischen eo und· el angibt. Da 
er im vorliegenden Faile positiv ist, ist er entsprechend. Aufsteilung 3 
an eo, Abb. 61, im Uhrzeigersinn anzutragen. 

Die zu den Dehnungen e60 und e-60 gehorigen Schiebungen findet 
man in Abb.69 durch Ziehen von Radien unter ±120° zu MF, die 
den Kreis in G und H schneiden. BG und CH sind die gesuchten Schie-

Abb.69. Abb.70. 

1111" j i J ~ } } j ; ~ ~"0-'cmICfll. 

IIJIII.IIIII!JJiJ1 1111IJ.~IIIIIIIJJ:,Okgfcm,Z 

Abb.69. Nachpriifung der zeichnerischen Ennittlung an Hand der Schiebungen. 
Abb. 70. Beispiel 10. 

bungen. Dabei dient zur Nachprufung der Konstruktion, daB BG und 
CH senkrecht zur Abszissenachse stehen mussen. 

Der Nachweis der Richtigkeit der zeichnerischen Ermittlung laBt 
sich an Hand des rechtwinkligen Dreiecks MAF, Abb.68, fiihren. 
Es ist 

AF _ BGtg30° _ 8- 60- 860 t 30°- 8-60- 860 y-3 2 ------- g - =tg CPo 
AM OvA-O •. M 80-:-(80+860+8_60)/3 280-8_60-860 

nach Beziehung (84) und 
AF BGtg30° 

e},e2=Ov M ±MF=OvM ±-'-2-=OvM ± . 2 ' 
sm f/Jo sm f/Jo 

el' e2 = ~~_~± 8-60 ± 8-=!0 - e60 
3 V3sin291o 

in Ubereinstimmung mit Gleichung (85). 

Beispiel 10. Gemessen: eo = 8,90' 10- 4, 860 = 2,15' 10-4, 10_ 60 = 6,73' 10- 4 

1. Rechnel'ische Losung. 

t 2 -]13 .. L60- e60 -1732 (6,73-2,15).10- 4 

g 910 - 2eo - e-60 - e60 -, (2.8,90 - 6,73 - 2,15) . 10 4 

+4,58 
= 1,732. +8,92 = 0,889. 

2910 = 41 0 39'; 910 = 20° 50'. 
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81,82 = 80 + 8S0±8_S0 ± 8=-60-=- E60 = (8,90 + 2,15 + 6,73 ± 6,~ - 2,15) • 10-4 
3 1"3 sin2cpo 3 ~3 .0,665 

= (5,93 ± 3,98) • 10- 4 • 

81 = 9,91 . 10- 4 , 82 = 1,95.10- 4 • 

0"1 = :l(t!:;~) = (9,91 + 0,3 .1,95) • 10- 4 .2310000 = 2424 kg/em2 , 

0"2 = :(i!;~) = (1,95 + 0,3·9,91) .10- 4 .2310000 = 1137 kg/em2 • 

2. Die zeichnerische Ermittlung der Dehnungen und Sehiebungen ist in den 
Abb.68 und 70 bei einem VerformungsmaBstab 1 em = 3· 10- 4 = m. dureh-

Abb. 71 und 72. Zu Beispiel 10. 

gefiihrt und oben eriautert. Dabei folgte die Lage des Mittelpunktes M des Ver­
formungskreises aus 

O.M = 8m = (80 + 860 + Lso)/3 = (8,90 + 2,15 + 6,73) • 10-4/3 = 5,93 .10-4, 

d. s. 1,98 em im MaBstab der Zeichnung. 
SoUen naeh Abb. 70 die Spannungen auf den gleiehe~ Anfangspunkt 0 be-

zogen werden, so ergibt sieh der Halbmesser des Spannungskreises nach (41) 

MD - 1 - P, 81 - 82 _ 0 538 9,91 - 1,95 10-4 - 2 14 10- 4 d 071 . ,- --'---, -----. -,. 0 er , em 
1+p, 2 2 

und der SpannungsmaBstab naeh (38) 

m, = {- ~ ~ ~ m. = 2.808000.1,857.3.10- 4 = 900 kg/cm2 je em. 

Da der Bezugspunkt 0 auBerhalb des Spannungskreises liegt, ist mit der groBten 
Schubspannung 

7:13 = 0"1/2 = 1212 kg/em2 

im Innern der Wandung zu reehnen. 

An dem Beispiel sei gezeigt, wie sich die polare Darstellung der 
Dehnungen und Spannungen aus den zugeh6rigen Kreisen herleiten 
laBt. Zur Ermittlung der Dehnungsverteilung geht man in Abb.71 
vom Endpunkt Dv der Hauptdehnung 81 aus und teilt den Verformungs­
kreis durch Strahlen a, b ... t in eine Anzahl gleicher Sektoren, z. B. 
mit Zentriwinkeln von je 30 0 • Das Achsenkreuz fiir die polare Dar-
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steilung, Abb. 72, findet man dann durch Antragen des Winkels gJo an 
der Richtung von eo im entgegengesetzten Sinne, wie gJo im Verformungs­
kreis gefunden wurde, im vorliegenden Faile also im Sinne des Uhr­
zeigers. Von dieser Grundrichtung Px aus entwickelt man ein Strahlen­
buschel Pa, Pb, ... Pa', Pb' ... mit dem halben Zentriwinkel, hier also 
von je 15°, und tragt auf demselben die zu den entsprechendenStrahlen 
im Verformungskreis gehorigen Dehnungen auf, z. B. auf dem Strahl Px 
die Hauptdehnung e1' auf Pa und Pa' die Dehnung aa1 usw. So er­
gibt sich die stark ausgezogene Kurve der Dehnung e, fUr welche Px 

+& 

IIII'b i i J ~ } } j ~ j 1~·'D-'C1T\JCrn. 

1'1 I I I I I I I I I I I I I H I I I " o sou IIJflJ 1.i'ODlIg/crn. 
Abb. 73 und 74. Zu Beispiel 11 .. 

eine Haupt- und Symmetrieachse ist. In die Kurve mussen sich die 
gemessenen Dehnungen eo, e60 und e-60 nach GroBe und Richtung ein­
fiigen, wenn e1 und e2 richtig ermittelt wurden. 

Die dunn ausgezogene Linie der Schiebungen y/2 entsteht durch 
Abtragen der Ordinaten der Teilpunkte des Verformungskreises. Von 
der zweiflugeligen Kurve ist der eine Teil positiv, der andere negativ. 

Auf ganz entsprechende Weise leiten sich die gestrichelten Kurven 
fur die Normalspannungen (j und die Schubspannungen Taus dem 
Spannungskreise her. 

In den folgenden Beispielen ist der Verlauf der Dehnungen und der 
Normalspannungen stets voilstandig angegeben; dagegen sind jeweils 
nur die groBten Werte Ymax/2 und Tmax der Schiebungen und Schub­
spannungen eingetragen. 

Beispiel 11. Sind die gleichen Dehnungen wie in Beispiel 10 an GuBeisen 
Ge 18·91 gemessen, so andert sich der Belastungszustand gemaB Abb. 73 und 74. 
Ausgehend von demselben Verformungskreis Abb.68 wird der Halbmesser des 
Spannungskreises naeh (41) 

M D, = 1 - f.t • C1 - C2 = 0,428 (9 .. 91 -1,95) . 10-~ = 1,704.10- 4 

1 + f.t 2 2 

oder im MaBstab der Verformungen 0,568 em. 

Rotscher-J aschke, Dehnungsmessungen. 4 
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Er ist kleiner als im Fall von Stahl, wahrend die polare Spannungskurve 
weniger eingesehniirt ist. 

Der SpannungsmaBstab (38) 

2 1 +1' . 
m. = 7f 1 _ I' m. = 2 • 394000 • 2,33 • 3 • 10-4 = 551 kg/em2 Je em 

Abb. is. 

oder 1000 kg/em2 = 1,815 em ist betraehtlieh groBer, so daB 
die Spannungen zahlenmaBig kleiner werden. Es ist 

(h = 1400, 0'2 = 773 kg/em2 • 

Beispiel 12. Ist Eo = 1,95 . 10- 4 positiv, sind dagegen 
E60 = -1,30' 10- 4 und E-sO = -5,28· 10-4 negativ, Abb.75, 
so lie£ert die Reehnung im FaIle von Stahl 

+& .,.u 

III~ I I I I~I I I ia!Jo~~ 

Abb.76. Abb.77. 
Abb. 75 bis 77. Zu Beispiel 12. 

,19 L60 - E60 (-5,28 + 1,30).10-4 
tg 2/p0 = r 3 2Eo _ L60 _ C60 = 1,732 (2.1,95 + 5,28 + 1,30) • 10-4 

-3,98 
= 1,732. +1O~48 = --0,658. 

2/p~=33°20'; /P0=-16°40', 

die Hauptdehnungen 

_Eo+E60+E_6~±E_60-E60 (1,95-1,30-5,28± -5,28+1,30) 10- 4 
£1,82- • 

3 va sin2/po 3 1,732. (-0,550) 
= (-1,54 ± 4,18) • 10-4, 

El = 2,64.10- 4, E2 = -5,72.10- 4, 

die Hauptspannungen 

0'1 = :1({!;:) = (2,64 - 0,3 • 5,72) • 10-4 .2310000 = 210 kg/em2, 
0'2 = :(:-!;;) = (-5,72 + 0,3.2,64).10- 4 .2310000 = -1140 kg/cm2 • 

Die zeiehnerisehe Losung bietet Abb. 76 an Hand zweier Bezugspunkte und 
eines gemeinsamen Kreises. VerformungsmaBstab 1 em = 3 . 10-4 em/em = me' 

Em = (EO + E60 + E-60)/3 = (1,95 -1,30 - 5,28)' 10-4/3 = -1,54 '10- 4 = OvM 
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liefert den Mittelpunkt M des Verformungskreises. Die Gerade unter +30 0 im 
Endpunkte B von OuB = £60 sehneidet das Lot in 0 bei 0.0 = £-60 unterhalb 
der Abszissenaehse, fiihrt also zu einem negativen Wert fiir 00', der naeh A 
als AF iibertragen, den Kreishalbmesser MF und die Hauptdehnungen 

£1 = O.D = 2,64.10- 4 und £2 = O.E = -5,72.10- 4 

ergibt, wahrend rpo = <9: FE M negativ wird. 
In der polaren Darstellung des Beanspruehungszustandes, Abb.77, wurde rpo 

deshalb im Sinne des Uhrzeigers an die Riehtung von £0 angetragen und der Ver­
formungskreis im gleiehen Sinne durehlaufen. 

Lage des Bezugspunktes a. fiir die Spannungen naeh (36) 

MO - 1 + P £1 + £2 _ 1857 2,64 - 5,72 10- 4 - 286 10- 4 d 095 ,----.---, ---- --,. 0 er-, em. 
I-p 2 2 

SpannungsmaBstab gemaB (30) 

m, = ~ m. = 2.808000.3.10- 4 = 485 kgjem2 je em 

oder 1000 kgjem2 = 2,06 em. 
Da 0, innerhalb des Spannungskreises liegt, ist die an der MeBflaehe wirk­

same Sehubspannung Tmax = 675 kgjem2 die groBte im vorliegenden Fall auf­
tretende. 

5. Auswertung von Messungen unter 0 und ±45°. 

£x) Rechllerische Ermittlung. Mit W= 45° gehen die Gleichungen 
(67), (70) und (72) iiber in 

(90) 

(91) 

oder 

(92) - £45 + L~5 ± 1 '/(2 )2 ( )2 
"1' "2 - 2 2 Y "0 - "-45 - "45 + "-45 - "45 • 

Etwaige Kontrollmessungen "90 miissen nach Gleichung (74) der Be­
ziehung 

(93) "gO = "45 + "-45 - "0 oder "gO + "0 = "45 + "-45 

geniigen, daB niimlich die Summe der senkrecht zueinander gemessenen 
Dehnungen gleich grof3 sein mUf3. Die Hauptspannungen G1 und G2 

folgen aus (33), die gr6Bte Schubspannung in der MeBfliiche aus (28). 
Bei Ermittlung von rpo ist Aufstellung 3 zu beachten. 

{J) Zeichllerische Ermittlung. Auf. der Abszissenachse eines 'recht­
winkligen ", y-Koordinatensystems, Abb. 78, triigt man die drei ge­
messenen Dehnungen "o=OvA, "45=OvB und "_45=OvO unter Beach-

4* 
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tung ihrer Vorzeichen auf, halbiert die Strecke BO, d. i. die Differenz 
der beiden unter 90° zueinander gemessenen Dehnungen, in M und 
findet damit den Mittelpunkt des Verformungskreises. Sein Halb­
messer M F ergibt sich, wenn man im Endpunkte B von e45 eine Gerade 
unter stets +45° Neigung zur positiven Abszissenachse zieht, den 
Schnittpunkt N mit der Ordinate im Mittelpunkt M sucht und M N 
parallel zu sich in den Endpunkt Ader Dehnung eo (AF = MN) ver­
schiebt. AF entspricht der halben Schiebung Yo/2. 

+& 

~------0'--------~ 
6' 

II"~ j i J J j } i J ~ ~.7U-' 
ClT\/ClT\ 

Abb. 78 und 79. Auswertung von Messungen unter 0 und ±45°. Beispiel 13. 

Oder man errichtet ein Lot von der GroBe BM am Ende von eo 

(BM =AF). Es ist nach oben, also positiv aufzutragen, wenn Blinks 
von M liegt, wie im Fane der Abb.78, nach unten hin zu errichten, 
wenn B rechts von M liegt. 

Die Schnittpunkte des Kreises mit der Abszissenachse liefern in 
bekannterWeise die Hauptdehnungen el=OvD und e2=OvE,..q: DMF 
=2cpo, ..q: DEF=cpo· . 

Die Richtigkeit des Auftragens der gemessenen Dehnungen li1Bt sich 
dadurch nachprufen, daB Messungen und Auftragungen einander im 
gleichen Sinne folgen mussen. Liegen die Linien; auf denen e_45' eo, e45 

und e90' Abb.79, ermittelt wurden, bei 45° Abstand entgegengesetzt 
dem Uhrzeigersinn hintereinander, gleichgiiltig, ob die Dehnungen posi­
tiv oder negativ sind, so mussen auch die zugehorigen Umfangspunkte 

. HFG auf dem Verformungskreis, Abb. 78, bei 90° Abstand die gleiche 
Reihenfolge haben. Die Lote in den Endpunkten senkrecht zueinander 
gemessener Dehnungen, z. B. in den Punkten 0 und B, sind jeweils 
gleich groB, haben aber entgegengesetzte Vorzeichen, weil sie Schub­
spannungspaaren entsprechen. 

Das Zutreffen der zeichnerischen Ermittlung nach Abb. 78 folgt aus 
dem rechtwinkligen Dreieck MAF. Es ist 

AF Ov1]'[ - OvB 
MA OvA -OvM 
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und 
= 0 M ± MF = 846 + 8_46 ± 8_46 - 846 

81 ,82 " 2 2 . 2 SID fPo 

in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (90) und (91). 

Bei der Darstellung des Belastungszustandes duroh zwei Kreise und einen 
Bezugspunkt 0, Abb. 42, ergibt sioh der Halbmesser des Spannungskreises MD. 
auf Grund der Gleiohungen (41) und (69), wenn dort CJ) duroh 45° ersetzt wird, 
unmittelbar aus den gemessenen Werten "45 und 8 _ 46 zu 

(94) 
I-Jl 81- 82 I-Jl 8_45-845 MD.=--.---=--. . 
1 + Jl 2 1 + Jl 2 sin2fPo 

In ahiilioher Weise erhalt man im FaIle der Darstellung duroh einen gemein­
samen Kreis und zwei Bezugspunkte Ov und 0, naoh (36) 

(95) MO = 1 + Jl • "-45 + 845 • 
• 1-Jl 2 

Beispiel 13. Aus drei, unter 0 und ±45° zueinander angeordneten Measun­
gen wurden die Dehnungen 80 = 9,00 '10- 4, 845 = 3,48 '10-4 und8_46 = 8,30 '10- 4 

sowie dureh eine Kontrollmessung 890 = 2,78 . 10-4 ermittelt. (80 + 890 = 11,78 
= 846 + 8- 45') 

Der Winkel fPo zwischen 80 und der Hauptdehnung 81 folgt aua Gleiehung (90) 
bei 

(8,30 - 3,48) • 10- 4 +4,82 
(2.9,00 - 8,30 - 3,48).10- 4 = +6,22 = 0,775 

zu 2fPo = 37° 46', fPo = 18° 53'. 
Die Hauptdehnungen erhalt man naeh Gleiehung (91) aus 

= 846 + 8_45 ± 8_46 - 845 = (3,48 + 8,30 ± 8,30 - 3,48) • 10-4 
81,82 2 2 sin2fPo 2 2.0,6124 . 

= (5,89 ± 3,93) • 10-4 

oder 

81 = 9,82' 10- 4 , 82 = 1,96· 10- 4 • 

FUr Stahl mit Jl = 0,3 und IX = 1/2100000 ems/kg betragen die zugeMrigen 
Hauptspannungen naoh den Gleiehungen (33) 

(11 = (~1~ ;~~ = (9,82 + 0,3 • 1,96) .10-4 .2310000 = 2404 kg/em2 , 

(12 = (~2 + ~~1 = (1,96 + 0,3.9,82).10- 4 .2310000 = 1133 kg/emS. 
-I' IX 

Die groBte in der MeBflaehe wirkende Sehubspannung betragt naoh (28) 

Tmax MeBIl. = «(11 - (12)/2 = (2404 - 1133)/2 = 635,4 kg/emS; 

eine nooh groBere und damit ffir die FlieB- oder Bruehsioherheit naoh der Theorie 
der groBten Sohubspannung entsoheidende Spannung von T13 = (11/2 = 1202 kg/oms 
tritt j'edoeh in der Wandung, und zwar in der zur Oberflaohe senkreehten Ebene, 
in der (11 liegt, auf. 

Erganzt man die gemessenen Dehnungen in Abb. 79 dureh die Hauptdehnnn­
gen, so iat die Form der Dehnungsverteilungskurve leieht zu erkennen und daran, 
daB sieh 81 und 8s dem Kurvenzug einfiigen, die Riohtigkeit der Ermittlung er­
wiesen. 
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Beispiel 14. In einem MeBpunkte P, Abb.80, sind die Dehnungen 
BO = -0,46' 10- 4, B45= 1,40' 10- 4 und B-=-45 = -5,06· 10- 4 ermittelt worden. 

Abb.81 zeigt die zeiehnerisehe Ermitthmg bei einem VerlormungsmaBstab 

Abb.80. 

m" = 3 . 10- 4 em/em. 
Die negativen Dehnungen Bo = O.A und L45 = 0.0 sind 

von O. aus naeh links, die positive B45 = O.B aber naeh reehts 
abzutragen. BO halbiert, fiihrt zum Mittelpunkt M des Kreises. 
Die Linie unter 45° im Endpunkte B von B45 sehneidet das Lot 
in M unterhalb der Abszissenaehse, so daB AF und rpo negativ 
werden. Der Verformungskreis mit dem Halbmesser M F liefert 
die Hauptdehnungen Bl = 1,68 . 10- 4 und B2 = -5,34· 10- 4 • 

I""b } i j #-H1-¥cmJcm. 
1""1 I I I I I I I I I I o .fOO 1000 

~ 
Abb.81. Abb.82. 

Abb. 80, 81 und 82. Zu Beispiel 14. 

(Reehneriseh ist 

t 2 L45 + B45 (- 5,06 + 1,40) • 10- 4 - 6,46 236 
g rpo = 2Bo - L45 - B45 (-0,92 + 5,06 -1,40).10 4 = +2,74 = -, . 

2rpG = 67° 2'; rpo = _33° 31'.) 

Der Bezugspunkt D. des Spannungskreises ergibt sieh aus (36) 

MO = 1 + p, • Bl + B2 = 1,857 1,68 - 5,34 .10-4 = -340.10:- 4, 
• I-p, 2 2 ' 

das sind im MaB des Ver~ormungskreises 1,13 em. 
SpannungsmaBstab naeh (30) 

m. = ~- m. = 2.808000.3.10- 4 = 485 kg/em2 je em, 

d. h. es entspreehen 100 kg/em2 0,206 em. 
Der Spannungskreis ergibt 0'1 = 18, 0'2 = -1120 kg/em2 • 

_ 0'1 - 0'2 _ 18 + 1120 _ 569 k / 2 
Tmax - 2 - 2 - g em 

tritt auf der MeBflaehe auf, da D. innerhalb des Spannungskreises liegt. 
Abb. 82 zeigt die polare Spannungs- und Dehnungsverteilung. Sie entsprieht 

fast einaehsiger Beanspruehung auf Druek, da 0, sehr nahe dem Sehnittpunkte D 
des Spannungskreises mit der Abszissenaehse liegt. 

6. Auswertung von Messungen unter 0, 45 und 90°. 

l¥) Reehnerisehe Ermittlung. Zur Herleitung der Formeln fiir CPo' 
81 und 8 2 muG man auf die Gleichungen (63) und (64) zuruckgreifen. 
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Unter Einsetzen von w = 45 0 in (63) wird 

(96) 

Daraus folgt 

aus (64) 

(97) 

so daB durch Division, unter Beachtung, daB e1 + e2 = eo + egO ist, 

(98) t 2 80 + 890 - 2 °45 I 
g ({Jo = I 80 - 890 ---. 

wird. Beachte Aufstellung 3! 

Die Beziehung 

e1 + e2 = 80 + 890 

und Gleichung (97) 

81 + 02 - 2890 
8 - 8 - -=--'--~-. 

1 2 - cos2tpo 

liefern die Hauptdehnungen 

I 80 + 890 ± 80 - e;-
(99) 8 8 - ---

l' 2 - 2 2 cos2tpo ' 

die in der Form 

+&,(J 

.., 
~~'~~~~~trL~~~ 

I" J } } } ~ } } j J ~ io"O"C1TL/CTrL 

I' b I : 1 1,00(/ 1 1 IzoOOkg/r;rr( 

Abb.83. Auswertung von Messungen 
unter 0, 45 und 90°. Zu Beispiel 15. 

(100) e1,82 = 8 0 ~ 890 ± 11(80 ~ 890 - e 4st + (80 --; 890 t 
auch unmittelbar aus den gemessenen Dehnungen bestimmt werden 
konnen. 

Aus den Hauptdehnungen e1 und 82 lassen sich die Hauptspannun­
gen in bekannter Weise aus (33), die groBte Schubspannung in der 
MeBflache aus (28) berechnen, wodurch der Belastungszustand um­
schrieben ist. 

~) Zeichnerische Ermittlung. Auf der Abszissenachse eines recht­
winkligen Koordinatensystems, Abb.83, tragt man die unter 90 0 zu­
einander gemessenen Dehnungen 8 0 = OA und 8 90 = 0 C unter Beachtung 
ihrer Vorzeichen auf und halbiert die Strecke AC = 80 - 890 in M, dem 
Mittelpunkt des Verformungskreises. Sein Halbmesser MF ergibt sich 
an Hand einer Geraden unter +45 0 zur positiven Abszissenachse im 
Endpunkte B von 845' deren Schnitt mit der Senkrechten im Mittel­
punkt M den Punkt N liefert. MN parallel in den Endpunkt A der 
Dehnung 80 verschoben, fiihrt mit AF = MN zum Punkt F. (F laBt 
sich auch durch Abtragenvon MB=AF finden, wobei die im Unter-
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abschnitt 5 (3 gegebene Regel zu beachten ist.) Die Richtigkeit des Auf­
tragens der gemessenen Dehnungen HiBt sich ganz entsprechend, wie 
auf S. 52 beschrieben, durch die Reihenfolge der Messungen und Auf­
tragungen nachpriifen und das Zutreffen der zeichnerischen Ermittlung 
am rechtwinkligen Dreieck MAF nachweisen. 

Die vierte Kontrollmessung wird im vorliegenden Fall unter 135 0 

zur Ausgangsmessung angeordnet, wobei 

(101) 

sein muB. 
Soll der Belastungszustand durch zwei Kreise und einen gemein­

samen Bezugspunkt 0 dargestellt werden, Abb.83, so ergibt sich der 
Halbmesser des Spannungskreises naqh (41) und (97) aus 

1 - ft eo - e90 (102) M D = --. ;;:-'-~ 
8 1 + ft 2 cos 2 9'0 ' 

wahrend die MaBstabe ms und mv fUr die Spannungen und Verformun­
gen der Gleichung (30) entsprechen mussen. 1m Falle der Darstellung 

durch einen gemeinsamen Kreis und 
zwei Bezugspunkte Os und 0v erhalt 
man nach (36) 

(103) M ° = 1 + ft • eo + e90 
8 I-ft 2 ' 

wahrend ms und mv uber die Gleichung 
(30) miteinander in Beziehung stehen. 

Beispiel 15. Aus drei, unter 0, 45 und 
90 0 zueinander angeordneten Messungen 

II I b ~ } J # } } j ~ j ,d.'O-'cJ11/CJ11 wurden die Dehnungen eo = 9;00 . 10 - 4, 

II b I I I l,oiJu I I I ialJokg/cm' 

Abb.84. Zu Beispiel 15. 

e 45 = 3,48 . 10- 4 und e 90 = 2,78 . 10- 4, 

Abb. 84, ermittelt. 
Der Winkel 9'0 zwischen eo und der Haupt­

dehnung e1 folgt aus Gleichung (98) bei 

t 2 = eo + e90 - 2e45 = (9,00 + 2,78 - 2 . 3,48) • 10- 4 _ +4,82 _ 
g 9'0 eo - e90 (9,00 - 2,78) . 10- 4 - +6,22 - 0,775 

zu 29'0 = 37 0 46', 9'0 = 18 0 53' . 
Die Hauptdehnungen erhalt man nach Gleichung (99) aus 

eo + e90 ± eo - e 90 (9,00 + 2,78).10- 4 (9,00 - 2,78).10- 4 

e1, e2 = --2- 2 cos29'0 = 2 ± 2.0,791 

= (5,89 ± 3,93) • 10- 4 

oder e 1 = 9,82 . 10- 4 , e2 = 1,96 . 10- 4 • 

FUr Stahl mit ft = 0,3 und IX = 1/2100000 cm2/kg betragen die zugehiirigen 
Hauptspannungen nach den Gleichungen (33) 

e1 + Ite2 
a1 = (1 _ ft2) IX = (9,82 + 0,3.1,96).10- 4 .2310000 = 2404 kg/cm2 , 

e2 + ftel 
a 2 = (1 _ ft2) IX = (1,96 + 0,3·9,82) • 10- 4 .2310000 = 1133 kg/cm2 • 
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Die groBte in der MeBflache wirkende Schubspannung betragt nach (28) 

Tmax MeOfl. = (al - az)/2 = (2404 - 1133)/2 = 635,4 kg/ems; 

eine noeh groBere und damit fiir die FlieB- oder Bruehsieherheit nach der Theorie 
der groBten Sehubspannung entscheidende Spannung von Tmax = al/2 = 1202 kg/ems 
tritt jedoch in der Wandung auf, und zwar in der zur Oberflache senkreehten 
Ebene, in der al liegt. 

Die zeichnerische Ermittlung der Verformung zeigt die vorstehend besproehene 
Abb.83 im MaBstab 1 em = 3 '10- 4 = m., erganzt dureh den Spannungskreis. 

Halbmesser des Spannungskreises naeh (41) 

l-,u 
MD, = -1--' MD. = 0,538 .1,31 = 0,71 em 

+,u 
im MaBstab des Verformungskreises. 

SpannungsmaBstab naeh Gleiehung (38) 

m, = ~ ~ ~ ~ m. = 2 . 808000· 1,857 .3· 10- 4 = 900,3 kg/emS je em, 

d. h. 1000 kg/emS entspreehen 1,10 em. 
Auf Grund der Kreise sind die in Abb.84 aufgetragenen gemessenenlDeh­

nungen erganzt dureh die polaren Dehnungs- und Spannungskurven. 

't }. 

J~\~" 
.JI 
p e.--3,2'Nf} 

Abb.85. 

Abb.86. 

I I I I I I I I, I, 
Abb.87. 0 salllg em; 

Abb. 86,86 und 87. Zu Beispiel 16. 

Beispiel 16. Liegen 80 = -3,24· 10-4, 845 = -1,60'10- 4 imd 8uO = +2,00 
. 10-4, Abb. 85, an Stahl gemessen vor, so ergibt sieh der Verformungskreis Abb. 86 
bei einem MaBstab 1 em = 2· 10- 4 = m. mit den Hauptdehnungen 81 = 2,18 '10-4, 
8s = -3,42'10- 4 und 'Po = 79° 30'. 

(Reehneriseh ist etwas genauer 

80 + 8uo - 2845 (-3,24 +2,00 + 2.1,60).10- 4 _ +1,96 _ -0374 
tg2'P - - - -,. o - 80 - 8UO - (-3,24 - 2,00) • 10 4 -5,24 

2'Pr/ = 20° 30'; 'Po = 90° - 10° 15' = 79° 45'.) 

Lage des Bezugspunktes 0, der Spannungen naeh (36) 

MO, = 1 +,u. MO. = 1,857. 0,31 ~ 0,58 em. 
l-,u 
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SpannungsmaBstab naeh (30) 

m, = ~ mv = 2 . 808000 • 2 • 10- 4 = 328 kgJem2 je em 

oder 100 kgjem2 = 0,31 em. 

Hauptspannungen al = 266, a2 = -640 kgjem2 • 

Die groBte Sehubspannung tritt in der MeBflaehe auf, da 0, innerhalb des 
Spannungskreises liegt und betragt 

_ al - a2 _ 266 + 640 _ 453 k J 2 
"max - 2 - 2 - g em . 

Die Dehnungsverteilung in polarer Darstellung bringt Abb. 87. 

7. Auswertung von Messungen unter 0 und ±30°. 

/X) Rechllerische Ermittlung. Der Ersatz von w in den Gleichun­
gen (67), (70) und (72) durch 30° fiihrt unter Beachtung von Auf­
stellung 3 zu 

(104) It 2 6-30-630 I g CPo = V3 (260 - 6- 30 - 6 30) 

und 

(105) 

oder 

(106) 81 ,82 = 830 + 8 -30 - 80 ± Y(280 - 830 - 8 -30)2 + (8 -30 - 830)2/3 . 

Die Formeln (33) und (28) fiihren zu den Hauptspannungen und 
zur groBten Schubspannung auf der MeBflache. 

~) Zeichllerische Ermittlung. Bei der zeichnerischen Ermittlung der 
GroBe und Richtung der Hauptdehnungen triigt man auf der c-Achse, 
Abb. 88, vom Anfangspunkte Ov die gemessenen Dehnungen 80=OvA, 
C30=OvB, 8_30=OvO unter Beachtung ihrer Vorzeichen, ferner die 
Strecke A 0 = 8 _ 30 - 80 = B M von B aus an, und zwar im Sinne der 
Punktfolge A nach 0, im vorliegenden Fall also in Richtung der posi­
tiven 8-Achse. So findet man den Mittelpunkt M des Verformungs­
kreises. Zieht man durch Beine Gerade unter +30° zur Abszissen­
achse, sucht deren Schnittpunkt 0' mit dem Lote in 0 und verschiebt 
00' parallel nach A (AF = 00'), so liegt F auf dem Verformungskreis 
vom Halbmesser M F. Die Richtigkeit des Auftragens ist gewiihrleistet, 
wenn die Punkte GF H, Abb.89, Zentriwinkel von 60° haben und 
gleichsinnig den zugehorigen MeBrichtungen, im vorliegenden Falle dem 
Uhrzeigersinn entsprechend, aufeinanderfolgen. Die Schnittpunkte Ev 
und Dv des Kreises mit der 8-Achse geben in bekannter Weise 81 und 82 

an. Winkel DvEvF=cpo., Abb. 88, ist der Richtungswinkel zwischen Co 

und C1. 
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Nach Gleichung (36) und unter Bezugnahme auf (68) wird 

1+p; 1+p; 81+82 1+p; 
(107) MO. = -1-' MO. = 1--' -2- = 1-- (Bao + 8-30 - ( 0), -p; -p; -p; 

wenn der gesamte Zustand durch einen Kreis und zwei Bezugspunkte 
dargestellt werden soil, nach (41) und (69) 

(108) M D = 1 - p; • M D = 1 - p; • 81 - 82 = ~ - p; • Lao - 8a~ 
• 1 + p; v 1 + p; 2 1 + p; V3 sin2/po ' 

wenn zwei Kreise und ein Bezugs- +&,+Q 

punkt benutzt werden Bollen. Die &,----""1 

Beziehungen der MaBstabe sind in 
den beiden Fallen durch (30) und 
(38) gekennzeichnet. 

+& 

~----~,-----~ 

Abb.88. Auswertung von Dehnungsmes­
sungen unter 0 und ±30o. 

~---&,.----I 

~----~~m----I 

IlIlIh j i J ~ } } } ) J ~'H'-'cm,lcm 
IIIIIIIIIIIIIIIIHI. o 1IlOO ZOOO Kg/cm; 

Abb.89. Zur Richtigkeit der Auswertung 
von Messungen unter 0 und ±30°. 

Die Richtigkeit der zeichnerischen Ermittlung laBt sich an den 
beiden rechtwinkligen Dreiecken AMF und BOO', Abb.89, beweisen. 
Es ist 

AF = 00' = OBtg 30 0 = 8_ 30 - 8ao 
V3 ' 

AM = OA - 0 B - BM = OA - 0 B - A 0 = 8 0 - 8 30 - (L30 - ( 0) 

= 280 - 8 30 - 8- 30 , 

AF 8-30 - 830 h Gl ( 4 AM = ,19 = tg 2 !Po nac . 10 ). 
v·3 (280 - L30 - 830) 

OD =OM+MF=OM+ .AF =OM+ .001 =OM+B~tg_30° 
v sm2/po sm2/po sm2/po 

8_30 - 830 = 8 30 + 8 - 30 - 8 0 + ,19 . = 81 , 
,3 sm2/po 

iibereinstimmend mit (105). In entsprechender Weise wird OE. = 82 , 

Beispiel 17. Dem Beispielliegen lauternegative Dehnungen 80 = -5,5· 10-4, 
'830 = -2,15· 10- 4 und 8_ 30 = -4,6· 10-4, Abb. 90, zugrunde. Werkstoff Stahl. 

In Abb. 91 sind die drei Dehnungen im MaBstab 1 em = 3· 10- 4 = m" von O. 
aus naeh links aufgetragen und der Mittelpunkt M dureh den Abstand B M = A 0 
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im Sinne von A naeh 0, also dureh Abtragen naeh reehts ermittelt .. Die Gerade 
unter 30° im Endpunkt B der Dehnung 8 30 sehneidet das Lot in 0 nnterhalb 
der Abszissenaehse, so daB .AF nnd qio negativ werden. Gefunden 8 1 = 3,23, 
82 = -5,73· 10-4, qio = _81°. 

+C +0' 

I"'~ : i j ~ } }'IO-'cm/cm 

111111 I I I I I I I I I I t.1 • o 5lJI) NDIklllcm; 

Abb. 90 und 91. Zu Beispiel 17. 

[Naeh Formel (104) ist 

tg2qio = 8_30 - 830 = (-4,6 + 2,15) • 10-4 

V3 (280 - Lao - 8ao) y'3 (-2.5,5 + 4,6 + 2,15) • 10- 4 

-2,45 
= -7,36 = 0,333, Fall 3 der Aufstellung 3. 

2 qi~ = 18 ° 25'; qio = -90 + 9° 12' = -80° 48'.] 

Aus qio ergibt sieh die Lage der Hauptaehsen in Abb. 90 und damit der Ver­
lauf der polaren Dehnnngskurve. Aus ihr kann die Spannungsverteilungslinie 
leieht als polare Aquidistante mit dem Abstand 0.0. abgeleitet werden 

1+1-' MO. = 1-- • MO. = 1,857 ·0,42 = 0,78 em 
-I-' 

im MaBstab der Darsteilung. 
SpannungsmaBstab naeh (30) 

m. = ~ m. = 2 • 808000.3· 10-4 = 480 kg/em2 je em 

oder 100 kg/em2 = 0,208 em. 

J. Zusammensetzung ebener Verformungs- und 
Spannungszustande. 

a) Grundlagen. 
Zwei Verformungszustande seien nach Abb.92 durch die Haupt­

dehnungen ei, e~ und e'{, e2 und den Winkel X gegeben, den die Rich­
tungen von ei und e'{ einschlieBen. Die resultierenden Hauptdehnun­
gen el und e2 sowie der Winkel f/Jo zwischen ei und el sind zu bestimmen. 

Die Grundlage bildet die Annahme, daB sich die Verformungen in 
den einzelnen Richtungen algebraisch addieren. Ihre Richtigkeit wurde 
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experimentell nachgepruft gelegentlich einer eingehenden Untersuchung 
eines groBen Schiebergehauses, Abb. 93, im Institut £lir Werkstoffkunde, 
Aachen. Vgl. Diss. G. KARHAUSEN [15]. Der Versuchskorper war bei 
einer Reihe von Versuchen durch inneren Uberdruck von 50 at, bei 
einer zweiten Reihe durch Langskrafte bis zu 60 t in Richtung seiner 
Hauptachse belastet, um die Wirkung 
von Kraften, die von den anschlieBen­
den Rohrleitungen ausgeubt werden, 
festzustellen. Bei gleichzeitiger Be­
lastung durch inneren Druck und die 
erwahnten Langskrafte uberlagern sich 
die entsprechenden Einzelverformun­
gen. Benutzt wurden Messungen langs 
der Durchdringungslinie der Rohr­
anschluBstutzen und des Hauptkorpers; 
sie waren zur Nachprufung der An­
nahme besonders geeignet, weil die 

Abb.92. Zur Zusammensetzung ebener 
Verformungszustande. 

dort auftretenden Verformungssysteme verschiedene Hauptdehnungs­
richtungen haben. In den Kehlen wurden dabei die Messungen nach 
den oben beschriebenen Verfahren sowohl unter 0 und ±45°, als auch 
unter 0 und ±30 0 zur Tangente an die Kehllinie durchgefuhrt. Da 
die gleichzeitige Wirkung von 50 at Innendruck und 60 t Langskraft 
Beanspruchungen erzeugt, die die FlieBgrenze des Werkstoffes uber-
schritten hatten, wurde je die halbe JC!ni!l A-B 

Belastung aufgebracht und ihre 
Wirkung mit der Summe der halben 
Dehnungen verglichen, die durch 
den Innendruck einerseits und die L 
Langskraft andererseits bedingt 
wurden. 

1m Punkte C, Abb. 93, ergab sich 
aus den Messungen unter 0 und 

Abb.93. Schiebergehiiuse. 

±45 ° die annahernd elliptische, unter 24 0 gegen die Durchdringungs­
linie DD' geneigte Kurve a, Abb.94, fur die Dehnungen bei 25 at 
Innendruck, die andere etwas eingeschnurte bunter 82° fUr die Deh­
nung infolge von 30 t Langsdruck. Summiert man die Dehnungen langs 
beliebiger Strahlen, so erhalt man die stark ausgezogene Linie c unter 
72 ° gegen D D', die, verglichen mit den unmittelbaren Messungen beini 
Zusammenwirken des Innendrucks und der Langskraft, Abb.95, sehr 
gute Ubereinstimmung in bezug auf die Richtung der Hauptachsen 
und die Art der Dehnungsverteilung ergaben, wenn man beachtet, daB 
die Messungen an einem nicht bearbeiteten StahlguBstuck durchgefuhrt 
werden muBten. Die Neigungen der Achsen weichen um 1% von-
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einander ab; der gemessene Wert von 81 ist 4,2% groBer, der von 82 

1,2% kleiner als die aus den Einzelmessungen ermittelte Summe. Mes­
sungen in weiteren Punkten 
der Durchdringungslinie 
bestatigten die Ergebnisse, 
so daB die Giiltigkeit der 
Annahme durch die Ver­
suche nachgewiesen ist. 

Abb. 94 und 95. Dehnungsmessungen im Punkte C des 
Schiebergehauses Abb.93. 

Da die Formeln der 
Dehnungen 8 und der Nor­
malspannungen (j gleich­
artig gebaut sind, gelten 
diefolgenden AusfUhrungen 
und Konstruktionen auch 
fiir die Zusammensetzung 
von Spannun(J8systemen. 

b) Ermittlung des resultierenden Verformungszustandes aus den polaren 
Darstellungen der Ausgangszustande. 

Die Ausgangszustande werden zweckmaBig in der Form der 'Abb. 32 
von einem Mittelpunkt aus so aufgezeichnet, daB die 

Hauptdehnungen 8i und 8~ den 
Winkel X bilden und dann einer­
seits die Dehnungen, andererseits 
die Schiebungen polar algebraisch 
summiert. Die Richtung der 
resultierenden Hauptdehnungen 
ergibt sich durch Verbinden der 
Punkte der groBten und der 
kleinsten Dehnungen auf del' 
Summenlinie; die groBten Schie­
bungen miissen unter 45 0 dazu 
liegen. 

Beispiel 18. In Abb. 96 ist der 
, I I I I I I I I I _ Dehnungszustand einer ebenen Platte 
, OIl! 3 ¥ .f (j ? <NO ¥cm/cm. ermittelt, die naeh allen Riehtungen 

Abb.96. Ermittlung des resultierenden Ver· gleiehmaJ3igdureha;=a~=1000kg/em2 
formungszustandes aus den beiden Ausgangs-

zustanden .;, .~ nnd .'(, if. gespannt ist und einer zusatzliehen 
Beanspruehung von 0"( =800 kg/em 2 in 

Riehtung I-I unter X = 45 0 unterliegt. Die gleiehmaJ3ige Grundspannung bedingt 
die kreisf6rmige Dehnungskurve a, die Zugbeanspruehung die vierflugelige b, 
die, polar zusammengesetzt, zu der stark ausgezogenen eingesehniirten Linie c 
fuhren. Da die Grundspannung keine Sehiebungen erzeugt, sind die resultieren­
den Sehiebungen gleieh den dureh die Zugkraft bedingten, vgl. Abb.47. 
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Abb.96 ist im MaBstab I em = 3 . 10- 4 em/em auf Grund folgender Zahlen­
werte gezeiehnet. 

I I (I ) I 0,7.1000 333 10-4 
cl=c2= -/1 exG1 = 2100000 =,' , 

800 
c'( = ex· G'( = 2100000 = 3,81·10-4, 

" _ _ • . " _ -0,3.800 _ -I 14 -10-4 
c2 - /1 ex G, - 2100000 -, . 

Ergebnis: Cl = 7,14' 10-4, c2 = 2,19' 10- 4 • 

c) Rechnerischer Weg. 

Nach der erwahnten Annahme gilt nach Abb. 92 unter Benutzung 
der Formel (11) in einer Ebene unter dem Winkel cP zur Hauptdehnung 81 

(109) 
I + ' ., I If +" " ,I Cl C2 + c, - C2 2 + Cl C2 + Cl - C2 2 ( ) 

8<p = ~ -2- cos cP --2 - --2- cos X - cP • 

8<p wird zum Maximum und damit zu einer der Hauptdehnungen, gleich­
zeitig aber cP zu CPo' wenn d8jdcp=0 ist, wenn also 

ei-e~. si'-e'.j. 
- -2- sm2!fo' (2) + -2- [- sm2 (X - CPo)]· (-2) = 0 

ist. Dividiert man durch cos2cpo, so ergibt sich 

(8i - 8~) tg2cpo = (8~ - 8~) sin2X - (8~ - 8~) cos2Xtg2cpo, 

so daB 

(110) It 2 - (ci/-ci)sin2x , 
g CPo - ci - c~ + (c'( - ci) eos2x I 

wird. 1st so CPo gefunden, so folgen 81 und 8 2 aus Gleichung (109), die in 

(111) I I [ '+ '+ "+ "± (' ') ') ± (" ''') 2 ( )]' 181,82 ="2 8, 82 8 , 82 8 , -82 cos"CPo 8 , -82 cos X-CPo I 
umgeschrieben werden kann. 

Beispiel 19. Die Zahlen des Beispiels 18 fUhren zu 

(3,81 + 1,14) sin 90° 4,95 
tg2910 = 3,33-3,33 + (3,81 +1,14) eos90 0 = 0 = 00; 2910= 90°; 910=45°. 

I 
Cl, C2 ="2 [3,33 + 3,33 + 3,81 - 1,14 ± 0 ± (3,81 + 1,14) cos 0].10- 4 

I 
="2 (9,33 ± 4,95).10- 4; cl = 7,14.10- 4 , c2 = 2,19 .10- 4 • 

d) Zeichnerischer Weg. 

Zeichnerisch findet man die drei gesuchten Werte nach Abb.98, 
wo aIle GroBen nur durch Zahlen gekennzeichnet sind, weil !'las Ver­
fahren sowohl zur Zusammensetzung von Hauptdehnungs- als auch 
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von Hauptspannungssystemen dienen kann. Ausgehend von 1', 2', I" 
und 2" der Abb.97, tragt man 1'-2'=AB nach rechts, wenn es 
positiv, nach links, wenn es negativ ist'und anschlieBend den Winkel2x 
an der positiven s-Achse im gleichen Sinne wie X gegeniiber l' rechnet, 
auf. Macht man BC = 1" - 2", wobei man diese Differenz auf dem 
eben ermittelten Schenkel des Winkels 2X abzutragen hat, wenn sie 

Abb.97. Abb.98. Abb.99. 
Abb.97, 98 und 99. Zusammensetzung von Belastungszustanden. 

positiv ist, entgegengesetzt aber, also auf dem Schenkel des Erganzungs­
winkels 180 0 - 2 X, wenn sie negativ ist, so liefert der an der s-Achse 
liegende Winkel B A C = 2 rpo die GraBe von rpo und damit die Richtung 
der resultierenden Hauptdehnung oder -spannung 1. Denn fallt man 
von C das Lot CD auf AB, so ist 

-1' 

DC (I" - 2") sin2x 
tgBAC = AD = (it - 2';) + (I" _ 2"}cos2X = tg2rpo 

+ 
Abb,101. 

-­+,0 

in Ubereinstimmung mit Gleichung (110). 
Das Lot von B auf A C teilt diese Strecke 
in AE +E C = ABcos2rpo +BCcos2(X -rpo) 
= (1' - 2') cos2rpo+ (I" - 2") cos2(X-rpo)' 

Halbiert man A C in Fund tragt dort 
(1'+2'+I"+2")/2=FO ruckwiirts an, 
also in Richtung des Schenkels von 
180 0 - 2rpo, wenn es positiv ist, so findet 
man die Hauptdehnungen oder -spannungen 
1 = 0 C und 2 = OA , wie sich ohne weiteres 
aus Formel· (111) ergibt. 

In Abb. 99 ist der gleiche Verformungs­
oder Spannungszustand durch die ent­
sprechenden Kreise, bezogen auf den Punkt 

B~_.,.----'--''---:-?';;----..,--.....,._ + Pals Anfangspunkt dargestellt, wobei deren 

Abb.102. 
Abb. 100,161 und 102. Beispiel 20. 

Bezugsachsen in Richtung der GraBen 1', 
I" und 1 aufgetragen sind. Sie zeigen, wie 
durch Zusammenwirken gleichartiger, iiber­
wiegend positiver GraBen, deren Hauptrich-



Ermittlung des resultierenden Verformungskreises. 65 

tungen nicht zu sehr voneinander abweichen, hohe, durch den groBen 
Kreis 1 gekennzeichnete Beanspruchungen entstehen. Die Strecken 
1'-2', 1"-2" sowie 1-2 sind die Durchmesser der drei Kreise; OA 
ist der Abstand des Kreises 1 2 vom Punkt P. 

Beispiel 20. Die Abb. 100 bis 102 veranschaulichen den Fall negativer 
Werte von X' 1'-2', aber eines positiven Wertes von 1"-2". Der resultierende 
Kreis 12 liegt nach Abb. 101 seiner GroBe nach etwa in der Mitte zwischen den 
beiden Ausgangskreisen. 

e) Ermittlung des resuItierenden Verformungskreises 1, 

Man zeichne gemaB Abb.103 die beiden Verformungskreise VOID 

Halbmesser MD' und MD" um einen gemeinsamen Mittelpunkt M 
mit ihren Bezugsachsen MO~ und MO~ derart auf, daB die positiven 
8'- und 8"-Achsen der beiden Kreise den Winkel 2X unter Beachtung 
von dessen V orzeichen bilden. 
Dann findet man den Halbmesser 
des resultierenden Kreises M D 
an Hand des Parallelogramms 
MD'DD". Winkel D'MD=2f/Jo 
bestimmt die Richtung der Haupt­
dehnung 81' die im gleichen Sinn 
unter dem Winkel f/Jo gegeniiber 
8~ liegt, wahrend der Bezugspunkt 
0v durch die algebraische Summe 
der Abszissen von M in den bei­
den Grundsystemen, im vorlie- Abb. 103. 

genden FaIle durch OvM =O~M 
+ O~ M gege ben ist. 1st die Summe 
positiv, so ist OvM rilckwarts, also auf dem Schenkel des Erganzungs­
winkels 180 0 -f/Jo anzutragen. Ware die Summe negativ, so lage 0 
bezogen auf M nach D hin. 

Fallt man in Abb. 103 am ParaIlelogramm lYID'DD", dessen Seiten 
(8~ -8;)/2 und (8~ -8~)/2darsteIlen,dasLotDF auf dieGrundlinie,soist 

t FMD = DF = MD" sin2X (6~' - s~) sin2X - t 2 
g MF MD'+D'F (s~-6~)+(s7-s;)cos2X - g f/Jo 

gemaB Gleichung (110). Das Lot D'G auf MD teilt 0vD in 0vG + GD 
=O~M +O~M+MD' cos2f/Jo+D'Dcos2(X-f/Jo) = (1/2) [8~ + 8;+8~ +82 
+ (81- 8;) c~s2f/Jo + (8~ - 82) cos2(X - f/Jo)J = 81 . 

gemaB Gleichung (Ill). In ganz entsprechender Weise laBt sich nach­
weisen, daB 0vE = 0vM - ME = 82 ist. 

1 Bekauntgegeben durch Dr.-lng. JASCHRE gelegentlich der Maschinenele­
mente-Tagung Dusseldorf, Juni 1938. 

Rotscher-Jaschke, Dehnnngsmessungen. 5 



66 Zusammensetzung ebener Verformungs- und Spannungszustande. 

Sind mehr als zwei Verformungszustande zusammenzusetzen, so 
kann man die Strecken MD', MD", MD"' ... wie Krafte, die von 
einem gemeinsamen Punkte M aus wirken, behandeln und die Resul­
tante aus einem entsprechenden Polygonzug nach GroBe und Richtung 

gelrielJen ermi tteln. Denzugehorigen 

-ajf--Hl=:J~=31r-+' $ -+- von L (81 + 82) /2 in der Art 

, '4'~ Koordinatenanfangspunkt 

l~ findet man dureh Auftmgen 

y \ ' 'wie oben beschrieben. 
Pz ''-I' Das folgende Beispiel 

P, zeigt die Zusammensetzung 
zweier Spannungssysteme, 

Abb, 104 bis 106. Zu Beispiel 21. 

Beispiel 21. An dem 
Zahnradvorgelege, Abb. 104 
und 105, mit DI = 270 und 
D2 = 546 mm Teilkreisdureh-
messer wirken Zahndrueke von 
PI = 4000, P 2 = 1980 kg und 
bedingen Momentenflaehen; 

Aob.l06. Die Beanspruehung der Welle von d = 100 mm 0 in den Punkten 1 
und 2 dieht neben der Nabe des GroBrades ist zu ermitteln. 

Auflagerdruek am reehten Zapfen 

B = PIal +l P 2 a2 = 4000·18 + 1980·55 = 1904 kg. 
95 

Quersehnitt 1-2 wird auf Biegung beansprueht dureh das Moment 

Mb= B(b2 + c) - P 2c = 1904(40 + 6) - 1980 . 6 ~ 75700 kgem 

mit 
_ 32Mb _ 32·75700 _ 2 

ab - ± :n;d3 - ± :n;. 103 - ±771 kg/em 

und auf Drehung dureh M, = PI DI /2 = 4000·13,5 = 54000 kgem mit 

_ 16M, _ 16·54000 _ 275 k / 2 
7:, - :n;d3 - :n; • 103 - g em . 

1m Punkte 1 wirkt die Zugspannung +ab = +771 kg/em2 mit der Sehub­
spannung 7:, = 275 kg/em 2, Abb. 107, im Punkte 2 die Druekspannung -ab 
= - 771 kg/em2 mit der gleiehen Sehubspannung 7:" Abb. 108, zusammen. 
In Abb. 110 bis 113 ist die Zusammensetzung der Spannungen an Hand der Span­
nungskreise durehgefuhrt. Ausgehend vom Koordinatenanfangspunkt 0: ist 
+ab = O~D' fiir Punkt 1 naeh reehts abgetragen und daruber der Spannungskreis 
mit dem Mittelpunkt M gesehlagen. Die Beanspruehung auf Drehung dureh 7:, 

kann naeh Abb.l09 als eine Beanspruehung auf Zug az und auf Druck ad zahlen­
maBig gleieher Hohe aufgefaBt werden, die unter X = +45° zur Riehtung von ab 
wirkt. Sie laBt sieh dureh einen Kreis urn M mit a, = 7:, darstellen, wobei der 
Winkel D'MD" = 2X =+90° ist. Setzt man die Halbmesser der beiden Kreise 
zu M D zusammen, so ist die Riehtung der Hauptspannungen Q.ureh den Winkel 
+2970 gegeben, den M D mit der Abszissenaehse bildet, wahrend der Koordi­
natenanfangspunkt 0, fiir die resultierenden Spannungen dureh MO, = +MO~ 
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bestimmt ist. Denn in dem Kreis fiir T, falit der Bezugspunkt mit dem Mittel­
punkt M zusammen, ist also der gegenseitige Abstand dieser beiden Punkte Null. 

It 

V ~ , x-¥'· 
+0'. +(7. -~-

tt 
Abb.107. Abb.108. Abb.109. 

Punkl2 

Ifill I I I 
0 .IOU 

I I I I 
tuIJo'Kg/CIfI' 

11111) I I I I I 
0 Z J ¥ , NO"cm./r:m. 

Abb. 110 und 111. Abb. 112 und 113. 
Abb. 107 bis 113. Zu Beispiel 21. 

O,D ist die eine Hauptspannung 0'1 = +859 
kg/cm2, O,E die andere 112 = -87,5 kg/cm2• 

Die erste ist in Abb. 112 unter dem Winkel 
+910 gegeniiber der Welienachse geneigt, die 
zweite senkrecht dazu aufgetragen. Unter 45 0 

zu ihnen wirken die gr6Bten Schubspannungen ~ 

+(7 

in H6he von 473 kg/cm2• ........,;t---1F----7f"----"------F--1f;;-o'--'"--

Die vorstehende Aufgabe laBt sich, da~die 
Schubspannung Tt senkrecht zur Normalspan­
nung I1b gerichtet ist, auch einfach an Hand 
des MOHRschen Spannungskreises, Abb. 114, 
l6sen. Von 0, aus ist I1b = O,A nach rechts, 
das Schubspannungspaar T, aber an den End­
punkten A und 0, als AF und O,J aufgetragen. 

Abb. 114. Zu Beispiel 21. 

Dann ist J F der Durchmesser des Spannungskreises, O,D = Ih die eine, O,E = 112 

die andere Hauptspannung, wahrend der Winkel D M F = 2910 die Richtung 
von 111 bestimmt. 

5* 
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Die Hauptdehnungen, die der Spannungszustand erzeugt, finden sieh in 
Abb. 110 naeh (37) an Hand von 

I-p, -
MO. = 1-- • MO, = 0,538 . 1,28 = 0,69 em +p, 

bei einem MaBstab 

fJ 300 1 86 10 - 4 • 
mv =2 m, = 2 • 808000 =,' Je cm 

oder 1· 10- 4 = 0,54 cm. 

Es ist 6 1 =4,21' 10- 4 , £2 = 1,64 '10- 4 • 

Zur Ermittlung der Spannungen im 
Punkte 2 ist die Druckspannung -Ob in 
Abb.lll, von 0; nach links abzutragen, im 
iibrigen aber ganz entsprechend wie vor­
stehend beschrieben zu verfahren. Die Haupt­
spannungen bestehen aus einer unter dem 
Winkel -<Po geneigten Druckspannung von 
-859 kg/cm2 und einer senkrecht dazu ge· 
richteten Zugspannung von +87,5 kg/cm2• 

In der neutralen Faser der Welle herr­
schen entsprechend der reinen Beanspruehung 
auf Drehung durch T, Hauptspannungen 
von ±275 kg/cm2 und Hauptdehnungen 
£1 = 1,7' 10- 4 und 6 2 = -1,7' 10- 4 unter 
45° gegeniiber einer Parallelen zur Wellen-

Abb.1115. Beanspruchung des Umfanges achse. . 
derWelle, Abb. 104, im Querschnitt 1-2. Die Untersuchung zeigt, daB die Bean-

spruchung der Welle infolge der Uber­
lagerung des konstanten Drehmoments iiber das weehselnde Biegemoment nicht 
mehr rein wechselnd ist, da die groBten positiven und die negativen Hauptspan­
nungen auf verschiedene, um den Winkel 2<pu versetzte Fasern der Welle wirken. 
Wie GroBe und Richtung der Hauptspannungen sich auf dem Umfang der Welle 
oder bei vollem Umlauf derselben andern, zeigt Abb. 115, wo sie an der Abwick­
lung einer Wellenumfangslinie aufgetragen sind. 

If. Der raumliche Verformungs- und Spannungszustand. 
a) Der raumliche Verformungszustand. 

In einem Punkte P eines isotropen oder quasiisotropen Karpers 
seien die Richtungen und GraBen der raumlichen Hauptdehnungen 8 1 , 

82 und 8a bekannt und parallel zu ihnen ein XYZ-Koordinatensystem 
in P, Abb.1l6, angenommen. Dann kann die Richtung eines Strahles Pg 
von der Lange ds entweder durch die Winkel rp, 'tjJ und X oder die Ko­
ordinaten dx, dy und dz des Punktes g £estgelegt werden. Der iiber 
diesen Koordinaten gebildete Quader geht unter der Wirkung der 
Hauptspannungen a1 , a2 und aa in die gestrichelt gezeichnete Form iiber. 
Dabei gelangt der Punkt g nach g' mit den Koordinaten (l + 81) dx, 
(1 +82) dy und (1 +83) dz. 
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1. Ermittlung der Dehnung 8. 

Nach Abb. 116 ist Pg,2 = Pe,2 + e' /,2 + /' g,2 oder 

(1 + 8)2 ds 2 = (1 + 81)2 dx 2 + (1 + 82)2 dy2 + (1 + 83)2 dz2 , 

eine Gleichung, die mit 

(112) dx/ds=cosg;, dy/ds=cos'tfJ und dz/ds=cosX 

iibergeht in 
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(113) (1 + 8)2 = (1 + 81)2 cos2 g; + (1 + 82)2 cos2 'tfJ + (1 + 83)2 cos2X' 

Da bei Belastung von metallischen Korpern unterhalb der FlieBgrenze 
die Dehnungen sehr klein sind, kann man (1 +8)2 ~ 1 +28 setzen. Mit 
der bekannten Beziehung 

(114) cos2 g; + cos 2 'tfJ + cos2X = I 

fiihrt (lI3) zu 

(115) 

die im Aufbau vollig der Be­
ziehung (9) des ebenen Verfor­
mungszustandes entspricht. 

2. Ermittlung der Drehung 
15= -2f-gPg'. 

Sie errechnet sich als Winkel 
zwischen den Schenkeln Pg und 
Pg', deren Richtungen durch die 
Winkel g;, 'tfJ, X und g;', 'tfJ', X' 
gegeben sind. Betrachtet man 
auf diesen Schenkeln zwei Punkte 
m und n, die von P um die 
Langeneinheit abstehen, so sino 
ihre Koordinaten durch die Kd­
sinusse der Richtungswinkel be- Abb.116. Zur Ennittlung der raumlichen Ver-
stimmt. Die Strecke mn ergibt formungskomponenten. 

sich daher aus 

mn2 = (cosg;' - cosg;)2 + (cos'tfJ' - COS'tfJ)2 + (cos X' - COSX)2. 

Mit Hilfe der Gleichung (lI4), die auch fiir die Winkel g;', 'tfJ' und X' 
. gilt, geht die Beziehung iiber in 

m ;;'2 = 2 - 2 (cosg;' coscp + cos'tfJ' cos'tfJ + cosx' cos X). 

Andererseits liefert der Kosinussatz am Dreieck Pmn 

m n 2 = 12 + 12 - 2 . I . I . cos a = 2 - 2 cos a. 
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

cos <5 = coscp' coscp + cos'I{J' cos'I{J + cosX' cosX. 

Fiir die weitere Behandlung ist sin<5=Yl-cos2<5 zu entwickeln, da 
bei den kleinen Drehungen, wie sie bei'Dehnungsmessungen im elasti­
schen Gebiet in Betracht kommen, cos <5 ~ 1 wird, wahrend sin<5 dem 
Bogen <5 zustrebt. Wird dabei 

1 = (cos2cp + cos2'I{J + cos2 X) . (cos2 cp' + cos2'I{J' + cos2X') 

gesetzt, so wird 

sin2<5 ~ <5 2 = (coscp cos'I{J' - cos'I{J COScp')2 + (cos X coscp' - coscp COSX')2 
+ (cos X cos 'I{J' - cos'I{J cos X') 2. 

Es geht mit den Beziehungen 

, (1 + 01) dx 1 + 01 
coscp = (1 + 0)d8 = 1+8 cos cp, 

die aus Abb. 116 abgelesen werden k6nnen, iiber in 

(116) {(I +8)2<52 = (81 - 82)2 coS2cpCOS2'I{J + (81 - 83)2COS2cpCOS2X 
+ (82 - 83)2COS2'I{JCOS 2X' 

Fiir kleine Werte von <5 kann (1 +8)2 R::i 1 gesetzt werden. Ferner war 
durch (14) bis (20) nachgewiesen worden, daB <5 im ebenen Verformungs­
system gleich der halben Schiebung yj2 ist; das gleiche gilt auch fiir 
raumliche Verformungen, so daB man schlieBlich 

(117) <5 2 = (yj2)2 = (81 - 82)2 cos2cp cos2 'I{J + (81 - 83)2 cos2 cp cos2X I 
+ (82 - 83)2 cos2'I{J cos2X 

erhalt, ein Ausdruck, der in Beziehung (20) des zweiachsigen Zustandes 
iibergeht, wenn X = 90 0 gesetzt und beachtet wird, daB dann 'I{J = 90 0 - cp 
ist. 

3. Ermittlung der Verzerrung p. 

Aus Abb. 116 folgt mit 

gg,2 = (Pe' - Pe)2 + (e'f' - ef)2 + (f'g' - fg)2 

die Beziehung 
p 2ds 2 = 8idx2 + 8~dy2 + 8~dz2, 

die mit den Gleichungen (112) iibergeht in 

(118) 

vgl. Beziehung (23) des ebenen Verformungszustandes. 
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b) Der raumliche Spannungszustand. 

In einem Punkte P, Abb. 117, eines isotropen Korpers seien GroBe 
und Richtung der Hauptspannungen 0'1' 0'2 und O'a gegeben. Es ist 
nach der GroBe der Spannung e gefragt, die durch den Punkt P geht 
und in einer Flache abc herrscht, deren Normale n gegeniiber den 
Richtungen der Hauptspannungen unter den Winkeln 9/, "p und X ge­
neigt ist. Zu diesem Zweck denkt man sich aus dem Korper ein un­
endlich kleines Tetraeder abeP herausgeschnitten, auf dessen Seiten­
flachen dFI = bPc, dF2 = aPe und dFa = aPb 0'1' 0'2 und O'a wirken, 
indem das XYZ-Koordinatenkreuz parallel zu deren Richtungen an­
genommen ist. 

1. Ermittlung der Spannung e. 
Zerlegt man e in Komponenten parallel zu den Koordinatenachsen, 

so erhalt man die GroBen eo;' ell und e., die mit e iiber die Gleichung 

(119) 

zusammenhangen. 

Aus den Gleichgewichtsbedingungen in Richtung der Achsen ergibt 
sich 

0'1 dF 1 = eo; dF , 

0'2dF2 = e"dF, 
O'adFa = e. dF , 

wobei die Flachen in folgender Be­
ziehung stehen 

so daB 

(120) 

dFI = dFcos9/, 
dF 2 = dF cos"p, 
dFa = dFcosX, 

I 0'1 COS9/ = eo;, 
0'2 cOS"p = e", 
O'a cosx = e. 

c 

Abb.1l7. Gleichgewicht am Tetraeder. 

ist. Fiihrt man diese Beziehungen in (119) ein, so gilt 

(121) 

vgl. (29) fiir den ebenen Spannungszustand. 

Zerlegt man e in zwei senkrecht aufeinander stehende Komponenten 
derart, daB eine in die Richtung der Flachennormalen n, Abb. 117, 
die andere in die Flache abe faUt, so erhii,lt man die Normalspannung 0' 

und die Schubspannung T, die die Flache abe beanspruchen. 
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2. Ermittlung der Normalspannung a. 

Sie lii.Bt sich als Summe der Projektionen der Spannungskompo­
nenten ex' ey und ezauf die Normale n in der Form 

a = ex cosrp + ey cos1p + ez cos X 

anschreiben. In Verbindung mit den Gleichungen (120) wird 

(122) 

entsprechend Beziehung (25) des ebenen Spannungszustandes. 

3. Ermittlung der Schubspannung r. 
Diese erhalt man liber die Bedingung 

e2 = a2 + 1'2 

mit Hilfe der Gleichungen (114), (121) und (122) zu 

(123) 
1'2 = (a1 - ( 2 )2 cos2 rp cos 2 1p + (a1 - ( 3 )2 cos 2 rp cos2X 

+ (a2 - ( 3 )2 cos 2 1p cos 2X 

1m ebenen Spannungssystem geht die Formel mit X=90° in die 
Beziehung (27) liber. 

c) Zusammenhang zwischen dem raumlichen Verformungs. und 
Spannungszustand. 

Er ist durch das "Oberlagerungsgesetz 

1 81 :: a[a1 - fl (a2 + aa)], 
(124) 82 - a[a2 - fl (a1 + aa)], 

83 = a[a3 - fl(a1 + (2)] 

oder bei Auflosung nach den Spannungen unter Benutzung von 
,B = 2a(1 + fl) 

(125) 

a1 = ~ (81 + 1 !21'- .e), 
a 2 = ~ (82 + 1 ! 2 I'- • e) , 
a3 = ~ (83 + I! 21'- . e) 

gegeben, worine=81 +82+83 die Dilatation (Volumzunahme je Raum­
einheit) bedeutet. 

Die Differenz je zweier der Gleichungen (125) flihrt zu 

(126) 

d. h. die Unterschiede einander entsprechender Hauptdehnungen und 
Hauptspannungen stehen in einem festen Verhii.ltnis. Da ferner die 
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Schiebung 'Y mit der Schubspannung T iiber die Gleichung 'Y = P . T in 
Beziehung steht, laBt sich aus den Gleichungen (117) und (123) ab­
leiten, daB die Drehung 

(127) 

ist, daB also d der halben Schiebung entspricht. 

d) Zeicbnerische Darstellung des raumlichen Verformungszustandes. 

Die Gesetze (115) und (122), (117) und (123) sowie (lIS) und (121) 
zeigen denselben Aufbau und lassen sich durch Vertauschen der Haupt­
dehnungen mit den Hauptspannungen irieinander iiberfiihren. Das er-
moglicht die Darstellung +& 

raumlicher Verformungen 
durch ein System von 
Kreisen, entsprechend den 
MOHRSchen Kreisen fiir den 
dreiachsigen Spannungszu­
.3tand. 

~-----&'------~ 

Die Aufgabe besteht 1" 
darin, aus den bekannten :..a...-m,.:::;....--...."t::~-m--*..I!!..jfvlo--lu----=:::fr-

Hauptdehnungen 81 , 82 und 
8a, die in beliebiger Rich­
tung gegeniiber diesen Gro­
Ben auftretenden Verfor­
mungen 11,8 und 'Y/2 zeich­
nerisch zu ermitteln. Hier-
zu sei bemerkt, daB die 

~------~~-----=~==~------~ 
Abb. 118. Der raumliche Verformunllszustand in zeich­

nerischer Darstellunll. 

Kenntnis von zweien der Winkel q;, 1jJ und X geniigt, weil sie die Gleichung 
(i14) erfiillen miissen, um die Konstruktion wie folgt durchzufiihren. 

Man tragt von einem Punkte 0v, Abb. lIS, aus die Hauptdehnun­
gen 81' 82 und 8a als Langen auf einer als 8-Achse gewahlten Horizon­
talen ab, errichtet in den erhaltenen Punkten A, B und 0 die Senk­
rechten n,A, nB , no und halbiert die Abstande zwischen den Endpunk­
ten A und B in M 1> zwischen A und 0 in M 2 und zwischen B und 0 
in Ma. Der Kreis iiber AB, entspricht cosX=O, d. h. X=90°. Denn 
Gleichung (115) geht mit X=90° iiber in 

8 = 81 COS2 q; + 82 COS2 1jJ • 

Da sich aber q; und 1jJ in der X Y -Ebene zu 90 0 erganzen, also 1jJ = 90 0 - q; 
ist, wird 8 = 81 cos2q; + 82sin2q; oder unter Beachtung von (10) 

_81+82+81-822 
E - 2 2 cos q;, 

entspricht also den Abszissen des Kreises iiber A B, wie an Abb. 30 
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nachgewiesen wurde. Punkte auf ihm geben also die Verformungen in der 
XY-Ebene, Abb. 118, an, die den Hauptdehnungen 81 und 82 unterliegt. 

In entsprechender Weise gilt der Kreis uber B 0 fur cp = 90 0 oder 
fUr die YZ-Ebene, derjenige uber OA fiir 11'=90 0 oder fur die XZ­
Ebene. Die Verformungen, die zu Punkten im Raum gehoren, aber 
einen und denselben Winkel cp haben, also auf einer Kegelflache urn 
die X-Achse liegen, sind durch Punkte auf einem Kreis urn M a, kon­
zentrisch zu dem uber BO geschlagenen, gekennzeichnet, jedoch auf 
den Bereich zwischen den Grenzkreisen fiir 11' = 90 0 und X = 90 0 be­
schrankt, wei! 90 0 der auBerste Wert ist, den diese Winkel annehmen 
konnen. Die von den drei Grenzkreisen umrandete, schraffierte Flache 
kommt somit zur Darsteliung der Verformungen alier Raumpunkte in 
Betracht. 1st die Lage eines Punktes durch cp und X gegeben, so zieht 
man einen Strahl gl durch A unter cp gegen n A geneigt, der den Grenz­
kreis 11' = 90 0 im Punkt 1 schneidet und legt durch 1 einen Kreis mit M 3 

als Mittelpunkt. Ebenso zieht man Strahl ga durch 0 unter X gegen no 
geneigt und legt durch den Schnittpunkt 3 mit dem Kreis fur 11' = 90 0 

einen Kreis mit Ml als Mittelpunkt. Der Schnittpunkt P der beiden 
Kreise ist dann der Endpunkt einer Strecke OvP= 11, deren Horizontal­
projektion OvN =8 und deren Vertikalprojektion NP= 1'/2 ist. 

Die Richtigkeit der Konstruktion nach Abb. 118 kann an Hand der Gleichun­
gen (114), (115) und (117) wie folgt nachgewiesen werden. 

Lost man dieselben nach cosq:>, cosV' und cosx auf, so findet man 

(128) 

2 (yj2)2 + (s - B2) (B - B3) 
cos q:> = , 

(B1 - S2) (Sl - S3) 

2 (yj2)2 + (s - B1) (s - S3) 
cos V'= , 

(Sl - B2) (S3 - S2) 

cos2X = (yj2)2 + (s - Sl) (S - B2) • 
(B2 - B3) (B1 - B3) 

Mit bestimmten Werten von q:>, V' und X stellen diese Gleichungen Kreise 
mit den Veranderlichen B und y/2 und den Halbmessern 

T~ = cos2 q:> (Bl - B3) (SI - B2) + (B2 -; B3Y, 

(129) • 2 ( ) ( .) (Bl - B3)2 T. = cos V' Bl - B2 B3 - S2 + -2- , 

Ti = cos2X (S2 - B3) (SI - S3) + e1 -; S2t 

dar, deren Mittelpunkte in M1 , M2 und M3 , Abb.118, liegen. Denn erweitert 
man z. B. T~ mit sin2q:> + cos2 q:> = 1, indem man schreibt 

T~ = cos2 q:> (SI - B3) (Bl - S2) + e2 -; S3Y (sin2 q:> + cos2q:» 

(130) T~ = (Bl _ S2 ~ S3Y cos2q:> + (B2 -; B3y sin2q:>, 

so kann Tl durch folgende zeichnerische Losung bestimmt werden. 
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Man errichtet in A, Abb. 119, eine Senkrechte nA auf der 6-Achse und zieht 
eine Gerade Yu die gegen nA unter qJ0 geneigt ist. Dann schneidet Y1 die Kreise 
1jJ = 90 0 und X = 90 0 in den Punkten 1 und 1'. Die Normale von M3 auf Y1 
liefE!rt den Punkt a, wahrend der Halbmesser r1 als Strecke M31 oder M3I' er­
scheint. Denn im Dreiecke M 3aI' ist 

(131) 

!J,'-.... 
~ 

,-kons.:::;'i"",. -r'~LI 

+c 

I 

---t--+--'&,-~----'.j 

~--------,~,---~ 

~----------&,--------i 

Abb.119. Zur Darstellung des raumlichen Verformungszustandes. 

---2 -' 2 
r~=M3a +aI' 

und im Dreiecke M3aA 

M3 a = (61 - 62 ~ 63) cosqJ, 

wahrend aus dem Trapez M 3 aI' B 

- (6 -63) aI' = ~ sinqJ 

folgt. Die beiden letzten Beziehungen in (131) eingesetzt, fiihren zur Glei­
chung (130) und bestatigen damit die Richtigkeit der Zeichnung. 

Zur Ermittlung von r2 und T3 ist der analoge Weg einzuschlagen, so daB man 
schlieBlich drei Kreise fiir bestimmte Werte von qJ, 1p und X findet, die sich zu­
folge der Bedingung (114) in einem Punkte P schneiden. Seine Koordinaten 
liefern 6 und "1/2. 

Die Grenzwerte von qJ = 1p = X = 0 0 oder cos2 qJ = COS2 1p = cos2 X = 1 ver­
andern die Gleichungen (129) in 

Abb. lIS, d. i. der groBte Wert, den r1 in dem Feld fiir die raumlichen Verfor­
mungen annehmen kann, 

d. i. der kleinste Halbmesser urn M 2 , 

61 + 62 C 
r3max = ---2-- - 63 = M1 , 

d. i. der groBte Halbmesser urn M 1, wodurch die Senkrechten nA, nB und no in 
den Punkten A, B und C als Tangenten an den eben erwahnten Kreisen ver­
standlich werden, an die qJ, 1p und X anzutragen sind. 
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Die . vorstehenden Ausfiihrungen beziehen sich auf den Fall, daB die Ver­
formungen im Vergleich zu den Abmessungen des untersuchten Kiirpers sehr 
klein sind, wie das an den iiblichen Werkstoffen des Maschinenbaus im elastischen 
Gebiet zutrifft. Handelt es sich dagegen um groBe Formanderungen, wie solche 
z. B. an Gummi oder an Stahl nach starkem Uberschreiten der FlieBgrenze auf­
treten, so gelten die Gleichungen (ll3), (ll6) und (llS). Der Koordinatenanfangs­
punkt ist nach Abb. 120 um die Langeneinheit von Ovnach 01 (0.01 = I) zu ver­
legen und mit 01 als Mittelpunkt ein Kreis Emit dem Halbmesser 0,01 (Einheits-

Abb.120. Rltumlicher Verformungszustand bei groBen Formanderungen. 

kreis) zu schlagen. Dann ergeben sich die Komponenten der Verzerrung v als 
Strecke RP = Ii und als Bogen ROv = 15, wobei aber die Beziehung (19), nach 
der die Drehung 15 der halben Schiebung y/2 entspricht, nicht mehr gilt. (Den 
Nachweis der Richtigkeit und weitere Einzelheiten bringt ein demnachst er­
scheinender Aufsatz von Dr.-Ing. R. JASCHKE. 

e) Darstellung zusammengehOriger riiumlicher Verformungs- und 
Spannungszustlinde. 

Entsprechend den vorstehenden Ausfuhrungen lassen sich auch 
raumliche Spannungszustande fUr sich allein, aber auch zusammen mit 
den durch sie erzeugten Verformungen darstellen, und zwar zweck­
maBigerweise durch drei Kreise und zwei Bezugspunkte 0v und Os' 
Aufstellung 4 bringt die einschlagigen Beziehungen. (Von einem Be­
zugspunkt auszugehen und die Verformungen und Spannungen durch 
je drei Kr!3ise wiederzugeben, fUhrt zu verwickelten Bildern; deshalb 
sei darauf nicht naher eingegangen.) 1m zweiachsigen Verformungs­
zustand bezieht man die Punkte 0v und Os auf den Mittelpunkt M des 
Kreises, so daB der Abstand MOv= (81 +82)/2, also gleich dem arith­
metischen Mittel der beiden Hauptdehnungen ist. 1m raumlichen 
System ist zunachst ein Punkt M zu suchen, der der Bedingung OvM 
= (81 + 8 2 + 8 3) /3 entspricht und von ihm aus 0. zu ermitteln. Dazu 
dient das Verhaltnis (134), das sich durch Summieren der drei Einzel­
beziehungen (125) ergibt. 



Darstellung zusammengehOriger raumlicher Belastungszustande. 77 

eben 

OM _ E1 + E2 

• - 2 ' 

OM _ 0'1 + 0'2 
, - 2 ' 

Aufstellung 4. 

Zustand 
raumlich 

(132) 0 M _ E1 + E2 + Ea 
• - 3 ' 

(133) O,M = 0'1 + i + O'a, 

bei Darstellung an Hand zweier Bezugspunkte: 

(32 u. 35) MO, p 0'1 + 0'2 1 + " (134) MO, P 0'1 + 0'2 + O'a 1 +" 
MO. = 2 E1 +E; = 1 - " ' MO. =2- E1+E2+Ea = 1-2-';" 

2 
m, = 7f mo, (30) 

Der Festwert _(I + ,,) 
(1-2,,) 

und sein Kehrwert sowie 
fl/(I- 2 fl) konnenSpalte 12 
bis 14 der Aufstellung 1, 
Seite 3 oder Abb. 121 ent­
nommen werden. 0. liegt 
stets auf derselben Seite 
wie 0v, aber in groBerem 
Abstande, bezogen auf den 
Ausgangspunkt M. Zeich­
nerisch findet man M wie 
gestrichelt an Abb. 122 an­
gegeben, wenn man in den 
Schnittpunktendes groBen 
Verformungskreises mit der 
Abszissenachse zwei Lote 
gleicher, sonst aber beliebi­
ger Lange errichtet und von 
ihren Endpunkten Gerade 
nach den Mittelpunkten M 1 

und M 2 der beiden inneren 
Kreise zieht. M liegt senk­
recht unter dem Schnitt­
punkt S der beiden GroBen. 

(30) 
2 

8,o-+----+----4----4---~~--~ 

~O~----+----+----4---~----~ 

I,O'-+----4------4--~=+-----I-------+-

O-+----+----+----4------4----~ 

0,20 0,25 o.JO 0.35 
,a-

. l+u 1-21' 1'. 
Abb. 121. HIlfswerte 1 _ 2 ,u' 1 + I' und 1 _ 2,u In Ab-

hiingigkeit von der Querzahl ,... 
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1st ein raumlicher Spannungszustand aI' a2, a3, bezogen auf den 
Ausgangspunkt 08' gegeben, so fUhrt 0sM = (al +a2 +(3)/3 zu dem 

Punkt M und Beziehung (134) zu 0v. 

Beispiel 22. Wenn fl = 6,45 ·10-4, 
f2 = 0,85 . 10- 4, f3 = -1,5.10- 4 an Stahl ist, 

.$. so ist das Verformungssystem durch Abb. 122 
... """'--"j------1~I<fn1f---,Iu-~,---1-- bei einem MaBstab 1 em = 3 . 10 - 4 gegeben. 

I I I 
o 

I I I I I I i I I I I I 
o f(J{) fOfIOkg/cm.2 

Abb. 122. Darstellung eines raum­
lichen Verformungs- und Spannungs­

zustandes. Beispiel 22. 

Dann wird der Abstand des Punktes M von 
Ov dureh 

OM = fl + f2 + f3 = 6,45 + 0,85 - 1,5 • 10- 4 
v 3 3 

= 1,93 • 10- 4 

oder im MaBstab der Abbildung 0,643 em, der 
Bezugspunkt der Spannungen 0, aber dureh 

1+,u 
MO, = 1- 2,u MOv=3,25·1,93 .10- 4 =6,27.104 

entsprechend 2,09 em bestimmt. 
SpannungsmaBstab: 

m, = ~ mv = 2 • 808000 • 3 .10- 4 = 484 kg/cm2 je 1 em 

oder 100 kgJem2 = 0,206 em. 
Ergebnis: a1 = 1750, a2 = 840, a3 = 461 kgJem 2• 

L. Spannungszustande an den Oberflachen und im Innern von 
Wandungen und Korpern. 

a) Allgemeines. 
Bei der Ermittlung der FlieB- oder Bruchgefahr sind neben der 

Beanspruchung der MeBflache auch die im 1nnern der Wandung und 
an" der i Gegenflache herrschenden Verformungen und Spannungen zu 

- iL.Jz a beachten. Wenn, wie in der Regel, 

I 

an der MeBflache keine auBeren 
Krafte oder Fliissigkeitsdrucke wir­
ken, so herrscht dort ein durch 

~ Dehnungsmessungen erfaBbarer 

~
--d,' zweiachsiger Spannungszustand, in 

, der Wandung aber infolge der Quer-
~ u; dehnung stets ein dreiachsiger Ver-
~ 0, formungszustand, derunter bestimm-

a b ten Bedingungen groBere Spannun-
Abb. 123 bis 125. Spannungszusta~de an auf gen als an der Oberflache erzeugt. 

Innendruck beanspruchten Zyhndern. 
Sie konnen fUr das FlieBen oder 

den Bruch entscheidend sein. An Flachen, an denen Fliissigkeitsdrucke 
oder auBere Krafte wirken, was haufig auf der Gegenflache zur MeB­
flache an plattenfOrmigen und hohlen:Korpern zutrifft, ist sowohl der 
Spannungs- als auch der Verformungszustand dreiachsig. 



Allgemeines. 79 

Die VerhliJtnisse seien anschaulich an einem durch inneren Druck 
beanspruchten Zylinder, Abb. 123, erlautert. Denkt man sich an seiner 
AuBen- und seiner Innenflache je einen kleinen Quader a und b von 
den Seitenlangen dx, dy, dz parallel zu den Hauptachsen heraus­
geschnitten, so erhalt man die in Abb. 124 und 125 wiedergegebenen 
Spannungszustande. a unterliegt einem zweiachsigen Zustande, durch 
0'1 und 0'2=0'1/2 in Richtung der X- und Y-Achse, der aber als drei­
achsig mit 0'3 = 0 aufgefaBt werden kann und daher in dem anschlieBen­

Av&niliclt8 

I I I ' , . ~ 

Abb. 126 bis 129. Spannungszustande an der AuBen· uud Innenfliiche eines Zylinders unter 
innerem Druck. Beispiel 23. 

den Zahlenbeispie123 durch die drei Kreise der Abb. 126 gekennzeichnet 
ist, die in der perspektivischen Darstellung, Abb. 127, in den zugehorigen 
Ebenen eingetragen sind. Man erkennt, daB auf der AuBenflache, d. i. 
in der XY-Ebene, die Hauptspannungen 0'1 und 0'2 und eine groBte 
Schubspannung 0xy= (0'1 -0'2)/2 herrschen, daB die YZ-Ebene durch 0'2 

und Oyz = 0'2/2, das zahlenmaBig gleich 0xy ist, beansprucht wird, daB 
dagegen in der XZ-Ebene, namlich in der Wandung, die doppelt so 
hohe Schubspannung 0xz = 0max = 0'1/2 zusammen mit einer Normal­
spannung 0BMa = 0'1/2 wirkt. 

Fur den Quader b an der Innenflache des Zylinders gilt der drei­
achsige Spannungszustand, Abb. 128 und 129. Durch die Druckspan-
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nung -0-; = p werden die Hauptspannung crl, aber auch die Schub­
spannungen in allen drei Ebenen erhoht. Ihren GroBtwert erreicht die 
letztere in der XZ-Ebene, also gleichfalls in der Wandung, so daB von 
dort das FlieBen oder der Bruch z. B. an Stahlflaschen ausgehen muB, 
wenn die Formanderungen durch Gleitvorgange entstehen. 

Beispiel 23. An einer Gasflasehe von 200 mm liehtem Durehmesser und 
14 mm Wandstarke fiir Pi = 250 kg/em a Druek sind die Hauptspannungen Um­
fangs- und Axialspannungen G, und G •• Bezeiehnet rj den Innen-, r. den AuBen­
halbmesser der Wandung in em, so wird die AuBenflaehe dureh 

_ _ Pir; _ 250 • 102 _ 2 
G,. - 0'1 - 2 • r! _ r; - 2 • 11,42 _ 102 - 1666 kg/em, 

die Innenflaehe dureh 

, ~ + r; 102 + 11,42 2 
ati = 0'1 = Pi ~2 _ 2. = 250 11 42 _ 102 = 1916 kg/em 

r; 'f" ' 

in tangentialer Riehtung und die gesamte Wandung in axialer Riehtung dureh 

,r~ 102 /2 
0'0 = 0'2 = 0'2 = Pi ~ = 250 11,42 _ 102 = 833 kg/em 

1"; - ri 

beansprueht. 
An der AuBenflaehe wirken SOlnit die Hauptspannungen 0'1 = 1666, 0'2 = 833, 

Gs = 0 kg/emB, an der Innenflaehe al = 1916, a~ = 833, as = -250 kg/em2, die 
den Spannungskreisen in Abb. 126 und 128 im MaBstab 1 em = 600 kg/ems ent­
spreehen. Die groBte Sehubspannung an der AuBenwand Tmax erreieht 0'1/2 

= 833 kg/em2, wirkt unter 45° gegeniiber G1 in der XZ-Ebene mit einer Normal­
spannung OBMS von zahlenmaBig gleieher Hohe zusammen. 

An der Innenflaehe steigt die Sehubspannung auf T~ax = (0'1- 0'3)/2 

= (1916 + 250)/2 = 1083 kg/emB. Sie tritt in der XZ-Ebemi gleiehzeitig mit der 
Normalspannung 0~M3 = 833 kg/em2, und zwar unter 45° Neigung zu 0'1 auf. 

Die Verformungszustande sind in den Abb.126 und 128 dureh die Bezugs­
punkte O. und O~ gegeben, deren Lage dureh die Beziehungen der Aufstellung 4 
bestimmt ist. 

Quader a an der AuBenflaehe der Flasehe. Es ist 

o M - 0'1 + 0'2 + G3 __ 1666 + 833 + 0 .:.. 833 k / a • - 3 - 3 - gem, 

so daB M mit Ma zusammenfallt. 

1-2p 
MO. = 1 + p M 0, = 0,308 • 833 = 256,5 kg/em2 , 

das sind 0,43 em. 
Quader b an der Innenflaehe der Flasehe. 

0' M' - 0{ + a~ + 0'3 _ 1916 + 833 - 250 _ 833 k / 2 ,- 3 - 3 - gem. 

M'O~ = 11--:: M'O~ = 0,308·833 = 256,5kg/cm2 • 

Sowohl der Punkt M' als aueh der Bezugspunkt 0, Hegen also an den gleiehen 
Stellen wie im Fall des Quaders a. 
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VerformungsmaBstab: 

fJ 600 372 10-" mV=2m'=2-:-S08000=" Je em 

oder 1· 10- 4 = 0,27 em. 
Hauptdehnungen am Quader a: 

E1 = 6,74.10-', E2 = 1,58.10-'. Ea = -3,57.10- 4 ; 

am Quader b: 
~ = 8,30 . ~O-" E~ = 1,58. 10-" E~ = -5,12.10-'. 
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DaB die groBten Schubspannungen im Zusammenwirken mit den 
zugehorigen Normalspannungen vielfach fUr die FlieB- und Bruchvor­
gange maBgebend sind, zeigen die Erscheinungen bei statischen Ver­
suchen an zahen Werkstoffen, wie gegliihtem Stahl. An ihnen entstehen 
die bleibenden Formanderungen nach dem "Uberschreiten der FlieB­
grenzen nicht durch einfaches Recken der Fasern in der 
Kraftrichtung, sondern durch Abgleiten einzelner Tell­
chen oder ganzer Schichten aneinander unter etwa 45 0 • 

Denn ein wiirfelformiges Element b, Abb. 27, das unter 
45 0 zur Kraftrichtung liegt, verformt sich bei der Be­
lastung zu einem Parallelepiped. 1st nun die Wider­
standsfahigkeit des Werkstoffes gegeniiber den an diesem 
Element herrschenden Schub- und Normalspannungen 
geringer als gegeniiber der Normalspannung <11 am Ele­
ment a, so entstehen bleibende Formanderungen durch 
das erwahnte Abgleiten unter rd. 45 0 • Das pragt sich 
meist durch den Verlauf der FlieBlinien auf der AuBen- Abb.1S0. FlieS· 

-.''n_ kegel an einem 
flache von Korpern beim U oerschreiten der FlieBgrenze Zugstab. 

aus. Aber auch im Innern eines schwachkegeligen Probe-
stabes runden Querschnitts lassen sichdie "FlieBkegel" a und b, Abb.130, 
durch Xtzen des Mittelschnitts leicht sichtbar machen, wenn der Stab 
so hoch belastet wird, daB das FlieBen noch nicht seine ganze Lange 
erfaBt hat. Die Kegel begrenzen den FlieBbereich. 

b) Einachsiger Spannungszustand. 
Der einachsige Spannungszustand, dem ein Stab bei Beanspruchung 

auf Zug unterliegt, ist durch den Kreis iiber der Spannung <11, Abb. 131, 
dargestellt. Er kann auch als dreiachsig mit <12=<13=0 aufgefaBt wer­
den. LaBt man namlich in Abb. 132 die X-Achse mit der Stabachse 
zusammenfallen, so sind die Spannungen sowohl in der XY- als auch 
in der X Z-Ebene, aber auch in allen anderen durch die Stabachse 
gehenden Ebenen durch Kreise iiber <11 gekennzeichnet, wahrend der 
Kreis in der YZ-Ebene in den Punkt 0 8 zusammenschrumpft, so daB 
<12=<13=0 ist. In jeder durch die Stabachse gehenden Ebene wirkt 
nun 7:max = MN =<11/2 mit einer Normalspannung 08M =<11/2 unter 45° 

Rotscher·Jascbke, Dehnungsmessungen. 6 
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zur Achse zusammen, so daB das Gleiten auf einem Kegel stattfinden 
muB, wenn der Werkstoff gleichma13ig und fehlerfrei ist. Aber auch 

+(1 +l: 

H 

die groBeren Verformun­
gen bei hoheren Bela­
stungen iiber der FlieB­
grenze entstehen durch 

:r----h----"lC~ Gleitvorgange gleicher 

Abb. 131 und 132. Einachsiger Spannungszustand. 

% Art und konnen zu 
denreinen Gleitbriichen, 
Abb. 134 an Rund-, 
Abb.135 an Flachstaben 
oder Abb.133 an diinnen 
Blechen fiihren. 

Der haufig auftretende Mischbruch, A bb. 136, der im mittleren Teil 
Trennbruch zeigt, entsteht dadurch, daB sich die Verformung beim 

a, 

·w 
00 

Abb. 133 bis 136. Briiche an Zugstaben. 
Abb. 137 und 138. Fllell­
kege! im Einschniirgebiet. 

Einschniiren nicht mehr auf den ganzen Stab erstreckt, sondern auf 
das Gebiet zwischen den FlieBkegeln c und d, Abb. 137, beschrankt, 

wahrend die auBerhalb liegenden starkeren Stab­
teile unverandert bleiben. Das FlieBgebiet wird 
mit zunehmender Einschniirung immer kleiner, 
bis sich schlieBlich die Kegelspitzen beriihren 

'--~--+·7 und ineinander eindringen, Abb. 138. Dann wird 

Abb. 139. Verformungszu­
stand bei einachsiger Be­

anspruchung. 

jedoch das NachflieBen des Werkstoffes zur Stab­
achse unmoglich und infolgedessen der Bruch 
durch Normalspannungen als Trennbruch einge­
leitet, wahrend sich der kegelige Rand wieder 
durch Abgleiten bilden kann. Der Bruch beginnt 
also bei fehlerfreiem Werkstoff in der Stabachse 
und klafft deshalb dort am starksten. 

1m Gegensatz zu Stahl sind sprode Stoffe, wie GuBeisen, gegeniiber 
reinen Normalspannungen empfindlicher und unterliegen deshalb Trenn-
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bruchen. Das gilt sowohl bei Zugversuchen als auch bei Drehversuchen, 
die an Rundstaben zu schraubenfOrmigem Verlauf des Bruches unter 
etwa 45 0 Steigungswinkel, d. h. senkrecht zur Zugspannung 0'1 nach 
Abb. 54 fiihren. 

Dauerbruche sind stets Trennbruche. Sie setzen senkrecht zur 
groBten auftretenden Normalspannung an. 

Fur die Verformungen gilt im FaIle von Stahl der Bezugspunkt 0,1) 
in Abb. 131. Der Zustand ist dreiachsig, indem nach Abb. 139 in der 
Y Z-Ebene eine nach allen Richtungen gleich +0 +E 

groBe Querdehnung e2 = e3 = -{leI entsteht. 

c) Zweiachsiger Spannungszustand. 
Der zweiachsige Spannungszustand, der 

an Oberflachen herrscht, an denen keine 
auBeren Krafte angreifen, ist mit 0'1 und 0'2 

als Hauptspannungen durch den ausgezoge­
nen Kreis uber 0'1 -0'2 in Abb. 140 gekenn­
zeichnet, wenn beide Spannungen positiv 
sind. Wird die Oberflache als XY-Ebene 

Abb. 140. Zweiachsiger Spannungs· 
zustand bei +G1 und +G,. 

eines rechtwinkligen raumlichen Koordinaten-
systems angesehen, so ist der Zustand bei der Ermittlung der Span­
nungen in der Wandung als dreiachsig mit 0'3=0 aufzufassen und des­
halb die Darstellung durch die gestrichelten Kreise uber 0'1 -0'3 und 
0'2 -0'3 zu erganzen, die fur die Spannungen 
in der X Z- und Y Z-Ebene gelten. Die groB­
ten Beanspruchungen treten entsprechend 
den Punkten D oder N auf dem Umfang des 
groBten Kreises in der XZ-Ebene auf, die '" 
senkrecht zur Oberflache in Richtung der 1-.......... -+---I4I'+n-h----+­
groBeren Hauptspannung 0'1 liegt, wie das 
naher in Beispiel 23 fur den Sonderfall 
0'2 = 0'1/2 am Quader a, Abb. 127, gezeigt 
wurde. Die groBte auftretende Schubspan- Abb.141. Zweiachsiger Spannungs-

nung Tmax = M N = 0'1/2 wirkt zusammen zustand bei +0"1 und -G,. 

mit einer gleich hohenNormalspannungOsM 
in Ebenen unter 45 0 zu 0'1' die die Oberflache in Linien senkrecht zu 0'1' 

also langs oder parallel zur Y-Achse schneiden. Dementsprechend sind 
FlieBlinien und Bruche stets senkrecht zur groBeren Hauptspannung 0'1 

zu erwarten, auch wenn sie die Folge von Schubspannungen in der 
Wandung sind. Solche Linien oder das ReiBlackverfahren geben also 
in dem FaIle einen Anhalt fur die Richtung der Hauptspannungen, 
deren groBere senkrecht zu den erwahnten Linien liegt. 

1st dagegen 0'2 negativ, Abb. 141, so liegen die gestrichelten Er-

6* 
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ganzungskreise innerhalb des ausgezogenen; mithin treten die groBten 
Beanspruchungen auf der Oberfliiche des Korpers auf, wobei eine 
Schubspannungrmax = MN = (0'1 -0'2)/2 mit einer Normalspannung OsM 
= (0'1 + 0'2)/2 gepaart ist, wenn 0'2 unter Beachtung seines Vorzeichens 
eingesetzt wird. Die FlieBlinien bilden sich in dem FaIle unter 45° zu 
den Hauptspannungen aus, ahnlich, wie an auf Zug beanspruchten 
Staben, wahrend das ReiBlackverfahren zufolge der Sprodigkeit des 
Uberzugs Linien senkrecht zu 0'1 liefert. 

Der Verformungszustand ist dreiachsig; die zugehorigen Bezugs­
punkte 0v sind fUr Stahl in Abb. 140 und 141 eingetragen. 

Bei Beanspruchungen durch reine Schubspannungen, z. B. bei Be­
lastung eines weichen FluBstahl-
stabes rechteckigen Querschnitts 
auf Drehung, bilden sich im 

-- -- ...... .....-...--==== ===-:::=----
Abb. 142 und 143. ReiBlacklinien an einem auf Drehung beanspruchten Stabe rechteckigen 

Querschnitts. 

ReiBlack Linien, Abb. 142, aus, die in den Ebenen der groBten 
Schubspannungen liegen. Bei genugender VergroBerung, Abb. 143, 
lOsen sie sich jedoch in kurze, unter 45 ° liegende Risse im Lack auf, 
infolge der groBten Normalspannungen. Die Erscheinung ist dahin 
zu deuten, daB sich die Formanderungen im Stahl beim Uberschreiten 
der Gleitgrenze durch Schiebungen ausbilden, daB dagegen der sprode 
Lack durch Normalspannungen reiBt. 

d) Dreiachsiger Spannungszustand_ 
Es sei nur der fUr Dehnungsmessungen allein wichtige Fall behandelt, 

daB die auBeren Krafte senkrecht zur Oberflache wirken, Schubkrafte 
also fehlen oder vernachlassigt werden konnen. Diese Bedingung ist 
erfiillt, wenn an der Oberflache gleichmaBig verteilter Flussigkeits- oder 
Gasdruck oder Flachendrucke infolge, Stutzkraften herrschen, die senk­
recht zur Oberflache wirken. 1st der spezifische Druck p in kg/cm 2 

gegeben, so ist 0'3 = -p senkrecht zur Oberflache, also in Richtung der 
Z-Achse anzusetzen, wenn die X- und die Y-Achse des Koordinaten­
systems auf der Oberflache in Richtung der Hauptspannungen 0'1 und 0'2 



Dreiachsiger Spannungszustand. 85 

liegen. Der Spannungskreis fiir die Oberflache, das ist die XY-Ebene, 
Abb. 144 und 145, in denen zwei verschiedene Zustande (0"2> 0 und 
0"2 < 0) dargestellt sind, geht durch die Endpunkte von 0"1 und 0"2' der­
jenige der XZ-Ebene durch die Endpunkte von 0"1 und 0"3' der fiir die 
YZ-Ebene durch die Endpunkte von 0"2 und 0"3' Vgl. hierzu Abb. 129. 
In welcher Ebene die groBten Beanspruchungen auftreten, laBt der 
groBte der drei Kreise erkennen. 

Von den FlieB- und Brucherscheinungen gilt sinngemaB das unter c) 
Gesagte. Als Beispiel sei auf die Bildung der oft messerscharfen Granat-

+() +C1 

(},,----I 

Abb.144. Dreiachsiger Spannungszustand 
bei +0'1,0'2 und -0'3 = p. 

Abb.145. Dreiachsiger Spannungszustand 
bei +0'1, -a. und -Ua = 'P. 

splitter hingewiesen, Abb. 146, die durch die Schubspannungen in 
Ebenen unter rd. 45 0 zur Oberflache parallel zur GeschoBachse infolge 
des Gasdruckes im Innern des Geschosses entstehen. 

Zusammenfassend laBt die Darstellung durch die drei Kreise die 
folgenden allgemeinen Schliisse zu: 

1. Die groBten Beanspruchungen sind durch 
die Umfangspunkte des groBten der drei Kreise­
gegeben. 

2. Dieser Kreis ist durch die Differenz der 
groBten und der kleinsten Hauptspannung -

B h h V h b Abb. 146. Splltterbildung bei unter eac tung i rer orzeic en - estimmt. Granaten. 

Wirken diese beiden Spannungen langs der 
AuBenflache, so tritt die groBte Beanspruchung dort, andernfalls aber 
in der Wandung auf. 

Je nach dem Werkstoff und der Art des Betriebes konnen also ent­
weder die groBten Schubspannungen zusammen mit den zugehorigen 
Normalspannungen oder die groBten Normalspannungen allein fiir das 
FlieBen oder den Bruch und damit fiir die Sicherheit entscheidend sein. 
Da alle diese Spannungen Punkten des groBten Spannungskreises ent­
sprechen, ist dessen Ermittlung und Benutzung fUr den Konstrukteur 
besonders wertvoll. . 
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M. Ermittlung des raumlichen Beanspruchungszustandes aus 
den gemessenen Dehnungen. 

a) Die Spallllullg 63 sellkrecht zur Flliche ist Null. 
Cl und C2 seien die durch Messungen ermittelten Hauptdehnungen 

auf dieser Flache. Mit ihnen kann der in Abb. 147 stark ausgezogene 
Verformungskreis der XY-Ebene iiber AB aufgezeichnet werden. Die 
Dehnung C3 senkrecht zur MeBflache errechnet sich aus (124) mit a3 = 0 

'if _& zu c3 = -fllX(al + a2 ). 

, • 1 I [ 

Abb.147 und 148. Zur Ermittlung 
des riiumJichen Beanspruchungs­
zustandes aus gemessenen Deh-

nungen. Beispiel 24 und 25. 

Drtickt man a1 + a2 nach (34) durch die 
Dehnungen Cl und C2 aus, so wird 

(135) I C3 = -G (cl + c2) I, 
wobei fl/(1 - fl) SpaIte 8 der Zahlentafel 1 
entnommen werden kann. 

Tragt man c3 von 0. unter Beachtung . 
seines Vorzeichens auf, so ergeben sich die 
gestricheIten Verformungskreise tiber Cl - C3 

fiir die X Z-Ebene und iiber C2 - C3 fiir die 
YZ-Ebene. 

Der Endpunkt von C3 ist gleichzeitig der 
Bezugspunkt O. fiir die Spannungen, so daB 
0BA die eine Hauptspannung a1 und 0BB 
die andere a2 unter Beachtung des Span­
nungsmaBstabes darstellen. Das Lot in Os 
auf der Abszissenachse tangiert den Kreis 
iiber a1 und bestatigt damit, daB es sich 
um einen zweiachsigen Spannungszustand 
handeIt. 

Das ist am einfachsten indirekt zu beweisen. Nach Zeichnung ist 

MO MO 0 0 Cl + C2 Cl + C2 ft ( ) 
8 = • + V 8 = -2- - C3 = - 2- + 1 _ ft Cl + c2 

1 + ft cl + c2 
=1-~·-2-

entspricht somit der Beziehung (36), so daB tatsachlicJ;1 der Endpunkt 
von C3 der Bezugspunkt O. ist. . 

Beispiel 24. In Abb. 147 sind Cl = 5,0.10 - 4 und c2 = 0,5.10 - 4 die ge­
messenen Dehnungen. Damit ist der ausgezogene Verformungskreis im MaBstab 
1 em = 3 . 10 - 4 gegeben. Die dritte Hauptdehnung wird 

ca = - -1 ft (Cl + c2) = -0,428 (5 + 0,5) . 10- 4 = -2,36. 10- 4 • 
-ft 
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Sie .fiihrt zu den gestriehelten Verformungskreisen und dem Bezugspunkt 0" 
wahrend die Spannuugen im MaBstabe 

m, = ~ mv = 2 . 808000 . 3 . 10-4 = 485 kg/em2 je em 

oder 100 kg/em2 = 0,206 em abzulesen sind. 
Ergebnis: <11 = 1190, <12 = 460, <13 = 0 kg/em2• 

b) Senkrecht zur FIache wirkt -63 = p. 

Steht ein GefaB unter innerem Druck p, so entsteht auf der AuBen­
(MeB-) Flache ein zweiachsiger, an der inneren ein dreiachsiger Span­
nungszustand. Herrscht dagegen im GefaB Unterdruck, so muB der 
dreiachsige Zustand an der Auf3enfldche mit -O"a = pals Uberdruck an­
gesetzt werden. Da jedoch der Unterdruck, der hochstens 1 kg/cm 2 be­
tragen kann, gegenuber den Wandungsspannungen vernachlassigt wer­
den darf, (O"a ~ 0), laBt sich dieser Fall nach a) behandeln. 

Die Hauptdehnungen auf der mit p belasteten Flache seien mit "1 
und "2' die entsprechenden Hauptspannungen mit 0"1 und 0"2 bezeichnet. 
Dann wird die dritte Hauptdehnung durch die Wirkung von O"a = -p 
nach (124) vergroBert auf 

"a = iX[O"a - tt(0"1 + 0"2)] = iX[ -p - tt(0"1 + 0"2)]' 

Druckt man 0"1 + 0"2 nach Formel (125) durch O"a = -p und die drei 
Hauptdehnungen aus, so ergibt sich nach einigen Umformungen 

"a laBt sich mithin aus p und den auf Grund der Messungen ermittelten 
Hauptdehnungen "1 und "2 berechnen und zusammen mit den letzteren 
zum Aufzeichnen der drei Verformungskreise und zur Ermittlung der 
Lage des Bezugspunktes as fur die Hauptspannungen oder zur Berech­
nung der letzteren nach den Beziehungen (125) benutzen. Die Richtig­
keit der Ermittlung kann daran nachgepruft werden, daB die Haupt­
spannung O"a = -p sein muB. 

Beispiel 25. Bei t\ = 5,0 . 10-4, 132 = 0,5 . 10-4, wie in Beispiel 24, und 
- <13 = P = 150 at Druck wird die dritte Hauptdehnung: 

= _1,857(1 - 2.0,3) . 150 _ 0 428(5 05) .10-4 = -2 89.10-4 
133 2100000 ' +, ,. 

Sie fiihrt zu Abb.148. Wegen des dreiaehsigen Sp3lllIlungszustandes ist zunaehst 
der Punkt M aus (132) 

Ov M = 131 + 132 + 133 = 5 + 0,5 - 2,89 . 10-4 = 0 87.10- 4 
3 3 ' 

zu ermitteln und von fum aus naeh (134) 

MO, = II ~ ~MOv = 3,25.0,87.10- 4 = 2,83.10- 4 

naeh links einzutragen. 
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SpannungsmaBstab: 
2 

m, = 7f . mv = 2 . 808000 . 3 . 10- 4 = 485 kg/cm2 

oder 100 kg/cm2 = 0,206 cm. 
Os liegt innerhalb zweier Kreise, derart, daB 0,0 im SpannungsmaBstab ge. 

messen, -(]s = 150 kg/cm2 ergibt, was die Richtigkeit der Ermittlung bestatigt. 
Ergebnis: (]1 = ll20, (]2 = 400, (]s = -150 kg/cm2• 

N. Ermittlung der Dehnungen im Innern von Wandungen 
und an der Gegenflache zur Me8stelle. 

An Hohlkorpern, Deckeln, Platten, Rahmen und anderen Konstruk. 
tionsteilen ist vielfach nur die eine Flache, meist die auBere, den Deh. 
nungsmessungen zuganglich. An ebenen und stetig gekriimmten Stellen 

kann man nun in der Wandung geradlinige Ver­
teilung der Dehnungen annehmen, die sich in 
der Regel aus einer gleichmaBigen Grunddeh­
nung BU' Abb.149, als Folge einer Beanspruchung 
auf Zug oder Druck und einer iiberlagerten 
Biegedehnung, ± Bb' einem iiberschlagenen Drei­
eck entsprechend, zusammensetzen. Abweichun-

Abb.149. Debnungsverteilung d L d S II in einer Wandung. gen von der gera en inie sin nur an te en, 
wo groBe Querkrafte wirken, oder Stellen un­

stetiger Kriimmung, also an schroffen Querschnittiibergangen, an den 
Ansatzstellen von Rippen und anderen Wandungsteilen und am Grunde 
von Kerben zu erwarten. Die Biegedehnungen rufen eine Anderung der 
Kriimmung der Oberflache und damit der Neigung zweier Stifte, Tl 

,r, 

und T 2 , Abb.150, hervor, die im Abstande l 
voneinander an der MeBstelle aufgelOtet oder 
aufgeschweiBt sind. Dadurch wird die Bestim­
mung der Dehnungen im Innern der Wandung, 
also auch an der Gegenflache moglich. 

Den Beweis, daB die Dehnungen selbst an 
stark, aber stetig gekriimmten Stellen nach 
einer geraden Linie verlaufen, hat K. BOTTCHER 

Abb.150. Zur Ermittlung der d hU h . h k f . Debnungen an der Gegenflacbe. urc ntersuc ungen an elnem a en ormlgen 
Korper [16] erbracht. Er zeigte, daB GroBe und 

Verteilung der Spannungen nach der GRASHoFschen Formel fUr ge­
kriimmte Balken an der am hochsten beanspruchten Stelle, die 99 mm, 
also recht breit war, mit den Versuchswerten sehr gut iibereinstimmen. 
Die Formel geht aber von der Annahme des Ebenbleibens der Quer­
schnitte aus, die somit zutreffend sein muB. Auch bei mehrachsigem 
Spannungszustande darf geradlinige Verteilung der Dehnungen ange. 
nommen werden, da sich die Verformungen algebraisch addieren. 
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Die Stifte konnen auf Stahl, StahlguB, Bronze und Messing nach 
Blankmachen der Stelle mit Weichlot befestigt werden. Auf GuBeisen 
macht das unmittelbare Aufloten Schwierigkeiten, die sich iiberwinden 
lassen dadurch, daB zunachst eine diinne Kupferschicht durch ganz 
kurzes Beriihren der Flache mit einer Kupferelektrode aufgeschweiBt 
wird. Auf dem Kupfer lassen sich dann die Messingstifte leicht auf-
16ten. Sorgfaltig ist darauf zu achten, daB die Stifte genau mittig 
iiber den Endpunkten der MeBstrecke und senkrecht zur MeBflache 
stehen und daB sie festsitzen. Lose Stifte fiibi-en trotz der geringen 
Krafte, die zum Anpressen und zur Betatigung der Dehnungsmesser 
notig sind, stets zu Fehlmessungen. Die Lange der Stifte nimmt man, 
wenn in der Wandung nur ma.Bige Biegespannungen zu erwarten sind, 
groB, bei hoher Beanspruchung klein. So wurden an einem gewolbten 
Deckel von 667 mm Wolbungshalbmesser im mittleren Tell 20 mm 
lange, weiterhin 15 mm und in der Kehle an der Ansatzstelle des Flan­
sches 10 mm lange Stifte benutzt. 

a) Ermittlung der Dehnungen mittels Tensometern oder Spiegelgeriiten. 
Bei Dehnungsmessungen, die einmal auf der Grupdstrecke l, das 

andere Mal auf den Kopfen der Stifte Tl und T 2 , Abb. 151, ausgefiihrt 
werden, schlag~n die Messer verschieden stark aus, Abb. 150. Aus der 
Lange a der Stifte sowie den Ausschlagen A' und As kann man den Aus­
schlag A", den ein Dehnungsmesser auf der Gegenflache der Wandung 
zeigen wiirde, und daraus die Dehnun­
gen sowie die Beanspruchungen in der 
Wandung, insbesondere an den beiden 
Oberflachen, wie folgt berechnen. 

An einer ebenen Wand ist bei der 
Wandstarke 8 

A" = A 0 - B 0 = As _ (}..' _ ).") a + 8 
8 

(137) A" = X(a + :) - A,8\ 

und die Dehnung auf der MeBflache 

(138) 

auf der Gegenflache 

(139) Ie" = ~-= = A'(a + 8) - A,8/ I l al • 

Abb. 151. Ermittlung der Dehnungen in 
einer Wandung. 

An stark gekriimmten Flachen und in Kehlen ist die Kriimmung 
zu beriicksichtigen. Das Ausgangselement hat keilformige Gestalt, 
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Abb. 152 und 153. Der Ausschlag A" errechnet sich nach Gleichung (137); 
die Dehnung e" wird jedoch durch die verschiedenen Langen der Fasern 

auf der hohlen und der erhabe­
nen Seite beeinfluBt. Bei einem 
Kriimmungshalbmesser e auf 
der MeBflache wird, falls die 
Messungen auf einer hohlen 
Flache durchgefiihrt werden, 

e' = A' fl, 

Abb. 152 und 153. Zur Ermittlung von Dehnungen 
in gekriimmten Wandungen. (140) Ie" = A'(a + s) - A,s ,. 

al(e + s) /e 

Wenn die Messungen auf einer erhabenen Flache erfolgen, wird dagegen 

(141) Ie" - A'(a + s) - A,S 
- al(e-s) /e . 

b) Ermittlung' der Dehnungen mittels des HUGGENBERGERSchen 
Biegungs-Verzerrungsmessers. 

Der in Abb. 154 dargestellte Biegungs-Verzerrungsmesser wird auf 
Stifte, die mittels einer besonderen Lehre in l = 20 mm Abstand senk­
recht zur Oberflache auf dem zu untersuchenden Korper befestigt sind, 
aufgesetzt. Die Saulen des Messers sind mit Stellschrauben auf den 
Stiften festgeklemmt; die rechte Saule tragt das Zeigerlager und die 

Abb. 154. Biegungs-
verzerrungsmesser von 

HUGGENBERGER. 

Teilung, die in der iiblichen Weise mit Spiegel­
belag zur Vermeidung von Ablesefehlern infolge 
von Parallaxe versehen ist. An der anderen sitzt 
ein Zapfen, der mittels einer Koppel den Zeiger 
ausschlagen laBt, wenn die Saulen sich neigen. 
Eine Feder verspannt Koppel und Zeiger gegen­
iiber den Stiitzpunkten. 

Auch bei dem Verfahren sind zwei Messungen 
notwendig; die eine wird auf der MeBflache langs 
der gleichen Strecke l mit einem Dehnungsmesser 
durchgefiihrt, die andere nach dem Aufsetzen der 
Stifte mittels des Biegungs-Verzerrungsmessers. 
Aus dem Zeigerausschlag lassen sich der Neigungs­
winkel y, Abb. 155, und die Verlangerung der 
MeBstrecke auf der Gegenflache und damit die 
dort herrschende Dehnung berechnen. Ein recht­

flachiges Element von der Lange lund der Wandstarke 8 geht in die 
gestrichelte Form iiber. Auf der MeBflache wird die MeBstrecke um 
A', auf der Gegenflache um A" verlangert. Die beiden Saulen schlagen 
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um je yj2 aus. Verfolgt man zunachst den Ausschlag der rechten Saule, 
so vergroBert sich 0 D = A' j2 auf 

" '" s + c '" EG = EH + HG = ~--'" .-+ ~ 
2 s 2 ' 

wobei c die Strecke DE am Verzerrungsmesser ist. An der Skala 0 

entsteht dadurch ein Zeigerausschlag J K = E G ; ~ = E G u., wenn 

u. das "Obersetzungsverhaltnis des Zeigers ist. 

(A' - )!' s + CAli) 
JK= -2-·-s-+"2 u •. 

Dieser Ausschlag wird nun praktisch bei dem klei. 
nen Winkel y durch die Neigung, die die linke 
Saule h2 erfahrt, auf den doppelten Betrag 

A. = [(),' - A") s -:- C + A"] u. 

gebracht. 1st A' durch Tensometermessung bekannt, 
so laBt sich aus A' und A. die Verlangerung 

(142) A" _ A'(8 + c) U z - A.s\ 
- cu. I 

berechnen und damit die Messung nach den For· 
meln (138) bis (141) weiter auswerten. 

N 

Der Fehler, der dadurch entsteht, daB die Abb.155. ZumBiegungs· 
verzerrungsmesser nach 

iiblichen Dehnungsmesser im Faile von Abb. 152 HUGGENBERGER. 

und 153 nicht langs der gebogenen Oberflache, 
sondern langs Sehnen arbeiten, macht sich erst fiihlbar, wenn lje = 0,485 
oder e ~ 2l ist. Aufsteilung 5 gibt den Fehler t, bezogen auf die MeB· 
lange des Gerates und bei verschiedenem Verhaltnis lje nach 

(143) t = [-:d~ - 1] 100% sma/2 
an. 

Aufstellung 5. 

IX = l/(1 = 0,175 0,262 0,349 0,436 0,485 0,524 0,698 0,873 
f =; 0,1 0,3 0,5 0,8 1,0 1,2 2,1 3,2% 

o. Fehler und Storungen bei Dehnungsmessungen. 
a) Allgemeines. 

Jede Dehnungsmessung ist mit Fehlern behaftet. Sie konnen 
1. im Werkstoff und Werkstiick begriindet sein, oder 
2. durch MeBfehler infolge unrichtiger Bestimmung a) der Krafte 

und b) der Formanderungen entstehen. 
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Wegen der Fehler kann der wahre Wert einer Dehnung nicht er­
mittelt werden. Man muB vielmehr versuchen, den wahrscheinlichsten 
Wert zu bestimmen, dem man urn so naher kommt, je groBer die Sorg­
faIt der Beobachtung und die Zahl der Messungen ist. Dabei laBt sich 
die Genauigkeit wesentlich erhohen, wenn man neben den zur Ermitt­
lung der Hauptdehnungen notwendigen zwei oder drei Messungen in 
verschiedenen Richtungen eine weitere ausfiihrt und die Ergebnisse 
nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ausgleicht. 

In dem Falle, daB die Richtungen der Hauptdehnungen unbekannt 
sind, ist ein anderer Weg, zunachst drei Messungen nach Art der in 
Abschnitt H c besprochenen durchzufiihren, die Lage der Hauptachsen 
zu ermitteln und nun die groBere Hauptdehnung nachzupriifen, weil 
so die groBte MeBgenauigkeit verbiirgt wir:d. 

Haufig ergeben sich Nachpriifungen an Hand der Gleichgewichts­
bedingungen. Beispielsweise miissen an gelochten Flachstaben, Abb.l71, 
die Flacheninhalte unter den Kurven der wirklichen Dehnungen und 
unter der mittleren em gleich groB sein. 

Grobe Fehler, wie unrichtiges Ablesen der Gerate oder falsches Aus_ 
werten der Ablesungen, miissen vermieden werden. Sie lassen sich durch 
Ausgleichrechnungen nicht ausmerzen, wohl aber im Einzelfalle bei 
Untersuchungen langs Linien und auf Flachen durch Auftragen der 
Ergebnisse an Unstetigkeiten der Kurven erkennen. Solche Messungen 
sind gesondert nachzupriifen. 

Zu 1. Einfluf3 des Werkstoffes und des Werkstiickes. Wie einleitend 
bemerkt wurde, gelten die abgeleiteten Beziehungen nur fiir gleich­
formige Werkstoffe mit bestimmten Werten fiir iX, f3 und fl, die 
bekannt sein miissen. In der Beziehung ist zu betonen, daB die MeB­
stellen bearbeitet sein sollten, weil Zunder und GuBhaut andere Dehn­
zahlen haben als der Grundwerkstoff, abgesehen davon, daB ihre Un­
ebenheiten den Sitz der Messer unsicher machen. Sehr st6rend konnen 
Anderungen der Wandstarke, Porositat oder Lunkerbildungen und Un­
regelmaBigkeiten der Kriimmungsverhaltnisse wirken. Den EinfluB der 
letzteren zeigt Abb.156 an einem zylindrischen Rohr, Abb.165, das zu­
nachst bei dem vorgesehenen inneren Druck auf die GleichmaBigkeit der 
Beanspruchungen hin untersucht wurde. Dadurch sollten die Aus­
schnitte, deren Wirkung auf die Spannungsverhaltnisse festzustellen war, 
in einem Feld moglichst gleicher Spannung angebracht werden konnen. 
Nachweislich waren die Spannungsberge und -taler auf geringe Beulen 
in der Wandung zuriickzufiihren, die beim Walzen des Schusses ent­
standen, mit bloBem Auge aber iiberhaupt nicht zu erkennen waren. 

Auch machen sich Absatze, Kehlen und Kerben im Werkstiick nicht 
allein durch ortliche Spannungsst6rungen, sondern oft weithin durch 
Spannungswellen geltend, vgl. Abb.173 und 174. 
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Etwaigen Hysteresiserscheinungen an hochbelastetem GuBeisen be­
gegnet man dadurch, daB man die Messungen nur bei steigender Be­
lastung, nicht aber wahllos bei Be- oder Entlastungen des Versuchs­
stiicks durchfiihrt. 

Manchmal konnen hohe Eigenspannungen storend wirken, wenn der 
Werkstoff des Versuchskorpers zum FlieBen kommt. In solchem FaIle 
ist es zweckmaBig, das Stiick einige Male iiber den vorgesehenen Ver­
suchsbereich hinaus zu belasten oder die Eigenspannungen durch Aus­
gliihen zu beseitigen. 

H 

AI 

800llQ/an.3 

GOO 

fOD 

Abb. 156. Wirkung ungleichmiWiger Kriimmung an einem zylindrischen Rohr auf die Spannungen. 
Oberflache abgewickelt gezeichnet. N ach HENNES, Untersuchungen tiber die Spannungen an 

Ausschnitten. 

Zu 2. Bei den MefJfehlern sind zwei Arten, namlich die 8Y8temati8chen 
(regelmaBigen) und die zufalligen (unregelmaBigen) FeWer zu unter­
scheiden. 

Die systematischen sind durch die Eigenart der verwandten Ma­
schinen oder Kraftanzeiger einerseits und der Dehnungsmesser und 
MeBverfahren andererseits gegeben. Die FeWer treten gesetzmaBig auf, 
verfalschen das Ergebnis stets in bestimmtem Sinn und konnen nur 
durch Eichen der Maschinen und Gerate oder durch Wechseln des MeB­
verfahrens, nicht aber durch Wiederholen der Versuche oder durch 
Nachmessungen aufgedeckt werden. Beim Eichen geht man gewohn­
lich von bestimmten, bekannten Spannungszustanden aus, die man mit 
den Angaben der Maschinen oder der Messer vergleicht. Werden diese 
jedoch unter ungewohnlichen Bedingungen, ein Messer z. B. in han­
gender Lage benutzt, wahrend er in aufrechter SteIlung geeicht worden 
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war, so sind besondere Nachprtifungen unter diesen Bedingungen ge­
boten, wenn einwandfreie Ergebnisse erzielt werden sollen. 

Nachprufungen sind auch dann erforderlich, wenn die Vermutung be­
steht, daB die Gerate bei der Benutzung oder im Betriebe gelitten haben. 

Ergeben die Prufmaschinen und Kraftmesser, z. B. die Manometer 
zur Bestimmung von Flussigkeitsdrucken, oder die Gerate Unterschiede 
in der Anzeige, je nachdem, ob die Belastung steigt oder faUt, ist also 
toter Gang, storende Reibung oder Hysteresis vorhanden, so ist es zur 
Erhohung der Genauigkeit zweckmaBig, an die Belastung stets in einem 
bestimmten Sinn, z. B. von unten her, heranzugehen. 

Immer sind die Messungen bei einer gewissen Anfangsbelastung an­
zusetzen und zwischen ihr und einer Hochstlast durchzufUhren; vollige 
Entlastung ist aber zu vermeiden, wei! sie leicht Veranderungen der 
Einspann- und Auflagerbedingungen der Versuchsstucke zur Folge hat, 
die sich nicht oder nur schwer erfassen lassen. 

Sorgfaltig ist auf richtigen Sitz der MeBgerate an den Werkstiicken 
zu achten. Bei mehrmaligem Be- und Entlasten in den vorgesehenen 
Grenzen mussen sich praktisch die gleichen Anzeigen ergeben oder doch 
bald einsteUen. GroBere Schwankungen derselben und Verlagerungen 
der Gerate sind durch erneutes Ansetzen der Messer zu beseitigen. 

Ein systematischer Fehler ist noch, wenn man die MeBlangen l zu 
groB wahlt. Sie sind so zu nehmen, daB der Dehnungsverlauf in ihrem 
Bereich noch genugend genau durch eine gerade Linie ersetzt werden 
kann. Denn dann kommt das MeBergebnis, das dem Mittelwert der 
Dehnungen innerhalb l entspricht, uber der Mitte der MeBlange auf­
getragen, dem wahren Dehnungswert in diesem Punkte nahe. Wie man 
mehrere aneinandergereihte Messungen ausgleichen kann, wird unter Pb 
naher besprochen. 

Ferner konnen mangelhafte Einrichtung des einzelnen Gerates, 
Empfindlichkeit gegenuber der Harte des Versuchsstuckes, Benutzung 
von mehr oder weniger guten Aufspannvorrichtungen bedeutenden Ein­
fluB haben. 

Die zu/alligen (unregelmaBigen) Fehler folgen keinen erkennbaren 
Gesetzen, so daB man ihren EinfluB nicht wie bei den systematischen 
erfassen und berucksichtigen kann. Sie beeinflussen die MeBergebnisse 
teils im positiven, teils im negativen Sinn. Wichtige Ursachen fUr 
diesel ben sind: 

ex) personliche Schatzungsfehler infolge UnvoUkommenheiten der 
Beobachtung, ungenugende Ubung und ungleichmaBige Aufmerksam­
keit des Beobachters; 

(3) auBere Verhaltnisse, wie Beleuchtung, Oberflachenbeschaffenheit 
des Versuchskorpers, Temperaturanderungen, Erschutterungen unter 
Verlagerung der Messer wahrend des Versuchs. 
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Zu IX) Bei der Ermittlung sowohl der Belastung als auch der Form­
anderungen pflegen MeBlatten oder -teilungen benutzt zu werden. Ein 
und derselbe Ablesefehler, z. B. die Ungenauigkeit der Beobachtungen 
um l/S Teilstrich, wirkt sich bei kleinen Ausschlagen viel starker aus 
und bedingt groBere Unsicherheit als bei groBen. Denn an einer hundert­
teiligen MeBlatte entspricht 1/5 Teilstrich bei einem Ausschlag um 
100 Teile 0,2%, bei einem solchen von 10 Teilen dagegen 2% Unsicher­
heit. Es empfiehlt sich also, die Kraft-, aber auch die Dehnungsmesser 
so zu wahlen, daB ihr MeBbereich weitgehend ausgenutzt wird. 

Sorgfaltig sind parallaktische Fehler durch Ablesen von Skalen in 
schrager Richtung zu vermeiden, was Teilungen mit Spiegelbelag er­
leichtern. 

Zu (3) Sehr storend konnen Temperaturanderungen zufolge der 
pnterschiede zwischen den Warmeausdehnungszahlen IXt und den die 
Elastizitat kennzeichnenden Dehnzahlen IX wirken. Schwankungen der 
Raumtemperatur oder Bestrahlung durch Sonnenschein treffen zunachst 
die meist empfindlicheren MeBgerate, wahrend die massigeren Versuchs­
korper erst spater beeinfluBt werden, so daB sie beziiglich der Ausdehnung 
durch die Warme nachhinken. Bestehen Gerat und Versuchsstiick aus 
Werkstoffen gleicher Warmedehnzahl IXt, also z. B. aus Stahl mit 
IXt = 1/90000 je 1 0 C und IX= 1/2100000 cm2/kg, so tauscht ein Tempe­
raturunterschied von 1 0 zwischen den beiden Teilen eine Spannung von 

(144) a = 1Xt/1X 

_ 2100000 _ / 2 
a - 90000 - 24 kg cm 

vor. Deshalb haben Dehnungsmesser mit Temperaturausgleich nur be­
schrankten Wert, namlich nur solange das Versuchsstiick keinen Tem­
peraturanderungen unterliegt. 

Nehmen allmahlich beide Teile wieder dieselbe Temperatur an, so 
gleichen sich die Langenanderungen infolge der Warme aus. Anders 
bei verschiedenen Werkstoffen des Versuchsstiicks und des Dehnungs­
messers. So dehnt sich Aluminium doppelt so stark aus wie Stahl; 
demnach bleiben Langenunterschiede bestehen, auch wenn das Ver­
suchsstiick aus Aluminium und das MeBgerat aus Stahl wieder die 
gleiche Temperatur angenommen haben. Unter diesen Umstanden ist 
also ganz besonders sorgfaltig auf die Einhaltung der gleichen Tem­
peratur wahrend der Messungen zu achten. (Zwar laBt sich somit die 
Wirkung von Temperaturen rechnerisch erfassen und konnte deshalb 
der Fehler als ein systematischer betrachtet werden. Doch ist es meist 
recht schwierig, die Temperaturen des Gerates und des Werkstiicks 
genau zu bestimmen, so daB Temperaturwirkungen mehr oder weniger 
zufalliger Natur sind.) 
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Erschiitterungen bedingen haufig sprunghafte Anderungen der An­
zeige; die betreffende Messung muB dem Sprung entsprechend ver­
bessert werden oder unberiicksichtigt bleiben. Wenn man durch leichtes 
Klopfen die Reibung mancher Gerate ausschalten will, so ist dabei 
doch mit der notigen Vorsicht zu verfahren. 

1m folgenden sind die wichtigeren Fehler, ihre Vermeidung und 
Ausgleichung besprochen. 

b) Systematische Fehler. 
Sie wirken sich an den Dehnungsmessern in Anderungen des "Uber­

setzungsverhiiltnisses aus. 

1. Systematische (regelmaBige) Fehler der Spiegelgerate. 

Abb. 157 zeigt schematisch ein solches Gerat in der heute iiblichen, 
von MARTENS angegebenen Form, wie es zur Untersuchung von Werk­
stoffen im elastischen Gebiet, aber auch zu Dehnungsmessungen an 

s '----I. 
Abb.157. Spiegelapparat nach 

lIURTENS. Schematisch. 

Stangen und Balken verwendet wird, 
Abb.4. Sein "Ubersetzungsverhaltnis u 
ergibt sich aus der Verlangerung A. der 
MeBstrecke l, dem Abstand L des Spiegels 
von der MeBlatte, der Schneidenbreite s 
und der MeBlattenablesung a zu 

(145) u = a/). = Ltg2cp/s sincp ~ 2 L. 
8 

A Mellfeder, B bewegl. Schneide, 
o Spiegel, D Melliatte, F Fernrohr. Die in der Werkstoffpriifung iiblichen 

Gerate benutzen meist Langen von l= 100 
bis 200, s = 4,5 und L = 1125 mm, so daB u = 500/1 ist. DaB diese 
Werte an Geraten fiir Dehnungsmessungen bei kurzen MeBlangen ab­
geandert werden miissen, war schon bei der Besprechung des MATHAR­
schen Gerats, Abb. 15, erwahnt. 

Gleichung (145) hat zur Voraussetzung, daB die bewegliche Schneide 
vor Beginn des Versuchs senkrecht zur Oberflache steht, daB die MeB. 
latte und die Spiegelebene zueinander parallel, das Fernrohr Faber 
senkrecht zur Spiegelflache angeordnet sind. Dabei verursacht die Ver­
einfachung tg2cp = 2 sincp nach MARTENS bei 

q;=1 2 3 4 5 10 

Fehler von 0,005 0,18 0,41 0,73 1,15 4,80 11,54%. 

Um diese Betrage fallen die Ergebnisse zu groB aus. Die rasche Zu­
nahme des Fehlers bei groBen Ausschlagwinkeln weist darauf hin, daB 
man solche Winkel durch richtiges Ansetzen der Schneiden unbedingt 
vermeiden muB. Will man innerhalb der in der Werkstoffpriifung iib­
lichen Genauigkeitsgrenze von 1 % bleiben, so sind Ausschlage der be­
weglichen Schneide von mehr als 4 0 40' entsprechend A./s = sin 4 040' 
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= 0,08 zu vermeiden. 
MeBlange 

Mit A = (X a l folgt daraus die noch zuIassige 

(146) l = 0,088 
. (XU ' 

wenn die Dehnzahl (X des Werkstoffs und die hochste Spannung a, die 
man benutzen will, gegeben sind. Mit den Zahlen der Aufstellung 1, 
Spalte 4, wird bei 8 = 3 mm im Fall von Duralumin 

l = 0,08 . 3 . 290 = 70 mm, 

eine Strecke, die bei Messungen nach dem Differenzenverfahren nicht 
iiberschritten werden sollte. Allerdings kann man den Fehler durch 
Schragstellen der Schneide, derart, daB sie bei der halben Belastung 
senkrecht zur Oberflache steht, auf die Halfte vermindern. Auf St 50·11 
und Ge 26·91 sind groBere MeB- 12K tf 
langen von 187 und 176 mm noch 
zulassig. 12: "f(J 

Weitere systematische Fehler .~ 12. 

entstehen durch Abnutzung der ~ 
~12. beweglichen Schneide, durch ~ 

.~ 

~ 

Nichteinhalten des MeBlatten- ~12. 
;s 

abstandes, ferner infolge Durch­
biegungen der MeBfedern unter 
veranderlichemAnpreBdruck und 
schrage Lage der Spiegel zur 
Schneidenmittellinie [17]. 
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2. Systematische Fehler an 
He belgeraten. 

Sehr eingehend hat R. W.VOSE 
[18] den Dehnungsmesser von 

Abb. 158. EinfluB der Aufspannkraft auf da. 
'Ubersetzungsverhiiltnis beim HUGGENBERGER­

Tensometer. 

HUGGENBERGER unter verschiedenen VerhaItnissen mittels eines be­
sonderen Interferenzlangenmessers, der noch Langenanderungen von 
2,70· 10- 5 mm zu schatzen gestattete, untersucht. Er stellte fest, daB 
das "Obersetzungsverhaltnis iiber dem ganzen Anzeigebereich des Ge­
rates praktisch gleich sei und der EinfluB des Fehlers im "Obertragungs­
mechanismus noch unterhalb der Ablesegenauigkeit liegt. 

Dagegen konnte nach Abb. 158 ein groBerer EinfluB der Aufspann­
kraft, mit der das Gerat am Versuchskorper angedriickt wurde, auf das 
Vbersetzungsverhaltnis nachgewiesen werden. Allerdings wurden Krafte 
von 2 bis 14 kg angewandt, unter denen die symmetrisch zur beweg­
lichen Schneide nach beiden Seiten hervorragenden Schneidenlager 
durchgebogen und die erste Hebeliibersetzung verandert wurde. So 
groBe Driicke miissen deshalb vermieden und nur etwa 0,2 bis' 1 kg 

Rotscher-Jaschke, Dehnnngsmessungen. 7 
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angewendet werden. Dabei bleibt zu beachten, daB diese Krafte manch­
mal durch die Formanderungen des Versuchskorpers erheblichenAnderun­
gen unterliegen, wenn die AnpreBvorrichtungen nicht gentigend federn. 

Ferner ergaben sich Anderungen des Ubersetzungsverhaltnisses 
durch die Harte der MeBoberflache, Abb. 159, da das mehr oder weniger 
starke Eindringen der beweglichen Schneide Anderungen der ersten 
Hebeltibersetzung verursacht. Denn wiederholte Bewegungen dieser 
Schneide wirken so lange auf den Werkstoff ein, bis eine bestimmte 
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Abb.159. EinfluB der Werkstoffhtirte auf das Uber-
setzungsverhiiltnis beim HUGGENBERGER-Tensometer. 

Lage erreicht ist. Bis dahin 
sind die Ablesungen unzuver­
lassig; beim erstmaligen An­
setzen wurden UnregelmaBig­
keiten von 1 bis 5% beobach­
tet, obgleich die Probe mehr­
fach vorbelastet und das Ein­
stellen durch leichtes Klopfen 
auf die MeBflache unterstiitzt 
wurde. Um diese Unregel­
maBigkeiten zum Verschwin­
den zu bringen, empfiehlt 
VOSE, die feste Schneide von 
der Oberflache abzuheben und 
den ganzen Messer hin und her 
zu bewegen, bis der Zeiger den 
ganzen Anzeigebereich mehr-
mals durchwandert hat. Dann 

betrugen die Abweichungen der ersten Ablesungen vom Durchschnitt 
mehrerer spaterer Ablesungen in allen Fallen weniger als 1 %. 

Auch die Lage des Gerates ist von EinfluB auf das Ubersetzungs­
verhaltnis u. Z. B. zeigte ein Messer in aufrechter Lage U= 1018, in 
waagerechter u = 1028 und hangend u = 1040/1. 

c) Zufallige Fehler. 

Die GroBenordnung der zufalligen Fehler erkennt man an den 
Schwankungen der Ergebnisse bei mehrfachem Wiederholen einer und 
derselben Messung unter gleichen Bedingungen und mit demselben 
Gerat. 1st durchweg die gleiche Sorgfalt angewandt, so ist der wahr-
8cheinlichste Wert das a,rithmetische Mittel aus den Einzelbeobachtungen. 
weil man annehmen kann, daB die zufalligen Fehler ebensooft zu groB 
wie zu klein sein werden, ihre algebraische Summe also Null ist. Ein 
annaherndes Urteil tiber die Genauigkeit der Messungen gewinnt man, 
wenn man die 8cheinbaren Fehler bestimmt. Sie sind durch die Ab­
weichungen der Einzelwerte vom Mittelwert gegeben. 
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Beispiel 26. Sind an einer Millimeterteilung bei Schatzung von Zehntel Milli­
metern die folgenden fiinf Ablesungen gewonnen 

10,3 10,4 10,3 10,5 10,3, 
so ist das arithmetische Mittel 10,36 bei scheinbaren Fehlern von 

-0,06 +0,04 -0,06 +0,14 -0,06 
und einem durchschnitllichen scheinbaren Fehler von 

± 0,06 + 0,04 + 0,06 + 0,14 + 0,06 = ±0,07, 
5 

so daB das Ergebnis 10,36 ± 0,07 ist. 

Beispiel 27. Lassen sich infolge zu grober Teilstriche nur Fiinftel Millimeter 
schatzen und liegen die Ablesungen 

10,2 10,4 10,4 10,6 10,2 
vor, so ist der wahrseheinlichste Wert 10,36 zwar derselbe, wahrend die schein­
baren Fehler 

-0,16 +0,04 +0,04 +0,24 -0,16 
im Mittel ±0,13 betragen und das Endergebnis 10,36 ± 0,13, also erheblich un­
genauer ist. 

Wenn demnach .der Beobachter die Schatzungseinheit so klein wie 
moglich nehmen wird, so darf er sich doch nicht iiber die Ablesemog­
lichkeit tauschen und nicht Zehntel Millimeter angeben, wo nur Fiinftel 
zu schatzen sind, wenn er ein richtiges Urteil iiber die Messung gewinnen 
will. Die Wirkung weiterer Wiederholungen der Messungen auf den 
durchschnittlichen Fehler zeigt das folgende Beispiel. 

Beispiel 28. Wenn fiinf weitere Ablesungen zu Beispiel 27 die Werte 
10,4 10,4 10,6 10,2 10,2 

liefern, so ist das arithmetisehe Gesamtmittel 10,36 unverandert geblieben, bei 
scheinbaren Fehlern 

+0,04 +0,04 +0,24 -0,16 -0,16. 
Der Mittelwert aller dieser Fehler ist jedoch nur auf ±0,13 geblieben, so daB daB 
Endergebnis 10,36 ± 0,13 ist. 

Es zeigt sich somit, daB zahlreiche Wiederholungen gleicher Art 
das Endergebnis nicht mehr wesentlich verbessern, was auch die FeWer­
theorie bestatigt, so da~ man sich bei Dehnungsmessungen in der Regel 
auf 5 bis 10 Einzelablesungen beschranken kann. 

Alle Beobachtungen und Ergebnisse sind mit so viel Ziffern anzu­
geben, daB' die vorletzte durch die Genauigkeitsgrenzen nicht mehr 
wesentlich beeinfluBt wird, wahrend die letzte lediglich als Schatzung 
zu betrachten ist. (1m Beispiel 28 ware das Gesamtmittel1O,36 rd. 10,4, 
die obere Grenze 10,36 + 0,13 = 10,49 rd. 10,5, die untere 10,36 - 0,13 
= 10,23 rd. 10,2.) 

1. Mittlerer Fehler einer Beobachtungsreihe. 

Wahrend das vorstehende Verfahren einen nur annahernden Auf· 
schluB iiber die Genauigkeit gibt, mit der ein Beobachter gearbeitet 

7* 
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hat, ermittelt man den mittleren Fehler m des Ergebnisses einer Beob­
achtungsreihe nach der GAussschen Fehlertheorie aus 

(147) 
\ 

m = V'n + n + ... I~ = 1/ [/2] \ ' 
n(n -1) V n(n-l) 

wenn 11,/2' ... , In die scheinbaren Fehler der n einzelnen Beobach­
tungen sind und die eckige Klammer als Summenzeichen verwendet 
wil'd. Durch das Quadriel'en del' Einzelfehlel' liiBt sich einerseits der 
Umstand ausschalten, daB die Fehlel' tells positiv, tells negativ sind; 
andel'el'seits gewinnen gl'oBere Abweichungen stal'keren EinfluB als 
kleinere. Bezuglich der Fehlertheorie muB auf das Schl'ifttum ver­
wiesen werden [19]. 

Beispiel 29. Mit den Zahlen des Beispiels 26 ergibt sich, wenn man zur 
Vereinfachung nicht mit den oben angegebenen Dezimalbruchen, sondern mit 
Hundertsteln rechnet, aus den n = 5 Beobachtungen der folgende Rechnungsgang: 

Schein bare Fehler I 6 4 6 14 6 
12 36 16 36 196 36 

[/2] = 320; mittlerer Fehler des Mittelwertes m = V 5 (:~ 1) = 4, Hundertstel, so 

daB das Endergebnis mit a = 10,36 ± 0,04 angesetzt werden kann. 
Entsprechend ergibt sich aus den Zahlen des Beispiels 27: 10,36 ± 0,07. 

Beispiel 30. Die zehn Ablesungen der Beispiele 27 und 28 liefern in ent­
sprechender Weise: 

I 16 4 4 24 16 4 4 24 16 16 
12 256 16 16 576 256 16 16 576 256 256 

2 _ • _ Vi 2240 _ [f ] - 2240, m - 10.9 - 4,9, rd. 5 Hundertstel, also das Endergebnis 

a = 10,36 ± 0,05. 
Im vorliegenden Faile sind 5 Ablesungen mit 1/10 mm Genauigkeit praktisch 

etwas genauer als 10 Ablesungen bei l/S mm Genauigkeit. 

Bei der Umrechnung des Ergebnisses in Dehnungen ist durch das 
Obel'setzungsvel'haltnis u und die MeBlange l zu dividieren. 1st bei­
spielsweise u = 1200/1 und l = 20 mm, so wird 

(148) 
1 8 - :ll 

= 10,36 ± 0,04 = (431 ± 0 02) 10-4 
8 1200 • 20 ' , . 

2. Ausgleich del' zufalligen Fehler an Dehnungsmessungen. 

Die GAusssche Fehlertheorie gestattet auch Erganzungsmessungen 
mit den zur Bestimmung der Hauptdehnungen 81 und 82 sowie ihrer 
Richtung dul'ch CPo erlorderlichen Messungen auszugleichen und die 
wahrscheinlichsten Werte sowie deren mittlel'e Fehler zu berechnen. 
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IX) Ausgleich von Dehnungsmessungen, wenn die Richtungen der 
Hauptdehnungen bekannt sind. Die beiden zur Bestimmung des Zu­
standes notigen, langs der Hauptachsen durchgefiihrten Messungen 
werden zur Erhohung der Genauigkeit zweckmaBigerweise durch eine 
weitere Messung unter 45 ° oder durch zwei unter ±45 ° erganzt. 1m 
letzten Falle ermoglicht schon der Umstand, daB die Summen der 
senkrecht zueinander gemessenen Dehnungen nach Gleichung (101) 
gleich groB sein miissen, die Nachpriifung der Richtigkeit der Messungen. 
lnfolge von MeBfehlern wird diese Bedingung nicht immer erfiillt sein. 
Dann miissen die Widerspriiche durch die Ausgleichrechnung moglichst 
behoberi und der wahrscheinlichste Wert fiir die Hauptdehnungen 81 

und 8 2 ermittelt werden. Voraussetzung fUr die folgenden Rechnungen 
ist, daB die Dehnungsmessungen in den verschiedenen Richtungen mit 
gleicher Sorgfalt durchgefiihrt werden, d. h. dieselbe Ablesegenauigkeit 
und die gleiche Zahl von Einzelbeobachtungen bei der Ermittlung der 
Mittelwerte angewendet und daB die MeBrichtungen genau eingehalten 
werden. 

1. Ausgleich dreier Messungen unter 0, 45 und 90° gegen­
iiber Ih. Bezeichnen vo, V 45 und v90 die Verbesserungen, die an den drei 
langs der MeBlinien ermittelten Werten 80 , 8 45 und 8 g0 anzubringen 
sind, so miissen 80 + vO' 8 45 + V 45 und 8 g0 + V90 Gleichungen der Form (11) 
geniigen, wenn fiir cp der Reihe nach die drei MeBwinkel eingefiihrt 
werden. Dabei sei der Einfachheit halber (81 + 82)/2 = ~ und (81 -82)/2 = n 
gesetzt. So ergeben sich die Beziehungen 

80 + Vo = ~ + 1]cosO° = ~ + 1], 
8 45 + V45 = ~ + 1] cos2 . 45° = ~, 

8 90 + V90 = ~ + 1] cos2 . 90° = ~ -1] 

oder die Verbesserungen 
Vo = (~ - 80) + 1], 
V45 = (~ - 8 45), 

V90 = (~ - 890) -1]. 

Die Verbesserungen sind nun so zu wahlen, daB die Widerspriiche 
ausgeglichen werden; sie sollen aber andererseits so klein als moglich 
sein, urn die Beobachtungen 80 , 845 und 8 90 wenig zu andern. Nach der 
GAussschen Fehlertheorie muB dann die Summe der Quadrate der Ver­
besserungen v ein Minimum, d. h. 

(149) O~~2] = 0 und O~~] = 0 

sein. Mit 
V5 = (~- 80)2'+ 2(~ - 80) 1] + 1]2, 
V~5 = (~ - 8 45 )2, 

V~ = (~ - 890)~ 2 (~ - 8 90) 1] + 1]2 
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wird [V2] = V~ + V~ + V~ = (~- eO)2 + (~- e45)2 + (~- e90)2 
+ 21] (e90 - eo) + 21]2, 

a [V]2 
a; = 2 (~ - eo) + 2 (~ - e45) + 2 (~ - e90) = 0, 

a [vJ2 -an = 2 (e90 - eo) + 41] = 0 

und damit 

eo - egO E1 - E2 
1]=-2-=-2-· 

Das Auflosen nach el und e2 fiibrt zu den gesuchten wahrschein­
lichsten Werten der Hauptdehnungen 

(150) I a 

l b 

II. Ausgleich von vier Messungen unter 0,45,90 und _45 0 

gegeniiber el. In entsprechender Weise fiihrt der Ausgleich von vier 
Dehnungsmessungen eo, e45' e90 und e _ 45 zu den Hauptdehnungen 

(151) I el = ! eo + e~5 - Elo + E445 
, 

eo e45 3 E- 45 
e2 = - 4 + 4- + 4 e90 + 4 . 

III. Ausgleich von Messungen unter beliebigen Winkeln 
gegeniiber el. Zur Bestimmung von el und e2 konnen auch Messun­
gen unter beliebigen Winkeln zur Richtung von el dienen, deren Zahl 
aber zur Erhohung der Genauigkeit stets groBer als 2 sein sollte. Liegen n, 
unter den MeBwinkeln WI' W2' ••• Wn gemessene Dehnungen eO)l' e0)2' 
... eO)n vor, die um VI' V2 , .•. Vn verbessert werden miissen, so lauten 
die "Fehlergleichungen" in allgemeiner Form 

VI = (~ - ew l) + 1] COS2Wl' 

V 2 = (~ - ew 2) + 1] cos2w2, 

V" = (~- eO),,) + 1]cos2wn. 

Eine einzelne Verbesserung ergibt 

v2 = (~ - e"Y + 2(~ - ew ) 1] cos2w + 1]2 cos22w. 

Ihre Summe ist unter Benutzung von eckigen Klammern als Summen­
zeichen 

[v2] = [(~ - Bw)2] + 21][(~ - Bw) cos2w] + 1]2[cos22wJ. 
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Die Minimumbedingung (149) verlangt 
a [v2] 
----a[ = 2[~ -800] + 21][cos2w] = 0, 

a [v2] 
01] = 2[(~ - 8 00) cos2w] + 217[cos2 2w] = 0, 

Gleichungen, die nach ~ und 1] aufgelOst, zu 
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(152) ~ = [eoo cos 2 00] [cos2oo]-[eoo] [cos2 200] . 
[cos2oo]2 - n[cos22oo] , 

[eoo] [cos2oo]-n[eoo cos 2 00] 
1] = [cos2oo]2 - n[cos2 2oo] 

fiihren. 

Beispiel 31. Die Mittelwerte aus je 8 Messungen unter 15, 30, 45, 60 und 
75° Neigung gegeniiber e1 seien e15 = 484 .10- 6, e30 = 351 .10-.6, e45 = 180· 10- 6, 

e60 = 4,7 . 10- 6 und e75 = -77,5· 10-6. Unter der Voraussetzung, daB die Mes­
sungen mit durchweg der gleichen Genauigkeit ausgefiihrt und die MeBwinkel 
genau eingehalten wurden, erhalt man 

[eoo cos2oo] = (484 - 13/2 + 351/2 + 0 - 4,7/2 + 77,5. (3/2) .10-6 = 659,5.10-6, 

[cos2oo] = cos300 + cos600 + cos900 + cos 1200 + cos 1500 

= 13/2 + 1/2 + 0 - 1/2 - V3/2 = 0, 
[eoo] = (484 + 351 + 180 + 4,7 - 77,5) • 10- 6 = 942,2.10- 6 , 

[cos2 2oo] = 3/4 + 1/4 + 0 + 1/4 + 3/4 = 2, 

n = 5 und daraus iiber 

~ = (0 - 942,2.2) .10-6 = 188,4.10-6 = (lit + e2)/2, 
0-5· 2 

_ (0 - 5 • 659,5) . 10- 6 _ 329 8 10-6 - ( _ )/2 
1] - 0 _ 5 • 2 -,. - e1 e2 I , 

01 = 518,2 .10- 6 , 02 = -141,4.10- 6 . 

IV. Mittlere Fehler der ausgeglichenen Werte. Die mittleren 
Fehler m, mit denen die Ergebnisse einer Beobachtungsreihe nach 8.100 
behaftet sind, wirken sich auf die Hauptdehnungen und die daraus 
berechneten Hauptspannungen nach dem GAussschen Fehlerfortpflan­
zungsgesetz aus. 

Aus den 8cheinbaren Fehlern f der Ablesungen bestimmt man zu­
nachst den mittleren Fehler m einer einzelnen Beobachtungsreihe nach 
der Beziehung (147). Unter Aufwand durchweg gleicher Genauigkeit 
bei der Ermittlung dieser Reihen in den verschiedenen MeBrichtungen 
wird auch m praktisch gleich groB, vgl. Beispiel 32. Dann sind nach 
dem erwahnten Gesetz1 die Hauptdehnungen 81 und 8 2 mit folgenden 

1 Das Gesetz besagt im Fall I, wo drei unter 0, 45 und 90° gemessene Deh­
nungen vorliegen, daB der Fehler mel von 01 gegeben ist durch 

mEl = m 1/(OFEl')2 + (a Fel)2 + (oFEl)2 , 
V 000 0045 0090 

wenn F£l der Gleichung (150a) entspricht. 
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mittleren Fehlern in den vorstehend behandelten Fallen I und II 
behaftet. 

I. Drei Messungen unter 0, 45 und 90° gegeniiber 81. 

(153) mel = me2 = ; Po = 0,91 m . 

II. Vier Messungen unter 0, 45, 90 und -45° gegeniiber 81. 

(154) mel = me2 = mV; = 0,87m. 

Sie pflanzen sich auf die Rauptspannungen 0'1 und 0'2 bei der Quer­
zahl ft des Werkstoffes in Gestalt von 

(155) 

(3) Ausgleich von Dehnungsmessungen, wenn die Richtungen der 
Hauptdehnungen nicht bekannt sind [20]. 

I. Ausgleich von vier Messungen unter 0, ±co und 90°. 
Raben die drei erforderlichen Messungen unter den Winkeln ° und 
±co die Dehnungen 80, 80) und 8 _ oo ergeben und liegt eine weitere 
Messung 8g0 unter 90 ° zur Richtung von 80 vor, so fiihrt der Aus­
gleich zu folgendem Rechnungsgang, wenn praktisch keine Richtungs­
fehler vorliegen, weil sonst die Rechnung zu verwickelt wird. 

Gleichungen (62) bis (64) liefern, wenn wieder g = (81 + 82)/2 und 
'YJ = (81 -82)/2 gesetzt wird, die Fehlergleichungen I Vo = (g - 80) + 'YJ cos2cpo, 

v'" = (~ - 8",) + 'YJ cos 2 (CPo + co) , 
(156) V_OJ = (~- L OJ ) + 'YJ cos2(cpo - co), 

V90 = (~ - 8 90) + 'YJ cos2(cpo + 90) . 

In gleicher Weise, wie im vorigen Abschnitt angegeben, bildet man 
[v~ = v~ + v~ + v~OJ + v~o und erhalt nach dem Minimumprinzip 

~[V2] = ° ~[V2] = ° und o[v2] = 0 
o~ , o'f} orpo 

die drei Beziehungen 

Vo + v OJ + V _ OJ + V90 = 0 

vocos2cpo + VOJ cos2(cpo + co) + V_OJ cos2(cpo - co) + V90 cos2 (CPo + 90) = 0, 

vosin2cpo + v",sin2(cpo + co) + V_OJ sin 2 (CPo - co) + V90 sin 2 (CPo + 90) = 0. 

(Ihr Sinn ist, daB 1. die algebraische Summe samtlicher Verbesserungen 
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und 2. we Projektionen auf die unbekannten, aber senkrecht aufein­
ander stehenden Hauptrichtungen von 81 und 82 verschwinden miissen.) 

N ach Ausrechnung der Winkelfunktionen und weiterer Vereinfachung 
gehen die Gleichungen in 

Vo = -vw (1 + cos20) , 
v90 = -vw (1 - cos20) , 

iiber und liEifern beim Einsetzen in (156) 

(157) tg 2 <Po =. 8_w - 8w • cos2?oo + 2 
2(80 - 890) + (8w + 8_w - 80 - 890) cos2oo sm200 

I (8w + Lw) + (80 + 890) (cos22oo + 1) - (80 - 890) cos2oo 
81' 82 = 2 ( 22 2) 

(158) Lw _ 8w cos 00 + 
± 2 sill-2m sin2tpo . 

Setzt man in dieselben fUr 0) der Reihe nach die iiblichen Werte 
von 60, 45 und 30° ein, so ergeben sich die . Beziehungen 

(159) 

(160) 

(161) 

(162) 

(163) 

(164) 

II. Mittlere Fehler der ausgeglichenen Werte. 

(165) 

(166) 

mq>O = 3 ( m_) 15 + cos 4 <Po , 
81 - 8 2 

- t/17 2 2 m. l , m'2 -m - ± -cos2m - -cos2 2m 18 9 TO 9 TO' 
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(167,168) i3 mel = m<2 = 2m = O,87m. 

I w = ±30° I 
m",o nach (165), 

1/"17~~2~------~2---

(169) mEl, me2 = m V IS =f"9 c082970 -"9 C0822970· 

Beispiel 32. Dehnungsmessungen in einem Punkte eines. Werkstiickes aus 
Stahl mittels eines Huggenberger-Tensometers von u = 1200/1 und l = 20 mm 
lieferten in den MeBrichtungen 0, ±45 und 90° folgende Werte: 

Ablesungen a 
am Tensometer 

6,9mm 
7,2 " 
6,S " 
7,3 " 
6,S " 

[a]= 35,0 mm 

MeBrichtung 0° 
scheinbare Fehler 

f 
-0,1 

0,2 
-0,2 

0,3 
-0,2 

,.[f] = 0,0 

0,01 
0,04 

.0,04 
0,09 
0,04 

[f2] = 0,22 

[a] 1/ [f2] 35 1/0,22 
ao = n ± n (n -1) = 5 + V 5.4 = 7,0 ± 0,1 mm. 

a 
3,Smm 
3,6 " 
4,1 " 
4,0 " 
3,5 " 

[a] = 19,0 mm 

MeBrichtung 45° 

f 
0,0 

-0,2 
0,3 
0,2 

-0,3 
[f] = 0,0 

f2 

0,00 
0,04 
0,09 
0,04 
0,09 

[f2] = 0,26 

19,0 yO,26 3 SOl 
a45 =--5-± 5.4=' ± , mm. 

a 
-13,7 mm 
-14,1 " 
-14,1 " 
-14,0 " 
-13,6 ., 

[a] = -69,5 mm 

MeBrichtung _45° 

f 
-0,2 

0,2 
0,2 
0,1 

-0,3 
[f] = 0,0 
,---

f2 

0,04 
0,04 
0,04 
0,01 
0,09 

[f2] = 0,22 

-69,5 V 0,22 39 01 a_45 = -5- ± 5.4 = -1, ± , mm. 



a 
-17,2 mm 
-17,1 " 
-16,8 " 
-17,2 " 
-16,7 " 

[a] = -85,0 mm 

ZufiiJlige Febler. 

MeBrichtung 90 0 

/ 
0,2 
0,1 

-0,2 
0,2 

_-0,3 
[/] = 0,0 

/2 
0,04 
0,01 
0,04 
0,04 
0,09 

[/2] = 0,22 

-85,0 1/0,22 0 0 
agO = -5- ± V 5.4 = -17, ± ,I mm. 
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Die Rechnung zeigt, daB die mittleren Febler praktisch gleich groB, namlich 
±0,1 mm sind. Mit Hille der Gleichung (148) ergeben sich die entsprechenden 
Dehnungen zu 

8 0 = (2,92 ± 0,05) 10-4, 845 = (1,58 ± 0,05) 10-4, 

L45 = (-5,79 ± 0,05) 10- 4, 8g0 = (-7,09 ± 0,05) 10- 4• 

Richtung und GroBe der Hauptdehnungen folgen aus (161) und (162) 

tg 2 - 8_45 - 845 _ -5,79 - 1,58 - -0738 oder mo = -18 0 12', 
f/lo - 80 - 8g0 - 2,92 + 7,09 -, T 

(Fall 4 der Aufstellung 3, S. 43.) 

1 1 8_45 - 845 
81,.82 = -4 (80 + 890 + 845 + L4S) ± -2 '2 

sm f/lo 

= 10- 4 (292 _ 7 09 + 158 _ 579) ± 10- 4 • -5,79 - 1,58 
4' , , , 2 -0,594 

= (-2,10 ± 6,22) .10- 4 ; 81 = 4,12.10- 4 , 82 = -8,32.10- 4 • 

Mittlere Fehler von f/lo, 8 1 und 8 2 nach (167) und (168) 

0,71 m 0,71 . 0,05 .10- 4 _ 0003 
m'1'O - 81 _ 82 - (4,12 + 8,32).10 4 - , 

oder illl WinkelmaB m'1'O = 10', 

mel = me2 = 0,87m = 0,87' 0,05' 10- 4 = 0,04' 10- 4, 

Ergebnis: 

81 = (4,12 ± 0,04) 10- 4 , 82 = -(8,32 ± 0,04) 10- 4 und f/lo = _18 0 12' ± 10'. 

Hauptspannungen nach (33) 

81 + P, 8 2 
111 = (1 _ p,2) IX = (4,12 - 0,3 . 8,32) • 10- 4 .2310000 = 374 kgJcm2 , 

112 = (~2~ ;;~ = (-8,32 + 0,3.4,12) 10- 4 .2310000 = -1636 kgJcm2 • 

MittIere Febler aus (155), da mel = me2 ist, 

mnYl+p,2 ,~ . 
mal = ma2 = (1 _ p,2) IX = 0,04.10- 4 y 1 + 0,32 .2310000 = 9,7 kgJcm2 • 

Endergebnis: 111 = 374 ± 9,7 kgJcm2 und 112 = -1636 ± 9,7 kgJcm2• 
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P. Darstellung von Verformungs- und Spannungszustanden. 
Bei den Versuchen pflegen die Ergebnisse zahlenmaBig aufgenommen 

und festgelegt zu werden, ein Verfahren, das bei einzelnen oder bei 
einer maBigen Zahl von Messungen geniigt, bei groBeren zusammen­
hangenden Versuchs- oder Punktreihen aber an Uniibersichtlichkeit 
leidet. In solchen Failen macht man zweckmaBig von zeichnerischen 
Darsteilungen Gebrauch. Dabei kann nicht dringend genug empfohlen 
werden, die Ergebnisse schon wiihrend der Versuche aufzutragen, um 
Fehlmessungen rasch erkennen und nachpriifen, notigenfails auch Er­
ganzungsversuche ansteilen zu konnen. Spatere Wiederholungen kosten 
wegen des Wiederaufbaues der Versuchseinrichtung und wegen der 
Schwierigkeit der Hersteilung gleicher Versuchsbedingungen meist un­
gleich mehr Zeit und Miihe. 

Die folgenden Ausfiihrungen geben einen Uberblick iiber die wich­
tigeren Darsteilungsweisen, um die ill Einzelfaile geeignete aussuchen 
zu konnen, die man aber oft je nach den Umstanden abandern wird, 
um die Deutlichkeit zu erhohen oder das Wesentliche zu betonen. Die 
Darstellung muB aile zum Verstanditis erforderlichen Angaben enthalten. 
Notigenfails ist sie durch schriftliche Erlauterungen zu erganzen. Art 
del' Durchfiihrung der Versuche und Ort der Messungen lassensich abel' 
durch anschauliche Skizzen oft leichter und besser verdeutlichen als 
durch ausfiihrliche Beschreibungen, vgl. Abb. 165 und 174. 

a) Wiedergabe von Messungen in einzelnen Punkten. 
Da del' Spannungs- und Dehnungszustand in einem Punkte der MeB­

flache durch Richtung und GroBe del' Hauptspannungen odeI' -dehnun­
gen voilstandig bestimmt ist, geniigt es, die Richtung durch ein Achsen­

1" .. ,,,,,1 ! I 

IJ 200 WKJ 6'OOkg/cm' 

Abb. 160 bis 164. Wiedergabe von MeBwerten. 

kreuz in del' betreffenden 
Lage, die GroBe abel' durch 
Anschreiben del' Zahlen anzu­
geben. So gilt Abb. 160 fiir 
einen Zustand, bei dem in 
del' einen Richtung 450 kg/cm 2 

Zug-, in del' senkrechten dazu 
no kg/cm2 Druckspannung 
herrschen. AuchkonnenPfeile, 
Abb. 161, die vom MeBpunkt 
abliegen, Zugspannungen oder 
Dehnungen, solche, die auf den 
MeBpunkt hinzeigen, Druck­

spannungen oder Stauchungen sinnfallig kennzeichnen. Ihre Lange kann 
ein MaB fiir die GroBe sein. Bei Wiedergabe von Beanspruchungen in 
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einem groBeren Felde empfiehlt es sich, die Gegenpfeile wegzulassen 
und die GroBen auf rechten Winkeln aufzutragen, Abb. 162. Die Dar­
stellung gewinnt dadurch oft wesentlich an Klarheit und Deutlichkeit. 
In kleinem MaBstab, wie er 
z. B. bei gedruckten Darstel­
lungen notwendig ist, werden 

Abb. 165 und 166. Me/3ergebnisse an 
einem Rohr mit rundem Ausschnitt. 

Pfeile undeutlich. Dann lassen sich Dehnungen oder Zugspannungen 
durch ausgezogene Striche, Abb. 163 und 164, Stauchungen oder Druck­
spannungen durch Doppelstriche unterscheiden. So gibt Abb.166 Mes­
sungen an einem Rohr, Abb.165, von 700 mm Durchmesser und 
1l,2 mm Starke in der Umgebung eines kreis­
formigen Ausschnitts von 178 mm Durchmesser 
bei 15 at innerem Druck wieder, wahrend die 
6ffnung durch eine von innen angelegte ge­
wolbte Platte verschlossen war. 

SolI ein dreiachsiger Spannungs- oder Deh­
nungszustand dargestellt werden, so kann 
Abb. 167 benutzt werden. In den vier Punkten 
sind die Hauptdehnungen oder -spannungen 
auf der MeBflache durch ausgezogene Pfeile 
wiedergegeben, wahrend die senkrecht zu ihnen 
wirkende dritte GroBe lotrecht eingetragen ist. 

Abb. 167. Wiedergabe von 
MeJ3werten raumIicher Bean· 

spruchnngen. 

b) Darstellung von Ergebnissen liings Linien. 
Liegen eine Reihe von Dehnungsmessungen an verschiedenen Stellen 

A, B, C ... H, Abb. 168, langs einer Linie vor, so findet man den Ver­
lauf in erster Naherung, wenn man die Dehnungen als Ordinaten iiber 
den Mitten der einzelnen MeBstrecken l auftragt und die Endpunkte 
verbindet. Bei starken Anderungen und in den Scheiteln der Kurven 
entstehen dabei jedoch Abweichungen vom wirklichen Verlauf, die sich 
berichtigen lassen, wenn man die Dehnungen, bei denen es sich doch 
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urn Mittelwerte iiber den betreffenden MeBstrecken handelt, in Form 
von Rechtecken iiber diesen Strecken, Abb. 169, auftragt und die Kurve 
so legt, daB sich die Dber- und UnterschuBflachen ausgleichen. In den 

;a:rt:m 
Abu. 168 und 169. Darstellung von MeB­

crgebnisscn Hings einer Linie. 

Scheiteln schlagt dabei die Kurve 
urn so starker nach oben, z. B. im 
Punkte D, oder nach unten - im 
1'unkte G -, aus, je groBer die 
Anderungen der mittleren Dehnun­
gen gegeniiber den Nachbarfeldern 
sind. (Die Anwendung kiirzerer 
MeBstrecken in den Scheiteln oder 
das in Abschnitt D beschriebene 
Differenzenverfahren· gestatten den 
Verlauf der Kurven genauer fest­
zulegen.) 

Weitere Beispiele fUr die Darstel­
lung von Ergebnissen langs Linien 

bieten die Abb. 170 bis 175. Die-Werte konnen entweder perspektivisch · 
iiber den MeBpunkten aufgetragen, Abb. 170, oder in die Zeichenebene 
umgelegt dargestellt werden, Abb.I71, Bilder, die die Dehnungsver­
teilung an einem gelochten, auf Zug beanspruchten Flachstab in drei 

Abb. 170 und 171. Dehnungsverteilung an einem gelochten Flachstab. 

Querschnitten wiedergeben, ermittelt durch Dehnungsmessungen parallel 
zur Stabachse. 

Abb. 172 verdeutlicht die Dehnungsverteilung und den KraftfluB in 
der bei der SchweiBerpriifung iiblichen Kreuzprobe, die zwei Langs­
bleche a und b durch vier Kehlnahte mit einem Querblech c verbindet. 
Die Messungen wurden an einem Modell durchgefiihrt, das aus einem 
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ebenen Blech herausgeschnitten war und an dem die Spalten zwischen 
den Langsblechen a und b und dem Querblech c durch Sageschnitte 
ersetzt waren. Urn die 
Wirkungen verschiede­
ner Nahtformen zu er­
fassen, entsprachen die 
Ubergange auf der -un­
teren Halite iiberhohten 
Nahten, auf der oberen 
Halfte Nahten drei­
eckigen Querschnitts. 

Messungen langs Li­
nien geniigen auch zur 
Kennzeichnung des Ver­
formungs- und Span­
nungszustandes an dreh­
runden Hohlkorpern, 
Boden und Deckeln, so­
wie an kreisformigen 
Platten, die durch gleich­
maBigen Fliissigkeits­
druck beansprucht sind. 
Die Hauptspannungen 
und -dehnungen liegen 

Abb. 172. Delmungsverteilung an einer Kreuzprobe. 

in Radial- und Tangentialebenen; ihre Richtungen sind also durch die 
Leitlinie und durch Late zu derselben gegeben. Die Werte werden 
zweckmaBig senkrecht 
zurLeitlinieaufgetragen. 
So zeigt Abb. 173 die 
Verteilung der Radial­
dehnungen Sr und Tan­
gentialdehnungen St auf 
der AuBenflache eines 
guBeisernen, gewolbten 
Deckels mit Rand, die 
durcn das Anziehen der 
Schrauben und durch 
einen inneren Druck von 
p = 10 at erzeugt wer­
den, im Vergleich mit 

Abb.173. Radial- und Tangentialdehnungen an einem guB­
eisernen Decke!. 

den strichpunktiert eingetragenen, nach der Kugelformel fUr diinne 
Wandungen errechneten Dehnungen. Wird die Darstellung an vertieften 
Flachen oder in Hohlkehlen durch Uberschneiden der aufgetragenen 
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Ergebnisse unklar, wie in Abb. 174 Mitte, die die Tangential-undAxial­
dehnungen an einem Schieberkorper in einer Ebene unter 45 0 zum 
Mittelschnitt wiedergibt, so empfiehlt es sich, die Abwicklung der Leit­

I 

I 01 I I I ... 
I H8 I:III/ra 

linie als Grundlinie zu be­
nutzen. Dadurch tritt in 
Abb.174 unten die in der 
Kehlwirkung begr-undete 
Dehnungswelle deutlich zu­
tage. Auch die polar auf­
getragenen Dehnungsver­
teilungen auf der Durch­
dringungslinie des . An­
schluBstutzens mit dem 
Hauptkorper des Schiebers, 
Abb. 175, lassen sich an 
Hand der Abwicklung der 
Linie nach Lage und GroBe 
leicht darstellen: 

Abb.174. Dehnunllllo 00 IDem chi II rg h - u~ . 
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Abb.175. Dehouogen an eioem Schiebergehause. 

c) Darstellung von Ergebnissen auf FHichen. 

Bei der Wiedergabe der Spannungs- und Dehnungsverteilung auf 
Flachen oder Schnitten bietet das raumliche Modell das vollkommenste 
Darstellungsmittel. So sind aus Abb. 176 die auf einem T-Stiick an 
Hand des Liniennetzes gemessenen Dehnungen zu entnehmen, wobei 
sich das Netz aus Linien parallel zur Hauptachse des Korpers und 
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senkrecht dazu zusammensetzte, wahrend in Abb. 177 die an dem 
gleichen Stuck ermittelten Hauptdehnungen nach GroBe und Richtung 

Abb.176 und 177. Dehnungen an einem T·Stiick. 

durch Pfeile gekennzeichnet sind. Die Pfeile weisen durch ihre Rich­
tung deutlich auf den FluB der Spannungen hin und geben durch ihre 
GroBe die Anstrengungen an, die an den verschiedenen Stellen herrschen. 
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Abb. 178 bis 183. Beanspruchung einer quadratischen Platte durch Fliissigkeitsdruck . 

. Ebene oder abwickelbare Flachen gestatten die Darstellung in einer 
Zeichenebene. Dabei kann oft vorteilhaft von Schichtlinien oder von 
parallelperspektivischen Darstellungen Gebrauch gemacht werden. 

Ein Beispiel fur die Anwendung von Schichtlinien bietet die Unter­
suchung einer ebenen, quadratischen Blechplatte P, Abb. 178, die langs 

Rotscher·J aschke, Dehnungsmessungen. 8 
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ihres Umfangs auf Schneiden ruhte und durch Wasserdruck p von 
unten her gleichmaBig belastet war. Auf-der Platte war nach Abb. 179 
ein Netz senkrecht zueinander stehender Linien 1 bis 7 und a bis g in 
100 und 60 mm Abstand angebracht. Die Mittelwerte der Dehnungen 
in den 49 Schnittpunkten des Netzes auf der AuBenflache der Platte 
lieferten bei einem Druck von 200 mm Wassersaule die links unten in 
einem der acht Oktanten einge­
schriebenen Hauptspannungen nach 
GroBe und Richtung. Dabei betrug 
die elastische Durchbiegung der 
Platte in der Mitte 8,11 mm" also 
das 2,5fache der Plattenstarke von 
3,15 mm. Aus den Hauptspannun­
gen wurden die Spannungsschicht­
linien in der rechten Halite entwik­
kelt, indem in den Abb.180 bis 183 
der VerIauf der grofJeren Haupt-

I. , , , I, , , " , • , 

-s 0 S 
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Abb. 184 bis 186. Dehnungen an einem Rohr mit kreisftirmigem Ausschnitt. 

spannungen in den Ebenen 1 bis 7 und daran die Punkte ermittelt 
wurden, in denen 1000, 800, 600 und 400 kg/em 2 herrschen. In Abb.179 
zuriickgetragen ergeben sichdie Schichtlinien, die zeigen, daB die 
groBten Spannungen bei der vorIiegenden betrachtlichen Durchbiegung 
nicht in der Mitte der Platte, wo 955 kg/em 2 wirken, sondern in der 
gestrichelten ringfOrmigen Zone auftreten, wo 1000 kg/cm2 iiberschritten 

It 

d 
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werden. Begriindet ist die Erscheinung darin, daB die Spannungsver­
haltnisse infolge der Wolbung, der die Platte bei der verhaltnismaBig 
groBen Durchbiegung unterliegt, giinstiger werden. ZahlenmaBig noch 
groBere Beanspruchungen auf Druck treten iibrigens an der Unterflache 
der Platte auf. Naheres s. Diss. R. KAISER [21]. 

Die Dehnungen in der Umgebung des kreisformigen Ausschnittes 
an dem Rohr Abb. 165 bei 15 at Druck zeigen die Abb. 184 bis 186. 
Der Ausschnitt hatte 178 mm Durchmesser und war von innen her durch 
eine der Wandung angepaBte Platte unter Abdichtung mittels einer 
Rundgummischnur verschlossen. Infolge der Symmetrie konnten die 
Messungen auf einen Quadranten beschrankt werden,der durch 
Umfangslinien und Parallele zur Rohrachse begrenzt ist und der 
durch Parallele zu diesen Linien in 10 und 5 em Abstand in rechteckige 
Felder eingeteilt war. 
Die Flache ist abwickel­
bar; deshalb konnten 
die· MeBwerte und die 
Ergebnisse der Unter­
suchung durch ebene 
Darstellungen wiederge­
geben werden. Gemessen 
wurden nach dem Ver~ 
fahren Abschnitt H, c, 6 
1. die Tangen tialdehnun­
genet, Abb. 184, die in of---!---rt!:--~!!;;;a=~==f. 
den MeBpunkten, ihrer Abb.187. Paralleiperspektivische Darstellung der Achsiai. 
Richtung entsprechend, dehnungen, Abb.185. 
senkrecht zu den axialen 
Netzliniell aufgetragen sind und durchweg positive Werte besitzen, 
2. die Axialdehnungen ea , Abb. 185, die senkrecht zu den Umfangs­
linien aufgezeichnet sind und zum groBen Teil negative Wertehaben, 
und 3. die Dehnungen e45 unter 45°, Abb. 186, die vorwiegend positiv, 
in einem kleinen Gebiet aber auch negativ sind. In Abb. 185 iiber­
decken sich die in die Zeichenebene hineingeklappten Kurven der Axial­
dehnungen groBenteils, so daB die Deutlichkeit leidet und die Ubersicht 
erschwert wird. Dann kann eine perspektivische Darstellung, Abb. 187, 
gute Dienste leisten, die die Gebiete positiver und negativer Werte 
deutlich hervortreten laBt. Die Endpunkte der einzelnen Werte liegen 
in den Abb. 184 bis 187 durchweg auf stetigen Kurven, was beweist, 
daB grobere Fehlmessungen nicht vorgekommen sind. Aus den drei 
Dehnungen an den MeBpunkten wurden Richtung und GroBe der 
Hauptdehnungen und der Hauptspannungen ermittelt und die letzteren 
in Abb.166, nach Art von Abb.164, aufgetragen. Die groBten positiven 

8* 
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Werte treten tangential am Rohrumfang auf; in einem groBen Teil 
des Quadranten wirken aber neben Zugspannungen Druckspannungen, 
was darauf hindeutet, daB dort die Rohroberflache nach innen durchc 

gebogen wird. 
-I----....J:!..+-r-.-- r~ __ -y--,.-__ --."-8 An Hand der Richtungs-

kreuze lassen sich die H aupt-
8pannung8linien oder Span­
nung8trajektorien, Abb. 188, 

,-+--+-+-1 finden. Sie bilden ein Netz 
einander senkrecht schneiden­
der Kurven, deren Tangenten 

8 und Normalen die Richtung 
der Hauptspannungen in be­
liebigen Punkten angeben. Zu 

~'"t---+---+/! ihnen gehoren auch die Sym­

I 
metrielinien und eine UmriB­
linie des Ausschnittes. Das 

Abb. 188. Spannungstrajektorien. Eintragen der Trajektorien 
muB mehr oder weniger ge­

fiihlsmaBig erfolgen. Man geht zweckmaBigerweise von Punkten einer 
Symmetrielinie, z. B. von solchen auf AB aus und schaltet die senk­
recht zu AB ansetzenden Trajektorien Gruppe I zwischen die auf dem 

Wege oder in der Nahe lie­
genden Richtungskreuze ein. 
In groBerem Abstande vom 
Ausschnitte geht diese Gruppe 
in Umfangslinien iiber. 

Die Gegenschar II verliiuft 
in groBerer Entfernung vom 
Lochumfang parallel zur Rohr­
achse. Die zur Symmetrielinie 
AB hin liegenden kriimmen 
sich im Storungsge biet und 
stoBen senkrecht auf den 
Lochumfang, wobei die zuge­
horige Spannung auf Null 
sinkt. Die weiter abliegen­
den werden zum Scheitel a 

Abb.189. Spannungsverteilung langs Trajektorien. des Ausschnittes unter be-
trachtlicher Steigerung der 

Spannung hingezogen und schneiden die Symmetrielinie aD unter 90°_ 
Die Trajektorien verdeutlichen den KraftfluB um den Ausschnitt 

herum; dort, wo sie sich zusammendrangen, ist im allgemeinen mit 
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Spannungssteigerungen zu rechnen, ein sicherer RiickschluB auf deren 
Rohe ist jedoch nicht moglich. 

Es liegt nahe, den Verlauf der Hauptspannungen langs der Trajek­
torien anzugeben, um so Richtung und GroBe dieser Spannungen im 
ganzen Felde festzuhalten, ein Verfahren, das sich namentlich bei raum­
lichen Darstellungen von Ergebnissen in Gestalt von Modellen empfiehlt. 
Welche Spannungen und welche Trajektorien zusammengehoren, kann 
man durch Schraffur, durch einzelne Ordinaten oder durch Nadeln iiber 
den Netzlinien deutlich machen. 

_ Abb; 190. Spannungen an der Lochwandung. 

In Abb. 189 sind die Rauptspannungen an dem Rohr jeweils senk­
recht zu den Trajektorien aufgetragen, wobei Pfeile auf die Zugehorigkeit 
hinweisen und die beiden Systeme durch ausgezogene und gestrichelte 
Linien unterschieden sind. Die Kurven lassen den gesetzmaBigen Ver­
lauf und die Steigerung der Hauptspannungen zum Lochumfang hin 
deutlich erkennen. 

Wahrend man in der Wandung eines diinnwandigen zylindrischen 
Rohrs, das durch inneren Druck beansprucht ist, praktisch mit gleich 
hohen Zugspannungen rechnen kann, trifft das im Storungsgebiet und 
namtmtlich am Umfang des Ausschnittes nicht zu. Infolge des Druckes 
auf den VerschluBdeckel treten Belastungen des Ausschnittrandes auf, 
die die Umgebung wolben und erhebliche Nebenbeanspruchungen auf 
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Biegung in der Wandung hervorrufen. Das zeigen Dehnungsmessungen 
auf der Lochwandung in drei Schichten in verschiedenem Abstand von 
der AuBenflache bei 12 at Innendruck. Ihre Ergebnisse lassen sich 
anschaulich an der Lochumfangslinie, Abb.190, darstellen. Bei dem 
einachsigen Spannungszustand geniigt die Angabe der GroBe der Span­
nungen auf radialen Strahlen vom Lochumfang aus. Zugspannungen 
sind radial nach auBen, Druckspannungen radial nach innen aufgetragen. 

Die dUnn ausgezogene Linie gibt die Spannungen an der AuBen­
kante der Lochwandung, die gestrichelte diejenige an der Innenkante, 
die strichpunktierte die der mittleren Faser an. Zum Vergleich ist 
stark ausgezogen die Spannungsverteilung auf Grund der Formel von 
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KIRSCH [22] iiber die Wirkung eines 
~ Loches in einer unendlich groBen 

--t-- ebenen Platte eingezeichnet, die unter 
~ dem zweiachsigen Spannungszustand 

0"2 = 0"1/2 steht, wie er in einer zylin­
drischen Rohrwandung herrscht. Die 
groBte Spannungssteigerung auf 
2650 kg/em 2, d. i. das 7 fache der Um­
fangsspannung am ungeschwachten 
Rohr 

D· p 70·12 
0"1 = """2S = 2.1,12 = 375 kg/cm2 , 

111111 
o 

I I 1_, 
Z HO cm./cm. 

tritt an der Innenkante des Loches 
im Langsschnitt durch den Ausschnitt­
mittelpunkt auf. 

Abb. 191. Dehnungsverteilung auf der 
AuJ3enfliiche eines U ·Eisens. 

Tragt man die Spannungen in den 
drei Schichten iiber den einzelnen 

Lochrandqllerschnitten auf, so erhalt man die in einem kleineren MaB­
stab auBen angeordneten Einzeldarstellungen. Es wird deutlich, daB 
die Spannungen nur in den vier Punkten c, d, e und /, in denen sich die 
drei Schichtlinien schneiden, in der Wandung gleich groB sind, daB in 
den Scheiteln a und b fast reine Biegebeanspruchungen herrschen, und 
zwar an der AuBenseite Zug- und an der Innenseite gleich hohe Druck­
spannungen, wahrend in allen iibrigen Querschnitten Biegespannungen 
den Zugspannungen iiberlagert sind. 

Nahere Einzelheiten S. Diss. HENNES [23]. 
Abb. 191 gibt die Spannungen auf der AuBenflache eines U-Eisens 

bei Beanspruchung durch ein Biegemoment p. a wieder, wenn als Be­
lastung Einzelkrafte P in der Sohwergewichtsebene I-I wirken. In 
diesem Fall ist die perspektivische Darstellung angebracht. 
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Raumlicher Verformungszustand 68, 73, 

86. 
ReiBlackverfahren 2. 
Resultierender Verformungszustand 62. 
Riihl·Fischer 12. 
Schiebung 16 
Schub, Beanspruchung auf 35. 
Schubspannung 16. 
Schubzahl 3. 
Setzdehnungsmesser 9. 
Siebel 9. 
Spannungskreis 23. 
Spiegelgerat 10, 89, 96. 
St. Venant 37. 
Temperaturanderungen 95. 
Tensometer 6, 89. 
Uebel 37. 
Verformung 16. 
Verformungsellipse 23. 
Verformungskreis 16, 2l. 
Verlagerung 16. 
Verzerrung 16. 
Vose 97. 
Zweiachsiger Spannungszustand 32, 83. 
Zusammengesetzte Spannungszustande 

37. 
Zusammensetzung ebener Spannungs. 

zustande 60. 
Zylindrisches GefaB 32, 78. 
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