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ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 
Исторически нерпой теоремой математического программировав 

пия может считаться теорема Ферма об обращении в нуль произ
водной дифференцируемой функции в точке экстремума (сформу
лированная, кстати, залолго до появления понятий производной 
и дифференцируемой функции). Эта теорема имеет, помимо ее ис
ключительного по широте приложений теоретического содержания, 
ясный вычислительный аспект, поскольку она связывает решение 
экстремальной задачи с нахождением корней алгебраических урав
нений. С тех нор сложность экстремальных задач, возраставшая 
во многом в связи с потребностями практики, увеличилась неиз
меримо. Но и современное математическое программирование, во
бравшее в себя все то из экстремальных задач, что направлено на 
явное определение экстремума, и располагающее богатым арсена
лом мощных вычислительных средств, сохраняет тесную связь с 
фундаментальными структурами анализа. Книга Мишеля Мину, 
руководителя паучпых исследований одного из парижских универ
ситетов и профессора Высшей национальной школы передовой тех
ники и Центральной школы искусств и ремесел, не только хорошо 
излагает многообразие методов столь далеких друг от друга раз
делов автоматического программирования, как линейное и выпук
лое программирование, одномерная оптимизация, оптимизация с 
ограничениями и Лез ограничений, целочисленное программирова
ние, методы декомпозиции больших задач, динамическое програм
мирование и бесконечномерная оптимизация (и это изложение ве
дется по возможности унифнпироиашто. вокруг нескольких основ
ных идей — многозначных отображений, седловой точки, теории 
двойственности, глобальной сходимости, функции возмущений). Она 
также демонстрирует тесное родство группы тщательно изученных 
задач математического программирования с оптимальными зада
чами. па графах, в разработке которых автор принимал существен
ное участие,— задачами, связанными с потоками, мультииотоками 
и кратчайшими путями; привлечение комбинаторных средств при
водит и к некоторым новым алгоритмам в решении старых задач. 
Книга удачно сочетает ясность изложения движущих теоретиче
ских идей с тщательной продуманностью предлагаемых алгоритмов 
решения задач, и поэтому, как и указывает в предисловии автор, 
будет полезна широкому кругу читателей —от практиков до ис
следователей. 

А. И. Штерн 



ПРЕДИСЛОВИЕ 
Если условиться считать зарождением математического про

граммирования открытие симплекс-метода в 1947 г., то можно счи
тать, что наша дисциплина насчитывает четыре десятилетии. 

Первое десятилетие рассматривается как период развития ли
нейного программирования и создания теоретических основ нели
нейного программирования. 

Второе посвящено зарождепию теории решеток, дискретного и 
певыиуклого программирования, динамического программирования 
и теории управления, а также методов декомпозиции больших си
стем. Третье десятилетие было отмечено доведением до зрелого 
состояния всех вспомогательных дисциплин, а также развитием 
теории педпфферепцируемои оптимизации и, наконец, наилучшим 
соединением математического программирования с теорией графов, 
которое привело к комбинаторной оптимизации. Это десятилетие 
положило также начало теории сложности вычислений, влияние 
которой на математическое программирование еще сильно ощуща
ется в четвертом десятилетии. 

Разумеется, нельзя считать простой исторической случайностью, 
что появление математического программирования совпало с появ
лением компьютеров. На первом этапе в математическом програм
мировании решение линейной задачи с сотней переменных и де-
сяткохМ ограничений расценивалось как огромный шаг вперед. Се
годня же решают линейные задачи с десятками тысяч переменных 
и тысячами ограничений; решаются также задачи течения в сетях 
с несколькими миллионами дуг и даже задачи, считавшиеся недо
ступными, такие как задача о коммивояжере, число переменных 
в которой может доходить до 100 000. 

Все это есть результат развития как теории алгоритмов, так 
и компьютеров, как математики, так и электроники. По атому по
воду я хотел бы заметить, что если развитие компьютеров — за
слуга по преимуществу американцев, то развитие математической 
основы алгоритмов и «логики» математического программирования 
есть результат географически сильно распыленных исследований и 
здесь вклад французских ученых находится в первых рядах. 

В настоящее время математическое программирование достигло 
определенной степени зрелости. Для большинства составляющих 
его разделов опубликовано достаточно много монографий и учеб
ников. Иное положение с работами, относящимися к синтезу, до-
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статочно широкому для изучения математического программирова
ния с едипых позиций. 

Книга Мишеля Мину представляет собой попытку заполнить 
этот пробел, и притОхМ осуществленную весьма удачно. 

Изложение организовано вокруг нескольких центральных по
нятий и успешно покрывает очень широкий спектр вопросов, не 
сбиваясь на излишнюю специализацию или фрагментарность. 

В некоторых вопросах, таких как методы субградиента, чита
телю представлен детальный отчет о важнейших современных до
стижениях, собранных вместе впервые в этой книге. 

В других вопросах дается лишь введение и отправная точка 
для дальнейших более глубоких и детальных исследований. 

Эта книга будет настольной книгой как математика, так и 
практического ипженера. 

Эгоп Балаш, 
профессор университета 

Карнеги-Меллои, 
Питтсбург, США 



ВВЕДЕНИЕ 

Объектом для теоретического изучения в математическом про
граммировании являются задачи оптимизации — от их постановки 
до нахождения алгоритмов решения. 

Присутствие в названии дисциплины термина «программирова
ние» можно объяснить исторически тем, что первые исследования 
и первые приложения развивались в прямом контакте с экономи
кой и операционным исчислением. 

Вполне естественно, что терминология отражает тесную связь, 
существовавшую между математической постановкой задачи и ее 
экономической интерпретацией (изучение оптимальной экономиче
ской программы). 

Именно тогда был предложен1) термин «линейное программи
рование» для изучения теоретических и алгоритмических задач, 
связанных с оптимизацией линейных функций при линейных огра
ничениях. 

Кун и Таккер2) в том же смысле использовали название «не
линейное программирование» для изучения нелинейных задач оп
тимизации с ограничениями или без них. Термин «целочисленное 
программирование» предложил Гомори3) для задач оптимизации, 
в которых на переменные наложено ограничение — принимать 
только целочисленные значения, тогда как термин «динамическое 
программирование» был введен Р. Беллманом4) для общего ме
тода оптимизации динамических систем (т. е. развивающихся с те
чением времени). 

Однако, несмотря на очевидное различие этих тем, затронутых 
между 1945 и 1960 гг., постепенный рост осознания глубокого род
ства между различными классами задач — как по структуре, так 
и по методам — быстро привел к их объединению в лоне повой, 
более широкой дисциплины — так называемого математического про
граммирования 5) , что свидетельствует о широком унифицирующем 
движении, которое выглядит еще не вполне достигшим своих целей. 

J) Dantzig G. IS. (1949), «Programming in a linear structure», Econometrica, 
vol. 17, n° 1. 

2) Kuhn H. W„ Tucker Л. W. (1951), «Nonlinear programming», Econometri
ca, vol. 19, p. 50—51. 

3) Gomory R. E. (1958), «An algorithm for integer solutions to linear pro
grams», Princeton, IBM Mathematics research project, Technical Report, n° 1. 

4) Bellman R. (1957), Dynamic programming, Princeton University Press. 
5) Термин «математическое программирование» впервые официально по

явился, по-видимому, в 1959 г. в названии международного совещания: The 
RAND Symposium on Mathematical Programming, Santa Monica, California 

a 



В настоящее время математическое программирование являет
ся одним из наиболее активно развивающихся разделов приклад
ной математики, и для этого имеются многочисленные основания. 
Может быть, главным из них является многообразие видов и важ
ность его приложений как в технике, так и в других областях 
прикладной математики. Ие пытаясь исчерпать все, можно указать 
приложения: 

— в исследовании операций: оптимизация технико-экономиче
ских систем (планирование, эконометрия), транспортные задачи, 
управление (в том числе запасами) и т. д.; 

— в численном анализе: аппроксимация, регрессия, решение 
линейных и нелинейных систем, численные методы, связанные с 
включением методов конечных элементов, и т. д.; 

— в автоматике: распознавание систем, оптимальное управле
ние системами, фильтрация, управление производством, роботы 
и т. д.; 

— в технике: управление размерами и оптимизация структур, 
оптимальное планирование сложных технических систем — таких, 
как информационные системы, сети компьютеров, транспортные и 
телекоммуникационные сети и т. д.; 

— в математической экономике: решение больших макроэконо
мических моделей (типа модели Леонтьева и родственных ей), мик
роэкономических моделей или моделей предпринимательства, тео
рия принятия решений и теория игр. 

Но важность и ценность математического программирования 
связаны также с тем, что оно дает адекватные понятийные рамки 
для анализа и решения многочисленных задач прикладной мате
матики. Важность понятия седловой точки в теории игр общеиз
вестна, и многие ее методы решения имеют своим источником ис
следования по математическому программированию. В численном 
анализе вариационная формулировка многих задач и распростране
ние па случай функциональных пространств основных конечномер
ных алгоритмов приводят к систематически используемым инстру
ментам изучения уравнений с частными производными или задач 
оптимального управления. В комбинаторном программировании 
важнейшие базовые алгоритмы (в задачах о потоках, в графах, 
о матроидах и пересечении матроидов) происходят из исследований 
по математическому программированию и используют понятия 
двойственности, дополнительности и унимодулярпости. Множество 
накопленных таким образом результатов привело к созданию около 
1974 г. теории сложности, которая, как известно, является объек
том интенсивных исследований в связи с ее теоретическими и прак
тическими следствиями в прикладной математике и в информатике. 

Этим, без всякого сомнения, объясняется тот факт, что с ма
тематическим программированием в последние 30 лет связана вы
сокая активность исследований и значительный объем публикаций. 
[То среди этого разнообразия в центре внимания постоянно нахо
дится проработка основных понятий и тенденция к унификации, 
тем более, что история этой пауки отмечена некоторыми замеча-
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тельными синтетическими работами, которые часто давали импульс 
потоку новых и плодотворных исследований. В линейном програм
мировании можно указать появившиеся в 1962 г. книги Хэдли и 
Симоннара, как и, конечно, монументальный труд Данцига 1963 г. 
В нелинейном программировании нужно особенно обратить внима
ние на книгу Зангвилла (1909 г.), где в первый раз появилась об
щая теория сходимости, как и на книгу Люенбергера (1973 г.), 
в которой был систематически проведен сравнительный анализ ал
горитмов с точки зрения понятия скорости сходимости. В целочис
ленном программировании нужно указать труд Ху (1969 г.), со
держащий, в частности, синтетическое изложение работ Гоморп, 
и книгу Горфинкеля и Немхаузера (1972 г.). В области комбина
торной оптимизации отметим работу Лавлера (1976 г.) и книгу 
Гоидрана и Мину (1979 г.), тогда как в динамическом програм
мировании следует сослаться на классический для дальнейшего 
текст Беллмапа (1957 г.). В области оптимизации больших систем 
укажем замечательное синтетическое изложение Ласдона (1970 г.), 
который показал, в частности, важность теории двойственности и 
недифференцируемой оптимизации в методах разложении. Нако
нец, в области бесконечномерной оптимизации книги Люенбергера 
(1969 г.) и Сеа (1971 г.) достигают некоторой унификации беско
нечномерного математического программирования и современных 
методов численного анализа. 

Помимо указанных выше нескольких основных работ, каждая 
из главных тем математического программирования отражена в 
обширной специальной литературе. По, напротив,— и это довольно 
любопытно — приводимая библиография показывает, что вплоть до 
последнего времени почти полностью отсутствуют достаточно об
ширные сиптетичсские работы, покрывающие если и не все, то хо
тя бы большую часть следующих тем: линейное программирование, 
целочисленное программирование, нелинейное программирование, 
оптимизация больших систем, динамическое программирование, 
бесконечномерная оптимизация. 

Настоящая книга как раз и имеет полью заполнить, насколько 
это удастся, указанную лакуну, представляя самую широкую воз
можную панораму теории и методов математического программиро
вания, вплоть до самых последних исследований. 

Глава 1 посвящена введению в некоторые основные понятия 
оптимизации. Там можно найти, в частности, основные понятия и 
результаты выпуклого анализа, постоянно используемые в книге 
в дальнейшем, а также введение в изучение сходимости алгорит
мов, приводящее, с одной стороны, к теории глобальной сходимости 
(основанной на понятии многозначного отображения) и к теореме 
Зангвилла, а с другой стороны — к понятиям асилштотическон схо
димости и скорости сходимости, столь полезным в сравнительном 
анализе алгоритмов, 

Глава 2 представляет краткое и сжатое изложение теории и 
алгоритмов линейного программирования. За тщательным изучени
ем вырожденности или численных задач, связанных с порождением 
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кодов линейного программирования, которые требуют исследований 
очень большого объема, мы отсылаем к библиографии и доволь
ствуемся этим. Действительно, нам кажется более предпочтитель
ным сосредоточиться на основных результатах, не специфичных 
для линейного программирования (таких, как двойственность), ко
торые мы найдем в следующих главах в гораздо более общей 
форме. 

В главе 3 мы описываем основные алгоритмы одномерной оп
тимизации, которые образуют, как известно, основную составную 
часть методов нелинейного программирования и которые частичпо 
обусловливают их практическую эффективность. Свойства этих ал
горитмов изучаются с точки зрения глобальной сходимости ите
ративных схем, содержащих эти алгоритмы. 

В главе 4 изучается нелинейная оптимизация без ограничений; 
эта глава содержит, в частности, достаточно полный обзор основ
ных численных методов, приложимых к дифференцируемым функ
циям. Изучаются также некоторые методы (алгоритмы субгради
ента), приложимые к задачам оптимизации не всюду дифферен
цируемых функций. Эти задачи приобрели в последние годы осо
бенную важность, так как они появляются во многих областях: 
в алгоритмах, основанных на теории двойственности, в методах 
разложения, в комбинаторном и целочисленном программировании. 

Затем в двух отдельных главах излагаются задачи нелинейной 
оптимизации с ограничениями. В главе 5 изучаются прямые мето
ды (называемые также исходными методами); она начинается из
ложением, связанным с условиями Куна — Таккера, которые со
ставляют, в известном смысле, ее теоретическую основу; затем вво
дятся фундаментальные понятия седловой точки и функции возму
щения, которые встречаются при изучении достаточных условий 
оптимальности. Наконец, чередой проходят важнейшие классы 
прямых методов: методы возможных направлений, линеаризация, 
проекция. 

Глава 6 посвящена теории двойственности и прямо или косвен
но использующим двойственность методам: лагранжевым методам 
и методам штрафа. Здесь можно найти, в частности, изложение 
новейших результатов, касающихся распространения теории двой
ственности па невыиуклые задачи, а также подробный обзор мето
дов расширенных лагранжианов, которые в настоящее время пред
ставляются наиболее мощными общими алгоритмами для решения 
сильно нелинейных задач. 

В главе 7 мы представляем целый ряд методов целочислен
ного программирования, обращая особое внимание па связи этих 
методов с теорией, изложенной в предыдущих главах. Так, методы 
сечеппй представляют собой замечательное развитие техники ли
нейного программирования. Лаграижево ослабление, связанное с 
методами оптимизации с помощью субградиентов, является систе
матическим средством получения хороших оценок снизу и делает 
методы разветвления в большом числе комбинаторных задач наи
более эффективными алгоритмами. Представление задач цело-
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численного программирования в конечных группах, а также их 
формулировка в терминах кратчайших путей являются источником 
нового, очень многообещающего направления исследований, кото
рое ведет к настоящей теории двойственности в целочисленном 
программировании и к новьш алгоритмам, основанным на лагран-
жевом ослаблении. 

Глава 8 посвящена оптимизации систем больших размерностей 
я техническим приемам обобщенного линейного программирования, 
лежащим в основе важнейших методов разложения. В отличие от 
традиционного изложения, здесь метод разложения Данцига — 
Вольфе изучается в контексте лагранжева ослабления и теории 
двойственности, что позволяет дать его изложение в духе преды
дущих глав. 

Подробно изучаются также как техника разложения по ресур
сам, так и разложение Бендерса; указаны некоторые важные при
ложения к оптимизации больших сетей. 

Глава 9 начинается с напоминания основных принципов дина
мического программирования, и, в частности, мы обращаем внима
ние на связи между теоремой оптимальности и принципом опти
мальности. Существенные идеи и иопятия вводятся па простых 
примерах. С другой стороны (порывая в этом отношении с тради
ционными изложениями), мы ведем изложение, избегая каких-
либо ссылок на оптимизацию динамических систем (которые пред
ставляют собой пе более чем одну из областей приложения дина
мического программирования). Затем мы даем обзор семейства ос
новных технических приемов сокращения вычислений, благодаря 
которым динамическое программирование позволяет создавать эф
фективные методы решения. Важность и многообразие приложе
ний динамического программирования побуждают в качестве за
ключения описать некоторые характерные примеры, такие как за
дачи целочисленной оптимизации, оптимизация динамических си
стем, фильтрация марковских процессов. 

Наконец, глава 10 рассматривается как введение в бесконечно
мерную оптимизацию и ее важнейшие приложения: оптимальное 
управление системами, описываемыми обыкновенными дифферен
циальными уравнениями или уравнениями с частными производ
ными. Кроме того, мы здесь коротко и ясно приводим основные 
сведения о фундаментальных математических структурах (банахо
вых и гильбертовых пространствах), а также об основных теоре
тических результатах (теорема о слабой компактности, теорема 
Вейергатрасса), чтобы показать, как осуществляется бесконечно
мерное обобщение основных методов, использовавшихся в копечно-
мерпом случае. 

Этот краткий обзор по главам дает ясно понять, что, песмотря 
на большое разнообразие затрагиваемых тем, эта книга построена 
в своей основе вокруг небольшого ядра основных идей: теории мно
гозначных отображений и глобальной сходимости, нгшятий седло-
вой точки и функции возмущений, теории двойственности и ее обоб
щений. Именно эти идеи составляют сущность математического 
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программирования, и именно они реализуют единство настоящей 
книги. 

Выбор содержания различных глав осуществлялся с учетом 
двойного требования: с одной стороны, дать читателю некоторое 
количество непосредственно применимых инструментов (алгорит
мов) для решения задач оптимизации, которые могут ему предста
виться; с другой стороны, дать теоретические и концептуальные 
рамки, достаточные для понимания и проверки этих алгоритмов* 
а возможно, и для создания новых. Именно поэтому изложение 
теоретических результатов осуществляется — в той мере, в какой 
это возможно,— с заботой о прояснении связей с приложениями и 
с работой алгоритмов. Кроме того, всякий раз, когда пе остается 
никакой возможности избежать исключения из текста слишком 
специальных теоретических исследований или слишком технических 
доказательств, сохранение которых могло бы повредить ясности н 
понятности текста в целом, мы стараемся указать их и отослать 
читателя к литературе. 

С учетом важности рассматриваемой в книге области и усилий 
по унификации изложения, осуществленных и представленных в ее 
тексте, настоящая книга должна составлять полезный инструмент 
для работы — с одной стороны, для изучающих предмет, а с дру
гой— для исследователей, которые могут использовать ее и для 
ссылок, и как ключ, открывающий доступ к библиографии, и, на
конец,— для инженеров и практиков, которые могут использовать 
книгу как подробный путеводитель, помогающий им найти среди 
большого числа предлагаемых теорией методов именно те, которые 
будут наиболее эффективны при решении их задач. 

Материал этой книги частично был выработан в холе чтения 
нескольких курсов, которые автор вел в некоторых инженерных 
школах, таких как Высини? национальная школа телекоммуника
ции, Центральная школа искусств и ремесел, Высшая националь
ная школа передовой техники (ENSTA). Он является также ре
зультатом двенадцатилетних исследований и ежедневной практи
ческой работы в области математическою программирования и ком
бинаторной оптимизации в Национальном центре изучения теле
коммуникации и в Высшей национальной школе передовой 
техники. 

Я считаю нужным выразить здесь мою живейшую благодарность 
всем тем, кто, прямо или косвенно, смог помочь мне в проду*мыва-
нии и создании настоящей книги. 

* М. Mumj 



Г Л А В А 1 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

§ 1. Математическое программирование. Определения 

Математическое программирование в самом общем виде можно 
определить как задачу оптимизации с ограничениями в простран
стве Нп: 

mm /(^) t 
* , ( * ) < 0, i « l , . .♦, те, (Р) 

Здесь вектор х&1\п имеет компоненты х\, Х2, ♦ .., хп, которые и 
являются неизвестными рассматриваемой задачи. 

Функция / называется целевой функцией (иногда ее называют 
экономической функцией), а множество условий gi(x)^0 (i = 
» i , 2, . . . , w) и ж б 5 называется ограничениями задачи. 

Различие (в (Р)) двух типов ограничений (#,■(#)< 0 и x&S), 
которое на первый взгляд может показаться искусственным, объ
ясняется здесь двояким образом. Во-первых, как легко видеть из 
табл. 1, оно позволяет объединить в одной общей формулировке 
основные классы задач, встречающихся в последующих главах. Во-
вторых, как мы увидим ниже, часто случается, что оба типа огра
ничений используются по-разному в алгоритмах решения задач. 
Например, в линейном программировании ограничения неотрица
тельности переменных, вообще говоря, неявно учитываются 
(см. гл. 2). То же самое можно сказать о£) ограничениях целостно
сти для переменных в целочисленном программировании (см. гл. 7). 
В дальнейшем мы рассматриваем лишь случай минимизации. Это 
не будет сужением постановки, поскольку поиск максимума функ
ции / сразу же сводится к задаче минимизации функции g = — /. 

С другой стороны, заметим, что задача (Р) содержит и ограни
чения типа равенства. В самом деле, ограничение типа h(x)=s=0 
всегда можно заменить двумя неравенствами: h(x)^0 и —h(x)<0. 

Решением задачи (Р) называют любой вектор х, удовлетворя
ющий ограничениям, т. е. такой, что 

Оптимальным решением (или глобальным оптимумом) задачи 
(Р) называют решение, минимизирующее f(x) па множестве всех 
решений. 
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Вектор х° есть локальный оптимум задачи (Р), если существует 
такая окрестность V(x°) точки х°, что точка х° является глобаль
ным оптимумом задачи 

minf(x), 
gi(x)<09 * - 1 , . 

x^S(\V(x°). 
., mt 

На рис. 1 иллюстрируются понятия глобального и локального 
оптимума для функции одного переменного. 

Часто, как мы убедимся в дальнейшем, можно охарактеризовать 
локальные оптимумы задачи, т. е. сформулировать необходимые 
а/или достаточные условия того, что решение х есть локальный 

fwi 

Рис. 1. Локальный оптимум и глобальный оптимум 

оптимум. Напротив, глобальный оптимум задачи, вообще говоря, 
невозможно охарактеризовать, кроме как для очень частных слу
чаев задач выпуклого математического программирования (см. 
п. 3.3). Этим объясняется трудность решения невьшуклглх задач 
математического программирования, в том числе задач целочислен
ной оптимизации (см. гл. 7). 

В табл. 1 приведена классификация различных типов задач 
оптимизации, встречающихся на практике, по свойствам функции 
/, функций gi и по определению подмножества S <= R\ Это позво
ляет прежде всего прояснить терминологию, принятую для задач 
оптимизации и кажущуюся несколько необычной на первый взгляд. 

Отметим, наконец, что нам часто придется рассматривать за
дачи тина (Р), содержащие лишь ограничения вида 

gi(x)^Q, i=l, m. 
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Т а б л и ц а 1 
Основные классы задач в математическом программировании 

Функция / Функции g\ 

Непрерывные, произвольные 
леливейные 

Произвольные нелинейные 
(не обязательно непрерыв
ные) 

Непрерывная, 
произвольная 
нелинейная 

Произвольная 
нелинейная (не 
обязательно не
прерывная) 

m = 0 

m = 0 

Произвольные нелинейные и 
и выпуклые функции 

Линейные 

Линейные 

Множество S 

Связное, компактное 

Дискретное (например, 
множество точек с це
лы м и координата ми, 
принадлежащих некото
рому компакту) 

S = Rn 

S=Zn 

Выпуклое множество 
S с= К'1 

S — подмножество, за
даваемое в 1\п системой 
линейных равенств и не

равенств (пример: Rn+) 

S с Zn 

Используемая терминоло- [ 
гия | 

Непрерывное математи-Г 
чес кое программировав 
ние 1 

Дискретное математичен 
с кое и рог ра м м и рование 
(если 5 c Z r t , то нели
нейное целочисленное 
программирование) г 

Непрерывная (нелиней
ная) оптимизация без 
ограничений ! 

Целочисленная (нели-| 
неиная) оптимизация без, 
ограничений 

' Нелинейное выпуклое 
математическое програм
мирование 

Линейное программиро
вание 

Целочисленное линейное 
программирование 1 

Это соответствует случаю, когда 5 совпадает со всем пространством; 
Rn. Дли такпх задач мы будем исполыюпать обозначение 

min/(^), 
*,(*)< 0, i = l , . . . , то, (П 

§ 2. Элементы топологии 

Рассмотрим пормировшшое векторное пространство R* с ёвклй* 
Довой нормой 

Г п "f 1/2 

И = 2 * ? 
2 М. Мину £7 



Эта норма позволяет ввести расстояние d(x, у) между двумя эле
ментами из R*: 

d(x, y)*=l\z-yl\. 
Говорят, что Rn есть метрическое векторное пространство. 

Вообще говоря, топологические понятия, вводимые в пп. 2.1, 
2.2, равно как и сформулированные свойства, справедливы в мет
рических пространствах (при этом нормированные векторные про
странства представляют собой частный случай метрических). 

2.1. Сходимость последовательностей в Rn или в R. Бесконеч
ная последовательность х\ х2, . . . , xk

y . . . векторов из R" будет обо
значаться {ж*}*вл* или просто {я*}, если не возникнет путаницы от
носительно множества индексов. Говорят, что последовательность 
{хк} сходится к х (или что х есть предел последовательности {хк}), 
если норма lb* —#1! стремится к 0 при к -*■ oot или, что рав
носильно, 

Ve > О SN: k>N=> lb* - aril < е. 
'Если х — предел последовательности {ж*}, то пишут з?-+х. 

Говорят, что х есть предельная точка последовательности {xh}k(3N, 
■дели из этой последовательности можно выбрать подпоследователь
ность {xl}ieL(L<=- N), сходящуюся к х. Аналогичным образом, х есть 
предельная точка последовательности {xk}, если 

V e > 0 , УК ЯкЖ: 1Ь*-*И<в. 

Таким образом, сходящаяся последовательность имеет единст
венную предельную точку — предел последовательности (очевидно, 
что последовательность, имеющая единственную предельную точку, 
не обязательно сходится; можно в качестве упражнения построить 
противоречащий пример). 

Наконец, введем для последовательностей действительных чи-
с̂ел ixk} ( « k e R ) понятия верхнего предела и нижнего предела. 

Верхним пределом (когда он существует) последовательности 
{xh}ke?N называется такое действительное число, что: 

1) V e > 0 ЗА": к > К=*хк<у + в; 
2) V e > 0 , v f t>0 Як>К: з*>у-е. 

Тогда пишут 
у = lim suptf\ 

.Аналогичным образом, верхним пределом последовательности на
зывают наибольшую предельную точку этой последовательности. 

Нижний предел последовательности действительных чисел {#*} 
:(обозпачаемый lim inf xk) может быть определен аналогично, и мож-
,но записать 

lim inf xk = —lim sup (—xh). 
Нижний предел последовательности есть наименьшая предельная 
точка этой последовательности. 
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2.2. Открытые и замкнутые множества. Пусть S c R n _ некото
рое множество из К". 

О п р е д е л е н и е 1. Элемент у ^ S называется внутренней точ
ной множества S, если существует такое е > 0 , что 

\\х - у\\ < е =̂  х е S 

(иными словами, если существует шар с центром в у, целиком со-
держащийся в S). 

Множество внутренних точек из S называется внутренностью* 
о 

множества S и обозначается intS (или S). 
П р и м е р ы . Множество А = {х\\\х'\\ < 1} имеет своей внутрен

ностью единичный шар /? = Ы1Ы! < 1}. Внутренность множества 
может оказаться пустой; например, это так для гиперплоскости 
B R " . 

О п р е д е л е н и е 2. Множество S называется открытым, если 
оно совпадает со своей внутренностью, т. е. если S = int S. 

П р и м е р ы , Единичный шар {я|!Ы1 < 1} есть открытое мно
жество. 

Пустое множество 0 и множество Н" открыты. 
С в о й с т в о 1. Пересечение конечного числа открытых мно

жеств есть открытое множество, 
Объединение конечного или бесконечного числа открытых мно

жеств есть открытое множество (доказательство предоставляется 
читателю в качестве упражнения). 

О п р е д е л е н и е 3. Множество V(х) есть окрестность точки-
« е Н п , если оно является открытым множеством, содержащим я . 
Равносильное определение: множество V(x) есть окрестность точ
ки х, если оно содержит шар с центром х. 

О п р е д е л е н и е 4. Говорят, что х <= R* есть точка прикосно
вения или замыкания множества S, если любая окрестность точки 
х пересекается с S, или, иначе, 

V 8 > 0 BTyeS: \\x-y\\<e. 
Множество всех точек прикосновения множества S называется 

замыканием множества S и обозначается с! S. Очевидно, что c I S ^ S . 
II р и м е р. Замыкание единичного шара Б = {xlllxW < 1} есть 

множество clS = {яПЫ! < 1К 
О п р е д е л е н и е 5. Множество S с: R" называется замкнутым, 

если оно совпадает со своим замыканием, т. е. clS — S. 
П р е д л о ж е н и е 1. Дополнение (в IV) открытого множество-

замкнуто. Дополнение (в \\п) замкнутого множества открыто. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть S — открытое множество и S — 

его дополнение в R". 
Пусть x&S. Существует шар с центром х, целиком содержа

щийся в 5. Этот imp не пересекается с S. Значит, х не является 
точкой прикосновения множества S. Следовательно, все точ
ки прикосновения множества *S принадлежат 5, и, значит, 
S замкнуто. 



Пусть теперь множество Т замкнуто, a f - его дополнение в 
R\ И пусть х ^ Т — произвольная точка; эта точка не является 
точкой прикосновения множества Т (поскольку Т содержит все свои 
точки прикосновения). Значит, существует шар с центром х, не 
пересекающийся с Т. 

Таким образом, J)TOT шар целиком содержится в Т, и, следова
тельно, множество Т открыто. 

Теперь переходом к дополнениям можем получить из свойства 1 
С в о й с т в о 2. Объединение конечного числа замкнутых мно

жеств замкнуто. Пересечение конечного или бесконечного числа 
замкнутых множеств замкнуто. 

Фундаментальным свойством замкнутых множеств является 
С в о й с т в о 3. Множество S с: Rn замкнуто в том и только том 

случае, если любая сходящаяся последовательность элементов из 
S имеет предел в S. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если х — предел последовательности {xk} 
элехментов из S, то для любого г > 0 существуют элементы после
довательности, принадлежащие шару с центром х и радиусом е. 
Значит, х есть точка прикосновения множества S. Стало быть, если 
S замкнуто, то любая сходящаяся последовательность элементов 
на S имеет предел в S. 

Обратно, если S не замкнуто, то существует точка прикоснове
ния х множества S, не принадлежащая S (x&S). А поскольку х — 
точка прикосновения, то для любого целого к ^ 1 найдется такая 
точка xk^S4 что \\х — xhW < i/к. Тем самым получаем последова
тельность {xh}, предел которой не принадлежит S. 

2.3. Компактные множества. Теорема Вейсрштрасса. 
О п р е д е л е н и е 6. Множество K^Rn называется компактным, 

если из любой последовательности {xk}keN элементов из К можно 
выбрать подпоследовательность {xl}^L (LczN), сходящуюся к эле
менту из К. 

Приводимое ниже свойство дает простую характеристику ком
пактных множеств в Rn (и, в более общей форме, в конечномер
ных нормированных векторных пространствах). 

С в о й с т в о 4. В пространстве 1\п множество К компактно тог
да и только тогда, когда оно замкнуто и ограничено (содержится 
в шаре радиуса М < +<»). 

Это свойство перестает быть верным в бесконечномерном про
странстве, что служит причиной некоторых трудностей решения 
задач оптимизации для бесконечной размерности. Однако мы уви
дим в гл. 10, как можно вновь найти эквивалент этого свойства 
посредством введения в бесконечномерных векторных простран
ствах топологии, отличной от топологии, ассоциированной с нор
мой, а именно слабой топологии. 

Следующая теорема является фундаментальной и касается су
ществования оптимального решения для задачи оптимизации, будет 
обобщена в гл. 10 для бесконечномерных оптимизационных задач. 

Т е о р е м а 1 (Вейерштрасс). Если f — непрерывная действи
тельная функция на компактном множестве К a Rn (К замкнуто 
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и ограничено), то задача 
min/(я) 
хек 

имеет оптимальное решение ж * е £ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть m = inf if{x)} (значит, Ух^К 
^ осек 

m<f(z))* Тогда существует такая последовательность {xh} эле
ментов из К, что f(xh)~* m (пг априори может быть —оо). 

Поскольку К компактно, то существует подпоследовательность 
{х1)шь(Ь ^ N), сходящаяся к х* ^ К. 

В силу непрерывности функции / имеем f(xl)-+ /(#*) и, значит, 
m = lim f(xk) — Нш / (xl) = / (ж*). 

Ho f(x*)> —°°, поэтому га > —оо, и 
Ух^К }(х*)=тп^1{х); 

следовательно, х* & К есть оптимальное решение поставленной 
задачи. 

Итак, условие компактпости существенно для доказательства 
существования оптимального решения в задаче оптимизации. 
В дальнейшем мы покажем, что именно условие компактности и 
позволяет доказать сходимость алгоритмов оптимизации и в Rn 

(гл. 1, п. 4.5), и в бесконечномерных пространствах (гл. 10, п. 3.1). 
Приводимое ниже следствие сразу вытекает из теоремы Вей-

ерштрасса, но оно часто используется в приложениях, например в 
случае оптимизации без ограничений, где отыскивается оптимум 
на всем пространстве Rn. 

Следствие 1. Пусть f — непрерывная действительная функ
ция па Rn, удовлетворяющая условию 

/(#)-*«> при 11x11 -> +оо. 
Тогда задача 

min f(x) 
oce=Rn 

имеет оптимальное решение х*, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть # ° ^ R n — произвольная точка. 

Согласно условию возрастания па бесконечности, пайдется такое 
М > 0, что 

Wxl\>M=>f(x)>f(x°). 

Стало быть, задача сводится к задаче оптимизации па замкнутом 
шаре {#!#€£ Rw; \\х\\ < М), который компактен, и, значит, примени
ма теорема 1. 

Заметим, наконец, что теорема 1 сразу же обобщается па полу
непрерывные снизу функции (см. гл. 10, п. 3.2). 

2.4. Замечания об обозначениях min и max. Как уже упомина
лось в самом начале, обозначение min {/(я)} будет использоваться 
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для таких функций /, что если выполпяются условия 
- 0 0 < inf { / ( * ) > < + 0 0 , 

х&Х 
то существует элемент х ^ X, для которого 

Д * ) - inf {/(*)>. 

Тогда полагаем min {/(#)} = f(x). 
х&Х 

Практически это сводится к предположению, что / удовлетво
ряет условиям теоремы Вейерштрасса или следствия из нее. 

Для функций /, не ограниченных снизу па X (т. е. таких, что 
не существует c e R : f(x)>c VzesX), удобно принять согла
шение 

min {/(#)} = — оо. 
х&Х 

В этом случае будем говорить, что на X не существует конечного 
минимума, или что задача min {/(#)} не ограничена. 

Наконец, если X = 0, принимаем по соглашению 
min {/(&)} = + оо. 
Х<ЕХ 

Условия использования обозначения max {/(я)} определяются ана~ 
х<ах 

логично. 

§ 3. Элементы выпуклого анализа 

В задачах оптимизации, как с ограничениями, так и без огра
ничений, важную роль играет понятие выпуклости. В самом деле, 
для большинства алгоритмов, которые будут описаны в книге, 
сходимость к глобальному оптимуму может быть доказана лишь 
при условиях выпуклости. 

Большинство результатов этого параграфа приводится без дока
зательства. За деталями можно отослать читателя к книге [38]. 
С другой стороны, основные теоремы об отделимости выпуклых 
множеств содержатся в приложении 1. 

3.1. Выпуклые множества. 
О п р е д е л е н и е . Множество S с Кп называется выпуклым, 

если 
VxezS] 
Vye=Sflx + { 1 - k ) y ^ S 

VX ( 0 < Я < 1 ) , 

Иначе говоря, мпожество S выпукло, если для любых двух то
чек х, y&S отрезок [х9 у] целиком содержится в S (рис. 2), 
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Пусть задапы р точек х\ х2, . . . , xp^Rn. Говорят, что x&R* 
есть выпуклая комбинация этих точек, если существуют такие ко
эффициенты |iJf \12) . . . , М'Р^О, ЧТО 

V Р 

2 Hi e If X e 2 Pi*** 
Легко видеть, что множество S c R n выпукло в том и только том 
случае, если любая выпуклая комбинация точек из S принад
лежит S. 

Пусть задано множество 5 cr R\ Обозначим через conv S вы
пуклую оболочку множества 5, т. е. множество точек из Rn, яв
ляющихся выпуклыми комбинациями точек из 5. Отсюда следует, 

Рис. 2. Выпуклость множества: а) выпуклое множество; 6) выпуклое множест
во (полиэдр); с) невыпуклое множество 

что множество S выпукло в том и только том случае, если S ■■ 
«s COHV S. 

С в о й с т в о 5. Пересечение конечного числа выпуклых мно
жеств выпукло. 

Доказательство следует непосредственно из определения. 
О п р е д е л е н и е 8. Относительной внутренностью выпуклого 

множества С <=■ Rn, обозначаемой 
riut С, называется внутренность 
множества С относительно наи
меньшего аффинного многообра
зия, содержащего С. 

На рис. 3 представлено выпук
лое множество С с: Rn, лежащее в 
плоскости я. Здесь rintC рассмат
ривается как подмножество пло
скости я, изоморфной И2 (при ее 
определении используются дву
мерные окрестности). 

Справедлива следующая 
Т е о р е м а 2. Всякое непустое выпуклое множество в Rn имеет 

непустую относительную внутренность. 
3.2.Вмпуклме функции. 
О п р е д е л е н и е 9. Говорят, что функция /: Rn -* R, опреде

ленная на выпуклом множестве 5, выпукла, если она удовлетворяет 

Рис. 3. Относительная внутренность 
выпуклого множества 
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условиям 

V » s S \f(Kx + (1 - а д < & / ( * ) + (1 - *)/(»); 
VXe=(0, 1]J 

функция / называется строго выпуклой, если для ж ^ у и ^ е ( 0 , 1) 
всегда выполняется строгое неравенство. 

Из определения следует, что функция / выпукла на выпуклом 
множестве S cr l\n в том и только том случае, если для любых ху 
y&S функция g (8) =«/(# + 8 (у —х)) есть выпуклая функция от & 
для бе[0 , 1]. 

О п р е д е л е н и е 10. Надграфиком функции / называется (и обо
значается epi/) множество векторов (JA, x) с п+1 компонентами; 

{(ц, х) \f(x) <iiyx^ It», | i 6 l « c R»«. 
С в о й с т в о 6. Функция / выпукла в том и только том случае,. 

если epi/ есть выпуклое множество. 
Т е о р е м а 3. Линейная комбинация с положительными коэф

фициентами от выпуклых функций есть выпуклая функция. 
Т е о р е м а 4. Если функция f непрерывно дифференцируема^ 

то эквивалентны условия а) а Ь), приводимые ниже. 
Если функция f дважды непрерывно дифференцируема, то эк-

бивалентны условия a), b) и с): 
a) / выпукла; 
b) V*, у: j{y)^j{x)+VjT{x)-{y~x)* 
c) V# гессиан У2)(х) есть положительно полуопределенная мат

рица (У у ут-?Ч(х)-У^0). 
С л е д с т в и е 2. Положительно полуопределенная квадратичная 

форма есть выпуклая функция. 
Доказательство сразу следует из тосремы 4, с). 
3.3. Выпуклые задачи математического программирования 
О п р е д о л с н и е 11. Говорят, что задача математического про

граммирования выпукла, если она состоит в минимизации выпук
лой функции (соответственно в максимизации вогнутой функции) 
на выпуклой области. 

Таким образом, задача (Р) из § 1 есть выпуклая задача мате
матического программирования (или задача выпуклого математиче
ского программирования), если, например, / выпукла, g( (I = 1, . . . 
. . . , m) выпуклы, S<=Rn выпукло. 

Тогда основное свойство выпуклых задач формулирует сле
дующая 

Т е о р е м а 5. Для выпуклой задачи всякий локальный оптимум 
является глобальным оптимумом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно всегда (без ограничения общпо-
сти) рассматривать выпуклую задачу в виде 

min/(;z), 

где / — выпуклая функция, S — выпуклое множество. 
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Пусть х° — локальный оптимум. Чтобы показать, что х° — гло
бальный оптимум, возьмем произвольный элемент y^S (у Фх°) 
и покажем, что f(z°)<f(y). 

Рассуждая от противного, допустим, что J{x°)>f(y). Отсюда 
в силу выпуклости функции / получаем 

ve^ tO , 1]: l(xo + Q(y-xQ))<(l-0)f(xo)+Qf(y)<f(xQ)1 

что противоречит предположению, что х° — локальный оптимум. 
Значит, для любого y^S имеем f(x°)<f(y), чем доказано, что 
хо __ глобальный оптимум. 

3.4. Выпуклые функции в расширенном смысле. Иногда прихо
дится рассматривать выпуклые функции, которые могут принимать 
значения +°° или — «>. Приведем несколько примеров таких си
туаций. 

П р и м е р 1. Если выпуклая функция определена на выпуклом 
множестве S cr R», то можио доопределить ее на всем пространстве 
R% условившись положить 

/(#)=+«> для хФ-S. 
Тогда минимизация функции / на S эквивалентна минимизации 
«расширенной» функции без ограничений. 

П р и м е р 2. Пусть функция Ф(у) определена как оптимум 
задачи оптимизации с правой частью, зависящей от у=* 
— [Уь У2 У\т-

min f(x) ( = Ф ( ^ ) ) , 
g(*)<y, (Ру) 

xesRn. 
Задача (Ру) может не иметь решения при некоторых значениях 
у; для таких у следует положить Ф(у) =*+«>. Точно так же (Ру) 
может пе иметь конечного оптимума для некоторых значений у. 
В этом случае полагаем Ф(у) ——«>. (Функция Ф называется функ
цией возмущений. Ее свойства будут изучаться более детально в 
гл. 5, § 2.) 

Итак, если допустить, что f(x) может принимать значения +«> 
и — <х>, то следует слегка изменить приведенное выше определе
ние выпуклых функций. 

О п р е д е л е н и е 12, Будем говорить, что /—(расширенная) 
выпуклая функция, определенная па Rn и принимающая значение 
в R, если 
Yx f(x)^= + oo) 
Vy / ( ^ ^ J ^ ^ + ̂ -^XVW + fl^/fe) УЯеГО,!]. 
Тогда надграфик расширенной выпуклой фупкции / определяется, 
как в п. 3.2. 

О п р е д е л е н и е 13. Эффективной областью определения вы
пуклой функции называется (и обозначается dom/) множество 

dom / = {х е l\n\j(x) < +оо}. 
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Заметим, что множество dom / есть проекция надграфика epi / 
на Rrt. В самом деле, 

dom / == ix ^ Rnl 3|я < +оо: (Хч ц) е epi /}. 
О п р е д е л е н и е 14. Расширенная выпуклая функция / назы

вается собственной, если множество dom / непусто и если 
/(£)>—оо V#<=dom/. 

На рис. 4 представлена собственная выпуклая функция одного 
переменного. 

О п р е д е л е н и е 15. Пусть /: Rn -> R — выпуклая функция. 
Сопряженной к функции / называется функция /*, удовлетворяю
щая условию 

V*/e=Rn / *0 / )= sup { у * . * _ / ( * ) } . 
хепп 

Легко видеть, что /* — выпуклая функция. 
Аналогично, функция, сопряженная к /* 

(бисопряжеиная к / ) , определяется условием 
/**(*)= sup {yT-x — f*(y)}. 

xeun 

Теперь можно ввести понятие замкнутой выпуклой функции. 
О п р е д е л е н и е 16. Функция / называется замкнутой выпук

лой в том и только том случае, если /** = /. 
Функция /** (называемая также замыканием функции /) со

ответствует регуляризации функции / на границе ее эффективной 

Не содержится 
в ёр1(/) 

и обозначаемая /** 

dom(f) 

Рис. 4. Собственная выпуклая функция и ее эффективная область 

области. Нетрудно доказать, что если / — выпуклая функция, то 
ее сопряженная /* — замкнутая выпуклая функция. 

3.5. Субградиенты. Субдифферешщал, Для дифференцируемой 
выпуклой функции / градиент Vf(x°) в любой точке х° удовлет
воряет фундаментальному неравенству 

f(x)>j(x)+Vf(x°)(x-x0). 
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Если выпуклая функция дифференцируема не всюду, то понятие 
градиента обобщается понятием субградиента. 

О п р е д е л е н и е 17. Субградиентом функции / в точке х° на
зывается вектор у=(Ть Tf2i •♦•> Тп)Г еК я , удовлетворяющий ус
ловию 

f{x)>f(x°)+f-(x-xQ). 
В пространстве Rn+1 гиперплоскость 

пересекающая надграфик функции / в точке (х°, j(x0)) и лежащая 
всюду не выше этой точки, называется опорной гиперплоскостью 
надграфика функции f(x) в точке х°. 

фундаментальным результатом является следующая [38] 
Т е о р е м а 6. Всякая расширенная собственная выпуклая функ

ция /. определенная на Rn, имеет субградиент в любой точке х° <s 
e=rint(dom / ) . 

О п р е д е л е н и е 18. Субдифференциалом функции / в точке а:0 

называется (и обозначается df(x°)) множество всех субградиеитов 
функции / в точке х°. 

Теорема 6 означает, что для любой собственной выпуклой 
функции 

д{(х°)Ф 0 V#° е rint(dom / ) . 
Если функция / дифференцируема в х°, то субдифференциал в 

.я0 сводится к единственному элементу — градиенту функции / в 
точке х°: 

df(x°)={Vf(x0)}. 
Т е о р е м а 7. Для любой точки х° е rint (dom /) множество 

df(x°) замкнуто и выпукло. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выпуклость следует непосредственно из 

определения; в самом деле, если 
Чх^д}(х°), fe=d}(xQ), 

то 
f(x)>f(x0)+^T(x-X°) V.Z, - .: 

откуда 
V>we[0, I] f(x)>f(xQ)+[kv*T+(i-X)fT](x-x°) Ух, '"■/'. 

эт, следовательно, 
W+(l-K)f = df(aP) VJtefl), i]. 

Чтобы показать, что множество df(x°)¥-0 замкнуто, рассмот
рим сходящуюся к *v последовательность yj^df(xQ) и предполо
жим, что ч<£д{(х°). Это значит, что пайдется такой элемент ыез 
« Rn, что 

4(y) + f(x°)+f(y-*°) = e>0. 
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ti^dj{xu)^t{y)-H^)-f 
Отсюда 

h-t\\>-

■(у-х°)^Ц-^).\]у-хЧ. 

\У — х 
V/, 

и мы пришли к противоречию со сходимостью {*f) к у. 
Минимум выпуклой функции позволяет охарактеризовать 
Т е о р е м а 8. Пусть / — собственная выпуклая функция. Точка 

х° минимизирует / в том и только том случае, если 0^df{x°). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, 0^д}(х°) тогда и только 

тогда, когда 
f(x) > f(x°) + О • {х - xQ) V i e R»; 

а это соотноптешш в свою очередь выполняется в том и только 
том случае, если х° минимизирует / (рис. 5). 

3.6. Субградиенты и производные по направлению. 
О п р е д е л е н и е 19. Производной по направлению для функ

ции / в точке х° но направлению у называется (и обозначается 

Рис. 5. Выпуклая функция / переменного х, не всюду дифференцируемая; ео 
падграфик epi(/) и субградиент функции / в точке х° (наклон опорной гипер

плоскости к надграфику в точке х°) 

б/(#°, у)) предел (который может быть равен =Ь°о) отношения 
' г —^у когда Л -> 0, принимая положительные значения. 
Иначе: 

б/ (х°, у) = lim '-±—L-i^i—'—-\ 

Можно заметить, что для выпуклой функции / функция от X 

*(*.) _/(*°+ы-/(*°) 
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убывает (в широком смысле), когда X уменьшается, оставаясь по
ложительным. (При этом, очевидно, предполагается, что f(x°) ко-

С другой стороны, если dj(x°)¥= 0 и если -у е dj(x°), то 

/(«» + Ы--;(*0)>тг.у vx. 
л 

Отсюда выводим, что g(K) имеет конечный предел; следовательно, 
6/(#°, 2/) существует в любой точке х°, для которой д1(х°)Ф&, и,. 
значит, 

0/(*°. y)>f-v V i e ^ / M . 
Важный результат о том, что предыдущее неравенство обраща

ется в равенство по крайней мере для некоторого субградиента в 
х°, выражает 

Т е о р е м а 9, Если множество dom / имеет непустую относи
тельную внутренность, то для любого х° е rint (dom /) существует 
6J(A У) и 

8/(я°, */) = max {ут-у}. 
v<zdf(xQ) 

§ 4. Исследование сходимости. Глобальная сходимость 
и асимптотическая сходимость 

4.1. Понятие алгоритма в математическом программировании, 
Большинство методов решения задач оптимизации, которые будут 
изложены в последующих главах, имеет итерационную природу, 
т. е. исходя из некоторой начальной точки х° они порождают по
тенциально бесконечную последовательность точек х°, х1, ..., хк, .. .г 
относительно которой мы рассчитываем, что она сходится к иско
мому оптимуму. 

Алгоритм решения есть процесс, позволяющий исходя из задан
ной начальной точки х° строить последовательность х1, х2

7 ., ,, xk, . , . 
Стало быть, алгоритм полностью определяется заданием отображе
ния /1, которое ставит в соответствие хк и xhhX = A (xh). Это позво
лит нам в дальнейшем не различать алгоритм и отображение, ко
торое с ним связано. Тем самым исследование сходимости алго
ритма сведется к изучению свойств отображения Л. 

4.2. Общая модель алгоритмов. Многозначные отображения. 
Заметим, однако, что представленная выше модель, позволяющая 
хорошо описать конкретный алгоритм, совершенно неприменима 
для описания класса алгоритмов. Но цель общей теории сходимо
сти состоит скорее в исследовании, по возможности глобальном, 
поведения класса алгоритмов, чем в изучении всех алгоритмов 
класса, которые практически часто различаются лишь в деталях 
их использования. 

Пусть А\, Аъ, . . . , Ар — некоторый набор алгоритмов, приписы
ваемых одному семейству. Стало быть, естественно поставить за-
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дачу о возможности глобального исследования их поведения. Тог
да мы приходим к глобальному рассмотрению этого семейства ал
горитмов как отображения с кратными компонентами, которые точ
ке хп ставит в соответствие р точек: А\(хк) t A$(xh), . . . , Ap{xk). 
Иначе говоря, семейство алгоритмов рассматривается как отобра
жение, которое каждой точке хк соотносит множество А(х*)=* 
*= {A\(xh), . . . , AP(xh)}. Это естественно приводит к общей модели, 
в которой алгоритмы (или классы алгоритмов) представлены мно
гозначными отображениями, т. е. отображениями Rn в ^ (R n ) , ко
торые точке х е 11* ставят в соответствие подмножество из Ип. 

Мы будем использовать обозначение А: X —> Y для многознач
ного отображения X в У. 

Как мы увидим в гл. 3, § 3, эта модель будет также очень 
удобна для учета кратности локальных оптимумов или погрешно
стей, вызванных прерыванием итерационного процесса. 

4.3. Понятие глобальной сходимости. 
О п р е д е л е н и е 20. Будем говорить, что алгоритм, описывае

мый многозначным отображением А, глобально сходится (или об
ладает свойством глобальной сходимости), если для любой выбран
ной исходной точки х° последовательность {я*}, порожденная точ
ками #ЙИ е A(xk) (или подпоследовательность), сходится к точке, 
удовлетворяющей необходимому условию оптимальности. 

Необходимым условием, входящим в это определение, будет, 
вообще говоря, стационарность в случае оптимизации без ограни
чений (гл. 4, и. 1.1) и условия Купа — Таккера в случае оптими
зации с ограничениями (гл. 5, § 1). 

Свойство глобальной сходимости выражает в некотором смысле 
надежность функционирования алгоритма и соответствует, вообще 
говоря, минимальному требованию, которое можно сформулировать 
для любого метода решения задач математического программиро
вания. Очень важно подчеркнуть, что это свойство не влечет (в 
противовес тому, что можно было бы предполагать) сходимость 
к глобальному оптимуму для любой исходной точки х°. Речь дол
жна была бы идти об условии гораздо более строгом, а оно не 
может быть практически выполнено ни при каком из известных 
алгоритмов. Тем не менее можно отметить, что если только алго
ритм обладает свойством глобальной сходимости, то достаточно по
требовать условия выпуклости, чтобы получить в точности сходи
мость алгоритма к глобальному оптимуму задачи независимо от 
выбранной исходной точки. 

Классическим примером не сходящегося глобально алгоритма 
является метод Ньютона. Для иллюстрации этого явления в одно
мерном случае обратимся к гл. 3, п. 1.1. Поскольку метод Ньютона 
обладает, в частности, свойствами, интересными с точки зрения 
скорости сходимости (см. гл. 4, п. 2.8), то он часто комбинируется 
•с другими методами для обеспечения глобальной сходимости. 

Теперь мы покажем, что условия, обеспечивающие свойство гло
бальной сходимости, могут быть выражены в рамках очень общего 
•формализма, и они сводятся, по существу, к тому, что от отобра
ло 



деения А требуется выполнение условия замкнутости, непосред
ственно обобщающего понятие непрерывности. 

Отображения А, используемые в большинстве алгоритмов, за
висят от функции / и часто от ее производных (градиент, возмож
но, гессиан), поэтому эти условия часто возвращают нас к требо
ванию некоторой регулярности от функции / и/или ее производиых. 

4.4. Замкнутые многозначные отображения. Здесь мы по всей 
общности рассмотрим многозначные отображения между двумя то
пологическими векторными пространствами X и Y. В большинстве 
случаев X = Y = Rn, по X может быть бесконечномерным вектор
ным пространством, например банаховым пространством (иолноа 
нормированное векторное пространство) или гильбертовым про
странством (это пространство является частным случаем банахова 
пространства); относительно изучения бесконечномерных задач оп
тимизации см. гл. 10. 

Для многозначных отображений введем понятие замкнутости,. 
обобщающее понятие непрерывности для обычных отображений. 

т 
О п р е д е л е н и е 21. Многозначное отображение А: X --> Y на

зывается замкнутым в точке X, если 
xh -+ х в X | 
yh-*y в Y \=>yezA(x). 
у и yh^A(xh)j 

Многозначное отображение А называется замкнутым на S^Xr 
если оно замкнуто в любой точке из S. 

3 а м е ч а н и е. Если А — обычное непрерывное отображение 
X - У, то 

хк~+х (в Х)=> A(xh)~> А(х) (в Г), 
и, следовательно, непрерывность впечет замкнутость. Обратное,. 
вообще говоря, неверно. 

О п р е д е л е н и е 22. Если Л и В — два многозначных отобра
жения: 

(A: X^Y и Я: Y^Z), 
то произведение отобрао1сений А, В (обозначаемое В ° А) есть мпо-
гозначное отображение С: X —> Z, которое элементу х^Х ставит 
в соответствие 

С{х) = U В (у). 

Мпогие из алгоритмов, которые мы будем изучать, могут рас
сматриваться как произведение нескольких многозиачных отобра
жений. Приводимые ниже результаты да гот достаточные условия 
для того, чтобы произведение отображений было замкнуто. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть А: X —*Y и В: Y —> Z — два-
многозначных отображения. Предположим, что выполняются 
условия: 

1) А замкнуто в х^Х,В замкнуто на А(х); ■■ * 
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2) У есть замкнутое множество, и любая последовательность 
lyhh удовлетворяющая условию yh^A(xk) при xh-+x, имеет схо
дящуюся подпоследовательность (в частности, условие 2) выполня
ется, если У— компактное множество). 

Тогда многозначное отображение С = 5 ° А замкнуто в х. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что хк-+х в X и zh <з 

^C(xk), zk -+■ z в Z. Покажем, что z^C(x). 
Поскольку z f t e f ( / ) , то для любого к существует такое yh e 

^А(хк) (значит, г/й€=У), что zh^B{yh). Согласпо условию 2) из 
последовательности {ук} можно выбрать подпоследовательность, 
сходящуюся к ^ е У . 

Пусть {у1)^ь — эта подпоследовательность. Значит, у1 -»* у в У 
в VZ у 'еуЦя ' ) . Отсюда в силу замкнутости отображения А ъ х 
выводим, что у ^ А(х). 

Кроме того, у1 -* у в Г, 2* -* z в Z, а поскольку 5 замкнуто на 
[4(#), в частности, в у, то имеем z^B(y). Но тогда i/e.4(#) и 
z^B(y)=>- z^C(x), откуда и следует результат. 

Тот факт, что условие 2) автоматически выполняется, если 
Y—компактное множество, вытекает из определения 6. п. 2.3. 

Многозначное отображение может быть также получено как 
произведение обычного отображения и многозначного отображения. 

Приводимый ниже результат уточняет для этого случая усло
вия, при которых произведспие отображений замкнуто. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть А: X -> У — обычное отображение 
и В: Y —-> Z—• многозначное отображение. Тогда если А непрерыв
но в точке х и В замкнуто в А(х), то произведение С = В ° А есть 
многозначное отображение, замкнутое в х. 

Доказательство следует непосредственно из предложения 2, ибо 
если А непрерывно в точке х и если xh -> x, то последовательность 
yh =* А (хк) сходится к у «= Л (х). 

4.5. Теорема о глобальной сходимости. Рассмотрим задачу опти
мизации на X, и пусть Q есть множество точек из X, удовлетво
ряющих некоторому необходимому условию оптимальности (напри
мер, стационарность в случае оптимизации без ограничений — см. 
гл. 4, п. 1.1). 

Предположим, что для решения этой задачи используется алго
ритм, представленный многозначным отображением А: X —> X. 

Приводимый ниже результат показывает, что глобальная схо
димость алгоритма (т. е. сходимость к точке из Q для любой ис
ходной точки х°) существенно зависит: 

— от замкнутости отображения А во всех точках из X — Q; 
— от существования непрерывной функции z: Х-^R, называе

мой функцией спуска. 
О п р е д е л е н и е 23. Говорят, что z: X -*- R есть функция спу

ска (относительно алгоритма А), если она непрерывна и удовлет-. 
воряет следующим условиям: 

1) x<£Q=>z(y)<z(x) Уу^А(х), 
2) x*=Q=>z(y)^z(x) VyezA(x). 
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Теперь можпо сформулировать следующую теорему. 
Т е о р е м а 10 (Зангвилл, 1969). Пусть дана задача оптимизации 

па X и пусть Q — множество точек, которые удовлетворяют неко
торому необходимому условию оптимальности. 

Пусть Л: X —> X — многозначное отображение (алгоритм) и 
пусть последовательность {xh} порождена алгоритмом, т. е. удовлет
воряет условию xk+l ^ А (хк). 

Пусть выполняются три условия: 
С1) все точки хк содержатся в компактном множестве K^zX; 
С2) существует функция спуска z; 
СЗ) многозначное отображение Л замкнуто па X — Q и А (х) Ф 

Ф0 Ух е X - Q. 
Тогда предел х любой сходящейся подпоследовательности по

следовательности {xh} принадлежит Q. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Все точки xh содержатся в компактном 

множестве К^Х, поэтому можпо выбрать из {xk}heaN сходящуюся 
подпоследовательность. Пусть {z*}iaL — такая подпоследователь
ность и х — ее предел (х^ К). 

В силу непрерывности функции z имеем z(xl)-*~ z(x) для I -* <*> 

Покажем, что z(xk) -* z (x) (к -»- о*, & <= N). 
Для любого заданного е > 0 найдется такое ?g, что 

Vl^U (l&L), z(xl)-z(x)<z. 
Значит, для любого к > h (f ts Лг) имеем 

z (xk) — z (x) = z (xh) — z (хг) + z (х1е) — z (х). 

В силу мопотонпости z имеем z(xh) — z ( # 8 ) ^ 0 . Стало быть, для 
к>1е 

z(я*) — z(x)^z{xh) ~z(x)<е. 
Покажем, наконец, что a ; sQ. Для этого рассмотрим последова

тельность {xlH)teL. Все ее элементы принадлежат компактному мно
жеству /С, поэтому можно выбрать сходящуюся подпоследова
тельность 

Значит, для J-»-oo n / s / / имеем 
х'-^х, a*+l-+z\ xl+l^A(xl), 

При x&Q отображение А замкнуто в х, откуда х'^А(х). А по
скольку ъ(хк)-+- z(x) для к -*■ о», k<^N, то, в частности, z(xl+1)-*-
-*- z(x') = z(x) для I -*- «\ Z<=Z/. Тогда строгое неравенство z(z/)< 
<z(#) не выполняется для у = х' *^А(х), что противоречит пред
положению, что 2 — функция спуска. 

Следовательно, х е Й . 
Как мы увидим, этот весьма общий результат позволяет уста

новить глобальную сходимость большинства алгоритмов, которые 
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будут изучаться в книге, и, в частности, в гл. 4—6. (Относительно 
обобщений этой теоремы см., например, [3, 27].) 

Сделаем несколько замечаний, касающихся практического при
менения теоремы 10. 

1. Функция спуска z будет, как правило, приниматься рав
ной функции /, которую мы пытаемся минимизировать. Стало быть, 
чаще всего для установления сходимости алгоритмов мы будем 
требовать непрерывности функции /. 

2. Для выполнения условия С1) и принимая во внимание выбор 
функции / как функции спуска, очень часто будем налагать усло
вие, что множество 

Х9 - ix\x е X, f(x) < а - f(x°) > 
ограничено. Тем самым обеспечивается условие, что все элементы 
последовательности {хк}, порожденной алгоритмом, содержатся в; 
замкнутом ограниченном множестве К. 

Если рассматриваемое пространство есть R", то К — компакт
ное множество. 

Другой способ удовлетворить условию С1) заключается в тре
бовании, чтобы функция / удовлетворяла условию /(я)-*-оо при 

3. В противовес условиям С1) и С2), которые обычно удовлет
воряются (во всех методах спуска целевая функция в процессе 
итераций монотонно убывает), условие СЗ) является критическим. 
Отсутствие сходимости алгоритма чаще всего проистекает из тогоу 
что это условие не выполняется. 

П р и м е р . Приведем сразу же очень простой пример [31]. 
Рассмотрим для « e j s [0, 1] многозначное отображение 

ПО, .г) для 0 о < 1 , 
А(Х)~{{()} для х=0. 

Для Q ~ {0} функция z(x)~x есть функция спуска, ибо для хФ® 
z(y)< z(#) = х Vy&A(x). 

Последовательность 
г ° - 1 , ar*+» — ж%— 1/2**я 

при любом к удовлетворяет условию 
х*+1&А(х*)9 

по хк-*-1/2 ^ Q. Стало быть, хк не сходится в Q, и многозначное' 
отоГфажепие А не замкнуто на X — Q. 

Можно указать другие примеры зтого явления, в частности, эта 
будет сделало в гл. 5, § 3, в связи с методами возможных на
правлений. 

4.6. Асимптотическая сходимость. Скорость сходимости. Если 
глобальная сходимость установлена, то пас интересует оценка ее 
эффективности. С практической точки зрения эффективность алго-
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т м а зависит от числа итерации, нсооходимых для получения 
приближения оптимума х* с заданной точностью е. Если сравнить 
между собой большое количество алгоритмов и допустить, что вре
мя вычисления итераций одинаково для всех алгоритмов, то наи
лучшим среди них будет тот, который требует наименьшего числа 
итераций. 

К сожалению, оказывается невозможным сформировать общие 
правила такого рода сравнений. В соответствии с выбранной нами 
отправной точкой природа оптимизируемой функции, значение вы
бранной точпости, иерархия алгоритмов могут сильно различаться. 

Если мы хотим получить критерий с некоторым абсолютным 
значением, то следует прибегнуть к другому типу анализа, взяв 
за объект исследования асимптотическую сходимость, т. е. поведе
ние последовательности {хк) в окрестности предельной точки х*. 

Это приводит к тому, что каждому алгоритму приписывается 
некоторый индекс эффективности, называемый скоростью сходимо
сти, Здесь мы приведем основные определения, которые будут ши
роко использоваться в дальнейшем. 

Пусть евклидова норма в R" обозначается II-И и пусть последо
вательность {xk} сходится к #*. 

Если выполняется неравенство 

h m s u p u * - * . | a < 1 ' • ■'. , 
то говорят, что имеет место линейная сходимость и что а — соот
ветствующий коэффициент сходимости. 

Если & 
1!.т*+1_.г*Л л 

->и при /с-^оо,; !i xk — х 

то говорят, что имеет место суперлинейпая сходимость. Более 
точно, если существует такое f > 1, что 

l im aup J • " < + оо, 
/j-»oc || X — X |, 

то говорят, что имеет место сходимость порядка f > 1. В частно
сти, если 

п r^+i ,г* П 
/<-»эо j | X — X |, 

то говорят, что имеет место квадратичная сходимость (сходимость 
порядка 2). 

Как мы увидим ниже, исследование скорости сходимости алго
ритма позволяет оценить его эффективность и осуществить его 
сравнение (в некотором смысле) с другими алгоритмами. Однако 
яри этом необходима определенная осторожность и следует воздер
жаться от поспешных выводов. 
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Например, нельзя утверждать, что алгоритм Л, сходящийся в 
смысле квадратичной сходимости, должен быть существенно лучше 
алгоритма В, сходящегося линейно. 

Предположим, что квадратичная сходимость алгоритма А по
лучена лишь в малой окрестности точки я*: 

Г = {х\\\х-х*\\ ^ 10-2H*°-a*ll}f 

и что требуется к = 100 итераций для достижения этой окрестно
сти из точки х°\ и пусть, кроме того, алгоритм В сходится линейно 
с первой итерации с коэффициентом сходимости а— 0,9. Если за
данная точность есть si = 10~3H:z0 — ж*Н, то для алгоритма В пона
добится только около & = СО итераций, тогда как для алгоритма А 
необходимо более 100 итераций. 

Если же заданная точность равна в2 = 10~9lb° — di, то очевид
но, что алгоритм А потребует значительно меньше 100 итераций, 
зато алгоритм В будет сходиться лишь приблизительно за 3X00 = 
«180 итераций. 

Приведенный пример хорошо иллюстрирует предосторожности, 
которые следует соблюдать при сравнении алгоритмов но критерию 
скорости сходимости. Следует подчеркнуть также, что этот крите
рий тем лучше отражает практическую эффективность сравнения 
алгоритмов, чем больше конечная требуемая точность. 

З а м е ч а н и е . Иногда к выражению скорости СХОДИМОСТИ по
следовательности {#*} приходят при исследовании не способа СХО
ДИМОСТИ \\хк — #*И к 0, а способа сходимости последовательности 
/(#*) к /(ж*), где / — минимизируемая функция. 

Рассмотрим сначала наиболее часто встречающийся частный 
случай, когда функция / имеет положительно определенный гес
сиан V*f(x*) в точке оптимума х*. Стало быть, в окрестности 
точки х* 

Hx)^)(x*) + (x-x*)r -V*/(x*)(a:-a:*)f 

и если обозначить через К и Л соответствеппо наименьшее и наи
большее собственное значение гессиана v2/(#*), то найдется такая 
окрестность Y точки я*, что для любого х^Т 

Я'1Ь-я*!12< | / ( * ) - / ( х * ) | ^Л'1Ь-я*И а , (1) 

где Г — X - г > 0, Л' = Л + г (е > 0). 
При этих условиях легко показать, что сходимость последова

тельности хк и х линейна (соответственно более высокого порядка, 
порядка К) в смысле абсолютного значения !/(#*) — /(х*)| , в том 
и только том случае, если сходимость хк к х* в смысле нормы 
Ихк — ж*1! линейна (соответственно более высокого порядка, по
рядка Я). 

Исследуем> например, случай линейной сходимости. Предполо
жим, что 

l i m a u p ^ ; 1 ) - " ^ ' - , » ^ . 
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Пля любого а ( « < « ' < 1 ) (например, а'==(1 + а)/2) найдется 
?акое X, что цпя к>К 

| / ( « » + ' ) - / ( * « ) 1 < а , t 

в значит, для любого р > 1 
| / (* к*')- / (**) I < Ц(а')р, I* = ! / ( ** ) - /(**) I. 

С другой стороны, всегда можно предположить, что К выбрано 
столь большим, что к>К = хк^Г. Отсюда для р>1 имеем 

| ХК+Р _ я* р , - JL | / (**+*)_ / (а;*) | ̂  JL (а')Р, 

откуда следует линейная сходимость xh к х* в смысле сходимости 
по норме Wxh - я*II. 

Обратное доказывается аналогично. Результаты, относящиеся 
к сходимости более высокого порядка и к сходимости порядка К7 
устанавливаются точно так же. 

Теперь мы рассмотрим проблему во всей общности (т. е. при 
отсутствии соотношения типа (1)); ясно, что пе существует полной 
эквивалентности между двумя понятиями скорости сходимости. 

Например, легко представить себе последовательность {#*}, для 
которой норма Иж* — ж*II линейно сходится к 0, но последователь
ность {/(#*)} даже не является монотонно убывающей (один из 
таких случаев представляют алгоритмы субградиеитов, изучаемые 
в гл. 4, § 3). Обратно, f(xh)— f(x*) могут линейно сходиться к О, 
когда расстояние IIж* — я*II не является монотонным. 

Однако можно показать, что благодаря понятию средней ско
рости сходимости в большинстве случаев оценка скорости сходи
мости по норме Wxh— x*W равносильна оценке относительно разно
сти 1/(жй)—/(#*) I (см., например, [31]). 
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Г Л А В А 2 
ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

§ 1. Основные определения и результаты 

Задача линейного программирования состоит в минимизации 
г(или максимизации) линейной функции при линейных ограниче
ниях; следовательно, речь идет о математической задаче: 

найти min/(x) при условиях: 
gi (х) ~ 0,, i e /° (ограничения типа равенства); 

(Ро) 
Bi(x)<Of i€=I~) 

\ (ограничения типа неравенства); 
gil*)>o, *e=/+J 

где /, gi ( i e / - /° U/+ U/~)— линейные (аффинные) функции от 
переменных х\, . ••, %п. 

З а м е ч а н и е . Без ограничения общности можем предполагать, 
что Xj (/ ==1, ..., п) могут быть только неотрицательными:. 
В самом деле, если существует перемопиая хи которая может при
нимать любое действительное значепие — положительное, отрица
тельное или пуль, то можно заменить х5 разностью xf — xj двух 
переменных, принимающих лишь неотрицательные значения. 

Если имеется несколько переменных с неопределенным зпаком, 
то мы осуществим замепу столько раз, сколько нужно; после этого 
задача, очевидно, сведется к линейной задаче вида (^о). 

1.1. Стандартная форма линейной задачи. Говорят, что линей
ная задача имеет стандартную форму, если все ее ограничения 
имеют форму равенств (кроме ограничений неотрицательности). 

Любую линейную задачу всегда можно представить в стандарт
ной форме, введя дополнительные переменные, называемые пере-
мештьтмп скачков. 

П р и м е р. 

(Pit 
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inin 
Х\ 

2.г, 
-х\ 

XI > 

(5.г, -3,г2) , 
— хг S* 2, 

, + Зг2 < 4, 
+ 6.Z2=W, 
0, х2 > 0. 



Введя переменные скачков ос2>0 и х4 > 0 в первом и втором 
ограничениях, получим (Р{) в эквивалентной форме: 

rain (5«zj — 3x2 + 0 • х$ + 0 • х$), 
х\-х2- х-* = 2, 

2хх + Зх2 + «z4 =* 4, (Pi) 
—xi + 6 J : 2 = 10, 

z j^G, ^ 2 ^ 0 , хз^О, x4>0; 
( P J ) есть стандартная форма задачи (Р\). 

На основании сказанного выше мы будем рассматривать в даль-* 
иеишем лишь линейные задачи в стандартной форме типа 

z = с • х -»- min, 

х>0. • . 
Здесь: 

п — число переменных; 
т — число ограничений; 
А — действительная mXn-матрица (матрица 01раничений); 
с = (сь С2, •.. , сп) — вектор-строка; 
Ъ ~(Ь\У Ьг, . . м &'«)т ~-~ вектор правой части; 
z = C'X= ^Cj'Xj—минимизируемая функция (целевая функция 

или экономическая функция). ■ 
Заметим, что мы всегда можем предположить rang (A) ~ т. 

В самом деле, если rang (Л ) < то, то одна или несколько строк мат
рицы А могут быть представлены в виде линейной комбинации 
остальных. В зависимости от значений коэффициентов 6* соответ
ствующие ограничения окажутся излишними (и в этом случае они 
могут быть исключены из задачи) либо не согласованными с ос
тальными (в этом случае система Ах = Ь не имеет решения). 

1.2. Решения линейной задачи и выпуклые полиэдры. Обозна
чим через X = {х\Ах = Ь, х>0} множество решений задачи (Р). 
Заметим, что X — пересечение аффинного многообразия 

{х\Ах = 6, х^1\п) 
с положительным ортантом — есть выпуклое множество. 

О п р е д е л е н и е 1. Выпуклое множество вида X == {х\Ах = 6, 
х > 0) называется выпуклым политопом, 

Ограниченный выпуклый политоп называется выпуклым поли
эдром или выпуклым многогранником. 

Как мы увидим ниже, некоторые точки в множестве решений 
линейпой задачи будут играть специальную роль. 

О п р е д е л е н и е 2. Крайней точкой выпуклого политопа или 
полиэдра X называется точка х&Х, которая не может быть вы
ражена в виде выпуклой комбинации других точек у^Х (у*£х). 

Понятия выпуклого политопа и крайней точки иллюстрируются 
на рис. 1. 
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1еперь для алгебраического описания понятий крайних точек 
выпуклого политопа и выпуклого полиэдра мы введем понятия ба
зиса и базисного решения. 

1.3. Базисы, реализуемые базисы, базисные решения. 
О п р е д е л е н и е 3. Базисом называется всякая регулярная 

квадратная подматрица порядка т матрицы А (существует по край
ней мере одна такая матрица, поскольку rang A — m). 

Пусть В — некоторый базис. Тогда перестановкой столбцов мат
рицы А всегда можно привести Л к виду А = [В, N], где N — под
матрица, состоящая из столбцов матрицы Л, не принадлежащих 

л 

РИС. 1. Выпуклый поли
топ в R2. Тогка х% кото
рая не можот быть нред-
стаплепа как выпуклая 
комбинация других то
чек Х% есть крайняя 

(экстремальная) точка 

базису. Точно так же возможно разбиение вектора х на [хв> xN)T, 
а вектора с ~ па [cth cN] (см. рис. 2). 

Всякое решение задачи (Р) удовлетворяет условию Ах = 6, и, 
следовательно, 

BxH + NxN=*b. (1) 
Базисным решением (относительно базиса В) называется ча

стное решение задачи (1), полученное при условии xN=0. Тогда 
базпеньш переменные внебаг-шепые. 77еременные 

| *ь . 1 хк \ 

1 СП | CN 

1 В 
(базис) 

N 
(впебазисные столбцы) 

i 

Рис. 2 

хв определяется единственным образом в результате решения си
стемы (Крамера) 

Вхв = Ь, пли Хр = В~1Ь. 
Базисное решение называется реализуемым, если xti > 0, или, ина
че, если 

в-1ь > о. 
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Базис, соответствующий реализуемому базисному решению, на
зывается реализуемым базисом. 

Базисное решение называется вырожденным, если вектор хв = 
z^B~lb имеет нулевые компоненты. Вырожденность есть частое 
явление в некоторых задачах (в задачах переноса, течении, крат
чайших путей, . . . ) . 

Исследование этого явления носит относительно тонкий харак
тер, и мы его не будем рассматривать. Стало быть, в дальнейшем 
мы будем предполагать, вообще говоря, что реализуемые базисные 
решении не являются вырожденными (это используется, в частно
сти, при доказательстве теоремы 4). 

1.4. Алгебраическая характеристика крайних точек. 
Т е о р е м а 1. Множество крайних точек политопа X = 

^{х ^\\п\Ах = Ъ, х^О} соответствует множеству реализуемых 
базисных решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Если х — реализуемое базисное реше
ние, то х — крайняя точка. 

Действительно, имеем х = (хи . . . , хт, 0, . . . , 0), и если пред
положить, что х = ла + (1 — X) р (0 < А, < 1, а е X, аФ$Фх)Л где 

а = (аь . . . , а т , ат+ь • —, а»), 

то должны выполняться соотношения 
Aaj + ( l - X ) p J = 0 Vj=*m+ I, . . . , л, 

а поскольку 0 < А , < 1 ( a > 0 , $>Q), отсюда следует, что •* 
a i = ?j = 0 V/ = т + 1, . . . , п. 

Но тогда т первых компонент векторов a, ji определяются одно
значно при помощи решения системы Крамера Вхв = Ь, откуда х = 
= се « Р, и мы приходим к противоречию. 

Ь) Если х — крайняя точка, то х есть реализуемое базисное 
решение. 

Определим носитель вектора х (обозначается supp(#)) как мно
жество индексов его ненулевых компонент. 

Прежде всего покажем, что если х — крайняя точка в множестве 
X, то носитель supper минимален (относительно включения). 

Если носитель supp(x) не минимален (относительно включе
ния), то существует такое возможное решение у (у > 0, Л# = Ь), 
что supp(7/)2Tsupp(,z) (значит, у Ф х) и supp у минимально. 
И пусть / e supp (y ) таково, что 

*L e т\п Ы - & > ( ) . ' " 
Vj tF.supp(y) l ^ i J 

Тогда имеем х — Ху > 0 и А(х — Ху) = (1 — X) Ъ. Допустим, что % >? 
f* 1; тогда вектор х—у удовлетворяет равенству 

А(х-у) = 0. 
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А поскольку хФу, то х — у есть вектор х — у *» £ ^ 0t удовлетво
ряющий равенству Лг — 0; значат, х может быть представлен 
в виде 

*"Н»+40+т(ч4')-^ 
где ух^у7=£х и Лу1 = Л у 2 « Ь (у1 > 0 , у2>0). Стало быть, 
а: есть выпуклая комбинация различных решений, и мы приходим 
к противоречию. Следовательно, А,<1. 

Вектор z = (х — Ху)1{\ — X) удовлетворяет равепству Az « Ь 
(z>0). С другой стороны, он отличен от х (поскольку его носи
тель строго включается в носитель вектора х) и отличен от у (ибо 
у ^ О , когда z 3 =0) . Но тогда х можно представить в виде х = 
~Xy + (l—X)z4 и, значит, х есть выпуклая комбинация двух раз
личных решений, и мы приходим к противоречию. 

Следовательно, носитель вектора х минимален (относительно 
включения). 

Покажем теперь, что |supp(#) I ̂  т. Если бы Isupp(«r) I > m, 
то столбцы матрицы Л, соответствующие непулевым компонентам 
вектора х, были бы линейно зависимы; значит, найдется такой век
тор у, что snpp(z/)c: supp(ar) и Ау = 0 (и, стало быть, уФх). 
Выберем 

X = — min {— Xi/i/i} или X — — min{Xily\}% у^О; 

допущение, что вектор х + Ху есть реализуемое решение (х + Ху > 
&*0) со строгим включением носителя в supp(ar), приводит к про
тиворечию. Значит, lsupp(#) 1 ^ га, и вектор х есть реализуемое 
решение. 

С л е д с т в и е 1. Выпуклое множество (политоп или полиэдр) 
x=>{x^\\n\Ax^b, х^О} 

имеет конечное число v(X) крайних точек, и 
v(J)<C. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Максимальное число базисов, извлечен
ных из матрицы Л, равно С™ (число возможностей выбора m столб
цов из и), и пе все они — обязательно реализуемые базисы. От
сюда следует утверждение. 

С л е д с т в и е 2. Любая точка выпуклого полиодра х<^1\п есть 
выпуклая комбинация его крайних точек, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим выпуклый полиэдр (т. е. ог
раниченный политоп) 

X^{x^Rn\Ax = b, x>0) 
и пусть ж е ! 

Если х имеет минимальный носитель, то это есть крайняя точ
ка полиэдра X (см. доказательство теоремы 1), и следствие до
казано. 
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Если поситель х не является минимальным, то найдется такой 
вектор ух (у1 ** 0, Ау = Ь) с мипимальпым носителем, что 

supp^1) ££supp(*), 
я, значит, у1¥=х. 

Пусть 

■h=* min {*;/»]] > 0 . 

Имеем fsupp(o; — Я г̂/1) { <Г Isnpp (a:) f и ж — %{yl>0. 
Действуя точно так же относительно х — Х{ух

у найдем вектор у2 

с минимальным носителем (у2 > О, Лу2 = Ъ, у2^ух) и число Ад 
такие, что 

l supp(#-u i# l -^ 2 y 2 ) l < Isuppix-hy1)], 
x-hyl-W>0. 

И так далее. Через конечное число р шагов (р < п) получим 
р крайних точек у\ у2, , . . , ур и чисел Хь Яг, .•., К > О, удовлет
воряющих равенству 

х - Х{ух - Х2у2 - . . . - ХРур = 0. 
т> 

Стало быть, х = hi?/1 + ХчУ2 + . . . + Хрур, И ̂  А,* — 1, поскольку Ля = 
— b = (Xi + X2 + ..- + Xp)b. 

Исследуем теперь более подробно случай, когда Х — Ы Л я ^ й , 
х> 0) есть неограниченный политоп. 

Говорят, что вектор у > 0 есть бесконечный луч, если для 
любого # ^ X вектор # + Ху принадлежит X при любом X ** 0. 

Для того чтобы вектор у>0 был бесконечным лучом, необ
ходимо и достаточно, чтобы у был неотрицательным решением си
стемы Лу — 0. 

С другой стороны, можно показать, что множество Y = {у\Лу=* 
=*0, у^О} бесконечных лучей есть конус. 

Рассмотрим гиперплоскость уравнения 

i w «1. 
Множество HOY есть ограниченный полптон, а значит, выпуклый 
полиэдр. Стало быть, он в силу теоремы 1 имеет конечное мно
жество крайних точек у\ у2, . . . , у\ 

Поскольку любая точка множества Y получается при помощи 
гомотетии из точки множества //ПК, а любая точка из / /ПК есть 
выпуклая комбинация точек ух

7 у2
у . . . , у4, из сказанного выше вы

водим, что всякая точка из К есть линейная комбинация точек 
# \ у2, , . . , yh с положительными или нулевыми коэффициентами. 
Говорят, что К есть выпуклый полиэдральный конус. Векторы у1, 

45 



У2* •♦•i'V\ составляющие порождающее множество для У, называ
ются экстремальными или крайними лучами политопа X. 

Из их определения следует, что крайние лучи соответствуют 
реализуемым базисным решениям системы 

Ау - О, 

2 UJ « U (i> 
3 

У>0. 
Для получения крайних лучей заметим, что система (1) определя
ется т + 1 уравнениями. 

Значит, достаточно рассмотреть все базисные ( т Х т)-матрицыг 
извлеченные из Л, и для каждой базисной матрицы В взять все 
столбцы А* (у — вне базиса). Всякий раз, когда система By =» 
— —А3 имеет неотрицательное решение у, то вектор у определяет 
крайний луч множества X. 

Из сказанного выше и из доказательства следствия 2 получаем 
С л е д с т в и е 3. Всякая точка выпуклого политопа X c R f t есть 

выпуклая комбинация крайних точек из X, к которой в случае не
обходимости добавляется лилейная комбинация крайних лучей с-
положительными коэффициентами. 

1.5. Т е о р е м а 2 (оптимальность в крайней точке). Оптимум 
линейной функции z па выпуклом полиэдре XcrR" достигается по 
крайней мере в одной крайней точке. Если он достигается в не
скольких крайних точках, то он достигается в любой точке, являю
щейся выпуклой комбинацией крайних точек. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у1, у2, . . . , у* — крайние точки по
лиэдра X. Положим z* = min {z(yh)} п покажем, что z* есть 

ft«l,...,X 
минимум для z на X. На основании следствия 1 любая точка х^Х 
может быть представлена в виде 

к 
* = 2 A/J/* (ЛА>0, 2^ f t «l ) ; 

К 

тогда z(#)= 2 h^(yh) (линейность функции z), откуда 
к 

z{x)^zM 2 hi K **. 

Стало быть, 2* есть минимум функции z на X и достигается' 
по крайней мере в одной крайней точке. 

Вторая часть утверждения следует непосредственно из линей
ности функции z. 

Из теорем 1 и 2 выводим, что когда линейная задача имеет 
оптимум на конечном расстоянии, то существует реализуемый базис 
#*, при котором соответствующее базисное решепие я* оптималь
но. Теперь задача состоит в определении алгоритмической проце
дуры, позволяющей находить оптимальный базис В*. Как мы по-
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сем такая процедура может быть выведена непосредственно из 
бедующего далее результата. 

16. Характеризацпя оазисов и оптимальных базисных решении. 
Т е о р е м а 3. Пусть гп-вектор-строка я = ( я ь Я2, . . •, Пт)—име

ет вид я = свВ~х. 
Для того чтобы матрица В была оптимальным реализуемым ба

зисом, необходимо и достаточно*), чтобы 
cN = CN-nN *» cN - cBB"lN > 0. 

Вектор я называется вектором симплексных множителей. Ком
поненты Ci нектора cN называются приведенными значениями, или 
приведенными ценами, внебазнсных переменных. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть х = [хв, xN] — любое решение зада
чи (Р) (не обязательно базисное) п г(х) — соответствующее зна
чение функции z. Произведем замену переменных 

zB = B-lb-B-lNz*; 
теперь можно выразить z в виде функции только внебазнсных пе
ременных: 

Z{X) «* СцВ~1Ь +(Cff — CBB~1N)XN = Zn И" C.VXAT. 

Поскольку с* >0 и xN>04 TO Z{X)> ZH « cbB~xb. 
С другой стороны, значение z« функции z достигается на реали

зуемом базиспом решении 

Следовательно, zB = z(x°) есть оптимальное значение для (Р), 
а х° — оптимальное решение. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Покажем, что если существует впебазис-
иое переменное с индексом s, удовлетворигощее условию с« < 0, то 
тогда можно выбрать решение с ценой, меньшей zD. 

Исходя из точки х° — [х%, х%] = [В~1Ь, 0], рассмотрим заме
ну, в которой переменное я„ и только оно, среди впебазиспых 
неременных (xN), изменяет свое значение: 

[Ов решении ж0, 
i > 0 в точке х.. * - { ! 

Полученная таким образом точка # = [.гв, ж ]̂ удовлетворяет ра
венству 

(е«— вектор той же размерности, что* и xNy причем все его ком-
попенты — нули, кроме $-и, равной 1). 

*) При отсутствии гырождешюстк. Стало быть, предполагаем хв = 
*= в-*ь > о. 
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Число 0 следует выбрать так, чтобы вектор х — [xBi XN] оста* 
вался решением, т. е. 

Хв « В~*Ъ - B~lNx„ « В~1Ъ - QB~lNe„ 
Хв > 0. 

Заметив, что произведение Ne, есть не что иное, как столбец 
А8 матрицы «Л, соответствующий неременному х„ и обозначив А8^ 
*=£-Ув , Ъ=^В"ХЪУ мы должны, стало быть, выбрать G удовлетво
ряющим условиям 

хв — 5 — 6Л „ 
жв ^ 0. 

Если Б > 0 (предположение невырожденности), то в всегда мокс* 
по выбрать достаточно малым для того, чтобы оставалось хв>0. 
Тогда 

*(*) — z(x°)+ скхя — z(x°) + QcKes « 2(x°)+ 6ce < z(*°) 

и, значит, х° не будет оптимальным решением, а В не будет опти
мальным базисом. 

Следствие 4. Пусть В — произвольный реализуемый базисf 
х° — соответствующее базисное решение и с* == с* — JIJV. 

Если существует такое внебазисное переменное #„ что са < 0, то: 
a) либо можно неограниченно увеличивать значение х9 не вы

ходя из множества реализуемых решений, и в этом случае оптимум 
функции z не ограничен (—<»); 

b) либо берется другой базис В и другое реализуемое базисное. 
решение х, удовлетворяющее условию z(x)<. %{х°). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и при доказательстве теоремы 3, рас
смотрим для 0 > О решение х =* [хв, х*\ определяемое равенствами 

х$ ~ х% + Qes, 
хИ=Ъ — %А&. 

Обозпачим через ais (г= J, 2, . . . , тп) компоненты вектора Л». Могут 
представиться два̂  случая. 

С л у ч а й 1: А,<0 (все компоненты столбца Я#«В~ !Лв отри
цательны). Тогда х9 может принимать значение 6 сколь угодно 
много раз, и всегда будет хв > 0. Поскольку 

z(x)~z(x°)+Qc„ c,<0, 

то соответствующее зпачение функции z может быть сколь угодпо 
мало: задача имеет неограниченный оптимум (—°°). 

С л у ч а й 2: существует такое i ( l ^ i ^ m ) , что ai9 > 0 (но 
все компоненты столбца А9 отрицательны). В этом случае значе
ние величины 6 не может возрастать бесконечно: наибольшее зна^ 
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ft которое может принимать величипа 0, определяется ра~ 
ренством 

0= min lii-l-ii-. (2) 
i\ais>0 [ ais J ars 

Полученное новое решение х имеет компоненты 
xN = 0е„ 

v * Хв = Ъ — 0Аа. 

Заметим, что если минимум в (2) единственный (т. е. при от
сутствии вырожденности), то это решение имеет в точности т не
нулевых компонент, В самом деле, перемепиое я„ равное нулю в 
решении ж0, становится строго положительным; переменпое хТ, ко
торое было строго положительным, имеет теперь значение 

х7 = Ъг — Oar* = 0. 

Стало быть, новое решение х является базисным. Опо соответ
ствует базису Z?, полученному из В заменой столбца г столбцом s. 

(Базисы В и В называют сопряженными; они соответствуют 
сопряженным крайним точкам множества решений X.) 

С другой стороны, в силу неравенства с. < 0 имеем z(z) = 
*=z(x°)+Qc.<z(x°). 

Следствие 4 представляет интерес тем, что из него непосред
ственно вытекает один из методов решения линейной задачи: пря
мой (или исходный) симплекс-алгоритм. 

§ 2. Решение линейных задач 

2.1. Прямой симплекс-алгоритм (пересмотренная форма). Пред
положим, что мы имеем реализуемый исходный базис В0. Перечис
лим последовательно шаги алгоритма: 

a) В° — исходный реализуемый базис. Итерация к = 0. 
b) к+-к + 1. 
c) Пусть на Ar-й итерации В — текущий базис, х — [хв, xN] —* 

соответствующее базисное решение. Вычислить: 
5 «г в~}Ь (значепия переменпых базиса), 
и =* свВ~1 (симплексные множители), 

Cjv *=■ cN — nN (приведенные значения). 

d) Если су > 0, СТОП: оптимум достигнут. 
Если существует такое s, что с9 < 0, то 
e) Пусть Аа — 5*й столбец матрицы А. 
Вычислить Лв = В~1А8. 
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Если ai8^0 Vi*=l, 2, . . . , га, то СТОП: неограниченный оцт^ 
мум ( —<»). Иначе вычислить 

ars tiei$>0 I a i s ) 

f) Пусть #* — переменное, соответствующее r-й строке базиса 
т. е. такое, что £~ 1 Л,«е г (m-вектор, все компоненты которого 
пули, кроме r-й, равной +1) ; тогда 5-е переменное принимает зна
чение х,>0 (возвращение в базис); t-e переменное обращается ц 
нуль (#< = ()) (выход из базиса); повое текущее решение х соот
ветствует новому реализуемому базису: В = В + Ы8} — {At). Вы
числить базис Z?~\ обратный к новому, и возвратиться к Ь). 

Геометрически процедура интерпретируется как переход от 
крайней точки до сопряженной крайней точки вдоль границы мно
жества X (решений задачи). 

Алгебраически алгоритм интерпретируется как определение 
последовательности сопряженных базисов £?°, В\ , . . , Bq, . . . и ба
зисных решений #°, х\ . . . , xq

9 . , . , удовлетворяющих условиям 
z(xQ)> z(xl)> . . . > z{xq)... 

З а м е ч а н и е 1. Если есть песколько таких переменных я„ 
что с, < 0 , и если вырожденность отсутствует, то выбор в (d) без
различен. Хороший эвристический критерий — выбирать перемен
ное х8 с наименьшей приведенной ценой с*. Проблемы, порожден
ные вырожденностью, изучаются в 2.3. 

З а м е ч а н и е 2. Если матрица базиса В состоит из первых т 
столбцов матрицы^ Л, взятых в естественном порядке, то В"1 А *=» 
— [/, B~]N] — [/, N], и в этом случае перемепное, которое выходит 
из базиса в f), есть перемепное хг (£ = г). Однако при замене 
последовательных базисов это, вообще говоря, не имеет места; тог
да следует установить соответствие между порядковым номером 
переменного в базисе и его индексом. 

2.2. Т е о р е м а 4 (конечная сходимость). При условии невы
рожденности прямой симплекс-алгоритм сходится за конечное чис
ло итераций. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно заметить, что существует ко
нечное число крайних точек (см. следствие 1 теоремы 1) и что 
строгое убывание функции z запрещает дважды проходить через 
одну и ту же крайнюю точку. 

2.3. Проблемы, порожденные вырожденностью. В вырожденпом 
случае, когда бг==0, имеем 

ха ~ 5r/ars = 0. 

Тогда значение функции z после замены^ базиса не изменится (дей
ствительно, в этом случае z(x)~ zB-h csx* = zB). 

Таким образом, в результате некоторого числа замен базисов 
мы можем прийти к базису, уже встречавшемся ранее, я создать 
бесконечную « защищенность», Предотвратить такое зацикливание 
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разными способами. К ним относятся, в частности, еле-
дуК^1Ц^Весконечпо малые возмущения исходных данных задачи. 

2 Применение лексикографической процедуры: располагают ба-
в лексикографическом порядке, индуцируемом расположен!!-

зйСЫ
толбцов. Каждый раз, как появляется вырожденность, произ-

еМ
т °т Замены базиса, соответствующие лексикографически возра-

ВОДощим последовательностям базисов. Таким образом, никогда не 
^ в и т с я базис, уже встречавшийся ранее, и это обеспечивает си-
1 0 нию когда после конечного числа итераций функция z снова 
начнет строго убывать. 

Практически лексикографическая процедура — весьма дорого-
тоящая для вычислений, и большинство машинных кодов линей

ного программирования пе предохраняют против зацикливапия. 
Однако оно встречается достаточно редко. 

3. Правила выбора поворота. Рассмотрим, например, очень про
стое правило, предложенное в [6, 7]. 

Для каждой итерации симплекс-алгоритма: 
среди всех переменных s, пригодных для вхождепия в базис 

(т. е. таких, что с в < 0 ) , выбрать переменное с наименьшим ин
дексом ; 

— среди всех переменных, пригодных^ к выходу из ^базиса (т. е. 
всех переменных х, для которых brjars = min {Ь{/аи})г выбрать 

г|сцр>0 
переменное с наименьшим индексом. 

Можно показать (см. [6, 7]), что даже в вырожденном случае 
ото правило обеспечивает конечную сходимость симплекс-метода.. 
Опыт показывает, однако, что его применение существенно снижа
ет преимущества «естественного» метода, состоящего, в соответ
ствии с замечанием 1 п. 2.1, в выборе в качестве входящего нере
менного минимального значения [2]. 

2Л, Алгоритмическая сложность и практическая эффективность 
симплекс-метода. Оценка сложности алгоритма состоит в исследо
вании максимального числа элементарных операций, необходимых 
в наиболее неблагоприятных случаях. 

По, как показано в [17], можно сформулировать задачи, для 
которых симплекс-метод требует исследовапия возрастающего по 
окспонепте числа крайних точек как функции размера задачи (чис
ла переменных и ограничений). Стало быть, сложность симплекс-
алгоритма имеет экспоненциальный характер. 

Однако если симплекс-алгоритм показывает плохой результат 
в самых неблагоприятных случаях, то в среднем он оказывается 
весьма эффективным в большинстве практических задач. В самом 
Деле, статистика свидетельствует (см. [И]), что если он применя
ется в соответствии с «естественным» правилом (см. замечание 2. 
п- 2.1), то в среднем требуется от т до Зт итераций (где т — 
число ограничений). Таким образом, число исследуемых крайних 
точек в общем случае много меньше С™, которое имеет порядок 
■числа крайних точек. 
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Начиная с работ Хачияна [16], известно, что линейпые задачи 
могут быть решепы за время, полиномиально зависящее от разме
ра задачи. Полиномиальный алгоритм, изучавшийся в [16] (вариант 
метода дилатации пространства — метода Шора; см. гл. 4, п. 3.12)̂  
составляет предмет многих числовых исследований, но, несмотря 
па некоторое улучшение в деталях, представляется в настоящее 
время еще очень далеким от возможности конкурировать с симп
лекс-методом. За более полным изложением алгоритма Хачияиа — 
Шора можно обратиться к гл. 4, п. 3.12 и к [1, 13]. 

2.5. Матрицы замены базиса в форме обратного произведения. 
Поскольку базисы В и В — сопряженные (т. е. отличаются лишь 
одним столбцом), легко вычислить В"1 исходя из В~1. Для этого 
достаточно предварительно умножить обратную к прежнему базису 
матрицу Z?*"1 на матрицу (называемую заменой базиса или мат
рицей замены базиса) 

П -

а is 

#„ 

«« 

L 
Ясно, что г] состоит из единичной m X т-матряцы^в которой г-й 
столбец заменен на m-вектор с координатами 

—ajars, i Ф г, 
1/аг. в г-й компоненте. 

Если исходный базис представляет собой единичную матрицу, 
то после некоторого числа замен базиса 

В° - В1 - . . . -* В\ 
соответствующих матрицам замены базиса г}1, Г)2, . . ♦, rf, имеем 

if Xrf-1 X . . . X ц2Хц* - [#<] ->. 
Практически получение в явном виде матрицы [Д*7]-1 не пред

ставляет интереса (из соображений перегрузки памяти вычисли
тельного устройства): достаточно зафиксировать последователь
ность Т)1, Г)2, ., ty< 

Для сохранения в памяти матрицы т)г достаточно знать индекс 
г и ненулевые члены r-го столбца. Это есть форма обратного про
изведения. 

2.6. Исходный базис. В принципе можно в алгоритме п. 2.1 
взять какой угодно реализуемый исходный базис. На практике но 
52 



егда бывает просто указать такой реализуемый базис (например, 
как при ограничениях типа равенства), поэтому всегда пытаются 
получить едипичпую матрицу, при необходимости преобразуя ис-

©дную задачу введением дополнительных переменных: перемен-
^ньгх скачка или искусственных переменных. 

П р и м е р 1 (случай ограничений типа равенства). 
min Z{=*xi — 2x2 + 2#з, 

■У- Х[ + Х2 — Х2 = 3> 

Ху->Ъ, х2>0, хг>0. 
Добавим два переменных у\, У% называемых искусственными, 
с очень большим коэффициентом М и будем решать новую задачу: 

rain z[ = xt — 2х2 + 2хп -f Мух Н~ Му2Г 

Хх + хъ-~х* + У\ =»3, . 
-« I + 3X2 - У2 = ~Ч ( l} 

х{>0, х2>0, хг>0, ух>0, у2>0, 
где исходный базис переменных (уи У%) является реализуемым 
(решение в соответствующем базисе есть у\ « 3, у2 — 4, х\ — О, 
#2 = 0, #3 = 0) и соответствует (с точностью до знака) единичной 
матрице. Добавление к искусственным переменным у^ у2 большо
го положительного множителя гарантирует оптимальность решения 
при у\*агу2 — 0 (если (Р\) имеет решения), и тогда оптимальпое 
решение задачи \Р[) будет оптимальным решепием задачи (Pi). 

П р и м е р 2 (случай ограничений типа ^)> 
min Z2J=SZX\ — 2х2, 

X\-bX2^ 3, 
~х} + Зяа ^ - 4 , ( ? 2 ) 

Xy > 0, X2 > 0. 
Добавим в первом ограничении переменное скачка $\ ** О, во вто

ром—переменное скачка $<>. и искусственное переменное #2. При
пишем у2 множитель М (А/>0 велико) и решим повую задачу: 

rain z2 = xt — 2r2 + ЛЯд,, 
£} + #2 + « i « 3, 

—Si + 3* 2 + $2 — 1/2 = —4, 
« i > 0 , * 2 > 0 , * , > 0 , * 2 > 0 , i/2^0, 

(/%) 

где исходный базис переменных ($ь 7/г) является реализуемым 
(соответствующее базисное решение имеет вид s\ « 3 , уг = 4, #| = 
8858 О, Х2 = 0, §2 * 0) и соответствует (с точностью до япака) еди
ничной матрице. Как и в примере 1, в случае, если (Р2) имеет 
решения, оптимумы для (Ря) и {Р'2) совпадают, ибо у% с большим 
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положительным множителем М дает прл #2 — 0 оптимум (ми
нимум). 

2.7. Каноническая форма и симплекс-таблица, 
О п р е д е л е н и е 4. Говорит, что линейная задача представ

лена в канонической форме относительно базисных переменных 
(ян, ЛГЙ, ..., Яш), если: 

— 2 выражается в виде функции внебазиспых переменных. 
(рассматриваемых как независимые); 

— столбцы матрицы ограничений, соответствующие базисным 
переменным, образуют (с точностью до перестановки) единичную 
матрицу. 

Ниже мы увидим, как можно получить каноническую форму 
линейной задачи относительно произвольного базиса и к какому 
представлению можно при этом прийти. 

Рассмотрим в самом общем виде следующую линейную задачу 
(в стандартной форме): 

mm z = с\Х\ + . . . + cnxnj 

ai{xi + . . . + ainxn = bi (i«= 1, . . . , m), 
x>0, 

или, в эквивалентной записи, 
miri s, 

С\Х\ 4- . . . + СпХп — 2 = 0, 
ацх\ +... + ainZn=*b\, 
а2\Х\ + ... + а2пХп = Ь2, 

<1т]Х\ 

хи ..., хп>0. 
Ее можно записать в виде таблицы размера (т + 1)Х(/г + 2), на
зываемой симпл екс-таблиц ей: 

хх 

1 с1 

i «11 

«21 

1 й „ 

х% . . . 

с2 j . . . 

«12 

й « 
т2 

. . . . 

хп 

сп 

атп 

г j r—правые части 

—1 \ 0 
li ! 

0 

0 

0 

! 6 i 

: *, 

1 m 

(Двойная вертикальная черта расположена на месте знака ра* 
венства левой и правой части.) 
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Предположим для упрощения, что базисными переменными яв-
готся %и • • м #«• 
Умножив пред: 

Х(^+1)"м а тРиВД 

ляготся хи - - м %т> . л w 
Умножив предыдущую таблицу на регулярную (т±1)л 

\ 

0 
0 
0 

- л ^ - с ^ Г 1 

л-1 

солучим канопическую форму относительно базисных переменных: 

базиснь'2 'ВнеЪазмсные 
переменней переменные 

А к 

***** JCn 

: 0 О . 

1 
1 

I 0 

. О 

О 

1 

cv = cv- л iv 

N^BLN 

-I ; 

0 

'. 

0 

' ~z* 1 

5 - Л 1 * 

Симплекс-таблица представляет интерес тем, что она в конден
сированной форме собирает воедино все элементы, необходимые 
для осуществления симплекс-алгоритма. Действительно: 

— базисное решение получается при прямом чтении: поскольку 
Хн = О, ТО ^ ч 

*1 = &ь Х1 = Ъ% . . . , * « в Б п (Дл я базисных переменных), 
причем 
5 i ^ 0 , Б 2 ^ 0 , ♦ ♦., Б т > 0 , если базис допустимый (реализуемый); 

— значение zB целевой функции содержится (со знаком ми
нус) в правой верхней клетке. 

13 самом деле, первая строка записывается в виде 

cNx* — г — —cBB~lbf 

и в силу %N S 0 имеем 

2 Л « СъВ~ 
гь «= [cBcw] L L 

— наконец, приведенные значения Сн^^У^т+и^п внебазисных 
переменных получаются прямым чтением первой строки симплекс-
таблицы. Оки иозволяют, к частности, сразу же увидеть, будет ли 
текущее базисное решение оптимальным (это происходит, когда 
Cj>Q для всех выебазиспых s)A 
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З а м е ч а н и е . Для простоты предположим, что базисными бу
дут т первых неременных # ь . . . , хт. Если базисные переменные 
расположить в произвольном порядке, их легко идентифицировать 
при помощи того факта, что соответствующие столбцы являются с 
точностью до перестановки столбцами единичной матрицы. 

В результате замены базиса, в которой переменное ха (с* < 0) 
заменяется на переменное хг, каноническая форма, соответствую
щая новому базису, получается посредством перемножения симп
лекс-таблицы и матрицы, где г\ — матрица замены базиса, введен
ная в п. 2.5: 

1 

0 

0. . 

1 

. 0 - 4 0...0 
a-rs 

1 = 0 
' 1 

0 : 1 

ars " J 

Q...Q-— 0 . . . 0 

Элемент аг$ часто называют разрешающид1 элементом, r-я стро
ка называется разрешающей строкой, а s-й столбец — разрешаю
щим столбцом. 

2.8. Пример, Приведем небольшой пример использования симп
лекс-таблицы для решения линейных задач. 

Пусть имеется задача 
max x\ + 2х2у 
—З̂ г, + 1х2 =С 2, 
—X) + 2#2 < 4, 

х\ + %2 < 5, 
х1>0,х2>0. 

Она может быть представлена как задача на минимизацию, до
статочно изменить знак при коэффициентах целевой функции, и в 
стандартной форме (с ограничения типа равенства), если ввести 
перемепные скачка #з, #4, хь > 0. Получаем задачу 

min г = —х\ — 2#2, 
—Ъх\ + 2хг + #з в 2, 

—лг! 4- 2#2 + #4 = 4, 
xi + #2 + хь = 5, 

*1» «2, *&> ^4, Х 5 ^ 0 . 
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Она может быть представлена в виде следующей симплекс-таб
лицы: 

Т а б л и ц а 1 

(Ы) 

*1 

1 ""' 
- 3 
- 1 

1 

*э 

—2 

2 
2 
1 

Т-» 

о 

1 
0 
0 

* 4 

0 

О 
1 
0 

* 5 

0 

0 
0 
1 

2 

- 1 

0 
0 
О 

1 • 1 
; 
1 2 

5 

ин(*ба»иснме переменные 
базисные s переменные 

(L2) 
(L3) 
(L4) 

Заметим, что речь идет о канонической форме относительно ба
зиса переменных скачка (лгз, лм, xs). 

Поскольку не все коэффициенты (приведенные значения) вне-
базисных переменных в первой строке неотрицательны, то этот 
базис не оптимален. Стало быть, мы сейчас осуществим переме
щение посредством замены базиса. 

Выберем в качестве переменного, входящего в новый базис (пе
ременное х8), внебазиеное переменное, имеющее строго отрицатель
ное приведенное значение — тем самым переменное ад Х2 может 
принимать значение 6, являющееся максимальным значением вели
чины 0, удовлетворяющей условиям 

20 + хъ « 2, 

20 + ХА « 4, 

О + хъ - 5, 

#3, #4, #5 > 0. 

Получаем 0==min (2/2; 4/2; 5/1} « 1. 
Таким образом, переменное хг обращается в пуль и покидает 

базис. Чтобы получить повую каноническую форму относительно 
базиса из переменных (л ,̂ #4, #s), достаточно осуществить со стро
ками (LI), (L2), (L3), (L4) следующие элементарные действия: 

(L2)' = i-(L2), 

(L1)' = (L1)-(L2), 
(L3)« = (L3)-(L2),. 

(L4)' = (L4) - i - (L2) . 
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Отсюда получаем табл. 2: 
Т а б л и ц а 2 

*Й 

1 /, 

—3/2 
2 

| 5-2 

и 

1 
0 
0 

1 

1.2 
— 1 
— 1-2 

и 

и 
1 
О 

0 

0 
0 
1 

- 1 

0 
0 
0 

1 1 
1 * 
1 

1 ' 
2 
4 

(L1)' 

(L2)< 
(L3)' 
(L4)« 

базисные псрсмснныо, 

Заметим, что к тому же результату мы пришли бы, перемно
жив табл. 1 и матрицу замены базиса: 

1 

0 
0 
0 

—1 

1/2 
—1 
- 1 / 2 

0 

0 
1 
0 

0 

0 
0 
1 

Прямое чтение табл. 2 показывает, что соответствующее повое 
базисное решение имеет вид 

Х2 = 1, ХА = 2, # 5 = 4 , 

# 1 = 0 , #з = 0 

при значении z = —2. 
Это решение не оптимально, так как переменное х\ имеет стро

го отрицательное приведенное значение (—4); стало быть, Х\ вер
нется в базис и примет значение 0 — максимальное значение вели
чины 8, удовлетворяющей условиям 

-30/2 + * 2 « 1 , . 

20 + #4 = 2, 

50/2 + xs - 4 , 

#2, #4, #5 ^ 0; 

получаем 9 = min {2/2; 8/5} = 1. 
Значит, неремепное #4 обращается в пуль и покидает базис. 
Тогда новая каноническая форма относительно базиса из пере

менных (х\9 #2, хь) получается в результате осуществления над 
53 



строками (LI), (L2), (L3), (L4) следующих операций: 

( L 3 / - - i - ( L 3 ) \ 

(L1)" = (L1) '-2(L3) ' , 

(L2)" = (L2)' + | - (L3) \ 

(L4)' = ( L 4 ) ' - - | - ( L 3 ) \ 

Имеем 
Т а б л и ц а З 
X{ >T2 Xx Xt Xfi Z 

1 ° 
0 

1 1 
1 ° 

0 

1 
0 
0 

^ i 

—1/4 
—1/2 

3/4 

2 

3/4 
1/2 

—5/4 

0 

0 
0 
1 

- t 

0 j 
0 
0 

1 6 
i 

5/2 
1 

3 / 2 
I 

t t t 
базисные переменные 

Соответствующее базисное решение получаем прямым чтением 
таблицы: 

х\ = 1, Х2 =» 5/2, Ж5 = 3/2, хз = 0, #4 = 0; 

ого значение равно —6. 
Это решение не оптимально, ибо переменное х$ имеет строго 

отрицательное приведенное значение (—3). Значит, прибегаем к 
повой замене базиса, и переменное хг возвращается в базис. Зна
мение, принимаемое #з, будет равно (3/2)/(3/4)= 2, и переменное 
хъ покинет базис. 

Новая каноническая форма относительно базиса {х\, Х2, Хъ) по
лучится в результате осуществления над строками табл. 3 следу
ющих операций: 

(Ы)'" = А(Ь4Г, 

(Li)" = (LI)' + 4 (Ь*)\ 

(L2)'" = (L2)"+4-(L'ir, 

(L3)'" = (L3r + -|-(^r. 
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хг 

0 

0 
1 
0 

х2 

0 

1 
0 
0 

# 3 

0 

0 
0 
1 

х4 

1/3 

1/3 
- 1 / 3 
—5/3 

*Б 

4/3 

1/3 
2/3 
4/3 

z 

- 1 

0 
0 
0 

1 

1 
1 
1 
1 1 
1 

8 

3 
2 
2 

Т а б л и ц а 4 

(L1)'" 

(L2)'" 
(L3)'" 

Полученное новое базисное решение имеет вид 
#1 = 2 , х2 = 3, жз = 2, #4 = 0, #5 *=» 0; 

его значение равно —8. А поскольку приведенные зпаченпи всех 
переменных неотрицательны, то это решение оптимально, и алго
ритм заканчивается. 

§ 3, Понятие двойственности 

Двойственность есть фундаментальное понятие в линейном 
программировании, приводящее к важному результату теоретиче
ского и практического характера: теореме двойственности. 

3.1. Двойственная задача к линейной задаче в стандартной 
форме. Рассмотрим линейную задачу (в стандартной форме) 

min z = сху 

Ах = Ь, (Р>; 
х>0. 

Каждому г-му (г = 1, ... , т) ограничению поставим в соот
ветствие переменное и,, положительное, отрицательное или нуль 
(называемое двойственным переменным), и рассмотрим линейную 
задачу 

max w = ub, 
« Л < с , <»> 

где и есть т-я вектор-строка (ць ц2, .♦., ит). 
Линейная задача (D) тесно связана с линейной задачей (Р). 

В самом деле, легко видеть, что: 
— матрица ограничений задачи (D) есть транспонированная 

матрица задачи (Р); 
— вектор цен для задачи (Р) есть вектор правых частей зада

чи (D) и наоборот. 
За/деча (D) называется двойственной к задаче (Р). 
В противоположность двойственной задача (Р) называется 

прямой, ИЛИ исходной. 
3.2. Определение двойственности в общем случае. Очевидпог 

что можно определить двойственность для любой линейной зада
чи (не обязательно в стандартной форме). Приведенная ниже таб
лица соответствий между исходной и двойственной задачами по-
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зволяет записать непосредственно двойственную задачу для любой 
линейной задачи. 

Прямая (исходная) 

Целевая функция (mm) 
Правая часть 

А — матрица ограничений 
t-е ограничение: !> 
i-e ограничение: = 

Переменпое х^ ^ О 
Переменное х^ ^ О 

Двойственная 

Правая часть 
Целевая функция (max) 

A'l — матрица ограничений 
Переменное и. ^ О 
Переменное и{ *г О 
/-е ограничение: ^ 
7-е ограничение: — 

Заметим, в частности, что двойственная к двойственной задаче 
совпадает с исходной. 

П р и м е р . 
niin 2x\ — 3^2, 

X) — Х% ^ 1 , 
2х] + 3x2 ^ 4, (исходная) 

Х\ + Х<2 — 3, 
^1 ^ 0, ^2 ^ 0; 

max ?it + 4а2 + Заз, 
IM + 2и2 + иг < 2, 

>—Ui + За2 4- i/3 = —3, (двойственная) 
wi^O, W2^0, w 3 ^0 . 

3.3. Теорема двойственности. Без ограничения общности мо
жем предположить, что прямая задача (Р) берется в стандартной 
форме. Тогда двойственная задача (D) берется в форме, указан
ной в п. 3.1. 

Л е м м а 1. Если х, и — соответственно решения произвольной 
исходной и двойственной задач, то 

z = ex ^ w = ub. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

Ах «в Ь =** TiAx = ub, 
а поскольку 

х &* 0, мЛ < с, йЛх = йЬ < or, 
то лемма доказана. 

Отсюда сразу вытекает 
С л е д с т в и е 5. Если #*, а* — соответственно решения исход

ной и двойственной задач, удовлетворяющие равенству сх* = и*Ь, 
то х* есть оптимальное решение прямой, а и* — оптимальное ре
шение двойственной задачи. 
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Л е м м а 2. Пусть (Р) имеет конечный оптимум и пусть я* —. 
симплекс-множители, соответствующие оптимальному решению х* 
задачи (Р). Тогда я* есть решение двойственной задачи и сх* = я*6 
(и, стало быть, я* есть оптимальное решение двойственной задачи), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 3, если я* — симплекс-
множители, соответствующие оптимальному решению х* задачи 
(Р), то 

cj = Cj — z\,*Aj ^ 0 для виебазисных xh 
и 

с, = с, — я * ^ = 0 для базисных Xj. 
Следовательно, я*Л < с и я* есть решение двойственной зада

чи (D). 
С другой стороны, пусть В— оптимальный базис задачи (Р), 

соответствующий решению х*. Имеем я* ~ свВ~\ и, значит, 
я* ^ СвВ-\ 

и, следовательно, 
я*6 = сИВ~хЬ = сх*. 

В силу следствия 5 я* есть оптимальное решение двойственной 
ладами (D). 

Лемма 2 соответствует случаю, когда обе задачи (Р) и (D) 
имеют решения. Следующая теорема охватывает множество всех 
возможных случаев. 

Т е о р е м а 5 ( теорема д в о й с т в е н н о с т и ) . Пусть заданы 
линейная задача (Р) и отвечающая ей двойственная задача (D). 

a) Если (Р) и (D) имеют решения, то каждая из этих задач 
имеет оптимальное решение и 

z* = min(P) = max(D) = w*. 
b) Если одна из них имеет неограниченный оптимум, то дру* 

еая не имеет решения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Пункт а) следует из леммы 2 (в самом 

деле, можно свести все к случаю, когда задача (Р) представлена 
в стандартной форме). Для доказательства пункта Ь) предполо
жим, что, например, задача (D) неограничена. Это значит, что 
всегда для любого достаточно большого М найдется такое двойст
венное решение w, что ub > М. Тогда если бы (Р) имела решение 
х, то в силу леммы 1 выполнялось бы неравенство ub ^ сх для 
любого двойственного решения, что приводит к противоречию. 

Т е о р е м а 0. Два решения (х, и) соответственно прямой и 
двойственной задач оптимальны в том и только том случае, если 

(JiAj — Cj)Xj = 0 V/ = 1, . . . , щ 

где Aj — /-и столбец матрицы А. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем 

Ах = Ъ =* иАх — сх = йЪ — сх. 
Поэтому если (х, м)—пара оптимальных решений, то cx — ub, 
откуда {йА — с)х =* 0. 
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Поскольку х > О, иЛ — с ^ 0, то равенство нулю екалярного 
произведения влечет для каждого / равенство 

(иЛ, — CJ)XJ = 0. 

Обратно, если {иА — с)х =0, то в силу следствия 5 имеем 
сх ==* и, и> значит, пара (х, а) оптимальна. 

Теорема дополнительности 6 допускает еще следующую форму. 
Если линейная задача имеет ограничения типа неравенств (на

пример, двойственная к (Р) задача (£>)), тогда в точке а оп
тимума: 

— двойственное переменное, соответствующее ограничению, 
не выполняющемуся в виде равенства, обращается в пуль; 

— строго положительному двойственному переменному соот
ветствует ограничение, выполняющееся в виде равенства. 

3.4. Двойственные переменные п теневые цены. Задача (Р) из 
п. 1.1 может рассматриваться как представитель семейства линей
ных задач, параметризованных правой частью: 

min ex, {P(h)) 
Ах « Ь, х 7z 0. 

Теперь мы исследуем изменение оптимального значения z(b) для 
задачи (Р(Ь)) как функцию правой части Ь. 

Пусть для некоторого фиксированного значения в правой ча
сти через В обозначен оптимальный базис задачи (Р(Ь)) и пусть 
и = свВ~1 — оптимальные двойственные переменные. Имеем Cj — 
— uAi ^ 0 для внебазнсного /. 

Предположим теперь, что Ь меняется и что снова рассматрива
ется линейная задача 

min сх, 
Ах = Ь\ х>0, b' = b + Ab. ( р ( 6 ' ) ) 

Заметим, что и = свВ~х не зависит ох Ь и всегда остается двой
ственным решением. 

При этих условиях, если новый вектор Ъ' удовлетворяет нера
венству В~[Ь ^ 0, то базис В остается одновременно прямым PI 
двойственным реализуемым базисом, а значит, оптимальным. Сле
довательно, базис В остается оптимальным для всех Afc, удовлет
воряющих неравенству 

В-1(Ь + ЬЬ)>0. 
При отсутствии вырожденности имеем B~lb>0 хт, стало быть, 

найдется такое е > 0, что предыдущее условие выполняется, как 
только НДЫ1 < е. Таким образом, для достаточно малых ЙДЫ1 имеем 

z(b')=~ ub' = ub + u&b. 

Отсюда следует, что —г^- = щ* 
Это приводит к интерпретации двойственного переменного щ 

как значения единичной вариации Abt — 1 правой части 1-го огра
ничения (теневая цепа). 
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§ 4. Двойственные и исходно-двойственные алгоритмы 

Понятие двойственности, введенное в предыдущем параграфе, 
позволяет определить другие методы решения линейных задач. 

4.1. Двойственный алгоритм. Он состоит в применении прямо
го алгоритма из § 2 к двойственной задаче, причем операции за
мены базиса (повороты) осуществляются на прямой таблице. 

Предположим, что мы отыскиваем решение линейной задачи 
(в стандартной форме) 

imn z = cr, \ 
Ах = й, 

х>0. 
Соответствующая двойственная задача имеет вид 

max w =» ub, 
uA < с, и произвольного зпака. 

(Р) Щ 

(Щ 

Пусть В — двойственно-реализуемый базис задачи (3) (регу
лярная квадратная подматрица матрицы А). Иными словами, пусть 
соответствующее двойственное базисное решение и — свВ~{ удовлет
воряет условию uN < cN. 

Если В — также исходно-реализуемый базис, т. е. если хв =» 
= B~lb>0, то по теореме двойственности и есть двойственное 
оптимальное решение и х = [хв, х^]^[В"1Ь, 0] есть прямое опти
мальное решение. В противном случае вектор x=*[xBj xN] не бу
дет прямым решением, т. е. 

хв = Ь = В~1Ь>0. *~ 

Если допустить, что матрица В состоит из m первых столбцов 
матрицы Л, то симплекс-таблица двойственной задачи запишется 
в виде табл. 5: 

Т а б л и ц а 5 

*i Ьг bJ\ 0 О о "1 Г 
! \ 

J U 

0 К-г»-

«11 . . . «С т1 
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где введены переменные скачка v, ^ О ( / = 1 , ... , п): Vj = Cj — иЛ) 
/д —/-и столбец матрицы А). 

Базисными переменными будут: щ, ..., ит, vm+\t ..., vn. 
Умножив эту таблицу спереди на матрицу 

т 

п — т 

(В-1)Т 

—{В~ЩТ 

0 

л—m 

получим католическую форму задачи (D) отпосителыю базиса пе
ременных (MI, ..., ит, vm+u ...» vn): 

Таил нц а 0 ~ь 

0 . . . 0 ; - 6 г - 6 2 

1 

т 

поворот 
п 

-1\Т (в-1) 

Кг\Т -W) 

переменные - 1 ' ' 

nb 

^(свВ->) 

Г \Т Ы 

m + i 

где зт = свВ~1 — симплекс-множители и cN = cN — nN > О — при
веденные значения пнебазиспых переменных (xN). 

Легко видеть, что целевая функция w также взята в канониче
ской форме (все коэффициенты при базисных переменных равны 
нулю). 

Применение к этой таблице прямого алгоритма из § 2 приво
дит к следующему правилу замены базиса: 

а) если b = B~lb >0, то конец: решение и = свВ~х есть двой
ственное оптимальное решение, а решение |#в, xN] = [6, 0] есть 
прямое оптимальное решение; 

б) если существует такое г, что br < 0, то могут представиться 
два случая. _ 

С л у ч а и 1. В r-й строке матрицы N найдется отрицательный 
член (ибо в силу произвольности знака переменных и разрешаю
щий элемент принадлежит одному из п — т последних ограниче
ний двойственной таблицы). Тогда вычисляем 

= ттп 
"re Я —arj>0 l ~r? 

j ннебнзисны 
В двойственной таблице переменное vr входит в базис, пере

менное v9 выходит из базиса. В прямой таблице переменное х3 
возвращается в базис, а хг выходит из базиса. 
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С л у ч а й 2. Все члены r-й строки из N положительны. Тогда 
двойственный оптимум неограничен, что указывает (теорема двой
ственности) на отсутствие прямого решения. 

Заметим, что при этом правиле все вычисления могут осущест
вляться на прямой таблице. 

Применение этого алгоритма предполагает знание исходного 
двойственно-реализуемого базиса. Это часто встречающийся слу
чай; и вот примеры таких ситуаций: 

а) когда вычислено оптимальное решение линейной задачи с 
заданной правой частью Ь и отыскивается новое оптимальное ре
шение для правых частей Ь\ мало отличающихся от Ь. Симплекс-
множители оптимума первой задачи составляют двойственно-реа
лизуемое базисное решение для второй задачи; 

Б) когда оптимальное решение задачи (Р) определено, но мы 
хотим получить оптимальное решение после добавления к (Р) 
дополнительных ограничений (это, например, случай алгоритмов 
сечения в целочисленном программировании, см. гл. 7, § 3). 

Двойственный алгоритм сходится в смысле конечной сходимо
сти лри условии невырожденности, которое записывается тогда 
в виде 

сj > О V/ (внебазисного) 
на каждой итерации. 

В вырожденном случае конечная сходимость снова может обес
печиваться за счет использования тех же методов, которые ис
пользовались для прямого алгоритма: перестановкой значений цен 
лексикографического метода, правила выбора поворота (см. п. 2.3). 

4.2. Исходно-двойственный алгоритм. Чтобы решить липейную 
задачу (в стандартной форме) 

min г = сг, 
Ах^Ь, (Р) (3) 

х > О, 
предположим, что известно решение двойственной задачи, т. е. 
вектор u=(u i , . . . , цто), удовлетворяющий условию с*=с — иА^О. 

Любое решение х задачи (Р) удовлетворяет условию Ах~Ь, 
поэтому очевидно, что х будет оптимальным решением задачи (Р) 
в том и только том случае, если х будет оптимальным решением 
задачи 

min г = сх = (с —иА)х, 
Ах*=Ь, (Р) 

х>0. 
Это будет так, в частности, в случае решения задачи (Р), 

удовлетворяющего условиям 
X) > О ==>• Cj — uAi — 0, 
с$ — иА$ > 0 -^ X* ■» О, 

т. е. условиям дополняемости с и (теорема 6J. 
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PR (и) 

Итак, требуя от компонент х$ вектора х быть положительными 
лишь при Cj — 0, приходим к условиям дополняемости. Именпо на 
этом принципе основан исходно-двойственный алгоритм, или прямо-
двойственный алгоритм, который мы сейчас изложим. 

1. Пусть произвольно задано двойственное решение и; попыта
емся определить решение х задачи (Р) , удовлетворяющее условию 

supp( . z ) c : / ( u )= {/|CJ = 0 } . 

Поиск такого решения сводится к решению следующей линейной 
задачи (прямая ограниченная задача с переменными ^ е / ( а ) ) : 

m 
min p = 5] Уи 

Ах + у = &, 
# > 0 , 

. . . £ / « О Vj&J(u) 

исходя из допустимого базисного решения уг = Ь{ У г (всегда мож
но предположить bt > 0; в противном случае достаточно предва
рительно умножить £-ю строку в системе (3) на —1). 

2. Тогда могут представиться два случая: 
a) если в оптимуме для PR (и) имеем р = 0t то # = 0, и полу

ченное решение х есть реализуемое базисное решение задачи (Р) , 
удовлетворяющее условию supp(x)c=J(u). А поскольку для и 
выполняются условия дополняемости, то (х, и) есть пара опти-
мальпых решений соответственно для прямой и двойственной 
вадач; 

b) если в оптимуме для PR (и) снова имеем р > 0 , то это озна
чает, что не существует решения задачи (Р) , удовлетворяющего 
условиям дополняемости с и. Тогда заменим двойственные пере
менные w, чтобы определить новую, ограниченную задачу PR(u'), 
имеющую более широкое множество решений, чем предыдущая. 

Обозначив через o>—(©i, . . . , ыт) переменное задачи, двойст
венной к PR (и), запишем 

max 0)6, 

<0i4j^0 , / е / ( м ) " , 

и** 1, 

со любого знака. 

По условию имеем 

min p = р* = о)*6 — max ыЬ > 0. 

«. С другой стороны, оптимальные двойственные переменные 
ш* в (<о*, ооа, . . .,оС) для задачи PR (и) удовлетворяют условиям до-
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i 
полняемости: _ i 

хй > 0 =*• <о*Л, = 0. 
Рассмотрим новый вектор и': 

и =* и + А,о)*. 
Имеем Cj = 0 и <о*^ = 0 для любого базисного переменного 

xh поэтому Cj~ Cj -~ иА} — \(ь*А) = с} = 0 V/ (базисного), и, зна
чит, условия дополняемости будут выполняться при любом значе
нии к. 

Для к > 0 имеем и'Ь = ub + kco*b > ub; чтобы уменьшить раз
рыв между двойстьснаой функцией и'Ъ и прямой функцией ся, 
представляется интересным способ выбора наибольшего положи
тельного значения Я, согласующегося с ограничениями 

^ ~ С ; — Ь Л 4 , > 0 V/,. 

чем установлено, что и' остается двойственным решением. 
Для j^J{u) имеем с* ~ 0, но <о*А, ^ 0, и, значит, соответст

вующие ограничения не лимитируют значение к. . 
Если при любом j<£J(u) выполняется неравенство I 

u*Aj < 0, 

то к не ограничено сверху, и, значит, двойственная функция иЪ 
не ограничена сверху; отсюда выводим, что задача (Р) не имеет 
решения (теорема двойственности), и алгоритм заканчивается. 

Если существует такое j^J(u), что w*4j > 0, то максималь
ное значение л равно 

Я* =* min 

Замепив и на ?г' = ц + Х*ш*, получим с:, = 0 по крайней мере для 
одного / ^У(ц). 

Для решения новой ограниченной задачи PR(u'), соответству
ющей новому двойственному решению 

и — и + Я*а)*, 
вернемся к 1. 

При отсутствии вырожденности (т. е. в предположении с, Ф 0 
V/ (виебазисных)) число к*, получаемое на каждой итерации, по
ложительно, значит, двойственная функция строго возрастает и 
один и тот же базпс никогда не встречается дважды. Отсюда по
лучаем конечную сходимость метода. 

В вырождешюм случае используем те же методы (возмущение 
значений цен, лексикографическую процедуру), которые использо
вались для прямого и двойственного алгоритмов, 

ш*Л 
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Заметим, наконец, что на любом этапе алгоритма оптимальное 
решение ограниченной задачи PR (и) является допустимым базис
ным решением ограниченной задачи PR(u'), полученной поело 
модификации двойственных переменных: стало быть, представляет? 
интерес его использование в качество начального решения дли 
задачи РН{и) в прямом симплекс-алгоритме. 
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г л л в л з 
ОДНОМЕРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 

ДЛЯ нахождения оптимума функции / от п переменных х\ч . . . 
..., хп в гл. 4, 5 будут наложены несколько итеративных методов, 
требующих на каждой итерации решения оптимизационной зада
чи с единственным переменным,— задачи следующего типа: 

найти а > 0 , минимизирующее функцию g(a) = f(x° + ad), где 
#° =- (я'1, . . . , x!t) — последняя полученная точка, 
d=(d\, . . . , dn)'1'— направление перемещения. 
Таким образом, речь идет о нахождении оптимума функции /, 

исходя из х° в направлении d. В общем случае направление d есть 
направление спуска, т. е. 

Vf {x°)d. da (a - 0) < 0. 

Эту задачу приходится решать в огромном количестве случаев, 
и важно располагать алгоритмами, пригодными для ее решения. 

§ 1. Методы, использующие производные 

1.1. Метод Иьттопа — Рафеона. Функция g{a) предполагается 
дважды непрерывно дифференцируемой. Отыскание минимума 
функции g(a) производится при помощи отыскания стационарной 
точки, т. е. точки а*, удов
летворяющей (нелиней
ному) уравнению 

dgfda = g'(a) = 0, 

при помощи метода Нью
тона. 

Если ah — точка, по
лученная на А-м этапе, 
то функция g'{а) аппро
ксимируется своим урав
нением касательной: 

* в * ' ( а * ) + (а-а*)*"(а*), Рис. J. Метод Ньютона — Рафеона 
а точка aft+1 выбирается как пересечение этой прямой с осью Оа, 
т. е. (рис. 1) 

а*+»< а* g" (ak)* 
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Интересно заметить, что этот процесс обладает свойством ко
нечной сходимости, когда он применяется к квадратичной функ
ции вида 

g ( a ) = иа2 + va + w (и > 0). 

В самом деле, для любой начальной точки а0 имеем 

g'(a°)^2ua°+v, 

т. е. получаем минимум функции g. 
Это интересная характеристика, поскольку произвольная, но 

достаточно регулярная функция (дважды непрерывно дифферен
цируемая) ведет себя как квадратичная функция в окрестности 
оптимума. 

Неудобство этого метода состоит в необходимости вычисления 
в каждой точке первой и второй производных. Значит, он приме
ним лишь тогда, когда функция g имеет достаточно простую ана
литическую форму, чтобы производные могли быть вычислены в 
явном виде вручную. /Действительно, всякий раз, когда решается 
новая задача, необходимо выбрать дне специфические подпрограм
мы вычисления производных gf и g", что не позволяет построить 
общие алгоритмы (т. е. применимые априори к функции любого 
типа). 

Когда начальная точка итераций достаточно близка к искомо
му минимуму а, скорость сходимости метода Ньютона в общем 
случае квадратическая (см. гл. 4, п. 2.12, общее исследование ско
рости сходимости метода Ньютона). Однако, как уже указывалось 
в гл. 1, и. 4.3, глобальная сходимость метода Ньютона, вообще го
воря, не гарантируется, что приводит к появлению некоторых 
тонкостей в его использовании. 

П р и м е р . Для иллюстрации итого пункта рассмотрим функ
цию #(а) =—е~а , имеющую единственный минимум в а = 0 и 
имеющую производную g (а) = 2ае~гх , представленную на рис. 2. 
Если взять а0 сильно удаленным от нуля (например, а ° = 1 ) , то 
метод порождает последовательность точек сс\ стремящихся к °°. 

Хороший способ гарантировать глобальную сходимость метода 
Ньютона состоит в комбинировании его с другим процессом (на
пример, дихотомии; см. п. 1.3 и п. 2.3 выше) для быстрого полу
чения хорошей аппроксимации искомого оптимума. Тогда несколь
ко итераций метода Ньютона, с этой точкой в качестве исходной, 
достаточны для получения превосходной точности. 

1.2. Метод секущих. Важным препятствием в практическом 
применении метода Ньютона является одновременная оценка пер
вой и второй производных в каждой точке. 
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Приближая вторую производную в точке ak выражением 

из формулы Пыотопа получаем: 
a ^ - a ^ 1 

Эта формула известна под названием метода секущих. В самом 
деле, будучи примененным к отысканию корня уравнения 

этот метод состоит в аппроксимации функции g (а) не при помО£ 

Рис. 2. Производная функции у\а) — — в а и отсутствие сходимости метода 
Ньютона для начальной точки а°, слишком удаленной от а* = О (здесь ад =* 1) 

д'«*)к 

' / (0) 

Рис. 3. Метод секущих (метод хорд) 

Щи своей касательной в точке а* (как в методе Ньютона), а при 
помощи прямой, проходящей через точки [a*""1, g {о£~~х)\ и 
К *'(«*)] (Рис. 3). Этот метод называется также методом хорд. 
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Глобальная сходимость метода секущих, как и метода Ньюто
на, не гарантирована. Стало быть, начальные точки а0 и а1 долж
ны быть выбраны достаточно близкими к оптимуму а. 

Анализ асимптотической сходимости показывает, наконец, что 
если g трижды непрерывно дифференцируема в окрестности точ
ки а и если g"(a)>0, то метод имеет сходимость порядка ч = 
= 1,618 (золотое сечение). (См., например, [7].) 

Заметим, наконец, что метод может рассматриваться как метод 
квадратичной интерполяции, в котором функция g(a) аппрокси
мируется квадратично, переходя через точку [а\ g(ak)] и имея 
те же производные, что и g, в точках ак и а*""1. 

1.3. Метод дихотомии с производными. Этот метод может рас
сматриваться как одномерный эквивалент алгоритмов субградиен
та (или градиента с фиксированным шагом), которые будут изу
чаться в гл. 4, § 3. Следовательно, он может применяться, в част
ности: 

а) к выпуклым функциям, не являющимся всюду дифферен
цируемыми, но для которых мы умеем вычислять субградиент в 
каждой точке; 

б) к непрерывно дифференцируемым функциям, для которых 
мы умеем определять значение производной в каждой точке. 

Для определенности предположим, что g(a) непрерывно диф
ференцируема, что g>/(a)-< 0 (направление перемещения есть 
направление спуска) и что существует такое а, что для а> а 
имесхМ # ' ( а ) > 0. 

Стало быть, существует по крайней мере одна точка а*, в ко
торой производная функции g обращается в нуль, и речь идет о 
нахождении такой точки. Вообще, точка а* будет локальным мини
мумом функции g па [0, +о°). 

Если, кроме того, наложить условие, чтобы функция g была 
унимодальной (см. и. 2.2), то а* будет (единственным) глобаль
ным минимумом функции g на [0, +«>). 

Метод состоит в определении первого интервала [aralnt атйХ], 
для которого g / (a m i n )<0 , g'(amaj t)>0, a затем в прогрессивном 
сведении этого интервала посредством дихотомии к получению 
конечного интервала с достаточно малой амплитудой <е. 

Более точно, с одной заданной итерацией вычисляется g ' ( a 0 
в точке 

; _ amin "Ь а т а х 
a i 2 ' 

Если g'(<X])>01 то атах заменяется значением а, и произво
дится итерация. 

Если g'(a\)<0, то amIn заменяется значением а*, и произво
дится итерация. 

Поскольку длина интервала па каждой итерации делится на 
2, то отсюда выводим, что метод дихотомии линейно сходится с 
множителем сходимости 0,5. 
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Для определения начального интервала [аЮ!й, «*«] можно ис
пользовать следующую стратегию: 

i) h *= ho — фиксированный шаг перемещения, 
«юн» в 0; 

2) вычислить g'(u); 
если g'(h)<0, сделать am{D -*- h, h +- 2h и вернуться к 2); 
если g' (h) > 0, сделать amax «=» А. Конец. 

§ 2, Методы, не использующие производных 

2.1. Квадратичная интерполяция. По отношению к предыду
щим этот метод обладает тем преимуществом, что он не требует 
вычисления первой или второй производных функции g. Однако 
ниже будет показано, что его сходимость может быть гарантирова
на лишь для достаточно регулярных функций (непрерывных и 
много раз дифференцируемых). 

Идея заключается в следующем. Если а\ < схг < аз — три зна
чения а, для которых g(a\)> #(а2), g(^)> g(a2), то приближа
ем функцию g(a) на интервале [аь аз] квадратичной функцией, 
имеющей те же значения, что g, в точках а», аг, аз. Уравнение 
имеет вид 

з I I ( a - a j ) 

Минимум функции q(a) достигается в точке 

a . 1 Г23^(а1) + Г З Г , ( а 2 ) + Г 1 2 ^ Ю 

(где nj = a? — a?, si} = a t — a ;) . 
Заметим, что a4 e [at, аз]. Тогда точка а* берется в качестве 

приближения точки оптимума функции g(x) на [ai, аз]. 
Далее построение повторяется с тремя новыми точками: 
(ai, a2, ag) = (а,, а4, а3), если а2 < а4 <а 3 , g (a4) < g (а2), 

= (а15 а2, а4), если а2 < а4 < а3, g (а4) > g (a2), 
« (ах, а4, а2), если а г < а4 < а2, g(а4) < g (a2), 
« (а4, а2, а3), если a t < а4 < а2, g (а4) > g (а2). 

Для определения начала процесса выберем три зпачепия а < 
*<Ь <с, удовлетворяющие равенствам 6 — а~ с — Ь = А и та
кие, что 

g(b)*g(a), g(b)*g(c). 
Воспользуемся, например, следующей процедурой. 

Зададим начальную точку а0, произвольный шаг перемещения 
в, затем вычислим g(a°) и ^(а1)— #(а° + б). Могут представить
ся два случая. 
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С л у ч а й 1: g(a° + 6)^ g(a°). 
Вычисляем тогда последовательно g(oL2), ..., g(ap) для а2 =** 

— а 1 + 26, а3 = а2 + 46,.. . , ар = а*"1 + 2Р_16, пока значения функ~ 
дни убывают. 

Останавливаемся на шаге р, как только функция снова начина-
ет возрастать, и, значит, имеем 

g(a°)> g(a>)> g(a*)> . . . > g(a*~l)< g(a*). 
После этого вычисляем g(ap+l) для р + 1-й точки ар_и *» 

= ар - 2р"26. 
При таком построении четыре точки ар~2, ар_1, ар, ар+1 будут 

равноотстоящими с Д = 2р~1б. 
Находим искомые три точки а, Ь, с, исключая 
либо а1' (если £ (а р - 1 )< £(ар _ и)) , 
либо ар"2 (если g(a"+ 1)< яЧ^" 1)) . 
С л у ч а й 2: /f(a° + 6)> £(au). 
Теперь заменим а0 па а0 + 6 (новая начальная точка), а б на 

—6 (новый шаг перемещении). Вернемся к случаю 1 (заметил, 
однако, что повое g(a'). равно старому g(a°) и что бесполезно пе
ресчитывать это значение). 

(Отметим, что эта процедура сходится всегда очень быстро, да
же при неудачном выборе слишком малого значения fi. Например, 
при р — 10 шаг перемещения умножается на 2ю &■ 1000.) 

Если предположить, что функция g(a) унимодальна, т. е. 
(см. и. 2.2) допускает единственный минимум на начальном ин
тервале, то глобальная сходимость метода к минимуму функции 
g(a) может быть доказана Щ>н помощи теоремы о глобальной схо
димости из гл. 1, п. 4.5. 

Действительно, одна итерация алгоритма переводит три точки 
(aj, aco, as) в новые три точки ( а и а.>, а3). 

Стало быть, алгоритм может быть представлен как отображе
ние /1: IV- -* И3, определяемое равенством (ot,, a^, a 3 ) = Л (aj,a2,a;{). 

Легко убедиться в том, что это отображение непрерывно (а зна
чит, замкнуто). Множество решении есть точка (а, а, а ) , где а — 
точка минимума функции #(а) . Если функция g(oe) непрерывна 
и унимодальна, то функция 

z(aj, cc2, a 3 )= £(»i) + g(a2) + g(a3) 
есть функция спуска. Наконец, все последовательно полученные 
точки содержатся в начальном интервале (а значит, в замкнутом 
ограниченном множестве). А поскольку все условия теоремы вы
полнены, отсюда следует глобальная сходимость алгоритма. 

Что касается асимптотической сходимости, то можно показать 
посредством некоторых условий регулярности (трижды непрерыв
но дифференцируемая функция), что скорость сходимости метода 
еулерлпнейна и имеет порядок у =«1,3 (см., например, [7]). 

Очевидно, можно представить себе существование других мо»-
тодов, основанных на принципе полиномиальной интерполяции-, 
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которые могут использовать полиномы более высокого порядка и 
возможную информацию относительно первых производных или 
производных более высокого порядка. 

2.2. Унимодальные функции. Теперь мы перейдем к описанию 
других методов, более общих, чем методы, изучавшиеся до сих 
пор, в том смысле, что они не требуют условия непрерывности 
или дифференцируемое™. Они просто предполагают, что по край
ней мере в некотором интервале [4, В] минимизируемая функция 
g обладает свойством унимодаль
ности. 

О п р е д е л е н и е 1. Говорят, 
что функция g унимодальна на 
действительном интервале [Л, Щ, 
если она имеет минимум а ^ 
е[Л, Щ п бели Va,5 а2^\Л, В] 
(ai < CC2) выполняются соотно
шения 

а2<а^ g{a{)> g{a2), 

ai >a=> g(a\)<g{*2). 

9(a)) 

Рис. Унимодальная 
на [О, Л] 

функция Следовательно, унимодаль
ная функция на [Л, В] обладает 
тем свойством, что она имеет 
единственный локальный минимум, но она не обязана быть диффе
ренцируемой— она даже не обязана быть непрерывной (рис. 4). 

Из определения унимодальных функций следует, что если мы 
вычисляем значение унимодальной функции g в четырех точках 
а, Ь, с, d интервала [a, d], то, всегда существует подынтервал, ко
торый не содержит оптимума и может быть, таким образом, уда
лен (рис. о). Мы получаем уменьшенный интервал, на котором 
эту операцию можно повторить. 

Для получения интервала [a, d], содержащего оптимум, можно 
применить тот же метод, который был развит выше в и. 2.1 в рам
ках квадратичной интерполяции. 

2.3. Метод дихотомии без производных. Принцип итого метода 
очень близок изложенному в п. 1.3, по здесь мы предполагаем, 
что либо информации о производных нет, либо футщпн не диф
ференцируема. 

Этот метод позволяет на каждом шаге уменьшать вдвое длину 
интервала, содержащего оптимум, причем значения функции g вы
числяются с этой целью в двух определенных точках. Если над 
функцией g произведено п вычислений, то длину интервала мож
но уменьшить в 2(п~3)/2 раза. 

Сначала разбиваем интервал [a0, b°]. Берем 
= (а°+Ь°)/2, затем две точки d° = (a° + с0)/2, е° ~(с°"+ Ь°)"/2; по
лучим пять ' точек, удаленных на равные расстояния 6° 
= (6 ° -« у ) / 4 . ' • • ■ , . • „ 

середину с0 = 
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С учетом унимодальности легко видеть, что всегда можно ис
ключить два из четырех подынтервалов (поскольку точка оптиму
ма не может в них содержаться) и что остаются только два смеж
ных подынтервала [а\ с1] и [cl

9 6JJ (рис. 6). 

Случай 1 f > -
1 f х 

Случай2 

^я* а-

■! f 
¥•' 

Ш 
Приведенный 

интервал 

Случай 3 

Приведенный 
интервал 

a b с 

\ 
\ 

- 1 _ 

Приведенный' 
интервал 

Рис. 5. Уменьшение (приведение) интервала [a, d] с использованием свойства 
унимодальности 

Таким образом, все сводится к той же задаче на отрезке [а1, Ь1] 
половинной длины. 

Например, на рис. 6 можно исключить отрезки {ЙГ°, d°] и [d°, £°]. 
Тогда а1 = 6°, с1 - Л 

На следующем этане понадобится только два дополнительных 
вычисления функции g в точках d1—(а1 + с')/2 и el =(cl + bl)/2 
и т. д. 

Таблица 1 содержит числовые значения для начального интер
вала в зависимости от п нри вычислении функции g, 

Таблица! 

п 

17 
23 

Ьп-а« 1 ! 
ъ «_ а о 2(п-3)/2 

ю-2 | 
ю-3 

п 

29 
42 

6П-«» 1 
Ьу_«и

 2СП-з)Л 

К)-4 
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Глобальная сходимость метода для упимодальных функций 
следует из определения. С другой стороны, легко видеть, что ско
рость сходимости имеет линейный характер с коэффициентом 
1/У2 « 0,7. 

2.4. Использование последовательности Фибоначчи* Метод ди
хотомии не оптимален в том смысле, что для конечного фиксиро
ванного числа N вычислений значений 
функции g on не приводит к наимень
шему возможному уменьшенному ин
тервалу. Как будет показано ниже, оп
тимальный метод может быть получен 
при помощи последовательности Фибо
наччи {5J. 

Идея состоит в вычислении значе
ния функции g в N точках, выбран
ных так, чтобы результат, полученный 
для каждой попой точки, позволял ис
ключать (но возможности наибольший) 
подынтервал начального интервала. 

Предположим, что задан началь
ный интервал [а\ d]] и что мы 
располагаем значениями функции g в точках а!, d} и в двух про
межуточных точках Ь{ и с1. Тогда можно, используя унимодаль
ность, исключить один подынтервал, [a1, ft1] или [с1, а!1] (см. п. 2.2). 

Пусть Л1 =rfl — а} — длина начального интервала. Если ис
ключить [с1, с?1], то останется интервал длины с1 —а1. Если исклю-

f 
: ! ■' I l l 

6Q 

/ / / 
Рис. 6. Иллюстрация действия 

могода дихотомии 

Рис. 7. В методе, назы
ваемом методом Фибо
наччи, должно выпол
няться соотношение 
Л7А2 « Fs-xtFu-ъ где 
F.v-i и Fx-i~ два сосед
них члена последова

тельности Фибоначчи 

9k 

Y 
! д1 
Г 
f- -4—L. 

I 

а' 
Ь-

ь1 \шш 
f г ♦ 
ьг сг а'1 

чить [Л1, W\ то останется интервал длины dl — b\ Если мы хо
тим, чтобы длина d2 полученного интервала не зависела от ре
зультата теста (а значит, и от функции), то должны выполняться 
равенства с1 — а1 = dl -~ bl = Д2; иными словами, точки Ь1 и с1 

должны быть симметричны относительно середины интервала 
К d% 

Предположим теперь, что интервал [с1, dx] исключен (как па 
рис. 7). Чтобы возобновить операцию с приведенным интервалом 
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[а1, с1], необходимо вычислить значение функции в дополнитель
ной точке б2, и эта точка, как мы видели, может быть лишь сим
метричной точке Ь1 относительно середины интервала [а\ с1]. s 

Тогда из соотношений 
<ji - а1 «(с 1 — al) + {dl - cl) = {cl - al) + (bl - а1)' 

получаем 
Д ' - Д 2 * А3. 

Легко обобщить предыдущие рассуждения, чтобы показать, что 
Д* = ДА+J + Д*+2 V f t e 

Пусть Д*"*1 — длина интервала, полученного в конце N вычис
лений функции (N фиксировано); введем числа FQ, FI% . . . , FN-\: 

&>~FN„k&N-K 
(Заметим, что при к = N — 1 имеем Д*~! = F\AN~X => Fx = 1,) 

Запишем 

д"~1" Д * - ' Д Л ' ~ Г 

Легко видеть, что числа Frt удовлетворяют рекуррентному со
отношению 

Fn - F^x + Fw_2, л = 3, 4, ..., Я - 1, 

Заметим, однако, что существует некоторая неопределенность 
н выборе /̂ 2, и, как только /^ выбрано, вся последовательность А*4 
определена, равно как и длина ДА всех последовательных интер
валов. Тогда соотношение 

показывает, что для того, чтобы конечный интервал имел мини
мальную длину Д*'1, следует выбрать F? так, чтобы Fs„{ было 
максимальным, а значит, требуется, чтобы само F% было макси
мальным. Л поскольку должно быть F\ > F2/2, то отсюда следует, 
что максимум для F? есть /'^ « 2. Тогда последовательность чисел 
Fn полностью определяется двумя первыми членами: Fn ~ 1 
и F* - 2. 

Эта последовательность называется последовательностью Фи
боначчи (псевдоним Леонардо Иизаиского, первым изучавшего 
эти последовательности в 1202 г.). В табл. 2 приведены первые 
20 чисел этой последовательности, 

Следует заметить, что в этом методе расположение первых то
чек, т. е. соотношение 

А1 ^ ^ - t 

SO 



зависит от числа N вычислений функции g, которые мы собира-
емся осуществить. Это не очень стеснительное ограничение, в той 
мере, в которой вообще фиксируется заранее точность вычисле
ния. Например, если начальный интервал имеет длину А2 = 1 и 

Т а б л и ц а 2 

п 

1 2 
3 4 
5 

*п 

1 
2 
3 
5 
8 

п 

6 
7 
8 
9 
10 

Fn 

13 
21 
34 1 
55 1 
89 

п 

11 
1 12 

13 
14 
15 

*п 

144 
233 
377 
610 
987 

п 

16 
17 
18 
19 
20 

Рп 

1597 
2584 
4181 
6765 
10946 

принятая точность есть 10~3, то таблица позволяет определить Nt 
дЛ'- l t 

/ = 10' 
J V - 1 

что дает 7V = 16. 
Наконец, укажем, что метод Фибоначчи может быть обобщен 

на случай функции п переменных (см. [9]). 
2.5, Метод золотого сечения. Если мы не всегда знаем заранее 

число N вычислений, которые мы хотим осуществить, то можно 
воспользоваться методом золотого сечения. 

Следуем тому же принципу, что и выше (исключения подын
тервалов для каждой новой вычисляемой точки); метод золотого 
сечения состоит в том, что длины последовательных интервалов 
берутся в фиксированном отношении: 

Л 1 Л 2 

?-?~--* ... • 
так, чтобы на к -Ь 1-м этапе относительное расположение точек 
было (с точностью до преобразования подобия) то же, что и на 
к-м этапе. 

Поскольку 
Д* =. Д*+1 + Д*+2, 

то при условии требования 
\h __ Afe+1

 = 

Ak + 1 дА+2 У 

получаем 

vM-l = 1 + 
дМ-2 

дЛ + 1" 

Пусть у = 1 +(1/т() (или, еще, у2 — *у — 1 = 0 ) — уравнение, кор
нем которого является золотое сечение: 

У5 + 1 
7 « ~ 1,618. 
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Из изложенного выше следует, что скорость сходимости нашего 
метода имеет линейный порядок с коэффициентом 1/̂ f = 0,618. 

Разумеется, метод золотого сечения не оптимален, но мы без 
труда можем убедиться в том, что для достаточно высокого числа 
N вычислений функции g он асимптотически приводит к тому же 
расположению точек, что и в методе Фибоначчи. 

В самом деле, 

]1ГП ^у 

(например, FjFio « 144/89 - 1,617). 
В табл. 3 приведено сравнение коэффициентов уменьшения ин

тервалов, полученных различными методами (дихотомии, Фибо
наччи, золотого сечения) для различных значений числа N вы
числений. 

Т а б л и ц а 3 
Число вычислений значения функции: сравнение различных 
методов 

Отношен«ft 
| уМ1'НЫШк1ШЯ 

ю-2 

ю-» 
- ю-4 

| м-* 

Дихотомия без про-
изподнмх 
2-(п—3)/2 

1 17 
23 
29 
35 
42 

колотое сучение 

13 
iS 
22 
27 
31 

Фибоначчи 

*» 1 

It 
15 
20 
25 
30 1 

2.6. Одномерный «экономичный* («наилучший») поиск. Опи
санные выше методы преследовали цель получить более или ме
нее точное приближение оптимума (или локального оптимума) 
функции # (&)= 1(х + ad) для а > 0. 

На самом деле сходимость некоторых нелинейных оптимиза
ционных алгоритмов (наискорейшего спуска, алгоритма БФГШ; см. 
гл. 4, пн. 2.2, 2.11) может быть получена без того, чтобы требо
валось находить близкую к оптимальной точку хЛ- ad (или близ
кую к локальному оптимуму) для функции 1 в направлении d. 

Предлагались разные правила выбора, основанные на гораздо 
менее ограничительных условиях. Они позволяют получить точку 
с требуемыми характеристиками с весьма ограниченным числом 
оценок функции. 

Здесь будут представлены два типа процессов: правило Голд-
«стейна [2], которое применяется, когда нельзя оценить градиент 
функции (или когда получение оценки обходится слишком доро
го), и процедуру, предложенную Вольфе [101 и Пауэллом [8], кото
рая требует оценки градиента всякий раз, когда функция вы
числена. 
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Общий принцип, лежащий в основе всех этих методов, заклю* 
чается в следующем: 

a) а не должно выбираться слишком большим (в противном 
случае алгоритм может начать осциллировать); 

b) а не должно выбираться слишком малым (в противном 
случае алгоритм может сходиться слишком медленно). 

В правиле Голдстейна (G) условие а) выполняется в силу 
соотношения 

*(a)<g(0)+m,ct£ ' (0) , (1) 

где mi — коэффициент, выбранный в (0, 1); условие Ь) обеспечи
вается соотношением 

g(a)>g(0)+m2ag'(0), (2) 

где Ш2 — коэффициент, выбранный в интервале (mj, 1). 
Рис. 8 дает пример множества точек, удовлетворяющих соотно

шениям (1), (2). 

Рис. 8. Множество то
чек, удовлетворяю-
ющих правилу Голд
стейна (отрезки [а, 

Ь) и [сё]) 

&")к 

Отметим, что условие (1) обеспечивает тот факт, что новая по
лученная точка х^хЛ-ad удовлетворяет неравенству }(х')< 
«</(#) (условие спуска). 

З а м е ч а н и е . Вариант правила Голдстейна, предложенный 
Армийо [1], состоит в выборе такого а, что: 

1) а удовлетворяет соотношению (1); 
2) М<х не удовлетворяет соотношению (1). 
При этом М > 1 (обычно выбирается в пределе от 5 до 10).. 
В правиле Вольфе — Пауэлла (WP) снова именно соотноше

ние (1) приводит к тому, что а выбирается не слишком большим. 
Но поскольку предполагается, что вычисление градиента функции 
/ требует не намного больших вычислений, чем оценка самой 
функции, то соотношепие (2) может быть заменепо условием 

*'<«)> лад'(0), <з> 
е* S3 



где ms — постоянный коэффициент, выбранный в (mi, 1)\ В са
мом деле, g (а) в каждой точке а может вычисляться по формуле 

£'(a)-<TV/(jr + ad). 
На рис. 9 показано множество точек, удовлетворяющих соот

ношениям (1), (3) правила Вольфе — Пауэлла. 

з(*А 

Рис. 9. Множество точек, удовлетворяющих: правилу Вольфе и Пауэлла (от
резки [д, Ь\ и [с, d\) 

Выбор коэффициентов т>\ и тг не;является слишком критиче
ским. Обычно выбираются значения т* — 0,1, тз ^ 0,7 (см., на
пример, [6]). : 

З а м е ч а н и е . Чтобы подчеркнуть необходимость и полезность 
каждого из двух условий (1) и (3), интересно показать, как мож
но установить, например, сходимость алгоритма наискорейшего 
спуска (см. также гл. 4, п. 2.2), используя правило (WP). 

Для этого предположим, что функция / ограничена снизу и 
что v / удовлетворяет условию Липшица типа: 

УХ, vp, '№f(x)-vf(y)i\^K4x-yK ; / : 
где К—постоянная. 

Обозначим через {xk} последовательность точек, полученных 
при помощи правила (WP), если отыскивать последовательно хх 

из х° в направлении d0 = —v/(«£°), ♦ .., xh из xk~x в направлении 
dh~\ — —v/(xft~1). Соотношение (1) позволяет записать . 

В силу равепства 

получаем 
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Есла функция / ограничена снизу, то должно быть 

значит, ряд 

2 (/(**) - / (** + 1))<+оо, 
k=0 

V i i a : ; e + i _ ^ j | . | | V / ( ^ ) | i 
fc~o 

должен быть сходящимся. 
Теперь, используя соотношение (3), получаем 

vr(zkJ")dk>mzvr(xh)dk, 
откуда 

( V / ( ^ + , ) - V / ( x * ) ) T d A > ( m 3 - l ) V f (**)ЙЛ; , . . 

отсюда, принимая во внимание тот факт, что правая часть поло
жительна и что —Vj(xk)*= dk, выводим неравенство 

\\Vf(xk+l)-V}{xh)\\-\\dk\\>(i~mz)\\V!(xfi)\\ .IWJI. -. . , ' . \ 

Условие Липшица для V/ позволяет записать 
К1хк^ — хч\\ >{1~ /и3).Ч?/(**)». ' - . ; . . 

Отсюда следует, что ряд 

Siv/w'" ...... : '; . : : .,, 
7<--=0 . . . . . 

должен быть сходящимся, и, значит, IIV/(xn,)il ~* 0. . 
Итак, последовательность ixh}, порожденная алгоритмом, име

ет стационарную предельную точку х* (т. е. удовлетворяющую 
' v 7( . r*)=0; к самом деле, функция V/ непрерывна, поскольку яв
ляется лшппицевой). 

Ясно, как два условия (1) и (3) правила WP участвуют здесь 
при доказательстве сходимости. 

Использование пранил Голдстейна (G) или Вольфе — Пауэлла 
(WP) особенно просто. Алгоритм имеет следующий вид: 

a) Определить ат ,„ « 0, o w = + ° ° . Найти ff'(0)=^ VfT(x)d и 
присвоить переменному а начальное вначеннс (первую тестиро
ванную точку). 

b) Вычислить g(a)= f(x + ad); осла g(a)^ g(0)+ miag'(Q)t 
то перейти к с) ; иначе положить aatax — а и перейти к е ) . 

c) Вычислить £ ' ( а ) г а v / ; (я + <xd)d, затем сравнить] 
g'(a) и /из#'(0); если g'(a)> m^g'(0), то конец; если) пурх 
g'(rz)< m^g (0), то перейти к d); I 
сравнить g{a) и g(0) +/га ?а#'(0); если g ( a ) ^ g ( 0 ) + l (GJ 
*fm 2 a^ ' (0) , то конец; иначе перейти к d) . / 

d) Положить amiD ^ a. 
о) Найти новое значение для а в интервале (amfn, а т а г ) и вер

нуться к Ь), г . , . . . . - . ■ . . . . 
. ♦ 8 5 



Заметим также, что для выбора начального значения необхо
димо каждый раз, как это возможно, использовать информацию, 
доставляемую алгоритмом оптимизации. Таким образом, в квази
ньютоновских методах (гл. 4, пн. 2.9, 2.11) на каждой итерации 
получают оценку шага. Очень интересно использовать это значе
ние для выбора начального значения а, ибо если оценка хорошая 
(таков случай с квазиньютоновскими методами, как только мы 
попадаем в окрестность оптимума), то для получения методом 
(G) или (WP) удовлетворительной точки достаточно единствен
ной оценки функции (возможно, ее градиента). Тем самым эти 
методы оправдывают свое наименование «экономичные». 

§ 3. Алгоритмы одномерной оптимизации 
и замкнутые многозначные отображения 

3.1. Точная одномерная оптимизация. Итерационный тип мно
гих алгоритмов математического программирования строится по 
следующей схеме: 

a) выбрать в текущей точке х направление перемещения d; 
b) исходя из х, найти минимум функции / в направлении d, 

т. е. найти такое а, что _ 
/ (х + ad) = min {/ (х + ad)}. 

Тогда точка у = х + ad выбирается в качестве начальной точ
ки следующей итерации. 

Ясно, что эта схема ведет к рассмотрению алгоритма как ком
позиции двух многозначных отображений D и U: 

— отображение D ставит в соответствие точке х направление 
перемещения d ^ D {х); 

— отображение U ставит в соответствие паре (я, d) точку 
y*=U(x, d), где £/(#, d) определяется как множество точек вида 
х + ad, где / достигает своего минимума: 

U(z, d)*={y\y=>x + ad, a > О, / ( у ) - ]{х + ad)}. 
В гл. 1 (§4 , теорема 10) показано, что существенным свойст

вом для установления сходимости такого алгоритма является замк
нутость произведения U c D% 

Чтобы иметь возможность применить одно из предложений 2 
или 3 гл. 1, необходимо убедиться в том, что отображение £/, со
ответствующее одномерной оптимизации, замкнуто. 

Итак, приводимый ниже результат очень полезен для доказа
тельства сходимости многих алгоритмов математического програм
мирования. 

Т е о р е м а 1. Если функция / непрерывна на Rn, то отображе~ 
ние £/, определенное формулой 

U (x% d)<=fy\y = x + ad (a > 0); f(y) = min /(« + ad)L 

замкнуто в точке (x, d) при любом d Ф 0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим две последовательности {хк)у 
Ы4}, удовлетворяющие условиям хк -+> х, dk -> d Ф 0. Предположим, 
•что ук*=и(хк1 dh) для любого к и что ук-*у. Покажем, что при 
этих условиях y^U(x, d). 

По определению отображения V при любом к существует та
кое а* ^ 0, что ук = хк + akdk. Следовательно, 

„ ,Л __ Ji I: „ * _ О * - * 

а зпачит, 

и, стало быть, I/ = х + ad. 
Теперь достаточно показать, что минимум функции / па луче, 

исходящем из х в направлении d, достигается в точке у. 
Имеем 

/ 0 / ) < /(** + ad*) vAf Va > 0; 
в силу непрерывности функции /, переходя к пределу, получаем 

Va^O, f(y)^](z + ad)} 

чем доказываем, что 
f (у) =* т\п {f (x + ad)} 

a>0 
и, значит, у е U(x, d). 

Условие d Ф 0 совершенно необходимо. В самом деле, если 
d — 0, то понятие оптимизации функции / в направлении d теряет 
смысл, и отображение U(x, d) становится неопределенным. Это 
условие не является ограничительным, ибо, как будет показано, 
для большинства алгоритмов, когда вычисление направления пе
ремещения дает d = 0, это означает, что текущая точка х удовлет
воряет необходимому условию оптимальности (стационарность 
для оптимизации без ограничений; условие Куна — Таккера для 
оптимизации с ограничениями). 

3.2. Приближенная одномерная оптимизация. Поскольку мето
ды, изложенные в § 1.2, имеют итеративную природу, то точный 
минимум функции g(a)~ j{x + ad) не может быть получен за 
конечное число итераций. Стало быть, практически всегда придет
ся ограничиться приближенным минимумом. Тогда главное — 
показать, что условие замкнутости, установленное выше для идеа
лизированного случая точпой одномерной оптимизации, сохра
няется. 

Мы будем более точно исследовать два типа аппроксимации. 
Тип 1. Он соответствует случаю, когда_ поиск прерывается, 

как только относительная погрешность для а минимума функции 
g(a) становится меньше фиксированного процента б, т. е. 
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Именно эта ситуация встречается, когда используются методы 
§ 2 (дихотомия, метод Фибоначчи, метод золотого сечения). 

Тип 2. On соответствует случаю, когда поиск прерывается^ 
как только получена аппроксимация с точностью е для искомого 
оптимума, т. е. когда \g(ah) — g(<%)\ ^ е. 

Эти два типа аппроксимации, вообще говоря, очень тесно свя
заны. Например, предположим, что функция g дважды непрерыв
но дифференцируема с положительной второй производной, огра
ниченной константой К > О на отрезке (<xi, а%) длины аг — aj *=» 
= 6а ь содержащем оптимум а. 

Предположив для определенности, что g(ai)= mln{g(a\); 
g{(X2)), мы можем показать, что 

V 

l£(<*i)--£(a)Ke для е = у >(«»)-*(«!) К 
кьаг 

Аппроксимация тина 1 приводит к изучению многозначного 
отображения 

с а, удовлетворяющим равенству £ (a) = min#(a). 
Т е о р е м а 2, Если функция / непрерывна на Rn u если /(#)""*" 

-> +оо n/ш Ы -* +«>, то отображение U6 замкнуто в любой точке 
(х, d), Зля которой d Ф О, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можпо рассматривать С/(/ как компози
цию двух отображений: а) отображения U из § 3.1, которое точке 
(я, d) ставит в соответствие множество точек у = х 4- ad, где a 
удовлетворяет равенству #(a) = g(a) (это, вообще говоря, отрезок 
вида [amm, «max]); b) отображение V«, которое отрезку [amlni amaJ 
с amin > 0 ставит соответствие «расширенный» отрезок 

JMt tmin , amax] = [ a m l n ( l — б ) , <Хшая(1 + Й ) Ь 

Отображение U замкнуто в силу теоремы 1 из п. 3.1, и легко 
показать, что Кв замкнуто. 

Если множество U (x, d) ограничено (это, например, случай, 
когда f(x)-++oo для 1Ы1->+«>); то тогда можно применить пред
ложение 2 гл. 1, § 4, и получить отсюда, что U* замкнуто. 

Аппроксимация типа 2 ведет к изучению многозначного ото
бражения 

Ue(x, d)=iy\y = x + ad(a>0); g(a)< g(a)+ e>, / 
где 

g (a) = min g (a). 

Легко показать, что если / непрерывно, то многозначное ото
бражение U замкнуто. Доказательство пошагово аналогично до
казательству теоремы 1 н. 3.1. 
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В заключение отметим интерес и удобство понятия многознач
ного отображения для анализа погрешностей из-за прерывания 
итерационного алгоритма и, в более общем виде, для анализа не
детерминистских алгоритмических процессов. 

3.3. Одномерная оптимизация с ограничениями. В гл. 5 будет 
показано, что некоторые методы оптимизации с ограничениями 
(например, методы возможных направлений) приводят к одномер
ной оптимизации, в которой требуется, чтобы полученная точка у 
была включена в некоторое множество 3) <= Кп, называемое об
ластью допустимых решений задачи. Предполагается, очевидно, 
что начальная точка х принадлежит 3). 

Тогда мы приходим к изучению отображения 

Ug>{x,d) = \ll\y = х + a d ( a > 0 ) ; y е 2>; /(у) = min / (х + ad)\ 

Исследуем замкнутость отображения Ug$. 
Прежде всего, если у" -*■ у 

у<=2>), то необходимо, чтобы у 
множество 3) было компакт
ным (т. е. ограниченным замк
нутым множеством в Rn). 

Заметим, что можно доволь
ствоваться условием огра ни-
чеиности множества 3), если 
функции / удовлетворяет усло
вию тина /(я)-*+«> при Ы1-*■ 
—>■ -\-°°ч 

По ото условие не являет
ся достаточным. 

П р и м е р . Рассмотрим в 
К2 пример, представленный на 
рнс. 10. Область 3> ограниче
ний ость треугольник, опреде
ленный неравенствами 
0 < Х ! < 1 ; х2>0\ хх-х2>0. 

при yk e U$> (xh, dk) (а значит, 
'■ 3). Для этого требуется, чтобы 

-vf у j±%, 
гу 

Рис. 10. Пример, в котором отображение 
UФ не замкнуто 

Минимизируемая функция / имеет следующий вид: j(xu хъ) — — х% 
Рассмотрим последовательность точек {хк} вида 

*° = (4 -« 0 ) ' *1 = (т'0)' ^--=(т'0)----
и соответствующие направления d\ для которых полупрямая^ .оп
ределяемая парой (х\ йй), проходит через точку (1/2; 1/2). 

Стало быть, rf* -+• d = ( 1 , 1). 
Дли любого к множество U^{xh, dk) содержит единственную 

топку г/* =(1/2, 1/2). 
Стало быть, if - у =(1/2, 1/2). 
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Но при этом заметим, что у ф U^(x, d), ибо одномерная мини
мизация с начальной точкой # = ( 0 , 0) в направлении d = (l, 1} 
приводит к точке (/ '=(1,1). 

Таким образом, в этом случае отображение Uф не замкнуто, 
В действительности детальное изучение этого примера (или 

подобных примеров) показывает, что замкнутость отображения 
существенным образом зависит от выбора направлений перемеще
ния. Вообще, даже для областей 3), обладающих всеми приняты
ми свойствами регулярности, замкнутость отображения Uд) полу
чается лишь при условии выбора конкретных направлений пере
мещения. Иными словами, условие замкнутости, вообще говоря,. 
будет выполняться по на множестве всех возможных пар (х, d)y 
а лишь на некотором подмножестве произведения II" X R\ 

Следуя [7J, назовем множество 31 пар (х, d), где х е ® , мно
жеством равномерно возможных направлений, если существует та-
кая постоянная г\ > 0, что 

0 < а < т] =>- х + ad e 3); 
постоянная г) называется постоянной возможности множества 3)г 
соответствующего множеству Ш {х\ зависит от 52). 

Хорошо понятно, что существование множества равномерно-
возможных направлений есть условие, накладываемое на область 
3): произвольная область 3) не обязательно удовлетворяет этому 
условию. 

Определим теперь па 52 отображение UA\ 
U^ (х, а) =* fу | у = х -i- ad (a > 0); у е= 3>; / (у) < min / (х + xd)\. 

\ о<х<ч\ J 

Т е о р е м а 3 [7]. Если функция f непрерывна, множество 3> 
компактно и существует множество 52 равномерно возможных на
правлений, то отображение С/п замкнуто в каждой точке: (х, d)^ 
е=52 (d=^0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно почти совпадает с доказательством 
теоремы 1 п. 3.1. 

Предположим, что (xh, dh)-+{x, d) (k-*o°), d¥=Q, и пусть 
У* ~* У (*/*е£М#\ dh)). В силу компактности множества 3) име
ем у* ^ 3) => у ^ 3). Покажем, что y^U^{x, d). Для любого к 
имеем у* = xh + ahdb; значит, 

МП 
и, стало быть, у имеет вид у = х + ad. Для любого т (0 < т < ц) 
имеем 

В силу непрерывности /, переходя к пределу, получаем 
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Отсюда следует, что у е иц(х, d). 
В предыдущем примере мы показали, что 

У-^,-^)фи3{х,с1) = {{\Л)). 

Заметим, что, напротив, множество 32 пар (#\ dh) есть множество 
равномерно возможных направлений с постоянной возможности 
!Г) = 1/2 (предполагается, что dk — векторы с нормой 1). 

При этих условиях множество £Л>(#, d) представляет собой от
резок [у", у'], где у" -(У2/4, Y2/4), у ' = ( 1 , 1), и, как легко ви
деть, у - (1 /2 , 1/2)е J7n(*fd). 

Для построения алгоритмов всегда будет использоваться ото
бражение Uф% и при этом мы будем получать схему типаС/^)* />, 
где D — отображение, которое точке х ^ 2) ставит в соответствие 
направление d. 

Поскольку Uф (х, d) с: £/л (#» ̂ )» то для получения сходимости 
алгоритма достаточно будет обеспечить, чтобы отображение D в 
дополнение к обычным условиям (непрерывность, замкнутость) 
порождало равпомерцо возможные направления. 
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Г Л Л В А 4 
НЕЛИНЕЙНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ БЕЗ ОГРАНИЧЕНИЙ 

§ 1. Введение. Условия оптимальности 

Задача, которую мы здесь изучаем, состоит в отыскании мини
мума (максимума) действительной функции / переменных х\, . . . 
. . . , хп, каждая из которых может принимать любое значение от 
— °° ДО +оо. 

Многие задачи могут быть приведены к этому виду. С другой 
стороны, в задачах, где неременные хи . . . , хп подчинены дополни
тельным, условиям (типа # , (х)^0 , i = 1, ..., т), как мы увидим 
(см. гл. 6, § 1), можно при некоторых условиях свести все к оп
тимизационным задачам без ограничений. 

Пусть отображение /: И* -* К каждому х е Н " (х = (х\,..., хп)г) 
ставит в соответствие действительное значение 

/ ( * ) = / ( * ! , ХЪ ...,Ха). 
Требуется решить задачу 

min f (x), 
х Ф И*. 

Стало быть, речь идет о нахождении такой точки х* е= И", что 
VxeR»: / (** )< / (* ) , . (1) 

т. .е. об отыскании точки глобального минимума функции / на К\ 
Если строгое неравенство }(%*)<}(%) выполняется для любо

го х е 1\п (х Ф х*), то х* ~ единственная точка глобального ми
нимума (см. рис. 1). 

Однако существуют ситуации, в которых имеет место неедин
ственность глобального минимума (см. рис. 2) 

Для многих оптимизационных задач без ограничения основные 
известные методы не дают возможности определить глобальный 
минимум: тогда приходится ограничиваться локальными миниму
мами, т. е. (см. гл. 1) точками, удовлетворяющими (1) только \\ 
некоторой окрестности точки я*. Покажем теперь, как такие точ
ки могут быть охарактеризованы. 

1.1. Необходимые условия локальной оптимальности. Мы пред
полагаем здесь, что 1(х) непрерывна и имеет непрерывные первые 
и вторые частные производные дЦдх и d2f/dXidXj в любой точко 
х е Rn. Тогда справедлива 

Т е о р е м а 1. Для того чтобы точка х* была минимумом (ло~ 
калъпым или глобальным) функции /, необходимо, чтобы: 

a) V/(,r*)=0 (условие стационарности); 
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Ы гессиан 
ъ21(х*)~[д21/дх£х}(х*)] • ■■ ■ ■■ • 

был положительно полуопределенной матрицей*). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х* — точка локального минимума 

функции /. Поскольку / дважды непрерывно дифференцируема,. 

№\ 

Рис. 1, Эта функция имеет 
единственный глобальный оп

тимум х* 

Рис. 2. Эта функция имеет неединст
ве ним й глобальный оптимум: все точ
ки отрезка [х{, х2] являются точками 

глобального оптимума 

то разложение Тейлора в окрестности точки х* имеет вид г <; 

/ (я) = / (**)+V/ 7 ' ( х*){х — **) + ' ,. ■"'■'' •' 

+ - 1 (х - я*) г V2/ (а;*) (Я — **) -f \x — x* f О (х - **) , 

причем 0 ( # — #*) -*- 0 при х ~* х*. 
Если V/(x*)^0 , - то, выбрав х = я* — 0^/(х*), для достаточно 

малого 0 > 0 имеем / ( # ) < / ( # * ) , но это противоречит предполо
жению, что о:* есть локальный минимум. Значит, условие а) не
обходимо, и мы можем записать: 

/ (*) = / (**) -I- 4~(х — Х*У V V (**) (* — **) + 5 х — ** II2 0(х — х*). 
Если матрица V2l(x*) не является положительно полуопреде-

ленной, то существует такой вектор d e Un (d =̂ 0) , что 
d r V2/ (x*)d<0 . 

.Выбрав тогда я = я* 4- Ы для достаточно малого 6 > 0, имеем 
/ ( # ) < / ( # * ) , но это снова противоречит предположению о локаль
ной оптимальности точки я*. 

Итак, условрге Ь) тоже необходимо. 
Точка х*9 удовлетворяющая условию а) , т. е. условию 

djidXi(x*)*= 0 (г = 1, . . . , /г), называется стационарной точкой. 
Рис. 3 иллюстрирует тот факт, что стационарность не является 

достаточным условием локальной оптимальности. 

*) Напомним условие положительной полуопределешюсти: yTV2f(x*)y ^ 0 
V | /eR n . 
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1.2. Достаточные условия локальной оптимальности. Примем 
предположения и. 1.1. 

Теорема 2. Для того чтобы точка х* была локальным опти
мумом функции f на Rn, достаточно, чтобы: 

a) V/(#*)~ 0 {стационарная точка); 
b) гессиан V2f(x*) был положительно определенной мат

рицей *). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Рассмотрим точку #*, удовлетворяющую 

условиям а) и Ь), Тогда разложение Тейлора функции / в окрест
ности точки х* будет иметь вид 

/ {х) = / (**) + -i- (х —х*)т V2/ {х*) {х — х*) -f 1 х — х* f О {х — x*)fi 

причем 0(х — х*)-+0 при х-+х*. 
Для любого направления перемещения d e R n (УН « 1) имеем 

тогда , - ^ : ^ ^ ' .,« f 

; ■ ' ' - ••■• ^ > „ ^ - * ^ ^ ^ ^ ^ ^ " v " 

• В силу условия b) dTV2f(x*)d>0; значит, при достаточно ма
лом 6 имеет место неравенство f(x* + 0d)> /(я*). 

Тем самым показано, что #* есть локальный минимум функ
ции /. *-^f,--- .... ■•-,,.,. •"'.'. 

Заметим, что условие Ь) теоремы 2 сводится к предположению, 
что функция / строго выпукла в окрестности точки х*. 

Рис. 3 иллюстрирует случай, когда достаточные условия опти-
малыюсти не выполняются: из-за 
того что / имеет в #* точку пе
региба, гессиан является пе поло
жительно определенным, а лишь 
положительно полуопределенным 
(d2f(dx2(x*)=*0). 

1.3. Случай выпуклых функций. 
Необходимые и достаточные усло
вия существования глобального опти
мума. В случае выпуклой функ
ции /, определенной на Нп, было по
казано (гл. 1, теорема 8), что для 

Рис. 3. Точка х* стационара, по Т()г0 ч т о б ы т о ч к а х* была глобаль-
яе является точкой локального * , -

оптимума 11ЫМ минимумом функции /, необхо
димо и достаточно, чтобы 0 был 

«субградиептом функции / в х*. 
Таким образом, для непрерывно дифференцируемой функции 

справедлива 
Теорема 3. Пусть / — выпуклая непрерывно дифференцируе

мая функция. Для того чтобы точка х* была глобальным оптимумом 
функции j па R\ необходимо и достаточно, чтобы v/(#*) = 0. 

*) Напомним условие положительной определенности: у у е Rn
t у ф 0: 

yTV*f(x*)y>0. 
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Иными словами, в выпуклом случае стационарность, и только* 
она, составляет необходимое и достаточное условие глобальной 
оптимальности. 

1.4. Случай произвольных функций. Трудности общей задачи. 
Условия пп. 1.1, 1.2 практически являются самыми общими усло
виями оптимальности, известными для произвольных непрерывна 
дифференцируемых функций в IIя. 

Если минимизируемая функция выпукла, удается пользоваться 
аналогом дифференцируемости в каждой точке при помощи 
понятия субградиента, введенного в гл. 1, п. 3.5. Однако этот 
частный случай очень важен, ибо он возникает при решении мно
гих задач в математическом программировании; например, в ком
бинаторной оптимизации двойственная задача для целочисленной 
задачи состоит в оптимизации выпуклой или вогнутой функции* 
не являющейся всюду дифференцируемой (см. п. 3.1 этой главы 
и гл. 7); в области декомпозиции больших систем решение глав
ной задачи (см. гл. 8) во многих случаях сводится к оптимизации 
выпуклых или вогнутых функций, не являющихся всюду диффе
ренцируемыми. Для изучения алгоритмов, применимых к задачам 
указанного типа, отсылаем к § 3 этой главы. 

Однако существует много функций, которые, хотя и непрерыв
ны, не являются ни выпуклыми, ни субдифференцируемыми; име
ется много функций, которые даже не удовлетворяют условию не
прерывности. Самая общая задача оптимизации без ограничений 
для таких функций в ПЛ снова очень далека от того, чтобы быть 
решенной удовлетворительным образом. 

§ 2. Численные методы для оптимизации 
дифференцируемых функций 

Здесь мы предполагаем, что функция / непрерывна и имеет не
прерывные первые производные. Поскольку во всех случаях необ
ходимым условием оптимальности является условие стационарно
сти функции /, то практически все методы оптимизации без огра
ничений в R* состоят в отыскании стационарной точки х* 
(vy (**)=<)). 

Эта задача эквивалентна решению нелинейной системы урав
нений 

!£<*)-= О, * = 1,...,«. (2) 

Можно отыскивать непосредственно решение этой системы, 
что приводит к методу Ньютона (и. 2.8). Однако метод может не 
сходиться, если начальная точка для итераций слишком далека 
от х*. С другой стороны, он предполагает, что функция дважды 
непрерывно дифференцируема, и требует вычисления в каждой 
точке вторых производных. 

Поэтому наиболее часто используемые методы проводятся раз
лично: речь идет об итерационных процедурах, порождающих по-
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ю ледова те льность точек я0, х\ ..., х\ сходящуюся к локальному 
оптимуму функции /. 

Иа каждом /с-м этапе #ft+l определяется как #+1== я т Л Д „ 
где dh — направление перемещения, которое может быть: 

— либо градиентом функции / в хк\ dk « — V/(#A); 
— либо вычисленным исходя из градиента Vj{xk)\ 
— либо выбранным более или менее произвольно, при условии, 

что это будет направление спуска, т. е. Vf(xh)dk < 0. 
2.1. Методы градиента. Градиент с заранее заданным шагом. 

Речь идет о семействе методов, которые действуют следующим 
образом. 

Исходя из точки х°, вычисляем градиент Vf{x°) в точке х°. 
Поскольку Vf(x°) указывает направление наибольшего возраста
ния функции /, снабжаем направление, противоположное градиен
ту, величиной Хо и находим точку 

x i ~ x o _ l
 Vf{T<>) 

°llv/(s«)!f 
Повторение процедуры дает точки, удовлетворяющие соотно
шениям 

д М - i ^ ^ - X / * / * * , * где VA, Хк>0. 

В этом семействе методов надлежит выделить методы градиен
та с заданным шагом, в которых заранее задаются значения пере
мещений Хк. В [63] изучалась сходимость этой итерационной схемы 
и доказано (см. теорему 9 п. 3.4), что хк ->- #*, если выполнены 
только два условия: 

сю 

2 kft ~ -г °°' • • . : 

(например, можно выбрать Xk = i/k). 
Неудобство этой процедуры (называемой еще «метод расходя

щегося ряда») состоит и том, что сходимость может оказаться 
медленной. Основная особенность методов градиента с заданпым 
шагом заключается в возможности их обобщения па случай функ
ций, не являющихся всюду дифференцируемыми. За подробностя
ми отсылаем к § 3, в котором исследуются многие стратегии апри
орного выбора перемещений Xk, позволяющих получить более быст
рую сходимость, чем метод расходящегося ряда. 

2.2. Метод наискорейшего спуска [7, 10]. В этом широко ис
пользуемом методе Хк выбирается так, чтобы мииизировать функ
цию от X: 

па множестве значений Х>0 (одномерная минимизация, см. гл. 3). 



Тогда приходим к процедуре следующего тина. 
Алгоритм наискорейшего спуска. 
a) Выбрать начальную точку х°; 
b) иа k-ш итерации dk = — v/(#*); найти такое Khi что 

/(** + М А ) ^ min{/ (^ + Ы*)}. 

Положить я*4*1 = дг* + Х»Д; 
c) тест на остановку: если выполнен, то конец; иначе выпол

нить к ■*- к + 1 и возвратиться к Ь). 

Поскольку сходимость, вообще говоря, пе будет конечной, то 
необходимо определить окончание процесса. Перечислим несколь
ко наиболее употребительных критериев. 

max 
t—i...n Лг,-

; е (е > 0 задано). 

3. 1/(**+|)— /(**) I < ч (г| > 0 задано). 
Для каждого из г»тих критериев из предосторожности, быть 

может, следует потребовать, чтобы тест был проверен на р после
довательных итерациях (где р — заданное заранее фиксированное 
число). 

Очевидно, возможны и другие, более тонкие критерии. Напри
мер, можно попытаться установить либо априори, либо при помо
щи статистических методов максимальную точность, которая 
может быть достигнута с учетом арифметики используемого каль
кулятора. Тогда итерации будут прерываться, как только отклоне
ния в значениях переменных или в значениях функций между 
двумя (или несколькими) последовательными итерациями стано
вятся величинами того же порядка, что и максимальная точность. 
(В [79, 80] можно найти систематизированные методы оценки точ
ности числовых расчетов на компьютере.) 

Относительно глобальной сходимости метода наискорейшего 
спуска может быть сформулирована 

Т е о р е м а 4. Если непрерывно дифференцируемая функция f 
удовлетворяет условию /(я)-*-4-оо при И#!1 -*■ +оо? то для любой 
начальной точки х° метод наискорейшего спуска (с точной ила 
приближенной одномерной оптимизацией) сходится к стационар* 
ной точке функции /. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Алгоритм наискорейшего спуска может 
быть представлен в виде произведения двух отображений D и U: 

— отображение D точке xk ставит в соответствие направление 
перемещения dh = —Vf(xk); 

— многозначное отображение U представляет собой процесо 
одномерной оптимизации: паре (х\ dh) ставится в соответствие 
а*+| €=#(**, dh). 
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Если фупкция / пепрерыппо дифференцируема, то отображе
ние D непрерывно (речь идет об «обычном» отображении); с дру^ 
гой стороны, в силу непрерывности функции / отображение (J 
замкнуто (теорема 1 гл. 3 о точной одномерной оптимизации; тео-j 
рема 2 гл. 3 о приближенной одномерной оптимизации). 

Стало быть, согласно предложению 3 гл. 1, отображение 
U°D замкнуто. При этом и» свойства возрастания на бесконечно-! 
сти следует, что все точки хк содержатся в ограниченном замкнуД 
том множестве. 

Тогда, принимая функцию / в качестве функции спуска, а мно
жество Q — в качестве множества стационарных точек функции fy 
можно применить теорему о сходимости из гл. 1. Отсюда следует 
глобальная сходимость метода к стационарной точке. 

З а м е ч а н и е 1. Напомним, что глобальная сходимость не оз
начает, что обязательно должен быть получен глобальный опти
мум функции /. Если / непрерывно дифференцируема, то все, что 
можно сказать,— что мы получаем стационарную точку х функ
ции /. Если j дважды дифференцируема в х и гессиан V2f(x) по
ложительно определен, то х есть локальный минимум функции /. 

И лишь в весьма частных случаях (например, /—выпуклая 
дифференцируемая функция) можно быть уверенным в получений 
глобального минимума функции /. 

З а м е ч а н и е 2. Основной недостаток метода паискорейшего 
спуска заключается в том, что для некоторых типов функций схо-

Минимум 

Рис. 4. Два последовательных направления перомощения в методе наискорей
шего спуска ортогональны 

димость может оказаться медленной. В самом деле, если число А* 
минимизирует функцию 

то должно быть 

~Х (К) - dlVf (** + Xhdh) « dl V/ (**+') - О, 

откуда вытекает равенство 
dhdkhi - = О, 

которое доказывает, что последовательные направления перемеще
ния ортогональны (рис. 4). 
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Таким образом, число итераций, необходимых для минимиза
ций плохо обусловленных функций «овражного» типа (рис. 5), 
мо#ет оказаться значительным. Мы вернемся к этому явлению в 
п 2.12 в связи с изучением скорости сходимости. 

2.3. Ускоренные методы наискорейшего спуска. Чтобы избе
жать искажения свойств методов наискорейшего спуска при их 
применении к плохо обусловленным функциям («овражного» ти
па), предложен (см., например, [19, 50]) следующий процесс 
ускорения. 

На каждой к-И итерации (с началом в xh) осуществляется р 
этапов метода наискорейшего спуска, что дает точку ук. Тогда по-

Ряс. о. Пример, иллюстрирующий мод- Рис. б. Ускоренный метод паиско-
ленную сходиьшеть методов наискорей- рейшего спуска порядка р =* 2 

шего спуска 

лучаем точку xk+l
t определенную одномерной минимизацией в на

правлении dh = у" — хк с началом в хк (ускоренный метод p-vo 
порядка). 

Легко убедиться на примере размерности два в преимуществах 
метода порядка р = 2 (рис. 6). 

Вообще же выгоды «ускоренных» методов наискорейшего спус
ка но отношению к «обычному» могут быть выявлены при помо
щи анализа асимптотической сходимости (см. п. 2.12). 

В частности, для р = п показано, что каждая итерация процес
са р~го порядка требует р + 1 одномерных минимизаций. Значит, 
речь идет о методах, вообще говоря, довольно дорогостоящих (ио 
числу оценок функции или ее градиента), поэтому они сравнитель
но мало используются. 

При тех же условиях глобальная сходимость «ускоренных» ме
тодов наискорейшего спуска вытекает из свойства глобальной схо
димости «обычного» метода наискорейшего спуска. 

2Л. Методы второго порядка. Для улучшения сходимости гра
диентных методов созданы новые, более тонкие методы. В их осно
ве лежит следующий факт. 
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Поскольку в точке (локального) минимума х* имеем v/(x*)=S4l 
'*=* 0, то первый член разложения функции / в ряд Тейлора в ок̂  
рестности точки х* имеет вид 

f(x)~} (х*) + -~ (х — х*)т V2/ (#*) (х — z*)t 

где гессиан функции / в точке х* (если она удовлетворяет доста
точным условиям теоремы 2 п. 1.2) положительно определен. 

Таким образом, функция / ведет себя в окрестности точки я* 
как строго выпуклая квадратичная функция. Отсюда следует, что 
общий метод минимизации, чтобы быть эффективным, должен по 
крайней мере быстро сходиться на квадратичных функциях. В са
мом деле, в противном случае он станет медленно сходящимся и 
неэффективным, как только мы попадем в окрестиость точка 
оптимума. 

2,5, Методы сопряженных направлений. Общий принцип. Речь 
идет об итерационных методах, нрименяемых к квадратичной 
функции п переменных и приводящих к оптимуму не более чем 
в п этапов. 

Рассмотрим произвольную квадратичную функцию 

? W = y хтАх + Ьтх + с% 

где А —- положительно определенная симметричная матрица по
рядка п; Ь есть «-вектор (6Ь . , . , Ь«)г; с — некоторая константа. 

Суть методов сопряженных направлений состоит в том, чтобы, 
начиная от точки #°, минимизировать последовательно q(x) no n 
линейно независимым направлениям do, di, .. . , dn-i, обладающим 
свойством быть попарно сопряженными относительно квадратич
ной формы q{x). Напомним, что это записывается в виде 

V* ( 0 < * < я — 1 ) " 
• • - ■ ■ V / ( 0 < / < л — 1 ) \=>d\Adb=Q. (3) 

Итак, предположим, что точки xk+l (Л —0, 1, . . . , и —2) опре
делены, начиная с х\ формулой 

где кк — значение величины X, минимизирующее q(xh+ Xdk). 
Мы покажем, что при этих условиях точка, полученная на тг-м 

этане, т, е. точка 

7—0 

непременно будет оптимумом вадачи, т. е. удовлетворяет соотно
шениям , 

Axn + b*=Vq(zn\=Q4 . (4$ 
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д поскольку К минимизирует q в направлении dk, то 
dlVq (a:A+1) = d\ (Лх''+i + Ь) = 0 V/c. 

Пусть 
< £ А ( * Ч - М к ) + <**& = 0, • 

откуда получаем 

Я" ^ 7ГГ,— ' 5 ) 
dkAdh 

(заметим, что в силу положительной определенности матрицы зна
менатель не может обращаться в пуль). 

Учитывая, что 

можем снова написать 

dlAx* = dlAsfl + 2 X}dlAdj - dr
kAx\ 

3=-o 

и, значит, Aft определяется выражением 

Я/г в 7Г7, • W 
d f c 4d f c 

Теперь мы можем доказать свойство, характеризующее все ме
тоды сопряженных направлений. 

Свойство 1. Для любого к (l^k^n) точка 
h - г 

х* = х« + ^ X-dj 

есть оптимум функции q(x), определенной на аффинном многооб
разии Vk, порожденном направлениями (do, d\, ..., dh-\) и прохо~ 
дящем через х°. 

В частности, хп .-= ^° -|- ^] hid, есть оптимум функции q(x) na R \ 
7 - 0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что 
^—1 

dfAafi = dfAr0 + V XidJAd) = d f^ 0 + M f M » 0 < / < /с — l t 

отсюда, используя (6), получаем 
df Ax* = df4a° - df(A*° + 6), 

и, значит, 
' V /=*0 ,1 . . . . , А: — 1: dJ{Ax* + b) = 0. 

Это показывает, что Vg (#*)*= Axh+ b ортогонально многообра
зию V\ и, стало быть, xh есть оптимум функции q па У\ 
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В частности, при к = п имеем V* =» R* (ибо do, du ..., dB-t 
линейно независимы), и яп есть оптимум для </ на всем простран
стве Rn. 

Следовательно, при поиске минимума квадратичной функции в 
R* метод сопряженных направлений сходится конечным образом 
не более чем за п этапов. 

Для выбора направлений (do, di, ..., dn-\) существует не-
сколько степеней свободы, поэтому можно представить себе много
численные алгоритмы, основанные на методе сопряженных направ
лений для квадратичных функций и на методе Флетчера — Ривза 
дли произвольных функций. 

2.(). Метод сом ряженного градиента для квадратичных функций. 
Мы предполагаем здесь, что минимизируемая функция квадратич
на и имеет вид 

q (х) — — х1Ах + Ьтх -\- с. 

Идея метода состоит в последовательном построении направлений 
do, d\4.. ., dn_i, взаимно сопряженных относительно матрицы А квад
ратичной формы. На каждом /см шаге направление dk получается 
как линейная комбинация градиента —4q{xk) в хк и нредшеству-
Ю1цих нанравлений (do, db ..., dft-j), причем коэффициенты ли
лейной комбинации выбираются так, чтобы dh было сопряженным 
ко всем предшествующим направлениям. 

Обозначим через gk^^g(xu) градиент функции q в xh. Тогда 
метод можно записать в следующем виде. 

Алгоритм сопряженного градиента для квадратичных функций. 
a. Пусть х° — начальная точка, go = Vq(x0)^ Ах° + Ь; положить 

' / • - - g o , А « 0 . 
b. Определить xk+] = xh + Kkd^ где 

h --- - - т ^ > (?) 
затем 

d/t+i ^ — 8h+i -I- Mft* ( s) 

Р*~*?7Г- (9) 

* Положить к -*- к Л- \ и вернуться в Ь. 
Заметим, что выражение (7) идентично (5) из п. 2.5. Значит, 

для доказательства справедливости алгоритма (его сходимости за 
п шагов) достаточно убедиться в том, что направления, порожден
ные соотношениями (8), (9), последовательно сопряжены. 

Т е о р е м а 5. На любой к-й итерации алгоритма, где оптимум 
еще не достигается (г. е. g% Ф 0; i = 0, 1, . . . , /с), имеем: 

т 
а) К^-^т—фО; ■ (Ю) 
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b) h = й1+л l*h," g?t] - (И) 
' }> * ft 

= ^±p^; (12) 
* A * A 

с) направления do, db • •-, ^+ь порожденные алгоритмом, по
парно сопряжены. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем индукцию по /с, предположив, 
что do, db • ♦•, dft+i попарно сопряжены. 

a) Прежде всего докажем эквивалентность (7) и (10). Имеем 
rffc =-■-£* + pft_idft-i. Значит, (7) записывается в виде 

л * А * А о * A d A - l 

Поскольку (do, di , . . . , dk~[) попарно сопряжены, то х* есть опти
мум для q(x) na многообразии Vk (с начальной точкой #°), по* 
рождепном (do, dj, .. . , dk-x) (см. п. 2.5). 

b) Для доказательства (11) заметим, что 
ёш -gh = A (s*+1 - * * ) - M d , ; . 

Тогда 

и при помощи (10) получаем 

gl+iAdk ^---т-gl+i [gh+i — ЯА1 
Л А 

А 4 И ^ А Н ~ * А 1 ' . ' " . ' 
P/t ~ т~ » ' 

#А#А 

что и доказывает (11)'. 
Теперь (12) следует из того, что gh+xgk^=0, ибо gh = dh — 

— fJft-idb-1 принадлежит подпространству, порожденному (do,df,... 
• .., dA), и из того, что #м | ортогонально атому подпространству 
(см. п. 2.5). 

с) Покажем, шиюиец, что направление dh+\ сопряжено cdo, d|, . . . 
.. . , dft. Имеем dfl+iAdk -- 0, ибо при помощи (8) получаем (с уче
том определения рА) 

( - ?A+i + М А ) Т Adh = - gl+xAdk -V hdlAdh = 0. 

Теперь убедимся в том, что 
dft

f
+1.4di--0, г - 0 , 1 , . . . , . % — 1 . 

Имеем 
dl+lAdi = — ^T+i^di + pftdft'1^-

По предположению индукции второе слагаемое обращается в нуль. 
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Покажем, что первое —тоже нуль. Поскольку zi+x — xi + Xidi и 
21,^0, то 

Ad, - - f (Axi+1 - Axi) = T" (*«+* - £i)-

Записывая 

видим, что ЛА есть линейная комбинация направлений d4+u Л и 
d<_t (при i — 0 имеем go == —do, и, значит, Ado есть линейная 
комбинация лишь d\ и do). 

Но в силу попарной сопряженности направлений (d0,di,. ,Mdft) t 
как известно (см. п. 2.5), точка xk+l есть оптимум функции q(x) 
па многообразии V*+1, порожденном (do, dj, . .♦, dft). Следовательно, 
gft+i ортогонально подпространству, порожденному (do, di, .. . , dk)% 
а поскольку yld* принадлежит этому подпространству при £=* 
«О, 1, ... , /с—1, то отсюда получаем £/Ui^dj = 0, и доказатель
ство завершено. 

2.7. Случай произвольных функций. Метод Флетчера — Ривза 
(и вариант Шлака — Рибьера). Метод Флетчера — Ривза [18] есть 
прямое расширение предшествующего метода па случай произ
вольных функций. 13 применении к квадратичной фупкции ои ста
новится равносильным методу сопряженного градиента. Этот ме
тод очень интересен, с одной стороны, тем, что он требует хране
ния в памяти малого количества информации (по существу, нужны 
три /г-мерных вектора); с другой стороны, его скорость сходи-
мости значительно превышает таковую для классических гради
ентных алгоритмов (см. п. 2.12). При птом квазиньютоновские ме
тоды (см. пп. 2.9—2.11), которые со строгой точки зрения 
асимптотической сходимости, вообще говоря, лучше (см. п. 2.12), 
оказываются неудобными тем, что они требуют гораздо больше 
вычислений на каждой итерации и больше места в памяти. 

Метод Флетчера — Ривза. 
a. Этап 0: #° есть выбранная пачальная точка; положить 

ab__V/(:r°). 
b. Э т а п /с: выбрать Хь минимизирующим функцию 

положить 

s*+i = л* + Xhdh4 

'*'" lv/(**)P * 
c. Тест на остановку; если выполнено, то конец. 
Иначе: положить А: •«- к + 1 и вернуться к Ь), 

104 



Яспо, что на каждом этапе мы сохраняем в памяти лишь гра
диенты в точках хк и хк+х и текущее направление перемещения dk. 

Другой вариант (Полака — Рибьера) состоит в определении $h 
не но формуле (12), а по формуле (И) (см., например, [61]). Оба 
метода равносильны в случае квадратичных функций, а в приме
нении к произвольным функциям они, вообще говоря, приводят к 
различным результатам. 

Важно заметить, что глобальная сходимость метода Флетчера — 
ривза (или Полака — Рибьера) обеспечена лишь в случае процес
са с периодической сменой начала. Например, все п итераций бу
дут начинаться из последней полученной точки с градиентом 
в этой точке в качестве направления перемещения. Тогда глобаль
ная сходимость этой процедуры следует из глобальной сходимости 
методов паискорейшего спуска. 

2.8. Метод Ньютона. Предположим, что функция / дважды не
прерывно дифференцируема и что мы умеем вычислять все ее вто
рые производные. 

Идея заключается в замене функции / в окрестности текущей 
точки хк ее квадратичной аппроксимацией: 

q(x) = f (a*) + V/ r (х*) (х — **) + -у (х — х*)т V2/ (а*) (х — я*). 

Возьмем в качестве точки xh+l точку минимума функции q(x), 
если таковой существует. Это может быть лишь в случае, когда 
V2j(xh) будет положительно определенной матрицей. Тогда функ
ция q(x) строго выпукла и имеет единственную точку минимума 
хк+К определяемую равенством ^ (# А + 1 )= 0. 

Это приводит к линейной системе 
V/(x*)= —V2/(*fc) (xh+x - х*), 

из которой получаем итерационную формулу 
я*+1 - ** — рт2/(**)Г1у/(**}. 

Эта формула есть пе что иное, как метод Ньютона в применении 
к решению системы нелинейных уравнений 

| £ (* ) = 0г i = 1, ...,п. 

Заметим, что здесь как направление, так и шаг перемещения 
фиксированы. 

Метод интересен тем, что в применении к строго выпуклой 
квадратичной функции он сходится за одиу-едниственную итера
цию. Однако когда мы хотим использовать его для произвольной 
функции, возникают трудности, существенным образом из-за того. 
что метод не обладает свойством глобальной сходимости: если на 
чальпая точка х° слишком далека от х*у то метод пе сходите;/ 
(см., например, гл. 3, п. 1.1). 

Стало быть, чтобы избавиться от этих трудностей, надо ввести 
некоторые модификации. Прежде всего, поскольку аппроксимация 
Пх). функцией q(x) имеет место только в окрестности точки х\ 
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можно воздействовать па шаг перемещения, используя итерацион
ную формулу 

a*+i « ^ ^ Xh[V2f(zh)]-lVf(xk), 
где ?vA — скаляр, выбранный, например, так, чтобы норма Wxh+] — xh\\ 
была пе слишком велика. Можно также выбрать его так, чтобы 
jh+i была точкой минимума функции gCk)^ f(xk + Xdk) в наорав-
лепии 

4 = 4v2/(**)rlv/(z*)'. 
Другой способ определения шага перемещения состоит в про

бе значения А* = 1. Если f(xk + dh)>f(xk), то Ji*, минимизирую
щее функцию #(А)= f(xh + Xdh), ]>азумеется, содержится между О 
и 1 (так как матрица 42j(xk) положительно определена, dh есть 
направление спуска, т. е. dg/dK(0)< 0). 

Тогда можно применять метод дихотомии, до тех нор пока не 
найдем такое Я, чтобы f(xk + Mk)<f(x*). 

Ото замечание применимо равным образом к квазиныотонов-
ским методам, изучаемым ниже (ни. 2.9—2.11). 

Другая трудность может проявиться, когда гессиан ^2j(xk) но 
является положительно определенным. В самом деле, в этом слу
чае направление перемещения — [V2f(xh)]~lVf(xk) может не быть 
направлением спуска и глобальная сходимость метода не будет 
обеспечена. Когда ;>то происходит, некоторые авторы пытаются 
подвергнуть гессиан V2f(xk) небольшому возмущению, чтобы полу
чить положительно определенную матрицу Mh. Таким образом 
приходят к итерационной формуле 

я*+1 _ xk _ к k{Mk]-^i{xk), 

где скаляр Xk получен техникой, описанной выше. 
Заметим, что положительная определенность матрицы Mk 

обеспечивает свойство направления перемещения dk = — [Мк]~] V/(#ft) 
быть направлением спуска. В самом деле: 

Vf(x
h)dh = — V(T(x

k)[Mk]-]Vj(xk)< 0. 
Чтобы построить Mh. исходя из v 2 /(z2) , можно, например, восполь
зоваться возмущением типа \ 

\ 

где \xh > 0 — некоторый выбранный минимальный скаляр с огра
ничением, состоящим в том, что все собственные значения матриц 
ыл Mk должны быть больше или равны некоторой заданной постот 
рцной б > 0. Глобальная сходимость этой процедуры легко дока
зывается (при очень большом щ вновь приходим к методу наиско
рейшего спуска) [50]. 

2.9. Квазнныотошшские методы (или методы « переменной мет
рикой)., Общий принцип. Основу метода существенным образом 
составляет обобщение итерационной формулы Ньютона (см.. п. 2.8), 

...... s*+* e х> — hF21№)Yl*№)-
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Серьезным ограничением для метода Ньютона, как мы видели 
ы,ие, является требование, чтобы гессиан V2 был положительно 

определенным. 
Естественное расширение состоит в замене матрицы [v2/(#)]~l 

яоложителыю определенной матрицей //„, дающей направленно 
перемещения, исходя из градиента V}{zk). Отсюда получаем ите
рационную формулу 

где ЯА выбирается так, чтобы минимизировать функцию g(k)~ 
= j(xk + Xdk) в направлении dh =—Н^'1(хк) (пли по крайней ме
ре так, чтобы #{Хк)< /?(0)). 

Очевидно, что матрица //\ па каждой итерации модифицирует
ся так, чтобы для каждой квадратичной функции вида 

q(x) ~-.-1-хтЛх+ Ьгх ■:- с 

(с положительно определенной матрицей А) матрицы 11к сходи
лись к обращению Л~1 гессиана функции <\. 

Следовательно, на конечном этапе сходимости мы вновь при
дем к методу Ньютона. 

Если метод применяется к произвольной функции, то II h мо
жет рассматриваться в каждый момент как аппроксимация (поло
жительно определенная) обращения гессиана функции /. 

Существует, очевидно, много различных вариантов выбора фор
мулы представления матрицы //*. Вообще говоря, требуется, чтобы 
выполнялось соотношение 

/ / f t l v / (*4- W 1 " 1 ) ] = ** - **-'. (13) 
Формула коррекции, позволяющая получить мзтрмцу //*+», 

исходя из матрицы /7А, использует новую информацию, получен
ную на /с-м шаге алгоритма, т. е. существенно использует гради
ент У{(хк+]) в точке x*bl (получаемый, вообще говоря, методом 
одномерного поиска в направлении dk — — II^f(x*) с начальной 
точкой хк). 

Предлагались различные формулы коррекция типа 
Ihvi = //* +Д*. 

В зависимости от того, имеет матрица АА ранг 1 или ранг 2, мы 
будем говорить о коррекции ранга 1 или ранга 2. Одна из первых 
корректирующих формул, используемых для построения аппрокси
мации обращения гессиана, состоит в выборе матрицы (ранга 1) 
вида A/j=aAM/tW/,, где «*» ал — соответственно вектор и скаляр, вы
бранные так, чтобы выполнялось соотношение 

//*+! lV/(**+l)-*/(**) J ~ **+l - **. 

Заметим, что если матрица /Jo симметрична, то приведенная 
выше коррекция сохраняет симметрию матриц Hh. 
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Положив 
б, - хк+х - х\ 

покажем, как можно определить ak и uh, чтобы #*+iY* = 6*« 
Пусть снова 

[Hk + ak(ukul)]yk = 6ft. 
Умпожив скалнрно обе части па ̂  получим 

Ъ.НкУк + «л (yluk) (uftyk) - yl&k* 
Пусть 

<*/< {ulykY = Тл (5ft — Z/̂ Yft). 5 
Используя тождество ; 

и осуществил замену 

aft^ft^Yft I i a Sft —Я/Л>ь 

a* (w.ftitj)2 на Y,{ (6ft — Ялул), 
получим формулу коррекции (ранга 1): 

^ II // « Г/у ,/'Л @ь-,,*Ъ)(ьь-',г*Ук)Т 

Jik+i — i//{ =■-= а>и \Ukuk) ~ FT '• • 

Справедливость этой формулы проистекает из следующей 
теоремы. 

Т е о р е м а G. Пусть /—квадратичная функция, А —ее гесси
ан (предполагаемый положительно определенным). 

Пусть итерационный процесс с началом в точке х° при пере
мещении вдоль п последовательно независимых направлений 
&и 6г, .... 6п порождает последовательно точки х* = х° + бь ..• 

Тогда последовательность матриц I)\\ 
По — произвольная симметричная матрица, 

л А + 1 — //ft + 7——— - , (li) 
Yft (Ь л — //fcYfc) 

сгодится не более чем за п этапов к обращению А~1 гессиана 
Функции /, причем -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если гессиап функции есть постоянная, 
равная Л, то . -
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Матрица #ft+i по условию строится так, чтобы 

Докажем, что это так и для 
Hk+хЪ в й, * — 1, 2f . . м ft — 1. • ■ 

Рассуждаем по индукции, допустив, что это условие выполнено 
для #* или, что то же самое, 

Нкъ~8ц 1 - 1 , 2 , . . „ f t — L 
Пусть i < Л — 1 произвольно. Имеем 

По предположению индукции IIk*{i — $и Значит, 

Ho yl = 6feЛ, поэтому "..■» 

и, стало быть, 
#A+iY< ^ &кЪ = & V/ = 1, 2, ... , ft. Л ;; 

В частности, после п шагов имеем ,4 . 
Лп+хЪ = ^ V$««l, 2, ... , и; •••■*; 

с учетом равенства ^ = л4б< это записывается в виде 
Hn+lA8i-8i Vi -1 , - 2, . . . , гг. 

А поскольку б* образуют п линейно независимых направлений, то 
Hn+iA = / или #л+1 « Л~Ч 

Отсюда получаем требуемое. 
Заметим, что корректирующая формула (14) предпочтительна 

тем, что точка xh+] не должна выбираться как точка минимума 
функции / в направлении 6ft с пачалом в точке хк. Поэтому часто 
эту формулу рассматривают с точки зрепия ее применения для 
построения алгоритмов, не обязательно требующих одномерной ми
нимизации (обзор различных методов см., например, в [66]). 

В то же время неудобство формулы (14) состоит в том, что 
Даже если функция / квадратична, а Но и гессиан функции / по
ложительно определены, тем не менее матрицы Нк могут пе быть 
иоложптельпо определенными. С другой стороны, формула -(H), 
может не иметь смысла, например, если член у k ($h — Hkyk) обра
щается в нуль или просто принимает очень малое значение. Если 
©то происходит, необходимо предвидеть специальные процедуры 
Для представления матриц Нк (можно, например, положить Hh+\ =* 
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= //А), но тогда сходимость 11\ к обращению гессиана уже не бу-
дет обеспечена. 

Квазипыотоновские методы, которые будут рассмотрены ниже 
и которые основаны на формулах коррекции ранга 2, лишены этих 
недостатков. Напротив, они требуют использования процедуры од
номерной оптимизации — точной (алгоритм ДФП) или прибли
женной (алгоритм БФГШ). 

2.10. Алгоритм Давндона — Флстчера — Пауэлла (ДФП). Этот 
алгоритм использует следующую формулу коррекции (ранга 2): 

п - Я 4 - 6 * ^ HkWkuh и ~ 

где точка хАМ получается из хк перемещением в направлении 
с/* = —//Л7(**) и где 

6А=**м ~х\ т * - ? / ^ 1 ) - ? / ( * » ) . 
Следующий результат показывает, что при некоторых услови

ях формула (15) сохраняет положительную определенность мат
риц Uh. 

Т е о р е м а 7. Пусть матрицы II к положительно определены. 
Тогда при условии Ьиук>{) матрица 11k¥\, полученная по формуле 
(15), положительно определена. Эти условия выполняются, если, 
точка xh+x получается из хк одномерной минимизацией в направле
нии dh = —[IkV(j(xk)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х — произвольный вектор, х Ф 0# 
Требуется показать, что xrUk+\X > 0. Имеем 

хЧ1к+1х ~ хП1кх -f L*L _ V Ъ). 
ЧУк ГьИкЧк 

с заменой u^(Hh)U2x, v ^{Нк)У2чк это записывается в виде 
(uru)(0

To)-bJvf , ( Ф ) 2 

Первый член справа положителен или равен нулю (согласно не
равенству Конш—Буняконского), а второй член положителен или 
равен нулю при 6/ г%>0. С другой стороны, оба члена не могут 
одновременно обращаться в нуль» В самом деле, если первый член 
равен нулю, то 

и = Xv, {Х^0)=>х*=* ХуА. 

Но тогда Ькх = ХЬьУь ¥=0 и второй член отличеп от нуля. 
Покажем, в частности, что 6 Й 7 А > 0 , если точка хк+1 получена 

из хк одномерной минимизацией в направлении dk = — //AV/(#*), 
Имеем 

бА = a*+i — «* = 04 ̂  — onhvf (x% е > о, 
dlSff (*ft+i) = 0 ̂  6jV/ (x*+i) = 0. ■ 
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При этих условиях . • 

ЬнУн = $ (V/ (хА+1) - V/(ж*)) = - «2 V/ (хА) - 9V/r(x*)HkVf(x*)>0. 

Это свойство сохранения положительной определенности сущест
венно, ибо оно гарантирует, в частности, что направления dk, по
следовательно порождаемые алгоритмом, являются направлениями 
спуска. 

З а м е ч а н и е . Условиеbfiyh > 0 выполняется также при ис
пользовании методов одномерного поиска, не требующих точного 
оптимума в данном направлении. Например, если применяется 
«экономичный» одномерный поиск с правилом Вольфе — Пауэлла 
(см. гл. 3, п. 2.6), то получаем точку ж*+1, удовлетворяющую не
равенству 

dlV/ (**-") > m ^ V / (хь)% т., < 1 
откуда 

-dlVf{zb+i)<-dlVf(xb)t 

и, следовательно, 

Метод, использующий рекуррентную формулу (15), имеет сле
дующий вид. 

Алгоритм Давидопа — Флвтчера — Пауэлла. 
a) Взять начальную точку х°; выбрать в качестве #о произ

вольную положительно определенную матрицу (паиример, еди
ничную); к = 0. 

b) На к-и итерации определить направление 
dk=-IlhVf(a*). 

Получить хк+1 как минимум функции 
/(** + 0с4), 0 ^ 0 ; 

xh\ вычислить 7А ^ v/(«*+1).—• v/(**)'» затёк 

//ft+, - /4 + MiT пьУиЧ1пъ 
ЧУК ГЬНКЧК 

с) fe- ft+1. 
Окончить или вернуться в Ь). 
Справедливость атого алгоритма устанавливает следующая 
Т е о р с м а 8. Алгоритм Давидопа — Флвтчера — Пауэлла в 

применении к квадратичной функции (гессиан А положительно 
определен) порождает направления бо, 6i, ..., бА, которые при л/о-
бол к удовлетворяют соотношениям 

б[ А б,= 0, 0 < i < / < Л, (18) 
/ W i a « = 6,, o < i ^ / c . " (17); 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (15) для любого к имеем i 

нк+1льк ~ iih+1yk = нкУк - I - - t u p - - *;*;:/'* = бА. 
Значит, соотношения (16), (17) верны при к = 0. 

Допустив, что они верны при & — 1, докажем их справедлив 
вость для /с. При 0 ^ i < к имеем 

V / ( ^ ) _ V/(^) = Tl. + Tf+I + . . . + Т л . ь 

Гессиан функции / постоянен и равен А; поэтому 4̂6» = Y< v * Щ 
значит, 

vy(^ ) _ v / ( ^ ) « yl (б, + б1+! + . . . + б*.,). 

А поскольку х1 есть оптимум функции / в направлении б*-ь то 
6LiV/(* ') = 0. 

Следовательно, по предположению индукции, 

6LiV/(a*) - bLxA (Ьг + 6 i + l + . . . + 6 ^ 0 = 0, i - 1, 2, . . м Ar—lj 

В силу (17) и предположения ипдукции, i 

6 i . i - / / H 6 i - i . ! 
Отсюда 

А поскольку 
6 L M / / A V / (Я*) = 0 Vi, 1 < i < * . 

бА - л*+1 — я* « —QlJhVf(3*)9 0 > 0, н 
ТО ИЗ ЭТОГО ВЫВОДИМ, ЧТО | : 

6,_,Л6& = 0 V i = 1, 2, . . . , A ?j" 

и, стало быть, соотношение (16) выполняется для к. ]\ 
Докажем теперь, что I 

ЛЙ+1Л6,«6, Vi « 0 , 1, . . . , /с — 1 . ;'. 

(как показано выше, для £= к это верно), 
Имеем 

Второй члеп справа равен нулю, ибо 

Третий член—тоже нуль, так как по предположению индукции 
HkA6i = б, и Yft = КА, И, значит, 

?2HhAbi - Yfc6i - 6?Л6, = 0, * < А - 1. 

Следовательно, 
Ял+1Лб| - #*4S< - б,, 0 < i *S fc. 
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Теорема показывает, что в квадратичном случае направления 
б0, 6i, •••> бА, порожденные алгоритмом, последовательно сопря
жены относительно матрицы А квадратичной формы. В этом слу
чае алгоритм, стало быть, сходится не более чем за п итераций 
(при этом заметим, что если за //о принимается единичная матри
ца, то мы вновь приходим к методу сопряженного градиента 
(см. п. 2.6)). 

Наконец, при к = п — 1 соотношение (17) дает 

/УлЛй, = б„ i = 0, 1, ... , п— 1, 

а поскольку б* линейно независимы (ибо они последовательно со
пряжены относительно А), то отсюда получаем 

IIНА =̂ /; следовательно, Ип = Л"1. 

Следовательно, рекуррентная формула (15) позволяет построить 
в квадратичном случае не более чем за п шагов обращение гессиа
на функции /. 

Как и в методе Флетчера — Ривза (п. 2.7), глобальная сходи
мость метода гарантируется лишь в случае, если алгоритм перио
дически обновляется: например, на всех п итерациях в качестве 
начальной точки выбирается последняя полученная точка и мат
рица // обновляется (например, берется Но = / — единичной мат
рице). 

Первые итерации приводят к перемещению в направлении гра
диента, поэтому глобальная сходимость алгоритма вытекает из гло
бальной сходимости метода наискорейшего спуска. Опыт показы
вает, что когда алгоритм периодически пе обновляется, метод 
может ле сходиться к локальному оптимуму. 

Асимптотическая сходимость является, вообще говоря, более 
быстрой, чем в методе Флетчера — Ривза (см. н. 2.12). Напротив, 
наблюдается значительное превышение объема памяти (п X га-мат-
рица) и количества операций на каждой итерации. 

Другая характерная черта алгоритма ДФП состоит в том, что 
его условия сходимости довольно чувствительны к неточностям в 
подзадачах одномерной минимизации. Стало быть, для каждой 
итерацией требуется число оценок функции, достаточно высокое 
для получения требуемой точности, и это может частично снизить 
преимущества, происходящие из-за квадратичной асимптотической 
сходимости (см. 2,12). 

Алгоритм, который будет описан ниже и который спова связап 
с семейством квазиньютоновских методов, лишен этого недостатка, 
при сохранении существенных преимуществ алгоритма ДФП. 

2.11. Алгоритм Вройдена — Флетчера — Гольдфарба — Шанно 
(ВФГШ). Этот алгоритм, разработанный лезависпмо в [4, 17, 24, 
711, используется для построения аппроксимации обращения 
гессиана, причем соответствующая формула коррекции ранга 2 
непосредственно происходит из формулы (15), которую мы 
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напоминаем: 
Ml и *Уьч1"к Я ТТ . Я В В ' / М Й 

А+1 — «А т Т1 ГП 

Матрица //*+ъ полученная по формуле (15), как известно, удов
летворяет соотношению 

я1+!Т»-в*. (18); 
Еслп (как замечено в [17]) в (15) переставить местами 6\ и yft и 
рассмотреть последовательность матриц, определенных формулой 
(где матрица Go — произвольная симметричная положительно оп
ределенная) 

то полученные матрицы будут удовлетворять соотношению, «обрат
ному» к (18): 

СА+,б* — ТА. (20) 
Теперь мы видим, что формула (19) позволяет построить аппро
ксимацию самого гессиана (а не его обращения). 

Следовательно, если мы хотим, исходя из формулы (19), полу
чить формулу коррекции для аппроксимации обращения гессиана, 
то достаточно взять обращение для обеих частей формулы (19). 
После проведения выкладок получаем 

IGA-MJ ^ lGk] + 4 + Vl FG»1 
«Ь* 

\К ЬАРьГ^Л 
<Ук Ь'пЧь 

(21) 

Ясно, что (21) позволяет выразить непосредственно [Gft+i]~l как 
функцию от [Gh]~\ и мы приходим к рекуррентной формуле 

■*+и ITh+1 = Пк + 1 + - ^ Гн"ъУъ 
КЧн 

\Ч. <№'» + /'л?Л 
*АТА « А Ъ 

(22) 

После этого алгоритм БФГГО получается непосредственно из 
алгоритма ДФИ заменой формулы (15) на формулу (22). 

Формула (22) обладает свойствами, аналогичными свойствам 
формулы (15), 13 частности: 

— если 8 й у л >0 , то положительная определенность матриц II к 
сохраняется; 

— эта формула, примененная к квадратичной функции (гесси
ан А положительно определен), позволяет не более чем за п ите
раций получить обращение А~х гессиана функции /. Кроме того, 
направления б*, последовательно порождаемые алгоритмом БФГШ, 
последовательно сопряжены относительно Л"1. 

Когда алгоритм применяется к произвольной (не квадратич
ной) нелинейной функции, то пеобходпмо, как и для алгоритма 
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ЯФП, обратиться к периодическому обновлению, чтобы обеспечить 
глобальпую сходимость. 

Преимущество алгоритма БФГШ перед алгоритмом ДФП об
щепризнано. Существенной причиной для этого служит то, что-
ЕФГШ гораздо менее чувствителен к неточностям в процедуре 
одномерного поиска. 

Это позволяет использовать «экономичные» одномерные методы 
оптимизации (типа Голдстсйна, Вольфе — Науэлла; см. гл. Зг 
п. 2.6), которые требуют очень мало оценок функции на каждой 
итерации, но их применение не ухудшает скорость сходимости ал
горитма (сходимость высшего порядка; см. [14]). 

2.12. Сравнение различных методов. Результаты, относящиеся 
к скорости сходимости. В дальнейшем будем всегда предполагать 
выполненным условие (//): 

— /(#) дважды непрерывно дифференцируема; 
— гессиан V2f(x*) положительно определен. * ' 

За доказательствами (очень техническими) представленных 
ниже утверждений отсылаем к библиографии. 

1. Метод наискорейшего спуска. Можно доказать (см., напри
мер, [50]), что последовательность }(xh) удовлетворяет неравенству 

lim snp7 • '———--=а^ — , 

где А, а — соответственно наибольшее и наименьшее собственные1 

значении гессиана v2f(x*) в точке а*. 
Стало быть, в худшем случае имеет место линейная сходи

мость, для которой коэффициент асимптотической сходимости 
[(А—а)/(А-\-а)]2 (называемый отношением Канторовича) непо
средственно связан с обусловленностью А/а матрицы ^2/(ж*). 

Этот результат с очевидностью показывает, что сходимость мо
жет быть очень медленной для плохо обусловленных функций (ов
ражного тина). 

2. Ускоренные методы наискорейшего спуска. Для ускоренного 
метода второго порядка доказано (например, [50]), что 

lmi sup \ ,ч —' — а< \-jj-,— , 

где В— второе наибольшее собственное значение гессиана V2/(o.*) 
(а — все еше наименьшее собственное значение). 

В двумерном случае имеем В = а, и, следовательно, ускорен-
пый метод второго порядка имеет сходимость высшего порядка. 
Значит, он очень аффективен (но при этом надо заметить, что для 
того, чтобы перейти от хк к xk+\ понадобятся три одномерные 
минимизации). Однако в размерностях выше второй сходимость с 
р — 2 может практически быть такой же плохой, как в обычном 
методе, ибо второе наибольшее собственное значение для V2/(^*) 
может мало отличаться от А. 
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Таким образом, может оказаться необходимым перейти к про*. 
цессам более высокого порядка р, за счет существенного возраста
ния времепи вычисления. Предыдущие результаты без труда рас
пространяются на случай р > 2, при этом нужно учитывать р-е 
наибольшее собственное значение для V2f(x*). 

В частности, для р~п (размерность пространства) находил 
наличие суперлинейпой сходимости (но на каждой итерации тре
буется п + 1 одномерных минимизаций). Тогда метод становится 
эквивалентным методу сопряженного градиента [19]. 

3. Метод Ньютона, Легко доказать квадратичную сходимость, 
«ели предположить, что V2/ удовлетворяет в окрестности точки х* 
условию Липшица типа 

\№}(х)- ?Ч(у)\\ < с\\х - у\\. 
В самом деле, согласно формуле Тейлора имеем 

V/(s*)— ?/(**) = V*f(l) (x* — **)', 
где | принадлежит сегменту [#*, ж*]. Л поскольку 

V/(x*) — V/(a;ft)- Sf*j(x
k) (я* — **) = [V2/(g)_ V*/(x*)](x* - я"), 

то для я \ достаточно близких к я*, имеем 
||У/(я*) — У/(я*) — V«/(x*) (я* — я*) I! < <?Ия* — я*И2, 

откуда следует 
IIV2/(a*) (д*** — я*) И ^ сПя* — я*Н2. 

Таким образом, можем написать 
liV2/(z*) (**+■ — «*)II < H[V2/(JC*)](X*+1 — ж*)II + 

+ !IV2/(^ft) (х**1 — #*) II ^ d!x* — я*И lb*+1 — ж*II + сЫ — х*\\* 
и, обозначив через X > О наибольшее собственное значение для 
v 2 /(#*), получаем 
М1а*+1 — Я*И ^ IIV2/(X*) (x

ft+l — х*)И < 
< c\\xh — я* II Wxh+l — s*H + c\\xk — x*ll2, 

откуда вытекает квадратичная сходимость. Заметим снова, что 
здесь речь идет о локальной сходимости, но на практике глобаль
ная сходимость метода не гарантируется. 

4. Методы сопряженных направлений. Излагаемые пиже ре
зультаты применимы, в частности, к методу Флетчера — Ривза. 

Все еще при условии (//) доказано [51], что 

—-г г ^ - ^ О , k->OOf 
\{X

k — Z*\\ * * 

или, что то же самое, что последовательность #°, хп, х2п> . . . , xqn 

сходится к я* суперлннейио. 
Итак, речь идет о сунерлипейной сходимости по я-тагам (при

чем каждый шаг требует одной одномерной оптимизации). 
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Если при этом кроме условия (Я) гессиан v2/(#) удовлетворя
ет условию Липшица 

№2f(x)y\\^KWy\\ Уу 
$ окрестности точки х*, то доказана квадратичная сходимость по 
я-шагам: 

hm sup \~к—ж- < + °°-
ft-^oo | | * f t — Х * | | 

Интересно отметить, что предыдущие результаты применимы 
лишь в случае, когда предполагается, что точный оптимум полу
чен в каждой одпомерной оптимизации. Они остаются справедли
выми, даже если последовательные одпомерпые оптимизации пере
стают быть точными, лишь бы выполнялось 

5. Квазипьютоновские методы. Излагаемые результаты приме
нимы, в частности, к алгоритму (ДФП) (но применяются и к боль
шинству других квазипыотоповских методов). 

При условии (Я) доказана суиерлинейная сходимость к х*, 

Если, кроме того. v7f{x) удовлетворяет условию Липшица 
№2}(х)у1ЫЮ\у11 Уу 

в окрестности точки х*, то доказала квадратичная сходимость к ж*: 

l i m s n p l J 4 У < + о о [51]. 

Доказательство [13] немного более общее, чем доказательство 
(51); ири этом весьма интересно отметить, что оно предполагает 
лишь сходимость последовательности матриц {ЯА} (см. п. 2.10) к 
\V2f(x)]"~l (так называемое условие «состоятельности»). 

Предыдущие результаты выявляют преимущество квазиныото-
повских методов перед методами сопряженного градиента — по
следние требуют приблизительно в п раз больше этапов (шагов) 
(в п раз больше одномерных минимизаций) для одного и того же 
асимптотического поведения (квадратичная или супердинейпая 
сходимость). 

Следует отметить, однако, что это преимущество в пользу ква-
зипыотоновских методов сильно снижается: 

— загрузкой памяти пропорционально п2\ 
— объемом промежуточных вычислений (матричное исчисле

ние), пропорциональным п2. 
Наконец, метод сопряженных направлений всегда может быть 

Улучшен при помощи процесса ускорения и преобразован в квази
ньютоновский метод [2]. ., 
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§ 3. Оптимизация выпуклых функций, не являющихся 
всюду дифференцируемыми 

До сих пор во всех изучавшихся методах предполагалось, что* 
минимизируемая функция / непрерывно дифференцируема — иныдцг 
словами, что в каждой точке существует градиент функции /. 

Теперь мы откажемся от этого условия диффереитдярусмоста, 
Однако мы не будем всюду в дальнейшем считать, что имеет место 
самый общий случай; например, в этом параграфе мы допускаем 
условие выпуклости изучаемой функции (в случае минимизации) 
или вогнутости (в случае максимизации). 

Вопреки ожиданию этот тип задач часто встречается в матема
тическом программировании. Приведем один пример. 

3.1. Пример. Двойственность в дискретном программировании, 
Допустим, например, что мы хотим решить задачу дискретного про
граммирования 

ф(л:)-*пнп, 
^(дг)<0, * = 1, ..., m, x^S, ( P ) 

где <р(#), tf,-(л:)—произвольные функции, S — конечное дискретное-
множество: 

S*=iy\ у\ .••, »*>• 
Некоторые из наиболее эффективных методов решения такого* 

рода задач (гл. 7, § 2) используют двойственную к (Р) задачу, ко
торая может быть представлена в виде (гл. 6, § 2) 

(у(л)->тах, 
я ^ R , 

где (двойственная) функция ш(я) для 
Я = ^ ( Д } , Я2, - . . , Я т ) ^ * 0 

имеет вил 
w(л) ™ min{ф(х) + лф (я)}, 

причем 

Легко иоказать, что функция w(n) вогнута, не является всюду 
дифференцируемой функцией от я и является нижней оболочкой 
в пространстве IV"+t координат (z, л) семейства К гиперплоскостей, 
заданных уравнениями 

2 = Ф(*/2) + лг|>(?/2), 

z^q>(yK) + n$(yK). 
Таким образом, решение двойственной задачи сводится к отыс

канию максимума вогнутой функции w(n), не являющейся всюду 
дифферепцируемоп, или, ято эквивалентно, к отысканию минимума 
выпуклой функции — w{n). 
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Доказано также, что (гл. 6, § 2) величина w(n) будет при лю
бом я минорантой всякого решения задачи (Р), и, следовательно, 
оптимальное решение я* задачи (D) есть наибольшая миноранта 
такого типа. Значения и;(я*) могут быть использованы в перечис
ленных методах типа метода ветвей и границ (гл. 7, § 2), чтобы 
избежать перебора большого числа решений и тем самым ускорить 
.сходимость. 

3.2. Нахождение субградиенга. Пример. В гл. 1 мы видели, ка
ким образом для выпуклых функций понятие субградиента состав
ляет обобщение понятия градиента. С точки зрения алгоритмиче
ской пто понятие, очевидно, представляет интерес только в том слу
чае, если мы умеем легко находить хотя бы одни субградиеят в каж
дом точке. 

Покажем, как это может быть осуществлено в примере п. 3.1. 
функция w(n) имеет вид 

w (л) « rain {ф (х) + яф (.г)} Vn e= Uw+, (23) 
aces 

где S = iy\ у2, ..., ук) — конечное дискретное мпожество. 
Пусть у ' е 5 — элемент, для которого минимум достигается. Тогда 

доказывается (гл. 6, п. 2.7), что вектор 

-№)--foito f), ЫУХ • ••. *т(у')Г 
есть субградиеят (выпуклой) функции —w(n) в точке я. 

Итак, на этом примере показано, что вычисление субградиента 
вытекает непосредственно из вычисления самой функции, и замеча
телен тот факт, что это простота используется во многих примерах, 
представляющих практический интерес. 

Однако речь вдет лишь о получении какого-то субградиента 
функции в одной точке. Полное нахождение субдифференциала 
dw(n) представляет собой операцию, гораздо более сложную, гораз
до более дорогостоящую по времени вычислений. 

3.3. Использование обобщенного линейного программирования. 
Первый, очень распространенный, метод минимизации выпуклой 
функции /, для которой можно вычислить субградиент в любой точ
ке, состоит в аппроксимации функции / при помощи тангенциальпой 
линеаризации, а затем итеративного измельчения полученного при
ближения. 

Тем самым приходим к решению линейной задачи, ограничения 
которой добавляются по мере итерирования. 

Этот метод подробно изложен в гл. 8, п. 1.6. 
Однако для задач, содержащих большое число перемсппых, мо

жет оказаться предиочтительпее использовать описываемые ниже 
методы. 

3.4. Один класс субградиентных алгоритмов. Спачала обратимся 
к случаю без ограничений и предположим, что (точно так же, как 
в примере из п, 3.2) минимизируемая функция / такова, что воз
можно практическое вычисление субградиента 7 в каждой точке х. 

119 



Тогда градиентные алгоритмы (градиент с фиксированным ша^ 
гом) обобщается непосредственно на недифференцируемый случай: 
для этого достаточно в качестве направления перемещения взять 
на каждом к-и этапе (шаге) субградиент в хк (вместо градиента),. 

Субградиентиый алгоритм. 
a. На 0-м шаге выбирается начальная точка х°. 
b. На к-и шаге выбирается начальная точка хк. Находим суб-

градиепт ikezdf(xk); если ^ — 0, то конец: хк есть оптимум; иначе* 
взять хк+1: 

жл+1 = а* — Къ У 

\\yhV г 
с. Проверка на окончание; если верно, то конец; иначе выпод! 

нить к -*- к + 1 и вернуться в b). j 

Этот тип алгоритма без труда обобщается на задачи оптимизации: 
с ограничениями — задачи вида з 

где /-—выпуклая функция, не являющаяся всюду дифференцируе
мой, и где Х<=^1\п замкнуто и выпукло. 

Тогда предположим, что выполняется хотя бы одно из следую
щих условий: 

1) /(#)-* +°° ПрИ 1Ы1 ~> +оо; 
2) X ограничено, 
Это обеспечивает существование оптимального решения х*&Х 

(см. теорему Вейерштрасса, гл. 1, п. 2.3). 
Обозначив через Prl* оператор проектирования па выпуклое мно

жество (PrL = #-*=*-жеX), нолучаем алгоритм для случая с огра
ничением: 

Субградиентиый алгоритм с ограничениями. 
a. На 0-м гааге выбираем начальную точку .г°. 
b. На к-и шаге мы находимся в точке хк^Х; если fft = 0, T0 ко-

нец: хк оптимально. Иначе определить #ft+1: 

а:*+» = Рг|х Xh-K*jbr\ 
с. Тест на остановку. Если удовлетворяется, то конец; ипач& 

взять к — к + 1 и вернуться к Ь). 

Заметим, что в (часто встречающемся) случае ограничений типа 
х>0 (см. п. ЗЛ) операция проектирования на X (положительный 
ортант) реализуется особенно просто, поскольку для любого a:eR* 
точка х s*PrL(#) определяется равенствами 

х\ = xi% x\ > 0, 
. #* = G* * * < 0. 
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Сходимость сформулированных выше алгоритмов существеппьш 
.образом зависит от способа выбора на каждой /с-й итерации шагов 
перемещения Я*. 

Следующий результат, доказываемый здесь для самого общего 
случая задачи с ограпичепиями, показывает, что из последователь
ности {%*) можпо выбрать подпоследовательность, сходящуюся к оп
тимальному решению задачи, если выполнены только следующие 
два условия: 

оо 

2 К = + °° 
(так называемое правило расходящегося ряда). 

Т е о р е м а 9 [64, 16]. Пусть f—непрерывная выпуклая функция 
ш Кп, X — замкнутое выпуклое множество {предполагаем, что либо 
/(#)-*" ~ °̂° пРи "#" *~*" +°°, либо множество X ограничено) > 

Тогда если шаги перемещения Kk выбраны в соответствии с пра
вилом расходящегося ряда, то последовательность, порожденная 
формулой 

о*+1 = Рг | х 

удовлетворяет соотношениям 

xk ~кш\ 
lira inf{/(^)} = /* = min {/(.r)}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что для любого 
$ > 0 найдется такое i, что 

я? s F(e) = Ixl f(x) ^ /* + е; х ^ X}. 
Рассуждаем от противного, предположив, что xk е= 7(0) У к, или, что 
тго же самое, 

У к: /(#*)>/* + е . 
В соответствии с условиями существует такая точка I * G F ( 0 ) , 

'что /(#*) = /*. А поскольку / непрерывно па 11\ то найдется такое 
<6 > 0, что 

1Ь_**И<а =*/(*)*£/* +е. 

Всегда можно предположить, что ч* Ф 0 У к (в самом деле, из ра
венства ^Л==0 следует, что хк оптимальпа, и алгоритм заканчивает
ся) ; рассмотрим точку х\ определяемую формулой 

— у*1 

хк — х* + б -1т*Г 
Имеем К*-ж*Н = б, зпачит, /(х*)</* + е, и, стало быть, 

.(f)T(**-**)</(**)-/(«*)<o Ук-
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Кроме того, оператор проектирования является оператором сжатия 
(гл. 10, п. 3.8), поэтому можно паиисать 

|fs*+i — я* || = Рг X [ ^ - hk* •¥*\xlx*]\<i 

Отсюда получаем 

l * * + i - * * f < l * A - ^ P + X2 — 2Xfc. 

Заметив, что 

<Uh-k * (I к I. 

(v*)T (**-*•) 
IY'M; 

(т * ) т ( * * - * * ) = (?*) ,/лт #й — #Л + 67й 

= ( T * ) T ( ^ - ^ ) + 63ff*jt 

приходим к неравенству 

1 а*+*- z* f < | s* - х*р + ti + 2Xh
 (уЛ)V м""*** ^ 2M*< 

I I Т II 

< | **-**!* + Xft (3lft — 26). 
А поскольку %h -»* 0, то найдется такое Я, что 

Тогда 
ВдД+1 _ а.*||2 < ||д* _ ^*||2 _ bXh wk ^ ^ 

отсюда, суммируя по А, получаем 

б 2 Яд < J *>< - л* |р — |; * K +P+I — х* |Р < || xK — * * f. 

После этого, выбирая достаточно большое р, приходим к проти-
ОО 

воречию с тем, что 2 л̂ — + оо, и теорема доказана. 
Очевидно, что субградиентный алгоритм, основанный па правиле-

расходящегося ряда, не представляет практического интереса, ибо* 
сходимость к оптимальной точке, вообще говори, является исключи
тельно медленной. 

Поэтому мы будем изучать другие процессы выбора параметров; 
перемещения Л,*, позволяющие при некоторых условиях получать 
более высокие скорости сходимости,— более конкретно, три следую
щих метода. 

Метод 1 (метод с постоянным шагом): 

kh == Я = const. 

Метод 2 (метод сходящегося ряда): 
К = Ы<*)\ 0 < a < l [23, 72]. 
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Метод 3 (метод релаксации): 

l!v;til 
тд0 / — оценка оптимального значения /*, коэффициент р удовлет
воряет условию 0 < р ^ 2 (коэффициент релаксации). 

Для исследования сходимости субградиентных алгоритмов мы 
^начале сформулируем понятие обусловленности выпуклой функции 
у—понятие, которое будет очень часто использоваться в даль
нейшем. 

Оптимум х* функции / может быть не единственным; обозначим 
«через Q <= Кп множество точек х, доставляющих функции / оптималь
ное значение /*: 

Q = fcr|se=Rn; / ( * ) = /*} 

(отметим, что для выпуклой функции / множество Q выпукло). 
Для любого я ^ К " (хФИ) обозначим через s(x) проекцию точ

ки х на Q, а через d(x) = Hs(x) — х\\ — расстояние точки х до мно
жества Q оптимальных точек. 

И о определению, обусловленность у функции / есть косинус наи
большего угла 0 между каким-либо субградиентом — ftf в произволь
ной точке х (x&Q) и направлением s(x) — x, ведутцем в ближай
шую точку множества Q оптимальных точек (итак, yw есть число, 
заключенное между 0 и 1). Более точно, 

Л/ г._: COS 0 = 1ПГ i n f 4-т—l
t ~ -

З а м е ч а н и е . Для квадратичной функции 

/ (#) ~~ ~Т х Лх + Ъх + с, 

тде А — положительно определенная матрица с экстремальными соб
ственными значениями аП11п и атах, можно показать, что -

' v CL - 4 - (У 

Чтобы упростит!, изложение, мы в дальнейшем рассмотрим толь
ко случай без ограничений, хотя основные формулируемые резуль
таты могут быть обобщены на случай с ограничениями вида х^Х, 
где X — замкнутое выпуклое мпожество. 

3.5. Сходимость метода 1 (метод с постоянным шагом). Имеем 

х1 = х° — X -Л-- . 

Если выбраиное X мспьнтв d(x°)cosQ = xrf(.r°), то в паиболсе небла
гоприятном случае (т. е, когда cos0 = yj имеем (см. рис. 7) 

d(xl) ^ fix1 - *(x°)ll ^ Wy - s(x°)W, 
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где по построению [х°, s(х°)]у причем 

i-yl\ = \*L-vl\ |y-0 1HI*-tf4 = Y v T ^ 
Отсюда 

и, зпачит, 
d ( ^ ) < d ( x » ) - | - ( l - / l - x 2 ) . 

Стало быть, точка х1 ближе точки ж0 к множеству Q оптималь
ных решений, и убывание Ad расстояния по крайней мере равно 

Ad=£(i_/r=7«), 
где % — обусловленность функции /. 

Если снова d(xl)>l/%, то, повторяя предыдущую выкладку, по
лучаем точку х2: 

i h II 
причем 

d(**)^d(xl)-\(i-Vl-X%). 
Тем самым показано, что алгоритм позволяет получить за конеч

ное число итераций (меньшее или равное (d(x°) — X/%)/Ad) точку* 

Рис. 7. Изучение сходимости 
метода субградиента с посто
янным шагом (случай, когда 

<*(*°)>WX> 

расстояние которой до множества оптимальных решений меньше? 
или равно Х/%. 

Иными словами, если для любого е > 0 выбираем Я==х8» т 0 з а 

конечное число итераций получаем решение, отстоящее не более чем 
на расстояние е от множества оптимальных решений. 

Очевидно, что это количество операций может быть очень велико-
Например, для % = 1/2 (достаточно хорошо обусловленная функция) 
имеем У1 — х2== 0,87. Если мы хотим разделить расстояние d(x°)от 
начальной точки на 1000, то берем % « d (x°) /2000, и число итераций 
будет иметь порядок 

i£!) e «"° - 7500. 
Ad 0,13 

Предыдущий анализ показывает, что если X выбрано слишком» 
малым, то сходимость может оказаться очень медленной. Стало» 
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быть, представляет интерес начальпый выбор достаточно большого 
\ —конечно, при соблюдении условия X<%d(x°). 

При известных х и d(x°) хороший выбор может состоять в том, 
чтобы брать k = (l/2)xd(x°). 

В этом случае число п итераций, необходимых для получения 
уочки х на расстоянии d(x)<X/% = (l/2)d(#°), удовлетворяет уело-

п < d(x°)-(\/2)d(x0) \_ 
(1/2) d (*e) (l - / l - X 2 ) 1 - / Г 

Если функция не является плохо обусловленной, то это число 
йтерапий может быть очень малым. Например, для % = 1/2 

1 - 7 , 5 . п < 0,13 

Для этого случая можно предложить 
a) Выбрать начальную точ

ку х°; оценить % и d(x°)\ вы
числить 

1 

1 — V1 - х2, 

положить b"=(i/2)d(a°)". 
b) Отправляясь из точки я0, 

осуществить гг итераций вида 

xk+i = zh_x_J_. 

следующий алгоритм.. 
А/Ж 

пусть аг — полученная точка. 
с) Взять X -*- А./2, 

л:0 *- ял 

и вернуться в Ь). 
Рис. 8. Изучение сходимости метода 
субградиоита с постоянным шагом (слу

чай, когда d(xh) ^ Х/х) 

Задача состоит в оценке используемых величии % и d(x°). 
Вообще, когда исследуется рассматриваемый сейчас класс задач, 

разумно предположить, что можно получить достаточно точную 
оценку значения обусловленности % (полученного в результате 
эксперимента). 

Тогда существенная проблема состоит в получении хорошего 
приближения для d{x°). Для этого исследуем поведение последова
тельности {#*}, начиная с момента, когда была получена точка х\ 
Удовлетворяющая условию d(xA)<X/x. 

Рассмотрим два случая (рис. 8). 
Случай 1, Если 

то 
d(xh+l)<\\xh+x - s(xh)W < d(xh)<X/% 
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ш расстояние продолжает строго убывать (но убывание может быть 
.очень медленным). 

С л у ч а й 2. Если d(xh)<Xf(2x), то 

<*(я/' + 1 ) < | я , | + 1 — *(**)[< шах /А,; - | Л 

А поскольку х < 1 , то K V K ; отсюда выводим, что все полученные 
© дальнейшем точки xhJri, хкл'2, . . . останутся от множества оптималь
ных точек па расстоянии, меньшем К/%. 

Изложенное выше позволяет получить эффективный метод про
верки того факта, что получена точка #\ удовлетворяющая d(xh)^ 
<Я/х, в предположении, что множество Q оптимальных точек сво
дится к множеству из одной точки х* (это условие часто выполня
ется в практических задачах). Очевидно, можно предположить, что 
X известно (или что мы располагаем хорошей оценкой для хЬ 

Если точка хк не содержится в сфере 2 с центром х* и радиусом 
Я/уу, то для любой точки х1 ( 0 < i<k) имеем 

\\xi _ х*\\ __ ||^+1 __ х*\\ > ДГД 

. !|У+1-^*!1-11^+2~^*!1^ДЙ, 

\\з*-\ _ х*\\ - № - х*\\ > ДЙ. 

Отсюда следует, что 
\\х1~хП ~ №-x*W>{k - i)&d, Ad«(X/x) (1 - i T ^ x 8 ) , 

ж, значит, должно выполняться неравенство 

I; *i - а* 1|> (к - О -£- (1 - /Г=7*). 
Следовательно, если для некоторой точки #й из последователь-

шости существует такая точка хг (О^Кк), что 

отсюда непосредственно вытекает, что точка хч лежит впутри сферы 
2 и что бесполезно пытаться проводить итерации с этим значени
ем X. (И напротив, можно проводить итерации с меньшим значе
нием к.) 

Поскольку максимальное расстояние между двумя произвольны
ми точками сферы 2 равно 2^//w, можно, кроме того, легко получить 
верхнюю оценку для числа итерации, необходимых для того, чтобы 
убедиться, что последовательность {хк) содержится в 2. 

Ото число п определяется соотношениями 
А , 2 1 2 

X 1 — 1 / 1 — а:2 

Например, для % = 1/2 (достаточно хорошо обусловленные функции) 
получаем VI — %2 = 0,87 и п = 2/0,13 = 15 итераций. 
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Заметим, что* здесь речь идет о верхней оцепке; практически 
Ч0сло итераций может быть гораздо меньше. 

3.6. Сходимость метода 2 (метод сходящегося ряда). Выберем 
теперь на /с-й итерации шаг Kk по формуле ; 

>.* = М а ) \ 
где а < 1. 

Чтобы убедиться в приемлемости этой формулы, предположим* 
что хк+{ определяется из хк формулой 

Можно записать 
d(xh+])^ IL**+1 - s(xh^)W ^ Ьм -$(х*)\\ 

и 

= Ия* - *(**) li2 - 2l{f)T[xh~s(xk)] + t4f^ 
Стало быть, 

d2(^+1) < d2(xk) + * fcllvNP - 2 ( f )T[a* - *(**)]]. (24)-
Если x — обусловленность функции / (см. п. 3,4), то 

f[x-~s(x)]^xd(x)ttv\\ V ^ G Q , V^^df(x). 
Тогда из (24) получаем 

d2 (^+ l)^d2(xk) + t [tl\fl\2 - 2xd (xk) \\fi\]. 

Значение t, минимизирующее правую пасть, равно 

А Ь к \ * 
и, зпачит, для этого значения 

d2(xk+l)<d2(xh)[l~fl 

Следовательно, если % известно и если на каждой итерации из
вестно d(xh), можно получить линейную сходимость к оптимальной 
точке с множителем сходимости VI — у\ 

В этом случае сама последовательность коэффициентов t ведет 
себя как геометрическая прогрессия с множителем VI — %2, что СВО
ДИТСЯ к тому, что мы полагаем 

A,-X0(a) f t 

с 

Хо«х<*(*0)\ a-VT=7. 
Зпачит, У1 — х2 е с т ь предельный множитель сходимости (самой 

быстрой), получаемой в идеальном случае, где наилучший выбор t 
0сУЩествляется па каждой итерации. 

Практически, однако, мы не знаем пи х, ни d(x°) и должны до-
вольствоваться, вообще говоря, множителем сходимости a>Vl—х 2 -
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Более точно, рассмотрим следующие величины (которые зависят 
лишь от % и от а ) : 

1-а 2 ' • М 
V^-i1, если х < / 2 / 2 , Ц 

*~1уЛ если х > /2 /2 . = 
Т е о р е м а 10 [22]. Если z ^ a < l и d{x°)^[X0Cy XQD], ТО \ 

d(xk)<d(x°)(a)k У к 
(линейная сходимость к оптимальной точке). 

Если z < а < 1 u d(x°) < КоС, то \ 
d(xh)^XQC(a)k Vfc 

(линейная сходимость к оптимальной точке). 
Если a<z или если d(#°)>A,oD, то алгоритм может сходиться 

к точке, не являющейся оптимальной. 
Доказательство см, в [22]. 
Таким образом, во всех случаях наилучшим коэффициентом схо

димости, который мы можем получить (в предположении, что х ^ 
^ Т2/2), будет a = 2 = У 1-х2- С другой стороны, чем более близко 
значение а к 1 (и отлично от z), тем большей будет свобода выбора 
параметра Ко (начальное перемещение), 

З а м е ч а н и е . Для квадратичной функции 
1 г 

/ ( х ) = у ж ^х + Ьх + с 
.имеем 

amm "I" amn* 

где amln, a w — экстремальные собственные значения матрицы А 
(предполагаемой положительно определенной). Тогда наилучшим 
возможным коэффициентом сходимости будет 

/г Г = 

Это не что иное, как квадратный корень из отношения Канторовича* 
Таким образом, мы снова приходим к результату, полученному 

методом наискорейшего спуска (п. 2.12). 
Метод сходящегося ряда допускает следующую геометрическую 

интерпретацию. 
Предположим, что пам известпа мажоранта R для расстояния 

\\х° — х*1\ между начальной точкой х° и оптимальной точкой х 
(предполагается, что оптимальная точка единственна), иначе гово-
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ря, оптимальная точка заранее локализована в сфере 5° с центром 
х° и радиусом R (рис. 9). 

Пусть Y0 — субградиент функции / в точке х°. Если % = cos О 
есть обусловленность функции /, то х* обязательно будет принадле
жать множеству S° — пересечению сферы S0 и копуса с вершиной 

РИС. 9. Геометрическая интерпрета
ция метода сходящегося ряда. Если 
^ s cos 0 есть обусловленность 
функции /, то точка я1 определяется 

формулой 
«1 = *° —botVMi при Х0 = 

= R cos 0 = R%. 

Если оптимум х* первоначально был 
расположен в шаре 5° с центром х° 
и радиусом /?, то после первой ите
рации его можно искать в таре S1 

с центром х1 и радиусом ЩЧ —х2 

х° и углом 20 при веригипе. Предположим, что Э > 2я/3, т. е. % == 
= cos0< 1/2. Заметим, что множество 5° целиком содержится в сфе
ре с центром хх = х° — ЯоЧ2/1^0'' Р*о — Л cos G = R%) и радиусом 
RsinQ = RU-%2. 

Таким образом, оптимум локализован в сфере S1 радиуса, строго 
мепыпего R. 

Взяв за исходный аргумент х\ приходим к тому, что если fl — 
субградиепт функции / в точке х\ то можно локализовать оптимум 
в сфере S2 с центром 

*2 = zl ~ Xl № где Xl ~ Лзс ^Г1Г^'; 
и радиусом Л(У1 —х2)2. 

Вообще, яспо, что процесс сводится к выбору птага перемещения 

где 
Я0 = /?х, а =* V1 - х2» 

и точка х\ получепная па к-й итерации, удовлетворяет неравенству 

1Ь*-**1КЯ(У1-Х2)*-
Тем самым мы пришли к тому геометрическому факту, что ме

тод сходится линейно с коэффициентом х* сходимости z = У1 — х2-
Очевидно, что приведенное рассуждение остается справедливым 

и в том случае, когда значение угла 0 переоценивается, т. е. когда 
мы берем 

1 > а > lt'l-%\ h > b ° - х*» И - а 2 . 
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Аналогичная геометрическая интерпретация будет дана в п. 3.12 
для алгоритма Шора — Хачияна. 

3.7, Сходимость метода 3 (метод релаксации). Этот метод тесно 
связан с техникой релаксации, используемой при решении систем 
линейных неравенств (см. [1, 55]), и с техникой последовательны^ 
проекций для нахождения точки, принадлежащей пересечению ко
нечного числа выпуклых множеств (см. [28]). 

На к-й итерации шаг Яй выбирается но формуле 

л* ^ р—ЙГЛ;—> 
II Y й 

где / — оценка оптимального значения /*, р — коэффициент (коэф-
финиент релаксации), удовлетворяющий условию 0 < р ̂  2. 

Этот выбор может быть обоснован следующим образом. Если по
ложить хк+[ ==хк — tf, то, как и в п. 3.6, получим 

d2(xk+l)<d*(xh) + t[t\\f\\2-2(4h)T -(xk-s(xk))]. (24) 
Л поскольку функция / выпукла, то 

откуда 
d^xk+i)^d2(xk) + t[LVifl\2--2U(x*)-~l*)l '(25) 

Значит, если выбрать t строго между 0 и 2(/(д?*) —/*)/l!v*li2, то полу
чим d(xk+l)< d(xn), т. е. расстояние между текущей точкой и мно
жеством D оптимальных решений строго убывает. Однако нельзя 
ничего сказать (без дополнительных условий) о скорости сходимо
сти. Для оценки этой сходимости мы сделаем предположение, что 
функция / удовлетворяет условию 

Vx&Q V*t^dj(x), -
f [X - 8(Х)] >f(z)—j*> (Of [X - S(X)1 

где ш — действительное число, 0 < с о < 1 . В некотором смысле пара
метр со характеризует кривизну функции /. 

Тогда по определению х (обусловленности функции /) можно 
записать 

j{xk)-l(x^)^io(f)^xk-s(xyi>^yd{xk)\\f\\J ]\ 
и (25) запишется в виде 

d2(x4+]) ^ (Р(я*) + I ItWfP - 2v>xd(zk) ЦЧ л' 

Предположив, что х> d(xk) известны, и выбрав *■* 
, <оУПт*) I"1 

•• h i! A 

IS У1 II 

П О Л У Ч И М , 
cP(s*+I) < d2(xk)~ т2хЧЦхк) 

в, значит, 
d(z f c + 1)^d(^)Vl-o)2x2 . 
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откуда следует линейная сходимость с коэффициентом (мпожите-
лем) V I - © У -

Стало быть, в рамках введенпых выше условий VI —о>2х2 есть 
наилучший множитель сходимости, который можно получить ме
тодом 3. 

Но, поскольку со < 1, этот множитель хуже, чем VI — х2 —иде
альный множитель сходимости, полученный методом 2. 

Практически же мы не знаем /* (а это в точности искомое зна
чение), поэтому следует ограничиться для /* оценкой / и шагом hay 
выбираемым но формуле 

^ ' П Т Т 1 ' 0 < р < 2 ' 
Могут представиться несколько случаев. 

1. Если / > / * и 0 < р < 2 , то можно применить изложенное вы
ше, и при аналогичных условиях можно заключить, что последова
тельность полученных хк сходится линейно к точке х, для которой 

2. Если / > /* и р = 2, то можно доказать, "что, вообще говори, 
точка х, для которой f(x)^f, получается за конечное число итера
ций (однако это число может быть значительным)» Это непосред
ственный результат работ [1,55] но системам линейных неравенств. 

3. Наконец, если / < /*, то последовательность полученных зна
чений /(#*), вообще говоря, не сходится к /*, если коэффициент р 
поддерживается постоянным. Тогда [29] предлагается устремить 
р-^0, причем сформулировано некоторое число эвристических пра
вил выбора последовательности р \ Несмотря на удовлетворительные 
результаты, полученные на практике, эти правила пока не имеют 
полного теоретического обоснования. 

З а м е ч а н и е . В случае 3, т. е. когда / < /*, можно показать, 
что поведение последовательности if(xh)} не будет, в действитель
ности, совсем произвольным. Заменив в (25) t на р(/(#'{)~/)/'*Т*''2 

{0<р < 2), получим 

*(*"■■)<#(.•) + ^ . ( t t j ^ f f i - i . t ^ - jH/w- r t , 
откуда 

* (*ft+1) < # (*") + р ±Щ=1 [2(* - Р7 - (2 - р) / (х'% 
I! V It 

Из этой формулы следует, что для любого е > 0 найдется такое if 
что 

/ ( Х . ) < ^ А + 8 . 
В самом деле, допустим противное, т. е. что для любого к 

V* - Р/ 
2 - Р 
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Допустив, что \г{*\\ < с (с —фиксированная копстанта), имеем 
d2(xk+])^d2(xb)~6 У к, '\ 

1Дв 

/*-7 б = 8р(2~р)-—f-x 
с 

и мы приходим к противоречию. 
Стало быть, всегда можно выбрать из последовательности {/(я*)} 

подпоследовательность, сходящуюся к значению (2/* — р/)/(2 — р), 
Зто свойство может быть использовано для построения следую

щего алгоритма. 
Возьмем для упрощения р = 1 в предположим, что для / < / * 

и а < 1 найдется такое фиксированное число итерации, что 
* > Л ^ / » . в ( А ) - ( 2 / * - / ) < а [ / ( я ° ) - ( 2 / » - / ) 1 

где /min(fr) при любом к есть наилучшее из значений, полученных 
до А-й итерации, считая начальной точку х° (число К может оцени
ваться исходя из обусловленности функции / ) , 

На практике приближения, даже грубого (для определенности 
с а = 0,2), истинного значения 2/*—/ будет достаточно, и тогда 
число К будет очень небольшим (для определенности К от 5 до 10). 

Тогда возможна следующая процедура. 
a) Выбрать / < / * (во многих задачах легко получить миноран

ту оптимального значения). Достаточно выбрать приближение, даже 
грубое. 

Выбрать начальную точку х°. 
b) Осуществить К итераций методом релаксации, начиная с 

точки х°, 
Пусть /ю1п — наилучшее полученное значение. Имеем 

/».n-(2/*-7)<al/(*°)-(2/*-7H 
откуда получаем 

/го|п + (1+ <%)/-a/U0) 
/ * > ■ 2— 2а 

Значит, правая часть составляет новую миноранту для /* (тем бо
лее близкую к /*, чем лучше приближает /min значение 2/* — / ) . 

Положить 
3 / ш + ' Н a)7-a/(*°) 

2 —2а 

Принять в качестве повой начальной точки х° наилучшую из 
полученных ранее точек и вернуться к Ь). 

Приведенный выше алгоритм интересен также тем, что в каж
дый момент можно контролировать отклонение от оптимума наи
лучшего полученного значения, сравнивая значения /mJn и / . Итера
ции могут быть прервапы, как только разность /mm — / станет мень
ше фиксированной погрешности. 
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3.8. Методы Шора растяжения пространства. Эффективность суб
градиентных алгоритмов, описанных в пп. 3.4—3.7, существенным 
образом зависит от обусловленности оптимизируемой функции. Что
бы увеличить скорость сходимости, можно пытаться осуществит], 
преобразования координат (замену метрики) с целью улучшения 
обусловленности. Именно эта идея лежит в основе семейства мето
дов, называемых растяжением (дилатацией) пространства [73—76], 
комбинирующих принципы субградиентных алгоритмов и методов 
с переменной метрикой (пи. 2.9—2.11). Предположим, что на k-i\ 
итерации субградиентпого алгоритма производится замена неремен
ного x = Bhy (где Bh — неособенная пХ м-матрица) и что субгради-
снтный алгоритм применяется к функции <р(//) = /(#/<//)• 

Легко видеть, что это приводит к перемещению в пространстве 
переменных х но направлению 

d ^ — BhBly, 
где f — субградиент функции / в текущей точке xk. 

В самом деле, имеем 
j(x)>j(xk) + f(x-xh) Vx, 

откуДа> осуществив замену переменного x = Bhy, получим 
<p(y)><p(yh) + fBk(y-yb) vtf. 

Это доказывает, что Bhy есть субградиент функции ср в точке 
у" - / W . 

Если Хъ — шаг перемещения, выбранный в субградиентной про
цедуре, примененной к <р(г/), то 

и, следовательно, xk+l = Bhyk+X будет получен по формуле 
xh+l = # , / - KBhBl

ky = *h - KBkBh, 
где В — неособенная матрица, BhBh — симметричная положительно 
определенная матрица, и если функция / непрерывно дифференци
руема, то направление (—ВкВку)есть направление спуска. Значит, 
формула (26) аналогична той, которая используется в методах с 
переменной метрикой (квазиныотоновских методах); существенная 
разница заключается в способе представления матриц Bh на каждой 
итерации. Для этого было введено понятие оператора растя
жения [73]. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть a e R n , УН = 1. Оператором растяже
ния в направлении d с коэффициентом а ^ О называется линейный 
оператор Ra{d), определяемый соотношением 

Iia{d)x=*x + (a-l)xd VaieR», 
где xd~{xTd)d есть проекция вектора х на направление d. 

Таким образом, оператор Hu(d) оставляет инвариантным любой 
вектор, ортогональный d, но умножает на а ^ О всякий вектор, кол-
йннеарный d (а может быть как больше, так и меньше единицы). 
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Заметим, что Ra(d) может быть представлен также в виде 
n%(d)x = x + (a-~l)(ddr)x, Vxt 

я, следовательно, матрица, ассоциированная с этим оператором, есть 
I + (a~l)(ddT), 

где / — единичная п X гс-матрица. 
В дальнейшем мы не будем делать различия между попятиями 

оператора R<x(d) и ассоциированной матрицы. 
Действие оператора растяжения иллюстрируется па рис. 10. 

Рис. 10. Иллюстрация понятия оператора растяжения в R2 для а = 1/2 (а) 
и для а = 2 (Ь) 

В методах растяжения пространства матрицы Вк итеративно из
меняются по формулам 

#ft+i = BhRak (dh)f 

где коэффициент ah и направление dh {Ык\\ = 1) зависят от выбран
ного метода (см. пп. 3.9—3.12). 

Исходная матрица, как правило, берется единичной (Z?Q —/ ) . 
Следовательно, матраца Z?ft, полученная па любой к-& итерации, 
есть произведение к операторов растяжения 

Bk - На, W liat (dl) . . . Пак_г <<*k-i). 

Общая структура алгоритма растяжепия пространства может 
быть теперь оиисапа следующим образом. 

a. Инициализация: 
а?0—выбранная начальная точка, 7°-~ градиент (или субгради-

епт) функции / в х°; 
BQ = I (тождественная матрица); 

b. На к-й итерации xh — текущая точка. Определить xh+l фор
мулой 

Tk 

где Kh —• шаг перемещения. Определить чк*1 — градиент (или суб
градиент) функции / в xk+l. Пусть dh (WJI = 1) —направление (он-
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ределенное, вообще говоря, исходя из Y* или из разности у*+1 — *̂)> 
^—коэффициент растяжения па к-м шаге. Определить 

Bh+r = BhRak{dh). 

с. Если тест остановки выполнен, то конец. Иначе присвоить 
Jc+~ к+ 1 и возвратиться к Ь). 

Отметим, что эквивалентность методов растяжепия пространства 
с методами переменной метрики, использующими формулы коррек
ции ранга 1 (д. 2.9), была установлена в [78]. 

Очевидно, что существует столько же алгоритмов этого типа, 
сколько и способов выбора коэффициентов Kh, ak и направления dh 
при каждой итерации. Теперь мы перейдем к рассмотрению основ
ных вариантов, которые были изучены и применены на практике. 

3.9. Проектирование на подпространство, порожденное последо
вательно встречающимися градиентами. Этот метод, связанный с се
мейством алгоритмов еопряженпых градиентов, состоит в выборе: 

aft = 0 V&, 

й « гДг, если rk = Bl [Y'l+1 - yk] =h 0; 

a %h выбрано так, чтобы минимизировать / в направлении — ВкВкук
щ 

Значит, иа к-й итерации матрица Вк имеет вид 
Bh=*Ro(do)Ro(dl)...Ro(dh-i)f 

где /?о(di) — оператор проектирования па подпространство, ортого
нальное к di (I = 0, 1, ..., /с — 1). Тогда легко видеть, что нроизведе-

ние I J H0(d\) есть не что иное, как оператор проектирования на ор-
тогонально дополнительное подпространство (в Rn) к подпростран
ству, порожденному do, di, ♦ .♦, dh-\. Обратимся теперь к случаю, 
когда минимизируемая функция / непрерывно дифференцируема, 
и предложим, что па некотором произвольном этапе к ((Х/с^га—1) 

Гй = /?П7 ,г+1-/1-=0. 
Отсюда в силу регулярности матрицы Bh имеем *f+i = *f% Покажем 
теперь, что ^А+1 = ,уА = 0, если / непрерывно дифференцируема. 

Предположим, что ч*^0. Поскольку х**1 определяется так, чтобы 
( ^ + | ) т [ * * + 1 - * Ч в 0 

и чтобы ч*+1 = у\ то 

В силу положительной определенности матрицы BBk паправле-
пне —BkBl

kyh будет направлением спуска, и, значит, xh+l ^ xk, т. е, 
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Итак, мы должны иметь 

откуда получаем противоречие с тем, что ч*^0. 
Следовательно, если / — непрерывно дифференцируемая функция 

и г* = 0 (0^к<п — 1), то ^ = 0 и хк есть стационарная точка 
функции /. 

Предположим теперь, что гкФ0 (А; = 0, 1, ..., п — 1). Тогда лег
ко видеть, что Вп — О. В самом деле, 

Кп - ff 7?о (dh) 

есть оператор проектирования на дополнительное ортогоиальпое под
пространство (в IV) всего It". 

Таким образом, ясно, что алгоритм требуется периодически об
новлять па каждых п итерациях, принимая в качестве новой началь
ной точки полученную точку я \ а в качестве новой матрицы £? — 
тождественную матрицу /. 

Можно показать, что когда рассматриваемый метод применяется 
к непрерывно дифференцируемой функции, он может рассматри
ваться как вариант метода сопряженных градиентов. Стало быть, 
мы получаем при классических условиях свойство квадратичной 
сходимости на «-шагах, как показывает 

Т е о р е м а 11. Если функция / дважды непрерывно дифферен
цируема в окрестности Т оптимума #*, имеет положительно опре
деленный гессиан и удовлетворяет условию Липшица 

HV2/(.x) - *2}{х') И < Ux - x'W Vx e Г, \>х e= Г, 
то найдутся такие постоянные К и с > 0, что при к Ж 

Доказательство см. в [76]. 
Только что описанные методы могут быть использованы для 

функций, не являющихся всюду дифференцируемыми, и, в частно
сти, для выпуклых субдифференцируемых функций. 

3.10. Растяжение пространства в направлении разности двух 
последовательных субградиентов [74, 76]. Речь идет об обобщении 
предыдущего метода, в котором коэффициент растяжения а берет
ся постоянным и строго положительным: 

а* = а, 0 < а < 1 , vfc, 

a n И 

п %ь определено так, чтобы минимизировать / в направлении 
- а д ! т*. 

Можно показать [78], что в матричной форме (для матриц 
IIk = BkB!

k) этот алгоритм приводит к формуле коррекции ранга 1, 
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записываемой в виде 

24(/V.)(/V.)J 

uukeh 
IIk+x~Hh-{i-a*)±-^ 

где 

Определенный таким образом алгоритм применим к функциям, 
пе являющимся всюду дифференцируемыми, и в этом случае его 
поведение может быть существенно отличным от алгоритма п. 3.9, 
13 самом деле, направление — Bf{Bkyh не обязательно будет направ
лением спуска. Если это произойдет, мы получим хк+1=хк, и алго
ритм уже не будет прогрессировать. 

Для исправления этой ситуации было предложепо [74] модифи
цировать этан Ь) общего алгоритма (п. 3.8), заменив его этапом 

г/) На fc-й итерации текущая точка есть х\ Определить xk+i по 
формуле 

где Ял выбрано так, чтобы минимизировать / в направлении 

Если Xh = 0, то положить: 
- # X Y " 

xk+i 

xh 

~*+i 

t" 

*-
-
*-
*-

A 
x*-1 

f, 
f-У 

перейти к b " ) . 
Если ЯЙ^О, то определить чк+\ субградиент функции / в #*+1 и 

перейти к Ь") . 
Ь") Положить 

и определить 

где а — выбранный постоянный коэффициент растяжения. 

Таким образом, даже если алгоритм остается неподвижным в 
одпой и той же точке в продолжение нескольких последовательных 
итераций, матрицы Вк продолжают изменяться (из-за растяжения 
пространства в паправлении разности двух последних различных 
градиентов), что позволяет определить на каждом шаге итерации 
новое направление возможного перемещения. Алгоритм деблокиру
ется, как только обнаруживается некоторое направление спуска. 

Заметим, что преимущество этого алгоритма перед методами суб-
градиепта, описанными в пп. 3.5 и 3.7, состоит в том, что последо-
ьательность порожденных им значений }{хк) монотонно убывает. 
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Можно доказать их сходимость к минимуму f(x), но необходимы 
отпосительпо ограничительные условия (см. [74]). 

Хотя могут встретиться и патологические случаи, в которых схо
димости нет, но численные эксперименты, ссылки на которые можно 
найти в литературе, позволяют показать, что этот алгоритм действи
тельно представляет собой один из наиболее эффективных извест
ных в пастоящее время методов для решения педифферепцируемых 
задач оптимизации (см., например, [44]). 

3.11. Растяжение пространства в направлении субградиента в 
текущей точке [73]. В этом методе па каждой А>й итерации выби
раем 

ал — а < 1 у/с, 

д *ft* % - 0 / ( * * ) - " 
*" МП1 VWT * 

где р (коэффициент релаксации) удовлетворяет условию 0 < р < 2 
и где т — приближение оптимального значения /*. 

Можно показать [78], что в матричной форме (Hh =» ЙЛВА) этот 
алгоритм приводит к формуле коррекции ранга 1, записываемой 
в виде 

Относительно сходимости метода справедлива 
Т е о р е м а 12 [73]. Пусть f — выпуклая функция (не обяза

тельно дифференцируемая) и пусть существует такая постоянная 
М = 1/(о > 1, цго 

/(а:)— /* > (of(x — s(.r)) V*, V*y e= 5 / (4 , 
где .?(#)—проекция точки х на множество оптимальных точек. 

Предположим, что выбраны 
,l л/ + 1 

и что 
2Д/ 4 ' Jtf + Г 

Гогдя если m>f*, то можно выбрать такую подпоследователь
ность {х1} последовательности {хк}, что {/(я*)} сходится к т. 

Кроме того, если выбрано пг = р, то найдется такая постоян
ная с, что 

f(x{)-m<caJ/n 

(иными словами, сходимость к m линейна с множителем сходимости 

Доказательство см. в [73]. 
Заметим, что условие теоремы 12 аналогично условию п. 3.7* 
Предыдущий результат использован в [73] для построения алго

ритма, действующего посредством последовательного установления 
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значений т (при помощи дихотомии) и позволяющего получить 
последовательность {тк}, сходящуюся к оптимальному (неизвестно
му) значению т* = /(#*). 

3.12. Метод отсечения с растяжением пространства [36, 75]. Ва
риант предыдущего метода, исключительно интересный с точки зре
ния его теоретических следствии, был предложен в [75]. 

Пусть Д — мажоранта нормы \\х° — хН — расстояния между на
чальной точкой и оптимальным решепиель Тогда метод состоит в 
выборе (п — размерность пространства): 

«ft = , - т , . . 1 Aft = ■ 

где P = - / 0 - • Это — «метод ZZ7o/?a — Хачияна. 
у пш — i 

Можно показать (см. [20, 36]), что алгоритм принимает следую
щую эквивалентную форму относительно матриц tlh = BkBh: 

a) Пусть я0— выбранная начальная точка, 7°"~ субградиент 
функции / в точке #°. Положить 

//0 = д/ , где Л — мажоранта нормы Ия° —а*Н, / — единичная 
п X л-матрица, /г = 0. 

b) На Аг-ii итерации ж* —текущая точка, «f ~~ субградиепт в 
точке я \ 

Определить xh+{ no формуле 

Положить 

/ + 1 = * * -

- ( / / * ■ 

2 (//У ) ( Я ^ ) Т 

n 8 - i V " + 1 W V Л 
с) Если проверка теста на остановку удовлетворительна, то 

конец. 
Иначе положить к *- к+ 1 и вернуться к Ь). 
Можно придать этой процедуре следующую геометрическую ин

терпретацию (иллюстрацию двумерного случая см. на рис. 11, 12). 
Исходим из того, что искомый оптимум х* содержится в сфере S0 

с центром х° и радиусом R. Если ч°—субграднент функции / в х°, 
то х* непременно содержится в полусфере 

S°-S°П Ы ( ч ° ) г ( х - * ° ) < 0 h 
Пусть S1 — эллипсоид минимального объема, содержащий 5° (а зна
чат, ж*е£1)# Можно показать, что S1 — единственный эллипсоид, 
имеющий одинаковое с 5° пересечение с гиперплоскостью 
brl (Т°)аг(^ — я°)=*0} и касающийся 5° в точке Л (х»Л есть направ
ление, сопряженное к подпространству {х\{1°)Тх — 0} огиосительно 



пллипсоида SQ) (см. рис. I I ) . Эллипсоид 51 есть множество точек, 
удовлетворяющих неравенству 

V п1 — 1 

С другой сторопы, если v (S°) и v(S1)— объемы эллипсоидов 5° 
и S\ то нетрудно доказать соотношение 

u(Sl) = qv{S°), 

?==^М(т#гг)п <е -1/2(п+1) < 1 . 

Таким образом, па первой итерации приходим к локализации х* 
в эллипсоиде S1 с центром хх и объемом, строго меньшим объема 
эллипсоида £°. 

Рпс. 11, Иллюстрация метода отсе
чения с растяжением пространства. 
Первоначально оптимум х* распола
гается в шаре 5° с центром в х° 
(я0 — начальная точка) и радиусом 
А\ Если т° — субградиент / в х°, то 
х* обязательно принадлежит заштри
хованному иолутиару 5°, который яв
ляется пересечением 5° с полупрост-
ра пством {х | f})т (х — х°) ^ 0}. Тог
да точка х1 выбирается как центр 
эллипсоида S1 минимального объема, 
содержащего S°. Необходимо ж* «= 

В общем случае па &-й итерации 7* есть субградиент фупкции/ 
я точке хк (итерация к = \ представлена па рис. 12). Обязательно 
х* содержится в полуэллипсоиде 

S* - S* Л Ы (//*)т(*--**)< 0}. 
Пусть Sk+l — эллипсоид минимального объема, содержащий 5° 

н являющийся единственным эллипсоидом, имеющий одинаковое с 

Рис. 12. Если у1 — субградиеит / в 
х\ то оптимум_я* содержится в по
луэллипсоиде S1 (ои заштрихован), 
который является пересечением S1 

с полупространством {х\ (ч1)т(я — 
— хх) ^ 0}. Тогда точка х2 выбира
ется как центр эллипсоида «S2 мини
мального объема, содержащего 51. 

Но построению #* е S2 

S* пересечение с гиперплоскостью {х\ (чк)т (х — xh) = 0) и касающий
ся Sk в А (хкА — направление, сопряженное к подпространству 
Ы (ч*)тх = 0} относительно эллипсоида Sk) (см. рис. 12). Точка 
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#*+I выбирается в качестве центра нового эллипсоида S*+1, и тогда 
точка я* локализуется в эллипсоиде с центром xk+{ и объемом 

v(Sh+l) = qv(Sh) = qh+]v(S°). 
Таким образом, объемы эллипсоидов, порожденных в процессе 

процедуры, стремятся к нулю со скоростью геометрической прогрес
сии со зпамепателем 

q = 1(n-t)l{n+l)(n/1n2-l)n, 
зависящим лишь от размерности пространства. 

Описанный выттте метод имеет своим пачалом фундаментальный 
результат но теории сложности. В самом деле, как показано в [36], 
сложность этого алгоритма, когда он применяется к решепию систе
мы линейных уравнений, или, в более общем случае, к решепию 
линейных задач с целыми коэффициентами, есть полипомипальная 
функция от размера задачи (число бинарпых элементов, необходи
мых для описания задачи). 

Однако если этот результат заслуживает большого внимания, 
ввиду его широкого теоретического применения, то численные рас
четы, представленные многими авторами, дают основания подозре
вать, что алгоритм весьма далек от конкуренции с симплекс-мето
дом (см. гл. 2). Даже для задач очень небольшого объема сходи
мость исключительно медленна, и алгоритм выглядит весьма не« 
устойчивым численно (матрицы Bh становятся в ходе итераций очень 
плохо обусловленными). 

В противовес симплекс-методу (который в худшем случае тре
бует времени счета, экспоненциально возрастающего с ростом раз
мера, но который очепь эффективен в среднем на якобы любых 
задачах практического происхождения) представляется, что поведе
ние в среднем алгоритма Шора — Хачияна пе отличается сущест
венно от его поведения в худшем случае. 

В заключение заметим, что алгоритм отсечения с растяжепием 
пространства может быть связан с семейством методов центров [33, 
34] или методов центроидов [49, 58]. Методы центроидов могут быть 
кратко описапы следующим образом. 

Предположим, что на к-и. итерации минимум функции / может 
быть локализован в полиэдре зх\ Тогда если выбрать в качестве точ
ки xk+l центр тяжести полиэдра и определить полиэдр л;*4"1 как 

„м-1 в д* П (х\ (f+l)T(x - * * + l ) ^ 0>, f+l e 3 / (^ + l ) , 
то [49] можно показать, что объемы у (я**1), v(nk) будут удовлетво
рять соотношению 

„ (.,*+») <[ i - ( i -TVi)1 "("*)• 
Стало быть, при любой размерности пространства имеем 

v(nh+l)<qv(nh)9 g - i - 1 / * . 
Итак, получен замечательный результат: объемы стремятся к 

яулю со скоростью геометрической прогрессии, не зависящей одпо-
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временно ни от обусловленности функции, пи от размерности про
странства. Однако поиск центра тяжести полиэдра в 1\п есть зада
ча, которую мы не умеем эффективно решать, поэтому приведенный 
результат непригоден для прямого построения алгоритма, позволя
ющего достигать указанной выше скорости сходимости. 

Зато с теоретической точки зрения он представляет очень боль
шой интерес, ибо он составляет «предельную теорему»: в самом 
деле, можно показать, что алгоритм центров тяжести оптимален и 
том смысле, что не существует алгоритма, использующего ту же 
информацию и имеющего более быструю сходимость (см. статью 
Юдина и Немировского (1976), цитируемую в [64]). 

3.13. Дальнейшие продвижения в оптимизации функций, не яв
ляющихся всюду дифференцируемыми. Область оптимизации функ
ций, не являющихся всюду дифференцируемыми, уже много лет со
ставляет исключительно интенсивный объект исследований в мате
матическом программировании как по числу разработок, так и по 
их важности (двойственность в целочисленном программировании, 
методы различных декомпозиций, задачи аппроксимации в смысле 
Чебышева, задачи на max — min и др.). 

Распространение методов сопряженного градиента на выпуклые 
пли вогнутые еубдифференцируемые функции было исследовано в 
[41, 81]. Методы пучков, предложенные в [42—44], могут рассмат
риваться как расширение методов спуска, обеспечивающее монотон
ное убывание минимизируемой функции (свойство, которым, во
обще говоря, не обладают алгоритмы, изучавшиеся в ни. 3.5—3.7). 

Однако кажется, что даже для наиболее разработанных из этих 
алгоритмов полученные скорости сходимости в лучшем случае суб
линейны. Стало быть, эти методы еще далеки от достижения ре
зультатов, подобных результатам в дифференцируемой оптимизации. 

В результате сравнительного изучения основных алгоритмов не-
дифферепцируемой оптимизации [43, 44) можно заключить, что ме
тоды растяжения пространства из и. 3.10 наиболее эффективны (но 
сходимость к оптимальной точке пе всегда гарантируется). 

Наконец, в [69] мы находим синтез работ, относящихся к рас
пространению понятий субградиента и субдифферепциала па функ
ции, не обладающие свойством выпуклости или вогнутости. Эти 
понятия, по-видимому, будут лежать в основе построения теорети
ческого фундамента новых, самых общих методов в недифференци-
руемой оптимизации. 

§ 4. Методы оптимизации без производных 

Какие методы можно использовать, когда функция / педиффе-
репцируема или когда нельзя примеиять алгоритм градиента или 
субградиента (например, когда невозможно вычислить градиент ИЛИ 
субградиент)? 

4.1. Циклические методы релаксации. Один из методов, естест
венно приходящих на ум, состоит в том, чтобы, исходя из началь
ной точки #°, минимизировать сначала функцию по переменной $и 
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а другие переменные оставить фиксированными, затем зафиксиро
вать х\9 хз, ••♦, я„, а минимизировать по х2, и т. д. Для этого можно 
воспользоваться одним из методов одномерной оптимизации, опи
санных в гл. 3. 

После того как каждая переменная будет одип раз использована, 
310/Кпо повторить один или несколько совершенно таких же циклов. 

Можно доказать, что этот метод сходится при условии непрерыв
ной дпфференцируемости функции /. 

Если переменные слабо взаимодействуют между собой, быстро 
лолучаем хорошее приближение оптимума (для разделяемых функ
ций достаточно одного цикла). 

Если это не так, то сходимость будет, вообще говоря, гораздо 
более медленной, чем для метода наискорейшего спуска. Хотя мы 
не знаем общего результата о сходимости метода этого типа, иссле
дование квадратичного случая показывает, что скорость сходимости 
для одпого цикла (т. е. для п одномерных минимизаций) в худшем 
случае меньше, чем на единственном шаге метода наискорейшего 
спуска. Этп теоретические результаты проверены на самых общих 
классах функций. 

Некоторые авторы пытались улучшить метод, располагая пере
менные в порядке, отличном от естественного. Например, предлага
лось минимизировать на каждом шаге по переменной, для которой 
градиент (если он существует) имеет самое высокое абсолютное 

Рис. 13. Отправляло г» из х° = 
= (0, 0) и минимизируя в на
правлении хи получаем точку 
^ 1 = (], 0). Точка хх = (1, 0) 
является оптимумом одновре
менно и в направлении хх и в 
направлении х% Следователь
но, метод релаксации останав
ливается. Однако полученная 
точка отнюдь не является ло

кальным оптимумом задачи 

зпачеппе. Такие варианты могут достигать лучших результатов па 
конкретных .задачах, но не позволяют преодолеть сформулирован
ную выше сложность в общем виде. 

Заметим, наконец, что на некоторых типах функций пе только 
сходимость может быть медленной, но и полученная точка может не 
оказаться локальным оптимумом. В частности, этот случай может 
иметь место для функции, не являющихся всюду дифференцируе-
Мь1ми, где алгоритм может остановиться на ребре (см. рис. 13). 

С точки зрения всех этих рассуждений алгоритм, который будет 
описан ниже, вообще говоря, предпочтительнее. 

4.2. Алгоритм Пауэлла [65]. Этот метод без производных может 
оыть отнесен к семейству методов сопряженных направлении. 
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В самом деле, будучи применен к квадратичной функции 
1(х) = (1/2)хтАх+Ьтх + с, 

он осуществляется посредством последовательных одномерных ми
нимизаций вдоль сопряженных паиравлепий (определяемых по мере 
осуществления процедуры). 

Алгоритм может применяться па всех функциях (не обязательно 
квадратичных), очевидно, без гарантии глобальной оптимальности 
полученного решения. 

Алгоритм Пауэлла существенным образом опирается на следую
щую идею. Предположим, прежде всего, что отыскивается минимум 
квадратичной функции / последовательно вдоль р сопряженных на
правлений d)9 do, ..., dp (p<n), исходя каждый раз из последней 
найденной точки. 

Таким образом, начиная с точки х°, шаг за шагом строится по
следовательность х\ х2, *.., хр, определенная соотношениями 

/ (**) - / (а* + M i ) - min {/ (s° + Ыг)}% 
л 

f(x2) = / ( s 1 + M2) - mjn{/(*' + Ы.2)}, 

/ (xv) - / (я*-1 + kvdt) - min {/ {2Г1 + \dp)\. 

Предположим, далее, что эта операция повторяется, на этот раз о 
началом в точке y°7hx°; получим другую последовательность 

Тогда, как показывает следующий результат, направление ур — хр 

в общем случае будет сопряженным по отношению к р направлени
ям d\4 d% ..., dp. 

Т е о р е м а 13. Пусть / — квадратичная функция, А — ее гес
сиан (по предположению положительно определенный). Пусть хр 

(соответственно ур)—точка, полученная одномерной оптимизацией 
последовательно вдоль р сопряженных направлений d\, с$2, ..., dP> 
исходя из точки #° (соответственно j/°). 

Тогда если ур¥=хр, то направление dp+\~yp — xp сопряжено по 
отношению к dj, d% ..., dP. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По свойству 1 п. 2.5 хр (соответственно 
ур) есть минимум функции /(ж) — ( i /2 )sMx+ Ьтх + с, суженной па 
аффинное многообразие Vp(x°) (соответственно Vp(y°)), порожден
ное набором (d\t с?2, .»., dp) и проходящее через я0 (соответственно 
у0). Стало быть, 

dIVf(a?) = d?(A2? + b) = 0x 

dl\<f(yp)~dl{Ayv + b) = 0 Vi% 1 < / < р . 

В результате вычитания сразу получаем 

d[ Л ( / - * * ) - О Ml, I < « < / ? . 



Тем самым показало, что если црФхр, то dv+\ = yp~xp есть на
правление, сопряженное относительно di, d2, ..., dP. 

Заметим, что условие ур Ф хр может выполняться только в 
том случае, если j/° не принадлежат аффинному многообразию Ур (я0) ♦ 

Теперь можно привести описание текущего этапа алгоритма 
Пауэлла. 

a) Выбрать начальпую точку х° и п линейно независимых на
правлений dj, d2f ..., dn (эти направления не обязательно все по
парно сопряжены, но при необходимости могут изменяться в про
цессе итераций; как именно, мы увидим ниже. Первоначально мож
но исходить из п иаиравлеиии, оиределяемых координатными 
осями). 

Введем теперь семейство xl
t х2

9 . . . , хп точек, удовлетворяющих 
соотношениям 

/ {х1) = min / (х1-1 + Ыг) - / (я*"1 + M i ) . 
"к 

b) Заметим, что нельзя без предосторожностей заменять произ
вольно одно направление новым направлением хп — х°. В самом де
ле, некоторые перемещения h могут быть нулевыми (без улучшения 
в рассматриваемом направлении di): тогда, заменив направление 
хп — х° на одно из этих направлений du мы получили бы новое мно
жество линейно зависимых направлений (заметим еще, что хп — х° 
есть линейная комбинация направлений dt, для которых Х*=^0)* 

В квадратичном случае доказано, что, нормируя направления dt 
посредством d%Adx=i (где А— матрица квадратичной формулы)» 
получаем определитель матрицы D = [did2...dft], максимальный в 
том и только том случае, если направления d< взаимно сопряжены 
(относптельпо А). Отсюда заключаем, что нежелательно заменять 
хп — х° на одно из направлений dh если эта замена не увеличивает 
определитель матрицы D. Для вычисления этого определителя при 
каждой возможной замене, весьма дорогостоящего по времени счета 
(и в неквадратичном случае невозможного), предложено применить 
следующее правило. 

c) Пусть jo=*j(x°), /i =/(#") и пусть f2 = f(2xn — x°) (значение 
фуикции / в точке, симметричной х° относительно хп). Пусть, с дру
гой стороны, 

Д - max {f(x^)-f(x% 

причем максимум достигается для индекса т (наибольшее умень
шение значения функции /, полученного в а), в направлении dm). 

Тогда могут представиться два случая. 
d) Если /г > /о и/или если 

(/о ~ 2А + /*) (/о - А - А)2 > 4 А (/о - к)\ 

то для последующей итераций использовать прежние направления 
db d2, ..., dn с точкой хп в качестве новой начальной точки. . 
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Если /г < /о и , 
(/о - 2/х + /2) (/„ - /х - Д)2 < -1 Д (/0 - U)\ 

то спова отыскивать минимум функции / в направлении хп — #°. По
лученная точка будет взята в качестве новой начальной точки .г° 
для следующей итерации. С другой стороны, направление замени-
ется направлением d~xn — х°, причем порядок, в котором эти па~ 
правления будут использоваться в процессе итераций, будет следу
ющим: 

(d\, dz, ..., dw-i, dm+i, . . . , dm, d). 

При помощи теоремы 13 доказывается, что метод порождает 
взаимно сопряженные направления, когда он применяется к квадра
тичной функции. 

Для пепрерывпо дифференцируемых функций / можно показать, 
что метод Пауэлла сходится к оптпмуму функции /, если она строго 
выпукла. В других случаях он сходится к стационарной точке (ло
кальный оптимум). 

Поскольку речь идет о методе сопряжеппых направлений, то 
мы имеем асимметрическое поведение метода сопряженных направ
лений и, при тех же условиях, что в п. 2Л2, сходимость будет су-
нерлинейпой па «-шагах. 

Предлагались и другие методы минимизации без производных. 
Упомянем, в частности, алгоритм Мифлина [53], относительно 

которого можно показать, что речь идет о квазнныотоновском ме
тоде (отсюда суперлинейная сходимость па одном таге). За синте
зированным изложением отсылаем к [3]. 
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Г Л Л В Л 5 
НЕЛИНЕЙНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

Ч а с т ь 1 ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ (ИЛИ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ИСХОДНОЙ 
ЗАДАЧИ) 

§ 1, Необходимые условия оптимальности 

Нас будет интересовать задача 

gi(x) < 0, * е / « {1, 2, ..., т), (P'J 

которая есть пе что иное, как задача (Р) из гл. 1 с условием 
5 = Rn. Все функции / и g< ( t ' e / ) предполагаются пепрерывиыма 
и дифференцируемыми. Обозначим через X множество решений за-
дачи (Р'), т. е. 

Х * Ь е IIя I ft (я) < О V/ е / } . 
1.1. Допустимые направления и выделение ограничений. Будем 

предполагать, что множество X непусто; однако оно вполне может 
иметь пустую внутренность, в частности, если требуется, чтобы не
которые ограничения содержали условие равенства (ц. 1.4). Утвер
ждение, что х°е=Х есть локальный оптимум задачи (Р'), влечет, 
что f(x) не может убывать, когда х описывает дугу кривой Г (до
статочно регулярной), выходящую из х° и содержащуюся в мно
жестве решений X. Такая дуга кривой Г будет называться допу
стимой и будет определяться посредством непрерывно дифференци
руемой функции <р: R^-^IV1 параметра 0 ^ 0 

Ф(0)=[ф1(0),ср2(е), .. . , фп(б)], 
удовлетворяющей условиям 

a) <р(0)-*°; 
b) ф(0)еХ для достаточно малого 0>0 . 
Допустимым направлением в точке ж0 назовем любой вектор 

касающийся дуги кривой <р(в), допустимой в х°. 
В дальнейшем будем обозначать через Cad конус, образованный 

множеством допустимых направлений в точке #°. 
Прежде всего отыщем условие, необходимое для того, чтобы век

тор у е Rn удовлетворял условию у е Cfeti. 
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Обозначим через /° мпожество индексов насыщенных ограниче-
00Й в #°, т. е. ограничений, выполняющихся вж°в форме равенства: 

l0~ii&l\gi(aP) = 0). 
Рассмотрим, кроме того, конус G вида 

G - l y | V * ? V ) y < 0 VieP]. 
Тогда справедлива 
Л е м м а 1. Пусть у — допустимое направление в х°. Тогда не

обходимо выполняются соотношения 
Vgl(*°)y<0 V i e / 0 , (l) 

иначе говоря, С6<ц с G> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ф(9)"— дуга допустимой кривой в 

-^(0)—допустимое направление в ж0. Поскольку gi{x°)<0 
ЦФР), то для достаточно малого 9 > 
> 0 всегда будет выполняться 
£<(ф(9))<0. Напротив, для i&P при 
достаточно малом 9 > 0 должно вы
полняться gv(<p(9))<0. 

При помощи разложения Тейлора 
функции gi(<p(9)) в окрестности точки 
9 — 0 это условие записывается в виде 

gi (*°) + OVgJ <**) 2]L (0) + Qo (0) < 0,; 

где o(9)-*0 при 8-*G. Значит, в си
лу равенства gi(x°) ***(), необходимо 
(условие необходимое, но не доста
точное), чтобы направление V^-is Ф) удовлетворяло условию 

Рис. 1. В точке з° « (1, 0) па-
правление у = (1, 0), принад
лежащее конусу G, не явля

ется допустимым 

Итак, 

(В 
VgfW)V<0 V/e 

У е С»* ** У ^ G, 

/°, 

и лемма доказана. 
Основной ИСТОЧНИК трудностей протекает из того, что пе все на

правления у, удовлетворяющие соотношениям (1), обязательно бу
дут допустимыми направлениями, как будет ясно из приводимого 
ниже примера. 

Рассмотрим в R2 множество X, определяемое ограничениями 
gi(s) —-a?i^0 f 

g2{x)=*-X2<0, 

(см. рис. 1). 
В точке 

в виде равепства, будут второе и третье, Значит, /°«={2, 3). 
?°(rj«= i, хг = 0) ограничениями, выполняющимися 
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С другой стороны, 

v&(*°)~[_J]i v^M 
В этом случае условия (1) запишутся для у 

У2<0. 

Вектор # = ( 1 , 0) удовлетворяет этим неравенствам. Однако это 
направление не будет допустимым, ибо выполнено условие x° + Qy& 
<£Х V9>0 . Чтобы исключить такие ситуации, следует наложить 
дополнительные условия на множество X (т. е. на множество огра
ничений gx{x))* 

Говорят, что область X, определяемая ограничениями gi(x)^0 
(i^l), удовлетворяет в точке х°^Х условию выделения ограниче
ний [34, 1], если 

cl(Cad) = G. (QC) 

Таким образом, постановка условия выделения ограничении в х* 
сводится к предположению, что условия (1) необходимы и доста
точны для того, чтобы направление у было допустимым в х° (или 
пределом сходящейся последовательности допустимых направле
ний в х°). 

Очевидно, что прямая проверка условия (QC) может на практи
ке оказаться трудной, поэтому отыскиваются достаточные условия 
реализуемости соотношения (QC). Наиболее важные результаты со-
держит приводимая ниже 

ТИемма 2. Для того чтобы соотношение (QC) выполнялось в 
каждой точке х^Х, достаточно, чтобы выполнялось одно из усло
вий а) или Ь): 

a) все функции g% линейны [32]; 
b) все функции gi выпуклы и множество X имеет непустую 

внутренность [51]; 
Для того чтобы соотношение (QC) выполнялось в точке х° е Хг 

достаточно, чтобы имело место условие: 
c) градиенты ̂ g^x0) (i&P) ограничений в х°, выполняющихся 

в форме равенства, линейно независимы [18]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прямая проверка п. а) не представляет 

труда. Для установления Ь) и с) рассмотрим конус 

Л = Ы ? Й Г Г ( * ° ) 0 < О V i e /<>}; 

оп называется конусом возможных направлений в #° (п. 3.2). Легка 
видеть, что Я с: Cad, откуда следует, что с1(Я)<=с1(Саа). 

Покажем, что каждое из условий Ь) или с) влечет равенство 
cl(/?)=G, и, значит, в силу леммы 1 имеем cl(Cad) = G, а это есть 
не что иное, как условие выделения ограничений. 

-М- виде 
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Прежде всего заметим, что достаточным условием равенства 
с] (/?)=£? будет R^0. В самом деле, допустим, что найдется у, 
для которого 

Vgl№)V<0 Vi<=/°, 
0 пусть j s G - произвольный элемент, т. е. удовлетворяет соотно
шениям 

Vg?(s°)y<0 V/€=/°. 
Тогда для любого А, е [0, 1] 

Я0 + ( 1 - Я ) у е Л . 
Устремив Я, к 1 снизу, получим последовательность направлепий, 

содержащихся в R и имеющих пределом у. Отсюда получаем 
с1(Л)=С. 

Предположим теперь, что выполнено условие Ь). Поскольку мно
жество X имеет непустую впутреяпость, то найдется такой элемент 
х, что 

gi(x)<0 V / s / . 
Тогда, используя свойство выпуклости функций gu для любого 
х° ^ X можем написать 

0>gi (*) > gi (*°) -I" V ^ (*°) ( i - *°)< 

значит, y = (x—x°)^R и, стало быть, R Ф 0 . 
Наконец, предположим, что выполнено условие с)\ Тогда не най

дется таких ненулевых Xi ( i e / ° ) ? что 

2 b,Vft(*°)-o. 

Отсюда при помощи теоремы Гордапа (см. приложепис 1) выводим, 
что найдется такой элемепт у ^ IV1, что 

V * t V ) j f < 0 V i e / 0 , 
и, значит, ЯФ0. 

З а м е ч а н и е 1. Условие Ь) леммы 2 можпо расширить, потре
бовав только, чтобы функции gi были псевдовыпуклыми (дифферен
цируемая на Кп функция называется псевдовыпуклой, если f(y)> 
**){х) для любых х, у таких, что vfT(x) (у — х)> 0). 

З а м е ч а н и е 2. Интереспо отметить, что различные условия 
леммы 2 допускают возможность комбинирования. Например, выде
ление ограничении может быть реализовано в любой точке ж е ! , 
осли функции gi либо линейны, либо нелинейны и выпуклы и если 
существует такой элемепт х^Х, что gi(x)<0 (для нелинейной вы
пуклой функции gi). 

Или еще, выделение ограничений будет реализовано в х°^Х, 
осли функции gi либо линейны, либо нелинейны и векторы Vgi(x°) 
(для нелинейной gi) линейно пезависимы. 
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1.2. Необходимые условия Куна — Таккера, Приводимая няод 
теорема является основополагающей: она дает, при условии выделе
ния ограничений, необходимое условие локальной онтимальиоста 
для экстремальной задачи с ограничениями типа (Р'). 

Т е о р е м а 1 [34]. Предположим, что функции /, g{ (z"e=/) непре
рывно дифференцируемы и выполнено условие выделения ограниче
ний в х°^Х, где 

Х = {же IVlgi ( * )^0 Vi e / } . 
Тогда, для того чтобы точка х° была локальным оптимумом за

дачи (Р'), необходимо, чтобы существовали такие числа Xi>Q 
{1^1), что 

V/(*°)+ 2 № ( * ° ) - 0 , 
i e i (КТ) 

Xigi(x»)-0 V I G = / . 

(Числа Ki называются множителями Купа— Таккера.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для того чтобы точка х° была локальным 

оптимумом задачи (/*'), необходимо, чтобы для любой дуги допу
стимой кривой ф выполнялось неравенство 

Дф (8) ) > / ( Ф ( 0 ) ) = /(*<>) 
при любом достаточно малом 9 > 0. Но 

1(<р(0))~}(х°)+0*Г(х«)у + 0о(Ъ)9 

где о(0) -> 0 при 0 -» 0, и у = ^ ( 0 ) «= Cad. 
Отсюда получаем необходимое условие: 

VjT(x°)y>Q Уу^С&й. 
Из этого условия следует, что должно выполняться также нера

венство 
Vf(*° )y>0 vj, e e l (С*) 

(по непрерывности, при рассмотрении последовательности допусти
мых направлений у\ сходящейся к ^) • 

По условию выделения ограничений в х° имеем cl(Cad) = G, от
куда получаем необходимое условие того, что х° — локальный мини
мум задачи (Р'): 

VfT(x°)y>0 
для любого у, удовлетворяющего неравенству 

V*F(*°)y<0 V i e / 0 . 

Теперь напомним теорему Фаркаша — Минковского (см. прило
жение 1). 

Пусть А есть р X g-матрица, Ь — вектор из Rp. Для того чтобы 
существовал элемент x<=l\q (x>0), удовлетворяющий уравнению 
Ах = Ъ, необходимо и достаточно, чтобы итЪ > 0 для любого и ^ R r̂ 
удовлетворяющего неравенству итА > 0. 
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Если отождествить в приведенной формулировке матрицу Ат с 
матрицей, столбцами которой являются векторы — v£i(#°) ( t ^ / ° ) , 
вектор Ь — с вектором Vf(x°), вектор хт — с вектором К = (А,*) 
/г:е/°), а вектор иг — с вектором #, то можно сформулировать тео
рему иначе: 

Для того чтобы VfT(x°)y>0 для любого у, удовлетворяющего 
условию 

[ - ^ Г ( * ° ) 1 у > 0 , J G / ° f 

необходимо и достаточно, чтобы существовали такие числа Xi>0 
(г^/°) , что 

V / (*° ) - 2 М - V * t (*"))• 

Выбрав Я,| = 0 для £ е / — /°, что выражается условиями А,*£*(я0) = 
«= 0, получаем условия Куна — Таккера в точке я0. 

З а м е ч а н и е . Важно отметить, что в том случае, когда градиен
ты насыщенных ограничений липейно независимы (тогда х° назы
вается регулярной точкой), вектор Куна —Таккера А, определен од
нозначно. 

1.3. Геометрическая интерпретация условии Куна — Таккера. 
Геометрически условия Куна — Таккера интерпретируются при по
мощи рис. 2. При условии выделения ограничений множество 

V:7,i*l 

Тис. 2. Иллюстрация ус
ловий Куна — Таккера 
на двумерном примере» 
В точке х° насыщенны
ми ограниченными яв
ляются ограничения g2 

и g4H/* = {2, 4}. 

"-ъ-Щх*) 

^ ° > 

дг[х) =0 

допустимых направлений 

Область 
определения X 

4Ю-° 
Допустимых направлений у образует конус Ca<i — пересечение 1/°| 
полупространств 

VgJ(x°)y<:0 V * e / ° . 

Для того чтобы точка х° была локальным оптимумом, необходи
мо, чтобы вектор — v/(#°)" составлял тупой угол с каждым допусти
мым направлением у. 
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При этих условиях можно геометрическими средствами убедите 
ся, что вектор — v/(^°) должен в действительности выражаться в 
виде линейной комбинации векторов Vgt(x°) (ге /°) с положитель
ными коэффициентами А*. 

1.4. Расширение на задачи с ограничениями типа равенств и l i ( s 
равенств. Условия Лагранжа. Условия Куна —- Танкера без труда 
распространяются па задачи, содержащие ограничения одновремен
но как типа равенств, так и типа неравенств: 

/ (*)-* min, 
gi(x)*ZQ, i e / « { l , 2, ..., m}, 
M*) = 0, I e L - { l , 2, ..., p), (Pl> 

x e R\ 
Все функции /, g,- (i^I), ht (l^L) предполагаются непрерывно 
дифференцируемыми. 

Если обозначить через X множество решений задачи (Рг) 
X=*lx\gt(x)<0 ( « s i ) , ht(x) = 0 (ZsL)>, 

то понятия дуги допустимой кривой и допустимого направления в 
точке х°^Х будут определяться в точности так же, как в п. 1.1. 

Обозначив спова через Cad копус допустимых направлений в ж0, 
доказываем, что необходимое условие принадлежности y^C.xd имеет 
вид 

y e C ^ l j / l i / e R ^ V f f W K O N n VAJV)y - 0 ( i e £)), 
где 

/ 0 «{ i !g , ( s ° ) -0} . 
Сформулированное условие пе является достаточным, поэтому 

мы снова вводим условие выделения ограничений: 
cl(C«,)«G,f (QC) 

которое сводится к предположению, что y^G\ есть необходимое и 
достаточное условие для того, чтобы направление у было допусти
мым (или пределом сходящейся последовательности допустимых 
направлений). 

Теперь может быть доказана 
Т е о р е м а 1' [34]. Предположим, что функции /, gi (i^I)f 

ht (l^L) непрерывно дифференцируемы и что условие (QC) выпол
нено в точке xQ — решении задачи \Pi). 

Тогда для того чтобы точка х° была локальным оптимумом зада
чи {P\)i необходимо, чтобы существовали такие числа h^O (i&l) 
и nt (l&L) ([it произвольного знака), что 

V/ (х°) + I k&gi (х°) + 2 pPhi («°) = О,, (AT) 
где 

hgi{xQ) = 0 V i e / . 
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Доказательство па каждом шаге аналогично доказательству тео-

Ре Основные достаточные условия выполнения условия (QC) в этом 
с1учае состоят в следующем. 

a) Функции gi (i^I) выпуклы, функции h (l^L) линейны, 
существует такой элемент х&Х, что gi(x)<0 V j e / и h(x) = 0 

b) В точке x°£zX градиенты Vgi(x°) Vi^I0 и ^hi(xG) V/e=£ ли
нейно независимы. 

Б случае задачи с ограничениями только типа равенства 
/(#)->- min, 

ft,(x)«0, l = L = {l, 2, ..., р}, 
s e l l " 

и при условии выделения ограничений в х° (линейная независимость 
градиентов ^ki(x°) (l^L)) необходимым условием, чтобы точка х° 
была локальным оптимумом, является существование таких чисел 
^ (Z^L) произвольного знака, что 

V/(*°)+ 2 ^ V A ! ( ^ ) « 0 . 

Тем самым мы вновь пришли к классическим условиям Ла-
грашка. 

§ 2% Достаточные условия оптимальности. Седловые точки 
и функция Лагранжа 

Теперь мы изучим достаточные условия оптимальности для задач 
типа 

/(#)-*■ niin, 
gt{x)*ZQ9 | е / , (Р) 

х es 5 <= R \ 
Заметим, что когда S = Rn, то мы вновь приходим к задаче (Р') 

из § 1. Тем не менее все, что будет говориться в этом параграфе, 
применимо и в более общем случае, к задачам типа (Р). Множество 
S может, например, быть множеством точек с целочисленными ко
эффициентами (целочисленное программирование см. в гл. 7.). 

Поставим в соответствие каждому i-му ограничению (i^I) дей
ствительное число hi ̂  0, называемое множителем Лагранжа* Функ
ция Лагранжа, отвечающая задаче (Р), есть по определению функ
ция 

L(x9%)~f(x) + 2hgi(z). 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть x^S, h>0. Говорят, что (х, h) 
сеть седловая точка функции L(x, h), если 

Ь(х,1)^14*Л) VxeS, (2)' 
L(i, > 0 ^ ( * Д ) VX>0. (3) 
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Пример седловой точки для функции двух переменных приведе» 
на рис. 3. 

2.1. Т е о р е м а 2 (характеристическое свойство седловьгх точекЛ 
Пусть х е S, Х>§\ точка (х, X) является седловой для функции 
L{x, X) в том и только том случае, если 

Ь (х, X) = min L (х, X), 
xziS 

gi(S)<0 V i e / , 
Higt{5) = 0 V i e / . 

(a) 

(b). 
(c) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Если (х, А) — седловая точка, то а) вы
полняется. С другой стороны, 

откуда 

и мы получаем 

L(x,K)>L(x,l), 

1 (х) + S USi (*) > / (*) + 2 hgi (x)t 

(4) 2 (я.{ —».i)gt(*)<o vx>o. 
Если условие b) не выполняется для некоторого индекса i% то 

Рис. 3. Иллюстрация по
нятия седловой точки: х 
мипимизирует L{x, X) на 
S; X максимизирует 

Цх, X) на R+" 

всегда можно выбрать достаточно большое X t>0, чтобы но выпол
нялось соотношение (4). Значит, Ь) выполнено. 

Наконец, для X = О 
(4)=*2W*(*)>0; 

i 

но А*>0 и ^i (#) < 0 =>■ 2 ^ (*) ^ 0. Стало быть, 

2 W< (*) = 0 =* А#, (5) = 0 V* е / , 
i 

и с) выполнепо. 
2) Предположим, что условия а), Ь), с) выполнены. 

(а) =*£(*, Х ) ^ £ ( * Д ) V^esS; 

с другой стороны, с)=> £(#, А) = /(#). 
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Наконец, 
L (х, к) = /(*) + 2 hgi (х) < / (х) = L (х, 1) VK > О. 

Следовательно, 
L(xf h)<L(xtT)<L(z,l.) Vk>0, VreS , 

что и завершает доказательство. 
2.2. Т е о р е м а 3 (достаточность условия седловой точки). Если 

(х, А) есть седловая точка функции L(x, Я), то х есть глобальный 
оптимум задачи (Р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия а) предыдущей теоремы сле
дует, что 

/ (*) + 2 ligi (*) < / (*) + 2 hgi (х) Ух е= S< 
i 1 

С другой стороны, _ _ 
(c)=>Ktgi(x) = 0 Vi, 

откуда 

/(*)</(*) + 2 W * ) V i 6 5 , 
i 

а поскольку k>0, то ](x)<f(x) для любого # ^ S , удовлетворяю
щего условию #<(#)<() V j e / ? откуда и следует теорема. 

Этот результат, весьма общий, применим к любым выпуклым и 
невыпуклым экстремальным задачам, с дифференцируемыми или 
педифференцируемыми функциями, непрерывным или дискретным 
множеством S, конечным или счетным, и т. п. 

Однако для некоторых задач может не существовать седловой 
точки. Это, вообще говоря, встречается в невыпуклых задачах. 
В гл. G мы покажем, как можно расширить класс задач, допускаю
щих седловые точки, введя обобщенные функции Лагранжа. 

2.3. Пример (невыпуклая экстремальная задача). Рассмотрим за
дачу с одной переменной х: 

f{x) = —х2 -> min, 
2х - 1 ^ 0, 

Примем в качестве 5 множество { . rKXx^ l} , в качестве ограниче
ний — неравенство 2х — 1 ^ 0, в качестве переменной Лагранжа — 
Я^О; тогда функция Лагранжа будет иметь вид 

Цх, X) = -x2 + X(2x-i). 
Поскольку функция L(x, X) вогнута в х (при любом фиксирован
ном Я,), то ее минимум в #€=[0, 1] достигается либо в ж = 0, либо 
в # = 1. Минимум я* « 1/2 не достигается пи при каком значении X, 
поэтому седловая точка не существует. 
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2Л. Необходимое и достаточное условие существования седловой 
точки. Функция возмущения. Погружая задачу (Р) в более пщро, 
кое семейство задач, называемых возмущенпыми задачами, мы ц01 
кажем, что при такой постановке можпо получить необходимое ц 
достаточное условие существования седловой точки, допускающее 
очень интересную геометрическую интерпретацию. 

Пусть у«(j/h #2, ..., Цт)Т — те-вектор, каждая компонента кото
рого соответствует ограничению gi(x)<0 задачи (Р). Рассмотрим 
для у е Rn семейство (возмущенных) задач 

/ ( ^ т т ( = Ф ( у ) ) , 
gi(x)<Vi V i s / , ( p j 

х е 5 . 
Ясно, что (Ру) сводится к (Р) при помощи модификации (возму

щения) правой части в ограничениях. 
Для у е Rm оптимальным значением для возмущенных задач 

'(Ру) будет функция Ф(у), называемая функцией возмущений. При 
# = 0 вновь приходим к исходной задаче и получаем Ф(0) = ипп(Р). 

Важпо отметить свойство монотонности фупкцпи возмущений: 
у'^у^Ф(у')>Ф(у), 

следующее пепосредствепно из определения (множество решений 
задачи (Ру>) включается в множество решений задача (Ру)). 

Теперь может быть сформулирована 
Т е о р е м а 4. Если задача (Р) имеет конечный оптимум х, то 

значение X будет множителем седловой точки в том и только том 
случае, если гиперплоскость 

z = O(0)~Xy 
будет опорной в точке г/ = 0 графика функции возмущений Ф(г/), 
т. е. в том и только том случае, если 

Ф (у)> Ф (0) - Ху У у е R \ (5)' 
Д о к а з а т е л ь с т в о ^ Н е о б х о д и м о с т ь . В самом деле, рас

смотрим такое X, что (х, X) есть седловая точка. По определепию 
Х>0 и 

f(x) + Ig(x)>f(x)+l.g(x) V s e S . 
Но, с другой стороны, Xg(x) = 0, поэтому 

f(x)+lg(x)>f(x) = O(0) = min(P); 
стало быть, __ 

f(x)><&(0)-Xg(x) Vx&S. 
В частпости, для любого у, при котором задача (Ру) имеет реше

ние, и для любого решения х этой задачи 
j{x)Xb(O)-Ig(x)>0(O)-~Xy. 
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Отсюда следует неравенство 
Ф(у)>Ф(0)-1у. 

Если у таково, что (Ру) не имеет решения, то Ф(#) = +<», и со
отношение (5) снова выполнено. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что 
Ф (у) > Ф (0) - ку У у е RM. 

Докажем спачала, что к > 0. Допустив, что kf < 0, и устремив 
у{~*+°° (когда другие компоненты нули), получим 

Ф(0)-Х]/->+оо, 
откуда следует противоречие со свойством монотонности: 

Ф(у)^Ф(0) v f f>0. 
Значит, Х>0. 

По определению функции Ф(у) 
f(x)>0(g(x)) Vx^S. 

Стало быть, 
f(x)>0(g(x))>0(Q)-l.g(x) Vx&S, 

откуда следует, что 

f(x) + 7.g{x)>f(x) (=Ф(0)) V i s 5 . 
В частпости, для х = х получаем 

I(x)+T.gCx)>f(i), 

откуда kg(x)_^Q. А поскольку также l.g(x)<0 (ибо k>0, g(x)*£ 
<0) , то Kg(x)=--0. Тогда соотношение 

f(x)+lg(x)>j{x)=*f(x)+lg(x) V^eS 
приводит к равенству 

L (.г, к) = min L (х, X), 

которое с учетом того, что к "> 0, Я#(.г) = 0, показывает (см. теоре
му 2), что (х, к) есть седловая точка. Следовательно, к есть множи
тель седловой точки. 

Доказанная теорема без труда распространяется па случай, когда 
задача (Р) содержит ограничения типа равенства, что приводит к 
исключению условий неотрицательности на соответствующие пере
менные к. 

Теперь мы приведем геометрическую иллюстрацию теоремы 4. 
Прежде всего рассмотрим следующий пример (который будет вос
произведен в гл. 6, ц. 2.4). 
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Пример . Рассмотри*! задачу 
#? + xl->m\ny 

2х{+х2<-4. 
Оптимум этой (ы.шуклой) задачи можно найти либо при помощи 
условий Куна — Танкера, либо геометрически. Получим Х\ = — 8/5 
#2 ^—4/5 (см. рис. 1 гл. б и. 2.4). В эгой точке значение минимума 
равно х\ + х\ — 1(5/5. 

Возмущенная задача записывается в виде 
ф (у) =: min х\ + zii 

2х[ + #2 + 4 ^ 1 / 
и имеет в качестве решения 

2 / / — <S 
xi = - ^ 5 ' Х* ^ ~ ^ " о ~ ' 

хг = 0, х2 = 0, 
Отсюда получаем 

ФОО-0, 

*<»-(*&+ W-T'-

если у < 4, 
если г/ ^ 4. 

если 
8 . 16 
Т ' / + ~5"' с с л и 

» > 4 , 

*/<4. 

^ф(у; 

Эта функция возмущевпй представлена на рис. 4. Ясно, что речь 
идет о выпуклой функции, имеющей 
в точке # = 0 касательную с_ угло
вым коэффициентом — 8/5 — — К. 

Из теоремы 4 следует существо
вание для этой задачи седловой точ
ки с множителем к ** 8/5. 

Этот пример будет изучен снова 
в гл. 6, гг. 2.4 в связи с двойствен
ностью; будет показано, что на са
мом деле значение X — 8/5 соответ
ствует оптимуму двойственной функ
ции и может быть получено в ре
зультате решения двойственной 
задачи. 

Предыдущий пример иллюстри
ровал ситуацию, когда решаемая за
дача выпукла и функция возмуще

ний выпукла. На рис. 5 показаны несколько случаев, которые так
же могут представиться. Для наглядности предполагаем, что задача 
содержит единственное ограничение и, таким образом, Хну — 
скаляры. 

Существуют многочисленные пепыпуклъю задачи, для которых 
функция Ф не выпукла и для которых, вообще говоря, пе существу
ет опорная плоскость, а значит, и седловая точка (рис. 5а), 
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Ряс. 4. Пример, иллюстрирующий 
необходимое и достаточное усло
вие существовании седловой точ

ки (георема 4) 



Однако в некоторых невыпуклых случаях (как дифференцируе
мых, так и недифференцируемых) функция Ф(у) может иметь опор
ную гиперплоскость в точке (О, Ф(0) ) , откуда будет следовать су
ществование седловои точки (рис. 56, 5с). Эти случаи трудны для 
рассмотрения. 

Наконец, в выпуклом случае (как дифференцируемом, так и не-
дифференцируемом) при некоторых условиях (см. п. 2.5 ниже) 

Рис. 5. а) Седловои точки нот. 6) Функция Ф не выпукла, но седловая точка 
существует, с) Функция ф не выпукла и не дифференцируема, но седловая 

точка существует, d) Функция Ф выпукла и седловая точка существует 

функция Ф{у) имеет опорную гиперплоскость в точке (О, Ф(0) ) , 
31 существование седловои точки обеспечивается автоматически 
{рис. Ъй). 

2.5. Существование седловои точки в выпуклом случае. Множи
тели Лагранжа как субградиепты функции возмущения. Как мы 
только что видели из геометрических рассмотрений, выпуклость 
функции возмущении Ф является, вообще говоря, достаточным ус
ловием существования седловои точки. Более точно, имеет место 

Т е о р е м а 5. Пусть функции /, g, (ie=I) выпуклы, множество 
S ег \\п выпукло и существует такое х е S, что 

gt(x)<0 Vi<=/. 

Тогда если задача (Р) имеет_ оптимальное решение х, то сущест
вует такой вектор множителей X > О, что (х, X) есть седловая точка 
функции Лагранжа L(x, X). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Классическое доказательство этой теоре
мы [32] использует теорему об отделимости выпуклых множеств (см. 
приложение 1, теорема 3) и имеет то неудобство, что не дает доста^ 
точных возможностей для интуитивного восприятия. Однако оно 
представлено в приложении 2. 

В действительности можно привести прямое доказательство, ис
ходя из теоремы 4 и заметив, что из ее условий следует, что: 

— Ф (у) —выпуклая собственная функция; 
— у —0 принадлежит внутренности с!от(Ф). 
Тогда отсюда вытекает, что Ф(у) имеет субградиент ч в точке 

у = 0 (см. гл. 1, теорема 6), удовлетворяющий соотношению 
Ф(у)>ф(0)+чу VpelV\ 

Положив Л. = —*у, выводим существование седловой точки. 
Выполнение сформулированных выше условий проверить легко. 
Выпуклость функции Ф очевидна. 
Если задача (Р) имеет оптимальное решение х с конечным зна

чением /(^) = Ф(0), то отсюда следует, что 0е=(1от(Ф). 
С другой стороны, существует такое x^S, что gi{x)<0 Vi&I9 

поэтому найдется такое е > 0, что 
ma* | j / i | < e = > g i ( * ) < y i Vie I. 

Следовательно, для достаточно малого \\у\\ множество решений за
дачи (Ру) непусто, значит, у^Аот{Ф), и отсюда следует, что 
Oesintdom(O). 

Наконец, чтобы показать, что функция собственная, заметам» 
что для любого у е dom(O) и у < О 

- о о > ф(у) ^ ф ( 0 ) > - о о . 

В частности, для у\ удовлетворяющих условию 
у\ = — е/2 V i s / , 

имеем 
+ оо > ф (у') > ф ( 0 ) > ~ о о . 

Пусть у" — точка с коэффициентами у\ = 4* М VI <= / , где М — 
большая константа, А/>0. 

Поскольку 0 принадлежит внутренности сегмента [у\ у"\ то 
соотношение Ф(г/")==—°° выполняться не может (ибо в этом слу
чае в силу выпуклости Ф(0) = —<» и мы приходим к противоречию)> 

Значит, 
Ф ( * " ) > - ~ . 

Для любой точки у^Аот(Ф) положим Л/ = тах{^ ; 0} и опре
делим у" посредством //I = Л/ V i e / ; тогда Ф(у)> Ф(г/")> — °°г 
откуда получаем требуемое. 

Приведенное доказательство интересно тем, что оно выявляет 
основное свойство множителей Лагранжа в седловой точке: 
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С в о й с т в о 1. В выпуклом случае X есть множитель седловой 
fOHKU в том и только том случае, если —X есть субградиеит функции 
возмущений Ф в точке у^Ь. 

Мы вернемся к этой интерпретации множителей седловой точки 
как субградиентов функции возмущения в н. 2.8 при постоптималь-
лом анализе. 

2.6. Связь с условиями Куна — Таккера в дифференцируемом 
рынуклом случае. Если функции / и gt выпуклы и дифференцируе
мы и если S ^ H " , то предыдущий результат может быть связан с 
условиями Куна—Таккера следующим образом: 

Т е о р е м а 6 (необходимость и достаточность условий Куна — 
Таккера в выпуклом случае). 

Рассмотрим случай S=l\n (задача (Р') § 1). Если при условиях 
теоремы 5 функции / и gi дифференцируемы, то, для того чтобы 
точка х была глобальным оптимумом задачи (Р'), необходимо и до
статочно, чтобы в точке х выполнялись условия Куна — Таккера, 
т. е.: 

существует такое Х>0, что 

VxL(x, Л ) - О , 
Xgi(x)*=0 V j e / . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 5 точка х есть глобаль-
ныи_оатимум в том и только том случае, если Х>0 таково, что, 
(х, X) есть седловаяточка, т. е. 

а) х->- min Ь(х, X) па Rw; 
b)ji{x)^0; 
с) Xtgi(2)-*Q Vi&I. 
Функции / и gi (l^ I) выпуклы и дифференцируемы, ноогому 

функция Цх, X) выпукла и дифференцируема по х, и, значит, ус
ловие а) равносильно равенству 

*,/,(*Д)«0, 
которое в комбинации с Ь) и с) дает условия Купа —Таккера в х. 

Итак, множители Куна —Таккера отождествляются с множите
лями Лагранжа в седловой точке. 

2.7. Достаточные услония локальной оптимальности в невыпук
лом случае. Очевидно, существует много задач, к которым предыду
щий результат пе может быть приме поп, ибо условие выпуклости 
является довольно обременительным. Тогда, как интересно заметить, 
Для получения достаточного условия локальной оптимальности мож
но довольствоваться условием локальной выпуклости. 

Таким образом, если функции f(x) и gt(x) дифференцируемы, 
то для того чтобы точка х была локальным оптимумом задачи (/*"), 
Достаточно, чтобы: 

a) функции j(x) и gi(x) были выпуклы в пекоторой окрестности 
точки х; 

b) в точке х были выполнены условия Куна —Таккера. 
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В общем случае, когда фупкции f(x) и gi{x) произвольны (пе 
обязательно дифференцируемы), для того чтобы точка х была ло
кальным оптимумом задачи (Р), достаточно, чтобы: 

a) существовала окрестность Т(х) точки х, в которой функ
ции f{x) и g,{x) выпуклы; _^ __ 

b) существовало такое А,, что («г, X) есть седловая точка, при 
дополнительном ограничения принадлежности У(х), т. е. точка, 
удовлетворяющая ограничениям 

L(x, l)^L{xy X) Yx^S{\T{x), 
L(x, %)<L(X, Г) Vk>0. 

2.8. Множители Лагранжа и постоптимальный анализ. Рассмот
рим задачу (Р): 

J(x)-+mint 

g(*)*09 (P) 

Постоптимальным анализом задачи (Р) будем называть исследова
ние вариаций оптимального значения задачи при малых возмуще
ниях правых частей ограничений. 

Иными словами, речь идет об исследовании функции возмуще
ний Ф(у) в окрестности точки # = 0. 

Предположил!, что функция Ф(у) дифференцируема в г/ = 0 и 
что задача (Р) имеет седловую точку (х, К). В этом случае опорная 
гиперплоскость к графику функции Ф(у) в точке (0, Ф(0)) есть 
касательная гиперплоскость, уравнение которой имеет вид 

* = Ф(0) + рт,ф(0)](у-0). 

Тогда I = -PVD(0)]p, или, иначе, 

Итак, множитель h седловой точки интерпретируется (с точ
ностью до знака) как частная производная оггтималыюго зпачения 
задачи (Р) относительно возмущения yt правой части 1-го огра
ничения. 

Можно придать этому следующую экономическую интерпрета
цию. Рассмотрим, например, исходную экономическую задачу, в ко
торой речь шла о максимизации доходов предприятия при различ
ных ограничениях па ресурсы (бюджетных, на первичные материа
лы и т. д.). Множитель h, соответствующий ограничению, относя
щемуся к i-му ресурсу, представляет собой дополнительный доход 
от дополнительной i-й единицы ресурса, которым располагает пред
приятие. 
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§ 3. Оптимизация с ограничениями. Прямые методы 
(решение исходной задачи) 

Большинство существующих методов в нелинейном программиро
вании можно разделить на два больших семейства: 

— прямые методы (методы непосредственного реитепия исходной 
задачи); 

— методы, использующие понятие двойственности. 
Прямые методы характеризуются тем, что они имеют дело непо

средственно с заданной задачей (называемой исходной задачей в 
противоположность двойственной задаче, которая будет определена 
в следующей главе). Эти методы порождают последовательность ре
шений (т. е. точек, удовлетворяющих ограничениям), обеспечивая 
монотонное убывание минимизируемой функции. Стало быть, опи 
обладают важным свойством: если итерационный процесс прерыва
ется, эти методы обеспечивают приближенное решение, удовлетво
ряющее ограничениям. И напротив, они, вообще говоря, неудобны 
тем, что связаны с некоторыми тонкостями и что бывает затрудни
тельно получить свойство глобальной сходимости (яркий пример 
см. в п. 3.2 ниже). В противоположность этому двойственные мето
ды— более сильные, и глобальную сходимость часто бывает легче 
получить; зато опи представляют то неудобство, что опи не дают ре
шения исходной задачи в ходе решения — оно реализуемо лишь в 
конце сходимости. 

Здесь мы ограничимся изучением лишь первого семейства, отсы> 
лая читателя для изучения другого семейства к следующей главе, 

3.1. Метод замены переменных. Иногда можно исключить огра
ничения типа неравенств при помощи специально подобранных пре
образований. Например, если ограничение имеет вид 

а < х < Ь (типа границ), 
то преобразование х = а + (Ь — a)sin2 у позволяет заменить х па 
неограниченную переменную у. 

Можно придумать много подобных преобразований. 
Точно так же часто можно, по крайней мере теоретически, исклю

чить ограничения типа равенства: 
Ы*) = о. 

Когда выполняется теорема о неявных функциях, то можно вы
разить одну переменную (например, х<) через другие: 

Однако в практическом плане этот метод применим лишь в случае 
линейных ограничений; это происходит из-за трудности определения 
обратных функций г]:,. 

В случае линейных ограничений, когда переменные—произволь
ного знака, метод позволяет сразу заменить задачу на экстремаль
ную задачу без ограничений; тогда этот метод можно особенно реко
мендовать. 
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3.2. Методы возможных направлений. Идея состоит в примене
нии принципа методов оптимизации без ограничений, чтобы учесть 
требования, диктуемые наличием ограничений. 

Более точно, выбираем исходную точку, удовлетворяющую огра, 
ничениям, и отыскиваем возможное направление перемещения у 
т. е. такое, что: 

a) малое перемещение в этом направлении не выводит из мно
жества X решений; 

b) функция j(x) в этом направлении строго убывает. 
Затем производим перемещение в полученном направлении на 

некоторое расстояние до получения новой точки, лучшей, чем пре
дыдущая; например, отыскиваем минимум функции /(#) в направ
лении у с ограничением не выходить из множества X. 

Для анализа метода такого типа мы обратимся к результатам 
гл. 3, и. 3.3, показывающим, что сходимость зависит, весьма реши
тельным образом, от выбора направления перемещения на каждом 
этапе. Яркой иллюстрацией этому будет служить метод Зойтепдойка 
[(55], который будет сейчас изложен и в котором будет показано, 
почему алгоритм не сходится в его примитивной форме и какие из* 
менепия необходимо произвести, чтобы обеспечить его сходимость. 

Рассмотрим задачу 
/(#)-*- min, 

gt(x)<0, г = 1, 2, ..., m, (P'f 
х е R", 

и пусть X есть область решений: 
X={x\gi(x)<0, г = 1, ..., m}. 

Будем исходить из точки #° е X. Задача состоит в выборе на
правления перемещения у, которое является возможным (удовлет
воряющим а) и Ь)). 

Пусть 

есть множество индексов насыщенных ограничений в х(>. 
Вектор у должен быть таким, чтобы малое перемещение в этом 

направлении не делало никакое насыщенное ограничение положи
тельным, т. е. ] 

[ж * (*° + Ц,-о = ? ^ {*0) У < °' Ш1°- \ 
Кроме того, малое перемещение вдоль у должно вести к умепыпе-; 
нию функции /, т. е. 

Г d 
ЛП* + *У) -v/T(*°)y<o-

Отсюда следует идея определить направление перемещения, оты
скивая единичный вектор г/, обращающий в минимум выражение 
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VjT(xQ)y при ограничениях 

Vg[(*°)y<0 V i e / 0 . 
Это приводит к решению задачи 

VfT(x°)y-»mm, 

Vgi№)y<0, « e / » , • ■ ■ ■" (/) 
УТУ = 1. 

Заменяя ограничение уту = 1 (которое нелинейно) другим усло
вием нормализации типа 

можно свести все к решению задачи линейного программирования: 
V/T (л;0) {/ -*- min, 

(но задача (/') не эквивалентна задаче (/)). 
Этот выбор, обладая преимуществом простоты, тем не менее мо

жет привести к серьезным затруднениям. 
Прежде всего, в случае нелинейных ограничений направление у, 

определенное задачей (/) или (/'), может быть таким, чтобы беско
нечно малое перемещение в этом направлении приводило к немед
ленному выходу из множества решений. 

На рис. 6 представлено в пространстве двух переменных Х\ и #2 
нелинейное ограничение gi(x)^Q> насыщенное в х°. 

Рис. 6. В методе Зонтеп-
дейка малое перемеще
ние в направлении у 
(расположенном здесь и 
касательной плоскости 
к ограничению в топке 
ЙГ°) выводит точку из 

множества решений К 

■ 4 

Исходящий из х° вектор у, минимизирующий VjT(y°)y, есть про
екция —Vf(x°) на плоскость, касающуюся ограничения в х°. 

Из-за кривизны границы (с уравнением gi(x)=*gi(x0)) видим,, 
что всякое, даже очень малое, перемещение вдоль этого вектора у 
выводит точку из области X; тогда для возвращения в X носле каж-

&(*) 9с(х°) 
&Ъ 
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дого перемещения необходимо осуществить специальную ироцедуру| 
и это может повлечь несходимость метода. 

Другая, более основательная трудность заключается в том, что 
отображение D (которое ставит в соответствие точке х направление 
перемещения) не замкнуто. 

Это проистекает из того, что в (/) участвуют лишь ограничения, 
насыщенные в х°. Следовательно, как только в процессе перемеще

ния новое ограничение становит
ся насыщенным, направление у 
может испытать резкий разрыв. 
Пример на рис. 7 ясно показы
вает это. Область X определяет
ся неравенствами 

х\>0, х2Х), #i + x 2 < l ; 

&гк 

имеем 
Vf - г а - const. 

Рис. 7. Пример, показывающий, что 
отображение D: х-* у не замкнуто 

Для внутренних точек отрезка 
[0, 1] оси х\ единственным насы
щенным ограничением будет 
ограничение #2^*0, и оптималь
ным решением задачи (/) будет 

направление у = | | [, параллельное — V/. В точке ж '= 0 | ограниче
ние х\ 4- #2 ^ 1 также становится насыщенным, и оптимальным ре 
шением задачи (/) будет направление 

"—1/5/2 
. + У2/2 У' 

Это объясняет, почему метод Зойтендейка, в его исходной форме, 
может не сходиться. 

Чтобы избавиться от этих пеудобств, воспользуемся идеей по
иска на каждом этапе направления перемещения, учитывающего 
все ограничения задачи, а не только насыщенные ограничения. 

Предположим, что для достаточно малого li//il (для определенно
сти \\у\\2<а) функция / и ограничения gt (i^I) могут быть аппрок
симированы их разложением Тейлора первого порядка. Поиск на
правления перемещения, учитывающего множество ограничений, 
может производиться при помощи решения задачи 

Vf (*°)p-H.mmf 

Ы*0) + ^?(*в)у<0 Vn 
УТУ ^ а. 

Л (Г1) 

Из-за ограничения нормализации эта задача нелинейна. С другой 
стороны, если для насыщепного ограничения i s /° решение задачи 
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(77) удовлетворяет условию 

то ясно, что можно найти задачу того же типа, что и упомянутая 
выше (когда любое малое перемещение выводит точку из множе
ства решений). Поэтому было предложено [55] заменить задачу (//) 
(очень близкой) задачей линейного программирования 

6 -*- min, 
V W ) y - 6 < 0 , (7/7) 

gi (x°) + Vgf (*°) у - ml < 0 Vi e 7, 
в которой неизвестными являются iji ( г е / ) , | , а щ (iе=7) — пара
метры, которые фиксированы и положительны. Это — метод Топки-
са и Вейнотта. 

Задача (7/7) снова состоит в минимизации критерия спуска 
V/T(#°)#> но с требованием па этот раз, чтобы в направлении у уда
ляться от границы области X, по крайней мере локально. В самом 
деле, если оптимум задачи (777) соответствует некоторому значению 
g* < 0, то ясно, что Vf (х°) у < О и, значит, у есть направление 
спуска. 

С другой стороны, из соотношения 

выводим, что все ограничения будут оставаться выполненными для 
достаточно малых перемещений в направлении у, 

Параметры а{ используются в качестве коэффициентов норма
лизации: они теоретически должны быть выбраны в виде функции 
кривизны функций gi в х° (а стало быть, соответственных значений 
гессианов в х°). Практически при отсутствии этой информации ча
сто выбирают Ui= l ( V i e / ) . 

Поскольку в (777) входят все ограничения (даже те, которые пе 
являются насыщенными), то найденное направление не испытыва
ет резкого разрыва, когда ограничение перестает быть активным или 
когда становится активным новое ограничение (в противовес этому 
решение за;шчи (///) является более дорогостоящим, поскольку 
содержит дополнительные ограничения). 

Теперь можно сформулировать следующий результат. 
Л е м м а 3. Предположим, что: 
— функции / и gt непрерывно дифференцируемы] 
— множество решений 

X = iz\gt(x)^0, iel} 
выпукло и имеет непустую внутренность, г, е< 

('Ах: gi(x)<0 Yi); 
— все точки х^Х регулярны (для всех насыщенных ограниче

ний в х градиенты ^gi(x) линейно независимы). 
Тогда отображение Д которое каждой точке х°&Х ставит в со

ответствие направление перемещения у — решение задачи (III),— 
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замкнуто и порождает равномерно возможные направления (су 
гл. 3, § 3), 

Доказательство см. в [35]. 
Из леммы 3 и теоремы 3 гл. 3 выводим, что произведение отобра

жений Ux°D, гле Vx соответствует одномерной оптимизации с огра
ничением: 

min {f(x°+ay% 

замкнуто. 
Чтобы применить теорему 10 гл. 1 и доказать тем самым гло

бальную сходимость метода Тонкиса и Вейнотта, достаточно, следо
вательно, показать, что / есть функция спуска. Поскольку у есть 
направление спуска для / до тех пор, пока для оптимума задачи 
(///) выполняется £*<0, достаточно убедиться в том, что если 
j : * = 0, то текущая точка будет локальным оптимумом. Справедли
вость этого утверждения показывает 

Т е о р е м а 7. Если в некоторой точке х° ^ X оптимальное з/ш-
чение задачи (III) удовлетворяет условию | * = 0 и если #° есть ре
гулярная точка множества А", то в х° выполняются условия Куна — 
Таккера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что |* = 0. Связывая с ог
раничениями задачи (///) двойственные переменные u-о^О, щ>0 
(i^I), запишем задачу, двойственную задаче ( / / / ) : 

ie/ 

h) + 2 №li = ! 
Цо^О, ц.-^О 

(IV) 

(где ограничения являются ограничениями типа равенства, ибо в 
(///) переменные у и | —произвольного знака). 

Согласно теореме двойственности в линейном программировании 
имеем 

Поскольку \и>§ и gi(x°)<0 VI&-I, то |i«g«(a:0)eQ V i e / ; это пока
зывает, что лишь те и.*, которые соответствуют ограничениям, насы
щенным в х°у могут быть отличны от пуля. 

Если #°—регулярная точка, т. е. если ^gi(x^) линейно незави
симы для i&l0=*{i\gi(zP) = 0}, то 

h « 0 ^ 2 {nVgi{afi)=*0=>in = 0 Vie-P=>in=*0 Wish 

что противоречит второму ограничению задачи (IV)» 
Следовательно, и-о^О. 
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Положив теперь h = р,*/цо ^ 0, приходим к тому, что &i ̂  О 
удовлетворяют равенствам 

V/(*<>) + 2Я^(^ ) = = 0 ^ 

Я^(*<>)=0 V i e / . 
Следовательно, при обычных условиях регулярности алгоритм Зой-
тендейка оканчивается, когда |* = 0, при помощи выделения точки, 
удовлетворяющей условиям Куна — Таккера. 

3,3. Метод проекционного градиента [48J. Вполне естественная 
идея применения методов оптимизации без ограничений к задачам 
я ограничениями состоит в проектировании перемещения на каж
дом этапе на границу области, с тем чтобы убедиться в том, что 
вновь полученная точка принадлежит множеству возможных ре-
шелий. 

Модифицируя таким способом, по возможности незначительно, 
етсходпый метод, можпо надеяться сохранить его эффективность. 
Были предложены многочисленные алгоритмы, основанные на этой 
общей схеме. 

Например, для градиептного метода приходим к проектированию 
градиента па границу области. Это дает продвижение вдоль грани
цы в направлении «относительно» самого сильного спуска, т, е. тре
буемого ограничениями; один из первых алгоритмов, построенных 
по этому принципу, есть проекционный градиент [48]. 

Как мы покажем, метод проекционного градиента особенпо инте
ресен в случае липейных ограничений. 

Итак, пусть задача поставлена в виде 
/Or)^min, 

diX = bu i e= / 2 . 

(Заметим, что если имеются ограничения типа положительности на 
переменные, то они рассматриваются как включенные в ограниче
ния типа 1\.) 

Предположим, что нам известно решение х (такая точка всегда 
может быть получена при помощи решения задачи линейного про
граммирования). Пусть 

P{x)={i\i^h\ ciiX^bdVh 

ФСТЬ множество индексов ограничений, насыщенных в точке х. Най
дем в х направление перемещения d (lld!l = l ) , которое позволяет 
уменьшить максимально возможно f(x) (и, значит, делает Vf(x)d 
минимальным), но которое, но крайней мере для малых перемеще
ний, позволяет оставаться в множестве реализуемых решений. Это 
приводит к тому, что направление d должно удовлетворять соотно
шениям 

atd = 0 Vte/o(*). (6) 
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Обозначим через Л° подматрицу матрицы Л, состоящую из стро^ 
ie-P(x) матрицы А. Введем условие, что Л° есть матрица полного 
ранга, т. е. (А°)= \1°{х)\ =* (/, что сводится к предположению об. 
отсутствии вырожденности в точке х°. Ясно, что множество векторов, 
d, удовлетворяющих соотношениям (6), составляет векторное под,. 
пространство размерности n — q, определенное следующим образом* 
S° = {y\A°y = Q}. 

Стало быть, речь идет об отыскании такого d^S° , что VjT(x)d 
минимально, с ограничением нормализации lldil =* 1. 

Приводимый ниже результат дает явное решение этой задачи, 
получаемое проектированием вектора — v /(#) на подпространство 5°. 

Т е о р е м а 8. Если А0 есть qXn-матрица полного ранга q^n^ 
то оптимальное решение задачи 

Vf (x)d-+mint 

Hdll - 1, 

есть d —у/Ну И, где у — проекция вектора —^/(я) па S°*={y\A°y =» 
= ()}, задаваемая формулой 

^ = = ; - / > 0 V / ( t r ) = = ^ ( / ^ ^ 0 T ^ 0 / 1 0 T j - l y l 0 ) V / ( 4 

(Р° называется матрицей проектирования на 5°). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Любой вектор из Кп, и в частности — v/(x)^ 

может быть записан в виде 

где S01- — ортогональное дополнение к S0 в К". Зиачит (учитывая,. 
что : " е Г , d^Sb)f 

-VjT(x)d==yTd + zTd = yTd. 

Поскольку d — произвольный единичный вектор из 5° и jj&S0, то 
величина VfT(x)d будет минимальной, когда будет максимальной 
величина yTd, т. е. когда d —y/1'yil. Значит, искомое направление d 
параллельно у — проекции вектора — v/(#) на S°. 

Для нахождения у заметим, что Sox есть векторное подпростран
ство пространства Ц% порожденное столбцами матрицы Лот; тогда 
z можно взять в виде х~Аоти, где и —вектор из К', который тре
буется найти. Записывая 

-Vj(x)=*y + A0Tu 

и используя тот факт, что y^S° (а зпачит, что Л°у = 0), получае:^ 
доц « -^°V/ (х) - А°Аоти - 0. 

Если Л° —матрица полного ранга (т. е. rang(i4°) = q), то матрица 
(А°А0Т) обратима, что позволяет найти вектор к: 

a = - [ / l ^ 0 T ^ 0 V / ( * ) , 
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а, стало быть, у задается в виде 
У e ~ v / (*) + AQTlA°AQT}-xA°Vf(x)- -P°V/(x), 

где матрица 
р°-/-лоти0^от]^0 

есть матрица проектирования на подпространство S°. 
Заметим, что если у ¥* 0, то у есть направление спуска, ибо 

Получив направление перемещения d ву/Иу11, находим требуемое 
s ограничениях максимальное перемещение, т. е. такое, что 

o w = max (ctla >0; х + ау е= X), 
где 

X = {xbeR" ; д*х < Ы ( i e / | ) ; asx = bt ( i e / 2 ) } , 
Тогда следующая точка я7 выбирается как точка, минимизирующая 
jf(# + ay) на отрезке [0, а«,ах]. 

В точке х требуется определить новое множество /° насыщен
ных ограничений и новую матрицу проектирования Р°, позволяю
щую вычислить новое направление перемещения у — —P°^f(xf)f 
ш т. д, 

Стало быть, алгоритм действует таким образом, пока у=* 
— -/>°v/(*)*■(). 

Посмотрим теперь, что происходит, когда т/ =» — P°V/(,z)~0 в 
текущей точке я. В этом случае имеем 

Vj(x) + AOTu~07 (7) 
причем 

u~44°4°4-M°v/(<r) . (8) 
Поскольку столбцы матрицы Лог являются градиептами насы

щенных ограничений в точке х, то ясно, что при и > 0 соотноше
ние (7) выражает не что иное, как условия Куна — Таккера в те
кущей точке ху а это равносильно утверждению (с привлечением 
■обычных условий), что х есть локальный оптимум задачи. 

В случае, когда /7 = 0, но вектор и, заданный соотношением 
(8), имеет строго отрицательные компоненты, текущая точка мо
жет не быть оптимальной и необходимо искать другое направле
ние перемещения. Для итого исключим в 7° одно из i ограничений, 
для которых ил<0 (например то, для которого щ отрицательно с 
наибольшим модулем). Получим новую матрицу А'0 и новую мат
рицу проектирования Р'°, которая позволит найти новое направле
ние перемещения у' = — Р'°У}(х). 

Легко показать, что направление у\ полученное таким образом, 
всегда удовлетворяет условиям: 

1) 1' + 0; 
2) у' есть направление спуска для /. 
После этого итерации могут производиться с новым направлен 

нием у*. 
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Таким образом, алгоритм проекционного градиента составляет 
следующую процедуру-

a) На итерации & = 0 мы находимся в точке х°. 
b) Текущая к-п итерация — в хк. 
Определить множество 1°(хк) индексов насыщепных ограниче

ний. Положить Ц> = 1°(х*). 
c) Пусть Л°—-матрица, строки которой соответствуют ограни

чениям i e ZA 
Вычислить матрицу проектирования 

ръ = 1-Аот{Аиот]->А°. 

Затем вычислить ук = — P0s?f(xh). 
Если yh = Q, то перейти к е). 
d) Если ук^0, то найти amal = max {а\хк + аук^ ЛГЬ 
Затем найти такое #*м, что 

/ (^Hi) — m j n {j (Хл + ayk)}. 
0 - < a « a r n a x 

Положить к *- к 4-1 и возвратиться к Ь). 
e) Пусть ^ = — [Л°Л0Г|-1Л^/(Х^). 
Если иХ), то конец: #* удовлетворяет условиям Куна — Так-

кера. Иначе пусть ut — наибольшая но модулю из отрицательных 
компонент вектора и. 

Положить L°-^-L°—Ш и возвратиться к с). 
Метод обладает одним интересным свойством: между Лг-й и 

fc+1-й итерациями множества 1°{хк) и /°(#A+I) индексов насы
щенных ограничений различаются, вообще говоря, самое большее 
одним элементом. Следовательно, матрицы А° различаются не бо
лее чем одной строкой, и новая матрица проектирования может 
быть вычислена непосредственно исходя из прежней, а это суще
ственно снижает объем требуемых вычислений на каждой итерации. 

Исследуем глобальную сходимость метода. Известно, что схо
димость существенно зависит от свойств отображения Z?, которое 
точке хк ставит в соответствие искомое направление ук: D должно 
быть замкпутым (гл. 1, § 4) и должно порождать равномерно до
пустимые направления (гл. 3, § 3). 

По легко видеть, что отображение D не является замкпутым, 
поскольку направление #\ вообще говоря, испытывает резкий раз
рыв, когда повое ограничение становится активным. Стало быть, 
глобальная сходимость метода проекционного градиепта не гаран
тируется. 

Тем не менее не представляется возможным указать явно прак
тический случай отсутствия сходимости, а это, в соединении с про
стотой постаповок, позволяет рассматривать метод как интересный 
инструмент, по крайней мере для решения задач нелинейной опти
мизации с линейными ограничениями. 

В случае нелинейных ограничений метод проекционного гра
диента может быть обобщен, но, как мы покажем, появляются 
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трудности, которые делают его использование гораздо более тон
ким. Рассмотрим задачу типа 

j{x)-*- min, 
*,(*)< 0, i e / b 

gi(x) = 0, i&h. 
Пусть х — реализуемая (текущая) точка и 1°(х)—множество 

индексов ограничений, насыщенных в х. Направление перемеще
ния у в точке х вычисляется здесь как проекция вектора —Vf(x) 
на векторное подпространство 5°, касательное к поверхности, опре
деляемой равенством gi(x)~Q (i^P(x)). 

Если обозначить через g°(x) вектор [gi^x), gi2(x), • . . , giq(x)]T* 
де° Г dg{ ■ dgi 

где Uu fe, . . . . ч ) в * 0 ( х ) , а через -^ (х) — матрицу - ^ , —*, . . . 
И "Г 

. . . , -г— (якобиан функции g°, вычисленный в я), то ясно, что 
подпространство 5° определяется посредством множества векторов 
у, удовлетворяющих условию [dg°fdx]y = 0. 

Иными словами, вычисление проекции вектора —v/(#) па 5° 
будет производиться в точности так же, как и в линейном случае,. 
при условии замены матрицы А0 матрицей [dg°/dx]. Получаем 

y—P°Vf{x), 

Итак, вычисление проекции не представляет существенной труд
ности по сравнению с линейным случаем. 

Однако главная трудность проистекает из того, что, вообще 
говоря, направление перемещения у сразу выводит точку из обла
сти X решений. Тогда необходимо предусмотреть специальные про
цедуры, позволяющие вернуться в X, когда малое перемещение 
уже осуществлено в направлении у. В этом случае выбор наилуч
шего перемещения следует из топкого компромисса между убыва
нием функции / (что требует больших перемещений) и необходи
мостью оставаться достаточно близко к границе множества X (что 
требует малых перемещении). Отсюда следует, что всегда в выс
шей степени трудно строить на этом принципе общие пограммьт, 
применимые к произвольным задачам нелинейного программиро
вания» 

С такого рода ситуацией мы вновь столкнемся в п. 3.5 при 
рассмотрении обобщенного метода приведенного градиента. 

3,4. Метод приведенного градиента. Другой метод, применимый 
к случаю линейных ограничений, есть метод приведенного гради
ента [62]. Хотя на уровне принципов этот метод очень близок ме
тодам проекционного градиента, па уровне техническом он суще
ственно отличается от них и, вообще говоря, признан более эффек-
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тивньш. Это, вне сомпения, объясняется тем фактом, что он со
ставляет прямое расширение симплексного метода. 

Задача, которую требуется решить, предполагается взятой в 
стандартной форме, т. е. (гл. 2) с ограничениями только типа рц, 
вепства: 

f{x)~+- min, 
Ax = b, 

х>0. 
Предположим, что А — тX «-матрица, a:eRn, Ь = (Ьь &2, ...» Ьт)Т. 

Пусть В есть базис, т. е. регулярная m X яг-матрица, извлечен
ная из А. Положим Л—[В, N], х~[хв> xN]. Ограничения можно 
записать в виде 

Вхв + NXK = й, 
что позволяет выразить базисные перемепные как функцию вне-
базисных переменных: 

хв = Ъ - NxN, где Ъ = #-*&, JV = B~lN. 
В дальнейшем будем предполагать базис В певырожденпым, т, е. 
таким, что Ь > О (и это условие должно выполняться в течение 
всей процедуры). 

Вариация df функции / для перемещения dx, согласованного 
х ограничениями, записывается в виде 

dxB = — N dxtf, 
-откуда следует 

df -[ik-ik^)dXN = UN dXN% 

где полагаем 
V dxN i)xB 

По определению вектор uN называется приведенным градиентом 
относительно базиса В. 

Пусть па текущем этане алгоритма х = [хв, я*] — полученное 
реализуемое решепие. Чтобы его улучшить, перейдем к направ
лению г/ = [г/в, у к], где у» определяется равенствами 

* Уз = 0, если щ > 0 и Xj = О, 
• у} = —щ в противном случае 

для всех индексов /, соответствующих всебазиспым переменным, в 
У в = -NyN. 

Ипаче говоря, в пространстве внебазиспых переменных (незави
симых переменных) перемещаются в направлении, противополож
ном направлению приведеппого градиента, и, если это направление 
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стремится сделать переменную х$ отрицательной, вводят требование 
^ = 0 (это есть не что иное, как проекция на положительный 
ортант в пространстве внебазисных переменных). 

Если yN = 0, то, как будет показано ниже, условия Куна — Тан
кера выполняются. Для выпуклой функции / это означает, что 
оптимум достигается. Для невыпуклой функции / имеем локаль
ный оптимум. 

Если JJN^O, TO находим 0>О, минимизирующее функцию 
£ ( б ) = / (х + ®У) • Поскольку ограничения положительности пере
менных должны всегда выполняться, то должно выполняться не
равенство Xj + Qyj &* 0 V/, что приводит к соотношениям 

0 < 0 n i a x = min |— -

Таким образом, находим 0, минимизирующее функцию g(0) на 
[0, Отах] (одномерная минимизация). 

Могут представиться два случая. 
а) 0 < 0тах. В этом случае никакая переменная не уничтожает

ся. Процедура производится, начиная с новой точки х' = x + Qy> 
Снова вычисляем вектор иу, используя тот же базис В. 

в) 0 = 0тах. В этом случае одна неременная аннулируется, до
пустим xg. Если ха — внебазисная переменная, то продолжаем про
цедуру без замены базиса. Если же xs — базисная переменная, то 
осуществляем замепу базиса: любую впебазисную переменную 
#, >0_можно заменить па х9 при условии, что разрешающий эле
мент Aai строго положителен. После этого процедура продолжается 
с этим новым базисом. 

В заключение убедимся в том, что условие ir/.v ™ 0 влечет усло
вие Купа—Таккера (ибо ограничения линейны и условие выделе
ния ограничений выполнено). 

Сопоставим ограничениям Ах = Ь множители Куна — Таккера v-
(любого зпака), а ограничениям х > 0 — множители wX); усло
вия Куна — Таккера записываются в виде 

_ | £ + !;Л + «,•/ = ()« (!)> 
ыгс«0 (10) 

(/ — единичная п X /г-матрица). 
Положим 

v = (dffdxB)B~\ iv = [ivB, WN] 
при wB = 0 и 

df df Tr 
ducN oxB ' 

тогда соотношение (9) выполнено. 
Заметим, что равенство i/.v — O влечет и# > 0 , откуда V>N>Q 

и, значит, w>0. С другой стороны, поскольку для любого впеба-
зисного / имеем у} = 0, то щ> 0 = ^ ^ = 0, и мы приходим к тому, 
что условия дополнительности (10) выполнены. 
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Итак, условия Куна — Таккера выполняются при yN = 0. 
Метод приведенного градиента, в его примитивной форме, как 

он здесь изложеп, не сходится глобально. В самом деле, легко 
видеть, что направление перемещения у может испытывать рез
кие разрывы, например, когда ограничение перестает быть актив
ным. Тем не менее можно получить глобальную сходимость, мо
дифицируя метод и определяя направление перемещения у ра
венствами 

Уз = —и, при щ < 0, 
у. = —х3щ при щ > 0 

для всех индексов /, соответствующих внебазисным переменным 
(см., например, [35]). 

3.5. Обобщенный приведенный градиент. Метод обобщенного 
приведеппого градиента [3, 4] содержит комбинацию идей методов 
линеаризации и методов приведенного градиента. Долгое время 
метод рассматривался как один из наиболее эффективных для ис
следования общего случая, когда как оптимизируемая функция, 
так и ограпичепия нелинейны (однако при этом делалось предпо
ложение об их непрерывной дифференцируемое™). 

Всегда можпо допустить, что задача имеет стандартную форму: 
/(ж)-*- min, 

g(x)=*[g\(x), ft(s), •••» gm(x)Y**0f 

x>0. 
Обозначим через / —(1, 2, ... , n) множество индексов переменных. 
Пусть х°— реализуемое (текущее) решение, т. е. решение, удов
летворяющее условиям g(ж°) = 0, xQ>0. 

Подмножество переменных BczJ, где 151= иг, называется ба
зисом в том и только том случае, если матрица (якобиан) 

" [ ? Ji=l m 

регулярна. Тогда вектор х можно представить в виде 
X = [Хв, XN\, 

где хв — базисные переменные (зависимые переменные), Хк — вне-
базисные (независимые) переменные. 

Исходя из точки х°, будем отыскивать направление перемеще
ния, позволяющее уменьшить функцию /, оставаясь в пределах 
выполнения ограничений. 

Вариация df функции / для бескопечно малого перемещения 
dx = [dxB, dxN], согласующегося с ограничениями, записывается 
в виде 

«-&-(£Я£Г (£)]*•-'*'''» 
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уде вектор 
и = */ ( df )( д* )-Ч ** ) 

называется обобщенным приведенным градиентом. (NB: все яко
бианы вычислены в текущей точке я0, и это останется так всюду 
в дальнейшем.) 

После этого находим направление перемещения yN относитель
но независимых переменных: 

У} «= 0, если щ > О и X} — 0, ) е N, 
Уз~—щ в противном случае (j&N). 

Тогда направление перемещения ув относительно базисных пере
менных выводится из yN по формуле 

При yN = 0 доказано, что условия Куна — Таккера в текущей 
точке х° выполнены. _ 

При ук^О находим Ъ > 0, минимизирующее функцию цере
монного 0: 

ф(9) - / (*° + б1,). 
Поскольку условия положительности перемепных всегда должны 
быть выполнены, то должно выполняться неравенство 

Ъ + Ъу>>0 V/, 
а, значит, 

Таким образом, находим 8, мпнимизирующее г|з(8) на [0, GmaJ 
(одномерная минимизация). 

После нахождения таким способом значения 9 точка х — х° + 
+ 0у, очевидно, удовлетвряет ограничениям положительности 
(х>0). 

Однако поскольку перемещение у* базисных переменпых было 
получено, исходя из yN, липеаризацией ограничений, то пет ни
каких оснований для того, чтобы х удовлетворяло ограничениям 
g{x) = 0. Для получения допустимой точки х\ исходя из #, при
меняем метод Ньютона решения нелипейпых систем (в перемен
пых хв)'- g(xB, Хр,) — 0, где точка xN = х% + 0yN остается фиксиро
ванной и где хв = х^ + ®Уя— начальная точка итераций. Это при
водит к рекуррептной формуле 

(t есть помер итерации). 
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Отметим, что в принципе обращепие якобиана [dgjdxB\ x долж
но быть оценено на каждой итерации t в точке хв. Однако в боль
шинстве случаев достаточно осуществить это вычисление с обра~ 
щепием якобиана в точке #«; получаем значительный выигрыш во 
времени. Стало быть, общий метод будет резервирован па случай 
когда упрощенный метод не сходится. 

А тогда могут представитЕ>ся две ситуации. 
a. Метод Ньютона сходится к точке Хв^О. Тогда вновь повто

ряют итерационную процедуру (нахождения обобщенного приве
денного градиента и направления перемещения), с сохранением 
того же базиса В и с началом в новой точке хх = [яв, xN]. 

b. Поскольку метод Ньютона не учитывает ограничений поло
жительности переменных хв, может оказаться, если исходить из 
хв ^ 0, что после некоторого числа итераций одна из базисных 
переменных, например хг, обращается в нуль или становится от
рицательной. Тогда следует осуществить замену базиса. Процедура 
аналогична той, которая была реализована в линейном случае (ал
горитм приведенного градиента): выбираем внебазисиую перемен
ную xs, которая может быть заменена на хТу причем критерий вы
бора переменной х8, вообще говоря, основан на абсолютном значе
нии члена (разрешающего элемента), соответствующего r-й строке 
и 5-му столбцу матрицы вида 

Г dg 1 - 1 / dg \ 
[дхв\ [ dxN ) 

(якобианы оцепиваются в х°), 
После вычисления обращения пового базиса В' =» В + Ы — {г} 

в х° (можно воспользоваться формой обратного произведения) 
вновь вычисляем обобщенный приведенный градиепт (в х°) отно
сительно нового базиса и находим новое направление перемещения, 
исходя из х°. 

Сходимость метода к точке, удовлетворяющей условиям Куна — 
Таккера, установить очень трудно. Лишь недавно удалось полу
чить доказательство сходимости [52, 53, 40] при помощи пекоторых 
модификаций исходной процедуры и при помощи условий, вообще 
говоря, исключительно трудных для их практической проверки. 
По-видимому, пе существует результата, касающегося скорости 
сходимости, по можно ожидать, что таковая подвержена тем же 
ограничениям, что и в методе проекционного градиента (п. 3.7)» 

Имеется улучшение метода обобщенного приведенного градиен
та [2] при помощи функции Лагранжа и двойственпости. При этом 
кажущийся рост преимуществ, отсюда вытекающих (алгоритм ещо 
пе прошел систематических проверок), существенным образом обя
зан дополнительной информации, доставляемой двойственной зада
чей, и при этих условиях можно задаться вопросом — пе будут ли 
методы, которые систематически используют двойственность, во 
всех случаях предпочтительнее с тройной точки зрения — свойств 
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сходимости, простоты применения и общности изучаемых задач 
(гл. 6). 

При ближайшем рассмотрении основное преимущество метода 
обобщенного приведенного градиента кажется основанным на том, 
что он может эффективно использовать малую плотность матриц 
(якобиапов) и тем самым позволяет решать пекоторые задачи 
относительно большого объема (в несколько десятков переменных 
0 ограничений). 

3.6. Методы линеаризации. Успехи симплекс-метода при реше
нии линейных задач, даже больших размеров, побудили многих 
авторов к развитию методов, называемых линеаризацией. 

Общий принцип прост: заменяем решение нелинейной задачи 
решением последовательности линейных задач, аппроксимирую
щих, в некотором смысле, заданную задачу. 

Эти методы существенно используют тот или другой из следую
щих технических приемов (а возможно и оба). 

a) Касательная аппроксимация. Нелинейная непрерывно диффе
ренцируемая функция h(x) заменяется в окрестности точки х~х° 
аффинной функцией 

z-hlaP)+VhT(aP)(x-aP) 
'{уравнепие касательной плоскости в ж0 к графику функции h). 

b) Барицентрическая аппроксимация. Пусть имеется нелиней
ная (выпуклая) функция h(x). Зададим К точек у\ у2, ..., ук и 
заменим функцию h(x) функцией й, определяемой соотношениями 

A(s) « m i n i 2 W ^ ) L 

к 
2 Kyh = *• 

точно так же, если функция h вогнута, то заменим ее функцией 
h, определяемой соотношениями 

h (х) = max | 2 М (Ун)\а 

к 
2 hvk = z* 

Процесс, состоящий в замене одной нелинейной задачи после
довательностью линейных задач, полученной в результате каса
тельной аппроксимации в единственной текущей точке, вообще 
говоря, не сходится, в чем легко убедиться на примере (рис. 8). 

Область есть выпуклый полиэдр (линейные ограничения), ли
пни постоянного значения — концентрические круги. Взяв х° в ка
честве отправной точки, получим последовательно ж1 и х1, затем 
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эти две точки будут последовательно чередоваться до бесконеч
ности. 

Для избежания этих неудобств можно воспользоваться различ
ными техническими приемами: 

— ограничение перемещений (например, применение одномер
ного поиска); 

— использование кратных точек линеаризации. 
Среди методов касательной линеаризации мы опишем последо

вательно: метод Франка л Вольфе [20], который применяется в 
случае линейных ограничений; метод Келли [33] секущих плоско

стей, который применяется к выпуклым 
задачам с нелинейной целевой функ
цией и нелинейными ограничениями. 
Наконец, будет описап метод Данцига 
барицентрической аппроксимации. 

3.6.1. Метод Франка и Вольфе [20]. 
Рассматриваются задачи с линейными 
ограничениями 

Рис. 8. Отсутствие сходимости 
метода касательпои линеари

зации 

f(x)-*- min, 
Ax = b, 

х^О. 
Метод является итерационным; оп порождает последовательность 
точек х°, х\ ..., х\ где xk+l определяется (при любом к) по х** 
следующим образом. 

Начинаем с решения линейной задачи 
Vf(zfe)a:^min, 

Ax = b, 
х>0. 

PL(xkj 

Пусть yh — крайняя точка множества X — есть онтимальпое реше
ние задачи PL(xh). Тогда хк+* выбрана так, чтобы минимизировать 
/ на отрезке \хк, ук]. Авторы прежде всего применили свой метод к 
квадратичному случаю, но можно доказать глобальную сходимость 
для произвольной непрерывно дифференцируемой функции, как по
казывает 

Т е о р е м а 9. Предположим, что функция f непрерывно диф
ференцируема и что выполняется одно из двух условий: 

1) полиэдр X = ix\Ax ==» Ь, х > 0} ограничен; 
2) f(x)-*+<*> при Ы-^+оо . 
Тогда для любой начальной точки ж°еХ метод Франка — 

Вольфе сходится к локальному оптимуму задачи minf(x). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Q множество точек из 

X, удовлетворяющих условиям Купа — Таккера. По условиям тео
ремы все точки xh содержатся в компакте. При этом 

я*** 2 ^/(з*+ 1)</(**)" Vk 
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Л / есть функция спуска. Значит, достаточно доказать, что ото
бражение U°D замкнуто, где Z) — отображение, дающее направле
ние перемещения, U — отображение, представляющее собой одно
мерную оптимизацию. 

Легко показать, что отображение U замкнуто в любой точке 
(#, d), где x^Q, d=y — x, причем у — крайняя точка множества 
X (всегда dФ0У ибо d = 0=*x^Q). С другой стороны, для задан
ного х (x&Q) множество D(x) есть множество направлений вида 
у — х, где у пробегает множество крайних точек множества X—оп
тимальных решений задачи 

Vf(x)x-*- min, 
Ах = Ъ, PL(x) 

х>0. 
Покажем, что D замкнуто. Пусть ixk} — последовательность то

чек (xhe=-X), в которой хп-+х; рассмотрим такую последователь
ность {#*}, что 

yk-xke~D(xk), ук-»у У к. 
Условие yh — ^ G D ( ^ ) равносильно неравенству 

Vf{xk)yk<VjT(xh)x V s e X . 
При фиксированном х^Х устремим к -*• +«>, Используя непре
рывность градиента V/, получим 

Vf{x)y<Vf(x)z. 
Это соотношение выполняется при любых ж е Х , поэтому у есть 
оптимальное решение задачи 

Vf(x)x-+ min, 
Ах = b, 

х>0. 
Тем самым потзат^о1 что у — x^D(x), и, значит, D замкнуто. 

Применим теперь предложение 2 гл. 1, п. 4.4 (всегда можпо 
предположить, что полученпые направления нормировании, зпа-
чпт, множество Y — образ множества X при отображении D — 
компактно); отсюда следует, что отображение U°D замкнуто. Пос
ле этого глобальпая сходимость алгоритма Фрапка — Вольфе вы
текает из теоремы 10 гл. 1. 

3.G.2. Метод Келли секущих плоскостей [33]. Этот метод при
меняется к общим выпуклым задачам вида 

/(#)-*■ min, 
gt(x)<0, i ~ l , 2, ..., то, (Р') 

гле функции / и gt выпуклы и дифференцируемы. Заметим, что 
всегда можно предположить миппмизируемую функцию / в (Р') 
линейной. В самом деле, в противном случае (Р') может быть 
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записана, с введением дополнительной переменпой у, в виде 
у -*• ю т , 

/ ( * ) - » «О, 
gi{x)<07 i = l, . . . , го, 

а это — выпуклая задача с липейпой целевой функцией в Rn+1. 
Итак, в дальнейшем мы ограничимся изучением выпуклых за

дач вида 
п 

сх = 2 CJXJ **nun, 
7 = 1 

# ( * ) < 0 , * - 1 , ..., го, (Р") 

где функции gf выпуклы. Пусть X^={x\x^Rn, g t(#)<0, i = l, . . . 
. . . , т) — множество решений задачи (Р") . Принцип метода секу
щих плоскостей состоит, на к~ш итерации, в следующем. 

a) Аппроксимируем множество решении X таким политопом Q\ 
что XaQ\ 

b) Решаем задачу линейного программирования 
сх -> min, 

и пусть xh — оптимальное решение отой задачи. 
c) Если хк не является решением задачи (Р") , добавляем к 

ограничениям, определяющим Q*\ дополнительное ограничение 
g\(x*) + Vg](xb){x — xb)^0 

(где г —илдекс, при котором gi(xk)>0, например индекс, при ко
тором gi(x*) максимально). 

d) Переходим к к Н- 1-й итерации с 
Qfi+1 =--- Qh UI gi(**) + v ^ V ) ( Я - &) < о}. 

Заметим, что в силу выпуклости gt 

gi(x*) + \7gT(x*)(x — z*)^0, 
и, зпачит, X^Qh+l. 

Таким образом, показано, что гиперплоскость с уравнением 
gt№) + Vgi{xh)(x — xk) = 0 

строго отделяет zh от X и па этом основании называется секущей 
плоскостью. 

Сходимость метода секущих плоскостей обеспечивает следующая 
Т е о р е м а 10. Если функции gi ( £=1 , ..., m) выпуклы и не

прерывно дифференцируемы и если задача (Р") имеет оптимум 
па конечном расстоянии, то всякая точка сгущения последователь-
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посты ixk), порожденной методом секущих плоскостей, есть опти
мальное решение задачи (Р"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если задача (Р") имеет оптимум на ко
нечном расстоянии, то, начиная с некоторого номера К, последова
тельность точек xk содержится в ограниченном множестве. Пусть 
\х)шь (£<=N)— подпоследовательность, сходящаяся к х. Пусть i 
(1 < i< m)— индекс произвольного ограничения. Рассмотрим под
последовательность {xl}t<=r (T cz L) точек, для которых секущая 
плоскость порождепа относительно i-то ограничения (если на каж
дой итерации добавлять секущую плоскость относительно самого 
жесткого ограничения, то можно заметить, что либо #*(#*)< 0, на
чиная с некоторого номера 1&*1о, либо подпоследовательность 
{я'Ьет бесконечна). 

В случае, когда подпоследовательность {я'Ь<=т бесконечна, для 
любого t' &T (tf > t) имеем 

giW + VgJWW-x^XOt 
откуда 

А поскольку 
II ** ' -* ' [-* о, |У*,ИМ?*Й1» 

то отсюда следует, что 
gi(x')^gi(x)<Ot 

а следовательно, х— решение задачи (Р"). 
С другой стороны, если х* — оптимальное решепие задачи (Р") , 

то на каждой итерации имеем cxi ^ сху откуда следует сх < сх*. 
А это показывает, что решение х оптимально. 

3.6.3. Алгоритм Данцига порождения столбцов [14]. Этот метод 
барицентрической аппроксимации в общем виде применяется лишь 
к выпуклым задачам, по как целевая функция, так и ограничения 
могут быть нелинейными. 

Итак, ставится задача 
f(x)-+min, 

gi(x)^0, < - ! , . . . , щ (Pf) 
xe=Rn. 

Обратимся к &-му текущему этапу, когда некоторое число точек 
х\ х2, ..., xh уже найдены. Заменив функции / и gi их барицентри
ческой аппроксимацией в точках хх, . . . , х\ получим линейную 
задачу 

ъ 

2 hei И < 0, f =» 1,.. „ mt PL (к) 
f —1 

Я 

2*j=i f h>o v/. 
1=1 
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Решение этой линейной задачи даст оптимальное решение X* я 
оптимальные двойственные переменные (оптимальные симплекс-
множители): _ _ _ 

соответствующие первым т ограничениям, равпо как и оптималь
ную двойственную переменную ио, соответствующую последнему 
ограничению. Тогда точка xh+l будет найдена как оптимальное ре
шение нелинейной задачи оптимизации без ограничений: 

rain / (х) + 2 (— Й) gi (х)\ — ы0, 
хеНп I г=1 ) 

которая есть не что ппое, как мипимизация по х функции Лагран-
жа L(x, —и*). Заметим, что выпуклость но х функции L(x, —и*) 
позволяет без труда получить глобальный оптимум. 

После этого задача PL (к) может быть заменена другой линей
ной задачей барицентрической аппроксимации PL(k+l) на к+I 
точках х\ х2, ..., xh+K Задача содержит на один столбец больше, 
чем PL (к), откуда и название метода. 

Интересно заметить, что этот алгоритм может быть равным об
разом интерпретирован как метод касательной линеаризации в при
менении к двойственной функции задачи (Р') (гл. 6, п. 3,2). Тог
да сходимость двойственных решений — йк к оптимуму и* двой
ственной задачи вытекает из теоремы 1 гл. 8, п. 1.6. 

На каждом к-м этапе оптимальное решение kh задачи PL (к) 
позволяет выписать решение хк задачи (Р') в виде равенства 

Р - 2 Цх* 

(тот факт, что х есть решение задачи (Р')> следует из выпуклости 
функций gi), и выполняются соотношения 

/(**)</£*)< 2* '7И. 
Полученная таким способом последовательность точек х* схо

дится к оптимуму х* задачи (Р7), и в каждый момент значение 
L (xh+\ — uh) = rain L (x, — uh) 

X 

есть миноранта функции f(x*). Стало быть, можно прервать вы
числения, как только рамки точности 

£(***', -5*)< / (х*)« / (**) 
станут меньше заданного заранее е > 0 . 

Когда задача (Р') строго выпукла (например, когда функция 
/ строго выпукла, a gi выпуклы), то последовательность получен
ных точек хк сама сходится к оптимуму #* задачи (Р') . Это сле
дует из свойства 5 гл. 6, п. 2.9. 
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3.7. Анализ сходимости. Оценка алгоритмов. Главными алгорит
мами, описанными в этом пункте и применимыми к общему слу
чаю (не обязательно линейных функций и ограничений), являются 
следующие: 

— методы возможных направлений; 
— методы проекционного градиента и обобщенного приведен

ного градиепта. 
В применении этих методов часто встречаются характерные 

тонкости» В самом деле, когда мы пытаемся получить конкретные 
и, что особенно важно, надежные процедуры, согласно этим прин
ципам, то мы приходим к необходимости многочисленных мер 
предосторожности для спасения от всех встречающихся типов труд
ностей. Это приводит к высшей степени сложным процедурам — ре
зультатам всего накопленного в рассматриваемых методах эмпири
ческого знания. 

Это не упрощает теоретический анализ достоинств этих алго
ритмов. Этим же объясняется недостаточное число результатов, от
носящихся к свойствам сходимости рассматриваемых методов, что 
делает также очень трудным сравнение методов между собой. 

В анализе, которому мы будем следовать [35, 36], мы, стало 
быть, ограничимся включением различных методов в общую схему, 
немного «идеализированную», по, однако, привлекательную выде
лением идеи их действия, которую можно извлечь из этих различ
ных алгоритмов. 

Прежде всего мы будем предполагать, что мы имеем дело с за
дачей с ограничениями типа равенства: 

/(x)-^min, 
gi(x) = Q, i = l, . . . , т, 

х е R\ 

Это предположение оправдано в той мере, в какой представляет 
интерес имеппо асимптотическое поведение алгоритмов. В самом 
деле, в случае ограничений типа < после некоторого числа ите
раций активные ограничения известны и все сводится к задаче, 
в которой должны выполняться только активные ограничения (со 
знаком равенства). 

С другой стороны, мы будем предполагать, что последователь
ность точек хч, порожденная различными методами, сходится к а*. 
что в х* выполнены условия Куна — Таккера и что Я.* есть вектор 
множителей Куна — Таккера в х*. 

Общая основная идея для различных алгоритмов состоит в сле
дующем. На каждой к~\\ итерации мы перемещаемся из одной 
допустимой точки хк в другую допустимую точку хк+]. В xh вычис
ляем —Vf(xk) и отсюда получаем направление перемещения т/\ 
В методах проекционного градиепта или приведенного градиента /у* 
есть проекция вектора — ̂ f(xh) на гиперплоскость, касательную в 
хк к многообразию 

V^{x^Rn\gi(x) = 0 Vf}. 
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В методах возможных паправлепий типа метода Зойтендейка 
(п. 3.2) ук слегка отлично от проекционного градиента, но разли
чие между двумя семействами методов тем более мало, чем меньше 
шаг перемещения; стало быть, они — с точки зрения асимптотиче
ского поведения — эквивалентны. 

Поскольку ограничения нелинейны, то полученная переме
щением в направлении ук точка г = , г Ч а У , вообще говоря, 
не принадлежит многообразию V. Чтобы вернуться в V, 
исходя из z, требуется специальная процедура (например, тина 

-Vf(rk) 

Рис. 9. Поведение методов проекционного градиепта или приведенного гради* 
ента при нелинейных ограничениях 

метода Ньютона). Тогда получаем xk+l (рис. 9). Шаг перемещения 
ак должен быть выбран так, чтобы f(xk+l)<f(xk); стало быть, 
может понадобиться большое число шагов. 

Такая общая схема, хотя она и очень упрощена, все еще слиш
ком сложна для алгоритмического анализа. 

Чтобы продвигаться дальше, предположим па мгновение, что 
можно получить явное описание многообразия V. Тогда задача 
сведется к оптимизационной задаче без ограничений, на этот раз 
в многообразии V (нелинейном). 

Предположим тогда, что мы применяем к этой задаче градиепт-
ный метод типа «наискорейшего спуска». Начав с точки хк, мы 
придем к замепе некоторой величины вдоль кривой Г* (целиком 
содержащейся в многообразии У), соответствующей самому силь
ному убыванию функции /. 

Заметим, что в этом случае направление перемещения ук есть 
не что иное, как касательный вектор к Г* в хк. 

Иными словами, для достаточно малых шагов перемещения 
процедура метода проекционного градиепта практически эквива
лентна оптимизации функции / па многообразии V методом наи
скорейшего спуска. 

Отсюда при помощи результатов гл. 4, п. 2.12 сразу выводим, 
что методы проекционного градиента или приведенного градиента 
демонстрируют линейную сходимость с множителем асимптотиче-

(А~а\2 о л 
с кои сходимости I А | а I . Здесь А и я — соответственно наиооль-
шее и наименьшее собственное значение гессиапа функции /, су
женной на многообразие V (с точкой #* —решением задачи), 
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Но, как легко видеть, этот гессиан есть по что ипое, как гес
сиан функции Лагралжа: 

т 

V2/(z*) + 2 *№*(**), 
суженной на гиперплоскость, касающуюся многообразия V в точке 
#* [36] (k*—множители Купа —Таккера в точке #*). Стало быть, 
скорость сходимости зависит от обусловленности гессиана функ
ции L(x, к) в точке (я*, К*). 

Таким образом, как а градиентные методы (прямым расшире
нием которых являются рассматриваемые алгоритмы), основные 
методы, изучавшиеся в § 3, могут испытывать очень медленную 
сходимость на плохо обусловленных задачах. 

Если оставить в стороне некоторые специальные задачи (па-
пример, с линейными ограничениями), указанное неудобство, за
ставляющее часто применять некоторые топкости, приводит к тому, 
что методы, описываемые в следующем параграфе и в гл. С, будут, 
вообще говоря, предпочтительнее. Мы покажем, в частности, что 
некоторые из этих методов позволяют получить сверхлинейную 
сходимость или даже квадратичную» Одна из причин этого состоит 
в том, что они используют информацию о двойственной задаче* 
в частности, через функцию Лагранжа. 

§ 4. Оптимизация с ограничениями 
при помощи решения уравнений Куна — Таккера 
В этом параграфе мы будем изучать одип класс методов, об

щий принцип которых состоит в решении уравнений Куна — Так
кера методом Ньютона. Эти методы могут рассматриваться как 
исходно-двойственные, в том смысле, что они действуют одновре
менно в пространстве исходных переменных и в пространстве мяо-
жителей Куна — Таккера (двойственных переменных). Их асимп
тотическое поведение очень интересно, поскольку при обычных 
условиях регулярности функций / и gi получаем суперлинейную 
или квадратичную скорость сходимости. 

Для обеспечения же глобальной сходимости эти методы долж
ны, вообще говоря, комбинироваться с другими методами. 

4.1. Метод Ньютона. Прежде всего мы рассмотрим только слу
чай ограничений типа равенства. 

Рассмотрим задачу 
f{x)-+ min, 

gi(x) = 0, i = 1, ..., mt 
* € 5 R \ 

Поиск точки Куна — Таккера сводится к решению системы п + т 
уравнений с п + т неизвестными (х, А): 

m 

v/(*)+2№,(*) = o. (И) 
£,(*) = 0, г = 1, ... , т. (12) 
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Метод Ныотопа состоит в том, чтобы, исходя из точки (ж*, >w*y 
липеаризовать (И) и (12) в окрестности точки хк и определить 
точку (x/i+l, kk+l) как решение линеаризованной системы 
v / (**) + 2 %\vn {&) + ("v2/ (ж*) + 2 tf v2ei (**)] (x*+i - ^) + 

+ 2W+I-^)Vft(^Xbo f 
г 

ft (^) + V^f (**) (**+i - **) = О 
(градиенты и гессианы берутся относительно перемеппых ж). 

Введем функцию Лагранжа 
Т71 

/,(*, Я)--=/(*) + 2 W * ) 
и получим систему 

г=1 

и 

т 

п 

VjL(A Л*) v,t 

m 

■ • * *» m 

0 
X ял+1-я* 

■ VxL(xk,Xh) 

Если взять 
m 

/У* - V|£(*», Я.*) - V2/(**) H- 2 №2gi(xh) 

Ilk (Jk)T] 
Jh 0 X 

r ^ + i _ ^ i 

. > . " + ' - я й . 
2 

(гессиан но х от функции Лагранжа в точке (#*, Я*))*, 

Уй -= [V*, (a*), V f t (**), . . . ,V f m (s»W = | f (**) 

(якобиан от g в точке xk), то система запишется в виде 

Если предположить вьтделяемость ограничений и существование 
решения (я*, X*) и, с другой стороны, предположить существова
ние такой положительной постоянной q, что 

yTVlL(x*J*)^q\yf 
для любого у, удовлетворяющего условию ^ ( ж * ) в 0 , £ = 1 , . . . 
. . . , m, то можно доказать, что метод Ньютона квадратично схо
дится к (#*, Я*) (см. [41, 45]). 

Ясно, что для применения метода необходимо па каждом этапе 
вычислять: 

— градиенты функций / и gr, 
— гессиап но х функции Лагранжа L(x, Я) (по пет необходи

мости во вторых производных функций / и gt по отдельности), 
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С другой стороны, за мсти м, что в первых п уравнениях член 
(Jk)TKk исключается и остается 

I //* (/'Г 
[jh О 

Если предположить матрицу //* обратимой, то яппое решение си
стемы (13) запишется в виде 

/г-1 _ n-^jT{.in-\rr\ -I j / / - 1 j п-чтин-'Л']-Л t 

[л/-'/']-1 л/"1 f -[JII-^J1]-1 J 
Г-v/(.**)] 

где для упрощения записи опущен итерационный индекс к при 
записи матриц //* и 7\ 

Однако метод Ньютона обладает некоторыми недостатками: 
— система (И) , (12) удовлетворяется не только для миниму

мов с ограничением, но и для максимумов или седловых точек с 
ограничениями; 

— последовательность (#\ V) может не сходиться, если началь
ная точка выбрана слишком далеко от решения (х*, А*). 

Нужпо исходить из начальной точки, близкой к оптимуму, 
а это — весьма стеснительное условие, чтобы строить общие алго
ритмы, работающие на принципе метода Ньютона. 

Если мы хотим избавиться от этих недостатков, все еще сохра
няя полученные свойства сходимости в окрестности оптимума, то 
мы придем к использованию метода Ньютона в соединении с дру
гими методами. 

В первой фазе мы попытаемся отыскать хорошую аппроксима
цию точки (#*, X*). Наиболее приемлемы для этого методы штра
фа (изучаемые в гл. 6). Тогда метод Ньютона будет применяться, 
начиная с точки, полученной для улучшения точности (см., на
пример, [8]). Эта идея составляет также одну из мотиваций методов 
расширенного лагранжиана (см. гл. 6, § 4). 

В заключение заметим, что решение уравпений Куна—Таккера 
может также производиться квазиныотоновскими методами, где на 
каждом этапе применяется аппроксимация обращения матрицы 
Г Н J11 

. Это позволяет избежать вычисления вторых производных. 
4.2. Расширение метода Ньютона: метод Вильсона. Случай огра

ничений типа неравенства. Положив yk = xk+l -~хк, запишем систе
му (13) в виде 

/ /V- f ( ; f t ) T ^ + I - -v / ( < r f t ) , 
' У = -£(**), 

после этого замечаем, что ук есть решение задачи квадратичной 
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оптимизации 
min±-yTHky + VfT(x>)y, {Q) 

и что Xм"1 есть не что иное, как оптимальный двойственный вектор 
этой квадратичной эадачи. 

Значит, вместо использования классической формулы Ньютона 
можно на каждой итерации решать задачу (Q) для получения 
хк+1 и кк+\ исходя из хк и к*. Тем самым мы избавляемся от ста
ционарных точек, которые не являются локальными минимумами. 
Это расширение метода Ньютона принадлежит Вильсону [59]. 

Для решения задачи {Q) можно воспользоваться, например, 
алгоритмом приведенного градиента (п. 3.4). 

Метод Вильсона обладает теми же свойствами квадратичной 
сходимости оптимума, что и метод Ньютона. Необходимо, однако, 
отметить трудности случая, когда матрица /7* не является поло
жительно определенной. 

Но зато метод Вильсона обладает преимуществом очень легкого* 
обобщения на случай ограничений типа неравенства. 

Если вместо ограничений типа равенства имеем ограничения ти
па неравенства #*(#)< 0, то легко показать, что достаточно рас
смотреть в Q ограничения тина 

Тогда на каждом этапе надо решать квадратичную задачу 

min±yTnky + Vfr(z*)y, {Q,y 
Jhy + g(x*)^0. 

4.3. Связь с методами возможных направлений. Интересно уста
новить связь между методом Вильсона и методами возможных на
правлений из § 3. Рассмотрим случай ограничений типа нера
венства. 

Один из методов возможных направлений, изучавшийся в п. 3.2,. 
состоит в нахождении направления перемещения #, исходя из те
кущей точки хк, посредством решении задачи типа 

vf(xh)y -* min, 
gi(**) + V g ? V ) y < 0 , i - ! , . . . , / » , 

УгУ^а 
(см. задачу (//) § 3.2). 

Эта задача иелинейпа, в силу ограничения перемещений уту^ 
< а , но можно учитывать это ограничение, включая его в форме 
штрафного члена в целевую функцию (гл. 6, § 1). Тогда получаем 

Vf (х*) у+ \хут1 у-+min, 
«Ч (*й) + VftT (**) у < 0, i = 1, . . . , m, \V) 

где \i > 0 есть коэффициент штрафа, / — единичная п X п-матрица*. 
1У4 



Яспо, что задача (V) отличается от задачи (Q') лишь квадра
тичным членом в целевой функции. 

Вообще, более интересно бывает решать задачу ((У) вместо за
дачи (//): с одной стороны, таким образом мы избегаем одномер
ной оптимизация, поскольку решение задачи ((?') сразу дает хк+\ 
а с другой стороны, если иметь дело с ((>'), то результаты сходи
мости вытекают непосредственно из результатов, относящихся к 
методу Ньютона. 

4/i. Связь с двойственными методами. Метод Вильсона может 
<быть еще улучшен, если заметить, что задача (Q) эквивалентна 
задаче 

min — утНку + V/ r (**) у + khJhy, 

Jky + g(xh) = 0 
(таким образом, мы оказываемся в случае ограничений типа ра
венства). В самом деле, целевые функции различаются лишь ве
личиной Xkg(xk), которая не зависит от у. 

В целевой функции мы узнаем аппроксимацию второго порядка 
(с точностью до постоянной) функции Лагранжа L(xr К) в окрест
ности точки (xk, Xh). Это наводит на мысль о методе [50, 47], в ко
тором для заданных xh, Xh на каждой итерация решается нелиней
ная задача с линейными ограничениями: 

L(xk + ?/, >„*)-* min, 
у 

Vgi (**) у + gi (д*) - 0, i - 1, . . . , то. 
Возьмем xk+l =xh + г/, гдэ // — оптимальное исходное решение за
дачи (VI), и Kk+l— оптимальное двойственное решение задачи (VI). 

Поскольку разность между полученными решениями задачи 
(VI) и задачи (Q) имеет порядок 1!г/И2, то квадратичная сходимость 
метода выводится из результатов, полученных для метода Вильсона. 

Таким образом, мы пришли к итерационному метолу, в котором 
на каждом этапе минимизируется функция Лагранжа с учетом 
ограничений в линеаризованной форме. 

Этот метод па самом деле очень близок к методам, использую
щим понятие двойственности,— методам, которые будут разверну
ты в следующей главе. 
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Г Л А В А 6 
НЕЛИНЕЙНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

Ч а с т ь 2, ДВОЙСТВЕННЫЕ МЕТОДЫ (МЕТОДЫ, ИСПОЛЬЗУЮЩИЕ 
ПОНЯТИЕ ДВОЙСТВЕННОСТИ) 

В этой главе мы продолжим изучение задач оптимизации с 
ограничениями. Нас будут интересовать методы, существенно от
личающиеся от методов, описанных выше. Их общин принцип за
ключается в замене исходной задачи на решение последователь
ности экстремальных задач без ограничений. 

В качестве введения будут описаны так называемые методы 
штрафа. 

Далее будут изучаться методы, основанные па понятии двой
ственности. 

§ 1. Введение. Методы штрафа 

Методы штрафа составляют семейство алгоритмов, интересное 
с двух точек зрения — простоты принципа и практической эффек
тивности. Из большого количества работ, посвященных этим мето
дам, можно указать работы [11, 1, 19]. Мы начнем с изложения 
основного принципа всех этих методов, а затем приступим к болео 
детальному рассмотрению двух наиболее употребительных вариан
тов: методов внешних штрафов и методов внутренних штрафов. 

1.1. Общий принцип методов штрафа. Рассмотрим задачу 
/(^)->niin, 

#(*)«<), < — 1 (Р') 
X €5 R \ 

Пусть h: R -*■ R — фупкция вида 
Ml/HO, 0<О, » e R , 
h(y) = +<*>9 I / > 0 . 

Рассмотрим задачу без ограничений (задача со штрафом): 
ф(я) « / (* )+ / / (я ) -*min , 

х е К", \Pi ) 
где функция //, называемая функцией штрафа, определяется со
отношением 

m 
Н(х)= 2 А (**(*)) Yx. 

1 = 1 
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Если задача (Р') имеет непустое множество решений X = 
aB*{x\gi(x)^0 (г = 1, ..., т)), ясно, что оптимум функции у(х) 
не может достигаться в точке, пе принадлежащей X (в этом слу
чае ф(х)=+оо). С другой стороны, H(x) = f(x) для любого z e i , 
Итак, отыскание решения задачи (Р') равносильно решению зада
чи со штрафом (РР), которая является уже задачей без ограни
чения. 

Указанпый подход, хотя и привлекательный на первый взгляд, 
пе находит непосредственного применения, ибо очевидно, что 
функция штрафа // по построению разрывна, и то же самое можно 
сказать относительно функции ф. А тогда решение задачи (РР) 
уже само но себе представляет трудную работу, для которой не
применимы методы оптимизации без ограничения, опнеанные 
в гл. 4. 

1.2. Методы внешних штрафов. Упомянутую выше трудность 
можно обойти, если использовать непрерывные и непрерывно днф-
ферепцпруемые функции штрафа. Так, в метоле, называемом мето
дом внешних штрафов, было предложено [19] принять 

*(?/) = О, у<0, 
ЧУ) = У\ У>0. 

Положим 
га m 

H(x)=--^h(gi{x))^^[gt{x)Y. 
,Тогда задача (Р') заменяется на экстремальную задачу без огра
ничений (задача со штрафом) 

ф(я:, r) = f(x) + rFF(x)-*-min, 
х е Ц\ (РР) 

здесь г—коэффициент штрафа. 
Функция II называется функцией внешнего штрафа. 
Обозначим через х(г) минимум функции ф(#, г) при любом 

г > 0 . Выбор значения, придаваемого коэффициенту штрафа г, 
обусловлен следующим компромиссом: с одной стороны, коэффи
циент г должен быть достаточно большим, чтобы полученная точка 
х(г) была близка к множеству решений X (иначе говоря, чтобы 

. II(х (г)) было достаточно малым); с другой стороны, если коэффи
циент г выбран слишком большим, то функция ф может оказаться 
плохо обусловленной (см. п. 5.2), откуда проистекают вычисли
тельные трудности отыскания оптимума в задаче без ограничений. 

Все это объясняет причину того, что методы штрафа исполь
зуются вообще говоря, в итерационной форме. 

Начинаем выбор коэффициента штрафа со значения п, не 
слишком высокого (чтобы избежать вычислительных затруднений), 
затем решаем задачу без ограничений: 

min ф (х, гу) = / (х) -f- ггН (х). 

Пусть 5; (п) —полученная точка. 
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Если зпачепие Н(х(г{)) достаточно мало, то х(г\) будет хоро
шим приближением для оптимума, и вычисления заканчиваются. 
В противном случае штраф, соответствующий нарушению ограни
чений, недостаточно высок. Тогда выбираем коэффициент штрафа 
г 2 >П (например, гг = lO/i) и решаем новую задачу без ограни
чений: 

min ф (я, г2) = / (х) + тг11 (х). 

Получим повую точку х (г%), и т. д. 
Заметим, что на каждом А-м этапе указанного процесса пред

почтительно использовать точку x(rh~\), полученную на предыду
щем этапе, в качестве начальной точки выбранпого алгоритма оп
тимизации без ограничений (метод сопряженного градиента, ква-
випьютоновскии метод, ...). 

Метод внешних штрафов сходится к оптпмалмтому решепшо 
задачи (Р') при весьма малоограничнтельных условиях, как пока
зывает 

Т е о р е м а 1. Пусть //: IV-+R — функция внешнего штрафа, 
удовлетворяющая условиям 

Н(х)>0 Ух, 
H(x) = Q**»x&X~*{x\gi(x)<0 (г = 1, ..., т ) } , 
Н непрерывна. 

Пусть f—непрерывная функция, множество X замкнуто и вы* 
полняется одно us двух условий: 

1) ]{х)~* + о о при ИдгН - * + о о ; 
2) X ограничено и Н(х)-++<*> при 1Ы1-*+«>. 
Тогда при г-*- -Ь°°: 
a) последовательность х{г) имеет по крайней мере одну точку 

сгущения и всякая точка, сгущения этой последовательности есть 
[(глобальное) оптимальное решение задачи (Р') ; 

b) Н(х(г))-+0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий теоремы следует существова

ние оптимального решения х* задачи (Р) (см. теорему Вейер-
штрасса, гл. 1, п. 2.3). Значит, f(x)>f(x*) V^eX, 

Рассмотрим бесконечную возрастающую последовательность 
{rk} значений г, удовлетворяющих условию rh -* +<» (ПрИ &->4-°°), 
и последовательность {хк) соответствующих значений х (xh~x{rk)), 

Выведем несколько полезных соотношений. 
Прежде всего заметим, что 

f(xk+l) + rh+lU (xk+l)> f(xh+')+ rjl (xh+i)> f(xk) + 
откуда 

q>(a*+\ rft+1)>cp(.rft, rk) У к. (1) 
Далее, по определению xh и xh+] имеем 

1{х?) + гкН(а*)<1(х!*1)+гкН(х*+}), 
1(х^) + гшП(х^)<}(^) + гшП(х"), 
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откуда в результате сложения 
(г1+1-гО//(**+Ч«(г» + , -!»)/ /(*»), 

отсюда в силу неравенства rh+\ > rk получаем 
II(xk+l)^lI(xk) У к. (2J 

Наконец, для любого к можем написать 
f(xk)<f(xh)+rkII(xk)<f(x*) + rkH(x*)\ 

где «г* — оптимальное решение задачи (Р')Ф Отсюда в силу равен
ства //(#*) = О (х*^Х) следует, что 

/(**)< q>(*\ rk)<f(x*) V*. (3) 
В этом случае из условии теоремы вытекает, что любая последова
тельность ixb) содержится в ограниченном множестве. В самом де
ле, если выполнено условие i ) , то это свойство следует из соотно
шения (3): /(**)</(**) VA. 

Если выполнено условие 2), то свойство ограпичеппости выте
кает из соотношения (2), которое показывает, что H(xh)^H(xl) 
Vk, где хх ~ первый член последовательности ixk}. 

Значит, во всех случаях из ixk) можно извлечь подпоследова
тельность (Л^ (£<=Л0, сходящуюся к х. 

В силу непрерывности функции / имеем 
l im/(*') = /(*)i 

а согласно (3) имеем /(г) < / (#*) . Последовательность значений 
ф(#\ гк) в силу (1) монотонно возрастает и согласно (3) мажо
рируется значением /(#*). Значит, она имеет предел ф*^/(ж*). 
Отсюда следует, что 

/(x*) + rfcff(**)-*<p*f 

Отсюда, поскольку 1[(х')£*0 и г*--*4-о°, выводим, что 
//(*') — 0 при i^oo , ies£. 

После этого, используя непрерывность функции /7, приходим к 
равенству Я(х) = 0, и тем самым доказано, что х&Х. С другой 
стороны, в силу неравенства /(#)</(«?*) из доказанного следует, 
что /(#) — /(#*), и, значит, # есть оптимальное решение зада
чи (Р'). 

В более общем виде этот результат будет приведен в гл. 10, 
п. 4.4, для бесконечномерных экстремальных задач. 

1.3. Методы внутренних штрафов. Главное неудобство преды
дущего метода заключается в том, что оптимум яг* аппроксимиру
ется снаружи, т. е. различные промежуточные решения х\ х2, . . . 
. . . , хк, полученные при коэффициентах штрафа п, г2, . . . , г*, пе 
принадлежат X (множеству решений). Именно это привело к тому, 
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что были предложены [19] другие методы штрафа, в которых опти
мум аппроксимируется изнутри. (Отсюда название — методы внут
ренних штрафов.) 

Предположим, что множество X решепий задачи (Р') удов лет* 
воряет условиям: 

— X имеет непустую внутренность; 
— каждая граничная точка множества X есть предел последова

тельности точек, лежащих внутри X. 
Пусть В (х) — функция вида 

m 

Она удовлетворяет условиям: 
-B(x)>0 V.zG=intX; 
—В(х)-*- +оо̂  если х стремится к границе множества X; 
— при непрерывных функциях gi (г = 1, ..., тп) функция В(х) 

непрерывна во внутренности X. 
Такая функция называется функцией внутреннего штрафа (го

ворят еще барьерная функция). 
Рассмотрим функции 

!>(*■, t) = f(x) + tB(x); 

эдесь t > 0 — коэффициент штрафа. 
Пусть функция / непрерывна на X и выполняется одно из 

условий: 
1) /(#)->+«> 1фИ 1Ы1 -*■ +оо, 
2) X ограничено. 
Тогда при любом t>Q функция ф(.г, t) имеет минимум па X, 

а именно х (t), причем x(l)^intX (это может быть выведено из 
теоремы Вейерштрасса, гл. 1, п. 2.3). 

Принцип методов внутреннего штрафа состоит тогда в сле
дующем. 

Выбираем значение i\>0 и ищем (итеративным методом опти
мизации без ограничений) минимумы функции \\;(х, t), исходя из 
х°£= int(Ar). О процессе минимизации для У$(Х, t\) заметим, что мы 
никогда не сможем пересечь границу X, потому что при прибли
жении к пей имеем \|*(.r, ti)-*- +°°. 

Таким оауахом, мы нолучаедс точку х] ==х (t<\)^ int(X). Если 
величина t]B(x{) достаточно мала, то (см. теорему 2 ниже) точка 
Xх является хорошим приближением оптимума / па X, и вычисле
ния останавливаются. 

В противном случае мы выберем зпачепие t2<t\ и будем за-
пово искать го^ку x2 = x(t2) минимума тр(х, t2), исходя из х] » 
= ^(ft) — из предыдущей точки. Процесс повторяется вплоть до 
получепия приемлемой аппроксимации оптимума для задачи (Р') . 

Следующий результат показывает, что, принимая несколько ме
нее ограничительные предположения, можно обеспечить сходимость 
метода внутренних штрафов к оптимуму задачи (Р'). 

203 



Т е о р е м а 2. Пусть X = {x\gi(x)<0 (£ = 1, ..., m)) ~ множе
ство решений задачи (Р'). 

Предположим, что X замкнуто, имеет непустую внутренность и 
что любая точка х^Х есть предел последовательности точек, при
надлежащих внутренности X. 

Пусть В(1\п-* 1\) —функция внутреннего штрафа, удовлетво* 
ряющая следующим услоьиям: 

— В(х)>0 Va;emtX; )l 
— В{х)-* +оо при х, стремящемся к границе X; 
— В(х) непрерывна на intX. 
Предположим, с другой стороны, что /—непрерывная функция4 

и выполнено хотя бы одно из следующих двух условий: 
1) / ( . г ) - * + ° ° при 1Ы1-*+оо; г 
2) X ограничено. **' 
Тогда при коэффициенте штрафа t, стремящемся к нулю, 

имеем: 
— последовательность x(t) имеет по крайней мере одну точку 

сгущения, и каждая точка сгущения последовательности x(t) есть 
(глобальный) оптимум задачи (/*'); 

— величина tB(x(t)) стремится к нулю. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что из условий теоремы 2 сле

дует существование топ KIT x*&X, являющейся оптимальным ре
шением задачи (Р') (см. теорему Вейерштрасса, гл. 1, п. 2.3), 

Рассмотрим тогда бесконечную убывающую последовательность 
{tk} положительных значений t (th -*■ 0 при fe-*-«), и пусть {хк} — 
последовательность соответствующих значений х (так что х*» 

Для каждого к можно паписать 
f(x*)*Zf(a*)<f(x*)+thB(a*)-ip(a*, h). (A) 

Вследствие непрерывности / и в соответствии с предположения
ми, сделанными относительно множества X, для любого е > 0 су
ществует такой S^in tX, что 

/(*)</(**)+е. 
Отсюда следует, что для любого к 

/(**) + 8 + thB(x)> f(x)+tkB(x)>q(x\ th). 
И, следовательно, 

lim ip(xk, *А) < / ( * * ) + е. 

Это соотпотпепие остается справедливым Ve > 0, откуда, исполь-
8уя (4), выводим, что 

Umyb(x\th) = f(x*)t 

lim/(*») = / ( * • ) , 
fc-*oo 

]fm tkB(xb) = 0* 
fc-»oo 



Но теперь из условий теоремы 2 следует, что вся последователь
ность {xk) содериштся в ограниченном .множестве. Следовательно, 
можно выделить подпоследовательность {х1)ыь (Lc:N), сходящую
ся к некоторому х. Вследствие непрерывности / имеем /(я) —/(#*), 
а вследствие замкнутости X имеем ж ' е Х ^ ж е Х , Отсюда получа
ем, что любая точка сгущения последовательности {я*} есть (гло
бальный) оптимум для (ZJ/). 

З а м е ч а н и е . Как и в доказательстве теоремы 1, можно без 
труда установить следующие соотношения: 

Ф(**+\ **+0<Ф(*\ tk) Vfc, 
В(хк)^В(х*+1) VA, 

/(л*+|)</(ж*) vfc 
Последнее неравенство показывает, в частности, что последова

тельность полученных значений целевой функции монотонно не 
возрастает. 

Методы впутренних штрафов представляют большой интерес 
при исследовании задач оптимизации с сильно нелинейными огра-
чениями, для которых большая часть прямых методов, описанных 
в гл. 5 (например, метод возможных направлений), встречает боль
шие трудности. Но, со своей стороны, эти методы предполагают, 
что известно исходное решение х°, принадлежащее внутренности 
множества решений X. 

Кроме того, их запуок в работу требует некоторых предосто
рожностей— в частности, на уровне процедур одномерного поис
ка,— чтобы избежать выхода за пределы множества решений X. 

1.4. Оптимальная аппроксимация множителей Куна — Таккера. 
Одной из иптереспых особенностей методов штрафов является их 
способность давать хорошие аппроксимации оптимальных множи
телей Куна—Таккера. 

Рассмотрим спачала метод внешних штрафов (п. 1.2), в котором 
точка х*, полученная на k-ii итерации, дает минимум функции 

га 

Ф (s, rh) --= f{x) + гкУ [gt (x)]\ 
i 1 

Если фупкцшт / и gi непрерывно дифференцируемы, то точка х* 
удовлетворяет, таким образом, условию стационарности для 
ф(#> rfc), что записывается в виде 

т 

V/ (**) + 2rh 2 gt (*k) V£i (**) - 0. (5) 
г=1 

В предположениях теоремы 1 имеем хк -> я*, где х* — оптимум, 
задачи (Р'). 

Предположим, с другой сторопы, что х* — регулярная точка, 
т. е. что градиепты ограничений, удовлетворяемых точкой я*, ли
нейно независимы. Тогда вследствие замечания, сделанного в гл. 5, 
п. 1, 2, существует такой однозначно определенный вектор Куна — 
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Танкера X* > О, что 
т 

i=-l 

ЯГ̂ г (х*)-= 0. (7> 
Пусть /° = (tl^t(j:*) = 0} — множество индексов насыщеппых в 

#* ограничений, т. е. удовлетворяемых точкой я* в виде равенства. 
Для любого i<£I° имеем #,-(я*)<0 и, следовательно, существует 
такое К, что 

Vj£/° f ft>Jf*^gl(x*)<0. 

Следовательно, Л > K-=$»2rhgt (xh) = 0. 
Тогда для \'к>К можно написать 

V/ (**) + 2 2r/{gf (**) Vgi (*h) = 0,; 

откуда выводим (вследствие непрерывности V/ и v g J , что длят 
г'е/° величина 2/\#* (я*) стремится к л*, т. е. к единственному 
решению задачи (6) — (7). 

Мы видим также, что для всех г = 1 , ♦ .., т величина 2rkgt(xk) 
образует приближение оптимального множителя Куна — Танке
ра X*. 

Рассмотрим теперь метод внутренних штрафов (п. 1.3), в кото
ром точка хк, получаемая на k-й итерации, дает минимум функции 

ж 

if (х, У = /(*) — th 2 —— ' Л 
Si(x) 

Если предположить, что функции / и gt непрерывно дифферент 
цируемы, то условие стационарности \р можно записать в виде 

т 

Рассуждение, аналогичное предыдущему, показывает тогда, что-
если xh-+x* (z* — оптимум задачи (/*'))» и если х* — регулярная 
точка, то для любого 1 = 1, ..., m величина th(i\gi(xh))2 стремится 
к K'i — к оптимальному множителю Куна — Таккера, связанному с 
i-м ограничением. 

1.5. Комбинация методов штрафа с другими методами. Методы 
штрафов являются простыми и эффективными методами как для 
быстрого получения хороших приближенных решений задачи типа 
(Р')? так и для хорошей аппроксимации оптимальных множителей 
Куна — Таккера. Однако они, вообще говоря, не позволяют достичь 
заданной точности, так кж это требовало бы выбора либо слитком 
больших (внешние штрафы), либо слишком малых (внутренние-
штрафы) коэффициентов штрафа, что приводит к плохой обуслов
ив 



яеппости ф и f и к численным трудностям. Именно поэтому ме
тоды штрафа часто используются в сочетании с другими методами. 

Например, исходя из хороших приближений для ж* (оптималь
ных исходных переменных) и X* (оптимальных дуальных перемеп-
яых), полученных методом штрафа, можно применить метод Нью
тона (или один из его вариантов) для решения уравнений Куна — 
Таккера (см. гл. 5, § 4): свойство квадратичпой сходимости в 
окрестности решения (я*, к*) позволяет тогда получить заданную 
точпость (см., например, [G]). 

Как мы увидим в § 4 настоящей главы, комбинируя методы 
штрафов с изложеппыми ниже, в § 2, 3, двойственными методами, 
можно получить другие, также высокоэффективные алгоритмы (ме
тоды расширенных лагранжианов). 

§ 2. Классическая лагранжева двойственность 

Рассмотрим следующую задачу математического программиро
вания: 

/(#)-*-min, 
gi(x)<Of i e / = {l, ..., т), (Р) 

Z E E S C Z R » . 

Функция Лагранжа L(x, X), введенная нами в предыдущей гла
ве, имеет вид 

L(x,X) = f(z)+ ^%igi(x). 

Мы видели в предыдущей главе, что задачу (Р) можно решить, 
<если определить седловую точку функции Лагранжа, т. е. такую 
пару (х, к), что • 

L (х, X) = min L (ж, K)f 

g(x)<0, 
%gt(x) = 0 (i = l, ..., го). 

Определим теперь в области %>0 функцию w(k), полагая 
w{l) = inf{L(x,K)}. 

x<sS 

В дальпейгаем мы будем предполагать, что функции / и gi и 
множество S таковы, что в любой точке Я, в которой w(K) имеет 
конечное значение, существует такой #e=«S, что w{%)^L(x^ К). 
Тогда можпо написать 

w(X) = min {L (#, %)}. 
aces 

Заметим, что ото условие выполняется, в частности, если функ
ции / и gi непрерывны на S, причем S компактпо (см. теорему 
Вейерштрасса, гл. 1, п. 2.3). 
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Мы сейчас увидим, что поиск седловой точки, если она суще-
ствует, можно осуществить, решая задачу 

max w (X) = max /rnin L {х, Х)\, 

*,€=Rm+; (D) 
задача (D) называется дуальной (двойственной) задачей для (Р). 
Наоборот, (Р) называется тогда исходной задачей или прямой за-
дачей, w называется дуальной (двойственной) функцией. 

Заметим —и это важно,—что дуальная функция w а дуальная 
задача (D) определены также и тогда, когда седловая точка не 
существует. 

2.1. С в о й с т в о 1 (слабая теорема двойственности). Для лю
бого X^l\m+ значение дуальной функции w(X) не превосходит 
абсолютного оптимума /(**) задачи (Р), иначе говоря, если 
w(X*)— оптимальное значение двойственной задачи, то 

w(X)<w(X*)<f(z*) УХ > 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нозьмем пекоторое X > 0. 
По определению a : s S ^ 

i e / 

Если # —ретпепие (Р)« то имеем g(x)^0, поэтому Xg(x)^Q и, сле
довательно, w(X)< /(ж). 

В частности, если я* — оптимальное решение (Р), то имеем 
VJ^O: 

w(X)<:w(X*)<f(x*). 
2.2. С в о й с т в о 2 (вогпутость дуальной функции). Дуальная 

функция w вогнута как функция X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем некоторые X1 и X2 и для неко

торого 0 €==[(). 1] положим Л, — ВЛ1 +(1~6)АЛ 
Тогда существует такое я, что 

m — 

Тогда по определению w(X]) и ш(Х2} имеем 

и>(ь8Х/Й + 2хЫ*); 
умножим первое неравенство на 0 ^ 0 , второе на 1 — 0 > 0 ш 
сложим. 

Получаем: 
0w(X') + 1 1 - 0 ) м;(Л2)< /(*) + 2 № + (1 - 6) М] ft (*) -

i 
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Это последнее свойство — совершеппо общее, и оно пе предпо
лагает ни выпуклости функций / и gu пи выпуклости множества 5. 

З а м е ч а н и е . В частном случае, когда S — дискретное подмно
жество Zn (целочисленное программирование), функция w диффе
ренцируема пе в каждой точке (мы видели, что ее график есть. 
нижняя оболочка конечного или бесконечного семейства гиперплос
костей в К"*1, см. гл. 4, п. 3.1). Вогнутость позволяет, однако, 
утверждать, что локальный оптимум Я0 для w яъяяотся глобальным 
оптимумом. Поэтому дуальную задачу решать, вообще говоря, про
ще, чем исходную задачу (Р), и это —один из доводов, в силу 
которых понятие двойственности чрезвычайно употребительно в ма
тематическом программировании. 

В случае целочисленного программирования свойство 
max w (Я) = w (Я*) < / (х*) 

х 
всегда приводит к тому, что величина м(Я*) (или приближение-
этой величины) очень часто выступает как функция оценки в рам
ках процедур исследования с помощью разделения и оценки 
(SEP — разделение и прогрессивная оценка, разветвленный поиск,. 
метод ветвей и границ и т. д.; см. гл. 7). 

2.3. С в о й с т в о 3 ( теорема д в о й с т в е н н о с т и ) . 
a) Если задача (Р) имеет седловую тонну (#*, Я*), то 

max(Z))-u;(X*)«/(**)«min(jP). 
Иначе говор я, оптимальное значение исходной задачи (Р) рав

но оптимальному значению двойственной задачи (D). 
b) Обратно, если существует такое решение х* задачи (Р) и 

такое Я*>0, что и;(Я*) —/(ж*), то (Р) имеет седловую точку,, 
и (#*, Я*)— такая точка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
a) Так как (ж*, X*) —седловая точка, то 
L (я*, Я*) = / (х*) + %*g (**) «= / (х*) = min {L (ху Я*)} =» w (Я*). 

С другой стороны, вследствие свойства 1 для любого К>0 име
ем w(\) <}(&*}. Отсюда следует, что 

/ (х*) = w (Я*) = max {w (К)}. 

b) Обратно, предположим, что существует такое решение х*' 
задачи (Р) и такое Я*^*0, что w(k*) = j(x*). 

По определению и?(Я*) имеем 
w(X*)<f(x) + k*g(x) Vx&S. 

В частпости, полагая г «* #*, получаем 
w (Я*) = /(ж*) < f(x*) + X*g(x*), 

откуда следует, что X*g(x*)>0. 
Но Я * ^ 0 и g(x*XQ, поэтому имеем также и Я*#(ж*)<0 иг 

следовательно, X*g(x*) = 0. 
М м, май у 2 0 9 



Так как X*g(x*) есть сумма отрицательных или нулевых ела-
таемых, то отсюда следузт, что Vj имеем K*gi (x*) = 0 и , следова
тельно, (#*, Я*) —седловая точка. 

Заметим, что свойство За) нриложимо, в частности, к выпукло
му программированию. 

2.4. Пример 1. Рассмотрим задачу 

Здесь 

х\ + х\-+т\п% 
2xi + х2 < —4. 

/ (*и *2) == xi + х** S («it «2) = 2*i + «2 + 4* 
/ выпукла, g выпукла. Следовательно, седловая точка существует и 

и; (А*) = /(**), 
L (а:, Я) = я$ + xi -f 2 ^ + Л.я2 -f 4Я,. 

Минимум по х функции L(x, X) определяется условиями 
дЫдхх «= 2^1 + 2Х = 0 => а?1 = -Я, 
5L/5.T2 = 2^2 + Я = 0 => х2 =■ - V 2 . 

Отсюда получаем дуальную функцию м?(Я) = — 5Л2/4 + 4Я. Она 
удовлетворяет условию 2 (вогнутость). 

-^jcf- jr f-16/5 

п(Щ 

Рис. 1. Пример 1: оптимальное реше
ние исходной задачи 

Рис. 2. Пример 1: дуальная функция 
и оптимум дуальной задачи 

Максимум w{X) тогда достигается при условии dw/dX = — 5V2 + 
+ 4 = 0, откуда Я* = 8/5. 

Тогда получаем (см. рис. 1 и 2) 
х2 32 _ 16 * _ 8 

5 ~ 5 ' Xl " ~ "Г* 
2.5. П р и м е р 2. Диойственпость в линейном программировании. 
В этом случае / и g% выпуклы, седловая точка существует, а ус

ловия Куна — Таккера необходимы и достаточны. 
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Рассмотрим задачу (без ограничения на знак х) 
сх-+ min, 

b-Ax^Q, (Р) 
x^R\ 

c = (ci, С2, ..♦, с«)\ Ь=*{Ьи 62, . . . , Ьт)т, А(пгХп). 
Запишем функцию Лагранжа 

L(z, X) = cx + XT(b-Ax), 
откуда 

w (X) = min {(с — ХТА) х + ХТЬ). 
X 

Тогда получаем: 
w(X) = XTb для всех таких Я, что с — ХтЛ —О, 

к>(Л) = — «э для остальпых значений Л. 
Двойственная задача 

w(X)->-max, 

оказывается тогда задачей линейного программирования: 
XTb ~> max, 

С другой стороны, условия Купа — Таккера, являющиеся необ
ходимыми и достаточными, показывают, что в точке оптимума 

%J{bi — AiX)=sQ VI = 1, ...9m 
(условия дополнительности). 

Для задач типа (Р), не допускающих седловой точки (это как 
раз общий случай; в том числе в дискретном программировании,. 
когда S—дискретное множество), получаем строгое неравен
ство w(X*)<f(x*), и разность /(#*)— w(X*) называется скачком. 
ил и разрывом двойственности. 

2.6. П р и м е р 3. 
Рассмотрим задачу 

/(:г)= 10 — 3 î — 2x2 —х3 -* min, 

0 < я , < 1 , i = l, 2, 3. 
Ее оптимальное решение в вещественных числах есть набор 

*i = l, *2 =--2/3, хъ^0, /<ж)—17/3. 
Предположим теперь, что мы ищем оптимум той же задачи в 

целых числах —иначе говоря, при ограничении я* —0 или 1 ( i « 
- 1 , 2 , 3 ) . 
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Тогда получаем задачу 
z «= 10 — 3̂ 1 — 2x2 — хг -*■ min, 

2zi + Зя2 + 4хз < 4, 
* « ( * ! , Ж2, * 8 ) Т в 5 « { 0 , I)3 . 

Множество S конечно и содержит 23 = 8 элементов, обозначае
мых у\ у2, . . . , у*, где у1 « (0 , 0, 0), j / 2 = (l, 0, 0) и т. д. 

Свяжем с ограничением g (х) *= 2х\ + 3̂ 2 + 4#з — 4 < 0 двойст
венную переменную Я>0 . 

Для каждого из восьми решений у\ у2, ..., у8 функция L(y\X) 
определяется равенством 

Следовательно, эта функция линейна по Л, и дуальная функция 
w(%) определяется равенством 

и?(\)=*тт{Ь(у\Щ 
ylfzS 

— это нижняя оболочка 8 прямых L(y\ К) для ! я 1 , 2, . . . , 8. 
Эта функция представлена па рис. 3. 

f (**)-! Скачок 
двойственности 

Сие. 3. Скачок двойственпости в задаче целочислеппого программирования 

Заметим, что оптимум дуальпой задачи достигается при Я*=* 
«=2/3, и соответствующее значение равно w (Я*) =» 17/3 — оптимуму 
задачи для вегцествеппых чисел. 

Но оптимум целочисленной задачи есть (1, 0, 0) со значением 
7: следовательно, здесь есть скачок двойственпости 4/3 и седловой 
точки пет. 
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Перед тем как сформулировать фундаментальное для решения 
двойственной задачи свойство 4, напомним, что субградиентом 
функции w в точке к называется любой вектор ^ " ( Т ь Y2» •♦•» Т»0Л 
удовлетворяющий условию 

w(k')^w(k) + (k'-k)y VVeR»+ 

Субдифференциал функции w в точке % (множество всех суб-
градиептов w в точке к) есть замкнутое выпуклое множество, обо
значаемое dw(k) (см. гл. i, п. 3.5). 

Тогда выполняется _ 
2.7. С в о й с т в о 4 (субградиент). Для ке Rm+ положим 

Y(k) = foe S\f(y) + %kigi(y) = ш(1)\. 

УоаЗа Зля любого y e 7 ( l j вектор g(y) есть субградиепт w в точ
ке к. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению w имеем для любого 
ке Rm+ и любого Ж Е 5 

!*(*)</(*) + **(*). 
В частности, для у^У(к) 

w(k)<f(y) + kg(y) 
и, по определению Y(k), 

iv(l)=f(y)+lg(y): 
Вычитая, получаем 

w(\)-w(k)<(k-~X)g(y)f 

что и доказывает, что g(y)*=dw(k). 
Вследствие свойства 4 все векторы вида g(y) с y&Y(k) явля

ются субградиентамп w в точке к. Следующая теорема показывает, 
что, и обратно, любой субградионт можно выразить как выпуклую 
комбинацию векторов g(y)f где у пробегает У {к). 

Т е о р е м а 3. Предположим, что функции / и g{ ( i s /) непре
рывны па S и что выполняется одно из следующих двух условийг 

1) S компактно; 
2) существует такая окрестность V точки к, что для любого 

Яе V множество Y(k) непусто и содержится в фиксированном ком
пакте KczS. 

Тогда субдифференциал dw(к) совпадает с выпуклой оболочкой 
множества Г = {g(y)\y& Y(k)}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий теоремы следует, что w — 
собственная вогпутля функция в окрестности точки к и, следова
тельно, для любого d = (du d% . . . , dm) существует предел (при 
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в ->- 0+) отношения 

О * 

и он равеп 6w(X, d) — производной функции и; по направлению d 
в точке К (см. гл. 1, п. 3.6). Кроме того, дю (Я) — замкнутое вы
пуклое множество, й, согласно теореме 9 гл. 1, имеем 

бш (к, d) => min {dy}. 

L Покажем спачала, что существует такой y^Y(h), для* 
которого _ 

8w(X, d)>dg(y). 

Рассмотрим такую последовательность {О*} вещественных чисел,. 
что 0й -^0 + . Любому из 6* можно сопоставить такой yh*= У(А + 8\2)„ 
что _ __ 

w(k + Ohd) = f(yk) + (k + Qkd)g(yk). 

Если условие (1) выполнено, то все ук содерячатся в компакт
ном множестве S. Если же выполнено условие 2),jro можно всегда 
выбрать последовательность {0к) так, чтобы У к: K + Qhd^V, тогда 
все ук содержатся в компактном подмножестве K^S. Следователь
но, мы всегда можем выбрать из {ук} такую подпоследовательность 
{у1)шы что {у1} сходится к ye^S. Для всех x&S можно тогда 
записать 

f(x) + (l + 0'd)g(x)>f(v
i)+lj. + 0ld)g(yiy vies. 

Переходя к пределу при /-*■ «> (l^L), получаем отсюда 

№+lg(*)>Hv)+lg(y). v*s5 , 
что показывает, что y*=Y(K) и 

^(l)^f(y) + ^g(y)\ 
Тогда VjeL можио записать 

= 1(y') + h(y')+ydg(y')>f(y)+lgCy)+&dg{yl) 
и, следовательно, 

При J-^oo (Ze=L) левая часть стремится к 8w(k, d)\ а пра
вая—к dg(y), так что 

6ш(Я, d)>dgijj)% y&Y(X), 
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II. Заметим^ теперь, что в условиях теоремы множество Г=* 
** lg(jf) \y*= Y(K)} компактно. Так как выпуклая оболочка ком
пактного множества замкнута, то множество СОПУ(Г) замкнуто и 
выпукло. С другой стороны, из свойства 4 вытекает, что Г <= 
adw(k), и так как dw (Я) есть замкнутое выпуклое множество, то 
conv(V)<=:dw(k). 

Чтобы показать, что дм?(Я)с=еошг(ГУ, приведем к противоре
чию предположение, что существует такой ч&дш(к), что Y^ 
^СОПУ(Г) . 

Применяя теорему 1 приложения 1, выводим, что существует 
такой вектор d==(di, ..., rim), d ^ O , и такой скаляр а, что 

dg(y)>a V y e y f t ) , 
d y < a . 

Используя (1)^ мы можем для этого вектора <2_найти такой 
^ е У ( \ ) , что би>(Я, d)>dg{y) и, следовательно, 6м>(Я, d)><x. 

Но, с другой стороны, 
6w (к, d) «■ min {dy} <I dy < a, 

•откуда и получаем противоречие. 
Таким образом, действительно сопу(Г)»(?ц?(Я), и теорема 

доказана. 
З а м е ч а п и е . Условие 2) теоремы 3 выполняется, например, 

если /(#)-*+оо при 1Ы1-*-+°° и если существует такое веществен
ное 2, ЧТО 

Vx&S, V i e / : gt(z)>z. 
2.8. Днфференцируемость дуальной функции. Если функция w 

дифференцируема в точке Я, то Г (Я) сводится к единственному 
элементу у и g(y) есть градиент w в точке "Я. Для того чтобы этот 
случай имел место, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
условия теоремы 3 в точке к и чтобы функция ^Лагранжа £(#, Я) 
имела единственный минимум в точке х для к — Я. 

Заметим, что единственность минимума в точке # для функции 
£(ж, Я) имеет место, в частности, если функции g% выпуклы, а / 
строго выпукла. 

П р и м е р. Рассмотрим пример i из п. 2.4. 
Для любого Я^О (единственный) минимум функции /(#) + 

+ ки(х) достигается в точке Х\ = —Я, #2 в —Я/2. 
Тогда 

g (i) - 2"it + i , + 4 - — ^ + 4. 

Можно убедиться, что эта величина совпадает с производной 
функции w (Я) = — 5Я2/4 + 4Я. 
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Покажем, наконец, как решение дуалыгой задачи позволяет 
определить седловую точку (если она существует) и получить так
же оптимальное решение исходной задачи. 

2.9. С в о й с т в о 5. Пусть X > 0 — оптимальное решение дуалъ* 
ной задачи. Тогда: 

a) если задача (Р) имеет седловую точку, то существует такое 
решение х* задачи (Р), что (я*, X) есть седловая точка (тогда а* 
есть оптимальное решение задачи (Р)); 

b) если задача (Р) имеет седловую точку и если L(x, X) имеет 
единственный минимум по х— пусть в точке J e 5 , — то точка 
(#, X) обязательно является седловой и х — оптимальное решение 
задачи (Р); 

c) если предположить, что w дифференцируема в точке Я, и ес~ 
ли х — (единственный) минимум х в L(x, X), то (Р) имеет седло-
вую точку и (#, X) есть такая седловая точка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
a) По определению w(X) существует такой a ieS, что 

"(М-/ё)+1*(«), 
причем _ _ _ _ 

w(X) = f (х) + kg (х) < / (* ) + Xg(x) Ух е S. 
Пусть (#*, Я*)-—седловая точка (она существует по условию). 

Покажем, что (#*, X)—также седловая точка. Так как х* — опти
мальное решепие задачи (Р), то w(X)'B&f(x*), Отсюда следует, что 

w(X)^j(x*)<f(x*)+'ig(x*)i 

откуда Xg(x*)>0. _ _ 
Так как, с другой стороны, Х>0 и g(z*)<Oy то Xg(#*) = 0„ 

откуда следует, что Vj; Л,̂ \-(я*) = 0. 
Иакопец, соотношение 

w(X) = f(x*) = f(z*) + Xg(x*)*Zf(z) + kg(z) Vx&S 

показывает, что х* — также точка минимума по х для L(x, X). 
Согласно теореме 2 гл. 5 (п. 2.1), точка (#*, X) — седловая. 

b) Предположим, что (х, X) — не седловая точка. Повторяя при
веденное выше доказательство, получаем, что существует такое 
решение х* задачи (Р), что (#*, Я.)-—седловая точка. Очевидно, 
х*Фх. Но, так как ж* —также точка минимума но х для L(x, X), 
то отсюда^ следует противоречие с тем фактом, что минимум по х 
для L(x, X) единствен. 

c) Если дуальная функция w дифференцируема в точке Я, то 
L(x, X) имеет по х единственный минимум — назовем его # — 
и, вследствие свойства 4, вектор g(x) есть градиент функции w в 
точке X. Так как \ есть оптимум для w при ограничениях X > О, 
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то мы, таким образом, должны иметь 

1t>0°*gi(x) = Qt 

Вследствие теоремы 2 гл. 5 (п. 2.1) точка (#, Я) — седловая. 
Во многих случаях дуальную задачу (D) решить легче, чем 

исходную. Если седловая точка существует, то решение задачи 
(Р) может быть} таким образом, с выгодой заменено решением 
задачи (D). Заметим, однако, что даже если седловой точки 
нет, решение задачи (Р) может быть заметно упрощено, если 
использовать информацию, полученную при решении дуальной 
задачи. 

Если выполняются условия предложении 5Ь) или 5 с) и если 
Я известно, то мы непосредственно получаем х с помощью мини
мизации без ограничений, примененной к Ь{хч Я). Это полностью 
соответствует первоначальной цели, которая состоит в преобразо
вании задачи в задачу без ограничений. Так как, вообще говоря, 
Я не известно заранее, то мы определяем его, максимизируя дуаль
ную функцию итеративным методом. Если Я* — последовательность 
получаемых таким образом точек (Я*-* Я) и если условия предло
жении 5Ь) или 5 с) выполнены в некоторой окрестности точки Я, 
то последовательность соответствующих точек хк сходится к х. 
Решение исходной задачи заменяется, таким образом, решением 
последовательности задач оптимизации без ограничений. 

2.10. Скачки двойственности и недифференцируемость дуальной 
функции в оптимуме. Непосредственным и важным следствием 
свойства 5с) является следующее: 

Если задача (Р) не имеет седловой точки, то дуальная функция 
w необходимо недифференцируема в оптимуме, 

Таким образом, существует много задач, для которых^ дуальная 
•функция не имеет точной производной в искомой точке Я (в опти
муме для (D)) и для которых необходимо включать в работу 
алгоритмы, приспособленные к оптимизации выпуклых или вогну
тых функций, которые не всюду дифференцируемы (например, 
алгоритмы субградиепта, см. гл. 4, § 3). 

2.11. Получение приближенных решений исходной задачи с по
мощью решении двойственней задачи. Если свойство 5Ь) нельзя 
применить в связи с тем, что (Р) не допускает седловой точки, 
пли с тем, что минимум функции L(x, Я) по х не единствен (тогда 
дуальная функция недифференцируема в оптимуме Я), то, как 
мы сейчас увидим, можно весьма общим образом получить хо
роните приближенные решения исходной задачи (Р) с помощью 
решения дуальной задачи. Это наблюдение является следствием 
свойства 6. 

С в о й с т в о 6. Для произвольного Я ^ О обозначим через # ( Я ) е 
^ К (Я) точку минимума функции L(x, Я) по х. Тогда х(Х) есть 
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глобальный оптимум следующей (возмущенной) задачи*. 
/(#)-»* min, 

gi(x)<gi(x(X)), i^h (P) 
X&S. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначение 
— gi{x{k)) и рассмотрим задачу 

f(x)-*- min, 
§t(z)*Z0, *es/, 

x&S. 
Можно проверить, что % (X) — точка минимума по х для функ

ции L (х, X) « / (х) + 1] Л*£,- (я). 
С другой сторопы, условие g(x(X)) = 0 показывает (см. теоре

му 2 гл. 5), что (х(Х), X) есть седловая точка задачи (Р) и, вслед
ствие этого, х(Х) есть глобальный оптимум для задачи (Р) и для 
задачи (Р). 

Предположим тогда, что мы ищем оптимум к дуальной функции 
w (недифференцируемой в точке К) с помощью алгоритма субгра
диента. Следовательно, строим последовательность ?Д сходящуюся 
к X. Точки А*, полученные таким образом и достаточно близкие к 
X, обладают тем свойством, что модули субградиентов g(x(Xk)) 
малы, иначе говоря, что составляющие gi(x(Xk)), являющиеся по
ложительными, обязательно близки к нулю. Это показывает, что 
точки x(Xh) доставляют хорошие аппроксимации оптимума (Р), 
поскольку вследствие свойства 6 они являются оптимальными 
(глобальными) решениями задач, отличающихся от (Р) только 
(малым) возмущением правых частей ограничений. 

Эта особенность дуальных методов особенно интересна во мно
гих практических приложениях, в которых можно удовлетвориться 
решениями, удовлетворяющими ограничениям «с точностью до е». 

§ 3. Классические лагранжевы методы 

Эти методы состоят в решении дуальной задачи (D) с суще
ственным использованием вогнутости дуальной функции w и свой
ства 4 из п. 2.7, позволяющего вывести субградиепты (и сам гра
диент в дифференцируемом случае) с помощью вычисления значе
ния w{X). Может быть использован любой алгоритм градиента (см. 
гл. 4, § 2) или субградиента. 

Если существует седловая точка (в частности, в выпуклом слу
чае) и если точка минимума по х функции Лаграпжа L{x, X*) 
единственна для Я = Я* (в оптимуме дуальной задачи), то свойство' 
5 показывает, что решение дуальной задачи позволяет получить 
оптимальное решепие исходной задачи. В случае, если седловая 
точка не существует (и есть скачок двойственности), решепие 
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дуальной задачи доставляет, с одной стороны, приближенные ре
шения исходной задачи (свойство 6) и, с другой стороны, оценку 
снизу оптимального решения исходной задачи (по свойству 1). 

Основные методы, использующие лагранжсву двойственность, 
перечислены ниже. 

ЗЛ. Алгоритмы Удзавы (1958) и Эрроу — Гурвица (1958). Ал
горитм Удзавы [58] использует классический метод градиента (в не-
дифференцируемом случае — субградиента) для решения дуальной 
задачи. На каждом этапе минимизируется функция Лагранжа. 
В общих чертах метод выглядит следующим образом. 

a) Отправиться из точки А ° ^ 0 . 
b) На к-ж этане итерации мы паходимся в точке Я\ Вычислить 

величину 
w (Л*) = min {/(х) + lhg(х)} = / (**) + bhg (**). 

x<ss 

c) Вектор g(xk)^[gi(xk)]i^j есть субградиепт функции w в точ
ке %к (градиент в дифференцируемом случае). Определим Kk+l ра
венством 

Х * « - Pr llh + Pkg(z'% 

тде pft — mar перемещения па этапе к. 
Если выполнен тест остановки, то СТОП. Иначе выполнить 

к •*- к+ 1 и вернуться к Ь). 
В зтом алгоритме шаг перемещепия ph может быть выбран 

априори: тогда речь идет о методе градиента или субградпеита G 
определенным заранее шагом, примененном к дуальной функции 
(более подробно о стратегиях выбора р„ см. гл. 4 § 3). 

Эти шаги могут равным образом быть выбраны так, чтобы мак
симизировать ш(л). выходя из кк в направлении g(xk); тогда речь 
идет о методе наибыстрейшего спуска, примененном к дуальной 
задаче (в последнем случае при одномерных минимизациях может 
оказаться интересным использование информации о производных, 
полученной при переходе к градиенту функции w). 

Метод Эрроу — Гурвица [2] очень близок предыдущему. Раз
ница состоит в том, что па каждом таге к мы не ищем минимум 
по х функции Лагранжа L(x, >,ft), а удовлетворяемся перемещением 
(часто па заранее определенный шаг) в направлении —VxL(xk~W). 
Этот метод состоит, таким образом, в перемещениях па заранее 
определенные шаги поочередно в пространстве исходных перемен
ных и в пространстве дуальных переменных. 

Если дуальная функция плохо обусловлена, то можпо также 
использовать квазиньютоновский метод для оптимизации дуальной 
задачи (см. п. 5.2.2). 

3.2. Алгоритм Данцига (1959). Его принцип основан на сле
дующем замечании: если в задаче (Р) из § 2 множество S конеч
но, то дуальная задача (D) эквивалентна задаче линейного 
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программирова пня: 
maxj 

1 (х) + 2 ^gx (*) > * У* е S, (PL) 

в которой каждой точке множества 5 соответствует ограничение. 
Очевидно, если множество S бесконечно, то задача содержит 

бесконечно много ограничений и не может быть решена явным 
образом. 

Однако даже в этом случае ее можно решить приближенно ме
тодом обобщенного линейного программирования («порождением 
ограничений») следующим образом (см. гл. 8 § 1). 

а) Предположим, что па текущем этапе уже порождены К ог
раничений, соответствующих К точкам х\ xl

s . . . , хк. 
Решаем задачу линейною программирования 

z->max, 

/ (**) -V S hgi (**) >z, к - 1, . . . . , К, ■ PL (К) iGI 

Я > 0 , 
что приводит к оптимальпому решепию кК*1 со значепием zK+K 

b) Вычисляем дуальную функцию 
w (iK+1) = mi n r/ (*) + 2 tf+1* m - / (*K+1) + 2 tf+,*« (*K+1). 

XG& \ t \ I 

Тогда могут представиться два случая. 
Если w(kK+l)^ 2я+!, то все закончено: Хк+1 есть оптимум ду

альной задачи (действительно, точка (Хк+\ zK+i) удовлетворяет 
тогда всем ограничениям задачи (PL)— даже тем, которые не вы
ражены явно в задаче PL (К)), 

Если же w(kK+l)< 2*+l, то добавим к задаче PL (К) ограничение 

/(*к+,) + 2 **«(*"-")>*. 
I 

соответствующее #K+l, и перейдем к (/С+1)-му шагу итерации, 
чтобы решить «расширенную» линейную задачу PL (К + 1). 

Заметим, что этот алгоритм сводится к применению к дуальной 
функции задачи (Р) метода касательной линеаризации (см. гл. 8» 
н. 1.6). Тогда сходимость последовательности Хк к оптимуму Я* 
дуальной задачи следует из теоремы 1 гл. 8 (п. 1.6). На каждом 
шаге к получаем последовательность 

w(Xk)<w(X*)^z\ 
что позволяет прервать вычисления, как только скачок станет 
меньше некоторой зафиксированной с самого начала величины 
е > 0 , 
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Кроме того, если задача строго выпукла (например, если g% 
выпуклы, / строго выпукла и S выпукло), то иоследовательность 
полученных точек хк сходится к (единственному) оптимальному 
решению х задачи (Р). 

Заметим, что на практике на каждом шаге решается не задача 
PL (К), а двойственная к ней задача. Алгоритм действует тогда 
как порождение столбцов я отождествляется с методом барицентри-
чсской аппроксимации, описанным в гл. 5, п. 3.6.3. 

3.3. Использование лаграннссимх методов в невыпуклом случае. 
Важно заметить, что интерес к лагранжевьтм методам не ограни
чивается случаем выпуклых задач. В невыпуклом случае (где-
функции / и gi не выпуклы) функция Лагранжа L(%, Х)^{(х) + 
-\-Xg(x) не обязана быть выпуклой по х при данном Я. Следова
тельно, часто оказывается затруднительным получить абсолютный 
минимум L(x, Я) по х и тогда приходится удовлетвориться локаль
ным минимумом х. Однако если в некоторой окрестности V(x)<^S 
точки х функции f(x) и gt(x) выпуклы и если неравенство g(x)*£ 
г^О имеет решение в V(x), то мы видим, что можно определить 
«локальную» седловую точку для задачи 

j{x)~^ min, 

же= V(x), 
разрешая «локальную» дуальную задачу 

м?(Я)-*тах, 
Я > О, 

где w(K) определяется равенством 
w(X)= min_ {/(*) + Xg(x)}. 

(Свойство вогпутости w(X) сохраняется, даже если ограничить х 
подмножеством V(x) множества S, что делает возможным опреде
ление абсолютного максимума функции ш(Х).) 

Эта «локальпая» седловая точка приводит тогда к локальному 
оптимуму начальной задачи 

f(x)-*- min, 
*(*)<0, (Р) 

x^S 
(см. гл. 5, п. 2.7)'. 

Вместе с тем существует пемало случаев, в которых — хотя 
задача (Р) и не выпукла (например, по той причине, что множе
ство S не выпукло) —для каждого значения Я тем не менее ока
зывается возможным определить абсолютный минимум функции 
L(x, Я) = f(x) + Xg(x) на 5. Тогда в любом случае полученпое зна
чение w (Я) « min L (хх Я) есть миноранта оптимума цены. Если мы 

x<as 
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располагаем приближенным решением задачи, то это паблгодениа 
позволяет оценить качество этого решения и измерить теоретиче
ский скачок от оптимальности. Это исключительно важно во мно
гих сложных задачах, для которых известны только приближенные 
алгоритмы (эвристические методы). 

Для целочисленных задач миноранту, получаемую решением 
дуальной задачи, можно также использовать как функцию оцен
ки в ходе применения методов типа «разветвленного поиска», ко
торые позволяют пайти точное решение ИСХОДНОЙ задачи (гл. 7 
§ 2). 

Напомним, наконец, что решение дуальной задачи часто может 
привести к хорошим приближенным решениям исходной задачи — 
вследствие свойства 6 п. 2.11. Эта особенность лагранжевых мето
дов чрезвычайно полезна на практике. 

§ 4. Обобщенные лагранжианы и седловые точки 
в невыпуклом программировании 

4.1. Расширенные лагранжианы: введение. Мы собираемся опи
рать здесь два типа методов, позволяющих заменить решение 
задачи 

/(z)->min, 
gt{x)<0, i - l , . . . , то, (Pf) 

х е It", 
решением последовательности задач оптимизации без ограничений. 

1) Методы штрафов (§ 1) —например, метод впенгпих штрафов 
(см. п. 1.2), где па каждом шаге мипимизируется величина 

m 

Ф (х, г) = / (х) + гН (х) = / (х) + г 2 [max {gi (х), 0}]2,: г > 0. 
1 = 1 

Этот метод представляет то неудобство, что для того, чтобы 
получить реализуемую точку, нужно заставить г стремиться к +<*>; 
тогда q>(x, r) становится плохо обусловленной функцией, для ко
торой методы градиента дают медленную сходимость (см. гл. 4, 
п. 2.12). 

2) Методы, использующие лаграпжеву двойственность (§ 3), 
где (Р') заменяется последовательностью задач 

min|/(x) + 21 hgi(x)\. 
X { 1 = 1 J 

Эти методы представляют, в частности, то неудобство, что даже 
если скачок двойственности отсутствует и если V сходятся к опти
муму А.* дуальпой задачи, то получаемые соответствующие после
довательные решения хк могут не сходиться к решепию исходной 
-задачи —за исключением случая, когда L(x, к) имеет в окрестно
сти точки X* единственный минимум по х (см. п. 2.9; это послед
нее обстоятельство имеет место, например, в случае, когда Ь(х, Я) 
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строго выпукло по а:), В частности, задачи линейного программиро
вания этим способом не решаются. 

В случае ограничений в виде равенств Хестенес [32] и незави
симо Пауэлл [49] заметили, что эти трудности могут быть частично 
устранены комбинированием двух подходов (штрафов + двойствен
ности), и предложили решать последовательность задач без огра
ничений вида 

т т 
rain L (х, X, г) = /(*) + £ hgi W + r V [gi (X)f 

(Я — число любого знака). 
Обобщение функции Хестепеса — Пауэлла на случай ограниче

ний в форме неравенств [51J совершенно очевидно. Достаточно вве
сти переменные скачков а.-^О и переписать (Р') в виде 

j(x)-*- min, 
gi(x) + si*=0, 

x^Rn. 
Тогда на каждом гааге нужно решать задачу 

min Г/(х) + 2Ui(gi(х) + si) + г 2 [gi(x) + Si]2) 
»ennl * * j 

(А,— числа любого зпака)'. 
Заметим, что в этом выражении минимизация относительно 

s>Q при фиксированном х может быть проделана явным образом 
отдельно для каждого st. Действительно, члены, содержанию sir 
суть 

rsl + (2rgi(x) + li)sh 

и если предполагать» что г > 0 , то минимум в области Si>0 до
стигается 

— либо при Si^-gi(x) — Xi/(2r) (если g«(s)<—A,</(2r))\ 
— либо при sf = 0 (если &(х)> — kj(2r)). 
Остается тогда задача: на каждом шаге минимизировать отно

сительно х функцию 
т 

L(x,X,r) = f(x)-]-2lG(gi(x),lur), 
где 

х? х-

G(gi{x),lur) = hgi (x) -1- г [gi (x))\ r>0,gi (x) ^—-±.f 

hgi{x)9 г = 0 Д , > 0 , 
— оо, г = 0 Д * < 0 , 

называется «расширенным лагранжианом» (Рокафеллар, [51]). 
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Можно предложить другие типы расширенных лагранжианов, 
основанные на той же идее (комбинация классического лагранжиа
на с функциями штрафов). 

Например, метод множителей Иакаямы и др. [47] использует 
функцию 

m (tlgi(x)]2 + ligi(x), gi(x)^O) 

(определенную для Х>0, t>0), которая комбинирует одновремен
но и методы внутренних: штрафов, и методы внешних штрафов. 

Можпо указать также Пьера и Лёве [48], которые используют 
функцию 

m ft.igi(x) + V>\gi(x)]2, h>0) 
L (*, К w) = / (x) + 2 Ц {x) ^ i W + l f t W l ^ ^ ^ 0 

и сообщают много случаев вычислений. 
Использование расширенного лаграпжиана может рассматри

ваться как улучшение методов штрафов, которое позволяет избе
жать использования слишком больших коэффициентов штрафов. 

Это легко видеть в случае ограничений в виде равенств для 
функции Хестенеса — Пауэлла: 

L (х, К г) - / (х) + 2 h.gi (х) + г 2 Igi (x)]\ 
i i 

Действительно, в точке оптимума (х*, Я*) градиепт в точке а:* 
функции L(x, X*, г) равен пулю для всех значений г (ибо 
gi{x*) = 0). 

Напротив, градиепт функции 
l(x)-\-rZlgi(x)f-

i 

в точке х* равен Vf(x*) (поскольку gi(.z*) = 0) и, таким образом, 
вообще говоря, отличен от нуля для любого значения г. Именно 
поэтому и приходится выбирать слишком большие значения г, что
бы достаточно хорошо приблизить #*, и еще с тем неудобством, 
что функция штрафа становится очень плохо обусловленной. 

В дальнейшем (см. и. 4.7) мы увидим, что расширенные ла-
гранжиапы еще и потому представляют исключительно большой 
интерес, что они позволяют распространить теорию двойственности 
па левьтнуклые задачи. 

В настоящее время общепризнапо, что алгоритмы оптимизации, 
основанпые на использовании расширенных лагранжианов, явля
ются наиболее эффективными общими методами решения задач 
математического программирования с сильно пслппейнымп функ
циями стоимости и ограничениями (см. § 5 об апализе сходимости). 
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4.2. Лагранжевм представления задачи оптимизации с ограни
чениями. Рассмотрим для начала задачу вида 

/(#)-** rain, 

Чтобы следующие рассуясдения были более попятны, важно 
подчеркнуть связь, существующую между «ооычпой» функцией 
Лагранжа 

t m 

оо, Я > 0 
L (x, Я) = 

и «расширенной» функцией стоимости 
(/(ж), если г е 1 1 п удовлетворяет условиям (Р')% f (х) = \' [ + оо в противном случае. 

Действительно, имеем 
max L (х, %) = ](х) Yx e R \ (8) 
beR m 

(Важное замечание: для фиксированного я область определения 
L(x, Я) расширяется па все пространство Rm приписыванием зна
чения —о° для всех векторов Я, не являющихся неотрицательными.) 

Реигение задачи (Р'), эквивалентное минимизации функции 
f(x) па R\ сводится, следовательно, к решепию задачи (так на
зываемой исходной задачи) 

min max {L (х, Я)}. 
oceR r4eRw 

Рассмотрим теперь в полной общности задачу, поставленную 
в виде 

(X — вещественное векторное пространство; обычпо X ^ R n ) . 
О п р е д е л е н и е 1. Пусть дано вещественное векторное про

странство Л и вещественная функция Е(х, Я) па XXЛ; функция 
L{x, Я) называется лаграижевым представлением задачи (Р) в 
том и только том случае, если: 

1) L(x, Я) является замкнутой вогнутой функцией от Я для 
любого х; 

2) /(х) = max L (х, Я) Ух е= X. 
;.е=л 

Эта последняя формула, обобщающая (8), означает только, что 
7 выражается как поточечный максимум семейства функций 

{Цх, Я)1Я^Л>. 
*5 м. Мину 2 2 5 



Элементы семейства Л называются обобщенными множителями 
Лагранжа. 

Функция L называется обобщенным лагранжианом задачи (Р). 
Для каждого фиксированного Я ^ Л задача минимизации L(x,X) 

па X может рассматриваться как некоторое (лагранжево) пред
ставление, оценивающее снизу данную задачу (Р). Действительно^ 
поскольку VX&A выполняется соотношение 

f(x)>L(zt Я) Ух, 
то имеем VX&A: _ _ 

min / (* )> min {£(*,*,)} = ы;(Я), (9) 
х&Х х&Х 

где (обобщенная) дуальная функция й)(Я) определяется равен
ством 

w(K) = min {L(x, 7.)}. 
х&Х 

Заметим, что (9) есть пе что иное, как обобшепие майорантного 
свойства дуальной функции (см. свойство 1 п. 2.1). 

С другой стороны, (9) выражает w(X) как (поточечный) ми
нимум семейства вогнутых функций iL(x, -)\х&Х). Отсюда сле
дует, что гд(К) есть вогнутая функция от Я, что обобщает свой
ство 2 п. 2.2. 

Точка Я* называется седловым множителем для (Р) относи
тельно функции Лагранжа Z, если 

min](x) =s m(n {£(#, Я*)) = ш(Я*). 
х&Х а'бА' 

Определить седловок множитель Я* можно с помощью решения 
(обобщенной) дуальной задачи 

г£(Я)-> max, 
л . л. m 

Действительно, если существует седловая точка (я:*, Я*), то 
min (Р) = min max [Ъ(х, Я)} = max min {£(#, Я)} = max (/>). 

хе=х К&А /.ел ле-Y 

Иначе говоря, существование седловой точки есть необходимое 
и достаточное условие перестановочности операторов min и max. 

Если Я* известны, то можно заменить задачу (Р) на (вообще 
говоря, более простую) задачу, состоящую в минимизации £(#, Я*) 
по X. 

Если па практике точка Я* априори неизвестна, то мы приме
ним к (В) итеративный метод, чтобы породить последовательность 
{Я*}, сходящуюся к Я*. Очевидно, как и в классических лагран-
жевых методах, такой подход интересен только в случае, когда 
последовательность ixh), определенная условием 

L (xk
s Я*) = min /. (х, Я*) Vic, 
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сходится к оптимуму х* задачи (/>), иначе говоря, если существует 
седловая точка для обобщенного лагранжиана L. 

В связи с этим мы интересуемся характеризацией седловых 
точек с помощью обобщения понятия функции возмущения и ин
терпретации седловых множителей в терминах опорпых гиперплос
костей этих обобщенных функций возмущения. 

Мы увидим также, как можно эффективно строить практически 
применимые обобщенные лагранжианы, допускающие седловую точ
ку, даже если они применяются к невылуклым задачам. 

4.3. Представления задачи с помощью возмущений. Рассмотрим 
снова задачу (Р) = {mmf(x), х^Х). 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть дано веществеппое векторное про
странство У; вещественная функция F(x, у) па XX Y называется 
представлением задачи (Р) с помощью возмущений тогда и только 
тогда, когда: _ 

1) для любого х^Х функция F(x, у) замкнута и выпукла 
по у\ 

2) F(x, 0) = f(x) Vx<=X. 
Возмущенная задача, соответствующая некоторому вектору у ^ 

с= У, есть, по определению, задача 
F(x, */)-*■ min, (Pv) 

ж е ! 
П р и м е р . Для задачи (Р'): immf(x), gt(x)<0, хе=Лп} мож

но выбрать представление с помощью возмущений в виде 
(/(#), если gi(x)^yi Vif 

х ? *" (-f oo в противном случае. 
В гл. 5, п. 2.4 мы видели, что это представление с помощью 

возмущений соответствует «обычному» лагранжеву представлению 
задачи (Р). 

Как мы сейчас увидим, существует непосредственная связь 
между лагранжевьши представлениями и /представлениями с по
мощью возмущений одной и той же задачи (Р). 

Т е о р е м а 4 [53]. Пусть У и А — вещественные векторные про-
странства в двойственности (скалярное произведение обозначается 
точкой •). Тогда: _ 

\) если F(x, у)—представление задачи (Р) с помощью воз
мущений (с функцией /% замкнутой и выпуклой по у), то из пего 
с помощью формулы 

Ъ{х, К) ---= min {P(a\ у) + Х-у\ 

можно вывести лагранже-ю представление L(x, у); 
_ 2) обратно, если L(x, у)—лаграижево представление задачи 

(Р) (с функцией L, замкнутой и вогнутой по >.), то можно вывести 
Из нее представление с помощью возмущений F(xy у) формулой 

~F(xiU) = max [Ъ(х,Х) — К-у]. 

15* 227 



Д о к а з а т е л ь с т в о . 
1) Пусть F{x, у)— представление задачи (Р) с помощью воз

мущений и пусть некоторое ж е Х фиксировано. 
Определим L(x, Я) формулой 

L(x, Я) = min \F(x, у) + %*у] УЯ 

и рассмотрим функцию ф, определенную равенством 
Ф (Я) = max {k*y — F(x, у)} УЯ. 

Заметим, что ф — сопряженная функция к функции F(x> у)9 
рассматриваемой как функция переменного у (см. гл. 1, п. 3.4). 
Следовательно, это — замкнутая выпуклая функция. Вследствие ра
венства 

£(*, Я ) = - Ф ( - Я ) 
мы получаем, что L(x, Я)—замкнутая вогнутая функция Я. 

Теперь для любого Я ̂  Л можно написать 
1{хЛ)<Р{*,У)+Ь'У Vy 

и взять, в частности, у = 0: 
L(x, k)*zF(xt 0) V^eA. 

Предположим, кроме того, что F(x, 0)<+«>,_иначе говоря, что 
точка у » 0 принадлежит эффективной области F(x7 #), рассматри
ваемой (при данном х) как функция переменного у. Так как Р 
замкнута и выпукла, j o она (ее график) имеет опорную гипер
плоскость в точке [0, F(x, 0)]. Пусть 

z(y)~F{x, ОЬЯ-t, 
есть уравнение этой гиперплоскости. Тогда 

F(x, y)>F(xt 0)-Я-р У у, 
следовательно, _ 

F(x, 0)<Р(х, у) + к-у \у, 
откуда выводим 

F(Xf 0) = т\п[Т(х,у) + 1.у} = Т(х,1)ч 

Следовательно, можно написать 
L (х, Я) — max L (х, Я) = F (х, 0) = / {х). 

Если же F{x, 0 ) e +*> f то с помощью аналогичного рассужде
ния можно показать, что 

шах L (х, Я) = F (х, 0) = / {х) = + оо, 

Отсюда следует, что Г(#, Я) есть лагранжево представление за
дачи (Р). 
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__ 2) Обратно, пусть L(x, К)— лаграижево представление задачи 
(Р) и пусть некоторое х^Х фиксировано. 

Рассмотрим функцию 

фО0 = т а х { Ь . у - ( - г ( * Д ) ) Ь 

Заметим, что ф(у)—функция сопряженная к (~Г(#, %)), рас
сматриваемой как функция переменного Я. Следовательно это — 
замкнутая выпуклая функция (см. гл. 1, н. 3.4), и поскольку 

F(x, У)=ъ(-у), 
то отсюда выводим, что F(x, у)—замкнутая выпуклая функция у. 

Кроме того, имеем также 
F(x, 0) = max \Z(x,k)} = }(х) Vxf 

что и доказывает, что F — представление задачи (Р) с помощью 
возмущений. 

Тогда мы обобщаем понятие функции возмущений следующим 
образом. 

О п р е д е л е н и е 3. Если дано представление F{x, у) задачи 
(Р) с помощью возмущений, то соответствующей (обобщенной) 
функцией возмущений называется функция Ф, определяемая фор
мулой 

Ф (у) = min (?у) =» min F(x, у) Vy е= Г* 
a r e * 

(Заметим,_что для у = 0 имеем Ф(0)= min(P).) 
Пусть F(x^y)—представление задачи (Р) с помощью возмуще

ний и пусть L(x, X)—соответствующее лаграижево представление. 
Рассмотрим функции 

Ф (у) = mm F (x, y)t 

w(k) — min L(xth). 

Из соотношения 
Z (х, X) = mm \1 (х, у) + Х-г/} 

сразу вытекает, что Ф(у) и w(%) связаны соотношением • 
w(k) = гшн{Ф(г/) + X*y]. (Ю) 

Следует заметить также, что w(X) есть (с точностью до знака) 
функция, сопряжепная к Ф (см. гл. 1, п. 3.4). 

Равным образом заметим, что, полагая у = 0 в формуле (10), мы 
приходим к соотношению 

ш ( * ) < Ф ( 0 ) « т т ( Р ) УК. 
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Сейчас мы увидим, что соотношение (10) позволяет помедленпо 
обобщить cuoffCTBo 4 и. 2.7 (субгралиепт) в следующей форме. 

С в о й с т в о 4'. Пусть для данного X = X' элемент я0 ^ X удоя-
летворяет условию 

w (>.) = min Z (.г, X) = X (л:0, X) 

w яусгб у0 выбран так, что 
F(x\ i/°) + Х-.у° - min {F(x\ у) + К.у]. 

Тогда 
w(k)'*= Ф(у°) + l-y* - min \Ф{у) + X-y] 

и у0 есгъ субградиент функции w в точке X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

с другой стороны, для произвольного х имеем 
ш (х) = X (х°, X) < X (я, X), 

1 ( * Д ) = min !?(*, у) + Х^ |<? (*>£° ) + Ь<А 

Следовательно, можно паппсать 
*Ч*°, p0)+"X-ff0<F(r, y°)+X-»° V « e X , 

что показывает, что #° удовлетворяет условию 
1 (х\ у0) = min Т (.г, у0) -п ф (г/0). 

Тогда, используя (10), видим, что 
w(X) - ф ( / ) + l.f = min (Ф(г/) + 1-у]. (11) 

Покажем, па конец, что у0 — субградиепт ш в точке X, 
Для всех Х '^Х вследствие (10) имеем 

ш(Х') - min [Ф(у) -|- Х'.у} <Ф(»°) + Х'.*Д, 

откуда выводим, что 
^(Х')-ш(Х)<(Х'~Х)-^°, 

что и доказывает рассматриваемое свойство. 
Для иллюстрации этого результата можно сослаться на п. 4.4, 

где мы показываем, как в случае «обычного» лагранжиана мы сно
ва получаем свойство 4 п. 2.7. 

Теперь можно установить следующий результат, являющийся 
непосредственным обобщением теоремы 4 гл. 5, 
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Т е о р е м а 5. Необходимое и достаточное условие того, что точ* 
ка %° есть седловой множитель, состоит в том, что 

Ф(У)> Ф(0)-Х° -у У у 6 У. (12); 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие необходимо: 
если К0 — седловой множитель, то w(X°)= Ф(0). 
С другой сторопы, используя (10), получаем 

w(\0)<O(y)+X°-y Vf f sy , 
и отсюда следует (12). 

Условие достаточно, поскольку при этом условии 
Ф(0)<Ф(у)+Х°>у yy^Y, 

что позволяет утверждать, что в соотношении 
w(X«)^mm{$(y) + k»<y} 

ye У 
минимум достигается для у=»0и 

ю(Х°)«Ф(0)«тт(7>) . 
4.4, П р и м е р 1: «обычный» лагранжиан. 
Рассмотрим представление с помощью возмущении: 

, (/(*)» с с л п 8Лх)<Уи i = l t . . . 1 i » , ; 
4 ■'*" l+ oo в противном случае 

для задачи 
/(#)-> min, 

*,(*)« 0, i = l , . . . , m, (/>') 

где у е У « ИГ. 
Соответствующее лагранжево представление имеет вид 

L(x,X) = min {F(^,i/) + Ьт/}. 
weiin 

Для любого фиксированного х минимум справа достигается: 
— либо для Уг «= gx{x), если h>Q Vi (и в этом случае мини

мум равен / ( * ) + 2 М * ) £ * ( я ) ) ; 
— либо для ух — + <», если 31 Х4 < 0 (и в этом случае минимум 

равен — <»}. 
Следовательно, 

if (х) -h 21 A,i/?i (я), если А > 0, 
! (* ,*) = i 

I—оо, если %^0. 
Таким образом, мы заново получили классическую функцию 

Лагравжа. 
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Столь же интересно иллюстрировать на этом примере свойство 4\ 
Для данного К » К > 0 введем такой х°, что 

L(x°,X)== mm Lix.k). 
X 

Тогда у0 есть субградиент дуальпой функция в точке Я, где у0 

определяется условием 
F(*P,y°) + ?W/° = rnin \F{x\y) + К.у]. 

Так как F(x, #)«= + оо при #(#)< у и так как К > О, то мы ви
дим, что этот последний минимум достигается при у° = #(#°). 

Таким образом, заново получаем свойство 4 п. 2.7. 
4.5. П р и м е р 2: «расширенный лагранжиан» Рокафеллара. 
Рассмотрим задачу 

f(x)~*- min, 

«Расширенный лагранжиан» Рокафеллара соответствует, как мы 
сейчас увидим, представление с помощью возмущений 

_ ,-.— (/(*). е™и £i(^)<?/i Vi и 2 y ? < s , 

1+ оо в противном случае, 

ГДе У « ( f f b If2, * . ., У», §) = (У,5)^ ] f = R«+>. 
Следовательно, соответствующее лагранжево представление име

ет вид 

Ъ (хД) = min (F (я, у) + Х'у] = min {/<т(х, у, s) + ?v# + rs}f 

где 
ЯНХь **> . . . , Xm, r) = (>„ r), r e R 

Вычислим L(.z, Я) для фиксированного х и для фиксированных 
(К г). 

Если г < 0 или если г = 0 и Ш, >w < 0, то мы видим, что 

Если г==0 и К > 0, то мы заново получаем классический лаг
ранжиан: 

L (хД)-£(#, М) = /(*) + 2 >чЫ*)-

Если г > 0 и % ** О, то минимум необходимо достигается при 
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Тогда получаем 

Ц*Д) = /(*) + 2 min ihvi + rytl 
Но min [XiJji + гу\\ достигается: 
— либо для i/i = - V ( 2 r ) , если £<(#)^ -Х,/(2г) (и тогда этот 

минимум равен —М/(4г)); 
— либо для Hi^gx(x), если £»(«г)^ —V(2r) (и тогда этот ми

нимум равен kigt(z)+ r[gi(z)]2). 
Следовательно, L записывается в виде 

т 
L (х, I) = L(х, к, г) = I (х) -|- 2 G (gi (x), Хи г), 

i—1 
где 
G (gi (x)x KijL r) = 

hgi И + г [gi (х)\2
г если gi (х) > — Хг/{2г) и г > 0,} 

-Х?/(4г), если £ | ( * Х —Xi/(2r) и г > 0 < 
Xî i (Л:), если г = 0 и Х$ ^ 0г 

—̂ оо в остальных случаях. 
Мы снова получили в точности выражение для расширенного 

лагранжиана, данное в н. 4.1. 
4.6, При м е р 3: методы множителей. 
Расширенный лагранжиан Рокафеллара может рассматриваться 

как частный случай более общего класса методов, называемых ме
тодами множителей, изученных первоначально Хестепесом [32J и 
Науэллом [4U], а затем в [45, 47, 5]. 

Эти методы, примененные к задаче минимизации с ограничения
ми в виде равепств 

/(х)-> rain, 
gi(z)=0, i = 1, . . . , m, 

используют обобщеппые лагранжианы в виде 

г г 

где функция ф(0 (функция штрафа) есть такая возрастающая 
функция *, что ф(0) = 0 и ty(t)> 0 при t > 0. 

Это лагранжево представление соответствует представлению с 
помощью возмущений: 

\j{x), если gi(x) = yi и 2 J i K | » i | ) < * j 
* (*, Уг *) = 1 * 

1+оо в противном случае. 
Заметим, что метод множителей Хестепеса и Пауэлла (см. п. 4.1) 

соответствует частному случаю, в котором функция i|) имеет вид 
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4.7. Седловые точки и невыпуклое программирование. Мы сей
час покажем, что теория обобщенных лагранжианов позволяет су
щественно расширить класс задач, которые допускают седловую 
точку и, следовательно, могут быть разрешены с помощью алгорит
мов, действующих с помощью решения дуальной задачи. 

Рассмотрим, например, «расширенную» дуальную функцию, соот
ветствующую «расширенному лагранжиану» Рокафеллара: 

га (Я) = w (Я, г) =s min L (xf %x r)% 
зсенп 

и связаппую с ней «расширенную» дуальную задачу 
w(X, r)~> max, 

(X,r)eIV (D) 

Интересно интерпретировать эту дуальную функцию и? (Я) в тер
минах «обычной» функции возмущений: 

0{y) = min(Py) = mm{f(x)\g(x)^y}, 
соответствующей «обычному» лагранжиану (см. п. 4.4)\ 

«Расширенная» возмущенная функция 
Ф (у) = min F (ж, у) = min F(х, i/, s) 

X 

вследствие определения F (п. 4.5) равна 
(Ф(*/), если ||г/||2<5г 

ф(у) = ф(у,8)= I ' ^ 
' (+ оо в противном случае. 

Тогда, используя (10), получаем 
w(i) = w(Я, r)^=min {Ф (//, s) + Ху + rs} = min {Ф (у) + Яг/ + rs}. 

Так как г > 0, то s должно быть минимальным и, следовательно, 
равным 1\у\\2. Поэтому имеем 

> wfr)^rv(X,r) = mm№(y) + ky+r\\yf}. (13) 
у 

В предположении, что у одномерно, мы на рис. 4 представили 
«обычную» функцию возмущений г = Ф(у). 

Пусть г/° — значение у, при котором в (13) достигается мини
мум. Имеем 

w(K г) = Ф (у°) + Ку° + г\\уЧ2, , 

w(Kr)<0(y)+ky + rt\y\\* У у. 
Следовательно, 

®(y)>w(K r)-ky-r\\yll2 У у ••-
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в для у=*у° получаем 
Ф(»°)«ш(Л,г)-Я^°-г11/!12. 

Это показывает, что значение дуальной функции и;(А, г) опреде
ляется пересечением с осью у = 0 параболической кривой 

z = 2° — Яу — ril г/li2, г > 0 , 
всюду расположенной под функцией Ф(у) и касающейся графика 
Ф(у) в точке у0 (см, рис. 4). 

Рис. 4. Геометрическая интерпретация метода расширенного лагранжиана Ро
кафеллара 

Тогда условие существования седловой точки 
и? (к, г )=Ф(0) = т т ( Р ' ) 

эквивалентно следующему условию: 
«Обычная» функция возмущений допускает в точке (у = О, 

Ф(0)) опорную вогнутую квадратичную функцию. 
Мы видим, что это условие может оказаться выполненным для 

намного более широкого класса функций Ф(#), чем класс выпук
лых функций. 

Заметим, что геометрическая интерпретация метода множителей 
Хестепеса и Пауэлла для задач с ограничениями в виде равенств 
приводит к совершенно такому же условию. 

Расширенный лагранжиан (и некоторый общий вид обобщен
ных лагранжианов, таких как лагранжианы, описанные в п. 4.6) 
позволяет также распространить классические необходимые и до
статочные условия оптимальности (теорема 6 гл. 5) на некоторый 
класс невыпуклых задач. 

Однако в настоящее время мы пе располагаем точной характери-
зацией типов задач, которые допускают, например, седловую точку 
расширенпого лагранжиана Рокафеллара. С другой стороны, да ж и 
если бы мы располагали такой характеризацией, существовали бы 
определенные трудности другого рода — в частноаи, в юм, что 
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касается алгоритмизации. Действительно, вычисление дуальной 
функции w(k) влечет необходимость минимизации по переменной х 
обобщенного лагранжиана L(ж, К). Однако в случае, если функция 
/ и функции gi не являются выпуклыми, может оказаться затруд
нительным найти абсолютный минимум, вообще говоря, не выпук
лой по х функции L(x, К). 

Если вместо абсолютного минимума мы удовлетворимся локаль
ным минимумом, то есть опасность получить «локальную» седловую 
точку, удовлетворяющую лишь локальному необходимому и доста
точному условию оптимальности для исходной задачи (см. п. 3.3). 

§ 5. Сравнительное изучение алгоритмов. Сходимость 

5.1. Геометрическая интерпретация и сравнение различных алго
ритмов. Для их сравнения представляет интерес геометрическая ил
люстрация значения основных методов, изученных в этой главе: 
методов штрафа, а также методов, использующих обычный или рас
ширенный лагранжиан. 

Чтобы упростить геометрическое представление, предположим, 
что задача 

f(x)-+ min, 
*(*)<о, т 

x e Rn, 
содержит единственное ограничение (#(#) —скаляр). 

Мы будем представлять на рисунках график функции возму
щений: 

0(y)^min{f(x)lg(x)<yh 
а) Методы, использующие «обычный» лагранжиан [16J. 
Если К — множитель Лаграижа, связанный с ограничением 

g (# )<0 , то «обычный» лагранжиан имеет вид 

и значение дуальной функции в точке X равно 
w {X) = min {/ (х) + Xg (х)} = /(*) + Xg (x). 

х 

Напомним, что представление с помощью возмущений, соответ
ствующее предыдущему лаграижеву представлению, имеет вид 

гч v / /(*)« е с л и 8(zXVt 
Г [X у ) •—: \ 

v , у / 1+оо в противпом случае» 
и, таким образом, имеем 

Ф(у)^ттР{х1у). 
х 

Проверим, что w(X) определяется значением в начале координат 
прямой с угловым коэффициентом —А, касательной к графику Ф{у) 
яш 



в точке у — gOO, 2 ==/(#) и расположеппой всюду под графи
ком Ф(у). 

Действительно, имеем 
w (К) = min {Ф (у) + Щ - Ф (у) + XiT< Ф ДО + Ху У у. 

у 

Следовательно, имеем также 
Ф{у)>ш(Х)-ку У у, 

Ф(у)=ч>(Ь)-Ьу-
Оптимальное значение w(k*) дуальной задачи 

w(k)-+ max, 
(D) 

определяется максимальным значепием такой прямой в начале ко-
ординат (рис. 5). 

-ФШ 

min(p')e*(0) 

Рис. 5, Геометрическая интерпретация методов» использующих «обычный» лаг
ранжиан 

Если фупкция Ф невыпукла (певынуклая задача), то, вообще 
говоря, наличествует скачок двойственности; иначе говоря, 

max (2?)- п(Ъ*)<тЩР')=*Ф(0)л 

Ъ) Метод внешних штрафов. 
Если г — коэффициент штрафа, то 

L(z, г) = / (# )+г [max {О, g{x)))\ г > 0 , 
L[x, г) = - «>, " г < 0. 
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Это лагралжево представление соответствует представлению с 
помощью возмущений: 

(/ (х), если [max {0, g (х)}}2 < $% 
b (х S) = { 4 ' ' | + оо в противном случае. 

Дуальная функция имеет при г > 0 значение 
w (г) = min {/ (х) -|- г [max (0, g (*)}]»} - / {х) + г [max (0, g (J)}]2. 

Полагая у = £(#), замечаем, что х необходимо удовлетворяет 
условию 

/ ( г ) - Ф ( у ) . 
Действительно, если бы существовал такой х\ что f(x'\<f(x) 

и g{x')^y =* g{x), то выполнялось бы соотношение 
/ (* ' )+г [max Ю, g(* ' )}] 2 </(*) + r[max{0, g(*)>]2, 

откуда следовало бы противоречие. Следовательно, f(x) минимизи
рует f(x) на множестве таких х, что £(#)^г/ , и, действительно* 
получаем / ( # ) = Ф(г/). 

Таким образом, можно записать 
ц?(г) = ф(у) + г[тах{0, у ) ] 2 </ (х) + г[тах{0, £(я)*]2 Уж. (14) 

Рассмотрим тогда некоторое г/ и возьмем в (14) в качестве х 
вектор, на котором f(x) реализует минимум при ограничении 
%(х)^у (следовательно, имеем !(х)=Ф(у)). Получаем 

и;(г)<Ф(у)+г[тах{0, у)]2. 
Поскольку это соотношение выполняется для всех у, то мы по

лучаем: 
У у: Ф(у)>и?(г) -г[тах{0, у)]2, 

у=*у: Ф(у)«ц?(г)-г[тах{0, у}?. 

Это показывает, что w(r) определяется пересечением с осыо 
(Oz) кривой, заданной уравнением 

z*=~ry2+w(r), г/^0, 

которая вся расположена под графиком Ф(у) и касается этого гра
фика в точке с координатами (у, Ф(у)) (рис. 6). 

Таким образом, мы получили геометрически тот факт, что w(r)] 
увеличивается с увеличением г и стремится к Ф(0) при г -* 4- «^ 
даже если классический лагранжиан дае^ скачок двойственности. 

С другой стороны, последовательность полученных значений у 
стремится к 0, что озпачает, что последовательность соответствую
щих точке х стремится к решению задачи. 

с) Метод внутренних штрафов. 
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Если t — коэффициент штрафа (t > 0) t то 

L ( M ) = / ( * ) - g (*) 
д л я * > 0 и £(ж)<0. 

Для s > 0 рассмотрим фупкцшо 
(/(#), если ^ ( ^ Х — 1/5,, F(x,s) = + оо в других случаях 

(предполагается, что существует по крайней мере одпа точка х с 

Тогда получаем, что L(x, i) = min{F(x, s) + si) для всех таких 
S 

я, что #(#)< 0 и £ > 0. 
Заметим, одпако, что F(x, $) пе является представлением зада

чи (Р') с помощью возмущений, так как F(x, 0) ие о-пределено и 

Скачок двойстзе-!-остй f > 
для классическое 
.лагранжиана 

zo(rz) 

Рис. 6. Геометрическая интерпретация метода впешпих штрафов 
легко проверить, что L(x, t) пе является лаграпжевым представ
лением. 

Для данного t > 0 рассмотрим функцию (аналогичную дуальной 
функции) 

To же рассуждение, что и в Ь), показывает, что необходимо'вы
полняется соотношение 

/ (*)=Ф(Ю с y-g(x)<0, 
и можно записать Ух, удовлетворяющего условию g(x)<0: 

(15) 

w( 

^(*)-Ф(Й-у</М-7^. 
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В частности, выбирая некоторое // < О и выбирая в качестве х 
в (15) вектор, который реализует минимум f(x) при ограничении 
g(x)<y, получаем, что 

у 
Уу<0. 

Это показывает, что w{t) определяется асимптотой ветви гипер
болы, определяемой уравнением 

z~w{t)+tfyt y<0, 
расположенной целиком под графиком Ф(у) и касающейся этого 
графика в точке с координатами (у, Ф{у)) (рис. 7), 

Рис. 7. Геометрическая интерпретация метода внутренних штрафов 

Геометрически проверяется, что w(t) убывает, когда t убывает 
( £ > 0 ) , и w(t) стремится к Ф(0)—min(P') со стороны больших 
значений, когда t стремится к нулю но положительным значениям 
(но, вообще говоря, w(t)> Ф(0), что подтверждает, что L(#, t) не 
является лагранжевым представлением), 

d) Расширенный лагранжиан Рокафеллара. 
Мы видели в п. 4.7, что, даже если задача пе является выпук

лой, может (для достаточно большого г > 0) существовать парабо
лическая кривая Ф{0)—ку — г\у\2, касательная в точке (0, Ф(0)) 
к графику функции Ф(у) и расположенная целиком под ним (см. 
рис. 8). 

Таким образом, мы получаем седловуга точку расширенного лаг
ранжиана, и тогда оказывается возможным решить исходную зада
чу дуальным методом (отыскивая максимум расширенной дуаль
ной функции). 

Предыдущие геометрические построения хорошо иллюстрируют 
интерес к расширенному лагранжиану (по сравнению с классиче
ским лагранжианом и методами штрафа); этот метод позволяет по
лучить седловую точку и в таких случаях, в которых классический 
лагранжиан приводит к скачку двойственности, и при этом нет необ
ходимости устремлять коэффициент штрафа к + оо (а это в свою 
очередь позволяет избежать некоторых численных трудностей, при
сущих методам штрафа), 
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5.2. Анализ сходимости. Как и в п. 3.7 предыдущей главы, мы 
рассмотрим здесь случай ограничений в форме равенств, что не яв
ляется ограничением в анализе асимптотического поведения алго
ритмов. 

*lo\~rtQip'j"w*U)) 
Скачок двойственности 
для классике5р; 
догрвнжш» 

Рис. 8. Геометрическая интерпретация метода расширенного лагранжиана 

5.2.1. Методы штрафов. Мы изучим в основном методы внешних 
штрафов, в которых при данном значении г ( г > 0 ) нужно миними
зировать функцию 

Ф(*аг)«/(*) + г 2 Ы * ) Л 

Обозначим полученную точку через х(г). 
Можно ли предсказать поведение алгоритмов, применяемых для 

осуществления этой мипимизации? 
Для метода наискорейшего спуска, например, известно, что ско

рость сходимости зависит от собственных значений гессиана функ
ции <р(#, г) в точке х{г). 

Вычисление дает: 
m 

V,<p = V/ + 2r 2 giVgit 

rn m 

Vt<p = V2/ +2r 2 giV*gl + 2r 2 VgiVgl 

'(производные вычисляются в точке x(r)). 
В § 1 мы видели, что (при некоторых предположениях) при 

г -> оо имеем 

х(г)-> я* (я* — решение исходной задачи), 
2rg(x{r))-> к* (К* — решение дуальной задачи), 
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Отсюда выводим, что (при г -*■ оо) матрица V*q> стремится к 
матрице, являющейся суммой: 

— гессиана по х функции Лаграпжа L(x, X) в точке (я*, Я*); 

— матрицы ранга т вида 2г 2 VgiFgh с общим членом 6(г, /\ 
вида 

« r V ****** 
k * j 

Тогда можно показать '(см., например, [40, 42])\ что V£q> име
ет т собственных значений, стремящихся к бесконечности при 
г -*• оо (остальные л — m собственных значений остаются ограни
ченными). 

Поэтому можпо предсказать, что методы наискорейшего спуска 
будут сходиться чрезвычайно медленно вследствие того факта, что 
при г -*■ оо (что необходимо для получения хорошей аппроксимации 
для х*) гессиан функции ср становится очень плохо обусловленным. 

Следовательно, единственными применимыми методами оказы
ваются методы сопряженного градиента (например, метод Флетче-
ра — Рявза, см. гл. 4, п. 2.7) или квазипыотоновские методы (см. 
гл. 4, п. 2.10 и 2.11) — вследствие их свойств сходимости (сходи
мость суперлипеина па n-шагах для первых и суперлипеина для 
вторых методов). 

Относительно сходимости последовательности х (г) к х* доказа
но, что для достаточно больших значений г 

/Иг))-/(**)<4г-
-где М> IJt*ll8. 

Аналогичные результаты могут быть получены и для метода 
внутренних штрафов. 

5.2.2. Методы, использующие «обычный» лагранжиан. Для апа-
лиза сходимости этих методов нужно предположить, что рассмат
риваемая задача выпукла (по крайней мере локально). Методы 
типа Удзавы (п. 3.1) состоят в решешш дуальной задачи 

шах шШ* 
хвп-. (0) 

где w {Ц = mia{/(s) + kg(x)}, с помощью метода наискорейшего 
X 

спуска (так как мы рассматриваем здесь только ограничения в фор
ме равенств, то ограничения на положительность X нет). 

Следовательно, эффективность такого алгоритма зависит от гес
сиана функции w(X) в точке X* — оптимуме дуальпой задачи. 

Если w(X) непрерывно дифференцируема, то градиент w(X) в 
точке X равен 

^w(X)^g(x(X}), 
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где х (к)— (единственный) минимум по х (функции L(x, Х) = f(x) + 
+ Xg(x). Если w(X) дважды непрерывно дифференцируема, то мож
но показать, что 

где 
dg/дх =* [Vgb Vg2, . . . , Vgmf — якобиан у ъ х 

и где 
i 

(все производные вычисляются в точке х(Х))\ 
Тогда, алгоритм типа Удзавы будет сходиться линейно, но с тем 

более медленной сходимостью, чем больше величина, характеризую
щая обусловленность матрицы 

( § (**))[ VSL (** Д*)]"1 (jf (•**))' 

я являющаяся отношением наибольшего собственного значения этой 
матрицы к наименьшему. 

Таким образом, для некоторых типов задач этот метод может 
оказаться неэффективным. 

АлгоритхМ типа Эрроу — Гурвица (п. 3.1), которые осуществля
ют этапы наискорейшего спуска поочередно для дуальной функции 
w(X) и для функции Лаграпжа L(x, X), очевидным образом подчи
няются тому же типу ограничений. 

Чтобы получить более быструю сходимость, нужно, таким обра
зом, привлечь к использованию методы сопряженного градиента или 
квазиньютоновские методы: 

— как для того, чтобы вычислить ттп£(а:Д); 
х 

— так и для того, чтобы оптимизировать дуальную функцию 
w(X). 

Предположим, что мы для даппого X ищем минимум по х функ
ции Лагранжа L(x, X) с помощью квазиныотоновского метода (см. 
гл. 4, п. 2.10 и 2.11). 

Тогда мы получаем не только х(Х), но еще и матрицу //, при
ближающую матрицу, обратную к гессиану но х функции L(x, X} 
в точке х(Х): 

л~[у*Л(*Д)]-Ч 
Тогда вычисление гессиана w(X) в точке X немедленно осущест

вляется с помощью равепства 

«»«---(£)*(#)'• ■:•:. 
где производпая dg/дх вычисляется в точке х{Х). 
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Метод Ньютона, примененный к дуальной задаче, приводит тог
да к итеративной формуле 

%> = %- [Viw(Я)]"1 [Vhw(Щ ~ % + [( |1)II [%УУ g 

"(g я dg/dx вычисляются в точке х(к)). 
Эта формула поправки па практике очень эффективна и приво

дит к суперлипейной — и даже квадратичной — сходимости в ок
рестности оптимума (см. [21]). 

5.2.3. Методы, использующие расширенные лагранжианы. В от
личие от предыдущих методов пет необходимости предполагать, что 
задача выпукла. 

И здесь мы, чтобы упростить изложение, ограничимся случаем 
ограничений в виде равенств. 

Расширенная функция Лагранжа имеет в этом случае вид 
£(*, К r) = f(x)+Xg(x)+r\\g(x)\\2, 

а расширенная дуальная функция — 
w (Я, г) = min L (х, Я, г). 

X 

Заметим, что для фиксированного г расширенная дуальная 
функция есть не что иное, как «обычная» дуальная функция задачи 

f(x)+r\\g(x)ll2^minf 

Следовательно, все то, что было сказано в п. 5.2.2, приложимо 
« этой повой задаче — при условии, что функция / зам&пена 
функцией 

}{x)+r\\g{x)W\ 

В частности, гессиан но X расширенной дуальной функции 
w(k, г) равен 

1=<м--(#)[«гИ£)т. 
где VlL — гессиан расширенной дуальной функции по х — равен 

где и первые, и вторые производные вычисляются в точке х(К, г), 
дающей минимум по х функции L(x, К, г), 

Можно показать (см. [42]), что при г-><» гессиан V*w;(A,, r) 
стремится к единичной матрице (в очевидном предположении, что 
{dg/dx) имеет полный ранг, равный т). 

Таким образом, дуальпая функция обусловлепа тем лучше, чем 
больше г, и использование метода наискорейшего спуска для реше-
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пин дуальной задачи (алгоритма типа Удзавьг) может привести к 
достаточно быстрой (линейной) СХОДИМОСТИ. Напротив, для большо
го г сама расширенная функция Лагранжа становится плохо обу
словленной. и применение алгоритма наискорейшего спуска для 
получения ттЬ(х9Хл г) следует запретить. Следовательно, это ис-

X 

ключает и методы типа Эрроу — Гурвица (п. 3.1 )\ 
Одип из первых методов наискорейшего спуска для оптимизации 

и>(Я, г) был предложен в [32}. В этом методе г выбирается доста
точно большпм и остается постоянным. 

Каждая итерация состоит из следующих действий. 
a) Для данного X определить точку х(К, г) минимума функции 

Ё(х, К, г) по х. 
b) Заменить вектор К на вектор 

b ' « b + 2rg(ic(Xf г))\ 

Эта процедура для достаточно больших г сходится к А,* (опти
муму дуальной задачи) линейно, и мера сходимости тем выше, чем 
больше г (это сразу следует из поведения гессиана ш при г-*■<»). 
С другой стороны, заметим, что в формулу поправки для X произ
водные не входят. 

В связи с приведенными выше соображениями минимизация 
(без ограничений) функции L(x, Я, г) по переменной х должна осу
ществляться методом сопряженного градиента или квазиныотоноз-
ским методом. 

Однако если для оптимизации без ограничений привлечен ква-
зиныотоновский метод, то может оказаться выгодным использовать 
всю полученную информацию и, в частности, матрицу //, аппрокси
мирующую [V*£]~\ что позволяет пустить в ход метод Ньютона 
для максимизации w(Xy г). Отсюда следует формула для поправки 
типа формулы 

*•-*+шал-'-
При классических предположениях (см. гл. 4, § 2J получаем 

сунерлинейпую и даже квадратичную сходимость (см. [21]). 
В настоящее время изучены и другие методы, использующие 

дуальные переменные. В частности, в [25J показано, что может ока
заться полезным исправлять каждый раз дуальные переменные — 
на каждом шаге итерации процесса минимизации расширенного 
лагранжиана (вместо того, чтобы добиваться достижения точного 
минимума по х). Таким образом получается метод, близкий методу 
Эрроу и Гурвица (см. п. 3.1). 

Важный с точки зрения практики вопрос касается точности, ко
торой необходимо достигать в минимизации без ограничений. В [4] 
и [30] можно найти обсуждения, углубляющиеся в этот тип задач, 
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Г Л Л В Л 7 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Эта глава посвящепа решению целочислеппьтх экстремальных 
задач, т. е. задач, в которых переменные могут принимать лишь 
целые значения (или некоторые целые значения). Речь идет об од
ной из наиболее богатых и активно развивающихся областей ма
тематического программирования. Обилие исследований и публика
ций в этой сфере после появления работ Гомори (к 1958 г.) сви
детельствует о трудности предмета и важности его приложений. 

Цель настоящей главы — представить синтез осповных методов 
решения, используемых в целочисленном программировании; при 
этом делается попытка выделить основные идеи, поддерживающие 
большую часть алгоритмов, известных к настоящему времени. Тем 
самым будут указаны осповпые ключи, позволяющие в дальнейшем 
приступить к изучению более специальных источников. 

§ 1. Введение 

Рассмотрим линейную задачу 
z = сх -+• min, 

Лх=*Ъ, (PL) 
х>0. 

Бее коэффициенты Cj (/ — 1, * ♦., тг), ati (I » 1, . . . , иг, / = 1, . . . , п), 
bi (г— 1, . . . , т) предполагаются целыми. С другой стороны, чтобы 
упростить изложение, введем условие, что политоп 

3> =* Шх е- Rrt, Ах = 6, х > 0> 

ограничен и непуст (зги условия, как мы увидим в § 4, не являют
ся слишком ограничительными). 

Исключая весьма частпые случаи (например, случай, когда пол
ная матрица Л ограничений угшмодулярпа), оптимальное решение 
задачи (PL) будет, вообще говоря, содержать дробные компоненты 
(поскольку общий знаменатель представляет собой абсолютное зна
чение определителя оптимального базиса). 

Однако мы будем предполагать, что переменные xf представляют 
собой количество неделимых объектов (корабли, самолеты и т. д.). 
Например, авиакомпания будет пытаться реализовать некоторую го
довую программу полетов, минимизируя общую стоимость своих 
самолетов. Тогда переменные будут представлять собой число аппа-
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ратов каждого типа, которые требуется купить или нанять. Пра 
этом дробное решение недопустимо. 

В этом случае мы должны наложить на переменные допол
нительные ограничения (называемые ограничениями целости) 
айна 

х} целое V/ = 1, ф ,м п. 
Стало быть, задача примет вид: 

z = сх -*■ min, 
Ах=* Ь, 

хХ), Xj целое V/ = 1, .,. , п; 
такая задача называется целочисленной линейной задачей. 

Заметим, что (PNE) — задача того же типа, что и задача (Р) 
из гл. 1, § 1, и что в этом случае £ = Zn. 

В противовес этому задача (PL), полученная из (PNE) освобож
дением ограничений от условия целости, будет называться не
прерывной линейной задачей (подразумевается, что она соответ
ствует целочисленной задаче (PNE)). 

В некоторых случаях может оказаться, что лишь некоторые 
переменные принимают целочисленные значения. Тогда говорят о 
смешанном линейном программировании. 

В этой главе мы не будем изучать методы решения, специально 
подобранные к смешанным линейным задачам: метод разбиения 
Бендерса [15], описываемый в гл. 8, § 4, позволяет сводить такие 
задачи к решению последовательности чисто целочисленных ли
нейных задач (т. е, задач, в которых все переменные принимают 
целые значения). 

Заметим, что целочисленные линейные задачи не покрывают 
всего класса целочисленных задач. В самом деле, во многих ситуа
циях оптимизируемая функция или ограничения задачи могут 
быть нелинейными. Парадоксально, что нелинейные целочисленные 
задачи не всегда более сложны, чем линейные. В обоих случаях 
непреходящая трудность одна и та же, и мы ограничимся изучени
ем линейных задач. 

Первая идея, которая возникает, когда мы сталкиваемся с цело
численной задачей, состоит в том, чтобы обратиться к методу округ
ления, заменив, например, в непрерывном оптимальном решении 
каждую дробную компоненту ближайшей целочисленной. 

Приводимый ниже пример ясно показывает недостаточность та
ких методов и позволяет лучше попять неуловимую трудность 
задач целочисленного программирования. 

П р и м е р . Рассмотрим задачу (типа задачи о рюкзаке) с двумя 
переменными и с единственным ограничением: 

min z — —10a:i — 11х2, 
10^ + 12^2^59, 

хи #2 ̂  0, целые. 
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Легко представить себе множество решении в плоскости, непре
рывных с одной стороны и целочисленных с другой (см. рис. 1). 
Непрерывный оптимум есть точка с координатами Х\ = 5,9, х2 = О, 
для которой z = —59. 

Простой метод округления привел бы к решению Х[ = 6, Х2 = О, 
которое не удовлетворяет ограничениям. 

°жетжЬщшшш ^ 
Рис. 1. Пример, иллюстрирующий различие между «целочислеппыи» в «непре

рывным» решениями задачи линейного программирования * 

Изучая теперь точки с целыми координатами внутри полиэдра 
непрерывных решений, мы констатируем, что целочисленный опти
мум есть точка с координатами х\ = 1, хг = 4 и z = —54. 

Ясно что эта точка не имеет ничего общего с непрерывным оп
тимумом: она отстоит от пего слишком далеко. 

На самом деле легко построить примеры того же типа, для ко
торых целочисленный оптимум будет удален от непрерывного сколь 
угодно далеко. 

Это объясняет причину того, что методы округлепия, вообще го
воря, неэффективны (однако они могут в некоторых случаях при
водить к хорошим приближенным решениям; в предыдущем приме
ре, округляя непрерывный оптимум до ближайшего снизу целого 
числа, мы получили бы решение х\ = 5, х2 = 0 со стоимостью —50, 
удаленное от оптимума не более чем па 10%). 

Эту главу мы начнем с изучения двух основных семейств из
вестных в настоящее время методов решения линейных задач 
программирования в целых числах: методов разветвленного поиска 
(или частичного перечисления) в § 2 и методов отсечепия (или 

сечепня) в § 3. 
За исключением дипамического программирования (детально 

изложенного в гл. 9), которое в некоторых задачах дает интересные 
алгоритмы, большая часть известных алгоритмов происходит из од
ного из этих двух семейств. 
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Наиболее широко используются методы разветвления, и она 
позволяют успешно разрешать некоторые трудные комбинаторные 
задачи, такие как задача о коммивояжере ([47, 43, 18]), задачи 
упорядочения ([23]), задачи локализации и классификации ([66,3]), 
обобщенная задача о назначениях ([72, 60J) и т. д. 

Методы сечения позволяют, со своей стороны, решать частные 
задачи типа «разбиения» или «покрытия» (см., например, [21]), 
где коэффициенты матрицы ограничений малы (0 или 1) и вслед
ствие этого базисные миноры растут не слишком быстро. 

Наконец, в § 4 мы изучим класс методов, которые используют 
представление целочисленных задач с помощью кратчайших путей 
в графе и теории конечных групп. Полученные к настоящему вре
мени результаты представляют большой интерес в теоретической 
физике, поскольку скачки двойственности, вообще говоря, могут 
быть сведены к нулю построением подходящего графа (или конеч
ной группы). 

§ 2. Методы разветвленного поиска посредством разделения 
и оценки 

Принцип этих методов«— методов «ветвей и границ» (Branch 
and Bound)—в основном принадлежит Лэпду и Дойгу [56], Бертье 
и Рою [16], Рою, Бертье и Нгьему [73], Дакину [19], Эрве [48]. 
Затем они были использованы и улучшены многочисленными авто
рами. Можно также пайти хорошие изложения одновременно тео
рии и приложений в [59, 64, 29, 45]. 

Рассмотрим целочисленную задачу линейного программирования 
вида 

z ~ сх -* min, 
Ах^Ьч (PNE) 

х > О, Xj целые, / =* 1, . . . , /г, 
где А — матрица тХп, Ъ е Zm, x e Z \ 

Если политоп 
^ = { i e Iln\Ax « Ь, х > 0} 

предполагается ограниченным (следовательно, зто — выпуклый 
многогранник), то всегда возможно связать с каждой из перемен
ных Xj границы ее изменения: 

CXj ^ # 3 ^ P J . 

Чтобы определить, например, рл можно решить (непрерывную) 
задачу линейного программирования 

Xj -»• max , 
Ах = 6, 
х>0. 

Итак, всегда можно ограничиться случаем, в котором каждая 
переменная х^ может принимать лишь конечное число значений» 
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2.1. Редукция к задаче с переменными, принимающими два зна
чения (0 или 1). Мы можем продвинуться еще дальше, замечая, 
что каждую переменную х, могущую принимать лишь к + 1 це
лых значений 0, 1, 2, . . . , /с, можно представить в виде линейной 
комбинации 

х=*уо + 2у1 + 4у2 + ... + 2рур 

р + 1 перемеппой г/о, У\, . . . , уР, каждая из которых связана огра
ничением, что опа принимает не более двух значений 0 и 1 (дву
значные переменные); число р — наименьшее из таких целых чи
сел, что к < 2Р+1 ~ 1. 

Таким образом, всегда можно ограничиться случаем, когда 
(PNE) — задача линейного программирования с двузначными пере
менными. 

(Важное замечание: предыдущее преобразование всегда возмож
но, но оно не всегда дает преимущество па практике.) 

П р и м е р . Рассмотрим задачу целочисленного программирова
ния с ограниченными переменными: 

min z == 3.zi — Ах2, 

.-2<хх*ъ+49 

#i, %2 целые. » • • •■ 
Используя пять двузначных переменных у^ ♦ •., уы осуществим 

эамепу переменных: > ■.-, . 
хх = -2 + yi + 2у2 + 4#ь - ;.:. 
#2= 1 + у* + 2уь. 

Подстановка дает 

min z = - 1 0 + 3//i + &у2 + 12^з — 4у4 - 8#5, ' 
У1 + 2у2 + 41Л + 2уА + *Уь<в* ; 

Ifi + 2у2 + 4уз <6, 
1/4 + 2уъ < 2, 

г/i — U, I, i = 1, . . . , 5. 

На этом основании мы в настоящем параграфе ограничимся 
изучением задач линейного программирования с двузначными пере
менными в виде 

z = сх -*- min, 
Ах^Ъ, (РВ) 

х, «О, 1 V/ в 1, ...., л, 
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Или, в другой форме, если через S обозначить множество гс-век-
торов с компонентами 0 или 1: 

z = сх -*■ min, 
Ах = 6, (PS) 
xe=S. 

Так как ISI = 2П, то множество решении задачи {РВ) состоит 
из конечного числа элементов. 

2.2. Перечисление? Самая простая идея, какую только можно 
себе представить для решения задачи {РВ)У состоит, следователь
но, в перечислении 2п элементов множества S и в выборе среди 
всех векторов х е S, удовлетворяющих ограничениям Ах — Ь, век
тора #, приводящего к наименьшему значению z = ex. 

Ясно, что такой алгоритм был бы конечным. Но, поскольку 
число переменных п может оказаться большим (больше 50, чтобы 
было ясно, о чем идет речь), то может оказаться, что должны 
пройти долгие века работы самого мощного компьютера для пере
числения лишь малой доли из 2П элементов мпожества S. 

Следовательно, для эффективного решения на вычислительных 
машинах задач большого размера (с 100 или более двузначных 
переменных) нужно искать алгоритмические припципы, позволяю
щие определять оптимальное решение без необходимости эффек
тивно (явно) перечислять элементы множества S. 

Именно эта идея неявного (в противоположность явному) пере
числения решений и лежит в основе методов разветвленного 
поиска с помощью разделения и оценки — эти методы называются 
так потому, что используют представление множества S в форме 
некоторого разветвления. 

2.3. Определение разветвления: понятие разделения. Вершины 
разветвления соответствуют подмножествам S (иначе говоря, под
множествам мпожества 0—1-векторов) и следующим образом раз
биваются па уровни. 

Существует единственная вершина уровпя 0 (называемая кор
нем разветвления), которой множество соответствует все целиком. 

Для построения уровня 1 разветвления нужно сначала выбрать 
(и этот выбор произволен) некоторое переменное, например Х\. 
Тогда уровень 1 содержит две вершины, обозначаемые S~ и Su 
которые соответствуют следующим подмножествам: первое — под
множеству векторов с элементами 0—1, для которых переменное 
х\ имеет значение 0, и второе — подмножеству векторов с элемен
тами 0—1, для которых переменное х\ имеет значение 1. Очевид
но, что S-czS и S\czS. Кроме того, S- и S\ образуют раз
биение S. 

Вершины S и Sj (соответственно S и 5|) связываются стрел
кой (дугой), представляющей отношение включения. Тогда будем 
говорить, что мы «разделили» множество S относительно перемен
ной хи Аналогичным образом для построения уровпя 2 нужно 
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яыбрать (произвольно) второе переменное, например х% Тогда мы 
получаем четыре (22) вершины уровия 2: 

S-— множество 0— 1-векторов, для которых Х\ « 0 л £2 = 0, 
*Sj2 — множество 0— 1-векторов, для которых # i = 0 » X2s=sU 
Sx-— множество 0—1-векторов, для которых x\=*i и #2 ̂  О, 
5)2 —множество 0—1-векторов, для которых х\ «= 1 и a^—l. 
И снова отпошепия включения представляются стрелками (ду

гами), соединяющими вершину S-c вершинами S-- и S- с од
ной стороны; вершину 5| с вершинами 5^- и 5j2 — с другой сто
роны. Говорят, что мы разделили S- (соответственно Si) относи
тельно переменной Х2. 

Ыа рис. 2 изображено разветвлепие, связанное с задачей типа 
(PZ?), связанное с тремя двузначными переменными si, #2, #з. 

Рис. 2. Разветвление, соответствующое целочисленной задаче с тремя дву
значными перемениымн хи хг, х% 

Заметим, что восемь элементов 5 соответствуют вершипам, не 
имеющим следующих за ними вершин разветвления (такие вер
шины называются «висячими» или, еще, конечными). 

2.4. Оценка. После того как мы ввели понятие разделения, пе
рейдем к понятию оценки. 

Предположим, что для каждой вершины St предыдущего раз
ветвления можно с помощью вычисления определить оценку сни
зу — иначе говоря, миноранту /(5,) функции стоимости сх лучше
го решения х е Si9 так что 

f(Si)^m\n{cx). 

Тогда фупкция / будет называться функцией оценки. 
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Построим шаг за шагом, начиная с уровня 0 (верптипа S)\ раз
ветвление подмножеств S, причем разветвление осуществляется 
исследованием переменных в некотором (априори произвольном) 
порядке. 

Пусть х — некоторое решение задачи {РВ) со стоимостью 

определенное либо в ходе предыдущих этапов построения разветвлс-
кия, либо с помощью некоторого приближенного (эвристического) 
метода (если ничего найти не удалось, то можно по соглашению 
принять z = +<*>). 

Предположим тогда, что для некоторой вершины S{ построен
ного разветвлеиия имеем 

/№)>!. 
По определению фупкции / никакое содержащееся в St реше

ние пе может быть лучше, чем z, и поэтому можно быть уверен
ным, что Si не содержит оптимальпого решения. 

Это признание позволяет избежать исследования (перечисле
ния) всех прямых или косвенных вершин разветвления, следую
щих за Su 

Ограничиваясь па каждом шаге перечислением вершин, следую
щих только за такими вершинами Su что / (S f )^z , можно достичь 
подходящей редукции числа эффективно исследуемых вершин* до
статочной для исследования задач практически важных размеров. 
Это — общий принцип метода. 

2.5. Практическая работа. Во всем изложенном остается много 
степеней свободы, и можно сказать, что существует столько же 
алгоритмов, сколько есть способов выбрать: 

a) природу функции оценки; 
b) вершину, подлежащую разделению, па каждом даппом 

этапе; 
c) следующую переменную, но которой будет осуществляться 

разделение выбранной вершины. 
Исследуем последовательно эти три вопроса. 
Выбор в а) пе всегда очевиден. Всегда можно использовать в 

качестве оценки снизу «непрерывное» оптимальное решение зада
чи линейного программирования, ограниченной оставшимися сво
бодными переменными. Однако такая оценка, вообще говоря, 
дорогостоящая по времени вычислений. Можно также предпочесть 
не такую хорошую функцию оценки (иначе говоря, дальше отстоя
щую от значения целочисленного оптимума), но допускающую 
гораздо более быстрое получение. 

Вообще говоря, очень эффективная техника для получения хо
роших функций оценки связана с лаграижевым ослаблением огра
ничений Ах==Ь (см, гл. 4, § 3, гл. 6, § 2 и п. 4.6 этой главы). 
Тогда дуальная задача разрешается с помощью алгоритма субгра-
диепта (в связи с мипораптпым свойством дуальной функции — 
25G 



см. гл. 6, п. 2.1 — можно удовлетвориться приближенным спосо
бом решения дуальной задача). 

Целочисленные задачи в больших размерпостях могут быть 
решены именно этим способом; таковы: задача о коммивояжере 
([47, 43, 18]), задачи упорядочения ([23]), задачи локализации и 
классификации ([66, 3]), обобщенная задача о назначениях ([72, 
60]). За обзором множества методов и их приложений можно 
отослать также к [28, 25, 80, 21]. 

Относительно выбора в Ь) можно предложить много стратегий, 
из которых, пасколько нам известно, ни одна не может система
тически проявлять себя как паилучшая. В методе, называемом 
«поиск в глубину», договариваются выбирать вершину наиболее 
высокого уровпя среди вершин, еще но подвергнутых разделению. 
Если таких вершин много, то можно выбрать вершину, соответ
ствующую наиболее пизкой оценке. Этот метод имеет целью наибы
стрейшим возможным образом предъявить решение задачи. В ме
тоде, называемом «поиск в ширину» («breadth first search») или 
методом SEP (прогрессирующее разделение и оценка) системати
чески выбирается вершина, имеющая наиболее низкую оценку, 
учитывая, что — интуитивно это ясно — именно она имеет более 
всего шапсов содержать — среди следующих за пей вершин — 
оптимальное решение. С этим методом связан риск оказаться вы
нужденным исследовать существенную долю разветвления перед 
тем, как обнаружится решение. Но — в виде реванша,— вообще 
говоря, получегшое па этом пути решение оказывается лучшего 
качества (иначе говоря, пе с такой высокой ценой), чем решение, 
определенное с помощью процедуры «поиск в глубину». 

В свою очередь и выбор в с) также имеет много вариантов. 
Очень часто порядок следования переменпых фиксирован раз на
всегда — либо совершенно произвольным образом, либо вследствие 
иптуитпвно проверяемых эвристических критериев (см. пример в 
п. 2.6). Но нужно знать, что этот выбор может быть полностью 
определенным (в зависимости от принятого порядка время вычис
ления может мепяться от 1 до 10 или от 1 до 100!). Это застав
ляет принимать во внимание гораздо более гибкие (динамические) 
стратегии, в которых на каждом этапе выбирается переменная, 
которая оказывается наилучшей по некоторому критерию. Напри
мер, в методе, называемом штрафным (см., например, [44]), с каж
дым переменным х^ которое может служить для разделения, свя
зывается число pi (штраф)—точное или приближенное значение 
разности между новыми оценками, получаемыми при полагании 
xt = 0, с одпой стороны, и Xi — 1 — с другой. Тогда если осущест
вить разделение, соответствующее переменной х(, с которой связан 
максимальный штраф ри то мы получим два новых подмножества, 
одно из которых имеет гораздо больше шансов содержать опти
мальное рептспие, чем другое. Речь идет в некотором роде о «наи
более информирующем» выборе. Это приводит к минимизации 
опасности напрасно исследовать одну ветвь разветвления, тогда 
как оптимальное решение содержится в другой ветви. 
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2.6. Пример. Для иллюстрации функционирования методов раз
ветвления рассмотрим следующую задачу: 

inin z «* —20^ — 16х2 — lixz— QXA — 7х$ — xe, 
9*1 + 8Х2 + 6х3 + 5*4 + 4Х5 + *6 < 12, 

х 3 > 0 , ^ = 0, 1,/«= 1, . . . , 6, 
которая имеет вид 

min GCcjX;),, 

s ,«G, 1 
(так называемая задача о рюкзаке). 

Заметим, что переменные упорядочиваются по возрастании* 
отношений eja§ в что непрерывное решение (получаемое заменой 
целочисленного ограничения я* « О или 1 условием 0 < я * < 1 ) 
имеет вид 

х\ ■■ 1, Х2 — 3/8 со значением л » —20 — 6 — —26, 

Это значение составляет, таким образом, оценку снизу на мно
жестве всех возможных целочисленных решений (действительно* 
набавляя ограничения, в частности ограничения целочислениости, 
можно лишь увеличить значение оптимума). 

Заметим теперь, что можно легко получить приближенное цело
численное решение этой задачи, используя (эвристическое) правил 
ло следующего типа: 

a) сначала все переменные равны 0; 
b) с учетом всех предыдущих выборов найти переменное с 

наименьшим отношением cjah которому можно приписать значе
ние 1 так, чтобы ограничение (неравенство) соблюдалось, и при
своить этому переменной значение 1. 

Продолжать Ь), пока не выяснится, что больше никакой пере
менной, удовлетворяющей этим условиям, нет. 

Это правило дает 
*\ ■* 1, 

ватем, в соответствии с зтим выбором, 
Хб=* 1 . 

Полученное таким образом целочисленное решение имеет зна
чение —21. 

В соответствии со всем предыдущим мы сейчас изучим после
довательные этапы разветвленного поиска. 

На первом уровне разделим S на два подмножества: множество 
S} из 0—1-векторов, для которых хх « 1, и множество S^ таких 
0—1-векторов, что х\ — 0. 

{Важное замечание: выбор переменного х\ для осуществления 
разделения произволен, во следует отметить, что этот выбор не 
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является совершенно безобидным и от него часто может зави
сеть эффективность метода. В дальнейшем изложении примера 
последовательные разделения осуществляются в соответствии с 
возрастанием отношений с^/а^ что и оказывается естественным 
порядком переменных. Этот порядок может быть оправдан интуи
тивно ясными рассуждениями; с другой стороны, можно прове
рить, что он приводит к намного более быстрому решению, чем 
лрянятпе, например, противоположного порядка переменных») 

На этом уровне можпо легко получить оценку снизу наилуч
шего целого решения, содержащегося в каждом из подмножеств 
Si и S- соответственно. 

Рассмотрим, например, подмножество S\. 
Поскольку иззестно, что х\ = 1, то задача касается только юерс-

эдеииых #2, ...1 хз (которые будут называться «свободными» пере
менными) и имеет вид 

mia (—20 — 16x2 — Ихз — 0x4 — 7х$ — XQ) , 
8х2 + 6х3 + 5х4 + 4х5 + х3 < 3., Pi 

.. . . х* = 0, 1; 

она имеет непрерывное решение 
x<i = 3/8 со значением z = —20 —6 = —26, 

Таким образом, оценка снизу наилучшего целого решения, со
держащегося в Su есть — 26. Обозначим это решение zi. 

Возьмем теперь подмпожество S-. Поскольку известно, что 
х\ «= 0, то проблема, относящаяся к свободным переменным, име
ет вид 

min { — 16x2 — 1Jx3 — 9̂ 4 — 7#5 — хв), 
; 8х2 + 0х3 + 5Х4 + 4х5 + Xg < 1 2, Р^ 

a?f = 0, I, 
ш имеет непрерывное решение 

2 *** 2? 70 х2 = 1, хн = -г- со значением ^ == — 16 g- — j " ( ^ — 23,3). 

Так как наилучшее пайдспное к настоящему времени цело© ре
шение (xi = l; Хб = 1) имеет значение —21, то яспо, что каждое 
из подмножеств Si и S- может содержать лучшее решение, в 
частности оптимальное решепие. Следовательно, нужно разделить 
каждое из этих подмножеств на два (или более) подмножества, 
которые, в свою очередь, приведут к некоторым оценкам, и так 
далее вплоть до обнаружения оптимального решения. 

Однако в том месте процесса разветвленного поиска, па кото
ром мы остановились, есть важная задача: какое из множеств Si 
или S~ нужно разделять первым? 
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Как мы уже говорили, здесь можно применить много правил. 
Мы выберем метод исследования «поиск в ширину» («breadth 

first search», или метод SEP), осиовапный на следующем заме
чании: 

если оценка снизу некоторого подмножества является хорошей 
аппроксимацией (иначе говоря, соответствующая разность мала) 
наилучшего целочисленного решения, содержащегося в этом под
множестве, то разумно искать сначала оптимальное решение в 
подмножестве, связанном с наименьшей из оценок. В интересую
щем нас примере наименьшую оценку (—26) имеет именно под
множество Su 

Следовательно, разделим Si на два подмножества: 
— подмножество S^- — таких 0—1~векторов, что ц = 1 и ^ = 0; 
— подмножество S\2 таких 0—1-векторов, что х\ = 1 и. х2 = L 
(Важное замечание: выбор переменпого хч для осуществления 

разделения произволен, но еще раз напомним, что этот выбор н© 
вполне безразличен и от него часто зависит эффективность мето

да. Однако при дальнейшем 
разборе примера последова
тельные разделения будут 
осуществляться в соответст
вии с порядком возрастания 
отношений cjdb иначе гово
ря — в естественном порядке 
следования переменных, it 
больше мы к этому возвра
щаться не будем.) 

Немедленно замечаем, что 
множество 5i2 есть пустое 
множество 0 , так как х\ = 1 
и Х2 — 1 не допускают ни 
одного случая, когда бы 
ограничение выполнялось. 
Следовательно, мы больше 

никогда не будем в дальнейшем принимать это подмножество во 
внимание, и хорошее средство удостоверить этот факт состоит в 
приписывании этому подмножеству оценки + «>, 

Для множества £3- получаем оценку снизу: 
—20-11/2 = —25,5. 

Множество операций, осуществленных к настоящему моменту, 
объединено в разветвление на рис. 3. 

Точки (вершины) соответствуют различным последовательно 
рассматриваемым подмножествам. Полученные оценки указаны в 
скобках у вершины, представляющей соответствующее подмно
жество. Стрелки (дуги) соответствуют отклопениям включения 
(или родства) между подмножествами. 

К настоящему моменту именно подмножество Sx- имеет на
именьшую оценку —25,5. Если мы разделим это подмножества 

(-25,5) 
Рис. 3. Иллюстрация действия метода SEP 
аа примере; начало построения разветвле

ния 
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(относительно переменной #з), то мы получим два подмно
жества: 

St- - с оценкой — 20 — 27/5 = — 25,4, 
St-3 с оценкой + оо ( 5 1 2 - 3 = = 0 ) . 
Продолжая таким образом построение этой ветви разветвления, 

получим последовательно ^ з ! (с оценкой —25,2) и S^Si? (с оцен
кой —23), см. рис. 4. 

Так как оценка £- меньше последней (она равна —23,3), то 
мы возвращаемся к £-, который разделяем на S-x-(—21,7) и S-2 

Рис. 4. Пример решения задачи с шестью переменными методом SEP. Пункти
ром обозначен порядок, в котором исследуются вершины 

(—23,3). Тогда мы переходим к S-2 и разделяем его на S^2~3 (—23,2) 
и S-2 3(+oo). Затем переходим к 5-2-, которое разделяем 
на S-2~- (—23: непрерывное решение задачи P^i целочисленно: 
*2 = 1, лг5 = 1) и на £j2g4(+ оо)(см. рис. 4). 

На этой стадии непрерывное решение задачи Р^2^ ограничен-» 
пои на свободные переменные, нриводит к целочисленному реше-
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пию: г г - 1 . ^ « 1 , со зпачепием оцепки —23. Так как пе осталось 
больше пи одного подлежащего исследованию подмножества (вися
чих вершин) с оценкой, меньшей числа —23, то отсюда можно за
ключить, что это решение — оптимальное решение задачи. Однако 
оно, может быть, не единственно, так как есть другое подмножест
во с оценкой —23, а именно 8г---'ъ. Если мы хотим найти все опти
мальные решения, то, следовательно, нужно продолжать и разделить 
ото подмножество относительно переменной х$. 

Это приводит к двум подмножествам, каждое из которых содер
жит единственное решение: 

— ^1234^6» соответствующее решению #1 = 1 (все остальные 
переменпые — пули) со зпачепием —20. 

— ^123456' соответствующее решению х\ » 1, хе=»1 со зпаче
пием —21. 

Тогда можно утверждать, что найденное решение со значением 
z « —23 есть единственное оптимальное решение, и алгоритм завер
шен (рис. 4). 

Этот пример позволяет оценить эффективность метода. Действи
тельно, на 27 — 1 =* 127 вершин, которые теоретически содержатся 
в полном разветвлении, мы обнаруживаем, что исследованы только 
19, что составляет значительную редукцию. 

2.7. Компромисс между ценой и эффективностью оцепки. Вооб
ще говоря, число подлежащих исследованию вершин те*м меньше, 
чем лучшую аппроксимацию целочисленного оптимума дает приме
няемая оценка — иначе говоря, чем меньше скачок 

min{cx} — f(Si)<, 
Ах^Ь 

Но на практике, вообще говоря, нужно находить разумный ком
промисс между функциями оценки, доставляющими достаточно гру
бую аппроксимацию, но вычисляемыми очень быстро, и более точ
ными функциями оценки, но вычисляемыми дольше. 

Нужно знать, что не существует никакого удовлетворительного 
общего метода, который был бы приложим к любой задаче. Этот 
компромисс должен каждый раз исследоваться заново — для каждо
го нового типа исследуемых задач,— если есть желание решать их 
эффективным способом. 

§ 3. Методы сечении 

3.1. Принцип методов сечений. Идея, па которой основаны все 
эти методы, состоит в следующем. 

Начинаем с решения непрерывной линейной задачи (PL). Если 
полученное оптимальное решение есть крайняя точка с целыми 
координатами, то все закончено. 

В противном случае легко видеть, что всегда можпо усечь об
ласть решений (добавляя к задаче дополнительное ограничение) 
так, чтобы устранить эту (нецелую) крайнюю точку, не исключая 
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ни одного целого решения. Такое ограничение называется сечедш-
ем (или отсечением). 

Вернемся к примеру из § 1, где непрерывный оптимум пред
ставлял собой крайнюю точку: (5, 9, 0). Дополнительное ограни
чение 

устраняет эту точку, не исключая никаких целых решений. Следо
вательно, это действительно сечение. Кроме того, любое донолди-
тельное ограничение вида 

х\ + Х2 < а 
с 5 < а < 5,9 есть сечепие. 

(Следовательно, возможных сечений мпого, и, в принципе, их 
всегда бесконечно мпого.) 

После того как сечение (или одновременно несколько сечений) 
добавлено, линейная задача с расширенным набором соответствую
щих ограничений подлежит новому решению (как непрерывная за
дача) симплексным методом. 

(Важное замечание: так как старое решение останется дуально 
реализуемым, то выгодно использовать для этого дуальный алго
ритм (см. гл. 2, п. 4.1).) 

Если оптимальное решение этой новой задачи является целым, 
то все закончено: получено оптимальное решение целочисленной 
задачи. В противном случае предыдущее рассуждение можно по
вторить: мы будем искать новое сечение (может быть, и несколько), 
которое мы добавим к множеству ограничений; затем расширенная 
таким образом задача линейного программирования должна заново 
подвергнуться оптимизации, и т. д. 

Если па каждом этапе сечения выбираются корректно, то на
чальный полиэдр 9* будет, таким образом, постепенно уменьшаться, 
пока не станет совпадать с выпуклой оболочкой целых решений — 
во крайней мере в окрестности оптимального решения. Тогда не* 
прерывное решение расширенной задачи оказывается целым, и за
дача будет решена. 

Одпако ясно, что выбор сечений является определяющим для 
сходимости метода. Если в предыдущем примере на шаге к выбрать 
добавляемое сечение типа 

*i + # 2 < a fe* 0^ = 5,8, *к = <*к-1 — —к> 

то яспо, что при этих условиях алгоритм не будет сходиться к це« 
лому решению. 

Напротив, если выбрать в качестве сечений два ограничения 
Х\ + Х2 < 5, Х2 < 4, 

определяющие (с ограничениями положительности хх > О, х2> 0) 
выпуклую оболочку целых решений задачи (рис. 1 § 1), то мы 
непосредственно получим целочисленный оптимум х\ = 1, аъ «= 4 
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как непрерывное сечение расширенной линейпой задачи 
min г = — lCbi — 11#2, 

10^! + 12^2 ̂  59 — начальпое ограничение, 

. , } сечения, 

Х\, Х2 > 0. 

К сожалению,— и эта трудность существенна — неизвестен сис
тематический метод порождения всех уравнений или неравенств, 
определяющих выпуклую оболочку множества целых точек, содер
жащихся в данном выпуклом полиэдре. К тому же они — уравне
ния и неравенства — могут оказаться чрезвычайно многочисленны, 
как ясно показывает результат [50, 51, 74]: даже для целочислен
ной задачи с двумя перемеппыми и одпим ограничением всегда мож
но выбрать коэффициенты так, чтобы число граней выпуклой обо
лочки целых точек было сколь угодно велика. Следовательно, было 
бы и дорого, и излишне порождать все грани выпуклой оболочки 
целых точек: большая часть этих ограничений не принимала бы 
никакого участия в формировании оптимального решения и не вно
сила бы никакого вклада в определяемый целочисленный оптимум. 

По этим причинам одип из наиболее важных результатов цело
численного программирования состоит в том, чтобы ввести явным 
образом (см. [31]) сечения некоторого специального вида, позволя
ющие, при некоторых предосторожностях, получить конечпую схо
димость метода. 

3.2. Сечения Гоморп. Рассмотрим непрерывную задачу липей-
пого программирования (получаемую исходя из (PNE) снятием 
условий целочислеппости) 

inin z = or, 
Ах = Ъ, (PL) 

х>0, 

и пусть В — оптимальная базисная матрица (регулярная квадрат
ная подматрица матрицы А). 

Поскольку коэффициенты матрицы А целочяслешш, то и опре
делитель D =» I dol(B) I — целое число. С другой стороны, умножая 
систему Ах = Ъ слева на В~\ мы можем выразить любое из базис
ных переменных х{ ( i s / , где / — мпожество индексов базисных 
переменных) как функцию свободных виебазисньтх переменных х, 
(/ е= /, где 1 — множество индексов свободных переменных) с по
мощью формулы 

xi = 1) 2d U Х" М 

где коэффициенты fa и aiS — целые. 
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Напомним, что базисное решепие, соответствующее базисной 
матрице В, имеет вид 

^ = 0 V/ е / , zi~ %/D Vi s / . 
Поскольку мы находимся в ситуации, где оптимальное решение 

пе является целым, то одно из неременных — например xt — 
дробное. 

Выразим тот факт, что мы ищем решепие, в котором перемен
ное Xi является целым. Это условие вместе с уравнением (1) дает 
уравнение конгруентности: 

2 ocijXj = ft (mod D). (2) 

Заметим, что мы получили бы эквивалентное отношение конгру
ентности, умножая обе части равенства (2) одновременно на одно 
и то же число Л, взаимно простое с D: 

2 ( ^ ) ^ = (Яр0 (mod/)). (3) 

Для произвольного целого у обозначим через \y\D представи
тель у в отрезке [0, 75 — 1] по модулю D. 

(Пример : если D = 7 и у « —2, то \у\т> = 5.) 
Полагая тогда /j «= \кац\в (для ; e j ) и /0 = |Я[1«|Л, получаем из 

(3), что существует такое целое s, что 

Если 5 отрицательно, то /о + sZ) необходимо отрицательно, что 
противоречит тому факту, что £ > 0 и ^ > 0, Следовательно, 5 — 
неотрицательное целое, и для любого решения, в котором перемен
ная X) является целой (и потому для любого целого решения зада
чи (PNE)), необходимо выполняется неравенство 

2 / Л > / о - (4) 

С другой стороны, можпо заметить, что это неравев^тьо не вы
полняется как раз в рассматриваемом решений, поскольку оно вы
деляется условием • 

^ = 0 V/e=/. 

Таким образом, неравенство (4) действительно определяет се
чение. 

Заметим, что некоторый произвол остается в выборе К для опре
деления сечения, связанного с уравнением (1). Можно предпочи
тать в ходе поиска такие сечения, которые имеют шанс быть наибо
лее эффективными среди всех сечений этого типа (которые удаля
ют как можпо большую часть текущего полиэдра). Интересное 
практически правило состоит в том, чтобы выбирать X с наиболь
шей возможной правой частью /о— IUJMJD. 
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Очевидный способ получать это значение к состоит в перебор© 
всех чисел к, взаимно простых с D. Но можно также заметить, что 
если б = н-о. д. (О, [}<), то алгоритм Евклида позволяет определить 
такие два целых числа к и \i, что 

п. о. д. {X, D) = 1, -X$i + jiD = б. 
Именно это к и позволяет получить для /о наибольшее значение 
D - 6 (см. [35]). 

Важно заметить, что если z — пе целое, то можно действовать 
точно также, чтобы выразить целостность функции z (так как коэф
фициенты с̂  целые, то и z = сх должно быть целым для любого 
целого решения), что приводит к сечению, связанному с урав
нением 

z = zB -|- 2 с№ 
i s / 

(где С{, j <= /,— приведенные цепы свободных переменных). На са
мом деле zB — cBB~xb и числа Cj являются дробными со знамена
телем D. 

Выражая таким образом условие целости дробных базисных пе
ременных (включая целевую функцию), *мы можем вывести все се
мейство сечений непосредственно из коэффициентов канонической 
формы текущей задачи линейного программирования (исходной или 
расширенной). 

Посмотрим теперь, как можпо использовать сечепия этого вида 
для реализации алгоритма, если и не эффективного, то по крайней 
мере сходящегося конечным образом, и в чем состоят предосторож
ности, которые для этого нужно соблюдать. 

3.3. Дуальный алгоритм Гомори. Принцип и варианты. Первая 
идея реализации алгоритма состоит в том, чтобы полностью реопти-
ми-зировать новую задачу линейного программирования каждый раз, 
когда мы добавляем сечение (или несколько сечений). Для этого 
используется двойственный симплексный метод (см. гл. 2, § 4) и 
может потребоваться много итераций (поворотов). 

Если всегда оказывается возможным найти сечение вида (4), 
гараптирующее строгое убывание функции z, то тогда легко пред
ставить себе конечный алгоритм. Действительно, пока z пе стано
вится целым, всегда можпо присоединить сечение, получаемое из 
формулы 

Z = ZB + 2 С3Х3* 
3e=J 

. Для такого сечепия заметим, что разрешающий элемент обяза
тельно соответствует такому переменному /, что с* *& 0; отсюда сле
дует, что вырождения быть пе может, что па каждом шаге z строго 
убывает и что за конечное число шагов функция z может быть сно
ва сделана целой, 

Когда функция z стаповится целой, мы, добавляя сечение (выра
жающее целость одного из дробных базисных переменных), застав-
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ляем z строго уменьшаться и получаем заново некоторое дробное 
значение z, и процесс продолжается, 

Число замен базиса между двумя последовательными целыми 
значениями функции z конечно, и поэтому ясно, что алгоритм схо
дится конечным образом (оптимум имеет конечное значение вслед
ствие гипотез § 1). 

Трудность состоит именно в том, что не всегда можно найти се
чение вида (4), которое, будучи добавлено к задаче, приводит к 
строгому убыванию функции z. 

Если такое происходит для целого значения z — 20, то мы ока
зываемся в случае вырождения: для некоторого сечения разрешаю
щий элемент соответствует переменному xt с приведенной ценой с;, 
равной нулю. 

Обозначил! через / ' cz J множество индексов базисных перемен
ных с нулевыми приведенными ценами с*. 

Тогда необходимо знать, есть ли у многогранника 
91 = \х' е R r '1 А'х' = Ьх я' > 0} 

(где А' — подматрица А, столбцы которой соответствуют п* =* 
= \У\ + 1/1 переменным с пулевой приведенной ценой) целочислен
ная крайпяя точка, ИЛИ такой точки нет; действительно, если она 
есть, то эта целочисленная вершипа соответствует оптимальному 
решению задачи (очевидно, с ценой zo). 

В противном случае можно быть уверенным, что никакая комби
нация, составленная только из переменных х$, / е / ' , не можег 
обеспечить условия целости для всех базисных переменных, и тог
да можно добавить ограничение (сечение) 

Поворот '(разрешение) над этим ограничением необходимо при
водит тогда к строгому убыванию функции z, поскольку ее ненуле
вые коэффициенты соответствуют переменным с непулевой приве
денной ценой С}. Тогда все сводится к предыдущей задаче. 

Во многих алгоритмах сечений, описанных в литературе ([31, 32, 
33, 86, 87, 30]), перечисление вершин многогранника 9*' осущест
вляется перечислением подбазисов, выделенных из А' в соответствии 
с лексикографическим упорядочением,— классическая техника для 
исследования случаев вырожденности в линейном программирова
нии (см. гл. 2, п. 2.3). 

Однако этот метод, вообще говоря, гораздо дороже по времени 
вычислений, поскольку он приводит к большому количеству опера
ций разрешения (поворота), которое, разумеется, является конеч
ным, но может оказаться значительным. 

Как заметил Гондрап [35], именно в этом — без всякого сомне
ния — и состоит одна из главных причин практической неэффек
тивности большого числа методов сечений; он предпочитает помо
гать этому методу прямым перечислением целых точек в &/ (мето-
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дом типа разветвлепиого поиска), позволяющим избежать дорого
стоящих операций разрешения (см. алгоритм в п. 3.4 ниже). 

Поскольку многогранник &' ограничен, то оп содержит не бо
лее чем копечное число целых точек, поэтому перечисление возмож
но, и за конечное число шагов получаем либо оптимальное реше
ние, либо строгое уменьшение функции z. Отсюда и следует конеч
ная сходимость алгоритма. 

ЗА Метод убывающих конгруентиостей. Вместо того чтобы под
вергать задачу полной реоптимизации каждый раз, когда добавля
ется новое сечение, лучше использовать другую идею, состоящую 
в осуществлении одаой-единственной итерации двойственного сим
плексного алгоритма. 

Предположим, что мы добавили сечение вида (4): 

J-d 1) 3 ** D * 

происходящее из уравнения 

*i = -Q — 2d 17 х*щ W 

Первая итерация двойственного симплексного алгоритма приво
дит к повороту (разрешению) вокруг элемента fjJD^O ( / o ^ / — 
индекс переменного, возвращающегося в базисные). 

Тогда определитель D' новой базисной матрицы равен 

(новый определитель = старый определитель X разрешающий эле
мент) . 

Если после осуществления этого поворота возникает решение, 
не полностью целочисленное, то, записывая условие целочислепно-
сти соответствующего базисного переменного, мы получаем уравне
ние конгруентпости того же типа, что и (2), по с группой порядка 
D\ строго меньшего I). 

Следовательно, мы видим, что, повторяя операции, состоящие в 
— добавлении сечения, выражающего целость базпепого пере

менного, 
— осуществлении шага дуального алгоритма, 
оды обязательно получим за копечное число шагов дуально 

реализуемое целое решение. 
Это — так называемый метод убывающих конгруентиостей [35]; 

таким образом, он позволяет, исходя из любого дуально реализуемо
го нецелого решения, получить за конечное число шагов дуально 
реализуемое целое решение-. Кроме того, этот метод очень эффекти
вен, так как экспериментально установлено, что число необходи
мых шагов в среднем порядка \0g2D, если выбирать X в (3) так, 
чтобы /о припимало максимальное значение. 
гьь 
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Применение метода убывающих конгруентностей в ряду алгоритм 
мов сечений может осуществляться следующим образом. 

А л г о р и т м с е ч е н и й методом у б ы в а ю щ и х к о н г р у 
е н т н о с т е й . 

Шаг 1. Решение задачи (PL) как непрерывной задачи сим
плексным алгоритмом. Если полученное решение целое, то КОНЕЦ. 
Иначе: 

Шаг 2. (Редукция задачи.) 
Отыскать (с помощью эвристической процедуры) хорошее цело

численное решение. Если его не удается найти — перейти к шагу 3. 
Иначе: пусть z— стоимость этого решения. Целевая функция запи
сывается в канонической форме относительно оптимального базиса 

Z = 20 + ^J C'JX3 

(где zo — значение непрерывного оптимума, а / — мпожество индек
сов базисных переменных). Следовательно, V / e / : c^X) (все при
веденные цены неотрицательны). Тогда каждая из переменных хи 
удовлетворяющих условию 

Cj*> z — го, 

должна обращаться в нуль в оптимальном решении и, следователь
но, может быть исключена из задачи. 

Шаг 3. Пусть Г « {/ о /|g, = Oh 
Если значение zo является целым и если У Ф 0 перейти к ша

гу 5. Иначе — добавить сечения методом убывающих конгруентно
стей, пока расширенная задача не будет иметь целое (дуально 
реализуемое) решение. 

Если это решение также и исходно реализуемо (иначе говоря, 
если х,>() для всех переменных / ) , то это — оптимальное реше
ние задачи. КОНЕЦ. 

Иначе: 
Шаг 4. Решение расширенной задачи «как непрерывной» двой

ственным симплексным алгоритмом. 
Если полученный оптимум целый, то это — оптимальное реше

ние задачи. КОНЕЦ. 
Иначе — перейти к шагу 3 (после возможного устрапепия не

которого количества неработающих ограничений — сечений). 
Шаг 5. Найти с помощью (неявного) перечисления целое ре

шение задачи Ах « Ь с х} *= 0 для / е / - / ' . 
Если такое решение существует, то это — оптимальное решение 

задачи. КОНЕЦ. 
Иначе — добавить сечение 

Осуществить первую итерацию двойственного алгоритма, разре
зная относительно этого ограничения, и вернуться к шагу 3. 
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Конечная сходимость этого алгоритма вытекает из различных 
сделанных рапее замечаний. 

Интересно отметить аналогию между этим алгоритмом и алго
ритмом «полностью целочисленно двойственных» сечений Гомо-
ри [33]: в обоих случаях получение целого решения рассматривает
ся как приоритетная задача по отношению к получению оптималь
ного решения. Однако они существенно отличаются в работе. 
В частности, устранено лексикографическое перечисление базисов в 
случае вырожденности — в соответствии с замечанием, сделанным 
в и. 3.3. 

Для некоторых классов задач — особенно для таких, в которых 
матрица А имеет не слишком большие миноры (для примера, мень
ше 100),—этот алгоритм приводит к очень интересным результа
там. Например, это относится к задачам покрытия [21], где число 
сечений, порождаемых алгоритмом, особенно мало (часто меньше 
десяти) даже для задач большого размера (типичный размер — 
2000 переменных, 120 ограничений). 

3.5. Пример. В заключение иптересно проиллюстрировать работу 
предыдущего алгоритма на небольшом примере. 

Рассмотрим снова пример из § 1 с двумя переменными и един
ственным ограничением: 

min z = —lO î — 11.Г2, 
lOn + 12*2 < 59, 
х\, Х2 целые > 0. 

Так как —10/10 < —11/12, то непрерывное решение этой задачи 
достигается для х\ = 5,9, Х2 = 0 и соответствующее значение z рав
но —59. 

Симплекс-таблица в канонической форме относительно опти
мального базиса {х\} имеет вид 

ос, ос2 кь 

минимизируемая функция ->-

ограничение ->• 

хг — переменное скачка (х^>0), позволяющее представить таб
лицу в стандартной форме (все ограничения имеют форму равенств)* 

Поскольку это решение не является целым, то мы применим 
метод убывающих конгруентностей для получения целого решения* 
Условие целости для переменного х\ выводится из уравнения 

_ jft J2. 1 
Х± ~~~ 10 10 Х* ~~ 10 Х з 

и записывается в виде 
Ш 2 + * а - 5 9 (modlOfc 

о +i +1 ! 

4 12 1 1 
10 10 1 

+59 | 

59 1 
10 
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x 2z2 + 2 3 ^ 9 (mod 10) f 

откуда получаем сечение 
2x2 + xz>9 

(следует выбирать для сечепия как можно более удаленный /о; 
следовательно» здесь берем к » 1). 

Добавляя переменное скачка #4 ^ 0, записываем это сечение 
в виде 

~2^2 — хз + %4 — —9. 
Добавляя это ограничение к предыдущей таблице, получаем ка

ноническую форму расширенной задачи относительно базиса {21,24b 

разрешающая строка • 

ос, 

0 

1 

0 

х? 

+1 

12 
10 

—2 

хл 

+1 

1 
to 

—1 

*4 

0 

0 

+1 

+59 

! 59 
! 1 а 

—9 

t 
разрешающий столоец 

Этот базис дуальпо реализуем (все приведеппьте цепы неотрица
тельны), но не является исходно реализуемым (24 — — 9 не удов
летворяет условиям положительности). 

Осуществим один шаг двойственного симплекспого алгоритма 
(см. гл. 2, а. 41) . Разрешение с помощью второго ограничения по
казывает, что именно переменное Х2 возвращается в базисные пере
менные, поскольку 

m i nf_+! _±ll_J_ 
п[ _ 2 ' - l / 2 * 

После разрешения получаем новую таблицу (каноническую 
форму относительно нового базиса (х\, хг)): 

xt 

0 

| 1 

0 

х2 

0 

0 

1 

Ж 9 

1 
+ 2 

1 
"~2 

1 
2 

х4 

1 1! 1 

12 
20 

-4 
1 4 ! \ 1 

которая дает решение: хх« 1/2, 22 = 9/2. 
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Это решение не полностью целочиелепно (здесь оказывается, что 
это решение оптимально для расширенной задачи, так как оно одло-
временно исходно реализуемо и дуальпо реализуемо; однако, вооб
ще говоря, требуется много итераций дуального алгоритма, чтобы 
получить повое оптимальное решение расширенной задачи). 

Продолжая применять метод убывающих конгруентпостей, выра
зим целость одпого из базисных переменных, например хъ 

Имеем 
__9 i_ j _ 

Х% — 2 2 ^8 2 ^4t 

что дает уравнение конгруентности 

х$ + ХА^ 1 (mod 2), 
откуда выводим сечение 

Хг + Х4 > 1. 
Добавляя это сечение к предыдущей таблице и вводя перемен-

нос скачка х*> > О, получаем 
3fj OCg **-3 **4 Л ' б 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

+1 
1 
2 
1 
2 

—1 

■4 
12 
20 
1 
2 

—1 

0 

0 

0 

+1 

+54,5 1 

I 1 

2 

9 
! г 

I -1 ' 
Разрешение относительно последней строки приводит к выбору 

Хг или Х4 — безразлично —- в качестве переменного, являющегося 
кандидатом на возвращение в базисные переменные. Выбирая, на
пример, хг, получаем: 

xt х2 х9 эс4 ос8 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

22 
20 

—1 

1 

+11 ^ 2 | 

1 i 
2 

1 
2 

—1 | 

+54 

1 

4 

1 

272 



Полученное па этот раз решение 
£1 = 1, *2 = 4, *з = 1 

является целым. 
Кроме того, оказывается, что это решение является также и ис

ходно реализуемым, так как опо положительно (вообще говоря, 
как мы уже указывали, эта ситуация должна появляться только 

r2i 

5 

4 

3 

г 

1 

\ 

Щ=^ Целочисленный 
/о§с=^ / оптимум 

ай^. 

V / y v / y V y ^ o x ^ ^ Второе сечение 
/^/у7у///1^^^и / "0x^11x2^54 

/ y y ^ v v o y y 0 4 v ^ Исходное ограничение 

'//У///У///^ Первое сечение 
/////////^ д^+д^О 

'/////////А//////////А////?*А_ N—J^c—*». 
4 * 1 

Рис. 5. Два сечепия, порожденные алгоритмом, и уменьпюппый многоуголь
ник (заштрихован) 

после мпогих итераций дуального алгоритма); следовательно, это — 
оптимальное решение целочислеашой задачи. 

Интересно нанести на график на рис. 5 два ограничения, соот
ветствующие сечениям, порожденным таким образом нашим алго
ритмом. Первое сеченые имеет вид 

2*2 + *з > 9. 
Устраняя *з, определенное формулой 

хъ = 59 — 10^1 — 12*2, > 
мы выражаем ограничение в виде функции только от Х\ и #& дао 
дает 

-10*1 - 10*2 > -50 . 
Иначе говоря, 

Второе сечение имеет вид 

4 8 М. Мину 

Х\ + *2 < 5. 

*3 + #4 5* 1. 
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Осуществляя подстановки 
xi = — 9 + 2хг + хг, 
х3 = 59-10х1-12дг2 , 

мы можем выразить хз + х4
 к а к функцию только от х\ и хг: 

х3 + х4 « 50 - 10xi - 10х2 + х3 « 109 - 20х, - 22х2, 
откуда получаем ограничение 

10х 1 +11х 2 ^54 . 

Эти два ограничения пересекаются в точке (1,4), как это по
казало па рис. 5. 

Одно из этих ограничений (первое) есть грань выпуклой обо
лочки целых решений. 

§ 4. Целочисленные задачи программирования и кратчайшие 
пути. Представление с помощью конечных групп 

Рассмотрим целочисленную липейпую задачу программирования 
вида 

z — сх -*- min, 
Ах*=Ъ, (5); (PNE) 

х>0, х <= Zn, 

в которой — мы папомним — 
1) политоп 0* ~ b e l\n\Az = b, x > 0) предполагается ограни

ченным и непустым; 
2) все коэффициенты ch aih Ь} предполагаются целыми. 
Первая гипотеза совершенно пе является ограничением. В слу

чае, если политоп SP не ограпичеп, задача (PNE) тогда и только 
тогда имеет оптимум на конечном расстоянии, когда не существует 
целого решения х, удовлетворяющего задаче 

Ах - 0, 
х>0, (/) 

сх < 0 . 
Мы видим, что для этого достаточно, чтобы задача (/) пе имела 

решений в вещественных числах, что равносильно тому, что зада
ча (PL) без ограничений целости имеет оптимум па конечном рас
стоянии. 

Именно это и будет всегда предполагаться в дальнейшем. Если 
при этих условиях 5* пе ограничен, то в случае, когда все коэффи
циенты с} положительны, знание мажоранты z оптимума z* задачи 
(PNE) позволяет свести дело к ограниченному случаю, добавляя 
связь тина z = сх < z* 
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На практике z может быть ценой известного априори хорошего 
решения или может быть получено приближенным методом. 

Вторая гипотеза тем более не является ограничением: действи
тельно, с теоретической точки зрения в [38] показано, что в случае 
произвольных веществеппых коэффициентов — при условии, что 9* 
есть ограниченный полиэдр,— всегда можно найти представление с 
целыми коэффициентами, имеющее то же множество целых ре
шений. 

С практической же точки зрения мы всегда используем на ком
пьютере рациональное представление, которое позволяет ограни
читься целыми значениями (с помощью умножения на общий зна
менатель). 

4.1. Эквивалентность с задачей о кратчайшем пути. Покажем 
спачала, что задача (PNE) может быть сведена к задаче о крат
чайшем пути в некотором графе 36' = [Н\ U'\ содержащем, в прин
ципе, бесконечное число вершин. 

Каждой вершине s e 1Г соответствует вектор-столбец s ■■ 

вида 

где j/j — неотрицательные целые и где А* представляет /-й столбец 
_ О - 1 

матрицы А. В частности, IV содержит вершину 0== 0 
• * • 
0 

получаемую 
для у,=*0 (V/ — 1 , , , . , п). 

Две вершины $ « А у и s' = Ay' соединены дугой типа к — дугой 
"(s, s') e [ / ' - тогда и только тогда, нота векторы ушу' отличают
ся только в компоненте к, причем yk = 1 + yk. 

Длина, приписываемая этой дуге (s, s')., е с т ь тогда ск — единич
ная цена переменного xh. 

(Важное замечание: между двумя данными вершинами s и s' 
может существовать много дуг различных типов и потому различ
ных длин.) 

Если в Ж не существует вершины, соответствующей столбцу -и (правой части (5)), то тогда ясно, что (PNE) не имеет 

решения. 
В противном случае любой путь, соединяющий в Ж вершину О 

с вершиной Ь, соответствует некоторому решению (у\, уъ, . . . , уп)> 
> 0, где У к число ук есть число дуг типа к в данном пути. В част
ности, кратчайший путь между 0 п Ь соответствует решению 

п 
(Уи • • ♦> Уп) с минимальной ценой 2 скУн —* следовательно, опти-
мальному решению задачи (PNE). 
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'(Заметим, что Ж не может содержать никакого цикла с отри-» 
цателыюй цепой, поскольку, по предположению, задача (PNE)t 
имеет оптимум с конечным значением.) 

Проиллюстрируем эту конструкцию с помощью следующего 
примера: 

min(2#i + Х2 + 5д:з), 
ЗХ\ + Х2 = 11, 

-12х{ Л-1хъ + хъ== 11, 
хх > О, *2> О, хг > 0, хи я2, *з s Z. 

На рис. 6 сплошными линиями представлена часть соответству
ющего графа Ж. 

Если в предыдущем построении перестать принимать во внима
ние ограничения положительности на переменные у^ то мы полу
чим новый граф 26 =■ [Я, U], имеющий еще больше вершин (дей
ствительно, каждая вершина соответствует теперь подмодулю в Ът

% 

'-4> . „ ^ - „ - / ^ 

^ 3 

Рис. 6. Пример построения графа Ж (сплошные линии) и графа 2$ (нужно 
присоединить пунктирные вершины и дуги) 

порожденному столбцами Л) и еще больше дуг, по не допускающий 
никаких повых путей между 0 и ft. 

Действительно, новый путь между 0 п Ь должен был бы необ
ходимо проходить через одну из новых вершин — пусть вершину 
s — Ау, где у вектора у есть составляющая у^ < 0. Но такая верши
на пе может быть получена, если исходить из 0, с помощью после
довательности вершин 

с* = Ау\ s2 = Ау\ . . . , ** - Ау* 
с0^у1<у2^, 
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"(Действительно, папомним, что по построению существование 
дуги между s* и si+l влечет у* < yi+i.) В предыдущем примере это 
мон^но легко проверить, построив некоторые вершины и некоторые 
дуги из 36^ не содержащиеся в 36' (пунктирные линии на 
рис. 6). 

Следовательно, после устранения ограничений положительно
сти задача (PNE) становится эквивалентной задаче поиска крат
чайшего пути (между 0 и Ь), но на сей раз в расширенном 
графе 36. 

К сожалению, на практике эта эквивалентность очень малопо
лезна, так как даже для маленьких задач и даже при ограничении 
области измепений (ограниченных) переменных число вершин гра
фа 36 может оказаться значительным и очень быстро превосходит 
возможности наиболее эффективных алгоритмоз поиска кратчайших 
путей (пе более нескольких тысяч вершин). 

Поэтому мы займемся ноиском преобразований, позволяющих 
уменьшить размер этого графа и, если это возможно, ограничиться 
случаем конечных графов. 

4.2. Гомоморфные образы задачи. Мы собираемся изучить тип 
преобразования, основанпый на следующем замечании. 

Множество Н вершин графа 36 изоморфно подмодулю Ът (под
модулю, порожденному столбцами матрицы А). Множество Н обра
зует группу относительно операции сложения + в Ът (в частно
сти, если S G H, s' e //, то s - / s f f ) , Конечно, речь идет о беско
нечной группе. 

Пусть G — другая группа (априори произвольная), снабженная 
операцией сложения (снова обозначенной + ) , и пусть <р — гомомор
физм // -*- G; иначе говоря — отображение // -+- G, удовлетворяю
щее для всех 5, s' условию 

cp(s + s') =* <р($)+ ф($'), 

где сложение слева есть сложение в //, а справа — в С 
Построим граф 9 = [G, V]y являющийся образом при гомомор

физме ф графа 36 — [Я, U] следующим способом: 
— вершины 9 суть элементы группы G, пвляющиеся образами 

под действием ф элементов группы Н (так как ф сюръективно, то 
каждая вершина <3 соответствует по крайней мере одной вер
шине 36); 

— дуга (типа к) между двумя вершинами I и f графа 9 су
ществует тогда и только тогда, когда между двумя вершинами s и s' 
в 36, такими что t = <p(s) и %' = ф($')» существует дуга (типа ft). 
Длина этой дуги есть cft. 

Заметим, что несколько дут типа к с различными концами, 
входящих в 36, могут индуцировать несколько дуг типа к между 
Данными двумя вершинами в Ф. 

Задача РССН (36) определения кратчайшего пути между 0 и Ъ 
8 36 индуцирует тогда задачу об определении кратчайшего пути 
*ежду ф(0)= 0 и ф(Ь) в У, или задачу PCCU{9\. 
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Заметим, что задача РСС1Ц&) соответствует задаче 

X>0t X€EZn, 

в которой равенства и сложения происходят в группе G. 
Это построение представляет интерес, если G — конечная груп

па (и, если возможно, не слишком большого порядка), так как 
тогда РССН(&) есть задача об определении кратчайшего пути в ко
нечном графе, которая может быть решена эффективно с помощью 
алгоритма кратчайшего пути. 

Однако заметим сразу же, что, вообще говоря, между начальной 
задачей (PNE) и ее образом под действием гомоморфизма — зада
чей P(G)— эквивалентности нет. Действительно, по построению,, 
любое решение (PNE) есть решение P(G), но обратное, вообще го
воря, неверно: P(G) может иметь много решений, не являющихся 
решениями (PNE). 

Задача P(G) называется ослаблением, или релаксацией, зада
чи (РНЕ). 

Очевидно, что одна и та же задача (PNE) может допустить мно
го различных ослаблений, в соответствии со способом выбора гомо
морфизмов <р. 

Для иллюстрации изложенного рассмотрим следующий пример: 
min: 2#i + х% + 5#з> 

3*i+ * 2 - И , (PNEX) 
—12*! + 7х2 + #з = 11, 

х\ ^ О, х2 > О, хг > О, хи х2, хз ^ Z. 
Гомоморфизм ф определяется здесь взятием первого условия по мо
дулю 4, а второго условия — по модулю 2; получается новая задача 
с конечной группой 

(Z4 — группа целых чисел по модулю 4, a Z4 $ Z2 обозначает пря
мую сумму групп Z4 и Z-г): 

min (2a:i + £2 + 5*з)» 
Зл̂  + ^ г ^ З (mod 4), 
*2 + * з ^ 1 (mod 2), Р№й 

х\, #2, х3 > О, %и Z2, z3 e Z. 

Сама же задача P{G\) эквивалентна поиску кратчайшего пути 

между ( о ) и 1 1 ) в г Р а $ е *^ н а Ри с ' ^ 
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Этот граф содержит восемь вершин, соответствующих восьми 
элементам группы G{: ad), mi), mum 

Поиск кратчайшего пути между вершинами [0)= Ф(°) и ( i H 

е=ф(Ь) приводит тогда к пути f 0 ) — ^ J — ( 0 j ~ ( i J с Ч е н о й 3 и 
соответствующему решению х: 

Х\ — О, Х2 я 3, ^3 = 0. 

Заметим, что это решение не является решением задачи (PNEi), 
так как 

iG-(2J)*b - ( " ) . 
Несмотря на отсутствие эквивалентности с исходпой задачей, 

задача P(G) обладает интересными свойствами. С одной стороны, 
ее, вообще говоря, много проще решить, чем исходную задачу, 

Рис. 7. Граф #i с 8 вершинами, связанный с задачей P(G{). На каждой из дуг 
указана ее цена и (в скобках) переменное, меняющееся на единицу при об

ходе по дуге из начала в конец 

С другой стороны, притом, что множество решений (PNE)* содер
жится в множестве решений P{G)9 оказывается, что если опти
мальное решение х задачи P(G) удовлетворяет ограничениям задачи 
(PNE), т. е. если Ах~Ъ, то тогда можно быть уверенным, что х 
есть также оптимальное решение задачи (PNE). Отсюда возникает 
идея поиска оптимального решения (PNE) с помощью попытки по
строения такого ослабления P{G), чтобы задачи (PNE) и P{G) 
имела общие оптимальные решения. 
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Например, рассмотрим другое ослабление задачи (PNE\), полу
чаемое взятием первого условия по модулю 4, а второго условия —-
по модулю 6. Получаем задачу в группе G% = Z4

 ф Z6: 
min(2xi + х2 + 5#3), 

3̂ 1 + z 2 ^ 3 (mod 4), P{G2) 
2̂ + 3̂ — 5 (mod 6), 

Эта задача эквивалентна задаче о кратчайшем пути в графе ^ 2 
с 24 вершинами (это — порядок группы G2). 

Решение этой задачи приводит к решению 

*̂ i === ^* 2 s=s *-N *̂ з ==:: 

с ценой 9. 
Кроме того, убеждаемся, что х* удовлетворяет ограничениям: 

(PNE\). Действительно: 

Следовательно, это — оптимальное решение исходпой задачи 
{PNEi). 

4.3. Эквивалентная формулировка задачи P(G). Заметим, что 
гомоморфизм ф группы Zw полностью определен своим ядром 
Кег(ф)= {s е / / | ф ( $ ) = 0), которое является подмодулем Zm. 

Этот подмодуль может, в свою очередь, рассматриваться как 
подмодуль Zw, порожденный столбцами некоторой матрицы 
Н(тХг) максимального ранга г. Ипаче говоря, существует такая 
матрица R(mXr)y что 

s е= Кег(ф) -*>**= Ну, у е= Ъ\ 
Тогда для целого х имеем 

(ЛЯ — Ь)еКСГ(ф),; 

I 
3i/ G & : Ах = & + ity. 

Отсюда следует, что задача P(G) равносильна задача 
min с# 

>1# — & + Ry, 
а ^ О , s e Z n , Р(Щ 
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0 которой группа G есть факторгруппа G =аЯ/Кег(ф), причем 
Ker(9)«{sQZm |3ye=Z r : s=*Ry). 

Обратно, если задано ослабление целочисленной задачи вида 
Р(Я)> то всегда можно, используя нормальную форму Смита мат
рицы R (см. приложение 3), свести задачу к случаю, когда ограни
чения состоят в системе конгруентноетей, иначе говоря, случаем, 
когда у нас есть уравнение <в группе вида Za ® . . . ф Za r . 

Сейчас мы дадим иллюстрацию этого в частном случае. 
4.4, Важный частный случай: группа Гоморц. Гомори [34] пер

вым предложил представлять целочисленные задачи линейного 
программирования в конечной группе. 

Идея построения состоит в следующем. 
Задача (PNE) без условий целости есть просто задача линейно

го программирования: 
min z = сх, 

Ах = Ь, 
х>0. 

црч 
Ее решение с помощью симплексного алгоритма приводит к оп

тимальному базису В. Пусть (см. гл. 2) 
А - [fl, N1 
X ==* [ХЦ, ХК\ , 
С = [ся , СЦ). 

Соответствующее ошимальное решение определяется равенствами 
Хн*=В-1Ь, xN = 0. 

По определению, нормальная форма Смита матрицы В (с це
лыми элементами) есть диагональная матрица с неотрицательными 
элементами по диагонали 

~1 

S 
О 

о 
{в которой VI =а 1, , , м ттг — 1 число 8< делит е{+!), арифметически 
эквивалентная *) матрице В, иначе говоря, такая, что существуют 
две квадратные унимодулярные матрицы Р и (?(det(P) = ± 1, 
det(<2)= ± 1 ) , удовлетворяющие условию 

FBQ=S-
0 

О 
*) Две матрицы с целыми элементами называются арифметически эквива

лентными тогда и только тогда, когда опи имеют общие ЙОД всех порядков 
(ПОД некоторого порядка q есть НОД всех квадратпых миноров данной матри
цы иорядка q)* Можно сослаться па приложение 3, 
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Заметим, что | det (В)\ = | de t (5 ) |= | Ц в * I 
В приложении 3 мы докажем, что нормальная форма Смита 

единственна (но матрицы Р и ^ , вообще говоря, не единственны). 
Кроме того, существуют алгоритмы, позволяющие строить мат

рицы Р и Q (см. приложение 3). 
При этих условиях равенство 

Ах = Вхв + NxN « Ъ 
можно переписать в виде 

PBQQ~lxB + PNxN = Pb. 
Пусть 

Sija + NxN = £, 
Гпв 

yB = Q-lzB, N = PN, Ь~РЪ. 
Так как матрица Q унимодулярпа, то целость хв равносильна 

целости у В) откуда следует система комгруентнсстей 

Nx$ s= b mod L e«J" 
М ы получаем уравнепие в конечной группе 

G = z g . © Z e 2 e . . . e z C m . 
Порядок этой группы равен 

|IJe4 |« |det(5) | = |det(^)|. 
I г I 

'Асимптотическая задача Гомори есть ослабление типа P(G), за
писываемое в виде 

min cxxN := {CN — cpB^N) XX% 

~ ГЧ 
r = bmodj ••• I, 

L8mJ 
Nxx = bmoi\\ ••• L (A4) 

îV ^ 0 , #JV ^ Z . 

Заметим, что в этой задаче с ^ > 0 , так как эти величины суть 
приведенные стоимости в небазисных переменных в оптимуме не
прерывной задачи. 

Легко видеть, что задача (РА) соответствует образу задачи 
(PNE) при гомоморфизме ф, ядро которого Кег(ф) есть подмодуль 
Zm, порожденный столбцами базиса В (действительно, ф(Л>)=0 
тогда и только тогда, когда Л' — столбец базиса). 

Иначе говоря, задача (РА) эквивалентна задаче 

mm(cNxN)7 

х = [хв, xN] e Z n , xN > 0, v ; 
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т. е. задаче типа Р(Щ с Й - В (видно, что ограничения положи
тельности для базисных переменных устранены). 

Следует заметить также, что цены cN внебазиспых переменных 
заменены приведенными ценами в непрерывном оптимуме: cN =» 
=*Crf — cBB~lN. Иначе говоря, мы удаляем из цен cN линейную ком
бинацию коэффициентов ограничений рассматриваемой задачи. За
метим, что это позволяет получить в задаче (РА) неотрицательные 

Рис. 8. Множество решепцй задачи (PNE2) 

цены с*, не изменяя цен решении х, удовлетворяющих ограниче
ниям Ах « Ь. Речь идет об основополагающей идее, которая будет 
обобщена в следующем параграфе. 

4.5. Эквивалентные образы одной и той же задачи. Образ P(G) 
задачи (PNE) по всегда дает столь же интересные езедения, как в 
примере н. 4.2. 

Рассмотрим, например, задачу (см. рис, 8) 

max(#f-f-#2), 
5*i-b2.r2< Ю, 
3*i + 10x2 < 24, 

Х\, Х%>0, Хи Z2^Z. 

Если представить се в стандартной форме с переменными скач
ков хз к ХА> 0, то она примет вид 

min (—х\ — x<i + Охз + 0^0, 
5.Т! + 2a:2 + а:з « 10, 
З.г1 + 10.Г2 + ач — 24, 

#1, #2, Xz, &\ ^ 0, Х{, #2, Л'з, Х4 е Z. 

(/Wtf2) 
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Если взять первое ограничение по модулю 3, а второе — по мо
дулю 5, то мы получим ослабление P(G2), где G<i = Z3 Ф Z5: 

min(—x\ — X2 + 0xz + 0xA), 
2x1 + 2x2 + ^4*1 (mod3), P(G2\ 
3x\ + xA^ 4 (mod 5), 

Xu #2, #3, #4^*0, tfi, tf2, #3, # 4 ^ Z . 

Легко видеть, что задача P{G<i) не имеет оптимального решения 
ва конечном расстоянии. Например, если взять 

х+ — 5КУ 

Х2 ~ К, 

*з == 1. 
я4 = 4, 

то можно, выбирая целое X достаточно большим, придать функции 
стоимости сколь угодно малое зпачение (это означает, что на графе 
^2, представляющем ^(Сг), есть замкнутые пути с отрицательной 
стоимостью). 

И любое ослабление задачи (PNE2) приводит к тому же выводу. 
Эту трудность можно уменьшить с помощью следующего заме

чания. 
Любое решепие задачи (PNE) (как целое, так и нецелое) удов

летворяет ограничениям 
Ах « 6. (5) 

Рассмотрим вектор я—(л1, яг, . •., лт) множителей, связанных 
с т ограпичепиями (5), и пусть Ря — новая задача, получаемая из-
(PNE) возмущением цеп: 

min с'х = (с — пА) #, 
Ах = Ь, (5) (Ря) 
#j ^ 0, Xj e Z. 

Ясно, что эти задачи (PNE) и (Ря) имеют одни и те же оп
тимальные решения. Однако всегда можно выбрать я; так, что вы
полняется неравенство с = с — пА > 0. 

Действительно, если политоп & = {х е КЯЦ# = Ь, о: > 0} непуст 
и ограничен, то «непрерывная» линейная задача 

min z — ся, 

допускает оптимум с конечным значением, и, следовательно, ее ду
альная задача 

тахяЬ, 
пА <: с, 
л ^ 0, 
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имеет непустое множество решений (теорема двойственности в ли-
вейном программировании, см. гл. 2, § 3). 

Следовательно, существует такое я, что с' = с — пА > 0. 
Тогда для решения задачи (PNE) мы выбираем именно этот 

вектор я и решаем эквивалентную задачу Рп. Ослабление задачи Рл 
будет тогда иметь вид 

min c'#, 

2 Ф ( Л О ^ = Ф(Ь), P*(G> 

х>0, ж е Р , 

Так как с7 > 0, то эта последняя задача имеет оптимальное решение 
с конечным значением. 

4.6, Лагранжево ослабление и определение дуальной задачи. 
Об ослаблениях задачи (PNE) вида P*(G) можно задать вопрос, 
не позволяют ли некоторые значения я приблизить оптимум зада
чи (PNE) лучше, чем другие его значения. 

С этой целью начнем с напоминания, что задача (PNE) экви
валентна задаче 

min car, 
Ах-Ь9 (Ц 

где X(GJ— множество неотрицательных целых решений зада
чи P(G)/. 

I ( G ) = ^ G Z 

Связывая с ограничениями (5) вектор множителей Лагранжа 
(дуальные переменные), определим функцию Лагранжа Цх, п) 
формулой 

L(x7 я) = е# + п(Ь — Ах) 
и затем — дуальную функцию 
ю ( я ) = min L(x1n) = min {(с — лА)х + лЬ} = 

COEX{G) ' oceX{G) 

= nb + min {(с — пА) xY (6) 
xe*(G) 

Функция и?(я) может быть легко вычислена (с помощью реше
ния задачи о кратчайшем пути в графе ^ , связанном с группой G) 
Для каждого я, удовлетворяющего условию с' = с — пА > 0. 

Свойства функции w хорошо известны (см. гл. 6, § 2): 
1) она вогнута, не всюду дифференцируема; 
2) она представляет собой миноранту величины г = сх для 

произвольного целого решения задачи (PNE); 
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3) если х — такой элемент X(G), для которого минимум в (6)' 
достигается, иначе говоря, если 

(с — лА)х = mfn {(с — пА)х}% 
xt=x(G) 

то Ь — Ах — субградиент функции w в точке я. 
Эти свойства позволяют решить дуальную задачу D(С)', кото

рая, по определению, имеет вид 
шах и* (я)', 

n s R m , v ' 
с помощью методов субградиента (см. гл. 4, § 4)\ 

Именно оптимальное значение ш(к*) задачи D(G) и позволя
ет наилучшим образом приблизить (снизу) оптимум задачи (PNE) 
при ослаблении в данной группе (?. Заметим, что это свойство по
зволяет использовать дуальные функции в качестве фупкций 
оценки в ходе процедур разветвления с помощью разделения и 
оценки (см. § 2 этой главы). Многочисленные задачи целочислен
ного программирования могут быть решены именно этим спосо
бом (см. [47, 27, 24]). 

В связи с этим могут быть сделаны два особенно важных на
блюдения: 

— если х — такой элемепт X(G), для которого минимум в (0)' 
достигается, то х — оптимальное целочисленное решение (возму
щенной) задачи 

ттсх, 
Ах~Ахч 

x>Q, x&Zn. 
Это может оказаться интересным для приближепного решения за
дач (когда правые части ограничений в (PNE) не являются пред
писанными значениями) (см. гл. 6, п. 2.11); 

— если, кроме того, х удовлетворяет условию Ах = Ь, то х 
есть (целочисленное) оптимальное решение (Р). Именно эту си
туацию мы и пытаемся получить, когда хотим найти точпое ре
шение задачи (PNE). 

Сейчас мы опишем основные методы, которые могут быть пред
ложены для решения задач целочисленного программирования с 
использованием ослаблений в конечных группах — ослаблений ти
па P(G). 

4,7. Алгоритм 1. Решение асимптотической задачи [34]. Гомо-
ри [34] первым исследовал применение конечных групп для реше
ния задач целочисленного программирования. Он предложил ре
шение асимптотической задачи (см. п. 4.4) 

min CXXN, 

NxN = b mod 
L em j 

X?j z>~ U , 
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иначе говоря, вадачи о кратчайшем пути в графе ^ , связанном с 
группой Гомори G. 

Если оптимальное решение xN задачи (РА) удовлетворяет 
условию 

то х = [хв, XN] есть оптимальное решение задачи (PNE), и все 
закончено. 

В противном случае мы отыскиваем другой кратчайший путь, 
затем, возможно, третий, и т. д. Первое из полученных решений, 
удовлетворяющее ограничениям положительности для хв, есть оп
тимальное решение задачи (PNE). 

Хотя и существуют алгоритмы, позволяющие последовательно 
определить к первых кратчайших путей, но рассматриваемый ме
тод применим только к графам $? малых размеров (пе более чем 
несколько десятков вершин). 

В связи с этим предположим, что оптимальный базис В имеет 
очень маленький детерминант. Однако в этом случае задачи рав
ным образом хорошо решаются и другими методами (например, 
методами сечений, см. § 3). 

Следуя Гомори, отметим, что поиски решений особенно тесно 
связаны с решением асимптотической задачи 

— для получения хороших оценок в методах разветвления 
с помощью разделения и оценки (см. § 2); 

— для построения новых сечений, позволяющих увеличить эф
фективность методов сечений (см. § 3). 

Однако недавно у исследователей возник большой интерес в 
связи с появлением методов, использующих более широкий класс 
ослаблений и позволяющих — по крайней мере теоретически — 
построить ослабление с пулевым скачком двойственности. Эти 
алгоритмы мы сейчас опишем и нриведем некоторые характерные 
примеры. 

4.8. Алгоритм 2 [12]. Этот метод не использует лагранжева 
ослабления и не решает дуальную задачу. 

Предположим, что с ^ О (мы видели, что к этому случаю 
всегда можно свести задачу), иначе говоря, что любая задача 
Р(С) с 

Сг — Z ^ ф Za2 Ф . . . ф Z^p 
имеет оптимум с конечным значением. 

На некотором этане задача P(G) решается с 
С = 2Ц 0 . . . Ф Zap. 

Если оптимальное решение х задачи P(G) удовлетворяет огра
ничениям Ах = Ьл то все конечно: х есть оптимальное реше
ние (PNE). 

В противном случае обозначим через и*=(ии . . . , ит) такой це-
лочисленый вектор (строку) и через ap+i такое целое число, что 

и(Ах — Ь)Ф 0 (moda9+i), 
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Ясно, что коигруентность 
uAx^sub (modap+J 

выполняется для любого целого решения (PNE), по не для ре
шения х. 

Добавляя эту коигруентность, мы получим новое ослабление 
P{G') в группе G' = G ф Za большего порядка, и притом такой, 
что X(G')£X(G). Алгоритм продолжается тогда разрешением 
задачи P(G')y и т. д. 

Конечную сходимость метода легко доказать. Так как 3* огра
ничен, то каждая переменная х5 ограничена, следовательно, X(G) 
имеет конечное число элементов. Так как па каждой итерации до
бавление новой копгруеитпости удаляет по крайней мере одно 
решение, то алгоритм должен прийти к завершению за копечиоо 
число итераций. 

Практический способ выбрать вектор и и число aP+i состоит в 
следующем (см. [12]): нужно взять 

аР+\ — наименьшее целое, не являющееся делителем всех ком
понент Ах — Ь; 

и{ =* 0 Vi кроме щ ~ 1 для одной из компонент fo вектора 
Ах — Ь, которая не делится на ар+\. 

Заметим в заключение, что эффективность этого алгоритма мо
жет быть увеличена применением лагранжевой двойственности. 

Действительно, решая дуальную задачу D(G), соответствую
щую ослаблению P(G) (см. п. 4.6), получаем векторы Ах-—Ь, 
компоненты которых сколь угодно малы, что позволяет выбрать 
ap+i сколь угодно малым. Таким образом, существенно уменьша
ется порядок групп, в которых приходится работать. Кроме того, 
нет необходимости получать точный оптимум дуальной задачи и 
можно удовлетвориться хорошим приближенным решением. По
этому особенно рекомендуется использование алгоритма субгради-
еита для решения дуальной задачи (см. гл. 4, § 3). 

4.9. Алгоритм 3 [И]. Этот алгоритм использует ослабление 
(PNE) вида 

min ex, 

х>0, x^Z\ Р ( Д ) 

У ̂  Z'% 
где матрица R равна 5А, причем В — матрица оптимального бази
са непрерывной линейной задачи, а А — диагональная матри-
ца вида 

Л = 
Г*1 

0 
(б£ — неотрицательные целые). 
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Если нормальная форма Смита матрицы /?Д равна (см. при
ложение 3) 

Р(В A) Q = So 

* е, 

(Р и Q унимодулярпы), то задача P(fi) эквивалентна задаче 
P(G) в группе ZF 0 ZKo ф . . . ф Z?m, порядок которой равен про
изведению det(Z?)X det(A). 

Заметим, что для А = / группа G есть группа Гомори 
(см. п. 4.4). 

Белл [11] показал, что если множество решений задачи (PNE) 
ограничено, то (благодаря выбору достаточно больших бг) всегда 
существует такая матрица 

А° = 
81 

о 

1 

ft. 

что решение дуальной задачи D(G) либо приводит к целому опти
мальному решению (PNE), либо позволяет доказать, что (PNE) 
не имеет решения (кроме того, это свойство остается справедли
вым для любой матрицы А > А0). 

С другой стороны, у Белла [11| можно найти несколько про
стых правил, позволяющих изменить числа 6,-, если решение зада
чи П(G) не привело к целочисленному оптимальному решению 
(PNE) (эти правила не требуют необходимо точного решения 
двойственной задачи). 

Алгоритм можно инициализировать, беря А = /, т. е. используя 
группу Гомори. 

4.10. Алгоритм 4 [14]. Предположим для простоты, что все пе
ременные задачи (PNE) двузначны (^ — 0 или 1, V/'). Известно, 
что если область решений ограничена, то всегда можно свести за
дачу к этому случаю (см. и. 2.1). 

На некотором шаге рассмотрим ослабление P(G) задачи (PNE), 
где G — группа типа ZG ф . . . © Za (вначале можно взять G = Zi 
или — если ее легко найти — группу Гомори). Обозначим через 
X(G) множество решений P(G). Так как X(G)<={0, 1}П, то это — 
конечное множество, которое можно занумеровать конечным ин
дексным множеством Т: 

Х(С)^{х*\1^Г). 
Решение дуальной задачи D(G) эквивалентно тогда задаче ли

нейного программирования 

и?(л*)— шах и, 
п(Ь — Ах')+сх'>и Vt< 

п е 1Г, я ^ 0. 
Г, 
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Связывая с каждым ограничением t е Т из (L) дуальное пере
менное h > О, мы можем записать дуальную задачу в виде 

min 2 (cxt)h% 

2 (Ах') X, = bt 

Я, > О W s Г. 
З а м е ч а н и е 1. Если ввести в задаче (DL) условие целости; 

на переменные h (Vt&T: Xt = О или 1), то мы получим задачу,. 
эквивалентную первоначально поставленной целочисленной зада
че (PNE). 

З а м е ч а п п е 2. (DL) имеет, вообще говоря, значительное» 
число переменных, но тем пе менее может быть решена средства
ми обобщенного линейного программирования (порождение столб
цов) (см. гл. 8, § 1). 

Если (L) не имеет оптимума на копечном расстоянии, то 
(DL) пе имеет решения, а вследствие этого, согласно замечанию 
1, и задача (PNE) пе имеет решения, и работа алгоритма за
вершена. 

В противном случае обозначим через (л*, v*) оптимальное 
решение задачи (L), и пусть К* — соответствующее оптимальное-
дуальное решение. 

Предположим сначала, что к* оказалось целым, иначе говоря, 
что все его компоненты — нули, кроме компопепты к е Т, для 
которой h h —1. Тогда, согласно замечанию 1, элемент xh^X(G) 
есть оптимальное решение (PNE), и алгоритм завершен. 

Предположим, следовательно, что к* имеет дробные компонен
ты, и пусть Т* cz T — множество индексов базисных переменных 
задачи (DL). 

Так как соответствующие ограничения в (L) выполнены, то 
\t e Г* имеем 

и?(я*)~я*(& — Лх')+сх*. 
Всегда можно предполагать, что 

Ах1 ФЬ V* €= Г*. 
Действительно, если бы существовал такой к ^ 71*, что Axh = b^ 

то выполнялось бы w(n*)~ cxh и, следовательно, хк был бы опти
мальным целочисленным решением задачи (PNE). 

Можно представить себе два случая. 
С л у ч а й 1. Значение ы>(л*)=17* дробное. Тогда мы добавля

ем к P(G) кошруептиость 
(п*А)х ™ л*6 (mod 1). 

Так как л* имеет дробные компоненты, то можно ввести q — 
такое наименьшее натуральное число, что §л* целое. 
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Тогда предыдущая коигруентиость эквивалентна конгру
энтности 

(с/л*Л )х «(гул*)6 (mod q). 
Эта последняя коигруентиость при добавлении к P(G) позво

ляет исключить по крайней мере все penmnur х% (t e Г*). 
Действительно, так как и;(л*) дробное (кратное \/q) и так как 

,£#' целое, то 
|я*(6 —Ла:')1 « р / ? 

(р натуральное, не кратное q). 
Отсюда следует, что \7 G P 

7i* (Ах' — 6 ) ^ 0 (mod 1). 
Рассматривая тогда новую группу 

G' = C©Z„ 
образуем новое ослаблеирте P{Gf) с . . 

|X(G') i<IA'(G)l , 
и алгоритм продолжается. 

С л у ч а й 2. Значение м;(л*) целое. Тогда мы выразим уело-' 
вття целости переменных %t задачи (DL) в построении группы 
Гоморм Я, связанной с оптимальным базисом (DL). 

Как мы уже видели в п. 4.4, это сводится к рассмотрению 
-гомоморфизма h группы Zm+1, определенного формулой 

тогда и только тогда, когда %t принадлежит оптимальному базису 
задачи (DL). 

Добавляя тогда к P(G) уравнение 
hi х\ -- /г i J (равенство в группе Н) 

{которое, как мы видели в и. 4.4, сводится к система конгруепт-
зюстей), исключаем по крайней мере все решения хх для t^T*. 

Тогда мы построим также новое ослабление P(G') с G' = 
= G Ф //, удовлетворяющее условию IX(G') I < |X(G) I, и алго
ритм продолжается. 

Конечная сходимость описанной выше процедуры к целочис
ленному оптимальному решению (PNE) вытекает из того факта, 
что мощность множества решений последовательных ослабленных 
задач убывает строго. С другой стороны, можно показать (см. [14]), 
что эта процедура позволяет построить аппроксимацию выпуклой 
оболочки целочисленных решении задачи (PNE) в окрестности 
оптимального решения. 

Неудобство этого метода состоит в том, что (в отличие от алго
ритма 2 и. 4.8) он требует точного решения задач D(G) и (DL). 
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С другой стороны, порядок групп может расти очень быстро, что 
может привести к численным трудностям в приложении к зада
чам большого размера. 
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Г Л А В А 8 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ БОЛЬШИХ РАЗМЕРНОСТЕЙ: 
ОБОБЩЕННОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 
И ТЕХНИКА РАЗЛОЖЕНИЯ 

В этой главе мы рассматриваем решение задач математическо
го программирования, содержащих очень большое число перемен* 
пых, и/или ограничений, и изучаем основные методы последова
тельности задач меньших размерностей: разложение Данцига — 
Вольфе (§ 2), разложение по действию правых частей (§ 3) , раз
ложение Бепдерса ( § 4 ) . Хотя для ясности изложения мы и пред
почли ограничиться изложением приемов разложения только для 
задач линейного программирования, но все описанные здесь мето
ды могут быть обобщены па случай разложения нелинейных задач 
программирования, обладающих подходящей структурой. С другой 
стороны, некоторые из этих технических приемов равным образом 
очень полезны при решении задач целочисленного программирова
ния: это так в случае метода Данцига — Вольфе (который встреча
ется в контексте лагранжевого ослабления) и, очевидным образом, 
в методе расчленения Бепдерса, который, исторически, с самого 
начала развивался для решения смешанно-целочисленных задач 
программирования (см, [о, 14]). 

Несколько практических применений методов разложения к за
дачам оптимизации больших сетей приведены в § 5. 

Мы начнем с введения и § 1 техники, называемой обобщенным 
линейным программированием, которая составляет основное ору
дие для большинства методов, описанных ниже в этой главе. 

§ 1. Обобщенное линейное программирование 
(порождение столбцов) 

\Л. Постановка задачи. Рассмотрим задачу линейного програм
мирования в стандартной форме 

z = сх -~> min, 
Ах~Ъч (Л) 

х^О. 
Ввведем обозначения: 
п — число переменных, 
т — число ограничений, 
А —матрица тХп коэффициентов (а{}), 
c = ( c i , . . . , сп) — вектор-строка ней, 
й = ( й ь . . . , Ьт)Т — вектор-столбец правых частей, 
z — функция стоимости, 
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В этом параграфе мы изучим задачи линейного программиро
вания типа (Р)л в которых число и переменных сильно превосхо
дит число ограничений (п > та) и столь велико, что матрица А не 
может быть полностью выражена (на практике это означает, что 
эту матрицу нельзя поместить полностью в память калькулятора). 
Предположим просто, что матрица А известна неявно, и ее столб
цы соответствуют, вообще говоря, математическим объектам, кото
рые полностью определены, но число которых очень велико. Так, 
в примере 1 ниже столбцы матрицы А соответствуют крайним 
точкам некоторого выпуклого многогранника; в примере 2 они со
ответствуют путям в графе. 

Во всех случаях будем предполагать, что выполнено следую
щее условие (//). 

Условие (//): для любого вектора-строки я = ( я 1 , ст2, ..., я т ) 
существует алгоритм (называемый порождающим алгоритмом) 
для эффективного определения (т. е. иначе, чем с помощью пере
числения столбцов А) такого столбца А», что 

cs — лЛ3 — rain (с-; — л Л,}. (1) 
/ = 1 и 

1,2. Пример 1 (разложение Данцига — Вольфе). В этом при
мере столбцы А соответствуют крайним точкам (А\у Л 2, ..., Ап) 
выпуклого многогранника (Q), определенного системой 

У > О, 
где F — матрипа рХ пь, у е Rm, / е= R*. 

Мы будем предполагать, что (Q) непуст (и, для простоты, ог* 
раничен). С другой стороны, цена с, некоторого столбца Л, пред
полагается равной Cj — yAj — скалярному произведению А$ на 
фиксированный вектор f—dft, Tf2, . • ., ?«)• В этом случае условие 
(//) действительно выполняется. Действительно, если я — некото
рый вектор в Rm, то определение столбца А3 в (1) равносильно 
решению задачи линейного программирования 

Ру - А 
V>0. 

Если матрица F имеет разумный размер (иначе говоря, можно 
полностью ввести ее в память калькулятора), то «обычный» алго
ритм линейного программирования можно использовать для реше
ния этой задачи, и полученное решение было бы крайней точкой 
А) многогранника (<?)— такой, что скалярное произведение 
(7 — ЭХ)У1̂  минимально. 

В этом примере, к которому мы вернемся в методе разложения 
Данцига — Вольфо в п. 2.6, «порождающий алгоритм» состоит, 
следовательно, в «обычном» симплексном алгоритме (см. гл. 2, 
и. 2.1), 
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1.3. Пример 2 (поток с минимальной стоимостью в графе). 
Рассмотрим граф G = [X, U], где X (\Х\ =* N) есть множество вер
шин, a U (\U\=M) есть множество дуг. Разыскивается поток 
между двумя вершинами s и t с заранее заданным значением dy 
согласованный с емкостями Ьи {и ^ U) па дугах и имеющий мини
мальную стоимость (для u e= JJ обозначим через ^и стоимость еди
ницы потока по дуге и). 

Предположим, что граф не содержит замкнутых путей р, стои
мость которых 

Y(M)= 2 Уи 
отрицательна. 

(Для введения в задачи потоков на графах см., например, [18], 
гл. 5.) 

Граф содержит конечное число путей, содержащих вершину s 
с вершиной t, которые могут быть занумерованы индексом / = 
= 1, ,.., р. Сопоставим пути / (1 < / ^ р): 

— вектор Pj с такими составляющими Р3(1)» •-м Р${Щ* что 
fl , если дуга и принадлежит пути /. 

Pj (и) = \ 
(и в противном случае; 

4— переменное ^ - ^ 0 ~- количество потока, протекающее по 
пути /"; 

— стоимость Cj пути /, плаче говоря: 
Cj = 2 VuPj (U) = yPjf 

т. е. скалярное произведение вектора ^—(Yi, • ••> Т^) н а вектор Pi# 
Задача о потоке, согласованном со значением d и имеющем ми

нимальную стоимость, может быть переписана тогда в виде 
V 

2 *i = d4 

Если граф G имеет большой размер (много десятков вершин), 
то число р путей между двумя вершинами, вообще говоря, гро
мадно и матрица ограничений не может быть полностью выраже
на явным образом. Однако легко видеть, что условие (//) дейст
вительно выполнено, поскольку для данного я определение столб
ца Рв, минимизирующего cs — яРв на множестве столбцов (путей), 
сводится к решению задачи о кратчайшем пути между вершина
ми s и t того же графа, дуги и <= U которого снабжены длинами 
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*Yu — я«. Д л я э т о и Дели существует много эффективных методов 
(см., например, [18], гл. 2). 

Таким образом, в этом примере порождающий алгоритм состо
ит в алгоритме кратчайшего пути. 

За меча гене. Задача о потоке на графе с минимальной стои
мостью обычно решается не использованием предыдущей поста
новки задачи, а с помощью алгоритма Форда и Фалкерсона. Одна
ко предложенная постановка лежит в основе решения задач о 
мультииотоках (см. [18], гл. 6, и § 5 настоящей главы). 

Другие примеры приложений будут даны в пп. 1.6 и 1.7. 
1.4. Решение задач с помощью обобщенного линейного програм

мирования: алгоритм порождения столбцов. Вернемся к общей за
даче (Р) из п. 1.1. 

Мы сейчас увидим, что если условие (//") и. 1.1 выполнено, то 
можно решить задачу так, что при этом приходится явным обра
зом использовать относительно небольшое число столбцов. Это 
можно объяснить тем, что в точке оптимума число ненулевых пе
ременных никогда не превосходит числа т ограничений задачи — 
хотя бы число переменных и оказалось гораздо большим. 

Как и при решении «обычных» задач линейного программиро
вания, всегда можно ограничиться (возможно, введением перемен
ных скачка или искусственных переменных, см. гл. 2, п. 2.0) слу
чаем, когда матрица А содержит единичную матрицу, которую 
можно взять в качестве исходного реализуемого базиса. 

Тогда алгоритм выглядит следующим образом. 
a) В0—исходный реализуемый базис. Шаг итерации к — 0. 
b) к*- к+1. 
c) На текущей итерации пусть В — текущий базис (матрица 

размера тХт), а св — /и-вектор-строка стоимостей базисных пе
ремен £i ы х. Вы чис л и ть: 

b = B~]b (текущее базисное решение есть хв = Ь, Хх = 0). 
я = СцВ~] (вектор симплексных множителей). 
d) Определить, используя порождающий алгоритм, такой стол

бец As матрицы Л, что 
с8 = с 4 - я Л ч г = пни {с; — n-Aj]. 

>-1 п, 

e) Если да > 0, то закончить: текущее решение хп = 5, хх = 0 
оптимально. 

Если е., < 0, то:_ 
f) Вычислить Ав =В'ХАЯ. 
Если А» ^ 0, то закончить: оптимум не ограничен (—°°). 

В противном случае вычислить 
~ - Z" 
Хо л. mm 

ilA;«>0 
А,0 

g) Пусть Xt — переменное, соответствующее r-й строке базиса, 
иначе говоря, такое, что B~]At=eT (/?г-вектор, все компоненты ко
торого равны нулю, кроме r-й компоненты, равной 1). 
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Определить повый базис Ву заменяя столбец t столбцом s. Вы
числить В~1 и вернуться в Ь). 

Мы можем убедиться, что этот алгоритм отличается от «обыч-
ного» алгоритма линейного программирования только методом вы
деления переменного и столбца, включаемого в базис в d). Так 
как (вследствие огромного количества переменных) невозможно 
действовать перечислением столбцов матрицы А (вычисляя для 
каждого столбца приведенную цену ё? = с,- — nAj), то мы исполь
зуем порождающий алгоритм для определения включаемых пере
менных и столбцов. 

1.5. Работа алгоритма и распределение памяти. Заметим, что 
загрузка памяти в этом алгоритме может быть относительно огра
ниченной и, во всяком случае, не сравнимой с тем, что пеобходимо 
для полной записи всей матрицы Л. 

Действительно, в каждый данный момент нужно сохранять 
просто обратную матрицу к текущей матрице (причем сама базис-
пая матрица не нужна). 

При каждой замене базиса матрица В~\ обратная к новой ба
зисной матрице, выводится непосредственно из обратной В"1 к ста
рой базисной матрице умножением спереди па матрицу замены 
базиса (см. гл. 2, п. 2.5). Заметим, с другой стороны, что пет и 
необходимости явным образом вычислять матрицу, обратную к те
кущей базисной матрице: достаточно сохранять в памяти последо
вательность матриц перехода в компактной форме. (Это — форма 
произведения обратных матриц, уже описанная в гл. 2, п. 2.5.) 

Различные матричные вычисления, необходимые при осущест
влении алгоритма, а именно 

Zl ~ СцВ~"Х 

A8=B-]AS, 

осуществляются — при переходе к элементарным матрицам заме
ны базиса — очень просто; кроме того, этот метод оказывается бо
лее эффективным и более устойчивым численно, поскольку он 
приводит к уменьшению числа вычислительных операций и рас
пространения ошибок округлений. Однако базисная матрица долж
на периодически подвергаться обращению заново, если число-ите
раций очень велико но сравнению с т (числом ограничений), 
а также если устанавливается наличие ухудшения точности вычис
лений (эту точность можно легко контролировать, например, вы
числяя приведенную стоимость базисного переменного — тогда 
.должен получаться нуль — или вычисляя произведение B~]Ah где 
Vti есть базисный столбец — тогда должен получаться столбец еди
ничной матрицы — см., например, [43]). 

1.6. Приложение к оптимизации выпуклых пли вогнутых функ
ций методом секущих плоскостей. Особенно важное приложение 
обобщенного линейного программирования состоит в оптимизации 
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выпуклых (или вогпутых) функций. Этот метод применим как к 
дифференцируемым функциям (иначе говоря, имеющим градиент 
в каждой точке), так и к не всюду дифференцируемым функциям 
(ср. гл. 4, § 3) . 

Пусть, например, нужно минимизировать выпуклую функцию 
/ (ж)==/(х ь . . . , хя); на R \ 

(Случай максимизации вогнутой функции исследуется ана
логично.) 

Предположим, что в любой точке a ; s R n мы можем вычислить 
субградиепт «у функции / в точке хн т. е. некоторый элемент суб
дифференциала д](х) (если / дифференцируема, то dj(x) содер
жит единственный элемент, а именно градиент f в х). 

Известно (см. гл. 1), что если ? —субградиепт / в точке х, то 
гиперплоскость в R , l+l, заданная уравнением 

z — j(x) + *(т(х — х) 
есть опорная гиперплоскость к надграфику функции /: 

Иначе говоря, epi (/) может рассматриваться как верхняя оболоч
ка (априори бесконечного) семейства гиперплоскостей, заданных 
уравнениями 

z = j(x)+f(x — х), 
где х пробегает R", а f пробегает dj{x). 

Тогда идея метода состоит в приближении функции / функци
ей /, надграфик которой есть линейное приближение кусками 
epi( / ) , которое строится лишь по конечному числу гипер
плоскостей 

z = f(z}) + (tl)T(x — x]), 
*« / ( * 2 ) + (Т2 ) т (*-*2 ) . 

где 
71 — субградиепт / в х\ 
72 — субградиент / в .г2, 

<ур — субградпент / в хр. 

Заметим, что по построению f(x)^ f(x) Ух е R". 
Затем приближение итеративно улучшается следующим 

образом. 
Ищется минимум функции /, что равносильно решению задачи 

линейного программирования 
min z, 

*- (тТ(*-* , )> / (* , У. {РЦ 
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Пусть (zpfl, £p+1)—оптимальное решение этой задачи линейного 
программирования. 

Вычисляем J(xp+]): необходимо имеем 
z*+l*~](x*+l)^f(x*+l). 

Тогда могут встретиться два случая. 
С л у ч а й 1. Если zp+i < j(xp*])f то мы определяем субгради-

еттт 7Р+1 функции / в точке xp+l и добавляем к задаче (PL) ог
раничение 

z _ ( ^ + 1 ) г ( я — x*+l)> f(xp¥l) 

(которое не удовлетворяется текущим решением (zp¥\ #р+1))\ и? 
теперь подлежит решению новая «расширенная» таким образом 
задача (PL). 

С л у ч а й 2. Если zp+l = / (#p + i) , то алгоритм завершает 
работу. 

Действительно, поскольку хр+1 есть оптимум для /, то 
j(xp+])^](xpi-})^J(x)^j(x) VaeH- , 

следовательно, xp+l есть также оптимум для /. 
Заметим, что этот метод может рассматриваться как специаль

ный случай метода секущих плоскостей Келли [23] (см. гл. 5* 
п. 3.G) для задачи 

min //, 

i e R ' , j / e R , 

Нужно также заметить, что па практике решается пе задача 
(PL) (с ее порождением препятствий), а ее двойственная задача. 
которая решается порождением столбцов в соответствии с прин
ципом обобщенного линейного программирования. 

В многочисленных приложениях надграфик функции / есть 
оболочка конечного семейства гиперплоскостей (среди прочих за
дач этому тину принадлежит двойственная функция задачи ди
скретного программирования, см. гл. 4 п. 3.1). Тогда наш метод 
очевидным образом сходится за конечное число итераций. 

Даже если надграфпк функции / есть оболочка бесконечного 
семейства гиперплоскостей, приводимая ниже теорема 1 показыва
ет, что при малоограничительпых предположениях последователь
ность получаемых точек хр имеет по крайней мере одпу точку 
накопления, которая является оптимумом дли функции /. При 
этих условиях критерий остановки (случай 2), вообще говоря, не 
может быть удовлетворен в результате конечного числа итерации. 
Однако, как всегда, zv является минорантой, а }(хр)—мажорантой 
оптимума, и можно прервать вычисления, как только оказывается, 
что \f{xp)— zp\ < e, где допустимая величина 8 зафиксирована с 
самого начала. 
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Т е о р е м а 1. Пусть {xp}<p^N)— последовательность точек, по
рождаемая методом секущих плоскостей. Если функция выпукла^ 
непрерывно дифференцируема на Rn и удовлетворяет условию 

/ ( « ) - * + « , 1Ш1->+оо, 
то из последовательности {хр} можно выделить подпоследователь
ность ixl}leL ( t c N ) , сходящуюся к {глобальному) оптимуму х* 
функции /. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно вытекает из сходимости метода се
кущих плоскостей Келли, установленной в гл. 5 (теорема 10 
п. 3.6.2). 

Заметим, что эта теорема может быть обобщена па случай, ког
да значения функции / и/или ее субградиентов известны не точно, 
а лишь ограничены некоторой точностью е. Тогда можно доказать 
(см. [33]) сходимость к приближенному с точностью до ц значе
нию оптимального значения (где г\ зависит от в). 

Отметим, наконец, что метод секущих плоскостей, применен
ный к дуальной функции задачи пели ценного выпуклого програм
мировании, есть не что иное, как алгоритм Данцига, тщательпо 
изученный в гл. 6, п. 3.2. 

1.7. Другие приложения обобщенного линейного программиро
вания. Приложения обобщенного линейного программирования 
чрезвычайно многочисленны. 

a) Прежде всего можно обратить внимание на метод секущих 
плоскостей Келли [23] для задач нелинейного выпуклого програм
мирования с ограничениями (см. гл. 5, н. 3.6). Алгоритм, описан
ный в п. 1.6 выше, может рассматриваться как частное приложе
ние этого метода. 

b) Другой важный класс приложений, как мы увидим в сле
дующих разделах, состоит в разложении больших задач линейного 
программирования. Так, в алгоритме разложения Данцига — 
Вольфе (см. § 2 ниже), основная задача решается порождением 
столбцов. В алгоритме разложения с использованием правых ча
стей (§ 3 ниже) и в алгоритме разложения Бендерса (§ 4 ниже) 
равным образом используется обобщенное линейное программи
рование. 

c) Наконец, обобщенное линейное программирование связано с 
многочисленными прямыми приложениями: к задачам о потоках в 
графах [17], к задачам о промышленном раскрое [15, 16], к зада
чам о мультипотоках [32, 33]. 

§ 2. Лагранжево ослабление и разложение по ценам 
(Данциг — Вольфе) 

2.1. Общие соображения о структуре больших задач линейного 
программирования. В приложениях чрезвычайно редко встречают
ся задачи линейного программирования очень большой размерно
сти (тысячи или десятки тысяч переменных, много тысяч ограни
чений), которые бы не имели специальной структуры. 
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Прежде всего, матрицы ограничений этих задач линейного про
граммирования обычно «очень полые», т. е. содержат большую до
лю нулевых членов. Это соответствует, кроме всего прочего, необ
ходимости практического порядка: если этот случай не имеет 
места, то данные задачи просто физически невозможно «ухватить» 
(«полная» матрица 5000X20 000 соответствует ста миллионам 
членов)! 

Кроме того, не только доля нулевых элементов должна быть 
достаточно высокой, но и сами эти нулевые члены, вообще говоря, 
не должны быть распределены как попало. Рисунки 1—3 показы
вают структуру наиболее типичных матриц ограничений, встреча
ющихся в большинстве приложений (непулевые элементы содер
жатся только в заштрихованных частях): 

Соединенные 

Рис. 1. Блочно-дигагональная структура с Рис, 2. Блочно-циагопаль-
соединенаыми ограничениями ная структура с соединен

ными исрсмешшми 

— рис. 1 соответствует случаю К блоков, связанных с К под
задачами, которые были бы независимы, не будь некоторого коли
чества дополнительных ограничений (так называемых соединен
ных ограничений) (задачи типа 1); 

— рис. 2 соответствует случаю К блоков, которые были бы 
независимы, не будь некоторого количества дополнительных пере

менных (так называемых соединенных переменных) (задачи ти
па 2); 

— рис. 3 соответствует наиболее сложному случаю, в котором 
есть одновременно и переменные, и ограничения, связывающие 
подзадачи между собой (задачи типа 3), 



2.2. Постановка задачи, В атом параграфе мы будем заниматьсж 
только разложимыми задачами линейного программирования типа 1Г 
иначе говоря, только с соединенными ограничениями. 

Таким образом, эти задачи имеют вид 

mm z = сх, 
Ах — Ь, 
Dx = d, 

х>0, 
(Pi> 

где матрица D блочно-диагональиа: 

Л 
Вл 

О 

R ' 2 W 

д 
Du . .♦, Dh 

A J 
соответствуют разоислияг Различным блокам 

на блоки: 
— вектора с на подвекторы (си . . . , ск); 
— вектора х на подвекторы \х\, ..., хк)\ 
— матрицы А на подматрицы (Ли .»., ^*) ; 
— вектора d на подвекторы (<ib ..., dk). 
Тогда задачу можно переписать в матричных обозначениях; 

к 
minz = c;z = 2 £ Л * 

& - i 
к 

X Акхк = Ъ, 
Ь < = 1 

Д А = dk, к= 1, 
*» > 0, /с - 1, 

. . . , * , 

. . . , * , 

или еще, вводя выпуклые политопы 
Xh*={zk\Dhxk=*dh\ xh 

в форме 
о?, 

К 

min 2 = ся = 2 С/А,, 
к 

xft e Л\, ft — 1, ... , К. 
Если мы обозначим через X выпуклый политоп 

Х-*{х\х = (хи . . . , ^к); х\ е Х«, ..., хк «г X,,}, 
то можно, наконец, записать задачу в виде 

ПИП Z — СХ, 

Ля ■» 6, 
х&Х. 
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Для упрощения изложения предположим, что политопы Xh 
(к = 1, ... , К) ограничены и непусты. Очевидно, что с помощью 
ряда предосторожностей можно без труда применять наши методы 
к случаю неограниченных политопов. 

Мы опишем ниже алгоритм разложения Данцига — Вольфе. 
Однако вместо того, чтобы выбрать классическое изложение [9], 
мы сочли более предпочтительным выявить глубокие связи, суще
ствующие между этим алгоритмом и техникой лагранжевых ослаб
лений (см. гл. 6, § 3), которая в настоящее время используется 
все шире (в сочетании с методами субграднента) для решения 
задач больших размерностей (см. [26, 27, 29]). 

2.3. Лаграпжсво ослабление соединенных ограничений. Вычис
ление дуальной функции с помощью разложения. Свяжем с каж
дым соединенным ограничением i задачи (Р\) переменное kt (про
извольного знака), называемое множителем Лагранжа или двойст
венным переменным. Обозначим через к вектор (строку) множи
телей Лагранжа. 

Для произвольного к определим функцию Лагранжа L(x, к) 
формулой 

к 
L (х, к) = сх — к (Ах — b) ̂ =kb + 2 (en — hAk) xia 

а затем дуальную функцию w(к) формулой 
м(к) = rnin {L (х, к)} --= kb + min {(с — ХА) х) = 

ле-Y are я 
к 

= кЬ + 2 min {(ck — kAk) xh). 

Мы сразу видим, что вычисление дуальной функции разлагается 
в решение К независимых подзадач вида 

сихк -*- min, 

где положено ck = ch — KAk («модифипироватшая цена»), 
Теперь каждая из подзадач является задачей линейного про

граммирования с много меньшим числом переменных, чем исход
ная задача; следовательно, опа может быть эффективно разрешена 
с помощью симплексного алгоритма. 

(Важное замечание: в алгоритме разложения Данцига — Воль
фе (см, п. 2.6) подзадачи Sh называются вспомогательными задачами 
или служебными задачами,) 

Вычисление дуальной функции сводится, таким образом, к ре
шению К независимых задач линейного программирования с мень
шим числом переменных, и каждая из этих задач соответст
вует некоторому блоку в глобальной задаче линейного програм
мирования. 
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Как мы увидим, именно это свойство дуальной функции и по
зволит сейчас решить общую, глобальную задачу с помощью раз
ложения. 

Определим дуальную задачу (D\) задачи (Pj) как задачу опти
мизации (без ограничений); 

max w(X), 
Л люоого знака. ' 

Тогда теория лаграпжевой двойственности (см. гл. 6 § 2) по
зволяет установить следующие свойства дуальной функции. 

С в о й с т в о 1. Функция w вогнута и не всюду дифференцируе
ма по X. 

С в о й с т в о 2. Если (Р\) имеет оптимальное решение х* с ко
нечным значением, то существует седловая точка, и для любого X. 
и любого решения х задачи (Р\) имеем 

w(X)< w(X*) = cx* <&х 
(где Я* — оптимальное решение двойственной задачи), 

С в о й с т в о 3. Пусть xh (к = 1, ..., К) — оптимальное реше-
ние подзадачи (Sk) (где сft = ch — АЛ*), тогда вектор 

к ~~ ~~ 
у = Ъ — £] Ahxk = Ь — Лх 

есть вектор субградиента функции w в точке X. 
2.4. Решение дуально» задачи с помощью алгоритма субгради

ента. Только что приведенное свойство 3 показывает, что в качест
ве промежуточного результата вычисления значения w(X) в точке-
X мы сразу получаем ее субградиеит в X, т. е. элемент субдиффе
ренциала dw(X). 

Следовательно, для решения двойственной задачи остается най
ти максимум вогнутой (не всюду дифференцируемой) функции, 
для которой в каждой точке известен субградиент. Тогда можно 
применить для решения этой дуальной задачи алгоритм субградп-
ента (см. гл. 4, § 3). 

Этот подход представляет интерес для быстрого получения хо
рошей аппроксимации оптимальных двойственных переменных А,* 
и хороших аппроксимаций снизу стоимости оптимального решения 
задачи (Р)). Эти аппроксимации снизу могут быть использованы 
затем для контроля качества решений исходной задачи, получен
ных другими методами, и для выработки критериев остановки. 

Этот метод был с успехом применен в многочисленных задачах, 
где число переменных велико. Можно указать, в частности, 

— задачи о мультипотоках в графах ([20, 18], гл. б); 
— задачи об оптимальном синтезе сетей, пробегаемых не одно

временными потоками (см. [32, 33]); 
— задачи об обобщенном действии в больших размерно

стях [28]). 
Как мы сейчас увидим, другой способ решения двойственной 

задачи состоит в применении обобщенного линейного программы-
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рования. Это приведет пас в п. 2.6 к алгоритму разложения Дан
цига — Вольфе. 

2.5. Формулировка дуальной задачи как задачи линейного про
граммирования. Напомним определение дуальной функции: 

к 
w (X) = ХЪ + 2 min {(ck - bAh) xk}. (2) 

ft=»i * A e * f t 

Так как оптимум подзадачи, подобной задаче (SJ, всегда до
стигается в крайней точке многогранника Xhl то значение w(X) не 
.изменится, если в (2) брать минимум по (конечному) множеству 
Yk крайних точек Xk. Мы получаем равносильное выражение 

к 
w (X) « ХЬ + 2 min {{ck - XAk) yk}. 

Обозначим через Y (также хюнечпое) множество крайних то-
<чек множества X, т. е. 

Y*=iy\y=*{yu ♦ .., уК); yi&Yu yK^YK}. 
Следовательно, можно написать 

w (X) = Xb + mi п {(с — ХЛ) г/}« 
2/еУ 

Предположим теперь, что мы мысленно пронумеровали крайние 
точки множества У: 

Y-iy\ . . . . if). 

Мы видим, что значение и>(Я) удовлетворяет системе не
равенств 

w(X)^Xb+(c-XA)y\ 
w(X)^Xb+(c-XA)y2, 

т(Х)^ХЬ + (с — ХА)у*. 

Кроме того, для каждого X существует по крайпей мере одно 
неравенство, обращающееся в равенство. 

Отсюда следует, что максимум w(X*) функции w(X) есть но 
что иное, как оптимальное решение задачи лииейпого програм
мирования 

max uf 

v^Xb+(c — XA)y\ 

v<Xb+(c — XA)y\ 

^которую, вводя обозначения 
?*=су\ Ь — Ау* = ч* 
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(для i — 1 , . . . , ?), можно переписать в виде 
max v, 

v — X42 < z2, 

Очевидно, что для задач больших размерностей число q эле
ментов множества Y (множества крайних точек X) огромно, и нет 
возможности явным способом найти все ограничения в (/). 

Мы оказываемся здесь в типичной ситуации, в которой для 
решения задачи (/) (иа самом деле — ее двойственной задачи) 
может быть применено обобщенное линейное программирование. 

2.6. Алгоритм разложения Данцига — Вольфе [9]. Этот алго
ритм состоит в применении обобщенного линейного программиро
вания (см. § 1) к задаче, двойственной к задаче (/). 

Свяжем с каждым ограничением i (i = 1, . . . , q) в (/) двойст
венное переменное щ ^ 0. 

Двойственная к (/) задача имеет вид 
я 

- 2 Y « « I = O, (3) 

i > i = i , (4) 
W i > 0 , i=l7...9q. 

Эта задача содержит умеренное число ограничений (т + 1, ес
ли т — число соединенных ограничений задачи (Pi)), но зато 
огромное количество переменных. Поэтому она не может быть ре
шена непосредственно, как «обычная» задача линейного програм
мирования. 

Поэтому мы удовлетворимся решением задачи линейного про
граммирования, ограниченной малым числом переменных (или 
•столбцов), выделенных из задачи (//) , которая будет называться 
главной задачей, 

Чтобы иметь возможность применить к задаче (//) обобщенное 
линейное программирование, достаточно удостовериться, что гипо
теза (II) из п. 1.1 действительно выполнена. 

Иначе говоря, пусть К — некоторый вектор дуальных перемен
ных (симплексных множителей), связанных с ограничениями (3) 
и У —дуальное переменное (симплексный множитель), связанный 
ъ ограничением (4) в ( / /) ; нужно знать, существует ли эффектив
ный метод определения (без помощи перечисления переменных) 
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такого переменного us, чтобы 

Для этого достаточно найти такой индекс 5, что 
zs + X?» = min {zl + Ху1}. 

Возвращаясь к определениям величин zi и у*: 
z? = cy\ f = b-~Ay\ ] 

видим, что это равносильно тому, чтобы найти \ 
%Ъ + {с — ХЛ)у* = min {M> + (c — M)yl} = min{Kb + (c — kA)x}, 

i = l q x&X 

что в точности эквивалентно вычислению дуальной функции w к 
точке X. 

В этом случае порождающий алгоритм есть не что иное, как 
алгоритм вычисления и;(А,), и он состоит в решении — для текуще
го значения Я, (оптимальных дуальных переменных текущей гла
вой задачи)—if вспомогательных задач, определенных в п. 2.3: 

CkZk ~*~ n i in , 
Dhxk = dh, (Sk) 

xk>0 
(с ch = ch — XAh) (см. пример 1 п. 1.2) • 

Эти задачи решаются симплексным алгоритмом независимо, 
одна за другой, 

Полученные решения хи •••> %ь суть крайние точки множеств. 
Xi, ..., Xk соответственно, и 2r=(2fi, ..-, хк) есть крайняя точка 
X, следовательно, это — некоторый элемент у9 множества Y. 

Таким образом, порождающий алгоритм приводит на каждой 
итерации к дополнительному столбцу в главной задаче, определяе
мому формулами 

Чв = b — Ах = b ~ Ау\ 
zs = сх = су8. 

Получается «расширенная» главная задача, которая решается 
заново (оптимальное решение предыдущей главной задачи исиоль-* 
зуется в качестве исходного решения), что приводит к новым ду
альным переменным Я. Они включаются в порождающий алгоритм, 
который дает новый столбец, и т. д. t 

Итерации продолжаются, пока новое переменное порождает | 
строго отрицательную приведенную цену, т. е. \ 

zs + А/ув — v < 0. ] 
Если же 2s + Я/у8 — и ^ 0, то нужно остановиться, так как в этом 
случае все неременные в (//) имеют неотрицательную приведен
ную стоимость: это означает, что текущее решение главной задачи 
есть оптимальное решение задачи (/ /) . 
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Тогда v есть значение этого оптимального решепия, а опти 
лальиые переменные Щ текущей главной задачи позволяют опре
делить оптимальное решение задачи (Pi) по формуле 

**= 2 у*щ 

(по определению Dx* = d, и можно проверить, что действительно 
Ах*~Ъ). 

З а м е ч а н и е . На праготике сходимость алгоритма Данцига — 
Вольфе часто оказывается довольно-таки медленной, особенно 
в окрестности оптимума. С другой стороны, ошибки округления 
(неизбежные с того момента, когда мы начали исследовать боль
шие задачи), вообще говоря, не позволяют дать для описанного 
выше удовлетворительный критерий остановки. 

Тогда может оказаться необходимым подготовить другой кри
терий остановки. По это легко сделать, если заметить, что на каж
дой итерации 

— определение входного переменного и$ с помощью порождаю
щего алгоритма приводит одновременно к значению дуальной 
функции w (к) =* ХЬ + (с «— кА) у% которое является минорантой 
оптимума сх*\ 

— оптимальное значение текущей главной задачи составляет 
мажоранту оптимума сх* (так как главная задача получается из 
(//) отменой некоторого числа переменных). 

Следовательно, на каждом шаге итерации мы располагаем дву
сторонней оценкой искомого оптимального значения сх*, и можно 
прервать вычисления, как только мы получим величину зазора, 
меньшую фиксированной с самого начала точности 8. 

2.7. Экономическая интерпретация, В заключение приведем ин
тересную экономическую интерпретацию принципа разложения 
Данцига — Вольфе. 

Можно представить себе экономическую систему (большую 
компанию), содержащую некоторое количество К подсистем 
(филиалов). 

Если каждая подсистема (каждый филиал) к действует неза
висимо от остальных, то предположим, что нужно так согласовать 
их уровни активов (переменные хк), чтобы минимизировать вели
чину ckxk (экономическую функцию подсистемы к) при ограниче
ниях xh&Xk (что выражает различные возможности использова
ния их собственных средств). 

Однако подсистемы (филиалы) не независимы, по связаны 
между собой ограничениями использования ресурсов, разделяемых 
па глобальном уровне (финансовый пакет, рабочая сила и т. д.). 
Правые части fe=(fei, . . . , bH) суть полные количества ресурсов, 
подлежащие разделению между различными подсистемами (фи
лиалами). 

Метод Данцига — Вольфе состоит в приписывании каждой под
системе (филиалу) требования уплатить единичную цену — л* 
(множитель Лаграпжа) за каждый распределяемый ресурс Ьи 
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Тогда каждая подсистема к реагирует тем, что включает цену 
распределяемых ресурсов в свою собственную экономическую 
функцию. Иначе говоря, отыскиваются новые уровни активов xkrt 
минимизирующие величину 

при ограничениях хк ^ Хк. 
Цены Я подбираются тогда так, чтобы ограничения ресурсов 

сохранялись на глобальном уровне. Это выражается в названии 
разложения по ценам, которое относится также к методу Данци
га — Вольфе, в противоположность технике разложения по ресур
сам, которая будет содержанием следующего раздела. 

§ 3. Разложение но действию правых частей 
(разложение по ресурсам) 

Этот параграф посвящен другому важному классу методов ре
шения разложимых больших задач типа 1 (т. е. только с соеди
ненными ограничениями): методам разложения по действию пра
вых частей (по-английски: right-hand-side allocation), называемым 
также методами разложения по ресурсам [11, 42|. 

3.1. Принцип метода. Как и в § 2, рассмотрим задачу 
к 

in in z = ex =s 2 с^хкг 

К 

2 Ач - ъ, (Р2> 
Х}> е Aft. 

Предположим, что каждое множество Хк есть выпуклый 
политоп: 

Хк « {xhIDhxk = dk; хк>0), 
но Xk может быть определен также и другими способами (см. 
обобщения в п. 3.5). 

Если сослаться на экономическую интерпретацию из п. 2.7, то 
можно сказать, что метод разложения Данцига — Вольфе состоит 
в неявном получении оптимального распределения редких ресурсов 
между подсистемами посредством введения цен, приписываемых 
каждому тину ресурсов. 

Метод, который мы сейчас собираемся изложить, состоит в яв
ном присвоении некоторой доли глобальных ресурсов каждой под
системе. При заданном распределении ресурсов задача распадает
ся в решение К независимых подзадач. 

Тогда мы итеративно ищем распределение ресурсов, миними
зирующее сумму стоимостей полученных частных решений. 

На каждом шаге решения К подзадач позволяют либо заклю
чить, что текущее распределение является оптимальным (и в этом 
случае получить оптимальные уровни активов для каждой подсис-
312 



темы), либо определить повое распределение, приводящее к умень
шению стоимости. 

3.2. Эквивалентная формулировка задачи. Определим для каж
дой из подсистем к = 1, ..., К вектор ук как набор доль правых 
частей Ь (ресурсов), представляемых этой подсистеме. Каждый из 
векторов yh есть вектор той же размерности, что и Ь, причем дол
жно выполняться условие 

2 УН = ь. 

Для данного распределения у=^(у\, ..., уК) каждая из подси
стем к должна выбрать свои уровни активов как оптимальное ре
шение подзадачи 

chxk -*• min, 
Ahxh*=yk, PhiUh) 

xk es Xk. 
Каждая пз подзадач Ph(yk) есть задача линейного программирова
ния, которая, независимо от остальных подзадач, может быть ре
шена с помощью симплексного алгоритма. 

Обозпачпм через Yk (/c==l, .,., К) множество таких векторов 
ук, что задача Рк(ун) имеет решение, и обозначим для ук е Yh че
рез vk(yk) значение оптимального решения Рк(Ук). 

Тогда задача (Pi) равносильна следующей задаче (главной 
задаче): 

к . . - : , -
min у (у) = 2 vh{yh)t :./,. 

к 

yh<= Yk, к= 1, . . . , /Г. 
Чтобы устранить ограничения yh e Kft, которые в задаче (РЛ/) 

учитывать трудно, заметим, что достаточно ввести штрафы с до
статочно высокой стоимостью за недопустимые распределения ре
сурсов. т. е. приводящие к подзадачам Рь{Ук), не имеющим 
решения. 

Этого легко можно побиться, добавляя в каждой из подзадач 
Рч{Ук) векторы искусственных переменных lh' ^ 0 и EjT^O к пра
вой части yk. Этим искусственным переменным приписывается 
очень высокая стоимость h > 0. Таким образом, получается задача 

min(ckxk + В (if + K"))t 

Ац*ъ + It — £Г = Унх К (Ук) 
*k s Хкч 

где Я — вектор-строка той же размерности, что и у\ (следователь-
до, той же размерности, что и Ь), в которой все компоненты равны 
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А. Заметим, что, благодаря присутствию искусственных перемен
ных, задача Ph (yk) всегда имеет решение. 

При достаточно большом h > 0 необходимо получаем, что если 
Рк(ун) имеет решение, то в точке оптимума Е̂ " = 0 и £JT—0. Следо
вательно, если мы обозначим через vh(yb) оптимальное значение 
Pk (Ук), то мы получим, что 

v'k Ш = vh (ук) для yh e= Ykf 

Vk{!/k)>Q и очень велик для уиф¥к. 
Отсюда следует, что для достаточно больших А > 0 задача (Pi) 

эквивалентна задаче 
к 

mini/(?/)-= 2 »k(Vh)t 
(РМУ 

21 у* = fc 
Для каждого распределения у={Ук), удовлетворяющего огра

ничениям 2J Ук = »̂ значение функции v'(у) определяется с по
мощью решений К независимых подзадач Ри{Ук)> 

При всем том есть два вопроса: 
— как узнать, является ли распределение // оптимальным? 
— если не является, то как определить лучшее распре

деление? 
3.3. Определение субградиента функции v' (у). Для данного 

распределения у решение семейства подзадач 
min (скхц -h //(c/t + ?Г)Х 

Л А + it — ST = Ун* К Ы (5) 
xh <= Х ь 

с помощью симплексного алгоритма приводит к оптимальным ду
альным переменным икл связанным с ограничениями (5). 

Заметим тогда, что функция vh(yh) есть не что иное, как функ
ция возмущений, связанная с задачей Рц{Ун) (гл. 5, п. 2,4), Так 
как речь идет о задаче линейного программирования, а следова
тельно, о задаче выпуклого математического программирования, 
то функция У'(у)—а потому и каждая из функций vk(yk) — есть 
выпуклая функция. С другой стороны, можно использовать ре
зультаты гл. 5, пи. 2.5 и 2.8, связывающие седловые точки функ
ции Лагранжа с субградиентами функции возмущений. 13 частно
сти, известно, что ик тогда и только тогда является вектором опти
мальных дуальных переменных / \ 0 д ) , когда (—ик) есть субгра
диент функции возмущений ь-к(Ук) в точке ук. 

Таким образом, как промежуточный результат в ходе вычисле
ния v'(у) мы получаем и субградиепт функции v' (у) в точке у: 
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это —вектор (—u)= — («i, ..., ик), где V/c вектор uk есть вектор 
оптимальных дуальных переменных задачи Рк (?//,)• 

ЗА Решение главной задачи. Решение главной задачи 

( к 
v'(y)= 2 v'k(yk)-+minf 

(РМ)' 
2 .v/i = ь 

сводится тогда к минимизации выпуклой (не всюду дифференци
руемой) функции, для которой в каждой точке можпо определить 
некоторый ее субградиепт. Как мы сейчас увидим, присутствие до-

к 
лолпптелышх ограничений 2 Ун ~ b "е осложняет задачу сколько--
нибудь серьезно. 

По существу могут быть применены два типа методов. 
\) Обобщенное линейное программирование. 
Действительно, задача (РМ)' аналогична общей задаче, иссле

дованной в п. 1.0 настоящей главы. Следовательно, она может 
•быть решена с помощью обобщенного линейного программирова
ния, что приводит к итеративному решению линейной задачи, ог
раничения которой, постепенно добавляемые в ходе решения, соот
ветствуют субградиентам функции v*(у). 

Учет ограничений 2LУн — b очень прост: достаточно добавлять 
их к задаче линейного программирования, которая подлежит ре
шению па каждом шаге итерации. 

Неудобство метода состоит в том факте, что если задача (Pi) 
•содержит некоторое число т существенных соединенных ограниче
ний, то получаемая из нее задача обобщенного линейного програм
мирования может иметь очень большую размерность (Km пере
менных). В этом случае приводимый ниже второй метод часто об
наруживает большую эффективность при быстром получении 
хороших приближенных решений. 

2) Алгоритмы субградиента. 
Методы субградисита, описанные в гл. 4, § 3, могут быть оче

видным образом применены для оптимизации функции v'(y). 
Если на шаге t мы находимся в точке у\ при отсутствии дру

гих ограничений, то точка yt+l определяется формулой 
У*+1=У1 + 0<Ч\ 

где v* — субградиепт функции v'(у) в точке у\ а 0< — шаг пере
мещения, выбираемый, вообще говоря, априори (два различных 
способа выбирать шаг 0* обсуждены в гл. 4, и. 3.4). 

Б этой итеративной схеме очень легко учесть дополнительные 
к 

ограничения Уа ук — Ъ. 
Так как у = у1 + 0/?'» вообще говоря, не удовлетворяет допол

нительным ограничениям %Уь = Ь,то мы получим yt+\ проектируя 
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полученный вектор у на (выпуклое) мпожество 

Эта задача, имеющая вид 
min\\y — yf% 

к 
21 у а = б« 

сводится для каждой компоненты вектора у к проектированию 
точки пространства RA на некоторую гиперплоскость (при этом на 
HcpCiMciiribie у нет никаких ограничений• типа положительности). 

Хельд, Вольфо и Краудер [20] были первыми, кто предложил 
использовать методы субградиента в алгоритмах разложения но 
ресурсам. 

Кеннипгтон и Шалаби [25] применили затем этот метод — 
с большим успехом — к решению задачи о мультипотоках на 
графах. 

3.5. Распространение метода. Методы п. 3.4 без труда обобща
ются на случай больших разложимых нелинейных задач тина 

к 
2 //* (*/,)->■ miп« 

К 

2 gk (Хк) = К 

яри условии, что подзадачи, возникающие при распределении пра
вых частей у = {уи ..., Ун): 

vk(yh)=minfh(xh), 

суть задачи выпуклого математического программирования. 
На самом дело это и есть условие того, что оптимальные ду

альные переменные uh приводят к еубградиентам функции vh(yk) 
в точке yh. 

Тогда остается решить задачу 

к 
v {у) = S *Ъ Ы ~* и™* 
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Если функция v выпукла, а вектор — и — (—«i, ..-., —иЛ) есть. 
субградиент функции и в точке у, то можно использовать, как и в 
д. 3.4, 

— либо обобщенное линейное программирование, 
— либо алгоритм субградиента. 

§ 4. Разложение с помощью разделения переменных 
(алгоритм Бендерса) 

4.1. Постановка задачи. В этом параграфе мы будем интересо
ваться исключительно разложимыми задачами типа 2, иначе говоря» 
содержащими только соединенные переменные. 

Следовательно, эти задачи в полной общности имеют вид 
ПИП 2 = СХ + /?/, 

Dx + Fy = d, 
х>0, 

y<=Y<= l\m. 
Матрица 

В -
.д 

о 

о 
-D-, 

д 7Г_1 

блочно-диагопальиа, и она индуцирует разбиения на блоки — (х\> 
~F -

., #K) для вектора х, (сь ..., ск) для вектора с, 

рицы ЧЭ 
•• Д." ля мат-

для вектора правых частей d. 

Множество Y возможных векторов у может быть определено-
различными способами (см, п. 4.7), Для определенности можно 
предположить сначала, что Y есть все IV". 

Различая разные блоки в матрице ограничений, мы можем пере
писать задачу в виде 

к 
min У\ ckxh + }ух 

Dxx\ + F\y = d\, 
D2x2 + F2y = d2f 

zi, . . . , xH>0, y&Y. 
Мы можем сразу сделать следующее замечание: с того момен

та, как значение переменных у фиксировано, и как только различ
ные системы 

Dhxh = dh-Fhy 
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имеют —все как одна — решения хк > 0, так оказывается, что ре
шение задачи, ограниченной на переменные х, разлагается па К 
независимых задач линейного программирования (вспомогательных 
или служебных задач). 

Именно это наблюдение и лежит в основе техники разложения 
•с помощью разделения переменных, которую мы сейчас изложим. 

Благодаря тому обстоятельству, что всякий раз, когда приходит
ся решать при фиксированном у задачу 

mi п. сх, 
Dx~d-Fy, Q(y) 

х>0 
(или двойственную к пей), то это сводится к разложению на К не
зависимых подзадач, мы в дальнейшем удовлетворимся изучением 
задачи в матричной форме (Рг), избегая усложнений в обозначени
ях, связанных с нумерацией блоков. 

4.2. Использование необходимых и достаточных условий Фар-
каша и Минковекого. Чтобы иметь возможность применять изла
гаемую ниже технику разделения переменных, нельзя брать сколь
ко попало переменных у из У. Нужно по крайней мере, чтобы за
дача 

min ex, 
m = a = d-Fy, Q(y) 

х>0, 

имела непустое множество решении. 
Для преобразования этого условия используем теорему Фарка-

1па и Мипковского (приложение 1). Свяжем с каждым ограниче
нием задачи Q(y) дуальное переменное щ (без ограничений на его 
знак) и обозначим через и вектор-строку дуальных переменных 
(размерность этого вектора равна числу ограничений в Q(y)). 
Тогда теорема Фаркаша и Мипковского формулируется следующим 
образом: 

Q(y) имеет решение х > 0 тогда и только тогда, когда 
u(d — Fy)^0 для всех векторов-строк и1 удовлетворяющих условию 
иП к О, 

Так как конус С = iu\uD < 0) миниэдралеп, то он имеет конеч
ное число порождающих, которые будут обозначаться и1, . . . , ир 

(любой элемент ц е= С есть линейная комбинация с неотрицатель
ными коэффициентами элементов и* (I = 1, . . . , р)). 

Необходимое и достаточное условие в теореме Фаркаша и Мип
ковского эквивалентно тогда следующей системе неравенств: 

ul{d-Fy)<0, 
u2(d-Fy)^0, (III) 

u7,{d-Fy)<0. 
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Вообще говоря, в этой системе содержится огромное количества 
неравенств — по числу порождающих мипиэдралышго конуса С. 

Если система (///) не имеет решении по у, то это, по построе
нию, означает, что не существует таких у е R"1, дли которых зада
ча Q(y) имеет решение. Следовательно, и сама задача (Рг) не име
ет решения. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что система (///) имеет 
решение. 

З а м е ч а н и е . Если задана блочио-диагопальная форма матрицы 
Z?, то конус С разлагается в прямую сумму копусов 

Ck = {uk\ukDk<0)t 

где uk — часть вектора и, соответствующая блоку к. 
Иначе говоря, 

4.3. Эквивалентность с задачей линейного программирования 
большой размерности по неременным у. Пусть R — множество век
торов у е У, удовлетворяющих системе (///) (если (Рг) имеет ре
шение, то необходимо Н=£Ф). Тогда задача (Рг) эквивалентна 
задаче 

mill Uy + min{cx\Dx = d — Fy; x^0}[. 
y<=R \ oc J 

Это полностью соответствует исходной идее, состоящей в том» 
чтобы фиксировать г/, затем решить задачу линейного программиро
вания Q(у) (разложением на К независимых подзадач), затем вы
брать лучшее значение для у, и т. д. 

Для фиксированного у е R задача, двойственная к задаче 
min сху 

Dx = d-Fy, Q(y} 
х>0, 

может быть переписана в виде 
max v(d — Fy), 

vD<c, Q*(y) 
v любого знака, 

где v обозначает вектор дуальных переменных, связанных с ограни
чениями задачи Q{y). 

Политоп ограничений задачи Q*(y), а именно политоп У = 
e {p|yZ) < с), не зависит от выбора у, и определенные выше 
( Й \ . . . , ир) суть его экстремальные лучи. 

Если У пуст, то, согласно теореме двойственности, 
— либо задача Q(y) не имеет решения, 
— либо Q(y) не ограничена. 
Но по определению Q{y) имеет решение для y^R; следователь

но, если V пусто, то это означает, что Q{y) не ограничена для всех 
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значений у е Л. Следовательно, в этом случае и сама задача (Р2) 
не ограничена, 

Тогда, договорившись приписывать максимуму Q*(y) значении 
— оо в случае, если задача Q*(y) не имеет решения, и используя 
•теорему двойственности, мы можем переаисать задачу (Ръ) в виде 

™in{/Z/ + rnax{u{d— Fy)\vD^c}}. 
У (Б 11 

Максимум Q*(y) пе может быть неограниченным (+оо) для 
i/ G й, (Действительно, если бы Q*(y) была ие ограничена, то от-
-сюда следовало бы, что Q(y) не имеет решения, что противоречило 
бы тому, что у е R.) 

Следовательно, этот максимум достигается в некоторой крайней 
точке политопа V = {v\uD < с). 

Предположим, что V непуст, и обозначим через v\ . . . , vq край-
ппе точки (их число конечно) политопа V. 

Тогда {?2) можно переписать в виде 
min ify + max {v*(d — Fy)}\% 
yell \ i = l , . . . , ( ? ) 

"я эта задача оказывается эквивалентной задаче линейного програм
мирования 

min z. 
z>fy + vl(d~Fy), 
z>jy + o*(d-Fy), 

z>fy + V(d-Py), 
ye=R. 

Выражая условие у s П с помощью системы перавепств (/ / /) , 
этолучаем эквивалентность задачи (Рг) решению задачи линейного 
программирования (главной задачи): 

min z, 

fy + v*(d-Fj/)-z<0, 

///+ Vя (d-Fy)-z^O, (PM) 
ul{d-Fy)^Q, 

u'{d-Fy)<0, 
y=Y. 

Число ограничений в этой задаче, равное числу крайних точек 
ш экстремальных лучей политопа V, вообще говоря, очень велико. 
Однако известно, что в оптимуме число выполняемых (активных) 
ограничений не превосходит т + 1, где т — число переменных у. 
На этом основании задача (РМ) может быть решена при явном вы
ражении относительно небольшого числа этих ограничений — в соот-
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ветствии с принципом обобщенного линейного программирова
ния (§ 1). 

4.4. Решение с помощью обобщенного линейного программирова
ния: алгоритм Бспдерса. Для применения обобщенного линейного 
программирования нужно с полной строгостью рассмотреть задачу, 
двойственную к задаче (РМ). Но так как для понимания метода 
гораздо более предпочтительно работать с самой задачей (РМ), то 
мы сейчас введем алгоритм порождения ограничений. 

Однако не следует упускать из виду, что в практической реали
зации этого метода па самом деле решается именно задача, двой
ственная к (РМ), и притом решается методом порождения столбцов. 

Предположим, что на некотором этапе только несколько ограни
чений (РМ) известно явным образом (это могут быть различные 
ограничения, порожденные в ходе предыдущих шагов вычисления). 

Таким образом, возникает ограниченная главная задача (PR), 
образованная с помощью подмножеств / с { 1 , . . . , р) и /<={{, . . . 
. . . , q) ограничений задачи (РМ): 

min z, 
и*((1~-Ру)<0 V i e / , 

fy + v>(d-Fy)-z<0 V / e / , * i n ' 

Для 7«=Rm задача (PR) есть задача линейного программирова
ния, которая может быть решена с помощью симплексного алгорит
ма (на практике, как мы уже сказали, должна решаться именно 
задача, двойственная к (PR)), 

Пусть (г/, z)— оптимальное решение задачи (PR)- (Если зада
ча (PR) не имеет решения, то и задача (РМ) не имеет решения, 
и точно так же и (Ръ) не имеет решения, В этом случае продол
жать вычисления бесполезно,) 

Так как (PR) образована из (РМ), устрапепием некоторого ко
личества ограничений, то z является минорантой для оптимального 
значения z* задач (РМ) и (Рг): г < z*. 

Необходимое и достаточное условие того, чтобы (у, г) представ
ляло оптимальное решение задачи (РМ) и потому задачи (Рг), 
состоит в том, что (у, z) удовлетворяет всем ограничениям задачи 
(РМ), которые не содержатся явно в (PR). Как проверить это 
условие? 

Мы сейчас увидим, что достаточно просто решить для у = у за
дачу 

шах u(d — Fy)i 
uD<c, Q*(y) 

и любого знака. 
(Напомним, что решение Q*(y) приводит к разложению па К неза
висимых подзадач, так как эта задача двойственна к Q(y).) 

Если исключить ситуацию, в которой Q*(y) не имеет решения 
(тогда либо (Р%) ее имеет решения, либо (Рг) не ограничена, а 
вычисление останавливается), то могут представиться три случая. 
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С л у ч а й 1. Оптимальное значение Q*(y) не ограничено (+°°), 
Симплексный алгоритм, примененный к Q*(y)> приводит тогда к та* 
кому экстремальному лучу и политопа У, что 

u(d-Fy)>0, uD^O. 

Следовательно, ограничение u(d — Fy) ^ 0 пе удовлетворяется те
кущим решением у задачи (PR). Следовательно, пара (у, г) не яв
ляется решением задачи (РМ). Тогда ограничение u(d — Fy)^ О 
должно быть присоединено к (PR) для образования новой ограни
ченной задачи («расширенной»). 

С л у ч а й 2. Оптимум задачи Q*(y) имеет конечное значение 
(следовательно, он достигается в крайней точке v политопа F), ш 
выполняется неравенство 

jy + v(d-Fy)-z<0. 
Тогда можно написать 

fy + v*(d-Fy)-z^0 
для всех ] — 1, . . . , q (так как »» — крайняя точка F, минимизирую
щая значетте величины v(d — Fy) па множестве крайних точек), 

С другой стороны, имеем ц*(й — Fy)< О для всех экстремальных 
лучей и? политопа V (г — 1 , . . . , р). Действительно, если бы выпол
нялось неравенство ui(d — Fy)>0 для некоторого и\ то тогда опти
мум задачи Q*(y) был бы не ограничен (+°°) . 

Отсюда следует, что (у, z) есть оптимальное решение задачи 
(РМ)\ следовательно, у есть оптимальное решение задачи (Ръ), и 
алгоритм завершен. 

С л у ч а й 3. Оптимум Q*{y) имеет конечное значение и дости
гается в крайней точке д политопа I7, по, в отличие от случая 2, 
выполняется неравенство 

fy + v(d-Fy)-z>0. 
Это показывает, чтс ограничение 

fy + v(d-Fy)-z<0 

не удовлетворяется текущим решением [у, z) задачи [PR), 
Следовательно, к задаче (PR) следует добавить ограничение 

fy + v{d-Fy)-z<0, 

чтобы образовать новую ограниченную задачу («расширенную»). 
Итог. 
До тех пор пока не будет удовлетворяться тест на оптимальность 

(случай 2), можно добавлять к ограниченной задаче ограничения, 
которым текущее решение (г/, г) не удовлетворяет. Тогда новая 
ограниченная задача решается по (у, z), и т. д. 

Если на некотором шаге ограниченная задача не имеет реше
ния, то задача (Р%) не имеет решения, и алгоритм останавливается, 
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Наконец, если политоп V пуст (что устанавливается уже на 
первой итерации алгоритма, когда мы в первый раз решаем задачу 
<?*(#))» и е с л и (?2) имеет решение, то можно заключить, что (Рг) 
не ограничена, и работа алгоритма завершена. 

З а м е ч а н и е . Если напомнить, что эта процедура порождения 
ограничений для задачи (РМ) есть не что иное, как процедура по
рождения столбцов для двойственной к ней задачи, то мы видим, 
что порождающий алгоритм из § 1 состоит здесь в симплексном ал
горитме, иримененнохМ к задаче Q*(y)-

4.5. Сходимость. Легко установить конечную сходимость этого 
метода. Она следует из того факта, что {РМ) имеет конечное число 
ограничений и все последовательно порождаемые ограничения не* 
обходимо различны между собой. 

Для задач очень большого размера сходимость может оказаться 
относительно медленной; с другой стороны, ошибки округления 
приводят к тому, что тест на остановку (случай 2), вообще говоря, 
не может быть достигнут. Следовательно, может оказаться интерес
ным выработать другой, менее требовательный, тест на остановку. 
Но его легко получить через двустороннюю оценку оптимума z* 
задачи (Рг). На каждой итерации, как мы видели, оптимальное ре
шение z ограниченной задачи является минорантой для z*. С дру
гой стороны, если на некоторой данной итерации задача Q(y) имеет 
оптимальное решение х, то (х, у) есть оптимальное решение зада
чи (Рг) и fy + cx есть мажоранта для z*. Тогда итерации можно 
прервать, как только интервал z<:Z*^jy + cx станет меньше не
которой заданной заранее точности г. 

Отметим также, что можно доказать сходгшость метода Беттдер-
са к приближенному решению задачи (Рг) даже и в случае, если 
подзадачи Q*{y) решаются не точно, а лишь приближенным обра
зом (см. [33]). 

4.(>. Связь с алгоритмом разложения Данцига — Вольфе. Пусть 
структура задачи (Рг) задана. Можно задаться вопросом, не будет 
ли более разумно искать решение задачи (Рг), применяя алгоритм 
разложения Данцига — Вольфе (§ 2) к задаче, двойственной к (Ра), 
поскольку эта последняя задача имеет требуемую структуру (толь
ко соединенные ограничения). 

На самом деле можно показать, что в случае, когда F — R™, оба 
подхода абсолютно эквивалентны. Иначе говоря, алгоритм Бендерса 
есть не что иное, как алгоритм разложения Данцига — Вольфе, 
примененный к задаче, двойственной к (Рг) (см., например, {27J, 
гл. 7, для детального изучения этой эквивалентности). 

Однако, как мы сейчас увидим, интерес к алгоритму Бендерса 
(который появился несколько позже алгоритма Данцига — Вдльфе) 
основан, но существу, на том факте, что этот алгоритм применим не 
только к большим разложимым линейным задачам, но также и ко 
многим другим, папример к смешанным линейным задачам и к ча
стично нелинейным задачам. 

4.7. Другие применения алгоритма Бендерса, В этих приложе
ниях матрица D не всегда имеет блочно-диагональную структуру: 
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тогда решение задачи Q(y) не имеет связи с разложением. Тем н& 
менее алгоритм Бендерса очень полезен в этих задачах, поскольку 
в них возможна техника разделения переменных,— если есть два 
группы переменных, играющие существенно различные роли. 

1°) Одной из наиболее важных областей применений является 
смешанное линейное программирование — иначе говоря, решение 
задач линейного программирования, в которых часть переменных 
подвергается ограничению принимать только целые значения. Имен
но в этом контексте и было, кроме того, предложено применение 
этого метода при его первом описании [5]. 

Тогда речь идет о решении задач типа (Рг), где множество Y 
возможных векторов у ограпичепо множеством Zm всех яг-векторов 
с целыми координатами (или подмножеством множества Ът), 

Легко проверить, что принцип алгоритма Бендерса остается не
изменным, за исключением того, что ограниченная главная задача, 
которую нужно ретать на каждом шаге итерации, является теперь 
«чистой» целочисленной задачей линейного программирования (т. е. 
задачей, содержащей только целочисленные перемеппые) типа 

minz, 
u'{d-Fy)<0 V i e / , 

y<~YczZm. 
Это позволяет преобразовать решение смешанной задачи в ре

шение ряда «частных» целочисленных задач. 
Очевидно, что решепие задачи (PNE) может привести на прак

тике к трудностям, если т (число переменных у) очень велико, 
поскольку техника целочисленного программирования гораздо ме
нее эффективна, чем техника «непрерывного» линейного програм
мирования (см. п. 7). Однако, несмотря на эти ограничения, алго
ритм Бепдерса с успехом применялся в многочисленных приложе
ниях смешанного линейного программирования (см., например, [14]). 

2°) Другой важный класс приложений составляют частично не
линейные задачи вида 

min г «=■ сх + f(y), 
Dx + F(y)=d, , 

где / — нелинейная фупкция перемепн-ых у, принимающая веще
ственные значения, a F(y) — вектор (той же размерности, что и^) , 
все компоненты которого суть нелинейные функции переменных у. 
В этом случае множество У есть либо все Rm, либо выпуклое под
множество R"\ 

И в этом случае принцип алгоритма Бепдерса остается практи
чески неизмепным. Единственная разница состоит в том, что огра
ниченная главная задача становится нелинейной задачей с ограни-



яепиями следующего вида: 
ininz, 

u{(d-F(y))<:0 Vie/, 
/ (»)+ *{d - F(V))- z < 0 V/ e /, (PNI^ 

yezYcz II \ 
Задача (PNL) может оказаться более или менее трудной для 

решения в зависимости от числа переменных у и вида функ
ций / и F. 

Интерес к алгоритму Бепдерса связан в этом случае с тем, что 
он позволяет решить задачу (Л>), разделяя линейную и нелиней
ную части. 

§ 5. Примеры приложений методов разложения: задачи 
оптимизации больших сетей 

Чтобы проиллюстрировать ценность различных описанных в на* 
стоящей главе методов разложения, а также показать способы, ко
торыми эти методы могут быть вовлечены в решение практических 
задач, мы предлагаем рассмотреть несколько задач, выбранных сре
ди наиболее характерных в области оптимизации больших сетей 
(транспортные сети, сети телекоммуникации или телеинформатики; 
и т. д.). 

Прежде всего мы рассмотрим задачи о согласованных мультипо-
токах а покажем, как эти задачи могут быть решены с помощью 
метода разложения Данцига — Вольфе. Затем мы рассмотрим зада
чи о мультипотоках минимальной стоимости (с ограничениями на 
емкость), для которых мы убедимся, что методы разложении шь 
действию ресурсов приводят к простым и эффективным алгоритмам 
решения. Наконец, задача оптимального синтеза сети (пробегаемой. 
не одновременными мультипотоками) предоставляет хороший при
мер приложения метода разложения Бендерса. За более углублен
ным изложением, касающимся задач о мультипотоках на графах^ 
мы отсылаем к книге [18], гл. 6, и к обзорным статьям [24, 3]. 

5.1. Задачи о согласованных мультипотоках. Эти задачи типич
ным образом возникают в следующем контексте. Изучаемая сеть 
представляется ориентированным графом G =* [X, U], где X — мно
жество вершин (начал и концов путей движения) \\ U — множест
во дуг. 

(Если G — не ориентированный граф, то можно свести дело к 
орионтировашюму случаю, выбирая произвольную ориентацию на, 
каждой стрелке.) 

Пусть |X|=iV—число вершин, a 11/1 = Л/ — число дуг. 
Сопоставим каждой дуге u = ( t , / ) , представляющей множестве* 

транспортных возможностей (в транспортной сети) или возможно
стей передачи информации (я сети телекоммуникаций) между нача
лом г е ! и концом / е= X, величину, называемую емкостью, т. в* 
вещественное число си > 0. 
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С другой стороны, пусть задано множество из К запросов (па-
пример, транспортных запросов в сети путей сообщения), где для 
каждого А: = 1, . . . , К обозначим через гй значение полного запроса 
(полный поток транспорта), который должен быть пропущен через 
сеть между двумя данными вершинами sh и tk. 

Idкъш образом, каждый из запросов отдельно представляется 
простым потоком со значением г„ между началом sh (истоком) и 
концом tk (стоком), но мы предположим, что различные потоки 
имеют разную ирироду. На практике это означает, что на каждой 
дуге добавляется соответствующее абсолютное значение, а не зна
чение со знаком. 

З а м е ч а н и е 1, Предыдущая модель может быть легко изхме-
нена, так как можно рассматривать как единый простой поток за
просы с общим началом в данном графе. Таким образом, всегда 
можно ограничиться случаем, когда число К простых потоков, со
ставляющих мультипоток, не превосходит числа N вершин графа 
(см., например, [18], гл. 6). 

Задача о согласованном мультипотоке состоит тогда в решении 
вопроса: достаточно ли емкостей, помещенных на сеть, для одно
временного стока всех запросов? 

Сейчас мы увидим, что эта задача может быть представлена в 
виде задачи линейного программирования, вообще говоря, большой 
размерности, причем обладающей специальной структурой. 

Пусть А — матрица инцидентности между вершинами и дугами 
в графе G: это — матрица с N строками и М столбцами, где каж
дый столбец соответствует дуге w=(j , / ) е Ц и содержит только 
два ненулевых элемента со значениями +1 я - 1 соответственно в 
строках i и /. 

Обозначим через бА Л'-вектор, все компоненты которого равны 
яулю§ кроме компонент $к и tk% со значениями соответственно 
+1 и - 1 . 

С другой стороны, обозначим через Ч\« значение простого потока 
к (i^k^K) на дуге w e С/(фи может быть величиной любого 
онака). 

Для того чтобы набор г)>* = (i\\,)u<=v образовывал простой поток, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялся закон сохранения по
тока в каждой вершине (первый закон Кирхгофа), что выражается 
матричным соотношением 

Тогда речь идет о том, чтобы найти такие числа tyu (и =* 1, . . . 
. . . , М; А: — 1, . . . , ff), чтобы на каждой дуге сумма абсолютных 
значений потоков не превосходила емкости дуги, т. е. о решении 
системы 

к 
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Чтобы свести эту задачу к системе обычных линейных уравне
ний и неравенств, достаточно осуществить следующее преобрази 
вание. 

Пусть G' = [X, U'] — ориентированный граф, построенный на 
том же множестве вершин X, что и G, множество дуг которого По
лучается приписыванием каждой дуге и=(£, /) из графа G двух 
дуг и+ «=(£, /) и и" = (/, i) из G'. 

Следовательно, имеем U'» {/+ и £/-? г д е f/+ (соответствен-
по С/"")—множество дуг графа С вида и+ (соответственно и~). 

Обозначим тогда через ф+ неотрицательный Л/-вектор с компо-* 
нентами. 

Ф*+ = 0, ^ < 0 , 

а через Ф-— неотрицательный М-вектор с компонентами 

Ф*- = 0, $>0; 

тогда можно написать Vu^V 

Обозпачая через Л ' = [ Л , —Л] матрицу инцидентности между 
вершинами и дугами в С (где подматрица Л соответствует дугам 
из £/+, а подматрица —Л соответствует дугам из U") и обозначай 

л — ф« = 
ф+ 

ф'1 
можем написать 

Л У -- Л<р$. — ЛФ1 =: Лг|̂  - rfc6k, 

что доказывает, что ф — поток с неотрицательными компонентами 
и со значением rh между sh и tk на G\ 

Задача о согласованном мультипотоке сводится тогда к решению 
системы линейных уравнении и неравенств 

| ( ф * + + ф 1 ) < с , 

Заметим тогда, что эта задача может быть сведена к ре
шению эадачи линейного программирования относительно набора 
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переменных (ф, т]): 
mm T)t 

2 ( ч £ + ф1)-Ч.1<е, 
Л'ч>* = г A Vk - 1, . . 

(G) 

,к, 

, * . 

(?) 

(8) 

(МС) 

где 1 обозначает Л/-вектор, все компоненты которого равпы 1; ц — 
вещественное переменное, имеющее следующий смысл: мы ищем 
такое наименьшее значение т), что сеть, снабженная емкостями 
си + т] на каждой дуге u^U, допускает допустимый мультипоток. 

Пусть (ф*, г]*)—оптимальное решение задачи (МС). 
Если rj* > 0, то мы можем заключить, что исходная задача о 

согласованном мультииотоке не имеет решепия. 
Если TJ* ^ 0, то задача имеет решение, и ф*—такое решение. 
Как следует из рис. 4, задача линейного программирования 

{МС) имеет весьма специфичную структуру (структуру тина 1, см. 

ТП1П 1 
Р 1 

I I I 

•Л? > ~~%f& 
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л \-л 
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° 
р?з фк 

1 ! i 1 
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г1$г 

*** 
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Рис. 4. Структура задачи о согласованном мультииотоке. Матрица А есть 
матрица инцидентности вершил и дуг графа 

п. 2.1). Ограничения (7) имеют блочно-диагональпую форму, а огра
ничения (6) суть соединенные ограничения. Эта структура полно
стью согласуется, таким образом, с разложением ио методу Дан
цига — Вольфе. 

Заметим здесь, что обращение к некоторому методу разложения 
тем более необходимо, что число переменных и ограничений (соот
ветственно 2КМ и М + KN) может оказаться очень большим. Тогда 
для графа, содержащего N = 50 вершин и М = 200 дуг с К = N =» 
= 50, получается задача с 20 000 переменными и 2700 ограниче
ниями. 
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Чтобы объяспить, шким образом метод разложения Данцига — 
Вольфе может быть здесь применен, рассмотрим дуальную задачу, 
получаемую лаграижевым ослаблением соединенных ограничений 
(6) и связыванием с ними вектора (строки) множителей Лагранжа 

Для любого фиксированного я ^ 0 функция Лагранжа равна 
к 

£(ф, Г}, Я) = Т1(1— Л-1)+ Ц л(ф+ + ф!)—ЯС, 

а дуальная функция определяется формулой 
w (я) = rain {L (ф, т], я)}, 

где минимум берется по множеству функций ф, удовлетворяющих 
ограничениям (7) и (8). 

Так как г\ — переменное произвольного знака, то о?(я) может 
принимать конечные значения только при условии, что л • 1 » 1 
(условие нормализации). , 

При этом условии получаем формулу разложения 
к 

ш(я)=—яс- f ]V min |я (ф+ + Ф~)1,; 
&—i ф%(1>л 

где Ф* - (фйЫ V = ' А , ФА > 0}. 
Следовательно, для данного я ^ 0 вычисление величавы ш(я) 

сводится к решению К независимых друг от друга подзадач 
я (ф+ + ф!)-*1шпг 

п* == 
'it f t 

> 0 . 

Для произвольного fe ( t < f c < Я") задача («S7M есть задача о 
простом потоке с минимальной стоимостью без ограничении на ем
кости; следовательно, ее можно свести к задаче о кратчайшем пути. 

Более того, для определения оптимального решения ф*(я) за
дачи {SPh) мы начинаем с поиска кратчайшего нуги между sh и tk 
в графе G\ приписывая дугам и* и иг длину я„ > 0. 

Тогда решение ф*(я) есть вектор, компоненты которого равны 
rk на дугах кратчайшего пути и нулю на других дугах. 

Лагранжево ослабление приводит, таким образом, к разложению 
на К подзадач о кратчайшем пути. Тогда получаем 

я _ _ 
w(n) = — пс + 2 я (<р+ (я) + ф!(л))« 

откуда, обозначая 

Р(я)=» 2 [ ф + ( я ) + Ф^(я)] - О 
329 



(М— вектор объединенных потоков на дугах графа), получаем, что 
W(R) = я(р(я) — С). 

Так как в графе Gf имеется лишь конечное число элементарных 
путей, то число возможных векторов р конечно (можно заметить 
также, что эти векторы соответствуют крайним точкам многогран
ника Ф, определенного условиями (7) и (8)). 

Дуальная функция w(n) может рассматриваться, следовательно, 
как нижняя оболочка конечного семейства аффинных функций: мы 
заново получаем, что w есть вогнутая, не всюду дифференцируемая 
функция и что VJX > 0 вектор р(я)—с есть субградиент w в точке 
л. Субградиент w в каждой точке я ^ О получается, таким образом, 
как промежуточный результат вычисления значения и?(я). 

Тогда можно осуществить решение дуальной задачи: 
— либо точно (как в п. 2.6) с помощью обобщенного линейного 

программирования (секущие плоскости), что составляет не что иное, 
как метод Данцига — Вольфе, примененный к линейной задаче 
(МС); 

— либо приближенно, с помощью алгоритма субградиента (см. 
гл. 4). 

Пусть я* — оптимальное решение дуальной задачи (D) и 
и;(я*)—оптимальное значение дуальной задачи. 

Тогда и исходная, и дуальная задачи имеют решения, и (по 
теореме двойственности) имеем 

ш(я*)=т)*. 
Для того чтобы задача о согласованном мультипотоке имела ре

шение, необходимо и достаточно, чтобы w(n*)^Q. Если это усло
вие выполнено, то эффективное определение оптимального решения 
исходной задачи (МС) представляет собой, как видно из п. 2.6, ли
нейную комбинацию последовательно порождаемых алгоритмом 
решений ф*(я), а коэффициенты этой линейной комбинации суть 
оптимальные исходные переменные ограниченной главной задачи. 

З а м е ч а н и е 2. Даже приближенное решение дуальной задачи 
(полученное, например, с помощью алгоритма субградпента) часто 
представляет интерес само но себе. Например, если полученное при
ближенное решение я удовлетворяет соотношению ш(я)>0, то 
может оказаться, что искомого согласованного мультииотока нет, 
G другой стороны, во всех случаях величина w(n) дает миноранту 
оптимального зиачения задачи (МС), что позволяет оценить каче
ство решений исходной задачи, полученных с номощыо приближен
ных алгоритмов (таких, как алгоритмы, описанные в [31]), и дать 
интервал для точного оптимального значения. 

З а м е ч а н и е 3. Из предыдущих рассуждепий можно вывести 
необходимое и достаточное условие существования согласованного 
мультииотока на графе. Действительно, условие 

ш(я*)— max ш ( п ) ^ 0 
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выполняется тогда и только тогда, когда 
и;(я) = я ( р ( я ) - с ) ^ 0 У я ^ О , 

откуда и следует необходимое и достаточное условие 
я с > 0 ( я ) У я ^ О , (9), 

где через 
к 

О (я) - яр (л) = 2 * ОЙ- (я) + ф ! (я)) 

обозначена сумма оптимальных значений К подзадач (SPk) о крат
чайших путях. 

На самом деле можно показать, что достаточно установить пре
дыдущее соотношение для конечного числа векторов я (крайник 
точек политопа решений дуальной задачи для (МС)) — обозначим 
их я1, . ♦., я'. Таким образом, емкость а топа и только тогда до^г.-
точна для допущения существовании согласованного мультин >-
тока, когда 

Условие (9) будет использовано в этой форме в п. 5.3 для полу
чения разложения Бепдерса в задаче оптимального синтеза сети. 

5.2. Задачи о согласованных мультннотоках с минимальной 
стоимостью. Речь идет о расширении предыдущей задачи, в которой 
с каждой дугой и es (J связывается единичная не if а ^и (стоимость 
единицы потока но дуге и). Если задача о согласованном мульти-
оотоке имеет решение, то речь идет тогда о том, чтобы найти среди 
всех возможных решений такое решение, стоимость которого 

2 у Л Ш 
минимальна. 

Эта задача часто возникает в приложениях, например, когда 
нужно учесть стоимость транспорта или передачи информации меж
ду различными центрами иди когда желательно отдать предпочте
ние дорогам с малой длиной и т. д. 

Если использовать модель из п. 5,1, то наша задача пеме.пепио 
представляется в виде 

2 ъ 21 (?£* + ч£-)-*"»"* 
К 

2 ( Ф + + Ф-)<*« 
**1 (МСМ) 

+ -[%>*. 
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Эта задача линейного программирования имеет ту же матрицу 
ограничений, что и задача (Л/С). Следовательно, можно аналогич
ным образом применить к ней метод разложения Данцига — Воль
фе. Однако результаты сравнительных вычислений, проведеппых в 
[2], показывают, что особенно эффективными для получения хоро
ших приближенных решений являются методы разложения по ре
сурсам, использующие алгоритмы субградиента ([20, 25]). Поэто
му мы сейчас опишем именно метод разложепия но ресурсам. 

Свяжем с каждым ограничением по запросу A'<ph~rk8k искус
ственное вещественное переменное ак &* 0 с ценой / / > 0 . Для до
статочно большого // > 0 и в предположении, что задача {МСМ) 
имеет решение, эта задача (МСМ) эквивалентна задаче 

2 (Ф*++ <£)<*. 
л -1 

А'ц* + а % = г,А, к = 1, . . . , К,-
(МСМ)' 

* Г 4 * > 0 , fc=l, . . . , £ . 

(Действительно, для достаточного большого /7 > 0 все искусствен
ные переменные должны обращаться в пуль в оптимуме задачи 
(МСМ)', и таким образом получается оптимальное решепие и для 
задачи (МСМ).) 

Тогда идея решения состоит в разложении (МСМ)' с помощью 
сопоставления каждому потоку <р* доли у* > 0 па личных емкостей 
на сети, причем должно удовлетворяться условие 

к 
с - 2 /А 

Для данного распределения у =(у\ .♦., уК)> 0 определим функ
цию g(y) формулой 

к 
g(y)=lg4yh)> 

jgje vfc = 1, . . . , К величина g*(yh) есть оптимальное значение под
задачи 

£'! (Ук) = min S Т, (Ф** + Ф*-) + # « \ 
uerf/ 

0 < Ф * + < у \ ' (Sft) 

0 < Ф 1 < у \ 
а* > 0, 
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которая представляет собой не что иное, как задачу о простом по
токе с минимальной стоимостью с ограничениями па емкости на гра
фе G\ которую можно эффективно решить с помощью алгоритма 
типа «out-of-kilter» («в беспорядке», см. [10] и [18], гл.5). Вычис
ление g(y) при дапном распределении емкостей у также сводится к 
решению К независимых задач о простых потоках. 

Задача (МСМ)' эквивалентна тогда поиску распределения емко
стей с мипймальиои стоимостью, иначе говоря, к решению задача 
(главной задачи) 

£(»)—пшц ■ 
к 
2 УЬ - с> {РР) 

, f > 0 , fc-1, . . . , К. 

Согласно § 3, мы знаем, что g — выпуклая, не всюду дифферен
цируемая функция у, С другой стороны, если vft =» 1, . . . , /С обо
значить соответственно через ,и+ и [i- векторы оптимальных ду
альных переменных, связанные с ограничениями емкости вида 
Ф+^у* и ф1<1#А (для каждой дуги и не более одного из этих 
двух условий обращается в равенство, следовательно, р£+ и |л£- ле 
могут одновременно оказаться положительными), и если ввести 

j* f t = ц+ + JAI.» TO вектор jii 
ц1 

ик есть суоградиент g в точке у. 
Напомним, что оптимальные дуальные переменные в задаче о 

потоке с минимальной стоимостью суть оптимальные решения зада
чи о напряжении с максимальной стоимостью и получаются одно
временно с оптимальными потоками, если использЬвать исходно-двой
ственный алгоритм «out-of-kilter» (см, [10]). Следовательно, и в 
этом случае субградиент в у получается как промежуточный резуль
тат вычисления величины g(y). Отыскание минимума g (это функ
ция от КХМ переменных) может быть, таким образом, осуществле
но (согласно Хельду, Вольфе и Краудеру [20]; которые предложили 
это впервые) с применением алгоритма субградиента. Как показа
ли Кеннингтон а Шалаби [25], этот метод — один из наиболее эф
фективных для решения приближенным способом задач большой 
размерности о мультииотоках (заметим, что его можно применить 
также и к задаче о согласованном мультииотоке). 

5.3. Оптимальный синтез сети, пробегаемой не одновременными 
мультинотоками. Эта задача возникает в многочисленных прило
жениях, в частности при отыскании построения сети с минимальной 
стоимостью по заданным ограничениям безопасности: тогда нужно 
принять меры предосторожности в сети так, чтобы она могла про
должать действовать (т. е. пропускать как минимум заданную долю 
номинального дорожного движения) даже в случае выхода из 
строя одного или нескольких ее элементов (о приложении к сетям 
телекоммуникации см., например, [35]). 
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В общем виде задача может быть сформулирована следующим 
образом (см. [32]). 

Пусть задан ориентированный граф G = [X, U] ш р заданных 
мультипотоков (каждый из мультииотоков определен списком со-» 
ставлнющих его простых потоков и их значениями); нужно опреде
лить емкости Ум ̂  0, приписываемые каждой из дуг u <= U графа 
G таким образом, что: 

a) сеть (G, У) позволяет протечь индивидуально каждому из р 
заданных мультииотоков; 

b) полная стоимость сети 
yY 2 VuYu 

UZ.U 

мипимальпа (Уи е= JJ величина уи есть стоимость единицы потока 
по дуге и). 

Эта задача является обобщением на мультииотоки задачи, иссле
дованной в случае потоков Гомори и Ху [17], 

Структура матрицы ограничений в такой задаче представлена 
на рис. 5. Речь идет о блочно-диагоиалыюй структуре, в которой 

£?(переменные потока1) У(еикости) 
Г 

f i j i | i | r | - | i 
i | i MI ill 

! | i | r | i | - |i 
\л\л 
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Гис. 5. Структура задачи об оптимальном синтезе сети, пробегаемой и ае од
новременными мультшютоками: блочно-диагоналъиая структура (р блокор) 

с соединенными переменными У 

каждый из р блоков соответствует матрице ограничений 8 задаче 
о мультипотоке, а неременные емкости Y суть соединенные пере
менные. Следовательно, эта задача может привести к задачам ли
нейного программирования очень большого размера (порядка 2MNp 
перехменных и р[№ + М) ограничений). Однако можно заметить, 
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что если переменные У фиксированы, то задача распадается на р 
задач о независимых мультииотоках: следовательно, это наблюдение 
подсказывает применение техники разложения с помощью разделе
ния перемеппых (Бендерс). 

Как и в методе Бендерса, мы собираемся ограничиться главной 
вадачей только по переменным У (но содержащей огромное коли
чество ограничений), которая будет затем решаться с помощью 
обобщенного линейного программирования (порождением ограниче
ний). Используем для этого необходимое и достаточное условие су
ществования согласованного мультипотока, дашюе в замечании 3 
в п. 5.1. 

Рассмотрим какой-нибудь из р данных мультипотоков, напри
мер мультииоток с номером 1. Для того чтобы емкости У допускали 
существование согласованного мульпшотока, необходимо и доста
точно, чтобы 

j i Y ^ O i ( n ) 

для конечного числа векторов л, скажем я1 '1, я1 '2, . . . , я ' \ Точно 
так же для потока с номером 2 должны выполняться соотношения 

я У > в 2 ( я ) 

для конечного числа векторов я, скажем л2'1, я2 ,2, , , м я ' 2 , и т . д , 
Задача эквивалентна тогда следующей задаче линейного про

граммирования (главной задаче): 
yY = 2 yuYu~^min% 

u<zu 
я , л Г > 0 1 ( я 1 - 1 Ъ 
Я^ / ^Х}у\К )А м у л ь т и п о т о к l f 

я"г>о2(я'л).] ФЩ 
мультипоток 2, 

п*"1»¥^др(яР\\ м у л Ьт: мультипоток р 
) 

У > 0 
(здесь мы разделяем ограничения, связанные с различными муль-
типотоками). 

Эта задача, содержащая только М переменных, но, вообще го
воря, огромное количество ограничений, может быть решена с по
мощью порождения ограничений (обобщенное линейное программи
рование) следующим образом (см. [32]). 
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Предположим, что на текущем этапе q ограничений задачи 
(РМ) уже порождены. 

Итерация алгоритма состоит тогда в следующем: 
а) решается ограниченная главная задача с этими q ограни

чениями: 
*{Y'-*- min, 

n1Y>0(n]), 

nqY>Q(n<1), 
Y>0 

(где для простоты опущены индексы, относящиеся к различным 
мультинотокам). Пусть Y—полученное оптимальное решение; 

Ь) проверяется, достаточны ли емкости У для (индивидуально
го) протекания каждого из р заданных мультипотоков. Ото сводит
ся к решению (независимо одна от другой) р подзадач о согласо
ванных мультииотоках (разложение). Для каждого мультннотока/ 
(1 < / < / ; ) обозначим через п* оптимальное решение задачи, двой
ственной к задаче о согласованном мультипотоке (относительно ем
костей У), полученное методом н. 5.1. 

Могут представиться два случая. 
1) Если V/ = 1, . ф., р имеем 

n>Y>Qj{iis)f 

то все мультипотоки согласованы, так что У — оптимальное реше
ние задачи (РМ). 

2) Если для индекса / ( 1 ^ / ^ / > ) выполняется неравенство 

я 'У<0 , (я ' ) . 
то именно мультипоток / не согласован с емкостями У. Тогда мы 
добавляем к задаче (PR) все ограничения вида 

л>у>е,(я') 
для всех таких индексов /, что 

я ' 7 < 0 , ( д ' ) . 
Переходим к следующей итерации с полученной новой ограни

ченной главной задачей. 
Мы получим конечную сходимость этого алгоритма (см. п. 4.5), 

если на каждом шаге итерации и ограниченная задача, и подзадачи 
о согласованных мультииотоках решаются точно (симплексным ал
горитмом). Однако точное решение даже одной только задачи о 
согласованном мультипотоке в больших размерностях само по себе 
представляет трудную задачу по причине численных трудностей 
(ошибки округления, явления вырожденности), и требуемое время 
вычисления может оказаться запрещенным. Отсюда возникает идея 
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улучшить эффективность метода Бендерса, решая подзадачи лишь 
приближенно. Действительно, можно показать (см. [33]), что если1 

на каждом шаге итерации удовлетворяться е~онтимальпым реше
нием различных подзадач, то метод Бендерса сходится к е-решеышо 
задачи {РМ)У т. е. к решению, удовлетворяющему всем ограниче
ниям задачи (РМ) с точностью до е. Этот результат составляет* 
теоретическое обоснование алгоритма, который был предложеп ж 
применен Мину и Серро [34, 35],— алгоритма, состоящего в исполь
зовании алгоритмов субградиента для приближенного решение 
подзадач о согласованных мультинотоках и ограниченной главной 
задачи. Этот метод обнаруживает высокую эффективность ври по
лучении хороших приближенных решений (до нескольких процен
тов) в задачах оптимального синтеза, имеющих реальные прило
жения (см. [35]) столь больших размерностей, что ни один из су
ществующих кодексов линейного программирования не мог бт 
позволить получить точное решение. 

З а м е ч а н и е . Если заметить, что сами по себе подзадачи о со
гласованных мультинотоках могут быть решены, как в п. 5.1, с по
мощью разложения Данцига—Вольфе, то иредыдущий алгоритм: 
может рассматриваться как метод разложения на двух уровнях: 
на первом уровне разложения (Бендерса) подзадачи суть задачи 
о согласованных мультинотоках; на втором уровне разложения 
(Данцига — Вольфе) иодзадачи суть задачи о простых потоках о 
минимальной стоимостью (кратчайшие пути). 
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Г Л Л В Л 9 
ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Динамическое программирование — это не алгоритм. Речь идет 
скорее об общем принципе, допускающем приложения ко мпогим 
задачам оптимизации с ограничениями, линейным ИЛИ нелинейным, 
^ непрерывными или дискретными переменными, но обладающими 
некоторым свойством, называемым разложимостью (см. п. 2.1). 

Термин «динамическое программирование» по происхождению 
связан с тем, что этот метод первоначально применялся к оптими
зации динамических систем, т. е. систем, меняющихся в ходе вре
мени, эволюция которых может управляться некоторыми перемен
ными управления (см. п. 4.1). Однако в этой главе мы увидим, 
что принцип дипамического программирования носит более общий 
характер и может применяться к задачам, в которых время не 
участвует, например к задачам целочисленной оптимизации (см. 
§ 1 и пп. 4.2—4.4). 

Хотя принцип оптимальности, лежащий в основе динамического 
программирования (см. п. 2.5), был, без всякого сомнения, пред-
-ставлен очень давно у столь известных авторов, как Ферма, Эйлер, 
Мопертгои, Маклорен (их цитирует Пойя [49]), а также недавно во 
Франции у П. Массе [36], но именно работы Р. Беллмана [2] под
няли его на уровень общей теории для решения задач оптимизации. 

Начиная с Р. Беллмана, динамическому программированию по
священо множество работ, среди которых мы укажем следующие: 
[25, 4, 23, 29, 46, 31, 12]. 

§ 1. Введение и примеры 

В этом параграфе мы начнем с введения на характерном при
мере существенных идей динамического программирования, к ко
торым мы вернемся в более общей форме в § 2. 

1.1. Пример: решение задачи о рюкзаке с помощью динамиче
ского программирования. Рассмотрим классическую задачу, из
вестную под названием «задачи о рюкзаке» («knapsack problem» в 
англоязычной литературе): 

п 
2 Cj#j->max, 

n 
2 a-,Xj<Ъ, (КР) 

V/ = 1, . . . , « : х, = 0 или 1. 
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Предположим, что все коэффициенты а} (/ = 1, . . . , п) целые и 
что Ь целое. С другой стороны, предположим, что а}>0 (V/) (всег
да можпо ограничиться имепно этим случаем: если at < О для ин
декса /, то достаточно осуществить замену переменных rcj == 1 — х§). 
Следовательно, правая часть Ъ должна быть неотрицательным це
лым. Коэффициенты с$ (j — 1, . . . , п) могут быть любыми веще
ственными. Обозначим через F* оптимальное значение задачи (КР). 

Основная идея динамического программирования состоит в по
пытке свести решение задачи (КР), содержащей п переменных, к 
решению ряда более простых задач оптимизации, например одно
мерных задач оптимизации. 

Для этого нужно осуществить две операции. 
Iе) Нужно вложить предложенную задачу в семейство задач 

той же природы. 
В случае рассматриваемой нами задачи (КР) можно взять, на-

оример (это не единственная возможность), семейство п(Ь+1) 
задач 

п 
Fi (Е) = шах 2 c;£j, 
п 
2 «,■«/<&—-P. KPi{E) 

Xt = О ИЛИ 1, / «" ^ • • •, И, 

где i мепяется от 1 до /г, а Е — целое, меняющееся от 0 до Ь. 
Величина £, параметризующая в этом примере семейство задач, 

носит классическое пазвание переменной состояния (если эта ве
личина— векторная, как в п. 1.3, то говорят о векторе состояния). 
Заметим — и это замечание носит общий характер, как мы увидим 
в по. 2.3 п 2.4,— что речь идет о величине, связанной с ограниче
ниями задачи. Множество $ — 10, 1, . . •, 6) возможных значений 
величины Е называется пространством состояний, связанным с дан
ной задачей. 

Исходная задача {КР) очевидным образом входит в рассматри
ваемое семейство (если взять i «= 1 и £ - ( ) ) . 

Следовательно, имеем F* **= Р\(0). 
С другой стороны, Vi =а 1, . . . , п договоримся считать, что Fi(E)=* 

** — ос для Е < 0, а также если Е ** 0, но задача КР{(Е) не имеет 
решения (в частности, это так для Е > Ь). 

2°) Нужно найти возвратное соотношение, связывающее между 
собой оптимальные значения этих различных задач. 

В случае семейства КРА(Е) легко получаем искомое возвратное 
соотношение: 
Pi {£) = max {axi + Ei+l {E + сцх$ = 

« max {Fi+1 (Я): ci + Fi+l {E + а{)}щ 

Это соотношение является просто выражением того факта, что 
в оптимальном решении (я<, xi+tf . . . , хп) аадачи KPi(E) должно 
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быть либо #, = 0, либо #*=1, и в каждом из этих случаев набор 
(xi+\4 . . . , хп) должен быть оптимальным решением задачи, ограни
ченной переменными i + 1, . . . , п. 

Таким образом, для любого зпачения Е (где 0 < Е < Ь) опре
деление величины Е{(Е) по известным значениям F{+\(E') (для 
0<Е' < Ь) сводится к простейшей задаче оптимизации (сравпенша 
двух чисел). 

Полученное возвратное соотношение позволяет тогда решить. 
предложенную задачу с помощью алгоритма за п шагов. 

А л г о р и т м 1. (Решение задачи о рюкзаке с помощью дипами-* 
ческого программирования.) 

a) Инициализация (шаг п): 
vE (0< Е < Ь) вычислить Fn(E) следующим образом: 

Fn(E)=0 для E > 6 - a » , 
Fn (E) = сп для Е <Ь — ап и с „ ^ 0 , 
Fn(E)=0 для Ж 6 —а» и сп < 0. 

b) Для г = /г — 1, /г — 2, . , . , 2 последовательно вычислять 
(шаг г): 

v £ ( 0 < £ < b ) : 
Fi(E)^maxiF^i(E); ct+ Fi+l (E + a.)>. 

c) Шаг 1: 
Вычислить F* следующим образом: 

р* « ^ ( 0 ) - max iF2(Q); <n + F2(ai)K 
Заметим, что предыдущий алгоритм позволяет не только решить 

предложенную задачу {КР)> но также — посредством очень не
больших дополнительных вычислений — и все задачи вида КР\(Е) 
для # = 0, 1, . . . , 6, иначе говоря, все семейство задач, отличаю
щихся от {КР) только значением правой части ограничения. 

Для этого было бы достаточно заменить шаг 1 па 
с) Шаг Г: 
Вычислить для Е(О ^ Е < Ъ): 

Fi(E)=m*x{F2(E); ci + F2(E + al)h 
1.2. Определение оптимального решения #*• Алгоритм 1 позво

ляет определить оптимальное значение F* задачи {КР), по пе при
водит явным образом к соответствующему вектору #*. 

Первая идея получить вектор а* состоит в том, чтобы просто 
определять на каждом шаге алгоритма i - 1, •. . , /г — 1 и для лю
бого Е (0< Е ^ Ь) величины х{(Е) формулой 

*,(Я)-0, ft(*)-F<+I(*)f 
*,(£)«!, / ^ H ^ + ^+i (# + «<), 

а на шаге я — формулой 
* . < * ) - О , Fn(E)-0, 
Хп(Е)-1, Fu(E)~cn. 
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Тогда оптимальное решение х* можно получить в конце рабо
ты алгоритма 1 с помощью следующей процедуры. 

П р о ц е д у р а 1. 
a) Я « 0 . 
b) Для i =* 1, . . . , п последовательно выполнять: 

zl+-Xi(E)x 

Е-+- Е + а\х%, 

Мы видим, что этот метод нуждается в запоминании некоторого 
существенного объема информации, а именно п{Ь + 1) величин 

В случае задач о рюкзаке с неограниченными переменными в 
[20] предложена процедура, требующая объема информации по
рядка 6. 

1.3, Анализ сложности и границы динамического программиро
вания» Для изучения эффективности некоторого алгоритма динами
ческого программирования представляет интерес оценка сложности 
этого алгоритма, т. е. числа необходимых элементарных операций 
(сложений, сравнений), а также объема памяти, требуемого при 
запуске этого алгоритма на вычислительной машине, 

В алгоритме 1 на каждом шаге и для каждого значения Е 
( 0 < Ж 6) требуется одно сложение и одно сравнение. 

Так как у пас п шагов, то число элементарных операций растет 
как п(Ь + 1). Говорят, что его сложность есть O(nb). 

С точки зрения загромождения памяти алгоритм 1 требует в 
каждый момент не более 2(6 + 1) мест в памяти (Ь + 1) значений 
Fi+\(E) и Ь+ 1 зпачений Ft(E). 

Если использовать процедуру 1 для явного определения я*, то 
объем требуемой памяти оказывается, таким образом, равным 
(я + 2)(& + 1). 

Выводы, которые можно извлечь из предыдущего анализа зада
чи о рюкзаке, носят общий характер: сложность вычислений, как 
и загромождение памяти алгоритмом динамического программиро
вания, непосредственно зависят от числа значений Е (переменного 
или вектора состояния), которые мы рассматриваем, т. е. от мощ
ности пространства состояний, связанного с данной задачей. 

Следовательно, по существу именио этот параметр и ставит са
мые строгие границы применению динамического программирования. 

Рассмотрим, например, задачу о «многомерном рюкзаке», кото
рая является прямым расширением предыдущей задачи и которая 
может быть записана в матричной форме: 

сх — 21 C}Xj->mdLX, 

Ах<Ъ, (МКР) 
X) ■* 0 или 1, / =* 1, . . . , д, ■ 
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где А — матрица т X п с неотрицательными целыми коэффициеп-1 
тами, х — /г-мерный вектор размерности и, b — вектор с целыми* 
положительными компонентами размерности т. 

В таком виде могут быть представлены многие задачи целочис
ленного линейного программирования (см., например, [22], гл. 10). 

С теоретической точки зрения все предыдущее немедленно обоб
щается на эту задачу. 

Достаточно рассмотреть семейство задач 
п 

b\ (Е) = max 2 cJxh 
п 
2 Л& < Ъ — Et MKPi (Я). 

X, «= 0 ИЛИ 1, / * = ! , . . ., И, 

для г, меняющегося от 1 до тг, где Я есть m-мерный вектор состоя-
ния Е~(Е\, ..., 2?т), каждая компонента которого Ек может прини
мать bh + 1 значений: 0, 1 ,2 , . . . , bh (Aj означает /-й столбец мат
рицы Л). 

Возвратное соотношение между значениями F%{E) имеет вид 
F,(£) = max {F,+l(£); с, + F i+1 (В + At)}, 

и отсюда следует, что алгоритм 1 может быть применен к этой за
даче, если просто заменить скаляр а< на m-вектор At (i-ft столбец 
матрицы -Л) и рассматривать Е и b как m-векторы. Однако мы ви
дим, что практическое применение динамического программирова
ния остается ограниченным задачами, в которых число т ограни
чении очень невелико (для ясности, / п < 1 0 ) . Действительна, в 
этом случае мощность пространства состояний равна 

l#l=(ft i + l ) . . . ( f t m + l ) . 
Например, для т =* 50 и Ьк *= 1 (Vjfc « 1, , . м лг) получаем зна

чение \&\ ^ 1015, что намного превосходит возможности наиболее» 
мощных из имеющихся в нашем распоряжении вычислительных 
машин. 

Это наблюдение, касающееся задачи о многомерном рюкзаке, 
носит совершенно общий характер: во многих случаях число состоя
ний растет экспоненциально с ростом числа ограничений, т. е. с ро
стом раз-мерности вектора состояния. 

В § 3 мы изучим некоторые технические приемы, позволяющие 
решать задачи, для которых число состояний априори очень велико* 

1.4. Динамическое программирование и задачи о кратчайших 
(длиннейших) путях в графах. Интересно интерпретировать алго
ритм 1 из п. 1.1 для задачи о рюкзаке как поиск длиннейшего пу
ти в графе G — [X, U], множество X вершин которого и множество 
U дуг которого строятся следующим образом, 

Множество X состоит из: 
— особой вершины, которую мы обозначим (0, 0) (начальная 

вершина); 
344 



— и(6 + 1) вершин, соответствующих каждой паре (Е, i)f где 

С другой стороны, каждой паре вершин вида (0, 0), (Z?, 1) мы 
^сопоставляем: 

— дугу [(0, 0), (Я, 1)] длины 0, если Е^О; 
— Дугу [(0, 0), (/?, 1)] длины с ь если Е = а{ и 0 ^ ах ^ Ь. 
Наконец, для i — 1, 2, # . . , /г—1 каждой паре вершин вида 

•{(£, г), (/?', i)} мы сопоставляем: 
~ Дугу [(#, 0» (#'» * + *)1 Длины 0, если £" = Я; 
— дугу [(£, i), {Е\ i+ 1)] длины c<+i, если A" = £ + ai+l и 0 < 

< £" + ai+t < 6; 
подмножество Xt вершип вида (Е, п) для О^Е^Ь называется 

.множеством конечных вершин (состояний). 
Пример этого построения для задачи 

2х\ + Зх2 + 6#з -* max, 
3^i + 2я2 + 4х3 ^ 5, 
лп, #2, #3 = 0 или 1 

,дап па рис. 1 (для упрощепия представления мы изображаем толь* 
то дуги, принадлежащие пути с началом (0, 0)) . 

£ « 2 

(0,0) ^ - 0 
Начальная 
вершина 

^ие. 1. Пример секвойциального графа, соог ни гстауюпда о решению задачи о 
фюкзаке с помощью динамического программирования (в этом примере п — 3, 

6 = 5) 

Такие графы, как изображенный па рис. 1,— в которых мно
жество вершин разбито на п + 1 подмножеств 0, 1, . . . , п и в кото
рых не существует дуг, которые бы соединяли элементы не сле
дующих друг за другом подмножеств,— называются секвенциальны
ми графами (следует заметить, что секвенциальный граф необхо
димо не имеет замкнутых путей). 

Задача о рюкзаке (КР) эквивалентна тогда поиску пути па гра
фе G с максимальной длиной между вершиной (0, 0) и множеством 
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Xt вершин вида (£", п) для Е « О, 1, . . . , Ъ (множеством конечных 
вершин). 

Действительно, каждый путь с началом в (0, 0) и копцом в Xt 
соответствует решению задачи (КР), и длина этого пути есть не 
что иное, как стоимость связанного с ним решения. 

Алгоритм 1 может быть тогда интерпретирован как алгоритм 
наиболее длинного пути, рекурсивно определяющий множества наи* 
более длинных путей, концы которых лежат в Хи а мощности (чис
ло дуг) равны последовательно 1, 2, 3, . . . Этот алгоритм известен 
в теории графов под названием алгоритма Беллмана (см. [3, 22] 
гл. 2). 

Заметим наконец, что тот же граф G позволяет представить вс& 
семейство задач КРХ (Е) для всех 0 ^ Е < &. Действительно, для 
0 ^ Е <: Ь достаточно выбрать в качестве нового множества конеч
ных вершин множество вершин вида (Е\ п) с 0 < Z ? ' < 6 —£. 

Более общим образом мы покажем в п. 2.7, что задача динами
ческого программирования с конечным числом состояний всегда 
может рассматриваться как задача о кратчайшем (длиннейшем) 
пути в секвенциальном графе. 

§ 2. Теоретические основания динамического программирования 

2.1. Теорема оптимальности. Случай без ограничений. Как мьк 
видели на примере в § 1, основная идея динамического програм
мирования состоит в попытке заменить оптимизацию функции п 
переменных решепием некоторого числа задач оптимизации, кото
рые решаются проще, например задач оптимизации с одним пере
менным. В некотором смысле этот метод может рассматриваться; 
как метод разложения. 

Чтобы пояснить эту идею, рассмотрим задачу оптимизации без; 
ограничений: 

/(я, У и •••> Ik)-** mint 

где /—веществеппая функция вещественного переменного х и к 
вещественных переменных у\, • •♦, Уч (каждое из переменных мо
жет принимать произвольные вещественные значения). 

Предположим тогда, что функция / разделяема .на две функции 
/i и /г, т. е. допускает представление в виде 

/ ( * , 0 ) e / i ( * . НУ)), 
где у обозначает /с-вектор с компонентами у\у . . . , yh. 

Есть ли возможность свести исходную задачу с к +1 перемен
ными к задачам оптимизации, содержащим меньшее число пере
менных? Иначе говоря, нужно выяснить, когда можно записать 

min/(s , у) = min/Д (х, m\n{f%(y)}\). (1) 
(зс,у) * I \ у )) 

Достаточное (но тем не менее весьма общее) условие того, что* 
соотношение (1) справедливо, дано Миттеном [38] и включает по* 
нятие разложимой функции. 
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О п р е д е л е н и е 1. Функция / называется разложимой на f\ 
л /2, если / разделяема (/(.т, y) = fi(x, h(y)) и если, кроме того, 
функция /i монотонно не убывает но отношению к своему второму 
аргументу. 

Тогда можно сформулировать следующий фундаментальный ре
зультат. 

Т е о р е м а 1 («теорема оптимальности»). Пусть / — веществен
ная функция от х и у=(уи •••» У к)- Если f разложима и /(#, у)=* 

Opt / (*, у) = Opt /Д fz, Opt {/2 (//)})} 

(Opt = min или max). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем для онределеппости Opt = min. 

По определению минимума для /(.г, y) = j\{x, /2(1/)) можем за
висать 

miп /х (х, /2 (?/)) < /х (*0, /2 (*/0)) V*0, y0. 

В частности, беря J/o = £, ГД6 # определяется форзиулой/2 (зу) =*• 
*= min{/2(y)}, получаем 

win ft (ху /2 (у)) < fx (х0, /2 (i/)) Vs0. 
(я,!/) 

Это неравенство остается справедливым, если заменить хо впа
дением, которое делает правую часть минимальной. Отсюда сле
дует, что 

min /j (я, /8 (у))< min ifx (x, min {/2(у)}\). 
(х,У) х { \ у )} 

Покажем, что ото неравенство справедливо также и в противо
положном смысле. 

Так как функция / разложима, то фупкция jx мопотонпо не 
убывает по своему второму аргументу. Следовательно, можно за
висать 

/а (*0, mm {/2 (у)}) < min ft (xQy /2 (у)) Vs0, Vy0. 
У У 

Это соотношение выполняется, в частности, если взять в каче
стве г/о значение, которое делает правую часть минимальной. Сле
довательно, 

/i (z0, min{/2 (у)}\ < min /2 (*0, /2{у)) Vx0. 

Перя теперь в качестве хо значение хо, которое делает правую 
часть минимальной по х, видим, что 

mi 
X 
un Иг fxt min{/2 (уЩ < ft (xQ, min{/2 (y)}\ < min ft (x, /a (y))y 

что завершает доказательство. 
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Случай Opt = max рассматривается совершенно так же. 
2.2. Распространение теоремы оптимальности на случай с огра

ничениями. Теорема оптимальности немедленно распрострапяется 
йа случай (более интересный на практике) оптимизации при на
личии ограничении. 

Рассмотрим задачу 
Ор1/(я, у), 
(ху K)sQ, 

где Opt = max или min и где Q — мпожество решений задачи (Qcr 

Для любого веществеппого х введем обозначение 
Q««{yl»eR»; (x, l/)eQ} 

(заметим, что для некоторых значений х может случиться, что 
0 , - 0 ) . 

Тогда введем следующие соглашения: 
Opt {/2 (у)} = + оо, Q* = 0 , Opt = min, 
yeux 

Opt{/2(?/)} = — oo, Qx = 0 , Opt = max 

и, с другой стороны, Ух 

Теперь мы можем сформулировать теорему. 
Т е о р е м а 1' (теорема онтимальпости: случай с ограничения

ми). Если / разложима и j(xy y) = f\(x, /г(#))> то 
Opt {/ (*, у)} = Opt (/, (*, Opt {/2 ДО>\1. (2) 

ixty)GQ х \ \ yell, /i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Шаг за шагом аналогично доказатель
ству теоремы 1. 

2.3. Понятие состояния в динамическом программировании. 
Вернемся к примеру предыдущего пункта, в котором отыскивалось 
решение задачи 

Opt/(s, у), 
(х, j f ) e Q , 

где / разложима и допускает представление в виде 
/с*; у )=л (*./«(»)). 

С практической точки зрепия (если предположить, что множе
ство решспий Q априори произвольно) поиск оптимума функции 
/ на Q но формуле разложения (2) 

Opt {/,(*, ОРЧМУ)})} 

эквивалентен 
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— определению для каждого х значения функции ср: 
Ф ( * ) = О р И Ш ) ; 

— затем определению оптимума по х функции 
* ( * ) e / i ( * » ф ( * ) ) -

Заметим тогда, что это равносильно вычислению минимума* 
/(#, у) «перечислением» всех (#, i/)efi. Формула (2) представля
ет собой пе что иное, как уточпение порядка, в котором осуще
ствляется «перечисление» элементов множества Q. 

Ясно, что такая процедура не может привести к практически* 
эффективному методу решепия. 

На самом деле, как мы сейчас увидим, ценность теоремы опти
мальности (для построения алгоритмов разложения) существенно 
вависит от вида области решений Q, более точно, от возможности 
рассматривать эту область как элемент более широкого семейства< 
областей Qt(/?), параметризуемых некоторым вектором Е — так на
виваемым вектором состояния, 

Рассмотрим в полной общности задачу оптимизации при нали
чии ограничений с переменными (х, у) в виде 

* » - O p t / ( « , у), 
g{*, If)e*i , ( Я ) 

где g: Rft+1 ->• Rm и ^ с Rm. (Если %>t сводится к одноточечному^ 
множеству, то получаем задачу с ограничениями в виде равенств.) 

Предположим тогда, что функция g разделяема и допускает* 
представление в виде 

g(x, y)=*h2(y, Ai'(*))'. 
где 

Ai(x): R-*R*, 
h2(y, z): R*+m-*R"\ 

Мы видим, что для данных значений х и у функция g(z, у)} 
может быть вычислена с помощью действий 

Я, «А,(л) , 
E2 = h2(y,El)J 

g(x, у) = Е2. 
Пусть & — такое подмножество Rm, что 

Vx^ixWy: (x, i/)e=Q}=> hx{x)^&, 
V#e=<§\ Vy^UjV&x: (*, y)^Qi^h2(y, E)^g. 

Тогда множество ё будет называться множеством состояний,. 
а элемент Е^<% — вектором состояния. Функции h\ и h2 будут 
называться функциями перехода. Множество S% есть множество 
допустимых конечных состояний (эта терминология заимствована' 
из области оптимизации динамических систем (см. п. 4.1) и мар-
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ковских процессов (см. и. 4.5), которые, как мы уже говорили, 
€ыли первыми областями применения динамического программи
рования). 

Тогда идея состоит в том, чтобы заменить решение вадачи (л), 
содержащей &+1 переменных, решением семейства задач оптими
зации с к переменными: 

F2(Z?,) = Opt{/2(r,)}, 

для Е\, пробегающего множество Ж. 
Введем обозначение 

Q 2 ( Я , ) « № ( » , Bx)^gt) 
для множества решепий задачи Д2(#0. 

Тогда можно заметить, что имеет место равенство 
Qx = Q2(h{(x)), 

где следует напомнить, что Qx при каждом фиксированном есть 
«обозначение множества {у\(х, y)^Q}. 

Договоримся считать, что 
172 (hi (х)) = +оо (в случае минимизации)", 
F2{h\(x)) = —oo (в случае максимизации), 

«если Q* = Q>2{h\(x)) пусто. 
Так как мы предполагали, что / разложима, то формулу (2) 

можно переписать в виде 
F*=: Opt / / , ( * , 0 P t {ft(y)}\\. 

По но определению 
Opt {Ш} = Р*{ЬЛ*))-

Следовательно, если предположить, что все задачи П2(Е\) для 
всех Е\^%> решены, то можно решить задачу (я) как задачу 
•оптимизации с единственным неременным х по формуле 

F* = 0Vl{l1(x,Ft(h1{x))}. (3) 
ОС 

Сейчас мы увидим, что если примепить этот результат рекур-
«сетвпо, то задача оптимизации с п неременными может быть ре
шена за п шагов, причем каждый шаг состоит в решении некоторо
го количества задач оптимизации с одпим переменным. 

2А Функциональное уравнение динамического программирова
ния. Рассмотрим задачу оптимизации с п переменными 

F* = Opt/(xi хп)л { v 
g(xx **)е #,<=№». * я / 
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Предположим, что функция / разложима в виде 
1{хи . . . . Xn) = f\(xu /2(^2, ...» #«))» 

/»(Яп) = /п(.гп). 
Предположим, кроме того, что существует такое подмножество 

gczRm (пространство состояний), что g может быть рекурсивно 
вычислена для любого множества значений х\, ♦.., хп по формулам 

E2~h2(x2, Ex)^g, 
Я3 = М*з> Д 2 ) е « \ 

En~hn(xn, Ещ^)&8 
g(xu . . . , xn) = En, 

где функции fej, . ♦., hn называются функциями перехода* 
Обозначим для любого г = 2, 3, ♦.., п через hi(xiy х(+\, , . м хп, Е} 

функцию, рекурсивно определенную равенствами 

Ei^hi(xu E), 
Е/+1 = Vi(*i+b Ei)\ 

En = kn(xn, En_i)\ 
7ii(xu xi+\, . . . , xa% E)=*En. 

Заметим, что Vi имеем 

Jti(xu . . . , xn, Е) = 7и+\(х1+и . . . , *n, ht(xh E))\ 

Рассмотрим тогда задачу (я), которую можно представить в виде 

F* = O p t / } ( z b /2(^2, .♦♦, хп)), 

М*2, ..., хп, h\(xy))ez&t. 

Отождествляя ж с ri, а у с (а:?, ... , #„)', мы можем применить 
в этой задаче результаты н. 2.3 (формулу (3)). Мы получим со
отношение 

F* = Opt{f1(x1,F2(h1(x1))}, 

где для любого E\^S величина F2(E\) есть оптимальное значение-
задачи 

F2(EX) = Opt J2(x2, . . . , хп), _ 
Тг2(х2, . . . , хп, B , ) s y , n2{tl} 
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Рассмотрим теперь задачу n?.(Ei) для фиксированного Е\. Эта 
задача сама но себе представляется в виде 

F2(£|)«Opt/2(x2 v /з(*з, . . . , хн))у 

й3(*з, •♦., хп% h2(x2, Ex))ezfft. 
Отождествляя х с Х2 и у с (х$, . . . , хп) и применяя результаты 

я» 2.3 (формулу (3)), получаем соотношение 
F2 (Д2)= Opt {/, (х8, F3(A2 (*8, i?,)))}, 

*где для любого Еъ^<5 величина F3(Z?2) есть оптимальное значение 
.задачи 

/гз(£,2) = Ор1/3(л:з я»), 
й3(*з Xn)^eFt. П*{Е2)' 

Продолжая таким образом, видим, что зпачопия Fi(Ei-i) (для 
2<Кп~ 1) могут быть для любого Ei-\^<§ определены равен
ством 

Fi (Ei^) = Opt {/i (хи Fi+, (hi (xu Ei-Ш (4) 

<& для i«»n — равенством 
FniEn-J^ Opt {/«(*«)}< (5) 

)где для любого i ( 2 ^ г ^ я ) через Л(/?) обозначено оптимальное 
-значение задачи 

Opt/,(x,, ж<+ь ..♦, я„), 
&*(#«, аг,+ ь ...f яя, E)ez&t. 

Тогда мы видим, что оказывается позможпьш по рекуррептпо-
«сти определить шаг за шагом функции F{ для i^n, n— 1, ..., 2, 
да затем, исходя из F%, определить оптимальное значение Т7* зада
чи (л). 

Уравпепие (Л) называется функциональным уравнением дина
мического программирования. 

Его решение но рекуррептпости, исходя из условий (5), при
водит к алгоритмической процедуре со следующими п шагами. 

А л г о р и т м 2 (процедура «с конца»). 
a) Инициализация (mar п): 
УЕ^ё* вычислить: Fn(E)~ Opt {fn(xn)} (если не суще-

хп 

'Ствует такого хп, что hn(xn, E)^&t, то Fn(E)=+oo для Opt — min, 
J?H(E)~—°° для Opt = max). 

b) Для i = rc — 1 , Ti — 2, ... , 2 последовательно вычислить 
(шаг /) 

^ (Е) = Opt {/< (хи Fi+1 {hi {xu E)))} V# <= Л 
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с) Шаг 1: 
Вычислить F* по формуле 

F* = Opl{f1(xl,F2(hL(x})))}> 
xi 

Этот алгоритм, представляющий собой по что иное, как вычис
ление по рекуррентности, осуществляемое в порядке убывания 
индексов переменных, называется процедурой «с конца» в про
тивоположность процедуре «с пачала», которая будет изложена 
в п. 2.8. 

Таким образом, как и в примере из н. 1,1, общая методология 
динамического программирования состоит в следующем: 

— вложить предложенную задачу в семейство задач: той же 
природы; 

— связать возвратным соотношением оптимальные значения 
этих задач; 

— решить полученное возвратное уравнепие (функциональное 
уравнение) для определения оптимума поставленной задачи. 

Так как число элементарных подзадач оптимизации (с одним 
перемсппым), подлежащих решению, растет как произведение 
пХр (где р — число состояний, которые должны рассматриваться 
на каждом этане), то алгоритм, подобный алгоритму 2, удается 
применять лишь в ситуациях, удовлстворяюгцик довольно жестким 
требованиям, например: 

— если множество Ж состояпий конечно и имеет достаточно 
малую мощность (тогда речь идет о динамическом программирова
нии с конечным числом состояний, см. п. 2.7); 

— если множество Ж есть подмножество К"\ содержащее бес
конечно много элементов (например, компактное подмножество в 
Rw), но т (размерность векторов состояния) достаточно мала, так 
что есть возможность приблизить функции Fi(E) на Е дискрети
зацией в конечном (и по возможности не слишком большом) число 
точек Е\ . . . , Ея. Тогда вычисление Ff(E) в других состояниях Е 
проводится с помощью линейной или полипомиалытой Интерпол я-
ции (по поводу детального обсуждения этих технических приемов 
в контексте динамического программирования см., например, [4], 
гл. 12). 

В других случаях для улучшения эффективности алгоритмов 
динамического программирования должны применяться специаль
ные приемы (см. § 3). 

2.5. Принцип оптимальности. Алгоритм 2, закоптюсть которого 
вытекает из теоремы оптимальности, может быть интерпретирован 
как построение оптимального решения задачи (я) с помощью оп
тимальных частпых решений. 

Таким образом, среди всех возможпых решений (хи хч.и . . . 
*•*, хп), осуществляющих переход из состояния Е (на шаге i — I) 
в подмпожество состояний <%t (на шаге п) (ипаче говоря, таких 
решений, что \{хи х{+и • •, *n, E)^&f), мы сохраняем только 
информацию об оптимальпом решении (со значением Fi(E)): все 
23 м. Мину 353 



остальные решепия оказываются, таким образом, «забытыми» в 
дальнейших шагах решения. 

Тогда полученное оптимальное решение согласуется с принци
пом оптимальности, который был сформулирован Р. Беллманом 
[2]: оптимальная политика обладает тем свойством, что, каковы бы 
ни были начальное состояние и начальное решение, оставшиеся 
решения должны образовывать оптимальную политику, отвечающую 
состоянию, возникающему в результате первого решепия. 

Этот принцип можно подытожить следующим образом: «Любое 
оптимальное решение может быть образовано только оптимальными 
частичными решепиями». 

Однако, как было замечено в [50] и [41], не всегда имеет место 
эквивалептность между принципом оптимальности и функциональ
ным уравнением динамического программирования (4). 

Действительно, условия, позволяющие установить справедли
вость уравнения (4) (особенно существенна гипотеза разложимо
сти функции стоимости, т. е. сепарабельность + монотонность, см. 
н. 2.1), недостаточны для установления принципа оптимальности. 

Пример, предложенный в [41], позволяет пояснить это обстоя
тельство. Рассмотрим граф на рис. 2, в котором ищется путь с ми
нимальной стоимостью между вершинами 1 и 4, причем стоимость 

Рис. 2. Пример оптимального реше
ния (путь {1, 3, 4}), не удовлетво
ряющего ни функциональному урав~ 
нению динамического программиро
вания, ни принципу оптимальности 
(лодпуть {1, 3} не является путем 
между 1 и 3 с минимальной стои

мостью) 

пути равна произведению чисел, связанных с каждой из дуг (L — 
положительная постоянная, которая выбирается достаточно боль
шой). Для этой функции стоимости выполнены предположения 
разделяемости и мопотонности, и при этом путь {1, 3, 4}, являю
щийся оптимальным (со стоимостью 0) между вершинами 1 и 4, 
содержит частичный иуть {1, 3), который не является оптимальным 
между вершинами 1 и 3. 

Чтобы удостовериться в справедливости принципа оптимально
сти, нужно ваменить условие монотонности в широком смысле, 
входящее в доказательство теоремы оптимальности (теорема 1 
п. 2.1), предположением строгой мопотонности. 

Мы будем говорить, что функция / строго разложима, если / 
разделяема в виде 

/(*, у)'—/Г(л% h(y)) 
и если /i — строго монотонная функции по своему второму аргу
менту, т. е. 

Vx: z\<Z2^(x, z\)<fi(x, z2), 
zx — z2 => /i (x, zi) = /, (x, z2). 
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Тогда можно показать [41], что если выполнено предположение 
строгой разложимости, то любое оптимальное решение удовлетво
ряет принципу оптимальности и соответствует поэтому решению 
функционального уравнения (4). 

Кроме того, можно показать, что при этих условиях алгоритм 2 
[(п. 2.4) позволяет определить все оптимальные решения рассмат
риваемой задачи (это все решения, дающие оптимальные значения 
величинам 1*\(Е)—решениям функционального уравнения). 

2.6. Примеры разложимых функций. Основной общий класс 
разложимых функций, используемый на практике, образован функ
циями вида 

f(xu .... хп) = и{*\)пкЫп.--и1п(хп)ч 

где П есть оператор композиции (это обозпачепие предполагает 
ассоциативность операции П, по это свойство не необходимо). 

Такие функции очевидным образом разделимы, и поэтому оста
ется проверить, что операция композиции □ удовлетворяет условию 
мопотонности. 

Изучим кратко пекоторые частпые случаи, паиболее часто встре
чающиеся в приложениях. 

a) Случай аддитивпых функций. 
Тогда О — сложепио вещественных чисел. Такие функции оче

видным образом разложимы и строго разложимы. 
b) Произведение неотрицательных вещественных функций. 
Тогда П — умножение вещественных чисел. В этом случае для 

установления свойства монотонности нужно предположить, что эле
ментарные функции, композиция которых дает функцию /, неотри
цательны. Для установления строгой мопотонности нужно исклю
чить элемепт 0, ипаче говоря, предположить, что все элементарные 
функции /{, ..., /„ строго положительны. Заметим, что случай про
изведения вещественных функций, которые все строго положитель
ны, немедленно сводится к аддитивной фупкщти, если от даппой 
фупкции взять логарифм (так как логарифм есть монотонно воз
растающая функция, то все равпо, что именно оптимизировать — 
функцию / или In (/))'. 

c) Минимум (соответственно максимум) п вещественных 
функций. 

В случае, если операция П — мипимум (соответственно макси
мум) двух вещественных чисел, наша функция / имеет вид 

/(хь ..., ^ ) = Opt{/i(^i); . . . ; }п(хп)} 
{где Opt = min или max), и можпо написать 

f(xu . . . , *n) = Opt{/i(*i); z}=*f(xu z) ■ . . 
с z = Opt{/2'(z2); . . . ; Ufa)}. 

Функция / ' удовлетворяет условию монотонности, так как 
z'>z"^f{xu z ' H O p t l A t o ) ; зЧ > Opt {/,(*!); z"}=1'{xu О -

Отсюда следует, что функция / разложима. Заметим, однако, 
что функция / ' пе является строго монотонной и, следовательно, 
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принцип оптимальности (см. п. 2.5) может не удовлетворяться 
всеми оптимальными решениями. 

З а м е ч а н и е . В дальнейшем в этой главе мы для упрощения 
изложения ограничимся оптимизацией разложимых функций ад
дитивного тина, т. е. таких, что 

1{хи *.., *»)= Л (* i )+ . . .+ /„(*«)'. 
Вследствие всего предыдущего обобщение на разложимые функ

ции вида 
М*1)а . . .п / Я (* п ) 

оказывается очевидным: для этого достаточно заменить сложение 
4- подходящей операцией композиции О. 

2.7. Динамическое программирование с конечным числом со
стоянии и поиск кратчайшего (или длиннейшего) пути в графе. 
Мы обобщим здесь построение, данное в п. 1.4. 

Рассмотрим случай, в котором множество состояний & имеет 
конечную мощность llfl—p. 

Кроме того, в соответствии с замечанием из п. 2.6, предполо
жим, что / имеет вид 

f{xu ..., aJn) = /i(xi) + . . . + /n'(«n). 

Тогда рассмотрим граф G = [X, U], множество вершил X и мно
жество дуг U которого строятся следующим образом. 

Множество X состоит из: 
a) особой вершины, которую мы обозначим / (начальная вер

шина) ; 
b) пр вершин, каждая из которых соответствует паре (/?, i)f 

где B e l ' H K i ^ n . 
Множество U содержит: 
a) множество дуг вида [/, (Z?, 1)], где E~h\(x\) для всех воз

можных значений х\ (иначе говоря, таких, что h\(x\)&e>). 
Дуге [/, (Е, 1)] приписывается длина, равная f\(x\); 
b) для iss»2, 3, ... , п м для любого Е<=%> — множество дуг ви

да [(Е, i— 1), (£ ' , i)], гдо E'~hi(xu E) для всех возможных зна
чений Xi (иначе говоря, таких, что ki(xu E)^ff). 

Дуге [(/?, i— 1), (/?', i)\ приписывается длина, равная /,(#,). 
Подмножество конечных вершин Xt образовано всеми верши

нами вида (Е, п) с E^S't (Ifi —множество конечных состояний). 
Заметим тогда, что: 
— любой путь между / и X, является решением задачи (т. е. 

удовлетворяет ограничениям g(z\, . , . , xn)^^t)\ 
— длина атого нути раина /t (xf) + . . . + fn(xn). 
Отсюда следует, что решение данной задачи динамического про

граммирования равносильно поиску кратчайшего (или длиннейше
го) пути между / и Xt в графе G. 

2.8. Второй алгоритм динамического программирования. Про
цедура «с начала». Можно использовать эквивалентность с задачей 
о кратчайшем (длиннейшем) пути, предложенную в предыдущем 
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пункте, и ввести с ее помощью второй алгоритм динамического 
программирования, в котором вычисления осуществляются иа этот 
раз в соответствии с порядком возрастания номеров переменных 
(отсюда и название процедуры: «с начала»). Как мы сейчас уви
дим, этот алгоритм отличается от алгоритма 2, по существу, толь
ко тем, что получается иа пего простым обращением порядка сле
дования переменных. 

Рассмотрим снова случай динамического программирования с 
конечным числом состояний и рассмотрим граф G из и. 2.7. 

Как и многие другие алгоритмы кратчайшего (длиннейшего) 
пути, следующий алгоритм является алгоритмом маркировки: каж
дой вершине тина (/£, I) сопоставляется число (метка) л(£, i). 

В конце (г—1)-го шага величина л(£\ £—1) явно представляет 
длину оптимального пути между начальной вершиной / и (/?, г — 
— 1). В начале i-ro шага имеем V/?; л (A1, j)=+oo (случай крат
чайшего пути) или л{Е, i )= — со (случай длиннейшего пути). 

Шаг i состоит в изменении этих меток, исходя из оптимальных 
значений л(/?, i—1), причем изменения происходят так, чтобы к 
концу шага i величина л(Е, V) представляла явным образОхМ длину 
кратчайшего (длиннейшего) пути, соединяющего начальную вер
шину с данной вершиной. 

А л г о р и т м 3 (процедура «с пачала»). 
a) Шаг £ = 1 : 
ЧЕ^& выполнять: л(£, 1) = +<» (случай Opt = mm)', 

л(&\ 1)—— °о (случай Opt— max). 
Затем для всех возможных значений х\ (т. е. таких х\, что 

h\{x\)^<$) определить E~h\(x\) и выполнить л(/?, 1)+- f\(x\). 
b) Для i = 2, 3, ... , п. 
Шаг i: 
Выполнять УЕев&: л (Я, i)=5S+°° (Opl = min), 

л(/?, i)--=—со (Opt = max). 
Для любого такого Е, что \п(Е, i— 1)1 <+<*>, и для всех воз

можных значений xt (т. е. таких хь что Е' = hi(xu Е)^8): 
— вычислить: Е'~hx(xu E); 
— выполнять: п(Е\ i)+-Qptin(E\ i); п(Е, г — 1)Н- /г >-
c) Вычислить F* с помоптыо формулы 

F*= Opt {л ( А » } . 
№ # , 

Если мы хотим получить пе только оптимальное значение F*, 
но и само оптимальное решение я*, то нужно определять для 
каждого i = l, ..., п и JMW каждого Е<^$ величины х{(Е), даю
щие значение переменною х(, позволяющие получить оптимальное 
значение п(Е, i). 

На шаге 1 положим х\(Е) = х\ (где E = h\(x\))4 а иа таге 
( 2 ^ 1 < и ) положим Xi(E) = Xi всякий раз, когда метка л(£", I) 
улучшается и заменяется па л(£, i— 1).+ /<(*0. 
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Это позволяет в копце алгоритма 3 получить явное оптимальное 
решение х* = {х*, . . . , я*) с помощью процедуры 

a) Е^Е*, где Е* удовлетворяет условию 
F* = Opt {я (Е, п)} = я (Е*, п); 

b) для г = гг, п — 1, ..♦, 1 последовательно выполнять 

Е+-Е\ где 2?' удовлетворяет условию 2? — hi(z*,E'). 
Напомним, что в некоторых случаях восстановление оптималь

ного решения х* может потребовать меньшего объема информации 
[(см. п. 1.2 и [20]). 

§ 3. Техника редукции вычислении в динамическом 
и рограммирова и и и 

Для задач, приводящих к пространству состояний очень боль
шой мощности (и, в частности, если число ограничений, т. е. раз* 
мерность пространства состояния, велико), развиты специальные 
технические приемы либо для уменьшения размерпости простран
ства состояпия, либо для удаления из вычислений существенной 
доли априори возможпых состояний. 

Среди наиболее интересных приемов можно указать: 
— технику мпожителей Лаграшка (лагранжево ослабление огра

ничений) (см. [2, 16]), оно будет изучено в п. 3.1; 
— использование в динамическом программировании методов 

разделения и оценки (см. гл. 7, § 2). См., например, [51, 54, 45, 
52]. Это будет предметом п. 3.2; 

— алгоритм А* (или алгоритм допустимого поиска), используе
мый для поиска кратчайших или длиннейших путей в графах боль
ших размерностей [24, 47, 35], приложения которого в области 
решепия задач искусственного иптеллекта весьма многочисленны 
(см., например, [34]). Его приложения к динамическому програм
мированию будут изучены в п. 3.3; 

— методы ослабления в пространстве состояний ([9, 10]), кото
рые будут предметом п. 3.4. 

ЗЛ. Метод множителей Лагранжа. Общий принцип носит совер
шенно классический характер и уже был детально изложен в гл. 5, 
6. Посмотрим кратко, как он может быть использован в задачах 
динамического программирования. Предположим, что мы хотим 
решить с помощью динамического программирования задачу вида 
(случай минимизации) 

g\xu . . . , * . ) « 0 , ( '' 
где g: l\n -*• It". 
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Таким образом, есть т нелинейных ограничений вида gi(xu .Л 
„.♦, Яп)<0 ( г = 1 , . . . , m)— если явно выписать все т компонент 
функции g. 

Если непосредственно применить к этой задаче динамическое 
программирование, то мы придем к рассмотрению пространства 
состояпий размерности т . Отсюда следует, что число состояний, 
вообще говоря, недопустимо велико, если т превосходит несколько 
единиц (см. п. 1.3)). 

Тогда рассматриваемая идея состоит в попытке заменить реше
ние задачи (/) ретением последовательности задач, содержащих 
намного меньшее число ограничений. 

Пусть 1\ <=■ {1, ... , т) — подмножество индексов ограничений, 
которые мы выбрали, чтобы их устрапить ( l / i l e m i ) t и h — мно
жество индексов оставшихся ограничений (l/oI=mo). С каждым 
ограничением i^I\ свяжем множитель Лагранжа ki^Q и рассмот
рим дуальную функцию и?(к), значение которой (при данном к) 
есть оптимальное решение задачи 

w (к) = min / (х) + S Ugi (z), 
i s J i ( / / ) 

ft(*)<0 Vi€=/0 

(X озпачает вектор размерности mi, компоненты которого суть h 
при ies/j) . 

Заметим, что целевая функция задачи (//) есть не что ипое, 
как фупкция Лагранжа, связанная с задачей 

/(or)-^min, 
gi(x)<0 V i e / , , 

X*BS, 

где множество S определяется равенством 
S = ix\gi{z)<Q, ViG/0} 

(см. гл. 5, § 2). 
Если мпожества 1\ и /о выбраны так, что задача (//) содержит 

лишь очепь пебольшое число ограничений, то тогда эта задача 
может быть решена средствами динамического программирования. 

При фиксированном А. обозначим через х(к) оптимальное ре
шение задачи (//). 

Если поставленная задача (/) допускает седловуто точку (этот 
случай имеет место, в частности, для выпуклых задач, но суще
ствуют и не выпуклые задачи, допускающие седловые точки (см. 
гл. 5, § 2)), то решение задачи (/) эквивалентно поиску седловой 
точки, т. е. решению дуальной задачи: 

w(X)->max, 
к^О ( } 

(см. гл. 6, § 2). 
Для оптимизации дуальной задачи можно использовать один из 

методов оптимизации без ограничений, описанных в гл. 4: метод 
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паискорейгаего спуска, сопряженного градиента или квазиныото-
новский метод—если дуальная функция w дифференцируема, ме
тод субградиента — если w не всюду дифференцируема. 

Решение задачи (/) сводится тогда к решению (с помощью 
динамического программирования) последовательности задач, для 
которых размерности связанных с ними пространств состояний 
очень малы. 

Заметим, что полезность метода, к счастью, но ограничена за
дачами, для которых седло как точка существует. Действительно, 
мы знаем (см. гл. б), что для произвольного фиксированного X 
вектор х(к) есть оптимальное решение задачи (называемой «воз
мущенной» задачей) 

/(x)-^min, 
gi(x)^gi{x(k)y V ^ / b (///) 
gi(x)<0 V j e / o . 

Но в окрестности оптимума дуальной функции ю значения 
gi(x(k)) (которые являются компонентами градиента или субгра
диента функции ш в точке А,, см. гл. G, и. 2.7), вообще говоря, 
близки к нулю. Это означает, что рассматриваемый метод совер
шенно естественно приводит к хорошим приближенным решениям 
рассматриваемой задачи (решениям, в которых ограничения удов
летворяются с точностью до е). Это свойство тем более интересно, 
что в многочисленных приложениях можно удовлетвориться вы
полнением некоторых ограничений с точностью до е. 

Заметим здесь, что выбор удаляемых ограничений (выбор иод-
мгожества / i) , вообще говоря, не безразличен с точки зрения ско
рости сходимости пли качества заключительного результата. Вслед
ствие всего сказанного выше мы можем использовать правило, 
состоящее в удалении в первую очередь ограничений, для которых 
не требуется точное выполнение. 

Наконец, для комбинаторных (целочисленных) задач типа (/) 
можно использовать оптимальное значение дуальной задачи (/') 
как оценочную функцию (миноранту) в методах разветвленного 
поиска (см. гл. 7). 

3.2. Комбинация динамического программирования с методами 
разделения и оценки (branch and bound). Динамическое програм
мирование приводит к алгоритмам, которые являются существенпо 
перечислительными. Как и алгоритмы перечислительного типа, 
описаппые в гл. 7, § 2 (методы разветвления с помощью разделе
ния и оценки), они могут быть, следовательно, существенно улуч-
птепы с использованием оценок снизу (минорант) в случае задач 
мипимизации или оценок сверху (мажорант) в случае задач мак
симизации. 

Возьмем случай, когда число состояний копечпо, и рассмотрим 
приложение алгоритма 3 (процедуры «с начала») к задаче вида 

f{x\, . . . , ^ ) = / 1 (^ 1 )+ . . . + /n(^n)-^min, 
g(xh ..., xn)^fftczRm. 
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Предположим, что: 
— известно некоторое решение х° этой задачи, например, ре

шение, получаемое хорошим приближенным (эвристическим) алго
ритмом; следовательно, значение f(xQ) является мажорантой (не
известного) оптимального значения /(#*); 

— для каждого i = l, . . . , п и для любого Е<^§ мы располагаем 
эффективным алгоритмом иолучепия оценки снизу (миноранты) 
оптимального зпачеиия h\(E) задачи 

U (ъ) + li+i (xi+\) + . . . + /«{хп) -*- min, 
Ht(xh xt+u ..., хп,Е)е2&Ё. 

Напомним (см. п. 2.4), что функция hi рекурсивно определяется 
равенствами 

Ei = h (xu E), 

/7,Ч1 = hi+\ (xi+\, Et), 

u\, = A„(sft1 £»_j), 

Мы обозначим через ev{E, i) значение этой оценки снизу (сле
довательно, ev{E, i)^Fi(E)), 

Рассмотрим тогда оптимальные метки я(/7, i), получаемые в 
конце каждого этапа — с номером i — в алгоритме 3, и предполо
жим, что для состояния Е^<% выполняется соотношение 

я(£, i)+ev(E, i + i)>l(x°), 
откуда следует, что 

п(Е, i) + Ft+1(E)>!(x°). 

Однако в связанном с рассматриваемой задачей графе G 
(и. 2.7) величина я{/7, г) представляет собой длину кратчайшего 
пути между начальной вершиной / и вершиной (Е, i)y a Fi+\(E) 
представляет собой длину кратчайшего пути между вершиной 
(£\ i) и множеством Xt конечных вершин. 

Предыдущее неравенство, таким образом, показывает, что лю
бой путь между / и Хи подчиняющийся требованию проходить 
через вершину (£\ I), имеет длину, большую f(z°), и, следователь
но, по может составлять оптимального решоштя задачи. 

Отсюда заключаем, что никакой оптимальный путь (никакое 
оптимальное решение) не будет отброшен, если мы удалим вер-
шипу (£*, г) из всех последующих рассмотрений (такая вершина 
будет называться «бездействующей»). 

Таким образом, рассматриваемый метод позволяет избежать в 
алгоритме 3 испытания большого числа вершин графа G и, тактш 
образом, решать задачи, для которых число состояний \&\*=р 
априори очень велико. 

Очевидно, что для достижения эффективной процедуры па каж-» 
дом шаге i нужно учитывать только вершипьт, которые действие 

361 



тсльпо могут встретиться в оптимальном решении (так называемые 
«активные» вершины), т. е. такие вершины (й, £), что 

я (Я, i) + ev(Et i + l ) « / ( * ° ) , 
Для этого мы используем структуру данных следующего типа, 
Активные вершины будут перенумерованы индексом к — 1, 

2, ..., К в порядке их появления при развертывании алгоритма. 
Активная вершина, соответствующая начальной вершине, получает 
номер 0. 

Пусть в данный момепт число порожденных к этому моменту 
актшшых вершил равно К. Каждому числу к (1*^/с<2£) сопо
ставляется следующая информация: 

— Etat(fe), ind(/c), обозначающие соответственно зпачение со
стояния и помер шага, связанные с активпой вершиной к. Иначе 
говоря, активная вершина с номером к соответствует вершипо 
[(Elut(&), ind(/c)) па графе G; 

— со (/с), представляющее собой метку вершины (Etat(/c), 
ind(A)) графа G, соответствующей активной вершипе с номером к; 

— указатель pred (к); kf = pred (к) представляет собой номер 
активной вершины, непосредственно предшествующей вершине к 
в оптимальном пути, соединяющем пачальную вершину / (актив
ную вершину с номером 0) с активпой вершиной к; 

— значение v(k) переменного (с индексом ind(&))\ дающее 
возможность перейти от активпой вершипы /c' = pred(fe) к актив
пой вершипе к (т. о. от состояния Etat(&') к состоянию Etat(ft)). 
Эта информация позволяет явно выразить соответствующее реше
ние для оптимального пути (длины (о(к)) между I (активпой вер-
шипой с номером 0) и активпой вершипой к. 

Тогда алгоритм 3 принимает следующую форму (случай мини
мизации) . 

А л г о р и т м 3' . 
a) f(x°) есть стоимость решения я0. 
# = 0. 
Шаг i = l : 
Для всех возможных значений переменного х\ выполнять: 

i n d ( t f ) - l , 

pred (K)+- 0, 
v(K)+-xxm 

b) t - i + i . 
Шаг i: 
Ы) Для всех^ активных вершин /с, удовлетворяющих условиям 

ind(&) = *— 1 и to(k)<+,<*>; 
Е = ЕЬаЬ{к). 
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Для всех возможных значении переменного х{ выполнять 
Я'-Л«(*«. Е). 

Выяснить, имеется ли среди вершин Z, уже порожденных на 
шаге i (т. е. таких вершан, что ind(J)«=j)t такая вершина h, что 

Etat(Jo)-E\ 

Если такая вершина k существует и если ю(Л) + /<(х«)<го'(й))\ 
то выполнять: _ __ 

&(1о).+- ®Щ+ fi\Zift 
pred(lo)+-k7 

Если такой вершины k нет, то тогда породить новую вершинуз 
К+-К+1, 

Etat{K)+-E\ 

© ( Я ) ^ ю (ft)+ /,(*)', 
ргеД(Я)4- ft, 

v{K)+-Xt. 

Ь2) Если г = /г, то перейти к с). Иначе: 
Для всех вершин ft, порожденных на шаге i '(т. е, таких, что 

ind(ft) — i), выполнять: 
£==Etat(ft)\ 

Вычислить еи (Е, i + 1). 
Если ®(k) + ev(E, i+ i)>f(xQ), то выполнять: e>(ft)«~+oo (та-» 

кая вершина является бездействующей и не должна рассматри-» 
ваться на шаге i+ 1). 

ЬЗ) Вернуться к Ь) (переход к следующему шагу), 
С) F* = +oo. 
Для всех активпых вершин ft, порожденных на шаге п (т. е« 

таких, что ind(k)~n)y выполнять: -* 
Е~ЕШ(к). 

Если Б е ^ и если <o\k)<F*, то 
F* - © (А), 
к*+~к. 

В конце алгоритма 3' можно легко восстановить оптимальное 
решение #* с помощью следующей процедуры: 

к - ft*. 
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Для i = п, /г — 1, ... , 1 последовательно выполнять: 
Х{ — г; (А*), 

/с ч- pred (A). 

Этот алгоритм, который применялся ко многим задачам (см., 
панримср, [54, 32, 33, 42]), вообще говоря, проявил себя па прак
тике очень эффективно. Морен и Марстен [45] сообщают, что для 
задач типа «рюкзака» по сравнению с классическими алгоритмами 
динамического программирования имело место улучшение в 10* раз 
по объему памяти и в 10* раз по времени вычислений. 

В заключение сообщим, что основная идея, представленная в 
этом разделе, допускает многочисленные варианты: удаление без
действующих вершин (т. е. не входящих в оптимальное решение) 
может осуществляться и с помощью других тестов — не только та
ких, которые основаны па оценке снизу; можно применить тесты 
реализуемости, использовать различные необходимые условия оп
тимальности и т. д. 

З а м е ч а н и е 1. Храпение информации вида Etat (А) для всех 
активных вершин к может потребовать значительного объема па
мяти, особенно если вектор состояния имеет сколько-нибудь зна
чительную размерность. 13ообтце говоря, можно избежать храпения 
этой информации, так как для определения состояния, связанного 
с активпой вершиной А, достаточно знать последовательность при
нятых решений, которые позволили достичь этой вершины, иначе 
говоря, знать зпачеиия переменных. По эти последние сразу полу
чаются исходя из информации о pred(-) и v(-) с помощью дей
ствий 

г - А , 
/ = in(](A), 

для / = £, i — 1 , . . . , 1 последовательно выполнять: 
x3 = v(l), 
Z - pred (I). 

\л З а м е ч а н и е 2. Можно разными способами определять оцеп-
ки снизу. Если поставленная задача является задачей целочислен
ного лилейного программирования, то в качестве оценки снизу 
MOW;но использовать значение непрерывного оптимального реше
ния. получаемого симплексным алгоритмом (см. гл. 2). 

Очень часто используемый в последнее время в литературе 
(и, вообще говоря, более эффективный) метод состоит в лагранже-
вом ослаблении и (приближенном) решении двойственной (к ос
лаблению) задачи с помощью алгоритма субградиента (см. гл. 4, 
§ 3, гл. 6 и п. 3.1 настоящей главы). 

Другой технический прием, который был с успехом применен 
при решении некоторых комбинаторных задач (см. [9, 101),— это 
ослабление в пространство состояпий; ему посвящеп п. 3.4 ниже. 
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3.3, Алгоритмы допустимого дометь Алгоритм Л*# Алгоритмы 
допустимого поиска (udtuissible search algorithms) были развиты 
в области искусственного интеллекта, где очень многие задачи (иг
ры, автоматическая демонстрация, общие программы решения за
дач) могут рассматриваться как поиск оптимальных путей в гра
фах слишком больших размерностей (см. [48, 47]). 

Вообще говоря, эти графы описываются неявно следующим 
образом: 

— начальная вершина 0 дана; 
— для любой вершины s (в частности, для s = 0) мы умеем 

автоматически порождать множество Г(s) всех вершин, следующих 
га s, т. е. множество таких вершин s\ что (s, $') есть дуга рас
сматриваемого графа (предполагается, что Г (я) имеет конечную 
мощность для любого s. Такой граф называется тогда локально ко-
печным, но он может очевидным образом содержать бесконечно 
много дуг и вершил). 

С другой стороны, предполагается, что для каждого s ' e F ( s ) 
мы умеем вычислять длину /(s, s') дуги (.«?, s'). 

Пусть дано подмножество Т вершин, которое тоже определено 
неявно (это множество конечных вершин или «целей»); мы хотим 
определить кратчайший путь между 0 и Т. 

Основная идея метода состоит в том, что нет необходимости 
явно описывать весь граф, чтобы определить оптимальный путь. 

Предположим, что для любой вершины я у пас есть возмож
ность вычислить величину ф («?), являющуюся приближением сни
зу (минорантой) длины ф*($) кратчайшего пути между s и под
множеством вершипы Г. 

В следующем алгоритме, который можно рассматривать как 
обобщение алгоритма Мура — Дийкстра (см. [40, 13]), последова
тельно таг за шагом строится такое подмножество вершин S, что 
для любого s^S уже оиределеп кратчайший путь между 0 и s 
и его длипа n(s). На каждом шаге мы присоединяем к S такую 
вершину $, что величина 

Ф(*) = я(в) + Ф(*) 
минимальна (среди всех вершин $&S). 

Следовательно, алгоритм завершает работу, когда одна из вер-
тин, входящих в Т, отбирается (на шаге Ь)), чтобы быть вклю
ченной в множество S. 

А л г о р и т м 4. (Алгоритм Л*.) 
"■ а) 5 - 0 , Л'-Ю), 
£ л(0) = 0, 

ф(0) = я(0)+ф(0). 
Ь) Определить такую вершину s e 5 , что 

\j)(s) = min{\Jj(s')}. 

Выполнить: S +- S + is} и S ■+- S — W. 



Если s €= Т, то закончить: найден некоторый кратчайший путь 
между 0 и множеством Т. 

Иначе: 
Для всех вершип s' €= T(s). 
Если s' &SUS, то вычислить <р($') и выполнять: 

n(s')+- n(s)+l(s, $'), 
pred ($')+- s. 

Если s'&SUS и если n(s)+l{s, «') + ф ( 0 ! < г К О » 
то выполнять: 

*(*')--*(*)+*(*. 0 + Ф ( 0 \ 

pred(s') -*- 5. 
Если $' е 5, то 

S^S+is'L 
с) Вернуться к Ь). 

Тогда можно доказать следующие свойства ([24, 47, 351): 
— если существует оптимальный путь конечной мощпости меж-* 

ду 0 и 7\ то алгоритм 4 позволяет получить такой путь аа конеч
ное число тагов; 

— если оценка <p(s) в ТОЧНОСТИ равна длине cp*(s)' кратчайшего 
пути между s и 7\ то все вершины $, выбираемые на таге Ь), 
являются вершинами, принадлежащими оптимальному пути между 
О и Г. Число вершпп, встречающихся тогда явным образом в ал-* 
горптме, крайне ограничено; 

— если Ф(А')<Ф*(Я), ТО число вершин, встречающихся в алго
ритме явным образом, тем меньше, чем меньше разность ф*($) — 
- Ф ( * ) ; 

— если функция ф удовлетворяет, кроме того, условию, назы
ваемому условием состоятельности: 

ф(')<**(*» 0 + ф ( 0 Ys, Vs' 
г'(где /*($, s') обозначает длину кратчайшего пути между вершина
ми s и s'), то любая вершина, выбранная в Ь) на пекотором шаге 
для того, чтобы быть включеппой в S, пе может быть удалена из S 
на более позднем шаге. 

Заметим, с другой сторопы, что можно применить алгоритм 4, 
беря в качестве ф просто хорошую аппроксимацию для ф*($) 
(вместо приближения спизу). При этих условиях оптимальность 
полученного решения больше не гарантируется, но, вообще говоря» 
получаются хорошие приближенные решения, 
300 



Применение алгоритма 4 к графу G, связанному с задачей ди
намического программирования (см. п. 2.7), совершенно очевидпо; 
множество T(s) вершин, следующих за вершиной s*=(Ey j), опре
деляется на самом деле как множество вершин вида s'e(2?', i+, 
+ 1), где Е' = hi+\{xi+\, E) для всех возможных значений Xi+u 
С другой стороны, для данной вершипы s«(Z?, i) возьмем <p(s)! 
равной величине ev(E, i + 1 ) , являющейся оценкой с недостатком 
оптимального решения Fi+\(E) задачи 

f^i(xi+i) + .^ + fn(xn)^mm, ' 
h+i(xi+u . . . , *■• E)^&t : я<+1( '" 

[(см. п. 3.2). 
Приведенные выше различпьте свойства показывают, что алго

ритм 4 может представлять собой очень эффективный метод ре
шения для задач динамического программирования больших раз
мерностей. Этот метод близок методу, описанному в п. 3.2, в том 
смысле, что он также использует оценку спизу, но следует заме
тить, что его эффективность не зависит от знания априори хоро
шего приближенного решения задачи, и в этом его главное преиму
щество. 

Для получения оценок спизу можно воспользоваться замечани
ем 2 п. 3.2. 

3.4. Методы ослабления в пространстве состояний. Рассмотрим 
задачу вида 

F*=~mmf(xu . . . , хп)9 

g'{xu...,Xn)&Vt = nm
9

 ( ' 

где f{xu *.., я») e / i f a i ) '+♦ . .+ /»'(#») и где g определена набором 
функций перехода Ai, ... , hn с помощью равенств 

Е\~?ц(х\), 
E2~*h2(x2, Е{), 

En = hn(xn, #«-i), 
g(xu •♦., xn)=En, 

где 
fci: R-*ar, 

h2: НХ<Г-*<Г, 

hn: ЪХЯ + ёГ. 

Здесь ffczR™ есть множество состояний (имеющее по предпо
ложению конечную мощность), а <§ t — множество конечпых со
стояний. 

Предположим, что мощность пространства состояпий $ слиш
ком велика для того, чтобы допустить непосредственное примене-
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вие алгоритма динамического программирования (алгоритма 2 
и. 2.4). 

Идея методов ослабления в пространстве состояний заключает
ся в преобразовании данной задачи на другом пространстве со
стояний *?, являющемся образом <S при отображении <р (причем 
Ф выбирается так, чтобы мощность % была много меньше мощно
сти <£f), и решении задачи-«образа»: 

F*=*minf(zu . . . , Яп)у 
g(xu ...» xn)^§t, 

где g = Ф°g, a Si = Ф ( £ \ ) . 
При некоторых условиях на отображение ф (мы их укажем 

явно ниже) задача (V) может быть решена с помощью динами
ческого программирования на пространстве состояний мпого мень
шей мощности. 

Отметим сразу же два следующих свойства. 
i) Любое решение задачи (IV) есть также решепие задачи (V)' 

(по, вообще говоря, решения задачи (V) могут пе быть решениями 
задачи (IV)), и вследствие этого имеем F**^F*. 

2) Если £* — оптимальное решепие задачи (V), удовлетворяю
щее ограничениям задачи (IV), то Ж* является также оптимальным 
решением задачи (IV) (в этом случае имеем ff*==F*). 

Задача (V) называется ослаблением задачи (IV). 
Свойство 2) показывает, что (при хорошо подобранной функции 

ф) можно получить оптимальное решение исходной задачи, решая 
ослабленную задачу. С другой стороны, даже если это пе так, 
свойство 1) показывает, что решение ослабленной задачи позволя
ет получить миноранту искомого оптимального решения. 

Эта информация может быть использована тогда в качестве 
оценки снизу: 

— в методах разветвления с помощью разделения п оценки 
'(гл. 7); 

— в алгоритмах динамического программирования, описанных 
в пи. 3.2 и 3.3. 

Чтобы иметь возможность решить ослабленную задачу с по
мощью динамического программирования, нужно пайти пекоторов 
представление с помощью функций перехода на множестве г!\ 

Для этого достаточно, например, чтобы функция ф обладала 
следующим свойством: 

Vi\2<i<n)\ Vxt 
E^S, E'^%, ф(Я) = Ф ( £ ' ) ^ ф [ М ^ Я)']вФ№*(**, &)1 

Из этого свойства следует существование функций перехода Ти* 
определенных на R X ^ и таких, что 

ф[й<(*ъ Е)]**%\ХЦ уЩ}. 
Ш 



Тогда функция g=:(pog может быть рекурсивно определена 
соотношениями 

E2 = h(x2i Ex), 

Q\Xl) • • •> %n)==-&ni 

и ослабленная задача (V) может быть решена средствами динами
ческого программирования на прострапстве состояний $ меньшей 
мощности — с помощью, например, алгоритма 2 ы. 2.4 или алгорит
ма 3 п. 2.8. 

Методы ослабления в пространстве состояний могут быть с 
успехом применены для решения некоторых комбинаторных задач, 
таких, как задачи прокладывания пути при наличии ограничений 
в графах, задачи коммивояжера при наличии ограничений (см. 
п. 4.3 и [9, 10]). 

Заметим также, что алгоритмы, осповаппые на представлении 
задач целочисленного программирования с помощью конечных 
групп (см. гл. 7, § 4), могут рассматриваться как примеры ослаб
ления в пространстве состояний в динамическом программирова
нии, где используемые отображения <р суть гомоморфизмы групп. 

§ 4. Примеры приложения динамического программирования 

Мы приведем пиже некоторые из наиболее характерных при
меров приложения динамического программирования, выявляя в 
каждом случае используемое представление с помощью простран
ства состояний и функции перехода и выписывая связаппое с этим 
возвратное уравнение. 

4.1. Оптимизация динамических систем. Речь идет об оптими
зации систем, эволюция которых с течением времени управляется 
уравнением состояпия и поведение которых может изменяться по
средством переменных управления. Эта задача возникает во многих 
областях (планирование в экономике, оптимальное управление в 
автоматических системах и т. д.) и связана с большим количеством 
приложений. 

Общая модель, соответствующая атому типу задач, формально 
совпадает с моделью, введенной в п. 2.4, и мы удовлетворимся 
поэтому тем, что дадим ее интерпретацию на языке теории систем. 

Предположим, что изучаемая система может быть в каждый 
момент времени I охарактеризовала задапием m-мерпого вектора 
состояния Е (например, если мы хотим управлять траекторией 
некоторого движущегося тела в пространстве, то состояние систе
мы в каждый момент времени t будет определсыо, если известпа 
пара положение — скорость). 

Предположим, с другой стороны, что можно воздействовать на 
систему только в определенные моменты времени t0, t\, -.., tn 
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посредством переменных (или векторов) управления хи . . . , хп 
(например, в случае пространственного транспортного средства 
компоненты вектора управления в некоторый данный момент мо
гут соответствовать усилиям различных реактивных двигателей, 
влияющих на положение транспортного средства). 

Поведепие системы определяется тогда заданием функций пе
рехода /и, •.., йп, где для любого i = 1, . . . , п величина 

hi(xu Ei-t) 

дает состояние Eiy в котором оказывается система в момент вре
мени Z, исходя из состояния Ei~\ в момент времени U-\ в резуль
тате применения значения xt переменного (или вектора) управ
ления хи 

С другой стороны, каждому управлению хи осуществленному 
в момент времени U-u когда система находилась в состоянии Е^и 
соответствует стоимость с{(хи Е^\) (например, в случае простран
ственного трапсиортного средства с{(хи Е{-\) может быть количе
ством топлива, израсходованного между моментами времени £<_! 
и tu если управление х\ применяется в момент времени ft-i). 

Исходя из состояпия Ео в момепт времени t0, мы хотим при
вести систему в подмножество состояний &\ (мишепь) в момент 
времени tn, минимизируя при этом полпую стоимость. 

Для данного множества управлений х\, . . . , хп конечное со
стояние системы g{x\y ..., хп) определяется системой равенств 

Ei = hi(xu Е0), 
E2 = h2(x2, E{)y 

En = hn{xnf Еп-\), 
g(z\, •••> хп)*=Еп, 

и соответствующая полная стоимость равна f(x\y . . . , хп), опреде
ленной соотношением 

f(xu . . . , zn) = ci(xu E0)+c2(x2, Ex)+... + cn(xn, Еп-{)\ 

Такая фупкция очевидным образом разложима (см. п. 2.6)", что 
позволяет применить к задаче 

F* = minf(xu ..., хп)у 

g{x\, . . . , xn)^St 

алгоритм динамического программирования. 
Тогда возвратное уравнение динамического программирования 

ваписывается в виде 

Fn{E) = min {cn{xmE)} YE; 
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далее, для 1 «£ i «S л - 1, 
Fi(E) = min {a (xif E) + Fi+1 (hi (xh Щ VE, 

ч 
F* = F1(E0). 

4.2. Кратчайший путь в графе. Пусть G = [X, U] — некоторый 
ориентированный конечный граф, где X—множество его вершин 
•(\Х\ e JV) , а U — множество его дуг (|Е71 = Л/). 

Любой дуге w = (i, / ) e [ / сопоставим ее длину Ztt = Z(r, 7). 
Задача состоит тогда в определении пути мипималышй длины 

между данной начальной вершиной 0 и заданным подмножеством 
вершин Т^Х (множество конечных вершин). Заметим, что Т мо
жет сводиться к единственной вершило. 

Если граф G является секвенциальным графом (или, более об
щим образом, графом без замкнутых путей), то можпо применить 
алгоритм п. 2.8: в этом случае каждой вершине графа G соответ
ствует пара (состояние, шаг), и состояния, связанные с шагом г, 
суть вершины к графа G, для которых кратчайший путь (по числу 
дуг) между 0 и к содержит в точности г дуг. 

Если граф G содержит замкнутые пути, то нужпо использовать 
несколько другое представление состояния. Предположим, что в 
графе G пет замкнутых путей отрицательной длины (это условие 
необходимо для существования кратчайшего пути, см» [22], гл. 2). 

В этом случае необходимо существует элементарпый оптималь
ный путь, т. е. не содержащий замкнутых путей. Такой путь со
стоит из не более чем N — 1 дуг. 

Для каждой нары (к, i), где к&Х и Ki<N — i, обозначим 
через Fi{k) длину кратчайшего пути между к и 7\ содержащего 
в точности г дуг. Если Г (к) обозначает множество вершин к', сле
дующих за к в G (т. е. таких вершин, что (к, к') есть дуга в (?)', 
то возвратное соотношение между Р\(к) записывается в виде 

J\+1(ft) = min {Z( fc ,* ' )+W)} VfceX, 
ft'G=r<A) 

F,(A-)= min {l {к, к')} V f t e X , 
*'еПй>ПТ 

F1'(A)«+oof если Г( /с) 'ПГ-0 . 
Тогда длппа кратчайшего пути между 0 и Г равпа 

min {Fi(0)}. 
i—1 N—i 

Алгоритм динамического программирования, из которого выте
кают вышеприведенные возвратные ураипения (паэываемый также 
алгоритмом Веллмана — Калаба), состоит из N—1 шага, и с каж
дым шагом связаны N состояний, каждое из которых соответствует 
некоторой вершине графа С 

Заметим, что этот алгоритм позволяет решить не только по
ставленную задачу, по и все задачи о кратчайшем пути с ограни
чениями мощности типа: найти кратчайший путь между 0 и Г, 
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содержащий пе более р дуг (l^p^N — 1). Действительно, опти
мальное значение этой задачи определяется равенством 

min {*'4(0)}. 
* = 1 V 

Если мы хотим восстановить явным образом оптимальпые пути, 
то, как в п. 1.2, можно использовать таблицу, дающую для каждой 
вершины к номер вершины к\ следующей за & в оптимальном 
пути от к до Т. 

4.3. Задачи о гамильтоновмх циклах минимальной длины. Как 
и в и. 4.2, рассмотрим ориентированный граф G = [X, £/], в кото
ром каждая дуга м = (г, /) снабжена длиной 1{ц / ) . 

Гамилътопов цикл есть замкнутый путь, который проходит че
рез каждую вершину графа один и только один рал. 

Речь идет тогда об определении гамильтонова цикла, полная 
длипа которого минимальна. Эта задача, известная, вообще говоря, 
под названием задачи коммивояжера (здесь мы занимаемся ориен-
тированпым случаем), является предметом обильной литературы 
(см., например, [22], гл. 8). 

Посмотрим: здесь, как эту задачу можно — по крайней мере 
формально — решить с помощью динамического программирования. 

Выберем произвольным образом какую-пибудь из вершин — 
скажем, верншпу t — в качестве отправной точки путешествия и 
для любого подмножества вершин S<=A\ содержащего t, обозна
чим через F(S, k) длину кратчайшего пути с началом к (k^S) 
и концом t, проходящего один и только один раз через все вер
шины S (по договоренности F(S, &)*=+<», если такой путь пе су
ществует). 

Тогда можпо написать возвратное соотношение 
/ < W 0 = ™n {l(KV) + F{S-{k}tk')}t 

h'f=iXk)C\S 
*({/>, 0 = 0, (6) 
F({t},k)=+oo Укфи 

Мы видим, что для любого подмпожества 5 мощности р значе-
пия F(S, к) могут быть определены, исходя из значений F(S\ к') 
для всех подмножеств 5' мощности р— 1. Оптимальное значение 
поставленной задачи равно min {l(t, к') 4- F(X, к')}. Следова-

ft'el'(*) 
тельпо, процесс решения этой задачи с помощью динамического 
программирования состоит из N шагов (где N — число вершин 
графа), и на каждом шаге i множество состояний соответствует 
всем парам (5, к), где S — подмножество X, содержащее t и имею
щее мощность г, причем k^S. 

Число состояний растет поэтому эксиопепциальпо (как функ
ция от размера задачи — числа вершин в графе), и в этом — ири-
чипа, по которой рассматриваемая задача, вообще говоря, не может 
быть решена непосредственно с помощью уравнения (6). 

Следовательно, мы применим одип из технических приемов 
сокращения вычислений, обсуждавшихся в § 3. Например, в [10] 
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предложено использовать метод ослабления в пространстве состоя
ний (п. 3.4) для решения задач коммивояжера с дополнительными 
ограничениями. Принцип этого применения состоит в следующем. 

Рассмотрим новое пространство состоянии, являющееся образом 
дредзядущего пространства при отображении ср, заданном формулой 

q>(Sf k)«(lS1, Л>. 
Таким образом, па каждом шаге i все состояния вида (S, /с), 

где S^X, i 5 ! = i и fteS, t^ 5, имеют в качестве образа един
ственное состояние, обозначаемое (i\ к). Таким образом, новое 
пространство состояний содержит только N—1 состояний па каж
дом шаге г ( K K J V ) . Следовательно, ослабленная задача может 
быть эффективно решена средствами дипампческого программиро
вания, причем соответствующее возвратное уравнение имеет вид 

F(i,k)= nun {ИМО + ^ — М')}» 
ft'eiXfc) (7) 

Jp(l ff)==O l F(l9k)*= + oo Чкфи 
Величины F(i, к) можно интерпретировать следующим обра

зом: F{i, к) представляет собой длину кратчайшего пути с началом 
в к и концом в £ и содержит в точности г—1 дуг. Оптимальное 
значение ослабленной задачи, равное F(N+i, t), является оценкой 
снизу для длипьт оптимального гамильтопова цикла. Эта оценка 
снизу может быть использована в процедуре типа «разделения и 
оценки» (см. гл. 7) для точного решения исходной задачи. 

4/i. Задачи спаривания, разбиения и покрытия пшсргрпфа ин
тервалами. Если стандартный алгоритм динамического программи
рования часто не может быть применен для непосредственного 
решения этих задач, то, тем не менее, существуют случаи, когда 
можпо добиться результата с помощью более эффективного метода 
решения. Сейчас мы приведем пример. 

Задача о спаривании гиперграфа может быть сформулирована 
в полной общности как задача оптимизации с целочисленными 
перемсппьши (0 ИЛИ 1) следующего вида: 

сх = 2 Cj#j->maxt ' • 

Ах<19 

£ j ~ 0 или 1, /~1> ..., п, 
где А — (я«)—• яг X n-матоица с коэффициентами 0 или 1, i есть 
m-вектор, все компоненты которого равны 1. Задача о спаривании 
графа есть частный случай задачи (PC), в котором матрица А есть 
матрица инцидептностей между вершинами и дугами в неориенти
рованном графе (т. е. содержит в каждом столбце в точности две 
единицы). 

Заметим, с другой сторопы, что зта задача является также ча
стным случаем задачи о многомерном рюкзаке (п. 1.3) и, следова
тельно, может быть решена средствами динамического программи-
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ровапия, исходя из возвратного уравнепия, установленного в п. 1.3 
.(так как мощность пространства состояний растет как 2m

t где 
т — число ограничений, то нужно, вообще говоря, использовать 
какой-нибудь из технических приемов сокращения вычислений» 
изложенных в § 3). 

Мы изучим здесь частный случай задачи (PC), в котором мат* 
рица А обладает тем свойством, что в каждой строке ненулевые 
элемепты (следовательно, слемепты «1») идут друг за другом. 

Пример. 

А = 

"О 1111100-
110 0 0 0 0 0 
0 0 1110 0 0 
0 0 0 11110 
0 0 0 0 1111 
0 0 110 0 0 0 

Эти матрицы встречаются при постановке таких задач, как 
определение воздушпого флота, требуемого для реализации данного 
множества полетов с минимальной стоимостью (см. [22J, гл. 5» 
упражнения 23 и 29). 

Предположим, конечно, что матрица А пе является приводимой 
(т. е. не разбивается па блоки) и что все столбцы содержат по 
крайней мере один иепулевой элемент. 

Как мы сейчас увидим, в этом случае динамическое програм
мирование приводит к эффективному алгоритму для решепия зада
чи (PC). 

Для любого Z = l , 2, ... , т обозначим через /f множества 
{/la/j—D (следовательно, Л — подмножество номеров столбцов, со
держащих ненулевой элемент в строке с номером /) . 

Можно доказать следующий результат. 
Л е м м а 1. Если для двух строк Ink имеем /i<=/ft, то огра

ничение I является избыточным и может быть исключено иэ 
задачи. 

Благодаря этому результату можпо всегда ограничиться слу
чаем такой матрицы Л, что: 

— в каждой строке ненулевые элементы идут друг за другом; 
— для двух произвольных разных строк к и I имеем Л # Л 

и / А ^ //. 
В предыдущем примере лемма 1 позволяет устрапить строки 3 

и 6. Остается матрица 

Л' = [0 1 1 1 1 1 0 0-1 
1 1 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 1 1 1 1 0 Г 
0 0 0 0 1 1 1 1J 

Расположим теперь строки матрицы Л' в порядке возрастания 
померов их первых ненулевых элементов, В нашем примере полу* 
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чаем (переставляя строки 1 и 2)'; 

А" = 
1 1 0 0 0 0 0 On 
0 1 1 1 1 1 0 0 
0 0 0 11110 
0 0 0 0 1111 

Матрица в форме А" будет называться матрицей в канониче
ской форме. 

Заметим, что если матрица А имеет каноническую форму, то А 
обладает также тем свойством, что пе только в каждой строке, по 
и в каждом столбце пенулевые элементы идут друг за другом. 
Тогда матрица А является матрицей инцидентности между верши
нами и дугами для гиперграфа интервалов (см. [22], гл. 1), и за
дача (PC) является задачей спаривания на гиперграфе интервалов. 

Для любого А: = 1, 2, . . . , т рассмотрим следующее семейство 
задач: 

Ffc(0) = m a x 2 *№* 
п 
2 ДгЛ' < U * = 1( . . ., U Pk (0) 
6 = 1 

* , « 0 V/€s/»UJfc+iU...U/«f 

и для каждого I e Jk: 
i 

Fk (I) = max 2 CjXh 

г 
2 atfC}< 1, I = 1,; ...xkM (Pk(I)) 

Xi — 0 или 1, / — 1, . . . , I — 1, 

Как пепосредствеппое следствие определения величин /*V(Z) и 
Ffc(0) получаем возвратное соотношение 

F / t + l (0) -max/F f e (0) ; шах {Fh(l)}\ 

и Vjje /ft+i получаем 

Отсюда можно пемедлепно вывести следующий алгоритм реше
ния задачи (PC) (см. [21]). 

А л г о р и т м 5. (Решение задачи спаривания для гиперграфа 
интервалов.), 
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a) Инициализация. 
Положить /о^О. 
V / e / j выполнять: f(j) = cs 
k = i. 

b) Шаг ft: 
Вычислить h= max {/(/)}. 

Выполнять: /о ■*- max {/0, А) 
V/ е= /й + | - Jh выполнять: /(/) -•-<?,+ /0. 

Пока ft < m, выполнять ft ■<- ft+ 1 и вернуться к Ъ). 
c) Вычислить F* = max //0, max {/(;)}!. 

Конец. 

Следовательно, этот алгоритм динамического программирования 
содержит т шагов (т — число строк в матрице Л), и каждый шаг 
требует изучения 1Л1 + 1 состояний. 

Доказано (см. [21]), что его сложность есть О(п), т. е. необхо
димое для его работы число элементарпых операций (сложений, 
сравнений) пропорционально п (числу переменных в задаче). Сле
довательно, этот алгоритм оптимален в смысле теории сложности 
(см. [19]). 

Во всех тех случаях, когда матрица А есть матрица инцидент
ности некоторого ги и орграфа интервалов, можно аналогичным об
разом построить основанные на динамическом программировании 
алгоритмы для решения эффективным образом так называемой за
дачи разбиения 

сх -*• rnin, 
Ax-l (PP) 

Х) = 0 ИЛИ 1 , ] — 1 , . ♦ . , И, 

а также задачи покрытия 
сх -*- min, 
Ах>\ч (PR) 

:rj = 0 ила 1, / « 1 , ..,, п. 
За подробностями мы отсылаем к [21]. 
4.5. Динамическое программирование и стохастические системы: 

приложение к фильтрации марковеких процессов. Динамическое 
программирование является также полезным инструментом изуче
ния некоторых стохастических систем, в частпости марковских си
стем, существенное свойство которых состоит в том, что в каждый 
момент времени t вся информация, касающаяся прошлого поведе
ния системы, может быть заменена заданием вектора состояния» 

Мы ограничимся здесь приведением примера, приложения ко
торого к теории сигнала и в телекоммуникации особенно важны: 
это задача фильтрации марковского процесса (состояния и время 
дискретны), наблюдаемого в шуме без памяти. За более углублен
ным изложением мы отсылаем к [25, 26]. 
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Рассмотрим процесс, определенный следующим образом. 
В каждый момент времени ft процесс может находиться в со

стоянии Eh — любом из конечного множества состояний 8 =» 
*={1, . ♦., т) (следовательно, т — число состояний процесса). 

Если этот процесс развертывается на промежутке времени 0, 1, 
2, ..., К, то реализация этого процесса есть последовательность 
состояний Я = (£0, #i, .. . , ЕК), гдо Е0 — начальное состояние 
(в момент времени 0), а Ек — конечное состояние (в конечный 
момент К). 

С другой стороны, наш процесс является марковским, т. е. ве
роятность перехода из состояния Eh в момент времени ft в состоя
ние /?ft+i в момент времени ft+1 зависит только от состояния Ek: 
она не зависит от предшествующих состояний Е0, Ей • • •> #А-Ь ЧТО 
выражается равенством 

Р{Еш\Е0у Еи . . . , Ek)=PlEh+{lEj. 
Переход из состояния Eh в момент времени к к состоянию Ек+\ 

в момент времени ft + 1 называется (марковским) переходом. Та
кой переход (Eft, Eh±{) в момепт времени ft будет обозначаться хк. 
Множество переходов X будет тогда множеством пар (й, Ег) с 
£€=#, Е'^8. 

Следовательно, марковский процесс с т состояниями полностью 
определяется заданием тХт=*т2 вероятностей перехода 

P{EM\Eh)=P{xk} 
(если переход не разрешен, то соответствующая вероятность рав
на нулю). 

(Важное замечание: если вероятности перехода не меняются с 
течением времени, то говорят, что рассматриваемый процесс — ста
ционарный. По все последующее может быть применено также и 
к общему случаю нестационарных процессов.) 

Немедленное следствие предыдущего определения состоит в том, 
что априорная вероятность последовательности состояний Е =» 
«=(/?о, Еи . . . , ЕК)Ч соответствующей последовательности переходов 
X=*(XQ, xu . . . , £fr-i), равна 

P{E}^P{x}^I[P{xk}===fip{Ek^\Ek}. 

Марковские процессы составляют общую модель, хорошо при
способленную к весьма многочисленным приложениям. Можно 
указать: 

— теорию сигнала; 
— кодирование и фильтрацию числовых сигналов; 
— анализ текстов и распознавание букв. 
При передаче сигнала, например, последовательность состояний 

Е = (Е0, Ей . . . , Ек) — или, что то же, последовательность перехо
дов х = (хо, хи •.., хк-\) — может рассматриваться как кодирован
ная форма информации, подлежащей передаче. Так как переход в 
канале передачи вызывает возмущения (шумы), то полученпый 
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сигпал не совпадает точпо с последовательностью #, но является 
последовательностью z=(zo, zu . . . , zK-\) наблюдений (каждое на
блюдение соответствует некоторому переходу передаваемого про
цесса). Статистические характеристики шума (мы предполагаем, 
что он белый, т. е. лишен памяти) предполагаются известпыми с 
помощью задания априори вероятностей Plzh\xK} (вероятность того, 
что в момент времени к наблюдается zk при условии, что имел 
место переход xh). 

(Важное замечание: вместо того чтобы передавать непосред
ственно последовательность хк по данному каналу, можпо — более 
общим образом — передавать некоторую функцию yk = f(Xk)* Ста
тистические характеристики шума будут тогда резюмированы за
данием априори вероятностей Pizk\yh}.) 

Задача, которую мы себе ставим (задача фильтрации), состоит 
тогда в том, чтобы восстановить (оценить) пропущенную информа
цию, т. е. восстановить последовательность х~(хо, х\, . . . , хК-\)9 
исходя из последовательности наблюдений z = (zo, Z\, . . . , s*c-i), ко
торая предполагается известной. 

Можпо рассматривать различные критерии оценки. Один из 
наиболее распространенных и часто применяемых состоит в отыски-
вапии среди всех возможных последовательностей переходов #=* 
= (#о, ffj, . . . , #*-i) последовательности #*, максимизирующей апо
стериорную вероятность P{x*\z} (критерий Байеса). 

Вследствие формулы Байеса 

**\x\z)— p{z) — у ^ -

это сводится к отысканию #*, максимизирующего величину 
P{x)P{z\x), поскольку z является одним из данных задачи (а имен
но наблюдением). 

Так как шум —белый (память отсутствует), то можно написать 

fc=0 

и так как процесс марковский, то 

Следовательно, 

P{x}P{z\x} - П P{*k)P{*h\*k). 
ft=0 

Напомним, что величины P{Ek+\\Eh}, с одной стороны, и P{zk\xj}9 
с другой стороны, являются исходными данными задачи. 

Чтобы показать, как эта задача может быть решена средствами 
дипамического программирования, рассмотрим следующий (секвен
циальный) граф G: 

— каждому моменту времени й = 0, 1, ... , К и каждому состоя
нию EGZ& соответствует вершина графа G, обозначаемая (Е9 k)l 
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— каждому момепту времени & = 0, 1, ..., К— 1 и каждому 
возможному переходу xh = (E, E') из X соответствует некоторая 
дуга в G между вершинами (Е, к) и (£?', к+l). Припишем этой 
дуге длину, равную 
W In Pixk}+In P{zh\xk}. 

Мы видим, что рассматриваемая задача сводится к отысканию 
длиннейшего пути в этом графе между начальным состоянием Е0 
в момент времени 0 (что является, вообще говоря, исходными дан
ными задачи) и множеством <S состояний в момент времени к. 

На рис. 36 представлен граф G, соответствующий марковскому 
процессу с четырьмя СОСТОЯНИЯМИ, множество X возможных пере
ходов которого задано графом на рис. За. 

Заметим, что длина дуги, соответствующей переходу хк, зависит 
на деле и от наблюдений zh при посредничестве члена lnP{zk\xk}. 

Состояние * = 0 * ° 1 к°2 * - 3 \ 
1 

3 

\ 4 

*.n a 
Рис. 3. а. Пример марковского процесса с четырьмя состояниями: граф перо* 
ходов. Ь. Граф G, соответствующий решению задачи фильтрации с помощью 

динамического программирования 

Если шум гауссов, то вычисление этой величипы особенно про
сто, поскольку она пропорциопальпа (zft — хк)2, 

Особенно важное приложение всего предыдущего к телекомму
никациям касается сверточного кодирования и декодирования чис
ловых сигналов с помощью алгоритма Витерби (см. [53, 18]). 
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Г Л А В А 10 
БЕСКОНЕЧНОМЕРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

§ 1. Введение и примеры 

Предыдущие главы были посвящепы исключительно копечпо-
мерным задачам оптимизации. Тем не менее, как мы сейчас уви
дим, существуют многочисленные задачи оптимизации, в которых 
неизвестное уже не является вектором #=(«гь •••» %п)т в Нп, а пред
ставляет собой, например, функцию u(t) вещественного перемен
ного t па некотором интервале [#, Ь]. 

Так как график функции и определяется бесконечным семей
ством пар [£, u(t)], то мы говорим, что речь идет о задаче оптими
зации в бесконечной размерности, пли о бесконечномерной задаче 
оптимизации. Можно заметить, что такая задача может быть по
ставлена в общем виде следующим образом. 

Пусть даны: а) векторное пространство V (бесконечной размер
ности) и Ь) функционал / на V, т. е. отображение F в R, которое 
элементу u^V сопоставляет J(u)^l\; нужно определить такой 
u e F , что 

J(u)^J(u) V ^ e F (оптимизация без ограничений), 
или же такой и ^ V, что 
J(u)<J(u) Vu^U^V (оптимизация при наличии ограничений). 

Мы убеждаемся очевидным образом, что для того, чтобы утверж
дать существование (а равным образом и единственность) реше
ния и, и для того, чтобы иметь возможность определить это ре
шение с помощью вычислений, необходим какой-то минимум пред
положении о структуре пространства V (и подмножества 1 / c F в 
случае оптимизации при наличии ограничений). Таким образом, 
мы приходим к изучению банаховых пространств и особенно гиль
бертовых пространств. 

Но прежде всего интересно рассмотреть некоторые характерные 
примеры бесконечномерной оптимизации. 

1,1. П р и м е р 1. Вариационное исчисление. Типичпая задача ва
риационного исчисления состоит в определении функции u(t) веще
ственного переменного t на [я, Ь\, минимизирующей функционал вида 

/> 
J(u) = lf{u(t)xu{t)*t)dt, 

а 

где и(а) = а и и(Ь)=$ заданы и где u(t) = dufdt. Характерным 
примером является задача о траектории светового луча (в плоской-
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среде с меняющимся при изменении абсциссы t показателем (ин
дексом) преломления n(t)) менаду двумя точками: Л[а, и(а)\ и 
в[ьмъ)1 

Известно, что (в этом состоит принцип Ферма) искомая траек-
в 

тория —это траектория, минимизирующая интеграл \n(s)ds, где 
А 

s — натуральный параметр. 
Так как ds = V 1 + и dt и так как п (показатель преломле

ния) зависит только от £, то мы видим, что рассматриваемая за
дача сводится к определению функции и(1), мипимизирующей 
функционал 

/ (и) = \п(г)У i + u'dt. 
а 

Очевидно, что для того, чтобы эта задача имела смысл, нужно 
уточнить класс функций, в котором ищется минимум. Например, 
будем искать и в С1 [а, Ь] — векторном пространстве непрерывных 
функций с непрерывными первыми производными па [а, Ь], причем 
должны выполняться соотношения w(a) = a и u(ft) = p. 

Другая классическая задача вариационного вычисления состоит 
в определении кратчайшего пути (геодезической линии) между 
двумя точками А и В на поверхности, определенной (например, 
в R3) уравнением вида 

g(*u 22, яз) = 0. 

Эта задача сводится к отысканию кривой x(t) = (x\(t)^ #2(0» 
ж з (0) | т а к параметризованной с помощью переменного £ е [0 , 1], 
что 

i. (#i(0)i ^2(0), яз(0)) суть координаты точки Л, 
(х\{1), #2(1), яз(1)) суть координаты точки #, 

удовлетворяющей Vfe[0, i] условию g(x\(t)9 ^ ( 0 i £s(t)) = 0 и до
ставляющей минимум интегралу 

1 

о 
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z * 

где 
x\ = dxjdt, x% = dx2fdt, x$ = dx^ldt. 

В отличие от предыдущей задачи здесь речь идет о задаче оп
тимизации с ограничениями. Решение х можно искать, например, 
в векторном пространстве непрерывных фуггкции с непрерывными 
первыми производными на [0, 1] (со значениями в К 3 ) . 

1.2. П р и м е р 2. Оптимальное управление системами, опреде
ляемыми дифференциальными уравнениями. Рассмотрим систему, 
эволюционирующую с течением времени. В к а ж д ы й момент вре
мени t система находится в некотором состоянии, которое опреде
ляется заданием компонент [x\(t), . . . , xn(t)] вектора # ( f ) , назы
ваемого вектором состояния. 

Рассмотрим пример прилунения пространственного транспортно
го средства. Момент начала маневра прилунения примем за начало 

отсчета времени. В момепт t = О иростран-
ствепное транснортпое средство имеет неко
торую высоту z (0 ) = zo и некоторую ско-

>z0 рость i;(0)=i?o (^о<0) (рис. 2). 
Если мы допустим для упрощения, что 

\Щ бокового движения нет, то состояние прост
ранственного транспортного средства опреде
ляется в каждый момент времепи t парой 
высота — скорость. Поэтому возьмем в каче
стве вектора состояния x(t) = [z(t), v(t)]. 

Если начиная с момента £ — 0 предоста-
Рис. 2 пить транспортное средство самому себе, т. е. 

но подвергать его никакому управлению, 
то оно будет раздавлено при ударе о поверхность Луны. Для пи
лота управление состоит в том, чтобы усилить истечение (положи
тельное) из реактивного двигателя так, чтобы достичь высоты 0 с 
нулевой скоростью. 

Пусть p(t) — сила реактивной тяги, выбранная пилотом в мо
мент времени t. Обозначая через М массу транспортного средства 
(которая предполагается по зависящей от времени), а через g — 
ускорение свободного падения на Луне (которое предполагается 
не зависящим от высоты), мы можем записать уравнение динами
ки в виде 

Mdvldt = -Mg + p{t). 
Мы видим, таким образом, что эволюция состояния системы управ
ляется системой дифференциальных уравнений вида 

z — dz/dt — 0, 
do , р (t) / л 

или еще, в очевидных матричных обозначениях, 
я = Ах + Ви, 

z « 0 

iWii=[JJ]e В = [1] 
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■с начальными условиями 
*(0) «*>, 
v(0)=vo. 

Следовательно, речь идет об определении такой функции управ
ления u(t) в каждый момент времени t, которая позволила бы 
привести транспортное средство в состояние # = [(), 0], исходя из 
состояния #(0)=фо, VQ]. 

Очевидно, что для этого существует бесконечно много способов 
действия. Можно дождаться последнего момента (трапепортное 
средство оказывается в нескольких метрах над лунной почвой с 
большой скоростью), а затем дать команду — очень большой реак
тивной тяги в течение очень короткого времени. Можно, напротив 
(и это предпочтительнее с точки зрения удобства пассажиров!)» 
провозгласить «мягкость», занимаясь непрерывной реактивной тя
гой двигателя. 

Сопоставляя каждой возможной траектории (в пространстве со
стояний) некоторый критерий качества, мы можем заняться поис
ками наилучшей с точки зрения данного критерия траектории, или, 
что равносильно, отысканием паялучшего управления u(t). Гово
рят, что целью решения задачи является оптимальное управление, 

В задаче о пространственном транспортном средстве реалисти
ческий критерий качества состоит в том» чтобы привести систему 
в состояпие z = 0, р — 0 с наименьшим расходом топлива. Если до
пустить, что количество топлива, выбрасываемое в единицу вре
мени, пропорционально силе тяги, развиваемой реактивным двига
телем, то критерием минимизации оказывается функционал 

т 
/ ( и ) = J («Г-I-к (01 * , 

о 
где Т — момент, в который достигается конечное состояпие z = 0, 
г;==0. Очевидно, что неизвестная функция и(1) подчиняется тому 
условию, что решение x(t) дифференциального уравнения 

х = Лх-\г Ви 
с начальным условием £(0) = [zo, VQ] удовлетворяет соотношению 
х(Т) = [0ч 0]. 

Задача о пространственном транспортном средстве в этой упро
щенной форме является одним из очень частных примеров задача 
оптимального управления. Действительно, заметим, что дифферен
циальное уравнение, управляющее эволюцией системы во времени, 
линейно и инвариантно во времени (т. е. его коэффициенты от вре
мени не зависят). Очевидно, что если в этом примере снять гипо
тезу, что ускорение свободного падения не зависит от высоты z, то 
полученная система дифференциальных уравнений оказывается не-* 
линейной: 

2 = 0, »'=-*(*) + -£, ; • 
и задача становится существенно более сложной. '. ■»■* 
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В общем виде задача оптимального управления может быть 
поставлена следующим образом. 

Пусть x(t) = [x\(t), . . . , #«(£)] — вектор состояния, описываю
щий систему в момент времени t. Эволюция системы во времени 
управляется дифференциальным уравпением (называемым уравне
нием состояния), которое имеет вид 

# = /(#, U, t). 

Здесь «(O^Iuiff), ..., um(i)] составляют различные управле
ния, которые иоаволяют воздействовать на эволюцию системы 
(в предыдущем примере имелась только одна компонента — сила 
тяги реактивного двигателя), и вектор u(t) называется вектором 
управления данной системы. 

Следовательно, функция /, вообще говоря, является функцией 
как состояния х, так и применяемых к системе управлений и вре
мени. Если переменное t не участвует явно в функции /, то гово
рят, что речь идет об инвариантной системе. Если функция / ли
нейна относительно вектора [#, и], то говорят, что рассматривае
мая система линейна. В противном случае она называется не
линейной. 

Тогда можно поставить задачи различных типов. 
З а д а ч а 1. Речь идет о задаче управления на фиксированном 

промежутке времени [/о, t\\. 
Заданы начальное состояние x(to) и конечное состояние x(t\). 

Нужно найти управление u(t) на интервале [/о, U\ позволяющее 
привести систему из состояния x(t0) в состояние х{1\) и миними
зирующее критерий качества вида 

*f 

J (и) = j S (*» и-> О Л. 
'о 

З а д а ч а 2. Вторая задача, очень близкая к предыдущей, со
стоит в том, что задано начальное состояние #(*о), «о конечное 
состояние не задано. Однако начальпый момент U и конечный мо
мент t) известны. Речь идет тогда об определении управления u(t), 
минимизирующего вышеприведенный критерий /. Технические 
приемы решения задач 1 и 2 очень похожи. 

З а д а ч а 3. Пачальпое состояние x(tQ) и конечное состояние 
x(t\) заданы, по момент t\ достижения конечного состояния не 
задан. Задача быстродействия состоит тогда в том, чтобы найти 
управление u(t), проводящее данную систему из начального со
стояния в конечное за кратчайшее время. 

1.3. Системы, описываемые эллиптическими уравнениями с част
ными производными. Пусть в Rn задана открытая область Q с гра
ницей Г. Предположим, что Г определена достаточно регулярной 
гиперповерхностью (непрерывной и с непрерывной нормалью, по 
крайней мере кусочно). Обозначим через L2(Q) векторное (гпль-
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бертово) пространство функций па Q с суммируемым квадратом% 
т. е. 

ft=L*(Q)<*\[f(x))*dx< + оо 

(интеграл понимается в смысле Лебега). 
Поставим себе задачу найти функцию и, определенную в Q в 

удовлетворяющую уравнению с частными производивши 

—Дм = / в й, 
*■■ к = 0 н а Г , 

2 

где функция / eL 2 (Q) задана и где Аи = JV —г~ есть лапля Hex? гласная 
от и (задача Дирихле). 

Эта задача встречается, например, в электростатике, когда мы 
отыскиваем потенциал, порожденный объемным распределением 
зарядов / внутри заземленной замкнутой металлической поверх
ности Г (потенциал па Г равен нулю). 

Мы сейчас увидим, что эта задача допускает вариационную 
формулировку, т. е. эквивалентна задаче минимизации некоторого 
функционала. 

Введем для этого векторпое пространство (Соболева) 

IP (Q) ~ {„ | У s L» (Q); щ е L* (Q), i = 1, . . . , »}. ■ •> 

Более общим образом, для полого /? > 1 прострапство HP(Q) есть 
векторное пространство функций с суммируемым квадратом на Q, 
частные производные которых порядков 1, 2, ... , р также являются 
функциями с суммируемым квадратом на Q (производные понима
ются здесь в смысле обобщенных функций). 

С другой стороны, обозначим через #J(Q) подпространство 
таких функций и из IP(Q), что и = 0 на Г. 

Напомним формулу Грина 

ue=IP(Q) 
V €= Я 1 (Q). 

' I =Ф- — \ (Дм) vdx=\ (grad гг grad у) dx — | - ^ у da% 

где v — единичный вектор, нормальный к Г (направленный во 
внешность Q), ди/dv — vgmdu (скалярное произведение) есть нор
мальная производная функции и на Г, a da есть лебегова мера на 
Г (частные производные берутся в смысле обобщенных функций). 

Умножая уравнение —Дм — / на пекоторую функцию V^IIQ(Q) 
(«пробную» функцию) и интегрируя по Q, получаем 

— J (Да) v dx = j ju dx. 
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Если предполагать, что и е Я 2 ( 0 ) , то, применяя формулу Гри
на, получим 

\ (grad и grad и) dx — \ ^vdo = \ fv dx. 
и v a 

Так как v равно нулю на Г (но определению #J)(Q)), то мы 
видим, что функция и необходимо удовлетворяет соотношению 

j(grad и grad и) dx=\jv dx Vv е= Hi (О). (1) 
У Q 

Следовательно, исходная задача может быть заменена следую
щей задачей: пусть дана функция / e L 2 ( Q ) ; найти достаточно ре
гулярную функцию ue//J,(Q) (достаточна, например, регуляр
ность мбЯ 2 ( ( ) ) ) , удовлетворяющую соотношению (1). 

Говорят, что мы представили данную задачу в вариационной-
форме. 

Действительно, мы убедимся ниже, что в этой форме постав
ленная задача эквивалентна поиску в пространстве V-=//J(Q) 
минимума квадратичного функционала 

J {p) =r I \ J grad v f dx — j fv dx. 

Более общим образом, очень многие задачи, касающиеся урав
нений с частными производными, могут быть представ лены в сле
дующей вариационной форме. 

Пусть даны: 
a) векторное (гильбертово) пространство V (над R), норма ко

торого обозначается И-Ну; 
b) непрерывная билинейная форма Л, сопоставляющая we Vy 

p e l / число А (и, у ) е К (предполагается, что А положительно 
определена, т. е. VyesV: Л (и, у ) > 0 и Л (у, и) = 0=^ и = 0); 

c) непрерывная линейная форма L, сопоставляющая v&V чис
ло L(y)sK (таким образом, L — элемент пространства F*, двой
ственного к V). 

Нужно найти такой элемент u^Vy что 
A{u,v)-L(v) V y e F , (pv) 

Заметим, что вариационная формулировка задачи Дирихле есть 
частный случай задачи (Pv), в котором 

А (щ v) ~ J (grad и grad v) dx, 

L («О = j /«> rf^. 
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Покажем, что если билинейная форма Л симметричпа, т. е. если 
А(щ v) = A(v, и) V u e F , V y e F , 

то задача (Pv) эквивалентна поиску минимума в V функционала 

J(v) = ±A(v4v)-L(v). 

Действительно, пусть и — решение задачи (Pv), и рассмотрим 
некоторый элемент w^V. Можем записать: 

J (и + w) = - у Л (и + w, и -f- w) — L (и + w) = 

= -— Л (и, и) + --- Л (">» ю) + А (и, w) — L (и) — L (и;). 

Так как и — решение задачи (Pv)< то 
1 1 1 

/ (и + и?) = - j - А (и, и) —L (и) + - у 4 (ш, и;) = / (ц) + — Л (ш, ш). 
Поскольку Л положительно определена, то отсюда получаем, что 

J(u+w)>J(u) VwezV, 
что и показывает, что и есть минимум функционала / па V. 

Обратно, если элемент и минимизирует функционал J(v) на V, 
то для любого у е К и любого X ^ R имеем 

/(w + to)>/(w), 
что можно записать в виде 

-у Л (и, и) + ХА (и, v) + - у Л (у, у)—L (и)—XL (и) >-^- Л (и, и) — L (и), 

и отсюда для любого фиксированного v^V получаем, что 

■у- Л (у, у) -г Я Г Л (а, у) — /, (у)] > О V ^ G R , 

Если бы выполнялось соотношение Л (и, у)— L{v)^ О, то по
следнее неравенство не могло бы удовлетворяться для всех X. Сле
довательно, Л (w, v) = L (у) и и — действительно решение зада
чи (Ру). 

Таким образом, в примере с задачей Дирихле задача (Pv) рав-
носильиа минимизации функционала 

J (v) = — j || grad v f dz — j jv dx. 
Q Q 

Существование и единственность решения задачи (Pv) могут 
быть доказаны (в этом состоит теорема Лакса — Милграма) в пред
положении (более сильном, чем положительная определенность), 
называемом эллиптичностью (или коэрцитнвностыо): 

Форма Л называется эллиптической (или коэрцитивной), если 
существует такая постоянная а > О, что 

A(vxv)^a\vfY YVZEV 
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(по этой причине задачи с частными производными, которые мо
гут быть представлены в виде задачи (Pv) с билинейной формой А> 
удовлетворяющей условию эллиптичности, называются эллиптиче
скими задачами). 

Другой классический пример эллиптической задачи состоит в 
следующем. Если положить 

Ve / / ' (G), 
Л (и, v) = J (grad и grad и) dx + \ uv dx, 

п h 
L (v) = j jv dx, 

Q 

то можно показать (снова с помощью формулы Грина), что полу
ченная задача (Pv) может быть интерпретирована как задача до-
иска решения и уравнения с частными производными 

—Au + u*=f B Q ( / s t 2 ( Q ) задана), 
du/dv^Q на Г, 

где Q — снова открытая ограниченная область в Rn, а ее граница Г 
достаточно регулярна. 

Эта задача называется задачей Неймана. 
Существует много других примеров систем уравнений с част

ными производными, допускающих вариационную формулировку, 
которые могут также быть преобразованы в задачи поиска мини
мума функционала в некотором бесконечном векторном простран
стве: задачи упругости, гидромеханики и т. д. 

§ 2. Банаховы и гильбертовы пространства 

Приведенные выше примеры, и особенно примеры из п. 1.3, по
казывают, что задачи бесконечномерной оптимизации могут быть 
и осмыслены, и решены лишь при некоторых предположениях 
о структуре векторных пространств, в которых эти задачи по
ставлены. 

Поэтому нам нужно ввести в рассмотрение банаховы и гильбер
товы (являющиеся частным случаем банаховых) пространства и< 
изучить их общие свойства перед тем, как мы будем иметь воз
можность поставить основной вопрос: в чем состоит существенное 
сходство и различие между задачами конечномерной и бесконечно
мерной оптимизаций? 

Ответ на этот вопрос облегчается тем, что все вводимые в этой 
главе понятия могут быть применены к частному случаю конечно
мерных пространств (Вп — частный случай гильбертова прост
ранства). 

Из этой постоянна приводимой параллели между двумя рас
сматриваемыми классами задач мы извлечем несколько фундамен
тальных различий (в бесконечной размерности нужно различать 
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два понятия сходимости — сильную тт слабую), по главным 
образом будем убеждаться в их очень большом сходстве (алгорит
мы решения остаются практически такими же). 

2.1. Нормированные векторные пространства. Мы ограничимся 
исключительно случаем векторных пространств над R, хотя боль
шая часть определений и формулируемых свойств без труда обоб
щается па векторные пространства иад С (С — поле комплекс
ных чисел). 

Понятие векторного пространства носит исключительно алгеб
раический характер. Для того чтобы иметь возможность изучать в 
этих пространствах такие задачи, как сходимость, нужно добавить 
к структуре векторного пространства топологические понятия (по
нятия открытого, замкнутого, компактного множества и т. д.), что 
можно осуществить введением понятия расстояния между элемен
тами векторного пространства. 

О п р е д е л е н и е 1. Нормированное векторное пространство над 
R есть векторное пространство У, снабженное отображением V -*■ R, 
которое каждому элементу v^V сопоставляет вещественное число 
W v , называемое нормой элемента v (обозначаемое просто liyll, 
<»сли пет опасности путаницы) и обладающее следующими свой
ствами: 

i) IMI>0 V y s F , 

ii) \\v + и;И < «lyll + hri Vz; <= F, Vw ^ V (неравенство треуголь
ника) ; 

Hi) \\KvW = \X\bl\ V y e 7 , VXeU. 
Р а с с т о я н и е . В нормированном векторном пространстве V 

расстояние между двумя элементами v и w определяется как нор-
ма их разности. 

С и л ь и а я с х о д и м о с т ь. Исходя из этого определения рас
стоянии, можно ввести обычные топологические понятия (откры
тые множества, замкнутые множества, окрестности, см. гл. 1, § 2), 
а также понятие сильной сходимости (эта сходимость называется 
сильной в противоположность другому типу сходимости, который 
мы изучим ниже). 

Если V — векторное пространство, снабженное нормой 'Ml, то 
говорят, что последовательность {vk) ([/*<= К) сходится (сильно) 
к y e F при &-** °°, если выполняется соотношение 

Urns** —i>[r=0. 

2.2. Банаховы пространства. Последовательностью Коши в V 
(относительно сильной топологии) называется такая последова
тельность ivk}, что V e > 0 существует такой /c(s), для которого 
выполняется утверждение 

Yl>k(z), Vm>k(z)=*- \\vl - vml\ < г. 

О п р е д е л е н и е 2. Банахово пространство V есть нормирован
ное и полное в сильной топологии (связанной с нормой) вектор-
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ное пространство, т. е. такое нормированное пространство, что лю
бая последовательность Коши в V сходится (сильно) к элементу 
пространства V, 

Сразу же приведем примеры. 
П р и м е р 1. Пространство Кп, снабженное нормой 

Г « Ti/2 

1*1 Н 2*? 
есть нормированное и полное векторное пространство, следователь
но, это —банахово пространство. 

П р и м е р 2. В С [а, 6] — в пространстве непрерывных вещест
венных функций на вещественном интервале [а, Ь] — положим 

||w-J= max |u(f)|j 
*ela»*>] 

это — норма в С [а, Ь]. 
Можно показать, кроме того, что относительно этой пормы про

странство С [а, Ь] полно; следовательно, это —банахово прост» 
ранство. 

Напротив, если снабдить С [а, Ь] нормой 

ый = 
о 

llu{i)?dt 
1/2 

то можно показать, что С [а, Ь] не полно. 
П р и м е р 3. Пусть р — такое вещественное число, что 1 ^ 

^ р < +«>. 
Рассмотрим векторное пространство 1Р (бесконечных) последо

вательностей вещественных чисел 
и«-(ао, ии ..♦, и», . . . ) , 

удовлетворяющих условию 

2 Ы р < + °°. 
Можно показать, что 

й=о 

Г <» *]1/Р 

Lfc-o J 

является нормой и что пространство /р, снабжепное этой нормой, 
полно. Следовательно, это — банахово пространство. 

П р и м е р 4. Пусть Q — открытая область в Rn. Для числа р, 
удовлетворяющего условию 1 ^ р < + « > , обозначим через L*(Q) 
множество таких измеримых функций и(х) — и(х\, . . . , я«), опреде
ленных на Q, что 

§\u{x)\*dx<+ оо 

[(интеграл понимается в смысле Лебега). 



Можно показать, что 

J | u{x)\vdx \ и = 

есть норма и что пространство LP(Q), снабжеппое этой нормой, 
полно; следовательно, оно является банаховым пространством. 

З а м е ч а н и е . Гильбертовы пространства, которые мы изучаем 
ниже, являются частным случаем банаховых пространств; важно 
напомнить, что все свойства банаховых пространств являются так
же свойствами гильбертовых пространств. 

2.3. Сопряженное пространство к нормированному векторному 
пространству. Пусть V и У — два нормированных пространства 
над R. Напомним, что отображение Л из У в У называется линей
ным, если 

VX e= R, V u e R P Л (Яи + ^ ^ %A ^ + ^A ^ ; 

А называется непрерывным отображением, если 
i?n->y в V (п-* °о)=> A(vn)-+A(v) в У 

(сильпая сходимость). 
Заметим, что в бесконечпомерпом пространстве линейное ото

бражение не обязательно непрерывно. 
Множество непрерывных линейных отображений из 7 в У есть 

векторное пространство, которое мы будем обозначать 2?(V, У). 
Легко видеть, что линейное отображение А из V в У непрерыв

но тогда и только тогда, когда существует такая постоянная М 
{0<М<+оо)1 что 

WA(v)h<M4v\\v WezV. 
Действительно, пусть s > 0. Вследствие непрерывности А в ну

ле существует такое ц > 0, что 
\\v\\v^4^WA(v)h<E. 

Для любого w^V (и)Ф0) имеем 

v 
откуда следует, что 

ИЛУ1 
■■vi i.y 

Отсюда вследствие лииейпости А мы можем записать 

1ИИ1У<^11^> vws=v, ШФО% ; , 

что и доказывает искомое свойство с М =* е/т]. 
Благодаря этому свойству мы можем связать с каждым непре

рывным линейным отображением А: V-+Y (т. е. с каждым 
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элементом пространства 2?{V, Y)) вещественное число 

i >м | М {v) l* 
I M i l 5 ' ( K ( y ) = ^ p 1 R — , 

и легко проверить, что || • |[g>(v,Y) есть норма в векторном прост
ранстве £f(K, У). 

Кроме того, можно доказать следующее предложение. 
П р е д л о ж е н и е 1. Пусть V — нормированное векторное прост

ранство, Y — банахово пространство. Тогда 2?(V, Y) — банахово 
пространство. 

О п р е д е л е н и е 3 (сопряженное к нормированному векторно-
му пространству). 

Пусть V — нормированное векторное пространство. Сопряжен
ным к пространству V называется пространство непрерывных ли
нейных форм на V4 т. е. пространство 3'(V\ R) непрерывных ли
нейных отображений V в R. 

Пространство, сопряженное к нормированному векторному про
странству V,— это пространство обозначается F* — есть банахово 
пространство (это следует из предложения 1). 

З а м е ч а л и е. Если 3? (F, R) — пространство линейных отобра
жений V в R, непрерывных в сильной топологии, то введенное 
выше сопряженное пространство должно называться сильным топо
логическим сопряженным к V. Однако для упрощения и в связи G 
отсутствием двусмысленности мы говорим просто, что V* — сопря
женное к V. 

Для Le F* значение L в точке v^V обозначается L(v), а нор
ма L в V* определяется (см. общие определение нормы в 3?{V, Y) 
выше) равенством 

|/-ЧУ* —Slip . 
rev *vw 

Приведем некоторые примеры. 
П р и м е р 1. Если V = }\", го хорошо известно, что сонряжен-

пое пространство V7* нзомор(1>по R\ 
П р и м е р 2. Для вещественного р (1</><-Ь°°) сопряженное 

к V = lp есть К* = /р , где р и р' связаны соотношением (1/р) + 
+ ( I / P ' ) = I . 

П р и м е р 3. Пусть Q —открытая область в R" и пусть 1 ^ 
^ J O < + O O . Тогда пространство, сопряженное к V*=Lp(il)t есть 
F*=LP"(Q), причем (1/р) + ( 1 / / / ) - 1 . 

2.4. Второе сопряженное. Рефлексивные банаховы пространства, 
Так как пространство V*, сопряженное к нормированному вектор-
пому пространству, есть банахово пространство и, следовательно, 
нормированное векторное пространство, то можно определить про
странство К**, сопряженное к V*. Очевидно, что V** есть бана
хово пространство; оно называется вторым сопряженным к V (все
гда—в смысле сильной топологии). 
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Пусть u^V и пусть и — такой элемент У**, что u(L) = L(u) 
для всех L ^ У*. 

О п р е д е л е н и е 4. Банахово пространство У называется /?е$-
лексивным, если и-+й, u^V есть отображение У на У**. 

П р и м е р ы . Банаховы пространства И" рефлексивны. При р>1 
банаховы пространства lp, LP(Q) рефлексивны. 

Гильбертовы пространства, как мы увидим ниже, суть также 
рефлексивные банаховы пространства. 

Заметим, что если V — рефлексивное банахово пространство, то 
и У* есть рефлексивное банахово пространство. 

Сейчас мы приступим к изучению понятия, которое приводит 
к глубоким отличиям бесконечномерных задач от конечномерных: 
это понятие слабой сходимости. В этой связи мы увидим чрезвы
чайно важную роль, которую играет свойство рефлексивности. 

2.5. Слабая сходимость. 
О п р е д е л е н и е 5. Пусть У —- нормированное векторное прост

ранство, К* — его сопряженное пространство. Последовательность 
\vk) ( ^ е У ) называется сходящейся слабо (или еще: в смысле 
слабой топологии) к элементу v^ V, если выполняется условие 

lim L (у*) = L (v) V L G K * . 

Обозначение: vh-+v (слабо). 
П р е д л о ж е н и е 2. Если vh -+ v (сильно), т. е. если* 

lira j| vk — v\v = 0, то vh ->• v (слабо). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, возьмем некоторый функ

ционал L<= У*. По определению нормы в У* имеем 
\Ь{1*-»)\<1ЦУ*№-4У% 

следовательно, если vh -»- и (сильно), то L(vh — i;)~>0, и вследствие 
линейности L имеем L(vh)-* L(v). 

Следовательно, vh->- v (слабо). 
Существенным является то обстоятельство, что утверждение, об

ратное этому предложению, выполняется в конечномерных прост
ранствах (в Rn), no, вообще говоря, не выполняется в бесконечно
мерных пространствах. 

Изучим сначала случай конечномерных пространств. 
Предположим, что vh -*• v (слабо) в IIй. Это означает, что для 

любого вектора w из (R")*«RR имеем 
w • vh -> w - v 

(• означает скалярное произведение и R"). 
Беря последовательно в качестве w векторы канонического ба

зиса в R", мы видИхМ тогда, что vk -*■ v покомпонентно, следователь
но, vh ~+ v (сильно). 

Изучим теперь бесконечномерный случай и приведем примеры 
того, что из vh -> v (слабо) не следует, что vh^u (сильно). 

П р и м е р 1. Рассмотрим случай У — /2, т. е. векторное прост
ранство бесконечных последовательностей У = (УО, I>I, ... , vh . . .) 
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элементов R, снабженное нормой 

Sobil2J < 

и рассмотрим последовательность ivk) с общим членом у*=~ 
= (0, 0, ..., 1, 0, ...) с 1 на /с-м месте. 

Поскольку пространство I2 рефлексивно, то элемент w прост
ранства (I2)* также может рассматриваться как бесконечная по
следовательность м; — (и?о, W\, •••» wu • ••)» причем 

оо 

W (vh) = 2 Wil̂ i = 1%. 

Следовательно, w(*;ft)^0 при к -+ оо1 и, таким образом yft->-0 
(слабо). 

Однако поскольку норма каждого vk равна 1, то ик не сходится 
си ль по к 0. 

П р и м е р 2. Рассмотрим множество С [а, Ь] непрерывных веще
ственных функций на вещественном интервале [а, Ь], снабженное 
нормой 

||м|!= шах \u(t)\; 

С [а, Ь] есть банахово пространство (см. п. 2.2, пример 2). 
Сильная сходимость ик к и в этом пространстве определяется 

условием 
ик -> и (сильно) -<->- max | uh (t) — и (t) \ -* 0, к -> оо. 

fe[a,61 

Сильная сходимость в С [а, Ь] эквивалеггтна поэтому равномерной 
сходимости соответствующей последовательности функций. 

С другой стороны, можно показать, что слабая сходимость ик 

к и в С fa, &] эквивалентна следующей паре условий: 
i) uk сходится к и в смысле простой сходимости функций, т. е. 

сходится поточечно: 
uh(t)-+u(l) vt; 

ii) H a > 0 , удовлетворяющее условию V/c, 
Vj€=[a, b]: \uh(l)\ < a . 

Тогда может случиться, что последовательность и* равномерпо 
ограничена и сходится к некоторой непрерывной же функции по
точечно, но неравномерно. Тогда мы видим, что 

ии^С[ау Ь\, и<^С[а, Ь] и ик-+и (слабо), 

но ик не стремится к и сильно. И в этом примере из слабой сходи
мости не следует сильная. 

Подведем итоги: нормированные векторные пространства (и, 
в частности, банаховы и гильбертовы пространства) могут быть 
снабжены двумя топологиями: сильной и слабой. 
396 



Эти два понятия совпадают в конечномерном случае, по, вооб
ще говоря, различны в бесконечномерном случае. 

2.6. Теорема о слабой компактности для рефлексивных банахо
вых пространств. 

О п р е д е л е н и е 6 (слабая компактность). Пусть У — нормиро
ванное векторное пространство. 

Подмножество K<^V называется слабо компактным, если из 
любой бесконечной последовательности {vh) элементов множества К 
можно выделить подпоследовательность (v*4}» слабо сходящую
ся к К. 

Тогда можно доказать следующее утверждение. 
Т е о р е м а 1. Если V — рефлексивное банахово пространство, то 

из любой ограниченной последовательности элементов простран
ства V можно выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся 
к некоторому элементу пространства V. 

Этот результат называется также теоремой о слабой компакт-
ности, так как он немедленно дает 

С л е д с т в и е . В рефлексивном банаховом пространстве слабо 
замкнутые ограниченные множества слабо компактны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если К ограничено, то любая (бесконеч
ная) последовательность элементов К допускает выделение подпо
следовательности, слабо сходящейся в V. Если К слабо замкнуто, 
то предел этой подпоследовательности принадлежит К. 

Это свойство рефлексивных банаховых пространств исключи
тельно важно, поскольку, как мы увидим, именно оно позволяет 
установить в бесконечномерных векторных пространствах 

— существование (и, возможно, единственность) решений; 
— сходимость разрешающих алгоритмов. 
Это свойство можно применить, в частности, к гильбертовым 

пространствам, которые, как мы сейчас увидим, являются частным 
случаем рефлексивных банаховых пространств. 

2.7. Скалярное произведение. Гильбертовы пространства. Пусть 
V — векторное пространство над К. 

Скалярное произведение на V есть симметрическая билинейная 
форма (называемая также эрмитовой формой), являющаяся при 
этом положительно определенной. 

Обозначим скалярное произведение двух элемептов u^V и 
y e F через <и, у>. Тогда имеем 

<Ul + И2, V) = <U\, V> + <U2, V}, . v 

<U, V\ + l?2> ^ <И, V\> + <U, l?2>, 

<Ku, v> = <щ Xv> = Я<и, v> 
(билинейность), 

<U, V> «= <l>, U> 
(симметрия), г 

<v, v>>0, * J* 
<v9 i;> — 0 =>■ i; =» 0 

(положительная определенность). ; 



Отметим неравенство Коши — Буняковского: 
\<щ v>l2<<u, uXv, v> VweV, Vye=F. 

Легко видеть, что векторное пространство V над R, спабженпое 
скалярным произведением <•, •>, является также нормированным 
векторным пространством относительно нормы 

M = [<v9 v>]m. 
Действительно, благодаря положительной определенности скаляр
ного произведения имеем 

V y e F : I M X ) , 
||y|| = 0=^i; = 0. 

С другой стороны, имеем также Vye V, УЯ<=К: 

Покажем, наконец, справедливость неравенства треугольника. Име
ем Vae= V, Vye= V: 

Пи + у!!? = (и + у, и + v> = Ы2 + 2<щ v> + Ы 2 , 
откуда, используя неравенство Коши — Буняковского, получаем, что 

llu + vP < Ы 2 + Ы 2 + 2Ы\Ы « [1Ы1 + М]2. 
Следовательно, определенная выше функция II-II действительно яв
ляется нормой на V (нормой, связанной со скалярньш произве
дением). 

Тогда получаем 
О п р е д е л е н и е 7 (гильбертово пространство). Векторное про

странство V, снабженное скалярным произведением <♦, •>, называ
ется гильбертовым пространством, если V полно относительно то
пологии, определяемой нормой IMI = [<i;t иУ]1/2. 

Следовательно, гильбертово пространство является банаховым 
пространством, в котором норма определяется с помощью скаляр
ного произведения. 

П р и м е р 1. Пространство Rn, снабженное скалярным произве
дением 

п 

г=1 

где 
К ""(«It -••• tln), V=*(Vu . - , Vn). 

П р и м е р 2. Пространство J2, снабженное скалярным произве
дением 

оо 

<u, v} = 2 и&ь 
П р и м е р 3. Пространство X2(Q) (где Q — открытая область в 

Rn), спабженпое скалярным произведением 
J uv dx 

(интеграл в смысле Лебега). . , / , ; 
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П р и м е р 4. В пространстве С [а, Ь] непрерывных веществен
ных функций на вещественном интервале \а, Ь\ можно, как и в 
примере 3 выше, определить скалярное произведение 

ь ■ ■ ■ 

(и, vy =5 J uv dx. 
а 

Однако С[ау Ь) не полно относительно топологии, связанной с нор
мой, определяемой этим скалярным произведением (см. пример 2 
д. 2.2): следовательно, это — не гильбертово пространство, 

П р и м е р 5. Пространство 

^ ( Q ) « | i ; [ i ; e ^ ( Q ) ; g s L » ( Q ) f 1 < * < п } 

(где производные понимаются в смысле обобщенных функций)t 
снабженное скалярным произведение*и 

Можно обобщить это построение на случай пространств HP(Q) для 
любого целого р ^ 1 (это — пространства Соболева). 

Поскольку гильбертово пространство V является также и бана
ховым пространством и, следовательно, нормированным векторным 
пространством, то можно определить его сопряженное простран
ство V* и его второе сопряженное пространство У**. 

Важный вопрос — вопрос рефлексивности. Следующая теорема 
(называемая теоремой о представлении линейного функционала) 
позволяет ответить на этот вопрос. 

Т е о р е м а 2 (Рисе). Пусть V — гильбертово пространство а 
пусть L e y * — непрерывная линейная форма на V. Тогда суще
ствует такой однозначно определенный элемент uL e V, что 

L(v)=<uLiv> VyesF, 
и при этом 

Обратно, любому элементу и е V молено сопоставить непрерыв
ную линейную форму Lu на V, определенную равенством 

Lu(v)=<u,v> У У Е У , 

Из этой теоремы сразу следует, что можно отождествить V* с У, 
и тогда У** будет отождествлено с У с помощью отображения 
м->й (см. определение 4, п. 2.4). Таким образом, мы можем сфор
мулировать утверждение фундаментальной важности. 

С в о й с т в о 1. Любое гильбертово пространство рефлексивно. 
Следовательно, в гильбертовых пространствах мы можем исполь-

вовать теорему о слабой компактпости (теорему 1 п. 2.6), 
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Заметим также, что вследствие теоремы Рисса определение сла
бой сходимости в гильбертовом пространстве F, снабженном ска
лярным произведением <•, •>, принимает вид vh-+v (слабо) **=>" У и е 
<s V: <и, vk> ->- <и, v>. 

§ 3. Оптимизация функционалов. Существование минимума. 
Необходимые условия оптимальности 

Пусть дап фупкциопал па банаховом (или гильбертовом) прост
ранстве V, т. е. задано отображение /: V -*• R. Мы будем интересо
ваться минимизацией / на V или на его подмножестве U с: V. Сна
чала мы изучим условия существования решения этой задачи, вво
дя понятия сильной и слабой непрерывности и используя теоремы 
компактности. 

Затем мы распространим на функционалы классические понятия 
дифференцируемое™, чтобы вывести из них необходимые условия 
оптимальности. Наконец, мы дадим примеры приложений к вариа
ционному исчислению и к оптимальному управлению. 

3.1. Существование решения. Теорема Вейерштрасса. 
О п р е д е л е н и е 8 (сильная непрерывность и слабая непрерыв

ность). 
Функционал / называется сильно непрерывным (или просто не

прерывным, если нет опасности путаницы), если 
vP-^v (сильно) =̂  /(y*)-W(i?) в R. 

Аналогично, / пазывается слабо непрерывным, если 
vh-+v (слабо) =^/(i;ft)->- J(v) в R. 

Ясно, что / слабо непрерывен =*■ / сильно непрерывен. (Действи
тельно, если J(vk)-**J(v) для vh-+v (слабо), то это тем более верно 
для vh-+v (сильно).) 

Напомним, что множество UczV сильно (соответственно слабо) 
компактно, если из любой бесконечной последовательности {vh} эле
ментов множества U можно выделить подпоследовательность, кото
рая сильно (соответственно слабо) сходится в U. 

Следующая теорема дает достаточные условия того, чтобы зада
ча минимизации 

min {/(„)} (Р) 
rel/crv 

имела оптимальное регпепие в U. 
Т е о р е м а 3 (Вейертитрасс). Если подмножество U<^V сильно 

(соответственно слабо) компактно и если J сильно (соответственно 
слабо) непрерывен на С/, то задача (Р) имеет оптимальное реше
ние в U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть m = inf {/ (v)} (m может припи-
мать априори и значение —*>). Это означает, что существует такая 
последовательность И ^ ( ^ е Р ) ? что J(vk)-+m (ft-*-**), 
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Так как U сильно (соответственно слабо) компактно, то суще
ствует подпоследовательность Мшь (LczH), сильно (соответствен
но слабо) сходящаяся к м е ( / . 

Так как / сильно (соответственно слабо) непрерывен, то J{vl)-+ 
-+-/(w), и мы можем записать равенство 

т = lim J(uk) = lim / (и1) = / (и). 

Так как J(u)> — °о, то т>—«> и J(u) = m; следовательно, С/ — 
оптимальное решепие задачи (Р). 

Легко видеть, что слабый вариант этой теоремы обобщает тео
рему 1 гл. 1. 

В бескопечномерпом случае всегда используется вариант этой 
теоремы, относящийся к слабой сходимости, так как условие силь
ной компактности мпожества £/, вообще говоря, гораздо более огра
ничительно, и его трудно проверять. 

С другой стороны, если V — гильбертово (или, в более общем 
случае, рефлексивное банахово) пространство, то для проверки 
слабой компактности мпожества U достаточно — в силу теоремы о 
слабой компактности (теорема 1, п. 2.6) — удостовериться в том, 
что U ограничено и слабо замкнуто. 

3.2. Полунепрерывность и усиление теоремы Вейерштрасса, По
нятие полунепрерывпости, которое мы сейчас введем, позволит 
дать очень часто используемое в приложениях обобщение тео
ремы 3. 

О п р е д е л е н и е 9. Функционал / называется сильно (соответ
ственно слабо) полунепрерывным снизу, если выполнено следую
щее условие: 

V y e F v{vh} — такой последовательности элементов простран
ства F, что vh-*■ v (сильно) (соответственно vk-*v (слабо)),— вы
полняется неравенство 

l iminf/( i^)>/( i ; ) . (2) 
Аналогично определяется полупепрерывность сверху (сильная 

илп слабая); в ее определении формула (2) заменяется неравен
ством 

lim sup J(uk)^J (и). (3) 
Ясно, что если J полунепрерывен одновременно сверху и снизу, 

то J непрерывен. 
Теорема 3 обобщается тогда сразу же следующим образом. 
Т е о р е м а 3'. Пусть U czV — сильно (соответственно слабо) 

компактное множество, J — сильно (соответственно слабо) полу-
непрерывный снизу функционал на / . Тогда задача (Р) имеет опти
мальное решение в U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно протекает шаг за шагом, как в дока
зательстве теоремы 3. Единственное отличие состоит в том, что 
теперь lim J (v1)^ J (и); следовательно, m>J(u). Это показывает 

/eL 
снова, что и & U — оптимальное решепие задачи (Р), 
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Слабо полунепрерывные снизу фупкцпопалы (сокращение: 
ел. п. н. сн.) встречаются достаточно часто, как показывает следую
щий результат (который мы приводим здесь без доказательства). 

П р е д л о ж е н и е 3. Если функционал 1 выпуклый и сильно 
полунепрерывный снизу, то 1 слабо полунепрерывен снизу 
(ел. п. н. сн.). 

П р и м е р . Функционал J(u)~WuW сильно непрерывный и вы
пуклый. Следовательно, он — ел. п. п. сн. 

Предложение 7 из п. 3.4 дает другое достаточное условие (в ко
тором также участвует свойство выпуклости) слабой полунепре
рывности снизу функционалов на банаховом пространстве. 

Из теоремы 3' вытекает тогда очень важпое следствие. 
С л е д с т в и е 1. Пусть V — гильбертово пространство, Uc:V — 

сильно замкнутое выпуклое множество, J — сильно полунепрерыв
ный снизу выпуклый функционал. 

Тогда если U ограничено, то J имеет по крайней мере один-
минимум в U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Примем следующее свойство без доказа
тельства: если С/с: У —сильно замкнутое выпуклое множество, то 
U слабо замкнуто (это следует из теоремы Хана — Банаха). 

Вследствие предложении 3 функционал / слабо полунепреры
вен снизу. 

С другой стороны, U ограничено и слабо замкпуто^С/ слаба 
компактно. Ото завершает доказательство следствия 1. 

З а м е ч а н и е . И формулировке только что приведенного след
ствия 1 условие «U ограничено» может быть заменено условием. 
что J(u)->- <*> при НЙ!1 -*- оо. 

3.3. Производная в смысле Гато. Градиент функционала. Пусть 
V — нормированное векторное пространство и J — функционал на V. 

О п р е д е л е н и е 10 (G-дифференцируемость). Функционал / 
называется имеющим производную по направлению (или диффе
ренцируемым в смысле Гато) в точке у е К по направлению ф е V, 
если выражение 

./(p-t-Ofp — J (v) 
0 

имеет предел при 8-^0 (в R). Этот предел обозначается f)J(v, ф). 
Если Уфе V предел bJ(v, ф) существует*), то функционал / 

называется дифференцируемым в смысле Гато (G-дифференцируе-
мым) в точке i / e F . 

О п р е д е л е н и е 11 (градиент). Пусть V — гильбертово прост
ранство, снабженное скалярным произведением <•, •>. Если функ
ционал / является G-дифференцируемьш в точке i / e F и если 
6/(и, ф) является непрерывной лииейпой формой по ф, то тогда 
(вследствие теоремы о представлении Рисса, см. п. 2.7, теорема 2) 

*) Дифференцируемостъ по Гато часто включает требование линейности 
выражения 6J(u, ф) но ф, входящее нише в определение 11,— Примеч. пер. 
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«существует такой элемепт /'(v)<= V> что 
6/(i?, ф ) - < / ' ( » ) , ф> У ф б К 

Этот элемепт называется градиентом функционала J в точке v. 
П р и м е р 1. Если J(v)*~J(vu •..» vn) — дифференцируемая в 

«обычном смысле функция из Rn в R, то 
тч \ — (dJ dJ dJV 

Действительно, мы и па самом деле получаем Уф е Rn: 
6J(v9 Ф ) - [ У » ] т < р 

(скалярное произведение в Rn). 
П р и м е р 2. Пусть J(и) — функционал па Ь2[а, Ь] со значения

ми в R, определенный соотношением 
ь 

J (i7) - J [у (*)]2 Ac V*; е= £2 [а, Ь]. 
а 

Тогда имеем \^GL 2 [a , b]: , . - : • ' 

j (,-,-Пф)-./ („) ^ j ( p [ 2 t ; + 0 ф ] ^ _ > 2 | - ^ ^ 

а а 

я, следовательно, 67(у, Ф) линеен и непрерывен относитеяадо f, 
поскольку 

h 

6 / (у, ф) = J 2*др ей: = <2У, ф>. ' 
a 

Следовательно, / ' (о) = 2У. 
П р и м е р 3. Пусть теперь /(у) —функционал из IV [а, Ь] в R, 

определенный формулой 

/ (V) = J у2 е/д. у и €= /Г [а, 6]. 

Спова имеем 
& ■ ■ , 

' &J {v, ф) = 2 J 1?ф АЕ , 

что, безусловно, является непрерывной линейной формой от ф. 
По поскольку скалярное произведение в Н] [a, b] определено 

формулой 
ъ 

а 

{см. пример 5 п. 2.7), то градиент / больше не равен 2у, как было 
в предыдущем примере 2. 
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Этот пример показывает, насколько существенно уточнение 
того, в каком именно пространстве определены функционалы, для 
которых мы хотим определить градиент. 

Ниже мы найдем другие примеры вычисления производных — 
в рамках вариационного исчисления (п. 3.6) или оптимального 
управления (п. 3.7), 

Используя G-дифферепцируемость, мы можем следующим обра* 
зом обобщить формулу конечных приращений. 

П р е д л о ж е н и е 4. Если функционал J является G-дифферен-
цируемым в точке и + аф для любого а ^ [0,1] в направлении ф> 
то существует такое 0е(О, 1), что 

7(i;+ Ф) « / ( i ; ) + б / ( 1 ; + вф,ф). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим вещественную функцию веще

ственного переменного а, определенную равенством f(a) — J(v^r 
+ аф). Из условий предложения следует, что эта функция диффе
ренцируема на [0, 1] по а, и ее производная по а равна 

dflda. = 8J(v 4- аф, ф). 
Применяя к / формулу конечных приращений, видим, что суще
ствует такое 0^(0, 1), что 

/(1) = /(0) + §(0), 
что равносильно равенству 

О п р е д е л е н и е 12 (двукратная G-дифференцируемость, гесси
ан.) Функционал У: V -** R, дифференцируемый по Гато в каждой 
точке y + Oif, 101*^6 (6>0) в направлении ф (у, if, ф е К ) , назы
вается дважды дифференцируемым в смысле Гато в точке v в на
правлениях ф и if, если отношение 

6/(p + 0t,<p) —6/(р, Ф) 
О 

имеет предел в R при 0-* 0. Этот предел обозначается б2/(у, ф, if). 
Если б2У(у, ф, if) существует УфеУ, Vifel/ , то функционал / 
называется дважды G-дифференцируемым в точке у е V. 

Если, кроме того, V — гильбертово пространство и для данного 
элемепта y e F отображение (ф, if)-**6V(y, ф, if) непрерывно и 
линейно по ф и tf, то существует такой линейный оператор d@(v) 
из V в F, что 

б2;(У, Ф, * ) - < * ( * ) * , Ф>; 
оператор <5#(и) называется гессианом фушщионала / в точке У. 

С помощью этих новых понятий можно обобщить следующим 
образом формулу Тейлора. 

П р е д л о ж е н и е 5. Если функционал J дважды G-дифферен-
цируем в точке v + aq> при всех а^ [0 ,1 ] в направлениях ф и tf = ф, 
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то существует такое 8 е ( 0 , 1 ) , что 

J(v + <p) = J(v) + 6 J > , Ф) + ±&J(v + 0Ф,ф, Ф). 

Доказательство аналогично доказательству предложения 4. 
О п р е д е л е н и е 13. Вектор ф е У называется направлением 

спуска для функционала J в точке v&V, если существует такое 
t > О, что 

/ (у + 9ф)</(г;) 

для всех 0е=(О, *)• 
Используя формулу Тейлора (предложение 5), мы видим, чта 

достаточное условие того, что ф является направлением спуска для 
функционала / в точке и (в предположении двукратной 6?-диффе-
ренцнруемости J в некоторой окрестности O(v) точки v и, скажем, 
справедливости соотношения вида H6V(i; + 8(p, ф, ф) II < СИфИ2 для 
1; + 9феО(у)) 1 является условие </'(i>), <р><0*). 

В частности, ф = —J' (v) есть направление спуска для J в v. 
Все предыдущее обобщает свойства, хорошо известные для 

обычных функций (на Rn). 
3.4. G-диффсренцирусмые выпуклые функционалы. Коэрцитив

ные выпуклые функционалы. 
О п р е д е л е н и е 14. Пусть J: V-+ R — функционал на норми

рованном векторном пространстве V. Функционал / называется 
а-выпуклым (иначе: коэрцитивным или эллиптическим), если су
ществует такое вещественное число а > 0 , что V u e F , Vv^Vr 
У6 е [0,1]: 

Jl{l—Q)u + ev]^(l — e)J(u) + BJ{v) — -YB(l—Q)lu — vp. 

З а м е ч а н и е . В предыдущем определении случай а = 0 соот
ветствует обычным выпуклым функциям. Поэтому следующий ре
зультат применим к обычным выпуклым функциям; для этого до
статочно положить а = 0. 

П р е д л о ж е н и е 6. Пусть J: F->R — функционал, являющий
ся G-дифференцируемым в каждой точке пространства V. Следую
щие условия эквивалентны: 

i) / является а-выпуклым; 
ii) V u e F , Yv^V: 
J{v)^J {и) + 6J{u,v — u) + ^lv — u ||2; 
iii) V u e F , V y s F ; 

6/(u, u — v) — bJ{v% u — v)>a)\u — v\\K 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 
o)^(ii). 
*) С помощью определений 10 и И легко убедиться, что направление ф г 

е У , удовлетворяющее условию < / ' ( Р ) , Ф> <С 0, является направлением спус
ка в более слабых предположениях — дифференцируемости функционала / по 
Гато в точке v и существования градиента в точке и,— Примеч. пер, 
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Действительно, из (i) следует V0 е [0,1]: 

J(u + e(v-u))^J(u) + e(J(v)-J(u))-^B(l-e)lu-vfs 

следовательно, при 0 > О 
Jiu + Q(v-u))-J{u)<J(v)_J{u)__a_{i_onu_v^ 

так как / является G-дифференцируемым, то, устремляя 0 к О 
справа, получаем, что 

8J ( м , у - и ) < / ( [ ; ) - / ( м ) ~-1! и — v f,: 
откуда следует (И). 

Действительно, если выполпепо условие (Н), то для любого 
fle[0, 1] можно записать, полагая w*= u + 0(У — и), 

/ (и) > J (и?) + 6/ (го, и — и;) + -2-1 и — wft 

J(v)^J(w) + &J(w,v-w) + ^-\\v-wf. 

Так как и — ш = -Q(v — и) и v — w*=(l — 0)(v — u), то мы видим, 
что 

/ (и) > / (ш) — 06/ (w, v — и) + -у- О21! е; — и ft 

J(v)^J(w) + (l — e)?>J(w,v--u) + ^(l-0¥lv — uf. 

Умпожая первое неравенство па (1 — 0), второе —на 0 и скла
дывая, получим, что 

(1 - 0) J (и) + 0/ (v)> J(w) + -J-0(1 - 0)\\v - w[|2,: 

что и доказывает, что функционал / является а-выпуклым. 
(i i)^(Hi). 
Действительно, имеем 

J{u) ^J(u) + 8J {u,v — u) + ~r lv — u\\\ 

J(u)^J(v) + 8J(v,u-~v) + -j-\\ti-vl\ 

отсюда, складывая, получаем, что 
0>б/(а, i;-и)+ 6/(1;, u-v)+aWu-v\\\ 

откуда следует (iii). 
( i i i )^( i i ) . 
Выберем произвольные и и v и рассмотрим функцию веще

ственного переменного 0: 
^ « / ( и + е^-в))1. 

406 



Имеем 
*' (0о) = Ж (°о) = «/ (и + вв (i; - u), i; - и), 

откуда для любого 0 получаем, что 
ф ' ( е ) -ф ' (0 ) -б / (1* + е(1>-а), v - u ) - 6 / ( u , v-u). 

Полагая w — и + 0(t> — ц), имеем для 8 > 0 

Ф' (е) — !>' (0) = 4 " f б / ^ "> — и) — 6/ (u, u; — и)], 

откуда, исиользуя (Ш), получаем неравенство 

f (0) — гр' (0) ^ -~~ ос [j 07 — w ||2 = 9ос || у — w f. 

Интегрируя по 0, получаем отсюда, что 

^ (0)>^(O) + ^(O)0 + - f - | | i ; -u l 2 e 2 , ; 

что при 0 = 1 дает соотношение (ii). 
Существенное свойство G-дифференцируемых выпуклых функ

ций состоит в следующем. 
П р е д л о ж е н и е 7. Если функционал J на банаховом простран

стве V является выпуклым и G-дифферещируемым и если, 
Ы (у, ф) — непрерывная линейная форма по ф, то J слабо полу
непрерывен снизу (ел. п. н. сн.). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что vh-+v слабо в V при 
fc-^oo, т. е. для любой непрерывной линейной формы L^ V* имеем 
L(vh— v)-+- 0 при к -*-©о. Согласно предложению 6 (в котором по* 
лагаем а = 0), имеем 

J(vk)>J(v) + 6J(vt vh~v). 
Так как отображение ф -^ 6/(yt ф) линейно и непрерывно (и по-
этому принадлежит V*), то заключаем отсюда, что б/(у, vk — y)->0 
при к -* оо. Отсюда и из предыдущего неравенства следует, что 

l imin f / (^ )> / (£7) 

и, таким образом, / — ел. п. н. сп. 
Заметим, что предложение 7 применимо, в частпости, к выпук

лым функционалам на гильбертовом пространстве, которые имеют 
градиент в каждой точке. 

3,5. Необходимые условия оптимальности. В случае оптимума 
без ограничений мы можем сформулировать следующее утверж
дение. 

Т е о р е м а 4 (необходимое условие первого порядка). Пусть 
J — функционал на банаховом пространстве V, являющийся G-диф-
ференцируемым в точке v°e=V. Для того чтобы и0 была точкой 
оптимума функционала У, необходимо, чтобы выполнялось соотно
шение 

6J (t;0, ф ) - 0 УфеК. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если v° — точка (локальпого или глобаль* 
ного) минимума функционала /, то для любого ф ^ V функция 
J(v° + i)(p) вещественного переменного 8 должна иметь минимум в 
точке 0 = 0. Необходимое условие этого состоит в выполнении со
отношения 

[^./(уо + е ф ) ] ^ = б / { 1 ,о , ф ) = 0> 
Точка v°j удовлетворяющая необходимому условию первого 

порядка 
6/(17°, ф ) « 0 Уф, 

называется стационарной точкой. 
Т е о р е м а 5 (необходимое условие второго порядка). Пусть 

J —дважды G-дифферещируемый в точке v°^V функционал на 
банаховом пространстве V, Для того чтобы v° была точкой мини
мума функционала J, необходимо, чтобы для любого ф ^ У выпол
нялись соотношения 

Ы(А Ф)=»0, 
&J(v\ <p, Ф ) > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно сразу вытекает из необходимых усло
вий второго порядка для вещественной функции J(v° + Qq>) веще
ственного переменного 8 для произвольного ф в V. 

Интересное обобщение теоремы 4 на случай задач с ограниче
ниями состоит в следующем. 

Т е о р е м а 6. Пусть J — функционал на банаховом простран
стве V; пусть J является G-дифференцируемым в точке v° и пусть 
U с V — выпуклое множество, содержащее v°. Для того чтобы точ
ка u°^U была точкой минимума функционала J на С/, необходи
мо, чтобы выполнялось условие 

8J(v°, v-v°)>0 Vv^U. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ие U произвольно. Так как U вы

пукло, v°e U и у е [ / , то 
i ;0+e(i;-!?0)el7 V6e[0 f 1]. 

Следовательпо, для того чтобы v° была точкой минимума для /, 
необходимо, чтобы для каждого v^U 

i ' < * + e<*-*»ja_. 6/(гЛу — У ° ) > 0 . 

З а м е ч а н и е . В случае без ограничений необходимые условия 
оптимальности выражаются в форме вариационных уравнений ви
да б/(у°, ф) —0 (Уфе У), тогда как в случае с ограничениями 
условия оптимальности выражаются в форме вариационных нера
венств 

6/(i7°f v-vQ)>0 Vv&U. 
Несмотря па чрезвычайную простоту их получения, предыду

щие результаты составляют основания вариационного исчисления. 
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Действительно, как мы сейчас увидим, опи позволяют вывести 
необходимые условия оптимальности, известные под названием 
уравнений Эйлера — Лагранжа. 

3.6, Приложения к вариационному исчислению* Уравнения Эйле
ра — Лагранжа, Вернемся к примеру 1 п. 1.1. 

Задача состоит в минимизации интеграла 
ь 

J(u) = §f(u(t)tu(l),t)dtf, » - - £ , 
а 

на множестве V = С1 [а, Ь] непрерывных функций с непрерывной 
первой производной на вещественном интервале [я, Ь]. Наложим, 
кроме того, условия и(а) = а и а (Ь)=(} (а и (i даны). 

Предполагая, что / — непрерывная функция всех своих аргу
ментов, непрерывно дифференцируемая по и и й, вычислим G-диф-
ференциал функционала J в направлении вектора ф, где ф «= С1 [а, Ъ] 
и ф(а)==ф(Ь) = 0. Имеем 

б/ {и, Ф) = Jp J f(u + 9ф, и + Оф, t) dt M 
La Je—о / % 

или, с учетом сделанных выше предположений, 
Ь h 

С df С df 
8J(и, ф) = ™(гг* и> *) ф (*) <# + j —т (и, и, £) Ф(*) с#* 

a a u 

Мы видпм, что б/(и, ф) —непрерывная лииейпая фупкция ф. Од
нако так как V~Cx[a, b] пе является гильбертовым пространством, 
то определить градиент функционала J в этом пространстве мы 
не можем. 

Вследствие теоремы 4, необходимое условие того, что точка и 
является точкой оптимума функционала / , состоит в выполнении 
условий 

б/(и, ф) = 0 V(p&Cl[a, Ы ф(а) = ф(Ь) = 0. 

Иначе говоря, для любой ф ^ С } [ а , 6] с ф(а)= ! ф(6) = 0 должно вы
полняться соотношение 

ь 

а 
где 

ди 

Формулируемый ппже результат позволяет непосредственно вы
разить необходимое условие оптимальности в теоремах самой функ
ции / и ее частных производных. 

П р е д л о ж е н и е 8, Если y(t) и h(t)—непрерывные функ
ции на [а, Ь] и если для любой ф е С ! [ а , Ь] с ф(а) = ф(Ь) = 0 
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выполняется соотношение 
ь 
$[*(0Ф(0 + * ( ' )Ф ( * ) ] * = 0, (4) 
а 

то производная dh(t)/dt существует, причем 

g{t)-*l®wO Vte[a,b]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
а) Покажем сначала, что если q(t) — непрерывная функция на 

[а, Ь] и если для любой функции ере С1 [а, Ь] с ф(а)=ф(6) = 0 вы
полняется соотношение 

ь 

а 

то q — постоянная функция на [а, Ь]. 
Определим для доказательства этого утверждения постоянную с 

b 

так, чтобы выполнялось равенство J [q (t) — с] dt = 0. Тогда, по

лагая 
г 

Ф(') = JbW —cjrfx, 

видим, что вследствие соотношения <p(t)~q(t)—c должно выпол
няться равенство 

ъ ь ь 
0 == J? W lq(t)-e] dt - j' [9(0 - с]2 dt + j с [q(t)~-c] dt. 

a a a 
Ho 

b b ^ 
J с [q (t) — c] dt = с J ф (*) d* = с [ф (b) — ф (a)] =* 0. 
a a 

Отсюда следует, что необходимо должно выполняться соотношение 
ь 
§[q{t) — c]*dt=z0 
а 

и так как q(t) непрерывна, то должно выполняться равенство 
q(t) — с — О на [а, 6], откуда и следует доказываемое утверждение. 

Ь) Докажем теперь предложение 8. 
Положим 

* 
G(t) = $g(-z)dT. 

а 
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Интегрируя по частям, получаем, что . . 
ь ь 

0=[G(t)<t>(t)]b
a = lG(t)y(t)dt + §g(t)(p(t)dt. ■■.• 

а а 

Следовательно, Уфе С1 [я, Ь\ Ф(Л)== ? Ф(&)«0, формула (4)" прини
мает вид 

ъ 
§[—G(t) + k(t)]y(t)dt = 0. 
а 

Согласно части а) доказательства, тогда должпо выполняться 
соотношение 

д(1)=*— G(t) + h(t)=*c (где с —постоянная) на [а, Ъ]. 
Следовательно, й (£) = £? (£) + <?. 

Но так как G(t) дифференцируема по построению, то и h(t) 
дифференцируема, причем 

«(*)-*(*> V*s[afb]f 

что завершает доказательство предложения 8. 
Вследствие предложения 8 из условия б/(и, ф) = 0 следует, что 

df.(u,Uit)--~ % (и, и, t) 
ди 

= 0, 
ди ^ ' •' ' dt 

Это необходимое условие оптимальности функционала / (и) = 
ь 

= 1 / {и, u, t) dt и называется уравнением Эйлера — Лагранжа. 
а 
Можно воспользоваться этим условием, в частности, в задаче 

о траектории светового луча в среде с постоянным показателем 
преломления n(t) (см. п. 1.1). Тогда нужно минимизировать ин
теграл 

/ (и) - | Vi + {uf dt. 
Здесь имеем 

следовательно, 
f(u,uxt) = Vl + (u)\ 

ди и ' ди V{ + Ku)2 

Тогда уравнение Эйлера — Лаграня^а записывается в вид© 

di\du 
= % 

что означает, что дЦдй постоянна и потому й постоянна. Мы по
лучаем новое доказательство того факта, что траектория светового 
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луча в однородной среде (с постоянным показателем преломления) 
есть прямая линия. 

3.7. Приложения к оптимальному управлению. Принцип макси
мума Понтрягина. Рассмотрим задачу оптимального управления 
введенную в п. 1.2 (задача 2) в общем виде: * 

найти функцию u(t) на [£0, t\], минимизирующую функционал 

J(u)-$g(x(t),u(t),t)dt9 

где х(t) (вектор состояния) зависит от u(t) посредством уравне
ния состояния: 

я (к)s lo (данный вектор). 

Обозначим через п размерность вектора состояния x(t), а через 
т — размерность вектора управления u(t). 

Вычислим G-дифференциал функционала / в точке и, т. е. 

£Т(~ \ V™ /(м + 6ф) — j(u) 
б / [и, ф) = lim fl

T —. 

Для этого предположим, что отображение, которое сопоставляет 
элементу и пространства F^(L2[*o, h])m решение x(u(t), t) урав
нения состояния, (сильно) непрерывно как отображение простран
ства (L?[to, h])m в IV [t0, t\]n и G-дифферепцируемо по и, т. е. 
Уф е V предел 

lim «<Ц + вФ>-«(»> 

существует; обозначим его г/(и, t) (величина у (и, t) зависит и от и, 
и от ф). Имеем y(u(t0), t0) = 0. 

Заметим, что х(и, t) удовлетворяет интегральному уравнению* 
t 

х(и, t) = x(tQ) + J /(я(й, t),u(t), t) dt. 

Следовательно, 
t 

x(u + 9ф, t) = x(t0) + J J(x(u+ 8ф, t), и + Qy,t)dtt 

t 
*(и + 8ф,*) —я(и, *) Г / (* (ц + е<Р> О» " + вф» *) — / (* (и, *Ь и* *) ^ 

. J g «. 
«А 

Если 9 -> О справа, то левая часть стремится к у(ц, 1). 
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Если мы предположим, что / непрерывно дифференцируема по 
^ й и, то при 6 -+• 0 справа имеем, кроме того, 
/ (х Си + 9<р), ц + 9ф, t) — / (х (и, t), ц, t) ^ 

Следовательно, #(S, £) удовлетворяет интегральному уравнению 
t 

' Л 

где 9//9ж и д//3м вычисляются при х = х{и, t) и ц = й. 
Отсюда следует, что у удовлетворяет системе дифференциаль

ных уравнений 

*~lb + ^ ( / ) 

Вычислим теперь величину 

У( ц + 9 ф ) - / ( и ) _ f g (а? (ц + вф, 0, ц + Оф, 0 - g (* К *), Ц, *) , . 
б - J в * '• 

Если мы предположим, что g непрерывно дифференцируема по 
переменным # и и, то мы получим, заставляя в стремиться к нулю 
справа, что 

т 

где у — решение системы (/) — есть функция перемепного q>. 
Чтобы выразить 6J(H, ф) однозначно как функцию ф, введем 

вектор p(t), называемый сопряженным вектором состояния и опре
деляемый как решение линейной системы дифференциальных урав
нений 

dp __ ' _( df)T (d*Y 

Система (//) называется сопряженной системой. 
Заменяя dg/dx выражением — рт — рт(д}/дх) в выражении 

3/(ц, ф), мы видим, что 
*ir 

б/ЯФ) - j [ - РТУ-РТЩу + 5 Ф]dL 
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Интегрируя по частям, получаем, что 

)-'pTydt = lpTydt-\pTy]%. 

Так как p(U) — Q и #(2o) = 0, то \pTy\t\ = 0, откуда 

}-Л*-}РГ**-}[1.'(£)Г + |.ТЯ»]*. 
' 'о 'о '« 

Следовательно, 

«о 

Мы видим, что в пространстве V = (L2[to, ti])n фупкционал 
т д t ()s 

6/(м, ф) непрерывен и линеен относительно ф, причем р -~- + -г— 
есть градиент функционала J в точке и. 

Применение теоремы 4 приводит к следующему необходимому 
условию оптимальности. 

Для того чтобы управление ii(t) было оптимальным при сде
ланных выше предложениях, необходимо, чтобы существовал век
тор p(t) (сопряженный вектор), удовлетворяющий системе диффе
ренциальных уравнений 

dt \дх) Р + \ох) ' 
p ( * i ) - 0 , 

для которого справедливо соотношение 

/ - £ - ( * Я 1)Ги{1), t) + Ц - ( * Я 1),Ъ{1), t) - 0. 

Если при данном p(t) определить гамильтониан системы фор
мулой 

II (х, и, р, t)~*g(z, uy t) + pTf(x, ц, t), 
то мы видим, что высказанное выше условие равносильно условию, 
что для оптимального управления u(t) и для соответствующей 
траектории #(й(£), t) выполняется соотношение -^ - = 0 для всех 
моментов времени t. 

Иначе говоря, оптимальное управление есть необходимо такое 
управление, которое делает гамильтониан стационарным в каждый 
момент времени. Этот результат, имеющий исключительно большое 
значение как с теоретической точки зрения, так и с точки зреиия 
приложений, известен под названием принципа максимума Понтря-
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гипа. Очевидно, что его справедливость может быть установлена в 
более слабых предположениях, чем те, которые были здесь исполь
зованы для упрощения изложения. Можно сослаться на [28, 21, 
22, 25]. 

3.8. Приложение к проектированию на замкнутое выпуклое мно
жество в гильбертовом пространстве. Пусть V — гильбертово прост
ранство и К с: V — сильно замкнутое выпуклое подмножество. 

Пусть uo&V произволен; рассмотрим задачу оптимизации с 
ограничениями: 

mm J(u), J(u)~ Ы — wo"2, 
и&К. 

i) Существование и единственность. 
Функционал / выпуклый и в каждей точке имеет градиент, 

равный 
7 ' ( и ) - 2 ( и - и о ) , 

следовательно, согласно предложению 7 (п. 3.4), функционал / 
>слабо полунепрерывен снизу и, согласно следствию 1 (п. 3.2), име
ет в К по крайней мере один минимум. Так как, кроме того, / — 
строго выпуклый функционал, то соответствующая точка миниму
ма а* определена однозначно. Она называется проекцией элемен
та uo на К. 

2) Характерпзация проекции. 
Поскольку существование и единственность уже доказаны, то 

теорема 6 позволяет дать следующую характеризацию проекции и*: 
и'(и*),и-и*>>0 ViiezK. 

Следовательно, мы можем сформулировать это утверждение в 
следующем виде. 

С в о й с т в о 2. Проекция м* элемента UQ на (сильно замкнутое 
выпуклое) множество К характеризуется вариационным неравен
ством 

<и* -щ, и- и*> >0 V ^ e К. 
Укажем, наконец, важное свойство проекции. 
С в о й с т в о 3. Если UQ и и[—проекции на К двух элементов 

<Щ U U\, ТО 

I I я* ♦ II ^ ,1 II 

,"о — " l i! < И и 0 — w i !l* 
иначе говоря, проектирование является сжатием. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого и&К имеем \щ—и$, и — 
— мо) ^ 0; следовательно, полагая и = иг, получим 

(и* — м0, и* — щ) > 0; 

аналогично, для любого и^К имеем 

(ы* — их, и — и*) ^ 0; 
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следовательно, полагая и = и0, получаем, что 
(и* — иг, и*—и *) ̂  0. 

Складывая, видим, что 
((и* — щ) + (иг — и0), (и* — и0*)) > 0, 

откуда вытекает неравенство 
II "Г — Щ I2 < ((их — и0), (и* — и* )> 

и, вследствие неравенства Коши — Буняковского, также неравен
ство 

I! * * :»2 - » и п 11 * * 11 

I! "i — Щ II < IIЩ — ЩIIЩ — "о II. 
Если Ц !̂ —и0 |^=0, то действительно получаем 

!"* — "oKl ! M i — Moil-
Если же \иг—и0|| = 0, то это же неравенство остается справед
ливым, ПОСКОЛЬКУ Ы\ — U(fi ** 0. 

§ 4. Алгоритмы бесконечномерной оптимизации 

Цель этого параграфа состоит главным образом в том, чтобы 
описать основные методы бесконечномерной оптимизации и пока
зать их исключительно большое формальное подобие методам, от-
носящимся к конечномерному случаю. 

Однако мы видим, что существуют и существенные различия, 
которые проистекают из того факта, что топологические свойства 
векторных пространств, рассматриваемых в том И В другом случае, 
существенно различны (см, теорему о слабой компактности из 
и. 2.6). Это приводит к различиям в природе делаемых предполо
жений и в технике доказательств. 

4.1. Оптимизация без ограничений: метод наискорейшего спуска. 
Рассмотрим здесь случай, когда V — гильбертово пространство 
(скалярное произведение обозначается <•, •>), а функционал / 
имеет в каждой точке и градиент, который мы обозначим / ' («)• 
Тогда имеем 6/(и, ф) = <7'(и), ср>. 

Как и в конечномерном случае, метод наискорейшего спуска 
состоит в том, чтобы, исходя из точки и*, переместиться затем в 
направлении dh = — У (и*)/И/'(и*) II, Тогда точка uk+l определяется 
равепством uh+l =uh + 0kd\ где 6А минимизирует функцию g(0) = 
= /(Hft + 8dft) на множестве 8 ^ 0 . 

Изучим условия, при выполнении которых последовательность 
{ц*}, порожденная алгоритмом наискорейшего спуска, сходится к 
оптимальному решению задачи min {/ (и)}. 

vev 
Заметим сначала, что в любой такой точке и\ что 7'(и*)^=0„ 

направление d4 — — У (uh) 1\\У(uh)\\ есть направление спуска, так как 
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Следовательно, если g(Q) непрерывно дифференцируема, то g (0 )< 
<g(Q) при достаточно малом 6 > 0 . В любом случае имеем 

J(uk+l)^J(uk) V/c. 
О п р е д е л е н и е 15. Градиент У (и) называется равномерно не

прерывным по щ если для любого е > 0 существует такое Ti(e)>0, 
что 

Ий-Ы1 < ч ( в ) - * V<P, ИфВ — 1: \W(u)-J'(v), <р>|«в. (5) 
Предполояшм, кроме того, что в предыдущем определении функ

ция г|(е) является сходящейся; иначе говоря, предположим, что 

Это предположение не слишком ограничительно. Чтобы гарантиро
вать его выполнение, достаточно, например, предположить, что гра
диент У удовлетворяет условию Липшица вида 

B/'(tt)--/'(i;)il<{MItt--i;II VIA, VU. 
Введем обозначения 

^ = _ J'№) 

AJh(B) - / (ик) - / (uh + 0d*), 
где индекс к напоминает, что все величины отпосятся к текущей 
точке ы\ 

Заметим, что в предыдущих обозначениях из предположения 
равномерной непрерывности 1 следует (поскольку l!d*ll = l ) , что 

е<Л(е)=>|*;(в)-^(0)|<в V e > ° -
Л е м м а 1. Предположим, что У равномерно непрерывно. Опре

делим для любого к величину Qh соотношениями 

8*>0, 

/ (и* + 0hdh) < / (uh + Qdh) VO e= [0, Qh]. 
Тогда 

lim / (uh) - / (a*+1) - 0 => lira | </ ' (uA), d*> | - 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим сначала, что 

e»>n( |efo(0) | ) V C S ( 0 , 1 ) . 
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Действительно, в противоположном случае мы имели бы (по 
определению функции т)(е)) неравенство 

| </' (и* + М*) - /' (uft), dk) | < | ел (0) |, 
«оторое может быть записано в виде 

\gk(Qk)-gk(0)\<\cg'h(0)\. 
Его можно переписать еще и в виде 

\g'k(0)\<\cg'k(0)\. 
Так как с< 1, то мы получили бы противоречие. 

С другой стороны, по определению 0ft имеем для любого 0<з 
«[o,ej 

J(uft + 0Acf)</(uft + 0dA), 
откуда 

/ ( ^ ) - / ( w A + 0cf)</(u*)W(u* + 0Adft). 
Это можно записать также в виде 

ДЛ(0)<Д/к(в») vee [0 ,9J . 

В частности, выбирая 0 = 0ft = т) (| cgh (0) |) < 0А, имеем 

Л/*(вО<ДЛ(00. 
Применяя формулу конечных приращений, можем записать ра

венство 
А/*(0) = Л ( 0 ) - #й(9) = Qg'k (0), 8 е (0, в). 

Для 0 = Gfc имеем 
A/ft (60-адв*) . 0йе=(0Д). 

Но, поскольку 0ft = т] (| с£й (0)|), то получаем 
0 й <г) ( | с^ (0 ) | ) , 

отсюда следует, что 
\g'k(%)-gk(0)\<\cg'k(0)\, 

откуда 
Л (§"0>(1-с) Iff* (0)1 

я, следовательно, 
Л / А (0*)> в А ( 1 - с ) | ^ ( 0 ) | , 

©ли еще, если замепить 0ft на т] (Ug/f (0)|), 
А/Л (9А) > А/* (00 > (1 - с) | gft (0) j r, (| cg'k (0) |). 

Следовательно, если предположить, что 

/(»*) - /(м*+|) — лл(е&) -̂  ot fc-oo, 
418 



то отсюда выводим, что 

где положено 
*k = c\gUO)\ = c\(J'{uh),dfy\. 

Покажем, что отсюда следует, что необходимо а* -*■ 0. Если а* 
пе стремится к нулю при к-*оо, то из последовательности {aj 
можно выделить такую подпоследовательность (аЛег,, что а / > а > 
> 0 (V/eL) . Но тогда из соотношения сйп (<&)-*-() следует, чта 
г](а/)-^0, откуда at -*• 0 (так как по условию функция г) сходя
щаяся). Отсюда получается противоречие. 

Следовательно, ДЛ(0Л)-*0 при к-> оо =^|gvt (0)|->0, иначе 
говоря, 

К У ' Ю , d*>!-G, 

что завершает доказательство. 
Тогда можно сформулировать следующую теорему. 
Т е о р е м а 7. Пусть J — функционал, который нужно миними

зировать на гильбертовом пространстве V, Пусть Ык) — последова
тельность, порожденная алгоритмом наискорейшего спуска, 

Предположим, что J ограничен снизу и что J имеет градиент в 
каждой точке, причем этот градиент удовлетворяет условиям лем
мы 1 (/' равномерно непрерывен), 

Тогда: 
i) Если отображение u-*WJ'(u)\\ слабо непрерывно, то в любой 

точке и, являющейся слабой точкой накопления последовательно
сти {и*}, выполняется условие / ' (и) = 0, 

Существует по крайней мере одна такая точка, если /(у)~*+оо. 
при llyll -*-+«>. 

ii) Если функционал J выпуклый и если J(v)-*o° при ИЫ1 -*• °°, 
то последовательность {uk} имеет по крайней мере одну слабую 
точку накопления, и в этой точке функционал J имеет минимум. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как J ограничен снизу, а последова
тельность J{uk) убывает, то 

Тогда, согласно лемме t, получаем отсюда, что 
lim| </'(«*).<**> 1 = 0. 

и гак как d" определяется формулой 

го отсюда следует, что 
Hml/'(u&)l = 0. 



Заметим, с другой стороны, что из предположения, что J(v)-*> 
■-> +00 при Ы -* +оо, следует — поскольку последовательность 
J(uh) не возрастает,—что все uh содержатся в общем ограниченном 
множестве. При этих условиях, вследствие теоремы о слабой ком
пактности (п. 2.6), последовательность iuh) имеет слабую точку 
прикосновения и (можно выделить некоторую подпоследователь
ность, слабо сходящуюся к и). 

Докая^ем теперь утверждение (i). Пусть и — слабая точка при
косновения последовательности {uh}. Таким образом, можно выде
лить из последовательности Ык) такую подпоследовательность 
{ul)i<=L (Lc:N), что и1 -*- и (слабо) при Z~*oo (ZsL) . 

Так как функционал и -*■ II/' (и)\\ слабо непрерывен, то получаем 
отсюда 

limf/'(«<)!! = 11-Л") 11 = 0. 

С другой стороны, если /(у)-*-+«> при II vll -*■ <*>, то существует по 
крайней мере одна такая слабая точка прикосновения. 

Докажем теперь утверждение (ii). По предположению, суще
ствует но крайней мере одна слабая точка прикосновения; обозна
чим ее и*. Таким образом, имеем и1-* и* (слабо) при Z-*-<*>, 1^ 
e£c=N. Но функционал / выпуклый, поэтому для любого v^V 
имеем 

]{v)>J(ul)+<J'{ul), v-u'>. 
Так как II/' (и1) II -*• 0 и Wv - и{1\ — ограниченная последовательность, 
то 

<J'(ul), р - и ' > - * 0 , Z^oo, le=L. 
С другой стороны, так как / — выпуклый и слабо полунепре

рывный снизу (см. п. 3.4, предложение 7) функционал, то отсюда 
получаем 

] i m / ( t t ' ) > / ( u » ) . 

Отсюда, таким образом, следует, что 
J(v)>J(u*) Vv&V. 

Если теперь функционал / является строго выпуклым, то ми-
пимум ц* функционала / единствен, следовательно, последователь
ность Ык) имеет единственную слабую точку прикосновения. 

4.2. Приложение методов наискорейшего спуска к решению за
дач оптимального управления. В п. 3.7 мы видели, что для задачи 
оптимального управления: 

найти на [to, t[] управление u(t) минимизирующее функционал 
h 

J{u) = $g(x{t),u(t),t)dt 
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при условиях: 
* ( 0 e / ( * ( ' ) i w(0> Of *(*o) = £o (данный вектор), 

можно определить градиент функционала u-+J(u) в произвольной 
точке и, и этот градиент может быть вычислен следующим образом. 

a) Нужно определить траекторию, соответствующую управле
нию и, т. е, проинтегрировать уравнение состояния 

на промежутке от tQ до t\, исходя из точки x{to)^ £о. 
b) Нужно нроинтегрировать сопряженную систему 

-*«-№+(*)' 
от U до to при пачалышх условиях p(t\)~0, 

Тогда градиент 1 в точке и определяется формулой 

где частные производные вычисляются па траектории x(u(i)4 t)r 
соответствующей управлению и. 

Далее ищется оптимум / в направлении —/'(и), и процедура 
повторяется, исходя из нового полученного таким образом управ
ления u(t). 

Этот технический прием является одним из наиболее часто при
меняемых методов решения задач оптимального управления. 

4.3. Оптимизация с ограничениями: градиент с фиксированным 
шагом в сочетании с проектированием. Расположимся раз навсегда 
в гильбертовом пространстве V (со скалярным произведением 

Мы ищем решение задачи оптимизации при наличии ограничений 
min / (u) , 

u<==UczV7 

где J — выпуклый, дифференцируемый (и имеющий градиент) 
функционал, a U — сильно замкнутое выпуклое подмножество V. 

Предположим, кроме того, что либо U ограничено, либо У (и)-»-. 
-*• +°° нрн И и В -*■ +°°. 

Известно, что при этих условиях предыдущая задача имеет 
оптимальное решение u*^U (см. следствие 1 п. 3.2). 

Если, кроме того, функционал J является строго выпуклым, то 
рассматриваемая задача имеет единственное решение, и это реше
ние характеризуется вариационным неравенством 

<J'(u*)9u-u*)>0 Vue=£7, 

где У (а*) обозначает градиент / в к* (см. теорему 6 п, 3.5), 
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Для любого м е У , иФ1] обозначим через Vva{u) проекцию 
точки и па выпуклое множество U и рассмотрим следующий алго
ритм, в котором 0 > 0 есть фиксированный шаг перемещения: 

Т е о р е м а 8. Если J является а-выпуклым (а>0) и если ото
бражение u-+J* (и) удовлетворяет условию Липшица: 

U'{u)-J'{v)W<$\u-vi Vu, W, 
то для любого значения 6^(0 , 2оф~2) алгоритм градиента с про
ектированием сходится к точке минимума и* функционала J на U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим сначала, что точка и* характе
ризуется вариационным неравенством 

O'(u*),v-u*>>0 Vye=Z7, 
которое можно переипсать в виде 

<и* - (а* - 0/' (а*)), v - м*> > 0 Vi/ e U, V0 > 0, 
и, следовательно (см. свойство 2 п. 3.8), 

ц* = Рг с ;(и*-0/ /(м*)). 
Следовательно, мы можем записать соотношение 

ц*+1 _ и* =» Pr„ [uh - 0Г (uh)] - Pre; [и* - 07' (и*)]. 
Так как оператор проектирования является сжатием (см, свой
ство 3 п. 3.8), то 

iiu**1 - М*И* < Ни* - и* - в (/' (и*) - / ' (и*)) II2, 
где правую часть можно тогда переписать в виде 

\\ик-иЧ2+0Ч;\ик)-Г(и^)Р-2в<Г(ик)-Г(и^),ик^и*>; 
так как J является а-выпуклым, то мы имеем 

</' (uk) - У (и*), и* - и*> > аЫк - u*li2, 
и так как 7'(и) Липшицев, то 

НУ (и*) - У (и*) II2 ^ £ V - ц*Н2. 
Следовательно, мы получаем оценку 

||им.1 - и*||2 < (1 - 2а0 + 02[J2) Wuk - и*!!2, 
отсюда вытекает, что для 9<=(0, 2оф~2) имеем 

\\ик+1-и*\\Кч№-и*\\ 

с "f*̂  1» ч т о и доказывает сходимость алгоритма. 
З а м е ч а н и е 1. Предыдущий метод можно равпым образом 

применить и к оптимизации без ограничений: тогда достаточпо 
взять U^V* Мы получим метод градиента с фиксированным ша
гом. Условия на 0, обеспечивающие сходимость, те же, что и в слу
чае при БГаличии ограничений. 
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З а м е ч а п и е 2. Для того чтобы алгоритм градиента с фикси
рованным шагом представлял практический интерес, нужно, чтобы 
было легко провести вычисление проекции произвольной точки л 
множество U. 

4Л. Оптимизация с ограничениями: методы штрафов. Пусть V 
как и в предыдущем пункте, есть гильбертово пространство и пуст;. 
мы ищем решение задачи 

min/(u), 
u&UczV. № 

Фупкция и-+Н(и) называется функцией штрафа относительно под
множества U, если 

П(и)>0 для всех и, 
Я слабо полунепрерывна снизу. 

Как и в конечномерном случае (см. гл. 6 § 1), идея состоит в том, 
чтобы заменить задачу (Р) последовательностью задач без ограни
чений: 

min J'г (и) = J(и) + rll (и), (Рг) 
где г > 0 —параметр (коэффициент штрафа), который мы устрем
ляем к +<». 

Предположим в дальнейшем в этом разделе, что 
J слабо полунепрерывен снизу, 
J(u)-+<x> при 1!и11-*-+«>, 
J ограничен снизу. 
При этих условиях для любого значения г > 0 задача (Рг) име

ет оптимальное решение иг. Следующий результат изучает сходи
мость последовательности ит к оптимальному решению и* задачи 
(Р) при г ->• оо. Он обобщает теорему 1 гл. 6. 

Т е о р е м а 9. Предположим, что J слабо полунепрерывен снизу 
(сл.п.п.сн.), ограничен снизу и что J(u)-+-\-oo при \\и\\ ->• +оо. 
Предположим, что подмножество U слабо замкнуто. Тогда любая 
слабая точка прикосновения последовательности {иг) есть опти
мальное решение задачи (Р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого значения г > 0 и любого 
UQ&U имеем 

Jr(ur) ^Циг) + rl1(ur) ^ J(uo) + rII(uo), 
и так как Н(и0) = 0 для UQ^ U, то МЫ видим, что 

J(ur)^J(uo) Vuo<^U. 

Следовательно, величина J(ur) остается ограниченной фиксиро
ванным числом, не зависящим от г. Так как J(u)-++°o при Hull-*-: 
-*• оо, то отсюда следует, что вся последовательность {йЛ содержится 
в некотором ограниченном множестве. 

Используя теорему о слабой компактности (п. 2,6), мы видим, 
что из этой последовательности можно выделить нодпоследователь-* 
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пость {urr}4 слабо сходящуюся к м * е 7 . Так как U слабо замкну
то, то и* ̂  V. 

С другой стороны, так как для любого г' имеем 
/ ( M + r7 / (u r , )< / (w 0 ) 

и мы можем переписать это соотношение в виде 

ftfc')<-}rlJ(Uo)-J(Ur>)], 

то, поскольку / ограничен снизу, и, таким образом, существует та
кое число ту что 

J(u)>m Vw, 
то отсюда следует соотношение 

Я ( М < - р " ^ Ю - л ] Vr' 

и, следовательно, Н(йг,)-^0 при /-++<*>. 
Так как Н ел. п. н, си., то теперь можно записать — вследствие 

того, что иг/->и* (с-табо),—что 
lim H{ur,)^H(u*)% 

откуда # ( и * ) < 0 . 
Так как по определению функции штрафа должно быть также 

7/(и*)^0, то отсюда получаем, что //(и*) = 0 и ц* е (7. 
Наконец, так как 

^ " ( M < / ( w 0 ) Vae<=l/, 
то, используя тот фдкт, что функционал / ел. п. п. сп., имеем 

«/(ц*)< lim / ( M < ^ K ) 

— и это для любого и 0 е£/ . Отсюда следует, что и* — оптималытоо 
решение задачи (Р). 

4.5. Оптимизация с ограничениями: методы двойственности. Тео
рия седловых точек и теория двойственности, развитые в гл. б, 
обобщаются без существенных трудностей на случаи бесконечно
мерных пространств. 

Предположим, чт-о задача оптимизации при наличии ограниче
нии задана в следующей форме: 

* » = 0, (Р) 

где F — отображение^ V в Y. 
Предположим, что V и Y — пормироваипьте векторные прост

ранства. Следовательно, мы можем определить пространство Г*, 
сопряженное к Г. 
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Таким образом, любой элемент Я е F* является пепрерывпой 
линейной формой на К, и результат применения отображения 
Я е F* к элементу y^Y будет обозначаться Яг/ (Яу есть веществен
ное число). 

Тогда можно определить функцию Лагранжа задачи (Р) фор
мулой 

L(v, h) = J{v) + KF(v)4 l e y * . 
Понятие седловой точки определяется, как и в конечномерном 

случае: точка (?, Я) является седловой точкой тогда и только тогда, 
когда _ 

L(v, k)<L(v, k)<L(v, Я) Vp, VX. 
Можно доказать — аналогично конечномерному случаю,— что 

если точка (и, Я) является седловой точкой функции Лагранжа, 
то v есть точка (глобального) оптимума задачи (Р). 

И на этот раз существование седловой точки можно гарантиро
вать в выпуклом случае (иначе говоря, здесь — в случае, если / — 
выпуклый функционал, a F — линейное отображение, поскольку 
ограничения суть ограничения в форме равенств)» 

Можно также определить дуальную функцию для любого Я ^ 7* 
ы;(Я) = min{/>(/i, Я)} 

(следовательно, это — функционал на У*), и седловая точка — если 
она существует — может быть определена с помощью решения 
дуальной задачи 

тахм>(Я), 
Х-Т-. <°> 

Решение дуалытой задачи (которая является задачей без огра
ничений) может быть проведено, например, с помощью метода 
наискорейшего спуска (п. 4.1) или метода градиента с фиксиро
ванным шагом (и. 4.3). 

Рассмотрим в качестве примера задачу оптимального управле
ния вида 

' i 

min / (х, и) ~ ] g(x(t)7 u(t), t) dt,-
\ 

£{t)~f{x{t)f uit), 0» (6) 
*(*o)«Io. (7) 

Предположим, что мы ищем и в (№[1о, *i])m и х в (IP [to, t{])n. 
Уравнение состояния (G) может быть, таким образом, перепи

сано в виде 
0 = F(x, u) = -x(t) + j(x(t), u(l), 0 , 

где F - отображение V^(IIl[t0, *i])"X(L2[fo, *i])m в Y = {L2\h,ti])n. 
Если функционал J является выпуклым по (х, и) и если / ли

нейна по (ху и), то седловая точка существует. 
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Свяжем с каждым уравнением состояния 
*(*)-/*(*(*)• «to, о: 

фупкцию (множитель Лагранжа) h(t)^L2[to, t\]. 
Образуем из этих функций вектор Я(£), принадлежащий У*. 
Функция Лагранжа, связанная с предыдущей задачей, записью 

вается в виде 
U 

L (х, их Я,, t)=*J (х% и) + J kT (t) [— х + f(xt ux t)] dt. 
Ч 

Вычисление дуальной функции w(X) для фиксированного Я сво
дится, таким образом, к решению задачи вариационного исчисления 

min f (g (х, и, t) + Kf (t) [—x + f (x, и, i)]) dt% 
'0 

Выпишем тогда уравнения Эйлера — Лагранжа, связанные с этой 
задачей, предполагая, что требуемые для этого условия регуляр
ности выполнены (см. п. 3.6). Получим 

ди ди 
Первое из этих уравнений есть не что иное, как дифференци

альное уравнение, определяющее сопряженное состояние; второо 
уравнение выражает стационарность в точке и функционала 
g(x, и, t) + Xrf(x, и, t), т, е, гамильтониана системы, в каждый мо
мент времепи (см. п. 3.7). 

Пусть (£*(£)> М О ) — решение предыдущей задачи вариацпоп-
пого исчисления. Тогда получаем 

w{k)~L{xk{t), М О , МО, t). 
Можно доказать, как в случае конечномерных пространств, что 
ы?(Х) — вогнутый функционал от X и что 

F{£\, их) я—£х(0.+ /(**> "х, t) 
есть субградиент w в точке X, 

Решение дуальной задачи можно, таким образом, осуществить 
методом наискорейшего спуска или методом градиента с фиксиро-
ванным шагом. Следовательно, новое значение X определяется на 
каждой следующей итерации формулой типа 

Я Ч 0 ^ М 0 + 6 Ы * ( 0 + / ( М 0 , М О , *)]• 
4.В. Приближение бесконечномерных задач конечномерными за

дачами. Метод Галеркиня. Естественная и очень широко исполь
зуемая идея решении задачи оптимизации в бесконечномерном 
пространстве V состоит в ограничении этой задачи на конечномер
ное подпространство Vn размерности п. 
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Здесь мы ограничимся изучепием общего принципа этого мето
да и не будем входить в подробности его работы. Действительно, 
в соответствии с природой изучаемой задачи особенности примене
ния этого метода могут принимать весьма различные формы: ме
тоды конечных разностей, методы конечпых элементов, методы 
ритца — Галеркина. Подчеркнем, с другой стороны, что теоретиче
ское оправдание этих методов основано на свойство сепарабель
ности рассматриваемых гильбертовых пространств, которое позво
ляет ввести попятие полной ортонормированпой системы, являю
щееся распространением попятия базиса на бесконечноморпыц 
случай. 

О п р е д е л е н и е 16 (плотное подмножество). 
Пусть V — банахово пространство, D -— подмножество К Мно

жество D называется плотным в F, если для любого элемента 
#e=F существует элемент ue=D, сколь угодно близкий к v. Иначе 
говоря: 

Пи-Ы1<8 V y e F , Ve>0 , Zus=D. 
О п р е д е л е н и е 17 (тотальное семейство). Счетное семейство 

элементов пространства V вида £ = (si, ..., 1%, ♦..} называется то
тальным, если подпространство Vb порожденное этим семейством, 
плотно в V (иначе говоря, если У% = V, где \\ означает замыка
ние F* в смысле сильной топологии). 

О п р е д е л е н и е 18. Бапахово пространство V называется сепа-
рабельным, если оно содержит не более чем счетное тотальное 
семейство. 

Для важных в приложениях гильбертовых пространств можно 
доказать следующее свойство. 

С в о й с т в о 4. Гильбертовы пространства в примерах 1, 2, 3, 5 
л. 2.7 сепарабельиы, т. е. содержат не более чем счетное тоталь
ное семейство. 

О п р е д е л е н и е 19. Пусть V — гильбертово пространство. Се
мейство g = {|fU^/} элементов пространства V называется орто-
нормированным, если для любых i s / , / e / выполняются соотно
шения 

В гильбертовом пространстве, исходя из любого счетного семей
ства элементов 

g = {glT ♦.., gn, . . . } , 
каждая конечная подсистема которого линейно независима, мож
но построить ортонормированиое семейство е = {<?ь ..., enf ...} с по
мощью процесса ортогонализации Г рама — Шмидта: 

t 5 n - 2 <En'*i>*i 
е — ^ р - i = l - — 

li * i II » - 2 <k'ei>'t\ 
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Из предыдущего вытекает следующее фундаментальное свой
ство сспарабельных гильбертовых пространств. 

С в о й с т в о 5. Любое сепарабельное гильбертово пространство V 
содержит счетов тотальное ортопормированное семейство 

е~*{еи . . . , е„, ...К 
Для произвольного вектора ц е V проекция вектора и на под

пространство Fn, порожденное п векторами {еи . . . , ej, определя
ется формулой 

п 

U?i = 2 ) <^> е*У еН 

и при зтом имеем ип-* и (сильно) при п -+ <*>. 
Рассмотрим теперь приближение бесконечномерной задачи вида 

mlxiJ(v), 
v^UczV (P) 

(гдо V -— гильбертово пространство) копечиомерпыми задачами. 
Рассмотрим случай, когда задача (Р) имеет единственное опти

мальное решение й, и с этой целью введем следующие предпо
ложения: 

/ — а-выпуклый, дифференцируемый, имеющий градиент и силь
но непрерывный функционал; 

U — выпуклое сильно замкнутое множество. 
Действительно, поскольку функционал / выпуклый, дифферен

цируемый и имеющий градиент, то он слабо полунепрерывен снизу 
(согласно предложению 7 п. 3,4). С другой стороны, поскольку / 
является а-выпуклым, то он удовлетворяет условию У(и)-^+«> 
при Ии11 -► +«>, и, вследствие теоремы 3 ' п. 3.2, задача (Р) имеег 
оптимальное решение и. Так как J — строго выпуклый функцио
нал, то это решение единственно. 

Для произвольного n e N обозначим через Vn подпространство 
пространства V размерности /г, порожденное набором {е\, . . . , еп}> 
л предположим, что мы заменили задачу (Р) задачей (Р„) в прост
ранстве Vn: 

rain/(У), 

где Un — замкнутое выпуклое подмножество Vn. 
Вследствие сделанных ранее иредноложений задача (Рп) имеет 

единственное оптимальное решение, которое мы обозначим ип* 
Следующий результат показывает, что при некоторых предполо
жениях ип -*- и при п -*■ оо. 

Т е о р е м а 10. Предположим, что семейство замкнутых выпук
лых подмножеств Uп позволяет приблизить U в следующем смысле: 

1) для любого u^U можно найти такую последовательность 
{uj , что ии ^ Un для всех п и иа-* и (сильно); 
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2) если un^Un для любого п и если последовательность {ип) 
сходится слабо в V к и* & V, то и* ̂  U. 

Тогда в сделанных выше предложениях относительно функцио
нала J имеем 

l i m || Мп — и»] — О, 
П-»оо 

где и есть оптимальное решение задачи (Р). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как й е= £/, то (по построению под

множеств Un) существует такая последовательность wne£/n , что 
lim 1|иЛ — и\ = 0. 
и->оо 

Так как J сильно непрерывен, то 
lim J (ип) = J(u). 
п-*оо 

С другой стороны, так как ип есть оптимум для задачи (Рп), 
то для любого п имеем 

J{un)<J(un). 
Отсюда следует, что существует некоторая постоянная с, удовлет
воряющая условию 

J(un)<c V/г. 

Так как /(и)->+<*> при 1Ы1-*+<», то вся последовательность 
{««} содержится в ограниченном подмножестве V. 

Следовательно, мы можем (по теореме о слабой компактпости) 
выделить подпоследовательность Ш,} ( l e i c N ) , слабо сходящую
ся к элементу u* е= F. 

По тогда из условий 
Ui-t-u* в F (слабо), 
Ui e (/,, 

следует, что и* е= £/. С другой стороны, так как функционал / сла
бо полунепрерывен снизу, то 

J (u*)^. lirn J{ui). 

Отсюда следует, что 

J(u*)<J(u), и*е£/ , 5 65(7. 

Так как й есть единственное оптимальное решение задачи (Р), то 
отсюда с необходимостью следует, что 

а* = й, 

следовательно, й есть слабый предел любой слабо сходящейся 
подпоследовательности, выделенной из последовательности {й»>. 



Поскольку /, по предположению, является а-выиукльш, то мы 
можем теперь записать неравенство 

J (йп) > / (м) + <Jf (")• Un — й> + Y 1 ип — w f Vn, 

где ]'(и) — градиент / в точке м. 
Но, так как J{un)> J{Tin) для всех гс, то 

•у || Йп ■— W f < / (ип) — J{u) — (J' (U), Un — 11} < / (Un) — / (и)-

Правая часть стремится к нулю, так как J(un)-+J(u). Отсюда 
заключаем, что Jim ]ип — и]-~ 0. 

'п -*ос 
Вопрос о выборе размерности п природы нодпрострапств для 

наилучшего приближения данной бесконечномерной задачи явля
ется одним из наиболее важных и наиболее деликатных в числен
ном анализе. За его более глубоким изучением можно отослать к 
[36, 18, 34, 29, 7]. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1 A b a d i e J. (1970), Application of the G.R.O. Algorithm to Optimal Cont
rol Problems, in: Integer and Nonlinear Programming, (I, Abadio ed.), 
North Holland, p. 191-213. 

2. Au s l e n d e r A. (1976), Optimisation. Mcthodes numeriques, Masson, 
Paris. 

3. Bo ti d a r e I R., D e l ma я J., G u i c h e t P. (1969), Commande optimale 
des processus, Dunod, Paris. 

4. B r y s o n A. E., Ho Y. C. (1969), Applied Optimal Control, Blaisdell, 
New York. 

5. С a n о n M. D., С u 11 u m C D , P о 1 a k E. (1970), Theory of Optimal Cont
rol and Mathematical Programming, McGraw-Hill, New York. 

fi*. Coa J, (1971), Optimisation: theorie et algorithmes, Dunod. 
7. C i a r l e t P. (1970), Numerical Analysis of the Finite Element Method, 

Presses Universite de Montreal. 
8*. Co u r a n t R., I l i l b c r t D. (1953), Methods of Mathematical Physics, 

Interscience. 
9. C u r t a i n R. F., P r i t c h a r d A. ,T. (1977), Functional analysis in mo

dern applied mathematics, Academic Press, New York. 
10. D r e y f u s S. E. (1965), Dynamic programming and the calculus of varia

tions, Academic Press, New York. 
11*. E k e l a n d I., Tern am R. (1974), Analyse convexe et problemes varla-

tionnels, Dunod~Gaulhier-Vi liars, Paris. 
12. F o r t i n M., Gl о w i n s k i R. (1932), Resolution nnmerique de problemes 

aux limites par des mcthodes de lagrangiens augmentes. Collection Mcthodes 
Malhematiques de Flnformatique, Dunod, Paris. 

13*. G l o w i n s k i R., L i o n s J. L., T r e m o l i e r e s R. (1976), Analyse na-
merigue des inequations variationnelles, Dunod, Paris. 

14. G u i g n a r d M. (1969), Generalized Kuhn-Tucker Conditions for Mathe
matical Programming Problems in a Banach Space, SJ.A.M. Journal of Cont
rol 1, p. 239-241. 

15. I i o s t c n c a M. R. (1966), Calculus of Variations and Optimal Control Theo
ry, Wiley, New York. 

16. ii w a n g C. U, F a n L. T. (1967), A Discrete Version of Pontryagin's Ma
ximum, Principle, Operations Research 15, p. 139-146. 

430 



17. L a s d o n L. S., M i t t e r S., W a r en A. (1967), The Method of Conjugate 
Gradient for Optimal Control Problems, IEEE Trans, Automatic Control, 
AC-12, 2, p. 132-138. 

18. L a u r e n t P. J. (1972), Approximation et Optimisation, Herman, Paris. 
19*. L i o n s J. L. (1968), Controle optimal des systemes gouvernes par des equa

tions aux derive.es partielles, Dunod-Gauthier-Villars, Paris. 
20. L i o n s J. L., F a u r r e P. (1980), Gours d'analyse numerique, notes d'opti-

misation, Cours de FEcole Polytechnique, Paris. 
21. L u e n b e r g e r D. G. (1966), A Generalized Maximum Principle in: Recent 

Advances in Optimization Techniques, (A. Lavi, T. P. Vogl eds.), Wiley, 
New York. 

22. L u e n b e r g e r D. G. (1969), Optimization by vector space methods, Wiley, 
New York. 

23. L u e n b e r g e r D, G. (1972), Mathematical Programming and Control Theo
ry: Trends of Interplay, in: Perspectives of Optimization, (Т. М. Geoffrion 
ed.), Addison Wesley, p. 102-133. 

24. M e s a r o v i c M. D., M a c k о D., T a k a h a r a Y. (1970), Theory of Mul
tilevel Hierarchical Systems, Academic Press, New York. 

25. M i c h e l P. (1977), Une demonstration elementaire du Principle du Maxi
mum de Pontriaguine, Bull Math. Economiques, n° 14, p. 9-17. 

26. P e r v oz v a n s k i у А. А. (1967), Relationship Between the Basic Theorems 
of Mathematical Programming and the Maximum Principle, Engineering 
Cybernetics 6, 11. 

27. P o l a k E. (1973), An Historical Survey of Computational Methods in Opti
mal Control, S.l.AJL Review, 15, p. 553-584. 

28*. P о n t г у a g i n L. S., В о 11 у a n s к i i V. G., G a m к r e 1 i d z e R. V., 
M i s h c h e n k o E. F. (1962), The Mathematical Theory of Optimal Process 
ses, Wiley Interscience, New York. 

29. R a v i a r t P., F a u r r e P. (1976), Cours d'analyse numerique, Ecole Po
ly tech nique, Paris. 

30. R i t t e r K. (1967), Duality for Nonlinear Programming in Banach Space, 
S.I.AJI. J. AppL Math 15, p. 294-302. 

31*. R o c k a f f e l a r R. T. (1970), Convex analysis, Princeton University Press, 
Princeton, New Jersey. 

32. R u b i o J. E. (1980), Solution of Nonlinear Optimal Control Problems in 
Hilbert Spaces by Means of Linear Programming Techniques, Journal Opti
mization Theory and AppL 30, 4, p. 643-661. 

33. S a g uez C. (1970), Optimisation et contrdle optimal des systemes, Cours 
de FEcole Centrale des Arts et Manufactures, Chatenay-Malabry, France. 

34*. S t r a n g G., F i x G, J. (1973), An Analysis of the Finite Element Method, 
Prentice Hall, USA. 

35 V a r a i y a O. (1967), Nonlinear Programming in Banach Spaces, SJ.A.M. 
J. AppL Math. 15, p. 284-293. 

36*. Z i c n k i e w i c z О. С (1971), The Finite Element Method in Engineering 
Science, McGraw-Hill, Londres. 

http://derive.es


П р и л о ж е н и е 1 
ОТДЕЛЕНИЕ ВЫПУКЛЫХ МНОЖЕСТВ. ТЕОРЕМА ФАРКАША 
И МИПКОВСКОГО. ТЕОРЕМА ГОРДАНА 

Мы папомним в § 1 некоторые основные результаты, касающиеся отделе
ния выпуклых множеств. 

Отсюда мм выведем в § 2 две теоремы, используемые в математическом 
программировании: теорему Фаркаша и Мипковского (дающую необходимые 
и достаточные условия существования неотрицательного решения системы ли
нейных неравенств) и одно из ео непосредственных следствии — теорему 
Гордаоа. 

§ 1. Отделение выпуклых множеств 

Т е о р е м а 1. Пусть S c R n — непустое замкнутое выпуклое множество и 
пусть у ф. S. Тогда существует такой ненулевой вектор a G Rn в такое число а, 
что 

ату > а, оУх ^ a Ух e S 

(говорят, что гиперплоскость, определенная уравнением атх = а, разделяет 
У и S). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х — проекция у па S. Имеем (см. гл. 10, 
п. 3.8) 

(х — х)т(у — х) ^ 0 Ух е S. (1) 
Из соотношения 

Ну — х Н 2 «а (У — Х)т(у—Х) = УТ(У — х)—ХТ(у — х) 

можно вывести с учетом соотношения (1), что 
\\у — х\\2 ^ (у - х)т(у - х) ух е= S. 

Выбирая тогда а «=* у — х(ФО), получаем, что 
ату > атх + \\у — £II2 Ух е= S, 

и если взять a — sup {в яг}, то теорема доказана. 
Т е о р е м а 2. Пусть S а 1\п — выпуклое множество и пусть х — точка ера-

ницы множества S. Тогда S допускает в точке х опорную гиперплоскость, 
г. е. существует такой ненулевой вектор а е Кл, что 

ат(х — х) ^ 0 V x s c l ( S ) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как х принадлежит грапице множества S, то 

существует такая последовательность {у*}, что yh ^ cl (5) для любого к и 
у*-+х. 
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Согласно теореме i, с каждым ук можно связать такой ненулевой вектор 
а\ что 

(«*)т ( * - у * ) < 0 V*esc l (S ) . (2) 

Заметим теперь, что так как ак Ф О, то всегда можно предполагать, что 
||л*11 = 1 в вышеприведенной формуле. Тогда последовательность {а*} ноли
ком содержится в компактном множестве (замкнутом шаре радиуса 1), и по
этому из нее можно выделить подпоследовательность {al}i&L ( L c N ) , сходя
щуюся к такому вектору а, что II сII = 1. 

Рассматривая эту подпоследовательность и переходя к проделу в (2) при 
фиксированном х, получаем, что 

ат{х~х) ^ 0 V . r e c l ( 5 ) , 

откуда и следует теорема. 
Из предыдущих теорем 1 и 2 получаем 
С л е д с т в и е 1. Пусть S а 1\п — непустое выпуклое множество и пусть 

х ^ S. Тогда существует такой ненулевой вектор а €= Rn, что 

ат{х-~х) < 0 V * e c l ( 5 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если х ф. с!(5), то следствие вытекает из теоре
мы 1. Если х принадлежит границе множества ft то следствие вытекает из 
теоремы 2. 

Следующий результат показывает, что два дизъюнктных выпуклых мно
жества всегда могут быть отделены гиперплоскостью. 

Т е о р е м а 3. Пусть ft и ft — два дизъюнктных (ft П ft = 0 ) непустых 
выпуклых множества. Тогда существует разделяющая их гиперплоскость, ина
че говоря, существует такой ненулевой вектор а €= К", что 

атхх < атх2 \Xi e ft, \x2 s ft. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим множество 

S = {х\х — xi — Х2, х\€В Sh x<i е= ft}, 

Заметим, что множество 5 выпукло и что 0&S (действительно, если бы 
0 E S , T O было бы ft П ft Ф 0 ) . 

Применяя следствие 1, мы получаем тогда существование такого а ф 0, 
что 

атх ^ 0 ух е ft 
откуда следует, что 

ат (х: — х2)^0 V.r, е= ft, V*2 е= ft, 

и теорема доказана. 
Отсюда можно вывести 
С л е д с т в и е 2. Пусть ft и St —такие два выпуклых множества, что 

ft =И= 0 u int (ft) =?*: 0 . Гогдя если ft П Ы (ft) = 0» ™ существует такой не
нулевой вектор а е Rn, что 

Var 1 ef t , - V*2 6Е ft =*- ят*1 < «т#2. 

433 



§ 2. Теорема Ф а р к а т а и Мин конского. Теорема Гордана 

Теорема Фарката и Мипковского касается существования неотрицатель
ных решений систем литейных уравпепий вида 

Ах =а Ьч 

,>о, <3> 
где А — матрица т X » с вещественными коэффициентами, # е R", 6 е КЛ. 

Вот ее формулировка. 
Т е о р е м а 4 (Фаркапт и Мипковстшй). Необходимое и достаточное уело* 

вие того, что система (3) имеет решение, состоит в следующем: 
для любого такого ш = (щ, . . . , ит), что иА ^ 0, имеем ub ^ 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие необходимо. 
Действительно, если система (3) имеет решение х ^ 0, то для любого та

кого и, что иА ^0, имеем ub — и/1£ ^ 0, что показывает, что условие (4) вы
полнено. 

Условие достаточно». Покажем, что если система (3) не имеет ре шепни, 
то (4) не выполнено. 

Множество S= {у\у = Ах, х ^г 0} замкнуто и выпукло, а вектор Ь удов
летворяет условию 6 0 S . Вследствие теоремы 1 ( § 1 настоящего приложе
ния 1) существует та ко» и поиулепоп вектор а Е= Rn и такое число а, что атЬ > 
> а и ату ^ а для любого у е= £. Так как 0 е 5, то должно выполняться соот
ношение атАх s^ а для всех х ^ 0, что означает, что атЛ ^ 0. 

Полагая и == —ат, :мы видим, что он очевидным образом представляет со
бой m-вектор-строку, не удовлетворяющую условию (4). 

З а м е ч а н и е . Теорема Фарката и Мипковского имеет песколько вари
антов, и все они могут (быть очень легко сведены к предыдущей формулировке. 

a) Если вместо системы уравнений мы рассматриваем системы линейных 
неравенств вида 

Ах ^ &, 
х ^ 0, 

то нужно присоединить условие пеотрпцательпости, отпосящееся к вектору и, 
и условие (4) теоремы принимает вид 

и ^ 0 , иА 5*0 =>» ub ^ 0 . (4') 

b) Если удалить теперь условие неотрицательности вектора х и искать 
решепие системы вида 

Ах < Ь, 
(3") х лкюого знака, 

то аналог условия (4') принимает вид 

и 5*0, И Л = 0 = Ф - И Ь > 0 . (4") 

С л е д с т в и е 3 "(теорема Гордана). Пусть А — матрица m X п, х ^ Ип, 
ит е R". Тогда имеет место одно и только одно из следующих двух условий: 

1) существует такой вектор х, что Ах <С 0; 
2) существует такой ненулевой вектор и, что и А = 0 и и ^ 0, 

434 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через 1 m-вектор, все компоненты ко
торого равны 1. Условие 1) эквивалентно условию, что система 

Ах^ — 1 

имеет решепие a ; e R n (без ограничений па зпак х). 
Вследствие теоремы Фаркаша ж Минковского это условие эквивалентно 

условию 
u^sO, иЛ = 0 = ^ — и - 1 > 0 , 

откуда и следует, что не существует ненулевого вектора и, удовлетворяющего 
условиям и А — 0 и и ^ 0. 

Обратно, если существует такой и Ф 0, что иА = 0 и гг ̂  0, то условие 
теоремы Фаркаша и Минковского не выполнено и, следовательно, система 
Ах < 0 не имеет решения, 
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r. 
П р и л о ж е н и е 2 
СУЩЕСТВОВАНИЕ СЕДЛОВЫХ ТОЧЕК В ВЫПУКЛОМ 
MATEMxVTIFIECKOM ПРОГРАММИРОВАНИИ 

Мы дадим здесь прямое доказательство теоремы 5 гл. 5, которая утверж
дает существование седловои точки для задачи выпуклого программирования 
вида 

f(x) ->min, 
* < ( * ) < 0, * < = / = . {1, . . . , го}, 

,. Напомним формулировку теоремы. 
Т е о р е м а . Пусть S cz Rn — замкнутое выпуклое множество, пусть /, g% 

(г е 7) — выпуклые функции и пусть множество решений задачи (Р) имеет 
непустую внутренность, т. е. пусть множество {x\g%(x) < 0 \i e 1} непусто, 
Тогда задача (Р) имеет седловую точку (х, К), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть я — оптимальное решение задачи (Р). Рас
смотрим множества 

Л = {(//с, у)!1Я*е=5: g(x) ^y, f(x) ^ у,}, 
В={(уьу)\уо^Нх),уи£0 Vi = l, . . . , го}. 

Множество А образовало всеми точками, расположенными над й на гра-. 
фике функции 

Ф(у) = mm{f{x)\g{x) ^ i / , x<==S}; 

согласно предположению, функция Ф выпукла, и, следовательно, множество А 
выпукло. Так как f(x) есть минимум, то пересечение А П mtZ? цусто, и так как 

435 



int/? пепусто, то существует гиперплоскость, разделяющая Л и / ? (см. при
ложение 1, следствие 2 из теоремы 3), уравнение которой имеет вид 

t>c?/o + vy = const, и = (i>i, . . . , vm). 
ий — число. 

Следовательно, имеем Vl °]<Е=Л, VI °)<=#: 

VoUo + Vy^} VQZQ + VZ (t) 

.'Ж 

Щ 1 _ ^ 

п при этом необходимо имеем (v0t v) ^ О (и по крайпей мере одна компонента 
строго положительна), 

Действительно, если бы хотя бы одна компопепта была отрицательной, то 
можно было бы придать соответствующей компоненте г достаточно большое 

значепие, для которого соотношение (1) 
не выполнялось бы. 

Поскольку [/(х), 0] е В и [/(т), 
g(x)] е Д Vx e S, то мы имеем 

*>о/(я) + ^£(я) ^ *W(x) Vx e 5. 

(2) 

Если бы У0 было равно нулю, то выпол
нялось бы соотношение 

9 vg(x) ^ 0 Vxe=S, 
Рас. 1 

что невозможно (так как существует 
такое ж е 5 , что gi(x) < 0). Следовательно, ил > 0. 

Положим тогда X = У/^О; очевидно, что X ^ 0, и из (2) вытекает, что 

/ ( * ) + * * ( * ) > / ( * ) VXGES; (3) 

полагая в (3) х = х, мы видим, что 

!*(*")> о. 
Но одновременно имеем Xgr(x) ^ 0 (поскольку X ^ 0 и g(x) ^ 0 ) , Отсюда сле
дует, что kg(x) «= 0. 

Добавляя 0 = Х#(х) к правой части перавенства (3), видим, что 

/(*) + Iff (х) > /(*) + Xg(х) V* е= 5. 

Следовательно, 
£(*, X) ^ £(х, ~Х) Vx е= 5 

(так что х минимизирует /,(х, X) па 5). 
Вследствие теоремы 2 из п. 2.1 гл. 5, точка (х, X) есть седловая точка 

для L(x, X). 
Предыдущая теорема показывает, что для того, чтобы элемент х был точ

кой глобального оптимума задачи выпуклого программирования (Р), необходи
мо и достаточно, чтобы существовало такое X, что точка (х, X) является сед-« 
ловой точкой функции Лаграижа. 
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ТТ р и л о ж е н п е 3 
РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЦЕЛЫХ ЧИСЛАХ 

§ 1. Постановка задачи 

Пусть Л — (а!) —' т X w-матрица с полыми коэффициентами, имеющая 
ранг г; пусть Ь = (hi) (t = 1, ..., т) — m-вектор (столбец) с целыми компо
нентами; пусть х == (XJ) ( / = 1, ,.., п) —-вектор с целыми компонентами. 

Поставим себе задачу решить (в целых числах) систему 
Ах = &, 

Мы сейчас введем важнейшие математические ипструмепты, ПОЗВОЛЯЮЩИЙ 
решать системы впда (/): приведенную форму и пормальпую форму Смита. 

Затем мы покажем, что общее решепие системы (Л можно представить 
в виде 

х = хп + Wy, 

где: W —нижняя треугольпая п X(п — г)-матрица, у — произвольный (/г — г)-
вектор с целыми компонентами, х° — частное решепие задачи (/). 

Однако нужно сразу же отметить, что все нижеследующее не позволяет ре
шить систему (/) с учетом, кроме того, ограничений положительпости х ^ 0. 
Этот последний тип задач па самом деле имеет отношение к методам целочис
ленного линейного программирования (см. гл. 7). 

§ 2. Определения 
Назовем унимодулярпой матрицей квадратную матрицу с целыми элемен

тами и определителем, равным +1 или —1. 
Важное свойство матриц этого типа состоит в следующем. Если Q — упи-

модулярпан матрица (qXq) и если у и z —два вектора (размерности q), 
•связанные соотношением 

У = (?г, 
то вектор z является целочисленным тогда и только тогда, когда вектор # яв
ляется целочисленным (ясно, что если z пелочислеи, то и у цолочислен. Обрат
но, если у целочислоп, то и z — Q~]y цолочислен, так как Q~l — тоже матрица 
-с целыми элементами). 

С другой стороны, запомним, что произведение произвольного числа унп-
модулярных матриц есть снова упимодулярная матрица. 

Мы пазовем матрицей подстановки квадратную .матрицу вида 

1 " | 
1 

О 1 
: 1 i 

t ...о 
1J 

% > - . 



Если А —произвольная квадратная матрица того же порядка, что и £/(1,я, 
то умножение А на £/<ij) слева (спереди; иначе говоря, произведение U{i,j)A) 
имеет результатом перестановку строк г и / матрицы Л. Умножение А на U(ij> 
справа (сзади; ипаче говоря, <4J7<u>) имеет результатом перестановку столбцов. 
i и j в А. 

(В каждом из этих случаев размерность матрицы U(t,j) должна выбирать
ся согласованной с числом строк или столбцов матрицы А.) 

Элементарной матрицей называется квадратная матрица вида 

V(hMr 

1 
. . . 1 . 

1 
о 

. - о с 

1 

Если А —произвольная матрица, то умножение А слева на V(i, /, а) имеет 
результатом вычитание из z-й строки матрицы А произведения а на /-ю строку 
матрицы А; умножение А на F(i, /, а) справа имеет результатом вычитанио 
из /-го столбца а раз взятого г-го столбца. Для дальнейшего важно заметить, 
что матрицы подстановки и элементарные матрицы являются унимодулярны-
ми матрицами. 

Две (гп X «)-матрицы А и В с целыми элементами называются арифме
тически эквивалентными, если существуют такие две унимодулярные матрицы 
Р (порядка т) и Q (порядка /г), что 

В = PAQ. 

Две арифметически эквивалентные матрицы имеют одинаковый ранг г =• 
— rang(^) = rang(/i), Кроме того, они имеют ряд интересных свойств. В ча
стности, можно доказать, что для всех h = 1, ..., г наибольшие общие делите
ли всех миноров порядка h у обеих матриц одинаковы. 

В дальнейшем мы увидим, что данной матрице с целыми элементами мож-
по сопоставить арифметически эквивалентные ей матрицы, имеющие специ
альный вид (треугольный или диагональный). Затем мы увидим, как эти спе
циальные формы используются при решении системы (1), 

§ 3. Приведенные формы Эрмита 

Для любой m X и-матрицы А ранга г с целыми элементами существуют 
такие две унимодулярные матрицы Р и (?, что 

PAQ = —\JL = я 
(приведенная форма Эрмита), где L — нижняя треугольная квадратная матри-
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ца порядка г и ранга г, а Р—матрица подстановки. Этот результат доказывает
ся конструктивно следующим образом). 

а) Определим сначала две унимодулярпые матрицы— матрицу подстанов
ки Pi и матрицу #i — так, чтобы выполнялось соотношений 

к 
ж ш 
Н 

о 

*х 

(в заштриховлппой части элементы могут быть поиулевыми). 
Перестановкой строк расположим строку, не равную нулю тождественно, 

ira первой строке (это можно осуществить умножением слева на матрицу под
становки Р\). 

Затем с помощью перестановки столбцов (чего можно достичь умножением 
эта матрицу подстановки справа) расположим член с наименьшим (среди не-
лулевых членов строки) абсолютным значением на первом месте. Обозначим 
этот члеп я}. 

Умножая пашу матрицу справа па подходящие элементарпыо матрицы, мо
жно заменить каждый член первой строки (отличный от а[) его остатком (при 
делении на а\ с остатком). 

Если все остатки пулевые, то получим форму матрицы D{ с d± = ai 
В противпом случае повторим с полученной матрицей все то, что мы де

лали выше со столбцами матрицы Л. В результате конечного числа операций 
мы необходимо получим форму Du так как каждый из ненулевых членов 
первой строки, отличный от а\, каждый раз заменяется членом, строго 
меньшим его по абсолютному зпачению. Единственные операция, осуществляе
мые над строками, суть перестановки (умпожение слева па матрицу подста
новки Р\). 

Ь) Если форма £>i уже получена и если Л\ «= 0, то матрица Л имеет ранг 
г = 1; тогда // - 0 | и есть приведенная форма Эрмита матрицы Л. 

Если же А\ не равна нулю, то можпо применить к Л\ преобразования, оп^ 
ределенные в а), и получить матрицу вида 

PzPiAQ1Q(l = 

где Рг — матрица подстановки, 
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Таким образом, мы получаем последовательность матриц Аи 2̂» . ••* раз* 
мерности которых на каждом шаге уменьшаются на единицу. Если г = 
— rang (Л), то мы, таким образом, необходимо получаем через г шагов матрицу 
/ j r = 0ii , тем самым, приведенную форму Эрмита в виде 

О 

О 

где 
р = РгРг-\... 1>2Р\ (матрица подстановки) 

и 
Q = Qx...Qr. 

Заметим, что можно совершенно не вмешивать в это дело матрицу под
становки Р, т. е. не менять в предыдущем построении порядка следования 
строк. Отсюда мы могли бы вывести существование такой ушшодулярпой. мат
рицы Q, что либо 

либо 

т 
AQ = 

г 

Мы видим, мто W — треугольная (в широком смысле) матрица, т. е. все се 
ненулевые элементы расположены не выше главной диагоиала, выходящей из 
(1,1) (она иа рисунках изображена пунктиром). 

PAQ = 
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В частпости, если А —матрица полного ранга и если г = п ^ т, то мы по
лучаем матрицу с конфигурацией вида 

AQ 

Ж щ щ и 

\о 
ч 

\ 1 

ИР! ш 
} т 

г-п 

Если же А — полного ранга и г = т ^ ' л, то получаем матрицу с конфи
гурацией вида 

AQ 

г=-гп 

(заметим здесь, что па главной диагонали необходимо долишы стоять пепуле-
вые элементы). 

В заключение заметим, что данная матрица А может иметь несколько при
веденных форм Эрмита, а матрицы Р и Q не определены однозначно, 

§ 4. Приведенные формы Смита 

Для любой (т X и)-матрицы А ранга г с целыми элементами существуюг 
(такие унимодулярные матрицы Р u Q, что 

PAQ -

(приведенная форма Смита), 

И1 

tf2 0 

0 rfr ' 0 

0 

0 I 

= 27 
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Этот результат доказывается конструктивно, и способ его доказательства 
совершенно аиалогичеп способу, который в предыдущем параграфе был ис
пользован для приведенной формы Эрмита. 

а) Перестановками строк и столбцов поместим элемент с паимепьгаим (сре
ди ненулевых элементов) модулем в левый верхпий угол (1, 1). Пусть этот 
элемент есть а*. Заменим тогда каждый элемент первой строки, отличпый от 
«J, остатком от делепия этого элемента па я* (это сводится к умножению 
справа на элементарные матрицы), а затем каждый элемент первого столбца 
(отличпый от а|) — остатком от его деления на ах

х (это сводится к умноже
нию слева на элементарные матрицы). 

Повторим все предыдущее с повой, только что полученной матрицей —до 
тех пор, пока все остатки и в первой строке, и в первом столбце не окажутся 
нулями. 

Таким образом, за конечное число таких операций мы необходимо получим 
две такие унимодулярные матрицы Р и Q, что 

PiAQi = 
d, 

0 

0 1 

Л , | 
« 0 1 

Ь) Если А\ «= 0, то матрица А имеет ранг г = 1, и матрица D\ является 
приведенной формой Смита матрицы А. 

Если А\ Ф 0, тогда можно заново примепить к А\ все преобразования, оп
ределенные в а), и определить такие матрицы Р2 и (?2, что 

P%P\AQiQt = 

dl 

0 

0 

0 

d2 

0 

0 

0 ; 

л2 

D» 

Если r*=rang(/l), то через г шагов необходимо получим Аг« 0, и приведен
ная форма Смита получается таким образом сама собой в виде 

PAQ = 
rf2 . 

0 

0 

ч 
0 

0 

О 

D 

с упимодулярными Р a Q. 



Как и для приведенных форм Эрмита, приведенная форма Смита пе единст
венна; то же можно сказать о матрицах Р и Q. 

Заметим, что, в отличие от случая приведенной формы Эрмита, здесь мат
рица Р уже не обязательно является матрицей подстановки» 

§ 5. Нормальная форма Смита 

Для любой (шХ п)-матрицы Л с целыми коэффициентами существуют та
кие две унммодулярпые матрицы Р н <?, что 

- s, 

где Е,- является делителем числа ei+J для всех i = 1, ..., г —1 (нормальная 
форма Смита). 

Кроме того, этим условием матрица £ определепа однозначно. 
И в этом случае доказательство нашего результата конструктивно и со

вершенно аналогично предыдущим доказательствам. 
Так как при получении приведенной формы Смита мы уже определили 

(на шаге а)) две такие унимодулярные матрицы Pi u Qh что 

dl 

0 

0 

Ах 

то мы ими можем воспользоваться. Если d\ является делителем всех элемен
тов матрицы А\, то 6i = dx и можно продолжать операции над подматрицей А и 

Если же di не является делителем одного из элементов матрицы Ли то 
пусть для определенности номер строки, в которой этот элемент расположен, 
равен i. Тогда мы можем прибавить строку i к строке 1 (умножением на мат
рицу У(1, *, —1) слева) и заново провести шаг а) для полученной таким об
разом новой матрицы. В результате появится повый элемент du который будет 
тогда строго меньше предыдущего, и за конечное число шагов мы обязательно 
получим такие Р\ и Qu что d\ является делителем всех ненулевых элементов 
матрицы Ль Тогда будем иметь й\ — аи и все нужно повторить для подмат
рицы А и 

ЕСЛИ rang (Л) = г, то за г таких шагов мы получим проведенную форму 
Смита S. 

Единственность натуральных чисел Ei доказывается с помощью наблюде
ния, что Д* = ei X ••• X ел есть наибольший общий делитель всех миноров по
рядка h матрицы S (мы напоминаем, что для любого h наибольшие общие де
лители всех миноров порядка h у этих двух матриц одни и те же). 
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§ 6. Пример вычисления пормальной формы Смита 

Доказательства, приведенные в § 3—5, позволяют легко построить алго
ритмы получения приведеппой или пормальпой формы дапной матрицы Л. 

Рассмотрим пример, показывающий, как работает алгоритм получения нор
мальной формы Смита. 

Пусть дана 3 ХЗ-матрица 
Г 3 6 - 1 2 1 

0 4 - 5 . 
L— 9 — G 18 J 

Ненулевой элемент с наименьшим абсолютным значением уже находится 
в положении (1, 1). 

Умножая на шаге (Л) данную матрицу па эломептарпую матрицу справа, 
мы получаем пули в местах (1, 2) и (1,3). 

Затем умножением слева па элемептарпую матрицу мы па шаге (В) по
лучаем нули в местах (2, 1) и (3, 1). 

На этом этапе элемент 3 в (1, 1) по является делителем всех элементов 
подматрицы, образованной элементами (2, 2), (2, 3), (3, 2) и (3, 3). Следова
тельно, прибавляем к первой строке вторую (которая содержит элемент, не 
делящийся на 3). Это осуществляется на шаге {С) умножением слева на эле
ментарную матрицу. 

На шаге (D) умножение справа на элементарную матрицу позволяет за
мелить элементы 4 и -—5 их остатками от деления на 3. 

Теперь, па шаге (£"), ненулевой элемепт с наименьшим абсолютным зна
чением равен 1. Чтобы поместить его в (1, 1), умножаем справа па матрицу 
подстановки. На шаге (F) умножение справа на элементарную матрицу позво
ляет получить нули в положениях (1, 2) и (1, 3). Затем в (G) умножение сле
ва па элементарную матрицу позволяет получить нули в первом столбце, кро
ме элемента в (1, 1). 

Умножение справа на элементарную матрицу в (//) позволяет поместить 
ненулевой элемепт оставшейся подматрицы с наименьшим модулем на ме
сто (2, 2). 

Умножение справа па элемептарпую матрицу в (/), а затем умиожепио 
слева па элемептарпую матрицу в (/) позволяет, наконец, получить нормаль
ную форму Смита исходной матрицы. 

Мы можем получить матрицы Р и Q> осуществляя умпожепие всех матриц, 
па которые выполнялось умножение слева, с одной стороны, и всех матриц, 
на которые выполнялось умпожепие справа, —с другой. 

§ 7. Приложение к решению систем линейных уравнений 
в целых числах 

Верпемся теперь к регпепию системы 
Ах = Ь, 

х €= Z», Ф 

где {т X я)-матрица Л имеет ранг г. 

444 --



А) 

(В) 

<С) 

t i n 

( К ) 

<г] 

{О 

(Н) 

U) 

( Я 

Матрица гечого 
умножения 

операция над строками) 

" 1 О 
0 1 

La о 

Г 1 * 
О 1 

L о о 

Г 1 о 
- 4 1 

1:12 0 

Г 1 о 
О 1 

1. о -г 

Погучэнная матрица 

3 

о 
1-9 

0 1 1 3 
о N о 
ij У 
о~| Гз 0 И 0 
i j lo 

Г3 
0 

Lo 
Га 
Р Lo 

Г1 
1 

L12 

01 [ 1 
0 х 4 
i j Ll2 

п 
0 

Lo 
p p Lo 

0" 
0 
1 

X 
rx 

0 
_0 

1 
0 
0 

6 
4 

- 6 

с 
4 
12 

G 
4 

12 

4 
4 
12 

i 
1 
4 

12 

У 

0 
0 

0 
-12 
-36 

0 
- 12 
- 3 6 

0 
a 
6 

0 
3 
6 

f~ 
0 
3 
0 

- 12 j 
- 5 

18_| 

0~| 
" 5 
-18.J 

0"! 
- 5 
-18 j 

- 5 1 
- 5 

-^J 

Матрица празо-о 
умножения 

(операцив наа столбцами)" 

X 
1 - 2 
0 1 
0 0 

= j 

— . 

х ! 
1 - 1 
0 1 
0 0 

- 2 " | 
" 5 j 

-18J 

_o " 
- 5 

~^_ 

( f 
3 
6_ 

X 

X 

0 1 
1 0 
0 0 

1 - 3 
0 1 
0 0 

= 

0 1 
3 * 
6_l 

0 
-12 
- 3 6 

o" 
0 

~W-

I X 

[ 1 0 
0 0 

Lo i 

i i о 
0 1 

[о о 

I — — 

0" 
0 

- 1 2 

4 "I 
0 = — j 
1 j 

+l~l 
0 
1_; 

= — J 

0 ] 
0 
1 j 

~ — I 

<УЛ 
0 j = — 1 
1 J 

oj 
1 = — 1 

0~ 
4 
1 

= — 

Это и есть нормальная форма Смита исходной матрицы 



Пусть D — приведенная форма Смита матрицы 
R F 

PAQ 
К 

/•— '— — 
1 dx 

" * - . 
0 

ч 

0 

*г 

0 

0 

0 

= • ■ » , 

* { 
где (т X w)-матрица Р и (п X п)-матрица Q — уиимодулярные матрицы. Вве
дем обозначения: 

7? — множество индексов {1, ..., г}; 
R — дополнение R в {1, ,.., л}; 
/Г— дополнение R в {1, ..., т); 
DR— подматрица £>, образованная г первыми строками и г первыми 

столбцами D. 
Система Ах = Ь может быть (поскольку матрица Q обратима) переписана 

в эквивалентном виде 
PAQQ-^x = РЬ4 

Пусть, кроме того, DQ~lx = РЪ. 
Положим у = Q~lx. (Так как матрица Q унимодулярпа, то целочисленность 

х равносильна целочисленности у.) 
Получаем 

Dy = Pb, 
у целочислеп. 

Ото отношение для г первых строк переписывается в виде 
Dn

RyR = PKb 
(уд —это r первых компонент вектора у, PR — Г первых компонент вектора Р)Т 
а для оставшихся строк получаем в качестве следствия 

(здесь Р= — матрица из m — г последних строк Р). 
С другой стороны, вектор У— (образованный последними п — r компо

нентами у) может быть выбран произвольно. 
Отсюда следует, что необходимое и достаточное условие разрешимости 

системы уравнении Ах = Ь в целых числах состоит в следующем: 
(^/О^1 ^НЬ ~~ целочисленный вектор, 

Р^Ь = 0. и 
При этих условиях общее решение системы (/) имеет вид 

<2> 
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Таким образом, 

^—-произвольный целочисленный вектор, 

PRb есть (целочисленное) частное решение системы и где 
г> 
^н vli — произвольный целочисленный вектор) есть общее решение си

стемы уравнений с нулевой правой частью. 
Заметим, что предыдущую конструкцию можпо осуществить, исходя из 

любой приведенной формы Смита —пе обязательно нормальпой. Совершенно 
аналогичные соотношения можно получить, используя приведенную форму 
Эрмита. 

Накопец, всегда можпо выразить общее решение задачи (/) в виде 
х = х° + Wz% 

где z есть произвольный целочисленный (п — г)-вектор, a W— нижняя тре
угольная матрица. 

Для этого достаточно рассмотреть в (2) приведенную форму Эрмита мат
рицы <?к. 

Действительно, в § 3 мы видели, что для (п X (« — г))-матрацы Qn пол
ного ранга существует такая упимодулярпая ((я — г) X (я — г))-матрица U, 
что 

Q*M *= 

Тогда можпо записать равенство 

где г = и~лу~ — произвольный целочисленный (п — г)-вектор (так как мат
рица U унимодулярна, то у-- целочислен тогда и только тогда, когда вектор * 
целочислоп). 
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П р и л о ж с н u e 4 
ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ: ОЦЕНКИ СНИЗУ 
И ПРИБЛИЖЕННЫЕ РЕШЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ ЛАГРАНЖЕВА 
ОСЛАБЛЕНИЯ 
И РЕШЕНИЯ ДВОЙСТВЕННОЙ ЗАДАЧИ 

Как уже указывалось в § 2.5 гл. 7, одним из наиболее эффективных тех» 
пических приемов получения хороших функций оценки для решения целочис
ленных задач программирования с помощью методов разветвления является 
метод, состоящий в решении гголучеппой двойственной задачи с помощью лаг-
ранжева ослаблепия некоторого количества ограничений исходной задачи. Так 
как можно удовлетвориться пе точпым решением, а хорошей аппроксимацией 
оптимального значения двойственной задачи, то можно особенно рекомендо
вать применение алгоритмов субградиента (см. гл. 4, § 3) вследствие простоты 
их работы и эффективности этих алгоритмов. 

Действительно, практика показывает, что для очень многих задач комби-
наторпой оптимизации оказывается, что 

— двойственная функция хорошо обусловлена, что позволяет получить 
удовлетворительную скорость сходимости (см. гл. 4, § 3 относительно изуче
ния скорости сходимости в зависимости от параметра обусловленности опти
мизируемой функции); 

— скачки двойственпости (разпости между целочисленным оптимумом и 
оптимумом двойственной задачи) очень малы. 

Отсюда мы и получаем возможность получить во многих задачах хорошие 
функции оценки при относительно небольших затратах. 

В этом разделе мы намереваемся дать обзор основных классов комбина
торных задач, в которых этот общий подход может быть успешно применен к 
нахождению точных решений задач часто весьма большого размера, которые 
до применения этого метода считались очень трудными. 

Мы покажем также, что важность технических приемов лаграпжева ослаб
лепия не ограничивается определением хороших минорант для отыскания точ
ных решений методами разветвления, описанными в гл. 7, § 2. Мы увидим, что 
они часто позволяют также получить — в ходе оптимизации двойственной за
дачи—хорошие приближенные решения. С другой стороны, информация, по
лученная при решении двойственной вадачи (двойственные переменные) 
часто позволяет преобразовать данные исходной задачи. Например, можно оп
ределить величины, которые по аналогии с задачами линейного программиро
вания можно называть приведенными ценами. Так как эти приведенные цены 
в гораздо большей степени, чем исходные цепы, позволяют учесть структуру 
задачи и ее ограничения, то приближенные решения, полученные с помощью 
эвристических методов даже элементарного характера, в применении к при
веденным ценам дают часто гораздо лучшие результаты, чем все то, что уда
ется получить с помощью даже много более сложных эвристических методов 
в применении к исходным цепам. Таким образом, мы приходим к попятию ис
ходно-двойственного эвристического метода, который был успешно примепец 
во многих 8адачах: задаче о коммивояжере [61], в задачах покрытия [6]* 
в задачах автоматической классификации и локализации [64, 3], 
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Использование техники лагранжова ослабления и комбинаторной опти
мизации было впервые осуществлено в работах [11 и 41] в применении к за
даче о коммивояжере. Этот пример, одповремепно очень характерный и пред
ставляющий «исторический» интерес, мы разберем в первую очередь. 

§ 1. Задача о коммивояжере. Ориентированный 
и неориентированный случай 

Пусть G =[Х, £/] — ориентированный связпый граф, где X озпачает множе
ство вершин (их число \Х\ равно ДО,а #•—множество дуг (их число \U\ рав
но М). Здесь мы ограничимся напоминанием нескольких наиболее плодотворных 
в дальнейшем изложении понятий теории графов. За подробностями мы отсыла
ем читателя, папример, к [47, 32]. Любая дуга u&U есть упорядоченная пара 
вершин и = (f, у), в которой i называется начальной вершипой, а / — конечной 
вершиной дуги и. Путем называется такая последовательность дуг {ии к2,... 
„.,, uv), что для всех к — 1, ..., р— 1 копечпая вершина дуги ин совпадает с 
начальной вершипой дуги Uk+i. Циклом называется путь {щ, и2, ..., ыр}, для 
которого пачальпая вершина дуги щ совпадает с конечной вершиной дуги ир. 

Элементарным циклом называется цикл, удовлетворяющий следующим 
двум условиям: 

(i) для каждой вершины / существует пе более одпой дуги, ипцидептпой 
этой вершипе внешне (т. е. такой дуги, что / — ее пачальпая вершина); 

(и) для каждой вершины / существует не более одной дуги, ипцидентной 
этой вершине внутреяне {т. е. такой дуги, что / — ее конечная вершина). 

Гамилътонов цикл есть элементарный цикл, проходящий но всем верши
нам графа (или, что равносильно предыдущему,—это элементарный цикл, со
держащий в точпости N дуг). 

Предположим, что каждой дуге и = (i, /) e U в графе G сопоставлено 
число U§ (произвольного знака), представляющее собой длппу пробега от i до 
у (в зависимости от рассматриваемой модели эти числа 1ц могут также пред
ставлять время пробега или стоимость перехода от i к / и т. д.). Задача ком
мивояжера (в ориентированном случае) состоит тогда в определении гамиль-
топа цикла минимальной полной длипы в графе G (длина цикла определяется 
при этом как сумма длин дуг, составляющих этот цикл). Неориентированная 
версия задачи о коммивояжере соответствует частному случаю, в котором для 
любой дуги (г, /) между двумя вершинами i и у графа, входящей в граф, дуга 
(У, i) также входит в граф и имеет ту же длину: U$ ~ 1ц. В этом случае мож
но «забыть» об ориентации дуг, и задача о коммивояжере становится задачей 
поиска гамильтопова цикла минимальной полной длины в пеориептировапном 
графе. Задача о коммивояжере имеет — как в ориентированном, так и в не-
ориентированном варианте — многочисленные применения: поездка по местам 
распределения, коптроль за ходом вынолпепин заказа промышленной продук
ция, прокладка кабеля в электрических цепях и т. д. (см. [32, 48]). 

Для этой задачи па самом деле пе известен никакой полипомиальный 
алгоритм (т. е. такой, чтобы время вычисления было ограничено пекоторой 
полиномиальной функцией от размерности задачп), так что эта задача при
надлежит классу трудных комбинаторных задач —так называемых Л'Р-полоых 
аадач (см. [2GJ), 
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Чтобы показать, как к этой задаче может быть применено лаграпжево ос
лабление, мы используем постановку задачи, предложенную в [8], которая 
является песколько более общей, чем постановка, предложенная первоначаль
но в [41], поскольку включает в себя одповремеппо и ориентированный и не
ориентированный случай. 

Сразу же заметим, что мы можем без ограничения общности предполагать, 
что граф G является полным: действительно, мы получим задачу, равносиль
ную исходной, если присвоим каждой дуге (i, /), не входившей в исходный 
*раф, длину 1ц = + оо. Тогда получаем, что М == N(N — 1). 

Свяжем с каждой дугой и *=* (i, /) графа G целочисленное переменное хц, 
которое может принимать не более двух значений 0 и t и имеет следующий 
смысл: Xij =* 1 тогда и только тогда, когда дуга (г, /) содержится в искомом 
гамильтоновом цикле; в противном случае Xi$ =* 0, Для всех х = (хц) е 
е {0, i}M обозначим через U(x) множество {и\и е U, хи = 1}. 

Заметим тогда, что если х = (х^) е {О, 1}М является характеристическим 
вектором некоторого гамильтонова цикла в G, то необходимо должны выпол-
пяться следующие три условия: 

Vie=X; ^ *« = *• (С1> 
з¥-г 

(С) V/eX: 2 '«a I» <С 2 ) 

подграф G^ = \X, V (х)] связен. (СЗ) 

Условия (С1) и (С2) являются воспроизведением приведепных выше ус
ловий (i) и (ii), и эти условия необходимы для того, чтобы х был элементар
ным циклом, проходящим один и только один раз через каждую из вершин 
графа. Чтобы убедиться, что сами но себе условия (С1) и (С2) недостаточны, 
мы можем рассмотреть 0-1-вектор #=(#<j) , носителем которого является 
множество пз р дизъюнктных циклов ( р ^ 2 ) , покрывающих все вершины 
графа (рис. 1). Такой вектор удовлетворяет условиям (С1) и (С2), по но со
ответствует гамильтопову циклу, и в этом случае мы убеждаемся, что не вы
полняется условие связности. Обратно, легко доказать, что любой вектор ху 
удовлетворяющий условиям (Cl), (C2) и условию связности (СЗ), необходимо 
является гамильтоновым циклом. 

В дальнейшем мы будем использовать слегка измененную форму усло
вия (С). Заметим сначала, из условий (С1) и (С2) следует, что 2 x i j = ^ 

Mi 
С другой стороны, заметим, что для произвольно выбранной вершины— напри
мер, для вершины 1 — граф G(x) должен содержать в точности две различные 
дуги, инцидентные вершине 1. 

Тогда условие (СЗ) можно заменить следующим условием: 

«Подграф G(x) s= [X, U(x)] связен и содержит N дуг, 
среди которых в точности две различные дуги инци
дентны вершине 1». (СЗ) 
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Пусть G — связпый граф с N вершинами. Подграф такого графа называ
ются 1-деревом [41], если этот подграф связен и содержит в точности N дуг. 
Такой граф приведен па рис. 2; там он образовал деревом (т. о. связным под
графом без циклов), покрывающим вершины от 2 до 8, к которому присое
динены две различные дуги, инцидентные вершино 1. Следовательно, 1-дере
во содержит в точпости одип-едипствеппый цикл (так что цикломатическоо 
число 1-дерева равно в точности едипицо, см., например, [32], гл. 4). Заметим, 

Рис. 1. В этом решения выполняют
ся все ограничения о степепи вер
шин (для каждой вершины сущест
вует внутренне ипцидептная дуга 
и внешне инцидептпая дуга), по это 
не гамильтопов цикл, так как усло

вие связности пе выполняется 

Рис» 2. Множество дуг, обозначен
ных сплоишымя стрелками, образу
ет связпый граф, пе имеющий цик
лов (т. е. дерево), покрывающий 
вершины от 2 до 8. Присоединяя 
две дуги, инцидентные вершино 1 
(опи обозначены на рисунке пунк
тиром), мы порождаем единственный 
цикл и получаем 1-дерево. Заметим, 
что в предыдущем определепии ори

ентация дуг пе участвует 

что в попятии дерева, как и в понятии 1-дерева, ориентация дуг пе играет 
никакой роли. 

Если мы обозпачим через Ti мпожество характеристических: векторов 1-до-
ревьев графа 6?, содержащих в точпости две различные дуги с вершиной 1, 
то мы сможем следующим образом сформулировать нашу задачу о комми
вояжере: 

(TSP) 

N 

,2 hfir 
N 

2**; = * 
5 = 1 

N 

-mm, 

V/< 

V/ i 

(1) 

(2) 

(3) 

В этой форме задача хорошо приспособлена к лаграпжеву ослаблению* 
Действительно, свяжем с ограничениями (1) дуальные перемеииыв (множите-
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лги Лагранжа) Xit а с ограничениями (2)—дуальные перемсвпые \х, (и тс 
и другие —без ограничений на знак). Тогда функция Лагранжа может быть 
ваписана в виде 

j W j I i 3 i i¥*i 

Для фиксированных X и \i соответствующее зпачение двойственной функ
ции w(X, \к) онределяется тогда с помощью формулы 

» (Я, М) = - 2 >Н ~ S^j + "»"* ( 2 Ж " + *г + И,') *{Д (4) 

и сводится, таким образом, к определению 1-дерева минимальной полной дли
ны, где каждая дуга и = (г, /) графа G снабжена длиной Г*j = 1ц + Xi + ut 
(эти величины £,j называются приведенными длинами и играют роль, анало
гичную роли приведенных цен в линейном программировании; см. гл. 2, п. 1.6). 

Заметим теперь, что 1-дерево минимальной приведенной длины можно по
лучить следующим образом: 

а) найти дерево минимальной нриведепной длины, связывающее все вер
шины из Х\{1}; 

б) добавить две различные дуги наименьшей приведенной длины, инци
дентные вершине 1. 

Мы видим, что вычисление значения двойственной функции ш(Х, и.) для 
данных X и и, но существу сводится к определению минимального дерева в 
графе. Для этой задачи существует много очень аффективных алгоритмов 
(см. [66, 74]). 

З а м е ч а н и е . В симметричном случае, когда выполняется соотношение 
1{] = lj{ для всех (г, /) е U, ориентация дуг пе влияет на решение, и вместо* 
того чтобы налагать условия (1) и (2) по отдельности, достаточно удостове
риться, что совершенно для каждой вершины существуют в точности две ин
цидентные ей дуги (какова бы ни была ориентация дуг). Тогда ограничения 
(1) и (2) могут быть заменены единственным условием: 

Тогда, с учетом N ограничений о степепях вершин, мы снопа получаем 
постановку симметричной задачи о коммивояжере, изученную в [41]. В этом 
случае двойственная задача использует пространство двойственных церемон
ных размерпости N (вместо 2/V), и иптересио заметить, что зта задача может 
рассматриваться — по отношению к общей двойственной задаче, определенной 
выше,—как частный случай этой задачи, в котором Х% = jnt для всех I ' G I 

Обозначим через х (Я, р) характеристический вектор, соответствующий 
j-дереву минимальной нриведепной длины (т. е. относительно длин 1ц = 1ц + 
+ /vi-fXj), определенный в (4) в ходе вычисления w(X, р.). Тогда мы можем 
иолучить субградиепт двойственной фупкцви ш в точке (Я, р.): координата 
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отого субградиепта, соответствующая переменпому \и равна 

2 h (*. ^ ~ 1 v< ̂ *. 
а координата, соответствующая переменному JXJ, равна 

Л' _ 
2 * . . ( Я , » ) - 1 V / e X . 

Следовательно, к решению двойственной задачи 

w(X, u,) -*■ max, 

можно применить один из технических приемов оптимизации вогнутых не 
всюду дифференцируемых функций, описанных в гл. 4, § 3, например: 

— метод сходящихся рядов (гл. 4, п. 33), 
— метод релаксации (гл. 4, п. 3.7), 
— метод е-спуска (гл. 4, п. ЗЛО). 
Вычислительные эксперименты, проведеппые в [41] с симметричпыми за

дачами для графов, содержащих до 64 вершин, показывают, что скачки двойст
венности очень малы и редко превосходят 1—2 %. Тогда, оптимизируя двойст
венную задачу с помощью некоторой процедуры субградиента (см. гл. 4, п. 3.7Г 
и [42]), мы можем получить очень хорошие оценки спизу, что позволяет оп
ределять точные оптимальные решения, порождая очень небольшие по объему 
разветвления (несколько десятков вершин) даже для графов довольпо боль
шого размера (от 50 до 100 вершин). 

Вычислительные эксперименты, рассматриваемые в [8], показывают, что* 
к несимметричном случае скачки двойственности могут оказаться существен
но большими, и полученные оценки снизу дают отклонения от оптимальности 
до 3—4 %. Тем не мепее и в этом случае рассматриваемые методы позволяют 
найти точное решение задач относительно большого размера. 

В заключение заметим, что педавпо были достигнуты существенные успе
хи в решепии задачи о коммивояжере с иомощыо объединения методов лаграп-
жева ослабления с методами сечений (см. гл. 7, § 3). Идея этого объединения 
состоит в присоединении к описанной выше задаче (TSP) дополнительных ог
раничений, соответствующих граням выпуклой оболочки целочисленных ре
шений. Использование этих ограничений — или сечений — не исключает, таким 
образом, ни одпого целого решения, но, с другой стороны, приводит к дополни
тельному—и довольно заметному — уменьшению скачков двойственности ut 
таким образом, к получению улучшенных функций оценки. Хотя мы и не зна
ем на самом деле полного описания выпуклой оболочки множества целых 
точек для задачи о коммивояжере (как и для большинства трудных комбина
торных задач), но некоторое число ограничений — например, соответствую
щих граням этой выпуклой оболочки,—может быть определено (см. [33, 34, 
35]). С помощью этого подхода могут быть найдепы точные решения задач 
очень большой размерности: 318 вершин в симметричном случае [13] и 
325 вершин в несимметричном случае [5]. Эти успехи могут рассматриваться 
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как первые важпыо результаты нового направления исследований в целочис-» 
ленном программировании («полиэдральная комбинаторика»), одпой из целей 
которой является получение для каждого тина комбипаторпых задач макси
мально возможной полноты в харастеризации выпуклой оболочки целых ре
шении. Обзоры по полиэдральной комбинаторике можно найти в [4, 67], 

§ 2. Задачи локализации. Автоматическая классификация 

Сначала мы введем на некотором примере достаточно общую модель для 
задач локализации, а затем более подробно изучим приложение техники лаг-
рапжева ослабления к задаче простой локализации. Задачи локализации воз
никают во многих прикладных вопросах: оптимизация по числу и по распо
ложению множества заводов, множества складов, множества телефопных стан
ций городской телефонной сети и т. д. Затем мы изучим приложения к 
вопросам: автоматической классификации, т. е. разбиения п объектов на к клас
сов таким образом, чтобы минимизировать некоторый критерий их взаимной 
несогласованности. Типичная задача локализации может быть поставлена сле
дующим образом. Предприятие по производству продукции ищет способ рас
положения оптимального множества центров но распределению продукции 
(складов) с целью обслужить с наименьшей стоимостью данное мпожество 
клиентов. 

Обозначим через / = {1, 2, ,,., п} мпожество клиентов, а через / = 
= {1, 2, ..., т} —мпожество возможпых мест для расположения склада. Пред
положим, что известпы фиксированные цены ft помещения склада емкости Qi 
в каждое возможное место i e / , а также требования dj клиептов / е / . Па-
копец, мы предположим, что для каждого клиепта / е / известпы цепы распре
деления си требуемых dj единиц продукции, исходя со склада, расположен
ного па месте i о /, Обозпачим через Xij долю требования клиента /, предостав
ляемую со склада г, и определим т двузначных переменпых у и имеющих 
следующий смысл: yt = i, если склад {с емкостью Qi) расположен на место 
* е /, и yi — 0 в противном случае. Тогда подлежащая решепию задача 
выглядит следующим образом: 

2 Л ^ + 2cij*l/-*min ' 
ier i s / 

(LOG) 

lid^.^Q^ V i e / , (5) 

2*у-1 We/, (6) 

V« e /: yi = 0 пли 1, 
0 < * , . < ! . 

Заметим относительно этой задачи, что если перемеппые yt фиксированы 
и если на перемеппые xij наложено дополнительно ограничение целочислен-
ности, то мы приходим к обобщенной задаче об ассигнованиях, изученной ни
же в § 7. Поставленная сейчас задача (LOG) может быть во многих случаях 
упрощена и, в частности, в случае, когда можно пренебречь ограничениями 
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емкости (5) (например, если априори известпо, что емкость складов окажется 
достаточной). Тогда для любого i e i ограничение (5) можно представить 
в виде 

xij<Vi V/e=/ t 

которое выражает тот простой факт, что клиента } можно связать с местом i 
только в случае, если у{ =* 1, т. е. только если склад, расположенный в 
месте i. Тогда мы получаем задачу, которая называется задачей «простой ло
кализации»: 

2 ' Л + 2 2 с^-ыШп, 
*i j<*i V i e / , v / e / , (5') 

(SL) S ^ i i ^ 1 V ' s / > (6> 
iei 
V/ e / : y{ = 0 или 1, 

V/, ;: 0 ^ x%. < 1, 
Задача простой локализации изучалась многими авторами. 
Приведенная здесь формулировка приведена в [9]. В [19] предложена 

высокоэффективная процедура для решения непрерывной линейной задачи 
(получаемой ослаблением условий целочисленности для переменпых yi) с по
мощью двойственного метода (который не совпадает с классическим алгорит
мом субградиента). Скачки двойственности весьма малы, и во многих случаях 
решение двойственной задачи приводит к оптимальпому целочисленному ре
шению исходной задачи. Если полученные решепия не целочисленны, то нуж
но воспользоваться методом разветвления (тина разделения и оценки, см. 
гл. 7, § 2), но время вычислений чрезвычайно мало (порядка 1,5 с на IBM 
360/91 для задач с | / | « \]\ = 100). 

Применение моделей локализации к автоматической классификации было 
предложено в [64J и в важном частном случае сводится к задаче простой ло
кализации. Предполагается, что заданы N объектов, и для каждой пары объ
ектов i и / предполагается заданным число йц ^ 0, называемое расстоянием 
между i и / (если эти объекты могут рассматриваться как зле*меиты евклидоиа 
пространства), или, более общим образом, индекс несогласованности (по дого
воренности полагаем da ~ 0). 

Задача состоит в разбиении множества этих объектов на р классов (целое 
число р задано) и в выборе в каждом классе специального объекта, называе
мого представителем этого класса, так, чтобы сумма расстояний от объектов 
до их представителей была минимальна. 

Мы видим, что речь идет о частном случае задачи простой локализации, 
ь которой 

{множество клиентов} = {мпожество мест} 

есть множество из N объектов, причем c,j — da для всех i, / и /* = 0 для 
всех L 
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Кроме того, так как каждый обтэект должен быть привязан к одному и 
только одному классу, то на иеремеппые Xij должны быть наложены условия 
целочислен пости. 

В песколько более общей ситуации мы можем предполагать, что множество 
7 = {1, 2, ..., N) объектов и мпожество / = {1, 2, ..., М) возможных пред
ставителей не обязательно совпадают. 

Тогда мы получаем следующую постановку задачи классификации: 

<СР) 

2 2 v« 
isi ;<=J xu<yi 

i s / 

га/ 
y{ — 0 пли 1 

-*min t 

V/ €= / , V/ e= / , 

V/ G= У, 

Vt s Л 

xv — 0 или 1 \fi e= / , V/ e 

(5') 

(6) 

(7) 

Ограничения (5') выражают тот факт, что объект / может быть связан 
с представителем i только в том случае, когда представитель i выбрап (?/* = 1)* 
Ограничения (G) в сочетании с ограничениями целости па переменные хц вос
производят тот факт, что каждый объект должен быть связан с одним и 
только одпим представителем. Ограничение (7) определяет число представи
телей (или число классов). 

В [64] было предложено решать задачу (СР), применяя лаграпжево ос
лабление по ограничениям (6). Если связать с каждым ограничением типа 
2 х\) -~ 1 множитель Лагранжа Я* (без ограничения на зпак), то зпаче-

иие w{k) двойственной функции в точке % может быть получено как опти
мальное решение задачи 

w (X) = min ( - 2 h + 2 2 (rfU "I- 4 *i}\ 
xij <Vi V< s / , W <= / , 

Z/i — 0 ИЛИ 1 Vl (ЕЕ f, 

xv =TT: 0 или 1 V/ сн /, V/ e= J. 
Эта задача может быть следующим образом решена для любого множества 

значений множителей %и 
Предположим, что известны то р переменных уи которые принимают 

в оптимальном решепии значеппе, равпое единице. Пусть / i c z / ( | / i | = р) — 
подмножество индексов этих переменных. Тогда онтимальпое значение задачи 
(RCPi) равно 
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щ соответствующее оптимальное решение лг(Х) определяется следующим об
разом: 

Xi$Ck) = 1), если i e / | и c?ij + %j < О, 
хц(К) = 0 в противном случае. 

Таким образом, для того чтобы определить оптимальное подмножество Л, 
достаточно для каждого i е / вычислить величипу S (i) = ^ min {d{. -\- A,.; 0J. 

Тогда /j оказывается подмножеством индексов, соответствующим р па и мень
шим значениям величины S(i). В качестве субпродукта при решении задачи 
(RCP) мы получаем также и субградиент w в точке А, /-я компонента которо
го определяется формулой 

Рошеппе дуальпой задачи с помощью алгоритмов субградиента позволяет 
тогда получить чрезвычайно близкие к точным оптимальным (пелочислеппым) 
впачениям оцепки этих величпп снизу, как показывают вычислительные экс
перименты, описываемые в [64J. В огромном большинстве случаев эти скачки 
не превосходят 1 %, и только в редких исключительных случаях они могут 
принимать значения порядка 4—7 %. 

Кроме того, достаточно часто этпм способом получаются точные решения 
(соответствующие пулевым скачкам двойственности). Тем пе мепее, как под
черкивают в [64] сами авторы, предыдущий метод ослабления страдает тем 
недостатком, что в некоторых ситуациях он пе приводит к построепию хороших 
целочисленных решении исходной задачи. Таков, например, случай, когда два 
разпых представителя к и I очепь близки в том смысле, что соответствующие 
векторы (dkj)jsj и (dij)jsj очепь близки. В этом случае для любых значений 
%s всегда будет выполняться приближенное равепство S(к) « S(l), так что в 
соответствии с этим процедура будет ошибочно одновременно включать к и I 
в множество h оптимальных представителей. 

Чтобы устраппть эту трудпость, в [3] предлагается решать двойственную 
задачу полученной задачи (СР) с помощью лагранжева ослабления ограниче
ний (50,.а пе ограпичепий (G). При таком подходе мы связываем, таким об
разом, с каждым ограничением типа хц — iji =̂ r 0 двойственное переменное 
\iij ^ 0. Для набора заданных зпачений \its двойственная функция пишется 
тогда в виде 

w (u) = min Г-

(RCp
2) s „ ~ A i(£l 

у{ = 0 ПЛИ 1 

Х>. = 0 ИЛИ 1 

- 2 Hi 2 i4j -i-1 
i s / je-J it 

V/ s I, 

V i e / , V / G / . 

Оптимальпое решение (//(u,), x{\x)) этой задачи легко получить следую-" 
щим образом: (а) мы приписываем значение 1 переменным у*, соответствую-
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щим р наименьшим зпачспиям величин М* = У\ Mij (таким образом, число 

таких переменных \ц равно р); (б) для каждого / е У имеем 

i t . (р) = 0 при i Ф О, 

где io определяется формулой 
di ; -\~ Mi 5 = m'll\ {d{- + М,'}« 

Кроме того, вектор, (г, /)-я составляю лая которого равна 
•*<Лм) —^1(ц), 

есть субградиент дуальной функции w в точке и.» В отличие от предыдущего, 
этот метод даже в случае существовании многих очень близко расположенных 
объектов позволяет получить хорошие целочисленные решении исходной за
дачи в ходе процедуры оптимизации двойственной функции (на каждом шаге 
итерации нужно выбирать в качестве представителей те элементы, которые со
ответствуют р переменным yt(li), равным 1, и определять решение исходной 
задача — разбиение объектов,— привязывая каждый объект к ближайшему 
представителю в смысле исходных расстояний d*,). Полученные с помощью 
вадачи (НСР2) миноранты очевидным образом сравнимы по качеству с ми* 
ворантами, получаемыми с помощью задачи (RCPi), поскольку в обоих слу
чаях оптимальные значения дуальной задачи равны «непрерывному» опти
мальному значению задачи (СР). С другой стороны, хотя задача (RC1\) 
заставляет путешествовать по сопряженному пространству увеличенной раз
мерности (NX 31 вместо iV), по свойства сходимости субградиентных алгорит
мов типа «сходящегося ряда» или «ослабления» (см. гл. 4, п. 3.5 и 3.7) ока
зываются относительно мало зависящими от размерности пространства (см.* 
например, [62]), и число итераций, необходимых для получения хорошей ап
проксимации оптимума двойственной задачи, практически в обоих случаях 
одинаково. Важно, однако, что (RCP2) приводит к лучшим решениям исходной 
задачи, чем (RCPi), и приводит, таким образом, как правило, к очень хорошим 
интервальным оценкам (порядка 2—3 %) точного целочисленного оптимума. Это-
позволяет решать на практике задачи относительно существенного объема (по
рядка 100—200 объектов), полностью избегая обращения к методам разветвлен-
вого исследования. 

В заключение заметим, что та же самая техника лаграпжева ослабления,. 
которая вдесь была онисана в частном случае задач классификации, может 
быть ирименена в задаче простой локализации и составляет другой возможный 
подход к этой задаче, кроме ужо упоминавшегося выше алгоритма Эрлеи-
коттера. 

§ 3. Задача о дереве Штейиера в графах 
Пусть G в» [А\ U] —связный неориентированный граф порядка N (|Х| =» 

» Л ' ) , в котором каждое ребро « е # снабжено длиной 1и > 0. Л1ножество вер
шин Л' разбивается на два подмножества: 

Хе (множество «обязательных» вершин); 
Л, (множество «вспомогательных» вершин, или точек Штейнера), 
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Задача состоит в определении связного подграфа Т = [Х\ U'] графа G, 
множество вершин которого содержит все «обязательные» вершины (Хс д; 
i ^ X ' s X - I c U ^ i ) , и имеющего наименьшую возможную полную длину 

*(Г)=- 2 '«• 
wet/' 

Эта задача, которая, как и задача о коммивояжере и задачи локализации, 
принадлежит классу Л?Р-полных задач, рассматривается в теории графов как 
трудная задача. 

Мы сейчас опишем в общих чертах принцип подхода к этой задаче с точ
ки зрения двойственности и лагранжева ослаблепия, изученный в [36, 37]. 
Используем с этой целью постановку задачи в терминах не одновременных по
токов па графах, предложенную в [12] (см. также [51]). 

Рассмотрим сначала произвольное дерево Штейнера Т = [Х% W] в 
графе G. 

Выберем произвольную вершипу s e Хс в качестве корпя (тогда необхо
димо S G X ' , поскольку X' должно содержать все обязательные вершипы), 
а затем шаг за шагом присвоим всем ребрам нашего дерева ориентацию, про
бегая это дерево, исходя из корпя s. Свяжем с каждой полученной таким об
разом дугой емкость 1. Заметим тогда, что полученная таким образом транс
портная сеть обладает следующим свойством: она позволяет протечь незави
симо один от другого \ХС\ — 1 потокам со значением 1 между корпем s и каж
дой из других вершин графа Хс. Это замечание позволяет следующим образом 
переформулировать задачу Штейнера. 

Рассмотрим ориентированный граф G = [X, F] , получаемый из G заменой 
каждого ребра и = (/, /) двумя дугами и+ =» (i, /) и иг = (/, i) с длинами 
J + я * _ = ' t t . Если U+ (соответственно U~) обозначает множество дуг вида 
« + (соответственно и~), где и пробегает семейство U, то F = Z7+ (J U~. Обозна
чим через N и М число вертпип и число дуг графа G. Задача сводится тогда 
к определению емкостей yv (равных 0 или 1), которые должны быть так при
писаны каждой дуге I ? G F графа G, чтобы полученная транспортная сеть до
пускала протекапие потока со значением 1 между корпем s и произвольной 
вершиной i е / = Хе — {,?}, причем полная длина 2 lv&v должна быть при 

этом минимальной» 
Обозначим через А матрицу ишшдсптпости между вершппами и дугами 

графа G и для любого i е / = Хс — {s} обозначим через 6* вектор размерно
сти iV, все компоненты которого равны пулю, кроме компоненты s (равной 
(—1)) и компоненты t (равной ( + 1 ) ) . Для всех * е / определим М-вектор 
<pf ^ 0, представляющий поток в пашем графе со значением 1 между s л i. 
Тогда задачу о дереве Штейнера можно поставить следующим образом: 

w ------ . S 

«О* 459 

Vi s / = 
Лф1 = bl; 

1хУъ 

У = ( ^ D ) P S V ' 

<9l>0 V« 

,->min t 

s {0, 1}M, 

s / . 



Мы видели выше, что любое дерево Штейпера есть решение задачи (SP), 
В обратную сторону можно установить следующее 
П р е д л о ж е н и е 1. Пусть у*— оптимальное (целочисленное) решение 

задачи (SP). Тогда множество дуг V(у*) = [v | v e V; ^ = 1} индуцирует 
на G частичный граф G(y*)t который является деревом Штейнера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вследствие ограничении (8) и (9) в множестве 
G(y*) существует по крайней мере один путь между любыми двумя вершина
ми из Хс. 

С другой стороны, если G(y*) содержит цикл, то, удаляя из этого цикла 
некоторое ребро, мы получили бы (частичный) подграф графа G, связывающий 
все вершины семейства Хс и имеющий строго меньшую стоимость, чем стои
мость решения у*. Отсюда получаем противоречие, которое завершает до
казательство. 

К задаче (SP) можно применить подход, связанный с лаграпжевьш ослаб
лением, связывая с каждым ограничением типа (9) вектор размерности Mf 
образованный множителями Лагравжа (двойственными переменными) 6', где 
6£ ^ О для всех i e i = ^ ~ {s}. Для заданного вектора в » (0*)*е/ функция 
Лагранжа нашей задачи записывается в виде 

L (Ф, у, 0) - 1у+ V. 6* (ф* -у) = fl - У, 0*' у + 2 9 V (Ю> 
i s f \ i e / / i&l 

и значение дуальной функции м>(0) представляется в виде 

и>(0)=> min Ш - ^ в » Ъ 1 + 2 ] ^ N V ) - (11) 

В первом слагаемом в правой части минимум £(9) достигается для каждой 
дуги v e V, если мы положим 

yv = l, если lv— 2 < ) * < 0 , 
i t s / 

5„«0 f если J , - v 0*>0. 
i s Г 

Второй член в правой части может быть определен для любого I & I с по
мощью решения задачи тина 

в'Ф* -^ min, 
(SHPi) Лф? « &*, 

$* > О, 
которая есть не что иное, как задача о кратчайшем пути между вершинами 
s и i в графе G, если дугам У ^ V приписать длины G£. 

Обозначим через Ф*($) оптимальное решение задачи (SHP*). 
В качестве субпродукта при вычислении w(§) мы иолучаем также и суб

градиент w в точке 0, определяемый равенством 

■ * ( в ) = Ф2 (6)-У(0) 

1^(в)-у(в)Л 
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(где предполагается, что вершины набора I = Хс — {s} занумерованы числа
ми 1, 2, ..., &)♦ 

Двойственная задача 

lo>o 
тогда может быть, таким образом, решена с помощью некоторого алгоритма 
субградиента. 

Вычислительные эксперименты, осуществленные в некотором количестве 
пробных задач (содержащих до 20 вершин), показывают, что этот подход 
систематически приводит к минорантам очень высокого качества (менее 5 %) 
и очень хорошим приближенным решениям (см. [36]). Во многих случаях 
дуальный алгоритм завершается явным определением седловой точки и, сле
довательно, оптимального дерева Штейпера. 

Здесь важно отметить, что эта программа была использована также и для 
вадач, имеющих пепулевой скачок двойственности, но не допускающих приме
нения никаких сколько-нибудь ясных эффективных вычислительных подходов. 
Так как задача Штейнора является ЛФ-полпой (см. [20]), то гипотеза, согласпо 
которой задача (SP) пи когда не допускает скачка двойствепности, выглядит 
чрезвычайно малоправдонодобной. Тем не мепее трудность выявления ее скач
ков двойственности позволяет предположить, что эта задача, вероятно, обла
дает важными специальными свойствами. Среди существенных еще пе решен
ных вопросов можно отметить следующие. Частный случай задачи о дерево 
ШтеГшера, в которой все вершины обязательны (Хс = X), есть не что иное, 
как классическая задача о дереве наименьшей длины [44], которая может быть 
решена за полипомиальпое время (а(А7)2 для полных графов) с помощью ал
горитма, аналогичного приведенному в [66]. В таких задачах разумно пред
полагать, что связанные с пими линейные задачи (SP) всегда имеют целочис
ленные оптимальпые решения (иначе говоря, скачки двойственности равны 
нулю). Однако теперь, когда мы вводим вспомогательные точки (точки Штей-
нера), то соответствующие ограничения тина (8) и (9) пропадают, по сама 
задача (SP) сохраняет в точности ту же структуру. Как тогда выразить, что 
имен по может привести к скачку двойствеппости? Можно ли в таких случаях 
охарактеризовать неравенства, определяющие выпуклую оболочку целых ре
шений задачи (SP), с помощью подхода типа «полиэдральной комбинаторики* 
(см. п. 3.6)? 

З а м е ч а н и е . Существует другой возможпый подход для (пепрерывпого) 
решения задач линейного программирования, подобных задаче (SP): речь 
идет о методе разложения Бепдерса (см. гл. 8, § 4), который представляет со
бою не что иное, как метод [31] для оптимального синтеза сетей, пробегаемых 
пе одновременными потоками (частный случай этой задачи исследован в 
гл. 8, н. 5.3). 

В [2] предложен алгоритм, использующий принцип порождения ограни
чений (обобщенное линейное программирование, см. гл. 8, § 1) для нолучепия 
минорант для задачи Штейпера. Хотя автор статьи [2] и не заметил сам этого 
сходства, но предлагаемый им подход есть не что иное, как метод Гомори 
и Ху [3J], примененный к задаче (SP), в которой ослаблены условия цело-
численности. 
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§ 4. Задачи разбиения и слияния гиперграфов («set packing», 
«упаковка» и «set partitioning», разбиение) 
Эти задачи возникают в огромном количество приложений, среди который 

следует отметить задачи диагностики или отыскания повреждении, задами 
локализации или автоматической классификации [60], задачи о чередовапии 
экипажей в авиационных компапиях [1] или составления расписаний в авто
бусных линиях [43], некоторые задачи распределения поездок п т. д. (За об
зором множества таких приложений мы можем отослать читателя, например, 
к [32], гл. 10.) Типичная задача разбиения ставится следующим образом. Рас
смотрим конечное множество Е = {1, 2, ,,., т} и семейство подмножеств 
мноя^ества Е: 

Свяжем с каждым подмножеством Sj семейства 9* некоторую цену CJ, 
Задача состоит в том, чтобы выбрать некоторое количество подмпожеств, при-
падлея^ащих семейству ^ , таким образом, чтобы опи образовывали разбиение 
множества Е и чтобы стоимость этого разбиения была минимальной (мини
мум берется по множеству всех возможных разбиений), 

Обозначим через А « (a*j) (i =* 1, 2, .««, т; / » 1 , 2, ,.,, п) матрицу 
инцидентности семейства Р7 в Е, т. е. матрицу с элементами 0 и 1, определяе
мую соотпошепием 

a,i j = 1, если f e ^ , 
aij =*0, если / ф Sj, 

Рассмотрим, кроме того, мпожество двузначных перемепных х$ (/ = 1, 
2, ».,, п) таких, что xj = 1 тогда и только тогда, когда подмножество S} вы
брано как входящее в данное разбиение. 

Тогда задача разбиения может быть следующим образом сформулирована 
как задача целочисленного линейного программирования: 

п 
сх = 2 е^ -* -тш, 

(РР) AT = 1, 
Xj = 0 пли 1 V/ = 1,2,. . . , п. 

Классический подход к этой задаче состоит в применении к пей метода 
разветвленного поиска с использованием в качество функции оценки опти
мального значения непрерывной задачи (получаемой при замепо ограничений 
целости: Xj = 0 или 1—условием 0 ^ £ J S ^ 1 ) . Однако, как отмечают многие 
авторы (папример [53]), непрерывные линейные программы, получаемые на 
каждом шаге, часто оказываются трудно разрешимыми в связи с проблемами 
вырожденности (многие базовые переменные равны нулю). 

Поэтому в [65] был предложен метод лаграпжева ослаблепия, основанный 
на формулировании задачи (РР) как задачи о совершенном соединении с ми
нимальной стоимостью в графе (МР) с дополнительными ограничениями. На
помним здесь, что задача о совершенном соединении сама по себе есть част
ный случай задачи разбиения (РР), в которой матрица А содержит в точности 
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два элемента в каждом столбце, равпых едипице, и в этом случае представ
ляет собой не что иное, как матрицу инцидентности между вершинами и реб
рами для рассматриваемого графа. Использование задач соединения в графах 
для ностроепия ослаблений задачи разбиения представляет двойной интерес, 

а) Во-первых, задачи соединения составляют семейство хорошо решаемых 
вадач целочисленного липеГшого программирования — в том смысле, что для 
исследования этих задач существуют эффективные (т. е. полиномиальные) ал
горитмы. По существу, принцип этих алгоритмов восходит к [16], но наиболее 
эффективные из известных улучшений были описаны затем в [47] и [14] 
(сложность 0(N3)) и в [25] (сложпость O(MNlnN) для графов малой плот
ности). В [57] был описан также алгоритм, основанный на других принципах, 
ло приводящий к сравнимым с указанными выше границами сложности (см., 
например, [32], гл. 7, упражнение 17). Применение этих новых алгоритмов по
зволяет также избежать наибольшего препятствия в применении линейного 
программирования, а именно проблем вырожденности, о которых мы уже 
уаоминали выше. 

б) Во-вторых, тот факт, что решение ослабления ИСХОДНОЙ задачи явно 
учитывает ограничения целости на переменные задачи, позволяет получать 
миноранты более высокого качества, чем те, к которым приводит классический 
подход, состоящий в решении соответствующей непрерывной линейной задачи 
(или ее двойственной задачи). 

Ослаблепие, предложенное в [65], основано па следующем принципе. 
Предположим спачала, что матрица А = (a{j) (j = 1, 2, . . . , т, } = 1, 2 , . . . , л) 
вадачи разбиения (РР) устроена так, что в каждом столбце число членов, 
равпых 1, либо равно в точности 1 (тогда соответствующее переменное может 
рассматриваться как переменное скачка), либо четно, так что 

т 

где К} — целое. 
Это предположение не очень ограничительно вследствие следующего за

мечания. 
т 

Если для столбца / выполняется равепство 2 ац = %%$ ~~ * (rAe &i ""-

целое ^ 2 ) , то достаточно добавить дополнительное переменное, обозначаемое, 
например, через s$ (переменное скачка), и дополнительное ограпичепио вида 
Si -{- Sj « 1 (xj ^ 0, $j ^ 0), и это последнее ограничение, как легко заметить, 
тривиальным образом выполняется для любого решения задачи (РР), так что 
мы, таким образом, получаем задачу, равносильную исходной. 

Осуществляя это преобразование для всех столбцов /, для которых это 
необходимо, мы можем, таким образом, всегда вести себя так, как будто рас
сматриваемая задача разбиепия обладает требуемым свойством. При этих 
условиях мы, исходя из матрицы Л, построим матрицу М (размера / д Х # ) , 
связывая с каждым столбцом А$ матрицы А, удовлетворяющим условию 

т 
2 «-. = 2К. (А*;3*2), набор из К} столбцов матрицы Л/, обозначаемых 

Л/1-, Л/?, ♦.., Л/- •>, каждый из которых содержит в точности два числа, 
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равных 1, причем должно выполняться условие 

С каждым столбцом А/* мы связываем целочисленное переменное у^ со 
значениями 0 и 1 со стоимостью 

Если потребовать от перемепных у%, чтобы они удовлетворяли всем до
полнительным ограничениям типа 

У* = ^ + 1 = 0> * = *.2, . . . , * , • - ! . (12) 
то мы получим новую формулировку задачи разбиения (РР) как задачи со
единения с дополнительными ограничениями: 

ЧУ~+тт, (СМ) ы,-и
 ( 1 2 ° 

Sy = О, 
у е { 0 , 1}* 

где Sy = 0 есть матричная форма ограничении (12) и где через у обозначен 
вектор с компонентами (Л(^)и через # —вектор с компопептами (у*). Матри
ца М может на самом деле рассматриваться как матрица инцидентпости между 
вершипами и ребрами некоторого графа G, и, ослабляя ограничения Sy = О 
в задаче (СМ), мы получаем задачу о совершенном соединении с минимальной 
стоимостью у па этом графе. Тогда метод решеппя состоит в исследовании 
задачи (12') с помощью лаграпжева ослабления. 

Связывая с этими ограпичепиями вектор множителей Лаграпжа X (без 
ограничений па зпак), мы построим двойственную функцию как оптимальпов 
зпачепие — при данном фиксированном значении X — задачи о соединении на 
графе G: 

w(X) = min{4 + XS)y, 
My « 1, 

У € = { 0 , 1 } * 

Если, с другой стороны, у(Х) обозначает оптимальное решение этой задачи, 
то вектор Sy(X) есть субградсепт фупкции w в точке X. Отыскание максимума 
функции (решение двойственной задачи) может быть, таким образом, осу
ществлено с помощью некоторого алгоритма субградиепта — типа алгоритмов, 
описанных в гл. 4, § 3. В [65] предлагалось также применить метод цикличе
ских координат в пространстве перемепных X (см. гл. 4, п. 4.1), но их вычисли
тельные результаты показывают, что алгоритмы субградиепта приводят, вооб
ще говоря, к лучшим зпачепиям дуальной функции и обычно требуют мень
шего времени вычислений. С другой стороны, хотя непрерывное линейное 
программирование и кажется копкурентиоспособньтм для задач разбиения не
большого размера (для определенности — до 100 ограничений и до 200 пере-
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менных), то тем не менее кажется, что для задач большого размера лагран-
ясево ослабление может проявить себя лучше, как с точки зрения времени вы
числений, так и с точки зрения качества полученных границ. 

§ 5. Задачи о кратчайшем пути с дополнительным (в) 
ограничением(ями) и связные комбинаторные задачи 

Сначала мы рассмотрим задачу о кратчайшем пути с единственным до
полнительным ограничением типа «задачи о рюкзаке». Затем мы рассмотрим 
некоторый более общий класс эадач о прокладывании пути без ограничений. 
Рассмотрим некоторый граф G «= [X, U], где X есть множество вершин 
(|Х| = iV), a U — множество дуг (\U\ = Л/), и пусть 5 е ^ , f e l - н е к о т о 
рые вершипы этого графа. 

Свяжем с каждой дугой u&U два числа 1и и аи (например, число 1Л 
можно интерпретировать как длину дуги щ а аи — как время пробегания ду
ги и). Тогда любой путь я между вершинами s a t ъ графе G может быть оп
ределен с помощью своего характеристического вектора я, т. е. такого Дивек
тора с компонентами 0 и 1, что хи = 1 ■<=>• и е я. 

Обозначим через X9t множество характеристических векторов всех эле
ментарных путей в G между s и *. Пусть x^X8t ш 1х = 2 ^и

х
и —* длина 

пути с характеристическим вектором х (сумма длин дуг пути), а ах= 2 а Л ~ ~ 

время пробега но этому пути (сумма времсп пробега по дугам пути). Задача 
о кратчайшем пути с дополнительным ограничением может быть представлена 
в следующей общей форме: 

Zx-^min, 

(CSP) p ^ c w S l , (13) 

х е X»t. 

Заметим, что эта формулировка является достаточно общей, чтобы вклю
чить два важных па практике частных случая: 

1) случай ограничения с неравенством типа «рюкзак», который соответст
вует в рассматриваемой ситуации условию, что все компоненты вектора а не
отрицательны и р = 0. Этот вариант будет обозначаться через (CSPi); 

2) случай ограничения с равенством типа «рюкзак» с а < 0 и р = р, Этот 
вариант будет обозначаться через (CSP2). 

Все эти задачи априори являются трудшлми комбинаторными задачами, 
поскольку они включают задачу о рюкзаке как частный случай (если взять 
в качестве Xat множество {0, 1}Л1 всех возможных Дивекторов с компонентами 
0 и 1). Чаще всего в приложениях встречается вариант (CSPi). В [55] можно 
найти весьма подробное исследование этих приложений, включающее следую
щие задачи: кратчайшего пути с ограничениями ослабления для задач до
ставки в телефонных сетях; контроль за ходом выполнения промышленного 
заказа нри бюджетных ограничениях; оптимальное расширение сетей комму
никации (минимизация необходимых вложений при выполнении заданных 
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требований); путь миппмальпой средней длины и с ограничениями па изме
нения в вероятностных графах; отыскание критического пути с минимальным 
средпим временем пробега и с ограничениями на изменения в вероятностных 
задачах управления производством (где задачи имеют случайное время жизни;. 

Применение технических приемов двойственности при решении комбипп-
торных задач вида (CSp!), по-видимому, впервые было применено в [55]. Ilu-
помп им здесь главное. 

Свяжем с ограничением ах = р множитель Лаграпжа ^ 0 и определим 
двойственную функцию w(X) как оптимальное значение «обычной» задачи о 
кратчайшем пути (без ограничении): 

и>(А.)= mm {(I + fa) х) — К$, (14) 

в которой дуге и графа сопоставлена длила lu + Хаи. 
Чтобы предыдущая задача всегда имела смысл, мы предположим, что ни 

для зпачеинй 1и, ни для значений аи на дугах нашего графа не существует 
никаких циклов с отрицательной полной длиной (в частпости, это условно 
выполняется, если I ^ 0 и а ^ 0). 

Обозначим в дальнейшем через х(Х), где X ^ 0 задано, путь в Xatf мини
мизирующий функцию Лаграпжа (1 + Ха)х — Х$, и ноложим для простоты 
Г(Х) = /х"(Х) п~а(Х) =ах(Х). 

Тогда двойственная функция w(X) окапывается в этом случае фупкцией 
одного перемеппого, и ей можно дать следующую интересную графическую 
интерпретацию. 

Действительно, для любого X ^ 0 величипа w(X) есть минимум зцачений, 
принимаемых всевозможными аффинными фупкциями вида 

Zx(X) =1х-\-Х[ах— J] 

для х, пробегающего (конечпое) мпожество Xai всех элементарных путей меж
ду вершинами s e t графа G. Следовательно, график функции w есть нижняя 
оболочка конечного семейства прямых, где каждая прямая семейства соответ
ствует некоторому определенному элементарному пути в графе между верши
нами s и t. 

С другой стороны, легко показать, что зпачения 1(Х) и а{Х) с ростом X 
соответственно монотоппо не убывают и монотонно не возрастают. 

Для иллюстрации рассмотрим пример графа па рис. 3, где рядом с каж
дой дугой и указапы зпачения 1и и аи соответственно и где мы выбрали s = 
« 1, t = 4 и | " = 10. 

В этой задаче есть четыре элементарных пути между началом s = 1 и 
концом t s= 4: 

путь х1 == {1, 2, 4} lxx «== 13, ах1 = 14, 

путь х2 = {1, 3, 4}, 1х2 = 17, ах2 = 9, 

путь *3 = (I, 2, 3, 4}, 1х* — 22, ах3 = 18, 

путь х* = {1, 3, 2, 4}, 1х4 = 20, ах' = 7. 
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Для значения § = 10 мы проводим па рис. 4 четыре прямых, соответствую* 
щих уравнениям 

*х2(М = 17 + 9Х-Юл, 

гх3 (X) = 22 + 18Я - ЮЛ, 

2 4 (к) = 20 + 7Я - Юл. 

(D1) 

(D2) 

(D3) 

(D4) 

Функция м?(Х), являющаяся нижней оболочкой этих четырех прямых, 
вогнута, кусочно липенна и имеет две точки излома: для Ki = 0,8 (пересече
ние прямых (D1) и (D2)) и для Я2 = 
s= 1,5 (пересечение прямых (D2) и 
(1)4)). Оптимум дуальной функции, 
равный w(%i) = 16,2, есть также ми
норанта длины оптимального пути при 
наличии ограничения 1х2 = 17). 

Рис. 3. Пример, иллюстрирующий за
дачу о кратчайшем пути с ограничения
ми. На каждой дуге и указаны соот

ветствующие значения 1и и аи 

Рис. 4. Двойственная функция для 
задачи о кратчайшем пути с ограни
чениями, соответствующая примеру 

па рис, 3 

Вернемся к общей задаче. Как мы видим, решение двойственной задачи 
состоит в отыскании максимума вогнутой кусочно линейной функции (с ко
нечным числом точек излома) от одного переменного Я. К этой задаче мошяо 
применить один из многочисленных методов одномерной оптимизации, оии-
саоных в главе 3 (дихотомический метод, метод Фибоначчи и т. д.). В при
менении этих методов неудобно то, что они, вообще говоря, не сходятся за 
конечное число итераций. Но можно заметить, что в этой задаче можно найти 
точное решение за конечное число шагов с иомощыо следующего метода по
следовательных приближений [55]. 

П р о ц е д у р а 1 (решенио двойственной задачи последовательными при
ближениями). 

а) Вычислить и? (Я) для %\ = 0, затем для Х2 = + °° (получаем два опти
мальных пути: х(Х\) и я(Я2)). Заметим, что х(Х2) есть не что иное, как крат
чайший нуть между s и t относительно значений аи на дугах графа. 

б) Если а(Я2) ^5 Р КОНЕЦ: задача по имеет решения. Если а(0) < р КО
НЕЦ: путь £(0) с длипой 2(0) есть оптимальное решение задачи (в этом слу
чае дополнительное ограничение не действует), В остальных случаях: 
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в) Пусть %'— абсцисса точки пересечения двух прямых, задаппых урав
нениями 

*=7(A, i )+Ma(Xi)-p) f 

иначе говоря, 

%'^-=±-^—zrVr (>0). 

г) Вычислить н?(А/). Пусть x(kf)—полученный оптимальный путь. 
Если w(X') =T(A,i) + V(a(k{) —"р) = 7(Х2) + b'(a(A,2 — ?))• КОНЕЦ: Я* « 

= V и путь £(?.2) есть допустимое (оптимальное, если а(Х2) = Р, и, вообще 
говоря, субоптпмальное в остальных случаях) решение рассматриваемой за
дачи. Два зпачения w(%*) и 1(К2) дают интервал для оптимума. 

В противпом случае 
д) Если а(к') > р, положить Х\ *-%' и верпуться к в), 
Если а(Х') ^ р, положить Яг-«-А/ и верпуться к в). 
Очевидно, как было предложено уже в [55], можпо использовать опти

мальное значение и? (Я*) двойственной фупкции как фупкцию оцепки в проце
дуре разветвлеппого поиска типа «ветвей и границ». Вычислительные резуль
таты, полученные затем в [38], подтверждают полезность этого подхода для 
задач типа (CSPi). Конечная сходимость «Процедуры 1» вытекает из того, что 
функция w(K) есть пижпяя оболочка конечного числа аффинных функций 
(каждая из которых соответствует некоторому элемептарпому пути в графе), 
и того факта, что до тех пор, пока оптимум Я* еще не достигнут, все после
довательно порождаемые элементарные пути различны. 

Процедура 1 па практике проявила себя как исключительно эффективная, 
•и необходимое для псе число оценок двойствеппой функции оказывается всег
да очепъ небольшим, даже для графов большого размера (обычно от 5 до 10 
для графов, содержащих тысячи дуг, как показывают вычислительные экспе
рименты, результаты которых приводятся, например, в [68]). Аналогичны© 
наблюдения могут быть сделаны и по материалам других авторов, которые, 
в дальнейшем (и независимо) применяли этот метод к решению других клас
сических комбинаторпых задач, включающих дополнительное ограничение (на
пример, задача о рюкзаке с квадратичпой цепой, см. [40]). Заметим, что также 
именпо по причинам своей эффективности «процедура 1» была выбрана в [68] 
как составпая часть базы (для быстрого получепия оцепок снизу) в алгоритме 
типа «допустимого поиска» (называемого также алгоритмом Л*, см. гл. 9, 
п. 3.3) для решения задач тина (CSP2) (кратчайший путь с ограпичепием ти
па равспства) или типа (CSP) с малыми значениями разности р — р. Качество 
результатов, получаемых в этих задачах,— гораздо более трудпых (из-за го
раздо более жестких ограничений), чем задача (CSPi),— ясно показывает, на
сколько в задачах комбинаторной оптимизации полезно применение методов, 
основанных па теории двойственности и лагранжевом ослаблении. 

Другой, классический, подход к задачам о кратчайшем пути с ограниче
ниями (предложенный Го мори еще в 1965 году для решения асимптотической 
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задачи целочисленпого программирования, см. гл. 7, п. 4.4) состоит в после
довательном определении 1-го, 2-го, ..., fc-ro кратчайшего пути относительно 
длин 1и* первый из полученных путей, удовлетворяющий дополнительному 
(или дополнительным) ограничению (ограничениям), есть оптимальное реше
ние поставленной задачи (для определения к кратчайших элементарных путей 
применимы различные алгоритмы, например, предложенпые в [75] или [7i]). 
Этот подход, примененный без каких-либо предосторожностей, может приве
сти к перечислению огромного числа путей и поэтому проявляет себя па прак
тике, вообще говоря, как малоэффективный. Тем не менее в [38] показано, 
что, решая задачу о к кратчайших путях относительно пересчитанных длпп 
&„ + Я*ам (где X* — оптимальное значение двойственного неремеппого, свя
занного с дополнительным ограничением) вместо исходных длин Ju, можно, 
как правило, заметно уменьшить число подлежащих исследованию путей 
(обычно порядка дюжины вместо нескольких сотен). В алгоритме допустимого 
поиска, описанном в [68], порядок, в котором рассматриваются переменные, 
также выбирается в соответствии с критерием возрастания приведенных длип, 
и это позволяет весьма чувствительно ограничить количество разветвлений, 
которые должны быть порождены при выполнении такого алгоритма. Эти ре
зультаты представляют собою еще и пример того, как использование в ходе 
классического алгоритма некоторой информации относительно двойственной 
задачи позволяет заметно улучшить его эффективность. 

Подход с точки зрения теории двойствеппости и лаграпжева ослабления, 
который мы описали здесь для задач о кратчайших путях при наличии одного 
дополнительного ограничения, может быть без труда обобщен, как это пред
ложено в [55], на случай произвольного количества р > 1 ограничений в фор
ме неравенств типа 

a 'sSP* . «=-1,2, ..., р. 

Предложим, что относительно длин /«, как и относительно длин 
a\i (* = *» 2, . . . , р), не существует цикла с отрицательной длиной. Тогда, свя
зывая с каждым из этих р ограничений соответствующий множитель Лаграпжа 
(что дает набор двойственных переменных Х\, Л2, ..., Я р ^ 0 ) , мы определим 
вогнутую и не всюду дифференцируемую двойственную функцию. Решение 
двойственной задачи (либо с помощью обобщеппого линейного программирова
ния, либо с помощью субградиентной техники) приводит в случав задач с не
большим числом ограничений к хорошим приближенным решениям исходной 
задачи, и во всех случаях — к минорантам, которые могут быть использованы 
в процедурах тина «ветвей и границ», 

§ 6. Общая задача пересечения двух семейств 
комбинаторных объектов и ее решение с помощью 
лагранжева ослабления 

В этом разделе мы введем пекоторьтй класс комбинаторных задач, обобща
ющий задачи о кратчайших путях с ограничениями, которые рассматривались 
■в предыдущем параграфе. Мы изучим также решение этих задач с помощью 
лагранжева ослабления, 
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Пусть Е = {1, 2, ..., я} —конечное мпожество с п элеме 
жество S а Е будет в дальнейшем отождествляться со своих 
ческим вектором с е {О, 1}П, определяемым но правилу 

Xi =5 1, если t e 5, 
Xi = 0 в противаом случае. 

Пусть Х с {0, 1 } п и У с {0, 1}п~-два семейства комбинате 

Задача 

Пересечение двух 
матроидов 
Матроид с усло
вием четности 

Коммивояжер с 
ориентацией и без 
ориентации 
Минимальное де
рево с ограниче
ниями тина «рюк
зака» 

Кратчайший путь 
с ограничением 
типа «рюкзак» 

Двумерный рюк
зак 
Матроид с допол
нительными огра
ничениями тина 
рюкзака 
Коммивояжер с 
ограничениями 
расписания поез
док (гамильтоиов 
путь) 

Природа элементов 
множества X 

Матроид над Е 

Матроид над Е 

Мпожество 1-деревь-
ев в графе 

Мпожество деревьев 
в графе 

Множество элемен
тарных путей меж
ду двумя данными 
вершинами графа 
Множество решений 
задачи о рюкзаке 
Матроид над Е 

Множество элемен
тарных путей, удов
летворяющих огра
ничениям на распи
сание между двумя 
вершинами 

Природа элементов 
множества У 

Матроид над Е 

Семейство всех под
множеств, удовлет
воряющих условию 
четности 
Множество назначе
ний (пересечение 
двух матроидов раз
биения) 
Множество решений 
задачи о рюкзаке 

Мпожество решений 
задачи о рюкзаке 

Множество решений 
задачи о рюкзаке 
Мпожество решений 
задачи о рюкзаке 

Семейство подмно
жеств множества 
дуг мощности N—1, 
где N есть число 
вершин в данном 
графе. 

*) Прочерк означает, что задача, по-видимому, к настоящему вре; 

Сопоставим каждому элементу i e E его стоимость с«. Тогда 
в определении такого элемента х в пересечении X и У, которь 
мальпую стоимость; иначе говоря, 

(IP) i<=K 

(задача о пересечении). 
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Эта общая модель включает как частный случай задачу о кратчайшем пу
ти с ограничением типа «рюкзака», изученную в § 5 (нужно взять в качестве 
Е множество дуг графа, в качестве X — множество путей между * и *, а в ка
честве У —мпожество решений неравенства (11): Р ^ а х ^ р ) , но, как показы
вает табл. 1, ее частными случаями являются мпогие другие интересные ком
бинаторные задачи (очевидно, что список, приведенный в табл, 1, не явля
ется исчерпывающим). 

В случае, если одно из двух условий х ^ X или i e T может быть пред
ставлено в форме одного алгебраического ограничения (или нескольких огра
ничений) типа (11), можно применить технику, описвпную в § 5. Для общего 
случая (где ни одно из двух условий х &Х или « s F не сводится к простому 
алгебраическому условию) мы изучим здесь другой технический прием, ко
торый предполагает только, что мы можем эффективно решить каждую из 
задач вида 

при любом векторе стоимости у. 
Идея метода состоит в представлении задачи пересечения в эквивалент

ной форме 
сх -+■ min, 

( ID ' ^ " (15) 

х — у = 0. 

Связывая с ограничениями (15) вектор множителей Лаграпжа X (без ог
раничений на зпак его компонент), мы можем определить соответствующее 
.этому вектору X значение двойственной функции w(X) формулой 

w (X) = min {(с + X) х} + mm {— Ху], (16) 

так что w{X) определяется с помощью раздельного решения (декомпозиции) 
■задачи минимизации для X и задачи минимизация для F. Как и в случаях 
.задач о кратчайшем пути с ограничениями из § 5, это приводит к раздельно
му решепию для данного X задачи о кратчайшем пути и задачи о рюкзаке. 
Если х(Х) и у (X) обозначают оптимальные решения, получеппыо для каждого 
ш слагаемых в правой части (1G), то вектор х(Х) —у(Х) есть вектор субгра
диента функции w в точке X. Следовательно, двойственная задача может быть 
решена с помощью алгоритма субградиента для получения мипорапт. 

Приложение этой задачи к решению задачи о кратчайшем пути с ограни
чением типа (CSPi) или (CSP2) (см. § 5) было изучено в [56] и [68], где по
казано, что границы, получепныо переходом к двойственной к (IP) задаче с 
помощью (16), могут быть только больше (пли, в худшем случае, равпосиль-
аы) границам, полученным с помощью перехода к двойственной к (CSP) или 
4CSP2) задаче с помощью (14). Это можно объяснить тем фактом, что, в от л и-
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чие от ослабления в § 5, в условии (16) минимизация по мпожеству У (задача 
о рюкзаке) явно учитывает условие целочисленпости переменных. Хотя скачтг 
двойствеппости для задач типа (CSP2) могут оказаться значительными (как 
правило, до 30 %, и это, кстати, является показателем трудпости этих задач), 
по вычислительные результаты [68] показывают, что рассматриваемый сейчас 
подход позволяет систематически получать для задачи о кратчайшем путц 
с двойным условием равенства (СЭРг) хорошие реализуемые решения (а часто-
даже оптимальные). 

Важпо отметить, что этот общий класс задач, включающий такие трудные-
задачи, как задача о коммивояжере при наличии ограничений, задача о дву
мерном рюкзаке п т. д. (см. табл. 1) содержит также и легко исследуемые за
дачи. Действительно, в случае если X и У суть два матропда над £, мы полу
чаем задачу, известную под названием «пересечение двух матроидов», для ко
торой разработаны эффективные (полиномиальные) алгоритмы [46, 16]. Во 
всех случаях пересечения двух матроидов в [24] установлена теорема о ми-
шшаксе, которая есть не что иное, как свойство сильной двойствепности для 
задачи (IP) ' и ее двойственной задачи. Этот результат не удивителен, так как 
практически все известные полиномиальные задачи имеют свойство сильной 
днойствеипостп (нулевые скачки двойствеивости). Обобщается ли па случай 
пересечения двух матроидов теорема Радо — Эдмопдеа (ср. [17]), иначе гово
ря, позволяет ли это свойство сильной двойственности охарактеризовать за
дачи о пересечении двух матроидов? 

Для конкретности предположим, что: а) мпожества X и У являются си
стемами независимости над # * ) ; б) задача (IP) ' с двойственной задачей в> 
смысле (14) дает нулевой скачок двойственности для любого вектора стоимо
сти c e R " . Следует ли из условий а) и б), что X и У суть матроиды? Этот* 
вопрос остается нерешенным. 

§ 7. Обобщенная задача об ассигнованиях 

Эта задача возникает, например, при определении оптимального состава 
воздушного флота с зада но ым средним значением для данной авиакомпании 
(см. [49]). 

Пусть / = {1, 2 , . . . , т} — множество типов самолетов, соревнующихся меж
ду собой, и J — {1, 2, . . . , п) — множество подлежащих обслуживанию мар
шрутов. 

Для каждого маршрута j &J п для каждого типа самолетов i e / предпо
ложим, что нам известна частота fa полеюв самолетов t по маршруту / (на
пример, число полетов в неделю), позволяющая удовлетворить коммерческим 
ограничениям и приводящая к максимальной полной прибыли при эксплуата
ции, равной pij. 

Тогда определение оптимального состава воздушного флота состоит в при
своении каждому маршруту / такого типа самолетов i, чтобы стоимость (рас
ходы по эксплуатации минус прибыль) была минимальной, с полным учетом 

*) X есть система независимости, если 
1) 0е=А'; 
2) ^ е Х и О ^ ж ' ^ ^ / е Х , 
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ограничений на число имеющихся в наличии самолетов каждого типа (ограни
чения на размеры воздушного флота). 

Определим двузначные целочислепные переменные Xij следующим обра-
вом: хц = 1, если тип самолетов i присвоен маршруту /, и хц = 0 в противном 
случае. Ограничения на размеры воздушного флота выражаются тем, что для 
каждого типа самолетов i задано полное число часов полета, которые могут 
быть использованы этим типом самолетов; обозначим это число через &<. Если 
ftij — число часов, которое требуется от самолета типа i для осуществления им 
полета по маршруту /, то сумма часов для самолетов типа /, позволяющая по
крыть требования маршрута /, равна 

ац = fijhih 

Искомое назначение х ~ (хц) должно, таким образом, удовлетворять тп 
ограничениям: 

Ъаг?г^Ъ1 V I S / . 

Если мы обозначим через Fi почасовые финансовые расходы, соответствую
щие каждому типу самолетов г, то стоимость ассигнования (выделения) типа 
самолетов i на маршрут / равна с*$ = Fiuij — ji^. 

Тогда задача сводится к решению следующей эадачи целочисленного ли-
нейпого программирования (с двузначными переменными хц)г 

(17) 

(GAP) 2*U e l V / e / * (18> 

Эта задача известна как обобщенная задача о назначениях па основании 
следующего замечания: если | / | «= | / | s= n и все коэффициенты ацу как и всо 
правые части Ъи равны 1, то мы снова получаем классическую задачу о на
значениях 

п п 

(АР) 0eJ 

х^ = 0 или 1, 

которая может быть эффективным образом решена с помощью «венгерского 
алгоритма» [45] или, равносильным образом, как задача о потоке с мини
мальной стоимостью в двухчастном графе (см., например, [32], гл, 5). 

Что же касается обобщенной вадачи о назначениях, то она входит 
в класс Л7Р-полаых задач (см, [26]), и для ее решения неизвестен никакой 

2 j JL Ci$xii~* 

2 aiix.j^bi 

я,. = 0 пли 1. 

min, 

Vi €= / , 

V / e / , 

3* M. Мину 473 



полиномиальный алгоритм. Для ее ренте ни я могут быть использованы раз
личные подходы» использующие лагранжево ослабление. 

В [49] предлагается ослаблять ограничения (17), связывая с ними вектор 
множителей % «s (%i)i&i с неотрицательными элементами. Значение двойствен
ной функции очень легко получается с помощью решения вадачи 

«>w= 2 2 V » - 2* А. 

jr .̂ = 0 или 1, 

где £<j «■ e«j + XtatJ для всех i, /. 
Для этого достаточно определить с ^ = гш"п{еу} для каждого /е«Г 

и присвоить соответствующему переменному зпачение 1 (другие переменные 
хц с i^I—~{i0} полагаются равными нулю). В [49] сообщается о замеча
тельных результатах применения этого подхода к задачам о назначениях для 
воздушпого флота. 

Второй подход, предложенный ранее в [69], состоит в предпочтении ослаб
ления ограничений (18) ослаблению ограничений (17). 

Тогда вычисление двойственной функции требует на каждом шаге реше
ния некоторого семейства задач о рюкзаке (в количестве, равном числу огра
ничений j e / ) . 

Если эти задачи решаются как пепрерывпые, то моя?по показать, что этот 
подход совершенно равносилен предыдущему (и полученные нижние грани
цы—совершенно такие же, как и в предыдущем случае). Если же эти задачи 
о рюкзаке решаются как целочисленные задачи, то мы получим, вообще гово
ря, строго лучшие миноранты. 

Следовательно, второе из рассматриваемых ослаблений позволяет получить 
лучшее приближение целочисленного оптимума, по ценой увеличения объема 
вычислений, который может оказаться много большим, чем для первой задачи 
(и даже невыполнимым для задач большого размера). 

§ 8. Другие примеры приложения лаграижева ослабления 
в задачах комбинаторной оптимизации 
Кроме задач, достаточно иодробпо изученпых в § 1—7, и которые могут 

рассматриваться как представителями класса наиболее характерных задач, 
техника лаграпжева ослабления была с успехом применена во многих других 
задачах, в частности: 

— подход к обобщенным задачам целочисленного программирования с 
точки зрения теории групп (см. § 4 гл. 7); 

— задачи покрытия (см. [6]); 
— некоторые задачи управления производством (см. [21]); 
— задачи о запуске теплоцептралей (см. [63]); 
— задачи о согласоваппых мультипотоках и в целых числах (см. [42; 

32, гл. 6]); 
— задачи о потоках с дополнительными, ограничениями (см, [57]); 
— квадратичная задача о рюкзаке (см, [40]); 
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*- 8адача о наименьшем дерево с ограничениями па степени вершин (см. 
[32], гл. 4, упражнение 7); 

— задачи о пересечении матроидов (см. [52]); 
— задачи о матроидах с условиями четности (см. [10]); 
— задачи о распределении рабочего времени (см. [72]); 
— задачи о наименьшем дереве с ограниченными eiMKOCTHMH, возникаю

щими в оптимизации сетей вычислительных машин (см. [27, 28]). 
В заключение отметим, что для точного решения трудных комбинаторных 

задач и/или задач больших размерностей лагранжево ослабление все более и 
более плодотворно используется в ходе численных процедур в сочетании с дру
гими методами, в частности, методами сечений и техникой полиэдральноii 
комбинаторики, которая добивается максимально полной характеризации огра
ничений, определяющих выпуклую оболочку целых точек. Дополнительные 
ограничения (сечения, грани), порожденные этой техникой, могут быть иссле
дованы с помощью лаграшкева ослабления, и позволяют либо улучшить ниж
ние границы, либо получать оптимальные целые решения. В [4, 67] или [59] 
можно найти обзор недавно достигнутых успехов в этой области. 
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СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

Множества 

К — множество действительных чисел 
N — множество натуральных чисел 
Z — множество целых чисел 
{х, ys z) — множество из трех элемептов: х, у, z 
I E X - J ; есть элемент множества X 
х ф X — х пе принадлежит множеству X 
АсХ — А содержится в X (и может быть А = X) 
АЯ^Х — А строго содержится в X 
\Х\ —мощность множества X: число элемептов множества X 
А О В— объединение множеств А и В 
A U {х} —объединение множества А и множества, состоящего из одного 

элемента х (часто обозначается А + ху если пе возникает путаницы) 
X —i4 —множество элементов из X, не принадлежащих А 
{х\х. ..} —множество таких элементов х, что... 
Я я: —существует такое х, что 
V£ e X для любого элемента х s X 
А X В — декартово произведение множеств Л и В (мпожество пар (а, Ь) 

с а е /4 и b ^ В) 
(Р) =Ф- (<?) — свойство (Я) влечет свойство «?) 
{а, Ь] — замкпутыя интервал (отрезок): { x | x s R ; а ^ х ^ Ь}, где а и Ь — 

действительные числа (а ^ Ь) 
}а, Ь[, (a, й! — открытый интервал (интервал): { х | я е К ; а <£ х < Ь}, где 

« и 6 — действительные числа (я < Ь) 
[а, 6[, [а, 6) —полуоткрытый интервал (полуинтервал): { # I # e R ; а^х < 

< Ь}, где а и 6 — действительные числа (а < Ь) 
int S — внутренность множества S 
c\(S) —замкнутые множества S 
inf (x) — если X имеет миноранту (нижнюю границу), то int(ar) по опреде-

лению есть наибольшая из минорант множества X, Если X не имеет миноран
ты, то по соглашению inf (х) — — оо; если X = 0 , то по соглашению 

.г в А' 
inf (х) — -И», где X Ф 0 — множество из В) 
кех 

sup (х) — по определению sup (х) = — inf (—х) 
«еД «ex осех 

Последовательности и пределы 
{.zftb<s л- —последовательность элементов xh для fc = 1, 2, .♦ . 
{#*}he/ — последовательность элементов я \ где А: пробегает множество ин-« 

дексов / (будем просто писать {я*}, когда не возникает путаницы с множест
вом индексов) 

iim sup {xk} — верхний предел числовой последовательности {л?*Ьелг (дейст
вительных чисел). Но определению это есть такое действительное число у, что: 

1) V e > 0 Я К: Vk>K xh < у + е; 
2) V e > 0 , \К> 0 Як>К х* > у — е; 
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*л 
х2 

• • • **) 
1= 1 

*\ 1 
* 2 

% • • L x^ _J 

liminffa:*}—нижний предел числовой последовательности {я*Ьелг (дейст
вительных чисел). По определению liminf{a:*} = —limsup{—xh) 

limfa:*} — предел последовательности {xk}. Для некоторой последовательно
сти {xk} элемептов из Rn элемент x&Rn называется пределом, если: 
lira inl{;zA} = lim sup{s*} == x. Последовательность, имеющая предел, называ
ется сходящейся. 

Векторы и матрицы 
R71 ~ /г-кратпое декартово произведение множества па себя (множества 

векторов с п действительными компонентами) 
цп+ _ положительный ортант пространства Rn: множество векторов н& 

Rn, все компоненты которых неотрицательны 

вектор из Кл с компонентами х^ ..., хп (будет в-

книге отождествляться со столбцом матрицы) 
хт — вектор, транспонированный по отношению к вектору j ; s R n (матри

ца-строка) 
хту, хт'Ц — скалярное произведение векторов х ш у 
IIл;II — евклидова норма вектора х 
x&zy — каждая компонента вектора х больше или равна соответствующей; 

компоненте вектора у 
А = [#jj]i=~i m—матрица из m строк и п столбцов; ац<— элемент матри-

пы, стоящий в г-й строке и /-м столбце (часто, если яе возникает путаницы,. 
обозначают [ац]) 

А /? — произведение матрицы А па матрицу В 
Лг —матрица, трансиоиированная к матрице А 
del А —определитель (квадратной) матрицы А 
rang Л—ранг матрицы Л (наибольший порядок регулярной квадратной; 

подматрицы матрицы А) 

Функции 
С fa, Ь] — векториое пространство функций, непрерывных на Га, 61 
Cl[a, b]— векторное пространство функций, непрерывно дифференцируе

мых на fa, 6] (функции, принадлежащие С1 [а, &], называют функциями из-
класса С1) 

СР[а, Ь] —векторное пространство функций, р раз непрерывно дифферен
цируемых на [а, Ь] (функций ИЗ класса С*) 

Vf(x) —если /: Iln~> R — функция переменных х\, , . . , хту то Vf(x) есть 
градиент функции / в точке х, т. е. n-вектор с компонентами*^г~(я), • ••>"^~*(*> 
(при условии, что частные производные в точке х существуют) 

-J-{x) —обозначение, эквивалентное обозпачению VfT(x)i т. е. обозначение* 
( df 

вектора, транспонированного к Vf(x) ^значит, "^г(х)отождествляется с мат-
df df \ 

рицей-строкой с компонентами ~^г(х)> •••» "2̂ Г~ (x)j 
V*/(s, у) — если /: Rn+m~* R— функция переменных х = (хи . .♦, хп) я 

У * {уи ••» Ут)* т 0 V*(xi У) есть градиент по х функции / в точке (ж, у), т. е. 
п-вектор с компонентами -̂ — (#, */) {/= 1, . .♦, п) (при условии, что частные 
производные в точке (я, у) существуют) 

•л~(я> г/)—эквивалентное обозначение для VxFfa у) 



V2/(#) —если /: Rn-+■ R — функция переменных я», *♦., zn, то V2/fa) обо
значает гессиан функции / в точке х, т. е, действительную симмстричпуго мат-

рицу порядка п с (J, /)-м членом XQ « ■; (а;) (при условии, что частные про-
язводпые в точке х существуют) 

v | f (а\ $А —если f: Rn+m -*- R — функция переменных ж = (хь »**> ж̂Л я 
^ я (^ь ..., ут)1 то V|/(a:, у) означает гессиан по х функции / в точке (х* у), 

Г */ , 1 
'дхТдхТ v*t У) (при условии, т. е. матрицу порядкаn: "^. ##, '*• W | (ПРИ условии, что частные производ

ные в точке (ж, у) существуют) 
-g--(^) —если g: Rn->Rm — функция, которая вектору х = (дп, ,*., хп) 

ставит в соответствие столбец g (х) » I . • ♦ I, то -̂ — (#) обозначает якобиан 
Urn W I 

функции # в точке ж, т. е. m X n-матрицу ~~7~* (х) (при условии, 

что частные производные в точке х существуют) 
д)(х) —субдифференциал функции / по х: множество субгралпентов фупк-

ции / по я (для выпуклой или вогнутой функции). Операторы mm n max 
inf {/(я)} — «о определению inf {/(*)}== inf {y)f где /: Rn -+ R, X с Rn, 

ft-ex *еХ ?/sY 
J ^ 0 , y = {^e=R; З х е Х : у « /(*)} 

sup{/(z)} — по определению ?up {/ (х)} = ~ inf {— / (х)} 
*еХ хеХ 

min {/ (х)} ~ пусть Rn -> R и X c R n ; если — оо < inf {/ (х)} < + оо 
и если сущесгвует также г е Х , что f(x) » inf {/ (г)}, то пишут min {/ (#)} — 

хех .re А' 
«= / (х); если inf {/(#)} ~ —- « \ то по соглашению пишут min {/ (х)} = — оо 
<и тогда говорят, что / не имеет конечного оптимума); если X = 0 , то по 
соглашению пишут min {/(^)}= + °° 

же X 
max {/ (х)} ~ по определению max {/ (х)} = — min {—/ (z)} 
всех *еХ лех 
min{a; Ъ\ с) —- минимальное из трех действительных чисел: а, &, с 
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ГОТОВИТСЯ К ПЕЧАТИ 
в 1990 году 
(ТЕМПЛАН 1990 г., ПОЗИЦИЯ 33) 

Т е м а м Р. Математические задачи теории пластичности: Пер. 
с фр.— М.: Наука, Гл. ред. физ-мат. лит. 

Исследуется математическая постановка для задач равпове-
сия пластичного тела. Эти модели приводят к интересным матема
тическим задачам нелппейпои механики и вариационного ис
числения. 

Решение этих задач связано с топкими теоремами вложепия 
для некоторых функциональных пространств, играющих сущест
венную роль в изучаемых автором вариационных постановках тео
рии пластичности, и с приведенными в кпиге изящными резуль
татами математического анализа в этих функциональных прост
ранствах. В частности, тщательно изучается различив между 
задачами о деформациях и о напряжениях для рассматриваемого 
пластичного тела и при некоторых условиях доказывается сущест
вование решений отлх вариационных задач. 

Для .математиков, механиков, инженеров, а также для сту
дентов старших курсов соответствующих специальностей. 


