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Meiner Ilefien Trau 



Vorwort. 

Die vorliegende kleine Schrift ist aus einem Kolleg uber kosmo­
gonische Hypothesen hervorgegangen, das ich im Sommer-Semester 1928 
an der hiesigen Universitat hielt. In jenen Vorlesungen habe ich, von 
bekannten Resultaten von Poincare und Liapounoff ausgehend, an 
Hand einer Folge eigener Arbeiten ein Programm weitergehender Unter­
suchungen entwickelt, die mit den zur Zeit verfiigbaren Hilfsmitteln als 
durchfiihrbar erschienen. Es handelte sich dabei urn eine Reihe neuer 
Existenz- und Stabilitatssatze in der Theorie der Gleichgewichtsfiguren 
homogener und heterogener Flussigkeiten sowie urn einige Probleme der 
Dynamik vollkommen inkoharenter Medien, insbesondere die MaxweH­
sche Theorie der Ringe des Saturn. Ein erheblicher Teil des damals 
entworfenen Programms, vor aHem was die Existenzfragen in der Theorie 
der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flussigkeiten anlangt, ist seitdem 
durch die Arbeiten meiner Leipziger Schuler und meine eigenen Unter­
suchungen erledigt worden. Was auf dem zuletzt genannten Gebiete 
jetzt fertig vorliegt, bildet ein abgerundetes Ganzes, von dem manche 
Wege zu neuen Zielen fiihren. Dieses Ganze im Zusammenhang darzu­
stellen, ist die Aufgabe des vorliegenden kleinen Buches. Die mit den 
Existenzproblemen eng zusammenhangenden Stabilitatsfragen wie auch 
die in der Himmelsmechanik sich darbietenden Probleme der Dynamik 
vollkommen inkoharenter Medien muBten zuruckgestellt werden. Sollten 
die Umstande es gestatten, so werde ich all diesen Fragen spater einmal 
ein weiteres Bandchen widmen. 

Und nun zu dem Inhalt dieses kleinen Werkes im einzelnen. Nacb­
dem in einem kurzen einleitenden Kapitel diejenigen Satze der Potential­
theorie und der Hydrostatik, von denen spater Gebrauch gemacht wird, 
zusammengestellt worden sind, werden in dem zweiten Kapitel einige 
allgemeine Eigenschaften der Gleichgewichtsfiguren rotierender gravi­
tierender homogener oder heterogener Fliissigkeiten abgeleitet. Nach 
einer knappen historischen Wurdigung der Ergebnisse von Liapounoff 
und Poincare wird in dem dritten Kapitel ein ausfuhrlicher Beweis des 
von Poincare postulierten Satzes betreffend die Existenz neuer Gleich­
gewichtsfiguren rotierender homogener Flussigkeiten in der Umgebung 
einer gegebenen homogenen Gleichgewichtsfigur entwickelt und im An­
schluB daran einige Probleme des relativen Gleichgewichtes eines aus 
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einem starren Korper und einer Fliissigkeit bestehenden Systems be­
handelt. Das vierte Kapitel beschaftigt sich mit nichthomogenen Gleich­
gewichtsfiguren. Hier wird ein zu dem Poincareschen analoger Satz iiber 
die Existenz neuer heterogener Gleichgewichtsfiguren in der Nachbar­
schaft einer gegebenen homogenen oder heterogenen Gleichgewichts­
figur bewiesen. Als spezielle Resultate sind in diesen Ergebnissen ein 
Satz iiber die Existenz schwach heterogener Gleichgewichtsfiguren in 
der Umgebung homogener Gleichgewichtsfiguren bsp. der Maclaurin­
schen und Jacobischen Ellipsoide, sowie eine Begriindung der Clairaut­
schen Theorie der Figur der Erde enthalten. So viel iiber neue Gleich­
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft bereits bekannter Gleichgewichts­
figuren. In dem zweiten Hauptkapitel der Himmelsmechanik, der 
Theorie der Gestalt der Himmelskorper, sind zahlreiche Konfigurationen 
bekannt, die in einer ersten Naherung den Gleichgewichtsbedingungen 
geniigen, - es sei nur an die Rocheschen unendlich kleinen Satelliten 
oder die Poincare -S. Kowalewskische ringfOrmige Gleichgewichtsfigur 
mit oder ohne Zentralkorper erinnert. Es war zu vermuten, daB in der 
Nachbarschaft dieser und ahnlicher Konfigurationen Gleichgewichts­
figuren rotierender Fliissigkeiten gelegen seien. In dem fiinften SchluB­
kapitel des Werkes wird in Durchfiihrung dieses Grundgedankens die 
Existenz einer langen Reihe neuer Gleichgewichtsfiguren bewiesen. 
Neben eigenen Arbeiten, von denen an dieser Stelle als besonders auf­
schluBreich und mit analytischen Schwierigkeiten verbunden der 
Existenzbeweis einer ring£ormigen Gleichgewichtsfigur ohne Zentral­
korper (vgl. 22.) sowie die Betrachtungen der Nummern 27, 28, 29 
hervorgehoben seien, habe ich in diesem Zusammenhang eine Folge 
von Abhandlungen meiner Schiiler, der Herren E. Kahler, V. Garten 
und K. Maruhn zu erwahnen, wahrend ich den Untersuchungen meines 
Schiilers und jiingeren Kollegen E. Holder manchen wesentlichen Bei­
trag zur allgemeinen Theorie verdanke. 

In dem dritten, vierten und fiinften Kapitel bringe ich eine Anzahl 
neuer noch nicht publizierter Ergebnisse sowie neuer Fragesteliungen, 
die nicht ohne Interesse sein diirften. Allem anderen liegen, wie vorhin 
erwahnt, Veroffentlichungen von mir selbst und von meinen Mit­
arbeitern zugrunde. Doch nur vereinzelt schlieBt sich die Darstellung 
unmittelbar an friihere Publikationen an. Fast durchgangig gelang es, 
den Stoff nicht unwesentlich einfacher und einheitlicher zu gestalten. 
Die Vereinfachungen ergaben sich teils aus dem Zusammenhang des 
Ganzen, teils aus den mittlerweile gewonnenen neuen Einsichten. Die 
Knappheit des zur Verfiigung stehenden Raumes zwang namentlich in 
dem vierten und fiinften Kapitel ofter dazu, auf Zwischenrechnungen zu 
verzichten und sich mit Hinweisen auf die Originalarbeiten zu begniigen. 
Ein solches Verfahren hat den groBen Vorteil, die Grundlinien der Ober­
legungen klar hervortreten zu lassen und erscheint dort als unbedenklich, 
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wo, wie im vorliegenden Falle, nirgends wesentliche Stiicke der Beweise 
geopfert werden. An Vorkenntnissen werden auBer den Grundlagen der 
Infinitesimalrechnung die Elemente der Potentialtheorie und der Theorie 
linearer Integralgleichungen vorausgesetzt. 

Es ist· mir eine angenehme Pflicht, den Herren J. Schauder, 
V. A. Kostitzin, E. Holder, V. Garten und K. Maruhn, die mich bei 
den Korrekturarbeiten in wirksamer Weise unterstiitzt hatten, auch 
an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank auszusprechen. Der Verlags­
buchhandlung, die trotz des Ernstes der allgemeinen wirtschaftlichen 
Lage die Herausgabe dieses Werkes ermoglicht hatte, gebiihrt mein 
innig empfundener Dank. 

Leipzig, im Juni 1933. 
Leon Lichtenstein. 
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Erstes Kapitel. 

V orbereitendes aus der Potentialtheorie 
und der Hydrostatik. 

1. Einige Eigenschaften des Newtonschen Potentials einer ein­
fachen FUi.chenbelegung und einer Volumladung. 1. Es sei T ein 
beliebiges beschranktes Gebiet vom topologischen Typus einer Kugel 
im Raume der Variablen x, y, z, das ein bestimmtes Volumen im Sinne 
von Peano und Jordan hat, und es moge {}(x, y, z) = {}(r) eine in 
T und auf dem Rande 5 von T, kurzer in dem Bereiche T + 5, er­
klarte beschrankte, (im Riemannschen Sinne) integrierbare Funktion 
bezeichnen. Das N ewtonsche Potential 

(I) V(x, y, z) = J {}'~dr', 
T 

r2 = (x - X')2 + (y - y')2 + (z - Z')2, dr' = dx' dy' dz' 

ist eine in dem Gesamtraume nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetige, im Unendlichen verschwindende Funktion. In dem 
AuBengebiete stellt Veine im Endlichen uberall regulare Potentialfunktion 

dar. In dem unendlichfemen Punkte ist V (x, y, z) = ~ + iT (x, y, z) , 

(R2 = x2 + y2 + Z2), unter M die Gesamtmasse f {j' dr', unter V (x, y, z) 
T 

eine im Unendlichen regulare Potentialfunktion verstanden. Dies be­
sagt nach Plemel j, daB 

(2) lim V(x,y,z) = c (ckonstant), 
R-+oo 

limR2D V=O 
R-+ 00 1 

Es gilt weiter fur alle (x, y, z) in T + 5, unter {{}} die obere Grenze 
von I -0 I verstanden, 

(3) IV(x,y,z)I<A 1 {{}}, ID1 J'I<A 2 {{}} (A1 ,A2konstant). 

1 In (2) bezeichnet Dl V irgendeine partielle Ableitung erster Ordnung von V. 
VgI. J. Plemelj, Potentialtheoretische Untersuchungen, Leipzig 1911, S. 3-5. 
Dbrigens folgt hieraus, daB R3 Dl V beschrankt ist. Siehe Plemelj a. a. O. 
S.14-15. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 1 
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2. Pur alle (Xl' Yl' Zl) und (X2' Y2, Z2) in T + 5 ist 

Dl V(Xl' Yl' Zl) - Dl V(X2' Y2' Z2) 1< {-&} d12 [A3llog d12 i + A4], 

dr2 = (xl - X2)2 + (Yl - Y2)2 + (Zl - Z2)2, (A3' A4 konstant). 
(4) 

Wie man sich leicht uberzeugt, erfullen hiernach Dl V in T + 5 eine 
"Haldersche Bedingung" (mit einem beliebigen positiven Exponenten 
v < 1). Dies besagt, daB bei festgehaltenem (Xl' Yl' Zl) in T + 5 

(5) J Dl V I .. = obere Grenze I Dl V(Xl' Yl' Zl) - Dl V(X2' Y2' Z2) I dl~' 
< A5 (v) {-&} 

gilt. Hiernach ist fur alle (Xl' Yl' Zl), (X2' Y2' Z2) III T + 5 

woselbst A5 (v) bei vorgegebenem T + 5 nur noch von v abhangt; 
A5 (v) heiBt der Haldersche Koeffizient, v der Haldersche Exponent. 
Ubrigensgilt dieser Satz unverandert fur alle (Xl' Yl' Zl) und (X2' Y2' Z2) 
in jedem beliebigen beschrankten Bereiche. 

3. Es sei speziell T ein beschranktes Gebiet der Klasse Ah. Der 
zugehOrige Haldersche Exponent heiBe A (0 < A < 1).2 Es mage weiter 
-& in T + 5 eine H-Bedingung mit demselben Exponenten A, 1-&1;. < B l , 

darum 

(6) 

erfullen. Alsdann sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
D2 V in T + 5 vorhanden und stetig und erfiillen daselbst eine H -Be­
dingung mit dem Exponenten A. Es gilt 

(7) 

Eine ganz analoge Eigenschaft hat V in jedem von 5 und einer beliebigen 
Kugel ~ von hinreichend groBem Radius begrenzten (abgeschlossenen) 
Teile des AuBenbereiches. 

4. Es sei 5 wieder eine Plache der Klasse A h, und es mage fl (a) eine 
auf 5 erklarte stetige Ortsfunktion bezeichnen. Das Newtonsche Potential 
der einfachen Belegung 

(8) U(x,y,z) = jfl'+da', r2= (X'-X)2+ (y'_y)2+ (Z'-Z)2 
5 

stellt eine uberall stetige, sowohl in dem Innen- als auch in dem AuBen-

2 Dies besagt, daB 5 eine FHiche mit stetiger Normale ist, und die Rich­
tungskosinus der Normale einer Holderschen Bedingung, kiirzer einer H-Be­
dingung (mit dem Exponenten A > 0), geniigen. 
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gebiete regulare Potentialfunktion dar, die sich im Unendlichen wie 

(9) * + regulare Potentialfunktion, M = J p,'da' 
s 

verhalt. Es gilt ferner 

(10) IV: <AlOMaxi,ui, iVj,,< An (v) Maxi,u!, 

unter 'JI einen beliebigen positiven Wert < 1 verstanden. 

3 

5. Ediillt ,u (a) iiberdies auf Seine H-Bedingung mit dem Ex­
ponentenA, i,ui;.<B2' so sind DIV sowohl in dem Innenbereiche als 
auch in jedem von S und ~ begrenzten (abgeschlossenen) Teile des 
AuBenbereiches vorhanden und erfiillen daselbst eine H-Bedingung mit 
dem Exponenten A, 

(11) I Dl VI < A12 Max !,u: + A Ia B2, IDI Uj;. < A~2 Max Ipi + A~3B2' 
Beim Passieren von S werden DI V sich im allgemeinen sprungweise 
andern. Die Tangentialableitungen verhalten sich freilich stetig. 

6. Es sei T ein beschranktes Gebiet der Klasse A h, und es magen 

~ , ij, t in T + S erklarte stetige Funktionen bezeichnen, die stetige, der 
H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen erster Ordnung haben. 
Der zugehOrige H-Exponent solI hierbei denselben Wert A < 1 wie der 
H-Exponent von S haben. Es sei 

_ flag! lael.lagl :_i1_I} 
(12) II - obere Grenze Uax I' ... , I az I' lax i;.' ... , I az;. . 

Es mage schlieBlich die Dichte f} stetig sein und ebenfalls einer H-Be­
dingung mit dem Exponenten A geniigen, If} I" < Ba. Durch Vermittelung 
der Funktionen 

(13) 

wird, falls, wie vorausgesetzt werden solI, II hinreichend klein, s.agen wir 

(14) II <IIo 

ist, T + S auf einen Bereich T + S der Klasse A h topologisch abgebildeta. 
Betrachten wir das N ewtonsche Potential einer Volumladung 

V'(' ") f1f}"d" '2 (. ")2+(' '')2+(' ')2 x,y,z = T 1:, r = x-x y-y Z-;o, 

(15) t 
i; (i , y, z) = -0 (x, y, z) , 

Nach 1., 2. und 3. erfiillen das Potential V(.x, y, z) und seine partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung Ungleichheiten von der Form 

3 Fiir das Zustandekommen einer solchen topologischen Abbildung geniigt es, 

wenn ~, i}, t stetige, dem absoluten Betrage nach hinreichend kleine partielle Ab­
leitungen erster Ordnung haben. 

1* 



4 Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik. 

(3), (4) und (7). Wir schreiben 

, . lavllav; rat~: 
W:::::;A14 Max['I?[; lax' api, jail <Al5 Max['I?I; 

(16) I a2v' I a2v i 

lax21, ... , lai 2 ! <Al6Max!'I?[+Al7B3; 

I a2vI 1 a2V! I 
! a 3.2 l' ... , i a i2 il:::: Al8 Max! 'I? I + Al9 B3 . 

Die Konstanten A14 bis A 19 gelten fiir alle der Ungleichheit (14) ge­

niigenden ~, ~ , C gleichmaBig. 

Es sei jetzt §, ij, t ein weiteres System wie i, ~, t beschaffener 
Funktionen, und es sei 

(17) 

Offenbar ist auch 

(18) { lagl [ae'.lagl 'atl} obere Grenze ,,,I, .. "3--11, 1,,1 , ... ,1"1 <II. 
juXI !uZ, :UX:l ,uZ l -

Es sei ferner 

{l ag a~l lae ac 
(19) II=obereGrenze "-"""'1,,-·,,1; lUX UX: uZ uZ, 

lag a( rae ac 
1---1 1--- }. ax aX;l'''''jaZ az 

Durch Vermittelung der Funktionen 

(20) x=x+i, y=y+~, z=z+e 

wird T + 5 auf einen Bereich der Klasse A h , er heiBe T + 5 , topologisch 
abgebildet. Das Newtonsche Potential 

(21) 

~ ~ ~ ~ fl~, A' V(x,y,z)= T'I?dr, 
T 

(~x, y, z) = 'I? (x, y, z), r2= (X-X')2+ (y_y')2+ (Z_Z')2) 

erfiillt natiirlich Beziehungen, die zu (16) ganz analog sind. Dariiber 
hinaus bestehen Ungleichheiten von der Form 

(22) 

[
A' [ I av av i < ; I. 

V - V, ax - ax I' ... = A20 II Max I'I?I, 

I a2 fT a2VI I ' • 

! a x2 - a x2'1' ... <II (A2l Max I 'I?: + A22 B3), 

'l
a2v _ a2Vi <II(A M '.Ill A B) 4.5 a x2 a x" ll' ... = 23 ax I 'U: + 24 3' 

a2v a2v 
4 Wir fassen hierbei a x2 - a 3.2 ' ... als Funktionen von X, y und z auf. 

5 Man vergleiche hierzu meine beiden Aufsatze, Uber einige Hilfssatze der 
Potentialtheorie 1. Math. Zeitschr, 23 (1925), S. 72-88; IV. Sachsische Berichte 
82 (1930), S. 265-344. Siehe auch meine in der FuBnote 41 genannte Monographie, 
S.122-127. 
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2. Einige Satze cler Hyclrostatik 6. Wir stellen im folgenden einige 
spezielle Satze uber das Gleichgewicht homogener oder heterogener 
Flussigkeiten, die inkompressibel oder kompressibel sein konnen, zu­
sammen. Da es sich urn den Ruhezustand handelt, Verschiebungen der 
Flussigkeitsteilchen gegeneinander demnach nicht vorkommen, so spielt 
es weiter keine Rolle, ob man es mit ide ellen oder mit zahen Flussigkeiten 
zu tun hat. 

Es moge sich zunachst urn eine zusammenhangende Masse homo­
gener 7, inkompressibler, gleich temperierter Flussigkeit handeln, deren 
Oberflache vollkommen frei ist. Das Gleichgewicht ist nur moglich, wenn 
ein eindeutiges Potential U der Einheitskrafte existiert. Die Aqui­
potentialflachen sind zugleich Flachen gleichen Druckes. 1st, wie wir 
annehmen wollen, der AuBendruck konstant, so ist die freie Oberflache 
zugleich eine Niveauflache der Einheitskrafte. 1st Po der AuBendruck, 
Uo das Potential der Einheitskrafte an der freien Oberflache, P und U 
die entsprechenden Werte in einem Punkte (x, y, z) der Flussigkeits­
masse, f die Dichte, so gilt 

(23) U-Uo=+(P-Po). 

Kann die Flussigkeit Zugspannungen nicht widerstehen, so muB P >0 
sein. Als ein Grenzfall wird auf der freien Oberflache, gegebenenfalls in 
einzelnen Punkten, auf einzelnen Linien oder Flachen im 1nnern der 
Flussigkeitsmasse auch P = 0 zugelassen. Die vorstehenden Bedingungen 
sind fUr das Gleichgewicht auch hinreichend. Befindet sich die Flussig­
keit zur Zeit to in Ruhe, so bleibt dieser Zustand dauernd erhalten. 

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man bei einer homogenen kom­
pressiblen Flussigkeit, insbesondere bei einem homogenen Gases, wenn 
die Temperatur tiberall konstant ist. Auch andert sich nichts, wenn 
angenommen wird, daB die Flussigkeit eine endliche Anzahl von Be­
reich en fUnt, die auch einzelne Punkte oder Linien miteinander gemein­
sam haben konnen. Die vorstehenden Gleichgewichtsbedingungen gelten 
aber auch, wenn es sich urn ein System handelt, das aus mehreren ver­
schiedenen homogenen Flussigkeiten bei konstanter Temperatur be­
steht, falls die folgende Bedingung erftillt ist: die Flussigkeiten konnen 
zusammendruckbar oder unzusammendruckbar sein, bilden aber in 
allen Fallen jede fUr sich eine endliche Anzahl zusammenhangender 
~assen. Si"e mischen sich also nicht miteinander. Auch die Trennungs­
flachen sind jetzt Flachen gleichen Potentials und gleichen Druckes. 

6 Man vergleiche hierzu die Ausfiihrungen des achten Kapitels, S.314-322 
meiner Grundlagen der Hydromechanik. Berlin 1929. 

7 Die Dichte ist also lediglich eine Funktion der Temperatur, nicht aber auch 
noch explizite abhangig vom Ort. 

S ]etzt ist die Dichte eine Funktion des Druckes und der Temperatur, in die 
der Ort nicht aueh noeh explizite eingeht. 



6 Vorbereitendes aus der Potentialtheorie und der Hydrostatik. 

Wir wenden uns jetzt dem allgemeineren FaIle einer beliebigen in­
homogenen kompressiblen oder nichtkompressiblen FJiissigkeit und 
einer beliebigen Temperaturverteilung zu und setzen diesmal voraus, 
daB die Einheitskrafte ein eindeutiges Potential haben. Dieser Fallliegt 
bsp. allemal dann vor, wenn es sich um gravitierende, der Wirkung 
sonstiger Krafte entzogene Fliissigkeiten handelt. Beziiglich der Fliissig­
keitsdichte wird angenommen, daB sie eine stetige, allenfalls abteilungs­
weise stetige Funktion des Ortes darstellt, beziiglich der Niveauflachen, 
daB sie, von den sogleich zu besprechenden Ausnahmen abgesehen, 
stetige Normale haben, ineinandergeschachtelt sind und einen (singu­
laren) Punkt oder eine (singulare) geschlossene Linie, gegen die sie kon­
vergieren, umschlieBen. Der fragliche Punkt bzw. die eben genannte Linie 
sind als eine singulare (degenerierte) Niveauflache aufzufassen. Aber 
auch die aIle anderen umschlieBende .Aquipotentialflache kann insofern 
eine Ausnahme bilden, als sie eine endliche Anzahl konischer Punkte 
oder Kanten haben darf. Notwendig und hinreichend fUr den Gleich­
gewichtszustand ist jetzt, daB die Niveauflachen der Einheitskrafte zu­
gleich Flachen gleicher Dichte sind, und daB der Druck p, auBer moglicher­
weise in einzelnen Punkten, auf einzelnen Linien oder Flachen, wo er ver­
schwinden kann, einen positiven Wert hat. Die.Aquipotentialflachen sind 
alsdann zugleich Flachen gleichen Druckes. Die freie Oberflache, von der 
auch jetzt angenommen werden soIl, daB sie unter konstantemDruck steht, 
ist wieder eine Niveauflache. Natiirlich liegt alledem die Voraussetzung 
zugrunde, daB die Temperatur sich mit der Zeit nicht andert, sei es darum, 
weil die Warmeleitfahigkeit gleich Null ist, sei es, weil die Temperatur 
durch geeignete Zu- oder Abfuhr der Warme aufrechterhalten bleibt. 

Liegt eine homogene zusammendriickbare (tropfbare oder gasformige) 
Fliissigkeit vor7, so sind die Niveauflachen zugleich Flachen gleicher 
Temperatur. Die vorstehenden Ergebnisse gelten unverandert, auch 
wenn die Dichte sich langs einer endlichen Anzahl geschlossener Flachen 
sprungweise andern kann. Die Sprungflachen sind seIber Niveauflachen 
der Einheitskrafte. Zu ganz analogen Resultaten gelangt man, wenn die 
Niveauflachen aus zwei Systemen wie vorstehend beschaffener Flachen 
bestehen, deren "AuBenhiillen" langs einzelner Punkte oder Linien mit­
einander zusammenhangen. 

3. Fliissigkeitsellipsoide. Elliptische Zylinder' als Gleichgewichts­
figuren einer homogenen Fliissigkeit. Kann ein Ellipsoidk6rper T +5 

(24) 

eine Figur des relativen Gleichgewichtes einer mit der Winkelgeschwin­
digkeit OJ um die z-Achse rotierenden homogenen inkompressiblen 
Fliissigkeit der Dichte t sein, wenn der AuBendruck verschwindet 9 ? 

9 Dnd darum auch fur beliebige \Verte des (konstanten) AuBendruckes. 
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Das Gesamtpotential der Gravitations- und Zentrifugalkrafte, das 
auf 5 einen konstanten Wert annehmen solI, ist, wenn x die GauBsche 
Gravitationskonstante bezeichnet, 

J dT' w2 
X f. -r + 2" (x2 + y2), 

T (25) 

r2 = (x - X')2 + (y - y')2 + (z - Z')2, dT' = dx' dy' dz'. 

Nach bekannten Satzen ist in T und auf 5 

1 fdT' (26) T V = -r = D - (A x2 + B y2 + C Z2), A+ B+ C = 2n, 
T 

fCOdU D=:Jlabc -:1' 
o 

(27) 

Ll2 = (a2 + u) (b2 + u) (c2 + u). 10 

Die Werte A, B, C hangen, wie man sich leicht iiberzeugt, nur von 
der! Achsenverhaltnissen a: b: cab. 

Die Frage kann offenbar so gefaBt werden: Gibt es eine Kon­
stante H, so daB auf 5 

w2 
D x f - x f (A x2 + B y2 + C Z2) + -2 (x2 + y2) = H, 

d. h. 

(28) x2 (~~ - A x f) + y2 (~2 - B x f) - Z2 C x f = H - D x t 

gilt? Wird aus (24) und (28) die Variable z eliminiert, so erhalten 
wir eine fUr alle x und y zu erfiillende Beziehung 

(29) ((~ - Axt) + Ca~t c2) x2 + ((~2 _ Bxt) + 9b~t C2) y2 

= H - Dxt + Cxfc2 • 

Sie hat die drei weiteren Relationen 

(30) a2(~-Axf) = b2(~2 -Bxf) = -c2Cxf=H - Dut 

zur Foige. Die beiden erst en Beziehungen stellen Gleichungen zur Be­
stimmung der Achsenverhaltnisse a: b: c dar. Aus diesen und dem als 
bekannt vorauszusetzenden Gesamtvolumen der Fliissigkeit erhalt man 
die Werte der Halbachsen a, b, c selbst. Sind diese GraBen einmal er­
mittelt, so liefert die dritte Gleichung den zugehOrigen Wert von H. 

10 Vgl. bsp. P. Appell, Traite de Mecanique rationnelle, tome troisieme, Equilibre 
et mouvement des milieux continus, III. Edition, Paris 1921. S. 110-115. 
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Das ganze Problem reduziert sich also auf eine Diskussion der Gleichungen 
w2 

(31) a2 (A-A}=b2(A-B}=-c2 C, A=2xf" 

Betrachten wir zunachst den besonderen Fall a=b, A=B, der auf 
Rotationsellipsoide fiihrt. Die Gleichungen (31) reduzieren sich auf die 
eine Gleichung 
(32) a2 (A - A) = c2 C. 

Aus dieser folgt a 2 A-c2C=a 2A>O, mithin wegen (27) 

na2c (a2f oo du _ C2fOO du ) 
(a2+u)2Yc2+u) (a2+u) (C2+U)fc2+u) 

o 0 
00 

=na2c (a2- c2) f(a2+U)2 (;:uU)fC2+U) > 0, 
o 

demnach a> c. Die Rotationsellipsoide sind also abgeplattet. Die Inte­
grale (27) lassen sich jetzt durch element are Funktionen auswerten. Es gilt 

(33) 
A = B =;3 ((1 + k2) Arctg k - k), ° < Arctg k < ; , 

I +k2 
C =2n/i3 (k -Arctgk), 

Die Formel (32) ergibt 

(34 ) 2W:t = A = ~ ((3 + k2) Arctg k - 3 k) . 

Eine Diskussion dieser Beziehung fiihrt zu den folgenden Ergebnissen. 
Die Gleichung (34) hat reelle Wurzeln k, nur wenn 

(35) w<w"=Y2n"j.O,2247 ... 

ist. Jedem Wert der Winkelgeschwindigkeit < w" lassen (32) und (33) 

zwei Werte von ~, die sich stetig mit w andern, entsprechen. Man a 
spricht mit Poincare von zwei "linearen Reihen" (vgl. S. 37) der 
Rotationsellipsoide und bezeichnet diese als Maclaurinsche Ellipsoide, 
da ihre Existenz zuerst von Maclaurin dargetan worden ist. Fur W-'r w" 
gehen die beiden Rotationsellipsoide stetig in das zu w" gehOrige 
Ellipsoid iiber, - die beiden linearen Reihen der Maclaurinschen 
Ellipsoide hangen in dem "Verzweigungspunkte" w" zusammen. Geht 
w gegen Nl,lll, so geht das eine Maclaurinsche Ellipsoid stetig in eine 
Kugel a = b = c, das andere in eine unendlich diinne Kreisflache von 
unendlich groBem Durchmesser, c -'r 0, a = b -'r CIJ , uber. 

Wie Jacobi (1834) zeigte, kannen die Gleichungen (31) noch eine 
reelle Lasung habenll, die auf ein dreiachsiges Ellipsoid fiihrt, c<b< a. 

11 Eine andere von der obigen nicht wesentlich verschiedene Lasung ergiht 
sich durch Vertauschung von a und b. 
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Dies trifft fur aIle w<w'=Y2nxf·0,1871. .. <w" zu. Aueh diese 
Jaeobisehen Ellipsoide andern sich stetig mit w, bilden eine "lineare 
Reihe". Fur w-+w' geht das Jaeobisehe Ellipsoid stetig in eines der­
jenigen Maclaurinsehen Ellipsoide uber, die dem Werte w' der Winkel­
gesehwindigkeit entspreehen. Aueh der Punkt w' ist ein "Verzweigungs­
punkt" , - hier hangendie linearen Reihen der Jaeobisehen und Mae­
laurinsehen Ellipsoide zusammen. Fur w-+ 0 geht das Jaeobisehe 
Ellipsoid in eine unendlieh dunne, unendlich lange Nadel, c-+ 0, b-+ 0, 
a -+ 00, uber. 

Es ist nicht ohne Interesse, daB die Ellipsoidkorper (24) die einzigen 
Korper sind, deren Potential im Innern sieh dureh die Formel (26) bei 
geeigneten Festsetzungen uber die Konstanten A, B, C und D aus­
druekt 12• 

Dnd nun einige Worte uber die beiderseits unbegrenzten elliptisehen 
Zylinderkorper 

(36) 

als Gleichgewichtsfiguren einer homogenen, mit der Winkelgesehwindig­
keit w urn die z-Aehse rotierenden Flussigkeit der Dichte f. Das Newton­
sehe Potential (26) ist jetzt dureh das logarithmisehe Potential 

(37) 2 flOg ~ d·!:' (r2 = (x - X')2 + (y - y')2, dt = dx' dy', ro konst.), 

die Integration uber die Ellipsenflaehe (36) erstreekt gedaeht, zu er­
setzen. Man sieht vor allem leieht ein, daB fur beliebige Werte der Winkel­
gesehwindigkeit, sofern nur der AuBendruek hinreiehend groB ist, der 
gerade Kreiszylinderkorper X2+ y2 < a2 eine Gleichgewichtsfigur dar­
stellt. 1st der AuBendruek gleich Null, so dad w den Wert Y2n"'! 
nieht ubersteigen, anderenfalls der Flussigkeitsdruek negativ ausfallen 
wiirde. 

Von der soeben genannten linearen Reihe der Kreiszylinderkorper 

zweigt fUr w = Y n '" f eine lineare Reihe elliptiseher Zylinderkorper (36) 
mit a>b abo Sie gehOren zu den Werten der Winkelgeschwindigkeit 
w< fnxf. Der AuBendruck kann dabei einen beliebigen (konstanten) 

12 Vgl. W. Nikliborc, Eine Bemerkung tiber die Volumpotentiale, Math. 
Zeitschr. 36 (1932), S.625-631 (eingegangen am 8. 12. 1930) beweist den obigen 
Satz in Bestatigung einer Vermutung von E. Holder. Vgl. auch E. Holder, 'Ober 
eine potentialtheoretische Eigenschaft der Ellipse, ebenda S. 632-643. Einen 
anderen Beweis verdankt man P. Dive, Comptes Rendus 192 (1931), S.I443-1446, 
sowie193 (1931), S.141-142. Sieheauch P. Dive, Attractiondesellipsoideshomogimes 
et reciproque d'un tMoreme de Newton, Bulletin de la Societe matMmatique de 
France 59 (1931), S. 128-140. Hier werden auch Gebiete, begrenzt von zwei ahn­
lichen und ahnlich gelegenen Ellipsoiden, betrachtet. Hierzu auch W. Nikliborc, Eine 
Bemerkung tiber die Volumpotentiale II, Math. Zeitschr. 36 (1932), S. 167-170. 
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Wert > 0 haben. Es gilt 

(38) 
a-b l/-~ 
a+b=V 1 -n1<I' 

Fur w-J>O geht a gegen Unendlich; der Ellipsenkorper (36) geht in eine un­
endlich lange in der Richtung der x-Achse sich erstreckende Nadel uber13. 

Zweites Kapitel. 

Allgemeine Eigenschaften der Gleich­
gewichtsfiguren rotierender 

FIUssigkeiten. 

4. Homogene Fliissigkeiten. In dem Raume der kartesischen Ko­
ordinaten x, y undz sei eineAnzahl beschrankter Gebiete iT (j = 1, ... , q), 
deren Gesamtheit mit T bezeichnet werden soIl, gegeben. Von der 
Begrenzung is der Gebiete iT wird zunachst nur vorausgesetzt, daB 
sie aus einer endlichen Anzahl geschlossener, doppelpunktloser, stetiger 
FHichen besteht, von denen jede einzelne einen Raumteil, der ein be­
stimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan hat, begrenzt14. 
Den Raum T denken wir uns mit einer homogenen, unzusammendruck­
baren Fliissigkeit der Dichte f erfiillt, deren Teilchen einander nach dem 
Newtonschen Gesetz anziehen15. Weitere Krafte liegen nicht vor, ins­
besondere solI der AuBendruck gleich Null sein. Wir bezeichnen das 
Newtonsche Potential von T mit V(x, y, z), die GauBsche Gravitations­
konstante mit x. Die Fliissigkeit und mit ihr zugleich das Achsenkreuz 
x- y-z solI jetzt urn die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w 
wie ein starrer Korper gleichformig rotieren. Will man feststellen, unter 
welchen Bedingungen das relative Gleichgewicht moglich ist, so hat man, 
wie man weiB, zu den Attraktionskraften die Zentrifugalkrafte, deren 

2 

Potential den Wert .~ (X2 + y2) hat, hinzuzufugen. Den AusfUhrungen 

auf S. 5-6 zufolge lauft die fUr das Gleichgewicht notwendige und hin-

13 Vgl. B. Globa-Mikhallenko, Figures d'equilibre d'une masse fluide en ro­
tation, infiniment voisine d'un cylindre elliptique, Comptes rendus 159 (1914), 
S. 646 und Sur quelques nouvelles figures d'equilibre d'une masse fluide en rotation, 
Journal des Mathematiques (7) 2 (1916), S. 1-78, insb. S.1-36. 

14 Wie sich bald zeigen wird, besteht der Rand eines jeden Gebietes T tat­
sachlich aus einer einzigen geschlossenen Flache. 

15 Gelegentlich werden wir dariiber hinaus annehmen, daB jeder Raumteil iT 
mit einer homogenen Fliissigkeit der Dichte Ii erfiillt sei, indessen nicht aile Ii den 
gleichen Wert haben. Fiir die Gesamtheit aller Ij wird auch in diesem Faile kiirzer I 
geschrieben. 
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reiehende Bedingung darauf hinaus, daB das Gesamtpotential der Ein­
heitskrafte 

(1) 

(2) 
f t' vex, y, z) = r dr', 

T 

r2 = (x - X12 + (y - y')2 + (z - t)2, dr' = dx' dy' dz' 

auf einer jeden Komponente S der Gesamtbegrenzung S einen kon­
stanten Wert hat und in T uberall, gegebenenfalls mit Ausnahme ein­
zeIner Punkte, Linien oder Flaehen p >0 ist. Ubrigens wird spater ge­
zeigt werden, daB, wenn die zuerst genannte Bedingung erfullt ist, p sich 
in T tatsaehlich uberall >0 erweist, fur das Gleiehgewieht demnaeh not-

wendig undhinreiehend ist, daB "V(x, y, z) + ~2 t 2 auf Sjedesmal einen 

konstanten Wert hat. Raben zwei Begrenzungskomponenten versehie­
dener Gebiete jT aueh nur einen Punkt gemeinsam, so sind die ent­
spreehenden Konstanten einander gleich. Aber aueh auf versehiedenen 
Randkomponenten eines und desselben Gebietes jT haben die in Be­
traeht kommenden Konstanten denselben Wert, da der AuBendruek 
iiberall gleich groB, namlieh, wie wir stets annehmen durfen, gleich 
Null iSP4. 

Die Gleichung von S kann demnaeh auf die Form 

(3) 
(02 

U(x, y, z) = "V(x, y, z) + 2"" (X2+ y2) = Const. 

gebraeht werden. Das Newtonsehe Potential Vex, y, z) hat uberall 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung (vgl. 1. 1.), also hat 
U(x, y, z) die gleiche Eigensehaft. Die Sehwerkraft, d. h. Resultierende 
aus der Anziehungs- und der Zentrifugalkraft hat den Wert 

(4) [( aU)2 (aU)2 (au)2Ji lp(x,y,z) = ax + ay + az . 

1st 11' in einem Punkte Po(xo, Yo, zo) auf S von Null versehieden, so 

k" d a U a U au. h l' h .. h . d I onnen ort ~, ~, ~ me t g ele zelt1g verse wm en. st etwa au uX uy uz 

7iZ =1= 0, so laBt sich die Gleichung (3) naeh z aufiosen, z = z (x, y). Die 

Flache S hat in Po und in einer Umgebung dieses Punktes eine stetige 
Normale. Diese kann nur dort fehlen, wo die Schwerkraft verschwindet. 
1st die Schwerkraft auf dem Rande uberall von Null verschieden, so zer­
fallt T in eine Anzahl getrennter Massen, die von Flachen mit stetiger 
Normale begrenzt sind. Beaehtet man den Satz 1. 2 (S.2), so findet 
man leicht, daB dann alle Randkomponenten tatsachlich der Klasse A h 
angehOren. Dem Satze 1.3 (S. 2) zufolge besitzt U(x, y, z) stetige,der 
H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen zweiter Ordnung; 



12 Allgemeine Eigenschaften der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fltissigkeiten. 

z (x, y) 16 hat augenscheinlich die gleiche Eigenschaft. Wir sagen,S ge­
hOre der Klasse Bh an. Man findet so allmahlich, daB z{x, y)16 stetige 
Ableitungen aller Ordnungen hat. Das gleiche gilt, auch wenn die Schwer­
kraft auf 5 verschwinden kann, in der Umgebung aller Punkte, in denen 
dies nicht der Fall ist. Vermutlich sind alle Gleichgewichtsfiguren ro­
tierender homogener Fliissigkeit analytisch 17. 

Der Schwerpunkt von T liegt auf der Umdrehungsachse. Man sieht 
dies am einfachsten ein, indem man fUr einen Augenblick die rotierende 
Fliissigkeit auf ein festes Koordinatensystem bezieht. Da die einzigen 
jetzt wirkenden Krafte innere Krafte sind, so wird der Schwerpunkt 
ruhen oder sich geradlinig und gleichfOrmig bewegen. Die zweite Mog­
lichkeit ist ausgeschlossen, die erste ist aber nur erfUllbar, wenn der 
Schwerpunkt auf der Umdrehungsachse liegt. 

Wir nehmen an, daB der Schwerpunkt mit dem Koordinaten­
ursprunge zusammenfallt. 

Die Ebene z = 0 ist stets eine Symmetrieebene des Korpers T.IS Wir 
verstehen unter einer Sehne von 5 jede Strecke, deren Endpunkte auf 5 
liegen und deren alle iibrigen Punkte sich im Innern von T befinden. 
Eine beliebige Sekante kann aus T + 5 endlich oder abzahlbar unendlich­
viele Sehnen herausschneiden. Endpunkt einer Sehne kann zugleich An­
fangspunkt einer anderen Sehne sein. Es sei 1: die Menge der Mittel­
punkte aller zu der z-Achse parallelen Sehnen von S. Wir haben vorhin 
vorausgesetzt, daB 5 aus einer endlichen Anzahl geschlossener, doppel­
punktloser, stetiger Flachen besteht, von denen jede einen Raumteil 
begrenzt, der ein bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan 
hat. Wir nehmen jetzt dariiber hinaus an, daB 1: aus einer endlichen 
oder abzahlbar unendlichen Anzahl zweidimensionaler Kontinuen i E 
(j = 1, 2, ... ) besteht. Die Gleichung von i 1: ist in der Form z =i3 (x, y) 
darstellbar, unter i3 (x, y) eine in einem Gebiete it der x-y-Ebene erklarte 
stetige Funktion verstanden. 

16 Wie aile anderen zur Darstellung von 5 in Betracht kommenden, durch 
Aufliisung von U(x, y, z) = Const. gewonnenen Funktionen. 

17 Vgl. meine Abhandlung, Uber einige Eigenschaften der Gleichgewichts­
figuren rotierender homogener Flussigkeiten, deren Teilchen einander nach dem 
Newtonschen Gesetz anziehen, Sitzungsberichte der PreuBischen Akademie der 
Wissenschaften, 1918, S.1120-1135, insb. S.1122. 

18 Die unmittelbar folgenden Ausftihrungen reproduzieren in vereinfachter und 
verscharfter Fassung den Beweis, den ich fUr den fraglichen Satz loco cit. 17 S.1123 
bis 1124 gegeben habe. Er lehnt sich an gewisse Betrachtungen von W. Blaschke 
und T. Carleman an. Vgl. W. Blaschke, Eine isoperimetrische Eigenschaft des 
Kreises, Math. Zeitschr. 1 (1918), S. 52-57, sowie T. Carle man, Uber eine iso­
perimetrische Aufgabe und ihre physikalischen Anwendungen, ebenda 3, S. 1-7. 
An der bezeichneten Stelle beweist Carle man u. a. den Satz, die einzige Gleich­
gewichtsfigur einer ruhenden gravitierenden homogenen Fltissigkeitsmasse ist eine 
Kugel. Dem Beweise werden Gebiete zugrunde gelegt, die von einer endlichen An­
zahl stetig gekrummter FIachen begrenzt sind. 
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1st nun E nicht ganz in der Ebene z = 0 gelegen, so gibt es mindestens 
einen Punkt Q (xo, Yo, zo) in T oder auf 5, der so beschaffen ist, daB Zo 
die obere Grenze aller z-Werte auf E darstellt und es ein zweidimen­
sionales Kontinuum von Punkten auf E gibt, deren z-Koordinate 
urn beliebig wenig kleiner als Zo ist. Wir nehmen zunachst an, daB Q 
im Innern einer der vorliegenden Fliissigkeitsmassen, etwa in jT, liegt. 
In diesem Falle ist gewiB zo=Maxz auf E. Die Gerade x=xo, Y=Yo 
kann 5 in endlich- oder unendlichvielen Punkten treffen. Es seien 
P1(XO' Yo, Zl) und P2(XO' Yo, Z2) die dem Punkte Q nachstliegenden 
Treffpunkte, und es sei Zl > Z2' Der Ausdruck 

w2 
(5) "V(x, y, z)+ 2 (X2 + y2) 

hat auf allen Randkomponenten von jT denselben Wert. Es muB daher 

(6) 

sein. Es sei D die Projektion von 5 auf die Ebene z = O. Es gilt 

V(xo,yo,z*) = fdXdy ff~dZ 
D (7) 

wobei die Integration nach z iiber die endlich oder abzahlbar unendlich­
vielen Strecken, welche die durch den Punkt (x, y) von D hindurch­
gehende, zu der z-Achse parallele Gerade L mit T gemeinsam hat, aus­
gedehnt zu denken ist1 9• Es seien z' und z" die Endpunkte irgendeiner 
dieser Strecken, und es sei z' >z". Wie man sich ohne Miihe iiberzeugt, 
ist, unter r(z, Zl) und r(z, Z2) die Entfernungeri der Punktepaare (x, y, z), 
(xo, Yo, Zl) und (x, y, z), (xo, Yo, Z2) verstanden, 

z' z' 

(8) f 1 f 1 --dz< --dz f r (z, ZI) = f r (z ,z2) , 
z" z" 

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn die Schwerpunkte 
der beiden Sehnen (zv Z2), (z', z") die gleiche z-Koordinate haben. 
Es gibt aber gewiB ein zweidimensionales Kontinuum von Wertepaaren 
x, y, so daB fiir die durch (x, y, 0) hindurchgehenden Sehnen in (8) das 
Zeichen < zutrifft. Aus (7) und (8) wiirde darum, wie man leicht sieht, 
im vorliegenden FaIle V(xo' Yo, Zl) < V(xo' Yo, Z2) folgen, was (6) wider­
spricht. 

19 Naeh einem bekannten Satz von G. Fubini, Atti della Reale Aeeademia 
Nazionale dei Lineei (5) 161 (1907), S. 608-614. Vgl. aueh C. Caratheodory, Vor­
lesungen iiber reelle Funktionen, zweite Auflage, Berlin und Leipzig 1927, S. 621 bis 
641. Das Integral iiber D ist im allgemeinen aJ.s ein Integral im Lebesguesehen 
Sinne aufzufassen. 
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Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, daB die obere Grenze der 
z-Koordinate alier Punkte von .E in einem Punkte (xo, Yo, zo) auf S 
erreicht wird. 1st die Schwerkraft in (xo, Yo, zo) gleich Null, so ist 

a: U(xo, Yo, zo) =0, mithin auch a: V(xo, Yo, zo) =0. 1st aber die 

Schwerkraft in (xo, Yo, zo) von Null verschieden, hat mithin 5 in (xo, Yo, zo) 
und einer Umgebung S dieses Punktes eine stetige N ormale, so muB 
die Gerade X= xo, y = Yo die Flache S in (xo, Yo, zo) beruhren, so daB 

auch jetzt a~U(xo, Yo, zo) =0 und a: V(xo' Yo, zo) =0 ist. Dies sieht 

man leicht wie folgt ein: Sonst ware z =; (x, y) die Gleichung eines 
Stuckes S von S in der Umgebung von (xo, Yo, zo). Vor allem ist 
es klar, daB fUr ein hinreichend kleines 6 alle Punkte (x, y, z) mit 

* * (x -xo)2+ (y _YO)2 <e2 und z (x, y) <z < z (x, y) + e auBerhalb von T 
gelegen sind. Anderenfalis wurden sie allemal T selbst angehOren, und es 
gabe gewiB Sehnen, deren Mittelpunkt um mehr als Zo tiber der Ebene z = 0 
liegt. Nunmehr wollen wir aus der Gesamtheit der Sehnen (Zl' Z2) eine 
Folge {Zln' Z2n} extrahieren, deren Mittelpunkte gegen (xo, Yo, zo) kon­
vergieren. Die von einem n an auf S gelegenen Endpunkte Zln (>z2n) 
konvergieren gegen zo, - folglich mussen auch z2n gegen Zo konvergieren. 
Dies ist aber nicht moglich, da, wie wir eben sahen, fur ein hinreichend 
kleines 6 alie Punkte (x, y, z) mit (X-xo)2+ (Y_Yo)2< 6 2 und 
* * Z (x, y) > z > Z (x, y) -6 dem Innern von T angehOren. 

Wie man ohne ernste Schwierigkeiten sieht, kann man fUr 
aaz V(xo, Yo, zo) =0 auch schreiben 

(9) fdXdyft-aa _(1 )dz=O, 
4 Zo r zo'z 

D 

die Integration nach zuber alle Intervalle, die L mit T gemeinsam hat, 
erstreckt gedacht. Wegen 

a 1 a 1 
az r (zo,z) = - azo r (zo.z) 

folgt aus (9) weiter 

(10) fdx dyft aa -( 1 ) dz =JdX dYf~ t (-( 1 ') - -( 1 ")) = o. z r Zo. z r Zo. z r Zo. z 
D D 

Diese Beziehung ist aber, wie man fast unmittelbar sieht, unmoglich. 
Demnach ist .E ein ebenes Gebiet. Also hat jede Gleichgewichtstigur 
rotierender homogener Flussigkeit eine aut der Umdrehungsachse senk­
rechte Symmetrieebene. Augenscheinlich ist die Rotationsachse, in unserem 
Falie die z-Achse eine Haupttragheitsachse des Flussigkeitskorpers. 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist ferner bewiesen, daB 
keine zu der Rotationsachse paraliele Gerade, welche den Flussigkeits­
korper trifft, mit seiner Begrenzung mehr als zwei Punkte gemeinsam 
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haben kann. Man beachte, daB in den Punkten etwaiger auf S gelegener 

zur z-Achse paralleler Strecken ~~ = 0, somit auch ~~ = ° sein miiBte. 

Besteht Taus mehreren Einzelmassen, die voneinander getrennt sind, 
so liegen diese Massen demnach "nebeneinander", nicht "iibereinander". 
Dies besagt, daB es keine zu der z-Achse parallele Gerade gibt, die mehr 
als eine Masse trifft. Hangen zwei oder mehr Massen in einzelnen (auch 
unendlichvielen) Punkten zusammen, so liegen diese Punkte auf der 
Symmetrieebene. 1st B ein Punkt dieser Art, so hat die durch B zu der 
z-Achse parallele Gerade keine weiteren Punkte mit der Fliissigkeit 
gemeinsam. - Man sieht ferner, daB iede Fliissigkeitsmasse von einem 
einzigen Kontinuum begrenzt ist. Es gibt keine Hohlraume. Hat Seine 
stetige Normale, so fallt diese in allen Punkten der Symmetrieebene in 
diese hinein. 

Alle bisher abgeleiteten Satze gelten, wie man sich leicht iiberzeugt, 
unverandert, auch wenn die Dichte in einem jeden Gebiete jT einen 
anderen (konstanten) Wert Ij hat. 

Ruht die Fliissigkeit, so kann jede Gerade durch den Schwerpunkt 
als Rotationsachse gelten. Keine Gerade, die den Fliissigkeitskorper 
trifft, kann mit seiner Berandung mehr als zwei Punkte gemeinsam 
haben. Also besteht Taus einer einzigen Fliissigkeitsmasse. J ede Ebene 
durch den Schwerpunkt ist eine Symmetrieebene. Die einzige Figur des 
Gleichgewichtes einer ruhenden homogenen gravitierenden FlUssigkeit ist 
darum eine Kugel. Dieser Satz ist zuerst von Carleman bewiesen worden 20. 

Un sere Satze gelten ferner unverandert, auch wenn es sich urn eine 
homogene reibungslose Fliissigkeit handelt, die nicht wie ein starrer 
Korper rotiert, sondern in einer stationaren Bewegung begriffen ist, 
bei der jedes Fliissigkeitsteilchen urn die z-Achse rotiert mit einer 
Winkelgeschwindigkeit, die nur von seinem Abstande von der Um­
drehungsachse, die wir diesmal zur z-Achse eines fest en Achsenkreuzes 
wahlen, abhangt, w=w(t2), (t 2=X2+y2). Der AuBendruck wird auch 
jetzt iiberall als gleich groB, und zwar ohne Einschrankung der All­
gemeinheit gleich Null vorausgesetzt. Mit stationaren Bewegungen 
dieser Art haben sich R. Wavre und P. Dive beschaftigt21. Wie man fast 
unmittelbar sieht, hat T diesmal jedenfalls Rotationssymmetrie urn die 
z-Achse. Wir bezeichnen, wie iiblich, die Komponenten der Geschwindig-

20 Vgl. die FuBnote 18. A. a. O. beweist Carle man auch den alteren Satz von 
Liapounoff, demzufolge jede stabile, d. h. dem absoluten Minimum der Energie ent­
sprechende Figur des Gleichgewichtes einer ruhenden homogenen gravitierenden 
Fliissigkeit eine Kugel sei. Man vergleiche hierzu unsere spateren sich auf nicht­
homogene Fliissigkeiten beziehenden Entwicklungen (S. 28). 

21 V gl. P. Dive, Rotations internes des astres fluides, Paris 1930, Librairie 
scientifique Albert Blanchard, S. 1-90; R. Wavre, Figures planetaires et geodesie, 
Cahiers scientifiques, Fascicule XII, VIII u. 194 S., Paris 1932. Dort findet sich 
die weitere Literatur angegeben. 
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keit eines Fliissigkeitsteilchens mit u, V, w, die konstante Dichte wie vorhin 
mit I, den Druck mit p. Die Eulerschen Gleichungen der Bewegung 

du av I ap dv av 1 ap dw av I ap 
(II) Tt='Xax-jax' -lit='Xay--j7fy' di='Xaz-jaz 

liefern im vorliegenden F alle 

(12) 

2 av 1 ap 
-w x='X----. ax fax ' 

2 av 1 ap 
-w y='X----

ay f ay' 
av I ap 

O='Xa;-j az' 

somit nach einer Integration langs irgendeines von (XO, yO, ZO) nach 
(x, y, z) fUhrenden Weges 

r 

(13) - J w2 (t,2) t'dt' 
to 

1 = 'X (V(x, y, z) -- V(XO, yO, ZO)) - j (P (x, y, z) - p (XO, yO, ZO)) 

und mit 
f 

(j) (t2) = J w 2 (t,2) t'dt', 
o 

wenn wir speziell (XO, yO, ZO) auf einer Komponente der Fliissigkeits­
oberflache annehmen, 

(14) 'X Vex, y, z) + (j) (t2) -7 p (x, y, z) 

= 'X V(XO, yO, ZO) + (j) (t02) - f p (xO, yO, zO) = Const. 

In allen Punkten auf 5 hat diesmal augenscheinlich 'X Vex, y,z) + (j) (t2) 

den gleichen Wert. Dies ist die notwendige und, verbunden mit der 
Forderung p >0 in T, wie man sich leicht iiberzeugt, auch hinreichende 
Bedingung dafiir, daB eine station are Bewegung von der vorhin ge­
nannten Art existiert. (An einzelnen Punkten, Linien oder Flachen wird 
auch p = 0 zugelassen.) Der Druck in einem beliebigen Punkte (x, y, z) 
der Fliissigkeitsmasse berechnet sich aus (14) zu 

(15) P(x,y,z)='XIV(x,y,z)+/(j)(t2)+lc (ckonstant). 

In dem besonderen FaIle einer wie ein starrer Korper rotierenden 

Fliissigkeit ist (j) (t2) = w~ r2. Die F ormel (15) gibt darum 

(16) 7- P(x, y, z) = 'XV(x, y, z) + ~2 (X2 + y2) + c. 

Die zuletzt gewonnenen Formeln unterscheiden sich von der eingangs 

benutzten nur dadurch, daB fUr w~ r2 diesmal (j) (t2) tritt. Es ist darum 

leicht einzusehen, daB, worauf Herr Wavre zuerst aufmerksam machte, 
der Satz von der Existenz einer auf der Rotationsachse senkrechten 
Symmetrieebene und aIle aus ihm vorhin gezogenen Folgerungen auch 
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in dem allgemeineren Falle der zuletzt betrachteten stationaren Um­
laufsbewegung gelten. Ubrigens gilt, wie bereits erwahnt, ein ganz 
analoger Satz fiir gewisse nichthomogene Gleichgewichtsfiguren, - die 
Bemerkung von Herrn Wavre bezieht sich eigentlich auf diesen all­
gemeineren Fall. Wir werden auf diesen Gegenstand alsbald ausfiihr­
licher zuriickkommen, wollen indessen, urn den Zusammenhang nicht 
zu unterbrechen, vorher noch einige weitere Satze iiber homogene wie 
ein starrer Korper rotierende Fliissigkeiten ableiten. 

Nach Poincare muB die Winkelgeschwindigkeit der Beziehung 

(17) 0)2< 2n xl 

geniigen. Sein Beweis geht von der Forderung aus, die Schwerkraft, d. h. 
die Resultierende aus der Anziehungs- und der Zentrifugalkraft, miisse, 
falls der AuBendruck, wie wir vorhin vorausgesetzt hatten, gleich Null 
ist, auf S nach innen gerichtet sein, setzt also, beilaufig bemerkt, voraus, 
daB Taus getrennten, von stetig gekriimmten Flachen begrenzten Be­
reichen besteht (vgl. S. ll). DaB 0)2 nicht gleich 2nxl sein kann, laBt 
sich mit Herm Crudeli ohne jede Annahme iiber die Richtung und den 
Wert der Schwerkraft auf S wie folgt beweisen22. 

Fiir 0)2=2nx I ware in T 

(18) LlU=O, 

demnach in iT und auf is (i = I, ... , q) 
(02 

(19) U = x V(x, y, z) +2 (X2 + y2} =Cj (Cj konstant). 

Augenscheinlich ist ~~ durchweg stetig und stellt eine in dem AuBen­

gebiete T a von T iiberall, auch in dem unendlich fernen Punkte, regulare 

Potentialfunktion dar. Wegen (19) ist ~~ in T und auf S gleich Null, 

verschwindet auch noch im Unendlichen, ist somit identisch gleich Null; 
U, darum auch V ware von z unabhangig, was nicht moglich ist. 

W ir beweisen, dafJ lur 0)2 > 2 n x f die Bedingung (3) nicht erluUt sein 
kann. Es mufJte demnach, damit das Gleichgewicht moglich sei, auch wenn 
die Flussigkeit Zugkriilten widerstehen konnte, 0)2< 2nx f sein. Die Be­
dingung (3) ist demnach die wahre Wurzel der Poincareschen Schranke. 
Es ist wesentlich, daB wir dabei nur geringfiigige einschrankende Voraus­
setzungen iiber den Charakter der Randflachen is einzufiihren brauchen. 

Offenbar folgt aus unserem Satze, daB fiir 0)2>2nxl das Gleich­
gewicht nicht moglich ist, auch wenn die Fliissigkeit unter einem kon­
stanten beliebig starken AuBendruck steht. Poincare scheint mit der 

Moglichkeit einer den Wert Y2 n x f iibertreffenden Winkelgeschwindig­
keit bei Zulassung eines hinreichend hohen AuBendruckes gerechnet zu 

22 Vgl. U. Crudeli, Il Nuovo Cimento (5) 17 (1909), S.168-173. Siehe auch 
U. Crudeli, Giornale di Matematiche 47 (1909), S.374-380. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 2 
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haben. Durch Erwagungen mehr heuristischer Natur ist er daraufhin 
zu der Folgerung gefiihrt worden, daB, wenn es fiir hinreichend hohe 
Werte von w iiberhaupt Gleichgewichtsfiguren einer homogenen Fliissig­
keit gibt, diese von dem topologischen Typus eines Kreisringkorpers 
sein miissen 23. Dieses Ergebnis erscheint im Lichte un seres Satzes als 
gegenstandslos. 

Es sei To irgendeine der Fliissigkeitsmassen, und es sei So ihre, wie 
wir schon wissen, aus einem einzigen Kontinuum bestehende Berandung. 
Der A usdruck 

(20) 
co 2 

U(x, y, z) = x V(x, y, z) + 2 (X2 + y2) 

hat auf So einen konstanten Wert Uo und geniigt in To der Differential­
gleichung 

(21) ..1U=-4nxf+2w2 • 

1st zunachst w 2 < 2 n x f, so ist nach (21) in T gewiB ..1 U < o. Dies hat 
aber zur Folge, daB in T iiberall U > U 0 ausfallt. Andernfalls hatte 
namlich U in einem Punkte Q in T ein Minimum « Uo), und es ware 
inQ: ..1U>O. Aus U>Uo folgt, wenn wie im vorliegenden FaIle 
der AuBendruck gleich Null ist, 

1 
(22) jP(x, y, z) = U(x, y, z) -- Uo>O. 

1m 1nnern der Fliissigkeit herrscht Druck 24 . 1st die Schwerkraft in 
einem Punkte A auf So von Null verschieden, so hat So in A eine 
stetige Normale. Wegen U> Uo ist offenbar die Schwerkraft in A 
nach dem 1nnern von T gerichtet. Auf der Gesamtberandung von T ist 
demnach die 5chwerkralt entweder in das Innere der Fliissigkeit gerichtet 
oder gleich N~tll. 

1st 
(23) w2 = 2nxl oder w2 > 2nxf, 

so erhalt man, wie eine analoge Betrachtung lehrt, entsprechend 

(24) U(x,y,z)=Uo oder U(x,y,z)<Uo. 

Oberhalb der Poincareschen Schranke miiBten demnach im 1nnern der 
Fliissigkeit iiberall Zugspannungen herrschen. Fiir w 2 = 2 n x I ware die 
Fliissigkeit spannungslos. 

Wiederholt man die vorstehenden Uberlegungen unter Zugrunde­
legung der Annahme, die Dichte der Fliissigkeit habe in jT einen kon­
stanten Wert Ij, wobei die I, nicht notwendig aIle einander gleich sind, 
so gelangt man zu ganz analogen Ergebnissen, nur daB diesmal 
IMin = Min Ij an Stelle von I tritt. 

23 Vgl. H. Poincare, Figures d'equilibre d'une masse fluide, Paris 1902, S.27 
bis 28. 

24 Vgl. loco cit. 17 S. 1129. 
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Es ist jetzt nicht schwer zu zeigen, daB die Beziehungw 2>2n;J{f 
bzw. w2 > 2 n;J{ fMin mit der Gleichgewichtsbedingung (3) nicht ver­
einbar ist. 

Es moge zuniichst die Dichte iiberall den gleichen Wert haben. Es sei 
Z:.vrax der Hochstwert der z-Koordinate aller Punkte von 5, und es sei 
Zlc irgendein positiver Wert <ZMax' Der oberhalb der Ebene Z=Zk ge­
legene Teil von T heiBe (9, sein Spiegelbild in bezug auf die Ebene Z =Zk 

sei mit e bezeichnet. Da jede zu der z-Achse parallele Gerade, die T 
trifft, wie vorhin bewiesen, mit 5 nicht mehr als zwei (in bezug auf die 
Ebene Z = 0 symmetrisch gelegene) Punkte gemeinsam hat, so ist 

(9 + (9 gewiB in T enthalten. Betrachten wir irgendeinen Punkt 
(Xlc' Yk' ZIc) der Ebene Z = zk> der so beschaffen ist, daB die Gerade x = Xk> 

Y = Ylc die Fliiche 5 in zwei Punkten trifft. Derjenige dieser beiden 
Punkte, dessen z-Koordinate den groBeren Wert hat, heiBe ak = (Xk> Yk> z') 
Sein Spiegelbild in bezug auf die Ebene Z = Z k> niimlich der Punkt 
Pic = (Xk> Yk> 2zk - z') liegt gewiB im Innern von T. N ach (24) miiBte in 
abgekiirzter Schreibweise U(Pk) < U(a/c), mithin auch V(Pk) < V(akl 
sein. Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch. In der Tat hat das Potential 

von (9+(9 inpk und ak den gleichen Wert. Das Potential des Korpers 

T - ((9 + (9) ist indessen in Pk groBer als in ale, weil dies bereits fur jedes 
seiner Elemente gilt. Es muB darum U(PIe) > U(ak) , mithin gewiB 

(25) 

sein (vgl.loc. cit. 17 S.1129-1130). 
1st der Wert der Dichte in jT (j = 1, ... , q) nicht tiberall derselbe,. 

so fuhrt die gleiche Uberlegung sinngemiiB zu der F olgerung 

(26) 

Es ist weiter nicht schwer zu zeigen, daB die Schwerkraft nur in den 
Punkten der 5 ymmetrieebene Z = 0 verschwinden kann. 

Es sei (x', y', z') irgendein Punkt auf 5, und es sei etwa z' >0. Der 
oberhalb der Ebene z=z' gelegene Teil von T sei (9', sein Spiegelbild 

in bezug auf die Ebene z = z' heiBe (9'. (1st z' = ZMax, so verschwindet (9'.) 

Die Komponente der Anziehungskraft des Korpers (9' + (9' im Punkte 
(x', y', z') in der Richtung der z-Achse ist aus Grunden der Symmetrie 
gleich Null, die in der gleichen Richtung genommene Komponente der 

Anziehung des Korpers T - (9' - (9' ist hingegen sicher < 0, da dies 

bereits fur jedes seiner Elemente gilt. Es gilt demnach ;z- V(x', y', z') < O. 
mithin auch 

o U(' , ') oz x,Y,z <0, 

womit unsere Behauptung bewiesen ist (vgl.loc. cit. 17 S. 1130). 
2* 
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Fiir konvexe, demnach aus einem einzigen einfach zusammenhangen­
den Korper bestehende Gleichgewichtsfiguren, die iiberdies so be­
schaffen sind, daB die Schwerkraft auf S nicht verschwindet, bewies 
Crudeli 26 die scharfere Ungleichheit 

())2 < nxl. 

Nach W. Nikliborc26 gilt die gleiche Schranke fiir jede Gleichgewichts­
figur T, die, wie eingangs vorausgesetzt, auch aus mehreren Einzel­
massen iT (j = 1, ... , q) bestehen kann, die iibrigens Punkte des Randes 
gemeinsam haben diirfen, sofern nur die is (j = 1, ... , q) den folgenden 
Regularitatsannahmen geniigen: 

Wie wir wissen, hat;S iiberall auBer hochstens auf der Symmetrie­
ebene eine stetige N ormale. Konvergiert ein auf S etwa oberhalb der 
Symmetrieebene geJegener Punkt gegen einen beliebigen Punkt der 
Ebene z = 0, so konvergiert, wie Nikliborc ferner voraussetzt, die 
Flachennormale 'II gegen eine bestimmte Richtung. Dariiber hinaus macht 
Nikliborc die Annahme, daB der Schnitt von ;S (f = 1, ... , q) mit der 
Ebene z = 0 eine Kurve mit stetiger, allenfalls abteilungsweise stetiger 
Normale (ohne Spitzen) darstellt. Sind allgemeiner die Werte I; nicht 
alle einander gleich, so muB 

())2 < n x IMin 
sein. Auch diesmal ist es iibrigens gleichgiiltig, ob der AuBendruck 
gleich Null ist oder einen beliebigen positiven Wert hat. 

Die Ubedegungen von Nikliborc, die von der Poincan!schen Schranke 
(25) Gebrauch machen, unterscheiden sich nur in einigen wenigen Punk­
ten von denjenigen von Crudeli. 

Es moge jetzt eine der Fliissigkeitsmassen unserer Konfiguration, 
etwa ;T, der Klasse A h angehOren. Wie sich leicht zeigen HiBt, ist die 
Schwerkralt aul iSiiberaU nach innen gerichtet. 

Es sei G;(x, y, z; x', y', z') die zu iT gehOrige, auf;S verschwindende 
(klassische) Greensche Funktion der Potentialtheorie. Sie hat, als 
Funktion von (x', y', z') aufgefaBt, bei festgehaltenem (x, y, z) im In­
nern von T, auf S; stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, ins-

besondere die stetige Normalableitung a~' G;(x, y, z; a'). Ferner ist 

(27) a:,G;(x,y,z;a') = a:,G;(a';x,y,z) >0. 

In (27) bezeichnet cI einen Punkt auf is, ('II') die Innennormale 

25 VgI. U. Crudeli, Nuovo limite superiore delle velocita. angolari dei fluidi 
omogenei, rotanti uniformemente, limitati da figura di equilibrio, Atti dei Lineei 19 
(1910), S.666-668. 

28 Vgl. W. Nikliborc, "Ober die obere Sehranke der Winkelgesehwindigkeit der 
Gleiehgewiehtsfiguren rotierender, homogener Fliissigkeiten, Math. Zeitsehr. SO 
(1929), s. 787-793. 
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zu jS in a'. (V gl. L. Lichtenstein, Uber eine Eigenschaft der klassischen 
Greenschen Funktion, Math. Zeitschr. 11 (1921), S.319-320.) 

Es gilt nun wegen (21) 

(28) U(x, y, z) =Po- 41n f Gj (x, y, z; x', y', z') (2w2-4 n11:f) dx' dy' dz', 
iT 

somit im Punkte a auf is 

(29) ~=-~f dG.(a;x' y',z') (2w2-4n11:/)dxdy'dz'. dv 4n d" i , 

iT 

Wegen (27) ist augenscheinlich, wie behauptet, ~~ > O. Besteht T 

aus einer endlichen Anzahl von Fliissigkeitsmassen, deren jede von einer 
Fliiche der Klasse A h begrenzt ist, so liegen, da die Schwerkraft auf S 
nirgends verschwindet, die Massen vallig getrennt. Wie friiher. einmal 
bemerkt, sind nunmehr aIle is stetig gekriimmt. Ja, die auf S. 11 ein­
gefiihrten Funktionen z (x, y) haben sogar stetige Ableitungen aller Ord­
nungen. 

Der Satz gilt unveriindert, auch wenn nicht aHe Ii einander gleich 
sind. Jetzt ist niimlich in (29) der Klammerausdruck durch 2w2 - 4n 11: Ij 
zu ersetzen, und mit w2<2n11:/Min erhalten wir wieder ~~ >0. 

Es sei wieder einmal T wie eingangs vorausgesetzt beschaffen, dem­
nach insbesondere 11 = ... = Iq = I. Es sei v das Gesamtvolumen der 
Fliissigkeit, w die Winkelgeschwindigkeit. Fur die Entlernung t der 
Punkte des Korpers von der Rotationsachse laj3t sich eine nur von v, lund w 
abhangige Schranke angeben. 

Vor aHem ist, unter (I) eine beliebige Richtung verstanden, 

(~~ = I J:t (+) dx dy' dz', somit 
T 

I d V 1 f 1 (3 v)t 27 
:-81 : < I 7 dx' dy' dz' < 4 n f 4 n . 

(30) 

T 

Es sei B ein Punkt auf S, in dem t 2 = x 2 + y2 seinen Hachstwert 
erreicht. Offenbar liegt B auf der Symmetrieebene z = O. Die Schwer­
kraft in B ist in das Innere von T gerichtet oder gleich Null. Die Zentri­
fugalkraft in B ist darum gewiB nicht graDer als die Anziehungskraft. 
Also ist 

mithin 
(31) 

27 Vgl. E. Schmidt, Bemerkungen zur Potentialtheorie, Schwarz-Festschrift, 
Berlin 1914, S. 365-383, insb. S.368. 
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DaB sich auch fur die z-Koordinate der Punkte von T eine Schranke 
angeben liiBt, hat zuerst Mazurkiewicz gezeigt. Der von ihm gefundene 
Wert ist sehr groB. Fur Rotationsfiguren vom topologischen Typus 
einer Kugel, welche daruber hinaus die Eigenschaft haben, daB die 
Meridiankurve im Halbraume z >0 monoton verliiuft, fand Nikliborc 

(32) Maxz < lO Max t. 28 

In einer spiiteren Arbeit CUber die Abplattung der homogel).en Gleich­
gewichtsfiguren gravitierender Flussigkeiten II., Math. Zeitschr. 36 
(1933), S.655-676] beweist Nikliborc daruber hinaus, daB, wenn die 
z-Koordinate, als Ortsfunktion auf 5 aufgefaBt, ihr Maximum in einem 

Punkte der z-Achse erreicht, gewiB MMax z < 5 ist. Irgendwelche weitere 
axt 

Voraussetzungen bezuglich 5 brauchen dabei nicht gemacht zu werden. 
Dbrigens gilt das vorstehende Ergebnis nach Nikliborc auch fUr aIle 
Rotationsfiguren vom Kugeltypus. 

5. Nichthomogene Flussigkeiten. Wir gehen jetzt zu dem all­
gemeineren FaIle nichthomogener Gleichgewichtsfiguren uber und be­
merken vor aIlem, daB, wie sich durch eine wortgetreue Dbertragung 
der auf S. 12 durchgefuhrten Dberlegungen zeigen liiBt, auch jetzt der 
Schwerpunkt auf der Rotationsachse liegen muB. 

Wie in dem Vorstehenden bereits gelegentlich bemerkt, gilt der Satz 
von der Existenz einer Symmetrieebene unter geeigneten Voraus­
setzungen, auch wenn es sich urn eine Gleichgewichtsfigur einer rotieren­
den nichthomogenen gravitierenden Flussigkeit handelt 29 • Dies wollen 
wir jetzt beweisen und legen unseren Betrachtungen die folgenden 
Voraussetzungen zugrunde. 

Der von der Flussigkeit erfullte Raumteil T besteht aus einer end­
lichen Anzahl beschriinkter Gebiete iT, die Punkte des Randes gemein­
sam haben konnen. Die Berandung is eines jeden dieser Gebiete be­
steht aus einer einfach oder zweifach zusammenhangenden geschlos­
senen, doppelpunktlosen, stetigen Flache von dem topologischen Typus 
einer Kugel bzw. einer Torusflache; alle iT haben ein bestimmtes 
Volumen im Sinne von Peano und Jordan. Die Dichte der Flussigkeit t 
ist eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Funktion des Ortes. 1m 

28 Vgl. W. Nikliborc, Uber die Abplattung der homogenen Gleichgewichts­
figuren rotierender, gravitierender Fltissigkeiten, Math. Zeitschr. 34 (1931), S.74 
bis 90. In einer vorausgegangenen Arbeit, Ein Satz tiber die Winkelgeschwindigkeit 
der Gleichgewichtsfiguren rotierender, gravitierender Fltissigkeiten, Math. Zeitschr. 

Max;; 
31 (1929), S. 366-377 beweist Nikliborc u. a., daB w mit der Abplattung Max t 
gegen Null konverglert. 

29 Vgl. L. Lichtenstein, Uber eine Eigenschaft der Gleichgewichtsfiguren 
rotierender Fltissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze 
anziehen, Math. Zeitschr. 28 (1928), S. 635-640. Die Betrachtungen des Textes 
bilden eine weiter gefaBte Darstellung der Entwicklungen dieser Note. 
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letzteren Falle laBt sich T in eine endliche Anzahl Raumteile zerfallen, 
so daB in jedem einzelnen die Dichte durchaus stetig ist. Es sei 1* = Mini, 
/*= Maxi, 1* < 11 < 1*, und es mage IDe/• die Menge der Punkte in T mit 
der Dichte > 11 bezeichnen. Offenbar ist IDe,. = T. Wir nehmen an, daB IDe,. 
ganz wie T beschaffen ist; also nimmt, wie man sich leicht uberzeugt, 
die Dichte von auBen nach innen nicht abo 1st 12> 11' so ist IDeI , gewiB in 
IDe,. enthalten. 1st 91", = IDe'I' so sind die Werte der Dichte in dem offe­
nen Intervall (/v 12) in T nicht vertreten, die Dichte ist abteilungsweise 
stetig. In einem oder mehreren jeweils von zwei wie jS beschaffenen 
Flachen begrenzten Gebieten in T, denen demnach ein bestimmtes Volu­
men zukommt, und die keinen Punkt miteinander gemeinsam haben, 
kann die Dichte einen konstanten Wert haben. 1st 11 einer dieser Werte, 
so ist IDe'I>-':~l IDeI • (/2> 11)' Die Menge IDe,. kann ein oder mehrere 

Homogenitatsgebiete bilden oder sich auf einzelne Punkte oder ge­
schlossene Linien reduzieren. SchlieBlich wird zunachst wie auf S. 10 
angenommen, daB die Flussigkeit und mit ihr zugleich das Achsenkreuz 
urn die z-Achse wie ein starrer Karper gleichfarmig rotieren. Der AuBen­
druck wird gleich Null vorausgesetzt. Es sei w die Winkelgeschwindig­
keit, 

(33) f dT' 
xV(x,y,z)=x t'-y-

T 

das Gravitationspotential, 

(34) U(x, Y, z) = xV(x, Y, z) + ~2 (X2 + y2) 

das Gesamtpotential der Einheitskrafte. Die fUr das (relative) Gleich­
gewicht notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind: 1. Der 
Ausdruck (34) hat auf jeder Flache gleicher Dichte, die nicht zu einem 
Homogenitatsgebiete gehOrt, in den Homogenitatsgebieten auf jeder 
Komponente ihrer Berandung einen konstanten Wert. 2. Der Druck p 
ist in T uberall >0. Ais Grenzfall kann immerhin in einzelnen Punkten, 
Linien oder Flachenstucken p verschwinden. 

Es sei Sf die Gesamtbegrenzung von IDef= Tf , und es mage £f die 
Gesamtheit der Mittelpunkte aller zur Rotationsachse parallelen Sehnen 
von Sf U* < 1< /*) bezeichnen. Wir nehmen (vgl. S. 12) an, daB £f aus 
einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Anzahl zweidimensionaler 
Kontinuen besteht. Liegen nicht alle £f auf einer und derselben Ebene, 
so gibt es mindestens einen in T oder auf 5 gelegenen Punkt Qo (xo, Yo' zo), 
der so beschaffen ist, daB zo die obere Grenze aller in Betracht kommen­
den z-Koordinaten ist und es Sehnen gibt, deren Mittelpunkt z-Ko­
ordinate hat, die urn beliebig wenig kleiner als zo ist. 

Es mage (Xl' Y1' Zl)' (X2' Y2' Z2)' ... irgendeine gegen (xo, Yo' zo) 
konvergierende Folge von Sehnenmittelpunkten bezeichnen. Ihre End­
punkte magen entsprechend (xn' Y n' Z~l)) und (xn , Y n' Z~2)) (Z~2) > Z~l)) 
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(It = 1,2, ... ) heiBen. Die Dichte in den beiden Punkten hat allemal den 
gleichen Wert, sie heiBe, In. Indem wir natigenfalls von der Folge 
(xn' Yn' zn) zu einer geeigneten Teilfolge (Xnk' Ynk' znJ (k = 1,2, ... ) 
"b h k" . . h d B ( (1») d ( (2») u erge en, onnen Wlr errelC en, a x nk ' Ynk' znk un x nk ' Ynk' znk 

fur k-+oo etwa gegen (xo, Yo, Z~l») und (xo, Yo, Z~2») konvergieren. Zur 
Vereinfachung mage die neue Folge wieder mit (xn' Yn' zn) bezeichnet 
werden. ]etzt ist also 

lim Z~l) = Z~l), lim Z~2) = Z&2) , lim Zn = Zo' 
n~oo n~oo n~ro 

1st Z~l) = zo, so ist augenscheinlich auch Z~2) = ZOo Sonst ist 
Z~2)_ZO=ZO-Z&1»O, und die Dichte hat in Z&l) und Z&2) den gleichen 
Wert, etwa 10; Zo selbst ist der Mittelpunkt einer Sehne. Dieser Fall 
liegt gewiB vor, wenn (xo, Yo, zo) in das Innere eines Homogenitats­
gebietes falIt. Offenbar kann Sf, von der Geraden x = xc' Y = Yo 
auch noch in Punkten getroffen werden, deren z-Koordinate <z&l) ist, 
keinesfalls aber auch noch in einem Punkte, dessen Abstand von 
der x"'Y-Ebene > Z&2) ware. Der zuerst erwahnte F all Z~l) = Z&2) = zo, 
somit Zo auf 5", kann, wie wir sogleich zeigen werden, nicht auf­
treten, wenn 10< f* ist, die Schwerkraft in Qo nicht verschwindet 
und die Gerade x = XO' Y = Yo die Flache Sf,' die, wie wir wissen, 
in Qo und seiner Umgebung nunmehr' eine stetige Normale hapo, 
nicht beriihrt. 

Es mage die Normale in Qo mit der z-Achse einen von i verschiedenen 

Winkel einschlieBen. Grenzt 5 t, in (xo, Yo, zo) nicht (einseitig) an ein 
Homogenitatsgebiet an, so andert sich die Dichte in einer Umgebung 
des Punktes (xo, Yo, zo) in der Richtung der z-Achse monoton, und es 
laBt sich augenscheinlich fur Z~2) - Z~l) eine positive untere Schranke 
angeben. Zu demselben Resultat gelangt man, wenn 5t , in der Um­
gebung von Qo an ein Homogenitatsgebiet (einseitig) angrenzt. 1st also 

die Schwerkraft in Qo von Null verschieden, so muB ~~ = 0' sein. 1st aber 

in (xo, Yo, zo) die Schwerkraft gleich Null, so gilt 

(35) 

In beiden Fallen ist demnach ~~ = 0, mithin auch ~~ = O. Die vor­

stehenden Ubedegungen gelten sinngemaB auch in dem Grenzfall 10=/*' 
wenn m,. Gebiete enthalt und (xo, Yo, zo) dem Rande von mt• angehOrt. 
Fallt aber (xo, Yo, zo) in einen isolierten Punkt, oder ein isoliertes Linien­
stuck von mt* hinein, so wird (35) gewiB in Qo erfullt sein, sonst wurde 

30 Vgl. oben S. 11. Dort handelt es sich urn eine homogene Fhissigkeit, doch 
gelten jene Entwicklungen ohne jede Anderung auch in dem jetzt betrachteten 
allgemeineren Falle. 
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die Gleichung U(x, y, z) = U(xo, Yo, zo) ein FHichenstiick definieren, das 
in Qo und einer Umgebung dieses Punktes eine stetige Normale hiitte, 
und Qo hiitte nicht die vorausgesetzte singuliire Lage. 

Entweder ist also (xo, Yo, zo) Mittelpunkt einer Sehne von 5,., oder 

es ist in (xo, Yo, zo) gewiB ~~ =0. Beide Annahmen fiihren zu einem 

Widerspruch. Dies liiBt sieh, wie wir sogleich zeigen werden, durch eine 
sinngemiiBe Erweiterung der vorhin in dem speziellen FaIle homogener 
Fliissigkeiten durchgefiihrten Ubedegungen erweisen. 

Wie man leicht sieht, ist 

sowie 
f* 

(37) a~~ V(xo, Yo, zo) = f* f a:o (~) d. + f df f :z~ (~) d •. 
l' f. 1', 

Es seien Df bzw. D Projektionen von Sf bzw. 5 auf die Ebene z =0. 
Es gilt dann 

(38 ) f :zo ( + ) d. = f d x d y f :zo ( + ) d z = - f d x d Y f :z ( ~ ) d z , 
1', DI DI 

die Integration nach z iiber aIle Intervalle z' < z < z", welche die Parallele 
zu der z-Achse durch den Punkt (x, y) in Df mit Tf gemeinsam hat, er­
streckt gedacht. Das iiber Df erstreckte Integral ist im allgemeinen als 
ein Integral im Lebesgueschen Sinne aufzufassen. 

Es gilt jetzt weiter in ausfiihrlicherer Schreibweise wie auf S 14. 

Beachtet man, daB Zo die obere Grenze der Mittelpunkte der wiederholt 
genannten vertikalen Sehnen bildet und es Sehnen gibt, deren Mittel­
punkt tiefer als Zo liegt, so sieht man, daB die Integralausdriicke (39) 
und (40) <0 sind und das Zeichen < tatsiichlich auftritt. Aus (37), (39) 

und (40) folgt nunmehr, wie man leieht sieht, -a a V(xo, Yo, zo) <0. Aus 
Zo 

Grunden der Stetigkeit kann es namlich nieht vorkommen, daB die 
Sehnen, denen in (39) und (40) das Zeiehen < entspricht, zu (37) ins­
gesamt den Beitrag Null liefern. Wir sind zu einem Widerspruch ge-
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langt. In einer ganz ahnlichen Weise laBt sieh in Nachbildung der 
auf S. 13 gefiihrten 0berlegungen zeigen, daB auch der andere noch 
m6gliche Fall auf einen Widerspruch fUhrt. Damit ist unser Beweis zu 
Ende. Es gibt eine aul der Rotationsachse senkrechte Symmetrieebene. 
Sie enthalt augenscheinlich den Schwerpunkt. Die Rotationsachse ist 
eine Haupttdigheitsachse des Systems. Durch die vorstehenden 0ber­
legungen ist des weiteren gezeigt, daB Sf mit keiner Parallelen zu der 
z-Achse mehr als zwei Punkte gemeinsam haben kann31• Besteht die 
Fliissigkeit aus mehreren Einzelmassen, so liegen diese nebeneinander, 
nicht iibereinander. Dies besagt, daB keine zu der z-Achse parallele 
Gerade mehr als eine Fliissigkeitsmasse trifft. 

Es m6ge sich insbesondere urn eine wie vorhin beschaffene Fliissig­
keitskonfiguration im Ruhezustande handeln. Jetzt kann jede durch 
den Schwerpunkt hindurchgehende Gerade als Rotationsachse auf­
gefaBt werden. Kein (beliebig gerichteter) Strahl kann Sf in mehr als 
zwei Punkten treffen; Tf bilden eine Schar ineinander geschachtelter, 
von einer einzigen konvexen FHi.che Sf begrenzter Gebi.ete. Jede den 
Schwerpunkt enthaltende Ebene ist eine Symmetrieebene des Systems. 
Damit ist bewiesen, daf3 iede Gleichgewichtsligttr, die unsere Voraus­
setzungen erlullt und dem Ruhezustande der Flussigkeit entspricht, aus 
einem System konzentrischer Kugelschalen besteht. 

Wir kehren jetzt zu rotierenden, wie vorhin (S. 22-23) beschaffenen 
niehthomogenen Fliissigkeiten zuriick und beweisen, daB, wie in dem 
besonderen Falle einer homogenen Fliissigkeit (S. 19), die Schwerkraft 
nur in den Punkten der Symmetrieebene verschwinden kann32• Es sei 
(x, y, z) irgendein Punkt in T oder auf 5, und es m6ge etwa Z >0 sein. 

Es sei 1 der gr6Bte Wert der Diehte mit der Eigenschaft, daB Tf fUr 

f <F Punkte enthiilt, deren z-Koordinate > z ist. Der oberhalb der 

Ebene z = z gelegene Tei! des K6rpers Tf (f < n heiBe 8" sein Spiegel­
bild in bezug auf diese Ebene heiBe 8j. Die Komponente der An­
ziehungskraft des K6rpers 81+8;, den wir uns voriibergehend mit 
homogener Masse der Diehte 1 erfiillt denken, im Punkte (x,)/, z) 
in der Riehtung der z-Achse ist aus Symmetriegriinden gleieh Null. 
Die in gleieher Riehtung genommene Komponente der Anziehung 
des K6rpers T I -81-€J, (die Dichte wieder = 1 gesetzt) ist hingegen 
sieher <0, weil dies bereits fUr jedes ihrer Elemente zutrifft. Dies 

gilt alles fiir 1 <1 1st aber I> j, so hat, wie man sofort sieht, die 
Anziehung des K6rpers Tf gewiB eine nieht verschwindende Kom-

31 'Obrigens auch nicht streckenweise zusamme:nfallt. 1m letzteren Fall ware 
av 

in gewissen oberhalb der Symmetrieebene gelegenen Punkten ----az=O, was nicht 
angeht. 

32 Vgl. L. Lichtenstein, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechselwirkung, 
Leipzig 1923, S. 72-73. 
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ponente in der Richtung abnehmender z. Aus der Formel (37), in 
der diesmal (xo, Yo, zo) durch (x, y, z) zu ersetzen ist, folgt nunmehr 
ohne weiteres, daB die Schwerkraft in der Tat nur in den Punkten der 
Symmetrieebene verschwinden kann. Offenbar ist U(x, y, z), als Funk­
tion von z aufgefaBt, fur z >0 monoton abnehmend. 1st die Dichte, wie 
vorhin vorausgesetzt, stetig, allenfalls abteilungsweise stetig, so sind 

die NiveaufUichen U(x, y, z) =uV(x, y, z) + ~2 (x2 + y2) = Const., da 

V(x, y, z) gewiB stetige, der H-Bedingung genugende Ableitungen erster 
Ordnung hat, fur z=l= 0 jedenfalls Flachen der Klasse A h. Singularitaten 
(Kanten, korperliche Ecken, konische Punkte), in denen die Schwer­
kraft verschwinden muB, konnen nur in der Symmetrieebene in T oder 
auf 5 vorkommen. 

Wie Herr Wavre zuerst bemerkt hatte, gilt der vorstehende Satz 
ohne jede Anderung, auch wenn es sich urn eine in stationarer Bewegung 
begriffene, topologisch wie vorhin beschaffene Masse einer nichthomo­
genen Fliissigkeit handelt, deren Teilchen urn die z-Achse gleichformig 
r0tieren, sofertJ. die Winkelgeschwindigkeit 0) = 0) (t2) (t 2 = x 2 + y2) 
gesetzt werden kann33. 

Fur (34) tritt diesmal 

( 41) U(x, y, z) = uV(x, y, z) + <P(t2) 

ein. 
Kehren wir noch fUr einen Augenblick zu einem wie ein starrer Korper 

rotierenden nichthomogenen Flussigkeitskorper T zuriick und machen 
bezuglich der Dichte, auBer den vorhin getroffenen Festsetzungen, noch 
die weitere Annahme, f moge in jedem Stetigkeitsbereich einer Holder­
schen Bedingung genugen. Geht man die Betrachtungen auf S. 18 noch 
einmal aufmerksam durch, so findet man, daB fur 0)2> 2nu iMax in der 
Flussigkeit durchweg Zugspannungen herrschen. GewiB muB also darum 
0)2< 2 n '" fMax sein. Diese Bedingung geniigt freilich noch nicht dafUr, 
daB in T uberall sich P > 0 ergibt. Dies trifft, wie man sich leicht iiber­
zeugt, gewiB zu, wenn 0)2< 2 n '" fMin gilt. 

Nach Crudeli und Nikliborc muB 

(42) 

sein34• Besteht Taus mehreren Einzelmassen, so kann man dafur 
scharfer 

(43) 

33 Vgl. R. Wavre, loco cit. 21 S.35-39. Wie vorhin (S.15) bemerkt, hat die 
Fliissigkeitskonfiguration diesmal Rotationssymmetrie urn die z-Achse. 

34 Vgl. U. Crudeli, Su la velocita angolaredeifluidieterogenei, rotanti, limitati 
da figura di equilibrio, Atti della Acc. dei Lincei 19 (1910), 2, S.41--43; 
W. Nikliborc, loco cit. 26, S.793. 
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setzen, wo diesmal unter !M1>x der Hochstwert der Dichte in einer Einzel­
masse verstanden wird. 

Und nun zum SchluB eine isoperimetrische Eigenschaft der Gleich­
gewichtsverteilung. 

Unter allen von einer endlichen Anzahl Stucke analytischer und 
regularer Flachen begrenzten einfach zusammenhangenden Korpern T 
gleichen Volumens ist der Kugelkorper dadurch ausgezeichnet, daB fur 
diesen das Integral 

(44) (r2 = (x _x')2 + (y - y')2 + (z - z')2) 

den groBten Wert annimmt. - Denkt man sich die betrachteten Korper 
gleichen Volumens mit homogener, der Newtonschen Anziehung unter­
wodener, ruhender Masse edullt, so besagt der vorstehende Satz, daB 
dem Kugelkorper das absolute Minimum der Energie 

(45) - f2 J J ~ d. d.' 
TT 

entspricht. Dieser zuerst von Liapounoff bewiesene Satz ist spater in 
Anlehnung an gewisse Resultate von Blaschke in einer sehr einfachen 
Weise von T. Carleman bewiesen worden35• 

Eine analoge Minimumeigenschaft gilt auch fur nichthomogene 
Flussigkeiten. 

Es sei T irgendeine Verteilung nichthomogener Fliissigkeit von der 
vorhin (S. 22-23) betrachteten Art, und es moge diesmal der Einfach­
heit halber Sf allemal aus einer endlichen Anzahl Stucke analytischer 
und regularer Flachen bestehen. Unter allen Konfigurationen T, die 
uberdies so beschaffen sind, daB die Volumina aller Raumteile Tf 

vorgeschriebene Werte haben, ist die besondere Verteilung, bei der die 
Korper Tf samtlich konzentrische Kugeln sind, dadurch ausgezeichnet, 
daB ihr das Minimum der Energie 

-J f f!, d. dT' 
TT 

entspricht 36. 

35 Vgl. W. Blaschke, loc. cit. 18, T. Carleman, loc. cit. 18. Der Einfachheit halber 
wird hier die Begrenzung der Vergleichskorper als "abteilungsweise analytisch" 
angenommen. Der Satz gilt selbst unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen. 
Man vergleiche die vorgenannte Arbeit von Carleman und die die klassische iso­
perimetrische Eigenschaft der Kugel betreffende Abhandlung von W. GroB, Die 
Minimaleigenschaft der Kugel, Monatshefte f. Math. und Physik 28 (1917), S.77 
bis 97. 

38 Vgl. L. Lichtenstein, Uber eine isoperimetrische Aufgabe der mathemati­
schen Physik, Math. Zeitschr. 3 (1919), S.8-1O. 
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6. Geschichtliches. Wie wir wissen (vgl. 3), zweigt von einem ganz 
bestimmten zu dem Werte 0)' der Winkelgeschwindigkeit gehOrigen 
Maclaurinschen Ellipsoide die lineare Reihe J acobischer Ellipsoide abo 
Es liegt nun die Frage nahe, ob es nicht auch andere Maclaurinsche 
Ellipsoide gibt, in deren Nachbarschaft neue von den Rotations­
ellipsoiden verschiedene homogene Gleichgewichtsfiguren existieren. 
Ein ganz analoges Problem kann man beziiglich der linearen Reihe der 
J acobischen Ellipsoide stellen. 

Einem Bericht von Liapounoff (vgl. loc. cit. 39 a) S. 1) zufolge war 
es wohl Tschebyscheff, der als erster Probleme dieser Art ins Auge faBte. 
Insbesondere fesselte sein Interesse die konkrete Frage, ob es in der 
Nachbarschaft desjenigen Rotationsellipsoids, das zu dem Hochstwert 0)" 

der Winkelgeschwindigkeit gehOrt, neue, womoglich zu einem Werte 
0) >0)1/ der Winkelgeschwindigkeit gehOrige Gleichgewichtsfiguren gibt. 
Er legte sie verschiedenen russischen Mathematikern, darunter auch 
Liapounoff vor. In seiner im Jahre 1884 erschienenen, in russischer 
Sprache abgefaBten Dissertation, Sur la stabilite des figures ellipsoidales 
d'equilibre d'un liquide anime d'un mouvement de rotation37, zeigt 

Liapounoff, daB einer jeden natiirlichen Zahl n > 2 E (i) + 2 algebraische 

Fliichen von der Ordnung n zugeordnet werden konnen, die in erster 
Approximation die bekannten Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. Eine 
von diesen angeniiherten Gleichgewichtsfiguren liegt in der Nachbar­
schaft eines J acobischen Ellipsoids, die iibrigen sind gewissen Mac­
laurinschen Ellipsoiden benachbart. Natiirlich konnen aus der Betrach­
tung einer ersten Niiherung keinerlei biindige Schliisse auf die Existenz 
neuer nichtellipsoidaler Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der 
Fliissigkeitsellipsoide gezogen werden. Und so brachte weder die be­
kannte, zwei Jahre nach dem Erscheinen der ersten Untersuchungen 
von Liapounoff veroffentlichte Abhandlung von Poincare38, in der 

37 Diese Abhandlung ist spater in franzQsischer, von Davaux besorgter Uber­
setzung in den Annales de Toulouse (2) 6 (1904), S. 5-116 erschienen. 

sa Vgl. H. Poincare, Sur l'equilibre d'une masse fluide animee d'un mouvement 
de rotation, Acta Mathematica 7 (1885), S.259-352, erschienen 1886, sowie die 
dieser Hauptarbeit vorausgegangenen Noten Comptes rendus 100 (1885), S.1068 
bis 1070 und Comptes rendus 101 (1885), S.307-309. 
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ebenfalls nur mit der ersten Annaherung operiert wird, noch dessen spa­
tere Schrift, Sur la stabilite des figures pyriformes affectees par une 
masse fluide en rotation, Philosophical Transactions (A, Bd. 198 (1902), 
S. 333-373), in der eine zweite Naherung herangezogen wird, einen 
wirklichen Beweis der Existenz der fraglichen Gleichgewichtsfiguren. -
Das Problem blieb zwanzig Jahre in der Schwebe, und erst die im Jahre 
1903 wieder einsetzenden umfangreichen Veraffentlichungen von 
Liapounoff brachten die Entscheidung. Sie enthalten nicht allein einen 
strengen Existenzbeweis der wiederholt genannten Gleichgewichts­
figuren in der Nachbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide, sondern dariiber 
hinaus auch noch die Beantwortung verschiedener Fragen, die mit der 
Stabilitat sowohl der Fliissigkeitsellipsoide selbst als auch der von ihnen 
abzweigenden neuen Fliissigkeitsgestalten zusammenhangen39 40. 

Wir werden uns weiter unten mit der allgemeineren Frage der 
Existenz neuer homogener oder nichthomogener Gleichgewichtsfiguren 
in der N achbarschaft einer gegebenen homogenen oder heterogenen 
Gleichgewichtsfigur beschaftigen und dem Existenzbeweis ein allgemein 
giiltiges Verfahren der sukzessiven Approximationen zugrunde legen. In 
dem unmiUelbar Folgenden wollen wir in aller Kiirze die Methode und 
die Ergebnisse von Liapounoff, soweit sie die Existenz homogener 
Gleichgewichtsfiguren in der N achbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide 
betreffen, skizzieren. Auf heterogene Fliissigkeitskarper werden wir 
weiter unten zu sprechen kommen. Wir schlieBen uns in dem, was folgt, 
an die Bezeichnungsweise von Liapounoff an. 

Es mage sich urn eine in gleichfOrmiger Rotation mit der 

39 Vgl. A. Liapounoff, a) Sur un probleme de TscMbycheff, Mem. de l'acad. 
des sciences de Petersbourg 17 (8. Reihe), Nr. 3 (1905), S. 1-31; b) Sur les figures 
d'equilibre peu differentes des ellipsoides d'une masse liquide homoglme, douee 
d'un mouvement de rotation. lere partie, Etude generale du probleme (1906), 
S. 1-225; c) IIieme partie, Figures d'equilibre derivees des ellipsoiq.es de Maclaurin 
(1909), S. 1-202; d) lIIieme partie, Figures d'equilibre derivees des ellipsoides de 
Jacobi (1912), S. 1-227; e) lvieme partie, Nouvelles formules pour la recherche des 
figures d'equilibre (1914), S. 1-112. 

40 Den in 39 genannten Arbeiten sind· die beiden Abhandlungen a) Recherches 
dans la theorie de la figure des corps celestes, Mem. de l'acad. des sciences de 
Petersbourg 14 (8. Reihe) Nr. 7 (1903), S. 1-37, und b) Sur l'equation de Clairaut 
et les equations plus generales de la tMorie de la figure des planetes, 15 (8. Reihe) 
Nr.1O (1904), S.I-66 vorangegangen. Sie beschaftigen sich mit der Figur der 
Erde, betreffen demnach eine nichthomogene Gleichgewichtsfigur rotierender 
Fliissigkeiten. Der in Aussicht genommene Konvergenzbeweis ist a. a. O. zum Teil 
nur angedeutet. Die beiden nach dem Tode von Liapounoff veroffentlichten Ar­
beiten, Sur certaines series de figures d'equilibre d'un liquide heterogene en ro­
tation, lere partie, Academie des sciences de l'Union des RSS. 1925, S.I-224; 
IIieme partie, ebenda 1927, S.225--441 beschaftigen sich mit nichthomogenen 
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide. Die Schwan­
kung der Fliissigkeitsdichte liegt dabei unterhalb einer gewissen hinreichend kleinen 
Schranke. 
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Winkelgeschwindigkeit w begriffene homogene Fliissigkeitsmasse der 
Dichte k handeln. Wir wahlen die Rotationsachse zur z-Achse eines mit 
dem Fliissigkeitsk6rper fest verbundenen Achsenkreuzes und bezeichnen 
mit j die GauBsche Attraktionskonstante, mit nkjU das Gravitations­
potential im Punkte (x, y, z). Wie wir wissen, kann die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir das relative Gleichgewicht so gefaBt 
werden: auf der Oberflache der Flussigkeit solI der Ausdruck 

(1) 
w2 

Q=---
2nfk 

uberall den gleichen Wert haben. 
Es sei nun ein Maclaurinsches oder J acobisches Ellipsoid mit den 

Halbachsen ie+ 1, ie+q (q:::::::1), ie, das zu dem Werte Qo von Q 
gehOrt, gegeben. Wir schreiben die Gleichungen der Fliissigkeitsober­
flache in Parameterdarstellung in der Form 

(2) x = lie + 1 sin () cos 1p, y = i e + q sin () sin 1p, z = ie- cos () 

und fragen, ob es nicht in der Nachbarschaft unseres Ellipsoids eine zu 
dem Werte Q = Q o +rJ gehOrige Gleichgewichtsfigur gibt, deren Ober­
flache durch die Gleichungen 

(3) 
x = i e + C + 1 sin () cos 1p , y = i e + C + q sin () sin 1p , 

z = i e +-, cos () 

charakterisiert sei. Hierin bezeichnet C eine von () und 1p sowie von 
einem mit rJ zugleich verschwindenden Parameter x abhangige Funktion, 
die fur x-+O gleichmaBig gegen Null geht. Die Gleichgewichtsbedingung 
nimmt jetzt die Form an: auf der OberfHiche ist 

(4) U + (Qo+ rJ) (e + cos2 1p + q sin2 1p + C) sin2 () = Const. 

Liapounoff setzt nunmehr voraus, daB es zwei Werte lund g mit 
l + g < 1 gibt, so daB 

(5) 

~'-~ --,--- ---=- < g, 
2et2(I-cosrp) 

cos cp = cos () cos ()' + sin () sin ()' cos (1p -1p') 

gilt und beweist, daB sich U alsdann in eine fur alle () und 1p unbedingt 
und gleichmaBig konvergente Reihe 

(6) U=UO+U1 +U2 + ... , 
unter Un einen bestimmten Integralausdruck n-ten Grades in C ver­
standen, entwickeln laBt. Es gilt 

(7) 1 . }) ~i {f)n-l IG (v) (~')i+l '} U =- hm --- -- --~~d(} 
n 2;1 n-+e i! (i+l)! f)uif)v j D(u, v) V= • 

II <(2 e 
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Hierin bezeichnet D (u, v) den Abstand der Punkte 

(8) 
i u +l sin 0 cos tp , i u + q sin 0 sin tp , (U cos 0 , 

iV-+ 1 sin 0' cos tp', i v + q sin 0' sin tp', tv cos 0', 

da' ist das FHichenelement der Einheitskugel, ferner ist zur Abktirzung 

G (v) = H (~f;; 1J!') , Ll (v) = i v (v + l)(v + q), 

(9) H (v, 0', tp') = v (v + q) sin20' cos2tp' + v (v + 1) sin20' sin2tp' 

+ (v+ 1) (v + q) cos2 0' 

gesetzt worden. Das Summenzeichen erstreckt sich tiber alle der F olge 
0,1, ... , (n-l) angehOrigen Werte von i und i mit i+i=n-l. 

Setzt man in (4) fUr U den Ausdruck (6) ein und beachtet man, daB 
auf (2) 

(lO) Uo+.!.!o(e + cos2 tp + q sin2tp) sin2 0 = Const. 

gilt, so erhiilt man zur Bestimmung von , die Beziehung 

(ll) RH'-4~fH'bdO"=~w+c (C konstant) 

mit 
W ='Y} (e + cos2 tp + qsin2 tp+ ') sin2 0 +U2 +U3 + ... , 

co co 

(12) R = ; ft;~t) = ; f tl't(t:~)(t+q)' Ll = i e(e +1)(e + q), 
(! II 

H = H(e, (), tp) =e(e + q)sin2 () cos2 tp + e (e+1) sin2 0sin2tp 

+ (e + 1) (e + q) cos2 0, H' =H (e, ()', tp'). 

In (ll) bezeichnet Din naheliegender Weise den Abstand der durch die 
Werte 0, tp bzw. ()', tp' der Parameter charakterisierten Punkte des 
Ellipsoids. N unmehr setzt Liapounoff 

1 

(13) ,= '1" + '2,,2 + '3,,3+ ... , ,,= i'Y) IT, 
unter A. eine nattirliche Zahl verstanden, und findet, daB sich eine 
L6sung allemal in dieser Form darstellen HiBt. Eine ins einzelne gehende 
Diskussion, die sich auf alIe Maclaurinschen und unendlichviele Jacobi­
scheEllipsoide erstreckt, zeigt ferner, daB A. gleich 1 oder 2 gesetzt werden 
kann. In einer 1909 ver6ffentlichten ktirzeren Abhandlung, Sur une 
classe de figures d'equilibre d'un liquide en rotation, Annales de l'Ecole 
Normale (3) 26 (1909), S.473-483, gelingt Liapounoff der Nachweis, 
daB es keine weiteren Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der 
Fliissigkeitsellipsoide gibt, die in der Form (3), (13) darstellbaren Ge­
stalten somit die Gesamtheit alIer in Betracht kommenden Fliissigkeits­
k6rper aussch6pfen. Was die Funktionen '1' '2' '3' ... betrifft, so wird 
angenommen, daB sie stetige partielle Ableitungen in bezug auf 0 und tp 
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haben, und daB es drei fur hinreichend kleine Werte von I", I konvergente 
Reihen mit positiven Gliedern 

(14 ) 
11'" + 12 ",2 + 13 ",3 + ... , gI'" + g2",2 + g3",3 + ... , 

dB! "! I :aCi l IlaCi! h 
gibt, so a <'ij< i' [-a(} 'I'<gi' I-·-(}-a ,< i 

, I Sill 'P: 
gilt. Die zuletzt 

genannte Eigenschaft hat zur Folge, daB 

BC _ aCI aC2 2 ao-ao"'+ao'" + ... , 
(15 ) 

_1_ !!i=_l_ BCl", +_1_ ?C2",2+ 
sin () a'P sin () a'P sin () a'P ... 

gesetzt werden kann und die unendlichen Reihen rechter Hand fur hin­
reichend kleine I'" I gleichmiiBig konvergieren. 

Unter diesen Voraussetzungen liiBt sich nach Liapounoff auc!J. Tv. in 
eine nach Potenzen von", fortschreitende Reihe von der Form 

W= WI '" + W2 ",2 + W3 ",3+ ... 

entwickeln, und die Fundamentalbeziehung (ll) lost sich in eine Folge 
linearer Integralgleichungen 

(15*) (en konstant) 

auf, in denen 

1 
0 fUr .1.>1, 

WI = (e+cos21p+qsin21p)sin20 fUr .1.=1, r]>O, 

-(e+cos21p+qsin21p)sin20 fUr .1.=1, r]<O 

ist, W n (n > 1) aber eine bekannte Funktion von CI , C2' ... , Cn-l dar­
stellt. Die Gleichungen (15*) gestatten die sukzessive Berechnung der 
GroBen CI , C2 , ••.• Sie werden von Liapounoff durch Reihenentwick­
lungen nach geeigneten Lameschen Funktionen, d. h. im wesentlichen 
nach dem zu der Integralgleichung 

R H C _ ~ fH I C' d a' = 0 
4n D 

gehOrigen vollstiindigen Orthogonalsystem, unter Berucksichtigung ge­
wisser N ormierungsforderungen, ge16st. Liapounoff beweist die Kon­
vergenz der unendlichen Reihen (13) und (15), indem er geeignete 
Majorantenreihen konstruiert. Eine eingehende Diskussion zeigt, daB 
nur, wenn die zu (U) gehOrige homogene Integralgleichung auBer den 
stets vorhandenen "trivialen" Losungen eine oder mehrere nichttriviale 
Losungen hat, das Verfahren neue, von den Fhissigkeitsellipsoiden ver­
schiedene Gleichgewichtsfiguren liefert. Dies trifft, wie Liapounoff schon 
in seiner Dissertation, in der es sich nur urn die erste Niiherung handelte, 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 3 
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zeigte, fiir abzahlbar unendlichviele, durch bestimmte Werte der 
Achsenverhaltnisse charakterisierte (singulare) Maclaurinsche und 
J acobische Ellipsoide zu. Die spatere vollstandige Diskussion zeigte, daB 
die Entwicklungen, in denen diesmal A = 2 zu setzen ist, wenn von zwei 
Ausnahmefallen abgesehen wird, tatsachlich zu neuen, nicht ellipsoidi­
schen Gleichgewichtsfiguren fiihren. Auszunehmm sind die beiden zu 
den Werten w' und w" gehorigen Maclaurinschen Ellipsoide als Aus­
gangsfiguren. Sie sind singulare Ellipsoide, die zugehOrige Integral­
gleichung (11) hat nichttrivialeNullOsungen, und doch zweigt von ihnen 
keine lineare Reihe neuer, d. h. von den Ellipsoidkorpern verschiedener 
(reeller) Gleichgewichtsfiguren abo 

Die Entscheidung dariiber, ob von einem singularen Ausgangs­
ellipsoid, d. h. einem Ellipsoid, das so beschaffen ist, daB die zugehOrige 
homogene lineare Integralgleichung m> 1 "nichttriviale" Nullosungen 
hat, line are Reihen neuer (reeller) Gleichgewichtsfiguren ausgehen, 
hangt mit der Diskussion eines Systems von m endlichen Gleichungen, 
den sogenannten "Verzweigungsgleichungen" zusammen (vgl. S. 62). 
Diese Diskussion, die im allgemeinen recht umstandliche Rechnungen 
erfordert, ist von Liapounoff fiir aIle singularen Rotationsellipsoide und 
unendlichviele singulare dreiachsige Ellipsoide in allen Einzelheiten 
durchgefiihrt worden. Die fundament ale Beziehung (11) ist eine nicht 
lineare Integralgleichung, die sich formal der einige Jahre spater von 
Erhard Schmidt in einer bekannten Abhandlung behandelten um­
fassenden Klasse nichtlinearer Integralgleichungen subsumiert41. Frei­
lich stellt in der Liapounoffschen Beziehung (11), die wir in der Form 

RH/;_~fH'C'd(l_.i W-C=O 
4,-,; D 2 

schreiben wollen, die linke Seite nur formal eine "Integralpotenzreihe" 
dar, und zwar, weil die Konvergenz der unendlichen Reihe W wesent­
lich an die Existenz stetiger, dem absoluten Betrage nach hinreichend 
kleiner partieller Ableitungen von /; in bezug auf geeignete GauBsche 
Parameter der Flache gebunden ist. Die Beziehung (11) ist darum eher 
als eine Integro-Differentialgleichung anzusprechen (vgl. S. 46). Das Ver­
fahren von Liapounoff ist, wenn von der soeben erwahnten Komplikation 
abgesehen wird, mit dem Schmidtschen im Grunde identisch. Auch die 
an die Diskussion der Verzweigungsgleichungen gekniipften funktionalen 
Verzweigungen, die bei Liapounoff die Hauptrolle spielen, finden sich 
von ihm bereits in den Jahren 1905 und 1906 in allen Einzelheiten an-

41 Vgl. E. Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralglei­
chungen, III. Teil. Uber die Auflosung der nichtlinearen Integralgleichungen und 
die Verzweigung ihrer Losungen, Math. Annalen 65 (1908), S. 370-399. Siehe auch 
meine Monographie, Vorlesungen uber einige Klassen nichtlinearer Integralglei­
chungen und Integro-Differentialgleichungen nebst Anwendungen, Berlin J!l31. 

S.I-42. 
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gegeben. Diese Feststellungen schmalern nicht die groBen Verdienste der 
urn zwei bis drei Jahre spatererschienenen Schmidtschen Untersuchungen; 
denn die Arbeiten von Liapounoff blieben lange Zeit nur wenig bekannt 
und sind auch heute nur mit groBer Muhe lesbar. Dies hangt mit der in 
der Gesamtanlage begrundeten, ungemein schwerfalligen Darstellung 
von Liapounoff zusammen, die mit einer hohen Meisterschaft in Durch­
fiihrung von Einzelrechnungen keinesfalls in Widerspruch steht. Liapou­
noffs Darstellung ist rein analytisch, die zugrunde liegenden geometrischen 
Bilder treten kaum unmittelbar in die Erscheinung. Da auch die Theorie 
der linearen Integralgleichungen nicht benutzt wird, so erweist sich das 
Ganze der hochst wertvollen Liapounoffschen Untersuchungen leider 
als sehr unubersichtlich. SchlieBlich hat Liapounoff in der Sorge urn die 
Durchfiihrung der zahllosen an sein Problem sich knupfenden Einzel­
heiten sich nicht darum bemuht, den allgemeinen Gedanken, auf dem 
seine Existenzbeweise beruhen, unabhangig von dem speziellen Problem 
der Gleichgewichtsfiguren rotierender Flussigkeiten herauszuarbeiten. 

Herr Schmidt hat den Zusammenhang seiner Theorie mit der Theorie 
rotierender Flussigkeiten sehr wohl erkannt, nennt er doch in der Ein­
leitung zu seiner Abhandlung das Auftreten von Bifurkationen in der 
N achbarschaft gewisser Gleichgewichtsfiguren als ein Beispiel von 
funktionalen Verzweigungen (vgl.loc. cit. 41 S.371). Diese Behauptung 
bedarf insofern einer Einschrankung, als es sich diesmal urn Integral­
potenzreihen mit nicht beschrankten Kernen, deren Konvergenz an die 
Differentiierbarkeit der zu bestimmenden Funktionen gebunden ist, han­
delt und der Konvergenzbeweis nicht ohne wei teres in der von Schmidt 
angegebenen Art und Weise durchgefiihrt werden kann (vgl. S.53ff.). 

Wir haben uns vorhin etwas eingehender mit den Ergebnissen von 
Liapounoff beschaftigt. Die gleichen Resultate findet Poincare in seiner 
eingangs genannten groJ3en Arbeit durch eine kuhne Ubertragung der 
an einem System mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden ge­
wonnenen Ergebnisse auf eine rotierende Flussigkeitsmasse. Von der 
Anschauung geleitet, man durfe in der Mechanik angesichts der Schwie­
rigkeit der Probleme nicht dasselbe MaJ3 an Strenge wie in der Analysis 
fordern, bedient sich Poincare im wei ten Umfange heuristischer Uber­
legungen und gelangt darum nur vereinzelt zu voll begrundeten SchluJ3-
folgerungen. Die geschichtliche Bedeutung dieser Untersuchungen ist 
angesichts der vielen von Poincare aufgeworfenen neuen Probleme und 
der starken, von ihm ausgehenden suggestiven Wirkung trotzdem sehr 
hoch anzuschlagen. Auch heute beherrschen ungeachtet der vollig ein­
wandfreien exakten Liapounoffschen Ergebnisse die Poincareschen 
heuristischen Methoden, den en nur schwer ein halbwegs uberzeugender 
Sinn unterzulegen ist, das Feld, sobald von Gleichgewichtsfiguren in 
der Nachbarschaft der Flussigkeitsellipsoide die Rede ist. Wir werden 
im folgenden nicht selten Gelegenheit haben, auf die Poincareschen 

3* 
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Fragestellungen einzugehen, unsere Darstellung diirfte aber kaum von 
ihm irgendwie methodisch beeinfluBt erscheinen. 

Wahrend Liapounoff sich durchaus auf die Untersuchung neuer 
Gleichgewichtsfiguren in der N achbarschaft der Ellipsoide konzentriert, 
hat Poincare einen allgemeinen Satz iiber die Existenz neuer Fliissigkeits­
gestalten in der N achbarschaft einer beliebigen Gleichgewichtsfigur 
postuliert; seine mehr ins Einzelne gehenden Betrachtungen betreffen 
freilich doch in erster Linie jene Liapounoffschen Fliissigkeitskarper. 
Das vorliegende dritte Kapitel bringt in seinen weiteren AusfUhrungen 
eine vollstandige Behandlung des Poincareschen Problems. Den Aus­
gangspunkt bildet eine Integro-Differentialgleichung, die als eine Ver­
allgemeinerung der Liapounoffschen Fundamentalbeziehung (Il) auf­
gefaBt werden kann. Die Darstellung ist mehr geometrisch orientiert 
und gestattet darum, die inneren Zusammenhange, die bei Liapounoff 
zum Teil verborgen bleiben, vielleichter zu iiberblicken. Der Auflasung 
liegt ein Verfahren der sukzessiven Approximationen zugrunde. Der 
Konvergenzbeweis gestaltet sich dank einer ausgiebigen Benutzung der 
Fredholmschen Theorie linearer Integralgleichungen sowie gewisser neu­
artiger potential- und funktionentheoretischer Hilfsmittel ganz wesent­
lich einfacher als bei Liapounoff, obwohl es sich diesmal um allgemeinere 
Betrachtungen als bei ihm handelt. Auch bietet sich jetzt die Maglich­
keit, in manchen Fallen die Existenz einer Gleichgewichtsfigur in der 
Nachbarschaft einer Fliissigkeitskonfiguration, die nur in einer ersten 
Naherung die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt, zu erbringen (vgl. das 
fiinfte Kapitel). 

Unmittelbar von Poincare beeinfluBt sind die Arbeiten von Darwin 
und Schwarzschild. 

7. Problemstellung. Die fundamentale Integro-Differentialglei­
chung 42. In dem Raume der kartesischen Koordinaten x, y, z sei eine 
aus q (> 1) Einzelmassen iT, deren Gesamtheit T heiBen mage, be­
stehende Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeiten gegeben. Die 
Fliissigkeitsdichte habe in jedem Einzelgebiet iT einen konstanten 
Wert /i' der iibrigens von Gebiet zu Gebiet wechseln kann. Wie friiher 
werden wir fUr die Gesamtheit der /i zur Abkiirzung meist / setzen. Die 
Begrenzung is von iT (j = 1,2, ... , q) besteht, wie wir wissen (vgl. 
S. 15), aus einer einzigen geschlossenen Flache. Wird, wie wir es tun 
wollen, angenommen, daB alle jS der Klasse A h angehOren, so haben die 

42 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren ro­
tierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze 
anziehen. a) Erste Abhandlung. Allgemeine Existenzsatze, Math. Zeitschr. 1 (1918), 
S.229-284; 3 (1919), S.172-174; b) Zweite Abhandlung. Stabilitatsbetrach­
tungen, Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 126-231. Die Ausfiihrungen des Haupttextes 
stellen in der Hauptsache eine verbesserte und wesentlich vereinfachte Fassung 
der Existenzsatze dieser Arbeiten dar. 
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einzelnen Flussigkeitsmassen keinen Punkt miteinander gemeinsam, 
die Schwerkraft ist auf allen RandfHichen i5, kurzer auf 5, von Null 
verschieden und in das lnnere von iT gerichtet. Als Funktionen geeig­
neter GauBscher Parameter aufgefaBt, besitzen die Koordinaten von i5, 
wie es sich nachtraglich zeigt (vgl. S. 11-12), stetige Ableitungen aller 
Ordnungen. 

Wir bezeichnen die laufenden Koordinaten eines Punktes auf 5 mit 
X, Y, Z, das Gravitationspotential von T mit 

f f'dT' 
"V(x, y, z) =" --r--' 

T (16) 

r2 = (x' -- X)2 + (y' - y)2 + (z' - Z)2, dr:' = dx' dy' dz', 

die Winkelgeschwindigkeit mit w. Damit das (relative) Gleichgewicht 
moglich sei, ist notwendig und hinreichend, daB der Ausdruck 

(17) !-U(X, Y,Z) = VeX, Y,Z) + 200
2 (XZ+ yZ) 

~ ~ 

auf jeder Randflache i5 einen konstanten Wert hat (vgl. S. 11). Wie in 
dem vorhergehenden Kapitel bewiesen worden ist, haben alle i5 eine 
auf der Rotationsachse, die wir wie ublich zur z-Achse machen, senkrecht 
stehende Symmetrieebene43• Wir wahlen sie zur Ebene z = o. Der 
Schwerpunkt des Systems liegt also im Koordinatenursprung. 

lndem Stabilitatsfragen vorerst auBer Betracht bleiben, wollen wir 
untersuchen, ob es fur Werte der Winkelgeschwindigkeit WI in einem 
hinreichend kleinen lntervalle «((P), W(2», das W in seinem lnnern 
oder auf dem Rande enthalt, in einer Umgebung erster Ordnung 
von .T weitere Figuren Tl des relativen Gleichgewichtes gibt, die 
(nach Poincare) eine "lineare Reihe" bilden. Darunter ist folgendes 
zu verstehen. 

Die Berandung 51 von Tl besteht aus q geschlossenen FHichen i51 
mit stetiger N ormale, die den Flachen j5 U = 1, ... , q) umkehrbar ein­
deutig zugeordnet sind und gegen diese fUr wc~ W konvergieren44• 

Sind P und PI irgendein Paar korrespondierender, d. h. auf derselben 
Normalen zu 5 gelegenen Punkte auf 5 und 51' so konvergiert fur 
Wc~W die Normale zu 51 in PI gegen die Normale zu 5 in P, und zwar 

43 In meinen in der FuBnote 42 genannten Abhandlungen a) und b) habe ich 
dariiber hinaus angenommen, daB die Dichte iiberall den gleichen Wert hat und 
daB T auch noch eine durch die Rotationsachse hindurchgehende Symmetrieebene 
hat. Seitdem ist von Herrn E. Holder gezeigt worden, daB diese Voraussetzung 
iiberfliissig ist. Herr E. Holder hat auch von Herrn E. Kahler bemerkte Beispiele 
von homogenen Gleichgewichtsfiguren mit nur einer Symmetrieebene sichergestellt. 
(Vgl. die in der FuBnote 59 zitierten Arbeiten von E. Holder. Siehe auch die Aus­
fiihrungen des Textes S.64f£') 

44 Genauer, der Hochstwert der Entfernung eines beliebigen Punktes auf irgend­
einer Komponente von 51 von der zugehorigen Komponente von 5 solI fiir WI ~ W 

gegen Null konvergieren. 
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gleichmaBig45. Allgemeiner verstehen wir unter einer "linearen Reihe" 
von Gleichgewichtsfiguren jede von einem oder mehreren Parametern 
abhiingige stetige Schar von Gleichgewichtsfiguren. Eine lineare Reihe 
heiBt "regular", wenn C in eine nach Potenzen von WI -w und gegebenen­
falls noch weiterer Parameter ansteigende Reihe entwickelbar ist. Eine 
einparametrige lineare Reihe von (reellen) Gleichgewichtsfiguren, die 
den Werten des Parameters eines Vorzeichens entsprechen, wollenwir 
mit Schwarzschild46 einen Arm von Gleichgewichtsfiguren nennen. Eine 
einparametrige (von A. abhiingige) regulare Reihe besteht stets aus zwei 
entsprechend zu A. >0 und A. <0 gehi:irenden Armen. Demgegeniiber 
bilden zwei so orientierte Arme von Gleichgewichtsfiguren nicht immer 
eine regulare Reihe. 

Es seien X, Y, Z und Xl' Y 1 , Zl laufende Koordinaten zweier 
korrespondierender Punkte auf einem beliebigen Paar zusammen­
gehi:iriger Komponenten von 5 und 51. Wir erteilen der Fliissigkeits­
dichte in den zusammengehi:irigen Einzelmassen von T und T 1 dieselben 
Werte und bezeichnen mit 

(18) 

das 

(19) 

f t'dT~ xV1 (x,y,z)=x --, 
Yl 

T, 

r; = (x - XD2 + (y - yD2 + (z - Z~)2, d7:~ = dx~ dy~ dz~ 

Gravitationspotential des Korpers T1• Augenscheinlich muB 

V1(X1, Y1,Zl) - V(X, Y,Z) =~ (X2+ y2) --~ (X; + Y;) +s 
sein, unter seine abteilungsweise konstante Ortsfunktion auf 5 ver­
standen, die auf dem Rande i5 einer jeden Einzelmasse einen konstanten 
Wert, sagen wir Sf' hat. Offenbar konvergiert I s I fiir we""" W gegen Null. 
Die GroBen Sl' ••• , Sq sind etwa durch die Forderung zu bestimmen, 
daB das Volumen einer jeden Einzelmasse einen vorgeschriebenen Wert 
hat (vgl. S. 73). 1st q = I, so kann man einfacher S = 0 setzen. 1st eine 
dieser Bedingung geniigende lineare Reihe bestimmt, so gewinnt man 
eine lineare Reihe konstanten Volumens, wie man leicht sieht, durch eine 
geeignete Ahnlichkeitstransformation. 

45 Unsere Annahme, Tlliege in einer Umgebung erster Ordnung von T, bildet 
keine Einschrankung der Allgemeinheit. Wird namlich lediglich vorausgesetzt, Tl 
liege in einer Nachbarschaft nullter Ordnung von T, in welchem FaIle die Fest­
setzung tiber die Normalen zu 51 in Wegfall kommen wtirde und die Anzahl der 
Einzelmassen von Tl auch > q ausfallen konnte, so folgt hieraus schon, wie sich 
nachweisen laBt, daB Tl einer Umgebung erster Ordnung von T angehort. Mehr als 
dies, man kann zeigen, daB Tl in einer Umgebung beliebig hoher Ordnung von T 
gelegen ist (vgl. S. 75). . 

46 Vgl. Schwarzschild, Die Poincaresche Theorie des Gleichgewichts einer 
homogenen rotierenden Fltissigkeitsmasse, Neue Annalen der Kgl. Sternwarte 
Miinchen, Ed. III, S.69, insbes. S.34 und S.38--41. Es wird angenommen, daB 
die Figur T dem Werte 0 des Parameters entspricht. 
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Bekanntlich lassen sich aile j5, die ja eine stetige Normale haben, 
von einer endlichen Anzahl FHichenstucke dachziegelartig uberdecken, 
so daB auf jedem einzelnen die Gleichung von 5 unter Zugrundelegung 
geeigneter GauBscher Parameter ~,'YJ auf die Form 

(20) 

gebracht werden kann, unter X, Y, Z Funktionen verstanden, die stetige 
Ableitungen erster Ordnung haben. Der Ausdruck 

(21) [a (X, Y)J2 + ra(y ~J2 + [a (Z, X)J2 
a(~, 1)) La(~, 1)) a(~, 1)) 

ist a11emal von Null verschieden. Ubrigens kann man, worauf schon 
fmher wiederholt hingewiesen worden ist, ~ und 'YJ in mannigfaltiger 
Weise so bestimmen, daB die Funktionen (20) stetige Ableitungen a11er 
Ordnungen haben. 

Wir denken uns im Punkte (~, 'YJ) auf S die Normale (v) gezogen und 
auf dieser, positiv nach auBen gerichtet, eine Strecke C aufgetragen. So­
lange \ C\ kleiner als eine angebbare ZahlgroBe, etwa 

(22) : r < eo 

ist, gehOrt zu einem jeden Wertsystem~, 'YJ, C nur ein Punkt des Raumes 
in einer Umgebung von 5 und umgekehrt. 1st 5 eine konvexe Flache, 
so genugt es, eo kleiner als das Minimum der beiden Hauptkrummungs­
radien zu wahlen. Wir nehmen an, daB die Gleichung der Flac he 51' die 
von WI abhangen solI, auf die Form 

(23) 

gebracht werden kann; dabei solI die Funktion C (~, 'YJ, WI) stetige partie11e 
. aT; aT; 

Ableltungen erster Ordnung a~' a1i haben, und es gelte 

i I aT; I : aT; I 
(24) 1(, la~I' lal/ <e*<eo, 

unter e* einen spater zu bestimmenden, hinreichend klein en Wert ver­
standen. 

Wir bezeichnen mit R die Entfernung des Flachenpunktes (~, 'YJ) von 
der z-Achse, R2 = X2 + y2, mit T den Kosinus des von (v) und dem Lote 
von (~, 'YJ) auf die Umdrehungsachse, von dieser nach (~, 'YJ) hin gerichtet, 
eingeschlossenen Winkel, mit da das Flachenelement in (~, 'YJ). Die ent­
sprechenden Werte in W, 'YJ') auf 5 sol1en R', T', da' heiBen. Die Ent­
fernung der Punkte (~, 'YJ) und W, 'YJ') sei e· Fur (~, 'YJ) und W, 'YJ') wird 
ofter a, a' geschrieben. 

Wir setzen, wenn (~, 'YJ, C*) den Punkt (x, y, z) bezeichnet, 

(25) V(x,y,z)=W(~,'YJ,C*), VI(X,y,Z)=WI(~,1},C*). 
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Die Komponente der von dem Fliissigkeitsk6rper Tin dem Punkte (~, 'Y}) 
seiner OberfHiche auf einen materiellen Punkt von der Masse 1 aus­
geiibten Anziehungskraft in der Richtung von (v) hat den Wert 

a 
(26) "all W(~,'Y},O). 

Die Schwerkraft im Punkte (~, 'Y}) steht auf 5 senkrecht und ist 
(positiv nach auBen gerichtet) gleich 

(27) 

Der Wert dieser Ortsfunktion in (~', 'Y}') wird mit" tp' bezeichnet. 
Den Ausfiihrungen zu Eingang dieses Paragraphen gemiiB ist tp <0.41 

Es sei (~, 'Y}, C) der Punkt (Xl' Yv ZI) auf 51. Wir setzen 

(28) Vl(Xl'Yl,Zl)=Vl(~''Y}) 

und analog, wenn (~, 'Y}) den Punkt (X, Y, Z) auf 5 bezeichnet, 

(29) V(X, Y,Z) = V(~, 'Y}). 

Der Ausdruck ,,(VI - V) liiBt sich in eine fiir hinreichend kleine 

Werte von I CI, I :~ II, I :C_I unbedingt und gleichmiiBig konvergierende 
R ·h ., r; I el e 

(30) " (VI - V) = V(I) + V(2) + V(3) + ... 
entwickeln, die folgende Eigenschaften hat: 

1. Es ist 

(31) V(n) = "f~ K(n) da' en ' 
s 

ac' ac' 
unter K(n) eine Form n-ten Grades der Variablen C. C', ae' ar;' 
verstanden 48. 

2. Es gilt 

(32) 

" ;g (VI - V) =".£ J aag (:n K(n») da', 
n=l S 

47 Wirbezeichnen mit tp die GroBe, die in den Abhandlungen a) und b) loco cit. 42, 

wo die Dichte wohlbemerkt iiberall den gleichen Wert hatte, ttp hieB. 
48 Der Wahl der GauBschen Parameter g, 'Y} liegt, wie vorhin (S. 39) erwahnt, 

eine dachziegelartige Uberdeckung von S zugrunde. Offenbar gehoren zu gewissen 
Gebieten auf S zwei oder mehr verschiedene Systeme von Parametern g, r;. Der 
Ausdruck K(n) ist indessen von der speziellen Wahl der fraglichen Parameter un­
abhangig. 
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Die unendlichen Reihen rechter Hand konvergieren unbedingt und 

gleichmiiBig. Obrigens sind sogar die Reihen 1: I V(n) I, 1: I aat V(n) I. 
1: I a~ V(n) I gleichmiiBig konvergent. 

Die Reihen (30) und (32) konvergieren, wie gleichzeitig gezeigt 

werden wird, auch wenn fur C, :~, :~ dem absoluten Betrage nach 

hinreichend kleine komplexe Werte eingesetzt werden. Die Reihe (30) 
ist als Definitionsgleichung von V 1 fur komplexe C aufzufassen. 

Beweis: Neben den Fliichen 5 und 51 betrachten wir die einpara­
metrige Fliichenschar 5t (O.<t< 1), die sich symbolisch in der Form 
5 +t(51 -5) darstellen liiBt. Dem Punkte (~, 'Yj) auf 5 entspricht auf 5t 
ein Punkt mit den (krummlinigen) Koordinaten t 'Yj,' tC. Der von 5t 

begrenzte Korper heiBe T t , sein Gravitationspotential im Punkte 
(~, 'Yj, C*) sei x Wt (~, 'Yj, C*) und insbesondere im Punkte (~, 'Yj, t C) auf 5 t 

einfacher x Vt (~, 'Yj). Wie wir sogleich zeigen werden, liiBt sich die Diffe­
renz X(Vt(~, 'Yj)- V(~, 'Yj)) nach Potenzen von t entwickeln. In der so ge­
wonnenen Reihe, die ubrigens fur aile t mit I tl < t* (t* > 1) gilt, wird 
alsdann t = 1 gesetzt. a v 

Wir beginnen mit der Herleitung eines Ausdruckes fUr ai. Es gilt: 

I 1 
(33) h (Vt+1l- Vt) = h{Wt+1.[~, 'Yj, (t + h) CJ - Wt (~, 'Yj, tC)} 

1 
= h{Wt+A[~' 'Yj, (t+ h) CJ - Wt+lI(~' 'Yj, tC)} 

+~{Wt+lI(~' 'Yj, tC) - Wt(~, 'Yj, tm· 

Der Ausdruck Wt+lI (~, 'Yj, t C) - Wt (~, 'Yj, t C) stellt das Potential des 
schalenformigen Korpers Tt+l.-Tt im Punkte (~,fJ, tf;) auf 5t dar. Es sei 
rpt der von der AuBennormale an 5t in diesem Punkte mit der Geraden (v) 
eingeschlossene Winkel, dO"; das Fliichenelement von 5t in (~', 'Yj', tn 
und et die Entfernung der Punkte (~, 'Yj, tC) und W, 'Yj', tC'). Von den 
Normalen an 5 durch den Rand von dO": wird aus Tt+lI-Tt ein yolumen 
herausgeschnitten, das, positiv oder negativ angesetzt, je nachdem C' > 0 
oder <0 ist, bis auf GroBen hOherer Ordnung in bezug auf h den Wert 

(34) 

hat. Das zweite Glied rechts in (33) liefert demnach fur h-+ 0, wie sich 
ohne Schwierigkeiten zeigen liiBt (vgl. loco cit. 42 a) FuBnote 23), 

(35) 

Der erste Summand gibt fUr h-+O den Wert 

8 
C 81) Wt(~,'Yj,tC), 
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der sich nach einer teilweisen Integration in bekannter Weise auf die 
Form 

(36) -cfLcos e: da; 
(h 

5, 

bringen liiBt (vgl. loco cit. 42 a) FuBnote 24). Hierin bezeichnet e; den 
von der AuBennormale an St im Punkte (;" 'YJ', tC') mit der Geraden (v) 
eingeschlossenen Winkel. Es gilt demnach 

(37) a~~ = C aav Wt(~, 'YJ, tC) + f;, c' cos cp; da; 

Sind 

(38) 

5, 

ft' = - (C' cos cp~ - C cos en da;. 
(!t 

5, 

die Gleichungen von 5, so lauten diejenigen der Fliiche St 

(39) x = X + at C , y = Y + b t C, z = Z + etC, 

unter a, b, c die Richtungskosinus der Normale (v) verstanden. Es gilt 

, a(Y'+b'tC', z'+c'tC') 
At = ----aW, 1)') , 

(40) 
, a (Z'+c'tC',X'+a'tC') 

Bt = a(/;" 1)') , 
, a (X'+a'tC', Y'+b'tC') 

Ct = a (/;', "I') , 

mithin in naheliegender Schreibweise 

(41) a~t= f~:2A:(a'C'-aC)ded'YJ" 
5 

Wir·denken uns hierbei die Parameter ~,'YJ so gewiihlt, daB in den 
Formeln (40) die Quadratwurzel mit dem positiven Zeichen zu ver­
sehen ist. 

Aus (39) und den analogen Ausdriic~en fUr die kartesischen Ko­
ordinaten des Punktes (;" 'YJ', tC') auf St ergibt sich 

(42) er=e2 + 2 t17(X'-X) (a' C'-aC) + t217 (a' C'-aC)2= e2 [l+k(t)]. 

Es sei t* eine Zahl > 1 und k* ein positiver echter Bruch. Wie man 
sich leicht iiberzeugt, ist fUr aIle dem absoluten Betrage nach hin-

reichend kleinen reellen oder komplexen Werte von C, ~~, ~-%' etwa 

(43) laCI aCI< ICI, at' a1) =e<eo, 
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und alle komplexen t in dem Bereiche It I <t* 

(44) Ik(t)l<k*. 

Der Quotient I ~ list demnach von Null verschieden. 

Das Integral 

(45) ] =fL 2 A£(a' C' -aC) dt dr/ =fL I 2 At (a' C'-aC) d~' dr/ 
s (It . S (l fl+k(t) 

ist eine in dem Gebiete I tl < t* anatytische und reguliire Funktion 
von t. 

Dies erkennt man wohl am einfachsten wie folgt. Man setze 

I =I + I, unter S den in der KreisfHiche (~'-;)2+(n'-n)2<D2 
s s-s s-
in der Nachbarschaft von (;, n) enthaltenen Teil von S verstanden. Das 
Integral I ist, wie man unmittelbar sieht, eine analytische und regulare 

s-s 
Funktion von t. Beriicksichtigt man, daB 1/1 fUr alle (;, n) auf S und 

aIle t im Bereiche It I <t* fUr D~O gleichmaBig verschwindet, daB 

mithin gleichmaBig I = lim I gilt, so erhiilt man in der Tat unsere 
Behauptung. s D~OS_S 

Wie sich ohne Schwierigkeiten zeigen laBt, ist 

(46) aJ =Jt' ~ (a' C'-aC) ~ (A:) de dn'-ft' ~ ~ (aC) A: de dn" ag L.; ag (It L.; ag (It ' 
S s 

denn betrachten wir zum Beweis den Ausdruck 

(47) L =ft' ~ (a' C' - a C) -~- de dr/ 
L.; (It+h (h>O), 

s 

so ist, da in (47) die zu integrierende Funktion und ihre partiellen Ab­
leitungen in bezug auf ; und n durchweg stetig sind, bsp. 

(48) ~~ = ft'};(a'C'-aC) :g((l:=;h)d~'d1]'- fr};aag (aC) (l;hd~'d1]', 
s s 

Der Ausdruck rechter Hand konvergiert, wie man leicht verifiziert, 
fUr aIle in Betracht kommenden t und aIle (~, n) auf S gleichmaBig 
gegen die rechte Seite von (46) fUr h ~ O. Gleichzeitig konvergiert 
L gegen J. Nach bekannten Satzen gilt also, wie behauptet, die 
Formel (46). 

Jetzt macht es augenscheinlich keine Miihe einzusehen, daB auch 
aT aJ . 
a~ und an' als FunktlOnen von t aufgefaBt, in dem Gebiete It I < t* 

analytisch und regular sind. 
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Nach bekannten Satzen ist fur alle n > 1 

(49) an
-
1] = lim It' ~(a'C'-aC) an-l(A~)d~Idr/ 

at n- 1 .0 ...... 0 ~ atn-1 el 
s-s 

= ft'~(alCI-ac) :t:~ll (:,~)dtdrl. 
5 

Der Grenzubergang ist fUr alle (~, 'YJ) auf 5 und alle t in jedem Bereiche 
I tl < t* < t* gleichmaBig. 

Augenscheinlich stellt auch Vt(~, 'YJ), sofern 

( ) 1]-' 'lac! :aCI< < 
50 ! " i' ; a ~ I' I a 1] = e = eo 

angenommen wird, eine fur alle t in dem Bereiche I tl <t* analytische 
und regulare Funktion dar. Es gilt (fUr n > 3) 

an VI an - 1] f I ~ I I {' an - 1 ( I ) (51) at n -= at n - 1 = I ~ (a C -aC) Atatn-1 e; 
5 

(n-l)aA~an-2(1') (n-l)a2A~an-3(1)} I I + I 7ft at n-2 e; + 2 fFi2 atn-a e; d~ d'YJ . 

Der Ausdruck [a;t~'l=o laBt sich demnach, wie leicht ersichtlich, 

auf die Gestalt n! J ;n K(n) da' bringen, unter K(nl, eine Form n-ten 
5 

ac' ac' 
Grades von C, r, a~" a1]' verstanden. Jede der zuletzt genannten par-

tiellen Ableitungen kommt in K(n) ubrigens nur linear vor. 
Der Taylor-Cauchysche Entwicklungssatz liefert 

~t" [an VI] 
Vt(~, 'YJ) - V(~, 'YJ) = ~ n! --[jtn 1=0 

n=l 
(52) 

und fur t = 1, wie behauptet, 

(53) 

(54) 

(55 ) 

X (Vl- V) = V(l) + V(2) + V(3) + ... 
V(n) = x~ [an VI] = Xf~K(n)dal 

n! at n t=o • e" ' 
5 

~K(n) - ~ 1 I' ~(a' C' _ aC) {AI an
-

1 (~) 
en - n! VA'2+B'2+C'2 ~ tatn-1 el 

(n-l)aA~ ~(~) (n-l)a2A~ ~(~)} + 1 at at n - 2 e. + 2 at2 at n- 3 e. 1-0' 

A' = a (Y', Z') 
aW,1]') , 

B'= a (Z', X') 
a W, fJ') 

C' = a(x', Y') 
aW,fJ') 

Es sei r ein Kreis urn den Koordinatenursprung vom Halbmesser t* 
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in der Ebene der komplexen Variablen t. Es gilt in naheliegender Schreib-
weise 

](;, 'f); t) = -21 . fJ(~, 11: t) it sowie 
11:1 t - t 

r 
a-

a 1 fa{J(t;, 11: t) -
at;](;,'f};t)=211:i ----e~dt, t=t*e id , 

(56) 

r 

Hieraus folgt vor aUem fast unmittelbar, daB die Funktionen 
v(n) (n =1,2, ... ) stetige Ableitungen erster Ordnung in bezug auf; und 
'f} haben. Ferner gilt fiir aUe Itl<t*<t* 

(57) x](;, 'f}; t) = x :t Vt (;, 'f}) = V(1)+ 2 V(2)t + 3 V(3)t 2+ ... , 

(58) xa~ ](;, 'f); t) = aa{ V(l)+ 2 }{ V(2)t+ 3 aat; V(3)t 2+ . .. , 

somit nach einer Integration in bezug auf t zwischen 0 und 1 

(59) X (VI-- V) = V(l) + V(2) + V(3) + ... , 

(60) x aat; (VI- V) = aa{ V(l) + a~- V(2) + aa~ V(3) + .... 

Ebenso findet man 

(61) x it7i (V I - V) = aa11 V(l) + aa11 V(2) + aa11 V(3) + .... 

00 00 
I a . . a ' 

Die Reihen ~ I at; V(n) I, ~: r V(n) i konvergieren fiir aUe t mit 
n=l I n=l I 11 I 

1 t I < t* < t * gleichmaBig. 
Aus (37) und (53) folgt insbesondere 

(62) V(l)=XCtv W(~,'f},O)+x J-fC'dO". 
s 

Aus (49) folgt fiir n = 2 

(63) ~2Vt =ft' "(a'C' - aC) ~ (A:) d~'dr;' at 2 .L.J at Il, • 
s 

Die Funktion ~;~'- hat fiir aile t mit 1 tl < t* < t* stetige partielle 

Ableitungen erster Ordnung in bezug auf ~ und r;. Es geniigt, die beiden 
Seiten der Beziehung (56) in bezug auf t zu differentiieren, urn sich 
hiervon zu iiberzeugen. Es gilt 

(64) a3 v, =Jt' "(a'C'-aC)_a~(A:)d;'d'f)' at;at 2 .L.J at;at 0, 
s -

-Jf' "~(aC) ~ (A:) dt dr;' . .L.J at; at Il' 
s 
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Es sei jetzt 
I lac I lac' 

(65) iCI, la.;I' a~1 <,Q<e<eo 

gesetzt. Aus (63), (64) und der analogen Formel fUr r~~2 folgt wegen 
(65) fur alle t in dem Intervalle 0 <t< t* leicht 'YJ 

(66) 

Wegen 

(67) 

(68) 

ist 

(p konstant). 

I 1 I 

~ 'V1- V --V(l): = iV(2)+ V(3) + ... 1 = 11F{c}1 < p,Q2 
I "I' , , , 

(69) 
I
, a1J" ! p,Q 2 --,< a.; I 

und analog 

(70) 

Aus (39) ergibt sich, wenn man t = 1 setzt, 

(71) %"l=X+aC, Y1=Y+bC, Zl=Z+CC. 

Demnach ist 

(72) X;+ Y; = X2+ Y2+ 2(aX + bY) C + (a2+ b2) C2 

= R2+ 2R'l'C + (a2+ b2) C2. 

Wir setzen zur Abkurzung 

(73) 
(1)2_(1)2 
_l __ =A 

2" 
und erhalten 

(74) W{ (X2+ y2) _ w2 (X2--1-- y2)=A(X2+ Y2)+~ (X2+ y2_X2_ P) 
2" 1 1 2,,' 1 1 2" 1 1 

= AR2+ (1)2 R'l'C + 2W2 (a2+ b2) C2+ 2AR'l'C + (a2+ b2) AC2. 
" " 

Aus (19), (30), (27), (62) und (74) ergibt sich nunmehr die Beziehung 

(75) ljJC + jttda' = s - R2A_W2 (a2+ b2) C2-2RdC - (a2+ b2) AC2 
e 2" 

5 _~(V(2)+ V(3)+ ... ) =S-R2A+11{A, C). 
" 

Dies ist eine nichtlineare Integro-Differentialgleichung zur Bestimmung 
von C. Sie entspricht der Liapounoffschen Integro-Differentialglei-
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chung (11). A. a. O. handelt es sich urn die Bestimmung neuer Gleich­
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft Maclaurinscher und Jacobischer 
Ellipsoide, und die mit C bezeichnete GroBe hat dort eine etwas andere Be­
deutung als in unseren Formeln. Bei der Ableitung der Gleichung (11) be­
dient sich Liapounoff bereits einer zu der FHichenschar~, r;, t C analogen 
Korperschar e, 1p, eC (0 <e< 1), bleibt aber im Gegensatz zu unseren 
Betrachtungen in der Hauptsache im Gebiete des Reellen. Demgegen­
uber ist die systematische Heranziehung funktionentheoretischer Hilfs­
mittel fUr unsere Betrachtungen wesentlich. Als ein weiterer springen-

der Punkt der von uns benutzten Methode sei der Ausdruck (37) fur ~~t 
und seine Entwicklung nach Potenzen von t hervorgehoben. Liapounoff 
geht unmittelbar von dem Ausdruck VI - V aus. 

In dem Vorstehenden handelte es sich urn einen evtl. aus mehreren 
Einzelmassen bestehenden Flussigkeitskorper, der wie ein starrer Korper 
rotiert. In dem zweiten Kapitel ist gelegentlich der allgemeinere Fall 
einer gravitierenden Flussigkeit betrachtet worden, deren Teilchen urn 
die z-Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit rotieren, die nur von dem 
Abstande von der Umdrehungsachse abhangt, 

(76) £O=£O(t2), t 2 = X2+ y2. 

Wie a. a. O. gezeigt worden ist, lautet die notwendige und, falls p > 0, 
auch hinreichende Bedingung dafur, daB eine stationare Bewegung von 
der soeben bezeichneten Art bestehen kann, daB auf 5 

t 

(77) "V(X, Y, Z) + cf>(R2) = Const., cf>(t2) = J £02 (t,2) t' dt', 
o 

(R2= XZ + yZ) 

gilt. Es sei jetzt T eine topologisch ganz wie vorhin beschaffene Flussig­
keitsmasse, deren Teilchen in einer stationaren Bewegung der soeben 
betrachteten Art begriffen sind49 • Auch diesmal solI die Schwerkraft 
auf 5 durchweg nach innen gerichtet sein, 1p <0. Es sei £01(tZ) ein von 
dem vorhin betrachteten verschiedenes Gesetz der Abhiingigkeit der 
Winkelgeschwindigkeit von dem Abstande t. Wir fragen, ob es fur hin­
reichend kleine Werte von 1£Oi(tZ)-£0 2(tZ) I in der Umgebung erster Ord­
nung von T eine Flussigkeitskonfiguration T1 gibt, die in stationarer, 
durch die Funktion £01(r 2) charakterisierter Bewegung begriffen seL 
Auf 51 gilt 

(78) "VI (Xl' Y1,Zl) + cf>1 (Rf) = Const., 
R, 

cf>1 (Rr) = f £Or (t'2) t'dt' . 
o 

49 1m Gegensatz zu friiheren Entwicklungen wird jetzt den Betrachtungen 
ein im Raume festes Achsenkreuz und, wie bei permanenten Bewegungen iiblich, 
das Eulersche System von Variablen zugrunde gelegt. Wie wir wissen (vgl. S. 15), 
hat die Konfiguration Rotationssymmetrie urn die z-Achse. 
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Wir denken uns wie vorhin die Punkte von 51 auf das krummlinige 
Koordinatensystem ~,1}, C bezogen und erhalten auch diesmal fUr 
X (VI (Xl' Yv Zl) - VeX, Y, Z)) die Formel (59). Statt (74) ist jetzt der 
Ausdruck 

R. R 

(79) J w; (t'2) r'dr' - J w2(r'2) r'dr' 
o 0 

R. R. 

= J [w; (r,2) - w2 (r,2)] r'dr' + J w2 (r,2) r'dr' 
o R 

zu betrachten. Der zweite Summand rechts kann auf die Form 
R 

w2(R2) Ri - R2 + {[w2(r,2) -w2(R2)]t' dr' 
2 1!. 

(SO) 

2 2 R. 

= w2(R2) RTC + w (R ) (a2+ b2) C2 + J [w2(r,2) -w2(R2)]r' dr' 
2 11. 

gebracht werden. Wie man leicht verifiziert, ergeben die Beziehungen 
(77), (7S), (79) und (SO) jetzt die Integro-Differentialgleichung 

R. 

(Sl) 1pC +ft C' da' = s - w 2 (R2) (a2+ b2) C2-~f[W2(r'2) -w2(R2)]r' dr' e 2x x 
5 R 

R. 

- ~f[w;(r'2) - w2(r'2)]r'dr'-~(V(2} + V(3} + ... ). 
x x 

o 

FaBt man lsi, Q und Maxlwi{t2)-w2(t2)1 fur aIle t<Max(R,R1) 

als kleine GraBen erster Ordnung auf, so sind der dritte und der 
vierte Summand rechter Hand, wie man sich leicht uberzeugt, GraBen 
zweiter und erster Ordnung, und zwar entsprechend mit Q2 und 
Max I wi (r2) - w2 (r2) I vergleichbar. In der Tat ist 

R. 

J1 = ~f [w2(r,2) - w2(R2)]r' dr' 
R 

R. 

= ~ f (r,2 - R2) d~'2W2[R2+ {}(r,2 - R2)]r' dr' (0 < {} < 1), 
R 

somit I J11 = 0 (I R1-R 12) = 0 (.Q2). 49a Ferner ist, wie man leicht sieht, 
R. 

IJ21 = ~ I f [w; (r,2) - w2 (t'2)] r' dr' I = 0 (Max !w;(r2) -w2 (r2):). 
o 

1st spezieIl W 2 (t 2) =konstant=w2, d. h. rotiert die (diesmal von Um­
drehungsflachen urn die z-Achse begrenzte) Ausgangsfigur wie ein starrer 

49a Die Bezeichnung F (t) = 0 (t) besagt, daB I.!.. F (t) I fur t -+ 0 unterhalb 
einer endlichen Schranke bleibt. I t 
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Korper, so erhiilt man einfacher 
R, 

(82) "PC + f ~C' da' = s - ;: (a 2+ b2) C2- ~ f [wr (t,2) - w2]t' dt' 
5 0 

_~(V<2) + V(3) + ... ). 50 
)0:; 

Es sei zum SchluB bemerkt, daB es .sich bei Behandlung konvexer 
Gleichgewichtsfiguren gelegentlich als vorteilhaft erweist, die Minkow­
skische Stiitzfunktion heranzuziehen (vg. E. Holder, loc. cit. 71 S. 192ff.). 

8. Eine lineare Integralgleichung. Betrachten wir die homogene 
lineare Integralgleichung 

(83) "PC+ f~C'da'=o. 
5 

Sie geht durch die Substitution Z = C -V -"P -VI in eine Integral­
gleichung mit symmetrischem Kern liber. Man beachte, daB "P< 0 vor­
ausgesetzt worden ist. Sie hat stets triviale Null6sungen, ndmlich 
U 1 = const. c und, falls T kein Rotationskorper um die z-Achse ist, 
u2 = const. y= const. (Xb -Ya). Diese Nullosungen entspringen der 
Eigenschaft jeder Gleicl:).gewichtsfigur, bei einer Translation Hings der 
Rotationsachse sowie bei einer Drehung urn diese in eine zu dem gleichen 
Wert der \Vinkelgeschwindigkeit und zum gleichen Wert des Gesamt­
potentials auf 5 gehOrige Gleichgewichtsfigur iiberzugehen. 

Denken wir uns etwa den Korper T urn eine kleine Strecke r5* in der 
Richtung der z-Achse verschoben. Die Verschiebung C* in der Richtung 
von (v) ist, wie sich zeigen liiBt, eine nebst ihren Ableitungen erster Ord-

nungstetigeFunktion undhat den Wert C* = cr5*+ o(r5*), lim } o(r5*) =0. 
! DC' IDe I 0.-+0 u* 

Ferner gilt :C*:' . 0;.' ! 01]* <Q*, wo Q* von der Ordnung 0* ist. 

Aus (75) folgt, wenn man fiir C, s und Ie entsprechend C*, 0, 0 setzt, 
in naheliegender Schreibweise 

(84) "PC*+frC~ da' = _2W2 (a2+ b2)C; - ~(V~)+ V~)+ ... ), e )0:; )0:; 

5 

50 Mit stationaren Fliissigkeitsbewegungen der auf 5.47-48 betrachteten Art 
beschaftigt sich P. Dive loc. cit. 21. Vgl. auch P. Dive, Comptes Rendus 194 (1932), 
58-61. Seine Fragestellung ist freilich von der unserigen verschieden. Herr Dive be­
miiht sich in erster Linie urn die Bestimmungen derjenigen Verteilungen der Winkel­
geschwindigkeit, die einer vorgegebenen, bestimmten Bedingungen geniigenden, 
permanenten Fliissigkeitsbewegung der im Text betrachtetenArt entsprechen wurde. 

Man vergleiche in dies em Zusammenhang eine demnachst in der Mathematischen 
Zeitschrift erscheinende Note von Herrn W. Jardetzky, Bemerkungen iiber die 
Figuren zonal rotierender Fliissigkeiten, die von den Gleichgewichtsfiguren ab­
zweigen. Herr Jardetzky beschaftigt sich mit dem im Haupttext zuletzt be­
trachteten Spezialfall. lch habe meinerseits auf die ganze Fragestellung bereits in 
meinen Vorlesungen iiber kosmogonische Hypothesen 5.-5. 1928 hingewiesen. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 4 
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wo nach (69) 

(85) I V~)+ V~)+···I < {3Q; 

gilt. UBt man jetzt ~* ~ 0 gehen, so erhiilt man augenscheinlich wegen 
(84) und (85), wie behauptet, 

"I' c + J ~ c'dO" = O. 
S 

In ahnlicher Weise uberzeugt man sich, daB, wenn T keine Rotations­
symmetrie urn die z-Achse hat, auch r = X b - Y a die Gleichung (83) 
befriedigt. 1st T ein Umdrehungskorper urn die z-Achse, so ist Xb - Ya 
identisch gleich Null. 

Wir denken uns u1 und, falls T kein Rotationskorper ist, auch U2 den 
Beziehungen 

(86) !f1puida=-I, !f1pu~da=-1 

gemaB normiert. Die Gleichungen (86) gehen durch die Substitution 
Z = C V -"I' VI in die ublichen Normierungsbeziehungen uber. 

Es ist leicht zu sehen, daB die Nullosungen Uk (k = 1, ... , m), als 
Funktionen geeigneter GauBscher Parameter g, rJ aufgefaBt, stetige Ab­
leitungen aller Ordnungen haben. Vor allem hat "I' diese Eigenschaft. 

Das Potential f ~ u~ da' einer einfachen Belegung mit stetiger Dichte 
is 

erfiillt auf 1S (und darum gewiB iiberall auf S) eine H-Bedingung mit 
jedem Exponenten v<I.50a 

Wegen 

(87) ff' , 
1pUk+ QUkda'=O 

S 

hat Uk die gleiche Eigenschaft. Nunmehr hat das Potential J ~ u~ da' 
;S 

auf is stetige, einer H -Bedingung mit dem Exponenten v < 1 genugende 
Ableitungen erster Ordnung (vgl. 1. 5). Aus (87) folgt sofort, daB 
aUk aUk •• d· b 1 h H B d· .. S h 8f' 7iii eXlstIeren un emer e enso c en - e mgung genugen. 0 ge t 

man sukzessive weiter und gelangt zu der vorstehenden Aussage. Es 
moge speziell T, das kein Rotationskorper sein soil, auch noch eine 
Symmetrieebene durch die Rotationsachse haben. Wir wahlen sie zur 
Ebene ,,=0. Es seien 0'* und a*' bzw. a* und a'* die Punkte, die zu 
0' und a' in bezug auf die Ebene ,,= 0, bzw. z = 0 symmetrisch liegen. 

50 .. Dem Satze 1.4. zufolge erfiilIt das Potential f ~ u~ del auf is eine H-Be­

;S 
dingung mit jedem Exponenten v < 1; auf IS (I =l=j) hat es aber gewiB stetige Ab­
leitungen alIer Ordnungen. 
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Es gilt 
1t1 (0'*) = U 1 (0'), U 1 (0'*) = - U 1 (0'); 

u2 (o'*) = - u2(o'), 262 (0'*) = u2 (o'). 
(88) 

Die Integralgleichung (83) moge auDer ul und u2 noch weitere Null-
16sungen haben, und es sei U I , u2 , U 3 , .•• , U m ein vollstiindiges System 
linear unabhangiger Losungen von (83). Es sei vorubergehend 

(89) 

gesetzt. Wiemanleicht verifiziert, sind auch die Funktionen v3 (o'), ... , vm(o') 
Losungen von (83). Auch die Funktionen 

(90) 

sind N ullosungen von (83), sofern sie nicht identisch verschwinden. 

WI+WI N 11 1 Wegen u~=-2- liiDt sich jede u osung der IntegraIg eichung (83) 

linear durch die Losungen W~, w~ (l = 1, ... , m) ausdrucken. Also liiDt 
sich aus W~, w~ ein vollstiindiges System linear unabhangiger Losungen. 
etwa WIt (l = 1, ... , m) aussondern. Entweder ist 

(91) wn(O'*)=wn(o') oder wn(O'*)=-wn(o'). 

Da u2 (0'*) = - u2 (a) ist, so gibt es mindestens eine N ullosung der zweiten 
Art. Da WI = 2ul , w2 = 2u2 ist, so kann man sich gewiD so einrichten,. 
daD das System WI! die Nullosungen ul und u2 enthalt. Von dies em 
System ausgehend gewinnt man, wenn man den vorhin durchgefUhrten 
ProzeD in bezug auf die Ebene z = 0 wiederholt, ein neues vollstandiges 
System linear unabhangiger Nullosungen, dessen einzelne Individuen 
auch bei dem Ubergang von 1.1 zu 1.1* entweder ungeandert bleiben oder 
das Vorzeichen wechseln. Die Gesamtheit der Nullosungen zerfallt damit 
in vier verschiedene Kategorien. Man kann sich augenscheinlich so ein­
rich ten, daD die Funktionen U I und U 2 auch dem neuen System an­
gehoren und die einzelnen N ullosungen, die wir der Einfachheit halber 
wieder mit U I , U 2 , ... , Um bezeichnen, die Orthogonalitats- und N or­
mierungsbeziehungen 

(92) 

erfiillen. Es genugt hierzu, die Losungen jeder einzelnen Kategorie fur 
sich in bekannter Weise zu orthogonalisieren und zu normieren. 

Wir nehmen schlieJ3lich an, daD T, wie bei den Flussigkeitsellipsoidim,. 
auch noch die Ebene x = 0 zu einer Symmetrieebene hat. Es laDt sich 
dann ganz wie vorhin zeigen, daD man die Nullosungen nunmehr in acht 
verschiedene Kategorien zerfallen kann. Auch bei dem Ubergang von a 
zu dem in bezug auf die Ebene x = 0 symmetrischen Punkte andern 
sich die N ul10sungen nicht oder wechseln das V orzeichen. 

4* 
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Es sei jetzt T ein Rotationsk6rper urn die z-Achse. Wir bestimmen 
die Lage eines Punktes auf 5 vorubergehend durch seine langs des 
Meridians gemessene Entfernung von dem Pole, S, und durch den 
Azimutwinkel, d. h. den mit der Ebene y = 0 eingeschlossenen Winkel b 
des betrachteten Meridians. Wie wir jetzt zeigen wollen, sind die Eigen­
junktionen der Integralgleichung 

(M) 'C+vf~~d~=O 
5 

entweder von der Form tr(s), oder sie treten paarweise aut und lassen sich 
durch die Formeln 

unter k eine positive ganze Zahl verstanden, ausdriicken. 
In dem ersteren Faile haben die Eigenfunktionen Rotationssymmetrie 

urn die z-Achse, in dem zweiten Falle haben sie k durch die Umdrehungs­
achse hindurchgehende Symmetrieebenen. Dberdies geht trl(S) sinkb in 

~h(s) coskb durch eine Drehung um den Winkel ;k uber. 

Es sei u(s, b) irgendeine Eigenfunktion der Integralgleichung (93). 
Fur "a, e schreiben wir j etzt der "Obersich tlichkeit halber ,( s, b), 
o(s, b), e(s, b; s', b'). Fur (93) tritt jetzt die ausfuhrlichere Formel 

(94) (s b) (s b) + ff(s' b') U(5'. b') dU(5'. b') 0 , , u, v , 11(5.b;5'.b') 
s 

ein. Sei oc eine beliebige Konstante. Aus (94) folgt 

f " U(5'. b' + IX) du(5', b' + IX) 
(95) ,(s, b + IX)U(S, b + IX) + v t(s, b + IX) 11(5. b+lX; 5'. b'+ IX) =0. 

5 

Die Schwerkraft" ,(So b) ist nun von dem Azimutwinkel unabhangig. 
Es gilt demnach ,(s, b+lX) =,(s, b). Ferner ist, da 5 eine Rotations­
flache um die z-Achse ist, 

e(s, b + IX; s', b' + IX) = e(s, b; s', b') und da(s', b' + IX) = da(s', b'). 

Fur (95) k6nnen wir schlieBlich wegen t W, b' + IX) = t W, b') schreiben 

(s b) (s b + ) + Sf (s' b') U (5'. b' + IX) ha(5'. b') = 0 
, , U, IX V , 11(5. b; 5'. b') . 

5 

Die Funktion u(s, b +IX) ist also fur aile IX eine Eigenfunktion von (94). 

Demnach ist auch die partieile Ableitung :b u(s, b) eine Eigenfunktion, 

auBer wenn sie identisch verschwindet. In diesem Faile ist u(s, b) = tr(s). 

Auch die partieilenAbleitungen h6hererOrdnung ::2U(S, b) '°°:3 u(s, b) •... 
sind, wenn sie nicht identisch verschwinden, Eigenfunktionen. 
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U(I), ••• , u(n) 
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ein vollstandiges System linear unabhangiger Eigenfunktionen von (94), 

und es moge aab-u(1) nieht identisch verschwinden. 

In der Reihe der Funktionen 

(1) ~ (1) ~ (1) 
U 'd b U 'a b2 u , ... 

die ebenfalls der Integralgleichung (94) geniigen, kann es hOchstens n 
linear unabhangige geben, U(l) geniigt demnach, als Funktion von b 
aufgefaBt, einer linearen Differentialgleiehung mit (beziiglieh b) kon­
stanten Koeffizienten von hOchstens n-ter Ordnung. Es sei die Differen­
tialgleichung niedrigster Ordnung 

(97) (m <n). 

(1) aull) am-lUll). .... • 
Da U '---ab"'" a bm - l lmear unabhanglge ElgenfunktlOnen von 

(94) sind und zugleieh m linear unabhangige Losungen der Differential­
gleiehung (97) darstellen, so ist jede Losung dieser Differentialgleiehung 
eine Eigenfunktion. 

Da U(l), als Funktion von b aufgefaBt, eine periodische Funktion mit 
der Periode 2n ist, so muB die charakteristische Gleiehung 

5m + dI5m- 1 + ... +dm 5=O 

lauter verschiedene rein imaginare Wurzeln haben. Einem Paar kon­
jugiert komplexer Wurzeln ±ki entsprechen die reellen Eigenfunktionen 
t"h($) coskb, t"h($) sinkb. Da diese die Periode 2n haben sollen, so muB k 
eine ganze Zahl sein. I all) 

1st U(l) = ih($) cos kb, so ist ih($) sin kb = - k :b . Diese beiden 

Funktionen bilden demnach eine Gruppe zusammengehoriger linear un­
abhangiger Eigenfunktionen. Wie man sieht, ist also m = 2. 

1st m < n, so gibt es in (96) mindestens eine Eigenfunktion, etwa 
U(2), die unter den soeben gefundenen Funktionen nieht enthalten ist. 
Wie vorhin HiBt sieh jetzt zeigen, daB U(2) entweder die Form iY($) hat 
oder einer Gruppe von Eigenfunktionen angehOrt, die einer zu (97) 
analogen linearen Differentialgleiehung geniigen und von der Form 
g:1($) coskb oder g:1($) sinkb sind. 

Es sei insbesondere v = 1. Wie wir wissen, gibt es stets eine Eigen­
funktion der Integralgleiehung (93) von der Form iY($); es ist dies die 
friiher mit U1 bezeiehnete triviale Nullosung. 

9. Sukzessive Naherungen. Die Integralgleiehung (83) moge, wie 
vorhin, m (> 2) linear unabhangige N ullosungen Uv u2 ' •.• , um , die wir 
uns den Formeln (92) gemaB normiert denken, haben. J st T ein Rotations-
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korper urn die z-Achse, so ist u2=0. Wir setzen 

(98) 1 m' ') ~ , , -= :Jl(a,a + ~ 1fJ1fJ UZul • 
f2 l=l 

Nach bekannten Satzen hat die Integralgleichung 

(99) 1fJ' + f /' in(a,a'),' del = 0 

keine Nullosungen 51• Es gilt in(a*,a~)=in(a,a'). In dem besonderen 
Falle, daB T eine Symmetrieebene durch die Rotationsachse hat, ist 
iiberdies in(a*, a*') = in (a, a'). 

Wir schreiben jetzt die Integro-Differentialgleichung (75) in der Form 

(100) 1fJ' + f /'in" del = s - R2A+ II{A, '} + 21fJrzuz, 

(101) 

5 l=l 

rl = - f /' 1fJ' Ul " dO"' 
5 

(1= 1, ... , m), 

fassen rz zunachst als unbestimmte Parameter auf52 und beweisen, daB 
die Integro-Difterentia1gleichung (lOO) fur aUe dem abso1uten Betrage nach 
hinreichend k1einen reellen oder komp1exen Werte von A, s, r l' ... , r m eine 
und nur eine nebst ihren partieUen Ableitungen erster Ordnung stetige, 

den Beziehungen 1 'I ' I: ~ I, I:~ I < e* < eo genugende Losung hat. 

Die Auflosung erfolgt durch sukzessive Approximationen. Der Kon­
vergenzbeweis gelingt leicht unter Zuhilfenahme einiger Hilfssatze, die 
zuvorderst abgeleitet werden sollen. . . 

Es sei , eine wie , beschaffene Funktion, und es moge 5 die Flache, 

deren Punkte die krummlinigen Koordinaten ~,17, 'haben, bezeichnen. . . 
Der von 5 begrenzte Raumteil heiBe T. Wir nehmen auch 

(102) 

51 Die Integralgleichung (83) ist der durch die Substitution Z = C f - 'P ft 
gewonnenen Integralgleichung Z (0') -f if ~T' 1 z' dO" = 0 aquivalent. Ihre in 

f-'Pf-'P' f2 
5 ,_ ,_ 

der ublichen Weise normierten Eigenfunktionen sind u1 f - 'P ff (/= 1, ... , m). 

Der Kern fill' , 1 -.2' Uz un - 'P 1- 'P' ff fr = 0 rT' , 9l (0', a') hat 
l-'P1-'P f2 f-'Pl-'P 

nach bekannten Satzen der Theorie linearer Integralgleichungen mit symmetrischem 
Kern keine Nullosungen. Man verifiziert hiernach leicht, daB auch (99) keine Null­
losungen hat. 

52 Einer ahnlichen Zerlegung des Kernes in Summanden bedient sich Herr 
E. Schmidt in seinen Untersuchungen fiber die Verzweigung der Losungen nicht­
linearer Integralgleichungen. Siehe E. Schmidt, loco cit. 41. Man vergleiche in 
diesem Zusammenhang unsere frfiheren Bemerkungen fiber die Entwicklungen von 
Liapounoff (S.34-35). 
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an und erhalten in naheliegender Schreibweise (vgl. (67)) fUr IF"{t} = 1jr 

(103) 

Wir setzen des weiteren 

(104) Ic-tl, [aa~(C-t)l, 1;1)(C-t)[<U<2Q 

voraus und nehmen e so klein an, daD (vgl. S. 42) t* = 4 zugelassen 
werden kann und darum Beziehungen von der Form 

(105) i1p'{C}I, [aa~ IF"{C}[, [aa1) 1p'{C} I < (3'Q2 ((3' konstant) 

auch dann bestehen, wenn entgegen der Festsetzung (65) 

(106) 

gill. . 
Wir schalten jetzt zwischen 51 und 51 eine stetige Schar von 

Flachen, die sich symbolisch in der Form 5 t = 51 + ~ (51 -51) dar­

stellen laDt, ein. Dem Punkte (;, 'Yj, C) auf 51 entspricht der Punkt 

(;, 'Yj,;)=(;,rj, C+ ~ (t -C)) auf 5t • Furt=O Wlt 5 t mit 5v furt=U 

mit 51 zusammen. Fur t = 3Q ist [C + ~ (t - C) I <4Q. Der zu 5 t 

gehorige Wert des zu (67) analogen Ausdruckes wird mit IF"t bezeichnet. 
Es sei jetzt r der Kreis vom Radius 3Q urn den Ursprung in der 

Ebene der komplexen Veranderlichen t. Der Cauchyschen Integralformel 
zufolge ist fur aIle I t I < 3 Q 

(107) 1fj"t=2~if r5~tdb (b=3Qe iX ) 

r 
und 

(108) a Pt 1 f P~ 
aT = 2:n:i til _ t)2 db. 

r 
Insbesondere ist fUr It I <U <2Q wegen 1lF"~ I <(3' Q2, 16-tl > Q und 
~_~ __ <.1_ 
!il-ti =Q 

(109) I aa~!1 < 21:n:(3IQ2 2:n:~:Q = 3(3'Q. 

In ahnlicher Weise erhalt man 

(110) 

Nunmehr finden wir aus 
u 

(Ill) 1jJ" -IF" = f aa1'"~ dt 
o 
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wegen (109) 

(U2) 

sowie analoge Beziehungen fUr die partiellen Ableitungen erster Ord­

nung von 1£ -1£. Wir fassen unsere Ergebnisse in den Ungleichheiten 

(U3) 11.F - 114 1. [aa~ (1.F -1£) [, I aa7J CtF -1£) I < Bo!2U 

zusammen 53. 

Es sei jetzt 

(U4) 

Wie man fast unmittelbar sieht, ist wegen (69), (70) und (113) 

lalIl I all' '1 'ail l [ail l 

(115) Illl, Iff[' lal, Illl, larl, al<A*(!22+!2!21) 
, , 7J I I, 7J I 

sowie 

(116) Ill-Ill. \aa~(Il-Il)I, \aa1}(Il-ll) I < B*(!2+!21)U. 

Es sei nunmehr ~(a, 0') der 16sende Kern von ~ t' SJ(;. Aus (100) 
folgt 1J! 

(117) 

und wegen 

(118) f ~(a,a') u; da' = 0 {l=I, ... ,m),54 
5 

53 Die vorstehenden Uberlegungen (Benutzung des Cauchyschen Integrals) 
habe ich zuerst in meiner Arbeit, Uber einige Hilfssatze der Potentialtheorie I. 
Math. Zeitschr. 23 (1925), S.72-88, angewandt. 

54 Aus (98) folgt durch Multiplikation mit I' u[ und Integration wegen (92) 
sofort 

(119 ) J I' in(a, a'l u) da' = 0 . 
5 

Nach bekannten Satzen ist ferner (vgl. bsp. den Encyklopadieartikel von Toeplitz 
und Hellinger II C 13, S. 1372). 

(120) 1 f 1 - - I'in(a, a'l + ~(a, at) + -" I' in(a", a' ) ~(a, a'l) da" = O. 
1J! 'IJ! 

5 

Hieraus und aus (119) folgt fast unmittelbar .r ~(a, a' ) u) da' = O. In ahnlicher 
Weise findet man 5 

(121) J1J!f~(a,al)ulda=O. 
5 

Ubrigens ist ~(a, a'l eine Pseudoresolvente des Kernes L (vgl. a. a. O. S. 1374 
sowie 1377). 1J! e 
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wenn noch 

(122) s - R2A + lI{A, C} = II{s, A, C} 
gesetzt wird, einfacher: 

(123) C = -~ II{s, A, C} + 1; r1 U1 - f.\)(a,d)]' II' {s', A, n da'. 
'IjJ 1=1 5 'IjJ 

Wird mit 8{A, C} die Gesamtheit der Glieder zweiter und hOherer 
Ordnung rechter Hand bezeichnet, so gilt 

(124) 181 < A t (,Q2+,Q,Ql) , 18-81 < B1(,Q+,Ql)U, 

Dabei ist natiirlich 

(125) "P8 + J f' 1JC8' da' = II{A, C}, oder auch 
5 

m 

(126) "P8 =lI{A, C} - f~8'da'+ ~-y "PU1 f I' "P' u; 8'da'. 
5 1=1 5 

Der erste Integralausdruck rechts erfiillt als Potential einer einfachen 
Belegung stetiger Dichte eine H-Bedingung mit beliebigem Exponenten 
v < I (vgl. 1.4.). Da sowohl II als auch "PU1 (l = I, ... , m) stetige Ab­
leitungen erster Ordnung haben, so geniigt die rechte Seite von (126) 
gewiB einer H-Bedingung. Da "P stetige Ableitungen (iibrigens alier 
Ordnungen) hat, so erfiillt auch8 eine H-Bedingung, und es gilt wegen 
(115) und (124) 

(127) 18 Iv < A2(V) (,Q2 +,Q ,Ql)' 

Das Potential fL 8' da' hat nunmehr aber stetige Ableitungen erster . Q 
5 

Ordnung. Eine sinngemiiBe Wiederholung der zuletzt durchgefiihrten 

U .. b 1 1 h d B ae ae .. . h f S· 1 er egungen e rt, a a~' a'f] eXlsheren, SIC au stehg verha ten 

und Ungleichheiten der Form 

(128) 

erfiillen. lndem wir A = Max (At, A 3) setzen, k6nnen wir fiir (124) und 
(128) auch schreiben 

(129) 181, I~~I, 1::I<A(,Q2+,Q,Ql)' 
Wir finden weiter 

"P (8 - e) = II{A, C} - II{A, t} - f ~ (8'- 19') da' 
5 

+ 1; "P U1 f t' "P' ui (8' - 19') da', 
1=1 5 
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und darum ahnlich' wie vorhin 

(130) 18 -,-81, I aa~ (8-8) I, I aaf] (8 -8) I <B(Q +QI)U, 

Wir wenden uns jetzt der Integro-Differentialgleichung (100) zu und ver­
suehen, sie dureh sukzessive Approximationen aufzulosen. Wir setzen 

m 
"PCI + Jt'~C~do'=s-R2A+ .2"Prlul' 

5 1=1 

m 
(131) "PC2+ J t'~C~da'= s - R2A + .2 "Prlul + II{A, CI }, 

s 1=1 

Sehreibt man zur Abkiirzung 
m 

(132) ~ (s - R2A) + .2 r1ul -f~(a,o') -.!, (s' - R''JA) da' 
'IjJ 1=1 5 'IjJ 

= P(s, A, rl , ... , rm) = P, 

so lautet die Losung der nichthomogenen Integralgleichung 

(133) "P; + J t'~;' do' = s - R2 A+ Z"Prlul +II{A,;}, 
5 1=1 

unter ; eine gegebene, nebst ihren Ableitungen :;, :; stetige und 

einer zu (65) analogen Ungleichheit geniigende Ortsfunktion verstanden, 

(134) 

Nunmehr folgt aus (131) 

(135) 

CI=P, 

C2 = P+ e{A, CI }, 

C3 = P+ 8{A, C2}, 

Den Entwicklungen auf S. 57 gemaB hat C1 gewiB stetige partielle Ab­
leitungen erster Ordnung in bezug auf ~ und 'YJ. 1st, wie wir zunaehst an­
nehmen wollen, 

(136) 

so hat aueh C2 stetige Ableitungen erster Ordnung. Erfiillt die zweite 
Naherung Ungleichheiten, die zu (136) analog sind, so hat die dritte 

N"h 1- • Abl' ac, iJC3 E" t t . ht h a erung "3 stebge eltungen a[' iJ1)' usw. s 1st Je z me se wer 

zu zeigen, daB, wenn Q1 hinreiehend klein gewahlt wird, die sukzessiven 
Naherungen unbegrenzt fortgefiihrt werden konnen. 



Sukzessive Naherungen. 59 

Vor allem iiberzeugt man sich leicht, daB 

(1 ) I P I 'a P! i a P ! < n 
37 , ,'aT i' !""ih) 1= 1X1U 1 

gesetzt werden kann, unter 1X1 eine Konstante verstanden wie spater 
unter 1X2' 1X3' .. " Betrachten wir jetzt die quadratische Gleichung 

(138) 

Sie hat, wenn [II hinreichend klein ist, zwei positive Wurzeln; die 
klein ere , sie heiBe Jr*, konvergiert mit Q I zugleich gegen Null. Es gilt also 

(139) Jr* = 1X1QI + A (Jr; + Jr*Q1). 

Wir wahlen Q I so klein, etwa Q1 < dl> daB Jr* < c wird. 
N ach (135) und (137) finden wir nunmehr vor allem, 

Q I < d1 annehmen, 

(140) M { 'r I 'acil jaCI
1

} n / 
ax 1'=>1, i'a~ 'ihi, <1X1~':1<.Jr*<C. 

wenn wlr 

Aus (135), (129) und (137) folgt, da diesmal fUr Q offenbar Jr* zu 
setzen ist, 

(141) M { 'r I 'l aC2 i :ac21'}< n A( 2 n) < ax 1'=>2, '8[:'!ihi =1X1~':1+ Jr*+Jr*~':l =Jr*=C. 

Ebenso findet man 

(142) M {I r I la C3 !a c1 !}< < ax '=>3' 8[!' I""ih)! = Jr* = c, .... 

Damit ist un sere Behauptung bewiesen. Und nun der Konvergenz­
beweis. Aus 

darum nach (130), da diesmal fUr Q und Q I entsprechend Jr* und dl 
eintreten, 

(145) { , ' a crn I : a crn '} 
Max I crn I, j8[ j' ! ihi i 

<B( +d) M {I I 'Iacrn-l i iacrn~l} 
= Jr* 1· ax crn-1:, i-a~-I' I-alj 

Da Jr* mit Q I gegen Null geht, so kann man Q I so klein wahlen, etwa 
QI < d2 < dI , daB Jr* < c* und 

(146) 

wird. Man sieht jetzt ohne weiteres, daB die unendlichen Reihen 

(147) 
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gleichmaJ3ig wie geometrische Reihen konvergieren. Die Funktion 

(148) 

hat augenscheinlich stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, geniigt 
den Ungleichheiten 

(149) 

und erfiillt, wie man sich leicht iiberzeugt, die Integro-Differential­

gleichung (100). Aus (116) folgt zunachst, wenn man C = Cn und etwa 
U=MaxIC -Cnl setzt, 

(150) II{A,Cn}-')oII{A,C} 

fUr n-')oCO, und zwar fUr aIle lsi, IAI, I yll, ... , I Yml <d2 und aIle (;, 'YJ) 

auf 5 gleichmaJ3ig. Die Beziehung 
m 

(151) 1pCn+ J t' SJ/;C~ da' = s- R2A + ~1p Y! u! + II{A, Cn-I} 
5 1=1 

ergibt aber nach Grenziibergang in der Tat die Gleichung (100). Die ge­
fundene Losung ist die einzige, die fur aile Is1, IAI, hi,···, Irm l<d2 

der Ungleichheit (149) genugt. Ware namlich C eine andere ebenso be­
schaffene L6sung, so wiirden wir aus 

nach (130), wenn wir zur Abkiirzung 

(153) Max{I'-Cni, la~('-Cn)l, la~('-Cn) }=tn 
setzen, 

(154) 

erhalten. Wegen (146) ist augenscheinlich 

lim tn = 0, darum , = C , 
n-+oo 

w.z. b. w. 

Den vorstehendenBetrachtungen lag die Integro-Differentialgleichung 
(75) zugrunde. Es liegt auf der Hand, daJ3 sich nichts Wesentliches andert, 
wenn wir von der Integro-Differentialgleichung (81) ausgehen, d. h. an­
nehmen, daJ3 die Winkelgeschwindigkeit eine vorgegebene Funktion des 
Abstandes von der Rotationsachse ist (vgl. die FuJ3note 50). 

Die Funktionen der Folge Cn (n = 1,2, ... ) sind fur alle yeellen oder 
komplexen A,Sl' ... ,Sq,r1 , ••• ,rm55 in dem Gebiete IAI, IS11, ···,lrml<d2 
analytische und reguliire Funktionen der obigen Parameter. 

55 Wir bezeichnen mit SI' ...• s. die Werte der abteilungsweise konstanten 
Funktion s auf 15 • ...• • 5. 
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Betrachten wir den auf S.43 eingefuhrten Ausdruck 

(155) J=ff~2A~(a'e'-ae)d;'dr/~lim f 
et D-+O 

5 5-5 

und nehmen wir an, daB e eine in gewissen Kreisgebieten urn den Ko­
ordinatenursprung erkUirte analytische und reguUire Funktion der 
komplexen Parameter VI' ..• , V", sei. Das gleiche gilt dann, wie unter 
Zuhilfenahme des Cauchyschen Integrals unmittelbar gezeigt werden 

k h f ·· DC ac 56 D I 1 f" d 1 f h ann, auc ur D t' a' as ntegra _ 1st mtun VI"'" V", ana y lSC 
, 'fJ 5-5 

und regular, und da <Jer Grenzubergang gleichmaBig ist, so gilt das 

I . h h f" J A h d' D'ff . 1 t' t an V t an-I]. d g elc e auc ur·. uc Ie 1 erenha quo len en -atn- = atn - 1 sm 

in vI> ••• , Vh und t analytisch und regular. In der Entwicklung 

(156) 

sind mithin aIle Funktionen v'n) (n = 1, 2, ... ) in bezug auf VI> ••• , Vh 

analytisch und regular. Die Reihe konvergiert unbedingt und gleich­
maBig. Demnach ist auch der Ausdruck V(2) + V(3) + . .. in bezug auf 
VI> ••• , v", analytisch und regular. 

Aus (135) folgt ohne weiteres, daB el in bezug auf it, SI"'" Sq, 

rI> ••• , rm analytisch ist. Nach dem soeben Bewiesenen gilt das gleiche 
fUr ll{it, eI }; fur VI> ••• , v", sind diesmal it, SI> ••• , Sq, rI> ••• , rm ein­
zufiihren. Auch der Ausdruck 

f~- ~ ll'{it, en da' = Urn f ~ ~ ll'{it, e~}da', 
1jJ D-+O 1jJ 

5 5-5 

(157) 

demnach auch C2 ist in bezug auf it, SI" .. , Sq, rl>' .. , rm analytisch. 
Man iiberzeugt sich jetzt nacheinander, daB aile Cn dieselbe Eigenschaft 
haben. Das gleiche gilt des gleichmaBigen Grenziiberganges halber auch 
fUr C= lim Cn. 

n-+oo 

Es sei 

(158) 

Aus der Cauchyschen Integraldarsteilung folgt, daB die Funktionen 
aVo •.• "q+m in bezug auf ~ und r; stetig sind und stetige partielle Ab­
leitungen erster Ordnung haben. Die unendliche Reihe (158) kann glied­
weise differentiiert werden 57. 

Fiihrt man in (100) fUr eden Ausdruck (158) ein, so gewinnt man 
Beziehungen zur Bestimmung der Funktionen aVo'" "q+m' Gesetzt, 

56 Vgl. die analogen Ausfiihrungen auf S. 45. 
57 Vgl. loco cit. 42 b) S. 163 sowie die Ausfiihrungen auf S.45. Dort handelt 

es sich urn ganz analoge Betrachtungen. 
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die Funktionen avo ••• VHm ('1'0 + VI + ... + Vq+m < n) seien bereits er­
mittelt. Man erhalt dann zur Bestimmung der Koeffizienten avo ••• Vq+m 

('1'0 +'1'1 + ... + vHm = n + I) Integralgleichungen von der Form 

(159) 'If' avo ..• "Hm + f I' SJl a~o ... "q+m da' = Avo ... Vq+m • 

D A d k A . t d K ff" t ~ "0 1'1 Vq Vq+1 Vq+m er us ruc 1'0 ... "q+m IS er oe IZIen von A Sl ••• Sq'l ••• 'm 
(vo+vl+ ... +vq+m=n+I) in dem Polynom, das man erhalt, wenn 
man in 

m 
S-R2A+.2'1f"Z Uz + lI{A, C} 

1=1 

fur C das Polynom 

einsetzt. Die Integralgleichung (159) bestimmt avo ••• "q+m vollstandig. 
Anstatt, wie es in dem Vorstehenden geschehen ist, von den sukzes­

siven Approximationen auszugehen und die Entwicklung (158) nach 
Potenzen der Parameter auf funktionentheoretischem Wege abzuleiten, 
konnte man der Betrachtung von vornherein eine Darstellung von der 
Form (158) zugrunde legen und den Konvergenzbeweis nach einer 
Majorantenmethode durchzufuhren versuchen. Diesen Weg ist Liapou­
noff bei seinen Untersuchungen gegangen. Wie bei der Ableitung der 
fundamentalen Integro-Differentialgleichung (II) verlaBt Liapounoff 
auch bei dem Konvergenzbeweis nirgends das Gebiet des Reellen. 

10. Diskussion der Verzweigungsgleichungen. Damit die von uns 
vorhin gefundene Losung der Integro-Differentialgleichung (100) der 
fundamentalen Integro-Differentialgleichung des Problems (75) genuge, 
mussen noch die Verzweigungsgleichungen 

(160) 'z + fl''If''u;C'da' = 0 (l=I, ... ,m) 
5 

erfiillt sein. Hat, wie wir zunachst annehmen wollen, T eine Symmetrie­
ebene durch die z-Achse, die wir zur Ebene y=O wahlen, jedoch keine 
Rotationssymmetrie urn diese Achse und sind nur bezuglich der Ebenen 
z =0 und y=O symmetrische nichttriviale Nullosungen vorhanden, 
so sind diejenigen beiden Gleichungen (160), die zu den Werten 
1 = I und 2 gehoren, identisch, d. h. fur alle Werte von '3"'" 'm, 
erfiillt, wenn man '1 ='2 =0 setzt. Mehr als dies, sind die Nu110sungen 
Ua, u" . .. , uml (ml< m) so beschaffen, daB sie beim tlbergang von a zu 
a* oder zu a* in den entgegengesetzten Wert ubergehen, wahrend 
uml+1' ••. , Um beim tlbergang von a zu a* und a* unverandert bleiben, 
so werden alle Gleichungen (160), die zu den Wert en 1 = I, ... , m1 

gehoren, identisch erfiillt sein, sobald man '1 ='2 = ... ='ml=O setzt. 
Es erweisen sich namlich, wie man leicht sieht, alle sukzessiven Nahe­
rungen und darum auch die L6sung C in bezug auf die Ebenen z = 0 
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und y =0 als symmetrisch, 

(161) C(a) = C(a*) = C(a*).58 

Augenscheinlich sind darum die ersten m1 Gleichungen (160) tatsiichlich 
erfiillt. Ob es neben den gefundenen Losungen weitere Losungen gibt, 
bleibt dahingestellt (vgl. die Ausfiihrungen auf S.67). 

Hat insbesondere T Rotationssymmetrie urn die z-Achse, so ist 
u2=O, r 2 =0, wiihrend die von U1 linear unabhiingigen Nullosungen 
entweder von der Gestalt ir(s) sind oder sich zu Gruppen von der 
Form irl(S) coskb, irl(S) sinkb vereinigen lassen. Es moge der Einfach­
heit halber nur ein Paar von Losungen u 3 und U 4 der zuletzt genannten 
Art vorhanden sein. Wir nehmen an, daB irl(S) in bezug auf die 
Ebene z = 0 symmetrisch ist. Wie wir gleich zeigen werden, haben ietzt 
alle Gleichgewichtsfiguren in der N achbarschaft von T mindestens eine durch 
die z-Achse hindurchgehende Symmetrieebene. Wir brauchen im vorlie­
genden Falle diese Eigenschaft nicht als eine besondere Annahme oder 
Forderung einzufiihren. 

Es moge zuniichst 

! tpCirl(s)sinkbda=!=O, hingegen ! tpCirl(s)coskbda=O 

sein. Wir setzen 
n -

b = 2k + b. 

Die Funktionen ires) coskb und irl(S) sinkb sind Nullosungen der 

Integralgleichung (83). Offenbar ist ! tpCirl(s)sinkbda=O. Aus der 

Integro-Differentialgleichung (100) folgt, daB die Ebene b =0, d. h. 

b= 2: eine Symmetrieebene der Figur Tl ist. 
Es sei jetzt ferner 

ftp C irl ($) sin k b da =!= 0, ftp C irl ($) cos k b da =!= O. 
s s 

Wir wahlen koco so, daB ftpCirl(s)sink(b+oco)da=O ausfiillt. Setzt 
__ s 

man b+oco=b, so findet man wie vorhin, daB die Ebene b=-oco eine 

Symmetrieebene der Figur Tl ist. Jetzt ist f 'II' Cirl(~) sinkb da=O. 
s 

Wir kommen in allen Fallen zu dem Resultat, dafJ es hier moglich ist, die 
Figur Tl so zu orientieren, dafJ r4 = 0 wird, dafJ mithin Tl die Ebene 
y= 0 zur Symmetrieebene hat. 

58 Man beachte, daB, wenn C" die betrachteten Symmetrieeigenschaften 
hat, diese auch den zugehorigen Funktionen VI' V, VIll, somit auch P{C,,} 
und ll{J.,C,,} zukommen. Da 91 (a, eI) =91(a*, a~) =91(a*,a*') folglich auch 
.f;> (a, eI) =.v (a*, a~) =.v (a*, a*') ist, so gilt auch C,,+l(a) = C,,+l(a*) = C,,+l(a*). 
Ubrigen~ sind auch alle Koeffizienten expo ••• "q+m (Vq+ 1 = ... = Vq+ml = 0) in bezug 
auf die Ebenen y=O und z=O symmetrisch. 
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Wie wir wissen, ist die Ebene z= 0 allemal eine Symmetrieebene der 
Konfiguration, so daB man, auch wenn eine Symmetrieebene durch die 
Rotationsachse nicht existiert, stets r l = 0 setzen und erwarten kann, 
daB sich die Anzahl der Gleichungen auf (m -1) reduziert. Wie E. Holder 
zeigte 59 , bestehen zwischen den m Gleichungen zwei identische lineare Be­
ziehungen, so dafJ sich die A nzahl der Verzweigungsgleichungen stets auf 
m -2 zuriickfiihren lafJt. Wir schlieBen uns in dem Folgenden der Dar­
stellung von Herrn E. Holder an. 

Wird, wie auf S. 57, zur Abkurzung 

(162) s - R2A + Il{A, C} = II{A,s,C} 

gesetzt, so findet man aus (100} fur alle A, Sv ... , Sq, rv ... , rm 
m 

(163) 1p C + f ~ C' da' - II {A, s, C} =t?; 1p Ul (rl + J f' 1p' ui C' da} 

wo in den Klammern rechts die linken Seiten der Verzweigungsglei­
chungen (160) erscheinen. Multipliziert man rechts und links mit fUk 
und integriert uber 5, so erhalt man wegen 

(164) f f1pukC da +f fUk da f~C' da' = f n da (1pUk + f ~u~dal)' = 0 
S S S S S 

zunachst 

(165) 11k = ffuklI{A, s, C}da = rk+ ff'1p'u~tda'. 
S 5 

Nach (165), (162), (75) und (158) erhalten wir fur die Verzweigungs­
gleichung 11k = 0 einen Ausdruck von der Form 

q 

Aft R2·uk da -.2 sjfjf ukda + ~k(A;Sl' ... , Sq; r1 , ... , rm) =0, 
(166) S j~l jS 

(Vo + 1'1 + ... + Vq+m > 1) ; 

weiter ist nach (163) und (165) 

III 
- UI(Xv Y v Zl) - - U(X, Y, Z) - S = - UI(Xv Yv Zl) - C1 
U U U 

(167) 

m 

= 1pC + J ~C' da' -1I{A, s, C} = 1p Z ullIl, 
S l~l 

unter CI eine gewisse auf 5 erklarte, abteilungsweise konstante Funktion 
verstanden. Multipliziert man rechts und links mit fC I (c i = Kosinus 
des von der N ormale zu 51 mit der z-Achse eingeschlossenen Winkels) 

59 Vgl. E. Holder, a) Beitrage zur mathematischen Theorie der Gestalt des Erd­
mondes, Sachsische Berichte 78 (1926), S.21-36, insb. S.26; b) Mathematische 
Untersuchungen zur Himmelsmechanik 31 (1929), S. 197-257, insb. S. 206-209. 
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und integriert uber Sl' so findet man wegen 

(168 ) 

f / Ul(XI , Y v ZI) Cl da l = f /~~ll dil = ~ f / ~~l di l = 0 
5, ~ ~ 

und 

die Identitat 

(169 ) 

Ebenso findet man, wenn T keine Rotationssymmetrie urn die z-Achse 
hat, die weitere Identitat 

(170) 2) IIz J /1pU l Yl da l = 0 (Yl = Xl bl - Y l al )· 
1 5, 

Die Determinante 

(171) 

J /1p U I Cl dal , J /1p U2 Cl dal 
s, 5, 

J t 1p UI YI dal , J t 1p U2YI dal 
5, 5, 

konvergiert fur A, SI' .•• , Sq' rl , ... , rm-+O gegen 

(172) 

und dieser Wert ist wegen ul =const.·c, u2 =const.·y gewiB von 
Null verschieden. Fur hinreichend kleine 1 AI, 1 sll ' .. ·,1 Sql ' 1 rll ' .. ·,1 rml 
ist also auch (171) von Null verschieden, und die Gleichungen (169) 
und (170) sind gewiJ3 nach III und II2 auflosbar. Bei der Diskussion 
braucht man sich also urn die Verzweigungsgleichungen III = 0, II2 = 0 
gar nicht weiter zu kiimmern; rl und r2 kann man beliebige, dem ab­
soluten Betrage nach hinreichend kleine Werte erteilen. Insbesondere 
darf man rl =r2 = 0 setzen. Ware riO) eine Gleichgewichtsfigur in der 
N achbarschaft von T, die zu bestimmten Wert en von A, SI' ••• , Sq ge­
hOrt, und ware rr+rl>O, so konnte man, wie man sich ohne Miihe 
iiberzeugt, riO) durch eine geeignete kleine Schraubung urn die z-Achse 
in eine zu denselben Werten von A, SI' ... , Sq gehorende Gleichgewichts­
figur TI iiberfiihren, so daB nunmehr r1°C= r2 = 0 wird (vgl.loc. cit. 42 a) 
S. 250-251). Es sei m>2, und es mogen r3 , •.• , rm Werte bezeichnen, 
die sich durch A uflosung der Verzweigungsgleichungen II3 = 0, ... , IIm = 0 
ergeben. J ede zu einem so gewonnenen System von Parameterwerten 
gehOrige Funktion bestimmt eine Gleichgewichtsfigur in der N ach-

60 In (169) sind t, !p, u, (I = 1, ... , m) als Ortsfunktionen auf Sl aufzufassen. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 5 
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barschaft von T. Alle Gleichgewichtsfiguren dieser Art und damit die 
vollstandige Losung des vorgelegten Problems erhiilt man durch eine 
beliebige Schraubung in der Umgebung von T. 

1st insbesondere m = 2, d. h. hat die Integralgleichung (83) lediglich 
die trivialen N ul10sungen U 1 und u2 ' so eriibrigt sich eine Diskussion 
der Verzweigungsgleichungen. Zu jedem hinreichend kleinen Werte von 
I A I, lSI J, ... , I Sq I gehOrt eine, bis auf die vorerwahnten Schraubungen 
urn die z-Achse vollkommen bestimmte Gleichgewichtsfigur in der Nach­
barschaft von T (der "regulare" Fall). Hier bleibt evtl. nur noch die 
Frage zu beantworten, ob man Sl' ... , Sq so bestimmen kann, daB die 
den Gebieten IT, 2T, ... , qT zugeordneten Massen der neuen Fliissig­
keitsverteilung vorgeschriebene Volumina in der Umgebung der Aus­
gangsvolumina haben. Wir werden auf diesen Gegenstand in einem 
anderen Zusammenhang etwas spater zuriickkommen und bemerken im 
Augenblick, daB man zu den Verzweigungsgleichungen 

(173) III =0, ... , IIm=O 

auch noch auf einem anderen Wege, ohne die auf S. 54 in Anlehnung 
an E. Schmidt benutzte Kernzerspaltung, gelangen kann. Die funda­
mentale Integro-Differentialgleichung (75), die wir jetzt in der Form 

(174) C+~f~C'da'=~lI{A' s, C} 
s 

schreiben konnen, hat nach bekannten Satzen Losungen nur dann, 
wenn die Integralbeziehungen 

(175) (k =1, ... , m) 

erfiillt sind6l . Die Losung erscheint in der Form 

(176) C=!II{A, s, C} - J ~(a, a')],II' {A, s', C'} + i Yz U!, 
1p S 1p 1=1 

unter ~ (a, a') eine Pseudoresolvente des Kernes L (vgl. die FuBnote 54), 
'Pf! 

unter y! Parameter verstanden, die den Beziehungen (175) gemaB zu 
bestimmen sind. Wir haben augenscheinlich die Verzweigungsgleichungen 
(173) wieder gewonnen. Den zuletzt angegebenen Weg ist Liapounoff 
in seinen Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren in der Nach­
barschaft der Ellipsoide gegangen. 

Vorhin war von dem "regularen" Fall die Rede. Jedem System dem 
absoluten Betrage nach hinreichend kleiner Werte von A, Sl' . ; ., Sq 

entspricht im wesentlichen, d. h. abgesehen von den moglichen Schrau­
bungen, eine Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von T. Das 

61 Man beachte, daB f'PUk Nullosungen der zu C + .!ftc' du' = 0 adjungierten 
IntegraIgleichung sind. 'P s f! 
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gleiche gilt, falls T die Ebenen Z= 0 und Y= 0 zu Symmetrieebenen hat, 
wenn es ein vollstandiges System nichttrivialer Nullosungen gibt, die 
beim Ubergang von a zu a* oder aber zu a* allemal den Faktor -1 
erhalten. Denn jetzt kann man r1 = ... =-= rm =~ 0 setzen und da, wie wir 
schon frtiher gesehen haben, sich '(a) = '(a*) = '(a*) ergibt, so sind 
aIle Verzweigungsgleichungen erftillt. Ob damit auch aIle Losungen des 
Problems gefunden werden, ist allerdings eine Frage fUr sich62• 

1m allgemeinen bringt erst eine Diskussion der m - 2 Verzweigungs­
gleichungen II3 =O" .. , IIm=O einen AufschluB tiber die Existenz, Re­
alit at und Vielfachheit der gesuchten Gleichgewichtsfiguren in der 
Nachbarschaft von T. Urn einen Begriff tiber die Mannigfaltigkeit der 
moglichen Falle zu geben, wollen wir im folgenden den besonders ein­
fachen Spezialfall einer aus einem einzigen Fltissigkeitskorper bestehen­
den Gleichgewichtsfigur (q= 1) mit zwei Symmetrieebenen und nur einer 
nichttrivialen, in bezug auf die Ebenen Y= 0 und Z= 0 symmetrischen 
N ullosung einer naheren Betrachtung unterziehen 63. Es kann sich dabei 
zunachst urn einen Korper handeln, der keine Rotationssymmetrie urn 
die z-Achse hat. Dann ist m= 3, u3(a) = u3(a*) = u3(a*). Es kann ferner 
5 ein Rotationskorper urn die z-Achse sein. In diesem Falle (in dem, 
wie wir wissen, u2= 0 ist) gibt es entweder eine einzige nichttriviale· 
Nullosung der Form iJ(5) oder ein Paar' von Losungen der Form 
iJl(5) coskb, iJl(5) sinkb. Wir nehmen im Einklang mit den obigen 
Festsetzungen an, daB iJ(~) und iJl(~) in bezug auf die Ebene Z= O· 
symmetrisch sind, und set zen k =2k1 voraus. In dem zuletzt genannten, 
Falle wird von vornherein r4 = 0 gesetzt, iJl(~) coskb ist die einzige 
nichttriviale, in bezug auf die Ebenen Y= 0 und Z= 0 symmetrische 
Nullosung64• 

Da q=1 ist, so dart man s=O annehmen; ferner kann r1 =r2 =O' 
gesetzt werden. Die einzige jetzt vorliegende Verzweigungsgleichung er­
halt damit nach (166) die Form 

(177) 
A). + $()., ra) = 0, A = fR2 u da . 3' 

5 

$()., ra) =.l} Bj!).i rJ 
i, f 

(j+f>I) .. 

- 62 Vgl. die Ausfiihrungen auf S. 63. Ob es Fliissigkeitskiirper T dieser Art gibt,. 
bleibt dahingestellt. 

63 Den allgemeinen Fall, daB T keine durch die z-Achse hindurchgehende 
Symmetrieebene hat, betrachten wir weiter unten S. 72. 

64 Man beachte, daB, wenn k ungerade ist, ~l(£l) cos kb in zwei in 
n 

bezug auf die Ebene x=O, oder, was dasselbe ist, die Ebene b = 2' sym--

metrischen Punkten entgegengesetzt gleiche Werte annimmt. Es gilt diesmal 
1 

91 = - - 1p1p'(u1 u~ + Us u; + u4 u~). Man vergleiche in diesem Zusammenhang die 
I! 

auf die Formel (161) folgende Bemerkung. 

5* 



68 Neue Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer gegebenen Figur. 

Es sei zunachst A =F 0, und es gebe ein erstes A nicht enthaltendes 
Glied BO! rJ (f > 2) der Potenzreihe, das nicht verschwindet. Die Ent­
wicklung von 'a in der Umgebung des Wertes A= 0 ist von der Form 

A 1_ A 1_ 

(178) ra = (- BOfA)f + $(1){( - BO!A)!}, 

unter $(1) wie spater unter $(2), $(a) , ... gewisse im Nullpunkt ver­
schwindende Potenzreihen verstanden. 

1st f eine gerade Zahl, so gibt es zwei reelle Reihen von Gleich­
gewichtsfiguren. Sie gehOren zu denjenigen dem absoluten Betrage nach 
hinreichend kleinen Werten von A, deren Vorzeichen mit dem Vor-

zeichen von - BA iibereinstimmt. Von der betrachteten Figur gehen 
Of 

fiir A BA < 0 zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren aus. 
of 

1st f ungerade, so geht von T, wie man leicht sieht, fiir A >0 und 
fiir A<O je ein Arm von Gleichgewichtsfiguren aus. 

Es sei nunmehr A =0 und B02=F0. Die Gleichung (177) nimmt jetzt 
,die Gestalt an: 

(179) 

Sie hat, wenn Bi1-4B02B~0=FOist, zwei Losungen von der Form 

{ISO) 
ra = 2~ (- Bn + 1 B~1 - 4 B02 B20) A + $(2) (A) , 

02 

1st der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen positiv, so gibt es zwei sich 
in T kreuzende regulare Reihen von Gleichgewichtsfiguren. 1st 
Br1-4B02B20<0, so gibt es in der Umgebung von T keine neuen 
(reellen) Gleichgewichtsfiguren; T ist eine isolierte Figur. 

Sei endlich Br1- 4B02 B 20 = 0, und es moge B20 nicht verschwinden. 
Wir konnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit Boo >0, demnach 
auch B 20 > 0 annehmen. Fiir (179) konnen wir jetztsetzen 

(YB02 ra + y:B;;;A)9+ ... =0. 
Wir fiihren hier 

ein und er halt en 

(lSI) fi+ ... =0. 

Es sei B;oAi das erste fa nicht enthaltende Glied hOherer Ordnung 
in (181), das nicht verschwindet. Es gilt 

-- [ B- , 'J! 'a= - 10,.,1 + ... (j > 3), 
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demnach 

(182) _ tB20~ 1 [ B- ~i]i rs-- ._11.+-= - 3011. + .... 
tB 02 t B02 

1st B20 = 0, demnach auch Bn = 0, so finden wir einfacher 
1 

B;o)J 2' 
(183) rs= I-~J + .... 

L.. 02 
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Es moge jetzt zugleich A= 0, B 02 = ° ausfallen; hingegen seien 
Bn 9= 0, B20 =l= 0. Die erste nicht verschwindende Potenz von rs in (177) 
seir~ (n>2). Die Gleichung (177) nimmt jetzt die Gestalt an 

(184) Bnrs)' +Bonr~ +Bonlr~l + ... + A(B20A + Bso A2 +B12r~ + ... ) = 0. 

Fur rs erhalt man die beiden Entwicklungen 
1 

(185) ra=_B20A +I.l!(4)(A), ra=I- B
B l1 AJn-l+ .... 

Bll L.. On 

Die eine liefert eine regulare Reihe von Gleichgewichtsfiguren, die 
andere zwei Arme von Figuren, die (fur gerade n) den Werten von A 
verschiedenen oder (fUrungeraden) des gleichen Vorzeichens entsprechen. 

Die vorstehenden Entwicklungen gelten, worauf zu Anfang dieser 
Nummer bereits hingewiesen wurde, sinngemaB auch, wenn T ein 
Rotationskorper urn die z-Achse ist und die 1ntegralgleichung (83) auBer 
der trivialen Losung U 1 (u2 ist =0) nur noch ein Paar Nullosungen von 
der Form ua= lh(~)coskb, u4 = ih(~) sinkb, (lh(~) in bezug auf die 
Ebene z = ° symmetrisch) hat. Wie wir wissen, hat man, da r 4 = ° ge­
macht werden darf, hier so zu verfahren, wie wenn u4 nicht vorhanden 

.. . t f" m dAd k 1 '(' +' ')' ware, nur IS ur;.l~ er us ruc (j-tptp U1Ul uaus +U4U4 emzu-

fUhren. Wie wir jetzt zeigen wollen, bietet dieser Fall noch einige wich­
tige Eigentumlichkeiten dar. 

Setzt man ra= r4 =,0, so ergibt die 1ntegro-Differentialgleichung (75), 
wie man leicht sieht, fUr , eine in bezug auf die Ebenen z= ° und 

b=;: (n=O, I, ... , (2k-I)) symmetrische Losung. Es sei 51 die 

Flache c= c(~, 'f)). Offenbar ist fUr diese, in der Tat, ra= r4= 0. 
Wir denken uns jetzt die Koordinatenebenen x= ° und y= ° urn 

irgendeinen Winkel eo <i gedreht. Das neue Koordinatensystem 

heiBe x', y', z. Die 1ntegralgleichung (83) hat augenscheinlich ein System 
nichttrivialer Nullosungen, das in leicht ersichtlicher Schreibweise in der 
Form lh(~) coskb', th(~) sinkb' dargestellt werden kann. Wie man 
leicht sieht, folgt fUr T1 aus ra='r4=-~0 auch r~=r~=O. Aus dem 

Eindeutigkeitssatz schlieBen wir, daB auch die Ebenen b' = ;: 

(n=0,1, ... ,(2k-I)) Symmetrieebenen des Korpers sind. Also hat 
Tl Rotationssymmetrie urn die z-Achse. 
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Die Figur T gehort demnach einer reguliiren Reihe von Gleichgewichts­
jiguren mit Rotationssymmetrie um die z-Achse an. Sie kann dabei zugleich 
den Ausgang fur einen oder mehrere Arme weiterer Gleichgewichtsfiguren 
hilden. Man uberzeugt sich iihnlich wie vorhin, dafJ diese Figuren k Synz-

• 11: (k - 1) 11: 
metrteebenen b = 0, k' ... , --k-- haben. 

Offenbar muD im vorliegenden Falle die linke Seite der Verzweigungs­
gleichung (177) rs oder eine Potenz von rs als gemeinsamen Faktor ent­
halten. Mit anderen Worten ist jetzt 

A = 0, Bjo = 0 (j > 1). 

1st B02=F0, Bll=FO, so geht (177) nach Ktirzung mit rs tiber in 

B02rS + BllA. + ... = O. 

In T kreuzen sich zwei regulare Reihen von Gleichgewichtsfiguren, 
von denen eine, wie wir soeben sahen, aus Rotationskorpern besteht. 

Es sei jetzt weiter B02 = 0, Bll =F 0, und es sei Bonr~ (n > 2) das 
erste A. nicht enthaltende Glied, das nicht verschwindet. Die Gleichung 
{177) gibt nach Ktirzung mit rs 

BllA. + Bon r~-l + ... = O. 

Von T gehen auBer der regularen Reihe von Korpern mit Rotations­
symmetrie urn die z-Achse noch zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren 

. d k S . b 11: (k - 1) 11: mIt en ymmetnee enen b = 0, "II' ... , --k-- aus. 

1st T ein Rotationskorper, hat ferner die Integralgleichung (83) nicht­
triviale Nullosungen, die siimtlich von der Form {H~) (tH~) in bezug auf 
die Ebene z=O symmetrisch) sind, so sind alle Nachbarfiguren Rotations­
korper um die z-Achse. 

Man gehe in der Tat von dem Koordinatensystem x, y, z zu dem 
System x', y', z tiber. Die Gleichgewichtsfigur Tl gentigt einer zu (100) 
analogen Integro-Differentialgleichung, in der r;= rs , r~= r4 , ••• ge­
setzt werden kann. Offenbar ist die Ebene y' = 0, demnach jede durch 
die z-Achse hindurchgehende Ebene eine Symmetrieebene des Korpers. 

Es sei noch einmal T ein Rotationskorper, und es mage (83) ein und 
nur ein Paar nicht trivialer Nul1osungen: th(~)coskb, {h(~)sinkb 
(iJl (~) in bezug auf die Ebene z =, 0 symmetrisch) haben. Wie wir schon 
wissen, gehOrt T gewiB einer regularen Reihe von Gleichgewichtsfiguren 
mit Rotationssymmetrie urn die z-Achse an. Wir nehmen ferner an, daB 
von T ein Arm von Gleichgewichtsfiguren6, die keine Rotationskorper 

urn die z-Achse sind, ausgeht. Es sei T ein Korper aus 6, und es sei u2 

die einer Drehung urn die z-Achse entsprechende triviale (normierte) 

Nullasung der zu T gehOrigen zu (83) analogen Integralgleichung. 
Geht nun T in T stetig tiber, so konvergiert u2 gegen eine normierte 
Nul1asung der Integralgleichung (83). Da nun u2 beim Ubergang von a 
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zu a* das Vorzeichen wechselt, so ist mithin 

jim tt2 = al(~) sin k b. 
T-+T 

Setzt man in naheliegender Schreibweise (vgl. S. 49) 

Y = X b - Y Ii = C U2, 

so ist offenbar 

lim C = o. 
T-+T 
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Sei jetzt T irgendeine Gleichgewichtsfigur, die die Ebenen X= 0, 
Y = 0, Z = 0 zu Symmetrieebenen hat, und es moge (83) nur eine nicht­
triviale Losung u3 haben. Diese sei in bezug auf die Ebenen Y= 0 und 
Z =00 symmetrisch und nehme in den Punkten, die in bezug auf die 
Ebene X= 0 symmetrisch liegen, entgegengesetzt gleiche Werte an. Die 
Figur T gehOrt sicher einer reguliiren Reihe von Gleichgewichtsfiguren 
an, die in bezug auf die Ebenen X= 0, y=c 0, Z= 0 symmetrisch sind. 
Man gewinnt sie, wie man leicht sieht, indem man in der Integro­
Differentialgleichung (100) r3= 0 setzt. 

Wir kehren j etzt zu der Verzweigungsgleichung (177) zuriick und be­
trachten nur noch den weiteren besonderen Fall, daD A und alle B j l ver­
schwinden. Die Gleichung (177) ist alsdann identisch erfiillt. Die Funktion 

(186) ,= r31t3 - ~ R~ A + A r\j ~i R'2 da' + 1) b.ol., A"o r~" (VO+,u3> 1) 
5 

erfiiIlt fUr alle hinreichend kleinen Werte von 1 r 31 und 1 A 1 die Integro­
Differentialgleichungen (100) und (75). Wie auf S. 38 ausgefiihrt, kann 
man durch eine Ahnlichkeitstransformation erreichen, daD aIle aus (186) 
zu gewinnenden Gleichgewichtsfiguren dasselbe Volumen haben. Zu 
einem jeden hinreichend kleinen Wert von I A! gehort demnach eine stetige 
Schar von Gleichgewichtsfiguren gleichen Volumens. Setzt man in (186) 
insbesondere A = 0, so erhiilt man nach einer weiteren Uberlegung ohne 
Miihe eine stetige Schar von Gleichgewichtsfiguren gleichen Volumens 

(187) , = rs boo + 1; bOil' r~', 
f t 3=2 

die zu dem Werte w der Winkelgeschwindigkeit gehOren und augen­
scheinlich nicht aus T durch eine Schraubung urn die Rotationsachse 
abgeleitet worden sind. 

Die Existenz einer so beschaffenen Schar von Gleichgewichtsfiguren 
ist also eine notwendige Bedingung dafUr, daD der jetzt betrachtete be­
sondere Fall eintreten kann. Gleichgewichtsfiguren dieser Art sind nicht 
bekannt. Bei den Maclaurinschen Ellipsoiden kommt dieser Fall, wie 
Liapounoff durch eine ins einzelne gehende Diskussion der Verzweigungs­
gleichung gezeigt hat, nicht vor 65 • 

65 Vgl. A. LiapeJunoff, loco cit. 39, Abh. b) S.214-215, Abh.c) passim, insb. S. 2. 
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Zu analogen Resultaten gelangt man, wenn man allgemeiner q > 1 , 
m > 3 annimmt. 

Aus den so eben durchgefiihrten Betrachtungen folgt, daB gewiB 
A=JIR2 u3 da=0 ist, wenn T zu einer regularen Reihe von Gleich-

S 

gewichtsfiguren gehOrt. Das gleiche gilt allgemeiner allemal, wenn 
q= 1, m > 3 ist. Setzt man in (166) s= 0, r3= $(3)(A) , ... , rm = $(m)(A), 
und geht man nach Division mit A zur Grenze A= 0 iiber, so findet man 
in der Tat 

(188 ) 

Die Betrachtungen auf S. 67 ff. gelten sinngemaB, auch wenn T keine 
Symmetrieebene durch die z-Achse hat, sofern m = 3 ist. Denn auch 
jetzt diirfen wir r1 = r2 = 0 setzen, so daB die einzige in Betracht zu 
ziehende Verzweigungsgleichung die Form (177) erhalt. 

1m AnschluB daran sei noch auf einige Integraleigenschaften der N ull-
16sungen von (83) hingewiesen. Wir nehmen zunachst q= 1 an. Es gilt 

(189) Ju1da=O (l=l, ... ,m) 
S 

und, falls w=l=O ist, 

(190) JXu1da=JYu1da=0, J X Z u l da = J YZ u l da = 0. 66 

S S S S 

1st aber q > 1, so tritt an Stelle von (189) die Beziehung 

(191) 1; IUJ u1da = 0 (l=I, ... ,m) 
J =1 jS 

ein, unter jU den Wert des Gesamtpotentials auf jS verstanden (vgl. loco 
cit. 42 b) S.173). 

Wir haben fUr die Losungen C der Integro-Differentialgleichung (75) 
eine nach Potenzen der Parameter A, s l' ... , Sq, r l' ... , r m' die m - 2 
Verzweigungsgleichungen zu erfUllen haben, aufsteigende Reihe ge­
wonnen. Wird nunmehr gefordert, daB die Volumina der einzelnen 
Massen von T 1 vorgeschriebene Werte haben, so erhalten wir weitere q 
Integralbeziehungen. Ein neues Problem liegt hierbei nur fUr q > 1 vor. 
1st q= 1, so kann man s= 0 setzen und, wie schon friiher einmal bemerkt, 
falls es dazu gehOrige reelle Gleichgewichtsfiguren gibt, demnach be­
stimmt, wenn der regulare Fall vorliegt, durch eine geeignete Ahnlich­
keitstransformation zu der Figur vorgeschriebenen Volumens iiber-

66 Vgl. A. Collet, Sur les solutions approchees de certaines equations integrales 
non lineaires, Ann. de Toulouse (3) 4 (1912), S. 199-249, insb. Nr. 23-25; L. Lich­
tenstein, loco cit. 42 b) S.172-173; E. Holder, Uber einige Integralgleichungen 
aus der Theorie der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten mit An­
wendung auf Stabilitatsbetrachtungen, Sachsische Berichte 78 (1926), S. 3-20, 
insb. S. 3-10. 
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gehen. Ist q > 1, so kann man durch eine Ahnlichkeitstransformation 
nur erzwingen, daB bsp . .2;'0 Ij oder .2jO einen vorgeschriebenen Wert 
hat, unter jO das Volumen der i-ten Einzelmasse von Tl verstanden. 

Wir beschranken uns in dem Folgenden auf einige BemerkungeJ? 
iiber den einfachsten Fall q= 2 und setzen iiberdies voraus, daB es sich 
urn den regularen Fall handelt. Wie wirwissen, diirfen wir jetzt r1 = r2= 0 
annehmen und brauchen keinerlei Verzweigungsgleichungen zu be­
trachten. Wir fragen, ob es in der Nachbarschaft von T weitere Gleich­
gewichtsfiguren gibt, die folgende Eigenschaften haben. Sie geharen zu 
dem Werte w der Winkelgeschwindigkeit und bestehen aus zwei Einzel­
massen vom Volumen 10+~10 und 20+~20, unter 10 bzw. 20 das 
Volumen von IT bzw. 2T, unter ~10, ~20 dem absoluten Betrage nach 
hinreichend kleine GraBen verstanden. 

Offen bar ist j etzt A = O. N ach (117) gilt 

(192) '(a) =~-fs'~(a,a,)d(]: + ... , 
'P 'P 

S 
1 

unter ~ den zu dem Kerne W(a, a') =-e- "P "P'(U1U~ +U2U~) gehOrenden 

lasenden Kern verstanden. (Wir erinnern daran, daB der regulare Fall 
vorliegt, somit m= 2 ist.) 

Es gilt 
1 

(193) fdtf'cosqJtdat=~I'r:1, 
o 1St 

Wir setzen 

1 

f dt f'coSqJt dat = ~20. 
o ,St 

(194) cos qJt dat = (a At + bEt + c Ct) d~ d'Y} 

=.2) a a (Y + ~t(i:: + etC) d~ d'Y} = (1 + El t + E2 t2) da. 

In die Funktionen El und E2 , die, wie man sich leicht iiberzeugt, in bezug 

auf, vom ersten bzw. zweiten Grade sind, gehen ~~, :C nicht ein. 
Aus (193) und (194) folgt 1]. 

(195) J' da + ~J E1 , da + ~J E2, da = ~ 10 
~ ~ ~ 

und analog 

(196) J ,da + {f E1 ,da + ~f E2 ,da = ~20, 
,5 ,5 ,5 

demnach wegen (192) 

S1 (f ~ da - f f *' da da') - S2 f f-~i da da' + ... = ~ 10 , 
(197) ,5 ,5,5 ,5 ,5 

- SI J f ~i da da' + S2 ( f ~ da - f I*, da da') + ... = ~ 20 . 
~~ ~ ~~ 
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1st die Determinante ,1 der Glieder erster Ordnung in bezug auf SI 

und S2 von Null verschieden, so gehort zu jedem Paar dem absoluten 
Betrage nach hinreichend kleiner Werte !5IU und !52U eine Gleichgewichts­
figur in der Nachbarschaft von T. 1st ,1 = 0, so entsprechen einem 
System der Werte !5IU, !52U, allgemein zu reden, zwei oder mehr Gleich­
gewichtsfiguren. Einzelne von diesen oder auch aIle konnten freilich 
imaginar sein. 

Ganz analoge' Entwicklungen gelten fUr q > 2. Betrachten wir eine 
aus drei Einzelmassen IT, 2T, aT (q= 3) gleicher Dichte bestehende 
Gleichgewichtsfigur mit den Symmetrieebenen Z= 0 und Y= 0 und 
nehmen an, daB die Ebene Y= 0 wohllT, nicht aber zugleich 2T und aT 
trifft. Augenscheinlich liegen 2T und aT in bezug auf die Ebene Y= 0 
spiegelbildlich ahnlich. 1st T, wie wir weiter annehmen wollen, eine 
regulare Figur, so erhalten wir zur Bestimmung einer zu demselben 
Wert der Winkelgeschwindigkeit co gehOrenden Gleichgewichtsfigur in 
der Nachbarschaft von T, deren Einzelmassen die Volumina IU + !5IU, 
2U + <5 2u, aU + <5 aU haben, ein zu (197) analoges System von drei Glei­
chungen. Es moge die aus den Koeffizienten der Glieder ersten Grades 
in bezug auf SI' S2' Sa gebildete Determinante.1 einen von Null ver­
schiedenen Wert haben. Dann gehOrt zu jedem dem absoluten Betrage 
nach hinreichend kleinen Wertsystem !5IU, !52U, !5 au eine und nur eine 
Gleichgewichtsfigur in der N achbarschaft von T. Wahlt man !5 2U =l= !5 aU, 
so gelangt man zu einer Gleichgewichtsfigur mit nur einer Symmetrieebene. 

Wir werden in dem fiinften Rapitel sehen (S.155), daB es eine aus 
drei kongruenten Massen, die sich nur wenig von Rugelkorpern unter­
scheiden, bestehende Gleichgewichtsfigur gibt, die folgende Eigen­
schaften hat. Die Schwerpunkte von IT, 2T, aT liegen in den Eck­
punkten eines gleichseitigen Dreiecks in der Ebene z =0, dessen Schwer­
punkt der Koordinatenursprung ist. Die Seitenlangen L des Dreiecks, 
d. h. die Schwerpunktsentfernungen der Einzelmassen sind als groB im 
Verhaltnis zu ihrem als festgehalten zu denkenden Durchmesser D anzu­
sehen. Das Ganze rotiert urn die z-Achse mit einer Winkelgeschwindig­
keit co, die fUr L-'?- 00 gegen Null konvergiert. Fiir hinreichend groBe L, 
somit hinreichend kleine co, sind die fraglichen Gleichgewichtsfiguren, 
wie E. Holder zeigte, regular. Dariiber hinaus zeigte nun Holder, daB 
die Determinante ,1, von der soeben die Rede war, nicht verschwindet, 
und bewies damit als erster die Existenz homogener Gleichgewichts­
figuren mit nur einer Symmetrieebene67 • Ob es Gleichgewichtsfiguren 

67 Vgl. E. Holder, loco cit. 59 b) S.219-225. A. a. O. S.209-219 findet sich 
noch ein anderer Beweis derselben Tatsache. DaB sich die Existenz von Gleich­
gewichtsfiguren mit nur einer Symmetrieebene durch Betrachtung von Gleich­
gewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer Lagrangeschen Dreieckslosung des Drei­
korperproblems wiirde nachweisen lassen, hat zuerst E. Kahler vermutet. Vgl. 
E. Kahler, loco cit. 123, E. Holder a. a. O. S. 199. 
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mit gleicher Eigenschaft gibt, die aus einer einzigen Masse bestehen, ist 
zur Zeit noch eine offene Frage. 

Nun eine SchluBbemerkung allgemeiner Natur. Es sei Tl irgendeine 
Gleichgewichtsfigur in der Umgebung nullter Ordnung des Fliissigkeits­
karpers T. Das Volumen von T sei mit \.1 bezeichnet. Es sei zunachst nur 
bekannt, daB Tl aus ql (> q) Einzelmassen besteht, von einer endlichen 
Anzahl geschlossener, doppelpunktfreier, stetiger (Jordanscher) Flachen 
begrenzt ist und ein bestimmtes Volumen \.1 1 im Sinne von Peano und 
Jordan hat. Die Normale (v) in einem Punkte P auf 5 trifft dabei 51 
allemal in einem oder mehreren (sogar unendlich vielen) Punkten. In der 
Kachbarschaft einer Komponente von 5 kannen ubrigens mehrere Kom­
ponenten von 51 liegen. Offenbar liegt auch lh in der Umgebung von \.1. 

Wie wir wissen, kann man von T 1 durch eine Ahnlichkeitstransformation 
zu einem ebenfalls in der Umgebung von T gelegenen Karper ubergehen, 
dessen Volumen gleich \.1 ist. Wir wollen darum von vornherein \.1 1 = \.1 

voraussetzen. 
Es sei M der Hachstwert der Entfernung eines Punktes auf 51 von S. 

Es sei T 01 die Vereinigungsmenge der beiden Mengen T und T 1 und T~l 
ihr Durchschnitt 68 . Das Volumen der Menge T Ol - T~1 heiBeLl Ol . Offen­
bar konvergiertLl Ol fur M-+ 0 gegen Null. Es laBt sich nun zeigen, daB, 
wenn M ttnd I A I hinreichend klein sind, wenn etwa 

M < c* < c*, :}.:~ d(3) < d(2) 

gilt, 
1. die einzelnen Komponenten von 51 denfenigen von 5 umkehrbar 

eindeutig zugeordnet werden kannen, 

2. die Gleichung vonSl auf die Form ,='(~,1],Wl) gebracht werden kann, 

3. die Funktion ~ stetige Ableitungen aller Ordnungen hat. Fur W l -+W 
iY"+P 

konvergieren alle partiellen Ableitungen --.--p r:(~, 1], WI) (Cl +.8 >0), 
Oi;(J.ih) 

die ubrigens analytische und regulare Funktionen von WI darstellen, 
auf 5 gleichmaBig gegen Null. Der Karper Tl liegt in einer Umgebung 
belie big hoher Ordnung von T.69 

Wir haben vorhin gezeigt (vgl. S. 60), daB die in 9. gefundene Lasung 
der Integro-Differentialgleichung (100) die einzige Lasung ist, die zu den 
vorgegebenen Werten von },' Sl, ... , Sq, rl , ... , rm gehart, wenn voraus-

68 D. h. die Gesamtheit der Punkte, die T und Tl zugleich angehi:iren. 
69 Vgl. loco cit. 42 a) S. 270-276. A. a. O. findet sich ein ins einzelne gehender 

Beweis der Behauptungen 1. und 2. In dem besonderen FaIle JliIaclaurinscher und 
Jacobischer Ellipsoide als Ausgangsfiguren sind die fraglichen Aussagen schon 
frtiher von Liapounoff in der auf S. 32 genannten Arbeit dargetan worden. Was die 
Behauptung 3. betrifft, so folgt sie fUr Q( + fJ = 2 ohne weiteres aus den Entwick­
lungen meiner soeben genannten Arbeit. In dieser werden namlich im Gegensatz zu 
der II. Abhandlung (lac. cit. 42 b) auch die zweiten Ableitungen von ~ betrachtet. 
Die allgemeine Aussage des Textes erledigt sich in ahnlicher V.'eise. 
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gesetzt wird, daB diese Werte, wie auch C, ;~, :~ dem absoluten Betrage 

nach hinreichend klein sind. In Verbindung mit den soeben erwahnten 
Behauptungen 1. und 2. ist damit gezeigt, daB die von uns unter Heran­
ziehung der Verzweigungsgleichungen gefundenen Gleichgewichtsfiguren 
die Gesamtheit der Gleichgewichtsfiguren Tl in der Umgebung von T er­
schOpfen, die folgende Eigenschaften haben. Sie bestehen aus einer endlichen 
Anzahl von Massen, die von Jordanschen Flachen begrenzt sind und ein 
bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan haben. Das Volumen 
von T1liegt in der Umgebung des Volumens von T, die Winkelgeschwindig­
keit Oh liegt in der Umgebung von w. 

11. Rotierende Fliissigkeiten in einem Au6enfelde. Die Ergeb­
nisse der Nr. 7. bis 9. lassen sich ohne Schwierigkeiten auf den Fall aus­
dehnen, daB neben den bis jetzt allein betrachteten Anziehungs- und 
Zentrifugalkraften noch weitere Krafte wirken. Wir nehmen zunachst an, 
daB T die Ebenen z = 0 und y = 0 zu Symmetrieebenen hat, daB die 
auBeren Kriifte eine Kriiftefunktion Joe G(x, y, z) haben, daB G(x, y, z) 
in einem Gebiete, welches T ganz in seinem Innern enthalt, etwa ana­
lytisch und regular ist und daB 

(198) G(x, y, z) = G(x, -y, z) = G(x, y, -z) 

gilFo. Das AuBenfeld kann insbesondere von der Anziehung starrer mit­
rotierender Massen, die in bezug auf die Ebenen y = 0 und z = 0 sym­
metrisch verteilt sind, herriihren. 

Fur die Grundgleichung (19) tritt jetzt die erweiterte Gleichung 

(199) VI (Xl' Y1,Zl)- V(X, Y,Z) +G(Xl' Yl,Zl)-G(X, Y,Z) 

= ;~ (X2 + y2) - ;! (X; + Y;) + s 

ein. Wir setzen, wenn wieder (~, 'fj, C*) den Punkt (x, y, z) bezeichnet, 

(200) G(x,y,z)=r(~,'fj,C*). 

Dann ist 

(201) G(Xl' Y1,Zl) -G(X, Y,Z) 
[) C2 [)2 

= C [)v r(~, 'fj, 0) + 2- ov2 r(~, 'fj, 0) + ... , 
demnach wegen (30) 

(202) ~ (V(l) + V(2) + V(3) -I- ... ) + C ~~ + ! C2 ~2S + ... 
= w2 (X2 + Y2) _ wi (X2 + y2) + s . 

2u 2u 1 1 

70 Die auf die Einheit der Masse wirkende auJ3ere Kraft hat die Komponenten 
oG 8G oG . . 

u ox ' "oy , "az· Man beachte, daJ3 das Koordmatenkreuz und damlt auch das 

Feld G(x, y, z) rotiert, und zwar einmal mit der Winkelgeschwindigkeit w, das 
andere Mal mit der Winkelgeschwindigkeit w,. 
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Die Schwerkraft im Punkte (~, 1]) steht auf 5 senkrecht und ist 
(positiv nach aul3en gerichtet) gleich 

. ;- 0 W(t ) Or] 2R-( 203 ) x l J v <; , 1] ,0 + d; + W T - I! 1p • 

Aus (62), (203), (202) ergibt sich 

Diese lntegro-Differentialgleichung tritt an Stelle der Gleichung (75) ein. 
Es mage das AuBenpotential von z unabhangig sein. Wie man sich 

leicht uberzeugt, hat in dies em Falle die lntegralgleichung 

(205) 1p C + Ii' C' da' = 0 e 
5 

gewiB die triviale Lasung U 1 = const. c. Hat das AUl3enpotential Ro­
tationssymmetrie urn die z-Achse, so hat (205) die triviale Lasung 
U 2 = const. Y = const. (X b - Ya). 1st T ein Rotationskarper urn die 
z-Achse, so ist U 2 - 0 zu setzen. 1st das aus Zentrifugalkraft und AuBen­
feld resultierende Potential von y unabhangig, so hat (205) die triviale 
Lasung it = canst. b. Die N achbarfigur kann man, wie man sich leicht 
uberzeugt, so orientieren, daB 

im Falle 1. ft1pu1Cda=0, 
5 

im Falle 2. ft1pu 2Cda=0 
5 

ist. 1m Falle3. tritt hierfiir die Beziehung ft1puCda=O ein. 
5 

Die weitere Behandlung des Problems verlauft ganz analog wie in 
dem besonderen Falle r=konstant. Fur in tritt, falls keine nicht­
trivialen N ullasungen existieren, in dem FaIle 1. die Funktion 

~-1p1pIU1U~, im FaIle 2. die Funktion ~ __ 1p1pIU2U~, im FaIle 3. die 
e e 
F k · 1 ,,--. un tron -- -1p1p uu em. e 

1m allgemeinen wird man jetzt, auch wenn q = 1 ist, nicht mehr 
durch eine Ahnlichkeitstransformation auf eine neue Gleichgewichts­
figur gefiihrt. Man darf darum nicht mehr s = 0 setzen, wenn man eine 
Figur Tl von vorgegebenem Volumen bestimmen will. Die vorstehenden 
Betrachtungen gelten in ahnlicher Weise, auch wenn das Fremdfeld 
I! G(x, y, z) unsymmetrisch ist. Hier wird man die Voraussetzung, daB T 
Symmetrieebenen hat, im allgemeinen fallen lassen mussen. Die lntegral­
gleichung (205) wird in der Regel keine trivialen N ullasungen haben. 

Es sei T eine beliebige Gleichgewichtsfigur rotierender Flussigkeiten, 
die unter der Wirkung eines Fremdfeldes I!G steht, und es mage jetzt 

ein von einem Parameter s abhangiges Zusatzfeld I!sG(x, y, z; s) hinzu-
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kommen. Wir nehmen an, daB G(x, y, z; s) fUr aile x, y, z in einem Ge­
biete, das Tin seinem Innern enthiilt, und fiir alle hinreichend kleinen I s I 
analytisch und regular ist. Durch eine geringfUgige Modifikation der 
vorstehenden Betrachtungen laBt sich die Frage beantworten, ob es fiir 
geniigend kleine Is I in der Nachbarschaft von T Gleichgewichtsfiguren 

gibt, die zu dem AuBenfelde u(G+sG) gehOren. 
Die fundamentale Integro-Differentialgleichung nimmt jetzt die 

Form an 

1p' + It "da'= s - R 2A- s T- s, ~ T- w 2 (a2 + b2) ,2 e OV 2x 
5 

(206) - 2RT A' - (a2+ b2) A'2- ~ (V(2)+ V(3)+ ... ) - ~ ~S '2_ ... 
~2 i)2 , A A 

-52 iJv2r - ... ; r(~,'f},';s)=G(x,y,z;s); 

T=T(~,'f},O;s). 71 

1m AnschluB an die Ausfiihrungen der Nummer 11. wollen wir jetzt 
einige Systeme betrachten, die aus einem starren K6rper und einer 
homogenen Fliissigkeit bestehen und die sich im relativen Gleichgewicht 
befinden. Wir beginnen mit einem von Laplace behandelten Problem der 
Gleichgewichtsverteilung. 

12. Ein von Laplace behandeltes Problem der Gleichgewichts­
verteilung 72. 1. Es sei To ein von einer Kugel 50 begrenzter starrer 
K6rper konstanter Dichte 10. Uber To 1St eine zusammenhangende 
Schicht T - To einer homogenen Fliissigkeit der Dichte I~ 10 aus­
gebreitet. Als Fremdfeld r kann hier das Gravitationsfeld einer von 50 
umschlossenen Masse der Dichte 10 -I angesehen werden. 1m Ruhe­
zustande (w =0) ist offenbar das System im Gleichgewicht, wenn auch 
die Begrenzung 5 von T eine Kugel ist. Welches sind die Gleichgewichts­
liguren T 1 fur kleine Werte der W inkelgeschwindigkeit WI und demnach 

w 2 

auch von A= 2~ ? 

Die Radien der beiden Kugeln seien to und t. Wie man leicht findet, 
ist die Schwerkraft auf 5 

(207) _ 471X/( 3 3/0-/) 
%1p --3t2 t + to -~t- . 

71 In diesem Zusammenhang sei noch die Arbeit von E. Holder, Gleichgewichts­
figuren rotierender Fhissigkeiten mit Oberfhichenspannung, Math. Zeitschr. 25 
(1926), S. 188-208 genannt. Sie geht insofern iiber die im Text entwickelte Theorie 
hinaus, als sie ein AuBenfeld in Betracht zieht, das von der Fliissigkeitskonfiguration 
abhangt. 

72 Vgl. L. Lichtenstein, loco cit. 42 b) S.218-225. Mit dem besonderen Faile 
eines ruhenden Systems hat sich in Durchfiihrung alterer Untersuchungen von 
Laplace (Traite de Mecanique celeste, tome second, Livre III, p. 82-87) Poincare 
beschaftigt. Vgl. H. Poincare, loc. cit. 38 S.290-293. Die Uberlegungen von 
Poincare haben nur einen heuristischen Wert. 
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Es gilt ferner 

(208) 

Die charakteristische Integralgleichung ist jetzt 

(209) - 4n (r3 + r3 Lo~f), +JJ-" da'= O. 3 r2 0 f e 
5 

Die Eigenwerte der Integralgleichung 

(210 ) , - v J ~ " da' = 0 
5 

sind bekanntlich in der Formel 2: +1 (n=O, 1, ... ) enthalten. Der Eigen-

2n +1. (Co ) f h d' nt h' E' f k' . d d' wert -4 - 1st ;;: n + 1 - ac ; Ie zuge ongen Igen un tlOnen SIn Ie 
nr 

allgemeinen Kugelfunktionen n-ter Ordnung. Jedesmal, wenn 

(211) 
2n+l 
--T--

ist, hat die Integralgleichung (209) von Null verschiedene Losungen. 
1st die Gleichung (211) fur keinen Wert von n erfullt, so liegt der regulare 
Fall vor; T gehort einer zweiparametrigen regularen Reihe von Gleich­
gewichtsfiguren an. Beschrankt man sich mit Laplace und Poincare auf 
die Betrachtung des Ruhezustandes, so wird A = 0, und die line are Reihe 
hangt nur noch von dem einen Parameter s ab; aIle Nachbarfiguren 
sind Kugeln urn den Mittelpunkt von To. 

2. Es sei jetzt zunachst to = 0, d. h. es liege eine flussige Vollkugel 
vor. Dann ist die Gleichung (211) fur n = 1 erfiillt. Die Integralgleichung 
(209) hat drei linear unabhangige Losungen: 

(j Z . (j "Y cos = - = const .. u1 , SIn COS X = -- = const. . ua' 
r 'r' 

. (j . Y 
SIll SIn X = - = const .. u4 , 

t 

unter (j und X vorubergehend Polarkoordinaten auf der Einheitskugel 
verstanden. Diese Nullosungen sind trivial, sie entsprechen den Trans­
lationen in der Richtung der Koordinatenachsen. Man kann sie auJ3er 
Betracht lassen, da man durch geeignete Translation der Nachbarfigur 
stets erreichen kann, daJ3 J 1p X, da = J 1p y ,da = .r 1pZ ,da = 0 wird. 

5 S 5 

AIle Nachbarfiguren sind Kugeln urn den Mittelpunkt von T. 
Etwas anders ist die Sachlage, wenn man von Tzu einer Nachbar­

figur Tl ubergeht, die zu einem von Null verschiedenen Wert von WI 

gehOrt. Man kann, wie wir wissen (vgl. S. 65), wie auch T beschaffen sei, 
durch eine geeignete Verschiebung der Nachbarfigur parallel zu der 
z-Achse erreichen, daJ3 J 1p'cda =0 wird. Dies besagt offenbar im vor-

s 
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liegenden Faile soviel wie 

(212) ! 1JlC Z da = O. 
5 

Da T ein Rotationskorper ist, so kann man ferner (vgl. S. 63) durch eine 
Drehung von Tl um die z-Achse erzwingen, daB 

(213) .r 1JlCu4 da =! 1JlCYda=O 
5 5 

wird. Es ist nicht schwer zu zeigen, daB man durch eine geeignete 
Schraubung um die z-Achse den beiden Beziehungen (212), (213) zu­
gleich genugen kann. Wir beweisen, daB fUr alle reellen Gleichgewichts­
figuren in der Nachbarschaft von T auch 

(214) ra=-!t1JlCuada=const.·Jf1JlCXda=O 
5 5 

ist. 
Dies sieht man etwa so ein. Es sei T der Ausgang irgendeiner linearen 

Reihe von Gleichgewichtsfiguren. Wie wir wissen, liegt der Schwerpllnkt 
einer nur der Eigengravitation (und den Zentrifugalkriiften) ausgesetzten 
Gleichgewichtsfigur T 1 stets auf der Rotationsachse. Darum ist fur alle 
hinreichend kleinen Werte von I A I, wie sich ohne Muhe zeigen liiBt, 

.r f 1Jl C X da + ... = 0 , 
5 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder von zweiter und dritter Ordnung 
in bezug auf C sind. (Vgl. bsp. bei E. Holder loco cit. 75, S. 575-577). 
Demnach ist r3 = -J 1JlCu3da gewiJ3 von zweiter oder dritter Ordnung. 

5 

Hieraus folgt, daB, wenn auch ~=f(;, 'YJ) die Gleichung einer zu 
denselben Werten von A und s wie Tl gehorenden Gleichgewichtsfigur 
in der Nachbarschaft von T bezeichnet, 

I r3- r31 < rxJJ* U* (rx* konstant), 

(215) Q*=Max{ICj, If]}' 

U*=Max{iC-_C:, ioo~ (C-~) , 1 001) (C-D} 

gesetzt werden kann. 
Aus der Integro-Differentialgleichung (100) und der hierzu analogen 

Gleichung fur f folgt aber ohne Muhe, daB 

(216) IC-fl, !oo~(C-f)l, 10°1)(C-f)!<rx*ll'a- ra! +*rxQ*U* 

(rx* konstant) 

gilt. Aus (215) und (216) folgt aber 

(217) U*< (rx*rx*+*rx)Q*U*, 

mithin, sobald (rx*rx*+*rx)Q*<l angenommen wird, U*=O, d. h. 
C = C und !a = r a' 
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Die M aclaurinschen EUipsoide stellen darum die einzige reeUe Reihe 
von Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der Kugel dar 73. Offenbar 
ist bei ihnen tatsachlich Y3=0. 

3. Es sei jetzt to >0. Man kann die Gleichung (211) zunachst dadurch 
erfiillen, daJ3 man 

(218) 

annimmt. Der Eigenwert -41 von (210) ist einfach. Die zugehi:irige, in nr 
bekannter Weise normierte Eigenfunktion (vgl. (92)), sie heiBeu, istauf 
5 konstant. 

Aus (207) und (218) folgt vor all em "P = -4nft. Wie man sich ferner 

leicht iiberzeugt, ist it = _1 3' Es gilt weiter 
4nlr' 

(219) r= - ff"PCudO'=-f"P u fCdO'=lffCdO', 
s 5 r 5 

Es sei Vo das Volumen der Fliissigkeitsschicht T - To. 
Es ist leicht zu zeigen, daf3 es nicht mehr als eine reeUe Gleichgewichts­

figur der Flussigkeit in der Umgebung von T geben kann, deren Volumen v 
in der Umgebttng des Wertes Vo liegt. Wegen (219) ist namlich 

(220) 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder von zweiter oder dritter Ord­
nung in bezug auf C sind. Gehort zu einer etwa vorhandenen anderen 
Gleichgewichtsfigur von gleichem Volumen der Wert r', so ist die 
Differenz r -,.' von zweiter oder dritter Ordnung. Wie vorhin schlieBt 
man hieraus, daJ3 r =;> gilt, somit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Fur den Ruhezustand (WI = 0, A =0) sind of len bar die einzigen reeUen 
Gleichgewichtsliguren Kugeln um den Koordinatenursprung. 

Es sei jetzt A >0. Es handelt sich urn die Gleichgewichtsfigur einer 
in langsamer Rotation begriffenen Fliissigkeitsschicht in der Umgebung 
der Kugel T vom Radius t, die einen kugelformigen Kern vom Radius 

to < t allseitig umgibt. Es ist 10 = (1 + 2 ~!) I. Wie wir so eben gesehen 

haben, kann es nicht mehr als eine reelle Gleichgewichtsfigur der Fliissig­
keit in der Umgebung von T geben, deren Volumen v ist und in der 
Umgebung von Vo liegt. Die Betrachtung der fundamentalen Integro­
Differentialgleichung des Problems lehrt, wie sich gleich zeigen wird, 
daJ3 das Problem tatsachlich eine Losung hat. 

73 Sie finden ihre Fortsetzung in einer Schar verHingerter Rotationsellipsoide, 
die zu den Werten A. < 0 gehoren. Diese Ellipsoide entsprechen den von dem Poten­

w 2 R2 

tial - T herriihrenden Zentripetalkriiften. 

Lichtenstein, Gleichge\yichtsfiguren. 6 
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Die fragliche Integro-Differentialgleichung lautet jetzt 

(221) tp' + f I'N,' da' = s - R2 A- 2RTA' + rtpu - (a2 + b2) A,2 
S 

_~(V(2)+V(3)+ )_~_a2rr2_ N° 1 ,00, 
" .. . 2 a v2 ., ... , = e - tp tp u u . 

Es sei iI der zu ~ t'1v gehorige losende Kern. Die Glieder 
"P 

erster Ordnung der Entwicklung von' sind leicht zu bestimmen. Man 
findet (vgl. (118) und (121)) wegen 

fIi;t'da'=~ fIida'=o und 
s 4ntr2s 

(222) f ° 5 
H "P' da'=O 

s 

die Entwicklung 

5 1 f 0 R/2 
(223) '=-+ru---R2A+A H-, da'+ .... 

"P "P "Po 
s 

Die Verzweigungsgleichung ist, wie man sich leicht iiberzeugt, wegen 
(222) 

(224) r=- fftp,uda= ilf'da=- 4nr2
: + r+~f R2da+ .... 

s r2s 4nr2 4:nr2s 

Sie ergibt augenscheinlich 

(225) s = 4;r2 f R2da + ... , 
s 

wo die nicht hingeschriebenen Glieder in hOherer Ordnung von r und A 
abhangen. Aus (223) und (225) folgt 

(226) ,= hI + A [4~:i - 4:rt f Ii R,2da, - 16n12r3t f R2da ] + .... 
s s 

Die Konstante r bestimmt sich aus der Forderung, daB das Volumen 
der Fliissigkeit einen vorgeschriebenen Wert v hat. Es gilt 

(227) v = Vo + f' da + ... , 
s 

demnach wegen (226) und (222) 

(228) - r .1+ 1[ 1 fR2d 4nr2 fR2d l v-vo- ft2 II 4nrt a-16:n2r3f aJ + "', 
s s 

somit 

(229) ° f ( r = 1 v - vol + ... , 
t :f 

im Eink1ang mit der Formel (220) 0 Hiermit ist die Bestimmung der neuen 
G leichgewichtsfigur vollendet. 
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4. Es sei jetzt endlich n+O, 10+1. Die Gleichung (211) kann man 
erfiillen, wenn man 

(230) { 2(I-n) f S } 

10= 1 1 + -2n + 1 rt (n=2,3, ... ) 

setzt. Augenscheinlich ist jetzt 10 <I, die Fhissigkeit ist dichter als der 

Kern. Bei vorgegebenem Verhaltnis ~ > 1 gibt es nur endlich viele 
ro 

Werte von n, so daB 10 >0 ausfa11t. Die Gleichgewichtsfigur T ist eine 
Verzweigungsfigur. Ob es fiir den Ruhezustand (A, =0) in der Nachbar­
schaft von T, wie dies von Laplace und Poincare behauptet worden ist, 
tatsachlich Gleichgewichtsfiguren gibt, die von einer zu So konzentri­
schen Kugel verschieden sind, kann erst eine nahere Untersuchung der 
Verzweigungsgleichungen lehren. 

13. Das mathematische Problem der Gestalt des Weltmeeres. 
Es sei % ein starrer, von einer analytischen und regularen Flache e be­
grenzter gravitierender, der Wirkung auBerer Krafte entzogener Korper 
von der in Abb. 1 veranschaulichten Gestalt, S 

der urn eine im Raume ruhende Achse mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotiert. 
1st, wie wir voraussetzen wollen, die Dichte 
in % + e analytisch und regular, so ist das 
Gravitationspotential, mithin auch das Ge­
samtpotential der Attraktions- und Zentri­
fugalkrafte in dem Gesamtraume nebst seinen 
Ableitungen erster Ordnung stetig und sowohl Abb. 1. 

in % + e als auch in dem Komplementar-
bereiche %a + e analytisch und regular. Es mage die "Schwerkraft" 
in einer Umgebung von @) von Null verschieden sein, und es moge Sri 
ein in dieser Umgebung gelegenes Stiick einer Niveauflache bezeichnen, 
das e nirgends beriihrt. Augenscheinlich ist 5; abteilungsweise ana­
lytisch und hat eine iiberall, insbesondere auch noch auf e stetige 
Normale. 

Denken wir uns jetzt den von einem Stiicke von @) und von dem zu 
%a + e gehOrigen Teile So von S; begrenzten Raum To (Abb.1) mit 
einer homogenen, gravitierenden Fliissigkeit der Dichte t ausgefiillt. 
1m allgemeinen wird das Gesamtpotential der von den Massen in % und 
To herriihrenden Attraktionskrafte sowie der Zentrifugalkrafte auf So 
keinesfalls iiberall den gleichen Wert haben, so daB die fragliche Kon­
figuration bei konstantem AuBendruck keine Gleichgewichtsfigur dar­
stellt. Dagegen ist zu erwarten, daB sich in der Nachbarschaft von To 
ein von einem Teil von e und von einem Flachenstiick mit stetiger 

Normale, 5, begrenztes Gebiet T wird angeben lassen, so daB der 

Korper % nebst einer das Gebiet T erfiillenden homogenen Fliissigkeit 
der Dichte f eine Gleichgewichtskonfiguration ergeben. Diese Ver-

6* 
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mutung wird in dem Folgenden fiir hinreichendkleine Werte vonl durch 
in geeigneter Weise geleitete sukzessive Approximationen bestatigt. 
Augenscheinlich handelt es sich hier, falls unter :t der Erdkarper ver­
standen wird, um die Bestimmung der Ireien Oberltache des Ozeans, wobei 
von der starenden Wirkung der Sonne und desMondes, mithin von den 
Fluktuationen der Gezeiten abgesehen wird. 

Wir beziehen die Lage der Punkte in einer beiderseitigen Um­
gebung T von So (Abb. 2) auf ein krummliniges Koordinatensystem 
~,YJ, C, das wie folgt beschaffen ist. Es sei ~, YJ irgendein System Gau/3-
scher Parameter auf So, und es magen die kartesischen Koordinaten 
x, y, z auf So als analytische und regulare Funktionen von ~,YJ er­
scheinen. Es sei weiter Zein System analytischer und singularitaten­

Abb.2. 

freier Kurvenstiicke (Koordinatenkur­
ven), die folgende Eigenschaften haben. 
Durch jeden Punkt (x, y, z) in T geht 
ein und nur ein Kurvenstiick (g) des 
Systems; (g) durchsetzt sowohl So als 
auch aIle anderen Niveauflachen in T 
in einein einzigen Punkte, und zwar 
unter einem von Null verschiedenen 

Winkel. Die einzelnen Individuen von Z, die also durch die Koordi­
naten ~, YJ ihres Schnittpunktes mit So vollstandig charakterisiert sind, 
andern sich mit ~ und YJ analytisch und regular. Es sei \* der kiirzeste 
Abstand von zwei beliebigen Individuen aus Z in T, und es mage 1* 
der (geradlinige) Abstand ihrer Schnittpunkte mit So bezeichnen. Wir 

nehmen an, da/3 :: >a(3»O gilt, unter a(3) eine gewisse Konstante <1 

verstanden. Diejenigen Kurvenstucke, die durch den Rand von So hin­
durchgehen,liegen ganz auf 6. Dies hei/3t also, da/3 der zu 6 gehOrige 
Teil des Randes von Taus lauter Kurvenstiicken des Systems besteht. 
Durch die vorstehende Wahl der Koordinatenkurven werden, wie sich 
bald zeigen wird, die mit dem Vorhandensein der Kontinente ver­
bundenen Singularitaten vermieden. 

Es sei nunmehr C die Lange des von (x, y, z) und (~, YJ) begrenzten 
Bogens von (g), positiv im Sinne der Au/3ennormale zu So in (~, YJ) ge­
rechnet. Die Gra/3en ~, YJ und C sind die krummlinigen Koordinaten, von 
denen soeben die Rede war. Der Einfachheit halber nehmen wir an, da/3 
die beiden T begrenzenden Flachenstiicke 5~ und 5~ (Abb. 2) die 
Gleichungen C=; und C= -; (; konstant) haben. 

Es mage wie vorhin 5 die gesuchte RandfHiche, - freie Oberflache 
des Ozeans -, bezeichnen. Wir nehmen an, da/3 5 sich nur wenig von 50 
unterscheidet und die Gleichung von 5 sich in der Form C = C (~, YJ), 
unter C (~, YJ) eine auf 50 stetige Funktion verstanden, darstellen la/3t. 
Wir bezeichnen mit T den von 50' 5 und einem Stuck von 6 begrenzten 
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sehalenfOrmigen Raumteil (Abb. 2), er kann aus einem, mehreren oder 
abzahlbar unendliehvielen Gebieten bestehen, von denen jedes ein 
bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan hat, mit V T den 

Ausdruek J ~ dr', wobei das Volumelement dr' fur C' >0 mit dem 
T 

positiven, fur C' < 0 mit dem negativen Vorzeiehen zu versehen ist. Es 

sei weiter Vo = J ~ dr' das Newtonsehe Potential von To und )8 das 
To 

Gesamtpotential der Anziehungskrafte des fest en Kernes % sowie der 
Zentrifugalkrafte; )8 darf als bekannt angenommen werden. Es sei 
sehlieBlieh 'IjJ die Komponente der "Sehwerkraft" in der Riehtung von (g), 

positiv im Sinne waehsender C gereehnet, 'IjJ = ~~. Aus den eingangs 

gemaehten Voraussetzungen folgt, daB 'IjJ auf So nirgends versehwindet. 
Wir nehmen an, daB 'IjJ auf So und darum, falls; hinreiehend klein ist, 
uberall in T negativ ist. Es sei etwa 'IjJ(~,r;,O)='ljJo<-(l.o. 

Die fur das Gleiehgewieht notwendige und hinreiehende Bedingung 
besagt, daB auf 5 

(231) )(~(~, r;, C) + Vo(~, r;, C) + V T(~, r;, n = )8(~, r;, 0) + s 

(s konstant) 

oder, wie man leieht erkennt, 
C2 a2 Ca aa 

(232) 'ljJoC = - Vo(~, r;, 0) - 2! aC2 )8(~, r;, 0) - 3! aca )8(~, r;, 0) - .,. 

- Vr(~, r;, n - [Vo(~, r;, C) - Vo(~, r;, 0)] + s =ll{s, n 
gilt. Der Parameter s bestimmt sieh etwa dureh die Forderung, daB das 
Volumen cler Fliissigkeit einen vorgegebenen, von dem Volumen von To 
nieht oder doeh nur wenig versehiedenen Wert haben solI. 

Die Bestimmung von C aus (232) kann dureh sukzessive Approxi­
mationen erfolgen, und zwar bemerkenswerterweise, ohne daf3 es sich 
als notig erweist, partielle A bleitungen der einzelnen N iiherungsfunktionen 
einzufiihren. Der Konvergenzbeweis stiitzt sieh, wie bei den Betraeh­
tungen der Nr. 9., auf zwei Ungleiehheiten und maeht nicht die geringsten 
Sehwierigkeiten. 

Es gilt, wie man unmittelbar sieht, 
a 

Vo(~, r;, C) - Vo(~, r;, 0) = C ac Vo(~, r;, ec) (0 < e < 1), 

darum 

(233) IV 0 (~ , 1) , C) - Vo (~ , r; , 0) I < (1.(1) f Q , 

wenn man in Einklang mit den fruher eingefuhrten Bezeiehnungen 
Maxi C, = Q setzt. 

Wir nehmen der Einfaehheit halber an, daB wir So mit einem einzigen 
System von GauBsehen Parametern ~,r; beherrsehen k6nnen, und be-
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zeichnen mit,o den Abstand der Bilder der Punkte (~, 'Yj, 0) und (~', 'Yj', 0) 
in dem Raume der kartesischen Koordinaten ~,'Yj, C, d. h. den Ausdruck 

[W _~)2 + ('Yj' _'Yj)2]t. Es sei T Q der von den beiden Flachen C=,Q und 
C = - Q und einem Stuck von 6 begrenzte schalenformige Bereich; 

T Q sei sein Bild im Raume ~-'Yj-C, di' dasjenige von d1;'. Es gilt 
dann wie sogleich bewiesen werden wird, 

(234) I V T (~ , 'Yj, C) I = I J ~~ d 7:' I ::::; f ~ I d 7:' I < ('l(2) f~ d i . 
T T TQ 

Essei daran erinnert, daB in den beiden ersten 1ntegralen rechts d7:'~ 0 
sein kann. 

Es seien P und P' ein Paar von Punkten in T. 1st ihr Ab­
stand, wie wir zunachst annehmen wollen, hinreichend klein, etwa 
r < l*, und ist Q, sagen wir < t ; , so liegt die Strecke P P' 
im 1nnern oder auf dem Rande von T. Betrachten wir nun­
mehr die Gesamtheit der Koordinatenkurven, die durch die Punkte 
der P = (~, 'Yj, C) und P' = W, 'Yj', n verbindenden Strecke bestimmt 
sind. Aus dieser Gesamtheit greifen wir n beliebige "aufeinander­
folgende" Exemplare F1 , F2 , ••• , Fn heraus und bestimmen die n -1 
kurzesten Abstande der Paare F1,F2 ;F2 ,F3 ;·· .;Fn_1,Fno Es sei ~n 

ihre Summe, ~ die untere Grenze alier ~n (n = 2, 3, ... ) bei beliebiger 
Wahl der einzelnen 1ndividuen der Schar. Augenscheinlich ist r > ~. Des 
weiteren ist ~ > ('l(3) ~*' unter ~* die Lange der durch die Schar Z ver­
mittelten Projektion PoP~ der Strecke P P' auf So verstanden. SchlieB­
lich ist ~*> der Langedergeodatischen Kurve zwischen Po undP~ auf So' 
diese wiederum > ('l(4) r 0' so daB sich aHes in aHem 

(235) r > (1.(3) N(4) r- = _1_ r­
=' 'h 0 Ill: (2) 0 

ergibt. Diese U ngleichheit, die zunachst fUr r < l* abgeleitet worden ist, 
gilt aus Grunden der Stetigkeit bei passend gewahltem ('l(2) auch fur 
r>l*. 

Die Abschatzung (235) gilt fur aile r in T Q gleichmaBig. Wie man 
leicht erkennt, ist in naheliegender Bezeichnungsweise 

(236) j ! d7:'<('l(5)j! di'<('l(5)Qj! da'<('l(6)Q, 
ro ro ro 

TQ TQ So 

woselbst So das Bild von So in dem Raume ~-'Yj-C bezeichnet. Aus 
(234) und (236) folgt endgultig 

(237) I VTI < (X(7)/Q. 

Man findet weiter ohne Muhe die Abschatzungen 

(238) 1V0(~, 'Yj, 0)1 < (X(S)/, I ~~ :;2 ~(~, 'Yj,O) + ;~~~ + ... \ < ('l~)Q2 
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und, wenn man 

(239) 

setzt, alles in allem 

(240) liT{s,c}1 < ('I.(9)Ql + ('I.(10)(Q2+QQl)· 

Diese Ungleichheit entspricht der ersten der beiden Beziehungen 
(124). In 7. bezeichnetil die Ges~mtheit der Glieder zweiter und hOherer 

Ordnung in (75), wahrend in il auch die Glieder erster Ordnung mit 
eingeschlossen sind. . 

Und nun die zweite maBgebende Ungleichheit. Es sei C eine beliebige 
stetige Ortsfunktion auf 50' und es mage 

(241) I C I <Q, I C - C I = U < 2Q 

sein. Wir finden (vgl. (232)) 

A A' { C2 82 C2 82 ~ } 
(242) ills, C} -ills, C} = 2T 8C2 ~(~, 1), 0) + ... - 21 iJ[2 - ... 

+ {V T(~' 1}, t)-V T(~' 'Yj, C)} + {Vo(~, 'Yj, t)- Vo(~, 1}, C)}=11+ 12+ 13' 
Wie sich ohne Miihe zeigen laBt, ist 

il I < ('I.(ll)QU, 
(243). 1: - 8 . 

Vo(~, 1), C)- Vo(~, 'Yj, C) =(C -C) 8C Vo(~, 1}, C +OI(C -C)) (0<01 <1), 

also 

(244) 

SchlieBlich ist, untere den von 5,5 und einem Tei! von 6 begrenzten 
Bereich verstanden, in naheliegender Bezeichnungsweise 

V T(~, 'fj, C) - V T(~, 'fj, C) = V j(~, 'fj, C) - V j(~, 'Yj, C) + V e(~, 1}, C) 
. 8 . 

= (C - C) 8C V j(~, 1}, C + O2 (C -C)) + V e (~, 'Yj, C) 

und nach sinngemaBer Wiederholung der vorhin bei der Abschiitzung 
von V T angewandten Schliisse 

I I ! < N(13) n ~~ 
1 21 = "" ~.l'IV' 

Alles in aHem erhalten wir somit 

(245) ill{s, C} - b{s, C} I <('1.(14) (Q + Ql)U, 

An Hand der Ungleichheiten (240) und (245) laBt sich ganz wie in 9. 
zeigen, daB die Funktionalgleichung (232) oder, was dasselbe bedeutet, 
die Funktionalgleichung (231) fiir hinreichend kleine Ql' d. h. fund I s I, 
etwa Ql<b(I), eine und nureineLasung C=C(~,1}) mit Qs,s (s<g 
hinreichend klein) hat. Die Beziehung (231) besagt, daB das Jordansche 
Flachenstiick 5, dessen Gleichung in dem von uns gebrauchten krumm­
linigen Koordinatensystem C = C (~, 1}) lautet, eine Niveauflache der in 
Rotation begriffenen Massenverteilung :t + To + T darsteHt. 
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Aus 

(246) !8(~, 'YJ, C)= ~(~, 'YJ, C)+ Vo(~, 'YJ, C)+ V T(~' 'YJ, C)- ~(~, 'YJ, 0)= s 

folgt bei festgehaltenem s 

at; at; ac 
(247) 8f + 8I at; = 0, 

Fiir aile Gebiete Tin T, auch solche Gebiete, die einer Gleichgewichtskon­
figuration nicht entsprechen, erfiillt, wenn t etwa <15(2):::;15(1) angenommen 
wird, die Komponente der Schwerkraft der Gesamtverteilung in der 

Richtung der Koordinatenkurven die Beziehung - OC(16) < ~ ~ < _OC(15) < O. 

Aus (247) folgt, daB die Funktion C(~, 'YJ), ausfiihrlicher C(~, 'YJ, s) fUr 
alle ill < 15(2) stetige, der H-Bedingung geniigende partielle Ableitungen 

erster Ordnung :~, ~~ hat. Das Flachenstuck S gehOrt der Klasse A han. 

Aber auch die partielle Ableitung ~: ist vorhanden und stetig und er­

fiillt beiliiufig, als Funktion von ~ und 'YJ aufgefaBt, eine H-Bedingung. 
In der Tat folgt aus (246) durch Differentiation bei festgehaltenen ~ 
und 'YJ 

(248) at; ac = 1 
ac as ' darum 1 ac 1 

- 01:(16) > as > - 01:(15) • 

Die zu verschiedenen Wert en von s (I s 1 <15(2)) gehOrenden (verschiede­
nen Gleichgewichtsverteilungen entsprechenden) Fliichenstiicke S sind 
(beim festgehaltenen f) schichtweise nebeneinander gelagert. 

Es sei b(s) das Volumen der Fliissigkeit; b(S) ist eine monoton ab­
nehmende Funktion von s. Augenscheinlich kann man durch eine 
passende Wahl von s erreichen, daB b(S) einen beliebig vorgeschriebenen 
Wert in der Nachbarschaft von b(O) erhiilt. Damit ist unser Problem 
als gelost anzusehen 74. 

Ein Punkt noch bedarf freilich einer Erorterung. Es ist im vor­
stehenden stillschweigend angenommen worden, daB die Umdrehungs­
achse x = y =0 eine Haupttriigheitsachse des Korpers ;t darsteilt. Denn 
nur dann kann ;t ohne Einwirkung geeigneter iiuBerer Kriifte in gleich­
formigerRotation beharren. Die Haupttriigheitsachsen von ;t sind im 

allgemeinen nicht zugleich Haupttriigheitsachsen von ;t + T, denn der 

Schwerpunkt von ;t + T wird, wie man leicht sieht, im allgemeinen nicht 
auf der z-Achse liegen. Demnach stellt die vorhin gefundene Kon­
figuration ein System dar, das sich im relativen Gleichgewicht nur nach 
Hinzusetzen geeigIieter an ;t angreifender Kriifte befinden wird. Auch 

74 Vgl. L. Lichtenstein, Mathematisches tiber die Gestalt des Weltmeeres, Be­
richte der Sachsischen Akademie der Wissenschaften 79 (1927), S. 197-214. 
A. a. O. kommen noch bei dem ProzeB der sukzessiven Approximationen partielle 
Ableitungen der einzelnen Naherungen zur Verwendung. Die Darstellung im Text 
ist darum als grundsatzlich einfacher zu betrachten. 
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'!+ l' kann nur urn eine seiner Haupttragheitsachsen ("freier Achsen") 
ohne Mitwirkung auBerer Krafte rotieren, - sofern natiirlich die hydro­
dynamischen Bedingungen fUr das relative Gleichgewicht erfiillt sind. 
Dies veranlaBt uns, die Problemstellung wie folgt zu modifizieren. Das 
aus :t und einem vorgeschriebenen Volumen einer Flussigkeit geringer 

Dichte f bestehende System :t + T rotiert frei, d. h. kraftelos, mit der 
Winkelgeschwindigkeit OJ urn eine in der Nachbarschaft der Geraden 
x = 0, y = 0 gelegene Gerade (h), die somit eine seiner Haupttragheits-

achsen darstellt; T und (h) sind zu bestimmen. 
Auch dieses neue Problem laBt sich durch sukzessive Approxima­

tionen erledigen. Es geniigt, bei dem Ubergang von der n-ten zu der 
(n + 1) -ten Naherung die Rotationsachse jedesmal entsprechend zu 
andern 74a. Hat insbesondere:t eine Rotationssymmetrie urn die z-Achse, 
so gilt fUr die neue Konfiguration das gleiche. Die Umdrehungsachse 
ist eine Haupttragheitsachse und darum eine freie Achse der Ver-

teilung :t+ T. 
Vorhin ist die Dichte f der Fliissigkeit als gering vorausgesetzt 

worden. Statt dessen k6nnte man bei geeigneter Formgebung von :t 
die Gesamtmasse der Fliissigkeit (beliebiger Dichte) als klein im Ver­
haltnis zur Masse des Kernes annehmen. Man vergleiche hierzu meine 
Arbeit: Mathematisches uber die Gestalt des WeItmeeres. II, die 
voraussichtlich in der Mathematischen Zeitschrift erscheinen wird. 
Dort werden auch noch andere verwandte Probleme behandeIt. 

14. Fliissigkeitszylinder. Wir beschlieBen dieses Kapitel mit einigen 
Bemerkungen iiber die Bestimmung neuer zylindrischer Gleichgewichts­
figuren einer rotierenden homogenen Fliissigkeit in der N achbarschaft 
einer gegebenen zylindrischen Gleichgewichtsfigur. 

Es seien: T der Normalschnitt der Ausgangsfigur, den wir uns in 
der Ebene z = 0 gelegen denken, S seine mit stetiger Kriimmung ver­
sehene Randkurve, Z; der Abstand P PI eines in der Umgebung von S 
gelegenen Punktes PI von dieser Kurve, positiv fur Punkte des AuBen­
gebietes, negativ fur diejenigen des Innengebietes gerechnet, s die von 
einem beliebigen Anfangspunkt Q gemessene Bogenlange Q P. Wir be­
ziehen diesmal die Lage der Punkte der Ebene z=O in der Umgebung 
von S auf das System der krummlinigen Koordinaten s, Z; und bezeichnen 
wie friiher mit f die Dichte = Masse fiir die Volumeneinheit, u1p die 
Schwerkraft in P. Durch Betrachtungen, die den auf S. 36ft. durchgefUhr­
ten vollkommen analog verlaufen, erhaIten wir unter Zugrundelegung 

des logarithmischen Potentials 2 U log JJ*, unter (!* die Halfte des Durch-
12 

74a Man vergleiche hierzu die in Vorbereitung befindliche Leipziger Disser­
tation von Herrn G. Dolling. Dort finden sich die zuletzt angegebenen Uber­
legungen in allen Einzelheiten durchgefiihrt. 
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messers von 5 verstanden, zur Bestimmung von ~ in naheliegender Be­
zeichnungsweise die Integro-Differentialgleichung 

(249) 'IjJ~ + 2f/, C' log e* ds' = s - R2),- w2 C2 - 2RdC - )'C2 
5 e 2x 

_~(V(2)+ V(3) + ... ), 
x 

2 f [fjn-l e l (250) V(n) = x, f' fj n-l {(C' cos <p~ - C cos 6D log -"'dsaJ . 
n· s t et t=O 

Die lineare Integralgleichung 

(251) 'IjJ~+2ff'~'10ge*ds'=0 
5 e 

hat, wenn 5 keine Kreislinie urn den Koordinatenursprung yom Radius e* 
ist, stets eine triviale Nullosung const.· y = const. (Xb - Ya). Diese 
Losung wird illusorisch, wenn es sich urn einen geraden Kreiszylinder 
urn die z-Achse handelt, weil alsdann y identisch verschwindet. Wie 
man leicht sieht, ist in dem zuletzt betrachteten Falle 

(252) x'IjJ = -2nxfe* + w2e*, 

so daB auf aile Fane (vgl. S. 9 und 17) 

(253) w < "{2n-;;f 
gilt. Nach bekannten Siitzen hat die Integralgleichung 

(254) (W2 - 2 n fJe*' + 2ft' C' log e*ds' = 0 
x . S (! 

(nichttriviale) Nullosungen der Form const. cos~, 
e* 

n-I 
w2 =2nxf--

const. sin ~ fUr 
e* 

(255) 
n 

(n=1,2, ... ). 

Diese Verzweigungszylinder konnen den Ausgangspunkt neuer linearer 
Reihen zylindrischer Gleichgewichtsfiguren bilden. Ob dies tatsiichlich 
der Fall ist, kann erst eine Diskussion der Verzweigungsgleichungen 
lehren. 1st insbesondere OJ =0, handelt es sich also urn den ruhenden 
Zylinderkorper als Ausgangsfigur, so nimmt (254) die Gestalt 

(256) C - -I-fC' log (J* ds' = 0 
n (J* e 

5 

an. Sie hat die beiden linear unabhangigen N ullosungen 

1 . 5 I 5 
(257) u1 =_sm-, U2=-=COS-. 

lne* (J* Yn(J* e* 

Nur noch einige Bemerkungen tiber elliptische Fltissigkeitszylinder 
als Ausgangsfiguren. Es seien a und b< a die Halbachsen der Quer-

schnittsellipsen. Wir bestimmen vor allem den Ausdruck 0= :~: so, 

daB die Gleichgewichtsbedingung erfUllt ist, was, wie sich ohne Schwierig-
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keiten verifizieren laSt, nach (38) I 

(258) ~=1-d2 bzw. o=V1- w2 

nut nut 

ergibt. Fur die Schwerkraft erhalt man diesmal den Ausdruck 
1 1 X 2 y2 

U1j1=-nxjab(1-o 2)p' fj2=(i4+1)4' 

Die homogene Integralgleichung (251) nimmt jetzt die Form 
2n 

(259) --nab(1-d2)-t+ 2ab f %/log~dal=O' 
o 

unter a die exzentrische Anomalie verstanden, an. Wie eine eingehende 
Untersuchung lehrt, hat (259) die fUr alle Werte von 0 gultigen, in 
geeigneter Weise normierten N ullosungen 

(260) 
p sin 2a 

U2=7t~-- und u2, 1 = const. p 74 b 

und daruber hinaus fur abzahlbar unendlichviele sich gegen 1 haufende 
Werte von d je eine nichttriviale Nullosung der Gestalt 

(261) (n>3). 

Die dies en singularen Wert en von 0 entsprechenden Ellipsen geben 
moglicherweise zu Verzweigungen AnlaS. 

VintEs KapitEl. 

Neue nichthomogene G leichgewichtsfiguren 
in der N achbarschaft einer gegebenen, nicht 
notwendig homogenen Gleichgewichtsfigur. 

15. Problemstellung. Nachdem wir in dem dritten Kapitel eine 
Theorie der homogenen Gleichgewichtsfiguren rotierender Fhissigkeiten in 
der Nachbarschaft einer gegebenen ebenfalls homogenen Gleichgewichts­
figur entwickelt hatten, wenden wir uns in dem Folgenden dem allgemei­
neren Problem zu, festzustellen, ob es in der Umgebung einer nicht not­
wen dig homogenen Gleichgewichtsfigur neue Gleichgewichtsfiguren gibt, 
deren Winkelgeschwindigkeit oder Dichteverteilung, oder auch beides,sich 
von der Winkelgeschwindigkeit bzw. Dichteverteilung der Ausgangs­
figur hinreichend wenig unterscheiden. Von besonderer Wichtigkeit ist 
ein ruhender nichthomogener Fhissigkeitskorper mit Kugelsymmetrie, 
d. h. ein Korper, der aus konzentrischen Kugelschichten konstanter 

74b Die triviale Nullosung U2.1 ist. wie man sich leicht iiberzeugt. belanglos. 
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Dichte besteht, als Ausgangsfigur. Eine andere spezielle Maglichkeit bie­
ten die J acobischen und Maclaurinschen Ellipsoide als Ausgangs­
figuren 75. Mit den beiden zuletzt charakterisierten Problemen, von denen 
das erste eine strenge Begriindung der Clairautschen Theorie der Figur 
der Erde in sich schlieBt, hat sich bereits Liapounoff in einer Reihe um­
fangreicher Abhandlungen beschaftigt (vgl. loco cit. 40). 

Wir legen unseren Betrachtungen eine mit der Winkelgeschwindig­
keit w > 0 wie ein starrer Karper rotierende Gleichgewichtsfigur T einer 
gravitierenden Fliissigkeit zugrunde, die folgende Eigenschaften hat. 

1. Die Berandung von T besteht aus einer einzigen J ordanschen 
Fliiche 5 yom topologischen Typus einer Kugel, die ein bestimmtes 
Volumen im Sinne von Peano und Jordan einschlieBt. Die Dichte fist 
eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Ortsfunktion, die gewissen 
weiteren, alsbald anzugebenden Bedingungen geniigt. Es sei bemerkt, 
daB fiir die Giiltigkeit vieler unserer Ergebnisse die von Liapounoff ein­
gefiihrte Voraussetzung, f nehme von auBen nach innen nicht ab, nicht 
ben6tigt wird. Diese Annahme wird darum erst spiiter gelegentlich ein­
gefiihrt werden. 

2. Die Fliichen konstanten Gesamtpotentials U = const. bilden eine 
Schar ineinandergeschachtelter Jordanscher Fliichen yom Kugeltypus, 
die wie 5 ein bestimmtes Volumen im Sinne von Peano und Jordan 
haben. Sie konvergieren gegen einen Punkt, der auf der Umdrehungs­
achse liegt und 0 heiBen mage. Wir wiihlen ihn zum Koordinaten­
ursprung. 

3. Die Schwerkraft verschwindet nur in O. Demnach ist 

(1) (~~r+ (~~y + (~~y>O fiir aIle (x,y,z) 

mit X2+y2+Z2>0 in T+S. 

Wegen (1) sind Niveaufliichen des Gesamtpotentials allemal Fliichen 
mit stetiger Normale 76• In der Tat liiBt sich die Gleichung 

(2) U(x,y,z)=c (c konstant) 

wegen (1), falls etwa :~ =1=0 ist, nach z auflasen, und die Funktion 

z=z(x, y) hat stetige, iibrigens, da, wie wir wissen, V eine H-Bedingung 
mit beliebigem Exponenten < 1 erfiillt, der H-Bedingung geniigende 

75 Vgl. meine kiirzlich erschienene Arbeit, Untersuchungen iiber die Gleich­
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem 
Newtonschen Gesetze anziehen. Dritte Abhandlung. Nichthomogene Fliissigkeiten. 
Figur der Erde, Math. Zeitschr. 36 (1933). S.481-562. Man vgl. im Anschlu.6 
daran die Note von E. Holder, Zur Theorie inhomogener Gleichgewichtsfiguren. 
1. Mitteilung. Homogene Ausgangsfiguren, ebenda S.563-580. 

76 Die sich auf den Punkt 0 reduzierende "Niveauflache" bleibt hierbei au.6er 
Betracht. 
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Ableitungen erster Ordnung. Die NiveaufHichen gehOren der Klasse 
Ah an. 

Nach Voraussetzung ist T eine Gleichgewichtsfigur. Da die wirken­
den Krafte von einem Potential herriihren, so miissen (vgl. 2.) die 
Flachen gleichen Potentials zugleich Flachen gleicher Dichte sein. 1st, 

wie wir voraussetzen wollen, auf 5 durchweg ~~ <0, so ist wegen (1) 

in T + 5 iiberall, auBer in dem Koordinatenursprung, ~~ < O. Die 

Schwerkraft fallt allemal in die Innennormale hinein. Es sei jetzt r das 
zwischen 0 und 5 gelegene Stiick der positiven z-Achse. Sei t der 
langs r gemessene Abstand einer Niveauflache von 0, { die Gesamt­
lange von r. Beim Fortschreiten langs r von 5 nach 0 nimmt der 

Druck, wie aus der bekannten Beziehung t ~~ = ~-!'- folgt, da doch 
t >0 ist, monoton ,zu. 

4. Wir nehmen an, daB die Dichte t sich in T + 5 nur langs einer 
endlichen Anzahl geschlossener Flachen (die notwendigerweise Niveau­
flachen von U sein miissen) sprungweise andern kann, in jedem Stetig­
keitsbereich, der Rand eingesc~lossen, aber einer H-Bedingung geniigt. 
Alsdann hat nach bekannten Satzen (vgl. 1. 3) das Gravitations­
potential u V, mithin auch 

w2 f 1 w2 
(3) U(x, y, z) = uV(x, y, z) + T(x2+ y2) = u t' edi' + T(x2+ )'2) 

T 

stetige, einer H-Bedingung (mit dem gleichen Exponenten) geniigende 
Ableitungen zweiter Ordnung. Die Niveauflachen sind Flachen der 
Klasse Bh (vgl. S. 12). 

Wir werden iibrigens meist annehmen, daB t in jedem der (endlich 
vielen) Stetigkeitsbereiche stetige Ableitungen erster Ordnung hat. Aus 

Grunden der Symmetrie (vgl. 5.) sind alsdann :~, ;~, ~~ und darum auch 

~~ in 0 gleich Null. Dariiber hinaus soIl ;~. in einer Umgebung von 0 einer 

H-Bedingung mit dem Exponenten f1, < 1 geniigen. Dies hat wiederum 

zur Folge, daB ::- sich in der Umgebung des Koordinatenursprunges wie 

r,lI (0 <f1, < 1) (r2 = x2 + y2 + Z2) verMlt. 
5. Die Konfiguration hat eine auf der Rotationsachse senkrechte 

Symmetrieebene und k > 2 den Winkel : miteinander einschlieBende, 

durch die Rotationsachse hindurchgehende Symmetrieebenen. Offenbar 
ist der Koordinatenursprung 0 der Schnittpunkt aller dieser Ebenen; 
er ist zugleich der Schwerpunkt des Systems. Die Ebene z = 0 ist gewiB 
eine Symmetrieebene. Wir denken uns das Achsenkreuz so orientiert, 
daB auch die Ebene y = 0 Symmetrieebene wird. 

Nimmt die Dichte beim Fortschreiten langs r von 5 nach 0 hin 
monoton zu oder zum mindesten nicht ab, wobei auch Konstanzinter-
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valle vorkommen durfen, so ist eine auf der Rotationsachse senkrechte 
Symmetrieebene gewiB vorhanden (vgl. 5.). 

6. Die Orthogonaltrajektorien der Schar der NiveaufUi.chen, die 
augenscheinlich samtlich in 0 munden, stellen, wie wir weiter annehmen 
wollen, Linienstucke dar, die mit EinschluB ihres Endpunktes 0 stetige 
und gleichmaBig beschrankte Kriimmung besitzen. Diese Voraussetzung 
wird ubrigens nur im Falle einer nichthomogenen Ausgangsfigur benutzt, 

Es sei, wie vorhin, r der zwischen 0 und 5 enthaltene Teil 
der positiven z-Achse, und es moge wiederum t die Lange desjenigen 
Stuckes vonr bezeichnen, das zwischen dem Koordinatenursprung und 
dem Schnittpunkt von r mit einer bestimmten Niveauflache enthalten 
ist. Da r jede NiveaufHiche in einem einzigen Punkte trifft, so ist durch 
die Angabe von t die fragliche Aquipotentialflache eindeutig festgelegt. 
Wir nennen sie dementsprechend St. Augenscheinlich kann man die 
Dichte der Flussigkeit, die ja auf 5 t uberall den gleichen Wert hat, als 
Funktion von t auffassen. Wir werden uns demgemaB gelegentlich der 
Bezeichnung f = f (t) bedienen. 1st, wie fruher, 1 die GesamtHinge von r, 
so konnte die RandfHiche von T sinngemaB mit 51 bezeichnet werden. 
Der Einfachheit halber werden wir fur 51' wie bis jetzt, 5 schreiben. 
Es sei t 'YJ ein System auf S erklarter GauBscher Parameter der Flache. 
Wir denken uns ~,'YJ so gewahlt, daB die Koordinaten X, Y, Z der 
Punkte auf 5, als Funktionen von ~,'YJ aufgefaBt, 

( 4) 

stetige Ableitungen erster und stetige, der H-Bedingung genugende Ab­
leitungen zweiter Ordnung haben. Man darf des weiteren, wie wir es tun 
wollen, annehmen, daB die drei Jacobischen Determinanten 

(5) 
8(X, Y) 8(X,Z) 8(Y,Z) 
8(g,1'}) ' 8(g,1'}) ' 8(g,1'}) 

nicht gleichzeitig verschwinden. Durch das Bundel der Orthogonal­
trajektorien wird Sf (0 <t <1) auf S umkehrbar eindeutig und stetig 
bezogen. Augenscheinlich kann man ~''YJ auch als GauBsche Parameter 
auf St betrachten und flir die Koordinaten x, y, z der Punkte auf St 
demgemaB schreiben: 

(6) x=x(~,'YJ,t}, y=Y(~,'YJ,t}, z=z(~,'YJ,t}. 

Es sei Plein beliebiger Punkt in der N achbarschaft von St, und es 
moge P den FuBpunkt des von PI auf Sr gefallten Lotes bezeichnen 77. 

Der Abstand P PI' positiv in der Richtung der AuBennormale (v) zu Sr 

77 Sol1ten von PI mehrere Lote auf Sr gefallt werden konnen, so solI P ein 
FuBpunkt sein, dem der Kleinstwert des Abstandes P PI entspricht. Ist die Um­
gebung von Sr, in der PI liegt, hinreichend nahe, so ist nunmehr P vollkommen 
bestimmt. 
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in P gerechnet, heiBe C; wir konnen ~,tj, C als krummlinige Koordinaten 
von PI auffassen. Es seien a, b, c die Richtungskosinus der AuBen­
normale (v). Als Funktionen der Koordinaten x, )" z des Punktes P 
aufgefaBt, sind a, b, c, wie man leicht zeigen kann, in T + 5, auBer im 
Punkte 0, dem Koordinatenursprunge, stetig und haben daselbst stetige 
oder zum mindesten abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster 

aa Be 78 dUb 0 . Ordnung -a , ... , -a-' In er mge ung von smd a, b, c noch be-x z . 

schrankt, wahrend, wie weiter angenommen werden soIl, die vorhin ge­
nannten partiellen Ableitungen sich daselbst wie r- 1 verhalten 79. Fur 
die kartesischen Koordinaten Xl' Yl' ZI des Punktes PI erhalten wir die 
Ausdrucke 

(7) 

Nach allen diesen Vorbereitungen gehen wir nunmehr zu unserem 
Problem uber. Es handelt sich, wie eingangs bemerkt, um die Bestimmung 
einer Gleichgewichtsfigur Tl +51 , die, urn es kurz auszudrucken, was 
ihre 5tetigkeits- und 5ymmetrieeigenschaften betrifft, im wesentlichen wie 
T + 5 beschaffen ist, in einer Umgebung erster Ordnung von T + 5 liegt 
und zu einem von W nur wenig verschiedenen Werte WI der W inkelgeschwin­
digkeit gehort. Wir denken uns T1 + 51 auf T + 5 in einer spater noch 
genauer anzugebenden Weise derart topologisch abgebildet, daB Niveau­
flachen des Gesamtpotentials, 5t und 5t1 , einander umkehrbar ein­
deutig und stetig entsprechen, ein Punkt P auf 5t allemal auf den 
Schnittpunkt PI der N ormale (v) zu 5 t in P mit 5tl , insbesondere der 
Koordinatenursprung auf sich selbst abgebildet wird. Die Symmetrie­
ebenen von T + 5 sollen zugleich Symmetrieebenen der Konfiguration 
T1 +51 bilden. 

Die Abbildung des Bereiches T1 +51 auf den Bereich T+5 kann 
als bekannt gelten, sobald C, der Abstand korrespondierender Punkte P 
und PI> als Ortsfunktion in T + 5 bestimmt ist. Wir schreiben 

(8 ) C = C(x, y, z) 

und machen bezuglich C(x, y, z) folgende spezielle Annahmen. Die 
Funktion C(x, y, z) ist in T + 5 stetig, verschwindet im Koordinaten­
ursprunge, 

(9) "0,0,0)=0, 

nimmt in den in bezug auf die k + 1 Symmetrieebenen symmetrisch 
liegenden Punkten die gleichen Werte an und hat beschrankte und, 
auBer moglicherweise in dem Koordinatenursprunge und auf den Un-

78 Als mogliche Unstetigkeitsilachen kommen die Flachen, an denen sich t 
sprungweise andert, in Frage. 

79 Wir lassen es dahingestellt sein, wie weit die verschiedenen vorhin ein­
gefiihrten Voraussetzungen voneinander unabhangig sind. 
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stetigkeitsflachen von I, wo sie sich sprungweise andern konnen, stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung. Schlie13lich ist, unter Co einen hin­
reichend kleinen positiven Wert verstanden, in T + 5 

{lO) 

Aus (9) und (10) folgt, wie man fast unmittelbar sieht 80, 

(II) le;<y3cor (r2=x2+y2+ z2), so mit auch Ie <oc1 co' 
wo OC1 eine Konstante bezeichnet, wie spater oc2 , oca ' .... Fiir (11) konnte 
man natiirlich ebensogut auch lei < OC 2 Co r schreiben. Durch die Un­
gleichheiten (10) und (11) ist zum Ausdruck gebracht worden, daB die 
Konfiguration T1 +51 in der Nachbarschaft erster Ordnung von T +5 
liegen soIl. 

Das Bild 5tl von 5 r in T1 + 51 ist nach Voraussetzung eine Niveau­
flache des Gesamtpotentials der gesuchten neuen Fliissigkeitsverteilung. 
Demnach hat auf 5u die Fliissigkeitsdichte iiberall den gleichen Wert. 
Wir bezeichnen die Dichte in T1 , als Ortsfunktion in T aufgefaBt, mit 
J (r) +oc x(r) , unter oc einen dem absoluten Betrage nach hinreichend 
kleinen Wert, unter X(r) eine stetige, allenfalls abteilungsweise stetige 
Funktion, die in jedem Stetigkeitsbereich einer H-Bedingung geniigt, 
verstanden. Fiir 1 (r) + oc x(r) konnen wir auch 1 (r) + oc X(r) schreiben. 

N ach Voraussetzung sind 5r Flachen gleichen Gesamtpotentials. 
Demnach ist in P auf 5 r 

(12) U='<ff'~dr'+ ~2t2=C=C(r), t2=X2+y2. 
T 

Wie durch die Bezeichnung C = C (r) angedeutet wird, hangt der auf 5 r 

konstante Wert des Gesamtpotentials seinerseits von r abo In dem 
Punkte P1 auf der Niveauflache Sri der neuen Konfiguration gilt ent­
sprechend 

(13) U1 = '< f (I' + ocx') :1 dr; + ~p tr = C1 = C1(r) , 81 

Tl 

(14) er=(x1-x{)2+(Y1-yn2 +(Zl-Z{)2, tr=x12+yr, dr{=dx;dy{dz;, 

wofiir man in bekannter Weise mit Riicksicht auf (7) auch 

(l5) (/ '+' ')~_ uX a~.y ~.z c~ d '+(1)1 2=C f 1 "( '+ 'N '+b'''' '+ /I") 2 

'< OC X "(' , ') r 2 tl 1 !h uX,Y.Z 
T 

80 Man beachte. daB, unter (t) eine beliebige Richtung verstanden, 

lac I -!7fT :s;:. 3 co gilt. 

81 In (13) bezeichnen f' und X' die zu T' gehorigen Werte der Dichte und der 
Ortsfunktion X (T). 
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schreiben kann 82 • Aus (12) und (13) folgt 

(16) xfl' ~dT' - xfi' ~ dT + (Xxfx' ~ dT' + (Ij(t 2 - w
2 t 2 

e1 1 e e1 1 2 1 2 
T. T T. 

=C1-C=xs=xs(t) 

16. Die fundamentale Integro-Differentialgleichung. Wir set zen 

(17) lID = xV = xfl' i dT', lID! = xfl' :1 dT~ 
T T. 

und beweisen, daJ3 der Ausdruck lID! - lID sich liir aUe den U ngleichheiten 
(10) und (11) geniigenden, wie vorhin angegeben beschaltenen Funktionen e 
in eine unbedingt und gleichmiiflig konvergierende Reihe 

(18) lID1 - lID = lID (1) + lID (2) + lID (3) + ... 
entwickeln liiflt, die lolgende Eigenschaften hat: 

1. Es ist 

(19) lID(n) = xf :n ~(n)dT', 
T 

in' ac' ac' unter ~(n) eine Form n-ten Grades der Variablen e, e', 7i" li" F'ver-

d D· V . bl ac' ac' ac' h . @(n) "b' x Yl. z . 
stan en. Ie ana en ax' , a Y" az' ge en m J~ u ngens nur mear em. 

2. Es gilt 

(20) 
00 

~ (lID - lID) = yJam5~. az! L.; az 
n=l 

Auch diese unendlichen Reihen konvergieren unbedingt und gleichmaflig. 
~ ~am5(n)'1 ~lam5(n)1 ~lam5(n)i 

Praziser: die Reihen L.; IlID(n):, L.; :ax' .L,; '8~' L.; ---az 
konvergieren gleichmaJ3ig. I I I Y I I 

Die Reihen (18) und (20) konvergieren, wie gleichzeitig gezeigt 
werden wird, auch wenn man unter e eine komplexe, den vorhin an­
gegebenen Stetigkeits- und Symmetriebedingungen geniigende Funktion 
versteht. Als Definition von lID! ist diesmal die Formel 

( 21) - f'~ a(x'+a'CI,y'+b'CI,zl+cIC') , 
lID1 - x I a(' , ') dT e1 x, y ,z 

T 
anzusehen. 

Der Beweis laJ3t sich wie bei den analogen Betrachtungen des dritten 
Kapitels fiihren. N eben den beiden Flachenscharen Sr und Sn be­
trachten wir die noch von einem weiteren Parameter t (0 <t < 1) ab-

82 Die in (15) auftretende J acobische Determinante ist in T + S beschrankt 
und, auBer hochstens in dem Koordinatenurspr'unge und auf den Sprungflachen 
von t. stetig. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 7 
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hiingige, also zweiparametrige Fliichenschar Stt, die sich symbolisch in 
der Form St+t(Sn -St) darstellen liiBt. Dem Punkte P auf St ent­
spricht dabei auf Stt der Punkt mit den Koordinaten 

(22) x+atC, y+btC, z+ctC. 

Durch die Zuordnung P~Pt wird der Bereich T +S umkehrbar ein­
deutig und stetig auf einen Bereich Tt + St abgebildet, St ist das Bild 
der Randflache S von T. Die Schar Stt hat, wie man sich unmittelbar 
iiberzeugt, die gleichen topologischen, Stetigkeits- und Symmetrie­
eigenschaften wie die Schar St. Insbesondere ist das Bild des Punktes 0 
dieser Punkt selbst. 

Wir denken uns jetzt den K6rper T t + St mit Masse der Dichte I' 
in P~ erfiillt und bezeichnen das Gravitationspotential der neuen Kon­
figuration im Punkte Pt mit m!t. Es ist demnach 

(23) 
_ f'.! o(x' +a't C'. y' + b't C'. z' -t- c't C') 

m!t- u t 0(' , ') iT, l!t x. Y. z 
T 

(24) er= [x' - x + t(a' C' - aC)]2+ fy' - y + t(b' C' - bC)]2 
+ [z'-z+t(c'C'-cC)]2. 

Wie man leicht verifiziert, ist 

(25) o(x'+a'tC'. y'+ b'tC'. z'+ c'tC') = 1 + t{.~ (a' "')+ ~(b' "')+ !.-.(c' ,.')} 
o(x'. y', z') ox' ., oy'" oz'" 

t2{o(a'C" b'C') o (a'C'. c'C') a (b'C', C'C')} tSo(a'C'. b'C'. c'C') 
+ o (x'. y') + o (x'. z') + o(y'. z') + o (x'. y'. z') , 

(26) l!t: =1+ 2t{x'-x (a'-a)C'+a(C'-C) + ... } 
l! l! l! 

+ t2{((a'-a)C'~a(c'-C)y + .. . }=I+k(t). 

Es seien: t* eine Zahl > 1 und k* ein positiver echter Bruch. Wie 
sich ohne ernstliche Schwierigkeiten zeigen laBt, ist fUr alle dem abso­
luten Betrage nach hinreichend kleinen reellen oder komplexen Werte 

oC oC oC 
von C, ax' oy' oz' etwa 

(27) 1::/, I:~I, /:;/<8<80, 
mithin wegen C(O, 0, 0) =0 auch I CI <faer und alle reellen oder kom­
plexen t in dem Bereiche I t I <t* 

(28) [k(t)l<k*. 

Der Quotient i ~ I ist also von Null verschieden8S. 

83 Vgl. loco cit. 75. S.493-494. Einige Vorsicht erfordert die Behandlung des 
Quotienten (26) in der Umgebung des Koordinatenursprunges. Als wesentlich er-

weist sich hierbei der Umstand, daB :: •...• ~; in der Umgebung des Anfang­

punktes hochstens wie y-l unendlich werden konnen. 
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Der Integralausdruck ~t ist eine in dem Gebiete \ t\ < t* analytische 
und reguHire Funktion von t. Dies erkennt man leicht wie folgt. Man 
setze 

(29) 

unter T den in dem Kugelkorper (x'-x) 2 + (y'_y)2+ (z'-z) 2 :s;:D1l 
enthaltenen Teil von T verstanden. Das Integral fist, wie man un­

T-T 

mittelbar sieht, eine in J tJ < t* analytische und reguliire Funktion von t. 
Beriicksichtigt man, daB f fiir alle (x, y, z) in T +5, alle wie vorhin 

T 
angegeben beschaffenen reellen oder komplexen C und aIle t in I t I <t* 
fiir D~ 0 gleichmiiBig verschwindet, daB mithin gleichmiiBig f = lim f 
gilt, so erhiilt man in der Tat unsere Behauptung. T D-+-O T-T 

Nach bekannten Siitzen ist fiir I tl < t* und fiir aIle n (>0) 

8n~t . f ' 8 n {I 8(x'+a'tC', Y'+b'tC"Z'+c't C')} (30) --=hm" f - - dt 
8tn D-+-O __ 8tn et 8(x',y',z') 

T-T 

f ' 8 n {I 8 (x' + a'tC', Y' + b'tC', z' + c'tC')} -" f - - dt - 8t n et 8 (x', y', z') . 
T 

Der Taylor-Cauchysche Entwicklungssatz liefert wegen [~t]t=o = ~ mit 
Riicksicht auf (30) 

(31) ~t= ~ + ~(l)t+ ~(2)t2+ ... + ~(n)tn+ ... , 

~(n)= ~ "I ,{~ [! 8 (x'+a'tC', y'+b'tC', z'+c't C')]} dr' 
(32) n! f 8tn et 8 (x', y', z') t~O ' 

T 

und fUr t = 1, da [~tJt=l = ~1 ist, wie behauptet, 

(33) ~1 - ~ = ~(1) + ~(2) + ~(3) + .... 
Man verifiziert leicht, daB m!(n) tatsiichlich die auf S.97 angegebene 
Form hat. Es lieBe sich ohne Miihe zeigen, daB die Reihe (33) in bezug 
auf x, y und z gliedweise differentiiert werden kann, doch wollen wir 
uns dabei nicht aufhalten. (V gl. iibrigens die Betrachtungen auf S. 45.) 

Wir wollen jetzt die in (32) angedeuteten Rechnungen fUr n = 1 
tatsiichlich durchfiihren. Wegen (25) ist zuniichst 

(34) ~(1)= "ff'{i. [! 8(x'+a'tC', Y',+~'t~', z'+c't C')]} dt 
8t et 8(x,y,z) t~O 

T 

= xIt'{i.!} dT:' +xJI' !{~ (a' C')+~ (b'C')+~(c'C')}dT'. at et t~O e ax' ay' 8z' 
T T 

7* 
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Des weiteren ist, wie man leicht sieht, wegen (26) 

[
1 a e~] 

(35) {~(~)} = ~ 2 ~t = _~ {(x'- x) (a' C' - aC) at et t=o et t=o e 
+ (y' - y) (b' C' - bC) + (z' - z) (e' C' - eC)} = _C,c~~ () + C CO;2 qJ • 

In (35) bezeichnet () den von dem Vektor P P' mit der AuBennormale (v') 
zu St' in P' eingeschlossenen Winkel, q; ist der Winkel, welchen der 
gleiche Vektor mit der AuBennormale zu St in P einschlieBt84• Aus 
(34) und (35) folgt, wenn, wie wir jetzt annehmen wollen, I stetig ist 
und stetige oder zum mindesten abteilungsweise stetige partielle Ab­
leitungen erster Ordnung hat, nach einer teilweisen Integration 85 in 
bekannter Weise (vgl. loc. cit. 75 S.496) 

(36) ~(1)= C am! - x [I' C' cos () dt + xfl' ~C' da' - xfC'I' ~ (~) d.' 
OV • e2 e OV' e 

T 5 T 

- xf'"' ~ ~d.' 
'" OV' e 

T 

und da ~ (~) = - ~ cos () ist alles in allem , ov' e e2 , 

(37) ~(l)=Cam! +xft'~C'da'-xfc,ot' ~d.'. 
OV e ov' e 

5 T 

Vorhin ist f stetig vorausgesetzt worden. Es mage nunmehr demgegen­
iiber f auf einer bestimmten Niveaufliiche 6 eine sprungweise Unstetig­
keit erleiden 86 und im iibrigen in jedem Stetigkeitsbereiche, der Rand 
allemal eingeschlossen, stetige Ableitungen erster Ordnung haben. Jetzt 
finden wir, wie man leicht bestiitigt, 

(38) ~(1)= C aa~ - x fC' ~~; ~dt + x If' ~C' da' - x Iu'] ~C' da', 
T 5 e 

unter [f'] den Sprungwert der Dichte auf 6 verstanden, in naheliegender 
Schreibweise [I'] = f(t' + 0) -f (t'-O). Ubrigens kannte man in den iiber 
S und 6 erstreckten Integralen /" das ja dort konstant ist, vor das 
Zeichen des Integrals setzen. Eine ganz analoge Formel erhiilt man, 
wenn f auf einer endlichen Anzahl von Niveaufliichen einen Sprung er­
leidet; unter 6 ist diesmal die Gesamtheit der Unstetigkeitsfliichen zu 
verstehen. 

84 Die Niveauflache durch P', die zu dem Werte t' des Parameters gehiiren 
mag, ist im Text sinngemaB mit St' bezeichnet worden. Natiirlich kann auch St' 
mit St identisch sein. 

85 Es handelt sich urn eine Anwendung der GauBschen Formel. Man beachte, 
daB a'2 + b'2 + C'2 = 1 ist. 

86 Die etwaigen Sprungflachen sind, wie man sich leicht uberzeugt, allemal 
Niveauflachen des Gesamtpotentials. 



Die fundamentale Integro-Differentialgleichung. 101 

Wir setzen zur Vereinfachung 

(39) 

und finden 

w 2 

+ (y+bC)2_X2_ y2) }=XAt2+-fC2(a2+b2) + (w2+ 2XA) C (ax+ by). 

Aus (17), (18), (16), (37) und (40) folgt jetzt 

(41) Caa~ + X ft'iC'dal- x fC'~; idr:l= xs - ~(2)_ ~(3)_ ••• 
5 T 

f 1 2 

- xa X' -dr:;- x},t2 - (»-21C2 (a2+ b2) - (w2+ 2 XA) C(ax + by) . 
(?! 

T, 

Der Ausdruck w2 (a x + by) ist augenscheinlich gleich w 2 t multipliziert 
mit dem Kosinus desjenigen Winkels, den (v) mit dem Lot von (x, y,.z) 
auf die z-Achse, nach (x, y, z) hin gerichtet, einschlieBt. Wir schreiben 

a~ 
av+w2(ax+ by) = x1p. 

Offenbar ist x1p die Schwerkraft im Punkte (x, y, z). Nach Voraussetzung 
ist in T +5, auBer indem Koordina:tenursprunge, 1p <0. Wir nehmen 
an, daB in der Umgebung des Anfangspunktes 1p wie t oder, was dasselbe 
bedeutet, wie r verschwindet. Die Gleichung (41) erhalt jetzt nach 
Division mit x die Gestalt 

(42) r If,l r'd I Ir' a I' 1 d ' I ' 1 d' , 2 Me, + - e, a - e, -- r: = s -- a X -- r: - At 
'r e u v' e e1 1 

5 T ~ 

- 2Wi C2 (a2 + b2 ) -. 2AC (ax + by) _ ~ (~(2) + ~(3) + ... ). 
x x 

1st f' abteilungsweise stetig, so tritt links noch der Summand 

-I [f'] ie' da' hinzu, so daB wir find en : 
is 

(43) 1p C + ft' ~ C' da' - fUI].~ C' da' - f C' a_~ ~ dr:' = s - afl }- dr:~ e e uv e ~ 
S ® T ~ 

- At2 - 2wi C2 (a 2 + b2) - 2AC (ax + by) _ ~ (~(2) + ~(3) + ... ). 
x x 

Dies ist die fundamentale Integro-Differentialgleichung, die den weiteren 
Betrachtungen zugrunde gelegt werden solt. 

1st die Dichte in T konstant, handelt es sich also insbesondere urn 
die Bestimmung schwach inhomogener Gleichgewichtsverteilungen in der 
N achbarschaft einer gegebenen homogenen Gleichgewichtsfigur, so ist 



102 Neue nichthomogene Figuren in der Nachbarschaft einer gegebenen Figur. 

at' 
a'll' = 0, [I'] = 0, und wir erhalten 

( 44) 1jJ C + J t' ~ C'da' = s - oc f x' ~~ dT~ - A t 2 - ;~ C2 (a2 + Q2) 
S T, 

1 
- 2AC (ax + by) - - (~(2) + ~(3) + ... ). 

u 

1st auch noch x= 0, so finden wir noch einfacher 

(45) 1jJC + ft'~ "da' = s -At2 - ;~ C2(a2 + b2) - 2C A(ax + by) 

s _ ~ (~(2) + ~(3) + ... ). 
u 

Augenscheinlich handelt es sich diesmal urn die Bestimmung einer zu 
dem Werle Wl der Winkelgeschwindigkeit gehOrigen homogeneri Gleich­
gewichtsfigur in der Nachbarschaft einer gegebenen, ebenfalls homogenen 
Gleichgewichtsfigur von gleicher Dichte. Wie man sich leicht iiberzeugt, 
ist die Grundgleichung (45) bis auf einige Anderungen der Bezeichnung 
mit der in dem dritten Kapitel aufgestellten Integro-Differential­
gleichung (75) III identisch. Sie ist vorhin auf einem etwas anderen Wege 
abgeleitet worden und gilt allgemeiner, auch wenn die Niveauflacheu 
des Gesamtpotentials, die a. a. O. gar nicht herangezogen wurden, m6g­
licherweise die besonderen, im vorstehenden angefiihrten Voraus­
setzungen nicht erfiillen. Die Beziehungen (44) und (45) gelten fiir aile T 

in T + S. Rechter Hand bezeichnet seine (shltige) Funktion von t. 
Handelt es sich urn eine homogene Fliissigkeit, so geniigt es, sich auf 
die Betrachtung der Punkte auf S zu beschranken und C als eine Orls­
funktion auf S aufzufassen. 

Wir kehren jetzt zu der allgemeinen Gleichung (43) zuriick und 
setzen diesmal speziell voraus, die Dichte nehme von auBen nach innen 
monoton zu oder zum mindesten nicht ab, so daB auch Konstanzgebiete 
vorkommen k6nnen. Es sei 1m der kleinste, 1M der gr6Bte Werl der Dichte. 
Es gilt 1m </~/M' und es kann I in dem Intervalle (0,1) auch eine 
endliche Anzahl Sprungstellen haben. Fiir (43) kann man im vorliegen­
den Faile, wie man leicht sieht, schreiben: 

1M 

(46) 1jJC + Jdt'JC' ~d(]'= s - ocJx' ~dT~ - At2 - w~ C2 (a2 + b2) e ~ 2u 
o St' T, 

1 - 2U (ax + by) - - (~(2) + ~(3) + ... }. 
u 

Das Integral linker Hand ist ein Integral im Sinne von Stieltjes. Die 
Sprungstellen der Dichte, zu denen auch die freie Oberflache der Aus­
gangsfigur S gehOrt, auBerhalb von T + S ist ja die Dichte I gleich Null, 
liefem, wie leicht ersichtlich, die iiber S und @) erstreckten Integralaus­
driicke in (43) links. Esistnichtschwer,zuzeigen, indemmandiebekannten 
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Eigenschaften der Stieltjesschenlntegrale heranzieht, daB die Formel (46) 
gilt, auch wenn /, als Funktion von r aufgefaBt, in den Stetigkeitsinter­
vallen eine Ableitung gar nicht besitzt, ja sogar eine beliebige in dem 
Intervalle (0,1) erkHirte, nicht wachsende Funktion von r darstellt 87 • 

Aber auch, wenn man beziiglich f die eingangs eingefiihrten Voraus­
setzungen macht, so daB f nicht notwendig mehr von auBen nach innen 
hin zunimmt (nicht abnimmt), kann man, wenn man / als Funktion 
von r auffaBt, f=f(r), (43) in der Form 

(47) fro f 1 f 1 w~ "PC- df(r') C'-drl=s-rx. X'-dr~-At2-_1 C2 (a 2 +b2) e el 2~ 
o St' T, 

1 - 2AC (ax + by) - - (~(2) + ~(3) + 000) 
~ 

schreiben 88 • 

Wir haben vorhin angenommen, daB die Fliissigkeitsk6rper T und 
Tl wie starre K6rper urn die z-Achse rotieren. 1st demgegeniiber die 
Winkelgeschwindigkeit wie bei den analogen Betrachtungen des dritten 
Kapitels eine (bekannte) Funktion des Abstandes von der Rotations­
achse, w (t2) und W l (t2) (t2 = x2 + y2), so gelangt man, wie man sich an 
Hand der Entwicklungen auf S. 48 leicht iiberzeugt, zu der Integro­
Differentialgleichung 

(48) "PC + Jf'"! C'da' -f[f']"! C'da' - fc' at' "!dr' e e ay' e 
, S ~ T 

fl 

= S - rx.fx'~d~ - w2 (t2
) (a2 + b2 ) C2 - "!f[W (t,2) - w2 (t2)] t'dt' 

~ 2~ ~ 
T, f 

tl - ~ f [wi (t,2) - w2 (t,2)] t'dt' - ~ (m.W) + ~(3) + o •• ). 

D 

Natiirlich hat diesmal die Ausgangskonfiguration Axialsymmetrie urn 
die z-Achse. 

Zum SchluB dieser Nummer einige grundlegende Ungleichheiten, 
die bei dem Konvergenzbeweis zur Verwendung kommen. 

Es sei wie vorhin C eine in T + 5 erkHirte stetige, im Koordinaten­
ursprung 0 verschwindende Ortsfunktion, die in den in bezug auf die 
Symmetrieebenen des Systems symmetrisch gelegenen Punkten die 
gleichen Werte annimmt, beschrankte und, auBer hOchstens in 0, stetige 

87 Es geniigt. um dies zu zeigen, die bei der Ableitung von (36) auszufiihrende 
teilweise Integration aufmerksam zu verfolgen. 

88 Das Intervall (0, (0) kiinnte man iibrigens durch (0, f*> ({*>{ be­
liebig) ersetzen. Das Intervall (0,1*> zerflillt diesmal, woran wir noch einmal 
erinnern, in eine endliche Anzahl Teile, so daB in jedem dieser Teilintervalle fund 

:: sich stetig verhalten., (Vgl. die FuBnote 95.) 
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ac ac ac . 
partielle Ableitungen erster Ordnung ax' ay' az hat und dIe Be-
ziehungen 

I a C' I a C! I a C I . ' -,(q 
(49) laxl' ayi'iaz ~Q, somltanch !CIs,r 3Qr 

erfiillt. 
Wir bezeichnen die Werte, welche die Funktionen m!l' m!, m!(n) im 

Koordinatenursprunge annehmen, mit Om!l' om!, om!(n) und setzen 

( 50) P = (m!l - m! - m!(l») - (Om!l - om! - Om!(l») 

= m!(2) + m!(3) + ... - Om!(2) - om!(3) - ... 

Augenscheinlich ist lJI im Punkte 0 gleich Null. Wie sich zeigen liiBt, 
geniigt P Ungleichheiten von der Form 

I a'P' I' a'P' 'a'P! 
(51) lax[' hi' [az-i < (1.3 rQ2, !Yll :::::Y3(1.3 r2Q2. 

Ubrigens kann, was fiir das folgende wesentlich ist, C auch komplexe 
Werte annehmen (vgl. loco cit. 75 S.500-504). 

Wir nehmen von nun an Q < ~ an und bezeichnen ~it , eine beliebige 

andere wie C beschaffene Ortsfunktion in T + S. Auch C nimmt demnach 
in zwei in bezug auf die k + 1 Symmetrieebenen symmetrisch gelegenen 
Punkten dieselben Werte an, verschwindet in 0 und erfiillt die Be-
ziehungen 

(52) 

Es sei ferner 

I a . 1 I a . /1 a . I lax(C-C) ',ay(C-C) 'l-az(C-C)I<U, 

Ic-tl < tSUr, U~~Q. 
(53) 

Bezeichnet man den zu lJI analogen, auf, beziiglichen Ausdruck mit P 
(54) P = (WI - m! - mW») - (01IDI - om! - 01is(1»), 

so gelten, wie man des weiteren zeigen kann (vgl. loco cit. 75 S. 504-505), 
die Ungleichheiten 

I ao. (P- P) I, I : (P- P) Ii, I : (P- P) I < (1.4 r Q 0', 
(55) I x : I uy , : uz , 

i P- Pi < -V3 (1.4r2Q U. 

Noch einige Ungleichheitsbeziehungen verwandten Charakters. Es gilt 
(vgl. loco cit. 75 S. 505-506) 

(56) I m!(2) + m!(3) + ... : = I m!l - m! - m!(l) I <rx5Q2 

SOWle 

(57) I (m!(2) + m!(3) + ... ) - (W(2) + ~(3) + ... ) I <rxsQ U. 
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Es sei sehlieBlieh 

(58) ~l =fx'~d'r~ und ml =fx"~- di~ 
(h !h 

T, T, 

( '2 ., ')2 (" ')2 (" . )2) el = (Xl - Xl + YI - YI + Zl - Zl . 

Wie man leicht feststellt, ist das N ewtonsehe Potential ~l' als Funktion 
von X, y, Z aufgefaBt, in T +5 nebst seinen partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetig. Ferner gilt in T + 5 

(59) [~II<oc7' laax~ll, laay~ll, I :z~II<OC8r, 
somit 

(60) 

( 2_ 2+ 2+ 2) Oel - Xl Yl Zl' 

17. Nichthomogene Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft 
von homogenen. Der Obersichtliehkeit halber wollen wir der Unter­
suehung der allgemeinen Integro-Differentialgleichung (43) eine Be­
handlung des wichtigen Spezialfailes einer homogenen Gleichgewichts­
figur als Ausgangsfigur voraussehicken und nehmen demgemaB I kon-

stant, mithin ~~=O an 89. Die Gleichung (43) erhaIt jetzt, wenn wir der 

Deutliehkeit halber "I'(r), C(or) statt "1', C sehreiben, die Gestalt (vgl. die 
Formel (44)) 

(61) "I'(T) C('r) + It'.! C'drl = s(t) - IXfx' ~ dT~ - At2 
e el 

S T, 

- 2W~ C2(a2 + b2) - 2A.C (ax + by) -.! (~(2) + ~(3) + ... ). x x 

Sie gilt fur aile Tin T +5. Reehter Hand ist s(t) eine zunaehst noeh 
beliebige stetige Funktion von t. 1m Einklang mit den auf S. 104 ein­
gefiihrten Bezeichnungen mogen von nun an wie schon oben Oel den 
Abstand des Punktes PI in Tl +51 vom Koordinatenursprung, 
os, 0"1', oC, oe die Werte von s, "1', C, e in 0 bedeuten. Fur T-+O folgt 
aus (61), da o"l'=oC=O ist, 

(62) It'~C'd(l = oS - IXfX'~d~ -.! (0~(2) + 0~(3)+ ••• ), 
oQ OQl x 

S T, 

89 Mit schwach inhomogenen Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der 
Mac1aurinschen und Jacobischen Ellipsoide hat sich Liapounoff in den beiden in 
der FuBnote 40 genannten groBen Abhandlungen beschil.ftigt. Die Methode von 
Liapounoff ist von der im folgenden gebrauchten ganz verschieden und mit der­
jenigen verwandt, der er sich bei Behandlung homogener Gleichgewichtsfiguren in 
der Nachbarschaft der Fliissigkeitsellipsoide bediente (vgl. 6.). 
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darum 

(63) tp(1') C(1') +fl'(~-~) C'da'= s(t) - 05 -lXfX'(~-~)d1'~ 
l! 01} I}i Ol!i 

S ~ 
(02 

- lt 2 - 2~ C2(a2+ b2) - 2l C(ax + by) 

_ ~ ($(2) + $(3)+ ••• - 0$(2) - 0$(3) _ ••• ). 
x 

L1i.Bt man l' gegen a auf S konvergieren, so gibt (61) 

(64) tp(a) C(a) + II' ~ C' da' = s(() - IX Ix' ~ d1'~ - lR2 
I} I}i 

S T, 

- 2(O~ C2(a2+ b2)-2lC(aX+ bY)- ~ ($(2)+ $(3)+ ••• ), (R2=X2+ y2). 
x X 

Es ist zu beachten, daB hier linker und rechter Hand iiberall der Auf­
punkt der Punkt a = (X, Y, Z) auf S ist. 

Wir hatten bereits in 8. die Gelegenheit, uns mit der homogenen 
Integralgleichung 

(65) tp(a) C(a) + JI' ~ C' da' = 0 
S 

zu besch1i.ftigen und festgestellt, daB sie stets eine triviale Nu1l6sung 
1 

(66) u1 = C (-jftpC2daf2, fttpU~da =-1 

hat. 1st T kein Rotationsk6rper urn die z-Achse, so hat (65) eine weitere 
triviale N u116sung 

-i 
(67) u2=y(-j/tpy2da) , y=Xb-Ya, Iltpu~da=-l. 

Augenscheinlich ist u1 in bezug auf die durch die z-Achse hindurch­
gehenden Symmetrieebenen symmetrisch und geht in - U 1 bei der 
Spiegelung an der Ebene z = 0 iiber. Des weiteren ist U2 in bezug auf die 
Ebene z = 0 symmetrisch und 1i.ndert bei der Spiegelung an den iibrigen 
Symmetrieebenen sein Vorzeichen. 1st T ein Rotationsk6rper, so wird 
im folgenden wie friiher U 2= 0 gesetzt. 

Der Einfachheit halber nehmen wir zun1i.chst einmal an, daB (65) 
keine weiteren Nu1l6sungen hat (der regul1i.re Fall), und setzen 

(68) ~ = tptp' (UIU~ + U2U~) + N(a,a'). 
I} 

Nach bekannten Siitzen hat die Integralgleichung 

(69) tp(a) C(O') + f I' N C'da' = 0 
5 

keine Nullosungen mehr. Fiihrt man die Beziehung (68) in (64) ein und 
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beachtet, daB aus Grunden der Symmetrie 

(70) Jt'1p'U~ "dO" = 0, ft'1p'u;,'da' = 0 
5 5 

ist, so erhalt man 

(71) 1p(a)C(a) + rt'N(a,a')C'da'=S(I)--rxfx'~dr~ .J' Ih 
5 Tl 

Es sei 
S ( x) = oS + h t 2 £l ( t) 

gesetzt, unter £l (x) eine vorgegebene, nebst ihrer Ableitung stetige 
Funktion von x mit £l (1) 4= 0, unter OS einen zunachst noch nicht bekann­
ten Wert, unter h einen zu bestimmenden Koeffizienten verstanden. 
Die Gleichung (63) nimmt damit die Form 

(72) 1p(r) C(r)= -fl'(2. - J-)C'da' + ht2 £l(X) - rxfx'(~- ..!...)dr~ -At2 

12 012 121 0121 
5 ~ 

- W2 { C2(a2+ b2 ) - 2AC (ax+ by) _2. (?ID(2) + ?ID(3) + ... - 0?ID(2) -0?ID(3)- ••• ) 
x x 

an. 
Das System (71) und (72) wird durch sukzessive Approximationen 

ge16st. Mit Rucksicht auf den zur Verfugung stehenden Raum muss en 
wir uns im folgenden mit der Wiedergabe der Hauptgedanken begniigen 
und verweisen wegen der Einzelheiten auf die in der FuBnote 75 genannte 

1 

Abhandlung, S.509-525. Wir beginnen mit der erst en Naherung C (r). 
1 

Die Werte C(a) auf 5 bestimmen sich aus der Gleichung 

(73) 1p(a) '(0') +- ff 'N(a, 0") ,(0") dO" = s (1) - rx I x' f! (a~ T') dr' - A R2 
5 T 

zu 

(74) t(a)-~-A R2 __ ~f ,_l_dr' 
- 1p(a) 1p(a) 1p(a) X 12 (a, T') 

T 

- fH(a a')[~- - _rx_fX,,_l- dr" - A .R'2_] dO" 
5 ' 1p(a') lp(a')T 12 (a', T") 1p(a') , 

1 
unter H(a, 0") den zu - f' N(a,a') gehOrenden 16senden Kern verstanden. 

1p 1 

Wie in 9. und 10. laBt sich zeigen, daB C(a) auf 5 in bezug auf die 
Symmetrieebenen von T symmetrisch ist und stetige Ableitungen erster 
Ordnung hat. 

Wir setzen weiter 

(75) 1 It' 1 t'd' f' 1 d ' oS = -- <., a + rx X - r, 
012 of! 

5 T 
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1 

und bestimmen C(or) in T durch 

(76) 1p(T) tCr) = - rl'(~ -~) t'da' + ht26(t) -exfx'(~ - ~)dT' -Al2 • .J. f! of! f! of! 
S T 

1 

Augenscheinlich ist C(T) in T in bezug auf die Symmetrieebenen von T 
symmetrisch. Die rechte Seite der Gleichung (76) stellt eine nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetige Ortsfunktion in T + S 
dar. Man iiberzeugt sich ohne Miihe, daB diese partiellen Ableitungen in 
o wie r verschwinden, demnach die betrachtete Funktion selbst, die ja 
in 0 verschwindet, sich in der Umgebung dieses Punktes wie r2 verhalt. 
Nach Voraussetzung verschwindet 1p(T) in 0 wie t oder, was dasselbe ist, 

1 

wie r;90 darum hat C(T) in T beschrankte, hOchstens mit Ausnahme des 
Koordinatenursprungs stetige Ableitungen erster Ordnung und ver­
schwindet fiir r~O. Man iiberzeugt sich jetzt leicht an Hand der Be­
ziehung (75), daB auf S die beiden Formeln (73) und (76) zu den gleichen 

1 1 

Werten C(o') fiihren, darum C(T) in T +S beschrankte und, auBer 
hOchstens in 0, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 

1 1 1 1 

T sei das durch die Transformation (x, y, z) ~ (x + a C, y + b C, Z + c C) 
. '1 . . 1 1 aA(2) ml(3) ~(2) 1 (3) • vermlttelteBI d von T. MIt e, oe, .w ,.w , ... , 0iU? , o~ , ... bezelchnen 

wir das, was man erhalt, wenn man in el' Oel' ~(2), ~(3), ••• , 0~(2), O~(3), •.• 
1 2 

C durch C ersetzt, und bestimmen die zweite Annaherung C(o') auf S 
aus der Gleichung 

(77) 1p(O')C(a) + f I'N(a,a')C'da' = s(l) - ex J x'fdi ' - AR2 
S 1 e 

T 

w2 1 1 1 1 1 
- -2 1 (C)2(a2 + b2) - 2AC(aX + by) __ (~(2)+ ~(3) + ... ) 

~ ~ 

= s(l) - ex f x'fdi ' - AR2 + II{A, t} 
t e 

T 

zu 

(78) C(a) = 1J!~(1)S(I)- 1J!~(1)fx'tdi'-IJ!~(1)R2+ 1J!~(1)lI{A,t} 
1 
T 

-f H(O', 0") IJI(~') [s (1) - ex J X" ~(G\") di" - AR,2 + II' {A, i'}]da'. 
S t 

90 Praziser: I ~~ I hat in der Umgebung des Koordinatenursprunges eine von 

Null verschiedene untere Grenze. 
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Wir setzen nunmehr 

(79) 

o~ = It' ~t, da' + ocIx' ~di' + ~(O~(2) + OiB(3) + ... ), 
oQ OU ~ 

5 f-
9 h= s(l) -0;' 

I2~ (I) 

in Taus 

1 1 

-At2+II{A, C}-oII{A, C}.91 

Wie man sich ohne groBe Muhe uberzeugt (vgl.loc. cit. 75 S.511-513), 
2 

ist C (or) in T + S in bezug auf die Symmetrieebenen von T symmetrisch, 
verschwindet in 0 und hat beschrankte und, auBer hOchstens in 0, 
stetige Ableitungen erster Ordnung. " 

Man geht so weiter und findet fur die n-te Naherung C(or) (n>2) die 
Formeln 

(81) "I'(a)C(a)+ It'N(a,d)C'da'=S(()-oc J X' "~1 dni/1_AR2+II{A,"t}, 
5 1/-1 Q 

T 

(82) " 1 [ J 1 70 1 70-1 ] C(a) = 'P(G) s(l)-oc X'-;;::td i' -).R2+1I{A., C } 
70-1 e 

T 

-fH(a d)_l_ls(() - ocfX,, __ l -d;,,1_ AR,2+II'{A n~l}Jda' 
, 'P(G') L 1/e1(G, .. ,~,.1) , '" , 

5 11-1 
T 

n-l n-l 

- At2 + lI{A, C} - o1I{A, C}. 
1 1 

91 Wir bezeichnen zur Abkiirzung mit oIl {A. C} den Wert von II p., C} im 
Koordinatenursprunge. 
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Der I terationsprozeB kann, wenn man I ex I ' I A I und Is (1) I hinreichend 
klein annimmt, beliebig fortgesetzt werden. Die Naherungsfunktionen 
n 
C(1") konvergieren gleichmaBig gegen eine in T +S stetige, in 0 ver-
schwindende Funktion C(1"), die in T +S beschrankte und, hOchstens 
mit Ausnahme des Koordinatenursprunges, stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung hat und die Integro-Differentialgleichung (61) befriedigt. 
Die so gewonnene Losung ist die einzige ihrer Art. Der Beweis alier dieser 
Behauptungen laBt sich durch eine sinngemaBe Modifikation der in 
9. durchgefiihrten Ubedegungen erbringen (vgl. loco cit. 76 S. 514 bis 
520) 92. Eine wesentliche Rolle spielen hierbei die am SchluB von 16. an­
gegebenen Ungleichheiten. 

Wir nehmen jetzt speziell k = 2 an, denken uns das Achsenkreuz so 
orientiert, daB jedenfalls alie drei Koordinatenebenen zu Symmetrie­
ebenen von T werden, und setzen voraus, daB Nullosungen der Glei­
chung (65) existieren, die von U 1 und u2 linear unabhiingig sind (der Ver­
zweigungsjall). Es ist in 8. gezeigt worden, daB es gewiB Systeme linear 
unabhangiger Losungen, wir bezeichnen irgendeins mit Ul' u2 ' ••• , Urn' 

gibt, die wie folgt beschaffen sind. Sie enthalten die beiden vorhin be­
trachteten trivialen Nullosungen U1 und u2 ' erfiillen die Orthogonali­
tats- und Normierungsbedingungen 

(85) 

und andern sich beim Dbergang von a zu den in bezug auf die Sym­
metrieebenen von T symmetrisch gelegenen Punkten nicht oder aber 
wechseln das Vorzeichen. Der Einfachheit halber nehmen wir im fol­
genden zunachst an, es gebe nur eine von U 1 und U2 verschiedene 

* Nullosung U3 , und es moge, unter a einen zu a in bezug auf irgend-
eine der Symmetrieebenen spiegelbildlich gelegenen Punkt verstanden, 
aliemal 

(86) 

sein. Nach bekannten Satzen hat die Integralgleichung 

(87) tp(a) C(a) + j!,sJU'do' = 0 
s 

92 Es sei daran erinnert, daB wir vorhin der gesuchten Gleichgewichtsfigur 
von vornherein bestimmte Symmetrieeigenschaften auferlegt hatten. Diese Vor­
aussetzung kann man, wie E. Holder in der in der FuBbemerkung 75 genannten 
Note zeigte, fallen lassen. DemgemaB braucht auch nicht mehr vorausgesetzt zu 
werden, daB das Bild des Punktes 0 mit 0 koinzidiert. Auch in einer anderen 
Richtung geht E. HOlder fiber die Ergebnisse, fiber die im vorstehenden referiert 
worden ist, hinaus. Er normiert die Losungen im AnschluB an Liapounoff so, daB 
man die GewiBheit hat, nicht mehrmals die gleiche Konfiguration zu erhalten. Es 
wird das Volumen von Ttl allemal demjenigen von Tt gleich gesetzt. 
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mit 

(88) 

keine Nullosungen mehr. Wir schreiben die Beziehung (64) in der Form 

(89) 1p(a)C(a) + Inn (a, a') C'da'= 1puara + s(l) - (X Ix' ell dT; 
5 ~ 

- lR2- ~! C2(a2 + b2) - 2lC(aX + bY) _ ~ (~(2)+ ~(a) + ... ), 

(90) ra= -ff'1p'u~C'da', 
5 

und setzen wie auf S. 107 unter h einen noch zu bestimmenden, ab­
solut hinreichend kleinen Wert verstanden, 

S(t) = oS + ht2£l(t), 

(91) 
oS =ff'~C'da' + (XIx'~dT; + ~(0~(2) + 0~(3) + ... ), 

oQ Oe1 x 
5 T, 

(92) 1p(T) C(T) = -ff'(~ -~) C'da' + ht2~(t) - (XIx' (~-~) h; 
Q 0/1 /11 0/11 

5 T, 
00 2 

-lt2 - 2~ C2(a2+b2)-2lC(ax+by) 

- ~ (~(2) + ~(3) + ... _ 0~(2) - 0~(3) - ••• ). 
x 

Durch Uberlegungen, die den auf S.107££. angedeuteten parallel verlaufen, 
kann man beweisen, daB die Integro-Differentialgleichungen (89) und 
(92) fur aile hinreichend kleinen Werte von I s (I) J, 1 (X 1 ' 1 l 1 und hi 
eine und nur eine in T + S stetige, in 0 verschwindende Losung C(T) 
besitzen, die daselbst beschrankte und, hOchstens mit Ausnahme des Ur­
sprunges, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. Die Losung 
ist in bezug auf die Symmetrieebenen von T symmetrisch und erfullt 
beilaufig die Ungleichheitsbeziehungen 

(93) : ac! I ac I I ac I < ~ 1 '"I < '/-3 E , ax I' I ay I' az 1= 4 ' .. = v r 4 · 
I I I I 

Es gilt ferner die in einem Bereiche 

(94) 

konvergierende Entwicklung 

(95) 

Die Koeffizienten ap,,,.,,,p, sind Funktionen von x, y, Z, die in T +S 
stetig sind und beschrankte, hochstens mit Ausnahme des Koordinaten-
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ursprunges stetige partielle Ableitungen erster Ordnung haben. Die un­
endliche Reihe (95) kann gliedweise differentiiert werden (vglloc. cit. 75 

S.522-524). Fiihrt man jetzt die Entwicklung (95) in (90) ein, so er­
halt man eine Bestimmungsgleichung fiir f 3 , eine "Verzweigungs­
gleichung". Sie ist von der Form 

(96) A f R2 fJ,3 da + IX JU3da f X' Il(: 1") dt + ~(A,s(I),IX; f3) =0, 
SST 

unter ~ eine Potenzreihe, die mit den Gliedem zweiten Grades beginnt, 
verstanden. 

Es sei 

( 97) 

eine fiir A. = s (1) = IX = 0 verschwindende Losung der Gleichung (96). 
Fiir hinreichend kleine Werte von I A I ' Is (1) I ' IIX list demnach mit (97) 
die Bedingungsgleichung (90) gewiB erfiillt. Die Funktion (95) geniigt 
der Integro-Differentialgleichung (61), die Konfiguration Tl +SI ist eine 
Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeit. Die Untersuchung der 
Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft der gegebenen Figur ist 
damit auf die Diskussion der Verzweigungsgleichung (96) zuriickgefiihrt. 
Wir begniigen uns mit diesen Andeutungen und verweisen im iibrigen 
auf die analogen Betrachtungen auf S. 62££.93. 

Durch die Betrachtungen auf S.105ff. ist u. a. die Existenz schwach 
heterogener Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung aller nicht sin­
gularen Maclaurinschen und J acobischen Ellipsoide dargetan. Was die 
Verzweigungsellipsoide betrifft, so erscheint hier noch eine Diskussion 
der Verzweigungsgleichung (96) als notwendig. Es ist nicht schwer ei'n­
zusehen, daB die zu einem vorgegebenen 1, sCI), X, IX, A gehOrigen neuen 
Gleichgewichtsfiguren fiir aile Ausgangsellipsoide einer stetigen, kein 
Verzweigungsellipsoid enthaltenden abgeschlossenen Schar eine lineare 
Reihe bilden. 

18. Gleichgewichtsfiguren in der Nachbarschaft einer gegebenen 
nichthomogenen Gleichgewichtsfigur. Wir legen unseren weiteren 
Untersuchungen die Integro-Differentialgleichung (43) in ausfiihrlicher 
Schreibweise 

(98) tp(T)C(T)+ ft'~C'da'-f[f']~C'da'-fC':~;~dt=S(t) 
S IS T 

f I roS I -IX x'-dT~ -At2- -21 C2(a2+b2)-2A.C(ax+by)- _(~(2)+~(3)+ ... ) 
IlI)C )C 

T, 

93 Man vergleiche femer loco cit. 75, S. 520-525, wo sich einige weitere Einzel­
heiten finden. Es ist zu beachten, daB a. a. O. u1 ' ... , um das bezeichnen, was tm 
Text mit JUI' •.. , jUm ZU bezeichnen ware. 
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zugrunde. Die linke Seite kann (vgl. (47)) auch einfacher in der Form 

00 

(99) 1J'('I:)C(-r) - f df(t') fC'-~da' 
o St' 

geschrieben werden. Beziiglich der Dichte /, die auf jeder Niveauflache 
des Gesamtpotentials von T + 5 einen konstanten Wert hat, haben wir 
in 15. vorausgesetzt, daB sie abteilungsweise stetig ist und in jedem 
Stetigkeitsbereiche stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 

A S ... d . d at at at. 0 I' h Null W' 11 us ymmetnegrun en sm ax' ay' az m g eIC . Ir wo en 

dariiber hinaus annehmen, daB ;: in einer Umgebung des Koordinaten­

ursprunges einer H -Bedingung mit dem Exponenten .u < I geniigt. 

Da ;: in 0 verschwindet, so ist augenscheinlich :: =O(rl-'). "Ubrigens 

braucht sich f beim Fortschreiten langs der z-Achse yom Koordinaten­
ursprung nach der Randflache 5 hin nicht notwendig monoton zu 
andern (nicht zunehmen). Doch darf 1J' in T +5, auBer in dem Ko­
ordinatenursprunge, nicht verschwinden. In der Umgebung von 0 ver­
halt sich 1J' wie O(r). 90 

Fiir 'I: -+0 folgt aus (98), da C im Koordinatenursprunge ver­
schwindet, 

(100) 

Aus (98) und (100) folgt, wenn wir, unter £l(t) eine nebst ihrer Ableitung 
stetige Funktion mit £l(1) +0 verstanden, s=os+ht 2 £l(t) setzen, 

(lOI) 1J'(or) C(or) + It' (~- o~) C' do' - J[f'] (~- o~) C'da' 
S IE 

-Ic,at: (~-~) do'=ht2£l(t)-OCIx'(~--~)dor~ - 2t2 - w: C2 (a2+b2) a 11 e oe el Oel 2 " 
T ~ 

1 -22C (ax+by)- - (~(2)+ ~(3)+ ••• -O~(2)-O~(3)_ ••• ), 

" 
oder kiirzer (vgl. S. 102) 

(102) 1J'('I:)C('I:)-foodf(t) fC'(~ -~) da' = ht2 £l(t) - ocfx'(~ -~) d'l:~ e oe el Oel 
o ~ ~ 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 

- 2t2+11{2, C} -ol1{2, C}. 
8 
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Betrachten wir die homogene Integralgleichung 

(103) 

_Ir,a f ' (~-~)dr'= 0 ;, av' e oe ' 
T 

kiirzer 
co 

(104) 1p(r)'(r)-Idt(t') I"(~- o~)da'=O. 
o St' 

Sie stelit, in der Bezeichnungsweise von A. Kneser, eine belastete 
Integralgleichung dar. Es ist nicht schwer einzusehen, daB, wenn beziig­
lich einer Nullosung '(r) von (103) feststeht, daB sie sich in 0 wie r- 1 

verhiUt, sie in T + 5 gewiB beschrankt ist 94 . 1st eine Nullosung '(r) der 
Integralgleichung (103) in bezug auf aile k + I Symmetrieebenen 
von T symmetrisch, so hat' in T + 5 beschrankte, auBer hOchstens in 0 
abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ordnung und ist im 
Koordinatenursprunge =0. Offenbar verschwindet , in 0 wie r.91> 

Neben derIntegralgleichung (103) betrachten wir jetzt noch die Gleichung 

(105) 1p(r) '(r)+Jt' ~" da' -I[f']~" da' -S" fif ~dr:' = O. e e av' e 
S 6 T 

Sie hat, falls, wie wir zunachst annehmen wollen, OJ =1= 0 ist, gewil3 eine 
Nullosung Ul =const. c und, falls T nicht etwa Rotationssymmetrie 
urn die z-Achse hat, eine weitere Nullosung u2 = const. t cos lJ, unter lJ 
den Winkel verstanden, der von (y) und dem bei einer Drehung von T 
urn die z-Achse von dem Punkte P beschriebenen Kreisbogen einge­
schlossen wird, t cos lJ = x b - ya. Sind aIle 5r Rotationsflachen urn die 
z-Achse, so ist tcoSlJ=O, darum u2=0. 1st OJ =0, handelt es sich mit­
hin urn einen ruhenden Fliissigkeitskorper mit Kugelsymmetrie als 
Ausgangsfigur, so hat die Integralgleichung (105) die Funktionen 
U l = const. c, un = const. a, U12 = const. b zu Nullosungen. Alle diese 
Nullosungen hangen eng mit Ortsanderungen zusammen, die T +5, 
als starrer Korper aufgefaBt, ausfiihren darf, ohne aufzuhOren, Gleich­
gewichtsfigur zu sein. Wir nennen sie darum auch diesmal "triviale Null-
16sungen" (vgl.loc. cit. 75 S.532-535). 

94 Vgl. loco cit. 75, S. 527-528. Die M6glichkeit, daB C(r) in 0 von einer hOheren 
Ordnung unendlich wird, braucht nicht beriicksichtigt zu werden. (Vgl. a. a. O. 
S.553.) 

95 Vgl. loco cit. 75, S.527-532. Ubrigens wird a. a. O. vorausgesetzt, daB 

af af af. . U b d K d' . H B d' ax-' ay' az m emer mge ung es oor matenursprunges emer a - e mgung 

mit dem Exponenten 11< I gentigen. Hieraus ergibt sich dann, daB f die gleiche 
Eigenschaft hat. v 
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Man iiberzeugt sich leicht, daB uI , u2 bzw. U1 , un, UI2 zugleich Null-
lOsungen der Integralgleichung (103) sind. In der Tat ist beispielsweise 

JI'J.. u' do' -f[f']~U' da' _fal' u' ~d1"= 0 
oe 1 oe 1 av' loe ' 
SeT 

da Ul beim Ubergang von l' zu dem in bezug auf die Ebene z = 0 sym­
metrisch gelegenen Punkte das Zeichen wechselt. Hat T + S Kugel­
symmetrie in bezug auf den Ursprung, so sind UI , Un, U12 ' wie wir so­
gleich sehen werden, die einzigen Nullosungen der Integralgleichung (103). 
die wir kiirzer in der Form 

co 

(106) 1p{1') C(1') - f df(r') f C' (~- o~) da' = 0 
o St' 

schreiben konnen, woselbst diesmal oe=r' ist 96• Wie wir wissen, sind 
etwaige Nullosungen dieser Integralgleichung, die in der Umgebung des 

Ursprunges nicht starker unendlich werden als +, tatsachlich in T +S 
beschrankt (vgl. S. ll4) und hOchstens mit Ausnahme des Punktes 0 
stetig. 

Wir setzen, unter Y nm (m = 1,2, ... , 2n + 1) die aligemeinen ortho­
gonalisierten und in irgendeiner bestimmten Weise normierten Kugel­
funktionen n-ter Ordnung des Polarwinkels 0 und des Azimuts b ver­
standen, im Sinne der Aquivalenz 

00 2n+l 

(107) C(1')"'.2 .2 Cnm{r)Ynm · 
n=O m=l 

Hierin bezeichnet Cnm = Cnm{r) eine beschrankte, in dem halboffenen 
Intervalle (0, m> stetige Funktion (vgl. die Formel (Ill)). Der Kugel­
symmetrie halber konnen wir diesmal speziell 

(108) 1p(1') = 1p(r) , I(r) = f(r) 

setzen und auch ST' fur St' schreiben. 
Nach bekannten Siitzen ist fUr n> I 

J 1 , , , 12!~1 (r'~=-l Y nm (0, b) fUr r < r', 
(109) e(T,a') Y nm (0 , b ) dO' = 4n (r,)n+2 

ST' 2n+1 m+lYnm(O, b) fur r'<r 97 

und darum beilaufig fur n > 1 

(llO) jYnm(O', b')dO"=O. 
ST' 

98 In (106) kann C fUr t > ffi; (ffi; = Radius des Kugelkorpers T + S) beliebig 
angenommen werden, denn fiir t > ffi; ist ja 1=0 zu setzen. 

97 Vgl. beispielsweise A. Liapounoff, loco cit. 40 a) S. 18. A. a. O. bezeichnet dO' 
das Flachenelement der Einheitskugel. 

8* 
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Wir finden jetzt fiir n> 1 

r 00 

= 2!~ 1 f d I(r') f Y nm (0', b') ;::1 C'der' + 2!~ 1 f dl (r') f Y nm (0', b') ;,::~- C' dcr'. 
o sr' r Sr' 

Wegen (107) ist 

(Ill) J CY nm (0, b) der = r2Cnm(r) J (Y nm(O, b»2der = Anmr2Cnm(r) , 98 
Sr (1;, 

die Integration rechter Hand erstreckt iiber die Oberfliiche der Ein­
heitskugel (£0 urn O. Demnach gilt fUr n> 1 

(112) 

r w 

4:n f r'"+2 4:n f rn +2 
=2n+lAnm rn-1 Cnm(r')d/(r') + 2n+l Anm Y;n_1 Cnm(r')d!(r'). 

o r 

Aus (106), (111) und (112) folgt jetzt fiir n> 1 fast unmittelbar 

w 

-~fr (')~"--d!(')-O >1 ( 1 2 1) 2n+l Snm r (r')n-1 r - ,n= m=, ... , n+ . 

Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden Cn fiir Cnm schrei­
ben. Wird die linke Seite der Gleichung (106) liber Sr integriert, 
so findet man 

(114) 1p(r) f C(-e) der - Jd!(r') f C(-e') der' f (~- o~) der = O. 
sr 0 sr' sr 

N ach bekannten Siitzen ist 

(115) f 1 d 4:n r2 fOO '> - er=~, - ur r _r, e r -
=4nr fUr r'<r, 

sr 

98 Wir setzen zur Abkiirzung J(Ynm((J, b))2da=Anmo Die Art der Nor-
0:, 

inierung der Kugelfunktionen Y nm (11, b) ist flir die folgenden Betrachtungen be­
langloso 
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, 
so daB wir fiir (114) wegen tp{r) = - 4:ff {r') r,'Jdr', 0'2=r', f~da= 41/;,r2_ 

r oQ r 
o S, 

r r 

(116) ~ff{r')r'2dr' fC{'t")da+ fdf{r') fC{'t"')da'(r- ::) =0 
o Sr 0 Sr' 

schreiben konnen. 
Aus (107) folgt, wenn wir YOI = 1 annehmen und fUr COl einfacher 

Co setzen, 

(lI7) fC('t')da=4nr2Co{1') , 
sr 

und (lI6) geht iiber in 

r r 

(lI8) Co{1') f f(1") r' 2 dr' + l' f Co(r') r'{r' - r) df(r') = o. 
o 0 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, selbst wenn man, wie wir es in den 
folgenden Zeilen tun wollen, beziiglich der Funktion f (r) lediglich vor­
aussetzt, daB sie nicht zunimmt, ohne notwendigerweise stetig zu sein, 
daB Co{r)=O ist (vgl. loco cit. 75 S.53S-539). 

Betrachten wir jetzt die Beziehung 

r 

(lI9) tp(1') Cn{r) - (2n:~ rn+1 f Cn{r') (r')n+2df{r') 
o . 

(n~ 1). 
r 

Sie hat nur fUr n = 1 beschrankte, von Null verschiedene Lo­
sungen. 

Es ist vor allem leicht zu sehen, daB die Integralgleichung 

(120) tp(r) CI(r) - :~ fCI(1")1"S df(1") - 4~r [CI(1") df(r') = 0, 
o r 

in die (119) fiir n = 1 iibergeht, durch C1 (r) :=: 1 befriedigt wird. Diese 
Losung fiihrt zu den eingangs gefundenen trivialen N ullosungen 
UI , un, U12 • 

In der Tat ist, wie eine teilweise Integration lehrt, 

r r co 

(121) f r,sdf(r') =1'3 f(r) - 3f r''Jf(r') dr', f dt(r') = - f(r) , 
o 0 r 
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somit 
1 00 r 

(122) :~ J l' a df(r') + 4~' f df(r') = 4~' f(r) - ~: f r'OJ f(r') dr' - 4~r f(r) 
010 

1 

= - ~: Jf(r')r'2dr'=tp(r), 
o 

so daB Cl= 1 die Gleichung (120) tatsaehlieh befriedigt. DaB sie keine wei­
teren besehrankten, von der Losung Cl = 1 linear unabhiingigen Losungen 
hat, ist an der mehrfaeh genannten Stelle S. 540-541 gezeigt worden. 

Es sei sehlieBlieh n > 1. Die Gleichung (1l9), die wir in der Form 
1 

(123) tp(r) Cn(r) = (2n~l) ,2 f Cn(r') (~) n-1 r,adf(r') 
o 

4n, Joo ,(,)n-1 
+2n+1 Cn(r)? df(1') 

r 

sehreiben konnen, liefert mit I C n (r) I < L 
r 00 

Itp(r) Cn(r) 1 < - (2:~~) r2 f r,a df(r') - ::~~ f df(r') 
o r 

r 

(124) (2:~~)'2{[r'a/(1')]; - J 3r' 2 /(r')dr'} - ::~~ [f(r')];' 
o 

4nL 3r21 1 

= (2n +1) r2 4n tp(r) , 
somit 

(125) 

darum fUr n>1 gewiB Cn(r)=O.99 
Wir kehren jetzt zu der Voraussetzung w=+=O zuriiek. Die Integral­

gleichungen (103) und (105) haben gewiB u1 und U2 zu Nullosungen. 
Hat T + S Rotationssymmetrie urn die Gerade z = 0, so ist uberdies, 
wie wir wissen, u2= O. 

Es sei zur Abkurzung fur aIle T. in T +S 

I 1 a f(.') 1 f" ,. T . d h . ht f t':!. --(-) -a' -(--') ur T m ,Je oe me au 1::::1, tp • '/I e.,. 
K( ') f(c/) I " f S 

T,T =, -(-) -(--')' T=(1 au , tp. e., a 

_ [f (a')] _1_ T' = ct' auf e 
tp(.) e (., c/)' , 

(126) 

99 Den vorstehenden Beweis, daB COl (r) ==0 ist fiir n > I, verdanke ich einer 
freundlichen brieflichen Mitteilung des Herrn Kostitzin. 
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di = di in T, jedoch nicht auf 6, = da auf 5 und 6 gesetzt. Die Integral­
gleichung (105) nimmt damit die Form 

(127) '(i) + J K(i, i') '(i') di' = 0 

an. Die hierzu adjungierte Integralgleichung 

(128) w(i!)+JK(i,i')W(i)di=O 

faBt, wenn 
nicht auf 6, jw (i') fUr i' in T, jedoch 

(129) W (i') = ws(a') , i' = a' auf 5, 

WI$(a') , i'=a' auf 6 

gesetzt wird, voll ausgeschrieben die drei simultanen homogenen Integral­
gleichungen 

(130) 

, I Ion,;') 1 I 1 OJ(7;') 1 Wi - ------W i di- ------W ada 
() 1jJ (T) OV' e (T, T') () 1jJ (a) OV' e (a, T') s() 

T S 

I 1 O/(T') 1 
- ------w a da-O ljJ(a) OV' e(a,T') I$() -, 

1$ 

, I I (a') 1 II (a') 1 ws(a) + -(-) -(-') W (i) di + -(-) -(-') ws(a) da 
1jJ T e T, a 1jJ a e a, a 

T s 

II(a') 1 + -(-) -(-,)wl$(a)da=O, 
1jJ a e a, a 

1$ 

, I [I (a')J 1 I [f (a')J 1 wl$(a) - -( -) -(-') w(i)di- -( -) -(-,)ws(a)da 
1jJ T e T, a 1jJ a e a, a 

T s 

J [/(a')J I 
- ljJ(a) e(a,a,)w@i(a)da=O 

@i 

zusammenlOO• Man verifiziert leicht, daB, wenn C(i) eine Lasung der 
Gleichung (105), beispielsweise Ul oder u2 bezeichnet, das System 

(131) 
W(i') = - 0 ~~~') 1p(i') '(i'), ws(a') = I(a') 1p(a') '(a'), 

W@i(o') = - [1(0')] 1p(0') C(a') 

die Gleichungen (130) befriedigt. 
Wir denken uns Ul und u2 irgendwie, etwa den Beziehungen 

J Uf(i) di = J Ur(i) di + J ur(a) da = I, 
T S+@i 

J U,r(i) di = J U~l(i) di + J u,r(a) da = I 
T S+I$ 

(132) 

100 Vgl. bsp. meine Note, Bemerkungen tiber belastete Integralgleichungen, 
Studia mathematica 3 (1931), S. 212-225. 
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gemaB normiert. Augenscheinlich ist die "Orthogonalitatsbeziehung" 

(133) 

erfiillt. Es seien U1 und u2 die den analog en N ormierungs- und 
Orthogonalisierungsbeziehungen geniigenden Nullosungen der Integral­
gleichung (128) 

f u;(-r) d. =ju;(.) d.+ f u;(O') dO' = 1, 
(134) 5Hi 

f uid.= f uld.+ f uidO'=l, f u1uzd. jU1Uzd.+ f u1uzdO'=O. 
T 5+@i S+@i 

Offenbar ist, unter Zugrundelegung der in (129), (131) benutzten 
Schreibweise, z. B. 

(135) u1(·) = - a ~~"t") "1'(.) u1(.)· C-1, UI5(0') = 1(0') "1'(0') U1(a). C-1, 

UI6(a) = - [I (a)] "1'(0') u1(a). C-1, 

C2= f (0 ~~)r1J'2(.) u;(.) d.+ JI 2(a) 1J'2(a) u;(a) da+ J [I(a)]21J'2(a) ul(a) da 
T S @i 

(C>O) . 

Es seiL(r, .') der Kern, den man erMlt, wenn man in (126) allemal i 
durch ! - ~ ersetzt (vgl. die Formeln (138». Die Integralgleichung 

(! o(! 

(136) C(or)+JL(or,T')C(T')dT'=O, 

die offenbar mit der Integralgleichung (103) identisch ist, hat, wie wir 
wissen (vgl. S. 115), u1 und u2 zu Nullosungen. Wir nehmen an, daB 
diese "trivialen Nullosungen" ihre einzigen Losungen sind. Man iiber­
zeugt sich leicht, daB "1 (r) und "2 (r) die zu (103) adjungierte Integral­
gleichung 

W(T') + f L(r, T') W(T) dT = 0 

befriedigt. Nach bekannten Satzen hat die Integralgleichung 

C(r) + f M(., .') C(T') dT' = 0, 

M~~=L~~-~W~~-~W~~ 

keine NUllosungen mehr (vgl. loco cit. 75 die FuBnote 95). 

Es sei jetzt g(r) eine in T +5 erklarte stetige Funktion, die daselbst 
stetige, allenfalls auf 6 sprungweise unstetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung besitzt und daruber hinaus folgende Eigenschaften hat. Sie 
ist in bezug auf die k + 1 Symmetrieebenen von T + S symmetrisch und 
verschwindet in O. Ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung, die aus 
Grunden der Symmetrie in 0 gleich Null sind, verschwinden dort wie r. 
Dies hat zur Folge, daB sich g in der Umgebung des Koordinatenur-
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sprunges wie r2 verMlt. Wir betrachten jetzt die nicht homogene "be­
lastete" Integralgleichung 

(137) 1J!{-r) C(-r) + II' (~-~}) C' da' - I [f'] (~- o~) C'da' 
S @j 

-Ic,a l ' (~-~)d-r'=g(-r) a '/I' I! ol! ' 
T 

Es sei ahnlich wie auf S. 118 fiir aIle -r in T + 5 

I 1 a f('r') (1 1 ) f" ,. T . d h 
_. ",(T) ----a:v' I! (T, T') _. ol! (T') ur.-r In ,Je oc 

mcht auf 6, 
L ( ') - I (a') (1 1) -' , f 5 

-r,-r -[ ",(T) I!(T,a')-ol!(a') ' -,;=a au , 

_~t(a'U(_l ___ l_) -r'=a' auf 6 
",('r) I! (T, a') ol! (a') , , 

(138 ) 

d-r = d-r in T, jedoch nicht auf 6, = da auf 5 und 6 gesetzt. Die Integral­
gleichung (137) kann kiirzer in der Form 

(139 ) 

geschrieben werden. 
Es sei C(-r) eine in T + 5, auBer hOchstens in 0, wo sie sich wie r- 1 

verhalt, stetige L6sung dieser Integralgleichung, von der wir iiberdies 
wissen, daB sie die Ebenen der Symmetrie von T + 5 zu Symmetrie­
ebenen hat. Alsdann ist, wie sich ohne Miihe zeigen laBt, C(-r) in T + S 
stetig, hat daselbst beschrankte und auBer hOchstens in 0 in jedem 
Stetigkeitsbereiche von I stetige Ableitungen erster Ordnung und ver­
schwindet im Koordinatenursprunge. Demnach verhiilt sich C(-r) in der 
Umgebung von 0 wie r (vgl. loc. cit. 75 S. 550). 

Es sei jetzt g(-r) irgendeine in T +5 erkliirte stetige Funktion. Be­
trachten wir die Integralgleichung 

(140) 

Sie hat eine und nur eine in T + 5 , auBer hOchstens in 0, stetige L6sung, 

die in der Umgebung des Ursprunges hOchstens wie ~ unendlich wird. r 

1st g (-r) iiberdies in bezug auf die k + 1 Symmetrieebenen des Systems 
symmetrisch, so gilt fiir C(-r) das gleiche. Augenscheinlich erfiiIlt alsdann 
C(-r) die Integralgleichung (137), in der diesmal g(-r) durch g(-r) zu er­
setzen ist. Sie besitzt also, wenn g(-r) auch noch die iibrigen soeben an­
gebenen Eigenschaften der Funktion g(-r) hat, beschrankte und in jedem 
Stetigkeitsbereiche von I, auBer hOchstens in 0, stetige partieIle Ab­
leitungen erster Ordnung und verschwindet im Koordinatenursprung. 
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Wir set zen "P(T) '(T) =Z(T) und erhalten zur Bestimmung von Z(T) 
die Integralgleichung 

(141) Z(T) + Jp(T, T')Z(T')dT'= g(T), 

deren Kern P(T, Tf) wie folgt erklart ist. Es gilt 

(142) P(T, T') = Q (T, -r') - -~ ~:) (UI (T) UI (-r') + U2 (T) U2 (T')) , 

--(-')- -a' -(--') - -(') ur TIll, Je oc 
!p • v Il ',' oil • . ht f c= mc au 0, 

(143) 

j I a/ (.') (I 1 ) f" ,. T . d h 

Q ( -' Ita') (I I)" f 5 
T, T ) = I -;P(i,) Il (-r ,a') - oe(G0 ' T = a au , 

[Ita')] (I 1 ) T'=a' auf ~. 
- !p (-r') """i(T,7) - ~Il (a') , 

Da nach Voraussetzung (vgl. S. 93) a ;~~') in 0 wie (r')'" verschwindet, so 

h I . h d' Ad" k I a/(.') I b I a/(.') I 
ver a ten SIC Ie US ruc e ---( ') -a' -( -,) zw. --( ,-)- -a' -(') 

!p • v Il',' !p • v oil T 

t h d · I dIE' P(2) ( ') d en sprec en Wle r' 1 I-' ( , un ~-. s sel T, T er zu 
( ) - Il i,' ) (r) -I-' 

P(1',1")=P(l)(1',1") gehOrige iterierte Kern. Er verhalt sich fUr gegen 
Null konvergierende Werte von rf und e (1', 1'f) wie (rf)p-2 (vgl.loc. cit. 75 

S. 551-552). In der Umgebung von 5 und ~ wird P(2) (1',1") wie 

log~( I ') unendlich. Der zweite iterierte Kern P(3) (1',1") verhalt sich e T,T 

fUr alle r und 1" wie (r')1'-2. Diese Singularitat laBt sich auch durch 
weitere Iterationen nicht beheben. GleichwohllaBt sich auf die Integral­
gleichung 

Z(1')-JP(3)(1',r')Z(r')dr'=f(r) (f(r) in T+S stetig) 

die Fredholmsche Theorie fast ohne weiteres anwenden (vgl. loco cit. 75 

S.553-554). 
Die Integro-Differentialgleichung (101) laBt sich jetzt, wie man leicht 

erkennt, auf die Form 

(144) ,(1') + JM(1', -r'g (-r') dr' 

= ~- [ht2~(t) -'lXfx'('!'-J...)dr~ -At2- wi ,2 (a2+ b2)-2A'(ax + by) 
!p(T) III oil! 2u 

Tl 

- ~ (~(2) + ~(3) + ... - O~(2) - O~(3) - ••• ) ] 

= 'P~T) [ht2~(t) -IX f X'( ~~ - o~J dr~ - At2 + lI{A, n - olI{A, '}] 
Tl 

bringen. 
Die Ergebnisse, tiber die im vorstehenden referiert worden ist, bilden 

die Grundlage fiir das Verfahren der sukzessiven Approximationen, das 
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nunmehr einzusetzen hat. Eine wesentliche Rolle spielen hierbei die 
am SchluB der Nummer 16. angegebenen Ungleichheiten. Wegen der 
Einzelheiten muB auf meine wiederholt genannte Abhandlung (S. 554 
bis 559) verwiesen werden. Dort finden sich auch Bemerkungen, die den 
noch moglichen Verzweigungsfall betreffen. 

19. Figur der Erde. Wahrend vorhin die Winkelgeschwindigkeit OJ 

als von Null verschieden vorausgesetzt wurde, wird jetzt OJ =0 an­
genommen. Wir gehen also von dem Ruhezustande aus; T + 5 ist eine 
aus konzentrischen Kugelschichten gleicher Dichte bestehende Fliissig­
keitsmasse. Beziiglich der Dichte f (r) gelten unsere friiheren Fest­
setzungen. Die homogene Integralgleichung (103) hat jetzt als einzige 
Losungen die drei trivialen N ullosungen ul , un, Ul2 . Die Losungen der 
zu (103) adjungierten Integralgleichung sind durch die Formeln (135) 
und die dazu analogen auf un, Ul2 beziiglichen Formeln gegeben und 
werden mit fetten Buchstaben bezeichnet. Wir denken uns aIle diese 
Funktionen wie in 18. die Losungen u1 , u2 ' Ul , U2 etwa den Beziehungen 

(145) J u;d1' = J Ufld'r = J Uf2 d1' =1, J Ufd'r = J Ufl d'r = J Uf2 d'r =1 

gemaB normiert und setzen 

(146) P(1','r') = L('r, 1") - U1(1') ul(t) - un('r) un(1") - Ul2('r) U12(t). 

Den sukzessiven Naherungen liegt diesmal die Integralgleichung zu­

grunde, die man erhalt, wenn man in (144) M('r, 1") durch P('r, 1") ersetzt. 
Wir nehmen insbesondere oc = 0, A 9= 0 an. 

Augenscheinlich hat jetzt die Dichte in den korrespondierendeI1 
Punkten der beiden Gleichgewichtskonfigurationen T + 5 und T 1 + 51 

1 

denselben Wert. Betrachten wir die erste Approximation C etwas naher. 
Es gilt 

(147) 
1 

Da C('r) , wie iibrigens auch aIle hOheren Naherungen die Ebene z=O 
sowie jede Ebene durch die Rotationsachse zur Symmetrieebene hat, so ist 

J 1 1 1 

(148) C(t) ul('r') d-r' = J C(-r') un('r')d'r' = J C('r') U12(t) dt = O. 
1 

Demnach geniigt C('r') der Integralgleichung 

(149) 1p('rd('r) + f!'(~ - o~)t'dO"'-f[t'](~ - o~)t'dO"' 
S @i 

J1 at'(l 1) - C' a'll' -e- oe d'r'=hr2 $(r)-At2, kiirzer 
T 

<Xl 

(150) 1p('rd('r)-fdf(r')ft'(~ - o~)da'=hr2s(r)-At2. 
o Sr' 
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Wie wir wissen, hat die zu (149) gehOrige homogene Integralgleichung 
drei linear unabhiingige Nullosungen u1{'r), Un{'r), U12{'r); die Losungen 
der adjungierten Gleichung sind U1(r) , un(r), U12(r). Die fur die Losbar­
keit von (150) notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind wegen 

Jt2 tt1(r) dr = Jt2ttll(r) dr = J t 2ttdr)dr = 0, 

J r25 (r) tt1(r) dr = J r2 5 (r) ttn dr = Jr25 (r) tt12dr = 0 
(151) 

1 

erfullt. Durch die Forderung der Symmetrie ist C(r) als eine Losung 
der Integralgleichung (149) vollkommen bestimmt. 

Wie man leicht verifiziert, ist 

(152 ) 

unter P2(X) das Legendresche Polynom ~ X2_~, d.h. eine Kugelfunktion 
zweiter Ordnung verstanden. Den Entwicklungen in 18. zufolge liegt es 
nahe, eine die Symmetrieforderungen erfullende Losung der Glei­
chung (149) in der Form 

1 

(153) C(r) =&o(r) + &2 (r)P2 (cos 0) 

anzusetzen. Zur Bestimmung von &o(r) und &2(r) erhiilt man, wenn man 
wie in 18. verfiihrt, die Integralgleichungen 

1JI(r) &0(1) - I&~df(rl) f( ~ - o~) da' = hr25(r) - i Ar2, 
o Sr' (154) r 

1JI(r) = 1JI(r) = - ~: ff(rl)rI2 drl , 
o 

(155 ) 1JI (r) &2 (r) P2 (cos 0) - J&~ df (r') f (~- o~) P 2 (cos 0' ) da' 
o Sr' 

= i Ar2 P 2 (cos 0). 

Es moge (£0 die Einheitskugel bezeichnen. Da 

(156) .r P2 (cos O)da = 0 
[. 

gilt, so kann man fUr (155) auch schreiben 
ro 

(157) 1JI (r) &2 (r) P 2 (cos 0) - f&~ d f (r') f ~ P 2 (cos 0' ) da' = i Ar2 P 2 (cos 0). 
o Sr' 

Setzt man speziell hr2~(r) =~A.r2, so erhalt man &o(r)=O, da, wie wir 
schon fruher gesehen haben (vgl. S.117), die zu (154) gehOrige homogene 
Integralgleichung keine von Null verschiedene Losung hat. Die Glei-
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chung (157) ergibt wiederum, wenn man die Formeln (109) beachtet, zur 
Bestimmung von cr2(r) die Beziehung 

r 00 

( ( 4nfrl4 'd/( ') 4nfr2 'df( ') _ 2 , 2 (158) 'IjJ r)cr2 r)-5 -ya02 r -5 rd2 r -3 M , 
o 

wofiir man nach einer einfachen Umformung auch 
r r m 

(159) 02 (r) ff(r' )r'2 dr' - 5Ir ft'd (r' 4 o~) - !5~ ff' d (+, &~) = - ~: 
o 0 

schreiben kann. Dies ist die bekannte Gleichung, zu der Clairaut in seiner 
"Theorie de la figure de la terre" gelangt iSP01. 

1st im Gegensatz zu der vorhin gemachten Annahme hr2~(r)-~Ar2 
nicht identisch gleich Null, so wird cro(r) von Null verschieden ausfallen. 
Man gelangt von der Clairautschen Naherung zu der erst en Approxi­
mation durch eine bestimmte kugelsymmetrische Transformation. 

20. SchluBbemerkungen. Der Existenzbeweis vereinfacht sich 
wesentlich, wenn die Dichte sowohl der Ausgangs- als auch der ge­
suchten Gleichgewichtsfigur in einer Umgebung des Schwerpunktes 
einen konstanten Wert hat. Insbesondere kannte sowohl T als auch T1 
aus einer endlichen Anzahl Gebiete konstanter Dichte bestehen102. In 
der Tat WIt jetzt die umstandliche Sonderbehandlung des singularen 
Punktes 0 fort. 

Eine ebenfalls sehr einfache Behandlung gestattet der folgende 

Spezialfall, der eine interessante Interpretation zulaBt. Es sei T 
irgendeine aus einem einzigen K6rper bestehende homogene Gleich­
gewichtsfigur rotierender Fliissigkeit, und es mage (9 das von der 

-- - -
Randflache 5 von T und einer in dem AuBengebiete von T ge-
legenen NiveaufIache des Gesamtpotentials, 5, begrenztes Gebiet 

bezeichnen. Wir fassen T = T +(9 als die Ausgangskonfiguration auf 
und nehmen demgemaJ3 f in T gleich der Dichte der eben genannten 

Gleichgewichtsfigur, in (9 hingegen gleich Null, X in T gleich Null, in 

101 Vgl. A. Liapounoff, loco cit. 40 b) S. 1, Formel (1). A. a. O. bedeutet z das, 

was im Text mit 1! bezeichnet wurde. 
r 

Man vergleiche in diesem Zusammenhang die wiederholt genannte bahn­
brechende Arbeit von Liapounoff, loc. cit. 40 a), die Note von J. Lense, Uber eine 
Integralgleichung in der Theorie der heterogenen Gleichgewichtsfiguren, Math. 
Zeitschr. 16 (1923), S.296-300 sowie eine in Vorbereitung befindliche Abhand­
lung von E. HOlder, Zur Theorie inhomogener Gleichgewichtsfiguren. 2. Mit­
teilung. (Sie wird voraussichtlich in der Math. Zeitschr. erscheinen.) 

102 Vgl. die diesen Fall betreffenden, von der allgemeinen Theorie unabhangigen 
Andeutungen in meiner Schrift, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechsel­
wirkung. Leipzig 1923. S. 59-61. 
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e indessen von Null verschieden an103 und setzen die Schwerkraft im 
Innem und auf dem Rande der Ausgangskonfiguration von Null ver­
schieden und nach innen gerichtet voraus. Augenscheinlich ist 5 analy­

tisch und regular. 1st die Ausgangsfigur T regular, so gehOrt zu jedem 
absolut hinreichend kleinen Werte des Koeffizienten (X (vgl. S. 96) und zu 
jedem hinreichend kleinen Werte von I WI -w I, darum auch von I A.I eine 
und nur eine Gleichgewichtsfigur TI + 51' Man kann sie als die Gleich­
gewichtsfigur eines flussigen, von einer dunnen, ebenfalls flussigen, llicht 
llotwendig homogenell Atmosphare umgebellen Planeten ansehen 104. 

1st T eine Verzweigungsfigur, so erscheint die Diskussion eiller Ver­
zweigungsgleichung als notwendig. Selbst fur WI =W ware es denkbar, 
daB sich dabei unter Umstanden mehr als eine oder aber auch gar keine 
Gleichgewichtsfigur ergibt. 

Was den Existellzbeweis, der sich, wie gesagt, diesmal nicht un­
wesentlich vereinfacht, betrifft, so bemerken wir, daB die Integro­

at 
Differentialgleichung (43) wegen all = 0 und [f] = - f auf der Sprung-

flache 5 nunmehr die Gestalt 

(160) 

1 -2lC(ax+ by) -- U8(2) + )8(3)+ ... ) 
" 

annimmt. Sie gilt fur aIle (x, y, z) in T, braucht aber nur fur aIle Punkte 

von e + 5 + 5 in Betracht gezogen zu werden. Das Volumintegral rechter 
Hand ist uber das Bildgebietel vone erstreckt zu denken; s ist eine be­
liebige, dem absoluten Betrage nach hinreichend kleine Funktion von t, 
die freilich nur fUr diejenigen Werte von t, die den Niveauflachen in e 
entsprechen,erklartzuwerdenbraucht. Wirhabenrechts)8(2) + )8(3) + ... , 
unter )8(n) einen zu (53) III analogen, uber 5 erstreckten Integralausdruck 
verstanden, fur ~(2) + ~(3) + .. , geschrieben, wei! es sich diesmal, wie 
man leicht sieht, um die Glieder zweiter und hoherer Ordnung des Aus-

druckes ft' ~ d.~ - II' ~di' handelt. Es ist indessen zu beachten, daB 
fh e 

1', l' 
in dem Ausdruck fur )8(n) der Aufpunkt auf einer beliebigen Niveau-

flache in e und nicht wie a. a. O. notwendigerweise auf 5 anzu­
nehmen ist. 

Die Auflosung der Integro-Differentialgleichung (160) durch sukzes­
sive Approximationen bietet keine Schwierigkeiten dar. Man wird wie 
in 17. beim Ubergang von der (n -I)-ten zur n-ten Approximation zu-

103 Ubrigens konnte X bei der Annaherung an 5 gegen Null konvergieren. 
104 Von den durch die Sonne verursachten Gezeiten wird dabei abgesehen. 
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nachst C auf 5 durch Aufiosung einer linearen, nicht homogenen Integral-
gleichung bestimmen und hernach ausgehend von (160) ohne weiteres 
(n) 

C in8 entnehmen. Die Komplikationen, die a. a. O. durch die Einfiihrung 
der GroBen So und h entstehen, fallen jetzt fort. 

Ubrigens gelten die Formeln, auch wenn die speziellen beziiglich der 

Symmetrieebenen von Tin 15. gemachten Voraussetzungen (dort ist T 
das, was jetzt T heiBt) nicht erfiillt sind, z. B. fiir ringformige homogene 
Gleichgewichtsfiguren (vgl. 22.) als Ausgangsfiguren. Man gelangt so 
u. a. zu einem homogenen fliissigen Kreisringkorper mit einer diinnen 
fliissigen Atmosphare. Ebenso kann man eine ringfOrmige Gleichgewichts­
figur mit einem Zentralkorper (vgl. 24.) zum Ausgangspunkt wahlen. 

Die vorstehende Theorie laBt sich ohne Miihe auf den Fall ausdehnen, 
daB die Fliissigkeit sich in einem mitrotierenden analytischen und regu­
laren AuBenfeld, das die Symmetrieebenen von T + 5 zu Symmetrie­
ebenen hat, befindet. (Man vergleiche die homogene Fliissigkeiten be­
treffenden Ausfiihrungen in 11.) Es leuchtet weiter ein, daB sich die ge­
samte in diesem Kapitel entwickelte Theorie ohne Miihe auf den zwei­
dimensionalen Fall sinngemaB iibertragen laBt. Vor allem diirften 
schwach inhomogene Fliissigkeitszylinder in der Nachbarschaft homo­
gener (reguIarer) elliptischer Zylinderfiguren existieren. Ais Gegenstiick 
zu der nichthomogenen Gleichgewichtsfigur, zu der wir zuletzt in der 
Theorie der Figur der Erde gelangt sind, erscheint ein langsam rotieren­
der, nichthomogener Ringkorper (vgl. 22.), dessen Normalschnitt aus 
angenahert elliptischen, schwach abgeplatteten Schichten besteht. Ais 
Ausgangsfigur erscheint dabei ein inhomogener ruhender Kreiszylinder­
korper, der aus koaxialen Schichten von nach innen zu nicht abneh­
mender Dichte gebildet wird105• Dieser K6rper gehort einem Arm 
von Gleichgewichtsfiguren an. Man erhalt diese, indem man der Winkel­
geschwindigkeit einen beliebigen positiven, unterhalb einer leicht angeb­
baren Schranke gelegenen Wert erteilt, die Fliissigkeitskonfiguration 
indessen ungeandert laBt, somit C=O annimmt. Von Interesse ware 
die Feststellung, ob von dieser linearen Reihe fiir besondere Werte von w 
weitere lineare Reihen abzweigen, insbesondere, ob dies in dem ein­
fachsten Falle eines aus endlich vielen homogenen Schichten bestehenden 
Zylinders zutrifft. 

105 Fiir die Diskussion der zu (103) analogen homogenen Integralgleichung 
reicht diese Voraussetzung vollkommen aus. Fiir die Auflosung der maBgebenden 
Integro-Differentialgleichung in dem eben betrachteten Spezial£alle wie in der all­
gemeinen Theorie muB in unserer Behandlungsweise des weiteren angenommen 
werden. daB die Dichte I (r) (r 2 = x 2 + y2) nur endlich viele Sprungflachen hat 
und die Funktion I(r) in jedem Stetigkeitsbereiche stetige. einer H-Bedingung 

geniigende Ableitungen hat. Wir nehmen des weiteren df(O) =0 somit 
dr ' 

df(r) = o (rf') (O<,u<l) an. (Vgl. S. 93.) 
dr 
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Fiinftes Ka pitel. 

Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung 
einer die Gleichgewichtsbedingungen nur 

angenahert erftillenden Konfiguration. 

21. Allgemeines. Die in dem dritten und vierten Kapitel entwickelte 
Theorie gestattet, in geeigneter Weise modifiziert, in manchen Fiillen, 
wenn ein rotierender homogener Fliissigkeitskorper st, der auch aus 
mehreren Einzelmassen bestehen kann, bekannt ist, der in erster Niihe­
rung die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt, den Existenzbeweis einer 
exakten Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von st zu erbringen. 

Wir wollen diese Behauptung etwas niiher erliiutern. Es sei eine von 
einem kleinen Parameter 15 abhiingige Schar von Fhissigkeitsver­
teilungen st(o) , die urn die z-Achse eines kartesischen Achsenkreuzes mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit W =W (b) rotieren, und, wie vorhin 
erwiihnt, die Gleichgewichtsbedingungen in einer erst en Niiherung er­
fiillen, gegeben. Das Gesamtpotential (Potential der Gravitations- und 
Zentrifugalkriifte) von st(o) nimmt also auf seinem Rand (5(0) Werte an, 
deren Schwankung mit 15 verschwindet, genauer von der Ordnung 15 ist. 
Es sei TiO) eine Gleichgewichtsfigur in der N achbarschaft erster Ordnung 
von %(0), deren Existenz vermutet wird, und die zu einem von w wenig 
verschiedenen Wert WI der Winkelgeschwindigkeit gehOrt. 

Wir beziehen den Rand von TiO), er heiBe Sial, auf den Rand (5(0) 

von st(o) in iihnlicher Weise, wie wir s. Z. 51 auf 5 bezogen hatten. Es 
seien schlieBlich UiO) und U(O) die Gesamtpotentiale der Korper T~) und 
st(o) in korrespondierenden Punkten auf Sial und (5(0). Die Differenz 
UiO)- u(a) liiBt sich nun auf eine ganz iihnliche Form wie der Ausdruck 
V 1-V (vgl. S. 44) bringen. In der Tat ist s. Z. bei der Entwicklung 
des Ausdruckes VI (Xl' Y 1 , Zl) - V(X, Y, Z) nirgends davon Gebrauch 
gemacht worden, daB T1 und T, in der Bezeichnungsweise des dritten 
Kapitels, Gleichgewichtsfiguren sind. Beriicksichtigt man, daB das Ge­
samtpotential UiO) auf Sial konstant ist, so erhiilt man zur Bestimmung 
von C eine zu (75) III analoge Integro-Differentialgleichung, in der 
rechter Hand neben s und A, als ein weiterer kleiner Parameter, 15 auftritt. 
Er triigt dem Umstande Rechnung, daB st(o) die bekannten Gleichge­
wichtsbedingungen nur niiherungsweise erfullt, so daB u<0) auf (5(0) eine 
als gegeben anzusehende Ortsfunktion ty (~, 1], b) = 0(15) darstellt. Fur 
hinreichend kleine Werte von lsi, JA.I und 1151 wird man durch Auf-
16sung der vorhin genannten Integro-Differentialgleichung, allgemein zu 
reden, in der Tat zu einer Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft von 
st(O) gelangen. All dies gilt auch, wenn, wie es hiiufig vorkommen wird, 
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ein AuBenfeld vorliegt. N aturlich geben die vorstehenden Ausfuhrungen 
nur das Prinzip der Methode wieder. In konkreten Fallen wird man sich 
nicht selten veranlaBt sehen, in den Einzelheiten allerhand Abweichungen 
vorzunehmen. 

Einige Beispiele. Betrachten wir einen Kreisringkorper st(J), dessen 
Meridiankreis den Halbmesser m, der Leitkreis aber den Halbmesser L 

hat. Fur kleine Werte des Quotienten D=~ stellt unser Kreisringkorper 

bei festgehaltenem m, somit fur groBe Werte von L angenahert eine 
Gleichgewichtsfigur einer ruhenden homogenen Flussigkeit dar. Es laBt 
sich zeigen, daB fUr kleine 15 und fur passend gewahlte kleine Werte der 
Winkelgeschwindigkeit eine homogene Gleichgewichtsfigur in der Nach­
barschaft von st(o) existiert (ringfOrmige Gleichgewichtsfigur ohne 
Zentralkorper [vgl. 22.J). 

Ein urn einen festgehaltenen punktformigen Zentralkorper in groBer 
Entfernung rotierender Kugelkorper st(J) yom vorgegebenen Halb­
messer m, dessen Winkelgeschwindigkeit W dem Keplerschen Gesetz ent­
spricht, stellt in einer erst en Naherung eine Gleichgewichtsfigur einer 
rotierenden homogenen Fliissigkeit dar. In der Umgebung von st(J) liegt 
eine im Felde des Zentralkorpers rotierende exakte Gleichgewichts­
figur T~tl) eines entfernten homogenen flussigen Mondes (vgl. 25.). 
Ihre Winkelgeschwindigkeit WI ist von W nur wenig verschieden. Als 15 

gilt hier der Quotient ~, unter L den Abstand des Mittelpunktes des 

Kugelkorpers st(O) von dem Zentralkorper verstanden. 
Die eben betrachtete Gleichgewichtsfigur bildet ein entferntes Glied 

einer linearen Reihe homogener Gleichgewichtsfiguren, die samtlich 
urn einen ruhenden punktformigen Zentralkorper rotieren. Sie werden 
von den sogenannten Rocheschen Ellipsoiden, die den Gleichgewichts­
bedingungen nur angenahert genugen, ausgehend konstruiert (vgl. 24.). 
Ein Gegenstuck hierzu bildet eine line are Reihe homogener ringfOrmiger 
Gleichgewichtsfiguren mit Zentralkorper (S. 149). Weitere Beispiele: 

1. Es gibt bekanntlich eine Anzahl spezieller Losungen des ebenen 
n-Korperproblems (n> 2), bei denen die n Massenpunkte Kreisbahnen 
urn den gemeinsamen Schwerpunkt beschreiben und die ganze Kon­
figuration wie ein starres Gebilde mit konstanter Winkelgeschwindig­
keit rotiert. Werden die Massenpunkte durch im Verhaltnis zu ihrer 
gegenseitigen Entfernung kleine, gleich schwere, homogene flussige 
Kugeln ersetzt, so erhiilt man in einer erst en Naherung eine Gleich­
gewichtskonfiguration. Die Halbmesser der einzelnen Korper gelten 
hierbei als gegeben, ihren gegenseitigen Entfernungen sind hinreichend 
groBe Werte zu erteilen. In einer Umgebung der betrachteten Kon­
figuration liegt eine aus n Einzelmassen bestehende exakte Gleich­
gewichtsfigur (Doppel- und Mehrfachsternsysteme S. 155). Insbesondere 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 9 
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kann es sich urn n Massenpunkte in den Eckpunkten eines regularen 
n-Ecks oder auf einer Geraden handeln. In dem zuerst genannten Falle 
kann auch noch in dem Schwerpunkte ein Massenpunkt angenommen 
werden, so daB man insgesamt zu n + 1 Einzelkorpern gelangt, von 
denen n fliissig sind, der letzte hingegen fliissig oder fest sein kann. 
Das etwaige feste Attraktionszentrum wird als punktformig oder aus 
homogenen konzentrischen Kugelschichten bestehend vorausgesetzt. 

2. Von der linearen Reihe der Gleichgewichtsfiguren in der N achbar­
schaft der Rocheschen Ellipsoide, von denen vorhin die Rede war, aus­
gehend, kommt man zu einer linearen Reihe von Gleichgewichtsfiguren, 
die aus zwei oder mehr kongruenten, in bezug auf den Zentralkorper 
symmetrisch gelegenen angenahert ellipsoidischen Korpern bestehen. 
Den hinreichend weit entfernten Gliedern der Reihe kann man noch 
einen oder mehrere in dem Raume zwischen dem Satelliten· und dem 
Zentralkorper gelegene fliissige Kreisringkorper hinzufiigen. Der Zentral­
korper kann wie iibrigens schon bei den Rocheschen Ellipsoiden, als 
fliissig und in dies em Falle mitrotierend gedacht werden. 

3. Systeme von zwei oder mehr konzentrischen mit verschiedenen 
Winkelgeschwindigkeiten oder wie ein starrer Korper rotierenden 
Ringen (S.142ff.). 

4. Man denke sich in den Gitterpunkten eines unendlichen regularen 
linearen, zwei- oder dreidimensionalen N etzes gleiche punktartige Massen 
angebracht. Das Ganze befindet sich, wie man fast unmittelbar sieht, im 
Ruhezustande im labilen Gleichgewicht. Fiir kleine Werte des Verhalt­
nisses Durchmesser/Abstand zweier Gitterpunkte gibt es nun, wie man 
ohne ernstliche Schwierigkeiten zeigen kann, einen von der Kugel wenig 
verschiedenen Fliissigkeitskorper, der in allen Punkten des Gitters an­
gebracht, eine (instabile) aus unendlich vielen kongruenten Einzel­
mass en bestehende Gleichgewichtsfigur einer ruhenden Fliissigkeit er­
gibt. 

Es sei daran erinnert, daB in allen Fallen, auch wenn dies in der vor­
stehenden kurzen Ubersicht nicht ausdriicklich erwahnt ist, das eine 
oder das andere Bestimmungsstiick des Systems einen hinreichend 
klein en Wert hat. Es handelt sich eben bei den Betrachtungen dieses 
und der beiden vorhergehenden Kapitel durchaus urn die Existenz­
be weise im kleinen. 

1m vorstehenden war durchweg von homogenen Fliissigkeiten die 
Rede. Die zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel diirften erlauben, in 
manchen Fallen diese Voraussetzung fallen zu lassen. 

Es liegt auf der Hand, daB die eingangs erlauterte Methode, sinn­
gemaB modifiziert, auch in dem zweidimensionalen FaIle beiderseits 
unbegrenzter Fliissigkeitszylinder zu einem Existenzbeweis einer Reihe 
neuer Gleichgewichtsfiguren fiihren wird. Manchen dieser Gleichgewichts­
figuren entspricht, beilaufig bemerkt, "dual" eine permanente ebene 
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Wirbelbewegung einer den Gesamtraum erfiillenden homogenen, in­
kompressiblen Fliissigkeit 1 06. 

Wir schlieBen diese recht unvollstandige Aufstellung 107 und gehen 
zu den Ausfiihrungen im einzelnen iiber. 

22. Ringformige Gleichgewichtsfigur einer homogenen Fliissig­
keit ohne Zentralkorper. Wir beg inn en mit dem besonders instruk­
tiven Beispiel einer homogenen ringformigen Gleichgewichtsfigur ohne 
Zentralkorper, deren Existenz von Thomson und Tait postuliert worden 
ist, und die spater Frau S. Kowalewski und auf einem anderen Wege 
Poincare unter Zugrundelegung von Naherungsrechnungen behandelt 
hatten108. Wir werden in dem Folgenden sehen, wie sich in einem kon­
kreten Falle die Bestimmung der von 0 abhangigen Glieder der funda­
mentalen Integro-Differentialgleichung des Problems gestaltet, und zu­
gleich das sehr wichtige Prinzip der EinfUhrung geeigneter zusatzlicher 
Parameter, von dem in der vorstehenden Einleitung noch nicht die 
Rede sein konnte, kennen lemen. Vor allem einige Hilfsbetrachtungen. 

In der Ebene Z = Zo eines kartesischen Koordinatensystems x, y, Z 

sei ein mit Masse der Liniendichte 1 belegter Kreis vom Halbmesser 1 
urn den Punkt (0,0, zo) gegeben. Sein Newtonsches Potential im 
Punkte (x, 0, z) ist (vgl.loc. cit. 108 S. 101-108): 

(1) 
. 81 (X - 1 Z - Zo) 81 (X -I Z - Zo) 

\l.s = 2log d + 1,131 1-' -I . loge{ + 1,132 -1-' --T- , 

1,131(0,0) = 1,132(0,0) = 0, d2= (x-I)2+ (Z_ZO)2. 

Die Funktionen 1,131 und 1,132 sind fUr aIle hinreichend kleinen Werte von 
, I ' 
I X --; und' Z ~_~f) I analytisch und regular. 

Bctrachten wir weiter eine Ebene cr; und in dieser ein kartesisches 
Koordinatensystem !, 5. Es sei Sf' eine Kreisflache vom Radius R 10~ 
in cr;, deren Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist. Die Ebene cr; sei 

106 Die fraglichen Bewegungen sind in der Regel auf ein in bestimmter Weise 
bewegtes Achsenkreuz bezogen zu denken. Vgl. meine Grundlagen der Hydro­
mechanik, Berlin 1928, wo sich auf S. 450ff. einige Beispiele fUr die im Text er­
wahnte Korrespondenz naher angegeben finden. 

107 Es sei in diesem Zusammenhang auf die sehr wichtigen, im Text unerwahnt 
gebliebenen Betrachtungen der Nummern 27., 28., 29. besonders hingewiesen. 

108 Frau Kowalewski hatte sich im AnschluB an Laplace und in Verbesserung 
der von ihm gewonnenen Naherungswerte allgemeiner mit einer ringfbrmigen Gleich­
gewichtsfigur mit Zentralkbrper beschaftigt. Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen 
liber die Gestalt der Himmelskbrper. Dritte Abhandlung. RingfOrmige Gleich­
gewichtsfiguren ohne Zentralkbrper. Math. Zeitschr. 13 (1922), S. 82-118. Dart 
finden sich auf S. 83-85 nahere Literaturangaben. 

109 Der Buchstabe R bezeichnete im dritten Kapitel den Abstand der Rand­
punkte einer Gleichgewichtsfigur von der Rotationsachse. Auch erhalten sonst 
manche Buchstaben eine von der bisherigen abweichende Bedeutung. Die Gefahr 
einer Verwechslung liegt indessen nirgends vor. 

9* 
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zugleich die Ebene y =0 eines raumlichen Koordinatensystems x, y, z. 
das so gewahlt ist, daB in ~ 

(2) x =L +!, z=~ 

gilt. LaBt man sr urn die z-Achse rotieren, so erhalt man einen Kreisring­
k6rper T. Es sei S die Oberflache von T und E die Peripherie der Kreis­
flache sr. Das Newtonsche Potential ~(I, 8) von T, das wir uns vor­
iibergehend mit Masse der Dichte 1 erfiillt denken, in dem Punkte 
(I, 8) auf E laBt sich in der Form 

(3) ~(X,3)=OIG, -~)10g8:+02(2' ~), O2(0,0)=0 

darstellen, unter 0 1 und O2 Potenzreihen verstanden, die fUr hinreichend 

kleine Werte von I z lund i II konvergieren. 
Schreibt man 

(4) ~ (x, 3) = 01(~ cos1jJ, ~ sin1jJ )10g8~ + 02( ~ cos1jJ, ~ sin 1jJ) 

( I. 2) cOS1jJ= R' SIll 1jJ = R ' 

so sieht man unmittelbar, daB man 101 und 102 bei festgehaltenem 1jJ auch 
R 

als Funktionen des Parameters yauffassen kann, die fiir hinreichend 
I R' 

kleine Werte von I y j, etwa 

(5) I~ I<ho' 

analytisch und regular sind. Es gilt, nach ~ geordnet, 

(6 ) 
8L I 8L 5 I 

~(x, 3) = 2nR2log If - Y nR2log If +"4 ynR2 

+ nR2R2(~ ~2. _'!')10g8L + O(R2) 
L2 4 R2 4 R L2 . 

Es gilt femer 
00 

~(x,3)= ~o + 2Bncosn1jJ, 
n=l 

(7) 

(n>2). 
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Offenbar sind aIle Bn von der Form 

(8) 
R 

unter Bn und B~ Funktionen des Parameters L verstanden, die fur 

1-1R 
i < ho analytisch und regular sind. 

I ~ I 
Wir schreiben 

B 
(9) ~(I, 3)= -.l + Bl cOS'lj! +B2 cos2'1j! + m(I, 3)· 

Naturlich kann auch 

(10) m= )B'log¥i + mil 

gesetzt werden, unter)B' und)B" Funktionen von ~ verstanden, die fUr 

If I <ho analytisch und regular sind. Es gilt 

(R3) d)S' (R3) (R2) d )S" = (R2) m'=o L3' 75-=0 V' )B"=O L2' ds 0 L2 ' 
(11) 

Es sei nunmehr 51 eine Rotationsflache urn die z-Achse in der Nachbar­
schaft erster Ordnung von 5 (Abb.3). Der von 51 begrenzte Korper 
heiBe Tl . In engster 
Analogie zu den Ent- ZJ\ 

wicklungen des dritten 
Kapitels (S. 41f£') den­
ken wir uns die Lage der 
Punkte auf 5 auf ein ge­
eignetes System GauB- 0 

scher Parameter; und 1) 
bezogen. Es sei P(;, 1)) 
irgendein Punkt auf 5, 
und es moge (v) die nach 
auBen gerichtete Nor­
male zu 5 in P bezeich-

!I 

5,' t 

s 

x 

S, 

Abb. 3. 

nen. 1st, wie wir annehmen wollen, der Hochstwert des Abstandes 
eines Punktes auf 51 von S hinreichend klein, so trifft (v) die Flache Sl 
nur in einem Punkte Pl' Wir bezeichnen P PI' positiv nach auBen 
gerechnet, mit ~ und fassen wie fruher ;, 'rf und ~* als krummlinige 
Koordinaten der Punkte in einer Umgebung von 5 auf. Insbesondere 
sind die krummlinigen Koordinaten von P und PI entsprechend ;,1),0 
und ;,1), ~. Fur die Differenz der Gravitationspotentiale ~ VI (;, 'rf) 
und ~ V(;, 'rf) der Korper Tl und T, die wir uns nunmehr mit einer 
homogenen Flussigkeit der Dichte ! erfullt denken, in PI bzw. P ergibt 
sich die zu den Formeln des dritten Kapitels (vgl. insb. (37) III) ganz 
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analoge F ormel 
1 

(12) Jav 
X(VI (;, rJ)- V(;, rJ))=X afdt, 

o 

(13 ) aVt Jt' (,"' , '" O')d' at = e." cos!Pt - .. COS t at· 
SI 

Da TI ein Rotationsk6rper ist, so genugt es, VI fur die Punkte PI 
des in der Ebene y = 0 gelegenen Meridianschnittes EI von 51 zu be­
stimmen. Es seien E und Et die Schnittlinien der Ebene y = 0 und der 
Flachen 5 und 5t. Wir wahlen als Parameter ; , rJ die Bogenlange s des 
Kreises E, von dem Punkte I =0, .8 = R ab, im Sinne der Uhrzeiger­
bewegung gemessen, und den Azimutwinkel x. Der Ebene y =0 ent­
spricht der Wert X=O. Die Koordinaten der Punkte P und P' sind 
demnach jetzt 

P': ~'=s', r/=x'; "=0. 

Es sei ~ der Punkt auf Et, der in P; ubergeht, wenn Tt urn die z-Achse 

durch den Winkel X' gedreht wird (Abb. 4). Offen bar hat ~ die Koordinaten 

z' 

x 

.s I, 

Jt .sf 
Abb.4. 

s', 0 ; tr. Sein Abstand von der z-Achse heiJ3e Z;. Ebenso sollen 1 und 1t 
die Abstande der Punkte P und Pt von der z-Achse bezeichnen. Analog 

istP' (s', 0; 0) der Punkt, der bei der vorerwahnten Drehung in P'(s' , X' ;0) 
ubergeht. Seinen Abstand von der z-Achse bezeichnen wir mit Z' . Wir 

bezeichnen ferner den Winkel, den die AuJ3ennormale in P; an 5t mit 
s' 

der z-Achse einschlieJ3t, mit i;. Fur t =0 geht i; in i' =Ii uber. Es sei 

endlich 11; der Winkel, den die vorerwahnte Normale mit der Normale (v) 
in P an 5 bildet. Fur X' = 0 geht 0; in 11; uber. Wir bemerken endlich, 

daB die Normalen durch P; an Et und E denselben Winkel If; ein­
schlieBen, den die Normalen an 5 t und 5 durch P; bilden. Wie man 
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sich leicht uberzeugt, ist 

(14) cos e;= cos T; cos ~ + sin T; cos X' sin ~ 

= cos T; cos ~ + sin T; sin i + sin T; sin ~(cos X' -1) 

= cos (T;-i) -2sin T;sin isin2~= cos if; -2sin T;sinisin2~ 

und darum wegen (13) 

(1 1';) 1 av, fl (1"' I 1" -UI)d' 21"' sf' I' 2x' dai 
u 7 [ft= I!t r" cOSCPt--r" COSUt (j + r"sIll R SIllTtSIll 2Tt 

St St 

= Lll + Ll 2• 

Es sei rt der Abstand der Punkte Pt(s, 0; tC) und P;(s', 0; tC') auf 1:t. 
Fur t =0 geht rt in r, den Abstand der Punkte P(s, 0; 0) und P'(S', 0; 0) 
liber. Nach (15) und (1) ist, wenn man die kartesischen Koordinaten der 

Punkte Pt und P; entsprechend mit !t, 5t und !;, 5; bezeichnet, 

(16) Lll = fWcoscp;- CcosifD {210g ~:; + log~:; I.13l(~t~~t, 5t~5i) 
2,'t 

+ 1.13 (~t-H 5t -5i)}ds' 
2 Ii' Ii t, 

wofur man nach einer leichten Umrechnung auch setzen kann 

(17) Ll l = 2}(C'cosCP;- Ccosif;)logSL ds; 
Yt 

It 

f " ,[ (~t-~; 3,-3;) SI; + ((;coscpt-(;cosift ) ~1 -1;-' --1-;- logr; 
I, 

(~'-~; 3,- 3;) It], + 1.132 ~-, -1;- + 210g L dst = Ll3+ Ll 4 • 

Es gilt nun weiter 

(18) Ll3=2 fWcos cP;-C cos if;) log ~ds;+ 2log S: fWcos cP;-C cos if;)ds; 
It I, 

= Ll~+ Ll~, 

(19) Ic cos if; ds;= C I cos if; ds; =0, somit 
It 2,'t 

1 1 

(20) f Ll~ dt=21og S: f dt f C' coscp;ds;= 2e*log S~, 
o 0 It 

unter e* den Flacheninhalt des von 1: und 1:1 begrenzten Flachenstlicks 
verstanden. 
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Wegen (12), (15), (17), (18) und (20) ist also 
1 1 1 1 

(21) 7- [Vl(~' 1])-- V(~, 1])] f L1~dt+ f L1~dt+ f L14dt+ f L1 2 dt 
o 0 0 0 

1 1 

= 2 f dt f (C' cos tp~ - C cos OD log ~ ds; + 2 (1* log s:; 
o It 

1 

+ fdtf(C'costp~-ccOSO:){~l(!t~!:, 3t~3:)log8r:: 
o It 

1 

+ ~ (!t-!! 3t-3:) + 2Iog1}ds' + 2csin~fdtfsin -r.sin2~ du; 
2 I: ' I: L t R t 2 Ilt' 

o St 
1 

Der Ausdruck f L1~dt HiBt sich fur aIle dem absoluten Betrage nach 

hinreichend kleine~ reellen oder komplexen Werte von C und ~:, etwa 

/ C /' I ~; I < e , in eine unbedingt und gleichmaBig konvergierende 

unendliche Reihe von der Form 
1 

(22) f L1~dt= }8(1)+ }8(2)+ }8(3)+ .'" 
u 

und insbesondere 

(24) }8(1) = -2nRC +2 fe'lOg~ ds' 
I 

entwickeIn. Dbrigens ist sogar die Reihe 1}8(1) I + / }8(2) I + I }8(S) I + ... 
gleichmaBig konvergent. Der Beweis ware ganz wie in 7. zu fuhren. Wie 
dort laBt sich weiter zeigen, daB, wenn wir 

(25) }8(2)+}8{3)+ ... =lJ'"{1){C}, /CI, 1~:I<,Q~e 
setzen, sich 

(26) 

ergibt. 
Es sei t eine andere nebst ihrer Ableitung stetige Funktion auf E, 

die den Ungleichheiten 

. I dt I lei, Ids <,Q, (27) 
• I de dt 1 

IJ--J-I '----I<u '" "', Ids ds-

genugt. Es gilt dann 

(28) i lJ'"(1) {e}- tp'{l){t}I, I :s lJ'"(1){C} - :/F{l){t} I <oc2,QU. 
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Dnd wiederum HiBt sich diese Ungleichheit ganz wie die analoge Un­
gleichheit im dritten Kapitel beweisen. 

1 

Was jetzt den Ausdruck f LJ 4 dt betrifft, so kann man diesen fiir aIle 

hinreichend kleinen W erte ~on I C I, i ddC II und L!!.' etwa Q < 81 < 8, 
I I I 5. 

i ~ 1 <hl < ho in eine unbedingt und gleichmaBig konvergierende Reihe 
I I 

1 

(29) f LJ4dt=)B~)+ )B~)+ ... 
o 

entwickeln; )B~) ist wie )B<n) ein Integralausdruck n-ten Grades iiber 

C, C', ~ ;:. Es gilt ferner 

(30) )B\:')=2~n)10gS: +2~n), 

wo 2~n) und 2~n) im Gebiete I ~ I <hi analytische und regulare Funktionen 

des Parameters ~ bezeichnen. Ubrigens konvergieren auch die beiden 

Reihen E 12~n) lund E 12~n) I gleichmaBig. Setzt man 

(31) )B~)+ )B~)+ ... = 11'(2){C}, 
so findet man 

, I d I 1 R SL i 
(32) 111'(2) I, ds 11'(2) I <tlaQ I rlogR I' 

(33) 11p"(2){C}-t£(2){t} [, I ~ 11'(2){C}-:5 11'(2){C} j <tl4U I ~ logS: \. 

Der Beweis all dieser Beziehungen erfordert einige Rechnungen und 
findet sich loc. cit. 108 S. 111-114 in allen Einzelheiten durchgefiihrt. 

1 

Was nun endlich den Ausdruck f LJ 2 dt betrifft, so gilt hier die fUr 
o 

(34) 

unbedingt und gleichmaBig konvergierende Entwicklung 
I 

(35) f LJ 2 dt=*)B(I)+*)B(2)+ ... , 
o 

unter *)B<n) wieder einen Integraldruck n-ten Grades iiber C, C', ~:: ver­
standen. Es gilt ferner 

(36) *)B<n) = SDin) log S: +SD~n). 

Hier sind SD~n), SD~n) gewisse Funktionen des Parameters ~, die sich 

im Gebiete (34) analytisch und regular verhalten. Die unendlichen 
Reihen E I SD~n) I, E I SD~n) I konvergieren gleichmaBig. Setzt man zur Ver­
einfachung 
(37) *)8(1)+*)8(2) + ... = 1p"(3){C}, 
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so findet man 

(38) 

SOWle 

(39) j1F(3){C}-1F(3){t}l, II' ~ 1F(3) {C}- ~ 1F(3){t} I <ot6 U [ ~ log 8L ['. 
ds ds I I L R 

Wir fassen jetzt die Ergebnisse der bisherigen Betrachtungen zu­
sammen. Aus (21), (22), (29) und (35) folgt, wenn man 

(40) (n>1) 

setzt, 
1 f R 8L 

(41) 7(Vl(~' 'rJ)- V(~, 'rJ»)= -2nRC+2 JC'log-;-ds'+2e*logjf 
E 

+}8~)+*}8(1)+ V!;) + V~)+ .... 
Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert fiir 

(42) 

unbedingt und gleichmaBig. Jedes GIied der Reihe kann in der Form 

(43) yen) = ~ (n) log 8L + n:: (n) * 1 R ~2 (n> 2) 

dargestellt werden, unter ~1 und ~2 Funktionen von ~ verstanden, die 
in (42) analytisch und regular sind. 

Setzt man 

(44) 

so gilt 

(45) 

(46) 11F*{C} -1F*{C} I, I :s 1F*{C} - :s 1F*{C} I < otsU(Q + I ~ log 8: /). 
Aus (4), (9) und (7) folgt jetzt (vgl.loc. cit. lOS S. 114-118) 110 

~l(Il> .81) = ~o +Bl cos1p +B2 cos21p+ )8 (I, .8) - 2nRC 

+ 2 fC'IOg: ds' + 2e*log8: +}8~)+*}8(l)+ V~)+ V~)+ ... , 
E 

110 Wir schreiben, wenn xl = X (1+ ~), 31 =3 (1+ ~) die Koordinaten des 

1 
Punktes PI auf El bezeichnen, fiir 7 VI (;, '1) auchlml (Xl' 31)' Man beachte ferner, 

1 . . 
daB 7 V(;, '1) = lm(x, 8l gilt. 
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(47) 

Eo _ R2 (2 R2) 1 8L T- n + 8L2 ogIf+wo 

B =_nRLR (log8L -~)+W 
1 L R 4 1 

3 R2 8L 
B2= snR2 L2 logj;>-+ w 2 

( R2) 
Bn=O\L2 

Das Potential der Zentrifugalkraft im Punkte 

(48) 

(n > 2). 

auf II ist, wenn die Winkelgeschwindigkeit mit w bezeichnet wird, 

(49) V~(:£l' 21) = ~2 (v+ 2L:£ + 2L:£ ~ + :£2(1+ ~n. 
Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun 

(50) m\(:£1> 21) + :/ V~ (:£1> 21) + c*= 0 (c* konstant) 

oder, anders geschrieben, 

( 51) 2 nRC - 2 I c' log ~ ds' = c* + ~o + B1 cos 'If' + B2 cos 2 'If' 
2: 

+ )8(:£,3) + 2(9* log 8: + 2:2/ (v+ 2L:£+2L:£~ + l:2 (l+~n 
+ ~~)+*~(l)+ V~)+ V;;) + '" , 

Auf die Integralgleichung 

( 52) C - n~ J C'log ~ ds' = 0 
2,' 

wird man gefUhrt, wenn man in der Umgebung einer ruhenden, beider­
seits unbegrenzten zylindrischen Gleichgewichtsfigur einer homogenen 
Fhissigkeit eine urn die Zylinderachse langsam rotierende, ebenfalls 
zylindrische Gleichgewichtsfigur unter sinngemaJ3er Benutzung der in 
14. skizzierten allgemeinen Theorie zu bestimmen sucht, Die Integral­
gleichung (52) hat zwei linear unabhangige Nullosungen 

sin 1jJ cos 1jJ J J J (53) U(l)=_, U(2)=_-=-=-; (U(1))2ds= (u(2))2ds=l, U(1)U(2)ds=0. 
t nR t n R z 2,' ;:; 

Wir setzen 

(54 ) 
1 R 

nR log r = ~£(l)U(l)' + U(2)U(2)' + N(s, s') 

und erhalten 

(55) C - n~ IC' log ~ds'=C -U(l) J u(l)' C' ds' -2£(2) I U(2)' C' ds'-J NC' ds', 

2' 2 I 2 
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Der Kern N hat keine Nullasungen mehr. Denkt man sich Tl so 
orientiert, daB die, wie wir wissen, stets vorhandene, auf der Rotations­
achse normale Symmetrieebene sich mit der Ebene z = 0 deckt, so wird 
J u(1)' C' ds' = 0 sein. 
" 
- Wir werden jetzt w und c* so bestimmen, dafJ auch J U(2)' C' ds' = 0 

I 

wird. Dadurch wird eine unter Umstanden recht umstandliche Dis-
kussion einer Verzweigungsgleichung vermieden. Wir setzen, urn dies 
aIles zu erreichen, unter w einen noch zu bestimmenden Parameter ver­
standen, 

(56) w 2 R ( 8L 5) WI W 
x/L-'llRr 10gi?-"4 +:R--"R=O. 

Dadurch werden diejenigen Terme in (51) rechts, die costp als Faktor 
enthalten und von C unabhangig sind, zu wcostp zusammengefaBt. Wie 
sich alsbald zeigen wird, gelingt es auf die einfachste Weise, w so zu be­
stimmen, daB in der Tat J tt(2)I C' ds' = 0 gilt. Aus (56) folgt 

2,' 

(57) 

Des weiteren setzen wir 

unter c einen hinreichend kleinen fest en Wert verstanden, und finden 
nach einer leichten Umformung 

(59) 2'llRC-2'llR f NC'ds'=c+w cos tp+ (B2+ :2:t2) cos 2tp 
I 

+ 58(I, 3) + 2:2/ 2LI ~ + 2 I2~ + I2 ~22) + )8~1) + *)8(1) + V~) + V~) + .... 
Dabei ist 

Der Parameter wist in (59) rechts, wenn man von dem Ausdruck 
wcostp absieht, nur noch in dem dritten Summanden und in den mit 

2 ::t behafteten Gliedern vertreten; er ist, wie man sich leicht uber-

zeugt, entsprechend mit den kleinen GraBen -~, C, ~ C und ~ C2 mul­

tipliziert. Die rechte Seite von (59) ist eine Funktion der Parameter 

c, w, w' = ~, w" = ~ log ~L , die sich fUr aIle hinreichend kleinen Werte 

von I c I ' I wi, I w'l ' I w" I analytisch und regular verhaIt. Wie in 9. 
laBt sich zeigen, daB (59) fur jeden Wertequadrupel c, w, w', w" in 
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einem Gebiete 

(61) 

eine und nur eine Losung hat. Diese Losung kann durch sukzessive 
Niiherungen gewonnen und nach Potenzen von c, w, w', w" entwickelt 
werden. Sie ist in bezug auf die Ebene z = 0 symmetrisch. Fur das Ge­
lingen des Verfahrens ist das Bestehen gewisser Ungleichheiten ent­
scheidend. Sie ergeben sich aus den Beziehungen (10), (11), (45) und (46). 
Wir bezeichnen vorubergehenddie rechte Seite von (59) mit JI{C} und 
nehmen 

(62) 

an. Alsdann ist, wie sich ohne groJ3e Muhe zeigen liiJ3t, 

(64) [JI{C}-lI{t}:, \ ~ 1I{C}- d~ JI{t}: < CJ:I0(Ql+ Q )lJ. 

Diese Beziehungen sind zu den Ungleichheiten (124) III, (128) III, 
(130) III, die dem Konvergenzbeweis im dritten Kapitel zugrunde liegen, 
ganz analog. 

Es ist nicht schwer, die ersten Glieder der Entwicklung von C zu be­
stimmen. Man findet 

c w 1 5:rc R2 R2 SL 
(65) C = 2:rcR + 2-;R cos 'II' + :rcR -S- L2 log R- cos 2'11' 

+ ~(c, w, w', w"). 

In ~ sind die von w freien Glieder von der Ordnung ~:, die Glieder von 
der Form g(s) w fehlen ganz. 

Setzt man jetzt in die Beziehung f u(2)' C' ds' = 0 fUr C den Ausdruck 
2: 

(65) ein, so findet man eine Gleichung von der Form 

(66) ~ w+~(c,w, w', w") = 0, 
2 y:rcR 

aus der sich 

(67) 

ergibt. Demnach ist 

(68) c 5 R2 SL (R2) C = 2:rc R + -8 R L2 log R cos 2'11' + 0 ]}i 

und nach (57) mit Rucksicht auf (7) und (67) 

(69) 

Da C in bezug auf die Ebene z = 0 symmetrisch ist, so ist die Be­
ziehung f t~(l)' C' ds' = 0 erfUllt. Wegen f u(1l' C' ds' = 0 und f U(2)' C' ds' = 0 

~; 
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geniigt der Wert (68) fiir C der Integro-Differentialgleichung (51). Aus 
(58) findet man beilaufig den Wert der Konstanten c*. Der Korper T1 
ist eine ringformige Gleichgewichtsfigur rotierender FlUssigkeit. 

Die in (68) noch verfiigbare Konstante c kann mit Leichtigkeit so 
bestimmt werden, daB das Volumen von Tl einen vorgeschriebenen 
Wert in der Umgebung des Volumens von T erhalt. Die den Meridian­
schnitt von Tl berandende Kurve E1 ist naherungsweise eine Ellipse, 
deren groBe Achse nach der Rotationsachse hin gerichtet ist. Die Ab-

5 R2 8L 
plattung hat den Wert "4 VlogR' 111 

Die Einfiihrung eines frei verfiigbaren Parameters, die sich im vor­
stehenden als hervorragend niitzlich erwies, wird auch spiiterhin, wie 
wir sehen werden, in manchen Fallen gute Dienste leisten. Oft gelangt 
man hierbei zum Ziele, indem man in der Ausgangskonfiguration, auf 
die man die gesuchte Gleichgewichtsfigur bezieht, ein geeignetes Be­
stimmungsstiick ganz oder teilweise unbestimmt liiBt112. Schon Lia­
pounoff hatte sich dieses Hilfsmittels bedient, indem er bei dem Existenz­
beweis neuer Gleichgewichtsfiguren in der N achbarschaft der Ellipsoide 
als "Bezugskorper" gelegentlich ein Jacobisches oder Maclaurinsches 
Ellipsoid wahlte, dessen Achsenliingen von einem Parameter abhingen. 
Von wesentlicher Bedeutung erscheint dieser Gedanke in der Liapou­
noffschen Theorie der Instabilitiit der sogenannten "birnenWrmigen" 
Gleichgewichtsfigur113. Zur Elimination einer Verzweigungsgleichung ist 
von mir ein Hilfsparameter zuerst in der in der FuBnote 122 genannten 
Arbeit herangezogen worden. 

23. Gleichgewichtsfiguren, die aus zwei oder mehr koaxialen 
Ringen bestehen. 1m AnschluB an die vorstehenden Betrachtungen 
wollen wir in aller Kiirze zeigen, wie man zu Gleichgewichtsfiguren, die 
aus zwei oder auch mehr koaxialen Ringkorpern bestehen, kommt 114. 

Jenseits des Korpers Tl und wie dieser zu der Ebene z=O sym­
metrisch denken wir uns einen weiteren kreisringkorperartigen Kor-

per 1'1 und bezeichnen aIle auf ihn beziiglichen GroBen sinngemaB mit 

einem oben angebrachten Punkt. Vorhin ist : als klein vorausgesetzt 

111 VgI. loco cit. 108, S. 100. Die a. a. O. angegebenen Werte der Koordinate C 
und der Abplattung sind infolge eines Rechenfehlers nur bis auf einen multiplika­
tiven Faktor richtig. 

112 Man vergleiche die Leipziger Dissertation von E. Kahler, Uber die Existenz 
von Gleichgewichtsfiguren rotierender Flftssigkeiten, die sich aus gewissen Losungen 
des n-Korperproblems ableiten, Math. Zeitschr. 28 (1928), S.220-237. 

118 Vgl. A. Liapounoff, Probleme de minimum dans une question de stabilite 
des figures d'equilibre d'une masse fluide en rotation. Memoires de l'academie des 
sciences de St-Petersbourg (8) 22 (1908), S. 1-140. 

114 Auf Gleichgewichtsfiguren dieser Art hatte bereits Poincare hingewiesen. 
Vgl. Bull. astr. 2 (1885), S. 109 und 404. 
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R 
worden, - demgemaB solI auch.- einen kleinen Wert haben. Daruber 

L 
hinaus wird ferner angenommen, daB auch ~ hinreichend klein ist, 

L 

demnach die Ringe "weit auseinander liegen". Setzt man 

(70) - (L R R) 
h=Max T' T' L ' 

so findet man an Hand der in 22. angegebenen Formeln fUr das Gravi­

tationspotential des Korpers T1 im Punkte (I1, 31) den Wert 

u/(2n2R2+2:nlb*+O{h2)), fur dasjenige des Korpers Tin (i 1 , 31) da-

gegen den Wert uf (2n2 R2 ~ + 2ne*r + O(h2)). Die Integro-Differen­

tialgleichung, die zum Ausdruck bringt, daB das Gesamtpotential auf Sl 
einen festen Wert hat, entsteht aus (51), indem rechter Hand zwei weitere 
konstante Glieder sowie Terme von mindestens zweiter Ordnung hinzu­

kommen. Eine ganz analoge Beziehung erhiilt man, indem man von T 1 

statt von T1 ausgeht. Die Auflosung der beiden Integro-Differential­
gleichungen durch sukzessive Approximationen bietet nach dem Vor­
stehenden nicht die geringsten Schwierigkeiten dar. Man wird diesmal 
zwei Parameter w und to einfuhren und erhiilt 

(71) 
w2 R2 8L . 
-- = n-log-- + O(h2) xl L2 R ' 

w2 R2 8L -
----;- = n -;-log --;- + O(h2) . 
xl V R 

SolI das Ganze wie ein starrer Korper rotieren, so muB, wenn uber­

dies f = fist, in einer erst en Niiherung ~=~ sein. Eine Ausdehnung 
L L 

dieser Resultate auf ein System von drei und mehr Ringen ist nahe­
liegend 115. 

Vorhin ist !;. als klein vorausgesetzt worden. Garten und Maruhn 
L 

geben in der soeben zitierten gemeinsamen Arbeit noch ein anderes 
System von Voraussetzungen, das die Existenz einer Gesamtheit von 
zwei urn eine gemeinsame Achse rotierenden Ringkorpern gewiihr-

L-L R - . 
leistet. Es genugt, -- und -. - (R = Max (R, R)) als hinreichend 

L L-L 
klein anzunehmen. J etzt liegen die Ringe (im Verhiiltnis zu den Radien 
ihrer Leitkreise) "nahe beieinander", gleichzeitig sind die Durchmesser 
ihrer Meridianschnitte klein gegenuber dem Abstand der beiden Leit­
kreise, die Ringkorper sind als "dunn" anzusprechen (vgl. loco cit. 11& 

S. 155-159). 

115 Vgl. die Abhandlung von V. Garten und K. Maruhn, Untersuchungen 
tiber die Gestalt der Himmelskorper. Eine aus zwei getrennten Ringkorpern be­
stehende Gleichgewichtsfigur rotierender Fltissigkeit. Math. Zeitschr. 35 (1932). 
S.154-160. 
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24. Rochesche Satelliten 116. In dem U rsprung 0 0 eines kartesischen 
Achsenkreuzes (xo, Yo, zo) mage sich eine punktfarmige Masse M be­
finden. Das Attraktionszentrum kann auch als ein homogener oder aus 
konzentrischen Schichten gleicher Dichte bestehender hinreichend klei­
ner Kugelkarper mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt an­
genommen werden. Der Punkt 0 = (L, 0, 0) sei der Ursprung eines neuen, 
durch die Beziehungen xo=x+L, Yo=y, zo=z mit dem friiheren ver­
kniipften rechtwinkligen Koordinatensystems (x, y, z) und zugleich 
Mittelpunkt des Ellipsoidkarpers T 

(72) (a>b>c). 

Es sei P ein auf dem Rande 5 von T gelegener Punkt mit den Koordi­
naten X, Y, Z. Die Richtungskosinus der AuBennormale (v) zu 5 in P 
haben die Werte 

(73) 
X 

a=2P, a 

Wir denken uns jetzt T mit einer homogenen, gravitierenden Fliissig­
keit der Dichte j erfiillt und nebst den beiden Achsenkreuzen wie ein 
starres System urn die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w ro­
tierend. Wie Roche als erster zeigte117, befindet sich das System, be­
stehend aus der im Ursprung des Achsenkreuzes (xo, Yo, zo) festgehalten 
gedachten Masse M und dem Ellipsoidkarper T fUr geeignete Werte der 
Winkelgeschwindigkeit und der Achsenverhaltnisse angenahert im Zu­
stan de eines relativen Gleichgewichtes, sofern L grcB und darum (bei 

jestgehaltenem a) h = ~ hinreichend klein angenommen wird. Dies be­

sagt folgendes: Es sei mit xV(x, y, z) das Gravitationspotential von 
T, xGM(x, y, z) dasjenige von M bezeichnet, und es mage, unter 
(X, Y, Z) wie vorhin einen beliebigen Punkt auf 5 verstanden, 

(74) V(X, Y,Z) + ;~ [(L+X)2+ Y2] + GM(X, Y, Z) =@(X, Y,Z) 

gesetzt werden. Alsdann ist bei passender Wahl von w, unter £l eine ge­
eignete Konstante verstanden, 

(75) @(X, Y, Z) - j£l 

116 Vgl. die Leipziger Inaugural-Dissertation von V. Garten, Untersuchungen 
iiber die Gestalt der Himmelskorper. Rochesche Satelliten und ringformige Gleich­
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten mit Zentralkorper, Math. Zeitschr. 35 
(1932), S.684-745. 

117 Vgl. E. Roche, Memoire sur la figure d'une masse fluide soumise a l'attrac­
tion d'un point eloigne. Memoires de l'Academie de Montpellier (Section des 
Sciences) 1849, 1850, 1851, 1, S. 243ff. und 333ff., 2, S. 21ff. Vgl. weiter 
G. Tisserand, Traite de rnecanique celeste, Paris 1891, Band 2, S. 110-115 
sowie K. Schwarzschild, Die Poincaresche Theorie des Gleichgewichtes einer 
hornogenen rotierenden Fliissigkeitsmasse. Dissertation Miinchen 1896. 
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eine auf S erkliirte, mit h gegen Null konvergierende Korrektions­
funktion. Augenscheinlich besagt die Gleichung (74), daB man T im 
strengen Sinne als eine Figur relativen Gleichgewichtes bei Vorhan­
densein eines AuBenfeldes x GM(x, y, z) - x e(x, y, z) = x G(x, y, z) auf­
fassenkann,sofernnur aufS die Beziehung e (X, Y,Z) = tP(X, Y, Z)-ts 
gilt. Bekanntlich ist (vgl. 3.) 

(76) -j V(X, Y, Z) = D _AX2 - By2- CZ2 

= D - C c2 + ( C :: - A) X2 + ( C ~: - B) y2 

wegen 

(77) 

Ferner ist fur hinreichend kleine Werte von h, etwa h<h*, in einer Um­
gebung von S 

GM (x, y, z) = M[(L + X)2 + y2 + z2rt 

(78) 
= ~~3 [2L2 - 2xL + 2X2 - y2 - Z2] + e(x, y, z), 

= G(x, y, z) + e(x, y, z), 

M (r3) e(x, y,z) =7.- 0 v 

somit wegen (77) 

GJ/(X, Y, Z) = 2~3 [2L2- c2-2X L+ (2 + C:)X2+ (~: -1) Y2] 
(79) M a 

+e(X, Y,Z), e(X, Y,Z) =yO(h3). 

Wie wir sogleich sehen werden, kann man ro, a, b, C so bestimmen, daB 
8(X, Y,Z)=tP(X, Y,Z)-ts wird. Die Beziehung (74) liefert in der Tat, 
wie man leicht sieht, 

(80) D-Cc2+ 2:2/L2+2%3(2L2-C2)+[:;L-f;]X 

+ 2%3 (~: -1)] y2+ -je(X, Y,Z) =-jtP(X, Y,Z). 

Setzt man j etzt der Reihe nach 

w2 M 
D- Cc2 + 2~/ L2 + 2/V (2L2-c2)= s, 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. 10 
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so findet man 

(82) 7-(/)(X, Y, Z) - 5 =fe(X, Y,Z) = ~O(h3) = :2 VO(h3) = O(h). 

Augenscheinlich wird 7- (/)(X, Y, Z) - 5 mit ~ zuglt~ich beliebig klein. 

Die transzendenten Gleichungen (81), in denen A,B,C,D die in 3. 
angegebenen Werte haben, reich en bei vorgeschriebenem Volumen 
gerade aus, urn a, b, c, 5 und w zu bestimmen118. Eine nahere Diskussion 
fuhrt zu den folgenden Ergebnissen. Es gibt einen Wert £0, so daB zu 

jedem w<£o zwei dreiachsige Ellipsoide, ein schwacher abgeplattetes 5 
+ - + 

und ein starker abgeplattetes 5 gehoren. Fur w-'?-£o konvergieren 5 und 5 

gegen das einzige zu £0 gehOrige Ellipsoid S. Bei festgehaltenem 
+ 

Volumen schlieBen sich 5 und 5 zu je einem regularen Arm von an-

genaherten Gleichgewichtsfiguren zusammen, die in 5 miteinander zu-
- + 

sammenhangen. Fur w-'?-O konvergiert 5 gegen eine Kugel,S gegen 
eine nach M hin gerichtete unendlich dunne Nadel. Mit monoton 

wachsendem w nimmt die Abplattung a - C der Ellipsoide 5 zu, die-
+ a 

jenige von 5 hingegen abo 
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, festzustellen, ob es fur hinreichend 

kleine Werte von h in der Umgebung von T einen Flussigkeitskorper Tl 
gibt, der fUr geeignete, von w wenig verschiedene Werte wider Winkel­
geschwindigkeit, sich im Felde 

(83) xGM(x,y,z)=xG(x,y,z)+xe(x,y,z) 

des Zentralkorpers M im relativen Gleichgewicht befindet. In zweiter 
Linie ware zu untersuchen, ob es unter den Gleichgewichtsfiguren, deren 
Existenz wir vermuten, welche gibt, von denen lineare Reihen neuer 
reeller Gleichgewichtsfiguren abzweigen. Das zuerst genannte Problem 
gehort als ein spezieller Fall zu der am SchluB der Nummer 11. be-

trachteten Klasse von Problemen. Das a. a. O. mit x s G(x, y, z, s) = x s r 
bezeichnete Zusatzfeld hat jetzt den Wert xe(x, y, z). Demnach gilt 
jetzt in unveranderter Benutzung der in 11. gebrauchten Bezeichnungen 
die Integro-Differentialgleichung 

"PC+f1: C'da'=S-R2).- w 2 (a2+b2)C2_2RdC-(a2+b2)).C2 e 2x 
s 
1 1 [J2 r A 8 r C2 82 r 

_;(V(2)+V(3)+"')-2 C2 8vi-sT-sC 8v- sI.2 8v2--"" 

G (x, y, z) =T(~, 1], C*) (vgl. S. 76), 

118 Wegen der Einzelheiten vgl. bsp. G. Tisserand, Traite de Mecanique celeste, 
Paris 1891. Ed. II, S. 110-113. 
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wofur wir auch kurzer 

oder mit 5 = L2 A + 51' da r eine quadratische Funktion ist, 

(84*) 1p' +f-~" da'= 51 - (2LX + X2+ Y2)A - f~ (a2+ b2) ,2 

5 

147 

-2RTA' _(a2+b2 ) },'2_ ~(V(2)+ V(3)+ ... ) - ~'2~2S -e(X1' Y 1, Zl) 

schreiben konnen. 
Offenbar ist U1p die aus dem Zusammenwirken der Eigengravitation 

von T, des AuBenfeldes U G(x, y, z) und der Zentrifugalkraft resultierende 
Schwerkraft im Punkte P(X, Y, Z) auf S. Nach bekannten Satzen findet 
man 

(85) 
b2 

w= -'7jB-- 119 r ~ p' 

Die Integro-Differentialgleichung (84 *) wird wie die Gleichung (75) II I 
bchandelt. Als kleine Parameter sind diesmal 51' AL, h aufzufassen. 
(~lan beachte, daB w 2 als vorgegeben gilt.) 

Die horr.Jgene line are Integralgleichung 

(86) 1pt + f f ,'da' =0 
5 

hat stets eine triviale N ullosung. Fur abzahlbar unendlichviele (sich 
gegen die Figur vom "nadelformigen" Charakter haufende) Ellipsoide, 
die samtlich der Reihe starker abgeplatteter Ausgangsfiguren angehoren 

und den Wert en der Winkelgeschwindigkeit ~>/v>~>... ent­
sprechen, hat sie daruber hinaus weitere Nullosungen. Diese wie jene 
lassen sich explizite mit Hilfe von Lameschen Funktionen ausdrucken. 

V gl.loc. cit. 116 S. 721-726. In der Nachbarschaft der zu w =1= ~ (k >0) 
gehorigen Ellipsoide gibt es stets Losungen unseres Problems. Die zu der 
Winkelgeschwindigkeit in den Intervallen 

(87) 
o k k+l 

(10, w--c), (w-c, W +10) (k >0,10 > 0 beliebig klein} 

gehorigen Losungen schlieBen sich nach geeigneter Normierung zu linea­

ren Reihen zusammen. Von den zu /;; (k > 0) gehOrigen Ellipsoiden konnen 
moglicherweise neue Arme von reellen Gleichgewichtsfiguren abzweigen. 
Ob dies eintritt, kann erst eine nahere Diskussion entscheiden. Ins-

119 Vgl. V. Garten, lac. cit. 116, S. 721. Die a. a. O. gebrauchten Bezeichnungen 
sind von denjenigen im Text zum Teil verschieden. 

10* 
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besondere ist das Ellipsoid 5, in dem sich die beiden nach einem Kugel­
k6rper bzw. einer Nadel zu strebenden Arme vereinen, ein singuliires 
Ellipsoid. In diesem besonders interessanten FaIle liiBt sich nach Ein­
fiihrung geeigneter Parameter bei der Diskussion der Verzweigungs­
gleichung die Heranziehung von Gliedern h6herer Ordnung vermeiden. 

Von 5 zweigt kein weiterer Arm von Gleichgewichtsfiguren abo Die zu 
den beiden ersten Intervallen in (87) gehi:irigen Gleichgewichtsfiguren 
lassen sich zu einer linearen Reihe zusammenziehen. Eine Diskussion 

der zu c1, ~, ... gehi:irigen singularen Ellipsoide begegnet vorderhand 
groBen analytischen Schwierigkeiten. 

Bei den vorstehenden Betrachtungen sind a, b, c als festgehalten 

vorausgesetzt worden. Wird h = ~ als klein angenommen, so heiBt 

a w 2 M Mlt3 
dies, L = h und wegen " = L3 = (,is zugleich auch M erhalten groBe 

Werte. 1st jetzt t5 > 0 beliebig gewiihlt, so stellt die Konfiguration, 
die man erhiilt, indem man T + S bei unveriinderter Fliissigkeitsdichte 
einer Ahnlichkeitstransformation mit dem Verhiiltnis ~: 1 in bezug 
auf den Koordinatenursprung unterwirft und zugleich M durch M ~3 
ersetzt, eip,e neue Gleichgewichtsfigur dar, die ebenfalls zu der Winkel­
geschwindigkeit ill gehi:irt. Es sei M ein beliebiger fester Wert, und 

It (M )t es sei ~ = Ii w: gewiihlt Die Masse des neuen Zentralki:irpers wird 

jetzt gleichM, seinAbstand von dem Schwerpunkt des kleinen Mondes 
t 

in einer ersten Niiherung gleich e:n ' der Durchmesser dei kleinen 

Satelliten bis auf Gri:iBen hi:iherer Ordnung gleich 2h (ll:;) . Fur h 

ergibt das Verfahren der sukzessiven Approximationen eine fUr aIle ill 

in jedem der Intervalle (e, w - e), (~- e, ~1 + e) gleichmiiBig geltende 
obere Schranke. Es steht nichts im Wege, h so zu wiihlen, daB die 
Satelliten jeder Schar ein festes, hinreichend kleines Volumen erhalten. 

In dem ersten einfUhrenden Tell seiner wiederholt genannten Arbeit 
behandelt Garten den einfacheren (zweidimensionalen) Fall eines mit 
einer homogenen Flussigkeit erfiillten geraden beiderseits unbegrenzten 
Zylinderki:irpers T1 von angenahert elliptischem Querschnitt, dessen 
Mantellinien auf der xo-Yo-Ebene senkrecht stehen, und der urn die im 
Verhaltnis zum Durchmesser von T1 weit entfernte, festgehaltene 
zo-Achse rotiert. Auf dieser ist eine gravitierende Masse konstanter 
Liniendichte ausgebreitet zu denken. Die Ergebnisse sind zu den vorhin 
besprochenen ganz analog. Die Rechnungen sind erheblich einfacher als 
in dem dreidimensionalen FaIle. An Stelle der Lameschen Funktionen 
erscheinen jetzt trigonometrische Funktionen allereinfachster Art, die 

Werte ~, c1, ~, ... erweisen sich als Li:isungen elementarer algebraischer 



Rochesche Satelliten. 149 

Gleichungen. Trotzdem bietet die Behandlung der Verzweigungs­

gleichungen fiir w =i;; (k >0) auch jetzt noch Schwierigkeiten dar, die 
nicht iiberwunden werden konnten, und zwar, weil, wie es sich zeigt, die 
Heranziehung der Glieder von mindestens dritter Ordnung sich als not­
wendig erweist. Die eben erwahnten, den zweidimensionalen Fall be­
treffenden Resultate finden in dem dritten Teil der Gartenschen Arbeit 
bei Behandlung der ringformigen Gleichgewichtsfiguren mit Zentralkorper 
Verwendung (vgl. loco cit. 116 S. 726-745). Der Ansatz und die Rech­
nungen, die zu der fundamentalen Integro-Differentialgleichung fiihren, 
schlieBen sich eng an die in 22. kurz wiedergegebenen Entwicklungen 
meiner in der FuBnote 108 genannten Arbeit an. Die Ergebnisse sind zu 
den in dem zwei- und dreidimensionalen Rocheschen Problem gewonne­
nen ganz analog. 

Es macht keine ernsten Schwierigkeiten, von dem im vorstehenden 
betrachteten Problem eines urn ein festgehalten zu denkendes, punkt­
formiges Attraktionszentrum rotierenden kleinen Satelliten zu dem 
FaIle iiberzugehen, daB der (immer noch punktformige) Zentralkorper 
und der Satellit mit der Winkelgeschwindigkeit w urn den gemeinsamen 
Schwerpunkt wie ein starrer Korper rotieren. 1st wie vorhin M die Masse 

des Zentralkorpers, m= 43n ab c f diejenige des Satelliten, L der Abstand 

des Mittelpunktes 0 des Satelliten von dem Attraktionszentrum, so ist 
derjenige des gemeinsamen Schwerpunktes, in den wir den Ursprung 0 0 

d A 1 0 l · L 1"v1 D' es chsenkreuzes %0' Yo, zo egen, von g eich J~1+m=L. Ie 
Formel (74) nimmt jetzt die Gestalt 

(88) V(X, Y, Z)+~[(L+X)2+ Y2]+GM (X, Y, Z)=(/J(X, Y, Z), 

unter GM auch diesmal der Ausdruck (78) verstanden, an. In der Glei-
w 2 w 2 

chung (80) treten als Faktoren von 2xt bzw. --;;j in dem dritten und 

dem fiinften Summanden L2 und L statt L2 und L auf. Dement­
sprechend andern sich die Beziehungen (81). Insbesondere gilt jetzt 

w 2 M M ( m) 
( 89 ) -x i = Tv L = f V 1 + 1\1 . 

Bei gleichbleibender Entfernung List j etzt ';-1 im Verhaltnis 1 +~ groBer 

als in dem vorhin betrachteten FaIle eines festgehaltenen Attraktions­
zentrums. Die Weiterbehandlung des Problems bietet an Hand der Ent­
wicklungen auf S.146ff. keine Schwierigkeiten dar. Die qualitativen Er­
gebnisse bleiben die gleichen. 

An das Vorstehende schlieBt naturgemaB die Behandlung des Falles 
an, daB das Attraktionszentrum nicht mehr als punktformig aufgefaBt 
wird, sondern aus einer homogenen Fliissigkeit, deren Gestalt sich nur 
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wenig von derjenigen eines Maclaurinschen Ellipsoids unterscheidet, 
besteht. Die Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum zwingt 
uns, uns mit dieser Andeutung zu begniigen. 

25. Die Laplacesche Theorie des Erdmondes. Wie vorhin be­
merkt, sind fiir sehr kleine Werte der Winkelgeschwindigkeit die weniger 
abgeplatteten Rocheschen Annaherungsellipsoide nur wenig von einer 
Kugel verschieden. Dasselbe gilt natiirlich auch von der exakten Gleich­
gewichtsfigur. Das Problem eines von einem festgehalten zu denken­
den Attraktionszentrum weit entfemten Mondes gestattet darum noch 
eine andere, von der vorstehenden allgemeinen Theorie unabhangige 
Behandlung, wobei als Ausgangsfigur in naheliegender Weise ein der 
Einwirkung eines AuBenfeldes nicht unterworfener Kugelkorper zur 
Verwendung kommt1 20• 

Wir schlieBen uns eng an die vorhin gebrauchten Bezeichnungen an. 
Der Radius der Kugel 5 heiBt darum jetzt a ( =b = c), die Richtungs­
kosinus der AuBerinormale (v) sind 

X y Z 
(90) a=-u' b=-b' c--- c· 

Es gilt ferner 

(91) IV( )-2 2 2n 2 t x,y,Z- na-Tr, 

M 
GM(x,y,Z) = 2V [2L2-2xL+2x2- y2-z2]+e(x,y,z), 

11;[ (U') 8(x, y, z) = LO La • 
(92) 

Da T ruht, so ist jetzt w=O, und A erhalt den Wert 2001 , unterwl die 
" Winkelgeschwindigkeit der gesuchten Gleichgewichtsfigur Tl ver-

standen. Wie vorhin bemerkt, ist T der Einwirkung eines AuBenfeldes 
nicht ausgesetzt, bei Tl tritt dagegen ein Zusatzfeld "GM(x, y, z) auf. 
Eine sinngemaBe Anwendung der am SchluB von 11. gewonnenen Formel 

fiihrt, wenn wir beriicksichtigen, daB jetztr=o, sT=GM zu setzen ist, 
zu der Integro-Differentialgleichung 

(93) 1pC +ffC'da' =8- ooi[R2+ 2RTC + (a2+ b2) C2J-~ (V(2) + V(3) + ... ) 
e 2" " 

5 -2~3 [2L2-2XIL+2Xi- Yi-zi]-e(xv Y1>Zl)' 

die man wegen 
R2=L2+ 2LX +X2+ Y2, 

(94) 
X 1 =X(1+£), Y 1 =Y(1+£), Zl=Z(l+£) 

120 Vgl. L. Lichtenstein, Untersuchungen tiber die Gestalt der Himmelsk6rper. 
Erste Abhandlung. Die Laplacesche Theorie der Gestalt des Erdmondes. Math. 
Zeitschr. 10 (1921), S. 130-159. 
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auch in der Form 

(95) 1p( + f ~(da' =S~ f~ [P+ 2LX +X2+ Y2+2RT( +(a2+b2) (2] 
s 

__ ~(V(2)+ V(3)+"')-~~L; 12V-2XL~2XfL+2Xr- Yr-Zr] 
% _ ~ a 

-fJ(XI ,1'1> ZI) 

schreiben kann. In (95) bezeichnet 'X1p die von der Eigengravitation her­
riihrende Schwer kraft auf S. Offenbar ist 

4n 
(96) 1p=--3 uj. 

Die Integralgleichung, die man erhalt, wenn man in (95) rechterhand 
Null setzt, und die auf die Form 

(97) 3 f C' , (-- -da =0 
4na e 

5 

gebracht werden kann, hat drei linear unabhangige, der Parallelver­
schiebung in der Richtung der drei Koordinatenachsen entsprechende 
wie in 8. normierte N ullosungen 

3 X 3 Y 3 Z 
(98) 

4nf a~' 4nt a~' 4nj af 

Nach bekannten Satzen (vgl. 8.) hat die Integralgleichung 

(99) 1p( + jf'N(a, a')tda' =0, N(a, a') =-i-- XX'+ ~~+Z~ 

keine Nullosungen mehr. Setzt man, wie wir es tun wollen, voraus, daB 
die Ortsfunktion ( die Ebenen y = 0 und z = 0 zu Symmetrieebenen hat, 
und schreibt 

(100 ) ~ ---" da' =wL It 'XII-! 

a3 ' 
5 

so nimmt (95) die Gestalt 

(101) 1p(+ ff'N(a,a')('da'=XwL+s 
5 

~ ~~[V+2LX +X2+ Y2+2RT(+(a2+b2)(2]_. ~(V(2)+ V(3) + ... ) 

~ ;~3 [2V-2XL--2X£L+2Xi~ Yi~Zi]-fJ(Xl>YI' ZI) 

an. Wir setzen jetzt 

(102) s- wi v-.i!! =0 
2% L 

und erhalten 

(]03) 1p( + jf'N(a, a') ('da' = ~ ;~[X2+ Y2+2 RT( + (a2+ b2) (2] 

_1_ (V(2)+V(3)+ )+ J'vI [2X CL 2X2, 1'2-+ Z2l fJ(X Y Z) 
% ••• 2L3 a - 1" 1 . 1:- - l' l' l' 
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Wir halten M, I, a fest und fassen'i, ~ und ~~L, darum auch wL als 

kleine GraBen auf. Den im dritten Kapitel entwickelten Satzen zu­
folge hat die Integro-Differentialgleichung (103) fur alle hinreichend 
kleinen Werte der vorstehenden Parameter eine und nur eine Lasung. 
Der quadratischen Gleichung (130) III entspricht diesmal eine Gleichung 
von der Form 

(104) 

Die kleinere (positive) Wurzel dieser Gleichung, darum auch C ist von 

der GraBenordnung f ' 
(105) I C I <a (W~:2 + ~~2) (a konstant). 

. '" . a wi M 
Wle Wlr Wlssen, 1st C als FunktlOn von L' 2uL und L2 aufgefaBt, ana-

lytisch und regular. Wegen (100) erscheint auch wals eine analytische 
und regulare Funktion derse1ben Parameter, 

(105*) a (wi M a) w=r" 2u L 'L2'L' 

Nach (100) und (105) ist 

(106) ! ", < = (wi a 2 + M a2
_) 

I U , = IX 2uL L4 (~ konstant). 

Wie man leicht sieht, ViBt sich die Gleichung 

wi = M + ~ It (Wi L M !!...) (vgl. (102) und (105*)) 
u La L l' 2 u 'L2' L 

2 

nach w! auflosen und liefert 
u 

( wi M a (M) 
108) U = L2 + r 0 L2 . 

Danach ist, wie man leicht sieht, C von der GroBenordnung j~2 ('it 
Eine weiter ins einzelne gehende Berechnung liefert 

(109) C= 3M (~(Z2- 3x2)+2a2+a20(!)). 121 
8njVa 2 L 

121 In der in der FuBnote 120 zitierten Arbeit ist diese Diskussion in allen 
Einzelheiten durchgefiihrt worden. (Mechanische Deutung und Verbesserung einiger 
Rechenfehler findet sich bei E. Holder, Beitrage zur mathematischen Theorie 
des Erdmondes, Sachsische Berichte, 78 (1926), S.21-36.) In einer spateren 
Arbeit (vgl. die FuBnote 122) habe ich anlaBlich der Bestimmung einer Gleich­
gewichtsfigur, die aus zwei weit entfernten fliissigen, urn den gemeinsamen Schwer­
punkt rotierenden Massen besteht, bemerkt, daB sich eine Diskussion der Ver­
zweigungsgleichung durch die Einfiihrung eines geeigneten Parameters vermeiden 
laBt und darauf hingewiesen, daB sich das gleiche bei dem jetzt betrachteten 
Problem in ahnlicher Weise erreichen laBt. 
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Durch die Einbeziehung des Parameters w in den Ausdruck (102) fur die 
Winkelgeschwindigkeit gelang es, eine sonst notwendige recht umstand­
liche Diskussion zu vermeiden (vgl. loco cit. 120 S. 143). 

26. Fliissige Doppel- und Mehrfachstemsysteme. Wir gehen jetzt 
zur Behandlung eines Problems iiber, das mit denjenigen, die uns in 24. 
beschaftigten, nahe verwandt ist, namlich zur Bestimmung einer Gleich­
gewichtsfigur, die aus zwei weit entfemten Flussigkeitsmassen gleicher 

Dichte, T1 und T1 , die urn ihren gemeinsamen Schwerpunkt rotieren, 

besteht. Der Einfachheit halber nehmen wir Tl und Tl als kongruent 
und in bezug auf den Schwerpunkt, in den wir den Ursprung des Achsen­
kreuzes xo, Yo, Zo setzen, symmetrisch gelegen122 an. Des weiteren soilen . . 
T1 und T1 sich nur wenig von Kugelkorpem, T und T, vom Radius a 
unterscheiden. Augenscheinlich genugt es, die Gestalt von Tv d. h. die 
diese Gestalt festlegende Ortsfunktion C auf 5 zu bestimmen. Die ent-.. . 
sprechende zu T und T1 gehOrende Funktion C wird damit zugleich be­
stimmt sein. Wir ubemehmen sinngemaB die in 25. gebrauchten Be­
zeichnungen, legen insbesondere in den Mittelpunkt der Kugel 5 den 
Ursprung des Achsenkreuzes x- y- Z. Augenscheinlich unterscheidet 
sich das Problem, mit dem wir uns im Augenblick beschaftigen, von dem 
zuletzt behandelten lediglich darin, daB das AuBenfeld, das auf Tl wirkt, 
nicht von dem in 0 gelegenen Attraktionszentrum, sondem von der . . . . . 
Flussigkeitsmasse Tl herruhrt. Fur T1 = T + (TI-T) konnen wir ein 

punk~formiges Zentrum der Masse 43n a 3f im Mittelpunkt (-L, 0, 0) 

von T, somit in einer Entfemung 2L vom Mittelpunkt von T und eine 

schalenformige gravitierende Masse T1 - T substituieren. Das Gravi­
tationspotential x; C;(x, y, z) der punktformigen Masse in Tl erhalten 

wir aus (78), indem wir fiir M den Wert '!3~a3f einfiihren undL durch 2L 
ersetzen. Wir finden 

4n _1 
(1l0) G;(x, y, z) = Ta3f[(2L+x)2+y2+z2] 2 

= ~~:f[8L2-4xL-(y2+z2_2x2)]+e*(x, y, z), 

(r2=x2+y2+z2), e*(x, y, z)=r20 (~:). 

Was das Gravitationspotential x G;(x, y, z) des Korpers T1- T an­
langt, so gilt 

(Ill) I xG;(x, y, z) 1 < 4nxf-L-(a+Q)2Q, Q=Max! n i :It-i, C) I • 1 { iDC'IDCI} 
i U., I I Ul) I 

122 Fiir das Folgende vergleiche L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die 
Gestalt der Himmelskbrper. Zweite Abhandlung. Eine aus zwei getrennten Massen 
bestehende Gleichgewichtsfigur rotierender Fliissigkeit. Math. Zeitschr. 12 (1922), 
S.201-218. A. a. O. wird allgemeiner angenommen, daB sowohl die Dichte als 
auch der Durchmesser der beiden Kbrper verschiedene Werte haben kbnnen. 
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In der Tat ist das Volumen von Tl - T gewiB nicht groBer als 

4n(a+.Q)2.Q, der Abstand irgendeines Paares von Punkten in TI-T 
einerseits, in Tl anderseits sicher > 2L- 2 a- 2.Q > L, sofern, wie wir 

a+.Q 1 . 
es tun wollen, -L < 2" angenommen wlrd. 

Bei der Aufstellung der Integro-Differentialgleichung des Problems 
ist zu beachten, daB das AuBenfeld auch diesmal gleich Null, das Zusatz­
feld aber =;.c G; +;.c G: ist. Man erMlt 

(1l2) 1pC + JtCldal = s- wi' [R2+ 2RTC + (a2+ b2) C2] e 2", 
5 

- ~ (V(2)+ V(3) + ... ) - ~;2; [SP - 4Xl L + 2Xr - Yr - Zf] 

- e*(xl> Yl , Zl) - Gs*(Xv Yl , Zl)' 

Fur das Potential G: lieBe sich ohne groBe Muhe eine Entwicklung 
finden, aus der seine Abhangigkeit von C klar hervortreten wurde 
(vgl. loco cit. 122). Fur den Konvergenzbeweis der spater anzusetzenden 
sukzessiven Naherungen ist die Kenntnis dieser Entwicklung, wie wir 
sogleich sehen werden, nicht notwendig. Anders ware es, wenn wir die 
zweite oder eine hohere Naherung explizit berechnen wollten. 

Indem wir jetzt 

(113) 

setzen, 

(114) 

Mit 

(1l5) 

JfIX' - ---C'da'=2wL a3 

5 

erhalten wir wie auf S. 151 

1pC + ft'N(a,a' ) C'da' = 2XwL -+ s - ;! [L2+ 2LX + X2+ y2 
5 

+ 2RTC +(a2+ b2)C2] - ~ (V(2) + V(3) + ... ) - ~;~ [SL2_4X L 

- 4X £ L+ 2Xr- Yr- ZrJ - e*(Xl , Yl , Zl)- Gs*(Xv Y V Z 1), 

s _ wi' L2- 2na3f =0 
2x 3L 

geht (1l4) uber in 

(116) 1pC + Jt'N(a, a')C'da' = - ;! [X2+ y2+ 2RTC + (a2+ b2)C2] 
5 

-} (V(2) + V(3)+ ... ) + I;;; [4X; L- 2Xr+ Yr+ zr] 

- e*(xl , Y l , Zl)- G,*(Xl Y l ' Zl)' 

Die weitere Behandlung verlauft ganz wie auf S. 151 ff. Wir finden 

(117) 
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worauf sich C als von der Gro13enordnung a (~) 3 erweist. - Was den Kon­

vergenzbeweis der sukzessiven Naherungen betrifft, so stutzt sich dieser 
wie in allen Fallen, die wir in diesem Buch zu betrachten hatten, auf 
gewisse fundamentale Ungleichheiten, denen der Ausdruck auf der 
rechten Seite der in Frage kommenden Integro-Differentialgleichung 
genugt (vgl. S. 152). Der Beweis jener Ungleichheiten macht keine 
Schwierigkeiten und lal3t sich ohne Benutzung der vorhin erwahnten 
Entwicklung fur C;(Xl' Yl' ZI) fuhren. 

Es macht keine Schwierigkeiten, a so zu bestimmen, da13 das Vo-

lumen von T 1, also auch das mit ihm gleiche Volumen von Tl einen vor­
geschriebenen Wert erhalt. 

Nicht wesentlich schwieriger ist schlie13lich die Behandlung des all-

gemeineren Falles, wenn die Durchmessera und a von T und T sowie die 

Dichten fund f der beiden Flussigkeitskorper nicht notwendig ent­

sprechend einander gleich sind. J etzt wird man fur C und C je eine 
Integro-Differentialgleichung erhalten. Das System dieser simultanen 
Gleichungen wird unter Benutzung von zwei Parametern 'W und tV 
ge16st. 

In dem V orstehenden war ausdrucklich von einem Doppelstern die 
Rede. Betrachten wir nun ein System von Massenpunkten in einer der 
verschiedenen Lagrangeschen Konfigurationen des n-Korperproblems 
und stellen uns die einzelnen Massenpunkte zu kleinen flussigen Kugel­
korpern ausgeweitet vor. Die so gewonnene Anordnung erfullt, wenn 
die Kugelradien im Verhaltnis zu dem Abstand ihrer Mittelpunkte hin­
reichend klein sind, in einer erst en Naherung die Gleichgewichtsbedin­
gungen und kann als Ausgangspunkt zur Bestimmung neuer exakter 
Gleichgewichtsfiguren dienen. Eine systematische Untersuchung der 
sich darbietenden Moglichkeiten hat im Anschlul3 an meine in der Ful3-
note 122 genannte Arbeit E. Kahler in seiner Leipziger Dissertation 
durchgefiihrt1 23 • Die Ergebnisse von Kahler sind auch darum von In­
teresse, weil es an Hand dieser E. Holder gelungen ist, die schon von 
Kahler vermutete Existenz von Gleichgewichtsfiguren mit nur einer 
Symmetrieebene zu beweisen (vgl. S. 74). 

27. Fliissige Doppelsterne mit einem starren Kern. Mit Ruck­
sicht auf eine spatere Anwendung wollen wir im folgenden noch ganz 
kurz ein mit dem in 26. behandelten nahe verwandtes Problem be­
trachten. 

Zwei gleiche in P = (-D, 0, 0) und P = (D, 0, 0) angebrachte 
punktartige Massen M rotieren mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 

123 Vgl. E. Kahler, Dber die Existenz von Gleichgewichtsfiguren, die sich aus 
gewissen Liisungen des n-Kiirperproblems ableiten. Math. Zeitschr. 28 (1928), 
S.220-237. 
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1 

W = (:~r urn die z-Achse des kartesischen Achsenkreuzes x-y-z 

und befinden sich dabei im dynamischen Gleichgewicht. Man denke sich 

jetzt urn P undP als Mittelpunkte je einen kleinen Kugelkorper 1'und T 
vom Halbmesser taus einer homogenen Flussigkeit der Dichte fund 
lasse das Ganze wie einen starren Korper mit derselben Wirikelgeschwin­
digkeit OJ urn die z-Achse rotieren. Bei festgehaltenem M, D und fund 
hinreichend kleinem t steHt die Konfiguration in einer ersten Niiherung 
eine Gleichgewichtsfigur dar. Wir fragen: gibt es in der N achbarschaft 

von T und T zwei in bezug auf den Ursprung symmetrisch gelegene 

Flussigkeitskorper T 1 und T 1> die vereint mit den Massen M in P und P, 
bei passender Wahl der Winkelgeschwindigkeit WI in der Umgebung von 
cO eine Gleichgewichtskonfiguration ergeben? Mit anderen Worten, ist 

es moglich, Tl somit auch Tl einerseits, WI andererseits so zu bestimmen, 

daB 1. auf 51 und 51 das Gesamtpotential der Gravitations- und Zentri­

fugalkriifte je einen festen Wert hat, 2. in P und P die Resultierende der 
Gravitationskriifte der Zentrifugalkraft das Gleichgewicht halt? 

Wir beziehen, wie ublich, 51 und 51 auf 5 und 5 durch Vermittelung 

der krummlinigen Koordinaten ~,'Yj, C und i, ij, t. Wir denken uns 

5 und S durch paral.lele Normalen auf die Einheitskugel bezogen und 

wahlen fur~, 'Yj bzw.~, ~ irgendein krummliniges Koordinatensystem auf 

der Einheitskugel. Wir nehmen ferner an, daB ~ IC /' ~ I.~~-I, ~ I !~ I 
als kleine GroBen aufgefaBt werden konnen. Aus Grunden der Sym­
metrie genugt es, von der Gleichgewichtsbedingung auf 51 aHein aus­
zugehen. Ais Ausgangskonfiguration fassen wir den Korper Tim Ruhe­
zustande auf. Ais Fremdfeld uG in der Bezeichnungsweise von 11. gilt 

das Feld der Masse in P, als Zusatzfeld usC das Gravitationspotential 

u Gp+uGp, der Masse in P sowie des Flussigkeitskorpers 1'1' Die Schwer­
kraft auf 5 als Resultierende aus der Eigengravitation und derjenigen 
der AuBenmasse P, hat jetzt den Wert 

(118) 

2 

Des weiteren ist (vgl. 11.) W = 0, A. = ~~ ; augenscheinlich ist diesmal 

A. nicht notwendig als klein aufzufassen. 
Wir gehen von der Formel (206) III aus, wobei wir zur Vereinfachung 

rechter Hand flir 

den Wert 
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setzen. Die Entwicklung des Zusatzpotentials nach Potenzen von C er­
weist sich im vorliegenden Falle als iiberfhissig. Wir erhalten so 

(119) - :2 (M + 43n r3/) C + J/i- C'da' 
5 

= s - W{ (X2+ y2+ 2RTC + (a2+ b2)C2) - ~ (V(2)+ V(3) + ... ) 
2x X 

C2 a2 r 
- Gp(X}, Y v Z}) - Gf,(X}, Y v Z}) -2- iJV2 - ... 

und, indem wir s = ;~ D2 setzen, nach Multiplikation mit r2 und nahe­

liegender Umformung 

(120) (M + ~3~ r3/) C = [2 Iii- C'da' + r2;! (X2+ y2_ D2+ 2RTC 
5 

+ (a2+ b2) C2) + r2.!.. (V(2) + V(3) + ... )+ r2G p(X, Y, Z) + r2 Gf,(X, Y, Z) 
x 

+ r2{G p(Xv YvZ})- Gp(X, Y,Zj} + r2{GdX}, Y},Z}) -Gy.(X, Y,Z)} 

+ r2 {C; ~2S + .. l 
Die Auflosung dieser Gleichung durch sukzessive Approximationen 
bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. Es erweist sich nicht einmal als notig 
beim Ubergang von der n-ten zu der (n + I)-ten Niiherung eine lineare 
nichthomogene Integralgleichung aufzulOsen. Vielmehr gilt, wenn man 
voriibergehend die rechte Seite in (120) mit lI{C} bezeichnet, einfach 

(121) ( 4n )n+1 n 
M+Tr31 C =lI{C}. 

Als ein kleiner Parameter tritt jetzt t auf. Einige Vorsicht erfordert 

die Abschiitzung der Ausdriicke'F = V(2) + V(3) + .... aa;' ~1]1" und der 
, {a2r } 'YJ Umstand, daB C2 av2 +... sich wie r-3 Q2 verhalt. Man findet 

, ~r· I D 1]1" ! a 1]1" ! < 0 n2 (0 k ) 
I T I, I iff !' i 7f1} 'I = c<.:..: ex onstant. 

Wie man ferner leicht sieht, sind die Terme r2Gp(X, Y, Z), r2G y) (X, Y, Z) 
von der zweiten, alle iibrigen von der dritten und hoheren Ordnung 
in bezug auf r und C. Insbesondere ist wegen X2+Y2 -D2=O(r) auch 

der Ausdruck r2 ;~ (X2 + y2 - D2) von der dritten Ordnung. Fiir die 

quadratische Gleichung (130) III tritt jetzt eine Gleichung von der Form 

(121*) Jl'=A(r2+r2Jl'+-~Jl'2). 

Die klein ere (positive) Wurzel und damit auch C ist jetzt von der Ord­
nung r2. N atiirlich ist die durch sukzessive Approximationen gewonnene 
Losung der Integro-Differentialgleichung die einzige ihrer Art. 
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Man kann iibrigens aIle diese Spezialbetrachtungen umgehen, in­
dem man durch eine Ahnlichkeitstransformation (vgl. S. 148) zu einem 
System von zwei mit der Winkelgeschwindigkeit cO urn die z-Achse 
rotierenden Fliissigkeitskugeln vom Radius 1 und Dichte f urn die 

beiden urn 2D voneinander entfernten punktartigen, mitrotierenden 
t 

Massen 7a als Ausgangskonfiguration iibergeht. Fiir hinreichend kleine t 

gibt es gewiB eine exakte Gleichgewichtsfigur in der Nachbarschaft 
der zuletzt genannten Konfiguration. Eine Ahnlichkeitstransformation 
mit dem Verhaltnis t: 1 urn den Symmetriepunkt des Systems liefert 
die soeben auf einem anderen Wege gefundene Fliissigkeitskonfigu­
ration wieder. Die Winkelgeschwindigkeit ist jetzt gleich WI' 

Und nun die Bestimmung von Wv so daB der zweiten vorhin an­
gegebenen Bedingung des Gleichgewichts Geniige getan wird. Auch hier 
konnte man durch sukzessive Naherungen vorgehen. Es sei Co die zu 
dem Werte cO der gesuchten Winkelgeschwindigkeit gehOrende Losung 

von (120), und es mogen T1, Tl die zugehOrigen Fliissigkeitskorper 
heWen. Die Bedingung 2. ist nicht erfiiIlt, vielmehr miiBte, damit sie 
erfiiIlt sei, die Winkelgeschwindigkeit einen von cO verschiedenen Wert WI 

haben. Es sei Cl die Losung derjenigen Integro-Differentialgleichung, 
die man erhii.lt, wenn man in (120) WI durch WI ersetzt. Zu Cl gehort als 
der die zweite Gleichgewichtsbedingung erfiillende Wert der Winkel­
geschwindigkeit W2. Ersetzt man WI in (120) durch W2, so gewinnt man C2 

usw. Wie sich ohne groBe Miihe zeigen liiBt, konvergiert die Folge 
cO, WI, W2, ••. gegen einen Wert WI' zugleich konvergieren die Folgen 

,. aCk aCk I' h "B' ,. ac ac D' 0 f k' ,. II d' 
<,,7c, W' 7hJ g eiC rna Ig gegen <", iJ~' an' Ie rts un hon <" ste t Ie 

zu dem eben gefundenen Werte der Winkelgeschwindigkeit WI gehOrige 
Losung der Integro-Differentialgleichung dar. Das System C, WI erfiillt 
die beiden Bedingungen des Gleichgewichts, unser Problem ist als ge16st 
zu betrachten. 

Es leuchtet ein, daB man die beiden punktformigen Attraktions­
zentra auch durch kleine starre Kugelkorper ersetzen kann. 

28. Ein mit den kosmogonischen Theorien von Poincare und 
Darwin zusammenhangendes Problem. Das im vierten Kapitel ent­
wickelte Verfahren fiihrt, in geeigneter Weise ausgestaltet, zur Auf­
losung eines interessanten Problems, das sich in gewissen kosmogonischen 
Betrachtungeri von Poincare und Darwin darbietet1 24. 

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Betrachtungen. In den 
Punkten P=(-D, 0, 0) und P=(D, 0, 0) des Raumes der Variablen 
x, y, z mogen sich zwei punktformige Attraktionszentra der Masse M 

124 Vgl. H. Poincare, loco cit. 38 S.378-380; G. H. Darwin, Scientific papers 
Bd. III, insb. S. 436-524. 
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1 

befinden. Das Ganze rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit ill = (i~~r 
urn die z-Achse. Die Gravitations- und ZentrifugalkraJte an P und P 
halten sich dabei das Gleichgewicht. Das Gesamtpotential ist 

(122 ) 
[T=xM(~+-J)+ ~2(X2+y2), 

d2= (x+ D)2+ y2+ Z2, d2= (x -D)2+ y2+ Z2. 

Aus Grunden der Symmetrie sind in (0,0,0) partielle Ableitungen erster 
Ordnung, gemischte Ableitungen zweiter Ordnung und die Ableitungen 

dritter Ordnung von U gleich Null. Man verifiziert leicht, daB U in der 
Umgebung des Ursprunges eine Entwicklung von der Form 

Uo Uo( ) 2u1'v1 u1"1( 2 2 2) 0(4) (123) = x,y,z =n+-sD3 17x -7y -8z + r 

gestattet. Sie gilt furalle hinreichend kleinen Werte von r = (x2+ y2+Z2)t, 

etwa fUr r <ro.125 Die Niveaufliiche U = ?'!J5~ besteht aus einer, uns 

nicht weiter interessierenden, sich bis ins Unendliche erstreckenden 
Schale und einer geschlossenen in bezug auf die drei Koordinatenebenen 
symmetrischen, analytischen und reguliiren Fliiche 5*, die im Ko­
ordinatenursprung einen konischen Punkt hat; 5* begrenzt zwei Ge-

biete T* und T*, die entsprechend P und P enthalten. Der Beruhrungs­
kegel im Nullpunkt, 17x2-7 y2_8z2 =0, ist ein gerader elliptischer 

Kegel urn die Gerade y = z = ° als Achse. Die N iveaufliichen U < ~bJ1! 
bilden eine Schar sich ins Unendliche erstreckender Schalen und daruber 

hinaus, fur kleine Werte der Differenz ~JI:1: - U, aus einer Schar ineinander 

geschachtelter, 5* umschliel3ender, analytischer und reguHirer, in bezug 
auf die drei Koordinatenebenen symmetrischer Fliichen. Die Niveau-

fliichen U> ~~D1l:1: bilden zwei Scharen ineinandergeschachtelter analyti­

scher und reguliirer Fliichen, die die drei Koordinatenebenen zu Sym­

metrieebenen haben, in T* bzw. T* enthalten sind und gegen P bzw. P 
konvergieren, daruber hinaus aber auch noch eine Schar ins Unend­
liche reichender zylinderartiger Fliichen, urn die wir uns nicht weiter 
zu kummern brauchen. Wir haben uns im folgenden lediglich mit den 

geschlossenen Niveaufliichen in T*, T* und in dem AuBengebiete von 

T* + T* in der N achbarschaft von 5* zu beschiiftigen. Die diese Fliichen 
betreffenden Behauptungen sind in der Hauptsache bewiesen, sob aId 

gezeigt ist, daB in einem T* + T* ganz in seinem Innern enthaltenden 

125 Vgl. die Leipziger Inaugural-Dissertation von K. Maruhn, Ein Beitrag zur 
mathematischen Theorie der Gestalt der Himmelskorper. Math. Zeitschr. 33 
(1931), S. 300-320, insb. S. 301 u. ff. 
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Bereiche B mit der einzigen Ausnahme des Koordinatenursprunges die 
Schwerkraft ,,~ nicht verschwindeP26. Wie man leicht nachprtift, ver-

halt sich"~ in der Umgebung von 0 wie r= (X 2+y2+ Z2)i, pdi.ziser: es 

ist iP in T* + S* und T* + 5* angebbar von Null verschieden. Werden, r 
wie frtiher, mit a, b, c die Richtungskosinus der N ormale an die Niveau-

fHi.chen be~eichnet, so verhalt~n sich ::' ~:, ... , :: in der Umgebung 
des Koordmatenursprunges Wle r-1. 

Wie in 27. des naheren ausgeflihrt worden ist, gibt es eine Figur des 

relativen Gleichgewichts, die aus den beiden Attraktionszentren P und P 
und aus zwei urn diese herum in bezug auf den Koordinatenursprung 

- -
symmetrisch gelegenen Fltissigkeitsmassen T und T der Dichte f be-

-
steht. Die Randflachen 5 und 5 von T und T sind, sofern ihr Durch-
messer 2i, wie wir es tun wollen, klein im Verhaltnis zu D angenommen 

wird, nur wenig von Kugeln urn P und Pals Mittelpunkt verschieden. 
Die Winkelgeschwindigkeit w, mit der das Ganze urn die z-Achse rotiert, 

ist nur wenig verschieden von (:~) t. Aus Grtinden der Stetigkeit gelten 

sinngemaB auch jetzt noch alle qualitativen, im vorstehenden gemachten, 
die AquipotentialfHichen betreffenden Aussagen. Wir nennen nunmehr, 
urn uns den im vierten Kapitel gebrauchten Bezeichnungen nach M6g­
lichkeit anzunahem, die beiden in dem konischen Punkt zusammen­
hangenden Teile der singularen, 5* entsprechenden Niveauflache einfach 

5 und S, die von 5 bzw. S und 5 bzw. 5 begrenzten Gebietee bzw. e. . . 
Des weiteren m6gen mit T und T die beiden von 5 und 5 begrenzten 

endlichen Gebiete bezeichnet werden. Es sei schlieBlich X eine in e und e 
erklarte stetige, allenfalls abteilungsweise stetige Ortsfunktion, die auf 
jedem Paar zusammengeh6riger Niveauflachen Sr und Sr 127 denselben 

konstanten Wert hat, auf 5 und 5 verschwindet und in jedem Stetig­
keitsbereiche stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 

Die soeben betrachtete aus. zwei Fltissigkeitsk6rpem bestehende 

Gleichgewichtsfigur kann als eine die Gebiete T und T flillende Fltissig-

keitsmasse der Dichte f, die in T einerseits, T andererseits gleich der 

126 Vgl. K. Maruhn, loe. cit. 125, S.304-305. Der Bereich B ist dort der von 

zwei Halbkugeln urn P und P vom Radius D und von dem beriihrenden Kreis-
zylinder begrenzte konvexe Korper. . 

127 Wir verstehen unter t in Annaherung an die Bezeichnungsweise im vierten 
Kapitel den Abstand der in e gelegenen Sehale der betrachteten Niveauflache von 
dem Koordinatenursprung. Dieselbe Bedeutun~ hat t, wenn es sieh urn einschalige 

Niveauflachen in einer Umgebung von S und S, die alsbald herangezogen werden, 
handelt. 
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Dichte der obigen Flussigkeitsk6rper, in e und e aber gleich Null ist, 
aufgefal3t werden. Gibt es fur hinreichend kleine Werte von I rx lund r und 

pass end gewahlte ). = wi;" w2 eine Flussigkeitskonfiguration T 1> T 1, deren 

Dichte auf denjenigen Niveauflachen Sr1' Sr1, deren Bilder in T bzw. T 
liegen, gleich I, bei den ubrigen aber gleich f + rxx ist? Diese Frage habe ich 
nach einem besonders gearteten Verfahren der sukzessiven Naherungen 
fUr den zweidimensionalen Fall im bejahenden Sinne beantwortet 128. 

1m AnschluB daran hat Herr Maruhn in seiner in der Ful3note 126 ge­
nannten Dissertation zunachst die analoge Fragestellung in drei Di­
mensionen in allen Einzelheiten behandelt und daruber hinausgehend 
einige weitere interessante Ergebnisse gewonnen (vgl. S. 165). 

Unser Problem gestattet, wie wir jetzt zeigen wollen, auch noch eine 
zu der im vierten Kapitel durchgefUhrten ganz analoge Behandlung; 

doch brauchen wir uns im vorliegenden FaIle mit den im Innem von T 

und T gelegenen Aquipotentialflachen nicht zu beschaftigen. Bezuglich 
der zu bestimmenden Ortsfunktion C ist zu fordem, dal3 sie sich in e 
und e stetig verhalt, die drei Koordinatenebenen zu Symmetrieebenen 
hat, in 0 verschwindet und beschrankte, aul3er hOchstens in 0, stetige, 
allenfalls abteilungsweise stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 
besitzt. \Vird wie fruher 

I O~1 IO~1 iO~: 
(124) -I -[ '---I<Q 

oxl' lOY' lozi= 
gesetzt, so gilt 

(125) 

Die maBgebende Integro-Differentialgleichung folgt fast unmittelbar 
aus (43) IV, wenn man berucksichtigt, daB jetzt die Flussigkeitsk6rper 
sich in dem Au13enfelde uT der heiden mitrotierenden Attraktions-

punkte befinden, S + S die Rolle von @) ubemimmt, [fJ = - fund 

~:; = 0 ist. ~ir fi~en, unter u1p die dem Zusammenwirken der Flussig­

keitsk6rper T und T, der heiden Attraktionspunkte und der Zentrifugal­
kraft entspringende Schwerkraft verstanden, 

(126) 1pC + J f' iC'dal=s-rx J X' !1di~ -At2 - -;~C2(a2+b2) 
5+5 0,+0, 

1 n~r ~~r 
-2AC(ax+by)-~()8(2)+~~(3)+ .. ')--2"'~--3' 33-'" (t2=x2+y2).128a 

" .uV .uv 

128 Vgl. L. Lichtenstein, Kosmogonische Untersuchungen 1. Eine aus zwei 
Einzelmassen, die einen Punkt gemeinsam haben, bestehende Gleichgewichts­
figur nichthomogener Fliissigkeit, Berichte der Sachsischen Akademie der Wissen­
schaften 80 (1928), S. 35-68. 

128a In (126) bezeichnet X' = x(r') den vVert der Dichte in dem ri in e +0 
entsprechenden Punkte r'. 

Lichtenstein, Gleichgewichtsfiguren. II 
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Wie ~ ist auch 'Ij! in 8 + 5 und e + 5 mit der einzigen Ausnahme des 
Koordinatenursprunges von Null verschieden. Bei der Anniiherung 

an 0 konvergiert 'Ij! gegen Null, der Quotient 't ist in 8 und e beschriinkt 
r 

und angebbar von Null verschieden. 
Wir haben rechts )8(2) + )8(3) + ... fUr ~(2) + ~(3) + ... geschrieben, 

unter )8(n) den zu (53) III analogen, iiber 5 und 5 erstreckten Integral­
ausdruck verstanden, weil wir es jetzt, wie man unmittelbar feststellt, 
mit den Gliedern zweiter und hOherer Ordnung des Ausdruckes 

f f'~di~- ff'~dr' zu tun haben. In dem Ausdruck (53) III ist 
• (!I . (! 

T,+T, T+T 

iibrigens diesmal der Aufpunkt auf einer beliebigen Niveaufliiche in 

8 +0 und nicht wie s. Z. notwendigerweise auf Soder 5 anzunehmen. 

Es sei 5 eine einschalige Niveaufliiche in der Nachbarschaft von 5 

und S. Das von 5,5 und 5 begrenzte Gebiet heiBe e. Es iindert sich 

nichts, wenn wir e mit in das System aufnehmen und das Bild 81 vone 
mit Masse der Dichte X =0 uns erfiillt denken. Die Integro-Differential­
gleichung (126) bleibt ungeandert, doch ist nunmehr die Ortsfunktion , 

• A 

in dem ganzen von 5,5 und 5 begrenzten Gebiet erkliirt, und dieser 
Umstand erweist sich fiir den Konvergenzbeweis als zweckmiiBig. 

Einige weitere Bemerkungen: In der im vierten Kapitel entwickelten 
allgemeinen Theorie verhielten sich die Niveaufliichen St in der Um­
gebung des Ursprunges topologisch wie eine Schar ineinandergeschach­
telter Kugeln, jetzt haben sie den Charakter ineinandergeschachtelter 
zweischaliger bzw. einschaliger Hyperboloide. Der Unterschied ist in­
des sen , was die A ufstell ung der Integro-Differen tialgleichung des Problems 
und den Konvergenzbeweis anlangt, belanglos, - Hauptsache ist, daB 

die auf S. 95 angegebenen wesentlichen Beziehungen ~:, ... , ~: = 0 (r-1 ) 

auch jetzt gelten. -'--
Das Verhalten des (der Gravitationswirkung derhomogenen, T + T 

erfiillenden Fliissigkeit entsprungenen) Ausdruckes )8(2) + )8(3) + ... in 
der Umgebung des Koordinatenursprunges bietet nicht die geringsten 
Schwierigkeiten dar. Die einzelnen Terme sind diesmal Integral-

ausdriicke, erstreckt iiber 5 + 5. 129 Eine Sonderbehandlung erheischt 

129 Vgl. loco cit. 75, S. 503. Die Formel (74) a. a. o. lautet jetzt, sinngemaB 
iibertragen, 

a2~u f,a(l) (' )d' ax2- =-u fax ;;- cos lIu' X au' 
u _._ u 1::1.£ 

su+su 

da in T" und T" eben ~~~ ;"'0, auf 5" und 5" aber [t~J =Oist. Siegilt fiirallehin-
u • • 

reich end kleinen Werte von r in e + 5 sowie e + S. 
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demgegenuber, wie sich sogleich zeigen wird, das Volumintegral 

uber 8 1 + 8 1 , 

Wie an der mehrfach genannten Stelle (S. 105ff.) setzen wir, unter h 
einenkleinen Parameterverstanden, s =os + hF(U (x, y, z)) - hF(U (0,0,0)), 
woselbst U das Gesamtpotential der Ausgangsverteilung, F eine analy­
tische und reguHire Funktion bezeichnet, und erhalten, indem wir -r 
rcach 0 konvergieren lassen, 

(127) ft' -!- C'da' =oS- rJ.f X' ~ d.~ - ~ (0~(2)+0~(3)+ ... ), 
De o(h" 

5+5 e.+(~. 

darum ahnlich wie fruher 

(128) 1JlC + ff'(~-~) C'da' =hF(U(x, y, z))-hF(U(O, 0, 0)) e oe 
s+s 

-rJ. Ix' (-!-~) d.~ -},t2 _!'!.I C2 (a2+ b2) - 2AC(ax + by) 
e1 Del 2" 

(~.+&. 

_lr()8(2)--L~(3) '_ )_( 1t~(2)+ )8(3)+ )}_C2i32r _{1i3ar_ xl i ,,,. 0 0 ". 2!i3v2 3!i3va"· 

Es wird dabei angenommen, daD auf 5 und 5 gewiDF(U) vonF(U (O,O,O)} 
verschieden ist. 

Wir set zen 

fx' 1 d.~ = fx'~' dt' + ill5(1) + ill5(2) + ill5(3) + .. " 
() e1 e 
129 e. + e. e+(~ 

(ill5(1) + ill5(2) + ill5(3) + ... ) - (0ill5(1) + oill5(2) +0ill5(3) + ... ) =.It, 

unter oill5(n) den Wert des in Frage kommenden Integralausdruckes im 
Koordinatenursprunge verstanden. Durch Betrachtungen, die den im 
vierten Kapitel (S. 104) erwahnten ganz ahnlich verlaufen, iiberzeugen 
Wlr uns, daD 

i i3 I 'I 0 'I i3 I (130) I-.flt ,-- At I· - At I < R*rQ ox "oy ,'oz -I-' ' 

gilt. Wesentlich ist hierbei die Formel (74) S. 503 loc. cit. 75, die sinn-. . 
gemaD iibertragen wegen X = ° auf 5 und 5, somit auch auf 5u und 5u 

diesmal lautet 

(131) i32m;u f i3X~ i3 (1) d ' f' 0 (1) (' d' -) 2 = X T/-:;-- --- .u + X Xu ~a - cos Vu' x) au' 
( Xu: (fX u fJX u f2u Xu eu 

~+~ ~+t . . 
Sie gilt im Innern von 8 u und 8 u sowie auf den Randflachen 5u und 5 u> 

sofern r hinreichend klein ist. N ach Voraussetzung ist der Durchmesser 
- -

der Flachen 5 und 5 klein gegeniiber ihrem Abstande. Wir schaffen 

darum, indem wir uns auf die Bestimmung von C in 8 und auf 5 be-
11* 
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schranken, was aus Grunden der Symmetrie erlaubt ist, das Integral 

f!' ( ~. - o~) C'da' als eine kleine GroBe hoherer Ordnung nach rechts. 

s+s 
Die Beziehung 

(132) 1J!C = -_f!' ( ~ - 0:) C'da' + hF(U(x, y, z)) - hF(U(O, 0, 0)) 

s+s 

-oc fx'(~-~)d.~ -At2- rol C2(a2+b2)-2AC(ax+by) 
l!I olh 2" 

('),+ 19• 
I C2 02 r C3 03 r 

__ {(~(2)+~(3)+···)_(o~(2)+o~(3)+ ... )}- 2-' "'2- 31 ~- ... , 
" . uP • uP 

<lie der Gleichung (72) IV entspricht, bildet die Grundlage fur das nun­
mehr einsetzende Verfahren der sukzessiven Approximationen. Fuhrt 

n 
man rechter Hand fur C die n-te Naherung l; ein, so erhalt man ohne 

n+1 

Auflosung einer linearen Integralgleichung linker Hand 1J! l;. Man uber-
n+l 

zeugt sich ohne wesentliche Schwierigkeiten, daB l; beschrankte, in 

6+8 stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat und auf 5 +S 
n 

verschwindet, sofern l; die gleiche Eigenschaft hat. Neben den vorhin 

auseinandergesetzten Eigenschaften des uber 8 1 +81 erstreckten Volum­
integrals und der geschweiften Klammer in (132) kommt hierbei die 
Tatsache zur Verwendung, daB 

C2 02 r C3 oa r 1 
(133) 2! Op2 +3! ffV'l+···=IJ{Cf 
Beziehungen von der Form 

(134) 100xIJ[, 100yIJI, I :zIJI<~Q2r, 
genugt. 

Der Konvergenzbeweis bietet gegenuber den in Frage kommenden 
Betrachtungen des vierten Kapitels nicht unerhebliche Vereinfachungen 
<lar. N eben der bekannten schon fruher benutzten Ungleichheiten werden 
hierbei die weiteren Beziehungen 

(135) 10: (1]{c}-IJ{t})l, ... , I :z(q{l;}-q{t})I<~QUr, 
I IJ{c}-IJ{t} I <pf3QUr2, 

wo l; eine ganz wie l; beschaffene Ortsfunktion bezeichnet, verwendet. 
Es gilt weiter 

(136) 
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Es ist femer zu beachten, daB sich r auf 5 im wesentlichen ganz 
wie die in 27. ebenso bezeichnete Funktion auf 5 verhiilt. Bei def 
Bestimmung von C auf 5 (vgl. S. 105f£') kommt eine tu (121*) analoge 
quadratische Gleichung zur Verwendung. 

1st C einmal gefunden, so gilt es wie in 27., WI' d. h. A. so zu bestimmen 
daB auch die zweite Bedingung des Gleichgewichts (vgl. S. 158) er­
fliilt ist. 

Vorhin ist angenommen worden, die beiden Massen P und P seien 

einander gleich. 1st if > M, so riickt der Schwerpunkt 0, durch den 

die Rotationsachse hindurchgeht, nach P hin. Der Librationspunkt, 
d. h. derjenige Punkt, in dem die Gesamtschwerkraft verschwindet, 
liegt diesmal zwischen 0 und P. Der Existenzbeweis ware mit einiger 
Vorsicht mutatis mutandis wie vorstehend zu fiihren130, diirfte aber 

zunachst, auBer wenn if ~M als klein aufgefaBt werden kann, einige 

Schwierigkeiten darbieten. 
Mamhn betrachtet in seiner Dissertation auch die beiden Falle, 

daB 1. die K6rper e und e zur AuBenbegrenzung die beiden ganz im 
• 0 2xM 

Innern von T* und T* gelegenen Schalen der zu einem Werte U>----r> 

gehOrigen Aquipotentialflache haben, 2. daB die Ausgangskonfiguration 

von einer einschaligen Niveauflache (U < 2~M) begrenzt ist. Der zuerst 

genannte Fall bietet, da diesmal der singulare Punkt im Koordinaten­
urspmng fortfallt, wesentliche Vereinfachungen dar. Die Voraus­
setzung, X sei auf dem Rande gleich Null, erweist sich in beiden Fallen 
als iiberfliissig. SchlieBlich gelingt es, eine lineare Reihe von Gleich­
gewichtsfiguren der hier betrachteten Art zu konstruieren, die von einer 
Fliissigkeitsmasse iiber zwei in einem Punkte zusammenhangende 
Massen zu zwei getrennten Massen fiihrt. Die kosmogonische Inter­
pretation eines solchen Modells ist naheliegend. Insbesondere entspricht 
die im vorstehenden naher betrachtete Gleichgewichtsfigur einem 
Satelliten, der im Begriff ist, sich von dem K6rper des Mutterplaneten 
zu trennen. Aile vorstehenden Ergebnisse kann man ohne Schwierig­
keiten auch unter Zugrundelegung des vorhin auseinandergesetzten 
Verfahrens gewinnen. 

In Weiterverfolgung seiner Betrachtungen hat Mamhn die Existenz 
einer anderen mit der vorstehenden verwandten linearen Reihe von 
Gleichgewichtsfiguren, die als Modell der von Laplace postulierten Ring­
bildung dienen kann, bewiesen 131. Die diinne Atmosphiire ist urn eine 

130 Vgl. eine demnachst voraussichtlich in der Math. Zeitschrift erscheinende 
Arbeit von Herrn Maruhn. 

131 Vgl. K. Marul}n, Uber den Laplaceschen Ringkorper. Math. Zeitschr. 36 
(1932), S. 122-142. 
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ringformige Gleichgewichtsfigur mit Zentralkorper ausgebreitet, deren 
Existenz von Garten bewiesen wurde 132. 

Auf aile in dieser N ummer besprochenen Probleme hatte ich bereits 
in meiner im S.-Semester 1928 gehaltenen Vorlesung iiber kosmogonische 
Hypothesen hingewiesen. 

29. Der Laplacesche Urkorper. In dem Koordinatenursprung 0 
eines kartesischen Achsenkreuzes x-y-z moge sich ein punktformiges 
Attraktionszentrum der Masse M befinden, das mit dem Achsenkreuz 
starr verbunden und mit diesem zusammen in einer gleichformigen 
Rotation urn die z-Achse mit der Winkelgeschwindigkeit 0) begriffen ist. 
Das Gesamtpotential der Gravitations- und der Zentrifugalkrafte hat 
den Wert 

(137) 

der absolute Betrag der Schwerkraft in der Ebene y = 0 den Wert 

(138) [ ( xM ~ - 0)2 X Y + ( xM ~ rt, 
Beschreibt man von 0 ausgehend die positive Ha.lfte der x-Achse, so 
nimmt (138) zunachst, mit dem Wert +00 beginnend, monoton ab, 

t 
verschwindet im Punkte Po = (1,0,0), 1 = (X;) und wachst wieder 

monoton ins Unendliche. 1m Punkte Po findet ein Richtungswechsel 
der Schwerkraft statt. Ubrigens ist, wie man leicht sieht, (138) in dem 
Gesamtraume nur auf dem Kreise Co:x2+y2=12, z=O gleich Null. 

Augenscheinlich haben alle Niveauflachen U = c der Anordnung die 
Gerade x ='0, y = 0 zur Achse einer Rotationssymmetrie. Sie sind ferner 
in bezug auf die Ebene z = 0 symmetrisch. Die Niveauflache 

(139) x~ +~(X2+y2)=3;7 =co 

besteht aus zwei (in bezug auf die Ebene z = 0 symmetrisch gelegenen) 
analytischen und regularen, sich ins Unendliche erstreckenden Flachen-

schalen, die sich langs des Kreises Co treffen und den Winkel 23 n 

miteinander einschlieBen. Sie begrenzen einen ganz im Endlichen ge­
legenen linsenformigen Bereich T sowie drei nichtbeschrankte Bereiche. 
Nur der zuerst genannte Bereich ist fUr die weiteren Betrachtungen von 
Interesse. Durch jeden Punkt P der Strecke OPo gebt eine ganz be­
stimmte Niveauflache U = c (c > co) hindurch. Die Gesamtheit dieser 
Niveauflachen bildet eine Schar ineinander geschachtelter, geschlossener, 
analytischer und regularer Rotationsflachen, die den Raum T einfach 
und liickenlos erfiillen und fiir c~ + 00 gegen 0 konvergieren, sowie eine 

132 Vgl. V. Garten, loco cit. 116, S.726-745. 
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weitere Schar sich ins Unendliche erstreckender Schalen, die fur das 
Folgende nicht in Betracht kommen. Es sei r der Abstand der Punkte P 
und Po, wir bezeichnen die durch P bestimmte (in T gelegene) Aqui­
potentialWiche mit 5 t . 

Wie sich ohne Muhe zeigen laBt, ist die Schwer kraft auf dem Rande 5 
von T, ja fUr aIle r= l, auBer auf Co von Null verschieden, und zwar 
nach innen gerichtet. Da, wie vorhin bemerkt, die Schwerkraft auBer 
auf Co durchweg von Null verschieden ist, so ist sie auch auf 5t fUr aIle 
l > r > 0 nach innen gerichtet. Den ublichen Festsetzungen gemaB 
schreiben wir in T bzw. fUr aIle r <l in der Ebene y=O 

I 

(140) X1p = -[( xM ~_W2X)2 + (xM ~)2J2 <0 

Bei der Annaherung an Co, gleichgultig ob von innen oder von auBen 
von T (r < l gesetzt), wird 1p null, und zwar verhalt sich 1p wie der Ab­
stand l' des Punktes (x, y, z) von Co' 

.l. 
1'2= [l- (x2+ y2)2]2+ Z2. 

Genauer liegt ill oberhalb einer positiven Schranke133• Es sei 0 <l <l r _ _ 
beliebig gewahlt, und es moge T den von 5"1=5 begrenzten Korper 

bezeichnen. Es sei ~c der Wert des Gesamtpotentials U auf 5, und es 
moge F (u) eine beliebige in dem Intervalle (0, C -co> erklarte, einer 
H -Bedingung mit dem Exponenten 'V < 1 genugende, fUr u = 0 ver-

schwindende Funktion bezeichnen. Die in dem von 5 und 5 begrenzten 

Bereiche f erklarte Funktion F {U (x, y, z) - co} ist daselbst stetig, 
verschwindet auf 5 und erfullt, wie man leicht sieht, eine H-Bedingung. 
Es sei schlieBlich 

{
F {U(x, y, z) - co} fUr aIle r in t, 

(141) X(r) = -
F(c - co) in T. 

Nach diesen Vorbereitungen versuchen wir die Existenz einer Gleich­
gewichtskonfiguration zu beweisen, die aus einem punktformigen 
Attraktionszentrum der Masse M 1 ={I-fJ)M in 0, unter fJ einen zu 
bestimmenden hinreichend kleinen, positiven Wert verstanden, und 
einer Flussigkeitsverteilung besteht, uber die folgendes festgesetzt wird: 
Sie erfullt ein Gebiet T l' das die gleichen topologischen und Symmetrie­
eigenschaften wie That und aus T durch eine umkehrbar eindeutige 
und stetige Abbildung von der Form 

(142) x1=x+a', Yl=y+bC Zl=Z+C' 

entsteht, unter a, b, c wie fruher die Richtungskosinus der AuBen-

133 Man vergleiche hierzu bsp. G. Tisserand, Traite de mecanique celeste, 
Ed. IV, Paris 1896, S.233-237. Siehe auch K. Maruhn, Uber den von Laplace 
postulierten Urk6rper, Math. Zeitschr. 37 (1933), S.463-478. 
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normale zu St verstanden. Die Fliissigkeitsdichte hat in dem T durch 
(142) zugeordneten Punkte Tl den Wert IXX(T), unter IX einenhinreichend 

kleinen festen Wert verstanden. Da X in dem Bildgebiete von T den 
festen Wert F (c - co) hat, so ist es fiir das Folgende gleichgiiltig, welchen 

Wert C in That. Wir k6nnen uns darum auf die Bestimmung von C in f 
beschranken. Wir nehmen an, daB C sich im Innern und auf dem Rande 

von T stetig verhalt, auf Co verschwindet, die Gerade x = y = 0 zur Achse 
einer Rotationssymmetrie und die Ebene Z= 0 zur Symmetrieebenehat. Des 
weiteren hat C beschrankte und auBer h6chstens auf Co stetige partielleAb­
leitungen erster Ordnung. SchlieBlich gelten Ungleichheiten von der Form 

() I a C i I a C i I a C I < d hi'" I < ,10 143 I-a ., i-a I' -a' =e, arum auc <"1= r3er , 
I x i I Y z 

unter e einen hinreichend kleinen Wert verstanden.Wie man sich 
ohne Miihe iiberzeugt, wird tatsachlich durch (142) eine topologische 
Abbildung vermittelt. Wie man sich leicht iiberzeugt, werden iibrigens 
aa aa ac (. ). dUb C' 1 dl' h ax' ay' ... , az In TIner mge ung von 0 Wle r- unen IC • 

Die Winkelgeschwindigkeit der gesuchten Gleichgewichtsanordnung sei 
wieder w. 

Die Integro-Differentialgleichung des Problems ergibt sich durch 
sinngemaBe Anwendung der in dem vierten Kapitel angewandten 

Schliisse. Es gilt fUr aIle T in T 

und mit 

"M w2 
U(x, y, z)= r +2(x2+ y2), 

U ( ) - "Jill w 2 (2 2) Jx (T') d': fJ "M 
1 Xv Yv Zl --+-2 Xl + Y1 +UIX -- 1:'1- -

~ ~ ~ 
T, 

gilt, so findet man 

(145) 1pC=OS-M[;2 aap: (+)+i~ aa;3 (+)+ ... ] 
- w2 (a2+ b2) C2- OCJX(T/) dT~ + {3 ~ =ll{ c}. 

2" ~ ~ 
T, 
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Wir set zen zur Vereinfachung 

(146) -(XfZJf') dr~ +{JM =n{C}. 
!II r l 

T, 

Aus Grunden der Symmetrie ist in Po fUr aIle (X und {J (auch (X =l= 0, {J = O} 

-l--h{C}=-:-h{C}=o, indessen ist im Gegensatz zu den Betrach-
UYI UZI 

tungen des vierten Kapitels fur beliebige (X und {J im allgemeinen nicht 

auch -l--h{C}=o, so daB ll{C} sich in der Umgebung von Co (in Tl ) 
uXl 1 

nicht wie Const. + O(1'~) = Const. + 0(1'2) (1'~ = [l- (xi+ Yiy2]2+ zi ver-
halt. Dasselbe gilt augenscheinlich fUr .zI{C}. Es lassen sich aber bei 
beliebigem (X aus (144) oS und (J mit Leichtigkeit so bestimmen, daB in 

1 i) 1 a 0 

Po ... 1l{C} =0, axIllg} =0 (und darum auch axllg} =0) wird. Urn 

dies zu erreichen, ist eben der Parameter {J eingefuhrt worden 134. 

Wir setzen, unter Oe1 den Abstand des Punktes .~ = (x~, y~, z~) von 
Po verstanden, 

(147) 

und erreichen damit, daB .zI{,} in Po und damit zugleich uberall auf Co 

verschwindet. Des weiteren solI in Po'" a: ng} = 0 gleich Null sein. 
Dies liefert nach (146) 1 

(148) (JM = -rt,l2fXi -;1 x(r') dr~. 
o!?t 

T, 

Aus (145), (147), (148) ergibt sich nach einer leichten Umformung die 
weitere Beziehung 

(149) "'C = -M [~~ (~)C2+ ~~ (~) ,3+ ... J - ro2(a 2+ b2)C2 
T 2 av2 r 3! av3 r 2" 

- af{~ - ~ - xi-;l (Xl-I)} X(r') dr~ 
(!t 0(11 0(1, 

T, 

- aI2f~i-1 x(r') dr'. (~_ ~ + ~-11. 
o(li 1 rl 1 12 I 

T, 

Man verifiziert leicht, daB, wenn , sich wie eingangs angenommen ver­
halt, die rechte Seite von (149) in Po wie 1'2 verschwindet. 

Die Auflosung der Integro-Differentialgleichung (149) durch suk-

134 Auf den Gedanken, in Analogie zu den Entwicklungen des vierten Kapitels 
a ' . 

(S. 105ff.) die Beziehung: a/I{C} =0 in Po wie oben zu erzwingen, bin ich durch 

eine Unterhaltung mit Herrn E. Holder, der eine ahnliche Wendung fiir andere 
Zwecke (vgl. die FuBnote 101) in Aussicht genommen hatte, gekommen. 
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zessive Approximationen bietet keinerlei Schwierigkeiten dar. Wir setzen 

(150) 1 I{ 1 1 x' --I }' 1pC=-ex -----3-(x-1) X(.)dT' 
e De De 

T 

IX'-I / (1 1 X-I) 
-ex12 oe3 x(T')d •. r--Y+~ 

T 

und fiir alle n > 1 in Anlehnung an die S.107 ff. gebrauchte Schreibweise 

.. r 1 82 (1) 11-1 1 83 (1) 11-1 ] ro2 ,,-1 
1pC=-ML28.,,2 ; (C)2+ 3!8."a r (C)3+ ... -2(a2+b2) (C)2 

I{ 1 1 1Ix1, - I (11-1 1)} "-1("-1) dn - 1 
-ex ------ x - 'V.' .' 10-1 1.-1 ("-1)3 '" 

10-1 e De De 
T 

(151) 

12 I "x1, -111-1(11-1) d1l-1/ (1 1 + 1Ix1 - I) _II2 {"i\ 
-ex ('-1)3 X ." • yn-1-Y -1-2- - .. f' 

10-1 De 
T 

n-l n-l '11-1 1&-1 71-1 1&-1 

. x =x+aC, y =y+bC, Z =z+cC, 

(i 1)2= (X 1)2+ ('j/)2+ (zt)2 "i\"i})=X(.'). 
(152) 

n-1 _ 

Es mage C im Innern und auf dem Rande von T stetig sein, auf Co 
verschwinden und beschrankte, auBer hachstens auf Co stetige partielle 
Ableitungen erster Ordnung haben. Ferner sei 

'11-1 n-l 71-1 

I 8 eli 8 C I I 8 C I 11-1 
(153) ! axl' I ay-j, Tz <c, darum I C I <cT. 

- -Durch die in T erklarte topologische Abbildung (152) wird T ein von 
71-1 '''=1 _. 

zwei Randflachen S und S, den Bildern von S und 5, begrenzter 
'11.;:.1 n=l 

Bereich T zugeordnet. Ffigt man diesem Bereich das von 5 be­
grenzte endliche Gebiet hinzu, so erhalt man den Bereich, der in (151) 

mit 1Oi1bezeichnet worden ist. Was die Funktion "i1betrifft, so hat sie 

in dem Bildpunkte 117/ von.,; ffir alle. in f den Wert X (.), in allen anderen 
n-1 . _ n-l n-1 

Punkten von T den festen Wert F{c-co}. Offenbar erffillt X in T 
11-1 

eine H -Bedingung und ve~schwindet auf S. Denkt man sich die 

Funktion "'i1 dadurch fiber y.l hinaus fortgesetzt, daB man sie auBerhalb 
10-1 

von T gleich Null setzt, so wird sie uberall eine H-Bedingung erfiillen. 
Augenscheinlich steht jetzt nichts im Wege, in (151) die Integration 

10-1 

statt fiber T fiber einen beliebigen, hinreichenden groBen Kugelkorper 
urn den Koordinatenursprung zu erstrecken. 

Nach bekannten Satzen (vgl. 1., 3) hat der driUe Summand in (151) 
fI.-1 n-1 n-1 

rechts, A{ C}, in T +5 stetige (einer H-Bedingung genfigende) partielle 
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Ableitungen zweiter Ordnung und verschwindet nebst seinen Ab­

leitungen erster Ordnung a~';;IA, a~ylA, a/~zlA in Po, darum auch iiber-

all auf Co. Augenscheinlich verhalten sich A; -'~-1 A, ~-1 A, ~-1 A ax ay az 
in der Umgebung von Co entsprechend wie ('rl)2 bzw. nr l. Die partiellen 
Ableitungen 

(154) 
aA a n-l aA an,;; 1 aA any 1 aA (/'ZI 
75X = ax A {'} = 0",;;1 fiX + a"yl fiX + -anz1 ax' .. , 

verschwinden bei der Annaherung an Co in T wie n'i, oder, was auf das­
selbe hinauskommt, wie r. Die drei anderen Summanden in (151) 
rechts haben die gleichen Eigenschaften. Man sieht jetzt leicht, daB 

; aE ac aE . h 'h S . k" h f b 'fft c" ax' a y , Fi SIC , was 1 re tehg eItseIgensc a ten etn , wle 
n-l 'It-I n-l 

It-I a cae a C , , ax' 7iY' Tz verhalten. Gelingt es noch zu beweisen, daB 

(155) I aEI, I a~I' [' atl <E ax ay az ,-

ist, so wird damit gezeigt sein, da nach (150) diese Eigenschaft fUr hin-
1 

reichend kleine I (J, I der Funktion , zukommt, daB sich der Iterations-
prozeB der sukzessiven Naherungen unbegrenzt fort set zen laBt. 

Es sei 

(156) 

darum auch 

(157) 

Wie man sich ohne groBe Miihe iiberzeugt, ist in T 

(158) I ~ ti tn I' I ~~(ll)I' I ~(ll)\ I <C(Q +Q2) ax 1p(r) ,dy 1p I dz 1p - 1 , 

mithin auch 

(159) I ~ I <C(Q l +Q2) {ar. 

Von den Ungleichheiten (158) und (159) ausgehcnd laBt sich jetzt wie 

in 9. beweisen, daB sichfUr I;!I, I;~I, I ~!I (n=1,2, ... ), sobaldQl 

als hinreichend klein, etwa < dl angenommen wird, wie verlangt, eine 
gemeinsame obere Schranke < E angeben laBt 135. Man gelangt hierzu 

13. Ubrigens konvergiert diese Schranke zugleich mit ill gegen Null. 
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durch Betrachtung der quadratischen Gleichung 

(160) Jt' = C (.Q1 + Jt'2). 136 

Es sei C eine wie vorhin beschaffene, den Ungleichheiten (143) geniigende - . 
Ortsfunktion in T, und es mage C eine hierzu analoge Funktion bezeich­

nen. SchlieBlich sei in T 

(161) 

darum 

(162) 

- (C - l") 1 - (C - C) - (C - l") I < u < -.Q I a· I I a· I I a· I 1 
1 ax ", I' lay 'iJz ", 1- - 2 ' 

Es gilt dann, wie sich durch einen naheliegenden Ausbau der loco cit. 75 

S.499ff. durchgefiihrten Betrachtungen zeigen laBt, 

(163) I aaA 1J'~T) (ll {t} -ll {C}) ] I, '" < D U (.Q+.Q 1),137 

somit auch 

(164) 

Die Beziehungen (163), (164), die zu (130) III analog sind, fiihren auf 
die einfachste Weise zum Konvergenzbeweis der sukzessiven Naherungen. 
Damit ist der Existenzbeweis der gesuchten Gleichgewichtskonfiguration 
erbracht 138, 

Langs Co ist die Schwerkraft gleich Null. Beim langsamen Zu­
sammenziehen der Fliissigkeitsmasse infolge fortschreitender Abkiihlung 
und einer damit verbundenen Erhahung der Winkelgeschwindigkeit 
wird die Fliissigkeit allmahlich iiber Co weg in den AuBenraum gelangen. 
Da dies auf der ganzen Peripherie von Co gleichmaBig erfolgt, so er­
scheint das vorstehende sogenannte Rochesche Modell nicht als geeignet, 
die Entstehung der Planet en oder Satelliten im Sinne der Laplaceschen 
Hypothese dem Verstandnis naher zu bringen 139. 

Ersetzt man das kugelsymmetrische Attraktionszentrum durch einen 
geeigneten starren Kern mit achsensymmetrischer Dichteverteilung, etwa 

136 Man vergleiche 9. S. 59, sowie die entsprechenden Ausfiihrungen loco cit. 75 

S.516ff. und S.556ff. 
2 

137 Wir bezeichnen mit II {C} den Ausdruck, der entsteht, wenn man in (151) 
n-l n-l 

rechterhand C durch C, somit zugleich T durch T1 ersetzt. 
138 Man vergleiche zu dem Vorstehenden die Ausfiihrungen der in der FuBnote 133 

genannten Abhandlung von K. Maruhn. Herr Maruhn beweist in dem ersten Teile 
seiner Arbeit die Existenz der im Haupttext behandelten Konfiguration unter Zu­
grundelegung meines auf S. 161 erwahnten Verfahrens. In dem zweiten Teile 
werden zu gleichem Zwecke die Methoden meiner loco cit. 75 genannten Arbeit 
verwendet. Beim Ubergang zu der gesuchten Konfiguration wird dabei M fest­
gehalten und WI of W in geeigneter Weise bestimmt. 

139 Vgl. ten Bruggencate, Die Entwicklung der Sterne, Forschungen und Fort­
schritte 9 (1933), S. 158-160. 
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durch einen kleinen starren, von einem verlangerten Rotationsellipsoid 
begrenzten Ki:irper, dessen groBe Achse die Richtung der x-Achse hat, 
so gelangt man zu einem Modell mit nur zwei auf der x-Achse gelegenen 
Punkten des Randes, in denen die Schwer kraft verschwindet, somit eine 
Massenentweichung zu erwarten ist. Statt einer dreidimensional oder 
linienartig verteilten Masse kann man natiirlich auch von zwei gleichen, 
starr verbundenen, auf der x-Achse in gleichem Abstand von dem Ur­
sprung angebrachten Massenpunkten ausgehen. Sind die beiden Massen 
verschieden, so gewinnt man ein Modell mit nur einem singuHiren Punkte, 
darum nur einer Entweichungsstelle. 

Das in 28. und 29. entwickelte Verfahren gestattet, sinngemaB um­
gestaltet, den Existenzbeweis mancher anderer Gleichgewichtskon­
figuration zu fiihren. So diirfte es jetzt mi:iglich sein, urn nur ein Beispiel 
zu nennen, den Beweis der Existenz schwach inhomogener Rochescher 
Satelliten in der Umgebung der homogenen zu erbringen. 

30. SchluBbemerkungen. Wir hatten im Laufe un serer Darstellung 
wiederholt Gelegenheit, weitere Fragen zu beriihren. Es sei zum SchluB 
gestattet, in aller Kiirze auf einige neue Ergebnisse und einige Probleme 
hinzuweisen, die mit Riicksicht auf den zur Verfiigung stehenden Raum 
nicht naher behandelt werden konnten. 

Man kann vor allem, urn an die Ausfiihrungen der letzten Nummer 
anzukniipfen, das starre punkt- oder linienartige Attraktionszentrum 
durch einen geeigneten homogenen Fliissigkeitski:irper ersetzen. Wie 
Maruhn neuerdings zeigte, gelangt man durch einen Ausbau der in 
17. und 29. angegebenen SchluBweisen zu einem Existenzbeweis einer 
Gleichgewichtsfigur, bestehend aus einem regularen Maclaurinschen oder 
J acobischen Fliissigkeitsellipsoide und einer diinnen, sich bis zu einer 
schwerelosen Linie oder den schwerelosen Punkten erstreckenden Atmo­
sphare, deren Dichte wie in 29. am Rande verschwindet. (Man vergleiche 
die in der FuBnote 130 erwahnte, demnachst erscheinende Abhandlung 
von Herrn Maruhn.) 1m AnschluB daran ware es von Interesse fest­
zustellen, wie die Verhaltnisse im Falle der Maclaurinschen oder Jacobi­
schen Verzweigungsellipsoide als Ausgangsfiguren liegen. Des weiteren, 
ob man der Betrachtung etwa Liapounoff-Poincaresche Figuren in der 
Nachbarschaft der Ellipsoide zugrunde legen kann. 

Es ist bis jetzt angenommen worden, daB die Dichte der Atmo­
sphare auf der Oberflache des Zentralki:irpers einen Sprung er­
leidet. Es diirfte mi:iglich sein, den Sprung durch einen hinreichend 
scharfen, aber stetigen Abstieg der Dichte zu ersetzen. Allgemeiner 
diirfte sich in der Umgebung einer beliebigen homogenen oder 
heterogenen "regularen" Gleichgewichtsfigur mit dem Randwert der 
Dichte I> 0 die Existenz weiterer Gleichgewichtsfiguren mit einer am 
Rande hinreichend scharf, aber stetig gegen Null abfallenden Dichte 
dartun lassen. 



174 Gleichgewichtsfiguren in der Umgebung einer Naherungsfigur. 

Die Entwicklungen dieses Buches sind fast ausschlieBlich mathe­
matischen Charakters. Nur gelegentlich wurde auf mogliche astrono­
mische Anwendungen hingewiesen. Und doch ist die Theorie der Gleich­
gewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten der Beschiiftigung mit astro­
physikalischen und kosmogonischen Fragen entsprungen. Vielleicht 
konnten darum die Resultate und Methoden dieses Buches, vor aHem 
die Ergebnisse der Nummern 26. bis 29. bei weiterem Ausbau in der 
Theorie der Planetenatmosphiiren, der Bildung der Satelliten, mog­
licherweise auch in der Theorie der Doppelsterne u. dgl. einmal auch 
eine mehr praktische Bedeutung fiir die Astronomie erlangen 140. 1m 
Zusammenhang damit ware, worauf ich schon einmal friiher (vgl. 
loco cit. 128) hingewiesen habe, die Einfiihrung weiterer physikalischer 
Parameter und eine ins einzelne gehende Verfolgung der in 29. betrach­
teten Konfiguration bei ihrem Fortschreiten Hings einer linearen Reihe 
von (quasistationaren) Zustanden erwiinscht. 

140 Den Anlall zu diesen Ausfiihrungen gaben mir Diskussionsbemerkungen 
von Herrn Kollegen Hopmann nach einem von mir in dem hiesigen mathe­
matischen Kolloquium gehaltenen Vortrage. 
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