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Einleitung.

In seinen Untersuchungen iiber Integralgleichungen wurde HILBERT
zum Begriff des unendlichen Folgenraumes § gefiihrt. Die Elemente
von $ sind die ,,Vektoren* a mit unendlichvielen Komponenten

o 1
(a,, a3, . ..) und von endlicher Norm |jaf = [Zaﬂ ; das innere Pro-
dukt (a, b) der Vektoren a und b wird dann durch Za,,bk definiert.

Die Geometrie dleses Raumes hat viele Analogien zur Geometrle eines
endlichdimensionalen Vektorraumes, es treten aber beim Ubergang
vom endlich- zum unendlichdimensionalen freilich auch neue Erschei-
nungen auf.

Ist A eine lineare Transformation des #n-dimensionalen Vektor-
raumes R,,, deren Matrix symmetrisch ist, so weil man z. B., da8 es
paarweise orthogonale Einheitsvektoren a;, a,, ..., a, und reelle Zah-
len Ay, 45, - Ay (A = 44,4 derart gibt, daB Aq; = Axa; gilt; 2, ist
ein Eigenwert von 4, a; ist ein zu 1; gehoriger Eigenvektor von 4.
— Dagegen gibt es in $ lineare Transformationen 4 mit symmetrischer
(unendlicher) Matrix, fiir die die Gleichung 4a = 1a gar keine L3sung a
besitzt, was auch der Wert des Parameters 1 sei.

Den obigen Satz kann man immerhin auf § iibertragen, allerdings
mufB3 man ihn zuerst anders formulieren. Bezeichne It; den Unterraum
von R,, der durch die a; mit 4; = 1 aufgespannt ist; E; bedeute die
orthogonale Projektion auf ;. Ist a = ¢ya; 4 .-+ + c,a, die Entwick-
lung des beliebigen Vektors a in bezug auf die orthogonale Basis {a},
so hat man da = ¢y da; + - -+, day= 241610, + A0, + - -+ A,0,0,
= LEja+ A(E;, — E)a+ -+ + A, (Es, — Es,_,)a. Diese Gleichung
1aBt sich in der Form eines symbolischen STIELTJESschen Integrals

schreiben: Aa =f1 dE;a oder kiirzer: (_{1‘: f/'[ dE;. In dieser Form

bleibt der Satz auch fir § giiltig; nur wird dann die Schar der Pro-
jektionen E; im allgemeinen keine reine Sprungfunktion des Para-
meters 1 sein, sondern sie kann sich auch kontinuierlich dndern. Die
so erhaltene , kanonische Spektraldarstellung“ von 4 ist von grund-
legender Wichtigkeit, sie spiegelt die strukturellen Eigenschaften von 4
wider und liefert den Grund zum Aufbau eines Transformationskalkiils.

Wie die klassischen Ergebnisse von F. RiEsz und E. FISCHER zeig-
ten, ist der Raum L2%(g, b) aller LEBESGUE-meBbaren Funktionen f(x)

Ergebnisse der Mathematik. V/5. v.Sz. Nagy. 1



2 Einleitung. [418

b b3
auf (a, b) mit endlicher Norm |f| = { / \f(x)\zdx} von gleicher Struk-
a

tur wie §, wenn man nur iibereinkommt, Funktionen, die nur auf

einer Nullmenge nicht iibereinstimmen, als nicht verschieden zu betrach-

ten. D. h. man kann die Elemente von $ und L2 einander eineindeutig

derart entsprechen lassen, daB aus a; <~ f,(x) und a,<—>f,(x) folgt
b

€10y + Coly <> C1f1 (%) 4+ Cofp (%) und (ay, ap) =ff1 (%) f5(x)dx, wie auch

die Koeffizienten ¢, ¢, gewdhlt sind. Vom Gesichtspunkte ihrer Struk-
tur sind daher die beiden Riume véllig dquivalent, sie konnen als
Realisationen desselben abstrakten HiiBERTschen Raumes aufgefaBt
werden, den man eben durch die gemeinsamen linearen und metrischen
Eigenschaften von § und L? definiert. Dieser Raum ist von abzéhlbar
unendlicher Dimension. Man kann auch Raume von gleichem Typus,
aber ohne irgendeine dimensionale Restriktion betrachten. Die Unter-
suchung von Rédumen {iberabzihlbarer Dimension ist u. a. auch deshalb
von Interesse, weil die fastperiodischen Funktionen einen solchen Raum
bilden.

Die moderne Entwicklung der Theorie des (abstrakten) HILBERT-
schen Raumes verdankt man in erster Linie J. v. NEUMANN, F. Rigsz
und M. H. StoNE. Es ist wohl interessant, dafl diese Entwicklung in
groBem MaBe durch die Physik geférdert wurde. In der Tat gelang
es erst durch die Anwendung der Theorie des HiLBERTschen Raumes
und ihrer linearen Transformationen, eine streng mathematische Be-
grindung der Quantenmechanik zu geben!. Auch das Ergodenproblem
der klassischen Mechanik erhielt seine erste Losung mit Hilfe dieser
Theorie2. Bemerken wir, dall man eben im Interesse dieser Anwendungen
heute meist den komplexen HILBERTschen Raum untersucht; die ge-
wonnenen Ergebnisse gelten mutatis mutandis im Falle des reellen
HirseERrTschen Raumes.

Fiir verschiedene ,,innermathematische‘* Anwendungen, insbesondere
auf die Theorie der Differential- und Integraloperatoren, verweisen wir
auf dasausgezeichnete Lehrbuch von M.H.StoNE [*], Kapitel IIT und IX 3,

Der historischen Entwicklung entsprechend, werden zunichst nur
beschrinkte Transformationen betrachtet, der allgemeine Begriff einer
linearen Transformation wird erst in Kap. V eingefithrt. In Kap. VI
wird die Frage untersucht, wann eine Transformation eine selbstadjun-
gierte, d. h. spektral darstellbare Fortsetzung besitzt; dieses Kapitel
kann beim ersten Lesen {ibersprungen werden.

1 Wir verweisen auf das Buch von v. NEUMANN [*].
2 KoopmaN [1], v. NEUMANN [7]. Wir verweisen noch auf E. Hopr: Ergoden-

theorie. Diese Ergebnisse Bd. V. H. 2.
% Aus der neueren Literatur sei auf die Arbeiten von FRIEDRICHS [1]—[4],
Murray [1] und HALPERLIN [1] verwiesen.



I. Grundbegriffe.

1. Axiomatische Definition des Raumes .

Ein linearer metrischer Raum soll ein HiLBERTscher Raum (im
verallgemeinerten Sinne) oder ein euklidischer Raum heiBlen, falls seine
Metrik durch ein inneres Produkt erzeugt wird. Ein solcher Raum ®
ist also eine Menge von Elementen f, g, 4, . . ., die den folgenden Be-
dingungen A, B, C geniigt.

A. R ist ein linearer Raum. D.h.: in R ist eine Addition f 4+ ¢
und eine Multiplikation af mit Zahlen a definiert, und es gelten fiir
diese Fundamentaloperationen die iblichen Rechenregeln der Vektor-
algebra.

Je nachdem die Zahlen a nur reell bzw. auch komplex sein diirfen,
heiBt R ein reeller bzw. komplexer linearer Raum. Im folgenden
werden nur komplexe lineare Riume betrachtet?.

B. Jedem Paar {, g von Elementen von R ist eine komplexe Zahl (f, g)
thr ,inneres Produki‘, zugeovdmet, und zwar so, daf (af, g) = a(f, g),
(h+l o=+ (8, (.= N, (., N >0 tirf40, (f,)=0
fir f = 0.

Hieraus folgen auch die Regeln: (f, g + g) = (f, &) + (f, g,),
(f,ag) =al(f, g). Die Elemente f und g heiBlen orthogonal, wenn (f, g) =0.

(f, Ht heiBt die Norm von f und wird mit |f| bezeichnet. Es gilt
die Schwarzsche Ungleichuug: |(f, g)| < |f|- |g| (fiir g = 0 ist sie trivial,
fir g =4 0 folgt sie aus der Beziehung (f + ag, f + ag) =0, d. h.

(1.h+ah+alf, g +aalg g=o0, Wennmandarma——g_fﬁ

setzt. Es gilt weiter die Dretecksungleichung: |f — g < |f| + |gi (sie
folgt aus der ScHwARrzschen Ungleichung: |f —g|t=(f— ¢, f) — (f—g, g)
=If — el 1/l +If — gll-lgl =1/ — gl 7] + lgl)-

Man kann durch ||f — g| den Abstand der Elemente f und g definieren.
Konvergenz einer Elementenfolge, sowie Abgeschlossenheit, Separabili-
tat, Dichtheit usw. einer Teilmenge von R sollen in der durch diese
Metrik erzeugten Topologie von % verstanden werden. Es folgt ins-
besondere aus der ScHwaRzschen Ungleichung, daB das innere Produkt
eine stetige Funktion seiner beiden Verinderlichen ist, d. h. aus f, —» f

und g, —» g folgt (f,, g.) = (., 8).

]

! Raume, die Quaternionen als Koeffizienten zulassen (sog. Wacazssche
Réume), werden von TEiCHMULLER [1] betrachtet.

1%



4 I. Grundbegriffe. [420

C. R ist vollstindig, d. h. jede Folge f,, fir die |f, — fu|| > 0, wenn
%, m — oo, konvergiert gegen ein Element von R.

Ein Raum %, der nur den Bedingungen A und B gendigt, 1ift
sich zu einem Raum R erginzen, der allen drvei Bedingungen geniigt;
und zwar nur auf eine Weise, wenn man fordert, daff R in R dicht
lregt.

Jeder Folge f, ER, fiir die nl;»r_n)ooﬂ fn— fn] = 0 (sog. Fundamental-

folge), ordne man, wenn nicht schon ein Grenzelement in R’ existiert,
ein ideales Grenzelement f zu. Zwei dquivalenten Fundamentalfol-
gen f,, g, (d. h. fir die f, — g, — 0), ordne man dasselbe Grenzelement
zu. Besitzen zwei Folgen f,, g, Grenzelemente /, g (aus ', oder ideale),
so besitzt (f,, g.) einen Grenzwert; als ihn definiere man (f, g). Man
zeigt leicht, daB der mit den idealen Grenzelementen ergidnzte Raum R
den Bedingungen A—C geniigt, und, daB diese die einzige solche Fort-
setzung von R’ ist, in der R’ dicht ist.

Eine Menge & E R heiBt eine Grundmenge, wenn die endlichen Linear-
kombinationen X cif; (fx € @) in R dicht liegen. Die kleinstmégliche
Michtigkeit einer Grundmenge heit die Dimension von R (DimR).
Ist sie endlich und gleich #, so ist R ein n-dimensionaler unitdrver Raum,
R = R,. Ist die Dimension abzdhlbar unendlich, so heiBt R ein Hilberi-
scher Rawm (im eigentlichen Sinne), R = . R, und $ sind beide sepa-
rabel, d. h. es gibt in ihnen eine abzihlbar unendliche dichte Teilmenge
(man braucht nur die endlichen Linearkombinationen > ¢;f; der Ele-
mente einer endlichen bzw. abzdhlbar unendlichen Grundmenge zu
nehmen, mit rationalen komplexen, d. h. rationale Reell- und Imaginér-
teile besitzenden Koeffizienten ¢;). Die Rdume mit iiberabzihlbarer Di-
mension sind natiirlich nicht separabel?.

Wenn (f, h) = (g, h) fiir jedes Element h einer Grundmenge ©, dann
ist f = g. Denn f — g ist dann orthogonal zu &, folglich auch zu #,
insbesondere auf sich selbst: {(f — g. f — g) = 0.

Ein System p von Elementen aus R heiflt orthonormal, wenn fiir

. 1, wenn @ =
@ €, p € pstets gilt: (p. p) = {0] wenn (g #ﬁ
eines orthonormalen Systems ist die BEssELsche Ungleichung: Fiir jedes
fER gilt, wenn @, @,, . .., @, verschiedene Elemente aus o sind,

m m 12
2 =210 @)= f — 2, @) pw) = 0. Aus ihr folgt: (/. ) ist
= = #€o
fiir jedes f in dem Sinne konvergent, da3 alle Glieder bis auf héchstens
abzihlbar viele verschwinden und, bei beliebiger Numerierung der
iibrigen Glieder, der Limes der Partialsummen existiert. — Ist p sogar

. Die Haupteigenschaft

1 Die axiomatische Definition des HiLBerTschen Raumes stammt von
v. NEumaNN [1]. Nichtseparable euklidische Raume wurden zuerst von Lowic [1]
und RELLicH [1] untersucht.
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eine Grundmenge in R, so heiBt es wvollstdndig. In diesem Fall ist
D' (f, ¢) p=/{iir jedes fER. (Denn ist dieser Limes g, so gilt (g, ¢) = (f, ¢)
p€o

fiir jedes @ € p: folglich ist g = f.)

Die Mdchtigkeit eines vollstindigen orthonormalen Systems (v. 0. S.) o
ist gleich Dim®R. Im Falle R, ist dies aus der Algebra wohlbekannt.
Im Falle eines Raumes von unendlicher Dimension muf3 man zeigen,
daB die Machtigkeit von o die Méchtigkeit keiner andern Grundmenge &
ibertrifft. Sei @ die Menge der endlichen Linearkombinationen der Ele-
mente der Grundmenge & mit rationalen komplexen Koeffizienten; & hat
offenbar dieselbe Michtigkeit wie &. Da & dicht in R ist, kann man

jedem ¢ € o ein f, € @ derart zuordnen, daB [p — /.| < V—22: Verschie-

denen ¢ gehoren verschiedene f,, weil aus f, =f, folgen wiirde:
le —vl=lle—1) —@—F)=le —fol + v — ful < VE’ im Wider-
spruch zu |¢ — y|? =@ + |y|f = 2. Also hat @ mindestens die gleiche
Michtigkeit wie v, w. z. b. w.

Es gibt ein v.0.S. In R, ist das trivial. In $ nehme man eine abzihl-
bare Grundmenge & ={f,, f,, ...} (/1] = 1) und konstruiere das System
0 ={®;, @y, . . .} wie folgt (Orthogonalisierungsprozef von E. SCHMIDT):
@, = f,; ist ¢ fur alle 2 <<n schon definiert und ist f, das erste
unter den Elementen von &, fiir das 2 (fn, @)@k = fm, SO setze man

k

<n

Qn = ”Z—"H, WO gy = fm — 2 (fm» @u)@i. 0 ist offenbar ein v.o0.S. —
n k<n

Ein dhnlicher ProzeB 148t sich auch zur Orthogonalisierung einer Grund-

menge & in einem nichtseparablen Raum anwenden. Man hat & zuerst
wohlzuordnen und dann p durch transfinite Induktion zu definieren.
Eine leichte Rechnung ergibt die Identititen:

<y 17+ glP +If — glf = 2|fF + 2gl?,
12 if— oli2 i Tl — 202
o T S

Fiir die euklidischen Raume ist (1) charakteristisch. Es gilt nim-
lich der Satz:

Sei ¥ ein linearer Raum mit komplexen Koeffizienten, fiir dessen
Elemente f eine Norm |f| derart definiert ist, daB |f|=0, || = 0 nur
fir f=0, |cf| =|c|-|f]| und |f; + fo| = |/fs] + |/s]. Ferner sei % in
bezug auf diese Norm vollstindig (ein solcher Raum heiB3t ein kom-
plexer BANACHScher Raum). B ist dann und nur dann euklidisch, d. h.
die Norm |f|| kann dann und nur dann aus einem inneren Produkt ab-
geleitet werden, wenn in thm (1) smmer erfillt ist*. (Es gibt triviale Bei-
spiele fiir BaNacHsche Rédume, in denen (1) nicht gilt.)

2 .
—1

1 JorDAN—v. NEUMANN [1]. Andere Charakterisierungen der euklidischen
R4ume bei Aronszajn [1], Nacumo [1], Mazur [1] und Kaxkurant [1].
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2. Einige Realisierungen des abstrakten Raumes %.
Kartesisches Produkt von Riaumen.

Es sei S eine Punktmenge, und es sei m(E) eine nichtnegative,
totaladditive Mengenfunktion, die fiir ein BorELsches System von Teil-
mengen E von S definiert ist. Es bedeute L2(S) die Gesamtheit der-
jenigen auf S definierten komplexwertigen Funktionen f(P), welche
in bezug auf die MaBfunktion #(E) meBbar und von integrierbarem
|]‘(P)[2 sind; dabei werden zwei Funktionen als identisch gelten, wenn
sie nur auf einer Punktmenge vom m-MaB Null verschiedene Werte an-
nehmen. L2(S) ist offenbar ein linearer Raum, in dem durch f f(P)g(P)dm

5

ein inneres Produkt (f, g) definiert werden kann. Nach dem RiEesz-
Fiscuerschen Satz ist L2(S) in dieser Metrik sogar vollstindig. Also
bietet L2(S) eine Verwirklichung des abstrakten Raumes $ dar.

Wihlt man fir S und m(E) insbesondere die Gerade mit dem ge-
wohnlichen LEBESGUEschen Maf3, so erhilt man den Raum L2(— oo, 0o}
der quadratisch integrierbaren mefBbaren Funktionen f(x). Statt der
ganzen Geraden kann man fiir S ebensogut irgendeine ihrer meBbaren
Teilmengen oder auch eine meBbare Menge hoherer Dimension wéhlen.
Auch kann man statt des LEBESGUEschen MafBes ein LEBESGUE-
StiELTJESsches Mafl zugrunde legen.

Betrachten wir nun den folgenden MafBbegriff auf der beliebigen
Punktmenge S: Jeder endlichen Teilmenge von S sei die Anzahl der
in ihr enthaltenen Punkte als MalBl zugeordnet. Der entsprechende
Raum L2 sei auch mit Rg bezeichnet. Dieser besteht aus den Funk-
tionen f(P), die fir hochstens abzdhlbar unendlich viele Punkte P
von S einen von O verschiedenen Wert annehmen und fiir die die aus
den nichtverschwindenden Funktionswerten aufgebaute Reihe ; [1(P)|?

PES

konvergiert. — Besteht S aus # Punkten, so ist Rg ein R,,. Ist S ab-
zdhlbar unendlich, so ist fig im wesentlichen der HiLBERTsche Folgen-
raum, bestehend aus allen Zahlenfolgen (a,, a,, a5, . ..) mit konvergen-
tem D' |az2. Ist S nicht abzdhlbar unendlich, so ist Rg nicht sepa-
rabel. Dies ist z. B. der Fall, wenn S die Menge C der reellen Zahlen
bedeutet; den entsprechenden Raum R, werden wir mehrmals als
Prototyp eines nichtseparablen Raumes heranziehen.

Sei {R.} (w € Q) ein beliebiges System von Riumen. Aus jedem
R, greife man je ein Element f, aus, jedoch so, daB Zg“ fol? konver-

giert (insbesondere darf also f, fiir héchstens abzihlbar viele Indizes
von 0 verschieden sein). Ein solches System {f,} wird als ein Element

eines Raumes R =]JJ x R, betrachtet. Die fundamentalen Opera-
w€ R
tionen, sowie das innere Produkt werden in R folgendermaBen definiert:

ool =tcfal {fo} ot = o +gah (ol {go)) =2 [fo: 8)-
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Mit diesen wird R ein euklidischer Raum. (Zum Beweis seiner Voll-
stindigkeit bedient man sich einer einfachen SchluBweise, die man
auch zum Beweis der Vollstindigkeit des HILBERTschen Folgenraumes
anwendet.)

Der Raum %2 = R X R der Elementenpaare {f, g} aus demselben
Raum % wird in spiteren Betrachtungen eine besondere Rolle
spielen.

3. Konvexe Mengen, Linearmannigfaltigkeiten und
Unterrdaume.

Sei ® eine konvexe Teilmenge von R, d. h. & soll mit jedem Paayr

von Elementen f,, [, auch é——z—fi

enthalten,; ferner sei d = ;1’161% If]]. Jede
Miwimalfolge f, aus & (d. h. fir die [ f,,|] — d) ist konvergent!.
Aus der Identitit (1) folgt f" m :—H/‘nil —Hf,,,“2

Nun ist fn + " fm g ®, also hat es eine Norm = 4, folglich gilt:

_"_—_,f m
2

fo+ Im|?
2

\ .

< S laP + il —

Fiir m, n — oo strebt hier die rechte Seite gegen 0, also auch |/, — fu|,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Eine Teilmenge & von R heifit eine Linearmannigfaltigkeit, wenn
sie mit f und g alle ihre Linearkombinationen af 4+ bg mit komplexen
Koeffizienten a, b enthilt. Ist sie abgeschlossen, dann gelten in ihr alle
Bedingungen A—C, und sie heilt dann ein Unterraum von R. Ist &
irgendeine Teilmenge von R, so bilden die aus den Elementen von &
gebildeten endlichen Linearkombinationen die durch € ,,aufgespannte*
Linearmannigfaltigkeit @(&); diese ist die kleinste (engste) Linear-
mannigfaltigkeit, die simtliche Elemente von & enthilt, und zugleich
der Durchschnitt aller solchen Linearmannigfaltigkeiten. Fiigt man
einer Linearmannigfaltigkeit § alle Haufungselemente hinzu, so erhilt
man einen Unterraum [8]. Insbesondere heif3t [2(®)] der durch & ,,auf-
gespannte* Unterraum; dies ist wieder gleich dem Durchschnitt aller
Unterrdume, die @ umfassen.

! Beweis nach F. Riesz [4], s. auch v. Sz. Nagy [3] (S. 5). Wie aus dem
Beweis hervorgeht, gilt der Satz fiir jeden Banacuschen Raum, in dem aus

IAl=<1, llgf=1 und Hf—-—;—g“; 1 — ¢ folgt: |[f —g||=4d(e), wo J(e) eine fiir
den Raum charakteristische Funktion mit der Eigenschaft lim0 d(e) = 0 ist (sog.
- g

gleichmdPig konvexe BanacHsche Riaume; die Funktionenrdume L? (p > 1) sind

solche, vgl. CLarksoN [1]). Im HiLBERTschen Raum leistet z. B. d(¢) = (88)%
das Gewiinschte. !
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Ist die Linearmanwigfaltigkeit & in R wnicht dicht, so gibt es ewn von O
verschiedenes Element g in R, das zu jedem Element von & ovthogonal istl.
Sei % ein Element auBerhalb [2] und sei d = Ifnelg [h—f||. Sei

fn €8 so, daB |h—f,| —d. Da die Menge {h— f} (f €[&]) konvex und ab-
geschlossen ist, strebt die Minimalfolge # — f, gegen ein Element % —f*
(/* € [2)); man hat offenbar ||z — f*|=d. Sei f beliebig aus &; fiir jedes
komplexe ¢ gehért dann f* 4 cfzu [&], folglich ist |z — (f* + ¢f)|=4d, d. h.

0|k —(*+cNf—h—f=—ch—f* ) —c(f, h—f*) +cc|f[.
Man setze ¢ = A(h — f*, f), A reell; es ergibt sich:
—24(h — f*, HI> + 22[(h — 1%, HPFfF = 0.

Dies ist aber fiir jedes 1 nur so moglich, daB3 (2 — f*, f) = 0. Also ist
g =h—f* zu { orthogonal. Da |g||=d =0, ist g das gewiinschte
Element.

Ist {M.} (w € Q) ein willkiirliches System von Linearmannigfaltig-
keiten (bzw. Unterrdume), so ist auch ihr Durchschnitt eine Linear-

mannigfaltigkeit (bzw. ein Unterraum); man bezeichnet ihn mit J7 %,
wE R

(im Falle eines endlichen Systems schreibt man auch 3¢, - I, - - - M) -

Die durch {IR,} aufgespannte Linearmannigfaltigkeit bezeichnet man

mit >R, (im Falle eines endlichen Systems schreibt man auch
wE 2

Wy, + M+ --- +M,). Sind die I, paarweise orthogonale Unterrdume,

so schreibt man 2>’ ()M, statt [ Zimw} (im Falle eines endlichen
GEQ wEQ

Systems: M; O M, @ --- @ My). X B M., besteht offenbar aus den-
@€ R
jenigen Elementen von R, die sich in der Formz fo (fo € M,,) mit kon-
0l
vergentem 2 [f, |2 darstellen lassen (f, ist dann notwendig fiir hochstens
Y

abzdhlbar unendlich viele Indizes von O verschieden). _

Sind Mt und N Unterrdume, M2 N, so bezeichnet MW &) N die Menge
derjenigen f € 9, die orthogonal zu RN sind; M N ist offenbar ein
Unterraum und heit das orthogonale Komplement von R in M. Es gili:
M=NEHMON). Zum Beweis bezeichne man N ©) (MO N) zunichst
mit &; es gilt offenbar S IM. Wire € nicht dicht in IR, so wiirde es
nach dem soeben bewiesenen Satz (auf den Unterraum It statt R an-
gewendet) ein zu ¢ orthogonales Element g == 0 in I geben. Da g dann
insbesondere orthogonal zu N wire, miiite es zu M () N und damit zu
L gehoren, was aber unméglich ist. Also ist € in 9t dicht, und da &
ein Unterraum (also abgeschlossen) ist, fillt € mit N zusammen.

! Beweis nach F. Riesz [4], der ohne Dimensionsbeschrankungen fir R
gilt; Ubertragung einer von B. LEv1 fiir das DIRICHLETsChe Prinzip verwendeten
SchluBweise. Ein Korollar zu diesem Satz (im wesentlichen der erste Satz in I. 4)
wgrde etwas frither von FriEDRICHS [1] (S. 476—477) ebenfalls mit einer Varia-
tionsmethode bewiesen.
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4. Lineare Operationen. Schwache Konvergenz.

Die auf einer Linearmannigfaltigkeit & definierte komplexwertige
Funktion L (f) heiBt eine lineare Operation, wenn L (c,f, + ¢, f,) = c; L (f,)
+ ¢, L(f,) fiir beliebige f,, f, aus & und komplexe Zahlen ¢, ¢,. L(f)
heiBt beschrankt, wenn es eine Zahl M derart gibt, daB |L(f)| = M|f|
fiir f € &; dann ist L(f) auch stetig, denn aus f, — { folgt | L (f,) —L(f)|
— |L{fa— | = M|fo— ] >0

Ist L(f) eine auf R definierte beschrinkte lineare Opevation, so gibt es
etn und nur ein Element g* in Rdevart, daf L(f) = (f, g*) fiir jedes f ER .2

Die Eindeutigkeit eines solchen g* ist klar. Seine Existenz zeigt
man so.

Die Menge derjenigen f, fiir die L(f) = 0, ist offenbar ein Unter-
raum I von R. M ist entweder der ganze Raum R, und dann ist
L({f) = (f,0), oder aber es gibt nach 1.3 ein zu It orthogonales Element

g = 0. Man setze dann g¥= Ll g; die Gleichung L (f) = (f, g*) gilt dann

(€8
sowohl fiir f=g als auch fiir alle Elemente f von . Ist nun f beliebig
aus R, so gehort f, =f—cg fir c = é—((];)) offenbar zu M; also hat
man L(f) = L(f; +¢g) = L(f,) + cL(g) = (f,, &%) + (cg. g*) = (/. &%)

Ist L, eine Folge von stengen linearen Opemtwnen, so daB L,(f) fir
jedes einzelne f beschrinkt ist, so haben die L, eine gemeinsame Schranke3.
Wegen der Linearitit gentigt es zu zeigen, daB die L, (f) beschrankt
sind, falls f in einer festen Kugel & (|f — g,| = 6) variiert (ist |L,(f)| =¢

in §, so ist | L, (f)| => || fiir beliebiges f). Wire also der Satz falsch,

so wiren die L,(f) in jeder Kugel & unbeschrinkt, d. h. es gidbe zu
jedem c ein f, in ® und ein n,, so daB | L, (fo)| > ¢ ist. Aus Stetigkeits-
grinden muB dann |L,,(f,)| > ¢ auch noch in einer geeigneten Kugel

1 Utﬂgekehrt folgt die Beschranktheit von L (f) aus ihrer Stetigkeit, ja schon
aus ihrer Stetigkeit fiir f = 0. Denn ware L (f) nicht beschriankt, so wiirde es

eine Folge f, so geben, daB | L (f,)| ==|/,|. Firg,=

obwohl g, — 0. W am
2 FrRECHET [1] (S. 439); Beweis nach RieEsz [4]. Die beschrinkten linearen

Operationen L (f) eines Banacaschen Raumes bilden auch einen BaNacuschen

Raum mit der Norm ||L||= max |L(f)|, dieser Raum hei3t zum urspriinglichen

?

konjugiert. Der konjugierte des Funktionenraumes L? kann mit L? —1 jdentifiziert
werden. L2 und mit ihm alle euklidischen Rdume haben also (nach dem obigen
Satze) die Eigenschaft, mit jhrem konjugierten Raum identisch zu sein.

3 Dies ist ein spezieller Fall eines allgemeinen Satzes von BANAcCH [*)]
(S. 80): Eime Folge von stetigen lineaven Trvansformationen eines BANACHschen
Raumes in einen andeven, die filv jedes einzelne Element beschvankt ist, hat eine
gemeinsame Schrvanke. Die Beweisidee stammt im wesentlichen von Oscoop [Non-
uniform convergence and the integration of series term by term, Amer. J. Math.
Bd. 19 (1897) S. 155—190].

wire dann | L(g,) =1,

||fl|<1
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um f, gelten, die noch als Teil von & gewdhlt werden kann — Es sei
nun § eine beliebige Kugel, &, eine Kugel in &, in der stets | L, ()| > 1
ist, und zwar sei ihr Radius << 1; &, eine Kugel in &, in der stets
| L, (f)| > 2; und zwar sei ihr Radius < §; usw. Da R vollstindig ist,
gibt es ein f*, das in allen Kugeln &, &;, &, ... enthalten ist, und fiir
dieses ist | L, (f*)| > 1, |Ln,(f*)| > 2, ..., entgegen der Annahme, da8
L, (f*) beschrinkt ist.

Eine Folge g, von Elementen aus R heit schwach gegen g* kon-
vergent, in Zeichen: g,—g*, wenn fiir jedes faus R gilt: (g,, f) > * /).
Insbesondere ist jede gegen g* konvergente Folge auch schwach gegen
g* konvergent.

Jede schwach konvergemte Folge g, ist beschrinkt!.

L,(f) = (f, g) ist ja eine konvergente Folge stetiger linearer Ope-
rationen, folglich haben sie eine gemeinsame Schranke C. Insbesondere
gilt | Lo (gn)| = Cleal, also [g* = Cleal, Jeal = C.

Aus jeder beschrimkien unendlichen Teilmenge von R it sich eine
schwach konvergente Teilfolge hevausgreifen.

Es geniigt offenbar, den Beweis fiir abzidhlbare Teilmengen zu
erbringen. Es sei also eine Folge f,, f,, /5, - - - gegeben, |f,]| = C. Da
| (Fs F) | =fall - |11]= C|f1]|, kann man eine Teilfolge {f;;’} von {f,} derart
auswihlen, daB die Zahlenfolge (f%’, f,) konvergiert. Ebenso kann man
dann aus {/¥} eine Teilfolge {/*} derart auswihlen, daB auch (£, f,)
konvergiert, usw. Fiir die diagonale Teilfolge g, = f ist dann (g, fz)
fiir jedes feste k& konvergent. Dann konvergiert aber (g,, ) auch fir
jede endliche Linearkombination % der f;. Ist A* ein Haufungselement
solcher Linearkombinationen, 4* = lim /;, so folgt aus

|6 7*) — (8m 77) | = | €nr 12 — (s Pa) || (g, ¥ — o) |+ | (@, 75— )|
= [(ar 1) — (gms 1| + 2C[[1* —

daB auch (g,, #*) konvergiert. Also konvergiert (g,, f) fiir jedes Ele-
ment f des durch die Folge {f,} aufgespannten Unterraumes It. Da
aber fiir die Elemente f € R(O M identisch (g,, /) = 0 gilt, ist (g., /)
fiir jedes f aus R konvergent.

Nun wird durch L (f) znlgrcln (f, g») eine lineare und beschrinkte

Operation definiert (es ist ja |L(f)|=C]|f|), also gibt es ein g*, so
daB L(f) = (f, g*). Dies bedeutet aber eben, daB g, schwach gegen
g* konvergiert.

[
} ’

5. Beschrankte lineare Transformationen.

Eine Transformation T von R in sich heif3t linear, wenn die Glei-
chung T (af + bg) = aTf+ bTg fiir jedes Elementenpaar f, g aus R

1 Vgl. HeLLINGER-ToEPLITZ [1] (S. 318), s. auch DELSARTE [*] (S. 5).
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und fiir jedes Zahlenpaar a, b giltl. Sie ist beschrinkt, wenn es eine
Zahl C derart gibt, daB | Tf| < C|f| fiir jedes f aus R gilt; die kleinste
solche ,,Schranke’* C wird mit | T'| bezeichnet. Eine beschrinkte lineare
Transformation (b. lin. Tr.) T ist stetig, denn aus f, — f folgt wegen
ITfo— Tfi = | Ty — | = [T[|fn — ] auch T, T}

Die identische Transformation wird mit I, diejenige aber, die je-
des Element in 0 iiberfithrt, wird mit O bezeichnet.

Numerische Vielfache, Summen und Produkte von b. lin. Tr. definiert
man so: (¢ T)f = ¢(T)), (Ty + Ty f = Tsf + Tof, (Ty To)f = Ty(Tah).
Man bat [0 T = [c||T], |T, + Tyl = | o] + | Tyl, | 7273 = | T3 To]-
Man schreibt T), = T,, wenn T,f = T,f fiir jedes f aus R.

T, und T, heiBen vertauschbar, in Zeichen T1p Ty, wenn T, T,=T, T,.

Die Folge T, konvergiert stark (kurz: konvergiert) gegen T, in Zeichen:
T,— Toder T=1imT,, wenn T,f — Tf fiir jedes f € R. Mit den T,
ist auch T linear; wenn |T,| = C fiir jedes », dann auch |T| = C.
Wenn T, -~ T, T}, — T" und | T,| = C ( fiir jedes n), dann T, T, - T T".
Man hat ja
N TwThf — TTf| = | Tu(Thf — TP + (T — T) TH| = C| T4f — T'f]

LT TTf] 0.

Gilt sogar |T, — T| — 0, so sagt man, T, konvergiere gleichmdifig
gegen T;in Zeichen: T, 3 T. Aus T, T, T, 3 T  und | T,||=C folgt
wieder T, T, 3 TT.

Die Folge T, konvergiert schwach gegen T, in Zeichen T, — T, wenn
Tof = Tf fir jedes f. Aus T,— T, T, - T und |T,| = C folgt
T,T,— TT. Fiir beliebige f und g hat man ja

(TaThf — TT'f, @ = (Tu(T, — TV, &)l + (T — DT}, )|
= C|T0/ = T'fllel + [((Tw — D) T'f, )| > 0.

Offenbar ist jede gleichmidBig konvergente Folge auch stark, jede
stark konvergente konvergente Folge auch schwach konvergent.

Es sei bemerkt, dal man in den letzten drei Aussagen die Voraus-
setzung: | T,,| = C weglassen kann. Es gilt nimlich der Satz:

Ist T, eine schwach konvergente Folge von beschrinkien linearen
Transformationen, so haben die T, eine gemeinsame Schranke.

Fiir jedes f ist T,f schwach konvergent, folglich (nach I. 4) be-
schrankt. Aus der Beschrinktheit der Elementenfolge T,/ (fiir jedes
einzelne f) folgt die Existenz einer gemeinsamen Schranke fiir die T,

1 Haufig wendet man in der Literatur das Wort ,,Operator statt ,,Trans-
formation‘ an.

? Umgekehrt folgt die Beschrankheit von T aus ihrer Stetigkeit, ja schon
aus ihrer Stetigkeit fiir f = 0, was man mit demselben SchluB wie in FuBinote 1,
S. 9 einsieht. Dieser Satz stammt von HELLINGER und TOEPLITZ [1], dort wird
er als ein Satz iiber quadratische Formen unendlich vieler Veranderlichen aus-
gesprochen.
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mit derselben SchluBweise, die in I. 4 fiir Folgen linearer Operationen
angewendet wurde?.

Ist T eine beschrinkte lineare Tr., so ist L,(f) = (T'f, g) fiir jedes
feste g eine beschridnkte lineare Operation. Nach I. 4 gibt es also ein
eindeutig bestimmtes g* derart, daB (T'f, g) = (f, g*). Die durch T*g = g*
erklirte Transformation T* ist offenbar linear, sie heiBt die Adjungierte
von T. Setzt man in die Gleichung

3) (Tt g)=1(f, T*g)

f= T*g ein, so erhilt man (T*g, T*g) = (T T*g, g) =|T T*g||e]
= \T||T*g|lg]. also |T*g| = |T|lgl. d. h. |T*| =| 7). Aus der Sym-
metrie der Relation (3) folgt (7*)* = T, folglich ist auch |T|<|T*.
Also ist | T| = || T*.

Esist|T* T|=| T|*. Denn einerseitshatman | T* T|<| T*|| T|=| T
andererseits gilt fir jedes f mit |f| =1: |T* Tf{ = (T* Ty, f) = (T}, Tf)
— [ Tf], also | T*T| = | TP

Offenbar hat man: (¢ T)* = ¢ T*, (T} + Tp)* = TF + T¥, (T, T,)*
= T¥T¥, aus T, —~ T folgt TF —~ T*.

Top{T.} soll bedeuten: Jede mit allen Transformationen des
Systems {T,} vertauschbare selbstadjungierte b. lin. Tr. 4 (d. h. fir
die A = A4*) ist auch mit T vertauschbar. — Immer ist z.B.
lim Tpb0{T,}.

Die b. lin. Tr. T eines separablen Raumes $%t kann man auch durch
Matrizes darstellen. Ist o = {@;} ein vollstindiges orthonormales System
in R, so hat T in bezug auf o die Matrix (7) mit den Elementen
T = (To;, p); da To; = Ty, wird T durch (T) eindeutig be-

%

stimmt. Man hat offenbar (¢T)y = c¢Ti, (T + S)ix = Tix + Siz,
(TS)ix =2 Ti;Sjx, T = T2

7

Fir spitere Zwecke (X. 3) beweisen wir noch den folgenden Satz:

Aus einer beliebigen Menge {A} von beschrinkten Linearen Tranmsfor-

mationen eines separablen Raumes R kann man eine Folge A,, A,, . . .

devart auswihlen, daf jedes A € {A} Limes einer passenden Teilfolge A,
und zugleich A* Limes von A3, ist3.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen, da8

es eine Zahl C derart gibt, daB |4[ = C fiir jedes 4 € {4}. Man bilde

den Raum § =R X R X R -+, dessen Elemente die Folgen {f,, f5, ...}

2
»

1 Siehe Anmerkung 3, S. 9.

2 In der alteren Theorie wurde fast ausschlieBlich diese Matrixdarstellung
benutzt, vgl. z. B. den Bericht von HELLINGER-TOEPLITZ [*]; s. auch WINTNER [*].
Die Vorteile der abstrakten Formulierung gegeniiber der Matrixdarstellung zeigen
sich erst bei unbeschrankten lin. Tr., wo die Matrixdarstellung auf Schwierig-
keiten st6B8t, vgl. v. NEUMANN [3].

3 v. NEUMANN [2] (S. 386—388); in seinem Beweis beniitzt er die Matrix-
darstellung der Transformationen A.
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aus R sind, fur die D |f|® konvergiert. Sei g, g,, ... eine in R dichte
=1
Folge von 0 verschiedener Elemente. Die Elemente von § von der Form

{gm’ gnz’ LIRS ) gn,, O, 0, 0, .. }

(mit beliebigem 7) bilden eine in § dichte abzdhlbare Menge; also ist
auch § separabel.
Jedem A € {4} ordnen wir eine Folge

@ :{Agl Arg,  Ag Arg  Ag. A*gn }
A el el 2lel” 2lel” 2”*1||gn|l’ 2" gll”
zu. Da
2( Aga | A*gn -‘2) _ 8¢
2"l 2Tl = 2“ : ’
n=1

ist ¢4 ein Element von §. Als Tellmenge des separablen Raumes 9,
ist die Menge aller @4 (4 €{4}) auch separabel, d. h. es gibt eine
Folge @4,, @4,, . . . derart, daB jedes ¢4 Limes einer passenden Teil-
folge @4, ist. Dann ist aber jede Komponente von @, Limes der ent-
sprechenden Komponenten von ¢, o d.h

Ag, = ili:goAnign und A*g, = hm Axg, m=1,2,...).

Fiir jedes f € R und fiir jedes # ist aber

Af - Amfl = ”Af - Agn“ + “A 8n — Amgn” + “An,gn - An,f“
§”A[ Hf*gnH_}_HAgn'"Amgn“'i_“Ani gn_ﬁ‘échf—gnH_*"ﬂAgn_Anign ’

also .
= 2C“f - gn}i'

lim |Af — A,f
2> 00

Da die g, dicht in R liegen, folgt hieraus lim |4/ — A, fl = 0, also
1> 00 !

Apf—> Af. Ebenso folgt, daB A4,f > A*f. Die Folge 4,, A,, ...
besitzt also die im Satz behauptete Eigenschaft.

II. Beschriankte selbstadjungierte
und normale Transformationen.

1. Selbstadjungierte Transformationen.

Die b. lin. Tr. A heiBt selbstadjungiert, wenn A* = A.* Die reellen
Vielfachen ¢4 sowie die Summen und Limites selbstadjungierter Trans-
formationen sind offenbar auch selbstadjungiert. Mit 4 und B ist A B
dann und nur dann selbstadjungiert, wenn A v B. Insbesondere sind
mit 4 auch 42 = A4 A, A® = AA A usw. selbstadjungiert.

1 v. NEUMANN nennt sie ,,Hermitesch*.
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Fiir eine selbstadjungierte Tr. 4 ist (4, f) immer reell, es ist ja
(Af, h=(f,Ap) = (A}, f). Wenn fiir die selbstadjungierten Tr. 4 und B
immer (4f, f) = (Bf, {) gilt, dann schreibt man: A = B oder B= 4.
Wenn insbesondere 4 = O, dann soll 4 positiv heiBen. Die gréBte
Zahl m und die kleinste Zahl M, fiir die die UngleichungenmI <A <M1
gelten, sollen die untere bzw. die obere Grenze von 4 heiBen Eine
leichte Rechnung zeigt, daB [4] =
da 4 = B und 4 = B gleichzeitig nur dann gelten wenn A = B
Dann ist ja identisch (4f, f) = (Bf, f), folglich sind die untere und
obere Grenzen von A4 — B, und damit auch |4 — B| gleich 0; woraus
A — B =0, A =B folgt.

Das Produkt zweier miteinander vertauschbarer positiver selbstadjun-
gierter Transformationen ist wieder positiv?.

Beweis. Es sei 4 = 0, B= 0, 4vB. Offenbar darf man 4 & 0,
also |A| > 0 voraussetzen. Eine Folge von selbstadjungierten Tr.
Al, Ay, Ag, . .. sei folgendermaBen definiert:

A = ||A“A Ay=A,— A% A,=A,— A}, ..., App1=A,— 42, ...

Es wird behauptet, daB fir jedes # gilt: O << 4, < I. Fiir » =1 ist
das klar. Gilt es fiir #» = &, so folgt aus den Relationen
Ak+1 = A%(I —_ Ak) + Ak(I — Ak)Z und I— Ak+1 = (I—Ak) + A%,

daB es auch fiir » = % + 1 besteht. Es geniigt in der Tat, nur zu
bemerken, daB eine Tr. von der Form H}H,, wo H,, H, selbstadjungiert,
H, = 0 und H, v H, sind, ebenfalls positiv ist3.
Nun hat man: 4, = A3+ A%+ ... + A% + A,,,, woraus wegen
Api1 = O folgt:
n

2 (At Al =k§"1 (A3, ) = (Asf, ) — (Ausrh, D = (A, D).

Also ist '] A,f[* konvergent und folglich |4,f| -~ 0. Also hat man
k=1
n
(341) 1= Auf — dupsf > dsf g5 5> o,
< ,

1 C=max{|m|, |M[} ist das Maximum von {(4 f, f)|/||f|? fiir f & 0. Wegen
[AfL =414 - [f[P ist C = | 4|]. — Sei f beliebig, + 0, und setze man

c= (|4 1|/} und g = --::-Af. Man hat: |4 /| = (Acf, §) = } (A ] + &), cf+g)
— (el -9, cf —g <3Clef+ ¢t + 2Clecf — glf = 3 C[c/t + |e|®
=3C cgl\f|\2+%2llz4f1£2] = C||f|[|41]; also [|Af|<C]f|, folglich C=]|4|.

Also C = |4].
2 Beweis nach Riesz [2] (S. 33).
} (HiH,f, f) = (H Hyf, Hyf) = (H,H,f, Hi)=0
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Da B offenbar mit allen A, vertauschbar ist, folgt hieraus
n n
BALN=141B 4, N=|4|Jim (B 43, =] 4] lim (B 4., 4xh=0,

womit die Positivitit des Produktes BA bewiesen ist.

Es sei A, eine monoton steigende Folge miteinander vertauschbaver
selbstadjungierter Transformationen: A, = A, < Ay < ---, und es gebe
eine mit allen A, vertauschbare selbstadjungierte Transformation B, die die
ganze Folge majorisiert, d. h., es sei A, < B. Dann konvergiert die Folge A,
gegen eine selbstadjungierte Transformation A, wnd es gilt A =< B. —
Fiir monoton abnehmende Folgen gilt ein analoger Satz.

Zum Beweis! betrachte man zuerst die monoton abnehmende Folge

positiver Tr.: H, =B — A,. Nach dem eben bewiesenen Satz sind
dann (H,, — H,)H,, und H,(H, — H,) fiir m < n ebenfalls positiv; fiir
jedes f gilt also
(1) (Huf, |) = (HnHpf, f) = (Haf, f).
Die monoton abnehmende positive Zahlenfolge (Hxf, f) = (H,f, H,f) hat
gewiBl einen (von f abhingigen) Grenzwert, wegen (1) muB} (H, H,f, f)
fiir m, n — oo gegen denselben Grenzwert streben. Daraus ergibt sich,
daB fir m, n - oo

|(Hp — H) 1P = ((Hp— Ho)*, f) = (Haf, ) —2(HnH,f, ) -+ (H2F, ) > 0.

Also konvergiert H,f und damit auch 4,f, wie auch das Element /
gewdhlt wurde. Die Gleichung 4 f = lim A,/ definiert eine lineare Tr. 4.
n—>oo

Sie ist offenbar selbstadjungiert und < B.

Die selbstadjungierte Tr. B heiBt Quadratwurzel der Tr. 4, wenn
B2 = A ist. Es gilt der folgende Satz:

Jede positive selbstadjungierte Transformation A hat eine und nur
eine positive Quadratwurzel B und es ist Bop A.2

Es geniigt offenbar, den Fall 4 =< I zu betrachten. Die F olge der
Tr. B, sei folgendermaBen definiert: Es sei By = 0 und

(2) Bn+1:Bn+ %(A —Bi),
alle B, sind offenbar selbstadjungiert und vb 4 (insbesondere ist B,vB,,).
Eine einfache Rechnung zeigt, daB
3) I—Byy=3(I— B +3I—4)
und
4) Bn+1 — B, = %[(I — B,_y) + - Bn)] (Bp — B,.1).
Es gilt I — B, = 0. Fiir n = 0 ist das Kklar, fiir # =1 folgt das
aus (3).

! Die Beweisidee ist von F. Riesz [2] (S. 33—34) entlichen.

? Wir beweisen die Existenz der Quadratwurzel mit der Methode von
VissER [1], ihre Eindeutigkeit mit einer SchluBweise von v. Sz. Nacy [4]. Ein an-
derer, die Spektraldarstellung ebenfalls nicht beniitzender Beweis bei WECKEN [1]-
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Wir behaupten, daB B, < B,,,;. Fir #» =0 ist das wahr, denn
B, =34 = 0= B,. Gilt es fir u = £ — 1, so gilt es auch fiir » = &,
da nach (4) Bj,; — B Produkt der miteinander vertauschbaren und
positiven Tr. }[{({ — B;_;) + (I — By)] und B — By_;, also eben-
falls positiv ist.

Die monoton steigende, durch I majorisierte Folge B, konvergiert
nach dem oben bewiesenen Satz gegen eine selbstadjungierte Tr. B, die
offenbar auch positiv und pp 4 ist. LaBt man # iiber alle Grenzen
wachsen, so ergibt (2): B= B + % (4 — B?), also 4 = B2?. Somit ist
eine positive Quadratwurzel B von A gefunden worden; es gilt Bop 4.

Es sei nun C eine beliebige positive Quadratwurzel von 4. Da AC
und CA beide gleich C3 sind, ist Cv 4, folglich auch Cv B. Bt und C?
sollen je eine positive Quadratwurzel von B, bzw. C bedeuten (nach
dem bisher Bewiesenen gibt es ja welche); f sei ein beliebiges Element
aus R, und es sei g = (B — C)f. Man hat dann

| BigP + [Cielt = (Bg, g) + (Cg, &) = ((B + C) (B — C)f, g)
= ((B*— C¥f, g) = 0.
Also ist Btg= Ctg=0, und es gilt folglich auch: Bg = BtBig=10
und Cg = C¥Ctg = 0. Hieraus folgt endlich |(B— C)f]2= ((B—C)?f, {)
=((B—C)g f)=0, also Bf = Cf. Da f beliebig war, ist B = C.

2. Projektionen.

Sei M ein Unterraum von R. Nach I. 3 ist dann R=M @ (RS M),
also kann jedes Element f € R eindeutig in der Form f= g 4 2 mit
gEM, A ERCE M ausgedriickt werden!. Durch Pf= g definiert man
eine Transformation P, die offenbar linear ist und fiir die P? = P gilt;
sie heiBt die Projektion auf k. I — P ist dann die Projektion auf
RO M. P ist selbstadjungiert, denn ist f =g 4+ &, f' = ¢ + 4, so folgt
aus (g, K) = (¢, 1) =0, dab (&, /) = (¢, €) = (/. ), d. h. (P, )= (f, P7).
Aus P2=Pund (I —P)2=1— Pfolgt,daB 0 <= P <1. Ist M =N,
so ist P = I; besteht I nur aus dem Nullelement, so ist P = O.

Umgekehrt ist jede beschriankte selbstadjungierte Transformation P
mit P2 = P eine Projektion, und zwar auf den Unterraum IR, der
aus den Elementen von der Form Pf (f € &) besteht (daB It ein Unter-
raum ist, folgt aus der Linearitit und Stetigkeit von P). Denn ist f
beliebig aus R, so ist PfE€EM und f — PfER )M, weil f — Pf zu jedem
Element Pf € 9t orthogonal ist: (f — Pf, Pf) = (Pf— P2f, f) = 0.

Man bemerke, daB fiir eine Projektion P immer (P, f) =| Pf[? gilt.

Seien P und Q die Projektionen auf die Unterrdume I bzw. N.
Man sieht die folgenden Tatsachen leicht ein: Wenn Pp(Q, dann ist

PAus g+ h=g + ¥ (g, ¢ EM b WEROM) folgt ja g — g =" —h,
also liegt g — ¢’ gleichzeitig in M und RO M, folglich ist g — g’ =0, g =¢’
und 2 =4. |
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P(Q auch eine Projektion, und zwar auf it - . Ist P orthogonal zu Q,
d. h. ist PQ = O (dann ist auch QP = (PQ)* = 0* = 0), so ist M
orthogonal zu R, und P + Q ist die Projektion auf M B N. Ist PQ = Q
(dann ist auch QP = (PQ)* = Q* = Q), so ist M2 N, und P — Q ist
die Projektion anf Ik S N.

PQ = Q ist iibrigens mit P = Q gleichbedeutend. Denn es folgt aus
PQ=QP=0Q,daB (P — Q)= P — @, also P — @ = 0. Umgekehrt,
es folgtaus P=Q, daBQ -- PQ = Q(I — P) und PQ — Q = PQ — (*
= (P— Q)Q beide positiv sind, also PQ = Q.

Aus P=(Q folgt also insbesondere PpQ. Auf Grund von II. 1
ist also jede monotome Folge von Projektionen konvergent. Wenn
P,=P,= P;=..., dann gilt fiir die entsprechenden Unterriume:

M 2M 2 My 2 -+, und lim P, ist die Projektion auf lim M, ]] M,.

Wenn P,<P,<P,< ..., dann P, SM, SPW S - -+, und hrnP 1st die

Projektion auf lim M, = [ > Em,,] . Sind Q,, Q,, Qs, ... paarweise
n=1

orthogonale Projektionen, und sind %,, N;, N;, . .. die entsprechenden

(paarweise orthogonalen) Unterrdume, so bilden die Partialsummen

1L
= . eine steigende Folge von Projektionen, folglich existiert
g ] g

oo k=1

Z Q und ist die Projektion auf Zoé)tk

Sind P,, P, vertauschbar, aber nicht notwendig orthogonal, so
ist P, + P,= P, + P, — P, P, auch eine Projektion, und zwar auf
MWy D M, O My - M) =My + My Py + Pyt -+ Pp=2 P~ PP,

t 1<J
+ D P;Pj Py — -+ + (—1)"H! ]] P; ist, wenn alle P; vertauschbar
i< 7<k

sind, die PrO]ektlon auf M, + §mz + oo 4+ M,. Mat hat offenbar
(P, + Py+---+ P)on {P}.

Allgemeiner, ist {P,} (w € £2) ein beliebiges System vertauschbarer
Projektionen und ist {Ema,} das System der entsprechenden Unterrdume,

so definiert man Z + P, als die Projektion P auf [ > mw] Man hat:
wE R
% + P, o {Pw} Bewels Sei f beliebig aus R; g = Pf ist dann in

{ ZEIRw] folglich ist es Limes einer Folge g, aus Zimm Da g, eine endliche.

Linearkombination ist, gibt es endlich viele E)R etwa M, My, .. 8)2‘;7‘.’,

so daB &n EZ M. Sei nun B eine beschrinkte selbstad]unglerte Trans-
t=1

formation mit der Eigenschaft By {P,}. Dann ist B nz + P, folglich

=1

BPf= hm Bg,,— hrnB(Z—{—P‘"’)g = lim (ﬁ’—%P‘,’”) Bg,.

n—>oco \;<4

Ergebnisse der Mathematik. V/5. v.Sz. Nagy. 2
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Tn . Tn
Da (Z + Pi"’) Bg, €D’ MM = > M,,, ist BPfE [ mem], folglich ist
=1 i=1 wE 2 wER

PBPf=BPf{. Hieraus folgt PBP=BP, also PB=(BP)*=(PBP)*
= PBP = BP, w.z. b.w.

JI P, definiert man als die Projektion auf J7M.,; man hat

wE R wER
wieder: [T P,vb{P,}, was am leichtesten aus der Beziehung

wE R
pP,=1->14+ (I—P,)
wE R wE R

folgt.

Sind die Projektionen des Systems {P,,} paarweise orthogonal, so
schreibt man statt > 4 P, einfach ;Pw, dies ist die Projektion
anESGDm%- wE R g2

wE 2

3. Normale und unitidre Transformationen.

Die beschriinkte lineare Transformation N hei3t normal, wenn N p N*,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn |N f|= | N*{| fiir jedes f €R.
In der Tat, wenn NoN*, dann |[Nf[2=(Nf, Nf)=(N*Nf, f)=(NN*{, f)
= (N*f, N*f) = |N*f|?; umgekehrt, aus |[Nf| = | N*f| folgt (N*N{, f)
= (NN*{, f) fiir jedes f, folglich miissen die selbstadjungierten Trans-
formationen N*N und N N* ibereinstimmen.

Da |N2f| = [N*N{|, ist |[N?3| = |[N*N|. Wegen der allgemein giil-
tigen Gleichung |T*T|=|T|? (siehe I.5) folgt hieraus fiir normale
Transformationen: |N2| = [N 2.

Mit N ist auch ¢N normal. Mit N, und N, sind auch N, + N,
und N, N, normal, sofern N, p N5 (dann ist auch N} bN,).

Insbesondere sind alle selbstadjungierten Transformationen auch
normal. Sind A4, und A4, selbstadjungiert, und A,b4,, so ist 4, + 14,
normal; jede normale Transformation N 14Bt eine solche Darstellung

zu, man hat nur 4, = 3(N 4+ N*) und 4, = %(N — N*) zu setzen.

Eine lineare Transformation U hei3t unitir, wenn U* U =UU*=1.
Jede unitire Transformation ist also auch normal. Es gilt (Uf, Ug)
= (U*UYf, g) = (f, g), also insbesondere |Uf| = |f|, folglich |U| =1.
Sind U, und U, unitir, so ist es offenbar auch U, U,.

IIl. Integrale beschrankter Funktionen
in bezug auf eine Spektralschar.

1. Spektralscharen.

Eine einparametrige Schar {E;} (—oo < 1 < oo) von Projektionen
heift eine Spektralschar, wenn
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a) EléEﬂ f%?’ Z<,u,

b) Eiro=E;!

c) lim E;=0 und lim E; = I.

A—>— o0 A—>o0
Wegen der Monotonie der Schar existiert auch E;_( und ist jedenfalls
= E;. Es liegt auf der Hand, E_, = O und E, = I zu setzen.

Als unmittelbare Verallgemeinerung dieses Begriffes erhidlt man
den folgenden:

Eine wn-parametrige Schar {E; i, ..., ,1”} (—o0 << Ay << o0) von Pro-
jektionen heifit eine Spektralschar, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

a) E;m;.z Ay = E e tin f’l;t'V }.1 = Uy, /12 = Ug, o e, }*n = Uy,

b) wenn py; fir 7edes k abnehmend gegen 1, strebt, dann strebt
Eptta .. un 8€8EW Ej by, i)

c) Ey 1, ... 1n— O, wenn mindestens ein Ay —>—oound E; 5. .. 1.~ 1,
wenn alle 1 —oo.

Sind die Projektionen der einparametrigen Spektralscharen {E{},
{E2, ... {E{} alle miteinander vertauschbar, so ist {E%’Eﬁ’ ... EP}
eine #n-parametrige Spektralschar. Man kann leicht sehen, daB, um-
gekehrt, jede #u-parametrige Spektralschar in dieser Form dargestellt
werden kann.

Die zweiparametrigen Spektralscharen heilen auch komplexe Spek-
tralscharen oder Spektralscharen auf der Gaussschen Ebene G, da man
das reelle Zahlenpaar {4,, 1,} auch als eine komplexe Zahl z = 1, + 71,
betrachten kann; man schreibt dann K, fir E, ,,.

Einparametrige Spektralscharen werden im Folgenden auch kurz
Spektralscharen genannt.

Fiir weitere Verallgemeinerungen siehe VII. 3.

2. Integral einer Treppenfunktion.

Wir wollen dem symbolischen Integral / F (A)dE, einen Sinn geben,

wo E = {E;} eine Spektralschar und F (1) eine reell— oder komplexwertige
beschriankte Funktion ist.

Zunichst ordnen wir jedem (endlichen oder unendlichen) Inter-
vall é eine Projektion E(J) folgendermaBen zu: Je nachdem § das
Intervall [a, b], (a, b), (a, b] oder [a, b) bedeutet, soll E (8) bzw. gleich
Ey—E, o, Eyo—E, E,—E,, E,_(— E,_, sein. Die zu punkt-
fremden Intervallen ¢, §” gehérigen E (&), E(6”) sind dann ortho-
gonale Projektionen. Zerlegt man & in endlich oder abzihlbar unend-

1 Ej o ist der Limes von E,, wenn yu fallend gegen A strebt. b) ist iibrigens
keine wesentliche Eigenschaft, man kénnte ebensowohl E; _, = E;, oder auch
gar nichts fordern; dann héitte man nur statt E; immer mit den Grenzwerten
E;_o und E; ;o zu operieren.

2%
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lich viele, paarweise punktfremde Teilintervalle &, d,, ..., so ist
E(0) =2 E(&). Endlich ist E(—oo, o0) = I.
%

Es sei nun F (1) eine beschrinkte Treppenfunktion; es existiere also
eine Zerlegung Z der Zahlengeraden in endlich oder abzidhlbar unend-
lich viele paarweise punktfremde Intervalle §,, &, . . ., so daB F (1) auf
d; einen konstanten Wert ¢; =1, 2,3,...); als Teilungs-
punkte von Z konnen neben den Sprungstellen von F(1) evtl. auch
andere Punkte auftreten. Die Reihe D' E(d;), falls unendlich, kon-

%

vergiert gegen eine beschrinkte Transformation. Aus der Orthogonalitat

der E (8) und aus E‘E(ak) — Tfolgt ja:

| Sare)] =S lallEeafP = e E o)
|k =m+ k=m-+1
=M2[ Z”Ew,,)fl —| ZE@| - wetl= 1 =0 fir m oo,
F=1 k=1
und wegen

I

Sareo = im $lapizep=min 31Eo)k =

F=1
hat chE(ék) die Schranke M. Wir setzen fF(l)dEl =Z i E (),

diese Deflmtlon ist von der besonderen Wahl von Z offenbar unab-
hingig.

Das so definierte Integral der Funktion F(4) in bezug auf E = {E;}
sei kurz auch mit F(E) bezeichnet. Es besitzt offenbar die folgenden
Eigenschaften:

1. Wenn F(A) =0 bw. =1, dmm F(E) =0 bzw. = 1.

2. Aus F (1) = a,F (1) -+ a,F,(4) folgt: F(E) = a, F; (E) 4+ a,F,(E).

3. Aus F(1) = F;(A) + F,(4) folgt F(E) = F,(E) - F, (E)

4. F(E) ist normal und |F (E)| < max|F (). Ist F(l) reellwertig, so
ist F(E) selbstadjungiert. Ist F(1) =0, so ist F(E) = 0.

5. [F(E)]* = F(E), wo F(1) die konjugieri-komplexe Funktion von
F (1) bezeichnet.

6. F(E)vyE.

7. Fiir jedes | und g gilt:

(FE®g)=[FWAE:f, 8),  |FEfP=/F@)PaEfp,
wo rechts gewbhnliche STIELT]ESsche Integrale stehen.

8. Wenn F,()) eine beschrinkte, gegen F (A) strebende Funktionenfolge
ist, dann strebt F,(E) gegen F (E).
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Die Eigenschaften 1 und 4—7 folgen unmittelbar aus der Definition.

2 und 3 beweist man, indem man eine solche Zerlegung von (— oo, o)
betrachtet, auf deren Teilintervallen F,(A) und F,(A) beide konstant

sind; dann ist a,F,(E) 4 a,F = aIchkE (5k ) + azzczkE (0r)

=>"(a,63 + azc2k)E (6p) = F (E) und (Wegen der Orthogonahtat der
3

E(ak)): F,(E)-F chkE (Or) chhE () chkc2kE(6k) F(E).

8 folgt aus 2 und 7 und aus dem LEBESGUESChen Integralsatze fiir ge-
wohnliche STIELTJESsche Integrale denn

|(Fa(E) — F )f|12-/!F (A) — F(A)[Pd|E+f]2 — 0.

3. Integral stetiger oder zu einer Baireschen Klasse
gehdriger beschrénkter Funktionen.

Es sei F(A) auf (—oo, oo) gleichmiBig stetig und beschrinkt.
Es sei Z, = {d,:} eine Folge von Zerlegungen von (— oo, o), so daB
max Onx — O fiir # > co. Es sei 1,; ein beliebiger Punkt von d,;. Fir

jedes # sei eine Treppenfunktion F, (1) folgendermaBen definiert: Auf
Ony ist F, () = F (A,;); die Folge F,(1) strebt dann gleichmiBig gegen
F(1). Wegen
”Fn(E) - Fm(E)” = max [Fn(l) - Fm(l)’

ist F,, (E) gleichmaBig konvergent. Die Limestransformation lim F, (E) ist
von der Wah! der Zerlegungsfolge und der 4,; offenbar unabhingig;
das Integral von F (1) in bezug auf E definiert man eben durch diese
Limestransformation, also durch

[F()dE, _nlg{.lo ZF nt) E (Ong) -
Kurz wird dieses Integral wieder auch mit F (E) bezeichnet. Die Eigen-
schaften 1—6 aus III. 2 bleiben im Limes beibehalten, also gelten sie
auch fir die jetzt betrachteten Funktionen. Auch 7 gilt, es ist ja

(F( fg)—hrnZ'F 1) (E(0,2) ], 8) /F A(E:f, g

und n—>»o0

FE)F = lim |[Fu @) = lim  [|F,(DPd|E, = [|F(DPd|Ef.

Somit gilt auch 8.

Es sei nun F (1) eine beschrankte Funktion, die zur ersten BAIRE-
schen Klasse gehért, |F(4)| = M. Man wihle eine Folge F;(1) gleich-
méBig stetiger Funktionen, so daB Fy(4) - F(4), 1F,, ]< M. Aus
mlrir—l;loo(Fn (A)—F,,(1))= 0folgt (Eigenschaft 8): . 1;5200(17 )—Fn(E))=0.

Also ist auch die Transformationsfolge F,(E) konvergent. Die Limes-
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transformation ist gleichfalls durch M beschriankt. Sie kann von der
speziellen Wahl der Folge Fi(1) natiirlich nicht abhingen; das Inte-

gral fF (A)dE, (oder kurz F(E)) wird eben durch sie definiert. Die

Eigenschaften 1—8 bleiben wieder giiltig, nur handelt es sich jetzt in 7
um LEBESGUE-STIELTJEssche Integrale.

Von den Funktionen der ersten Baireschen Klasse gelangt man auf
analoge Weise Schritt fiir Schritt zu Funktionen, die in einer beliebigen
hoheren BAireschen Klasse enthalten sind; die Eigenschaften 1—8
bleiben dabei immer erhalten.

Zwei Funktionen, die sich voneinander nur im Inneren von solchen In-
tervallen unterscheiden, auf denen E; konstant ist (Konstanzintervallen),
haben in bezug auf E offenbar das gleiche Integral. Ist insbesondere
E,= {? 211; ﬁ; ]”‘}, so hidngt das Integral von F (1) vom Verhalten

von F (1) auBerhalb [m, M] nicht ab; wir diirfen in diesem Falle statt
o M
[F(3)dE; auch [F(3)dE; schreiben.

Eine Ausdehnung des Integralbegriffes auf nichtbeschrinkte Funk-
tionen wird in VII geschehen.

4. Integrale in bezug auf eine mehrparametrige
Spektralschar.
Das Integral einer beschrinkten Funktion F(1,, 4,, ..., 4,) in
bezug auf eine u-parametrige Spektralschar E = {Ey, ,,, ..., 1,} 148t sich
auf analoge Weise einfithren. Zuerst wird jedem #-dimensionalen ,,halb-

abgeschlossenen* Intervall §={a,<<1,=b,, ay<<A,=<b,, . .., 4, <1, = by}
n

die Projektion E (d) ::].Yl(Eblbz...bl_lbibi_,.; oibn — Ebiby e by 1aibugs ... ba)
i=

zugeordnet. Den offenen und den teils abgeschlossenen Intervallen
ordnet man ebenfalls Projektionen zu, nur sind dann in der Definitions-
formel die entsprechenden a; bzw. b; durch 4; — 0 bzw. b; — 0 zu er-
setzen. Haben die Intervalle &' und ¢” keine gemeinsamen Punkte, so
sind E(6") und E(8”) orthogonal. Zerlegt man ¢ in endlich oder ab-
zdhlbar unendlich viele paarweise punktfremde Intervalle: d;, d, ...,
so ist E(6) =2 E(d;). Bedeutet endlich R, den ganzen (n-dimensio-
nalen) Parameterraum, so ist E(R,) = 1.

Man kann die Integrale der Treppenfunktionen, der stetigen Funk-
tionen und der Funktionen héherer BairREschen Klassen Schritt fiir
Schritt ebenso definieren, wie dies im linearen Falle geschehen ist. Die
Eigenschaften 1—8(III.2) bleiben dabei giiltig. Es sei bemerkt, daB3, wenn
Ei 4, ... 1, Produkt der linearen Spektralscharen EY, EP, ..., E{" ist, dann

[hO)f () - fuAn)AEs, 4, .. 2a=[FL (W AED- [[,()AED...[f(D)AEY.
Ra — 0 —"o0 S
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IV. Kanonische Spektraldarstellung
beschrinkter selbstadjungierter
und normaler Transformationen.

1. Spektraldarstellung beschrinkter selbstadjungierter
Transformationen.

Es sei A eine beschriankte selbstadjungierte Transformation, B sei
die positive Quadratwurzel von A2 (nach II. 1). Die Transformationen
A+ =$(B + 4) und A- = {(B — A) heiBlen der positive bzw. negative
Teil von A; man hat 4 = A+ — A-.

Die Menge derjenigen Elemente f, fiir die A+f = 0, sei mit  be-
zeichnet, sie ist offenbar ein Unterraum von K. Ist E die Projektion
auf &, so hat man A+E = 0.

Aus BopA? folgt BovA, also auch A+ppA4 und A-vpAd. Esgilt
auch EppA, was man folgendermaBen einsieht. Sei CvA, dann ist
auch CvA~*; die Gleichung A+Cf= CA+f zeigt, daB Cf € &, sobald
{ € &. Hieraus folgt, dal CE = ECE. Ist C selbstadjungiert, so folgt
hieraus EC = (CE)* = (ECE)* = ECE = CE, d. h. CvE.

Aus BypA folgt At A~ = }(B2— A?); also ist A* A~ = 0. Hieraus
folgt, daB alle Elemente von der Form A-f zu Q gehéren, also, dal
EA-=A-. Da E, A* und A~ vertauschbar sind, hat man

(1) EA-=A"E=A- und EA+=A+E=0.

Da A+ + A- gleich B, also positiv ist, hat man nach II. 1:

(2) A~ =FEA-+EA+*+=EB=0,At+=B—A-=B—-EB=(I-E)B=0.

Endlich folgt aus 4 = A+ — A-:

(3) AE =A+*E — A" E=—A4-, Al —E)y=A+ A~ = A+.
Wir werden das Gesagte auf Ay = A — A1 (1 reell), statt auf 4

selbst, anwenden; Bj, A}, A7 und E; seien die zugehérigen Trans-

formationen. Aus B;bbA;, AfvvA; usw. folgt offenbar auch B;pvv 4,

A}ppA usw.; insbesondere sind alle Transformationen A;, B., A},

A;, E, miteinander vertauschbar.
Es wird behauptet, daB {E;} eine Spektralschar ist, und da8

A= [1dE,.

Da A; nach (2) positiv ist, und da A4; eine monoton abnehmende
Funktion des Parameters ist, hat man fir 1 < w

Af —Af + A; = Af — A+ Ay — A7 = A4, — A, = 0.
Da auch 4} = 0, so ist:
AF(AF —AF +4,)=0.
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Dies ergibt, mit Riicksicht auf AfA4, = O,
(ApATf ) = (402, f) = 4L 1P

Wenn also Ajf fir ein f gleich 0 ist, dann muB auch A} gleich 0
sein; womit gezeigt ist, dal E, E; = E;.

Nachdem die Monotonie von E; bewiesen' wurde, zeigen wir, dal
E, = O fiir A <m und E; = I fiir A = M (m, M bezeichnen die untere
bzw. obere Grenze von A). Zuerst sei 4 <<m, dann ist A; positiv,
folglich ist, wegen der Eindeutigkeit der positiven Quadratwurzel, B;
gleich A;, und somit A} auch gleich 4;. Aus (4:f, /) = (m — N D
folgt, daB die Gleichung A;f = O nur fiir { = 0 statthat, d. h. E; = 0.
Nun sei A= M; dann ist —4; =0, also By =—4;, A} =0 und
somit E; = I.

Jetzt betrachten wir ein Intervall é = (4, u]; fir die Projektion
E(0) = E, — E, gilt:

(4) ELE(@) = (I —E)E(0) = E(9).

Da die Produkte 4, E(d), Af E (0), zusammen mit A, , A und E(5),
positiv sind, hat man, mit Riicksicht auf (3) und (4),

(uI — A)E(8) = —ALE () = —ALEE(8) = AE(9)
(A — AE(6) = A1E() = Ax(I — E;)E(0) = AJE(9)

=
=

0:
0

Anders geschrieben heiflt dies:
(5) 1E(0) =< AE(0) = nE(9).

LiBt man u abnehmend gegen das feste 1 streben, so wird die
Projektion E (8) = E, — E; ebenfalls abnehmen und so wird sie, nach
II. 1, gegen eine Projektion P(4) konvergieren. (5) ergibt im Grenzfall:

AP =APQ) =4P(4),

d. h. APQ)=1P@}), A3 P(A) =0. Nach (3) wird also auch
AfP() = (I — E;) A, P(3) = O. Dies bedeutet, daB P(A)f fiir jedes f
in g, enthalten ist, d.h. E; P(1) = P(4). Vergleicht man dieses Resultat
mit der Gleichung (I — E;) P(1) = P(2), Grenzfall von (4), so erhilt
man: P (1) = 0. Damit ist gezeigt, daB E; eine vonrechts stetige Funk-
tion des Parameters ist.

{E;} ist also wirklich eine Spektralschar; E; ist auf (—oo, m) und
[M, oo) konstant gleich O bzw. I.

Es sei nun Z, = {8,;} eine Folge von Zerlegungen von (— oo, o),
so daB m%xénk — 0 fiir # —> 00; es sei Opr = (Ang, Unr). Aus (5) folgt

fiir jedes #:
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Da die mittlere Summe gleich 4 ist, und da die beiden anderen Summen
M

fiir # — oo definitionsgemiB gegen f 1dE, konvergieren, hat man
A= 7{1 adE;. "

]TTS sei {E7} eine beliebige andere Spektralschar, so daB Ej auBerhalb
[m, M] konstant gleich O bzw. I ist, und fiir die ebenfalls gilt: 4 = ﬁdEi.

m
Dann folgt aus den Eigenschaften 1—3 des Integrals (III. 2), daB die
Gleichung

M M
[P(R)dE, = [P(l)dE;

m
nicht nur fiir P(1) = 1, sondern auch fiir jedes beliebige Polynom P (4)
von A statthat. Sei a eine reelle Zahl und wahlen wir eine Folge P,(4)
von Polynomen, die auf [#, M] beschrankt ist und gegen die Funktion
e, (A) = {é gﬁ %fz strebt. Dann hat man P,(E) > ¢,(E) =E
P,(F) —> ¢,(E) = E, also E,= E,. Also ist {E7} identisch mit {E;}.
Damit ist der folgende grundlegende Satz bewiesen!:

Zu feder beschrinkten selbstadjungievien Transformation A mit den
Grenzen m und M gibt es eine und nur eine Spektralschar {E;} derart, daff
E, auferhalb des Intervalles [m, M ] konstant ist, und fiir die

M

A =[1dE;
gilt. Es ist E;pbA. "

2. Spektraldarstellung beschrénkter normaler
Transformationen.
Sei N eine beschriankte normale Transformation. 4, = $ (VN + N¥)

und A4, = i (N — N*) sind dann selbstadjungiert, miteinander ver-
tauschbar und esgilt N=4, +¢A Fernerist|4,|=<|N|und|4,|=<|N]|.

Sei Al——fldE‘” und Az—fléE‘z’ (vgl.IV.1). Da EQvpA,, E2vv 4,
und A,v4,, hat man auch E ‘“bE“” Man bilde die komplexe Spektralschar
K,=EPE? (z=x+1y). Man hat fde fxdE‘” de“’)—A I=A4,,
wo G die komplexe z-Ebene bedeutet und ebenso / ydK, = A,, also

N=A4,+4+ 14, ——f( +1y)dK, —jszz. Da EY und E? auBerhalb
G G

1 Fiir weitere Beweise dieses von HILBERT stammenden fundamentalen Satzes
sieche HiLBerT [1], HELLINGER [2], Riesz [1], [2], V. NEUMANN [1], STONE [1],
LENGYEL-STONE [1], WECKEN [1], sowie Riesz [*] (Kap. 5), WINTNER [*] (Kap. 5)
StoNE [*] (Kap. 5). Siehe noch FuBnote 1, S. 50.
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[—|N]|, | N|] gewiB konstant sind, handelt es sich hier im wesentlichen

um eine Integration auf dem Quadrat (—|N|= x, y =<|N|). Genauer,

es handelt sich hier um eine Integration auf dem Kreise |z| =< |N|, da

fiir jedes auBlerhalb dieses Kreises gelegene Rechteck 6 gilt: K(6) = O.

Denn ist es(z) =1 auf d und = 0 sonst, so hat man /ea (2)dK,= K (6) und
é

[es@(INJE — 52)dK, = K(3) (IN[E-T — N*N) = 0,
G

obwohl der Integrand auf 6 negativ, sonst gleich 0 ist; also muB
K (d) = O sein. )

Aus By N und B = B* folgt BoN*, somit Bv A, und Bp4,, daher
auch BvEY, BpE® und BpK,. Also ist K,poN.

Zu fjeder beschvinkten mnormalen Transformation N gibt es eine und
nur eine komplexe Spektralschar {K,} so, daB K, auferhalb des Kreises
|z| <|N| nicht variiert (d.h. K(8) = O fiir jedes Rechteck 6 auferhalb
dieses Kreises), und fiir die

N = f 2dK,.
Man hat K,opoN 1 G

Die Eindeutigkeit von {K,} beweist man dhnlich wie bei den selbst-
adjungierten Transformationen.

Es werde jetzt der spezielle Fall einer unitiren Transformation U
betrachtet. Sei U = / zdK,; da |U| =1, handelt es sich hier um eine

G

Integration auf |z] = 1.

et <
Fiir 0= @ =2z sei gesetzt: ¢, (2) = {1’ wenn |z =1 und 0 <argz=g,

0 sonst,
und sei E, =/e¢(z)dK2. Da (4 (2))2 = €5 (2), €, (2) = e, (2) fir py = @,
G

_1>im+oe,,, (2) = egp(2) und ¢,(z) =0, ist {E,} eine rechtsstetige mono-
p>o
tone Schar von Projektionen mit E,= O. Da fiir |z| = 1 offenbar
e (2) = IEn (zz)" gilt, ist Eg, = lim (U*U)" = I. Setzt man E, =0

n o0 n-—ro0
fir ¢ <0 und E, =1 fir ¢ > 2%, so wird {E,} eine Spektral-
schar.
Sei e>> 0 gegeben. Sei 0=, <@, <@, <+ <@,=27; @ — @z _1<<E.

Dann ist

DMz
2

(z2—€'7x) (€0, (2) — g, _, (Z))| <e.

ei(pk(e‘)”k(z)_&%’k_l (Z))’}Z;k=l I

1

2625 (2)—
s

It

also ist auch

n
LrEgn ——Z ei(pk(Eq)k —_ E‘PkAl) < €.
k=1

Daher ist
27
U=UE,, =fei9”dE,P.
0

1 WinTNER [1] S. 281, v. NEUMANN [2].
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Gibe es noch eine Spektralschar {E} mit Ej = O, E5, = I und

27
fei‘PdEf,,:- U, so hitte man fir x =0, 1, 2, .. .:

fe““PdE —Un—[ewwdE’ und /e nedE = (U*" /rde/

also auch fiir jedes trigonometrische Polynom #(p):

2n 27"
[t@)dE, = [t(p)dE,.
0 0

Man wende diese Gleichung auf eine Folge ¢, (@) von trigonometrischen
Polynomen an, die beschrinkt ist und auf [0, 2] gegen die Funktion
1 fiir 0o<p=a

Za(®) :{O fiir p =0 und fire<<p=2x
gegebene Zahl zwischen 0 und 2z ist. Man erhilt: #,(E) - y,(E) = E,
und #,(E") - y,(F) = E,, also ist E, = E’,.

Somit haben wir den folgenden Satz!:

Zu jeder unitiven Transformation U gehort eine und nur eine Spekiral-
schar {E,}, fiir die Eg= O, Ey, = I und

strebt, wobei a eine beliebig

27
U= [eivdE,.
Es gilt E,ovU. 0

V. Verallgemeinerung des Begriffs
einer Transformation.
Nichtbeschridnkte selbstadjungierte
und normale Transformationen.

1. Allgemeine Betrachtungen.

Bisher haben wir nur solche Transformationen von R in sich be-
trachtet, die fiir jedes Element f von ® definiert und beschrinkt sind.
Jetzt soll der Begriff einer Transformat.on folgendermaBen verall-
gemeinert werden.

Eine Transformation T ist eine Funktion, die den Elementen f aus
einer Menge ®y S R Werte g = Tf aus R zuordnet, wihrend sie den
Elementen auBerhalb Dy nichts zuordnet?. Dy heiBt der Definitionsbereich

!} WINTNER [1], v. NEUMANN [1] (S.281), FrIEDRICHS [4], WECKEN [1],
STONE [*] (S. 302), TEICHMULLER [1] (§ 14). Der oben angefithrte Beweis lehnt
sich am meisten an v. NEUMANN.

% Sind die Werte g = T/ aus einem anderen Raum %', so spricht man von
einer Transformation von R in R’. Die Satze von V. 1—2 bleiben mit sinn-
gemaBen Veranderungen auch fiir solche Transformationen giiltig, vgl. MurRrAY [1].
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von T. Ist ©pin R dicht, so sagen wir, T sei dicht definiert. Ist B S Dy,
so soll die Menge der Elemente T/ mit f aus 8 mit 79 bezeichnet werden.
TDyp selbst heiBt der Wertevorrat von T und wird mit 98, bezeichnet.

Ist Dy eine Linearmannigfaltigkeit und ist T (a,f; + aofs) = &, T,
+a,Tf, fir f;, f, € Dp, so heiBt T linear. Dann ist stets 70=0,

Eine lineare Transformation T heilt beschrinkt, wenn Dy = R und
ITH|<|T||f| fir jedes f (]T] bezeichnet die kleinstmégliche solche
Konstante).

T heiBt abgeschlossen, wenn aus f, > f und Tf, - g folgt, daB
T'f sinnvoll (d. h. f € Dp) und = gist. Insbesondere ist jede beschrankte
lineare Transformation abgeschlossen (weil stetig).

T’ ist die Fortsetzung von T, in Zeichen T'2 T oder T € T, wenn
D 2 Dpund Tf= T'f fiir jedes f € Dp. Ist DE Dy, so heiBt die Trans-
formation 77, die auf ® iberall gleich T, sonst sinnlos ist, die Ein-
schrankung von T auf D. T, = T, bedeutet, daB T, 2 T, und T, S T,
d. h. Transformationen sind gleich, wenn sie denselben Definitionsbereich
haben wnd in ihm gleiche Werte annehmen. T, und T, heiflen metrisch
gleich, wenn Dy, = Dy, und |T,f| = | Tof| tiir { € Do, .

T+ T,, ¢T, T,T,, limT,, T-! definiert man wie folgt:
a) Dp, v p,= Dy, Dy, und (T + To)f = Tf + Tof fir f€Dp, 4 p,. —
b) Dpr =Dy und (T)f = ¢(T}) fiir fE€Dup. — ©) (T3 Ty)f = T4(T, 1),
wenn T,f und T,(7T,f) sinnvoll sind, sonst ist (T, T,)f sinnlos. —
d) (im7T,)f = lim(T,f), wenn T,f fiir alle hinreichend groBen # sinn-
voll ist und konvergiert, sonst sinnlos. — e) Wenn Tf = T'g nur fiir
{ =g, dann wird T-! (die Inverse von T) so erklart: Dy = Wy und
T-Y(Tfy=f. Sind T, T,, T, usw. linear, so sind diese Verkniipfungen
auch linear. Fiir die Existenz von T -! geniigt es dann zu fordern, daB
T{=0 nur fir f = 0.

Wenn 7" dicht definiert ist, dann erklirt man T* (die Adjungierte
von T) so. D+ ist die Menge derjenigen fE€ER, zu denen es ein f*ER
derart gibt, daf

(1) (Tg, ) = (g, ")

fir jedes g€ Dy gilt; dieses f* ist eindeutig bestimmt, und man setzt
T*f = f*. T* ist offenbar linear. Es folgt aus der Stetigkeit des inneren
Produktes, daB T* abgeschlossen ist. Wenn T linear und beschrinkt
ist, dann ist T* iiberall definiert und beschrinkt (vgl. I. ).

Man kann die folgenden Regeln leicht rechtfertigen:

Ty +Te=Ty+Ty; (T1+Ty)+Ty3=T,+(T,+Ty); O0T<SO;
(Tsz) Ty = Tl(TzTa)} (T, + Ty) T, = T1T3 + T, Ts;
TW(To+T) 2T, T, + T, T,

(das Zeichen = gilt z. B., wenn T, diberall definiert ist); (LimT,)T
=lim(T,T); (T T, =TT, wenn T7! und T5' existieren.
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Fernerist 0*=0, (cI)*=cl, (T, + T)*2 Ty +TF, (T, T)*2 TFTF.
In den beiden letzten Gleichungen gilt das =-Zeichen 2. B. dann, wenn
T, beschriankt ist'. Aus T, S T, folgt TF 2 T¥.

Es sei fi2=%R x R (vgl. 1. 2) der Raum aller geordneten Paare
{f1, f} von Elementen aus R.

Die Menge 8y aller Elemente von 2 von der Form {f, T}, f € Dr,
heiBt das Bild von T.2 B, ist dann und nur dann eine Linearmannig-
faltigkeit, wenn 7 linear list. By ist dann und nur dann eine ab-
geschlossene Menge, wenn T abgeschlossen ist. B; < 87 bedeutet, da3
T’ eirie echte Fortsetzung von T ist.

In R? definieren wir die folgenden unitiren Transformationen:

U{fe, 1} = 1} Vi, fo} = {f —H};
es gilt: U2 = —V2 = (die identische Transformation), UV = —VU.
(1) kann nun in der folgenden Form geschrieben werden:

(Vie. Tg}, {f. ) =o.
Dies zeigt, dal Bz« aus allen denjenigen Elementen von %2 besteht,
die orthogonal zu jedem Element V{g, T'g} (g € Dy), also orthogonal
zu V®Br sind. Wenn man also den durch By aufgespannten Unterraum
von R mit [By] bezeichnet (dann ist V[By] der durch VB, auf-
gespannte Unterraum), dann hat man

2) Bre = KO V[By].

Wenn T-1, T* und (T-1)* existieren, dann ist (T -1)* = (T*)-1.

Dies folgt, wegen Br-1 = UBy, aus (2), weil

Bir-ip =R O V[Br-1] = RS VU[B] = UUR O V[B7)

= U@ O V[B7)) = UB-.

Sei T dicht definiert, linear und abgeschlossen. Dann ist T* auch dicht
definiert und T** == (T*)* ist gleich T.

Wire Dps nicht dicht in R, so wiirde es ein zu Dps orthogonales

Element % == 0 geben. Dann wire {0, 4} orthogonal zu jedem Element
{T*f, —f} (f € Dp+), also hitte man

{0. BEROVBr =R O (VRO V2%8y) = RO (R2 O Br) = By

Darum miifite 4 = T0, also % = 0 sein. — Somit ist Dy dicht in R,
daher existiert auch 7**, und man hat
%T**=m2@V§BT*=§R2@V(8‘{2@V§BT)=V(§R2@(§R2®V§3T))=V2%T=§BT:
also T** = T. — Allgemeiner gilt folgendes:

1 Denn sei f€Dp, 4 p,+; fiir jedes g € D, hat man (Tyg, f) = (Ty+ T, f)— (T1g. )
= (g, (Ty + Ty*f — T¥f), also ist f€ @T;, folglich ist Dy, 4 T EDpr ¢ T —
Ist €Dy, ,y», 50 hat man fiir jedes g € Dy,: (Tog, TH)=(T,T,8./)=(g, (T, Ty*f),
also ist T¥f€ EDT;; folglich ist Dip, )x S @T; T*.

2 Auch ,,Graph von T genannt. Die auf diesem Begriff ruhenden folgenden
Uberlegungen und Ergebnisse stammen von v. NEuMANN [5].
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T* ist dann und nur dann dichi definiert, d. h. T** existiert dann und
nur dann, wenn T eine abgeschlossene lineare Fortsetzung hat. T** ist (falls
vorhanden) die Rleinste solche Fortsetzung von T, denn es gilt Bpen = [Br).

Ist Dp« dicht in R, also existiert T**, so hat man

Byre =R O VB =R OVROVBr)) = V(RO (R O V[Br))
= V2[By] = [Br],

also ist T** eine abgeschlossene lineare Fortsetzung von T. Sie ist
die engste, da, wenn 7, eine beliebige andere abgeschlossene lineare
Fortsetzung von T ist, dann ist By 2 [By] = By, also T; D TH*, —
Umgekehrt, es sei vorausgesetzt, daB3 T iiberhaupt eine abgeschlossene
lineare Fortsetzung T, besitzt. Dann ist nach dem oben bewiesenen ®ys
in ® dicht. Da aber aus T S T, offenbar D+ 2 Dy folgt, ist auch Dp»
in R dicht.

2. Uber das Produkt T*T.

Seir T dicht definiert, linear und abgeschlossen. Dann existiert
(I 4+ T*T)~! und ist gleich einer beschrinkien positiven selbstadjungierien
Transformation B mit |B|=1. C= T B ist auch eine beschrinkte Trans-
formation, |C| =1. — Ist T’ die Einschrinkung von T auf Dpeq, so
ist T die kleinste abgeschlossene lineare Forisetzung von T (folglich ist
Dy p dicht in Dy und damit auch in R) L.

Sei h beliebig aus R. Das Element {4, 0} aus R? sei als Summe
seiner Projektionen auf By und R2 (=) By, d. h. auf By und VB« dar-
gestellt:

3) fhooy={TH+{T*¢. —g, [€Dr, gED.
Das Gleichungssystem
(4) h=f+T*g, 0=Tf—g¢g

hat also die einzige Losung f € Dy, g € Dp«. Diedurch BA=f, Ch=¢g
definierten Transformationen B und C sind offenbar linear ; Dp=Py=R.
Aus (4) folgt:

4) I=B+T*C, 0=TB-C,
also
(5) =TB und I=B+ T*TB= I+ T*T)B.

Da die Glieder rechts in (3) orthogonal sind, hat man
V2P =1{r, ojft =111, TAP + {T*e, —g}f =P +I TP +1T*el* + el
folglich | BAP + |Chlt = |1 + gl = [fe, also ist | B] = 1 und [C]=1.

2
»

! Demgegeniiber gibt es abgeschlossene lineare, dicht definierte Transforma-
tionen T, fiir die D= auBer 0 kein Element enthilt; T kann sogar symmetrisch
sein (d. h. T © T*), vgl. NEUMARK [1].
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Fiir beliebiges f € Dp«qp gilt
(©) (T+T*D)f f) =, ) + (T*Tf, ) = |fp + |7+

aus (I + T*T)f = 0 folgt also f = 0. Hieraus folgt, daB (I + T*T)-!
existiert; wegen (5) ist es gleich B. Aus (6) folgt weiter (k, Bh) = | B#2|
+ | T BA; also (Bk, k) = 0 fiir jedes & € R und (Bh, k) = 0 nur dann,
wenn B% = 0, also, wenn 4 = (I + T*T)Bh = 0.

Man hat weiter

(Bhy, hy) = (Bhb I+ T* T)th) = (Bhy, Bhy) + (Bhy, T*T Bh,)
= (Bhy, Bhy) + (T*T Bh,, Bh,) =(I{+T*T)Bh,, Bhyy= (h,, Bhy,),

d. h. B ist selbstadjungiert.
Ist T’ die Einschrinkung von T auf ®Dgsp, so ist B~ dicht in Br.
" Sonst gibe es ja ein von {0, 0} verschiedenes {g, Tg} € By derart, daB

0=({e Tgh{f, TH=(e. N +(Te. TH=(g.)+ (€ T*TH=(g.(I+T*T))

fir jedes f aus Dpeqp, folglich 0 = (g, (I + T* T)Bh) = (g, h) fiir jedes
h aus R; es sollte also g gleich 0 sein, also wire doch {g, Tg} = {0, 0}.

Br ist also der durch By aufgespannte Unterraum von %2, folglich
ist T die kleinste abgeschlossene lineare Fortsetzung von 7°.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Sind T) und T, dicht definierte lineare, abgeschlossene Transforma-
tionen und gilt TYT, = T5 T,, so sind T, und T, metrisch gleich.

Fiir g € Dy 7, = Dy 7, hat man (T, g, T,8) = (g, T T18) = (g, T5T,8)
= (T38, T,g), also |Tyg| =|T,g].

Sei nun f beliebig aus Dp,. Dann gibt es eine Folge gn aus Dpryp,
so daBl g, — f und T'yg, > T1/.* Wegen [Ty (g, — gu)]=|T1(gn—gm)] >0
konvergiert dann auch T,g,. Wegen der Abgeschlossenheit von T, ist
also f € ®p, und T,f = limT,g,, folglich

|T2f| = lim | Ty, = lim | Ty g, = | T, ].

Aus dem Beweis sieht man,.daB D, S Dyp,. Aus Symmetriegriinden

folgt hieraus ®p, = Dy, womit alles bewiesen ist.

2
B

3. Vertauschbarkeit, kartesisches Produkt und
Reduktion von Transformationen.

Eine beschrinkte lineare Transformation B heiBt mit der (all-
gemeinen) linearen Transformation 7 vertauschbar, in Zeichen ByoT,
wenn BT C TB.? Ist auch T beschrinkt, so geht diese Definition in
die in I. 5 gegebenen iiber; dann folgt aus By T auch T B.

1 Dies folgt daraus, daB, wenn T! die Einschrinkung von T, auf SDT; r, ist,
dann [%Tl'] = %Tx'

2 Tov{T,} soll, wie bisher, bedeuten, daB jede mit allen T, vertauschbare
beschrankte selbstadjungierte Transformation auch mit T vertauschbar ist.
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a) Aus BoT, und Bv T, folgt Bo(T, + T,) und BoT,T,. b) Aus
ByoT und Byo T folgt (By + By)vT und B, ByoT. c) Existiert T°1 so
folgt aus BoT, daf BoT-'. d) Aus BvA, folgt BolimA,. e) Aus
B, T folgt, wenn lim By, beschrinkt und T abgeschlossen sind, daflimB,o T.
f) Wenn T* existiert, dann folgt aus Bv T, daff B*oT*.

a) und b) sind klar. c): Ist f € Dp-1, so ist f= TT-'f, daher
Bf=BTT-1f=TBT-f;folglich existiert T-! Bf und ist gleich BT~ 11
d): Wenn f € Dy 1, dann ist T, fiir hinreichend groBe » sinnvoll und
konvergent; wegen der Stetigkeit von B hatman B-Um T, f = imBT,f
=1lim T,Bf = (lim T,) Bf. ¢): Wenn f € ®y, dann konvergieren B,f
und T B,f (weil T B,f = B,Tf); wegen der Abgeschlossenheit von T ist
lim B,/ € ®r, und man hat Tlim B,f=1im T B,f=1im B, T'f. f): Wenn
{€ Dpe, danngilt (Tg, B*f)=(BTg,f)=(T Bg,f)=(Bg, T*f)=(g, B*T*/) .
fiir beliebiges g € Dy, also ist B*f € D+ und T* B*f ist gleich B* T*f

Sei {R.} (w € Q) irgendeine Menge von euklidischen Rdumen und in

jedem R, sei je eine lineare Transformation T, definiert. In =[] X R
wg R
definieren wir eine Transformation T folgendermaBen: D, besteht aus

allen f={f.} ER, fiir die f, € Dy, und {To,fo} ER (d. h.wggﬂ To fa,[12<oo);

fiir ein solches f sei Tf={T,fw}. T ist linear und heiBt das karie-

sische Produkt der T,,, wir schreiben T = JJ X T,. Die Einschrinkung
N 0w € R

von T auf R, (als Unterraum von % betrachtet) ist offenbar gleich T,

und die Projektion P, von % auf R,, ist offenbar mit T vertauschbar. —

Sind die T, alle abgeschlossen, so ist es auch T.

Wenn alle T existieren, so existiert auch ( I x Tm)* und ist gleich
€0

II < T%. Da jedes Dp, in R, dicht ist, ist auch Dy (WO T=]Tx Tw)

wE R wE 2
in % dicht; folglich existiert 7*. Man setze T"=J] X T%,. Wenn 4 € Dy,
wE R
dann gilt fiir jedes f €Dy (TF, 7)) =2 (Twfew, o) =2 (o, Tsha) =(f, T'h),
w2 wg

also ist 77C T*. Seinun g € Dy=; fiir jedes fEDphat man (T}, g)=(f, T*g),

d.-h. X (Tofw, 80) =2 (fo, (T*8)w). Wendet man dies insbesondere
) we®

auf jene f an, fiir die nur die R,-Komponente f, von 0 verschieden
ist, so erhilt man (Tufw, o) = (fo, (T*8)w), giiltig fir jedes f, € Dr,,.
Hieraus folgt, daB g, € Dpy und T}g, = (T*g).. Folglich ist
2IThelf =2 [(T*g)ul? = | T*g[* <o,
wE R wE 2

also g € Dp. Also ist Dy 2 Dpx, was, zusammen mit dem friiheren
Ergebnis TV € T*, eben T’ = T* ergibt, w. z. b. w.

Sei T eine lineare Transformation in einem Raum $ und IR sei
ein Unterraum von R. Man sagt, I reduziere T, wenn T kartesisches
Produkt einer Transformation von % und einer Transformation von
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N =ROM ist. Notwendig und hinveichend hierfiir ist, daB Pv T, wo P
die Projektion auf I bedeutet. Die Notwendigkeit ist klar. Aus Pp T
folgt PTP S TPP = TP, also (da beide Seiten denselben Definitions-
bereich haben) PT P = T P, und ebenso (I — P)T(I — P) = T(I — P).
Weiter folgt T=PT+(I—P)TCTP+T(I—P)ST(P+(I—P))=T,
also T= TP+ T(I — P). Die ersten Geichungen besagen, daB T,,
die Einschrinkung von T auf M, Werte aus I, wihrend T,, die Ein-
schrdnkung von T auf f, Werte aus 9% annimmt (also kann man T, T,
als lineare Transformationen der Raume It bzw. ¢ betrachten). Die letzte
Gleichung besagt, daB3 f€ D, dann und nur dann, wenn f, = Pf € Dy,
und f, = (I — P)f € Dp,, und dann hat Tf die Komponenten T, f, und
T,f,. Dies bedeutet eben, daB T = T,x T,. T, heiBt der in I lie-
gende Teil von T; M ,,reduziert T auf T,

Ist T beschrinkt, und transformieren T und T* beide IR in sich,
so wird T von IR reduziert. Denn ist P die Projektion auf 9%, so hat
man TP = PTP = (PT*P)* = (T*P)* = PT, also Py T.

4. Selbstadjungierte und normale Transformationen.
Eine Transformation A heift normal, wenn sie dicht definiert, linear
und abgeschlossen ist und wenn auferdem A*A = A A* gilt.
Aquivalent damit ist die folgende Definition :
Eine Transformation A heift normal, wenn sie dicht definiert und linear
st und wenn A und A* metrisch gleich sind' (im Sinne von V. 1).
In der Tat: Ist 4 normal im ersten Sinne, dann bat man 4* 4 — (A*)* 4%,

also sind (nach V. 2) die Transformationen 4 und 4* metrisch gleich, also ist
A normal auch im zweiten Sinne.

Ist 4 normal im zweiten Sinne, so ist sie abgeschlossen. Denn aus f,— f,
Af, —f folgt [[A*(f, — fa)| =4 (f. — fa)| =0, also A*f — f”. Da A* ab-
geschlossen ist, gehort f zu Dy, also auch zu D,, und es ist ¥ = 4*f. Wegen
|4 (fs — Hl = |4* (f» — | — 0 strebt Af, gegen Af. — Um A*A = AA* zu
beweisen, bemerke man zuerst, dag, wegen
4de. AN =A@+ NE— 4@ — N+ |4+ ifE—ifA@g—ipP

= 4* g+ NPF—]4* g —NP+ilA* g+ifP—2| A% (g —if)|P=4 (A*g, 4*f),
(Ag, Af) = (4*g, A*f) fiir jedes f und g aus D,. Ist f€ D44, so folgt hieraus
(Ag, Af)y = (g, AA*f) fir jedes g €D,. Also ist Af€ Dy und A*Af— 4 A*f,
d. h. es gilt: 44*C A4*4. Ahnlich beweist man, daB A4* A4 C A4 A*, also ist
AA* = A* 4. Folglich ist 4 normal auch im ersten Sinne.

-&ine normale Transformation ist maximal in dem Sinne, daB sie
keine echte normale Fortsetzung besitzt. Denn sind A und B normal,
A & B, so ist A* 2 B*, folglich D+ 2 Dg«. Da aber D, = D + und
Dp = Dp», folgt hieraus: D, 2 Dp. Folglich ist Dy = D, 4 = B.

1 Beide Definitionen nach v.NEUMANN [5]. Weitere a4quivalente Definitionen bei
v. NEUMANN [2], [8], sowie bei STONE [*] (S.312). NAXKANO [1], [4] nennt jede solche
dicht definierte lineare Transformation 4 normal, die mit der Einschrinkung
von A* auf D, metrisch gleich ist. Ist D, = D4+, d. h. ist 4 im Sinne des
Textes normal, so nennt es NAXKANO ,,hypermaximal normal.*

Ergebnisse der Mathematik. V/5. v. Sz. Nagy. 3
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Eine dicht definierte Transformation A heift selbstadjungiert, wenn
A = A*.1 Sie ist notwendig linear und abgeschlossen (da A4* es immer
ist). Ferner ist sie auch normal.

Ist A selbstadjungiert, so ist A + cI (c eine veelle Zahl) es auch.
Ist A normal, so ist A + cl (c eine reelle oder komplexe Zahl) es auch. —
Man hat ja immer (4 + c¢I)* = A* 4+ ¢I. Fiir selbstadjungierte A4
folgt hieraus die Behauptung unmittelbar. Ist 4 normal, so hat man
fir jedes f€ Dy: (A + cD*fP = |(A* + )P = |A*f]2 + c(4*F, f)
T, AP+ ool (P=JA P+ c(f, Af) + S(Af, ) + el P =|(4 + D) f

M1t A ist auch A* normal. Dies folgt sofort aus der ersten Defi-
nition.

Wenn die normale Transformation A vom Unterraum IN reduziert
wird, dann ist Agy, der in W liegende Teil von A, ebenjalls normal.
Dann ist ja A% eben der in IR liegende Teil von A*, also haben
Agy und A% den gleichen Definitionsbereich: M-D,, und in ihm gilt
|Anf] =4 f] = 14*f| = }4nf].

Wenn R =]J[ xR, und wenn in jedem Raum R, je eine normale

wE R
Transformation A, erklirt ist, dann ist A = [[ X A, ebenfalls normal. Sie
wER
ist die etmzige normale Transformation, die von jedem R, auf A, vedu-
zert wivd.
Da die Reihen gnAwthz und Z[]AZ‘, ho|? gliedweise gleich sind,

haben 4 und A* (= ]] xA*) den glelchen Definitionsbereich, und fiir
jedes h € Dy hat man ﬁA hf? ——ZHA B |? —%]]A*h ol = MA*A?, also

ist A wirklich normal. — Ist T eine beliebige normale Transformation,
die von jedem R, (als Unterraum von R betrachtet) auf A, reduziert
wird, so folgt aus der Abgeschlossenheit von T, dal T 2 A, was aber,
wegen der Maximalitit von 4, nur dann moglich ist, wenn 7T = 4.

V1. Symmetrische Transformationen.

1. Definition und einige einfache Eigenschaften.

Die Transformation H heiBBt symmetrisch?, wenn sie dicht definiert
und linear ist und wenn (H/, g) = (f, Hg) fiir jede f und g aus Dy gilt.
(Letzte Bedingung besagt, dal H € H*.)

Ist H symmetrisch, so ist es auch H**. Aus HE H* folgt ndmlich
H* D H** also H** C H* = (H*)** = (H**)*.

1 v. NEUMANN nennt sie ,, hypermaximal Hermitesch*. Der Begriff stammt
von E. ScHMIDT her, vgl. v. NEUMANN [1] (S. 72).
2 yv. NEUMANN nennt sie ,,Hermitesch*.
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Eine symmetrische Transformation heiit maximal, wenn sie keine
echte symmetrische Fortsetzung besitzt; fiir eine solche ist notwendig
H = H**, insbesondere ist also dann H immer abgeschlossen. Eine
selbstadjungierte Transformation A ist a fortiori symmetrisch, und zwar
maximal, da aus 4 € H und H € H* folgt: A* 2 H*2 H, also A2 H,
folglich 4 = H.

Es gelten die folgenden Sitze:

a) Ist H symmetrisch und Dy = R, so ist H selbstadjungiert. b) Ist
H symmetrisch und By = R, so ist H selbstadjungiert. c) Ist H symme-
trisch und ist Wy dicht in R, so existiert H~1 und ist symmetrisch. H ist
dann und wur dann selbstadjungiert, wenn H-1 es ist.

a): Aus H € H* und ®y = R folgt, daB H* notwendig mit H iiber-
einstimmt. b) folgt aus a) und c).

c): Wenn Hf = 0, dann ist (f, Hh) = (Hf, k) = 0 fiir jedes % € Dp;
folglich ist f orthogonal zu Wy, also gleich 0. Es existiert also H-1.
Nach V. 1 existiert dann aber auch (H*)-! und ist gleich (H-1)*. Aus
H < H* folgt offenbar H-1C (H*)-!. Also H-'CS (H-Y*; H-! ist
symmetrisch. H ist dann und nur dann gleich H*, wenn H-! gleich
(H*)-1, d. h. gleich (H-1)* ist.

2. Halbbeschridnkte symmetrische Transformationen.

Eine symmetrische Transformation H heif3t von unten bzw. von
oben halbbeschrinkt, wenn es eine Zahl ¢ derart gibt, daB3 (Hf, /) =c¢(}, f)
bzw. (Hf, f) <c(}, f) fir jedes f€ Dg gilt. (Wenn insbesondere (Hf, f) =0,
dann heiit H positiv.)

Eine symwmetrische halbbeschrinkte Transformation H kann immer zu
einer selbstadjungierten halbbeschrinkien Transformation wmit derselben
unteren bzw. oberven Grenze c fortgesetzt werden?.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit darf man annehmen, daf3
(Hf,/)=(f, /). In Dy fithren wir das neue innere Produkt (f, g)g=(H/, g)
und damit die neue Norm |f|z = V(Hf, /) ein; es gilt also |f|z =|7].
Die Bedingungen A—B (von I. 1) sind fiir D5 und das neue innere
Produkt erfiillt, C gilt aber im allgemeinen erst dann, wenn wir ®y mit
gewissen idealen Elementen erginzen. Diese lassen sich aber mit ge-
wissen Elementen von R identifizieren. Ein ideales Element ist ja durch
eine Klasse im Sinne der neuen Metrik d4quivalenten Fundamentalfolgen
fn € Dy definiert; diese Folgen sind aber (wegen |... |z =]...]) dqui-
valente Fundamentalfolgen auch im Sinne der alten Metrik, also kon-

1 SToNE [*] (S. 387); ferner FrIEDRICHS [1], wo auch Anwendungen auf
Eigenwertprobleme linearer partieller Differentialgleichungen gegeben sind. In
etwas weniger scharfer Form findet man den Satz bei WINTNER [*] (§111)
und v. NEUMANN [1] (S. 100—103). Wir fithren den durch FREUDENTHAL [1] ver-
einfachten Beweis von FRIEDRICHS an.

3*
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vergieren sie gegen ein wohlbestimmtes Element f von . Der durch
Hinzufiigung dieser Elemente vervollstindigte Raum soll mit Ry be-
zeichnet werden; er ist als eine Linearmannigfaltigkeit in & eingebettet.

Die Formel (f, g)g = (H/, g) gilt definitionsgemalB fiir f, g € Dy,
aus Stetigkeitsgriinden gilt sie auch fiir f € Dy und g € Ry.

Sei D = Dy++Ry; man hat offenbar Py S D S Dy». Die Ein-
schrankung von H* auf ® sei mit 4 bezeichnet.

A ist symmetrisch. Es seien f, g € D; dann gibt es Folgen f,,
gn € Dg, die in der neuen (also auch in der alten) Metrik gegen f bzw. g
konvergieren. Eskonvergiert dann auch (f,, g.)g = (Hw, &) = (fm, HEy)
fir #, m - co. Fiir den Limes hat man einerseits

lim lim (Hf,, g.) = hm (Hfm, g) = 11m (fm, 48) = (f, Ag),

m >0 N>
andererseits
lim lm (f,, Hg,) = hm (f, Hg,) = hm (Af, g.) = (41, 8),

n—>»00 Mm—>»o0

also (f, 4g) = (41, g), w. z. b. w. Weiter gilt
(Af, f) = lim (H*f, fp) = lim (f, Hf,) = lim (f, fuu = |ff&,

also ist (Af, f) = (f, f), d. h. A ist halbbeschrinkt mit derselben unteren
Grenze 1.

A ist sogar selbstadjungiers. Es sei g ein beliebiges Element aus .
Fiir { € ® hat man |( =|gl-I71 = lgl-|f]a- Also ist Ly(f) = (f, g)
eine im Raume Ry definierte, in bezug auf die dort giiltige Metrik be-
schrinkte lineare Operation. Nach I. 4 gibt es also ein g*¥ € Ry derart,
daB (f, g) = (f, g%)g = (Hf, g*¥). Diese Gleichung zeigt, in umgekehrter
Richtung gelesen, daBl g* € Dg«, also auch g* €D und A g* = H*g* = g.
Da g beliebig aus R gewihlt wurde, ist damit gezeigt, daB B, = R
Nach VI. 1b ist also 4 selbstadjungiert. Damit ist alles bewiesen.

Es gilt auch der folgende Satz, den wir nur aussprechen?!:

Eine symmetrische Transformation H, zu der man eine positive Zahl C
derart finden kann, daB |Hf| = C|f| fir jedes { € Dy gilt, kann zu einer
selbstadjungierten Transformation A fortgesetzt werden, fiir die A~ exi-
sutert, tiberall definiert und beschrinkt ist.

3. CavLevsche Transformierte, Fortsetzung einer

symmetrischen Transformation.

Eine lineare Transformation V heiBt isometrisch, wenn |V | = |f|
fiir jedes f € ®p. Aus der Identitdt I.1 (2) folgt dann (Vf, Vg) = (f, g)
fiir jedes Paar f, g aus Dy. Ist Dy = R, so ist also V*V = I; ist auch
Wy=NR, so hat man VV* =VV*VV-1=VIV-1=1. Eine iso-

1 CaLkin [1].
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metrische Transformation ist also dann (und nur dann) unitdr, wenn
Dy = By = R.

Sei H eine symmetrische Transformation. Fiir jedes f € Dg hat man
() |Hf £ iffp = (@}, H) £i B) FiHf )+ (G D =|HiR+]7E
Aus (H + ¢I)f = 0 folgt also f= 0, demnach existiert (H 4 ¢I)~1.
Man nennt
(2 Vag=(H—1l)(H + D)7}

die CAYLEYsche Transformiertel von H. Dy besteht aus den Elementen
g = (H + ¢I)f mit f € Dg, und Vyg ist gleich (H — ¢I)f. Aus (1) folgt
|Veg|=|g|, d. h. Vg ist isometrisch. Ebenfalls aus (1) folgt, daB Vg
dann und nur dann abgeschlossen ist, wenn H es ist.

Aus g = Hf +if und Vyg = Hf — if folgt (g — Vug) = ¢f und
g+ Vyg) = Hf. Ist g — Vgg=0, so ist auch g + Vyg = 0, folglich
g = 0; also existiert (I — Vg)~1. Man hat

) Hf =3I+ Veg=1I+ Ve — Vg '/

H wird somit durch ¥V eindeutig bestimmt. Da insbesondere ®g =7y 5,
ist Wy_p, in R dicht.

Umgekehrt ist jede isometrische Transformation V, fir die By_y
in R dicht ist, die CAvLEYsche Transformierte einer bestimmten symme-
trischen Transformation. Zuerst behaupten wir, daB (I — V) ! existiert.
Dazu muB gezeigt werden, daB aus (I — V)@ = 0 folgt ¢ = 0. Sei &
beliebig aus Wy, etwa 2 = (I — V)yp; dann ist

@, h)=(p,9)— (o, Vy) = Vo, Vy) — (@, Vy)= (Vo —g, Vy)=0;
also ist @ orthogonal zu B;_p, und so muB es gleich 0 sein. — Man
setze H =4(I + V) (I — V)~!. Seien f und g aus Dy, d.h. aus W; .y, es
seietwa f= (I —V)pund g=(I —V)yp. Man hat, wegen (Vo, Vy)=(p,p),

(Hf, &) =(I + Vg, I = V)y)=1i[(Ve, v) — (¢, V)]
= =WV, i(I+V)y) = (f He),

d. h. H ist symmetrisch. — Ferner folgt aus f= ([ — V)¢, daB
Hi=1(I+ V)p, und somit, daBB Hf + if = 2ip, Hf —if =2iVe.
Hieraus folgt, daB Dy, aus den Elementen 27¢ (mit ¢ € Dy) besteht,
folglich ist Dy, = Dy. Man sieht auch, dal Vg (2ip) =2:Ve =V (2i¢),
also ist Vg = V, womit die Behauptung bewiesen ist.

Insbesondere ist jede (echte) isometrische Fortsetzung V' einer
CavLEyvschen Transformierten Vy selbst eine CAyLEYsche Transformierte,
V' = Vg, da dann B;_p D W;_p; H’ ist eine (echte) Fortsetzung
von H. Damit ist die Aufgabe, alle symmetrischen Fortsetzungen einer

1 Vgl. v. NEUumMaNN [1], wo die Ergebnisse von VI. 3—4 enthalten sind.
Siehe noch TEicEMULLER [1] (§ 10).
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gegebenen symmetrischen Transformation zu finden, auf die Bestim-
mung aller isometrischen Fortsetzungen ihrer CAYLEvschen Transfor-
mierten zuriickgefithrt. — Da jede symmetrische Transformation die
triviale AbschlieBung H** besitzt, werden wir im folgenden nur ab-
geschlossene symmetrische Transformationen behandeln.

Ist H abgeschlossen, so ist esauch Vg; folglich sind Dy, und By,
Unterrdume. 9 = RO Dy, und Hz = RO Wy, heiBen die Dejeki-
rdume von H; ihre Dimensionen, m und n (diese sind endliche oder
transfinite Kardinalzahlen), heiBen die Defektindizes von H.

$% besteht aus allen Losungen ¢ der Gleichung H*¢@ = ip. Denn
@ €H} bedeutet, daBl (Hf + ¢f, ¢) = 0, d. h. (Hf, ¢) = (f, i¢) fir jedes
f € Dg. Dies bedeutet aber, daB ¢ € Dg+ und H*¢ = {p. Ebenso
zeigt man, daBl Hz aus allen Lésungen von H*@ = —i¢@ besteht.

9% und Hz haben mit Dy nur das Element O gemeinsam. Wire z. B.
9 €9%, ¢ € Dy, ¢ # 0, so hitte man: Hp = ¢, also (He, p) = 1|p[?,
was darum unmoglich ist, weil (Hgp, ¢) wegen der Symmetrie von H
reell sein muB.

Die Linearmannigfaltigkeiten Dy, O und Dy spannen zusammen
D+ auf. Sei f € Dg«. Man projiziere (H* + ¢I)f auf die komplemen-
tiren Unterrdume Dy, und $F. Die Projektion auf Dy, hat gewil
die Form (H + ¢I)f, = (H* 4 1I)f, mit einem f, € Dg. Ist { die Pro-
jektion auf ©F, so ist if = H*f, also 2¢f = (H* + ¢I)f, d. h. ist
f=H*+iD)f, mit fj= %f’ € 3. Da (H* 4 ¢I)f die Summe ihrer
beiden Projektionen ist, hat man: (H* + ¢I)f=(H*+-11) fo+ (H*+i1)f,,

also H*(f —fo— f1) = —¢(f — fo — /). Hieraus sieht man, daB
f—f — =1, € 9z, womit die gewiinschte Zerlegung

f:fo+f1+f2(f0€@H» flegc)fb f2€5§)1_1)

gewonnen ist. Man kann ibrigens leicht zeigen, daB dies die einzige
derartige Zerlegung von f ist.

Aus den bisherigen Ergebnissen folgt, daBl ®g+ dann und nur dann
gleich Dy ist, also H dann und nur dann selbstadjungiert ist, wenn die
beiden Defekiriiume von H auf O zusammenschrumpfen, wenn also mund n
beide O sind.

Wenn nur der eine der Defektindizes gleich O ist, dann ist H zwar
wicht selbstadjungiert, aber doch maximal. In diesem Falle kann ja Vg
keine isometrische Fortsetzung besitzen.

Wenn beide Defektindizes grofer als O sind, dann ist H wnicht maxi-
mal. Sind w', v, p solche Kardinalzahlen, daf

m=m'+9p, n=n+0p, (p >0)

so gibt es eine abgeschlossene symmetrische Forisetzung H' von H mit den
Defektindizes (m', w').
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Zum Beweis nehme man in $} und in 5z je ein vollstindiges
orthonormales System P = {p,} und O = {yg}. Da P von der Michtig-
keit m ist, kann man es in zwei Untersysteme, ' = {¢5} und R” = {pu},
von den Michtigkeiten m” bzw. p, zerlegen. Ebenso kann man £ in
zwei Untersysteme, £ = {y}} und £” = {yj}, von den Michtigkeiten n’
bzw. p, zerlegen. Da B” und £” die gleiche Méchtigkeit p haben, lassen
sich ihre Elemente einander paarweise zuordnen. Diese Zuordnung
erzeugt eine lineare und isometrische Transformation W des von "
aufgespannten Unterraumes § in den von £)” aufgespannten Unter-
raum &. Vg und W erzeugen endlich zusammen eine isometrische Trans-
formation V' mit Dy = Dy, (P F und Wy = Wy, ©H®. Wenn H’ die-
jenige symmetrische Transformation bedeutet, deren CayLEYsche Trans-
formierte gleich V ist, dann ist H' offenbar eine Fortsetzung von H und
hat die Defektindizes (m’, n'). (Man sieht aus der Konstruktion, daB3
unendlich viele verschiedene derartige Fortsetzungen von H méglich sind.)

Umgekehrt, ist H’ eine beliebige symmetyische Fortsetzung von H,
und sind (m’, ) die Defektindizes von H', so gibt es eine Kardinalzahl p
derart, daff m=m'+ p und n="1'+ p (nimlich p = Dim (Dy,, = Dyy)).

Es folgt aus dem Bisherigen, daf} eine symmetrische Transformation
dann und nur dann zu einer selbstadjungierten Transformation fortgesetst
werden kann, wenn thre Defektindizes gleich sind*.

In einem verallgemeinerten Sinne kann aber jede symmetrische Trans-
formation H des Raumes R in eine selbstadjungierte Transformation fortgesetzt
werden. Es gibt ndmlich immey einen Raum R’, dev R als einen Untervaum ent-
hilt, so daB H in R’ eine selbstadjungievte Fovisetzung A besitzt (sog. Fovisetzung

zweiter Avt). Man kann sogar fordern, daB D, - (RO R) in KO R dicht sei
(regulare Fortsetzung)?2.

4, Maximale symmetrische Transformationen.

Sei § ein HiLBERTscher Raum und sei ¢,, ¢,, ... ein vollstandiges ortho-
oo oo

normales System in H. Die durch Vo> ¢y =2 cpp,q in  iiberall erklirte
k=1 k=1

Transformation ¥V, ist offenbar isometrisch. Es wird behauptet, daB ;_y, in H
dicht ist. Sonst gabe es ja ein zu W;_y, orthogonales Element g 4= 0 in §; es
wire insbesondere ((I — Vg, g) = 0, also [|g|? = (V,g, ). Da [[V,g| =|gll, hitte
man (I~ Vg [P =[g[*— (Vag. )~ (&, Vo &)+ Voe P=[[2—l¢l? — l¢?]+ lg[*=0,
also (I — Vy)g =0, Vog=g. Dies ist aber offenbar nur fur g = 0 moéglich.

Da also B,_y, in § dicht ist, ist ¥, die CavLEvsche Transformierte einer
(abgeschlossenen) symmetrischen Transformation H,. H, hat die Defektindizes
(0, 1) und heiBt eine elementare symmetvische Transformation.

! Nach SToNE [*] (Kap.9, §3) kann (mindestens in einem separablen ®) jede
symmetrische Transformation H durch eine Folge beschrinkter selbstadjungierten
Transformationen 4, in dem Sinne ,,approximiert** werden, dafB die kleinste ab-
geschlossene Fortsetzung von lim 4, Fortsetzung von H ist: H € [lim4,] (Verall-
gemeinerung von Sitzen von CARLEMAN [*] (Kap.1—2) liber symmetrische Integral-
operatoren). Vgl. auch NEUMARK [2], [3].

? NEUMARK [2].
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Ist 1 eine beliebige Kardinalzahl, so kann man eine symmetrische Trans-
formation mit den Defektindizes (0, n) folgendermaBen konstruieren. Man nehme
eine Menge {9} von HireerTschen Raumen, wo w eine Indizesmenge {2 von
der Maichtigkeit 1 durchliuft. R, sei ein beliebiger euklidischer Raum. In
jedem §,, betrachte man je eine elementare symmetrische Transformation H{®@);
in R, nehme man eine beliebige selbstadjungierte Transformation 4. Die Trans-
formation H =A x [T x H® von R =R, x ITX D, ist abgeschlossen, symmetrisch,

w2 wE R
und hat die CAYLgYSChe TransformierteeVH= VaX é]gx VH:)w). Da V, unitir,
w
und da die VH:)w) vom Typus V, sind, hat H die Defektindizes (0, n).

Hiermit sind im wesentlichen alle maximalen symmetrischen Transforma-
tionen mit den Defektindizes (0, n) erhalten. Es gilt namlich der Satz: Isi H
maximal symmetvrisch mit den Defektindizes (0, n), so gibt es paavweise ovthogonale
Unterviume Ry, D1+ Doy -+ o+ Dws - - - (0 durchiduft eine Indizesmenge £ von
der Mdchtigkeit n; R, besteht evtl. blof aus dem Nullelement, wihvend Dim,,
abzahlbay unendlich ist), die zusammen R aufspannen, und die alle O veduzieven,
und zwar so, daf dev in Ry legende Teil von H selbstadjungiert, dev in D, le-
gende Teil elementar symmetvisch ist.

Zum Beweis nehme man im Defektraum gz ein vollstandiges orthonormales
System {p,} (w € 2; es hat notwendig die Machtigkeit n). Wegen der Isometrie der
CavrLevschen Transformierten Vg ist auch das System {V’;1<pw} (k=1,2,...; 0€EQ)
orthonormal; der durch {py,, Vi@ew, Vf,(pa,, ...} aufgespannte Unterraum sei
9w - Man sieht leicht, daB Vyin §,, auf eine Transformation vom obigen Typus V,
reduziert wird. Vj wird dann auch von R, = RO XY P 9, reduziert; der in R,

wE 2

€
liegende Teil U von Vg ist unitar (dies folgt daraus, daBl R, O Wy gleichzeitig
CHrund CR=RODS P %0 E Ro O &, folglich Wy = Ry). Mit Vy redu-
w€ R

zieren diese Unterraume auch H. Der in R, liegende Teil von H hat die
CavireEvsche Transformierte U, also ist selbstadjungiert. Der in §,, liegende Teil hat
eine CavLeEvsche Transformierte vom Typus V,, also ist elementar symmetrisch.

Der Fall einer maximalen symmetrischen Transformation H mit den Defekt-
indizes (m, 0) braucht nicht gesondert betrachtet zu werden, da dann —H die
Defektindizes (0, m) hat. Dies folgt aus dem leicht zu verifizierenden Zusammen-
hang V_gz= (Vg1

5. Reelle Transformationen.

Bedeute R ein L2(S). Eine Transformation T heiBt reell, wenn Dy
mit jedem f(x) auch f(x) enthilt, und wenn Tf(x) gleich T/(x) ist.
Ist T linear und reell, und existiert 7%, so ist T* auch reell. Ist nim-
lich g(x) € D+, so hat man

(Tt 8() = (T1). g(x) = (T /), g @) = (f(x), T*g(x)
= (f(x), T*g(),

folglich ist auch g(x) in Dz« enthalten und es gilt: T*g(x) = T*g(x).

Eine symmetrische reelle Transformation H hat immer gleiche
Defektindizes. Es folgt ja aus der Gleichung H*f = —+¢f die Gleichung
H*f = TF4f, also besteht $j einfach aus den komplexkonjugierten
der Elemente von $%, woraus aber ohne weiteres folgt, daB $% und 7
die gleiche Dimension haben.
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Also 1dpt sich jede reelle symmetrische Tramsformation H zu einer
selbstadjungierten A fortsetzen. Man kann sogar immer erveichen, daf
auch A reell ist*, z. B. mit der folgenden Konstruktion. Ist = {pa}
ein vollstidndiges orthonormales System in 3}, so ist O = {p,} ein eben-
solches in ;. Wenn man Vg derart fortsetzt, daB zu ¢, eben @, zu-
ordnet, dann wird die gewonnene unitire Transformation die CAYLEY-
sche Transformierte einer reellen selbstadjungierten Transformation 4.
Dann ist nimlich ®, die Gesamtheit der Elemente von der Form
g=1+UT =V ap=7[+ cilpr — pp) mit € Dy; ¢ hat aber
dieselbe Form (mit fstatt f und —c; statt ¢), also gehért mit g auch
g zu Dy. Man hat

AF=A({+ S erlpp—en) = A[f— U —V) S tup) = A]—i I+ V) X G
=Hf—i X0+ o) =Hf +iXc(pp + o) =Hf+i(I+ V) > cro
=Af+ A1 — V)ch% = Ag.

. Reelle’ Transformationen kann man auch im abstrakten Raum R
definieren, wenn man in R zuerst eine sog. Konjugation einfiihrt. Dies
ist eine in R iiberall definierte Transformation J, fiir die J?=1T und
(J1, J§) = (f, & = (g, ). Die Transformation T heiBt dann in bezug
auf [ reell, wenn sie mit J vertauschbar ist (d. h., wenn JI € Dpund
TJf=]JT}, sobald € D). Die obigen Ergebnisse bleiben auch in
dieser abstrakten Schreibweise giiltig.

VII. Integrale allgemeiner Funktionen
in bezug auf eine Spektralschar.

1. Beschridnkte Funktionen.
Man kann die Beziehung

(1) (F(E)f, g) = [F(M)A(E:f g)

(vgl. III. 2—3) auch zur Definition von F (E) benutzen, und zwar nicht
nur im Falle BaiREscher Funktionen, sondern auch im Falle allgemei-
nerer Funktionen, fiir die das Integral rechts einen Sinn hat. Wir
brauchen nur vorauszusetzen, daB F (1) eine beschrinkte Funktion ist,
die in bezug auf jede (monotone) Funktion (E;f, f) = IEAf[? (f € R) im
LEBESGUE—STIELTJESschem Sinne meBbar ist; dann ist sie in bezug
auf jede Funktion (E;f, g) (f, ¢ € R) integrierbar, weil

'2

' .

(Eaf.g) = | ELEE

-t

2 s f+1
—|—1/HE1%

) »
- z'“El 1
| 2

! v. NEUMANN [1] (S. 101), STONE [*] (Kap. 9, §2).
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Eine solche Funktion heiBt, kurz gesagt, mefbar in bezug auf E. Das

Integral f F (1) d(E,f,g) definiert fiir jedes feste f eine konjugiert-lineare

Operat1on L(g).r Ist M = max|F ()|, so hat man

|Ls(g)] = M X totale Variation von (E;f, g).
Um diese totale Variation zu ermitteln, betrachten wir die Variation V, die
einer Zerlegung der A-Achse in die Intervalle & = (4, ] (B =1,2, ...)
entspricht:

14 =§ (Euifr & — (Exf, 8| =§ (E(S)f, 8)| =§ I(E 6], E6)g)]
é%“ PACAT IR ACAT = {}kj |E (80 f[? °Zk1 UE(fmgliZ}* = 17]-lel;

hier haben wir einmal die ScHwaRzsche, dann die CaucHysche Un-
gleichung: X @b, = {3 a2 -> b}t benutzt. Folglich ist auch die totale
Variation = | |, also
[ Ls(g)l = M]|f] - Jg]-

Es glbt also, nach 1. 4, ein Element f* derart, daB Lf( = (g, f*), also

Li(g) = (f*, g). Die durch Tf= f* definierte Transformation T ist
offenbar linear, und, wegen

ITiE = (T}, TH=L(Th =M
ist |77 = M, o3
Wir haben also

(T}, ) = [F(D)d(Eif, g);

wir werden / F (1) 4E; (kurz geschrieben: F (E)) durch T definieren, was

erlaubt ist, da die Giiltigkeit der Formel (1) uns dariiber versichert,
daB diese neue Definition im Falle der Baireschen Funktionen mit
der fritheren {ibereinstimmt.

Auch die iibrigen der Eigenschaften 1—8 von III. 2 bleiben behalten.
Zuerst ist es klar, daB F(E) = O bzw. = I, wenn F (1) = 0 bzw. =1,
und, daB F(E) = a,F,(E) + a,F,(E), wenn F (1) = a,F; (1) + a,F,(4).
Wenn F (1) = F;(4) - Fz(l) dann hat man

(2)  (FL(E)Fy(B)], §) = [F1(WA(EiF,(B)f, g) = [F1()d(F3(E)f, Eag)

= [Fy() & [Fy () du(E,f, Eag)

oo A
=/F1(l)da/F2<md,¢<E”/, g)?

- 00

—/F Ndi(Esf, ) = (F(B)f, g),

1 D.h. L,(g) ist eine lineare Operation.
2 Fir p= A ist ja (Enf, Erg) = (E1Euf, g) = (Eaf, g), also konstant.
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d. h.: F(E) = F,(E)-F,(E). Hieraus folgt auch, daB alle F(E) mit-
einander Verta_uschbar sind, insbesondere ist F (E) mit F (E) vertausch-
bar. Nun ist F(E) = (F(E))* da

(FEN*f, g) = (}, F(E)g) = (F(E)g, /) fF a(Exg, )

(oo}

:/md(Eu‘, g = (F((B)f g);

folglich ist F(E) normal; ist F (1) reellwertig, so ist F(E) sogar selbst-
adjungiert; ist F(1) =0, so ist F(E) = 0. Ist B beschridnkt, selbst-
adjungiert und pv{E;}, so hat man '

(F(E)Bf, g) fF d(E;Bf, g) = [F(A)d(E.f, Bg) = (F(E){, Bg)

=( ()f’g))

also By F(E). Damit ist gezeigt, daB F(E)vb {Es}.
Aus den Eigenschaften 3 und 5 folgt weiter die zweite der Integral-
eigenschaften 7:

3) IFE)f? = ((F )vaf_ﬂﬂmwwmn-

Hieraus folgt, daB F(E) = O nur dann, wenn F(4) hichstens auf
einer solchen Menge == 0 ist, die in bezug auf jede Funktion (E; f, f) vom
MaBe 0 ist — wenn also, kurz gesagt, F (1) fast dberall (f. i.) in bezug
auf E gleich 0 ist. Weiter folgt, daB F,(E) = F,(E) nur dann, wenn
F, (1) = F,(2) {. 1. in bezug auf E.

F (E) ist dann und nur dann eine Projektion, wenn F (1) f. 4. in
bezug auf B nur die Werte O oder 1 ammimmi, d. h. f. i. F(1) = F*(4)
ist. Aus F(1) — F2(1) = 0 folgt ja erstens, daB F (1) = 0, also ist F (E)
selbstadjungiert. Zweitens hat man: F(E) — F2(E) = O, also ist F(E)
wirklich eine Projektion. Umgekehrt, ist F(E) eine Projektion, so ist
|[F (E) — F2(E)]f|f = 0 fiir jedes f, also ist, wegen (3),

[IF () — F2()PA(Eaf, ) =0

— 0o

d.h. ist F(1) — F%(1) = 0 {. 1. in bezug auf E. — Mit dhnlichem Schlu83
zeigt man, daB F(E) dann und nur dann wnitir ist, wenn |F ()| fast
siberall in bezug auf E gleich 1 ist.

2. Nichtbeschriankte Funktionen.
Sei F(1) in bezug auf E fast iberall definiert und meBbar,

aber nicht notwendig beschrinkt. Fir 2=1, 2, ... setze man
i, wemm k-1 = |F)| <k C o S .
ep(d) = {0 sonst . Ferner sei ™ (1) —; er(1). Die



44  VII. Integrale allgemeiner Funktionen in bezug auf eine Spektralschar. [460

e;(E) sind dann paarweise orthogonale Projektionen mit der Summe I
(letztes folgt daraus, daB e®™ (i) -1 f. {i. in bezug auf E). Wenn also
M; der zur Projektion e;(E) gehorige Unterraum bedeutet, so ist

2 DM =R
1

Da Fi(A) = ¢, (A) F(A) beschrinkt ist, hat F,(E) schon einen Sinn;
da ¢, (E)bF,(E), wird F;(E) von M, reduziert. Sein in M; liegender Teil

sei A, dies ist eine beschrankte normale Transformation. 4 = ]] X Apg
ist dann auch normal. Da ]] X M mit R 1dent1f121ert werden kann,
ist A eine Transformation in ER Das Integral f F(1)dE; (kurz geschrie-

ben: F(E)) wollen wir eben als gleich 4 deflmeren. D, besteht aus den-
jenigen Elementen f=f, -+ f, + -+ (fx € M), fur die

Sl =SIFEa®f =3 [IFda@r

=3 [IFPaMaEE=lim [|F@)Fn (1)d|Esff<co,
1 —o0 — oo
d. h. fir die -
(4) JIFMPRA|Ef]t < oo,

und dann liefert dieses Integral den Wert von | F (E)f[|2. Fiir ein solches f
ist ferner

5) F(E)/ =§: A =$F,,(E)ek<E>f
6) (F(E)*f= §; A%, =$(Fk(5)ek(5))*fk - i:]fk(E) e (E)j = F (E) .

Aus (5) folgt fiir f € Dy, gER:

(F(E), g) = 1‘(Fk E)/. g) =§ [Fr(W) e d(Eaf, g)
= lim [F Ne™Q)d(E;f, g),
also nee
(7) (F(E)f, g) =/F(l)d(Eu‘, g).

Im letzten Schritt konnten wir den LEBESGUEschen Satz anwenden, da
|F(2)] in bezug auf die Totalvariationsfunktion g (1) von (E;f, g) inte-
grierbar ist. Analog zu einer Rechnung von VII. 1 zeigt man dazu
zuerst daB fiir ein beliebiges Intervall d = (a, b] gilt: o (d) = 0(d)
—o(a) = |E0)f]] ; hieraus folgt dann
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oo

[IF()|de () MIE@nf]|E @i

! IV\

ll/\

[IF¢
{ Zp(z)PnE(dl) f”z_-ZE(dl)gH2r

{ Tirrazg-] = F©-lel

Wir haben also den Satz!:

Ist F(2) in bezug auf € fast iiberall definiert und mefBbar, so ist die
Menge D derjenigen Elemente {, fiir die (4) gilt, etne in R dichte Linear-
manmigfaltigkeit. Es gibt eine auf D definierte normale Transformation, die

wir mit f F(M)AE; (oder kurz mit F(E)) bezeichnen, so daf3 (7) fir jedes

TED und g €R gilt (dabei ist das Integral absolut konvergent). Das Inte-
gral (4) ergibt |F (E)f|2. Weiter hat man: a) (F(E))*:F(E);b) F(E)vo{E};
¢) (¢F) (E) = cF(E) fiir ¢ & 0;d) (F, + F,) () 2 F, (E) + F, (E); Gleich-
heit gilt hier z. B., wenn Dp, & 2 D, + ryE (also insbesondere, wenn
F, () beschrinktist). e) (F,F,)(E) 2 F,(E)F,(E); Gleichheit gilt hier, wenn
DrF.E) 2 DF, F,) 6 (lso insbesondere, wenn F, (l) beschrankt 1st), scnst
ist F,(E)F,(E) die Einschrinkung von (F,F,)(E) auf Dw,r,) & - Dr,E-
Beweis von a) bis e): a) folgt aus (6). — b) Ist Fi(1) die im Sinne
des obigen Beweises zu F(1) gehorige Folge, so hat man F,(E)uv{E;}

und ka(E) = F(E), also auch F(E)vp{E;}. — c) Klar. — d) Dies folgt
T

daraus, daB, wenn F,(1) und F, (%) in bezug auf |E;{|? quadratisch inte-

grierbar sind, dann ihre Summe es auch ist und f (F1(A)+Fy(A)A(E.f, 8)

- 00

_/F d(Ex1,8) +fF d(Esf,g). Alsoist (F,+Fy) (E)2F, (E) +F, (E).

Ebenso ist F1(E) 2 (Fy + F,) (E) — F,(E), also wenn Dz, &) 2 Dz, + 7)) &)
dann F,(E) + F, (E);( +F,) (E). — e) Fir f € Dp, ist

oo A
|EiF3(E) |2 = |Fo(B) Eaf[? = [|Fy (w)Pd| E EL [P =_] | Fy(u)

also hat man
[IF1 () PA|ELFy () [P = [|Fy(A) Fy () Pd| E4ff?

(in dem Sinne, daB3 beide Seiten auch oo sein kénnen). Dies bedeutet
folgendes: Fiir ein f € D, sind F, (E)F,(E)f und (F,F,) (E)f entweder

1y, NEUMANN [4], SToNE [*] (Kap. 6), MaEpa [1], Lorcr [1], [2]. Die
letztgenannte Arbeit bezieht sich auch auf allgemeinere Banacasche Raume.
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beide sinnvoll oder keine. Es gilt also: D, gyr, &) = Dr, 7€) DF,E) -
Fﬁl’ ein f E ©(F1Fz) (E) * ®Fz (E) ISt ferner

oo

(FLE)F,(E)f, g) = [F1(A)A(EsF,(E)f, §) = [F1 (1) d(F,(E) Exf, g)

oo

A oo
= [F1()ad[Fy(wd(Euf, g)= [F1()Fy(2)d(E:f, g)

= ((F1F») (B)f, g)

mit beliebigem g € R. Also ist F,(E)F,(E)f= (F,F,)(E)f, womit alles
bewiesen ist.

Aus Ergebnissen von X. 2 wird folgen, daB im Falle eines separablen Raumes
jede in bezug auf E meBbare Funktion f. {i. mit einer BarrReEschen Funktion
iibereinstimmt; in diesem Falle liefert also die Integration nicht-Bairescher
Funktionen keine neuen Transformationen. Im Falle nichtseparabler Raume ist

dies indessen nicht immer so. Als Beispiel betrachte man den Raum R, (sieche I.2)
und in ihm die folgende Spektralschar:

Eif®) = (@) (), wo ei(w) ={

1 fir < 1
o fir x> 21"

Dann ist (E;f, f) Z |f(#)[2, also eine reine Sprungfunktion. In bezug auf eine

solche ist aber 7ede Funkt1on meBbar. Wegen

JERd(Erf,g) =/F.<M( ;lf(x)m) = 2k 2)g(#) = (Fm (), gx)
— o0 — o0 r= — o0
ist F(E) einfach die Multiplikation mit F(x). Folglich gilt F, (E) = F,(E) nur
dann, wenn F, (1) = F,(4).
Die Integration in bezug auf mehrparametrige Spektralscharen 148t
sich in vélliger Analogie definieren. Ubrigens kann jede in der Form
A= f F(Ay, 24, -, M)AE;, 4, ... 1, dargestellte selbstadjungierte Trans-

format1on (dann ist F f. ii. reellwertig!) auch in der Form 4 = f AdE;

dargestellt werden, wo die einparametrige Spektralschar {E;} folgender—
maBen definiert ist: Sei e;(4;, 25, .-, &) =1, wenn F (4;, 4,5, ..., A) =4,
sonst = 0; dann ist El-—fel Ay Agr oo A)AEL 1, ... 1. Aus der

Theorie des LEBESGUE- STIELT]ESSChen Integrals folgt ja zunichst die
Gleichung

[RA|Eff = [22d; [lea(Ay, Ay - - oo AP A Eny iy, .. aafJP
— 00 — oo Rn

=f ‘F(lly };2, LRI }*n)lzdﬂE}q,lz,..., lnfuz

fir jedes f, also haben 4 und / AdE; denselben Definitionsbereich.

—_— 00
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Ebenso folgt fld (Exf, ) = (4F, f) fir jedes fESDA. Also ist deEl

wirklich glelch A
Ebenso sieht man, daB, allgemeiner, jede in der Form

A Z/F(z'l) 12, LIRS }-n)dEll,/lz,..., An
Rn

dargestellte normale Transformation auch in der Form 4 = f zd K, dar-

G

gestellt werden kann, wobei die komplexe Spektralschar {K,} folgender-
mafBen definiert ist: Seie,(4;, 4, ..., 4,) =1, wennF(1;, Ay, ..., A) = 2,1
sonst = 0; dann ist K, fez(ll, Y P n)dEll,lz, N

Eine derartige Integralstellung 4= f 1dE; bzw. A = f z2d K, der

selbstadjungierten bzw normalen Transformatmn A nennen wir die
kanonische Spektralstellung von A. Im nichsten Kapitel wird gezeigt
werden, dafl jede selbstadjungierte bzw. normale Transformation eine
solche zuldBt.

3. Erweiterte Spektralschar. Projektionsma@.

Eine Punktmenge M auf der A-Achse nennt man in bezug auf die Spektral-
schar {E;} meBbar, wenn ihre charakteristische Funktion e, (1) es ist, und dann

oo
heiBt E(M) = fe,(1)dE,; das ProjektionsmaB von M. Alle Projektionen, die

— 00

man so als MaB von meBbaren Mengen erhilt, bilden die L-Erweiterung der
Spektralschar {E;}. Alle Borerschen Mengen sind meBbar, die zugehérigen
ProjektionsmaBe bilden die B-Evweiterung der Spektralschar {E;}. Wie aus den
Ergebnissen von X.2 hervorgeht, stimmen die beiden Erweiterungen im Falle
eines separablen Raumes iiberein, im allgemeinen aber nicht2. Es sei bemerkt,
daB mit einer Menge M auch die komplementire Menge M meBbar ist, und
daB E (M) .- B(M) = O ist.

Der Begriff des ProjektionsmafBes 148t sich auch direkt, ohne Zuhilfenahme
der Theorie des gewdhnlichen LEBESGUE-STIELTJESschen Integrals, definieren3,
Wir skizzieren nur das Verfahren.

Fiir ein Intervall § = (@, b) war E () schon in III. 2 durch E,_, — E, defi-
niert. Sei nun M eine beliebige Menge auf der A-Achse. Das System 4 = {d,}
von Intervallen heiBt eine Uberdeckung von M, wenn 260‘3 M; man setze

E, _2_, +E(,). Sei E[M)] =ITE,, wo Ag alle moghchen Uberdeckungen

von M durchlauft; E[M] heiBt das duBere ProjektionsmaB von M. Aus M, C M,
folgt offenbar E[M,]= E[M,]. Es ist klar, daB E[d] < E () fiir ]edes Inter-
vall §; mit Hilfe des HEINE-BoreLschen Uberdeckungssatzes zeigt man miihelos,

daB sogar E[8)= E(). Hieraus folgt E[d] - E[8] = 0. Nun sollen eben die-

! Wir schreiben x, + iy, =, + iy,, wenn #; <, und y, <y,.

? Diese Scharen spielen insbesondere in der Theorie der Unitirinvarianten
eine Rolle (siehe IX. 4). Weitere Verallgemeinerungen des Begriffes der Spektral-
schar bei WeckeN {2] und Nakano [3] (S. 724).

3 LorcH [1], [2]); Nakano [1].
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jenigen Mengen M meBbar heiBen, fiir die E[M].E[M]= 0; fir eine solche

Menge M schreibe man E (M) statt E[M] und nenne es das Projektionsma3 von M.

Die meBbaren Mengen bilden ein Borersches System und das MaB ist total-

additiv. D. h. es laBt sich zeigen, daB die Vereinigung M =2’ M, und der
k

Durchschnitt M’ =J] M, endlich oder abzihlbar unendlich vieler meBbarer
k .
Mengen M, wieder meBbar sind und E (M) =2 + E(M;), E(M’) =]] E(M,).
k k

Insbesondere sind also die BorErLschen Mengen alle me8bar.

Wenn einmal ein solches MaB fiir Mengen eingefithrt ist, dann lassen sich
MeBbarkeit und Integration von Funktionen in volliger Analogie zu den ent-
sprechenden Begriffen der gewohnlichen Integrationstheorie definieren.

Das in diesem Paragraphen Gesagte gilt auch fiir mehrparametrige Spek-
tralscharen.

VIII. Kanonische Spektraldarstellung
allgemeiner selbstadjungierter und
normaler Transformationen.

1. Erster Beweis.

Sei A normal. Nach V. 2 existiert B = (I + A*A4)-! und ist
eine beschrinkte selbstadjungierte Transformation, O =< B =< 1. Aus
A*A = AA*% (I + A*A)B =1 und B(I + A*A) < I folgt

BA=BA({l + A*A)B= B(A + AA*A)B= B(A + A*AA)B
= B(I + A*A)AB< AB,!
also BvA4. ,
Sei B= f AdF; die kanonische Spektraldarstellung von B (nach IV.1).

0
Sei f beliebig aus R und seil g = F,f; dann ist F;g fiir 4 == 0 konstant,
also hat man

1
|Bg|t = [A2d|Figlf = 0, folglich Bg=0, g= (I + A*A)Bg=0.
0

Hieraus folgt, daBl F, = O.
Man setze P,=F, — F ; fir n =1, 2, ...; diese sind paarweise

n n+1 el m
orthogonale Projektionen und esist > P,= lim > P,= lim (Fl—F 1 )
1 m—>oo 1 m-—>» 00 m
=F, —Fy=1. Wenn also ¢, den zu P, gehorigen Unterraum be-

o0
deutet, dann ist R =D (HM,.
T
! Da immer Ty (T, + Tg) D Ty Ty + T, Ty, ist A(I + A*A)D A + AA* 4;

beide Seiten haben hier aber den gleichen Definitionsbereich wie 4 A4* 4, folglich
sind sie gleich.



465] - Erster Beweis. 49

Die Funktionen s,(4) seien folgendermaBen definiert:

1 . 1 1
_ =

Sp(d) =144 fir +1<l'—_n’
0 sonst;

1
es sei S, =fsn(l)dF,1. Offenbar hat man: BS, = P,.
0

Aus BpA folgt P,bA, also wird 4 von I, reduziert. Wegen
AP,=ABS,=CS, ist der in IR, liegende Teil 4, von A eine be-
schrankte normale Transformation.

Nach IV.2 gibt es also eine komplexe Spektralschar {K%} in M,

so daB 4, = f 2d K. Dann ist K, ]] X K offenbar eine komplexe
=1
Spektralschar in ]] XM,. Da dieser Produktraum mit R identifiziert

werden kann, darf man auch schreiben: K, ZK‘"’P Man hat
K,P,= P,K,= K",
Sei A" = fsz . Aus P,pK, folgt P,p A’, also wird auch 4’ von

G
jedem M, reduziert. Sein in 9N, liegender Teil ist A,. Denn A’ ist fiir
jedes f € I, definiert, weil

LI aNEAl =[P al K. Pap = [zl K1 = | 40P < o,

und fiir beliebige f und g € I, gilt:
(A}, ) = [2d(K.], ) = [2d (K, Pyf, g) = [2d(KPf, §) = (Aut. g).
é G é

Aus V.4 (letzter Satz) folgt, daB A’ m1t A {bereinstimmen muB:
4= f 2dK,.

Se1 D eine beschrinkte selbstadjungierte Transformation, Dy A.
Dann ist auch Do (I + A*A)-* = B, folglich auch Dy BS, = P,. Dies
bedeutet, daBB D von jedem IR, reduziert wird. Ist D, der in I, lie-
gende Teil von D, so folgt aus DP,vAP,, daB D,vA,. Mit Riick-
sicht auf K{bv 4, (siche IV. 2) folgt hieraus D,p K™ und somit
D =]JIxXD,o]] xK™ = K,. Also gilt: K,bvA.

n n
Sei nun K eine beliebige Spektralschar, fiir die / 2dK,= A. Da

G

Kip A, wird K] von jedem I, reduziert. Ist K, der in I, liegende

Teil von K, so ist f zd K" offenbar gleich dem in 9%, liegenden
é

Teil von A. Da aber die Eindeutigkeit der kanonischen Spektral-
darstellung fiir beschrinkte normale Transformationen schon fest-
steht (sieche IV.2), miissen K™ und K% und damit auch K/ und K,
identisch sein.

Ergebnisse der Mathematik. V/5. Sz. v. Nagy. 4
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Also gilt der folgende Satz!:
Zu jeder normalen Transformation A gibt es eine und nur eine kom-
plexe Spektralschar {K.} derart, daf A = / 2dK,; man hat K,ppA.

Ist A sogar selbstadjungiert, so sind die A esauch. Ist 4, /l dEP die

— 00 ©O

kanonische Spektraldarstellung von 4, (nach IV. 1), undist E,=J] x EJ",

n=1
so zeigt man mit dhnlichem SchluB, wie oben, daBl 4 = f AdE;. Es gilt
also der Satz!:
Zu feder selbstadjungierten Transformation A gibt es eine und nuy

eine (einparametrige) Spektralschar {E;} derart, dafi A = f AdE;; man

hat E;pv A . .. -
Wenn K,y = {g ;111; z 2 8’ dann sieht man leicht, daB

[2dK, = [1dE,.
G — o0

Hieraus sieht man, in welchem Zusammenhang die zu einer selbstadjun-
gierten Transformation gehérigen Spektralscharen {K,} und {E;} stehen.

Die in der kanonischen Spektraldarstellung von A auftretende
Spektralschar {K,} bzw. {E;} werden wir kurz die Spektralschar von A
nennen.

Wenn die Spektralscharen der normalen Transformationen A, und A,
aus lauter miteinander vertauschbaren Projektionen bestehen, dann nennt
man A, und A, vertauschbar: A,p A,. Man bestdtigt miihelos, dal im
Falle eines beschriankten A4, diese Definition mit der schon gegebenen
ibereinstimmt.

2. Anderer Beweis.

Fiir eine selbstadjungierte Transformation 4 kann man die kano-
nische Spektraldarstellung auch folgendermafen gewinnen.
Sei V, die CavrLEvsche Transformierte von A4 (siehe VI. 3). Diese

ist unitir, und so 148t sie sich nach IV.2z in der Form V4 =/e #dF,
mit Fy = 0, Fy, = I darstellen.

1 Die Erkenntnis, daB die allgemeinen selbstadjungierten Transformationen
es sind, die eine Darstellung [AdE; zulassen, stammt von E. ScamipTt, vgl
v. NEUMANN [1] (S. 62). Der erste, von v. NEUMANN [1] gegebene Beweis, wird
in VIII. 2 reproduziert. Der von StonNE [1] und [*] (Kap. 5) gegebene Beweis
wendet eine Methode an, die CARLEMAN [*] in seinen Untersuchungen uber nicht-
beschrankte Integraloperatoren benutzt hat. Weitere Beweise bei Riesz [2],
Koopman-Doos [1], Riesz-LorcH [1], LENGYEL [1]. — Fiir den Fall allgemeiner
normaler Transformationen war der Satz von v. NEumManNN [2], [6] gefunden.
Siehe auch StonNeE [*] (Kap. 8, § 3) sowie TEICHMULLER [1] (§ 14), Naxkano [1]
und Kopaira [1]. Der oben angefithrte Beweis ist eine Ubertragung des ersten
von Riesz-LorcH gegebenen Beweises von selbstadjungierten auf allgemeine nor-
male Transformationen.
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D, besteht aus allen Elementen von der Form g = (I — V) 4; fiir
ein solches g ist

27
|Fuglt =|F.(I — VohPR = — V4) Fuhl? =0f|1 - eil‘\deFlFthz

un+0 n+0

=/|1 — et 2d| Fyhlp =/4sin2%
0 0

also
2r 2n

25
i A .o A A
(2) j cotg? % d|F,.g|? = fcotg2 5 4sin? 3 d|Fih = /40052 > d| Fh2.
0 0 0
In u = 27 kann | F,g| keinen Sprung haben, da sonst das Integral von

cotg? £ mcht konvergieren wiirde. Da aber die Elemente g in % dicht
hegen ist jede Funktion |F,f| (f € R) in u = 27 stetig. Da sie in u = 0

auch stetig sind, haben die beiden Unendlichkeitspunkte von cotg—
das Projektionsmal} O; folghch existiert

H= /(—cotg%)dFﬂ
0

und ist eine selbstadjungierte Transformation.
Aus (2) sieht man, daBl H fir jedes g € ®, definiert ist. Ferner

hat man fiir g € Dy :
27 2

(Hg, g =/(— cotg%) d|F,gl? :f(—cotg ) 4sin? - dHFlh[[

—jm + (1 —e A FhP=(GT + V)T — VEA, h)

—( I+ Voh, (I—Vah)=(4g, g,
also (Hg, g) =(Ag, g). Hieraus folgt Hg = Ag fiir jedes g € D,. Also
ist H2 A. Da A maximal symmetrisch ist, muB H = A sein.
Also hat man o

A= f(—cotg~—>dF —_fldE;,

w0 E; = F_garccotgs, womit die kanonische Spektraldarstellung von A
gewonnen wurde.

3. Halbbeschrinkte selbstadjungierte Transformationen.
Faktorzerlegung allgemeinerer Transformationen.
Fiir eine halbbeschrinkie selbstadjungierte Transformation A kann man

den Satz von der Spektraldarstellung noch einfacher beweisen!. Hat 4

etwa eine untere Grenze m, so hat die ebenfalls selbstadjungierte Trans-

1 Vgl. Frieprics [1] (I. Mitt.).
4%
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formation A, = A — (m — 1)I die untere Grenze 1. Dann existiert
aber A7 und ist eine dberall definierte selbstadjungierte Transforma-

tion fiir die O=A7'<Igilt. Sei A7'= f,udFM, ma n hatFy=0. Aus

]—dF j,uzF _[1 dF, = I folgt, daB/ dF, = A,. Folglich ist

1

A= of( +m-1)dF —jldEl

mit E; = Fj_p 4+1)-1—0. Aus diesem Beweis sieht man auch folgendes:

Wenn die selbstadjungierte Transformation A halbbeschrinkt mit einer
unteren Gremze m (bzw. wmit einer obevem Grenze M) ist, dann ist E,
for 2 <m gleich O (bzw. fiir A = M glewh I).

Sei A positiv selbstadjungiert, A = [ 1dE;,. B= _/ﬁdEl ist auch
positiv selbstadjungiert. Ist f € Dy, so 1st wegen

Juaimsp = {isaime- Jai]

auch f€%®p, d.h. es gilt D32 D, . Nach VII. 2¢) folgt hieraus
A= BB = B2. Sei C irgendeine weitere positive selbstadjungierte Trans-
formation, fiir die C2=A4. Ist {G,} die Spektralschar von C, so ist wieder

G, =0 fir py<0. Ej = {GVT fir 2= 0 {5t auch eine Spektralschar,
0 fiiri<o

und man hat offenbar C = f VA dE,. Gleicher SchiuB, wie oben, ergibt:
f ME,=C?=A. Wegen der Eindeutigkeit der kanonischen Spektral-

darstellung von A ist {E%} notwendig mit {E;} identisch; folglich ist
B = C. Als Verallgemeinerung eines Satzes von II. 1 gilt also der Satz:

Zu feder positiven selbstadjungievten Transformation A gibt es eine und
wur etne positive selbstadjungierte Transformation A devart, daff A = B2.

Sei nun T eine lineare, abgeschlossene, dicht definierte Transfor-
mation. Nach V.2 ist (I + T*T)-! selbstadjungiert. Nach VI.1 ist
dann auch seine Inverse: I + T* T (die auch dicht definiert ist, vgl. V. 2)
selbstadjungiert, und somit ist 7* T es auch (vgl. V. 4). T* T ist positiv,
da (T*Tf, )= (Tf Tfl=o.

Sei A die positive selbstadjungierte Quadratwurzel aus T7*T. Nach
V.2 sind T und A metrisch gleich. Wenn Af, = Af,, dann ist, wegen
I T (f;—f)|=|A(f1—1,)]=0, auch Tf;=TYf,. Die Gleichung V(4/)=Tf
definiert also eindeutig eine Transformation V, die offenbar linear und
isometrisch ist, und fir die ®py = W,. Man hat: T = VA. — Sei
T =V’A’ eine beliebige weitere Faktorzerlegung dieser Art von T, d. h.
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A’ sei positiv selbstadjungiert und V” sei isometrisch mit Dy =,-. Dann
sind T und A’ offenbar metrisch gleich, woraus folgt (T'f, Tg) = (4’f, A’g)
fiir f, g € Dp = Dy (man wende die Identitit I. 1 (2) an). Hieraus
folgt nun T*T = (A)* A’ = (A")2. Also ist auch A’ eine Quadrat-
wurzel von T*T, folglich muf sie gleich A sein. Dann ist aber not-
wendig auch V' = V. Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen®.

Jede lineare, abgeschlossene, dicht definierte Transformation T kann
auf eine und nur eine Weise in der Form T = VA dargestellt werden,
wo A eine positive selbstadjungierte Transformation und V eine isometrische
Transformation mit Dy = W, sind.

Ist T normal, T = [szz, so kann man T sogar als Produkt UA

einer positiven selbstad]ung1erten Transformation 4 und einer uni-
tiren Transformation U darstellen. Man hat nur 4 = [ |z|d K, und

U= fs YA K, zu setzen, wo s(2) = Hfurz:%:O
1 furz——OA

IX. Uber das Spektrum einer
Transformation.

1. Eigenwerte, Eigenelemente.

Sei A eine lineare Transformation. Ist 2z, eine beliebig gegebene
komplexe Zahl, so bezeichne man die Gesamtheit der Losungen f der
Gleichung Af = z,f mit €,. Diese ist offenbar eine Linearmannigfaltig-
keit; ist A abgeschlossen, so ist §, sogar ein Unterraum. Wenn &,
nicht bloB das Nullelement enthilt, dann heiBt z, ein Etgenwert von A4;
€, heiBt dann der zu z, gehorige Eigenraum, und die Elemente f 4 0
aus @, heiBen die zu z, gehorigen Eigenelemente von A, endlich heiBt
Dim€,, die Vielfachheit von z,.

Sei A normal, A:/szz. Man setze: e,(2) ={

f e, (2)AK, = K(z)). ManGhat
(4 — 2D =]
G

T = K@) =[1t — e ()P KA

1 fir z= 2,
0 fiir z 5 2,

Man sieht leicht, daB3 die Integrale rechts entweder beide = 0 oder
beide 3= 0 sind, also ist Af = z,f dann und nur dann, wenn f = K(z)f.
K (z,) ist also die Projektion auf G, . Die Eigenwerte z, von A sind
demnach dadurch charakterisiert, daf fir sie K(z) = 0. Da fir
2, 7 2, immer K (z;) K (z,) = O, sind die zu verschiedenen Eigenwerten

1 Nach v. NEUMANN [5].
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gehorigen Eigenrdume von A immer orthogonal. Die Eigenwerte von A,
d. h. die Unstetigkeitsstellen von {K,}, bilden das diskontinuierliche oder
Punktspektrum von A, das wir mit Psp(A4) bezeichnen wollen.

Ist { kein Eigenwert von A, so ist der Punkt { eine Nullmenge in
bezug auf {K,}, folglich existiert die normale Transformation

1
R = [1;aK,
G

und, da Ry (4 — {I)f = f fiir f € D4 und (4 — (1) Ryf = f fur f € Dp,,
ist R =(4 — {I)-'. Ry, als Funktion des Parameters {, heilt die
Resolvente von A. Insbesondere existiert also 4!, wenn 0 kein Eigen-
wert von A ist, und ist auch normal.

Ist { kein Eigenwert von 4, so gehort es zur Resolventenmenge Rm (A),
bzw. zum kontinuierlichen Spektrum Ksp(A), je nachdem R, beschriankt
ist oder nicht. Man sieht leicht ein, da3 { dann und nur dann zur
Rm(A) gehdrt, wenn es innerer Punkt eines solchen Bereiches § ¢ G
ist, der in bezug auf {K,} eine Nullmenge ist.

Psp (A) und Ksp(A) bilden zusammen das Spektrum von A. Ist A
beschrinkt, so liegt sein Spektrum innerhalb des Kreises |z] <] A4|. Ist
z, entweder ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit oder ein Haufungs-
punkt der Menge Psp(A) + Ksp(A), so heiBt es ein Haufungspunkt
des Spektrums von A. Diese Punkte sind, wie man leicht sieht, dadurch
charakterisiert, daB K (6)R fiir jede Umgebung § von z, ein unendlich-
dimensionaler Unterraum ist. Ist = R,, so kann es also keinen
Hiufungspunkt des Spektrums geben; dann ist also Ksp(A4) leer, und
Psp(A) besteht aus endlich vielen Punkten.

Sei M =D (HE,. Jeder §, und somit auch M, reduziert A4; der
zE€ Psp (4)
in M liegende Teil von A4 sei Agy, der in R (S M liegende Teil sei Ag.

Ist P die Projektion auf i (P =PZ: Iﬁ(z)) , so hat Ag die Spektralschar
z S
K,P=2> K({), also den uhstetiegenp EAilteil von K,; Ag hat die Spektral-

43 {sz(zi) .
schar K,(I — P), also den stetigen Anteil von K,. Jede normale Trans-
formation 148t sich also als kartesisches Produkt zweier normaler Trans-
formationen darstellen, deren eine reines Punktspektrum, die andere
reines kontinuierliches Spektrum besitzt.

Fihrt man in jedem Eigenraum €, je ein vollstindiges ortho-
normales System (v. o. S.) ein, so erhdlt man ein v.0.S. in IR, das aus
lauter Eigenelementen von A besteht. Ist MM =R, d. h. ist Ksp(4)
nicht leer, so kann man aus Eigenelementen kein v. o. S. in R bilden.
Wohl kann man aber das in §{ v. 0. S. von Eigenelementen durch Hinzu-
fiigung von ,,nahezu Eigenelementen‘ zu einem in R v. o. S. ergénzen.
Dazu zerlege man G in paarweise fremde Gebiete, etwa Rechtecke, und

nehme von diesen diejenigen, deren Durchschnitt mit Ksp(A4) nicht
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leer ist; diese seien A,, A,, . ... Sei G4, =K (A4;) (I — P)R; dies ist
ein unendlichdimensionaler Unterraum. In jedem €,, nehme man ein
v.0.S. Da D@ ECy=ROM, erginzen diese Systeme das’in M

P
v. 0. S. der Eigenelemente zu einem in R v.0.S. — Ein f € §,4, hat die
Eigenschaft
|4f =t =14 — LDE (AT — P)ff —~/ Iz — CPalK.( — >le
= o[l — P = @IK (AU = P)ffE =g
Ak

wo ( einen beliebigen Punkt aus 4; und ¢ den maximalen Abstand
von { von den {ibrigen Punkten von 4; bedeuten; also ist f ,,nahezu
ein Eigenelement‘ von A.

Man bemerke, dal im Falle ® = § eine normale Transformation
offenbar hochstens abzidhlbar unendlich viele Eigenwerte haben kann,
und die einzelnen Eigenwerte kénnen auch héchstens abzihlbar unend-
liche Vielfachheit haben. oo

Ist A selbstadjungiert, 4 = f AdE;, so sind alle Eigenwerte reell,

und zwar smd sie die Unstetlgkeltspunkte von E;, d. h. die Punkte 1,
fir die E(A) = E; — E;_¢ &+ O, und dann ist §; = E(1)R. Die nicht-
reellen Zahlen sowie diejenigen reellen Zahlen, die im Inneren eines
Konstanzintervalles von E; liegen, bilden die Rm(A). Die iibrigen
Punkte der reellen Achse bilden das Ksp(A).

2. Vollstetige normale Transformationen.

Eine in R {iberall definierte lineare Transformation 7 heiBt voll-
stettg, wenn sie jede schwach-konvergente Elementenfolge in eine kon-
vergente transformiert, d. h. wenn aus f,—f folgt T/, - Tf. Jede
vollstetige Transformation ist auch stetig, also beschrianktl.

Eine beschvinkte normale Transformation A eines unendlichdimen-
sionalen Raumes R ist dann und nur dawn vollstetig, wenn thr Spektrum
den einzigen Hiufungspunkt O besitzt®. (In R, ist die schwache Kon-

! Riesz [*] (S. 96{f.); die friiher von HiLBERT [1] (S. 201) gegebene Defi-
nition lautet anders, ist aber mit dieser gleichwertig (vgl. Riesz, a. a. O.).

% Vollstetige selbstadjungierte Transformationen sind von besonderem histo-
rischen Interesse, da ihre Theorie als Anfangsgrund der allgemeinen Theorie der
linearen Transformationen im HILBERTschen Raum anzusehen ist. Eine weite
und lange Zeit fast ausschlieBlich untersuchte Klasse von Integralgleichungen
fiihrt ja zu solchen Transformationen, vgl. HELLINGER-TOEPLITZ [*]. Die Spektral-
darstellung solcher Transformationen kann {freilich auch direkt, ohne Bezugnahme
auf die allgemeine Spektraltheorie, gewonnen werden, und zwar durch ein ge-
eignetes Variationsverfahren, wie das schon HirBERT [1] (S. 201ff.) gezeigt hat.
Die Theorie vollstetiger normaler Transformationen hat wichtige Anwendungen
auch auf die Theorie der fastperiodischen Funktionen, vgl. WINTNER [*] (An-
hang) sowie ReLLIcH [1], [2].
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vergenz mit der gewdhnlichen gleichbedeutend, also ist da jede stetige
Transformation auch vollstetig.)
Sei A = f zd K, vollstetig. Man nehme an, sein Spektrum habe einen

G

Hiufungspunkt ¢ 4 0. Sei 8 der Kreis um { mit dem Radius $ izl
Der Unterraum K (8)R ist unendlichdimensional, folglich gibt es in ihm
ein unendliches orthonormales System. Man wihle davon eine schwach
konvergente Folge @, aus (nach I. 4 ist das ja moglich). Da fiir m 4= #

|A@n — Ayt = [AK(8) (@ — @all? =6IIZ|2dlIKz(¢m — @n)?

= LLIK®) (o — gl = 5

o — gul =L,

kann A, nicht konvergieren, was aber der Vollstetigkeit widerspricht.
Umgekehrt, sei 4 eine beschrinkte normale Transformation, deren

Spektrum den einzigen Haufungspunkt O besitzt. Seien z, z,, ... die
Eigenwerte von A4, sei etwa |z,| = |z| = ---; dann ist K, = 2K (z).
n=z

Sei f, eine beliebige schwach konvergente Folge, f, —f. Nach L. 4
ist f, beschrinkt, etwa |f,| = C, dann ist auch |f| =< C. K (z)/, strebt
offenbar ebenfalls schwach gegen K(z)f, da es aber eine Folge aus
dem endlichdimensionalen Unterraum ©,, = K (z;) R ist, strebt es auch
in gewdhnlichem Sinne gegen K (z)f. Man hat

|4 (fa — PP = [2d| K. (fn — D —Z |2 21 K (22) (f — NP _Z +3.
G k=1 k=7
Iste>0 vorgegeben so wihle man 7 derart, daB (|zr]2C) < ?; dann ist
S= |Zr|221lK 2) (

=1 e

und fiir k—1 2, ..., 7—1 hat man: |K () (f,— N[ < CTEETIEAL

- 1
Z Z!%IzllK(z;c ) (fa— NP <, folglich |A(fn — N <e. Also
Af,, — Af ; A ist vollstetig:

— D=2/ — 1P < 5 . Fir genﬁgenﬁ groles n

also

3. Verhalten der Spektralschar beim Grenziibergang.

Storungstheorie.
Seien A, A, A,, .., selbstadjungierte Transformationen mit den
Spektralscharen {E;}, {EV}, {E?}, . ... Sei A gleich im A,, oder min-

destens gleich der Abschliefung von im A,. Ist A kein Eigenwert von A,
s0 hat man: EP — E;.1

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen, da8
1 = 0. Bedeute P, die Projektion von R?2 auf 8B4, (vgl. V.1), P diejenige
auf B,. Eswird behauptet, dal P, - P.

Sei @ € Biim 4, etwa @ = {f, (lim 4;) f}={f, A f}. Man setze g, ={f, 4.f};
da @, € By, ist Pup, = @,. Sei £>0; fir # = ny(e) ist | — @ul

! Rervica [8] (II. Mitt.); wir geben einen teilweise neuen Beweis.
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=[{o, 4/ = Auf}| = 5, also auch |Pa(p—@n)| ==, d. b [Prp—g| = =

Folglich ist o — PWII =lo — ou] +lon — nwﬂ =e¢. Also P,p > g.
Da Biim 4, dicht in B ist, bleibt dies sogar fiir jedes @ aus B 4 giiltig, d.h.
man hat: P,P —> P. — Nun sei ¢ € VB 4,, etwa
y = V{g, (lim 4,) g} = V{g, Ag}.

Man setze wn = V{g, Ang}; da p, EVB,, = R2 () By,, ist Py, = 0.
Fiir n = my(e) ist |y — yu| = n¥| = Pa(y — pa)| =e.
Also hat man: P, - 0. Da V%hmAk dicht in V®8,, d. h. in R2 (5 B,
ist, bleibt dies sogar fiir jedes w € R%(>) B, giltig, d. h. man hat:
P,(I — P) - 0. — Also endlich: P, =P,P + P, (| —P) - P 4-0 = P.

Sind B und C die im Sinne von V.2 zu A gehérigen Transforma-
tionen, B, und C, die zu 4, gehérigen, so folgt aus P, — P, da8 B, - B
und C, > C.1

Da B=(4*+1)"' und C=AB=A(4*+]) ", ist C= f A dE

“
und ebenso ist C, = ist |C| < % und
1Cl=1) e

Aus C, — C folgt fiir jedes Polynom p(u): (C,) - p(C). Durch

Anwendung des WEIERSTRASSschen Approximationssatzes folgt hieraus,
daB F(C,) - F(C) sogar fiir jede auf [—4, %] stetige Funktion F(u).
1 fir u =0,
0 fir /‘lj> 0. Da
€0(C,) offenbar gleich E{¥ und e,(C) gleich E, sind, ist F(C,) = E{C,
und F(C) = E,C, also erhdlt man: E{"C, > E,C. Wegen |(E§"C — E,C){]
= |E§(C — Calf] -+ (B Co— EoC) ] = [(C — C |+ |E§ Co— E4C)1]
folgt hieraus, da E{?C — E,C. Nun ist 0 kein Eigenwert von C, da es
sonst auch ein Eigenwert von A wire. Folglich existiert C-! und ist
selbstadjungiert. Fiir f€®g-1 hatman EQP f=EF CC-1§>E,CC-1{=E,f.
Da ®¢-1 in R dicht ist, folgt hieraus EJ’ —~ E, w. z. b. w.

Auper den Voraussetzungen des vorigen Satzes sei noch folgendes voraus-
gesetzt: Ist > 0 beliebig gegeben, so soll |Af — Auf|=< n(|/|? + | A7)
fiir jedes gewiigend grofie m und fiir alle | aus Dyum 4, gelten. (Dies ist
2. B. der Fall, wenn A beschvinkt und gleichmdfiger Limes der Folge A,
ist.) Ist A eim DPunkt der Resolventenmenge von A, so hat man
EP 3 E;?

Wieder darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, '
daB 2 = 0. P und P, seien wie oben. Es wird behauptet, daB P, 3 P.

Sei @ € Biim 45, etwa o = {f, lim 4;)f} ={f, Af}. Sei @, = {f, 4.1}

i 0= no(e)ist dann [p—gal=|4/— Auf|= £ (1 + A1) =

. (Da

_# |1
prr1|= 2

Sei insbesondere F(u) = ¢y(u) - u, wo eo(u) = {

1 Es ist ja P,{k, 0} ={B,%, A,B,k} und P{h, 0} ={Bk, ABH}, (I — P,) {h, 0}
={4,C,h, —C,h} und (I — P){h, 0} ={ACh, —Ch}.
2 RerLIcH [3] (II. Mitt.); der Beweis ist teilweise verandert.
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also auch [P,¢ — @] = [Po (@ — pa)| = — ||, folglich |P, ¢ — | = e|g].

Da Biim 4, dicht in B, ist, gilt dies sogar ﬁir jedes @ aus B 4. Also hat man
fir jedes beliebige y € 02 und fiir n =n,(e): [P, Py —
d.h. P,P= P. — Durch einen dhnlichen SchluB folgt daB P.(l— P) = 0
Also wirklich: P, =P,P + P,(I — P)ZZP 4+ 0 =

Hieraus folgt nun leicht, daB C,=C. Dann hat man aber auch
fir jedes Polynom #(u): #(C,) 3 $(C), und, mit der Beniitzung des
WEIERSTRASSschen Approximationssatzes, sogar fiir jede auf [—3%, 3]
stetige Funktion F(u): F(C,) 3 F(C). Es folgt hieraus, wie oben, daf3
E’C 2 EyC. Nun sieht man leicht, daB 0 auch in der Resolventen-
menge von C liegt; folglich ist C-! beschriankt und man hat:
w.z. b. w. Ef =E'CC13E,CCt = Ey,

Seien alle Voraussetzungen des vorigen Satzes erfiillt. Sei A ein h-facher
isolievier Eigenwert von A, d.h. das Spekitrum von A sei im u-Intervall
A—d,<pu<<d—+dy(d, >0, dy > 0), abgesehen von u = 1, leer. Dann
gilt: Sind dy, dy posititive Zahlen mit d; << d, d <C d,, so gibt es ein ny der-
art, daf fiir n>>mny das Spektrum von A, im Intervall 1 — di < u = 3+ d
aus (mit Vielfachheiten) h Punkten 1", 1, ..., 2" besteht, die fiir n — co
alle gegen 1 strebent.

Hilfssatz: Wenn P bzw. Q die Projektion auf den Unterraum it
bzw. RN bedeutet, und [P — Q| <1 ist, dann ist DimIR = DimMN.
Beweis: Es gilt: QMM=N. Denn wire QM < N, sogidbeesein fEN, fF0,
das zu QI orthogonal stiinde. Dann wire (f, g) = (Qf,g) = (f,Qg) =0
fir jedes g € M, d. h. f wire orthogonal zu M. Also wire Qf = f und
, was aber unmoéglich ist.
Ist nun @ irgendeine Grundmenge in R, so ist Q& eine Grundmenge
in N, folglich ist DimN < Dim M. — Ebenso folgt, daB Dim Mt = Dim N;
also ist DimMN = DimMN.

Aus dem vorigen Satz folgt nun, daB E® (1—dj, A+d3)=E", o El
I Eyg—Ei—gqq=E@A—d{, 1+4dy)y=E(1). Da der E1genraum
€, = E(4)R die Dimension % hat, ist E® (1 — 4}, 1+ d))R fiir geniigend
groBBes # (nach dem Hilfssatz) auch von der Dimension 4, also muf
A, im Intervall (1 —dj, 1+ d}) (mit Vielfachheiten) genau 4 Eigenwerte
haben, die fiir # — oo alle gegen A streben.

Alle diese Sitze gelten natiirlich auch dann, wenn man statt einer
Folge A, eine ein- oder mehrparametrige Schar A4 (¢) setzt. Hingt
diese sogar in gewissem Sinne reguldr-analytisch von & ab, so gilt der
folgende Satz, den wir ohne Beweis mitteilen?®.

Seien Ay, A, ... beschrinkte selbstadjungierie Transformationen, fiir

die die Zahlenfolge Ti/u A,| beschrinkt ist. In einer Umgebung von & = 0
existiert danm A(e) = Ay + €A, + e2 A, + - und ist ebenfalls selbst-

! RerLricH [3] (II. Mitt.); der Hilfssatz ist neu.
? RervicH [3] (I. Mitt.).



475] Unitare Aquivalenz. 50

adjungiert. Sei L ein h-facher isolievier Eigenwert von Ay, d. h. das Spek-
trum von Ag sei tn einem Intervall (A — d,y, 1 + d,), abgesehen vom Punkte 1,
leer. Serem di, dj positive Zahlen mit dy < d,, dy < d,. Dann gibt es in
etner Umgebung von & = 0 regulire reellwertige Funktionen 1, (e), . . ., 14 (€)
mit 1;(0) = 4,(0) = .- = 1,(0) = 1, so daf3 das Spektrum von A(¢) in
(A —di, A + dy) (mit Vielfachheiten gevechnet) gemau aus den Punkien
2(€), ..., An(e) besteht. Ein orthonormales System von zugehirigen Eigen-
elementen @,(e), . . ., @y(e) lapt sich derart bestimmen, dal jedes @, ()
reguldr von & abhingt, d. h. durch eine Potenzreihe ¢ + e@® + . .- dar-
gestellt wird. — Die Voraussetzung, dafi A exne endliche Vielfachheit besitzt,
15t wesentlich. Fiir mehrparametrige vegulirve Scharen A(e, &, ..., &)
gilt ein entsprechender Satz im allgemeinen wicht, wohl aber dann, wenn
A einfach ist (b = 1).

Dieser Satz 148t sich auch auf den Fall nichtbeschriankter Trans-
formationen ausdehnenl.

In diesem Zusammenhang sei noch der folgende Satz erwihnt.

Ist A eine selbstadjungierie Transformation in einem separablen Raum,
so gibt es eimne vollstetige selbstadjungierte Transformation B dervart, dafp
A + B ein veines Punkispektrum hat. Man kann B sogar so wihlen, dafs
die Quadratsumme ihrer (mit Vielfachheiten gemommenen) Eigenwerte
beliebig klein ausfillt?.

4. Unitiare Aquivalenz.

Sei A normal und U unitir. 4" = U*A4U ist dann wieder normal,
denn (4)* = U* AU und |(4)*f|=|U* 4% Uf| = | A*Uf|= | AU
= |U*AUf| =|A4f|; A und A’ heiBen unitir-dquivalent. Ist {K,} die
Spektralschar von A, so ist {U* K, U} diejenige von A’. DaB K, = U*K,U
wirklich eine Spektralschar bildet, sieht man leicht. Sei 4, =fsz;.

G

Ist f€Dy-, d.h. ist UfE€D,, so hat man | K, f|=|K, Uf|und, fiir jedes g,
(K.}, )= (K, U},Ug). Manhatalso [|z[2d| K.f|t= [| 2 d| K, U fp=|A U2,
é G

d.h. f€D,,; wegen fzd(KQf,g):/zd(Kz Uf, Ug)=(A U}, Ug) hat man
G G

(4,1, 8)=(AUf, Ug)=(U*AUY,g). Hieraus folgt, daB A, 2 U*AU=A".
Da beide normal sind, folgt: 4, = A’, w. z. b. w.

A und A’ miissen also das gleiche Punkt- und kontinuierliche Spek-
trum haben, und die Eigenwerte miissen auch in ihren Vielfachheiten

1 ReriicH [3] (III. und IV. Mitt.). Die Koeffizienten der Potenzreihen von
A(e) und @(¢) lassen sich durch Rekursionsformeln berechnen (formale Stérungs-
rechnung, entwickelt insbesondere von LorD RAYLEIGH und E. SCHRODINGER).
In [8] (IV. Mitt.) gibt ReLricH diesen Rechnungei. eine strenge Begriindung,
indem er die Konverge nzradii ermittelt und Fehlerabschatzungen fiir die Stérungs-
rechnung #n-ter Naherung angibt.

2 Fiir den Fall beschrinkter Transformationen bei WEvL [1]. Ubertragung auf
den nichtbeschrankten Fall und Vereinfachung des Beweises bei v. NEUMANN [9].
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iibereinstimmen (§, ist ja gleich U*,, hat also gewiB die gleiche Dimen-
sion wie §,).

Die Eigenwerte nebst ihren Vielfachheiten sowie das kontinuier-
liche Spektrum sind also wunitire Invarianten. Ist das kontinuierliche
Spektrum leer, so ist dieses Invariantensystem sogar vollstindig in dem
folgenden Sinne: Haben die normalen 4, und 4, reines Punktspektrum
und stimmen ihre Eigenwerte nebst 1hren V1e1fachhe1ten iberein, so
sind A, und A4, unitiriquivalent, d. h. es gibt eine unitdre Transfor-
rnatlon U derart, daB A4, = U*4,U. — Im Falle eines nichtleeren
kontinuierlichen Spektrums muB man auch den Punkten des kontinu-
ierlichen Spektrums gewisse Vielfachheiten zuschreiben, um ein voll-
stindiges System von Unitirinvarianten angeben zu kdnnen.

In diesem Zusammenhang sei das folgende Ergebnis zitiert:

In L2(0,1) nenne man eine Transformation A4f(x) = g(x) eine
Integraltransformation, wenn es eine , Kernfunktion“ a(x, y) mit (zu-
mindest mit der Ausnahme einer x-Menge Vom MaBe 0 iiberall) end-

lichem f| %, y)[2dy derart gibt, daB g(x fa(x y)f(y)dy fir jedes

f(x) € EDA (und fiir jedes x mit der evtl Ausnahme einer Nullmenge)
gilt. Eine selbstadjungierte Transformation in L%(0,1) ist dann und
nuy dann mit einer Integraltransformation wnitdviquivalent, wenn O ein
Hiufungspunkt ihres Spektrums ist®.

X. Funktionen selbstadjungierter oder
normaler Transformationen.

1. Begriff der Funktion einer oder mehrerer
Transformationen.

Da die einparametrigen Spektralscharen {E;} eineindeutig den selbst-
adjungierten Transformationen entsprechen, kann man das Integral

f F(J))dE; auch mit F(A) bezeichnen, wo A diejenige selbstadjun-
glerte Transformation bedeutet, deren Spektralschar {E,} ist. Diese

1 Die Theorie der Unitarinvarianten beschrankter selbstadjungierter Trans-
formationen wurde von HELLINGER [1] aufgestellt, von Hann [1] ergénzt und
von StonE [*] (Kap. 8, § 2) auf nichtbeschrankte Transformationen ausgedehnt.
Ein vollstindiges Invariantensystem, das nur aus ,,Vielfachheiten‘¢ besteht,
wurde zuerst von FrieDpRricHs [5] angegeben. Alle diese Theorien passen aber
nur auf den Fall separabler Raume. Die entsprechende Theorie fiir den Fall
nichtseparabler Raume wurde von WECKEN [2] und Naxano [5], [7] aufgebaut
(letzter Verf. behandelt sogar normale Transformationen). — Siehe auch MaEDA [3].

2 v, NEuMANN [9].
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Schreibweise wird auch dadurch gerechtfertigt, daB fiir jedes Polynom
P(l)=ag+ a A+ -+ 4+ a,2" gilt

[P(AEE; = a,] + a,A + .- + a, A" = P(4).

F(A) heiBt die Funktion F von A.! Aus F(4)wv{E;}, E;o0 4 folgt
F(4)vp 4.

Ein System paarweise miteinander und mit den Adjungierten von-
einander vertauschbarer normaler Transformationen soll ein ABELsches
System heiBlen (dabei wird die Vertauschbarkeit in dem am Ende von
VIII. 1 gegebenen verallgemeinerten Sinne gemeint).

Sei A,, 4,, ..., A, ein ABELsches System von selbstadjungierten
Transformationen; A :fldE}f"’ (k=1, 2, ..., n). Dann ist

— FO 2) (n)
E’*hlz,...,lﬂ - Ell.Elz PO El"

eine n-parametrige Spektralschar, und man hat

Ay :f;"kdE/l,,l,,,.., An k=1,2,...,n).

Rﬂ
Ist nun F(4,, 45, ..., 4,) eine in bezug auf {E; ,,, ... ..} fast {iberall
definierte und mefBbare Funktion (kurz auch {4,, 4,, ..., 4,}-meBbar
genannt), so bezeichnen wir fF(ll, Ao, o A)AE;, 4., ... 2, auch mit

Rﬂ
F(4,, 4,, ..., 4;) und nennen es die Funktion F von {4,, 4,, ..., 4.}.
Offenbar gilt: F(4,, 4,, ..., A oo{4,, 4,, ..., An}.
Sind FO(,, ..., &) =1, 2, ..., m) {4;, 4,, ..., A,}-meB-
bare reellwertige Funktionen, so bilden die Transformationen

BO = FO(A4,,4,, ..., A)

wieder ein ABELsches System von selbstadjungierten Transformationen.
Ist G(u®, ..., u™) eine {BO, B®, . .., B™}-mepbare Funktion, so ist
H@Ay, ... ) =GEFOAy, .., &), ..., F™(Ay, ., 1) {44, ..., 4.)-
mefbar, und es gilt G(B®, ..., BM) = H(A4,, ..., A,).

Es geniigt, die Behauptung im speziellen Falle # =m =1 zu
beweisen, da der allgemeine Fall ganz analog erledigt werden kann. Ist

also B =[F(l)dE,1, so ist die Spektralschar von B gleich {e,(4)}, wo

eu (1) = {1, wenn F(1) = pu,

0 sonst. Ist G(u) in bezug auf jede Funktion

le.(A) f = fei(l) d|E;f|? ?) [d” E;fl? (f€Dg(p) fast iiberall definiert und
— o FA=p

! Durch Grenziiberginge von Polynomen her definierte als erster F. Riesz
allgemeinere Funktionen von Transformationen, vgl. Riesz [*] (Kap. 5); und [2].
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mefbar, so folgt aus der Theorie des gewthnlichen LEBESGUE-STIELTJES-
schen Integrals, daB G(F(4)) in bezug auf jede Funktion |E,f[f fast
iiberall definiert und meBbar ist, und daB

/ CEMPAEP =] | /6w Rdlea(4) /] = G (B
gilt; also ist H (A4) fiir { definiert, folglich Dgp) S Dy (y) - Ebenso folgt, daf3
I,

d. h. (H(A)/, [)=(G(B)}, ) fir jedes f€ Dgp. Hieraus folgt
(4)f = G(B)f fir jedes f € Dg(p), d. h. G(B) € H(4). Da aber eine
normale Transformation keine echte normale Fortsetzung haben kann,
ist G(B) = H(4).
Man kann auch Funktionen eines unendlichen ABELschen Systems

fG B)a|E.fF —/G )d|eu(4

selbstadjungierter Transformationen A; = / AMEP (=1, 2, ...) defi-

nieren!. Mit R, soll die Gesamtheit aller reellen Zahlenfolgen {1,, 2,, .. .}
bezeichnet werden. Unter einem Intervall J in R soll die Menge der-
jenigen Folgen verstanden werden, fir die 4, € J;, 2, € J,, . . ., wo die
J i beliebige offene Intervalle der (mit der Identifizierung von oo und —oo
abgeschlossenen) Zahlengeraden sind, die aber fiir héchstens endlich
viele Indizes von der ganzen Zahlengeraden verschieden sind. Mit
solchen Intervallen, als definierendes Umgebungssystem, wird Ry be-
kanntlich ein bikompakter HAusDORFFscher Raum. — Ist f € R, so ordne
man dem Intervall J < Re das MaB m(]) = |[[EO(JYE®(],) .. .1/
zu; my(J) 14Bt sich dann zu einer totaladditiven nichtnegativen Mengen-
funktion m,(M) erweitern, die insbesondere fiir jede BorELsche Menge M
in Ry definiert ist. Ist nun F(4;, 1, ...) eine solche Funktion auf R,
die in bezug auf jedes MaB m(M) (f €R) fast tberall definiert und
meBbar ist, so definiert man 7T = F(4,, 4,, ..) folgendermaBen. Dy be-
steht aus allen f € R, fir die /[F(ll, Ay, .. )2dms(M) endlich ist
R

(diese bilden eine in R dichte Linearmannigfaltigkeit), und fir f € Dp
ist (T}, y =[F(dy, Ay, .. .)dm(M).
R

Mit ahnlichem Verfahren kann man sogar Funktionen eines nicht-
abzdhlbaren, aber wohlgeordneten ABELschen Systems selbstadjungier-
ter Transformationen definieren.

Auch kann man auf ganz analoge Weise Funktionen einer normalen
Transformation oder eines ABELschen Systems von normalen Trans-
formationen definieren. Der Satz {iber zusammengesetzte Funktionen
bleibt ebenfalls giiltig.

1 Vgl. v. Sz. Nacy [2] (S. 221), MizoguT! [1], Nakano (3]
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2. Bedingungen dafiir, dal eine Transformation
Funktion gegebener Transformationen sei.

Zunichst ein Hilfssatz:

Ist T eine beliebige und A eine selbstadjungierte Transformation, und
ist T op A, so gibt es zu jedem f, € Dp eine A-mefbare, sogar BAIREsche
Funktion F(1) derart, daf F(A)f, defintert und gleich T f, ist. Der Satz
gilt auch dann, wemn A durch ein beliebiges ABELsches System selbst-
adjungierter oder noymaler Transformationen ersetzt wird.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Fall eines einzigen
selbstadjungierten 4, die allgemeine Behauptung laBt sich analog erle-
digen. Wir diirfen ferner annehmen, da3 4 beschriankt ist. Denn ist 4

nicht beschrinkt, so betrachte man 4’ = arctg4; man hat |4’| = %

und wegen A = tgA’vpb A" ist auch Tp A’. Gilt der Satz fir das
beschrinkte A4’, so ist Tf, = F(4")/,, woraus Tf, = F,(4)f, mit
F,(}) = F(arc tgl) folgt. M

Sei also A beschrinkt: A = [1d E;. Der durch die Elemente 4"f,

m
(n=0, 1, 2, ...) aufgespannte Unterraum R (/,) wird von 4 offenbar in
sich transformiert. Alsoreduziert M (f,) 4;ist L die Projektion auf M (f,),
so hat man: Lo 4. Dann ist aber, nach der Voraussetzung des Satzes,
auch L b T, woraus insbesondere folgt, daBl Tfo=TLf,= LT[, € M(f,)-
Folglich gibt es eine Polynomfolge P,(A) derart, daB P,(4)f, = T,-
Nun ist

M
[(Pa(A) — Pp(A)) ol = [| Pa(A) — Pu(DPA]ELf,[2.

Da hier die linke Seite fiir #, m—o0 gegen 0 strebt, geniigt die Folge P, (1),
als Elementfolge des Raumes L? aller in bezug auf |E;f,[? quadratisch
integrierbarer Funktionen aufgefaBt, der CAucHvschen Konvergenz-
bedingung. Also gibt es eine (auf [m, M] iberall definierte) Funktion
F(4) € L?, die man sogar aus einer BAiREschen Klasse wihlen kann, so daf3

M
(1) [1Pa(?) — FQPFA|Esfof? >0 fiir  n— oo,

u
F(2) ist gewil A-meBbar, also existiert F(4). Da /|F(A)]2d[|E,1f0ﬂ2<oo

(F(1) ist ja in LZ), ist F(4)f, sinnvoll. Das Int;:ngral (1) ergibt eben
(Pn(A) — F(A))f,|?, folglich P,(A)fo > F(A)/,, also ist F(A)fo= T/,

Nun gllt der folgende Satz!:

1y V. NEUMANN [8] (Satz 6) und [2] (Satz 3). Riesz [6] wendet zum Beweis
einen Differentialprozef an. Beide Verf. beschranken sich auf den Fall, daB3 T
selbstadjungiert ist. MiMmuRa [1] verallgemeinert den Satz auf die obige Form.
Vgl. noch Nakano [2], [8]. Der von uns angefuhrte Beweis hat einige Berithrungs-
punkte mit denen von RikEsz und MIMURA.
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Sei R separabel. Dafiir, daf eine lineare Transformation T von R
Funktion eines ABELschen Systems {A} von. selbstadjungierten oder nor-
malen Transformationen von R sei, ist notwendig und hinveichend, daf
T dicht definiert, abgeschlossen und bo A sei.

Da die Notwendigkeit schon feststeht, bleibt nur die Hinlanglichkeit
zu beweisen. Im Beweis beschrinken wir uns auf den Fall, daB {4}
aus einem einzigen selbstadjungierten A besteht, der allgemeine Fall

148t sich analog behandeln; wir kénnen wieder annehmen, daBB A be-
schrankt ist.

Sei g, g, ... eine in Dp, also auch in R dichte Folge.
Man setze
n—1
(2) h=8, h=g6—Lig - /h=¢t —kzlLkgm <y

wo L, die Projektion auf M (f;) bedeutet. Da L;v 4, ist auch Lo T;
folglich ist Lyg, € Dp, also auch f, €Dy (v =1, 2, .. ).

Wir zeigen, daB L;L; = O fiir 4 4= k. Ist dies fiir ¢, & <= schon
bewiesen, so wird fiir 1 < #n:

n—1
Lif, = Lign — L; (kZILkgn) = L;g, — Lign =0,
L;A¥f, = A*L;f, = 0,

also ist jedes Element von der Form A*f,, und damit der ganze Unter-
raum N (f,), orthogonal zu M (f;). Also ist L;L, = L,L; = O, womit
der Beweis durch InduktionsschluB erbracht ist.

Wir behaupten, daB die Projektion P = >’ L; gleich I ist. Da die g,
=1
in ® dicht liegen, geniigt es, Pg, = g, fiir jedes # zu zeigen. Nun folgt
n—1
aus (2): Pg,= Pf,+ > PLygn; da Pfy=f, und PL; = L; (Wegen
E=1

der Orthogonalitidt der L;), ist wirklich Pg, = g,.
Wihlen wir nun eine positive Zahlenfolge c, derart, da3 die Reihen

Zoo Cnfn und 20? ¢u T fo konvergieren. (z. B. ¢, = 27" (|fu| + | T/a] +1)"")-
n=1 n=1

Die erste moge gegen f,, die zweite gegen f; streben. Da T abgeschlossen
ist, hat man f, € Dy und f§ = Tf,. Nach dem Hilfssatz gibt es eine
Barresche Funktion F(1) derart, daB Tf, = F(4)f,.

Ist B eine mit 4 vertauschbare beschrinkte selbstadjungierte Trans-
formation, so ist B F(4) und (wegen der Voraussetzung) auch BvT;
also sind F(A) und T fiir B, definiert, und es folgt aus BF (4) fob=BTf,,
daB F(A)Bf, = T Bf,.

Wir setzen insbesondere B = ;L P, A*L,, mit P, = e,(A4), wo ¢,(4)

diejenige Funktion bedeutet, die 1 bzw. 0 ist, je nachdem |F (1)

<= nbzw.
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> nist. DaL,fy= > ¢yLyfyi=Cnfn, hat man I'(4) P, A*f,,=T P, A¥},.
Die Gleichung "= =1

(3) F(A)P,h = T P,h

gilt dann auch fiir jede Linearkombination » der A%f,. Die Linear-
kombinationen der AFf,, mit festem m sind in M(f,) dicht; variiert

man auch m, so erhidlt man (wegen R = Z () M (fm)) eine in R dichte
Menge.

Nun ist F(A) P, offenbar beschrinkt. Wenn also A* beliebig aus
R und %; eine gegen h* strebende Folge von Linearkombinationen
obiger Art sind, so gilt: F(A)P,h; - F(A) P,h*, also (wegen (3)):
TP,h; -~ F(A) P,h*. Da auch P,h; > P,h*, und da T abgeschlossen
ist, gehért P,h* zu Dp, und man hat T P,h* = F(A4) P, h*. Also ist
TP,=F(4)P,.

Sei nun g € Dp(y und man setze g, = P,g. Es folgt aus der Defi-
nition von P,, daB P, —» I fir # — oco; also hat man g, - g. Da
Tg,=TP,g=F(A)P,g = P,F(A)g - F(A)g, folgt aus der Ab-
geschlossenheit von T, dal g € Dpund Tg=IF(A)g. Alsoist T2 F(A4).
Da man in diesem Gedankengang die Rolle von T und F(4) vertauschen
kann, so erhidlt man ebenso F(4) 2 T. Also ist T = F(4).

Wir zeigen an einem Beispiel, daB in nichtseparablen Riumen der Satz im
allgemeinen nicht gilt?l,
Sei f; = Ry, 1) der Raum aller Funktionen f(x) (0 < » < 1) mit endlichem
2 1/(#%)|* und sei R, = L2(0, 1) der Raum aller Funktionen g(x) (0 < x < 1)
x 1
. . 2 oo 1 fiir x = A 1 fir x=121,
mit endhchemof|g(x)| dx. Sei¢j(v) = {O fir x = 1 und ¢;(x) = {O for x = A,
Man betrachte in R = R, x R, der Paare {f(x), g(#)} die durch E,;{f(x), g(x)}
={e,(%)f(x), e;(x)g(¥)} definierte Spektralschar {E;} sowie die Transformation
1

A = fAdE;. Wir werden zeigen, daB die durch P{f, g} = {/, 0} definierte Pro-

0
jektion von R auf R, zwar vp 4, aber keine Funktion von 4 ist.

Sei E() =E; — E; _y. Man hat EQ){f(), gm}={e,x)f(x), 0}, weil g, (¥) g (%),
als Element von L2%(0, 1), aquivalent mit 0 ist. Da Ze; x) f(x) = f(x), folgt

hieraus, daB3 Z +EQ) =P. Aus E(A}pp 4 folgt dann aber Pov 4.

Ware eine Gleichung von der Form P = /ﬁ ydE; moglich, so miilte

p(A) =1 sein. Sei & so, daB p(&) #+ 1. Da HE;_{(—‘:- 0}[‘2—\\{5; ), O}?

=z{e;,(x>es(x>?={?' wenn 2 < ist (Ples, 0}, fer, 0) = So dHE;.{eg.o}z
p

0
(§) & 1, wahrend die direkte Ausrechnung (P{e:, 0}, {e:, 0}) = 1 ergibt.

1 Nach Nakano [3], vgl. auch WECKEN [2] (Anhang 1).

Ergebnisse der Mathematik. V/5. v Sz. Nagy 5
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3. Simultane Spektraldarstellung eines ABeLschen
Systems von selbstadjungierten oder normalen
Transformationen.

Die Funktionen einer selbstadjungierten Transformation bilden,
wie wir wissen, ein ABELsches System. Es erhebt sich die Frage, ob
es zu jedem ABELschen System {4,} von selbstadjungierten oder nor-
malen Transformationen eine selbstadjungierte Transformation B derart
gibt, daB jede Transformation des Systems {4,} eine Funktion von B ist.
Da sich eine normale Transformation 4 mit selbstadjungierten 4,, 4,
in der Form 4 = A, + 74, darstellen 148t, wobei 4,04,, 4,00 4 und
A, b A gilt, geniigt es, Systeme {4,} von selbstadjungierten Transforma-
tionen zu betrachten. Ferner darf man annehmen, daBB O < A4, < I fiir
jedes A, €{A,}; sonst hitte ja man zuerst {4,} etwa durch das ABELsche
System {4,}, wo A, = %arc tg A, + % I, zu ersetzen; gilt der Satz fiir
{45}, so gilt er auch fiir {4}, da aus A, = G,(B) folgt A, = F,(B)
mit Fu(2) = tgm(Ga(1) — 3).

Zuerst betrachte man ein endliches ABELsches System:

. Ay, Ay, .., Ay
sei Ay :fldE‘;f') (k=1, 2, ..., n). Dann ist
0
Ay = [LdEy o, .0
Wﬂ
wo E; 4. = E;lll’E‘;-’: ... Ef und wo die Integration iiber den Ein-
heitswiirfel W, = (0= 1, =1, 0= 1, <1, ..., 0=1,=1) genommen

ist. Nun bilde man die Strecke 0= x =1 mittels einer PEANOschen
Kurve auf W, ab. Dem Punkt x moge dabei der Punkt in W, mit
den Koordinaten 1, = Gi(x) (R =1, 2, ,.., n) entsprechen. Die inverse
Abbildung x = F(2,, 75, . . ., 4,) ist auch iiberall eindeutig und stetig,
abgesehen von den Punkten einer gewissen Menge S in W,;; S liegt auf
den — abzdhlbar unendlich vielen — Teilungsebenen von W,,, die zur
Konstruktion der PeanNoschen Kurve beniitzt wurden. Eine solche
Ebene mit der Gleichung 1; = a ist in bezug auf {Ej 4, ... 1.} gewiB
dann vom MaBe 0, wenn a keine Sprungstelle von EY, d. h. kein Eigen-
wert von Ay ist. Ist die Komplementdarmenge des Punktspektrums jedes
Ay iberall dicht in (0, 1), so konnen also diese Teilungsebenen so
genommen werden, daf sie — und mit ihnen auch S — in bezug auf
{E4,, 2,, ... 1, eine Nullmenge bilden. Dann gilt 2, = G4(F (4y, 4y, - - -, An))
(¢ =1, 2, ...) fast iiberall in bezug auf {E;, ,,,,;,n}. Wenn man also
B =F(A4,, 4,, ..., 4,) setzt, dann wird A, = G,(B) (k=1, 2, ..., n).

Die iiber das Punktspektrum der A; gestellte Bedingung ist in
einem separablen Raum R immer erfiillt, da dann das Punktspektrum
immer eine abzdhlbare Menge ist. Ist im Falle eines nichtseparablen
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die Bedingung fiir gewisse A, nicht erfiillt, so ersetze man jedes solche

[

A im System durch das Paar 4; :/r(l)ZdE}.“, A= [(1—7r(2)2dEY,

1 fir rationale 1
~ lo fiir irrationale A
dann keine irrationale, dasjenige von A} keine rationale Zahl, und es
gilt Ay + A7 = Ay.

Der Fall eines abzihlbar unendlichen ABELschen Systems 148t sich
analog behandeln. Man braucht nur eine verallgemeinerte PEANoOsche
Kurve anzuwenden, die den abzahlbar unendlich dimensionalen Ein-
heitswiirfel Wee = (0= 4, =1, 0= 1, =1, ...) ausfiillt!. — Also gilt
der Satz:

Zu einem endlichen oder abzihlbar unendlichen ABELschen System { Ay}
selbstadjungierter oder normaler Transformationen kann tmmer eine selbst-
adjungierte Transformation B derart gefunden werden, dafl jede Trans-

wo 7(A) ist ;_das Punktspektru;n von Aj enthilt

oo

formation A, eine Funktion von B ist, d. h. Ay :fak(l)sz gilt, wo {P;,}

die Spektralschar von B bedeutet. Man kann sogar fordern, dafl B threr-
seits eine Funktion des Systems {A;} sei, also daf insbesondere B oo {A;}
gult; ferner darf man fordern, daff O =< B = I.

In einem separablen Rawm R gilt der Satz sogar filr nichtabzihlbar
unendliche ABELsche Systeme®.

Die letzte Behauptung beweist man so. Sei {4,} ein ABELsches
System; wir dirfen immer annehmen, daB |4.| =1 fiir jedes A4,.
Man wihle aus {4,} ein abzdhlbares Untersystem {4;} derart aus, daB
jedes A, aus {4,} Limes einer passenden Teilfolge aus {A4,}ist (vgl. L. 5).
Nach dem obigen gibt es eine selbstadjungierte Transformation B so,
daB jede Transformation des abzdhlbaren Systems {4;} eine Funktion
von B ist; insbesondere gilt also A;vp B fiir jedes 2. Dann gilt aber
Ay vd B auch fiir jede andere Transformation A, € {4,}, folglich sind
(nach X. 2) auch diese Funktionen von B.

4. Zweiter Beweis.
Wir beweisen den obigen Satz zunidchst fur ein abzdhlbares ABELsches
System von Projektionen: P,, P,, ...
Man betrachte diejenigen Zahlen s zwischen 0 und 1, in deren triadischen Ent-
wicklung s = [0, 6,0, ...]; nur Nullen und Zweien auftreten, und zwar die Nullen

nur endlichvielmal. Man setze fir s = [0, 6,0,...0,222...)3 (0y, ..., G;; =20
oder 2): ?2,7 1~Zi b_ - 7N
Es:zpl (I — Py 2--~p1\.%(14P.\') 2 (N = M),
T

wo die 7-Werte 0 und 2 durchlaufen, und zwar unter der Bedingung
[0, 7172, ... TH 000 ...); = s, sonst voneinander unabhingig. Da die Glieder
1 Vgl. JessEN [1], v. Sz. NaGcy [2] (S. 223).
2 v. NEUMANN (2] (Satz 10), Haar [1] (S. 781-—790). Unser zweiter Beweis
in X. 4 ist mit jenem dieser Verf. verwandt.

5*
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dieser Summe offenbar paarweise orthogonale Projektionen sind, ist E, auch eine
Projektion. Die Definition von E, hangt von der besonderen Wahl von N nicht ab;
dies sieht man leicht, wenn man bemerkt, dal aus [0, 7;7T,...Tg000...]3<s auch
[0, TyT5 - .. TL2000 ...]3=s folgt.

Wenn s=s’, dann ist E,< Ey. In der Tat, wenn s = [0, 6,0, ... 6,222...];
und ' = [0, ¢’ 0} ...07,222...]; und wenn man N groSer als M und L wihlt,
dann tritt jedes Glied der E, definierenden Summe auch in der E,. definierenden
Summe auf.

E, kann leicht zu einer Spektralschar erganzt werden. Furein x = [0, £, & ...]3

(&, = 0 oder 2) der triadischen Menge von CANTOR setze man E, = lim E
n—>»oo
wo s, = [0, &1, & ... §,222...]; (da E;, eine abnehmende Folge ist, existiert der

Limes und ist eine Projektion). Die Monotonie der erginzten Schar E, bleibt be-
halten. Ist (4, b) ein Komplementirintervall der CanTorschen Menge, 0 < a < b<1,
so setze man E; = E, fir a < A < b. Endlich setze man E; = O fir 2 < 0 und
E =1 fir A> 1. Es gilt offenbar E; bp {P;}.

Die Funktion p,(4) sei nun folgendermaBen definiert: Fiir ein x = [0, £ &, ...]5

Sn

aus der CanTorschen Menge sei p;(x) :%; fiir die anderen Punkte mag sie

willkiirlich definiert werden. Wir behaupten, daf3

1
S (M AE) = P. k=12 ..)
0
In der Tat, das Integral ist gleich der Summe

2 (B0, ayay ... ano1222 .00 — B0, mag ... w1022 ..5)
[a 9

iy 1_5‘_ i3 e
zz(zpf’(lﬂpl) 2 . pPEU— Py 2),
o &

wo die « voneinander unabhingig die Werte 0 und 2 durchlaufen, wihrend,

fir ein gegebenes System der «, die Summe »’ sich auf jedes solche System
£

&, ..., & der Zahlen 0 und 2 bezieht, fiir welches [0, & 05 ... x4 022 ...]3
< [0, &18p - - - & 000 ... J3=1[0, ;g - .. g _; 222 ...];. Es gibt aber offenbar
nur ein einziges solches System &, namlich & = o, ..., &_, = ox_q, & = 2;
also ist

% 1_® LI k-1

1 21
Ofm(A)dE;.zzpl“’(l—Po 2.5 U—-P_) % P=D,
o

womit die Behauptung bewiesen ist.

Ist der Satz fur abzahlbar viele Projektionen schon bewiesen, so folgt er
fiir ein endliches oder abzahlbar unendliches ABELsches System beliebiger selbst-
adjungierter Transformationen {4;}, O =< A4, < I, folgendermaBen.

1
Sei A, = fAdEY. Das System der E¥ (r durchlauft alle rationalen Zahlen;

0
k=1, 2, ...) bildet ein abzihlbares ABELsches System von Projektionen, also
gibt es eine Spektralschar {E;} und Funktionen p® (1) derart, daB E; vp {E‘f’},

I fur A -1
El_{o fir 4 < 0 und

1

EY = b (A dE;;
0

dann hat man auch E;bb{4,}.

Nun sei F,(A) eine Folge von Treppenfunktionen, die wachsend gegen 1
strebt. Die Sprungstellen von F,(2) seien alle rational und F, () sei von links
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stetig. Dann ist F,(4,) cine Linearkombination der E®. Wenn s% (1) die ent-
sprechende Linearkombination der p‘,k’ (A) ist, dann hat man:

1
Fy(dy) = [s (A dE;.
0

Da F,(4y) = Fy(Ay) -~ -+ = Ax = I, so muB fast uberall in bezug auf {E;}
gelten: s () = s®(2) = --- == 1; s¥ () strebt also fast uberall in bezug auf {E;}
gegen eine beschrankte Funktion a,(4). Dann ist aber

1 1
(4ud, 9= Jim (Fudof ) = lim [P dES, ) = [al)d(Erf, 8),
d. h. 1
Ay= [ (WdE;,
0

w. z. b. w.

XI. Spektraldarstellung von Gruppen
und Halbgruppen linearer
Transformationen.

1. Gruppen von unitdren Transformationen.
Wenn {E;} eine beliebige Spektralschar ist, dann sind die Trans-

formationen U, :fe“‘“dE,l (— oo < t << oo} unitdr und bilden eine

einparametrige kontinuierliche Gruppe. In der Tat, es ist U, Uy = U,y
und U, = I; wenn s — ¢, dann U, — U,, weil aus 2754 — ¢27t4i folgt

o0

[Uf — Ul = [le2nvié — 27 (Esf, ) 0.

Umgekehrt?,

wenn die einparametrige Schar {U,} (— oo <t < oo) von wunitiren
Transformationen eine schwach-kontinuserliche Gruppe ist, d. h. wenn
U, U, = U,,, und (U,f, g) fiir jede | und g stetig von t abhingt®, dann

gibt es eine und nur eine Spektralschar {E;} derart, daf U, = [e2 71 dAE,

gilt. Man hat E;o0{U}. Insbesondere ist dann also {Uj} auch stark-
kontinitierlich, d. h. U, -~ U,, wenn s — 1.
Zuerst zeigen wir die Einzigkeit von {E;}. Wire

oo

U, :[ezztud(E;j, g) — /ez:xtiid(E:{]" g),

— 00

! Satz von Stone [1] (III. Mitt.) und [2]. Weitere Beweisc beir v. NEU-
MANN [8], BocuNER [1], Riesz [3], v. Sz. NaGgy [1] und NAKANO [6]. Der im
Text stehende Beweis ist derjenige von v. Sz. NAGY.

2 Das bedeutet, dal U;,— U,, wenn s —¢.
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so hidtte man

[1®a(Eif, g) = [1(2) d(EFf, )

fiir jedes trigonometrische Polynom f(4) mit beliebiger Periode, also
auch fiir die Limites der beschrinkten konvergenten Folgen solcher Poly-
tfirdl=p

nome. Wie man leicht sieht, gehért die Funktion y,(4) :{O fiir 4>

dieser Funktionenklasse an, also ist

(Enf, g) = /xm (E4f, g) ]xu d(Ef, &) = (Eif, 8),

batie V)

d.h. Ej, =Ej, w.z. b.w.

Nun kommen wir zum Beweis der Ewistenz von {E,}.

Zuerst sei der spezielle Fall betrachtet, daB U, = I. Dann ist U,
periodisch mit der Periode 1, denn U, , = U,U; = U,. Wir kénnen
U, in eine Art von FouriERscher Reihe entwickeln.

Fir jedes ganzzahlige # sei gesetzt

1
(1) L,[f, g = [e=27n11(U,f, g)dt

0

L,[f, g] ist fir jedes feste g eine lineare Operation auf f, die auch
1

beschrinkt ist, da |L,[f, g]| = [«(U./, g)|dt = [f|]g]. Also gibt es ein
0

gn derart, dal L,[f, g] = (f, ga) (vgl. I. 4). Durch g, = P,g definieren

wir eine — offenbar lineare — Transformation P,. Wir zeigen, daf3
(2) UsPn: PnUs:eznns’:Pn-
In der Tat, es folgt aus der Periodizitit von U,
1 1
(/, Us Prg) = (U _f, Png) /6‘2”””(UtU_sf,g)dt=f6‘2""”(U;_sf, g)dt
1—-s

— e~2nnsz je—2-rny7,(U f g dy_g—Znnsz/g Znng(U f g)

— e 2.‘”7.81,(]" Png);

die Gleichung (t, P, U,g) = (f, €275 P,g) folgt ebenso. Mit dhnlichem
SchluB zeigt man, daB P, vo {Uj}.
P, ist selbstadjungiert:

- 1 1 ,
(P.f, 8) = (g, P.f) :jgvznmi(ULg’ fdt :(-)182.177,“(}’, Ug)dt
0

1

0
= [e=2 umsi(f, U_,g)ds —_:-fi (1, Pag).
~1 0
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Ferner ist

1 1
(me’ Pﬂg) :_/e_znnti(Uthf: g)dt :‘/'6—2.711”'627!7)”1:(me’ g) df
0 0

_ |(Puf, g) fur m = n,
o fir m 4= n,

also P}, = P,, und P, P, = O fir m == n.
Die P, sind also paarweise orthogonale Projektionen. Wir zeigen,
daB > P, = I. Diese Summe, und mit ihr auch @ =1 — ' P, sind

n=—oo n=—00

gewill Projektionen. Da @ orthogonal zu jedem P, ist, hat man

1

e i (U,Qf, g)dt = (Qf, Pug) =0 (fir m=0, =1, +£2,...).
0

Also sind alle FouriERrkoeffizienten der stefigen Funktion (U,Qf, g)
gleich 0, folglich ist (U,Qf, g) = 0, also U,Q = 0, Q = U _(U,Q) = 0.

Multipliziert man die jetzt erhaltene Gleichung I =2’ P, mit U,,
so erhidlt man nach (2): n=—oco

o0
Y Y ;
Ul — Z ez:tnnpn’

n=—00

und dies ist die gewiinschte FouriERsche Reihenentwicklung von Uj.

Setzt man E; =>'P,, so wird U, :/62”;'tidE)., also ist {E;} die ge-
n=2=2a — o0
suchte Spektralschar.
Im allgemeinen Fall, daB U, = I, verfihrt man folgendermafBen:

Sei U, =/62””idEu die Spektraldarstellung von U, im Sinne von IV. 3
—o [0 fir w=:0, .

(statt 2 wird 2zu geschrieben); F, :O{I fiir g0 = 1, F, oo U,. Sei {Wy

die durch {F,} erzeugte Gruppe: W,= [ 27444 F,. Aus W 00{F,}, F,bo U,

folgt W,o0 U,; da Ugo Uy und UF = U;'=U_,p Uy, ist auch U,p W,.1
Hieraus folgt, da die unitiren Transformationen V,= U, W _, wieder eine
Gruppe bilden. V, ist aber schon periodisch, es gilt ja V, = U, W_;=1.
{V} ist auch schwach-kontinuierlich, denn aus U,— Uyund W_; -~ W _,
(fiir s — #) nach I. 4 folgt:

uw_,—~UWw._,.
Nach dem Obigen hat also V, eine Reihenentwicklung

oo
Vt :Z eZ:zntiPn.

N =—00

. 1 oo
VA, =%(U,+ U¥) und B, = 2z;(Ug— U¥) sind ja selbstadjungiert und v U,,

folglich sind sie auch p IV,; dann ist aber auch U, = 4,4 :B,v W,.
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Da aus F,vo U;, P,op{Vy} und V,v U; auch F,v P, folgt, sind
die Glieder der Reihe >'F;_, P, paarweise orthogonale Projektionen.

n=—00
Folglich konvergiert diese Reihe gegen cine Projektion E;. Man sieht
leicht, daB {E;} eine Spektralschar ist, und daB E;vpo {U;}.

Wir behaupten, daB die durch {E;} erzeugte Gruppe {U7} mit {U}}
identisch ist. Da 2 P, =1, geniigt es zu zeigen, dall U, Py = U, P, fir

n=-—0o0

jedes m. Nun erhdlt man mit Riickblick auf (2), wegen E; P,,=F;_n P,

(oo}

UP,=W, VP, = EamtiW,p, = g2nmt1fe2:z,umdFM . P,

)

oo oo oo
— fesn ()7?,+;.L)tidl?l“,[)m:/ez ahti dFi.—m'Pm:f€2 .—r/ltidE;.,Pm:_ Ut,Pm'
— o0 — oo -

—as

Im Falle eines separablen Raumes R bleibt der Satz auch dann giiltig.
wenn man iiber die Funktionen (U, f, g) von ¢t statt Stetigkeit nuy MeBbarkeit
im Sinme von LEBESGUE wvoraussetzt. (In diesem Fall folgt also die
Stetigkeit schon aus der MeBbarkeit?.)

Man betrachte wieder zuerst den Fall einer Schar {U;} mit U, = I.
Man fithre die P, mit Hilfe der im LEBESGUEschen Sinne existierenden
Integrale (1) ein; die Eigenschaften der P, folgen wie oben. Jetzt kann
man aber daraus, daB alle FouriERkoeffizienten der Funktion (U,Qf, g)
verschwinden, zunichst nur darauf schlieBen, daf} diese Funktion fast
jiberall gleich 0 ist. Mége g die Elemente eines vollstindigen ortho-
normalen Systems {g,} durchlaufen; die Vereinigung der Ausnahme-
mengen fiir (U,Qf, @), (U;Qf, @,) usw. ist wieder eine Nullmenge. Fast
iiberall gilt also (U,Qf, @) =0 (#=1,2,...), also U,Qf =0 und
0/ = U_i(UQf) =0, d.h. Q = 0.

Die Betrachtung des allgemeinen Falles geht ebenso wic oben vor
sich. Nur hat man zuerst zu sehen, daB auch V, = U,W _, meBbar ist.
Dies folgt aber aus (Vif, &) = (Usf, Wig) = (Udt, @) (@, W), weil

n
die Summe einer Reihe mit meBbaren Gliedern selbst meBbar ist. Der

tibrige Teil des Beweises kann wortlich wiederholt werden.

Fir nichtseparable Raume bleibt dev vevallgemeinerte Satz im allgemeinen nicht
giltig, da man dort meBbare Gruppen angeben kann, die nicht kontinuierlich
sind. Im Raum R, (vgl. I. 2) definiere man U, durch U,f(¥) = f(x + {); offenbar
ist U, unitar und es gilt: U,U,= U,y,, Uy= 1. Sind #, (® =1, 2,...) und
#, (n=1, 2, ...) die Punkte, wo f(x) bzw. g (¥) nicht verschwinden, so kann
(U, f(%), gx) offenbar nur fiir ein solches ¢ von 0 verschieden sein, das mindestens

1 Die Bemerkung, dafl3 der StoNEsche Satz im HirBerTschen Raum auch
fur meBbare Gruppen gilt, stammt von V. NEUMANN [6]. Weitere Beweise:
StoNE [2], RiEsz [38), v. Sz. NaGy (1] und NakaNo [6]. Dieser Satz hat wich-
tige Anwendungen auf dic Ergodenthcoric und auf die Quantenmechanik, vgl.
v. NEUMANN [7) und MAEDA (3]
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einer der Gleichungen x;, + ¢t = %}, (k, h =1, 2, ...) geniigt; solche ¢ gibt es aber
hochstens abzidhlbar viele. Also ist die Funktion (U,f, ¢g) meBbar in ¢, aber es ist

fii =
(U;SO(A'), EO(X)) (wo Eo(x) — {1 ur x 0

0 fiir x = 0) unstetig fir £ = 0.

2. Halbgruppen selbstadjungierter Transformationen.
Die fiir t > 0 definierte einparametrige Schar {A;} von beschvinkten
selbstadjungierten Transformationen bilde eine Halbgruppe, d. h. es gelte
Ayds = Auys. Fiir jedes | € R sei die Funktion (Af, f) von t mindestens
in esnem Intervall beschrinkt oder mefbar. Dann ist die Halbgruppe gleich-
mdapig kontinuierlich, d. h. A, 3 A, wenn s —t. Es gibt ferner eine und
nur eine Spektralschar {El} derart, dafl E;, = O [ir 1 <<0 und

Ay = [ MdE;y;
0

man hat E;vp A,. Wenn keine dev Transformationen A, den Eigenwert 0
hat (d. h. wenn aus Ayf = 0 [ =0 folgt), dann gibt es eine und nur eine

Spektralschar {F,}, so daf oo
A, =je“‘dF,¢;
man hat F, o0 4,2 — oo

Fiir jedes f ist A(f) = log HALf
2

f = log (4;f, f) eine konvexe Funk-
|
tion von ¢, denn es folgt aus der ScawaRrzschen Ungleichung:

rﬂAfsjir:hf(t) +hf(3).

2|

2y (t';ﬁ)=log(z4{*‘23f’ fp=log (4.4 /= logH A1

Wir wissen auBBerdem, daB diese Funktion in einem Intervalle (a, b) ent-
weder nach oben beschriankt oder meBBbar ist. Eine konvexe Funktion,
die in einem Teilintervalle ihres Definitionsintervalles eine von diesen
Eigenschaften hat, ist aber im Inneren ihres Definitionsintervalles iiber-

all stetig?. Folglich ist auch (4.f, f) stetig fiir ¢ > 0.
M
Sei 4, :/ldE,l die kanonische Spektraldarstellung von 4,; man

m
hat m =0, da 4, = A} = O und es gilt E; o 4,.
M
Man setze B, = [ A'dE, fiir ¢ > 0; {By} ist offenbar eine gleichmaBig-

m
kontinuierliche Halbgruppe und es ist 4, = B;. Da die positiven selbst-
adjungierten Transformationen A, und B, dasselbe Quadrat haben, sind
sie gleich (vgl. IT. 1). Wiederholung desselben Schlusses ergibt 4, = B,
1 1

fir ¢ =1, ;, 4 e - WOTaus wegen der Halbgruppeneigen-

! Fiir Gruppen bei v. Sz. Nagy [1]. Verallgemeinerung auf Halbgruppen
bei HirrLe [1], (2] und v. Sz. Nacy [2].

2 Siehe J. 1..W. V. JENSEN: Acta math. Bd. 30 (1906) S.175—193 und
W. SIERPINSKI: Fundam. Math. Bd. 1 (1920) S. 125—129.
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schaft A4, = B, fiir jede positive diadisch rationale Zahl ¢ = ;—V:— folgt.

Aus Stetigkeitsgriinden folgt endlich (4,f, f) = (B:f, f), d. h. 4, = By,
fiir jedes positive ¢.
Es kann keine weitere dem Satz geniigende Spektralschar {E;,} geben,

u
da {E;} schon durch die Gleichung 4, = [1dE, eindeutig bestimmt ist.

m
Wenn 0 kein Eigenwert von A4, ist, dann ist Eg = O (da 4,E, = 0).
I, = E,« ist dann wiederum eine Spektralschar und man hat

4, :.ﬁ,LtdEw

— 00

3. Halbgruppen normaler Transformationen.

Die fiir t > 0 definierte Schar von beschrinkten normalen Transfor-
mationen {N.} bilde eine schwach-kontinuierliche Halbgruppe, d. h. es gelte
N(N; = Ny, und (N,f, g) sei, fiir jedes | und g stetig in t.* Kein N,
habe den Eigenwert 0.2 Dann ist {Ny} stark-kontinuierlich, d. h. Ny — Ny,
wenn s — £ Es gibt ferner eine und nwur eine Spektralschar {K,}, so daf
N, :fe“dKz. Im Falle eines separablen Raumes R geniigt es, statt der

G

Stetigkeit von (N,f, g) nur MeBbarkeit im Stnne von LEBESGUE 2u fordern?.

Aus der Halbgruppeneigenschaft folgt unmittelbar, da N b N,.
Es gilt aber auch N¥p N,. Fiir kommensurable s, ¢ (etwa s = mu,
t = nu) ist das klar, da dann N, und N, ganzzahlige Potenzen derselben
normalen Transformation (und zwar von N,,) sind. Fiir beliebige s und ¢
folgt hieraus die Behauptung aus Stetigkeitsgriinden®.

Aus N¥p N, folgt nun, daf3 auch die selbstadjungierten Transforma-
tionen 4; = N% N, eine Halbgruppe bilden und daf3 4,p N,. Fir jedes
f ist (4,f, /) in jedem Intervall [a, b] (0 << a << b) beschrinkt. Sonst
gibe es ja eine Folge ¢, aus [a, 8], die wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit konvergent annehmen diirfen, so daf3 iiN 1B = (N wl N, f)

2 2 2
= (4,1, ) > oo, was aber unmoglich ist, weil N, f schwach konvergiert
2

! Also N,—~N,, wenn s — .

2 Die Voraussetzung, daB8 0 kein Eigenwert ist, bedeutet keine wesentliche
Einschrankung. Ist namlich {N,} eine beliebige Halbgruppe normaler Trans-
formationen, so gibt es zwei komplementare Unterrdume von R, etwa M
und N, die beide jedes N, reduzieren, und zwar so, daB N von jedem N, ins
0 iibergefuhrt wird, wahrend I kein zum Eigenwert 0 gehoriges Eigenelement
enthalt.

3 v. Sz. Nagy [1].

4 Denn ist ¢, eine gegen ¢ konvergente Folge von Zahlen, die alle mit s
kommensurabel sind, so hat man N¥N, =N, N¥ N¥N, -~ NN, N, N¥—= N,N¥,
also N*¥N, = N,N¥*,

n
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und demnach beschrinkt ist (vgl. I. 4). — Kein A4, hat den Eigen-
wert 0, denn aus 4,/ = 0 folgt | N, f”Q =0, N,{=0,also f = 0. Man
| 2 2

kann also den vorigen Satz anwenden: {4,} ist gleichmaBig-kontinuier-
lich und cs gibt eine Spektralschar {F,} derart, da} A, = [e*tdF,,.

Da A? =N} N,, ist A, notwendig gleich der in der Fakt‘orzerlegung
N,=U, 4, (VIIL. 3) auftretenden Transformation 4,. Daauch N,=A4,U;

und, da A; ' existiert (A4, :fe“v”‘dF,,,), ist U= A, 'N,. Mit {N,} und

{4} bildet auch {U} ecine Halbgruppe!®.
Mit {N;} ist auch {U;} schwach-kontinuierlich. Dies sicht man so
ein. Man hat fiir jedes f, g und fiir s — ¢:

‘\(UsAtf’ g) - (UtAtf» g)[ = ’(Us(At - As)fr g) + ‘\((UsAs - UtAt)f: g)
=, — 40 fllel + [((Ns — Nt g)| > 0,

es gilt also Ugh— Uk fir jedes & von der Form A;f. Da aber diese
in & dicht liegen (A4, ist ja selbstadjungiert), folgt hieraus leicht, daf3
U,f— U,f sogar fiir jedes ¢, d. h. U,— U,.

U; kann man leicht zu einer Gruppe von unitiren Transformationen
erweitern: man hat nur U, = I und U _,= Uf zu setzen. Die schwache
Kontinuierlichkeit bleibt dabei offenbar erhalten. Dann kann man
aber den Satz XI. 1 anwenden: Es gibt eine Spektralschar {E,} derart,

daB U, :fe””dEy (wir haben y statt 2z geschrieben).

Die zu den vertauschbaren Systemen {4,}, {U,} gehérigen Spektral-
scharen {F;}, {E,} sind vertauschbar. Fiir £ > 0 hat man:

N, = 4,U, = [e!'dF,- [6V'dE, = [¢*dK,
— o0 — o0 G

mit K, = E,F,, w. z.b. w. Man sieht leicht, daB K, vv {N,} und daB K,
durch die Gleichung N, :[ez‘dKz eindeutig bestimmt ist.
G

Wenn man, im Falle eines separablen R, nur die MeBbarkeit der
Funktionen (N,f, g) vorausgesetzt hat, dann kann man folgendermafen
schlieflen.

fn

Sei f, eine in R dichte Folge; ¢, = TS Da, wie man leicht ein-
sieht, !
HNt“ = Supl (Nt(pm: (pn) { ,
m, N
ist auch |N,| eine meBbare Funktion von £ Da ferner “‘Ns S0t =Nyl

:
A

1 Man beachte, daB N v A,, also auch N v A",
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* = [NV,

| eine konvexe Funk-

(vgl 1L. 3), 1st| e+t

tion von ¢ Die meBbare konvexe Funktion log HN ;
N, ) stetigl.
Sei 0<a < b. Fiir jedes feste g definiert f(Nf g ydT eine be-

schrinkte lineare Operation auf ; mit einer Schranke f IN:|dz-|g]-

Nach I. 4 gibt es dann ein g¥ = T,,g derart, daB fir jedes f

b
(3) (f, Tasg) = [(N:f, g)dr
a
Schreibt man hierin NV, statt f, so erhdlt man
b b b+t
(Ntf» Tabg _/ NNt !b / I-i—lf ng'—/(N,,f, g)da
a a a+ti

Die rechte Seite hingt offenbar stetig von ¢ ab. Also ist (N,f, &) fiir
jedes f aus R und fiir jedes # von der Form T,;,g, sowie fiir die Linear-
kombinationen solcher Elemente (mit verschiedenen 4, b) stetig. Die
Linearmannigfaltigkeit € dieser Linearkombinationen ist aber in 9
dicht. Dazu muB} gezeigt werden, daB ein Element f*, das zu allen
To.pg (4, b und g beliebig) orthogonal steht, notwendig gleich 0 ist.
Fiir ein solches f* gilt nun wegen (3):

b
[(N.f*, g)dr =0

fiir jedes Intervall (a, b), folglich ist der Integrand iiberall, mit der
evtl. Ausnahme einer von g abhingigen Nullmenge, gleich 0. Sei nun
{, eine in R dichte Folge. Die Vereinigungsmenge der zu den einzelnen
f. gehorigen Ausnahmemengen ist selbst eine Nullmenge; es gibt also
sicherlich ein solches t,, daB (N, f*f,) = 0 fiir » = 1, 2, . .. gilt. Dann
ist aber N, f* =0, also, da kein N, den Eigenwert 0 hat, auch
f=o0.

Wenn aber (N,f, k) fiir jedes f in % und fiir jedes % der in R dichten
Menge @ stetig ist, dann ist (N,f, g) tiberhaupt fiir jedes Elementen-
paar f, g aus R stetig?.

Also ist im separablen Falle jede meBbare Halbgruppe {N,} schwach-
kontinuierlich. DaB fiir nichtseparable Riume dies nicht immer der
Fall ist, haben wir an einem Beispiel schon am Ende von XI. 1 gezeigt.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

1 Vgl. Anm. 2, S. 73.

2 Denn ist ¢ = lim#,, &, €8, soist (N,/, g) — (N, /. k). = [N fille — 2
also ist (N,f, g) im TInneren von (0, oc) gleichmaBiger lees der stetigen Funk-
tionen (N,f, h,), also auch selbst stetig.
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Man kann den Satz auch so aussprechen, da {N ,} durch eine ,,infini-
tesimale‘ Transformation N erzeugt wird. Denn setzt man N :/szz,
so ist N; = ¥, G

Natiirlich gilt der Satz um so mehr fiir Gruppen {N;} (—o0 < { < 00);
eine solche Schar {N,} kann als eine Darstellung der Translationsgruppe
der Geraden in sich aufgefaBt werden. Der Satz laBt sich leicht auf
allgemeine Liesche Gruppen verallgemeinern?:

Jede Darstellung einer L1Eschen Gruppe (oder eines L1Eschen Gruppen-
keimes) durch mnormale Transformationen, die schwach-kontinuierlich
(bzw. im separablen Falle mefbar) von den Parametern der Gruppe ab-
hingen, ist analytisch, d. h. wird von infimitesimalen Transformationen
erzeugt.

1 Vgl. v. Sz. Nagy [1].

Zeichenregister.
(Die Zahlen bedeuten die Seiten.)
R 31 6G) 3| == 14 | 1T Mo, 8
R, “ 512 28| 0-M,... 0w, s
o 4|~ 3 11 | 9, 27 | I, 8
Re 6| — 10, 11 | B, 28 0 M 4+ My + - + M, 8
L2 (S) 6|3 11 | 8, 20 | 2O NMw 8
R 7 | T* 12, 28 G, 3 MEOMP--PM, 8
”X ERm 6 [] X Tm 32 U 29 gﬁ@m 8
G 19 | 7 28 v 29 %? + P, 17
R, 22 | v 11, 31,50 | Vu B PP+ .-+ P, 17
Roo 62 | b 12, 31 | [ ] 7\ Il Py 18




Literaturverzeichnis.

AronszaJN, N.: [1] Caractérisation métrique de l'espace de Hilbert, etc. C. R.
Acad. Sci. Paris Bd. 201 (1935) S. 811—813, 873—875.

BanacH, S.: [¥] Théorie des opérations linéaires. Warszawa (1932).

BOCHNER, S.:[1] Spektralzerlegung linearer Scharen unitarer Operatoren. Sitzgsber.
preuBl. Akad. Wiss., (1933) S. 371—376.

CArRLEMAN, T.: [*] Sur les équations intégrales singuli¢res & noyau réel symmé-
trique. Uppsala (1923).

CaLKIN, J. W.: (1] Symmetric transformations in Hilbert space. Duke math. J.
Bd. 7 (1940) S. 504—508.

CLARKSON, J. A.: [1] Uniformly convex spaces. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 40
(1936) S. 396—414.

DELSARTE, J.: [¥] Les groupes de transformations linéaires dans I'espace de Hilbert.
Mém. Sci. math. Bd. 57 (1932).

FrEcHET, M.: [1] Sur les opérations linéaires. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 8
(1907) S. 433—446; [2] Sur la définition axiomatique d'une classe d’espaces
vectoriels distanciés applicables vectoriellement sur 'espace de Hilbert. Ann.
of Math. Bd. 36 (1935) S. 705—718.

FreupeNTHAL, H.: [1] Uber die Friedrichssche Fortsetzung halbbeschrankter
Hermitescher Operatoren. Proc. Acad. Amsterdam Bd. 39 (1936) S. 832—3833.

FriepricHs, K.: [1] Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren. Math. Ann.
Bd. 109 (1934) S. 465—487, 685—713, ferner Bd. 110 (1935) S.777—779;
[2] Uber die ausgezeichnete Randbedingung in der Spektraltheorie der halb-
beschrankten gewdhnlichen Differentialoperatoren zweiter Ordnung. Ebenda
Bd. 112 (1935) S. 1—23; [3] On differential operators in Hilbert spaces. Amer.
J. Math. Bd. 61 (1939) S. 523—544; [4] Beitrage zur Theorie der Spektralschar.
Math. Ann. Bd. 110 (1935) S. 54—62; [§]Die unitaren Invarianten selbstadjun-
gierter Operatoren im Hilbertschen Raum. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig.
Bd. 45 (1935) S. 79—82.

Haar, A.: [1] Uber die Multiplikationstabelle der orthogonalen Funktionensysteme.
Math. Z. Bd. 41 (1930) S. 769—79S.

Hann, H.: (1] Uber die Integrale des Herrn Hellinger und die Orthogonal-
invarianten der quadratischen Formen von unendlich vielen Veranderlichen.
Mh. Math. Phys. Bd 23 (1912) S. 169—224.

HarperLIN, I.: [1] Closures and adjoints of linear differential operators. Ann.of
Math. Bd. 38 (1937) S. 880—919.

HELLINGER, E.: [1] Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unend-
lich vielen Veranderlichen. Dissertation Gottingen 1907; [2] Neue Begriindung
der Theorie quadratischer Formen von unendlichvielen Veranderlichen. J. reine
angew. Math. Bd. 136 (1909) S.210—271.

HeLLiNGER, E., u. O. Toepritz: [*] Integralgleichungen und Gleichungen mit
unendlich vielen Unbekannten. Enzyklopadie d. Math. Wiss., II. C. 13. Leip-
zig (1928); [1] Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen Matrizen. Math.
Ann. Bd. 69 (1910) S. 289—330.

HiLeerT, D.: [1] Grundzuge der allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichun-
gen, 4. Mitteilung. Gottinger Nachr. (1906) S. 157—227, abgedruckt auch im
gleichbetitelten Buch, Leipzig 1912.



4957 Literaturverzeichnis. 79

Hriie, E.: [1] On semi-groups of transformations in Hilbert space. Proc. Nat.
Acad. Sci. U.S.A. Bd. 19 (1938) S. 159—161; [2] Notes on linear transformations.
II. Analyticity of semi-groups. Ann. of Math. Bd. 40 (1939) S. 1—47.

JorpaNn, P.v., u. J. v. NEUMANN: [1] On inner products in linear metric spaces.
Ann. of Math. Bd. 36 (1935) S. 719—723.

JuLria, G.:[*] Introduction mathématique aux théories quantiques. I1. Paris (1938).

KaxkuTang, S.: [1] Some characterisation of Euclidean space. Jap. J. Math. Bd. 16
(1939) S. 93—97.

Kobaira, K.: [1] On some fundamental theorems in the theory of operators in
Hilbert space. Proc. Imp. Acad. Tokyo Bd. 15 (1939) S. 207—210.

Koopman, B. O.: [1] Hamiltonian systems and transformations in Hilbert space.
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. Bd. 17 (1931) S. 315—318.

Koopman, B. O,, u. J. L. Doos: [1] On analytic functions with positive imaginary
parts. Bull. Amer. Math. Soc. Bd. 40 (1934) S. 601—605.

LEeNGYEL, B.: [1] On the spectral theorem of selfadjoint operators. Acta Sci. Math.
Szeged Bd. 9 (1939) S. 174—186.

LExGYEL, B. A,, u. M. H. StonE: [1] Elementary proof of the spectral theorem.
Ann. of Math. Bd. 37 (1936) S. 853—864.

LorcH, E.R.: [1] Functions of self-adjoint transformations in Hilbert space.
Acta Sci. Math. Szeged Bd. 7 (1934) S. 136—146; [2] On a calculus of operators
in reflexive vector spaces. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 42 (1939) S. 217—234.

Léwic, H.: [1] Komplexe euklidische Rdume von beliebiger endlicher oder unend-
licher Dimensionszahl. Acta Sci. Math. Szeged. Bd. 7 (1934) S.1—33.

MaEDA, F.: [1] Theory of vector valued set functions. J. Sci. Hiroshima Univ. A,
Bd. 4 (1934) S. 57—91, 141—160; (2] Representation of linear operators by
differential set functions. Ebenda Bd. 6 (1936) S. 115—137; [8] Unitary equi-
valence of selfadjoint operators and constants of motion. Ebenda Bd. 6 (1936)
S. 283—290.

Mazur, S.: [1] Quelques propriétés caractéristiques des espaces euclidiens.
C. R. Acad. Sci. Paris Bd. 207 (193S) S. 761 —764.

MimMURraA, Y.: [1] Uber Funktionen von Funktionaloperatoren in einem Hilbertschen
Raum. Jap. J. Math. Bd. 13 (1936) S. 119—128.

MizoguTr, Y.: [1] Abelsche Gruppe und Funktionensystem. Jap. J. Math. Bd. 15
(1938) S. 27—50.

Murray, F. J.: [1] Linear transformations between Hilbert spaces and applications
of this theory to linear partial differential equations. Trans. Amer. Math.
Soc. Bd. 37 (1935) S. 301—338.

Nacumo, M.: [1] Charakterisierung der allgemeinen euklidischen Riume. Jap. J.
Math. Bd. 12 (1936) S. 123—128.

Nakawno, H.: [1] Zur Eigenwerttheorie normaler Operatoren. Proc. Phys.-Math.
Soc. Jap. III. Series, Bd. 21 (1939) S. 315-—339; [2] Uber Abelsche Ringe von
Projektionsoperatoren. Ebenda Bd. 21 (1939) S.357—375; [8] Funktionen
mehrerer hypermaximaler normaler Operatoren. Ebenda Bd. 21 (1939) S. 713
bis 728; [4] Hypermaximalitit normaler Operatoren. Ebenda Bd. 22 (1940)
S.259—264; [5] Unitarinvarianten hypermaximaler normaler Operatoren im
Hilbertschen Raum. Ann. of Math Bd. 42 (1941) S. 657—664; [6] Uber den
Beweis des Stoneschen Satzes. Ebenda Bd. 42 (1941) S. 665—667; [7] Unitar-
invarianten im allgemeinen euklidischen Raum. Math. Ann. Bd. 118 (1941)
S. 112—133.

NeumanN, J. v.: [¥] Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik. Berlin
(1932); [1] Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionaloperatoren.
Math. Ann. Bd.102 (1929) S.49—131; [2] Zur Algebra der Funktional-
operationen und Theorie der normalen Operatoren. Ebenda Bd. 102 (1929)
S. 370—427; [8] Uber Funktionen von Funktionaloperatoren. Ann. of Math.



80 Literaturverzeichnis. [496

Bd. 32 (1931) S. 191—226; [4] Zur Theoric der unbeschrinkten Matrizen.
J. reine angew. Math. Bd. 161 (1929) 208—236; [5] Uber adjungierte Funk-
tionaloperatoren. Ebenda Bd. 33 (1932) S. 294—310; [6] Uber einen Satz von
Herrn M. H. Stone. Ebenda Bd. 33 (1932) S. 567—573; [7] Zur Operatoren-
methode in der klassischen Mechanik. Ebenda Bd. 33 (1932) S. 587—648;
{8] On normal operators. Proc. Nat. Acad.Sci. U.S.A. Bd. 21 (1935) S.366—369;
[9] Charakterisierung des Spektrums eines Integraloperators. Actualités Sci.
et Ind. Bd. 229 (1935).

NEUMARK, M.: {1] On the square of a closed symmetric operator. C. R. Acad. Sci.
URSS. Bd. 26 (1940) S. 866—870; Bd. 28 (1940} S. 207—208; [2] Selfadjoint
extensions of the second kind of a symmetric operator. Bull. Acad. Sci. USSR,
Bd. 4 (1940) S.53—104; [8] Spectral functions of a symmetric operator. Ebenda
Bd. 4 (1940)S. 277—318.

RerricH, F.: [1] Spektraltheorie in nicht-separablen Raumen. Math. Ann. Bd. 110
(1934) S. 342—356; [2] Uber die v. Neumannschen fastperiodischen Funktionen
auf einer Gruppe. Ebenda Bd. 111 (1935} S. 560—567; {8] Storungstheorie der
Spektralzerlegung, I. Ebenda Bd. 113 (1936) S. 600—619; 11. Ebenda Bd. 113
(1936) S. 677—685; I11. Ebenda Bd. 116 (1939) S. 555—570; IV. Ebenda
Bd. 117 (1940) S. 356—382.

Riesz, F.: [*] Les systémes d’équations linéaires & une infinité d’inconnues. Paris
(1913); [1] Uber quadratische Formen von unendlich vielen Veranderlichen.
Gottinger Nachr. (1910) S. 190—195; [2] Uber die linearen Transformationen
des komplexen Hilbertschen Raumes. Acta Sci. Math. Szeged Bd. 5 (1930)
S.23—54; (8] Uber Sitze von Stone und Bochner. Ebenda Bd. 6 (1933) S. 184
bis 198; [4] Zur Theorie des Hilbertschen Raumes. Ebenda Bd. 7 (1934) S. 34
bis 38; [8]) Sur les fonctions des transformations hermitiennes dans l'espace
de Hilbert. Ebenda Bd. 7 (1935) S. 147—159.

Riesz, F., u. E. R. LorcH: (1] The integral representation of unbounded selfadjoint
transformations in Hilbert space. Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 39 (1936)
S. 331—340.

StoNE, M. H.: [*] Linear transformations in Hilbert space. New York (1932);
{1] Linear transformations in Hilbert space. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.
Bd. 15 (1929) S. 198—200, 423—425 und Bd. 16 (1930) S. 172—175; [2] On
one-parameter unitary groups in Hilbert space. Ann. of Math. Bd. 33 (1932)
S. 643—648.

Sz. Nagy, B.v.: [1] Uber mefibare Darstellungen Liescher Gruppen. Math. Ann.
Bd. 112 (1936) S.286—296; (2] Bedingungen fir die Multiplikationstabelle
eines in sich abgeschlossenen orthogonalen Funktionensystems. Annali di Pisa.
Bd. 6 (1937) S. 211—224; [8] On the set of positive functionsin L,. Ann. of Math.
Bd. 39 (1938) S.1—13; [4] On semi-groups of self-adjoint transformations in
Hilbert Space. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. Bd. 24 (1938) S. 5§59—560.

TEiCHMULLER, O.: [1] Operatoren im Wachsschen Raum. J. reine angew. Math.
Bd. 174 (1935) S. 73—124.

Visser, C.: (1] Note on linear operators. Proc. Acad. Amsterdam Bd. 40 (1937)
S. 270—272.

WEeCKEN, F. J.: {1] Zur Theorie linearer Operatoren. Math. Ann. Bd. 110 (1935)
S. 722—725; {2] Unitirinvarianten selbstadjungierter Operatoren. Ebenda
Bd. 116 (1939) S. 422—455.

WEevL, H.: [1] Uber beschrankte quadratische Formen, deren Differenz vollstetig ist.
Rend. Circ. Math. Palermo Bd. 27 (1909) S. 373—392.

WINTNER, A.: [*] Spektraltheorie unendlicher Matrizen. Leipzig (1929); [1] Zur
Theorie der beschrankten Bilinearformen. Math. Z. Bd. 30 (1929) S. 228
bis 289.

Druck der Spamer A -G. in Leipzig.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile ()
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /PDFA1B:2005
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<


    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>



    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 6.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200036002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 6.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>


    /SKY <>

    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>

    /ENU <FEFF004a006f0062006f007000740069006f006e007300200066006f00720020004100630072006f006200610074002000440069007300740069006c006c0065007200200039002000280039002e0034002e00350032003600330029002e000d00500072006f006400750063006500730020005000440046002000660069006c0065007300200077006800690063006800200061007200650020007500730065006400200066006f00720020006f006e006c0069006e0065002e000d0028006300290020003200300031003100200053007000720069006e006700650072002d005600650072006c0061006700200047006d006200480020>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice




