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Einleitung. 
In seinen Untersuchungen iiber Integralgleichungen wurde HILBERT 

zum Begriff des unendlichen Folgenraumes .fJ gefiihrt. Die Elemente 
von .fJ sind die "Vektoren" a mit unendlichvielen Komponenten 

(aI' a2, . . .) und von endlicher Norm II a II = [i az] t; das inn ere Pro-
k~l 00 

dukt (0, 0) der Vektoren a und 0 wird dann durch ~ akbk definiert. 
k~l 

Die Geometrie dieses Raumes hat viele Analogien zur Geometrie eines 
endlichdimensionalen Vektorraumes, es treten aber beim Ubergang 
vom endlich- zum unendlichdimensionalen freilich auch neue Erschei­
nungen auf. 

1st A eine lineare Transformation des n-dimensionalen Vektor­
raumes ffi", deren Matrix symmetrisch ist, so weiB man z. B., daB es 
paarweise orthogonale Einheitsvektoren aI' a2 , .•. , Un und reelle Zah­
len AI' A2 , •.• , An (Ak <: Ah+1) derart gibt, daB Aak = Ahak gi1t;Ah ist 
ein Eigenwert von A, ah ist ein zu Ah gehariger Eigenvektor von A. 
- Dagegen gibt es in .fJ lineare Transformationen A mit symmetrischer 
(unendlicher) Matrix, fiir die die Gleichung A a = Aa gar keine Lasung a 
besitzt, was auch der Wert des Parameters A sei. 

Den obigen Satz kann man immerhin auf.fJ iibertragen, allerdings 
muB man ihn zuerst anders formulieren. Bezeichne WC;. den Unterraum 
von ffin, der durch die ak mit Ah <: A aufgespannt ist; E;. bedeute die 
orthogonale Projektion auf WC;.. 1st a = c1a1 + ... + cnan die Entwick­
lung des beliebigen Vektors a in bezug auf die orthogonale Basis {ak}, 
so hat man A a = cIA a1 + .. , + cnA an = A1c1a1 + A2 c2 a2 + ... + AnCnan 
= A1E;.,a + A2 (E 1., - E1.,)a + ... + An (E1.n - E1.n_t)a. Diese Gleichung 
laBt sich in der Form eines symbolischen STIELTJEsschen Integrals 

schreiben: A a _ fl dE A a oder kiirzer: ~ =_f~ dE;. . In dieser Form 

bleibt der Satz auch fUr .fJ giiltig; nur wird dann die Schar der Pro­
jektionen E1. im allgemeinen keine reine Sprungfunktion des Para­
meters A sein, sondern sie kann sich auch kontinuierlich andern. Die 
so erhaltene "kanonische Spektraldarstellung" von A ist von grund­
legender Wichtigkeit, sie spiegelt die strukturellen Eigenschaften von A 
wider und liefert den Grund zum Aufbau eines Transformationskalkiils. 

Wie die klassischen Ergebnisse von F. RIESZ und E. FISCHER zeig­
ten, ist der Raum P(a, b) aller LEBESGUE-meBbaren Funktionen f(x) 

Ergebnisse der Mathematik. VIS. v. Sz. Nagy. 



2 Einleitung. [418 

auf (a, b) mit endlicher Norm Ilfll = [11!(X)12dXr von gleicher Struk­

tur wie Sj, wenn man nur iibereinkommt, Funktionen, die nur auf 
einer Nullmenge nicht iibereinstimmen, als nicht verschieden zu.betrach­
ten. D. h. man kann die Elemente von Sj und L2 einander eineindeutig 
derart entsprechen lassen, daB aus al+--+!I(X) und a2-f2(x) folgt 

b 

clal + c2a2-cl fl(x) + c2f2(X) und (aI' a2) = jfl(x)f2(x)dx, wie auch 
a 

die Koeffizienten cI ' C2 gewahlt sind. Vom Gesichtspunkte ihrer Struk­
tur sind daher die beiden Raume vollig aquivalent, sie konnen als 
Realisationen desselben abstrakten HILBERTschen Raumes aufgefaBt 
werden, den man eben durch die gemeinsamen linearen und metrischen 
Eigenschaften von Sj und L2 definiert. Dieser Raum i~t von abzahlbar 
unendlicher Dimension. Man kann auch Raume von gleichem Typus, 
aber ohne irgendeine dimension ale Restriktion betrachten. Die Unter­
suchung von Raumen iiberabzahlbarer Dimension ist u. a. auch deshalb 
von Interesse, weil die fastperiodischen Funktionen einen solchen Raum 
bilden. 

Die moderne Entwicklung der Theorie des (abstrakten) HILBERT­
schen Raumes verdankt man in erster Linie J. v. NEUMANN, F. RIESZ 
und M. H. STONE. Es ist wohl interessant, daB diese Entwicklung in 
groBem MaBe durch die Physik gefordert wurde. In der Tat gelang 
es erst durch die Anwendung der Theorie des HILBERTschen Raumes 
und ihrer linearen Transformationen, eine streng mathematische Be­
griindung der Quantenmechanik zu gebenl. Auch das Ergodenproblem 
der klassischen Mechanik erhielt seine erste Lasung mit Hilfe dieser 
Theorie 2. Bemerken wir, daB man eben im Interesse dieser Anwendungen 
heute meist den komplexen HILBERTschen Raum untersucht; die ge­
wonnenen Ergebnisse gelten mutatis mutandis im Falle des reellen 
HILBERTschen Raumes. 

Fiirverschiedene "innermathematische" Anwendungen, insbesondere 
auf die Theorie der Differential- und Integraloperatoren, verweisen wir 
auf das..ausgezeichnete Lehrbuch von M.H.STONE [*], Kapitel III und IX 3. 

Der historischen Entwicklung entsprechend, werden zunachst nur 
beschrankte Transformationen betrachtet, der allgemeine Begriff einer 
linearen Transformation wird erst in Kap. V eingefiihrt. In Kap. VI 
wird die Frage untersucht, wann eine Transformation eine selbstadjun­
gierte, d. h. spektral darstellbare Fortsetzung besitzt; dieses Kapitel 
kann beim ersten Lesen iibersprungen werden. 

1 Wir verweisen auf das Buch von v. NEUMANN [*]. 
2 KOOPMAN [1], V. NEUMANN [7]. Wir verweisen noch auf E. HOPF: Ergoden­

theorie. Diese Ergebnisse Bd. V. H. 2. 
3 Aus der neueren Literatur sei auf die Arbeiten von FRIEDRICHS [1]-[4], 

MURRAY [1] und HALPERLIN [1] verwiesen. 



I. Gruodbegriffe. 
1. Axiomatische Definition des Raumes m. 

Ein linearer metrischer Raum soll ein HILBERTscher Raum (im 
verallgemeinerten Sinne) oder ein euklidischer Raum heiBen, falls seine 
Metrik durch ein inneres Produkt erzeugt wird. Ein solcher Raum lJ( 

ist also eine Menge von Elementen I, g, h, ... , die den folgenden Be­
dingungen A, B, C genugt. 

A. lJ( ist ein linearer Raum. D. h.: in ffi ist eine Addition I + g 
und eine Multiplikation al mit Zahlen a definiert, und es gelten fUr 
diese Fundamentaloperationen die ublichen Rechenregeln der Vektor­
algebra. 

Je nachdem die Zahlen a nur reell bzw. auch komplex sein durfen, 
heiBt ffi ein reeller bzw. komplexer linearer Raum. 1m folgenden 
werden nur komplexe lineare Raume betrachtetl. 

B. Jedem Paar I, g von Elementen von ffi ist eine komptexe Zahl (t, g), 
ihr "inneres Produkt", zugeordnet, und zwar so, dafJ (ai, g) = a(j, g), 
(j1 + 12' g) = (/1' g) + (/2' g), (f, g) = (g, I), (f, I) >0 lur 1=1=0, (/, I) = 0 
lur 1=0. 

Hieraus folgen auch die Regeln: (f, gl + g2) = (f, gl) + (/, g2)' 
(f, ag) = a(j, g). Die Elemente lund g heW en orthogonal, wenn (j, g) = o. 

(j, 1)1 heiBt die Norm von lund wird mit Illfl bezeichnet. Es gilt 
die Schwarzsche Ungleichuug: I (f, g) I <:: 11I11·llgll (fUr g = 0 ist sie trivial, 
fur g =1= 0 folgt sie aus der Beziehung (f + ag, I + ag) :> 0, d. h. 

(j, I) + a(g, I) + a(j, g) + aa(g, g):> 0, wenn man darin a =_ ((I, g)) 
g, g 

setzt. Es gilt weiter die Dreiecksungleichung: III - gil <:: 1IIII + Ilgil (sie 
folgt aus der SCHWARzschen Ungleichung: III - gl12 = (f _. g, I) - (f- g, g) 
<:: III - gil· IIII1 + III - gll·llg;1 = III - gll(11/11 + lid)· 

Man kann durch III - gil den Abstand der Elemente lund g definieren. 
Konvergenz einer Elementenfolge, sowie Abgeschlossenheit, Separabili­
tat, Dichtheit usw. einer Teilmenge von ffi sollen in der durch diese 
Metrik erzeugten Topologie von ffi verstanden werden. Es folgt ins­
besondere aus der SCHWARzschen Ungleichung, daB das innere Produkt 
eine stetige Funktion seiner beiden Veranderlichen ist, d. h. aus In -+ I 
und gn -+ g folgt (fn, gn) -+ (j, g). 

1 Raume, die Quaternionen als Koeffizienten zulassen (sog. W ACHssche 
Raume), werden von TEICHMULLER [IJ betrachtet. 

1 * 
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c. )H ist vollstandig, d. h. jede Folge In, fUr die Il/n - Imll ~ 0, wenn 
n, m ~ 00, konvergiert gegen ein Element von )H. 

Ein Raum )H', der nur den Bedingungen A und B genugt, laf3t 
sich zu einem Raum )H erganzen, der allen drei Bedingungen genugt; 
und zwar nur aul eine Weise, wenn man lordert, daf3 )H' in )H dicht 
liegt. 

Jeder Folge In E )H', fUr die lim II In - Imll = 0 (sog. Fundamental-
n,m-40-OO 

folge), ordne man, wenn nicht schon ein Grenzelement in )H' existiert, 
ein ideales Grenzelement I zu. Zwei aquivalenten Fundamentalfol­
gen In, gn (d. h. fUr die In - gn ~ 0), ordne man dasselbe Grenzelement 
zu. Besitzen zwei Folgen In, gn Grenzelemente I, g (aus )H', oder ideale), 
so besitzt (in' gn) einen Grenzwert; als ihn definiere man (f, g). Man 
zeigt leicht, daB der mit den idealen Grenzelementen erganzte Raum )H 

den Bedingungen A-C geniigt, und, daB diese die einzige solche Fort­
setzung von )H' ist, in der )H' dicht ist. 

Eine Menge 6 S )H heiBt eine Grundmenge, wenn die endlichen Linear­
kombinationen ~ cklk (h E 6) in )H dicht liegen. Die kleinstmogliche 
Machtigkeit einer Grundmenge heiBt die Dimension von 31 (Dim )H). 

1st sie endlich und gleich n, so ist 31 ein n-dimensionaler unitarer Raum, 
31 = 9ln . 1st die Dimension abzahlbar unendlich, so heiBt )H ein Hilbert­
scher Raum (im eigentlichen Sinne), )H = Sj. )Hn und Sj sind beide sepa­
rabel, d. h. es gibt in ihnen eine abzahlbar unendliche dichte Teilmenge 
(man braucht nur die endlichen Linearkombinationen 2 cklk der Ele­
mente einer endlichen bzw. abzahlbar unendlichen Grundmenge zu 
nehmen, mit rationalen komplexen, d. h. rationale Reell. und Imaginar­
teile besitzenden Koeffizienten Ck)' Die Raume mit iiberabzahlbarer Di­
mension sind natiirlich nicht separabeP. 

Wenn (f, h) = (g, h) lur jedes Element h einer Grundmenge 6, dann 
ist I = g. Denn I - gist dann orthogonal zu 6, folglich auch zu )H, 

insbesondere auf sich selbst: (f - g. I - g) = O. 
Ein System 0 von Elementen aus )H heiBt orthonormal, wenn fUr 

cP E 0, tp E 0 stets gilt: (cp. tp) = {01' wenn cp ~ tp. Die Haupteigenschaft 
, wenn cp -r tp 

eines orthonormalen Systems ist die BESsELsche Ungleichung: Fiir jedes 
I E)H gilt, wenn CPl' CP2' ... , CPm verschiedene Elemente aus 0 sind, 

m II m 1'2 jl/!!2_~I(f'CPk)12= 1-2(f,CPk) CPk l >0. Ausihrfolgt: Y(j,cp)cpist 
k=l k=l rp'Eo 

fur jedes I in dem Sinne konvergent, daB aIle Glieder bis auf hochstens 
abzahlbar viele verschwinden und, bei beliebiger Numerierung der 
iibrigen Glieder, der Limes der Partialsummen existiert. - 1st 0 sogar 

1 Die axiomatische Definition des HILBERTschen Raumes stammt von 
v. NEUMANN [1]. Nichtseparable euklidische Raume wurden zuerst von L6WIG [1] 
und RELLICH [1] untersucht. 
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eine Grundmenge in ffi, so heiBt es vollstandig. In dies em Fall ist 
L (f, cp) cP= I fUr jedes IE ffi. (Denn ist dieser Limes g, so gilt (g, cp) = (I, cp) 

rEo 
fur j edes cp Eo: folglich ist g = I.) 

Die Maehtigkeit eines vollstandigen orthonormalen Systems (v. o. S.) 0 

ist gleieh Dimffi. 1m FaIle ffin ist dies aus der Algebra wohlbekannt. 
1m Fane eines Raumes von unendlicher Dimension muB man zeigen, 
daB die Machtigkeit von 0 die Machtigkeit keiner andern Grundmenge 6 
ubertrifft. Sei 6' die Menge der endlichen Linearkombinationen der Ele­
mente der Grundmenge 6 mit rationalen komplexen Koeffizienten; 6' hat 
offen bar dieselbe Machtigkeit wie 6. Da 6' dicht in ffi ist, kann man 

jedem cp E 0 ein 1'1' E 6' derart zuordnen, daB Ilcp - 1'1'11 < ~. Verschie­

denen cp gehoren verschiedene 1'1" weil aus 1'1' = I'P folgen wurde: 

Ilcp - 'If'11 = II (cp - 1'1') - ('If' - I'P) 11<llcp - 1'1'11 + 1I'If' - 1",11 < fi im Wider­
spruch zu Ilcp - 'If'112 = IIcpl12 + 1I'If'I12 = 2. Also hat 6' mindestens die gleiche 
Machtigkeit wie (I, w. z. b. w. 

Es gibt ein v. o. S. In ffin ist das trivial. In ~ nehme man eine abzahl­
bare Grundmenge 6 ={/1' 12'" .}(11/111 = 1) und konstruiere das System 
o = {CP1' CP2' ... } wie folgt (OrthogonalisierungsprozefJ von E. SCHMIDT): 
CP1 = 11; ist CPlc fur aIle k < n schon definiert und ist 1m das erste 
un ter den Elemen ten von 6, fur das L (f m, CPlc) CPlc =f= 1m, so setze man 

gn lc<n . . 
CPn = I-I -II' wo gn = 1m - ~ (1m' CPk)CPlc' 0 1st offenbar em v. o. S. -

gn lc<n 
Ein ahnlicher ProzeB laBt sich auch zur Orthogonalisierung einer Grund­
menge 6 in einem nichtseparablen Raum anwenden. Man hat 6 zuerst 
wohlzuordnen und dann 0 durch transfinite Induktion zu definieren. 

Eine leichte Rechnung ergibt die Identitaten: 

(1) III + gl12 + II! - gl12 = 211/112 + 211gli2, 

(2) r ~ gr - r ~ gr + i r ~ igl12 - i r ~ iglr2 = (f, g) . 

Fur die euklidischen Raume ist (1) charakteristisch. Es gilt nam­
lich der Satz: 

Sei )8 ein linearer Raum mit komplex en Koeffizienten, fUr des sen 
Elemente I eine Norm 11I11 derart definiert ist, daB 11/11>0, 11I11 = ° nur 
fur 1=0, Ile/ll = lel·11/11 und 11/1 + /211 < 11/111 + 11/211· Ferner sei )8 in 
bezug auf diese Norm vollstandig (ein solcher Raum heiBt ein kom­
plexer BANAcHseher Raum). )8 ist dann und nur dann euklidiseh, d. h. 
die Norm 11I11 kann dann und nur dann aus einem inneren Produkt ab­
geleitet werden, wenn in ihm (1) immer erliillt ist1 . (Es gibt triviale Bei­
spiele fUr BANAcHsche Raume, in denen (1) nicht gilt.) 

1 JORDAN-V. NEUMANN [1]. Andere Charakterisierungen der euklidischen 
Raume bei ARONSZAJN [1], NAGUMO [1], MAZUR [1J und KAKUTANI [1]. 
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2. Einige Realisierungen des abstrakten Raumes ffi. 
Kartesisches Produkt von Raumen. 

Es sei Seine Punktmenge, und es sei m(E) eine nichtnegative, 
totaladditive Mengenfunktion, die fUr ein BORELsches System von Teil­
mengen Evon S definiert ist. Es bedeute L2 (S) die Gesamtheit der­
jenigen auf S definierten komplexwertigen Funktionen I(P), welche 
in bezug auf die Ma13funktion m(E) me13bar und von integrierbarem 
I/(P)12 sind; dabei werden zwei Funktionen als identisch gelten, wenn 
sie nur auf einer Punktmenge vom m-Ma13 Null verschiedene Werte an­
nehmen. P(S) ist offenbar ein linearer Raum, in dem durch J I(P) g(P)dm 

S 
ein inneres Produkt (f, g) definiert werden kann. Nach dem RIESZ-
FISCHERschen Satz ist L2(S) in dieser Metrik sogar vollstandig. Also 
bietet I2(S) eine Verwirklichung des abstrakten Raumes lR dar. 

Wahlt man fUr S und m(E) insbesondere die Gerade mit dem ge­
wohnlichen LEBESGUESchen Ma13, so erhalt man den Raum L2 (-00, (0) 
der quadratisch integrierbaren me13baren Funktionen I(x). Statt der 
ganzen Geraden kann man fUr S ebensogut irgendeine ihrer me13baren 
Teilmengen oder auch eine me13bare Menge hoherer Dimension wahlen. 
Auch kann man statt des LEBESGUESchen Ma13es ein LEBESGUE­
STIELTJEssches Ma13 zugrunde legen. 

Betrachten wir nun den folgenden Ma13begriff auf der beliebigen 
Punktmenge S: Jeder endlichen Teilmenge von S sei die Anzahl der 
in ihr enthaltenen Punkte als Ma13 zugeordnet. Der entsprechende 
Raum L2 sei auch mit lRs bezeichnet. Dieser besteht aus den Funk­
tionen I (P), die fUr hOchstens abzahlbar unendlich viele Punkte P 
von S einen von 0 verschiedenen Wert annehmen und fUr die die aus 
den nichtverschwindenden Funktionswerten aufgebaute Reihe Y 1 I (P) 12 

PES 

konvergiert. - Besteht S aus n Punkten, so ist lRs ein lR,.. 1st S ab­
zahlbar un endlich, so ist lRs im wesentlichen der HILBERTSche Folgen­
raum, bestehend aus allen Zahlenfolgen (aI' a2 , as, ... ) mit konvergen­
tern ~ 1 ak 12 • 1st S nicht abzahlbar unendlich, so ist lRs nicht sepa­
rabel. Dies ist z. B. der Fall, wenn S die Menge C der reellen Zahlen 
bedeutet; den entsprechenden Raum lRc werden wir mehrmals als 
Prototyp eines nichtseparablen Raumes heranziehen. 

Sei {lReo} (w E Q) ein beliebiges System von Raumen. Aus jedem 
lReo greife man je ein Element leo aus, jedoch so, da13 ~lltwl12 konver-

wE.Q 

giert (insbesondere darf also I eo fUr hochstens abzahlbar viele Indizes 
von 0 verschieden sein). Ein solches System {teo} wird als ein Element 
eines Raumes lR = II X lRw betrachtet. Die fundamentalen Opera-

wE.Q 

tionen, sowie das inn ere Produkt werden in lR folgenderma13en definiert: 
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Mit diesen wird ffi ein euklidischer Raum. (Zum Beweis seiner V oll­
standigkeit bedient man sich einer einfachen SchluBweise, die man 
auch zum Beweis der Vollstandigkeit des HILBERTschen Folgenraumes 
anwendet.) 

Der Raum ffi2 = ffi X ffi der Elementenpaare {I, g} aus demselben 
Raum ffi wird in spateren Betrachtungen eine besondere Rolle 
spielen. 

3. Konvexe Mengen, Linearmannigfaltigkeiten und 
U nterraume. 

Sei sr eine konvexe Teilmenge von ffi, d. h. sr soU mit jedem Paar 

von Elementen 11' f2 auch 11 + 12 enthalten; ferner sei d = min 11/11. Jede 
2 tE~ 

Minimalfolge In aus sr (d. h. lur die Illnll-+ d) ist konvergentl . 

Aus der Identitat (1) folgt Illn ~ Iml12 = ~ Ilfn 112 + ~ 111m 112 -ll/n : 1m r. 
Nun ist In ~ 1m E sr, olso hat' es eine Norm ::> d, folglich gilt: 

Illn ~ 1m 112 <: ~ Illn 112 + ~ IIIml12 - d2 • 

Fur m, n -+ (Xl strebt hier die rechte Seite gegen 0, also auch Illn - Imll, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Eine Teilmehge 2 von ffi heiBt eine Linearmanniglaltigkeit, wenn 
sie mit fund galle ihre Linearkombinationen al + bg mit komplexen 
Koeffizienten a, b enthalt. Ist sie abgeschlossen, dann gelten in ihr alle 
Bedingungen A-C, und sie heiBt dann ein Unterraum von ffi. Ist ® 
irgendeine Teilmenge von ffi, so bilden die aus den Elementen von ® 
gebildeten endlichen Linearkombinationen die durch ® "aufgespannte" 
Linearmannigfaltigkeit 2(®); diese ist die kleinste (engste) Linear­
mannigfaltigkeit, die samtliche Elemente von ® enthalt, und zugleich 
der Durchschnitt aller solchen Linearmannigfaltigkeiten. Fugt man 
einer Linearmannigfaltigkeit 2 alle Haufungselemente hinzu, so erhiilt 
man einen Unterraum [2]. Insbesondere heiBt [2(®)J der durch ® "auf­
gespannte" Unterraum; dies ist wieder gleich dem Durchschnitt aller 
Unterraume, die ® umfassen. 

1 Beweis nach F. RIESZ [4], s. auch v. Sz. NAGY [3] (S. 5). Wie aus dem 
Beweis hervorgeht, gilt der Satz fur jeden BANAcHschen Raum, in dem aus 

11/.11 <: 1, ligll <: 1 und II' ~ g II ~ 1 - e folgt: III - gil <: 0 (e), wo 0 (e) eine fur 

den Raum charakteristische Funktion mit der Eigenschaft lim 0 (e) = 0 ist (sog. 
- E-*O 

gleichmiif3ig konvexe BANAcHsche Raume; die Funktionenraume LP (P> 1) sind 

so1che, vgl. CLARKSON [1]). 1m HILBERTschen Raum leistet z. B. 0 (e) = (Se)! 
das Gewunschte. 
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1st die Linearmanniglaltigkeit ,\3 in ffi nicht dicht, so gibt es ein von 0 
verschiedenes Element gin ffi, das zu iedem Element von ,\3 orthogonal istl. 

Sei h ein Element auBerhalb [,\3J und sei d = min ilh - III. Sei 
fEE 

In E,\3 so, daB Ilh - Inll ~ d. Da die Menge {h - I} (f E [,\3J) konvex und ab­
gesehlossen ist, strebt die Minimalfolge h - In gegen ein Element h-I* 
(f* E [,\3J); man hat offenbar Ilh - 1*11 = d. Sei I beliebig aus ,\3; fUr jedes 
komplexe c gehort dann f* + c f zu [,\3J, folglieh ist II h - (f* + em >d, d. h. 

o < Ilh - (f* + cf)'12 -llh - 1*12 = -e (h - f*, f) - c (f, h - f*) + cellfl12. 
Man setze c = '). (h - f*, f)' '), reeIl; es ergibt sieh: 

-2'). I (h - f*, f)]2 + '),21 (h - f*, f)]211f112 > O. 

Dies ist aber fUr jedes '), nur so moglieh, daB (h - f*, f) = O. Also ist 
g = h - f* zu I orthogonal. D a II gil = d =l= 0, is t g das gewunseh te 
Element. 

1st {WCw} (w E Q) ein willkurliehes System von Linearmannigfaltig­
keiten (bzw. Unterraume), so ist aueh ihr Durehsehnitt eine Linear­
mannigfaltigkeit (bzw. ein Unterraum); man bezeiehnet ihn mit II WC", 

wEQ 
(im FaIle eines endliehen Systems sehreibt man aueh WCI • WC2 ••• WCn). 
Die dureh {WC"'} aufgespannte Linearmannigfaltigkeit bezeiehnet man 
mit 1: WCw (im FaIle eines endliehen Systems sehreibt man aueh 

ooEQ 
WCI + WC2 + .. , + WCn). Sind die WC'" paarweise orthogonale Unterraume, 
so sehreibt man 2: (B WCoo statt [ 1: WC"'] (im Falle eines endliehen 

ooEQ ooEQ 
Systems: WCI 0WC2 0 .. · 0WCn). 1:0WCw besteht offenbar aus den­

wEQ 
jenigen Elementen von ffi, die sieh in der Form L tw (fw E WC"') mit kon­

wEQ 
vergentem 2; 11/00112 darsteIlen lassen (f", ist dann notwendig fur hOehstens 

wE!) 

abzahlbar unendlieh viele 1ndizes von 0 versehieden). 
Sind WC und 91 Unterraume, WC 2 91, so bezeiehnet WC 8 91 die Menge 

derj enigen 1 E WC, die orthogonal zu 91 sind; WC e 91 ist offen bar ein 
Unterraum und heiBt das orthogonale Komplement von 91 in WC. Es gilt: 
WC = 918 (WCe91). Zum Beweis bezeiehne man 918 (WCe91) zunaehst 
mit ,\3; es gilt offenbar ,\3 S WC. Ware,\3 nieht dieht in WC, so wurde es 
naeh dem soeben bewiesenen Satz (auf den Unterraum WC statt ffi an­
gewendet) ein zu ,\3 orthogonales Element g =l= 0 in WC geben. Da g dann 
insbesondere orthogonal zu 91 ware, muBte es zu WC 891 und damit zu 
,\3 gehOren, was aber unmoglieh ist. Also ist ,\3 in WC dieht, und da ,\3 
ein Unterraum (also abgesehlossen) ist, £alIt ,\3 mit WC zusammen. 

1 Beweis nach F. RlESZ [4J, der ohne Dimensionsbeschrankungen fiir at 
gilt; Ubertragung einer von B. LEVI fiir das DIRICHLETsche Prinzfp verwendeten 
SchluJ3weise. Ein Korollar zu diesem Satz (im wesentlichen der erste Satz in 1. 4) 
wurde etwas friiher von FRIEDRICHS [1J (S. 476-477) ebenfalls mit einer Varia­
ti~nsmethode bewiesen. 
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4. Lineare Operationen. Schwache Konvergenz. 
Die auf einer Linearmannigfaltigkeit B definierte komplexwertige 

Funktion L (I) heiBt eine lineare Operation, wenn L (cd1 + c2/2) = C1 L (11) 
+ c2 L (12) fUr beliebige 11' 12 aus B und komplexe Zahlen c1, c2· L (I) 
heiBt beschriinkt, wenn es eine Zahl M derart gibt, daB IL(f) I <MII/II 
fUr I E B; dann ist L (I) auch stetig, denn aus In ->- t folgt I L (In) - L (I) I 
= IL(ln - I) I <: Mil/n - 111->- 0.1 . 

1st L (I) eine auf lR definierte beschriinkte lineare Operation, so gibt es 
ein und nur ein Element g* in lR derart, dafJ L (I) = (I, g*) fur 1·edes f E lR. 2 

Die Eindeutigkeit eines solchen g* ist klar. Seine Existenz zeigt 
man so. 

Die Menge derjenigen f, fUr die L (I) = 0, ist offenbar ein Unter­
raum m von lR. mist entweder der ganze Raum ))1, und dann ist 
L (I) = (1,0), oder aber es gibt nach I. 3 ein zu m orthogonales Element 

g =1= o. Man setze dann g* = L( (g)) g; die Gleichung L (I) = (I, g*) gilt dann 
g,g 

sowohl fUr 1 = gals auch fUr aIle Elemente f von m. 1st nun I beliebig 

aus ))1, so gehort fl = f - cg fUr c = ~i~) offenbar zu m; also hat 

man L(I) = L (11 + cg) = L(lI) + cL(g) = (11) g*) + (cg, g*) = (I, g*). 
1st Ln eine Folge von stetigen linearen Operationen, so dafJ Ln(f) fur 

iedes einzelne I beschriinkt ist, so haben die Ln eine gemeinsame Schranke 3• 

Wegen der Linearitat geniigt es zu zeigen, daB die Ln (I) beschrankt 
sind, falls f in einer festen Kugel sr(llf - goll < (5) variiert (ist I Ln (f) I <c 

in sr, so ist I Ln (1)1 < 2(jC 11I11 fUr beliebiges I). Ware also der Satz falsch, 

so waren die Ln (f) in jeder Kugel sr unbeschrankt, d. h. es gabe zu 
jedem c ein 10 in sr und ein no, so daB I Lno(fo)1 > c ist. Aus Stetigkeits­
griinden muB dann I Ln. (fo) I > c auch noch in einer geeigneten Kugel 

1 Umgekehrl folgt die Beschranktheit von L (f) aus ihrer Stetigkeit, ja schon 
aus ihrer Stetigkeit fUr 1= o. Denn ware L (I) nicht beschrankt, so wiirde es 

eine Folge In so geben, daB I L(fn) I >nll/nll· Fiirgn= nl/ln II ware dann IL(gn) 1>1, 
obwohlgn->-O. In 

2 FRECHET [1] (S. 439); Beweis nach RIESZ [4]. Die beschrankten linearen 
Operationen L (f) eines BANAcHschen Raumes bilden auch einen BANAcHschen 
Raum mit der Norm II L II = max I L (I) I, dieser Raum heiBt zum urspriinglichen 

11/11;2;1 P 

konjugiert. Der konjugierte des Funktionenraumes Lp kann mit LP -1 identifiziert 
werden. L2 und mit ihm alle euklidischen Raume haben also (nach dem obigen 
Satze) die Eigenschaft, mit ihrem konjugierten Raum identisch zu sein. 

3 Dies ist ein spezieller Fall eines allgemeinen Satzes von BANACH [*] 
(S. 80): Eine Folge von stetigen linearen Transformationen eines BANACHschen 
Raumes in einen anderen, die lur iedes einzelne Element beschrankt ist, hat eine 
gemeinsame Schranke. Die Beweisidee stammt im wesentlichen von OSGOOD [Non­
uniform convergence and the integration of series term by term, Amer. J. Math. 
Bd. 19 (1897) S. 155-190]. 
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um 10 gelten, die noch als Teil von ~ gewahlt werden kann - Es sei 
nun ~ eine beliebige Kugel, ~1 eine Kugel in ~, in der stets I Ln, (f) I> 1 
ist, und zwar sei ihr Radius < 1; ~2 eine Kugel in ~1' in der stets 
I L", (f) I > 2; und zwar sei ihr Radius < t; usw. Da In vollstandig ist, 
gibt es ein 1*, das in allen Kugeln ~, ~1' ~2' ••• enthalten ist, und fUr 
dieses ist I L",(f*) I > 1, IL",(f*) I > 2, ... , entgegen der Annahme, daB 
L .. (f*) beschrankt ist. 

Eine Folge g .. von Elementen aus In heiBt schwach gegen g* kon­
vergent, in Zeichen: gn~g*, wenn fur jedes I aus In gilt: (g .. , I) -+ (g*, f)· 
Insbesondere ist jede gegen g* konvergente Folge auch schwach gegen 
g* konvergent. 

jede schwach konvergente Folge g .. ist beschranktl. 
L .. (f) = (f, g .. ) ist ja eine konvergente Folge stetiger linearer Ope­

rationen, folglich haben sie eine gemeinsame Schranke C. Insbesondere 
gilt I L .. (g .. ) I <: CiI g .. II ' also Ilg .. 112 <: CiI g .. II ' Ilg .. 11 <: C. 

Aus ieder beschrankten unendlichen Teilmenge von In lapt sich eine 
schwach konvergente Teillolge herausgreilen. 

Es genugt offenbar, den Beweis fUr abzahlbare Teilmengen zu 
erbringen. Es sei also eine Folge 11' 12' fa, .•. gegeben, Ilf .. 11 <: C. Da 
I (f .. , 11) I <: 11/ .. 11·111111 <: C 11/111, kann man eine Teilfolge {f~)} von {I .. } derart 
auswahlen, daB die Zahlenfolge (f~), 11) konvergiert. Ebenso kann man 
dann aus W~)} eine Teilfolge {/~)} derart auswahlen, daB auch (f~), 12) 
konvergiert, usw. Fur die diagonale Teilfolge g .. = I'::) ist dann (g .. , Ik) 
fur jedes feste k konvergent. Dann konvergiert aber (g .. , h) auch fur 
jede endliche Linearkombination h der Ik' 1st h* ein Haufungselement 
solcher Linearkombinationen, h* = limhk' so folgt aus 

I (g .. , h*) - (gm' h*) I <: I (g .. , hk ) - (gm, hk ) I + I (g .. , h*-hk ) I + I (gm, h*-hk) I 
<: I (g .. , hk ) - (gm, hk ) 1+ 2 C Ilh* - hkll, 

daB auch (g .. , h*) konvergiert. Also konvergiert (g .. , I) fiir jedes Ele­
ment f des durch die Folge {I .. } aufgespannten Unterraumes m. Da 
aber fUr die Elemente f E In 8 m identisch (g .. , I) = 0 gilt, ist (g .. , I) 
fur iedes I aus In konvergent. 

Nun wird durch L (f) = lim (f, g .. ) eine lineare und beschrankte 
n-+oo 

Operation definiert (es ist ja IL(f)I<:Cil/II), also gibt es ein g*, so 
daB L (f) = (I, g*). Dies bedeutet aber eben, daB g .. schwach gegen 
g* konvergiert. 

5. Beschrankte line are Transformationen. 
Eine Transformation T von In in sich heiBt linear, wenn die Glei­

chung T(al + bg) = aTI + bTg fur jedes Elementenpaar I, g aus In 

1 Vgl. HELLINGER-ToEPLITZ [1] (S. 318), s. auch DELSARTE [*] (S. 5). 
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und fiir jedes Zahlenpaar a, b gilP. Sie ist beschriinkt, wenn es eine 
Zahl C derart gibt, daB II Till <: GII/II fur jedes I aus at gilt; die kleinste 
solche "Schranke" C wird mit II Til bezeichnet. Eine beschriinkte lineare 
Transformation (b. lin. Tr.) T ist stetig, denn aus In - I folgt wegen 
IITln- Tlii=IIT(fn-/)II<:iITllll/n-/11 auch Tfn- TI·2 

Die identische Transformation wird mit' I, diejenige aber, die je­
des Element in 0 uberfuhrt, wird mit 0 bezeichnet. 

Numerische Vielfache, Summen und Produkte von b.lin. Tr. definiert 
man so: (eT) 1= e(TI), (TI + T 2)1 = TIl + T2/, (TI T 2)1 = T 1 (T2/). 
Man hat IleT11 = lelllTII, IITI + T211 <: Ii TIll + IIT211, II TIT211 <: II TIIIIIT211· 
Man schreibt TI = T2, wenn Td = T21 fur jedes I aus at. 

TI undT2 heiBen vertausehbar, in Zeichen T1b T 2, wenn TI T 2= T2 T 1• 

Die Folge Tn konvergiert stark (kurz: konvergiert) gegen T, inZeichen: 
Tn - T oder T = lim Tn. wenn Tnl - TI fiir jedes I E at. Mit den Tn 
ist auch T linear; wenn II Tn II <: C fiir jedes n, dann auch II Til <: C. 
Wenn Tn - T, T~ - T' und II Tnll <: C (fur jedes nY, dann TnT~ - TT'. 
Man hat ja 

II Tn T~I - T T'III = II Tn (T:.t - T'/) + (Tn - T) T'/il <: GIl T~I - T' III 
+ II TnT'1 - TT'/II- o. 

Gilt sogar II Tn - Til- 0, so sagt man. Tn konvergiere gleiehmii(3ig 
gegen T; in Zeichen: Tn::t T. Aus Tn::t T, T~ ::t T' und II Tn II :::: C lolgt 
wieder Tn T~ ::t TT'. 

Die Folge Tn konvergiert sehwaeh gegen T, in Zeichen Tn ~ T, wenn 
Tnf ~ Tf flir jedes f. Aus Tn ~ T, T~ - T' und II Tn II <: C folgt 
Tn T~ ~ TT'. Fur beliebige lund g hat man ja 

I(Tn T~/- TT'f, g)1 <: !(Tn(T;, - T')f. g)1 + 1(Tn - T) T'f, g)1 
<: GIIT~f- T'fllllgll+ 1(Tn - T)T'f,g)I-O. 

Offenbar ist jede gleichmiiBig konvergente Folge auch stark, jede 
stark konvergente konvergente Folge auch schwach konvergent. 

Es sei bemerkt, daB-man in den letzten drei Aussagen die Voraus­
setzung: II Tnll <: C weglassen kann. Es gilt namlich der Satz: 

I st Tn eine s ehwaeh konvergente F olge von besehriinkten linearen 
Transformationen, so haben die Tn eine gemeinsame Sehranke. 

Fur jedes fist Tnf schwach konvergent, folglich (nach I. 4) be­
schrankt. Aus der Beschriinktheit der Elementenfolge Tnf (fiir jedes 
einzelne f) folgt die Existenz einer gemeinsamen Schranke flir die Tn 

1 Haufig wendet man in der Literatur das Wort "Operator" statt "Trans­
formation" an. 

2 Umgekehrt folgt die Beschrankheit von Taus ihrer Stetigkeit, ja schon 
aus ihrer Stetigkeit fiir f = 0, was man mit demselben Schlul3 wie in Ful3note t, 
S. 9 einsieht. Dieser Satz stammt von HELLINGER und TOEPLITZ [1], dort wird 
er als ein Satz iiber quadratische Formen unendlich vieler Veranderlichen aus­
gesprochen. 
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mit derselben SchluBweise, die in 1. 4 fur Folgen linearer Operationen 
angewendet wurde1 . 

1st T eine beschrankte lineare Tr., so ist Lg (f) = (T f ,g) fUr j edes 
feste g eine beschrankte line are Operation. Nach 1. 4 gibt es also ein 
eindeutig bestimmtes g* ~erart, daB (Tf, g) = (f, g*). Die durch T* g = g* 
erklarte Transformation T* ist offenbar linear, sie heiBt die Adjungierte 
von T. Setzt man in die Gleichung 

(TI, g) = (j, T*g) 

f = T* g ein, so erhalt man (T* g, T* g) = (T T* g, g) <: II T T* gllllgil 
s; TIIIIT*gllllgll, also IIT*gll <: IIT:lllgll, d. h.IIT*11 <: IITII. Aus der Sym­
metrie der Relation (3) folgt (T*)* = T, folglich ist auch II Til <: II T*II· 
Also ist II Til = II T* II· 

Es ist II T* TII=II T112. Denn einerseits hat man II T* Til <:11 T*IIII TII=II T112, 
andererseits gilt fUr jedes I mit IIIII = 1: II T* Tf~ ::> (T* T/, f) = (TI, Tf) 
= II T1112, also II T* Til ::> II T112. 

Offenbar hat man: (cT)* = cT*, (TI + T 2 )* = n + n, (TI T 2)* 
= n n, aus Tn --- T folgt T~ --- T*. 

TtJtJ{T",} soIl bedeuten: Jede mit allen Transformationen des 
Systems {T "'} vertauschbare selbstadjungierte b. lin. Tr. A (d. h. fur 
die A = A *) ist auch mit T vertauschbar. - Immer ist z. B. 
lim TntJtJ{Tn}. 

Die b. lin. Tr. T eines separablen Raumes m kann man auch durch 
Matrizes darstellen. 1st 0 = {C)?k} ein vollstandiges orthonormales System 
in m, so hat T in bezug auf 0 die Matrix (T) mit den Elementen 
Tik = (TC)?i' f{Jk); da TC)?i = ~ TikC)?k, wird T durch (T) eindeutig be-

k 

stimmt. Man hat offenbar (c T)i1e = C Tik> (T + S)ik = Tile + Sik, 

(TS)ik =,L TijSjk> Ti\ = Tki·2 
j 

Fur spatere Zwecke (X. 3) beweisen wir noch den folgenden Satz: 
A us einer beliebigen Menge {A} von beschrankten linearen Translor­

mationen eines separablen Raumes m kann man eine Folge AI' A 2 , ••• 

derart auswahlen, dafJ jedes A E {A} Limes einer passenden Teilfolge Ank 
und zugleich A * Limes von A!k ist 3 • 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man annehmen, daB 
es eine Zahl C derart gibt, daB IIA II <: C fiir jedes A E {A}. Man bilde 
den Raum Sj = m X m X m·x "', des sen Elemente die Folgen {II' 12' ... } 

1 Siehe Anmerkung 3, S. 9. 
2 In der alteren Theorie wurde fast ausschlieBlich diese Matrixdarstellung 

benutzt, vgl. z. B. den Bericht von HELLINGER-ToEPLITZ [*J; s. auch WINTNER [*J. 
Die Vorteile der abstrakten Formulierung gegeniiber der Matrixdarstellung zeigen 
sich erst bei unbeschrankten lin. Tr., wo die Matrixdarstellung auf Schwierig­
keiten st63t, vgl. V. NEUMANN [3J. 

a v. NEUMANN [2J (S. 386-388); in seinem Beweis beniitzt er die Matrix­
darstellung der Transformationen A. 
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aus ffi sind, fur die L 11M2 konvergiert. Sei gI' g2' ... eine in ffi diehte 
k~l 

Folge von 0 versehiedener Elemente. Die Elemente von SJ von der Form 

(mit beliebigem r) bilden eine in SJ diehte abzahlbare Menge; also ist 
aueh SJ separabel. 

Jedem A E {A} ordnen wir eine Folge 

{Ag1 A*gl Ag2 A*g2 Agn A*gn } 
PA = Ilgd' TgJI' 211g211' 211g211' ... , 2n-'llgJ' 2n-'lgnll' ... 

zu. Da 00 00 

"'"' (II A gn li2 II A * gn j 2) "'"' C2 _ 8 C2 .:::;.; 2n-'IIi.J\ + 2n41i.J1[ <..:;. 2 22n - 2 - -3 ' 
n~l n~l 

ist PA ein Element von SJ. Als Teilmenge des separablen Raumes SJ, 
ist die Menge aller P A (A E {A}) aueh separabel, d. h. es gibt eine 
Folge PA" PA" ... derart, daB jedes PA Limes einer passenden Teil­
folge PAni ist. Dann ist aber jede Komponente von PA Limes der ent­
spreehenden Komponenten von PA ,d. h. n, 

(n = 1, 2, ... ). 

Fur jedes I E ffi und fUr jedes n ist aber 

AI - Andll < IIAI - Agnll + IIAgn - An,gnll + IIAn,gn - AnJl1 

:sIIA 1111/- gnll+IIA gn-Anignli+IIAnillllgn-/II<2C1i/-gnll+iIAgn-Anignll, 
also 

Da die gn dieht in ffi liegen, folgt hieraus .lim IIA 1 - An);1 = 0, also 
,~OO 

An.! -->- AI· Ebenso folgt, daB A~f -->- A * I. Die Folge AI' A 2, ... 
besitzt also die im Satz behauptete Eigensehaft. 

II. B.eschrankte selbstadjungierte 
und normale Transformationen. 

1. Selbstadjungierte Transformationen. 
Die b. lin. Tr. A heiBt selbstadjungiert, wenn A * = A. 1 Die reellen 

Vielfaehen cA sowie die Sum men und Limites selbstadjungierter Trans­
formationen sind offenbar aueh selbstadjungiert. Mit A und B ist A B 
dann' und nur dann selbstadjungiert. wenn A tJ B. Insbesondere sind 
mit A aueh A2 = AA, A3 = AAA usw. selbstadjungiert. 

1 V. NEUMANN nennt sie "Hermitesch". 
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Fur eine selbstadjungierte Tr. A ist (A I, I) immer reell, es ist ja 
(A 17) = (f, A I) = (A I, I). Wenn fur die selbstadjungierten Tr. A und B 
immer (A I, I) >- (B I, I) gilt, dann schreibt man: A >- B oder B <: A . 
Wenn insbesondere A >- 0, dann soIl A positiv heiBen. Die gr6Bte 
Zahl m und die kleinste Zahl M, fur die die Ungleichungen mI <: A ::::; M I 
gelten, sollen die untere bzw. die obere Grenze von A heiBen. Eine 
leichte Rechnung zeigt, daB IIAII = max{lml, IMI}.1 Hieraus folgt, 
daB A >- B und A <: B gleichzeitig nur dann gelten, wenn .It = B. 
Dann ist ja identisch (A I, I) = (B I, I), folglich sind die untere und 
obere Grenzen von A - B, und damit auch IIA - BII gleich 0; woraus 
A - B = 0, A = B folgt. 

Das Produkt zweier miteinander vertauschbarer positiver selbstadiun­
gierter Translormationen ist wieder positiv 2 • 

Beweis. Es sei A >- 0, B >- 0, A b B. Offen bar darf man A =1= 0, 
also IIA I; > 0 voraussetzen. Eine Folge von selbstadjungierten Tr. 
AI' A 2, A 3 , ••• sei folgendermaBen definiert: 

A I '= II~II A, A2 = Al - At As= A2-A~, ... , An+! =An~ A~, .... 

Es wird behauptet, daB fUr jedes n gilt: 0 <: An <: I. Fur n = 1 ist 
das klar. Gilt es fur n = k, so folgt aus den Relationen 

Ak+l = Ai(I - A k) + Ak'(I - Ak)2 und I - Ak+! = (1 - Ak) + A~, 
daB es auch fur n = k + 1 besteht. Es genugt in der Tat, nur zu 
bemerken, daB eine Tr. von der Form RiH2 , WOHI' H2 selbstadjungiert, 
H2 >- 0 und HI b H2 sind, ebenfalls positiv ists. 

Nun hat man: Al = A~ + A~ + '" + A~ + An+l , woraus wegen 
An+! >- 0 folgt: 

00 • 

Also ist 1:' IIAk/l12 konvergent und folglich IIAn/ll--- o. Also hat man 
k=l 

1 C = max{lml, IMI} ist das Maximum von I(AI, 1)1/11/112 fUr I + 0. Wegen 
I(A I, 1)1 <: IIA Iii IIIII <: IIA 11'11/112 ist C <: IIA II· - Sei I beliebig. + 0, und setze man 

e = (IIA 111/11/11)t und g = ~ A I. Man hat: IIA 1112 = (A el, g) = i (A (el + g), el+g) 
t: 

- ! (A (el - g), el - g) ::::; ! C Ilel + gl12 + ! C Ilel - gl12 = i C[lle/l12 + IIgl12] 

=i C [e211/112+ c~ IIAa] = CII/IIIIAIII; also IIAfll<:Cilfll, folglich C>-IIAI!· 

Also C = II A II· 
2 Beweis nach RIESZ [2J. (S. 33). 
3 (H~H2f. f) = (H1 H 2f. Hd) = (HzHd. HI f) >-0. 
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Da B offenbar mit allen Ak vertauschbar ist, folgt hieraus 
n n 

(BAf, f)= jjAjj(BAIf, f)=jjAjjlim "L,(BAU, j)=jjAjjlim "L,(BAkf, Akf»o, 
n--+oo 1 n-+oo 1 

womit die Positivitat des Produktes BA bewiesen ist. 
Es sei An eine monoton steigende Folge miteinander vertauschbarer 

selbstadfungierter Transformationen: Al <: A2 <: A3 <: "', und es gebe 
eine mit allen An vertauschbare selbstadfungierte Trans/ormation B, die die 
ganzeFolge maforisiert, d. h., es sei An <: B. Dann konvergiert die Folge An 
gegen eine selbstadfungierte Transformation A, und es gilt A <: B. -
Fur monoton abnehmende Folgen gilt ein analoger Satz. 

Zum Beweis l betrachte man zuerst die monoton abnehmende Folge 
positiver Tr.: Hn = B - An. Nach dem eben bewiesenen Satz sind 
dann (Hm - Hn)Hm und Hn(Hm - Hn) fUr m < n ebenfalls positiv; fur 
j edes j gilt also 
(1) (H;"f, f) > (HmHnf, f) > (If;,!, f). 
Die monoton abnehmende positive Zahlenfolge (H;,f, /) = (Hnf, Hnf) hat 
gewiB einen (von f abhangigen) Grenzwert, wegen (1) muB (HmHnf, f) 
fur m, n ->- 00 gegen denselben Grenzwert streben. Daraus ergibt sich, 
daB fur m, n ->- 00 

jj(Hm - Hn)fjj2 = (Hm-Hn)2f, t) = (H;'f, f)-2(HmHnf, f) + (H;,j, /) ->- 0. 

Also konvergiert Hnf und damit auch Anf, wie auch das Element / 
gewahlt wurde. Die Gleichung A / = lim Anf definiert eine lineare Tr. A. 

n-+oo 

Sie ist offenbar selbstadjungiert und <: B. 
Die selbstadjungierte Tr. B heiBt Quadratwurzel der Tr. A, wenn 

B2 = A ist. Es gilt der folgende Satz: 
] ede positive selbstadfungierte Transformation A hat eine und nur 

eine positive Quadratwurzel B und es ist B bb A. 2 

Es genugt offenbar, den Fall A <: 1 zu betrachten. Die Folge der 
Tr. Bn sei folgendermaBen definiert: Es sei Bo = 0 und 

(2) Bn+1 = Bn + t (A - B;,); 

aIle Bn sind offen bar selbstadjungiert und bbA (insbesondere ist BnbBm). 
Eine einfache Rechnung zeigt, daB 

(3) 1 - Bn+l = t (1 - Bn)2 + t (1 - A) 
und 

(4) Bn+l - Bn = H(1 - B n- I ) + (1 - Bn)] (Bn - B n- I ). 

Es gilt 1 - Bn > O. Fur n = ° ist das klar, fiir n > 1 folgt das 
aus (3). 

1 Die Beweisidee ist von F. RIESZ [2] (S. 33-34) entliehen. 
2 Wir beweisen die Existenz der Quadratwurzel mit der Methode von 

VISSER [1], ihre Eindeutigkeit mit einer SchluBweise von v. Sz. NAGY [4]. Ein an­
derer, die Spektraldarstellung ebenfalls nicht beniitzender Beweis bei WECKEN [1]. 
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Wir behaupten, daB Bn < Bn+ 1 • Fur n = 0 ist das wahr, denn 
Bl = t A > 0 = Bo. Gilt es fur n = k - 1, so gilt es auch fUr n = k, 
da nach (4) Bk+ 1 - Bk Produkt der miteinander vertauschbaren und 
positiven Tr. t [(1 - B k - 1) + (1 - B k )] und Bk - B k - 1 , also eben­
falls positiv ist. 

Die monoton steigende, durch 1 majorisierte Folge Bn konvergiert 
nach dem oben bewiesenen Satz gegen eine selbstadjungierte Tr. B, die 
offenbar auch positiv und bb A ist. UiBt man n uber alle Grenzen 
wachsen, so ergibt (2): B = B + t (A - B2), also A = B2. Somit ist 
eine positive Quadra twurzel B von A gefunden worden; es gilt B b b A . 

Es sei nun C eine beliebige positive Quadratwurzel von A. Da A C 
und CA beide gleich C3 sind, ist CbA, folglich auch CbB. Bi und ct 
sollen je eine positive Quadratwurzel von B, bzw. C bedeuten (nach 
dem bisher Bewiesenen gibt es ja welche); I sei ein beliebiges Element 
aus ~, und es sei g = (B -- C) I. Man hat dann 

IIBlgl12 + IIOgl12 = (Bg, g) + (Cg, g) = ((B + C)(B - C)/, g) 
= ((B2 - C2)/, g) = o. 

Also ist Bi g = ct g = 0, und es gilt folglich auch: B g = Bi B! g = 0 
und Cg = octg = o. Hieraus folgt endlich II(B - C) 1112 = ((B -C)2/, t) 
= ((B - C)g, I) = 0, also BI = CI. Da I beliebig war, ist B = C. 

2. Projektionen. 
Sei me ein Unterraum von~. Nach 1. 3 ist dann ~ = me CD (~Gme), 

also kann jedes Element I E ~ eindeutig in der Form 1= g + h mit 
g E me, h E ~ 8 me ausgedruckt werden1 . Durch PI = g definiert man 
eine Transformation P, die offenbar linear ist und fur die p2 = P gilt; 
sie heiBt die Profektion aul me. 1 - P ist dann die Projektion auf 
~ 8 me. P ist selbstadjungiert, denn ist I = g + h, f' = g + h', so folgt 
aus (g, /I) = (g', h) = 0, daB (g, f') = (g, g'l = (f, g), d. h. (PI, j') = (t, Pf'). 
Aus p2 = P und (I - P)2 = 1 - P folgt, daB 0 < P < 1. 1st me = ~, 
so ist P = I; besteht me nur aus dem Nullelement, so ist P = o. 

Umgekehrt ist jede beschrankte selbstadjungierte Transformation P 
mit p2 = Peine Projektion, und zwar auf den Unterraum me, der 
aus den Elementen von der Form PI (f E ~) besteht (daB me ein Unter­
raum ist, folgt aus der Linearitat und Stetigkeit von Pl. Denn ist I 
beliebig aus ~, so ist PI E me und 1-· PIE ~ 8 me, weil I - PI zu jedem 
Element P f' E me orthogonal ist: (f - PI, P j') = (P t - p2 t, I) = o. 

Man bemerke, daB fur eine Projektion P immer (P I, I) = II P 1112 gilt. 
Seien P und Q die Projektionen auf die Unterraume me bzw. 1)1. 

Man sieht die folgenden Tatsachen leicht ein: Wenn PbQ, dann ist 

1 Aus g + h = g' + h' (g, g' E W"t; h, h' Effie W"t) folgt ja g - g' = h' - h, 
also liegt g - g' gleichzeitig in W"t und ffi 8 W"t, folglich ist g - g' = 0, g = g' 
und h = h'. . 
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PQ auch eine Projektion, und zwar auf m· 9'l. 1st P orthogonal zu Q, 
d. h. ist PQ = 0 (dann ist auch QP = (PQ)* = 0* = 0), so ist m 
orthogonal zu 9'l, und P + Q ist die Projektion auf m G) 9'l. Ist PQ = Q 
(dann ist auch Q P = (PQ)* = Q* = Q), so ist m;;? 9'l, und P - Q ist 
die Projektion anf m 8 9'l. 

PQ = Q ist iibrigens mit p:> Q gleichbedeutend. Denn es folgt aus 
PQ = QP = Q, daB (P - Q)2 = P - Q, also P - Q:> O. Umgekehrt, 
es folgtaus P:>Q, daBQ -- PQ = Q(I - P) und PQ - Q = PQ _ Q2 
= (P- Q) Q beide positiv sind, also PQ = Q. 

Aus P:> Q folgt also insbesondere PbQ. Auf Grund von II. 1 
ist also iede monotone Folge von Proiektionen konvergent. Wenn 
PI :> P 2 :> P a :> ' .. , dann gilt fUr die entsprechenden Unterraume: 

"" mI ;;? m2 ;;? ma ;;?···, und limP" ist die Projektion auf limmn =llmn. 
71=1 

Wenn PI <- P 2 <- P a <- ... , dann mdii m2 S ma ~ '.', und limPn ist die 

Projektion auf lim mn = [ i; mn]. Sind QI' Q2' Qa, . . . paarweise 
71=1 

orthogonale Projektionen, und sind mI, m2 , ma, ... die entsprechenden 
(paarweise orthogonalen) Unterraume, so bilden die Partialsummen 

71 
P" = ~ Q" eine steigende Folge von Projektionen, folglich existiert 

00 "=1 "" 2: Q" und ist die Projektion auf :1: e m". 
k=1 k=1 

Sind PI' P 2 vertalischbar, aber nicht notwendig orthogonal, so 
ist PI -+- P 2 = PI + P 2 - P I P 2 auch eine Projektion, und zwar auf 
miG) (m2 8 mI ·m2) = mi + m2 • PI +-P2 -+- ... -+-Pn= :1: Pi-~PiPj 

i i<; 
+ :1: Pi Pj P k - ••• + (-1)n+llI Pi ist, wenn aIle Pi vertauschbar 
i<;<k i 

sind, die Projektion auf mi + m2 + ... + mn. Mat hat offenbar 
(PI +- P 2 +- ... +- Pn) bb {Pi}' 

Allgemeiner, ist {P"'} (00 ED) ein beliebiges System vertauschbarer 
Projektionen und ist {moo} das System der entsprechenden Unterraume, 
so definiert man ~ -+- Poo als die Projektion P auf [~mrul' Man hat: 

. "'ED "'ED 
Y +P",bb{P",}. Beweis: Sei I beliebig aus ffi; g = PI ist dann in ruED 
[ ~m"'l' folglichistesLimeseinerFolgeg"aus Ym",. Dag"eineendliche. 
coED ",E'D 

Linearkombination ist, gibt es endlich viele m, etwa min), ~n), ••• , m~~, 
. ~" 

so daB g" E:1: m~n). Sei nun Beine beschrankte selbstadjungierte Trans-
i=1 Tn • 

formation mit der Eigenschaft B b {P "'}' Dann ist B b:1: + pin), folglich 
i=1 

BPI = lim Bg" = lim B (2' -+- Pln)) g" = lim (~+- Pln)) Bg". 
71 .... "" " .... "" i=1 71 .... "" i=1 

Ergebnisse der MathematIk. VIS. v. Sz. Nagy. 2 
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Da (1; -+- p;n») B gn E t mIn) s ~ m"" ist BPI E [ ~ mw 1, folglich ist 
i=l i=l wEQ wEQ 

P B PI=B Pt. Hieraus folgt P B P=BP, also P B=(B P)*=(P B P)* 
= PBP = BP, w. z. b. w. 

n P w definiert man als die Projektion auf n mro; man hat 
"'EQ wEQ 

wieder: n PwtJtJ{Pw}, was am leichtesten aus der Beziehung 
wEQ 

folgt. 
Sind die Proj ektionen des Systems {P w} paarweise orthogonal, so 

schreibt man statt L + P w einfach Y. P w, dies ist die Projektion 
auf ~ 8mw' wEQ wEQ 

wEQ 

3. N ormale und unWire Transformationen. 
Die beschrankte lineare Transformation N heiBt normal, wenn N tJ N*, 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn liN /11= ~N* III fiir jedes I E m. 
In der Tat, wennNtJN*, dann IINII12= (NI, Nf)=(N*NI, f)=(NN*I, I) 
= (N*I, N*/) = IIN*/112; umgekehrt, aus ~NIII = IIN*/II folgt (N*NI, f) 
= (NN* I, I) fUr jedes I, folglich miissen die selbstadjungierten Trans­
formationen N* N und N N* iibereinstimmen. 

Da IIN2tli = II.N*Ntll, ist IIN211 = IIN*NII. Wegen der allgemein giil­
tigen Gleichung II T* Til = ~ T~2 (siehe I. 5) folgt hieraus fUr normale 
Transformationen: IIN211 = 11N112. 

Mit N ist auch eN normal. Mit Nl und N2 sind auch Nl + N2 
und NIN2 normal, sofern Nl tJ Ni (dann ist auch Nt tJ N 2)· 

Insbesondere sind aIle selbstadjungierten Transformationen auch 
normal. Sind Al und A2 selbstadjungiert. und A 1 tJA 2, so ist Al + iA2 
normal; jede normale Transformation N laBt eine solche Darstellung 

1 
zu, man hat nur Al = !(N + N*) und A2 = --;(N - N*) zu setzen. 

2t 

Eine lineare Transformation U heiBt unitar, wenn U* U = U U* = I. 
Jede unitare Transformation ist also auch normal. Es gilt (UI, Ug) 
= (U* UI, g) = (f, g), also insbesondere 11U/11 = 11111, folglich II UII = 1-
Sind U1 und U2 unitar, so ist es offenbar auch U1 U2. 

III. Integrale beschrankter Funktionen 
in bezug auf eine Spektralschar. 

1. Spektralscharen. 
Eine einparametrige Schar {El} (- 00 < A < (0) von Profektionen 

heifJf. eine Spektralschar, wenn 
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a) EA :::= E1' fur 1.< f-l' 
b) E A+ o = E). ,1 

c) lim EA = 0 und lim E). = I. 
1.->--00 1.->-00 

Wegen der Monotonie der Schar existiert auch EA _ 0 und ist jedenfalls 
< E;.. Es liegt auf der Hand, E_oo = 0 und Eoo = I zu setzen. 

Als unmittelbare Verallgemeinerung dieses Begriffes erhalt man 
den folgenden: 

Eine n-parametrige Schar {E)." A" ... , ;'n} (-00 < Ak < (0) von Pro­
fektionen heifJt eine Spektralschar, wenn die folgenden Bedingungen 
erfullt sind: 

a) E;'";',, ... ,;'n<E1"'1'''''''1'n fur Al <f-ll' 1.2 <f-l2' ... , An~f-ln' 
b) wenn f-lk fur fedes k abnehmend gegen Ak strebt, dann strebt 

E1'"1'"",,pn gegen E;"';"" .. ,;'n' 
c) E A" A" ••. , An ~ 0, wenn mindestens ein Ak ~ -00 und EA" A" ... An ~ I, 

wenn alle Ak ~ 00. 

Sind die Projektionen der einparametrigen Spektralscharen {E11}, 
{Efl}, ... , {E~"I} alle miteinander vertauschbar, so ist {E1: Ef: ... Ei'j 
eine n-parametrige Spektralschar. Man kann leicht sehen, daB, um­
gekehrt, jede n-parametrige Spektralschar in dieser Form dargestellt 
werden kann. 

Die zweiparametrigen Spektralscharen heiJ3en auch komplexe SPek­
tralscharen oder Spektralscharen auf der GAussschen Ebene G, da man 
das reelle Zahlenpaar {AI' A2} auch als eine komplexe Zahl z = Al + iA2 
betrachten kann; man schreibt dann Kz fur E)." J.,' 

Einparametrige Spektralscharen werden im Folgenden auch kurz 
Spektralscharen genannt. 

Fur weitere Verallgemeinerungen siehe VII. 3. 

2. Integral einer Treppenfunktion. 
00 

Wir wollen dem symbolischen Integral fF (A) dE;. einen Sinn geben, 

wo E = {E;.} eine Spektralschar und F(A) eine reell- oder komplexwertige 
beschrankte Funktion ist. 

Zunachst ordnen wir jedem (endlichen oder unendlichen) Inter­
vall c5 eine Proj ektion E (c5) folgendermaBen zu: J e nachdem c5 das 
Intervall [a, b], (a, b), (a, bJ oder [a, b) bedeutet, soll E(c5) bzw. gleich 
Eb - E a - o, Eb_O - E a , Eb - Ea , Eb-O - E a - o sein. Die zu punkt­
fremden Intervallen c5/, c5" geh6rigen E (c5/) , E (c5") sind dann ortho­
gonale Projektionen. Zerlegt man c5 in endlich oder abzahlbar unend-

1 E;.+o ist der Limes von E1" wenn!1- fallend gegen A strebt. b) ist iibrigens 
keine wesentliche Eigenschaft, man konnte ebensowohl E;. _ 0 = E A, oder auch 
gar nichts fordern; dann hatte man nur statt E;. immer mit den Grenzwerten 
E;.-o und E;.+o zu operieren. 

2* 
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lich viele, paarweise punktfremde Teilintervalle 01 , O2 , ••. , so ist 
E(o) =L:E(Ok)' Endlich ist E(-oo, (0) = I. 

k 
Es sei nun F(A) eine beschrankte Treppenfunktion; es existiere also 

eine Zerlegung Z der Zahlengeraden in endlich oder abzahlbar unend­
lich viele paarweise punktfremde Intervalle 01 , O2 , ••• , so daB F(A) auf 
Ok einen konstanten Wert ek hat, ieki <- M (k = 1, 2,3, ... ); als Teilungs­
punkte von Z k6nnen neben den Sprungstellen von F(A) evt1. auch 
andere Punkte auftreten. Die Reihe L: ekE (Ok), falls unendlich, kon-

k 
vergiert gegen eine beschrankte Transformation. Aus der Orthogonalitat 

00 

der E (13k ) und aus L E (Ok) = Ifolgt j a: 
k=l 

Ilk=.t4~~E (Ok) 1112 ;=~leti2iIE (Ok) IllS <- 11[:~ 1~ (13k) 1112 

= M2[t~E(l3k)/112 - t~lE(Ok)/ln ~M2[j1/112_11/112J=0 fUr m,n~oo, 
und wegen 

00 

hat L: Gk E (13k) die Schranke M. Wir set zen j F(A) dE, = L: ekE (13k) , 
k -00 k 

diese Definition ist von der besonderen Wahl von Z offenbar unab­
hangig. 

Das so definierte Integral der Funktion F (A) in bezug auf E = {E,,} 
sei kurz auch mit F(E) bezeichnet. Es besitzt offenbar die folgenden 
Eigenschaften : 

1. Wenn F(A) == 0 bzw. == 1, dann F(E) = 0 bzw. = I. 
2. Aus F(A) = a1F1(A) + a2F 2 (A) folgt: F(E) = a1F1(E) + azF 2 (E). 
3· Aus F(A) = Fl (A) • F2 (A) lolgt: F(E) = Fl (E) . F 2(E). 
4. F(E) ist normal und IIF(E)II <- maxIF(A)I. 1st F(A) reellwertig, so 

ist F(E) selbstadjungiert. 1st F(A) ::> 0, so ist F(E) ::> O. 

5. [F(E)J* = P(E), wo PO) die konjugiert-komplexe Funktion von 
F(A) bezeiehnet. 

6. F(E) blJE. 
7. Fur jedes lund g gilt: 

00 00 

(F(E)/, g) = jF(A)d(EA/, g), 
-00 -00 

wo reehts gewohnliehe STIELTJEssehe Integrale stehen .. 
8. Wenn Fn(A) eine besehrankte, gegen F(A) strebende Funktionenlolge 

ist, dann strebt Fn(E) gegen F(E). 
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Die Eigenschaften 1 und 4-7 foIgen unmittelbar aus der Definition. 
2 und 3 beweist man, indem man eine solche ZerIegung von (- 00, (0) 
betrachtet, auf deren Teilintervallen Fl (A) und- F2 (A) beide konstant 
sind; dann ist a1FdE) + a2F2(E) = al~clkE(Ok) + a2~c2kE(Ok) 

k k 

= ~ (a1c1k + a2c2k)E(Ok) = F(E) und (wegen der Orthogonalitat der 
k 

E (Ok)): Fl (E) • F2 (E) = ~ cuE (Ok) .~ ClhE (Ok) = ~ C1kC2kE (Ok) = F(E). 
k h k 

8 foIgt aus 2 und 7 und aus dem LEBESGUESchen Integralsatze fUr ge­
wohnliche STIELT]ESSche Integrale, denn 

00 

II(Fn(E) - F(E))fI12 = fIFn(A) - F(A)12d IIE)Jli2 -+ O. 
-00 

3. Integral stetiger oder zu einer BAIREschen Klasse 
geh6riger beschrankter Funktionen. 

Es sei F (A) auf (- 00, (0) gIeichmaBig stetig und beschrankt. 
Es sei Zn = {Onk} eine FoIge von ZerIegungen von (-00, (0), so daB 
max Onk -+ 0 fUr n -+ 00. Es sei An,. ein beliebiger Punkt von 0nk' Fur 

k 
jedes n sei eine Treppenfunktion Fn(A) folgendermaBen definiert: Auf 
Onk ist Fn(J,) = F(Ank); die FoIge Fn(A) strebt dann gleichmaBig gegen 
F(A). Wegen 

IlFn(E) - Fm(E)li <: max IFn(A) - Fm(A)1 

ist F n (E) gIeichmaBig konvergent. Die Limestransformation lim F n (E) ist 
von der Wahl der ZerIegungsfolge und der J.nk offenbar unabhangig; 
das Integral von F(A) in bezug auf E definiert man eben durch diese 
Limestransformation, also durch 

00 

Kurz wird dieses Integral wieder auch mit F(E) bezeichnet. Die Eigen­
schaften 1-6 aus III. 2 bleiben im Limes beibehalten, also gelten sie 
auch fUr die jetzt betrachteten Funktionen. Auch 7 gilt, es ist ja 

(F(E)f, g) = lim ~F(Ank)(E(onk)f, g) = fF(A)d(E).f, g) 
und n-->-oo k - 00 

00 00 

Somit gilt auch 8. 
Es sei nun F(A) eine beschrankte Funktion, die zur ersten BAIRE­

schen Klasse gehOrt, iF(A)1 <: M. Man wahle eine Folge FdA) gleich­
maBig stetiger Funktionen, so daB Fk(A) -+F(J.), IFk(A)i <: M. Aus 

lim (Fn (A)-Fm (A))= 0 folgt (Eigenschaft 8): lim (F ,,(E)-Fm(E) )=0. 
~n-->-oo ~m-->-oo 

Also ist auch die Transformationsfolge F n (E) konvergent. Die Limes-
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transformation ist gleichfalls durch M beschrankt. Sie kann von der 
speziellen Wahl der Folge Fk(A) naturlich nicht abhangen; das Inte-

gral jF(A)dE!. (oder kurz F(E)) wird eben durch sie definiert. Die 
-00 

Eigenschaften 1-8 bleiben wieder gultig, nur handelt es sich jetzt in 7 
urn LEBESGUE-STIELTJEssche Integrale. 

Von den Funktionen der ersten BAIREschen Klasse gelangt man auf 
analoge Weise Schritt fur Schritt zu Funktionen, die in einer beliebigen 
hoheren BAIREschen Klasse enthalten sind; die Eigenschaften 1-8 
bleiben dabei immer erhalten. 

Zwei Funktionen, die sich voneinander nur im Inneren von solchen In­
tervallen unterscheiden, auf denen E!. konstant ist (Konstanzintervallen), 
haben in bezug auf E offenbar das gleiche Integral. 1st insbesondere 

E!. = {~ :~; 1;::;: so hangt das Integral von F(A) vom Verhalten 

von F (A) au13erhalb em, M] nicht ab; wir diirfen in diesem Falle statt 
00 M 

jF(A)dEA auch jF(A)dE!. schreiben. 
-00 m 

Eine Ausdehnung des Integralbegriffes auf nichtbeschrankte Funk­
tionen wird in VII geschehen. 

4. Integrale in bezug auf eine mehrparametrige 
Spektralschar. 

Das Integral einer beschrankten Funktion F (AI' A2, ... , An) in 
bezug auf eine n-parametrige Spektralschar E = {E A" )., •...• An} la13t sich 
auf analoge Weise einfiihren. Zuerst wird jedem n-dimensionalen "halb­
abgeschlossenen" Intervall <5={a1 <AI <:: b1 • a2<A2 <::b2 , •.. , an<An <:: bn} 

n 
die Projektion E(<5) = II (Eb,b, ... b,-lbibi+l ... bn - Eb,b, ... b,_lUib,+l ... bn) 

i=l 
zugeordnet. Den offenen und den teils abgeschlossenen Intervallen 
ordnet man ebenfalls Projektionen zu, nur sind dann in der Definitions­
formel die entsprechenden ai bzw. hi durch ai - 0 bzw. hi - 0 zu er­
setzen. Raben die Intervalle <5' und <5" keine gemeinsamen Punkte. so 
sind E (<5') und E (<5") orthogonal. Zerlegt man <5 in endlich oder ab­
zahlbar unendlich viele paarweise punktfremde In tervalle: <51 , <52 ...• 

so ist E (<5) = 2: E (<5i ). Bedeutet endlich Rn den ganzen (n-dimensio­
nalen) Parameterraum, so ist E (Rn) = I. 

Man kann die Integrale der Treppenfunktionen. der stetigen Funk­
tionen und der Funktionen h6herer BAIRESchen Klassen Schritt fUr 
Schritt ebenso definieren, wie dies im linearen Falle geschehen ist. Die 
Eigenschaften 1-8 (III. 2) bleiben dabei giiltig. Es sei bemerkt, da13, wenn 
E!.,. A, •...• An Produkt derlinearen SpektralscharenE~I, Efl, ... , E~nl ist. dann 

00 00 00 

j 11 (AI) 12 (A2) ... In (An) dEAl. A, ••.•• An= j 11 (A) dEt l• j 12 (A) dE~21 .. . fin (A) dETI. 
Rn - 00 -00 
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IV. Kanonische Spektraldarstellung 
beschrankter selbstadjungierter 

und normaler Transformation en. 
1. Spektraldarstellung beschrankter selbstadjungierter 

Transformationen. 
Es sei A eine beschrankte selbstadjungierte Transformation, B sei 

die positive Quadratwurzel von A2 (nach II. 1). Die Transformationen 
A + = ! (B + A) und A - = ! (B - A) heiBen der positive bzw. negative 
Teil von A; man hat A = A + - A -. 

Die Menge derjenigen Elemente I, fUr die A + 1 = 0, sei mit 2 be­
zeichnet, sie ist offenbar ein Unterraum von ffi. 1st E die Projektion 
auf 2, so hat man A + E = O. 

Aus BtJtJA2 folgt BtJtJA, also auch A + tJtJA und A - tJtJA. Es gilt 
auch EtJtJA, was man folgendermaBen einsieht. Sei CtJA, dann ist 
auch C tJ A +; die Gleichung A + C 1 = C A + 1 zeigt, daB C 1 E 2, sobald 
1 E 2. Hieraus folgt, daB C E = E C E. 1st C selbstadjungiert, so folgt 
hieraus EC = (CE)* = (ECE)* = ECE = CE, d. h. CtJE. 

Aus BtJA folgt A + A - = i(B2_A2); also ist A + A - = O. Hieraus 
folgt, daB aIle Elemente von der Form A -I zu 2 gehoren, also, daB 
E A - = A -. Da E, A + und A - vertauschbar sind, hat man 

(1) E A - = A - E = A - und E A + = A + E = O. 

Da A + + A - gleich B, also positiv ist, hat man nach II. 1: 

(2) A -=EA - +EA+=EB>O, A+=B-A -=B-EB=(I-E)B>O. 

Endlich folgt aus A = A + - A - : 

(3) A E = A + E - A - E = - A - , A (I - E) = A + A - = A + . 

Wir werden das Gesagte auf A;. = A - AI (A reeIl) , statt auf A 
selbst, anwenden; B!., At, Ai und E!. seien die zugehorigen Trans­
formationen. Aus B!.tJ tJ A!., AttJtJA!. usw. folgt offenbar auch B;.tJtJA, 
AttJtJA usw.; insbesondere sind aIle Transformationen A!., Bft , At, 
A;;, ET miteinander vertauschbar. 

Es wird behauptet, daB {E!.} eine Spektralschar ist, und daB 
00 

A=fUE;.. 

Da Ai nach (2) positiv ist, und da AI. eine monoton abnehmende 
Funktion des Parameters ist, hat man fur A < It: 

At - A: + A; > At - A:+ A; - Ai = A!. - Aft > O. 

Da auch A: > 0, so ist: 

A:(At - A: + A;) > O. 
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Dies ergibt, mit Rucksicht auf A;A; = 0, 

(A;Atf, f) :> ((A;)2f, f) = IIA;fI12 • 

Wenn also At! fUr ein f gleich 0 ist, dann muB auch A;f gleich 0 
sein; womit gezeigt ist, daB Ep.E;. = E;.. 

Nachdem die Monotonie von E;. bewiesen' wurde, zeigen wir, daB 
E;. = 0 fUr .1.< m und E;. = I fUr A:> M (m, M bezeichnen die untere 
bzw. obere Grenze von A). Zuerst sei .1.< m, dann ist A;. positiv, 
folglich ist, wegen der Eindeutigkeit der positiven Quadratwurzel, B;. 
gleich A;., und somit At auch gleich A;.. Aus (A;.f, f) :> (m - A) (f, f) 
folgt, daB die Gleichung A;.f = 0 nur fUr f = 0 statthat, d. h. E;. = o. 
Nun sei A:> M; dann ist -A;.:> 0, also B;. = -A;., At = 0 und 
somit E;. = I. 

Jetzt betrachten wir ein Intervall <5 = (A, .uJ; fUr die Projektion 
E(<5) = Ep. - E;. gilt: 

(4) Ep.E(<5) = (I - E;.)E(<5) = E(<5). 

Da die Produkte A;E(<5), AtE(<5), zusammen mit A;, At und E(<5), 
positiv sind, hat man, mit Rucksicht auf (3) und (4), 

(.uI - A)E(<5) = -Ap.E(<5) = -Ap.Ep.E(<5) = A;!E(<5) :> 0, 

(A - U)E(<5) = A;.E(<5) = A;. (I - E;.)E (<5) = At E(<5) :> o. 

Anders geschrieben heiBt dies: 

(5) .I.E (<5) <: A E (<5) <: .uE (<5). 

LiiBt man .u abnehmend gegen das feste A streben, so wird die 
Projektion E(<5) = Ep. - E;. ebenfalls abnehmen und so wird sie, nach 
II. 1, gegen eine Projektion P(A) konvergieren. (5) ergibt im Grenzfall: 

AP(A) <: AP(A) <: AP(A), 

d. h. A P (J.) = A P (A), A;. P (A) = o. N ach (3) wird also auch 
At P(A) = (I - E;.)A;.P(A) = O. Dies bedeutet, daB P(A)f fur jedes f 
in 2;. enthalten ist, d. h. E;.P(A) = P(A). Vergleicht man dieses Resultat 
mit der Gleichung (I - E;.)P(A) = P(A), Grenzfall von (4), so erhiilt 
man: P(A) = O. Damit ist gezeigt, daB E;. eine von rechts stetige Funk­
tion des Parameters ist. 

{E;.} ist also wirklich eine Spektralschar; E;. ist auf (-00, m) und 
[M, (0) konstant gleich 0 bzw. I. 

Es sei nun Zn = {<5nk} eine Folge von Zerlegungen von (- 00, (0), 
so daB max<5nk ->- 0 fUr n ->- 00; es sei <5nk = (Ank' .unkJ. Aus (5) folgt 

k 

fur j edes n: 
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Da die mittlere Summe gleich A ist, und da die beiden anderen Summen 
M 

fiir n -+ 00 definitionsgemaB gegen fAdE;. konvergieren, hat man 
M m 

A= fAdE;.. 
m 
Es sei {Ei.} eine beliebige andere Spektralschar, so daB Ei. auBerhalb 

M 

em, MJ konstant gleich Obzw. Jist, und fiir dieebenfalls gilt: A= j ).dEi.. 
m 

Dann folgt aus den Eigenschaften 1-3 des Integrals (III. 2), daB die 
Gleichung M M 

j P(A)dEl = j P(A)dEi. 
m m 

nicht nur fiir P (A) == A, sondern auch fiir jedes beliebige Polynom P (A) 
von A statthat. Sei a eine reelle Zahl und wahlen wir eine Folge Pn(A) 
von Polynomen, die auf em, MJ beschrankt ist und gegen die Funktion 

{1 fiir A<a 
ea (A) = 0 fiir A >a strebt. Dann hat man Pn (E) -+ ea (E) = Ea , 

Pn(E') -+ ea(E') = E~, also Ea = E~. Also ist {Ei.} identisch mit {E;.}. 
Damit ist der folgende grundlegende Satz bewiesen1 : 

Zu feder beschriinkten selbstadfungierten Trans/ormation A mit den 
Grenzen m und M gibt es eine und nur eine Spektralschar {E;.} derart, dafJ 
E;. aufJerhalb des Intervalles [m, MJ konstant ist, und fur die 

M 

A = jAdEl 

gilt. Es ist EltJtJA. 
m 

2. Spektraldarstellung beschrankter normaler 
Transformationen. 

Sei N eine beschrankte normale Transformation. Al = ! (N + N*) 

und Az = ~ (N - N*) sind dann selbstadjungiert, miteinander ver-
2t 

tauschbar und es gilt N =AI +iAz . Ferner ist IIAIII<IINII und IIAzl1 < ~ Nil· 
00 00 

Sei Al = jAdEt) und A2= jHEf) (vgl. IV.1). Da E~)tJtJAI' E~)tJtJA2 
-co 

und Al tJA 2 , hat man auchE~)tJEf). Man bildedie komplexeSpektralschar 
co 

K =E(1)EI2) (z=x+iy) Man hat jxdK =jxdE(l).jdEI2)=A ·I=A z x y • z x y 1 l' 
G -co 

wo G die komplexe z-Ebene bedeutet, und ebenso jydKz = Az, also 
G 

N = Al + iA2 = j(x + iy)dKz = JzdKz • Da Et) und Ef) auBerhalb 
G G 

1 Fiir weitere Beweise dieses von HILBERT stammen den fundamentalen Satzes 
siehe HILBERT [1J, HELLINGER [2J, RIESZ [1J, [2J, V. NEUMANN [1J, STONE [1J, 
LENGYEL-STONE [1J, WECKEN [1J, sowie RIESZ [*J (Kap. 5), WINTNER [*J (Kap. 5)' 
STONE [*J (Kap. 5). Siehe noch FuBnote 1, S. 50. 
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[-IINII, IINID gewiB konstant sind, handelt es sich hier im wesentlichen 
urn eine Integration auf dem Quadrat (-IINII <: x, y <: lIN II) . Genauer, 
€s handelt sich hier urn eine Integration auf dem Kreise I z I <: lIN II ' da 
fUr jedes auBerhalb dieses Kreises gelegene Rechteck ~ gilt: K (~) = o. 
Denn ist e6(z) = 1 auf ~ und = Osonst, so hat man j eo (z)dKz = K(o) und 

G 

j e6(Z) (lIN 112 - zz)dKz = K(o) (11N112. 1- N* N) > 0, 
G 

obwohl der Integrand auf 0 negativ, sonst gleich 0 ist; also muB 
K(o) = 0 sein. 

Aus BoN und B = B* folgt BoN*, somit BoAl und BoA2' daher 
auch BoE1J , BoEfl und BoKz . Also ist KzooN. 

Zu feder beschriinkten normalen Transformation N gibt es eine und 
nur eine komplexe Spektralschar {Kz} so, dafJ K z aufJerhalb des Kreises 
I z I <: lIN II nicht variiert (d. h. K (0) = 0 fur fedes Rechteck 0 aufJerhalb 
dieses Kreises) , und fur die 

N=jzdKz • 

Man hat KzooN.l G 

Die Eindeutigkeit von {Kz} beweist man ahnlich wie bei den selbst­
adjungierten Transformationen. 

Es werde jetzt cler spezielle Fall einer unitiiren Transformation U 
betrachtet. Sei U = j zdKz; da II UII = 1, handelt es sich hier urn eine 

G 

Integration auf Izl <: 1. 1 I I 1 dO <: .. . { ,wenn z = un <argz_cp, 
Fur 0 <: cP <: 2n sel gesetzt: e<p (z) = 0 t -- sons, 

und sei E<p = j e<p (z) dKz • Da (e<p (Z))2 = e<p (z), e'l' (z) > e<p (z) fur '1jJ > cP, 
G 

lim e'l' (z) = e<p (z) und eo (z) == 0, ist {E<p} eine rechtsstetige mono-
1P~<P+O 

tone Schar von Projektionen mit Eo = O. Da fur Izl <: 1 offenbar 
e2" (z) = lim (z z)n gilt, ist E2" = lim (U* u)n = I. Setzt man E<p = 0 

n~CIO n'"""*oo 

fUr cP < 0 und E<p = I fUr cP> 2n, so wird {E<p} eine Spektral­
schar. 

Seie>Ogegeben. SeiO=CPO<CPl <CP2<·· ·<CPn=2n; CPk-CPk-l<e. 
Dann ist 

\ze2n(z)- i: ei<Pk(e<Pk(z)-e<Pk_l(z))II=11 i (z-ei<Pk) (e<Pk(z)-e<Pk_l(z))11 <e. 
k=l k=l 

also ist auch 

Daher ist 
2:n: 

U = UE2:n: = jei<pdE<p. 
o 

1 WINTNER [1J S. 281, v. NEUMANN [2J. 
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Gabe es noch eine Spektralschar {E~} mit E~ = 0, E;" = lund 
2" 
j eiq;dE~ = U, so hiitte man fUr n = 0, 1, 2, ... : 
o 
2" 2" 2" 2" 
jeinq;dEq;= un=Ieinq;dE~ und je-inq;dEq;= (u*)n= je-inq;dE~, 
o 0 0 0 

also auch fUr jedes trigonometrische Polynom t{p): 

2" 2,,' 

jt{p)dEq; = jt{p)dE~. 
o 0 

Man wende diese Gleichung auf eine Folge tn{P) von trigonometrischen 
Poly nomen an, die beschrankt ist und auf [0, 2:n] gegen die Funktion 

() {1 fUr ° < p -:s a b b' . b l' b' Xa p = Of" ° d f" stre t, wo eI a erne e Ie Ig ur p = un ur a < p <:: 2:n 
gegebene Zahl zwischen ° und 2:n ist. Man erhalt: tn (E) ~ Xa (E) = Ea 
und t,,{E/) ~ Xa{E/) = E~, also ist Ea = E~. 

Somit haben wir den folgenden Satzl: 
Zu jeder unitiiren Trans/ormation U gehort eine und nur eine Spektral­

schar {Eq;} , /ur die Eo = 0, E271 = lund 

v. Verallgemeinerung des Begriffs 
einer Transformation. 

Nichtbeschrankte selbstadjungierte 
und normale Transformationen. 

1. Allgemeine Betrachtungen. 
Bisher haben wir nur solche Transformationen von ~ in sich be­

trachtet, die fUr jedes Element / von ~ definiert und beschrankt sind. 
J etzt solI der Begriff einer Transforma t,on folgendermaBen verall­
gemeinert werden. 

Eine Transformation T ist eine Funktion, die den Elementen / aus 
einer Menge ~T £; ~ Werte g = T / aus ~ zuordnet, wahrend sie den 
Elementen auBerhalb ~T nichts zuordnet 2 . ~T heiBt der De/initionsbereich 

1 WINTNER [1]. v. NEUMANN [1] (S.281). FRIEDRICHS [4]. WECKEN [1], 
STONE [*] (S. 302), TEICHMULLER [1] (§ 14). Der oben angefUhrte Beweis lehnt 
sich am meisten an v. NEUMANN. 

2 Sind die Werte g = T taus einem anderen Raum ffi/, so spricht man von 
einer Transformation von ffi in ffi/. Die Satze von V. 1-2 bleiben mit sinn­
gemaBen Veranderungen auch fUr solche Transformationen giiltig. vgl. MURRAY [1]. 
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von T. 1st SDT in m dieht, so sagen wir, T sei dicht deliniert. 1st )B ~ SDT, 
so solI die Menge der Elemente TI mit I aus )B mit T)B bezeiehnet werden. 
TSDT selbst heiBt der Wertevorrat von T und wird mit 711iT bezeiehnet. 

1st SDT eine Linearmannigfaltigkeit und ist T(al/l + a2/2) = a l Til 
+ a2 TI2 fur 11' 12 E SDT, so heiBt T linear. Dann ist stets TO = 0, 

Eine line are Transformation T heiBt beschriinkt, wenn SDT = m und 
11 Till <:: II Tlillfil fUr jedes I (II Til bezeiehnet die kleinstmogliehe so1che 
Konstante). 

T heiBt abgeschlossen, wenn aus In -+ I und Tin -+ g folgt, daB 
Tf sinnvoll (d. h. IE SDT ) und = gist. Insbesondere ist jede beschrankte 
lineare Transformation abgesehlossen (weil stetig). 

T' ist die Fortsetzung von T, in Zeiehen T' ~ T oder T S T', wenn 
SDT, 2 SDT und TI = T'I fUr jedes IE SDT. 1st SD ~ SDT, so heiBt die Trans­
formation T', die auf SD uberall gleich T, sonst sinnlos ist, die Ein­
schriinkung von T aul SD. Tl = T2 bedeutet, daB T12 T2 und Tl S T2, 
d. h. Translormationen sind gleich, wenn sie denselben Delinitionsbereich 
haben und in ihm gleiche Werte annehmen. Tl und T2 heif3en metrisch 
gleich, wenn SDT, = SDT, und IITdl1 = II T2/11 lur I E 'l>'l', . 

Tl + T2, cT, T l T2, lim Tn, T-l definiert man wie folgt: 
a) SDT, + T, = SDT ,. SDT, und (Tl + T2) I = Td + T21 fUr IE SDT1 + T,' -
b) SDcT=SDT und (cT)/= c(T!) fUr IESDcT ' - c) (Tl T2)/= TdT2/), 
wenn T21 und Tl (T2/) sinnvoll sind, sonst ist (Tl T2) I sinnlos. -
d) (lim Tn) I = lim(Tnl), wenn Tnl fUr aIle hinreichend groBen n sinn­
voll ist und konvergiert, sonst sinnlos. - e) Wenn TI = Tg nur fUr 
f = g, dann wird T-l (die Inverse von T) so erkHirt: SDT-l = 711iT und 
T-l(Tf) = f. Sind T, T l , T2 usw. linear, so sind diese Verknupfungen 
aueh lin~ar. Fur die Existenz von T-l genugt es dann zu fordern, daB 
T f = 0 nur fUr f = O. 

Wenn T dieht definiert ist, dann erklart man T* (die Adfungierte 
von T) so. SDT* ist die Menge derj enigen f Em, zu denen es ein f* E m 
derart gibt, daB 

(1) (Tg, I) = (g, 1*) 

fUr jedes g E SDT gilt; dieses 1* ist eindeutig bestimmt, und man setzt 
T* f = 1*. T* ist offenbar linear. Es folgt aus der Stetigkeit des inneren 
Produktes, daB T* abgeschlossen ist. Wenn T linear und beschrankt 
ist, dann ist T* uberall definiert und beschrankt (vgl. I. 5). 

Man kann die folgenden Regeln leicht rechtfertigen: 

T 1 + T 2 = T 2 + T 1; (T 1 + T 2) + T a = T 1 + (T 2 + T a) ; 0 T ~ 0; 
(Tl T2) Ta = Tl (T2 Ta); (Tl + T2) Ta = Tl Ta + T2 Ta; 

T l (T2 + Ta) ~ TlT2 + TlTa 

(das Zeichen = gilt z. B., wenn Tl uberall definiert ist); (limTn)T 
= lim(TnT); (Tl T2)-1 = TilT;\ wenn T;l und Til existieren. 
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FerneristO*=O, (cI)*=CI, (TI+T2)*~ Ti+n, (TIT2)*~ nTi· 
In den beiden letzten Gleichungen gilt das =-Zeichen z. B. dann, wenn 
TI beschriinkt ist l • Aus TI S T2 lolgt Ti ~ Ti· 

Es sei ffi2 = ffi x ffi (vgl. 1. 2) der Raum aller geordneten Paare 
{II' M von Elementen aus ffi. 

Die Menge )8T aller Elemen te von ffi2 von der Form {I, T I}, I E ;t)T' 

heiBt das Bild von T. 2 )8T ist dann und nur dann eine Linearmannig­
faltigkeit, wenn T linear list. )8T ist dann und nur dann eine ab­
gesehlossene Menge, wenn T abgesehlossen ist. )81· C )8T' bedeutet, daB 
T' eirie eehte Fortsetzung von T ist. 

In ffi2 definieren wir die folgenden unitaren Transformationen: 

U{/I' M = {/2' iI}, V{/I' 12} = {/2' -II}; 
es gilt: U2 = _V2 = I (die identisehe Transformation), UV = -VU. 

(1) kann nun in der folgenden Form gesehrieben werden: 

(V{g, Tg}, {I, I*}) = 0. 

Dies zeigt, daB )8T' aus allen denjenigen Elementen von l}t2 besteht, 
die orthogonal zu j edem Efement V {g, T g} (g E ;t)T), also orthogonal 
zu V)8T sind. Wenn man also den dureh )8T aufgespannten Unterraum 
von ffi2 mit [)8T] bezeiehnet (dann ist V [)8T] der dureh V)8T auf­
gespannte Unterraum), dann hat man 

(2) )8T" = l}t2 8 V [)8TJ. 

Wenn T-l, T* und (T-l)* existieren, dann ist (T-l)* = (T*)-l. 
Dies folgt, wegen )8T-1 = U)8T, aus (2), weil 

)8(T-1)' = ffi2 8 V[)8T-1] = l}t2 8 vu [)8T] = U (Uffi2 8 V [)8T]) 

= U(ffi28 V [)8T]) = U)8T*. 

Sei T dieht deliniert, linear und abgesehlossen. Dann ist T* aueh dicht 
definiert und T** = (T*)* ist gleieh T. 

Ware ;t)T* nieht dieht in ffi, so wiirde es ein zu ;t)T* orthogonales 
Element h =l= ° geben. Dann ware {o, h} orthogonal zu jedem Element 
{T*I, -I} (f E ;t)T*) , also hatte man 

{O, h} E ffi2 8 V)8T* = l}t28 (Vffi2 8 V2)8T) = ffi28 (ffi2 8 )8T) = )8T' 

Darum miiBte h = To, also h = ° sein. - Somit ist ;t)T' dieht in l}t, 
daher existiert aueh T**, und man hat 

)8T·*=ffi2 8 V)8T*=ffi28V (l}t28V )8T)=V(ffi28 (ffi2gV)8T) )=V2)8T=)8T, 

also T** = T. - Allgemeiner gilt folgendes: 

1 Denn seifE~\T,+T,).; fUr jedes g E :llT, hat man (T2 g, f)= (Tl + T2)g, f)- (T1g, f) 
= (g, iTl + T2)* f - Tn), also ist f E :llT:' folglich ist :ll(T'+ T,)" ~ :llT~ + T;' -
1st fE:ll(T, T,)*' so hat man fUr jedes g E :llT,: (T2g, Tt f) = (Tl T 2 g, f)=(g, (Tl T2)* f), 
also ist Tt f E :llT;; folglich ist :ll(T, T,)" S :llT; T! . 

2 Auch "Graph" von T genannt. Die· auf diesem Begriff ruhenden folgenden 
Dberlegungen und Ergebnisse stammen von v. NEUMANN [5]. 
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T* ist dann und nur dann dicht definiert, d. h. T** existiert dann und 
nur dann, wenn T eine abgeschlossene lineare Fortsetzung hat. T** ist (falls 
vorhanden) die kleinste solehe F ortsetzung von T, denn es gilt 58T** = [58T J . 

1st 'IlT* dieht in ffi, also existiert T**, so hat man 

58T** = ffi28 Y58T* = ffi28 Y(ffi28Y[58TJ) = Y(ffi28 (ffi28 Y[58TJ)) 
= y2[58TJ = [58TJ, 

also ist T** eine abgesehlossene lineare Fortsetzung von T. Sie ist 
die engste, da, wenn T1 eine beliebige andere abgesehlossene lineare 
Fortsetzung von T ist, dann ist 58Tl ~ [58TJ = 58T**, also T1 ~ T**. -
Umgekehrt, es sei vorausgesetzt, daB T uberhaupt eine abgesehlossene 
line are Fortsetzung T1 besitzt. Dann ist naeh dem oben bewiesenen 'IlT~ 
in ffi dieht. Da aber aus T S Tl offenbar 'IlT* ~ 'IlTt folgt, ist aueh 'IlT* 
in ffi dieht. 

2. Uber das Produkt T*T. 

Sei T dicht definiert, linear und abgeschlossen. Dann existiert 
(1 + T* T) -1 und ist gleich einer beschrankten positiven selbstadfungierten 
Transformation B mit II B II <:: 1. C = T B ist auch eine beschrankte Trans­
formation, IICll <:: 1. - 1st T' die Einschrankung von T auf 'IlT*T, so 
ist T die kleinste abgeschlossene lineare Fortsetzung von T' (folglich ist 
'IlT* T dicht in 'IlT und damit auch in ffi) 1. 

Sei h beliebig aus ffi. Das Element {h, o} aus ffi2 sei als Summe 
seiner Projektionen auf 58T und ffi2 8 58T, d. h. auf 58T und Y58T* dar­
gestellt: 

(3) {h, o} = {f, Tf} + {T*g, -g}, f E 'IlT' g E 'IlT*· 

Das Gleichungssystem 

(4) h = f + T* g , 0 = T f - g 

hat also die einzige Lasung f E 'IlT' g E 'IlT*. Die dureh B h = f, C h = g 
definierten Transformationen B und C sind offenbar linear; 'IlB='Ilc=ffi. 
Aus (4) folgt: 

(4') l=B+T*C,O=TB-C, 

also 

(5) C = T B und 1 = B + T* T B = (J + T* T) B. 

Da die Glieder reehts in (3) orthogonal sind, hat man 

~h112 = II{h, oW = HI, Tf}112 + II{T*g, _g}112 = IIfl12 +11 Tfl12 + IIT*gI12 + Ilg112, 
folglieh IIBhl12 + IIChl12 = IIfl12 + IIgl12 <:: Ilh112, also ist IIBII <:: 1 und IICll <:: 1. 

1 Demgegenliber gibt es abgesehlossene lineare, dieht definierte Transforma­
tionen T, flir die ~T2 auBer 0 kein Element enthalt; T kann sogar symmetriseh 
sein (d.h. TST*), vgl. NEUMARK [1]. 
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Fur beliebiges I E :tIT'T gilt 

(6) ((1 + T*T)/, I) = (j, I) + (T*TI, I) = 11/112 + IITII12, 

aus (1 + T* T) I = 0 folgt also I = o. Hieraus folgt, daB (1 + T* T)-l 
existiert; wegen (5) ist es gleich B. Aus (6) folgt weiter (h, Bh) = IIBh2 11 
+ II T Bh112; also (Bh, h):> 0 fUr jedes h E ~ und (Bh, h) = 0 nur dann, 
wenn Bh = 0, also, wenn h = (1 + T* T)Bh = O. 

Man hat weiter 

(Bhl' h2 ) = (Bhl' (1 + T* T)Bh2 ) = (Bhl' Bh2 ) + (Bhl , T*T Bh2) 
= (Bhl' Bh2) + (T*TBhl , Bh2) =((l+T*T)Bhl , Bh2)=(hl , Bh2), 

d. h. B ist selbstadjungiert. 
1st T' die Einschrankung von T auf :tiT' T, so ist Q3T' dicht in Q3T' 

. Sonst gabe es ja ein von {O, o} verschiedenes {g, Tg} E Q3T derart, daB 

O=({g, Tg}, {I, TI}) = (g, 1)+(Tg, TI) = (g,j) +(g, T* TI) =(g, (1 + T* T)t) 

fur jedes I aus :tIT'T, folglich 0 = (g, (1 + T*T)Bh) = (g, h) fUr jedes 
h aus~; es soIIte also g gleich 0 sein, alsowaredoch{g, Tg} = {O, o}. 

Q3T ist also der durch Q3T' aufgespannte Unterraum von ~2, folglich 
ist T die kleinste abgeschlossene lineare Fortsetzung von T. 

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. 
Sind Tl und T2 dicht delinierte lineare, abgeschlossene Translorma­

tionen und gilt TiTl = T: T 2, so sind Tl und T2 metrisch gleich. 
Fur g E :tITf T, = :tiT; T, hat man (Tlg, Tlg) = (g, Ti Tlg) = (g, T: T 2g) 

= (T2 g, T 2 g) , also II Tlgil = IIT2gll· 
Sei nun I beliebig aus :tIT, . Dann gibt es eine F olge gn aus :tITf T" 

so daB gn ->- lund Tlgn ->- Ttf. 1 Wegen II T2(gn - gm)11 = IITdgn-gm)ll->- 0 
konvergiert dann auch T 2g,.. Wegen der Abgeschlossenheit von T2 ist 
also I E :tiT, und T21 = limT2g,., folglich 

IIT2/11 = limllT2gnii = lim II Tl gn II = IITl/II· 

Aus dem Beweis sieht man,' daB :tITl ~ :tiT,. Aus Symmetriegrunden 
folgt hieraus :tITl = SDT" womit alles bewiesen ist. 

3. Vertauschbarkeit, kartesisches Produkt und 
Reduktion von Transformationen. 

Eine beschrankte lineare Transformation B heiBt mit der (all­
gemeinen) linearen Transformation T vertauschbar, in Zeichen B tJ T,. 
wenn B T S T B. 21st auch T beschrankt, so geht diese Definition in 
die in 1. 5 gegebenen uber; dann folgt aus BtJ T auch TtJB. 

1 Dies foIgt daraus, daB, wenn Tj die Einschrankung von TI auf ~Ti' T, ist, 
dann [~h;] = 58T" 

2 Tb b{T ",} solI, wie bisher, bedeuten, daB jede mit allen T (X vertauschbare 
beschrankte selbstadjungierte Transformation auch mit T vertauschbar ist. 
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a) Aus B'lJT1 und B'lJT2 folgt B'IJ(T1 + T 2 ) und B'lJT1T 2 • b) Aus 
B1'IJT und B 2 'IJT folgt (B1 + B2)'lJT und B1Bz'IJT. e) Existiert T-l, so 
folgt aus B'IJ T, dafJ B'IJ T-l. d) Aus B'lJAn folgt B'lJlim An. e) Aus 
Bn'IJ T folgt, wenn lim Bn beschriinktund T abgeschlossen sind, dafJ lim Bn'IJ T. 
f) Wenn T* existiert, dann folgt aus B'IJ T, dafJ B* 'IJ T*. 

a) und b) sind klar. e): 1st f E ~T-l, so ist f = TT-1f, daher 
B f=B TT -1 f= T B T-l f; folglieh existiert T-l B fund ist gleieh B T-l f. 
d): Wenn f E ~limT,,' dann ist Tnf fur hinreiehend groBe n sinnvoll und 
konvergent; wegen der Stetigkeit von B hat man B • lim T nf = lim B Tn f 
= lim TnBf = (lim Tn)Bf. e): Wenn f E ~T' dann konvergieren Bnf 
und T Bnf (weil T Bnf = Bn T f); wegen der Abgesehlossenheit von T ist 
lim Bnf E ~T' und man hat T lim Bnf = lim T Bnf = limBn Tf. f): Wenn 
IE ~T" dann gilt (Tg, B* I)=(B Tg,/) =(T Bg,f)= (Bg, T* f)= (g, B* T* I) . 
fUr beliebiges g E ~T' also ist B* I E ~T* und T* B* list gleieh B* T* I 

Sei {lRw} (w E Q) irgendeine Menge von euklidisehen Raumen und in 
jedem lRw sei je eine lineare Transformation T w definiert. In lR= II X lRw 

wEQ 
definieren wir eine Transformation T folgendermaBen: ~T besteht aus 
allen I={tw} E lR, fUr die Iw E ~Tro und {Twlw} E lR (d. h. 1: II T wlw 112 <(0) ; 

wEQ 
fUr ein so1ches I sei TI = {Twlw}. T ist linear und heiBt das karte­
sische Produkt der T w, wir sehreiben T = II X T w' Die Einsehrankung 

. wEQ 
von T auf lRw (als Unterraum von lR betraehtet) ist offenbar gleieh T w 

und die Projektion P w von lR auf lRw ist offenbar mit Tvertausehbar. -
Sind die T walle abgesehlossen, so ist es aueh T. 

Wenn alle T! existieren, so existiert auch ( II X T w)* und ist gleich 
wEQ 

II X T!. Da jedes ~Tw in lRw dieht ist, ist aueh ~T (wo T = II X Tw) 
wEQ wEQ 
in lR dieht; folglieh existiert T*. Man setze T' = II X T!. Wenn h E ~T' , 

wEQ 
dann gilt fUr jedes I E ~T: (TI, h) = 1: (T wlw, hw) = 1: (fw, T!hw) = (f, T' h), 

wEQ wEQ 
also ist T's T*. Sei nun g E ~T' ; fUr jedes I E ~T hat man (T I, g) = (f, T* g) , 
d.h.1:(Twlw,gw)="L,(tw, (T*g)w). Wendet man dies insbesondere 

wEQ wEQ 
auf jene I an, fUr die nur die lRw-Komponente Iw von 0 versehieden 
ist, so erhiilt man (Twlw, goo) = (tw, (T*g)w), gultig fUr jedes Iw E ~Tw. 
Hierau8 folgt, daB gw E ~T~ und T!gw = (T*g)w- Folglieh ist 

1: II T!gw112 = 1: II(T* g)w112 = II T* gl12 < 00, 
wEQ wEQ 

also g E ~T" Also ist ~T' ~ ~T*' was, zusammen mit dem fruheren 
Ergebnis T'S T*, eben T' = T* ergibt, w. z. b. w. 

Sei T eine lineare Transformation in einem Raum lR und lm sei 
ein Unterraum von lR. Man sagt, lm reduziere T, wenn T kartesisehes 
Produkt einer Transformation von lm und einer Transformation von 
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jR = ffi 8 mist. Notwendig und hinreichend hier/ur ist, daB P'O T, wo P 
die Projektion au/ m bedeutet. Die Notwendigkeit ist klar. Aus P'O T 
folgt PT P,S T P P = T P, also (da beide Seiten denselben Definitions­
bereich haben) P T P = T P, und ebenso (I - P) T(I _. P) = T(I - P). 
Weiter folgt T=PT+(I-P) T,ST P+ T(I-P),S T(P+(I -P)}=T, 
also T = T P + T(I - P). Die ersten Geichungen besagen, daB T1 , 

die Einschrankung von T auf m, Werte aus m, wahrend T 2 , die Ein­
schrankung von T auf jR, Werte aus jR annimmt (also kann man Tl , T2 
als lineare Transformationen der Raume m bzw. jR betrachten). Die letzte 
Gleichung besagt, daB / E 'llT dann und nur dann, wenn /1 = P / E 'llT. 
und /2 = (I - P)/ E 'llT" und dann hat T/ die Komponenten TIll und 
T2/2 • Dies bedeutet eben, daB T = Tl X T 2 • Tl heiBt der in m lie­
gende Teil von T; m "reduziert T auf Tl ". 

1st T beschriinkt, und trans/ormieren T und T* beide m in sich, 
so wird T von m reduziert. Denn ist P die Projektion auf m, so hat 
man T P = PT P = (PT* P)* = (T* P)* = PT. also P'OT. 

4. Selbstadjungierte und normale Transformationen. 
Eine Trans/ormation A heifJt normal, wenn sie dicht de/iniert, linear 

und abgeschlossen ist und wenn aufJerdem A * A = A A * gilt. 
Aquivalent damit ist die folgende Definition: 
Eine Trans/ormation A heifJt normal, wenn sie dicht de/iniert und linear 

ist und wenn A und A * metrisch gleich sind1 (im Sinne von V. 1). 
In der Tat: 1st A normal im ersten Sinne, dann hat man A* A = (A*)* A*, 

also sind (nach V. 2) die Transformationen A und A* metrisch gleich, also ist 
A normal auch im zweiten Sinne. 

1st A normal im zweiten Sinne, so ist sie abgeschlossen. Denn aus In ->- t, 
Aln->-f folgt IIA*(I .. -/m)II=IIA(I,,-/m)II->-O, also A*I,,->-f'. Da A* ab­
geschlossen ist, gehort I zu ~A" also auch zu ~A' und es ist f" = A* I. Wegen 
IIA (In - 1)11 = IIA*(I .. - 1)11->-0 strebt AI .. gegen AI. - Urn A*A = AA* zu 
beweisen, bemerke man zuerst, daB, wegen 

4 (A g, A I) = IIA (g + tlI;2 - IIA (g - 1)112 + iliA (g + iflti2 - il'A (g - i/):i2 

= IIA* (g+/)112_IIA* (g_flII2+iIIA* (g+i/)112_~IIA" (g -i/)112=4 (A" g, A* I), 

(A g, A I) = (A* g, A" I) fur jedes lund g aus ~A. 1st I E ~AA" so folgt hieraus 
(A g, A I) = (g, A A" I) fur jedes g E ~A. Also ist A I E ~A' und A" A I = A A" I, 
d. h. es gilt: A A" ,S A" A. Ahnlich beweist man, daB A * A ~ A A", also ist 
A A * = A" A. Folglich ist A normal auch im ersten Sinne. 

--Eine normale Trans/ormation ist maximal in dem Sinne, daB sie 
keine echte. normale Fortsetzung besitzt. Denn sind A und B normal, 
A ~ B, so ist A * 2 B*, folglich 'llA* ~ 'llB*. Da aber 'llA = 'llA* und 
'llB = 'llB*' folgt hieraus: 'llA 2 'llB· Folglich ist 'llA = 'llB' A = B. 

1 Beide Definitionen nach V.NEUMANN [5]. Weitere aquivalente Definitionen bei 
v. NEUMANN [2], [8], sowie bei STONE [*J (S. 312). NAKANO [1], [4] nennt jede so1che 
dicht definierte lineare Transformation A normal, die mit der Einschriinkung 
von A* auf ~A metrisch gleich ist. 1st ~A = ~A" d. h. ist A im Sinne des 
Textes normal, so nennt es NAKANO "hypermaximal normal." 

Ergebnisse der Mathematik. VIS. v. Sz. Nagy. 3 
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Eine dicht dejinierte Transformation A heifit selbstadfungiert, wenn 
A = A *. 1 Sie ist notwendig linear und abgesehlossen (da A * es immer 
ist). Ferner ist sie aueh normal. 

1st A selbstadfungiert, so ist A + cI (c eine reelle Zahl) es auch. 
1st A normal, so ist A + cI (c eine reelle oder komplexe Zahl) es aueh. -
Man hat ja immer (A + eI)* = A * + cI. Fur selbstadjungierte A 
folgt hieraus die Behauptung unmittelbar. 1st A normal, so hat man 
fur jedes fESlJA: ~(A+cI)*fI12=II(A*+cI)fI12=IIA*fI12+c(A*f,f) 
+ e (I, A * f) + ecllfl12=IIIA f112+ c (I, A f) + c (A f, f) + eellf 112 = II(A + eI) f112. 

Mit A ist auch A * normal. Dies folgt sofort aus der ersten Defi­
nition. 

Wenn die normale Transformation A vom Unterraum m reduziert 
wird, dann ist AWl, der in m liegende Teil von A, ebenfalls normal. 
Dann ist ja A~ eben der in m liegende Teil von A*, also haben 
AWl und A~ den gleichen Definitionsbereieh: m·'.:tlA , und in ihm gilt 
II A IDd II = ~Afll = ~A*n = ~A~f~· 

Wenn ffi = II X ffioo und wenn in fedem Raum ffioo fe eine normale 
ooEQ 

Transformation A", erkliirt ist, dann ist A = II X A", ebenfalls normal. Sie 
ooEQ 

ist die einzige normale Transformation, die von iedem ffioo auf A", redu­
ziert wird. 

Da die Reihen ~IIAoohoo~2 und ~~A!hooI12 gliedweise gleieh sind, 
ooEQ ooEQ 

haben A und A * (= II X A!) den gleiehen Definitionsbereieh, und fUr 
wEQ 

j edes h E '.:tl A hat man i A h ~2 = 1:' II A oo hoo 112 = ~ ~A! hoo 112 = 11.,1* h ~2, also 
ooEQ ro~ 

ist A wirklieh normal. - 1st T eine beliebige normale Transformation, 
die von jedem ffioo (als Unterraum von ffi betraehtet) auf A", reduziert 
wird, so foJgt aus der Abgesehlossenheit von T, daB T ~ A, was aber, 
wegen der Maximalitat von A, nur dann moglieh ist, wenn T = A. 

VI. Symmetrische Transformationen. 
1. Definition und einige einfache Eigenschaften. 

Die Transformation H heiBt symmetrisch2, wenn sie dieht definiert 
und linear ist und wenn (H f, g) = (I, H g) fUr jede fund g aus '.:tlH gilt. 
(Letzte Bedingung besagt, daB H S H*.) 

1st H symmetriseh, so ist es aueh H**. Aus H S H* folgt namlieh 
H* ~ H**, also H** S H* = (H*)** = (H**)*. 

1 v. NEUMANN nennt sie "hypermaximal Hermitesch". Der Begriff stammt 
von E. SCHMIDT her, vgl. v. NEUMANN [1] (S. 72). 

2 v. NEUMANN nennt sie "Hermitesch". 
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Eine symmetrische Transformation heiBt maximal, wenn sie keine 
echte symmetrische Fortsetzung besitzt; fUr eine solche ist notwendig 
H = H**, insbesondere ist also dann H immer abgeschlossen. Eine 
selbstadjungierte Transformation A ist a fortiori symmetrisch, und zwar 
maximal, da aus A £;; H und H £;; H* folgt: A * 2 H* 2 H, also A 2 H, 
folglich A = H. 

Es gel ten die folgenden Sa tze : 
a) 1st H symmetrisch und 'J)H = ffi, so ist H selbstadjungiert. b) 1st 

H symmetrisch und IDSH = ffi, so ist H selbstadjungiert. c) 1st H symme­
trisch und ist IDSH dicht in ffi, so existiert H -1 und ist symmetrisch. H ist 
dann und nur dann selbstadjungiert, wenn H-1 es ist. 

a): Aus H £;; H* und 'J)H = ffi folgt, daB H* notwendig mit H iiber­
einstimmt. b) folgt aus a) und c). 

c): Wenn HI = 0, dann ist (j, Hh) = (HI, h) = 0 fUr jedes h E 'J)H; 
folglich ist I orthogonal zu IDSH , also gleich o. Es existiert also H - 1. 

Nach v. 1 existiert dann aber auch (H*)-l und ist gleich (H-1)*. Aus 
H S H* folgt offenbar H-1 S (H*)-l. Also H-1 £;; (H-1)*; H-1 ist 
symmetrisch. H ist dann und nur dann gleich H*, wenn H -1 gleich 
(H*) -1, d. h. gleich (H-1)* ist. 

2. Halbbeschrankte symmetrische Transformationen. 
Eine symmetrische Transformation H heiBt von unten bzw. von 

oben halbbeschrankt, wenn es eine Zahl c derart gibt, daB (HI, I) :> c(j, I) 
bzw. (HI, I) <c(j, I) fUr jedes IE 'J)H gilt. (Wenninsbesondere (Hf, f) ~O, 
dann heiBt H positiv.) 

Eine symmetrische halbbeschrankte Transformation H kann immer zu 
einer selbstadjungierten halbbeschrankten Transformation mit derselben 
unteren ozw. oberen Grenze c lortgesetzt werden l . 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man annehmen, daB 
(H f, f) :> (j, I)· In 'J)H fiihren wir das neue innere Produkt (j, g)H= (H I, g) 

und damit die neue Norm IlfliH = y(HI, I) ein; es gilt also if~H ~ UII. 
Die Bedingungen A-B (von I. 1) sind fUr 'J)H und das neue inn ere 
Produkt erfUllt, C gilt aber im allgemeinen erst dann, wenn wir 'J)H mit 
gewissen idealen Elementen erganzen. Diese lassen sich aber mit ge­
wissen Elementen von ffi identifizieren. Ein ideales Element ist ja durch 
eine Klasse im Sinne der neuen Metrik aquivalenten Fundamentalfolgen 
fn E '1)H definiert; diese Folgen sind aber (wegen II· .. IIH :> ~ ... ~) aqui­
valente Fundamentalfolgen auch im Sinne der alten Metrik, also kon-

1 STONE [*J (S. 387); ferner FRIEDRICHS [1J, wo auch Anwendungen auf 
Eigenwertprobleme linearer parlieUer Differentialgleichungen gegeben sind. In 
etwas weniger scharfer Form findet man den 5atz bei WINTNER [*J (§ 111) 
und v. NEUMANN [1J (5.100-103). Wir ftihren den durch FREUDENTHAL [1J ver­
einfachten Beweis von FRIEDRICHS an. 

3* 
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vergieren sie gegen ein wohlbestimmtes Element I von ffi. Der durch 
Hinzufiigung dieser Elemente vervoIlstandigte Raum soIl mit ffiH be­
zeichnet werden; er ist als eine Linearmannigfaltigkeit in ffi eingebettet. 

Die Formel (t, g)H = (HI, g) gilt definitionsgema13 fiir I, g E 'IJH, 
aus Stetigkeitsgriinden gilt sie auch fiir I E 'IJH und g E ffiH . 

Sei 'IJ = 'IJH* • ffiH; man hat offenbar 'IJH ~ '!l S '!lH" . Die Ein­
schrankung von H* auf '!l sei mit A bezeichnet. 

A ist symmetrisch. Es seien I, g E 'IJ; dann gibt es Folgen In, 
gn E '!lH, die in der neuen (also auch in der alten) Metrik gegen I bzw. g 
konvergieren. Es konvergiert dann auch (tm, gn)H = (H 1m, gn) = (1m, H gn) 
fiir n, m -+ 00. Fiir den Limes hat man einerseits 

lim lim (Him, gn) = lim (Him, g) = lim (1m, Ag) = (t, Ag), 
m~(X) n-+oo m--)-oo m-+oo 

andererseits 

lim lim (1m, H gn) = lim (f, H gn) = lim (A I, gn) = (A I, g), 
n-+oo m--+oo n--+oo n-+oo 

also (f, A g) = (A I, g), w. z. b. w. Weiter gilt 

(AI, I) = lim (H* I, In) = lim (t, Hln) = lim (t, In)H = II/II~, 
n-+oo n--+oo n--+oo 

also ist (A I, f) ::> (I, I), d. h. A ist halbbeschriinkt mit derselben unteren 
Grenze 1. 

A ist sogar selbstadfungiert. Es sei g ein beliebiges Element aus ffi. 
Fiir IE 'IJH hat man 1(1, g)1 <: Ilgll·11/11 <: Ilgll·ll/!iH- Also ist Lg(l) = (f, g) 
eine im Raume ffiH definierte, in bezug auf die dort giiltige Metrik be­
schrankte lineare Operation. Nach I. 4 gibt es also ein g'l' E ffiH derart, 
da13 (t, g) = (I, g*)H = (HI, g*). Diese Gleichung zeigt, in umgekehrter 
Richtung gelesen, da13 g* E 'IJH*, also auch g* E'IJ und A g* = H* g* = g. 
Da g beliebig aus ffi gewahlt wurde, ist damit gezeigt. da13 Q:BA = ffi. 
Nach VI. 1 b ist also A selbstadjungiert. Damit ist alles bewiesen. 

Es gilt auch der folgende Satz, den wir nur aussprechen 1: 
Eine symmetrische Transformation H, zu der man eine positive Zahl C 

derart linden kann, dafJ IIH III ::> q III fur fedes f E 'IJH gilt, kann zu einer 
selbstadfungierten Transformation A fortgesetzt werden, fur die A -1 exi­
stiert, uberall definiert und beschriinkt ist. 

3. CAYLEYSche Transformierte, Fortsetzung einer 
symmetrischen Transformation. 

Eine lineare Transformation V hei13t isometrisch, wenn II V fll = IIII1 
fiir jedes f E 'IJv . Aus der 1dentitat 1. 1 (2) folgt dann (V I, V g) = (I, g) 
fiir jedes Paar I, g aus 'IJv . 1st 'IJv = ffi, so ist also V* V = I; ist auch 
IDS v = ffi, so hat man VV* = VV*VV-1 = VIV-1 = I. Eine iso-

1 CALKIN [1J. 
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metrisehe Transformation ist also dann (und nur dann) unitar, wenn 
SD v = )illv = ffi. 

Sei Heine symmetrisehe Transformation. Fiir jedes t E SDH hat man 

(1) IIHf ± ijll2 = (Hf, Hf) ± i(f, Hf) =f i(Hj, j) + (f, f) = IIHfll2 + IIf1l2. 
Aus (H + i1)f = ° folgt also f = 0, demnaeh existiert (H + i1)-I. 
Man nennt 

(2) VH = (H - i1) (H + i1)-1 

die CAYLEYSche Transjormierte 1 von H. '1lv besteht aus den Elementen 
g = (H + i1)j mit f E '1lH' und VHg ist gleieh (H - i1)j. Aus (1) folgt 
IWHd = lid, d. h. VH ist isometriseh. Ebenfalls aus (1) folgt, daB VH 

dann und nur dann abgesehlossen ist, wenn H es ist. 
Aus g = Hf + ij und VHg = Hj - if folgt i(g - VHg) = it und 

i(g + VHg) = Hf· Ist g - VHg= 0, so ist aueh g + VHg= 0, folglieh 
g = 0; also existiert (1 - V H) -1. Man hat 

H wird somit dureh V H eindeutig bestimmt. Da insbesondere '1lH =)ill! - VB' 
ist )ill! _ VB in ffi dieht. 

Umgekehrt ist jede isometrisehe Transformation V, fiir die )ill! - v 
in ffi dieht ist, die CAYLEYSehe Transformierte einer bestimmten symme­
trisehen Transformation. Zuerst behaupten wir, daB (1 - V) -1 existiert. 
Dazu muB gezeigt werden, daB aus (1 - V) ep = ° folgt ep = 0. Sei h 
beliebig aus )ill! _ v, etwa h = (1 - V) 1p; dann ist 

(ep, h) = (ep, 1p) - (ep, V1p) = (Vep, V1p) - (ep, V1p) = (Vep - ep, V1p) = 0; 

also ist ep orthogonal zu )ill! _ v, und so muB es gleich ° sein. - Man 
setze H = i (1 + V) (1 - V) -1. Seien fund g aus '1lH' d. h. aus)illr _ v' es 
sei etwa f= (1- V) ep und g= (1- V) 1p. Man hat, wegen (Vep, V 1p) = (ep, 1jJ), 

(Hf, g) = (i(l + V)ep, (1 - V)1p) = i[(Vep, 1p) - (ep, V1p)] 
= ((1- V)ep, i(l + V)1p) = (f, Hg), 

d. h. H ist symmetriseh. - Ferner folgt aus f = (1 - V) ep, daB 
Hf = i(l + V)ep, und somit, daB Hf + if = 2iep, Hf - if = 2iVep. 
Hieraus folgt, daB '1lVB aus den Elementen 2iep (mit ep E '1lv) besteht, 
folglieh ist '1lVB= '1lv. Man sieht aueh, daB VH(2iep) = 2iVep = V(2iep), 
also ist V H = V, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Insbesondere ist jede (eehte) isometrisehe Fortsetzung V' einer 
CAYLEYSehen Transformierten V H selbst eine CA YLEYSehe Transformierte, 
V' = V H', da dann )ill! _ v' ::J )illr- v; H' ist eine (eehte) Fortsetzung 
von H. Damit ist die Aufgabe, aIle symmetrisehen Fortsetzungen einer 

1 Vgl. v. NEUMANN [1J, wo die Ergebnisse von VI. 3-4 enthalten sind. 
Siehe noch TEICHMULLER [11 (§ 10). 
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gegebenen symmetrischen Transformation zu finden, auf die Bestim­
mung aller isometrischen Fortsetzungen ihrer CAYLEYSchen Transfor­
mierten zuruckgefUhrt. - Da jede symmetrische Transformation die 
triviale AbschlieBung H** besitzt, werden wir im folgenden nur ab­
geschlossene symmetrische Transformationen behandeln. 

1st H abgeschlossen, so ist es auch V H; folglich sind :tlVH und lIDVH 

Unterraume. SJll = m 8 :tlVH und SJil = m 8 lIDVH heiBen die Delekt­
riiume von H; ihre Dimensionen, m und n (diese sind endliche oder 
transfinite Kardinalzahlen), heiBen die Delektindizes von H. 

SJll besteht aus allen Uisungen ep der Gleichung H*ep = iep. Denn 
ep E SJll bedeutet, daB (HI + ii, ep) = 0, d. h. (HI, ep) = (j, iep) fUr jedes 
I E :tlH. Dies bedeutet aber, daB ep c :tlH* und H* ep = iep. Ebenso 
zeigt man, daB SJil aus allen L6sungen von H*ep = -iep besteht. 

SJll und SJii haben mit :tlH nur das Element ° gemeinsam. Ware z. B. 
ep E SJll, ep E :tlH, q; =f= 0, so hatte man: Hep = iep, also (Hep, ep) = iiiepii2, 
was darum unmoglich ist, weil (H ep, ep) wegen der Symmetrie von H 
reell sein muB. 

Die Linearmanniglaltigkeiten :tlH, SJll und SJil spannen zusammen 
:tlH* aul. Sei IE :tlH*. Man projiziere (H* + il) I auf die komplemen­
taren Unterraume :tlVH und SJll. Die Projektion auf :tlVH hat gewiB 
die Form (H + if) 10 = (H* + if) 10 mit einem 10 E 'l:>H· 1st /' die Pro­
jektion auf SJll, so ist i /' = H* /', also 2i /' = (H* + if) /', d. h. ist 

/' = (H* + if) 11 mit 11 = ~ /' E SJll. Da (H* + if) I die Summe ihrer 
2z 

beiden Projektionen ist, hat man: (H* + il) 1= (H* +il) 10+ (H* +if)/1' 
also H* (/ - 10 - 11) = -i (I - 10 - 11). Hieraus sieht man, daB 
1- 10 - 11 = 12 E SJii, womit die gewunschte Zerlegung 

1= 10 + 11 + 12(/0 E :tlH, 11 E SJt, 12 E SJil) 
gewonnen ist. Man kann ubrigens leicht zeigen, daB dies die einzige 
derartige Zerlegung von list. 

Aus den bisherigen Ergebnissen folgt, daB :tlH* dann und nur dann 
gleich :tlH ist, also H dann und nur dann selbstadjungiert ist, wenn die 
beiden Delektriiume von Haul ° zusammenschrumpfen, wenn also m und n 
beide ° sind. 

Wenn nur der eine der Defektindizes gleich ° ist, dann ist H zwar 
nicht selbstadjungiert, aber doch maximal. In dies em Fane kann ja V H 

keine isometrische Fortsetzung besitzen. 
Wenn beide Delektindizes groj3er als ° sind, dann ist H nicht maxi­

mal. Sind m', n', tJ solche Kardinalzahlen, daj3 

m=m'+tJ, n=n'+tJ, (tJ > 0) 

so gibt es eine abgeschlossene symmetrische F ortsetzung H' von H mit den 
Delektindizes (m', n'). 
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Zum Beweis nehme man in SJ1i- und in SJn je ein vollstandiges 
orthonormales System ~ = {q'J"J und 0 = {1pp}. Da ~ von der Machtig­
keit mist, kann man es in zwei Untersysteme, ~' = {q'J~} und ~" = {q'J~}, 
von den Machtigkeiten m' bzw . .\J, zerlegen. Ebenso kann man 0 in 
zwei Untersysteme, 0' = {1pp} und 0" = {1p/f}, von den Machtigkeiten n' 
bzw . .\J, zerlegen. Da ~" und 0" die gleiche Machtigkeit .\J haben, lassen 
sich ihre Elemente einander paarweise zuordnen. Diese Zuordnung 
erzeugt eine lineare und isometrische Transformation W des von ~" 
aufgespannten Unterraumes %' in den von fi' aufgespannten Unter­
raum ®. V H und W erzeugen endlich zusammen eine isometrische Trans­
formation V init ~v = ~VH@ %' und 1ffiv = 1ffiVH@®' Wenn H'die­
jenige symmetrische Transformation bedeutet, deren CAYLEYSche Trans­
formierte gleich V ist, dann ist H' offenbar eine Fortsetzung von H und 
hat die Defektindizes (m', 0'). (Man sieht aus der Konstruktion, daB 
unendlich viele verschiedene derartige Fortsetzungen von H moglich sind.) 

Umgekehrt, ist H' eine beliebige symmetrische Fortsetzung von H, 
und sind (m', n') die Defektindizes von H', so gibt es eine Kardinalzahl.\J 
derart, da/3 m = m' +.\J und n = n' +.\J (niimlich .\J = Dim(~VH' e ~VH))' 

Es folgt aus dem Bisherigen, daB eine symmetrische Transformation 
dann und nur dann zu einer selbstadfungierten Transformation fortgesetzt 
werden kann, wenn ihre Defektindizes gleich sindl. 

In einem verallgemeinerten Sinne kann aber jede symmetrisehe Trans­
formation H des Raumes ffi in eine selbstadjungierte Transformation fortgesetzt 
werden. Es gibt namlich immer einen Raum ffi', der ffi als einen Unterraum ent­
halt, so daf3 H in ffi' eine selbstadfungierte Fortsetzung A besitzt (sag. Fortsetzung 
zweiter Art). Man kann sogar fordern, daB ~ A • (ffi' 8 ffi) in ffi' 8 ffi dieht sei 
(reguUire Fortsetzung) 2. 

4. Maximale symmetrische Transformationen. 
Sei S) ein HILBERTseher Raum und sei rpI' rp2' ••• ein vollstandiges ortho-

00 00 

normales System in H. Die dureh Vo~ Ckrpk = ~ Ckrpk+1 in S) tiberall erkIarte 
k=l k=l 

Transformation Vo ist offenbar isometriseh. Es wird behauptet, daB !lliI- Po in S) 
dieht ist. Sonst gabe es ja ein zu !llil- Vo orthogonales Element g of ° in S); es 
ware insbesondere ((l- Volg,g) = 0, also IIgl12 = (Vog, g). Da IllVogll = Ilgll, hatte 
man II(I - Vo)g 112 =llgI12- (VO g, g)- (g, Vo g)+ IlVo g112= Ilg112-llg112 -llg211 + IlgI12=0, 
also (J - Vo)g = 0, Vo g = g. Dies ist aber offenbar nur fur g = ° moglich. 

Da also !lliI-vo in S) dieht ist, ist Vo die CAYLEYSehe Transformierte einer 
(abgeschlossenen) symmetrisehen Transformation Ho. Ho hat die Defektindizes 
(0, 1) und heiBt eine elementare symmetrische Transformation. 

1 Naeh STONE [*J (Kap.9, § 3) kann (mindestens in einem separablen ffi) jede 
symmetrische Transformation H durch eine Folge besehrankter selbstadjungierten 
Transformationen An in dem Sinne "approximiert" werden, daB die kleinste ab­
gesehlossene Fortsetzungvon limAn Fortsetzung von H ist: H f; [limAnJ (Verall­
gemeinerung von Satzen von CARLEMAN [*J (Kap. 1-2) tiber symmetrisehe Integral­
operatoren}. Vgl. aueh NEUMARK [2J, [3J. 

2 NEUMARK [2J. 
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1st n eine beliebige Kardinalzahl, so kann man eine symmetrische Trans­
formation mit den Defektindizes (0, n) folgendermaBen konstruieren. Man nehme 
eine Menge {~"'} von HILBERTschen Raumen, wo ro eine Indizesmenge il von 
der Machtigkeit n durchlauft. lRo sei ein beliebiger euklidischer Raum. In 
jedem ~'" betrachte man je eine elementare symmetrische Transformation H&"'); 
in lRo nehme man eine beliebige selbstadjungierte Transformation A. Die Trans­
formation H =A X nX H&"') von lR = lRo X nX ~'" ist abgeschlossen, symmetrisch, 

"'ED "'ED 
und hat die CAYLEYSche Transformierte V H = V.do X n X V n!"'). Da V.do unitar, 

"'ED 0 

und da die V n&co) vom Typus Vo sind, hat H die Defektindizes (0, n). 
Hiermit sind im wesentlichen alle maximalen symmetrischen Transforma­

tionen mit den Defektindizes (0, n) erhalten. Es gilt namlich der Satz: 1st H 
maximal symmetrtsch mit den Defekt~ndizes (0, n), so g~bt es paarweise orthogonale 
Unterraume lRo, ~l' ~2' ••. , ~"" " • (ro durchlauft eine Indizesmenge il von 
der MacMt'gkeit n; lRo besteM evtl. blofJ aus dem Nullelement, wahrend Dim~OJ 
abzahlbar unendlich ist), die zusammen lR aufspannen, und die aile ~ reduzieren, 
und zwar so, dafJ der in lRo liegende Teil von H selbstadjungiert, der in ~co lie­
gende Teil elementar symmetrisch ist. 

Zum Beweis nehme man im Defektraum ~H ein vollstandiges orthonormales 
System {cp",} (ro E il; es hat notwendig die Machtigkeit n). Wegen der Isometrie der 
CAYLEYSchen Transformierten V Hist auch dasSystem {V~cpOJ} (k=1, 2, ... ; roE il) 
orthonormal; der durch {cp"" VHIP", , ~IPco, ... } aufgespannte Unterraum sei 
~",. Man sieht leicht, daB V H in ~'" auf eine Transformation vom obigen Typus Vo 
reduziert wird. V H wird dann auch von lRo = lR 82: EB ~ro reduziert; der in lRo 

roFD 
liegende Teil U von V H ist unitar (dies folgt daraus, daB lRo 8!fio gleichzeitig 
£; ~H und ~ lRo = lR 82: EB ~ro £; lRo 8 ~H' folglich !fiu = lRo)· Mit V H redu-

coED 
zieren diese Unterraume auch H. Der in lRo liegende Teil von H hat die 
CAYLEYSche Transformierle U, also ist selbstadjungiert. Der in ~co liegende Teil hat 
eine CAYLEYSche Transformierte vom Typus Yo, also ist elementar symmetrisch. 

Der Fall einer maximalen symmetrischen Transformation H mit den Defekt­
indizes (m, 0) braucht nicht gesondert betrachtet zu werden, da dann -H die 
Defektindizes (0, m) hat. Dies folgt aus dem leicht zu verifizierenden Zusammen­
hang V -H = (VH)-l. 

5. Reelle Transformationen. 
Bedeute m ein L2 (5). Eine Transformation T heiBt reell, wenn 'l)T 

mit jedem t(x) auch t(x) enthalt, und wenn Tt(x) gleich Tt(x) ist. 
1st T linear und reell, und existiert T*, so ist T* auch reell. 1st niim­
Iich g(x) E 'l)T*, so hat man 

(Tt(x) , g(x)) = (Tt(x) , g(x)) = (Tt(x), g(x)) = (j(x), T*g(x)) 

= (j(x), T*g(x)), 

folglich ist auch g(x) in 'l)T* enthalten und es gilt: T*g(x) = T*g(x). 
Eine symmetrische reelle Transformation H hat immer gleiche 

Defektindizes. Es folgt ja aus der Gleichung H*t = ±it die Gleichung 
H*/ = ~iT. also besteht Sjil einfach aus den komplexkonjugierten 
der Elemente von Sjii, woraus aber ohne weiteres folgt, daB Sjii und SjIi 
die gleiche Dimension haben. 
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Also lafJt sich fede reelle symmetrische Trans/ormation H zu einer 
selbstadfungierten A /ortsetzen. Man kann sogar immer erreichen, dafJ 
auch A reell ist 1 , z. B. mit der folgenden Konstruktion. 1st ~ = {<PiX} 
ein vollstandiges orthonormales System in 8)11, so ist 0 = {CPiX} ein eben­
solches in 8)il. Wenn man V H derart fortsetzt, daB zu <PiX eben CPiX zu­
ordnet, dann wird die gewonnene unWi.re Transformation die CAYLEY­
sche Transformierte einer reellen selbstadjungierten Transformation A. 
Dann ist namlich 'IlA die Gesamtheit der Elemente von der Form 
g = / + (1 - V)2:, c"<p,, = / + 2:, C"I(<p" - <Pic) mit / E 'IlH ; ghat aber 
dieselbe Form (mit T statt / und -Cle statt Ck), also gehi.irt mit g auch 
g zu ~A' Man hat 

Ag =A(j+ L,c,,(cp,,-<p,,))=A(j-(1 - V)2:,clc<pIc)=Af-i(1 + V)LCk<Pk 

= Hf-iLcd<plc+ !Pic) =H/ + i2:, C" (<Pic + <plc)=H/+i(1 + V)2>Ic<Pk 

= A/ + A(1 - V)2:, Clc<P1c = Ag. 

"ReeIle" Transformationen kann man alJ.ch im abstrakten Raum ffi 
definieren, wenn man in ffi zuerst eine sog. Konfugation einfUhrt. Dies 
ist eine in ffi iiberall definierte Transformation ], fUr die J2 = 1 und 
(J /, ] g) = (f, g) = (g, /). Die Transformation T heiBt dann in bezug 
auf] reeIl, wenn sie mit] vertauschbar ist (d. h., wenn ] / E 'IlT und 
T JI = ] T /' sobald / E ~T)' Die obigen Ergebnisse bleiben auch in 
dieser abstrakten Schreibweise giiltig. 

VII. Integrale allgemeiner Funktionen 
in bezug auf eine Spektralschar. 

1. Beschrankte Funktionen. 
Man kann die Beziehung 

00 

(1 ) (F(E)/, g) = jF(A)d(E;./, g) 

(vgl. III. 2-3) auch zur Definition von F (E) benutzen, und zwar nicht 
nur im FaIle BAIREScher Funktionen, sondern auch im FaIle allgemei­
nerer Funktionen, fUr die das Integral rechts einen Sinn hat. Wir 
brauchen nur vorauszusetzen, daB F (A) eine beschrankte Funktion ist, 
die in bezug auf fede (monotone) Funktion (E;./, /) = IIE;./112 (f E ffi) im 
LEBESGUE-STIELTJEsschem Sinne meBbar ist; dann ist sie in bezug 
auf jede Funktion (E;./, g) (f, g E ffi) integrierbar, weil 

1 V. NEUMANN [1J (S. 101), STONE [*J (Kap. 9, § 2). 
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Eine solche Funktion heiBt, kurz gesagt, mefJbar in bezug aul E. Das 
00 

Integral jF(A)d(E,./, g) definiert fUr jedes feste I eine konjugiert-lineare 
-00 

Operation Lf (g).l 1st M = maxIF(A)I, so hat man 
ILf(g)1 <: Mx totale Variation von (Ed, g). 

Urn diese totale Variation zu ermitteln, betrachten wir die Variation V, die 
einer Zerlegung der A-Achse in die Intervalle bk = (Ab .uk] (k = 1, 2, ... ) 
entspricht: 

V = 1:' I(E"kl, g) - (EAk!, g)1 = ~ I(E (bk) I , g)1 = ~ I(E (bk) I, E (bk) g)1 
k k k 

<:~ liE (bk) III· liE (bk) gil <: {1:' liE (bk) 1112 .~ liE (bk)gI12}! = Ilfll·llgll; 
k k k 

hier haben wir einmal die SCHwARZsche, dann die CAUCHYSche Un­
gleichung: 1:' akbk <: {~a~.::f: bZ}! benutzt. Folglich ist auch die totale 
Variation <: Ilfll·kll, also 

I Lf(g) I <: Mllfll·llgll· 
Es gibt also, nach 1. 4, ein.Element f* derart, daB Lj(g) = (g, f*), also 
Lf(g) = (f*, g). Die durch Tf = f* definierte Transformation T ist 
offenbar linear, und, wegen 

II TII12 = (Tf, TI) = Lf(Tf) <: Mil Tfllll/ll, 
ist II Ttll <: Mlltll, d. h. IITII <: M. 

Wir haben also 00 

(Tf, g) = jF(A)d(EAt, g); 
00 

-00 

wir werden jF(A)dE;. (kurz geschrieben: F(E)) durch T definieren, was 

erlaubt ist, da die Giiltigkeit der Formel (1) uns dariiber versichert, 
daB diese neue Definition im Falle der BAIREschen Funktionen mit 
der friiheren iibereinstimmt. 

Auch die iibrigen der Eigenschaften 1-8 von III. 2 bleiben behalten. 
Zuerst ist es klar, daB F(E) = 0 bzw. = I, wenn F(A) == 0 bzw. == 1, 
und, daB F(E) = a1F1(E) + a2F2(E), wenn F(A) = a1FI(A) + a2F 2 (A). 
Wenn F(A) = FI(A) .F2(A), dann hat man 

00 

00 00 

-00 

00 A 
= jF1 (A)d;.jF2(.u)dl'-(El'-f, g) 2 

-(Xl -00 

00 

-00 

1 D. h. Lf(g) ist eine lineare Operation. 
2 Fur ft;:;;,1. ist ja (EI'-I, Eg) = (E;.EI'-I, g) = (E;.I, g), also konstant. 
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d. h.: F(E) = F1(E) .F2(E). Hieraus folgt auch, daB aIle F(E) mit­
einander vertauschbar sind, insbesondere ist F(E) mit F(E) vertausch­
bar. Nun ist F(E) = (F(E))*, da 

((F(E))*f, g) = (I, F(E)g) = (F(E)g-:l) = jF(A)d(EJ.g, f) 
00 

-00 

= j F(A)d(EJJ, g) = (P(E)f, g); 
-00 

folglich ist F (E) normal; ist F (A) reelIwertig, so ist F (E) sogar selbst­
adjungiert; ist F(A) :::> 0, so ist F(E) ~ O. 1st B beschrankt, selbst-
adjungiert und tJtJ{EJJ, so hat man . 

00 00 

(F(E)Bf, g) = jF(}.)d(E;,Bf, g) = jF(A)d(Ed, Bg) = (F(E)f, Bg) 
-00 

= (BF(E)f, g), 

also B tJ F (E). Damit ist gezeigt, daB F (E) tJ tJ {EA}. 

Aus den Eigenschaften 3 und 5 folgt welter die zweite der Integral­
eigenschaften 7: 

(3) IIF(E)fI12 = ((F(E))*F(E)f, t) = jIF(AWd(E;,f, f)· 
-00 

Hieraus folgt, daB F (E) = 0 nur dann, wenn F (}.) hOchstens auf 
einer solchen Menge =F 0 ist, die in bezug auf jede Funktion (EAf, f) vom 
MaBe 0 ist - wenn also, kurz gesagt, F (A) fast iiberall (f. ii.) in bezug 
aUf E gleich 0 ist. Weiter folgt, daB Fl (E) = F2 (E) nur dann, wenn 
Fl (A) = F2 (}.) f. ii. in bezug auf E. 

F (E) ist dann und nur dann eine Projektion, wenn F (J.) f. ii. in 
bezug aUf E nur die Werte 0 oder 1 annimmt, d. h. f. ii. F (}.) = P (A) 
ist. Aus F(A) - P(}.) = 0 folgt ja erstens, daB F(A):::> 0, also ist F(E) 
selbstadjungiert. Zweitens hat man: F (E) - P (E) = 0, also ist F (E) 
wirklich eine Projektion. Umgekehrt, ist F(E) eine Projektion, so ist 
II[F(E) - P(E)JtI12 = 0 fUr jedes t, also ist, wegen (3), 

00 

d. h. ist F (A) - P (A) = 0 f. ii. in bezug auf E. - Mit ahnlichem SchluB 
zeigt man, daB F (E) dann und nur dann unitiir ist, wenn IF (A) I fast 
iiberall in bezug auf E gleich 1 ist. 

2. Nichtbeschrankte Funktionen. 
Sei F (A) in bezug auf E fast iiberall definiert und meBbar, 

aber nicht notwendig beschrankt. Fiir k = 1, 2, ... setze man 

e (A) ={1' wenn k-1 <: IF(A)i <k. Ferner sei e(n) (A) =~ek(A). Die 
Ie 0 sonst ~ 
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ek(E) sind dann paarweise orthogonale Projektionen mit der Summe I 
(letztes folgt daraus, daB e(n)(J.) --->- 1 f. ii. in bezug auf E). Wenn also 
W1k der zur Projektion edE) geh6rige Unterraum bedeutet, so ist 
= 2' (+) W1k = ffi. 
1 

Da Fk(J.) = ek(i.)F(J.) beschrankt ist, hat Fk(E) schon einen Sinn; 
da ek(E)tJFdE), wird FdE) von W1k reduziert. Sein in W1k liegender Teil 

sei Ak> dies ist eine beschrankte normale Transformation. A = n X Ak 
= 1 

ist dann auch normal. Da II X W1k mit ffi identifiziert werden kann, 
1 = 

ist A eine Transformation in ffi. Das Integral jF(J.) dE;, (kurz geschrie-
-oo 

ben: F(E)) wollen wir eben als gleich A definieren. ~A besteht aus den­
jenigen Elementen I = 11 + 12 + ... (fk E W1k), fiir die 

= = = 
2'II AkhI12 = LllFdE)ek(E)/112 = 2' jIFk(J.)edJ.)j2dIIE;,/112 

1 1 1 -oo 

d. h. fUr die 

(4) 

= = = 

= 

-oo 

und dann liefert dieses Integral den WertvonIIF(E)/112. Fiireinsolches I 
ist ferner 

= 00 

(5) F(E) 1= 2' Aklk = 2' Fk(E) ek(E) I, 
1 1 

= = 00 

(6) (F(E))*I = 2' Attk = 2' (Fk(E)ed E))* Ik = 2' FdE)edE)1 = F (E)/· 
111 

Aus (5) folgt fUr I E ~A' g E ffi: 
00 00 00 

(F(E)/, g) = 2' (Fk(E)ek(E)/, g) = 2' jFk(J.)ek(J.)d(E;,I, g) 
1 1 -oo 

= 

also 
= lim 

n-+oo 
(F(J.) e(n) (J.) d(EI.I, g), 

00 

(7) (F(E)/, g) = jF(J.)d(E;,/, g). 
-oo 

1m letzten Schritt konnten wir den LEBESGUESchen Satz anwenden, da 
IF (J.)I in bezug auf die Totalvariationsfunktion e(J.) von (E;,/, g) inte­
grierbar ist. Analog zu einer Rechnung von VII. 1 zeigt man dazu 
zuerst, daB fUr ein beliebiges Intervall tJ = (a, bJ gilt: e(Cl) = e(b) 
- e(a) <: liE (Cl) III liE (Cl)gll; hieraus folgt dann 
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00 

jIF(A)ldem <:jIF(A)IIIE(dA)fIIIIE(dA)gll 
-ex:> -00 

<: {_.aF (A)1 21I E (dA) fl12 ~n E (dA)gI12}t 

= {_nF(A}j2dIIE!JI12 -llgl12r = IIF(E)fll-llgll· 

Wir haben also den Satzl: 
1st F(A) in bezug auf E fast iiberall definiert und mefJbar, so ist die 

Menge 5D derjenigen Elemente f, fiir die (4) gilt, eine in ffi dichte Linear­
mannigfaltigkeit. Es gibt eine aUf 5D definierte normale Transformation, die 

wir mit jF(A)dE;. (oder kurz mit F(E)) bezeichnen, so dafJ (7) fiir jedes 
-00 

f E 5D und g E ffi gilt (dabei ist das Integral absolut konvergent). Vas I nte­
gral (4) ergibt IIF(E)fI12. Weiter hat man: a) (F(E))*=F(E);. b) F(E)tJtJ{E;.}; 
c) (cF) (E) = cF(E) fiir c + 0; d) (FI + F2) (E);;! FI(E) + F2(E); Gleich­
heit gilt hier z. B., wenn 5DF,(E) ~ 5D(FdF,)(E) (also insbesondere, wenn 
F2 (A) beschriinkt ist). e) (Fl F2) (E) ~ FI (E)F2 (E); Gleichheit gilt hier, wenn 
5DF,(E) ~ 5D(FIF,) (E) (also insbesondere, wenn F2(A) beschriinkt ist), scnst 
ist FI (E)F2(E) die Einschriinkung von (FIF2) (E) aUf 5D(FIF,) (E) - 5DF,(E). 

Beweis von a) bis e): a) folgt aus (6). - b) 1st FdA) die im Sinne 
des obigen Beweises zu F(A) geMrige Folge, so hat man FdE)tJtJ{E;.} 

00 

und ,l'FdE) = F(E), also auchF(E)tJtJ{E!.}. - c) KlaL - d) Dies folgt 
1 

daraus, daB, wenn FI(A) und F2(A) in bezug auf IIE;.fI12 quadratisch inte-

grierbar sind, dann ihre Summe es auch ist und j (FI (A) +F2 (A))d (Ed, g) 
00 <Xl -·00 

= JFI (A) d (E!.f, g) + jF2 (A) d(E;.f, g). Also ist (FI +F2) (E) 2FI (E) +F2 (E). 
- 00 

Ebenso ist F1(E) ~ (FI +F2 ) (E) -F2(E), also wenn 5DF2(E)~ 5D(F1 +F1)(E) , 

dann FI (E) + F2 (E) ~ (FI + F2) (E). - e) Fur f E 5DF,(E) ist 

00 I. 

IIE;.F2 (E) fl12 = IIF2 (E) E!.fl12 = j!F2 (,u)1 2d IIEI'E!.fI12 = J 1F2(,u}j2dIIEl'fI12, 
-00 - 00 

also hat man 

(in dem Sinne, daB beide Seiten auch 00 sein konnen). Dies bedeutet 
folgendes: Fur ein f E 5DF,(E) sind Fl (E)F2 (E) fund (F1F2) (E) f entweder 

1 V. NEUMANN [4], STONE [*] (Kap. 6), MAEDA [1], LORCH [1], [2]. Die 
letztgenannte Arbeit bezieht sich auch auf allgemeinere BANAcHsche Raume. 
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beide sinnvoll oder keine. Es gilt also: SDF,(E)F,(E) = SD(F,F,) (E)' SDF,(E)' 

Fiir ein / E SD(F,F,) (E) • SDF, (E) ist ferner 
00 

-00 -00 

~ l ~ 

= jFl (A)d jF2(p)d(E",/, g)= jF! (A)F2(A)d(E;./, g) 
-00 -00 -00 

= ((Fl F 2) (E)/, g) 

mit beliebigem gEm. Also ist F l (E)F2 (E)/= (Fl F 2) (E)/, womit alles 
bewiesen ist. 

Aus Ergebnissen von X. 2 wird folgen, daB im Falle eines separablen Raumes ffi 
jede in bezug auf E meBbare Funktion f. ii. mit einer BAIREschen Funktion 
iibereinstimmt; in diesem Falle liefert also die Integration nicht-BAIREscher 
Funktionen keine neuen Transformationen. 1m Falle nichtseparabler Raume ist 
dies indessen nicht immer so. Als Beispiel betrachte man den Raum ffic (siehe 1. 2) 
und in ihm die folgende Spektralschar: 

{ 1 fUr x .;; A. 
E;.f(x) = e;.(x)f(x) , wo e;.(x) = 0 fUr x:; A.' 

Dann ist (E;.f, f) =1; If (x)l2, also eine reine Sprungfunktion. In bezug auf eine 
x~). 

solche ist aber jede Funktion meBbar. Wegen 

00 00 

_l!(A.)d(E;.f, g) :.(}'JA.) d;'(x~!(X)g(X)) :'oo~~~f(x)g(x) = (F(x)f(x) , g(x») 

ist F(E) einfach die Multiplikation mit F(x). Folglich gilt F1(E) = Fz(E) nul' 
dann, wenn Fl (A.) == F z (A.) . 

Die Integration in bezug auf mehrparametrige Spektralscharen laBt 
sich in volliger Analogie definieren. Dbrigens kann jede in der Form 
A = jF(Al , A2, ... , An) dE;." J.." ... ,;'n dargestellte selbstadjungierte Trans-

~ 00 

formation (dann ist F f. ii. reellwertig!) auch in der Form A = fAdE;. 
-00 

dargestellt werden, wo die einparametrige Spektralschar {E;.} folgender-
maBen definiert ist: Sei e;.(Al , 22 , ••. , An) = 1, wenn F (AI' A2, ... , An) < A, 
sonst = 0; dann ist E;. = j e;. (1..1' A2, ... , An) dE;." .t" ... , ;'n' Aus der 

Rn 
Theorie des LEBESGUE-STIELTJEsschen Integrals folgt ja zunachst die 
Gleichung 

oc 

jA2d~E;./~2 = jA2d;.jle;.(Al , A2, ... , AnI2dIIE;.").,, ... ,;'n/~2 
Rn 

00 

fiir jedes /, also haben A und fAdE;. denselben Definitionsbereich. 
-00 
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00 00 

Ebenso folgt jU(ElI, I) = (AI, I) fur jedes I E ~A. Also ist JUEl 
-00 -00 

wirklich gleich A. 
Ebenso sieht man, daB, allgemeiner, jede in der Form 

A = jF(j'l' A2 ,··., An)dEl"l., ... ,l.n 
R .. 

dargestellte normale Transformation auch in der Form A = j zdK. dar-
G 

gestellt werden kann, wobei die komplexe Spektralschar {K.} folgender-
maBen definiert ist: Sei e.(Al , As' ... , An) = 1, wennF(Al , As, ... , An) <. Z, 1 

sonst = 0; dann ist K. = j e.(Al , A2 , ••• , An) dEl" A" ••• , l ... 
R.. 00 

Eine derartige Integralstellung A = jAdEl bzw. A = jzdK. der 
-00 G 

selbstadjungierten bzw. normalen Transformation A nennen wir die 
kanonische Spektralstellung von A. 1m nachsten Kapitel wird gezeigt 
werden, daB fede selbstadjungierte bzw. normale Transformation eine 
solche zulaBt. 

3. Erweiterte Spektralschar. Projektionsma13. 
Eine Punktmenge M auf der }.-Achse nennt man in bezug auf die Spektral­

schar {El} meBbar, wenn ihre charakteristische Funktion eM (}.) es ist, und dann 
00 

heiBt E(M) =JeM(}.)dEl das ProjektionsmaB von M. AIle Projektionen, die 
-00 

man so als MaB von meBbaren Mengen erhalt, bilden die L-Erweiterung der 
Spektralschar {El}. AIle BORELschen Mengen sind meBbar, die zugehorigen 
ProjektionsmaBe bilden die B-Erweiterung der Spektralschar {El}. Wie aus den 
Ergebnissen von X. 2 hervorgeht, stimmen die beiden Erweiterungen im FaIle 
eines separablen Raumes iiberein, im allgemeinen aber nicht s. Es sei bemerkt. 
daB mit einer Menge Mauch die komplementare Menge iii meBbar ist. und 
daB E(M) • ~(M) = 0 ist. 

Der Begriff des ProjektionsmaBes laBt sich auch direkt. ohne Zuhilfenahme 
der Theorie des gewohnlichen LEBESGUE-STIELTJEsschen Integrals. definieren 8. 

Wir skizzieren nur das Verfahren. 
Fur ein Intervall ~ = (a, b) war E (~) schon in III. 2 durch E b _ 0 - Ea defi­

niert. Sei nun Meine beliebige Menge auf der }.-Achse. Das System LI = {~"'} 
von Inter:vallen heiBt eine Uberdeckung von M. wenn 1: ~'" ~ M; man setze 

E,j =2:+E(~",). Sei E[MJ =IlEJp' wo LIp aIle mogllchen Uberdeckungen 
~ f3 

von M durchlauft; E[MJ heiBt das auBere ProjektionsmaB von M. Aus Ml S Ms 
folgt offenbar E[M1J~E[MsJ. Es ist klar. daB E[~J~E(~} fUr jedes Inter­
vall ~; mit Hilfe des HEINE-BoRELschen Uberdeckungssatzes zeigt man muhelos. 
daB sagar E[~J = E(~). Hieraus folgt E[~J' E[;5] = O. Nun sollen eben die-

1 Wir schreiben Xl + i Yl ~ Xs + i Ys, wenn Xl ~ Xs und Y1 ~ Ys' 
2 Diese Scharen spielen insbesondere in der Theorie der Unitarinvarianten 

eine Rolle (siehe IX. 4). Weitere Verallgemeinerungen des Begriffes der Spektral­
schar bei WECKEN [2J und NAKANO [3J (S. 724). 

8 LORCH [1J. [2]; NAKANO [1]. 
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jenigen Mengen M meBbar heiBen, fur die E[M]. E[MJ = 0; fUr eine solche 
Menge M schreibe man E (M) statt E[M] und nenne es das ProjektionsmaB von M. 
Die meBbaren Mengen bilden ein BORELsches System und das MaB ist ±otal­
additiv. D. h. es laBt sich zeigen, daB die Vereinigung M = 2: Mk und der 

k 
Durchschnitt M' = II Mk endlich oder abzahlbar unendlich vieler meBbarer 

k • 
Mengen M k wieder meBbar sind und E (M) =1: + E (M k), E (M/) = n E (M k) . 

k k 
Insbesondere sind also die BORELschen Mengen alle meBbar. 

Wenn einmal ein solches MaB fUr Mengen eingefUhrt ist, dann lassen sich 
MeBbarkeit und Integration von Funktionen in volliger Analogie zu den ent­
sprechenden Begriffen der gewohnlichen Integrationstheorie definieren. 

Das in diesem Paragraphen Gesagte gilt auch fUr mehrparametrige Spek­
tralscharen. 

VIII. Kanonische Spektraldarstellung 
allgemeiner selbstadjungierter und 

normaler Transformationen. 
1. Erster Beweis. 

Sei A normal. Nach V. 2 existiert B = (f + A* A)-l und ist 
eine beschrankte selbstadjungierte Transformation, 0 <::: B <::: f. Aus 
A*A = AA*, (f + A*A)B = fund B(f + A*A) Sf folgt 

BA = BA(f + A*A)B = B(A + AA*A)B = B(A + A*AA)B 
= B(f + A* A)AB S AB,l 

also BVA. 1 

Sei B= j ').dFA die kanonische Spektraldarstellung von B (nach IV.1). 
o 

Sei I beliebig aus ffi und sei g = Fo/; dann ist FAg fUr A ~ ° konstant, 
also hat man 

1 

IIBgl12 = j').2d 11FAg112 = 0, folglich Bg = 0, g = (/ + A*A)Bg = 0. 
o 

Hieraus folgt, daB F 0 = O. 
Man setze P n = F 1 - F 1 fiir n = 1, 2, ... ; diese sind paarweise 

n n+l 00 m 
orthogonale Proj ektionen und es ist 2' P n = lim 2: P n = lim (F 1 - F 1 ) 

1 m .... oo 1 m .... oo m+l 

= Fl - Fo = f. Wenn also we,. den zu Pn geh6rigen Unterraum be-
00 

deutet, dann ist ffi =.L G W1n · 
1 

1 Da immer TdT2 + Ta) 2 TIT2 + T1Ta, ist A (I + A*A) 2 A + AA*A; 
beide Seiten haben hier aber d~ gleichen Definitionsbereich wie A A * A , folglich 
sind sie gleich. 
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Die Funktionen sn(l} seien folgendermaBen definiert: 

11 f·' 1 1 <: 1 
sn(l} = T ur n+ 1 < A = n' 

o sonst; 
1 

es sei 510 = j sn(l}dF;.. Offenbar hat man: BSn = Pn. 
o 

49 

Aus BbA folgt PnbA, also wird A von m" reduziert. Wegen 
APn = AB 510 = CSn ist der in ID1n liegende Teil An von A eine be­
schriinkte normale Transformation. 

Nach IV. 2 gibt es also eine komplexe Spektralschar {K~n)} in m", 

so daB An = j zdK~n). Dann ist K. = Ii X K~') offenbar eine komplexe 
G 00 10=1 

Spektralschar in II X ID1n. Da dieser Produktraum mit 1R identifiziert 
10=1 00 

werden kann, darf man auch schreiben: K. = 1: K~n) Pn. Man hat 
K.Pn = Pn K• = K~n). 10=1. 

Sei A' = jzdK •. Aus PnbK. folgt PnbA' , also wird auch A' von 
G 

jedem m" reduziert. Sein in m" liegender Teil ist An. Denn A' ist fiir 
jedes I E ID1n definiert, weil 

jlzl2dllK./112 = jlzl2dllK.Pn/l12 = jlzI2dIIK~n)/112 = IIAn/ii2 < 00, 
G G G 

und fUr beliebige lund gEm" gilt: 

(A'l, g) = jzd(K.I, g} = jzd(K.Pnl, g} = jzd(K~")/, g} = (Ant, g). 
G G G 

Aus V.4 (letzter Satz) folgt, daB A' mit A iibereinstimmen muB: 
A = jzdK •. 

G 

Sei D eine beschrankte selbstadjungierte Transformation, DbA. 
Dann ist auch Db(! + A* A}-1 = B, folglich auch DbBS .. = Pn. Dies 
bedeutet, daB D von jedem ID1n reduziert wird. Ist Dn der in m"lie­
gende Teil von D, so folgt aus DPnbAPn, daB DnbAn. Mit Riick­
sicht auf K~n) bbAn (siehe IV. 2) folgt hieraus DnbK~"\ und somit 
D =IIxDnbIIxK~n) = K •. Also gilt: K.bbA. 

10 n 
Sei nun K~ eine beIiebige Spektralschar, fiir die j zdK~ = A. Da 

G 
K~bA, wird K~ von jedem m" reduziert. Ist K~(") der in m" liegende 
Teil von K~, so ist j zdK~(") offenbar gleich dem in m" liegenden 

G 

Teil von A. Da aber die Eindeutigkeit der kanonischen Spektral­
darstellung fUr beschrankte normale Transformationen schon fest­
steht (siehe IV.2), miissen K1(n) und K~n) und damit auch K~ und K. 
identisch sein. 

Ergebnisse der Mathematik. VIS. Sz. v. Nagy. 4 
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Also gilt der folgende Satzl: 
Zu ieder normalen Transformation A gibt es eine und nur eine kom­

plexe Spektralschar {K.} derart, dafJ A = I zdK.; man hat K.bbA. 
G 00 

1st A sogarselbstadjungiert, so sind die An es auch. 1st An= IldE~nJ die 
-00 00 

kanonische Spektraldarstellung von An (nach IV. 1), und istEl= IIx EinJ, 
00 n=1 

so zeigt man mit ahnlichem SchluB, wie oben, daB A = IldE l . Es gilt 
also der Satzl: - 00 

Zu ieder selbstadiungierten Transformation A gibt es eine und nur 
00 

eine (einparametrige) Spektralschar {E.} derart, dafJ A = I AdEl; man 
hat ElbbA . {E f" -00 

Wenn Kz+iY = 0 z f~; ~ ~ g: dann sieht man leicht, daB 
00 

I zdK. = lAdE} .. 
G -00 

Hieraus sieht man, in welchem Zusammenhang die zu einer selbstadjun­
gierten Transformation gehOrigen Spektralscharen {K.} und {El} stehen. 

Die in der kanonischen Spektraldarstellung von A auftretende 
Spektralschar {K.} bzw. {El} werden wir kurz die Spektralschar von A 
nennen. 

Wenn die Spektralscharen der normalen Transformationen Al und A2 
aus lauter miteinander vertauschbaren Proiektionen bestehen, dann nennt 
man Al und A2 vertauschbar: Al bA2 • Man bestatigt muhelos, daB im 
FaIle eines beschrankten Al diese Definition mit der schon gegebenen 
ubereinstimmt. 

2. Ander~r Beweis. 
Fur eine selbstadjungierte Transformation A kann man die kano­

nische Spektraldarstellung auch folgendermaBen gewinnen. 
Sei VA die CAYLEYSche Transformierte von A (siehe VI. 3). Diese 

2,. 

ist unitar, und so laSt sie sich nach IV. 2 in der Form VA = Ieip.dF,. 
mit Fo = 0, F 2 :n; = I darstellen. 0 

1 Die Erkenntnis. daB die allgemeinen selbstadjungierten Transformationen 
es sind. die eine Darstellung fAdE;. zulassen. stammt von E. SCHMIDT. vgl. 
v. NEUMANN [1J (S. 62). Der erste. von v. NEUMANN [1J gegebene Beweis. wird 
in VIII.2 reproduziert. Der von STONE [1J und [*J (Kap. 5) gegebene Beweis 
wendet eine Methode an. die CARLEMAN [*] in seinen Untersuchungen tiber nicht­
beschrankte Integraloperatoren benutzt hat. Weitere Beweise bei RIESZ [2]. 
KOOPMAN-DoOB [1]. RIEsz-LORCH [1]. LENGYEL [1J. - Fur den Fall allgemeiner 
normaler Transformationen war der Satz von v. NEUMANN [2J. [5] gefunden. 
Siehe auch STONE [*J (Kap. 8. § 3) sowie TEICHMULLER [1J (§ 14). NAKANO [1] 
und KODAIRA [1]. Der oben angefuhrte Beweis ist eine Ubertragung des ersten 
von RIEsz-LoRcH gegebenen Beweises von selbstadjungierten auf allgemeine nor­
male Transformationen. 
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~A besteht aus allen Elementen von der Form g = (J - VA) h; fur 
ein solches gist 

2" 

IIF,ugI12 = IIF,u(J - VA)hIl2 = 11(1 - V A )F,uh Il2 =J11 - ei.?dllh F,u h Il2 
o 

,u+O f'+O 

= fl1 - eH l2dllF;.hll2 = f4sin2 ~ d1iFAh 1l2, 
ilio 0 0 

2" 2" 2" " f A A f A (2) J eotg2 ~ dllF,ugll2 = cotg2:2' 4sin2:2 dllF;.hll2 = 4cos2:2 dll F).hIl2. 
000 

In fl = 2n kann IIFflgll keinen Sprung haben, da sonst das Integral von 

cotg2 ~ nicht konvergieren wurde. Da aber die Elemente g in 1R dieht 

liegen, ist jede Funktion IlF.ufll (f E 1R) in fl = 2n stetig. Da sie in fl = 0 

auch stetig sind, haben die beiden Unendlichkeitspunkte von cotg.l!...­
das ProjektionsmaI3 0; folglich existiert 2 

2" 

H =.r ( - cotg ~) dFfl 
o 

und ist eine selbstadjungierte Transformation. 
Aus (2) sieht man, daB H fUr jedes g E ~A definiert ist. Ferner 

hat man fUr g E ~A: 
2", 2", 

(Hg, g) = f( - eotg ~)dllF,ugIl2 = f( - eotg ~) ·4sin2 ~ d~F).hIl2 
o 0 
2" 

= Ji(1 + eH ) (1 - e- H )dIlF).hIl2 = (i(J + VA) (1 - V~)h, h) 
o 

= (i(J + VA)h, (J - VA) h) = (Ag, g), 

also (Hg, g) =(Ag, g). Hieraus folgt Hg = Ag fUr jedes g E ~A' Also 
ist H 2 A. Da A maximal symmetrisch ist, muB H = A sein. 

Also hat man 2" 

A = f( - cotg ~-) dFfl = f ),dE;" 
o -00 

wo EJ. = F-2arccotg)., womit die kanonische Spektraldarstellung von A 
gewonnen wurde. 

3. Halbbeschrankte selbstadjungierte Transformationen. 
Faktorzerlegung allgemeinerer Transformationen. 
Fur eine halbbeschrankte selbstadjungierte Transformation A kann man 

den Satz von der Spektraldarstellung noch einfaeher beweisen 1. Hat A 
etwa eine untere Grenze m, so hat die ebenfalls selbstadjungierte Trans-

1 Vgl. FRIEDRICHS [1] (1. Mitt.). 

4* 
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formation Al = A - (m - 1)1 die untere Grenze 1. Dann existiert 
aber All und ist eine uberall definierte selbstadjungierte Transforma-

1 

tion, fUr die 0 <: All <: 1 gilt. Sei All= f fldF,,; rna n hatFo = O. Aus 
1 1 1 0 1 

f: dF"Jfl dF" = /1, dF" = I folgt, daB f: dF" = AI' Folglich ist 
o 0 0 0 

1 = 
A = f(: + m-1)dF" = fAdE;. 

o m 

mit E;. = F(;'-m+l)-1-0' Aus dies em Beweis sieht man auch folgendes: 
Wenn die selbstadjungierte Transformation A halbbeschriinkt mit einer 

unteren Grenze m (bzw. mit einer oberen Grenze M) ist, dann ist E;. 
fur A < m gleich 0 (bzw. fur A ::> M gleich I). 

00 00 

Sei A positiv selbstadjungiert, A = lAdE).. B = fA! dE;. ist auch 
o 0 

positiv selbstadjungiert. 1st f E 'l:lA' so ist wegen 

auch t E 'l:lB, d. h. es gilt 'l:lB 2 'l:lA' N ach VII. 2e) folgt hieraus 
A = B B = B2. Sei C irgendeine weitere positive selbstadjungierte Trans­
formation, fur die C2= A. 1st {G,,} die Spektralschar von C, so ist wieder 

G" = 0 fUr fl < O. E';..= {Gv!: fUr A ::> 0 ist auch eine Spektralschar, 
o fur A < 0 

und man hat offenbar C = fYTdE';.. Gleicher SehluB, wie oben, ergibt: 
00 0 
fAd E';. = C2 = A. Wegen der Eindeu tigkei t der kanonischen Spektral­
o 
darstellung von A ist {E;J notwendig mIt {E;.} identiseh; folglich ist 
B = C. Als Verallgemeinerung eines Satzes von II. 1 gilt also der Satz: 

Zu jeder positiven selbstadjungierten Transformation A gibt es eine und 
nur eine positive selbstadjungierte Transformation A derart, dafJ A = B2. 

Sei nun T eine lineare, abgesehlossene, dieht definierte Transfor­
mation. Naeh V. 2 ist (I + T*T)-l selbstadjungiert. Nach VI. 1 ist 
dann auch seine Inverse: 1 + T* T (die auch dicht definiert ist, vgl. V. 2) 
selbstadjungiert, und somit ist T* T es aueh (vgl. V. 4). T* T ist positiv, 
da (T* Tf, f) = (Tf Tf)::> O. 

Sei A die positive selbstadjungierte Quadratwurzel aus T* T. Nach 
V.2 sind T und A metriseh gleich. Wenn Afl = Af2' dann ist, wegen 
II T(/l- f2)11= IIA (/1-f2)11=0, aueh Tfl= Tf2' Die Gleiehung V(Af)= Tf 
definiert also eindeutig eine Transformation V, die offenbar linear und 
isometriseh ist, und fur die 'l:lv = lillA. Man hat: T = VA. - Sei 
T = V' A' eine beliebige weitere Faktorzerlegung dieser Art von T, d. h. 
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A' sei positiv selbstadjungiert und V' sei isometrisch mit ~V'=W3A" Dann 
sind T und A' offenbar metrisch gleich, woraus folgt (Tf, Tg) = (A' f, A' g) 

fur f, g E ~T = ~A' (man wende die Identitat 1. 1 (2) an). Hieraus 
folgt nun T* T = (A' )* A' = (A' )2. Also ist auch A' eine Quadrat­
wurzel von T* T, folglich muB sie gleich A sein. Dann ist aber not­
wendig auch V' = V. Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen1 . 

J ede lineare, abgeschlossene, dicht definierte Transformation T kann 
aUf eine und nur eine Weise in der Form T = V A dargestellt werden, 
wo A eine positive selbstadjungierte Transformation und V eine isometrische 
Transformation mit ~v = W3A sind. 

Ist T normal, T =IzdKz, so kann man T sogar als Produkt VA 
G 

einer positiven selbstadjungierten Transformation A und einer uni-
taren Transformation U darstellen. Man hat nur A = IlzldKz und 

1 z .. G 
- fur z o. 

U = Is(z)dKz zu setzen, wo s(z) = Izl =1= 1st. 
G 1 fiirz=O. 

IX. Ober das Spektrum einer 
Transformation. 

1. Eigenwerte, Eigenelemente. 
Sei A eine lineare Transformation. Ist Zo eine beliebig gegebene 

komplexe Zahl, so bezeichne man die Gesamtheit der Losungen f der 
Gleichung AI = zol mit @zo' Diese ist offenbar eine Linearmannigfaltig­
keit; ist A abgeschlossen, so ist @zo sogar ein Unterraum. Wenn @zo 
nicht bloB das Nullelement enthalt, dann heiBt Zo ein Eigenwert von A; 
@z. heiBt dann der zu Zo gehorige Eigenraum, und die Elemente I =1= 0 
aus @zo heiBen die zu Zo gehorigen Eigenelemente von A, endlich heiBt 
Dim@zo die V iellachheit von Zo' 

I () {i fur z = zo' 
Sei A normal, A = zdKz· Man setze: ezo z = 0 f" ..L 

a ur z -r zo' 

I ezo (z) dKz = K (zo)' Man hat 
G 

II(A - zol) 1112 = liz - zol2d llKz/l12, 
G 

11(1 - K(zo))fI12 = Iii - ezo(z)12~IIKz/I12. 
. G 

Man sieht leicht, daB die Integrale rechts entweder beide = 0 oder 
beide =1= 0 sind, also ist A I = zof dann und nur dann, wenn I = K (zo)f· 
K (zo) ist also die Projektion auf @z • . Die Eigenwerte Zo von A sind 
demnach dadurch charakterisiert, daB fur sie K (zo) =1= O. Da fur 
Zl =1= Z2 immer K (zJ) K (zz) = 0, sind die zu verschiedenen Eigenwerten 

1 Nach v. NEUMANN [5J. 
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gehorigen Eigenraume von A immer orthogonal. Die Eigenwerte von A, 
d. h. die Unstetigkeitsstellen von {Kz}' bilden das diskontinuierliche oder 
Punktspektrum von A, das wir mit Psp (A) bezeichnen wollen. 

1st l; kein Eigenwert von A, so ist der Punkt l; eine Nullmenge in 
bezug auf {Kz} , folglich existiert die norm ale Transformation 

Rc = fz~ ,dKz , 
G 

und, da Rc(A - U)f = f fUr f E ~A und (A - U)Rct = f fur fE~RC' 
ist Rc = (A - l; 1) -1. R c, als Funktion des Parameters l;, heiBt die 
Resolvente von A. Insbesondere existiert also A-I, wenn 0 kein Eigen­
wert von A ist, und ist auch normal. 

1st l; kein Eigenwert von A, so gehort es zur Resolventenmenge Rm(A), 
bzw. zum kontinuierlichen Spektrum Ksp (A), je nachdem Rc beschrankt 
ist oder nicht. Man sieht leicht ein, daB l; dann und nur dann zur 
Rm(A) gehort, wenn es innerer Punkt eines solchen Bereiches 15 c G 
ist, der in bezug auf {Kz} eine Nullmenge ist. 

Psp (A) und Ksp (A) bilden zusammen das Spektrum von A. 1st A 
beschrankt, so liegt sein Spektrum innerhalb des Kreises Izl <IIAII. 1st 
Zo entweder ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit oder ein Haufungs­
punkt der Menge Psp (A) + Ksp (A), so heiBt es ein Hiiufungspunkt 
des SPektrums von A. Diese Punkte sind, wie man leicht sieht, dadurch 
charakterisiert, daB K(I5)ffi fUr jede Umgebung 15 von Zo ein unendlich­
dimensionaler Unterraum ist. 1st ffi = ffi", so kann es also keinen 
Haufungspunkt des Spektrums geben; dann ist also KsP(A) leer, und 
Psp (A) besteht aus endlich vielen Punkten. 

Sei 9,R = 2: G Q;z· J eder Q;z, und somi t auch 9,R, reduziert A; der 
zEPsp (A) 

in 9,R liegende Teil von A sei Am, der in ffi 8 9,R liegende Teil sei Am. 
1st P die Projektion auf 9,R (P = 2: K (z)) , so hat Am die Spektralschar 

zEPsp (A) 

K z P = 2: K (l;), also den uD.stetigen Anteil von K.; Am hat die Spektral­
CEPsp (A) 
C~z 

schar K z (1 - P), also den stetigen Anteil von K z • J ede normale Trans-
formation laBt sich also als kartesisches Produkt zweier normaler Trans­
formationen darstellen, deren eine reines Punktspektrum, die andere 
reines kontinuierliches Spektrum besitzt. 

Fuhrt man in jedem Eigenraum Q;z je ein vollstandiges ortho­
norm ales System (v. o. S.) ei.n, so erhalt man ein v. o. S. in 9,R, das aus 
lauter Eigenelementen von A besteht. 1st 9,R =F ffi, d. h. ist Ksp (A) 
nicht leer, so kann man aus Eigenelementen kein v. o. S. in ffi bilden. 
Wohl kann man aber das in 9,R v. o. S. von Eigenelementen durch Hinzu­
fUgung von "nahezu Eigenelementen" zu einem in ffi v. o. S. erganzen. 
Dazu zerlege man G in paarweise fremde Gebiete, etwa Rechtecke, und 
nehme von diesen diejenigen, deren Durchschnitt mit Ksp (A) nicht 
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leer ist; diese seien Lll' Ll2' .... Sei @dk =K(Llk) (J - P)1R; dies ist 
ein unendlichdimensionaler Unterraum. In jedem @dk nehme man ein 
v. o. S. Da 1: G @dk = 1R 8 9,R, erganzen diese Systeme das' in 9,R 

k 
v. o. S. der Eigenelemente zu einem in 1R v. o. S. - Ein I E @dk hat die 
Eigenschaft 

IIAI - C/I12 = II(A - U)K(Llk)(J - P)/112 = flz - CI2dIIKz(J - P)/112 
dk 

< lifdllKz(I - P)f112 = e21IK( Ll k)(J - P)/112 = e211f112, 
dk 

wo C einen beliebigen Punkt aus Llk und eden maximalen Abstand 
von C von den iibrigen Punkten von Llk bedeuten; also ist f "nahezu 
ein Eigenelement" von A. 

Man bemerke, daB im Faile 1R = S) eine normale Transformation 
offenbar h6chstens abzahlbar unendlich viele Eigenwerte haben kann, 
und die einzelnen Eigenwerte k6nnen auch h6chstens abzahlbar unend-
liche Vielfachheit haben. 00 

1st A selbstadjungiert, A = f )" dE;. , so sind aIle Eigenwerte reel!, 

und zwar sind sie die Unstetigkeitspunkte von E;., d. h. die Punkte )", 
fUr die E(A) = E;. - E;.-o =+= 0, und dann ist @;. = E(A)1R. Die nicht­
reellen Zahlen sowie diejenigen reellen Zahlen, die im Inneren eines 
Konstanzintervalles von E;. liegen, bilden die Rm(A). Die iibrigen 
Punkte der reellen Achse bilden das Ksp (A). 

2. Vollstetige normale Transformationen. 
Eine in 1R iiberall definierte lineare Transformation T heiBt voll­

stetig, wenn sie jede schwach-konvergente Elementenfolge in eine kon­
vergente transformiert, d. h. wenn aus In ~ I folgt Tin -+ T I. J ede 
vollstetige Transformation ist auch stetig, also beschranktl. 

Eine beschrankte normale Transformation A eines unendlichdimen­
sionalen Raumes 1R ist dann und nur dann vollstetig, wenn ihr Spektrum 
den einzigen Haufungspunkt 0 besitzt2. (In 1Rn ist die schwache Kon-

1 RlEsz [*J (S. 96fL); die frilher von HILBERT [1J (S. 201) gegebene Defi: 
nition lautet anders, ist aber mit dieser gleichwertig (vgl. RlEsz, a. a. 0.). 

2 Vollstetige selbstadjungierte Transformationen sind von besonderem histo­
rischen Interesse, da ihre Theorie als Anfangsgrund der allgemeinen Theorie der 
linearen Transformationen im HILBERTschen Raum anzusehen ist. Eine weite 
und lange Zeit fast ausschlieBlich untersuchte Klasse von Integralgleichungen 
filhrt ja zu solchen Transformationen, vgl. HELLINGER-ToEPLITZ [*]. Die Spektral­
darstellung solcher Transformationen kann freilich auch direkt, ohne Bezugnahme 
auf die allgemeine Spektraltheorie, gewonnen werden, und zwar durch ein ge­
eignetes Variationsverfahren, wie das schon HILBERT [1J (S. 201 ff.) gezeigt hat. 
Die Theorie vollstetiger normaler Transformationen hat wichtige Anwendungen 
auch auf die Theorie der fastperiodischen Funktionen, vgl. WINTNER [*J (An­
hang) sowie RELLICH [1J, [2]. 
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vergenz mit der gewohnlichen gleichbedeutend, also ist da jede stetige 
Transformation auch vollstetig.) 

Sd A = f zdK. vollstetig. Man nehme an, sein Spektrum habe einen 
G 

Haufungspunkt C =1= O. Sei b der Kreis urn C mit dem Radius ! I C I· 
Der Un terraum K (b) lJ{ ist unendlichdimensional, folglich gibt es in ihm 
ein unendliches orthonormales System. Man wahle davon eine schwach 
konvergente Folge CfJn aus (nach 1. 4 ist das ja moglich). Da fUr m =1= n 

IIACfJm - ACfJnl12 = IIAK(b) (CfJm - CfJn)112 = fl z I2d IIK.(CfJm - CfJn)112 
~ 

> I;t 11K (b) (CfJm - CfJn)I12 = I;t IICfJm - CfJnl12 = 1~12 , 

kann ACfJn nicht konvergieren, was aber der Vollstetigkeit widerspricht. 
Umgekehrt, sei A eine beschrankte normale Transformation, deren 

Spektrum den einzigen Haufungspunkt 0 besitzt. Seien ZI' Z2' ... die 
Eigenwerte von A, sei etwa I zil > I z21 > ... ; dann ist K. = ~K (Zk)· 

Zk~Z 

Sei In eine beliebige schwach konvergente Folge, In ~ f. Nach 1. 4 
ist In beschrankt, etwa Il/nll -< C, dann ist auch III11 -< C. K(Zk)In strebt 
offenbar ebenfalls schwach gegen K (Zk) I, da es aber eine Folge aus 
dem endlichdimensionalen Unterraum rg;: = K (Zk) lJ{ ist, strebt es auch 
in gewohnlichem Sinne gegen K (Zk) f. Man hat 

= r-l 

IIAUn - f)[[2 = fZ2d11K.Un - f)[[2 = L IZkI21I K (Zk)Un - f)[I2 = ~ +~. 
G k=1 k=1 k=r 

1st 8> 0 vorgegeben, so wahle man r derart, dal3 (IZrI2C)2 < ~; dann ist 
= = B' 

~ -< I ZrI2~IIK (Zk) Un - 1)112 -< I Zrl211fn - 1112 < -2-· Fur genugend groDes n 
k=r k=r 

und fUr k=i, 2, ... , r-i hat man: IIK(Zk}Un-f)[12 < 2(r_ Bnlz I' also 
r-l r-l 1 

2: -< 2: I Zll211K (Zk) (In - f) 112 < -~, folglich II A (1n - f) II < 8. Also 
k=1 k=1 2 

Aln -+ AI; A ist vollstetig, 

3. Verhalten der Spektralschar beim Grenziibergang. 
St6rungstheorie. 

Seien A, AI' A2, .. , selbstadfungierte Translormationen mit den 
Spektralscharen {E;.} , {E11} , {E11} , .... Sei A gleich limAn, oder min­
destens gleich der AbschliefJung von limA". 1st A kein Eigenwert von A, 
so hat man: E~nl -+ E;..I 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man annehmen, daD 
A = o. Bedeute Pn die Projektion von lJ{2 auf lBAn (vgl. V.i), P diejenige 
auf lBA . Es~wird behauptet, daD Pn -+ P. 

Sei CfJ E lBlimAk , etwa CfJ = {I, (lim Ak) I}={/, AI}. Man setze CfJn={/, Ani}; 
da CfJn E lBAn' ist P nCfJn = CfJn· Sei 8 > 0; fUr n > no (8) ist IICfJ - CfJnll 

1 RELLlCH [3] (II. Mitt.); wir geben einen teilweise neuen Beweis. 
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= II{O, AI -AntH <:: ~ , also aueh IIPn(rp-rpn)ll<:: ~ ,d. h·IIPnrp-rpnll <:: ~ . 

Folglieh ist Ilrp - Pnrpll <:: Ilrp - rpnll + Ilrpn - Pnrpll <:: e. Also Pnrp ->- rp. 
Da j8limAk dieht in j8A ist, bleibt dies sogarfur jedes rp aus j8A giiItig, d. h. 
man hat: PnP ->- P. - Nun sei "P E Vj8limAk' etwa • 

"P = V{g, (lim Ak)g} = V{g, Ag}. 

Man setze "Pn = V{g, Ang}; da "Pn E Vj8A" = 912 e j8A", ist Pn"Pn = O. 
Fur n:> n~(e) ist II"P -"Pnll <:: e. also aueh IIPn"Pll = IIPn("P -"Pn)11 <:: e. 
Also hat man: Pn"P ->- O. Da Vj8limAk dieht in Vj8A, do h. in 912 e j8A 

ist, bleibt dies sogar fUr jedes "P E 912 e j8A giiItig, d. h. man hat: 
Pn(l - P) ->- O. - Also endlieh: Pn = PnP + Pn(l - P) ->- P + 0 = P. 

Sind B und C die im Sinne von V. 2 zu A gehOrigen Transforma­
tionen, Bn und Cn die zu An geh6rigen, so folgt aus Pn ->- P, daB Bn ->- B 
und Cn ->- C.l 00 

Da B = (A2 + 1)-1 und C=AB=A(A2+I)-1, ist C=f---!!-dEI" 
00 #+1 

und ebenso ist Cn = f #2 ~ 1 dE<;,I. (Da 1#2: 1 1 <:: ~ , ist lq <:: 1 und 

IICnll<::l.) -00 

Aus Cn ->- C folgt fUr jedes Polynom p (/1,): p (Cn) ->- P (C). Dureh 
Anwendung des WEIERSTRASssehen Approximationssatzes folgt hieraus, 
daB F(Cn) ->- F(C) sogar fur jede auf [-!, 1J stetige Funktion F(p,). 

Sei insbesondere F(p,) -:- eo(p,) • p" wo eo(p,) = {~ ~~~ ~ ~ g: Da 

eo(Cn) offenbar gleieh Ebnl und eo(C) gleieh Eo sind, ist F(Cn) = EbnlCn 
undF(C) = EoC, also erhalt man: Ebn'Cn->-EoC, Wegenll(EgllC - EoC)/11 
<:: IIEbnl(C - Cn)/11 + II(Ebn)Cn - EoC)/11 <:: II(C - Cn)/11 + IIEbnlCn - EoC)/11 
folgt hieraus, daB EbnlC ->- EoC, Nun ist 0 kein Eigenwert von C, da es 
sonst aueh ein Eigenwert von A ware. Folglieh existiert C-1 und ist 
selbstadjungiert. Fur IE '1)0-1 hat man Ebnl 1= Ebnl C C -1 I->-Eo C C -1 I=Eo/. 
Da '1)0-1 in 91 dieht ist, folgt hieraus Eb") ->- E, W. z. b. w. 

A u(Jer den V oraussetzungen des vorigen S atzes sei noch lolgendes voraus­
gesetzt: 1st 'Y} > 0 beliebig gegeben, so sollllAI - An/ll <:: 'Y}(11/112 + IIAII12)! 
lur jedes genugend gro(Je n und lur alle I aus '1)lim ... h gelten. (Dies ist 
z. B. der Fall, wenn A beschrankt und gleichma(Jiger Limes der Folge An 
ist.) 1st A ein Punkt der Resolventenmenge von A, so hat man 
E~nl =t E)..2 

Wieder darf man ohne Besehrankung der AUgemeinheit annehmen, 
daB A = o. P und P n seien wie oben. Es wird behauptet, daB P n =t P. 

Sei rp E j8limAk' etwa rp = {I, (lim Ak)/} = {I, AI}· Sei rpn = {t, Ani}· 

Fur n ~ no (e) ist dann Ilrp-rpnll=IIAI-An/ll <:: ~ (11/112 + IIAII12)! = ~ Ilrpll, 

I Es ist ja P,,{h, O}={Bnh, A"B"h} und P{h, O} = {Bh, ABh}, (1- P,,) {h,o} 
= {A"C"h, -C"h} und (I - P) {h, O} = {A Ch. -Ch}. 

2 RELLICH [3] (II. Mitt.); der Beweis ist teilweise verandert. 
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also auch IIP"IP -IP"II = II P" (IP -IP,,)II <: ~ IIIPII, folglich 11P,,1P -lPil <: eIIIPII· 

Da 58limAk dicht in 58A ist, gilt dies sogar fUr iedes IP aus 58A • Also hat man 
fUr jedes beliebige X E ffi2 und fUr n ~ no (e) : IIP"Px--Pxll < ell Pxll < ellxll, 
d. h. P"P:::t p. - Durch einen ahnlichen SchluB folgt, daB P,,(I- P):::t O. 
Also wirklich: P" = P"P + P,,(I - P):::t P + 0 = P. 

Hieraus folgt nun leicht, daB C,,:::t C. Dann hat man aber auch 
fUr jedes Polynom P(fl): P(C,,):::tP(C), und, mit der Beniitzung des 
WEIERSTRAssschen Approximationssatzes, sogar fUr jede auf [-!, !J 
stetige Funktion F(fl): F(C,,):::t F(C). Es folgt hieraus, wie oben, daB 
Ehn)C:::t EoC, Nun sieht man leicht, daB ° auch in der Resolventen­
menge von C liegt; folglich ist C - I beschrankt und man hat: 
w. z. b. w. E8') = Eg')C C-1:::t EoC C-I = Eo, 

Seien alle Voraussetzungen des vorigen Satzes erfullt. Sei A ein h-facher 
isolierter Eigenwert von A, d. h. das Spektrum von A sei im p,-Intervall 
A - d l < fl < A + d2 (dl > 0, d2 > 0), abgesehen von fl = A, leer. Dann 
gilt: Sind d~, d~ posititive Zahlen mit d~ < dl , d; < d2, so gibt es ein no der­
art, dafJ fur n> no das Spektrum von A" im Intervall A - d~ < fl < A + d~ 
aus (mit V ielfachheiten) h Punkten Ain), A~n), •.• , A);') besteht, die fur n -->- 00 

alle gegen A streben1• 

Hilfssatz: Wenn P bzw. Q die Projektion auf den Unterraum Wl 
bzw. il1 bedeutet, und liP - QII < 1 ist, dann ist DimWl = Dimil1. 
Beweis: Es gilt: QWl=il1. Denn ware QWl c il1, so gabe es ein f E il1, f =f= 0, 
das zu QWl orthogonal stiinde. Dann ware (j, g) = (Qf, g) = (f, Qg) = ° 
fUr jedes g E Wl, d. h. f ware orthogonal zu Wl. Also ware Qf = fund 
Pf = 0, und folglich Ilfll = II(P - Q)fll < Ilfll, was aber unmoglich ist. 
1st nun @l irgendeine Grundmenge in Wl, so ist Q@l eine Grundmenge 
in il1, folglich ist Dimil1<DimWl. - Ebenso folgt, daB DimWl< Dimil1; 
also ist Dimil1 = DimWl. 

Ausdem vorigen Satz folgt nun, daB E(") (A-d~, ).+d~)=Ei'~d; -Ein~di 
:::t EHd; - E).-di = E (A - d~, A + d2) = E (A). Da der Eigenraum 
~,\ = E (A) ffi die Dimension h hat, ist E(") (A - d~, A + d~) ffi fUr geniigend 
groBes n (nach dem Hilfssatz) auch von der Dimension h, also muB 
A" im Intervall (A - d;, A + d2) (mit Vielfachheiten) genau h Eigenwerte 
haben, die fUr n -->- 00 aIle gegen A streben. 

AIle diese Satze gelten natiirlich auch dann, wenn man statt einer 
Folge A" eine ein- oder mehrparametrige Schar A (e) setzt. Hangt 
diese sogar in gewissem Sinne regular-analytisch von e ab, so gilt del' 
folgende Satz, den wir ohne Beweis mitteilen 2 • 

Seien Ao' AI' ... beschriinkte selbstadiungierte Transformationen, fur 

die die Zahlenfolge 'VIIA"II beschriinkt ist. In einer Umgebung von e = ° 
existiert dann A (e) = Ao + e Al + e2 A2 + ". und ist ebenfalls selbst-

1 RELLICH [3J (II. Mitt.); der Hilfssatz ist neu. 
2 RELLICH [3J (I. Mitt.). 
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adfungiert. Sei A ein h-facher isolierter Eigenwert von A o' d. h. das Spek­
trum von Ao sei in einem I ntervall (A - d1 , A + d2), abgesehen vom Punkte A, 
leer. Seien d~, d; positive Zahlen mit d~ < d1 , d~ < d2. Dann gibt es in 
einer Umgebung von c = 0 regulare reellwertige Funktionen Al (c), ... , Ah (c) 
mit Al (0) = A2 (0) = ... = Ah (0) = A, so dafJ das Spektrum von A (c) in 
(A - d~, A + d~) (mit Vielfachheiten gerechnet) genau aus den Punkten 
Al(C), ... , Ah(C) besteht. Ein orthonormalesSystemvonzugehorigenEigen­
elementen !PI (c) , ... , !Ph (c) lafJt sich derart bestimmen, dafJ fedes !Pi(C) 
regular von c abhangt, d. h. durch eine Potenzreihe !p~O) + c!p;I) -+- .,. dar­
gestellt wird. - Die Voraussetzung, dafJ A eine endliche V ielfachheit besitzt, 
ist wesentlich. Fur mehrparametrige regulare Scharen A (cl' C2' ... , cr) 
gilt ein entsprechender Satz im allgemeinen nicht, wohl aber dann, wenn 
}, einfach ist (h = 1). 

Dieser Satz laBt sich auch auf den Fall nichtbeschrankter Trans­
forma tionen ausdehnen 1. 

In dies em Zusammenhang sei noch der folgende Satz erwahnt. 
1st A eine selbstadfungierte Transformation in einem separablen Raum, 

so gibt es eine vollstetige selbstadfungierte Transformation B derart, dafJ 
A + B ein reines Punktspektrum hat. Man kann B so gar so wahlen, dafJ 
die Quadratsumme ihrer (mit Vielfachheiten genommenen) Eigenwerte 
beliebig klein ausfallt 2. 

4. UnWire Aquivalenz. 
Sei A normal und U unitar. A' = U* AU ist dann wieder normal, 

denn (A' )* = U* A* U und II(A' )* fll = 11U* A* Ufll = IIA* Ufll = IIA Ufll 
= II U* AU/II = II A' fll; A und A' heiBen unitar-aquivalent. 1st {K.} die 
Spektralschar von A, so ist {U* K z U} diefenige von A'. DaB K~ = U* K z U 
wirklich eine Spektralschar bildet, sieht man leicht. Sei Al = f zdK~. 

G 

1st fE'1)A" d.h. ist UfE'1)A, so hat man IIK~fll=IIKzUfllund, fiir jedesg, 
(K~f,g)=(Kz U f,U g). Man hat also flzI2dIIK~fI12= !lzl2dllKz Uf112=IIA U 1112, 

G G 

d. h. IE '1)A,; wegen f zd(K~j, g) = f zd(Kz Uj, U g)=(A UI, U g) hat man 
G G 

(Ad,g)= (A U I, U g)= (U* AU j,g). Hieraus folgt, daB Al~ U* A U=A'. 
Da beide normal sind, folgt: Al = A', w. z. b. w. 

A und A' miissen also das gleiche Punkt- und kontinuierliche Spek­
trum haben, und die Eigenwerte miissen auch in ihren Vielfachheiten 

1 RELLICH [3] (III. und IV. Mitt.). Die Koeffizienten der Potenzreihen von 
A (e) und 'P (e) lassen sich durch Rekursionsformeln berechnen (formale Storungs­
rechnung, entwickelt insbesondere von LORD RAYLEIGH und E. SCHRODINGER). 
In [3] (IV. Mitt.) gibt RELLICH diesen Rechnungel. eine strenge Begrundung, 
indem er die Konvergenzradii ermittelt und Fehlerabschatzungen fUr die Storungs­
rechnung n-ter Naherung angibt. 

2 Fur den Fall beschrankter Transformationen bei WEYL [1]. Ubertragung auf 
den nichtbeschrankten Fall und Vereinfachung des Beweises bei v. NEUMANN [9]. 



60 X. Funktionen selbstadjungierter oder normaler Transformationen. [476 

iibereinstimmen (@:ist ja gleich U*@z, hat also gewiB die gleiche Dimen­
sion wie @z)' 

Die Eigenwerte nebst ihren Vielfachheiten sowie das kontinuier­
liche Spektrum sind also unitiire Invarianten. 1st das kontinuierliche 
Spektrum leer, so ist dieses Invariantensystem sogar vollstiindig in dem 
folgenden Sinne: Raben die normalen Al und A2 reines Punktspektrum 
und stimmen ihre Eigenwerte nebst ihren Vielfachheiten iiberein, so 
sind Al und A2 unitaraquivalent, d. h. es gibt eine' unitare Transfor­
mation U derart, daB Al = U* A2 U. - 1m FaIle eines nichtleeren 
kontinuierlichen Spektrums muB man auch den Punkten des kontinu­
ierlichen Spektrums gewisse Vielfachheiten zuschreiben, urn ein voll­
standiges System von Unitarinvarianten angeben zu k6nnen 1 . 

In diesem Zusammenhang sei das folgende Ergebnis zitiert: 
In V(O, 1) nenne man eine Transformation Af(x) = g(x) eine 

Integraltransformation, wenn es eine "Kernfunktion" a (x, y) mit (zu­
mindest mit der Ausnahme einer x-Menge yom MaBe ° iiberaIl) end-

1 1 

lichem jla(x, y) 12dy derart gibt, daB g(x) = j a(x, y)f(y)dy fiir jedes 
o 0 

f(x) E:tIA (und fUr jedes x mit der evtl. Ausnahme einer Nullmenge) 
gilt. Eine selbstadjungierte Transformation in V (0, 1) ist dann und 
nur dann mit einer I ntegraltransformation unitiiriiquivalent, wenn ° ein 
Hiiufungspunkt ihres Spektrums ist2. 

x. Funktionen selbstadjungierter oder 
normaler Transformationen. 

1. Begriff der Funktion einer oder mehrerer 
Transformationen. 

Da die einparametrigen Spektralscharen {E;.} eineindeutig den selbst­
adjungierten Transformationen entsprechen, kann man das Integral 

00 

jF(A)dE;. auch mit F(A) bezeichnen, wo A diejenige selbstadjun-
-00 

gierte Transformation bedeutet, deren Spektralschar {E;.} ist. Diese 

1 Die Theorie der Unitarinvarianten beschrankter selbstadjungierter Trans­
formationen wurde von HELLINGER [1] aufgestellt, von HAHN [1J erganzt und 
von STONE [*] (Kap. 8, § 2) auf nichtbeschrankte Transformationen ausgedehnt. 
Ein vollstandiges Invariantensystem, das nur aus "Vielfachheiten" besteht, 
wurde zuerst von FRIEDRICHS [5] angegeben. Alle diese Theorien passen aber 
nur auf den Fall separabler Raume. Die entsprechende Theorie iiir den Fall 
nichtseparabler Raume wurde von WECKEN [2] und NAKANO [5], [7] aufgebaut 
(letzter Veri. behandelt sogar normale Transformationen). - Siehe auch MAEDA [3J. 

2 V. NEUMANN [9]. 
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Schreibweise wird auch dadurch gerechtfertigt, daB fUr jedes Polynom 
P(A) = ao + alA + ... + anAn gilt 

00 

jP(A)dEA = aoI + alA + ... + anAn = P(A). 
-00 

F(A) heiBt die Funktion F von A.I Aus F(A)tltl{EA}, EAtltlA folgt 
F(A) tltl A. 

Ein System paarweise miteinander und mit den Adjungierten von­
einander vertauschbarer normaler Transformationen soll ein ABELsches 
System heiBen (dabei wird die Vertauschbarkeit in dem am Ende von 
VIII. 1 gegebenen verallgemeinerten Sinne gemeint). 

Sei AI' A2, ... , An ein ABELsches System von selbstadjungierten 

Transformationen; Ak = jAdEt) (k = 1, 2, ... , n). Dann ist 
-00 

eine n-parametrige Spektralschar, und man hat 

All: = jJ'kdEA"A,,, .. , An 
Rn 

(k=1,2, ... ,n). 

1st nun F(AI , A2, ... , An) eine in bezug auf {EA" A" ... ,).n} fast iiberall 
definierte und meBbare Funktion (kurz auch {AI' A 2 , •.• , An}-meBbar 
genannt), so bezeichnen wir jF(AI , A2, ... , An) dE)." A" ... ,An auch mit 

Rn 
F(AI' A 2 ,.·., An) und nennen es die Funktion F von {AI' A 2 , ••• , An}. 
Offenbar gilt: F(AI , A 2 , ••• , An) tltl {AI' A2 , ••• , An}. 

Sind F(') (AI' ... , An) (i = 1, 2, ... , m) {AI' A 2 , ••. , An}-meB­
bare reellwertige Funktionen, so bilden die Transformationen 

B(i) = F(i)(AI , A 2 , ••• , An) 

wieder ein ABELsches System von selbstadjungierten Transformationen. 
1st G(!lf1), ... , fl(m») eine {B(1), B(2), ... , B(m)}-me(Jbare Funktion, so ist 
H(AI , ... , An) = G(F(I) (AI , ... , An), ... , F(m) (AI' ... , An)) {AI' ... , An}-
me(Jbar, und es gilt G (B(I), ... , Blm») = H (AI' ... , An). 

Es geniigt, die Behauptung im speziellen FaIle n = m = 1 zu 
beweisen, da der allgemeine Fall ganz analog erledigt werden kann. 1st 

00 

also B = jF(A)dE)., so ist die Spektralschar von B gleich {e,u(A)}, wo 
-00 

e/A (A) = {o1' wennt F(A) <: fl, 1st G(fl) in bezug auf jede Funktion 
sons. 
00 

II e,u (A) 1[12 = j e~ (A) d11E)./112 = j dIIEAI[[2 (f E '1:JG(B») fast iiberall definiert und 
-00 F(A);;;;;',u 

1 Durch Grenziibergange von Polynomen her definierte als erster F. RlEsz 
allgemeinere Funktionen von Transformationen, vgl. RlEsz [*] (Kap. 5); und [21-
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meBbar, so folgt aus der Theorie des gewohnlichen LEBESGUE-STIELTJES­
schen Integrals, daB G(F(A)) in bezug auf jede Funktion IIElll12 fast 
iiberall definiert und meBbar ist, und daB 

00 

IIG(F(A))12d ii El/I12 = J IG(,u)i2d iiel'(A)!li2 = IIG(E)/ii2 
-00 

gilt; also ist H (A) fiir 1 definiert, folglich :t>G(B) S :t>H(A) . Ebenso folgt, daB 
00 

I G(F(A))diiEl/ii2 = I G (,u) diiel'(A) lil2, 
-00 

d.h. (H(A)/,/)=(G(E)/,/) fUr jedes /E:t>G(B)' Hieraus folgt 
H (A) f = G (E) 1 fUr jedes f E :t>G(B), d. h. G(E) S H (A). Da aber eine 
normale Transformation keine echte norm ale Fortsetzung haben kann, 
ist G(E) = H(A). 

Man kann auch Funktionen eines unendlichen ABELschen Systems 

selbstadjungierter Transformationen Ak = IAdE~k) (k = 1, 2, ... ) defi-
-00 

nieren 1. Mit Roo solI die Gesamtheit alIer reelIen Zahlenfolgen {AI' J.2, ... } 
bezeichnet werden. Unter einem IntervalI I in Roo solI die Menge der­
jenigen Folgen verstanden werden, fUr die Al E II' A2 E 12' .. ". wo die 
h beliebige offene Intervalle der (mit der Identifizierung von 00 und -00 

abgeschlossenen) Zahlengeraden sind, die aber fUr hochstens endlich 
viele Indizes von der ganzen Zahlengeraden verschieden sind. Mit 
so1chen IntervalIen, als definierendes Umgebungssystem, wird Roo be­
kanntlich ein bikompakter HAUSDORFFscher Raum. - 1st / E ffi, so ordne 
man dem Intervall I c Roo das MaB mf(J) = IiCE (!) (Jl) E(2) (J2) ... J/~2 
zu; mf(J) la13t sich dann zu einer totaladditiven nichtnegativen Mengen­
funktion mf(M) erweitern, die insbesondere fUr jede BORELsche Menge M 
in Roo definiert ist. 1st nun F (AI' A2 ... ) eine so1che Funktion auf Roo, 
die in bezug auf jedes MaB mf(M) (f E ffi) fast iiberall definiert und 
meBbar ist, so definiert man T = F(AI' A2 , .. ) folgendermaBen. :t>T be­
steht aus allen f E ffi, fUr die IIF(A!, A2, .. . }j2dmf(M) endlich ist 

Roo 

(diese bilden eine in ffi dichte Linearmannigfaltigkeit), und fiir 1 E :t>T 

ist (TI, f) = IF(AI ' A2, .. . )dmf(M). 
Roo 

Mit ahnlichem Verfahren kann man sogar Funktionen eines nicht­
abzahlbaren, aber wohlgeordneten ABELschen Systems selbstadjungier­
ter Transformationen definieren. 

Auch kann man auf ganz analoge Weise Funktionen einer normalen 
Transformation oder eines ABELschen Systems von normalen Trans­
formationen definieren. Der Satz iiber zusammengesetzte Funktionen 
bleibt eben falls giiltig. 

1 Vgl. v. Sz. NAGY [2] (S. 221), MIZOGUTI [1], NAKANO [3]. 
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2. Bedingungen dafiir, daB eine Transformation 
Funktion gegebener Transformationen sei. 

Zunachst ein Hilfssa tz: 
1st T eine beliebige und A eine selbstadjungierte Transformation, und 

ist Too A, so gibt es zu jedem fo E ~T eine A-mefibare, sogar BAIREsche 
Funkt£on F(A) derart, dafi F(A) fo definiert und gleich T/o ist. Der Satz 
gilt auch dann, wenn A durch ein beliebiges ABELsches System selbst­
adjungierter oder normaler Transformationen ersetzt wird. 

Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Fall eines einzigen 
selbstadjungierten A, die allgemeine Behauptung laBt sich analog erle­
digen. Wir durfen ferner annehmen, daB A beschrankt ist. Denn ist A 

nicht beschrankt, so betrachte man A' = arctg A; man hat ~A' II <: ~ 

und wegen A = tg A' 00 A' ist auch Too A'. Gilt der Satz fur das 
beschrankte A', so ist Tfo = F(A')/o, woraus Tfo = Fl(A)/o mit 
Fl (A) = F(arc tg A) folgt. M 

Sei also A beschrankt: A = lAdE;.. Der durch die Elemente An/o 
m 

(n = 0, 1, 2, ... ) aufgespannte Unterraum 2)((10) wird von A offenbar in 
sich transformiert. Also reduziert 2)((10) A; ist L die Projektion auf 2)((10)' 
so hat man: LoA. Dann ist aber, nach der Voraussetzung des Satzes, 
auch LoT, woraus insbesondere folgt, daB Tfo = T Lfo = L T/o E 2)((10). 
Folglich gibt es eine Polynomfolge Pn(A) rlerart, daB Pn(A)/o -->- T/o-

Nun ist 
M 

II(Pn(A) - Pm(A))/0112 = II Pn(A) - Pm(AWd~E.doI12. 
m 

Da hier die linke Seite fUr n, m-->-oo gegen ° strebt, genugt die Folge Pn (}.), 

als Elementfolge des Raumes Paller in bezug auf IIE;'/0~2 quadratisch 
integrierbarer Funktionen aufgefaBt, der CAUCHYSchen Konvergenz­
bedingung. Also gibt es eine (auf em, MJ uberall definierte) Funktion 
F()') E L2, die man sogar aus einer BAIRESchen Klasse wahlen kann, so daB 

M 

(1) IIPn (}.) - F(A)I2"dIIE;.foI12 -->- ° fUr n -->- 00. 
m 

M 

F(A) ist gewiB A-meBbar, also existiert F(A). Da IIF(A)12dIIE;'/0~2<00 
m 

(F()') ist ja in P), ist F(A)fo sinnvoll. Das Integral (1) ergibt eben 
i(Pn(A) - F(A))/0112, folglich Pn(A)fo -->- F(A)/o, also ist F(A)/o = T/o, 
w. z. b. w. 

Nun gilt der folgende Satzl: 

1 v. NEUMANN [3] (Satz 6) und [2] (Satz 3). RIESZ [5] wendet zum Beweis 
einen DifferentialprozeB an. Beide Verf. beschranken sich auf den Fall, daB T 
selbstadjungiert ist. MIMURA [1] verallgemeinert den Satz auf die obige Form. 
Vgl. noch NAKANO [2], [3J. Der von uns angefuhrte Beweis hat einige Beruhrungs­
punkte mit denen von RIESZ und MIMURA. 
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Sei m separabel. Dafiir, daf3 eine lineare Transformation T von m 
Funktion eines ABELsehen Systems {A} von. selbstadfungierten oder nor­
malen Transformationen von m sei, ist notwendig und hinreichend, daf3 
T dieht definiert, abgeschlossen und bb A sei. 

Da die Notwendigkeit schon feststeht, bleibt nur die Hinlanglichkeit 
zu beweisen. 1m Beweis beschranken wir uns auf den Fall, daB {A} 
aus einem einzigen selbstadjungierten A besteht, der allgemeine Fall 
laI3t sich analog behandeln; wir kannen wieder annehmen, daB A be­
schrankt ist. 

Sei gl' g2' ... eine in 'lJT , also auch in m dichte Folge. 
Man setze 

n-l 
(2) fl = gl' f2 = g2 - L l g2, ... , fn = gn - 2: Lkgn, ... , 

k=1 

wo Lk die Projektion auf 'im(h) bedeutet. Da Lk b A, ist auch Lk b T; 
folgli.ch ist Lkgn E 'lJT , also auch fn E 'lJT (n = 1, 2, ... ). 

Wir zeigen, daB L;Lk = 0 fUr i =1= k. 1st dies fur i, k < n schon 
bewiesen, so wird fur i < n: 

Ldn = L;gn - L; (ni;lLkgn) = Lign - Lign = 0, 
k=1 . 

L;Akfn = Ak Ldn = 0, 

~lso ist jedes Element von der Form Akfn' und damit der ganze Unter­
raum 'im(fn), orthogonal zu 'im(f;). Also ist LiLn = LnLi = 0, womit 
der Beweis durch InduktionsschluB erbracht ist. 

00 

Wir behaupten, daB die Projektion P = L Lk gleich list. Da die gn 
k=l 

in m dicht liegen, genugt es, Pgn = gn fUr jedes n zu zeigen. Nun folgt 
n-l 

aus (2): Pgn = Pfn + L PLkgn; da Pfn = fn und PLk = Lk (wegen 
k=l 

der Orthogonalitat der Lk), ist wirklich Pgn = gn' 
Wahlen wir nun eine positive Zahlenfolge Cn derart, daB die Reihen 

00 

L cnfn und L Cn Tin konvergieren (z. B. en = 2-n(llfnll + II Tin II + 1) -n). 
n=1 n=l 
Die er~te mage gegen fo, die zweite gegen ft streben. Da T abgeschlossen 
ist, hat man 10 E 'lJT und f'6 = Tfo. Nach dem Hilfssatz gibt es eine 
BAIREsche Funktion F(A) derart, daB Tlo = F(A)/o' 

1st Beine mit A vertauschbare beschrankte selbstadjungierte Trans­
formation, so ist B b F(A) und (wegen der Voraussetzung) auch Bb T; 
also sind F(A) und T fUr B fo definiert, und es folgt aus BF(A) 10= B Tlo, 
daB F(A}Blo = TBlo. 

Wir set zen insbesondere B = ~ PnAkLm mit Pn = en(A), wo en(A) 
em 

diejenige Funktion bedeutet, die 1 bzw. ° ist, je nachdem IF (A)I <: n bzw. 
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> n ist. Da Lmfo= L cnLmfn=cmf"" hat man F(A) PnA"fm= TPn Ak 1m. 
Die Gleiehung n = 1 

gilt dann aueh fur jede Linearkombination h der A"fm .. Die Linear­
kombinationen der Akf", mit fest em m sind in mu",) dieht; variiert 

man auch m, so erhalt man (wegen ffi = L (±') mUm)) eine in ffi diehte 
Menge. m=1 

Nun ist F(A) Pn offenbar beschrankt. Wenn also h* beliebig aus 
ffi und hi eine gegen h* strebende Folge von Linearkombinationen 
obiger Art sind, so gilt: F (A) P nhi ->- F(A) P nh*, also (wegen (3)): 
T Pnhi ->- F(A) Pnh*. Da auch Pnhi ->- Pnh*, und da T abgeschlossen 
ist, gehOrt Pnh* zu SDT , und man hat TPnh* = F(A) Pnh*. Also ist 
T Pn = F(A) Pn . 

Sei nun g E SDF(A) und man setze gn = P ng. Es folgt aus der Defi­
nition von Pn, daB Pn ->- I fur n ->- 00; also hat man gn ->- g. Da 
Tgn = T Png = F(A) Png = PnF(A)g ->- F(A)g, folgt aus der Ab­
geschlossenheit von T, daB g E SDT und T g = F(A) g. Also ist T'2 F(A). 
Da man in diesem Gedankengang die Rolle von Tund F(A) vertausehen 
kann, so erhalt man ebenso F(A) ;2 1'. Also ist T = F(A). 

Wir zeigen an einem Beispiel, daB in nichtseparablen Raumen cler Satz im 
allgemeinen nicht gIlt'. 

Sei ffi1 = ffi(o. 1) der Raum aller Funktionen f (x) (0 < x < 1) mit endlichem 
2: I f (x) 12 und sei ffi2 = L2 (0, 1) der Raum aller Funktionen g (x) (0 < x < 1) 

x 1 
mit endlichem 11 g (xJl2dx. Sei c;.(x) = {1 f~r .1.'-'- A und E (x) = {1 f~r x = A, 

o 0 fur x > A ' 0 fur x fA. 
Man betrachte in ffi=ffi , xffi2 cler Paare {t(x) , g(x)} die durch E;,{f(x) , g(x)} 
= {e;. (x) f(x), e;, (x) g (xl) definierte Spektralschar {E;,} sowie die Transformation 

1 

A = 1 AdE;,. Wir werden zeigen, claB die durch P{f, g} = {f, o} definierte Pro­
o 

jektion von ffi auf ffi1 zwar bb A, aber keine Funktion von A ist. 
Sei E(A) =E;, - E, _ (). Man hat E(A){f(x), g(;n}={E).(x)f(x) , o}, weil EJ. (x)g (x), 

als Element von V(O, 1), aquivalent mit 0 ist. Da ~E;,(x)f(x) = 1(.1.'), folgt . , 
hieraus, daB 2; + E (A) = P. Aus E (A) bb A folgt dann aber P bb A. 

i, 1 

Ware eine Gleichung von der Form P = Ip (A) dE;, moglich, so miiBte 
o 

P(A) =1= 1 sein. Sei ~ so, daB P(~) + 1. Da liE;.{E~(X), O}I!2 = II{e;.(x)E~(X), 0}112 
1 

= 2: Ie;, (x) £2 (x) 2 = {~' wenn ~ ==~, ist (P{E~, O}, {E2' a}) = 1 P (A) dIIE;,{£~, o} 2 
x ' wenn /l, =- 0 C I U 

= P (~) t 1, wahrend clie direkte Ausrechnung (P{E~, o}, {E", a}) = 1 ergibt. 

1 Nach NAKANO [3], vgl. auch VVECKEN [2J (Anhang 1). 
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3. Simultane Spektraldarstellung eines ABELschen 
Systems von selbstadjungierten oder normalen 

Transformationen. 
Die Funktionen einer selbstadjungierten Transformation bilden, 

wie wir wissen, ein ABELsches System. Es erhebt sich die Frage, ob 
es zu jedem ABELschen System {A",} von se1bstadjungierten oder nor­
malen Transformationen eine selbstadjungierte Transformation B derart 
gibt, daJ3 jede Transformation des Systems {A",} eine Funktion von B ist. 
Da sich eine normale Transformation A mit selbstadjungierten AI' A2 
in der Form A = Al + iA2 darstellen laJ3t, wobei Al bA2' AlbbA und 
A2 bb A gilt, geniigt es, Systeme {A",} von selbstadjungierten Transforma­
tionen zu betrachten. Ferner darf man annehmen, daJ3 0 <: A", <: I fiir 
jedes A", E {A",}; son5t hiitte ja man zuerst {Aa} etwa durch das ABELsche 

System {A~}, wo A~ = : arc tg A", + ~ I, zu ersetzen; gilt der Satz fiir 

{A~}, so gilt er auch fiir {A",}, da aus A~ = G",(B) folgt A", = F",(B) 
mit F",(J.) = tgn(G",(A) - ~). 

Zuerst betrachte man ein endliches ABELsches System: 

1 

sei Ak = j AdEy") (k = 1, 2, ... , n). Dann ist 
o 

AI.- = jAkdEJ." i." ... ,i.n, 
Wn 

wo E l "!.,, .. ,An = E~l:Ej~) ... E~~: und wo die Integration iiber den Ein­
heitswiirfel Wn = (0 s:- }'l '-= 1, 0 :=; A2 :::;; 1, ... , o:=; }'n:":::: 1) genommen 
ist. Nun bilde man die Strecke 0 ~ x ~ 1 mittels einer PEANoschen 
Kurve auf Wn ab. Dem Punkt x mage dabei der Punkt in Wit mit 
den Koordinaten }'k = Gk(x) (k = 1, 2, , .. , n) entsprechen. Die inverse 
Abbildung x = F(}'l' }'2' ... , An) ist auch iiberall eindeutig und stetig, 
abgesehen von den Punkten einer gewissen Menge Sin W n ; S liegt auf 
den - abziihlbar unendlich vielen - Teilungsebenen von W n , die zur 
Konstruktion der PEANoschen Kurve beniitzt wurden. Eine solche 
Ebene mit der Gleichung Ak = a ist in bezug auf {E!." !.,' ... ,i.n} gewiJ3 
dann vom MaJ3e 0, wenn a keine Sprungstelle von E~k), d. h. kein Eigen­
wert von Ak ist. 1st die Komplemenhirmenge des Punktspektrums jedes 
Ak iiberall dicht in (0, 1), so kannen also diese Teilungsebenen so 
genommen werden, claJ3 sie - und mit ihnen auch S - in bezug auf 
{E!." l." ... , l ... } eine N ullmenge bilden. Dann gilt Ak = Gk (F (I. I , }'2' ... , An)) 
(k = 1, 2, ... ) fast iiberall in bezug auf {El." .l" ... , J. n}. Wenn man also 
B = F(A], A2, ... , An) setzt, dann wircl Ak = Gk(B) (k = 1,2,.,., n). 

Die iiber das Punktspektrum der Ak gestellte Bedingung ist in 
einem separablen Raum ffi immer erfiillt, da dann das Punktspektrum 
immer eine abzahlbare Menge ist. 1st 1m Falle eines nichtseparablen ffi 
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die Bedingung fiir gewisse Ak nicht erfiillt, so ersetze man jedes solche 
00 

Ak im System durch das Paar A~ = J r(AHdEj~l, A;: = I(1-r(},))J.dEf"I, 

(') {1 fiir rationale}, . -doo P kt kt - 00 A' h"It wo r /I. = 0 f" . t' l' 1St; as un spe rum von kent a ur lrra lOna eA' 
dann keine irrationaJe, dasjenige von A;" keine rationale Zahl, und es 
gilt A~ + A;" = Ak • 

Der Fall eines abzahlbar unendlichen ABELschen Systems laBt sich 
analog behandeln. Man braucht nur eine verallgemeinerte PEANosche 
Kurve anzuwenden, die den abzahlbar unendlich dimensionalen Ein­
heitswiirfel Woo = (0 s: }'l s: 1, 0 ~ A2 s: 1, ... ) ausfUlltl. - Also gilt 
der Satz: 

Zu einem endlichen oder abzahlbar unendlichen ABELschen System {Ak} 
selbstadjungierter oder normaler Transjormationen kann immer eine selbst­
adjungierte Transjormation B derart gej~tnden werden, dafJ jede Trans-

jormation Ak eine Funktion von B ist, d. h. Ak = I adA)dP;. gilt, wo {P;.} 

die Spektralschar von B bedeutet. Man kann sogar fordern, dafJ B ihrer­
seits eine Funktion des Systems {Ak} sei, also dafJ insbesondere B tltl {Ak} 
gilt; jerner darj man jordern, dafJ 0 ~ B -;::; I. 

In einem separablen Raum ffi gilt der Satz so gar jur nichtabzahlbar 
unendliche ABELsche Systeme 2 • 

Die letzte Behauptung beweist man so. Sei {A",} ein ABELSches 
System; wir diirfen immer annehmen, daB IIA",II < 1 fiir jedes A",. 
Man wahle aus {A",} ein abzahlbares Untersystem {Ak} derart aus, daB 
jedes A", aus {A",} Limes einer passenden Teilfolge aus {Ak} ist (vgl. 1. 5). 
Nach dem obigen gibt es eine selbstadjungierte Transformation B so, 
daB jede Transformation des abzahlbaren Systems {Ak} eine Funktion 
von B ist; insbesondere gilt also Ak tltl B fUr jedes k. Dann gilt aber 
A", tltl Bauch fUr jede andere Transformation A", E {A",}, folglich sind 
(nach X. 2) auch diese Funktionen von B. 

4. Zweiter Beweis. 
Wir beweisen den obigen Satz zunachst fur ein abzahlbares ABELsches 

System von Projektionen: PI' P2' ... 
Man betrachte diejenigen Zahlen 5 zwischen 0 und 1, in cleren triadischen Ent­

wicklung 5 = [0, a l a2 ... J3 nur Nullen unci Zweien auftreten, und zwar die Nullen 
nur encllichvielmal. Man setze fur 5 = [0, a l a 2 •.. aJl 222 .. ·J3 (al , ... , a.l1 = 0 
oder 2), T) 

1-~ 7:s 1- 7:N 

E,=LP;(I-PI ) 2 ... Pi(I-Px ) 2 (N~M), 
T 

wo die T-Werte 0 und 2 durchlaufen, unci zwar unter der Beclingung 
[0, T1 '1:'2' ••• TN 000 ... J3 <;; 5, sonst voneinancler unabhangig. Da die Gliecler 

I Vgl. JESSEN [n, v. Sz. NAGY [2J (S.223). 
2 V. NEUMANN [2J (Satz 10), HAAR [1J (S. 781-790). Gn:oer zweiter Beweis 

in X. 4 ist mit jenem diesel' Verf. verwandt. 

5 * 
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dieser Summe offen bar paarweise orthogonale Projektionen sind, ist E, auch eine 
Projektion. Die Definition von E, hangt von der besonderen Wahl von N nicht ab; 
dies sieht man leicht, wenn man bemerkt, daJ3 aus [0, 'I '2'" 'KOOO ... J3 $ S auch 
[0, '1'2 ... 'K2000 ... J3 ~ s folgt. 

Wenn s~s', dann ist E,>E". In der Tat, wenn s = [0, a1a2 ... 11.)[222 ... J3 
und s' = [0, a' a~ ... 11~222 ... J3 und wenn man N graJ3er als M und L wahlt, 
dann tritt jedes Glied der E, definierenden Summe auch in der E" definierenden 
Summe auf. 

E, kann leicht zu einer Spektralschar erganzt werden. Fur ein x = [0, ';1';2 ... J3 
(';k = ° oder 2) der triadischen Menge von CANTOR setze man Ex = n~moo ESn ' 

wo Sn = [0, ';1' ';2 .,. ';n 222 .. ·J3 (da ESn eine abnehmende Folge ist, existiert der 
Limes und ist eine Projektion). Die Monotonie der erganzten Schar Ex bleibt be­
halten. 1st (a, b) ein Komplementarintervall der CANToRschen Menge, 0< a < b<1, 
so setze man E;. = Ea fUr a < A < b. Endlich setze man E;, = 0 fUr }, < ° und 
E = I fur A> 1. Es gilt offenbar E;, bb {Pk}. 

Die Funktion Pk (A) sei nun folgendermaJ3en definiert: Fur ein x = [0, ';1';2" .J3 

aus der CANToRschen Menge sei Pdx) = ';k; fur die anderen Punkte mag sic 
2 

willkiirlich definiert werden. Wir behaupten, daJ3 

1 

jPk (A) dE;. = PI.' 
o 

In der Tat, clas Integral ist gleich der Summe 

(k=1,2,,,.) 

wo die iX voneinander unabhangig die Wertc 0 und 2 durchlaufen, wahrend, 
fiir ein gegebenes System cler iX, die Summe ~ sich auf jedes solchc System 

101' ... , 10k der Zahlen 0 und 2 bezieht, fiir welches [0, iX1 iX2 ••. iXk -1 022 ... J3 
< [0,10, 102 ", 10k 000 .. ·J3~[0, iX , iX2'" iXk_1 222 .. ·J3· Es gibt aber offenbar 
nur ein einziges solches System c, namlich 101 = iX1' •• " 101._ I = iXk-l' 10k = 2; 
also ist 

1 ~~ l-~ 
jh(A)dE;.=J:.P12(I- P,) 2 

o '" 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

1st der Satz fur abzahlbar viele Projektionen schon bewiesen, so folgt er 
fiir ein endliches oder abzahlbar unendliches ABELsches System beliebiger selbst­
acljungierter Transformatiouen {A.}, 0;;;;:: Ak --;, I, folgendermaJ3en. 

1 
Sei A k = j A d Ej~). Das System c1er E~k) (r c1urchlauft aile rationalen Zahlen; 

o 
k = 1, 2, ... ) bildet ein abzahlbares ABELsches System von Projektionen, also 
gibt es eine Spektralschar {E;.} und Funktionen p~k) (A) dcrart, daJ3 E;. bb {E~k)}, 

{ I fur }, - - 1 
E;. = 0 fiir A <: ° und 1 

E~') = jp~k)(A) dE;.; 
o 

c1ann hat man auch E;, bb {A k}' 
Nun sei F n (},) eine Folge von Treppeniunktionen, die wachsend gegen A 

strebt. Die Sprungstcllen von F n (J,) scien aile rational und F" (},) sci von links 
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stetig. Dann ist Fn (Ak) cine Linearkombination cler E~kl. Wenn s~' (J.) die ent­
sprechende Linearkombination der p~kl (J.) ist, dann hat man: 

1 
F,,(A k) =js~,"(J.)dEi .. 

() 

Da FI (Ak) ;;,: F2 (Ak) -" ... ~ Ak .c:: I, so mull fast ub~rall in bezug auf {E;.} 
gelten: S[kl(J.) :;;, S~kl(J.):c=- ... ~ 1; S~kl(J.) strebt also fast uberall in bezug auf {E;.} 
gegen eine beschrankte Funktion ak (J.). Dann ist aber 

1 1 
(Ak!' g)= lim (Fn(A k )!, g)= lim js:~)(J.)d(El!, g) =jad).)d(Elt, g), 

n ..... oo n ..... oo 0 0 

d. h. 

w. z. b. w. 

1 
A~ = jak (J.) dE;. , 

o 

XI. Spektraldarstellung von Gruppen 
und Halbgruppen linearer 

Transformationen. 
1. Gruppen von unitaren Transformationen. 

Wenn {E.!} eine beliebige Spektralschar ist, dann sind die Trans-
00 

formationen V t = j e2ntlidE.! (- 00 < t < (0) unitar und bilden eine 
-00 

einparametrige kontinuierliche Gruppe. In der Tat, es ist Vt VB = V tH 

und Vo = I; wenn s ...... t, dann Vs ...... VI> weil aus e2 :tsi.i ...... e27TtH folgt 

00 

II VsI - Vdl12 = jle211sAi - e2~tAiI2d(Ei.t, I) ...... o. 
-00 

Umgekehrtl, 
wenn die einparametrige Schar {Vt} (- 00 < t < (0) von unitiiren 

Translormationen eine schwach-kontinuierliche Gruppe ist, d. h. wenn 
Vt Vs = V tH und (VtI, g) lur jede fund g stetig von t abhiingt2, dann 

00 

gibt es eine und nur eine Spektralschar {El} derart, dafJ V t = je2 :r tli dE;. 
-00 

gilt. Man hat Ei. tltl {Vt}. Insbesondere ist dann also {Vt} auch stark­
kontinuierlich, d. h. Vs -~ Ut , wenn s ...... t. 

Zuerst zeigen wir die Einzigkeit von {EiJ. Ware 
00 00 

-00 -00 

1 Satz von STONE [1J (III. Mitt.) und [2J. Weitere Beweisl' bel v. NEU­
MANN [6J, BOCHNER [1J, RIESZ [3J. v. Sz. NAGY [1] und NAKANO [6J. Der 1m 
Text stehende Beweis ist derjenige von v. Sz. NAGY. 

2 Das bedeutet, dall U, ~ Up wenn s ~ t. 
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so hatte man 
00 

If().)d(EU, g) = Ifm d(Erf, g) 
- 00 

fUr jedes trigonometrische Polynom f p.) mit beliebiger Periode, also 
auch fur die Limites der beschrankten konvergenten Folgen so1cher Poly .. 

nome. Wie man leicht sieht, gehOrt die Funktion X.U (A) ={~ i~r 1 ~ fl 
dieser Funktionenklasse an, also ist ur fl 

00 

(E.:'!, g) = lXI' (A) d (E~f, g) = I x,, (A) d (E7 f, g) = (E;:f, g), 

d. h. E.;, = E;:, w. z. b. w. 
Nun kommen wir zum Beweis der Existenz von {Ei.}. 
Zuerst sei der spezielle Fall betrachtet, daB U I = I. Dann ist Ut 

periodisch mit der Periode 1, denn Ut+1 = Ut UI = Ut. Wir k6nnen 
U t in eine Art von FouRIERscher Reihe entwickeln. 

(1 ) 

Fur jedes ganzzahlige n sei gesetzt 

I 

Ln[f, gJ = /e- 2 :<nfi(Ud, g)dt. 
() 

Ln[f, gJ ist fur jedes feste g eine lineare Operation auf f, die auch 
I 

beschrankt ist, da ILn[f, gJI SI,(Utf, g)ldt s Ilfllllgll. Also gibt es ein 
o 

gn derart, daJ3 Ln[f, gJ = (j, gn) (vgl. 1. 4). Durch gn = Png definieren 
wir eine - offenbar lineare - Transformation Pn . Wir zeigen, daB 

(2) 

In der Tat, es folgt aus der Pcriodizitat von Ut 

1 1 

(j, UsPng)=(U -sf, Png)= I e-2nnti(Ut U -sf, g)dt= I e-2nnti(Ut_sf, g)dt 
o 0 

1 - s 1 

= e- 2 nnsi /e- 2;r;n yi (Uyf, g) dy = e-Znnsi I e-2nnyi (Uyf, g) dy 
-s u 

=e- 2 :r:nsi(j, Pllg); 

die Gleichung (f, Pn Usg) = (j, e2nnsi Png) folgt ebenso. Mit ahnlichem 
SchluJ3 zeigt man, daB P n bb {Ut}. 

P n ist selbstadjungiert: 

1 1 

(P"I, g) = (g, Pnf) = J e-2nl1ti(Utg, f)dt = le2 ;,nti(j, Utg)dt 
u 0 

o 1 

=je- 271'"i(j, U_"g)ds c~-J ~ (t, Png)· 
-1 U 
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Ferner ist 
1 1 

(Pmj, Png) = J e-2nnti(UtP",j, g)dt = fe-~:rntie2n:mti(Pmt, g)dt 
o 0 

= {(Pm /, g) f~r m = n, 
o fur m =1= n, 

also P;" = Pm und PmPn = 0 fur m =1= n. 
Die Pn sind also paarweise orthogonale Projektionen. Wir zeigen, 

00 00 

daB l: Pn = I. Diese Summe, und mit ihr auch Q = 1-LPn sind 
n=-~ n=-~ 

gewiB Projektionen. Da Q orthogonal zu jedem Pm ist, hat man 
1 

je-2Jlmti(UtQ/, g)dt = (Qt, Pmg) = 0 (fur m=O, ±1, ±2, ... ). 
u 

Also sind alle FOURIERkoeffizienten der stetigen Funktion (UtQ /, g) 
gleich 0, folglich ist (UtQ j, g) = 0, also UtQ = 0, Q = U _ t (UtQ) = O. 

00 

Multipliziert man die jetzt erhaltene Gleichung 1= l: P n mit Ut , 

so erhiilt man nach (2): = n =-00 

Ut = l: eZ"nti P", 
n=-oo 

und dies ist die gewunschte FouRIERsche Reihenentwicklung von Ut • 

Setzt man E;. = l: Pn , so wird Ut = f e2 n: w dE;., also ist {El} die ge­
n;"';l 

suchte Spektralschar. 
1m allgemeinen Fall, daB U1 =F T, verfiihrt man folgendermaBen: 

Sei U1 = f e2n f' i dF.u die Spektraldarstellung von U1 im Sinne von IV. 3 

( t 1 - ':"'d h . b ). F {O fur fk ~~ 0, F US' {W} stat"wlr 2nfkgesc ne en, f'= I f" "1 l'OO l' el t 
00 ur ft ~. , 

die durch {Ff ,} erzeugte Gruppe: Wt= fe 2 n:,llti dFf" Aus Wtoo{Ff'}' FI,oo U1 
-00 

folgt Wtoo U1 ; da Uso U1 und U;'= U.;l= U_so U1 , ist auch U.OWt.l 
Hieraus folgt, daB die unitiiren Transformationen Vt= Ut W -t wieder eine 
Gruppe bilden. V t ist aber schon periodisch, es gilt ja VI = U1 W -1 = I. 
{Vt} ist auch schwach-kontinuierlich, denn aus Us~ Ut und W -s ~ W -t 
(fUr s ~ t) nach 1. 4 folgt: 

UsW_s~UtW_t· 

Nach dem Obigen hat also V t eine Reihenentwicklung 

= 
Vt = 2: e2n:uti Pn· 

n=-oo 

1 A,=!(U,+ U:~) und B, = ;;(U,- U;') sind ja selbstad]lmglert und b VI' 

folglich sind sle auch b IV,; dann ist aber auch U, = As + dJs IJ W,. 



72 XI. Gruppen und Halbgruppen. [488 

Da aus Fr, bb U1 ' P n bb {Vt} und Vt b U1 auch FI , b P n folgt, sind 

die Glieder der Reihe 2: FA - n Pn paarweise orthogonale Projektionen, 
n=-oo 

Folglich konvcrgiert diese Reihe gegen cine Projcktion E) .. Man sieht 
leicht, daB {E).} eine Spektralschar ist, und daB E;. bb {Ut}. 

Wir behaupten, daB die durch {E).} erzeugte Gruppe {Ua mit {Ut} 

identisch ist. Da 1: Pn = I, genugt es zu zeigen, daB UtP m = UtP m fUr 
n=-oo 

jedes m. Nun erhalt man mit Ruckblick auf (2), wegen E;. Pm = r;.-mPlIl' 
00 

U P - W V P - e2 "?ntiW P = e2nmtife2;lldidF • P t m- t t m, - t rn p m 
00 (Xl - 00 00 

-fe2;-r("'+!l)tidF ·1~ -fe2,,;.ti dF .p =fe2:TUidE,.P =U'p 
- ,II, 1}t- 1.-1/1, ru /, m t 1ll. 

- 00 -00 

1m Falle eines separablen Raumes lR bleibt der Satz auch dann giiltig. 
wenn man iiber die Funktionen (Uti, g) von t statt Stetigkeit nur M epbarkeit 
im Sinne von LEBESGUE voraussetzt. (In dies em Fall folgt also die 
Stetigkeit schon aus der MeBbarkeitl.) 

Man betrachte wieder zuerst den Fall ciner Schar {Ut} mit U1 = I. 
Man fUhre die Pn mit Hilfe der im LEBESGUESchen Sinne existierenden 
Integrale (1) ein; die Eigenschaften der P" folgen wie oben. Jetzt kann 
man aber daraus, daB alle FOURIERkoeffizienten der Funktion (UtQ I, g) 
verschwinden, zunachst nur darauf schlieBen, daB diese Funktion last 
iiberall gleich 0 ist. Mage g die Elemente eines vollstandigen ortho­
normalen Systems {Pn} durchlaufen; die Vereinigung der Ausnahme­
mengen fur (UtQI, PI)' (UtQf, P2) usw. ist wieder eine Nullmenge. Fast 
uberall gilt also (UtQ I, Pn) = 0 (n = 1, 2, ... ), also UtQ 1= 0 und 
QI = U -t(UtQf) = 0, d. h. Q = O. 

Die Betrachtung des allgemeinen Falles geht ebcnso wic oben vor 
sich. Nur hat man zuerst zu sehen, daB auch Vt = UtW -t meBbar ist. 
Dies folgt aber aus (vd, g) = (Ud, Wtg) = L (Ud, Pn) (Pn, Wtg), weil 

n 
die Summe einer Reihe mit meBbaren Gliedern selbst meBbar ist. Der 
~brige Teil des Beweises kann wartlich wiederholt werden. 

Fur nichtseparable RCiume bleibt der vcrallgcmeinc1·te Satz im allgemeinen Hicht 
gultig, da man dort me/3bare Gruppen angeben kann, die nicht kontinuierlich 
sind. 1m Raum me (vgl. I. 2) definiere man U, durch U,/(x) = f (x + t); offenbar 
ist U, unitar und es gilt: U, U, = U,+" Uo = 1. Sind xn (n = 1, 2, ... ) und 
x~ (n = 1, 2, ... ) die Punkte, wo f (x) bzw. g (x) nicht verschwinden, so kann 
(U,/(x), g(X») offen bar nur fiir ein solches t von 0 verschieden sein, das mindestens 

1 Die Bemerkung, da/3 der SToNEsche Satz im HILBERTschen Raum auch 
fur me/3barc Gruppcn gilt, stammt von v. NEUMANN [6]. \Veitere Beweise: 
STONE [2J, RIESZ [3), V. Sz. NAGY [1J une! NAKANO [6j. Dieser Satz hat wich­
tige Anwendungen auf die Ergoclentheoric unel auf c1ie Quantcnmechanik, vgl. 
v, NEUMANN [7 J und ~IAEDA [3]. 



489J Halbgruppen selbstadjungierter Transformationen. 73 

einer der Gleichungen X k + t = X~ (k, h = 1,2, ... ) geniigt; solche t gibt es aber 
hochstens abzahlbar viele. Also ist die Funktion (U,t, g) meBbar in t, aber es ist 

( U ) ( () { 1 fur x = 0) t t' f" 'Co (x). co(X) wo Co x = 0 fiir x ='= 0 uns e 19 ur t = o. 

2. Halbgruppen selbstadjungierter Transformationen. 
Die fur t> 0 definierte einparametrige Schar {At} von beschriinkten 

selbstadjungierten Transformationen bilde eine Halbgruppe, d. h. es gelte 
AtAs = A tfS ' Fur jedes f E ffi sei die Funktion (Ad, f) von t mindestens 
in einem Intervall beschriinkt odeI' mefJb.al'. Dann ist die Halbgl'uppe gleich­
miifJig kontinuierlich, d. h. As =t At, wenn s ~ t. Es gibt ferner eine und 
nul' eine Spektralschar {E;J derart, dafJ E;. = 0 luI' A < 0 und 

At = J },tdE;.; 
o 

man hat E;.btl At. Wenn keine del' Transfol'mationen At den Eigenwert 0 

hat (d. h. wenn aus Ad = 0 I = 0 lolgt), dann gibt es eine und nul' eine 
Spektralschar {F,,,} , so dafJ co 

At = fe tE' dF,<; 
man hat Ff' bb At.I -00 

Fur jedes fist hf(t) = log II At fl12 = log (Ad, t) eine konvexe Funk-

tion von t, denn es folgt aus der SCHWARzschen Ungleichung: 

2 hfC~S)=IOg(A~'~:!'f, fY=IOg (A ~ f, A -~/r< logll A ~jln!A .:;liI2=hf (t) +hf(s). 

Wir wissen au13erdem, daB diese Funktion in einem Intervalle (a, b) ent­
weder nach oben beschrankt oder me13bar ist. Eine konvexe Funktion, 
die in einem Teilintervalle ihres Definitionsintervalles eine von diesen 
Eigenschaften hat, ist aber im Inneren ihres Definitionsintervalles uber­
all stetig 2. Folglich ist auch (Ad, f) stetig fur t> o. 

M 

Sei Al = fAdE;. die kanonische Spektraldarstellung von AI; man 

'" hat m:> 0, da Al = A~::::: 0 und es gilt E;, btl AI' 
M 

Man setze Bt = f AtdE;. fUr t > 0; {Bt} ist offenbar eine gleichma13ig-

kontinuierliche Halbgruppe und es ist Al = B I . Da die positiven selbst­
adjungierten Transformationen A} und B} dasselbe Quadrat haben, sind 
sie gleich (vgl. II. 1). Wiederholung desselben Schlusses ergibt At = Bt 

f " 1 1 1 d H Ib . ur t = 1 '2" '4' ... , 2'" ... , woraus wegen er a gruppenelgen-

I Fur Gruppen bei v. Sz. KAGY [1]. Verallgemeinerung auf Halbgruppcn 
bei HILLE [1J, [2J und v. Sz. NAGY [21. 

2 Siehe J. L. W. V. JENSEN: Acta math. Bd. 3() (1906) S.l is-193 und 
W. SIERPINSKI: Fundam. Math. Bd. 1 (1920) S. 12S-129. 
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schaft At = B t fUr jede positive diadisch rationale Zahl t =;; folgt. 

Aus Stetigkeitsgriinden folgt endlich (Ad, f) = (Bd, I), d. h. At = B t , 
fUr jedes positive t. 

Es kann keine weitere dem Satz geniigende Spektralschar {E;.} geben, 
lJ1 

da {Ei.} schon durch die Gleichung Al = fAdE!. eindeutig bestimmt ist. 
m 

Wenn 0 kein Eigenwert von At ist, dann ist Eo = 0 (da AtEo = 0). 
F" = Ee" ist dann wiederum eine Spektralschar und man hat 

00 

At ='/ e,ltld F". 

3. Halbgruppen normaler Transformationen. 
Die lilr t> 0 delinierte Schar von beschrankten normalen Transfor­

mationen {Nt} bilde eine schwach-kontinuierliche Halbgruppe, d. h. es gelte 
NtNs = NtH und (Nd, g) sei, filr jedes lund g stetig in t. 1 Kein Nt 
habe den Eigenwert 0. 2 Dann ist {Nt} stark-kontinuierlich, d. h. Ns ~ Nt, 
wenn s ~ t. Es gibt ferner eine und nur eine Spektralschar {Kz}, so dafJ 
Nt = JeztdKz . 1m Falle eines separablen Raumes ffi genilgt es, statt der 

G 

Stetigkeit von (Nt!, g) nur M efJbarkeit im Sinne von LEBESGUE zu fordern 3• 

Aus der Halbgruppeneigenschaft folgt unmittelbar, daB Ns b Nt. 
Es gilt aber aueh N": b Nt. Fiir kommensurable s, t (etwa s = mu, 
t = nul ist das klar, da dann Ns und Nt ganzzahlige Potenzen derselben 
normalen Transformation (und zwar von N u) sind. Fiir beliebige s und t 
folgt hieraus die Behauptung aus Stetigkeitsgriinden 4 . 

Aus N;" b Nt folgt nun, daB auch die selbstadjungierten Transforma­
tionen At = N~ N t eine Halbgruppe bilden und daB At b N s. Fiir jedes 

2 2 

fist (Ad, I) in jedem Interval! [a, b] (0 < a < b) beschrankt. Sonst 
gabe es ja eine Folge tn aus [a, b], die wir ohne Beschrankung der Al!­
gemeinheit konvergent annehmen diirfen, so daB II Nt". 1112 = (Ntnl, N t"./) 

II 2 2 2 

= (Atn!, /) ~ 00, was aber unmoglich ist, weil N tn ! schwach konvergiert 
2 

1 Also N, ~ N" wenn s ->- I. 

2 Die Voraussetzung, daB 0 kein Eigenwert ist, bedeutet keine wesentliche 
Einschrankung. Ist namlich {N,} eine beliebige Halbgruppe normaler Trans­
formationen, so gibt es zwei komplementare Unterraume von )}T, etwa we 
und ~, die beide jedes N, reduzieren, und zwar so, daB ~ von' jedem N, ins 
o l\bergefithrt wird, wahrend we kein zum Eigenwert 0 gehoriges Eigenelement 
cnthalt. 

3 v. Sz. NAGY [1J. 
4 Denn ist In eine gegen t konvergente Folge von Zahlen, die alle mit s 

kommensurabel sind, so hat man N"; N,,. = Nt" N~, N't Nt,. -'> N;' Nt, N tn N,*~ N,N;, 
also N: Nt = N,No;. 
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und demnaeh besehrankt ist (vgl. I. 4). - Kein At hat den Eigen­

wert 0, denn aus Ad = ° folgt liN t!il2 = 0, N~l = 0, also! = 0. Man 

kann also den vorigen Satz anwenden: {At} ist gleiehmaBig-kontinuier­

lieh und cs gibt eine Spektralsehar {F,,} derart, daG At = /e."tdl'~". 
-:x:; 

Da A; =Ni Nt, ist At notwendig gleich der in der Faktorzerlegung 
Nt=UtA t (VIII. 3) auftretenden Transformation At. DaauehNt=AtUt 

und, da At 1 cxisticrt (A;- 1 = / e-·" tdF.lI) , ist Ut = At- 1 Nt. Mit {Nt} und 
- 00 

{At} bildet aueh {Ut} cine Halbgruppe 1 . 

Mit {Nt} ist aueh {Ut} sehwaeh-kontinuierlich. Dies sieht man so 
ein. Man hat fur jedes !, g und fUr s -* t: 

1 (UsAt!, g) - (UtAt!, g)l::::: I(Us(At - As)!, g), + i((UsA. - UtAM, g) 
:s:: II (/It - A.) /llllgll + i ((N. - NtH, g) I -* 0, 

cs gilt also Ush --"- Uth fur jedes h von der Form Ad. Da aber diesc 
in ffi dieht liegcn (A t-l ist ja selbstadjungiert), folgt hieraus leicht, daG 
Us!--"- Ud sagar fur jedes /, d. h. U.--"- Ut . 

U t kann man leieht zu einer Gruppe von unitaren Transformationen 
erweitern: man hat nur Uo = lund U _ t = ut zu setzen. Die sehwache 
Kontinuierliehkeit bleibt dabei offenbar erhalten. Dann kann man 
aber den Satz XI. 1 anwenden: Es gibt eine Spektralschar {Ey} derart, 

daG Ut = /e'tYdEy (wir haben y statt 2nA gesehrieben). 
- '" 

Die zu den vertauschbaren Systemcn {At}, {Ut} gehorigen Spektral­
seharen {Fi.}, {Ey} sind vertauschbar. Ftir t > ° hat man: 

Nt = At Ut = /e<tdFx -I eiytdEy = /eztdKz 
-00 G 

mit K z = ExFy, w. z. b. w. Man sieht leicht, daG K z \)\) {Nt} und daG K z 
dureh die Gleiehung Nt = / eztdKz eindeutig bestimmt ist. 

G 

Wenn man, im Faile eines separablen ffi, nur die MeGbarkeit der 
Funktionen (Nt!, g) vorausgesetzt hat, dann kann man folgendermaGen 
sehlieI3en. 

S " . . m. d' h F 1 I" D' 1 . h . . el In ell1e 111 CIt IC te 0 ge; Tn = Ilfn ,'" a, Wle man elC t ell1-
sleht, 

: II ' I I IINt, = ~up (NtTm, Tn)" 
Ui,H 

ist auch liNtl1 eine meI3bare Funktion von t. Da ferner ,Nst;~ = :INs+tli 
~ I 

1 Man beachte, daB N, b £1 t , abo auch N" b £1,-1. 
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(vgl. II. 3). ist IIN~~112 <:: IINsIIIINtll, also ist 10gllNtii eine konvexe Funk­

tion von t. Die meBbare konvexe Funktion log IINtll, und damit aueh 
IINtll, sind auf (0, (0) stetig l . b 

Sei 0 < a < b. Fiir jedes feste g definiert j(N,I, g)di eine be-
a b 

sehrankte line are Operation auf t mit einer Sehranke jllN,lldi ·llgll. 
a 

Naeh I. 4 gibt es dann ein g* = Tabg derart, daB fur jedes I 
b 

(j, Tabg) = j(N,I, g)di. 
a 

Schreibt man hierin Nt! statt t, so erhiilt man 

b b b + t 
(Nt!, Tabg) = I(N,Nt!, g)dr = I(Nr+tf, g)dr = j(N"I, g)da. 

a a a+t 

Die reehte Seite hiingt offenbar stetig von tab. Also ist (Nt!, h) fiir 
jedes I aus ffi und fUr jedes h von der Form Tabg, sowie fUr die Linear­
kombinationen solcher Elemente (mit versehiedenen a, b) stetig. Die 
Linearmannigfaltigkeit 53 dieser Linearkombinationen ist aber in m 
dieht. Dazu muB gezeigt werden, daB ein Element 1*, das zu allen 
Tabg (a, b und g beliebig) orthogonal steht, notwendig gleich 0 ist. 
Fiir ein solches f* gilt nun wegen (3): 

b 

j(N,I*, g)dr = 0 
a 

fiir jedes Intervall (a, b), folglieh ist der Integrand uberall, mit der 
evtl. Ausnahme einer von g abhiingigen Nullmenge, gleieh O. Sei nun 
In eine in ffi diehte Folge. Die Vereinigungsmenge der zu den einzelnen 
In geh6rigen Ausnahmemengen ist selbst eine N ullmenge; es gibt also 
sieherlieh ein solches To, daB (N,.t* Inl = 0 fiir n = 1, 2, ... gilt. Dann 
ist aber N,. f* = 0, also, da kein Nt den Eigenwert 0 hat, aueh 
1* = o. 

Wenn aber (Nt!, h) fUr jedes f in ffi und fiir jedes h der in ffi diehten 
Menge 53 stetig ist, dann ist (Nt!, g) iiberhaupt fur jedes Elementen­
paar I, g aus ffi stetig 2. 

Also ist im separablen FaIle jede meBbare Halbgruppe {Nt} sehwach­
kontinuierlieh. DaB fiir niehtseparable Riiume dies nieht immer der 
Fall ist, haben wir an einem Beispiel sehon am Ende von XI. 1 gezeigt. 

Damit ist der Satz vollstiindig bewiesen. 

1 Vgl. Anm. 2, S. 73. 
2 Denn ist g = limh", hn E,\3, so ist , (N,t, g) - (NJ hn ) , .? liNtl: [imlg - h/, 

also ist (N,j, g) im Tnneren von (0, (0) gleichmaf3iger Limes der stetigen Funk­
tionen (N,t, hn ), also auch selbst stetig. 
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Man kann den Satz auch so aussprechen, daB {Nt} durch eine "infini­
tesimale" Transformation N erzeugt wird. Denn setzt man N = J zdKz , 

so ist Nt = etN . G 

N aturlich gilt der Satz urn so mehr fur Gruppen {Nt} (-00 < t < (0); 
eine so1che Schar {Nt} kann als eine Darstellung der Translationsgruppe 
der Geraden in sich aufgefaBt werden. Der Satz laBt sich leicht auf 
allgemeine LIEsche Gruppen verallgemeinern' l : 

] ede Darstellung einer LIEschen Gruppe (oder eines LIEsehen Gruppen­
keimes) dureh normale Transformationen, die schwaeh-kontiwuierlich 
(bzw. im separablen Falle me/3bar) von den Parametern der Gruppe ab­
hangen, ist analytiseh, d. h. wird von infinitesimalen Transformationen 
erzeugt. 

! Vgl. v. Sz. NAGY [1J. 
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