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"Все ранние усилия, направленные на создание 

союза между тенэорным исчислением и ~намикой, не 

оыли встречены с осо6ым энтузиазмом. Тензорное ис­

числение можно 6ыло сравнить с маленьким ребенком, 

неизвестным вне узкого круга математиков-специали­

стов, тогда как динамика была зрелой трехсотлетней 

дамой, которая, по справедливости, могла оспаривать 

у JIЮ6имицы Гаусса титул "Королевы наук". Но когда в 

1916 году мир бы~ потрясен общей теорией ОtНОСИ­
тельности, тензорное исчисление сразу становится 

"геР.оем дин", в ТО время как репутация классичес­

кой Дl4наuики и физики несколько тускнеет. Ничто не 

мешало теперь этому, неравноыу преzде,союзу. Но 

вряд ли надо специально ого~риваТЬt что такой ма­

теllaтический союз ке пре.цполarает "верности" от 

его членов, 14, действительно, ~ензорное исчисление 

никогда не рассматривало свази с динамикой иначе, 

как приятный эпизод в своей деловой .изни". 



Глава 1. 

Специальные символы и внешние 

(рормы Карrаиа. 

Но на следующий день один из его 

учеников сказал ему: "О, Совершен­

ный, эачем ты делаешь это? ХОТЯ нам 

и доставляет радость, нам не ведомы 

ни высокие причины, ни значение этого~ 

И ответил он: "Сначала я скажу вам, 

что я делаю, а поrом объясню зачем". 

Лоуренс Хоусмен. 

§ 1. Индексные обозначения. 

Как известно, современные успехи теории ДИфференциальных 

kнвариантов и плодотворное примеввние этой теории в физических 

исследованиях были достигнуты в большой степени из-за широкого 

применения определенного типа обозначений. Характерной особен­

ностью тензорного исчисления является широкое испольэование вер­

хних и нижних индексов, впервые предложенных итальянским мате­

матиком Риччи [11. 

[1]. Грегори о Риччи-Кур6астро ( 1853-1925) - итальянский 
геометр. ПрОфессор Падуанского университета. Риччи явля­
ется одним из основателей ТензОРНОГО исчисления.В меыуа­
ре "Методы а6соnиного ДИфференциального исчисления и их 
приложения" ( 1901 ). написанном JIШ совместно с Ле:ви-Чи-
вита, дано не только первое систематическое изложение 
текзорного исчисления, ВО и его лриложения к классической 
механике. теоретической физике и рИмaRовой геометрии. 
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Так система YI. независи!.lblХ переменных 

записывается в виде .х i (' 2 1., 2, ... , n) 
x)~, ... ,r 

• Что же касается 

\liУНlЩИЙ от этих n пе ременных, приuеняемых в теНЗ0РНОМ анали­

зе, то они объединяются в семейства, ооозиачае~ые с ПОМО~ЬЮ 

верхних и нижних индексов. Например, при ~=З возuожны. СТРО­

го говора, восемь раэличных типов семейств: 

./1 '" .. ,. . /1; i л"i л i д " 
./7. К. • J Л;.. , ./т '"е I ./т;. е I А . t Л· ,,(., Ill.e • 

ВОООще говоря,индексы должны располагаться так, что для 

каждого верхнего индекса :всегда существо:вало бы свободное мес­

то внизу. И только в отдельных случаях, когда это ие может 

привести к недораэуменикы, :верхний индекс может располагаться 

над нижним, как, например. в символе KPo~epa cP~. 
Согласно сложившеЙСff традиции нижние индексы называются 

ко:вариаитными, а верхние - контра:вариаитными. Система функций 

или чисел, снабженных ~ индексами, называется объектом ~-гo 

~~~фун~ции или числа системы называются компонен­
тами объекта. 

Объект называется симметрическим *) по отношению к какой­
либо группе индексов, если его значение остается неизменным при 

любой перестановке этих индексов. 

Нanриt.lер, если 

'е ,,' 
А '_",1< ~. =..л /''''1( •• 

11') Терыин "симметрия" происходит от греческого сло:ва 
~~OZ.UJ< - "соразмерность" 

( ~ -. с· и ",.,.а-и.о - "измеряю"). 
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то объеК'f 

Иfщекi::ов. 

симметричен относижельно верхних 

Объект называется антисиwыетрическиw по отношению к дан-

ной системе индексов, если его значение остаетсн неизменным при 

люОой четнои перестановке зтих индексов и меняет свой знак на 

обратный - при любой нечетной. Например, если 

/J ('t _ .А <,е _ .А "е -.А it --А il .А и 
ft;t",JC .. - lt,If4n •. - JtJt,.. •• - - ""'''"о. .. - н"",,· .. = - ,,"',..о.о. 

,то объект 
'~ 

.л тУ//( ~ • антисимuетричен относительно нижних ин-

дексов. 

Число n , IIокаЗЫJJающее, сколько различных значений ыожет 

про6егать каждых индекс, называется размерностью или числом из­

мерений. очевидно, что объект ;n -го ранга имеет N'" компонент. 

§ 2. Jlравило суммирования. 

Поскольку в дальнейшем нам часто придется иметь дело с 

суммами :вида 

n " ~ ~ е л 81("-
~ .... {А; ... /?! I 

f(.=. (={ 

в которых один и тот же индекс, по которому проиэводится сумми­

рование. встречается дважды, введем следующее праВИЛО,позволяю­

щее записы:вать все ~РМУЛЫ в БОЛде ЕРОСТО» и компактно» виде: 



Правило суммирования ~) dйнштейна (2] • 

Если один и тот же индекс БХОДИТ Б какой-лиОо одночлен два­

жды: один раз как КО-, а другой раз как контравариантный, то 

написанное Быражение означает сумму r1 одночленов, в каторои 

этот индекс прооегает все значения от 1 до N. 

!1апример 

(1.,1.) 

Неудооство возникает только в том случае, когда мы хотим 

" "11. /) i ( ) обозначить ОuЩИЙ член й .. ,.. f7eк.p выражения 1,1. не 

БЫПОЛНЯЯ при зтом суммирования. ь этом случае приходится спе-

циально оговаривать, что в выражении а {к. ZJ ~ •• ,.. {) е.1(. .,. 

суммирование не Бьшолняется. Однако в теНЗОРНОAl анализе такое 

положение встречается настолько редко, что wы можем пренеоречь 

этим неУДОБСТВОМ по сравнению со Бсеми преиму~ествами новой 

форыы записи. 

~) Правило дйнштейна предложено им в работе 
"Основы общей теории относительности" (1916). 

[2) . Альберт Эйаштеин- величайший щизик мира со Бремен 
Ньютона. Родился l~ марта 1879 года в немецком городе 
Ульме ( Вюртен{)ерг); умер в Принстоне (СЫА) 18 апреJЩ 
1955 года. 

Альберт Эйнштеин заиимает в ~стории естествознаиия со­
вершенио осооое место. На рубеже старой и новои (j}ИЗИ"И он 
ВОЗБышается одновремеНdО и иак Завершитель и иак йервоот­
крыватель. 

Созданием теории относительности dйнштейн завершил 
классическую ~изику и одновременно заложил основы нового 
учения о пространстве, Бремени и тяготении. СБОИМИ рабо­
тами до молекулярной физике он завершил и продолжил иссле­
дования Больцмана о тепловом ДБижении.Фундаментальные ис­
следования Эйнштейна по кванzовой теории света, являющиесн 
развитием гениальнои идеи Планка о дискреТdОЙ природе те­
плового излучения, положили начало иовои эре - эре атом­
ной физики. 
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шщексы. по которым производится суммирование ( в нашем 

примере Иhдексы к и называЮТСff "tlемымиР. Uuозначение 

tlеМ'dХ индексов MOliHO изменятъ произволыIыM образом, не йзме­

няя Сulысла и вида написанного выра:.reния. 

tJапример: 

~Ш\НО тоJlыI\O чтооы оуквы.преднззиаченные для ооозначени •• не14bIX 

Иdдексов, не повторялись Б ОДНОМ одночленt) более чем два раза 

( один раз сверху, один - снизу). 

~JHAeKCbl, встречаЮh(иеся в одночлене только один раз ( в 

tlзшем примере Иdдексы i)m'f)' назЬD33.ЮТСЯ свободными. Число, 

ПОllOr.tенис и оuозначение СВООодных индексов должно быть одина­

ковым в дева!! и правои частях paвetlCTBa. например: 

§ 5. Основные алгеuраические операции • 

..) тензорном анализе имеются три ОС!iОВЮ.!е алгебраические 

операции: 

1. vJ!O ~еиие. 

JTa операЦИff применима к объектам с одинаковым чv1слом 

I{O- И КОliтравариаliТНЫХ инде!\сов. 

ЧТОUЫ сло~ить два объе!\та, достаточно сложить ИХ одноимен­

ные КОUПОtlеиты. например: 
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· в; u~ .А _1& -+ с." - .& 

2. 1l8ИО8uе. 

ar. OI8p8Ц1U1 пр ...... К OCS1l8CU UCSoro paвra • C'fpoe-

8В. 

проп __ вае. х-р оБМКN8 flaa .... ~ca OCSМВ 9 КОIIIIОIf8И­

~K JO~oporo P8.8IUI пров ..... COM_~JIIUIX КOlllloвearr пере-

1III0_11a ocn.eИО8. ИаврIlJleР: 

З'rа OIIaplllUUl пpuet111118. К ocn.eиrU9 об ...... o~aOBpe_B­

во ко-. IЮdрв.ваpIIВJI~lП8I. lIQexC8llll. 

Cвeps'кoI В83Ы18.етси CJ" по· CWIOI UII .. сковка па ... 

flОах IUI,1eXCOJt. ilaDpueр: 

а ...... uo асрпа ~~""'01'0 оа .... с 811НC8 __ 

~""C:&1III ~880 ..... .., .. 

QJO& s'" - _,,081. • .AiIt -8ПIICII8I-

..... 0018 ... ~ ... u C81p8lJ • _808 i ." 

- ... а : 
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Перестaв.nяя в $'11. '" .lfiJt. ин)I;ексы i и " и производя 
перео60значения • получи» 

откуда 

§ 4. СИМВОЛЫ Леви-Чивита и обобщенные 
СИМВОЛЫ Кронекера. 

Символом *) Леви-Чивита [з1 нааыаетсяя объект 
е. i.f! •.. e:: е"" ... е ранга n составляющие которого 

имеют следующие значения: "'" Jf. ) 

(i,Z) 

It) ВооС5ще говоря, символы еск. .•. е v е/к. ... е Быии 
впервые введены в примвняечрй наии форме английским математи­
ком и астрономом Артуром ЭДlИнгтоном ( 1882-1944) в книге "Про­
странство, время, тяготение" однако отдавая дань традиции • .IfЫ 
сохрaRИМ оа ними, ставшее уже привычным, название символа 
Леви-Чивита. 

* -) Необходимость 060~начать одцу и ту же величину двумя раа­
ЛИЧНШlи символами е ,,, ... е и е. ,,, ... €. связана с 
возможностью применять правило сумыирования Эйнштейна без ка­
ких-либо оговорок. Что же касается законов преобразования 

e ,·It ... e е й 
и ,i<.·.L при переходе от одно системы 

координат к другой, то воспользовавшись результатами гдавы Ш, 
посвященной тензорной алгебре, нетрудно покаэать, что 

е ,'It. ••. е /,( е,,, ... ' , ие я:вляясь теНЗ0Рами, 
преобразуются одинаковыu образом. 

[з1 . Тудлио Леви-Чивита (1873-1942) - итальянский матема­
тик и механик, профессор в Паду е и Риме. Автор исследований по 
теории дифференциальffЫX уравнений, не6есной механике,гидродина­
мике; им разработан тензорный анализ, особый метод решения эна­
~евитой задачи трех тел, обоснование теории адиабатических ин­
вариантов; ему принадлеаат работы по механике и геометрии не­
rОЛОRОМНblX систем и релятивистской механике. 

[4] • Леопольд КЕонекер ( 1823-1891) - немецкий математик. 
е 1861 г. - член ьерлинской Академии наук и прОфессор Берлин­
ского университета. Основные работы Кронекера относятся к алге­
бре и теОI>ИИ чисел., ]с 'fеQ~И К1I8.;цратичнъа: форМ II теории групп. 
Кроиекер О'Шl стороаииком арифмвтизаЦИII" математики, которая по 
его .кению должна быть сведена к арифметике целых чисел, так как 
только последняя, как он утверждал, обладает подлинной реаль­
ностью. Эти взгляды Кронекера односторонни и неверны; защищая 
их он вел упорную борьбу с принципами теореТИКО-фунхциональной 
ШКОДЫ Вейерштр&сса и теоретика-множественной шкодЫ Кантора. 
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е t°l( l -

1, когда индексы i J ", , ! 06разуи 

четную перестановку чисех 1.,2,o,11 

- 1, когда индексы " ,к, ,! 06разуЮ'f 

НдЧдТЦУ» лердстаноэху чисел j,2, ,n 

О, когда среди индексов {, К, ) е 

имеются хотя бы два одинаковые. 

Свертка двух. символов ЛеБИ-ЧИБита по n-k: ивдексa.u:, 

деленная на 

БОХОМ Кроиехера 

( n-")! 
J1~ f 

t ,., 

,называется об06щеннWI СИ),I­

порядок К: 

Как следует из определения ( 1,3 ) компоненты обобщенных 

символов KpOHexep~ [41 имеи следующие значения: 

1, 

J7 ~o •• ! = , ... ", - 1, 

О, 

когда индексы fJ,-, ,)' образУIIТ чет-

ную первстановху индексов l, ,JФt 

ког.ца индексы '1, ,р 06разуи нече'l-

кую перестаиовку индексов " . ,т 

1) когда среди индексов q-, ,р 

ест], индексы, OTCY!CTB~.8 сре;Jtи i, .. o,M 

ИЛИ 2) KOr,ita cp8,it. IlЦeXCOB ",. 0'0, Р 

ив (,оо О) 111 

НПО1Jlolе. 
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060CIIII .... -vo_ Кровеара DOpQJCa ", _~ CIIID вы-

Й." pu8DI .ре. CIIIIIJO.III Кро ... ра aep8OJ"o DOpllAA 0', • JI08JII)-

BeB~M ICO!OpiX. кu но C8AJ.~ D IIX onpeAU8I1J111 ( 1.' ) ... 
С_JI,J.... ана .... ·): 

'=" 

Э'1'и выра:кеииа JfOryf бlirЪ поJryчоиы С ПОМОЩЪЮ С4еAJDItИX 

() "'. '" р рекуррентных COO'lBOlltBd A4II о 1 ••• к. ПРИВОАВIIiX 

здесь без доказаteJ[ЪС~ва: 

О." _ еР." . 
C1~' - t , 

............................ 

Тахо образом. ДШi МУХ иаИ60Jreе употре6иreвъвых СIIJШO-

40В Кронекера имеем слеАующие ВКpaieНИИ: 

*) CIUlВO~ Jl/ .... 1""-)I0Il» plБOl8 
• О ...... toр8Ж8 (1а66). 
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CМ8....-z 8ЦQ COdOI CIlll80JIII 1еu-Чuna 

...... ipo •• pe .р.ro DOPQU tP: 
З1I8eчаа.wo. _p8IItP. IJPJI n..,2 

n~-.. : О 
d ,,'" • 

оо.,.е.: 

1'1=2 

О"... IlM 
()' ,"р :. е е ор • 

то 

ИJIII 

е "-...• 

llодобинм ае образом доказыва~ся аналогичные соотаоше­

JUUI ДD n:: 3,11, __ . 

• 

е-? 3: - е-',р: + е-"'" J1; - е""" Jl: +e-""tP;-(); 
{~"} ........ 

-13-



Приввдвм ДЛЯ справок следующие СОQ~НОшения. которые MOry~ 

быть 4егко провереиы подсчетов чисда чnеиов, появдяющихся в со­

ответствующих суммах: 

(Ji ... ts ... t- cP"···'V _ I J?i ... e.s ... r 
О' ,.. ..... ..... V'" " ...... - К. ... ..... " ... " ------ --.--' ~ ~ к. ~ 

, 1 . 
О , ... 1.. 1.4 ••• 1/' 

о' ........ " ... 'IГ ---.,..... 
1(. 

К! е ........ " ... " 
'-- .. ' .. 

е 1>1 ..... " ••• 1/ JlP"''''' :== 1<.1 е ... ··· .. ?···" 
14 ••• 11' 

"----v----" '-v-' • --' 
м 1(. .. 

(J..tiJ 

(1.,J2.) 

(L,Jl() 

в частном сиучае фОРМУJl& (1,12) прки.мает вид: 

(1.,1.5") 

ЕСПIl 06'ЬeK~Ы 11 
л ; ... t 

акт.симметричны по 

всем к ИНАексам , то как Jl8ГICО ВIIА8Т:Ь,Ь8И 

место следу~е СООfИО8еИIIЯ: 

(J..J.(~) 

(t,t1-j 

-1"-



§ 5. Внутреннее И внешнее произведение. 

~aK указывалось в § 3, одной из алгебраических опера­

ЦИЙ, с помощью которой из двух данных объектов можно построить 

треТИЙ, является операция свертывания. Применяя эту операцию к 

ПРОИЗВ8дению двух объектов введем следующие два понятия. 

Внутренним произведением двух объектов называется свертка 

по ковариантным индексам одного объекта и I:..,нтравариантным ИН­

дексом другого. 

Например: 

в частности, внутренним произведением двух ко- и контра-

вариантных векторов 

ное произведение : 

,Л. , .. 13' является их скаляр-

ЛВ = А,. 8/ 

Внешним произведением двух объектов является свертка их 

с обобщенным символом Кронекера соответствующего порядка. 

Например: 

Ор"н Л" 8ИV- _ />nuV-. 
О' ;к(", ./7· Р •. .,,25 - '-' ... ,к.е ... 

или 

() i 1( е л n J!l И"'" п-. ilte 
О' J1 u '/т ft.,. 1:) • • $-~s == -и ... '''Н 



·поров 

Ч~О xaca~ca !ер8ИОВ 8B1I17peввee· • ·вне .. е· llроаве­

A8ue. 70 Оtul кав: раз и ВЫpuall'f 'fM фв,п. ПО в .. риои СaJЧ88 

об1.еик свеP'fbl_ИСfl иепосреАСueаио APJr с APJ1'OII ( вее М­

аше ацеисы находиса -В~pII- проаве.,ВII1I oбf.eИОВ). а во 

В70рои - через обобlll!eввыl СВIOIOJ1 Itpo_.pa ( 0"- JJOD"II8. ве-

IIWX 8цексов вaxo»Jtcs в tf1 , ... " • 7.8. -:вне 8 ........ 
провавеАеии ИСХО;ltвых oБI!eи.а). 

§ 6. BвellDe формы. 

П,...U. 8ве.,еввые в II.p8дJЦJllltИ IВparр8фе II08ПИ. ~ 

pe .. ro а 8118 .. 1'0 про.а.JllВU • оби ... noporo pura .. ) 

ж.f (i,« .1..2 •... ',,) • расС8МРВ свaчua ~ .. ароа-
..... odМaoв ", -1'0 PВ8I'8 Q i с •.. ~ u8 ~-, • 

", .... х; %" ~ • аоа .,. ,., ... , %, : • 

~ Q _; 1<.' ~ 
~ •.• I = 'c ... ~ -. Ж" ••• ж, 

• 

• ) а-_ 8ИIIIC8D • 118 .. ..., ... _ 1118 OCJOI ___ 

- ---.ж! OCSJU888.~ ID"'~ 
~. ~ С88& ~ • ~ ~tIU ... _. IDIO-

-JIIII • 18""'" U1'8C5pe ~ _ ... ~; ..... ___ 
88J ....... 81'0 .... - 8O(IQir.n8I .., ....,....-. 
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Первая свертка называется аnгебраической полиликейной 

формой v. являет~я в линейной алгебре удобной "модеиъю" для изу­
чениЯ тензоров и действий над ники. 

Рассмотрим теперь два возможных варианта внешних про из-

:ведений т объектов х:, х;, ... , %: , приr:яв дJlЯ них 
следующие обозначения *} : 

(1.,2.0) 

(J.,2t) 

Нетрудно убедиться в ТО.ll,что оба написанных .вЫ1ВJleНИЯ рав­

ны между собой, Т.е. 

Чтобы п{)нять идею ДО1С8.затеJ.lЬства * It) этого равенства, рас-
смотрим случай • Имеем: 

*) в даJ.lЬнеЙшем, там, где зто не :вызовет недоразумений, мы 
будем опускать индексы, стоящие снаружи кВ8Ара~иых скобок и 

вместо [х'х!( ... :се) o(~ ••• y 11 [Хо.Хр '" Xr]t· ...... € 

писать ПРОС'.rо {Х!Х" ... :х.'l ~ [х.. :%,8", Ху]. 
Заметим КСТ8.!II, что в трактате Бур6аки ( "АnгeбраR , ГJ1.Ш, 
§ 5, П.5) :внешнее произведеаие (x .. X,e ... Xr]iJt ... e 
обозначается через х .. Л Х" Л ... ЛХу. 
* *') Если ИСПОJ1ЬЗQвать формуJlЬ1 (2, ) и (2 ) теори. 
опреДдJПIТдЛ8J1 ( см. I'1l.П), то равенство (I,22' JЮ:Ie'1 биъ доказа­
но в общем виде сmeд1ЮЩИМ образом: 

'[' е7 n", ... " "" " ,., е ,. 11 i ,.. е m. X' ... X j ..... " = o· ..... ~ .... ,. ... .,.." :!: е", ... ,в е '" ,ZI' ......... = 
е ' ... е.. i ... Le х ei ... fe -" .. = ..... /1. е х е « ... ,8 = р ... " ......... х,. = 

= ~;'.::~ х: ... х: "" т! [х ...... x~J'· .. ·~ 
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Образуя свертку полученных выше внешних произведений 

(1,20) и (1.21) с о()ъеltтаt.lи а ..... 1Гp ... ,,~ 
м 

или О; ... ff ,. •.. '1.iXf!.···f 
.......".-' ... 

по т посл.едаИII индексам, 

приходим к выражениям: 

(f,23) 

и 

q" ,. ... vjil<. ... e а U ••• ,)I!(Jd ••• ,,[x 'у "'" ]t'It ... e 
T). ... 1i ::::: ). ••• t:/~ Г 6 "' ..... ;s ... оА.( 

первое из которых называется внешней тензорной формой степени ~. 

Там,где это не YO~T вызвать недоразумений, мы будем опу-

екать индексы u. ..?/, р" . tf-
и вмеото (1,23) и (1,24) писать ~) : 

или еще проще 

*) Знак ( ••• ) используетоя нами для сокращенного обозначения 
всех КО- и контраварианткых индексов, остающихся неизменными 
на протяжении всего рассмотрения. 
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и 

Рассмотрим простейшие операции над вnешними формами. 

Суммой ДВУХ внешних форм 

"j: - а [x·xJ< ... xfj ( ... ) - (···)ix. ... e 

ОДНОй и той же степени w1 и одного и того же ранга и строе­

ния называется форма тои же степени, коэфФициенты которой рав­

ны сумме коэwФициентов заданных форм, т.е. 

ВнеШRИМ произвеД6Rием двух внешних форм степени Р '" tp 

cFt .. -JС:;..!., = 8("';1>1" ... 7. [x ... x ..... ::c~Jf'tI ... ). 
<} 

называется свертка произведений обеих фоРМ с обобщенным сим-

волом Кронекера порядка р +Cf t т.е. 

-/9 -



Раскрывая [X!X Jt 
••• xtJ.~ ... r и [x'"z" ... XZJI''''''). 

ПО фор~ле (I,20) и используя два раза равенство 

( см. соотношение (1,11) получаем 

У{ ... ){ ... ) = ['i'r ... )Ф{ .. J == Ci( ... )i ... e e, ... )Jot ••• 2 [x'· ... xtx"' ... x.?J. 

§ 7. Внешние дИфференциальные форw 
Картака. 

Будем называть внешней ДИщференциальной тензорной формой 

Картана (5] степени m внешнюю форК1, в которой переueнными НВ-
• 

ляются дифференциЭJШ d .. х.' (i,D( = 1.,2) ... ) n) , а коэффици-

ентами - произвольные функции координаТ,т.е. 

(f.,2tJ, 

или подро6ffев 

(,J и ... , ... ,,; o(~ ••• y = а и···р ... ,,'·I(. ... е (d.xidZ" ... d.ж е1 ot.f1"'~ 

[5] • Эли Картан (1861-1951) - фраНЦузский математик; 
преподавал в Лионе,НаНСИi с 19I2r. - в Парижском университете. 
С 1931 Г. - член Парижскои Академии наук. Автор многочислен­
НЫХ работ по теории непрерывных групп, по теории ОТАРЫТЫХ им 
спиноров И теории относительности. 
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и совсем ПОДробно 

Введем теперь покятие вкешиег~ ди~ренци&ла. 

Внешним диФФеренциалом от внешней Д~фференциалькой формы 

степеки т 

l1а:ш~сРс.'1 жмеJJ.ra.'1}i ДJJr,МэJ,e}]ЩlЭ.;g.мая фl>РJlЭ стелеН1l т",,/ 

имеющая :ВИД .... ) 

(1.,20) 

*) Основанием Д~ такого определения ftЭ4яется специальный за-
кон пре06раЗ0ван~я ~GV при переходе от одной системы коорди-
кат к другой. состоящий в следующем: еслц дИфференциальная 
форма w при замене коардинат ох '" Х{Е) преобраауе~са 

в форму [;J • та внешний ди~реНЦИ8JL <Xw , определенный 
указанны" сопос60". прео6разуетса :во внеШl4ИЙ ДИфференциал "Ы от 

формы &J • Заметим кстати, что зто не ~мело бы места. есяи 
в определении внешнего дифференциала (1,26) вместо. частной про-
навадной l.l! (- ..• i '" е . :взять ко:вариаtИ.'Iq>Ю праизводную 

'Jx'" / 
8. 

{Xl ••• )i ... €,I>1 ( см. § I,rJI.IY). Точно так же не 
имела бы места Обобщенная теорема СТОКСН ( см. § IО,гл. 1У), 
ради которой мы и рассматри:вае» »Rешиие ~pмы Картана. 
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l:J (i.олсе подроCiнои записи определеиие (1,26) имеет вид: 

t,сли 9 -ДИQWсре!щиалънал .,)орма :.ap'raHd равная внешнему 

диrpфeреНЦИdЛУ от DнеЩri6., ДИil<lkеренциальнои IJ!OpMbl W , Т.е. 

9 =-dw , .го .воспользовавшись определеюte~\ (1,26) лег\\О покQ.­

зать, ЧТо ее lJнеwнии дИ\!!ференциал paBCtJ НУЛ.J. 

(i,2t) 

l'СI.tСИМ образом, имеет место теорема Пуанкаре [6]: Второи 
внеU!:1ИlI ДИNе~нциаl! от ДИ\JItJ,eренциаJJЬНОЙ \JOpMbl то.,щественно ра­

Bt:! Н:fШJ. 

[v] • АНРИ llаункаре - 1,рупнеЙUlИll \Jiранцузскии матеLl&ТИК • 
.t'одилсн: в ,jанси ь 1854- г., умер в !1ари;:{е в Н1': г. 06учаЛС11 
в ПОЛИТi;хничеСl{ОV, и Горноv, uколах ь Пари .• е. С 1886 г. - ПРОiJ.!ес­
сор Jraрi1ДG!{ОГО УЫ1Верситета. Член !!ар,'ЫСКОИ tiJfадем,1И daYK. ~гo 
ИСС.Je'jОвания 06 J'С.гоичивос'l'И ДВI'1д(erШII и о (jJ~!r'yPax равновесия 
}i\И,J,I{ОИ враw.ающеЙСff массы от!\рыли (!Овые горизонты в астрономии 
и liОС.iJОГОН.IИ, поэвощш применять lJолее совершенные методы со­
.вРС.ленного aHa.JII/!da. ай является также одним из основателеи спе­
циальной 'rеории О'f1jОСИТСЛЬНОСТИ. V!сследованин: ilyaHKape охв&ты­
ьаЮl ПОЧТИ все разделы Мdтематики И ма'rематичес,\ой физики. 
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ГЛАВА П. 

ТЕОРИЯ ОПРЕдЕЛИТЕЛЕй. 

Возможно, что самым замечатель -
ным является то, что при всей своей 
~paCOTe и очевидной математической 
ценности преподавание теории апре -
делителей представляет настоящую 
проблему. 

У.соМер. 

§ 1. Понятие определителя. 

к понятию определителя МОЖНО придти несколыtиМИ ПУТffi4И. 

ОДИН из таких путей связан с рассмотрением грассмановой ал­

гебры. Понятие определителя, Сформулированного в терминах внеш -

него произведения ~) является важным инструментом линейной алге­
бры. Однако для приложений удобно исходить из такого опредеЛ8!ШЯ, 

в котором определитель раССМ8l'ривается как особая фУНКЦИЯ от n2. 

переменных a~ • снабженных двумя индексами. 
Чтобы сделать исходное определение более естественным, вс -

помним, как впервые возникло понятие определителя. 

РаССМliтривалась система n линеЙ1lЫХ уравнений с n неизвест-
нЬ!ми 

{ (~ k. '" i, :2, ..• , n) 

*) Согласно определению, приве..(енному в трактате Бурбаки )"Алгеб­
ра", гл.Ш, ~ 6, п.I), определителем ЭНДОМОрфизма ц модуля Е , 
имеющего базис, состоящий из n элементов, назы:ваЮТ"скаляр.л , 
обозначаемый det и , тr,lCОЙ, что внешняя степень Л ц совпа­
дает с гомотетиеЙ ~ -).~ модуля ;. Ц • Таким образом, ка­
ковы ОЫ ни 6bIJIИ fI элементов Х .. 6 Е 

и(.x~) Л иlZz.) Л •.. Л u (:К") == ае! у. xtA:x, Л ... Ах". 
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Было замечено, что решение этой системы выражается через 

О,'.с И В; С помощью одной функции, специальньш образом зави­

Сffщей от n2. переменных. Эта функция представляет собой сумму 

n! слагаемых, каждое из которых ЯВЛЯ6'fСЯ ПРОИЭllедениеы n мно­

жителей 

вторые индексы которых различны и образуют все возможные перес -

тановки чисел 1,2, ••• , n; причем такое произведение берется со 

,знаком + или - в зависимости от того, четным или нечетным 

числом перестаНОЕОК последователы�стьь ",1(' .. " е переводится 11 

1.,2, ... , n • 
Функцию, определенную таким образом, назвали определителем 

квадратной матрицы О;.с • В дальнейшем выяснилось, что введен -

ная так функция играет чрезвычайно важную роль как в ЧИСТОЙ,так 

и в прикладной математике *). 

ПриведеННQМУ выше определению можно придать компактный и 

удобный для вычислений вид, если воспользоваться символами Леви­

ЧИБита. 

Определителем называется свертка по :всем 2n индексам 

произведения n об"ектов и двух символов Леви-Чивите. 

Если в качестве исходных об"ектов взЯТЬ Q/и I а"'" ИЛИ а,' ~ , 
то для каждого типа будем иметь соответственно: 

a~ ::: J... е l.c .. ,l е "'Н .. f' а о 
v n! . i...~,. .. , Оеl' (2.1.) 

~) Заметим при этом, что эта ФУНКЦИЯ обнаруживает еще ОДНО, 
ранее неизвестное удивительное свойст:во, благодаря которому 
она оказы:вается чрез:вычайно полезной при описании общих 
эакономерност~й, при сущих разнообразным физически» систе -
I!!ЗМ. 



aD=..i.e е а;"'а- ... а"" (2,2) n! ё" ... ~ ,.." ••• " 

а J.... е ё" ... е е а ... а" а f n! ........ ". к.... е 

Следует отметить, что обозначение определителя в виде 

а = _f._ е '" ... е е ... ,,···' а· а а " n! .... 1Ut'.. ер 

имеет преимущество перед традиционным 

а -" -

Cltl Clt2 Clt .. 

at.f. QI.t. '" a~ 

Cllf f й"1. '" а"" 

(2.,3) 

не только в том, что оно компактнее; оставляя в стороне несущес­

твенные стороны вопроса, оно позволяет подчеркнуть те фундамен -

тальные идеи антисимметрии, которые лежат в основе многих разде­

лов чистой математики и теоретической физики. 

§ 2. Миноры и алгебраические дополнения. 

Иногда возникает необходимость в специальных обозначениях 

для определителей, построенных на элементах произвольных квад -

ратных подматриц матрицы • Существуют два способа 

построения таких определителей; оба они сводятся к образованию 

соответствующих сверток по J<. или по n-" индексам. 

Минором порядка К называеТСIi свертка по К. индексам 

Произведения К об"ектов и обобщенного сиnола Кронекера 

порядка К 

Для 06"ектов а. It • •• еем, соо~ве~ственио 
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м ; ... Jt; Ж· •• >1 

'-v-" '--r-' 
k.. К 

(2,5) 

(2,6) 

Алге6раическиы дополнением порядка l' называется свертка 

по n -1<.. индексам проиэведения n -1(. о6"ектов и двух СИМВОJIОВ 

Леви-Чивита. 

Для об"ектов 

lJi •.. I' 
JТ ...... >'! 

'--v-' 
Jf-

а .. к. ' 
а'О.с а·" I имеем, соответственно: 

(2,8) 

(2,'1) 

Миноры и алгебраические дополнения, определенные соотноше­

ниями (2,'t) - (2.,9) ,допускают следующую интерпретацию. 

Пусть Il а,'" 1/ квадратная матрица, состоящая из 11 

строк и столбцов. 

Согласно определению (2/1) минор 

определителю, составленному из элементов матрицы nа,,,' ,сто-. . 
ящих на пере сечении l - tш , "', ~ - ~ строки и Н1- f,('J; •• '; 

I1-и столбца, со знаком (-ijР+IJ.- ,где р и ер - чис-

ла перестановок, переводящих ряды Чисел i ... х и т ... 11 в моно­
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тонно возрастающие последовательности. 

Точно так же, согласно определению (2,1) алгебраическое 

дополнение А <' ••• /(; ж .•• '" раина определителю, составленному 

из элементов матрицы и О,," н , оставшихся после вычеркивания 

i-rм1 , ".. )(,-~ строки и )'И""U),,,,,,,, n-'l<J столб-

ца, со знаком (-i) /.Цo1r ,где ц И 1/ - числа перестановок, 

переводящих ряд J.,:z.}"'J J1 в ряды l ... к? .. 1 и m ... ns ... t 

• с монотонно возрастающими подпоследовательностями 9"'{ и s ... t . 

Например, для матрицы, состоящей из пяти строк и столбцов 

имеем: 

\ 
\ 

I 
\ 

\ 

Q а(. cf ~Ч аи" 

лtс;з2. ::: (_i)H3. Cl3t CfJY Cl'S' 

а,,! а •• а". 

Таким образом минор первого порядка ft1i'~ равен элемен-
) 

ту а .. " ,а МИIIОР n-'ИI порядка M,2. ... ~j а .... Н И алгебраи­

ческое дополнение lIулевого порядка ~ равны определителю матрицы 

[{Qil(J/ 

Отметим кстати, что :внешние произведения (1..20) и (1,2t) h1 
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оБПектов ~! . введенные в § 6, гл.I есть ни ЧТО иное как 
соответствующий минор порядка т , деленный на j'Y/ I • т.е. 

§ 3. HeKo~opыe свойства определителя. 

Прежде всего докажем следующие, полезные для приложений, 

СООТНошения для определителей ас а () и а ,построенных 

соответственно из об"ектов aiJ( , а/к и a .. 1t 

"'""eilt ... e _ е ",,<та"" afl' (.2.,IO) 
и - ........ 1' VI '" 

1"1 е - ем""" cl /) а (2и) IAО ,'1( ••• 11. - ; ... .... 1<..... (/' I 

{ 

lA е ... " ... е ::::. е ........ р а .... а,.Н ... ае ' 
(2,12.) 

ае,,,,···е = е ... ,.···l'а ,'а" а ( ,.,. '" •.. р 

Для этого рассмотрим следующий об"ект ранга n 

Поскольку этот о6"ект антисимметричен по всем YJ индексам, то 

ЧТО6ы найти С умножим 06е части равенства (2, t3) на 

е '" ... С 
чаем: 

и образуем свертку по всем n индексам. Поду -

Со "'.' == e'·"···~ е ... ,.···!' "'." а ц ..... , ........ ,,'" • . • ер, 
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откуда, на основании определения (2,t) ,j>lMeeM: С == ао • 

Подставляя полученное значение С. в (2"i3) , получаем (Z,tt). 

Что касается соотношений (2.,1.0) и (~,12) , то ОНИ доказы -

ваются совершенно аналогичным образом. 

Испол~зуя СООТНОillения (2,I) - (2,3) и (2,10) - (2,I2) ,мож­

но простейшим способом доказать все злеме~тарные свойства опре -

делителей, приводимые в традиционных КУРС8А' Остановимся лишь на 

тех свойствах, которые понадооятся нам в дальнейшем. 

1. Произведение определителей. 

Пусть IA и 8 два определителя, построенные соответст -

венио из о6"ектов СС;" и 8; '" 

,..,::...i. е ,'1< •• , е е 0,'10" а" 
и 111 -,. ... р,,, '" е 

G=..l... е"' .. ···Ре/" ... е В,..'·8 .. I( ••• 81'< 
11! 

Покажем, что 

где 

аВ =.1... еt'к.· .. е е,. ...... !' (aB)/"(ai}jt" ... (аВ)/, 
n l 

(а i) .'" === а·" 8 ,.. , '" 
Для доказательства представим cl и ! в Биде 

ссе"""'''' = e~"···$ a,,"'Cl ...... a~" 
Р • /J .t: 1 g еж" ... ,. = е,'н ... { о,.,' о" ... gl" 

Перемножая написанные выражения h свертывая по всем n индексам, 

получаем (2,I4). 

Однако, если рассматривать определитеЛи а" и t" или а" и 
IJ6 
t> построенные, соответственно, из 06"ектов а .. " и 8,,,, 
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или и , то в процессе доказательства мы 

встретимся с необходимостью проводитъ суммирование по одним 

ковариантным индексам в первом случае и па одним контравариант­

ным - во втором, вопреки правилу Эйнштейна, согласно которому 

суммирование производится по IW - и контравариантным индексам 

одновременно. 

В результате, используя равенства 

L eill ... e е;" ... е 
',и, .... е 

= ~ e',ft···e е'А<· .. е I - ~ =n. 
;" .•. е 

l10дучаем 

и 

где 

Й .. 8" ::: ~ el/( ... e е """"'1' (аВ) ..... (aB)/UI'" {a.g)el' n. 

. ". 
(аВ)''''' = 1: а'1' 8""" ,.., 

Нарушение правила Эйнштейна при нахождении а{) &0 и a lJ 8" 

не является случайны,, а связано с Тем, что а. и а - , в 
отличие от а , в различных сиете~ах координат принимают раз­
личные зна~ения и , таким 06разо~, не являются скалярами *). 

*') Как будет покэзано ниже ( см. § 7, гл. Ш) С1{) и а IJ 

явлютея псевдоекалярами веса 2. .. -2, соответственно. 
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2. Формула Лапласа. 

Формула Лапласа [1] позволяет представить определитель а 

в виде свертки произведения алгебраических дополнений и миноров 

порядка j( 

Для 

о Jl~ ... t 
== ..i. M u ... rj ,.. ... " 

.л s ... " j ...... и 
о и ... и I<! 

'--v-'" '--v-" --....,.-.... ~~ 
J<. 1( 1( к к 

доказательства соотношения (2,15) умножим 

а'о е ( ... е р ... '} 
~~ 

Il.. ~"'(IL 

(2,/~) 

равенство 

на е 5 ..• t f"'" и оора зуем свертку по n - К. индексам р ... 'f . 
Используя определения (1,2) и (2,7) будем иметь 

/'1 Пs ... t - а. а .A s ... t ;,.. ... " 
ИО О' " ... , - ,... ... еlf • 

Умножим полученное равенство на 

ку по К индексам ' ... t 

Jl ..... е 
(,1 ••• 1/ и образуем сверт -

а (}s •••• tJli ... t =сР····· ' л r ~.~,. о' /> п •...• , ~ ... 
f) / ••• е 4 ••. 1/" ..... 1/ и;,.. '" ~e... • 

[1З. Пьер Симон Лаплас - французский математик и механик. Родил­
ся в 1749 г. в маленьком городке Бомоне на северо-западе 
Франции, умер в Париже в 1827 г. Член Парижской Академии 
наук, один из основателей Нормальной и Политехнической 
школ. Руководитель Бюро долгот. Основные работы Лапласа от­
носятся к области небесной механики. Ему принадлежит ряд 
фундаментальных работ по дифференциальным уравнениям и 
теории вероятности. Исследования Лапласа по физике касают­
ся, главным образом, вопросов электромагнетизма, аКУСТИI{И 
и теории капиллярности. 



Воспользовавшись формулой (1,10) и определением минора (2,4) 

получаем равенство (2.15). 

Производя свертку по всем К индексам и используя соотно­

шение (1.12) перепишем формулу Лапласа (2.15) в виде: 

а - {n-н.)! М Au ... V; ....... H 

.. - 11! "! u ... v; ........ (2,''') 

в частном. но очень важном. случае К. о: i формула (2.I5) имеет 

вид: 

Полагая в (2.17) 5 ~ u ~ i.. (черта под индексом означает, что 

этот индекс фиксирован и по нему не производится сумыирование). 

получаем формулу разложения определителя по элементам i -ой 
строки 

где 

L1 1,'/01 _ 1. еi.к.···" е ......... v 
JТ - (n-f.)! Cl"и •.. tAev 

3. Производные опреде~теJIЯ. 

Рассматривая опреде~тедь как функцию своих элементов a,~. 

нетрудно показать. что 

?С/. ::./1'il< 
? t1t'1L 

Равенство (2,19) доказывается непосредственным дифференци­

рованием. Иыеем: 

а. =.L eUV"''W"e''"''''''~r> а n! ..... "' ... ..,.. ..... ~VI' 
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Заlotвчаfl~ что 

полуtШм 

~=-
?tl;1(. 

Но 

СЛ6дова-rельно 

1. (e,·v ... 1<I" е "и ... , 
fi! '!VIf .~. a""t + ... + 

Jt-t 

+ е IIV •.• ' e-и ... 1I: ) 
Otu ... 'lvи .... 
~. 

10-1. 

что и тре60Валосъ покаЗ8ТЪ. 

Если элементы определителя ЯВJIЯИСЯ фущщиями ,'t:<i (0(,.1., 2' •••• ~). 

то 

r;JClL = Эtl,'" .л /;к. 
-;1Х'" ()Х'" • 

в самом деле, дифференцируя а" по X<f получаем: 

-+ ! е uv ... W- е"''''''' r. ()Clwl! 
N.' .... Н_ Ot'VИ ••• "=> qX'" 

ИЛИ. ИСПОЛЬЗУfl определение алгебраического дополнения (2,7), 

';)ар ::: ..1.. (~ ./J "j'" + .. , -;;aw/! .,4 -"") = ~ А И;J<t 
ЭХ" n 'JK" -+ :?х" J 'Э:;t'" 
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4. Связь между минорами и алгебраическими 
дополнениями 

Используя определения (2,4) - (2,6) и (2,7)- (2,9) нетруд­

но получить формулы, позволяющие выразить алгебраические допол- . 

нения через миноры: 

и обратно 

м ' ... е 
,.. ••• oz. 
'-,..­
It -f(. 

(2,22.) 

(2,23) 

(2,2.6) 

Действительно, используя соотношение (1;14) перепишем выра­

_ение (2,7) в виде: 

.л i ... ej ж ... ,?- :: ...!=- е '· ... ls ... t Jlи ... v еЖ"'lf""" 
(J(.f)l. S ••• ~ t:I"I' .•. t:lУ1- • 

-з't -



откуда, на основании определения (2,4) получавм с~отношенив 

(2,21). 

Формулы (2,22) и (2,23) получаются совершенно аnьлогич -

1tbl.ll образом. 

Умножая (2,22) на е i ... el···~ е "' ... 'Z s ... t и С1!еРТЫ1!ая 

полученное выражение по { ... е и Ж ... 'Z будем иметь: 

Дважды используя формулу (1,17) получаем соотношение 

e'·· .. e!· .. l.e ... ···'Z.s ... tA. = ({n_Кo)!)l..M, .. ·i;s ... f 
l ••• t; ,.... ... 7. 

эквивалентное (2,24). 

Точно так ~e доказываются и формулы (2,25) и (2,26). 

'" 5. Взаимные миноры и алгебраичеСКИf> 
дополнения. 

Пусть даны об"екты а,,, , и 

ВЗаИМНЫМИ }r.. l? .. ". а ,'к. и а,. J< , на зываются такие об"екты а ,,~ 
., </о. 

а/к и а'к. , Ч'IО 

it 
а <1< а €K :: Jl/ {2,27-} 

. '* =Jl/ а'К {Ае" (г,ц) 

(){." а ( = (Р/ 
,к. , (2,zq) 
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Назовем определители 
• • миноры' M$···t:;Il···e и алге6раиче-

• 
С1СИе дополнения fi .s ••• t i 1( ... е взаимными к. а" , 

Ms ... t ; у ••• е 
о6"екто:в a/Il 

и ..А s ... t; к···е • если они построены из 

взаиыНЬ!Х Il Й/", • 

По кааем, что для взаимных определителей, миноров и алгебра-

ических дополнений имеют место следующие соотношения: 

{2,З()) 

(2,.31) 

* л S···ti/C ••• e= -t M.s ... t;Il ... t 

(2,зз) 

Отметим, что равецство (2,30) получается ~aK частный случай 

равенства (2,34), всли принять 111=0 

Дня доказательства соотношения (2,30) YIIHODМ равенство 

на 
•• • ан', ... , а К"; • ВосполъэоваБШИ~ определением 

(2,27) получим ... . 
CI е а &" . " а I/{";:: е"· .. .".. 

11 < .•• ~ 

Умножая 06е части полученного равенства на е" ... ". и свврты-

вая по всем J1 индексам, будем иметь 
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". • I (), elA ... 1/" е; ... 1t. а'" ... ()".". = N. 

~ЛИ по определению (2,2) .. 
а" а" = i. 

Для доказательства соотношения (2,31) умножим равенство 

на 
e s ... tp ... ,. и ооразуем свертку по n-~ последним 

индексам р ... 'Р' • Используя определения (1,з) и (2,7) будем 

иметь 

O$ ... t 
а. О" 1 .... '2 = а Л S ... t; - ... н 

ё ...... С1'Ц 

Умножая 06е части полученного равенства на 

учитывая (2,27), получаем 

или 

(2,3~) 

Для доказательства соотношения {2,32} воспользуемся равевство., 

аналогичным (2,35): 

~C> (Н ... '2 ... *2" % 
VI (j-s •.. {; ::;. а" ..... а ,/7s ..• t; т ... " ~ 

УМНожив которое на Ctj.Jt, ... J a'tt' , получим 

* * а" Ms .•. ti 1' ... 1 = ./1 s ... ti " ... С 

-з~-



или 

Соотношение (2,33) доказывается непосредственно: 

м м р ••. "';к. ... (; = 
$ ••• t; " ... е 

/ j)P".<1-
==111. s .... t. 

Что же касается соотношения (2,54), то оно следует из равенства: 

М MI'···"'j/L···e -./l,, ... ,,,,;,, ... е.J /2,3/) 
.s ••. tjJt ••• e - s ... t;I<. ... e, t, ".1 

Koropoe легко получить перемножая (2,31) и (2,32) и свертывая 

по т индексам 1<. ••• е . 

~ 4. Спецwальные определители. 

Приведем для справок выражения для некоторых определителей, 

игр&юцих важную роль в различных оОластях математики и теорвти -

';еской фИзики. 

1. Определитель Грама. 

Для существования : Иiiейной зависимости между т векторами 

n -меРНеГО пространства а: ,. (а:, а.,\ "') а:) (u s :t.2 ...... )He )6~ 
хо.Ци с- и достаточно, чтобы определитель Грама .) 

.) Определитель Грама был введен датским математиком Иоргеном 
Грамом (1850-1916) в работе "О разложении Бещественных ФУНJ.t1 
ций в pHды С помощью метода наименьших квадратов" (1883). 
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-2-
{А! (~a~) (~ а:..) 

= (~~) а;- (~a:..) (2,3"1) 

(а:..а; ) (ёi.Z?;) а:.:-

где 

.,... "... -."., ::. Cji/t- a~ a~ . ( i, J(. ;: 1.,2, ... ) 11 J а ... ()I' =: С{I' Cl ... 

rJ'Ji..-::.tj", -метрический теНЗ0р (см. § 4, гл.Ш), был 

тождественно равен нулю. 

в пространстве функций определитель Грама имеет вид: 

л _ i е«в ... '{ ef'tI ... ). а л /) 
"-1,., - h1i г 01,. <A"~ ... "'.r; , 

. i 

a,,~ == f X .. {tjXJLfJt:it J 

где 

а приведенное выше утвержд~ние означает: 

Для линейной за:висимости т функций 

необходимо и достаточно, чтобы их определитель Грама был равен 

нулю. 

2. Определитель Вронского [8З. 
Если функции ~t/t)J xatt) , ''') X .. /t) являются частными ре­

шенияШ! линейного дифференциального уравнения n -го порядка 

[IJ Юзеф Вронский (I7?8-1853) - ПОЛЬQКИЙ математик и философ. 
Был артиллерийским офицером в армии Костюшки. Его раБОТЫ 
до математике характеризуются чрезвычайной широтой и общ­
ностью постановки задач. Вронский искал 06r.e методы реше­
ния алгебраических уравнений любых степене , формулы, ох­
ватывающие все до него известные разложения в ряды, спосо­
Оы решения ДИфференциальНЬ!х уравнений любых порядков и ! .Д. 
Однако слОжность обозначений которыми он пользовался, тем­
ный, склоняющийся к мистицизму стиль, затрудняли изучение 
его произведений. 
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то для их линейной зависимости необходимо и достаточно, чтобы 

их определитель Вронского (вронскиан) 

= 
(2.,ЗS) 

был тождественно равен нулю *). 

Если Б качестве исходного взять дифференциальное уравнение 

n -го порядка с постоянными коэффициентами, а в качестве част­
ных решений - систему ФУНКЦИЙ z('t) % e",t, :Х: 't) = е а.: "', x"lt)=e'''.i 

• 
то определитель Вронского сведется к определителю Вандермонда 

Q)" = ;! е,·",···е el'.,. ... ~ (Й;) 1'-' (ajJ.)'J-' ... (ае)?'-':: 

r 
i t i 1-

Cl t а3. а) а .. 

= о: a~ о'" a .. ~ - П (а" -О;) (2,39) .. J 
i .. i<'K,." 

одному из немногих определителей, которые могут быть вычислены 

:в общем виде • 

• ) Заметим, что для произволъной системы n линейно зависимых 
ФУНКЦИЙ определитель Грама (2,37) всегда равен НУЛЮ, в то 
время как определитель Вронского (2,38), вообще ГОВОРЯ,отли­
чен от нуля, так как для обращения W [Х! х ... ...• ~] в нуЛЬ 
необходимо чтооы .x~/t 1, х. (t), ... , 2: .. (-t) (1ЫJIИ линеЙно зави­
симыми решениями ОДНОГО ~ того же диффереициального уравне­
НИЯ. 
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3. Функциональный определ_тель ffкоБИ [9] 

Пусть дана система n ФУНКЦИЙ 0'1' n переменных 

1;1"= '1" {Х', Х', .•. ,:х"} 

Определитель, составленный из частных производных 

, 
'& 2i..' '11.-" 
~Х' ;fXC ;t~( j 

а{ ~~ 21~ (2.'rt) = a:x. l Э.;;t:' ~~. 

называется ФУfiкциональным определителем Якоби или яко6иаком. 

Если наряду с системой (2,40) рассмотреть новую систему 

ФУНКЦИЙ 

[5]Карл Густав Якоа Якоби - немецкий математик, родклср в 
Потсдаме в 1804 Г., умер в Берлине в I~·5. г. Профессор 
Берлинского университета. С I827 г. - член Берлинской 
Академии иэук. Им получены ФУНЩ~!.4енталънЬ\е рtзулътаты в 
Области уравнени.i с частными ПРОИ3ВОДI!ЫМИ. В СВОИХ лекциях 
по динамике и в ряде исследовани~ ПО теории элл~птических 
функций ЯКОби решил ряд важнейших вопросов чистой и при К­
ладной мате",аТИ1\И. Он усовершеliСТВОВЗЛ предложеюiЪ!Й Га­
мильтоном метод интегрирования дифференциальных уравнений 
дина~~ки. известный как метод Гамильтона - Якоби. 



где ~; (Х', ... ,Х") = ;2: (~t{;(~ ...• ?t. .. ) J ••• , ~"(x~ ...• x")), 

~o используя прз~ло умножения определителей (2,I4), нетрудно 

доказать следующее свойства якОбианов: 

d (~t. ~ \ ... 1 r.") • 'J ( 'J 1, 'i~, ... , ,") = 
э (ljt) 'р, .... J") "J (:к. t, X~ "0' :t") 

()(l"t, E~ .... F") 
'Э(хА, Х\ .. о,Х,,} 

(2,1(3) 

IerKO виде~Ьt что соотношение (2,43) является обобщением формулы 

~ проиэводной слоzной функции. 

Если положить ~ ...... x i так что система (2,42) будет ЯВJrffТЬ~ 

си результатом обращения системы (2,40) , то равенство (2,43) 

сведется к соотношению 

(7 ('1(, 't~ ... , у") = ~-:--_l __ _ 
'J(xt,X', .. o,!.IC,,} ?(z~.х~.оо.Я",,) J 

(2)14 ) 

~ ('jt, IJ~J .. о J ~"J 

вапомиваIOЩе~у формулу для производвой ~6ратной ФУНКЦИИ. 

Воспользовавшись очевидным равенством: 

похуча. выраsввие ~Я обобщениоrо символа Кроивхвра через яко­

биаи 

Используя попятие яко6иана. сформулируем несколько теорем, 

ОТНОСfiЩКХСЯ к теории не явных ФУНКЦИЙ и имеющих непосредстввнное 



отношение к ири~олинейным координатам. раС~uаТРИВ8екым ~ теК80Р­

НОМ анализе. 

Система YI уравнений 

разрешима Оlfносител:r.но ,Xt."" , :х 1 • е~JIИ яко6иав ее 

'(1{'1 1
, 1;(', "', '1") отличен от нуля. 

J (Х',:К', "'. "") 
Система WI уравнений с т ~ 11 перемеli.ttblJOl 

................................. 

определяет '<f (, ',.) !1'" как О~ОЗRачную фУНКЦИЮ .x~. ") ох" 
если яко6иан (1 (~, ,. ",,1:.) ОТJПlчен O~ нуля. 

, (~t .... , J"') 
среди т ф;ункциJl n первмвнвых x~ .. ,~ :;1:. 

у'- .. fJ1 (x~ ,.,,.:;1:,,) 

р функциJ! !I~ '" ~I' Н8ЗЫВВИСR ФfНКЦИОН8JIЬJlО 881111-
СИМbl.МI4. если существует такая фуНlЩИ~ фIJI ... ц'} • 
не ра»ная тождественно нулю. что рав~нспо I I ~ 

фl'1i./;{', ,;(:4), ,;Jf'(.x~"'j:Z"» =() 



I~ 
I 'JX" 
.1 

равен р 

i! 
2Я:!: 
Р.х 1 i 

I 

4. Определитель Гессе [,t'J] 

Рассмотрим функцию n переыенНьtX r (X t , X l , "', х") 

Определитель, составленный из частных производных второго ПОРЯД­

ка 

Z!L. ;;%1( 

d,xtdXt ~~tэх" 

. . . ........ ............ " (2./(6) -
l:.L i71.tf' 

'J:x."8x4. ()~",:z~ 

~) Рангом матрицы называется наивысший из порядков определи­
телей отличных от нуля и образованных из элементов этой 
матрицы. 

VD]. Отто Людвиг recce (1811-I874) - немецкий математик. 
Ученик Якоби; прQфессор в Кенигсберге, Галле и Мюнхене. 
Основные работы Гессе посвящены теор~и прое~и:вных 
свойств кривых и поверхностей, определению точек переги68 
плоской кривой -го порядка. В этих работах Гессе при-
ХОДИТ к инвариантному определитеяю-гессиаиу 



называется определителем Гессе или гессианом. 

ФУНКЦИя r (;J(.t) ;:r,") ••• ) X~) имеет в точке Л (.(,1, 'Y..,~). ", .~'; 

~:аксимум (МИНИМУМ). если все произноднJ>lе первого порядка 

в этой точке раnны нулю. а все опрецеJlИтели Гессе 91.. , f1 .• J ••• } 

.0/", порядка от 1 до Jl меньше ( оольше) нуля. 

ПреоCiразование 

у. = 'dr r . .,.t "l .. "1 .;/ ';i:;ti .... , ........ , .... ./ (.2..'11) 

осуществляемое с помощью функции n перемекных r/.(~X~"'JX' 

обратиыо. если гессиан этой функции :fn отл~чен от нуля. 

i:)аuетиц при этом, что преоораэование (2,47) имеет BSa>j~!Hbl~ 

характер, т.е. 

где 



ГЛАВА ш. 

ТЕНООРНАЯ АШ'ЕБРА 

Большая об.иость придает 
тензорному исчислению ясность, 

которой порой лишены частные 
случаи. 

Марсель Гроссман. 

§ 1. КРИВОJlИН<Jйные координаты. 

Исторически тензорное .) исчисление возникло В работах 
Кристоффеля, Риччи и Леви-Чивита на базе дифференциальной гео -

метрии. Однако для целей теоретической физики наиболее интерес­

на его аналитическая сторона, очищенная от излишних ассоциаций 

с понятияки э~клидовой геометрии. В связи с этим мы намеренно 

отказываемся от каких-либо геометрических иллюстраций, так К8К, 

по иа.ему мнению, они мало что дают ДЛЯ понимания тензорного 

анализа. 

Пусть х' (е' ,. i, 2., ...• 11) совокупность h переменныж 

связанная с другой совокупностью Х" системой 11 прои8вольных • 

достаточное число раз дифференцируемых функций. ниОбиан которо. 

*) Общее понятие тензора было введено итальянским математиком 
Риччи ( см. rq на стр. ) В работе "О ковариантном и 
контрава~иантном ДИфференцировании" (1888). Риччи называл 
тензоры сиеrеиаки· ( .щ,te.;ж) • 1'ерuин "теизор" ( от 
латинского слова t~~ ,означающего ·растяrиватель") 
был введен Гамильтоно» в значении .оду~я кватерниона и 
вектора. В cOBieMeHHolI значении термины "тензор" и "теи -
эорный анажиз были BBe~eHЫ одновременно с созданием об­
щей теории относительности и были преДЛOS8НЬ1 ЭЙНштеЙно. и 
rpOCctlaнoм В работе "Проltкт 0606tеаной теории относитель­
НОСти • теории тяготения" (I913). 



отличен от нуля: 

t _ '( -t -.. -") ох -х х,Х, ... ,х. 

х' ::: оХ' (х', .x~ ... , х") 

z." = x"[x~ X~. J х) 

ИЛИ короче 

{3J !} 

НоскоЛl.НУ ЯК06иан систеl4Ь1 (3,1) отличен от нуля, система (3,1) 

140_ет Быьь разрешена относительно х' 

{3,2.) 

Назовем пчеменные х' - старыми, аХ" - новыми криволиней-
ными координатами 

~) 

Рассмотрим закон преобразования дифференциалов tlx' при 

переходе от старой системы координат к новой. Дифференцируя 

(3,1) i (3,2), имеем 

(3,3) 

,-; = 2%..:' ах" 
аХ 'Эх" (.3,ч) 

Частные ПРОИЗВО~НЬlе "'J.x! " --с 
'Эх" --" 

~) Криволинейные координаты произвоньного вида на поверхности 
трехмерного пространства BBeдeны Гауссом в "Общих ИССJ1едо­
ваниях о кривых поверхностях" (I827). Криволинейные коор -
динаты на поверхности n -пространства, являющкеся частным 
случаен координат в римано:вом пространстве, б~ BBeдeHы 
РимаНОI4 в J1е~и "О гипотезах, леzaщих в основании гео -
ilетрии tI (I854). 

-Н-



»O~HO рассматривать как элементы двух матриц преооразоваНИR ~ d 

ё 

ПереПИШеМ соотиошеная (~. 3) и (5,4) в новых обозначениях 

(.3,1) 

и 

дтак. мы JjИДИJo!. что при произвOJ!ЬНЫх прео<lразо~tiНИflХ /(оор­

дlНlэ'r (3.1) ДиrЩ,вренциалы d-X/ преОCiраЗJ1ЮТСЯ линей!Шм оорэзом. 

J.одстаВJIflfl в (3.7) Jjblp3Ai:CHde ДЛЯ d:i:."II(. из (3. Н). получаем: 

"х': "" G -: С:" d.,c·' -- ,.. 
иди 

(;OB"pwt;/iHO аналогично докuзываеТСfl. что 

ка яvu~е матриц уравнения (3.~) и ().IO) эквивалентны равенсуву: 

(З.ft) 

uчеви 1\НО, Ч'rО опредеJЫтели ~ и Е соответствую"цих IIатриц 

IIjJ(.ОL,паЗОJ>аНИR СВЯЗ8НЪ1 между собой Тем же уравнением (3, П). 

~ 2. Скuляры И Bewropbl. 

QУНКL.ИF! А от nepe!.!eHHЫ~ называется скалцром 

.. ) Термин "скаляр" (от лат.tнского слова .:;CДLa -"лестница") 
для ОvОЗllачеаия ВЕщественных чисел (раСПОЛОltенных "как c'ry­
Пt.щ'Ъки леС1'НИЦU") и "вектор" (от латинского слова v-ц;.tf;'l. -

"пере1l0ситель" ()ЫЛJ& введены ирландскi'1М математиком и меха -
ни' ом ГЫ4ИЛЬТОНОМ (I;{О'J-I8б5) :в его "JеКЦИf!Х о Ja!этернио­
нау" (1%3). 

-н-



есnи при переходе o~ одной сис~емu КООРдИна~ х другой она прео6-

разу~си по закону 

(3,12.) 

Совохупиос~ь функций А,. o~ переМБКIIНХ х"" называется 

ковариаи~иыIf B6K~OPOIf, ес~и при переходе 01' одной системы коор­

динат х другой, она пре06раЗУ8ТСЛ по закону 

Совокупность функций А i от переменных ох"" называетси 
контравариантныы вектором, если при переходе 01' одной системы 

Koop~HaT к другой она прео6разуется по захову 

(J,Й) 

Частная произво~ная скалярной функции J9 ЯБnЯеТСR ковариаНТНЫIf 

вектором. 

В самом деле, дифференцируя (3,12) по .z.i получае .. : 

что совпадает с (3,13), если положить 

Л . .. ~.A . 
• ,х"-

СЛ6дувт 06раfИТЪ вн~аНИ8 на 1'01' факт, ЧТО совокупность n 
переllенных ох" Ш!. ивпе'fСИ контравариан'fНЬUI BoJt'fOPOJI, 'f8K как 

закон пре06разованип (3,1) не имеет ничего Об_его с законом 

ПPtобразоВ8!UlИ (3,14). 

с APyrol С!ОРОIUol, со:вокупность n ДJ(ффеРОНЦJlаJlОВ "Х (. 



является контравариантныu вектором, так как закон преобразова­

ния (3,7) совпадает с (3,I4). 

3auети)(, наконец, что совокупность дифференциалов /С.() -или 

контра:вариантного :вектора JA., (или "А' ) ш. является вектором, 
так как прео6раэо:вание 

отличается от (3,I3) слагаемыми, пропорциональными djf~ • 
Свертка ко - и контравариантных векторов является скаляром. 

В самом деле 

. -,., : - в-'" о"" - -.. - 8-" .JI;8 l = С; С н ..4", == O~ .А .• в =.Ilи • 

§ 3. Общее определение тензора. 

к ПОНflТИЮ тензора можно придти, вообще говоря, различными , 
путями. Один из таких путей связан с рассмотрением тензора как 

вектора в специальном линейном пространстве, полученном из обыч­

ных пространств путем образо:вания их, так называемого, тензорно­

го произведения *). Такая точка зрения на тензор оказывается 
чрезвычайно УДОБНОЙ, когда дело касается рассмотрения его Общих 

*) Согласно определению, приведенному:в трактате Бурбами 
("Аnrебра", гл.Ш, § ~, n.I), тензором ковариантным ранга m 
и контравариантнwм ранга ~ называется всякий элемент тен-
зорного произведения 'at>t. Е. • где #1 из модулей €,' 

•• , I 

совпадают с Е: - унитарным модулем над коммутативным 
кольцом.А , а остальные ~ -.. с сопряженным МОдУлем Е"; 
тензорНbl.l& произведением '~ ~ Е,' n .модулей E i (;-"2.,.,.,,,) 
называется фanОР-.II0ДУJIЪ -:1/н ':·МО;ll.yJШ!I линейных комбина­
ций элементов произ:ведепя -Л Е4 ПО ПОДAlОд.УЛЮ Н • на ко­
ТОРОК аннулируются :все полиtlReйные ФУНКЦКИ. 



свойств и ряда приложений, связанных с нахо&Дением неприводимwx 

представлений тех или иных групп. 

Однако существует большой круг ПРО6лем, в которых удобно 

характеризовать тензор совокупностью у1 f> ФУНКЦИЙ n перемеи­

ных, называемых его компонентами, прео6разуIOЩИХСЯ при переходе 

от одной системы Koop~HaT к другой по ВПолне определенному за­

кону. Именно такой подход мы и примем за ОСНОВУ. 

Прежде всего введем понятие дифференциально-геометрическо­

го 06"еКТ8. 

мы будем говорить, что задано поле дифференциального 06"е1\­

та класса р (или короче геометрический 06"ект ), если задана 

система .лf функций r .. (:к.) от n переМ6ННЫХ x l
• , которая 

при переходе к новой системе координат Х". прво6разуется по за -

кону 

где qЬ. - вполне определенные ДЛЯ данного оо"еК1'а функции. 

На первый взгляд может показа1'ЪСЯ, что закон (з,I5) в эиа -

чительной степени произволен. На саком ае деле, определение (3,I5) 

накладывает на закон прео6разования ер", очень жесткое требова­

ние - он не должен зависеть от вида прео6разования КООРДИИ8!t8 

следовательно должен 06ладать групповыми свойствами. 

Средк разлиqных возмо&Ных oG"eKToB особенно важными ЯВЛЯЮТ­

ся тензорные поля. 

Мы будем говорить. что эадано поле теиэора (ижи просто тев­

зор) Rовариантного ранга n1 и контравараантного ранга ~ 

если задана система n ht н функций .А ..... 1/. 1' .•• .". 
-V- ....."...... ... ~ 
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переменных ~S , если пр. переходе ~T одной системы координат 

к другой она прео6разуется как произведевие ~ ковариантинх и 

Z контрsвариантных вехторов, т.е. 

IJ 11"" -14 -fI' l' " .Il s t .ftl ... /t г··· = с ..... с" .Q.$ ..• J;;.f И ••• fI' ••• 

Тах, например, дакон прео6раэования теНдора А ~.~ "'''1' 
вид: 

Используя очевидное равенот»о 

(3./.6) 

веет 

нетрудно убедиться в том, что тензорный закон преобразования 

(3,I6) 06ладает груаповыми свойствами. 
~ 

Если Rомпонеатw ~O - или контравариантного теНдора не 

меняются от перестановки двух или нескольких индексов, тензор 

называется симметрическим относительно ~тих индексов. Тензор 

называется антисамметраческим по отношению к данной системе ИН­

дексов, если его компоненты остаются неизменными при любой чет­

ной перестановке этих индексов и меняют свой знак на обратный -

при лю60Й нечетной. 

Из линейности и однородности закона прео6разования (3,16) 

вытекает важное следствие: Если все компоненты теНдора равны HY~ 

лю в одной системе координат, то 

бой другой произвольно Бн6ранной 

они остаются раБНЫМИ нулю в ~ 

системе. 

I Таким образом, если физические уравнения приведенн к виду. 
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выра&ающему обращение в нуль всех компонент некоторого тензора, 

то эти уравнения имеют определенный смысл, не зависящий от вы­

бора системы координат. 

ИЗ определения (3,16) следует также, что операции сложения, 

умножения~ свертки сохраняют тензорный характер тех Об"ектов, 

которые получаются из данных тензоров в результате трех перечи­

сленных операций. Можно также показать, что тензор , симметриче­

ский (антисимметрический) в одной системе координат, будет сим -

метрическим (антисимметрическим) в любой другой. Однако заметим 

еще раз, что операция ДИфференци~ования не сохраняет тензораого 

характера получаемых Об"ектов, т.е. дифференциал тензора не есть 

тензор. 

§ 4. Метрический тензор. 

Как мы уже упоминали, эффективность тензорного исчисления 

при описании физических явлений связана с возможностью записы -

вать уравнения в ковариантном виде, СВОДЯ их правую часть к 

нуль-тензору. Но кроме нуль - тензора существуют скаляры, кото -

рые оставаясь неизменными в различных системах координат, также 

могли бы служить для инвариантной записи тех или иных уравнений. 

Скаляр легко получить свертывая произведение ~o- и контра­

вариантного векторов. Но невозможно получить скаляр из одного 

веКтора, оставаясь в рамках тех определений и понятий, которые 

были да ны выш е • 

Чтобы сделать теорию более содержательной и Эффективной, 

неОбходимо дополнить ее правилом, по которому каждому вектору 

СОПоставляется скаляр или, в более общей постановке, правило,ПО 

Которому каждому тензору сопоставляется тензор меньшего ранга. 

-53-
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в принциnе существует много способов построения скаляров, в 

одном случае МО.НО было бы задать фиксированную для каждой теории 

совокупность n функциИ j,. ,лрео6раэующихся как ковариант­

ный :вектор, и Об"ЯВИТЪ скаляром А t соответст:вующиlol :вектору А' . 

следующую свертку: 

в ~PYГOM случае МОЮfО было бы задать ~ n (h+1.) ироиэ -

вольных, но ДЛЯ данной rеории фиксированных функций ~l~ t СИМ­

метричных относительно перестановки индексов L и J(. И преоб­

разуIOЩИXСЯ как дважды ко:вариан~ный тензор и назвать скаляром ~ I 

соответствующим вектору ~; , следующее выражение: 

A=I~A~A ~~ 

Наконец, IoIОПО было бы рассмотреть l! n(IH1.){JH2.) функций 

jl'I(t ,симметричных относительно перестановки индекl!О:В " ", 

е и лреобра~ующих~я как ковариантный тензор третьего ранга и 

назвать скаЛЯРОМ А ,связанныM с вектором .А ' • :величину 

• 11. t 
А .. ~;"e А'/1 А (з,tf/) 

Если :в качестве Л' :взять наи60~ее естест:венный :вектор t:lx'. 

то соотношения (3,I7) - (3,19), соответствующие различным вариан­

там теории, можно было бы записать в виде: 

(3,2О) 

(:,21) 



Очевидно, что форма и содержание теории существенно зависят от 

того, как~й из перечисленных вариантов взять за основу. 

По причинам, выяснение которых в данном месте могло бы 

увести нас слишком далеко, из всех возможных способов образова­

ния скаляра из вектора наиболее содержательным с точки зрения 

математики и единственно приемлемым с точки зрения физики явля -

ется способ, основанный на введении в теорию ковариантного тензо-

ра ВТОРОГО ранга 9-;/t 
Итак, будем рассматривать такой вариант теории, в котором 

задана система функций ~~ ,симметричных относительно церес-

тановки индексов , и к 

и преобразуIOЩИХСЯ по тензорному закону 

-/8f-" -
1J1"Jt. ". С,, С" fI',.. .. {3,23) 

Эта совокупность функций 

и состоит из -f n (l1+i) 

~;" называется метрическим тенэором 

произвольных функций, единственное 

ограничение на которые сводится к требованию, чтобы определитель 

9- = J 9'; .. / был бы отличен от нуля. 

Говорят, ЧТО величины g,Il. определяют метрику npOC!l'paH-

ства, арифметические свойства которого устанавливаются введенной 

Системой координат ~O. Такие пространства называются риман~ 



вым. многообразиями. Теория римановых многообразий называется 

римановой rеокетрией, основы которой за~ожены классическими рабо­

тами Римана (Н1 • 

Если под ds Z в формуле 

(З. 2t) 

понимать квадрат расстояния между ДВУМЯ реальными физическими 

телами или квадрат интервала между двумя событиями, то метричес­

кий тензор fflic моет быть получен зкспериментально путем из­

мерения взаимных расстояний между достаточно большим числом близ­

ких тел в первом случав или путем измерения интервалов между дос­

таточно большим числом близких событий - во втором. 

Подчеркнем, что в тензорном анализе метрический тензор ~i& 

предполагается заданным извне, точно так же как электромагнитное 

поле в механике. И так же как электродинамика позволяет найти 

электромагнитное поле по заданному распределению эарядов и токов, 

так и тензор 9i~ может быть найден в рамках общей теории от­

носительности по заданному распределению масс. 

[ltJ Георг Фридрих Бернхард Риман (1826-1866) - :выдаllIlll1ЙСЯ не­
мецкий математик. Родился в Брезеленце {провинция Гаино­
вер), умер от туберкулеза в Италии. В Геттингенском YRI­
веРСИТ6те слушал лекции Гаусса, многие идеи KO~OPOГO бы -
хм развиты им позже. Там же сблизился с физиком Вебером, 
который пробудил ~ нем глубокий интерес к вопросам мате­
матического естест~ознании. Бернхард Риwан положил начало 
ио~ому направлению теории аналитичесхих функций и широко­
му примеиению идей и »етодов математической физики, дал 
осиовин~ и~еи топодDГИИ. ОН рассматривал геометрию В 
~eCЬMa широко» смысле как учение о непрерывь~~ »ногоо6 -
разиях. Введение римановЫi пространств. частным случаем 
которых являются геометрии Эвклида и Лобачевского, раск­
рыло новые пути в развитии »атематики. Большое значение 
~Я физики 20-го века имел ра~работанныЙ.Риманом (1861) 
и его последователями аппарат rеории диффере~иалън~х 
квадратичных фоРМ. 



§ 5. Кон~равариав!l'ныI 'fеИ80Р 9 '''. 

Зная МИpllчесltJlЙ 1'8Н80Р g.ilL t BBe,JteM fакой 06"еи ~ ~ , 

Ч~О 

Jerкo 1б8~~СВ В ~ •• Ч'fО ~C& равно aиrе6раичесхому 

.-опопеВИD 

Р.DВИ0II1 на опре.1t8.1И'feJI:~ 

Q -.l:- е "'1""" е 2И ••• 'v 
d- - Щ 1·., 11' .. ··· 'f"v 

в само» ,Jtenв" 06раэу& свеР1'К1 

а !J';ll. 1 е '1'" '" е "11 ••• fГ 
~l«. g" = {и-t)!!' lji1L 11'· "'1,,'" 

• З8ll8Ч8В. 

(~2.1) 
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Таким образом, деlствитежьно *) 

9iK ::: f-j/l {3,29) 

llоквжем теперь, ч~о при переХОД6 от старых координат ;t' 

к но:вым ~" 06"еп g '/l прео6разуетсн как двaJtды контра:ва­
риантиый тензор. 

мы будем исходить из определения (3,24). справедливого в 

хD60Й системе координат: 

- -.".-
~;" - с;" Со. Cj'If!' 

Умножан обе части равенства (3,31) на c~ и замечая, что 
; -" Jll# ~'l. с; "'" 'z 

будем 11II6ТЬ 
(~ ·2) 

Умиохим (3,32) иа t 1$ • На основании (3,24) ПOJlJЧIDl 

ё~ 1'.с = f. ~ fiS 

... ) Вообще говоря, 113 фОРllуJIbl (3,28) СЛ6.1tYвт, Ч'fО 
9,"1( ::о...!... ~";IC ~а'It 

где C{.~- ПРOllз:вWtuwl 8~ИСIlll1l6ТPIiIЧ6СКJIЙ Q(i"вп, 110 взк­
ла}.tЫ:вая на 1/1;. ДОПOJШительвое требование симиетpiI_ 
ОТlIосительио l1ерестаиовюr индексов i и ~ , ПОJlучаем 
(3,29). 



Используя и~ное вырааение череа сос~аИЛВDЩИе СИМ-

.етрического теизора '}il< .. егко поuа8'fЪ • Ч'fО тевзор g'ic 
си •• етричеи, т.е. 

g/" = 9' " .. 

Обозначая опре.цеJIIIтель, построеННIII 8а <1 .... ' через '1' 
.. 'осио~ании равенства (3,24) имеем: 

Используя законы преобразовавии 

- .. -r-
fJЧi. = С1 С" 'J .. r 

й'" ~ С" с" а"" 
jJ -- - .... if 

получаем сжеAYJllllllе СООТИОIl8ИlfИ ,JtJ1J1 опредеJIIIТeJlоl 1" " .. 
опреДflJlИ'1'елоl.ь. к ё построенюа: СOO'fВО'fСТJlоиао 8а f~ и е;; 

1 .... ё&I' 

9' '" ~ .. ~' 

9 6. J{fJ - и JtОИТРВJlариаипые 1'01180(8 

10_-118]11('18. 

(з,35") 

Рассмо!'рмм опреДe.1/Jlтеп ё 8 ~ ПOC'fр08J1J1i8 COO1']I8~ 

Сt':8еИИО 8а ё; 14 ,5;: . I.еом: 

-GS-



ВОСПО.1[ъзоваВDtИсь соотношениИlOl (3,34), (3,35) J[ (3,36) nереШl -

••• (3,37) 1[ (3,38) в виде: 

O~X1Jt8 ВИЮlО, что выраzeИИJf 

/E.1·1l ••• ~ = ei •... e ~ 

& •. JI&. ... ~ = е,".с···е -L-
rg; 

lPеОбраз~ся как ~ - и контравариантнuе 'l'8ВЗОРЫ. 

(~t2.) 

J: С. ; 1( ••• ~ наЗliваmС!i J(4 - il JEOHTpaBaplfaнrIШ-

.. ~811110Paв .Ieu-ЧJJви~а. 

ЖО]Ю.1[ЬВ& час!о возникает неОбходимость по ОХКОХУ тензору , 

1I0C'!pOJ(TJo .црyrой. Это .оаа СД8JI8ТЪ, напри.ер, сверТWJSЯ: даmшl 

~eв:aop с /ц) - J: 1tОВ'1'равариапsнJ01 '1'ев:зорап lеu-1lивиorа. 

ТеВ80Р, .О~8ВВКЙ ~e. свертки данного с '1'6ВЗОРак Iеви -

1IIoa!8)[0 К. :IIl)(8.1еJIИНII lIНДe1l:C8ll, J!8зIi1ta8'1'СJl ~еиэоРOlt, дуa.n-

iIIIII ~DOtIJ.o J( ицеJEСU .. ). 

J аа_сJUlO~ o'f КОВ}lИиоrо выбора СOJIOlQ:JПiOCD К 1IЦ8К­

СОВ, 110 &0,0,. JIP08aBO.!'CS QllDpo1!8U8, из CWloro '1' ..... _­

.0 ПUJЧll!'Ъ .JI:8CКOUaD !'ftJlBOPOB, ~aDr&X двПOlfJ". 
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3 a ~ 111~Jt, иапpюtер, ира n = исхо:AШiМ 'fеизорок ИВUl6ТСR •. l' • 

В 9~OK случае Иllееll. :во06ще го:воря, три тензора. )J,J8JIЬ!ШХ ,Jt8НИО­

ll1 ПО О;ЦИОМУ индексу: 

• 

§ 7. Псввжоuuор. 

в пре.Jtыvще.. паparрафе IIЫ ПАев, ~O С]ЮРтиа D1боl"O Т61lЗО-

ра с f{.1J - ИJDI. 1Ю1l'fра:вариан'fШill 'fекзорок lе:ви-'k1!па ЮWlе'fС1'l 

1:8И30РOll. 

Рассао'fpиJI 'fanepI> З8lt011 J1P80браЗО~8iDl1'l об"еИ01l, П(ЦJЧ61l -

iЫX :в результате свертка npоиз:вожьвоro теизора с симвохок IeDl­

Чии-ж-а. JUя этого YJiИОUJ 06е чаев ра:веИC'f:8а (3.38) иа npо.з -

JOJIЬШII тев:зор tl и ••• '1г ранга к.. 

I пери_ по К. ВЦ8ВС811. ПереВОСli 

чacn, буДeJf ~:Ь: 

e1-. .,. -; "'. .. :"'s ~ e--..".-t-- а"._. fГ == ~ s;.;. _._!:., ~ ооо.!:.# С. 00. ..... t1a __ 

_ . _. '" z,--p 
Q 1l_1l = С с:. 0._ J;;.,. _ 



где ji; ... JL ::= el ... It.I#",'V f>I 
и # ••• 'V 

а',..···, ::: e,..···p'f···t a- " ... t 

Таким о6рззow величина ii ..... " , ПOJ1учеииаи птrе),( сверт-
ки 1'6нзора а и ... 11' С СИ_ВОJIОМ Jlеви-Чивита е"'" JL « ... r ,uре06-

разуется по закону (5,43), отличающемуся от обычного закона пре -

образования тензоров наличием МНОЕИтеля г: 

Точко так же можно показзl'Ь, Ч'i'О 06'lект 

а--. - е· а ~ ... 1/ 
, ••• 1(. - 1 ••• JLИ ••• 1J" 

Dрео6разуе~сй по закону 

-- (-)-J -,. -1'--, 
а, ... " == с. С; о" СIC а ,.. ... ,0 

06"ехты, пре06разующиеся по заRОНУ (3,43) или (3,44), казu­... ) 
ваются соо~ветствеино псевд~еизора.и веса 1 ижа -1. 

Вообще псеВДО'1'ензором веса f называются o6"e!t!'ы, пре06 -

разующиеся при переходе от о~ой систе_ы координат к другой, по 

закону ~ 
..... l ... z (-)' с-" -V' L '1 д" s ... t .11 i"'/L = С ; о •• Ск. {;.s ... ~t ./т И ••• 'V • (з,"tS-). 

Так си),(воJIЫ lIеВИ-ЧИБИ'l'8 е'····,. • е'· ... " Яl'lJ1ЯЮ'1'ся, COO~ 

веТС'1'вени(), П<:6ВДО'1!ензорами веса 1 и -1, опредеП'1!6JIИ r;. и~'­
псевдосltЗJIЯРЗМИ веса 2 и (-2) (onpeJJ;eJDIT6n 9 I!ВU6'1'СЯ СКЗJlJфOJf). 

,1'< ;.1 '.,'''' 2 а аJlгеuраиЧ6сков ДОПOJ1нение J - псевдотеизоро),( веса • 

lIегко видеть, что произведение двух псеВДО'1!еИЗ0РОВ веса l' • 
'" ЯБЛЯ8'1'СR псе:в;!tотензором веса f 'f" " 

* ) Ч1'о6ы О.1!!Jlа'l'Ь оБОЭИ8чеНИfl _енее громоздки .. ми _ес'1'О fi 
ПИ8ем а'! • 

It ft) Иног.ll,a псввдотеизор веса f ,ЗЗЫ:В81i'l' 'fell8op1iol ПJ[отаос1'JioII 
веса ,Р 
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r Jl А В А 1У. 

Тензориый акаАаЗ 

Не следует недооценивать преимуществ, 
которые можно получить приueне~ем хорошо 
приспособленного для дальнейших исследо­
Баний формализма, который, если можно так 
выразиться, опереаает нашу мысль. 

§ 1. Ковариантное ди~ренцирование. 

llреи.uyщества тензорного анализа состоят прежде всего в 

возможности записывать уравнения в инвариантной форме, не зави­

сящей от выбора системы координат. Поэтому при изложении тензор­

ного анализа следует с самого начала определить операцию,оолада­

ющую с одной стороны всеми основными своистваыи ЧаСТНОЙ про из-

[12]. Феликс Клеин ( 18~9-1925) - немецкий математик, 061-
чалсн в Бонне, профессор математики в dрлаRrене,Мю~ене и 
Геттингене. Автор ряда фундаментальных работ по неэвкли­
довай геометрии, теории непрерывных групп и различным воп­
росам геометрии. В овоей работе под названием П~рланген­
скан программа" (1892 ) клейн разраба'l'ываJI общую систему 
геометрического исследования. ~Ta работа оказала большое 

~ влияние на дальнейшее развитие геометраи. 
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]IO~ОЙ, а ... АР1I'ОЙ - сохрааищей ~изорlШl :харапер. 

Пусть r -СRa.llRрвая. ФJIUЩIilВ х' • 'r.e. 

(~.l) 

ПоК88М, ЧТО r; i '"" ~ и:JWlе~ся IC01l8.риантВWI 
вепоро.. В СШlОI4 ;цехе. АИффереlЩJlР1S ( 4,1 ) по ,%': ue811: 

-,. -= С. «fJJl. 

- 2!l IflI.К JIН :ВЦU, чжо "" - 7:t i I18.зываОJl8Jl иова-

РDII~ВЮI rpe.д.leB~oM CИ8Jl8рвой фУиlЩU r . ,цеlсr:в8те.uъио пре-
06раЗJеrСff как ко~арвавтШblЙ вепор. 

ПОКа&е1l renepa, чrо зто е,цпсr:вев.иыl с.цуЧal, KOI'Jta в об­

-.ей системе IЦIDo.uaelи1iX в:оордиВRТ чаС'fИafi прОIl3ВОдааи 01' 1'еll­

аора UJ1И8'!eJI тesвopoll. 

1lJc:r. /1 j, ко_ра.II.,SНЙ вепор, т.е. 

J1erxo 16едиrЬС8 в 7011, Ч'!О проuво;цвав 

вв ЯВ&аеfсв теазором. 

В са_ом ;цехе, ДllффереициР1В ( 4103 ) ВО .хС JI 8UМ881ОUO 

ПО~II 

-6'f-



(V,4) 

riадичие второго слагаемого в ( 4,4 ) как раз и указывает на 

нетензориый характер uрео6разования производной dAi 
dX'" 

Нокажем, что из 
"#xl< 

можно получить дважды ко-

вариантный теНЗ0Р, если АООавить к неиу некоторое слагаемое 

вида , где 

г'" а."'''-
f iIL = (f I ", iK 

Для этого выразим 

-Эх'" ( 4,'+) через 7X~ ~;" 

в Соотношении 

';)9=", 
-;;,x~ 

ДиqJфe ре НЩIРУЯ форJIY лу преоОразования метрического тензо-

ра 

- ... -" - -;;;::l:. .. d:;:" -а - с . с а - - ---- а",,, 
~iIf. - ; "1/"''' - ?Х" "#х" Г 

по ;tf • ПОДJЧ'_ :~~raMY линейных неоднородных ура~нений 
ОтноситеJl.ЬНО неиз:вестfШX ?lX" 

'J:X"d,x V" 
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через 

Чтобы выразить вторые ЛРОИЭВ~дные 

первые 
?!Е'" -Н -- = <::." 
ЭХ"-

в явиом виде, вослоль-

эуеuся специальаым видом системы (4,7) и осуществим цикли-

ческую перестааовку индексов и 

(ч,s) 

Если теперь из суимы (4,7) и (4,8) вычесть { 4,9}, то , 
в результате получии: 

Вводя О~О8вачвНИR (4,5) и (4,6) и lМНОzaя 06е части равенства 

(4,10) на 

оудем ItI&6'fb 

(It,tt) 
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Подстaвлsа (4,11) в (4,4) получаем о~ончательное выра-

жение 

/Ч,1.2) 

dTaE, МЫ ВИДИМ. ЧТО ком6икаЦИR 

('1,1.3) 

называемая ковариаитной производной *) ков~риантного вектора 
J4; действительно преобраэуется каи дважд~ ковариадтный тен-

зор. Трехиндексные -СИJ4ВО1Ш и 

определяемые ра:венствами (4,5) и (4,6) наз~ваю.'ся символами 

КРИСТОффеля [13] соответственно первого и второго poдa~~). 

*) ковариантная производнан определена риччи в работе "О ко­
вариантном и контравариантном дифференциро~нии" (1888), в кото­
рой было введено и общее донятие тензора. 

[13] Эльвин Бруно КРИСТОффель - немецкий геометр, родился 
в MUHTya ( на Рейне) в 1829 г., умер в страсбурге в 1900 г. 
Был профессором в Политехнической школе в Uюрихе, в Берливской 
промышленной академии и в Страсбургском университете. Прямой 
учени~к Дирихле, а в широком смысле - и римана, он дал ряд за­
мечательных исследований в области алгебраических и абелевых 
функций, уравнений в частных проиэводных и дИффенциальной гео­
метрии. 

* ~) Символы КРИстоФФеля для поверхностеЙ треЮfерного прост­
ранства были введены Rристоффелеll в работе "О преобразовании 
однородных дИфq,eре1Щj(альных :выражений :вторОЙ степени" (1869 ). 
Сам КРИСТОффель обозначал :величины Г,~ СИNВОлами { '/' J ' 
а величины (j;, Г!,'" символами [~"] • которые 
поэтому называлiсь символами КРИСТОффеля. соответствеННО,пер­
вого и второго рода. 
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Процесс образования ковариантной производной назыветсяя 

ковариантны» диФФеренцирование» и обозначается с помощью за­

пятой, поставлен&ой перед новым индексом, возникшим в резуль­

тате ковариантно~о ДИфференцирования. Общие свойства ко вариант­

ных производных ~Ы рассмотрим ниже, а сейчас посмотрим, как вы-
HJ:j>-i • 

глндит коваРИ8НТliая производная l\О"ВаРИ8ИТНОГО вектора A t 
• 

Для этого ~озьме~ произвольный ко вариантный вектор Х • 

и построим скаля~ 

Образуем градиеliТ r, " ,который, как было показано выше, 

есть ко вариантный вектор: 

(ч,1.'f) 

Но согласно (4,13) 

Т8.ICим об разом 
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или, переОбоэначая соответствующие немые индексы 

( М!.' ") ш ./IIoIX = "'х" -+ г..".л
и 

Х, 1) к. - Jof,I' q 

но так как Lf,J(.. ,А "'XJН, " и Х; - векторы,'.1'о 

КОlIоинация 

.//,'1( :: 7JA" гi.л" ('1, f') ()Х" -+ nк. 

наэываеыая ковариантной производной контравариантного вектора 

fшляется смешанным теНЗ0РОМ, контра:вариаитиuм по L и кова­

риантныы по К. • 

Чтобы получить выражение для ковариантной проиэводной 

произ:вольного тензора (например ~'IG : ) нужно построить 

скаляр вида 

и повторить только что описанную процедуру. 

Таким образом ДЛЯ ко:вариантных проиэ:водных тенэоров вто­

рого ранга получаем следующие выражения: 

(ч,f6) 
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Общая схема, по которои образуется ковариантная праиэ­

водная ПРОИдВОЛЬНОГО тензора имеет вид: 

Т * ... 
* ... ,( 

§ 2. Абсолютная производная. 

Пусть вектор .Ii; 
Накажем, что произ:водная 

мом деле, 

является функцией параметра t . 
не является :вектором. В са-

где 

Но ~ и
К 

- BeRTop. TaR как 

теНЗ0Р, и следовательно j1" 
cI:x. " - BeRTop. а не 

не является вектором. 

Чтобы построить ПРОИдВОДНУЮ по t обладающую вектор-

ным законом преО6разо:вания, выразим 

через Rовариантную производную ~<~ 
J 

d~j с помощью(4,I5) 
'?х'" 

• Получиы 

JAi _ (А. гН А ) 1.1 К J/t - .flr,1<. + [к '" vj 

или 

-10-



эдесь 

!lация 

~ - тензор, ~ U - вектор, следовательно комби-

1\ 1:; = Al~" ик. = ~" - Г;/t." ./1 .. и It (Ч,2.!.) 

называемая абсолютной производной ковариантного вектора,под­

чиняется векторному закону преобраЗ0вания. 

Общая схема, по которой оо~азуетсн абсолютная производ­

ная проиавольного тензора имеет вид 

1\ 

d ТН = Т,( и" 
д"')," 

1.i § 3. Си.мВОJIЪI КРИСТОффелн. 

Рассмотрим несколько важных свойств символов КристоwФeлн, 

определяемых равенствами 

(~6) 

1. Символы ~ристоффеля r; "е и 
I 

г:~ не нвл'iЮТ-

-1[-



св тензорами. 

Согласно ( 11-,П) законы преоОf9.зования 

г:~ имеют вид: 

где 

г.ОА<е , и 

(It,2.Lt) 

2. Символы !{РИСТО\iJ!реЛЯ !7."е и 
СИ'reJlЪНО индексов К. и t : 

Г
, 

~ симметричны Отnо-

5. ~ас;~ая производная метрического тензора может 6ы~ъ 

явно выраь:ена через {j,хе 

'7}1'°"" г- r ~ е = I i к.е + I 1(. ;е 
t7X ' I 

-12-



4. Свертки символов КРИСТОффеля С метричеоким теН80РОU 

~ryT быть записаны Б виде следующих компактных выражений: 

г. "... .ь;; (f4. а. ;,,) ;' .... '1 =-тg;~ d'f/ 

Равенство (4,26) докsзываетса cдeДY~M образом: 

_ем 

(~21) 

Но так как 

то 

и сле.ЦоватеПЬНО 

Tpel:&e Cl18.raetroe в (4,29) лроо6ра.зуе" с ПОUОЩbll соотношения 



xo~opoe поцучае~са на основании (2,19) и ( 3,29 ). 

Имеем: 

01'худа 

Что касается выражения ( 4,27), то оно поцучается из (4,26) 

простым опусканием индекса. 

Переходим к доказательству равенства (4,28). 

Имеем; 

таи как 

Но выше было доказано, что 

..i а}ООН d~lf".. 1. -;;Vj;. 
2. d IJ:(.' V;: (JX l 

Таким образом получаем окоачатехьно 

Г" = -L -;;Гg; . '" 'If. '{?х· 
(~2.t) 

-1't-



Итак, мы щ)хаз8.1lИ, как зная ыетричесний reнзор ~Ut. 

построить коварИ8.нтную ПРОИЗБОДRУЮ. Нри ЭТОМ оказалось, что 

для построения ковариантаых производиых теНЗ0РОВ любого ранга 

и С'lроония ДОС'rа'tОЧ!iО иметь лишь символы КРИС'rо~ля г~ . 
в связи с этим возникает возможность рассмотрения пространств 

существенно новой природы, в которых нет понятия метрического 

текэора 9;J( ,а следовательно и расстояния, а вместо ~.к. 

задано по~е ~озффициентов аффинной связности !;е ,играющих 
при определении ковариантной производноЙ ту же са~ю роль что 

и СИЫБОЛЫ КристоффеЛl~ Г~~ . При этоt.l СИllВОЛЫ tie 
вообще говори, не предполагаются симметричными относительно ИН-

дексо:в J<. и t и определяются как числа, пре06разующИRСЯ 

при переходе от одной системы координат к другой по ~RKOHY 

( 4,24 ). 

Такие пространства, в которых зад~но поле (~e 
называютая пространстваuи аффинной связllОСТИ *) ( l." - с 
кручением, если тенаор кручения 5~e ~ r~ - У;" ;:С; 
и ./1" -б(i3 кручеии!t, если S~t' = О). 

§ 4. Общие свойства ковариантных ~roизводных. 

iiрежде всего заметим, что дм КОВ$.риаитfШX ПР",1II31ЮДНЫХ 

приыениыы те же пра!ила, что и в обычно~ ДИфференциальном ис­

числении **): 

*) Частный случай пространства аффИННО~ связности, не являюще­
гося риvановым пространством, в:веден в ОВЯЗИ с выдвинутой общей 
теорией относительности задачей построе8ИЯ единой теории эле­
ктромагнитного и гравитационного поля немецким математиком Гер­
маном Вейлем 11 книге ППространство,вреы~,материяП (1918 ).Про­
странство аффинной связности оощего вид~ 6ыло введено в связи 
с той же задачей французским vатематико~ Эли Картаиок (1869-
-1951) в работе !lПростw-нства аффинной овязности и 060~Щ6нная 
теория относительности (1923). 
* 1(0) Термин "дифференциал" ( от латинсJ{OГО СJiOва N!~~ 

- "р:;зность") В!3еден немецким математикО» и фиЛОСОфом лe't5ни­
цеw (1646-1:ii'16), термин "проиэводная" :введен <1!рандузdКИAl мате­
матиком и механиком Лагранжеu (1736-1815). 
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1. Если .. ) 

С{ ... ) = л , .. 0) ... в ( ... ) 
то 

2. Если 

то 

Однако, в отличие от обычных производных коваривнтные 

ПРОИЗВОДRые ко- и контравариаllТНЫХ метрических теНЗ0РОВ ~;I( и 

~lit. тоцест:веино ра:ваы нулю теорема Риччи ). 

j самом деле 

Но оогхаСВО (4,25) 

fj;It.,( = () (".,31) 

Чтобы .цовазатъ подобное ра:венство ДJ1Я тензора ~ ..... 

покааем, что ко:вариавтиая про.эводная C~:ВOJ1a Кроиеаера пер:во­

*) С".1}НОСХУ на с!'р. 

-16-



го порядка тождественно равна нулю. В самом д&ле: 

(}~ :: 'dJ.." + Г~ Jl." 'г" Jl-.A: d"., е d х t "е; - <е " = 

- ?Ji~ -t" г·~ - г'!' 
- tJzt се 'С 

эtЯ" =---L-O ?х( - . 

q 
Итак, коваРИffтная производнан левой час~и равенства 

1(". О" 
а. а '" 0:. 
1ft"" " ' 

ДOX~Ha быть равной нулю. Следовательно 

откуда 

Можно покаэатъ также, что ко вариантная ПРОИЗВ4ДНая КО- и КОН­

травариантных теНдОРОВ Леви-Чивита тождествен~о раВна нулю, 

т.е. 

и 

8· =0 ." ... /IН, ( 

-11-



§ 5. Тензоры. порожденные ПРОИЗВОДНЫМИ 

первого порядка. 

~спользуя операцию коваркантного дифф6рекцирования. рас­

смотрим следующие тензоры, подученные из ко- и контравариант-

нш тензоров Т· И Т i ... Jt.e ранга т : 
' .. ·"е 

где 

'l)i ... It. 
---.г­
",-! 

!г ц ... v 

'-у-' 

fI-Нt-! 

с ц ... '1I"i •.. "е - контравариантный тензор 

Леви-Чивита (3.42). 

1. Градиент скалярной функции. 

{'(,36) 

('I,зк) 

Если в (4,35) вместо т,· ... е взять скалярную 

функцию r • то получим ковариаатный вектор 

который называется градиентом скалярной ФУliКции r . 
-18-



Согласно (4,2) градиент r,i просто равен чаСТI10Й произ­

во~ной. т.е. 

2. Дивергенция. 

Если в (4,36) вместо 

или антисимметрический теНаОР 

соо~ветственно,скаляр 

и антисимметрический тензор 

т ..... "е 
./Ii ... Jtl 

'2);, ... к. = ./I' ... lLe t 
J 

взять вектор Л" 

, то получим, 

которые называются дивергенцией вектора и дивергенцией антисим­

метрического тензора. 

Ilокажем, что простым образом выражается 

через частные производные 

Действ. тельно, по общему правиhy (4,19) имеем: 

l1 i ... "e _ ()Al· ... Jte г! Л " ... "( г.1f. /Ii. ... ,,' г.( ,/1 ..... "" 
J"I ) е. - ? ре е + 112 -t '" -t "е + "е . 



Так KaR 'сиllвоJ1ы Кристо<w)eЛЯ Г~e СИllметричны 110 нижним 
индексам, то все слагаемые, содержащие ~~( • за исключен~­

ем ПОС4еднего, обращаются в нуль при свертывании с антисимме~-

РИЧНЫII '!вИЗОРОII А ,. ... "е • Таким образом 

.11 c ... ,,~ t 
..,.IIi ... ~e t . 

=17 ..... г .JI"""'Н W ,,,е 

НО СОГ&аСНQ (4,28) 

СJfe.~овате.u.ио 

.11 ; ... Il( 
,~ 

3. Теизор Стокса - Пуаккаре. 

ТеНе8ЗОРОII Стокса [1~1_ ilуаикаре называетса тензор,опре­
деляемый соотношениеll (4,3?). 

[!~1 • Джорж Га6риель Стоке (1819-1903) - английский физик 
и lIатеll8ТИR, член Лондонского королевского общества. Труды СТОК­
са охватывают различные вопросы ОПТИКИ,гидродинамаки И матема­
тической физики. Среди гидродинамических работ наибольшее зна­
чение имеют труды по теории ДВИI8ИИЯ вязкой жидкости(уравнение 
Навье-Gтокса). И .. сформулирован ~KOH Стокса, определяющий силу 
сопротивления, испытываемую твердыы шаром при двихении В вязкой 
среде. CTO.l{C БWI автором ряда КРУПlШх математических исследова­
ний. Именем Стокса названа единица кинематической вязкости. 

-80-



ПокwrвU,что 

viAleeAl: 

() li ... /(. Т Jl' •... o1C {'()T; ... 1t. г'" т. ,,' 
d·'Z.f ... " ("''',с == 'l.p .•. " ?х! - (~ ,. ... k.- ••• -~tт.· ... If;. 

Но так как свертка акт.симметричного символа Ароиехера с сиuыет­

РИЧИbIJ( символом r~ристоффеJ1Я. равна нулю, то 

Jl ti ... 1l. 

Т· 7.f·"" (· •. о1С,е 

• следовательно имеет место ( 4.41 ). 

?Т,· ... к. 
';tX t 

~СЛИ вместо ПРОИ3ВОЛЫiого Тc· ... 1t. взять антисиuме'l'-

ричиый тензор Л ( ... К , '1'0 .ри rn = 2,.3 

Т6В30р (;токса - IlyaliKape имеет, соответственво, вид: 

-11-



4. Ротор. 

Если в (4,38) вместо Т ..... " -.,...... взять антисимметрич-... 
ный тенэор .11' .... " ---.-­"-2, 
риантНblЙ вектор; 

ранга 1'1-2. , то получим контрава-

If 1. ~и~" ... 1l /J 
--- с.. .;r. R. - (n-2.)[ •... к, t 

который называется ротором антисимwе~ричного тензора ./I(" ... .t: 

ранга n-2 
Легко покаЗ8ТЪ, что 

Ротор R'f с:влэан с тенэором Стонса ... Пуанкаре ранга I1-J 
~ 

следУЮЩИМ образом: 

в самом деле, имее.: 

А' .J е IIti ••• K i O'l"~,'" n ч == ~ с IIt, ... /l 6) .'" О', r Л. 
Л (1'1-1.)/ со 7 е, ... 1(, = Т;;::ijJ fj:' (n-2.)! fi ... " !::;!,'l. 

Но 

lIei •.. /t. tfI?.f·"" = (n-t.)! е 11'1./ ... " е t ' .... 11:. ---..---
11-1. -. 

-82. -
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что и требовахось показать. 

§ 6. Ковариантные производвые второго 

порядка. 

~ассмотриu вторую ковариантную ПРОИЗВОДНУЮ скалярной 

фУющии r И свернеы её с метрическим твнзором 9;/t. 

(ч,чs:J 

Полученный ДИфференциальный оператор второго порядка на­

зывается оператором Лапласа. 

ПокажеМ,что Af может быть простым образом выражен 

через обычные производные. Имеем: 

Но согласно (4,26) 

I'I СJIeдовательно 

ИJIИ 

-13-



Ле~ко видеть, что вторая ковариантная ПРОИЗБОДНая скаляр­

НОЙ функции не зависит от порядна дифференцирования, т.е. 

ОднаИD для тензора произвольного ранга это утверждение, 

воо~ще говоря, не имеет места, т.е. 

в связи с эткu имеет смысл rоворить о сиыметрированной 

и альтернированной производных 

./1 ( ... ), (l"J ::: 1 (A{ ... )~ 1'" -r .А /- .. ,,1") 

и 

A{ ... ).fllf.] = i (.At ... ),i" -./1( ... ),/(.1) 

прим~нля дважды операцию ковариантного ДИфференцирования 

к ПРОИЗВОЛЬНОIIУ Rовариантнаыу вектору Л;, получаеы: 

(Г" ()е + г" ()е + г' o,J<) V..!!- _ 
, .... О'.. [н О'... JOtI, (J', '.х' 

( ?r.k: гА: гР r Jt ГР)Л w - 1'" ,.,.. - JNp.;" IL • 

-8'1-



а (7)Г;~ (jr/' r/t ГР г.." пр) 
11. -л. = -- - ~ -t I I<tD ; .. - "" ;'" .,4". (1t,'f!J' ./У.'..... ',"'" 'ЭХ'" JX H 

I I '.1 

Итак, IIЫ ВИДИ.ll, что симмеТРИЗ0вавная производная .11",_) 

ра»на О{)ЬJЧ.!iОЙ производной :второго ПОРРодка d~. 
';1Х"'Э%­

члена.llИ пропорциональными первой проиэводнои дополненной 

эЛ" 
EJ и самому вектору • При этом коэффициенты 

пропорционалъности оказываются зависящими ТОJ!ЫЮ от символов 

JtрисТОффеля г:: и IiX IlРОИЗ»ОДНЫХ и обращаются в нуль 
:в декартовой системе координат, где Г;:, ;;!'i о 

. Что же касается альт~рованной производной ~~{"'H] 

или разности 

пропорциональной только J91t 
, то она Оlшзывается 

Легко соо6разить, что КОЭwфи-

циент перед л. является теНЗ0РОМ ( так как А;,,,,и , Л '~I1'" Ц 

А It - теНЗ0РЫ ) четвертого раю'а. ~TOT теНЗ0р обр&.\ается в нуль 

в декартовой системе координат. tlo поскольку он теН30Р, то он 

равен нулю в лю60Й системе криволинейных ltоординат, вводимой В 

эвклидовом пространстве. И только в римановом пространстве,где 

нельзя ВВеСТИ декартову систему координат,разность 

./1.: /<OfH - .JIt~l1'" оказывается- отличной от ну ля. 

Если вместо ковариантного вектора Л; взять тензор про-

извольного ранга и строения .л" .. .... , то общая схема на-

хомдения разности производных второго порядка имеет вид: 

-15"-



где 
R р = ?Г,~ - ?Г,I!.,. г" Г", ГР Г", i..... ()Х'" lix," + ... " '1'1 - .. " ;,... 

Соотношение (4,50) было получено Риччи в I~OI году ~ на­

зывается "тождеством Риччи". 

§ 7. Тензор кривизны. 

Тензор четвертого ранга 

R.''''",11 = dr~ .. _ dr~ -t г ' гр 'd,z '" 'd-X" "'1' " .. 

возникающий при рассмотрении разности ковариантнш производ­

нш второго пор~ка (4,50) называется тензором кривизны .) или 

*') Тензор кривизны по существу был введен в работе Римана 
11 О гипотезах, лежащих в основании геометрии" ~I854) и вычислен 
им в "Ответе на вопрос, предложеННЫЙ Парижской АкадемиеИ"(I861), 
где показал, что необходимым и достаточным условием возможно-
сти приведенин квадратичной формы fJ.", 4XJtI.x" 
к сумме квадратов является обращение в цулъ всех состаRЛЯЮЩИХ 
тензора R,ICC,., • СостаRЛяющие тензора кривизны были также 
получены КРИСТОффелем в работе "О преобразовании однородных диф­
ференциальных выражениЙ второй степени" (869), вследствие чего 
тензор кривизны часто называют тензором Римана-КристоwФeля.Сам 
P~Maн о()означал тензор кривизны R. '1(,.." СИJIволом 
(t"JЖn). 

ТенэорнblЙ закон преобраэования R .1<...... V. его свой-
ства симметрии (4,56), (4,57) и (4,61) можно объединить в сле­
дующем едином утверждении: компоненты тенэора кривизны являют­

ся коэффициентами квадратичной woPMbl 

Л~li ::: R. ,,,,..,, [4x"dx"1", [4Х"'''Х''1у;> =' f {(;,,"",. "., s,it ",.p S "''' 

-К6-



теизороы Римава - КРИСТоффеля и является вахиой характеристи­

кой риманова пространства. 

НарядУ с тензором часто используется 

полностью ковариантнblЙ теНЗ0Р кривизны 

Найдем ВЬJ.раseние ДЛЯ R ,'" ... " через симвоИЬJ. 

КристоффеЛЯ Г-:, и их производные. Имеем: 

Используя очевидное равенство 

-11-



перепишем (4,53) в о~онча~льном виде 

Рассмотрим некоторые свойства тенэоров 

1. Свойства симмеТРIИ. 

а) ТеНЗ0РЫ и R 'х._,,' анТИСИUIJеТРИЧI1Ьl 

относительно двух последних индексов, т.е. 

Iи~н~ 
vTX свойства непосредственно из (4,51) и (4.54). 

В) TeH~Op 

первой пары, т.е. 



В самом деле, из (4,54) следует: 

С) Тензор симметричен относительно переста-

иовки первоИ и второй пары индексов, Т.е. 

Для доказательства соотношения (4,58) подставим в первые два 

слагаемые равенства (4,54) выра.вНИЯ дли символов КРИСТОффеl~ 

через компоненты метрического теНдора (4,6). Получим: 
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Viсполъзуя полученное выражение легко у6е~аемся в существова­

нии свойства ( 4,58). 

d ) Циклическая симметрия тензоров 

i oi R i О R к, ... , -t /f- IНlfк."" ,I/,,.,:=: 

провеРН8ТСН непосредственнои подстановкой в (4,60) и ('.,бl) 

выражений (4,51) и (4,54). 

г. Число независиыых компОнент тензора кривизны равно 

('1,62) 

действительно, число компонент с двумя различными индексами 

вида R,,,,, , равно ~ J1 (n-1) число 

компонент с тремя различными индексами вида: R (J<.ie 

R"iK(! и ReilN. равно з·.1...n(I1-1j(n-2) 
.3! 

число компо нент с четырьмн различными ИIi;.\6ксами вида: R ,'"",n, 
R (·м"" ( R 'l1"'" = - ;г ,,,,.,,, - !f.-",,,,,,) 

равно 2. ;! n (n-J.)(n-2)(И-3) 
Таким образом, полное число независимых компонент тензора 

кривизны равно 

n1.(n' 1.) .N - J1 (n-1.) -t .!J. (n-l){n-2) + l1.(n-1.)fИ-Z){и-з) "'" --- '2 '" /2. /2. 

-!lo -



Так ДШ{ ДВУX10lерной поверхности ( n=2) тензор кривиз-

ны из 21( = 1..6 компонент имеет одну (Jl = 1) незаВИС\lМУЮ 

и ЕыраЬСЭ.ется через СКд.JlЯР J( следуюiЦИМ образом: 

для треXJIеРIlОГО простраuства ( 11:: 3 ) теязор кривизны из 

з'~ = 81 ,юыпоненты иыеет шесть (.11 =6) неза:виси6Iых и выражает­

ся через сим~етрический теllЗОр ~,~ 

ДJIЯ четыреЮlерного пространства ( n = 't ) тензор кривизны из 

4~ =2~6 компонент имеет двадцать ()/ =20) независиыых. 

3. Тождества Ьианки. 

Наряду с алгебраическими соотноweниями (4,60) И (4,61) 

теизоры и удовлетворяют следую-

щиы диw1~реициалъинu соотношеНИЯМ,которые называются тождества­

IIИ Бианки: 

(~6.3) 
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Для доказательс~ва соотношения (4,63) восполъзуеыся 

тождеством Риччи 

ДиqJфeренцируя (4,65) ковариантньш образом по x~ и осущест-

вляя циклическую перестановку индексов ~,n,jO получим: 

Сложим все три равенства (4,66), (4,67? и (4,68) и перегрупци­

руем члены в левой части: 
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Рассматривая .л,~ ,",п? как вторую ковариантвую про из-

водную ./1 i ... 
J 

, имеем 

согласно (4,50) 

и аналогично 

Подста:ВИJl (4,70)-(4,'12) в (4,69). После сокращения соответству-

-
ЮЩИХ ЧЛ€rНОВ получи",: 

Но из-за циклической симметрии (4,60) 

е nе n R - О R "'''! -+ f{. Л/М + ~ 1''''''' -

А поскольку ~e - произвольный :вектор, то 

Второе To~гCTBO (4,64) доказывается совершенно аналогич­

liШl образо". 
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§ 8. ТСНЗОР fиччи. 

~ приложенинх теНЗ0РНОГО анализа к оощей теории относи­

ТСJlЪНОСТИ очеtiЪ валшую роль играет СИl4iЮТРИЧНЫИ теЩJОР второ­

го ранга, ПОJlучаемыИ путем свертывания теизора s<ривизиы 

R'·J(. ... 11 по ДВУМ индексам: КОdтрав&риан'.rНОL1У и t\Oвариантно-

IIУ, стоящему па последнем месте 

или 

[е!iЗОР R/JJ>t называется тензором Риччи. 

!'ассыори.мM ~{eKOTopыe его свойства. 

1. Сиыtleтрия 

следует непосредственно И3 выражения (4,74), если восподьзо­

ваться равенством (4,28) и прео6раэовать первое слагаемое к 

виду 



г. Диве ргеиЦlЩ. 

Пусть 

Риччи, а 

- сwешанный теНЗ0Р 

- скалярная РИl.lliliова кривизна. Тогда 

имеет шесто следующее соотношение: 

D CdMOM деле, согласно то.ществу .:>ианки, имеем 

R рl1 R Рl1 R Р'" - о ""х. t + к.~,"" + eJ<f,I' - , , (Ч,П) 

где 

• 

O'J.le свертки ПО ДВУМ инде!(ОaJ.j т . oЩU ОТВО (+,77 ) ПРИ!iимае т 

J..~ И, . 

или 



3., Тензор ЭЙнш~еЙна. 

Из смешаlНiОГО текзора Риччи R,,'" легко получить тензор 
'.j': ~~ ,дивергенция которого тождественко равна нулю 

!1: JI = О 
) 

Тензор ~к.M обладающий этим свойством называется тензо­

ром Эйнштейна и иuее~ вцд: 

... ... I й О'" Л 0"-
!fJ' = RIt. - 2: It;. а"". + O~ (1(,19) 

где 1\ - произвольная константа, исторически введенная 
• 

dйнштейном при решекии частной задачи о структуре вселенной и 

потому называемая "космологической", 

ТеНЗ0Р dйяштейна (4,79) может быть записан в ко- И кон­

травариантном виде: 

Четыре уравнения (4,78) имеют глуоокий фИзический смысл, 

СВlзанный с за~онами со~ранения энергии и амцулъса. 



§ 9. Частные СлУчаи римановых пространств. 

1. Пространств~Эйнштейна ~~ называется T~oe римано-
во пространство v." ДЛЯ которого Т6liЗОР Риччи имеет вид: 

с помощ:ью формулы (4,76) можно показат:ь,ЧТО при h~3 

скаЛЯРliаff КРИВИЗliа R пространства ЭЙнштейна доШltнs быт:ь по-

стоянной; при n =2 любое ~ является пространством 

dЙliштейна .lJ2, 
2. Пространство постоянноЙ кривизны. 

Пространствоu постоянной кривизны S~ называется такое 

риuаново пространство \f~ , для которого тенэор кривизны 

имеет вид: 

Покажеu,ЧТО пространство постоянной кривизIiы S" являет-

СН частным случаем пространства Эйнштейна ~~ , для которо-

го 

;г = к. (1. -;;) I'J 

в самом деле, имеем 

откуда 

-!J~ -



Сравнивая пожученное ~~~~иие с (4,dO) нахОДИМ, что 

R =-" (J.-n)У/ 
в частном случае n s 3 можно показа'1'Ь, что если V; - про-

странство ~ИнщтеЙна. то оно является простраНСТВОМ постоян­

ной кривизны. 

3. Эвклидо:вы пространства. 

i:)вклидо:вы.u[15] пространством R" называеТ9Я такое рима­
НОво npoCTpaнCT1IO v;, ,Для. которого тенэор кривизны R ill. ... " 
тождественно равен нулю. 

§ 10. Интегральные теоремы. 

РаССUОТРИI4 n - мерное риманово пространство v.. с коорди-

натами и в нем подпрострааство У... размерности т . 

Ha~OBel4 ЭЛ611ентом интеГРИРОБаниlt в У... ,СООТБетствую­

ЩИII элементарной ячейке с fYI упорядоченными реораllИ 01", х.' 
(ot.J.,2, ...• IН; '-1.,2, ... ,11) , Бнешнее произведение 111 ДИq}фeренци­

алов 

~ O,.." .. ·J J • J j t 
[d:x ... tlx" ... d.xtJcljJ ... r =- m! ()'d.fJ ... J' a,.:;r.'ayxJ( ... «.АХ. 

Тогда каждому ~ - мерному подпространст:ву \f~ 

[н;-] • ЭБКЛИД - древнегреческий математик, автор первого на 
дошедших до нас теоретических трактатов по математике. 
Его научная деятельность протекала в Александрии в нача 
ле Ш века до н.э. Как свидетельствует Папп Алексан­
дрийский, ~вклид оыл человеком мягкого характера очень 
CKft0.IIНblM и независимы.u. Гла:вная работа 3Вltлида - "Нача­
ла' соста:вила целую эпоху :в раЗБИТИИ элементарной гео­
",етрии. В "Началах" dБклида, состоящих из I3 книг, дан-
06раз~едукти:вного изложения геометрического материа-­
ла на осно:ве предпосланной c~cTeuы аксиом. 
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МО&еТ быть сопоставлено чисnо 

J w ( ... ) ::: f а ( ... ) (х. •.• е [d:x.'·"~" ... ,,:же] 
(".) ( .. ) 

- известные ~ункции координат. 

l:.СЛИ подмножество V... НВJIЯется 1ft -lJеРИоit границей ПОДМНО-

&eClfJla У"'.,1 , то при JlЮ()Ь\Х 

имее~ место замечательное соотношение 

('1,12) 

.:JTa чрезвычаино компактная формула заICJIючает в себе фор­

~улы Стокса, Гаусса-Остроградского, ГРИНа и обобщает их на 

случай n -мерных рИllаиовых: пространств. 

~opMyAa (4,82), называеыая оuо6~ниой теорией Стокса, 

прив~тся наuи аез доказательства. При ~лаиии с НИМ можно 

познакомиться, например, по книге 

Те~ин "интеграл" ( от латинского слова ,~ 
- 'целый" ) BBe,ll.eH швеицаРСКИМJllатемаТИКОII IiкоБОIl 
Бернулли (1654-1?U5). Символ аыл введен Лейбиицем 
i\aK СТИJШзац,ш первой буквы слова ~ -"с.умыа" 
- первонаiального названия интеграла. Современное обо­
значение определенного интеграла ВведеВfфраНЦУЗСКИII ыа­
тематиком Аозе~ом Фурье (1763-1830). 



чим: 

Переп~сыэаR соотнощен~е (4,82) в раввернутом виде, полу-

Ja . [Jx i ... dx t1 ==!da("'Ji ... t [dх"'а'я·· ... dz f7 (ltI3) 
("')L ••• e J 'dX'" J. J '/ 

Рассматривая строение подинтегральных выражений в формуле 

(4,83) нетрудно заметить, что слева под интегралом стоит тен­

зор, справа - нет, поскольку частная производная тензора,ВООб­

ще говоря, не есть тензор. Однако никакого противоречия в этом 

нет, так как интеграл по конечной области пространства от тен­

зора, заданного в системе криволинейных координат, вовсе не 

обязан быть тензором. другое дело, если тензор задан в декар­

товой системе координат. В этом случае, действитеЛЬНО,интег­

рал от тензора есть тензор. , 
Обобщенная формула Стокса (4,82) имеет простой и ком-

пактный вид олагодаря тому, что в качестве элемента интегриро­

вания взята ваеllШ.ЯЯ Д!t{фферендиалънаа фОРl&а {OI:)( ...... o('xtj 
наиболее адекватно выражающая интегральные свойства дифферен­

ЦИР1еuых многообразий. Однако на практике • из соображений наг­

лядности, в качестве исходных элементов интегрирования берут 

так назъmаеuые ковариантные ( n - т )- объемы d 'l:" f.::.:-'!: 
"- ... 

которые являются тензорами, дуальными к внешним дИфференци-

альнliМ формам [~J по всем h1 индек-
м 

сам. При этом обобщенная формула Стокса теряет присущую ей 

изящную форму и при06ретает более громоздкий вид, различный 

для тензоров различного ранга и строения. 

-/t)()-



Чтобы установить соответствие между соQтношением (4,82), 

выражающим на.иболее глубокие интегральные свМ1ст:ва ПОДПРОСТ-

ранст:в VM и У ... Н И различными ИJiтегральныuи тео-

ремами, встречаЮЩИМИСfl при рассмотрении конкретных задач, при­

ввдеи фОi1иулы, П03ВОJlflющие переходить от внеlUНИХ qJopu 

[dx'dx" ... elx t] к ко:вариаНТНЫJ4 (nJIН)- ооъемам 
~ 

Jrc: .f::;.:t'" и обратно. 
It-'" 
Сог.)(асно опредеJlению (qt'tf. ) тенаора, дуапьного данно-

му, имеем: 

J~ножая 06е части равенства (4,84) на 
с, ~ ... 11" /' ••• ". 

~ ---..--
и осущеСТ:ВЛЯfl cBepTKY!lO n -М индексаы 

ПОJlучаем: 

Н-М ,... 

/А ••• 11 

Но так как внеШНflЯ форма [daf ... "х'] антисимметрична 
по всем индексам, то на основании соотноше~иn (1,17) перепи­

сы:ваем (4,85) в виде 
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rJ.. [ ... ) и •.• ?; .iTaK, чтобы найти ПОДИiiтегральное выраJieние '1"' 

:в uраВОl1 части соотноwеНИ!i 

-= fA-l ( ... )u ... 7I" "'.,... , 
I '-'и ... ~ 

'--v-" 

Н-_-! 

i:iыразiUI dr: ,;i ••• 1П. 
~ "-", 

И сведем левldt интеграл к виду 

через {t/:;r.i ... t/x t ] 
'-- ... ; 

1ft 

~aTeM, воспользовавшись ~рмулой Стокса (4.82) приведем исход­

ный инrеграn к 

Наконец, выражая через dr:-U ••• -V 
'--v--' I 

приведеы исходный интеграл к окончательному виду 
h-ж-l I 

! ,...h("')И"'V cI'C r И ••• 1/" 
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В главе У, посвященной прикладной стороне векторного анализа, 

ыы ПРОИЛЛЮС'l'рируем описанную схему на приuере целого ряда ин­

тегральных теорем • 

. § п. Тензорный анализ в терминах линейной 

алгебры. 

Так уже поминалось выше, Б СБоем иэложении теНЗ0РНОГО 

анализа мы старались придерживаться чисто аналитической точ-

ки зрения, избегая каких-либо геометрических ПОНЯТИЙ,претен­

дующих на наглядность. однако, после получения основных соотно­

шениЙ аналитическим путем, представляется ин,ересным получить 

те же соотношения в более или менее наглядных терминах линей­

ной алгебры. 

При этом мы будем предполагать известными понятия векто-

ра. произвольного оазиса 
- -t .... a t } Qz. 1 '" J а" И скалярного 

про изведения двух векторов. 

Итак, рассмотрим вектор 

_1 ..... ()( rt = dx' а .. 

и его квадрат, равный квадрату расстояния мe~ двумя сосед­

ними точкаuи 

Сравнивая полученное соотношение с квадратом расстояния между 

ДВУМЯ точками, записаанЫIA с помощью ueтрическоrо reазора 
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получаем простое выражение дли составляющих метрического тен-

зора g,~ в виде скалярного произведения соответствую-

щих базисных векторов: 

..,.. -4 

f};x. = а,' а" {I{,Н} 

ЕЗ'd'r'i'Il'i1М i\ (fastfrJ[{ 

что 

~, а;., ... , а: , 1'. е. 1'flKOilt 

0'. ёi' к. := Jl.. If-
t , 

0603Rачая искомые координаты вектора cr~ относительно 

первоначаJlЬНО::'О базиса а; через ~t 
;; Судем иметь: 

Подстав~~ (4,89) в (4,а8) получим 
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с другои стороны, умножая обе части равенства (4,89) на 

находим 

(ч,'t) 

;t 
Рассмотрим теперь произвольный вектор JТ f ИJeЮЩИЙ компо-

ненты .J} ;. в базисе а.. 

(".!J2.) 

и образуем производную 

(",!J~) 

~a .. 
Вектор ~X~ может быть разложен по вeKTO~ первоначальнО-

го 6азиса ~ • Обозначая его координаты, наэываемые КОЗФФИ-

~ н V~. циентами а~инноn связности, через d _ t пQЛУЧИМ: 

~множая 06е части равенства (4,94) на «'" , находим: 

!, 
\ 

-о 

Точно так же определяем координаты у BeKTo~a dQj 
41,"" r ?x~ 

сительно взаимвого базиса ёГе 

-105"-

отно-



или 

Рассмо~рим тепер~ ра3ИОС~Ъ 

(",98) 

где 

- антисимuетрическая част:ь 06ъекта de,ix. 

5~~:Ь симueтричесltVю част:ь объекта У. 
'V /11,"" 

и постараеuся выра­

через производные от 

Ъоспол:ьзовавшис:ь соотношением (4,98}t получим 

0/ ~ + ?1'!' - а. ;;а: _ ёi' 'da; _ 
de,i" i" 'ftJI'i = ,ох" ,Х' ' ,:X~ ;t ,х е 

--.... S ;;:;''''а-: -S ... е" а"'а, - м,е. "f _ , 

ИВ 
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Складывая (4,99) и (4,IOO) нахо;цим окончаже:льное выражение 

для КО.;lli!\l!ициентов афФинной СВЯЗНОСТИ: 

ИJ[И 

(/t.J01.) 

где 

- сиuвол КристоффеЛЯ, 

S e,i" - за.цанliый ПРОИЗВОJlЬНВО Э-НТИСШlметриче<ший по 

( .. J(. теН30Р, называеlW.Й теНЗОРОU крученИIi. 

Атак, вообще говоря 

(If.I.IJ2.) 

Если Se"',, 1= о , 1'0 многообразие, задавае-

мое координатauи ~' • dазывается риманоВblJl пространством 

с кручением; 

если же Se"',, = О то Jlного06ра.зие называется римано-

вым apO~TpaHCTВOK без кручения. 

daK uрави:ло, в физике рассматриваются рима новы простран­

ства без кручения и потоку Jlы везде будем полагать Se '1(. == О , 
и считать у. - г. . 

(J е,'Х - е,"( 
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Таким образом, для РИ»аНО»ЫХ пространст~ без кручения 

имеют место следующие простые выражения для с~мволов ~ристоф­

феля Ге, ,'/<. и Г {..: в Биде скалярных ПРОИЗБедений век­
-о а; 
~.xlt. 

'fOpo» - ё;i't al 
ОИ и 

Гe,(1t. 
-о -;;а. = at --!-

?х" 

-t 

Г~1f- = ё/е ~a; 
':х." 

Возвращаясь к равенству (4,93) и подста~ляя в него выра­

zeние (4,94), получим: 

где 

ко:вариантная ПРОИЗJо.цная ~ контра:вариантного вектора .Il L 
; 

ПРИ ОТСУТСТ:ВИИ кручения 

-/01-



Воспользовавшись соотношеЩ1еы (4,104} деl'КО наити закон 
t 

преО6разо:вания Г,,/(. при переходе от одаои. систеьш коор;ци-

нат к другой. Имеем 

-> -1' -1' 

а,' С,, СА/" 

Следо:ваorеЛЬfiО 

НО так как 

1'0 

-/{)!l-



Рассмот~им теперь разность вторых производных базисного 

вектора йг 
0оозначая состаШlflющие этои разности относительно оазиса 

• будем иueть 

.lOl(8.4eli, что есть ни что иное как тензор 

КРИВI1ЗНЫ. 

Н самом деле 

Vf У'" _ уР y .... )ёi' + 8 I!" ,'" (J и (J 1''' .... 

Сравнивая полученное выражение с определением (4,I09), подучаем: 

-/10-



1!ри отсутсвии кручения и выражение 

(4.110) совпадает с "общеупотребительным опре~едеиием Т6uзора 

кривизны (4,51). 

~JTaK, результаты данного параграфа СВОДЯТСЯ J( следующе-

ыу: 

1. iiiетрическии тензор tJl"" равен СОставля~иw векто-

ра а; относительна Оазиса (1"':' 

а контpqвариантный тензор 
.... 

9- i/t. равен сос'lавJUlЩИМ вектора а'" 
относительно базиса й,,: 

--t. .-t 

а' = Q"" а" . 

вектора 

2. Тензоры кручения s~" и 
'Ja. -;;i!i..r. 
'Jx" - -Jx'- относительно баЗиса 

s е, ll'- равцы составляющим 
-< -<, 
ае .. а 

соответственно: 

5. t\оэффициенты аффИнной связности У;" и r~.i" 

равиы составляющим вектора 

отсутствии кручения символы ~ристоwФeЛя r-/~ 
ifa,· 
()х,. 

относителъно 

.. ге ,it. 
I 

базиса ~ 

а при 

.... ( 
И а соответственно: 

.. 1t1-



4. Тензоры кривизны 

ставляющиu вектора 

относитеJlЪНО 08аИQа 

-1.j2-

раины со-

соответственно 



ГЛАВА У. 

Векторный анализ в трехмерном эвклидовом 

пространстве 

Difficile est proprie communia dicere; tuque 

Rectius lliacum carmen deducis in асtuэ, 

Quam 81 proferres ignota indictaque рпшus.") 

. Квинт Гораций Флакк 

§ 1. Векторная алгебра в терминах тензорного 

лсчисления. 

Что такое вектор ? Ответ на этот вопрос представляет из­

вестные затруднения. Су~ествуют разные подходы к определению 

seKTopa. 

С 'l'очки зрения элементарной геометрии вектором называет­

ся всякая величина, которои может Оыть поставлен в соответствие 

отрезок. имеющии определенную длину и dаправление *~). 

Jt) - !!.сли 6y.q,eM понимать слова Горация, как понял их англий­
ский поэт \ Dайрон - Ю.К.), то мы согласимся с его мнением: 
трудно хорошо выраJИТЬ общеизвестные вещи. - А.С.Пушкин, 
"Об Альфреде :.!юссе" • 

**) Подчеркнем, что все понятия, приведенные в данной главе не 
претендуют на какую-лиБО строгость и выражают лишь нагляд­
но-интуитивную точку зрения,присущую традиционному ИЗЛОае­

нию. 
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Беря за основу наглядный образ напра~ленного отрезка, 

определяются следующие операции, осу~ествляе»ые над векторами: 

1. Сложение 

2. Умножение на число 

3. Скалярное произведение 

{~," Векторкое произведение *) 

Jсполъзуя соответствующие свойства введенных операций. 

можно доказать ряд To~дeCTB, составляющих набор основных тео­

рем венторной алгебры 

*) Вектрное произведение было определено Гамильтоном как век­

торная часть кватериионного про изведения. Ьекторное произведе­
ние было определено также Грассмано),l под названием "внешнего 
произведения .дВУХ вектора»"; Грассll8.Н обозначал это произведе-
ние как [a~l , это же ооозначение применял ЛевиеаЙд. 
ГиМе обозначал векторное произведение как i1}( 8 и называл 
его "косым произведениеы" ( в противополо)Шость "прямому". 
Т.е. скалярному). 

-111( -



[а'[fё']] t [f[ea'J) + [C[1JFJ] = о 

(li'c) (;Ха) I 
[ii~J[ellj = (lёJ (l'(/) 

[ёi'8'f1-= az.g& - (at):. 

(S;f) 

(S;2) 

(5;3) 

(s;s) 

а(l[ёа]) --l(C[da)) ~ё(;r[iJl'])-а{~[Fё])=р (J,i) 

(а' r; (а1/) (al) 

(a[leJ)-{(г;.rl) =- (1n (lf) (l'f) (~.,.) 

(ё Г) {~fJ (el) 

()'" (а () (а."ё) 

(lf[lёJ)l. = (r~) в~ (1С) (',1) 

(С'а') (ё'В') C~ 

dТИ тоддества могут быть легко получены, если рассматри-

вать ве8ТОР ar как тенэор первого порядка, определеннмй в 

декартовой системе координат. 

-1/5-



Поскольку в декартовой системе координат »атрический 

тензор имеет вид: 

'Jill. = { oi 

то не имеет смысла различать ко- и контравариантные индексы. 

llоэтому на протяжении этой главы мы будем писать все индексы, 

в том числе и немые, внизу. 

Итак, рассматривая вектор как тензор первого ран-

га а, легко установить соответствие между скалярным и вектор­

ным произведением с одной стороны и известными свертками с дру­

гои 

(';'tO) 

Используя эти соотношения, тождества (5,1)-(5,8) доказы­

ваются оезо всякого труда, почти автоматически. 

(S,I).Циркулярнан симметрия тройного произведения следует из 

очевидных равенств: 

а[ lёj = ас [R'ёJ l = е,',а а; 81( Се = еи•· #" Се а .. = 

В"Гёёi'] = ~[гrВ'l. 
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(5,2). Двойное векторное произведение раскрывается автоматичес-

ки: 

= (J.", cf?: .. - сР.·11 ~",) а", t,.. с., == а" 1.. с'" - ~" #и. C j ;: 

::= 8; (<<с) - с, (58'). 

(5,3). JTO ТО1i:дество, известное ПОД названием тождества ILfCо6и 

и заменяющее со60И свойство ассоциативности в алгебре 

JIИ,доказываетсн непосредетвенной поДстаноюши равенства 

(5,2): 

[«[1'ё']], -t- [f[Ca'll· + [с[а'РД; = 

(5,4). dTO тождество называется Toд~eCTBOM Дaгpaцta. Его дока­

зательство очев~дно: 

(5,5). ата тождество, выражающее квадрат вектор Horo проиэведе­

~ия через определитель Грама второго порядка, является Ч8СТНЫ» 
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СЛJчаем (~= ёi'; d == С) 

(5,6). ;'ТО TO~ СТВО пре;J.с'rэ.вляет собол Рdзло;!ение ПjJОИ3J30ЛЬ­

И'JГО ве!стора l по ТреМ ПРОИ.3ВОЛЬ.It1М dаправлениям,зада:sаем::.ш 
rрс:,ш не"о;шлаriс,iJrl!libl (ёi[fc]t: o ) ве'\ТОРЫIИ а:;, .. с 

,Iuee!.l: 

i:Jамечая,ЧТО cts :: а ... J7 ... :r и циклически переОООЗfia-
чая икде Kcы с', .к, f получаем 

jO согласио ( 1.9) 

(;ледовательно Х; =0, 

(:), '1). ~ЛН докгзатеJlьства ЭТОГО тождества ВОСПОJlъзуеI.lС\\ СООТНО­

~еf{ием (~7), выражающим ооосщеииые САNВОЛЫ ~poaeкepa третьегО 

порядка через J/'. vl.u:eeM: 

- /I,f-



== (а()(ё'f)(ё'f) + (q!){g'C)/C<T) 7- (аl'jlе'f)(ё'f)­

- (ii'l'){lf) {ё'fJ - (а'f)(8l'J(ё'fJ - (а'fj(rг)(ё'l'j. 

(5,d). JTO To~дeCTBO выражает квадрат тройного произведения 

через опреАелитель Граuа (2,37) и является частным СЛУЧаем то­

ждества (5,7). 

§ 2. Dекторныи анализ в терминах 

тензорного исчисления. 

Основная задача векторного анализа. как известно, состо­

ит в получении новых величин, ооладающих ковариантными свой­

ствами, т.е. прео6разующихся ~aK скаляр или вектор, из задан­

ных скалярных или векторных wункций путем операции дифферен­

цирования. 

Существуют следующие четыре дифференциальные операции 

первого порядка, обладающие указанными выше свойствами: 

1. Градиент скаJ1ЯРНОЙ \iJУНКЦИИ «-
-J/З -



(S: 9) 

г. I1роизводная *) векторной Ч!УНКЦИИ а по направлению 
вектора ё 

iI') Градиент скалярной ipункции Fd'f == V <f 
дивергенция aAN ёi' = (va) , ротор 

'td li' =' [vaj и ~И!lВОЛ на6ла V были опре-
Дtшены Гамил:r.тоном в "Лекциях о кватериионах" (1853). Производ­
ная векторной \t>УНКЦИИ по заданному направлению была определена 
Гиббсом в ""лементах векторного анализа" (1884). 

Термин "наола" (~ ) ДМ символа V происходит от 
оиолеиского названия музыкального инструмента типа арЧfЫ, имею­
щего треугольную \рорму - "не6ел". Слово "градиент" происходит 
от латинского СЛОВd ~d<:-e-щ -"шагающии" и понвился впер­
вые в метеорологии длА обозначения направлении максимального из­
менения 'l'емлеRатуры воздуха, aTMocq:.epHOrO давления и т.д."ди­
веRгенция" и ротор" лроисходнщие от латинс~их слов ~ 
- 'pacxo,i(J'Cb" и ido -"вращаю" оБЪЯСllfiЮТСЯ '.гСМ, чrо не6'ора­
щение Jj нуль дивергенции или ротора силового ПОЛЯ указывает на 

наличие, соотве тствеано, ис ТОЧШlliО:В или стоков СJJЛОВЫХ ЛИИИJil 

ИЛИ их dаr..шаутости. Что касается вектора (;',10), .го дО CLo1X пор 
ие выработан оощепринятыи термин для его обозначения. 
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3. ДlIвергеициа векторной Ф1НIЩIIIII lt 

4. I'OTOp векторной qJУНКЦIIII 11 

Ilримениа эти операции к произведениям скалярных и вектор­

НЫХ wункциЙ. получаем: 

tpaol (rrJ == r (t'ul.dr -t r ~r; 

суих-d (it~) = (a~) 8' + (!'~) а +-

(S; 13) 

+ [a-zd8'] 1" [ё'ИJtёt]; (S;t't) 

OIМr (r ii' J = r div- zi' -t а' r--cul r j 

c&v-[a'8'] == !'W{:a' -a'zdg'; 

-121-
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(5;2.0) 

Рассматривая вектор zr как тенэор первого раига at 

заменим введенные выше дифференциальные операторы соответствую­

щими- свеРТКдJlИ содержащиuи оператор R-:: gx, 

~d.(p = ~. if --- 1 I g:x.' 

Кроме того оказывается полезным еще одно выражеuие 

(~2i) 

(S;22) 

(5',23) 

Используя эти соотношения, тождества (5,13)-(5,20) дока­

зываются оезо всякого труда: 
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(5,13). ~; ("r) = fx; {rrJ = <tf!г + t :!. = 

(5,14-) 

(S;U). 

(~/K) . 

+ еi;н>/ e~ 6;, ~i:,: = [а (C'r-'J в1- [g'.{ё'rzaa'Jli'); i 

dИr (ra) = L (rQ ,,) = (J? 'Ja" -+- a-I< -;}lf = 
ЭХ/< J ?:t", ~Я',,-

-/2..3-



Приwениы теперь 06~ие результаты, полученные » § 10, 

гл. IY к векторам трехмерного эвклидова пространства. 

Обычно при записи интеrральных выражений в традиционном 

векторном анализе в качестве зле ментов интегрирования исполь­

зуются 

oIlj - декартовы состaвnящие элемеfiта ДШUIЪ1 

,цуrи кривой, 

Js.- - декарТОВЫ СОСТaвJ1jiXIЩИе элеllf..l1'В ШlОЩ8Д1I 

поверхности И 

JV - элемент 06:ьемв. 

-/2.'(-



Чтоuы БОСПОJlъзо:ваться Q(}оощен ной ;iP рму лай Стокса ('.,82.) 

необходимо :выразить d(, "s.. и tllI через внеwние \l,JOPMbl 

n:артаиа [,j,xi] , [,jx; "х,,] и 

()казывается, что декартовы составляющие элеlreкта ДШ4fiЫ oIt .. 
просто равны ["х;] • а "~; и N llВШ!ЮТСЯ иовари-

аит !ilШИ "41 е MqM VI J'[; i Ц d'C. 

Итак 

и СОJrласно (4,8'1 ) и (4,t~) *) 

(S;2t) 

и с>6ратно 

(5',2<J) 

(5",30) 

Используя соотношения (5,26),(5,21) и (5,29) нетрудно 

доказать следующке интеrpan»ные теореми,устанавливзющие свна» 

между интеrралами по за1lЮ1УТОМУ ROH'rYPY L и интеграла",и по по­
верхности S • ОIi11lр8.ющеЙСii на этот коит;р: 

*) в декартовой системе координат ~. d!. и поэтому :в ФОРlll1-
лах (4,84 ) и (4, К6 ).мы AlOii8J1 заJlенить Etir.e на e,ir..: 



f r r1t '" f [&45 r--' '(] j 
L S 

(S; 3l) 

f ёi'Jt == J ~iX "5; (~32) 
т.. S 

1 Q'(f Jё) = f lf ('ldC.dSJ т (ft tl5J~)i1; (~зз) 

r.. 5 

ф [а"ё] ~ J rJ.k~ tr. ds - (riS'rг-'Jа' -t [wta.J?j; (S;з't) 
L S 

(5",н). frde,. ~1f[JX .. ]:: fН:[Jх"d'х,.J~ 
l L s 

:: J]l-" eell.,· t;{Sl == J ["5 F.(r]. ; 
s s 

(,,32). f а,' 't.. :: f а,' [ах,-] = J ;;~ [d'x."dx.] '" 
1. L S 

(',33). Ф а• б"Jt" == #?1; t" [rlx~] ~ J(Q,,~ -t ~ #J[d'x .. d'xJ 
1. ~ S 
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~ ~?И.R.- UC4'И7~ ~~ fs-.д)-

(5",30) ~ ~ ~) ~J-'..d­

~~~~;и;~~ 
~~ $ и ~ h() J~ v: Э«--
1<AAМl~"'"1r ~ ~ ~: 



f lf (t is):: f о' OINrr r..w 1"~( в' ~) а' t7W 
.$ ., 

1 [аЛ] ::-J7.da'"w 
s V 

(f,35'). f fdS; = 1! r (е;"е p~",x~] = ~ Je.i<€;~ [dX-"'.t,."'~J= 
s 5 V 

{fe е '() ~ q/A/ - jJl.. !!l ow - j!VZ.6и.l. r pt.v . = 2t <'",,..," им - , .... ;>х... - d ----, J 

1/ V 1/ 

('.36). ~ а, JS i =о -Ь 1 а; е;". [d-x" d.:te] ~ i! f e,i€€ ;:~ [Jx....J.x"dZ;}:: 
s s v 

(5',З'J). фа; 8" dS" :: 1! f а,'!.:. е" ... " [a'x_otx,,]:; 
s s 

:=:.L !ек.", .. J-(а;t,.)[dХfd;( ... а'~,,] ~fJ;l /а, ~ + 
2.! ilXt (' ?я:'t 

V V 

+ l!-f б,,) tМI:: j а .. "tИ/' t .,w f f {( ~ ) а .. tШ 
v v 
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(5;.31). f [ай]i. "" f eiк.~ a",dse = 1t feU:ea"e~["x.."'(J= 
S $ S 

- fe. -;;а" dV ~ - Jzd:. а otv. 
- '''I'?х ' V ,. у 

Отuетиu,что соотношение (5,32) называется теоремой 

Стокса ( в УЗКОМ СМblсле). а (5,36) - теоремой Гаусса [16] 

- Остроград;:,!{ого [111 

[I'J • Карл Фридрих Гаусс (1777-1855), наэ:ваIiНЫЙ современни­
ками I(оролем мате 118. Т иков • РОДИЛСfl в ьрауншвейге ( l'ерманиn) в 
семье водопроводчика. Когда Гауссу исполнилосъ три года он об­
наружил свои удивительные математические способности.Свою вы­
числи~ельную технику, где он был непревзойденным виртуозом. он 
со:варшеНСТБовал всю ЖИЗНЬ. После обнаружения малой планеты 
цереры, предвычисленной Гауссом, он стал считаться величайшим 
математиком мира и получил почетное звание Геттингенского КО­
лосса. Гаусс вошел в историю математики и как один из саэдате­
лей неэвклидовой геометрии. Однако б~знь быть непонятfЫМ и 
осменнныu со стороны невежествеиных людей помешала ему обрабо­
тать свои идеи по неэвклидовой геометрии и опубликовать их. 
Трудно укаэать та!\уЮ область чистой и прикладной математики,В 
которую бы Гаусс не внес с~щественного вклада. Гаусс нвл~тся 
такхе создателем абсолютной системы электромагнитных единиц. 

ГПl. I~ихаил Васильевич Остроградский (1801-1861) РУСС"ИЙ ма­
тематик, действителышй член Петербургской академии науК. 
uстроградский был признанНlШ научным авторитетом в области ма­
тематики и механики. Ам написан ряд работ по теории чисел, ма­
тематическому анализу,алгебре, теории верятностеЙ. Остроград­
ский по "раву считается центром всей математической деятел~но­
сти в России того времени. 
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Если в формуле (5,36) взять в качестве ar вектор 

r ~ r ' то получим: 

где 

Формула (5,39), пере писанная в симметрично» виде 

f (r~r - 'fr-'fJ ds = j('fA f -IfА'f)AW fS;ItD) 

иазШl8e.!l'СЯ формулой Грина [1&] 

" 
§ 4. Криволинейная система координат в трехмерном 

эвклидовом пространстве. 

в некоторых задачах удОбнее определять положение точки 

в пространстве не тремя декартовыми координатами *) Х, f/. -г, 
а тремя НОВWlи числами q,t, <1' ... ",3 , называеwми кри-
волинейными координатами точки. 

_) Термин "коордпата" ( от латинских слов с ... - "с" и 
o~ - n упорядоченная" ) был введен немец-

ким математиком и философом ГоттФридом Вильгельмом Лейбиицем 
( 1646-1716). 

[181 • джор .. Грии (1793-1841) - ангшский wrewтик-са-
моучка. Лишь в сорокаиетнем возрасте Грин поступил в Кембрид-
.. спЙ университет, котоgый окончил :в 1838 году. В 1828 году t. 

Грии опубликовав книгу Опыт применения математического анали­
за к теориям эдеитричества ИJВгветизма". В ней он впервые ввел 
в науку повятие и терIIИН П~ИaJ1 и раЗВИЛ теорию эдектроwгна­
тиза. Книга Грина, вышеДIIWl незначитеJlыIwI тиражом, остава­
вась неиз~естиой ДО её переиздаии~ (1845) даже в самой Аигхии. 
8а зто врема другие учевые успел. получить некоторые результа­
ТВ, совпадающие с реаультатап Грина. 
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При этом предполагается, что дeKap~OBЫ и криволинейные 

координаты связаны друг с другом системо~ трех произвольных, 

достаточное число раз дифференцируемых функций, якобиан кото­

рой отличен от нуля: 

Поскольку як06иан систеw (5,41) отличен от нуля, она )(0-
[t,J 

Z6т быть разрешена относительно декартовых координат 

Согласио совершенно обши)( соотношениям (3,9) и (3,10) 

'AoJ "'х частике производные вида ~ , 
ЭХ и Э,?" 

[/5] .Рене Декарт - выдающийся французский философ, физик, 
математик, физиолог. Родился в 1596 году в местечке Лаз (депар­
тамент Турень) в дворянской семье. С 1629 по 1649 г. прожил в 
Голландии. Умер в 1650 году в Стакгольме. Математические иссле­
дования ДeKa~Ta тесно связаны с его философскими и физически)(и 
работами. В Геометрии" (1637) Декарт впервые ввел понятие пере­
менной величины и функции, что составило его основную заслугу в 
математике. 

"ПоворотнШI пунктом в matema.Tl4ke-пl4сал ::Jагельс - была де­
картова переменная величина. Благодаря этому в математику вошли 
~ижение и диалектика и dлаГО~Рfi этому же стало немедленхо необ­
ходимо дИфференциальное и интегральное исчисление, которое тот­
час и возникает 14 которое 6~nо ~ общем и целом эаверше~ьюто­
ном и Лейбницем". о uе U~t)lrl)e.,..eHrJ 

I 
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удовлетворяют следующим восеына~цати TO~eCfBaм: 

?х. !!l: = i' ~x~ ?х. ~'=(}. .....- ::::.0' 
?. 'iX • 'Э~; 'd1 ' 71/ ";;& ' 

~~ .... o· -,,.., ,,~ , ~~".i' 
"J'Y" ~ 'J ) 

()~~'={)' 
-;;",. ::f 2 I 

(f;"~ 

~~-=/), 
?'l-t ?;х. I 

~ :;'f.i _ () , 
'J'fl?:f- , 

~ i!- ?1!.' - 1. ' 
"d'f" , Z - I 

И 

в ~екарто~ой системе но~рдинат квадрат расстояния между 

ЮJУМ}f ~очкauи имеет наиболее простой ВИД 

Подставляя в (5,45) диф4leренциаJlы систеllы (5,42.) будем 

Таким образом ддя метрическоrо теизора ~;~ имеем сле­

ДYJЦee выражение 
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-:t ":'" __ 

Пусть l) J ) 1(. - единичные веI\'l'оры направленные по 

)СЯII демртовой систеllы координат. Определим базисные векто-

ры а. в криволинейной системе координат следующим равен-

ствоы: 

Из (5,47) следует,ЧТО 

(5; 1ft) 

и: обра~но 

Легко видеть,что 

Введем IiО:ВЫЙ базис ll'Jt, :ВЗЗ-lUIнНй J( о; такой что 
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используя соотношен~е (5,44) нетрудно убедиться в том, 
ZTD __ 

1iёкторами а Il , удовлетворюdЩIllМИ равенству (5,50) ,ЯВЛЯЮтся 

Аналогично формуле (5,4~) имееr место равенство 

..... 
Рассмотрим теперь ПРОИЗВQЛЬНЫЙ веКТОр ~ ра3АОi2ННЫЙ 

тремя различными способами 

Компоненты 

ми, а Л", 

ними компанентами вектора J7 

(,J3) 

Н~зываются декартовы­

- ко ~ и контравариант-

Dазисные векторы а.: и а" не hВЛЯЮТСЯ, вооб-

ще говоря, еДИЮiЧfiЫМИ. Поэтому, довольно '(асто вместо а; .. а'" 
рассматривают единичные векторы 

::: а: --.-
=~ (~~'f) e{J<) 

y~ .. VrF 
-" z=:K 

е '1<) - ~ (S"s; -w;, =гt;; 
-13Jt-



Если разложить теперь произвольный :вектор j( по еди-
-+ e--fJ<) ничным :векторам e~) или 

то системы чисел и л (1<) буду? называться нату-.... 
ральными или физичеСКИiJИ компонентами вектора fi . Связь \{JИ-

A 'I'} /J 
зических компонент и ,/'1 ftt) с контра- и ковариан'l'НЫ-

ми КОМП8нентами :вежтора ;r находится без трУда 

( суммирования по JC не т 1 ) • 

.А 'Jt) И Физические компоненты иU6И наглядный 

смысл параллельных п~оекций вектора Jr на оси, задаваемые 

векторами а: и 11''' соответственно. Однако, из-за наличия 
множителей ~ и y~~~ они не подчин~ЮТСЯ векторно-

му закону преобразования (3. /ч ) или ('.13 ) и, таким об­

разом, не являюжся тензором. В связи С зтим все вычисления по­

ЧТИ :всегда произ:водятся с ко- или контравариан~нымИ компонен­

тами Л" ИJIИ Л /t И ТОЛЬХО В конце. если нужво, деJl'lется пе-
/1 /1 (") • 

ресче'! на физические КОJlпоненты ./"f (/1.) ИЛИ./"7 

-/35"-



§ 5. Ортогональная система координат. 

~риволинеинаff система КООРДИdат называется ортогональ­

ной, если взаимно ортогональны uазисные векторы ас , Т.е. 
{=~ 

Таким ооразом, в ортогональной системе координат квад­

./JaT длины дуги ds между двумя Олизкими точками имеет вид 

ds1. ::. g-I.t {riq,t../, -r tj.u.(t/tfj2. -+- 9.J1 (d(j-ij~ == 

<= (/"dq!)4. 1" (~."cr·JJ.. 1" (~J q{,?J)~ 

Величины 

ilа"ываютсн па,Jшлетрами Jlar"e [20] • 

.u орrОГQнадьнои сис'rеме !\оординат 

tj~K ~ ;4~ ~ -i: 

• 

(!'.~2) 

[20] • lа6рVI3ЛЬ Jlшю (1795-1870) - -.J}JШЩУЗСЮ!И маrемаrик и 
ИН,(dнер, член l1аРИlli:СКО,j аhадемии наук. ь 1820-52 го­
дал ра()отал в России • .Dольшое значеdие .Iмеют его иССJlе­
доваНИff по математической 9изике и teOf-.1И упру гости • 
• 1aMe рctЗРdоотал O()u\YrJ теорию КрИВОЛИНt!l'ldЫХ l{оординат. 
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ё;.." 1. --,.. 1. .. а" = /'" а" :: е (КJ t5;o't) 

.А" = f,1. A " 
" (5;os) 

.А (1<) = /,,, А":::: ~. А" .. А,,,) (5;00) 

Мои о показать такае, что сиJIволы КристоффеJIfi определя­

ются следующими фОрмулами: 

Г· =0 <,1« 

(~''i) 

~аыетиw,ЧТО праВИJIО суммирования по дважды повторя:ющимся 

индексам не распространяется на форыулы (5,61) -(5,67). Кроме 

того необходимо иметь в виду, что в wормул8Х (5,67) индексы 

могут принимать лишь отличные друг от друга значе-

ния. 

Рассмотрим две наиболее употребительные ортогональные 

системы координат: 
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1. цилиндрические коорди~аты. 

Цилиндрическиt.411 координатами t!БЛЯЮТСЯ переменные 

р, f, =, СБязанные с ,цекаРТОБЫМИ координатама сле-

ду~щими уравнениями: 

(S;6K) 

и обратно 

-/3$-



D цилиндрическои системе координат имеем: 

Таким образом ДЛЯ параметров Ламе получаем следую~ие вы­

ра"ения: 

1., ." i. , 1" = f J ($,Н) . 

Используя соотношения (5,48), (5.65) и (5,64) получаем 

следуыщие BbIpaJ!(eHI', для базисных векторов 

е- - e .... ('J 
и) -

-/3S -

а. а' , , и 

(S;"12.) 



на а , 
.,., 

к е а) получаем, соот:ветст:веННО,контрава-
.... 

риантные, новариантные и физические составляющие вектора ~ : 

;: } ::: Л~ ~ r т .А:} .fiJ1 tf 

.fI rf} 

А у = - Ах .р -е;,и r +.Jl ур C.e:J tf 

jJ., 1. • 
=- - А ~ 7 ~tl r -t ..IJ!{ f c,q; r /;'73) 

л (у) .... - A~ .fiи lf ~.Ау C4>:J t.f 
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2. сферические координаты. 

Gф6рическиыи координатЭJ4И являются переменные ~,~. r 
связанные с декартовыми координатЭJ4И следующими уравнениями: 

(5", ,'t) 

и обратно 

в с~рической системе координат имее»: 

Таким образом дnя парaueтров'Лаue получаем следующие выраке­

lillЯ: 
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(S;H) 

.1СПОЛЬdУИ СООТНОlJения (~,'to), (5,63) И (5,OLJ.) ка" и в случае 

ЦИJIиндрических КОО}Jдииат получаем слеДJlVщие выраг_ЫIИfI ДJНl ua-

dИСНЬIX векторов a~ а-- • " e-t '" е""'" (l) • ;, ~ fi) • 

~} :2 ::о r ~ 9 ~ r -+ J ~ 9 {м, r r il ~ i 

e('<j 

ёi, r -г. (,6/:J & tA'J У ~ J z u(;;j ; ~ r - Jt z-~ & 

а' == r t CDj о c.8j r -t J i C8:J (J {i.и r - it ~ -f,iи Р 

e(i) '" r c.9j f) c.8j 'f -+-Т <A9j & ~ 'f - ;t 1-<-;' & 

(S, 11) 

Так лte как и в СJlучае ЦИЛИИАричес,\ИХ КООРДИI:!аТ. по ба-

зисиьш векторам 
... .... 
а .. , а' ~;) ле Г!СО HdXO-

ДИМ контравариаитные, ItовариаllТllые и wизические составляющие 
..... 

:вектора Л 

- 11(2-



A'l} 
А, .:: A~ ~n &~ r ..,. ./J.'I fU1 &·fin r +- A~ Щ t9 

ЛI<I 

л' ::: ..46 2V6'j&~ 1{ +- ft.Y Z U}j&~ r -A~ 2М& 
.11, = .Il,. { ~& COj '1' + .А" i ct1j О #11 tf -.Аг : .JИ.НО (5; lqj 

Л (8) = Л,t c-4'j ~ CDJ r -+л::/ Щ & #11 1{ -.A~ -ft,и В 

А 'f = -./J,t '2. ~i1 i J4'n if т ft.'l Z {4~ & c8j У 

f) f) 1..' f. 
./'f 'f =- -,/'<1" ~ -?'f,и '1 т A.':J ~ C.&:J If 

А ('f') =- - .-4}1. ~ if +- A;t u'j r. 

§ б. Основные Аиwweренциалъные операции в 

кри:волинеиной системе координат. 

~спользуя общие определении, введенные в § § 5 и 6, 

гл. Г! t рассмотрим основные ДИqJ<,реренциалъные операции в кри­

волинейной сnстеме координат применительно к векторам трехмер­

ного эвклидова пространства. 

1. Градиент скаляр нои ~ункции 
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2. Производиа.я векторной \рункции )1 по задэниоuy иа­
Прal!.llfНIИЮ 

(у' !t) 

3. Дивергенцкя векториой ~уикции )1 

dИr А ..... ~ A",1l. (~,f2) 

4. Ротор векториой функции .JI 

0;/3) 

5. Оператор Лапласа 

Испольэуя соотношении (4,33). (,+,13). (4.~O), (4, +.3 
и ( 4.~6) перепишеы определения (5,60) - (5,84) в виде: 

- l't'f-



В ортогональной системе координат формулы (5,85)-(5,89) при­

нимают вид *): 

(t)Л~А 1.1'). :: 'и-
7-~ 1· I 'd'f'; 

. i.?1 
(~r) I == N -;;суl 

(tfгad ") и) == * lf; 
*) При доказательстве первой из ФОРмУл (5,91) нужно восполь­

зоваться выражениями (5,67) для символов Кристоффеля И пока­
зать, что 

в этом выражении, так же как и в ~РмУЛах (5,90)-(5,94) пред­
полагается суммирование только по неIШМ Иliдексau к при фикси­
рованном Зliачении индекса i • 



l {tF"")Л};:= ([e"4~{t) + Ir~/'« (:: )(/".8;q,~ -1:,,8"$)] 

{(8 ~)Aji == *[8"~(::) -r д;;," (~:)(J .. I3I::; -h~8~::'~)J 

(",93) 

Выпишем для справок физические составляющие рассмотренных диФ­

ференциальных операторов в цилиндрических и СW6рических коор­

динатах. 

- J't6-



1. цилиндрические координаты 

~t;') t == -;:' 

~('f) r = ~ l$' 

~(c) 'f =:r!-; 
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2. Сферические координаты. 

2:f.. ~(z) 'f :: ?Z ) 

J'._ дt _ 1. d { 'л J 1-- () (.pJ' Р" J 1 ')ЛМ. 
f.lfНV J7 - 'z 2 п: '2 ftle.) + 'Z ~11 & ff тvи ..rr /IJ. + ~ d r J 

(s; J.o2.) 
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(S;JP3) 
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