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ПРЕДИСЛОВИЕ

Данная книга представляет собой первое в мировой мате-
матической литературе систематическое изложение теории, ле-
жащей на стыке теории групп, алгебраической геометрии и тео-
рии чисел. Это направление исследований сравнительно недавно
оформилось в самостоятельную область математики, которую
часто называют арифметической теорией алгебраических (ли-
нейных) групп. В 1967 году в предисловии к своей книге «Ос-
новы теории чисел» А. Вейль писал: «Прокладывая курс своего
тарабля, я старался избегать арифметической теории алгебраи-
ческих групп, это весьма интересный предмет, но он, очевидно,
не созрел еще для изложения в книге».

У истоков арифметической теории линейных алгебраических
групп лежат классические исследования по арифметике квад-
ратичных форм (Гаусс, Эрмит, Минковский, Хассе, Зигель),
структуре групп единиц полей алгебраических чисел (Дирихле),
дискретным подгруппам групп Ли в связи с теорией автоморф-
ных функций, топологией и кристаллографией (Риман, Клейн,
Пуанкаре и др.). Но именно последние 20—25 лет были перио-
дом ее чрезвычайно интенсивного развития. В эти годы была
построена теория приведения для арифметических групп, изу-
чены свойства групп аделей и решена проблема сильной ап-
проксимации, получены глубокие результаты о строении групп
рациональных точек над локальными и глобальными полями,
исследованы различные варианты локально-глобального прин-
ципа для алгебраических групп, в существенной степени решена
конгруэнц-проблема для изотропных групп.

Даже из этого далеко не полного перечня основных дости-
жений арифметической теории линейных алгебраических групп
видно, что накоплен большой содержательный материал, пред-
ставляющий значительный интерес для математиков разных
специальностей. К сожалению, главные результаты здесь и по
сей день доступны лишь в форме журнальных публикаций, хотя
необходимость их обстоятельного изложения с единых позиций
назрела уже давно. Однако появление соответствующей книги
задерживалось, что в существенной мере объясняется труд-
ностью монографического изложения теории из-за обилия
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глубоких результатов и синтетичности используемых методов, от-
носящихся к алгебре, алгебраической геометрии, теории чисел,,
анализу и топологии. И вот, наконец, такая книга предлагается
читателю.

Первые две главы имеют вводный характер и содержат ос-
новные результаты алгебраической теории чисел и теории ал-
гебраических групп, широко используемые в последующих
главах.

В третьей главе излагаются основные факты о строении ал-
гебраических групп над локально компактными полями. Неко-
торые из них остаются справедливыми и в случае любого поля,
полного относительно дискретного нормирования.

В четвертой главе представлено все наиболее существенное
об арифметических группах, базирующееся на результатах
А. Бореля и Хариш-Чандры.

Одним из основных инструментов исследования в арифме-
тической теории алгебраических групп являются группы аде-
лей, свойства которых изучаются в гл. V.

Центральное место в шестой главе, несомненно, занимает
полное доказательство принципа Хассе для односвязных алгеб-
раических групп, которое в окончательном виде публикуется
впервые.

В седьмой главе исследуется сильная и слабая аппрокси-
мация в алгебраических группах. В частности, приводится ре-
шение проблемы сильной аппроксимации и доказательство ги-
потезы Кнезера — Титса над локальными полями, полученные
первым из авторов книги.

Под влиянием классических проблем о числе классов в роде
квадратичных форм и о числе классов идеалов полей алгебраи-
ческих чисел возникла необходимость в изучении чисел классов
для произвольных алгебраических групп, определенных над чис-
ловыми полями. Основные результаты, полученные к настоя-
щему времени, излагаются в гл. VIII. Большинство из них при-
надлежит авторам.

Девятая глава, посвященная группам рациональных точек,
занимает особое место в книге по новизне и сложности резуль-
татов. В последние годы в этой области был достигнут значи-
тельный прогресс. В первую очередь здесь следует отметить ра-
боты Кнезера, Маргулиса, Платонова, Рапинчука, Прасада, Ра-
гунатана и др. о нормальном строении групп рациональных
точек анизотропных групп и мультипликативной арифмети-
ке тел, использующие весь арсенал арифметической теории
алгебраических групп. Ряд результатов публикуется здесь
впервые.

В заключительном параграфе этой главы приводится обзор
новейших результатов по так называемой конгруэнц-про-
блеме.
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Таким образом, в книге представлены (в разной степени)
почти все основные результаты арифметической теории линей-
ных алгебраических групп, полученные к настоящему времени.
В то же время круг вопросов, связанных с конгруэнц-пробле-
мой, заслуживает самостоятельного монографического изложе-
ния, и авторы намерены вернуться к этой теме в ближайшем
будущем. Не затронута у нас и такая важная тема как когомо-

.логии арифметических групп. Тем не менее в книге содержится
весь необходимый для этого подготовительный материал (за
исключением некоторых фактов чисто топологического характе-
ра), так что заинтересованный читатель, после ознакомления с
соответствующими разделами книги, сможет перейти к чтению
весьма обширной литературы по когомологиям арифметических
групп и их связям с теорией представлений.

Отметим, что для многих известных утверждений (особенно
в гл. V, VI, VII, IX) мы даем новые доказательства, как пра-
вило, более концептуальные. В ряде мест эффективно исполь-
зуется геометрический подход к классификации представлений
групп с конечным числом образующих.

По ходу изложения мы формулируем значительное число не-
решенных проблем и гипотез, которые могут явиться стимулом
для новых исследований в этой активно развивающейся области
современной математики.

Большинство результатов, изложенных в книге, либо распро-
страняется на случай алгебраических групп над глобальными по-
лями положительной характеристики, либо имеет в этом случае
свои аналоги. Во многих ситуациях это достигается путем незна-
чительной модификации рассуждений, однако иногда связано с
использованием других подходов и развитием принципиально
новой техники. В целом приходится констатировать, что ариф-
метическая теория алгебраических групп в положительной ха-
рактеристике пока не обрела той стройности и завершенности,
какая имеет место для случая полей алгебраических чисел. По
этой причине мы приняли решение не уделять случаю положи-
тельной характеристики специальное внимание, ограничиваясь
краткими комментариями библиографического характера.

На структуру книги и изложение многих ее результатов
существенное влияние оказала обзорная статья В. П. Платонова
«Арифметическая теория алгебраических групп», опубликован-
ная в журнале «Успехи математических наук» (1982. № 3.
С. 3—54).

При подготовке рукописи к печати большую помощь нам
оказали О. И. Тавгень, Ю. А. Дракохруст, В. В. Беняш-Кривец,
В. В. Курсов, И. И. Воронович. Особо следует отметить вклад
В. И. Черноусова, который предоставил нам полное доказа-
тельство принципа Хассе для односвязных групп и затратил
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немало времени на усовершенствование изложения в гл. VL
Всем им мы сердечно благодарны.

О нумерации: теоремы, леммы и предложения нумеруются
отдельно в пределах каждой главы. При ссылках указывается
сначала номер главы, а потом номер утверждения; напри-
мер, ссылаясь на теорему 4.6, мы имеем в виду теорему 6
из гл. IV.

В. П. Платонов
А. С. Рапинчук



ГЛАВА I

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ

Настоящая глава носит вводный характер. В первых двух
параграфах мы даем краткий обзор некоторых понятий и ре-
зультатов теоретико-числового характера. Подробное изложе-
ние этих вопросов содержится в книгах Ленга [2], Вейля [7]
(см. также гл. 1—3 книги [АТЧ]). Отметим только, что в от-
личие, скажем, от Вейля мы формулируем результаты лишь для
случая числовых полей, хотя подавляющее большинство их
справедливо и в случае глобальных полей положительной ха-
рактеристики, т. е. полей алгебраических функций с конечным
полем констант. В § 1.3 излагаются необходимые для дальней-
шего сведения о когомологиях групп, включая определение
и простейшие свойства некоммутативных когомологий. В § 1.4—
1.5 содержатся основные результаты о простых алгебрах над
локальными и глобальными полями. При этом особое внимание
уделяется исследованию мультипликативной структуры алгебр
с делением над этими полями, в частности, тривиальности при-
веденной группы Уайтхеда. Кроме того, в § 1.5 мы приводим
в удобной для нас форме результаты о решетках на вектор-
ных пространствах и порядках в полупростых алгебрах.

На протяжении всей книги мы предполагаем у читателя хо-
рошее знание теории полей, в частности, теории Галуа (конеч-
ной и бесконечной), а также элементов топологической алгебры,
включая теорию проконечных групп.

§ 1.1. Поля алгебраических чисел,
их нормирования и пополнения

1. Арифметика полей алгебраических чисел. Пусть К — поле
алгебраических чисел, т. е. конечное расширение поля Q, О к—
кольцо целых элементов К- Кольцо Ок является классическим
объектом алгебраической теории чисел. Изучение его структуры
и арифметики, начатое Гауссом, Дедекиндом, Дирихле и дру-
гими в прошлом веке, активно продолжается и по сей день.
С чисто алгебраической точки зрения кольцо О = 0к устроено
весьма просто: если [K:Q] = n, то О является свободным
Z-модулем ранга п. Для любого ненулевого идеала aczO фак-
торкольцо О/а. конечно; в частности, любой простой идеал мак-
симален. В теории колец кольца с такими свойствами (а именно
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нетеровы, целозамкнутые, каждый простой идеал которых мак-
симален) называются дедекиндовыми. Из дедекиндовости коль-
ца О вытекает, что любой ненулевой идеал а сг О одно-
значно разлагается в произведение простых идеалов:а = ра> . . .
. . . раг. Это свойство является обобщением основной теоремы
арифметики об однозначности разложения любого целого числа
в произведение простых чисел. Тем не менее полная аналогия
здесь отсутствует: однозначность разложения элементов кольца
О на неприводимые, вообще говоря, не имеет места. Этот факт,
показывающий, что арифметика кольца О может существенно
отличаться от арифметики кольца целых чисел Z, явился клю-
чевым моментом в осмыслении задач алгебраической теории
чисел. Точной мерой отклонения является так называемая груп-
па классов идеалов (или, как говорили раньше, дивизоров)
поля К. Ее элементами являются дробные идеалы, поля К, т. е.
такие (^-подмодули a cz К, что ха сг О для подходящего j t e t f ,
х Ф 0. Беря в качестве произведения двух дробных идеалов
а, Ь сг К (^-подмодуль в К, порожденный всеми произведениями
ху, где x e t , j / e i , мы получаем операцию на множестве дроб-
ных идеалов, относительно которой оно оказывается группой
Id (С), называемой группой идеалов поля К- Главные дробные
идеалы, т. е. идеалы вида хО, где х е / ( ' , образуют подгруппу
Р{О)аЫ{О) и факторгруппа С\(О)=ЩО)/Р{0) называется
группой классов идеалов поля К. Классический результат, вос-
ходящий к Гауссу, состоит в том, что группа С\((У) всегда ко-
нечна; ее порядок, обозначаемый пк, есть число классов поля
К. При этом разложение элементов из О на неприводимые
однозначно в том и только том случае, если / i * = l . Другой-
классический результат (теорема Дирихле о единицах) уста-
навливает конечную порожденность группы обратимых элемен-
тов О*. Эти два факта явились отправным пунктом при
построении арифметической теории алгебраических групп (см.
предисловие). При этом распространение классической ариф-
метики на алгебраические группы, естественно, не могло идти
по линии обобщения «внутренней» арифметики поля К и кольца
(У, ибо в ней существенную роль играют кольцевые соображе-
ния, неприменимые в случае произвольной алгебраической
группы, а потребовало привлечения развитых в теории чисел
внешних конструкций, таких, как нормирования, пополнения,
а также адели, идели и др.

2. Нормирования полей алгебраических чисел и их попол-
нения. Нормированием поля К называется функция | \v: / C - H R ,
удовлетворяющая условиям:

1) | х | „ ^ 0 , причем | х | „ = 0 тогда и только тогда, когда.
х = 0,

2) \xy\v=\x\0\y\0,
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3) \ \ \ \ \y\
Если наряду с 3) выполняется более сильное условие
3') \x + y\v<^max{\x\v, \y\v},

то нормирование называется неархимедовым, в противном слу-
чае — архимедовым.

Примером нормирования может служить тривиальное нор-
мирование, которое определяется следующим образом: | я | „ = 1
при всех Х Е Х * И | 0 | О = 0. Примеры нетривиальных нормиро-
ваний приведем вначале для случая /C = Q. Так, на Q суще-
ствует архимедово нормирование | |со, индуцируемое обычной
абсолютной величиной. Далее, с каждым простым числом р
можно связать нормирование | | р , называемое /э-адическим.
А именно, представив произвольное рациональное число а Ф О
в виде а = рг-$/у, где г, |3, у е Z, причем |3 и у не делятся на
р, полагаем | а | Р = /г~г и | 0 | р = 0 . Иногда бывает удобно вме-
сто р-адического нормирования | j p рассматривать соответ-
ствующее логарифмическое нормирование v = vp, которое оп-
ределяется формулой v(a) = r и и(0) = — со, так что | а |р =
= р~"р а>. Аксиоматически v задается условиями:

1) v{x) есть элемент аддитивной группы целых чисел Z
(или другой упорядоченной группы) и и(0) = — со,

2)
3)

Мы будем пользоваться как обычными нормированиями, так и
соответствующими логарифмическими нормированиями; из кон-
текста всегда будет ясно, о каком нормировании идет речь.

Замечательно, что приведенными примерами исчерпываются,
фактически, все нетривиальные нормирования поля Q.

Теорема 1 (Островский). Любое нетривиальное нормирова-
ние поля Q эквивалентно либо архимедову нормированию | |<х,,
либо одному из р-адических нормирований \ | р .

(Напомним, что два нормирования | |i и | |г на поле К на-
зываются эквивалентными, если они индуцируют на К одну

и ту же топологию; в этом случае | 1, = ! |2 Д л я подходящего

положительного вещественного числа %.)
Таким образом, ограничивая любое нетривиальное нормиро-

вание | | v некоторого поля алгебраических чисел К на поле Q,
мы получим либо архимедово нормирование | |<х, (или эквива-
лентное ему), либо одно из р-адических нормирований (можно
показать, что ограничение нетривиального нормирования обя-
зательно нетривиально). Тем самым любое нетривиальное нор-
мирование поля К получается продолжением на К одного из
нормирований поля Q. С другой стороны, известно, что для лю-

бого алгебраического расширения L/K и любого нормирования
,| | ч поля К существует его продолжение на L, т. е. такое
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нормирование \\w поля L, что | л : | ш = \x\v для всех х <= К (в
этом случае пишут w\v). В частности, исходя из указанных нор-
мирований поля Q, мы можем получать нормирования произ-
вольного числового поля К. Проанализируем процедуру продол-
жения более подробно. Для этого удобно ввести вначале попол-
нение Kv поля К относительно нормирования | | v. А именно,
рассмотрев пополнение К как метрического пространства отно-
сительно расстояния, определяемого нормированием | | v, мы
получим полное метрическое пространство Kv, которое наде-
ляется естественными операциями и тем самым превращается
в поле, полное относительно соответствующего продолжения
нормирования | \v, для которого мы сохраняем прежнее обо-
значение. Известно, что если L — алгебраическое расширение
поля Kv (и вообще любого поля, полного относительно некото-
рого нормирования [ \v), то нормирование | \v обладает един-
ственным продолжением | \w на L (ниже, пользуясь фактом
существования и единственности продолжения, мы получим
явную формулу для | \w, которую читатель может принять в ка-
честве определения | \w). В частности, | \0 однозначно продол-
жается до нормирования алгебраического замыкания Kv От-
сюда следует, что | а(х) \w = | х | д а для любого I E K 3 И любого
а е Gal(Kv/Kzi)- Пусть теперь L/Kv— конечное расширение
степени п и а ь . . . , оп — различные вложения L в Rv над Kv
Тогда для любого и е ! и его нормы NL/K(U) имеем

П о , (а) = П | о , ( а ) | ш = | а £ .
i=l v 1 = 1

В результате получаем явное описание продолжения ] \w: .

| а \w = | NL/K (Я) \lJ" для любого a e L . (1)

Рассмотрим теперь вопрос о продолжении нормирований на
конечное расширение L/K, где К—поле алгебраических чисел.
Пусть | | „ — нормирование поля К и | |а,—^его единственное
продолжение на алгебраическое замыкание Kv Тогда для лю-
бого вложения т: L-+Rv над К (а их имеется п штук, где
п =[L : К]) можно определить нормирование \х\„ = | т ( * ) \w на
поле L, которое, как легко видеть, продолжает исходное норми-
рование | | „ поля К- В этом случае пополнение Lu может быть
отождествлено с композитом •x(L)Kv. При этом любое продол-
жение получается таким образом, а два вложения Ti, i%. L->-Kw
задают одно и то же продолжение, если они сопряжены над /CD,

т. е. существует к ^Ga\(Kv/Kv) со свойством т2 = Лт1. Другими.
словами, если L = К(а) и f(t)—неприводимый полином эле-
мента а над К, то продолжения! \и | \и нормирования

J \v на L взаимно однозначно соответствуют множителям в раз-
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ложении f(t) = f\(t) ••• fr(t) полинома / на неприводимые над
полем Kv, а именно | |и отвечает вложению тс. L-^Kv, пере-
водящему а в некоторый корень многочлена ft. При этом попол-
нение Lu- является конечным расширением Kv, порождаемым
корнем fi. Отсюда следует, что

г

*L{BLU{; (2)
к »=i

в частности, степень [L : К] есть сумма всех локальных степе-
ней [LUl:Kv].

Кроме того, имеют место следующие формулы для нормы
и следа элемента о е L:

(a) = UNLjKv(a),
u|t> (з)
Z TrL /K (a).

и I v

Таким образом, множество VK всех попарно неэквивалент-
ных нормирований поля К (лучше сказать, классов эквивалент-
ности нормирований К) является объединением конечного мно-
жества V*L архимедовых нормирований, которое состоит из про-
должений на К нормирования ] \00 поля Q, индуцируемого
обычной абсолютной величиной, и множества Vf неархимедо-
вых нормирований, которые получаются продолжением р-адиче-
ских нормирований | \р поля Q. Архимедовы нормирования от-
вечают вложениям К либо в поле вещественных чисел R, либо
в поле комплексных чисел С. (но не в R), и тогда они назы-
ваются соответственно вещественными или комплексными нор-
мированиями (при этом соответствующие пополнения совпадают

либо с R, либо с .С). Если s e F » — вещественное нормиро-
вание, то элемент а е J( называется положительным относи-
тельно v, если при соответствующем вложении он переходит
в положительное число. Обозначим через s (соответственно t)
число вещественных (соответственно попарно несопряженных
комплексных) вложений К; тогда s + It = n — степень L над К.

Неархимедовы нормирования приводят к более сложным
пополнениям. А именно, если нормирование v e Vf является
продолжением р-адического нормирования, то пополнение Ко
является конечным расширением поля р-адических чисел Qp.
Поэтому из локальной компактности поля Qp вытекает локаль-
ная компактность поля Kv (имеется в виду топология, опреде-
ляемая нормированием)*). Замыкание кольца целых О в Ки

*) В дальнейшем пополнения числового поля относительно его нетри-
виальных нормирований называются локальными полями. Можно показать,
что определенный таким образом класс локальных полей совпадает с
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совпадает с кольцом нормирования Ov = {а е Kv\ \а\v «g; 1},
которое иногда называют кольцом целых и-адических чисел.
Кольцо Ои является локальным кольцом с максимальным идеа-
лом ра = { а е Kv\ \a\v < 1} (называемым идеалом нормирова-
ния) и группой обратимых элементов £Д, = 6 ? 0 \ р „ = { а е
е /(в] ]а] в = 1}- Легко видеть, что для поля р-адических чисел
Qp кольцо нормирования совпадает с кольцом целых р-адиче-
ских чисел Zp, а идеал нормирования есть p'Zp. В общем слу-
чае 0v является свободным модулем над кольцом целых р-ади-
ческих чисел Zp, ранг которого совпадает со степенью [Kv : QP],
так что Ov служит открытым компактным подкольцом в Ки-
При этом полную систему окрестностей нуля в О образуют
степени pl

v идеала рн. Факторкольцо £1 )=Сн/рн является ко-
нечным полем и носит название поля вычетов нормирования v.
Идеал fa с= 0V оказывается главным; любая его образующая я
называется униформизующим элементом и характеризуется тем
свойством, что и (л) является (положительной) образующей
группы значений Г = v (/С*) ^ Z. Зафиксировав униформизую-
щий элемент л, мы для любого элемента а е /С* получаем пред-
ставление а = пги, где и е Uv, которое приводит к изоморфизму
топологических групп /С* ~ Z X Uv, а>—>(г,и), где группа Z на-
деляется дискретной топологией. Поэтому для выяснения струк-
туры /С* остается описать группу Uu. Несложно показать, что Uu

является компактной группой, которая локально изоморфна Ov.
Отсюда следует, что У„ ~ F X Z " , где п = [Ки '• QP], F — группа
всех корней из единицы в Ко- Таким образом, K*v ^ Z X F X Z".

При изучении арифметики полей и их расширений важную
роль играют понятия индекса ветвления и степени поля выче-
тов, которые мы введем вначале в локальной ситуации. Пусть
Lw/Kv — конечное расширение степени п. Тогда группа значе-
ний Гц = и(/(*) имеет конечный индекс в группе значений
Га, = о>(/4), и соответствующий индекс e(w\v) = [Tw : Tv] на-
зывается индексом ветвления. Поле вычетов / =(J, ffi,

w Lw< Lw

для Lw является конечным расширением поля вычетов ku, и
степень f(w\v) = [lw : kv] называется степенью поля вычетов.
При этом e(w\v)f(w\v)=n. Расширения, для которых е (w | v) =
= 1, называются неразветвленными, а расширения, для кото-
рых f(w\v)= 1, — вполне разветвленными.

Пусть теперь L/K—конечное расширение полей алгебраи-
ческих чисел степени п. Тогда для любого нормирования O E K J

классом недискретных локально компактных полей. Отметим также, что мы
будем преимущественно использовать термин «локальное поле» примени-
тельно к неархимедовым пополнениям, причем, желая подчеркнуть это об-
стоятельство, мы будем говорить «неархимедово локальное поле».



1.1. ПОЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ J5

и любого его продолжения w на поле L индекс ветвления
e(w\v) и степень поля вычетов f(w\v) определяются соответ-
ственно как индекс ветвления и степень поля вычетов соответ-
ствующего расширения пополнений Lw/Kv (Можно дать и вну-
треннее определение, основанное на рассмотрении групп значе-
ний Tv = v (К*), Yw = w{L*) и полей вычетов

kv = Ок {v)/pK (v), lw = OL {w)l%L (w),

где 0K (v), OL (w) — кольца нормирований v и w в полях К
и L, 'PK(V), ^L(W)—соответствующие идеалы нормирований, од-
нако в действительности ГЦ = ГЦ, Гш = Гш, kv = kv и Iw = lw.)
И м е е м [Lw : Kv] = e(w\ v)f(w\ v). Т а к и м о б р а з о м , е с л и wu ...
. . . , wr — все продолжения и на L, то

г
X e ( w { \ v ) f ( w i \ v ) = Z \ L W i : К Л = п .

Вообще говоря, числа e(Wj\v) и f(wi\v) для разных i могут
различаться, однако имеется важный случай, когда они совпа-
дают. А именно, так обстоит дело, когда L/K — расширение
Галуа. Обозначим его группу Галуа через 9. Тогда все про-
должения W\, ..., w,- нормирования v e Vf на L сопряжены от-
носительно 'S, т. е. для любого i= 1, . . . , г найдется такой
а, е ^, что Wi{x)= W\{cn(x)) при всех х е L. Отсюда следует,
что числа e(wi\v) и f(Wit\v) не зависят от i (мы их обозначим
через е й / ) , причем число г различных продолжений совпадает
с индексом Y§ : 'S (w\)] так называемой группы разложения
&(wi) = {o e&\w\(ox) = W\(x) для всех x^L}. При этом
efr = п, а группа -&(wi) совпадает с группой Галуа соответ-
ствующего расширения пополнений LWJKV.

3. Неразветвленные и вполне разветвленные расширения.
Пусть v e vf и соответствующее поле вычетов kv является ко-
нечным полем Fq из q элементов.

Предложение 1. Для любого целого n~^z 1 существует един-
ственное неразветвленное расширение L/Kv степени п. Оно по-
рождается над Kv всеми корнями степени (qn— 1) из единицы
и поэтому является расширением Галуа. Сопоставление ав-
томорфизму о<^Gal(L/Kv) его редукции о GGal(l/A 0), где
I ex. Fqn — поле вычетов для L, индуцирует изоморфизм групп
Галуа Gal (L/Kv) = Gal (//£„).

Для определения редукции д автоморфизма o^Gal(L/Kv)
следует заметить, что кольцо нормирования OL и идеал норми-
рования spL инвариантны относительно а, и тогда а индуцирует
автоморфизм поля вычетов / = OL/^L, который и есть а. Отме-
тим также, что группа Gal(l/kv) циклическая и порожда-
ется так называемым автоморфизмом Фробениуса, который
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определяется условием <р(х)=хч для всех х е kv; отвечающий
ему элемент группы Gal(L/Kv) также называется автоморфиз-
мом Фробениуса (расширения L/Kv) и обозначается Fr(L//Cr).

Норменные свойства неразветвленных расширений описывает
Предложение 2. Пусть L/Kv — нер азе ет в ленное расширение.

Тогда UV = NLIK{UL), в частности Uv с NL/KV(L').

Доказательство основано на изучении канонической филь-
трации в группах единиц, которая оказывается полезной и
в других случаях. А именно, для любого целого i ^ 1 положим
£/( / ) =1+Рц> £ / ^ ) = l + ^i,- Легко видеть, что эти множества
являются открытыми подгруппами и в действительности обра-
зуют базу окрестностей единицы в группах Uv и UL соответ-
ственно. Имеют место следующие изоморфизмы:

(первый изоморфизм индуцируется редукцией по модулю $v:
ai—> a (mod p0), а для построения второго следует зафиксиро-
вать униформизующий элемент n e i ( n , и тогда 1 + п'а i—>

( d )( )
Аналогично,

ULllfi}~r, £/к°М' + 1 ) ^/ + , i>l. (5)
В силу неразветвленности L/Kv элемент л, является также уни-
формизующим элементом в L, и мы в дальнейшем будем счи-
тать, что второй изоморфизм в (5) определен при помощи л.
Для а е UL имеем (черта означает редукцию по модулю $L)

П а(а)= П

Таким образом, норменное отображение индуцирует гомомор-
физм UL/[/L -^>-U0/UB\ который при отождествлениях (4) и (5)
совпадает с ^ii/k • Далее, для любого целого i ^ 1 и любогоk •

имеем

n'a)= П

Отсюда следует, что NL/КЦ индуцирует гомоморфизмы

U{l}/U(i+l)-^U^/u[i+i\ которые в смысле отождествлений (4)

и (5) совпадают со следом Tr/yt . Но в расширении конечных

полей норма и след сюръективны, поэтому группа W =

= NL/KV(UL) обладает свойством Uv=WUo) для всех t ^ l .
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Так как £/„ образуют базу окрестностей единицы, то послед-
нее условие означает плотность W в Uv. С другой стороны, из
компактности U L И непрерывности нормы вытекает замкнутость
W, и поэтому W = Uv. Предложение 2 доказано.

Из доказательства предложения 2 вытекает
Следствие. Если расширение L/Kv неразветвлено, то для

любого целого i ^ 1 имеем NL/KV (t/z0) = Uv).

Нам понадобится еще одно утверждение о связи нормен-
ного отображения с фильтрацией группы единиц в произволь-
ных расширениях.

Предложение 3. Для любого конечного расширения L/Kv
имеют место следующие утверждения:

2) если индекс ветвления L/Ka равен е, то для любого це-
лого i :> 1 имеем NL/KV(ULI)) CU\!\ где j — минимальное из це-
лых чисел, не меньших ije.

Доказательство. Докажем вначале второе утверждение.
Пусть М — конечное расширение Галуа поля Kv, содержащее

L. Тогда для а е Z, имеем NL/K (а) — П сг (а), где произведение
а

берется по всем вложениям а: L<=^-M над Kv Из однознач-
ности продолжения нормирования в локальном случае выте-
кает, что для любого a^L и любого о значения нормирования
на а и о(а) совпадают; в частности, для униформизующего
элемента я : е L имеем v(nL)=n!_b0 для подходящего ba e UM. От-
сюда следует, что для а= 1 + nLc e UL

i} имеем

Но из определения индекса ветвления имеем Рц<?£ = Щь так,

что nLOMnKv = nLaLr\Kv = ^l

LnOv<=p(, (где / выбирается,

как указано в формулировке предложения) и NL/KV (a) s Uv.

Из доказанного вытекает, что NL/KV (U{L) C= U[l\ поэтому для

доказательства 1) остается установить, что Uo П NL/KV (L*) C=

Пусть OjS L* и NL/KV (a) s Uv

l\ Тогда из формулы (1) выте-
кает, что а е UL. Изоморфизм (5) показывает, что U'l является
максимальной про-р-подгруппой в UL относительно простого р,
отвечающего нормированию v, откуда следует, что UL —

— UL!U(1)X^L). В частности, а=Ьс, где с е ^ 1 , Ь — элемент
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конечного порядка, взаимно простого с р. Имеем d = NL/K (b) =

= Ni/K ! J(a)Ni^ ! l(c)~1e(/S,' ). Порядок любого элемента конеч-

ного порядка из U'v
1} является степенью р; с другой стороны,

порядок d является делителем порядка Ь и поэтому взаимна

прост с р. Таким образом, й?= 1 и NL/K0 (a) = ^L/KV (С) е

£= NL/KV {U{L). Предложение 3 доказано.
Вернемся к рассмотрению неразветвленных расширений поля

Ку Можно показать, что композит неразветвленных расшире-
ний является неразветвленным, и поэтому существует макси-
мальное неразветвленное расширение К™ поля Kv, которое яв-
ляется расширением Галуа, и группа Галуа Qal{Kvr/Kv) изо-
морфна группе Галуа Gal (kv/kv) алгебраического замыкания
поля вычетов kv, т. е. изоморфна Z-проконечному пополнению'
бесконечной циклической группы, образующей которой является
автоморфизм Фробениуса.

Пусть теперь L/K—некоторое конечное расширение число-
вого поля К- Известно тогда, что почти все нормирования
» e K f неразветвлены в К, т. е. соответствующее расширение
пополнений Lw/Kv является неразветвленным для любого про-
должения w\v, в частности, определен автоморфизм Фробе-
ниуса Fr(Lw/Kv)- Если L/K — расширение Галуа, то, как мы
отмечали, группа Галуа Gal (Lw/Kv) может быть отождествлена
с группой разложения 3? (w) нормирования в группе Галуа
& = Gal(L/K), так что FT(LW/KV) МОЖНО рассматривать как
элемент группы 9.

Мы знаем, что любые два продолжения w\, w2\v сопряжены
относительно группы *$, откуда следует, что автоморфизмы
Фробениуса ¥r(Lw/Kv), отвечающие всем продолжениям неко-
торого нормирования и, образуют класс сопряженности F(v)
в группе *&. Возникает вопрос, все ли классы сопряженности
в ^ получаются таким образом. Другими словами, для лю-
бого ли а е ^ найдется такое нормирование » e F j , что для
подходящего w\v расширение Lw/Kv неразветвлено и
F(L/K

Теорема 2 (Чеботарев). Пусть L/K—конечное расширение
Галуа с группой Галуа Ф. Тогда для любого о<^$ найдется
бесконечно много таких v e Vf, что для подходящего w \ v
расширение Lw/Kv неразветвлено и Fr(Lw/Kv) = o. В частно-
сти, существует бесконечно много таких v, что Lw = Kv, т. е.

В действительности Чеботаревым была определена количе-
ственная мера (плотность) множества таких y e K f , что класс:
сопряженности F(v) совпадает с фиксированным классом со-
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пряженности С с = ^ . Она равна [С]/[^] (при этом плотность
всего множества Vf принимается за единицу). Поэтому тео-
рему 2 (точнее, соответствующее утверждение о плотности) на-
зывают теоремой плотности Чеботарева. Для случая круговых
расширений поля /C = Q она эквивалентна теореме Дирихле
0 простых числах в арифметической прогрессии.

Методами геометрической теории чисел доказывается
Теорема 3 (Эрмит). Если K/Q— конечное расширение, не-

разветвленное относительно всех простых р (т. е. KV/QP нераз-
ветвлено для всех р и всех и\р), то /C = Q.

Мы не будем здесь подробно анализировать строение вполне
разветвленных расширений (в частности, выделять слабо и
сильно разветвленные расширения), а ограничимся их описа-
нием с помощью многочленов Эйзенштейна. Напомним, что мно-
гочленом Эйзенштейна называется многочлен e(t)=tn-\-
+ an-itn~l + • • • + ао е Kv [t] такой, что а,- е рц для всех
1 = 0, 1, . . . , п—1 и ао^р1. Хорошо известно, что многочлен
Эйзенштейна неприводим в Kv[t].

Предложение 4. Если П—корень многочлена Эйзенштейна
e(t), то L = Kv [П] — вполне разветвленное расширение Kv
с униформизующим элементом П. Обратно, если L/Kv вполне
разветвлено и П — униформизующий элемент в L, то L = Kv [П]
и минимальный полином П над Kv является многочленом Эйзен-
штейна.

Следствие. Если L/Kv вполне разветвлено, то норменная
группа NiyK;, (L*) содержит униформизующий элемент поля Kv

При исследовании ветвления в расширении Галуа L/K
с группой Галуа 'S используются так называемые группы ветв-
ления 3?1(1^0), являющиеся подгруппами в 3'. Если w\v, то
по определению 9° — это группа разложения *3(w) нормиро-
вания w, которую можно отождествлять с локальной группой
Галуа Qa\{Lw/Kv). Далее, ^ ( 1 ) = {а е $т \о (а) = а (mod $LJ
Va е ОL ] — так называемая группа инерции. Она является
ядром гомоморфизма Gal(Lw/Kv)—>-Gal(!w/kv), сопоставляю-
щего каждому автоморфизму его редукцию. Поэтому 2̂ D яв-
ляется нормальным делителем в ^ ( 0 ' и, в силу сюръективности
указанного гомоморфизма, Ш^1%Х) ~ Gal(lw/kv)- При этом не-

подвижное поле E=LW является максимальным неразветв-
ленным расширением поля Kv, содержащимся в Lw, и расши-
рение Lw/E вполне разветвлено. Высшие группы ветвления оп-
ределяются следующим образом: $<1) = {о^%{ \о(а) =
= a ( m o d ^ i )] . Они являются нормальными делителями в ^ ( 0 ), и
gr(«)={e} для достаточно больших L При этом последователь-
ные факторы 2 '̂у (̂« + 1) (j ^ 1) являются р-группами относи-
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тельно простого р, отвечающего v. Отметим, что определенные
таким образом группы 3?(l) = &(i) (v) зависят от продолжения
w\v, и при другом выборе w меняются на сопряженные. В ча-
стности, неподвижное поле IIе подгруппы Ж а 9, порожден-
ной группами инерции $il)(w) для всех продолжений w\v,.
является максимальным нормальным подрасширением в L,
которое не разветвлено относительно всех продолжений норми-
рования V.

§ 1.2. Адели и идели. Сильная и слабая аппроксимации.
Локально-глобальный принцип

Поведение поля К относительно какого-либо индивидуаль-
ного нормирования и е Vf не оказывает существенного влия-
ния на его арифметику, однако, изучая свойства К по совокуп-
ности нормирований (например, относительно всего множества
VK), мы получаем весьма существенную арифметическую ин-
формацию. В настоящем параграфе вводятся конструкции, ко-
торые позволяют изучать все пополнения поля К одновременно.

1. Адели и идели. Множеством аделей Ак поля алгебраи-
ческих чисел К называется подмножество прямого произведе-
ния Ц Kv, состоящее из таких Jt = (jtD), что xv^Gv для

is

почти всех y e K f . Множество Ак является кольцом относи-
тельно операций, индуцированных с прямого произведения. На
множестве Ак можно ввести топологию, базу открытых мно-
жеств которой составляют множества вида Ц Wv X П Ovy

VCBS V4BVK \ S

где 5 с= VK — конечное подмножество, содержащее Vx, и Wvcz
c^Kv—открытые подмножества для O E S , (Эта тополо-
гия, называемая адельной, сильнее топологии, индуцированной
с прямого произведения XI Kt>\ Относительно адельной то-

V4BVK )

пологий Ак является локально компактным топологическим
кольцом. Для любого конечного подмножества 5 с= Vх, содер-
жащего VU, определяется кольцо S-целых аделей AK(S) —
= П Kv X П (Уо; если S = KU, то соответствующее кольцо на-

зывается кольцом целых аделей и обозначается Ак(оо). Ясно,,
что Ак = (J AK (S), где объединение берется по всем конечным

is

подмножествам S c= VK, содержащим V'«>. Несложно показать,
что для любого а е /Си почти всех v e Vf справедливо неравен-
ство | a | D ^ l , т. е. О Е ( ? , . ЕСЛИ а е К*, то, применяя указан-
ное неравенство к элементу а~\ получим, что в действительно-
сти а е Uv для почти всех и е Vf. Ниже будет использоваться:
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обозначение: V (а) = {v e Vf \ а ф Uv). Из этих фактов вытекает,
что имеется диагональное вложение К~*-Ак, х<—*(х,х, . . . ) , об-
раз которого называется кольцом главных аделей и обычно
будет отождествляться с К.

Предложение 5. Кольцо главных аделей дискретно в Ак.

Для ['доказательства следует заметить, что поскольку О =

= ( | (К[)(Уи), пересечение К П Ак (оо) совпадает с кольцом

целых элементов О cz К, и достаточно установить дискрет-

ность О в Ц KV = K<8>QR. П у с т ь хи ..., хп — н е к о т о р ы й

Z-базис (?, который одновременно является Q-базисом К,
а следовательно, и R-базисом A " ® Q R . С его помощью О отож-
дествляется с решеткой Z" в пространстве Л" ® Q R , И требуемая
дискретность вытекает из дискретности Z в R. (Попутно отме-
тим, что пересечение Kf)AK(S) (где S =з VU) совпадает с коль-
цом S-целых элементов О (S) = {х е К \ \x\v^.\ для всех

v e K^XS}, причем (?(VU) совпадает с обычным кольцом
целых О.)

Мультипликативным аналогом аделей являются идели поля
К, множество JK которых по определению состоит из таких
х = (xv) е П /(*, что xv^Uv для почти всех и е vf.

Ясно, что JK является подгруппой прямого произведения J J K*v ;
о

более того, JK в действительности совпадает с группой обратимых
элементов кольца Ак. Любопытно, однако, отметить, что ]ц не
является топологической группой относительно топологии, инду-
цированной с Ак (взятие обратного элемента не является
в этой топологии непрерывной операцией). «Правильная» топо-
логия на ]к индуцируется топологией на произведении АКУ^АК

при вложении JK~^AKX,AK, Х*-^-(Х, * - ' ) . В явном виде эта то-
пология может быть задана при помощи базы открытых мно-
жеств, состоящей из множеств вида Ц Wo X П Uv, где

S cz. V — конечное подмножество, содержащее V*L, и и^ц с^ /Си —
открытые подмножества для a e S . Эта топология называется
идельной; она сильнее индуцированной адельной топологии, и
относительно нее JK является локально компактной топологи-
ческой группой. (Нельзя не заметить прямых аналогий в опре-
делении аделей и иделей. В действительности оба эти понятия
являются частными случаями понятия аделей алгебраической
группы, или еще более общей конструкции ограниченного
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топологического произведения, которые мы рассмотрим в §3.5.)
Аналогии между аделями и иделями можно проводить и дальше.
Так, для любого конечного подмножества S с= VK, содержащего

FU, определяется группа S-целых иделей JK (S) = Ц Kv X П Uo,
S S

которая при S=l / oo называется группой целых иделей и
обозначается JK(oo). Как мы уже отмечали, если а^К*, то
а е Uo для почти всех и, и, следовательно, имеем диагональное
вложение /С*-»-/ ,̂ образ которого называется группой главных
иделей.

Предложение 6. Группа главных иделей дискретна в JK.
Доказательство вытекает из предложения 5 и того факта,

что индуцированная адельная топология на JK слабее идель-
ной. Другое доказательство можно получить с помощью так
называемой формулы произведения, которая утверждает, что
для любого а <= К* имеем Ц | а£° = 1, если VK состоит из

продолжений нормирований ] \р и ] ]„> поля Q, nv =[Kv~- QP]
(соответственно nv = [Kv'- Щ)— локальная степень относительно
р-адического (соответственно архимедова) нормирования и.
Формуле произведения можно придать более изящный вид

J J || a ||D ^ 1, введя так называемые нормализованные норми-

рования | |а | |0 = | а |"°. Эти функции определяют ту же тополо-
гию на К, что и исходные нормирования | |„, и в действитель-
ности сами являются нормированиями, им эквивалентными, за
исключением случая, когда нормирование v комплексное. Для
неархимедовых v нормализованное нормирование допускает сле-
дующее внутреннее описание: если я е Kv — униформизующий
элемент, то | |я | | 0 = д|~1, где q — число элементов поля вычетов
kv- Вернемся к предложению 6. Для архимедовых v положим

WD = \х е /С* 11| х — 1 ||о < -yj и покажем, что окрестность еди-

ницы Q = П Wv X I I Uv обладает свойством Я П К* =

^{1}. Если а е Я П К* и аф\, то для элемента а—1 будем

иметь Д | | а — 11|0 < Д —• Д 1 < 1, что противоречит

формуле произведения.
С помощью нормализованных нормирований определяется

непрерывный гомоморфизм JK-^R>0, (х0) н ^ П||дс0 IL ядро /^
N

которого называется группой специальных иделей (отметим,
что в силу формулы произведения ]\ZD К*)- Поскольку К ди-
скретно в А к, а К*—в /д;, ТО естественно возникает задача по-
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строения теории приведения, т. е. указания конструкции фунда-
ментальных областей для К в Ак и для К* в Jк. Мы не будем
подробно заниматься здесь этими вопросами (см., например,
Ленг [2], АТЧ), ибо позднее рассмотрим их в полной общно-
сти, применительно к произвольным алгебраическим группам.
Отметим только, что факторпространство Ак/К компактно,
а факторпространство JK/K* некомпактно, но компактно фак-
торпространство ]1к1К*-

Остановимся еще на важном для нас в методологическом
плане изоморфизме факторгруппы ]к/]к(оо)К* с группой С\(К)
классов идеалов поля К- Описать его можно следующим обра-

IS

зом. Вначале устанавливается биекция между множеством Vf
неархимедовых нормирований К и множеством д> ненулевых
простых ( = максимальных) идеалов кольца О', которая норми-
рованию v ставит в соответствие идеал y(v) = C? [}yv. Тогда
иделю x = (xv) отвечает идеал i(x)= Ц р (v)v (*VK (Здесь сле-

дует отметить, что поскольку х е JK, то v(xv) = 0 для почти всех
v e Vf и указанное произведение корректно определено.) При
этом степень ра при а < 0 определяется в смысле группы Id (К)
дробных идеалов поля К (см. § 1.1, п. 1). Используя теорему
о том, что любой дробный идеал в К (равно как и любой не-
нулевой идеал в О) однозначно разлагается в произведение
степеней простых идеалов, легко видеть, что отображение I:
х\—>i(x) является сюръективным гомоморфизмом JK на Id (К),
ядром которого служит группа /^(юо) целых иделей. Учитывая,
что образ i(K*) совпадает с группой главных дробных идеалов,
получаем, что i индуцирует требуемый изоморфизм JK/JK (°°) К* =^
~ С\(К). В частности, индекс [Ух : JK(°°)K*] совпадает с числом
кк. классов идеалов поля К- Это наблюдение лежит в основе
определения чисел классов алгебраических групп (см. гл. VIII).

2. Сильная и слабая аппроксимация. Нам понадобятся
«усеченные» кольца аделей AK:S, где S — некоторое конечное
подмножество в VK, которые определяются как образ Ак при
естественной проекции на прямое произведение Ц Kv- Для лю-

бого конечного подмножества Т с: VK, содержащего S, образ
кольца Г-целых аделей АК(Т) в AKtS будет обозначаться через
A-K,S(T). В целях упрощения обозначений мы будем писать As,
AS(T) вместо AK>S, AKtS(T), если из контекста ясно, о каком
поле идет речь. В частности, для S = VU кольцо А к будет

обозначаться через Af и называться кольцом конечных аделей.
Топология на As вводится очевидным образом: в качестве базы
системы открытых множеств берутся множества вида XI Wv X
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X И Ov, где Т a VK\S — некоторое подмножество, и для
£S{jr

каждого v^T WvczKv — некоторое открытое подмножество.

Имеем A— KsXAs, где Ks = П Kv. Кольцо К наделяется

топологией прямого произведения, и тогда А является произ-
ведением топологических колец Ks и As. При этом диагональ-
ное вложение поля К в А является произведением диагональ-
ных вложений в Ks YI As соответственно.

Замечательный факт состоит в том, что хотя образ диаго-
нального вложения К в А дискретен, каждое из вложений /С—*~
—>-Ks, K—>-As является плотным.

Теорема 4 (о слабой аппроксимации). Образ К при диаго-
нальном вложении плотен в Ks-

Теорема 5 (о сильной аппроксимации). Если БФ0, то об-
раз К при диагональном вложении плотен в As-

Теорема 4 справедлива для любого поля К и любого конеч-
ного множества S его неэквивалентных нормирований. Напро-
тив, теорема 5 (и все понятия, связанные с аделями) имеют
смысл лишь для числовых (или, более общо, глобальных по-
лей). Чтобы прояснить арифметический смысл теоремы 5, разбе-
рем подробно случай K = Q, S={oo} . Так как для любого
аделя х е Af = AQ, S МОЖНО подобрать такое целое число т ,
что mxe/l f(oo), TO в действительности достаточно доказать,
что Z плотно вкладывается в произведение Af (оо) = XI Z p .

р

Любое открытое подмножество в Л?(оо) содержит множество
вида

где {pi, . . . , Рг)—некоторый конечный набор простых чисел,
at — целые > 0 и a ( e Z . Поэтому вопрос о непустоте пересече-
ния Z П W эквивалентен вопросу о разрешимости системы срав-
нений х = a. (mod р?Л, г = 1 , 2, . . . г, который положительно
решается классической китайской теоремой об остатках. Таким
образом, в данной ситуации теорема о сильной аппроксимации
эквивалентна китайской теореме об остатках. Отметим, что
в гл. VII мы исследуем сильную и слабую аппроксимацию для
алгебраических групп.

3. Локально-глобальный принцип. Исследование арифмети-
ческих вопросов над локальными полями значительно проще
исходных задач над числовыми полями. Поэтому естественно
возникает вопрос, лежащий в основе так называемого локально-
глобального метода: когда из выполнимости какого-либо свой-
ства над всеми пополнениями Kv некоторого числового поля К
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вытекает его выполнимость над полем К? Одним из первых ре-
зультатов такого типа явилась классическая

Теорема 6 (Минковский — Хассе). Пусть f — f(x\, ..., хп)—
невырожденная квадратичная форма над полем алгебраических
чисел К- Тогда если f представляет нуль *) над всеми пополне-
ниями Kv, то f представляет нуль и над К-

Сейчас утверждения о возможности перехода «от локаль-
ного к глобальному» принято называть утверждениями о спра-
ведливости в данной ситуации локально-глобального принципа,
или принципа Хассе. Локально-глобальный принцип пронизы-
вает всю арифметическую теорию алгебраических групп, и с его
различными аспектами мы будем постоянно иметь дело в этой
книге.

Не следует, однако, думать, что локально-глобальный прин-
цип для представимости чисел формами выполняется всегда, и
мы хотим закончить данный параграф указанием на классиче-
ский пример.

Предварительно укажем на некоторые аспекты связи между
кольцом аделей Ак поля К и кольцом аделей AL его конечного
расширения L. Оказывается, что существует естественный изо-
морфизм в алгебраическом и топологическом смыслах Ак ® L ~
~AL. Этот изоморфизм получается из локальных изоморфизмов
Kv <8)к L он Ц Lw (см. (2) § 1.1), и надо только заметить, что

ш \v
If

для почти всех о е У | эти изоморфизмы осуществляют изомор-
физм Ov <S> ОL ~ И OL . Далее, формулы (3) § 1.1 показывают,

w | v w

что отображения нормы и следа ~NL/K и TrL/K продолжаются до
отображений ~NL/K'- AL~*~AK И TVLJK"- AL~^AK ПО формулам

w I v

Trt/к((*„,)) = ( ( £ TrLw,Kv(xJ)
\ \ w I v ) v

Легко проверить, что таким образом определенное норменное
отображение ~NL/K индуцирует непрерывный гомоморфизм групп
иделей NL/K: JL—>-JK- Говорят, что для расширения L/K выпол-
няется норменный принцип Хассе, если NL/K(JL)(] К* =
=~NL/K(L*) . Так как любой элемент а е К* принадлежит Uv

для почти всех v e Vf и для почти всех О Е У ; расширение
Lw/Kv неразветвлено, то в силу предложения 2 условие а е

N в действительности эквивалентно тому, что
N w ( ( L ® ^ 0 ) ' ) для всех v e vf• На язы-

ке алгебраической геометрии последнее означает, что уравнение
*) То есть уравнение f(xt х„) = 0 имеет ненулевое решение.
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f(xu ..., хп)=а, где f — однородный многочлен степени п от
координат Х\, .. . , хп элемента X G L В некотором базисе
расширения L/K, задающий норму, имеет решение над всеми по-
лями л», v e VK, а справедливость принципа Хассе в данной си-
туации сводится к существованию решения над К- (Было бы
неправильно формулировать норменный принцип в виде
4 E N t f f ( L " ) o - a e N t ,K (L^)для всех и и всех w\v, ибо если

L/K не является расширением Галуа, то, вообще говоря,

Классическая теорема Хассе о нормах (см. Хассе [1], а так-
же следствия из теоремы 6.11) утверждает справедливость нор-
менного принципа для циклических расширений Галуа. Однако

уже для K = Q, L = Q (л/13, -у/п), т. е. когда L/K является
абелевым расширением Галуа с группой Галуа типа (2,2), нор-
менный принцип не выполняется. Более точно, при помощи про-
стых вычислений с символами Гильберта (см. [АТЧ], упр. 5.3)
можно показать, что число 52 всюду является локальной нор-
мой, но глобальной нормой не является. (К норменному прин-
ципу Хассе мы вернемся в гл. VI, см. § 6.3.)

§ 1.3. Когомологии

1. Основные понятия. В целом когомологический форма-
лизм используется в книге в сравнительно небольшом объеме.
Исключение составляют лишь когомологии Галуа алгебраиче-
ских групп над локальными и глобальными полями, которым
посвящена специальная гл. VI. Эти вопросы, как правило, не
затрагиваются в обычных курсах гомологической алгебры, ибо
в основе их лежат так называемые некоммутативные когомоло-
гии, определения и основные свойства которых мы обсудим
ниже. А пока укажем на необходимые нам свойства обычных
(коммутативных) когомологии, доказательство которых можно
найти в книгах Картан, Эйленберг [11, Серр [2], Браун [1],
и также в гл. IV книги [АТЧ].

Итак, пусть А — абелева группа, на которой автоморфиз-
мами действует некоторая группа G (так называемая G-rpyn-

ла)*) . Тогда определено семейство {Hl (G, А)}.>0 абелевых
групп, называемых группами когомологии G с коэффициентами
в Л. А именно, полагают H°(G,A) = А0 — подгруппа неподвиж-
ных относительно G элементов, а для определения высших
групп рассматривают группы C'(G,A), состоящие из всех функ-

*) Часто используется также термин G-модуль, ибо задание на А струк-
туры G-группы эквивалентно заданию на А структуры модуля над целочис-
ленным групповым кольцом Z [G].
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ций f: G'l-+A, называемых коцепями (при этом C°(G,A) = A),
и так называемые пограничные операторы dc C'(G, Л)->-
- ^ C ' + 1 ( G , А ) , задаваемые формулой

(dif)(gU ..., ft + l) =

+ £ ( - ! ) ' / ( f t . • • • • f t f t + i , •••,
/=i

Тогда // '(G,i4)= Kerd(/Imd(_i, причем элементы из Ker d( =
= Zl(G,A) называются коциклами, а из Im d(_i = B'(G, Л ) —
кограницами. Основное свойство групп когомологии состоит
в том, что они образуют когомологическое расширение функ-
тора неподвижных точек F(А) = H°(G,А). А именно, это озна-
чает, что если О-»-Л -+ В-+С-+0 — точная последовательность
G-групп и G-гомоморфизмов (т. е. гомоморфизмов, перестано-
вочных с действием G), то существуют такие связывающие го-
моморфизмы б(-: H'(G, C)—>-Hi+l(G, А), что точна последова-
тельность

О -> Н° (G, А) -> Н° (G, В) -> Я 0 (G, С) -в^> Я1 (G, Л) -> . . .

. . . -> Н1 (G, Л) > Я' (G, б) --• Я ' (G, С) -U Hi + ] (G, Л) -> . . . (1)

(остальные гомоморфизмы естественным образом индуцируются
гомоморфизмами из последовательности 0--»-Л-»-В-»-С-»-0).

Группы когомологии малых размерностей имеют простые ин-
терпретации. Так, Hl(G,A) есть факторгруппа группы так на-
зываемых скрещенных гомоморфизмов f: G-+A, подчиняющих-
ся условию f(gig2) = f(gi)+g\f(g2), по подгруппе, состоящей
из отображений вида f(g) = ga— а для некоторого аеУ1, Так,
если G действует на А тривиально, то Я1 (G, Л ) = Hom(G, A).
С другой стороны, если G =<ог) — циклическая группа поряд-
ка п, то для любой G-группы А имеем Я1 (G, Л) = Л о/Л], где
Ло — ядро оператора следа Tr a = a -f- era -f-... + or"~'a,
Л] — подгруппа, состоящая из элементов вида ста — а.

Группа H2(G,A) есть факторгруппа группы так называе-
мых систем факторов f: G X G ->-Л, удовлетворяющих соотно-
шению

£i/ (ft, ftO - / (gift, ft) + / (ft, &2J?3) - / (ft, ft) = 0,
по подгруппе тривиальных систем факторов, состоящей из функ-
ций вида f(g\,g2)= 4>(gig2)—<f>(g\) — gi<p(g2) Для подходящей
функции ф: G-+-A. Системы факторов встречаются в теории
расширений групп при изучении расширений Е группы G при
помощи Л, т. е. точных последовательностей 1 —>-Л —*-£•—>- G —>-1.
С их помощью устанавливается, что элементы группы H2(G,A)
находятся во взаимно однозначном соответствии с классами
изоморфизма таких расширений, индуцирующих заданное
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действие G на А. В частности, если G действует на А тривиально,
то H2(G,A) параметризует центральные расширения G при по-
мощи А. В гл. IX мы встретимся с группами H2(G,i), где J =
= Q/Z, которые совпадают с известными мультипликаторами
Шура. В связи с этим укажем на несколько несложных утверж-
дений.

Лемма 1. 1) Пусть 1 —> J ->Е-^ G-> 1— некоторое цен-
тральное расширение. Тогда для любых двух поэлементно пе-
рестановочных подгрупп А, В <zz G отображение <р: Л Х В - ^ J ,
<р(а,Ь) = [а,Б], где flEp-'(a), 5 е р - ' ( 6 ) , [х, у] = хух~1у-1, яв-
ляется корректно определенным и бимультипликативным.

2) Если G — конечнопорожденная абелева группа, то рас-
ширение 1 -»-J -+-Е-+- G -+• 1 тривиально в том и только в том
случае, если группа Е абелева. В частности, если группа G цик-
лическая, то H2(G, J ) = 0 .

Утверждение 1) доказывается прямым вычислением. Дока-
зательство 2) использует делимость группы J и тот факт, что
факторгруппа абстрактной группы по центру не может быть
нетривиальной циклической группой.

Нам понадобится также вычисление H2(Sn,J) для симмет-
рической группы Sn.

Лемма 2. 1) Если п ^ 3, то для любой подгруппы H<zzSn

имеем /Л(//, J) = 0; 2) если п ^ 4, то H2(Sn,J) имеет поря-
док 2, и для подгруппы С с: Sn, порожденной двумя независи-
мыми транспозициями, отображение ограничения H2(Sn, J)->-
—>-Н2(С,3) (см. ниже) является изоморфизмом.

Доказательство. Для любой конечной группы G и простого
р, делящего порядок G, р-часть группы Hl(G,A) изоморфна
H'(GP,A) для любого i ^ l , где Gp — силовская р-подгруппа
в G (см. [АТЧ], гл. IV, § 6). Поэтому утверждение 1) выте-
кает из пункта 2) леммы 1 и того факта, что при п ^ 3 группа
Sn имеет лишь циклические силовские подгруппы. Тот факт, что
H2(Sn,i) при п ^s 4 имеет порядок 2, был обнаружен еще Шу-
ром [1] (см. также Хупперт [1]). Ясно также, что Н2(С, J)
также имеет порядок 2. Поэтому нам достаточно найти коцикл
<x^H2(Sn, J), ограничение которого на С нетривиально. По-
строить его можно следующим образом. Рассмотрим абстракт-
ную группу 5п с образующими а, т,- ( £ = 1 , . . . , л — 1 ) и соот-
ношениями

в2 = х2=[Х{> „ ] = ! , 1=1 П-\,

( т / т / + 1 ) 3 = 1 , 1 = 1 п - 2 , (2)

[ть Xj] = a, i+ I </.

Поскольку группа Sn порождается транспозициями (j, j - f - 1 ) ,
i= 1 п— 1, причем определяющее множество соотношений
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имеет вид

(I, / + 1 ) 2 = 1 , / = 1 л - 1 ,

((/, i + l ) ( i + l, / + 2 ) ) 3 = 1 , / = 1 л-2, (3)

[(/, 1 + 1 ) , (/, / + 1 ) ] = 1, / + 1 < /
(см. Хупперт [1]), то существует единственный гомоморфизм

Sn-
e^Sn такой, что 6(ст)=1, 6(тг) = (г, i + 1). Из (2), (3) вы-

текает, что Кег 6 лежит в центре Зп и совпадает с циклической
группой второго порядка, порожденной ст. Отождествляя ее

•с группой, порожденной элементом - + Z B Q/Z, обозначим

через а коцикл в H2(Sn,3), отвечающий расширению Sn-^->Sn.
Другими словами, рассмотрим произвольное сечение ср: Sn^-5n

и положим

Заменяя группу С на сопряженную, можно считать, что С по-
рождается транспозициями (1,2) и (3,4). Если предположить,
что ограничение а на С тривиально, то в силу утверждения 2)
леммы 1 группа б"1 (С) должна быть абелевой. Однако
[ф((1, 2)), ф((3,4))] = [тьТг] = от Ф 1. Лемма доказана.

Из высших групп когомологии нам встретятся лишь группы
H3(G, Z), где G — конечная группа, тривиально действующая
на Z, возникающая при изучении препятствий к принципу
Хассе (см. § 6.3). Однако, как показывает следующий резуль-
тат, их вычисление сводится к вычислению H2(G,J).

Лемма 3. Пусть G — конечная группа. Тогда существует
естественный изоморфизм H3(G, Z) ~ H2(G, J) групп когомоло-
гии относительно тривиального действия группы G.

Действительно, известно (см. [АТЧ], гл. IV, § 6), что группы
когомологии H'(G,A) конечной группы G аннулируются умно-
жением на [G]. Так как аддитивная группа Q однозначно де-
лима, то отсюда вытекает, что H'(G, Q) = 0 для всех i ^ 1.
Тогда из точной последовательности 0-»-Z - ^ Q - ^ J - ^ O полу-
чаем точную последовательность 0 = H2(G, Q)-+~H2(G, J)->-
—>~H3(G, Z)—>-H3(G,Q) = 0, из которой и следует требуемое.

Функториальность H'(G,A) по второму аргументу очевидна:
любому G-гомоморфизму абелевых G-групп f: A —>- В отвечает
гомоморфизм групп когомологии /*: H'(G, A)-+ H'(G, В). Обсу-
дим некоторые аспекты функториальности по первому аргу-
менту. Если Н — подгруппа в G, то ограничивая коциклы на Н,
получаем гомоморфизм ограничения Res: Hi(G,A)-j>-Hil-(H,A).
Если N — нормальный делитель в G, а А — некоторая абелева
G-группа, то группа неподвижных точек AN является (G/N)-
группой, и канонический гомоморфизм G ->- G/N индуцирует го-
моморфизм инфляции Inf: Hl(G/N, AN) -*-Hl(G, А). Кроме того,
здесь можно определить действие факторгруппы G/N на
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H'(N,A); при этом оказывается, что образ гомоморфизма огра-
ничения Res: H'(G, A)—f H'(N, А) лежит в группе неподвижных
точек H'(N,A)0/N. Наконец, можно определить гомоморфизм
Tra: Я 1 (JV, A)°^N'-+• H2(G, AN), называемый трансгрессией, так,,
что имеет место точная последовательность

fN

, A), (4)

которая представляет собой начальный отрезок спектральной
последовательности Хохшильда—Серра, отвечающей расши-
рению

1 -> N -> G -> G/N -* 1

(основные моменты построения последовательности (4), кото-
рые мы опускаем, читатель сможет найти в книге Коха [1]).

Существует прием, позволяющий заменить когомологии под-
группы Я cz G когомологиями всей группы G. Для этого с
произвольным Я-модулем А связывается так называемый индуци-
рованный G-модуль IndG (А), который состоит из таких отобра-
жений /: G-УА, ЧТО f(hg) = hf(g) ( l i e Я, g e G), причем дей-
ствие G на Inde (А) определяется формулой (gf) (х) = f(xg). Со-
поставляя каждому элементу f ^ Indo (А) его значение в еди-
нице, получаем гомоморфизм 1гЫс(Л)->Д который определяет
гомоморфизм

Hl(G, \МИа(А))-^Н1(Н,А). (5)

Оказывается, что гомоморфизм (5) является изоморфизмом
(«лемма Шапиро»). Предположим теперь, что Я имеет конеч-
ный индекс в G и А является G-группой. Тогда можно опреде-
лить сюръективный G-гомоморфизм л: lnda(A)—>- А, полагая
л (f) — 2 xf (x~l) (легко видеть, что эта сумма не зависит

х е G/H

от выбора представителей). Тогда, переходя к когомологиям,
получим гомоморфизм коограничения Сог: Н' (Я, А) ~ Я' \G,
IndG (A)) -> Я1 (G, А), где ~ обозначает изоморфизм, обратный
к (5). Отметим, что в размерности нуль гомоморфизм Сог: Ан —>~
-^А° совпадает с отображением следа Т г ( а ) = 2 g (а) (или,

гей/я
в мультипликативных обозначениях, — нормы).

Иногда приходится рассматривать непрерывные когомологии
топологической группы G с коэффициентами в топологической
абелевой G-группе А такой, что действие G на А непрерывно.
Их определение получается, если вместо обычных коцепей рас-
сматривать непрерывные. В этой книге (за исключением неко-
торых мест в § 9.5, где рассматриваются когомологии групп
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аделей) мы будем работать исключительно с непрерывными ко-
гомологиями проконечной (т. е. компактной вполне несвязной)
группы G с коэффициентами в дискретной группе А; при этом
непрерывность действия G на А означает, что А = \] Аи, где

и
объединение берется по всем открытым нормальным делителям
U с: G. Для проконечной группы G имеет место представление
в виде проективного предела G = \im G/U, где U пробегает не-
которую фундаментальную систему окрестностей единицы, со-
стоящую из нормальных делителей (основные факты о проко-
нечных группах мы напоминаем в § 3.2); тогда группа когомо-
логий Hl(G, А) дискретной G-группы А представляется в виде
индуктивного предела lim Hl(G/U, Аи) относительно отобра-
жений инфляции H'(G/U7*AU) -+H!(G/V, Av) при U => V. Один
из основных примеров связан с рассмотрением абсолютной
группы Галуа & = Ga\(R/K) некоторого совершенного поля К
и ее естественного действия, скажем, на аддитивной или муль-
типликативной группе поля К или на некотором другом объекте
А с /^-структурой (см. § 2.2). Тогда соответствующие когомо-
логии Н'(3?, А) называются когомологиями Галуа и обозна-
чаются Н"(К,А).

Легко проверяется, что когомологии проконечной группы G
с коэффициентами в дискретной группе А обладают всеми ос-
новными свойствами обычных когомологии. В частности, точной
последовательности дискретных G-групп и G-гомоморфизмов
•О —»-Л —»-В —»-С —»-0 отвечает точная когомологическая последо-
вательность (1), а расширению 1 —>~ N —>- G —>~ G/N -+• 1 проко-
нечных групп — отрезок спектральной последовательности Хох-
шильда — Серра (4).

2. Неабелевы когомологии. При работе с алгебраическими
группами возникают коциклы, принимающие значения в группе
точек над некоторым (конечным или бесконечным) расшире-
нием Галуа поля определения, т. е. область значений коциклов
является, вообще говоря, некоммутативной группой. С подоб-
ной ситуацией мы сталкиваемся и в других случаях, например,
при изучении скрещенных произведений некоммутативных ал-
гебр с некоторой конечной группой. Тем самым некоммутатив-
ные когомологии вполне заслуживают самостоятельного изуче-
ния; им посвящена книга Жиро [1], к которой мы и отсылаем
заинтересованного читателя. В настоящем пункте мы напомним
основные понятия, связанные с некоммутативными когомоло-
гиями, которые понадобятся нам при изучении когомологии Га-
луа алгебраических групп (см. Серр [2]).

Пусть G — некоторая группа (дискретная или проконечная),
действующая на некотором множестве А, которое в топологи-
ческом случае предполагается дискретным, а действие G на
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А — непрерывным. В этом случае А называется G-множеством.
Если А — группа, a G действует на А автоморфизмами, то А на-
зывается G-группой. Для G-множества А определим H°(G, A)
как множество G-инвариантных элементов А0. Если А является
G-группой, то H°(G, А) является группой.

Для G-группы А отображение f: G -> А (непрерывное в то-
пологической ситуации) называется одномерным коциклом или
l-коциклом со значениями в А, если для любых s, t e G выпол-
няется соотношение f(st) = f{s)s(f(t)). Часто бывает удобно
трактовать 1-коциклы как семейства, индексированные элемен-
тами группы G, и писать / = {/s|s€E G}, имея в виду, что fs =
= f(s). Действие G на А бывает удобно записывать в экспо-
ненциальной форме, т. е. писать sa вместо s(a). С учетом этих
соглашений условие на 1-коцикл записывается в виде fst =
= fsSft- Множество всех коциклов будем обозначать через
Zl(G,A). Множество Zl(G,A) непусто — оно всегда содержит
единичный коцикл, определенный условием: fs=e — единичный
элемент А для всех s ^ G. Два коцикла (as) и (bs) назы-
ваются эквивалентными, если найдется элемент С Е / 1 такой,
что bs = c~las

sc для всех s ^ G. (Легко проверяется, что таким
образом определенное отношение между коциклами действи-
тельно является отношением эквивалентности на множестве
ZX(G,A).) Множество классов эквивалентности называется мно-
жеством одномерных когомологий группы с коэффициентами
в А и обозначается H](G, А). Если А — абелева группа, то это
определение Я1 эквивалентно приведенному в п. 1, в частности,
в этом случае Hl(G,A) является абелевой группой. В общем
случае HX(G, А) не несет никакой естественной групповой
структуры и является лишь множеством с отмеченным элемен-
том, которым служит класс эквивалентности единичного ко-
цикла. Как и выше, если G — проконечная группа и G = lim G/U

то Я1 (G, А) = lim Я 1 (G/U, Au) — индуктивный предел мно-
жеств с отмеченным элементом относительно очевидным об-
разом определяемых отображений инфляции Я1 (G/U,AU)^>-
-^-Я1 (G/V, Av) для U ZD V, которые сохраняют отмеченные эле-
менты. Вообще, если /: А -*• В — гомоморфизм G-группы А
в Я-группу В, совместный с гомоморфизмом g: H—>-G, т. е.
/(№>а) = ^ ( а ) д л я в с е х s e ^ a^A, то можно определить
отображение Z1 (G, A)^>~Z] (Я, В), переводящее (as) в (bs =
= f(ag{s))), которое индуцирует отображение множеств с от-
меченными элементами (морфизм)

Hl(G, A)^Hl{H, А).

Будем говорить, что последовательность множеств когомо-
логий точна, если она точна как последовательность множеств
с отмеченными элементами, т. е. прообраз отмеченного элемента
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равен образу предыдущего отображения. (Отмеченным элемен-
том во множестве нулевых когомологий H°(G, А) считается еди-
ничный элемент группы .4.) Укажем на основные типы исполь-
зуемых нами точных последовательностей. Пусть А — подгруппа
G-группы В, инвариантная относительно действия группы G.
Тогда на множестве В/А левых смежных классов можно опре-
делить естественное действие группы G, так что В/А является
G-множеством, и определено множество H°(G, В/А), которое
обладает отмеченным элементом — классом А. Для любого эле-
мента из H°(G, В/А) = (В/А)а выберем представитель Ь^В
и для s^G положим as = b~lsb. Несложно проверить, что
flsE^ и (as) e Z1 (G, А). При этом класс эквивалентности по-
следнего коцикла не зависит от выбора представителя Ь, и мы
получаем отображение б: Hd(G, B/A)^- Я1 (G,A).

Прямое вычисление показывает, что имеет место точная по-
следовательность множеств с отмеченными элементами:

1 -> Н° (G, А) -> Н° (G, В) -> Н° (G, В/A) J U Я 1 (G, А) -Д* Я 1 (G, В),

(6)

где а индуцировано вложением А^»В. Кроме того, если С\,
с2 е H°(G,B/A), то 6(ci) = 6(c2) в том и только том случае,
когда существует b е В0 со свойством с2 = Ьс\. Отсюда сле-
дует, что элементы ядра отображения Я1 (G, Л)-»- Hl(G, В) на-
ходятся во взаимно однозначном соответствии с орбитами дей-
ствия Ва на (В/А)0. Если А — нормальный делитель в В, то по-
следовательность (6) продолжается еще на один член:

. . . -> Я 0 (G, В/А) - 1 * Я 1 (G, А) - ^ Я 1 (G, В) - 1 * Я 1 (G, В/А). (7)

Особого рассмотрения заслуживает случай, когда А — цен-
тральная подгруппа группы В (именно с такой ситуацией мы
сталкиваемся, рассматривая универсальные накрытия алгебраи-
ческих групп). Положим С=В/А и обозначим через<р:В->-С —
канонический гомоморфизм. Тогда Hl(G,A) является группой
и отображение б: H°(G,C) = С0->• Hl(G,A) является гомомор-
физмом групп; в дальнейшем мы будем называть его погранич-
ным гомоморфизмом. Используя центральность А, можно опре-
делить естественное действие группы H1(G,A) на множестве
Я»(О,В): если a=(as)e=Z1(G,A), b =(bs)e= Zl(G, В), то
а-Ь =(asbs)^ Z] (G, В). Тогда оказывается, что орбиты этого
Действия совпадают со слоями морфизма |5: H1(G, Б)->- H1(G,C).
Далее, в силу коммутативности А определена группа H2(G, A),
и как мы сейчас покажем, существует отображениед: Я1 (G, С)-*-
-*• H2(G, А), расширяющее последовательность (7) до точной
последовательности

. . . -> Я 1 (G, В) - 1 * Я 1 (G, С) -*> Я 2 (G, А). (8)
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Пусть c = (cs) <= Z1 (G, С); для каждого s<=G мы можем найти
такой элемент bs^B, что q>(£>s)=cs. Положим тогда as>/ =

= btbtbjt. Легко проверяется, что a s > ( е Л и отображение
G X G ^ - Л , (s, /)-»• a*, t является 2-коциклом (т. е. элементом
из Z2(G,A)). Оказывается, что класс, определяемый коциклом
а, не зависит ни от выбора элементов bs, ни от выбора коцикла
с в соответствующем классе эквивалентности в Hl(G,C), и та-
ким образом мы получаем корректно определенный когранич-
ный морфизм д: Я1 (G, C)-+H2(G, А). Непосредственно прове-
ряется, что соответствующая последовательность (8) точна. От-
метим, что в некоммутативном случае морфизм д не связан ни
с какой групповой структурой; более того, его образ в H2(G,A),
вообще говоря, не является подгруппой.

В некоммутативной ситуации указанные точные последова-
тельности несут существенно меньше информации, чем в ком-
мутативном случае, ибо, скажем, знание ядра некоторого ото-
бражения множеств с отмеченными элементами, вообще говоря,
не позволяет сделать выводы о всех его слоях. Частично эту
трудность можно преодолеть при помощи одного приема, осно-
ванного на понятии скручивания (см. Серр [2], гл. I, § 5). На-
помним основные определения. Пусть А — некоторая G-группа
и F — некоторое G-множество с заданным действием группы Л,
причем это действие перестановочно с действием G,T. e. s(a-f) =
= s(a)-s(f) для любых s^G, a^A, f e F. Тогда с помощью
произвольного коцикла fl = ( a s ) e Z I ( G , ^ ) можно определить
новое действие G на F по формуле

s(f)=as(s(f)), s^G.

Множество F с этим действием обозначается через aF. При этом
говорят, что aF получено из F скручиванием при помощи ко-
цикла а. Легко видеть, что множество aF функториально зави-
сит от F (относительно Л-морфизмов F-* F') и что конструк-
ция скручивания перестановочна с прямыми произведениями.
Для эквивалентных в Z1(G,A) коциклов а и b G-множества aF
и bF изоморфны. Кроме того, если F обладает некоторой струк-
турой (например группы), а элементы А сохраняют эту струк-
туру, то aF также наделяется этой структурой. Целый ряд при-
меров скручивания будет рассмотрен в § 2.3, а пока мы огра-
ничимся одним примером, который возникает при работе с
точными последовательностями. А именно, рассмотрим случай,
когда А = F действует на себе внутренними автоморфизмами.
Тогда для любого коцикла a^Zl(G, А) определена скрученная
группа аА, причем множества одномерных когомологий групп А
и А' = аА связаны между собой следующим образом:

Лемма 4. Для произвольного коцикла x = (xs)^ Zl(G,A')
семейство y = (xsas) является коциклом в Zl{G,A), причем со-
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ответствие х>—>у задает биекцию ta: Zl{G, A')^>-Z1(G, А). При
переходе к когомологиям ta индуцирует биекцию %а: Hl(G,A')^>-
-+Hl(G, А),которая переводит отмеченный элемент из Hl(G, A')
в класс коцикла а.

Тем самым мы получаем возможность перемножать коциклы,
правда, переходя при этом к скрученной группе. При помощи
этого приема, заменяя группы в последовательностях (6) — (8)
на соответствующие скрученные группы (как мы будем гово-
рить в дальнейшем, скручивая эти последовательности), можно
получить описание слоев всех отображений в исходных последо-
вательностях. Пусть, например, в ситуации, описанной при по-
строении последовательности (6), а^ Z1(G, А) и мы желаем
получить описание слоя а"1 (а(а)) (мы обозначаем той же бук-
вой а соответствующий класс эквивалентности в Hl(G,A)). Для
этого следует перейти к скрученным группам А' = аА и В' = аВ
и рассмотреть для них аналог точной последовательности (6)

1 -> Я 0 (G, А') -> Н° (G, В') -> Н° (G, В'1 А') Л

±+Hi{G, A')^Hl(G, В'). (6')

Тогда биекция %а из леммы 4 устанавливает биекцию между
элементами Кег а' и элементами слоя <х~1(а(а)). С другой сто-
роны, как следует из (6'), элементы Кег а' находятся в биек-
тивном соответствии с орбитами действия (В')а на (В'/А')а.
Приведем также критерий того, когда класс некоторого коцикла
b^Zl(G, В) лежит в образе отображения а. Для этого усло-
вимся рассматривать действие В на множестве смежных клас-
сов (однородном пространстве) В/А посредством сдвигов; тем
самым для любого Ь е Z1(G, В) определено скрученное про-
странство ъ(В/А).

Лемма 5. Ь <= Ima<^-tf°(G, ь(В/А))ф0.
Аналогичным образом вычисляются слои отображения д

в последовательности (8). А именно, пусть с = ( c s ) e Zl (G, С).
Так как А —центральная подгруппа в В, то группа С действует
внутренними автоморфизмами на В, причем эти автоморфизмы
тривиальны на А. Скрутив с помощью с точную последователь-
ность 1—*-А—*-В—УС—*-1, МЫ получим точную последователь-
ность I—у А—ус В—ус С—*• I, из которой возникает новый когра-
ничный морфизм дс: Hl(G,cC)^-H2(G,A). Прямое вычисление
показывает, что этот морфизм связан с биекцией хс: Hl(G, CC)^-
-»-//1(G, С) из леммы 4 следующим образом: д(тс(х)) =
= дс(х)д(с) в смысле умножения в группе H2(G,A). Отсюда
следует, что элементы слоя д~1(д(с)) находятся в биективном
соответствии с элементами Kerdc, которые, в свою очередь,
биективно соответствуют элементам фактормножества Hl(G,cB)
относительно действия группы Hl(G,A).
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Если Н — нормальный делитель в G (замкнутый в тополо-
гической ситуации), то, как и в коммутативном случае, фактор-
группа G/H действует на Ан, так что можно определить
Hl{G/H,A") и отображение инфляции Hl{G/H, Ан)-+Hl(G,A).
Тогда если Hl (G, A)-*- Hl (H, А) — отображение ограничения, то
точна последовательность

l-*Hl(G/H, AH)^Hl{G, A)->Hl{H, A),

которую можно рассматривать как некоммутативный аналог
последовательности Хохшильда — Серра (4).

Нам осталось рассмотреть индуцированные множества и не-
коммутативный вариант леммы Шапиро. Остановимся на этих
вопросах более подробно, ибо они не вошли в книгу Серра [1].
Пусть Н — подгруппа в G, предполагаемая замкнутой в тополо-
гической ситуации. Тогда для любого //-множества (соответ-
ственно Я-группы) В можно определить G-множество (соот-
ветственно G-группу) А = Indo (В), которая состоит из всех не-
прерывных отображений a: G-*-B, удовлетворяющих условию
a(ts) = fa(s) для всех t^H, s^G, причем действие G на А
задается формулой ra(s) = a(sr) для г е С . G-множество (со-
ответственно G-группа) А или любое G-множество (G-rpynna),
изоморфное Л, называются G — Я-индуцированными. Отображе-
ние А-*-В, ау—>а(1), согласовано с включением Н с G, и по-
этому для / = 0 , 1 индуцирует морфизмы

Ф/: Я'(О, А)^Н1(Н, В).

Предложение 7 (лемма Шапиро; некоммутативный вариант).
Отображения ф,- биективны.

Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи i = 0 и i = l.
Пусть вначале i = 0. Если asW°(G,<4), то а есть отображение
G-+-B, инвариантное относительно действия G, т. е. а = га для
всех r e G . Вспоминая определение действия G на А, мы ви-
дим, что последнее равенство эквивалентно соотношению a(s) =
= a(sr) для всех s, r e G. Полагая s = 1, получим, что а яв-
ляется постоянным отображением. По определению фо(а) =
= Й ( 1 ) Е В Я = № ( Я , В ) , откуда следует, что соотношение
Фо(а) = фО(й) для a, b^H°{G,A) влечет а = Ь, т. е. ф0 инъек-
тивно. С другой стороны, для любого с е Н°(Н, В) постоянное
отображение a: G-+B, a(s) = c, лежит в Л, причем легко про-
веряется, что а е Я ° ( б , Л ) и фО(а) = с

Пусть теперь / = 1 . Для доказательства инъективности ф]
предположим, что классы коциклов а=(аг) и b=(br)^
е Z1 (G, А) переходят при отображении ф1 в один и тот же эле-
мент. Тогда для подходящего элемента С Е В имеем аг(\) =
= c~lbr(l)rc для всех г^Н. Легко видеть, что существует та-
кой элемент d^A, что d( l ) = c. Тогда, заменяя коцикл b на
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эквивалентный коцикл Ъ' = (d-lbr

rd), можно предполагать, что

аг{\) = Ьг{\) для всех г е Я . (9)

Из определения коцикла для всех г, s, t e G получаем соотно-
шения

Полагая г = t~l, из (9) находим, что

at-ls(t)bt-ls(t)-l=at-i(t)bt-i(t)-i (10)

для всех S E W . Определим функцию с: G—>-В равенством

c(t) = bt-i(t)at-l(t)-1.

Тогда из (10) для S E W получаем

с (st) = bt-is-i (st) at-is-i (st)~l =

= s ( ^ - l s - (t) a,-,s-. (/)"') = s ( V (0 a,- (0) = * (c (0),

т. е. с е А. С другой стороны, непосредственно проверяется, что
ar = c~lbr

rc для всех r^G, и, значит, коциклы а и b эквива-
лентны. Инъективность ф! доказана.

Для доказательства сюръективности ф! рассмотрим произ-
вольный коцикл b =(br)^ Zl(H, В). Пусть v: G/H—^-G — неко-
торое сечение, предполагаемое непрерывным в топологической
ситуации и такое, что v(H)=\. Тогда для s^G положим
w(s)= sv(Hs)-1 e H. Для каждого s^G определим функцию
as: G —у В ф о р м у л о й as(t) = wit)bwivit) S)- П р я м о е вычисление
показывает, что as e А и семейство a=(as) образует коцикл
в Zl(G,A), причем q>i(a) = b. Предложение полностью дока-
зано.

В приложениях оказывается полезным следующее простое
утверждение:

Лемма 6. Пусть Н имеет конечный индекс в G. Тогда
G-группа А является G — Н-индуцированной в том и только
том случае, если существует Н-подгруппа В с А такая, что А
является прямым произведением групп SB, где s пробегает не-
которую систему представителей смежных классов G/H.

Например, если L — конечное расширение Галуа поля алгеб-
раических чисел К с группой Галуа '§, и .е VK, и — некоторое
продолжение нормирования » на L и Ж = 9(и) — соответствую-
щая группа разложения, то, как показывает разложение (2)
§ 1.1, ^-модуль L<8)KKV изоморфен ^ ( )
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§ 1.4. Простые алгебры над локальными полями

1. Простые алгебры и группы Брауэра. Пусть А—конечно-
мерная простая центральная алгебра над полем К (централь-
ность означает, что центр А совпадает с К). Тогда А является
полной матричной алгеброй Mn(D) над некоторой центральной
алгеброй с делением (телом) D над К и AlmK A = n2 dimKD.
В свою очередь, размерность dimKD является квадратом неко-
торого натурального числа d, называемого индексом тела D и
соответственно алгебры А. Известно, что если К конечно или
алгебраически замкнуто, то необходимо d=l, т. е. некоммута-
тивных конечномерных центральных алгебр с делением над К
нет. Если /C = R и d > 1, то D изоморфно телу обычных га-
мильтоновых кватернионов Н- Над неархимедовыми локаль-
ными полями или полями алгебраических чисел существуют
тела произвольного индекса. Для их описания нам понадобятся
некоторые факты из теории простых алгебр (см., например,
Херстейн [1], Пирс [1]).

Один из таких фактов — это теорема Сколема — Нётер, ут-
верждающая, что произвольный изоморфизм a: Bi—*-B2 двух
простых подалгебр В\, В2 конечномерной центральной простой
/(•-алгебры А, тривиальный на К, продолжается до внутреннего
автоморфизма А. Важную роль при исследовании алгебры с де-
лением D играют максимальные подполя Р с D. Они обяза-
тельно содержат поле К и имеют над ним степень d; при этом
D®KP~Md(P). Обратно, если Р — расширение К степени d
и D ®к Р ~Ма(Р) (т. е. Р — поле разложения D), то Р изо-
морфно максимальному подполю в D. Рассмотрим произвольное
поле разложения Р простой алгебры А (можно, например, в ка-
честве Р выбрать алгебраическое замыкание К) и зафиксируем
соответствующий изоморфизм ср: А ®к Р ~ МГ(Р). Тогда ото-
бражение NrdA/K(x) = det <f(x <8> 1), называемое приведенной
нормой, является мультипликативным, не зависит ни от Р, ни
от ф и задается однородным многочленом степени г с коэффи-
циентами из К от координат элемента х в некотором базисе А
над К; в частности, Nrd A/K(A*)cz К*. Часто используемое нами
свойство приведенной нормы состоит в том, что для . i e O при-
веденная норма Nrd D/K (х) совпадает с обычной нормой NP/K(%)

из максимального подполя Р с D, содержащего х. Изучение
мультипликативной группы А* в существенной степени сводится
к изучению образа приведенной нормы N ^ / K O 4 * ) И соответ-
ствующей специальной линейной группы SL\{A)={x e
^A*\NruA/K(x)=\}. В свою очередь, строение группы SLi(A)
(особенно в случае, когда A =Mn(D), п > 1, см. § 7.2) зависит
от того, совпадает группа SL\(A) с коммутантом [Л*, Л*] или
нет (отметим, что включение [A*,A*]c=SLi(A) вытекает из
мультипликативности приведенной нормы). Этот вопрос, по-
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ставленный Таннакой и Артином в 1943 г., в терминах алгеб-
раической /С-теории эквивалентен вопросу о тривиальности
так называемой приведенной группы Уайтхеда SKi(A) =
= SLi (А)/[А*, А*]. О связи этих проблем с известной в теории
алгебраических групп гипотезой Кнезера — Титса см. § 7.2. Про-
блема Таннаки — Артина была отрицательно решена В. П. Пла-
тоновым в 1975 г. В работах [13] — [16] им была развита при-
веденная К-теория, позволяющая во многих случаях вычислять
группу SKi(A) и устанавливать ее связь с другими арифмети-
ческими вопросами (см. гл. VII). Тем не менее, в интересующих
нас случаях локальных и глобальных полей группа SKi(A)
всегда тривиальна (для локальных полей этот результат был
впервые получен Накаямой — Мацусимой [1] в 1943 г., а для
полей алгебраических чисел—Вангом [1] в 1950 г.). Так как
этот факт неоднократно будет использоваться в книге, ниже
мы приведем его доказательство, которое существенно отли-
чается от оригинального и является более коротким и концеп-
туальным.

Введем на множестве конечномерных центральных простых
алгебр над полем К отношение эквивалентности, считая, что
Ах = Мп, (А) ~ A2 = Mn2(D2), если тела D{ и D2 изоморфны, и
определим произведение классов эквивалентности формулой
[Ai] • [А2] = \А\ ®кА2] (отметим, что тензорное произведение
над К двух простых /С-алгебр, одна из которых центральна,
также является простой /С-алгеброй). Эта операция превра-
щает множество классов эквивалентности конечномерных цен-
тральных простых /С-алгебр в абелеву группу (обратным к клас-
су [А] является класс противоположной алгебры А0, которая
получается из А заданием нового произведения по формуле
a°b = ba, где справа стоит произведение в алгебре А), которая
называется группой Брауэра поля К и обозначается Вг(/С).
Для любого расширения L/K классы эквивалентности таких
центральных простых /С-алгебр А, для которых L является по-
лем разложения, образуют подгруппу в Вт (К), которая обо-
значается через Br(L/K). Порядок элемента [А] в Вг(К) всегда
конечен; он называется экспонентой алгебры А. Отметим, что
экспонента алгебры А делит ее индекс и в общем случае от-
лична от него. Одним из глубоких результатов теории алгебр
является совпадение экспоненты и индекса над локальными и
глобальными полями (в связи с этим укажем на гипотезу о том,
что так называемые С2-поля также обладают этим свойством
(см. М. Артин [1])). Отметим, что группа Брауэра Вт {К)
имеет когомологическую интерпретацию. А именно, сопостав-
ление простой алгебре соответствующей системы факторов (см.
Ван дер Варден [1]) определяет изоморфизм

Вг (К) с^Н2 (К, /С),
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2. Простые алгебры над локальными полями. Пусть D —
тело индекса п над (неархимедовым) локальным полем К*
Всюду в этом параграфе через v будет обозначаться нормиро-
вание поля К, через О — кольцо нормирования с идеалом нор-
мирования р и через U =(У* — соответствующая группа единиц.
Нормирование v единственным образом продолжается на D при
помощи формулы

v(x)=±v(HrdDIK(x)), XEED, (1)

причем D полно в топологии, определяемой этим нормирова-
нием (для тел нормирования определяются так же, как и для
полей, см. Пирс [1]). Пусть 0D = {х <= D\v(x) ^ 0} и $D =
= {х е D | v (х) >• 0}—соответственно кольцо целых и идеал
нормирования v. Легко видеть, что $д является максимальным
двусторонним идеалом в О о, так что определено тело вычетов
D. Пусть f = [D : k] — степень тела вычетов (k — поле вычетов
для К) и е = [Г :Г] (где T = v(K*), f = v(D*) — группы значе-
ний нормирований v и д) — соответствующий индекс ветвления.
Тогда, как и в коммутативном случае (см. § 1.1, п. 2), ef =
= dim/c D = п2. С другой стороны, D, будучи конечным телом,
коммутативно, и, следовательно, D = k(a) для подходящего
а е D. Пусть р е { 7 д — такой элемент, что вычет (5 совпадает
с а (в дальнейшем черта всюду будет обозначать образ в поле
или теле вычетов). Тогда для поля L = /e(P) и соответствую-
щего поля вычетов I имеем

Из формулы (1) вытекает, что умножение на п индуцирует
изоморфизм Г в Г и поскольку Г ~ Z, то е = [Г : Г] ^ п. От-
сюда следует, что в действительности е = f = п и тело выче-
тов D совпадает с полем вычетов I подходящего подполя L с D,
которое автоматически является максимальным подполем в D
и неразветвлено над К. Группа значений Г является бесконеч-
ной циклической, так что существует элемент П е О * называе-
мый униформизующим, со свойством v(H)=l/n. Имеем !рд =
= П£?д = 0DH, причем любой другой униформизующий эле-
мент П ' е ^ д имеет вид П' = Пы, u^UD = O'D. Аналогично,

для любого i ^ 1 имеем ^l

D = Yll(JD = О'DU''.

Зафиксируем максимальное неразветвленное подполе L <zz D
(отметим, что любое другое максимальное неразветвленное
подполе U c= D изоморфно L над К и поэтому в силу теоремы
Сколема — Нётер сопряжено L). Расширение L/K является
циклическим расширением Галуа и группа Галуа Gal(L/,K) по-
рождается автоморфизмом Фробениуса q> (см. § 1.1, п. 3). По
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теореме Сколема — Нётер существует такой элемент g e D*, что

Ф ( * ) = № " ' V.veL. (2)

Тогда образ элемента a (g) e - Z в группе (Q/Z определен кор-

р е к т н о , н а з ы в а е т с я и н в а р и а н т о м т е л а D и о б о з н а ч а е т с я 'т()
Инвариантом inv(A) простой алгебры A=Mn(D) называется
инвариант тела D.

Теорема 7. Отображение А*—>т\кА определяет изоморфизм
Br(/C)~Q/Z. При этом если Р/К— конечное расширение сте-
пени гп, то коммутативна следующая диаграмма:

lnvK

Вт (К)
[Л]

[А®КР]

nv р

Вг(Р)

(3)

где [гп] означает умножение на т.
Из коммутативности (3) вытекает, что если D — тело ин-

декса п над К, то для любого расширения Р/К степени п имеем
D <&к Р ~ Мп(Р), следовательно, Р изоморфно максимальному
подполю в D. Еще одно важное наблюдение состоит в следую-
щем: над полем К экспонента любого тела совпадает с его ин-
дексом. В самом деле, нужно показать, что если v(g) = а/п, то
(а, гс)= 1. Для доказательства заметим, что в силу (1) OD и %D

инвариантны относительно сопряжения в D, и поэтому любой
элемент h e D* индуцирует автоморфизм а&: х'—>hxh~l тела D
над k. Положим а = а п . И з коммутативности D вытекает, что
для и е UD имеем аи = id, так что а не зависит от выбора уни-
формизующего П. Мы видели, что D совпадает с полем выче-
тов / максимального неразветвленного подполя L a D, так что
в действительности o^Qa\(l/k). Имеем g = Паы, u^UD, и
поэтому ф = 0 е (мы обозначаем одной и той же буквой авто-
морфизм Фробениуса расширений L/K и l/k). Так как <р по-
рождает Ga\(l/k), то необходимо (а, л ) = 1 . Одновременно мы
показали, что о = оП порождает Ga\(l/k), что будет исполь-
зовано ниже.

Изложенные факты о строении тел над полями р-адических
чисел восходят к Хассе [1], Витту [1]. Отметим, что недавно
б̂ыли получены структурные теоремы для широкого класса тел

над произвольными гензелевыми полями (см. Платонов, Янчев-
ский [3], [4]).

3. Мультипликативная структура тел над локальными по-
лями. Прежде всего установим, что для конечномерного цент-
рального тела D над полем К имеем Nrdfl//c (£>*)= К* и группа
SLi(D) совпадает с коммутантом [D*,D*\ (более тщательное
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исследование группы D* при помощи фильтрации, определяе-
мой конгруэнц-подгруппами, мы проведем в следующем пункте).

Мы уже видели, что существует максимальное неразветв-
ленное подполе I c f l , и поэтому группа единиц U лежит
в NLjK(L*)czNrdD/K(D*) (см. предложение 2). Остается пока-
зать, что NrdD/K(D*) содержит униформизующий элемент я
поля К. Для этого заметим, что многочлен tn-\-(—1)"я (п—ин-
декс D) является многочленом Эйзенштейна (см. п. 3 § 1.1) и
поэтому определяет некоторое расширение Р/К степени п, при-
чем я £ % ( Р * ) . Но, как мы отмечали, Р изоморфно макси-
мальному подполю в Д и поэтому NP/K(P*)czNrdD/K(D*), т. е.
я е= Nrdo/к(£)*). Таким образом, равенство NTUD/K(D*)= К* до-
казано.

Доказательство утверждения о том, что группа SLi(D), ко-
торую мы в дальнейшем будем для краткости обозначать D{1),
совпадает с коммутантом [D*,D*], является несколько более
сложным. Во-первых, заметим, что группа Lm = L f) -O(1) содер-
жится в [D*, D*]. Действительно, по «теореме 90» Гильберта
(см. Ленг [3], гл. VIII) любой элемент , Г Е № = { / Ё
е= L* \NL/K(t)= 1} имеет вид х = ц>(у)у~1 для подходящего'
y^L*. Тогда х = gyg~ ]y~l e= [D*, D*] в силу (2). Поэтому тре-
буемый факт вытекает из следующего утверждения.

Теорема 8 (Платонов, Янчевский [2]). Нормальный дели-
тель в D^\ порожденный группой Нх\ совпадает с D ( 1 ).

Доказательство. Пусть х е= D(1>, тогда вычет х лежит в группе
/(1) = {а е= l*\Ni(k {а) = 1}. Действительно, х можно представить
в виде x = ab, где а принадлежит группе единиц ОL поля L,
а б е 1 +Фд- Тогда х = а. С другой стороны, Â L/K(a) = NrdB/K(a) =
= Ытйо/к(Ь~1) = NMiK{b)~~l для максимального подполя MczD,
содержащего Ъ. Но Ъ е= (1 + Фв) П М = 1 + Фм, так что, согласно
предложению 3, NM/K (&"') ^ 1 + J>, где )̂ — идеал нормирова-

п - 1 ге-1

ния в /С. Поэтому Ni,k(d) = Yi ц>'(а)= П ф' (а) = Ыцк(а) = 1.

Поскольку группа /О циклическая, существует такой элемент
г е= /̂ >, что элемент хг является образующим /(1>, и, следова-
тельно, l = k{xz). Утверждается, что z = y для подходящего
J G L 1 1 ' . Действительно, согласно теореме 90 Гильберта, z =
= q>(s)/s для подходящего s е= /*. Тогда если и е= f/i обладает
свойством п ^ s, то элемент у=ц>(и)/и является искомым. Да-
лее, заметим, что расширение Р = К(ху) является максималь-
ным неразветвленным подполем в D, ибо

[Р : /С] > [А (*р): А] = [/: А] = л,

откуда [Р :/С] = [А (лт/) : А] = ге, что и требовалось. Таким обра-
зом, P~L над /С, и, следовательно, по теореме Сколема —
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Нётер Р = 8Ь8~г для подходящего S G D * . Учитывая, что
NLIK(L') = UK'n (предложение 2) и тот факт, что для элемента g
в (2) выполняется условие v (Nrdo/Kig), п)=1 (см. п. 2), мы
видим, что для подходящих I G Z , С е= L выполняется равенство
NrdDiK(s) = NrdD!K(glc). Полагая t = s(g'c)~\ будем иметь Р =
= tgicLc~1g~lt~1 = tLt~1 и Nrd D /K(0=l . Окончательно, х е=
е= P(l)y~l czt~lL(l)tL(l) и доказательство теоремы 8 завершено.

Заметим, что из доказательства теоремы 8 вытекает, что
любой элемент из Dw является произведением не более двух
коммутаторов. Неизвестно, можно ли понизить эту оценку до
одного коммутатора.

4. Фильтрации в D* и D{1) (см. Рим [1]). Материал этого
пункта не будет использоваться нигде, кроме § 9.5, поэтому его
можно опустить при первом чтении.

Пусть по-прежнему D — тело индекса п над локальным
полем К.. Сохраним обозначения, введенные в п. 2,3. Положим
также Ut = 1 + %, С{ = U{[] D[X) (i^ 1), считая, что U0=UD = (y*D
л C0 = D(l\ Из формулы (1) вытекает, что группы U{ и Ct

являются нормальными в D* (они называются конгруэнц-под-

группами уровня фв, или просто уровня i, соответственно в D
и £>(1)). Так как группы UD и D(X\ очевидно, компактны, а груп-
пы Ui и С,- открыты в UD и D{1) соответственно (более того, об-
разуют базу окрестностей единицы), то индексы [U:Ui] и
[Z)̂ > : Ct] конечны. Определим структуру последовательных

•факторов Ui/Ui+i и С,-/С,+1.
Предложение 8. Существуют естественные изоморфизмы

Р о: UJU^l',

Pi'- UilUi^\~+l+, г '^=1 {аддитивная группа поля I).

При этом ро(Со) = /(1) = {х е= Г \Ni/k (х) = 1}, а р;(Сг) = /, если
и pi{Ci) = l{O]={x<=l\Tri,k{x) = O}, если i = 0(modn).

К ? бДоказательство. Как и выше, для элемента а е= 6?,о будем
обозначать через а его образ в I = 0D/$D- Тогда р0 индуци-
руется отображением a-r-^-a, a p , ( t ^ l ) — отображением 1 +
+ аП'|—>а (заметим, что р, зависит от выбора униформизую-
щего элемента П). Образ ро(Со) мы уже вычислили при дока-
зательстве теоремы 8. Для вычисления р,(С,) (г ^ 1) нам пона-
добится

Лемма 7. Nrdu/к (l + Фв) = 1 + р', где ] — минимальное целое
число ^ IIп.

Доказательство легко получается из предложения 3.
Пусть теперь J : G I и а е= (7д — такой элемент, что а = х.

Рассмотрим 2 = 1 + аП'. Тогда t = NrdD/K (2) е= 1 + |)', где / —
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минимальное целое ^ i/n. Если i ф 0 (mod л), то / ^ ( г + 1)/ге> и

по лемме 7 найдется / / e ( / ; + i со свойством Nrd/э/к (*/) = £. Пола-
гая Zx = Zt}~1, ПОЛУЧИМ, ЧТО NrdD/K (Zl)= 1, Т. е. ZiSCj, И Р; (2!)=.%:.
Таким образом, рг (Сг) = / при i Ф 0 (mod л). Пусть теперь i = /re.
Поскольку £?D = £?L + ^ D , то фЬ = C?Ln;' + Ф/ж' = ф£ + *-РЬ+

(где GL, фх, — соответственно кольцо целых и идеал нормиро-
вания в L; отметим, что 4f>L = 0Ln для униформизующего эле-
мента л е /С, ибо L//C неразветвлено). Отсюда следует, что
Ui = (Ui[)L*)Ui+i и £/,-fU*= 1 + Ф 1 . Поэтому если г е ( / ( и
2 = s/, где s е [/,• П L*, t e [ / i + i , то A^L/K(s)^NrdD/K(O~'e 1 + Ф' + 1-
С другой стороны, если s= [ -{- гл', г е ( ? ь то

Nцк (s) = И Фт (1 + гл.!) == 1 -j_ TrL//<(/") я ' (mod ))'+1).
т =0

Таким образом, Ттцк(г)^0(то(1р), откуда Tri/k(f) = O и рДС,-)с!/(0).
Обратно, если TI"L/K (Г) ^ 0 (mod p), то для s = l + ' ' ^ имеем
NL/K(S) S I + J>' + I, так что найдется / е 1 + ф ! + ' со свойством

/() i ) н элемент г = s r 1 e L(1)fl (l + ФО обладает
свойством Pi(z) = r. Предложение доказано.

Следствие. Для любого г ̂  0 факторы U0/Ui и Со/С; яв-
ляются конечными разрешимыми группами. Следовательно,
группы Uo и Со проразрешимы.

Действительно, разрешимость факторгрупп Uo/U{ и C0/Ci
непосредственно вытекает из предложения. Как мы отмечали
выше, группы Ui и С,- образуют базу окрестностей единицы
в группах (Jo и Со соответственно, поэтому Uo = lim UJUi, Co =

= limCo/C,- — проразрешимые группы (см. § 3.3).
-<—
Теперь, следуя Риму [1], определим взаимные коммутанты

[Со, С,] и [Ci, С,] ( / ^ 1 ) . Для этого нам понадобится одно
вычисление.

Лемма 8. Пусть х=1+аП.{, у=1+Ы11, где a, b<^0D,
i, j ^ l . Тогда коммутатор [х, у] = хух~1у~1 имеет вид 1 + с1Г+/,
где с = ао' {В) — а> (а) Ъ (здесь а, как и п. 2, автоморфизм I над k,

задаваемый соответствием d-+HdH~l). В частности, [Uh Uj] czUi+j.
Доказательство. Положим (s, t) = st — ts. Тогда легко про-

веряется, что [х, у] = 1 + (х — 1, у — \)х~1у~х, откуда [х, у\ =
= 1 + (аЦ1ЬП[— Ш'аП1') x'lfl = 1 + сП*+/, где с = (аП'Ш"' —
—bR1aU.~l)(ul+1x~1y~1R~{l+1)). Переходя к вычетам и учитывая,
что х = у—\, получим требуемое.

Теорема 9. Пусть п > 2. Тогда
1) [Сь Ci] = Ci+l для любого i~^\;
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r^-iCi' е с л и ^
если i s0(mod л).

В частности, [Со, Со] = С ь

Доказательство. Покажем вначале, что р ( + 1( [С ь Сг]) =
= Pi+i(Cj+i). Из леммы 8 и предложения 8 вытекает, что образ
р,( [Си С{]) порождается как абелева группа элементами вида
асг(р)—сг'(а)р, где C I E / , [3 е Z или /<°> в зависимости от того,
делится i на п или нет. Мы оставляем читателю в качестве
упражнения показать, что эти элементы порождают соответ-
ственно I или 1<-°\ т. е. p,-+i(C,-+i). Итак, для любого i

[Си С1]С1+2 = СШ. (4)

Покажем теперь, что на самом деле [Си С,-] = С,-+1. Восполь-
зуемся устанавливаемым в гл. III фактом (см. теорему 3
гл. III), из которого, в частности вытекает, что любой нецен-
тральный нормальный делитель в D(i> является открытым (из-
лишне говорить, что доказательство теоремы 3 гл. III не ис-
пользует самой теоремы 9). Тогда для подходящего / имеем
[СиС;]=> С/, причем можно предполагать, что / — минимальное
число с таким свойством. Предположим, что / > г + 1 > тогда
/ — 2 ^ L, так что в силу (4) получаем

[С„ С,.]=>[СЬ CJ^CJ^C,^,

что противоречит определению /. Итак, / = i -f- 1 и утвержде-
ние 1) доказано. (Отметим, что Рим [1] устанавливает спра-
ведливость равенства [С1!, С,] = С,+1 непосредственно.)

Из 1) вытекает, что [Со, С{\ =э [С ь Сг] = С,+ ь так что для
доказательства 2) достаточно показать, что

если I щЬ 0 (mod л).

) (5)

Прямое вычисление показывает, что для х е UD, i ^ 1,
y=\ + aW имеем р,-( [х, у] ) = (ха!(х)-1 — \)а. Если i =
^ O ( m o d r t ) , то отсюда непосредственно получаем, что
Р<( Iх' У\ ) = : 0- Если же i ^ O ( m o d r t ) , то из свойств конечных
полей легко установить существование такого а е /(1>, что
а1(а)фа. Тогда, беря в качестве х такой элемент из DW, что
х = а, мы получим первое утверждение в (5). Для завершения
доказательства теоремы 9 остается заметить, что всегда
[Со, С0]с= Сх = [Со, Ci], следовательно, [CQ,CQ\=C\.

Замечание. Некоторое уточнение приведенных выше рассуж-
дений позволяет рассмотреть и случай п = 2 . Результаты здесь
выглядят следующим образом (см. Рим [1]):

если р = char k ф 2, то остаются в силе утверждения тео-
ремы 9; в случае п = р = 2 аналог утверждения 1) принимает
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ВИД

[Сь C2i+1] = C2i+2. если либо [k] > 2, либо г ^ 1 ;

[Ci, C2;]=C2(/+i) для всех г.

Если [k] = 2, то [С ь CJ содержит С4, но не содержит С3.
Утверждение 2) теоремы 9, в частности, равенство [Со, C0] = Ci
выполняется всегда.

Следствие. Со = L<n [Со, Со], где L — максимальное нераз-
ветвленное подполе в D.

При п > 2 (соответственно, /2 = 2) это вытекает из тео-
ремы 9 и предложения 8 (соответственно, из сделанного заме-
чания и предложения 8). Другое доказательство, не различаю-
щее случаи п> 2 и п = 2, моментально получается из тео-
ремы 8.

В § 9.5 нам понадобится знание структуры группы F(i) =
= d/Ci+i (i ^ 1) как модуля над группой Д = С0/Си кото-
рая определяется действием группы Со сопряжениями (отме-
тим, что в силу леммы 6 группа С\ действует на F(i) три-
виально). Используя отображения р0 и р,- из предложения 8,
отождествим А и F(i) соответственно с Р~> и /<°> в зависимости
от того, делится I на п или нет. Тогда простое вычисление по-
казывает, что структура Д-модуля на F(i) определяется фор-
мулой

6-х = 6а!(6)~1х, б е А, х е= F (!) (6)

(справа в (6) стоит произведение в /).
Предложение 9. Если 1Ф0(то6п), то F(i) является про-

стым А-модулем, за исключением случая, когда расширение
l/k есть F9/F3, либо F^/F^ (Fq — конечное поле из q элемен-
тов). В последнем случае А-подмодули в F(i)~F6i соответ-
ствуют векторным подпространствам в FM над полем F&.

Доказательство. Обозначим через m подполе в /, порожден-
ное над простым подполем элементами вида 6(сг'<(6) )~\ 6 G /О,
Тогда наше утверждение, очевидно, эквивалентно тому, что
m = U если l/k отлично от F^/Fz, F6i/Fi, и m= F%, если l/k
есть F&i/Fi. Доказательство этих фактов элементарно, и мы
оставляем его читателю.

Используя предложение 9, Рим получает полное описание
нормальных подгрупп в Со. Так как в дальнейшем эти резуль-
таты нам не понадобятся, мы приведем только формулировку
основной теоремы без разбора возникающих здесь исключи-
тельных случаев. Для этого положим Ег = (К* П О)) О и будем
говорить, что нормальный делитель N а Со имеет уровень г,
если N с= Ег, но NgtEr+u Поскольку |~] £Г = /С*П Со, то любой

г

нецентральный нормальный делитель в Со обладает некоторым
уровнем.
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Теорема 10. Предположим, что D не является алгеброй ква-
тернионов над конечным расширением поля Q2. Тогда если
N а Со — нормальный делитель уровня г, то

Cr+1aNaEr.

Если п )с г и /^-модуль F(r) прост, то выполняется более силь-
ное условие Cr <zz N cz Er.

Отметим, что включение Cr cz N а Ег означает, что N может
отличаться от конгруэнц-подгруппы лишь на центральную под-
группу, и тем самым мы имеем неулучшаемое описание нор-
мальных подгрупп.

Мы используем предложение 9 для других целей. А именно,
с его помощью мы опишем модуль B = B(F(l), F(r)) билиней-
ных А-инвариантных отображений b: F(1)У( F(r)^>-Fp = Z/pZ,
где р = char k и А действует на Fp тривиально.

Теорема 11 (Прасад, Рагунатан [4]). 1) Если тф
Ф—l(modrt), то 5 = 0; 2) если г = —1 (mod ft), n > 2, то В
состоит в точности из всех отображений вида

(7)

где X е I в случае, если расширение l/k отлично от
из отображений вида

Ъ (Я, ц) (х, у) = Tr z / F p {Кха (у) + ^ххо (у)8), (8)

где Я, ц б 1 , в противном случае.
(Отметим, что появление оператора следа в формулах (7),

(8) не случайно, ибо для любого конечного сепарабельного рас-
ширения полей Р/М формула f(x, у) = ТтР/М(ху) определяет
невырожденное М-линейное спаривание Р с самим собой, так
что любой .М-линейный функционал ср: Р-*-М имеет вид ф(д:) =
= Тгр/м(ах) для подходящего Я Е Р . )

Доказательство. Пусть г, s>0 и s + r ^ 0(mod n). Тогда
для любого ? , е ! билинейное отображение F (г) X F (s) -> Fpr

определяемое формулой

(9)

является А-инвариантным. В самом деле, для любого 6 е А
в силу формулы (6) имеем

Ъг (К) (б • х, б • у) = Tr z / F p (Я (6а' (б)"1) хо'{Ьо* (б)"1 у)) =

= Tr z / f p (Я (бст'+* (б)-1) хо' (у)) = Ъг (Я) (х, у),

ибо г + s = 0(mod п). Если при этом г Ф 0(mod n), то F(r) ~ I
и F(s)~l, откуда следует, что br(l) задает невырожденное спа-
ривание F(r)y(, F(s)-*-Fp, т. е. определяет изоморфизм F(r)
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с двойственным модулем F (s) = Horn (F(s), Fp). Если же r s
==0(modrt), то F(r) и F(s) одновременно являются тривиаль-
ными А-модулями, и поэтому здесь также F(r)~F(s). По-
с к о л ь к у , о ч е в и д н о , B(F(r), F{s)) = Hom&(F(r), F(s)), т о д л я
доказательства первого утверждения теоремы достаточно уста-
новить, что Hom&(F(r),F(s)) = 0, если r^s(modn).

Пусть f G H o m 4 ( f ( r ) , ^(s)) , ср Ф 0. Тогда для любого
а <= F(r) и любого 8 е Д имеем

Ф(б(а г(б))~ 1а) = б(^(б))- 1ф(а). (10)

Обозначим через %Г\ и $Г2 аддитивные подгруппы в I, порож-
денные элементами вида 6(<Jr(6))~' и б(<rs(б))~! соответственно.
Выбирая a<=F(r) таким образом, чтобы ц>(а)фО, из (10) по-
лучим, что если &«=Д и Еб,-(о-г(б,-))~1 = 0, то £ 6/ (<*s (б*))"1 = 0
и тем самым отображение я|з: б (сгг (б)) ~~1 i—> б (crs (б) ) - 1 продол-
жается до аддитивного гомоморфизма ^ на £Г2- Более того,
£Fi и £Г2> очевидно, замкнуты относительно умножения, т. е.
являются конечными полями, причем продолжение о|з является
на самом деле изоморфизмом полей £Г\ и ,£Г2- Отсюда следует,
что я|з (х) = xpl для подходящего целого /. Таким образом,

(б)Г1)" = д(ая(д))-1 (11)

для любого 6 е Д . Пусть k = Fpa. Тогда А = {хрп~1 \х е Г} и

<з(х) = храЬ для подходящего целого 6, так что из (11) полу-
чаем, что

для всех д; е /*, откуда pl(pabr— 1) ( p a — 1) ^ pabs— 1 (modpan —
— 1). Но из последнего сравнения вытекает (см. Прасад, Рагу-
натан [2], добавление к § 7), что Ьг = 6s(mod n), и, значит,
г ss s(modn), ибо (Ь, п)= 1, и первое утверждение теоремы до-
казано.

При доказательстве второго утверждения предположим вна-
чале, что расширение l/k отлично от расширения F^/Ft,, т. е.
F{r) является простым А-модулем. Пусть b = b(x,y)<= В. Тогда
отображение х н-•»• Ъ (х, 1) является fp-линейным отображением
I в Fp, и поэтому Ь(х, 1)^Тг / / / ? (Ях) для подходящего I G I .

Рассмотрим разность bo = b — Ь\(Х), где bi(K) определяется
формулой (9). В силу инвариантности b и Ь\(Х) для любого
x<=F(\) множество х-1- ={у е f (r) |6o(x, y)= 0} является Д-ин-
вариантным содержащим 1 подмодулем в /*'(/•), откуда хх =
= F(r) и 6о = 0, т. е. b = bi(k), что и требовалось.

Нам осталось рассмотреть случай I = FM, k = F4- Здесь не-
приводимые Л-подмодули в F(r) отвечают векторным подпро-
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странствам в I над полем Fs, причем единственный нетривиаль-
ный автоморфизм Fsi/Fg имеет вид х^-^-хь. Пусть z^l/F8.
Тогда, рассуждая как и выше, установим существование таких
fl, ( 0 G /, ЧТО

Ь(х, l) = Jrl/Pp(Qx),

b(x, z) = Tr/ / F (ax)

для всех I G I . Так как z8 ф г, то найдутся %, \х <ЕЕ /, удовлет-
воряющие системе

Ка (z) + цв (z)8 = со.

Поскольку в нашей ситуации 6((Т г (6))"" 'е^ 8 для всех б е /(1),
то билинейное отображение Ъ (X, ц) (см. (8)) является Д-инва-
риантным. Тогда отображение Ьо = Ъ—b(x,\x) также А-инва-
риантно. Отсюда следует, что для любого х <= F(\) пространство
Xs- является А-подмодулем в F(r), содержащим 1, z, и по-
этому xL = F(r), Таким образом, Ьо = 0 и b = b(k, \i). Тео-
рема 11 доказана.

§ 1.5. Простые алгебры над полями алгебраических чисел

1. Группа Брауэра. Пусть Л — простая центральная алгебра
над полем алгебраических чисел К. Тогда для любого v GE VK

алгебра Av = А ®/с Kv также является простой, и отображение
[Л]->-[Ли] в обозначениях п. 1 § 1.4 определяет гомоморфизм

групп Брауэра Вг(/С) ^ * Вг (Kv). Чтобы получить описание
группы Вг (К), следует рассмотреть произведение

е = П QV-.BT(K)-> П ВГ(Д'И).

В п. 2 § 1.4 мы видели, что для v es Vf имеет место изомор-
физм inv/c : Вг (/(„) -> Q/Z. Чтобы унифицированно рассматри-
вать все нормирования, условимся считать инвариантом тела
кватернионов над Kv = R класс в Q/Z, содержащий 1/2. Тогда
отображение inv^o: Вг (Kv) ->Q/Z определено для всех v и яв-
ляется вложением.

Теорема 12 (Хассе, Брауэр, Нётер). Отображение Э инъ-
ективно, и его образ состоит из таких а= (av) e l l Вг (/(„), что

V

av = 0 для почти всех v и X inv/c (я0) ^ 0.
v

Таким образом, любая конечномерная центральная алгебра
с делением D над К с точностью до изоморфизма определяется
заданием инвариантов invKv[Dv] алгебр О„ = Д ® к ^ 0 , кото-
рые мы будем для краткости обозначать через invvD. Обратно,
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для любого набора инвариантов, почти все из которых равны
нулю и сумма которых также равна нулю, найдется алгебра
с делением над К, имеющая данные инварианты.

Из инъективности 0 вытекает ряд следствий. Прежде всего
из п. 1 § 1.4 получаем, что расширение Р поля К степени п,
равной индексу тела D, изоморфно максимальному подполю в D
в том и только том случае, если Dv ® к Pw есть матричная
алгебра для всех v <= VK и всех w\v (последнее условие равно-
сильно тому, что для всех v (= VK и всех w\v локальные сте-
пени [Pw'.Kv] делятся на индекс алгебры Dv). Тогда, применяя
теорему Грюнвальда — Ванга из теории полей классов (см.,
например, Артин, Тэйт [1]), получаем, что D содержит макси-
мальное подполе L a D, являющееся циклическим расшире-
нием К- Учитывая структуру тел над локальными полями, есте-
ственно задать более тонкий вопрос: всегда ли существует
максимальное подполе L cz D, являющееся циклическим расшире-
нием поля К и такое, что все расширения Lv/Kv неразветвлены
для тех v (= Vf, что алгебра Dv является телом? К сожале-
нию, это не всегда так (контрпримеры существуют уже над по-
лем Q), однако выполнение этого условия можно обеспечить,
наложив на тело D некоторые ограничения, что использовалось
в работе Платонова, Рапинчука [4]. Применение теоремы
Грюнвальда — Ванга в сочетании с теоремой 12 позволяет уста-
новить, что над полями алгебраических чисел, как и над ло-
кальными полями, экспонента простой алгебры совпадает с ее
индексом, и, в частности, тела экспоненты 2 исчерпываются те-
лами (обобщенных) кватернионов.

2. Мультипликативная структура. Пусть D — центральное
тело индекса п над полем алгебраических чисел К. Мы опишем
образ приведенной нормы NrdD/K(D*) и покажем, что группа
SLi(D) совпадает с коммутантом [D*,D*\ мультипликативной
группы D*.

Теорема 13 (Эйхлер). Группа Nrdo//c(D*) совпадает со мно-
жеством тех элементов из К*, которые положительны по всем
вещественным нормированиям v е V^, таким, что Dv cfc Mn {Kv}.

Доказательство — см. Вейль [7], с. 279—284 (см. также
§ 6.7).

Теорема 14 (Ванг). Группа SLi(D) совпадает с коммутан-
том [D*,D*].

Оригинальное доказательство Ванга [1] этой теоремы яв-
ляется весьма сложным и использует глубокие результаты тео-
рии чисел. Мы изложим модифицированное рассуждение (см..
Платонов [15], Янчевский [1]), которое основывается исклю-
чительно на теореме Эйхлер а.

Сначала получим редукцию доказательства теоремы 14 к те-
лам примарного индекса. Нам понадобятся некоторые сведения
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об определителе Дьедонне (см. Артин [1], Дьедонне [2]). Пусть
GLm(D) — группа обратимых элементов матричной алгебры
А = Mm(D). Тогда существует сюръективный гомоморфизм

GLm(D)—>D*/[D*,D*], называемый определителем Дьедонне,
ядро которого содержит коммутант [GLm(D), GLm(D)], причем

[ а, 0 '
б • =Я] . . . am[D*, D*\. Известно также, что во

О ат ))

всех случаях, кроме одного исключительного: т = 2, D = F2 —
поле из двух элементов, Кег б совпадает с [GLm(D), GLm(D)\.
В частности, б индуцирует изоморфизм SK\ (A) ~S/Ci (D), и по-
этому для любого поля Р, отличного от Fi при т = 2, группа
SLm(P) совпадает с коммутантом GLm(P).

Лемма 9. Пусть a^.SLx(D) и a<=[(D®KB)*, (D®KB)*\,
где В — ассоциативная К-алгебра с единицей размерности m
над К. Тогда am GE [D*, D*].

Доказательство. Регулярное представление В ^ * Мт (К)
является точным и индуцирует вложение D ® В —> Mm(D). При

0 |

этом элементу отвечает матрица . Если теперь

и a<=[(D<g)KB)', (D®KB)'], то, очевидно,

О а _

), GLm(D)], так что, вычисляя определитель Дьедонне,
получим ат е [D*, D*], что и требовалось.

Из леммы 9 получаем
Следствие 1. Группа SKi(D) тела D индекса п является

группой экспоненты п.
Действительно, если L cz D — некоторое максимальное под-

поле, то [L : К] = п и D ®KL = Mn(L). Поэтому, применяя
лемму 9 к В = 1 и учитывая тот факт, что SLn(L) = [GLn(L),
GLn{L)\, получаем наше утверждение.

Далее, известно, что если л ^ р " 1 . . . ра/, то D^=D1 0 ^ . . .
. . . ®^D r , где D. — тело индекса р°'. В этих обозначениях
имеет место

Следствие 2. Если SK\{Di)=\ для всех t = l, . . . , г, то
SK\(D)=\.

Для доказательства обозначим через Bi тензорное произве-
дение (5?) D°t соответствующих противоположных алгебр. Тогда Bt

Ф1
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является /(-алгеброй размерности п], где п{ = п/р^{, причем

D <S)KBl ~Mn2(Dt} для всех г = 1, . . . , г. Из свойств определи-

теля Дьедонне и равенства S/Cj (£>г) = 1 вытекает, что SLn2 (D^ =

= [GL^ (D,.), GLn? (£>;)], так что для любого O G S Z , , ( D ) В силу
2

л е м м ы 9 и м е е м в к л ю ч е н и е a""1 - s [D*, D*]. Н о все ч и с л а гс?
в з а и м н о п р о с т ы в с о в о к у п н о с т и , п о э т о м у «jrt^ + ••• + urn

2

r = I

( 2\ui / 2\ur

а"1) . . . \аПг) е [D*, D*]r

что и требовалось.
Итак, достаточно доказать теорему 14 для тела D индекса

р а , где р — некоторое простое число, а ^ 0. Доказательство бу-
дем вести индукцией по а, заметив, что в начальном случае
а = 0 требуемое утверждение, очевидно, выполняется. Итак,
предположим, что для произвольного тела Д индекса р а ~' над
некоторым полем алгебраических чисел имеем S/( i (A)=l , и
покажем, что тогда для тела D индекса ра также SK\(D)= 1.
Пусть a e S L i ( D ) . Нам достаточно найти такое расширение
F/K степени, взаимно простой с р, что a e [(D®^/7)*, (О®кр)*],
ибо в этом случае dF:Kl e [D*, D*] согласно лемме 9 и
одновременно aPa e [D*, D'] в силу следствия 1. Тогда поскольку
р и [У7: /С] взаимно просты, существуют s, ( е Z со свойством
s[f :K]+ tpa= 1, и, следовательно, a = {a^F-^)s (аРаУ е= [D', D'],
что и требовалось. Для построения У7 рассмотрим максималь-
ное подполе LczD, содержащее а. Пусть Р — нормальное за-
мыкание поля L над К и 2? = Gal(P/K)—соответствующая
группа Галуа. Рассмотрим силовскую р-подгруппу 3?р cz 9 и
возьмем в качестве F отвечающее ей неподвижное поле F =
— Р?Р, Тогда, очевидно, степень [F: К] взаимно проста с р.
Покажем, ч т о а е [ (D ®к F) *, (D ®к F) *].

Группа Галуа Gal(P/F) есть $?р, и пусть 3№cz3?p—под-
группа, отвечающая подполю LF cz P. Из свойств р-групп вы-
текает существование нормальной подгруппы Jfcz'Sp индекса
р, содержащей Ж Тогда соответствующее неподвижное поле
М = Р^ является циклическим расширением поля F степени р,
содерлощимся в LF. Если а = 1 , то M = LF — циклическое
расширение F степени р. Тогда поскольку a e S L i ( D ) , имеем
NM/F(O)=\, так что по теореме 90 Гильберта а = в(Ь)/Ь для
подходящего Ь е LF, где а — образующая группы Галуа
Gal(M/F). Но в силу теоремы Сколема — Нётер найдется та-
кой элемент g ^(D ®KF)*, что e(b) = gbg^1 (мы отожде-
ствляем LF с L ®к F cz D ®^ F), и тогда а = gbg^b-1 e
e [ ( D ®K F)*, (D ®KF)*], что и требовалось. (Заметим, что мы
пока не использовали предположение о том, что К—поле ал-
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гебраических чисел, и, таким образом, S/(\(D)=1 для тела D
индекса р над произвольным полем К.) В случае а > 1 обо-
значим через А централизатор М в D <8>K F. Тогда А является
телом индекса р а - 1 с центром М (теорема о двойном центра-
лизаторе, см. Пирс [1]). Очевидно, а £ Д , причем

1 = Nrd(D ®KF)/F (a) = NLFIF (a) =

= NM/F (NLF/M (a)) = NM/F (МГС1Д/М {а)).

Поэтому t = Ыгс1д/м(а) имеет вид
t = a(s)/s (1)

для некоторого s^M, где а — образующая Gal(M/F). По тео-
реме Сколема — Нётер найдется g <= (D <S>KF)* со свойством
e(b)= gbg~l для всех 6 G E Тогда автоматически gAg-1 = A,
ибо А — централизатор М и NrdA/M (gx^T1) = g NrdA / M (x) g~>
для любого 1 Ё Д . Предположим теперь, что нам удалось вы-
брать элемент s в (1) из образа приведенной нормы NrdA/M(A*)
(элемент s в (1) определен с точностью до элемента из F*).
Тогда если s = NrdA / M(z), где Z G A , TO Nvd A/M(gzg~iz-l) =
= o(s)/s = NvdA/M(a), так что а' = a(gzg-lz-x)~'i e SL\ (A).
По предположению индукции SL\ (A) = [A*, A*] cz( [D ®K F)*,
(D®KF)*], откуда а е= [(D ®KF)*, {D®KF)*], и теорема дока-
зана.

Итак, осталось показать, что элемент s в (1) можно всегда
выбрать из NrdA/M(A*). Для этого воспользуемся теоремой 13.
Тогда, если р нечетно, то Aw = А <8>м Mw является полной мат-
ричной алгеброй для всех w e V^, следовательно, NrdA/M (A*) =
= М* и доказывать нечего. Пусть теперь р = 2. В этом случае
М является квадратичным расширением F и NrdA/M(A*) совпа-
дает с подгруппой в М, состоящей из тех т, которые положи-
тельны относительно всех вещественных w ^ V1^, таких, что ал-
гебра Ац, не является полной матричной алгеброй; обозначим
множество всех таких w через S. Пусть So состоит из ограниче-
ний нормирований w e S на F. Тогда над каждым O G S 0 ле-
жат два нормирования w'\ w" e S (т. е. w' и w" являются
продолжениями!;) иMw> = Mw" = Fv, причем w" = w'a. Если s —
произвольный элемент, удовлетворяющий (1), то в силу усло-
вия t = a(s)/s e NrdA/M(A*) s имеет одинаковые знаки отно-
сительно w' и w". Поэтому найдется такой fv e Kv, что элемент
sfv положителен относительно w' и до". Используя теорему 4
о слабой аппроксимации, выберем элемент f^K таким обра-
зом, чтобы f a fv имели одинаковые знаки в Kv для всех v e So.
Тогда, полагая sj = sf, получим, что t = a(s)/s = a(s\)/s\ и
s\ e NrdA/M(A*). Доказательство теоремы 14 завершено.

3. Решетки и порядки. Пусть К — поле алгебраических
чисел с кольцом целых чисел С Решеткой (или, точнее, б?-ре-
шеткой) в конечномерном векторном пространстве V над полем
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К называется конечнопорожденный (^-подмодуль L cz V, содер-
жащий некоторый базис V над /С (обычно в качестве V мы бу-
дем рассматривать стандартное л-мерное пространство V = Кп) •
Решетка L cz V называется свободной, если (7-модуль L свобо-
ден, т. е. обладает базисом. Если (У — кольцо главных идеалов
или, эквивалентно, число классов идеалов поля /С равно еди-
нице, то любая решетка свободна. В общем случае любая ре-
шетка L cz V обладает так называемым псевдобазисом, т. е.
если dim* V = п, то существуют такие Х\, ..., хп <= V, что L =
= Ох\ Ф . . . ®0Хп-\®<ххп, где а сг О — некоторый идеал (см.
О'Мира [1]).

Порядком в конечномерной /С-алгебре А называется под-
кольцо BczA, содержащее единицу алгебры А и являющееся
б?-решеткой. Порядок называется максимальным, если он не
содержится ни в каком большем порядке.

Изучение решеток и порядков в существенной степени сво-
дится к изучению соответствующих локальных конструкций.
А именно (локальной) решеткой в конечномерном векторном
пространстве Vк над полем Kv, где v e Vf, называется ко-
нечнопорожденный Си-подмодуль Lv cz VK. , содержащий базис
Vк . Поскольку Ov — кольцо главных идеалов, то любая ре-
шетка обладает С„-базисом. Определение порядка и максималь-
ного порядка в конечномерной /Co-алгебре формулируется те-
перь очевидным образом. Ясно, что если L — некоторая решетка
в конечномерном векторном пространстве V над /С (соответ-
ственно В — некоторый порядок в конечномерной /С-алгебре), то
Lv = L^oOv (соответственно BV = B <S>e<yv) является решеткой
в пространстве Vк =V ® л Kv (соответственно порядком в алгебре
AKv= А <8>д;/С0). Таким образом, каждой решетке Lcz V отвечает
набор локализаций [Lv CZ VKV \ v e Vf}. Возникает вопрос, в ка-
кой степени решетка L определяется своими локализациями Lv.

Теорема 15. 1) L = f] {V[}LV), в частности решетка, опре-
V

деляется своими локализациями однозначно;
2) для любых двух решеток L, MczV имеем Lv = Mv для

почти всех и;
3) если LczV — некоторая решетка и {Nv<zzVKv} —произ-

вольный набор локальных решеток, причем NV = LV для почти
всех и, то существует такая решетка М cz V, что Мо = Nv для
всех v.

Доказательство. Пусть L, М—две решетки, хи ..., хп —
•содержащийся в L базис пространства V и уг уг — конеч-

п

яая система образующих М как С7-модуля. Тогда г/; = £ aijxi
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для подходящих ПЦ <= К. Выбирая целое число т таким образом,
чтобы тац i= К для всех /, ;, получим, что тМ cz L. Меняя L
и М местами, установим существование такого I s Z, что IL czM,

т. е. L c j A f . Тогда если v ф V (/т)-(обозначения см. п. 1 § 1.2),

то LV = MV, и утверждение 2) доказано. При доказательстве
утверждений 1), 2) удобно рассмотреть вложение У в соответ-
ствующее адельное пространство V А, = У ®/с -<4f, где Af — кольцо
конечных аделей поля К. Из сильной аппроксимационной тео-
ремы вытекает, что LA{(«>> = L®gAf(oo) = Ц Lo (где

= П (Уо — кольцо целых конечных аделей) совпадает с замы-

канием L в VA{. Поэтому L'= f] (У f] Lo) совпадает с замы-

канием L в У в индуцированной топологии, и для доказательства
1) остается установить замкнутость L. Для этого снова рассмот-
рим некоторый базис хи . . . , хп пространства V, содержащийся
в L, и положим М = Охх + • • • + (Ухп. Из того, что О =

= П (/СП С»), вытекает, что Af совпадает с f] (УП^Г».) Так

как Ц Мо наряду с Ц Lv открыто в VAf, то отсюда следует
V V

открытость М, а следовательно, открытость и замкнутость LczV.
Наконец, если набор локальных решеток Nv cz VK удовлетво-
ряет условию NV = LV для почти всех v, то произведение

Ц AL является открытой компактной подгруппой в VA, И
v = vf f

поэтому соизмеримо с П i t (т. е. их пересечение имеет конеч-

ный индекс в каждой из них). Отсюда следует соизмеримость

М= П (^П^а) с L= fl (Vf\Lv), и поэтому, очевидно, М

является искомой решеткой.
Перейдем к изучению порядков в алгебрах. Мы ограничимся

рассмотрением круга вопросов, связанных с существованием
максимальных порядков и вложимостью произвольного порядка
в максимальный, ибо именно эти вопросы возникают при рас-
смотрении максимальных арифметических и максимальных ком-
пактных подгрупп в алгебраических группах. Прежде всего за-
метим, что из теоремы 15 вытекает
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Предложение 10. Порядок BczA является максимальным
в том и только в том случае, если для каждого c e V f ' макси-
мален порядок Bv cz AKV-

Простые примеры (какие?) показывают, что произвольные
алгебры могут не иметь максимальных порядков. Наша цель
состоит в доказательстве того факта, что максимальные порядки
всегда существуют в так называемых полупростых алгебрах.
Напомним, что полупростой /(-алгеброй называется прямая
сумма конечного числа простых (не обязательно центральных)
/(-алгебр. Таким образом, полупростая алгебра имеет вид

г

Л = фМ„.(Д-), где Di — некоторая конечномерная алгебра

с делением над /(. В характеристике нуль условие полупростоты
г

алгебры А эквивалентно тому, что А ®КК — ® Мт.(К) для
1 = 1

подходящих целых пи (см. Пирс [1]). Поэтому естественно вна-
чале рассмотреть вопрос о максимальных порядках в матрич-
ной алгебре А = Mn(Kv)- Наши рассуждения будут основаны
на изучении естественного действия А на пространстве V = К1
и привлечении элементарных топологических соображений, свя-
занных с понятием компактности. Для любой решетки L с V
положим AL = {g <= Мп(К0) \g(L) cz L) и будем называть AL

стабилизатором решетки L. Тогда AL в базисе L совпадает
с Mn{Ov) и, в частности, является порядком и открытым ком-
пактным подкольцом (в действительности эти понятия экви-
валентны).

Предложение П. 1) Для любого компактного подкольца
В с Л найдется такая решетка LczV, что BczAL;

2) для любой решетки LczV кольцо А1 является макси-
мальным порядком в А;

3) любой порядок В с А содержится в некотором макси-
мальном порядке, причем таких максимальных порядков
имеется лишь конечное число.

Доказательство. Пусть L 0 = ^D — решетка, натянутая на
стандартный базис пространства V = Kv- Тогда из открытости
AL° и компактности В вытекает существование такого конечного

г

набора хи . . . , хг^А, что В с [] (xt + Аи). Отсюда следует,
i = i

что £?о-подмодуль LczV, порожденный множеством B(L0) =
" = U х (Lo), порождается на самом деле объединением

isfi

-̂оU -̂ i(̂ -o)U ••• \Jxr(L0), т. е. является решеткой. При этом,
•очевидно, B{L0)czL0, что и доказывает 1). Далее, предположим,
что А1 содержится в некотором порядке BczA. Так как любой
лорядок, очевидно, является открытым компактным подколь-
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цом, то в силу 1) В cz Ам для подходящей решетки MczV. Та-
ким образом, ALczAM и наша цель — показать, что AL = AM.
Заменяя решетку М на решетку вида аМ, а е < ? „ \ { 0 } , что не
изменяет кольца Ам, можно предполагать, что М cz L, но
М ф лЬ, где я — униформизующий элемент в Kv Тогда можно
выбрать такой базис е ь . . . , еп решетки L, что для подходящих
целых неотрицательныха2, . . . , ап элементы е ь я а 2е2, . . . , яа"е„
образуют базис М. Рассмотрим преобразование gi i= AL, кото-
рое векторы е\ и et меняют местами, оставляя на месте все е,-
для }ф 1, i. В силу включения AL cz Ам имеем gi^AM, откуда
gi(ei) = ei 1= М и а,• = 0. Окончательно получаем, что L = М,
дь = дм^ и утверждение 2) доказано. Из пунктов 1), 2) выте-
кает, что любой порядок В cz А содержится в некотором мак-
симальном порядке С = AL, так что остается установить конеч-
ность множества {С;} максимальных порядков в А, содержащих
В. Имеем Ct = АМК В ZD я аС для подходящих решеток Mi cz V
и некоторого целого неотрицательного а. Тогда для любого I
имеем CiZD В ZD л,аС. Покажем, что одновременно я а С г cz С.
Как и при доказательстве 2), можно без ограничения считать,
что решетки L и Mi обладают базисами вида е ь е2, . . . , еп и:

е ь я а 2е 2 . •••. я а" е« ( а г > 0 ) . Так как Сг ZD я аС, ToC(Ali)cz
cz я-аСг(Л1г) = я~аЛ1г. Снова, используя введенные выше пре-
образования gi е С, получим, что а,- ^ а, т. е. я а £ cz Mi. Тогда
naCi(L)czCi(Mi) = MiczL, т. е. я а С, cz С. Итак, я а С cz С, cz
cz я^"аС, откуда в силу конечности индекса [я~ аС: я аС] выте-
кает конечность числа различных Си Предложение доказано.

Замечание. Из описания максимальных порядков в А =
= Mn(Kv) как стабилизаторов решеток LczV вытекает их со-
пряженность в А.

Из предложения легко выводятся аналогичные утверждения
о максимальных компактных подгруппах в G = GLn(Kv). Для
произвольной решетки L cz V обозначим через GL группу авто-
морфизмов L, т. е. GL ={g e G\g(L) = L} (вообще, для про-
извольной подгруппы Г cz G положим TL = {g ^ r | g (L) = L) и
будем называть TL стабилизатором решетки L в группе Г).
Ясно, что GL =(AL)* отождествляется с группой GLn{Ov) в ба-
зисе решетки L, так что GL является открытой компактной под-
группой в G и det g i= Uv для любого g<= GL.

Предложение 12. 1) Для любой компактной подгруппы
В cz G найдется такая решетка L cz V, что В cz GL;

2) для любой решетки L cz V группа GL является макси-
мальной компактной подгруппой в G, в частности, любая ком-
пактная подгруппа содержится в некоторой максимальной ком-
пактной подгруппе)

3) все максимальные компактные подгруппы в G сопря-
жены между собой.
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Доказательство легко получается из предложения 11.
Из предложения 11 легко выводится также основная тео-

рема о порядках в полупростых алгебрах над локальным полем.
Теорема 16. Пусть А — полупростая алгебра над полем Kv

Тогда любой порядок В cz А содержится в некотором макси-
мальном порядке, причем содержащих В максимальных поряд-
ков имеется лишь конечное число.

Доказательство. Используя разложение А в прямую сумму
простых алгебр, легко получить редукцию к случаю простой
алгебры А. Пусть F — центр А, 0Р — соответствующее кольцо
целых. Тогда для любого С^-порядка BczA произведение 0FB
является одновременно 0V- и £?р-порядком в А. Из этого заме-
чания вытекает, что достаточно рассмотреть случай F = Kv
Ясно, что для доказательства теоремы нам достаточно показать,
что множество {В{\ всех порядков в А, содержащих В, конечно.
С этой целью выберем такое конечное расширение Р поля
Kv, что A ®KvP~Mn(P), и положим B = B®0vCP, Bi=Bi®
®(?0Ср. Тогда В и Bi являются порядками в Мп(Р), причем
Б cz Bt. Но из предложения 11 вытекает, что среди порядков Bi
различных имеется лишь конечное число, поэтому остается по-
казать, что Bi = Bj, только если В,-= В/. Для этого выберем
£?а-базисы xv . . . , хп2 и г/,, .. ., уп2 порядков В,- и В, соответ-

ственно. Тогда xt = £ ашУт. и {/;= S Ь1тхт для подходящих

aim, bim^Kv Но поскольку xv . . . , хп2 и ух, . . ., уп2 являются
также £?Р-базисами порядков £?г и Bj и В{ = В/, то в действи-
тельности aim, bim

l^-0p{\K.v = Ov, откуда Bi = B,-. Теорема 16
доказана.

Объединяя предложение 11 с теоремой 16, получаем суще-
ствование максимальных порядков в полупростых алгебрах над
полем алгебраических чисел.

Теорема 17. Пусть А — полупростая алгебра над полем ал-
гебраических чисел К- Тогда любой порядок В cz А содержится
в некотором максимальном порядке.

Доказательство, как и выше, редуцируется к случаю простой
центральной /(-алгебры А. Достаточно показать, что множество
{Bi} порядков алгебры Л, содержащих В, конечно. Вначале это
утверждение доказывается для матричной алгебры Л = Л1„(/().
Здесь, очевидно, А обладает максимальным порядком С =
= Мп(0). Тогда из утверждения 2) теоремы 15 вытекает, что
BV = CV для почти всех s e ^ f — м а к с и м а л ь н ы й порядок в
AKv = Мп (К0). При этом для остальных v число порядков
в Ак , содержащих Bv, конечно. Отсюда и из утверждения 1)
теоремы 15 вытекает требуемое. Для сведения общего случая
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к только что рассмотренному выберем конечное расширение
Р/К со свойством А <8>/сР ^ Мп(Р) и порядкам В, Bt сопоста-
вим порядки S = fi®ffC7p, В,• = Bt ®o(Jp в Мп(Р)- Тогда среди
Bi имеется лишь конечное число различных, поэтому это же
верно и для Bi. Теорема доказана.

Замечание. Можно показать, что над полем Kv все макси-
мальные порядки сопряжены, однако над полем /С, вообще го-
воря, имеются и несопряженные максимальные порядки.



ГЛАВА II

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

Настоящая глава, как и первая, имеет вводный характер.
В § 2.1 излагаются (как правило, без доказательства) основные
структурные результаты об алгебраических группах, включая
классификацию полупростых групп как над алгебраически зам-
кнутым, так и над произвольным полем. В § 2.2 разбираются
некоторые аспекты классификации /(-групп при помощи кого-
мологий Галуа. Используя эту технику, мы в § 2.3 даем явную
классификацию групп классических типов. Кроме того, в § 2.3
содержится некоторый дополнительный материал, связанный
с классическими группами, в частности, теорема Витта в отно-
сительном и абсолютном вариантах. Наконец, в § 2.4 излагаются
необходимые сведения из алгебраической геометрии, включая
конструкцию некоторых нужных нам алгебраических многооб-
разий.

§ 2.1. Структурные свойства алгебраических групп

В этом параграфе собраны основные определения и резуль-
таты об алгебраических группах как над алгебраически замк-
нутым, так и над произвольным полем, которые будут постоянно
использоваться в книге. Здесь мы не приводим фактически ни-
каких доказательств, ибо наша основная цель — унифицировать
терминологию и обозначения, а также указать точные ссылки
относительно доказательств основных фактов. В качестве основ-
ных источников мы рекомендуем книги Борель [8], Хамфри
[1] (случай алгебраически замкнутого основного поля) и
статью Борель, Тите [1] (случай произвольного поля). Фор-
мально для понимания книги достаточно знакомства с перечис-
ленными ниже результатами, однако в действительности жела-
тельно предварительное систематическое изучение указанных
источников, а также основ алгебраической геометрии, теории
алгебр Ли и систем корней, например, по книгам Шафаревич
[1] и Бурбаки [4].

1. Алгебраические группы. В большинстве случаев мы до-
вольствуемся «наивным» определением линейной алгебраиче-
ской группы как замкнутой в топологии Зарисского подгруппы
полной линейной группы GLn(Q,), где О, — так называемая
«универсальная область» (алгебраически замкнутое поле беско-
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нечной степени трансцендентности над простым подполем). Так,
например, обстоит дело при построении теории приведения
в гл. IV, где вообще можно считать, что Q = С. Однако в ряде
мест, особенно при работе с аделями или группами точек над
различными пополнениями естественно иметь в виду более фун-
даментальный подход, при котором алгебраическая группа G
рассматривается как алгебраическое многообразие вместе
с морфизмами

G X e X G

c

 ix'TZ7' (1)

которые удовлетворяют обычным групповым аксиомам. В прин-
ципе, работая с группами точек над различными кольцами,
иногда удобно использовать и схемную точку зрения, однако
мы стремились ею не злоупотреблять. Отметим, что эти раз-
ные подходы приводят, фактически, к одному и тому же классу
объектов, ибо аффинная алгебраическая группа в смысле вто-
рого определения является линейной, т. е. изоморфна замкну-
той по Зарисскому подгруппе подходящей группы GLn(Q) (под
морфизмом алгебраических групп понимается морфизм алгеб-
раических многообразий, являющийся одновременно групповым
гомоморфизмом; изоморфизм есть морфизм, для которого су-
ществует обратный морфизм). Так как более общие алгебраиче-
ские группы, чем линейные, в данной книге не рассматриваются,
то слово «линейный» будет зачастую опускаться.

В ряде случаев удобно рассматривать алгебраическую группу
G как подмножество, замкнутое по Зарисскому не только
в GLn{Q,), но и в матричной алгебре Мп(&)- Этого всегда можно
добиться, увеличив число п (называемое степенью группы G) на
единицу. Действительно, достаточно реализовать саму группу
GLn{Q,) как замкнутое подмножество в Mn+i{Q). Искомое
замкнутое вложение задается формулой

О

О

>-оо ..
а его образ определяется следующими уравнениями на эле-
менты матрицы у ={yij) s Mn+i(Q):

Уп+ш+1 - det ((y*y)f, y_! „ ) — 1 = 0 .

Отсюда следует, что кольцо регулярных функций на GLn(Q)
•есть A = Q[xu,x\2, •••, хпп, det(xij)-1], а к о л ь ц о р е г у л я р н ы х
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функций на алгебраической группе G a GLn(£2) есть А/а, где
а — идеал функций из А, обращающихся в нуль на G (отметим,
что некоторые часто используемые алгебро-геометрические по-
нятия мы обсуждаем в § 2.4). В частности, если /: G — > - # —
морфизм двух алгебраических групп G a GLn(Q,), На GLm(Q),
то существуют такие полиномы

fki = fki('4u ••-, хпп, det(.v£/)~'), k, / = 1 , . . . . т, (2)
что

В этой книге будут рассматриваться алгебраические группы,
определенные над некоторым подполем /С с £2, в качестве кото-
рого будет обычно выступать либо иоле алгебраических чисел,
либо его пополнение. В связи с этим напомним, что алгебраи-
ческая группа G d GLn{Q)называется К-определенной (или,
короче, К-группой), если рассмотренный выше идеал a cz A
кольца А регулярных функций на GLn(Q), состоящий из функ-
ций, обращающихся в нуль на G, порождается пересечением
ак = а(]Ак, где А=К[хп, •••, хпп, det(xu)-1]. (Символы Ак>.
<Хк и аналогичные им будут систематически использоваться для
обозначения «/(-элементов» и в дальнейшем, причем в самых
разнообразных ситуациях. Так для алгебраической /(-группы
G d GLn{Q,) через GK всюду будет обозначаться группа /f-то-
чек, т. е. пересечение G f") GLn(K).) Морфизм f: G-+H двух
/С-групп Gc=GL f,(Q), Яc=GL m (fi) определен над К (другими
словами, является К-морфизмом), если задающие его полиномы
(2) можно выбрать из Ак.

В этой книге мы будем иметь дело исключительно с груп-
пами над совершенными полями. Поэтому ниже, если не ого-
ворено противное, К будет обозначать некоторое совершенное
поле (более того, в контексте излагаемой теории можно счи-
тать, что К либо конечно, либо является полем характеристики
нуль). В этом случае критерий Галуа /С-определенности, кото-
рый мы рассмотрим в § 2.4 применительно к произвольным
многообразиям, приобретает наиболее простой вид. Отметим
также, что имеется и абстрактное определение /С-группы как
алгебраического /С-многообразия с двумя /С-морфизмами (1),
которые удовлетворяют аксиомам группы. Можно, однако, по-
казать (см. Борель [8]), что аффинная /С-группа в смысле этого
определения /С-изоморфна /С-определенной линейной алгебраи-
ческой группе.

2. Конструкция ограничения основного поля. Пусть G с
d GLn(Q)—алгебраическая группа, определенная над конеч-
ным (сепарабельным) расширением L поля К степени d. Мы
хотим построить такую алгебраическую /С-группу G', группа
/С-точек GK которой была бы некоторым естественным образом
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изоморфна группе L-точек GL- Эту задачу решает группа, полу-
чаемая из G конструкцией ограничения основного поля с I до
К, которая обозначается через RL/K(G). Для построения G' =
= RL/K(G) следует выбрать некоторый базис wi, . . . , ad поля
L над К и рассмотреть соответствующее регулярное представ-
ление р: L -+Md{K), которое есть не что иное, как сопоставле-
ние элементу I G L матрицы правого сдвига г/i—>ху в данном
базисе. Пусть

Fk(yaV) = 0, а , [ 3 = 1 , . . . . d; k = \ , . . . , г,

— система линейных уравнений относительно коэффициентов
матрицы у = (г/аР) е Md (К), определяющая образ р (L) с: Md (К).
Пусть, далее, Pi{xtj), / = 1 , . . . , т, — конечная система обра-
зующих идеала aL, состоящая из полиномов от хц, где a cz
с: Q [хп, ..., хпп, det (хг/)~'] — идеал функций, обращающихся
в нуль на G. Используя стандартное отождествление
Мп {Md (К)) = Mnd (К), поставим в соответствие полиному Pt (xtj) =
= И ауп ... чпп

х1\х • • • хУ

ПпП «матричный» полином Р[ Ы#) =

= Е p(flYn ... V n J « ) Y u • • • (У^пУпп e Md (^ [fif]) относительно
n2d2 переменных yff где a, f> = 1, . . ., d; i, j = 1, . . ., п. Тогда
образ G'L в Mnd (К) при отображении, индуцируемом р, опре-
деляется уравнениями

F k W t ) = ° V/, / = 1, . . . . л ; k = l , ..., г,

Pt(yff)=O 1=1, ...,т ( 3 )

(в последнем уравнении 0 обозначает матричный нуль в Md{K)).
Обозначим через G' множество решений системы (3) в GLnd(Q).
Тогда G' и будет искомой алгебраической /С-группой. Отметим,
что при другом выборе базиса L/K группа G' = RL/K{G) изме-
нится на К-изоморфную.

Система уравнений (3), определяющая группу G', показы-
вает, что группу G' можно интерпретировать как группу точек G

в /С-алгебре L<g>KK- Так как L<g>KK^Kd, причем вложение L
в Kd осуществляется по формуле x>—^(al{x), . . . , ad(x)), где
ai, . . . , Od — различные вложения L в К над К, то отсюда вы-
текает существование ^-изоморфизма

G' ~ GCT> X • • • X G°d, (4)

где С^'-подгруппа в GLn(Q), определяемая уравнениями из
идеала aa

L', получаемого из aL путем применения ко всем
многочленам вложения Ои
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Любому L-определенному морфизму /: G ->• Н алгебраиче-
ских L-групп G, Н соответствует /(-определенный морфизм
1 = RL/K{I): RL/K(G)-+RL/K(H) (ОН строится аналогично тому,
как по полиномам Р строились полиномы Р). Тем самым RL/K
является функтором из категории L-групп и L-гомоморфизмов
в категорию /(-групп и /(-гомоморфизмов. Отметим, что не вся-
кий /С-морфизм /: RL/K{G)-+RL/K{H) имеет вид f = RL/K if) Д л я

некоторого L-определенного морфизма /: G ->• Н (например,
если L/K — расширение Галуа, то у группы RL/K{G) имеются
/(-определенные автоморфизмы, индуцируемые автоморфиз-
мами L/K, которые не представляются в виде RL/K(})), однако,
используя разложение (4), несложно показать (см. Борель [1],
предложение 1.6), что имеет место совпадение групп рацио-
нальных характеров: \(RL/K(G))K = X(G)L (определение ха-
рактеров см. в п. 7).

Отметим два арифметических свойства конструкции огра-
ничения основного поля. Пусть L/K — расширение полей алгеб-
раических чисел и v e VK. Тогда, проводя отождествления

L <8>к /С„ = 0 Lw (см. § 1.1), для любой L-группы G будем

иметь
RL/K(G)KV~J[GLW.

Пусть теперь K = Q и соь . . . , со<* — некоторый базис О'/2, где
(У = <JL — кольцо целых поля L. Тогда, рассматривая регуляр-
ное представление р в этом базисе, мы придем к изоморфизмам

RLIK (G)Z ~ Ge,, и RLIK{G)7 ~ I I Gg для любого простого р.

3. Алгебра Ли алгебраической группы. Многообразие алге-
браической группы G является однородным, а именно, для лю-
бых двух точек gi, g2^G сдвиг xt—>hx на элемент h = g2g~l

является морфизмом алгебраического многообразия G, перево-
дящим gi в g2. Так как на многообразии всегда существует про-
стая точка, то в действительности все точки G являются про-
стыми, т. е. многообразие G гладко (относительно понятий, свя-
занных с простыми точками и касательными пространствами,
см. § 2.4 и 3.1). Алгеброй Ли L(G) алгебраической группы G
называется касательное пространство Te(G) к многообразию G
в единице; ясно, что dim L ( G ) = dim G. Если G<z:GLn(Q), то
L(G)cz Mn(Q) = L(GLn(Q,)), причем скобка Ли задается стан-
дартной формулой

[X, Y]=XY — YX.

Если подгруппа G a GLn(Q.) определена над К, то L(G) яв-
ляется алгеброй с /С-структурой, а именно, для L(G)к = L(G)[)
[\М„{К) выполняется L(G)K ®К& = L(G). При практическом
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отыскании алгебры Ли следует пользоваться методом двойных
чисел (см. Борель [8], Хамфри [1]).

Е с л и G c z G L n { Q ) , т о д л я л ю б о г о g^G и м е е м gL(G)g~l =
=L(G), так что возникает морфизмалгебраических групп G —>-
-+GL(L(G)), gi->cpg, где (pg(X) = gXg-1 для X^L(G), кото-
рый называется присоединенным представлением группы G и
обозначается Ad. Далее, рассмотрим отображение ad: L(G)-+-
-*-End(L(G)); ad X(Y) = [X, Y], называемое присоединенным
представлением алгебры Ли L(G). Используя двойные числа
(см. Борель [8]), легко показать,что ad является дифференциа-
лом в единице представления Ad. Введем симметричную били-
нейную форму / на L(G), определяемую формулой

f (X, Y) = Tr (ad X ad У), X J G I (G),

где Tr обозначает след в матричной алгебре End (L(G)), и на-
зываемую формой Киллинга; тогда f инвариантна относительно
присоединенного действия группы G.

4. Связная компонента. Поскольку многообразие G является
гладким, его неприводимые компоненты совпадают со связными.
Связная компонента единицы G0 является открыто-замкнутым
нормальным делителем в G конечного индекса. При этом
dim G = dim G° и L(G)= L(G°). Если группа G определена над
К, то группа G0 также определена над К- Отметим, что боль-
шинство групп, рассматриваемых в книге, являются связными.
В частности, все редуктивные или полупростые группы пред-
полагаются связными.

5. Разложение Жордана. Пусть ^ е С 1 „ ( 0 ) ; тогда g можно
единственным образом представить в виде g = gsgu, где gs—
полупростая матрица (т. е. gs можно сопряжением привести
к диагональному виду), a gu — унипотентная (т. е. все собствен-
ные значения gu равны 1) и gsgu = gugs. Разложение g = gsgu

называется разложением Жордана. Если g e G, где G с
cz GLn{Q.)—некоторая алгебраическая группа, то gs, ga^G.
При этом если /: G-*-H—морфизм алгебраических групп, то
f(g)s = f(gs) и f(g)u =f(gu)- В этом смысле разложение Жор-
дана не зависит от матричной реализации G. Кроме того, если
g e GK, то gSl gu e GK (напоминаем, что поле К предполагается
совершенным). Аналогично, любую матрицу 1 Е Л ( П ( Й ) МОЖНО
представить в виде X = Xs + Хп, где Xs, Xn — соответственно
полупростая и нильпотентная матрицы такие, что XsXn = XnXSy

причем это разложение, называемое аддитивным разложением
Жордана, определено однозначно. Если X^L(G), то Xs, I n e
е L(G), причем компоненты Xs, Xn ведут себя функториально
при дифференциалах морфизмов алгебраических групп. При
этом для I E L(G)K имеем Xs, Xn e L(G)K.

6. Фактормногообразия. Если G — /С-определенная группа,
Н cz G — ее /С-определенная подгруппа, то множество G/H



66 п - АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

смежных классов наделяется структурой алгебраического /С-мно-
гообразия (в общем случае квазипроективного) такой, что фак-
торотображение G -*- G/H является /(-определенным морфиз-
мом алгебраических многообразий (см. подробнее § 2.4). В слу-
чае когда Н является нормальным делителем в G, многообразие
G/H оказывается аффинным, причем структура многообразия
на G/H согласована с естественной групповой операцией,
так что G/H становится алгебраической /(-группой, а отобра-
жение G-*-G/H — /(-определенным морфизмом алгебраических
групп.

7. Диагонализируемые группы и алгебраические торы. Алге-
браическая группа G называется диагонализируемой, если для
некоторого точного представления /: G —>-GLm{Q) группа /(G)
диагонализируема, т. е. сопряжена подгруппе группы Dn диаго-
нальных матриц. В этом случае образ любого представления
h: G-*-GLm{Q) также диагонализируем. Можно показать, что
класс диагонализируемых групп совпадает с классом коммута-
тивных алгебраических групп, состоящих из полупростых эле-
ментов. Среди диагонализируемых групп особую роль занимают
связные диагонализируемые группы, которые обычно называют-
ся алгебраическими торами. Алгебраические торы можно также
определить как такие алгебраические группы G, для которых
существует изоморфизм G ~ (Gm)d, где Gm = GLi(Q) —мульти-
пликативная группа поля £2, d = dimG. Характером алгебраи-
ческой группы G называется морфизм алгебраических групп
%: G—>-Gm. Все характеры группы G образуют коммутативную
группу относительно операции {%i + %2) (g) = %i{g)%2{g); эту
группу мы будем обозначать через X(G). Легко видеть, что для
d-мерного тора G группа X(G) изоморфна Zd, т. е. является
конечнопорожденным Z-модулем без кручения.

Для /(-определенного тора G изоморфизм G ~ (Gm)d, вообще
говоря, нельзя выбрать /(-определенным; в случае, когда это
возможно, тор G называют К-разложимым. Оказывается, что
следующие условия равносильны: 1) тор G является /С-разло-
жимым; 2) все его характеры определены над К', 3) для любого
(эквивалентно, некоторого точного) /(-определенного представ-
ления f: G -^GLn(Q) группа f(G) диагонализируема над К, т. е.
сопряжена подгруппе группы Dn при помощи матрицы из
GLn(K). Отметим, что последние два условия имеют смысл и
эквивалентны также для произвольной диагонализируемой
/С-группы и тем самым позволяют определить понятие /С-диаго-
нализируемой группы. В общем случае диагонализируемая
/С-группа G становится диагонализируемой над некоторым ко-
нечным расширением L поля К, называемым полем разложе-
ния G. Из условия 2) вытекает, что расширение L поля /С будет
полем разложения для G в том и только том случае, если
X ( G ) = X ( G ) L . На языке теории Галуа это означает, что если
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рассмотреть естественное действие на X(G) группы Галуа *§ =
= Ga\{K/K) (напомним, что поле К предполагается совершен-
ным), что равносильно заданию на дискретной группе X(G)
структуры непрерывного модуля над проконечной группой Ъ', то
открытая подгруппа Ж с $, отвечающая L, действует на X (G)
тривиально, т. е. X(G) = X(G)5i\ Отсюда, в частности, вытекает
существование минимального поля разложения данной диаго-
нализируемой /(-группы G, которое автоматически является
расширением Галуа поля К и содержится в любом другом поле
разложения.

Итак, для /(-разложимого тора G имеем X(G) = X(G)K.
Антиподами /(-разложимых торов являются так называемые
К-анизотропные торы, для которых X ( G ) K = 0. Известно, что
в любом /(-торе G существуют /(-определенные подторы Ga и
Gd, являющиеся соответственно /(-разложимым и /(-анизотроп-
ным торами, такие, что G = GaGd и пересечение Ga П Gd ко-
нечно (т. е. G является почти прямым произведением Ga и Gd).

Ф

Соответствие G—VX(G) является контравариантным функ-
тором из категории si- /(-определенных диагонализируемых
групп, разложимых над конечным расширением Галуа L/K
с группой Галуа £Г, и /(-определенных морфизмов, в категорию
3& конечнопорожденных модулей над групповым кольцом Г =
= Z [&~] и Г-гомоморфизмов таких модулей.

Теорема 1. Соответствие Ф является контравариантной экви-
валентностью категорий, при которой подкатегории s4-o a si*
состоящей из К-определенных алгебраических торов, отвечает
подкатегория $0<^$, образованная Т-модулями без Z-кру-
чения.

Теорема 1 играет фундаментальную роль при исследовании
алгебраических торов, которому посвящена книга Воскресен-
ского [3]. Благодаря ей алгебраический тор можно задавать,
указывая соответствующий модуль характеров. При этом, как
показал Воскресенский, на этом языке могут быть описаны мно-
гие геометрические и арифметические свойства торов. В на-
стоящей книге мы не будем касаться теории торов, отсылая чи-
тателя к книге Воскресенского, а ограничимся указанием на ха-
рактерные примеры и нужные для дальнейшего конструкции.

Прежде всего отметим, что имеется также ковариантная
эквивалентность между категориями ^ 0 и &о, которая задается
соответствием G >—~X.(G), где X * ( G ) = Hom(Gm, G)—группа
кохарактеров, или однопараметрических подгрупп в G, есте-
ственным образом наделяемая структурой Г-модуля. Имеется
естественное спаривание X*(G)X'X(G)-*-Z, определяемое сле-
дующим образом: если i p E X , ( G ) , x e X ( G ) , то композиция
ХвФ является морфизмом Gm в Gm; поэтому (% вф)(0 =tm для
некоторого m e Z ( | е й * ) , и тогда полагаем <%, <р> = т. Эта
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спаривание позволяет отождествить X,(G) с Г-модулем
Homz(X(G),Z), двойственным к X(G). Отсюда, в частности, вы-
текает что если тор G /(-разложим, т. е. X ( G ) = X ( G ) K ,

то и X*(G) =X*(G)/(, С другой стороны, если тор G /(-анизотро-
пен, то X»(G) = 0 . Обратно, если X*(G) = X * ( G ) K (соответ-
ственно X*(G) = 0), то тор G /(-разложим (соответственно
/(-анизотропен).

Пример. Пусть L/K—конечное расширение степени d. Поло-
жим G = RL/K(Gm). Тогда из результатов пункта 2 вытекает
существование Я-опрсделениого изоморфизма G ~(Gm)d, т. е.
G является d-мерным тором. Из явного описания конструкции
ограничения основного поля вытекает, что G реализуется в ка-
честве /f-определенной подгруппы группы GLd(Q). Обозначим
через ф ограничение на G обычного определителя. Тогда ф яв-
ляется /(-определенным морфизмом G в Gm, т. е. элементом
из \(G)к. С точки зрения теории полей ограничение ф на
GK =L* совпадает с определителем регулярного представления
L над К, т. е. с обычной нормой NL/K: L* -*• /(*. Поэтому ядро ф,
обычно обозначаемое R(£,}x(Gm), называется норменным тором,
отвечающим расширению L/K- Минимальным полем разложе-
ния L является нормальное замыкание Р поля L над К- Поло-
жим S r = Gal(P//C), 2e = Gal(P/L). Тогда X(G), как модуль
над Г = Z [@~], изоморфен Z \&~/Ш\—свободному Z-модулю, ба-
зис которого составляют смежные классы gcf6, g e $F, на кото-
рых @~ действует левыми сдвигами. Норменному отображению
ф: G—>-Gm соответствует гомоморфизм Г-модулей Z->-Z \SF/Ж\

rjxez \—> zo, o=Yjg<%, и сумма берется по всем смежным классам.
Тогда модуль характеров Х(Я) норменного тора Н = RL/K(Gm)
совпадает с фактормодулем Z [&~/Ж] /Za. Поскольку модуль
неподвижных точек Z [@~/Ж]Т совпадает с Za, то отсюда вы-
текает, что Х(#)/с = 0, т. е. тор Н является /(-анизотропным.
Тот же результат можно получить, рассматривая вместо моду-
лей характеров модули кохарактеров. Здесь также модуль
X»(G) изоморфен Z[&~/28], а модуль Х*(#) есть ядро попол-
няющего гомоморфизма Z \3~\Ж\ -» Z, YJ agg2№ i—> 2J ag- Ясно,
что X>(//)^" = X t(ff)nZ(j = (0), ненова получаем, что тор Я
/(-анизотропен.

Предыдущий пример допускает следующее обобщение. Рас-
смотрим г конечных расширений L b . . . , Lr поля К, и для каж-
дого i= 1 г построим соответствующее норменное отобра-
ж е н и е Ф г : RLl/K{Gm)^>-Gm. Т о г д а Т = {(хи . . .,xr)^RLi/K(Gm) X . - .
. . . X Ri r /K(G m ) l f iW • • • Фг (*г)= 1} является тором, который
естественно называть мультинорменным.

Торы вида Ri/jc(Gm) и их конечные прямые произведения
называются квазиразложимыми (над К). Им отвечают так на-
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зываемые пер мутационные модули характеров, т. е. Z-свобод-
лые конечнопорожденные модули, обладающие базисом, эле-
менты которого переставляются под действием абсолютной
группы Галуа 'S = Gal (К/К). Квазиразложимые торы наиболее
легко поддаются изучению, поэтому при изучении произвольных
торов зачастую с успехом применяется прием, суть которого со-
стоит в том, что рассматриваемый тор накрывается подходя-
щим квазиразложимым тором. Приведем несколько примеров
такого рода конструкций, которые понадобятся нам в даль-
нейшем.

Предложение 1. Пусть F—днагонализируе мая К-группа,
разложимая над расширением Р/К- Тогда F может быть вло-
жена в точную последовательность

где Т и S — К-торы, разложимые над Р, причем тор Т квази-
разложим над К-

Доказательство. Обозначим через Ж ядро естественного дей-
ствия группы Галуа & = Ga\(K/K) на группе характеров X(F),
и пусть L = K№— соответствующее неподвижное поле. Тогда
L/K является конечным расширением Галуа поля К с группой
Галуа SF' = %/Ж, причем, очевидно, LczP. Рассмотрим теперь
X(F) как модуль над групповым кольцом Г = Z \£Г\ и пред-
ставим его как фактормодуль некоторого свободного модуля
Г'. Тогда имеет место точная последовательность вида

Переходя от модулей Д и Г' к соответствующим торам, мы по-
.лучим точную последовательность

где Т и S — /(-торы, причем Т = Ri/*(Gm)'. Предложение до-
казано.

Если провести аналогичное рассуждение, предполагая F то-
ром и используя вместо модуля характеров модуль кохаракте-
ров, мы получим

Предложение 2. Любой К-тор F может быть вложен в точ-
ную последовательность 1 —>-S—>- Т-^F —>-1, где S и Т—К-торы
и тор Т квазиразложим.

Нам понадобится также следующее
Предложение 3 (Оно [5]). Для любого К-тора F существует

такое целое число m > 0 и такой квазиразложимый тор Т', что
произведение Fm X Т' изогенно некоторому квазиразложимому
К-тору Т.

(Напомним, что изогенией алгебраических групп называется
сюръективный гомоморфизм с конечным ядром; две группы на-
зываются изогенными, если между ними существует изогения.
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Применительно к полупростым группам мы рассмотрим это по-
нятие в п. 13. В случае торов свойства изогенности не такие как
в полупростом случае; в частности, отношение изогенности яв-
ляется отношением эквивалентности. В терминах групп харак-
теров это отношение выражается следующим образом: два тора
Ти Т2 из категории s&0, описанной в теореме 1, изогенны в том
и только том случае, если Q [#"]-модули

изоморфны).
Доказательство предложения 3, которое мы опускаем (см.

цитированную работу Оно, а также его статью в сборнике
«Арифметические группы и автоморфные функции»), в действи-
тельности является переводом на язык торов теоремы Артина
об индуцированных характерах.

8. Разрешимые и унипотентные группы. В этом пункте пред-
полагается, что характеристика основного поля равна 0. Алгеб-
раическая группа G называется унипотентной, если ее элементы
унипотентны. Примером унипотентной группы может служить
аддитивная группа поля

Ga =

Если G cz GLn(Q) — унипотентная группа, то (g—Еп)
п = 0,

где Еп — единичная я X «-матрица; тогда «усеченное» логариф-
мическое отображение

= (g - Еп) - {g~E")2 + ...

, , п„-2 (g-Enf~
l

••• ~ГУ 1> п - \

устанавливает полиномиальный изоморфизм многообразий
группы G и ее алгебры Ли L(G); обратное отображение достав-
ляет «усеченное» экспоненциальное отображением: L(G) —>-G,

е(Х) = Еп + Х +-^- + . . . + {п_ t ) | • В частности, группа

G всегда связна. Пусть теперь G cz GLn(Q)—/(-определенная
унипотентная подгруппа. Тогда G триангулируема над К, т. е.
существует такая матрица g e GLn(K), что группа gGg-1 со-
держится в группе Un верхних унитреугольных матриц. Отсюда,
в частности, следует, что группа G нильпотентна. Более того,
можно показать, что в G существует центральный ряд

такой, что Gi/Gt+i ~Ga, i = 0 п—1. Отметим, что часть
из приведенных выше фактов не переносится в положитель-
ную характеристику.
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Нам понадобится одно техническое утверждение об унипо-
тентных группах.

Лемма 1. Пусть К-разложимый тор Т действует автоморфиз-
мами на унипотентной К-группе U. Тогда для любой Т-инва-
риантной К-подгруппы V cz U найдется такое Т-инвариантное
К-определенное замкнутое по Зарисскому подмножество Р cz U,
что морфизм-произведение индуцирует К-изоморфизмы мно-
гообразий Р X V^+U и V"%P^V. При этом если группа U
абелева, то в качестве Р можно выбрать подходящую К-под-
группу в U.

Действительно, если U абелева, то введенное выше отобра-
жение /: U—>-L(U) является изоморфизмом групп, так что до-
статочно выбрать 7-инвариантное /С-определенное подпростран-
ство WczL(U), дополнительное к L(V), и положить P = e(W).
Общий случай разбирается при помощи индукции по dim U/V,
причем с помощью центрального ряда (1) все дело сводится
к случаю dimU/V = 1. Тогда опять можно положить Р = e(W),
где W — одномерное 7-инвариантное /(-определенное дополне-
ние в L(U) к L(V).

Пусть теперь GczGLn(Q)—связная разрешимая группа.
Тогда G триангулируема (теорема Ли — Колчина). Отсюда по-
лучается структурная теорема для разрешимых групп: множе-
ство Gu унипотентных элементов связной разрешимой группы G
образует нормальный делитель в G, a G является полупрямым
произведением Ga и (произвольного) максимального тора
Т cz G. Если G определена над К, то группа Gu также опреде-
лена над К и существует максимальный /(-определенный тор
Т cz G, причем в этом случае разложение G = TGU в полупря-
мое произведение также определено над К. Над полем Q суще-
ствует композиционный ряд

G = Go ZD G, = > . . . = > Gn = {e} (5)

такой, что последовательные факторы Gi/Gi+\ изоморфны Gm

или Ga- Если существует ряд (5), состоящий из /(-определен-
ных подгрупп, причем факторы Gi/Gi+1 /(-изоморфны Gm или
•Ga, то группа G называется К-разложимой. В действительности
это эквивалентно существованию максимального /(-разложимого
тора Т cz G, и тогда любой /(-определенный тор в G разложим
над К- В частности, любая унипотентная /(-группа является
./(-разложимой, причем в этом случае все факторы соответствую-
щего ряда (5) /(-изоморфны Ga-

9. Связные группы. При изучении связных групп G выде-
ляют два класса подгрупп: максимальные торы Т cz G и под-
группы Бореля В cz G (т. е. максимальные связные разрешимые
подгруппы). Из соображений размерности вытекает, что макси-
мальные торы и подгруппы Бореля всегда существуют. Далее,
оказывается, что все максимальные торы в G (соответственно
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подгруппы Бореля) сопряжены в G. (В частности, раз-
мерность г = dimT не зависит от выбора тора Т, называется
(абсолютным) рангом группы G и обозначается rang G.) Из-
вестно также, что подгруппа Бореля совпадает со своим нор-
мализатором в G. Отсюда следует, что если зафиксировать не-
который максимальный тор Т cz G (соответственно подгруппу
Бореля BczG), то множество всех максимальных торов в G
(соответственно борелевских подгрупп) можно отождествить
с множеством смежных классов G/.N, где N = NG(T)— норма-
лизатор Т в G (соответственно G/B)). (См. также теорему 19
в § 2.4.) Содержащие В подгруппы Р cz G называются парабо-
лическими. Они связны и характеризуются тем свойством, что
фактормногообразие G/P (см. Борель [8]) является проективным.

Если группа G определена над /(, то существует максималь-
ный тор Т cz G, определенный над К- Напротив, определенной
над К борелевской подгруппой группа G, как правило, не обла-
дает; те же группы, для которых такая подгруппа существует,
называются квазиразложимыми над К- Группа G называется
/(-разложимой, если существует максимальный /(-тор Т cz G,
разложимый над К (для связных разрешимых групп это поня-
тие совпадает с определением предыдущего пункта).

Теорема 2. Пусть G — связная алгебраическая группа над
бесконечным совершенным полем К- Тогда GK плотно в G в то-
пологии Зарисского.

Радикалом R{G) группы G называется максимальный связ-
ный разрешимый нормальный делитель в G, а унипотентным,
радикалом RU{G)—максимальный связный унипотентный нор-
мальный делитель (очевидно, что RU(G) совпадает с унипотент-
ной частью R(G)U радикала R(G)). Связная группа G назы-
вается редуктивной (соответственно полупростой), если RU(G) =
= {е} (соответственно R(G) = {e}). Легко видеть, что для лю-
бой связной группы G факторгруппа G/R(G) полупроста, а фак-
торгруппа G/RU(G) редуктивна.

Если группа G определена над К, то оба радикала R(G) и
RU{G) также определены над К. Имеет место

Теорема 3 (Мостов [1]). Пусть G — связная группа над по-
лем К характеристики 0. Тогда существует такая редуктивная
К-определенная подгруппа HczG, что G = HRU(G)—полупря-
мое произведение. При этом любая редуктивная К-определен-
ная подгруппа Н' cz G сопряжена при помощи элемента из
RU(G)K подгруппе группы Н.

Разложение G = HRU{G), существование которого утверж-
дается теоремой, называется разложением Леей. С его помощью
многие вопросы сводятся к редуктивным группам. Теорема 3
является аналогом теоремы для групп Ли, полученной Леви и
Мальцевым (см. Мальцев [1, 2]).
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10. Редуктивные группы. Используемые в дальнейшем свой-
ства редуктивных групп заключены в следующей теореме.

Теорема 4. Пусть G — редуктивная К-группа. Тогда: 1) ра-
дикал R{G) совпадает со связной компонентой S центра Z(G)
и является тором; 2) коммутант Н= [G, G] является полупро-
стои К-группой; 3) G = HS — почти прямое произведение (т. е.
пересечение Н f] S конечно); 4) если char К = 0, то любое ал-
гебраическое представление f; G -> GLn(Q) является вполне при-
водимым.

Более точный анализ структуры редуктивных и, в особен-
ности, полупростых групп основан на понятии системы корней.
Для ее определения рассмотрим редуктивную группу G и за-
фиксируем некоторый максимальный тор Т cz G. Пусть g =
= L(G)—алгебра Ли группы G и Ad: G-^GL(q)—присоеди-
ненное представление. Тогда из п. 7 вытекает, что группа Ad T
является диагонализируемой в GL(g). Этот факт нам удобно вы-
разить в следующей форме. Для а Е Х ( Т ) обозначим через да

весовое пространство, отвечающее весу а, т. е. д„ = {ХЕ
^$\Ad(t)X = a(t)X, Vt^T}, и положим R(T, G) =
= {а^Х(Т)\афО и йя^=0}. Тогда g = L(7)9f ф дД

\aesR(T, G) )

где L(T) — алгебра Ли тора Т, совпадающая с весовым
пространством веса 0. Замечательный факт состоит в том,
что множество R = R(T, G) образует абстрактную систему
корней в пространстве V = X (T/S) сЭ R (определение см.

в книге Бурбаки [4], гл. VI), поэтому его естественно
называть системой корней группы G относительно тора Т. От-
метим, что если группа G полупроста, то S={e}, и мы полу-
чаем систему корней в пространстве Х(Г)(£уК. Каждое про-
странство да одномерно, и ему соответствует одномерная уни-
потентная подгруппа Ua cz G (корневая подгруппа такая, что
$а = L(Ua))- Подгруппа GaczG, порожденная Ua и £/_а (от-
метим, что если a SE R, то и —a SE/?), является полупростой
группой ранга 1, откуда следует, что в действительности G a ~
~SLi(Q)1 либо PSL2(Q). Укажем также на следующее эквива-
лентное описание группы Ga'. Ga является коммутантом центра-
лизатора Za связной компоненты (Кег а ) 0 ядра характера а.

Пусть И cz R — некоторая система простых корней, R+ —
•соответствующая система положительных корней (см. Бурбаки
[4], гл. VI). Тогда группа U(П), порожденная всеми группами
Ua для а ЕЕ /<?+, нормализуется тором Т, и полупрямое произ-
ведение В ( П ) = TU(U) является подгруппой Бореля в G. При
этом соответствие П—>-В(П) задает биекцию между множе-
ством систем простых корней в R и множеством подгрупп Бо-
реля в G, содержащих Т. Таким образом, по заданной подгруппе
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Бореля В cz G, содержащей Т, однозначно определяется неко-
торая система простых корней П, и можно выбрать упорядоче-
ние V+ на пространстве У такое, что RIl = Rf\V+.

С системой корней R связывается так называемая группа
Вейля W = W{R) (Бурбаки [4]). Системой её образующих яв-
ляется множество S, состоящее из отражений wa относительно
простых корней а Е П . При этом пара (W,S) является группой
Кокстера (см. Бурбаки [4], гл. IV, VI). В W существует един-
ственный элемент w максимальной длины (относительно си-
стемы образующих S). Он характеризуется тем свойством, что
W(R+) = — R+, и его длина в действительности совпадает с чис-
лом положительных корней. Замечательно, что группа Вейля
W(R) может быть отождествлена с группой Вейля W(T, G)
группы G относительно тора Т, которая определяется как фак-
торгруппа Na{T)/T, где NG{T)—нормализатор тора Т. На-
помним вкратце, как это делается. Действие Na{T) на Т по-
средством сопряжений определяет гомоморфизм W(T, G)
в группу автоморфизмов Aut(/<?) системы корней R. Для лю-
бого а ^ R группа Вейля W(Ta, G a ), где Та = Т (] Ga, имеет
порядок 2, причем элемент na<^NGa \ Та индуцирует на R отра-
жение wa- Отсюда следует, что образ W(T, G) в Aut(/<?) содер-
жит группу W{R). Остается заметить, что группы W(T,G) и
W(R) имеют одинаковые порядки, ибо первая однотранзитивно
действует на множестве подгрупп Бореля, содержащих тор Т,
а вторая — на системах простых корней в R.

Группа Вейля W = W(T, G) имеет еще одну содержатель-
ную интерпретацию, связанную с так называемым разложением
Брюа. А именно, для каждого элемента w^W(T, G) выберем
некоторый представитель nw^NG{T) и рассмотрим двойной
смежный класс BnwB, где В — некоторая подгруппа Бореля в G,
содержащая Т.

Теорема 5 (разложение Брюа). Для редуктивной группы G
имеет место представление

G= U BnwB, (6>
ale W

где справа стоит объединение непересекающихся двойных смеж-
ных классов.

Следствие. Пересечение двух любых подгрупп Бореля группы.
G содержит максимальный тор.

Действительно, рассмотрим произвольную подгруппу Бореля
В cz G, и пусть (6)—соответствующее разложение Брюа. По*
теореме сопряженности любая другая подгруппа Бореля имеет
вид gBg~l, g^G. Пользуясь разложением Брюа, представил*
элемент g в виде g = b\nb2, где bi e B ( i = I, 2); п лежит в нор-
мализаторе фиксированного максимального тора TczB. Тогда
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В П gBg~l = bi (В П пВп~') Ь7' гэ^Г&Г 1 , так что тор ТХ = ЬХТЬ^

искомый.
Поскольку класс BnwB не зависит от выбора представителя

.Яш,, то зачастую вместо BnwB пишут просто BwB, и тем самым
группа Вейля W «параметризует» двойные смежные классы
в разложении G по подгруппе Бореля В. Особо важную роль
играет двойной смежный класс ВпшВ, отвечающий элементу
максимальной длины B G IF и называемый «большой клеткой».
А именно, пусть В = В(П), где П с ^ — система простых кор-
ней, и ш о е W — элемент максимальной длины относительно си-
стем образующих S = {и^а|а SE П}. Тогда wo(R+) = — /?? есть
множество отрицательных корней в R и woBwol = B~, где
B- = TU(—П) и V{—П) есть подгруппа, порожденная Ua для
всех отрицательных корней а. Положив для краткости U =
= £/(П), £ / -=£ / (—П ) , будем иметь Bw0B = UTU~w0. Рас-

ф

смотрим, далее, морфизм-произведение £ / Х ^ X ^ —* G. Вы-
числяя его дифференциал в единице и учитывая разложение
•g=L(7)(£) Г ( р 9а V получим, что ф является доминантным,

откуда следует, что «большая клетка» является открытым под-
множеством в G. Более того, легко проверить, что морфизм ср
инъективен.т. е. является бирациональным изоморфизмом, так что
многообразие G рационально. Наконец, получаем, что dim G =
= dim Т + [R] = dim Т + 21 (w0), где l(w0) — длина элемента WQ.

Пример. Пусть G = G L n ( Q ) . Тогда g = MfJ(Q). В качестве
максимального тора Т cz G возьмем группу всех диагональных
матриц. Обозначим через е; характер тора Т, определяемый
•формулой е,-: t = diag(^i, . . . , tn)\—> ti. Для любой матрицы
i = (Xi/)eMn(Q) и любого £ = diag(/i, . . . , ( л ) е ^ очевидно,
имеем k&{f){X) = {titJ1Xii)t откуда следует, что R(T, G) =
^ {̂е,- — Е,\1ф]}. В качестве системы простых корней можно
взять П={е,- — e,-+i | i = 1, . . . , я — 1}, и тогда R+ = {et — е, | i <
</}. Легко проверить, что в этом случае борелевская под-
труппа В = В(П) совпадает с группой всех верхних треуголь-
ных матриц. Нормализатор тора NG{T) есть группа мономиаль-
ных матриц, откуда следует, что группа Вейля W{T, G) изо-
морфна симметрической группе Sn. В свою очередь, группа
Вейля W(R) также изоморфна Sn и действует на корни посред-
ством перестановки индексов. Каноническая система образую-
щих W(R) = Sn, отвечающая П, состоит из транспозиций
( i . i + l ) , 1 = 1, ..., я — 1 . Элемент wo^W(R) максимальной

.длины преобразует I в я — / + 1 . Группа B~ = woBwol есть
группа всех нижних треугольных матриц, и произведение UTU~
•состоит из матриц, у которых все главные миноры отличны от
дуля.
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11. Регулярные полупростые элементы. Пусть G — редук-
тивная алгебраическая группа, Т cz G— ее максимальный тор
и R = R{T, G) — соответствующая система корней. Полупростой
элемент g ^ G называется регулярным, если размерность
dim Za{g) его централизатора совпадает с рангом группы G.
В этом случае связная компонента Za(g)° является тором. Ре-
гулярные элементы существуют. Более того, элемент t e T ре-
гулярен в том и только том случае, если a{t)^= 1 для всех
a e j ? , откуда следует, что регулярные элементы в Т образуют
открытое плотное подмножество 6 с Г. Рассматривая тогда

Ф Ф

морфизм G X © — > G, (g, 8) i—^gQg'1, и проводя подсчет размер-
ностей, получаем, что множество полупростых регулярных эле-
ментов является открытым в G- Кроме того, прямое вычисле-
ние показывает, что дифференциал <р в любой точке сюръекти-
вен. Полупростой элемент X<=L(G) называется регулярным,
если его централизатор является алгеброй Ли некоторого тора.
Свойства полупростых регулярных элементов в алгебре Ли ана-
логичны соответствующим свойствам для элементов в группе.
В частности, они образуют непустое открытое подмножество
в L{G).

12. Параболические подгруппы. Пусть в дополнение к обо-
значениям и соглашениям предыдущего пункта П е й — си-
стема простых корней и В = В(П)—соответствующая борелев-
ская подгруппа. Тогда из разложения Брюа и свойств группы
Вейля W вытекает, что любая подгруппа Pcz G, содержащая В,
имеет вид Р Д = В1^ДВ, где WA — подгруппа W, порожденная
отражениями wa, a e А, для некоторого подмножества А с П .

При этом L(PA) = L(T)(B ( © g A где в есть объединение
Чаев /

множества положительных корней /?+ и тех отрицательных, ко-
торые являются линейными комбинациями корней из А. Под-
группы вида Р д называются стандартными параболическими
подгруппами. Из сопряженности подгрупп Бореля вытекает, что
любая параболическая подгруппа в G сопряжена некоторой
стандартной параболической подгруппе.

13. Полупростые группы. При описании структуры полу-
простых групп удобно использовать понятие изогении. Так мы
называем сюръективный морфизм /: G —>- Н алгебраических
групп с конечным ядром. (Отметим, что в случае характери-
стики р >• 0 класс допустимых с точки зрения классификации
полупростых групп изогении приходится несколько ограничи-
вать, вводя так называемые центральные изогении, которые ха-
рактеризуются тем свойством, что для любой fi-алгебры А ядро,
индуцированного морфизма /д: GA-+HA групп Л-точек лежит
в центре GA. Так как в основном для нас случае характеристики
нуль любая изогения центральна, то мы в дальнейшем не будем
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вдаваться в тонкости, возникающие в положительной характе-
ристике.) Говорят, что группа G является почти прямым про-
изведением своих подгрупп G\, .,., Gr, если морфизм-произве-
дение Gi X • • • X G r->-G является изогенией. Связную не-
коммутативную алгебраическую группу G будем называть
(абсолютно) простой, если она не имеет связных нормальных
делителей (здесь мы отходим от традиционного термина «почти
простая группа»),

Предложение 4. Пусть G — полупростая группа, Gt(i<=l)—
минимальные связные нормальные делители группы G. Тогда
множество 1 конечно {скажем, 7 = { 1 , . , , , /•}) и G является
почти прямым произведением групп G\, ..., Gr. В частности,
группа G является почти прямым произведением простых групп.

В действительности группы Gi{i = 1, , , , , г) непосредственно
г

связаны с разложением R = (J Rt системы корней R группы G

на неприводимые компоненты (см. Бурбаки [4], гл. VI),
а именно, группа G; порождается [/а для а е Ri, В общем слу-
чае почти прямое произведение заменить на прямое нельзя, од-
нако мы сейчас опишем два случая, когда это возможно.
Группа G называется односвязной, если любая (центральная)
изогения /; Я—*-G, где группа Н связна, является изоморфиз-
мом. Группа G называется присоединенной, если любая (цен-
тральная) изогения f: G ->• Н является изоморфизмом.

Теорема 6. Пусть G — полупростая группа.
1) Существуют односвязная группа G, присоединенная груп-

па G и (центральные) изогении я : G^~G, cp; G-*-ff.
2) Односвязная либо присоединенная группа G является

прямым произведением своих минимальных связных нормаль-
ных делителей, которые при этом также соответственно одно-
связны или присоединенны,

3) Если R = R(T,G) — система корней группы G, И cz R —
некоторая система простых корней, то группа G односвязна
(соответственно присоединений), если в Х(Т) существует такой

базис {Ха\ос е П}, что а>Др = Лр — б ара, где бар — символ Кро-
некера (соответственно П порождает \(Т)).

Пример. Пусть G = SLn(Q). Как и в предыдущем примере,
устанавливается, что для диагонального подтора Т cz G система
корней R=R(T,G) состоит из et — в,-, где е,-: £ = diag(*i, . . .
. . . , tn)>—>ti, П = { е г — e ( + i h ' = l , . . . , п—1}. Положим X/(t) =
= U . . . tj(j = l, ..., п—1). Тогда Ша г (Л/)=Л ; — 6,7<Xi, и сле-
довательно, группа G односвязна.

Изогения л: O-^G в п. 1 теоремы 6 называется универсаль-
ным накрытием, а /г = Кегя—фундаментальной группой груп-
пы G. Итак, любая полупростая группа обладает универсаль-
ной накрывающей, которая является произведением простых
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односвязных групп. Поэтому завершает классификацию полу-
простых групп с точностью до изогении

Теорема 7. Простая односвязная алгебраическая группа
с точностью до изоморфизма однозначно определяется своей
системой корней.

Система корней простой группы является неприводимой и
приведенной и поэтому относится либо к одной из четырех клас-
сических серий Ап, Вп, Сп, Dn, либо к одной из пяти исключи-
тельных систем Е6, Е7, Е8, F$, G2. Систему корней удобно зада-
вать соответствующей диаграммой Дынкина, причем список воз-
можных диаграмм выглядит следующим образом:

Диаграмма Дынкина полупростои группы является объеди-
нением диаграмм Дынкина простых компонент (пояснения см.
в книге Бурбаки [4], гл. VI). Приведем также таблицу соот-
ветствующих односвязных групп для классических серий (см.
подробнее § 2.3) и структуру центров простых групп, что дает
полное описание простых групп.

Тип

Ап

Вп

Сп

Dn

Е,

F,
G2

Реализация

SLn+l

SP2n
Spin2n

—

—

Структура центра

Z/(n+l)Z
Z/2Z
Z/2Z
Z/2Z X Z/2Z, п четно
Z/4Z, п нечетно

Z/2Z

{е}
{е}
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В алгебре Ли g = L(G) полупростой группы G можно вы-
брать так называемый базис Шевалле. А именно, существуют
такие элементы Ха е д„ для а Е / ? и такие элементы На е L(T)
для а е П, что { I o } a e R U {На}а(в11— базис алгебры g и выпол-
няются следующие соотношения;

[На, Яр] = 0, а, р е П ,

[//а, X ] = са X са <= Z, а е П В е У?

[*а, ^-0] = Яа, а е П ,

[А'а, Ха] — d^Xa^n, da^^Z, если а-f ре/?,

[Ха, Хр] = 0, если р^= — а и а + р<^/?.

Базис, удовлетворяющий этим свойствам (где сар и dap прини-
мают значения, зависящие только от а, |3 и системы /?, см. под-
робнее Стейнберг [2], теорема 1), определен однозначно с точ-
ностью до замены знаков у Ха и до автоморфизмов алгебры д.

При описании /(-форм полупростой группы G нам понадо-
бится знание структуры группы автоморфизмов Aut G. Оказы-
вается, что Aut G является полупрямым произведением группы
внутренних автоморфизмов Int G, которую можно отождествить
с соответствующей присоединенной группой G, и некоторой конеч-
ной группы, которую мы сейчас определим. Предположим внача-
ле, что группа G односвязна. Тогда любая симметрия а диаграм-
мы Дынкина системы корней R = R (T, G) индуцирует такой авто-
морфизм fa^ Aut G, что fa{T) =Т, fa(B) = В и defa(Xa) = X(ja,
где a G П и Ха — соответствующий элемент базиса Шевалле
алгебры Ли д. При этом соответствие a'—>f0 задает вложение
группы Sym(£?) симметрии диаграммы Дынкина системы кор-
ней R в Aut G, образ которого мы будем также обозначать че-
рез Sym(#).

Теорема 8. Группа автоморфизмов Aut G односвязной полу-
простой группы G является полупрямым произведением Int G ~
с^ G и Sym(R). Для произвольной полупростой группы G группа
Aut G изоморфна подгруппе группы Aut G соответствующей

~ л

универсальной накрывающей G —>• G, оставляющих инвариант-

ной фундаментальную группу F = Кег л.
Мы изложили основные факты теории полупростых алгеб-

раических групп над алгебраически замкнутым полем. Для по-
лупростых групп, определенных над произвольным полем К,
теория становится более сложной и не столь законченной (не-
которые ее аспекты мы затронем в следующем пункте). Од-
нако для полупростых /(-разложимых групп теория развивается
практически параллельно случаю алгебраически замкнутого
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поля. В частности, для любой системы корней R существует
такая односвязная полупростая /(-разложимая группа G с мак-
симальным /(-разложимым тором Т cz G, что система корней
R(T,G) совпадает с R. Эту группу нам доставляет конструк-
ция Шевалле (см. Стейнберг [2]). Вообще, теория полупростых
/(•разложимых групп фактически совпадает с теорией групп
Шевалле, изложению которой посвящена цитированная книга
Стейнберга. В соответствующей алгебре Ли g можно выбрать
базис Шевалле, лежащий в д .̂ Группа автоморфизмов Aut G
является определенным над К полупрямым произведением
Sym(/?)-G, причем все автоморфизмы из Sym(7?) определены
над К. Любая /(-разложимая полупростая группа G обладает
определенным над К универсальным накрытием я: G-^G.

14. Относительные системы корней. Пусть G — полупростая
/(-определенная группа, S cz G — максимальный /(-разложимый
тор. Размерность dim 5 называется К-рангом G и обозначается
rang> G. Отметим, что все максимальные /(-разложимые торы
в G сопряжены с помощью элементов группы GK, так что, в ча-
стности, /(-ранг определен корректно. Группы, для которых
rangK G > 0 (соответственно r a n g ^ C = 0 ) , называются К-изо-
тропными (соответственно К-о-низотропными). Доказывается, что
/(-анизотропность G равносильна отсутствию в GK неединичных
унипотентных элементов. Для изотропных групп Борелем, Тит-
сом [1] была построена структурная теория, которая по форме
аналогична описанной выше теории для случая алгебраически
замкнутого поля, однако приводитк более скромным результатам,
а именно, позволяет определить структуру группы по модулю
знания структуры так называемого анизотропного ядра. В основе
теории, как и в абсолютном случае, лежит сопоставление группе
некоторой системы корней. Для этого фиксируется максималь-
ный /(-разложимый тор 5 и рассматривается присоединенное
действие 5 на g = L ( G ) . Для а б Х ( 5 ) положим g a = { l G
e g | A d (s)X = a{s)X V s e 5 } и введем множество R(S, G) =
= { a e X ( S ) | a ^ 0 и g a ^ 0 } . Тогда имеет место разложение

д = L (Z (S)) £ Г СР д Д где L(Z(S))— алгебра Ли центра-
\a.!=R(S, в) )

лизатора Z(S) тора 5, совпадающая с весовым пространством
веса 0, причем все весовые пространства да определены над К.
Оказывается, что множество RK=R(S,G) образует систему
корней в пространстве V = Х (S) (£> R, которая называется си-

Z
стемой относительных корней или системой /(-корней. Отличие
от абсолютного случая состоит в том, что пространства g a (c s
^RK), вообще говоря, не являются одномерными, а система
корней RK — приведенной. Группа Вейля W(RK) системы корней
RK может быть отождествлена с группой Вейля W(S, G) группы
G относительно тора 5, которая определяется как факторгруппа
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N(S)/Z(S) нормализатора тора 5 по его централизатору; при
этом любой элемент из W(S,G) имеет представителя в N(S)K.
Если ПаЯк — система простых корней, R^K— соответствую-
щая система положительных корней, то группа U(H), порож-
денная Ua для a<=R+K, где Ua— унипотентная подгруппа в G
с алгеброй Ли да, унипотентна, нормализуется группой Z(S) и
полупрямое произведение Р(П) = Z(S) U (II) является мини-
мальной /(-определенной параболической подгруппой. При этом
соответствие П—*-Я(П) задает биекцию между системами про-
стых корней в RK и минимальными /(-определенными параболи-
ческими подгруппами в G, содержащими 5. Полагая для крат-
кости /> = />(П) и U = U(П) и выбирая для каждого w e
<^W(S, G) представителя ^ . E A ' ( S ) K , получим разложение
Брюа

U
W(S,(S, в)

причем Р'к.пшР'к= b\nwPK. Отметим, что в относительном слу-
чае связь между неприводимостью системы RK и /(-простотой
группы G, т. е. отсутствием собственных связных /(-определен-
ных нормальных делителей, носит односторонний характер: если
•G /(-проста, то система #% неприводима.

Графически информацию о полупростой /(-группе G удобно
изображать в виде «оснащенной» диаграммы Дынкина— так
называемого индекса Титса, метод построения которой мы сейчас
опишем (см. Тите [2], Борель—Тите [1]). Рассмотрим макси-
мальный /(-разложимый тор S c G и содержащий его макси-
мальный /(-определенный тор Т a G. Пусть R = R(T,G)—си-
стема корней группы G относительно тора Т, П с ^ — п о д с и -
стема простых корней. Поскольку группа G и тор Т определены
над К, группа Галуа 2? = Ga\(R/K), действуя на Х(Г), индуци-
рует перестановку множества R. Определим индуцированное
действие (так называемое ^-действие) % на диаграмме Дын-
кина, вершины которой находятся в биективном соответствии
с элементами множества П. А именно, для Я Ё § множество
сг(П) является системой простых корней в R =o(R), и поэтому
существует единственный элемент w из группы Вейля W(R) та-
кой, что w (а (П)) = П; положим тогда а* = а ) ч ( т : П ^ - П . Группа
G называется внутренней (соответственно внешней) формой,
если «-действие тривиально (соответственно нетривиально). Да-
лее, будем называть вершину диаграммы Дынкина выделенной
(и обводить ее кружком), если ограничение соответствующего
простого корня на 5 нетривиально. Кроме того, вершины диа-
граммы, принадлежащие одной орбите группы &, распола-
гаются «близко» друг к другу и, будучи выделенными, обво-
дятся общим кружком). Диаграммы Дынкина с указанием
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выделенных вершин и «-действия и называются индексом Титса,
Например,

Ев

Принято также указывать порядок факторгруппы 'S', эффек-
тивно действующей на П. Так, вторая диаграмма относится
к типу 2Е6, а все внутренние формы — к типу [Х. Отметим, что
если диаграмма не имеет симметрии (как, скажем, Вп), то лю-
бая /(-группа этого типа автоматически является внутренней
формой.

По индексу Титса легко найти диаграммы анизотропного
ядра группы G (так мы называем коммутант централизатора
Z(S) максимального /(-разложимого тора, который является
полупростой /(-анизотропной группой): для этого надо отбро-
сить выделенные вершины с соответствующими связями. При
этом, если все вершины выделенные, то группа G является ква-
зиразложимой. Можно также найти максимальный /(-разложи-
мый тор 5 и соответствующую относительную систему корней.
А именно, 5 выделяется в Т уравнениями а ( х ) = 1 , где а—не-
выделенный корень, и уравнениями а\(х) = . . . =ai(x), если
cci, . . . , а.1 лежат в одной орбите «-действия. Отсюда следует,
что если квазиразложимая группа является внутренней формой
(в частности, если у соответствующей диаграммы нет симмет-
рии), то она разложима. Относительные кории получаются огра-
ничением на 5 корней из R, для которых это ограничение не-
тривиально. (Примеры соответствующих вычислений см. в гл. VI.)

§ 2.2. Классификация К-форм
при помощи когомологий Галуа

1. L/K-формы. Пусть X — некоторый объект с /(-структурой
(/(-определенное многообразие, /(-определенная алгебраическая
группа и т. д.), L/K— конечное расширение Галуа. Говорят, что
/(-объект Y является L/К-формой объекта X, если существует
L-определенный изоморфизм f: Х-*- Y. Группа Галуа £F =
= Gal(L//() естественным образом действует на L-морфизмах
/(-объектов, и для любого а е SF морфизм ао = /г~1°/Гсг лежит
в группе h\\iL{X) L-определенных автоморфизмов X, причем
соответствие сп—> аа определяет (некоммутативный) 1-коцикл
на SF со значениями в группе Aut^X) (см. § 1.3, п. 2). Возни-
кает отображение

F (L/K, X) —>- Я1 {У, Auti (X))

множества классов /(-изоморфных /,//(-форм объекта X в мно-
жество одномерных когомологий.
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Теорема 9. Если X является аффинным К-многообразием
либо алгебраической К-группой, то отображение ф биективно.

Укажем на основные моменты доказательства (см. Воскре-
сенский [3], гл. III). Вначале показывается, что ф корректно
•определено (т. е. не зависит ни от выбора/-//(-формы Y в классе
/(-изоморфных, ни от выбора L-изоморфизма f: Х-»-У) и инъ-
ективно. Эта часть рассуждений носит формальный характер и
справедлива в гораздо более общей ситуации. Доказательство
сюръективности ф требует более тонких соображений и осно-
вано на уже знакомой нам конструкции скручивания.

В § 1.3, п. 2 мы использовали это понятие для исследова-
ния точных последовательностей некоммутативных когомоло-
гий, но оказывается, что оно применимо и при доказательстве
сюръективности ф. А именно, как и в п. 2 § 1.3, рассмотрим не-
которую группу G, некоторую G-группу Л и G-множество F, на
котором действует Л, причем это действие согласовано с дей-
ствием группы G. Тогда для любого коцикла а е ZX(G, А) оп-
ределено «скрученное» множество aF, которое с точностью до
G-изоморфизма зависит лишь от класса эквивалентности а
в Нх {G, А). Положим Н = aF и обозначим через f:F^>~H ото-
бражение, индуцированное тождественным отображением F.
Тогда из определения aF вытекает, что коцикл {/~ ° / * L e G G

G Z (G, Л)совпадает с исходным коциклом а. Отметим, однако,
что если F обладает некоторой структурой (например алгебраи-
ческого многообразия), то это абстрактное рассуждение требует
дополнительных уточнений, связанных с доказательством того,
что скрученный объект aF также обладает этой структурой.
В ситуации, описанной в теореме 9, это получается рассмотре-
нием алгебры регулярных функций. Поскольку аффинное ал-
гебраическое многообразие определяется своей алгеброй регу-
лярных функций, а задание структуры алгебраической группы
равносильно заданию на алгебре регулярных функций струк-
туры алгебры Хопфа (см. Борель [8]), то для построения
/-//(-формы X, отвечающей коциклу а = { а о } е Hl(@~, Auti(G)),
следует рассмотреть алгебру /--определенных регулярных функ-
ций А = L [X] и определить на ней новое действие группы SF
по формуле

°'(f) = (o°aar(f),
где (сг°а0)* обозначает /(-автоморфизм L-алгебры Л, отвечаю-
щий а о аа. Полученная таким образом L-алгебра В и будет
служить алгеброй L-определенных регулярных функций на ис-
комом многообразии Y. При этом Y будет обладать структурой
алгебраической /(-группы, если X обладало этой структурой.
Допуская некоторую вольность речи, мы будем говорить, что Н
получено из G скручиванием при помощи коцикла а и писать
У = аХ.
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Замечание. Теорема 9 остается справедливой и для проек-
тивных многообразий.

Пример 1. Пусть X = Gm — одномерный /(-разложимый тор,
L = K{-\c) — квадратичное расширение К и т — образующая
группы Галуа &~ = Gal (L/K). Рассмотрим коцикл а = {аа}^
<= Zx (SF, AutL^r) такой, что ае = '\&х, ат = 8, где в(х) = х~х для
всех хе^Х. Тогда A = L[X] есть L[/, Г 1 ] , AK=K[t, Г1}, при-
чем автоморфизмы 8 и а действуют на А так:

О т с ю д а следует, что на «скрученной» а л г е б р е B = L[t,i~'[] a
действует по ф о р м у л е

Прямое вычисление показывает, что /(-алгебра Вк = В' изо-
морфна С = К [и, и] /(и2 — cv2—1) (и, и — независимые пере-
менные), причем изоморфизм С—>-Вк осуществляется по фор-
мулам

t + Г1 t — Г1

Но C = K[Y], где y = Ri/K(Gm) — соответствующий норыенный

тор, причем указанный изоморфизм С ~ Вд- согласован со струк-
турами алгебр Хопфа на Вк и С. Таким образом, здесь аХ = Y.

Во многих случаях задание самого объекта X и /(-структуры
на нем определяется заданием множества /(-точек Хк. (Приме-
рами могут служить векторные пространства, векторные про-
странства с некоторыми тензорами, скажем, квадратичными
формами, алгебры и т. д.) Тогда зачастую, допуская некото-
рую вольность речи, под «объектом» понимают множества Хк

и под скрученным объектом — соответствующее множество YK.
Такой «жаргон» имеет очевидные границы, в частности, он не-
применим к алгебраическим многообразиям, ибо может, напри-
мер, случиться, что Хк = YK = 0, но X и У не являются /(-изо-
морфными, но в ряде случаев он эффективен и мы будем его
использовать.

Пример 2. Пусть V = К2 — двумерное векторное простран-
ство над А', снабженное квадратичной формой f, которая в стан-
дартном базисе е\, е2 имеет вид f(xl,x2)=-Xix2. Снова рассмот-
рим квадратичное расширение L = К {л/с), и пусть а — обра-
зующая £Г = Qa\(L/K). Обозначим через b={bx) следующий
коцикл в Z1 (&~, O2(f)L), где O2(f)—ортогональная группа фор-
мы f: be = id, i>a=,g\ где g e O 2 ( / ) переставляет ех и е2- Рас-
смотрим пространство V ®к L и, скрутив его при помощи а,
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положим W = a(V ® L)/c, Прямое вычисление показывает, что

/(-базис пространства W образует векторы и 1 = у ( е 1 + е2),

и.2 = -ъ^]с{ех—е2), причем в этом базисе .форма f (точнее, ее
продолжение на V®K.L) имеет вид /ft/,, yo) = y\ — су\. Таким
образом, в результате скручивания квадратичного пространства
(V,f) получается квадратичное пространство (W,h), где h
имеет вид А (г/,, У2) = У2

1 — су%. Отметим, что этот пример не-
посредственно связан с предыдущим, ибо SO9 (f) = G , SO2(h) =
= R.<uK(Gm), и мы рекомендуем читателю самостоятельно
проанализировать эту связь.

Пример 2 допускает следующее обобщение.
2. Пространства с тензорами. Рассмотрим пару (V, х),

где V — конечномерное векторное пространство над К, а х —
некоторый тензор на V типа (р, q), т. е. элемент ГР (V) = ТР (V) <g>
<S> Tq (V) (читатель, не знакомый с тензорами, может пони-
мать под х некоторую билинейную форму на V, т. е. тензор
типа (0,2); тензоры других типов нам в этой книге встречаться
ие будут). Для любого расширения Галуа L/K с группой Га-
луа :̂ ~ можно рассмотреть пространство VL = V ®к L и тензор

xL = x®\^Tp

q(VL) = Tp

q(V)<8>KL. Пара (W, у), где W — про-
странство над К той же размерности, что и V, у <^Tp

q(W), назы-
вается L/ZC-формой (V,x), если существует изоморфизм
(VL> XL) — {WL, УС)- Как и в п. 1, возникает отображение

F(L/K, (V, x))-^W(LIK, kntL{VL, xL)).

Предложение 5. Отображение ф является биекцией.
В доказательстве нуждается лишь сюръективиость ф. Для

этого используется
Лемма 2. Hl{&~, GLn(L))= 1 для любого п ^ 1. В частности,

Hl($r,L*)= 1.
(Последнее утверждение известно как «теорема 90» Гиль-

берта. Если L/K — циклическое расширение и а — образующая
его группы Галуа &~, то, используя описание Hl(@~,L*) в этом
случае (см. § 1.3, п. 1), можно дать эквивалентную перефор-
мулировку, которой мы уже неоднократно пользовались
в § 1.3—1.4: любой элемент а е L* такой, что NL/K(U)= 1. имеет
вид а е a(b)/b, где b e L*.)

Доказательство. Рассмотрим пространство V = Кп. Тогда
VL = Ln с покоординатным действием группы ^ " = Gal (L/K)-
Пусть теперь а ={а<,}— 1-коцикл на &~ со значениями в GLn(L).
Определим новое «скрученное» действие ST на VL, полагая для
oef,oe VL

а' (и) = ааа (и),
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и обозначим через U пространство неподвижных точек. Ясно,
что для любого v e VL вектор b (v) = YJ aaa (v) лежит в U.

Покажем, что векторы b (v) порождают VL над L, откуда, в ча-
стности, будет следовать, что U ®K L ~ VL- Действительно,
пусть и — линейная форма на VL, аннулирующая все векторы
b(v). Тогда для любого d e l и любого [ i e V t имеем

так что из теоремы о линейной независимости характеров (см.
Ленг [3]) вытекает, что u(aaa(v) ) = 0, откуда и = 0. Итак,
можно выбрать векторы vi, . . . , ц „ е ^ таким образом, что
векторы b(vi), . . . , b(vn) будут линейно независимыми. Тогда,
обозначив через с матрицу, переводящую канонический базис
в векторы vi, . , . , vn, получим невырожденную матрицу
Ь = ^аав (с), и прямой подсчет показывает, что аа = ba(b)~l,

а

что и требовалось.
Пусть теперь а={аа}—произвольный коцикл на &~ со зна-

чениями в Autz.(Vz., xL). Поскольку последняя группа является
подгруппой в GL(VL), TO ИЗ леммы 2 вытекает существование
такого b^GL(VL), что aa = b-lo(b). Продолжим Ь до авто-
морфизма Tq(VL) и покажем, что тензор х' = Ь(х) лежит
в Tq(V). Для этого достаточно показать, что х' инвариантен
относительно группы '£Г. Имеем

а (х') = a (b) (a (x)) = a (b) (x) = b{b~la (b)) (x) = baa (x) = b (х) = х',

что и требовалось. Рассмотрим теперь /(-пространство W =
= Ь~1(]/к) и обозначим через у тензор х', перенесенный на W.
Тогда пара (W,y) отвечает коциклу а. Отметим, что в действи-
тельности W совпадает с пространством U, введенным при до-
казательстве леммы, а у — с ограничением х на W. При этом,
как мы показали, у определен над К- Предложение доказано.

Рассматривая невырожденные билинейные симметрические
(или, эквивалентно, квадратичные) формы на V, из предложе-

ния 5 получаем
Предложение 6. Пусть f — невырожденная квадратичная

форма на п-мерном векторном пространстве V над полем К-
Тогда для любого расширения Галуа L/K с группой Галуа SF
элементы множества Hl(g~,On(f)L), где On(f) — ортогональная
группа формы f (см. § 2.3), находятся в биективном соответ-
ствии с классами эквивалентности над К тех квадратичных
форм на V, которые L-эквивалентны /.

Рассматривая невырожденные билинейные кососимметриче-
ские формы на У и учитывая, что все они эквивалентны над
К (Бурбаки [1], гл. 9, § 5), получаем
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Предложение 7. Пусть f — невырожденная билинейная ко-
сосимметрическая форма на п-мерном векторном пространстве
V над полем К- Тогда для любого расширения Галуа L/K
имеем Hl(3F, Spn(f)L)= 1, где Spn(f) — симплектическая группа
формы f (см. § 2.3).

Имеются и другие применения предложения 5. В частности,
структура алгебры на векторном пространстве задается тензо-
ром типа (1,2), так что 2,//(-формы алгебры А находятся
в биективном соответствии с элементами множества Я1 (&~,
AutL(AL)), где AutL(AL)—группа L-автоморфизмов алгебры
AL = A ®K L. Полагая А = Мп(К) и учитывая, что любой ав-
томорфизм AL внутренний, т. е. AutL(AL) = PGLn(L), получаем,
что элементы множества Hl(@~, PGLn(L)) взаимно однозначно
соответствуют /,//(-формам алгебры А, т. е. простым централь-
ным алгебрам размерности п2 над К, которые расщепляются
полем L.

В приведенных примерах группы /--автоморфизмов являются
группами L-точек алгебраических групп (это всегда так, если
мы имеем дело с группами автоморфизмов тензора), поэтому
мы специально рассмотрим

3. Когомологий алгебраических групп. Пусть G — алгебраи-
ческая группа, L/K—некоторое конечное расширение Галуа
с группой Галуа SF. Тогда на группе I-точек GL действует
группа &~ и можно определить множество H1(£?~,GL), которое
в дальнейшем будет обозначаться через Я'(L//(, G). Если
М ZD L — два конечных расширения Галуа поля К, то опреде-

PL

лено отображение Hl{MjK,G) *• Я 1 (L/K, G), Это позволяет
распространить определение Я1(L/д', G) на бесконечные рас-
ширения Галуа L/K- А именно, группа Галуа Ga\(L/K) пред-
ставляется в виде проективного предела lim Gal(LJK) групп Га-
луа конечных подрасширений, и тогда полагаем Hl(LJK, G) =
= Iim Я 1 (Li/K., О),где индуктивный предел берется относительно
системы отображений pL

l для L,- ID L,-. МОЖНО дать эквивалент-
ное определение Я1(L/д', G) в этом случае как множества не-
прерывных 1-когомологий проконечной группы Gal(L//()c коэф-
фициентами в дискретной группе GL. При этом мы будем пи-
сать Я1 (К, G) вместо НЦК/К, G).

Переходя к индуктивному пределу в теореме 9, получаем,
что множество Я1 (А\ G) в общем случае параметризует классы
/(-изоморфных Ау/(-форм некоторого /(-объекта X с группой
автоморфизмов G, т. е, классы /(-изоморфных объектов Y, ко-
торые становятся изоморфными X над К- Отметим также, что
для любой алгебраической /(-группы G
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Из точных последовательностей некоммутативных когомо-
логий, описанных в § 1.3, как частный случай получаются ана-
логичные точные последовательности для когомологий Галуа
алгебраических групп. В частности, точной последовательно-
сти 1 —>- F -»- G —>• Я -»-1, состоящей из /С-групп и /С-гомоморфиз-
мов, отвечает точная последовательность множеств с отмечен-
ными элементами

\^FK^GK-^HK~lW(K, F)^W(K, G)^Hl(K, Я), (1)

где $к— так называемое пограничное отображение. При этом
если F лежит в центре G, то г̂ - является гомоморфизмом
групп и определено отображение 6К: Я1 (К, Н)-+ Я2(К, F), про-
должающее точную последовательность (1) еще на один член:

Приведем некоторые примеры вычисления когомологий ал-
гебраических групп, Рассмотрим точную последовательность

где отображение d индуцировано определителем, и запишем
для этого случая соответствующую точную когомологическую
последовательность (1):

GLn (К) -^К'^Н1 (К, SLn) - Я1 (К, GLn). (2)

Из леммы 2 вытекает, что Я1 (К, GLn)= 1. С другой стороны,
отображение определителя det: GLn(K)-+-К* сюръективно. По-
этому из точности последовательности (2) вытекает

Лемма 3. Я1 (К, SLa)=\.
Далее, частный случай леммы 2 для п = 1 (теорема 90 Гиль-

берта) утверждает, что Я1 (K,Gm)= 1. Тогда по лемме Шапиро
Я1 (К, Rz./A:(Gm))= HX(L, Gm)= 1 для любого конечного расши-
рения L/K. Поэтому из определения квазиразложимого /(-тора
получается

Лемма 4. Пусть Т — квазиразложимый К-тор. Тогда
Ю{К,Т)=\.

Рассмотрим теперь точную последовательность

где ф — норменное отображение. Переходя к когомологиям, бу-
дем иметь точную последовательность

откуда следует
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Лемма 5. W(K, Щк(°т)) ~ K'/NLIK(L').
Обратимся теперь к точной последовательности

l - H n - G m - l ^ G m - l , (3)

где [п] означает морфизм возведения в п-ю степень, \хп —
= Кег [п]—группа корней степени п из единицы. Из последо-
вательности (3) получаем точные последовательности

1С _!21 к* _* я 1 (/С, ца) - Я 1 (/С, Gm) = 1
и

1 = Я1 (/С, G J -> Я 2 (К, ц„) - Я 2 (/С, G J —> Я 2 (/С, Gm). (4)

Так как Я1 (/С, G m ) = l , a H2(K, Gm) отождествляется с груп-
пой Брауэра Вг (К), то из (4) получается

Лемма 6. Hx{K,vn)^K*IK*n, Н2(К, \iJ = Br(K)n-группа
элементов из Вг(К) экспоненты п.

Наконец, если при доказательстве предложения 6 вместо
леммы 2 использовать лемму 3, то получится следующая ин-
терпретация множества 1-когомологий Я1 (К, SOn(f)) специаль-
ной ортогональной группы SOn(f) невырожденной квадратич-
ной формы f (см. также § 6.6).

Предложение 8. Элементы множества Я1 (К, SOn(f)) нахо-
дятся в биективном соответствии с классами К-эквивалентности
тех квадратичных форм степени п над К, которые имеют тот
же дискриминант, что и f.

С другими примерами когомологических вычислений мы
встретимся в гл. VI, специально посвященной когомологийм Га-
луа алгебраических групп, а сейчас завершим наше краткое
знакомство с этой темой редукцией задачи вычисления когомо-
логий связных групп к редуктивным группам.

Лемма 7. Пусть К — поле характеристики нуль. Тогда для
любой К-определенной унипотентной подгруппы U имеем
W{K, U)=\.

Доказательство. Вначале установим аддитивную форму тео-
ремы 90 Гильберта, которая утверждает, что Я1 (К, Ga)= 1, т.е.
Hx(g~,L) = 0 для любого конечного расширения Галуа L/K
с группой Галуа •&'. Пусть с е L такой элемент, что след
Тгг./тс(с) отличен от нуля. Для заданного 1-коцикла а = { }
e Z ' ( ^ " , L ) положим

Тогда прямое вычисление показывает, что аа = Ь—о(Ь) для
любого о^'&~, т. е. коцикл а тривиален. В действительности,
как следует из теоремы о нормальном базисе (см. Ленг [3],
с. 260), L является индуцированным ^"-модулем, и поэтому по
лемме Шапиро Н'(£Г,Ь) = 0 для всех i ^ 1. Для произвольной
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унипотентной /(-группы U доказательство проводится индукцией
по dim U. Рассматривая ряд, указанный в п. 8 § 2.1, найдем
/(-определенный нормальный делитель W с: U, изоморфный Ga-
Тогда из точной последовательности

получаем точную когомологическую последовательность

Hl(K, W)->Hl{K, U)^Hl(K, U/W).
Так как тривиальность Я'(/(, W) доказана выше, а
Я1 (К, UIW) = 1 по предположению индукции, то Я'(/(, U)=l,
что и требовалось.

Заметим, что утверждение леммы сохраняется для любого
совершенного поля /(, если предполагать группу U связной
(доказательство при этом не изменяется). В общем случае
(т. е. если U несвязна либо поле К не является совершенным),
вообще говоря, Я'(/(, £/)=?М (см. Серр [2], гл. III).

Предложение 9. Пусть G — связная редуктивная группа,
определенная над полем К нулевой характеристики, Я — ее
максимальная редуктивная К-подгруппа (см. теорему 3).
Тогда вложение Я с: G индуцирует биекцию Н1(К, Я) ^> НХ{К, G).

Доказательство. Пусть G = HU — соответствующее разложе-
ние Леви, где U = RU(G)—унипотентный радикал G (см. п. 9
в § 2.1), и я: G-^-G/U = H — каноническое факторотображе-

ф Л

ние. Тогда композиция//—>~G—>-Я,где ф — естественное вло-
жение, является тождественным отображением, так что компо-
зиция соответствующих отображений когомологий

Я1 (К, Я) -^ //' (К, G) - ^ Я1 (К, Я)

также является тождественным отображением. Поэтому для
доказательства предложения достаточно убедиться в инъектив-
ности я*. Отображение я* входит в точную когомологическую
последовательность

Я1 (К, V) -> Я1 (К, G) —> Я1 (К, Я), (5)

которая соответствует точной последовательности 1 -»- U -»- G -»-
-»-#-»-1. Согласно лемме 7 Я1 (/(, U)= 1, поэтому из (5) выте-
кает, что к* имеет тривиальное ядро. К сожалению, в некомму-
тативных когомологиях утверждать, что из тривиальности
Кег л* вытекает инъективность л*, вообще говоря, нельзя. Здесь
применяется стандартный прием, основанный на конструкции
скручивания. А именно, пусть для g, fteZ'(/(, G) имеем
it*(g)= n*(h) (мы обозначаем теми же буквами соответствую-
щие классы когомологий). Обозначим через gG (соответственно
gU) группу, получающуюся из G (соответственно U) скручи-
ванием при помощи g, и пусть xg: Я1 (К, gG)-+ Я1 (/(, G) — со-
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ответствующая биекция (см. лемму 1.5). Положим F = gG/gU =
= g(G/U) и рассмотрим последовательность, аналогичную (5),

Я1 (К, aU) -> Я1 (К, gG) - ^ Я 1 (/С, F). (6)

Тогда очевидно, что f = те~' (ft) e Кег гп». С другой стороны,
группа gU изоморфна U над К, и поэтому унипотентна, так что
Я1 (К, gU)= 1 в силу леммы 7. Тогда из точности (6) получаем,
что Кег^л,,: тривиально, и поэтому / = 1 и g = h. Предложение
доказано,

4. Классификация К-форм алгебраических групп. Мы рас-
смотрим два частных случая: случай алгебраических торов и
случай полупростых групп.

Пусть Т—алгебраический d-мерный /(-тор с полем разло-
жения L, &~ = Gal (L/K)- Тогда имеет место L-определенный
изоморфизм Т ~ Gm. Тем самым все такие /(-торы являются
/-//(-формами d-мерного /(-разложимого тора Gm. Поэтому со-
гласно теореме 9 классы /(-изоморфных таких торов находятся
во взаимно однозначном соответствии с элементами множества
Н1 (&~, Aut L (G m )). Но из теоремы 1 вытекает, что AutL(Gm) =

= AutK {Gdm) ^ GLd(Z), откуда следует, что указанные классы
биективно соответствуют классам эквивалентности ^-мерных
целочисленных представлений #~. Например, если L/K—квад-
ратичное расширение, то любой конечнопорожденный Z [@~] -
модуль М без Z-кручения представим в виде M = Zl®
Ф Z [2?] m ф /", где / — ядро пополняющего гомоморфизма
Z[^]-»-Z, причем числа I, m и п определены однозначно. По-
этому любой /(-определенный и L-разложимый тор Т предста-
вим в виде r = G m XR z , / K (G m ) m XR (

z ! /

)

A : (G)" для некоторых од-
нозначно определенных целых неотрицательных /, ш, п, причем
/(-анизотропный тор из этого класса обязательно имеет вид

т Ч}оГЧ}АтГ
Перейдем теперь к полупростому случаю. Прежде всего по-

казывается, что для любой полупростой /(-группы G существует
такая /(-разложимая группа Go, что G ~ Go над К. Для этого
рассматривается универсальное Я-определенное накрытие
G—> G (см. § 2.1, п. 13). Тогда существует/(-изоморфизмср:О^
5 G 0 с /(-разложимой односвязной группой Go того же типа,
что и G, и для доказательства существования Go достаточно
показать, что группа ср(Кегя) определена над /(. Но центр Z
группы <5о содержится в максимальном /(-разложимом торе, от-
куда следует, что группа Галуа действует на группе характе-
ров X(Z) тривиально, и любая подгруппа в Z, в частности,
<р(Кегя) определена над К. Таким образом, любая полупростая
/(-группа G получается из подходящей /(-разложимой группы
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Go путем скручивания при помощи коцикла из # ' ( / ( , Aut^(G0)).
Поскольку группа Aut^-(G0) отождествляется с подгруппой
в Aut^-(G0), состоящей из элементов, оставляющих подгруппу
Кегя инвариантной (теорема 8), то универсальное /(-опреде-
ленное накрытие G(,-+- Go можно скрутить при помощи любого
элемента из Н1 (/(, Aut̂ - (Go))- Отсюда получается

Предложение 10. Пусть G — полупростая К-определенная
группа. Тогда существует универсальное накрытие л: G-+G,
определенное над К.

В арифметической теории алгебраических групп факт суще-
ствования универсального /(-определенного накрытия для про-
извольной полупростой /(-группы играет важную роль, ибо
односвязные группы обладают в этой теории рядом замечатель-
ных свойств, перенесение которых на произвольные полупро-
стые группы связано с рассмотрением универсальных накрытий
и изучением соответствующих фундаментальных групп. К сожа-
лению, для произвольных редуктивных групп «канонического»
аналога универсального накрытия не существует, однако в ряде
случаев заменой ему служат так называемые специальные на-
крытия (см. Сансюк [1]). Определенная над К изогения
f: H —>• G редуктивных /(-групп называется специальным накры-
тием, если группа Н является прямым произведением полупро-
стой односвязной /(-группы D и некоторого квазиразложимого
над К тора 5. Простые примеры показывают, что редуктивная
группа, вообще говоря, не обязана обладать специальным на-
крытием, однако справедливо следующее

Предложение П. Для произвольной редуктивной К-группы
G найдется такое целое m > 0 и такой квазиразложимый над
К тор Т, что группа Gm У,Т обладает специальным накрытием.

Доказательство. Согласно теореме 4 группа G является
почти прямым произведением своей полупростой части D{ и
максимального центрального тора S\. Используя предложе-
ние 3, найдем целое m > 0 и такой квазиразложимый над К
тор Т, что произведение ST X ^ накрывается подходящим ква-
зиразложимым тором S, т. е. существует /(-определенная изо-
гения 5—>ST>\T. Рассмотрим также универсальное /(-опре-
деленное накрытие D—> Z), и положим Я = D™ X 5. Тогда
сквозное отображение

D? X S? X r-CAS,)"1 X Т = Gm X Т

и будет искомым накрытием.
В силу предложения 10 классификация полупростых /(-групп

сводится к односвязным. Из теоремы 6 вытекает, что односвяз-
ная /(-группа является прямым произведением односвязных
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iC-простых групп (т. е. групп, не содержащих собственных связ-
ных /(-определенных нормальных делителей), причем любая од-
носвязная /(-простая группа имеет вид RL/K(G), где G— абсо-
лютно простая /.-определенная группа. Поэтому достаточно рас-
смотреть вопрос о /(-формах абсолютно простых односвязных
групп.

Пусть G — простая односвязная /(-разложимая группа дан-
ного типа, G=G/Z(G)— соответствующая присоединенная
группа. Отождествим G-^ группой Int^G внутренних автомор-
физмов группы G. Тогда полная группа автоморфизмов Aut̂ - G
является определенным над/(полупрямым произведением группы
Sym(R) симметрии диаграммы Дынкина системы корней R
группы G и группы G-£ (см. п. 13 § 2.1), причем группа Галуа
$ = Ga\(R/K) действует на Sym{R) тривиально. Таким обра-
зом, имеем точную расщепляющуюся последовательность
JC-групп

% ^ > l . (7)

Из (7) получаем точную когомологическую последовательность

Я1 (К, G) - Я1 (К, Aut^ G) ф Я1 (К, Sym (R)).

Поскольку Sym(R)= Sym(R) к, то коцикл а на 9 со значениями
в Sym(i?) — это просто непрерывный гомоморфизм ¥?-+Sym(R),
и Я 1 (К, Sym(R)) есть множество классов сопряженности таких
гомоморфизмов. Как известно, "ф (Sym (R)) с: Aut̂ - G состоит из
автоморфизмов, оставляющих инвариантными максимальный
/(-разложимый тор Т с G и содержащую его борелевскую /(-под-
группу В с С Поэтому для любого а е Я1 (К, Sym(R)) /(-фор-
ма группы, отвечающая коциклу р (а) е Я1 (/(, Aut^-G), обладает
/(-определенной подгруппой Бореля, т. е. является квазираз-
ложимой над К. Таким образом, для любого а^Н](К, S>ym(R))
слой а~1(а) содержит квазиразложимую над К группу aG, ко-
торая при этом определена однозначно с точностью до /(-изо-
морфизма. Говорят также, что слой а™1 (а) состоит из групп
одного и того же внутреннего типа. Это связано с тем обстоя-
тельством, что слой а."1 (а) совпадает с образом отображения

Я 1 (К, aG) -»> Я1 (К, Aut (aG)) ^ H\(K, Aut^ G), где последний
изоморфизм есть «сдвиг» на (3 (а) (см. п. 2 § 1.3), так что
группы одного и того же внутреннего типа получаются из со-
ответствующей квазиразложимой группы путем скручивания
при помощи элемента из H1(K,Ga), т. е. при помощи внутрен-
них автоморфизмов. Слой а над тривиальным коциклом
в Я1 (К, Sym(R)) состоит из так называемых внутренних форм
группы G, причем легко видеть, что определение в точности
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совпадает с определением внутренних форм из предыдущего
параграфа. Внутренние формы и только они получаются из G
путем скручивания при помощи элементов из Я'(/(, G). Исполь-
зуя эти результаты, мы в следующем параграфе получим яв-
ную классификацию групп классических типов.

§ 2.3. Классические группы

Цель этого параграфа — ввести алгебраические группы,
группы рациональных точек которых совпадают с так называе-
мыми классическими группами над телами, к числу которых
относят специальную линейную группу, симплектическую, спе-
циальную ортогональную и специальную унитарную группы.
Оказывается, что эти группы (за малыми исключениями) яв-
ляются простыми алгебраическими группами и относятся к клас-
сическим типам Ап, Bn, Сп и Dn. Замечательно, что справедлив
и обратный результат: практически любая группа классиче-
ского типа (за исключением лишь групп типов 3Z)4

 и 6D^ в обо-
значениях Титса [2]) с точностью до изогении совпадает с
одной из упомянутых классических групп. Этот результат, при-
надлежащий А. Вейлю [3], к сожалению, до сих пор не изла-
гался в монографической литературе (исключение составляют
лишь записи лекций М. Кнезера [12]). Поэтому мы даем прак-
тически полные доказательства приводимых результатов. Рас-
суждения базируются на классификации /(-форм при помощи
когомологий Галуа и понятии скручивания.

1. Специальная линейная группа. Пусть D — некоторое ко-
нечномерное центральное тело индекса d над полем К, п~^\.
Тогда алгебра А = Mn(D) является простой и определен гомо-
морфизм приведенной нормы NrcU/к: А*-+К* (см. § 1.4, п. 1).
Положим SLn(D) = {x e A*\NrdA/K(x)= 1} и покажем, что эта
группа является группой /(-точек алгебраической группы G, ко-
торую мы будем обозначать SLn(D). Пусть р: Z) —>• Af<я (/() — ре-
гулярное представление тела D*). Образ p(D), будучи линей-
ным подпространством в Ма*(К), выделяется некоторой си-
стемой

fk(xtl) = 0, i, / = 1 , . . . , d2; k=l, . . . . /,

линейных уравнений относительно элементов хц матрицы х =
= (хц) с коэффициентами из К. Используя стандартное отож-
дествление МП(Р (К) ^ Мп (Md' (К)), обозначим через А подмно-
жество в Mnd2 (К), состоящее из таких х = (*"?) (i, / = 1 d2;
а, Р = 1, . . . , п), что

= о д л я в с е х а, 0 = 1, ...,п; k=\,...,l. (1)

*) При котором элементу Х Е Д отвечает матричная запись К-линейного
преобразования у\—>ху тела D, рассматриваемого как ^2-мерное векторное
пространство над К в некотором фиксированном ^(-базисе.
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Легко видеть, что р задает отождествление А и А. Далее, из-
вестно (см. § 1.4, п. 1), что приведенная норма элемента х^А
выражается в виде полинома с коэффициентами из К от коор-
динат х в некотором (эквивалентно, в произвольном) базисе
А/К. Отсюда следует существование такого полинома ( ? )
над К, что

Р)) = g (р (х^)) (а, р = 1, . . ., л).

Тогда очевидно, что множество матриц х = (*"?) е Mnd2 (К),
удовлетворяющих (1) и уравнению

g(*?f )=l, (2)

•естественным образом отождествляется с SLn(D). Возьмем в ка-
честве группы G = SLn(D) множество решений уравнений (1),
(2) в Mnd> (Q). Тогда G будет /(-определенной алгебраической
группой, множество /(-точек которой совпадает с SLn(D). При
этом, используя изоморфизмы Z) <8>/( fi ~ Md(Q), A®KQ~
~Mnd(Q), легко построить fi-изоморфизм G ~ SLnd(Q), откуда
-следует, что G является простой односвязной /(-группой типа
And—i.

Предложение 12. Для группы G = SLn(D) имеем rang/c G =
= п—1. В частности, группа H=SLi(D) является К-анизо-
тропной.

Доказательство. Обозначим через Т множество матриц
JC = (x?j?) e G таких, что л:?Р = 0, если а Ф р, и ха& =
= (*??)£ / = 1 d2 — скалярная матрица, если а = р. Легко видеть,
что Г является /(-разложимым тором в G размерности п— 1.
При этом централизатор Za{T) состоит из матриц x = ( ^ ) e G
таких, что х^ = 0 для а Ф р. Отсюда следует, что группа
Л " = Я Х ••• X Н, где Я = SLi(D), естественным образом
вкладывается в Za(T) и ограничение на Я" факторморфизма
ZG(T)-+ZG(T)/T является изогенией. Поэтому достаточно уста-
новить /(-анизотропность Я. Но любой максимальный /(-опре-
деленный тор в Я имеет вид R^K (Gm), где L c f l — некоторое
максимальное подполе, и поэтому /(-анизотропен (см. § 2.1,
п. 7). Предложение доказано.

Вычислим теперь когомологии группы G = SLn{D). Для
этого рассмотрим вначале алгебраическую группу Я = GLn(D),
которая определяется как подгруппа группы GLn^(Q), высекае-
мая уравнениями (1). Тогда Я имеет в качестве группы /(-то-
чек группу GLn(D) обратимых элементов алгебры А = Mn(D)
и над Q изоморфна группе GLnd(Q-). Аналогично лемме 2 дока-
зывается

Лемма 8. Я1 (К, GLn(D))= 1 для любого п ^ 1. •
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Теперь когомологии G вычисляются при помощи точной по-
следовательности

l-G-tf-^G m - l , (3)

где ф индуцировано приведенной нормой NrcU/к. Последова-
тельности (3) отвечает точная когомологическая последователь-
ность

GLn (D) U- Г -> Я 1 (К, G) — Я 1 (К, Я) = 1,

из которой получается
Лемма 9. Я1 (К, SLn (D)) ~ K'/NrdA/K (GLn (D)) = K*/NruD,K D\
2. Симплектическая и ортогональная группы. Пусть f(x,y) —

невырожденная знакопеременная (соответственно, симметриче-
ская) билинейная форма на я-мерном векторном пространстве
V'= Кп над полем К, char/(=^= 2 (за определениями и основными
свойствами билинейных и полуторалинейных форм мы отсылаем
читателя к одной из следующих книг: Бурбаки [1], Дьедонне
[2], Артин [1]). Отметим, что если f—невырожденная знако-
переменная форма, то необходимо п = 2т—четное число.
Группа автоморфизмов формы f, т. е. таких линейных преоб-
разований a: V-*-V, что

f (о (х), о (y)) = f (x, у) д л я в с е х x , y < = V ,

в случае знакопеременной формы f называется симплектическои
группой и обозначается Sp2,n(f), а в случае симметрической
формы f—ортогональной группой и обозначается On(f).
(В силу известной биекции между симметрическими билиней-
ными и квадратичными формами обычно ортогональную группу
связывают не с симметрической билинейной, а с соответствую-
щей квадратичной формой, и в этом случае пишут f(x) вместо
f(x,x)). Определитель преобразования из Sp^mif) всегда равен
единице, а преобразования из On(f) равен ± 1 , так что SOn(f) =
= {ст е On(f) | det a = 1} является подгруппой индекса 2 в On(f)-

Пусть еи ..-, еп — некоторый базис пространства V, F =
= (f(e,-, £/))—матрица формы f. Тогда, записывая преобразо-
вания в базисе еи • • •, еп, будем иметь

= F}, причем *F = -F,

= ,F}, причем *F = F, (4)

где ' обозначает операцию транспонирования матриц. Обозна-
чим теперь через Sp2m(F), On(F) и SOn(F) множество матриц
g e GLn(Q), удовлетворяющих соответствующим условиям в
(4). Тогда каждое из этих множеств является /(-определенной
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алгебраической группой, группа /(-точек которой совпадает с со-
ответствующей группой Spn(F), On(F) или SOn(F). (Иногда, до-
пуская некоторую вольность в обозначениях, мы будем писать,
например, On(f) вместо On(F).)

При замене базиса е\, . . . , еп на другой базис е\, ..., е'п
матрица F меняется на эквивалентную матрицу F'^'xFx, где
л:—матрица перехода, a Sp2m(F') = xSp2m{F)x~x и т. д. С дру-
гой стороны, известно (см. Бурбаки [1]), что любая невырож-
денная кососимметрическая матрица F е М2т(К) эквивалентна
над К стандартной кососимметрической матрице

так что имеет место /(-определенный изоморфизм Sp2m(F)~
~ Sp2m (J). Положим Т = {t = diag (a, am, p,, . . . , pm) <=
е GL2m(Q) |а,-р,- = 1, i = 1, . . ., пг). Легко видеть, что Т является
ТС-разложимым тором в G = Sp2m(J), причем непосредственное
вычисление показывает, что ZG(T)= Т. Тем самым группа G
является /(-разложимой, Т—ее максимальным /(-разложимым
тором. Проводя аналогично рассуждениям в книге Бурбаки [4]
анализ системы корней R = R(T, G), получаем, что R является
простой системой типа Ст. Кроме того, используя критерий од-
носвязности (см. утверждение 3) теоремы 6), можно показать,
что группа G односвязна. Таким образом, получено

Предложение 13. Пусть G =Sp2m(F) (m ^ 1), где F — не-
вырожденная кососимметрическая матрица. Тогда G является
К-разложимой группой типа Ст.

Аналогично, над К любая невырожденная симметрическая
матрица эквивалентна одной из матриц

либо

п = 2т + 1.
о !

0

Тогда r = {̂  = diag(a, ат, Р,, . . . . Рт)|а,.р4 = 1, i= 1 т)
(соответственно, Т = {t = diag (а,, . . . , am, p,, . . . , pm, 1)|а,р,- =
= 1, / = 1 пг}), является максимальным тором в G =
= SOniQt) (соответственно, G = SOn(Q2)) и соответствующая
система корней R = R(T, G) имеет тип Dm(m^2) в первом
случае и тип Bm(m^ 1) во втором (группа G = SO2(Qi) яв-
ляется одномерным тором), см. Бурбаки [4]. Таким образом,
при л ;>: 3 группа G = SOn(F) является полупростой (в
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действительности простой, за исключением случая п = 4, когда
D2 = Ai + Ax) группой типа Bn-i_ (n нечетно), либо Dn

•2 Т

(п четно). Группа G неодносвязна; ее универсальной /(-опреде-
ленной накрывающей является так называемая спинорная
группа G = Spinn(F), конструируемая при помощи алгебр
Клиффорда (см. Бурбаки [1], Дьедонне [2]). Ядро Ф = Кегя
универсального /(-определенного накрытия я: O-^G имеет по-
рядок 2 и состоит из {±1} в смысле соответствующей алгебры
Клиффорда. Отсюда следует, что при / г=; п имеет место комму-
тативная диаграмма универсальных накрытий

Spinn - SOn

Т t
Spim -• SOt

причем вертикальные стрелки являются вложениями.
Предложение 14. Пусть G = SOn(F) (п ^ 3), где F — невы-

рожденная симметрическая матрица. Тогда G является неодно-
связной полупростой К-группой типа В „_i , если п нечетно,

и типа Dn, если п четно. При этом rang^ G совпадает с индек-
~2~

сом Витта соответствующей квадратичной формы f. В частно-
сти, группа G является К-анизотропной в том и только том
случае, если анизотропна форма f.

Нам осталось доказать лишь утверждение о /(-ранге группы
G. Для этого напомним, что индексом Витта формы / назы-
вается размерность максимального вполне изотропного подпро-
странства W с: V = Кп (т. е. такого подпространства, что /(л:)=0
для всех х е W). Положим Z = dimlF. Тогда форма / эквива-
лентна над К форме вида xxxi+x + . . . + xtx2i + f0 (x2i + u • • •, xn),
где /о—некоторая /(-анизотропная форма, поэтому можно без
ограничения общности считать, что сама форма / имеет такой
вид. nycTbr = {f = diag( a i , . . . , a , , p, р,) е GLn (К) \а£{ = 1
для г = 1, . . . , /} — /-мерный разложимый тор. Легко видеть,
что Т с SOn(f), и прямое вычисление показывает, что Za(T)~
~ Т X SOn_2i (/0). Поэтому достаточно установить/(-анизотроп-
ность группы Н = SOn_2i (/о)- Но если S с: Н — нетривиальный
/(-разложимый тор, то существует ненулевой вектор v, е Кп~21,
являющийся собственным для S с ненулевым характером %.
Тогда для любого S E S имеем fo(v) = fo(sv) = fo(%(s)v) =
= %(s)2fo(v), откуда fo(v) = O, что противоречит /(-анизотроп-
ности /о- Предложение 14 полностью доказано.

3. Унитарные группы. Вначале несколько слов об алгебрах
с инволюциями. Пусть А — конечномерная (ассоциативная) ал-
гебра над полем К, L=Z(A) — центр А. Инволюцией т ал-
гебры А называется произвольный /(-антиавтоморфизм т: А-^А
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порядка 2. Говорят, что т является инволюцией первого рода,
если ее ограничение на центр тривиально, и инволюцией вто-
рого рода в противном случае. Алгебра А с инволюцией т бу-
дет обозначаться (А,х).

Приведем некоторые п р и м е р ы инволюций:
1) А = Мп(К), т (х) = *х — операция транспонирования

матриц.
2) А = Мп(К), х (х) = fxJ~\ где / задается соотношением (5).
3) А = АХ®А2, А, = Ма(Ю, т(*. */) = ('*/, ' *) .
Наша цель — показать, что любая инволюция на простой

алгебре при расширении поля до алгебраически замкнутого пе-
реходит в одну из указанных инволюций 1)—3). Итак, пусть
(А, т)—произвольная простая /(-алгебра с инволюцией. Тогда
ее центр L является полем. Всюду в дальнейшем мы будем счи-
тать, что К совпадает с подполем Lx т-инвариантных элементов
центра.

Пусть а — другая инволюция алгебры Л, такая, что T | L = (T|L.
Тогда ф = ах~1 является автоморфизмом алгебры А, тривиально
действующим на центре, так что по теореме Сколема — Нётер
cp = Intg для подходящего g ^ А*. В этом случае а(х) =
= gt(x)g~\ х е Л , ииз условия a2 = id получаем, что gx(g)~x^
e i . Если теперь предположить, что т — инволюция первого
рода, т. е. L = К, то отсюда моментально получаем, что x(g) =
= ±:g. Если же т — инволюция второго рода, то поскольку
NL/K(gx(g)~l) = gx(g)~lx(gx(g)~l) = 1, в силу теоремы 90 Гиль-
берта найдется a e L со свойством gx(g)~l = ах(а)~1. Тогда,
заменяя g иа ga~\ можно считать, что x(g) = g. Таким обра-
зом, получена

Лемма 10. Пусть х и о — две инволюции простой алгебры
А, ограничения которых на центр А совпадают (так называе-
мые центроинвариантные инволюции). Тогда для подходящего
g^A*

a(x) = gx(x)g-\ x^A, (6)

причем x(g)= ±g в случае инволюций первого рода и x(g) = g
в случае инволюций второго рода. Обратно, для любой инво-
люции х и любого g e А* с описанными свойствами отображе-
ние а, задаваемое (6), будет инволюцией А.

Пусть теперь (А,х) — некоторая простая /С-алгебра с инво-
люцией. Если х—инволюция первого рода, то К совпадает

— Ф -
с центром А, и поэтому А ®я К ^ Мп(К). Покажем, что изо-
морфизм ф здесь можно выбрать таким образом, что Я-линей-
ное продолжение т (которое мы будем обозначать той же бук-
вой) перейдет в одну из инволюций пунктов 1), 2).

Пусть a—инволюция транспонирования матриц, v = qmp~I.
Применяя к инволюциям а и v лемму, получим существование
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такого элемента F <= GLn(R), что ' F = ± F _ H v(x) =
Далее, существует такая матрица В е GLn{R), что F = B(B,
если F — симметрическая, и F=fBJB, если F—кососимметри-
ческая. Тогда прямое вычисление показывает, что изоморфизм
•ф: / l®/( i(~M n (J() , -ф = I n t B " 1 °qp обладает требуемым свой-
ством.

Если т — инволюция второго рода, то \L\ К]~2, так что

А ® к К = (A ®KL)®LK~Mn{K)®Mn(R). Здесь алгебра А®КК
является не простой, а полупростой, однако доказательство лем-
мы 10 проходит без каких-либо изменений. Рассуждая как и
выше, мы построим такой изоморфизм -ф: А <g> к К ^>-Мп (К) (±)
ф Мп (К), при котором инволюция т переходит в инволюцию,
описанную в пункте 3).

Пусть теперь f(x,y)—невырожденная эрмитова или косоэр-
митова полуторалинейная форма на m-мерном векторном про-
странстве V = Dm над телом D, снабженным инволюцией т,
L — центр D, и K = LX—поле т-инвариантных элементов. Груп-
па автоморфизмов формы / называется унитарной группой и
обозначается через Um(D,f), а ее подгруппа, состоящая из ав-
томорфизмов с приведенной нормой 1, — специальной унитарной
группой SUm(D,f). Пусть еи ..., ет—некоторый базис про-
странства V, F = (/(<?;,<?/))—матрица формы /. Тогда в базисе
еи . . . , ет

Um (D, f) = {g*= GLm (D) | 'gFg = F), причем 'F = ±F,

SUm (D, /) = { g e Um (D, f) | NrdM m w)H (g) = 1},

где *g = {x{g^a)), если g = {garb) (отметим, что * является ин-
волюцией алгебры A = Mn(D) того же рода, что и т). Чтобы
реализовать группы Um(D,f) и SUm(D,f) как группы /С-ра-
циональных точек некоторых алгебраических групп, следует,
как и в п. 1, рассмотреть регулярное представление р: D—*•
->Min'(K) тела D над К (п — индекс D, / = [L:7(]) и соответ-
ствующие уравнения вида (1), определяющие D как подпро-
странство в Mini (К). Пусть, далее, т: Mw (K)-> Мы* (К)—ли-
нейный автоморфизм, продолжающий инволюцию ртр~' на p(D),
и ф = (р(рР)) — отвечающая F = (fa$) матрица из Mimn2(K)-
Тогда образ Um(D,f) в Mimn'(K) при гомоморфизме, индуцируе-
мом р, состоит из матриц

8 = Ш) (о. Р = 1 - •••' т> '> / = 1 1п*)>
удовлетворяющих (1) и уравнению

Соответственно образ SUm(D,f) задается уравнениями (1), (7)
и уравнением вида (2). Рассмотрев решения этих уравнений
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в К, мы получим соответствующие Доопределенные алгебраиче-
ские группы Um(D,f) и SUm(D,f).

Чтобы исследовать структуру этих групп, положим а(х) =
= F~l*xF. Тогда, в силу леммы 10, а является инволюцией на
матричной алгебре А = Mm(D), причем Um(D,f) = {g e
f=GLm(D)\o(g)g = Em},SUm(D, f) = {g^Um(D,f)\NvdA/L(g) =
= 1}. Выше мы показали, что в случае, когда т—инволюция
первого рода, можно выбрать изоморфизм А ® к К ^ Мтп (К)
таким образом, что а перейдет в одну из инволюций v, указан-
ных в 1) или 2). Тогда соответственно группы Vm(D, f) =

= {g^(A<8>KK)t\a(g)g = Em) и SVm(D, f) = {g mUm(D, _/) I
NrdA®KK/ir(g)= Ц перейдут в группы G ={g e= GLmn(K) \

v(g)g = Emn} и H ={g eiSLmn(K)\v(g)g=Emn}, которые есть
не что иное, как ортогональная и специальная ортогональная
группы, если v описывается как в п. 1 (так называемая инво-
люция первого типа), и которые совпадают с симплектической
группой, если v описывается как в п. 2 (инволюция второго
типа). Отметим, что существует инвариантное описание инво-
люций первого и второго типа: % относится к первому (соответ-
ственно второму) типу, если dim^ D1 = п

 2 Г соответствен-
но dim^ Dx = ~^Ы— )• При этом v относится к тому же

типу, что и т, если матрица F эрмитова, и к противоположному
типу, если она косоэрмитова.

Пусть теперь т — инволюция второго рода. Тогда можно вы-
брать изоморфизм А ®/с К ^ Мтп (К) © Мтп (К) таким образом,
что т перейдет в инволюцию v, указанную в п. 3. При этом
группы Um(D,f) и SUm(D,f) перейдут соответственно в группы

G = {(X, Y) e GLmn (К) X GLmn (К) I (X, Y) (lY, *Х) = ( £ „ , Етп)},

Н = {(X, Y) e SLmn (К) X SLmn (К) | (X, Y) (*Y, *Х) = {Ета, Етп)}.

Отсюда видно, что G={(X, *Х~1) | X^GLmn (Щ, Н={(Х, *Х~') \

mSLjnniK)}, так что группы Um(D, /), SUm(D, f) изоморфны
над К группам GLmn (К) и SLmn (К) соответственно.

Предложение 15. Пусть G = 5f/m(D,/), где D — тело ин-
декса п с инволюцией т, / — невырожденная эрмитова либо ко-
соэрмитова форма. Тогда над полем К

1) G ~ Spmn, т. е. является простой односвязной группой
типа С шп, если т — инволюция первого рода первого типа,

2

а форма f косоэрмитова, либо х — инволюция первого рода вто-
рого типа, а форма f эрмитова;
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2) G ~ SO
mn
, т. е. является полупростой неодносвязной

группой типа В
 тп
-\ или D^^ (отметим, что тип В реали-

2 2

зуется лишь в случае п = \, т. е. D = /(), если т — инволюция
первого рода первого типа, а форма f эрмитова, либо т — ин-
волюция первого рода второго типа, а форма j косоэрмитова;

3) G ^ SLmn, т. е. является простой односвязной группой
типа Атп-и если т—инволюция второго рода.

При этом rangK G совпадает с индексом Витта формы /,
т. е. размерностью максимального вполне изотропного подпро-
странства в Dm.

Отметим, что рассмотренные в п. 2 группы SOn(F) и
Sp2m{F) можно трактовать как унитарные группы относительно
тождественной инволюции тела D = К. Кроме того, когомоло-
гии унитарных групп вычисляются точно так же, как в пред-
ложении 6 вычислялись когомологии ортогональной группы.
А именно, используя вместо леммы 2 лемму 8, мы приходим
к следующему результату:

Предложение 16. Элементы множества Н1 (К, Um(D,f)) биек-
тивно соответствуют классам эквивалентности m-мерных невы-
рожденных форм над D того же типа, что и f. При этом классы
собственной эквивалентности (т. е. эквивалентности относи-
тельно группы SLm(D)) таких форм, имеющих тот же дискри-
минант, что и f, биективно соответствуют элементам из

Kerf//1 (К, SUm(D, /)))->Ю (К, SLm(D)).

Вместо того чтобы давать доказательство предложения 16
в духе предложений 6—8, укажем на то обстоятельство, что все
эти утверждения вытекают из следующего общего принципа,
обоснование которого получается из точной последовательности
(6) в п. 2 § 1.3: если X — однородное /(-определенное простран-
ство алгебраической /(-группы G (т. е. задано транзитивное
/(-определенное действие GXX-^X), x^XK—некоторая точ-
ка и H=G(x)—ее стабилизатор (так что X можно отожде-
ствить с G/H), то орбиты группы GK на Хк взаимно однозначно
соответствуют элементам из Ker (#'(/(, H)~*-Hl(K, G)).

4. Группы классических типов. Наша цель — установить
обращение предложения 15, а именно, показать, что любая про-
стая /(-группа классического типа, кроме 3 D 4 и 6D 4, с точностью
до изогении есть либо группа SLm(D), либо одна из унитарных
(в частности, симплектических или ортогональных) групп.

Разберем вначале внутренние формы типа Лл-ь Мы знаем,
что односвязные группы этого типа получаются из G = SLn_ny-
тем скручивания при помощи коциклов из НЦК, G), где G =
= PSLn. Но группа G является в то же время группой авто-
морфизмов полной матричной алгебры Мп и для любого ко-
цикла а = { а а } е Hl{K, G) можно рассмотреть скрученную ал-
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гебру А = аМп. Пусть B=AGaI(KIK) — множество неподвижных
точек. Тогда В ®К7( ~М п (К), откуда следует, что алгебра В
является простой и поэтому имеет вид В = Mm(D) для неко-
торого центрального тела над К индекса d, причем md = п.
Как и при определении специальной линейной группы, рассмот-
рим регулярное представление р: D -> Md:{K) и соответствующее
представление г|з: B-+Mmd2(K). Имеем цепочку изоморфизмов

Мп (К) ~ В ® КК ~ я|> (В) ® я К.

Тогда, поскольку изоморфизм т|з определен над /С, имеем
(г1>ф)~'('11;ф)а = ф- !Фа = аа. С другой стороны, поскольку, по оп-
ределению, NrdB/K(b)= det(qp-'(6)) для 6 е В, то ограничение
г|)ф на SLn(K) индуцирует изоморфизм SLn(R) и группы
SLm(D), построенной в п. 1. Таким образом, получено

Предложение 17. Односвязными группами, относящимися
к внутренним формам типа Ап-и являются группы SLm(D), где
D — центральное тело индекса d над К и п = md.

Займемся теперь внешними формами типа Л„_ь Эти формы
получаются из G=SLn скручиванием при помощи коцикла а =
= {аа} из Н1 {К, AutG), не лежащего в Hl(K,G) и, следова-
тельно, имеющего нетривиальную проекцию в Hl(K,SymR).
Для системы корней R типа Ап-\.(п > 1) группа Sym R имеет
порядок 2, причем соответствие ai—*.—а, а е R, доставляет ав-
томорфизм R, не лежащий в группе Вейля W(R). Отсюда сле-
дует, что группа Aut G порождается G и автоморфизмом вто-
рого порядка ХУ-**Х~1. Как и выше, реализуем элементы Aut G
в качестве автоморфизмов некоторой алгебры. Рассмотрим ал-
гебру А = Mn{R)® Мп{К) с инволюцией т: х(Х,У) = (*У,*Х) и
вложение GLn~^A, задаваемое формулой Х~*-(Х,*Х-1). Мы ви-
дели, что таким образом GLn отождествляется с группой U =
= {Z e А | Z T ( Z ) = Е); обозначим также через SU образ SLn

при этом вложении. Покажем, что группа Aut G естественным
образом отождествляется с группой тех автоморфизмов ал-
гебры А, которые коммутируют с инволюцией т. Из теоремы Ско-
лема — Нётер вытекает, что группа автоморфизмов А порож-
дается внутренними автоморфизмами и автоморфизмом (X, Y)-*-
->-(Y,X), который, очевидно, перестановочен с т. С другой сто-
роны, если внутренний автоморфизм перестановочен с т, то легко
показать, что он индуцируется элементом из SU. Отсюда сле-
дует, что ограничение этих автоморфизмов на SU индуцирует
все автоморфизмы группы SU, которую мы отождествляем с G,
причем автоморфизм А определяется своим ограничением
на SU однозначно.

Пусть -теперь а = \аа} е Н1 [К, Aut^-G) — произвольный ко-

цикл, не лежащий в Н1 (К, G). Рассмотрим а как коцикл
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в #'(7(, Aut̂ -Л) и построим скрученную алгебру В = аА. По-
скольку элементы аа перестановочны с инволюцией т, алгебра В
обладает инволюцией v, перестановочной с действием

Ga\ (KJK). Положим c = BaaHKIK\ тогда ограничение v на С
индуцирует инволюцию 6 алгебры С и существует изоморфизм
алгебр с инволюциями

(А, т )=£(С®Я, 9).

Выясним структуру алгебры С. Поскольку С ® К ^ Мп (К) ф
®Мп(К), алгебра С может быть либо прямой суммой двух
простых центральных алгебр над К, либо простой центральной
алгеброй над некоторым квадратичным расширением L поля К.
Покажем, что в нашей ситуации реализуется вторая возмож-
ность. Действительно, Z (С) =а (К <3)/()аа1(*//0. По условию ко-
цикл в Я1 (/С, Sym^?), являющийся образом а, нетривиален,
т. е. является нетривиальным гомоморфизмом Ga\(L/K) =
= Ga\(K/K)/Ga\(R/L) в Sym R для некоторого квадратичного
расширения L/K- Тогда легко видеть, что действие Gal (/C//C) на
О ( Я Ф Я ) совпадает с действием Ga\(R/K) на L ® R через вто-
рой сомножитель, откуда Z(C)= L. При этом, поскольку т дей-
ствует на R(BR перестановкой слагаемых, ограничение 6 на L
нетривиально. Таким образом, С является простой алгеброй над
L с инволюцией 6 второго рода.

Далее, известно (см. Алберт [1]), что С = Mm(D) для не-
которой алгебры с делением D над L индекса d(md = п), наде-
ленной такой инволюцией второго рода б, что ограничения 6 и б
на L совпадают. Тогда, в силу леммы 10, 6 ( х ) = F*xF~l, i e
^Mn(D), где *(xij) = (8(xji)) и *F = F. Рассмотрим эрмитову
форму / на пространстве V = Dm, имеющую в каноническом
базисе ей . . . , еп матрицу F. Утверждается, что aG = SUm(D,f).
Для этого рассмотрим регулярное представление р: D-+M2d2(K)
над К и соответствующее представление ty: C-+ M2md'(K)- Имеем
цепочку изоморфизмов

(А, т)=£(С ®КК, 6 ) ^ ( ^ ( С ) ®К, фоЭо,!)-1).

Тогда (1|5ф)-1(1|зф)а = ао, ибо ф определен над К- При этом ком-
позиция т|зф и указанное выше вложение G->-A задают Я-опре-
деленный изоморфизм G ~SUm(D,f). Мы получили

Предложение 18. Односвязными К-группами, относящимися
к внешним формам типа 2Ап-и являются группы SUm(D,f), где
D — тело индекса d, наделенное инволюцией второго рода т,
причем К совпадает с полем %-инвариантных элементов центра
D, f — невырожденная пг-мерная эрмитова форма и n d
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Перейдем теперь к описанию /(-форм типа С„. Разложимой
односвязной группой этого типа является группа G = Sp2n(R) =
= { Х е GL2n(K) | *XJX = J}, где / определяется соотношением
(5). Рассмотрим инволюцию т алгебры А = М2п(К), определен-
ную формулой т(Х) = J~ltXJ. (Эта инволюция является инво-
люцией первого рода второго типа.) Любой автоморфизм груп-
пы G является внутренним (см. теорему 8), так что любая
форма группы G получается из G скручиванием при помощи
коцикла n = { d j } e № ( J ( , G ) . Ясно, что ав можно рассматривать
как автоморфизм алгебры А, перестановочный с действием ин-
волюции т. Тогда, как и выше, заключаем, что скрученная ал-
гебра В = аА обладает инволюцией v, перестановочной с дей-
ствием группы Галуа Gal (К/К) и поэтому ограничение v на ал-
гебру неподвижных точек c = £GaI(K/K) индуцирует инволюцию
G последней. Имеем изоморфизм алгебр с инволюциями

(А, т) ~ (С ® к К, 6).

Алгебра С проста над К, так что С = Mm(D) для некоторого
центрального тела индекса d над К, md=2n, обладающего
инволюцией первого рода (см. Алберт [1]). Отметим, что по-
следний факт легко следует из следующего критерия: алгебра
Е над К обладает инволюцией первого рода в том и только том
случае, если она изоморфна противоположной алгебре Е°, в ча-
стности, простая алгебра обладает инволюцией первого рода
тогда и только тогда, когда она представляет элемент порядка
2 в группе Брауэра. В нашей ситуации С обладает инволюцией
первого рода, следовательно С, а вместе с ней и D, представ-
ляют элемент порядка 2 в группе Брауэра; но тогда D обла-
дает инволюцией б первого рода. По желанию, мы можем счи-
тать инволюцию б инволюцией первого или второго типа
(в самом деле, если б имеет, скажем, первый тип, то инволю-
ция б', определяемая формулой 8'(х) = сЬ(х)с~1, где с — произ-
вольный кососимметрический относительно б обратимый эле-
мент, относится ко второму типу; при этом соответствие xt—>cx
определяет биекцию между б-симметрическими и б'-кососиммет-
рическими элементами в D). Из леммы 10 тогда получаем, что
Q(x) = F*xF-1, где *(хц) = (Ь(хц)), *F = —F, если инволюция
б — первого типа, и *F = F, если инволюция б — второго типа.
Вводя теперь соответственно косоэрмитову, либо эрмитову
форму f на пространстве V = Dm с матрицей F и рассуждая,
как и выше, мы получим, что aG = SUm(D,f). Таким образом,
справедливо

Предложение 19. Односвязными К-формами типа Сп яв-
ляются группы SUm(D,f), где D — центральное тело индекса d
над К, наделенное инволюцией первого рода т, а невырожденная
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форма f эрмитова, если х имеет второй тип, и косоэрмитова,
если т имеет первый тип, 2п = md.

Наконец, рассмотрим /(-формы типов Вп и Dn, отличные от
3 D 4 и 6D 4 . Односвязной /(-разложимой группой здесь является
спинорная группа G = Spinm(f), где /—квадратичная форма
максимального индекса Витта над К (ее матрица F совпадает
с одной из матриц Q b Q2 в (6), в зависимости от того, является
число m четным или нечетным). Нам, однако, будет удобнее
работать с соответствующей ортогональной группой G = *SOm(f).
Обозначим через л: G -*- G соответствующее универсальное на-
крытие. Выясним взаимоотношения между группами Aut G и
Aut G. Известно (см. § 2.1, теорема 8), что Aut G
отождествляется с подгруппой в Aut G, состоящей из эле-
ментов, оставляющих группу Кег л инвариантной. Если G от-
носится к типу Вп, то Кег л = Z(G), откуда следует, что группы
Aut G и Aut G совпадают. (Это вытекает также из того факта,
что диаграмма Дынкина системы корней типа Вп не имеет не-
тривиальных симметрии, и поэтому все автоморфизмы здесь
внутренние.) Пусть теперь G относится к типу Dn, т. е. m четно.
В этом случае автоморфизм G, индуцируемый сопряжением при
помощи матрицы из Om(f)\SOm(f), является внешним, так что
[Aut G: Int G] ^ 2. С другой стороны, если п ф 4, то соответ-
ствующая диаграмма Дынкина имеет в точности две симметрии,
так что [AutG: IntG] = 2. Таким образом, и в этом случае
Aut G = Aut G, причем все автоморфизмы G индуцируются со-
пряжением при помощи элементов группы Om(f). В оставшемся
случае п = 4 группа симметрии диаграммы Дынкина системы
типа /54 изоморфна симметрической группе 5з- Тогда, исследуя
действие S3 на центре группы G, легко показать, что Aut G изо-
морфна подгруппе индекса 3 в Aut G и все такие подгруппы со-
пряжены в Aut G. При зтом опять все автоморфизмы G инду-
цируются сопряжениями из Om(f).

Из этого обсуждения групп Aut G и Aut G вытекает, что если
тип /(-формы Н группы G отличен от 3 D 4 и 6 D 4 . то она полу-
чается из G скручиванием при помощи коцикла а = (аа)^
е Я1 (К, Aut G). В этом случае Н = nG является универсаль-
ной накрывающей группы aG. Таким образом, достаточно опи-
сать /(-формы группы G. Дословно повторяя рассуждения, ко-
торые применялись нами для описания /(-форм типа Сп, полу-
чим, что группа aG является специальной унитарной группой
SUi{D,f), где D — конечномерное центральное тело индекса d
над К с инволюцией первого рода т, a f — невырожденная
эрмитова либо косоэрмитова форма на пространстве V = D1

в зависимости от того, имеет т соответственно первый тип или
второй, тп = Id. При этом, если мы имеем дело с группами
типа Вп, то, с одной стороны, m должно быть нечетным, с дру-
гой— число d должно быть степенью двойки, ибо D имеет экс-
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поненту 2 в Вг(К). Поэтому < 2 = 1 , т. е. D = К, т = id и f яв-
ляется обычной квадратичной формой.

Предложение 20. 1) Односвязными К-формами типа Вп яв-
ляются спинорные группы невырожденных квадратичных форм
над К степени тп = 2п + 1.

2) Односвязными К-формами типа Dn, отличными от 3 D 4

и 6D 4, являются универсальные накрывающие специальных уни-
тарных групп SUi(D,f), где D — конечномерное центральное
тело индекса d над К с инволюцией первого рода %, а невырож-
денная форма f эрмитова, если т имеет первый тип, и косоэр-
митова, если т имеет второй тип, 2n = ld. {При d=\, т = id
мы получаем спинорные группы Spin^nif) невырожденных
квадратичных форм.)

В случае, когда К является локальным полем либо полем
алгебраических чисел, предыдущие результаты допускают су-
щественное уточнение. Известно (см. Алберт [1]), что над ло-
кальным полем тела с инволюцией второго рода индекса d > 1
отсутствуют. Поэтому здесь односвязные /(-группы типа 2Ап~\
исчерпываются специальными унитарными группами SUn(L,f),
где L — квадратичное расширение К, f—невырожденная форма
на V = Ln, эрмитова относительно нетривиального автомор-
физма а е Ga\(L/K)- В ортогональном базисе е\, . . . , еп про-
странства V форма f запишется в виде

f(xu ..., хп\ уи ..., yn) = alo(x1)yi + .. . +апа(хп)уп,

где коэффициенты а, удовлетворяют условию а(а<)=а<, т. е.
а,еУ(. В частности, полагая для краткости f(x) = f(x,х), бу-
дем иметь

f(xi, ..., xn) = a,NL/K(x,)+ ... +anNLiK(xn).

Далее, известно (см. § 1.4—1.5), что над локальными по-
лями и полями алгебраических чисел экспонента простой ал-
гебры в группе Брауэра совпадает с ее индексом, поэтому тела
с инволюцией первого рода являются телами кватернионов. Лю-
бое тело кватернионов D над К обладает канонической инво-
люцией т, задаваемой в стандартном базисе 1, i, ], k тела D
формулой х(ао + а{1 + а2/ + a3k) = а0 — a\i — a2j — аф. (см.
Пирс [1]). В нашей классификации эта инволюция относится
ко второму типу, причем множество DT симметрических элемен-
тов совпадает с центром К тела D. Отсюда следует, что любая
эрмитова относительно т форма f на пространстве l/ = D m в ор-
тогональном базисе пространства V имеет вид

f (хи . .., хп\ уи . . ., уп) = г (Xi) axyx + . . . + т (*„) апуп. (8)
Коэффициенты а,- здесь удовлетворяют соотношению т(аг)= а<>
откуда at e К. Поэтому

f(xu . . . . Xn) =
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Таким образом, любая односвязная /(-группа типа Сп (где К —
либо локально, либо есть поле алгебраических чисел) является
специальной унитарной группой SUn(D,f), отвечающей форме
f вида (8).

Наконец, односвязные /(-группы типа Dn, не изоморфные
спинорным группам квадратичных форм, являются универсаль-
ными накрывающими специальных унитарных групп SUn(D,f)f

где D — тело кватернионов над К с канонической инволюцией
т, f — невырожденная косоэрмитова форма на D".

Подводя итоги, мы для удобства ссылок выпишем список
простых односвязных алгебраических /(-групп классических ти-
пов для случая, когда К есть либо локальное поле, либо поле
алгебраических чисел. Прежде всего это группы G = SLm(D),
где D — центральное тело над К индекса d, относящиеся к вну-
тренним формам типа Ап, n = md—1. Все остальные группы,
за исключением 3 D 4 и 6D 4, получаются из специальных унитар-
ных групп SUm(D,f). Точнее, любая односвязная /(-группа G
такого типа является универсальной накрывающей некоторой
специальной унитарной группы Н = SUm(D,f), где D — тело ин-
декса d с центром L, снабженное такой инволюцией т, что поле
LT неподвижных относительно т элементов совпадает с К, f—
невырожденная эрмитова либо косоэрмитова относительно т
форма на /л-мерном пространстве W над телом D. В зависи-
мости от D, х и f имеются следующие возможности, при пере-
числении которых мы указываем также некоторое число т0,
которое будет возникать при работе с группами классических
типов:

1) [L:K] = 2, т. е. % — инволюция второго рода, и форма
f — эрмитова. В этом случае G = H является группой типа 2Ап,
где п = ind — 1 (mo = 2).

В остальных случаях L = К, т. е. т — инволюция первого
рода. Тогда тело D либо совпадает с К, либо является телом
кватернионов над К, и тем самым продолжение списка класси-
ческих групп имеет следующий вид:

2) D = K и форма f — симметрическая. Тогда Н является
специальной ортогональной группой SOm(f), a G — спинорной
группой G = Spinm(f), причем эти группы относятся к типу
В m_i при нечетном т и к типу D_m при четном m(mo = 4).

3) D = К и форма f кососимметрическая. Тогда m четно и
G=H совпадает с симплектической группой Spm(f), которая
относится к типу Cm (то = 2).

Т
4) D — тело кватернионов над К, т —его каноническая ин-

волюция и форма f — эрмитова. Тогда G = Н — группа типа
Сп ( т о = 1).
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5) при тех же D, т, что и в п. 4), форма f — косоэрмитова.
Тогда Н являе2ся неодносвязной группой типа Dm, и Н ~
~SO2m(f) над К 1то = 3).

5. Теорема Витта. Сохраним обозначения G, H, f, W, ...,
введенные в конце предыдущего пункта. Группа Н действует
на пространстве W = W ®КК, сохраняя естественное продол-
жение формы f. Эта реализация группы Н индуцирует реали-
зацию группы G, которой мы будем свободно пользоваться без
дополнительных пояснений, называя при этом т степенью
группы G. В дальнейшем нам понадобится так называемая тео-
рема Витта, которая описывает орбиты действия Um(D,f) на
W (относительный вариант) и орбиты G на W (абсолютный ва-
риант).

Теорема 10 (теорема Витта; относительный вариант). Пусть
a, b e W — два ненулевые вектора, такие, что f{a) = f{b).Toeda
существует такой элемент g^ Um(D,f), что b = ga.

Доказательство —см. Бурбаки [1], гл. 9, с. 396—398. Отме-
тим, что в действительности под теоремой Витта понимают
обычно более общее утверждение о том, что любой метрический
изоморфизм a: Ui-*-U2 между двумя подпространствами U\,
U2 a W продолжается до изометрии всего пространства W, т. е.
индуцируется элементом из Um(D,f).

Если исключить пункт 3) в приведенном выше списке из
рассмотрения, то в пространстве W всегда существует ортого-
нальный относительно формы f базис. В частности, всегда суще-
ствует такой вектор H E I F , ЧТО [(а)фО (анизотропный вектор).

Теорема 11 (теорема Витта; абсолютный вариант). Пусть
т^2 и a^W—анизотропный вектор. Тогда для любого
b e W, такого, что /(6) = f(a), найдется g e G со свойством
b = ga.

Доказательство. Достаточно найти h e H со свойством
b = ha. В ситуации п. 2 существование h непосредственно вы-
текает из теоремы 10, примененной к пространству W над по-
лем К, и предположения о том, что m ^ 2. Разберем теперь
случаи, описанные в пунктах 4)—5). Для этого включим а
в ортогональный базис е\ = а, е2, . . . , ет пространства W и
будем в дальнейшем рассматривать координаты относительно
этого базиса. Если f(e?)== dt, то форма / имеет в этом базисе
вид

f(xu ..., xm) = x(xl)dlxi+ . . . +r(xm)dmxm.

Выберем далее кососимметрический элемент с е D* и перей-
дем от инволюции т к инволюции о, задаваемой формулой
o(d)= cx{d)c~l. Тогда а имеет первый _тип, и поэтому можно
выбрать изоморфизм D = D ®# К ^> М2 (К) таким образом, что
инволюция а перейдет в операцию транспонирования матриц.
Легко видеть, что для d^D равенства x(d)~±d и a(cd) =
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равносильны, поэтому элементам cd, отвечают симмет-
рические в случае 5) и кососимметрические в случае 4) мат-
рицы_Д, <= GL 2 (^) . Если b =(Ъи ._,., Ът), причем элементам
bi e D отвечают матрицы £?<• е М2{К), то

4 0 . 6 ! + ••• +tBmDmBm=D1. (9)

Мы знаем, что при изоморфизме Ъ~М2(К) группа Н пе-
рейдет соответственно в Н = SO2m(f) или Н = Sp2m(f), где
матрица формы f имеет вид diag(D b . . . , Dm). Пусть

I I I 12 I
£<• = I (л ,ш I- Тогда из (9) вытекает изометричность отно-

V й2 1 о 2 2 /

сительно формы f подпространства, порожденного первыми
двумя координатными векторами иь и2<^К1т, и подпростран-
ства, порожденного векторами w1 = (b[\\ b{

2\\ ..., b\™\ bffl) и

w2 = (й'у, 6(

2У, . . ., b\™}, b[™}y Поэтому из теоремы Витта для
подпространств вытекает существование такого ft e H, что
ft(ui) = wt (i = 1, 2), или, в матричной записи, h(E2, 0, . . . , 0) =
= (£ь •.., 5 т ) . Последнее означает, что отвечающий h эле-
мент А Е Я обладает свойством ha = b, что и требовалось.

В случае 1) рассуждения аналогичны, но имеют несколько
другой характер. Опять, пусть е{=а, е2, . . . , ет — ортогональ-
ный базис пространства W, причем f(et) = di так, что
!{хь . . . . xm)j=r(x1)d1xi+ .„ +r(xm)dmxm. Выберем изомор-
физм D <8>KK c*.Md.{K)@Md (К) таким образом, чтобы инволю-
ции т отвечала инволюция (X, У)->-('У, *Х) (см. п. 3), которую
мы также будем обозначать через т. Пусть d{ = (Ct,

 tCl),b =
= (bv • • •' bm) и bi = iB\l)' Bf)- Т о г Д а соотношение f{b) = f (a)
может быть записано в виде двух эквивалентных матричных
равенств

'fif )'С,5«) + • • • + *В%*СтВ% = 'СУ

 (

Группе Н при этом отвечает группа Н = {(Х, ГС~{ГХ~{ С)\
X^SLn(K)}, где n = md,_C = diag(CI, . . . . C J и Afn(/C)
отождествляется с Mm(Md (К)). Поэтому нам нужно показать,
что если В{Р, Bf] удовлетворяют (10), то найдется X ^SLn(K)
со свойствами
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Второе уравнение в (11) можно переписать в виде

( 1 2 )

0 )
Первому уравнению в (11) удовлетворяют в точности матрицы

у у
1 2 ' ' ' I m

у V
лт2 ••• лтт .

с произвольными Хц, 1 ̂  I ̂  т, 2 ^ / ^ т. Учитывая (10), по-
лучаем, что такая матрица удовлетворяет (12) в том и только
том случае, если

« = 0, 1 = 2,..., т. (13)

Учитывая, что (13) сводится к т линейным уравнениям на каж-
дый столбец матрицы X, начиная с (т + 1)-го, легко видеть,
что существует решение (13), удовлетворяющее условию

Г:. ) = п-т.

Тогда в силу невырожденности С\ матрица X также будет не-
вырожденной. Более того, используя однородность (13) и усло-
вие m ^ 2, можно добиться, чтобы в действительности X е
е SLn(K). Теорема 11 доказана.

Замечание. Поскольку в ситуации п. 4 списка классических
групп Um(D,f) = SUm(D,f) для всех m ^ 1, утверждение тео-
ремы 11 в этом случае сохраняет силу и при m = 1.

Таким образом, во всех рассматриваемых случаях «сфера»
X(f,a) ={x e W\f(x)= f(a)} является однородным простран-
ством группы G, и поэтому может быть отождествлена с GIG(a),
где G(a)—стабилизатор а. В дальнейшем нам понадобится
информация о стабилизаторах G(a) векторов а е W и стабили-
заторах G{a,b) пар векторов a, b e W.

Предложение 21. Если m ^ то, то для любого анизотроп-
ного вектора a^W стабилизатор G(a) относится к тому же
типу, что и исходная группа G, и является полупростой одно-
связной группой (мы не исключаем случай G(a) = (e)). Следова-
тельно, если т ^ т о + 1 , то аналогичными свойствами обла-
дает стабилизатор произвольной пары векторов G{a,b), порож-
дающих невырожденное двумерное подпространство.

Доказательство. Легко видеть, что для анизотропного а е W
стабилизатор Н(а) совпадает с группой SUm-\(D,g), где g —
ограничение f на ортогональное дополнение к х. С другой сто-
роны, группа G (а) совпадает с прообразом Н(а) при универ-



Ц2 И- АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

сальном накрытии л: G -*- Н. Из проведенного выше исследо-
вания групп классических типов вытекает, что при наших огра-
ничениях на т группа Н(а) полупроста, поэтому остается
проверить, что п\с<ау. G(a)->- Н(а) является универсальным на-
крытием. Это очевидно для групп, указанных в пп. 1),4) приве-
денного в п. 4 списка классических групп, ибо здесь группы Н и
Н(а) односвязны (напомним, что п. 3) мы исключаем из рас-
смотрения). Для оставшихся пп. 2), 4) это следует из согласо-
ванности универсальных накрытий специальных ортогональных
групп для пространства и подпространства, доставляемых со-
ответствующими спинорными группами (см. п. 2). Второе ут-
верждение предложения, касающееся стабилизаторов пар век-
торов, непосредственно вытекает из первого.

§ 2.4. Некоторые результаты из алгебраической геометрии

Большинство многообразий, с которыми мы будем работать,
являются аффинными либо проективными, т. е. бирегулярно
изоморфны замкнутым подмножествам соответственно в л-мер-
ном аффинном пространстве А" либо и-мерном проективном
пространстве Р". Мы предполагаем известными стандартные
понятия алгебраической геометрии вплоть до понятия раз-
мерности (см. Шафаревич [1], Хартсхорн [1], а также гл. АГ
в книге Борель [8]). Некоторые более специальные факты бу-
дут перечислены ниже.

1. Поле определения алгебраического многообразия (Борель
[8], гл. АГ, § 12—14). Пусть К — подполе универсальной об-

ласти Q. Говорят, что замкнутое подмногообразие X с А" опре-
делено над К, если идеал ac=Q[jti, .-., хп], состоящий из мно-
гочленов, обращающихся в нуль на X, порождается пересече-
нием af\K[xu . . . , хп] (здесь xi — стандартная координатная
функция на А"). Регулярное (рациональное) отображение
/: Х-+- У двух /(-определенных подмногообразий X с А", У с= А т

определено над К, если существуют такие полиномы
fi<=K[xu . . - , хп] (соответственно, рациональные функции
f i < = K ( x u . . . , х п ) \ , 1 = 1 , . . . . т , ч т о f(x) = (fi(x), . . .
. . . , fm{x)) для всех х е X. В случае совершенного поля К
известен следующий критерий Галуа для /(-определен-
ности: замкнутое подмногообразие X а А" определено над К
в том и только том случае, если X определено над К и X — Ха

для всех a e Gal (К/К), где Ха определяется идеалом (а |~|
П К[хи . . . , хп] ) ° с К[х\, ..., хп]. Аналогичное утверждение
может быть сформулировано и доказано для произвольных мно-
гообразий и регулярных (рациональных) отображений.

2. Доминантные морфизмы. Морфизм ср: X-*-Y называется
доминантным, если (р(Х) плотно в У в топологии Зарисского.
Для таких морфизмов имей* место



2 4. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ ЦЗ

Теорема 12 (о размерности слоев морфизма). Пусть q>:X-+ Y
доминантный морфизм неприводимых алгебраических многооб-
разий, г = dim X— dim У. Тогда

1) для любой точки i/Gip(X) имеем dimcp-1 (у) ^ г,
2) множество {у ЕЕ Y|dim ф-1 (у) = г) является непустым и

открытым.
Доказательство — см. Шафаревич [1], гл. I, § 6.
3. Касательные пространства. Простые и особые точки

(Шафаревич [1], гл. II). Данные понятия носят локальный ха-
рактер, т. е. не зависят от того, рассматривать ли их относи-
тельно некоторого многообразия X или какой-либо окрестности
данной точки в X. Поэтому можно вместо X рассмотреть аф-
финную окрестность фиксированной точки х <= X и тем самым
считать многообразие X аффинным. Пусть X а А" и а с
cz Q[x'i, . . . , хп] — идеал многочленов, обращающихся в нуль на
X. Для произвольного многочлена f(xu . . . , xn)<^Q[xu . . . , хп]
и точки л: ЕЕ А" обозначим через dxf(Xh . . . , Хп) линейную

форму 2_,-д^-(х)Х-и гД е ^ « 0 = 1. •••• п) — координаты в л-мер-

ном векторном пространстве, полученном, если точку х принять
за начало координат в А". Касательным пространством к мно-
гообразию X в точке ХЕЕХ называется подпространство ТХ(Х)
в этом n-мерном векторном пространстве, определяемое уравне-
ниями

dxf(Xu . . . . * п ) = 0, / е а . (1)
По теореме Гильберта о базисе идеал а порождается конечным
числом многочленов flt . . . , fr, и тогда вместо (1) можно рас-
сматривать эквивалентную систему

dxfc(Xu . . . . * п ) = 0, » = 1 , . . . . г. (2)
Если теперь многообразие X определено над К и Л Ё ^ , ТО, вы-
бирая в качестве /, образующие а с коэффициентами из К, мы
видим, что касательное пространство ТХ(Х) также определено
над К. Регулярное отображение (p:X-+Y алгебраических мно-
гообразий для любой точки х е X индуцирует линейное отобра-
жение dxq>: Tx(X)-^TipM(Y) соответствующих касательных про-
странств, называемое дифференциалом ц> в точке х, причем
dxqi определено над К, если таковым является ф и I G X J .

В уравнениях (1), (2) точка х предполагается фиксирован-
ной. Если же заставить х пробегать все X, т. е. рассмотреть
совокупность точек (х, ^)ЕЕ А" X А" таких, что х ЕЕ X, t ЕЕ ТХ(Х),
то мы получим так называемое касательное расслоение Т(Х)
многообразия X. Система (2) показывает, что Т(Х) является
многообразием. Считая X неприводимым и применяя к канони-
ческой проекции Т(Х)—>Х теорему 12, получаем, что для всех
точек х из некоторого открытого по Зарисскому подмножества
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U cz X размерность А[тТх{Х) соответствующего касательного
пространства принимает одно и то же значение d, причем
&\mTx(X)^ d для любой точки х^Х. Далее, оказывается, что
число d совпадает с размерностью многообразия dimX. Таким
образом, dimTx(X) ^ d i r n X для всех х^Х, причем точки, для
которых достигается равенство (они называются простыми,
остальные точки — особыми), образуют непустое открытое по
Зарисскому множество. В случае приводимого X точка х^Х
называется простой, если она принадлежит единственной не-
приводимой компоненте У с ! и является простой на У.

Предложение 22. Точка х многообразия X cz Ап является
простой в том и только том случае, если найдутся такие много-
члены f\, ..., f r e Q [ x b . . . , хп], где г =• п—dim^X*), и та-
кое открытое по Зарисскому подмножество U cz А", что х е У =
= {у е U|/,• (у) = 0, 1=1, . . . , г}, Y cz X и ранг матрицы Якоби

= 1, . . . , г

i-\ п

равен г. Если многообразие X определено над К и х е Хк —
простая точка, то многочлены f\, . . . , fr можно выбрать с коэф-
фициентами из К-

Многообразие, все точки которого простые, называется глад-
ким. Так как простые точки всегда существуют, то любое одно-
родное многообразие является гладким. В частности, гладким
будет многообразие произвольной алгебраической группы.

4. Бирациональные изоморфизмы. Рациональное отображе-
ние ф: X-*-Y неприводимых многообразий называется бирацио-
нальным изоморфизмом, если существует обратное рациональ-
ное отображение ф-1: Y-*-X. В этом случае ф индуцирует бире-
гулярный изоморфизм открытых по Зарисскому множеств
U cz X, V cz У. Многообразия, бирационально изоморфные аф-
финным пространствам, называются рациональными. Доминант-
ный морфизм ф: X-*-Y является бирациональным изоморфиз-
мом, если соответствующий коморфизм ф* индуцирует изомор-
физм полей рациональных функций Q(X) и Q(Y). В частности,
многообразие X рационально в том и только том случае, если
поле рациональных функций Q(X) является чисто трансцен-
дентным расширением Q. Отметим, что все указанные опреде-
ления и свойства имеют очевидные аналоги для /(-определен-
ных многообразий.

Имеется одно полезное достаточное условие для того, чтобы
доминантный морфизм ф: X-*-Y являлся бирациональным изо-
морфизмом, для формулировки которого напомним, что ф на-
зывается сепарабельным, если коморфизм ф* определяет сепа-

*) dim* X означает размерность X в точке х, т. е. максимум размерно-
стей неприводимых компонент X, проходящих через х.
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рабельное расширение полей Q(X)/(p*Q(Y) (естественно, что
условие сепарабельности автоматически выполняется в харак-
теристике нуль).

Теорема 13. Пусть ср: X-*-Y—инъективный доминантный се-
парабельный морфизм неприводимых многообразий. Тогда ф
является бирациональным изоморфизмом. Если при этом ф яв-
ляется К-определенным морфизмом К-многообразий, то он яв-
ляется К-бирациональным изоморфизмом.

Доказательство — см. Хамфри [1], гл. I, п. 4.6.
Из теоремы вытекает, что для доказательства /'('-рациональ-

ности некоторого многообразия X достаточно построить инъек-
тивный доминантный сепарабельный /С-морфизм ф: U-^-X неко-
торого открытого подмножества U cz An. Отметим также, что
/С-многообразие X, для которого существует доминантный К-оп-
ределенный морфизм ф: U-*-X открытого по Зарисскому под-
множества U cz А", называется унирациональным. Вопрос о том,
всякое ли унирациональное многообразие является рациональ-
ным, известен под названием проблемы Люрота. К настоящему
времени показано, что проблема Люрота как в относительном
варианте (т. е. над незамкнутым основным полем), так и в аб-
солютном (т. е. над замкнутым основным полем), решается, во-
обще говоря, отрицательно. Многообразие связной (линейной)
алгебраической /С-группы G всегда унирационально над К, если
либо поле К совершенно, либо группа G редуктивна (см. Бо-
рель [8], § 18), откуда, в частности, вытекает доказательство
теоремы 2. Тем самым вопрос о /С-рациональности многообра-
зий /С-определенных алгебраических групп имеет характер от-
носительного варианта проблемы Люрота (его обсуждение —
см. в § 7.3).

Следующая теорема позволяет проследить, насколько бира-
циональные морфизмы отличаются от бирегулярных.

Теорема 14. Пусть ф: X-*-Y— регулярное отображение и би-
рациональный изоморфизм неприводимых многообразий, j ; e l
Предположим, что точка у=ц>(х) является простой на много-
образии Y. Тогда если обратное рациональное отображение
•ф = ф~! нерегулярно в точке у, то dim ф-1 (у)^ 1.

Доказательство — см. Шафаревич [1], гл. II, § 4.
Из теорем 13, 14 вытекает, что если ф: X-+Y—биективный

регулярный морфизм неприводимых многообразий в характери-
стике нуль, причем многообразие У гладко, то ф является бире-
гулярным изоморфизмом.

5. Действия алгебраических групп на многообразиях. Гово-
рят, что алгебраическая группа G действует на алгебраическом
многообразии X, если задан морфизм ц: GXX-+X такой, что

1) \i{e, x) = x,

2) ц (gh, х) = ц (g, \i (h, x)).
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(Мы дали определение так называемого «левого» действия.
Иногда, однако, удобно рассматривать «правое» действие
\i: XX G-+X, подчиняющееся законам ц(х, е)=х и \i(x, gh) =
= \i(\i(x, g),h)). В целях сокращения записи обычно пишут gx
вместо [i(g,x). Действие определено над К, если группа G, мно-
гообразие X и морфизм ц определены над К.

Из общих результатов о действиях алгебраических групп
нам понадобится лишь так называемая лемма о замкнутых ор-
битах (см. Борель [8], п. 1.8).

Предложение 23. Пусть G — алгебраическая группа, дей-
ствующая на многообразии X. Тогда каждая орбита является
гладким многообразием, открытым в своем замыкании. Ее гра-
ница есть объединение орбит строго меньшей размерности.
В частности, орбиты минимальной размерности замкнуты.

Многообразие X называется однородным пространством
группы G, если существует транзитивное действие G У\ Х—>-Х.
Если зафиксировать точку х^Х, то в этом случае имеем биек-
цию G/G(x)<^>-X между левыми смежными классами по стаби-
лизатору G(x) точки х и точками многообразия X, которую
можно использовать для наделения множества G/G(x) струк-
турой алгебраического многообразия. (Отметим, что из глад-
кости однородного пространства и результатов п. 3 вытекает,
что, по крайней мере в характеристике нуль, эта структура оп-
ределена однозначно.) Возникает вопрос, для любой ли (замк-
нутой) подгруппы Н cz G существуют такое действие G на не-
котором алгебраическом многообразии X и такая точка Л Ё Х ,
что G(x) = H. Утвердительный ответ здесь вытекает из следую-
щей теоремы Шевалле (см. Борель [8], п. 5.1; Хамфри [1]):
пусть G — произвольная К-группа, Н — замкнутая подгруппа,
определенная над К; существуют точное К-определенное пред-
ставление р: G-*• GL(V) и К-определенное одномерное подпро-
странство DczV, такие, что Н = {g e G\gD = D). Рассматри-
вая тогда индуцированное действие G на проективном простран-
стве Р (V) и точку x^P(V), отвечающую D, мы получаем
геометрическую реализацию G/H как орбиты Gx, которая
оказывается квазипроективным многообразием, т. е. открытым
подмножеством некоторого проективного многообразия. При по-
строении теории приведения в гл. IV, V нам понадобится сле-
дующий результат, детализирующий теорему Шевалле (см. Бо-
рель [6], § 7).

Теорема 15 (усиленная теорема Шевалле). Пусть G — связ-
ная алгебраическая группа, Н — ее редуктивная подгруппа, оп-
ределенные над полем К характеристики нуль. Тогда суще-
ствуют К-определенное представление р: G-*- GL(V) и вектор
х е VK такие, что G(x)= H и орбита Gx замкнута в V.

Поскольку этот результат не столь популярен, как теорема
Шевалле, мы дадим набросок, доказательства. Рассматривается
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действие Н на G левыми сдвигами и соответствующее представ-
ление Н в алгебре регулярных функций R\G]. Хорошо известно,
что это представление локально конечномерно, а классические
рассуждения Нагаты [1] из теории инвариантов редуктивных
групп показывают, что алгебра инвариантов А = R[G]H ко-
нечно порождена и инвариантные функции разделяют непере-
секающиеся замкнутые Я-инвариантные подмножества в G
(в частности, различные левые смежные классы). Исходя из
этих результатов, выберем в Ак конечную систему образующих
A'I хт и обозначим через Vi конечномерное G-инвариантное
/С-определенное подпространство в А, содержащее xt. Покажем,

г

что естественное представление в пространстве V =^Vt и

точка x = (Xi xr)^ VK ЯВЛЯЮТСЯ ИСКОМЫМИ. Действительно,
по построению ^ е Л = К [ С ] я , откуда G(x)^H. С другой сто-
роны, если gx = g, то, в частности, xt(g) = Xi(e). Но поскольку
функции xi порождают А, они должны разделять различные
смежные классы, откуда gH = Н и g e Н. Остается показать,
что орбита Gx замкнута. Положим X = Gx и рассмотрим ко-
морфизм т]: К[Х]^*-К[G] .отвечающий морфизму G-*-X, g*—^gx.
Из наших построений вытекает, что ц осуществляет изоморфизм
К[Х] и А. При этом, используя биекцию между точками аффин-
ного многообразия и максимальными идеалами кольца регуляр-
ных функций, легко показать, что утверждение о том, что
Х= Gx, равносильно следующему факту: для любого собствен-
ного максимального идеала т с Л идеал mK[G] нетривиален.
Но в силу редуктивности Н существует Л-линейная проекция
K[G]^f-A, так что из равенства mK[G] = K[G] получаем, что
тЛ = А, — противоречие.

Отметим, что, применяя теорему 15, в гл. IV, V мы будем
использовать вместо р соответствующее правое представление
р*, определяемое формулой p*(g) = p(^~'), и записывать дей-
ствие так: xp*(g); тогда хр* (gh)^=(xp*(g))p* (h).

При доказательстве некоторых результатов арифметической
теории алгебраических групп мы будем использовать ряд конк-
ретных многообразий, к конструкции и описанию свойств кото-
рых мы сейчас переходим.

6. Многомерные классы сопряженности. Орбитами присоеди-
ненного действия G X G-*~ G, (g,h)i—>ghg~l, являются классы
сопряженности в G. Известно (см. Семинар по алгебраическим
группам, с. 191), что класс сопряженности элемента / i e ( f
замкнут в том и только том случае, если этот элемент полу-
прост. Аналогично, можно рассмотреть присоединенное действие-
G на д е к а р т о в о й с т е п е н и Gd: (g, (hi, ..., hd))i~^-(ghig~1, . . .
•••> ghdg-1). Тогда возникающие здесь орбиты естественно на-
зывать многомерными классами сопряженности. Нам понадо-
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бится одно достаточное условие замкнутости многомерных клас-
сов сопряженности. Будем называть подгруппу Н cz G (не обя-
зательно замкнутую) редуцированной, если при некотором точ-
ном представлении р: G-*- GLn(Q) она переходит во вполне при-
водимую линейную группу.

Теорема 16. Пусть группа G редуктивна, а элементы hi, ...
..., hd^ G порождают редуцированную подгруппу. Тогда мно-
гомерный класс сопряженности в G элемента (hi, ..., hd) замк-
нут в Gd.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай, когда G =
= GLn(Q), а подгруппа Н cz G, порожденная hu ..., hd, яв-
ляется вполне приводимой. Тогда Q-оболочка Я, т. е. подал-
гебра в Mn(Q), порожденная Я, которую мы обозначим через Л,
является полупростой алгеброй. Пусть щ, . . . , ит—некоторый
базис алгебры Л, содержащийся в Я, и wi(i=l, . . . , т) — та-
кие слова от d переменных, что и,- = ш,(/гь •••, hd). Имеем

т

uiuj = Е с%ик

для некоторых с*, е Q, называемых структурными константами
алгебры Л. Кроме того, найдутся такие d , ( e Q ( i = l , . . . , d;
j = 1, . . . , т), что

Обозначим через F подмногообразие в Gd, определяемое урав-
нением

т

wt ( x v ..., x d ) w, ( x v ..., x d ) = g ck

tlwk (JC, xd) (3)

(i, / = 1, . . ., m),
m

xi = E duw, (xh . . ., xd) (i=\ d), (4)

и покажем, что F совпадает с многомерным классом сопряжен-
ности С элемента h = (h{, ..., hd). Включение С cz F очевидно.
Пусть теперь f = (fi fd)^F. Обозначим через В подпро-
странство, натянутое на элементы Vi = Wi(fi, ..., fa) (i=l, ...
. . . , т). Из уравнений (3) вытекает, что В является подалгеб-
рой в Mn(D) и соответствие щ-^-Vi (i=l, . . . , т) продол-
жается до сюръективного гомоморфизма алгебр q>: A-+B, а из

(4) — ч т о при этом ф(/гг-) = //(/ = 1, . . . , d). Пусть A = ^At —
i = i

.разложение А в прямую сумму простых подалгебр. Тогда для
^каждого i = l , . . . , t либо ф ( Л / ) ^ 0 , либо ограничение у\А{ —



2.4. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ JJQ,

изоморфизм на образ. Используя теорему Сколема — Нётер
(см. п. 1 § 1.4), получаем, что существует такой g e G L r t ( Q ) ,
что для гомоморфизма if>q>, где if> = Int g, выполняется следую-
щее условие: для любого / = 1 , . . . , t ограничение грф|4. яв-
ляется либо нулевым гомоморфизмом, либо тождественным.
С другой стороны, если предположить, что i|3<pU. = O для не-
которого i, то алгебра В = ф(Л) состоит целиком из вырожден-
ных матриц. Это противоречит тому, что | ; Е В. Итак, г|зф|л =
= id.4, откуда ft: = q>(hi) = q>-1 (Л<) = g~lhig для всех i = 1, . . .
. . . , d, т. е. f e C , что и требовалось.

Общий случай в теореме 16 сводится к только что рассмот-
ренному. Выберем точное представление р: G—>-GL,i(Q), при
котором группа Н переходит во вполне приводимую линейную
группу, и будем считать G подгруппой группы Go^GL^(O).
Обозначим через Со (соответственно С) многомерный класс со-
пряженности элемента h = (h\, . . . , ha) в Go (соответственно в G).
Ясно, что С с С Л Gd.

Лемма 11. С совпадает с неприводимой компонентой пересе-
чения Со П Gd.

Доказательство получается при помощи обобщения рассужде-
ний Ричардсона [1]. Обозначим через Z неприводимую компо-
ненту пересечения Cof\ Gd, содержащую С, и покажем, что
Z = С. Для этого, используя редуктивность G, а значит, полную
приводимость всех представлений в случае char К = 0 (см. тео-
рему 4), в алгебре Ли $0 = L(G0) выберем G-инвариантное под-
пространство т , дополнительное к g —L(G). Рассмотрим ото-
бражение л: Go->-Do, где £)0 = С0/г~1, определяемое формулой
n(g) = {ghig~ih~[\ . . . , ghdg~xhdl). Л е г к о видеть, что JI(G0) = D0,
с1ел (X) = (X - Ad (/г,) (X), ..., X - Ad (hd) {X)), X e= g0, причем
deji (g) совпадает с касательным пространством Te(D0) к мно-
гообразию Do в единице. Покажем, что

%dr\deji(%) = den($). (5)

Действительно, пусть den(X) e gd для Х е ц 0 . Представим X
в виде X = Y + Z, где У е д , Z e m . Тогда для любого
i=\ d

X - Ad (hi) (X) = (Y~Ad {hd (Y)) + (Z - Ad (A,) (Z)),

откуда Z — Ad {ht)(Z) e m f ] g ^ (0) в силу G-инвариантности m.
и den (Z) = dejt (F), т. e. (5) доказано. В силу предложения 13
С является гладким многообразием, открытым в своем замыка-
нии. Рассмотрим касательное пространство T<e(D) к многообра-
зию D = Ch~l. Тогда из включений

den (g) с Те (D) czTe{Zh-l)cz%dr\ den (g0)



J20 II. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

и (5) вытекает, что T{Ch.-l),e = T(Zh-l)e, т. е. С открыто в Z.
Это рассуждение применимо к любому многомерному классу
сопряженных элементов G, содержащемуся в Z. Поскольку Z —
неприводимое многообразие, существует только один такой
класс, таким образом, С = Z, и лемма доказана.

Так как неприводимые компоненты замкнутого подмноже-
ства C0[\-Gd, совпадающие по лемме с многомерными классами
сопряженности, замкнуты, то доказательство теоремы 16 за-
вершено.

Мы будем применять теорему для групп над полями харак-
теристики нуль в двух случаях, когда Н есть либо связная ре-
дуктивная, либо конечная подгруппа.

Отметим, что при d = 1 условие редуцированности подгруп-
пы, порожденной элементом / I E G , равносильно полупростоте
h, и мы получаем одну из импликаций в упоминавшемся кри-
терии замкнутости обычного класса сопряженности. В связи
с этим было бы интересно выяснить, допускает ли теорема 16
обращение.

7. Многообразия представлений. Пусть Г — произвольная
конечнопорожденная группа, G—некоторая алгебраическая
/С-группа. Покажем, что множество ' всех гомоморфизмов (т. е.
представлений) группы Г в G находится в биективном соответ-
ствии с точками некоторого ТС-многообразия R(T, G), называе-
мого многообразием представлений. Для этого рассмотрим про-
извольную систему образующих YI yd группы Г и ассоции-
рованный с ней сюръективный гомоморфизм л: Fd—>-T свобод-
ной группы ранга d с образующими Х\, . . . , xd, переводящий
x t в y i ( i = 1 d). Пусть jV = Kern — множество всех соот-
ношений между уи . . . , Yd в Г. Положим тогда

~R(T, G) = { ( £ „ . . . , Ы €=

Из того факта, что алгебраические операции в G являются ре-
гулярными /С-определенными отображениями, вытекает, что для
каждого слова w = w(x\ xd) от переменных Х\ xd со-
отношение w = е задает в Gd 7С-замкнутое подмножество, по-
этому R{T, G) является ТС-замкнутым подмножеством (подмно-
гообразием) в Gd. С другой стороны, для точки (g\ gd) e
e " G d гомоморфизм r->~G такой, что yi^—^g;, существует в том
и только в том случае, если (gi gd) <^R(T, G). Так как
любой гомоморфизм Г однозначно определяется заданием обра-
зов образующих, то многообразие R(T,G) действительно ре-
шает задачу параметризации всех представлений группы Г в G.
Отметим, что многообразие R{T, G) с точностью до изомор-
физма не зависит от выбора исходной системы образующих
Yi Уа- Действительно, если 6i bi — другая система
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образующих, причем

б/

Y/

то отображения

(gi gd)

(б, б,)

= 0У/ (Yi,

= 0/(б„

1 . - > (0>, (,

ь-» (В, (б

Yd), г =

. . . , б/), / =

gi gd), •

•i в/), ••

= 1,

= 1,

• • у

., 6,

. . ., Z ,

,(6,,
• •, &)),

, б/))

являются взаимно обратными /(-определенными морфизмами
между многообразиями представлений i?Y(P, G) и R6(T,G), по-
строенными по системам образующих yi Yd и 6i б/ со-
ответственно. На многообразии R(T, G) естественным образом
действует группа G:

g(gi gd) = (ggig~1 ggdg~1)-

При этом орбиты G отвечают классам эквивалентных относи-
тельно G представлений.

В последнее время появился ряд интересных результатов
о многообразиях представлений R(F, G) и связанных с ними
многообразиях характеров (см. Платонов [22, 23], Платонов,
Беняш-Кривец [1])- Мы, однако, ограничимся здесь доказа-
тельством лишь следующего утверждения.

Теорема 17. Пусть Г — конечная группа, a G — редуктивная
группа. Тогда имеется лишь конечное число орбит естествен-
ного действия G HaR(Y, G), причем эти орбиты замкнуты. {На-
поминаем, char К = 0.)

Доказательство. Утверждение о замкнутости орбит вытекает
из теоремы о замкнутости многомерных классов сопряженных
элементов, ибо в силу условия char К = 0 образ любого гомо-
морфизма Г-»- GLn(Q) является вполне приводимой группой.
Доказательство конечности числа орбит для случая G = GLn(Q)
вытекает из классической теории представлений конечных групп,
согласно которой имеется лишь конечное число неэквивалент-
ных неприводимых представлений Г. Общий случай сводится
к рассмотренному при помощи леммы 11. Действительно, если
С о — класс эквивалентности некоторого представленияр e i ? ( F , G)
относительно группы GLn(Q), то неприводимые компоненты-
пересечения R(T, G)[]C0 являются классами эквивалентности
относительно группы G. С другой стороны, неприводимых ком-
понент имеется лишь конечное число. Теорема 17 доказана.

8. Многообразия торов. Пусть G — редуктивная ТС-группа,
Т cz G — максимальный /С-определенный тор и N, = N0(T) — его
нормализатор. Из теоремы о сопряженности максимальных то-
ров вытекает, что соответствие gN'—>Tg = gTg-1 задает биек-
цию между максимальными торами группы G и точками много-
образия Э~ = G/N, называемого многообразием (максимальных)?
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торов группы G. При этом Доопределенным максимальным
торам в G отмечают точки из 3~к. (Отметим, что многооб-
разие 3~ с точностью до Д-изоморфизма не зависит от выбора
исходного тора Т.)

Теорема 18 (Шевалле [3], Борель — Спрингер [1]). Если
char Д = О, то многообразие ST является рациональным над Д.

Доказательство. Пусть $ = L(G), \) = L(T)—алгебры Ли G
и Т соответственно. Обозначим через m такое Д-определенное
Г-инвариантное подпространство в д, что д = | Ш т , и пусть
X е ))к — регулярный элемент. Обозначим через т 0 подмноже-
ство в т, состоящее из таких Z, что элемент X -\- Z полупрост
и регулярен, и его централизатор Jg (X + Z) не пересекается с т.
Утверждается, что т 0 является открытым подмножеством в т.
Так как открытость множества регулярных полупростых эле-
ментов хорошо известна (см. п. 11 в § 2.1), то достаточно по-
казать, что множество т : = {Z е т | j g (X + Z) fl т = (0)} также
открыто. Для этого введем многообразие P = { ( y , Z ) e m X

X m| [X + Z, У] = 0} и рассмотрим проекцию Р—>- т, (У, Z) *—=*
1—>Z. Ясно, что для любого Z E I B имеем (Z, 0 ) е Р , в частности,
я сюръективно, причем я- 1 (0) = (0,0), ибо по построению
i(X) = ty и 1)Пп1=(0). По теореме о размерности слоев мор-
физма отсюда вытекает, что dim/3 = dimm и множество { Z E
е m| dim я- 1 (Z) = 0} открыто в т. Однако легко видеть, что по-
следнее множество совпадает с щ.

Положим W = {(Z,g)^aiXG\g-1(X + Z)g^b}, U =(m0X
X G)f| Ц7. Так как W является прообразом I) при Д-морфизме
ф: mXG-^-g, ф(г, g)= g-1 (X + Z)g, то W—замкнутое Доопре-
деленное подмножество в mXG. С другой стороны, (0, 1 ) е U,
так что U—непустое открытое подмножество в W. Рассмотрим
проекции 8: lF-»-m и б: W-^-G. Поскольку для Z e m0 центра-
лизатор i(X + Z) является алгеброй Ли некоторого максималь-
ного тора, то из теоремы сопряженности вытекает существо-
вание такого g e G , что g-1 (X + Z)g <=fy, откуда Q(U) = m0. При
этом по построению

1 n m = (0)> (6)

(7)

Далее, если x = (Z, g)e=U и x' = {Z', / ) G 6 " ' ( 6 ( I ) ) , TO

g'^gN иХ + Z, X + Z'^gbg-l=g'b{g'Y', откуда Z - Z' e=
<=mf\(gfyg~l) и в силу (6) Z = Z'. Таким образом, если рас-
смотреть отображение -ф: m X G ^ m X ^ , индуцируемое
факторморфизмом G -+3~=G/N', и соответствующие проекции
в': ty(W)^-m и б': я|э (W) -+ G, то ограничение Q\{U) осущест-
вляет биекцию между я|э(£/) и шо, а ограничение б ' | ф ( и ) инъек-
тивно. Тогда согласно теореме 13 существует Д-определенное
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рациональное отображение %: m0-^- <p(W), обратное к 8' (на-
поминаем, что у нас char К = 0), причем композиция | = б' о ^
инъективна на области определения. Поскольку dim m = dim 3~,
то опять, применяя теорему 13, получаем, что | осуществляет
бирациональный изоморфизм между m и Э~', и теорема доказана.

Предложение 24. Пусть G— связная алгебраическая группа
над полем К характеристики нуль, W с G — множество регу-
лярных полупростых элементов. Тогда существует такое регу-
лярное К-определенное отображение q>: W'-»- °Г', что л : е Г , ( 1 (

для всех х е W, т. е. каждый элемент отображается в содержа-
щий его тор.

Доказательство. Зафиксируем максимальный ТС-определен-
ный тор Т cz G, при помощи которого определяется многообра-
зие торов T=G/N, N = N0{T), и положим Z ={(x,g)<= WX
X G\g~lxg е Т}. Очевидно, Z — замкнутое подмножество в
WXG. Обозначим через В: WXG-+WX&~ регулярное ото-
бражение, индуцированное факторизоморфизмом if>: G -*• SF'.
Легко видеть, что Z = 8~I(6(Z)), так что из открытости г|) (см.
Борель [8], § 6) вытекает замкнутость Y = 8(Z). Пусть щ: WX
X&~^>~W, л2: WXST—^^~ — естественные проекции. Утверж-
дается, что ограничение щ\у: Y^~W биективно. Действительно,
для любого х е W из теоремы о сопряженности максимальных
торов вытекает существование, а из регулярности х — един-
ственность с точностью до элемента из N, такого g <= G, что
g~lxg е Т. Поскольку множество W открыто в G и, следова-
тельно, является гладким многообразием, в силу результатов
п. 3 существует обратное к щ\у регулярное отображение
б: W —>- Y. Тогда отображение ср = Я 2 ° б и будет искомым. Пред-
ложение доказано.

Отметим, что если рассмотреть действие G на W посредством
сопряжения, а на 3~—посредством сдвигов, то построенное ото-
бражение ф будет G-эквивариантным.

9. Многообразие борелевских подгрупп. В § 2.1 мы видели,
что подгруппы Бореля связной алгебраической группы G на-
ходятся во взаимно однозначном соответствии с точками фак-
тормногообразия & = G/B, где В cz G — некоторая фиксирован-
ная подгруппа Бореля, поэтому многообразие $ естественно
называют многообразием борелевских подгрупп. Если ТС-группа
G обладает борелевскои подгруппой, определенной над К, то 3%,
очевидно, является ТС-многообразием, причем действие G на В
левыми сдвигами /С-определено. Однако, как мы знаем, наличие
/С-определенной борелевскои подгруппы является сравнительно
редким явлением, и поэтому естественно спросить, обладает ли &
/(-структурой в общем случае.

Теорема 19. Пусть G — связная алгебраическая К-группа.
Тогда многообразие $ борелевских подгрупп обладает такой
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К-структурой, что точки из 3&к отвечают К-определенным боре-
левским подгруппам и действие G на <% К-определено.

Доказательство. Положим Н = G/R(G), H = H/Z(H). Тогда
Н является полупростой присоединенной группой. Обозначим
через ф: G-+-H— соответствующий факторморфизм. Если В —
борелевская подгруппа в G, то q>(B)—борелевская подгруппа
в Я и G/B ~ Я / ф ( В ) . Тем самым мы получаем редукцию к слу-
чаю полупростых присоединенных групп. Любая такая группа
G получается из некоторой квазиразложимой группы Go путем
скручивания при помощи подходящего коцикла а = {аа = Int ga},
лежащего в группе Int Go. Пусть В с Go — /С-определенная бо-
релевская подгруппа и &o=Go/Bo — соответствующее ТС-мно-
гообразие борелевских подгрупп. Тогда левые сдвиги г0 на эле-
менты ga образуют коцикл г в группе ТС-автоморфизмов много-
образия 3&0. Так как многообразие ^ 0 проективно, то существует
«скрученное» многообразие г.$ 0 (см. замечание после тео-
ремы 9), которое и будет искомым многообразием 9И.



ГЛАВА III

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ
НАД ЛОКАЛЬНО КОМПАКТНЫМИ ПОЛЯМИ

Если в гл. II мы рассматривали те свойства алгебраических
групп, которые определяются, в первую очередь, самой груп-
пой и не зависят от основного поля, то в настоящей главе и
ряде последующих мы будем исследовать влияние на их струк-
туру свойств поля определения. Мы начинаем с рассмотрения
групп над локально компактными полями по нескольким при-
чинам. Во-первых, группа рациональных точек над таким по-
лем наделяется естественной дополнительной структурой анали-
тической группы (группы Ли), что открывает возможность
применения весьма развитой структурной теории групп Ли. Во-
вторых, арифметические подгруппы и их обобщения, а также
группы рациональных точек над числовыми полями, составляю-
щие основной объект изучения арифметической теории алгеб-
раических групп, вкладываются в качестве дискретных подгрупп
в подходящие прямые произведения групп рациональных точек
над соответствующими пополнениями, так что свойства послед-
них существенным образом влияют на свойства исходных групп.

В § 3.1 излагаются простейшие результаты топологического
и аналитического характера, большая часть которых остается
справедливой над любым полем, полным (или гензелевым) от-
носительно некоторого дискретного нормирования. В § 3.2 изу-
чается классическая ситуация, когда основное поле совпадает
либо с полем вещественных чисел R, либо с полем комплексных
чисел С- Центральный результат здесь — получение разложения
Ивасавы, которое будет играть фундаментальную роль в гл. IV.
В § 3.3—3.4 мы исследуем группы над неархимедовыми ло-
кально компактными полями. При этом в § 3.3 мы излагаем
результаты, связанные с использованием методов теории про-
конечных групп и теории редукции алгебраических многооб-
разий, а в § 3.4 даем обзор необходимых для дальнейшего ре-
зультатов теории Брюа — Титса. Наконец, в § 3.5 излагаются
используемые в книге сведения из теории меры.

§ 3.1. Топология и аналитическая структура

Всюду в этой главе через Д" обозначается недискретное ло-
кально компактное поле характеристики нуль. Хорошо известно
(см., например, Бурбаки [5]), что К. может быть либо связным
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(и тогда оно совпадает или с полем вещественных чисел Rr

или с полем комплексных чисел С ) , либо вполне несвязным
(и тогда оно является конечным расширением поля р-адиче-
ских чисел Qp). В частности, К является полным относительно
некоторого нетривиального нормирования | | 0 , которое либо
совпадает с обычной абсолютной величиной вещественного или
модулем комплексного числа, либо дискретно, т. е. имеет цик-
лическую группу значений. При этом базис топологии К состав-
ляют открытые шары В(а, е) = {х е К\ | а — x\v < е}, где а<=К,
е > 0. Используя топологию на К, можно естественным обра-
зом определить топологию на множестве ТС-точек VK произволь-
ного ^-определенного алгебраического многообразия V. Для
этого рассмотрим /С-открытое по Зарисскому подмножество
U cz V, конечный набор / ь . . . , fr регулярных на 0 и опреде-
ленных над К функций и положим

V(fu . . . , fr; 4) = {x<=UK\\fi(x)\v<E, i=\, . . . . г},

где е > 0. Легко видеть, что множества V(f\, . . . , fr; e) обра-
зуют базис некоторой топологии на У/с. которую мы будем на-
зывать топологией, определяемой нормированием и, или, более
кратко, и-адической топологией. Отметим, что эта топология
сильнее топологии Зарисского. В отличие от топологии Зарис-
ского она обладает следующим естественным свойством: если
V = V: X У2 — определенное над К произведение двух ТС-мно-
гообразий, то топологическое пространство VK канонически го-
меоморфно VIK~X.IV2K с топологией прямого произведения. Если
W — открытое или замкнутое подмногообразие в V, то WK яв-
ляется соответственно открытым или замкнутым подпростран-
ством в Ук- Отсюда следует, что для произвольного многообра-
зия V пространство VK является отделимым. В самом деле, диа-
гональ А с V УС V является замкнутой в топологии Зарисского,
поэтому ДА: замкнуто в (УХ У)к', так как {VyiV)к =^VKY.VK

с топологией прямого произведения, то из замкнутости Д^ вы-
текает отделимость VK- Любой регулярный /С-определенный
морфизм f: V-+W индуцирует непрерывное отображение fK:
VK~^~WK. Отсюда следует, что если G — алгебраическая К-груи-
па, то GK является топологической группой.

В случае аффинных или проективных многообразий введенная
нами топология допускает более простое и естественное опи-
сание. А именно, если V cz Дга, то она является индуцированной
с Кп при вложении VK CI Kn (при этом на Кп рассматривается
топология прямого произведения 7СХ ••• X К\ ее стандартный
базис состоит из л-мерных шаров В (а, е) = {л: е Кп\ IIа—x\\v <
< е}, где а^Кп, е > 0 и | |z | | 0 = max| zt \v, еслиг = (2

. . . , zn)). Из этого простого замечания можно извлечь ряд
следствий. Во-первых, для аффинного многообразия V про-
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странство VK. является локально компактным. Учитывая, что
любая точка произвольного многообразия имеет открытую аф-
финную окрестность, легко показать, что последнее утвержде-
ние справедливо для любого многообразия. Во-вторых, если
G cz GLn(Q)—алгебраическая /(-подгруппа, то топология на GK
индуцируется естественной топологией группы GLn(K)- В ча-
стности, если К неархимедово, то топология на GK может быть
описана следующим образом: пусть (У cz К — кольцо целых;
тогда группа целых точек Go= G f] GLn{0) является «основ-
ной» открытой компактной подгруппой, а ее конгруэнц-под-
группы G0(ya)= СоГ\(Еп-\-^Мп(0)), где р с;О — максималь-
ный идеал, образуют базис окрестностей единицы группы GK.

Пусть теперь V cz Pn — проективное многообразие. Тогда то-
пология на VK является индуцированной с Р^, а топология на
Ря совпадает с фактортопологией относительно канонического
отображения Л^ + 1 \(0) —> Р%. Хорошо известно (см., например,
Бурбаки [2]), что относительно этой топологии пространство
Ря является компактным, поэтому VK, будучи замкнутым в Рк,
также компактно.

Мы не будем здесь рассматривать вопрос о компактности
VK В ПОЛНОЙ общности, однако дадим критерий компактности
в случае, когда V является однородным пространством.

Теорема 1. Пусть G — К-опреде ленная алгебраическая груп-
па. Тогда для К-о преде ленной подгруппы Н cz G факторпро-
странство GK/HK компактно в том и только том случае, когда
Н содержит максимальную связную К-разложимую подгруппу
G0. В частности, группа GK компактна в том и только том слу-

чае, если связная компонента G0 редуктивна и анизотропна над К-
Доказательство легко редуцируется к случаю связной груп-

пы G. Предположим, что Н содержит максимальную связную
Л^-разложимую разрешимую подгруппу G, которую мы обозначим
через В, и покажем, что факторпространство GK/BK ком-
пактно; тогда факторпространство GK/Нк также компактно. Со-
гласно теореме Шевалле (см. § 2.4 п. 4) можно выбрать ТС-опре-
деленное представление G-^GL(V) и одномерное подпростран-
ство V\ cz V такое, что стабилизатор V\ в G совпадает с В. Так
как В разложима над К, то ее образ в GL(V/V\) триангули-
руем над К- Отсюда следует, что в пространстве V существует
-/(-определенный флаг g~={V\Cz ... cz Vt cz ... cz Vn =
= V\ A\mVi = i), «начинающийся» с пространства V\ и инва-
риантный относительно В. Обозначим через X замыкание ор-
биты G3T в многообразии флагов W(V) (см. Борель [8]).
В силу проективности $Г{V) многообразие X также проективно,
и поэтому сделанные выше замечания позволяют утверждать,
что пространство Хк компактно. Далее, как мы вскоре увидим
{см. следствие 2 из предложения 3), из теоремы об обратной
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функции вытекает открытость всех орбит действия G*; на (G&~)K;.
Поэтому если мы покажем, что XK = (Gg~)K, TO открытыми бу-
дут все орбиты группы GK на Хк, следовательно, орбита GK&~,
будучи дополнением к объединению остальных орбит, также и
замкнута, т. е. компактна. Так как по построению стабилиза-
тор J B G совпадает с В, то естественное отображение <р: G —>- X,
g\—>g&~ определяет непрерывную биекцию \|э: GK/BK-+ Gx&~.
Но отображение <p*: GK-+XK открыто (следствие 1 из предло-
жения 3), поэтому в действительности мы имеем гомеоморфизм
GK/BK^>GK@~, который и дает требуемое. Итак, осталось пока-
зать, что XKczG&~. Пусть й ' е Х Д С У . Тогда размерность
орбиты G3? должна быть строго меньше dim G9~ (см. предло-
жение 2.23), т. е. стабилизатор G (£?) флага ^ в G должен
иметь размерность, строго большую dim В. С другой стороны,
группа G (<£?), очевидно, триангулируема над К, так что связ-
ная компонента G(3?)° разложима над К. Но это противоречит
тому факту, что В является максимальной связной ТС-разложи-
мой разрешимой подгруппой в G и, следовательно, имеет мак-
симальную размерность, ибо все максимальные связные К-раз-
ложимые разрешимые подгруппы в G сопряжены (см. Борель,
Тите [1]).

Перейдем к доказательству обратного утверждения. Пусть
пространство GK/HK компактно. Выберем максимальную связ-
ную разрешимую ТС-разложимую подгруппу Bcz G, содержащую
максимальную связную разрешимую Л^-разложимую подгруппу
группы Н. Тогда в силу первой части рассуждений простран-
ство Нк/ (Н [\В)К компактно. Отсюда легко следует замкну-
тость HKBKczGK. Поэтому пространство Вк/ (В (]Н) к ~
~ВКНК/НК компактно. Выведем отсюда, что В = В(]Н, т. е.
BczH. Известно (см. § 2.1, п. 8), что в группе В существует
определенный над К нормальный ряд В = BOZD B^ZD . . . ZD В, =
= (е), последовательные факторы Bt/B{+1 которого .^-изоморфны
Ga либо Gm. Если предположить, что В(]Н=£В, то найдется та-
кой индекс г, что Bt(Bf\H) = B, но F = Вт (В Л Н)ф В.
Тогда из компактности Вк/ (В (] Н) к вытекает компактность
BK/FK. Рассмотрим действие группы Т = Bi/Bi+U которая
изоморфна Ga либо Gm, на пространстве B/F. Из след-
ствия 2 предложения 3 вытекает открытость всех ор-
бит Тк. на (B/F)K, откуда следует замкнутость ТК£, где
е — класс F в B/F, и, значит, компактность TK/FK,_CA& F — об-
раз F[\Bt в Т. Но поскольку dim T=\, то Г П ^ — конечная
группа, и, следовательно, Тк. также компактно, — противоре-
чие. Теорема 1 полностью доказана.

Замечание. Используя теоремы конечности для когомологий
Галуа над локальными полями (см. § 6.4), легко показать, что
GA: имеет конечное число орбит на (G/H)K, откуда следует, что
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пространства GK/HK и (G/H)K компактны или некомпактны од-
новременно.

Из других топологических характеристик пространства VK
отметим следующее: если поле К вполне несвязно, то VK также
вполне несвязно. Вопрос о связности VK над полями К= R, С.
мы изучим в следующем параграфе.

Большинство из сделанных выше замечаний о топологии
пространства VK B равной степени относятся и к тому случаю,
когда К является локально компактным полем характеристики
р > О, т. е. изоморфно полю F((t)) формальных степенных ря-
дов над конечным полем констант F, Однако переходя к рас-
смотрению аналитической структуры на VK, следует сделать
оговорку, что здесь наше предположение о том, что char К = О,
существенно и не может быть опущено.

Итак, наша ближайшая цель — ввести на множестве VK
(точнее, на его открытом по Зарисскому подмножестве) струк-
туру аналитического многообразия. Здесь с самого начала
удобно считать, что VK ПЛОТНО ПО Зарисскому в V, ибо тогда
размерность VK как аналитического многообразия совпадает
с dim V как многообразия алгебраического. Отметим, что этому
условию можно всегда удовлетворить, перейдя от VK К замыка-
нию W множества VK В V; так как char К = 0, то W является
^-определенным, причем, очевидно, WK = VK-

Наша цель — показать, что каждая простая точка х е VK

обладает окрестностью, которая гомеоморфна открытому шару
в пространстве Кт, где т = dim* V. Заменяя V на подходящую
аффинную окрестность точки х, можно считать многообразие V
аффинным, т. е. V cz А". Затем применяется предложение 2.22
и следующий вариант теоремы об обратной функции:

Теорема 2 (об обратной функции). Пусть U cz Kn — откры-
тое подмножество, х е [ / и / = ( / ь . . . , f n ) ; U^>-Kn — по-
линомиальное {или, более общо, аналитическое) отображе-
ние. Положим y = f(x) и предположим, что матрица Якоби

-тр- (х) \
Х1 Л , / = 1,...,я

невырожденна. Тогда f является локальным

аналитическим изоморфизмом в точке х, т. е. существует такая
окрестность W cz U точки х, что f(W) — окрестность точки у и
f осуществляет аналитический изоморфизм W и f(W).

Доказательство — см. Серр [4], с. 126—129. Там же можно
найти обсуждение определений и свойств, относящихся к ана-
литическим функциям. Отметим, что нам эти свойства факти-
чески не понадобятся, ибо в большинстве приложений доста-
точно знать, что / при выполнении условий теоремы 2 является
локальным гомеоморфизмом в точке х.

Пусть теперь х = (х°, ..., х°)— простая точка. (Отметим,
что из нашего предположения о плотности VK В V в топологии
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Зарисского и открытости множества простых точек вытекает
существование таких точек х.) Тогда, согласно предложе-
нию 2.22, V определяется в окрестности точки х г уравнениями,
где г = п — т, tn = d\mxV. Более точно, существует такое от-
крытое по Зарисскому подмножество UczA" и такие полиномы
, / ) , . . . , fr^K[xu..., хп], что множество У = {у е U\ft(y) = О,
i = l , . . . , г} содержится в V и ранг матрицы Якоби

равен г. Без ограничения общности можноI -г-5- (х))
г

/ = 1 , . . . , л

С df- \считать, что det I - р - (x) I =^=0. Рассмотрим отображе-

н и е g = (gi, . . . , g n ) : K n - + K n , г д е g , = ft д л я l ^ r и g t = x t

для i > г. Ясно, что

det ( ^ w ) = d e t

•Согласно теореме 2 существует такая окрестность U cz Кп

точки х, что IF = £•((/) — окрестность точки g (x) и g осущест-
вляет аналитический изоморфизм U nW. Пусть h = (hu . . ., hn) =
= g~u. W-+U. Тогда отображение <p = (<p, (tu . . ., tn_r), . . .
. . . , <pr (/b . . . , tn_T), tu ..., tn_r), где %(tu ..., tn_r) =
= h{ (JC°, .. ., x°, tv .. ., / n _ r ) , i = 1, . . ., г, осуществляет пара-
метризацию окрестности точки х в VK точками некоторого от-
крытого в Кп~г множества. При этом параметризующее ото-
бражение на самом деле является обращением проекции на
(последние) п — г координат. Отсюда легко следует, что две
параметризации окрестности фиксированной точки отличаются
на аналитический изоморфизм. Таким образом, в случае аф-
финного многообразия V на множестве простых точек из VK

вводится естественная структура аналитического многообразия
(см. Серр [4]). Данная структура согласована с регулярными
отображениями аффинных многообразий, а именно, любое К-оп-
ределенное регулярное отображение /: V-+W аффинных 7С-оп-
ределенных многообразий V и W индуцирует аналитическое
отображение /: VKf\f~ (WK) ~*-WK, где VK (соответственно
Wк) — множество простых точек из VK (соответственно WK)
с введенной выше структурой аналитического многообразия.
Используя аффинные окрестности точек произвольного много-
образия, легко показать, что и в общем случае VK является
аналитическим многообразием, причем любое регулярное К-оп-
ределенное отображение / алгебраических ^-многообразий ин-
дуцирует аналитическое отображение f, как указано выше. В са-
мом деле, координаты в двух аффинных окрестностях одной и
той же точки связаны между собой бирациональным преобра-
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зованием, определенным в этой точке. Поэтому две парамет-
ризации окрестности данной точки, построенные при помощи
этих аффинных окрестностей, отличаются на аналитические
изоморфизмы. Далее, любое ^-определенное регулярное ото-
бражение /: V-+W индуцирует регулярное отображение аф-
финных окрестностей, и тем самым — аналитическое отображе-
ние f. Нами доказано

Предложение 1. Пусть V — определенное над К алгебраи-
ческое многообразие. Тогда множество VK простых точек из VK
обладает естественной структурой аналитического многообра-
зия над К. Любое регулярное К-опреде ленное отображение
\: V-+W алгебраических К-многообразий индуцирует анали-
тическое отображение f: VK Л / ' W к) -> WK.

Таким образом, мы получаем возможность применять к ис-
следованию Vic аппарат теории аналитических многообразий
(см. Серр [3]). Обратим внимание читателя на ряд необходи-
мых нам для дальнейшего понятий,. С каждой точкой х анали-
тического многообразия X связывается касательное простран-
ство Г*(Х)*), которое является векторным пространством над
К размерности, равной размерности X, т. е. размерности того
аффинного пространства, при помощи областей которого про-
исходит параметризация окрестностей точек X. Морфизмом
/: X —>- Y аналитических многообразий называется непрерывное
локально аналитическое отображение, в том смысле, что / ин-
дуцирует обычное аналитическое отображение областей пара-
метризации соответствующих точек. Любой морфизм /: X-+-Y
индуцирует линейное отображение d*J: T*x(X)-+T*f(x}(Y), назы-
ваемое дифференциалом f в точке. Морфизм / называется им-
мерсией в точке I E I , если d*J инъективно, и просто иммер-
сией, если это выполняется для всех точек. Если топологиче-
ское подпространство X многообразия Y также наделено струк-
турой аналитического многообразия и отображение включения
X<^>-Y является иммерсией, то X называется подмногообразием
в Y. Поясняющий это понятие пример «не подмногообразия»
в R2 доставляет множество у = \ х|, см. рис.

*) Мы используем звездочку для того, чтобы в дальнейшем различать
касательные пространства к алгебраическому многообразию и к соответ-
ствующему аналитическому многообразию.
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(Данное множество «негладко» вложено в R2. Подмногообра-
зие же при подходящей аналитической замене координат можно
задать линейными уравнениями в окрестности любой точки.)
Нам понадобится также следующий критерий открытости ото-
бражения.

Предложение 2. Пусть f: X-+Y — морфизм аналитических
многообразий, х^Х. Если дифференциал d*J: T],(X)^-T*fM(Y)
сюръективен, то f является открытым отображением в точке х.

Доказательство легко получается из теоремы 2 об обратной
функции, см. Серр [4], ч. II, гл. III, § 10.

Лемма 1. Пусть V — определенное над К алгебраическое
многообразие, xt=VK- Тогда T*X(VK) = TX(V)K, Т. е. «аналити-
ческое» касательное пространство совпадает с множеством
К-элементов «алгебраического» касательного пространства.
Если f: V-+W— определенное над К регулярное отображение
алгебраических К-многообразий, х е V к, f (х) е Wк>

 то d*J =

Доказательство без труда вытекает из сравнения соответ-
ствующих определений.

Предложение 2 и лемма 1 применяются к алгебраическим
многообразиям в следующей форме:

Предложение 3. Пусть f: V7—>- W — доминантный К-опреде-
ленный морфизм неприводимых алгебраических К-многообра-
зий. Тогда, если х е VK— такая простая точка, что точка f(x)
является простой на многообразии W и дифференциал dxf:
Tx(V)-+Tf{x)(W) сюръективен, то отображение JK: VK —>- WK яв-
ляется открытым в точке х. Следовательно, существует такое
открытое по Зарисскому подмножество U cz V, что fK является
открытым в любой точке х е UK.

Доказательство. Рассмотрим отвечающее / аналитическое
отображение f: VKW f~l ($4)—>- $ V Из наших условий на точку
х и леммы 1 вытекает, что х е VK{\f-l{WK), f(x)<^ WK, и диф-
ференциал dxf является сюръективным отображением. Поэтому
открытость fK в точке х непосредственно следует из предложе-
ния 2. Далее, так как по предположению char К = 0, то мор-
физм / автоматически является сепарабельным, т. е. сепара-
бельно соответствующее расширение К(V) /К(W) полей рацио-
нальных функций. Отсюда следует (см. Борель [8] и АГ, § 17)
существование такого открытого по Зарисскому подмножества
U cz V, что для любой точки х е U выполняются условия, ука-
занные в формулировке предложения, и все доказано.

Следует заметить, что если не предполагать множество VK
плотным в V, то UK может оказаться пустым, и предложение 4
становится бессодержательным. Поэтому сейчас мы опишем две
ситуации, в которых такого вырождения не происходит (именно
с ними мы в дальнейшем и будем иметь дело).
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Следствие 1. Пусть в условиях предложения 4 многообразие
V является гладким и УкФ0- Тогда образ fK(F) любого от-
крытого множества F cz VK содержит непустое открытое в WK
множество. В частности, если f: G —>- Н — сюръективный К-го-
моморфизм алгебраических К-групп, то fK{GK) — открытая под-
группа в Нк.

Доказательство использует следующее утверждение.
Лемма 2. Пусть V — неприводимое гладкое К-многообразие.

Предположим, что VK Ф 0- Тогда для любого непустого К-откры-
того по Зарисскому множества LJ cz V множество UK плотно
в VK в v-адической топологии. С другой стороны, любое непу-
стое открытое в v-адической топологии подмножество F cz VK
плотно в V в топологии Зарисского, в частности, VK плотно в V.

Доказательство. Нетрудно видеть, что оба утверждения
леммы сводятся к доказательству непустоты пересечения Uf\F,
где U cz V — открыто по Зарисскому, a FczVK — в топологии,
определяемой нормированием. Положим Х= V\LJ. Тогда, если
мы зафиксируем некоторую точку х е F, то найдется ненулевая
регулярная в ^-определенной окрестности W cz V функция / е
<= K[W], тождественно равная нулю на Xf\W. Поскольку по
условию многообразие V является гладким, то точка х проста,
и, следовательно, согласно предыдущему, существует аналити-
ческая параметризация некоторой окрестности х. Если теперь
предположить, что LJ f| F = 0, т. е. F cz X, то аналитический
ряд Тейлора функции / обязан быть нулевым. Так как ряды
Тейлора в алгебраическом и аналитическом смыслах совпадают,
то последнее противоречит инъективности отображения, сопо-
ставляющего функции, регулярной в простой точке, ее алгебраи-
ческий ряд Тейлора (см. Шафаревич [1], гл. II). Лемма 2 до-
казана.

Пусть теперь LJ.cz V — открытое по Зарисскому подмноже-
ство, построенное в предложении 3. Тогда согласно лемме 2
U П F ф 0. Так как fK: VK ~^~ WK является открытым в любой
точке i e [ / , f | f , то отсюда вытекает наше первое утвержде-
ние. Второе утверждение следствия 1 непосредственно следует
из первого.

Следствие 2. Пусть G ~Х Х-+ X — определенное над К дей-
ствие связной алгебраической К-группы G на многообразии X.
Если х €Е Хк и Y — замыкание орбиты Gx, то для любого откры-
того F cz GK множество Fx открыто в YK-

Доказательство. Рассмотрим морфизм <р: G —>- Y, q>(g) = gx.
По построению <р является доминантным, и поэтому, применяя
предложение 3, можно найти открытое по Зарисскому множе-
ство U cz G с описанными там свойствами. Тогда срк является
открытым в любой точке g e U' к. Так как (f(hg) = hcp(g) для
любого / I E C , ТО <рк В действительности является открытым
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в любой точке h e GK. Отсюда автоматически вытекает откры-
тость q>(F) = Fx для любого открытого F cz GK.

Приведем пример использования полученных результатов
применительно к изучению структуры групп рациональных то-
чек над локально компактными полями.

Теорема 3 (Рим [1,2]). Пусть G — К-простая алгебраиче-
ская группа. Тогда любой нецентральный нормальный дели-
тель группы GK является открытым.

Доказательство. Для g e G положим Wg = {[g, h] =
= g-lh~lgh\h<= G). Все множества Wg(g e G) являются не-
приводимыми многообразиями, содержат единицу и в совокуп-
ности порождают коммутант [G, G] группы G. В нашей ситуа-
ции [G, G] = G, так что, применяя несложное рассуждение,
использующее понятие размерности (см. Борель [8], предложе-
ние 2.2), и учитывая равенство (Wg)~' = ^ g - ' , получаем суще-
ствование такого конечного набора элементов gu . . ., gn e G, что
G = W g . . . Wg . Рассмотрим морфизм

2га п+1

-Ф (^1, • • • , Хп, //,, . . . , уп) = (,*,, . . . , Хп, [Хи УХ\ . • . [Хп, уп] ) .

Согласно теореме о размерности слоев морфизма (см. § 2.4,
п. 2) для любой точки у^тр(Х) имеем dimг(Н (у) ^ (п —
— l)dimG; установим существование таких точек, для кото-
рых имеет место равенство. По построению морфизм <р :

G X . . - X G - + G , <pgi _ g n ( X i , . . . , x n ) = [ g l , x l ] ... [ g n , x n ]

n

сюръективен, поэтому существуют такие точки g e G, что

j 1 (g) = (n —I) dim G.
Тогда в качестве у можно взять точку вида (gu ..., gn,g}-
Опять применяя теорему о размерности слоев морфизма, полу-
чаем существование такого открытого по Зарисскому множе-
ства [/сУ, что dimq)-1 (х) = (п—l)dimG для любого J E [ / .
Обозначим через V проекцию U на первые п компонент. Тогда
V открыто в G X • • • X G и для любого (хи ..., хп) е V найдется

\ - • /

п

g e G со свойством dimcp"1

 x ig) = tl—1- Отсюда следует,
что для (х\, ..., хп)^ V морфизм <рх х является доми-
нантным. Пусть теперь N cz G%—нецентральный нормальный
делитель. Так как GK. ПЛОТНО В G В ТОПОЛОГИИ Зарисского (тео-
рема 2.2; для локального поля это вытекает также из леммы 2),
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то замыкание N в этой топологии является нецентральным
^-определенным нормальным делителем в G, и, следовательно,
N = G, ибо G по условию Л>проста. Поэтому из приведенных
выше рассуждений следует,, что найдутся такие элементы
Х\, . . . , х„ е .V, что морфизм фх к является доминантным.

Применяя следствие 1 из предложения 3, получаем, что
*Рх х {Gк X • • • X Gк) содержит открытое в GK подмноже-

1 n

е GK} с /V, поэтому /V открыт в GK. Теорема 3 доказана.
Замечание. В доказательстве мы пользовались только пред-

ложением 3, которое является формальным следствием тео-
ремы об обратной функции, и нигде не использовали локаль-
ную компактность поля К- Поэтому утверждение теоремы имеет
место всякий раз, когда над полем К справедлива теорема об
обратной функции, скажем, К является полным относительно
нетривиального дискретного нормирования. Именно в такой
общности данный факт применяется при исследовании откло-
нения от свойства слабой аппроксимации для односвязных
групп над произвольным полем (см. § 7.3). Отметим также, что
для локально компактных полей из теоремы 3 можно получить
(и мы это проделаем в § 3.2—3.3) более сильный результат:
в условиях теоремы 3 любой нецентральный нормальный дели-
тель группы GK имеет в ней конечный индекс.

В изложенных выше результатах теории аналитических мно-
гообразий мы фактически игнорировали тот факт, что на боль-
шинстве изучаемых нами многообразий имеется структура
группы. Сейчас мы представим ряд результатов, которые полу-
чаются благодаря использованию групповой структуры. В це-
лом изучение групповых аналитических многообразий составляет
предмет классической теории групп Ли, изложению которой
посвящены, например, книги Серра [3], Бурбаки [4], Хел-
гасона [1]. Мы же ограничимся указанием на ряд фактов, от-
носящихся, главным образом, к группам Ли, возникающим из
алгебраических групп. Итак, пусть G — определенная над К
алгебраическая группа. Как мы знаем, многообразие G является
гладким, поэтому на множестве GK имеется естественная струк-
тура аналитического многообразия над К- При этом групповые
операции оказываются аналитическими отображениями, так что
в действительности G^ оказывается наделенной структурой ана-
литической группы или группы Ли (см. Серр [3]). Алгеброй
Ли д* аналитической группы G^ называется касательное про-
странство в единице T*e(GK)- Согласно лемме 1 д* совпадает
с подпространством ^-элементов алгебраического касательного
пространства T£(G), т. е. алгебры Ли g = L(G) как алгебраиче-
ской группы; при этом скобка Ли на д* индуцируется с д.
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Можно определить экспоненциальное и логарифмическое ото-
бражения ехр и log (см. Бурбаки [4]), которые осуществляют
взаимно обратные локальные аналитические изоморфизмы д*
и GK. Если Gc^GLn(Q)—матричная реализация G, то ехр и
log задаются обычными формулами:

ехр (*) = £ „ + 4 + ^ + ••• +~Г+---' * ^ 9 * ,

В частности, экспоненциальное отображение группы индуци-
рует экспоненциальное отображение подгруппы. Если X, Y e g
(соответственно, х, у е G) перестановочны, то

ехр (А" + У) = ехр (А") ехр (У),

log (ху) = log (х) + log (у)

(при этом предполагается, что все участвующие здесь выраже-
ния определены, т. е. соответствующие ряды сходятся). Отсюда,
в частности, следует, что в группе GK всегда существует окре-
стность единицы, не содержащая нетривиальных элементов ко-
нечного порядка (см. Серр [4]). Отметим также следующие
формулы:

ехр {х~1Хх) = х" 1 ехр (А") х,

т. е. экспоненциальное и логарифмическое отображения комму-
тируют с присоединенным действием группы GK-

Если подгруппа HC^GK является также подмногообразием
в GK, ТО Н называется подгруппой Ли в GK- ИЗ определений
вытекает, что если Н cz GK—подгруппа Ли, то имеет место ана-
логичное включение для соответствующих алгебр Ли: })* с: д*.
Подгруппа Ли H<^GK не обязана быть замкнутой ни в топо-
логии группы GK, НИ тем более в топологии Зарисского. Рас-
смотрим замыкание В группы Я в топологии Зарисского. Тогда
Вк является подгруппой Ли в GK, содержащей Я. Насколько
Вк может отличаться от Я? Мы дадим ответ в терминах соот-
ветствующих алгебр Ли Ь* и })*.

Предложение 4.5 описанной ситуации %* является идеаломЬ*.
Доказательство. Рассмотрим присоединенное представление

Ad: G->-GZ,(g), где g = L(G)—алгебра Ли G как алгебраиче-
ской группы; g = g* ®к £2, где д* — алгебра Ли GK как аналити-
ческой группы. Пространство f)*, а следовательно, и простран-
ство J) = J)*<8>K£2 ЯВЛЯЮТСЯ, очевидно, Я-инвариантными. С дру-
гой стороны, подгруппа S си G, состоящая из таких g E ( J , что
•̂ d (g) (J))= f), замкнута в топологии Зарисского. Поэтому из
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включения HcS вытекает, что и В cz S. Учитывая, что диффе-
ренциал присоединенного представления алгебраической группы
совпадает с присоединенным представлением соответствующей
алгебры Ли (см. Борель [8], § 3), для алгебры Ли b = L(B)
получаем включение [Ь, Ь] с= \>. Так как Ъ* ^Ък, J)* = 1)K, TO от-
сюда следует, что [Ь*, I)*] с I)*. Предложение 4 доказано.

Краткий обзор необходимых для дальнейшего фактов тео-
рии групп Ли мы завершим формулировкой теоремы Картана.

Теорема 4 (Э. Картан). Предположим, что поле К совпа-
дает либо с полем вещественных чисел R, либо с полем р-ади-
ческих чисел Qp. Тогда замкнутая подгруппа группы Ли над К
является группой Ли. Всякий непрерывный гомоморфизм групп
Ли над К является аналитическим.

Доказательство — см. Серр [3], с. 260—263.
В заключение этого параграфа приведем один красивый

пример применения техники групп Ли и аналитических много-
образий к теории групп.

Предложение 5. Пусть G a GLn— редуктивная алгебраиче-
ская группа, определенная над неархимедовым локальным по-
лем К. Тогда в группе целых точек Gg = G [)GLn(6) имеется
лишь конечное число попарно не сопряженных конечных под-
групп. В частности, число несопряженных конечных подгрупп
группы SLn(Zp) конечно.

Доказательство. Из сделанных выше замечаний о группах
Ли вытекает существование окрестности единицы группы Go,
не содержащей нетривиальных элементов конечного порядка.

Таккакконгруэиц-подгруппы Gg (pa)={x<=Gg \x = En(modpa)} *),
•где р<^(У— идеал нормирования, a^sl, образуют базис ок-
рестностей единицы, то найдется конгруэнц-подгруппа (скажем,
Ge(pa))> обладающая тем же свойством. Отсюда следует, что
любая конечная подгруппа в Go изоморфна подгруппе группы

Gff!Ge{pa), которая конечна в силу компактности Go и откры-
тости Go{pa)- Поэтому в Gg существует лишь конечное число
неизоморфных конечных подгрупп, и достаточно показать, что
конечные подгруппы в Go, изоморфные фиксированной группе
Г, разбиваются в конечное число классов сопряженности. Для
этого рассмотрим многообразие представлений R = R(Y,G)
(см. § 2.4, п. 4) и установим более сильное утверждение о том,

что множество Л?с?=Нот(Г, Go) СОСТОИТ ИЗ конечного числа
орбит относительно естественного действия группы Go. Из тео-
ремы 2.17 вытекает, что имеется лишь конечное число орбит
естественного действия G на ^(Г, G), причем эти орбиты

*) Сравнимость двух матриц над некоторым кольцом по модулю идеала
этого кольца означает сравнимость всех соответствующих элементов.
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замкнуты в топологии Зарисского. Пусть X — одна из таких ор-
бит. Нам достаточно показать, что Хв состоит из конечного числа
орбит группы Gff. Это очевидно, если Хв=0- В противном
случае орбита X, очевидно, определена над К, и для любой
точки х е X? орбита Gjx открыта в Ху согласно следствию 2
из предложения 3. С другой стороны, из замкнутости X в R и
компактности О вытекает компактность X?, поэтому из откры-
того покрытия Хо= {] G<yx можно выбрать конечное подпокры-

х

тие, что и дает требуемую конечность числа орбит Gj на Хс-
Предложение 5 доказано.

§ 3.2. Архимедов случай

В предыдущем параграфе был получен ряд утверждений об
элементарных топологических и аналитических свойствах про-
странства Хк, где X—алгебраическое многообразие, определен-
нее над локально компактным полем К. Соответствующие до-
казательства опирались лишь на теорему об обратной функции,
которая одинаково хорошо работает как в «классическом» слу-
чае К = R или С, так и в неархимедовом, когда К — конечное
расширение поля Qp. В настоящем параграфе мы приведем
ряд утверждений, которые присущи исключительно архимедову
случаю. К их числу прежде всего относятся результаты о связ-
ности.

Теорема 5. Пусть X — неприводимое алгебраическое много-
образие, определенное над полем комплексных чисел С- Тогда
пространство Хс связно.

Доказательство — см. Шафаревич [1], гл. VII, § 2. Отметим,
что этот результат в данной книге использоваться не будет.

Теорема 6 (Уитни [1]). Пусть X — алгебраическое многооб-
разие, определенное над полем вещественных чисел R. Тогда
пространство Xs имеет конечное число связных компонент.

Доказательство. Заменяя X на замыкание XR В ТОПОЛОГИИ
Зарисского (что не влияет на R-точки), можно считать, что Хк
плотно в X. Тогда вещественные точки плотны в каждой непри-
водимой компоненте X, и поэтому последние определены над R.
Тем самым можно считать X неприводимым. Предположим, что
утверждение теоремы для таких многообразий не выполняется,,
и пусть X — контрпример минимальной размерности (ясно, что
dimZ>>0). Выберем открытое R-определенное аффинное под-
множество У с= X. Тогда Г = Х \ У является алгебраическим
R-многообразием, размерность которого строго меньше dimX.
По предположению TR имеет конечное число связных компо-
нент, так что число связных компонент пространства Y% обя-
зано быть бесконечным. По этой причине многообразие X можно
считать аффинным. Пусть S — множество особых точек X (см.
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§ 2.4, п. 3). Как мы знаем, S — собственное замкнутое подмно-
жество в X. Поэтому рассуждая как и выше, получим, что про-
странство У = X R \ 5 R имеет бесконечное число связных компо-
нент {У/}°°_,> причем почти все из них, скажем, Vs для j ^ l
являются связными компонентами пространства XR. В § 3.1 мы
показали, что V является аналитическим многообразием, и,
в частности, локально связным пространством. Поэтому все V,-
являются непересекающимися открыто-замкнутыми подмноже-
ствами в У, а V,- для / ^ /— открыто-замкнутыми подмноже-
ствами в Х%. Предположим, что нам удалось найти собственное
замкнутое R-определенное подмножество Z а X, пересекающее
почти все Vj. Тогда число связных компонент пространства ZR

не может быть конечным, ибо ZR = (J {ZR П VJ) И ДЛЯ ПОЧТИ
/ 1

всех / пересечение ZR Л V/ является непустым открыто-замкну-
тым подмножеством в ZR. НО ЭТО противоречит нашим построе-
ниям, ибо dim Z < dim X.

Для построения Z предположим, что X реализовано как
замкнутое по Зарисскому подмножество аффинного простран-
ства А", множество вещественных точек R" которого наделим
обычной метрикой. Зафиксируем произвольную точку а =
= («1, . . . , а„) е V\. Для каждого / ^ / множество V,- замкнуто
в R", и поэтому можно найти точку 6, е Vj, ближайшую к а.
Мы построим собственное замкнутое алгебраическое подмноже-
ство Z<^X, содержащее все Ь,-. Его уравнения легко получить,
исходя из того, что Ь, являются точками условного экстремума
ф у н к ц и и g{Xu . . . , Xn) = (Xl — ai)2+ ... +{Хп — ап)

2.А и м е н -
но, если r = n — dimX, a — идеал полиномов, обращающихся
в нуль на X, то для любых / ь . . ., fr e aR и любого / линейные
формы

(см. § 2.4, п. 3) являются линейно зависимыми, что равносильно
выполнению равенств

д , ( / „ . . . . fr,g)(bf) =i,.... С1,

где А,(/ь . . . , fr, g) {x) — все миноры порядка {г + 1)Х {г + 1)
матрицы

j

dfr

(х)

dg
дХх

{х) . . .

(х) . . .

дХп

dfr

дХп

дХп

(х)

(х)

{х)
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Пусть Z — подмножество в X, определяемое системой

Д,(/„ . . . , fr,g)(x) = 0, i=l, . . . . С 1 , /„ . . . . / г е а .

По построению Z содержит все точки Ь,, поэтому надо только
убедиться, что Z ф X. Покажем, что V\i^Z. Так как точка а
является простой на X, то существуют такие полиномы fu . . .
. . . , /r e ар, что формы dxf\, ..., dxfr линейно независимы для
х = а (предложение 2.1), а значит, и для всех х, достаточно
близких к а. Далее, пусть аналитические функции u\(t\, . . .
. . . , td), ••-, un(t\, ..., td) (d = dim X ~p> 0) осуществляют па-
раметризацию окрестности точки а (см. § 3.1),. Так как g пред-
ставляет собой квадрат расстояния от точки а, то аналитиче-
с к а я ф у н к ц и я ф (/,, ..., t d ) = g ( u l ( t l , ..., t d ) , ..., u n ( t u . . ., i d ) \
не сводится к константе. Поэтому

(п Q)
и ' • • • ' d t d ) ^ ( и ' •••' и ) ( [

на любом открытом множестве изменения параметров. Из ра-
венств

Ы М ' ь •••• t d ) , • • • > « » ( * 1 , ••-. ^ ) ) = 0 , i = l , - . . , г ,

вытекают соотношения

dt.' •••' dt. ) ~ L dX, dt.—U>

* = 1, . . . , / • , / = 1, . . . , d.

Тогда если формы dxf\, . . . , dxfr, dxg линейно зависимы, то для
всех х, достаточно близких к a, dx<g линейно выражается через
dxfu ••-. dxfr, ибо последние по построению линейно незави-
симы. Следовательно,

Но левая часть (2) совпадает с ду/dtj, так что (2) противоре-
чит (1). Таким образом, формы dxf\, • • • , dxfr, dxg не могут быть
линейно зависимыми во всех точках х е V\. Поэтому не все оп-
ределители АГ (/Ь . .. , fr, g) (x) тождественно равны нулю на
Vi, т. е. Vх ф. Z. Теорема 6 доказана.

Следствие 1. Пусть G — алгебраическая R-onpedeленная
группа. Тогда группа GR имеет конечное число связных компо-
нент. Если группа G связна, то из компактности группы GR
вытекает ее связность.

В доказательство нул дается лишь второе утверждение. Груп-
па GR, будучи компак* ной, целиком состоит из полупростых
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элементов. Поэтому произвольный фиксированный ее элемент
лежит в некотором (своём) R-определенном торе 7 c G . Груп-
па 7R также компактна, и поэтому Т изоморфен тору вида
(Rc/R(Gm))d, где d = dimT (см. § 2.2, п. 4). Отсюда следует,
что 7R МОЖНО отождествить с произведением d экземпляров
единичной окружности, которое связно. Таким образом, связ-
ная компонента GR обязана содержать все группы TR, и по-
этому совпадает с GR_ Другое доказательство связности группы
GR МОЖНО получить, воспользовавшись тем фактом, что ком-
пактная линейная группа над R замкнута в топологии Зарис-
ского (см. Шевалле [1], т. 3, с. 296).

Предложение 6. Пусть G — связная R-простая алгебраиче-
ская группа. Тогда любой нецентральный нормальный делитель
группы GR имеет в ней конечный индекс. Если группа GR ком-
пактна, то она проективно проста.

Доказательство. Согласно теореме 3 любой нецентральный
нормальный делитель N группы GR открыт и поэтому обязан
содержать связную компоненту GR, которая в силу следствия 1
имеет конечный индекс в GR. ЕСЛИ группа GR компактна, то

GR = GR, И поэтому JV = GR.
Продолжим получение следствий из теоремы 6.
Следствие 2. Пусть G X Х-+-X—транзитивное ^.-определен-

ное действие алгебраической R-группы G на R-многообразии X.
Тогда ZR состоит из конечного числа орбит группы GR. Если ZR
связно, то имеется в точности одна орбита.

Доказательство. Для любой точки х е ZR орбита GRX
открыта в Хц (следствие 2 из предложения 4). Дополнение
Z R \ G R X является объединением остальных орбит, и поэтому
также открыто. Тем самым GRX является открыто-замкнутым
подмножеством пространства ZR И поэтому содержит связную
компоненту последнего. Поэтому число различных орбит не пре-
восходит числа связных компонент ZR, которое конечно, и
равно единице, если ZR СВЯЗНО.

Замечание. Следствие 2 имеет очевидную когомологическую
интерпретацию. А именно, если х е ZR, TO X можно отожде-
ствить с однородным пространством G/H, где H=G(x) — ста-
билизатор точки х, и тогда орбиты группы GR на пространстве
ZR взаимно однозначно соответствуют элементам из Ker(#'(R,
H)-+H[(R, G)) (см. § 1.3, п. 2). Поэтому в силу следствия 2
указанное ядро конечно. Рассматривая вложение данной
R-группы И в некоторую R-группу G с тривиальными когомо-
логиями (например, при помощи точного R-определенного пред-
ставления Н <=-*• G = GLn), отсюда получаем, что для любой
R-группы Н множество Н](и,Н) конечно. В главе VI § 6.4 мы
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дадим другое доказательство этого факта, которое работает
также в случае неархимедовых локальных полей.

Следствие 3. Пусть /: G ->- Н — сюръективный ^-определен-
ный морфизм алгебраических групп. Тогда индекс [HR : f (GR)]
конечен. Если группа HR связна, в частности, если Н унипо-
тентна, то гомоморфизм /R: GR~>-HR сюръективен.

Доказательство вытекает из следствия 2, если применить
его к действию G X Н -+ Н, (g, h)—>f{g)h. Связность множе-
ства R-точек унипотентной группы Н является следствием того
обстоятельства, что логарифмическое «усеченное» отображение
определяет гомеоморфизм HR И L(H)g, где L(H)— алгебра Ли
группы Н (см. § 2.1, п. 8).

Дальнейшие результаты этого параграфа направлены на
более точное изучение алгебраической и топологической струк-
туры групп вещественных и комплексных точек редуктивных
алгебраических групп. А именно, мы хотим получить для таких
групп полярное разложение и разложение Ивасавы. Чтобы про-
яснить существо дела, мы вначале рассматриваем наиболее
простой случай группы GLn- В этой ситуации обсуждаемые раз-
ложения легко следуют из хорошо известных фактов линейной
алгебры.

Начнем с полярного разложения для группы GLn(R).
Обозначим через К подгруппу в GLn(R), состоящую из орто-

гональных матриц, т. е. матриц х е GLn(R), удовлетворяю-
щих соотношению

*хх = Еп, (3)

где fx—транспонированная к х матрица. Ясно, что К совпадает
с группой R-точек On(f)f> ортогональной группы единичной
квадратичной формы / = х\ + . . . + х\. Эта форма анизотропна
над R, и поэтому группа On(f) также является R-анизотропной
(см. предложение 2.14). Но тогда из теоремы 1 вытекает, что
группа K = On(f)% компактна. Последний факт легко доказать
и непосредственно, выписав возникающие из (3) соотношения
на коэффициенты матрицы х. Обозначим, далее, через S мно-
жество положительно определенных симметрических матриц из
GLn(R), т. е. а = (ац) е S, если ац= ац и квадратичная форма

п

/ = 2 dijXiXj положительно определена. В этих обозначениях
i. / = 1

имеет место
Предложение 7. GLn(R) = K.S и представление справа един-

ственно. Пространство S связно и односвязно.
Доказательство. Пусть x<^GLn(R). Тогда a = ' x x < s S и,

значит, собственные значения а ь . . . , а„ линейного преобразо-
вания, определяемого а, вещественны и положительны. Из ли-
нейной алгебры хорошо известно существование такого b <= К,
что bab~l является диагональной матрицей d i a g ( a b ••-, осп).
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Обозначим через с матрицу b~ldb, где d = d i a g ( V a i , . - . , V a « )
(берутся положительные значения корня). Тогда c e S и 'ее =
= с2 = а. Итак, а = 'хх = 'сс, откуда 1(хс~1) (хс~1) = Е„, т. е.
г = ^ г ' е К Тем самым x = zc^KS. Если x = Z\C\— другое
представление, то, применяя к равенству

zc = zlcl (4)

cz ' = ciZi '. (5)

транспонирование, получим

с

Перемножая (4) и (5), будем иметь
с су.

Отсюда следует, что с = С\. Это можно доказать разными спо-
собами, но нам удобнее всего использовать следующее утверж-
дение, к которому мы будем еще не раз обращаться.

Лемма 3. Пусть c^S. Тогда для любого целого г замыка-
ние по Зарисскому циклической подгруппы, порожденной сг,
содержит с.

Доказательство. Как мы уже отмечали, сопряжение при по-
мощи подходящего элемента х приводит с к диагональному
виду, так что с самого начала можно считать матрицу с диа-
гональной, т. е. c = diag(Yi, . . . , у„), yi > 0. Если с ф{сгп}п<^7,
то найдется такой характер % группы диагональных матриц Dn,
что %(сг)=1, но %(с)ф\ (см. Борель [8]). Однако %(с) = у"1--.

... \а

п

п для подходящих целых а.-, и поэтому
Так как %{сГ) = (%{с))г = 1, то отсюда следует, что %(с)= 1,—
противоречие. Лемма 3 доказана.

Из леммы 3 вытекает, что элементы с, С\ е S, удовлетворяю-
щие соотношению с2 = ср обязательно перестановочны. Тогда
для d = ccil имеем d2 = En, так что собственные значения рав-
ны + 1. Но любое собственное значение d является произведе-
нием собственных значений с и сГ' и поэтому обязано быть по-
ложительным. Таким образом, d = Еп, с = С\, z = z\, и одно-
значность разложения доказана. Нам осталось установить связ-
ность и односвязность пространства S.

Для этого воспользуемся методом, который в дальнейшем
мы применим к произвольной редуктивной группе, а именно,
покажем, что экспоненциальное отображение ехр индуцирует
гомеоморфизм векторного пространства 5 симметрических мат-
риц на S. Из разложения (1) § 3.1 вытекает, что e x p ( X ) e S
для любой матрицы X e , s (сходимость ряда (1) хорошо изве-
стна). Приводя любой элемент c e S к диагональному виду и
используя соотношение (2) § 3.1, легко видеть, что отображение
ехр: 5->S сюръективно. Далее, используя теорему об обратной
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функции, несложно показать, что ехр в действительности осу-
ществляет локальный аналитический изоморфизм s и S, так что
осталось установить инъективность ехр. Для этого заметим, что
рассуждения, полностью аналогичные использованным выше,
позволяют установить следующий факт: если ci, c 2 e S и с™ = с™
для некоторого целого т, то с\ = с2. Отсюда следует, что из
равенства ехр(Х) =ехр(У) для X, F e s вытекает равенство

где т — любое целое число. Выбирая т достаточно большим,
можно добиться того, что элементы (l/m)X, (l/m)Y будут про-
извольно близки к нулю. Так как ехр является локальным изо-
морфизмом, то (\/т)Х = (\/т) Y, откуда X = Y, что и требо-
валось. Предложение 7 доказано.

Имеет место также следующий комплексный аналог предло-
жения 7. Обозначим через В подгруппу в GLn(C), состоящую
из унитарных матриц, т. е. матриц, удовлетворяющих соотно-
шению *хх = Еп, где *х— сопряженно-транспонированная к х
матрица. Рассматривая координатную запись последнего соот-
ношения, легко показать, что группа В компактна. Пусть Е —
множество положительно определенных эрмитовых матриц, т. е.
а = (а.ц)<= Е, если ац = пц (комплексное сопряжение) и эрми-
това форма / = ZjCiijXiX] положительно определена. Тогда спра-
ведливо

Предложение 8. GLn(C) = BE и представление справа един-
ственно. Пространство Е связно и односвязно.

Доказательство полностью аналогично доказательству пред-
ложения 7. При этом используется следующее обобщение
леммы 3:

Лемма 4. Пусть е е £ , Тогда для любого целого г замыка-
ние по Зарисскому подгруппы, порожденной ег, содержит е.

Связность и односвязность Е доказывается следующим обра-
зом. Обозначим через е пространство эрмитовых матриц
в Мп(С). Тогда экспоненциальное отображение ехр осуществ-
ляет гомеоморфизм е и Е.

Разложения, о которых идет речь в предложениях 7 и 8, на-
зываются полярными разложениями. Мы собираемся устано-
вить существование и единственность аналогичных разложений
для произвольной редуктивной R-определенной подгруппы G с:
с: GL n (C). Для этого надо научиться «хорошо располагать» G
в GLn(C). Точнее, будем говорить, что подгруппа G с: GLn(C)
является самосопряженной, если она инвариантна относительно
транспонирования, т. е. если х е G, то *х е G.

Теорема 7 (Мостов). Пусть G с: GLn(C) — редуктивная
R-определенная алгебраическая группа. Существует такая мат-
рица а е GLn(R), что группа a~lGa является самосопряженной.
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Доказательство базируется на следующем факте.
Предложение 9. Пусть G cz GLn(C)— редуктивная R-onpe-

деленная алгебраическая группа. Тогда существует плотная по
Зарисскому компактная подгруппа К cz G, инвариантная отно-
сительно комплексного сопряжения.

Итак, пусть KczG— плотная по Зарисскому компактная
подгруппа, инвариантная относительно сопряжения. Положим

= \ "kkdk, (6)m
к

где «матричный» интеграл берется по мере Хаара dk группы К
(см. § 3.5). Так как группа К инвариантна относительно комп-
лексного сопряжения, то мера dk также инвариантна, откуда
следует, что матрица m вещественна. Кроме того, матрица
*kk— эрмитова положительно определенная, поэтому на самом
деле m—симметрическая положительно определенная матрица.
При доказательстве предложения 7 мы показали, что m = а2

для подходящей симметрической положительно определенной
матрицы а. Из (6) вытекает, что К лежит в унитарной группе,
отвечающей матрице т, поэтому а~1Ка лежит в группе обыч-
ных унитарных матриц В, т. е. *хх = Еп для х е а~1Ка. Таким
образом, 'х = *х = х-1 е К для любого х е а~1Ка, где черта
означает комплексное сопряжение. Мы показали, что группа
а~1Ка инвариантна относительно транспонирования. Поэтому
тем же свойством обладает ее замыкание по Зарисскому, т. е.
группа a~lGa. Теорема 7 доказана.

Доказательство предложения 9. Группа G представима
в виде почти прямого произведения G = TD, где Т — централь-
ный R-определенный тор, а группа D полупроста. Существова-
ние требуемой подгруппы в Т практически очевидно: выбрав
С-определенный изоморфизм Т ~ C*d, можно взять в качестве
К подгруппу Sd, где S — совокупность комплексных чисел с мо-
дулем ]; эта подгруппа является единственной максимальной
компактной подгруппой в Г и поэтому инвариантна относи-
тельно всех непрерывных автоморфизмов С*. Если нам удалось
построить подгруппу Ку cz D с требуемыми свойствами, то Ко =
= КК\ — искомая подгруппа в G. Тем самым можно в дальней-
шем считать группу G полупростой. Выберем максимальный
^-определенный тор Т cz G, и пусть R=R(T,G) — система кор-
ней группы G относительно Т, {Ха}а<_% — соответствующие эле-
менты базиса Шевалле в алгебре Ли L(G) (см. § 2.1, п. 13).
Тогда если обозначать через а инволюцию комплексного сопря-
жения, то а (Ха) = саХа, где с „ е С , а — сопряженный к а харак-
тер тора Т. Положим %(Ха) = \са\Х-а, где \са\ — модуль комп-
лексного числа са. Несложное вычисление, использующее
структурные соотношения для базиса Шевалле, показывает
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(см. Теория алгебр Ли. Топология групп Ли//Семинар Софус
Ли. —С. 145—146), что т продолжается до антилинейной инволю-
ции алгебры L(G), которая перестановочна с ст. Обозначим че-
рез / форму Киллинга на L(G), (см. § 2.1, п. 3). Путем прямого
вычисления легко установить (см. loc. cit.), что f (X, х(Х)) < 0 для
любого Xе L(G), Х=/=§. Поэтому если обозначить через i) под-
пространство (в действительности, R-подалгебру) в L(G) эле-
ментов, неподвижных относительно т, то форма f(X, X) =
= /(Х, х(Х)) на 1) отрицательно определена. Пусть К~ под-
группа в G, состоящая из таких g, что Ad g оставляет !) инва-
риантным. Используя Ad G-инвариантность формы f и тот факт,
что Ij ® R C = L(G), несложно показать, что Ad К является замк-
нутой подгруппой группы R-точек O(g)p — ортогональной груп-
пы формы g = fjf). Так как g отрицательно определена, то
группа О (g)R компактна. Поэтому компактна и группа К,

поскольку Ad имеет конечное ядро. Далее, в силу того, что f>
является подалгеброй, для любого X e l ) элемент ехр X лежит

в К. Но —г- (ехр(/Х))<==0 = X, так что алгебра Ли группы К со-
держит f) (отметим, что К является группой Ли над R согласно
теореме Картаиа). Поэтому из леммы 1 вытекает, что алгебра
Ли замыкания К группы К в топологии Зарисского должна со-
держать Cl) = £(G), откуда K=G. Наконец, из перестановоч-
ности ст и т вытекает ст-инвариаитность !), поэтому ст-инвариант-
ной будет и группа К. Предложение 10 доказано.

Замечание. Утверждение предложения лежит в основе од-
ного технического приема, который принято называть «унитар-
ным трюком Вейля». А именно, работая с алгебраическими
группами над полями характеристики нуль, вначале сводят за-
дачу к полю С, а затем оперируют не самой алгебраической
группой, а ее плотной компактной подгруппой. Таким путем
можно, например, легко установить полную приводимость пред-
ставлений редуктивных алгебраических групп в характеристике
нуль.

Теперь мы в состоянии построить полярное разложение в
произвольной редуктивной R-определенной группе G. Пусть
G<=GLn(C)—матричная реализация G. Согласно теореме 7
без ущерба для общности можно считать группу G самосопря-
женной. В этом случае полярное разложение для группы
GLn(R) (предложение 7) индуцирует полярное разложение для
группы GR.

Более точно, справедливо
Предложение 10. 1) GR = (G [~| К) (G(]S) в обозначениях

предложения 7. При этом К\ = G [~| К — максимальная компакт-
ная подгруппа в GR, а пространство Si = G [~| S связно и одно-
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связно. Следовательно, факторпространство GR jK\ связно и од-
носвязно.

2) Любая компактная подгруппа GR содержится в макси-
мальной компактной подгруппе, а все максимальные компакт-
ные подгруппы в GR сопряжены.

Доказательство. 1) Пусть х е GR И Х =• kc—полярное разло-
жение в группе GLn(&)', покажем, что k e К\, с е S\. Поскольку
G самосопряжена, то 'х е G, следовательно, с2 = 'хх е G. Ис-
пользуя лемму 3, получаем, что с е G, т. е. c<=S\. Тогда и
k^Ki .Любая подгруппа в GR, строго содержащая /Сь обязана
содержать неединичный элемент из Sj. Но из приводимости лю-
бого элемента из 5 к диагональному виду с положительными
коэффициентами вытекает, что неединичный элемент из S не
может содержаться в компактной подгруппе. Таким образом,
К\ максимальна. Для доказательства связности и односвязности
Si воспользуемся тем же методом, что и при доказательстве
предложения 7. А именно, обозначим через Si подпространство
в алгебре Ли д* группы GR, состоящее из симметрических мат-
риц. Мы покажем, что экспоненциальное отображение ехр инду-
цирует гомеоморфизм Sj и S\. При доказательстве предложе-
ния 8 мы установили, что ехр индуцирует гомеоморфизм s и S,
поэтому достаточно показать, что exp(si) = Si. Включение
exp(si)<=Sj очевидно. Пусть теперь c = e x p X e S b где 1 е 5 .
Из леммы 3 вытекает, что для любого целого п элемент
ехр(/г~'л:) также лежит в Sj. Поэтому exp(QX)<=Sb и, следова-
тельно, ехр (tX)^ Si для любого t e IR. Но тогда

и требуемое доказано.
2) Доказательство, подробности которого мы опускаем (см.

Хелгасон [1]), проводится по следующей схеме. Пространство
X = Gf>/Ki наделяется GR-инвариантной метрикой, относительно
которой оно становится римановым многообразием отрицатель-
ной кривизны. Затем применяется результат Э. Картана, со-
гласно которому любая компактная подгруппа, действующая
изометриями на таком многообразии, обязательно имеет непод-
вижную точку. Итак, если К.' cz GR — компактная подгруппа, то
существует точка х = gK e X, неподвижная относительно К'.
Последнее означает, что g-lK'g а К, откуда и следует требуе-
мое. Предложение 10 доказано.

Нам понадобится также комплексный вариант предложе-
ния 10. Мы сохраняем предположение о самосопряженности
^-определенной редуктивной группы G.

Предложение 11. 1) G c = (G Л В) (G Г) Е) в обозначениях пред-
ложения 8. При этом В\ = G [\В — максимальная компактная
подгруппа в Gc, а экспоненциальное отображение ехр осуще-
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ствляет гомеоморфизм пространства е{ эрмитовых матриц из
алгебры Ли L(G) на Ех = G [)Е.

2) Любая компактная подгруппа группы Gc содержится
в максимальной компактной подгруппе, и все максимальные
компактные подгруппы сопряжены.

Доказательство аналогично доказательству предложения 10
(можно также вывести предложение 11 из предложения 10, вос-
пользовавшись конструкцией ограничения основного поля).

Приведем еще одно полезное техническое утверждение.

Лемма 5. Если Ь^В, е <= Е и e~lbe<=B, то eb = be.
Доказательство. Имеем 'х = х~1 для i e B и *х = х для

. i e £ . Поэтому (e~lbe) = e~~lbe = ebe~l, т. е. b и е2 переста-
новочны. Остается сослаться на лемму 4.

Теперь мы в состоянии доказать следующие обобщения тео-
ремы 7.

Теорема 8 (Мостов). Пусть Gj cz . . . <= GT — башня R-опре-
деленных редуктивных подгрупп группы GLn(C). Тогда суще-
ствует такая матрица а е GLn(R), что все группы aGiu~l яв-
ляются самосопряженными.

Доказательство. Анализируя доказательство теоремы 7, мы
видим, что достаточно найти максимальные компактные под-
группы Kt cz Gtc, которые плотны по Зарисскому в G,-, инва-
риантны относительно комплексного сопряжения, и такие, что
К\ cz . . . <= КГ. При этом все сводится к доказательству для
двух R-групп Н cz G следующего утверждения: любая макси-
мальная компактная подгруппа BczHc, инвариантная относи-
тельно комплексного сопряжения, содержится в максимальной
компактной подгруппе С cz Gc, которая также инвариантна от-
носительно сопряжения. Так как согласно предложению 9 суще-
ствует плотная по Зарисскому максимальная компактная
подгруппа, то в действительности любая максимальная компакт-
ная подгруппа автоматически плотна по Зарисскому. Выбе-
рем максимальную компактную подгруппу DczG^, содержа-
щую В. Из предложения 11 вытекает существование однознач-
ного разложения Gc = DF, где .F = exp(f), f—некоторое
R-подпространство в алгебре Ли L(G). Обозначим через 6 ав-
томорфизм комплексного сопряжения. Тогда Q(D) — также мак-
симальная компактная подгруппа в Gc и поэтому B(D) =
= a~lDa для подходящего а = ехр(Х), X e f . Положим Ь =
= ехр(Х/2), С = b~lDb и покажем, что группа С искомая.
Имеем

е (с) = е (ьг' е (D) в (ь) = е (ьу' a' l
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Поэтому для доказательства 6-инвариантности С достаточно
показать, что b^aQib) лежит в центре Z группы Gc, т. е.

№(b)~l = az, где Z E Z . (7)

Так как 6 2 = id, то

D = б2 (D) = 6 (a" lDa) = 6 (а)" ' а~ lDaQ (а).

Представим аб(а) в виде aQ(a)=df, где d^D, / е / \ Тогда
/~'D/ = D, и поэтому, применяя лемму 5, получаем, что / ком-
мутирует с D, а поскольку D плотно по Зарисскому в G, то
| E Z , Обозначим через а автоморфизм G, являющийся компо-
зицией 6 и сопряжения посредством элемента а. Тогда группа D
является а-инвариантной, откуда следует, что F также инва-
риантно относительно а (достаточно воспользоваться тем об-
стоятельством, что F = exp(f), a f является ортогональным до-
полнением в L(G) относительно формы Киллинга к алгебре Ли
b группы D как вещественной группы Ли). Поэтому aQ(a)a-1 e
E f . Но а 6 ( а ) а " ' = dfa"1, причем если / = ехр(У), то fa-1 =
= е х р ( У — I ) E f , ибо [ E Z , Отсюда следует, что d = \ и
а6(а) = /. Вычислим теперь Q(b). Положим t=aQ(b)a~1. Так
как t^ F, то t = ехр (Г), где Т е f. Имеем

t2 = aQ (а) а~' = ехр 2Г = fa~l = ехр (Y — X),

откуда T = (Y — X)/2. Поэтому Т перестановочен с X, так что t
перестановочен с а и Q(b)= t = ехр ((Y — Х)/2). Отсюда сле-
дует, что b перестановочен с Q(b) и

bQ(b)~l = е х р ( т Ч = — ) = е х р ( х — ^ - ) = аехр ( — -^
\Z Z/ \ Z/ \Z

причем ехр ( — F / 2 ) E Z , ЧТО И требовалось. Осталось показать,,
что В а С. Имеем В = 6 (В) <= 6 (D) = a^Da, откуда аВа"1 cz D.
Применяя лемму 5, получаем, что а перестановочен с В. Так
как Ь2 = а, то из леммы 4 вытекает перестановочность b и В.
Окончательно, В = Ь^ВЬ <= С. Теорема 8 доказана.

Переходим к нашей заключительной теме — разложению
Ивасавы, суть которого состоит в следующем. Пусть G — опре-
деленная над R редуктивная группа, Н cz G — максимальная
связная разрешимая R-разложимая подгруппа. Согласно тео-
реме 1 факторпространство GR///R компактно, так чтоНи допол-
няется в GR некоторым компактом. Разложение Ивасавы
утверждает, что дополнение на самом деле может быть осуще-
ствлено при помощи подходящей максимальной компактной
подгруппы. Более того, если рассмотреть вместо группы #R ее
связную компоненту, то компоненты соответствующего разложе-
ния определены однозначно. Таким образом, группа GR отли-
чается от компактной группы на некоторую разрешимую группу..
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Как обычно, вначале продемонстрируем разложение Ивасавы на
примере группы GLn(R). Для этого обозначим через К под-
группу ортогональных матриц в GLn(R), через А и U — под-
группы в GLn(R) соответственно диагональных матриц с поло-
жительными коэффициентами и верхних унипотентиых матриц.

Предложение 12 (разложение Ивасавы для GLn(R)). Есте-
ственное отображение ф: Л Х ^ Х f/-> GLn(R), ср(/>, а, и) = kau,
является гомеоморфизмом.

Доказательство. Зафиксируем ортонормироваииый базис
<? = (<?!, . . . , еп) пространства Rn, и пусть g ^ GLn(R). Приме-
няя к базису {ge\, . .., gen) классический процесс ортогонали-
зации Грама — Шмидта, мы получим такой ортонормированиый
базис d = (dl, . . . , dn) пространства R", что d\ =$nge\, d2 =
= Pi2g£i + fj22ge2, •.., dn = $mgei + . . . + $nngen, причем §и >

(P n • • • P i f i \

•-. \<=B => 0. Обозначим через b матрицу | '•. ) е В = AU,
о

через k — матрицу перехода от базиса е к базису d. Тогда, очевид-
но, g = kb~x, причем матрица k ортогональна, а матрица Ь~х при-
надлежит В. Таким образом, ср сюръективно. Группа К опреде-
ляется условием *хх = Еп, откуда следует, что К[\В={Еп).
Учитывая, что В является группой и представление В = AU
есть ее разложение в полупрямое произведение (как топологи-
ческой группы), получаем, что ср является непрерывной биек-
цией. Непрерывность обратного отображения легко следует из
компактности К. В самом деле, если gm = kmamum *• g = kau

Ш-¥ со

(k, km^K; a, am^A; u, um£^U), то в силу компактности К
можно считать, что km *-kr^K. Тогда bm = amum *-b' =
= а'и' е В, ибо В замкнута. Таким образом, g = k'a'u', откуда
k' = k, а' —а, и' —и, т. е.

km *• k, am >а, ит *• и,

что и требовалось. Предложение 12 доказано.
Представление элемента g e GLn(R) в виде g = kgagug, где

kg^K, ag^A, и е е U, мы будем называть разложением Ива-
савы элемента g, а элементы kg, ag и ug — соответственно его
k-, а- и u-компоиентами. Наша цель — построить аналогичное
разложение внутри произвольной R-определенной редуктивной
подгруппы G<=GL n (C) . Более точно, мы покажем, что, пере-
ходя от группы G к сопряженной, можно добиться того, чтобы
компоненты разложения Ивасавы в GLn(R) любого элемента
g a G p принадлежали GR. Согласно теореме 7 можно с самого
начала считать группу G самосопряженной. Тогда алгебра Ли
L(G) также инвариантна относительно транспонирования. Обо-
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значим через I) (соответственно, р) подпространство в g = L(G)R).
состоящее из кососимметрических (соответственно, симметриче-
ских) матриц; ясно, что g = I) ф р. (Это инфинитезимальный
аналог полярного разложения из предложения 10.) Обозначим
через а максимальное абелево подпространство в р.

Лемма 6. Существует такой R-разложимый тор Т cz G, что
O. = L(T)R. При этом Т состоит из симметрических матриц.

Обозначим через Т связную компоненту замыкания по За-
рисскому множества ехр(а). Так как любой элемент из р при-
водится к диагональному виду над R и а — абелева подалгебра
в д, то а диагоиализируема над R, откуда следует, что Т — раз-
ложимый над R подтор в G. По построению а состоит из сим-
метрических матриц, поэтому то же самое верно для ехр(а)
и, следовательно, для Т. Поэтому L(7")R<=P И коммутирует с а.,
так что в действительности L(T)p = a. Лемма 6 доказана.

По построению Тц состоит из симметрических матриц, по-
этому для подходящего b e К тор bTgb^1 содержится в группе
диагональных матриц Dn; тогда и bTb~l<^Dn. Поэтому, пере-
ходя от группы G к группе bGb~x, что сохраняет ее самосопря-
женность, ибо b e К, можно считать, что Т cz Dn. Обозначим
через R = {а} множество ненулевых весов тора Т в присоеди-
ненном представлении на алгебре Ли L(G). В силу R-разло-
жимости Т все а определены над R и мы имеем R-определенное
разложение

L(G) = L(G)T®( © нЛ, (8)
Чае/? )

где L(G)T — централизатор Т, па — собственное подпространство
веса а. Выберем какое-нибудь упорядочение на пространстве
V — X (Г) ® r R, где X (Г) —группа всех характеров тора Т.
Легко видеть, что существует такое упорядочение на простран-
стве VO = X(D,,)®ZIR, что при естественной проекции Vo-^-V,
которая индуцируется гомоморфизмом Х(£)„)—>-Х(Г), отвечаю-
щим включению T<^Dn, положительные элементы переходят
в положительные. Пусть Ro—система корней группы GLn(C)
относительно Dn (в действительности £ ? 0 = { е ; — e/|t, / = 1, •••
...,п\ 1Ф]}, где e i ( d i a g ( a b . . . , ап))= а,), П < = # 0 — подси-
стема простых корней относительно рассматриваемого на Уо

упорядочения (см. Бурбаки [4], гл. VI). Известно, что в группе
Вейля W{Ro) системы корней Ro найдется такой элемент w e
е W(R0), что шП совпадает со стандартной системой простых
корней По ={£i— £i+i\i = 1, ••• , п— 1}. Так как W(R0) есте-
ственно изоморфна группе W невырожденных мономиальных
матриц, у которых ненулевые элементы равны единице, то для
подходящего c E l f тор Т' = сТс~1 обладает свойством: суще-
ствует такое упорядочение на пространстве Х ( Г ' ) ® 2 К , что по-
ложительные корни группы GLn(C) при ограничении на V
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остаются положительными. Переходя от группы G к группе
cGc~l, можно считать, что тор Т обладает этим свойством (от-
метим, что W cz К, и поэтому группа cGc~l остается самосопря-
женной). Пусть R+—множество весов из R, которые положи-
тельны относительно рассматриваемого упорядочения на V. По-
ложим к = 2 и„.

Лемма 7. и — ^.-определенная подалгебра Ли L(G), норма-
лизуемая Т и содержащаяся в алгебре всех верхних нильтре-
угольных матриц и„.

Доказательство. Ясно, что Т нормализует и и для ос, |3 е R+
имеем

О, если а + |3^7? + ;

и а + р в противном случае.

Отсюда следует, что и является подалгеброй. Так как па опре-
делены над R, то и и определена над R. Для доказательства
включения и <= и„ достаточно показать, что па <= пп для любого
a e J ? + , Если X = (jt;,-) e iia и для некоторых t ^ / имеем
хцфО, то ограничение на Т характера е/ — е,- диагонального
тора Dn совпадает с а. Равенство i = j невозможно, ибо оно
влечет о с = 0 . Тогда е,-—е, — отрицательный элемент относи-
тельно рассматриваемого упорядочения на Уо, поэтому по по-
строению его проекция на V (которая совпадает с а) также
должна быть отрицательной, — противоречие. Лемма 7 дока-
зана.

Несложные рассуждения (см., например, Борель [8], § 7)
позволяют установить существование R-определенной унипо-
тентной подгруппы U cz G, алгебра Ли которой совпадает с и
(отметим, что в действительности £/ = ехр(и), где ехр можно

понимать как «полное» либо «усеченное» экспоненциальное ото-
бражение (см. § 2.1, п. 8), при этом f/R = exp(iiR)). Ясно, что U
нормализуется тором Т и содержится в группе верхних унипо-
тентных матриц Un. Далее, обозначим через Ау связную компо-
ненту группы TR и положим К\ = G [~| К.

Теорема 9 (разложение Ивасавы). Естественное отображе-
ние 6: Ki X А\ X Uя. —> GR является гомеоморфизмом.

Доказательство. Установим вначале инфинитезимальныи
аналог разложения Ивасавы:

в вышеприведенных обозначениях. Обозначим через т автомор-
физм алгебры д1„, определенный формулой х(Х)=—'X, Хед1„.
По построению т индуцирует автоморфизм д, причем }) совпа-
дает с подалгеброй неподвижных точек дт и х(Х)=—X для
X е а. Отсюда следует, что т(иа) = u_a для любого a £ i ? . Пусть



3.2. АРХИМЕДОВ СЛУЧАЙ J 53,

( X = x(Y), где У е ( и а ) к . Тогда

Обращаясь к (8), мы видим, что для доказательства равенства
g = I j + a-|- нросталось установить, что правая часть (9) содер-
жит подалгебру C = L(G)R, совпадающую с централизатором a
в д. Поскольку а инвариантно относительно т, то с также обла-
дает этим свойством. Любой элемент l e t допускает пред-
ставление

причем -^ (X + хХ) e f). Но элемент — (X — хХ) лежит в р и

коммутирует с а, поэтому в действительности у (X — хХ) е а

и X e l ( g ( t . Таким образом, g = Ij + a + itR. Если же X + Y +
+ Z = 0, где X е f), F e a , Z e uR, то, применяя т, будем иметь.

X-Y + xZ = 0,

откуда Y = -^(—Z + т 7 ) е Е а п Г ^ Г О = (0). Поэтому Z = TZ

согласноГ У] исЛ П Г У] u _ a | = (0), и (9) доказано. Тогда

+ +

теореме 2 об обратной функции существуют такие связные ок-
рестности единицы V cz К{ и W а В = Ах11ц, что морфнзм-про-
изведение определяет гомеоморфизм V X W на окрестность
единицы в GR. Значит, найдутся такие связные окрестности еди-
ницы V\ а V, W\ cz W и такие непрерывные функции ср: \\ X
X Wi -*- /Ci, г|з: Vi X Wi -> В, что

bk = q(b, k)^(b, k)

для всех 4 е V\, b <= W\. Используя индукцию, легко показать,
что для любого набора S = {k\, . . . , kp) элементов из V\ най-
дутся такие связная окрестность единицы l^'(5)cr W\ н непре-
рывные функции

Ф 5 : V, X W (S) - > Кь $s: V,XW (S) - > В ,
ч т о

bk(S)k = cps(b, k)^s(b, k)
для всех А е У , , J e f (S), где k(S) = kx . . . /гр. Множество V х

порождает связную компоненту K°i группы Ki, поэтому нз
компактности К вытекает существование конечного числа таких
наборов 5, что K°i= \jk(S)V1. Положим W2= (}W(S). Тогда

IF2K? cz K°iB. Так как В является связной группой, то WV
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порождает В, и поэтому BK°i = K°iB. Но К°\В содержит окрест-
ность единицы в GR и поэтому порождает связную компоненту
•OR. Поэтому GR = KIB. ДЛЯ доказательства равенства GR =
— К\В остается заметить, что JCIGJ? = GR, ибо согласно предло-
жению 11 GR = K\S\, где Si — связное множество. Таким обра-
зом, сюръективность 8 доказана. Из наших построений выте-
кает, что представление элемента g e G^ в виде g = kau, где
A e ^ i , a E / l i , U^UR является его разложением Ивасавы
в группе GLn(R), поэтому из однозначности последнего выте-
кает биективность 8. Доказательство непрерывности обратного
отображения ничем не отличается от рассуждений предложе-
ния 13. Теорема 9 доказана.

Из теоремы 9 вытекает, что группа Н = TU является мак-
симальной связной R-разложимой разрешимой подгруппой в G
(и, следовательно, Т—максимальный ^-разложимый тор, U —
максимальная R-определенная уиипотентная подгруппа). В са-
мом деле, если Н'^зН, то H'g = (Н' (] К^ Нр согласно теореме
9, так что пространство H'pjHR должно быть компактным,
чего, как мы видели прн доказательстве теоремы 1, не мо-
жет быть для связной R-разложимой разрешимой подгруппы
Н', строго содержащей Н. В качестве еще одного следствия (не
столько самой теоремы, сколько рассуждений, предшествовав-
ших ее доказательству) отметим

Предложение 13. Пусть G c GL n (C) — редуктивная R-onpe-
деленная группа. Существует такая матрица a^GLn(R), что
для группы H^aGa^ выполняются следующие условия:

(i) H самосопряжена;
(п) связная компонента пересечения Н с группой диагональ-

ных матриц D,, является максимальным Ч-разложимым тором
S в Я;

(ш) существует такое упорядочение на пространстве V =
= X(S)(g)zR, что ограничения положительных корней et — е7(г'</,
1? у = 1, . . . , п) группы GLn(C) на S положительны относи-
тельно этого упорядочения и отвечающая этому упорядочению
максимальная R -определенная унипотентная подгруппа лежит
в группе верхних унипотентных матриц Un\

(iv) компоненты разложения Ивасавы в GLn(R) любого
элемента g e Hg лежат в HR.

§ 3.3. Неархимедов случай

Всюду в этом параграфе К обозначает неархимедово ло-
кально компактное поле характеристики нуль, т. е. конечное
расширение поля р-адических чисел Qp. Как мы уже отмечали
в § 3.1, если G — определенная над К алгебраическая группа,
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то группа GK локально компактна и вполне несвязна в р-ади-
ческой топологии. Известно (см. Бурбаки [2], гл. III, § 4), что
такие локально компактные группы обладают базой окрестно-
стей единицы, состоящей из подгрупп. В рассматриваемом слу-
чае существует их явное описание на языке конгруэнц-под-
групп. А именно, пусть G c GLn(Q)—некоторая матричная реа-
лизация, О — кольцо целых элементов в К и р—максимальный
идеал в О. Тогда группа Сеточек Go = G f] GLn{O) является
«главной» открытой компактной подгруппой в GK (ее откры-
тость является следствием открытости (У в К, а компактность
вытекает из компактности GLn((J) и замкнутости Gg в GLn{0)).
Конгруэнц-подгруппы Go(Pd)<^Gg определяются следующим об-
разом:

(d { (da)}, d>0,

и образуют искомую базу окрестностей единицы в GK.- Аппарат
теории групп Ли оказывается в данной ситуации менее эффек-
тивным, чем в архимедовом случае, и поэтому для получения
результатов о строении GK приходится применять другие сооб-
ражения.

Ряд важных результатов, относящихся, главным образом,,
к компактным подгруппам в G, может быть получен при по-
мощи техники решеток и порядков в полупростых алгебрах
(см. § 1.5, п. 3). Если G cr GLn(Q)—определенная над К алгеб-
раическая группа и L сг К"—некоторая решетка, то всюду
в этой книге через G£ будет обозначаться стабилизатор решетки
L в группе G, т. е.

Gb = {gt=GK\g(L) = L}.
(Это обозначение указывает на то обстоятельство, что Go со-
стоит нз матриц, которые в базисе решетки L попадают
в GLn{O).)

Согласно предложению 1.12 любая компактная подгруппа
B<^GLn(K) содержится в стабилизаторе некоторой решетки
L сг Кп. В частности, для компактной подгруппы В сг GK най-
дется такая решетка L сг Кп, что BczGo, и, значит, любая ком-
пактная подгруппа в GK содержится в некоторой открытой ком-
пактной подгруппе. При этом если В — максимальная ком-
пактная подгруппа, то B = Ge- Из предложения 1.12 вытекает
также, что в случае группы G = GLn для максимальных ком-
пактных подгрупп справедливы те же фундаментальные факты,
что и в архимедовом случае: любая компактная подгруппа со-
держится в некоторой максимальной компактной подгруппе,
а все максимальные компактные подгруппы сопряжены между
собой. В связи с этим кажется несколько удивительным тот
факт, что переход от G = GLn даже к группе Н = SLn нару-
шает эту гармонию.
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Предложение 14. Пусть Н = SLn. Тогда для любой решетки
L <zzK" группа Но является максимальной компактной подгруп-
пой в Нк. Любая компактная подгруппа в Нк содержится в не-
которой максимальной компактной подгруппе, а все максималь-
ные компактные подгруппы распадаются в п классов сопряжен-
ности в Нк-

Доказательство. Мы предлагаем читателю в качестве упраж-
нения слегка модифицировать доказательство предложений 1.11,
1.12 таким образом, чтобы установить максимальность Но для
любой решетки L cr Kn и, кроме того, показать, что из Нд = Но
следует пропорциональность решеток L и М. Для доказатель-
ства последнего утверждения построим сюръективное отобра-
жение ф множества 3S максимальных компактных подгрупп
группы SLn(K) на факторгруппу K*/UK*n, где U — группа о-ади-
ческих единиц в К, слои которого совпадают с классами сопря-
женности максимальных компактных подгрупп. Так как поря-
док K*/UK*n равен п, то отсюда будет следовать требуемое.
Зафиксируем некоторую решетку L cr Kn, и пусть В Ё А Тогда
В имеет вид Но Для подходящей решетки МсКп, и отображе-
ние ф определяется следующим образом: если M = g(L), g e
<=GLn(K), то (p{g) = (detg)UK*n. Так как Но' = Нд: влечет
М2 = цМ ь р, е /С*, то отображение ф определено корректно, и,
очевидно, сюръективно. Предположим теперь, что q>(B\) =
= ф(Вг), где Bi = Hi^i, Mt cz K.n. Из определения ф вытекает,
что в этом случае Мг = g{M\) для некоторого g GE GLn{K), та-
кого, что det g e UK*n, т. е. det g = utn, и е U, t e К*. Выберем
элемент s из стабилизатора решетки Mi со свойством det s = и и
положим h = t-lgu~x. Тогда h e SLn{K) и h{M\)= tM2, так что

hBth"1 = Не

{Мх) = Не1 = В2, и, значит, Si и В2 сопряжены в Нк.
Обратно, если Bi = H^i (i=\, 2) связаны соотношением
В2 = hBih'1, то решетки ft (Mi) и М2 пропорциональны, откуда
без труда следует, что q>(Bi)= ср(В2). Предложение доказано.

Детальное изучение свойств максимальных компактных под-
групп в неархимедовой ситуации, проведенное Брюа и Титсом
[2—4], показывает, что последнее утверждение предложения 14
является частным случаем следующего общего результата: если
G — простая односвязная /(-группа /(-ранга /, то в группе GK.
имеется в точности ( / + 1 ) класс сопряженности максимальных
компактных подгрупп. Мы изложим элементы теории Брюа —
Титса в следующем параграфе, а пока дадим независимые эле-
ментарные доказательства некоторых первоначальных фактов,
из которых, в частности, вытекает, что любая компактная под-
группа группы GK., где G редуктивна, содержится в некоторой
максимальной компактной подгруппе. При этом, как показы-
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вает следующее утверждение, требование редуктивности G су-
щественно.

Предложение 15. Если группа GK обладает максимальными
компактными подгруппами, то группа G редуктивна.

Доказательство. Рассмотрим разложение Леви G = HU
группы G, где U = RU(G) — унипотентный радикал G, а группа
Й редуктивна (см. § 2.1, п. 9). Предположим, что иф(\).
Тогда центр Z(U) также нетривиален, причем «усеченное» лога-
рифмическое отображение индуцирует ^-определенный изомор-
физм ф: Z(U)-*-V, где V = L(Z(U))—соответствующая алгебра
Ли, dim V > 0. Поскольку U является нормальным делителем
в G, то Z(U) также является нормальным делителем, и для
любых g e G, 2 E Z(U) справедлива формула

(г). (1)
Пусть р: G-^-GL(V)—представление, определяемое присоеди-
ненным действием. Если B<^GK— максимальная компактная
подгруппа, то согласно предложению 1.12 найдется решетка
LczVK, инвариантная относительно р(В). Положим Z, =
= qH (л~'Х), где я е К — униформизующий элемент. Ясно, что

Zt — компактные подгруппы в Z(U)K, объединение которых со-
впадает с Z(U)K. Кроме того, из формулы (1) вытекает, что В
нормализует все Zi, так что любое произведение BZi также яв-
ляется компактной подгруппой. Используя максимальность В,
получаем, что В = BZi для любого i. Отсюда Z(U)к сг В — про-
тиворечие, ибо Z(U)K некомпактно. Предложение доказано.

Покажем теперь, что если группа G редуктивна, то GK Дей-
ствительно обладает максимальными компактными подгруп-
пами, причем любая компактная подгруппа в GK. лежит в неко-
торой максимальной компактной подгруппе.

Предложение 16. Пусть G — редуктивная К-определенная
группа. Тогда

1) любая открытая компактная подгруппа группы GK содер-
жится лишь в конечном числе компактных подгрупп;

2) любая компактная подгруппа группы GK содержится в не-
которой максимальной компактной подгруппе.

Кроме того, если G полупроста, то нормализатор в GK любой
открытой компактной подгруппы компактен.

Доказательство. Пусть G<^GL{Q). Используя вложение

GLn {Q)^-GLn+l (Q), Av->\ _, Y можно считать, что G
\0 det A J

замкнута по Зарисскому в Mn(Q). Обозначим через А й-обо-
лочку £l[G] группы G в Mn(Q) (т. е. совокупность линейных
комбинаций элементов G с коэффициентами из Q) и через В
/(-оболочку K[GK] группы GK В Мп(К). Поскольку группа G
редуктивна, из теоремы 2.4 вытекает, что А и В являются полу-
простыми алгебрами над Q и К соответственно. Любая откры-
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тая компактная подгруппа 11 cr GK плотна по Зарисскому в G
(лемма 2), поэтому Щ£У] = А и K[U] = B. В частности, Р =
= O\U] является порядком в В. Согласно теореме 1.16 порядок
Р содержится в конечном числе максимальных порядков Р\, ...
..., Рг- Каждое пересечение Pi f] G, очевидно, компактно и замк-
нуто относительно умножения, так что £Уг= (Pi {] G)[\(Pi, П G)~x —
компактная подгруппа в GK. Пусть теперь W cz GK—компакт-
ная подгруппа, содержащая V. Тогда О[Щ—порядок в В, содер-
жащий Р. и поэтому O[W]czPi для некоторого г. Следовательно,
WczPt[\G и W= W-1 c ( P » n G ) - ' ; так что W cz Ut. Мы пока-
зали, что любая компактная подгруппа, содержащая U, обяза-
тельно содержится в одной из групп £/;. Отсюда следует утверж-
дение пункта 1), ибо в силу открытости U любой индекс
[Ui\ U] конечен, и поэтому число промежуточных между U и
Ui подгрупп также конечно. Выше мы отмечали, что любая
компактная подгруппа группы GK содержится в некоторой от-
крытой компактной подгруппе, в силу чего из утверждения 1)
получаем утверждение 2). Пусть теперь группа G полупроста.
Рассмотрим присоединенное действие группы G на алгебре А,
и пусть

— соответствующее представление. Ясно, что ядро ср совпадает
с центром G и поэтому конечно. Рассмотрим произвольную от-
крытую компактную подгруппу U cz GK и обозначим через JV
ее нормализатор в GK. Как мы установили выше, P = C?[U]
является порядком в алгебре В = K[GK], так что, выбрав О'-ба-
зис Х\, . . . , хт в Р, мы получим й-базис алгебры А. Так как
для любого g e N, очевидно, имеем g~*Pg = Р, то коэффи-
циенты матрицы преобразования q(g) в базисе х\, . . . , хт ле-
жат в О. Таким образом, qp(JV) Сф(С) в . Из компактности <p(G)0

и конечности Кег <р вытекает компактность ф~" (^p(G)g^ и, следо-
вательно, относительная компактность N. С другой стороны,
в силу замкнутости U, группа Л̂  также замкнута, и поэтому
в действительности компактна. Предложение 16 доказано.

К свойствам максимальных компактных подгрупп мы еще
вернемся в следующем параграфе, а пока, используя элемен-
тарную информацию, содержащуюся в предложении 16, полу-
чим некоторые структурные результаты о группе GK. Наши рас-
суждения будут базироваться на теории проконечных групп.
Так как проконечные группы будут не раз встречаться в даль-
нейшем, приведем сводку основных определений и их свойств
(более подробное изложение читатель может найти у Серра
[2] и Бурбаки [2], гл. III, § 7).

Пусть /—фильтрующееся множество, т. е. частично упоря-
доченное множество с отношением порядка ^ таким, что для
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любых i, j e / найдется k e / со свойством I ^ /г, / ^ /г. (В на-
ших рассуждениях /, как правило, будет совпадать с множе-
;твом натуральных чисел N, наделенным обычным порядком.)
Проективной системой <§ = {G., ф?) над / называется совокуп-
ность объектов (множеств, групп, колец и т. д.) d, индексиро-
ванных элементами множества /, и морфизмов (pi: G.-+G. ме-
жду ними для / ^ i, причем фг

г — тождественное отображение
и ф* = ф/ о ф* для k^j^i. Проективным пределом limGj ('бо-
лее точно, lim(G(., (p[y\ называется подмножество в декарто-
вом произведении Ц Gt, состоящее из таких наборов g =
= (gi), что Ф Ц Я 7 ) = ЯГ Д Л Я в с е х / ^ i и з I- Ясно, что lim Gt

наследует тот же тип алгебраической структуры, которой обла-
дают все Gi-. Кроме того, если все G, являются отделимыми то-
пологическими пространствами, a q>i — непрерывными отобра-
жениями, то G = lim Gt замкнуто в Ц Gt. Пусть, в частности,

•*— гш

все d являются конечными группами, которые мы наделим ди-
скретной топологией, а ф£— гомоморфизмами групп. Тогда про-
ективный предел G = lim G; называется проконечной группой.
Поскольку G является замкнутым подмножеством в произве-
дении Ц Git которое компактно, то сама группа G компактна.

Кроме того, группа G вполне несвязна. (Это легче всего пока-
зать, воспользовавшись ограничениями Яг = /?г|с; канонических
проекций pt: П Gj-> G/, конечные пересечения ядер которых

образуют фундаментальную систему окрестностей единицы
группы G, состоящую из подгрупп.) Обратно, любая компактная
вполне несвязная топологическая группа G является проконеч-
ной, т. е. представима в виде проективного предела конечных
групп. Такое представление можно получить, если известна фун-
даментальная система {Ni}i<=/ окрестностей единицы группы G,
состоящая из нормальных делителей (доказывается, что такая
система существует в любой компактной вполне несвязной
группе, см. Кох [1], § 1.2). А именно, естественный гомомор-
физм

оказывается изоморфизмом топологических групп. Применим
этот результат к группе Go точек алгебраической /(-группы G
над кольцом целых О. Так как конгруэнц-подгруппы Ge{pd)
(где р — идеал нормирования в О, d > 0 ) , очевидно, являются

нормальными делителями в Go и образуют базис окрестностей
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единицы,то
(2)

Из этого представления можно сделать определенные выводы
о структуре группы Go- Для этого напомним, что про-р-груп-
пой называется проективный предел конечных р-групп.

Лемма 8. Gc(p)— про-р-группа.
Доказательство. Число р определяется из условия Qp сг К,

или, эквивалентно, p e p . Если G= WmG/N— представление

проконечной группы G в виде проективного предела своих ко-
нечных факторов, то для любой замкнутой подгруппы Н cr G
имеет место представление Н= Hm H/H f]N. Отсюда следует,

что для группы Gc-(p) справедливо представление

Gj(p)~ UmGl3(p)/Gg(pd).
Ч •

Покажем, что факторгруппы Gj (p)/Gj {pd) являются /^-группами.
Достаточно показать, что для любого а"^\ факторгруппа
Go{pd)/Go{pd + i) является р-группой. Пусть х е Gg(pd). Предста-
вим х в виде х = Еп-\-у, где у = 0 (mod pd). Тогда

Так как биномиальные коэффициенты С'о делятся на о для
0 < / < р, то Сру1 = 0 (mod pd + [) для любого г ! > 1 . Поэтому
х" = Еп (mod p + 1 )- Тем самым порядок любого элемента фак-
торгруппы Ga{pd)/Gc{pd+I) делит р. Лемма доказана.

Следствие. Порядок любого элемента из Ge{p) либо бесконе-
чен, либо является степенью р.

Доказательство. Легко видеть, что замкнутая подгруппа
про-р-группы является про-/?-группой. Поэтому если порядок
элемента х £= Gg (p) конечен, то порожденная им циклическая
подгруппа #=,<£> должна быть конечной про-р-группой, т. е.
обычной р-группой.

Таким образом, группа Go является конечным расширением
про-р-группы Gg(p). Про-<7-подгруппы (где q — любое простое
число) в теории проконечных групп являются проконечными
аналогами (7-подгрупп в теории конечных групп и сохраняют
многие их свойства. В частности, любая про-<7-подгруппа содер-
жится в некоторой максимальной (силовской) про-<7-подгруппе,
а все последние сопряжены между собой (см. Серр [2]). Что
же касается про-р-подгрупп, то в нашей ситуации они играют
особую роль. Изучение их свойств позволяет получить важные
результаты о структуре группы GK. Наша ближайшая цель —
установить для группы G% аналог теоремы Силова о сопряжен-
ности максимальных про-р-подгрупп (после того как мы уста-
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новили существование несопряженных максимальных компакт-
ных подгрупп, справедливость такого результата отнюдь не ка-
жется столь бесспорной).

Теорема 10 (Мацумото [1]). Пусть G — полупростая К-опре-
деленная алгебраическая группа, Н a GK — открытая подгруппа.
Тогда И обладает максимальной открытой про-р-подгруппой S
и любая про-р-подгруппа в Н содержится в сопряженной к S.

Доказательство. Подгруппа Н, будучи открытой, содержит
подходящую конгруэнц-подгруппу Ga(Pd). Из леммы 8 выте-
кает, что Go {ра) является про-р-группой. Применяя утвержде-
ние 1) предложения 16, заключаем, что Goip4) содержится в не-
которой максимальной про-р-подгруппе S а Н. Пусть теперь
Т а Н—некоторая про-р-подгруппа. Покажем, что Т содер-
жится в некоторой силовской про-р-подгруппе. Опять обращаясь
к утверждению 1) предложения 16, мы видим, что достаточно
найти открытую про-р-подгруппу, содержащую Т. Для этого за-
метим, что в силу компактности Т индекс [7":7"f|5] конечен, и
поэтому среди групп t~lSt, t e T, имеется лишь конечное число

различных. Тогда группа S o = f] {t~~lSt) открыта и нормали-

зуется группой Т, так что группа 7"0 = 7\S0 является искомой.
Поэтому при доказательстве того, что Т содержится в подгруппе,
сопряженной к 5, можно считать про-р-подгруппу Т силовской.
По техническим причинам нам удобнее доказывать не просто
сопряженность 5 и Т, а существование такого х^Н, что
хТх~1 = S и [ 5 : 5 П Л = [S : x(S[]T)x-1]. (Отметим, что, вос-
пользовавшись существованием меры Хаара на группе GK И ее
унимодулярностью (см. § 3.5), можно показать, что последнее
равенство на самом деле выполняется автоматически.) Рассуж-
дение будем вести индукцией по п = [S : S f| T]. Если л = 1 , то
S = T, и доказывать нечего. Пусть теперь п>\. Обозначим
через ./V нормализатор пересечения 5 (~| Т в группе Н; согласно
предложению 16 N—компактная подгруппа в Я и, следова-
тельно, индекс [N: 51~| Т] конечен. Покажем, что пересечения
A/i = jVf|SHjV2 = AT|7' строго содержат Sf\T. Так как 5П Г ^
=ф S, Т, то это вытекает из следующего утверждения.

Лемма 9. Пусть Р — про-р-группа, НаР — собственная от-
крытая подгруппа. Тогда нормализатор Np (Я) отличен от Н.

Доказательство. Это утверждение хорошо известно для ко-
нечных р-групп. Чтобы свести общий случай к конечному, по-
ложим F= П {g~lHg). Тогда F—открытый нормальный дели-

p

тель в Р, содержащийся в Н. Ясно, что NP(H) = n-1(NP/F(H/F)),
где я: P-+-P/F — естественный гомоморфизм. Но группа P/F
конечна, поэтому Np/F(H/F)=^= H/F, и, следовательно, Ыр(Н)ф-
•ф Н. Лемма доказана.
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Продолжая доказательство теоремы 10, рассмотрим конеч-
ную группу N = N/S П Т и естественный гомоморфизм ф: N-+-N.
Образы (p(jVi) и ф(Л^) являются р-подгруппами в N, и поэтому
согласно классическим теоремам Силова найдется силовская
р-подгруппа Pa N, содержащая ф(Л^), и такой элемент x e S ,
что xq>(N2)x-1 с Р. Прообраз ф~'(Р) является про-р-подгруппой
в Я и поэтому содержится в некоторой силовской про-р-под-
группе V. Отметим, что по построению Nu xN2x~l cz V, где
х е N — такой элемент, что ф (х) = х. Тогда [S:5f | K ] < n и по
предложению индукции 5 = yVy~l, у е Н, причем [5 • 5 (] V] =
= [S : y(Sf] V)y~l]. Рассмотрим группу V = {ух)Т{ух)~х. Ясно,
что S{\r=>{yx)N2{yx)-l^(yx)(S[\T){yx)-\ и, кроме того,

[S : (ух) (SПТ) (ухГ l] = [S:y(S{]T) y~ '] =

= [S:y(Sf)V)y-l][y(S(]V)y-l:y(S(}T)y-l\ =

= [S:SnV][SnV:SnT] = [S:S(\T]. (3)

Таким образом, [5 : 5 (] Т'] < п, и опять по предположению ин-
дукции найдется z^H со свойствами S = zT'z~l и [5 : 5 Г)
f}T'] = [S:z(Sf}T')z-1]. Тогда S =(гух)Т(zyx)~x и

[S:(zyx)(Sf]T)(zyxrl] =

= [5 : z (S П Г) г~ '] [z (S П Г) г~' : (г^*) (S П Г) (z^)~'] =

= [S: S П Г] [S П Г': (ух) (S R Т) (ух)~1] =

в силу (3). Теорема 10 доказана.
Замечание. Приведенное в оригинальной работе Мацумото

[1] доказательство теоремы 10 содержит методологическую
ошибку: используемая в нем индукция по паре индексов
[ 5 : 5 ПГ] и [Т: 51~| Т] невыполнима. Наше доказательство
представляет исправленный вариант рассуждений Мацумото.

Теорема 10 будет не раз применяться в этой книге. В ча-
стности, из нее вытекает следующий важный структурный ре-
зультат.

Предложение 17. Пусть G — К-простая алгебраическая
К-группа. Тогда любой нецентральный нормальный делитель
группы G/c имеет в ней конечный индекс.

Доказательство. Пусть Н—нецентральный нормальный де-
литель группы GK. Согласно теореме 3, Н открыт, поэтому фак-
торпространство GK/H дискретно, и достаточно установить его
компактность. Это вытекает из следующего утверждения:

Предложение 18. Пусть Н — открытый нормальный делитель
группы GK, где G — полупростая К-группа. Тогда существует
такая максимальная компактная подгруппа В сг 6к, что
GK = ВН.
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Доказательство. Пусть 5 с Н — силовская про-р-подгруппа,
g e GK. Тогда группа g~lSg также является силовской про-р-
подгруппой в g~lHg = H, следовательно, по теореме 10 g~lSg^

= h~xSh для подходящего А е Н. Поэтому х = gh~~'EJV =
=NGK(S), Т. е. G^ = ./V#.Ho в силу предложения 16 группа N
компактна, и согласно утверждению 1) того же предложения
содержится в некоторой максимальной компактной подгруппе,
которая и будет искомой.

Замечание. Объединяя предложения 5 и 17, можно сделать
следующий вывод: если К — локально компактное поле и G—
./(-простая алгебраическая ./(-группа, то любой нецентральный
нормальный делитель группы GK имеет в ней конечный индекс.
(Формально мы не рассматривали случай /С = С, но здесь, как
хорошо известно, группа G = Gc вообще не имеет нецентраль-
ных нормальных делителей (см. § 7.2). Можно дать также то-
пологическое доказательство этого факта: любой нецентраль-
ный нормальный делитель в Gc открыт и поэтому обязан содер-
жать связную компоненту G~, но в силу теоремы 5 Gc связна,,
т. е. Gc = Gc.) Значительно сложнее доказать аналогичный
результат для односвязных групп над числовыми полями (см..
§ 7.2 и 9.1).

Наряду с теорией проконечных групп при изучении алгеб-
раических групп над неархимедовыми локальными полями ис-
пользуется метод редукции рассматриваемых объектов по мо-
дулю максимального идеала р. С помощью процедуры редукции
данному алгебраическому многообразию X, определенному над
полем К, ставится в соответствие алгебраическое многообразие
X, определенное над полем вычетов k = O/f. При этом если
выполнены некоторые условия гладкости; то точки из Xk нахо-
дятся в биективном соответствии с классами сравнимых по мо-
дулю р точек из Хд. Чтобы не отягощать изложение техниче-
скими деталями, мы приведем основные определения и резуль-
таты для случая аффинных многообразий. Отметим, что в даль-
нейшем нам встретятся еще лишь проективные многообразия,
для которых рассуждения полностью аналогичны. (В действи-
тельности случай произвольных многообразий может быть све-
ден к аффинным путем рассмотрения конечного аффинного по-
крытия, см. Вейль [3].)

Определение редукции удобно дать в общей ситуации аффин-
ного алгебраического многообразия X с А", определенного над
полем Р, которое является полем частных некоторого кольца
R а Р. Пусть а — идеал в кольце многочленов Р[хи ..., хп]г

состоящий из многочленов, обращающихся в нули на Х_. Редук-
цией X по модулю максимального идеала m cz R называется
подмногообразие X в аффинном пространстве А" над уни-
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версальной областью, содержащей поле вычетов k = R/m, оп-
ределяемое идеалом а(ш , который получается редукцией всех
многочленов из а П ^ [ ^ ь • •-, хп] по модулю m (т. е. заменой
коэффициентов всех многочленов на их классы вычетов по мо-
дулю т). (Отметим, что в общем случае многообразие Х{т)

является лишь ^-замкнутым в Д", но, вообще говоря, не яв-
ляется ^-определенным. Однако в дальнейшем k будет конеч-
ным полем, так что ввиду его совершенности понятия ^-замкну-
тости и ^-определенности совпадают.) Несмотря на простоту оп-
ределения, сама процедура редукции является весьма тонкой
и при использовании требует известной осторожности. Напри-
мер, если P = Q, R = Z, a X c А1 состоит из одной точки
х = р-\ то а = (рх—1), a,r\Z[x] = (px—1)Z[JC], так что ре-
дукция X по модулю р определяется уравнением 6-х — 1 = 0 ,
т. е. Х ( р ) = 0 .

К сожалению, до сих пор в монографической литературе не
существует полного изложения теории редукции алгебраических
многообразий, хотя большое число относящихся к ней фактов
используются как «хорошо известные». В наши планы также не
входило достаточно подробное рассмотрение этих вопросов, ибо
оно сопряжено с использованием аппарата коммутативной ал-
гебры в гораздо большем объеме, чем в остальной части книги.
Поэтому мы ограничимся основными определениями и резуль-
татами, причем ряд фундаментальных фактов (таких, как, на-
пример, лемма Гензеля) будет приведен без доказательства.
С другой стороны, ниже мы дадим ряд простых, но типичных
для теории редукции рассуждений, которые позволят заинте-
ресованному читателю восстановить некоторые опущенные до-
казательства.

Определим теперь так называемую гладкую редукцию. Пусть,
как и выше, X а V—аффинное Р-определенное многообразие,
все неприводимые компоненты которого имеют одну и ту же
размерность т, Х(ш)— редукция X по модулю максимального
идеала m кольца R а Р. Будем говорить, что точка i e l " яв-
ляется простой точкой редукции, если существуют такие поли-
номы / ь . . . , fr^af] R[xu ..., хп], г = п — m (где а — идеал
многочленов из Р[х\, •••, хп], обращающихся в нуль на X), что
ранг матрицы Якоби

равен г (здесь и далее черта означает редукцию по модулю т ) .
Если все точки Х{т) простые, то редукция называется гладкой.
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Отметим, что понятие гладкой редукции является более силь-
иым требованием по сравнению с гладкостью многообразия

Х(ш). Для точек х = (хи ..., хп) и У = ((/ь ..., уп) из XR мы
пишем х = у (mod m), если xt = yt (mod m) для всех i = 1,..., п.
Кроме того, для любой точки x e l s соответствующая точка
i e A t попадает в Х^\ тем самым возникает отображение ре-
дукции р: XR ->• X_{

k

n), непустые слои которого совпадают с клас-
сами сравнимых по модулю m точек множества XR. Возникает
вопрос о том, каков образ отображения редукции. Мы не будем
обсуждать здесь все аспекты этой проблемы (см:. обзор Пар-
шина [1]), ибо для наших целей достаточно следующего резуль-
тата, который относится к нашей исходной ситуации: К—ко-
нечное расширение Qp, О — кольцо целых в К и р с О — мак-
симальный идеал.

Теорема 11 (лемма Гензеля). Если i e l w — простая точка
редукции, то х лежит в образе отображения редукции. В частно-
сти, если редукция Хт гладкая, то отображение редукции сюръ-
•ективно.

Отметим, что в случае гладкой редукции различные непри-
водимые компоненты многообразия не могут «склеиваться», в
частности, если X состоит из конечного числа точек и редук-
ция является гладкой, то отображение редукции инъективно.

Разумеется, редукция гладкого многообразия не обязана
•быть гладкой. Тем не менее если X—гладкое многообразие, оп-
ределенное над числовым полем К, то для почти всех неархи-
медовых нормирований v поля К редукция X^v) относительно
соответствующего максимального идеала р(у) кольца целых
С? а К также является гладкой.

Аналогичным образом ведет себя при редукции и такое свой-
ство многообразий, как (абсолютная) неприводимость. Кроме
того, если исходное многообразие являлось алгебраической
группой, то все его редукции — также алгебраические группы,
причем соответствующее отображение редукции является гомо-
морфизмом групп. Оставшаяся часть параграфа посвящена точ-
ным формулировкам и частичным доказательствам этих фактов.

Теорема 12 (Э. Нётер). Пусть X — неприводимое аффинное
многообразие размерности m над числовым полем К. Тогда для
почти всех v e Vf редукция Х{х>) также является неприводимым
многообразием размерности т.

Сделаем одно замечание, касающееся определения многооб-
разия Х^К В качестве исходного можно взять определение Х(о)

как редукции многообразия X относительно максимального
идеала p(v) кольца целых О сг К- Возникает вопрос, получим



166 ш - АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ НАД ПОЛЯМИ

ли мы то же многообразие Х(и), если возьмем кольцо О' 5-це-
лых элементов для некоторого подмножества 5 с VK такого,
что v ф S, и проведем редукцию относительно соответствую-
щего максимального идеала р'(и) cz С. Покажем, что ответ на
этот вопрос утвердителен. Для этого рассмотрим идеалы Ь =
= а П О [хи ..., хп] и V = а (] <̂ " [^ь • • •. хп].В силу нетеровости
кольца О' по теореме Гильберта о базисе существует ко-
нечная система образующих /ь . . . , fr идеала Ь'. Так как ифБ,
то для подходящего а е ^ \ р ( в ) все полиномы af\, ..., afr ле-
жат в О[х\, ..., хп] и, следовательно, в | . С учетом того, что-
O/f(v) = 0 /f'(v), отсюда вытекает, что редуцированные
идеалы Ь(Ни)) и (b'f ( и ) ) совпадают, т. е. x{Hv}) = Х{"'М). Тем са-
мым редукция ^-определенного многообразия определяется фак-
тически не парой V(v)a О, а лишь нормированием v, и поэтому
обозначение Х<и> вполне оправдано. Отметим еще один аспект
этого замечания. Если х е Хк, то х е Хс для кольца 5-целых
О' относительно достаточно большого 5. Тогда для v ф. S точка
х редуцируется в точку х многообразия X . Но в силу совпа-
дения Х(Ии) и 1 ( " ° " можно считать, что i e l ' 1 ' 1 " 1 1 . В этой си-
туации говорят, что для v ф S возможна редукция точки х по
модулю f(v) и результат редукции есть точка х. Аналогичная
терминология применяется к полиномам, регулярным отобра-
жениям и т. д.

В дальнейшем важную, хотя внешне и не столь заметную
роль будет играть факт совпадения редукции X(v) с редукцией

относительно максимального идеала рц в кольце целых
<Jv соответствующего пополнения Kv (в последнем случае мно-
гообразие X рассматривается как ^„-определенное).

Лемма 10. В описанной ситуации Xb) = X^v\
Доказательство. Положим b = u[\0[Xi, ..., xn], ty = av [)

(].0v [хи . . . , хп], где а о — и д е а л полиномов из Kv[x\, ..., хп],
обращающихся в нуль на X. Пусть / ь . . . , fr и g\, ..., gs — ко-
нечные системы образующих идеалов I) и Ь' соответственно. Так
как многообразие X определено над К, то найдутся такие поли-

т

номы Нц ^ Kv[x\, ..., хп], что gi = YJhtjfj. Выбирая поли-
) = I

номы tij^K[xi, . . . , хп] таким образом, чтобы их коэффи-
циенты были достаточно близки к соответствующим коэффи-

т

циентам полиномов кц, мы получим полиномы g'. = 2J tufr ле-

жащие в Ov\x\, ..., xn]f] av = Ь' и обладающие свойством

8i = g'i {m°dPv). Далее, можно выбрать такое конечное под-

множество S cz Vf, офБ, что коэффициенты полиномов gt ле-
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жат в кольце 5-целых элементов О', Тогда легко видеть, что
^(*>'(о»_ ^(рц) д л я с о о т в е т с т В у Ю Щ е г о и д е а л а р'(у)с=С', а тогда и

Тем же методом доказывается следующее утверждение, ко-
торое обосновывает независимость редукции относительно почти
всех нормирований от поля определения.

Лемма 11. Пусть L/K—конечное расширение числовых по-
лей. Тогда для любого аффинного К-многообразия X и почти
•всех v e Vf редукция Xiv) совпадает с редукцией X^w\ где ш —
любое продолжение v на L и X рассматривается как L-много-
образие.

При работе с редукциями многообразий часто оказывается
полезной следующая

Лемма 12. Пусть / ь . . . , fr^K[xi, ..., хп]. Тогда если си-
стема

f, = 0, i=\, ..., г, (4)

несовместна, т. е. не имеет решений над К, то для почти всех
v e Vf редуцированная по модулю v система

ft = O, 1=1, ..., г, (5)
также несовместна.

Доказательство. Так как (4) несовместна, то по теореме
Гильберта о корнях найдутся такие полиномы g\, ..., gr e
<= К [ х и . . . , х п ] , ч т о f i g i + ••• + f r g r = L Т о г д а д л я п о ч т и
всех v коэффициенты многочленов g, являются и-целыми, и по-
следнее равенство можно редуцировать по модулю v- Получим
равенство figi-\- ... -\-frgr = l, из которого следует несовме-
стность системы (5). Лемма доказана.

Упражнение 1. Используя лемму 12, получить доказательство
теоремы 12 для основного с бирациональной точки зрения слу-
чая гиперповерхности в А". Другими словами, показать, что
если f^K[xu . . . , хп] — абсолютно неприводимый полином, то
его редукция f по модулю v также абсолютно неприводима для
почти всех » е У^. ( У к а з а н и е . Существование разложения
J = gh можно интерпретировать как наличие решения у неко-
торой системы полиномиальных уравнений относительно коэф-
фициентов полиномов g и h\ с другой стороны, используя лемму
12, можно доказать ее неразрешимость для почти всех v.)

Предложение 19. Пусть X — гладкое аффинное многообразие
над полем алгебраических чисел К, все неприводимые компо-
ненты которого имеют одну и ту же размерность т. Тогда
•для почти всех v е1- V,? редукция Х(и) является гладкой.

Доказательство. Пусть X а Ап, ааК[хи ..., хп] — идеал
многочленов, обращающихся в нуль на X, и Ь = а(]<?'[*ь •••
- . . , хп], где О — кольцо целых в К. Выберем конечную систему
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образующих /ь . . . , // идеала Ь и обозначим через {Z)y}f=i сово-
купность всех миноров размера г X г, где г = я — / п , матрицы
Якоби

дхп

дх{ ' ' ' дхп

Поскольку многообразие X является гладким, система

/,. = 0, i= 1, . . . , I,

Df = 0, y = l , . . . , d,

несовместна. Поэтому согласно лемме 12 для почти всех w e F f
редуцированная система также несовместна, т. е. редуцирован-
ное многообразие не содержит точек, для которых ранг матрицы
Якоби меньше г. Но это как раз и означает, что редукция Х^~>
является гладкой. Предложение 19 доказано.

Упражнение 2. Получить проективный аналог предложе-
ния 19.

Нам осталось еще показать, что редукция алгебраической
группы является алгебраической группой. Для этого мы пред-
варительно обсудим некоторые факты, связанные с редукцией
морфизмов алгебраических многообразий. Пусть Р — произволь-
ное поле, и /: X-+-Y — регулярное Р-определенное отображение
двух Р-определенных многообразий X cz А", У cz Am. Тогда
в координатах / задается набором многочленов / ь . . . , fm e
e P j i i хп]. Будем говорить, что отображение / опреде-
лено над подкольцом R cz P, если его можно задать многочле-
нами из R[x\, хп]. В этом случае для любого максималь-
ного идеала m cz R определено редуцированное регулярное
отображение/(ш) = (/,, ...,fm). Оказывается, что тем самым мы
получаем регулярное отображение /(ш): х ( т )_>.у ( ш ) соответствую-
щих редукций.

Лемма 13. / ( m ) U ( m ) )czy l i n ) .
Доказательство. Пусть а^ и ау — отвечающие многообра-

з и я м X и Y и д е а л ы в к о л ь ц а х Р[Х\, ..., хп] и Р[У\, •••, у т \
с о о т в е т с т в е н н о , f)x = a x fl О [х1г . . . , х п ] , 1)у = а у Г \ ^ [ У ь ••••.УЛ-

Обозначим через /*: Р[у\, . . . , ут]—>- Р[хи . . . , хп] ассоцииро-
ванный с / коморфизм, который определяется условием
yi^*fi(x\> •••,xn). Тогда включение f(X)czY означает, что
/*(a y )cza x . Так как / определено над R, то одновременно
/* (Ьу) cz Ьх. Из последнего включения вытекает аналогичное
включение для редукций (Г) ( т ) (Ь(г°) cz tfx \ т. е. включение
f ( m )(X ( m ))czy ( m ). Лемма доказана.
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В отличие от критериев определенности морфизма над по-
лем (см. § 2.4), критериев определенности морфизма над коль-
цом (а, значит, и возможности его редукции), по-видимому, не
существует. Мы будем иметь дело главным образом с морфиз-
мами многообразий /: Х-*- У, определенными над некоторым
числовым полем К, и тогда заведомо возможна редукция / от-
носительно почти всех v, которая приводит к регулярному ото-
бражению /(и): X(v)-^>- У(и). Отсюда, в частности, вытекает, что
редукция Х(и) для почти всех v не зависит от геометрической
реализации X как замкнутого по Зарисскому подмножества аф-
финного пространства. Более точно, если X и У бирегулярно
изоморфны над К, то для почти всех v редукции Х(и) и К(и)

также бирегулярно изоморфны над соответствующим полем вы-
четов. Кроме того, используя существование редукций морфиз-
мов, можно с помощью аффинного покрытия определить редук-
цию произвольного многообразия. Укажем в общих чертах как
это делается, отсылая за деталями к статье Вейля [4]. Пусть

d

X = U Х{ — конечное аффинное покрытие произвольного К-мво-

гообразия X. Зафиксируем геометрические реализации Xi как
замкнутых подмножеств аффинных пространств, т. е. ^-опреде-
ленные изоморфизмы ff-.Xi-^-Xi, где Xi замкнуто в А"'. Поло-
жим Yif = fi {Xt П Xj) cz А"'. Тогда возникают ^-определенные
морфизмы согласования gif. Уц-^-Уц, i, j= I, . . . , d, причем
в терминологии алгебраической геометрии исходное многообра-
зие X получается склейкой многообразий Xi относительно си-
стемы {Yij,gij} (см. Шафаревич [1]). Согласно лемме 13 для
почти всех v существует редукция g[?) всех морфизмов g,;, и
тогда, склеивая редукции (Х?):(и> относительно системы
{У(и> £(п) (выполнимость условий, необходимых для склейки,
вытекает из того, что они выполняются для исходных морфиз-
мов gn), получим многообразие Xiv), называемое редукцией X.

Предложение 20. Пусть GczGLn — К-определенная алгеб-
раическая группа. Тогда для всех v e Vf редукция G и) являет-
ся алгебраической группой, определенной над полем вычетов kv,
и отображение редукции Gj —>• G1^ является гомоморфизмом
групп. Кроме того, для почти всех v редукция Giv) является
•гладкой, и тогда соответствующее локальное отображение ре-
дукции Ggv —>• G'ft'j сюръективно.

Доказательство. Пусть ц: GLn X GLn ->- GLn, ц (х, у) = ху, —
Морфизм-произведение, /: GLn—>- GLn, i(x) = x~l, — морфизм-
«обращение. Тогда тот факт, что G является алгебраической
группой, описывается включениями \i (G X G) cz G, i(G) cz G. Так
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как ц и i определены над Z, то возможна их редукция для
любого v, и по лемме 13 ^ ( G ^ X G ' V G 1 8 1 , ?V) (GM) CZ G{V),

т. e. G(tl — алгебраическая группа. При этом отображение
редукции совпадает с ограничением на Gg отображения
GLn(O) -^-GLn(kv), индуцированного гомоморфизмом О -> kv =
= <y/f(v). Но р, очевидно, является гомоморфизмом, поэтому

отображение редукции—также гомоморфизм. Остается заметить,,
что поскольку G является гладким многообразием, то в силу
предложения 19 редукция (?(и> является гладкой для почти всех
v, и тогда по лемме Гензеля локальное отображение редукции
Ggv —*• Gft0) сюръективно. Предложение 20 доказано.

Предложение 21. Пусть f; G ->• Н — К-определенный мор-
физм алгебраических К-групп. Тогда для почти всех v e Vf воз-
можна редукция f и редуцированный морфизм fv): G(tl)—>• Я ( и >

также является морфизмом алгебраических групп.

Доказательство. Согласно лемме 13 и последующим замеча-
ниям для почти всех v^vf возможна редукция /, которая
дает регулярное отображение / : Gv —>• Н , и надо только1

установить его мультипликативность. Но мультипликативность.
/ выражается в виде системы полиномиальных тождеств на
G X G, редукция которых дает аналогичную систему полино-
миальных тождеств на G'o) X G(w), что и доказывает требуемое.

Предложение 22. Пусть G — связная алгебраическая К-груп~
па, Н — ее связная К-определенная подгруппа и X=G/H.
Тогда для почти всех v e Vf редукция Xм совпадает с одно-
родным пространством G(t))/'H[v]'.

Доказательство. Рассмотрим естественное действие /: G X
ХХ-+Х и его редукцию £0): G(t)) )< Х(х>)^ Xм для почти всех и.
Тогда нам надо показать, что для почти всех v выполняются
следующие условия:

1) действие /(и) транзитивно;
2) стабилизатор G(t)) (x) точки х^Х^, которая получается

редукцией единичного класса х = еН, совпадает с H<v).
Исключая из рассуждения конечное число о, можно считать,,

что редукции G(t)), H{v) и Mv\ являются гладкими, причем эта
многообразия неприводимы и их размерности совпадают соот-
ветственно с d = d\mG, t = dim Н и s = dimX Положим У =
— {(g, y ) e G X.X\gy = # } и рассмотрим проекцию я: Y-+X..
Тогда из теоремы о размерности слоев морфизма вытекает, что
условие d i m n - ' ( y ) > / определяет замкнутое подмногообразие
ZczX. Так как в нашей ситуации Z = 0, то из леммы 12 выте-
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кает, что для почти всех v также Z<0) = 0 , т. е. X^v) не содер-
жит точек у, для которых dim G<°>(J/)> t. Из подсчета размер-
ностей и предложения 2.23 вытекает справедливость условия 1).
.Далее, из теоремы 12 получаем, что для почти всех v стабили-
затор G(v){x) должен быть связным. С другой стороны, он со-
держит №"> и имеет ту же размерность. Поэтому G(a)(x) = # ( а ) ,
и предложение доказано.

§ 3.4. Элементы теории Брюа—Титса

Брюа и Титсом в работах [2—4] была построена фундамен-
тальная теория для исследования групп рациональных точек
полупростых алгебраических групп над локальными полями.
В основе этой теории лежит конструкция в группе точек про-
стой односвязной группы G над локальным полем К некоторой
iW-пары, которая оказывается связанной с системой корней
аффинного типа. Далее, при помощи BjV-пары определяется не-
который симплициальный комплекс s4-, называемый основой*),
на котором действует группа GK. Этот комплекс оказывается
стягиваемым, и использование его свойств позволяет получить
информацию о группе GK и ее подгруппах. (Отметим, что в дей-
ствительности основа является естественным неархимедовым
аналогом симметрического пространства GR/K. ПО максималь-
ной компактной подгруппе К cz GR В архимедовом случае; срав-
ните, в частности, предложение 11.) Пусть, например, В с G # —
компактная подгруппа. Доказывается, что естественное дей-
ствие В на s4- обладает неподвижной вершиной. Но стабилиза-
торы вершин (так называемые максимальные парахорические
подгруппы) сами компактны, откуда следует, что класс макси-
сальных компактных подгрупп в GK совпадает с классом мак-
симальных парахорических подгрупп. С другой стороны, пара-
хорические подгруппы допускают описание на языке аффинной
системы корней, которое аналогично отмеченному в § 2.1, п. 12
описанию параболических подгрупп, что позволяет определить
их классы сопряженности и, в частности, вычислить их количе-
ство (см. ниже теорему 13). Тем самым с помощью теории
Брюа — Титса мы получаем элегантное решение задачи об опи-
сании максимальных компактных подгрупп в GK- К сожалению,
в настоящей книге мы не сможем сколько-нибудь подробно
остановиться на теории Брюа — Титса, отсылая читателя к ука-
занным выше оригинальным работам, а также статьям Ива-
хори— Мацумото [1], Макдональда [1],Сатаке [2], Хидзикаты
[2]. Дело в том, что изложение этой теории требует введения

целого ряда новых определений (которыми мы в дальнейшем

*) По-французски immeuble; по-английски building.



172 ш - АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ГРУППЫ НАД ПОЛЯМИ

нигде не будем пользоваться) и фактически связано с построе-
нием нескольких самостоятельных «подтеорий», так что объем
полного изложения сравним с объемом этой книги. Поэтому мы
ограничимся описанием основных объектов (беря, правда, при
этом в качестве определений результаты теории) и формулиров-
кой некоторых теорем.

Итак, пусть G — простая односвязная алгебраическая груп-
па, определенная над конечным расширением К поля Qp. Под-
группой Ивахори В с GK называется нормализатор силовской
про-р-подгруппы в GK. Отметим, что из сопряженности силов-
ских про-р-подгрупп (теорема 10) вытекает сопряженность под-
групп Ивахори. Подгруппа <?<^GK называется парахорической,
если она содержит некоторую подгруппу Ивахори. Основой s£>
группы GK (ИЛИ группы G над К) называется симплициальный
комплекс, вершинами которого служат максимальные собствен-
ные парахорические подгруппы группы GK, причем набор
{^0,^1, -.., ^s} таких подгрупп определяет s-симплекс в s4-r

s

если пересечение |~| 9>

1 также является парахорической под-
(=0

группой. Группа GK действует на s4- посредством сопряжений,
причем это действие сохраняет симплициальную структуру, и
стабилизаторы симплексов являются собственными парахори-
ческими подгруппами. Иногда под основой понимают также
геометрическую реализацию указанного симплициального комп-
лекса. В этом смысле s4- является стягиваемым геометрическим
комплексом (теорема Соломона — Титса), размерность кото-
рого совпадает с /(-рангом группы G. В частности, если
r a n g t f G = l , то построенный комплекс является деревом, и к
нему можно применить структурную теорию групп, действующих
на деревьях (см. Серр [Ш]). Отсюда, например, получается, что
в этом случае любая дискретная подгруппа Г с GK без круче-
ния является свободной (для G = SL2 эта теорема была полу-
чена Ихарой [1]; отметим также, что пример группы SL2 под-
робно разобран в книге Хамфри [2]).

Перейдем теперь к построению так называемой BjV-пары
в GK. Предварительно напомним (см. подробнее Бурбаки [4],.
гл. IV), что BN-парой (или системой Титса) в абстрактной
группе G называется пара подгрупп В, N с G таких, что для
некоторого подмножества R с N/B (] N выполняются следую-
щие аксиомы:

1) множество B\jN порождает G и Н = В (] N является:
нормальной подгруппой N;

2) множество R порождает группу W = N/H и состоит иа
элементов порядка 2;

3) rBw с BwB\}BrwB для r^R, w<=W;
4) rBr ф В для любого г е R.
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Группа W = N/H называется группой Вейля пары {B,N).
Элементы из W являются классами смежности по Н, однако
двойной смежный класс BgB не зависит от выбора представи-
теля g £ i , где w e W, и поэтому его обычно обозначают через
BwB; в этом смысле следует понимать соотношения пунктов
3)—4). Отметим также, что множество R однозначно восстанав-
ливается по В и N, а именно, состоит из таких w e W, что объ-
единение В U BwB является подгруппой в G.

Пусть теперь снова G — простая односвязная алгебраическая
/(-группа, S a G — максимальный /(-разложимый тор. Обозна-
чим через NG{S) И ZG(S) соответственно нормализатор и цен-
трализатор тора S и положим N = NG{S)K,

Н = {х<= ZG (S)K \%(x)<=U Vx e= X (ZG (S))K),

где U — группа о-адических единиц в К. Тогда существует та-
кая подгруппа Ивахори В с GK, что В [), N = Н и группы В, N
образуют В N-пару в GK. При этом оказывается, что группа
Вейля W = N/H совпадает с группой Вейля некоторой аффин-
ной системы корней R ранга / = d i m S (определение аффинной
группы Вейля см. в книге Бурбаки [4], гл. VI, § 2),. В частности,
подмножество R с W выделенных образующих состоит из
( / + 1 ) элементов п, г2 о+ь которые можно занумеровать
таким образом, что первые / элементов порождают подгруппу
WQ с W, изоморфную группе Вейля некоторой обычной приве-
денной системы корней, ассоциированной с R. Отметим, что
группа Wo совпадает с относительной группой Вейля W{S, G) =
= NG{S)/ZG{S), однако в общем случае система ^ 0 отлична
от относительной системы корней R(S, G), даже если последняя
является приведенной. При этом все же каждый корень из ^ 0

пропорционален некоторому корню из R(S,G), и наоборот.
В случае /(-разложимой группы G, т. е. когда S — максималь-
ный тор в G, всегда R0 = R(S, G).

Из общей теории групп с BjV-парой вытекает, что любая
подгруппа Р с GK, содержащая В, имеет вид Ps = BWSB, где
S a R — некоторое подмножество, Ws — подгруппа в W, порож-
денная S. При этом если подгруппы Pst и Ps2 сопряжены в GK,
то Si = S2. Отсюда следует, что полную систему представителей
классов сопряженности максимальных собственных парахориче-
ских подгрупп образуют подгруппы &>[ = ps.y где Si = R\{ri},
i=l, . . . , / + 1. Так как класс максимальных собственных па-
рахорических подгрупп совпадает с классом максимальных ком-
пактных подгрупп, то мы приходим к следующему результату:

Теорема 13. Пусть G — простая односвязная алгебраическая
К-группа, I = rang^ G. Тогда в группе GK имеется ровно I -\- 1
классов сопряженности максимальных компактных подгрупп.
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Из теоремы 13, в частности, вытекает, что в любой полупро-
стой односвязной /(-группе число классов сопряженности макси-
мальных компактных подгрупп конечно. В теории Брюа — Титса
доказывается, что это утверждение сохраняет силу для произ-
вольной редуктивной /(-группы.

Для групп рациональных точек имеется ряд разложений,
часть из которых является неархимедовыми аналогами разло-
жений из § 3.2i Из этого комплекса результатов нам понадо-
бится лишь неархимедов аналог разложения Картана, на кото-
ром мы остановимся более подробно. Сохраним обозначения,
введенные выше. Пусть К — максимальная компактная под-
группа BW0B. Известно, что группа W является полупрямым
произведением W = W0T, где Т — абелева группа, порожденная
корнями из ^о; отметим, что Т — свободная абелева группа
ранга / = dim S. Далее, специальным образом строится подпо-
лугруппа Т+ с Т «положительных» элементов (более точно,
в системе ^ 0 выбирается система простых корней По, ассоции-
рованная с В, и тогда Т+ состоит из таких t e Т, что (t, a) ^ О
для всех а е По, где <, > — некоторая положительно определен-
ная симметрическая билинейная форма на r ® z R , инвариант-
ная относительно Wo). Обозначим через v естественный гомо-
морфизм N-^>-W = N/Н и положим Z+ = v-l(T+). Заметим те-
перь, что если zu 22 e ZG(S)K и v(z1) = v(z2), то Z]Z2 e H, и
поэтому K2iK = Kz2K. Тем самым для Z^ZG{S)K ДВОЙНОЙ
смежный класс KzK зависит лишь от t = v(z), так что его
естественно обозначать через Kv~' {t) К. В этих обозначениях
справедлива

Теорема 14 (разложение Картана). GK = KZ+K и отобра-
жение 11—>Kv~' (/) К взаимно однозначно отображает Т+ на
множество двойных смежных классов K\G^/K.

Пример. Пусть G = SLn, К = QP. Легко видеть, что силов-
ская про-р-группа группы SLn{Qp) состоит из матриц х —
= (*,•/)е SLn(Zp) таких, что хИ = 1 (modp), *,7 = 0(modp)
для всех i, / = 1, ••-, п, i>j. Поэтому соответствующая под-
группа Ивахори В с SLn(Qp) описывается следующим обра-
зом: В ={х = {хц)<^ SLn(Zp) \хц = O(modp) для i > / } . Эта
подгруппа вместе с нормализатором ;V диагонального тора
S c G образует описанную выше £W-napy. Выделенную систему
образующих R с W = N/B f| N составляют классы следующих
матриц:

О 1

- 1 0 0

Г\ =

о
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Парахорическая подгруппа 53 = BW0B, где Wo порождена г\, ...
..., Гп-ь совпадает с группой SLn(Zp). Остальные максималь-
ные собственные парахорические подгруппы имеют вид ^ =
= BWiB для t = l п—1, где Wi порождена R\{i'i}. Не-
сложно показать, что 9*i совпадает со стабилизатором в SLn(Qp)
решетки с базисом е ь •••, en-i,Pe-i-i+\ реп< где е\ еп —
стандартный базис пространства Qp. Читатель без труда прове-
рит, что получаемая таким образом классификация классов со-
пряженности максимальных компактных подгрупп группы
SLn(Qp) совпадает с той, которая была получена при доказа-
тельстве предложения 14. Проиллюстрируем, наконец, разложе-
ние Картана в SLn(Qp). Как мы видели выше, здесь подгруппа
К совпадает с SLn(Zp). Группа Т здесь изоморфна подгруппе

п

в Z", состоящей из таких (П\ ап)^ Z", что £ а,- = 0; при

этом систему По простых корней образуют элементы а1 =
= (0, . . . , 0, 1, — 1 , 0 0), i = 1 п— 1 (сравните с опи-
санием системы корней группы G= SLn в § 2.1, п. 1.3). Группа
Вейля Wo c~ Sn действует на Т перестановками координат, по-
этому инвариантным относительно Wo будет обычное скалярное
произведение. Отсюда следует, что множество Т+ в данном слу-
чае состоит из таких (at a n ) G 7 , что а\ ^ а2 ^ . . . ^ ап.
Теорема 14 тогда утверждает, что в любом двойном смежном
классе KgK, g e SLn{Qp), найдется представитель вида
diag {ра\ ра2, ..., р а"), где a i ^ a 2 ^ . . . ^ а,„ причем числа
at определены однозначно. Поэтому в данном случае теорема 14
фактически сводится к известной теореме об инвариантных мно-
жителях для матриц (см., например, Кэртис, Райнер [1], гл. III,
§ 16): если А — кольцо главных идеалов, то для любой мат-
рицы X^ Мп(А) найдутся такие матрицы Уь У2 е SLn(A),
что YiXY2 = diag{du ..., dr, 0 . . . 0), где di^A, di=£0 и dt

делит di+\ д л я всех / ^ 1, . . . , г— 1; при этом элементы di (на-
зываемые инвариантными множителями матрицы X) опреде-
лены однозначно с точностью до умножения на обратимый эле-
мент кольца А.
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В оставшейся части параграфа мы с помощью теоремы 14
установим факт компактной определенности группы GK (этот
результат будет использован в § 5.4 для доказательства конеч-
ной определенности S-арифметических подгрупп). Для точной
формулировки соответствующего утверждения условимся о сле-
дующей терминологии. Будем говорить, что подмножество С
абстрактной группы Г является определяющим, если оно по-
рождает Г и любое соотношение в Г между элементами из С
является следствием соотношений вида аЪ = с, где а, Ь, с е= С.
Другими словами, это означает, что естественный гомоморфизм
/: F(C)-^-T свободной группы F(C), порожденной С, сюръек-
тивен и его ядро N = Кег / порождается как нормальный де-
литель в F(C) элементами вида abc1, где a, b, C G ( J . Тополо-
гическая группа Г называется компактно определенной, если су-
ществует компактное подмножество С с Г , которое является
определяющим для Г, рассматриваемой как абстрактная
группа.

Теорема 15 (Бер [2]). Пусть G — редуктивная группа, опре-
деленная над неархимедовым локальным полем К. Тогда группа
GK является компактно определенной.

Доказательство. Легко видеть, что для доказательства ком-
пактной определенности топологической группы Г достаточно
найти такое компактное подмножество С с: Г, порождающее Г
как абстрактную группу, что все соотношения в Г между эле-
ментами из С являются следствиями соотношений ограниченной
длины (этим замечанием мы будем неоднократно пользоваться
в дальнейшем). Разберем вначале случай простой односвязной
/С-группы G. Здесь доказательство компактной определенности
GK получается из следующего утверждения.

Лемма 14. Пусть топологическая группа Г снабжена функ-
цией \ \ («абсолютной величиной»), которая принимает цело-
численные значения и обладает следующими свойствами:

а) \g\>0, I I I — 0-
б) I gig2 К I gi I + I g21 для всех gu g2 GE Г;
в) \g 4 = lgl для всех g<=T;
г) множества Г„ = {g Е Г | | g |<[n} компактны.

Предположим, далее, что существуют неотрицательные це-
лые числа с, d и Ь, для которых выполняются следующие усло-
вия:

(i) если для g GE Г имеем \ g \ > с, то найдутся такие
gu ? 2 е Г , что g = gig2 и \gi\<c, \g2\<\g\ — d;

(ii) если f, g, А Е Г и / § Л = 1, то найдутся такие gu g2, . . .
. . . , # , £ Е Г , ЧТО g = gig2 ... g t , \ g i \ < c (i = l , . . . , / ) , / <
< l £ l + & и \fg, . . . g 7 1 < m a x { | / I , \h\} + d ( / = 1 , . . . , / - 1 ) .
Тогда группа Г является компактно определенной.
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Доказательство. Из г) и (i) вытекает, что Гс является ком-
пактным порождающим множеством для Г, поэтому достаточно
показать, что все соотношения между элементами Гс являются
следствиями соотношений ограниченной длины. Мы получим
явную оценку для длины «базисных» соотношений:

где [ ] означает целую часть числа. Поскольку Гс вместе с каж-
дым элементом g содержит g~\ а также 1, то достаточно рас-
смотреть соотношения г вида

П

Положим p/=TLgi и || г | | = max {| р, |}. Покажем вначале,

что любое соотношение г является следствием таких соот-
ношений г', что || г' | | ^ 2с. Доказательство будем вести ин-
дукцией по || г ||. Пусть || г || > 2с и / — такой индекс, что
max{| pj\, | р/+1 |} = ||г| |. Поскольку | g / | < c , TO при этом
minflpyl, | p / + i l } > c , и в силу (i) мы можем найти такие эле-
менты g'}, g'f + l SE ГС) что

\ S r j ~ [ P j \ < \ P j \ - d и \8', + \ P i \ < \ P , + 1 \ - d -

Положим f = prlg'r g = gr-{g,g'j + v h = g'-+\pr Тогда fgh=\
и m a x {|/|, | h |} < \\r || — d. П р и м е н я я (ii), н а й д е м т а к и е gu ...
. . . , ? ( е Г о ч т о g = g i ... g t , t < \ g \ + b и \fgi ... g k \ <
^ m a x { | / |, [ h\) + d для всех k= 1, . . . , / — 1 . Так как I g | ^ 3 c ,
то t ^ 3c + b. Введем в рассмотрение соотношения

длина которых не превосходит 10. Заменим теперь gj в г пра-
вой частью Г/ для всех индексов / таких, что max {\ pt |, | pf + i |} =
^ | | г || (где, естественно, в случае | р / | = | |г | | для пар (/ — 1, /)
и (/, / + 1) выбирается один и тот же элемент g'.y Тогда для

л ю б о г о k ^ t и м е е м \gk ... gtg',7\Pi\ = \fgi ••• S k - \ К И r H-
Таким образом, мы получим соотношение г', которое эквива-
лентно исходному по модулю соотношений г/, и для которого
Ik'll < 1 И | . Повторяя описанный процесс несколько раз, мы при-
дем к соотношению г0, для которого ||/"o|l=£j 2с.

Итак, осталось проанализировать соотношения

г:
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со свойством | | г | | ^ 2 с . Тогда для любого /, 1 ^ / ^ п, имеем
\pi\ ^ 2с, и поэтому в силу (i) мы можем представить р; в виде

произведения самое большее f , с М- 2 J множителей и»
Гс. Выразим рг1 в виде произведения обратных множителей.
Подставляя эти выражения в соотношение g, =р/р~2{ для 1 ^
=£̂  / =SS п — 1 (соответственно в соотношение gn = р„ для / = п)„
мы получим соотношения, длина которых ограничена числом

(2 г т 4 г г + 5 J ^ / 0 . С другой стороны, ясно, что г является

следствием этих соотношений. Лемма доказана.
Чтобы построить функцию | | на группе Г = GK С описан-

ными в лемме 14 свойствами, поступим следующим образом.
Зафиксируем максимальный /(-разложимый тор S c G (отме-
тим, что если S=le), то в силу теоремы 1 группа G^ компак-
тна, и в качестве компактного определяющего множества
можно взять C = GK)- Сохраним обозначения, введенные выше,
в частности, пусть R(S,G)—относительная система корней.
Тогда для g = L(G) имеем разложение

* = %&( Ф вЛ
VaeEi?(S, G) /

где (|0 — централизатор AdS, (\a—весовое подпространство-
относительно AdS веса a GE R (S, G). Зафиксируем некоторые
решетки Locz(%)K, Lacz((\a)K и положим L = L0®( © ^aV

\aeBR(S, G) )

Введем, далее, расстояние между двумя решетками L, L2c:i3 :

d (Llr Li) = min {n | jt"L, Е [ г Е лГ "L,},
где л GE К—униформизующий элемент. Наша цель — показать,
что для функции | | на группе r = GK, определяемой фор-
мулой

\g\ = d(L, Ad(g)L),
выполняются все требования леммы 14. Выполнимость свойств
а)—г) проверяется непосредственно. Отметим только, что для.
доказательства компактности Г„ при любом целом п > 0 сле-
дует заметить, что из ограниченности | | на Г„ вытекает огра-
ниченность, а следовательно, и компактность Ad (Гп); с другой
стороны, отображение Г->-Ас1(Г) открыто (следствие 1 из пред-
ложения 3.3), имеет конечное ядро и поэтому является собствен-
ным, т. е. прообраз компакта является компактом.

Для проверки (i), (ii) нам понадобится одно разложение
группы GK, которое является следствием разложения Картана
GK = KZ+K- По построению Z+ является прообразом относи-
тельно канонического гомоморфизма v: N-+W = N/H полу-
группы Т+ с W, которая определяется как совокупность таких
элементов t из абелевой группы Т, порожденной корнями из Ro,
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что <̂ , а> ^ 0 для всех а из системы простых корней По. Ана-
лиз конструкций из теории Брюа — Титса показывает, что
y{SK)czT. Но SK«(/G*) '«Z 'Xt f ' , где / = d i m S , U — группа
единиц в К. С другой стороны, из компактности # = K . e r v вы-
текает компактность Ker(vjS^), а следовательно, включение
Ker(v\SK)cz U1. Поэтому v{SK) содержит свободную абелеву
подгруппу ранга /. Но Т сама является свободной абелевой
группой ранга /, так что индекс m = [T :V(SK)] конечен. Тогда
v(SK)^>mT и v {SK) П Т+ ZD щТ+. Мы оставляем читателю в ка-
честве упражнения показать, что полугруппа Т+ конечно порож-
дена. Отсюда вытекает, что полугруппа v(5^)fl T+ также конечно
порождена; положим S+ = Z+ f]SK. Имеем v{S+) = v{SK)f}T+,
поэтому v (5+) тэ тТ+, и, следовательно, существует такое конеч-
ное подмножество Е с Z+, что v (ES+) = Т+. Тогда Z+ = HES+ и

K. (1)

.Далее, для s e SK, a e ^ 0 справедлива формула
(v(s), a) = v{a(s)),

где v — нормирование поля К.
Поэтому, учитывая взаимную пропорциональность корней из

JRO и R{S, G), получим, что v(a{s)) ^ 0 для S G 5 + И всех кор-
ней a E i ? ( 5 , G ) , положительных относительно порядка, согла-
сованного с системой простых корней П о с ^0- Отсюда следует,
что для s e So значения | s | задаются формулой | s | = v (oco(s)),
где ao^R(S,G)—максимальный корень; в частности, если
s = siS2(s, s\, s 2 e S + ) , то | s | ^ | s i 1 + | s 2 | . Как мы видели
выше, полугруппа v(S+) является конечнопорожденной, поэтому
существует такое целое число г > 0, что элементы S G 5 + СО
свойством | s | ^ r порождают S+ как полугруппу. Введем еще
две целочисленные константы, через которые будут выражаться
искомые константы с, d и Ь, удовлетворяющие лемме 14.
А именно, из компактности К и конечности Е вытекает суще-
ствование таких целых с ь с2, что | & | ^ С ь | е | ^ с 2 для всех
k GE К, е GE Е.

При доказательстве (i) зафиксируем некоторое целое неот-
рицательное число d и положим с = 5ci -\- 2с2 + г + d. Если
jg | > с и g = kiesk2 — разложение вида (1), то

И = | е~'£Г W I > Зс, + с2 + г + d.
Существуют такие s b S 2 G E S + , ЧТО s^^sls2 и 3ct + c2 + d <
< | s, | ^ 3c, + c2 + r + d. Тогда для gx = kxesx и g2 = s2k2 будем
иметь

ig2 К I s21 + ct = I s | — | s, | + c, <
<\g\ + 2c1 + c2 + c1- (3d + c2 + rf) = | g I - d.
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Перед тем как переходить к доказательству (ii), сделаем одно
замечание. Для элемента S G S + ИЗ включения лп Ad (s)LczL
вытекает включение nnL с Ad(s)L. Оказывается, что несколько
более слабая импликация выполняется для любого g e G#.
А именно, пусть для g e GK имеет место включение пп Ad {g)L cz
с L. Выберем разложение g=^k\esk2 вида (1). Тогда в силу
свойств б), в) функции | | имеем я " + 2 с ' + С 2 Ad (s) с L, откуда
Tt"+2c'+c-'L с Ad (s)L, и, наконец, jt"+ 4 c '+ 2 c jL c= Ad (g) L.

Пусть теперь /, g, h e GK удовлетворяют соотношению fgh =•
= 1. Представим g в виде g = k\esk2 и разложим s в произве-
дение s = S, ... St, где S; Ё 5 + И [ s,-1 ^ г. Тогда, положив g{ —
= k\esu g2 = s2, •..., gt-i = st-\, gt — stk2, будем иметь

(для произвольного выбора d). Кроме того, можно считать, что
f < | s | < | g | + 6 , где b=2d + c2. Для / е { 1 , . . . , ^—1} вве-
дем отрезки и = Si . . . Sj и v = s,+i . . . st. Тогда из определе-
ния L вытекает, что

Ad (и) L <= Ad (s) L + L,

откуда Ad (/̂ ,еы) c= Ad {fktes) L + Ad (/ ,̂e) L, т. е. л" Ad (fkxeu) L cz
a L для л = max {|/^es |, |/^ie|}. Поэтому из сделанного выше
замечания вытекает, что

! fk.eu | < max {| fk.es \, \ fk,e 1} + 4с, + 2с2.

С другой стороны,
| fk.es | < | fkxesk21 + | /г21 < I /g | + с, = | А | + с,

I/VKI/I + I VKI/l + c, + c2.
Окончательно мы получаем, что

/|, | А |} + (5с, + Зс2).

Полагая тогда d ^ 5 c , + Зс2 (в этом случае с = Юс, + 5с2 -f-
+ г), мы и получим искомые константы с, d к Ь. Тем самым
доказательство компактной определенности группы GK ДЛЯ про-
стой односвязной /(-группы G завершено. Оставшаяся часть рас-
суждений представляет несложную редукцию к этому случаю.

Прежде всего, любая полупростая односвязная /(-группа
d

имеет вид G = Ц RL.IK {Gt)> г Д е Gf — простые односвязные

группы, определенные над конечными расширениями Lt поля
d '

/C(i= I, . . . , d), так что GK он Д {Gt)L . Легко видеть, что про-
изведение компактно определенных групп является компактно
определенной группой; с другой стороны, согласно доказанному
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выше все группы (G;)^ являются компактно определенными.

Поэтому группа G также компактно определена. Пусть теперь
G— произвольная редуктивная /С-группа. Тогда G = DT —
почти прямое произведение, где группа D полупроста, а Т —
максимальный центральный тор в G. Обозначим через л: D ->• D
универсальное Доопределенное накрытие и представим тор Т
в виде почти прямого произведения Т= Т{Г2, где тор Т\ Д-раз-
ложим, а тор Т2 /(-анизотропен. Положим Я = D X Т\ X Т2 и
обозначим через ср изогению H-^-G, которая получается из я
и морфизма-произведения; пусть F = Кег <р. Тогда из точной
последовательности 1 -+F —* Н -5U- G—> I получается точная ко-
гомологическая последовательность

поэтому из предложения 3 и теоремы конечности для когомо-
логий Галуа над локальными полями, которую мы установим
в § 6.4, вытекает, что ц>{Нк) является открытой подгруппой в GK

конечного индекса (для полупростой группы G этот факт также
вытекает из предложения 17). Но группа ср(Я^) является ком-
пактно определенной. В самом деле, по построению Нк = Вк X
~Х.(Т\)к Х{Т2)к- Выше мы установили, что группа DK компактно
определена. Из теоремы 1 вытекает, что группа {Т2)к компактна
и, следовательно, и компактно определена. Наконец, (Т\)к~
~ К*1 =£ ZlYJJl, где / = dim7'I, U—группа единиц в Л", откуда
с очевидностью получаем компактную определенность группы
(Т\)к- Таким образом, группа Нк компактно определена. Без
ограничения общности можно считать, что компактное опре-
деляющее множество С cz HK содержит Fк- Тогда легко пока-
зать, что ф(С) является компактным определяющим множе-
ством для <р(Нк). Поэтому завершает доказательство теоремы

Лемма 15. Пусть Г — локально компактная топологическая
группа, А — ее открытая нормальная подгруппа конечного ин-
декса. Если группа А является компактно определенной, то
группа Г также компактно определена.

Доказательство. Пусть D c A—компактное определяющее
множество. С самого начала можно предполагать, что D содер-
жит единицу. Кроме того, переходя от D к множеству DD~l,
можно считать, что D = D~l. Нам достаточно построить ком-
пактное подмножество С с Г , порождающее Г и обладающее
тем свойством, что все соотношения в Г между элементами С
являются следствиями соотношений ограниченной длины. Пусть
{лг(-}?=1 — некоторая система представителей смежных классов

п

Г/Д, содержащая единицу. Положим С= И хЮ и построим

базисную систему соотношений между элементами из С. Прежде
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всего, поскольку D а С, можно рассмотреть соотношения вида

ab = c (2)

для а, Ь, с е D, выполняющиеся в А (по условию эти соотноше-
ния определяют группу А). Далее, для любых двух индексов /,
/ = 1, ..., п существует единственный индекс k = k (i, j) такой,
что Е. = х^[ ((x{D} (XjD^ а Д. Ясно, что множество £.. ком-

оо

пактно. По построению А = U Dm, где Dm = D . . . D, так что

в силу теоремы Бэра (см. Бурбаки [2], гл. IX, § 5, п. 3) суще-
ствует такое t~^\, что множество D* является открытым в А,

ОО

и поэтому Д = У Dm есть открытое покрытие Д. Из компакт-

ности Ец тогда вытекает, что Ец a D (<t /( для некоторого

целого 1(1, / ) ^ 1 (отметим, что Dk' a Dkl при kl^.k2), т. е.

(xlD)(xjD) a xkD
 (t''\ Положим 1= max l(i, j) и рассмотрим

i, /=1, . . . . n

все выполняющиеся в Г соотношения вида

(xia)(xlb) = xk(i,!)dl ... dt, i, j = 1, . . . , n, (3)

где a, b, d\, . . . , di^D. Для завершения доказательства леммы
покажем, что соотношения (2), (3) определяют группу Г. Дей-
ствительно, пусть N — нормальный делитель в свободной группе
F(C), отвечающий соотношениям (2), (3), Н = F (С)/N и
я: F(C)—>-H, б: Н-+Г — соответствующие гомоморфизмы. По-
ложим L = %(F(D)). Тогда в L выполняются соотношения (2),
и поэтому ограничение Ь\Ь является изоморфизмом на А. Это
показывает, что пересечение Кег б П L состоит лишь из единицы.
С другой стороны, из выполнимости в Н соотношений (3), оче-
видно, вытекает, что любой элемент из Н имеет вид xky, где k =
— 1, . . . , п., у е L. Поэтому [Н : L] ^ п = [Г : А], откуда
[Н : L] = [Г : А] и Кег б = (е). Лемма доказана.

§ 3.5. Необходимые сведения из теории меры

В настоящем параграфе собраны используемые в дальней-
шем результаты из теории интегрирования на локально ком-
пактных топологических группах и связанных с ними простран-
ствах. Отметим, что соображения, связанные с интегрирова-
нием, выступают на первый план при изучении аналитических
аспектов арифметической теории алгебраических групп (напри-
мер, при определении чисел Тамагавы) и ее приложений к тео-
рии автоморфных функций. С другой стороны, при изложении
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материала, который мы избрали для включения в настоящую
книгу, эти соображения играют вспомогательную роль (тем не
менее без них нельзя обойтись в ряде ключевых моментов, на-
пример, при доказательстве теоремы о сильной аппроксимации
в гл. VII). По этой причине, а также учитывая то обстоятель-
ство, что теория интегрирования сама по себе является весьма
обширной, мы не сочли здесь возможным дать сколько-нибудь
подробное ее изложение. В результате настоящий параграф со-
держит лишь напоминание основных определений из теории
меры, формулировки необходимых для дальнейшего фактов и
разбор некоторых примеров. Систематическое изложение вопро-
сов, связанных с мерой и интегрированием (включая доказа-
тельство приводимых ниже утверждений), читатель может найти
в книге Бурбаки [3].

Пусть X — локально компактное топологическое простран-
ство. Напомним, что подмножество В а X называется борелев-
ским, если оно представимо в виде счетного объединения либо
пересечения открытых и замкнутых подмножеств в X (иначе го-
воря, является элементом ст-алгебры подмножеств в X, порож-
денной открытыми и замкнутыми подмножествами). Ненулевая
мера ц на X называется борелевской, если все борелевские под-
множества являются ^.-измеримыми и ц(С)<С*х для любого
компакта С а X. Предположим теперь, что на X гомеоморфиз-
мами действует некоторая группа Г. Тогда мера ц называется
Г-инвариантной, если для любого измеримого подмножества
A f c X и любого ^ I G T множество у(М) измеримо и ц{у{М)) =
= ц(М). Наиболее важный для нас пример получается в слу-
чае, когда рассматривается локально компактная топологиче-
ская группа G, действующая на себе посредством левых либо
правых сдвигов. В этом случае (ненулевую) инвариантную бо-
релевскую меру на G называют соответственно левой или пра-
вой мерой Хаара.

Теорема 16. Пусть G — локально компактная группа. Тогда
на G существует единственная с точностью до положительного'
постоянного множителя левая (правая) мера Хаара.

(Заметим, что если ц — левая мера Хаара на G, то мера
Д, задаваемая формулой Д(Х) = ц(Х-1) для всех таких подмно-
жеств X a G, что Х~1 ц-измеримо, является правой мерой Хаара
на G. Поэтому утверждения теоремы, касающиеся соответ-
ственно левой и правой мер Хаара, эквивалентны.)

Вопрос о конструктивном задании меры Хаара в интересую-
щих нас случаях мы рассмотрим несколько позднее, а сейчас
перечислим некоторые свойства, которые имеют место в самой
общей ситуации.

Предложение! 23. Пусть G — локально компактная группа,,
\л— (левая) мера Хаара на ней. Тогда

(i) G дискретна в том и только том случае, если \i({e}) > 0;
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(ii) G компактна в том и только том случае, если n(G) < ос.
В частности, если G компактна, то существует единственная (ле-
вая) мера Хаара ц на G, для которой \x{G)= 1.

Единственность меры Хаара в теореме 16 позволяет связать
с каждым автоморфизмом ср топологической группы G некото-
рое положительное число, называемое модулем ср и обозначае-
мое modo ср. Более точно, зафиксируем некоторую левую меру
Хаара ц на G, и для любого подмножества Ха G такого, что
ц>{Х) является ц-измеримым, положим v(X)= ц(<р(Х)). По-
скольку ср переводит борелевские множества в борелевские,
а компактные — в компактные, то v также будет левой мерой
Хаара на G. Тогда в силу единственности мы должны иметь
•v = сц, где C G R , с > 0 , и по определению полагаем modo ср =
= с. Легко видеть, что modG ср на самом деле не зависит от вы-
бора исходной меры Хаара ц. (Пример: если Kv— локально
компактное поле, а е Г 0 , то модуль автоморфизма левого

сдвига XI—> ах аддитивной группы Kv равен значению | |а | | о

нормализованного нормирования, см. § 1.2, п. 1.)
Для I E G обозначим через Аа{х) модуль соответствующего

внутреннего автоморфизма (p = Intx: g >—> xgx~x. Возникающая
при этом функция Д с: G - > R > 0 носит название модуля группы
G и является непрерывным гомоморфизмом. Если До = 1, то
группа G называется унимодулярной. На унимодулярной группе
G всякая левая мера Хаара \х одновременно является правой
мерой Хаара, более того, ц(Х)= \i(X~l) для любого измеримого
подмножества X a G.

Предложение 24. 1) Любая абелева группа унимодулярна.
2) Модуль любого автоморфизма дискретной либо компактной
группы равен единице, так что такие группы унимодулярны.

Рассмотрим теперь вопрос о построении меры Хаара на раз-
личных производных теоретико-групповых объектах, исходя из
мер Хаара на участвующих в них группах.

Очевидно, что для построения меры Хаара на конечных пря-
мых произведениях достаточно рассмотреть случай двух сомно-
жителей. Итак, пусть G = G\ X G2, где G, — локально компакт-
ные группы с мерами Хаара \ц. Тогда на G существует един-
ственная мера ц = щ X Ц2 такая, что для любых ^-измеримых
подмножеств Mi a Gt множество М = М\ X М2 является ц-из-
меримым и

[i(M) = [i1(M1)[i2(M2), (1)

причем эта мера ц оказывается мерой Хаара. Более общо, меру-
произведение ц = Ц1 X (*2 можно определить на любом про-
странстве вида X = Xi X Х2, где Xt — локально компактные то-
пологические пространства, снабженные мерами щ (i = 1, 2), и
при этом сохраняется формула (1). Можно переформулировать
(1) на языке интегралов по соответствующим мерам. А именно,
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пусть fi — цг-интегрируемая функция на Xt (г = 1 , 2 ) (т. е. су-

ществуют интегралы \ ft (x{) dnt (xt)). Тогда функция / на X =
x

i
= Х\ X %2, задаваемая формулой /(JCI, лг 2 )= M * i ) M * 2 ) , яв-
ляется ц-интегрируемой и

х2) d\i (хи х2) = ^ /i (Л:,) diii (х,) ^ f2 (х2) dn2 (х2).

Кроме того, для любой интегрируемой функции / на X имеет
место формула

\f(xi, x2) dn (хи х2)= \( \f (xu x2) dn2 (х2)\ йц, (л:,) =
X X, \Хг )

Отметим, что распространить определение произведения мер
на бесконечное число сомножителей, вообще говоря, нельзя, ибо
произведение бесконечного числа локально компактных, но не
компактных групп не будет локально компактной группой.
Здесь приходится использовать другие конструкции. Одной из
них является ограниченное топологическое произведение, фор-
мализующее построения, использованные при введении аделей
(см. § 1.2).

Определение. Пусть {^} l e / V —семейство локально компакт-
ных топологических пространств, индексированное счетным мно-
жеством индексов А. Предположим, что для почти всех 1 Е А
выделены открытые компактные подмножества Кх<^Х%. Рас-
смотрим пространство X, элементами которого являются семей-
ства х = {x l } i l e A , где XJ,GXJ, И Х% е К% для почти всех X. Вве-
дем в X топологию, взяв в качестве фундаментальной системы
открытых множеств множества вида ГШа,, где U\<=Xx открыто
для всех X и U\ =K}, для почти всех X. Пространство X с таким
образом введенной топологией называется ограниченным топо-
логическим произведением пространств Xj, по отношению к вы-
деленным подмножествам Кх-

Укажем на некоторые простые свойства этой конструкции.
Лемма 16. 1) Для каждого конечного подмножества S а А

такого, что для X е Л \ 5 подпространство Кк определено, по-
ложим Xs = IT Xx X IT К\, тогда Xs открыто в X и тополо-

Яс=5 Яс=Л\5

гия X индуцирует на Xs топологию прямого произведения.
2) Каждое пространство Xs локально компактно и X =[] Xs,

s
где объединение берется по всем конечным подмножествам
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5 с= Л таким, что для X е Л \ 5 подпространство К% определе-
но; следовательно, пространство X локально компактно.

3) Если {Gx)x^K — семейство локально компактных тополо-
гических групп и для почти всех X выделены открытые компакт-
ные подгруппы Кх a Gx, то ограниченное топологическое про-
изведение G групп Gx no отношению к Кх является локально
компактной топологической группой.

В силу утвеждения 3) на группе G существует некоторая
мера Хаара ц; покажем, что ее можно построить, исходя из мер
Хаара ця. на группах Gx- Для этого вначале предположим, что
меры цх нормализованы таким образом, что ц\(Кх) = 1 Для всех
тех X, что определены подгруппы Кх- Тогда для любого конеч-
ного подмножества S с= Л такого, что для всех X е A \ S опре-
делены подгруппы Кх, имеется мера \is на группе Gs = П с я Х

Яс=5

X I I ^ ь которая фактически является «бесконечным» про-
Я Л \ 5\

изведеннем мер цх. Более точно, ее можно определить, напри-
мер, как произведение щ X Цг, где ц; —обычное конечное произ-
ведение мер ш на Ц Gx, а |д,2 — мера Хаара на компактной

группе Ks= IT -^ь нормализованная условием ti2(-Ks)=l.

Легко видеть, что если Si a S2> то GSi cz GSi, и ограничение (м5г

на GSi совпадает с ц3. Поэтому, используя представимость

G в виде счетного объединения G = [j Gs и свойство счетной
s

аддитивности, можно построить искомую меру ц, на группе G,
продолжающую меры ĵ s- Иногда бывает удобно при определе-
нии меры ц на G отказаться от условия ц А ( / ^ ) = 1 , а вместо
этого потребовать абсолютную сходимость произведения Пця(Л\)
по всем X, для которых определены Кх- Тогда построенная выше
мера ц заменяется на меру сц, где с = Пцх(К1.)-

Рассмотрим теперь вопрос о построении инвариантной меры
на факторпространстве Х= G/H, где G — локально компактная
топологическая группа, Н — ее замкнутая подгруппа (отметим,
что понятие инвариантности здесь, естественно, связывается
с действием G на X посредством сдвигов).

Теорема 17. Для того чтобы на факторпространстве X = G/H
существовала ненулевая G-инвариантная борелевская мера р,
необходимо и достаточно, чтобы ограничение функции До на Н
совпадало с S.H; если указанная мера р существует, то она опре-
делена однозначно с точностью до положительного множителя.

В частности, если подгруппа Н дискретна в G (это основ-
ной случай, который будет нас интересовать в дальнейшем), то
инвариантная мера на G/H существует в том и только том слу-
чае, если группа G унимодулярна. Отметим также, что фраза
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«G/H имеет конечную инвариантную меру (или объем)» озна-
чает, что инвариантная мера на G/H существует и объем G/H
относительно этой меры конечен.

Можно указать связь «фактормеры» р с мерами Хаара \х и
v на группах G и Н соответственно. Это лучше всего сделать
на языке интегралов от функций по этим мерам. Итак, рассмот-
рим интегрируемую на G функцию / и, зафиксировав g e G, по-
ложим qp(g) = \ / (gh)dv(h). Тогда ср является функцией на G,

н
постоянной на классах смежности по Н, и поэтому ее можно
рассматривать как функцию на 1 = G/H. С учетом этого имеет
место следующая формула:

\f (gh) dv (АЛ d p (gH) = \f(g) d\x (g). (2)
н ) а

В целом определение меры р, доставляемое формулой (2),
не является конструктивным, однако в основном для нас случае
дискретной подгруппы Н можно свести интегрирование по мере
Р в факторпространстве G/H к интегрированию по подходящим
подмножествам в G относительно исходной меры ц (при этом,
правда, приходится наложить на G дополнительное условие су-
ществования счетной фундаментальной системы окрестностей
единицы, однако это требование заведомо выполнено во всех
интересующих нас случаях).

Будем говорить, что подмножество F a G является фунда-
ментальной областью относительно Н, есть ограничение на F
канонической проекции л: G-+G/H является биекцией между F
и G/H). То же самое можно сформулировать в виде следую-
щих двух условий:

l) G = FH' (3)
2) Ff]Fh=0 для любого к<^Н,кфе. w

В описанной ситуации всегда существует ц-измеримая фун-
даментальная область F a G, причем на самом деле ее можно
выделить в любом измеримом подмножестве Q c G со свой-
ством j t ( Q ) = G/H. Из (2) тогда вытекает формула

(4)

справедливая для любой интегрируемой на X функции /. Иногда
бывает удобно использовать более общее определение фунда-
ментальной области, в котором условие 1) в (3) сохраняется,
а условие 2) заменяется на следующее:

2') для любого А е Я , h ф е, пересечение F f] Fh имеет
меру 0.
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.(Типичный пример этой ситуации возникает в случае,
когда имеется замкнутое подмножество F cz G, граница кото-
рого имеет меру нуль, накрывающее G/H, и такое, что сдвиги F
могут иметь лишь граничные общие точки; см. указанный в § 4.2
классический пример фундаментальной области в SL2(R) отно-
сительно SL2(Z).) Используя счетность Н, легко показать, что
и при таком более общем толковании фундаментальной области
формула (4) сохраняет силу. Полагая / = 1 в (4), получим, что
Х = G/H имеет конечную инвариантную меру в том и только
том случае, если существует измеримая фундаментальная об-
ласть F d G относительно Н, имеющая конечную меру, и тогда
мера любой фундаментальной области также конечна. Исполь-
зуя возможность выделения фундаментальной области в любом
измеримом подмножестве, накрывающем X, можно дать пере-
формулировку этого критерия, которая более удобна в приложе-
ниях: мера факторпространства X конечна тогда и только тогда,
когда оно накрывается множеством конечной меры.

Пример 1. Пусть G = R". Тогда обычная мера Лебега на G
является одновременно правой и левой мерой Хаара. Если рас-
смотреть х е GLn(R) как топологический автоморфизм G, то из
формулы замены переменных в кратных интегралах вытекает,
что modo х = |detx\. В частности, преобразования из SLn(R)
являются унимодулярными, т. е. сохраняют меру. Пусть теперь
е\, . . . , еп—некоторый базис пространства R". Обозначим че-
рез Н решетку Ze\ Ф . . . Ф Zen. Тогда Н является дискретной
подгруппой в R", F={t\ex-\- ... -\-tnen\Q ^U< 1}—соответст-
вующей фундаментальной областью, удовлетворяющей условиям
1), 2), a F'={tiei+... + tnen\O ^ t; sC 1}—фундаментальной
областью, удовлетворяющей условиям 1), 2').

Приведенный пример является «нетипичным» в том смысле,
что обычно построить в явном виде фундаментальную область,
удовлетворяющую условиям 1), 2) или 1), 2'), не удается. По
этой причине нам придется прибегнуть в гл. 4, 5 к более общей
трактовке фундаментальных множеств — так мы будем назы-
вать (замкнутые) подмножества Ф с G со следующими свой-
ствами: G = ФЯ и пересечение Ф - 1 Ф f| H конечно. Естественно,
что имея в распоряжении такое фундаментальное множество,
мы не можем точно определить объем X=G/H, однако в со-
стоянии сделать качественный вывод о его конечности или бес-
конечности. В самом деле, если мера Ф конечна, то из сделан-
ных выше замечаний вытекает конечность меры X. Обратно,
если мера X конечна, то, выделяя измеримую фундаментальную
область / ' с Ф (см. Бурбаки [3]), мы должны получить вклю-
чение ф е и F h , где h пробегает некоторое конечное подмно-
жество в Н, и, значит, мера Ф также конечна. Таким об-
разом, мера GJH конечна в том и только том случае, когда
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существует фундаментальное подмножество Ф a G конечной
меры.

Отметим одно несложное свойство фактормер: пусть Н{ а
•а Н2 — две замкнутые подгруппы локально компактной группы
G и предположим, что на факторпространстве G/H\ существует
конечная G-инвариантная мера; тогда на факторпространстве
G/H2 также существует конечная G-инвариантная мера. Поль-
зуясь этим утверждением, получаем следующую лемму:

Лемма 17. Пусть G = G\ X G2 — прямое произведение двух
локально компактных топологических групп, рс G-^-Gi — соот-
ветствующие проекции и Н a G — такая замкнутая подгруппа,
что на пространстве G/H существует конечная инвариантная
мера. Предположим, что группа G{ некомпактна. Тогда группа

недискретна и на факторпространстве G2/p2{H) no ее за-
мыканию существует конечная инвариантная мера.

Действительно, если допустить, что группа р2{П) дискретна,
то найдется такая окрестность единицы U a G2, что £/-'£/|"|
О р2{Н) = {е}. Тогда множество G\ X U инъективно проектирует-
ся на G/H и поэтому должно иметь конечную меру. Обозначим
через [ц меру Хаара на G, (г = 1,2) и положим ц = щ X Ц2-
Тогда n(GiX.U) = ni(Gi)n2(U), и поскольку |л2([/)=^=0 в силу
открытости U, мера Hi(Gi) должна быть конечной. Но в этом
случае группа G\ компактна (предложение 23)—противоречие.
Утверждение о существовании конечной инвариантной меры на
факторпространстве G2/p2(//) вытекает из сделанного выше за-
мечания, если применить его к замкнутым подгруппам Н a G\ X
~Хр2(Н) группы G и заметить, что G2/p2 ( # ) ~ G/(G[ X рЛЩ)-

Перейдем теперь к явному построению меры Хаара в ин-
тересующих нас случаях. Прежде всего укажем на результат,
который удобно применять к вещественным алгебраическим
группам, используя при этом разложение Ивасавы (см. § 3.2).

Предложение 25. Пусть G — унимодулярная локально ком-
пактная топологическая группа, Н, A, U — три замкнутые под-
группы в G с левыми мерами Хаара v, 6 и со соответственно та-
кие, что морфизм-произведение Н X А X U-+• G является гомео-
морфизмом. Предположим, что А нормализует U и группы A, U
унимодулярны. Тогда ц = p(a)v(A)X 6(a)X со (и), где р(а) =
— mod[/(Int a\ U) (а е А), является левой мерой Хаара на G.

(Указанная запись меры ц означает, что мера подмножества

Е cz G вычисляется по формуле ц (£) = \ р (a) d\ {h) dQ (a) da> {и}.)
Е

Другие примеры явного задания мер Хаара мы получим, ин-
тегрируя дифференциальные формы. (Нужные нам сведения
о дифференциальных формах (правда, в контексте веществен-
ных многообразий) читатель может найти в любой книге по
Дифференциальной геометрии, например, у Хелгасона [1].)
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Пусть X— я-мерное аналитическое многообразие над полным
полем Kv, хо ^ X и Х\, ..., хп — локальные координаты в окре-
стности точки х0. Последнее означает, что x-t — такие аналитиче-
ские функции, что отображение <р: х ь^> (хх (х), ...,хп(х)) за-
дает аналитический изоморфизм окрестности точки х0 на
область в К" (т. е. ф является отображением, обратным к неко-
торой параметризации окрестности точки х0), или, эквивалентно,
дифференциал dXoq> осуществляет изоморфизм касательного про-
странства ТХо{Х) на Kv- Дифференциальная форма степени п
в окрестности точки лг0 записывается в виде выражения со =
= f(x)dx\A ... Л dxn, где /—аналитическая в окрестности
точки х0 функция. Если F: Y—>~ X—аналитическое отображение
двух я-мерных многообразий, г/о ^ У — такая точка, что F(yo) —
= хо, г/ь . . . , у'п — локальные координаты в окрестности точки
г/о, причем в координатах F имеет вид (г/ь . . . , у„)\—>(F\ (г/ь . . .
. . . , уп), . . . , Fn{y\, •.. ,Уп)), то под образом дифференциальной
формы со понимают форму F* (со) = f(F{y))dF\ (уи . . . , г/„)А . . .

...AdFn(yu ..., г/„),где, как обычно, dFt (г/ь . . . , уп) = ау^.

В частности, определено преобразование локальной дифференци-
альной формы при замене локальных координат. Теперь можно
определить я-мерную дифференциальную форму на всем мно-
гообразии Л' как такое семейство /г-мерных локальных
дифференциальных форм в окрестности каждой точки X, ко-
торое согласовано относительно различных локальных коор-
динат в окрестности одной и той же точки. Дифференциальная
форма w на многообразии X называется инвариантной относи-
тельно аналитического автоморфизма F: X-+X, если F* (CU) = CU.

В наших дальнейших рассуждениях будут в основном уча-
ствовать аналитические многообразия, возникающие из алгеб-
раических многообразий, поэтому мы приведем сейчас алгебраи-
ческие аналоги соответствующих «аналитических» определений.
Пусть X — гладкое я-мерное алгебраическое многообразие, оп-
ределенное над полем К. Под К-определенной системой локаль-
ных параметров в окрестности точки х0 е X мы будем понимать
систему из п определенных в точке х0 Л'-рациональных функций
х\, ..., хп таких, что дифференциал dx№ рационального отобра-
жения ф: X—*-Ап, ф: х>—*-{хх(х), . . . , хп(х)) является изомор-
физмом касательных пространств. Тогда /г-мерная рациональная
К-определенная дифференциальная форма в окрестности точ-
ки х0 записывается в виде выражения со = f(x)dx\ A ...
. . . Л dxn, где / — определенная в точке х0 Л'-рациональная
функция на X. Понятия преобразования дифференциальных
форм при рациональных отображениях, дифференциальной
формы, определенной на всем многообразии, и инвариантной
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дифференциальной формы полностью аналогичны приведенным
выше определениям. Отметим, что если X определено над пол-
ным полем Kv и . V j G ^ , то любую -/^-определенную рацио-
нальную дифференциальную форму в окрестности х0 можно
рассматривать и как аналитическую дифференциальную форму
на к в окрестности х0.

Пусть теперь G — связная .^-определенная алгебраическая
группа, п = dim G. Тогда известно, что на G существует нену-
левая /г-мерная .^-определенная рациональная дифференциаль-
ная форма со, инвариантная относительно левых сдвигов (т. е.
левоинвариантная форма), причем эта форма определена одно-
значно с точностью до умножения на ненулевой элемент поля
К. Приведем некоторые примеры.

Пример 2. Пусть G = GLn. В качестве системы локальных
параметров рассмотрим функции Xi,-{i, j = 1, . . . , /г), сопостав-
ляющие матрице соответствующий г/-й элемент. Пусть со =
= f(X)dxu А . . . Л dxnn, где X = (Xij), — левоинвариантная
дифференциальная форма. Зафиксируем /1 = ( а ; , ) е GI n . Тогда
левый сдвиг Хл: Xi—>АХ = X' записывается в координатах сле-
дующим образом: х'{{= £ atkxk-- Отсюда следует, что Х*д пере-
водит форму f(X')dx'n Л . . . Л dx'nn в форму

/ (АХ) d(Z alkxk^ Л . . . Л d ( Z а„***„) =

= / (АХ) (det A)ndxu A ... A dxnn.

Поэтому из условия инвариантности получаем, что / (X) =
= f (AX) (det А)а. Полагая Х = Еп, будем иметь, что f (А) =

= c(det АГ\ где с = f(En), т. е. со = ^ ' ^ ^ "

В частности, при / г ^ 1 получаем со = с dxjx.
Пример 3. Пусть G = SL2. В качестве системы локальных

параметров в окрестности единицы возьмем функции х, у, z, со-

ч; \поставляющие матрице Х = \ ^ t ] G G соответствующие ком-

поненты; тогда t = — yz . Будем искать левоинвариантную диф-

ференциальную форму в виде со = /(X)dx A dy Л dz. Левый
(а Ь\

сдвиг на матрицу А = I G G в этих координатах запи-
\ с d /

шется в виде
х' = ах + bz,

z' = cx + dz.
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Тогда из условия инвариантности мы должны получить

f (Г) dx'A dy'A dz'=

= f (AX)d(ax + bz) A d [ay + Ь±±Ж) A d(cx + dz) =

= f(X)dx Ady Adz,
т. e. f(AX)^±^ f(X)

X

Замечая, что ax-\-bz совпадает с элементом, стоящим на
позиции (1,1) в матрице АХ, получаем, что

f(AX)(AX)ll = f(X)(X)n,

откуда со имеет вид

со = — dx A dy A dz.

Получим теперь выражение для формы со = — dx A dy A dz

в другой системе координат. А именно, рассмотрим группу
GR = SL2(IR) И воспользуемся глобальной системой координат
на GR, которая доставляется разложением Ивасавы (см. § 3.2).
Применительно к нашей ситуации разложение Ивасавы утверж-
дает, что любую матрицу из GR МОЖНО однозначно представить
в виде произведения трех матриц., которые соответственно имеют
вид

/ cos ф — sin ф \ / а 0 \ , . _. • / 1 и \
Vsintp c o s t p j ' \0 а-') ^ а > и > и \о \)

Возьмем в качестве (аналитических) координат на GR величины
Ф, а и и. Тогда прямое вычисление показывает, что х = a cos ф,
у = аи cos ф — a"1 sin ф z = a sin ф и поэтому а> = adcp Л da'/\
Л du.

Пример 4 (упражнение для читателя). Пусть Vn— группа
л-мерных верхних унипотентных матриц. Показать, что диф-
ференциальная форма П йхц является левоинвариантной диф-
ференциальной формой на Un. Получить обобщение этого ре-
зультата на произвольную унипотентную группу.

Перейдем теперь к построению меры, отвечающей дифферен-
циальной форме. Пусть снова X — я-мерное аналитическое мно-
гообразие над полем Kv, XQ e X, х\, ..., хп — система локаль-
ных координат в окрестности точки хо и a = f(x)dxiA ...
... Adxn — я-мерная дифференциальная форма, заданная и от-
личная от нуля в некоторой окрестности хо. Тогда на этой окре-
стности можно определить меру ц = | f(x) \v\dxi \v X •••
.. . X\dxn\v (последнее означает, что ц (Е)= \ | f (х) |„| dxx |0 . . .

Е

... \dxn\0, где | dx | 0 — (аддитивная) мера Хаара на Kv, совпа-
дающая с обычной мерой Лебега, если К есть R либо ,.С, и нор-
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мализованная в и-адическом случае таким образом, чтобы мера
кольца целых Cv равнялась единице). Далее показывается, что
эта мера не зависит от выбора системы локальных координат
(в архимедовом случае это вытекает из формулы замены пере-
менных в определенном интеграле, а в неархимедовом — из ее
у-адического аналога, см. Вейль [4]). Наконец, устанавливает-
ся, что если со — м-мерная дифференциальная форма, определен-
ная на всем многообразии и нигде не обращающаяся в нуль, то
локальные меры продолжаются до меры на всем многообразии.
Полученную таким образом меру мы будем обозначать че-
рез (Оц.

Теорема 18. Пусть G — Kv-onpеде ленная алгебраическая
группа, п = dim G и со — п-мерная Kv-определенная левоинва-
риантная дифференциальная форма. Тогда мера a>v является ле-
вой мерой Хаара на GKV • Группа GKv унимодулярна в том и
только том случае, если форма со является правоинвариантной.

Из этой теоремы и приведенных выше примеров получаются
явные выражения для мер Хаара. Так, на группе GLn(Kv)

мера Хаара задается интегралом \ — . В частности,

применяя это к я = 1, получаем, что для /-мерного разложи-

мого тора S = {diag(aI, . . . ,а г )} мера Хаара на SKV опреде-

ляется как \ "' ——. Для группы л-мерных верхних унипо-

тентных матриц Un соответственно получаем выражение для

меры Хаара группы UnKo в виде интеграла \ М dx{1. Поэтому

если рассмотреть автоморфизм ср группы Unxv> индуцируемый

сопряжением при помощи матрицы s = diag(a1, ...,an), то

modcp = Tl | a,-/a;- \v. Этот пример очевидным образом обобщается

на максимальные унипотентные ^„-определенные подгруппы
в любой редуктивной ^„-определенной группе G. Пусть теперь
G = SL2. Тогда для группы SL2(R) получаем следующее выра-
жение для меры Хаара в координатах, доставляемых разложе-
нием Ивасавы: \ad(fdadu. Поскольку является мерой

Хаара на группе ,4 = {diag(a, a"1) | a e R> 0}, этот результат
совпадает с выражением для меры Хаара, получаемым из
предложения 25. Наконец, чтобы привести пример р-адического
интегрирования, вычислим объем ap(SL2(Zp)) относительно
меры Хаара сор на группе SL2(QP), отвечающей дифференциаль-
ной форме со = — dx A dy A dz из примера 3. Для этого
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заметим, что сор (SL2(Zp)) = [SL2(Fp)] a>p(SL2(Zp, p)), и остается
вычислить объем конгруэнц-подгруппы Г = SL2 (Zp, p). Но
функции х, у, z ^отображают Г на pZp X pZp X pZp, причем

на Г имеем — = 1 . Поэтому сор (Г) = ар (pZp)
3, где цр — мера

Хаара на Qp, нормализованная условием \ip(Zp) = 1. Таким
образом, окончательно сор(Г) = р~3 и a>p(SL2(Zp))=p~3[SL2(Fp)] =

В заключение отметим одно вытекающее из теоремы 18
Следствие. Пусть G — полупростая Неопределенная алгеб-

раическая группа. Тогда группа GK унимодулярна.
Действительно, пусть со — левоинвариантная рациональная

^^.-определенная дифференциальная форма на G размерности
п = dim G. Обозначим через p g правый сдвиг на элемент g e G.
Из перестановочности левых и правых сдвигов вытекает, что
форма p g (со) также будет левоинвариантной, так что в силу
единственности со мы должны иметь соотношение р* (со) = % (g) со,
где %(g)—ненулевая константа. Далее, нетрудно видеть, что
соответствие g*—*-x(g) является рациональным характером G,
и поэтому х = 1. ибо G полупроста. Итак, мы показали, что
форма со является одновременно и правоинвариантнои, поэтому
унимодулярность Gк непосредственно вытекает из теоремы 18.



ГЛАВА IV

АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ
И ТЕОРИЯ ПРИВЕДЕНИЯ

Арифметические группы являются одним из основных объек-
тов исследования арифметической теории алгебраических групп.
Их свойства мы будем изучать или использовать во всех после-
дующих главах. Цель настоящей главы — изложить теорию при-
ведения для арифметических групп, которая дает конструкцию
фундаментального множества в группе вещественных точек GR
алгебраической Q-группы G относительно группы целых точек
Gz. Как следствие, получается ряд основополагающих теоре-
тико-групповых фактов об арифметических подгруппах, в ча-
стности, их конечная порожденность и определяемость конеч-
ным числом соотношений. Кроме того, мы даем критерии, когда
факторпространство GR/GZ компактно или имеет конечную
меру Хаара. Заключительный параграф главы содержит обсуж-
дение одной открытой проблемы о конечных арифметических
группах.

§ 4.1. Арифметические группы

Определение. Пусть Gc=GL r t(C)—алгебраическая линейная
группа, определенная над полем рациональных чисел Q. Под-
группа Г с= G называется арифметической, если она соизмерима
с Gz, т. е. пересечение Г П Gz имеет конечный индекс как в Г,
так и в Gz *).

Здесь и далее Gz обозначает пересечение G f\GLn(Z).
Можно также рассматривать Gz как совокупность точек G над
кольцом Z как групповой схемы. А именно, рассмотренное
в § 2.1, п. 1 вложение GLrt(C)->- GLn+\ (С) отождествляет
GLn(<C) с замкнутым по Зарисскому подмножеством в
Мпл1 (С) = С ("+ 1 ) г . Тогда множество G так же замкнуто в
Mn+i(C) и Gz = G П Мп+\ (Z). Этот прием позволит избежать
в дальнейшем громоздких обозначений, включающих (deta)" 1 .
Отметим также, что следуя классической традиции, которая бе-
рет свое начало из теории целочисленных автоморфизмов квад-
ратичных форм, мы будем иногда называть Gz группой единиц
алгебраической группы G.

*) Отметим, что понятие соизмеримости имеет смысл для произвольных
подгрупп любой абстрактной группы.
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Легко видеть (см. предложение 3), что группы целых точек
при рациональных морфизмах могут меняться весьма суще-
ственно. Поэтому если G задана как алгебраическая группа пре-
образований векторного пространства V, то для корректного
определения группы целых точек Gz необходимо фиксировать
базис е\, ..., еп пространства VQ ИЛИ, эквивалентно, решетку
L = Z e i + . . . + Zen, и тогда Gz реализуется как стабилиза-
тор Gz = {g <= GQ\g (L) = L} решетки L в группе GQ. Тем

не менее определяемый через группы целых точек класс ариф-
метических подгрупп обладает свойством инвариантности.

Предложение 1. Пусть ср: G —>- G' — определенный над Q
рациональный изоморфизм линейных алгебраических Q-групп.
Тогда если Г — арифметическая подгруппа в G, то ср(Г)—ариф-
метическая подгруппа в G'.

Доказательство. Отметим вначале следующий элементар-
ный теоретико-групповой факт: отношение соизмеримости на
классе всех подгрупп произвольной группы G является отноше-
нием эквивалентности (в частности, любые арифметические под-
группы соизмеримы). Отсюда следует, что для доказательства
предложения достаточно установить соизмеримость q>(Gz) и G'z.
Далее, учитывая, что [G'z : G'z П Ф (G z)] = [Ф" 1 (G'z): ф"1 (G z) П G z ],

где ф" 1: G'—>G — обратный рациональный Q-морфизм, мы
видим, что наша задача свелась к доказательству конечности
индекса [<p(Gz): 9(GZ) П Gzl для произвольного Q-изомор-
физма ф. Мы укажем подгруппу Я <= Gz конечного индекса,
образ ф(Я) которой лежит в G z; тогда 9(GZ) П G z =э ф(Я), так
что ^ ( G Z ) ^ ( G Z ) D G Z ] < [ ф ( 0 2 ) : ф ( Я ) ] < оо и требуемое до-
казано. Оказывается, что такая подгруппа Я существует для
произвольного рационального Q-морфизма (а не только для
Q-изоморфизма).

Лемма 1. Пусть ф: G -*- G' — определенный над Q рацио-
нальный морфизм. Тогда существует такая подгруппа Н cz Gz

конечного индекса, что ф (Я) с= G z .
Доказательство. Пусть G <= GLn(.C), G'<=GL m (C) . Без ог-

раничения общности можно считать, что G и G' замкнуты по
Зарисскому в М„(С) и Мт(С) соответственно. Тогда ф имеет
В И Д (f((Xa)) = ((fkl(Xu, . . . , Х п п ) ) (t, / = 1 . •••. « I К 1 = 1 , ...
..., т), где q>ki — полиномы с рациональными коэффициентами.
Введем новые переменные уц = хц—-8ц (б</ — символ Кроне-
кера) и положим

Поскольку ф {Еп) = Ет, то \f>w (0, . . . , 0) = 0 для k, I = 1, ..., т,
т. е. г|ш — полиномы без свободного члена. Так как коэффи-
циенты -фи рациональны, то найдется такое число d, что все по-
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линомы dtyki станут целочисленными. Обозначим через Н конг-
руэнц-подгруппу Gz (d) уровня d, т. е. совокупность матриц из
Gz, сравнимых с Еп по модулю d. Тогда Н = Gz П GLn (Z, d),
где GLn(Z,d)—конгруэнц-подгруппа уровня d в GLn(Z). Ясно,
что GLn('£,d) совпадает с ядром гомоморфизма редукции
GL,,(-)->- GLn(Z/dZ), который сопоставляет каждой целочис-
ленной матрице матрицу, составленную из вычетов соответ-
ствующих элементов по модулю d, и поэтому является нормаль-
ным делителем конечного индекса, не превосходящего порядок
конечной группы GLn(Z/dZ). Отсюда следует, что Н является
нормальным делителем конечного индекса в Gz. С другой сто-
роны, если h = (ha)<= Я, то q>ki(h) = -^ki{h — En)-\- 8 w e Z , ибо
все элементы h,,- — 6,7 кратны d. Таким образом, q>(H)cz G'z и все
доказано.

Следствие 1. Пусть Г — арифметическая подгруппа алгеб-
раической Q-группы G. Тогда для любого g (= GQ группа gTg~l

также арифметическая.
Следствие 2. Пусть G = HN — полупрямое произведение

(N О G), определенное над Q. Тогда подгруппа HzNz имеет ко-
нечный индекс в группе Gz.

Действительно, пусть ср: G —>- Н — рациональный Q-опреде-
ленный морфизм, задаваемый соответствием ср: g = hn^^h.
Согласно лемме 1 найдется такая подгруппа М cz Gz конеч-
ного индекса, что ср(М)с=Яг. Тогда для пг^М имеем пг =
= ср(ш) ( ф ( т ) " 1 т ) е Я г Л ' г , так что М <= HzNz, откуда и сле-
дует требуемое.

Введенные при доказательстве леммы 1 конгруэнц-подгруп-
пы GLn(Z, d) и Gz(d) играют в арифметической теории алгеб-
раических групп важную роль. Они будут неоднократно встре-
чаться нам в дальнейшем как в качестве естественного техни-
ческого средства, так и в качестве самостоятельного объекта
исследования (см. § 9.5).

Следует обратить внимание, что в определении арифметиче-
ской подгруппы не предполагается выполненным включение
F C = G Q . Более того, некоторые важные классы арифметических
подгрупп (например максимальные) заведомо не обладают этим
свойством. С другой стороны, арифметические подгруппы, со-
держащиеся в GQ, допускают естественное описание как под-
группы конечного индекса групп целых точек, отвечающих все-
возможным реализациям G. А именно, имеет место следующий
«глобальный» аналог предложения 1.12.

Предложение 2. Пусть Gc=GL r t(C)—определенная над Q
алгебраическая группа, Г <= GQ — арифметическая подгруппа.
Тогда существует решетка L c= Qn, инвариантная относительно
Г. При этом индекс Г в группе Gz конечен.



J 9 3 IV. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

Доказательство. Пусть е\, ..., еп — стандартный базис про-
странства Q"; обозначим через М решетку Zei + . . . + Zen.
Так как по условию индекс [г : Г П Gz ] конечен, то среди реше-
ток вида у(М), у е Г , имеется лишь конечное число различ-
ных. Отсюда следует, что Z-подмодуль L cz Q", порожденный
объединением (J у (М), будет конечно порожденным, т. е. яв-

ляется решеткой. При этом, очевидно, Г cz Gz. Далее, группа
Gz совпадает с группой целых точек относительно произволь-
ного базиса Wi, ..., wn решетки L, а поэтому арифметична
в силу предложения 1. Таким образом, Г cz Gz — две арифмети-
ческие подгруппы, так что индекс [Gz '• Г] обязан быть конеч-
ным. Предложение доказано.

Замечание. Используя лемму 1, можно при помощи тех же
рассуждений доказать несколько более общий факт: если р: G—>-
-+GL(V)—определенное над Q представление алгебраической
С-группы G, Г cz GQ — арифметическая подгруппа, то суще-
ствует решетка L cz VQ, инвариантная относительно р(Г). При
этом можно считать, что L содержит наперед заданный век-
тор v е 1/~. Согласно предложению 2 группы целых точек Gz
доставляют в некотором смысле универсальный пример арифме-
тических подгрупп. Естественно задать вопрос: существуют ли
арифметические подгруппы, отличные от Gz? Оказывается, су-
ществуют, и примеры таких подгрупп можно построить на ос-
нове анализа доказательства предложения 1. В самом деле, мы
показали, что группы вида ср""1 (<p(G)z), где ср: G—>-GLm(C) —

рациональное Q-определенное представление, обязательно со-
держат некоторую конгруэнц-подгруппу Gz (d). В то же время
имеются примеры подгрупп конечного индекса, например груп-
пы SL2(Z), которые не обладают этим свойством (см. § 9.5).
В этой связи любопытно отметить, что сами конгруэнц-под-
группы Gz(d) реализуются в качестве Gz. Более точно, имеет
место следующее утверждение, которое будет играть важную
роль в гл. VIII.

Предложение 3. Пусть G cz GLn(C)— алгебраическая Q-
определенная группа, р: G^GL2n(C) — представление, зада-
ваемое формулой

— ( . • 1.У <•>
Тогда для любого натурального d существует такая решетка

L(d)c=Q2n, что G z ( d ) = p - 1 ( p ( G ) z < * ) .

Доказательство. Пусть е\, ..., еп, f\, ..., fn — базис про-
странства Q2", в котором представление р задается форму-
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лой (1). Обозначим через L(d) решетку с базисом е\ + drlf\,...
..., en + d-lfn, /i, . . . , fn. Тогда если g = (gv,)^G, то

n n

= I gij (e,- + d~lft) - Z d~lgllfl + d~l (1 - g{{) f}.
I — 1 t — i

< Ф i

Поэтому p ( g ) e p ( G ) : ' ' в том и только том случае, если g e G z
и git = 6,-/(mod(i) для всех i, j ~ 1, . . . , п. Последнее означает,
что р (G)^(d) = p {G'2 (fiO), что и требовалось.

Предложение 3 показывает, что группы целых точек действи-
тельно подвержены существенным изменениям при рациональ-
ных морфизмах. В связи с этим класс арифметических подгрупп
выступает как естественный инвариантный класс, их содержа-
щий. Слабую форму его инвариантности (инвариантность при
Q-изоморфизмах) мы уже установили. Но оказывается, что его
свойства инвариантности сильнее, чем можно было априори
ожидать.

Теорема 1. Пусть ср: G-+-H — сюръективный Q-определенный
морфизм алгебраических групп. Если Г — арифметическая под-
группа в G, то ф(Г) — арифметическая подгруппа в Н.

В отличие от предложения 1 здесь доказательство не яв-
ляется элементарным, и мы сможем его провести лишь после
изложения теории приведения (см. § 4.4). Прежде чем перехо-
дить к этой большой теме, укажем еще на ряд теоретико-груп-
повых следствий теории приведения.

Теорема 2. Пусть Г — арифметическая подгруппа Q-onpede-
ленной алгебраической группы G. Тогда Г является группой
с конечным числом образующих и конечным числом определяю-
щих соотношений.

Теорема 3. Пусть G — алгебраическая группа, определенная
над Q. Тогда конечные подгруппы группы Gz образуют конеч-
ное число классов сопряженности.

Доказательство теорем 2 и 3 см. в § 4.4. Там же содержится
еще ряд результатов об арифметических подгруппах (теорема
плотности Бореля, описание подгруппы соизмеримости).

В заключение настоящего параграфа укажем на некоторые
обобщения арифметических подгрупп. Определяя их, мы исхо-
дили нз группы целых точек Gz, отвечающей некоторой мат-
ричной реализации Gc=GL n (C) алгебраической Q-группы G и
рассматривали класс всех подгрупп, с ней соизмеримых. Анало-
гичное определение можно дать применительно к алгебраиче-
ским группам, определенным над произвольным полем К, если
фиксировано некоторое подкольцо О с= К, поле частных кото-
рого совпадает с К. Анализ доказательства предложения 1
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показывает, что получившийся таким образом класс (?-арифме-
тических подгрупп обладает свойством инвариантности при
Л'-изоморфизмах, если выполнено следующее условие:

для любого а (= (?\{0} фактор -кольцо СУ/аО конечно. (2)

(Отметим, что из предложения 3 вытекает, что условие (2)
является необходимым для инвариантности класса (З'-арифмети-
ческих подгрупп, например групп G = GLn, SLn и т. д.) Наибо-
лее типичные примеры колец со свойством (2) доставляют
кольца 0(S), состоящие из S-целых элементов некоторого поля
алгебраических чисел (см. § 1.2). Соответствующие арифмети-
ческие подгруппы носят название S-арифметических. Класс
S-арифметических подгрупп гораздо шире класса обычных-
арифметических групп, однако подгруппы, отвечающие S = y u >
в существенной степени сводятся к арифметическим. В самом
деле, здесь кольцо S-целых элементов совпадает с кольцом це-
лых алгебраических чисел С поля К- Поэтому выбрав Z-базис
кольца О и применив к группе G конструкцию ограничения
основного поля, мы получим Q-группу G' = RK,QG, для которой
Ggc^G'L (см. § 2.1, п. 2). По этой причине при построении
теории приведения мы будем рассматривать основной случай
арифметических подгрупп Q-определенной группы G. Распро-
странение полученных результатов на общий случай см. в § 4.7.

§ 4.2. Теория приведения (общая схема).
Приведение в группе GLn(R)

В основе получения информации о структуре арифметиче-
ских подгрупп, об их когомологиях и других свойствах лежит
топологический подход, использующий реализацию Gz как ди-
скретной подгруппы группы вещественных точек GR. ЭТОТ аспект
теории арифметических групп тесно связан с теорией дискрет-
ных подгрупп групп Ли, подробному изложению которой посвя-
щена книга Рагунатана [5]. Здесь мы намерены ограничиться
рассмотрением круга вопросов, связанных с построением фун-
даментального множества в GR относительно Gz с определен-
ными свойствами конечности. На этом пути мы получим доказа-
тельство теорем 1—3 и ряда других результатов. Кроме того,
будут указаны условия, необходимые и достаточные для того,
чтобы факторпространство GR/GZ было компактным (имело ко-
нечный объем в мере Хаара).

Указать явную конструкцию фундаментального множества
для произвольной алгебраической группы не представляется
возможным, поэтому применяется следующий прием. Вначале
рассматривается случай групп G = GLn(C), SLn(C), где дается
явная конструкция, использующая так называемые области Зи-
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геля Б. Возникает разложение GLn(R) = T,GLn(Z), исходя из
которого удается получить аналогичное разложение для произ-
вольной подгруппы Gcz:GL n (C). Формальная часть рассужде-
ний сосредоточена в следующем элементарном утверждении.

Лемма 2. Пусть G = БГ — разложение абстрактной группы
в произведение некоторого подмножества 2 и подгруппы Г.
Пусть, далее, задано правое действие G на некотором множе-
стве X и Н = G(х) — стабилизатор точки i e l Предположим,
что для некоторого а <= G пересечение (ха2)П*Г конечно и
равно {xbu . . . , xbr). bi^Y. Тогда И = Й(Г [\ Н), где Q =

/г \

= 1 U dZb7l ) П Н. Если дополнительно Б удовлетворяет следую-

щему условию: пересечение Е-'Е f\gTh конечно для любых g, h
из некоторой подгруппы D, Г с: D cz G, то пересечение Q-'Q f)
П g(T П H\h также конечно для любых g, h e D (] Н.

Доказательство получается легкой проверкой.
Таким образом, построение фундаментального множества

в GR относительно Gz сводится к двум задачам: 1) построе-
нию фундаментального множества для группы GLn(C) и 2) реа-
лизации конструкций, обеспечивающих выполнение условий
леммы 2. В настоящем параграфе мы выполним первый этап
этой программы.

В оставшейся части этого параграфа через G будет обозна-
чаться группа GLr.('^), через К, A, U соответственно — под-
группы ортогональных матриц, диагональных матриц с поло-
жительными элементами на диагонали и верхних треугольных
матриц с единицами на диагонали (унипотентных матриц). На-
помним, что согласно предложению 13 о разложении Ивасавы
в G морфизм-произведение индуцирует гомеоморфизм К Х ^ Х
X U -*• G. В дальнейшем компоненты разложения Ивасавы эле-
мента g e G будем обозначать через kg, ag и ug. При этом бу-
дем считать, что элементы а^А, B E U имеют вид

a = diag(a,, . . . , ап), и =

«.,

0 1

Определение. Областью Зигеля в G называется множество
\ v = KAtUv(t, v>0), где At = { н е А \а{ < / a f + 1 , t = l , . . .
• • •, п — [}, Uv = {и (= U \ \ и{/ \ ^ v для всех 1 < л < / < п } .

Компоненты в определении области Зигеля подобраны та-
ким образом, что выполняется следующее свойство, которое мы
будем неоднократно использовать в дальнейшем.

Лемма 3. Для любых t, v > 0 множество
{aua~l\a(=At, u^Uv}

относительно компактно.
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1

- 1Доказательство. Так как аиа ' = • , где f{j =

1
= а;/а,- • uih то | fn | = | at/ai + l • ai+i/ai+2 • . . . • a^Ja,- • utj \ < t'-'v,

так что рассматриваемое множество содержится в Usv, где
s = max {t'~1}, и требуемое доказано. В дальнейшем мы

будем использовать термины «относительно компактный» и «ог-
раниченный» как синонимы.

Положим Г = GLn(Z). Тогда справедлива
Теорема 4. При /^2/Уз, w^l/2 имеет место разложение

G = S / i Or.
Доказательство. Зафиксируем ортонормированныи базис

ей . . . , еп пространства R" и будем обозначать через || || соот-
ветствующую евклидову норму. Определим непрерывную функ-
цию Ф: G—>-R>o, положив O(g)= | | ge[ | | . Пусть g e G . Тогда
множество gTe\ содержится в решетке g(Ze\ + . . . + Z e r t ) , и
поэтому для любого d > 0 лишь конечное число элементов
mi e gFei удовлетворяет условию || tol led. По этой причине
функция Ф достигает на классе gT своего положительного ми-
нимума. Наша цель—показать, что этот минимум достигается
на самом деле в некоторой точке множества Е0 = 22/уз \ю; т е м

самым gT П 2о ф 0, откуда и будет следовать теорема.
Лемма 4. Если Ф принимает минимальное значение на

смежном классе gT в точке g = kau, то
1) существует элемент п Ё (/уг такой, что h^kau^gY и

2) aja, < 2/Уз.
Доказательство. Покажем, что (J = Ui/2(U П Г). Пусть

и= • Ё=£/. Прямое вычисление показывает, что

1 Ц 1 2 . . . Цщ

о
«П-1П

f l «I

о

о

О г а - 1

1

Ц 1 2

о
«я-in + «га-1

1
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Поэтому, подбирая подходящие а , - е Z , можно добиться, чтобы
все элементы ui2, . . . , u,-,-+i, •••, ип-\п по модулю не превосхо-
дили 1/2. Дальнейшее рассуждение проводится по индукции.
Предположим, что все элементы иц, где 0 < / — i ^ /, удовлет-
воряют условию | «,/1=5: 1/2. Вычисляя матричные элементы
произведения

1 о . . . P i . . . 0

пг =

1 " 1 2

1

о

" l . M

о

получим гпц = utj при j — i ^ I и тц = иц + |Зг при i = 1, . . .
. . . , п — ( / + 1 ) , / = i - f / - f l . Таким образом, на ( / + 1 ) - м
шаге мы можем удовлетворить условию |ы,,| ^ 1/2 при 0 < / —
— / ^ / + 1 , поэтому на (п—1)-м шаге мы получим матрицу
из U1/2. Тем самым равенство U = Ui/2(U (] Г) доказано. Для
доказательства утверждения 1) теперь достаточно выбрать
u e L ' i / 2 со свойством « е п ( £ / П Г ) и заметить, что для h =
= kail выполняется цепочка равенств

Ф (g) = IIget II = 11 oe, || = а, = Ф (h), (1)

ибо а-компоненты элементов g и h совпадают.
Переходя к доказательству 2), будем считать, что g = kau и

U e t/i/2. ПОЛОЖИМ
'0 1

Z =
1 0

0

0
т.

Еп-2 •

Тогда по условию Ф {gZ) ^ ф (g). Вычисляя Ф(gZ), получим

gZex = ge2 =

так что

Ф = II а и
| | u l " l

4- а р II2 — п2и2

l " l 2
— п2

4 1

ибо как в силу (1) имеем ( D ( g ) = ait то а2

2
—j=a2. Лемма 4 доказана.^-^-а^ + а̂ , откудаа!

Завершим доказательство теоремы. Из леммы 4 вытекает,
что требуемое утверждение справедливо для п = 2. Проведем
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индукцию по п. Пусть л > З и Ф достигает минимума на смеж-
ном классе gT в точке g = kau. Положим

1 ц 2 3 . • . и2п 1

w-

О 1
По предположению индукции существует элемент с'' ЕЕ GZ,rt_] (Z)
со свойством hc' = k'oa'u', a' es A{^^~, и'<=U("~l) в очевидных
обозначениях. Положим

1 0 . . . Ох / 1 о . . . 0-

о \ /о
Г, «п = й I k'

• о

a = diag(a 1 , a;, . . . . a,;_,) e= A.

Тогда прямое вычисление показывает, что gc = kau для под-
ходящего « е У . При этом се] = е ь так что Ф (gc) = Hgcej || =
= II eei II = Ф (я) и точка gc также является точкой минимума
для Ф на смежном классе gT. Согласно лемме, можно считать,
что й е f/|/2 и а^а/

1^.2/л/з. Но по построению о' е Л("му, так

что а.уа'.+1 ^ 2 / V 3 для всех t = 1, . .., п — 2. Поэтому а е A2j^Kr

и теорема доказана.
Следствие. Положим Е|°и = S < J 0 |"| 5L n (R). Гогйа SLn (R) =

= Б(1,)

иSLn(Z)(5yгя/^2/Vз, D ^ 1/2. Яры этом справедливо равен-
ство tt

l,]

v = (K(]SLn(R)) (At(]SLn (R))UV.
Доказательство. Пусть g e SLn (R) и g = oh, где U G S J , , ,

A e G L n ( Z ) , Если d e t / z ^ l , то о Е 2(!'5, и доказывать нечего.
В противном случае det h = — 1. Тогда для х = diag (1 1, —1)
имеем xh^SLn(Z), их" 1 е ^Ц1,, ибо j e K и нормализует
множества At и Uv, так что g = (ox~1) (xh) e= *L(t\SLn (Z). Раз-
ложение для Sĵ o вытекает из того, что det К = ± 1, det£/ = lt

a det A > 0.
Изучение дискретных групп преобразований обычно начи-

нается с построения соответствующего фундаментального мно-
жества. Напомним, что если Г действует как дискретная группа
преобразований пространства X, то фундаментальной областью
для Г называется открытое подмножество Q с : X такое, что

1) QF = .Y, где Q — замыкание Q;
2) Qf|Qv=0-, если у ф е;
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(отметим, что иногда используются и другие определения фун-
даментальной области). Здесь необходимо сделать следующее
замечание. В теории приведения мы всюду будем использовать
правое действие группы Г, а не левое, как это обычно делается.
Причина этого заключена в природе доказательства теоремы 4.
От этого неудобства можно было бы избавиться, осуществив
замену х \—>х~\ однако это ухудшило бы вид фундаменталь-
ного множества.

Из теоремы 4 вытекает, что внутренность Б<, D любой обла-
сти Зигеля при / > 2/V3> v > 1/2 удовлетворяет условию 1) из
определений фундаментальной области для естественного дей-
ствия группы Г на G правыми сдвигами. Возникает вопрос, не
является ли, например, ^°2UYii2 фундаментальной областью
в полном смысле слова? Ответ оказывается отрицательным, и
это лучше всего увидеть в случае группы SL2(R), воспользо-
вавшись классическими геометрическими соображениями.
Прежде всего отметим, что области Зигеля Б удовлетворяют
условию К2 = Б, поэтому без потери общности можно вместо
Б рассматривать ее образ в факторпространстве Х= K\G. Для
группы SL2(R) пространство SO2(R)\SL2(R) имеет классиче-
скую интерпретацию как верхняя полуплоскость комплексной
плоскости. В самом деле, обозначив верхнюю полуплоскость че-
рез Р, определим на ней действие группы Н = SL2(R) формулой

dz + Ъ „ ( a b
ZS = ^TT' г д е 2 G P ' 8 = {

Отметим, что это «правое» действие отличается от традицион-

ного «левого» действия gz= az . , (см., например, Серр [7],

гл. VII) на инволютивный антиавтоморфизм ( d J i—>

~ ( ? ; ) ' ( : Ж ? J ) - ( . ' ')• " о — вы-™е-1е"°-
казывает, что для мнимой единицы i

. ab + cd . i
1ё = а2 + с2 -Г а2 + с2 •

Отсюда легко следует, что рассматриваемое действие транзи-
тивно и стабилизатор точки / совпадает с SO2(R), что и дает
требуемое отождествление SO2(R) \ SL2(R) ~ Р. Несложное
вычисление показывает также, что образ в Р области Зигеля
4!о есть Qt,v={z^P\lmz^l/t, | R e 2 | ^ u } . Рассмотрим
также область D ={z е Р | | г | > 1, \Rez\ < 1/2}. Покажем, что
D, фактически, является фундаментальной областью для дей-

ствия SL2(Z) на Р. Более точно, поскольку матрица! Q — 1 J S

s SL2 (Z) действует на Р тривиально, то для соблюдения уело-
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вия 2) из определения фундаментальной области нужно от
группы SL2(Z) перейти к группе Г = PSL2(Z) = SL2(Z)/{±e}.

Предложение 4. D является фундаментальной областью для
Г в Р.

Доказательство. Пусть z е Р — произвольная точка. Пока-
жем, что для некоторого g e T элемент zg e D = {z e P\ \z\^
^ 1, | R e z | ^ V^}- Прямое вычисление показывает, что если g

задается матрицей ( а , ) е SL2 (Z), то

Так как элемент cz + а лежит в решетке Z © Z z и, следо-
вательно, | cz + а | ограничен снизу, то найдется матрица

£ = ( " d)^SL2(Z), для которой Im (zg) максимально. Кроме

того, применяя преобразования, отвечающие матрицам ( 0 J,
можно добиться, чтобы | Re (zg) | ^ 1/2; при этом мнимая часть
не изменяется. Покажем, что тогда z' = zg<=D. По постро-
ению | Re (zf) | ^ 1/2; если же | z' \ < 1, то для числа z" = — 1/z',

которое получается из z' при помощи матрицы ( „ J , имеем

Imz" = . ,,.2 > Imz', что противоречит выбору z'.

Проверим теперь второе условие из определения фунда-
ментальной области. Пусть z, zg e D, причем g задается

матрицей (а . J e SL2 (Z). Используя симметрию, можно без
ограничения общности считать, что Im (zg) ^ Im (2). Тогда
в силу (2) |cz + a|;SCl. Так как 1 т г > У 3 / 2 , то | cz + а \ >

> (л/3/2) • \ с \. З а м е н я я м а т р и ц у ( " d ) H a \ — с — d ) ' ч т о

не изменяет g, можно предполагать, что с ^ О . Таким образом,
для с имеются лишь следующие возможности: с = 0, 1. Если
с = 0, то а = ± 1 , так что g определяется матрицей вида

( j J . Поэтому zg = z -f- b и из условия | Re 2 | < 1/2, \Rezg \<

< 1/2 получаем, что Ь = 0. Пусть теперь с = 1 , так что
| 2 + а | < 1 . HMeeM|2 + a| 2 = | 2 | 2 + 2aRe2 + a2, откуда 2аRe2+

и \Rez\^^-^-^, если а Ф 0, что невозможно.

Итак, а ^ О , и наша матрица имеет вид К d J . Тогда zg

= d—j. Так как Re ( 1 ) = - ^ и | 2 | 2 > 1 , то | Re ( j )

< l R e z | < - i - . Поскольку также |Re z,g | < -̂ -, то а = 0 и zg =
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= | z | < 1 — противоречие. Предложение 4= . Но
доказано.

Геометрически области й =
соотносятся следующим образом:

и -'ЛJ (заштриховано)

-7 -1/2 1/2

Сравнение Q и D с учетом предложения 4 позволяет сделать
два вывода. Во-первых, границы / = 2/V3, v= 1/2 в теореме 4
являются наилучшими возможными. Во-вторых, внутренность
области Зигеля не является фундаментальной областью, ибо ее
сдвиги перекрываются (на рисунке изображен один из сдвигов
D', который пересекает Q). Оказывается, что для областей Зи-
геля Б выполняется более слабое условие, суть которого со-
стоит в том, что Б пересекается лишь с конечным числом своих
Г-сдвигов.

Теорема 5. Пусть Б = Е<, v — область Зигеля в GLn(R),
х, у е GLn(Q). Тогда множество Б~'Б |~| хТу конечно.

Доказательство будет выведено из одной теоремы Хариш-
Чандры, для формулировки которой нам понадобится ряд обо-
значений. Прежде всего введем функции Ф,-, аналогичные Ф,
положив Oi(g)=\\g(ei А ...Лег)11, g ^ G. Здесь ei Л ...Aei
рассматривается как элемент внешней степени Лг(К")> на ко-
торой GLn(R) действует естественным образом. Норма вектора
берется относительно ортонормированного базиса в/1А • • • Aett

(h < . . . < h) пространства Л ' ( К л ) . Ясно, что ф1((д) =
= O(g) и (̂ «(̂ g) ^ jdet g-|. Кроме того, группа К = О„(К) дей-
ствует на Л '(К") ортогональными преобразованиями (упраж-
нение для читателя!); в частности, <I>i(kg)=Oi(g) для любого
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Нам понадобится также ряд обозначений, связанных с раз-
ложением Брюа в G = GLnCR) (см. подробнее § 2.1, п. 10).
Пусть D — группа диагональных матриц, W — подгруппа в G,
состоящая из матриц, у которых в каждом столбце и каждой
строке имеется в точности один ненулевой элемент, равный еди-
нице (очевидно, W e К). Отметим, что элементы w = (ш,,)е W
можно охарактеризовать следующим образом:

Г 1,
\ о,

где л — некоторая перестановка индексов 1, . . . , п. При этом
сопоставление ш нн» я = я (и) задает изоморфизм W на сим-
метрическую группу Sn. Произведения WD и B = DU являются
полупрямыми, причем первое совпадает с нормализатором D
в G, а второе — с группой верхних треугольных матриц. Основ-
ной факт (см. теорему 2.5) здесь состоит в том, что G = U UwB,

т. е. G = UWB= UWDU. Кроме того, всякий элемент g e UwB
однозначно представим в виде g = Vg~wtgvg, где Vg^Uw =
= w(w~lUw(]U~)w~l, U~ — группа нижних унипотентных мат-
риц, tg e f l , vg^ U.

Теорема 6 (Хариш-Чандра). Пусть Б = Б(_ v — область Зи-
геля в G, M cz G — такое подмножество, что

(О М = М~\
(и) Ф1((т)~^с > 0 для всех / = 1 , . . . , га и всех т^М.

Тогда множество Mz = {m e M |2mflS ф 0 } относительно ком-
пактно в G.

Доказательство использует ряд свойств функций Фг-, кото-
рые мы сформулируем в виде следующего утверждения:

Лемма 5. Пусть g = k a ug= v~wtgvg — соответственно раз-
ложения Ивасавы и Брюа элемента g e G . Тогда

1) а = a _i _ А , так что
С* м> ft rot f '

ее

>i (g) = Ф, (w~lvgw) • Ф,- (/g) >Ф, (tg);
2) существует константа d = d ( 2 ) > 0 такая, что

> Ф\ х IIФ,- (g) при ^ е 2 , j c e A 1 ' (R") для всех i = 1, . . ., га.
В частности, для ^ е Е , AeG имеем Oify^dCfr^Cbih)

Доказательство. 1) Имеем

A ... Л в() || = К (в, Л •
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Д а л е е , g = v~wtvn = ww~xv~wt v =(wk _i _ \-(a _i _ M X
' ь 8 8 8 8 8 8 у w 'v wj у w v w 8J ' N

X,(tg~lu -i _ tgVg\, откуда а =а _i - tg. Таким образом,

% (S) = Ф,- {%) = Ф,- («„-'„-a,) ®i (.<*) = ф1 ip~\w) Ф, (tg). На-
конец, ф,- (w~1Vgw) ^ 1, ибо !в"'»г"и е (/", а для любого
ы е U~ имеем и{ех Л - - • Л ег) = б! Л • • . /\ et-\- Ь, где b — ли-
нейная комбинация элементов канонического базиса в Л'(К").
отличных от е{ Л • • • Л ег-; поэтому ||« (ег А • • - Л et) || ̂  1.

2) Можно считать, что | | J C | | = 1. Множество таких х ком-
пактно, так что компактно и множество

Поэтому существует 6[ > 0 со свойством: || их || ̂  6t для всех
и е Uv и всех х таких, что | | * | | = 1 . Далее, если f/ = ei Л •-•

• • - Л ei. (/[ < . . . < /,) — элемент канонического базиса про"
странства Л ' ( К " ) . т о

agf, = a h . . . at.fi = ( a , .. . а , ) Г - А .. . - i i - J f._

При этом для любого k=l, . . . , i имеем 4 ^ ^ , так что если
^ е И , то по определению области Зигеля а[к/ак^(к~1к. Таким

, а.

образом, существует 62 > 0 со свойством
а.

: 6 2 ДЛЯ

любых / [ < . . . . < /г. Тогда имеем

II gx || = || agugx || > 62 Ф,- (ag) || ugx \\ > б^.Ф, (g) = йФ, (g) || x ||,

где rf = 6162, что и требовалось. Применяя доказанное неравен-
ство к вектору х = h{e\ Л . . . \/\е;), мы получим последнее
утверждение. Лемма 5 доказана.

Доказательство теоремы Хариш-Чаидры базируется на срав-
нении разложений Ивасавы и Брюа элементов из Afs, начало
которому положено в лемме 5.

Существенная часть дальнейших рассуждений содержится
в следующем утверждении:

Лемма 6. Если т пробегает Mz, то его а-компонента ат

в разложении Ивасавы и компоненты и~ и tm в разложении
Брюа образуют относительно компактные множества.

Доказательство. Пусть m е M s , т. е. хпг = у для некоторых
х, г / е Б . Тогда, применяя утверждение 2) предыдущей леммы,
будем иметь

(Х) = ф1 ((хт) т~{) > d<D, (хт) Ф1 (т" 1 ) > й2Фг (х) Ф, (т) Ф,-
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т. е. Ф ; (т) Ф ;(т~') ^ - ^ г для всех / и всех m e M j . Так как

по условию Ф ; (т) > Фг (tm) > с и М = М~\ то функции Ф, огра-
ничены на М сверху, т. е.

О < С < Ф Д О < Ф ; М < ^ (3)

для всех т е VWS. С другой стороны, как мы видели при дока-
зательстве леммы 5,

Ф,(т) = Ф,. {ат) = ах ... а,,

Фг (/J = IЛ • • • U |,

если a = d i a g ( a b . . . , а„), / = diag(/ l f . . . , /„). Поэтому из (3>
вытекает, что с ^a{^b, cb~l ^at,^Lbc~l, i> 1, т. е. множество
{ } относительно компактно. Аналогичные рассужде-
ния доказывают относительную компактность множества
{tm\m<= Мх.}. Наконец, согласно утверждению 1) предыдущей
леммы, am = aw-\v-Jm, так что множество ( Й В - 1 „ - Ш т <= Mz П

т (, т

П UwB} относительно компактно. Поэтому множество элементов
вида(ш~1и~ш)ы~11 _ =k _{ _ а _, также относительно ком-

m m m

пактно. С другой стороны, w~lVmW e U~, и мы оставляем чита-
телю в качестве упражнения показать, что морфизм-произведе-
ние задает гомеоморфизм U~\U на замкнутое подмножество
в G. Поэтому w~lv^w, а следовательно, и и~ пробегает относи-
тельно компактное множество. Лемма 6 доказана.

Доказательство теоремы Хариш-Чандры. В силу конечности
W достаточно установить относительную компактность всех мно-
жеств JMS П UWB, W e W. Поэтому в дальнейших рассуждениях
будем считать w фиксированным; пусть n = nw — отвечающая w
перестановка индексов 1, . . . , п. Возможны два случая:

1) существует К < п со свойством л({1, . . . , %}) = {1,..., %},
2) для любого Я < п найдется / е { 1 , . . . , Я}, для которого

\ J / ^

В первом случае ш, а следовательно, и весь класс UwB по-
падает в группу

,GLK(C) ч

Gi-_ , (С) /- С n-K

которых JC, г/е Б. Без ограничения общности можно считать, что
поэтому достаточно установить относительную компактность
множества JHS П Рк- Далее, если т е М% f] Рь, т 0 ^ ^ = У Д л я н е "

Л РА; тогда и ( / е /V Таким образом,
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Предположим теперь, что теорема Хариш-Чандры доказана для
групп GLr(R), где г <_ п (отметим, что случай п = 1 тривиален),
и разберем случай 1) в размерности п. Разложение Леви (тео-
рема 2.3) группы Рк имеет вид Р% = SR, где

GL. (С)

О G L n-K

-— максимальная редуктивная подгруппа,

— унипотентный радикал. Обозначим через л, щ и л2 естествен-
ные проекции Pi на S, GLx(C) и G/,„_>. (С) соответственно. По-
ложим также p(,v) = л-С*:)-1*. Так как группа K = O n ( R ) опре-
деляется уравнением '# = £-', то, очевидно,

О. (R)

о

о
О

Далее, AU а Рк, и поэтому если g = kgagug — разложение Ива-
савы элемента g e /\, то kg e Р%, так что

(g)
а л , (g)

При этом если а е А[п), то л^ (а) е Л^1, л2 (а) е Л(^~Ч Исполь-
зуя непрерывность л, вследствие чего любое множество вида
л(ии) компактно, легко показать, что множества щ (2 f| P J и
я 2 (2 П Р^) содержатся в подходящих областях Зигеля 2[C=GL^(R),
2, c=GLa_^(R). Очевидно также, что я,-(Afs fl-P*,) <= (-M»)s.> г Д е

^ i = Л1 (М П -Ря)- Нетрудно видеть, что для любого g e Рк

компонента tg в разложении Брюа в GLn(C) имеет вид

Отсюда следует, что множества Mi и М2

удовлетворяют условиям теоремы Хариш-Чандры. В самом
деле, выполнимость первого условия очевидна. Столь же оче-
видна выполнимость второго условия для М{. Покажем, что
оно выполняется также и для М2. Для тетИП-Р». имеем

®ъ(т) = I det Л[ (т) |, так что Фя (пг~1) = ФЯг(т)~1. По условию
Ф^(т)" 1 = Ф^(т~') ^ с . Поэтому остается заметить, что функ-
ции Ф|, . . . , Ф'п_х, построенные аналогично Фг, но для группы
GLrt_, (R), связаны с исходными функциями Ф ; соотношениями

Ф
Ф; = д + , откуда и следует требуемое. По предположению
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индукции множества (М,)2. относительно компактны, поэтому

множество л(Мъ[)Р\) также относительно компактно. Осталось

установить относительную компактность множества p(Mzf]Pt).
Итак, пусть т е Mz П Р\, т. е. хт = у для некоторых х,
и <= Б П /\. Тогда л (Л:) р (л:) я (т) р (т) = я (г/)гр (г/), откуда р (т) =
= я (/тг)"1 р(лг)"1 л (т) р(г/). Так как х, у брались из области
Зигеля, то р(л:), р (у) пробегают относительно компактные мно-
жества. Учитывая, что относительную компактность множества
{л (т) | т е Мх П Рх} мы уже установили, отсюда получаем тре-
буемое утверждение.

Переходим к рассмотрению второго случая. Пусть хт = у
для некоторых т е М Ц ( ) ш В , х, j e J , причем можно считать,
что det.x:= 1. Подставляя разложения Ивасавы для х, у и раз-
ложение Брюа для т, будем иметь

kuayUy = kxaxUxVmWtmVm = (k

X

W) CW~Kwt

m

Vrn' ( 4>

где c = w~laxuxv^a~lw. Подставляя в (4) разложение Ивасавы
элемента с и приравнивая а-компоненты, получим

ay = ac(w-1axw)atm. (5)

Заметим здесь, что элемент с, а значит, и его а-компонента ас

пробегает относительно компактное множество. Это следует из
того, что их и v~ пробегают относительно компактные подмно-
жества (их — по определению области Зигеля, и~— согласно
лемме 6) с учетом леммы 3. Опять в силу леммы 6 множество
элементов вида at относительно компактно, поэтому согласно

(5) множество {a~lw~laxw} ограничено. Но если ах = diag(a,,...

• • • - ап)> ау = d i a g (bv •••' bn)> т о а ; ' ^ " Ч ш = d i a g ( & Г ' а Ж 1 ) ' • • •

,. ., Ь~1ал. ,), где л — отвечающая w перестановка индексов
1, . . . , п. Таким образом, найдутся такие а, р > 0, не зависящие
от х, у, что

а < Ь7{апу) < р для всех / = 1, .. ., п, (6)

Из (6) вытекает, что для любых /, / выражения ^
ограничены сверху. Если теперь i < /, то ввиду ay^At выра-
жения bibj~l ограничены сверху, и, следовательно, найдется
константа у > 0 со свойством

anit)antn<V Для всех / < / . (7)

Покажем теперь, что выражения ак~
{ак+\ ограничены для всех

k = 1, . . . , п— 1. По условию найдется i =£: к такое, что л(/) ^
^ k + 1. Очевидно также, что найдется / > k со свойством
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я(/) ^ k. Тогда / < / и n ( / ) < f t < * + l < n ( i ) . Имеем
a a = (ala ) K V a )

причем поскольку a.r <= At, все выражения af 'a / + 1 ограничены
снизу. Поэтому из (7) вытекает, что ak~

lak+l ограничено сверху
(равно, как и снизу). Таким образом, элементы q>(ax), где
ф: Л->-"^*Х ••• XR* — отображение, определяемое формулой

e p ( d l a g ( a l f . . . , ап)) = {ар-\ а2а~\ . . . , а п _ { а ~ х ) ,

заполняют ограниченное подмножество. Так как х выбирался
из SLn{R) и, следовательно, ах <= A f| SL n(R), а ограничение
с р | л п 5 £ (R) инъективно и, значит, является собственным, то ах

также заполняют относительный компакт. Возвращаясь к (7),
теперь легко вывести и ограниченность а.у. Отсюда следует, что
элементы х = kxaxux и у = kya,yuy лежат в относительно ком-
пактных множествах. Поэтому т = х~{у также пробегает отно-
сительный компакт. Теорема Хариш-Чандры доказана.

Доказательство теоремы 5. Положим М = {хТу)[}(хТу)~х, где
T = GLn(Z). Множество М, очевидно, замкнуто и дискретно
в G; более того, коэффициенты матриц из М имеют ограничен-
ные знаменатели. Поэтому для доказательства конечности
соответствующего множества М% (что и утверждает теорема) до-
статочно установить его относительную компактность. Послед-
нее будет следовать из теоремы Хариш-Чандры, если мы про-
верим ее условия. Условие 1) выполняется по построению. Для
проверки условия 2) сделаем одно предварительное замечание.

Ь

любого / = 1, . . . , п. имеем

откуда det(gk[)[<k l<t=
bu • • • bu- ПУС Т Ь теперьm=v^wtmvms=M.

Тогда матрица w~lm имеет ограниченные знаменатели. С дру-
гой стороны, w~lm = w-lVmWtmvm и w~lVmW e U~. Из сделан-
ного выше замечания вытекает, что Ф,-(£т) = | ^ . . . t-t\ совпа-
дает с абсолютной величиной главного ( / Х 0 " м и н о Р а матрицы
w~lm, т. е. является рациональным числом с ограниченным зна-
менателем, откуда и следует выполнимость условия 2) в теореме
Хариш-Чандры. Теорема 5 полностью доказана.

Подвести итоги настоящего параграфа удобнее всего, ис-
пользуя понятие фундаментального множества, которое является"
модификацией (в действительности — ослаблением) обсуждав-
шегося выше понятия фундаментальной области.
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Определение. Подмножество Q c G называется фундамен-
тальным множеством для Г, если

(F0) КЯ = Я, где К = ОЯ(К);
(Fl) QT = G;
(F2) для любого g <= GLn (<Q) множество ( y e Г |QgR Яу=^ 0 }

конечно,
На первый взгляд, было бы более естественным вместо усло-

вия (F2) требовать выполнение более слабого условия:
(F2)' множество {у <= Г | Q П Qy ф 0 } конечно.
Однако условие (F2) имеет ряд технических преимуществ.

В частности, оно дает возможность, исходя из фундаменталь-
ного множества Q для группы Г, строить фундаментальное мно-
жество для любой подгруппы Г' в GLn(Q), соизмеримой с Г. До-
статочно положить Я' = [I Я£, где £ пробегает множество пред-
ставителей Г'/Г П Г'.

Результаты настоящего параграфа можно переформулиро-
вать следующим образом.

Теорема 7. Область Зигеля 2^ „ при ^^2/л/З, v ^ 1/2 яв-
ляется фундаментальным множеством для Г = GLn(Z) в GLnCR).

Следствие. Для любой арифметической подгруппы Г ci
a GL,,(Q) существует открытое фундаментальное множество.

Легко видеть, что в качестве открытого фундаментального
множества для Г = GLn(Z) можно взять внутренность 2° г об-
ласти Зигеля для t> 2/Уз, v > 1/2. Используя это множество,
можно при помощи указанной выше конструкции построить от-
крытое фундаментальное множество для произвольной ариф-
метической подгруппы.

§ 4,3. Приведение в произвольных группах

В этом параграфе мы реализуем второй шаг намеченной
в § 4.2 программы и тем самым установим существование фунда-
ментального множества для произвольной связной алгебраиче-
ской Q-группы G. При этом, как показывает следующее утверж-
дение, можно ограничиться случаем редуктивной группы.

Лемма 7. 1) Пусть N — унипотентная ^-определенная груп-
па. Тогда в N найдется такое открытое относительно компакт-
ное подмножество U, что NR = UNZ и для любых п, m e NQ

множество U~]U П {nNzm) конечно.
2) Пусть G = HN — разложение Леей связной Q-группы G,

где Н — максимальная редуктивная Q-определенная подгруппа
в G, N = RU(G) — унипотентный радикал. Предположим, что
подмножество 2 cz Яр удовлетворяет условиям: а) Н$ = 2#z, и
б) для любых g, h^HQ множество 2~12n(g#zA) конечно. Тогда
•если U a NR — фундаментальное множество из п. 1), то мно-
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жество Q = 2t/ удовлетворяет условиям; a) GR = QGZ, P) для
любых х, I / G G Q множество Q,~lQ,{){xGzy) конечно.

Доказательство. 1) Достаточно установить компактность
факторпространства NR/NZ- Тогда, используя элементарное то-
пологическое рассуждение (см., например, Бурбаки [2], гл. 3),
можно построить открытое относительно компактное множество
со свойством Ng = UNz. При этом конечность пересечения
U~lU П (nNzm) является следствием дискретности и замкнутости,
nNzm. Утверждение о компактности NRJNZ легко доказывается
при помощи индукции по r = dirriiV (ср. доказательство лем-
мы 4). Если г=\, то J V ~ C + , причем при этом изоморфизме
NR ~ R, JVZ — o Z ( a e Q ) так, что NR/NZ = R/aZ — одномерный
компактный тор. Пусть теперь г > 1. Так как факторгруппа
N/[N,N] является абелевой унипотентной группой, то логариф-
мическое отображение осуществляет Q-определенный изомор-
физм N/[N, N) 2^'С1, I = dim N/[N, N] (при этом ввиду ниль-
потентности N заведомо / ^ 1 ) . Отсюда следует существование
(г— 1)-мерного Q-определенного нормального делителя М <] /V"
и одномерной Q-определенной подгруппы L а N таких, что N =
= LM — полупрямое произведение над Q. По предположению
индукции пространства LR/LZ И MR/MZ компактны, и поэтому
существуют такие компакты A cz LR и В cz Mf>, что L(> = AL2,
MR = BMz. Покажем, что компакт С = АВ удовлетворяет
условию NR = CNZ- В самом деле, пусть п = lm^ NR = LRMR.
Тогда для подходящих а е A, z e i z имеем равенство l = az,.
а для подходящих Ь^В, х е М г равенство zmz~l = bx. Тогда
n = lm = azm = azmz~lz = abxz, причем xz^Nz. Доказатель-
ство 1) завершено.

2) Доказательство свойства а) получается при помощи рас-
суждений, аналогичных тем, которые мы использовали в конце
доказательства п. 1). Установим справедливость |3). Согласно
следствию 2) из предложения 1 группа HzNz имеет конечный
индекс в Gz. Поэтому, рассматривая разложение на правые или
левые смежные классы по HzNz, мы видим, что |3) эквива-
лентно конечности пересечения QTXQ, |~| (xHzNzy) для произволь-
ных х, у е GQ. Так как GQ = HQNQ, TO x = ab, у = cd, где а,,
с е # Q , b, d <= NQ. Пусть h e Hz, n e Nz. Тогда

Wxhny = Wabhncd = 2 (ahc) U'g,

где U' = (ahc)~l Uabhc — компакт, содержащийся в NR,
g = cnc~

1d <= NR. Поэтому условие 2t/ fl 2t/ (xhny) ф 0 экви-
валентно паре условий:

0 , (1)
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Согласно б) существует лишь конечное число элементов h, удов-
летворяющих (1). Конечность числа возможных n = c-l(gd-l)c
вытекает из (2), относительной компактности множества
(U')-{U и того факта, что элемент g в (2) принадлежит замк-
нутому дискретному множеству cNzc~ld. Лемма 7 доказана.

Итак, всюду ниже будем предполагать, что группа G редук-
тивна. Стратегию построения фундаментального множества
в этом случае мы уже обсуждали (см. лемму 2): если G а
c=GL r a(C), то нужно: 1) определить (правое) действие GLn

на некотором множестве X такое, что стабилизатор подходя-
щей точки х е X совпадает с G; 2) найти н е GLn('R) со свой-
ством: пересечение хаЪ П xGLn(Z) конечно, где Б — область
Зигеля в GLn(R). Тогда мы получим для G фундаментальную

область вида Q = l \J albTjOG, где bi<^GLn(Z), Естественно

в качестве X взять векторное пространство V, для которого
имеется Q-определенное представление р: GLn(C)-+ GL(V) и
вектор v e VQ СО СВОЙСТВОМ: G ={g e GLn(C) \vp(g) = v}. Су-
ществование таких р и v обеспечивается усиленной теоремой
Шевалле (см. теорему 2.15); при этом орбита vp(GLn) замк-
нута в топологии Зарнсского. Тогда, выбирая й е GLn(R) та-
ким образом, чтобы группа a~lGa была самосопряженной, т. е.
инвариантной относительно транспонирования (см. теорему 3.7),
мы видим, что конечность нужного нам пересечения вытекает
из следующего утверждения:

Предложение 5. Пусть р: GLrt(C)—>- GL(V) — представление,
определенное над Q, L — решетка в пространстве VQ. Если v e
E F R — точка, стабилизатор G ={g e GLn(C) \vp(g) = v} ко-
торой является самосопряженной группой, а орбита vp(GLn(C))
замкнута в топологии Зарисского, то для любой области Зигеля
Б с= GLn(R) пересечение ир(Б)П L конечно.

Доказательство. Выберем в пространстве VQ базис, состоя-
щий из собственных векторов относительно p{Dn) (Dn — группа
диагональных матриц), и определим на VR евклидову норму
(которую будем обозначать через || v\\, u s VR), считая этот ба-
зис ортонормированным. Для характера ( iEX(p(D n ) ) пусть
Vn = { u e V\gv = [i{g)v Vgep(i)ri)}—весовое пространство
веса ц; условимся в дальнейшем рассматривать лишь ненуле-
вые подпространства. Тогда пространства W, и V^ для ц1 ф
ф \i.2 являются взаимно ортогональными и V = @\i.Vv. — орто-
гональная прямая сумма. Обозначим через Пц. ортогональную
проекцию V на V^. Так как V^ определены над Q, то Z-под-
модуль в L, порожденный пересечениями L f| Vy., имеет конеч-
ный индекс в L. Тогда для подходящего целого m справедливо

включение jty.(mL)cL, и, следовательно, Лц(/-)сг — L—ре-
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шетка в пространстве V^. Поэтому существует такая константа
С] > 0, что для всех w e L и всех ц имеем | |яц(ш)| |^: с ь если
только п^{гю)ф 0.

Пусть теперь х = kxaxux e GLn (R). Положим yx = xU-x1>
zx = xa~2 и будем писать их вместо vp(x). В силу леммы 4.3
множество элементов вида ахихах\ где , t e X , относительно
компактно. Так как ух= kxaxuxa~l, то отсюда следует сущест-
вование константы с2 > 0 такой, что \\vyx\\^c2 для всех J S 2 ,
Покажем, что множество Д = {vzx \x e 2, o x e L } также огра-
ничено. Имеем л а (иг/л) = ^ (и л ; а^ 1) = .и {а

х)~1 \(vx) и анало-
гично л^ (vzx) = (.1 (ах)~ л^(их). Поэтому

Так как орбита vGLn(C) замкнута в V в топологии Зарисского,
то орбита vGLn(R) замкнута в VR В евклидовой топологии (см.
доказательство следствия 2 из теоремы 3.6). Поэтому множество

W = {w е= и GLn (R)| || л^ (w) | | < с для всех ц}

компактно, и, следовательно, найдется такой компакт U<^GLn (R),
что 1Г = и£/. Так как &<=W, то {гл | игх = Д} с= GRf/. Но
z x ^ ^ a x " x a J 2 = ^ x a 7 l a i " x a * 2 > поэтому если x e S ^ S , 4, то a\<^A2

t,
так что множество {а

хихах

2\ х е S} относительно компактно.
Поэтому kxa~l<=G9U] для подходящего компакта Uv Приме-
няя преобразование 0: g\—>tg~l и учитывая, что kx — ортого-
нальная, а. ах — диагональная матрица, получим kxax e GR6 (^i),

так что х = kxdxUx s GU2, где U2 = Q(U\) U—компактное мно-
жество. Таким образом, множество oS П ^ содержится в и112 и,
следовательно, является одновременно компактным и дискрет-
ным, т. е. конечным. Предложение 5 доказано.

Этим завершается построение фундаментального множества
в произвольной редуктивной группе. Сформулируем полученные
результаты в виде следующей теоремы.

Теорема 8 (Борель, Хариш-Чандра [2]). Пусть G а
c=GL n (C) — редуктивная алгебраическая Q-группа, 2 = Sf, o

(? ̂  2/д/З, £> ^ 1/2) — область Зигеля в группе GLn(R). Тогда
найдутся a e G L n ( R ) , frb . . . , br <^. GLn(Z) такие, что множе-

ство = ( U а З Д ) П G обладает следующими свойствами:

0) К£2 = Q дугя подходящей максимальной компактной под-
группы К группы GR;

R ;

2) для любых х, у е GQ множество Q !Q fl ^Gzy конечно.
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В доказательстве нуждается лишь пункт 0). Для этого
вспомним, что элемент а е GLn(R) выбирался исходя из усло-
вия: группа a~]Ga должна быть самосопряженной. Но тогда
группа a-'Ga HOnCR) является максимальной компактной под-
группой в a~lGf>a (см. предложение 3.10), поэтому K = G f l
П (aO,!(R)a~1) — максимальная компактная подгруппа в GR. ПО
построению область Зигеля 2 удовлетворяет условию O n(R)S =
= 2, откуда с очевидностью следует 0).

Результаты этого параграфа, как и предыдущего, можно
переформулировать более кратко, используя понятие фундамен-
тального множества. Его определение в общей ситуации вполне
аналогично определению, которое мы привели в предыдущем
параграфе для случая группы GLn(C), и выглядит следующим
образом.

Определение. Пусть G — алгебраическая Q-группа, Г с С р —
ее арифметическая подгруппа. Подмножество Q с GR назы-
вается фундаментальным множеством для Г, если

(F0) KQ = Q — для подходящей максимальной компактной
подгруппы К a GR;

(Fl) QT = GR;
(F2) для любых х, г/е GQ множество Q Q П (xGzy) конечно.
С учетом леммы 7 и отсутствия компактных подгрупп в уни-

потентных группах из теоремы 8 получаем
Следствие. Пусть G — связная Q-группа, Г ci GQ — ее ариф-

метическая подгруппа. Тогда в GR существует открытое фунда-
ментальное множество для Г.

Это следствие лежит в основе получения структурных теорем
для арифметических групп (см. § 4.4). При этом выявляется
важность всех трех условий (F0) — (F2). В частности, условия
(F1) и (F2) гарантируют конечную порожденность Г. Условие
(F0) означает, что образ £2 в симметрическом пространстве

X = K \ G R является фундаментальным множеством для индуци-
рованного действия Г на X, откуда с учетом односвязности X
будет вытекать наличие у Г конечного числа соотношений.

Еще одно применение теории приведения состоит в доказа-
тельстве следующей теоремы конечности для орбит арифмети-
ческих групп.

Теорема 9. Пусть р: G -*• GL(V) — определенное над Q пред-
ставление редуктивной Q-группы G, Г ci GQ — арифметическая

подгруппа и L c= VQ — Г- инвариантная решетка. Если Х =
= vp'(G) — замкнутая в топологии Зарисского орбита группы G,
то пересечение X{\L состоит из конечного числа орбит группы Г.

Доказательство. Пусть G c= GLn(C). Рассмотрим вначале
один частный случай, когда представление р получается огра-
ничением Q-определенного представления л: GLn(C )—>- GL(V),
причем орбита Y = vn(GLn(C)) замкнута по Зарисскому, а ста-
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билизатор v относительно л лежит в G, т. е. совпадает со ста-
билизатором Н точки v относительно р. Множество Х% распа-
дается в объединение конечного числа орбит относительно груп-
пы GR (СМ. следствие 2 из теоремы 3.6), т. е. XR = U ^ , P ( G R ) .

i

При доказательстве теоремы имеет смысл рассматривать
только такие i, что U(P(GR) П L ф 0 ; тогда можно считать,
что vi e L. Таким образом, достаточно показать, что UP(GR) \]L
состоит из конечного числа орбит группы Г. При этом можно
без ограничения общности считать, что Г = Gz, а решетка L
инвариантна относительно группы p(GLn(Z)) (см. предложе-
ние 2). Согласно теореме 8 найдутся а е GLn(R), bi e GLn(Z)
такие, что

( ( L J ) ) z (3)

для подходящей области Зигеля 2 ci GLn(R). При этом в ка-
честве а можно взять произвольный элемент из GLn(R), для
которого группа a~[Ga является самосопряженной. Поэтому
в силу теоремы 3.8 можно выбрать а таким образом, что группа
а~хНа также является самосопряженной. Из (3) вытекает, что
достаточно установить конечность пересечения vp (aZbП GR) П L,
где b^GLn(Z). Так как L инвариантна относительно
p(GLn(Z)), то последнее эквивалентно конечности пересечения
с£'р(Е)ПЬ, где w = vp(a). Но по построению стабилизатор w,
равный а~хНа, является самосопряженным, поэтому требуемая
конечность вытекает из предложения 5.

Общий случай сводится к только что рассмотренному. По-
скольку орбита X замкнута, то стабилизатор Н точки v в G яв-
ляется редуктивной группой. Поэтому согласно усиленной тео-
реме Шевалле (теорема 2.15) найдутся Q-определенное пред-
ставление я: G L n ( C ) ^ - GL(W) и точка w e WQ, стабилизатор
которой относительно л совпадает с Я, а орбита У = и)л(СЬп(С))
замкнута по Зарнсскому. При этом из предложения 2 вытекает,
что w содержится в р(С/,„^))-инвариантной решетке М cz WQ.
Орбита Х '=дал(С) также замкнута, ибо факторотображение
л: GLra(C)—>-У, л(g)=wg открыто. Таким образом, множество
X' П М является объединением конечного числа орбит группы Г.

Более того, переходя от решетки М к решетке -j- M (d e Z), ко-

торая также удовлетворяет требованию p(GLn(Z)) -инвариант-

ности, мы видим, что для любого i l e Z множество X' П \-j MV

является объединением конечного числа орбит группы Г. Оста-
лось перейти от орбиты X' к орбите X. Для этого заметим, что
X и X' являются различными реализациями однородного про-
странства G/H, т. е. существует Q-определенный С-эквивариант-
ный изоморфизм <р: Х^-Х'. Так как X замкнуто в V, то<



220 I V - АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

относительно координат, определяемых базисами решеток L и М
соответственно, изоморфизм <р задается полиномами Pi(xu ...
...,хг), 1 <; t <; s, с рациональными коэффициентами. Тогда
если d — общий знаменатель этих коэффициентов, то q>(X f) L)a

c= ЛГ'П f-̂ -Л1 J, поэтому из конечности числа орбит группы

Gz в Х'Пу-j-M) и G-эквивариантности ф вытекает конечность

числа орбит G/ в Xf]L. Теорема 9 доказана.
В заключение этого параграфа приведем одну переформу-

лировку условия (F2) из определения фундаментального мно-
жества, которая будет использована нами в следующей главе
при построении теории приведения для групп аделей.

Лемма 8. Условие (F2) для множества Q ci GR эквивалентно
следующему:

(F2)' для любых х, I / S G Q « любого г е Z пересечение
Q~lQ[)xGrt/, где Gr = {g <= GQ\rg, rg~l <= Mn(Z)}, конечно.

В самом деле, для доказательства импликации (F2)=^(F2)'
достаточно показать, что множество Gr содержится в объедине-
нии конечного числа смежных классов по группе Gz. Но если
g e Gr, то для решетки g(Zn) имеют место включения

Так как число решеток, промежуточных между rZn и r~lZn, ко-
нечно, то для решеток вида g(Zn), g e Gr, имеется лишь ко-
нечное число возможностей. Заметив, что из g(Zn)= h(Zn) сле-
дует, что h~~ g ^ Gz, мы и получаем для Gr требуемое включе-
ние G r c= |Jg .G z , г д е система представителей gt выбрана таким

образом, чтобы решетки gi(Zn) пробегали все возможные про-
межуточные решетки между rZn и r~lZn вида g{Zn), g^ GT.
Обратная импликация (F2)'=^(F2) очевидна.

§ 4.4. Теоретико-групповые свойства арифметических групп

В этом параграфе мы установим справедливость основопола-
гающих фактов из § 4.1 об абстрактных свойствах арифметиче-
ских групп. Изящество и относительную краткость их доказа-
тельств можно рассматривать как своеобразную компенсацию за
усилия, потраченные на построение теории приведения.

Теорема 2. Пусть Г—арифметическая подгруппа ^-опреде-
ленной алгебраической группы G. Тогда Г является группой
с конечным числом образующих и конечным числом определяю-
щих соотношений.

Доказательство. Для доказательства конечной определенно-
сти Г достаточно установить конечную представимость ее под-
группы конечного индекса, поэтому можно предполагать, что G



4.4. ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВЫЕ СВОЙСТВА 2 2 1

связна и Г ci GR. МЫ будем работать с пространством Х= K\GR,
где К—максимальная компактная подгруппа в GR. Согласно
предложению 3.10 пространство X связно и односвязно. Если
И — открытое фундаментальное множество для Г в GR (CM.
§ 4.3, следствие из теоремы 8), то в силу условия KS = 2 образ
И в X, который мы обозначим через Q, удовлетворяет следую-
щим двум условиям:

(i) QT = X;
(ii) множество А = {б е Г|Йб Л & ф 0} конечно.

(Мы рассматриваем естественное действие Г на X правыми
сдвигами.) Мы покажем, что конечная определенность Г явля-
ется автоматическим следствием связности, локальной связности
и односвязности X, открытости Q и условий (i), (ii). Поэтому тот
же результат имеет место для произвольной группы преобразова-
ний любого топологического пространства X, если выполняются
указанные предположения (отметим, что Бер [1] доказывает
это при несколько более слабых предположениях, а именно,
вместо открытости Q требуется, чтобы Q лежало во внутрен-
ности множества QA).

Лемма 9. А — система образующих для Г.
Доказательство. Пусть Го — подгруппа, порожденная А.

Тогда из (i) вытекает, что X = (Qro)U (£2(Г\Г0) )• При этом
если Qy [)Q8 ф 0 , где у е Го, то 8y~l e А, следовательно,
б е Го. Это рассуждение показывает, что множества Qr 0 и
й(Г\Го) не пересекаются. Так как оба они являются откры-
тыми, а пространство X — связным, то в действительности
Q ( r \ r o ) = 0 , т. е. Г = Го. Лемма доказана.

Перейдем к построению множества определяющих соотноше-
ний для Г. Обозначим через F свободную группу, построенную
на множестве А, элементы которого находятся во взаимно од-
нозначном соответствии с элементами А относительно биекции
бн^-6, ср: F-*-T— определяемый этой биекцией гомоморфизм.
Часть соотношений для Г составляют так называемые локаль-
ные соотношения, т. е. соотношения вида

6 16 2(6Л)- 1 = е, (1)

где бь 62 пробегают совокупность таких элементов из А, что
6162 e А. Для того чтобы понять их роль, обозначим через L
нормальный делитель в F, порожденный левыми частями ло-
кальных соотношений. Ясно, что ф (б,62 (&i62)~

!) = 1. так что
<p(L)=l . Пусть N—нормальный делитель в F, содержащий L
и содержащийся в /С=Кег<р. Рассмотрим факторгруппу Н =
= F/N и естественные гомоморфизмы сг: F-*-H, 0; Я ^ - Г так,
что 0 о сг = ср. Далее, наделив Н дискретной топологией, вве-
дем пространство 5, которое является факторпространством
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произведения Q X # относительно следующего отношения:

(хи /ij) — (л:2, h2), если существует такой 6 е Д ,
что х2 = хх6, hl = o(6)h.2~

Оказывается, что соотношения (1) как раз и обеспечивают тот
факт, что — является отношением эквивалентности, и требуе-
мая факторизация возможна. В самом деле, рефлексивность —
очевидна ( 1 е Д ) , симметричность является следствием того об-
стоятельства, что вместе с любым б множество А содержит
также б"1 (ибо £26[)пф 0<=>Q[)Q6~] ф &), причем а(~8)-] =
= сг(6~!) в силу локальных соотношений. Докажем транзитив-
ность ~ . Если (хи hx) ~ (x2, h2) и (АГ2, /г2) •— (лс3,Лз), то найдутся
такие бь 62 e Л, что

х2 = х16и /г, = а (6,) h2,

х3 = х2Ъ2, h2 = a (62) h3.

Тогда х3 = хх6х62, так что 6,62 е Д и hx = сг (6,) сг(62) h3 = а (6Х62) h3

в силу локальных соотношений.
Обозначим через a: Q X #—>-•$ соответствующее фактор-

отображение, а через (3: О Х Г ^ - 1 — отображение-произведе-
ние. Если (хи h\) ~ (лг2, hz), то Х2 = Х\8, h\ = e(6)h2 для некото-
рого 8 е 4 , следовательно,

Р (*,, 8 (Л,)) = *,6 (Л,) = (Х]5) в (а (б)" 1 hx) = х2в (h2) = p (х2,в (h2)),

так что существует единственное непрерывное отображение
р: S^-X, превращающее следующую диаграмму в коммута-
тивную:

Q X Н ('^l Q X Г

X

Лемма 10. Отображение р является накрытием, кратность
которого равна [Кег 0].

Доказательство. Положим xF = a(QX{ e})- Тогда прообраз

«-•№= U (Qfiae, ст(б)-1)

является открытым подмножеством в Q X Н, следовательно, ""F
открыто в 5. Ограничение р | т инъективно и осуществляет го-
меоморфизм Y^>Q.B самом деле, еслир(а(л:ь е)) = р(а(х2, е)),
то из коммутативности (2) получаем х\ = х2. Покажем, что
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где объединение берется по h е Кег 0, причем сдвиги Wh по-
парно не пересекаются. (Здесь и ниже мы рассматриваем инду-
цированное действие Н на S; отметим в связи с этим полезное
соотношение р (xh) = р (х)0(h)). Если р(а(х, h)) = у <= Q, то
JC8(/I) = у е Q. Следовательно, 9(/1) = { е Д , т. е. g = e(6)-1h<=
е Кег 0. Но тогда по построению (х, h) ~ (у, g), что и требова-
лось. Наконец, если а(х, е) = а (у, К), где h e Кег в, то А е Д ,
и так как ограничение <р|д инъективно, то h = e. Лемма дока-
зана.

Если Q связно, то пространство 5 также связно. Действи-
тельно, S = U Wh, и поэтому ввиду связности W достаточно

показать, что любой сдвиг Wh соединяется с W цепочкой Wo = W,
W\ = Whi Wm = Whm, hm = h попарно перекрывающихся
сдвигов. Для /i = cr(61 . . . 6d) достаточно положить /ii = cr(6d),

h2 = o(bd_{bd), . . . , /гт_1 = ст(62 . . . 6d), hm = a(6l . . . 6d). Из од-
носвязности X тогда вытекает биективность р, следовательно,
и тривиальность Кег 0, построенных для N = L. Таким образом,
если фундаментальное множество Q связано, то для определимо-
сти Г достаточно локальных соотношений.

В общем случае приходится работать со связными компо-
нентами Q, множество которых мы обозначим через {Q,-}(-e/.
Отметим, что в силу локальной связности X и открытости Q все
Q; также открыты в X. Зафиксируем одну компоненту Х° = Qo

и обозначим через Х^1) объединение [] Q̂ y по -парам (г, у) е

s / Х Г таким, что Q,-y П ^о Ф 0 • Пусть множества Xw, . . ., X*-k)

уже построены. Положим тогда ДГ ( 6 + 1 )= [] Qty, где объедине-

ние берется по таким парам, что й,-уП^(6) Ф 0- Множество
оо

X' = У X*-k\ очевидно, открыто в X. Его дополнение является

объединением множества вида Qry, и поэтому также открыто.
Действительно,

х = аг= U Q,Y,
i s/

у е Г

при этом, если О.{у1^\О.иу2ф <Z), где Q.y^X^, то Qhy2 cz
с: J(ft+D cz X'. Из связности X вытекает, что Х' = Х, т. е. любой
сдвиг Q,v можно соединить с Qo цепочкой попарно перекры-
вающихся сдвигов связных компонент Q. Рассмотрим, в част-
ности, Q06, 6 е А. Тогда найдется последовательность
{Q'/Y/}"!_ т а к а я > ч т о го = 'т = О, Y o = l . Ym = 6 и Q£/Y/ П
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П ^i.+1Y/+i Ф 0 Для всех / = 0 т — 1. Построим по ин-

дукции такие элементы co/S/7, что ф(со;) = у/ Д л я всех
/ = 0 т. Для -'этого положим со0 = е. Если элементы
со0 cofe у ж е п о с т р о е н ы , то п о л о ж и м co fe+1 = 6fecofe, где
6k = Yfe+1Yfe"! e Д. О б о з н а ч и м ч е р е з N н о р м а л ь н ы й д е л и т е л ь
в F, п о р о ж д е н н ы й л е в ы м и ч а с т я м и с о о т н о ш е н и й (1) и соотно-
ш е н и й

6~Ч« = е (3)
для всех 8еД.

Лемма 11. N = К, следовательно, Г конечно определена.
Доказательство. Положим Y, = a(Q ( Х{е}). Утверждается,

что для любого 8 Е Д и соответствующих элементов ш,, по-
строенных выше, имеем

W{/a (w,) П 4tl + lo (wl+l) Ф0. (4)
Действительно, пусть xfy, = xl + lyf+l e= Q.yyy П ^ / + 1Y/+i. Тогда

5j = V i ' 6 A l i */ = */+i 6/'< T( a '/+i) = < T(fy)< T(a ';+i)' откуда и
следует (4). Обозначим через Ф объединение множеств Ч^.сг^у),
построенных для всех й е Д , Так как любая цепочка x¥ija{w!)
начинается с Ч;

о, то Ф связно. Пусть У — связная компонента
пространства 5, содержащая Ф. Для любого б е А имеем
WQa (6) = ¥г-тст (wm) cz Ф, так что Ф |~| Фет (6) Ф 0 , и поэтому
Уст (6) = Y. Так как элементы сг(6), 6 е Д , порождают Я, то
Yh = Y для любого А е Я . Используя локальную связность 5,
легко показать, что ограничение Р | у: У—>-Z также является
накрытием. Отображение Р\ у биективно в силу односвязности X;
с другой стороны, все множества ^¥oh, h <= Ker 8, лежат в У, не
пересекаются (см. доказательство леммы 10) и дают в об-
разе Qo. Следовательно, Кег8 = {е}, и лемма доказана.

Таким образом, доказательство теоремы 2 завершено.
Доказательство теоремы 2 в принципе позволяет строить

явное задание арифметической группы образующими и соотно-
шениями, если известна ее «хорошая» фундаментальная об-
ласть. В этой связи разберем классический пример группы
SL2(Z).

Пример (образующие и соотношения для 5 L 2 ( Z ) ) . Как мы
уже знаем (см. § 4.2), пространство X = SO2(R)\SL2(R)
можно отождествить с верхней полуплоскостью Р. Группа Г =
= PSL2(Z) = 5L 2 (Z)/{±e} действует на Р справа с фунда-
ментальной областью D ={z e P\ \z\ > I, | R e z | < 1/2} (пред-
ложение 4). Замыкание D удовлетворяет условиям (i) и (П),
выделенным при доказательстве теоремы 2, но не является
открытым в Р. Тем не менее рассмотрим множество Д = Д2> =
= {б е Г \D[]D6 Ф 0 } . Сдвиги D на элементы множества А
изображены на следующем рисунке:
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Ясно, что если перейти от Л к «чуть-чуть» большей области D\
то Ад' = {6 е Г | D ' n D'b) будет совпадать с А. С другой сто-
роны, к D' применимо доказательство теоремы. Отсюда следует,
что А является системой образующих для Г, а все соотношения
есть следствия локальных соотношений. Из рисунка видно, что
[А] = 10, поэтому если мы попытаемся «в лоб» применить ме-

тод, указанный при доказательстве теоремы 10, то нам придется
работать с 10 образующими и анализировать 10 X 1 0 = 100 ло-
кальных соотношений. Для сокращения этой процедуры мы при-
меним дополнительные геометрические соображения. Вспомним,
что Р является моделью геометрии Лобачевского, прямыми
в которой служат прямые, перпендикулярные оси Ох, и полу-
окружности с центрами на Ох. Тем самым В является неевкли-
довым треугольником с двумя конечными вершинами (pi,p2) и
одной вершиной на бесконечности. При этом Г действует на Р
изометриями, так что сдвиги Бу, ^ е Г также являются тре-
угольниками, которые в совокупности образуют симплициаль-
ное разбиение Р, т. е. два треугольника либо не пересекаются,
либо имеют общую сторону, либо общую вершину. Доказатель-
ство симплициальности действия Г вытекает из того, что сосед-
ние с Б треугольники действительно пересекаются с D требуе-
мым образом (см. рисунок). Тогда, слегка видоизменяя до-
казательство первой части теоремы, можно показать, что Г
порождается теми у, для которых D и Бу имеют общую сторону
(можно также заметить, что подгруппа, порожденная такими

у, содержит А, см. ниже). В данном случае множество таких у

[ 1 1 П

0 I (преобразование, отве-
чающее матрице ( 0 { )), Г~' = [ о ~ j j и S = [ j ~~0J. Гео-
метрически преобразование Т является параллельным перено-
сом на единицу вдоль оси Ох, а 5 — композицией инверсии от-
носительно окружности | z | = l и симметрии относительно оси
Оу. Используя это описание, легко показать, что соседние с D
треугольники могут быть получены из D путем преобразований,
указанных на следующем ниже рисунке (с. 227).

Локальные соотношения, введенные при доказательстве тео-
ремы 2, имеют вид 6i62 = 63,

 гД е 63 = 6162 и 61, 62, 6з е А.
Проанализируем вначале локальные соотношения, в которых
либо 6i, либо 6г совпадает с 5. Несложный перебор вариантов по-
казывает, что все они являются следствием соотношения 5 2 = е.
Прежде чем переходить к общему случаю, сделаем одно заме-
чание. Если pi и р2 — конечные вершины треугольника D, то
для любого б е А имеем {pi, р2}6 П{рь Р2}¥= 0 , что является
следствием условия D6 Л D ф 0 и симплициальности действия
Г. Так как pjS = р2, рг5 = р ь то для любого 6 е Д выполняется
следующее условие: 56, 8S е А и либо 6, либо 56 и 65 стаби-
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лизируют одну из точек р ь р2- Покажем теперь, что по модулю
соотношений, содержащих S, любое локальное соотношение
сводится к соотношению, в котором 6i и 62 стабилизируют одну
из вершин. В самом деле, пусть 6162 = б3 и 6i, б2, б3 е А. До-
множая при необходимости бз на S, можно считать, что Р163 = Pi
(или р2бз = р2, что разбирается аналогично). Если pi62 = pi, то
p,6i = р ь и все доказано. Покажем, что случай р262 = р2 не
реализуется. Достаточно установить, что при этих условиях

{рь Рг} (бз62~') П {Рь Рг} = 0 -

Ясно, что элемент бзб^1 не может стабилизировать ни одну из
вершин, поэтому надо доказать невозможность соотношений

Pi (6362 ' ) = р 2 ,

р2 (бз<">2~!) = Рь

(5)

(6)

Если выполняется (5), то pi = pi63 = р2б2 = р2, — противоречие.
Если же выполняется (6), то р2б3 = pi62, но легко проверить,
что множество {pi6|p26 = p2} состоит из точек pi, p3, р4 и не пе-
ресекается с множеством {р2б| pi6 = p j , которое состоит из то-
чек р2, р5, р6.

Итак, пусть 6i62 = 63 и р]бз = рь но pi62 Ф рь Тогда пере-
пишем соответствующее локальное соотношение в виде
($\S) (S82) = 63. Так как р2б2 ф р2, то pi (S82) = pi и pi (6i5) = pi.
Таким образом, можно считать, что все 6i, б2, бз стабилизируют
одну из точек рь р2.

Лемма 12. Стабилизатор точки pi (соответственно, р2) в Г
является циклической группой третьего порядка, порожденной

' TS (соответственно, ST).
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Доказательство. Если g задается матрицей ( а , } , то

d + b

1 g : =p 1 пе
dz + b „

zg = cz . a • Тогда условие p 1 g : = p 1 переписывается в виде

ср2 + (а — d) Pj — b = 0. Но р, = ——Y*-—L y и минимальный поли-

ном pj над Q имеет вид t2 + t + 1 = 0. Поэтому если а, Ь, с, d e Z

и det Г " d J = l , то либо 6 = с = а — d = 0, что соответствует

тождественному преобразованию, либо 6 = ± 1 , с = T l , а — d =

^ + 1 , что соответствует матрицам ± ( , ~j ) , ± ( "~о ) "

Остается заметить, что

TS-[\

Вычисление стабилизатора рг получается из соотношения piS =
= р2- Лемма доказана.

Из леммы 12 вытекает, что локальные соотношения, в кото-
рых все буквы стабилизируют одну из вершин, сводятся к со-
отношению (ST)3 = e. Таким образом, группа PSL2(Z) за-
дается образующими S, Т и соотношениями S2 = (ST)3 = е. Со-
ответственно группа SL2(Z) задается образующими S, T, U и
соотношениями S2 = (ST)3 = U и U2 = е.

Даже из приведенного примера ясно, что теорема 2 не сни-
мает проблемы нахождения явного задания арифметических
групп образующими и соотношениями. Большое число примеров
явного задания (арифметических) групп образующими и соотно-
шениями см. в книге Кокстера, Мозера [1]. С точки зрения тео-
рии алгебраических групп представляет интерес явное задание
группы целых точек Gz группы Шевалле G, найденное Бером
[4]. А именно, если G — односвязная почти простая группа Ше-
валле, построенная по системе корней R, то Gz порождается об-
разующими ха ( а е R) и, в случае R ф Аи определяется следую-
щими соотношениями:

К, *в] = 4
где в первом соотношении а, р пробегают все корни (р Ф—а),
а во втором а — некоторый длинный корень, [ха, XQ] — коммута-
тор элементов ха, х^, Na

t'f
 р—некоторые целые числа (болеепол-

ную информацию о которых можно почерпнуть из леммы 15
книги Стейнберга [2]). В случае R = Аи т. е. G = SL2l первое
из соотношений меняется на такое:



4.4. ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВЫЕ СВОЙСТВА 2 2 9

Если G = SLn, то результат Бера дает хорошо известную по-
рождаемость группы SLn(Z) элементарными матрицами. В связи
с этим следует упомянуть результат Картера и Келлера [1], со-
гласно которому любой элемент из SLn(Z) можно представить
в виде произведения элементарных матриц, число которых не
превышает некоторой константы (результат остается верным
при замене Z на кольцо целых О поля арифметических чисел).
О. И. Тавгень [3] обобщил результат Картера и Келлера на
произвольные группы Шевалле ранга, большего 1 (при этом
вместо элементарных матриц появляются «корневые» образую-
щие ха). Отметим, что в случае G = Sp2n, п^З, аналогич-
ное утверждение получил К- X. Закирьянов [1]. Однако им
использовалась более широкая система образующих и, кроме
того, ошибочно утверждалось, что Sp^{Z) не имеет ограниченной
порождаемости относительно элементарных симплектических
матриц.

Вообще, абстрактную конечно порожденную группу Г назо-
вем группой ограниченной ширины, если найдется такое конеч-
ное порождающее множество Х с Г , что любой элемент g e F
представим в виде g = х"1 . . . х"г, где х{ е X, a. E Z , а число /
ограничено константой, не зависящей от g.

Проблема. Какие арифметические группы являются груп-
пами ограниченной ширины?

Из работы Тавгеня [3] следует, что это, например, арифме-
тические группы вида Gz, где G — группы Шевалле ранга,
большего 1. С другой стороны, там же показано, что группы
SL2(Z), SL2(0d), гД е @d— кольцо целых мнимого квадратич-
ного поля Q (V—d), d > О, не имеют ограниченной ширины.
Сопоставление этих фактов с полученными к настоящему вре-
мени результатами по конгруэнц-проблеме (см. § 9.5) наводит
на мысль о том, что среди арифметических подгрупп простых
односвязных алгебраических групп ограниченную ширину имеют
те и только те группы, для которых положительно решается
конгруэнц-проблема (т. е. соответствующее конгруэнц-ядро ко-
нечно). Кажется вероятным, что дальнейшее развитие этих со-
ображений может привести к новому подходу к конгруэнц-про-
блеме.

Чтобы завершить обсуждение образующих и соотношений
арифметических групп, нам остается еще раз обратить внимание
читателя на тот факт, что эту тему можно рассматривать с точки
зрения общей теории дискретных групп преобразований, кото-
рой посвящен обзор Винберга, Шварцмана [1]. Стоит также
подчеркнуть, что многие группы, изучаемые этой теорией (в ча-
стности, дискретные группы, порожденные отражениями, груп-
пы с симплициальной фундаментальной областью (ср. приведен-
ный выше пример.)) оказываются неарифметическими.
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Наш следующий результат восходит к классическим рабо-
там Жордана (см. Делоне и др. []]), где установлена конеч-
ность числа несопряженных конечных подгрупп группы SLn(Z).

Теорема 3. Пусть G — связная алгебраическая группа, оп-
ределенная над Q, Тогда конечные подгруппы группы Gz об-
разуют конечное число классов сопряженности.

Доказательство. Положим Г = Gz и будем использовать
применительно к этому случаю обозначения, введенные при до-
казательстве теоремы 2. В частности, К — максимальная ком-
пактная подгруппа в GR, X=K\GR И Q C I — такое подмноже-
ство, что: 1) X = QT; 2) множество А = {б <= T|Q6 Л Й Ф 0}
конечно. Пусть 9 с Г — конечная подгруппа. В силу того, что
любая компактная подгруппа группы GR сопряжена подгруппе
группы К (предложение 3.10), найдется g ^ GR СО СВОЙСТВОМ

gQg'1 cz К- Последнее означает, что точка х = Kg e X непод-
вижна относительно преобразований из 9. Представим х в виде
х = хоу, где х о е £ 3 , у е Г. Тогда точка х0 неподвижна относи-
тельно группы Y9Y~' так, что х0 е Q f) Q6 для любого б е yQy~l,
и, значит, Y9Y~' с Д. Таким образом, любая конечная подгруппа
в Г сопряжена подгруппе, содержащейся в конечном множестве
Д. Теорема 3 доказана.

Замечание. Используя теорему 9, можно дать другое дока-
зательство теоремы 3, в духе доказательства предложения 3.5
(см. также доказательство теоремы 5.10).

Теперь мы в состоянии доказать инвариантность класса
арифметических подгрупп при произвольных сюръективных мор-
физмах.

Теорема 1. Пусть <р: G -*- Н — сюръективный Q-определен-
ный морфизм Q-определенных алгебраических групп. Если Г —
арифметическая подгруппа в G, то <р(Г) — арифметическая под-
группа в Н.

Доказательство. Достаточно показать, что группа <р (Gz)
арифметична в Я, причем, выбирая подходящую реализацию Н,
можно считать, что <р (Gz) с Hz (см. замечание после предло-
жения 2). Тогда в доказательстве нуждается конечность ин-
декса [Hz ' <p(Gz)]. Сведем общий случай к случаю, когда группа
G является либо редуктивной, либо унипотентной. Пусть G =
= CLJ — разложение Леви группы G, где U = RU(G) — унипо-
тентный радикал G, а группа С редуктивна. Положим D = .
= <р(С), V = q>{U); тогда Н = DV — разложение Леви группы Н.
Если предположить, что индексы [Dz: <p(Cz)] и [Vz'4>(Uz)]
конечны, то элементарное рассуждение (ср. доказательство
леммы 7) позволяет установить конечность индекса [DzVz '•
(f(CzUz)]. С другой стороны, индекс [Hz'q>(Gz)] конечен в силу
следствия 2 из предложения 1. Поэтому конечен индекс [Hz '•
'•q>(CzUz)\ и тем более — индекс [#z:<p(Gz)].
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Пусть вначале группа G унипотентна. Тогда факторпрост-
ранство GR/GZ компактно (лемма 7). Так как в силу следствия 3
из теоремы 3.6 # R = CP(GR), TO пространство #R/CD(GZ) ком-
пактно. С другой стороны, факторлространство #z/cp(Gz) замк-
нуто и дискретно в #R/CP(GZ), откуда и получается требуемая
конечность индекса [Hz'. cp(Gz)].

Осталось рассмотреть случай редуктивной группы G. Здесь
конечность нужного нам индекса является следствием тео-
ремы 9. В самом деле, пусть Н a GLn(C). Используя при необ-
ходимости вложение GLn (С) -> GLn^ (С): Л<—*( ^ М е М Г 1 ) '

можно считать, что Я замкнута по Зарисскому в М„(С). Опре-
делим действие G на У = М„(С) формулой Ag = A(p(g), где
справа стоит обычное произведение матриц. Тогда Н = Enq>(G)
является замкнутой орбитой группы G, и, согласно теореме 9,
Hz является объединением конечного числа орбит группы Gz.
Но эти орбиты, как нетрудно видеть, совпадают со смежными
классами #z\cp(Gz), откуда и следует конечность индекса
[Hz '• cp(Gz)]. Теорема доказана.

Приведенные результаты являются первыми шагами в на-
правлении изучения абстрактных свойств арифметических групп.
В последующих главах мы расскажем о более глубоких фактах,
касающихся, в частности, нормального строения арифметиче-
ских групп. Отметим, однако, что их получение сопряжено с ис-
пользованием гораздо более сложной техники.

Перед формулировкой теоремы плотности выделим классы
полупростых групп, которые принципиально различаются по
свсим арифметическим свойствам и которые будут участвовать
в формулировке многих теорем этой книги.

Определение. Говорят, что Q-определенная алгебраическая
группа G имеет компактный тип, если группа вещественных то-
чек GR компактна. Пусть теперь группа- G полупроста. Тогда G
имеет некомпактный тип, если группа GJ? некомпактна для лю-
бого Q-простого сомножителя G' группы G. Если G не принад-
лежит ни к одному из указанных выше типов, то говорят, что G
имеет смешанный тип.

Теорема 10 (теорема плотности; см. Борель [5]). Пусть G—•
полупростая Q-определенная группа некомпактного типа. Тогда
замыкание в топологии Зарисского любой арифметической под-
группы Г a G совпадает с G.

Доказательство. Если мы докажем теорему для Q-простых
групп, то замыкание Г должно содержать Г(1 Gl = G' для лю-
бого Q-простого сомножителя G' группы G. Тогда Г ZD IT G' =

= О,что и требовалось. Для рассмотрения случая Q-простой
группы G нам понадобится один факт, в справедливости
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которого мы убедимся в следующем параграфе:

если G — полупростая Q-rpynna с некомпактной
группой GR, TO группа Gz бесконечна. (7)

(Отметим, что верно и обратное утверждение, ибо если группа
GR компактна, то группа Gz, являясь дискретной подгруппой,
обязана быть конечной.)

Заметим теперь, что если Г, cz Г2 — подгруппы группы G и
индекс [Г 2: Г,1 конечен, то для их замыканий Г, индекс [Г,: Г,]

d _ d

также конечен. В самом деле, если Г 2 = \] Г ,̂-, то Г 2 = U

т . е . [Г 2: Г,] ^.d. Отсюда следует совпадение связных компо-
нент (Г1)° = (Г2)°. Более общо, если подгруппы Ti и Г2 соизмери-
мы, то

(г,)0 = (гГпТГ)° = (г2)0.
Завершим теперь доказательство теоремы. Без ограничения

общности можно считать, что Г cz Gz. Тогда из (7) и сделан-
ного выше замечания вытекает, что замыкание Н = Г является
алгебраической Q-группой положительной размерности. Для лю-
бого g <= GQ группа gTg^1 является арифметической (следствие 1
из предложения 4.1), т. е. соизмерима с Г. Поэтому Я 0 = (Г)° =
=={§^g~i)°= gH°g~l. Таким образом, Я 0 нормализуется груп-
пой GQ. Так как нормализатор Na(H°) является замкнутой под-
группой, a GQ ПЛОТНО В G (теорема 2.2), то Л^ 0 (Я°)= G, т. е.
Й° — нормальный делитель в G. Поскольку группа G не имеет
Q-определенных нормальных делителей положительной размер-
ности, то Я 0 = G. Теорема доказана.

Замечание. Хотя приведенное доказательство теоремы плот-
ности существенно использует арифметичность Г и не перено-
сится на другие типы подгрупп группы G, сам результат спра-
ведлив в гораздо более общей ситуации. А именно, плотной в G
в топологии Зарисского является любая замкнутая в веществен-
ной топологии подгруппа Г cz GR, ДЛЯ которой пространство
GR/Г имеет конечный инвариантный объем (см. Рагунатан
[5], гл. V). В частности, плотной в топологии Зарисского яв-

ляется любая решетка Г a GR, Т. е. дискретная подгруппа с ко-
нечным объемом факторпространства GR/Г (ТОТ факт, что ариф-
метическая подгруппа полупростой Q-определенной группы яв-
ляется решеткой, мы установим в § 4.6).

В заключение этого параграфа мы получим своеобразное об-
ращение следствия 1 из предложения 1. А именно, для полупро-
стой Q-группы G и ее арифметической подгруппы Г вычислим

C(r) = { g e = G | r соизмерима с g~lTg).

(Здесь мы считаем, что G = Gc.)
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Используя тот факт, что отношение соизмеримости есть отно-
шение эквивалентности, легко получить, что С (Г) является под-
группой в G, которая называется подгруппой соизмеримости Г.
Из этого факта вытекает также, что С (Г) в действительности
не зависит от Г. Так как, очевидно, Г с С (Г), то С (Г) выступает
как универсальное вместилище всех арифметических подгрупп
группы G. Описание С (Г) дается следующим утверждением.

Предложение 6. Пусть G — полупростая Q-onpedeленная
алгебраическая группа, N — ее наибольшая инвариантная Q-
подгруппа компактного типа и п: G —>- G/N — соответствующая
проекция. Тогда С (Г) = л" 1 ((О/Л%).

Доказательство Пусть G1, . . . , Gr — простые над Q сомно-
жители группы G. Тогда N порождается теми G', для которых
группа GR компактна, и центрами остальных сомножителей.
Пусть также Я — нормальный делитель, порожденный G' с не-
компактной группой GR. ЯСНО, ЧТО G = H-N и пересечение
Я П N конечно, т. е. морфизм-произведение Я X N ->- G является
изогенией. Так как подгруппы ЯП Г и N П Г арифметичны в Я
и N соответственно, то из теоремы 1 получаем, что группа
(Я П Г) (N П Г) арифметична в G. В силу компактности NR
группа N П Г конечна, так что Я П Г является подгруппой конеч-
ного индекса в Г. Как мы отмечали выше, отсюда следует, что
С ( Г ) = С (Г П Я). Воспользовавшись тем, что ограничение я на
Я является изогенией, нетрудно получить, что С(ГПЯ) совпа-
дает с прообразом относительно я группы соизмеримости
л(ГПЯ) в группе G/N. Тем самым мы свели нашу задачу
к случаю Л г ={1}; в частности, Z(G) = {1}. Покажем, что здесг-
C ( F ) = GQ. В силу теоремы плотности замыкание по Зарисскому
Г совпадает с G, причем можно без ограничения общности пред-
полагать, что Г ci Gz. Зафиксируем некоторое вложение G ci
a GLn(C) и через С И ] будем обозначать С-оболочку под-
множества Л с б , т. е. подпространство в М„(С), порожденноеЛ.
Тогда, так как Г = G, то С [Г] = C [ G ] . Более того, если
^ е С ( Г ) , то группа ГП^г'Г^ имеет конечный индекс в Г, и по-

этому также T[)g-1Tg = G, откуда Q [Г] = Q[T П g^Tg] • По-
этому для любого g e С (Г)

gQirig-^gQirng-Tglg-^Qir]. (8)

Рассмотрим присоединенное представление р: G-^GL{V)
в пространстве V = C[G], p(g)v = gvg~l. Так как VQ = Q[r] ,
то из (8) получаем, что р (С (Г)) с р (G)Q. Но по условию Z(G) =
= {1}, так что представление р является точным и C ( F ) C G Q .

Обратное включение получаем из следствия 1 из предложе-
ния 1. Предложение 6 доказано. '
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Из предложения 6 вытекает, что любая арифметическая под-
группа полупростой присоединенной группы G некомпактного
типа обязательно содержится в GQ. Наоборот, если G =
= SLn(C), то арифметической в G будет подгруппа Г, порож-

( s о)

денная 5L n (Z) и матрицей где s—примитивный

О s
корень степени п из единицы; ясно, что Г ifi. GQ при п > 2.
Здесь подгруппа соизмеримости есть

§ 4.5. Критерий компактности факторпространства

Изложенная в § 4.2—4.3 теория приведения уже позволила
нам получить ряд структурных теорем об арифметических груп-
пах. К указанной там конструкции фундаментального множе-
ства мы еще не раз вернемся. Тем не менее эта конструкция не
позволяет ответить на все возникающие в теории приведения
вопросы, в частности, дать критерий компактности факторпро-
странства GR/GZ, ЧТО важно, например, для изучения когомо-
логий арифметических групп. Этому вопросу в основном и по-
священ настоящий параграф. Мы начинаем рассмотрение с ал-
гебраических торов. Оказывается, что здесь общий случай

сводится к норменным торам S = RJJ/Q (Gm), где К — конечное
расширение Q (определение норменного тора см. в § 2.1, п. 7).
Построение же фундаментального множества для таких торов
эквивалентно доказательству известной теоремы Дирихле
о единицах. Используемый нами для этого метод имеет доста-
точно общую природу и применим к другим группам, возникаю-
щим из алгебр с делением.

Предложение 7. Пусть К — конечное расширение поля Q сте-
пени п, S = R $ Q (Gm) — соответствующий норменный тор. Тогда
факторпрост ранет во SR/SZ компактно.

Доказательство. Положим V = / ( ® Q I R И будем обозначать
через N естественное продолжение норменного отображения
NK/Q на V. Хорошо известно, что для а е V норма N (а) совпа-
дает с определителем преобразования левого сдвига х \—>ах,
х е V. Отсюда следует (см. § 3.5), что сдвиги на элементы из
SR = {* е V | J V ( ; C ) = 1} сохраняют меру Хаара ц на аддитивной
группе V. Пусть С — кольцо целых поля К- Тогда О является
решеткой в пространстве V, в частности, У/С компактно и
\i(V/(У) <. °о. Выберем компактное подмножество В си V со
свойством ц(В) > ц(У/О) и положим С= {bi — b2\bu J 2 e B } .
Если (IG5R, ТО ц(аВ)=ц(а-1В)=ц(В)> \i{V/O), так что
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ограничение на аВ и а~1В проекции V—>-У/С не может быть
инъективным. Следовательно, найдутся такие с, d GE С, что а =
= ас, р = a~xd лежат в О. Тогда оф = cd GE С2П<^- Последнее
пересечение, будучи одновременно компактным и дискретным,
является конечным. Воспользуемся теперь следующим простым
утверждением.

Лемма 13. Пусть у<=0, уфО. Тогда среди всех разложе-
ний у = оф (a, P G О) имеется лишь конечное число неассоции-
рованных.

(Напомним, что два разложения у = aj|3i = агРг назы-
ваются ассоциированными, если существует обратимый элемент
(единица) е GE О* такой, что а2 = eai, (31 = е|32.)

Из леммы 13 вытекает, что если рассмотреть всевозможные
разложения у = сф, где а, |3 GE О, всех элементов у GE С2 [\0, то
среди возникающих здесь элементов |3 имеется лишь конечное
шсло неассоциированных. Так как норма любой единицы е GE О*
есть + 1 , то найдется конечное число таких элементов |3ь . . .
. . . , |3r GE О, что любой элемент р из рассматриваемого класса
имеет вид |3 = |3,е для подходящего е GE С* f| S = Sz- С другой
стороны, по построению |3 = a~ld, где d GE С. Отсюда а =
= dPf'e" 1 , и, следовательно,

i = \

Из этого разложения в силу компактности С вытекает компакт-
ность факторпространства SR/SZ. Предложение доказано.

Из предложения 7 можно легко вывести теорему Дирихле
о единицах, однако мы проведем соответствующие рассуждения
чуть позднее, установив предварительно критерий компактности
факторпространства SR/SZ ДЛЯ случая произвольных торов.

Теорема 11. Пусть S — Q-определенный алгебраический тор.
Тогда следующие условия эквивалентны:

1) 5 анизотропен над Q,
2) факторпространство SR/SZ компактно.
Доказательство. 2)=^1). Пусть 5 не является Q-анизотроп-

ным. Тогда существует Q-определенный эпиморфизм <р: 5 —> Gm =
= Т. Так как <р (5R) имеет конечный индекс в Гр (следствие 3
из теоремы 3.6), то пространство TR/<P(SZ) ДОЛЖНО быть ком-
пактным, если компактно пространство SR/SZ. С другой сто-
роны, <p(Sz) — арифметическая подгруппа в Т (теорема 1),
и так как Tz ^ Z' = {± 1}, то <p(Sz) — конечная группа. Поэтому
пространство Гр/ф(5г) не может быть компактным, ибо неком-
пактно TR ~ R*.

1)=^2). Известно (см. предложение 2.2), что существует
Q-определенный эпиморфизм <р: Т -*~S, где тор Т квазиразло-
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d

жим, т. е. имеет вид Т = Ц R̂ (-/Q (Gm), Ki — конечные расши-

рения поля Q. Так как 5 является Q-анизотропным, то огра-
d

ничение <р на тор Г 0 = П ^ ' и ( б т ) сюръективно. Согласно

предложению 7 пространство (TO)R/(TO)Z компактно, поэтому

компактно и факторпространство Ф ^ о ^ / ф ^ о ) ) ^ Но ввиду

конечности индекса [SR : ф^Го),^] и арифметичности ф((Го)2)

в S, последнее эквивалентно компактности исходного простран-
ства SR/SZ. Теорема доказана.

Следствие 1 (теорема Дирихле о единицах). Пусть S—Q-
определенный алгебраический тор. Тогда группа Sz изоморфна
прямому произведению конечной группы и свободной абелевой
группы ранга rangR 5 — rangQ 5.

Доказательство. Пусть S, и S2 — соответственно максималь-
ный разложимый и максимальный анизотропный над Q под-
торы в 5. Так как (Si)z — конечная группа, то применяя тео-
рему 1 к изогении 5] X 52-> 5, получаем конечность индекса
(52) z в Sz. С другой стороны, rangR 5 — rang Q S = (rangR Sj +
+ rangR S2) — (rangQ 5, + rangQ S2) = rangR S.2, ибо rangR 5, =
= rang Q S, ==dim5i. Поэтому в силу общих фактов об абелевых
группах достаточно установить, что группа (52)z является произ-
ведением конечной группы на группу II, где r = rang R S 9 . Тем

самым мы получаем редукцию к случаю Q-анизотропного тора 5.
Из обсуждения в § 2.2, п. 4 вытекает, что над R любой тор

изоморфен произведению торов Gm, Rg^ (Gm) и RC/R (Gm).
Отсюда следует существование изоморфизма SR ~ Rr X D, где
r ^ r a n g R 5 , а группа D компактна. С другой стороны, согласно
теореме 11 факторгруппа SR/SZ компактна. Поэтому наше
утверждение вытекает из следующего хорошо известного факта,
который мы сформулируем в несколько более общей форме,
чем это надо для доказательства следствия, имея в виду даль-
нейшие ссылки.

Лемма 14. Пусть G — абелева топологическая группа вида
Z ° X ^ * X A где группа D компактна. Тогда любая дискрет-
ная пс дгруппа Г a G такая, что факторгруппа G/T ком-
пактна, имеет вид Za+by^F для некоторой конечной груп-
пы F.

Доказательство легко редуцируется к случаю G = R", кото-
рый разобран, например, у Бурбаки {2], гл. VII, § 1, п. 1.
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Возьмем в качестве 5 тор R«/Q((?m), где /С — конечное рас-
ширение поля Q. Так как над R мы имеем 5 ^ Gs

m X RC/R (<?m)'>
где s, t — соответственно число вещественных и попарно несо-
пряженных комплексных нормирований поля К, то rang R S =
= s + t. Но rangQ.S= 1, и поэтому мы получаем классическую
форму теоремы Дирихле: группа единиц U(K) изоморфна .FX
X Z »+*-\ где F — группа всех корней из единицы в К- В сле-
дующей главе мы получим обобщение этого результата на 5-еди-
ницы.

Получим теперь доказательство утверждения, которое мы ис-
пользовали в предыдущем параграфе.

Следствие 2. Пусть G — полупростая Q-определенная группа.
Группа Gz бесконечна в том и только том случае, когда группа
GR некомпактна.

Доказательство. Если группа GR компактна, то Gz является
дискретной подгруппой компактной группы, и, следовательно,
конечна. Обратно, пусть группа GR некомпактна. Если G изо-
тропна над Q, то имеется одномерная Q-определенная унипо-
тентная подгруппа U с G, и уже группа Uz бесконечна. Раз-
берем теперь случай Q-анизотропной группы G. Группа GR
некомпактна, т. е. R-изотропна, и поэтому обладает максималь-
ным R-определенным тором Т, который изотропен над R. Со-
гласно следствию 3 из предложения 7.3 найдется максимальный
Q-определенный тор 5 с G, который также изотропен над R
(доказательство этого утверждения получается из рациональ-
ности многообразия торов и не использует никаких результатов
настоящей главы). Но тогда в силу следствия 1 группа Sz бес-
конечна. Другое доказательство следствия 2 см. в следующем
параграфе.

Участвующие в формулировке теоремы 11 условия (компакт-
ность факторпространства SR/SZ И Q-анизотропность груп-
пы S) на самом деле эквивалентны для произвольных алгеб-
раических групп, как показывает следующая теорема:

Теорема 12. Пусть G — алгебраическая группа, определен-
ная над Q. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) GR/GZ компактно;
2) редуктивная часть связной компоненты G анизотропна

над Q.
(Отметим, что второе условие можно также сформулировать

в виде: X(G°)Q = {1} и каждый унипотентный элемент группы
GQ принадлежит унипотентному радикалу G.)

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай связной
группы G; пусть G = HRU(G)—ее разложение Леви. Тогда ком-
пактность GR/GZ равносильна компактности HR/HZ- В одну
сторону это вытекает из леммы 7, а в другую — из следующего
утверждения.
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Лемма 15. Пусть Н — редуктивная подгруппа связной груп-
пы G, причем G и Н определены над Q. Тогда пространство
HR/HZ замкнуто в GR/GZ.

Доказательство. Согласно усиленной теореме Щевалле най-
дутся Q-определенное представление р: G-^GL{V) и вектор
O E F Q такие, что стабилизатор v относительно р совпадает
с Н. Тогда множество W = up (Gz) содержится в некоторой
решетке пространства VQ (CM. замечание после предложения 2)
и, следовательно, замкнуто в VR. Поэтому множество # R G Z =
= GR(1P~ 1 (W 7 ) также замкнуто в GR. Лемма доказана.

Таким образом, достаточно рассмотреть случай редуктивной
группы G. В этом случае импликация 1)=^2) легко вытекает
из леммы 15. В самом деле, если G является Q-изотропной, то
в ней имеется нетривиальный Q-разложимый тор 5 с G. Тогда
пространство SR/SZ некомпактно (теорема 11) и замкнуто
в GR/GZ, так что последнее также не может быть компактным.

Для доказательства обратной импликации осуществим вна-
чале редукцию к случаю полупростой присоединенной группы.
Пусть Z = Z(G) — центр G. Тогда связная компонента 5 = Z0

является Q-анизотропным тором, и поэтому пространство SR/S z
компактно (теорема 11). Так как индекс [ZR: SR] конечен, то про-
странство ZR/ZZ также компактно. Положим H = G/Z и обоз-
начим через л каноническую проекцию G на Н. Рассмотрим,
далее, отображение <р: GR/GZ -> я (GR)/JT (GZ), индуцированное п.
Компактная группа В = ZR/ZZ действует сдвигами на GR/GZ,

и легко видеть, что орбиты группы В в точности совпадают
со слоями отображения <р. Отсюда без труда следует собствен-
ность ф. Учитывая конечность индекса [HR :U(GR)] И арифме-
тичность <p(Gz), мы видим, что компактность GR/GZ эквива-
лентна компактности HR/HZ- Последнее мы и будем доказы-
вать. Предварительно установим критерий компактности под-
множества в факторпространстве GL«(R)/GL«(Z).

Предложение 8 (критерий Малера). Подмножество Q а
с GLn(R) относительно компактно по модулю группы GLn(Z)
(т. е. компактен его образ в факторпространстве GLn(R)/GLn('Z))
в том и только том случае, если

а) det g ограничен для ge£J ,
б) существует окрестность нуля f / c R " со свойством

^(Z\{}) 0( { } ) f l 0
Доказательство. Если образ Q в GL n(R)/GL n(Z) относи-

тельно компактен, то найдется такой компакт D cz GLn(R),
что Q c D G L n ( Z ) . Отсюда, очевидно, следует ограниченность
det g, g e Q. Далее, имеем

Q (Z"\{0}) с: DGLn (Z) (Z"\{0}) = D (Z"\{0}),
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причем в силу дискретности Z " и компактности D последнее
множество замкнуто в R" и не содержит нуля, откуда следует
существование требуемой окрестности U.

Обратно, пусть выполнены условия а) и б), и пусть 2 =

= 2 Л „ ( / > 2/У3, и > 1/2) — область Зигеля в группе GLn(R).
Мы 'знаем (теорема 4), что ^GLn (Z) = GLn (R), поэтому най-
дется такое подмножество 0 с 2, что ®GLn(Z) = QGLn{Z). При
этом Q(Z"\{0}) = 9(Z"\{0}) , так что для 9 также выполне-
ны условия а) и б), и достаточно установить относительную ком-
пактность 6. Заметим, что условие б) означает, что | |g(x)| | ^
^ с > 0 для всех g e 6 и всех Z"\{0}, где || || — евклидова
норма в пространстве R". В частности, ||g(ei) || = | |ag(ei)| | =
= ai ;з= с, где g = kgagug — разложение Ивасавы элемента g e 0
(обозначения — см. в § 4.2), е ь . . . , еп — фиксированный орто-
нормированный базис пространства R". Так как ag^At, то
a, ^ sai для всех i = l , . . . , л и некоторого s > 0. Отсюда сле-
дует, что все а,- ограничены снизу. С другой стороны, | d e t g | =
= | det ag\ = а\ . . . an ограничено сверху, поэтому все а, ограни-
чены также сверху. Таким образом, мы показали, что а-компо-
ненты ag элементов g e 0 пробегают относительно компактное
множество. Так как в с 2, то отсюда следует относительная
компактность 9. Предложение доказано.

Теперь у нас есть все необходимое для доказательства ком-
пактности пространства HR/HZ. Рассмотрим алгебру Ли 0 =
= L(H) и присоединенное представление р: H^>-GL{\)). Без
ущерба для общности можно считать, что # z = {h ^ H |р(/г) L=
^ L } , где [ с | д — некоторая решетка. В силу леммы 15 до-
статочно установить относительную компактность # R ПО мо-
дулю группы GLn('Z), n = diml), где GLn(Z) рассматривается
относительно некоторого базиса решетки L. Применим крите-
рий Малера. Так как d e t p ( # ) = l , то в проверке нуждается
лишь условие б) критерия. Рассмотрим характеристический
многочлен

det (t - ad x) = tn + £ ft (x) t\
t-o

отвечающий присоединенному действию элемента I E L Так
как Н анизотропна над Q, то алгебра Ли IJQ не содержит ниль-
потентных элементов, следовательно, все f,(x) не могут одно-
временно обратиться в нуль, т. е. / (*) = 2 /?(*)>0. С другой

стороны, функции /,• являются многочленами с рациональными
коэффициентами от координат х в базисе L. Поэтому f(x) =
~(i/d)g(x), где d e Z , g(x)—многочлен с целыми коэффи-
циентами. Так как g(x)^Q для X E [ \ { 0 ) , TO |/(L\{0}) | $Э
^ 1/d. Но для любого Л Е Я имеем fi(x) = fi(hx), следова-
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тельно, для любого h e Ни

Тогда условие \f(x)| <C l/d определяет искомую окрестность U.
Доказательство теоремы 12 завершено.

Приведем два примера.
Пример 1. Пусть G = SOn(f)—специальная ортогональная

группа невырожденной квадратичной формы f от п переменных
с рациональными коэффициентами. Тогда при п = 2 группа G
является одномерным тором, а при п ^ 3 полупроста (см. § 2.3).
При этом в силу предложения 2.14 группа G является Q-анизо-
тропной в том и только том случае, если анизотропна форма /.
Тем самым из теоремы 12 получаем следующий критерий ком-
пактности: пространство SOn(f)R/SOn(f)z компактно в том и
только том случае, если / не представляет нуля над Q. Полезно
сравнить наше доказательство этого факта и доказательство
в терминах теории приведения квадратичных форм (см. Беге
[1], Касселс [1]; адельный вариант рассуждений можно найти
у Годемана [1]).

Пример 2. Пусть G = SL\(D), где D — конечномерное цен-
тральное тело над Q. Согласно предложению 2.12 группа G яв-
ляется Q-анизотропной, поэтому пространство GR/GZ ком-
пактно. Доказательство этого факта принадлежит Хей, а его
адельный вариант — Фудзисаки.

§ 4.6. Конечность объема факторпространства GR/GZ

Получение некоторых структурных результатов об арифме-
тических группах (см., в частности, Маргулис [2,3]) в суще-
ственной степени опирается на тот факт, что арифметическая
подгруппа полупростой группы G является решеткой в GR, Т. е.
объем факторпространства GR/GZ В мере Хаара конечен. Вряд
ли нуждается в комментариях и значение этого результата для
развития анализа на GR/GZ, В частности, для построения тео-
рии автоморфных функций (см., например, Борель [6]). Цель
этого параграфа — дать критерий конечности объема GR/GZ ДЛЯ
произвольных алгебраических групп.

Теорема 13. Пусть G — Q-onpedелейная алгебраическая груп-
па. Пространство GR/GZ имеет конечный инвариантный объем
в том и только том случае, если связная компонента G0 не
имеет нетривиальных характеров, определенных над Q.

Этот результат является наиболее техничным во всей главе.
Читатель, не желающий разбираться во всех деталях доказа-
тельства, может ограничиться рассмотрением случая G = Sin-
Согласно следствию из теоремы 4 здесь GR = S^Gz (t^ 2/^/3,
v > 1/2), где 4'Л = 2(> D П GR. 2(> 0 — область Зигеля в GLn(R).
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Так как группа GR унимодулярна (следствие из теоремы 3.18),
то на пространстве GR/GZ существует инвариантная мера, и по-
этому достаточно установить конечность объема множества
2(/,V Для этого воспользуемся выражением для меры Хаара
dg группы G, которое вытекает из результатов § 3.5:

dg = P (a) dk da du,

где k, а, и — компоненты разложения Ивасавы элемента g; dk,
da и du соответственно меры Хаара на группах Ко = 50„(К),
Ао = А П G, U (обозначения, связанные с разложением Ива-
савы, см. в § 4.2); р (а) = П aja,, если a = diag(a b . . . , ап).

i<i
Имеем

\ dg= \ dk \ p(a)da \ du, (A0)t = Atr\G,

причем первый и третий интегралы конечны в силу компактно-
сти соответствующих областей интегрирования. Докажем конеч-
ность второго интеграла. Прежде всего заметим, что соответ-
ствие

diag (а,, . . . , ап) ^ {а^, а2/а3, . . . . ап^а„)

отождествляет Ло с группой (R > 0 ) , при этом множество {A0)t

переходит в |(;с ь . . . , л :„_ 1 )е(К > 0 ) | х{ ^.t для всех i\. Далее,
в терминах координат хь . . . , хп функция р запишется в виде

где г;—целые положительные числа. Так как (мультиплика-
тивная) мера Хаара на R5* есть dx/x, то имеет место равен-
ство

( л о ) ( о о г = 1 ' "~1 г=1 о

t

причем каждый интеграл \ xr~l dx = f/r конечен для г > 0.
о

Требуемое доказано.
Для произвольных полупростых групп G ситуация, в общих

чертах, вполне аналогична. А именно, так как группа GR уни-
модулярна (следствие из теоремы 3.18), то на GR/GZ суще-
ствует инвариантная мера, и для доказательства конечности ин-
вариантного объема GR/GZ достаточно найти измеримое под-
множество в GR, которое накрывает GR/GZ И имеет конечный
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объем. Показывается, что построенное в § 4.3 фундаментальное
множество в GR относительно Gz на самом деле содержится
в объединении конечного числа сдвигов подходящей области
Зигеля группы GR, а затем устанавливается конечность объема
произвольной области Зигеля (отметим, что эта часть рассуж-
дений мало чем отличается от случая группы SLn).

Итак, пусть G c G Z , n ( C ) полупростая Q-определенная груп-
па. В § 4.3 мы показали, что в качестве фундаментального мно-
жества в GR относительно Gz можно взять множество вида
Q = ( U dLb\[)Gf>, где 2 — некоторая область Знгеля в GLn(R),,

Ъ пробегает конечный набор матриц из GLn(Z), a e G L n ( R ) —
такая матрица, что группа Н=а-{Са самосопряжена. Для до-
казательства теоремы 13 выбор а следует подчинить более же-
стким ограничениям, а именно, потребовать, чтобы для а выпол-
нялись все условия, перечисленные в предложении 3.14. Ниже
мы будем использовать введенные в формулировке этого пред-
ложения обозначения. В частности, S = Нf\Dn—максимальный
R-разложимый тор в Н, U = Hf)Un — максимальная унипо-
тентная подгруппа. Обозначим также через R систему корней
Н относительно 5, и пусть П с / ? — подсистема простых кор-
ней, отвечающая U. Так как a~l (aE6 Г) GR) a = I>baf) HR, TO ко-
нечность объема Q вытекает из следующего утверждения:

Предложение 9. Для любой области Зигеля 2 с GLn(R) и
любого х^ GLn(R) объем пересечения 2X[)HR в мере Хаара
группы HR конечен.

Доказательство опирается на конструкцию относительных
областей Зигеля для группы Н. Пусть # R = K M * £ / * — разло-
жение Ивасавы в группе HR (CM. теорему 3.9), в котором
К*—максимальная компактная подгруппа в HR, A* — связная
компонента SR, U' = UR. Областью Зигеля 2J ш группы HR

(где t > О, ш с £/*— компактное подмножество) называется
произведение KMJco, где Л* = { а е Л ' | а ( а ) ^ / для всех а е П ) .
Ясно, что для группы G = SLn относительные области Зигеля
сводятся к пересечениям G Г) 2, где 2 — обычная область Зигеля
в GLn(R). Небольшое рассуждение показывает, что при выпол-
нении наших условий это же имеет место и для Н. В самом
деле, пусть А е 2 ( , „ П Я . Тогда разложения Ивасавы элемента h
в группах HR И GLn(R) совпадают. В силу выполнимости
условия (Ш) предложения 3.14 простые корни группы Н имеют
вид а = й{г{->с ... +с?„_1е„_1, где d^O, et — простые корни
группы GLn(C). Поэтому найдется константа s > 0 такая, что
a (ah) < s для всех h e 2^ 0 (] HR И всех а е П ; тогда 2^ „ f) # R <=
с = 2 * ш , где со= (UnR) C\HR- Сходное рассуждение позволяет
установить и обратное утверждение (которое нам, впрочем, не
понадобится): любая область Зигеля группы Н содержится
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в подходящей области Зигеля группы GLn(R). Наиболее тех-
нически сложный момент доказательства предложения 9 заклю-
чается в доказательстве аналогичного утверждения для сдвигов
областей Зигеля.

Предложение 10. Пусть 2—область Зигеля в GLn(R), x e
е GL n(R). Тогда найдутся такая область Зигеля 2* с HR и
такой конечный набор элементов xt e Яр, что

2* Л tfR с U 2'х{.
i

Для доказательства предложения 9 тогда остается доказать
Предложение И. Объем любой области Зигеля 2* = 2* и

в мере Хаара группы HR конечен.
Доказательство опирается на формулу для меры Хаара

группы Яр, которая аналогична формуле для группы SLn(4)
и также может быть получена из результатов § 3.5:

dh = p (a) dk* da' du',

где dk*, da*, du* — меры Хаара соответственно на группах К*,
A*, U*, р — сумма положительных корней из R. Как и в случае
группы SLn(R), имеем

= J dk* J p (a) da' J du',
К*

А*

причем первый и третий интегралы берутся по компактным мно-
жествам и, следовательно, конечны. Для вычисления второго ин-
теграла рассмотрим отображение <р: Л*-»(К > О ) Й , d = [П], оп-
ределенное формулой <р(а)=.(а(а))ае=п. Нетрудно видеть, что
ф является изоморфизмом групп, причем

Кроме того, р = Х^аа> Ьа — целые положительные числа. По-
этому имеем

t

\9{a)da=
ПО ЧаеП

Предложение 11 доказано.
Переходим к доказательству предложения 10. Вначале уста-

новим одно вспомогательное утверждение о сдвигах областей
Зигеля в GLn(R).

Лемма 16. Пусть 2—область Зигеля в GLn(R), x e GLn(R)-
Тогда для любого s > 0 пересечение 2л: f) KAsUnR содержится
в некоторой области Зигеля группы GLn(R).

Доказательство не содержит обращения к группе Я и ее
подгруппам, поэтому мы, чтобы не усложнять обозначений,



244 l v - АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

вернемся к обозначениям § 4.2. В частности, вместо UnR будем
писать просто U, B = AU. Ясно, что для любого Ь^В множе-
ства 2>Ь и (KASU) Ь содержатся соответственно в подходящей
области Зигеля и множестве вида KASU. Так как любой эле-
мент x<^GLn(R) допускает разложение Брюа x = v~wbx(y- e
е U, bx e В, ! » E F ) , TO достаточно доказать утверждение
леммы для x = w^W. Пусть л — отвечающая w перестановка
индексов {1, . . . , п). Положим / = {(/, j)\i<j, m > щ) я обо-
значим через S тор {je = diag(je1, . . ., хп) \х{=х{ для (i, j) e / } .
Пусть ^ — коммутант централизатора CaLn(S), Т = Dnf)Fr

U' = U\)F. Положим также А' = (ТК)°, A" ="(SR)°, V" =--{« =
= (и^) е U | ui}• = 0 для (/, / ) е / } . Нам понадобится следующий
простой факт, доказательство которого читатель может рассмат-
ривать как упражнение: морфизм-произведение индуцирует
изоморфизм А' X А" с^. А и гомеоморфизм U' XU" ^i-U. Обо-
значим через б' и б" проекции А на А' и А" соответственно.

Лемма 17. 1) w централизует S;
2) для любых s, t > 0 множество 8'(wAtw~l f)As) компактно.
Доказательство. 1) Пусть {1 /1} = /1 |J . . . U ^ — разло-

жение на непересекающиеся орбиты циклической группы (л).
Тогда множество элементов из Dn, перестановочных с w, есть
{* = diag(;e1, . . . , * п ) | * * = */, если /, / лежат в одной орбите}.
Пусть теперь * = diag(a! ап) е S и / — произвольная
орбита. Если [J] = l, то без ограничения общности можно
предполагать, что / = {1 /}. Пусть а{ = ... —af_lt но
uf¥=af-u l < / < / . Так как подмножества { / е / | / < / } и {/ е
^ ^ l / ^ / } н е могут быть инвариантными относительно л, то
найдутся у, fee/ такие, что j < f < k, nk ^ / ̂  л/; при этом
nk < л/. Ясно, что (/, k) e /, поэтому a;- ̂ a f t (см. определение S).
Если л ( / ) > л (£) , то (f,k)<^I, откуда Of = ak = ai; если же
л ( / X л (k) < л (у), то (/, / ) е / и опять af = a{. Итак, во всех
случаях af = af, что противоречит нашим построениям, ибо j < f.

2) Поскольку А' и А" инвариантны относительно w, то

b'(wAtw~l П А,) = ауб' (At П оГ 'Л^) да"1,

поэтому достаточно установить ограниченность 6' (At f] w~lAsw).
Для этого рассмотрим отображение <р: A^-(R>0)d', <i = [/]r опре-
деляемое формулой

Ф (diag (а, ап)) = (aja^i, n<=,.

По построению Кег<р = Л", так что ограничение <р \А, задает

изоморфизм Л'^>ф(Л'). Поэтому достаточно установить отно-
сительную компактность множества Ф = <р(Л, f) w~lAsw), Най-
дутся такие константы t0, s0 > 0, что a{/a^t0 (соответственно, s0)
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для всех / < j и всех a = diag(aj ап) е At (соотв. As)r

Тогда Ф cz [so , to \ • В самом деле, по построению <р (At) cz:
cz ] — оо, to]

d. Если же а е w~lAsw, то waw~l = diag (an-i (1), . . .

•• •' ал-'<«))<= Аг ПУС Т Ь (/, /)е=/, i' = n{i), j ' = n{j). Тогда
i'> j ' , и, значит, а1/

а/=:ал-1(1')/ая-1(Л-^5о~1> ч т о и требовалось.
Лемма 17 доказана.

Завершим доказательство леммы 16. Сразу же отметим, что
в доказательстве нуждается лишь ограниченность «-компонент
элементов указанного в формулировке леммы пересечения.
Пусть g = k « e S ; вычислим а-компоненту элемента gw. По-
ложим т = aua-[w, и пусть m = kmamum — соответствующее:
разложение Ивасавы. Тогда имеем

gw = kauw = kmw~law = (kkm) amuinw~law.

Так как элемент w~law нормализует II, то приравнивая а-ком-
поненты, получим

akauw = aaua-'w
W~laW* (l>

Пусть теперь элемент gw пробегает пересечение 2даГ)КА,£/.
Тогда из леммы 3 вытекает, что множество a

aua-^w относи-
тельно компактно. Так как agw e As, то из (1) вытекает, что-
w~law e AS' для достаточно большого s'. Применяя пункт 2)
леммы 17, получаем, что 6' (а) ограничено. Пусть и = и'и", где
u'(=U', u"(=U". Тогда имеем

gw = kb' (a) 6" (a) u'u"w = (kw) (w~l6' (a) u'w) 6" (а) w~xu"w.
Заметим теперь, что так как F= [CaLn(S), CaLn(S)\, a w пере-
становочно с S, то w~[Fw = H, откуда h = w~l6' (a) u'w e FR.
Тогда компоненты разложения Ивасавы h = khahuh также лежат
в FR. Действительно, легко проверить, что если c = diag(e!, . . .
. . . , е „ ) , где е г ^ ± 1 , Zc — централизатор с в GLn и /г е (ZC)R1.
то компоненты разложения Ивасавы элемента h также лежат
в (ZC)R. С другой стороны, F можно представить в виде F =

= П -̂ с. где с пробегает подходящий набор элементов указан-
с

ного вида. Учитывая это обстоятельство, продолжим вычисле-
ния:

gw = (kw) hb" (a) w~lu"w = (kwkh) (ah6" (a)) {uhw~yu"w).

Из сказанного выше вытекает, что элемент h пробегает относи-
тельно компактное множество, поэтому его компоненты и, в ча-
стности, Uh также пробегают относительный компакт. Так как
f e 2 , то компонента и" также ограничена. Отсюда следует
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ограниченность выражения ulhw~{u"w. Остается заметить, что
из определения U" вытекает, что w-lU"wcz. U, так что UhW~lu"w
есть в точности u-компонента элемента gw. Лемма 16 доказана.

Нам понадобится еще обобщение на произвольные группы
следующего замечания. Пусть а^А; тогда для подходящего
w e W имеем w~law^Ai(=At при t=l). Иными словами,

А= U (w-
lAlW).

В самом деле, пусть a = diag(a b . . . , ап). Элементы а, можно
упорядочить: a ( ] <! . . . <!аг . Обозначим через я перестановку
/ 1 . . . п \

I . . ), и пусть w — соответствующии элемент группы W.
\ I] . . . Ifi /

Тогда

Чтобы обобщить этот факт применительно к группе Я (мы
возвращаемся к обозначениям, введенным в начале параграфа),
напомним, что относительная группа Вейля W* группы Н опре-
деляется как факторгруппа NH(S)/CH(S), где NH(S) (соответ-
ственно, Ctf(S))—нормализатор (соответственно, централизатор)
S в Н; при этом представители всех классов группы W* могут
быть выбраны из NH(S)R, так что в действительности W* =
= NH(S)f,/CH(S)f,.Отметим также, что имеется естественное дей-
ствие W* на S, задаваемое сопряжением.

Лемма 18. 1) Представители всех классов группы W* можно
выбрать из максимальной компактной подгруппы К*.

2) А'= U огМ>.
w<=W

Доказательство. 1) Пусть x^NH(S)R и х = kau e K'A*U' —
его разложение Ивасавы. Тогда для любого d e S имеем

где 6 = j [ % e S . Но k~l = *k, так что матрица k~{bk^
является симметричной. С другой стороны, матрица (аи)Б(аи)~[

верхняя треугольная. Поэтому на самом деле матрица
(аи)б(аи)-1 является диагональной и аи е NH(S). Так как цен-
трализатор любого тора в связной разрешимой группе совпа-
дает с его нормализатором (см. Борель [8]), то в действитель-
ности аи е CH(S). Отсюда следует, что х и k представляют
один и тот же класс в W*.

2) Пусть а^А*. Положим Р = {a e R[a(a) Г̂г 1}. Легко
видеть, что если а, р е Р и а + р е /?, то а + р е Z'; кроме
того, P\j(—P) = R. Тем самым множество Р параболично в тер-
минологии Бурбаки [4] (см. гл. VI, § 1,п.7)и поэтому содержит
некоторую подсистему простых корней П' системы R. Так как
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группа Вейля W* естественно изоморфна группе Вейля W(R)
системы корней R, а последняя однотранзитивно действует на
подсистемах простых корней, то найдется такой w e W(R), что
wYV = П, откуда wP =з П. Тогда если w — отвечающий w эле-
мент группы W*, то a(w~law)^ 1 для всех а е П , т . е . о ) ч а ж Ё
е Л ь Лемма 18 доказана.

Поясним ход дальнейших рассуждений. Пусть y = zx^
е 2>х Г) Як, у = k\dxu{—соответствующее разложение Йвасавьи
Согласно лемме 18 можно найти элемент w e NnR (А*) Г) К* со
свойством ^ " ' o ^ e ^ J . Тогда w~[a{w ^ А{ — это вытекает иа

того, что по построению для любого /—-I, ...,п—1 ограни-

чение &i на S положительно, т. е. е(- = X Са • а, где Са^О.
«еЛ

Далее, при доказательстве леммы 16 мы установили (равен-
ство (1)), что

l

Если показать, что элементы вида а^^1 образуют относи-
тельно компактное множество, то из этой формулы получим
включение ayw^As для достаточно большого s, т. е.

yw e KAS (Ua)R П Zxw.

Из леммы 16 вытекает существование такой области Зигеля 2[
группы GLn(R), что К^! (Un)R П Zxw cz S i ; тогда 2! f) Як с= Г для

подходящей области Зигеля 2* группы Як. Окончательно
имеем yw e 2*, т. е.

где 2* — достаточно большая область Зигеля группы Я, w про-
бегает некоторую систему представителей классов группы W*,
лежащую в К*.

Прежде чем доказывать ограниченность множества элемен-
тов вида a^jaj"1, проведем редукцию доказательства предло-
жения 10 к элементам х более специального вида. Во-первых,
пусть х = bwu — «перевернутое» разложение Брюа элемента х,
где Ь — верхняя треугольная матрица, « — верхняя унипотент-
ная матрица, w e W. Так как 26 содержится в некоторой боль-
шей области Зигеля группы GLn(R), то можно считать, что
6 = 1, т. е. х = wu. Далее, согласно лемме 2.1 найдется такое
замкнутое по Зарисскому R-определенное множество PczUnr

инвариантное относительно присоединенного действия S, что
морфизм-произведение индуцирует R-определенные изомор-
физмыР X U ^ипииу,Р^ип. Представим ив виде и = ри.где
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p e ^ R , v s Uf>. Если мы покажем, что 2да/?Л Hf> cz (J 2**b то

2* Г) #R ^ [J 2*ги. Таким образом, можно предполагать, что

х = wp, p e PR. Для элементов х такого вида мы докажем
ограниченность множества {а{и{а-{ | у = klalul е 2* П # R } , что и

завершит доказательство предложения 10.
Итак, пусть у = zx е 2* f] Як; z = kau, у = kyayux — соответ-

ствующие разложения Ивасавы. Выразим а1; ut через а, и
и воспользуемся тем обстоятельством, что z берется из области
Зигеля 2. Имеем

у = (kau) wp = (kw) (w~[aua~lw) (w~law) p. (2)

Если положить с = w~[aua~[w, взять разложение Ивасавы с =
= kcacuc и подставить в (2), то мы получим

у = (kwkc) acucw~lawp = (kwkc) (acw~law) ((w~[aw)~[ uc (w~law)) p,

a, = acw
 law,

откуда

U[ = (w~law)~l uc(w~law) p.
Поэтому

Так как элемент z выбирался из области Зигеля, то согласно
лемме 3 элементы вида аиа~1 образуют относительно компакт-
ное множество. Отсюда следует ограниченность множества {с}
и, следовательно, множества Ыс

и

са^1}- Чтобы получить теперь
ограниченность множества (а^и^^, остается заметить, что
ауи{а~{ является проекцией асиса~[ на UR относительно изомор-
физма UR~XPR^>(Un)R. Доказательство предложения 10 завер-
шено.

Таким образом, нами доказана
Теорема 14. Пусть G — полупростая Q-определенная группа,

Г с: GR — ее арифметическая подгруппа. Тогда факторпростран-
ство GR/Г имеет конечный инвариантный объем. Другими сло-
вами, Г является решеткой в GR.

(Напомним, что решеткой в локально компактной топологи-
ческой группе G называется такая дискретная подгруппа Г е б ,
что факторпространство G/T имеет конечный инвариантный
объем.)

Из теоремы 14 немедленно вытекает другое доказательство
•бесконечности арифметических подгрупп полупростых алгеб-
раических Q-групп G с некомпактной группой GR (следствие 2
из теоремы 11). В самом деле, если группа GR некомпактна, то
ее объем в мере Хаара бесконечен. Отсюда следует, что для
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любой конечной подгруппы Г с: GR объем GR/Г также бесконе-
чен. С другой стороны, для арифметической подгруппы Г этот
объем обязан быть конечным.

Доказательство теоремы 13 получается из теоремы 14 путем
несложных рассуждений. А именно, группу G можно с самого
начала считать связной. Если G является тором, то факторпро-
странство GR/GZ является группой, и поэтому конечность его
объема равносильна компактности (предложение 3.23). Послед-
нее же имеет место тогда и только тогда, когда тор G является
Q-анизотропным, т. е. X (G)Q = 1 (теорема 11). Таким образом,
в данном случае теорема 13 выполняется. Пусть теперь G — про-
извольная редуктивная группа. Представим G в виде почти пря-
мого произведения G = FS, где F — полупростая Q-группа, S —
максимальный центральный тор в G, и заметим, что условие
X ( G ) Q = 1 равносильно Q-анизотропности S. Положим Н =
= F X S и рассмотрим изогению ср: H-+G. Тогда группа
HR = Ff> X SR, очевидно, унимодулярна, поэтому из конечности
индекса [GR: cp(#f?)] вытекает унимодулярность GR. ЕСЛИ при-
нять еще во внимание конечность Кег <р и арифметичность
q>(Hz), то легко показать, что пространства GR/GZ И # R / # Z од-
новременно имеют конечный или бесконечный объем. В силу
теоремы 14 объем пространства FR/FZ конечен, поэтому конеч-
ность объема HR/HZ равносильна конечности объема SR/SZ, ЧТО,
как мы видели, также сводится к Q-анизотропности S.

Случай произвольной связной группы G сводится, как обычно,
к редуктивному случаю путем рассмотрения разложения Леви
G = HU, где U—унипотентный радикал G, а группа Н редук-
тивна.Тогда GR = #R£/R — полупрямое произведение, и поэтому
мера Хаара dg группы GR представляется в виде прямого про-
изведения dg = dhdu мер Хаара dh и du на группах HR И UR
соответственно (см. Бурбаки [3], гл. VII, §11, предложение 14)..
В силу леммы 7 в GR относительно Gz имеется фундаменталь-
ное множество Q вида Й = 2Ф, где 2 — фундаментальное мно-
жество в HR относительно Hz, Ф — некоторое компактное под-
множество в UR; ЯСНО, ЧТО Й имеет конечный объем в том
и только том случае, если это имеет место для 2. С другой
стороны, из результатов § 3.5 вытекает, что существование
инвариантной меры на пространстве GR/GZ, относительно кото-
рой оно имеет конечный объем, равносильно унимодулярности
GR И существованию относительно Gz фундаментального мно-
жества F czGK конечного объема, и тогда любое фундамен-
тальное множество также имеет конечный объем. Поэтому,
если X ( G ) Q T M , TO X ( # ) Q = # = 1 , И ИЗ рассмотрения редуктивного-
случая вытекает, что 2 имеет бесконечный объем. Тогда
объем Q также бесконечен, и, значит, объем GR/GZ не может-
быть конечным. Обратно, если X ( G ) O = 1 , то Х ( # ) о = 1 , .
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следовательно, объемы 2 и Q конечны. Таким образом, остается
показать, что в этом случае группа GR унимодулярна. Но это
доказывается точно так же, как и следствие из теоремы 3.18.
В самом деле, пусть ш — левоинвариантная Q-определенная ра-
циональная дифференциальная форма на G степени п = dim G.
Тогда, как мы видели при доказательстве указанного след-
ствия, имеет место соотношение р„ (и) = %(g) ш, где р — правый
сдвиг на элемент g e G , %—некоторый характер группы G. По-
скольку ш определена над Q, то нетрудно видеть, что характер
X также определен над Q. Поэтому в нашей ситуации % = 1, т. е.
форма ш является также правоинвариантной, и следовательно,
группа GR унимодулярна в силу теоремы 3.18. Теорема 13 пол-
ностью доказана.

В тех случаях, когда объем факторпространства Gp/Gz ко-
нечен, естественно возникает задача его явного вычисления
в терминах некоторой канонической меры Хаара. Как мы уви-
дим в следующей главе, этот вопрос тесно связан с вычисле-
нием так называемых чисел Тамагавы. Для норменного тора
S = R/c/Q(Gm) значение \i (SR/SZ) выражается через дискрими-
нант и регулятор поля К (меру Хаара следует нормализовать
таким образом, чтобы объем К°с/0, где КХ = К ®QR, С —
кольцо целых в К, равнялся единице, см. Ленг [2]).

Для полупростой односвязной Q-разложимой группы G
объем GR/GZ является произведением значений ^-функции в не-
которых целых точках (см. статью Ленглендса в сборнике
«Арифметические группы и автоморфные функции»). Эти при-
меры позволяют утверждать, что задача вычисления объема
GR/GZ представляет значительный арифметический интерес.
С другой стороны, как показывает работа Ленглендса, ее реше-
ние связано с использованием сложной арифметической техники
(скажем, теории рядов Эйзенштейна). Поэтому в настоящей
книге мы ограничимся одним примером, где вычисления могут
быть проведены в явной форме.

Пример. Пусть G = SL2. Разложение Ивасавы позволяет
определить систему координат ср, а, и на группе Ga = SL2(R)
таким образом, чтобы координаты, отвечающие матрице
х G G R , получались из соотношения

/coscp — sin ф \ / а 0 U 1 и\
*"~'Vsin<p coscp ) V 0 а-1 ) V0 \) '

В § 3.5 (см. пример 3) мы показали, что относительно
этих координат мера Хаара на GR может быть записана в
виде a dy da du. Поэтому объем GR/GZ выражается интегралом

\adydadu, где FCZGR — измеримая фундаментальная область

относительно Gz. Построим фундаментальную область, удовле-
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творяющую условиям 1), 2) в (3), § 3.5. Для этого вернемся к
рассмотрениям § 4.2 и снова рассмотрим проекцию SL2(R) на
верхнюю полуплоскость Р = SO2(R)\SL2(R) комплексной пло-
скости, задаваемую формулой -ф: ( х у ) t—» ' Т У • Далее, рас-

смотрим замкнутую область D ={z e P | | R e 2 | ^ 1/2, | г | ^ 1 } ,
которая, как мы показали в § 4.2, является фундаментальной
областью для естественного действия группы PSL2(Z) на Р.
Тогда легко видеть, что в качестве F можно взять множество
F = KoDo, где

.-.ж
Поэтому объем GR/GZ относительно указанной меры равен
л

\ dy \ adadu. Прямое вычисление показывает, что Q = i(a, и) е
о Й I

eR>0XR|l«l<l/2,

/ V
VO1(GR/GZ) == \ dq> \ adadu =Л dy \ du \

о а о 1 / 2 оо а о - 1 / 2

(Заметим, что это число совпадает со значением £(2) дзета-
функции Римана, см. Серр [8].)

§ 4.7. Заключительные замечания по теории приведения

Мы уже выполнили намеченную программу построения тео-
рии приведения для арифметических подгрупп алгебраических
групп. Тем не менее ряд интересных концепций, не имеющих
прямого отношения к темам, которые мы избрали для деталь-
ного освещения в книге, остался вне нашего внимания. Настоя-
щий параграф призван в какой-то степени ликвидировать этот
пробел. Здесь мы собрали (без доказательств) ряд дополни-
тельных сведений по теории приведения (другую конструкцию
фундаментальных множеств, связь с теорией приведения квад-
ратичных форм и т. д.), а также переформулировку полученных
результатов Для О'-арифметических подгрупп.

Конструкция фундаментальных множеств из § 4.3 связана,
Главным образом, со свойствами группы GR И сравнительно мало
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зависит от групп GQ И GZ. Однако основываясь на этой кон-
струкции, можно указать другую, вообще говоря, лучшую кон-
струкцию, которая существенным образом использует Q-струк-
туру группы G. Ее преимущества проявляются, например, при
построении теории автоморфных функций, ибо соответствующие
выходы на бесконечность устроены более или менее так же, как
и фундаментальные области фуксовых групп в верхней полупло-
скости при приближении к параболическим точкам. Эта кон-
струкция дает также ключ к построению компактификации про-
странства GR/GZ, ЧТО является основным моментом при изуче-
нии когомологий арифметических групп.

Итак, пусть G — полупростая Q-определенная алгебраиче-
ская группа. Если G анизотропна над Q, то ситуацию можно
считать идеальной: пространство GR/GZ компактно (теорема 12),
в силу чего для группы Gz существует компактное фундамен-
тальное множество. Пусть теперь G изотропна над Q, S cz G —
максимальный Q-разложимый тор и Р — содержащая S мини-
мальная Q-определенная параболическая подгруппа. Хорошо из-
вестно, что Р является полупрямым произведением своего уни-
потентного радикала U на централизатор ZG(S) тора S. В свою
очередь, ZG(S) записывается в виде почти прямого произве-
дения

Za(S) = M-S, (1)

в ZG(S). Обозначим через К максимальную компактную под-
группу группы GR И пусть А — связная компонента группы
SR. Тогда GR = K • PR, так что из (1) получаем следующее
разложение для группы GR:

GR = KMRAUR

где М — наибольшая связная Q-анизотропная подгруппа
(заметим, что это разложение, как правило, не является одно-
значным). Так как пространство MR/MZ компактно, то имеет
смысл поискать фундаментальное множество относительно Gz
в виде так называемой обобщенной области Зигеля

^t,y>w = KyAtw, t>0,

где у (соотв. w) компактное подмножество в MR (соответственно
UR), At = {a e A \a(a)^.t для всех а е П}, П — система простых
корней группы G относительно тора S, ассоциированная с Р.

Теорема 15. Пусть G — полупростая Q-определенная алгеб-
раическая группа, Г cz GQ — ее арифметическая подгруппа.

1) Существуют обобщенная область Зигеля 2 = 2 * > г , , ш и
конечное подмножество CCZGQ такие, что Q = 2C является
фундаментальным множеством для Г в GR. Множество С со-
держит тогда по крайней мере один представитель каждого

'двойного класса смежности T\GQ/PQ (в частности, число та-
ких двойных классов конечно).
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2) Обратно, если С — конечное подмножество в GQ, содер-
жащее представитель каждого класса смежности PQ\CQ/T, TO
существует область Зигеля 2 такая, что Q= 2C является фун-
даментальным множеством в GR относительно Г.

Доказательство — см. Борель [6], § 12 и 14. Отметим только,
что доказательство п. 1) использует конструкцию фундамен-
тального множества из § 4.3 и в общих чертах сходно с дока-
зательством предложения 10. Нетрудно показать, что обобщен-
ная область Зигеля имеет конечный объем в мере Хаара группы
Gf>, так что утверждение 1) теоремы 15 позволяет получить
другое доказательство теоремы 14. Благодаря теореме 15 в тео-
рию входит новый инвариант — число двойных классов
PQ\GQ/T. Получается, что это число совпадает с минимальным
количеством сдвигов обобщенных областей Зигеля группы G,
которые в объединении дают фундаментальное множество для

группы Г. Для группы G = SL2 имеем Р= {Y ^ , J а е С ,

й е = С | , так что PR совпадает со стабилизатором бесконечно

удаленной точки оо при естественном «левом» действии группы
SL2(R) на верхней полуплоскости 9* (см. § 4.2). Тогда орбита
SL2(Q) (оо) есть множество параболических точек, которое со-
впадает с объединением {оо} и множества точек вещественной
оси с рациональными координатами. Число двойных классов
PQ\GQ/T В данном случае есть число классов эквивалентности
параболических точек относительно Г. Это число оказывается
равным числу точек, которые нужно добавить к факторпро-
странству 9*/Г для получения его компактификации, или же
числу выходов («вершин») соответствующей фундаментальной
области на бесконечность (см. рис. для случая, когда Г со-
впадает с конгруэнц-подгруппой SL2(Z, 2); здесь имеется 3
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вершины). В общем случае дополнения к компактным подмноже-
ствам в области Зигеля 2*, y<w имеют вид 2S, у, ш, где s доста-
точно мало, и их можно рассматривать как аналог «вершины»
в случае группы SL2. Тогда число двойных смежных классов
T\GQ/PQ также получает интерпретацию как минимальное
число вершин фундаментальной области для Г. Отметим, что
в следующей главе мы дадим адельную интерпретацию числа
классов T\GQ/PQ. Отсюда, в частности, будет вытекать другое
доказательство его конечности и связь с числом классов
группы Р.

Обобщенные области Зигеля обладают свойством функто-
риальности: если f-.G^-H определенный над Q морфизм полу-
простых Q-определенных групп и 2—обобщенная область Зи-
геля в группе G, то /(2) содержится в подходящей обобщенной
области Зигеля группы Н. Отсюда следует, что теорема 15 до-
ставляет конструкцию фундаментальных множеств Q, которые
удовлетворяют следующему усилению условия (F2) из опреде-
ления фундаментальной области.

(F2)bjs для любых х, i /eC(F) R , где С (Г) — подгруппа соиз-
меримости Г, пересечение Q~'Q f| хТу конечно.

В самом деле, достаточно показать, что для произвольной
обобщенной области Зигеля 2 пересечение 2~'2 [~1 Х^У конечно.
Для этого воспользуемся описанием С(Г), полученным в пред-
ложении 6: С (Г) = n~l

 ((G/JV)Q), где N — наибольший Q-опреде-
ленный нормальный делитель в G компактного типа, л: G —»~
-*-G/N — каноническая проекция. Пусть 2 — такая область Зи-
геля группы G/N, что л(2)<=2. Тогда л(2- '2 Л хГу) с= 2 Н 2 П
(]л(х)л(Г)л(у). Но п(х), п(у) <=(G/N)Q и it (Г)— арифметиче-
ская подгруппа в G/N, поэтому из того, что 2 удовлетворяет
обычному условию (F2) (см. Борель [6], § 14), вытекает конеч-
ность последнего пересечения. Остается заметить, что в силу
компактности NR пересечение Г [~| N конечно, так что из конеч-
ности множества п(2~'2 |") хГу) следует конечность искомого
множества 2~'2 [\хТу.

Фундаментальные множества из теоремы 15 обладают еще
одним замечательным свойством. Перед тем как привести его
формулировку в общем виде, напомним один из существенных
моментов построения теории приведения для группы GLn(R)
(см. § 4.2). Зафиксировав ортонормированный базис е\, . . . , е„
пространства R", мы ввели непрерывную функцию Ф: GLn(R)->
->R> 0,положив O(g)= | | ge i | | . Тогда множество значений Ф на
любом смежном классе gGLn(Z) ограничено снизу, и минималь-
ное значение принимается в некоторой точке множества
2 = ЕаЛ/з-, 1/2' 0ТКУДа GLn(R) = 2 GLn(Z). Оказывается, что
аналогичные принципы минимума выполняются для каждой по-
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лупростой Q-определенной алгебраической группы G, При опи-
сании конструкции соответствующих функций ф сохраним вве-
денные выше обозначения. Пусть п; G-+GL(V) — определенное
над Q абсолютно неприводимое представление группы G такое,
что существует вектор v e KQ, собственный относительно Р.
Тогда положим cp;i(g)=||n(g)w||, где норма берется относи-
тельно ортонормированного базиса пространства Ур, состоя-
щего из собственных относительно S векторов. Частным случаем
функций вида ф л являются функции Фг из § 4.2, которые отве-
чают фундаментальным представлениям группы SLn.

Теорема 16. Пусть G — полупростая Q-определенная алгеб-
раическая группа, ф = фд — функция, отвечающая абсолютно
неприводимому Q-определенному представлению л: G-+GL(V),
и С — множество представителей двойных смежных классов
T\GQ/PQ, где TCZGQ — арифметическая подгруппа. Тогда су-
ществует такая обобщенная область Зигеля E C I G R , ЧТО для
любого x e G p функция ф достигает минимума на множестве
хТС в некоторой точке множества хТС [~| 2. Отсюда выводим, что

Отметим, что любая полупростая Q-определенная группа G
обладает достаточным запасом представлений л с описанными
выше свойствами. Более того, как известно, любое абсолютно
неприводимое представление определяется своим старшим ве-
сом, причем любой доминантный вес реализуется в качестве
старшего веса некоторого представления (см. Хамфри [1]).
При этом оказывается, что подходящее кратное любого доми-
нантного веса реализуется в качестве старшего веса Q-опреде-
ленного представления, удовлетворяющего описанным требо-
ваниям.

Функции фл обладают теми же свойствами, что и функции
Ф/ из § 4.2. Опираясь на них, можно доказать в нашей ситуа-
ции аналог теоремы Хариш-Чандры, а следовательно, и свой-
ство (F2) из определения фундаментальной области. Подроб-
ности см. в Борель [6], § 13—14.

Всюду в этой главе мы рассматривали Q-определенные ал-
гебраические группы, однако полученные результаты можно
распространить на алгебраические группы, определенные над
произвольным полем алгебраических чисел К. Пусть О — кольцо
целых поля К- Тогда (7-арифметическими подгруппами в G на-
зываются подгруппы в G, соизмеримые с группой Ga точек
группы G над кольцом О. Группа Go является дискретной под-
группой группы 0^ = П GK , которая является аналогом

ОО

группы вещественных точек для Q-определенных групп. Воз-
никает задача построения теории приведения для группы Goo
относительно Ga. Основные результаты, которые получаются
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в этом направлении, мы сформулируем в виде следующей
теоремы.

Теорема 17. Пусть G — алгебраическая группа, определен-
ная над полем алгебраических чисел К. Тогда выполняются сле-
дующие утверждения: 1) существует открытое фундаментальное
относительно Go множество Q cz Gx, т. е.

(F0) К^ = й для подходящей максимальной компактной
подгруппы К с Goo;

(Fl) QGg = Gx;

(F2) для любых х, у <= GK пересечение Q~'Q f) xGcy конечно.
2) Go является группой с конечным числом образующих и

конечным числом определяющих соотношений;
3) пространство G<x,/Ge компактно тогда и только тогда,

когда редуктивная часть связной компоненты G анизотропна
над К;

4) пространство G^/Ge имеет конечный инвариантный объем
в том и только том случае, когда X(G°)к = 1.

Для доказательства выберем некоторый базис О над Z и
с его помощью построим группу Н = R.KIQ(G) (СМ. § 2.1, п. 2).
Тогда Go ~ Hz, Gx ^ Яр и поэтому применение соответствую-
щих результатов для Q-определенных групп позволяет доказать
утверждения 1), 2) теоремы. Для доказательства 3) следует за-
метить, что редуктивная часть связной компоненты группы Н
имеет вид RK/Q (D), где D — редуктивная часть связной компо-
ненты группы G, причем группа R w (D) анизотропна над Q
в том и только том случае, если D анизотропна над К, а затем
воспользоваться теоремой 12. Наконец, утверждение 4) полу-
чается из теоремы 13 с учетом того обстоятельства, что
X(tf% = X ( G \ .

Без особых усилий можно распространить на С-арифмети-
ческие подгруппы и другие результаты (теорему плотности, опи-
сание подгруппы соизмеримости и т. д.). Мы не будем приво-
дить соответствующих формулировок, ограничившись обобще-
нием на С-арифметический случай участвующих в них понятий.
Говорят, что алгебраическая группа G, определенная над полем
алгебраических чисел К, имеет компактный тип, если группа

Gx= И GK компактна. Пусть теперь группа G полупроста.
ОО

Тогда говорят, что G имеет некомпактный тип, если группа G^
некомпактна для каждого /(-простого сомножителя G1 группы
G. Полупростая группа, которая не относится ни к компакт-
ному, ни к некомпактному типу, называется группой смешан-
ного типа.

Завершая изложение теории приведения для арифметических
подгрупп, следует отметить, что корни этой теории лежат вклас-
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сической теории приведения квадратичных форм (см., например,
Касселс [1]), восходящей к Эрмиту и Минковскому. В частно-
сти, конструкция фундаментальных множеств как объединения
конечного числа сдвигов подходящей области Зигеля обобщает
конструкцию, примененную Эрмитом [1] в случае неопределен-
ных рациональных квадратичных форм. Отдавая дань уважения
нашим замечательным предшественникам, мы приведем здесь
ряд результатов о приведении положительно определенных квад-
ратичных форм (случай неопределенных квадратичных форм
рассмотрен у Бореля ([6], § 5)).

Отождествим множество положительно определенных квад-
ратичных форм на R" с пространством Я вещественных симмет-
рических положительно определенных (пХп)-матриц. Тогда
группа G — GLn(R) транзитивно действует на Я справа па
формуле

g: F-*F[g] = f

Стабилизатором единичной формы является группа K = O (
так что Я = K\G, причем проекция л: G ->- Я задается форму-
лой n(g)= 'gg. Ясно, что л переводит SLn(R) в множество # ( 1 )

элементов из Я с определителем 1 и что №') = SOn(R)\SLn(R).
Назовем областью Зигеля H't в в Я множество вида

в обозначениях § 4.2. Так как 'kk = Еп для любого i e K , то

Поскольку л (gig2) = n(gi) [g2], то из теорем 4 и 13 вытекает
Теорема 18. (i) (Коркин — Золотарев). # = 2', B[GLn(Z)] при

t>4/3, о > 1 / 2 .
(ii) (Эрмит). Если F — положительно определенная форма

на пространстве R", то
п — \

min F (x)^(4/3)~~^(detF)Un.
J E Z * \ {0}

(iii) (Минковский). #<>>= (X't v (] Я*1») [SLn (Z)] при о > 1 / 2 ,
, и H{{)ISLn(Z) имеет конечный инвариантный объем.

§ 4.8. Конечные арифметические группы

Арифметическая теория алгебраических групп изучает в ос-
новном бесконечные арифметические группы, ибо только в этой
ситуации возникает тесная связь между свойствами алгебраи-
ческой группы G и ее арифметических подгрупп. Считалось, что
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случай конечных арифметических групп больше представляет
интерес для теории простых конечных групп. И действительно,
скажем, группа автоморфизмов 24-мерной положительно опре-
деленной решетки Лича (точнее, ее факторгруппа по центру)
оказалась новой простой спорадической группой, открытой Кон-
веем (Конвей [1]). Однако в последние годы появился интерес-
ный круг чисто арифметических вопросов о конечных арифме-
тических группах, которые группируются в основном вокруг сле-
дующей гипотезы:

Гипотеза 1. Пусть G— определенная над Q алгебраическая
группа компактного типа. Тогда для любого вполне веществен-
ного расширения K/Q имеем Go = Gz, где О—кольцо целых
поля К.

(Напомним, что расширение K/Q называется вполне веще-
ственным, если образ любого вложения /(•<=» С содержится
в поле R. Для такого расширения в рассматриваемой ситуации
группа Gx= Ц GK компактна, так что группа Gg конечна.)

ос

Другими словами, группа единиц Q-определенной алгебраи-
ческой группы компактного типа не изменяется («стабильна»)
при расширении кольца Z до кольца целых О вполне веще-
ственного числового поля К- Так как любое вполне веществен-
ное расширение, очевидно, содержится во вполне вещественном
расширении Галуа, то без ограничения общности можно при
этом считать, что K/Q — расширение Галуа. Эта гипотеза воз-
никла при изучении свойств положительно определенных квад-
ратичных решеток, и ее доказательство позволило бы получить
ряд интересных следствий в теории решеток (см. ниже). Сле-
дующее утверждение показывает, что ее обобщение на произ-
вольные алгебраические группы не является существенным.

Предложение 12. Пусть G с : GLn(C) — Q-определенная ал-
гебраическая группа такая, что группа вещественных точек GR
компактна и плотна по Зарисскому в G. Тогда существует п-мер-
ная положительно определенная квадратичная форма f с рацио-
нальными коэффициентами, для которой G d On(f)-

Доказательство. Пусть h — произвольная л-мерная положи-
тельно определенная квадратичная форма. В силу компактности

брдля каждого o e R " определен интеграл \ h{gv) dg, кото-

4
рый мы обозначим через ho(v) (здесь dg—мера Хаара на
группе GR). Элементарная проверка показывает, что соответ-
ствие R"->R, и I—>ho(v) задает положительно определенную
GR-инвариантную квадратичную форму на R". В силу плотности
GR В G В ТОПОЛОГИИ Зарисского, продолжение формы h0 на про-
странство С инвариантно относительно G. Обозначим через V
пространство всех G-инвариантных квадратичных форм на С".
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Поскольку G определена над Q, то пространство V также опре-
делено над Q. При этом из плотности Q в R вытекает плотность
VQ В VR. С другой стороны, подмножество W с VR, образован-
ное положительно определенными формами, содержит h0 и
поэтому является непустым открытым подмножеством в VR,
причем открытость является следствием известного критерия
Сильвестра. В силу плотности VQ В VR отсюда следует суще-
ствование искомой положительно определенной формы f e VQ.
Предложение 12 доказано.

Покажем теперь, что гипотезу 1 можно переформулировать
следующим образом:

Гипотеза 1*. Пусть f — положительно определенная квадра-
тичная форма степени п с рациональными коэффициентами.
Тогда Оп (f)e = On (f)z для кольца целых О любого вполне веще-
ственного расширения /С/О-

Ясно, что гипотеза 1* является частным случаем гипотезы 1.
Чтобы получить обратную импликацию, зафиксируем кольцо
целых О вполне вещественного расширения Галуа /С/0 и обо-
значим через Я подгруппу, порожденную G0 и Go. Так как О
инвариантно относительно всех автоморфизмов C/Q, то Go,
а следовательно, и Я = G°Go определены над Q. Очевидно, что
HR = G°RHC; поэтому, учитывая плотность G^ в G0 в топологии
Зарисского (теорема 2.2), получаем плотность Я р в Н. По-
этому согласно предложению 12 существует такая положи-
тельно определенная квадратичная форма f с рациональными
коэффициентами, что Яс=О я (/) , где п — степень G как линей-
ной группы. Тогда Go = На а Оп (f)g = On (f)z, и Gg = Gz, что и
требовалось.

В связи с гипотезой 1* нельзя не отметить следующий ре-
зультат:

Предложение 13. Пусть f (х{, . . . , хп) = ахх\-\- ...+апх
2

п —
диагональная целочисленная положительно определенная квад-
ратичная форма. Тогда Оп (f)g = On (f)z для кольца целых О
любого вполне вещественного расширения /С/О-

Доказательство. Покажем, что у произвольного элемента
b — (bu) ^ On(f)o в каждом столбце и каждой строке имеется
лишь один ненулевой элемент, который при этом равен + 1 . Без
ограничения общности можно считать, что а\ ^ а^ =£̂  . . . =£j an.
Условие b^On(f) означает, что 'bFb^F, где /7 = diag(ai, . . .
• --, ап), откуда получаются следующие соотношения:

^aj д л я любого / = 1 , . . . , п; (1)

, = 0 д л я л ю б ы х /, / г = 1 , . . . , п, \фк. (2)
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Найдем в последней строке матрицы b элемент Ьп;, отлич-
ный от нуля. Тогда в силу (1) имеем

п

ant {bni? < Z aix (Ьц)2 = a, < an

для любого вложения т: /Сс=* R, так что | bn-t \D ^ 1 для любого
вещественного нормирования v поля К- Но

П \b

где JV/C/Q — норменное отображение, причем из того что &Л)-е
е С , вытекает, что NKiQ(bnj) e Z и | N^IQ(bn;) I ^ 1. Поэтому
j f t n / | o = l для любого [ ) Ё ^ . Поскольку I 6|0 = | т

0 (^) |> гД е

т0: /CC=*R—соответствующее вложение, | | — абсолютная ве-
личина вещественного числа, то Ьщ — ±\- Возвращаясь к соот-
ношению (1) и учитывая неравенство а-,^ап, получаем, что
а,- = ап и Ьц = 0 при i < п. Далее, применяя (2), получим, что
Ьп/г = О для всех кф\. Подобное рассуждение можно применить
к любой у"-й строке, если а,- = ая. Тогда получим, что матрица b
имеет блочную структуру

»=(*.• ГЛ-
где &i — квадратная матрица размера 1УС.1, степень I которой
совпадает с максимальным значением индекса, для которого
ai < ап; Ь2 — мономиальная матрица размера (п—/)Х(« — /),
все ненулевые элементы которой равны ± 1 . (Возможна ситуа-
ция, когда все щ совпадают, но тогда приведенное выше рас-
суждение полностью доказывает требуемое утверждение.) До-
казательство предложения 13 теперь завершается очевидным
индуктивным рассуждением.

Дадим еще одну эквивалентную формулировку гипотезы 1.
Гипотеза 1**. Пусть K/Q — вполне вещественное расшире-

ние Галуа, О — кольцо целых поля К и Г cz GLn(O) — конечная
подгруппа, инвариантная (в целом, а не поэлементно) относи-
тельно группы Gal(/C/Q). Тогда Г с= GLn(Z).

Легко убедиться в эквивалентности гипотез 1 и 1**. В са-
мом деле, как мы уже отмечали, можно считать расширение
K/Q в гипотезе 1 расширением Галуа. Тогда, если G — опреде-
ленная над Q алгебраическая группа компактного типа, то Go
является конечной Gal (K/Q)-инвариантной подгруппой в
GLn(O), поэтому из справедливости гипотезы 1** вытекает
справедливость гипотезы 1. Обратно, если Та GLn(O) — конеч-
ная Gal (K/Q) -инвариантная подгруппа, то ее можно рассмат-
ривать как Q-определенную алгебраическую группу, для кото-

группа вещественных точеь Gp = F компактна.
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К настоящему времени гипотеза 1** доказана лишь для спе-
циальных расширений Галуа, а именно для нильпотентных рас-
ширений и расширений, у которых все силовские подгруппы
группы Галуа циклические (см. Бартельс, Китаока [1]). Дока-
зательство для нильпотентных расширений содержит наиболее
принципиальные моменты, поэтому рассмотрением этого случая
мы и ограничимся, отсылая читателя за дополнительной инфор-
мацией к статье Бартельса — Китаоки. Обратим внимание чита-
теля на два факта, которые постоянно приходится использовать
при работе с гипотезой 1 **. Первый из них — это теорема Эрмита
о несуществовании нетривиальных всюду неразветвленных рас-
ширений поля Q (см. теорему 1.3), второй — следующая лемма,
принадлежащая Минковскому [1].

Лемма 19 (Минковский). Для любого рф2 конгруэнц-под-
группа GLn(Z,p) не имеет кручения.

Доказательство. Используя вложение Z ^ ^ Z p , из леммы 3.8
получаем, что порядок любого элемента из GLn(Z,p) либо бес-
конечен, либо является степенью р. Поэтому достаточно пока-
зать, что GLn(Z,p) не содержит отличных от Еп элементов по-
рядка р. Пусть Еп Ф х е GLn(Z,p) и хр=Еп. Представим х
в виде х = Еп + рау, где у е М„ (Z) и у Ф 0 (mod p). Тогда

= Е„ + Сх

рр
ау+ ... +Cp

p-
lpaip-y-l + papyp = En,

Pa+iy = -clP

2ay2- ... - с г У ^ - у - ' - ^ у . (3)

Все биномиальные коэффициенты С'р, 0 < i < р, делятся на р,
так что для I > 1 выполняется сравнение

С1

рр
1ау1 = 0 (modp 2 a + 1).

Поскольку р > 2, то ар ^ 2а + 1 и выполняется сравнение
рарур = о (mod p2a+i). Таким образом, правая часть (3) срав-
нима с 0 по модулю p2a+l, в то же время для левой части это
сравнение по построению не выполняется, ибо а-\- 1 < 2а + 1.
Лемма 19 доказана.

Пусть теперь K/Q — вполне вещественное расширение Галуа.
Если K/Q — неразветвлено во всех точках, то согласно теореме
Эрмита К = Q, и доказывать нечего. Таким образом, можно
считать, что в расширении K/Q ветвится, по крайней мере, одно
простое число. Покажем, что для доказательства гипотезы 1**
достаточно рассмотреть случай, когда имеется лишь одно раз-
ветвленное простое число.

Предложение 14. Пусть K/Q — вполне вещественное расши-
рение Ралуа с группой Ралуа &,Tcz GLn{0) — конечная %'-инва-
риантная подгруппа. Предположим, что Tf\GLn(L)(^GLn(Z)
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для любого собственного под расширения Галуа L с К- Тогда
если Г ф GLn(Z), то в К ветвится ровно одно простое число.

Доказательство. Предположим, что в расширении K/Q вет-
вятся простые числа р и q(q=/=2), и покажем, что Г <^GLn(Z).
Рассмотрим некоторые продолжения wp\p и wq\q, и пусть
p = 6[]pw и q = О П <\Wq — соответствующие идеалы - в О. Мы

будем использовать группы ветвления <̂'>, определения кото-
рых приведены в конце § 1.1. Пусть х е Г и а <= З^ (wq).
Тогда л; = а (я) (mod q), и поэтому в силу ^-инвариантности Г
элемент у = х~1о(х) лежит в конгруэнц-подгруппе F(q). Возь-
мем теперь произвольный элемент т е 3?(1)(дар). Тогда ком-
мутатор [у, х (у)] = ух (у) у"1 х (у)~ , с одной стороны, лежит
в Г (q), ибо Г (q) — нормальный делитель в Г, с другой — в Т(р)
в силу условия у = т (у) (mod р). Но, вкладывая О в Ош и Ow ,

из леммы 3.8 получаем, что порядок любого элемента из Г (р)
(соответственно Г (с\)) является степенью р (соответственно
степенью q); в частности, Г (р) (] Г (q) = {Еп}. Поэтому [у, х (у)]=Еп,
т. е. элементы у и х (у) перестановочны. Далее, так как
у е Г ( ( | ) , то порядок элемента у, а значит, и порядок элемента
z = у~Ч (у) является степенью q. Но в то же время z e r ( | ) ,
и поэтому в действительности z = En и х(у) = у. Мы показали,
что х (у) = у для любого ст е 3?(1) (дар), где wp\p. Пусть
Ж — подгруппа 9, порожденная группами инерции ^ ( 1 )(ш р).
для всех wp\p, L = KX — соответствующее неподвижное поле.
Как мы отмечали в конце § 1.1, L является максимальным
расширением Галуа поля Q, содержащимся в К и неразвет-
вленным относительно р. Так как р ветвится в К, то L Ф К
и по условию Г П GLn (L) a GLn(Z). Но выше мы установили,
что у е GLn(L), и поэтому у е GLn(Z). Вспоминая теперь, что
у е Г ( ( | ) , мы видим, что у является элементом конечного по-
рядка в GLn(Z, q), и, значит, у = Еп в силу леммы Минков-
ского. По построению у = х~1а (х), где х — произвольный эле-
мент из Г, ( г е Р ( ш « ) . Отсюда следует, что в действительности
Г с GLn (Р), где Р = К& — неподвижное поле подгруппы 3~ с 3?,
порожденной группами инерции ^^(wq) для всех продолже-
ний wq\q. Рассуждая как и выше, получим, что Р ф К, и
следовательно, Г = Г [) GLn (P) cz GLn (Z). Предложение доказано.

Предложение 14 показывает, что если к гипотезе 1** суще-
ствуют контрпримеры, то минимальный в смысле расширения
полей контрпример отвечает расширению, в котором ветвится
ровно одно простое число. Используя это наблюдение, мы дока-
жем гипотезу 1** для нильпотентных расширений.

Теорема 19 (Бартельс — Китаока). Пусть K/Q — вполне ве-
щественное расширение Галуа с нильпотентной группой Га-
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луа 'S. Если Г <=GLn(O)— конечная *3-инвариантная подгруппа,
го T^GLn{Z).

Доказательство. Так как любое подрасширение Галуа в ниль-
лотентном расширении также является нильпотентным, то из
сделанного выше замечания вытекает, что достаточно рассмот-
реть расширения K/Q, в которых ветвится только одно простое
число р. Покажем, что в этом случае группа Галуа % цикличе-
ская. Для этого проведем индукцию по степени [/C:Q]. Центр
Z группы 'S нетривиален, и по предположению индукции фак-
торгруппа 'З/Z циклическая. Но тогда группа S" абелева и по
теореме Кронекера — Вебера (см., например, Ивасава [1],§ 8.1)
К cz Q ft, d\ для подходящего d, где £ d — примитивный корень

степени pd из единицы. Так как расширение K/Q вполне веще-
ственно, то в действительности /C<=Q(£ d + £~J), и группа $ яв-
ляется факторгруппой группы (Z /pdZ)*/{±\}, которая цик-
лична. Теперь, когда цикличность 3 уже доказана, мы можем
в силу теоремы Кронекера утверждать, что в нашей ситуации
всегда К cz Qfc d -\- t,~^\ для подходящего числа d > 0, и для
доказательства теоремы 19 достаточно разобрать случай К =

Лемма 20. Гипотеза 1** верна для поля К = Q(t, d + £

Доказательство использует одну общую конструкцию, кото-
рая может оказаться полезной и в других ситуациях. А именно,
для произвольного расширения Галуа /C/Q с группой Галуа ^
определим подрасширение Галуа M/Q следующим образом. За-
фиксируем некоторое простое р и рассмотрим некоторое про-
должение wp | р; пусть р = О П pw — соответствующий идеал

в О и г—минимальное натуральное число, для которого р ф.
ф. pr(p-i'). Обозначим через Ж подгруппу в 3, порожденную г-ми
группами ветвления 2?M(wp) для всех продолжений wp\p, и по-
ложим М = КХ. Получающееся подрасширение M/Q зависит от
выбора простого числа р, однако для любого р оно является
расширением Галуа, причем для любой конечной ^-инвариант-
ной подгруппы Г с GI n (C) справедливо включение Г с
•cz.GLn{{JM), где Ом — кольцо целых в М. В самом деле, для
любого х е Г и любого сг еЭ> ( г)(шр) имеем а(х) = A:(mod f), т. е.
•х~1а(х) е Г(рг)- Поэтому достаточно установить тривиальность
конгруэнц-подгруппы Г(рл). Для этого, в свою очередь, доста-
точно показать, что конгруэнц-подгруппа GLn(O,V) не имеет
кручения, что равносильно отсутствию в ней элементов порядка
р. Последнее доказывается, практически, так же, как и лемма
Минковского. А именно, пусть Епф А: е GLn{O,Y) и ХР=ЕП.

Представим х в виде х = Еп -\- у, где у = 0 (mod pm) (m ^ r), но
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Тогда имеем х" = Еп + ру + С2

ру + . . . +

СГУ"1+ / = £„, т е.
2у2ру=-С2

Ру
2- . . . - С Г У " 1 - / . (4)

Обозначим через е индекс ветвления е(ш р |р) . Тогда е совпадает
с показателем степени, в которой идеал р входит в разложение
идеала рО, поэтому из определения числа г вытекает, что

л = — ^ у + 1 (где, как обычно, [ ] — целая часть числа), и,

стало быть, (р—\)г> е. Используя эту оценку, получим про-
тиворечие, вычислив степень р, на которую делятся соответ-
ственно правая и левая части (4). По построению для левой
части (4) имеем

ру ^ 0 (mod рт+е), но ру ^ 0 ( m o d ) 3 m + e + 1 ) .

Так как Ср делятся на р(1фО, р), то для 1 <i<p имеем
Сру

1 = 0 (mod р""+е) и i m e > m + e + 1. Наконец, ур = 0 (modpmP),
причем

тр = т + т (р — 1) ^ т + г (р — 1 ) > т + е.

Таким образом, правая часть (2) сравнима с нулем по модулю
идеала ут+е+> — противоречие.

Чтобы завершить доказательство леммы, теперь достаточно
установить, что для поля Kd = Q(t, d -\- £~J) подрасширение, по-
строенное при помощи простого числа р, содержится в Ка-\ (по-
скольку Ко = Q, то это и даст требуемое). Нам понадобится
информация о ветвлении простого числа р в круговом расши-
рении Ld/Q, Ld = Q(Zpd) (см. [АТЧ], гл. III).

Известно, что LJQ является абелевым расширением Галуа
степени (f(pd)^pd~1(p—1). Кольцо целых Od поля Ld совпа-
дает с Z[Zpd], причем pOd = T{pd\ где $ = (1 ~Zpd)Od, дру-

гими словами р-адическое нормирование допускает единствен-
ное продолжение на Ld, причем это продолжение вполне раз-
ветвлено и соответствующий идеал нормирования в Od совпа-
дает с главным идеалом, порожденным 1—£ d. В частности,

применяя этот факт к d = l , получим, что идеал нормирова-
ния f, с С, порождается 1—£р. С другой стороны, поскольку
Ld/Ll является вполне разветвленным расширением сте-
пени pd~l, мы должны иметь ?$\Od = $Ppd~', откуда 1 — £ р е ф р ',
т. е. £р = 1 (mod $ ^ ~ ' ) . Нам будет удобно использовать по-
следнее соотношение в несколько другой форме. А именно,
для любого целого а, взаимно простого с р, обозначим через аа
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автоморфизм из Gal (LJQ), задаваемый условием сга(£ Л = £°Й1

Тогда установленное выше соотношение означает, что

ffa(^) = ^ ( m ° d $ p d ~ ' ) для a = l (mod/>"-').

Так как £ d порождает Od, то в итоге для таких а имеем

~') для всех x^0d. (5)

С другой стороны, вычисляя константу г для поля Kd, получим

ибо индекс ветвления е р-адического нормирования в расшире-
нии Kd/Q равен ф(рй)/2. Так как индекс ветвления Ld/Kd ра-
вен 2, то используя (5) и (6), для нечетного р получаем срав-
нение

оа(х)^ х (modpr) при a = l ( m o d p d - ' ) для всех целых х е /С<*.

Если обозначить через S" группу Галуа Gal(/Cd/Q), а через
ш (единственное) продолжение р-адического нормирования на
Kd, то последнее сравнение означает, что л-я группа ветвления
g"(O(ay) содержит подгруппу , Ж с ? , состоящую из ограничений
автоморфизмов аа для а = 1 (mod pd~x). Но К? = Kd~i, так
что конструируемое указанным выше способом поле М содер-
жится в Kd-i, что и требовалось.

Чтобы разобраться с оставшимся случаем р = 2, мы усилим

сравнение (4), показав, что аа (х) = х (mod ф ^ - ' + з) д л я а ^
^ 1 (mod2d-1) и любого целого х e / ( d . Достаточно показать, что

Последнее легко следует из (5) и следующих вычислений:

с учетом того, что (t, d — IV + 21, d e ф2. Лемма 20 полностью до-

казана.
Изучая частные случаи гипотез 1 — 1**, можно накладывать

Дополнительные ограничения двух типов — на вполне веществен-
ное расширение K/Q и на группу Г в гипотезе 1** или соот-
ветственно форму / в гипотезе 1*. Ограничения первого типа
мы накладывали в теореме 19. Приведем теперь пример резуль-
тата с ограничениями второго типа, который показывает, что
в пространстве вещественных симметрических матриц имеется
открытое подмножество, для целочисленных матриц из которого
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(точнее, для соответствующих квадратичных форм) выполняется
гипотеза 1*.

Предложение 15. Пусть f — положительно определенная
квадратичная форма степени п с целыми коэффициентами и мат-
рицей a = (aij). Предположим, что для всех г' = 1 п вы-
полняется неравенство аи ^ 4Х, где X — наименьшее собствен-
ное значение матрицы а. Тогда для любого вполне веществен-
ного расширения K/Q имеем On(f)g= On(f)z, где О — кольцо
целых поля К-

Доказательство. Пусть х = (х^) е Оп (f)g. Покажем, что от-
носительно любого вещественного вложения К выполняются не-
равенства

£
Д е й с т в и т е л ь н о , о б о з н а ч и м через и,- вектор (0, 0, . .. , 0, 1, 0, . . .
. . . , 0 ) , где 1 стоит на у'-м месте. Тогда xv,- = (хи xnj) = wjt.
причем ajj = f(vj)= f(Wj). Если обозначить через g квадра-
тичную форму на R", относительно которой базис vu ..., vn

является ортонормированным, то левая часть (7) есть g(w/), и
поэтому достаточно показать, что для любого вектора w e . R"
справедливо неравенство f(w) ^ Xg(w). Приводя форму / к диа-
гональному виду при помощи преобразования из Оп (g)R, мы
видим, что достаточно разобрать случай диагональной формы /,
в котором требуемое утверждение тривиально. Комбинируя (7)
с условием аи ^ 4Х, мы видим, что в нашей ситуации

п

Х ^ ? , ^ 4 д л я всех / = 1 , . . . , п.

В частности, \xq\v ^ 2 для всех I, / ^ 1, ..-, п и для любого
нормирования v e V^ Отсюда следует, что все хц совпадают
с вещественными частями некоторых корней из единицы. В са-
мом деле, пусть а — целое вполне вещественное алгебраическое
число и | а | с ^ 2 для любого вещественного нормирования v.
Тогда b = V'a2jA — 1 — вполне мнимое. Число а/2 + b удовлетво-
ряет уравнению t2 — at -\- 1 = 0 и поэтому является целым алге-
браическим числом, все сопряженные которого имеют абсолют-
ное значение 1. Отсюда легко следует, что а/2 + Ь есть корень из
единицы, так что а = 2 Re (а/2 + Ь) есть его вещественная часть.
Из доказанного вытекает, что коэффициенты Хц порождают абе-
лево расширение поля Q, поэтому доказательство предложения
завершается применением теоремы 19.

Приведем без доказательства еще два результата, которые
также получаются при помощи метрических соображений (Ки-
таока [1], [2]).
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Предложение 16. Для каждой размерности п можно найти
такое конечное множество S целых алгебраических чисел, что
если К П 5 = 0, то для расширения K/Q и любой квадратич-
ной формы выполняется гипотеза 1*.

(Отметим, что используя теорию приведения квадратичных
форм (см. § 4.7), можно явно найти S для небольших значений
п (см. Китаока [1]).

Предложение 17. Если либо степень расширения K/Q, либо
размерность фирмы f не превосходит 42, то выполняется гипо-
теза 1*.

Мы привели практически все известные результаты, относя-
щиеся к обсуждаемым гипотезам. С целью привлечь интерес
читателя и, возможно, стимулировать дальнейшие исследования
в этом направлении, отметим возможные приложения (см. Бар-
тельс [1, 2]).

Предложение 18. Предположим, что для расширения K/Q и
любой положительно определенной квадратичной формы вы-
полняется гипотеза 1*. Тогда, если целочисленные положительно
определенные квадратичные формы fug эквивалентны над
кольцом целых О поля К, то они эквивалентны над Z.

Доказательство. Пусть a^GLn(O) осуществляет эквива-
лентность f ~ g. Рассмотрим форму h = f JL g и построим эле-
мент b e O2,i{h), задав его матрицей

/О о - Л
U о ) •

Тогда b e O2n(h)g = O2n(h)z, так что а<^ GLn(Z), что и требо-
валось.

В двух следующих утверждениях участвуют когомологии Га-
луа и группы аделей, систематическому изложению которых по-
священы гл. V и VI. Мы приводим эти результаты здесь, чтобы
собрать воедино весь материал, относящийся к рассматривае-
мым гипотезам. Читатель же может сначала ознакомиться
с гл. V и VI, а затем вернуться к данным утверждениям.

Теорема 20. Пусть K/Q—вполне вещественное расширение
Галуа, G — алгебраическая Q-группа компактного типа. Пред-
положим, что Go = Gz- Тогда естественное отображение когомо-
логии Галуа

Hl(K/Q, Ge)-*I[Hl(K,/Qp, GOv)
р

имеет тривиальное ядро.
Теорема 21. В условиях предыдущего предложения потре-

буем дополнительно, чтобы G была связной группой, удовлет-
воряющей принципу Хассе для когомологии Галуа. Тогда

GAQ П



268 I V - АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

т. е. отображение

имеет тривиальное ядро.
(Здесь GAQI00), GQ (соответственно, GAK{°O), GK) — подгруппы

целых и главных аделей в адельных группах GAQ И GAK над.
полями Q и К соответственно, см. § 5.1.)

Доказательство теорем 20 и 21 и некоторые их приложения
см. в § 8.4. Отметим только, что в применении к квадратичным
формам теорема 21 означает, что если две положительно опре-
деленные формы над Z принадлежат одному роду и попадают
в один класс при расширении кольца скаляров до 0, то они ле-
жат в одном классе над Z.

В заключение приведем пример, который показывает, что от-
носительный вариант гипотез 1, 1* и 1** (т. е. когда поле Q ме-
няется на некоторое вполне вещественное расширение) не имеет
места.

Пример. Пусть E/F— нетривиальное расширение Галуа, не-
разветвленное во всех (неархимедовых) точках, где Е и F—
вполне вещественные числовые поля. (Такое расширение можно
построить, взяв в качестве F любое вполне вещественное число-
вое поле с нечетным числом классов, большим 1 (например, для
F — Q (д/142) имеем hF = 3), а в качестве Е — его гильбер-
тово поле классов). Наша цель — построить пример такой ко-
нечной подгруппы Г с б1„(£) для подходящего п, которая
была бы инвариантна относительно группы Галуа ¥? = Ga\(E/F),
но не содержалась в GLn(F). Ключ к построению такой группы
содержится в доказательстве предложения 18. А именно, пред-
положим, что нам удалось построить л-мерное векторное про-
странство V над полем F, снабженное положительно определен-
ной квадратичной формой /, и две свободные решетки L, М с V
над кольцом целых ОV такие, что выполняются следующие свой-
ства:

1) OEL=OEM,
2) решетки L и М неизометричны, т. е. не существует g e

е On(f) со свойством g(L) = М.
Тогда рассуждения из доказательства предложения 18 пока-

зывают, что группа Г = О2п (f _L ffgf
 ± °EM <= GL2n (E) является

искомой. Для построения свободных решеток L, М со свой-
ствами 1), 2) поступим следующим образом. Обозначим через
Vo групповое кольцо F[%] и введем на Vo скалярное произведе-
ние, полагая, что элементы группы & образуют ортонормирован-
ный базис. Далее, определим действие 'S на пространстве EVo =
= Е \%] формулой g f £ ahh\ = X g (ah) (gh). Положим, нако-

\ h ) h
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нец, Lo = J_ OFg, М0 = ((УЕЬ0)^ (неподвижные точки). Решетки
ge=y

Lo и Мо обладают следующими свойствами:
(i) 0ELo = 0EMo;
(ii) решетка Мо является О /-неразложимой, т. е. непред-

ставима в виде ортогональной прямой суммы собственных О F-
подрешеток;

(ш) для любого целого т^\ решетки L™ = Lo _]_ . •• J_ Lo
и М'о = Мо _]_ . . . J_ Mo неизометричны.

Для доказательства (i) нам придется напомнить некоторые
факты из теории ветвления (см., например, Ленг [2], гл. III).
Неразветвленность E/F во всех точках эквивалентна тому, что
дискриминантный идеал DE/F совпадает с OF. При этом DE/F
определяется как идеал в OF, порожденный дискриминантами
всех базисов а ь . . . , ап поля Е над F (т. е. квадратами опреде-
лителей det (gi (UJ))2, где ^ = {g1; . . ., gn}), содержащимися в 0Е.

Из условия DE/F = OF вытекает, что для любого t a e V f най-
дутся такие аг й „ е С ь что det(g;(a;-)) является единицей

в кольце ОЕ Рассмотрим элементы xt = X g (ад g e

w' gey

е Л 1 0 ( г ^ 1 п). Тогда из наших построений вытекает, что
все элементы g e f выражаются в виде линейных комбинаций
элементов хг с коэффициентами из ОЕ , откуда ОЕ LO = 0E Mo.
Поскольку последнее равенство справедливо для любого
Kiel/?, то обязательно OEL0 = ОЕМ0 (см. § 1.5). Докажем
теперь (ii). Пусть Мо = Мх J_ М2; тогда OEL0 = ОЕМ0 = ОЕМХ J_
А-ОЕМ2, в частности, каждый элемент g e f имеет предста-
вление вида g = g\ -\- g2, где gi e OFMI. В этом случае полу-
чаем соотношение

откуда \f(gi) \ш^\ для любого вещественного нормирования w
поля E(i=\, 2). Но f(gi)<^OE, поэтому в случае f(gt)¥^O мы
должны иметь

П
we VЕ

оо

Отсюда следует, что f(gi) всегда есть либо 0, либо 1, т. е. g по-
падает в одно из слагаемых OEMt. Но Mttz.Mo = (0ELo) >
так что каждое слагаемое должно быть ^-инвариантным, и
в итоге одно из слагаемых совпадает с Мо, а другое сводится
к нулю, т. е. (ii) доказано. Наконец, пусть t: Lo1—*-ЛС — неко-
торая изометрия. Зафиксируем некоторый элемент g^'S и
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положим Li = 0Fg, L2 = ( _L OFh\ _L L™~\ Тогда L™=LiJ_L a ,
g

и поэтому мы должны иметь М™ = t(Li) J_t(L2). Рассмотрим
теперь элемент / (g) е М'о, и пусть / (g) = х\ + • • • + *т, где
Xi e Af0. Вычисляя значение /, получим

поэтому, рассуждая как и выше, мы придем к заключению,
что t(g) попадает в одно из слагаемых Мо решетки Мо1. Но
тогда Мо = t(Li) _L (Мо f) t(Li)), что противоречит неразложи-
мости Мо-

Чтобы завершить наше построение, остается подобрать число
т таким образом, чтобы решетки LfT и М'о оказались свобод-
ными. Для этого достаточно положить т равным экспоненте
группы классов идеалов поля F. В самом деле, любая решетка
L с= К" допускает представление вида L =Ох\ © . . . © Охп-\ Ф
© ахп, где а с С — некоторый идеал (см. § 1.5, п. 3). Тогда Lm

допускает представление вида Оу\ Ф . . . (&Оутп-\ ф <хтут- Но
идеал ат становится главным, и поэтому решетка Lm свободна.

Следует обратить внимание на то обстоятельство,' что в ос-
нове построения примера лежит существование расширений, не-
разветвленных во всех точках. Поэтому над Q такая конструк-
ция принципиально невозможна в силу теоремы Эрмита.

Библиографические замечания. Основные результаты в тео-
рии приведения были получены Борелем и Хариш-Чандрой [2].
Изложенное нами в § 4.5 доказательство критерия компактности
факторпространства GR/GZ принадлежит Мостову и Тамагаве
[1]. Вывод конечной представимости арифметических групп из

существования для них открытого фундаментального множества
(теорема 2) был проделан Бером [1]. Теорема плотности дока-
зана Борелем в [5]. Наше изложение теории приведения не пре-
тендует на полноту. Более обстоятельное изложение можно
найти в книге Бореля [7] и его лекциях [6]. Элементарным
введением в теорию приведения может служить книга Хамфри
[2]. Как мы уже отмечали, истоки общей теории приведения

лежат в теории приведения квадратичных форм, современное из-
ложение которой содержится в книге Касселса [1]. Менее тра-
диционен материал § 4.8. Основные результаты здесь принад-
лежат Бартельсу [1—2], Китаоке [1—2] и Бартельсу — Ки-
таоке [1].



ГЛАВА V

АД ЕЛ И

В настоящей главе вводятся группы аделей. Это понятие иг-
рает центральную роль в арифметической теории алгебраиче-
ских групп. Подобно тому как на языке иделей и их когомоло-
гий могут быть выражены основные результаты теории полей
классов, так на языке групп аделей алгебраических групп и свя-
занных с ними конструкций и понятий выражаются результаты
некоммутативной арифметики. Поэтому работать с аделями мы
будем на протяжении всей книги, и основой для этого послу-
жат результаты данной главы. Вот ее краткое содержание.
В § 5.1 мы определяем группу аделей GA линейной алгебраиче-
ской группы G над числовым полем К и наделяем ее соответ-
ствующей (адельной) топологией. При этом группа /(-рацио-
нальных точек GK оказывается дискретной подгруппой в GA, И
можно ставить вопрос о построении теории приведения для GA
относительно GK- Эту задачу мы решаем в § 5.2—5.3. Часть ре-
зультатов здесь (например, критерий компактности простран-
ства GA/GK) полностью аналогична соответствующим резуль-
татам гл. IV и, в действительности, в существенной степени на
них опирается. Другие результаты носят специфически адель-
ный характер. К их числу прежде всего относится важная тео-
рема 1 о конечности числа классов GA(<x)xGK в разложении
группы аделей GA по подгруппам целых главных аделей соот-
ветственно. Это число, называемое числом классов алгебраи-
ческой группы G, является очень важной арифметической
характеристикой группы G, а его вычисление тесно связано с
классическими теоретико-числовыми проблемами (см. гл. VIII).
Другой возникающий здесь инвариант — так называемое число
Тамагавы x(G) группы G, равное для полупростой группы объе-
му факторпространства GA/GK. Используя результаты теории
приведения, мы в § 5.4 переносим структурные результаты об
арифметических подгруппах (см. § 4.4) на произвольные S-ариф-
метические группы.

§ 5.1. Основные определения

Введем понятие пространства аделей ХА произвольного мно-
гообразия X над полем алгебраических чисел К. Для этого сна-
чала будем считать многообразие X аффинным и зафиксируем
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реализацию X в виде /(-замкнутого подмножества аффинного
пространства А". Тогда по определению ХА есть совокупность
точек X над кольцом аделей А = Ак поля К (см. § 1.2). Дру-
гими словами, элементами ХА являются наборы (а ь . . . , ап),
состоящие из аделей, которые удовлетворяют всем уравнениям,
определяющим X. Естественно наделить Хд топологией, которая
индуцируется топологией прямого произведения на простран-
стве Ап = АХ ••• Х.А- При этом оказывается, что тот же
объект можно получить, исходя из конструкции ограниченного
прямого произведения (см. § 3.5). В самом деле, рассмотрев
проекцию я 0 : A-*~KV на D-компоненту и ее /г-мерное продолже-
ние я": Ап —> Kl, мы будем иметь, что проекция п"(х) любой
точки 1 б Х 4 лежит в Хк для любого » Е VK, причем для всех
v, кроме конечного числа, эта проекция попадает на самом деле
во множество С^-точек Xgv.

Легко видеть, что выполнима также обратная процедура вос-
становления точки , 1 Ё Х Д ПО заданным проекциям я"(х) при
условии, что последние лежат в Хд для почти всех v. Тем са-
мым ХА оказывается ограниченным топологическим произведе-
нием пространств Хк относительно выделенных открытых под-
пространств Хд , причем не только в теоретико-множественном,
но и в топологическом смысле. Отсюда вытекает представимость
ХА В виде объединения

ХА= У XA{S) (1)

по всем конечным подмножествам S с VK, содержащим V*,

пространств S-целых аделей XAIS) = П Хк X П Хд (если

S = V^, то говорят просто о целых аделях, которые обозна-
чают ХА(ОО)). При этом топология на XA{S) является обычной
топологией прямого произведения, а топология на ХД восста-
навливается отсюда как топология индуктивного предела.

Диагональное вложение К—>-А (см. § 1.2) индуцирует диаго-
нальное вложение множества /(-точек Хк в ХА; образ этого вло-
жения, который мы, как правило, будем отождествлять с Хк,
называется пространством главных аделей. Следует отметить,
что из дискретности К в А вытекает дискретность К" в Ап, сле-
довательно, дискретность (и замкнутость) Хк в ХД.

Следующим шагом в обосновании конструкции аделей яв-
ляется доказательство ее независимости от выбора геометриче-
ской реализации X. С этой целью введем понятие аделизации
регулярного К-определенного отображения f: X —>~ Y двух афин-
ных /(-определенных замкнутых подмножеств Хс Ал, У с= А т .
Как мы знаем, для любого v e VK такое отображение индуци-
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рует непрерывное отображение fKo: XKv~+YKv. Рассмотрим про-

изведение Ц fK по всем v и обозначим через fA его ограниче-
v v

ние на X,,.
Лемма 1. fA (XA) С : YA, и отображение fA: ХА-*~ YA непрерывно.
Доказательство. Отображение f в координатах имеет вид

( х и ..., X n ) ^ ( j x { x u •••, Х п ) , ..., f m ( x u . . . , Х п ) ) ,

где /,• — полиномы с коэффициентами из К- Обозначим через
So такое конечное подмножество в VK, содержащее V£, что
коэффициенты всех /,• являются у-целыми для v ф. So. Тогда
ясно, что fKJX0\<^Yg^ для v<£S0, и поэтому fA(XA(S))<= YA(S)

для любого подмножества 5 с: VK, содержащего So. Далее, учи-
тывая тот факт, что топология на XA(S) является топологией
прямого произведения, получаем непрерывность ограничения
fA\ XAISV Теперь остается воспользоваться представимостью ХА и
YA в виде объединения (1). Лемма доказана.

Из леммы 1 легко получается
Предложение 1. Пусть f: X ->- Y — определенный над К би-

регулярный изоморфизм двух К-определенных замкнутых под-
множеств Х с А", У с Ат. Тогда отображение fA: XA-+YA яв-
ляется гомеоморфизмом.

Действительно, если g\ Y'->- X — обратное к / регулярное
/С-определенное отображение, то по лемме 1 gA: YA-+XA яв-
ляется непрерывным отображением, очевидно, обратным к fA.

Для работы с линейными алгебраическими группами в боль-
шинстве случаев вполне достаточно приведенных выше опреде-
лений. Однако мы потратим еще несколько абзацев на то, чтобы
определить пространство аделей ХА для произвольного ^-мно-
гообразия X и обосновать корректность этого определения. С од-
ной стороны, это позволит соблюсти разумную полноту изло-
жения, с другой — описать подход, при помощи которого полу-
чаются результаты, представляющие интерес также и в аффин-
ном случае.

Итак, пусть X—произвольное /С-определенное многообра-
зие. Чтобы определить ХА, нужно для каждого v ^Vf выделить
в Хк открытое компактное подмножество Хд целых и-ади-
ческих точек и построить ограниченное топологическое произ-
ведение Хке относительно Xgv- Для определения Xov восполь-
зуемся конечным покрытием X = \j X; многообразия X откры-
тыми аффинными /(-определенными множествами X,- (такое
покрытие существует по определению многообразия). Далее, для
каждого i зафиксируем /С-определенный бирегулярный изомор-
физм f.; X;-+X°{ на /С-замкнутое подмножество Х°с=Ап*.



274 v- АД ЕЛ и

Тогда по определению положим

для любого О Ё ^ и введем ХА как соответствующее ограни-

ченное произведение. (Эквивалентным образом можно поло-

жить ХА = у /Г1 (Х{ \ где fJl(X°{ \ рассматривается как под-

множество в £1 Хк Л Доказательство инвариантности этой
v v )

конструкции опирается на обобщение леммы 1 на случай произ-
вольных многообразий.

Лемма 2. Пусть f: X-*Y— определенный над К морфизм
произвольных К-многообразий. Тогда fA (XA) с : YA и отображе-
ние fA: XA ->- YA непрерывно.

(Отметим, что как и в аффинном случае, аделизация fA мор-
физма / определяется как ограничение на ХА произведения
II и,)

Доказательство. Как показывает доказательство леммы 1,
в обосновании нуждается лишь тот факт, что / (Xev) с : Ygv для

почти всех v. Так как по определению Х0 = [} /Т1 (X°t 1 —

конечное объединение, то достаточно показать, что для любого
I и почти всех v выполняется включение

Таким образом, можно с самого начала считать, что i = 1, т. е.
многообразие X аффинно. Пусть У = [}Yj — конечное аффинное
покрытие, при помощи которого определяется Ygv. Зафикси-
руем вложения Х с А " , Y-t с : Ап> в соответствующие аффинные
пространства, координаты в которых мы будем обозначать че-
рез хх, ..., хп; у[, ..., у'п . Тогда для любого / отображение f

записывается в виде рационального выражения функций г/£ че-
рез xt:

где ф*, г|з берутся из кольца регулярных /(-определенных функ-
ций /С[Х]. Разумеется, представление вида (2) не единственно.
Поэтому для того чтобы учесть все представления, для каждого
/ рассмотрим идеал возможных знаменателей

а. = { ф е Л : [X] \Wk^K [X] для всех k= 1, . . . , Я /}.

Образ f(x') любой точки х^Х лежит в одном из У/. Это зна-
чит, что для каждого х ^ X найдется индекс j , для которого
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все функции г/£, k=l, ..., п. определены в х, т. е. существует
представление #£ = Ф,г;с/Чх вида (2) со свойством г|з* (х) ф 0.
Следовательно, идеал в К[Х], порожденный всеми а,-, не имеет
нулей на X, и поэтому совпадает с К[Х] (теорема Гильберта
о нулях, см., например, Хамфри [1]). Таким образом, суще-
ствуют такие г|з;-е а;-, что / £ i | ) / = l . Выберем соответствующие
представления #£ = Ф̂ /Ч,- вида (2), и пусть ф/, "Ч̂ . — представ-
ляющие qp£, tyj полиномы из К[х\, ..., хп]. Тогда для почти
всех v e Vf коэффициенты этих полиномов являются целыми
относительно v. Утверждается, что для таких v выполняется
требуемое включение / {Xev) c= Ygv = \j Y \д . В самом деле,

пусть х е Хд . Так как i|)/(x) e Ov для любого / и ]£ г|з;- (х) = 1,
то все л|з/.(л:) не могут лежать в максимальном идеале ) v кольца
Ov. Поэтому найдется /, для которого значение г|з/(х) обратимо
в (У,,. Но тогда соответствующие значения y'k, очевидно, лежат
в 0V, т. е. f (x) ^Yfo , что и требовалось. Лемма 2 доказана.

Предложение 2. Пусть f: X-*~Y — определенный над К изо-
морфизм К-многообразий. Тогда отображение fA: ХА-+ YA яв-
ляется гомеоморфизмом. В частности, пространство ХД не за-
висит от выбора аффинного покрытия.

Первое утверждение немедленно следует из леммы 2 (ср. до-
казательство предложения 1). Второе утверждение вытекает из
первого, если рассмотреть два аффинных покрытия X и взять
в качестве / тождественное отображение между двумя экземп-
лярами X, снабженными этими покрытиями. Отсюда, в частно-
сти, вытекает, что для аффинных многообразий оба определения
пространства аделей эквивалентны.

Имеется, однако, существенное топологическое отличие об-
щего случая от аффинного. А именно, пространство главных
аделей Хк, определение которого ничем не отличается от аффин-
ного случая, не является, вообще говоря, дискретным в ХА- Так,
например, для проективного многообразия X пространство ХА

компактно, и поэтому Хк не может быть дискретным в ХА, если
оно бесконечно. Отметим одно любопытное следствие предло-
жения 2.

Лемма 3. Пусть Х=\}Х{ — произвольное покрытие К-мно-
гообразия X открытыми К-многообразиями X,-. Тогда ХА = [)XjA.

Действительно, выбирая из рассматриваемого открытого по-
крытия конечное подпокрытие, можно с самого начала считать
исходное покрытие конечным. Тогда из определения простран-
ства ХА вытекает, что наше утверждение справедливо, если
многообразия X; аффинны. Чтобы получить доказательство
в общем случае, для каждого I рассмотрим некоторое конечное
открытое аффинное покрытие соответствующего Xi\ Xi = [j Xik.



276 v - АДЕЛИ

Тогда Х= U Xik— открытое аффинное покрытие X. Так"
I, k

как согласно предложению 2 определение ХА не зависит от вы-

бора открытого аффинного покрытия, то ХА = [} XikA. С дру-

гой стороны, для любого i по аналогичным причинам XiA =

= М XikA, откуда и следует требуемое.

Заметим, что требование открытости всех Х{ существенно.
Действительно, рассмотрим разбиение Д1 = ХиУ, где Х =
= А' \ (0), У = {(0)}. Тогда X бирегулярно изоморфно гиперболе
{(х, у) е А2\ху= 1}, откуда следует, что ХА совпадает с мно-
жеством всех иделей /, а Кл = {(0)}. Поэтому Ал = А ф ХА U Y А.
(Мы рекомендуем читателю в качестве небесполезного упраж-
нения выяснить, какое место в доказательстве леммы 3 не про-
ходит, если не предполагать покрытие {X,} открытым.)

Нам понадобится также

Лемма 4. Пусть YcX — замкнутое К-определенное подмно-

гообразие. Тогда Y А = ХА Л П Y к • При этом топология на YA
v v

индуцируется с ХА.
Доказательство. Пусть Х=1)Х{ — открытое аффинное по-

крытие многообразия X. Тогда У = М (Yf]Xi) — открытое аф-

финное покрытие многообразия У. Согласно данным выше оп-

ределениям YA= U (У П Xt)A. Но для замкнутого подмножества

i

аффинного многообразия утверждение леммы, очевидно, выпол-
няется. (Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть про-
извольное вложение X в качестве замкнутого подмножества
в аффинное пространство; тогда мы одновременно получим
замкнутое вложение У, и требуемое немедленно вытекает из
определений.) Поэтому для любого i

(У Л Xt)A = XiA Л П (Y Л Х{)к„ = XiA Л П YKv,
откуда

Доказательство того, что топология на YA индуцируется с ХА,
предоставляется читателю в качестве упражнения (ср. доказа-
тельство непрерывности fA в лемме 1).

Упражнение. Показать, что если X = У X Z, то ХА = YA X ZA

как топологическое пространство.
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Работая с аделизациями многообразий и их морфизмов, по-
лезно знать, какие наиболее употребительные свойства сохра-
няются или не сохраняются при переходе к адельным точкам.
Ясно, например, что сюръективности морфизма /: Х-+- У недо-
статочно для сюръективности соответствующей аделизации
/л: ХА ->- Ул (пример?). Тем не менее если многообразие У не-
приводимо и для любого расширения F/K сюръективен морфизм
fF: XF-^YF соответствующих .F-точек, то fA также сюръективно.
Действительно, применяя условие сюръективности к полю F =
= K(Y) /(-определенных рациональных функций на У, мы по-
лучим, что для любой точки у е У имеется определенное в у
локальное сечение морфизма /, т. е. такой рациональный /(-оп-
ределенный морфизм gy\ Y-*X, что / о gy = idY, и можно вос-
пользоваться следующим утверждением:

Предложение 3. Пусть f: Х-*- У — определенный над К мор-
физм К-многообразий. Если для каждой точки у е У существует
определенное в у локальное сечение (над К) морфизма f, то
отображение fA: XA-+YA сюръективно.

Доказательство. Из условия вытекает существование такого
открытого покрытия У = U У/ и таких /(-подмногообразий
Xj с: X, что / осуществляет /(-определенный изоморфизм X/ и
У/. (Действительно, в качестве У; достаточно взять области оп-
ределения всевозможных локальных сечений, а в качестве X,- —
их образы.) Тогда в силу предложения 2 и леммы 3 имеем

fA(xA)=> LI Ы * м ) = у У,А = УА.

В дальнейшем мы еще не раз встретимся с различными свой-
ствами аделизации морфизмов, однако в рамках настоящего
параграфа мы на этом заканчиваем обсуждение адельных то-
чек произвольных многообразий и переходим к наиболее важ-
ному для нас случаю линейных алгебраических групп.

Итак, пусть G — определенная над К. линейная алгебраиче-
ская группа. Тогда G реализуется в качестве замкнутой /(-оп-
ределенной подгруппы некоторой полной линейной группы GLn,
и согласно лемме 4 для описания GA, фактически, достаточно
описать GLnA- Для этого рассмотрим стандартную реализацию
GLn в качестве гиперповерхности в А"2+1:

GL~{(xu хпп, y)^/\n2+l\ydet(Xii)-l = 0}.

Тогда GLnA совпадает со множеством всех матриц из Мп(А),
определитель которых обратим в кольце аделей Л, т. е. с GLn(A).
Чтобы представить себе GLnA с точки зрения ограниченного то-
пологического произведения, следует отметить, что здесь также
GLnov совпадает с GLn(Ov), так что GLnA = GLn(A) является
ограниченным топологическим произведением групп GLn(Kv)
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относительно выделенных подгрупп GLn (Ov) для v e= vf. Дру-
гими словами, GLnA совпадает со множеством всех таких набо-
ров g = {gv) s TlGLn(Kv), что gv лежит в GLn{0v) для почти

U
IS

всех v e Ff. Топология на GLnA выглядит следующим образом:
базу открытых множеств образуют множества вида

U= П UVX П GLn{O\), (3)
S £S

где 5 — конечное подмножество VK, содержащее V*, элемен-
там которого отвечают открытые подмножества [/„с GLn(Kv)
(отметим, что иногда с целью унификации обозначений пола-
гают 0v = Kv для D E F ! , однако мы этого делать не будем).
Подгруппа GLnAiS) = GLn{A{S))= П GLn{Kv)X П GU{OV) на-

зывается группой S-целых аделей; для 5 = 1/* группа GLnA(S)
обозначается через GLnA(<x,) и называется группой целых аделей.
Группа GLnK диагональным образом вкладывается в GL^, и ее
образ, который мы обычно с ней отождествляем, называется
группой главных аделей; она является дискретной подгруппой
в GLnA- Приведенное нами подробное обсуждение основных
адельных понятий применительно к группе GLn адресовано чи-
тателю, который впервые сталкивается с аделями алгебраиче-
ских групп. Ему мы рекомендуем также обратиться к гл. V
книги Хамфри [2], которая содержит введение в общую теорию
адельных групп именно на примере групп GLn и SLn.

Распространение данных выше определений на произвольную
замкнутую подгруппу G с: GLn теперь не представляет труда.
А именно, группа аделей GA определяется как ограниченное то-
пологическое произведение всех групп GK относительно выде-
ленных подгрупп Gffv = G П GLn {Ov) для v e Vf, т. е. GA СОСТОИТ

из наборов g~ (gv) s П GK таких, что gv <^Gov для почти всех

fv e vf. Топология на GA является индуцированной с GLnA,
и поэтому ее базу образуют множества, аналогичные (3). Отно-
сительно этой топологии группа GA является локально компакт-
ной топологической группой, а подгруппа главных аделей Gx
(т. е. группа /(-рациональных точек GK, диагонально вложен-
ная в GA) — дискретной подгруппой в GA- ДЛЯ любого конечного
подмножества S c VK, содержащего FU, определяется подгруп-
па S-целых аделей GA(S) = GsX П Ge , где Gs= П GKn (очеви-

&S S
дно, GA(S) — открытое множество в GA). При S = V<x, мы пишем

(VK;\, Gyx- Обратим внимание на тот факт,
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что группы Go , а следовательно, и группа целых аделей Ĝ (oo> за-
висят от выбора матричной реализации G, поэтому, желая под-
черкнуть, что целые точки берутся относительно решетки
LczK1, будем писать GA(<X>), подразумевая под этим Go» X
X П Ggv, где Lv — соответствующая локализация решетки L

(см. § 1.5, п. 3).
В ряде случаев бывает удобно (и необходимо) рассматри-

вать «усеченные» адели. Более точно, пусть S—произвольное
подмножество в VK. Тогда группа S-аделей GAS (аделей без
S-компонент) алгебраической /С-группы G определяется как образ
GA при естественной проекции Ц G^ на П G^. Таким образом,

v v v ф S

GAs СОСТОИТ ИЗ наборов g = ( g o ) e П GK , таких, что gv^G0
vt£S

для почти всех » e F | \\Vf f\S), и тем самым является огра-
ниченным произведением групп G# для v ф. S относительно
выделенных подгрупп Gov {v e V? \ S) как с теоретико-множе-
ственной, так и с топологической точки зрения. Как и в случае
полных групп аделей, для S-аделей можно рассмотреть диаго-
нальное вложение GK^<-GAS, образ которого называется груп-
пой главных S-аделей, и, кроме того, для любого подмножества
Т с: VK, содержащего S U V£, определить группу Г-целых S-аделей
GAS(T)= И GK X П Go Группа GAVK обозначается через

о е Г \ 5 " ьфТ v vос

GA, И называется группой конечных аделей; при этом вместо
GA / K\ мы пишем GA }. С этими понятиями связано следу-
ющее важное

Определение. Говорят, что группа G обладает сильной ап-
проксимацией относительно множества S, если диагональное
вложение GK <=*• GAs имеет плотный образ (в терминах полной
группы аделей это означает, что произведение GKGS, где Gs =
= П GK , плотно в GA). При S = V%, говорят об абсолютной

сильной аппроксимации.
Аналогично вводится понятие пространства S-аделей и опре-

деление сильной аппроксимации для произвольного алгебраиче-
ского многообразия (при этом, естественно, имеют место ана-
логи всех предшествовавших результатов этого параграфа). Од-
нако в отличие от случая алгебраических групп, где критерий
сильной аппроксимации известен (см. § 7.4), для произвольных
многообразий сильная аппроксимация только начинает изучать-
ся (см. Минчев [1], Рапинчук [8]). Тем не менее использова-
ние самого понятия сильной аппроксимации для произвольных
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многообразий позволяет получить некоторые упрощения, как
видно, например, из доказательства следующего утверж-
дения.

Лемма 5. Пусть U — определенная над К унипотентная
группа. Тогда U обладает сильной аппроксимацией относительно
любого непустого множества S.

Доказательство построено на следующем простом замеча-
нии. Если два /С-многообразия X и У бирегулярно изоморфны
над К, то Хк си Y K, XAs ~ YА$ для любого S; поэтому X и У
одновременно обладают или не обладают сильной аппроксима-
цией. (Вопрос для самоконтроля: сохраняется ли свойство силь-
ной аппроксимации при бирациональных /С-изоморфизмах?)
В нашей ситуации U бирегулярно изоморфна аффинному про-
странству (а именно, соответствующей алгебре Ли L(U), см.
§ 2.1, п. 8), поэтому достаточно установить сильную аппрокси-
мацию для афинного пространства, где она немедленно выте-
кает из сильной аппроксимационной теоремы для поля К (см.
§ 1.2). Лемма доказана.

Другое важное понятие связано с подгруппами GA(X) И GK.
h

иелых и главных аделей. Пусть GA = {] G (̂oo) xi GK — разложе-
ние группы аделей GA на двойные смежные классы по этим
подгруппам. Тогда число h называется числом классов алге-
браической группы G и обозначается через cl(G). Следую-
щая теорема является одним из наиболее важных результатов
главы.

Теорема 1. Число cl(G) всегда конечно.
Вычислением и оценкой чисел cl(G) мы будем заниматься

в гл. VIII. Там мы, в частности, увидим, что из теоремы 1 вы-
текает большинство известных результатов о конечности,
а именно: конечность числа классов идеалов поля, конечность
числа классов в роде квадратичной формы и т. д. Теорема 1
является следствием теории приведения для групп аделей, ко-
торую мы изложим в § 5.2—5.3. А в завершение этого параг-
рафа приведем несколько простых утверждений, которые позво-
лят нам редуцировать доказательство теоремы 1 к случаю связ-
ных редуктивных групп над Q.

Предложение 4. Пусть G = HN — полупрямое произведение
подгруппы Н и нормального делителя N {все определено
над К). Предположим, что N обладает свойством абсолютной
сильной аппроксимации. Тогда cl(G) ^ c l (#) . В частности, для
группы, обладающей абсолютной сильной аппроксимацией, чис-
ло классов всегда равно единице.

Доказательство использует следующую лемму.
Лемма 6. В описанной ситуации NA является нормальным

делителем в GA и GA = HANA — полупрямое произведение.
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Доказательство использует то же наблюдение, что и лемма 5.
Так как G ~ Н X N как многообразие, то GA ~ HA\NA, т. е.
GA=HANA- Утверждение о нормальности NA в GA очевидно.

Для любого x^GA подгруппа X^NA^X открыта в NA.
С другой стороны, поскольку N обладает абсолютной сильной
аппроксимацией, произведение NXNK плотно в NA. Поэтому для
любого у е NA открытое множество (x-1NA(<x>)x)y обязано пере-
секаться с JVCCJVK, откуда

NA = (x-lNA^)x) JVCCJV* = (х-^А(со)Х) NK, (4)

ибо Nx является нормальным делителем в GA, содержащимся
в Л̂ л(ос). Полагая х= 1, получаем NA = NA^NK, так что из (4)
вытекает соотношение

для любого x^GA. Поэтому, используя лемму 6, получаем

GA = HANA = HANA{oa)NK = NA^)HAHK.

Если теперь НА = [] Н А(ОО)ХГН к., то GA=\]NA(°°)H A(°O)XiHK.NK.=
i i

= LI GA^^XIGK., откуда и следует требуемое. Предложение 4 до-
i

казано.
Предложение 5. Пусть G — К-определенная алгебраическая

группа, G0 — ее связная компонента. Тогда факторгруппа GAJGA

компактна.
Доказательство. Так как G0 имеет конечный индекс в G, то

для любого v найдется такое конечное подмножество Cv с: G^v,
что GK =CVG% Более того, как мы покажем ниже, для почти
всех v e Vf такое подмножество можно найти уже в группе
Go • В этом случае С = П с „ лежит в группе GA(S) для подхо-

" v

дящего конечного 5 и, следовательно, компактно в адельной
топологии, ибо последняя совпадает на GA(S) с топологией пря-
мого произведения. С другой стороны, очевидно, GA = CGA, И
требуемое доказано.

Итак, осталось показать, что GKV = GOVGHV ДЛЯ ПОЧТИ всех
v^Vf. Для этого воспользуемся следующим фактом, в спра-
ведливости которого мы убедимся в § 6.2: если Н — связная
алгебраическая группа над полем алгебраических чисел К.,
ЦК — некоторое конечное расширение Галуа, то для почти всех
v e Vf и w\v имеем H1fLwJKv,HoL )= =1» гД е @LW — кольцо

целых ш-адических чисел в Lw. В нашей ситуации существует
такое конечное расширение Галуа ЦК и такое конечное под-
множество C<^GL, что G = CG°. Исключая из рассмотрения
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конечное число v^Vf, можно считать, что морфизм G—*• G/G0

определен над 0„ и для любого w | v имеем С с: GgL и

Л1 (Lw/Kv, G°OL ) = 1 - В частности, имеет место точная после-

довательность.

Переходя в (5) к когомологиям (см. точную последовательность
(7) в § 1.3), получим, что л (Gov) = (G/G°)g . Но по построению

{G/G°)GL =(G/G°)L , откуда (G/G\ = (G/G\ . Поэтому я (G*J <=

с: (GIG0),, = (О/О0),, =л(Сд ), и, следовательно, GK =Gg G% .

Предложение 5 доказано.
Наконец, исследуем, как действует на адели конструкция

ограничения основного поля (см. § 2.1, п. 2). А именно, пусть
G — линейная алгебраическая группа, определенная над число-
вым полем К, [К : Q] = d. Зафиксируем некоторый базис coi, . . .
. . . , cod кольца целых О над Z и с его помощью построим
группу Н = RK/Q(G). В п. 2 § 2.1 мы отмечали, что для любого
простого р имеют место согласованные изоморфизмы

HQ ca \_\_ GK,V, (6)

Hz.~Tf.Go, (7)
:и, кроме того,

HR ~ Go». . (8)
Отсюда вытекает

Предложение 6. В приведенных выше обозначениях суще-
ствует естественный изоморфизм HAQ at GAK, продолжающий
.иЗОМОрфиЗМ HQ ~ GK- При ЭТОМ HAQ{<X>) C^ GAK(CO).

Отметим, что при другом выборе базиса со', . . . , a'd поля К
над Q группа Н меняется на группу Нг, которая /С-изоморфна Н,
и поэтому всегда HAQ^.GAK- ЭТО связано с тем обстоятель-
ством, что изоморфизмы (6) и (8) остаются справедливыми и
для Нг, а изоморфизм (7) выполняется для почти всех р. Ясно
также, что если а[, . . ., a'd не является базисом O/Z, то, вообще
ХОВОрЯ, Я л о ( о с ) ^

§ 5.2. Теория приведения для GA относительно GK

Как мы видели в предыдущем параграфе, группа G# яв-
.ляется дискретной подгруппой в GA, И поэтому естественно ста-
вить вопрос о построении теории приведения для GA ОТНОСИ-

-тельно GK- В настоящем параграфе мы укажем конструкцию со-
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ответствующих фундаментальных множеств, из которой выве-
дем доказательство теоремы 1, а также критерии того, когда
пространство GA/GK компактно или имеет конечную меру.
Прежде всего дадим определение фундаментального множества
для адельных групп.

Определение. Подмножество Q c G , , называется фундамен-
тальным множеством для GK, если

( F i b &GK = GA;

(Р2)л пересечение Q~[Qf\GK конечно.
Читатель, безусловно, отметит полную аналогию между ука-

занными адельными условиями и условиями (F1) и (F2) из оп-
ределения фундаментального множества для арифметических
групп (см. § 4.3). В действительности связь здесь более глубо-
кая, нежели простое внешнее сходство. А именно, построенные
в гл. IV фундаментальные множества для арифметических групп
входят в качестве вещественных компонент в адельные фунда-
ментальные множества. Это видно уже из рассмотрения про-
стейшего случая G = GLn над Q.

Предложение 7. Пусть G = GLn над полем Q и 2 — фунда-

ментальное множество для Gz в Gv. Тогда Q — 2 X П Gz —
Р

 р

фундаментальное множество для GQ в GA.
Доказательство. Прежде всего покажем, что c l ( G ) = 1, т. е.

GA = GA[OO)GQ. Группа G представляется в виде полупрямого
произведения G=SH, где S ={diag(a, 1, . . . , 1)} — одномер-
ный тор, Н = SLn. Очевидно, группу SA можно отождествить
с группой /Q иделей поля Q; при этом SA(00) переходит в группу
/Q(OO) целых иделей. Так как число классов идеалов поля Q
равно единице, то /Q = /Q(OO)Q* (СМ. § 1.2, п. 2) и, следова-
тельно, SA = SA(CO)SQ, Т. е. c l ( S ) = l . С другой стороны, для
группы Н имеет место абсолютная сильная аппроксимация. Это
следует из критерия сильной аппроксимации, который мы уста-
новим в § 7.4, но можно дать и элементарное прямое доказа-
тельство. Для этого обозначим через Uij(i, j = 1, . . . , п; i ф /)
подгруппу в Н, состоящую из соответствующих элементарных
матриц. Так как 1)ц обладает абсолютной сильной аппроксима-
цией (лемма 5), то замыкание # Q группы # Q В НА, содержит
все группы (Utj)A . Учитывая, что для любого поля L матрицы из

(Uij)L порождают HL, получаем, что # Q содержит все группы
Hs = П Н Q , где S — некоторое конечное множество простых

pi=S р

чисел. Но из определения адельной топологии вытекает, что

объединение U Hs плотно в НА{, И поэтому HQ = HAf- Приме-

няя теперь предложение 5, мы и получим требуемое равенство
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c l ( G ) = 1. (Если рассматривать группу G = GLn над произволь-
ным полем К, то здесь cl(G) совпадает с числом hK классов
идеалов поля К', см. § 8.1.) Теперь уже легко завершить дока-
зательство предложения. Так как 2GZ = GR, TO QGZ = G R X

l l = G i W . Поэтому QGQ = QGZGQ = GA{°C)GQ = GA. ЕСЛИ
Р

же g <= Q~ Q П GQ, TO g <= Gz для всех р, и, следовательно, g e
<= Gz. С другой стороны, проекция на вещественную компонен-
ту дает g e 2~'Е и, следовательно, возможностей для g име-
ется лишь конечное число (см. условие (F2) в определении
фундаментального множества для арифметических подгрупп).

Как видно из доказательства предложения 7, фундаменталь-
ные множества указанного там вида существуют всякий раз,
когда c l ( G ) = l . Их характерная особенность — компактность
проекции на неархимедову часть. Ниже мы увидим, что по-
строить фундаментальные множества с таким свойством можно
и в общем случае, и именно это приведет нас к доказательству
теоремы конечности 1.

Методология построения фундаментальных множеств в груп-
пах аделей произвольных групп подобна той, которую мы при-
меняли в гл. IV к аналогичной задаче для арифметических под-
групп, т. е. основывается на лемме 2 гл. IV. Разница заклю-
чается лишь в том, что здесь приходится работать с действиями
групп не на векторных пространствах, а на их аделизациях. Для
этого отметим, что действие алгебраической /С-группы G на ал-
гебраическом /С-многообразии X, т. е. соответствующий морфизм
GyC.X-^X, индуцирует непрерывное отображение ( G X ^ ) 4 =
= GAX>XA-*-XA, Т. е. непрерывное действие GA на аделизации
ХА- Кроме того, для Н Е GLn(R) обозначим через а°° адель из
GLn(Ao) с компонентами

(•

Предложение 8. Пусть G с : GLn — редуктивная ^-определен-
ная группа, Q — фундаментальное множество из предложения 7,

отвечающее области Зигеля 2 = 2 ( u , i^2/-y/3, v ^ 1/2
(см. § 4.2). Тогда найдутся такие a ' e G L r a ( R ) , bi, . . . , br <=

€ GLn(Q), что множество

А = ( U a°°Qb,) Л GA (1)

является фундаментальным для GQ в GA-
Доказательство. Согласно теореме 2.15 найдется такое Q-on-

ределенное представление р: GLn-*-GLm и вектор s e Q " 1 , что
•орбита этого вектора относительно GLn замкнута, а стационар-
ная подгруппа совпадает с G. Далее, выберем a e G I n ( R ) та-
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ким образом, чтобы группа a~lGa была самосопряженной (тео-
рема 7 гл. III). Тогда пересечение v(a'x'Q)f\vGLn(Q) конечно.
(Здесь и далее рассматривается действие группы GLn(А) на
пространстве аделей Ат, индуцированное р.) В самом деле, до-
статочно показать, что пересечение М = v (a°°-Q) П Qm конечно.
Из определения Q и непрерывности рА вытекает, что проекции
всех элементов из v (a°°Q) на Af лежат в некотором компакт-
ном множестве. Отсюда следует, что М с -у- Zm для подходя-
щего целого /. Но тогда Ш с=(/у)2 f| Z m , а последнее пересе-
чение конечно в силу предложения 5 гл. IV.

Если теперь v(a°oQ)f\vGLn(Q) = {vbu ..., vbr}, bi^GLn{Q),
то применяя лемму 2 главы IV, с учетом предложения 7 полу-
чим, что множество А вида (1) является фундаментальным для
GQ В GA- Предложение 8 доказано.

Теорема 2. Пусть G — редуктивная алгебраическая группа,
определенная над полем алгебраических чисел К- Тогда в GA
для GK существует фундаментальное множество с компактной
проекцией на неархимедову часть.

Доказательство. Пусть Я = R/C/Q(G) — группа, получаемая из
G ограничением основного поля. Тогда согласно предложению 8
в HAQ существует фундаментальное множество относительно
BQ вида (1), которое имеет компактную проекцию на неархиме-
дову часть (ибо этим свойством обладает фундаментальное
множество Q, построенное в предложении 7). Используя изо-
морфизм HAQ^GA (СМ. предложение 6), его можно перенести
в GA, что и дает искомое фундаментальное множество для GK

в GA.

Доказательство теоремы 1. Пусть вначале группа G связна.
Рассмотрим разложение Леви G = HU, где U = RU(G) — уни-
потентный радикал G, а /(-группа Н редуктивна (теорема 2.3).
Тогда из предложения 5 с учетом леммы 5 вытекает, что c l ( G ) ^
^ с 1 ( Я ) , и достаточно установить конечность c l (#) . Для этого
используем фундаментальное множество А а НА, построенное
в теореме 2. Так как А имеет компактную проекцию на неархи-
медову часть, то для подходящего конечного набора х\, • • •, хГ

г

элементов из НА справедливо включение А с |J HA^XI. НО
г 1
J

г = 1
т

тогда НА = А///с = {] HA^XIHK, И поэтому с1(Я) конечно.
1

Пусть теперь группа G произвольна. Так как конечность
•cl(G°) уже доказана, то найдется такой конечный набор Х\, ...

г

. . . , хг элементов из GA, что G ° — (J GA(aa)x.Gu

K. С другой сто-J
роны, из предложения 5 вытекает существование компактного
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множества D<=GA со свойством GA = DG°A. Тогда D содержится,
в. объединении конечного числа сдвигов GA{od), т. е. D сг

s

<= .U °А(°°)У

поэтому достаточно показать, что для любых х, у е GA множе-
ство Ол(ос)г/Ол(ос)А'Ок содержится в объединении конечного числа
двойных смежных классов вида GA(oo)zGK, z (= GA. Восполь-
зуемся следующим фактом.

Лемма 7. Для любого уе^Ол группы Ол(сс) и yGA{oa)y~l

соизмеримы.
Доказательство. Обозначим через ух и yf проекции у на G^

и GA = 0 л соответственно, и пусть U = GA (со). Тогда 0Л ( с о ) =

= GXXU и' yGA(0O)y-l = (y0OG0Oyzl)X{yfUyfl). Но группы U и
y^Uyy1 являются открытыми компактными подгруппами в GA

и поэтому соизмеримы. Поэтому группы Ол(ос) и yGA^y'1 также
соизмеримы.

Таким образом, для любого y^GA найдется такой конеч-

ный набор элементов {zi}j=l <= GA, что уОл(ос)г/~' <= U

Тогда
t

Доказательство теоремы 1 завершено.
Замечание. Очевидная модификация рассуждений позволяет

доказать следующее обобщение леммы 7: если /: G-^G' — оп-
ределенный над К изоморфизм, то группы Ол(ос) и /(Ол(<х,)) со-
измеримы. Учитывая, что Gg = Ол(ос) Л GR, отсюда легко полу-
чить другое, «топологическое» по своей природе, доказательство
предложения 4.1 об инвариантности арифметических подгрупп.

Используя теорему 1, можно post factum показать, что кон-
струкция фундаментальных множеств, содержащаяся в предло-
жении 7, является на самом деле универсальной.

Предложение 9. Пусть G — произвольная К-группа. Если
В — фундаментальное множество в Gx относительно Gg (см.
§ 4.7), то существует такое компактное подмножество C<^GA{,
что В X С является фундаментальным множеством в GA относи-
тельно GK-

Г

Доказательство. Пусть GA = (J GA,}xfiK, причем можно без

ограничения общности считать, что (x,)^ — е для всех /, т. е.



5.2. ТЕОРИЯ ПРИВЕДЕНИЯ ДЛЯ вА ОТНОСИТЕЛЬНО G% 2 8 7

г

xl^GA. Положим U = GA (co), С = [J UXjU. Тогда, учитывая

соотношение G<x, = BGe, легко показать, что для множества
Й = В Х С выполняется условие (F1)A, т. е. GA = QGK. Прове-
рим теперь условие (F2)A. Пусть X G Q-'Q f| GK. Проектируя на
•GAf, будем иметь х G D = С"'С. Зафиксируем матричную реа-
лизацию G с GLn группы G. Тогда множество D является ком-
пактным подмножеством в Mn(Af), откуда без труда вытекает
существование такого целого d, что d(D |~| Mn(K))cz Мп(О);
в частности, dx SE Мп(О). При этом одновременно xrl S E D , и по-
этому также dx~l SE Mn(O). Тем самым XGE Gd ={g £= GK\dx,
dx"1 SE Мп((У)}. Рассмотрев теперь проекцию на Goo, будем
иметь х SE В~1В П Gd- Но последнее пересечение конечно в силу
очевидного обобщения леммы 4.8 на кольца целых алгебраиче-
ских чисел. Предложение 9 доказано.

Помимо теоремы 1, построение фундаментального множе-
ства в GA относительно GK позволяет получить еще ряд важных
результатов. Те из них, которые связаны с компактностью или
конечностью объема фактор пространств a GA/GK, мы рассмот-
рим в следующем параграфе, а в настоящем установим адель-
ный вариант теоремы 9 гл. IV.

Теорема 3. Пусть Н — редуктивная К-определенная под-
группа редуктивной К-группы G. Положим X = G/H и обозна-
чим через о каноническую проекцию G-vX. Тогда пересечение
•GA(GA)C\ Хк; состоит из конечного числа орбит группы GK-

Доказательство. Рассматривая группы G' = YHK/Q(G), H'' —
= R^/Q(//)H замечая, что многообразие X' = RK/Q(X) совпадает с
факторпространством G'/H', мы с помощью предложения 6
легко получаем редукцию к случаю К = Q. Дальнейшие рас-
суждения основаны на уже традиционном для нас использова-
нии такого Q-определенного представления р: GLn-*GLm (где
G a GLn), что существует точка v SE Qm с замкнутой орбитой
относительно p(GLn), стабилизатор которой в GLn совпадает
с Н. Тогда орбита Y = vp(G) также замкнута и является гео-
метрической реализацией X, т. е. существует /(-определенный
G-эквивариантный изоморфизм X =: У. Отсюда следует, что
наша задача сводится к доказательству того, что пересечение
vpA{GA)f\Qm состоит из конечного числа орбит группы GQ.
Но GA = AGQ, где А — фундаментальное множество, построен-
ное в предложении 8, и достаточно установить конечность пере-
сечения ирд(А)ПОт. Для этого вспомним, чтоД = ( |J a^QbAfl

\г=1 /
П GA в обозначениях предложения 8. Здесь матрица a SE

^ GLn(R) выбиралась исходя из единственного условия: группа
a~xGa должна быть самосопряженной. Поэтому можно специа-
лизировать выбор, потребовав дополнительно, чтобы группа
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a~xHa также была самосопряженной (теорема 8 гл. III). По-
скольку bi e GLn(Q), то

V?A (A) fl Qm = U vpA ((cTQbt) П GA) П Q m с vpA (а-Й) П Q™.

Но конечность последнего пересечения мы уже фактически уста-
новили при доказательстве предложения 8 (с заменой G на Н).
Теорема доказана.

В гл. VI мы дадим когомологическую интерпретацию тео-
ремы 3, суть которой состоит в том, что для любой алгебраиче-
ской /(-группы G ядро канонического отображения когомологий
Галуа Я1 (К, G)-^]J_H1 (Kv, G) конечно (см. § 6.4).

V

В заключение параграфа мы выведем из теоремы 1 утверж-
дение о конечности числа двойных классов специального вида,
которые встречаются при построении фундаментальных обла-
стей для арифметических подгрупп (см. § 4.7). Итак, пусть G —
связная /(-определенная группа, Р — ее /(-определенная парабо-
лическая подгруппа. Тогда факторпространство X = G/P яв-
ляется проективным многообразием. Отсюда следует компакт-
ность соответствующего адельного пространства ХА. В самом
деле, в силу леммы 4 достаточно установить компактность про-
странства аделей Рл для п-мерного проективного пространства
Р". Чтобы определить Рл, рассмотрим открытое аффинное по-

п

крытие Р " = (J III, где U; состоит из таких х = (х0: . . . : х „ ) е

е Р", что Xi ф 0, причем изоморфизм £/,• ~ А" задается соответ-
ствием (х0:...: хп) ^-(xjxi, . . . , */_i/x/, xi+l/xh ..., xjxi). Е с л и

fтеперь v^Vf, х = (х0:...: хп) е Р ^ и | х. | о = max | х. | о , то,

очевидно, x^.Uio , откуда Pt = PS . Поэтому пространство

Рл совпадает с прямым произведением П Рк . и, следова-
v

тельно, компактно, ибо компактны все Р£ (см. § 3.1). Далее,
известно (см. Борель, Тите [1]), что каноническая проекция
a: G—>-X = G/P обладает /(-определенным рациональным сече-
нием. Используя плотность GK в G (теорема 2.2), отсюда легко
получить, что в нашей ситуации выполнены условия предложе-
ния 3, и поэтому отображение ou: GA-^XA сюръективно. Тем
самым ХА можно отождествить с GA/PA, равно как и Хк
с GK/PK. Теперь у нас есть все необходимое для доказатель-
ства следующего результата.

Теорема 4. Пусть G—связная К-определенная группа, Р —
ее К-определенная параболическая подгруппа. Тогда число
v(G,P) двойных смежных классов в разложении группы GK n o
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подгруппам Go и Рк (или, эквивалентно, число орбит группы
Go на Хк) конечно.

Доказательство. Установим вначале конечность числа раз-
личных двойных смежных классов в разложении

A(oo)XiPK. (2)

Выше мы видели, что пространство аделей ХА факторпростран-
ства X = G/P является компактным; с другой стороны, ХА мо-
жет быть отождествлено с GA/PA- Отсюда вытекает, что для
подходящего компакта С с = О л имеем GA=CPA. Далее, суще-
ствуют такие конечные наборы уи . . . , yr^GA и zu ..., zs e
е Р л , что т

Г S

и тогда GА = U U GA(oa)yjPA( ztPк. Поэтому достаточно по-
казать, что любое множество вида GA(<x>)yPA(oo)ZPK содержит-
ся в объединении конечного числа классов вида GA(°O)XPK. Имеем

Но группа yGA{oo)y i соизмерима с Ол(ос) (лемма 7), поэтому
d

yGA[oo)y~i с= (J GA(oo)ai для некоторого конечного набора

{аМ_, a GA. Тогда

что и требовалось. Из конечности числа различных классов
в (2) вытекает существование такого конечного набора {̂ }f_i cz
<= GK, что d

GK c U
/ 1 -

откуда G/c= U (Ол(ос)П G^)^P/c= U Got,P/<:, что и требовалось.
/=i /=i

Теорема доказана.
В § 4.7 мы отмечали, что для связной Q-группы G число

v(G,P) двойных смежных классов GZ\GQ/PQ, где Р—мини-
мальная Q-определенная параболическая подгруппа, интерпре-
тируется как минимальное число вершин фундаментальной об-
ласти в GR относительно Gz. Оказывается, что, с другой сто-
роны, это число связано с числом классов группы Р.

Предложение 10. Предположим, что cl (G) = 1 и G%v = GODPKV

для всех v e Vf. Тогда v (G, Р) = cl (P).
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Доказательство. Сначала покажем, что в случае cl (G) = 1
число v(G, P) совпадает с числом d двойных смежных классов

d

в разложении GA= (J йЛ(со)х1Рк (см. доказательство теоремы 4).

Действительно, несложная проверка показывает, что соответ-
е

ствие GOXPK^-*GA(OO)XPK задает инъекцию множества двойных
смежных классов Go\G/c/̂ /c B 0 множество GA^)\GA/PK, причем
образ 0 состоит из тех классов GA{oo)xPK, которые пересекаются
с GK. Но если cl (G) = 1, т. е. G A = GA{oa)GK, то всякий класс та-
кого вида пересекается с G/c и, значит, 0 сюръективно. Вычислим
теперь d другим способом. Для этого заметим, что из условия
G/cri = GgnPxn для всех v (= Vf вытекает соотношение GA = GA[IX,)PA,V

и поэтому любой класс GA^)xPK допускает представителя из РА.
При этом если GA{Oo)xPK = GA{Oo)yPK, где х, у е РА, то
РА(со)хРк = РА(со)уРк, и, следовательно, d = cl(P). Предложение
10 доказано.

Пример. Пусть G = SL2 над полем К. Возьмем в качестве па-
раболической подгруппы Р подгруппу Бореля В a G, состоя-
щую из верхних треугольных матриц, и покажем, что для G и
Р = В выполнены условия предложения 10. Равенство cl(G) = l
является следствием предложения 5 и сильной аппроксимации
для группы G, которую мы установили при доказательстве пред-
ложения 7. Равенство GKV=G0VBK проверяется прямым вычисле-
нием. В самом деле, если х= ( а , J e SL2(KV), то существуют
такие у, 5 Е OV, одновременно не лежащие в ри, что уа + 5с =
= 0. Далее, найдутся а, р е £?0, для которых матрица у = ( а М
лежит в SL2{Cyv). Тогда прямое вычисление показывает, что
ух е В/с0- Применяя теперь предложение 10, получаем, что
в рассматриваемой ситуации мы должны иметь равенство
v(G, В) = с\(В). Представляя В в виде полупрямого произведе-
ния одномерного тора Т = {diag(a, CL~1)} И группы U верхних
унипотентных матриц и используя очевидное равенство Вл(оо) =
= 7л(«о£/,4(оо), легко показать, что c l ( B ) = с1(Г) (ср. доказатель-
ство предложения 4). Но Т ~ Gm и поэтому c l ( 7 ) = [JK'-
:/к(оо)/С*] совпадает с числом классов идеалов Нк поля К-
С другой стороны, по определению v(G,B) совпадает с числом
орбит группы Gg на пространстве Хк, где X = G/B. Так как
в нашей ситуации ^ ~ Р \ то в итоге мы приходим к следую-
щему результату: число орбит естественного действия группы
SL2{0) на проективной прямой Р/с над полем К совпадает
с числом классов идеалов hK поля К. (Последний факт можно
доказать и непосредственно, см. Серр [7]).
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§ 5.3. Критерии компактности и конечности объема
факторпространства GA/GK

Теорема 5. 1) Пространство GA/GK компактно тогда и только
тогда, когда редуктивная часть связной компоненты G° анизо-
тропна над К.

2) Пространство GA/GK имеет конечный инвариантный объем
в том и только том случае, если X{GG)K = 1-

Доказательство. Поскольку подгруппа GK дискретна в GA>
то инвариантная мера на пространстве GA/GK существует в том
и только том случае, если группа GA унимодулярна (см. § 3.5).
Покажем, что последнее эквивалентно унимодулярности Goo.
Факторпространство F = G AjGA, являясь компактной топологи-
ческой группой (см. предложение 4), обладает конечной Од-ин-
вариантной мерой, следовательно, ограничение функции модуля
\0 на GA совпадает с До (теорема 3.17). В частности, из

унимодулярности GA вытекает унимодулярность GA_ Обратно,
если предположить, что группа GA унимодулярна, то Кег До

содержит G°A, и поэтому Ас индуцирует непрерывный гомомор-
физм F в R > 0 . Но R > 0 не имеет нетривиальных компактных
подгрупп, откуда До = 1 . Мы показали, что унимодулярность
группы GA равносильна унимодулярности группы GA. To же
самое можно сказать об унимодулярности групп G^ и G^, ибо
факторпространство G^/G*^ конечно. Поэтому мы имеем воз-
можность с самого начала считать группу G связной. Тогда
меру Хаара на GA можно построить при помощи левоинвариант-
ной /(-определенной рациональной дифференциальной формы
со на G степени п = dim G. Более точно, для каждого C G F
форма ш индуцирует левоинвариантную меру со0 на GKv, как

описано в § 3.5. Выберем числа Xv для v e vf, (называемые
множителями сходимости) таким образом, чтобы произведение
Ц Xvav (Gg\ абсолютно сходилось (можно, например, положить

Хо = 1/шу (G(?o)). Тогда, рассматривая GA как ограниченное топо-
логическое произведение групп GK относительно выделенных
подгрупп Go , мы с помощью конструкций из § 3.5 получаем
меру Хаара г на группе GA. Мера г называется мерой Тама-
гавы, отвечающей системе множителей сходимости X — (XV)-
(Отметим, что г на самом деле не зависит от выбора формы ш.
Действительно, любая другая левоинвариантная /С-определен-
ная рациональная дифференциальная форма о/ имеет вид со' =
= сю, где с е К*, и тогда для любого » E F A соответствую-
щая мера со' связана с мерой а>0 соотношением ш̂, = || с |£(%„
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где || ||о — введенное в § 1.2, п. 1 нормализованное нормиро-
вание. Поэтому если строить меру %' при помощи ш' с той же
системой множителей сходимости, то %' = ( Ц | | с | ( П г = г в силу

формулы произведения (см. § 1.2, п. 1).) Из конструкции меры
т вытекает, что группа GA унимодулярна в том и только том
случае, если унимодулярны все группы GK . Но согласно тео-
реме 18 гл. III унимодулярность группы GK для какого-либо v
эквивалентна правоинвариантности формы со, и тогда группы
GKv унимодулярны для всех v. Отсюда следует, что группы GA
и Goo одновременно являются или не являются унимодулярными.

Дальнейшие рассуждения равным образом применимы к до-
казательству пунктов 1) и 2) теоремы. Согласно предложению
9 в G.4 относительно GK всегда существует фундаментальное
множество вида Q = В X С, где В с G^ — замкнутое фундамен-
тальное множество относительно Gj, С cz GA (СО) — некоторый
компакт. Из свойств фундаментального множества вытекает,
что компактность пространства GA/GK равносильна компакт-
ности п, т. е. компактности В. Аналогично, существование фун-
даментального множества конечного объема равносильно конеч-
ности объема В. Так как группы Goo и GA унимодулярны одно-
временно, то мы получаем следующие эквивалентности:

{GAIGK компактно} -<=>• {G^/Gg компактно}

( имеет конечный1! ( имеет конечный1!
\GAIGK инвариантный > -<=> \GJGa инвариантный \
к объем J I объем J

Поэтому утверждения 1) и 2) теоремы 5 следуют из соответ-
ствующих пунктов теоремы 17 гл. IV.

Хорошо известно, что множители сходимости, участвующие
в определении меры Тамагавы, можно выбирать некоторым ка-
ноническим образом; в частности, для полупростой группы G
они вообще не нужны (т. е. можно положить Xv = 1 для всех v).
Тогда инвариантный объем (если он существует) пространства
GA/GK относительно получаемой таким образом меры Тамагавы
называется числом Тамагавы группы G и обозначается через
T ( G ) . Рассмотрим один пример.

Пример. Пусть G = SL2 над полем Q. Покажем, что x(G) =
= 1. Рассмотрим дифференциальную форму со на G, которая

относительно координат х, у, z матрицы Х = (х yJ^G запи-

сывается в виде ш = — dx Л dy Л dz. В § 3.5 мы. видели, что

эта форма является левоинвариантнои рациональной формой на
G. Там же мы подсчитали, что для соответствующей меры Хаара
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«)р на группе SL2(QP) объем (op(SL2(Zp)) равен 1 — р~2. Тогда
лроизведение JJ_ ap(SL2(Zp))~l имеет вид эйлеровского разло-

р

жения для дзета-функции Римана £ (s) в точке s = 2, и по-
этому произведение Ц сор (SL2 (Zp)) абсолютно сходится к зна-

р

чению £(2) - 1 (в частности, множители сходимости здесь дей-
ствительно не нужны). Пусть теперь 2 — фундаментальная об-
ласть в SL2(^) относительно SL2(Z), построенная в примере
из § 4.6. В § 3.5 мы показали, что в терминах координат ф, а, и
на SL2(R), доставляемых разложением Ивасавы, дифференциаль-
ная форма ш записывается в виде adqdadu, и поэтому для
соответствующей меры Хаара Шсс на группе SL2(\\) вычисления
§ 4.6 приводят к значению со̂  (2) = -g-. Остается заметить, что,
рассуждая как и при доказательстве предложения 7, легко по-
казать, что Й = Х Х П ^ 2 ( 2 р ) является фундаментальной об-

р

ластью в GA относительно GK, T- е. для нее выполняются усло-

вия 1), 2') из § 3.5, так что х (G) = сох (2) X Д шр (SL2(Zp)) =

= •^-£(2)" '= 1, ибо значение g(2) равно -^- (см. Серр [8]).

В данном примере оказалось возможным в явном виде ука-
зать фундаментальную область в GA относительно GK И ВЫЧИС-
ЛИТЬ ее объем, что привело нас к значению числа Тамагавы
x(G). В общем случае такие построения нереальны, однако
сама задача вычисления %{G) представляется очень важной. Это
в особенности стало ясно после того, как Кнезер и Тамагава
независимо заметили, что для G = SOn(f), где / — невырожден-
ная квадратичная форма от п переменных с рациональными
коэффициентами, равенство x(G) = 2 совпадает по существу

•с одним из основных результатов Зигеля по аналитической тео-
рии квадратичных форм (формула для веса рода) (см. лекцию
Кнезера в [АТЧ]). Согласно теореме 5 для полупростой группы
G число x(G) конечно, и основные усилия были направлены на
вычисления чисел Тамагавы для полупростых групп над число-
вым полем К- Как показал Оно [8], [10], на самом деле доста-
точно вычислить одно число ТамагаЕы для каждого класса изо-
генных групп. Точнее, имеет место следующий изящный резуль-
тат: пусть G — полупростая /(-группа, я: G—*-G — универсальное
/(-определенное накрытие, F = Кег я — фундаментальная группа

(G)G и X(F)— ее группа характеров; тогда т (G) = т (G) .t ( x . f . . ,

тде h° (X (F)) = [Н° (К, X (F))] = [X (F)K], il (X (F)) - порядок ядра

гканонического отображения Н1 (К, X.(F))-+ П Hl(Kv, \(F)).
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Таким образом, достаточно вычислить x(G) для всех односвяз-
ных групп. А. Вейль выдвинул предположение, ставшее затем
известным как гипотеза Вейля, о том, что для односвязной
группы G число Тамагавы x(G) равно 1. В работах Вейля [4],
[5] был развит метод вычисления чисел Тамагавы, использую-
щий индукцию, вычеты некоторых аналогов дзета-функций, фор-
мулу суммирования Пуассона и позволивший доказать эту ги-
потезу для многих классических и некоторых исключительных
групп. Затем Марс [3], [4] вычислил число Тамагавы для уни-
тарных групп типа Ап и тем самым завершил доказательства
гипотезы Вейля для классических полупростых групп над чис-
ловыми полями. Для групп Шевалле унифицированное доказа-
тельство гипотезы Вейля было дано Ленглендсом (см. его
статью в сборнике «Арифметические группы и автоморфные
функции»). Лэй [1], [2] вычислил x(G) для квазиразложимой
группы G. Полное доказательство гипотезы Вейля было полу-
чено совсем недавно Коттвицем [3] по модулю справедливости
принципа Хассе для когомологий Галуа полупростых односвяз-
ных алгебраических групп. С другой стороны, Черноусов [6]
завершил доказательство принципа Хассе, рассмотрев случай
групп типа Е8 (см. гл. VI). Тем самым к настоящему времени
гипотеза Вейля уже доказана в общем случае.

Для более общих редуктивных групп, чем полупростые, дан-
ное выше определение чисел Тамагавы нуждается в модифика-
ции, ибо в ряде важных для приложений случаев (например, для
одномерного разложимого тора Gm) объем факторпространства
GA/GK бесконечен. Это обстоятельство заставляет нас предпри-
нять поиск других однородных пространств, тесно связанных
с группой аделей, но имеющих конечный инвариантный объем.
Так как препятствием к конечности объема GA/GK является су-
ществование нетривиальных /^-определенных характеров, т. е.
наличие /С-разложимого тора в виде почти прямого сомножи-
теля, то естественно начать рассмотрение с одномерного /С-раз-
ложимого тора S = Gm. Здесь группа SA изоморфна группе JK
иделей поля К.. Факторпространство JK/K*, разумеется, неком-
пактно, но классический результат алгебраической теории чи-
сел (см., например, Ленг [2]) утверждает, что компактным бу-
дет факторпространство Jl

K/K*, где /^ — группа специальных иде-
лей (т. е. ядро гомоморфизма ск: JK^R><>, cK {(xv)) = П | | xv ||„

v

(см. п. 1 § 1.2)). Определить аналог группы /# в общей ситуа-

ции можно следующим образом. С каждым характером % е

е Х ( С ) к свяжем непрерывный гомоморфизм ск (%): Ол—•R5*

по формуле cK(x)((gv)) = Jl\\x(gv)\\v Тогда по определению
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ПОЛОЖИМ

П КегС / с(х).

Ясно, что бесконечное пересечение здесь можно заменить ко-
нечным, ибо если хь •••, %г образуют базис \(G)K, то G(J> =

= П Кег с^ (хЛ-Читатель в качестве упражнения может пока-

зать, что последнее соотношение остается в силе, если %ь . . . , %,.
порождают подгруппу конечного индекса в X(G)K. Из формулы
произведения вытекает включение G^ ID GK.

Теорема 6. Пусть G — связная К-определенная группа.
Тогда группа Ĝ > унимодулярна и факторпространство G^/G^
имеет конечный инвариантный объем. Оно компактно в том
и только том случае, когда полупростая часть G анизотропна
над К.

(Отметим, что последнее условие можно также переформу-
лировать в виде: каждый унипотентный элемент из GK лежит
в унипотентном радикале G. Кроме того, если группа G связна
и X {G)K — 1, то Ĝ> = GA, и поэтому для связных групп тео-
рема 6 является обобщением теоремы 5.)

Доказательство удобно начать с редукции к случаю К = Q.
Пусть Н = R/C/Q(G) — группа, полученная из G ограничением

Р

•основного поля. Покажем, что изоморфизм GAK ^ HAQ ИЗ
K

предложения 6 индуцирует изоморфизм Ĝ > ~ Я ^ ' . Для этого
заметим, что любой /^-определенный характер %: G^>Gm инду-
цирует морфизм 2 = R/C/Q(X): Н -> R/c/Q(Gm). Беря композицию %
с норменным отображением N: R/C/Q (Gm) -> Gm, мы получаем
характер х = Л [ о х е Х ( Я ) с . При этом, используя разложение (4)
из § 2.1, легко показать, что сопоставление %*-^-% определяет
изоморфизм ту. X(G)K^X(H)Q соответствующих групп харак-
теров. Из конструкции г| вытекает коммутативность диаграммы

К

для любого характера % е X(G)K. Мы оставляем читателю в ка-
честве упражнения проверить, что эта диаграмма распростра-
няется и на соответствующие группы аделей. Из формул в п. 3
$ 1.2 вытекает, что ск (%) = CQ(T\ (%)), откуда следует, что р
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действительно индуцирует изоморфизм GA^^HA1^. Поэтому
факторпространства GA

l) jGK и HA

[)/HQ изоморфны, и с самого

начала можно считать, что K = Q. Упрощение рассуждений
в этом случае связано с тем обстоятельством, что здесь можно
дать удобное описание группы G^>(oo) = G^f] GA(oo). По опреде-
лению GMaB) = GRXGAf(BB), причем GAf(ooj с G^(ooj(oo) в силу ком-
пактности группы бллоо) и отсутствия компактных подгрупп
в R > 0 . Таким образом, G(J(co) = LR X G 4 f (<*,), где L с G — под-
группа, состоящая из таких g, что %(§) = + 1 для любого
x e X ( G ) Q .

Лемма 8. L — замкнутая по Зарисскому Q-определенная под-
группа в G и X (L°)Q = 1. Кроме того, полупростые части групп.
G и L0 совпадают.

Доказательство. Пусть %и ..., %г — базис X (G)Q и ср: G -»• Ст —
гомоморфизм, определяемый формулой ф (g) = (xi (g), ..., %r (g)).
Тогда 1 = ф~'(£)), где D c= Gr

m — (замкнутая) подгруппа, состо-
щая из ( ± 1 , . . . , ± 1 ) , и первое утверждение леммы доказано.
Если G = HU — разложение Леви группы G, 5 — максималь-
ный центральный тор в Я и 5 = S1S2 — его представление в виде
почти прямого произведения Q-разложимого и Q-анизотропного
торов, то легко видеть, что L° = (BS2)U, где В = [Н,Н] — полу-
простая часть G, откуда следуют все остальные утверждения
леммы.

Из леммы 8 и теоремы 13 гл. IV вытекает, что группа LR
является унимодулярной. Поэтому в силу компактности бд •(«>>

унимодулярной будет и группа Сл'н = ^ Х О л (со). Наша

цель — показать, что группа GA

l) унимодулярна. Для этого

рассмотрим функцию модуля Д = Дои): G^—>-R>0, и покажем,
А

что на самом деле Д = 1. Так как группа G[A\CO) открыта в G ^
и унимодулярна, то Д U D = 1. Покажем, что также Д |G = 1.

Л(00) О

Поскольку GA

l) является нормальным делителем в GA, то фак-
торпространство GA/GA

[), будучи группой, обладает инвариант-
ной мерой, и поэтому Д совпадает с ограничением на G{£
функции модуля Аа . Но тогда для вычисления Д можно вос-
пользоваться конструкцией меры Тамагавы. Пусть со — левоин-
вариантная Q-определенная рациональная дифференциальная
форма на G степени /z = dimG, p g — морфизм первого сдвига
на элемент g e G . Тогда, как мы видели при доказательстве
теоремы 13 гл. IV, р* (а>) = % (g) ш для некоторого характера



5.3. КРИТЕРИИ КОМПАКТНОСТИ И КОНЕЧНОСТИ ОБЪЕМА 297

y e X ( f i ) Q . Если теперь О Е У , ШГ — соответствующая мера

Хаара на G?v, то для g G G 0 [ j значение модуля \aQ (g) за-

дается формулой ^aQv(g) = \\x(g)\\n

v. Поэтому для g e GQ

имеем Д (g) = ПII % (g) 1С = 1 в силу формулы произведения.
v

Далее, из теоремы 1 вытекает конечность числа двойных
классов G ^ ' ^ G ^ ' / G Q , поэтому из доказанного выше и того
факта, что А является гомоморфизмом, получаем, что образ
A(G(A) является конечным, следовательно, A(G ( J ) ) = 1, ибо R > 0

не содержит нетривиальных конечных подгрупп. Таким обра-
зом, унимодулярность G^ доказана.

Рассмотрим теперь конечное разложение GA

I] = (J G(J(CO)X,-GQ.

Из леммы 7 вытекает соизмеримость любой группы xrlG(^,)xi

•с G(A\OOJ, откуда получается существование такого конечного

набора г/,, . . . . ^ E G ^ 1 , ЧТО G^= j j y.G^(oojGQ. Поэтому до-

статочно установить условие конечности объема (компактности)

OA\OO)GQ/GQ. НО учитывая разложение GA

l)

(oo) = LR X GA (0O) и

равенство Gz = Lz, получаем

/G z ~ LR/LZ X G^ ((я),

так что в силу компактности GA (CO) все сводится к конечности
объема (компактности) LR/LZ. НО ИЗ теоремы 12 и 13 гл. IV
с учетом леммы 8 вытекает, что пространство LR/LZ всегда
имеет конечный объем и компактно в том и только том случае,
когда полупростая часть L'0, совпадающая с полупростой частью
G, анизотропна над Q. Теорема 6 доказана.

Как и в случае пространства GA/GK, меру т(1) на простран-
стве G(

A/GK МОЖНО выбирать некоторым каноническим образом,
и тогда объем т(1)

 (G^/CK) также называется числом Тамагавы
группы G. Отметим, что если для связной группы G объем про-
странства GA/GK конечен, то X ( G ) K = 1 И, следовательно,
•GA =GA. Поэтому новое определение действительно является
•обобщением прежнего на произвольные связные группы.

Вычисление числа Тамагавы алгебраического Автора Т было

получено Оно [6], который показал, что г (Г) = -—^ ' | . ,

где Ш (Т) = Кег (Н1 (К, Т) -> J J Я 1 (Kv, Т)Л - группа Шафареви-

ча — Тейта тора Т. Используя этот результат, можно построить
лримеры торов и полупростых групп, для которых число х(Т) не
является целым. Кроме того, можно объединить указанные
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выше формулы для чисел Тамагавы полупростых групп и торов
(отметим, что для унипотентной группы U всегда т ( £ / )=1)
в одну формулу, которая дает выражение для числа Тамагавы
произвольной связной /(-группы G в терминах когомологий так
называемого модуля Пикара Pic G (см. Сансюк [1]).

§ 5.4. Теория приведения и структурные теоремы
для S-арифметических подгрупп

Опираясь на построенную нами теорию приведения для
групп аделей, мы в настоящем параграфе получим аналоги ре-
зультатов гл. IV для 5-арифметических подгрупп. Всюду ниже
через 5 обозначается конечное подмножество VK, содержащее
v!L, C ( S ) — кольцо 5-целых элементов поля К- Если G с
cz GLn — определенная над К, алгебраическая группа, то
Ge^s) — группа 5-целых точек, иногда называемая группой S-
единиц группы G. Напомним, что подгруппа Г cz G называется
S-арифметической, если она соизмерима с Gj(S). Инвариант-
ность класса S-арифметических подгрупп при /(-определенных
изоморфизмах можно доказать либо путем подходящей моди-
фикации предложения 2 гл. IV, либо вывести из равенства
Go(S) = GA(S) (]GK, воспользовавшись замечанием, сделанным
после леммы 7. Из последнего равенства вытекает также, что
группа Go(S) является дискретной подгруппой группы GA(S).

Поскольку GA(S)=GS'X GAS(S), и группа GAS[S) компактна, то
Go(S) является в то же время дискретной подгруппой в Gs =
= П (*к (это, естественно, легко доказать и не обращаясь

к аделям). Поэтому можно ставить вопрос о построении теории
приведения для Go^) как в группе GA[S), так и в группе Gs~
Определения фундаментальных множеств здесь естественна
дать следующим образом (по аналогии с соответствующими оп-
ределениями для арифметических групп и групп аделей).

Определения. 1) Подмножество Q cz GA(S) является фунда-
ментальным множеством для GQ^S), если

^ < ? ( S ) = GA(S)>

пересечение QQ"1 {]Gg(S) конечно.

2) Подмножество Й cz Gs является фундаментальным мно-
жеством для Gets), если

(F2)s для любых a, b^GK множество элементов x
таких, что пахЬ()пФ 0, конечно.

Легко видеть, что в исследуемом нами случае конечного S
задачи построения фундаментальных множеств в группах G
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и Gs фактически эквивалентны. А именно, если Q с Gs — фунда-
ментальное множество в смысле определения 2), то Q X GAS(S)^

<Z.GA(S) — фундаментальное множество в смысле определе-
ния 1). По этой причине ниже мы будем заниматься только
построением фундаментального множества в Gs- Отметим, что
для бесконечного 5 определение 2) теряет смысл, в то же время
все результаты для группы GA(S) сохраняют силу (см. Борель
[1], § 8 ) .

Предложение 11. Пусть В— фундаментальное множество для
Оо в Goo. Тогда существует такое открытое компактное подмно-
жество С czG к, что множество Q = ВУ,С с Gs является

со

фундаментальным для Gg(s).
Доказательство проводится аналогичдо доказательству пред-

ложения 9. В самом деле, из теоремы 1 вытекает существование
конечного разложения

г г

которое индуцирует разложение
г

Gs=\j D
1 = 1

где
Z) = GcoXf/, U= П

г

Положим С = IJ их{и. Тогда легко проверяется, что для

£2 = В Х С справедливо равенство Gs = QGos, и остается про-
верить, что для любых a, be.GK множество 2 = {х е Go(S) |Q Л
С\пахЬф0} конечно. Если J c e S , то, переходя к проекции
на неархимедову часть, получим, что х е а~~1С-1СЬ-и, тогда
х-1 е bС-1 Са. Из компактности множества С-'С, как мы уже
не раз убеждались, вытекает существование такого г е О, что
2 cz Gr ={x e GK\rx, rx~l е Мп(0)} (предполагается, что G с
•cz GLn). Поэтому конечность 2 вытекает из очевидного обоб-
щения леммы 8 гл. IV. Предложение доказано.

Из предложения 11 легко получается
Теорема 7. 1) Пространство Gs/Go(,S) имеет конечный инва-

риантный объем в том и только том случае, если X(G0) к = 1;
2) Пространство Gs/Go(S) компактно в том и только том

•случае, если редуктивная часть связной компоненты G анизо-
тропна над К.

Доказательство. При доказательстве теоремы 5 мы устано-
вили, что все группы GKV, V e VK, унимодулярны или нет одно-
временно, так что унимодулярность Gs равносильна унимо-
дулярности Goo. Взяв тогда в качестве В в предложении 11
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замкнутое фундаментальное множество для Go в G^ в смысле
§ 3.5, мы получим, что пространство Gs/Go(S) имеет конечный
инвариантный объем (компактно) в том и только том случае,
если соответствующее свойство имеет место для Gx/Go- Поэтому
наши утверждения вытекают из соответствующих пунктов тео-
ремы 17 гл. IV. Теорема доказана.

Как в случае арифметических групп, так и в случае групп
аделей, мы в качестве приложения теории приведения получали
теорему о конечности числа орбит (см. теорему 3 и теорему 9
гл. IV). Такая теорема имеет место и для 5-арифметических
подгрупп. Чтобы ее сформулировать, условимся называть 5-ре-
шеткой на пространстве К" конечнопорожденный О (S) -подмо-
дуль пространства К", содержащий его базис.

Теорема 8. Пусть G — редуктивная алгебраическая группа,
р: G -»- GLm — представление G, определенное над К. Если для
вектора w <= Km орбита X = wp(G) замкнута, то для любой
S-решетки L<^Km, инвариантной относительно группы Gens),
пересечение Xs(] L содержится в объединении конечного числа,
орбит группы Gg(S).

Доказательство непосредственно вытекает из следующих
двух фактов.

Предложение 12. Пространство Xs состоит из конечного
числа орбит группы Gs-

Предложение 13. Пересечение wp(Gs){]L содержится в объ-
единении конечного числа орбит группы Gg{S).

Доказательство предложения 12 немедленно редуцируется
к случаю, когда 5 состоит из одного нормирования v (напом-
ним, 5 всюду предполагается конечным). Если нормирование и
является комплексным, то GKV действует на Xxv транзитивног

т. е. имеется всего одна орбита. Для вещественного v требуе-
мая конечность установлена в следствии 2 из теоремы 6 гл. III.
В случае неархимедова v единственный известный путь получе-
ния конечности числа орбит — вывести ее из теоремы конеч-
ности для когомологий Галуа над локально компактными по-
лями, что мы и проделаем в § 6.3.

Доказательство предложения 13 вытекает из конструкции
фундаментальных множеств, которая указана в предложении 11.
Более подробно, в § 4.7 мы указали, как, используя ограниче-
ние основного поля и конструкции фундаментальных множеств
в GR относительно Gz (см. § 4.3), построить фундаментальное
множество В с Goo относительно Go. Тогда из доказательства
теоремы 9 вытекает, что построенное таким образом множество
В обладает следующим свойством: если р: G—>-GLm — опреде-
ленное над К, представление, то для любого ш е К"1 такого, что
орбита X = wp(G) замкнута, пересечение wp{B)[\Om конечно.
Взяв тогда фундаментальное множество В cz G<* с этим свой-
ством, найдем, используя предложение 11, такой компакт
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С cz Gs к, что множество fi=BXC будет фундаментальным
^ со

для Gg(s) в Gs. Тогда в силу инвариантности L относительно
группы Ge(S) достаточно установить конечность F = wp(Q)(]L.
Из компактности С вытекает существование такого г е ( ? , что
rF с От. Тогда переходя к проекции на архимедову компоненту,
получим, что rF содержится в пересечении (rw)p(B)[\Om, кото-
рое конечно по построению. Предложение 13 доказано.

Из теоремы 8 выводится инвариантность класса S-арифме-
тических подгрупп при произвольных сюръективных морфизмах
и конечность числа классов сопряженности конечных подгрупп
группы GCHS).

Теорема 9. Пусть f: G -»- Н — сюръективнмй морфизм алгеб-
раических групп. Тогда для любой S-арифметической подгруппы
Г с G образ f(T) является S-арифметической подгруппой в Н.

Доказательство мало чем отличается от доказательства тео-
ремы 4.1. Очевидно, достаточно установить 5-арифметичность
группы f(Go(S)), причем можно считать, что f(Ge[s)) ci Hо<s). До-
кажем конечность индекса [Hois) '• f (Go(S))]. Покажем сначала,
что общий случай сводится к случаю, когда G либо редуктивна,
либо унипотентна.

Лемма 9. Пусть G = FU — разложение Леей. Тогда если В
и D — подгруппы конечного индекса в группах Fei^s) и UQHS) со-
ответственно, причем В нормализует D, то подгруппа BD имеет
конечный индекс в Gg^s).

Доказательство. Дословно повторяя доказательство след-
ствия 2 из предложения 1 гл. IV, мы получаем конечность

индекса [G0(S)'. Fo[S)Ug(s\]. Пусть теперь Fo<%S)= (J xtB, f/0

>(S) =
i = i

( Г t

= U yjD. Тогда Fo(S)U(3(S)= U U xtyjBD. В самом деле, если
/ 1 i l l

у e Ue{S) и х — хф, byb~[ = yjd, где b^B,d^D,
то xy = xiby=--xiyjdb = xiyjb{b~ldb)e.xiyjBD. Таким образом,
мы показали, что BD имеет конечный индекс в Fo<,s)Ue(s),
а значит, и в Ge(S). Лемма 9 доказана.

Пусть G = FU — разложение Леви группы G. Тогда # =
= / (F) f (U) — разложение Леви группы Я. Если конечность
индексов U(F)0w:f(Fe{S))] и [/ (f/) 0 ( S ): /(£/<? <s))] уже доказана,
то из леммы 9 вытекает конечность индекса [Hg(S) '• f (FewUois))],
а значит, и конечность индекса [#c ( S) '• f (Ge{s>)]- Тем самым
требуемая редукция получена.

Рассмотрим случай унипотентной группы G. Тогда по тео-
реме 7 пространство G S /G 0 ( S ) компактно. Полагая U = Кег f,
будем иметь Я 1 (Kv, U)= 1 для любого O G F (лемма 2.7),
поэтому из точной последовательности 1 -*• U-*• G -*• Н -*- 1,
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переходя к когомологиям, получим / ( G K B ) = # K B , И, значит, / ( G s ) =
= HS. Отсюда следует, что пространство Hs/f (Gj(S)) также

компактно. Значит, пространство #CMS)//(GJ(S)) одновременно
является компактным и дискретным, так что индекс [He(S):
'• f (Gj(s))] обязан быть конечным.

Пусть теперь группа G редуктивна. Если Н с GLn, то ис-
пользование известного приема позволяет без ограничения общ-
ности считать Н замкнутой в Мп. Тогда Н можно интерпрети-
ровать как (замкнутую) орбиту единичной матрицы Еп относи-
тельно действия G на Мп, задаваемого формулой Ag = Af(g)
(А еА(», g e G ) , где справа стоит умножение матриц. Остается
заметить, что решетка L = Mn{0{S)) инвариантна относительно
Ge(S), Ho[S) = Hf}L и орбиты Gg{S) на Hg[S) совпадают со смеж-
ными классами Hg(S)/f (Gg^)), так что конечность числа орбит, га-
рантируемая теоремой 8, эквивалентна конечности индекса
[#6>(S) '• f(Go(S))]- Теорема 9 доказана.

Теорема 10. Число классов сопряженности конечных под-
групп группы Gg(S) конечно.

Доказательство. Взяв v ф S и рассмотрев Gg^S) как под-
группу группы Gg , мы, как и при доказательстве предложе-
ния 5 гл. III, получим конечность числа классов изоморфных
конечных подгрупп группы Gg^). Поэтому достаточно пока-
зать, что для фиксированной конечной группы Г число классов
сопряженности подгрупп Gens), изоморфных Г, конечно. Рас-
смотрим вначале случай редуктивной группы G. Здесь рассуж-
дения фактически повторяют доказательство предложения 3.5.
Пусть R(T, G)—многообразие представлений Г в G. Тогда G
естественным образом действует на R(T, G) сопряжениями, и
требуемое утверждение сводится к доказательству конечности
числа орбит группы Ge<,s) на R(T, G)o{s). Согласно теореме 17
гл. II группа G имеет конечное число орбит на R(T, G), причем
эти орбиты замкнуты в топологии Зарисского. Пусть X — одна из
таких орбит, для которой Xo(S)=£ 0 . Если G с GLn и [Г] = d,
то X реализуется как замкнутое подмножество пространства V =
= Мп~Х. . . . ~Х.Мп (d сомножителей), причем действие группы
G естественным образом продолжается на V. Поэтому, приме-
н я я т е о р е м у 8 к р е ш е т к е L = М п ( ( У { S ) ) X ••• X M n ( C ( S ) ) , м ы
получаем конечность числа орбит группы Gg(s> на Xg{S), и тре-
буемое доказано.

В общем случае рассмотрим разложение Леви G = HU, где
U — унипотентный радикал G, а группа Я редуктивна. Пусть
я: G-+G/U — каноническая проекция. Можно выбрать такую
реализацию группы G/U, что n(Go{S)) c= (G/U)g^sr Так как ин-
декс [(G/U)g(Sj:n(G0(Sj)] конечен, и в редуктивном случае тео-
рема 10 уже доказана, то группа it (G^s)) имеет конечное число
классов сопряженности конечных подгрупп.



5.4. S-АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ПОДГРУППЫ 303

Рассмотрим произвольную конечную подгруппу Г = {уь . . .
. . ., YdJ^G^s) и определим замкнутое подмножество Л (Г) czGd ра-
венством Л(Г) = /?(Г, G)n{(fii, •••, 8d)\n(8i) = n(yi)}. Группа U
естественным образом действует на Л (Г) сопряжениями. Для
завершения доказательства теоремы достаточно показать, что
Л(Г) р ( 5 ) состоит из конечного числа орбит группы Uo{S). Рас-
смотрим морфизм Ф : С/-*-Л (Г), (p(g) = g-lyg = (g~[yig, . . .
• • • •> §~[Vdg), где Y = (YI, .-., yd). Обозначим также через £Д
централизатор Г в U и выберем такое /С-определенное подмно-
гообразие U2 с U, что морфизм — произведение и\У,и2-^и
является /С-определенным изоморфизмом многообразий (см.
лемму 1 гл. II). (Отметим, что выбрать подгруппу U2 a U с та-
ким свойством в общем случае нельзя.)

Лемма 10. Ограничение ср: U2-*-A(T) является К-определен-
ным изоморфизмом многообразий.

Доказательство. Покажем вначале, что U действует на А (Г)
транзитивно. Пусть 6 = (Si, . . . , б й ) е Л ( Г ) и А = { 6 Ь . . . , 8а].
Тогда А является подгруппой в G, и в силу редуктивности под-
групп Г, A cz G по теореме 3 главы II найдутся такие х, г/е U,
что х - ' Г х с Я , y~l&y cz H. Для любого i= I d имеем

я (лГ'у,*) = п (Y.) = я (б;) = л (y-^iy),

так что из инъективности ограничения п\н вытекает равенство
x-[ytx = y-[8ty, т. е. 8=g-1yg = y(g), где g = xy~K Так как
стабилизатором точки у является в точности подгруппа Uu то
ограничение ф: £/2^>-Л(Г) биективно. Остается заметить, что
в силу однородности многообразие А (Г) является гладким, так
что ф — изоморфизм согласно теореме 14 гл. П.

Пусть теперь U является абелевой группой; тогда в качестве
1/2 можно выбрать подходящую подгруппу U (лемма 1 гл. II).
Из леммы 10 вытекает, что прообраз (ф 1̂  )~'(Л (Г)л ,5Л являет-
ся компактным подмножеством в U2AS И поэтому содержится
в объединении конечного числа (левых) смежных классов по
подгруппе U2AS (s). Но тогда ф"1 (Л (T)e(S)) = <f~l (Л (Г)л5(5)) П U2K

содержится в объединении конечного числа смежных клас-
сов по подгруппе U2O{S) = U2AS(S) [}U2K, ЧТО И требовалось.

В общем случае применяем индукцию по размерности уни-
потентного радикала {]. Пусть Z(U) — центр U; рассмотрим
G' = G/Z(U). Тогда в G'0[S) конечные подгруппы разбиваются
в конечное число классов сопряженных. Так как образ Gg(S)
при каноническом морфизме G-+-G' является S-арифметической
подгруппой по теореме 9, то отсюда следует конечность числа
классов сопряженности в Gg.S) подгрупп вида TZ(U)g{S), где
Г—конечная подгруппа Go(S)- Для завершения доказательства
теоремы 10 достаточно показать, что конечные подгруппы из
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TZ (U)o(S) разбиваются в G<?(s)B конечное число сопряженных
классов. Но Г содержится в подходящей максимальной редук-
тивной /С-подгруппе F группы G. Тогда в группе D = FZ(U)
унипотентный радикал является абелевым и Dj(S) czGo{s). По-
этому конечные подгруппы Do>(S) разбиваются в конечное число
классов сопряженных в Ge{s). Теорема 10 полностью доказана.

Замечание. Для редуктивной группы G можно дать доказа-
тельство теоремы 10 в том же духе, что и доказательство ана-
логичной теоремы 3 гл. IV для арифметических подгрупп, ис-
пользуя основу Брюа — Титса для групп над неархимедовыми
локальными полями (см. § 3.4).

Наш завершающий результат связан с доказательством ко-
нечной представимости S-арифметических групп.

Теорема 11. Любая S-арифметическая подгруппа редуктив-
ной группы G является группой с конечным числом образующих
и конечным числом определяющих соотношений.

Доказательство основано на методе Райдемайстера —
Шрайера из комбинаторной теории групп (см. Линдон, Шупп
[1], гл. 2, § 4), который мы применим к группе Go(s), рассмат-
ривая ее как подгруппу в Г = G к. В § 3.4 (теорема 15 гл. III)

\ оо

мы показали, что для любого n e l ' j ' группа GK является ком-

пактно определенной, поэтому, как несложно видеть, компактно

определенной будет и группа Г = JJ[ G# (напомним, что#

последнее означает существование компактного подмножества
D с Г, порождающего Г и такого, что соотношения вида ab = с
для а, Ь, с е D составляют множество определяющих соотноше-
ний для Г. Переходя от множества D к множеству D [} D-1 [}{е},
где е — единица группы Г, мы можем в дальнейшем считать, что
D содержит е и D = D~l). Итак, если через F(X) обозначить
свободную группу, порожденную X, и рассмотреть множество
D*, элементы которого находятся в биективном соответствии
с элементами множества D относительно отображения d*i—>d,
то определяемый им гомоморфизм р: F(D*)^-T сюръективен,
a N = Кег р порождается элементами вида а'Ь*с*~ , где а*, Ь*,
с" е D* и р (а'Ь') = р (с*). Необходимую для применения метода
Райдемайстера — Шрайера систему представителей смежных
классов F(D*)/H, где Я = p - 1 (G<?(S)), удобно выбрать, исходя из
следующих соображений. Из предложения 11 вытекает суще-
ствование такого компактного подмножества С cz Г, что Г =
= Go(s)C,причем можно без потери общности считать, что е е С ,
Выберем из элементов С систему Т представителей смежных
классов T/Gj(S), содержащую е, и обозначим через Т* такую
систему представителей классов F(D*)/H, что Т* содержит еди-
ницу е* группы F(D*) и р осуществляет биекцию Т* на Т. Вве-
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дем функцию F(D)-*-T*, х>—>х, сопоставляющую элементу х
представитель х смежного класса Нх, лежащий в Т*, т. е. такой
элемент i e f , что Нх = Нх. Возьмем теперь произвольный
х е Я и запишем его в виде х = d\ ... dm, где dt^D*\JD'~l.

)~l)Тогда х = Щт1) {d,d2 (d^d2y
l) . •• (<*i •••<*«-!<*« (<*i • • • dm)

ибо di ... dm = x = e*. Элементы d{ . .. dt_idt(di ... dt) , пост-
роенные по методу Райдемайстера — Шрайера, дают в произве-
дении элемент х и лежат в множестве X = {T'(D* [) D*~l)T*~l) |~| Я,
которое тем самым оказывается системой образующих для Я.
Далее, по условию JV как нормальный делитель в F(D*) порож-
дается выражениями аЪсг-1 для таких троек а, Ь, с е D*, что
p(ab)= р(с). Это значит, что любой элемент n^N допускает
представление вида

где g, (= F (D')r &i = + 1. Записывая gt в виде gt = httt, ht e Я,
t{<^T*, мы видим, что JV как нормальный делитель в Я порож-
дается элементами xyz~\ где х, у, z ^T*D'T'~l и р (ху) — р (г).
Имеем

xyz~l = {xx~l) {xyxy~l) (xyz~lzxy~1)~l,

ибо xijz-1 = е*, откуда следует, что N, как нормальный дели-
тель в Я, порождается элементами вида xyz~~l, где х, у, z e
•е (T*)2D* (Т*)-2 П Я. Отсюда видно, что систему образующих X
удобно расширить, например, до множества У = p - 1 (BC2DC~2B |~|
Л Gens)), где В = П Gao (из определения X ясно, что

XczY). Тогда Л̂  как нормальный делитель в Я порождается
элементами xyzr1, где х, у, z e У и р(^гг/)^р(г). Покажем те-
перь, что У можно уменьшить до получения конечной системы
образующих группы Gg(sy Для этого на первом шаге выберем
такое подмножество ZczY, что р индуцирует биекцию 2->-р(У),
и определим проекцию я: Y-+Z условием р(*) = рЫ(х)) для
любого * е У . Рассмотрим свободные группы F(Y), F(Z) и

взаимно обратные гомоморфизмы F (Z) ^=ь F (У), индуцируемые

вложением Z c У и проекцией я. Из коммутативной диаграммы

(1)
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в которой p2 = pi°ai, а pi получается композицией р и гомо-
морфизма т: F(Y)-*-H, получаем, что Кег р2 = a2(Ker pi). С дру-
гой стороны, Kerpi порождается Кегт и элементами вида xyzrx,,
где х, у, z е У и р (ху) = р (z). Отсюда следует, что Кег р2 по-
рождается Ker(x°ai) и элементами вида xyz~\ где х, у, ZEIZ
и р (ху) = р (г). По построению р осуществляет биекцию между
множеством У и множеством Ef\Gj{.s), где Е = BC2DC~2B. Но Е
является компактным подмножеством в Г и поэтому покры-
вается конечным числом сдвигов открытой подгруппы В. По-
этому существует такой конечный набор элементов ylt . . ., уг е .
е Е П Gens), что

(отметим, что поскольку Е = ВЕ = ЕВ, то £ fl G.;(SJ =
= G0(E[}Ge{s)) = (Ef}Ge(S))Gj). В силу теоремы 4.17 можно-
выбрать конечную систему гь . . . , zt образующих группы Go.
Положим тогда U = {zu ..., zt}, W = {yb . . . , yr} U U и, поль-
зуясь биекцией между Z и E[\Gj(S), будем отождествлять эти
множества с соответствующими подмножествами в Z. По по-
строению имеем сюръективный гомоморфизм qp: F {U)—>-Go~
Рассмотрев некоторое сечение тр: Gg—>F(U) гомоморфизма qp,

тождественное на U, можно определить отображение Z —> F [W)f

переводящее y(g, где g e G j , в y^ig). Это отображение инду-
цирует гомоморфизм р2-' F(Z)-*- F(W), который является обрат-
ным к гомоморфизму Pi: F(W)-*-F(Z), определяемому вложе-
нием WczZ. Кроме того, имеем коммутативную диаграмму

(2)

в которой p3~p2°|3i, где р2 взято из диаграммы (1). Из (2)
получаем, что K e r p 3 = f52(Kerp2). Поэтому Кегр3 пороладается
Кег (т °а2 о f52) и элементами вида xyz~\ где х, у, z^a(Z) и
р3(ху) = р3(г). Покажем, что все элементы вида xyz~x или,,
эквивалентно, соотношения xy — z для таких х, у, z можно-
в действительности свести к конечному числу. Для этого рас-
смотрим вначале такие соотношения, где J: e ф (Go). Так как
Gg(Ef}Go{S)) = E{)Ge(S), т о ziyj = ykwij д л я в с е х i = l , ...,t\
у = 1 , . . . . г , при п о д х о д я щ и х ^ е { 1 , . . . , r } , wtj^.Gg. В в е д е м
т о г д а соотношения

(it), / = 1 , . . . , / ; / = 1 , . . . . г. (3)
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Если добавить к (3) конечную систему соотношений между г,,
которые определяют Gg (см. утверждение 2) теоремы 4.17), то
мы получим конечную систему соотношений, из которой выво-
дятся все соотношения вида ху = z для х е ip(Gg). В самом
деле, любой х е \!р (Go) является словом от zu Поэтому пред-
ставив у, z в виде у = уф, z = ykc, b, с f= г|) (Ge) и используя (3)
соответствующее число раз, мы приведем соотношение ху = z
к виду ytab = ykc, где a<=ip(Gg). Из равенства рз (**/) = рз(г)
вытекает, что k = I, и тогда, сократив на yk, получим соотно-
шение аЪ = с между словами от переменных г,-, а все такие со-
отношения мы по построению уже учли. Взяв теперь произволь-
ный x^a(Z), представим его в виде x = yia, aei | )(Go). Тогда,
используя уже доказанное, любое соотношение вида ху = z
можно свести к соотношению

1,), (4)

где г{!-^Од — элемент, определяемый из условия У{ ц
в Go(S). Таким образом, все соотношения вида xy = z, где
х, у, z<=a(Z) и р3 (ху) = р3 (г), выводятся из конечного числа.
Эквивалентным образом, нормальный делитель в F(W), порож-
денный элементами xyz~l для таких троек х, у, z, порождается
на самом деле конечным числом таких элементов. Поэтому если
рассмотреть подгруппу Ф = a$2(F(W)), то из вычисления
Кегрз вытекает, что Кегр | ф = Ф |~| N порождается как нормаль-
ный делитель в Ф конечным числом элементов. Остается заме-
тить, что как конечно порожденная подгруппа в F(D*), Ф яв-
ляется свободной группой конечного ранга (следствие из тео-
ремы Нильсена — Шрайера), поэтому представление Gg(s)^
~ ф / ф fl JV дает требуемое конечно определенное представле-
ние Gg (s). Тогда и любая S-арифметическая подгруппа в G,
будучи соизмеримой с Gg^S), также конечно определена. Тео-
рема 11 доказана.

Приведенное нами доказательство теоремы 11 представляет
формализованный вариант первоначальных рассуждений Кне-
зера [7]. Читателю, владеющему комбинаторной теорией групп,
такая формализация может местами показаться излишней, в ча-
стности, он, видимо, предпочтет не вводить свободных групп
F(Y), F(Z) и т. д., а вести рассуждения прямо в группе Г (это
возможно, и именно так поступает Кнезер). Тем не менее и при
нашем варианте изложения, рассчитанном на читателя, не имею-
щего соответствующей подготовки, ясно видна основная идея
рассуждений, которая заключается в редукции общего случая к
случаю S = V™, когда Gg^^Gg, где конечная определенность
уже доказана в теореме 4.17. Эту редукцию можно также выпол-
нить путем индукции по [ S \ ^ £ ] , рассматривая Gg^ как
подгруппу в GKV, где o e S \ ^ в некоторых случаях подхо-
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дящая модификация такого индуктивного процесса соответствен-
но позволяет в явном виде найти образующие и соотношения для
Go(S), если известно представление группы б^(для группы G = SL?
см. работу Серра [10]). Имеется и другое доказательство тео-
ремы 11, при котором случай S=Voo ничем не отличается от
остальных (см. Борель, Серр [4]). По форме оно сходно с до-
казательством теоремы 4.1 и использует дискретное действие
группы Gens) на подходящем односвязном пространстве, кото-
рое является произведением уже знакомого нам факторпростран-
ства Goo по максимальной компактной подгруппе и основ Брюа —
Титса для групп GKV, » е S \ 1/1 Как мы уже отмечали, на
этом пути можно получить и другое доказательство теоремы 10'
для редуктивных групп.

Обратим внимание на тот факт, что в теореме 4.17 мы не на-
лагали на группу G условия редуктивности. Однако теорема 11
для нередуктивных групп, вообще говоря, неверна. Так, если
S=^=V^o, то аддитивная группа кольца (У (S) не является
конечно порожденной, поэтому не является конечно порожден-
ной и любая S-арифметическая подгруппа в одномерной унипо-

тентной группе Ga. С другой стороны, еслиВ = 1Г" _, ] аФ

ф 0 | — борелевская подгруппа в SL2, то любая S-ариф-
метическая подгруппа в В конечно порождена. В связи с этим
укажем на критерий конечной порожденности (конечной опре-
деленности), доказательству которого фактически и посвящена
статья Кнезера [7]: S-арифметические подгруппы в G являются
конечно порожденными (конечно определенными) в том и только
том случае, когда для всех v <s S \ I/* группы GK ЯВЛЯЮТСЯ
компактно порожденными (соответственно, компактно опреде-
ленными). Так как для редуктивной группы компактная опре-
деленность всегда имеет место (теорема 3.15), то критерий ком-
пактной порожденности в общем случае можно сформулировать
в терминах действия G на унипотентном радикале RU(G), что
мы и предлагаем сделать читателю в качестве упражнения.

Завершает эту главу описание S-арифметических подгрупп
в торах. Приводимая ниже теорема содержит в качестве ча-
стных случаев как классическую теорему Дирихле о структуре
S-единиц в полях алгебраических чисел, так и полученное нами
в § 4.5 описание обычных арифметических подгрупп в торах
(тем самым ее естественно называть обобщенной теоремой Ди-
рихле). Ее доказательство, опубликованное Широм [2], факти-
чески идентично доказательству теоремы 9 из гл. IV книги
А. Вейля [7].

Теорема 12. Пусть Т—тор± определенный над полем алгеб-
раических чисел К, S cz VK — конечное подмножество, содержа-
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щее V^o. Тогда группа S-единиц Tg(S) изоморфна произведению
конечной группы и свободной абелевой группы ранга s =

= S rang* Г —rang K 7\
v<=S

Доказательство. В силу равенства Тj(s> = ТА<S> П ТК группа
To(s\ является дискретной подгруппой в Т A(S). Однако отсюда
сразу ие удается получить информацию о Tg(s), ибо TA(S)ITO{S)

в общем случае некомпактно. Чтобы получить компактное

факторпространство, нужно группу TA(S) уменьшить до T(A\S) =

= TA(S){\TI'A, где группа Т(А определяется как в § 5.3. Дей-

ствительно, так как Тк с Т(А, ТО ОПЯТЬ r<?(S) = TA

l\s) П Тк, и поэ-

тому факторпростраиство TA1\S)/TO{S) отождествляется с откры-

то-замкнутым подпространством в Тд/Тц, которое компактно

по теореме 6. Выясним теперь точную структуру группы TA{S)-

По определению TA<S) = П ТК X П Тс . Для v f= VU струк-

тура Тк нам уже известна (см. доказательство следствия 1

из теоремы 4.11): Тк ~ Rr» X В, где r^^rang^. T, а группа В

компактна. Пусть теперь » G S \ V l Рассмотрим разложение
Т = ТгТ2 в почти прямое произведение максимального /(•„-раз-
ложимого подтора Т{ и максимального /^-анизотропного тора Т2

(см. § 2.1, п. 7). Пусть В cz Тц —максимальная компактная
подгруппа. Так как Т2ко — компакт (теорема 3.1), то T2KV

C=B.

Поэтому если <р: Т—>Т3 = Т/Т2 — соответствующее факторото-
бражение, то TKvJB ~ ф(Гд:о)/ф(В). Но тор Т3 разложим над

Kv и, следовательно, (ТЛ ~ (K'VY
V ^ Zr° X U, где ги = ё1тГ 3 =

^ r a n g ^ T, а группа U компактна. Из максимальности .6 выте-

кает равенство ф(В) = f/ П ф ( ^ „ ) , так что ф(7\о)/ф(В) с= Zr«

и ф (Ticv)/(p(B) r^ Z' для некоторого t^.rv. С другой стороны,

7\ также является /(„-разложимым подтором ранга г0, откуда

TIKV r^ Zr" X U{ для некоторой компактной подгруппы их. При

этом изоморфная Z r " подгруппа [<в Г ^ является дискретной

и поэтому не пересекается с В, так что Тк /В содержит сво-

бодную абелеву группу ранга rv. Окончательно, Тк /В ~ Z \

откуда без труда вытекает разложение 7> ~ Zr« X В. Собирая
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воедино информацию об архимедовых и неархимедовых ком-
понентах, получим следующее разложение для TA{S)'-

где а = 2 rang^ Т, |3 = £ тап§к Т, а группа W ком-
V

пактна. Теперь уже несложно описать структуру группы

Напомним предварительно, что группа ТА

] вводилась нами как

пересечение ядер непрерывных гомоморфизмов ск(%): TA^*R>0,
которые определялись исходя из характеров у , е X (Т)к по

формуле ск (х) ((gv)) = ПIIX (§v) \\v Пусть &, ...,%r (r = r ang^ Г)

образуют базис Х(Т)К. Тогда имеем непрерывный гомоморфизм

6: ТА - ( R > 0 ) r , г ^ , ( С / С (X l) (g), ...,cK (Xr) (g)), . причем fA

U =

= Кег6. Утверждается, что Q(TMS)) = ( R > 0 ) r для любого 5 з V».
Действительно, так как %1г ..., %г образуют базис Х(Т)К, то

Ф
м о р ф и з м qp: T^Qr

m, g^-fiXiig), ...,Xr(g)) с ю р ъ е к т и в е н . П о э -
тому, применяя следствие 1 из предложения 3.3, получим, что
для любого o e F ! образ cp(Tf(v) открыт и, следовательно,

содержит «связную компоненту группы (к1У, которая совпа-

дает с ( R > 0 ) r для ^вещественного и и с С*г для комплекс-

ного v. Остается заметить, что ограничение 8 на группу 7\ ,

соответствующим образом вложенную в ТА, совпадает с ком-

позицией ф и отображения нормализованного нормирования

|| ||„: /С* —>• R> 0, так что уже 8 (У/с̂ ) совпадает с ( R > 0 ) r для любого

веУ„о, Учитывая изоморфность R и R> 0, мы видим, что в
нашей ситуации применима

Лемма 11. Пусть Г = Ra X Z P X W, где группа W компактна.
Тогда если 8: Г—>- Rv — непрерывный сюръективный гомоморфизм,
го v<a, и ^

Доказательство оставляется читателю в качестве упражне-
ния.

Таким образом, для группы TA

v\s) получаем представление

Выше мы показали, что группа Tj^s) является дискретной под-

группой в TA\S), причем факторпространство TA\s)/To(S) КОМ-
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пактно. Поэтому утверждение теоремы 12 вытекает из-
леммы 4.17, если заметить, что (а — г) + Р совпадает с числом s-
в ее формулировке.

Следствие (теорема Дирихле об S-единицах). Пусть К —
поле алгебраических чисел, S — конечное подмножество в VK,
содержащее VU,. Тогда группа S-единиц Е (S) = {х<= Д" || х | „ = 1
для всех v ф. S} изоморфна произведению группы Е корней
из единицы, содержащихся в К, и свободной абелевой группы
ранга [S] — 1.

Библиографические замечания. Основные результаты теории
приведения для групп аделей и S-арифметических подгрупп
в числовом случае содержатся в статье Бореля [1]. При этом
Борель в существенной степени использовал построенную им и
Хариш-Чандрой теорию приведения для арифметических под-
групп. Позднее Годеман [1] показал, как те же самые теоремы
могут быть получены другим путем, не зависящим от теорем
редукции для арифметических групп. Усовершенствование ме-
тода Годемана позволило Хардеру [5] построить теорию приве-
дения для групп аделей над глобальными полями положитель-
ной характеристики. Основные теоремы здесь те же самые, что
и в числовом случае, с той лишь разницей, что аналог тео-
ремы 1 принимает вид: если S — непустое подмножество в VK,
то число двойных смежных классов GA{S)\GAJGK конечно.
С другой стороны, вопрос о конечной порожденности S-арифме-
тических подгрупп редуктивной алгебраической группы G, оп-
ределенной над функциональным глобальным полем К, не имеет
столь однозначного ответа, как в числовом случае, ибо суще-
ствуют не конечно порожденные S-арифметические группы.
Почти полное решение вопроса о конечной порожденности со-
держится в работе Бера [4]; случай классических групп рас-
сматривался ранее О'Мирой [2]. Вопрос о конечной определен-
ности S-арифметических групп над функциональным полем К
в общей форме положительно решен лишь для ^-анизотропных
групп (см. Борель — Серр [4]). Для Д'-изотропных групп си-
туация окончательно не прояснилась до сих пор. Известно, од-
нако, что группа SLs(k[t]), где k — конечное поле, конечно по-
рождена, но не является конечно определенной (Бер [6]),
а группа SL2(O(S)) конечно определена тогда и только тогда^
когда [ 5 ] > 2 (Штулер [1]).
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КО ГОМОЛОГИ И ГАЛУА

Настоящая глава посвящена изложению результатов об опи-
сании множества 1-когомологий Галуа Я1 (К, G) алгебраической
/С-группы G над полями арифметического типа. Кроме того, мы
включили ряд необходимых нам результатов о когомологиях
групп целых и-адических точек и адельных групп. Материал на-
стоящей главы будет использоваться в гл. VII, VIII, поэтому
знакомство с ним необходимо для дальнейшего чтения книги.
В то же время в целом когомологии Галуа играют в книге вспо-
могательную роль, и в наши планы не входило изложение всех
аспектов теории когомологии. Поэтому мы сосредоточили вни-
мание на тех вопросах, которые связаны с классическими тео-
ретико-числовыми концепциями (такими, как, например, ло-
кально-глобальный принцип), либо вплотную примыкают к дру-
гим результатам арифметической теории алгебраических групп.
В этом смысле настоящая глава дополняет известную книгу
Серра [1], посвященную изложению собственно теории когомо-
логии. К этой книге мы и будем отсылать читателя за доказа-
тельствами используемых нами фактов общего характера.

Ряд результатов публикуется здесь впервые. Например, мы
впервые приводим полное доказательство принципа Хассе для
односвязных групп.

§ 6.1. Основные результаты

В этом параграфе собраны основные результаты об описа-
нии множества HX(K,G) одномерных когомологии Галуа алгеб-
раической /С-группы G, где в качестве К выступает конечное,
локальное либо числовое поле. Последующие параграфы содер-
жат доказательства сформулированных здесь теорем. Некото-
рые приложения полученных результатов и их связь с классиче-
скими фактами о классификации квадратичных, эрмитовых и др.
форм будут даны в § 6.5—6.6. Основные определения, связанные
с некоммутативными когомологиями Галуа, см. в § 1.3 (более
систематическое изложение читатель может найти в книге Сер-
ра [1]). Отметим, что доказательства ряда теорем этой главы
о когомологиях полупростых групп весьма техничны, и их можно
•опустить при первом чтении (в действительности для понима-
ния большей части книги достаточно знакомства с настоящим
лараграфом).
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Мы начинаем с конечного поля К, для которого исчерпы-
вающее описание Hl(K, G) дает

Теорема 1 (Ленг [1]). Пусть G — связная алгебраическая
группа, определенная над конечным полем К. Тогда Я1 (К, G) = 1.

Доказательство будет дано в § 6.2. Там же будет приведен
ряд следствий из теоремы 1. В частности, будет показано, что
любая связная группа над конечным полем К является квази-
разложимой, т. е. обладает /С-определенной подгруппой Бореля.
Отсюда при помощи леммы Гензеля выводится следующий важ-
ный результат: если связная группа G определена над числовым
полем К, то для почти всех v e Vf она квазиразложима над
пополнением Kv-

Кроме того, из теоремы 1 вытекает ряд необходимых для
дальнейшего фактов о когомологиях групп целых и-адических
точек и адельных групп. Отметим, что как следует из одного
результата Стейнберга (см. теорему 23), утверждение теоремы 1
сохраняет силу и в более общей ситуации полей К, у которых
так называемая когомологическая размерность cd(K) не пре-
восходит 1. В остальных случаях множество H[(K,G), вообще
говоря, нетривиально, и поэтому возникает задача его описания.
Как следует из предложения 2.9, ее достаточно решить для ре-
дуктивной группы G. Согласно теореме 2.4 такая группа яв-
ляется почти прямым произведением тора и полупростой группы,
и поэтому вычисление Hl(K, G) в значительной степени сводится
к двум основным случаям: (a) G — тор; (б) G—полупростая
группа, которыми мы и будем заниматься. Результаты для по-
лупростых групп по своей природе существенно отличаются от
случая торов, причем в действительности факты о когомологиях
торов используются при вычислении когомологий в полупростом
случае. По этой причине мы рассмотрим вначале случай алгеб-
раических торов.

Известно (см. § 2.1, п. 7), что любой /С-тор Т с точностью
до изоморфизма определяется заданием на группе характеров
Х(Т) структуры модуля над абсолютной группой Галуа
Gal (К/К) (напоминаем, что у нас поле К всюду предпола-
гается совершенным, причем в большинстве случаев char К = 0).
Поэтому естественно попытаться связать группы когомологий
НХ(К,Т) и Н1(К,Х(Т)). Здесь прежде всего удобно заменить
когомологий проконечной группы Gal (Я/К) когомологиями не-
которой конечной факторгруппы. Для этого следует заметить
(см. лемму 8), что Я1 (К,Т) = Я1 (L/K, Т) и НХ{К,Т) =
= Нх (L/K, \(Т)), где L — некоторое поле разложения для Т
(т. е. конечное расширение Галуа поля К, над которым тор Т
становится разложимым).

В дальнейшем удобно перейти от обычных когомологий Га-
луа к так называемым модифицированным, которые были
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введены Тейтом. Точное определение групп когомологии Тейта
fll(G, А) коммутативного модуля А над конечной группой G мы
приведем в § 6.3, а пока ограничимся указанием на тот факт,
что группы #'(G, А) существуют для всех целых значений i,
причем /?'(G, A) = H{(G, А) для / ^ 1 . Кроме того, для кого-
мологии Тейта остается в силе основное свойство когомологии:
точной последовательности G-модулей 0^-Л —>~В->- С—*-0 отве-
чает бесконечная в обе стороны точная последовательность:

. . . -> Нч (G, А) -> Hq (G, В) -> Hq (G, С) -> H4+1 (G, А)-»...

В этих обозначениях справедлива
Теорема 2 (Накаяма — Тейт; локальный вариант). Пусть

К — локальное поле. Тогда для любого К-определенного тора Т
с полем разложения L и любого целого i имеет место изоморфизм

Н1 (L/K, Т) ~ Я 2 ~' {ЦК, X (Т)).

В частности, Hl(L/K, T)~Hx{LjK, X(7")).
Следует отметить, что изоморфизм в теореме 2 имеет харак-

тер изоморфизма конечной абелевой группы со своей двойствен-
ной. Для получения естественного изоморфизма вместо группы
характеров Х(Т) следует рассмотреть двойственную группу коха-
рактеров (однопараметрических подгрупп) Xt(T)= Hom(Gm, T)
(см. § 2.1, п. 7), и тогда Й^ЦЬ/К, Х,(Т)) = fi(L/K, T), причем
изоморфизм индуцируется w-умножением на образующую
группы

НЦЦК, L-) = Bv(L/K)~±Z/Z,

где п = [L : К) (подробности см. в § 6.3).
Из теоремы 2 вытекает, что для локального поля К группа

Н1 (К, Т) конечна. Ниже мы увидим, что этот результат остается
справедливым, если заменить Т на любую алгебраическую
/С-группу.

Изучение группы Н1(К,Т) для тора Т над числовым полем
К базируется на рассмотрении отображения Н[ (L/K, T) ->
-> П Н1 (LJKV, T) (для каждого и выбирается одно продолжение

v

w\v). Легко видеть, что его образ лежит в группе Я 1
 (L/K,TAL),

где AL — кольцо аделей поля L, так что на самом деле мы
имеем отображение Я 1 (L/K, T) -?U Я1 (L/K, ТАь). Для вычис-
ления его ядра и коядра рассматривается точная последователь-
ность
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где CL(T) = TAL/TL — группа классов аделей тора Т над L, и

соответствующая когомологическая последовательность

H°(L/K, C

Описание групп когомологий Й1(Ь/К,Сь(Т)) дает
Теорема 3 (Накаяма — Тейт; глобальный вариант). Пусть

К—числовое поле. Тогда для любого К-определенного тора Т
с полем разложения L и любого целого i имеет место изомор-
физм

Н1 (L/K, CL (Г)) ~ H2~l (L/K, X (Г)).

К теореме 3 в полной мере относится замечание, сделанное
после формулировки теоремы 2. Кроме того, следует отметить,
что несмотря на различие объектов, участвующих в формули-
ровках теорем 2 и 3, в основе их доказательства лежит один
и тот же когомологический формализм (так называемая тео-
рема Тейта, см. § 6.3), возможность использования которого
обосновывается соответственно локальной и глобальной теорией
полей классов. Отметим также, что в § 6.3 мы изучим взаимо-
отношения между изоморфизмами в теоремах 2 и 3.

Из теоремы 3 вытекает, что ядро и коядро морфизма ф ко-
нечны. Группа Кег ф носит название группы Шафаревича —
Тейта тора Т и обозначается Ш(Г). Если III (Г) = 1, то говорят,
что для тора Т выполняется локально-глобальный принцип, или
принцип Хассе; в общем случае Ш(Г) выражает отклонение от
локально-глобального принципа. Эта терминология естественна,
ибо для норменного тора r = Ri/K(Gm) тривиальность Ш(Т)
равносильна выполнению классического норменного принципа
Хассе в расширении L/K- Используя теоремы 2 и 3, Тейт пока-
зал, что для расширения Галуа L/K с группой Галуа 'S группа
Шафаревича — Тейта Ш(Г) тора Т = R(L/A:(Gm) изоморфна ядру
канонического гомоморфизма Нг{*3, Z)-^- Ц Я 3 (j^a, Z), где

v

$v — группа разложения в % некоторого продолжения норми-
рования v. Однако до недавнего времени не существовало ис-
следования Ш(Г) для норменного тора Т = R(/'^(Gm) в случае,
когда L/K не является расширением Галуа. Такое исследова-
ние было выполнено в работах Платонова, Дракохруста [1], [2],
Дракохруста, Платонова [1] и Дракохруста [1]; эти результаты
излагаются в § 6.3.

С качественной точки зрения теоремы 2 и 3 дают два основ-
ных факта о когомологиях Галуа алгебраических торов: конеч-
ность Н1 (К, Т) для торов над локальным полем К и конечность
Ш(Г) для торов над числовым полем К- В § 6.4 мы установим,
что эти два факта остаются справедливыми для произвольных
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алгебраических групп. Естественно, что в основе доказатель-
ства этих результатов в общей ситуации лежат соображения,
совершенно отличные от тех, которые используются при доказа-
тельстве теорем 2, 3. А именно, оказывается, что конечность
#'(/<, G) для локального поля К (теорема 14) фактически не
зависит от структуры группы G, а является следствием одного
специального свойства абсолютной группы Галуа Gal (К/К)
поля К (так называемого свойства (F)). С другой стороны, ко-
нечность ядра IU(G) отображения Н1 (К, G ) - > I I Hl(Kv, G) *)

V

(теорема 15), вытекает из теории приведения для групп аделей,
которую мы построили в гл. V.

Рассмотрим теперь вопрос о точном вычислении когомологии.
Как мы уже отмечали, здесь можно ограничиться случаем ре-
.дуктивных групп, а последний—по модулю имеющихся резуль-
татов о когомологиях торов — сводится к случаю полупростых
групп.

Если G — полупростая группа над локальным полем К, то,
в отличие от случая конечного поля, уже не всегда Н1 (К, G) =
= 1, однако справедлива следующая

Теорема 4. Пусть G — односвяаная полупростая группа над
неархимедовым локальным полем К. Тогда НХ(К, G)= 1.

Чтобы вычислить Я 1 (К, G) для произвольной полупростой
группы G над локальным полем К, рассмотрим универсальное
/С-определенное накрытие G^-^-G (см. предложение 2.10). Из
точной последовательности 1 —>F—> G-^G^-1, где/7 = Кегл; —
фундаментальная группа G, в силу центральности F получается
отображение б: Н1 (К, G)-+НЦК, F) (см. § 2.2, п. 3). Тогда
основной результат состоит в том, что б биективно (отметим, что
инъективность б вытекает из теоремы 4, а сюръективность уста-
навливается в теореме 20). В частности, множество с отмечен-
ным элементом Н1 (К, G) снабжается «естественной» структурой
абелевой группы. Приводимое нами в § 6.7—6.8 доказательство
теоремы 4 использует структурную информацию о полупростых
группах и элементы их классификации. Существует также еди-
нообразное-доказательство теоремы 4, основывающееся на тео-
рии Брюа— Титса (см. Брюа — Тите [2]).

В процессе доказательства теоремы 4 будет получен также
следующий важный результат.

Теорема 5. Пусть G — простая односвязная анизотропная
группа над локальным полем К- Тогда G = SLi (D) для неко-
торой конечномерной алгебры с делением D над К.

Теорема 5 также может быть выведена из теории Брюа —
Титса, однако мы, излагая доказательство теорем 4, 5, избрали

*) Напомним, что в некоммутативных когомологиях ядро понимается как
прообраз отмеченного элемента, т. е. класса эквивалентности тривиального
коцикла.
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структурный вариант рассуждений, ибо он пригоден и для изу-
чения когомологии над числовыми полями (где альтернативного
доказательства соответствующих результатов до сих пор не су-
ществует). Отметим высказанное Серром [1] предположение
•о том, что утверждение, аналогичное теореме 4, должно выпол-
няться всякий раз, когда когомологическая размерность cd(K)
не превосходит 2. С другой стороны, вопрос о справедливости
в данной ситуации теоремы 20 (т. е. вопрос о сюръективности
кограничного отображения б) сводится к классическому в тео-
рии простых алгебр вопросу о совпадении экспоненты и индекса
простых /С-алгебр. Для так называемых С2-полей, класс кото-
рых фактически совпадает с классом полей когомологической
размерности, не превосходящей 2, это утверждение высказано
в качестве гипотезы в статье М. Артина [1].

Из теоремы 4 вытекают также некоторые факты о класси-
фикации простых групп, которые понадобятся нам в гл. VII при
доказательстве гипотезы Кнезера — Титса над локальными по-
лями. Так, например, любая группа типа 2Е6 над локальным
полем оказывается квазиразложимой, а любая группа типа Е^
становится разложимой над произвольным квадратичным рас-
ширением К.

Вычисление Н[(К, G) над числовым полем К, как и в случае
торов, базируется на рассмотрении канонического отображения

Л1 (К, G)-^->-II Я 1 (Ко, G). В случае когда р инъективно,естествен-

но говорить, что для группы G выполняется принцип Хассе, ибо,
скажем, инъективность р для ортогональной группы G = On(f)
равносильна справедливости локально-глобального принципа
в вопросе эквивалентности квадратичных форм. К сожалению,
отображение р не всегда инъективно, однако уже довольно
давно была выдвинута гипотеза (см. Серр [1]), что оно инъек-
тивно, если группа G односвязна. Доказательство этого факта
для классических групп (см. Кнезер [12]) тесно связано с клас-
сическими результатами о классификации квадратичных, эрмито-
вых и т. д. форм. Исключительные группы, кроме типа Е8, были
исследованы Хардером [1], [2]. Случай групп типа Е& оставался
не рассмотренным более двадцати лет. Доказательство здесь
было получено совсем недавно Черноусовым [6]. Таким обра-
зом, мы впервые излагаем полное доказательство принципа
Хассе для односвязных групп (см. § 6.7—6.8).

Согласно теореме 4 для односвязной группы G имеем
Hl(Kv,G)=\, если v — неархимедово, поэтому в действитель-
ности р сводится к отображению

Я1 (К, G) ±+ П Я1 (Ко, G),



318 vi. когомологии ГАЛУА

которое инъективно в силу справедливости принципа Хассе_
Оказывается, что здесь справедлив следующий точный ре-
зультат.

Теорема 6. Для односвязной К-группы G отображение 8
биективно.

Для полноты картины остается описать вещественные кого-
мологии Hl(R,G) простой односвязной R-группы G. В случае,
когда группа GR компактна, это проделано в книге Серра [1]
(см. гл. 3, § 4.5). Общий случай был недавно рассмотрен Боро-
вым [2].

Вычисление Я1 (К, G) для произвольной полупростой группы
G, как и в локальном случае, получается исходя из точной
последовательности \-+F-+O-+G-^\, где О односвязна,
а /7 = Кегл — фундаментальная группа G. А именно, можно по-
казать, что в получающейся когомологической точной последо-
вательности НХ(К, G)^Hl{K, G)-^-H2(K, F) отображение о
сюръективно (теорема 20). Отметим также, что над вполне мни-
мым числовым полем остается справедливым утверждение, ана-
логичное теореме 5.

Из справедливости принципа Хассе для односвязных групп
вытекает его справедливость и для присоединенных групп
(см. § 6.5). С его помощью выводятся также некоторые факты
о классификации простых групп над числовыми полями. В ча-
стности, любая простая группа над числовым полем К, относя-
щаяся к одному из типов Вп, Сп, Е8, Fa. G2, разложима над не-
которым квадратичным расширением К-

Описанные результаты позволяют вычислять множество
Я1 (К, G) для любой связной алгебраической группы G над ло-
кальным или числовым полем К- Как заметил Боровой, исполь-
зуя введенное им понятие фундаментальной группы произволь-
ной связной алгебраической группы и результаты Коттвица [1],
[2], эти факты можно сформулировать единообразно в духе тео-
рем 2, 3.

§ 6.2. Когомологии алгебраических групп
над конечными полями

Начнем с доказательства теоремы Ленга о том, что
Я1 (К, G)= 1 для любой связной алгебраической группы G, оп-
ределенной над конечным полем К (теорема 1). Достаточно по-
казать, что Hl(L/K,G)=l для любого конечного расширения
Галуа L/K. Известно, что группа Галуа Gal(L//C) циклическая
и порождается так называемым автоморфизмом Фробениуса
ф: xi—z-xi, х <= L, где q = [К] — число элементов поля К- (Отме-
тим, что последняя формула определяет одновременно автомор-
физм из Ga\(R/K), который мы также будем называть автомор-
физмом Фробениуса и обозначать той же буквой ср; ясно, что <р
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•является топологической образующей группы Gal(R/K).) Пусть
H = {g(i}eZ l(L/i(, G)—некоторый коцикл. Утверждается, что
для доказательства тривиальности g достаточно найти элемент
х е G^ со свойством glf = лНф(х). Действительно, тогда

£ф2 = £фф (gv) = Х~\ (х) ф (дГ'ф (*)) = *~ Y (X),

и, рассуждая аналогично при помощи очевидной индукции, легко
получить, что g i = x~lcp' (x) для любого i. При этом если п =
= [L:K], то gts)n = ge=\, с другой стороны - ^ » = x " V W ,
откуда фга (х) = х, т. е. x<^GL, и тривиальность коцикла g в
Z1 (L/K, G) установлена. Таким образом, завершает доказатель-
ство теоремы Ленга

Лемма 1. Если К-группа G связна, то множество Х =
= {х~ху{х) | х е G^\ совпадает с G^.

Доказательство основано на интерпретации действия авто-
морфизма Фробениуса ф на G^ как регулярного /(-определен-
ного морфизма многообразий. А именно, для произвольного
/(-определенного подмногообразия V cz А" и любой точки
х = (х г . . . , хп} е V-£ положим xicri = (xf. ..., xfy. Тогда х^ е
e f j j , так что отображение / : х*—^JC(<7* задает /(-опреде-
ленный регулярный эндоморфизм многообразия V, который на
Х-точках совпадает с автоморфизмом Фробениуса (отметим, что
Jq биективен и не зависит от выбора аффинной реализации V).
Непосредственное вычисление показывает, что дифференциал
dxfq в любой точке лее V является нулевым отображением. При-
меним эти факты к связной /(-определенной алгебраической
группе G.

Лемма 2. Пусть н е б . Тогда отображение sa: G—>-G,
sa(g) = g^agd) сепарабельно. Его образ открыт и замкнут.

Доказательство. Имеем

desa(X) = -Ха + d.fq (X) = -Ха, 1 е Г е ( G ) ,

так что дифференциал desa'- Te(G)-+Ta(G) определяет изомор-
физм касательных пространств. Отсюда следует, что sa являет-
ся доминантным сепарабельным морфизмом (см. Борель [8],
гл. АГ, теорема 17.3). В частности, образ sa(G) содержит от-
крытое в G подмножество. Но sa(G) можно интерпретировать
как орбиту относительно действия G X G—*- G, (g,h)<—>g~xhg(q\
так что все множество sa(G) открыто в G. Поскольку это верно
для любого а, то множества sa(G) одновременно и замкнуты.
Лемма 2 доказана.

В силу связности G из леммы 2 вытекает, что sa(G)= G для
любого а е G; в частности, se(G) = G и s e (G^) = G^. С дру-
гой стороны, легко видеть, что множество se(G^ совпадает
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с множеством X в формулировке леммы 1. Таким образом,
лемма 1 и теорема Ленга доказаны.

Несмотря на свою простоту, теорема Ленга имеет ряд важ-
ных следствий.

Предложение 1. Пусть G — связная алгебраическая группа
над конечным полем К. Тогда G является К-квазиразложимой,
т. е. обладает К-определенной подгруппой Бореля. При этом две
К-определенные подгруппы Бореля в G сопряжены с помощью
элемента из GK-

Доказательство. Пусть В cz G — подгруппа Бореля, опреде-
ленная над К, ф — автоморфизм Фробениуса из Gal (К/К) и
Bt — подгруппа Бореля, получаемая применением ф. По тео-
реме сопряженности найдется такой g^G-^, что gBfg^1 = В,
причем, в силу леммы 1, g = х~1ц>(х) для некоторого x^G^.
Полагая тогда Н = хВх~\ мы получим подгруппу Бореля в G,
которая в силу соотношения Hf = ф(х)В^хр(х)\~l = xgBvg~lx~x =
= Н будет /С-определенной. Пусть теперь В\, В2 — две /С-опре-
деленные подгруппы Бореля в G. Тогда В2 = gB\g~l для под-
ходящего g e G ^ . В силу/С-определейности Bf = Bt, i=\, 2,
откуда

так что элемент g~lq>(g) попадает в нормализатор Na{B\), ко-
торый по теореме Шевалле (см. Борель [8], § 11) совпадает
с В\. Применяя лемму 1 к группе Ви получим, что g~xq>(g) =
= 6^'ф(6) для подходящего Ь^{ВХ)^ Тогда, полагая h=gb~1,
будем иметь q>(h) = h, т. е. h e GK, И hB{h-x = gB\g~1 = В2.
Предложение 1 доказано.

Следствие 1 (теорема Фробениуса). Пусть К — конечное
поле. Тогда над К не существует некоммутативных конечномер-
ных центральных алгебр с делением.

Действительно, пусть D — конечномерная центральная ал-
гебра с делением над К. Рассмотрим группу G = SL\ (D) (см.
§ 2.3). Если предположить, что D ф К, то G является нетриви-
альной простой /С-анизотропной группой (предложение 2.7).
С другой стороны, согласно предложению 1 группа G обязана
быть квазиразложимой, в частности, rangA- G > 0, — противоре-
чие. Другое доказательство можно получить, воспользовавшись
тем обстоятельством, что классы изоморфизма простых цен-
тральных алгебр над К размерности п2 находятся в биективном
соответствии с элементами множества НХ(К,Н), где Н = PGLn.
Так как Н1(К, Н)= 1, то существует лишь одна такая алгебра,
а именно Мп(К), которая не является алгеброй с делением.

Предложение 2. Пусть G — связная группа над конечным по-
лем К, W — непустое К-многообразие, на котором группа G дей-
ствует транзитивно и К-рационально (однородное пространство
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группы G). Тогда WK ф 0. Кроме того, если стабилизатор G(x)
некоторой точки x e f связен, то группа GK действует на WK
транзитивно.

Доказательство. Пусть у е WK- Воспользовавшись транзи-
тивностью действия, найдем такой элементу e G ^ , что£ф(у) =
= у (где ф, как и выше, автоморфизм Фробениуса), и по
лемме 1 представим его в виде g = h~1<p(h), где / I E G ^ . Тогда
Ф (hy) = hy, т. е. 2 = hy е WV Если теперь стабилизатор G(x)
некоторой точки х е W связен, то в силу однородности W ста-
билизатор любой точки связен; в частности, связна группа # =
= G{z). Как известно (см. § 1.3, п. 2), орбиты группы GK на
WK взаимно однозначно соответствуют элементам Кег (Я1 (К, #)->•
-+Hl(K, G)). Но поскольку Н1 (К, Н)= 1, то в действительности
имеется лишь одна орбита. (Отметим, что предложение 1 яв-
ляется на самом деле непосредственным следствием предложе-
ния 2, ибо согласно теореме 2.19 множество всех подгрупп Бо-
реля связной /С-группы G наделяется естественной структурой
/(•-определенного однородного пространства группы G, однако
мы предпочли дать независимое рассуждение.)

Следствие 2. Пусть L — конечное расширение конечного поля
К. Тогда норменное отображение Nь/к '• L* —> К' сюръективно.

Пусть а е Г . Тогда норменная гиперповерхность W =
= Sx e L (^) К | NL/K (Х) = а\ является однородным пространст-
вом норменного тора 7" = RL/«(Gm), и поэтому WK=£0, т. е.
ИЁ NLIK{L'). МОЖНО также воспользоваться теоремой 1 и тем
обстоятельством, что Hl(K, T)=K*/NL/K(L*) (CM. лемму 2.5).

Следствие 3. Пусть f — невырожденная квадратичная форма
над конечным полем К от п^2 переменных. Тогда f представ-
ляет любой элемент поля К. Следовательно, любая форма от
п ^ 3 переменных представляет над К нуль.

В самом деле, если а е К*, то, как следует из теоремы Витта
(см. теорему 2.10), при п ^ 2 квадрика W= {x e Kn\f(x) = a}
является однородным пространством связной группы G = SOn(f)y

и поэтому наше утверждение вытекает из предложения 2. Изо-
тропность невырожденной формы от п ^ 3 переменных является
следствием предложения 2.14 и факта, что группа G = SOn(f)
является /С-квазиразложимой (предложение 1) и в частности,
/С-изотропной.

Чтобы завершить описание основных свойств квадратичных
форм над конечными полями, напомним (см. предложение 2.8),
что множество НХ{К, SOn(f)) классифицирует классы эквива-
лентности /г-мерных квадратичных форм над К, дискриминант
которых совпадает с дискриминантом /. Поэтому из теоремы 1
получаем
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Следствие 4. Две невырожденные п-мерные квадратичные
формы над К эквивалентны в том и только том случае, если они
имеют одинаковый дискриминант. Таким образом, для любого п
имеется в точности 2 класса эквивалентности невырожденных
п-мерных форм.

Отметим, что второе утверждение следствия вытекает из
первого и того, что [/С*//С*2] = 2 , ибо группа К* циклическая.

Предложение 3 (теорема Ленга об изогениях). Пусть G, Н —
связные К-группы, я: G-*~H—изогения, определенная над К.
Тогда группы GK и Нк содержат одинаковое число элементов.

Доказательство. Положим F = Кег л и рассмотрим точную
последовательность 1 —>Fg —> G^ —>Н^ = 1. Переходя к кого-
мологиям, мы в силу совершенности К получим точную после-
довательность FK-+GK-+HK-+Hl(K,F)-+Hl(K,G). Так как
Н1 (К, G)= 1 (теорема 1), то мы приходим к следующему соот-
ношению для порядков:

[ / л <* F)]

и достаточно показать, что [Н1 (К, F)] = [FK]. Но поскольку

Gal(/C//Q~Z (где Z—проконечное пополнение группы Z), это
вытекает из следующего утверждения.

Лемма 3. Для любого конечного Z-модуля F справедливо

равенство [H°{Z, F)] = [H1(Z, F)].
Доказательство является простым следствием свойств ин-

декса Эрбрана (см., например, [АТЧ], гл. IV, § 8), но можно
рассуждать и непосредственно. Обозначим через о образующую
Z. Из конечности F вытекает существование такого пг, что о т

действует на F тривиально. Тогда для любого i e f произве-
т — \

дение П о' (х) лежит в группе неподвижных точек F°. По-
«-0

этому, полагая п = mf, где / = [Fa], будем иметь

л - 1 tfl — I /m-1 \ / т-\ \f

Т1о1(х)= П а'т( Па'(х)) = ( По1(х)) = 1 . (1)
i=o i=o \ г=о / V «-о /

Покажем теперь, что ограничение любого коцикла из Z1 (Z, F)
на nZ тривиально. Действительно, по построению группа rnZ
действует на F тривиально, и поэтому ограничение коцикла

^ e Z 1 (Z, F) на niZ является гомоморфизмом mZ в F. Но
тогда ограничение £ на nZ = f(mZ) тривиально. Из последо-
вательности Хохшильда — Серра (см. (4) в § 1.3) теперь выте-
кает, что Hl(Z, F) = Hl(Z/nZ, F) в смысле индуцированного
действия Z/nZ = Z/nZ на F. Кроме того, Н°(2, F) = Н° (Z/nZ, F).
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Пусть т —образ а в Z/nZ. Так как Я 1 (Z/nZ, F) = N/F(l~v,

где JV = b e F БУ(л:) = 1 \, Я1-г> = {х/х(х)\ х <= /="}, то с уче-
(. «-о J

том (1) получаем
[Я1 (Z/ziZ, F)l = -^ft_ = 1 7 | ^ _ = [ f l = [я0 (Z/ziZ, F)l.

Лемма доказана.
Теорема 1 может быть применена также для классификации

простых /С-определенных групп (при этом достаточно рассмат-
ривать только односвязные группы). Так как в силу предложе-
ния 2 любая /С-группа является квазиразложимой, то все
/С-формы простой односвязной /С-группы с системой корней R
классифицируются элементами множества Я1 (К, Sym(R)), где
Sym(i?) — группа симметрии диаграммы Дынкина системы R
(см. § 2.2, п. 4). Учитывая, что Gal (К/К) = 2, отсюда получаем,
что любая /С-группа типов Вп, Сп, Е7, Es, F4, G2 разложима над
К; для каждого из типов Ап(п ^ 2 ) , Dn(n ^ 5 ) , Е6 существует
в точности 2 неизоморфные /С-группы — разложимая и неразло-
жимая (отметим, что последняя является квазиразложимой и
разложимой над квадратичным расширением К); для типа £>4
имеется 3 неизоморфные /С-группы — разложимая и 2 неразло-
жимые, которые становятся разложимыми соответственно над
квадратичным и кубическим расширением К.

Из теоремы Ленга и леммы Гензеля вытекает следующий
важный результат для групп над числовыми полями.

Теорема 7. Пусть G — связная группа над числовым по-
лем К. Тогда для почти всех v e Vf группа G является Kv-ква-
зиразложимой.

Доказательство. Пусть Я — многообразие борелевских под-
групп группы G (см. § 2.4, п. 9). Тогда из предложения 3.19 вы-
текает, что для почти всех v e Vf существуют гладкие редук-
ции G(u> и 33м. Утверждается, что для почти всех v редукция

совпадает с многообразием борелевских подгрупп группы
(отметим, что согласно теореме 3.12 редукция G ( u ) является

связной группой для почти всех v, а поэтому понятие «многооб-
разие борелевских подгрупп» имеет смысл). В самом деле, пусть
L/K — такое конечное расширение, что существует L-опреде-
ленная подгруппа Бореля В a G. Тогда &=G/B над L и по-
этому для почти всех w <= vf имеем ${w) = Giw)/$w) (см. пред-
ложение 3.22). Так как многообразие 93{w) проективно, то группа
B^w\ будучи разрешимой, является подгруппой Бореля в G{w).
Поэтому для почти всех дае^ редукция $fw) является мно-
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гообразием подгрупп Бореля группы Glw>. Но известно (лем-
ма 3.11), что для почти всех v e Vf и соответствующих ш е VLf,
w\v, G{w) = Glv) и <%[w) = $yv). Из доказанного в силу предложе-
ния 1 вытекает, что 9^^ ф 0 , где kv— поле вычетов К относи-
тельно v. Так как ^(и> гладко, то применяя проективный аналог
леммы Гензеля, получим, что $о ф 0 ; в частности, <%к Ф 0 ,
т. е. G обладает /Си-определенной подгруппой Бореля. Теорема
7 доказана.

Наконец, используя теорему Ленга, мы сейчас получим не-
обходимые для дальнейшего результаты о когомологиях групп
целых t'-адических точек и адельных групп. Пусть G — алгеб-
раическая группа, определенная над локальным полем Kv и
Lw/Kv — конечное расширение Галуа. Тогда группа целых
ш-адических точек Gow (где 0W = OLJ) инвариантна относи-
тельно группы Галуа Ga\(Lw/Kv), так что определено множе-
ство 1-когомологии Нх (LJKv, Gow).

Теорема 8. Если связная группа G имеет связную гладкую
редукцию G(u) и расширение Lw/Kv неразветвлено, то Я 1 (Lw/Kv,

Доказательство. Обозначим через р0 и $w максимальные
"идеалы в кольцах 0V и 0W соответственно, и пусть kv и lw — со-
ответствующие поля вычетов. Поскольку редукция G(u> глад-
кая, из леммы Гензеля вытекает точность последовательности

l - G a . W J - G a . - G i ' J - l . (2)
8 силу неразветвленности Lw/Kv группы Галуа Gal(Lw/Kv) и
•Ga\(lw/kv) изоморфны, причем их действие на группы, входя-
щие в (2), согласованно. Поэтому из (2) получаем точную по-
следовательность когомологии

Я1 (LJKV, Оо„Ш) - Я1 (LJKV, GoJ - Я1 {ljkv, G{°j). (3)

По теореме Ленга последний член в (3) тривиален, так что до-
статочно установить тривиальность Я 1 (LJKV> Go (%w))-

Лемма 4. Для любого целого j ^ 1 имеем

H\LJKV, GOJ%)/GOJ%+1))=\.

Доказательство. Пусть G а GLn. Рассмотрим отображение
GLn(0w, ^L) -i-> Mn (/J, определяемое формулой 8 ( 1 + я М ) =
= А, где л — униформизующий элемент в /Си, который в силу
неразветвленности Lw/Kv является одновременно униформизую-
щим и в Lw, а для матрицы А е Mn{0w) через А обозначена ре-
дукция по модулю фщ,. Легко проверяется, что 0 является сюръ-
ективным гомоморфизмом, а его ядром служит конгруэнц-под-
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группа GLn(0w, ^L+ 1). При этом 0 согласован с естественным
изоморфизмом групп Gal (Lw/Kv) и Gal (lw/k0). Отсюда следует
•существование изоморфизма

H\LJKV, Gow

Ниже мы покажем, что В = ®(роЫ1(
<;$1>У) совпадает с редукцией

по модулю ^w пересечения Q,g = g П Мп (С^,), где i]— алгебра

Ли группы G. Это, в частности, означает, что В является век-
торным пространством над полем lw, и для доказательства
леммы 4 остается заметить, что Я1 (lw/kv, W) = 0 для любого
конечномерного ^-определенного векторного пространства W
над полем lw- Последний факт является следствием тривиаль-
ности Hl{lw/kv,lw) (аддитивная форма теоремы 90 Гильберта,
см. доказательство леммы 2.7) и разложения W = WQ®k lw,

где Wo = wQlA(l-wlkv) — пространство неподвижных точек.

Осталось показать, что В = д„ . Для этого рассмотрим

идеал а в кольце регулярных функций Kv [GLn\, состоящий из
функций, обращающихся в нуль на G, и выберем конечную
систему образующих fl (X), ...,fr(X) пересечения a.[\0v[GLn\
как идеала в кольце Ov [GLn]. Положим Ft (X, t) = t~xfi {En -f- tX).
Поскольку fi(En) = O, то Ft(X, t) лежит в кольце Ov[GLn\[t\.

Тогда Go (tylo) состоит из элементов вида Еп + л1 А, где / 1 е

<е Мп (Ow) удовлетворяет системе

Ft(X, п') = 0, * = 1 , . . . , г. (4)

С другой стороны, д^ состоит из целых ш-адических решений
uw

системы
= O, i=\ г. (5)

Поскольку редукция G(u* является гладкой, то ранг линейной
системы (5) совпадает с рангом соответствующей редуцирован-
ной системы. Но легко видеть, что редукции систем (4) и (5)
одинаковы, откуда следует, что многообразие, определяемое си-
стемой (4), имеет гладкую редукцию. Поэтому из леммы Ген-
зеля вытекает, что В и ап состоят из всех решений в Mn(lw)

uw

одной и той же системы, которая получается редукцией любой
лз систем (4), (5). Таким образом, В — <\п, и лемма 4 до-
казана.

Из леммы 4 вытекает, что H\LJKV, GQW Ш / G ^ (%)) = 1

Для любого / ^ 1. В самом деле, для / = 2 это непосредственно
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видно из леммы 4. Для больших / рассматривается точная по-
следовательность

1 -> Gow (^Г1)/ Gaw (%) -> Gaw № j / Gow (%) -*

и отвечающая ей точная последовательность когомологии

H\LJKV. О 0 В ( ^

(6)

Так как левый член в (6) тривиален в силу леммы 4, то требуе-
мое получается при помощи очевидного индуктивного рассуж-
дения. Таким образом, для любого коцикла а = {аа} e Z 1 (LjKv*

Go (Ща))) и любого целого / ^ 1 найдется такой элемент bt e

$ что wbj'aab
a

i^Ge ($'„) для всех о е= Gal (LJK0).

В силу компактности Gg (^w) из последовательности {bj}Tx

можно выделить последовательность {̂ /г}°°_ . сходящуюся

к некоторому элементу Ъ е Ggm C^w). Тогда

b~lanb
a = l i m

для любого целого / 0 ^ 1. Поэтому 6 ^ П

откуда аа = & (6~1)°г, и коцикл а тривиален. Теорема 8 дока-
зана.

Следствие. Пусть G — связная алгебраическая группа над по-
лем алгебраических чисел К, L — его конечное расширение
Галуа. Тогда для почти всех v e vf и любого w \ v имеем
H\LJKV, G0w)=l.

Теорема 8 и еще ряд других результатов о когомологиях
групп целых ш-адических точек содержится в статье Рольфса
[1]. Так как остальные результаты нам в этой книге не пона-

добятся, мы ограничимся указанием на следующую т е о р е м у
к о н е ч н о с т и : для любого расширения Lw/Kv и любой группы
G множество когомологии Я 1 (LJKV, Gow) конечно.

До сих пор мы рассматривали когомологии Галуа относи-
тельно конечного расширения Lw/Kv, но можно распростра-
нить определение и на произвольное расширение Галуа Lw/Kv>



6.2. КОГОМОЛОГИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУПП 3 2 7

полагая
Я1 (LJK,, G0J-= lim Я1 (P/Kv, GOp),

где индуктивный предел берется по всем конечным расшире-
ниям Галуа Р поля К, содержащимся в Lw. Можно также опре-
делить Я 1 {LwjKv, Gow) как группу непрерывных когомологий
проконечной группы Q&\{LW/KV) с коэффициентами в дискрет-
ной группе Go . С учетом этого теорему 8 можно переформули-
ровать следующим образом.

Теорема 8'. Пусть G — связная алгебраическая группа над
полем К-и, имеющая связную гладкую редукцию. Тогда

где KvP — максимальное неразветвленное расширение поля Kv.
(Другими словами, группа целых точек имеет тривиальные He-
разветвленные когомологий.)

Выведем из теоремы 8' одно утверждение об образе группы
целых и-адических точек при кограничном морфизме, которое
понадобится нам в гл. VII, VIII. Для этого предварительно ис-
следуем более общую ситуацию. Пусть

l^F^G-^H^l (7)

— точная последовательность /Си-определенных алгебраических
групп. Рассмотрим следующие два условия:

1) существуют гладкие редукции F{v\ G(u) и Я(и>,
2) морфизм я определен над 0V, и индуцированная последо-

вательность 1 ->Я о > -• GM — * Я ( и ) -+1 точна.
Лемма 5. При выполнении условий 1), 2) последователь-

ность

точна.
В доказательстве нуждается лишь равенство л (Go \ =

— Но н .Для его проверки заметим, что при а^Но уравне-
О V

ние п(х)= а определяет подмногообразие в G, которое в силу
условий 1), 2) имеет гладкую редукцию. Так как редуцирован-
ное уравнение л<и>(л:) = а имеет решение в Gj\ то по лемме
Гензеля исходное уравнение л(х) = а имеет решение n e G j

V

ибо любое конечное расширение /: поля kv является полем вы-
четов для конечного неразветвленного расширения L поля Kv.



328 VI- когомологии ГАЛУА

Проверка условий 1), 2) для индивидуального нормирова-
ния v может оказаться затруднительной, однако если группы
в (7) определены над числовым полем К, то в важных для даль-
нейшего случаях эти условия выполнены для почти всех v.

Лемма 6. Пусть группы F, G, Н и морфизм я в (7) опреде-
лены над числовым полем К, причем группа G связна. Тогда
если группа F конечна либо связна, то для почти всех v e Vf
выполняются условия 1), 2).

Доказательство. Принимая во внимание предложение 3.19
и теорему 3.12, мы видим, что достаточно установить выполни-
мость для почти всех у условия 2), причем можно считать груп-
пы G(u) и Я ( и ) связными. Тогда для конечной группы F сюръек-
тивность л(и> вытекает из совпадения размерностей G(u) и Я ( и ) ,
а равенство Кег л ( и ) = Яи> доказывается следующим образом.
Многообразие, определяемое уравнением л(х) = е, должно иметь
гладкую редукцию для почти всех v, и тогда по лемме Гензеля
все точки из Кег я ( и ) должны получаться редукцией точек из
Кег л = Я, поэтому [Кегя ( и )] ^ [F]. С другой стороны, для
почти всех v [Яи>] = [Я] и Я и ) а Кег я ( и ) , так что окончательно
Кег я ( и ) = Я"). В случае связной группы F утверждение леммы
непосредственно вытекает из предложения 3.22.

Предположим теперь, что для точной последовательности (7)
выполнены условия 1), 2). Тогда, рассматривая естественное
действие группы Gal (Kf/Kv) н а группах, входящих в соответ-
ствующую точную последовательность (8), и переходя к кого-
мологиям, мы получим точную последовательность

Я1 (К?/К„ GOg^ = 1, (9)

где гр̂  —кограничное отображение.
Пусть теперь группа F конечна. Тогда в силу связности G,

группа F центральна, причем для почти всех v справедливо
включение F<=Go н . С другой стороны, кограничное отобра-

о

жение г|>0 , которое вследствие центральности F оказывается0 ,

гомоморфизмом, совпадает с ограничением на Gov кограничного
морфизма tyK : Нк ->• #'(/(„, F), который получается из точ-
ной последовательности 1-+• F-+• G-+• Н-+• \ путем перехода
к обычным когомологиям Галуа. Отождествляя группу нераз-
ветвленных когомологии Я 1 (Klv/Kv, F) С подгруппой в Я1 {Kv, F)
при помощи отображения инфляции, мы приходим к следую-
щему утверждению.

Предложение 4. Пусть л: G -> Я — изогения связных групп
над полем алгебраических чисел К, F== Кег п. Тогда для почти.
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всех v<=vf имеем ^ ( Я ^ ) = Я1 (/С"7*„, F), где ф ^ : Нк ->

—>• Я1 (Kv, F) — кограничный морфизм, отвечающий точной по~
следовательности l->F->G-+H-+l. Следовательно, для почти
всех v порядки групп ^к (Нп \ и FK совпадают. При этом если

v Ч(Ч)
Первое утверждение предложения уже было доказано. Вто-

рое непосредственно вытекает из первого и леммы 3. Наконец,
для доказательства третьего достаточно заметить, что в случае
F с= GKv имеем Я1

 (K"P/KV, F) = Нот (Z, F) ~ F.

Рассмотрим теперь случай связной группы F. Тогда Я1

Fg н Л = 1 для почти всех v, и поэтому из (9) имеем
V )

я (Go ) = Ho . Вспоминая определение адельной топологии и ис-
пользуя следствие 1 из предложения 3.3, мы получаем

Предложение 5. Пусть л: G -*• Я—сюръективный морфизм
связных алгебраических групп над полем алгебраических чисел
К. Предположим, что ядро Кегл связно. Тогда для почти всех v

л (Go ) = Hg , и поэтому соответствующее адельное отображе-
ние пА: GA -*• НА является открытым.

Перейдем теперь к когомологиям групп аделей. Пусть G —
алгебраическая группа, определенная над числовым полем К.
Для любого конечного расширения Галуа L/K рассмотрим
кольцо AL аделей поля L. Известно (см. § 1.2, п. 3), что AL

можно отождествить с тензорным произведением AK<2>L, и тем
самым определить на AL действие группы Галуа Gal(L//C).
Интерпретируя группу аделей GAL как группу точек G над коль-
цом AL и учитывая /(-определенность G, мы получаем действие

<}al(L//C) на GAv Тем самым определено множество первых ко-
гомологий Я 1 (L//C, GAj\. Для произвольного расширения Галуа
L/K адельные когомологии можно определить двумя эквива-
лентными способами: либо как индуктивный предел lim Я1 [Р/К
<?лр) по всем конечным подрасширениям Галуа Р/К, содержа-
щимся в L, либо как множество непрерывных первых когомологии
проконечной группы Gal(L//C) с коэффициентами в (дискрет-
яой) группе GA . При этом последняя группа опять-таки допу-
скает двоякое описание: либо как индуктивный предел (объеди-
нение) адельных групп GAp по всем конечным подрасширениям
Р a L относительно естественных вложений GAp a GAP2 при
Pi а Р2) либо как группа точек G над кольцом Лi = Л*<£>*/,
(при этом кольцо A-g обозначается через А). Мы не будем .под-

робно рассматривать формализм адельных когомологии (см.
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Коттвиц [1], {2], ибо в этой книге он нам фактически не пона-
добится. Основные факты здесь выглядят следующим образом.
Любой точной последовательности 1 -*• F -*• G -*• Я -> 1 связных
/(-групп и /(-гомоморфизмов отвечает точная последователь-
ность 1 —>• .F j —>• G j —>• Я j —>• 1 (это легко вытекает из предложе-
ния 5), и можно рассматривать соответствующие производные
когомологические последовательности. (Отметим, что в случае
несвязной, в частности, конечной группы F последовательность
1 —>•-Fj —>• Gj —>• Я j —>• 1 точной, вообще говоря, не является.)
При этом адельные когомологии связной группы G описываются
следующим образом.

Предложение 6. Пусть G — связная группа над числовым по-
лем К, L — его конечное расширение Галуа. Тогда множество
Я 1 (L/K, GAA МОЖНО отождествить с подмножеством X прямого

произведения Ц Я1 (Lw/Kv, G)*), состоящим из таких x = (xv)r
v

что xv тривиален в Я1 (Lw/Kv, G) для почти всех v <= VK.
(Подражая терминологии из теории групп, можно сказать,

что Я 1 (ЦК, GA ) является прямой суммой множеств Я1 (Lw/Kv,
G). Заметим, что в случае коммутативной группы G мы дей-
ствительно имеем обычную прямую сумму групп.)

Доказательство. Для каждого подмножества 5 а Vх обозна-
чим через 5 совокупность всех продолжений нормирований из
5 на L. Тогда GA = (J GA ,jy где объединение групп 5-целых

аделей GA .•§-, берется по всем конечным подмножествам

S a VK, содержащим V£, и поэтому

Мы покажем, что для любого 5 справедливо включение
Я 1 (ЦК, GA {щ\ а X. Без ограничения общности можно рас-
сматривать лишь такие S, что для v ф. S существует гладкая
редукция GM и расширение Lw/Kv неразветвлено. Из разло-
жения GA (s) = G j X Ц_<?0 получаем, что

я1 щк, GA (5л= П я1 (цк, UGL ЛхИя1 (цк, П G0 у
Но из леммы 1.4 вытекает, что для o e S (соответственно^
v ф. S) группа П GL ("соответственно, П б » ^ является ин-

w\v w \ w\v w)

дуцированной с GL (соответственно, Gow) для некоторого фик-
сированного продолжения w\v. Кроме того, по построению для

*) Произведение берется по всем v e VK, причем для каждого v выби-
рается одно продолжение w e VL.
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v ф S выполнены условия теоремы 8, так что Я 1 (LwlKv, Ggw^ =
«•1. Окончательно получаем, что

Переходя к объединению, мы получаем включение Я 1 (L//C,
GA A a X. Обратное включение очевидно.

Следствие 5. Множество Я 1 (К, Gj) можно отождествить

с подмножеством прямого произведения Ц Я 1 (Kv, G), состоя-
v

щим из таких x = (xv), что xv тривиален в Hl(Kv, G) для почти
всех v e VK.

Если группа G коммутативна, то определены все группы ко-
гомологий Я ' (L//C, GAl) (г^О). Оказывается, что они допу-
скают описание, аналогичное предложению 6.

Предложение 7. Пусть G — коммутативная алгебраическая
группа над числовым полем К, L — его конечное расширение Га-
луа. Тогда для любого i ^ 1

Доказательство. Как видно из доказательства предложе-
ния 6, достаточно установить, что Я ' (Lw/Kv, Go ) = 1 для почти
всех v. Мы можем ограничиться рассмотрением тех v, для кото-
рых расширение Lw/K0 неразветвлено. Тогда группа Галуа
Ga\(Lw/Kv) циклична, и в силу периодичности когомологий цик-
лических групп мы получаем изоморфизмы

Я' (Lw/Kv, Gow^ ~ Я 1 (Lw/Kv, Gffw^ для нечетных i,

Я ' (Lw/Kv, Gow^ ~ Я 2 (Lw/Kv, Gcw) для четных i.

Из этих изоморфизмов и теоремы 8 мы получаем тривиальность
1-х неразветвленных когомологий групп целых ш-адических то-
чек любой связной коммутативной группы для нечетных /, при-
чем для доказательства предложения достаточно установить
тривиальность Я 2 (Lw/Kv, Go)- Для этого мы воспользуемся
конструкцией, с которой еще не раз встретимся в дальнейшем.
Положим Я = Ri//c(G) и рассмотрим «норменное» отображение
<р: H-+G, которое является композицией изоморфизма (4)
в § 2.1 (отметим, что в силу /(-определенности G имеем Ga = G
для любого а <= % =• Gal(L//C)) и морфизма-произведения (лег-
ко видеть, что ограничение ср на HKc^GL совпадает с обыч-
ным норменным отображением NL/x(g)= И a(g)V Морфизм

ое? )

<р определен над К, и его ядро F = Кег ф является связной
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/(-определенной группой. Тем самым имеем точную последова-
тельность связных /(-групп:

Из предложения 5 вытекает, что для почти всех v e Vf и со-
ответствующих w\v точна последовательность

I р ТТ /~* 1 / 1 Г\\

W W W ' \ /

Переходя в (10) к когомологиям, получим точную последова-
тельность

. . . -* Я 2 (LJKv, How) -* Я 2 (Lw/Kv, GoJ -* Я 3 (LJKV, FeJ. (11)

Из сказанного выше вытекает, что последний член в (11) три-
виален для почти всех v, и поэтому достаточно установить три-
виальность Я 2 {JLwjKv, Нд\. Но это является следствием того
факта, что в силу наших построений Gal (Lw/Ko) -модуль Но
является индуцированным. Предложение 7 доказано.

Диагональное вложение L—>- AL согласовано с действием груп-
пы Галуа Gal(L//(), поэтому для любой алгебраической/(-груп-
пы G имеем отображение когомологий Я 1 (£//(, G) —> Я 1 (L/ К
GAL). Тогда из описания адельных когомологий мы получаем

Следствие 6. Пусть G — связная алгебраическая К-группаг

L/K — конечное расширение Галуа. Тогда произвольный коцикл
х <= Я1 (L/K, G) имеет тривиальные образы в Я1 (Lw/Kv, G) для
почти всех v <=V f. В частности, любой коцикл х <= Hl(K, G)
имеет тривиальные образы в Я1 (/(„, G) для почти всех v e Vf.

Отметим, что если группа G коммутативна, то аналогичное
утверждение имеет место для всех групп когомологий.

Упражнение. На примерах показать, что условие связности
группы G в утверждении следствия 6 существенно.

§ 6.3. Когомологий Галуа алгебраических торов

Как мы уже отмечали в § 6.1, при работе с алгебраическими
торами вместо обычных когомологий удобно использовать мо-
дифицированные когомологий (когомологий Тейта). Напомним
их определение и основные свойства (систематическое изложе-
ние этих вопросов читатель может найти в книге Брауна [1],.
гл. VI или в [АТ.Ч], гл. IV). Итак пусть G — конечная группа,
А — некоторый G-модуль. Введем «норменное» отображение
N: A-+A, задав его формулой N (а) = £ ga. Ясно, что N (А) сг

сг Аа и Л'с=КегЛГ, где А'—подмодуль в А, порожденный
элементами вида ga — а для всех g e G, а^А. Тогда группы
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когомологии Тейта ftl(G,A) определяются следующим образом:

Н1 (G, А) = Н1 (G, А), если / > 1,

Я 0 (G, А) = AajN (A),

H~l{G, A) = KerN/A',

H~l(G, A) = Ht_,{G, А), если i > 2 ,

где Hi обозначает г-ю группу гомологии. Доказывается, что мо-
дифицированные когомологии сохраняют все основные свойства
обычных когомологии, а именно: 1) для них выполняется лемма
Шапиро, и, в частности, когомологии индуцированного модуля
тривиальны; 2) любой точной последовательности G-модулей
О -*• А —>- В -*• С-*• 0 отвечает бесконечная в обе стороны точная
последовательность

. . . -+Н1 (G, А) -* Н1 (G, В) -* Н1 (G, С) -* Ht+1 (G, А) -* . . .

Преимущества, которые мы получаем, перейдя от обычных ко-
гомологии к модифицированным, заключаются в том, что для
последних имеет место очень полезная в нашей ситуации тео-
рема Тейта (см. ниже теорему 9).

После этих предварительных замечаний мы переходим не-
посредственно к доказательству теорем Накаямы — Тейта.

Начнем с рассмотрения частного случая Т = Gm. Этот слу-
чай, тривиальный с точки зрения теории торов, вбирает в себя
наиболее содержательную часть рассуждений, ибо указанные
в теоремах 2, 3 изоморфизмы для i = 0, 1, 2 представляют
основные результаты соответственно локальной и глобальной
теорий полей классов. После этого переход к случаю произ-
вольных торов осуществляется уже сравнительно легко при по-
мощи теоремы Тейта. Разберем вначале случай локального
поля К. При i = 0 мы должны получить изоморфизм #° (L//C, Z ) ~
~ H2(L/K, L*), ибо здесь X ( T ) = Z с тривиальным действием
W = Gal(L/K). Но, очевидно, H°(L/K,Z)=Z/nZ, где п =

= [L:K], а Н2 (L/K, L*) са Вг (L/K) ы 4" Z / Z ' п Р и ч е м послед-
ний изоморфизм осуществляется отображением inv (см. тео-
рему 1.7). Прообраз элемента \/п при этом изоморфизме на-
зывается фундаментальным классом расширения L/K и обозна-
чается UL/K- ЕСЛИ F — некоторое промежуточное подполе, то
UL/F является образом UL/K П Р И отображении ограничения
H2(L/K,L*)-+H2(L/F,L*). Далее, п р и ^ £ = 1 обе группы
H{(L/K, Z) и Hl(L/K, L*) тривиальны. Наконец, разберем слу-

чай i = 2. Здесь H2(L/K, Z) ~ Я 1 (L//C, Q/Z) (см. лемму 1.3),
а последняя группа совпадает с абелинизацией &, С другой
стороны, H°(L/K, L*) = JC/NL/K(L*). Таким образом, здесь
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изоморфизм в теореме 2 принимает вид ^ a b =^ K*/NL/K(L*), В ча-
стности $C^K*/NL/K(L*), если группа ^ абелева. Последний
факт, дополненный теоремой существования (любая открытая
подгруппа в К* конечного индекса является норменнои, т. е. имеет
вид NL/K(L*) для подходящего абелева расширения L/K), яв-
ляется главным достижением локальной теории полей классов
(см. лекцию Серра в [АТЧ]). Отметим, что хотя основным объ-
ектом локальной теории полей классов являются неархимедовы
локальные поля, ее результаты формально остаются справед-
ливыми и в архимедовом случае, т. е. когда К есть R или 1С.

Сходные резальтаты имеют место и в глобальном случае,
однако используемые объекты и доказательство основных
утверждений имеют более сложную природу, в частности, муль-
типликативная группа L* заменяется здесь на группу классов

иделей CL = JL/L*. ОПЯТЬ ДЛЯ 1= О имеем Н2ЩК, CL) ^ — Z/Z,

где п = [L : К] (изоморфизм строится, исходя из локальных
отображений inv, см. [АТЧ], гл. VII, § 11), так что утвержде-
ние теоремы 3 для / = 0 здесь выполняется. Прообраз UL/K эле-
мента 1/я при этом изоморфизме, как и в локальном случае,
называется фундаментальным классом расширения L/K. Он
также обладает тем свойством, что для любого промежуточного
подполя F фундаментальный класс UL/F является ограничением
UL/K- При i=\ группа Ha(L/K, CL) тривиальна, так что тео-
рема 3 здесь выполняется. (Отметим, что тривиальность
H1(L/K,CL) имеет ряд важных арифметических следствий.
В частности, переходя в точной последовательности 1—>-L*—>-
-*• JL -*• CL -*• 1 к когомологиям, получим, что отображение

Br (L/K) = Н2 (L/K, L') -*• Н2 (L/K, JL) = S Br (LJKV) является
V

инъективным, что равносильно теореме Хассе — Брауэра — Нё-
тер из § 1.5.) Наконец, при / = 2 мы должны получить изомор-
физм ^ a b ~ CK/NL/K{CL), а это есть основной изоморфизм гло-
бальной теории полей классов (см. лекцию Тейта в [АТЧ]).

Нельзя не отметить аналогии в основных результатах ло-
кальной и глобальной теорий; она находит свое формальное
выражение в аксиоматическом описании так называемых фор-
маций классов (см. Серр [3]).

Теперь у нас есть все необходимое, чтобы завершить доказа-
тельство теорем 2, 3 в общем случае. Оно основывается на сле-
дующем утверждении.

Теорема 9 (Тейт [1]). Пусть G — конечная группа, М — не-
который G-модуль и и — элемент из H2(G,M). Для каждого
простого р обозначим через Gp силовскую р-подгруппу в G и
предположим, что выполнены следующие условия:

\) Ю{ОР,М)=\;
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2) H2(GP, M) является циклической группой с образующей
ResGp (и), где Resop («): Н2 (G, М) ->- H2(GP, M) — морфизм ограни-
чения, и порядком, равным порядку GP. Тогда для любого ко-
нечно порожденного G-модуля N без кручения и любой под-
группы Ж с <3 ^/-умножение на и индуцирует изоморфизм.
Н1{Ж, Щ^>-Н1+2(Ж, M&N) для любого целого L

(Определение w- умножения и доказательство теоремы 9 чи-
татель может найти в [АТЧ], гл. IV, § 10. В дальнейшем эти
факты нам не понадобятся.)

Для того чтобы воспользоваться теоремой 9, для данного
/(-тора Т, разложимого над конечным расширением Галуа L/K
с группой Галуа ^ = Gal(L//(), рассмотрим группу кохаракте:

ров (однопараметрических подгрупп) Х*(Г) = Hom(Gm, 7"), ко-
торая также является ^-модулем (см. § 2.1, п. 7). Оказывается,
что зная группу Х*(Т), легко восстановить группу L-точек TL.
А именно, рассмотрим гомоморфизм 8: X* (7")® L*—>- TL, опре-
деляемый соответствием 8(ср ® х)= Ц>(х). Группа <3 действует
на X.(7")®L* посредством действия на сомножителях, и без
труда проверяется, что 6 является ^-гомоморфизмом. С другой
стороны, легко показать, что для разложимого тора 8 является
изоморфизмом абстрактных групп. Поэтому, учитывая, что над
L тор Т становится разложимым, мы приходим к следующему
результату.

Лемма 7. Построенный гомоморфизм 6: X* (71)® L*-*-TL яв-
ляется изоморфизмом ^-модулей.

Теперь уже совсем легко доказать локальную теорему На-
каямы — Тейта. А именно, предположим, что К — локальное
поле. Тогда из нашего обсуждения локальной теории полей
классов вытекает, что для модуля М = L* и фундаментального
класса UL/K^ H2{L/K,L*) ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия теоремы Тейта.
Поэтому, применяя ее с учетом леммы 6, получаем изомор-
физмы

Н1 (L/K, X. (Г)) й£ Я'+ 2 (L/K, X. (Т) ® Г ) ~ Hl+2 (L/K, TL). (1)

(Отметим, что этот изоморфизм индуцируется w-умножением
на UL/K И поэтому обладает необходимыми функториальными
свойствами.) С другой стороны, из теоремы двойственности для
когомологий (см., например, Картан, Эйленберг [1]) получаем,

что конечные абелевы группы Н1(Ь/К, X. (Г)) и H~l (L/K, X (Г))

являются двойственными друг другу и, следовательно, изо-
морфными для любого целого /. Из этого факта и цепочки изо-
морфизмов (1) вытекает утверждение теоремы 2. Отметим, что
приведенное доказательство теоремы 2 проходит для всех
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локальных полей, включая архимедовы, однако для случая
К = R ее можно легко доказать непосредственно, используя
классификацию вещественных торов (см. § 2.2, п. 4), что мы и
предлагаем проделать читателю в качестве упражнения.

Следует указать на то обстоятельство, что построенный в до-
казательстве теоремы 2 изоморфизм имеет характер изомор-
физма конечной абелевой группы со своей двойственной. Эта
двойственность может быть описана и непосредственно, без ис-
пользования группы Х*(Г). А именно, w-умножение индуци-
рует спаривание W (L/K, T)X H2~l (L/K, Х(Г))->-Я2 (L/K, TL®
<8>zX(7")), а последняя группа отображается в Н2{ЦК, L') ~
~ Z/nZ, где п = [L : /С], посредством отображения 7"L ®zX(7")->-
-*-L*, t ® х1—> %(t). Получающееся в итоге спаривание Я'(L//C,
Т) X И2-'1 {ЦК, X (7")) -> Z/nZ оказывается невырожденным и тем
самым доставляет изоморфизм.в теореме 2.

Доказательство теоремы 3 формально совпадает с доказа-
тельством теоремы 2, с той разницей, что для глобального
поля К используется модуль М = CL. Тот факт, что для М и
соответствующего фундаментального класса UL/K^ H2(L/K, M)
выполняются условия теоремы Накаямы — Тейта, вытекает из
глобальной теории полей классов. Мы предлагаем читателю
в качестве упражнения показать, что ^-модули Х„ (Т) <S>zCL и
CL(T) = TAjTL изоморфны (имитировать доказательство лем-
мы 7). Тогда

Я ' (L/K, X. (Г)) ~ Я<+2 (L/K, X. (7-)®zCJ ^ Я'+ 2 (L/K, CL (T)), (2)

причем изоморфизм осуществляет w-умножение на UL/K- ОПЯТЬ

используя двойственность между группами Н1 {LJK, X. (Г)) и
H~l (L/K, X (Г)), мы и получаем теорему 3. Отметим, что здесь
также имеется невырожденное спаривание между группами
Н1 (L/K, CL (T)) и Я 2 - ' (L/K, X (Г)), получаемое как сквозное
отображение

Н' (L/K, CL (Т)) X Я 2 - ' (L/K, X (Т)) -+

-* Я 2 (L/K, CL (T) ® z X (Г)) — Н2 (L/K, CL) ~ Z/nZ,

где n = [L :K].
Следует сделать одно важное замечание. Так как изомор-

физмы в теоремах 2, 3 имеют характер изоморфизма конечной
абелевой группы со своей двойственной, то они не являются
каноническими. Поэтому при исследовании функториальных
свойств вместо изоморфизмов из теорем 2, 3 следует рассматри-
вать изоморфизмы (1), (2), в которых участвуют когомологии
группы Х»(7"), ибо они индуцируются w-произведением и, еле-
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довательно, являются естественными. При этом когомологии
групп Х«(7") и Х(Т) связаны соотношениями двойственности.
В качестве примера рассмотрим вопрос о связи локальных и
глобальных изоморфизмов в теоремах Накаямы — Тейта. А имен-
но, пусть К — числовое поле, с е ^ , TKV®KL-+TAK®KL = TAL —

естественное вложение и т: Hl (L/K, T^v ®^ L) ~* Я ' (L/K, CL (Т)) —

отображение когомологии, индуцированное указанным вложе-

нием и проекцией ТА -+CL(T). Так как Kv ®к L~J1 Lw, при-
L w\v

чем различные продолжения сопряжены относительно группы *3,

то T$v ®KL ^ П ? 1 ! является индуцированной группой, и ПОЭТО-

му по лемме Шапиро Я ' (L/K, TKv 9 K L ) = W (LJKV, T). Но
W (L/K, CL (Г)) ~ Я 2 - ' (L/K, X (T)), W (LJKV, T) ~ H2~l (LJKV,
X (Г)), так что естественно возникает соблазн описать отвеча-
ющее х отображение H2-l(LjKv, X (T))^H2~l (L/K, X (Т)). Одна-
ко при такой постановке задача не допускает вполне определен-
ного ответа, ибо указанные изоморфизмы нельзя определить
канонически. Правильная постановка выглядит следующим об-
разом: найти гомоморфизм о: Hl~2 (LJKV, X, (Т)) ->• Я'~ 2 (L/K,
X (Т)), превращающий диаграмму

Я ' (LJKV, T) • W (L/K, CL (Г))

t t (3)
H'-*(LJKV,X.(T)) -^ H*-*(L/K,X.(T))

в коммутативную (вертикальные стрелки являются изоморфиз-
мами, получаемыми из (1), (2)) .

Предложение 8. Гомоморфизм а является гомоморфизмом

коограничения Сог^.у где 'S (w) = Gal (LW/Kv)— группа разло-

жения нормирования w.
Доказательство начнем с установления связи между локаль-

ным и глобальным фундаментальными классами. Положим

Pzz=rL?nw) Т о г д а и з результатов [АТЧ], гл. VII, § 11, вытекает,
что отображение LW-+CL индуцирует изоморфизм H2(LW/PW,
Lw) ~ H2(L/P,CL) (отметим, что Pw = Kv); при этом локаль-
ный фундаментальный класс «z, /P =UL /# переходит в гло-
бальный фундаментальный класс UL/P, который, как мы знаем,
совпадает с R e s » ( a i ) ("/,/#)• Отсюда следует коммутативность
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диаграмм

VI. 1

Я'~ 2 (9 (и

II
Я'-2(^(ш),

К О Г О М О Л О Г И И ГАЛУА

!>)>

х,

X, (Т)

(Т))- * Я ' (J

( ( 9 (w)'.Л

С г (Т))

Я ' " 2 (2 (ш), X. (Г)) - Я ' (9 (ш), C t (Г))

Я ' " 2 ($, X, (Г)) -* Я ' ($, C t (Г))

(доказательство коммутативности второй диаграммы использует
следующее свойство w-произведения:

Cor (Res (х) w у) = х w Сог (г/), (4)

справедливость которого установлена в [АТЧ], гл. IV, § 7).
Сравнивая эти диаграммы и учитывая коммутативность диа-
граммы

Ht(9(w),T)^H'(9(w),CL(T))

1 |

где i — изоморфизм из леммы Шапиро, приходим к требуемому
утверждению. (Мы оставляем читателю в качестве упражнения
восстановить детали рассуждений.)

Как мы уже отмечали в § 6.1, из теорем 2, 3 вытекает ко-
нечность группы Н1(К,Т) над локальным полем К и конеч-
ность ядра 111(7") канонического гомоморфизма Я 1 (К, Т)-*-
—> IT Я 1 (/(„, 7") для числового поля К. На самом деле эти

утверждения сохраняют силу не только для первых, но и для
любых когомологии.

Предложение 9. Пусть Т — алгебраический тор, определен-
ный над полем К и разложимый над его конечным расширением.
Галуа L. Тогда для любого i выполняются утверждения:

1) группа Й'(Ь/К,Т) конечна, если К — локальное поле;

2) группа Р1 (ЦК, Т) = Кет (Й'ШК, Л ^ П Н (LJK0, П )

конечна, если К — числовое поле.
Доказательство легко вытекает из следующего замечания:

для любого i группа fi'(L/K, Х(Г)) является конечно порож-
денной абелевой группой конечной экспоненты (см. [АТЧ],
гл. IV, § 6) и поэтому конечна. Утверждение 1) является непо-
средственным следствием этого факта, если воспользоваться
изоморфизмом из теоремы 2. Для доказательства 2) следует
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рассмотреть точную последовательность 1 —*-TL —*-ТА. —*-С, (Т) —*•
L,

—*• 1 и следующий фрагмент соответствующей когомологической
последовательности:

Я ' - i (ЦК, ТА[) -*> Я ' - ' (L/K, CL (Т)) -*

— Н1 (L/K, Т) -^ Н1 (L/K, Тч). (5)

Тогда Pl(L/K, 7") = Kerf является факторгруппой группы
Й1~1(Ь/К, CL{T)), а последняя группа согласно теореме 3 изо-
морфна Я3~'(Ь/К,Х(Т)) и, следовательно, конечна.

Следствие. В условиях предложения 9 справедливы следую-
щие утверждения:

1) группа НХ(К,Т) конечна, если К — локальное поле;

2) группа Ш (Г) = Кег (Н1 (К, Г ) ^ П я ' (К„, Т)Л конечна,

если К — числовое поле.
Доказательство вытекает из предложения 9 и следующего

факта.
Лемма 8. Если /(-тор Т разложим над расширением Галуа

L/K, то HHK,T) = W(L/K,T)-
Действительно, по теореме 90 Гильберта Hl(L,T)=\, по-

этому, записав начальный отрезок спектральной последователь-
ности Хохшильда — Серра

1 -* Н1 (ЦК, Т) -* Я 1 (К, Т) -* Я 1 (L, Т),

мы и получим требуемое.
Некоторое уточнение рассуждений, использованных при дока-

зательстве предложения 9, позволяет получить точные формулы
для вычисления группы Р1(Ь/К, Т). Действительно, из точной по-
следовательности (5) вытекает, что Р1 (L/K, 7") = Kerf изо-
морфно коядру Cokerg. Но Hl-X(L/K, TAj)= Z Hl~l{Lj^v, T)

{предложение 7), поэтому, используя изоморфизмы Н ~l (L/K,
€L (Г)) ~ Я ' - 3 (LJK, X. (Г)), Я ' - 1 (LJKV, Т) ~ Я ' - 3 (LJKV, X. (Т))
и предложение 8, получаем, что Pl (L/K, T) изоморфно коядру
отображения

Z Я'"» (LJKV, X. (Г)) - Я ' - 3 (L/K, X. (Г)), (6)
V

индуцированного коограничениями Сопр(ц|). Переходя при по-
мощи теоремы двойственности к когомологиям группы Х(7") и
учитывая, что при этом морфизм коограничения перейдет в мор-
физм ограничения, мы получаем следующий результат.

Теорема 10 (Тейт). Pl (L/K, T) ~ К е г ( Я 3 ~ ' (ЦК, Х(7"))->
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(Отметим, что изоморфизм в теореме 10 не является канони-
ческим, а индуцирован двойственностью.)

В приложениях наиболее часто встречается группа Ш(7") =
= Р1 (L/K,T), называемая группой Шафаревича—Тейта тора
Т. Говорят, что для тора Т выполняется принцип Хассе, если
Ш ( 7 " ) = 1 . Покажем, что здесь мы имеем дело с естественным
обобщением классического норменного принципа Хассе в расши-
рениях числовых полей. Пусть Р — конечное расширение число-
вого поля К, S=Rp/jc(Gm) и Т = RtyK (Gm) — соответствующий
норменный тор. Тогда из точной последовательности

l^T^S-^Gm^l, (7)

где N—норменное отображение, переходя к когомологиям, по-
лучим точную последовательность

* Н1 (К, Т) -* Н1 (К, S).

Но Hl(K,S)=l (лемма 2.4), поэтому Н1 (К, Т) ~ K'/NP/K(P').
Рассуждая аналогично, получим, что Я 1 (/С, Г-j) ~ ^KI^PIK (^Р)Ш

Отсюда следует, что Ш (Т) ~ (/С*П NP(K(JP))/NP/K(P'). Сопостав-
ляя этот факт с классическим определением выполнимости нор-
менного принципа Хассе в расширении Р/К (см. § 1.2, п. 3), мы
видим, что в данном случае последний эквивалентен справедли-
вости принципа Хассе для когомологии Галуа соответствующего-
норменного тора ?"^Rp/^(G m ) . Тем самым теорема 10 дает эф-
фективный способ проверки норменного принципа Хассе. Соот-
ветствующие вычисления приобретают наиболее простой вид,
когда Р/К—расширение Галуа. В этом случае в качестве поля
разложения L тора Т. = Rp% (<?m) можно взять само поле Р.
Обозначим через 'З группу Галуа Gal(P//C). Тогда модуль ха-
рактеров Х(Г) определяется из точной последовательности

0^Z^Z[9]^X(T)^0, (8)

которая получается из последовательности (7). Переходя в (8)
к когомологиям, мы придем к последовательности

Но групповое кольцо Z [9] является индуцированным ^-моду-
лем, так что Н1($, Z[#]) = 0 для г = 2, 3, и поэтому
Н2 (3, Х{Т)) = НЪ {$, Z). Аналогично, зафиксировав для
каждого v некоторое продолжение w\v и обозначив через 9V

соответствующую группу разложения S(w), будем иметь
H2($v, X (Т)) = Н3 ($v, Z). Таким образом, применяя теорему 10,
получаем следующее утверждение:
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Т е о р е м а 1 1 ( Т е й т ) . Д л я н о р м е н н о г о тора 7" = R p / v ( G V от-
вечающего расширению Галуа Р/К, группа 111(7") изоморфна
ядру канонического отображения

8 частности, для Р/К выполняется норменный принцип Хассе
в том и только том случае, если отображение (9) инъективно.

Если группа % циклична, то Н3 (9, 2) = Н1ф, Z) = 0, и мы
приходим к следующему результату Хассе [2].

Следствие (теорема Хассе о нормах). Для циклического рас-
ширения Р/К всегда выполняется норменный локально-глобаль-
ный принцип.

Если же расширение Р/К не является циклическим, то воз-
можны разные случаи.

Пример 1. Положим /C = Q, P = Q (У 13, л/У7). Здесь
9 = Z/2Z X Z/2Z, а все группы &v циклические. Поэтому
Н3(9, Z) = Z/2Z, но H3(9V, Z) = 0 для любого а. Тогда
IH(7') = Z/2Z, и норменный принцип для Р/К не выполняется,,
что согласуется со сказанным в п. 3 § 1.2.

Пример 2. Положим /C = Q, P = Q(V2, УЮ- Тогда
^ = ^ 2

 = Z/2Z X Z/2Z, так что (9) инъективно, и для Р//С вы-
полняется принцип Хассе.

Если вопрос о норменном принципе Хассе для расширений
Галуа теоретически решается теоремой 11, то для расширений,
не являющихся нормальными, до недавнего времени существо-
вало очень мало результатов. Конечно, в данной ситуации к воз-
никающему здесь норменному тору также применимы, с одной
стороны, теорема 10 (соответствующие вычисления см. ниже),,
с другой — общие методы, связанные с изучением геометрии ал-
гебраических торов (см. Воскресенский [3J, а также конец
§ 7.3). Однако при этом остается определенное чувство неудов-
летворенности, вызванное тем обстоятельством, что арифметиче-
ская по своей природе задача о норменном принципе Хассе
имеет ответ в чисто гомологической форме, которая, фактиче-
ски, никак не учитывает арифметику самого расширения. Ком-
плексное исследование норменного принципа Хассе для произ-
вольных расширений, сочетающее как гомологические, так и
арифметические методы, было недавно выполнено в работах
Платонова, Дракохруста [1], [2], Дракохруста, Платонова [1}
и Дракохруста [1]. Отправным пунктом Для этого исследования
послужила следующая проблема Бартельса [3, с. 198]: будет ли
верен принцип Хассе для расширения L/K, если L — максималь-
ное подполе в некотором теле D с центром К. Такие расширения
называются К-адекватными (Шахер [1]). Эта гипотеза каза-
лась весьма правдоподобной. Так, любое расширение простой
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степени /(-адекватно, и для него выполняется принцип Хассе
(см. предложение 10 ниже). Гурак [2] доказал предположение

Бартельса для расширений Галуа (этот результат можно рас-
сматривать как арифметическую интерпретацию критерия из
теоремы 11). Сам Бартельс [4] установил справедливость прин-
ципа Хассе для /(-адекватных расширений степени 4 (как пока-
зывает пример 1, для произвольного расширения четвертой сте-
пени принцип Хассе может нарушаться). Кроме того, норменный
локально-глобальный принцип выполняется для всего тела D,
содержащего L (теорема Эйхлера, см. § 1.4).

Тем не менее оказалось, что в общем случае проблема Бар-
тельса имеет отрицательное решение. Первый контрпример, по-
строенный в работе Платонова, Дракохруста [1], является рас-
ширением степени 10. Естественно возник вопрос о минималь-
ности этого примера, а также об арифметической природе тех
значений степени расширения, при которых гипотеза Бартельса
выполняется (так как 10 является произведением двух различ-
ных простых чисел, а для расширений простой степени принцип
Хассе выполняется всегда, то можно предположить, что гипо-
теза Бартельса справедлива для расширений примарной сте-
лени). Детальному исследованию этих вопросов посвящена ра-
бота Дракохруста, Платонова [1]. В ней, в частности, показано,
что проблема Бартельса справедлива для расширений L/K. сте-
пени р2 (р простое), в то же время при [L : К] = рг, г ̂  3, ответ
на проблему Бартельса отрицательный. Оказалось также, что
•она справедлива для расширений степени 6. Поэтому минималь-
ные контрпримеры доставляют расширения восьмой степени.

Исследование принципа Хассе в цитированных работах бази-
руется на введенном там понятии первого препятствия. В нашем
контексте эта конструкция получается следующим образом.
Пусть Р/К—конечное расширение. Тогда в качестве поля раз-
ложения норменного тора Т = R^L (Gm) можно взять любое
расширение Галуа L поля К, содержащее Р. Обозначим через 'З
группу Галуа Gal(L//(), и пусть 36— подгруппа в 3, отвечаю-
щая Р. Переходя в последовательности (7) к характерам, полу-
чим следующую точную последовательность, содержащую Х(Г):

0->Z^Z[9/2e]->X(T)->0. (10)

Чтобы вычислить 111(7") с помощью теоремы 10, рассмотрим
получающуюся из (10) коммутативную диаграмму

Н2 (9, Z) - ^ Н2 (9, Z [9/Ж]). — >
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- ^ Я 2 (9, X (Т)) - ^ Я 3 (9, Z) ^ - > Я 3 ($

^ П Н2 (9„ X (Г)) Л П / / 3 (20, Z) -*V П Я3 (9а, Z [9/Щ)
и v v

Согласно теореме 10, Ш (Г) = Р'(L//C, 7") ~ Кега3. Из диа-
граммы (11) тогда вытекает, что существует вложение группы
Ф = а~' (Im Tj3j)/Im ф, в 111(7"). Группа Ф изоморфна первому
препятствию к принципу Хассе, которое было определено в ра-
боте Платонова, Дракохруста [1] в арифметических терминах
как факторгруппа К* nNP,K(JP)/NpiK(P*) • (KTINL/KUL)). В цити-
рованной статье указан способ вычисления первого препятствия,
который можно получить также из диаграммы (11). Для этого
заметим, что 2[&/Ж] = Ind^(Z), и поэтому по лемме Шапиро
Н2 (9, Z [9/Зв] )=Н2 (06,'1). Аналогично, для каждого v '.

— прямая сумма 'З'„ модулей, где Ж"=90х"Ж (i =

= 1, • •., Л>) — различные двойные смежные классы в разложе-
нии группы & по подгруппам $v и Ж. При этом, очевидно,

Z[W4/2@] = lnds>rz(Z), где Ж? = хЧЖ(х1)~1 [)90. Таким обра-

зом, Я 2(^„, Z\9l2fe\)= Z Н2(Ж", Z). Применяя теперь сдвиг

размерности (см. лемму 1.3), мы видим, что первый квадрат в
(11) эквивалентен следующей диаграмме:

Я 1 (9, Q/Z) ^ + Я 1 (Ж, Q/
| P I |Рз

1

 г : л (12>
П Я1 (90, Q/Z) - ^ П ( S Я1 (Ж1 Q/Z) I,

в которой все стрелки являются отображениями ограничения;
в частности, Ф ^ Р ^ 1 (Im т|з)/1тф. Но для конечной группы &"
группа Я 1 (^", Q/Z) совпадает с двойственной к абелинизации
^|»й = £ГI \£Г,&~], поэтому диаграмма (12) является двойствен-
ной к диаграмме

9/[9, 9] ч—^ Ж1[Ж, Ж]

/



344 VI- когомологии ГАЛУА

в которой все стрелки индуцированы соответствующими вклю-
чениями. С использованием элементарных фактов о двойствен-
ности абелевых групп из (13) получается

Теорема 12. В обозначениях диаграммы (13)

Ф ~ Кег|л/б(Кегт)).

Теорема 12 позволяет эффективно вычислять первое препят-
ствие Ф. (Впрочем, читателю, желающему повысить «степень эф-
фективности», рекомендуем получить арифметическую интер-
претацию числа rv и групп Ж\?) При этом если Фф\, то
принцип Хассе для расширения Р/К заведомо не может иметь
место. Эти факты лежат в основе построения первого контрпри-
мера к проблеме Бартельса. А именно, вначале строится такое
расширение Галуа L/K с группой Галуа ^ = Л6, что множество
нормирований поля К, имеющих в L нециклическую группу раз-
ложения, содержит не менее двух элементов и все нецикличе-
ские группы разложения изоморфны (Z/2Z) 2 . Группа "§ обла-
дает подгруппой 36 индекса 10, которая порождена подстанов-
ками (123), (456), (1425), (36) и, следовательно, изоморфна
полупрямому произведению (Z/3Z)2 A Z/4Z. Положим Р = Lx.
Тогда при помощи критерия из п. 1 § 1.5 устанавливается, что
Р является /(-адекватным. С другой стороны, прямое вычисле-
ние показывает, что первое препятствие в данном случае не-
тривиально, и, следовательно, принцип Хассе для Р/К не вы-
полняется.

Первое препятствие оказывается эффективным не только при
построении контрпримеров, но и при доказательстве справедли-
вости принципа Хассе для расширений того или иного типа.
Так, например, обстоит дело,если первое препятствие совпадает
со всей группой 111(7"), которую естественно называть полным
препятствием. В работе Дракохруста, Платонова [1] установ-
лено совпадение первого и полного препятствий для расши-
рений бесквадратной степени и для /(-адекватных расширений
степени р2. Отсюда путем вычисления первого препятствия вы-
водится справедливость принципа Хассе для /(-адекватных рас-
ширений, степень которых либо равна шести, либо имеет вид
р2. Полное препятствие не всегда совпадает с первым, однако,
как показал Дракохруст [1], оно может быть вычислено ана-
логично с использованием так называемых обобщенных групп
представлений. Основы теории групп представлений были зало-
жены Шуром [1], а современная трактовка этих вопросов изло-
жена в книге Бейля и Таппа [1]. Так, конечная группа 'З назы-
вается обобщенной группой представления конечной группы "§,
если имеется центральное расширение l-^M^'tf—*-*§—>1,
причем пересечение М Л [$, Щ изоморфно группе Н3($, Z ) ,
которая носит название мультипликатора Шура группы Ф. (От-
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метим, что в силу леммы 1.3 Н3 (9, Z) = H2{$, Q/Z).) Для срав-
нения укажем, что в классическом определении группы пред-
ставления требовалось выполнение включения М cz [9, Щ. Пусть
'S — произвольная обобщенная группа представления для
9. Для любой подгруппы ^"cz9 будем обозначать через &~ ее
прообраз %~1(&~). Рассмотрим следующую диаграмму, анало-
гичную (13):

, Щ ч—^ Ж1\Ж, Ж\

Z 9v№v, $v] <?- Z
v v

В этих обозначениях имеет место
Теорема 13 (Дракохруст [1]). Для норменного тора

т = Щк(°т) и м е е м Ш (Л ^ Кег я/е (Кег р).
Примеры конкретных вычислений 111(7") при помощи этой

формулы читатель может найти в указанной работе Драко-
хруста. Завершим наш обзор результатов, касающихся нормен-
ного принципа Хассе, следующим утверждением (см. Бартельс
[3], Платонов [20], Платонов, Рапинчук [4]).

Предложение 10. Пусть Р/К.—расширение простой степени
р. Тогда для Р/К выполняется норменный принцип Хассе.

Доказательство. Обозначим через L минимальное расши-
рение Галуа, содержащее Р, и положим 9 = Gal ЩК)У

Ж= Gal (L/P). Тогда 9 является подгруппой симметрической
группы Sp, и поэтому [Щ делится лишь на первую степень р.
Следовательно, {[Щ, р ) = 1 , и силовская р-подгруппа $р

группы *3 является циклической порядка р. Обратимся теперь
к диаграмме (11), построенной -для тора 71 = Rp^(G m ) . Так
как Ш(7")~Кегаз является группой экспоненты р (напомним,
что Ш(Т) ~(К'Г\МР1КУР))/МР/К(Р'), то достаточно показать, что-
р-часть группы Н2{%, X (Г)) тривиальна. Но Н2($, г\3\Щ)~.
^ Н2 (Ж, Z) аннулируется умножением на [Ж\ и поэтому имеет
экспоненту, взаимно простую с р. С другой стороны, р-часть
в H3C§,Z) изоморфна Я 3 (^ р , Z) = 0, ибо группа <3Р циклична.
Таким образом, требуемое утверждение вытекает из точности:
верхней строки в (11).

Можно предложить и более арифметический вариант рас-
суждений. Сохраняя предыдущие обозначения, положим допол-
нительно F = L?P. Тогда, очевидно, L = FP и F[\P=K. Если
а е К*П NP/K(Jp), то a E P f l f t / f ( / i ) и, следовательно, О Е
^NL/F(L*) в силу теоремы Хассе о нормах, ибо расширение
L/F циклическое. Поэтому

alF: к] = N m (a) e= Nw (П = NPIK (NLIP ( О ) с NP/K (P*).
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•С другой стороны, аР е NP/K{P*). Так как числа [F: К] и р
взаимно просты, то отсюда вытекает, что а е Np/K(P*). Пред-
ложение 10 доказано.

На практике кроме норменных торов встречаются еще и
мультинорменные (см. § 2.1, п. 7). Напомним, что так мы назы-
ваем ядро Т морфизма ср: R P i / ^ ( G m ) X ••• X RP,/K (Gm) ->• Gm,
являющегося произведением норменных отображений из конеч-
ных расширений Pi/К (i = 1, . . . , / ) .

Упражнение. Показать, что любой максимальный /(-тор груп-
пы G = SLn является мультинорменным, т. е. соответствует не-
которому набору Pi, . . . , Pi конечных расширений поля К таких,

i

что X! [Pi :K] = n.
i

Из точной последовательности 1 ->Т-> Д R/>(/JC (Gm) -*•

—>G m ->l легко получить, что Ш (Т) ~ (/С* П ^PJK (-^P,) • • •
. . . Npl/K (^P1))/NPI/K(P'1) • • • NPJK (P'[). Поэтому справедливость
принципа Хассе для тора Т означает, что элемент а е К*, ло-
кально представимый в виде произведения норм из полей Pi,
представим в таком же виде глобально. По этой причине ло-
кально-глобальный принцип в данной ситуации естественно на-
зывать мультинорменным. Этот принцип прежде нигде детально
не рассматривался, однако у нас он играет весьма существен-
ную роль. В частности, с его помощью удалось существенно мо-
дифицировать доказательство принципа Хассе для групп типа
2Ап. Еще одно его применение связано с исследованием струк-
туры групп рациональных точек простых групп типа хАп (см.
§ 9.2). Для наших целей вполне хватает следующего достаточ-
ного признака справедливости мультинорменного принципа, ко-
торый для случая расширений Галуа принадлежит Ю. А. Дра-
кохрусту:

Предложение 11. Пусть Pt (г = 1, 2) — два конечных расши-
рения поля К, Li — их нормальные замыкания. Предположим,
что выполняются следующие условия:

1) LX[\L2 = K;
2) Р\/К удовлетворяет норменному принципу Хассе.

Тогда К* Л (NPJK (/P,) NP2,K (JP2)) = NPJK (P\) NP2JK (P\).
Доказательство. Пусть Р = Р\Р%, L = LXL2, ^b = Gal(L;//(),

9 = Gal(L/K) =9iX92, Э61 = Gal(Lt/Pi) и Ж = Gal(L/P) =
= ^ i X ^ 2 - Далее, обозначим через М,- максимальное абе-
лево расширение поля К, содержащееся в Р«. Сразу же заме-
тим, что 2e[&,$] = 2el[&l,&i]Xde2[&2,$2], откуда по тео-
рии Галуа следует, что максимальное абелево расширение М
поля К, содержащееся в Р, имеет вид M = MiM2. Кроме того,
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из равенства

[Жх X 92, Жх X 92] (Жх X Зв2) = 5», X КШ2 [92, 92])

вытекает, что максимальное абелево расширение поля Рх, со-
держащееся в Р, имеет вид РХМ2, и аналогично с заменой Pi
на Р2, М2 на Мх.

Рассмотрим отображение

Ф: JPJP\NPIPi (JP) X JPJKNPIP2 (Jp) -, JKIKNPIK (Jp),

которое индуцируется произведением норменных отображений
Л̂ р,/к и NPljK. Наша цель — показать, что <р инъективно. Для
этого мы покажем, что <р сюръективно и порядки отображае-
мых групп совпадают. С этой целью рассмотрим аналогичное
вспомогательное отображение

I (JM) X JMJM\NMIMi (JM) - , JKIFNMjK (JM).

Используя изоморфизмы теории полей классов JM./M*NMIM^ (JM) —

~ Gal (M/Mi), JK/K'NMiK(JM)^Ga\(M/K) и тот факт, что
Gal (M/K) C¥ Gal (M/Mx) X Gal (M/M2), мы видим, что т]з является
изоморфизмом. Следовательно, -ф сюръективно, т. е.

1к = NM>IK {JM) NMJK (JM,) К', (14)

и порядки отображаемых групп равны. Воспользуемся теперь
тем фактом, что для произвольного конечного расширения E/F
числовых полей имеем F*NEIF(JE) = F*NNIF(JN), где N — макси-
мальное абелево расширение поля F, содержащееся в Е, (см.
[АТЧ], упр. 8). В частности, K'NP./K(JP1)=K'NM1/K(JM1), откуда

с учетом (14) вытекает, что J% = NPliK (JPl) NP2IK (JPl) К*, и ф
сюръективно. Далее, [JpJP\NPIPi (Jp)] = [JpJP\NPMPjJPlM,)] =
= [РХМ2: Рх] = [М2 :К] = [М: М,] = [JjM'xNMIMi (JM)], ибо
РХМ2— максимальное абелево расширение Рх, содержащееся
в Р; аналогично, [JPJP*2N PlP^(J p)} = [J MJM*2N MjM2(J м)],
[JKIFNPIK(JP)] = [JKIKNMIK(JM)\. Из этих равенств вытекает,
что [JpJP\NplPi(Jp)][JpJP'2NPlP2(Jp)] = [JKfK'NplK(Jp)], и дока-
зательство инъективности <р завершено.

Пусть теперь a e f , a = NPjK(xx) Np2/K(x2), где Xi^Jp..
Тогда пара (xxP]NplPi(Jp), x2P'2NplPi(Jp)) лежит в ядре <р, так
что x. = yiNPIPi(z1), 'где yt^P\, zt^Jp, i = \, 2. В этих обо-
значениях a = NPilK(y2)Np2lK(y2)NplK(zlz2), и поэтому

е 1С Л Л Г т (/р) cz Г П
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ибо для Р\/К выполняется принцип Хассе. Из этих вычисле-
ний вытекает, что О Ё ^ р д ^ Р ^ ^ д ^ ) . Предложение 11 дока-
зано.

К сожалению, полного исследования вопроса о мультинор-
менном принципе пока нет.

Завершает этот параграф одно техническое утверждение
о группе P2(L/K, T), которое понадобится нам при исследова-
нии кограничного отображения для полупростых групп.

Предложение 12 (Кнезер [12]). Пусть Т — тор, определен-
ный над числовым полем К и разложимый над конечным рас-
ширением Галуа L/K. Предположим, что для некоторого нор-
мирования VQ e VK тор Т является /С0о- анизотропным. Тогда
P2(L/K,T) = 0.

Доказательство естественно попытаться получить из теоре-
мы 10. Однако, как показывает анализ, на этом пути мы встре-
чаемся со значительными трудностями. Более предпочтитель-
ным оказывается подход, использующий двойственное описание
P2(L/K,T) как коядра отображения J] H~l(Lw/Kv, X.(Т))—>

—>• Н~х (L/K, X. (Т)), индуцированного коограничениями Сот* .

(Этот результат был получен нами в процессе доказательства
теоремы 10.) Тогда для доказательства предложения достаточно
установить сюръективность отображения

Сог£0о: Я Ч ( 1 Ш Д „ „ \.(Т))^Н^(Щ, Х.(Г))-

В силу /(„„-анизотропности Т мы имеем X. (Г)у"» = 0. С другой
•стороны, образ норменного отображения А/„о: X. (Г)->Х. (Г),
JVUo (х) = X! Sx> очевидно, лежит в X. (Г)у°°, поэтому

= Х.(Г). Так как по определению H~x{LwJKva, Х.(Г)) =
/ J ( X . ( n ; , H~X(LIK, X. (Г)) = Ker A//X. {Т)\ где

JV: X. (Т) —> X. (Г) — норменное отображение, отвечающее группе
$, \,(ТУ (соответственно X. (Т)'щ) — подгруппа в X. (Т), поро-
жденная элементами вида g% — %, где х^Х,(Г) , a g пробе-
гает 9 (соответственно &„а). Учитывая, что Сог^ в данной

•ситуации индуцировано вложением Ker NOi в Кег А/, мы полу-
чаем, что Сог|: сюръективно. Предложение 12 доказано.

§ 6.4. Теоремы конечности для когомологий Галуа

В этом параграфе мы распространим факты о конечности
для когомологий Галуа, которые были получены в § 6.3 для
случая алгебраических торов при помощи теорем Накаямы —
Тейта, на произвольные алгебраические группы.
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Теорема 14. Пусть G—: алгебраическая группа, определен-
ная над локальным полем К. Тогда множество HX(K,G) ко-
нечно.

Теорема 15. Пусть G — алгебраическая группа, определенная
над числовым полем К. Тогда ядро канонического отображе-
ния Я 1 (К, G) -» П Н1 (Kv, G) конечно.

V

Если в случае торов доказательства этих теорем содержали
ряд общих моментов, то в общем случае они основаны на со-
вершенно различных подходах. Так, для доказательства тео-
ремы 15 приходится привлекать построенную в гл. V теорию
приведения для групп аделей, в то время как теорема 14 яв-
ляется формальным следствием одного свойства группы Галуа
локального поля.

Определение. Будем говорить, что проконечная группа 9
имеет тип (F), если для любого целого п она имеет лишь ко-
нечное число открытых подгрупп индекса п. Поле К имеет тип
(F), если оно совершенно, и его абсолютная группа Галуа $ =
= Gal(K//C) имеет тип (F).

Ясно, что совершенное поле К имеет тип (F) в том и только
том случае, если для любого целого п оно имеет лишь конечное
число расширений степени п. Отсюда вытекает, что примерами
полей типа (F) являются: а) поле вещественных чисел; б) ко-
нечное поле; в) поле формальных степенных рядов P(t} от од-
ной переменной над алгебраически замкнутым полем констант
Р характеристики 0. (В последнем случае известно (теорема
Пюизе), что для любого п поле P(t) обладает единственным
расширением степени п, которое имеет вид P(<\Jt\) Для нас
•существенное значение имеет тот факт, что тип (F) имеет ло-
кальное поле.

Предложение 13. Пусть К—конечное расширение поля Qp.
Тогда К имеет тип (F).

Доказательство. Так как для каждого п существует един-
ственное неразветвленное расширение поля К степени п, а лю-
бое конечное расширение поля К представимо в виде башни не-
разветвленного и вполне разветвленного расширений (см. [АТЧ],
гл. I), то достаточно показать, что любое локальное поле имеет
конечное число вполне разветвленных расширений. Чтобы не
вводить дополнительных обозначений, мы установим последний
4)акт для поля К-

Известно (см. предложение 1.4), что любое вполне развет-
вленное расширение К степени п задается корнем некоторого
многочлена Эйзенштейна tn + an^\tn~x + . . . + а0 = 0. С дру-
гой стороны, множество М коэффициентов (ап-\, • • •, а0) все-
возможных многочленов Эйзенштейна, очевидно, компактно как
подмножество в /С". Поэтому стандартное рассуждение показы-
вает, что требуемое утверждение вытекает из следующего факта,
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известного как лемма Краснера: если / — неприводимый поли-
ном над К степени п со старшим коэффициентом единица, та
любой полином g над К, коэффициенты которого достаточно
близки к коэффициентам /, также неприводим, причем / и g за-
дают изоморфные расширения К- Обычное доказательство лем-
мы Краснера читатель может найти в книге Ленга [2]. Мы по-
кажем, как это утверждение получается в нашем контексте.
Для полинома f{t) = tn -\- an^tn~x + . . . + а0 обозначим через
а (/) матрицу

0 0 0 . . . 0 — а0

1 0 0

0 1 0

.0 0 0 . . . 1 — а„_

Тогда легко проверить, что f(a(f)) = 0. Ясно, что если / неприво-
дим, то /(-алгебра K[a(f)], порожденная a(f), изоморфна рас-
ширению Kf поля К степени п, задаваемому полиномом /. При
этом мультипликативная группа K[a(f)]* совпадает с множе-
ством /t-точек тора Т = R^w^(Gm). Положим G = GLn и обозна-
чим через I) открытое подмногообразие в Т, состоящее из регу-
лярных в G элементов (см. § 2.1, п. 11). Рассмотрим, далее,
отображение <р: GX.U-+G, q>(g, u) = gug~l. Тогда образ <р в
точности совпадает со множеством полупростых регулярных эле-
ментов G, и поэтому открыт в G в топологии Зарисского; в част-
ности, морфизм ф является доминантным. Поэтому из предло-
жения 3.3 вытекает, что W = <P(GA:X UK) является открытым
подмножеством GK относительно у-адической топологии. С дру-
гой стороны, ясно, что для любого х е W /(-алгебра К[х] сопря-
жена относительно GK с алгеброй K[a(f)]. Так как а ( / ) е
^.UKcW, то для всех полиномов g, достаточно близких к /,
точка a(g) также попадает в W, и поэтому алгебры K[a(f)]
и K[a(g)] сопряжены, следовательно, поля Kf и Kg изоморфны.
Предложение 13 доказано.

Теорема 14 вытекает теперь из следующего общего резуль-
тата.

Теорема 16. Пусть К—поле типа (F), G — линейная алгеб-
раическая группа, определенная над К- Тогда множество
НХ{К, G) конечно.

Доказательство проведем вначале для конечной группы G,
Обозначим через Ж открытый нормальный делитель группы
*§ = Ga\(K/K), тривиально действующий на G = G%. В силу
определения группы типа (F), существует лишь конечное числа
открытых подгрупп в $, содержащихся в Ж и имеющих в Ж
индекс, не превосходящий n = [G]. Их пересечение, которое мы
обозначим через #~, является открытым нормальным делителем
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труппы 9, содержащимся в Ж. Утверждается, что отображение
ограничения <р: Я 1 (р, G -̂) -> Я 1 ($Г, G -̂) тривиально. Действи-
тельно, если /: 9—>G-£— непрерывный 1-коцикл, то ограниче-
ние g = f\x ЯВЛЯСТСЯ НСПрСрЫВНЫМ ГОМОМОрфиЗМОМ %e^>-G-g,
ибо Ж тривиально действует на G -̂. Тогда \Ж: K e r g ] ^ n ,
так что по построению $F с Ker g, т. е. g(£?~) = {e}, что и тре-
бовалось. Рассмотрим теперь некоммутативный аналог спектраль-
ной последовательности Хохшильда — Серра (см. § 1.3, п. 2):

1 -> Я1 (9/S-, GK) — > Я1 (?, Gx) - ^ Я1 (<F, Gj). (1)

Из тривиальности <р и точности (1) вытекает сюръективность 6.
Но множество Я 1 (&/@~, G%), очевидно, конечно, поэтому ко-
нечно и множество Я 1 (3, G^) = HX{K, G).

Следующая лемма, примененная к N = G0, вместе с уже до-
казанным фактом позволяет получить редукцию теоремы 16
к случаю связных групп.

Лемма 9. Пусть G — К-определенная алгебраическая группа,
N — ее К-определенный нормальный делитель. Предположим,
что конечно множество Я 1 (К, G/N), и для любого коцикла \i e
е Zl(K, G) конечно множество Я 1 (К, v.N), где ^N — группа, по-
лучаемая из N скручиванием при помощи j i*). Тогда множество
НХ(К, G) также конечно.

В самом деле, точная последовательность /(-групп l-vJV-v
/>-\ индуцирует отображение первых когомологий

Н1 (К, G) —>- Я 1 (К, G/N), которое обладает свойством: для
ц е Я 1 (К, G) слой я~'(я(ц)) сюръективно накрывается множе-
ством Я 1 (К, цЛО (см. § 1.3, п.2). Поэтому если я (Я1 {К, G)) =

г

= я ( { ц ь . . . , цг}), то Hl(K, G ) = U я ~ ' (я (цг)) — конечное мно-

жество, ибо каждое из множеств я~'(я(ц г )) конечно в силу
предположения о конечности Я 1 (/С, цгЛ^).

Итак, мы можем предполагать группу G связной. В этом слу-
чае, как показывает предложение 2.9, Я 1 (К, G) = Я 1 (К, Я) для
максимальной редуктивной /(-подгруппы Я с С , поэтому в рас-
смотрении нуждается лишь случай связной редуктивной группы
G. Разберем вначале случай, когда G = T — алгебраический
тор. (Отметим, что здесь для локального поля К конечность
Н1{К,Т) была установлена в § 6.3, однако мы намерены полу-
чить общее доказательство, которое «работает» для всех полей
типа (F).) Обозначим через L конечное расширение Галуа поля
К, над которым Т становится разложимым, и положим п =

*) Имеется в виду естественное действие G на N посредством сопря-
жения.
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= [L:K]. Тогда группа Я1 (К, Т) совпадает с Я1 (L/K, Т)
(лемма 8), и поэтому является группой экспоненты п. Рассмот-
рим морфизм ту. Т—>-Т, t\(t)=tn и обозначим через S его ядро.
Имеет место следующая точная последовательность групп кого-

мологий Hl(K, S)->Hl(K, Т)—>НХ{К, Т), где гомоморфизм 9
индуцирован г\. Из сказанного выше вытекает, что 8 является
тривиальным отображением, поэтому Я1 (К, Т) накрывается
группой Hl(K,S). Но группа Я1 (К, S) конечна, ибо, как легко
видеть, конечна группа S,

Случай произвольных связных редуктивных групп в тео-
реме 16 может быть легко сведен к торам. С этой целью заме-
тим, что комбинируя лемму 9 с уже доказанным результатом
о конечности Я1 для конечных групп и торов, получаем конеч-
ность Я1 для групп, связная компонента которых является то-
ром. Этот результат применим, в частности, к нормализатору
N = NG(T) произвольного /(-определенного тора Т данной связ-
ной редуктивной /(-группы G. Поэтому завершает доказатель-
ство теоремы 16

Лемма 10. Естественное отображение Я1 (К, N)—>-H1(K, G)
сюръективно.

Доказательство. Пусть £Г = G/jV—многообразие макси-
мальных торов группы G (см. § 2.4, п. 5). Для произвольного
коцикла g e Z:(K, G) рассмотрим группу gG и многообразие
g-2T, получаемые применением скручивания (см. § 1.3, п. 2), где
группа G действует на себе сопряжениями, а на многообразии
ИГ — сдвигами. Очевидно, имеется /(-определенное действие gG
на gST, причем стабилизатор точки является нормализатором
максимального тора. Тогда, используя тот факт, что gG всегда
обладает максимальным /(-определенным тором (см. § 2.1, п. 9),
легко показать, что (g£T) к Ф- 0, и поэтому из леммы 1.6 выте-
кает, что g лежит в образе отображения Я'(/(, N)—*- Я 1 (К, G).
Лемма 9 доказана.

Следствие 1. Пусть К — поле типа (F). Тогда с точностью
до К-изоморфизма существует лишь конечное число К-форм
данной полупростой К-группы G.

Действительно, мы знаем (см. § 2.2), что /(-формы данной
/(-группы G с точностью до /(-изоморфизма классифицируются
элементами множества Я 1 (К, Aut^-(G)). С другой стороны, для
полупростой группы G группа Autj^(G) является конечным рас-
ширением группы внутренних автоморфизмов, которая изо-
морфна соответствующей присоединенной группе, и поэтому мо-
жет рассматриваться как алгебраическая К-группа. Тогда со-
гласно теореме 14 множество Я 1 (К, Aut^-(G)) конечно, значит,
конечно и число неизоморфных /(-форм группы G.

Упражнение. Выяснить, остается ли справедливым утверж-
дение следствия для произвольной связной группы G. (Отметим,
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что приведенное Доказательство не проходит уже для л-мерного
алгебраического тора Т при п > 1, ибо здесь A u t (T) ~ GLn (Z)
не является алгебраической группой.)

Следствие 2. Пусть X — определенное над К однородное про-
странство линейной алгебраической К-группы G, причем поле К
имеет тип (F). Тогда Хк является объединением конечного числа
орбит группы GK.

Если Хк — 0, то доказывать нечего. В противном случае
пусть х<=Хк, H=G(x) — стабилизатор точки х. Тогда, в силу
совершенности К, группа Н является /(-определенной, и доста-
точно установить конечность числа орбит группы GK на (G/H)K.
Однако известно, что последние находятся в биективном соот-
ветствии с элементами ядра отображения Hl(K, H)-+Hl(K, G),
поэтому требуемое вытекает из теоремы 16.

В частности, беря в качестве X многообразие торов £Г дан-
ной связной группы G, получаем

Следствие 3. Пусть G — связная линейная группа над полем
К типа (F). Тогда максимальные К-определенные торы группы
G образуют конечное число классов сопряженности относительно
группы GK-

Весьма частным случаем теоремы 16 является утверждение
о конечности множества вещественных 1-когомологий Hl(R,G)
для любой R-определенной алгебраической группы G. Покажем,
что этот факт на самом деле вытекает из теоремы Уитни (см.
§ 3.2, теорема 3.6). Действительно, в § 3.2, пользуясь теоремой
Уитни, мы дали независимое от теоремы 16 доказательство след-
ствия 2 для / C = R . Пусть теперь G — вещественная алгебраи-
ческая группа и G с GLn— ее некоторая R-определенная мат-
ричная реализация. Применяя утверждение следствия 2 к од-
нородному пространству X = GLn/G, получаем конечность числа
орбит группы GLn (R) на XR, а значит, и конечность ядра ото-
бражения Н1 (R, G)-+Hl (!R, GLn) (см. доказательство след-
ствия 2). Но Hl(R, GLn)={\) (лемма 2.2), поэтому тем самым
мы получаем конечность всего множества Hl(R,G). (Приведен-
ное рассуждение показывает, что следствие 2 в действительности
эквивалентно самой теореме 16. Адельный вариант этого на-
блюдения мы используем ниже при доказательстве теоремы 15.)
На самом деле для вещественных когомологий имеются гораздо
более точные результаты. Так, в случае R-анизотропной группы
G Серром (см. [1], гл. III, § 4.5) было доказано фактически
следующее утверждение

Теорема 17. Пусть G — связная R-определенная алгебраиче-
ская группа с компактной группой GR. Тогда элементы множе-
ства Hl(4,G) находятся в биективном соответствии с элемен-
тами фактормножества S/W, где S — множество элементов
фиксированного R-определенного максимального тора Tc^G,
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удовлетворяющих соотношению х2 = 1, W — группа Вейля тора
Т, действующая на Т сопряжениями.

(В классических терминах утверждение теоремы означает,
что элементы множества Hl(R,G) находятся в биективном со-
ответствии с классами сопряженности инволюций в группе GR.)

Когомологии произвольной связной редуктивной веществен-
ной группы G были недавно определены Боровым [2]. Для
формулировки его результата нам понадобятся некоторые обо-
значения. Пусть То — максимальный R-анизотропный тор в G,
Т = Са(То) — его централизатор. Тогда Т является максималь-
ным R-определенным тором в G, и можно рассмотреть соответ-
ствующую группу Вейля W = W(T, G) = N/T, где N = Na(T)—
нормализатор тора Т в G. Определим действие группы W на
Я'(К,Г) следующим образом. Пусть a e G a l ( C / R ) — автомор-
физм комплексного сопряжения. Любой коцикл g e Z ' ( R , Т) мо-
жет быть задан одним элементом г = ^ е Г с , причем zo(z) =
= 1. Если теперь w e W представляется элементом n^Nc, то
определим w% как коцикл, задаваемый элементом n~lzo(n).
Легко проверить, что это действие определено корректно. В этих
обозначениях имеет место

Теорема 18. Вложение Т cz G индуцирует биекцию

Hl(R, TyW^+H^R, G).

Доказательство теоремы 18 и некоторые ее приложения чи-
татель может найти в статье Борового [2].

Переходим к рассмотрению свойств конечности для когомо-
логии групп, определенных над числовым полем К- Поле К не
является полем типа (F) (почему ?), и в действительности мно-
жество Hl(K,G) может здесь быть бесконечным. Поэтому ре-
зультаты о конечности имеют в данной ситуации другой харак-
тер (см. теорему 15 и ниже теорему 19) и их получение осно-
вано на других соображениях.

Доказательство теоремы 15 начнем с рассмотрения конечной
группы G,

Лемма 11. Пусть G — конечная К-группа. Тогда ядро III(G)
канонического отображения Н1 (К, G) —> Ц Н1 (Kv, G) конечно.

Доказательство. Обозначим через Ж открытый нормальный
делитель группы ^ = Gal (К/К), тривиально действующий на
G = G-g, и положим L — Kx. Мы покажем, что отображение

Я 1 (L, G) —>- П Я 1 (Lw, G) имеет тривиальное ядро. Отсюда
ш

следует, что образ Ш (G) при отображении ограничения
Я 1 (К, G)^>-Hl(L, G) тривиален, так что из точной последова-
тельности 1 -»Я 1 (L/K, G) -» Я 1 (К, G) -» Я1 (L, G) заключаем,
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что III(G) накрывается конечным множеством HX(L/K,G) и,
следовательно, само конечно. Для исследования ядра отобра-
жения 8 заметим, что 1-коциклами в данной ситуации являются
непрерывные гомоморфизмы а: Ж-+- G, причем существует лишь
один тривиальный коцикл, который определяется единичным
гомоморфизмом. Если теперь а е Кег 8, то а(Жт) = {1} для лю-
бого нормирования ж е F , где Жш = Gal (Lw/Lw) отождеств-
ляется с подгруппой разложения в Ж = Gal (L/L) фиксирован-
ного продолжения w нормирования w на поле L; отметим, что
в силу сопряженности двух различных продолжений w' и w"
относительно группы Ж соответствующие подгруппы Жш и M"w

сопряжены в Ж, и поэтому условия а(<5#^) = {1} и а(<5^) =
= {1} эквивалентны. Поэтому достаточно показать, что замк-
нутая нормальная подгруппа 5*3 с Ж, порожденная всеми Жт,
совпадает с Ж. Рассмотрим неподвижное поле P = L'!P. Тогда Р
является нормальным расширением поля L, которое обладает
тем свойством, что Р с Lw для всех w e VL. Если предполо-
жить, что Рф L, то найдется нетривиальное конечное нормаль-
ное расширение F/L, также обладающее свойством: F a Lw для
всех w e VL. Но это, очевидно, противоречит теореме плот-
ности Чеботарева. Лемма доказана.

Чтобы получить редукцию теоремы 15 к случаю связной груп-
пы, нам понадобится также следующее утверждение.

Лемма 12. Пусть G — алгебраическая К-группа, G0 ее связ-
ная компонента. Тогда (5„ /G° =(G/G0),, для почти всех v.

Следовательно, для почти всех v отображение Hl(Kv,G°)^>-
-*- Н1 (/Си, G) имеет тривиальное ядро.

Доказательство. Рассмотрим точную последовательность

1—>G0—>G—> G/Go -> 1 и соответствующую ей точную когомо-
логическую последовательность

GKV -^> (G/G0)K -* Я 1 (К„, G°) ^ Я 1 (*„, G). (2)
V

При доказательстве предложения 5.5 мы показали, что для почти
всех v e Vf имеем n[G0v) = (G/G°)Kv; в частности, n(G/<v) =
= (G/G°)Kv. Поэтому из точной последовательности (2) полу-
чаем, что Кег-ф для этих v тривиально. Лемма доказана.

Предположим теперь, что мы умеем доказывать конечность
Ш связных групп, и покажем, что тогда III(G) конечно для лю-
бой /(-группы G. Рассмотрим коммутативную диаграмму

Я1 (К, G) -Л П Я1 (*„, G)

•I ' 1-
НЧК, G/G°)-^J[Hl(Kv, G/G0)
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Согласно лемме 11 Кег 6 конечно, откуда следует конечность
a(UI(G)), скажем, а (Ш (G)) = а ({ц„ . . . . ]ir}), ]i, е= Ш (G). При-
меняя процедуру скручивания, получаем, что Ш (G) покры-
вается объединением образов множеств Ш, —• Кег (Я 1 (/С, G°)—>

-»• П Я 1 ^ , G,)), где Gt= G, G° = .̂G° - соответствующие

скрученные группы. Но в силу леммы 12 ядро отображения

Я 1 (/ео, GJ)-> Я 1 (f0, G,) тривиально для почти всех У, И, как

следует из теоремы 14, конечно в остальных случаях. Поэтому

отображение П #'(/(„, G?) -*• П Hl (Kv> G{) имеет конечное яд-

ро, так что образ множества Ш;. в Ц Я 1 (/Со, GJ) конечен. Но

по предположению ядро отображения Я 1 (/С, Я) -> Ц Я 1 (/Со, Я)

конечно для любой связной группы Я, поэтому опять применяя
скручивание, получаем, что прообраз любого элемента при
отображении Hl(K, GJ) -> П Я 1 (/Со, GJ) конечен. Учитывая

вышесказанное, отсюда получаем конечность каждого из мно-
жеств Ш;, а значит, и множества IU(G).

Осталось рассмотреть основной случай связной Д'-группы G,
которую в силу предложения 2.9 можно дополнительно предпо-
лагать редуктивной. Для этого зафиксируем матричную реали-
зацию G a GLn и построим однородное пространство X = GLn/G.
Выше мы видели, что элементы множества Hl(K,G) находятся
в биективном соответствии с орбитами группы GLn{K) на Хк,
причем, исходя из этой интерпретации, можно установить, ска-
жем, конечность вещественных когомологии. Наше доказатель-
ство конечности UI(G) основано на аналогичной интерпретации.

Лемма 13. Пусть л: GLn->~ X — каноническая проекция. Тогда
элементы I1I(G) находятся в биективном соответствии с орби-
тами группы GLn{K) на ли (GLn(A))f\ Хк, где А — кольцо аде-
лей поля К-

Доказательство. Для всякого расширения Р/К имеем ото-
бражение i|)P: Хр-* Н1(Р, G), слои которого находятся в биек-
тивном соответствии с орбитами группы GP на ХР. Тогда из
коммутативной диаграммы

Хк ^ Я 1 (К, G)

заключаем, что элементы IU(G) биективно соответствуют орби-
там группы GLn(K) на множестве В = ( П % r ( G L n {К^))Л П ^/с.



6.4. ТЕОРЕМЫ КОНЕЧНОСТИ 3 5 7

поэтому достаточно показать, что В совпадает с указанным в
формулировке леммы пересечением ЛА (GLn(A))[\ XK. Но это без
труда следует из того факта, что для почти всех c e F j 1 имеем
я (GLn ((?„)) = Хво. Доказательство этого утверждения полностью
аналогично доказательству предложения 5 и оставляется чита-
телю в качестве упражнения. Лемма доказана.

Сопоставляя лемму 13 с теоремой 5.3, мы и получаем дока-
зательство теоремы 15.

Теореме 15 можно придать также следующую форму, кото-
рая иногда оказывается удобной.

Теорема 19. Пусть G — линейная алгебраическая группа, оп-
ределенная над числовым полем i(, 5 c VK — конечное подмно-
жество. Тогда естественное отображение ps: Я 1 (К, G) —>• Ц Я 1 (Kv,

£S
G) собственно, т. е. прообраз любого конечного множества
конечен.

Действительно, используя конечность локальных когомоло-
гий (теорема 14), все легко свести к случаю 5 = 0 , причем до-
статочно установить конечность прообраза при Р = Р 0 любого
элемента. При помощи процедуры скручивания легко получить,
что для любого ц е Я1 (K,G) слой p-'(p((j,)) покрывается мно-
жеством Ш(цС), которое конечно по теореме 15.

Множество UI(G) можно определить не только для линей-
ной алгебраической группы, но и, скажем, для абелева много-
образия, где оно является абелевой группой, называемой груп-
пой Шафаревича — Тейта. Однако здесь вопрос о конечности
LU(G) является гораздо более сложным. Так, в течение долгого
времени не было известно ни одной эллиптической кривой, для
которой удалось доказать конечность Ш. Прогресс здесь был
достигнут лишь совсем недавно в работах Рубина [1] и Колы-
вагина [1], [2], которые установили конечность Ш для боль-
ших серий эллиптических кривых. (Отметим, что одна из при-
чин, по которой приведенное доказательство теоремы 15 не про-
ходит для абелевых многообразий, состоит в том, что абелево
многообразие, вообще говоря, нельзя погрузить в алгебраиче-
скую группу с тривиальными когомологиями, в то время как
для линейных групп такое погружение доставляет произвольная
матричная реализация GczGZ-л.)

Завершим этот параграф примером полупростой Д'-опреде-
ленной группы G с нетривиальным множеством III(G). Начнем
с расширения L/K, TJXQK = Q, L = Q ( V l 3 , Vl7), ДЛЯ которого
нарушается принцип Хассе (см. пример 1 в § 6.3). Обозначим
через \хп алгебраическую группу, образованную корнями сте-
пени п из единицы и воспользуемся конструкцией, описанной
при доказательстве предложения 7. А именно, рассмотрим нор-
менное отображение N: /?L/K(H/J)-> цп и обозначим через F его
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ядро. (Ясно, что F совпадает со множеством элементов порядка,,
делящего п в норменном торе S = R£L(Gm)).

Когомологии группы F можно вычислить из точной после-
довательности

которая индуцирует следующую коммутативную диаграмму
с точными строками:

П я- (к.

Имеем Hl(K,\in) = K'/K"1, Н1 (К, RLIK(vn)) = Hl (L, цп) = С/Сп,
причем а, индуцируется норменным отображением NL/K' L* ^* К*.

Отсюда следует, что а 2 индуцирует вложение K'JK'nNЦк (L*) в
Н2(К, F). Будем предполагать, что п имеет вид п = 41, и тогда

К*п cz NLJK(L'), Т. е. имеем вложение K,*JNLIK(L") В Н2(К, F).

Пусть х <= К"/К'п — такой элемент, что его образ в K*/NL/K(L')
определяет нетривиальный элемент группы Шафаревича — Тейта
U1(S)^(K*(]NL/K(JL))/NL/K(L'), y = a2(x). Тогда из коммута-
тивности диаграммы (4) и определений вытекает

Лемма 14. Элемент у е Н2(К, F) нетривиален и лежит
в Im a 2 П Кег у3.

Теперь уже легко завершить построение соответствующего
примера. Положим G = RL / / c(SLn). Тогда Z (G) = RL//C ((*„),
и можно рассмотреть вложение F<^Z(G). Пусть, далее, G =
= в/F. Имеем коммутативную диаграмму с точными строками

Я 1 (К, G) 6 ' > Я 1 (К, G) — ^ > Я 2 (К, F)

П я1 (KV, с ) Л П я ' (к0, G) -^ П я2 (/с0, л.
0 0 0

Так как Z (G) = RL/K (vn)/F ~ jin, то Hl(K, Z (G)) можно отож-
дествить с К'/К'п. Рассмотрим тогда х как элемент Я 1 (К, Z (G)),
и пусть г —образ х в Я1 (/С, G). Тогда г ф 1, ибо 62(2) = г/ =?*= 1.
С другой стороны, поскольку р3 совпадает с у3, имеем ^ 2 ( p 2 ( z ) ) ^
= ], и так как для любого v Я 1 (К„, G) = П Я 1 (Lw, SLn)= I,

то р 2 ( г ) = 1 . Таким образом, z е Ш (G) и Ш ( С ) = ^ 1 .
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Как мы уже отмечали, в случае 11I(G)=1 говорят, что для
группы G выполняется принцип Хассе. Таким образом, приве-
денный пример можно рассматривать как контрпример к прин-
ципу Хассе в классе полупростых групп. Цель последующих па-
раграфов этой главы — показать, что в экстремальных случаях
односвязных и присоединенных групп принцип Хассе выпол-
няется всегда.

§ 6.5. Когомологии полупростых алгебраических групп
над локальными и числовыми полями

Как мы уже отмечали в § 6.1, основные результаты о кого-
мологиях полупростой односвязной /С-группы G заключаются
в следующем; HX{K,G)=\, если К—неархимедово локальное

поле (теорема 4), и Hl(K,G) изоморфно IT Hl (Kv, G), если

К—числовое поле (теорема 6). Доказательству этих глубоких
теорем будут посвящены § 6.7, 6.8. В настоящем параграфе мы,
предполагая эти результаты известными, научимся вычислять
когомологии произвольной полупростой группы и дадим неко-
торые приложения этих результатов (в частности, установим
справедливость принципа Хассе для присоединенных групп и
докажем тот факт, что группы типов Вп, Сп, Е7, Е$, /7

4, G2 над
числовым полем К разложимы над некоторым квадратичным
расширением L/K)- В следующем параграфе мы с помощью
этих результатов получим локально-глобальную классификацию
различных типов полуторалинейных форм и докажем теорему 5
о том, что любая анизотропная группа над локальным полем К
является группой типа SLi(D) и аналогичное утверждение над
чисто мнимым числовым полем К.

Вычисление когомологии полупростой неодносвязной Д'-груп-
пы G базируется на рассмотрении универсального Д'-определен-

Gного накрытия \->F->G—>G->1 и соответствующей точной
когомологической последовательности

Основной результат, позволяющий с помощью теорем 4, 6 и 18
вычислять Hl(K,G), выглядит следующим образом.

Теорема 20. Если К — (неархимедово) локальное либо чис-
ловое поле, то отображение б сюръективно.

Следствие. Если К — локальное поле, то отображение б биек-
тивно.

Действительно, из теоремы 4 вытекает, что Hl{K, gG) = 1
для любого \^Zl(K, G), откуда следует инъективность б.
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Доказательство теоремы 20 базируется на следующем ре-
зультате, представляющем независимый интерес.

Теорема 21. Пусть G — полупростая алгебраическая группа
над локальным полем К. Тогда G обладает максимальным
К-тором S a G, который анизотропен над К-

Прежде чем доказывать теорему 21, отметим, что ее утверж-
дение не выполняется над полем К = Я. Действительно, рас-
смотрим квадратичную форму f{x\, . . . , *б) = £(*ь х2, ,Y3) —
— g(xitXb,x6), где g(x, у, z) = х2 + у2 + г2. Тогда максимальная
компактная подгруппа группы GR — SO6(f) имеет вид SO3(g) X
XSO 3 (g), T- e- является группой ранга 2. Следовательно,
группа G, имеющая ранг 3, ие обладает 3-мериым К-анизотроп-
иым тором.

Доказательство теоремы 21 использует когомологическую
характеризацию всевозможных Л'-тсров группы G. Предполагая
группу G присоединенной (это всегда можно сделать с точки
зрения доказательства теоремы 21), зафиксируем максималь-
ный Д'-тор T<^G и обозначим через N = Na{T) его нормализа-
тор. Пусть Т — другой максимальный .^-определенный тор
в группе G. Тогда Т = gTg~l для подходящего g e G -̂. Из

^-определенности торов Т и Т вытекает, что коцикл | = { | а } „
где $о = g~lo(g), о <= Gal (К/К), принимает значения в N и оп-
ределяет элемент из М = Ker (Hl(K, N}-+ Hl (К, G)). При этом Т
получается из Т скручиванием с помощью \, если считать, что N
действует иа Т сопряжениями. Обратно, для любого коцикла
; e Z ' (К, N) скрученный тор {Г является максимальным /С-то-
ром в группе 4G. Поэтому %Т заведомо будет максимальным
Д'-тором в G, если 4G = G, т. е. ^ е М. Тем самым наша задача
сводится к отысканию коцикла ^ Е М такого, что скрученный
тор ^Т является Д'-аиизотропным.

Пусть W = N/T — соответствующая группа Вейля. Рассмат-
ривая W как подгруппу группы Aut^-(r) всех автоморфизмов Т,
можно для любого коцикла gesZ^/C, W) определить скручен-
ный тор %Т.

Лемма 15. Существует такой коцикл £,^Zl(K,W), что тор
{Г анизотропен над К.

Доказательство. Вначале получим сведение к квазиразложи-
мому случаю. Пусть Go — квазиразложимая Д'-группа того же
внутреннего типа, что и G, To cz Go—максимальный /С-тор, со-
держащий максимальный Я-разложимый тор и f: G —>- Go — та-
кой Я-определенный изоморфизм, что f(T)_=T0. Тогда коцикл
а={а,т}, где aCT = f- I°a(f) для о <= Gal (К/К) со значениями
в группе Int G ~G, на самом деле принимает значения в N.
Ясно, что G0 = aG, Т0 = аТ и W0 = &W, где р —образ a
в Zl(K,W). При этом из свойств скручивания вытекает, что
«умножение» на р индуцирует биекцию Zl(K, Wo)~ Z1 (К, W) и
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множество торов, получаемых нз То скручиванием при помощи
коциклов нз Zl(K,Wo), совпадает с множеством торов, полу-
чаемых нз Т скручиванием при помощи коциклов нз Z1 (К, W),
что и дает требуемую редукцию.

Разберем теперь случаи, когда группа G разложима и Т—
максимальный Д'-разложнмый тор. Тогда группа Галуа & =
= Gal (Я//С) действует на Х(Т) н W тривиально; в частности,
коциклы нз Z1 (К, W) — это просто (непрерывные) гомомор-
физмы | : 'S-^W. Мы будем интерпретировать группу характе-
ров X(iT) как группу характеров Х(Т), на которой элемент
О Е ? действует как автоморфизм g* группы Х(Т), отвечающий

£ст. Таким образом, нам достаточно построить такой коцикл | =
= {|а}, ч т о в с е Ki н е н м е ю т ненулевых общих неподвижных то-
чек на Х(Т) (тогда Х^ТУ = 0, так что тор ^Т является Д'-ани-

зотропным). Для этого в системе корней R = R(T,G) рассмот-
рим некоторую подсистему П = {<%\, . . . , аг) простых корней и
построим элемент Кокстера w = wa . .. wa , где wa.— соответ-
ствующие отражения; известно (см. Бурбаки [4], гл. V, § 6,
п°2), что w не имеет ненулевых неподвижных точек на Х(Т).
Пусть d — порядок элемента w (число Кокстера), L/K—нераз-
ветвленное расширение степени d, Gal(L/K) = (о). Тогда иско-
мым будет коцикл EeZ' fL/K, It7), задаваемый формулой
la i = Wl.

При рассмотрении случая квазиразложимой, но не разложи-
мой группы обозначим через L/K расширение Галуа, группа
Галуа которого эффективно действует на диаграмме Дынкина
системы R. Для типов 2An,

 2D2n+\, 2Е§ поле L является квадра-
тичным расширением К. Пусть а — образующая группы
Gal(L/^C). Пользуясь тем обстоятельством, что для групп этих
типов — l ^ W и одновременно а* ф. W (а*—действие а на
Х(Т)), мы можем определить коцикл \^Zl(L/K.,W) ра-
венством |* = — а*. |Тогда а действует на X (̂ Г) как |* ° а* =

= —1 н, следовательно, не имеет ненулевых неподвижных
точек.

Для оставшегося типа D2n (включая 3D 4, 6^4) построим квад-
ратичное расширение Р/К такое, что Р[\ L = К, Gal(P/K) =
^<ст> (это всегда возможно, ибо К имеет по крайней мере
два квадратичных расширения, a Gal(L/^C) изоморфна под-
группе 5з). Легко видеть, что искомым будет коцикл | е
s=Zi(P/K,W) такой, что £„ = —1 (здесь— l e l f ) . Лемма 15
доказана.

С учетом леммы 15 доказательство теоремы 21 сводится
к доказательству следующего утверждения: пусть р: Я1 (К, N)—>-
-+Hl(K,W)—каноническая проекция; тогда существует б е
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е Кег ( я 1 (К, N) -^> Я 1 (К, G)) со свойством р(6) = | . Для этого
рассмотрим универсальное накрытие 1—>F—>G—->G—>1, соот-
ветствующий кограничный морфизм б: Н'(К, G)->-H2 (К, F) и
построим следующую коммутативную диаграмму:

Я 1 (/С, G) -• Я 1 (/С, G) ---> Я 2 (/С, /=)

Hl(K, N)-^H2(K, F)

Так как H1(K,G)= 1 (теорема 4), то достаточно установить су-
ществование 8 е р- ' ( | ) такого, что б ( 6 ) = 1. Таким образом, за-
вершает доказательство

Лемма 16. Пусть коцикл | е Zl(K, W) таков, что тор {Г ани-
зотропен. Тогда б сюръективно отображает p~ !(s) на H2(K,F).

Доказательство. Поскольку тор %Т анизотропен над К, то
в силу теоремы 2 для любого конечного расширения L поля К,

содержащего поле разложения ^Т, имеем Н2{Ь1К,$Т) = H°(L/K,
Х(|Г)) = 0, откуда следует, что Н2{К,{Г)=\. Поэтому, пере-
ходя в точной последовательности 1 —>• Г —>• JV —>• W7 —>• 1 к кого-
мологиям, получим, что | лежит в образе отображеиия р: Я 1 (К,.
N)->Hl(K, W), т. е. р~ЧЮ^ 0-

Пусть в^р~Ч5)- Рассмотрим скрученные группы e;V, e^ =
=lT, ^W. Тогда из соображений скручивания вытекает, что
утверждение леммы эквивалентно сюръективиости отображеиия

б: К е г ( я 1 ( ^ , еЛ0-Р> Н1 (К, tW))^H2(K, F) (ясно, что BF = Fr

и поэтому мы сохраняем ту же букву для обозначения когра-
ничного морфизма). Имеем коммутативную диаграмму с точной
верхней строкой:

Я 1 (К, вТ) -• Я 1 (К, QN) --^ Я 1 (К, *W)

Я 2 (К, F) = Я 2 (К, F)

Ясно, что достаточно установить сюръективность отображения

Hl{K, QT)—>H2{K, F). Но это следует из точной последова-

тельности Я 1 (К, J) - ^ Я 2 (К, F) -> Я 2 (К, вТ), где Т = я " 1 {Т)г

ибо е ^ вместе с &Т является Д'-анизотропным, и, следовательно.

Н2(К, вТ)=1. Доказательство завершено.
Доказательство теоремы 20 (случай локального поля). Пусть

S с G — максимальный тор, анизотропный над К, существова-
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лие которого дает теорема 21, S = n~l(S). Коммутативная диа-
грамма

I-*-F-* G-* G-* 1

II t t

индуцирует коммутативную когомологическую диаграмму

Hl(K, S)-^H2(K, F)^H2(K, S)

I a II
Hl(K, G)—>H2(K, F)

Поскольку тор S, вместе с 5, анизотропен над К, то Н2(К, 5) =
= 1, и, следовательно, отображение б: Hl(K, S)-+H2(K, F)
сюръективно. Тем более отображение б: Hl (K,G)-+H2(K, F)
•сюръективно.

Для рассмотрения числового случая нам понадобится еще
ряд вспомогательных утверждений.

Лемма 17. Пусть G — полупростая алгебраическая группа,
определенная над произвольным полем К характеристики нуль
и обладающая подгруппой Бореля над его квадратичным рас-
ширением L/K, о—образующая группы Галуа Gal(L/K). Тогда
существует такая L-onpedeленная подгруппа Бореля В с G, что
пересечение В f\ В0 является максимальным К-определенным то-
ром группы G.

Доказательство. Рассмотрим Д'-многообразие ЗВ подгрупп
Бореля группы G (см. § 2.4, п. 6) и положим Н = RL/K(G), X =
= RL/K(3B)- Тогда над полем L многообразие X может быть
отождествлено с прямым произведением $У(<М; при этом эле-
ментам из Xк отвечают пары вида (В, В0), где В е ^ , Так как
по условию 3BL¥^0, то Хкф0. С другой стороны, X является
многообразием подгрупп Бореля группы Н, в частности, одно-
родным пространством Н. В силу плотности Нк в Н (тео-
рема 2.2) отсюда следует плотность Хк в X. Покажем теперь,
что подмножество ( / с Х , состоящее из таких пар (Bi,B2), что
пересечение В\ f| B2 является максимальным тором в G, содер-
жит открытое в X подмножество. Тогда пересечение (УЛ^/с не-
пусто, и любой его элемент, имеющий вид (В,Ва), очевидно,
доставляет нам искомую подгруппу Бореля В. Для доказатель-
ства того, что U содержит открытое подмножество, рассмотрим
подмногообразие Y cz G X ^ X ^ , состоящее из точек (g,bi,b2),
удовлетворяющих условиям gb\ = bx, gb2 = b2, н покажем, что
множество U может быть охарактеризовано как совокупность
таких у ^.ЗВУ^ЗВ, что размерность слоя п~1(у) естественной про-
текции я: У—>-ЗВУ(&В минимальна; тогда требуемый факт будет
вытекать из теоремы о размерности слоев морфизма. Если у =
= {ЬиЬ2)е=&Х&, то n-l(y)^(BiP[B2, bub2), где В,- — отве-
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чающая точке bi подгруппа Бореля в G. Известно (см. след-
ствие из теоремы 2.5), что Bif\B2 всегда содержит некоторый
максимальный тор Т группы G. Поэтому, учитывая тот факт,
что пересечение противоположных подгрупп Бореля в точности
является тором, получаем, что если dim л-1 (г/) минимальна, то
связная компонента (Bif]B2)° является тором. С другой сто-
роны, из разложения В\ = TU\ в полупрямое произведение по-
лучается разложение В\ П В2 = T(U\ f) В2). Здесь группа Ui Л В2

унипотентна, и, следовательно, связна, поэтому пересечение
В\ П В2 также связно. Лемма 17 доказана.

Лемма 18. Пусть G — полупростая односвязная алгебраиче-
ская группа над полем R. Тогда существует такой максималь-
ный 9,-определенный тор Т с= G, что # 2 ( R , Г) = 1.

Доказательство. Пользуясь леммой 17, выберем такую С-оп-
ределенную подгруппу Бореля В с G, что Т = В (] В0—макси-
мальный ч-определенный тор в группе G, где а обозначает
комплексное сопряжение. Наша цель — показать, что Н2(Ч,Т) =
= 1. Для этого рассмотрим систему корней R = R(T, G) и за-
фиксируем систему простых корней П с ^ , ассоциированную
с подгруппой Бореля В (см. § 2.1, п. 10). Так как группа G од-
носвязна, то группа Х*(Г) кохарактеров тора Т имеет базис,
состоящий из двойственных корней a v для а ss П, множество
которых мы обозначим через n v . Поскольку пересечение В (] В0

совпадает с Т, то подгруппа Ва является противоположной к
В, и, следовательно, а* (П) = — II, a*(llv) = — n v (а* означает
индуцированное действие а на характерах и кохарактерах).
Таким образом, для a v е П^ имегм либо a*(aV)= — axJ, либо
a* (a v) = — p v для некоторого P v е П'Л P v ф аЛ Пользуясь этим
свойством базиса группы Xt(T), легко получить, что H°(R,
Xt (T)) = 0. А тогда из локальной теоремы Накаямы — Тейта вы-
текает, что H2(R, T)= 1. Лемма 18 доказана.

Доказательство теоремы 20 (случай числового поля). Уста-
новим вначале, что образ pv(x) фиксированного элемента х е
е Н2(К, F) при отображении ограничения pv: H2(K, F)—>-

-> Н2 {Ко, F) тривиален для почти всех v e Vf. Действительно, х
лежит в образе отображения инфляции H2(L/K,F)—>-H2(K,F),
где L/K—подходящее конечное расширение поля К. Для почти
всех v e vf расширение Lw/Kv неразветвлено, и тогда pv(x)
попадает в образ отображения инфляции Я2(/СиР/^Си, F)->
-у Н2 (Kv, F). Но Н 2 (lCp/Kv, F) = l, ибо Gal {K7/KV) ^ 1 - груп-
па когомологической размерности 1, поэтому р „ ( х ) = 1 , что и
требовалось. Обозначим через S конечное подмножество в VK

r

содержащее по крайней мере одно неархимедово нормирование
и все те v, для которых pv(x)=^= 1. Для каждого v e S можно
выбрать такой максимальный /(„-определенный тор Tv a G, чта
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Я 2 (/Си, 7\,)=1. Действительно, если v неархимедово, то доста-
точно взять максимальный Kvанизотропный тор TV<^G (см.
теорему 21), а для архимедова v следует воспользоваться лем-
мой 18. Используя свойство слабой аппроксимации для много-
образия торов (см. следствие 3 в § 7.1), найдем /(-опреде-
ленный тор Т a G, который над Kv изоморфен fv (отметим, что
доказательство существования такого тора в гл. VII не исполь-
зует никаких результатов гл. VI). Положим Г = л(Т). Очевидно,
нам достаточно показать, что х лежит в образе кограничного
морфизма б: Я 1 (К, Т)-> Н2(К, F), отвечающего точной после-
довательности 1 ->-F->- ?-> Т-> 1. Имеем коммутативную диа-
грамму с точными строками

т
Я 1 (К, Т) v Я 2 (К, F) > Я 2 (К, Т)

П Я1 {Kv, Т) — > П Я2 (Kv, F) -X П Я2 (Kv, Т)
V V V

Так как условия x G l m g и х е К е г г равносильны, то прове-
рим второе из них. Имеем у(т(х)) = т}(р(х))= 1, ибо для тех и,
что р-0(х)Ф 1, по построению Я 2 (Kv, T)= 1. Но поскольку S со-
держит неархимедово нормирование v0 и тор Т является Kv0-
анизотропным, то из предложения 12 вытекает, что Кег у три-
виально, и поэтому т ( л ' ) = 1 . Теорема 20 доказана.

Отметим, что теорема 20 заключает в себе существенную
арифметическую информацию. Так, для группы G = PSLn фун-
даментальная группа F совпадает с группой ц„ корней степени
п из единицы. Тогда в силу леммы 2.6 Я 2 (/С, F) = Вт(К)п —
подгруппа элементов группы Брауэра Вт(К), аннулируемых
умножением на п. При этом легко видеть, что образ отображе-
ния Я 1 (К, G)—>Н2(К, F) состоит из элементов Вг(/С)п, пред-
ставляемых простой алгеброй размерности п2. Поэтому утверж-
дение о сюръективности б для локальных и числовых полей
в действительности эквивалентно глубокому утверждению о том,
что над этими полями экспонента простой алгебры совпадает
с ее индексом (см. § 1.4, п. 1).

Для дальнейшего нам понадобится явное вычисление кого-
мологий центров односвязных групп. Ясно, что структура центра
как модуля над группой Галуа одинакова для групп одного и
того же внутреннего типа, причем для простых групп мы имеем
следующую таблицу, в которой L/K означает расширение Га-
луа поля К, группа Галуа которого эффективно действует на
соответствующей диаграмме Дынкина:
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Тип G

4,-1

Ч,-,
^ п , С г а, Ej

lDn

Z(O)

(14, rt = 2 f e + 1,

Ц2 X Ц2, « = 2fe

^ W . « = 2ft + l

RL/K(H.2). « = 2 f e

Тип G

3D<

'£«

Z(G)

1

(здесь для типа 6Z)4 через Р обозначено подполе в L, имеющее
степень три над К).

Когомологии группы \\,п нам хорошо известны (лемма 2.6):

Я 1 (К, jin) = К*/К", Н2 (К, ixn) = Вг (К)п.

Когомологии группы Я^д- (цп) вычисляются исходя из точной

последовательности l^-R(

L

1

/

)A:(tirt)^"Kz,/A:(^rt)—^И-п"*"!- Переходя
к когомологиям, получим точную последовательность

( п ) ( Ч}к(п))
Таким образом, группы Я'(/С, RL
ные последовательности

Я1 (/С, Кег

LIK{vn))->H*(K, ц„).
( i ^ l , 2) входят в точ-

•"-^Г/Г")-!, (О

-> Я 2 (/С, Rz!/* (ц„)) -• Кег (Вг (/.)„ ̂  Вг (/С)„) -> 1 • (2)

Используя (2), вычислим в явном виде группы Я 2 (К, Z) , где

Z — центр односвязной группы одного из типов ' £)4, Е6, т. е.

когда Z = RL/K(H2), RP/K(H-2) ИЛИ RL/V (И-З) В обозначениях при-
веденной выше таблицы. Для этого заметим, что если п вза-
имно просто со степенью расширения ЦК, то /С* = K*nNL/K(L*)>
и поэтому соответствующий член в (2) тривиален (именно так
обстоит дело в разбираемых нами случаях). Покажем теперь,
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что для локального поля К группа В = Кег (Br (L)n -̂ -> Вг (К)п)
тривиальна. Разберем сперва случай типа ' D4, т. е. когда Z =
= RL/V (и-г), г Д е Z-//C — любое"расширение степени 3, и покажем,
что в этом случае отображение Br (Z,)2 -̂ ->- Вг (К)2 является изо-
морфизмом. Сквозное отображение Вг (К)2 ~^-> Вг (L)2 —•*• Вг (К)2,
где i индуцировано расширением основного поля, является ум-
ножением на 3 и поэтому совпадает с тождественным. Так как
[Br(/C)2] = [Br(Z,)2] == 2, то i—изоморфизм, следовательно, N—
тоже изоморфизм, что и требовалось. Пусть теперь Z = Rz!/V (м-з),
где L/K — квадратичное расширение (случай группы типа 2Е6).
Тогда элементы из В отвечают классам простых алгебр
над L экспоненты 3, которые обладают такой инволюцией г
второго рода, что поле неподвижных элементов Lx совпадает
с К. Известно (см. Алберт [1], гл. X), что над локальным по-
лем нетривиальных простых алгебр с инволюцией второго рода
не существует, и поэтому в рассматриваемом случае опять
В=\. Итак, над локальным полем для указанных типов
H2(K,Z)=\.

Пусть теперь К—числовое поле. Покажем, что здесь для
любого элемента J : G H2(K,Z) найдется расширение Е/К, имею-
щее степень 2 для типов 3>6£)4 и степень 3 для 2Е6 такое, что об-
раз х при отображении ограничения H2{K,Z)-+H2{E,Z) три-
виален. Рассмотрим отвечающий х элемент у ЕЕ В и представ-
ляющую его алгебру с делением D e Br(L). Обозначим через S
конечное подмножество в VL, состоящее из тех ш, для которых
алгебра Dw = D ®LLW нетривиальна, и пусть S состоит из огра-
ничений нормирований из S на К- Предположим теперь, что мы
имеем дело со случаем групп типов 3>6£)4- Тогда [L : К] = 3, и
поэтому [Lw : Kv\ ^ 3 для любого v e VK. Отсюда легко выте-
кает существование такого квадратичного расширения Е/К, что
[ELW : Lw] = 2 для всех » G S . Тогда из п. 1 § 1.5 вытекает, что

EL является полем разложения для D, и поэтому расширение Е
искомое. В случае типа 2Е6 ясно, что D является алгеброй над L
с инволюцией второго рода, поэтому из отсутствия таких алгебр
над локальными полями вытекает, что L cz Kv для O G S . Легко
видеть, что существует кубическое расширение E = K\'\d), об-
ладающее свойством: [Ew : Kv] = 3 для всех v GE S. Тогда, как
и выше, заключаем, что Е искомое. Более того, используя тео-
рему Грюнвальда — Ванга из теории полей классов (см. Артин,
Тейт [1]), можно показать, что всегда существует циклическое
расширение К степени 3 с описанным свойством. Соберем по-
лученные результаты.

Предложение 14. Пусть Z—центр простой односвязной
К-группы одного из типов 3 ' 6D 4, 2E6- Тогда

1) если К—локальное поле, то H2(K,Z)= 1;
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2) если К — числовое поле, то для любого х е Н2(К, Z) най-
дется такое расширение Е/К, имеющее степень 2 для типов 3'6£)4
и степень 3 для типа 2ES, что образ х при отображении ограни-
чения H2(K,Z)^-H2(E,Z) тривиален (более того, для типа 2Е6

можно выбрать циклическое расширение Е/К степени 3 с таким
свойством).

Покажем теперь, как предложение 14 применяется для выяс-
нения структуры групп указанных типов. Пусть Go — соответ-
ствующая односвязная квазиразложимая группа, Z = Z(GQ) —
ее центр и Go= Go/Z—присоединенная группа. Тогда элементы
множества Hl(K, Go) классифицируют с точностью до /(-изомор-
физма простые односвязные группы, относящиеся к тому же
внутреннему типу, что и Go. В частности, группа G = $GQ, отве-
чающая коциклу I ^ Н1 (К, Go), квазиразложима над К в том и
только том случае, если коцикл g тривиален, и становится ква-
зиразложимой над расширением Е поля К, если тривиален об-
раз | при отображении ограничения Я1 (К, G0)^-Hl (E, Go).
Множество Я1 (К, Go) входит в точную последовательность

Предположим теперь, что К— локальное поле и множество
Я 1 (К, Go) тривиально (мы намеренно не пользуемся теоремой 4
в полном объеме). Тогда отображение б имеет тривиальное
ядро. С другой стороны, согласно утверждению 1) предложе-
ния 14 H2(K,Z)=\. Поэтому Hl(K,G~a)=\, и, значит, любая
группа, относящаяся к типам 3:6D4,

 2E6, квазиразложима над К.
Пусть теперь К — числовое поле. Предположим, что уже из-

вестна тривиальность Я1 (Р, Go) для любого вполне мнимого
расширения Р/К (мы опять не пользуемся теоремой 6 в полном
объеме). Тогда, замечая, что расширение Е в утверждении 2)
предложения 14 можно для типов 5-6О^ выбрать вполне мнимым,
мы окончательно приходим к следующему утверждению.

Предложение 15. Пусть Go — односвязная квазиразложимая
группа одного из типов: 3>6D4,

 2E6 над неархимедовым локаль-
ным либо числовым полем К. Предположим, что известна три-
виальность H1(K,G0) для локального поля К и тривиальность
Я1 (Р, Go) для любого вполне мнимого расширения числового
поля К- Тогда

1) если поле К локально, то любая К-группа одного из ука-
занных типов квазиразложима;

2) если К—числовое поле, то любая К-группа одного из ти-
пов 3'6D4 становится квазиразложимой над некоторым квадра-
тичным расширением К;

3) если К — вполне мнимое числовое поле, то любая К-груп-
па типа 2Ев становится квазиразложимой над некоторым (цик-
лическим) расширением К степени три.
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Установим теперь следующий важный в структурном плане
факт, который будет играть ключевую роль в § 9.4 при изучении
нормального строения групп рациональных точек.

Предложение 16. Пусть Go — односвязная разложимая груп-
па одного из типов: Вп, Сп, Е7, Е8, Fit G2 над неархимедовым
локальным либо числовым полем К- Предположим, что из-
вестна тривиальность # ' ( Р , Go) для локального поля К и три-
виальность Я1 (Р, Go) для любого вполне мнимого расширения
Р числового поля К- Тогда

1) любая К-группа одного из типов Es, F4, G2 является
К-разложимой, если поле К локальное, и разложимой над лю-
бым вполне мнимым расширением К, если поле К числовое;

2) любая К-группа одного из типов В,и Сп, Е7 становится
разложимой над подходящим квадратичным расширением L/K,
которое в числовой ситуации является вполне мнимым.

В частности, любая группа одного из указанных типов разло-
жима над подходящим квадратичным расширением L/K-

Доказательство. Диаграммы Дынкина групп указанных ти-
пов не имеют нетривиальных симметрии, поэтому их /(-формы
классифицируются элементами множества Hl{K, Go), где Go —
соответствующая присоединенная группа. Так как для типов,
указанных в п. 1), G0 = G0, то отсюда без труда следует тре-
буемое утверждение. Для групп оставшихся типов Z(G0)= (д,2,
и, значит, Н2(К, Z) = Вт (К) 2, так что любой элемент х е
е H2{K,Z) становится тривиальным над некоторым квадратич-
ным расширением L/K, которое в числовом случае можно счи-
тать вполне мнимым. Тогда из точной последовательности

Hl(L, G0)->Hl(L, G0)^H2(L, Z)

мы и получаем требуемое утверждение.
Ознакомившись с формулировками предложений 15 и 16, чи-

татель, по-видимому, испытал чувство некоторого недоумения
по поводу содержащейся в них «непоследовательности»: а имен-
но, предполагая всюду в этом параграфе выполненными тео-
ремы 4 и 6, мы в этих двух предложениях почему-то ограничи-
ваемся более слабым требованием о тривиальности Hl(K,G0)
для квазиразложимой группы G над локальным или вполне
мнимым числовым полем К- Причина этого заключается в том,
что сами предложения 15 и 16 оказываются вплетенными в слож-
ную схему доказательства теорем 4 и 6, причем их приходится
использовать именно в той ситуации, которая описана в их фор-
мулировках. Нет нужды отмечать, что после доказательства
теорем 4 и 6 предложения 15 и 16 превращаются из условных
утверждений в безусловные.

Вернемся теперь к обсуждению принципа Хассе для полу-
простых групп. В предыдущем параграфе мы видели, что он
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выполняется не всегда, однако теорема 6 утверждает его вы-
полнимость для односвязных групп. Покажем, что он также
справедлив для другого «крайнего» случая — присоединенных
групп.

Теорема 22. Пусть G — полупростая присоединенная группа
над числовым полем К. Тогда I I I ( G ) = 1.

Доказательство. Ясно, что достаточно рассмотреть случай
простой группы G. Обозначим через л: G-^-G универсальное
накрытие, и пусть Z = Кег я — его ядро. Имеем следующую
коммутативную диаграмму с точными строками:

№{К, Z)-^^+Hl(K, G)—^—>Hl(K, G)^^+H2{K, Z)
у, hi \у, |у<

ILH1(K0, Z)^>IIH1(KV, G)^~[[H1(KV, G)^>IIH2(KV, Z)
V V V V

(3)
Лемма 19. Кег у4 = 1.
Доказательство. Если Z = цп, то у4 превращается в канони-

ческое отображение Вг {К)п —> П Вг {Kv)n, которое инъективно
V

по теореме Хассе—Брауэра — Нётер (см. теорему 1.12 в § 1.5).
Пусть теперь Z = RL/Я (цга). Тогда из последовательности (2)
получаем следующую коммутативную диаграмму с точными
строками:
1 * K'/K'nNLIK (Г) Ь *

Z) ^ •> Кег (Вг

J 4 '
^ > П Я2 (Kv, Z) X П Кег ( Е Вг (L J ^±+ Br (Kv)) - 1

Опять по теореме Хассе — Брауэра — Нётер Кег т]з = 1. Отсюда
следует, что если xeKerr i2 , то x = ei(y), где у^Кегц\. По-
этому остается показать, что в нашей ситуации Kerrii = 1. Пусть
вначале L/K—квадратичное расширение. Тогда при нечетном
п группа K*lK*nNLiK.{L*) тривиальна, и доказывать нечего. На-
оборот, К"1

 <^.NLIK{L*) при четном п, так что щ сводится к ото-
бражению KINLIK(L') — П Kl/NLiK((L(g)Kvy\ котороеинъ-

ективно в силу того, что для L/K выполняется норменный прин-
цип Хассе (см. следствие из теоремы 11). Из приведенной выше
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таблицы вытекает, что остается рассмотреть случай п = 2,
L/K— расширение третьей степени. Тогда опять K'/K^NbudL*) =
= 1, и доказательство леммы 19 завершено.

Пусть теперь х е Кег у3 в обозначениях диаграммы (3).
Тогда а 3 ( х ) е Кегу4, так что в силу леммы 19 az{x) тривиально.
Из точности верхней строки в (3) вытекает, что л е 1 т а2, т. е.
х = а2(у), у е Я 1 (К, О). Рассмотрим у2(г/). Из точности ниж-
ней строки в диаграмме (3), ее коммутативности и условия х е
е Кег у3 легко получить, что у2(г/)е Im р ь т. е. у2 (у) = Pi (z),
z~ (zv) e Д Я 1 (Kv, Z). Воспользуемся теперь тем фактом,

что отображение Я 1 (К, Z)~^-> П Hl{Kv, Z) сюръективно

(см. следствие 2 из предложения 7.7; естественно, что приво-
димое в гл. VII доказательство этого утверждения не зависит
от теоремы 22). Тогда можно выбрать a^.Hl{K,Z) со свой-
ством ф (а) = (zv) к. Из тривиальности Hl(Kv, G) для v e Vf

(теорема 4) и наших построений вытекает, что y 2 (3i(a)) =
= у2(г/)- Но, используя теорему 6 (принцип Хассе для G), от-
сюда получаем, что y = ai(a), и тогда х = а2(у) = a 2 ( a i ( a ) ) ^
= 1. Теорема 22 доказана.

Замечание. На самом деле мы показали, что принцип Хассе
выполняется для полупростой группы G, если для ее фунда-
ментальной группы F отображение Н2(К, /7)-> П H2{KV, F)

V

инъективно. В частности, это всегда имеет место, если F = \х2.
Мы воспользуемся этим замечанием в следующем параграфе
применительно к ортогональным и унитарным группам.

Чтобы не перегружать последующие параграфы, посвящен-
ные доказательству принципа Хассе, приведем здесь редукцию
теоремы 6 к доказательству равенства I I I ( G ) = 1 для полупро-
стой односвязной группы G над числовым полем К- Эту редук-
цию дает следующее

Предложение 17. Пусть G — связная группа над числовым
полем К. Тогда отображение Я 1 (К, G) -> Д Я 1 (Kv, G) сюръ-

ективно.
Доказательство. Для торов мы установим этот факт в гл. VII

'(см. следствие 2 в § 7.3), не используя, естественно, результа-
тов настоящего параграфа. Поэтому сейчас покажем, как общий
•случай сводится к торам. С этой целью прежде всего убедимся,
что для любой связной вещественной алгебраической группы G
наперед заданный элемент £ е Я ' ( К , О ) лежит в образе ото-
бражения H1(R,T)^-H1(R, G) для подходящего R-определен-
ного максимального тора TczG. Действительно, коцикл £ =
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= {£т} определяется заданием элемента z = £ a e G c , где а
означает комплексное сопряжение, причем 2сг(г) = 1. Рассмот-
рим разложение Жордана z = zszu. Тогда легко видеть, что
имеют место соотношения zsa(zs)= 1, гисг(гц)= 1, т. е. полупро-
стая и унипотентная части z также определяют коциклы. Хо-
рошо известно, что минимальная алгебраическая группа U, по-
рожденная zu, изоморфна аддитивной группе Ga, причем из
соотношения zuo(zu)=\, очевидно, вытекает, что эта группа
R-определена. Так как Hl(R, U)=\ (лемма 2.7), то, используя
перестановочность zs с любым элементом из U, легко показать,
что | эквивалентен коциклу 9, определяемому элементом t = zs.
Далее, рассмотрим связную компоненту Я 0 централизатора Н =
= ZG(t). Поскольку а ( 0 = ^ ~ 1 , то группы Я и Я 0 определены
над R. Известно (см. Борель [8], § 11), что t e Я10. С другой
стороны, Я 0 обладает максимальным R-определенным тором Г,
который будет максимальным и в G. Но поскольку t централен
в Я0, то t G T , И, значит, 9 лежит в образе отображения
Hl(R,T)-+Hl(R,G).

Пусть теперь | = ( | а ) е Ц Hl(Kv,G). Согласно уже дока-
жи

занному, для каждого v e VU, можно выбрать /(„-определен-
ный максимальный тор Tv cz G такой, что i,v^\m{Hl{Kv,Tv)-+
->- Я1 (Kv, G)). Как уже отмечалось, мы вправе использовать
здесь следствие 3 из предложения 7.3, в результате чего найдем
такой максимальный /(-определенный тор Г с: G, который
G/c^-сопряжен тору Tv над каждым Kv (v GE VU). Легко ви-
деть, что если коцикл O E № ( R , C ) определяется элементом
г GE Gc, то для любого g GE GR элемент gzg~l определяет ко-
цикл, эквивалентный исходному. Отсюда следует, что образы
отображений Hl(Kv,T)-+ Hl(Kv, G) и Hl(KvJv)-+ Я1 (Kv, G)
совпадают для любого v e V'L. А тогда \ лежит в образе сквоз-
ного отображения Я 1 (К, Т) - % П Hl(Kv,T)-+ П Hl(Kv,G),

ибо мы считаем уже установленным, что а сюръективно. Предло-
жение 17 доказано.

В § 6.7—6.8 мы приведем доказательство теорем 4 и 6. Рас-
суждения в этих параграфах являются многоэтапными и исполь-
зуют самую разнообразную технику, начиная с арифметических
свойств полуторалинейных форм и кончая весьма тонкими ре-
зультатами из теории алгебраических групп и алгебраической
теории чисел. Свойствам форм мы посвятим специальный § 6.6,
а здесь укажем на необходимые нам для дальнейшего когомо-
логические следствия одной теоремы Стейнберга.

Теорема 23 (Стейнберг [1]). Пусть Go — полупростая одно-
связная группа, определенная и квазиразложимая над (совер-
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шенным) полем К. Тогда любой К-определенный класс сопря-
женности полупростых элементов в Go обладает К-рациональ-
ной точкой.

Мы будем использовать не саму теорему Стейнберга, а вы-
текающие из нее когомологические следствия.

Предложение 18. Пусть Go—полупростая К-определенная
квазиразложимая группа (не обязательно односвязная), £ е
^ ZX(K, Go) и G = j G 0 — соответствующая скрученная группа.
Тогда для любого максимального К-определенного тора Т cz G
найдется такой коцикл ^ e Z ^ J ) , что Go = ^G.

Доказательство. В силу теоремы Ленга наше утверждение
тривиальным образом выполняется для конечного поля К, по-
этому в дальнейшем мы будем считать К бесконечным. Пусть
яо: GQ-+G0 — универсальное /(-определенное накрытие. Приме-
няя скручивание при помощи g, мы получим универсальное /(-оп-
ределенное накрытие п: G -+• G. Будем интерпретировать группу
G^ как группу (Go)^, на которой группа Галуа Gal (К/К) дейст-
вует скрученным образом: а" (х) = ааа (х) а~х для любых сте
(= Gal (К/К), x ( = ( G 0 ) ^ = G ^ , где 1 = {аа} и аа — произвольный
прообраз аа. Положим Т = я~х (Т) и зафиксируем произволь-
ный регулярный элемент X G J , ; . Тогда а" (х) = х для всех
а <= Gal (К/К), т. е. а (х) = а~[хаа. Отсюда следует, что класс

сопряженности С = {gxg~l \g (= Go} определен над К. Поэтому
согласно теореме Стейнберга 0^=^=0, т. е. найдется такой

г/(=(50)^, что о(уху~1) = уху~\ Тогда имеем уху~1 =
= о(у) а~]хааа (у)~], откуда в силу регулярности х получаем,
что у~ха (у) а~х <=Т к, и, значит, z~xa (z) а~х (= Т-к для 2 = яо(г/).

Ясно, что Go получается из G скручиванием при помощи ко-
цикла {а~<}(= Z1 (К, G). Рассмотрим эквивалентный ему коцикл
\1={Ьа}, где bo = z~xa~'cr* (z), и покажем, что б о е Г - для.
всех а (= Qa\(K/K). Действительно,

Ьа = г~ха-ха' (z) = z~xa;\aaa (z) a~x) = z~xa(z)a~x

и предложение доказано.
Бывает полезной также следующая (фактически эквивалент-

ная) переформулировка предложения 18.
Предложение 19. Пусть Go, l и G как в предложении 18.

Тогда любой максимальный К-определенный тор Т с G допус-
кает К-определенное вложение в Go, и при этом | лежит в об-
разе отображения Hl(K, T)-+HX(K, Go).

Для доказательства сохраним обозначения, введенные при
доказательстве предложения 18. Мы установили существование
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такого у s (GQ)^, что г/**/""1 = сг (г/) a j ' ^ a ^ ) " 1 . Тогда для z =

= по(у) получаем а'а = zaaa(z)~l e T' = 1о0 (ло(уху~1)). Так как
Т', будучи централизатором регулярного полупростого элемента
ло(уху-])^ (Go)к, является /(-определенным максимальным то-
ром в Go и коцикл | ' = ia'\ эквивалентен исходному, то остает-
ся показать, что изоморфизм Т^+Т', задаваемый отображе-
нием ф: t>—>ztz~l, определен над К. Для этого достаточно
установить, что ф коммутирует с любым ere Ga\(R/K), кото-
рый действует как а на Т и как а* на Т. Имеем:

= zaaa (2)-1 a (zte"1) a (2) a-'z" 1 = a (ztz~l) = а (<р (0)

для любого t<=T^, ибо а̂  ^2а а сг (г)"1 е 7', что и требовалось.

Из предложений 18 и 19 вытекает следующее любопытное
наблюдение: если G — полупростая /(-определенная группа,
Go — квазиразложимая /(-группа того же внутреннего типа, то
любой /(-определенный максимальный тор Т cz G допускает
/(-определенное вложение в Go. (Тем самым квазиразложимая
группа является универсальным вместилищем всех /(-опреде-
ленных торов, встречающихся в /(-группах данного внутреннего
типа.) Действительно, пусть р: G-+G — изогения на соответ-
ствующую присоединенную группу. Так как G получается из
Go скручиванием при помощи коцикла £ е Я1 (К, &о), то в силу
предложения 18 найдется такой коцикл | я е Я 1 (К, р(Т)), что
Go = V.G. Но компоненты ц действуют на Т тривиально, и по-
этому Т = иГ является максимальным /(-тором в Go^^G.

Вот один необходимый для дальнейшего пример использо-
вания этого утверждения. Пусть L — либо квадратичное расши-
рение поля К, либо алгебра К Ф К. Обозначим через -» инволю-
цию L, которая совпадает с нетривиальным автоморфизмом
расширения L/K. в первом случае и переставляет слагаемые во
втором. Далее, рассмотрим алгебру А = Mn{L) и обозначим че-
рез т инволюцию алгебры А, определяемую формулой

.где

/ =

да случае четного п, и

n/2

о £<л-„/2 °

Е(п-Щ2 О

О . . . 1
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в случае нечетного п,

Е,=

1 . . . О

о ... 1

— единичная матрица соответствующего размера, причем 1 в слу-
чае L = К® К понимается как (1,1). Тогда соответствующая
специальная унитарная группа Go = SU(A,x) является квази-
разложимой группой типа М„_1 в случае [L : К] = 2 и изоморф-
на SLn в случае L = К® К (см. § 2.3). Покажем, что любая
коммутативная полупростая алгебра В над L степени п, снаб-
женная инволюцией а, ограничение которой на L совпадает с •*,.
вкладывается в (А, т) как алгебра с инволюцией. Действительно,
используя регулярное представление, вложим В в А как алгебру
без инволюции. Далее, продолжим а до инволюции всей алгеб-
ры А (см. Алберт [1], гл. X) и будем обозначать продолжение
той же буквой. Пусть G = SU(A,o) — соответствующая унитар-
ная группа. Тогда пересечение Т = (В <8> к К) П G является макси-
мальным /(-определенным тором в G. Из предыдущего вытекает,,
что Go = nG для подходящего коцикла | я е Z1 (К, G), тривиально
действующего на Т. Ясно, что элементы из (7 = IntG действуют
как автоморфизмы алгебры (Дет), и (А,х)= ^(А,а). При этом

ц действует тривиально на В, так что (В, о) = ^(В, а)^*(А, т).

Предложение 19 будет использоваться нами в сочетании
с некоторыми фактами о когомологической размерности. Мы на-
поминаем лишь основные относящиеся к этому результаты, от-
сылая за доказательствами и сопутствующими деталями к книге
Серра [1]. Пусть р — простое число. Говорят, что когомологиче-
ская размерность cdp(^) проконечной группы & относительно р
не превосходит единицы ( c d p ( ^ ) ^ 1), если для любого конеч-
ного ^-модуля А группа Н2($, А) не имеет р-кручения. При
этом c d ( g ' ) ^ 1, если cdp(S')^ 1 для любого р. Соответственно
cdp(/C)sS[l для совершенного поля К, если c d p ( ^ ) ^ l для аб-
солютной группы Галуа $ — Ga\(K/K), и cd(/C)^ l , если
cd p (/C)^ 1 для любого р. В случае когда р ф char К (у нас, как
правило, char К = 0), можно дать переформулировку условия
c d p ( / C ) ^ l в терминах теорий полей: оно оказывается эквива-
лентным тривиальности ^-компоненты Br(L)p группы Брауэра
любого конечного расширения L/K- Отсюда получаются важ-
ные для нас примеры полей с условием cd p (/C)^ 1.

Предложение 20. Пусть К — локальное либо числовое поле,.
П — некоторое множество простых чисел. Обозначим через Кп
поле, получаемое присоединением к К всех корней из единицы^
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степени которых делятся лишь на простые числа из П. Тогда
cdp(Kn) ^ 1 для любого р е П.

Доказательство вытекает из того факта, что любая алгебра
с делением индекса п над конечным расширением L поля К
имеет поле разложения вида/,(£пО), где t,m— корень степени m
из единицы. (Ср. доказательство предложения 9 на с. 101 в
книге Серра [1].)

Лемма 20. Пусть cd p (/C)^ 1. Тогда для любого К-определен-
ного тора Т группа Н1 (К, Т) не имеет р-кручения. В частности,
если cd(K)^ 1, то НХ{К,Т)= 1.

Доказательство. Покажем вначале, что для произвольного
/(-тора S группа H2(K,S) не имеет р-кручения. Для этого рас-
смотрим точную последовательность 1->S p ->S-^>S-> 1, где
[р] означает возведение в р-ю степень, S p = K e r [ p ] . Ей отве-

чает точная когомологическая последовательность

...-УНЦК, SP)->H2(K, S)^H2(K, S),

откуда следует, что H2(K,SP) накрывает все элементы поряд-
ка р в H2(K,S). Но H2(K,SP)=\, ибо группа H2(K,SP) одно-
временно должна аннулироваться умножением на р и не иметь
р-кручения в силу условия cdp(K)^\, откуда H2(K,S)P = 1.
Вложим теперь исходный тор Т в точную последовательность
1 —>- S —>- F —>- Т —>-1, где S и F — /(-торы, причем тор F квазираз-
ложим (см. предложение 2.2). Тогда из точной последователь-
ности

l = Hl(K, F)-+HHK, T)^H2{K, S)

и предыдущего замечания вытекает, что Н1(К,Т)Р=\. Лемма
доказана.

Изложенные результаты позволяют распространить на поля,
когомологическая размерность которых не превосходит единицы,
теорему Ленга о тривиальности когомологии связных групп над
конечными полями (такие поля К, очевидно, удовлетворяют
условию cdp(K)^ 1).

Теорема 24 (Стейнберг [1]). Если cd(K)^\, то Hl(K,G) = l
для любой связной К-опреде•ленной алгебраической группы G.

Действительно, можно ограничиться случаем редуктивной
группы G. Пусть H = [G, G] — ее полупростая часть. Тогда Т=
= G/H — тор, и из точной последовательности Я1 (К, #)-»-
—>- Н1 (К, G)—>- Н1(К,Т), используя лемму 20, получаем, что три-
виальность Hl(K,G) вытекает из тривиальности Н1(К,Н). Тем
самым, имеется редукция доказательства теоремы 24 к полупро-
стому случаю. Обозначим через Go квазиразложимую /(-группу
того же внутреннего типа. Из предложения 19 и леммы 20 вы-
текает тривиальность Н1(К,В) для любой полупростой квази-
разложимой над К группы В. Применяя это утверждение к со-
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ответствующей присоединенной группе Go, получаем, что суще-
ствует лишь одна /(-форма данного внутреннего типа, т. е. G =
= Go—квазиразложимая группа. Но тогда, как мы уже выяс-
нили, Н1 (К, G)= 1. Теорема 24 доказана.

§ 6.6. Когомологии Галуа и квадратичные, эрмитовы
и другие формы

В этом параграфе мы изложим необходимые нам для даль-
нейшего арифметические свойства полуторалинейных форм и
дадим их интерпретацию на языке когомологии Галуа. С другой
стороны, мы покажем, что с помощью принципа Хассе можно
дать локально-глобальную классификацию форм. К основным
результатам этого параграфа следует также отнести доказа-
тельство теоремы 5 и аналогичного результата для чисто мни-
мых числовых полей.

Вначале разберем наиболее популярный и наглядный случай
квадратичных форм. Пусть /—невырожденная /(-определенная
квадратичная форма на л-мерном векторном пространстве W.
Тогда / представляет нуль над К, т. е. уравнение /(х) = 0 имеет
ненулевое решение I G WK В ТОМ И ТОЛЬКО ТОМ случае, если это
имеет место над всеми пополнениями Kv, v еЕ VK (теорема Мин-
ковского — Хассе, см. п. 3 § 2.2). При этом если п ^ 5, то /
а в т о м а т и ч е с к и представляет нуль над всеми неархимедо-
выми пополнениями Kv, v GE vf (теорема Мейера). Таким обра-
зом, здесь, в частности, выполняется следующее

Утверждение 1. Пусть f — невырожденная п-мерная квадратич-
ная форма над локальным либо числовым полем К, причем п ^ 5.
Тогда f представляет нуль, если поле К локально или если К —
числовое поле и f представляет нуль над всеми Kv, v еЕ V*.

Иногда бывает удобна также следующая эквивалентная пе-
реформулировка.

Утверждение Г. Пусть f — такая же как в утверждении I,
п ^ 4 и Н Е К*. Тогда f представляет а над К, т. е. уравнение
f(x) = а имеет решение J E WK, в том и только том случае, если
это имеет место над всеми Kv, v GE У*.

Для удобства ссылок сформулируем также соответствующее
утверждение для случая эрмитовых форм, связанных либо с
квадратичным расширением L/K, либо с телом кватернионов
D/K, непосредственно сводящееся к случаю квадратичных форм.
А именно, пусть W — /г-мерное векторное пространство соответ-
ственно над L или D, f—невырожденная ст-эрмитова форма
на U?, где а соответственно — нетривиальный автоморфизм L/K
либо каноническая инволюция D. Будем говорить, что / пред-
ставляет нуль над К, если уравнение /(*) = 0 имеет ненулевое-
решение в W, и над Kv — если решение существует в простран-
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•стве W8>KKV- Аналогично определяется представимость фор-
мой f эрмитова элемента а е L*, D* (отметим, что в нашей си-
туации множество эрмитовых элементов совпадает с К*). Тогда
имеет место

Утверждение 2. В описанной ситуации предположим допол-
нительно, что п ^ 3 в случае квадратичного расширения L/K
и п ^ 2 в случае тела кватернионов D. Тогда f представляет
нуль, если либо поле К локально, либо К— числовое поле и f
представляет нуль над всеми Ки для v e V^.

Действительно, в ортогональном базисе пространства W
форма / имеет соответственно вид / (хи .. ., xn) = alNL/K(xi)-\- • • •
• . . + anNL/K (хп) или f(xl xn) = a1NrdD/K(xi)+ . . .
... + ап NrdD/л: (хп), где at<^K, т. е. значения / совпадают со
значениями квадратичной формы размерности 2/г (соответ-
ственно 4/г), поэтому все следует из утверждения 1. Отметим
также, что в данной ситуации имеется очевидный аналог ут-
верждения Г для представимости формой f элемента а е К*,
в котором нижние границы для размерностей уменьшаются по
сравнению с утверждением 2 на единицу.

Осталось рассмотреть случай косоэрмитовой формы /, задан-
ной на /г-мерном векторном пространстве W над телом кватер-
нионов D. Как обычно, будем говорить, что косоэрмитов элемент
а е D* представляется формой / над К (соответственно, над
Kv), если уравнение f(x)=a имеет решение x e f (соответ-
ственно, x^W®KKv). Отметим, что понятие представимости
нуля над формами такого типа имеет свои тонкости: если D ®к

®к Kv =xM2(Kv), то следует требовать не просто существования
ненулевого решения уравнения f(x) = O, а такого решения х е
е W ®K Kv, которое может быть включено в базис W ®K Kv
как модуля над D®KKV', это условие в действительности экви-
валентно тому, что ранг над Kv квадратичной формы ], отвечаю-
щей /, не меньше 2. Мы не будем здесь обсуждать подробности,
которые заинтересованный читатель может найти в книге Шар-
лау [1], гл. 10.

Утверждение 3. Пусть f — невырожденная косоэрмитова фор-
ма над телом кватернионов D с центром К размерности п ^ 3.
Тогда f представляет косоэрмитов элемент а е D*, если либо
поле К локально, либо К — числовое поле и f представляет а
над всеми пополнениями Kv, v e VU.

Обычное доказательство этого утверждения см. в книге Шар-
лау [1], гл. 10. Мы же сейчас покажем, что оно на самом деле
вытекает из справедливости теорем 4 и 6 для групп типов
А\У^А\ и А2. Так как в следующем параграфе эти теоремы для
групп типа Ап будут доказаны без использования утвержде-
ния 3, то это даст полное его доказательство, независимое от
других источников.
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Рассмотрим вначале случай локального поля К; при этом
без ограничения общности можно считать, что п = 3. Построим
вначале 3-мерную косоэрмитому форму g над D, которая заве-
домо представляет а и имеет тот же дискриминант, что и фор-
ма /. Будем искать матрицу g в виде diag(a, b, с). Из утвержде-
ния 1 (см. также § 1.4, п. 3) вытекает, что NrdD/K(D*) = К*, в
частности, можно найти такой элемент rfsi)*, что NrdD/K(d) =
= d(f)NrdD/K(a), где d(f)— дискриминант формы /. Рассмот-
рим, далее, пространство P = { x e D | a ( x ) = —х} «чистых» ква-
тернионов. Легко видеть, что dim*: Р = 3, откуда следует, что
dP П Р =7^(0). Тогда найдутся элементы Ь,с^Р со свойством
db"1 = с, которые и будут искомыми.

В силу предложения 2.16 форма / получается из формы g
скручиванием при помощи коцикла | е Я ' ( / ( , G), где G =
= S£/3(g). Обозначим через Н стабилизатор в G вектора t =
= (1,0,0) пространства D3, на котором определена форма g.
Тогда из теоремы Витта (см. § 2.4, п. 5) вытекает, что фактор-
пространство G/H может быть отождествлено со «сферой» Sg =
= {х е D3 ®KR\g(x) = а}. Из определений также легко следует,
что «скрученное» пространство г((3/Н) относительно действия G
на G/H левыми сдвигами совпадает со сферой Sf = { X E W®K

<8>кЯ|/(х) = а}. Поэтому, как следует из леммы 1.6, (Sf)K=£0
в том и только том случае, если | лежит в образе отображе-
ния е: Hl(K, H)-+Hl(K, G), и нам достаточно показать, что
в нашей ситуации отображение е сюръективно. Для этого заме-
тим, что группы G и Н являются полупростыми группами типов
D3 = A3 и D2 = А\\ А\ соответственно (см. § 2.3), причем их
универсальные накрывающие G и Я согласованы в том смысле,,
что имеет место коммутативная диаграмма

II t t (1)'

где 7г = {+1}. Из (1) получается коммутативная когомологиче-
ская диаграмма

НЦК, G)^-+H2(K, F)

Так как мы предполагаем теорему 4 доказанной для группу
типов D3 и D2, то в сочетании с теоремой 20 этот факт позво-
ляет утверждать, что отображения бо и бя являются биекциями.
Поэтому отображение е также биективно, что и требовалось.

Рассуждения для числового поля аналогичны, однако отли-
чаются некоторыми деталями, связанными с наличием
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ственных нормирований (для вполне мнимых полей приведен-
ные рассуждения проходят без всяких изменений). Прежде всего
получим редукцию к случаю п = 3. По условию для каждого
v е= V%> можно найти такой xv е= W ®к Kv, что f(xv) = а. Из сла-
бой аппроксимационной теоремы для поля К вытекает наличие
слабой аппроксимации и в пространстве W, так что по сообра-
жениям непрерывности существует такой X G H ^ , ЧТО / (х) е=
ЕЕ {уаа (у) | у е= /)*} для всех О Е ^ . Обозначим через W
трехмерное подпространство в W, содержащее х и такое, что
ограничение /' формы / на W невырождено. Тогда, очевидно,
из существования решения уравнения f'(x)=a вытекает суще-
ствование решения уравнения f(x)=a. Итак, в дальнейшем
dim/ = 3. Далее, при построении формы g, представляющей а
и имеющей тот же дискриминант, что и /, следует заметить, что,
с одной стороны,

(следует из утверждения 1 или теоремы 1.13), с другой — что
d (/)/NrdD//((a) е= NvdDv/Kv (Д„) Д л я v <= ̂ , ибо а представимо

над всеми Kv, v ЕЕ У<Х>. Найдя d e= /)* со свойством NrdD/^ (d) =
= d (f)/NrdD/K (a) и рассуждая как и выше, мы осуществим
выбор матрицы искомой формы g в виде diag(a, b, с). Пусть
опять G = SU3(g), £ ЕЕ Hl(K, G)— коцикл, скручивание при по-
мощи которого переводит форму g в /. Из рассуждений в ло-
кальном случае вытекает, что наша задача переформулируется
на языке когомологии Галуа следующим образом: пусть g ЕЕ
Е Е Я ' ( / ( , G), причем известно, что для всех v e= VU образ |„

коцикла I в Hl(Kv,G) лежит в 1т(я '(Л: о , H)^Hl(Kv, G));
требуется показать, что I е= ^ ( Я 1 (/(, Я) Д Я1 (/(, G)). Для
этого снова рассмотрим получающуюся из (1) коммутативную
когомологическую диаграмму с точными строками

П \1\, Lt) — > П \1\, Lt) — > п \1\, г)

fp f. || (2)

Так как отображение бя сюръективно (теорема 20), то найдется
такой коцикл г| ЕЕ Я1 (К, Н), что бя(г|)^бо(Е)- Скручивая диа-
грамму (2) при помощи коцикла г|, мы сведем нашу задачу
к случаю 6о(£)=1 , что мы и будем в дальнейшем предпола-
гать, не изменяя обозначений (т. е. не переходя от Я к г,Н
и т. д.). Тогда £ = v(9) ДЛЯ подходящего 6 Е Я ' ( / ( , б ) . Далее,
по условию для каждого v e= V%> можно найти такой коцикл
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p,v e Hl(Kv, H), что \v = 8o(jia). Выписав диаграмму, аналогич-
ную (2), но построенную для поля Kv и воспользовавшись усло-
вием 6 0 ( i) = 1, получим, что |ла = ао((й а), аь е Я1 (/(„, Я). Так
Как Yt>(9-j) = Ya(Pa(«a))> T 0 Р Л и » ) = /»в» ДЛЯ ПОДХОДЯЩЕГО fv S

^ Н] (Kv, F). Используя сюръективность отображения К*/К*2 =
= НЦК, F)-+ П H'{KV,F)= П /С;//С'/, найдем элемент

оо оо

отображающийся в (/„) «Подправляя» 9 на

элемент /, можно без ограничения общности предполагать, что
Ри(сйв) = 9а для всех O G F » . Рассмотрим теперь коммутатив-
ную диаграмму

, G)

Hl(K, П

V, G)

Я)

Применяя к группам G и Н, которые относятся к типам А3

и Ах X 4̂i соответственно, теорему 6, получим, что отображе-
ния pg- и р# являются биекциями. В частности, можно найти
(единственный) элемент ш е Я 1 ^ , Н) такой, что р^ (со) =
= (и0) /с. Тогда рг(р;(и)) = р г(е), и поэтому Р;(с°) = 0- Возвра-

оо

щаясь к диаграмме (2), будем иметь Ъ, = у (9) = у(Р (w))^ e(a(cu)),
т. е. l e l m e . Утверждение 3 полностью доказано.

Рассуждения, использованные при доказательстве утвержде-
ния 3, допускают обращение. Более точно, предполагая извест-
ными определенные свойства полуторалинейных форм, можно
получить доказательство теорем 4 и 6 для ассоциированных с
ними односвязных алгебраических групп. Именно на этом прин-
ципе будет основано доказательство этих теорем для групп клас-
сических типов, отличных от Ап, которое мы проведем в следую-
щем параграфе. Отметим, что тип Ап рассматривается отдельно,
и поэтому, доказывая теоремы 4 и 6 для групп типа /)„, мы
вправе использовать утверждение 3, ибо его доказательство
опиралось только на справедливость этих теорем для групп ти-
пов А3 и A-i X М-

Обсудим теперь еще один аспект связи между арифметикой
полуторалинейных форм и когомологиями Галуа алгебраиче-
ских групп над локальными и числовыми полями. Речь идет
о проблеме эквивалентности форм одного и того же типа. Эта
проблема естественно распадается на две проблемы: (1) клас-
сификация форм над локальными полями (включая поля R и
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С ) ; (2) обоснование возможности локально-глобального пере-
хода, т. е. вывода из эквивалентности двух /(-форм fag над
всеми пополнениями Kv их эквивалентности над полем К. В слу-
чае когда утверждение (2) имеет место, говорят, что для форм
данного типа выполняется слабый принцип Хассе, в отличие
от сильного принципа Хассе, заключающегося в локально-гло-
бальной трактовке вопроса о представимости нуля (или другого
элемента). Отметим, что сильный принцип Хассе, вообще го-
воря, не имеет прямой и универсальной когомологической ин-
терпретации, о чем свидетельствует, в частности, когомологиче-
ское доказательство утверждения 3. С точки зрения теории
алгебраических групп задача заключается в исследовании кого-
мологическими методами принципа Хассе для однородных про-
странств алгебраических групп. К сожалению, на сегодняшний
день эта задача еще не получила своего полного решения, хотя
потребность в нем ощущается уже давно. Укажем только, что
принцип Хассе для так называемых «симметрических про-
странств» исследован в работе Рапинчука [5].

В отличие от сильного принципа Хассе, слабый принцип
имеет вполне четкую и практически очевидную трактовку: так
как /С-формы того же типа, что и /, классифицируются элемен-
тами множества Hl(K,G), где G — соответствующая ортого-
нальная (унитарная) группа (предложение 2.16), то вопрос
о справедливости в данной ситуации локально-глобального-
принципа равносилен вопросу об инъективности отображения

ННК, G)-+l[H4Kv, G).
V

В качестве примера конкретных вычислений (и результатов) рас-
смотрим случаи квадратичных форм и косоэрмитовых форм над
телами кватернионов.

Пусть /—невырожденная /г-мерная квадратичная форма-
над числовым полем К- Тогда множество классов /(-эквивалент-
ности невырожденных /г-мерных квадратичных форм над К на-
ходится в биективном соответствии с элементами множества
Hl(K, On(f)), где On(f) — соответствующая ортогональная груп-
па. Так как группа On(f) не является связной, то к ней непо-
средственно не применимы полученные нами результаты. Для
перехода к связной группе SOn(f) рассмотрим точную последо-
вательность

где det обозначает гомоморфизм взятия определителя, цг =
= { + ! } . Последовательности (3) отвечает точная когомологи-
ческая последовательность

^ -Z+НЦК, О„ (/))-•* Я 1 (*, 1*2)-
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Отображение det: 0 Я (/)-»• цг, очевидно, сюръективно, и поэтому
отображение <р имеет тривиальное ядро. Так как это верно для
всех квадратичных форм, то, применяя стандартные соображе-
ния скручивания, получим, что ф инъективно. Далее, если отож-
дествить Я1 (К, ц2)

 с К*/К*2, то читатель легко получит следую-
щее описание г|г. если £ е Hl(K,On(f)) — некоторый класс кого-
мологий и [g]— отвечающий ему класс эквивалентности невы-
рожденных /г-мерных квадратичных форм, то г|:(£) совпадает
•с образом в группе К*/К*2 элемента d(g)/d(f), где d означает
дискриминант. Таким образом, слой отображения if состоит из
классов форм с фиксированным дискриминантом. В частности,
мы еще раз получаем, что элементы Н1 (К, SOn(f)) классифици-
руют классы эквивалентности /г-мерных невырожденных форм,
имеющих тот же дискриминант, что и /. Ясно, что если формы /
и g эквивалентны над всеми Kv, то элемент d = d(g)/d(f)
всюду локально является квадратом, а поэтому является квад-
ратом и в К- Тем самым локально эквивалентные формы имеют
одинаковый дискриминант. Когомологическая интерпретация
этого факта получается из диаграммы

П #'(*„, о я ( f t ) -П #>(*„, ц2)
О V

Тогда 9 инъективно, так что из р (£i) = р (£2) вытекает -ф (£,) =
= 'Ф (1г)> ч т о и требовалось. Эти рассуждения показывают, что
для обоснования слабого принципа Хассе нам достаточно
исследовать на инъективность отображение ц: Hl(K, G)->

-уЦНЦК,,, G), где G = SOn(f). В случае п = 2 группа G

является одномерным тором, причем G~Gm, если-; форма /
изотропна над К (т/*е. —d(/) е/С*2), и G^Ri'ic(Gm), если
форма / анизотропна над К (т. е. —d(f)^K*2), где L =

•^/C(V—d(f)). Поэтому из теоремы Хассе о нормах вытекает
лнъективность ц.

Пусть теперь п ^ 3. Тогда группа G является полупростой,
и ее фундаментальная группа F изоморфна |д2- Поэтому из заме-
чания, сделанного после доказательства теоремы 22, вытекает,
что отображение ц здесь также инъективно. Таким образом, для
квадратичных форм выполняется слабый принцип Хассе. По-
этому чтобы завершить их классификацию, остается решить
соответствующую локальную задачу. Будем рассматривать фор-
мы одного и того же дискриминанта d над полем /Со, классы
эквивалентности которых отвечают элементам множества
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Hl(Kv, G). Рассмотрим вначале случай "^п = 2. Тогда если
—d е /С*2, то G = Gm и HX[KV, G) = l, т. е. в данном случае
все формы эквивалентны, скажем, форме*/ (х, у) = ху. Если же

—d ф Kl~, то G = tfl)K (Gm), L = K (V^rf), так что Я 1 (Kv, G) =

= Kl/NLJKV {!-') имеет порядок 2. Представителями двух клас-

сов эквивалентности являются формы [f\ = х2 -\- dy2, f2 = ax2-\-

-\ у2, где a^Kl °и символ Гильберта (а, —d) v равен — 1 .

Таким образом, здесь полную систему инвариантов квадратич-
ной формы / образуют ее дискриминант d(f) и так называе-
мый инвариант Хассе—Витта ev (/), который по определению

равен символу Гильберта (a, b)v, если / = ах2 + 6г/2 (заметим,

что е(/,) = (!, d)v=l, e(f2) = ( a , | - ) o = (c -d)v= - l ) . Пусть

теперь / г ^ З и о е У^. Тогда из теоремы 20 вытекает, что

имеет место^биекция Hl(Kv, G)-^U H2(Ko, ц2)- Если отожде-
ствить группу H2(KV, \i2) = Вг (Kv)2 с {dz 1}, то можно показать,
что отображение 6V задается формулой 6V ([g]) = ev (g)/ev (/), где
e v (f), e v (g) — инварианты Х а с с е — Витта ф о р м f a g с о о т в е т -
ственно (напомним, что для h = axx\-\- ... -\- апх

2

п по определе-
нию полагают ev (h) = J J (а(, аЛ). При этом доказательство

формулы для ба читатель может найти у Спрингера [1]. Полу-
чается, что и в случае п ^ 3 класс эквивалентности квадратич-
ной формы / вполне характеризуется заданием дискриминанта
d(f) и инварианта ev(f). Обратно, для любых значений rfe
е/(*//(* 2 и е = ± 1 , подчиняющихся единственному ограниче-

нию: е = 1, если — d e Kf при п = 2, найдется /г-мерная квад-
ратичная форма / над Kv, имеющая такие инварианты.

Остается дать интерпретацию для элементов множества
H1(R, G). Ограничимся для простоты формами положительного
дискриминанта, и тогда можно считать, что / = х2 -\- .. . -\- х2

п.
В этом случае описание Hl(R,G) нетрудно извлечь из теоре-
мы 17. А именно, предположим для определенности, что п =
= 21—четное число и возьмем в качестве максимального
К -определенного тора Т a G тор Т = SO2 (g,) X • • • X SO2 (gt),
где g. = x\._x + x2

{. Тогда множество Т2 элементов порядка 2
в Т можно отождествить с множеством D = {diag(ei, . . .
. . . , 8()|е; = ±1}. При этом орбиты действия группы Вейля
W=W(T, G) на Т2 совпадают с орбитами естественного дей-
ствия симметрической группы Si на D. Тем самым класс эквива-
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лентности в D/Si определяется числами г и s тех et, которые
соответственно равны + 1 и —1 (ясно, что г-\-s = I). С другой
стороны, легко видеть, что форма, отвечающая классу с пред-
ставителем diag(ei, . . , , е г), где е, = . . . = ег = — 1, е г + 1 = . . .

. . . = 8 / = 1, имеет вид fr = —х\ — ... —х\г + х\г+х + . . . + х2

п,
и мы приходим к хорошо известной классификации веществен-
ных форм при помощи сигнатуры.

Упражнение. Используя теорему 18, получить аналогичную
интерпретацию для элементов множества Я'(К, SOn(f)), где
d(f) = -l.

Подводя итоги нашего обсуждения, можно констатировать,
что класс эквивалентности /г-мерной квадратичной формы над
числовым полем К характеризуется

1) дискриминантом d(f),
2) инвариантами Хассе — Витта е„ (/) для o e V f i

3) сигнатурами (rv, sv) для вещественных v e V&-
Отметим, что не все эти инварианты являются независимы-

ми; в частности, из теоремы 1.12 вытекает, что е и ( / ) = 1 для
почти всех о е Vf и Д ev (/) = 1 (произведение берется по всем

V

v, включая архимедовы). Обратно, для любого набора инвариан-
тов, подчиняющихся этим и некоторым другим простым усло-
виям, найдется квадратичная форма с заданными инварианта-
ми. Подробное изложение этой теории читатель сможет найти
в книгах О'Миры [1] и Шарлау [1]; блестящим введением яв-
ляется глава 4 в книге Серра [8].

Перейдем к рассмотрению косоэрмитовых форм над телом
кватернионов D. Пусть /—невырожденная косоэрмитова форма
размерности п, G = SUn(f)—соответствующая специальная уни-
тарная группа. Тогда G при п = 1 является одномерным тором
вида Ri/я (Gm), где L c D — некоторое максимальное подполе, а
при п^-2 G — полупростая группа, фундаментальная группа
которой изоморфна ц2. В обоих случаях для G выполняется
принцип Хассе. Отсюда следует, что в данной ситуации спра-
ведлив слабый принцип Хассе для собственной эквивалентно-
сти: две косоэрмитовы формы fag собственно эквивалентны
(т. е. переводятся друг в друга матрицей из SLn(D)) в том и
только том случае, если это имеет место над всеми пополне-
ниями Kv- Однако нас интересует обычная эквивалентность
форм, и поэтому от когомологий группы SUn(f) надо перейти
к когомологиям всей унитарной группы Un(f). Нам понадобится
следующее известное утверждение (см. Кнезер [12]).

Лемма 21. Un(f) = SUn(f).
Рассмотрим точную последовательность 1 -> SUn (f) —>

—*Un(f) *-|л2—>1 и соответствующую ей точную когомологи-
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ческую последовательность

(4)

Из леммы 21 вытекает, что е(|Л2)=Кегф состоит из двух эле-
ментов, в частности, ф никогда не бывает инъективным. Тем
не менее, используя последовательность (4), можно получить
полную классификацию косоэрмитовых форм над локальным
полем К. А именно, поскольку G при п ^ 2 является полупро-
стой группой с фундаментальной группой ц2, а при п = \ — од-
номерным тором Ri/tf(Gm), где L/K— квадратичное расшире-
ние, то здесь Hl(K, SUn(f)) состоит из двух элементов, а следо-
вательно, совпадает с Кег ф. Отсюда, применяя скручивание, по-
лучаем, что if> инъективно. Таким образом, над локальным по-
лем класс эквивалентности косоэрмитовой формы однозначно
определяется своим дискриминантом, причем дискриминант мо-
жет принимать произвольные значения, если п ^ 2, и значения,

не принадлежащие —К*2, если п= 1.
Покажем теперь, что слабый принцип Хассе для эквивалент-

ности косоэрмитовых форм, вообще говоря, не выполняется, при-
чем причина с когомологической точки зрения кроется в неинъ-
ективности отображения Н1 (К, SUn(f))-^H1 (К, Un(f)). Рассмот-
рим коммутативную диаграмму с точными строками

П игх П ( О ^ П я1 (к0, sun(/))-^ п н1 (KV, un(/))

где 5 = {о е VK\DV = D <8)KKV — тело}. Из этой диаграммы
вытекает, что а2(у^"'(Im P,)) с Кег у3. причем, очевидно,

[а2(у2-
1(1тР1))] = 4-К 1( 1тР.)]-

Лемма 22. [у-1 (Im p,)] > 2*~\ где t=[S(]Vf].

Доказательство. Рассмотрим коммутативную диаграмму, ин-
дуцированную универсальным накрытием G-*-G группы G =
= SUn(f),

IP (К, б) +Hl(K, G)—^—+H2{K, Ца)

| \ъ 1* (5)
П HI(KV, б)^ЦHHKV, G)-^UH2(KV, ц2)
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Так как отображение е в последовательности (4), написанной
is

для поля Kv, v ^ S (]Vf, является биекцией, мы видим, что

достаточно установить равенство Гу^'Г П Hl(Kv, G)X

X П ЩЛ \ = 2*~1. Но ограничение 9 на множество Hl(Kv, G)

для v e Vf биективно отображает его на H2(KV, Цг)> поэтому
учитывая сюръективность б (теорема 20) и теорему 6, при по-
мощи скручивания получаем, что наша задача сводится к дока-
зательству равенства

П

(детали рассуждений мы оставляем читателю). Но с учетом
отождествлений Н2(К, цг) = Br (K)2, H2{Kv, Ц2) = Br(/G,)2 по-
следнее равенство вытекает из теоремы 1.12. Лемма доказана.

Таким образом, [Кегу3] ^ 2'~2, и поэтому уз инъективным,
вообще говоря, не является. Несколько более точный подсчет
(см. Кнезер [12], Бартельс [2]) показывает, что [Кегу3] = 2S~2,
где s ^ [ 5 ] . Отметим, что несмотря на нарушение слабого прин-
ципа Хассе, локально-глобальная классификация косоэрмито-
вых форм возможна (см, Бартельс [2], Шарлау [1]). Заинтере-
сованного читателя мы отсылаем к статьям Бартельса [1,2],
содержащим подробное изложение когомологического подхода
к классификации косоэрмитовых форм.

Основываясь на результатах по арифметике полуторалиней-
ных форм, мы получим доказательство теоремы 5 о том, что
простая односвязная анизотропная группа над локальным полем
является группой типа SL\{D), и следующего ее аналога для
вполне мнимых полей.

Теорема 25. Пусть G — простая анизотропная группа над
вполне мнимым числовым полем К. Тогда G является группой
типа Ап.

(Разница между теоремами 5 и 25 заключается в том, что
в локальной ситуации анизотропными могут быть лишь внутрен-
ние формы типа Ап, в то время как над вполне мнимым полем
появляются и внешние анизотропные формы.)

ИЗОТРОПНОСТЬ ГруПП ТИПОВ В
п
 (п^2), С

п
 (Л ̂ :2),

 l
'
2
Dn

(п ^ 4) вытекает из описания этих групп как связных компо-
нент групп автоморфизмов квадратичных, эрмитовых либо ко-
соэрмитовых форм (см. § 2.3), того факта, что изотропность
группы равносильна изотропности соответствующей формы (см.
предложение 2.15) и утверждений 1)—3). Отметим также, что
в случае локального поля некоммутативные тела с инволюцией
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второго рода отсутствуют, так что внешние формы типа 2Л„
(п ^ 2) отвечают эрмитовым формам степени ^ 3 над квадра-
тичным расширением L/K, которые в силу утверждения 2) яв-
ляются изотропными.

Для исключительных групп доказательство теорем 5, 25
использует предложения 15 и 16, т. е. в конечном счете зависит
от теорем 4, 6. С другой стороны, утверждение теорем 5, 25 бу-
дет использоваться при доказательстве теорем 4, 6. Поэтому
мы, чтобы не пойти по порочному кругу, будем доказывать сле-
дующее условное утверждение, которое автоматически завер-
шит доказательство теорем 5, 25 после доказательства тео-
рем 4, 6.

Теорема 26. Пусть G — простая односвязная группа одного
из исключительных типов, определенная над локальным либо
вполне мнимым числовым полем К, Go — квазиразложимая
группа того же внутреннего типа. Тогда если Hl(K, Go) = 1, то
группа G является К-изотропной.

Доказательство. Если G относится к одному из типов Е8, F^
G2, то из условия //'(К, Go) = 1 вытекает К -разложимость G
(утверждение 1) предложения 16), и доказывать нечего.

Из оставшихся типов 3-6D^, l'2EG, Е7 группы типов 3'6Z)4 и 2ЕЪ

квазиразложимы над К, если поле К локально (предложе-
ние 15), поэтому здесь остается рассмотреть только типы '£6
и Е7; над вполне мнимым числовым полем приходится рассмат-
ривать все типы.

Наиболее просто разбирается случай групп G типа Е7. Из
предложения 16 вытекает, что группа G разложима над некото-
рым квадратичным расширением L/K. Далее применяется

Лемма 23. Пусть G — связная К-опреде ленная группа, раз-
ложимая над квадратичным расширением L/K. Тогда суще-
ствует максимальный К-определенный тор Т cr G, разложимый
над L.

Действительно, G обладает подгруппой Бореля, определен-
ной над L, и поэтому согласно лемме 17 существует такая
L-определенная подгруппа Бореля В a G, что Г = В П а ( £) яв-
ляется максимальным /(-определенным тором в G, где а — об-
разующая группы Галуа Gal(L//(). Остается заметить, что в
силу разложимости G над полем L любой /.-определенный тор
в В является L-разложимым.

Предположим теперь, что группа G анизотропна над К и
рассмотрим систему корней R = R(T, G), где Т — тор из лем-
мы 23. В силу /(-анизотропности Т имеем Х(Г)а ={0}, где а*
обозначает действие а на группе характеров. Так как (a*) 2 =id,
то отсюда следует, что а*% = —% для любого % е Х ( Г ) . В част-
ности, а*а = —а для любого a G ^ , и поэтому корневая под-
группа Ga, порожденная одномерными унипотентными подгруп-
пами Ua и U-a (см. § 2.1, п. 10), определена над К. Более того,



6.6. КВАДРАТИЧНЫЕ И ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ 3 8 9

для любого подмножества 2 системы простых корней П cr R
группа G s , порожденная Ga для а е 2, определена над К. (Пре-
дыдущие рассуждения годятся для любой анизотропной груп-
пы, разложимой над квадратичным расширением, и не раз нам
встретятся в дальнейшем.) Возьмем в качестве 2 подмножество,
состоящее из двух соседних корней в диаграмме Дынкина. То-
гда H = G% является /(-определенной подгруппой в G типа Л2,
разложимой над квадратичным расширением L/K. Поэтому из
описания групп такого типа (см. § 2.3) вытекает, что Н не мо-
жет быть не чем иным, как группой, изогенной специальной
унитарной группе SU^if), где / — эрмитова форма над L/K. Но
из утверждения 2 вытекает, что в случае локального или вполне
мнимого числового поля такая форма является изотропной. По-
этому группа Н, и тем более группа G, изотропны над К.

Группы типов 3 ' 6D 4 . Согласно утверждению 2) предложе-
ния 15 группа G, относящаяся к одному из этих типов, обладает
подгруппой Бореля В cr G, определенной над некоторым квад-
ратичным расширением L/K. Предположим, что G является
/(-анизотропной. Тогда пересечение Т = В[)о(В), где а — обра-
зующая группы Gal(L//(), является /(-определенным макси-
мальным тором в G, содержащимся в В. Рассмотрим систему
корней R = R(T,G) и занумеруем простые корни следующим
образом:

(6)

Из явного описания корней (см. табл. IV в книге Бурбаки [4])
вытекает, что р = ai + а2 -\- а 3 + «4 является корнем. При этом
корни ее = аг и р инвариантны относительно всех симметрии
диаграммы (6), и поэтому определены над L. Тогда из /(-анизо-
тропности G, как и выше, получаем, что а*а = —а, а*р = —р,
так что группа Н, порожденная Ga и Gp, определена над К.
Из описания корней вытекает, что Н является группой типа Л2,
разложимой над расширением L/K- Поэтому рассуждения за-
вершаются как и в предыдущем случае.

Группы типа 'Eg. Мы знаем, что Z ( G ) = цз, поэтому, рассуж-
дая как и при доказательстве предложения 16, получим, что G
разложима над некоторым циклическим расширением L/К сте-
пени три. Пусть а — образующая группы Gal(L//(). Здесь ис-
пользованный выше прием, состоящий в рассмотрении /.-опре-
деленной борелевской подгруппы В cz G и пересечения В П
Г) а (В) Пег2 (В) всех ее сдвигов, уже не приводит к цели, ибо
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последнее пересечение может оказаться тривиальным. Однако
можно воспользоваться некоторой его модификацией, суть ко-
торой заключается в том, что вместо борелевских подгрупп ис-
пользуются параболические. А именно, рассмотрим систему кор-
ней R=R(T,G) относительно максимального /.-разложимого
тора T c G и занумеруем простые корни следующим образом:

а, а, ал ос5 а6

• •
(7)

Положим Р = Р& в обозначениях п. 12 § 2.1, где Д = { а 2 , аз, «4,
а5, а6}. Тогда Р является максимальной L-определенной парабо-
лической подгруппой в G коразмерности 16 (dim G = 78,
dim Р = 6 2 ) , центральный тор редуктивной части Р одномерен,
а полупростая часть является группой типа D$. Положим Я =
= Р[\ о(Р)[\ о2(Р). Тогда из теорем о размерности вытекает,
что c o d i m # < 3 - 1 6 = 48, т. е. dim Я ^ 78—48 = 30. Если пред-
положить /С-анизотропной группу G, то Н является /С-опреде-
ленной редуктивной подгруппой в G. Покажем, что ее полупро-
стая часть D содержит простую компоненту не типа Ап. Тогда
изотропность D будет следовать из того факта, что изотропность
групп всех типов, отличных от Ап и Е6, уже установлена. Пред-
положим противное, т. е. пусть D имеет тип Аа{ X • • • X Adn -

Тогда di + • • • + dn ^ 5 и dx + • • • + dn + т ^ 6, где т — раз-
мерность центрального тора в Н. Кроме того, невозможен слу-
чай d , = 5 , ибо D должно содержаться в группе типа D5 (по-
лупростой части Р), а группа типа Л5 вложением в Ь 5 не
обладает (скажем, потому, что порядок группы Вейля W(A5),
равный 6!, не делит порядок W(D5), равный 2^5!). При помощи
элементарных оценок тогда получается, что d i m # = d ? + • • • +
+ dl + 2 (dx + . . . + dn) + m ^ 2 8 , что невозможно, ибо у нас
dim H Зг 30.

Группы типа 2Е6. Пусть L/K — то квадратичное расширение,
над которым G становится внутренней формой. Тогда согласно
уже доказанному, G является L-изотропной. Утверждается, что
на L-индексе группы G хотя бы одна из концевых вершин a* (i =
= 1, 2, 6) в диаграмме (7) является отмеченной. Действи-
тельно, в противном случае /.-анизотропное ядро G имеет про-
стую компоненту типа Ль С другой стороны, анизотропное ядро
должно разлагаться над расширением L степени 3 — противоре-
чие. Тогда соответствующая параболическая подгруппа Р = РА,
где A ={a;\j ф i} определена над L и имеет коразмерность 16
для i = 1, 6 и 21 для i = 2. Если предположить /С-анизотропной



6.7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 4 И 6 3 9 1

группу G, то Н = Р(}о(Р), где а — образующая группы
•Gal (L/K), является редуктивной /С-определенной подгруппой.
В случае c o d i m P = 1 6 имеем codim Н ^ 32, т. е. dim Н ^ 78 —
— 32 = 46, и, как и выше, легко убедиться, что все простые ком-
поненты не могут иметь тип Ап, что и дает требуемое. Поэтому
единственный случай, когда G априори может быть /С-анизо-
тропной, — это случай, когда отмеченной является вершина а 2

и полупростая часть D группы Н является группой типа Л5.
(Ясно, что при этом D совпадает с полупростой частью Р.) Да-
лее, группа D должна разлагаться над расширением L третьей
степени, откуда следует, что для L-индекса D имеется две воз-
можности

® © ® ® ® и -•« 0 - •

Тогда L-индекс G имеет соответственно вид

@ ®—@ ©

В первом случае G разложима над L, и доказательство ее
/С-изотропности проводится, как и в случае групп типа Е7. Рас-
смотрим второй случай. Положим р' = р^', где Д' = {а;|у^=
ф 2,4). Тогда dim Р'= 48, откуда для F = Р' [}о(Р') получаем
оценку dim F ^ 18. Так как F является редуктивной /С-группой,
полупростая часть S которой должна вкладываться в группу
типа А2УСЛ2, то анализ размерностей показывает, что 5 имеет
тип Л 2 Х ^ 2 , и, значит, совпадает с полупростой частью Р. Цен-
трализатор C = Za(S) является полупростой /С-группой типа Л2,
которая становится изотропной над L, ибо даже централизатор
D L-изотропен. Отсюда следует, что С не может быть не чем
иным, как группой типа SU3(f), где / — связанная с расшире-
нием L/K эрмитова форма. Так как группы такого вида /(-изо-
тропны, то доказательство теоремы 26 завершено.

§ 6.7. Доказательство теорем 4 и 6: группы
классических типов

Используя представимость полупростой односвязной /С-груп-
г

пы G в виде G = Т\_ RL./K(GI), где G,-— простая односвязная
г = 1 "

группа над конечным расширением L,- поля /С, мы с помощью
леммы Шапиро без труда получаем редукцию доказательства
теорем 4, 6 к случаю простых групп.
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В этом параграфе мы рассмотрим группы типов 1<2Ai, Bi, Ci,
1'2Di. Структура параграфа следующая. Вначале рассматри-
ваются группы типа 1A.i. Оказывается, что здесь теорема 4 экви-
валентна утверждению о сюръективности приведенной нормы
в простой алгебре над локальным полем (см. п. 3 § 1.4), а тео-
рема 6 — теореме Эйхлера о нормах. Далее, при помощи ут-
верждений 1)—3) предыдущего параграфа доказательство тео-
рем 4 и 6 для групп типов Bi, C},

 l<2Dlt а также специальных
унитарных групп SUn(f) эрмитовых форм над квадратичным
расширением L/K, редуцируется к группам типов В\ = С\ = Л [
и D2 = Л1ХЛ1, которые уже рассмотрены. Таким образом, оста-
ется рассмотреть случай форм типа 2Ai, связанных с некоммута-
тивными телами с инволюцией второго рода (отметим, что над
локальными полями, т. е. при доказательстве теоремы 4, этот
случай встретиться не может). Рассуждения здесь опираются на
сравнительно малоизвестную теорему Ландера, которая у нас
приводится с доказательством. Отметим также, что при доказа-
тельстве теоремы 6 для групп всех типов мы проверяем лишь
отсутствие ядра отображения

Hl(K, G)— П Hl(Kv, G),

ибо его сюръективность уже доказана (предложение 17).
Группы типа 'Л/. Здесь G = SLn(D), где D — конечномерная

алгебра с делением над К. Тогда в силу леммы 2.9

Н1 (К, G) ~ K'/NrdA/K (Л') = Г/Nrdzw (ЕГ),

где А = Mn(D). Если К — локальное поле, то Nrdo/к(!>*) = К*
(см. § 1.4, п. 3), и поэтому Hl(K,G)= 1, т. е. теорема 4 в этой
ситуации доказана. Пусть теперь К — числовое поле. Тогда ото-
бражение

ННК, G)±+ Ц Hl(Kv, G)

эквивалентно отображению

K'/NvdA/K(A')^ П К JNvdAv/Kv{AI),

где Av = А <8К Kv, поэтому тривиальность Кег б равносильна ра-
венству

NrdAIK(A-)= П ( r r i N r d ^ U ; ) ) . (1)

Легко видеть, что при v e VU, группа NrdAv/K0(Al) совпадает

с К1, если Ао является полной матричной алгеброй над Kv

(в частности, если Kv = С ) , и совпадает с множеством положи-
тельных элементов K*v в противном случае, т. е. если Kv = R
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и Av является полной матричной алгеброй над телом веще-
ственных кватернионов. Поэтому равенство (1) следует из тео-
ремы Эйхлера о нормах (см. теорему 1.13).

Группы типов Bi, Ci, x'2Di. Так как для симплектической
группы Sp2n над любым полем К имеем Я 1 (/С, Sp2n)= 1 (см.
предложение 2.7), то мы можем исключить симплектические
группы из дальнейшего рассмотрения. Тогда оставшиеся группы,
относящиеся к одному из указанных типов, являются универ-
сальными накрывающими Gn специальных ортогональных групп
SOn[f) (специальных унитарных групп SUn(f)), где / — невы-
рожденная л-мерная квадратичная форма (соответственно эр-
митова либо косоэрмитова форма над телом кватернионов D).
Одновременно будем рассматривать также специальные унитар-
ные группы SUn(f), отвечающие эрмитовым формам, связанным
с квадратичным расширением L/K, которые относятся к типу
2Л„_Ь Обозначим через W л-мерное векторное пространство над
К (соответственно D или L), на котором определена форма /.
Кроме того, будем обозначать через т0 целое число, которое
было указано в списке классических групп (см. § 2.3, п. 4) для
каждого типа. Его арифметический смысл вытекает из утверж-
дений Г, 2, 3 предыдущего параграфа и состоит в том, что при
л ^ т0 форма / автоматически представляет элемент а е К
(соответственно, эрмитов либо косоэрмитов элемент а е D* или
L*), если К — локальное поле, либо К — числовое поле, и пред-
ставимость имеет место над всеми Kv, v e VU,. Отметим, что
то = 1 для кватернионных групп типа С„, и в этом случае для
соблюдения единообразия удобно считать группу типа Со еди-
ничной группой. Для остальных типов группы Gmo-i относятся
к типам Bi=v4i и Z ) 2 ^ ^ i X ^ i , которые уже были разобраны.

Рассуждение будем вести индукцией по степени п формы /.
Рассмотрим вначале случай локального поля К. Предположим,
что п ^ т0, и покажем, что тривиальность Hl(K,Gn) выте-
кает из тривиальности Hl{K, Gn-\). Зафиксируем анизотропный
вектор х е W. Тогда его стабилизатор в Gn является груп-
пой типа Gn-i (см. предложение 2.21). Покажем, что отобра-
жение Н1 (К, Gn_ :) -5U Я 1 (/С, Gn) сюръективно. Для этого заме-
тим, что в силу теоремы Витта однородное пространство
Gn/Gn-i можно отождествить со «сферой» Х= {y<=W®KR\f{у) =
= f(x)}. Пусть теперь l<=Hl(K,G). Тогда скрученное про-
странство i(Gn/Gn-i) изоморфно «сфере» Y = {y^W®K

®KK\g(y) = f(x)}, где g = %f — соответствующая скрученная
•форма. Так как п^то, то Ук ф 0, и поэтому £ е Im <p (см.
лемму 2.6), что и требовалось.

Перейдем к случаю числового поля К. Если К является чи-
•сто мнимым, то предыдущее рассуждение проходит без всяких
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изменений и позволяет установить тривиальность Hl(K,Gn)~
В общем случае приходится дополнительно использовать один
результат о слабой аппроксимации, который мы докажем в § 7.1.
А именно, пусть x^W—анизотропный вектор и Х = {у^
ЕЕ W®K K\f(y) = f(x)}—соответствующая «сфера»; тогда X об-
ладает слабой аппроксимацией относительно любого конечного

множества S ci VK, т. е. вложение Хк ->XS= J J Хк является

плотным. Мы используем этот факт в следующем контексте. Так
как X является однородным пространством группы Gn, то для
любого v ЕЕ VK и любого xv е Хк орбита (Gn)K xv открыта в.
Хк (следствие 2 из предложения 3.3), и поэтому найдется

х ЕЕ Хк со свойством х е (Gn)K xv для всех v GE 5. Другими
словами, отображение (Gn)K\XK-> Ц ((Gn)K \%к ) соответ-
ствующих пространств орбит сюръективно. Рассмотрим теперь
«точную последовательность» 1 —>Gn_i —>Gn-^->-Z—> 1, где
u(g) = gx, из которой получается следующая коммутативная
диаграмма:

(Gn)K\XK +Hl(K, Gn_i) +Hl{K, Gn)
Oi \п2 <Xi (О),

t t i v /

П (Gn)Kv\XKv^-, П НЧК,, Gn_,)^U П Hl(Kv,Gn)

Пусть теперь ^ ^ К е г а 3 . Как и в локальном случае, скру-
ченное пространство |(Gn/Gn_!) может быть отождествлено со

«сферой» Y = {y<= W ®KK\g{y) = f{x)}, где g = zf — скручен-
ная форма. Поскольку £ ^ К е г а 3 , то над каждым полем Kv,
» E L формы f u g эквивалентны, в частности, уравнение
g(y) = f(x) имеет решение, т. е. УКуФ0. Но по условию
п^з?т0, и поэтому УкФ0. Это означает, что ^ ^ p2(S) Д л я

подходящего Z,<=Hl{K., Gn_{). По условию коцикл Уг(а2(£)) =

^ а 3 (Р2(0) ^ а з ( ^ ) тривиален, так что из точности нижней

строки в (2) получаем а2(£) = у,(г), 2 Ё П (б„)л \Х/С . Но-

выше мы установили, что ai сюръективно, и, значит, z = a i ( a ) ,
a^{Gn)K\XK. Тогда из коммутативности (2) вытекает, что
<Z2(£)= a2(Pi(a)), и поэтому t, = $i(a), ибо по предположению
индукции а2 инъективно. (Индуктивное предположение состоит
в том, что а2 имеет тривиальное ядро для всех групп фиксиро-
ванного типа данной степени п—1, что в силу соображений.
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скручивания эквивалентно инъективности а 2 для того же класса
групп.) Окончательно получаем, что коцикл £ = р2(£) =
= p2(Pi(a)) тривиален.

Группы типа 2Л/. Случай специальных унитарных групп, свя-
занных с квадратичным расширением L/K, был рассмотрен
вместе с группами типов Bt, Di, поэтому теперь обратимся к спе-
циальным унитарным группам G = SUn(f) эрмитовых форм /
над (некоммутативным) телом D с инволюцией а второго рода,
центр L которого является квадратичным расширением основ-
ного поля К (в частности, всюду ниже К — числовое поле). Рас-
суждения здесь являются весьма длинными и сложными, при-
чем их можно разбить на два основных этапа: 1) доказатель-
ство принципа Хассе для соответствующей унитарной группы
Я = Un(f); 2) вывод принципа Хассе для G из принципа Хассе
для Я. В предварительной части доказательства мы проведем
редукцию этих утверждений к некоторым свойствам алгебр
с инволюциями, а затем докажем эти свойства.

Рассмотрим алгебру А= Mn(D) и определим ее инволюцию
т, полагая т( (£,/)) = F(a(xfi) )F~1, где F — матрица формы /.
Обозначим через В группу GLn{D) и через 2 — множество сим-
метрических относительно т элементов В. Тогда отображение
<р: В—>"Х!> у{х) = хх(х) сюръективно, имеет своим ядром груп-
пу Я и поэтому позволяет отождествить 2 с однородным про-
странством В/Н. Точная последовательность 1—>-Я—>-В—>-2->
-*• 1 порождает следующую диаграмму:

Л* • 1К —*-?—*• Я 1 (К, Н) — ^ - ^ Я 1 (К, В) = 1

(3)

П (A®KKJ^ П \ ^ П H1(KV,H)^ П

Пусть £еКегсс 3 . Так как Н1(К,В)=\, то £ = p2(jt), x <=
е И ( . По условию коцикл Y2(a2(*)) = «зШ тривиален, что
в силу точности нижней строки в (3) означает, что а2(-*0 е

e l m v i - С другой стороны, утверждение о тривиальности £
равносильно тому, что x e l m p ! . Таким образом, принцип
Хассе для унитарной группы Я эквивалентен следующей тео-
реме.

Теорема 27 (Ландер [1]). Пусть у е А* — симметрический
элемент. Предположим, что уравнение у = хх(х) имеет реше-
ние х-о е A®KKv для всех v e VK. Тогда оно имеет решение
х <= А*.

Далее, предположим, что принцип Хассе для Я уже доказан.
Положим S = Rz!//c (Gm). Приведенная норма Nrd^/z, индуци-
рует точную последовательность l-*-G-*-H-*-S-*~l, из которой
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получается диаграмма:

Нк >• SK — ^ Я 1 (К, G) — ^ W (К, Н)

(4)>

П s K v - П HHKV,G)^ П W(KV,H)

Опять, если е е К е г б з , то из инъективности 64 вытекает, что
| = 92(я), J E ' S K , причем из коммутативности (4) получаем,
что 82(x)^lmpi. Для доказательства тривиальности £ нам
надо показать, что JCG ImGi. Таким образом, доказательство
завершает следующий унитарный вариант теоремы Эйхлера.

Теорема 28. Пусть у е L* и JVL/K (;/) = 1. Предположим, что
уравнение NT(1A/L (Х) = у для всех v e^VK имеет решение xv e
е A <8>KKV такое, что xvx (xv) = 1. Тогда оно имеет решение х е А*
такое, что хх (х) = 1.

Оставшаяся часть параграфа посвящена доказательству тео-
рем 27 и 28. Доказательство теоремы 27 начнем с редукции

к случаю NrdA/L (у) = 1. Имеем а = Nrdx/z. (у) е Lx = K, причем
для любого v<=VK, полагая t0 = NrdA®KKv/L ®KKV(XV), получим,
что а = tvx(t0) e NL®KKV/KV((L <S>KKVT). Так как для ЦК выпол-
няется принцип Хассе, то a s NL/K(L*), Т. е. a = tx(f) для под-
ходящего t^L*. Покажем, что выбор t можно осуществить,
таким образом, чтобы t e Nrdx/L (А"). Для этого в силу тео-
ремы Эйхлера надо добиться, чтобы t e Nrd.4®LL!B/La,((/4 <8)LLW)*)

для w е Коо. Эквивалентная формулировка: t е [/0 =

= Nгdл® ĉ̂ c0/L® ĉ̂ ct,(('
4 ®кЯ»Г) Для и е к5 . Имеем а = /т(0 =

= tvx(tv), гдe^eNгdл®^c^ct,/L®^c^ct,(^)efУ^^• Тогда z0 = «J"' ^SKv,

где S = Rz!//c(Gm), и поэтому по слабой аппроксимационной

теореме для тора S найдется z^SKf] П zv(SKv f] f/0). Пола-

гая t' = tz ', получим а = /г (/) ̂ ^ t'x {f) и t'^Uv для всех
» e L , что и требовалось. Итак, пусть t = NrdA[b(b), b e А*.
Тогда для у' = b~ lyx (b~l) будем иметь NrdA/ь (у') =
= Nrd4/z. (b~lyx (Ь~1)) = Гхах (/"') = 1. Если предположить, что-
у' = хх (х) для i s / I ' , то у = txx (x) х (t) = (tx) x (tx), и требуемая
редукция получена.

Идея дальнейших рассуждений заключается в том, чтобы
искать решение уравнения у = хх(х) не в Л, а в поле L(y).
Тогда задача сводится к тому, чтобы установить принадлеж-
ность у норменнои группе Nny)/K(y)(L(y)*). Но L(y)/K(y) имеет-
степень 2, и поэтому удовлетворяет норменному принципу Хас-
се, так что достатрч*ю установить, что у является нормой по
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всем пополнениям w e VKiy\ Последнее, как легко видеть, экви-
валентно ТОМУ, ЧТО y^Nny)®KKv/K(y)®KKv(L(y)®KKv) ДЛЯ
всех v e V<K. Чтобы реализовать эту схему, нам придется пе-
рейти от элемента у к элементу у' вида у' = tyx(t), t^
^SLi(A), что допустимо, ибо элементы у и у' одновременно
представимы или не представимы в виде хх(х), х е Л * .

Лемма 24. Пусть у ^SLl (Л) — симметрический элемент. Тогда
если уравнение у = хх(х) имеет решение xv е Л ®к Kv, где
v e V?, то оно имеет также решение zv e SLX(A ®KKv).

Доказательство. Достаточно найти такой элемент / о е Л® ККО

что t х (t \ — 1 и Nrd (t \ — Nrd lx~^\
Для этого рассмотрим отдельно два случая, когда соответст-
венно L <S>K Kv — Ko®Kv и L <S>K Kv — поле. В первом случае
Л ® к Kv — Ах © Л2 — прямая сумма двух простых алгебр, между
которыми существует антиизоморфизм ф: Ах —>• Л2, причем можно
считать, что Те^-линейное продоллсение г задается формулой
г ((а, Ь)) = (ф~1(Ь), ф(а)). Отсюда следует, что элементы /0 е
е Л <S>K Kv, удовлетворяющие соотношению / о т ( / о ) = 1 , имеют
вид tv = {а, ф(а)~'), а е Л*, а значения приведенной нормы на
таких элементах в силу п. 3 § 1.4 заполняют все множество
Х = {(s, s"1) \s e K*v), Остается заметить, что в силу условий
у ^SLx(A), y = xvx(xo) приведенная норма NrdA®KK0/L®KK0(xv)
попадает в X. Во втором случае Аш = A®KKV является пол-
ной матричной алгеброй над полем Lw = L <g>KKv, и можно
выбрать изоморфизм Aw^XMn{Lw) таким образом, что инво-
люция г запишется в виде г ((xit)) = ах ((Xji))a~l, где а =
^ d i a g ( a b . . . , ап), at^Kv Тогда в качестве to можно взять
матрицу вида diag(d, 1, . . . , 1), где d = NrdAw/Lw(xv)~l. Заме-
тим, что в силу у е SLx (Л) и у = xvx (xv) имеем dx (d)= 1, откуда
/ о т ( / о ) = 1 . Лемма 24 доказана.

Завершим доказательство теоремы 27. Зафиксируем в ал-
гебре Л некоторый г-инвариантный порядок с тем, чтобы можно
было корректно говорить о целых точках. Обозначим через So

конечное подмножество VK, содержащее все архимедовы нор-
мирования, а также те неархимедовы, относительно которых
либо элемент у не является единицей, либо расширение L/K
разветвлено. Для каждого a e S o зафиксируем решение zv e
е SLx(A ®K Kv) уравнения у = хх(х). Утверждается, что суще-
ствуют такие открытые подмножества Wv a SLx (A ®KKV), что
для tv ^ ^v элемент tvyx(tv) является квадратом в Kv[tvyx(tv)]-
Действительно, рассмотрим алгебраическую группу F =
= SLX(A®KR) (отметим, что в действительности F =
= RL/K(SLX(A))) И обозначим через Ф множество г-симметри-
ческих элементов в F. Ясно, что Ф содержит полупростые регу-
лярные в F элементы, и поэтому множество Фо последних
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является непустым открытым подмножеством. Так как отображе-
ние F—>• Ф, q>(t) = to(t), очевидно, сюрективно, то отсюда сле-
дует, что Fo ={t e F\ tyx(t)^ Фо} является непустым открытым
по Зарисскому подмножеством в F. С другой стороны, из пред-
ложения 3.3 вытекает, что отображение Фк ^>ФК , pi—>p2 яв-
ляется открытым, в частности, существует окрестность единицы
Uv а Фко, содержащаяся в Ф/с0. Покажем, что множества Wv =
= Fo{] (qp~' (и\ г~') являются искомыми (непустота Wv вытекает
из леммы 3.2). По построению для tv e Wv имеем у' = tvyx{tv) e
е Uv П Фо. Таким образом, у' = s2 для некоторого s e Фк и
алгебра (L(£)KKv) [у'] является максимальной полупростой ком-
мутативной подалгеброй в A®KKv Отсюда следует, что s e
e ( L ®KKV) [у], и так как %(s) = s, то в действительности s e
е Kv [у'], что и требовалось.

Пользуясь теоремой плотности Чеботарева, выберем такое
нормирование v0 ф So, чтобы L <8>KKT» ^ KVa © Kw и, сверх того,
алгебра A^KKV, являлась бы прямой суммой двух матричных
алгебр над Kv0. Тогда группа FKVU некомпактна, и поэтому
к группе F и множеству {vo} применима сильная аппроксима-
ционная теорема 7.13. (Отметим, что доказательство теоремы
7.13, данное Платоновым [4] и приводимое нами в § 7.4, не ис-
пользует никаких результатов о когомологиях над числовыми
полями.) Из нее вытекает существование такого элемента ( e F ,
что t ^ Wv для a e S o и / е Fov Для v ф So [}{v0}. Покажем, что
элемент t является искомым, т. е. для у' = tyx(t) и всех j e F
выполняется условие

у' <^Nny')®KKv/K(y')®KK;v(L(y') <8>KKV), (5)

что, как мы видели выше, позволяет завершить доказательство
теоремы 27. Если v e So, то по построению у' является квад-
ратом в К(у')®к Kv, и условие (5) очевидно. Для разбора
остальных случаев заметим, что L(y')®KKv является «компо-
зитом» L и К(у')®к Kv- Отсюда следует, что условие (5) заве-
домо выполняется, если L <£)к Kv = Kv ® Kv, в частности, для
v = Vo. Пусть теперь v ф So\J{vo}. Тогда, с одной стороны, «рас-
ширение» L(y')®KKv/K{y)®KKv является неразветвленным в
очевидном смысле, с другой — элемент у' является и-адиче-
ской единицей, и условие (5) снова выполняется. Теорема 27 до-
казана.

Замечание. Проверка условий теоремы Ландера заметно
упрощается, если воспользоваться следующим наблюдением: при

v e Vf симметрический элемент у представим в виде у = xvx(xv),
где xv^ A <8>KKV, в том и только том случае, если Nrd^/z.^) e
^NL®KKV/KV((L<8>KKV)'). Для доказательства достаточности пред-
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положим,Ц!что NrdAiL(y) = NL®KKv/Kv(z), z e / . ® s ^ 0 . Найдем
элемент / е A <8>KKV такой,»что NrcU ®лKV/L ®ЛKV (0 = &и рассмот-
рим элемент у' = l~lyz{f). Достаточно показать, что у' пред-
ставим в виде y' = xvi;(xv), xv <= A®KKV. Но это вытекает из
уже доказанного результата о том, что Hl{Kv, G ) = l , где
G = S£/n (/) — специальная унитарная группа. В самом деле,
введенное выше отображение qp: F —>• Ф индуцирует точную

Ф
последовательность 1-^-G-^-F—>-ф—>-1 и соответствующую
когомологическую последовательность

Так как Hl(Kv, G)=l, то ф(Fко) = Фко, что и требовалось.

Доказательство теоремы 28 представляет собой унитарный
вариант доказательства теоремы Эйхлера, приведенного в книге
Вейля [7]. А именно, строится неприводимый над L полином
f(t) = ln-\-an-itn-l+ ... +а0, степень которого равна степени
алгебры А (корню квадратному из dimLA), ao = (—\)пу, со
следующим свойством: расширение P = L(x), где х — корень /,
вкладывается в А таким образом, что хт(х)= 1. В этом случае
NT<1A/L(X) = у, и элемент х—искомый. Читатель легко покажет
самостоятельно, что без ограничения общности можно считать
локальные решения х0 уравнения NrdA/L(x) = у полупростыми
регулярными элементами в группе RL/K(GLI(A)). ИСКОМЫЙ ПО-
ЛИНОМ /(/) мы построим, беря достаточно близкую аппроксима-
цию характеристических полиномов fv{t) элементов xv относи-
тельно некоторого конечного множества нормирований S. Чтобы
придать словам «достаточно близкий» точный смысл, нам пона-
добятся некоторые предварительные рассуждения.

Пусть %: \п-+ А" — регулярное отображение, которое х =
= (xi, . . . , хп) ставит в соответствие упорядоченную совокуп-

п

ность коэффициентов полинома / (х, t) ~T\_ (t — xj) (которые
i = \

с точностью до знака совпадают с элементарными симметриче-
скими функциями от х\, ..., хп) •

Лемма 25. Если все координаты точки х = (х\, . . . , хп) раз-
личны, то дифференциал dx% является линейным изоморфизмом.

Доказательство. Достаточно показать, что dx% инъективно.
Пусть dx%(Xu . . . , Хп) = 0. На языке двойных чисел это озна-
чает, что

П(*-(*/ + ВД = П (*-*/), где 62 = 0.

Полагая в этом равенстве t = xt, получим bXt Ц ({xt — х,) —
!Ф1
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— 6Xj) = 0, откуда в силу условия X/ ф х-, при i ф ] вытекает,
что Xt = 0. Лемма доказана.

Зафиксируем теперь v_^ VK и рассмотрим ^-многообразие
W = ((L <g)K Kv) [xv]) <8>KV Kv вместе с регулярным отображением
%: W'—>-В = (L®KRv)

n, которое сопоставляет элементу коэффи-
циенты соответствующего характеристического полинома. Из
леммы 25 вытекает, что в регулярной точке z e W дифферен-
циал dz% является линейным изоморфизмом, что в силу предло-
жения 3.3 влечет открытость отображения %v: (L®KKv) [xv]-*-
—>-(L ®KKV)H В любой регулярной точке. На этом пути легко
получить другое доказательство леммы Краснера (см. § 6.4).
Для наших целей понадобится ее унитарный вариант. Обозна-
чим через X подмногообразие в W, состоящее из унитарных от-
носительно г элементов, а через У—подмногообразие в В, со-
стоящее из наборов (ао, ..., ап-0, удовлетворяющих условиям

х(ао)ао=1, aox(ai) = an__l, i = \,...,n — \. (6)

Если характеристический полином элемента х имеет вид f(t) =
= tn + ctn-it11'1 + •.. + ПО, то характеристические полиномы
элементов х~1 и х(х) имеют соответственно вид /" + ala^lf~1 +
+ ...+а~1 и tn + x(an_l)tn~l+ . . . +х(ао). Отсюда следует,
что 1 индуцирует морфизм %*: X-+Y, причем легко подсчитать,
что размерности многообразий X и У равны п. Ясно, что X
является (мультипликативной) алгебраической группой, в ча-
стности, гладким многообразием. Непосредственная проверка
позволяет также установить гладкость У. Далее, для г е ^ диф-
ференциал dzf? является ограничением dz% на касательное про-
странство ТгХ, поэтому является линейным изоморфизмом на
7V(Z)F. Применяя предложение 3.3, получим, что отображение
%*: Х„ ~> К„ является открытым в любой регулярной точке. В ча-

стности, найдется такая окрестность Uo a Yк точки av = %* (xv^,
что для любого а е Uv найдется регулярный элемент х е XKV,
для которого %1(х) = а. Это утверждение можно перефор-
мулировать на языке характеристических полиномов в духе
классической леммы Краснера. Пусть характеристический поли-
ном элемента xv имеет вид fv(t) = tn -\-av

n_itn + . . . + ао-
Тогда если полином f(t) = tn-\-an-itn~l-\- . . . + а0 достаточно
близок к полиному fv в том смысле, что отвечающая ему точка
а = (а0, ..., an-i) лежит в построенной окрестности Uv точки
а

0 = [cPQ, . . . , аРп_Л, причем удовлетворяются условия (6), то
существует такой корень х е (L ®K Kv) [xv] полинома f, что
(L®KKO)[X]=(L®KKV)[XV] ИДСТ(ДС)=1.

Осуществим теперь выбор конечного множества S, относи-
тельно которого будет вестись аппроксимация полиномов Д,.
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Лемма 26. Существует такое конечное подмножество So с= VK,
содержащее V*, что для v ф So любая коммутативная полупро-
стая алгебра Bv размерности п над L ®KKv, снабженная инво-
люцией, ограничение которой на L совпадает с т, допускает вло-
жение в A ®KKv как алгебра с инволюцией.

Доказательство. Известно (теорема 7), что для почти всех
v e Vf группа G = SUn(f)= SU(A, т) является /(.„-квазиразло-
жимой. А тогда, как следует из предложения 19 и последующих
рассуждений, любая алгебра с инволюцией степени п над
L®KKv вкладывается в (А <£)к Kv, т). Поэтому в качестве So
можно взять объединение V'L со множеством тех неархиме-
довых v, для которых группа G не является ТСо-квазиразложи-
мой. Лемма доказана.

Выберем еще два нормирования vb v2 e VK\S0, обладающие
следующими свойствами: L <S>^KVi является полем для i= 1, 2,
причем расширение L®KKvJKOl неразветвлено. Обозначим
через BVl алгебру L<g)KE, где Е — неразветвленное расширение
KVl 'степени п, снабженную инволюцией аь которая опреде-
ляется условиями: Oi\L = x\L> a ^ g ^ i d . Рассмотрим, далее,
алгебру BV2— (L <8>кКи2)

п, снабдив ее инволюцией а2, которая
на каждом слагаемом индуцируется т. Покажем, что сущест-
вуют элементы i ,-ef i t . ( г = 1 , 2) со следующими свойствами:
NBV[iL®KKVl(xi) = y,BV[ = (L<8>KKvt)[xi] и Oi(xt)xt = l. Это оче-
видно для i = 2, поэтому разберем случай i ^ l . Пользуясь
теоремой 90 Гильберта, представим i в виде y = x(z)z~l, где
в силу неразветвленности L®KKVl над KV{ элемент г е
е (L ®K.KV,)* можно без ограничения общности считать о г

адической единицей. Так как расширение E/KVl неразветвлено,
то можно найти элемент / e f l t l такой, что NBVIL®KKV (0 = z -

Тогда элемент s = cr1(/)/~1 будет удовлетворять свойствам
NBV IL®KKV (s) = y и (Ti(s)s^ l . Для получения xVl остается

«подправить» s на унитарный элемент с нормой 1 с тем, чтобы
получился регулярный элемент. Поскольку vt ф. So, то суще-
ствуют вложения алгебр Bv. в А ® л KV{ как алгебр с инволю-
циями, так что в дальнейшем мы можем считать Bv. подалгеб-
рами в А <8кК0{.

Теперь уже легко завершить построение искомого полинома
/. Положим S =So{J{vi,v2} и для каждого t i e S рассмотрим
соответствующий элемент xv, причем считаем, что для v = vt

элемент х0 совпадает с построенным выше элементом xt, и пусть
f (t) z=t'1 + av

n-itn~ + - - • . + a o — е г о характеристический поли-
ном. Тогда для его коэффициентов выполняются условия (6), и,
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сверх того, а% = (—\)пу. Полагая ао = (—\)пу в (6), мы полу-
чим для остальных коэффициентов систему линейных уравнений
с коэффициентами из К. Поэтому, используя слабую аппрокси-
мацию для поля К, можно найти набор (а0, . . . , a n _ i ) e Ln,
удовлетворяющий (6), такой, что ао=(—\)пу, и достаточно
близкий к (ag, . . . , а°_,) по всем o e S в указанном смыс-
ле. Рассмотрим L-алгебру Р = L [t]/(f(t)), где f(t)=tn-\-
+ an-itn~l + . . . + а0, обозначим через х образ t в Р и опреде-
лим инволюцию а алгебры Р условиями: ограничение а\ь со-
впадает с г и e(x) = x~i (в силу условий (6) такая инволюция
существует). Нам остается установить существование L-вложе-
ния 8: Р-+А как алгебр с инволюциями, ибо тогда элемент Q(x)
является искомым.

Для этого заметим, что из наших построений вытекает, во-
первых, существование вложений Qv: Р ®к Kv—>-A ®K Kv как
алгебр с инволюциями для всех v e VK, и, во-вторых, существо-
вание вложения е: Р-*-А как алгебр без инволюций. Действи-
тельно, существование Qv для v ф So вытекает из леммы 26.
Чтобы установить существование Qv для v e So, достаточно
найти такой элемент x'v e A <8)KKV, что /(Х) = 0, алгебра
(L <8>KKV) [x'v\ имеет размерность п над L <S>KKV и t(x'v}x'v= 1.
Но по построению такой элемент можно указать уже в
(L<8>KKV) [xv]. Используя критерий вложимости поля в простую
алгебру в качестве максимального подполя (см. § 1.5, п. 1),
легко показать, что существование е вытекает из существова-
ния 01,, если установить, что Р является полем. Рассмотрим
/С-алгебру неподвижных точек F = Pa. Тогда по построению

Р &KKV>^Z(L ®KKV>)[XI] ^ L <8жЕ, откуда следует, что F
<8> KKv, — E является неразветвленным расширением поля KVl

степени п; в частности, F — поле. Вложим поле F в алгебраи-
ческое замыкание К поля К и покажем, что для его нормаль-
ного замыкания М имеем М {] L = К. Для этого используем
нормирование иг- По построению Р <8>KKV2 = (F <8)KL) <8>KKV- =
= (F®KKvi)®KvSL®KKv2)^(L®KVl)

n, откуда F <S>KKV2^ Кп

щ, я,
значит, М a KV2, в то время как [L <8)KKV2 '• KVl] — 2. В частнос-
ти, Р = F <8>KL = FL является полем.

Посредством е отождествим Р с подалгеброй в Л и продол-
жим инволюцию а до инволюции всей алгебры А, причем про-
должение будем обозначать той же буквой. Тогда существует
такой симметрический элемент ( е / ! * , что o(z)= tx{z)t~l для
всех г е / 1 (см. лемму 2.10). По теореме Сколема—Нётер лю-
бое другое вложение Р в А имеет вид x*—*-s~lxs, s e Л*, и наша
задача сводится к осуществлению выбора элемента s таким об-
разом, чтобы получающееся вложение было согласовано с ин-
волюциями, т. е. sa(z)s~1 = x(s2s~') для всех г е Р . Простое
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вычисление показывает, что последнее условие эквивалентно
включению sx^t'1 e ZA (P) = Р. Таким образом, нам надо
найти элемент d e P * , для которого уравнение sx(s) = bt имеет
решение S E - 4 ' . ДЛЯ ЭТОГО, согласно теореме Ландера, доста-
точно выбрать b e P* таким образом, чтобы существовали ло-
кальные решения Sz, е ( Л ®KKv)*. При этом, как мы отметили
после доказательства теоремы Ландера, для v e vf условие
разрешимости уравнения sx(s)~bt в A®KKV (в предположе-
нии, что x(bt)=bt) можно записать в виде NrdA/L (bt) <=
е NL®KKv/Kv((L<8>Kkv)')- Итак, осталось найти такой b <= Р,
чтобы выполнялись условия

NrdA,L(bt)^NLfK(L'), (7)
г (bt) = bt, (8)

и, сверх того, уравнение sx(s)=bt было разрешимо в A®KKV

для v e V*. Условие (8) эквивалентно тому, что o(b)= b, т. е.
b e F. Тогда (7) перепишется в виде

г = NTUA/L (t) e= NFIK (b)~l NL,K (Г). (9)

При этом из существования 6̂ , вытекает, что соответствующая
задача разрешима всюду локально, т. е. для любого I I G F су-
ществует bv e ( F ®к Kv)*, для которого уравнение sx(s) = bvt
имеет решение sv е ( Л ®KKv)- В частности,

r<E=NF ®KKV/KV ((F ®к KvY) NL ®KKV/KV ((L ®K KV)'). (10)

Воспользуемся теперь тем обстоятельством, что для пары по-
лей F, L имеет место мультинорменный принцип Хассе, ибо вы-
полняются условия предложения 11 (тот факт, что нормальное
замыкание F пересекается с L по К, был установлен выше;
а справедливость норменного принципа для L/K вытекает из
теоремы Хассе). Поэтому из (10) вытекает, что

r = NFfK(Jb0)-lNLfK(l0) (И)

для подходящих bo^F*, /0 G L'. Для завершения рассуждений
остается построить такие элементы fter , I G L , ЧТО ОПЯТЬ
г = NFIK (b) NL/K (0 и уравнение sx (s) = bt разрешимо в (А ®к Kv)*
для и е Уоо. Для каждого о е У ^ множество Фо элементов вида
sx (s), s е (Л <S>KKvY открыто во множестве 2 0 симметрических
элементов. Поэтому если уравнение sx(s) = bvt разрешимо, то
разрешимо и любое уравнение sx(s) = bt, где b e F ®кКв

достаточно близко к Ь. Ясно также, что г = NF ®KKV/KV

(bo) NL ®KKV/KV (lv) для подходящего lv s L ®/c Kv. Таким образом,
достаточно доказать следующее утверждение:
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Лемма 27. Множество X = {(b, [)\=F*XL*\r<=NFiK(bylNLiK([)}
плотное П Xv,ndeXv = {(bv,l0)f=(F®KKv)'X(L®KKv)'\r =

V

= NF ®KKV/KV (b0) • NL ®KKV/K }

Доказательство. Утверждение леммы означает, что для мно-
гообразия C={b,l)<=RF/K(Gm)X Ъь/к(вт) \r=NF/K(b-l)NL/K(l)}
выполняется слабая аппроксимация относительно множества
S = V*. Имеем с = (Ь0, /о)е Ск (см. (11)) и С = сТ, где Т -
подтор в RF/^(Gm)X RL/jc(Gm), задаваемый уравнением
NF/K{b) = NL/K(l). При этом плотность Ск в Cs эквивалентна
плотности Тк в 7S, т. е. слабой аппроксимации для Т. Однако
в случае S=V& последнее свойство имеет место для любого
тора (см. предложение 7.8). Доказательство леммы 27, а вместе
с тем и теоремы 28 завершено.

Упражнения. 1) Отбрасывая в приведенном доказательстве
рассуждения, связанные со спецификой унитарной ситуации, по-
лучить доказательство теоремы Эйхлера о нормах.

2) Получить эрмитов аналог теоремы 28. Более точно, пока-
зать, что для у е К* уравнение Nr<1A/L(X) = у имеет решение
i G / 1 * такое, что %(х) = х, если для любого o e F оно имеет
решение х л е / 5 <8>к Kv такое, что x(xv) = xv.

§ 6.8. Доказательство теорем 4 и 6: группы
исключительных типов

В настоящем параграфе мы завершим доказательство тео-
рем 4 и 6, рассмотрев группы типов 3'6£>4,

 1>2£б, Е7, £8, F4 и G2.
Всюду через G обозначается простая односвязная ТС-группа, от-
носящаяся к одному из указанных типов, а через Go—квази-
разложимая ТС-группа того же внутреннего типа, что и G.

Вначале разберем наиболее простой случай групп типа G2

и дадим редукцию случая групп типа F^ к группам типа D\.
Группы типа G2. Покажем вначале, что если К — локальное

либо чисто мнимое числовое поле, то Н1(К, Go)= 1. Пусть | е
е Я1 (ТС, Go). Тогда согласно предложению 19 найдется такой
/С-определенный максимальный тор Т a Go, что £ лежит в об-
разе отображения Я 1 (К, Т) —*• Я 1 (К, Go). Покажем, что послед-
нее отображение на самом деле тривиально. Обозначим через
R=R(T,G) соответствующую систему корней, и пусть Roc=R
подмножество, состоящее из длинных корней. Из описания си-
стемы корней типа G2 (таблица IX в книге Бурбаки [4],
гл. IV—VI) вытекает, что Ro образует замкнутую подсистему
корней в R типа Л2. Отсюда следует, что подгруппа Я a Go, по-
рожденная корневыми группами Ga для а е Ro, является про-
стой группой типа Л2. Далее, система Ro, очевидно, инвариантна
при всех автоморфизмах системы R, поэтому автоморфизмы
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а е Gal (К/К) переставляют группы Ga, « e f t , между собой,
и таким образом группа Я определена над Д. Наконец, неслож-
ное вычисление с корнями, которое мы опускаем, позволяет
установить, что для Я выполняются условия критерия односвяз-
ности (см. теорему 2.6), так что Я односвязна. Из справедливо-
сти теорем 4 и 6 для групп классических типов (см. предыду-
щий параграф) тогда вытекает, что Я'(Д, Я ) = 1 . Но ср, оче-
видно, раскладывается в композицию Н1(К,Т)—>-Н1(К, Н)—>-
—*- Я1 (К, Go), и поэтому ф тривиально. Итак, Я'(Д, Go)= 1. По-
скольку группа Go является одновременно односвязной и при-
соединенной, последнее означает, что Go является единственной
Д-формой типа G2, т. е. любая Д-группа этого типа разложима
над /С Поэтому на самом деле Я 1 (ТС, G) = 1 для любой Д-груп-
пы G типа G2.

Нам остается показать, что для любого не вполне мнимого

числового поля Д отображение Hl(K, G)—> П Hl(Kv, G)

имеет тривиальное ядро. Эта часть рассуждений в той или иной
степени повторяется для групп всех типов, кроме Е6, и основы-
вается на следующей лемме, которую мы докажем в самой об-
щей ситуации.

Лемма 28. Пусть G — полупростая алгебраическая группа,
определенная над произвольным полем К. Предположим, что G
обладает подгруппой Бореля В, определенной над квадратичным
расширением L/K, причем Т = В f)e(B) — максимальный К-тор
в G (а— образующая группы Gal(L/K)). Тогда любой коцикл
| е Zl(L/K, G) эквивалентен коциклу £' е Zl(L/K, T). При этом
если поле К — числовое и | e Z ' (L/K, G) представляет элемент
аз Кег (Н1 (К, G) -> П Я 1 (Kv, G)\ то и коцикл i ' e Z 1 (L/K, T)

V °=v£ )
представляет элемент из Кег(Н1(К, Т) ->• П Я 1 (Kv, T)\.

Доказательство. Коцикл | задается элементом аа е GL та-
ким, что аао(аа)= 1. Обозначим через Я группу RL/K(G). Авто-
морфизм о индуцирует Доопределенный автоморфизм группы
Я ~ RL/K(G), который мы будем обозначать той же буквой. Вве-
дем в рассмотрение д'-определенное подмногообразие ZcnH, за-
даваемое уравнением /za(/z)=l. Тогда коциклы | е Zl(L/K, G)
отвечают точкам из ZK, а группа Я действует на Z по формуле
(h, z)t->h~lzo(h), причем это действие Д-определено и транзи-
тивно. Так как Нк плотно в Я (теорема 2.2), то отсюда сле-
дует, что множество коциклов, эквивалентных | , образует плот-
ное по Зарисскому подмножество в Z. С другой стороны, из
соотношения Т = В[)о(В) вытекает, что о (В) совпадает с под-
группой В~, противоположной В. Обозначим через U и U—
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унипотентные радикалы подгрупп В и В~соответственно. Из раз-
ложения Брюа вытекает, что морфизм-произведение ц: U X
У(Т y(U--+ G является определенным над L изоморфизмом на
открытое подмножество W с: G. Отсюда следует, что некоторый
эквивалентный £ коцикл задается элементом ba^. WL. Пусть
ba = U[tu2, где «1 е UL, t^TL, u2^UZ. Тогда из условия
ст(Ьа) = 6~1

) единственности разложения Брюа и того, что
o(U)=U-, a(f7-)=f7, вытекают соотношения a ( u i ) = u 7 1 ,
а(иЛ = и-{ и o(t) = t~\ Покажем, что коцикл \', определяе-
мый элементом a'o = t, является искомым. Действительно, о / =
= t = u~lu,tu2u~{ = u~[bco (Uj), т. е. коцикл £' эквивалентен | в
Iх (ЦК, G).

Чтобы получить в числовом случае коцикл I' e Z1 (L/K, Т),
задающий элемент из Кег/Я^/С, Т) ->• Д Hl(Kv, Т)\, преды-

V - ^ )
дущие рассуждения следует немного уточнить. А именно, по
условию для каждого вещественного нормирования v поля К
со свойством Lw = LKV Ф- Kv (множество таких v мы обозначим
через S) найдется элемент gv^GL , удовлетворяющий соот-
ношению ao = g'~1 о (gv). Рассмотрим группу В = RL/K(T), под-
многообразие D d В, задающее коциклы из Z1 (L/K,T), и дей-
ствие В на D, аналогичное описанному выше действию Н на Z.
Тогда из предложения 3.3 вытекает существование такого от-
крытого подмножества Ао с TLw ~ BKv, что если ( е Д „ и
to(t)= 1, то коцикл в Z'(Lw/Kv,T), определяемый элементом t,
тривиален. Из разложения Брюа вытекает, что множество Fv =
= ULW&VULW открыто в GLW В ш-адической топологии. В силу
предложения 7.9 GL плотно в Ц GL . С другой стороны,

если выбирать элемент g достаточно близким к g~l, то можно
сделать элемент g~1aacr(g) произвольно близким к единице. От-
сюда следует существование такого g^GL, что b<s=g-la<ycf{g) e
e f , для всех o e S . Тогда если Ьа=и^и2 — соответствующее
разложение Брюа, то, как мы видели выше, коцикл £', задавае-
мый элементом a!a = t, эквивалентен \. При этом, по построе-
нию, t еД„, так что £' становится тривиальным в Hl(Lw/Kv, T).
Остается заметить, что L d Kv для v e KU\S и £' автоматиче-
ски тривиален в Hl(Kv, T). Лемма доказана.

Вернемся теперь к нашей /С-группе G типа G2. Пусть | е
е К е г р и £. = / C ( V = T ) , Gal (L/K) = (o). Согласно уже дока-
занному, I становится тривиальным коциклом в HX(L,G), т. е.
| е Hl(L/K, G), и G является L-разложимой. Используя лем-
му 17, выберем L-определенную подгруппу Бореля В a G та-

жую, что Т = В(]а(В) — максимальный /(-тор в G. Согласно
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лемме 28, переходя к эквивалентному коциклу, можно без огра-

ничения общности предполагать, что I е Кег/'я 1 (К, Т)—>••

—*• И Hl(Kv, T)\. Но выше мы видели, что любой /(-опреде-) \ .

ленный тор Т d G содержится в некоторой односвязной /(-под-
группе Я a G типа А2. Поэтому из справедливости принципа
Хассе для Я вытекает, что £ является тривиальным коциклом
в Н1(К,Н), и тем более в Hl(K, G).

Отметим, что доказательство теорем 4 и 6 для группы G
типа G2 можно было получить, воспользовавшись геометриче-
ской реализацией G как группы автоморфизмов некоторой
/(-определенной алгебры октав, однако мы предпочли дать рас-
суждение, основанное на структурных соображениях, тем более
что оно содержит ряд типичных моментов.

Группы типа F4. Этот тип редуцируется к группам типа Z)4

точно так же, как тип G2 редуцировался к Л2. Пусть вначале
поле К является локальным или вполне мнимым числовым,
| е Я ' ( / ( , Go). С помощью предложения 19 найдем такой мак-
симальный /(-тор Т d Go, что | лежит в образе отображения
Hl(K, T)^- Hl(K, Go). Предположим теперь, что теоремы 4 и 6
доказаны для групп типа Z)4 (включая внешние формы типов
3Z)4 и 6Z)4). Тогда для доказательства тривиальности £ доста-
точно построить содержащую Т односвязную /(-определенную1

подгруппу Я d G типа Z)4- Но из явного описания системы кор-
ней типа Fi (см. таблицу VIII в книге Бурбаки [4]) вытекает,
что таковой является подгруппа, порожденная корневыми под-
группами Ga, где а пробегает все длинные корни системы R =
= R(T, G). Здесь также группа Go является одновременно од-
носвязной и присоединенной, поэтому из тривиальности
Hl(K,Go) получаем, что любая /(-группа G типа F 4 разложи-
ма, а следовательно, Я1 (/С, G)= 1.

Доказательство принципа Хассе для группы G типа F 4 над
числовым полем К, не являющимся вполне мнимым, дословно
повторяет соответствующее рассуждение для типа G2.

Группы типа 3-6.D4. Как обычно, покажем вначале, что
Hl(K, Go)= 1, если поле К—локальное или вполне мнимое чис-
ловое. Пусть l^Hl(K, Go) и G ^ ^Go. Установим, что G яв-
ляется /(-квазиразложимой, т. е. G ~ Go. Предположим против-
ное. Тогда возможны два случая: G изотропна над К и G ани-
зотропна над К. В первом случае единственная возможность.
для индекса G имеет вид
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(см. Тите [2]). Обозначим через S максимальный /(-разложи-
мый тор в G, и пусть Т — некоторый /(-определенный макси-
мальный тор в его централизаторе С ~ Ca(S). Согласно пред-
ложению 18 GQ^^G ДЛЯ подходящего коцикла [хеЯ 1 (/( , Т),
поэтому нам достаточно показать, что #'(/(, С) = 1. Но полупро-
стая часть Н = [С,С] является односвязной /(-группой типа
.Л 1 X Л1 X Л1, и поэтому Н1 (К, Н)=\. С другой стороны, фак-
торгруппа С/Н является одномерным /(-разложимым тором, так
что Я1 (/С, С/Н)= 1. Поэтому из точной последовательности
Н1(К,Н)^Н1(К,С)^Н1(К,С/Н) вытекает, что Н1(К,С)=\,
и требуемое доказано.

Пусть теперь G /(-анизотропна. Обозначим через L мини-
мальное расширение Галуа поля К, над которым Go становится
внутренней формой. Тогда $ = Ga\(L/K) есть либо цикличе-
ская группа третьего порядка, либо симметрическая группа S3.
Разберем первый случай. Поскольку над L группа Go стано-
вится группой типа XDA, то согласно уже доказанному
#'(/,, Go) = 1 ; следовательно, над L G ~G0 — разложимая
группа. Занумеруем корни L-разложимого тора следующим об-
разом:

и обозначим через Р L-определенную параболическую подгруп-
пу Р д с G, где А = {аг, «з, оц}. Простой подсчет показывает, что
dimG = 28, dimP = 22, т. е. codimP = 6. Пусть о — образую-
щая группы 2?. Положим С = Р f| o(P)f\ о2(Р). Ясно, что С яв-
ляется /(-определенной подгруппой, которая редуктивна в силу
/(-анизотропности G. При этом dim С ̂  dim G — 3codim.P=10.
Выясним строение группы С. Пусть Я = [С, С] — полупростая
часть С. По построению Я должна содержаться в полупростой
части Р' группы Р, которая является простой L-разложимой
группой типа А3. Кроме того, поскольку для групп меньшей
размерности теоремы 4 и 6, а значит, и теоремы 5, 25 уже дока-
заны, то из /(-анизотропности Я вытекает, что все ее простые
компоненты имеют тип Л/, и поэтому для типа Я имеются лишь
следующие возможности: А\, J 4 I X ^ I , A2 И Л3- Первые два слу-
чая не реализуются из соображений размерности, а последний —
в силу того, что здесь Я должна совпадать с Р' и, следова-
тельно, является /(-анизотропной группой типа Л3, которая ста-
новится разложимой над кубическим расширением К, что не-
возможно. Итак, Я имеет тип А2, так что dim Я = 8, и, значит,
С = HS — почти прямое произведение, где S — двумерный
Х-тор. Покажем, что S является L-разложимым. Обозначим



6.8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 4 И 6 409^

через So максимальный L-разложимый подтор в S. Из наших
построений вытекает, что S o ^ ( e ) , и поэтому остается исклю-
чить возможность d i m S o = l . Так как L/K— расширение Га-
луа, то 5 0 определен над К, и, следовательно, имеет вид So =
= Rfi/к (Gm), где Е/К— квадратичное расширение. Но такой
тор остается анизотропным над L — противоречие. Вкладывая
теперь S в максимальный L-разложимый тор и замечая, что
HcnZo(S), получаем, что Н также является L-разложимой.
В частности, Н — внутренняя форма над К, ибо [L : К] = 3, т. е.
Н = SL} (D), где D — тело индекса 3 над К такое, что D ®KL =
= M3(L). Из последнего условия вытекает, что L вкладывается
в D и, следовательно, определяет максимальный /(-определен-
ный и разложимый над L тор S' = Ri.//c(Gm) с= Н. Тогда Т =
= SS' — максимальный /(-определенный тор в С и G, который
анизотропен над К и разложим над L. Отсюда следует, что для
любого характера %еХ(Г) имеем % + а(%) + о2(%) = 0. По-
этому для любого корня а е ^ ( Г , G) группа Gs , порожден-
ная корневыми группами Gy для у е 2 а = {а, а(а)}, является
/(-определенной односвязной группой типа А2. Положим Т? =
= T[\Gz и выберем такие два корня а, р е / ? ( Г , G), что
Т = Т? X Тъ (читателю следует убедиться в их существова-

а 0

нии). Согласно предложению 18 Go = ^G для подходящего
^ ={ах} е Н'(К, Т). Покажем, что jx является тривиальным
в G. Пусть |»а = К } е Я ' р ^ и н = {а*}<= W(K, Т^)-
проекции ц, на Т?а и 7s соответственно. Так как Я 1 (/(, Gs ) =

= 1, то a$ = g~lT(g) для подходящего g e Gs . Имеем Ьх =
= ёахх(ё)~1 = ёах§~1 е F = gG?. g~l- Остается установить, что

группа F определена над К, ибо тогда Hl{K, F) = \ и {Ьх\

тривиален в G. Для произвольного т е Gal (К/К)

ибо a® e T j нормализует G2 . Таким образом, в случае [L:/<C]=3
Э а

изоморфизм G ~ Go установлен.
Пусть теперь ^ = Gal(L//() ~ S3. Обозначим через Е квад-

ратичное расширение К, содержащееся в L. Согласно уже до-
казанному, группа G становится квазиразложимой над Е. Но
тогда, как и при доказательстве теоремы 26, устанавливается,
что G изотропна над К, а изотропный случай уже рассмотрен.

Итак, во всех случаях G = 5Go а* Go. Это означает, что £„
проектируется в тривиальный коцикл в соответствующей при-
соединенной группе, т. е. £ лежит в Hl(K,Z), где Z — центр Go.
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Но тогда 1-,^ Н1(К,Т0), где То — максимальный тор /(-опреде-
ленной подгруппы Бореля группы Go. Анализ индекса

группы Go показывает, что То имеет вид То = Gm X Ям/к((*т),
где MczL — подполе третьей степени над К, так что Я 1 (К, То) = 1,
и тем более £ тривиален в Н1 {К, Go). Таким образом, доказа-
тельство тривиальности Я1 (К, Go) завершено.

Пусть теперь К — локальное поле. Так как тривиальность
Я1 (К, Go) уже доказана, то из предложения 15 вытекает, что
любая простая односвязная /(-группа G типов 3 6Z)4 квазираз-
ложима над К, т. е. G ~ Go. Поэтому Я1 (К, G) = Я 1 (К, Go) = 1,
и теорема 4 доказана.

Для доказательства теоремы 6 нам понадобится
Лемма 29. Пусть G — простая односвязная группа типа 3'6Z)4

над числовым полем К, Е/К — минимальное расширение Галуа,
над которым G становится внутренней формой. Тогда суще-
ствует квадратичное расширение L/K со следующими свой-
ствами:

1) L и Е линейно разделены над К',
2) L является вполне мнимым;
3) G становится квазиразложимой над L.
Доказательство получается несложным уточнением рассуж-

дений из доказательства предложения 15 и оставляется чита-
телю в качестве упражнения.

Пусть теперь \ е= Кег (Н1 (К, G) ~^> П Hl(Kv, G)\ и L/K —

расширение, построенное в лемме 29. Так как над L G ~ Go, то
•согласно уже доказанному Hl{L,G)= 1, поэтому l^Hl(L/K, G).
Пусть BaG — такая L-определенная подгруппа Бореля, что
Т = В [}о(В) — максимальный /(-тор в G, где о — образующая
Gal(L/K) (см. лемму 17). Применяя лемму 28 и переходя
к эквивалентному коциклу, можно считать, что £ = {ах} е
е= Кег / Я 1 (К, Г)-> П Hl(Kv, T)\ Для дальнейшего нам по-

надобится описание действия а на корни из R(T,G). Более
точно, поскольку полем разложения для Т является LE, то дей-
ствие Gal(L//() на Х(Г) определить нельзя, а следует рассмот-
реть действие всей группы Ga\(LE/K). По этой причине нам
придется продолжить о на LE, причем в силу линейной разде-
ленности L и Е можно считать, что это продолжение действует
на Е тривиально, и мы будем обозначать его той же буквой.
Так как G становится над Е внутренней формой, то о обязан
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действовать на \(Т) как элемент группы Вейля W(T, G). С дру-
гой стороны, поскольку Т = В[}о(В), то а переводит положи-
тельные корни, связанные с В, в отрицательные. Но в группе
Вейля системы корней типа Z)4 единственным элементом с та-
ким свойством является (—1) (см. таблицу IV в книге Бурбаки
[4]). Поэтому о действует на Х(Г) умножением на — 1 . Зану-
меруем простые корни в R(T, G) следующим образом:

Поскольку индекс G над L имеет вид

то из описания действия о вытекает, что подгруппа Gx = GaT

и подгруппа G2, порожденная Ga. ( г = 1 , 3, 4), являются не-
определенными. Положим Т( = Т П G;. Тогда Т ̂ Т1У^Т2. Далее
применяется уже использованный нами прием тривиализации
коцикла | «по частям». А именно, пусть lt = \al

x} е Я 1 (К, 71,) —

проекция I на Tt; ясно, что £,е=Кег (Их (К, Tt) -> П Hl{KvJi)\

\ £ )
Так как G2 имеет тип Ах X А X А\, то для нее выполняется
принцип Хассе, откуда следует, что | 2 определяет тривиальный
коцикл в Я 1 (К, G2), т. е. а^ = g~l% (g) для подходящего g e G 2 .

Тогда Ьх = gaxx{g)~l = ga\g-l e F = gGxg~l. Как и выше, уста-
навливается, что группа F и тор Т'х = gT{g~l определены над К.
Далее, рассмотрим морфизм qp: Tl-*T[, t*-^-gtg~l и покажем,
что он определен над К. Действительно, для любого t^T1 и
любого т е Gal (К/К) имеем

т. е. тф = ф, ибо g~irz{g) = a2

x e Т2. Отсюда следует, что 1[ =

= {Ьх} = Ф(£,) л е ж и т в Kerf Я1 (К, Т\)-* П H\KV, Т[)\ и
V ч )

поскольку для F выполняется принцип Хассе (F принадлежит-
типу Ai), то | [ является тривиальным коциклом в Hl(K,F). Но*
тогда | является тривиальным коциклом в H1(K,G), что и тре-
бовалось.
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Группы типов £б, Е7, Es (подготовительный этап). Рассмот-
рения предыдущих типов основывались на том факте, что легко
указывался максимальный тор данной группы, который целиком
или по частям вкладывался в группы меньшего ранга, для ко-
торых теоремы 4 и 6 уже доказаны. В случае групп серии Е
этот метод наталкивается на значительные трудности, ибо для
этих групп априори невозможно указать поле разложения,
имеющее сравнительно небольшую степень над К- Максимум,
что в этой ситуации удается сделать,— построить поле разложе-
ния в виде башни 2-, 3- и 5-расширений. Для этого нам пона-
добится

Предложение 21. Пусть G— произвольная К-группа одного
из типов Е6, Е7 или Es, Т d G — максимальный К-опр еде ленный
тор. Тогда порядок любого элемента группы Н1 (К, Т) имеет вид
2аЗР, если G — группа типа Е6 или Е7, и вид 2аЗР5\ если G —
группа типа Е8.

Доказательство. Пусть L — минимальное поле разложения
тора Т, $ = Gal (L/K). Тогда $ действует автоморфизмами на
системе корней R=R(T,G), так что возникает гомоморфизм
$ -^Aut(R), который является вложением по той причине, что
корни порождают векторное пространство X(7)®zR. В нашей
ситуации группа AutR совпадает с группой Вейля W(R), если
R — система типов Е7 или Е8, и содержит W(R) в качестве под-
группы индекса 2 для типа Е6. Группы Вейля системы корней
рассматриваемых типов имеют следующие порядки (см. таб-
лицы V—VII в книге Бурбаки [4]): [W(E6)] = 27-34-5,
[W{E7)\ = 210-34-5-7 и [W(Ea)] = 214-35-52-7. Поэтому сразу
можно утверждать, что порядок любого элемента из Н1(К,Т)
имеет вид 2°-3P-5v в случае Е6 и вид 2a-3P-5v.76 — в случае Е7

и Es. Наша цель — отсечь в этих значениях 5-компоненту для
Е6 и Е7 и 7-компоненту для Е7 и Es. С этой целью доказы-
вается

Лемма 30. Пусть Н — определенная над К группа типа 1'2Dn

(п^4), S d H — максимальный К-определенный тор. Тогда
Hl(K,S) является 2-группой.

Доказательство. Достаточно доказать лемму для случая, ш>
гда Н есть либо SO2n(f) либо SUn(D,f), т. е. изоморфна над К
специальной ортогональной группе, ибо произвольная группа Н'
данного типа входит в диаграмму

(1)

Н

где л и л ' - изогении, ядра которых являются 2-группами, и тогда
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для любого /(-тора S' d H' и любого рфЧ р-компоненты групп
WiK.S') и H^K.S), me S = JI((K')-1(S')), изоморфны. В этом
случае над К тор S приводится к виду {s = diag(s1, s~', . . .
• • •• sn> snl)}> и поэтому X(71) = Ze1 © . . . © Zera, где e*(s) =
= Si. При этом система корней R(S,H) состоит из + е , + еу
(l¥=j), а группа автоморфизмов Aut (/? (S, Я)) состоит из пре-

образований, которые ег переводят в +е/, т. е. является полу-
п

прямым произведением А-В, где £ = П { ± 1 } , a i = S n дей-

ствует на е* перестановками индексов. Выше мы видели, что
группа Галуа $e = G.a\{E/K) минимального поля разложения
тора S вкладывается в Aut(R(S, H)), причем утверждение лем-
мы эквивалентно тому, что для любого рф2 группа
HX[MP,S) тривиальна, где Жр — силовская р-подгруппа

в Ж. Положим F = EXP. Так как р¥=2, то Жр сопряжена в
Aut(R(S, H)) подгруппе группы А, и поэтому существует базис
группы характеров X(S), на котором Жр действует перестанов-
ками. Отсюда следует, что тор S является квазиразложи-
мым над F, и поэтому Я1 (ЖР, S) = Я 1 (E/F, S ) = 1. Лемма до-
казана.

Вернемся к доказательству предложения 21. Нам надо по-
казать, что Я1 ($5, Т) = 1 в случае систем типов Е6 и Е7, где
$ь — силовская 5-подгруппа в $. Из рассмотрения диаграмм
Дынкина вытекает, что система R в данном случае содержит
замкнутую подсистему Ro типа D5. Имеем [W(Z)5)] = 28-3-5,
лоэтому, анализируя указанные порядки групп Вейля ^(^б)
и W(E7), заключаем, что силовская 5-подгруппа в W(Ro) яв-
ляется в то же время силовской в W(R). Отсюда следует, что
$ь сопряжена подгруппе W(D5), и, значит, всегда можно ука-
зать систему Rod R типа D5, инвариантную относительно $$.
Пусть Я — подгруппа в G типа Z)5. порожденная корневыми
группами G a для ае/?о- Ясно, что Я определена над полем
Е = 1?*. Положим 5 = ГПЯ. Тогда из леммы 30 вытекает, что
Hl(L/E, S) является одновременно 2-группой и 5-группой, и по-
этому тривиальна. С другой стороны, фактор Т{ = T/S либо од-
номерен, либо двумерен. Так как группы GLi(Z) и GL2(Z) не
имеют подгрупп порядка 5, то Тх является £-разложимым. По-
этому Я 1 (L/E, Tt)= 1, и из точной последовательности
W(L/E,S)^Hl(L/E,T)^-Hl(L/E,Tl) заключаем, что Hl(L/E,
Т)= 1, что и требовалось.

Система корней типа Е8 содержит подсистему типа D7, при-
чем [W(E8)7] =[U^(.D7)7] = 7 и аналогичное рассуждение позво-
ляет установить отсутствие 7-элементов в Н1(К,Т). Для групп
типа Е7 надо рассуждать по другому. Расширенная диаграмма
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Дынкина системы типа Е7 имеет вид

«7 «3

•А

1 1-

(2)

(\i—максимальный корень, см. таблицу VI у Бурбаки [4]),
причем корни —\i и a; (i ф 2) порождают замкнутую подси-
стему Ro типа А7. Так как [^(£7)7] = [^(^7)7] = 7, то без огра-
ничения общности можно предполагать Ro инвариантной отно-
сительно %7. А тогда корневые группы Ga для а е % порож-
дают подгруппу Я типа А7, содержащую Т, определенную над
полем E = lfi и разложимую над полем L. Из описания групп
типа Ап (см. § 2.3) теперь легко вытекает, что Я ~ SLS над Е,
и следовательно, тор Т изоморфен мультинорменному тору, ас-
социированному с набором Р\, . . . , Pi расширений поля К та-

i

ких, что YJ [Pi '• Е] = 8 . Так как Т становится разложимым над
г = 1

L, то единственным не разложимым над Е тором такого вида
является тор, ассоциированный с расширениями L, Е в случае,
когда [L: Е] = 7, и тогда Г ~ Ri./£(Gm). Во всех случаях
Hl{L/E, T)= 1. Предложение полностью доказано.

Следствие. Пусть К — совершенное поле и когомологическая
размерность cdp(K) не превосходит 1 для р = 2,3. Тогда для
односвязной К-определенной квазиразложимой группы Go

типа Е6 или Е7 имеем Hl(K, G o ) = 1. Если к тому же cd 5(/C)^l,.
то Hl(K, Go)= 1 и для группы Go типа Е8.

Действительно, согласно предложению 19 для любого £ е
е Я ' ( / ( , Go) найдется такой максимальный /(-определенный тор
Та Go, что | лежит в образе отображения Н1 (К, T)-+Hl(K, Go).
При этом, как мы только что доказали, порядок любого эле-
мента из НУ(К,Т) имеет вид 2а-ЗР для типов Ев, Е7 и вид
2a-3p-5v для Es. С другой стороны, из условий на когомологи-
ческую размерность вытекает, что Я 1 (К, Т) не содержит нетри-
виальных элементов такого порядка (лемма 20). Таким обра-
зом, Я1 (К, Т)=1 и, следовательно, Я 1 (К, G o ) = 1.

Применим утверждение следствия к полю Кп, где П = { 2 , 3}
для типов Е6, Е7 и П = {2, 3, 5} для Е8. (Напомним (см. фор-
мулировку предложения 20), что поле Кп, где П — некоторое
множество простых чисел, получается присоединением к К кор-
ней £„ степени п из единицы для всех п, в разложение которых
входят лишь простые числа из П.) Тогда согласно предложе-
нию 20 cdp(Kn)^ 1 для р е П , И поэтому любой коцикл | е

Я'(/(, Go) становится тривиальным над Кп. В частности, су-
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ществует конечное абелево расширение L/K степени 2аЗР для
типов Е6, Е7 и степени 2a3P5'v для типа Eg такое, что £ стано-
вится тривиальным в Hl(L, Go), т. е. лежит в Hl(L/K, Go). Рас-
ширение L/K раскладывается в башню L = Lm ID Lm-\ ID ...
,.. ID L\ ID Lo = К, где каждый этаж Li+i/Li имеет степень р,
р е П . Поэтому тривиальность Hl(K,G0) над локальным или
вполне мнимым числовым полем К получается повторным при-
менением следующего утверждения.

Теорема 29. Пусть G o — простая односвязная квазиразложи-
мая группа, относящаяся к одному из типов Еъ, Е7, Е%, над
полем К, которое является либо локальным либо вполне мни-
мым числовым. Если L/K — циклическое расширение степени р,
где р = 2, 3 для типов Е6, Е7, и р = 2, 3, 5 для типа Е8, то

/)
Мы разберем сейчас случаи р = 2, 3 и тем самым полностью

докажем тривиальность Я1 (/(, Go) для групп типов Еб, Е7. Слу-
чай р = 5 для групп типа Es требует специального рассмотре-
ния, что будет проделано позднее. Рассуждение будем вести
индукцией по рангу группы. В основе индукции лежит сле-
дующее

Предложение 22. Пусть в условиях теоремы 29 | е Я ' ( / ( , Go)
и G = ^GQ. Предположим, что группа G является К-изотропной
и Я1 (К, Н)= 1 для любой полупростой односвязной квазираз-
ложимой К-подгруппы Hci Go меньшего ранга. Тогда | = 1 .

Доказательство. Предположим вначале, что G является
внутренней формой, т. е. тип Go отличен от 2Еь. Пусть S — мак-
симальный /(-разложимый тор в G, T d G — максимальный
/(-определенный тор, содержащий S. Тогда согласно предложе-
нию 19 существует такое /(-определенное вложение T-+Go, что
| лежит в образе отображения Я 1 (/(, Т)-^-Н1 (К, Go). Последнее
•отображение раскладывается в композицию Н1(К,Т)-*-Н1(К,
Со)-^-Я1(/(, Go), где CO = ZG,J(S), поэтому достаточно показать,
что Я'(/(, С о ) = !• Д л я этого заметим, что конструируемое в
предложении 19 /(-вложение T^-Go индуцируется Я-определен-
ным изоморфизмом G-*-GQ, В частности, группы Со и C=ZG(S)
изоморфны над К. Но поскольку G является внутренней фор-
мой, то связная компонента центра С совпадает с S, так что
связная компонента центра Со также совпадает с S. Поэтому
C0 = HS — почти прямое произведение, где Н = [С,С]—полу-
лростая часть Со, являющаяся полупростой односвязной квази-
разложимой /(-группой. По условию Я'(/(, Я ) = 1 . С другой
стороны, фактор Со/Я является разложимым тором, и поэтому
НХ(К, С о / Я ) = 1. Таким образом, из точной последовательно-
сти Я' (К, Я)-»- W (К, С о ) + Hi (К, Со/Я) получаем Я1(/(, Со) = 1,
что и требовалось.

В случае групп типа 2Е6 предыдущее рассуждение требует
некоторой модификации. Анализируя его, мы видим, что нам
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в действительности достаточно найти такой /(-разложимый тор
SczG, что связный центр группы С = Zc(S) совпадает с S.
Пусть So с: G — максимальный /(-разложимый тор и TaG —
максимальный /(-тор, его содержащий. Занумеруем простые
корни системы R=R{T, G) следующим образом:

(3)

и выпишем все возможности для индекса группы G (см. Тите
[2]):

5)

(4)

3)

В случае б) анизотропное ядро имеет тип DA. НО ДЛЯ групп
этого типа теоремы 4, 6, а следовательно, и теоремы 5, 25 уже
доказаны, поэтому такая группа не может быть /(-анизотроп-
ной, т. е. случай б) в нашей ситуации не реализуется. В осталь-
ных случаях положим S = ( Г) КегаЛ 0. Поскольку всюду вер-

\1Ф2 )

шина с&2 является отмеченной, то S является одномерным /(-раз-
ложимым тором, причем полупростая часть Н его централиза-
тора С является простой группой типа А5, так что из подсчета
рангов получаем, что С = HS, и, значит, связная компонента
центра С совпадает с S. Предложение доказано.

Чтобы применить в нашей ситуации предложение 22, нам
понадобятся две леммы.

Лемма 31. Пусть G — простая односвязная группа одного из
типов Е6, Е7, Es, определенная над полем К и разложимая над
его квадратичным расширением L. Тогда G является К-изо-
тропной.

Доказательство. Используя лемму 23, выберем максималь-
ный /(-определенный тор Т a G, разложимый над полем L.
Если предположить, что G является /(-анизотропной, то нетож-
дественный автоморфизм aeGal(L//C) действует на Х(Т)
умножением на (—1). Отсюда следует, что любая корневая под-
группа Ga, порожденная одномерными унипотентными подгруп-
пами Ua и U-a, определена над /(. Пусть F—подгруппа, по-
рожденная двумя корневыми подгруппами Ga и Gp для двух
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соседних корней а, р в диаграмме Дынкина. Тогда F— простая
односвязная /(-группа типа А2, разложимая над L. Из описания
групп типа Ап вытекает, что F = SU3(f), где f — невырожден-
ная трехмерная эрмитова форма, связанная с расширением
L/K. Но поскольку поле К предполагается локальным либо
вполне мнимым, то группа F изотропна над К (см. доказатель-
ство теоремы 26), и тем более /(-изотропна группа G.

Лемма 32. Пусть G — простая односвязная группа одного из
типов Е6, Е7, Е%, определенная над полем К и разложимая над
его циклическим расширением L степени 3. Тогда G либо К-изо-
тропна, либо обладает собственной полупростой К-подгруппой,
тип которой отличен от At X М X • . • X Ait.

Доказательство. Пусть Т a G — максимальный L-разложи-
мый тор, R = R(T, G) — соответствующая система корней, П с
с / ? — подсистема простых корней. Отметим в каждой из соот-
ветствующих диаграмм Дынкина по одному корню, как ука-
зано ниже:

Е7 а

I
Обозначим через Р стандартную L-определенную параболиче-
скую подгруппу РА, где А = П \ { а } , и положим С = Р[\о(Р)(\
(]о2(Р). Ясно, что dim С ^ dim G — 3codimGP, поэтому прямой
подсчет с использованием данных таблиц систем корней в книге
Бурбаки [4] приводит нас к следующей таблице:

Тип R

Еь
Е1

Еь

dim О

78
133
248

dim P

62
106
191

dim С

>30
>52
>77

Предположим теперь, что группа G анизотропна над К. Тогда
группа С, будучи /(-определенной, является редуктивной, т. е.
C = HS, где Н = [С,С] — полупростая часть С, S — ее цен-
тральный тор. Пусть Hi, ..., Ht — абсолютно простые компо-
ненты группы Н. Нам надо показать, что не все Я,- принадле-
жат типу Ап. Предположив противное, покажем, что для dim С
не выполняются оценки, указанные в таблице. Положим /,- =
= rang Hi, s = dim S, r = rang G. Тогда, очевидно,

(5)
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причем
t

Y, li < min (r — s, r—\) = f. (6)

Обозначим через d количество тех групп Hit для которых U=\.
Тогда, используя (5), (6), легко получить следующую оценку:

dim С < s + 3d + (/ — d)2 + 2 (/ - d) - 4 (/ - d) {t - d - 1). (7)

Для случая Е6 / ^ 5 , так что из (7), в частности, должно по-
лучаться, что s + 3d + (5 — d)2 + 2{5 — d) = s+d2—9d+35==s30.
Для целых d, 0 •< d ^ 5, имеем d2 — 9d ^ — 8 , откуда s ^ 3.
Но тогда / < 3 и s + 3d + (f — d)2 + 2(f — d ) < 30. Итак, d=0,
и (7) принимает вид 35 + s — 4t(t—1)^30. Если t>\, то
s ^ 3 и (7) уточняется до оценки s + 15 — 4t(t—1)^30, что
невозможно. Таким образом, t=\, и единственный случай,
удовлетворяющий (5), доставляет в качестве Я простую группу
типа А5. Но Я должна изоморфно вкладываться в полупростую
часть Р, которая является группой типа D5. Однако группа
типа D5 не может содержать группу типа А5, скажем, потому,
что порядок группы Вейля [^(Л 5)] = 24-32-5 не делит

Для случая Е7 f < 6, и тогда s + 3d + (6— d)2+ 2(6 — d) =
= s + d2 — 1 Id + 48 ^ 52 возможно лишь в случае d = 0, s ^ 4.
Но тогда / < 2 и s + 3d + (2— d)2 + 2(2 — d ) < 15—противоре-
чие. Наконец, для Е8 / < 7, и тогда s + 3d + (7 — d)2 + 2(7 —
— d) = s-\-d2—13d+63 ^ 7 7 — не имеет целочисленных реше-
ний в области 0 ^ s, d ^ 8. Лемма доказана.

Завершим рассмотрение случаев р = 2, 3 в теореме 29. Пусть
Ъ, е Я 1 (L/K, Go), где [L : К] = р и G = ^G0. Рассмотрим случай,
когда Go имеет тип 1Е6. Если р = 2, то в силу леммы 31 груп-
па G 7(-изотропна. Если же р = 3 и группа G 7(-анизотропна,
то согласно лемме 32 G должна содержать ^-определенную
полупростую подгруппу Н, тип которой отличен от Л/ X • • •
• • • X Ai . Но для односвязных групп меньшего ранга теоремы 4

и 6, а следовательно, и теоремы 5, 25 уже доказаны, и поэтому
Н является 7(-изотропной. Таким образом, и для р = 3 группа G
7(-изотропна, поэтому из предложения 22 и справедливости тео-
рем 4 и 6 для групп меньшего ранга вытекает, что £ = 1, т. е.
Я 1 (L/K, G o ) = 1. Но как мы видели, отсюда следует, что
Hl(K, G o ) = 1. Пусть теперь Go имеет тип 2Е6, и Е/К — квадра-
тичное расширение, над которым Go становится внутренней
формой. Тогда согласно уже доказанному Я1 (Е, G o ) = 1, откуда
следует, что над Е группа G = ^Go, £ е Н{(К, Go), становится
разложимой. Поэтому в силу леммы 31 группа G 7(-изотропна,
и в силу предложения 22 £ = 1, т. е. Я 1 (К, G o ) = 1.
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Перейдем к рассмотрению типа Е7. Так как для всех квази-
разложимых односвязных групп Я меньшего ранга уже дока-
зана тривиальность Н1(К,Н), то в силу теоремы 26 любая по-
лупростая 7(-группа меньшего ранга, тип которой отличен от
Ai X • • • X At , является 7(-изотропной. Поэтому из лемм 31,32
вытекает, что G = tG0, ^ е Я 1 (L/K, Go) является ^-изотропной,
и в силу предложения 22 g = 1. Окончательно, Hl(L/K, Go) = U
и тогда" Я'(/С, G o ) = 1. Для групп типа Es рассуждение анало-
гично.

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теорем 4
и 6 для групп серии Е.

Группы типа ^ 6 . Покажем сначала, что Я1 (К, G) = 1 для
любой односвязной 7(-группы типа 1Е6, если поле К является
локальным либо вполне мнимым. Пусть ^ е / / 1 (К, G) и Gi = £G.
Так как тривиальность WiK^o) уже доказана, то группы G
и Gi являются 7(-изотропными (теорема 26). Пусть ГсзС, Ticz
с: Gi — максимальные /С-торы, содержащие максимальные
7(-разложимые торы. Все возможные индексы для изотропных
групп типа гЕ6 имеют следующий вид (см. Тите [2]):

а ) © i 1 1 © 7 5) ! 1—е 1 1 f 6) ©—@—©—<s—©
(8)

В случае а) анизотропное ядро должно иметь тип D^, что
невозможно, ' ибо все группы этого типа изотропны над К.
В оставшихся диаграммах вершина а 2 является отмеченной
(мы придерживаемся нумерации, указанной в (3)). Положим

S i = C Q 2

K e r a O 0

где П = {ар . . . , a6} и П2 = {а|, . . . , с̂ } — подсистемы простых

корней в системах R = R(T, G) и R\ =R(Tu Gi) соответственно.
Тогда существует /^-определенный изоморфизм ф: G->-Gi, пе-
реводящий S в Si. Рассмотрим коцикл 8 = {aa = ф~1а(ф)}е
^ Zl(K, G), где G — соответствующая присоединенная группа,
которую мы, как обычно, отождествляем с группой внутренних
автоморфизмов. Ясно, что 8 эквивалентен образу g в Z{(K, G),
так что заменяя коцикл £ на эквивалентный, можно считать,
что 8 в точности совпадает с образом g. Поскольку торы S и Si
являются 7(-разложимыми, то ограничение q>s: S->-Si опреде-
лено над К, и поэтому аа действует на S тривиально Отсюда
следует, что ^ е Я ' ^ . С ) , где C = Za{S). Но С = Я5,'где Я —
простая односвязная группа типа А5. Поэтому Н1(К,Н)=1,
и из точной последовательности

Н1(К, Н)
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где 5 = С/Н = S/S П Н — разложимый тор, получаем, что
Н1(К, С)= 1, и тем более g тривиален в Hl(K, G).

Осталось показать, что для групп типа 1Е6 над числовым
полем К выполняется принцип Хассе. Для этого нам понадо-
бятся две леммы, обобщающие соответственно леммы 17 и 28.
Перед их формулировкой напомним, что класс сопряженно-
сти 3* параболических подгрупп группы G называется противо-
положным самому себе, если для Р е # противоположная па-
раболическая подгруппа Р~ также лежит в & (см. Борель,
Тите [1], § 4). (Отметим также, что Р~(]Р является редуктив-
ной частью Р.) Например, борелевские подгруппы образуют
класс, который противоположен самому себе.

Лемма 17'. Пусть G — полупростая алгебраическая группа,
определенная над произвольным бесконечным совершенным по-
лем К и обладающая над его квадратичным расширением L
такой параболической подгруппой Ра, что соответствующий
класс сопряженности 9> противоположен самому себе. Тогда су-
ществует такая L-определенная параболическая подгруппа
Р с: G, Р е ? , что пересечение С = Р[)о(Р) совпадает с ре-
дуктивной частью Р, где а — образующая Gal{L/K).

Лемма 28'. Сохраним обозначения леммы 17' и предположим
дополнительно, что поле К числовое. Тогда если ^GEZ1 {L/K, G) —
коцикл, представляющий элемент из Кег (Нх {К, G)—>

-> П Н1 {Kv, G)\, то существует коцикл %' GE Z1 (L/K, С), экви-
t )

валентный исходному в Z1 {L/K, G) и представляющий элемент
из Кег (Н1 (К, С)-> П Hl(Kv, C)

I u
Леммы 17' и 28' доказываются точно так же, как леммы 17

и 28. Мы предоставляем читателю в качестве упражнения про-
вести соответствующие рассуждения. Отметим только, что при
доказательстве леммы 28' вместо обычного разложение Брюа
используется обобщенное (см. Борель, Тите [1], § 5).

Пусть теперь g GE Кег (Н1 {К, G) -• П Я1 (Ко, G)\ Положим
I i )

L = к (V— l). Тогда уже доказано, что Я1 (L, G) = 1, и поэтому
можно считать, что g GE Z1 {L/K, G). Группа G над L является
изотропной, причем ее индекс имеет вид (8), случаи б) или в).
Обозначим через Ро стандартную параболическую подгруппу Рд,
где Д = П\{а 2 , <Х4} в нумерации (3). Поскольку множество
{а2, а*} инвариантно относительно симметрии диаграммы Дын-
кина, то класс сопряженности Р о является противоположным
самому себе (см. Борель, Тите [1], 4.9). Полупростая часть Ро
является полупростой односвязной группой типа ЛгХ^г, при-
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чем простые компоненты отвечают системам {ai,a3} и {а5, <Хб}-
Пользуясь леммой 17', найдем L-определенную параболическую
подгруппу Р с: G, сопряженную Ро и такую, что С = Р[)о(Р) —
редуктивная часть Р. Согласно лемме 28' можно заменить ко-
цикл g на эквивалентный в Z1 [L/K, G) таким образом, чтобы
i e Kerf Я 1 (Я, С)-» И Hl(Kv, С)Л. Для доказательства три-

виальности g построим вспомогательную полупростую К-опре-
деленную подгруппу в G, содержащую С. А именно, обозначим
через Н = [С, С] полупростую часть С. Тогда из рассмотрения
расширенной диаграммы Дынкина

системы типа Ев, где \х — максимальный корень (см. таблицу V
в книге Бурбаки [4]), вытекает, что централизатор В = Za(H)
является простой односвязной группой типа А2, отвечающей си-
стеме {a2, \i}. Положим D = HB. Ясно, что Cc^D, поэтому до-
казательство завершает

Лемма 33. Если\^ Я 1 {ЦК, D) и I <= Кег ( я 1 (К, D)-»

-* П Hl(Kv,D)\ то1 = 1 в Hl(L/K,D).
^ )

Доказательство. Положим F=H[\B и рассмотрим комму-
тативную диаграмму

Я 1 (К, F) ^—»- Я 1 (К, НХВ)-^

к к
П

»е/

а2 Я 1 (/С, D) v я 2 (/С, F)

•отвечающую универсальному накрытию 1 ^ - ^ - > Я Х В - > 1 ) ^ - 1 .
Res

Ясно, что аз (I) лежит в ядре отображения Я 2 (К, F) —*• Я 2 (L, F).
Используя отображение Cor: H2{L, F)^-H2(K, F) и тот факт,
что Cor о Res совпадает с умножением на [L:7(] = 2, получаем
ч % Й ) = 1 , ибо [F] делит [Z(fi)] = 3. Тогда ? = а2(?), ? е Я ' ( ^
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НХВ). Имеем р2 (у2(£)) = Уз К (5)) = 1, так что Y2 (£) = Ira Pt.
Но опять, используя тот факт, что [F]\3, a [Gal (Kv/Kv)] ^ 2'
для O G V » , получаем, что здесь Н1 (Kv, F)=l, т .е . Imp 1 = (l)..
Поэтому £ е К е г у 2 , и, следовательно, £ = 1 , ибо для групп
типа А2 принцип Хассе уже доказан. Окончательно, | =
= а 2 (£) = 1, и лемма доказана.

Группы типа 2Е6. Если 7( — локальное поле, то в силу пред-
ложения 15 любая 7(-группа G типа 2Е6 является квазиразло-
жимой, т. е. G ~ Go, ибо тривиальность Hl(K,Go) уже дока-
зана. Но тогда Я1 (К, G) = Н1 (К, Go) = 1.

Доказательство тривиальности Hl(K,G) для чисто мнимого
поля К аналогично соответствующему рассуждению для 'Не-
действительно, из тривиальности Я1 (К, Go) вытекает, что груп-
па G является 7С-изотропной (теорема 26). Тогда ее индекс яв-
ляется одним из указанных в (4), причем, как мы отметили при
доказательстве предложения 22, случай б) над вполне мнимым
полем не реализуется. В остальных случаях вершина а 2 яв-
ляется отмеченной. Дальнейшее рассуждение проводится, как
и в случае типа ^б-

Доказательство принципа Хассе также можно провести ана-
логично случаю '^б, если известно, что индекс G над вполне
мнимым полем L должен быть одним из следующих:

т. е. вершины а2, <*4 должны быть отмеченными. Покажем
это. Обозначим через So двумерный L-разложимый тор
( П КегаЛ в Go, и пусть С — его централизатор в Go, Я =

= [С,_С] — полупростая часть С. Положим Н = п(Н), где я :
Go->-Go — изогения на присоединенную группу. Так как G по-
лучается из Go скручиванием при помощи коцикла 9 e Я 1 ( L , Go),
то нам достаточно показать, что отображение Hl{L, Я)-»--
-+Hl(L, Go) сюръективно. Легко показать, что центр Z груп-
пы Go содержится в Н. Имеем коммутативную диаграмму с точ-
ными строками

Я' (L, Я) -^ Н1 (L, Н) - ^ Н2 (L, Z)

Hl(L, G,)-' H<(L, G0)-^H2(L, Z)

Согласно теореме 20 a2 сюръективно. Отсюда следует, что для
данного eeW'fL.Go) найдется £ е Hl(L, Я) такой, что р2(8) =
= р2(у2 (£.)). Но поскольку тривиальность когомологии односвяз-
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ных групп типа 2Е6 над вполне мнимым полем уже доказана,
то из соображений скручивания р2 инъективно. Поэтому 8 =
= Тг(£)> ч т о и требовалось.

Группы типа Е7. Так как Hl(K, Go) = 1, то в силу предло-
жения 16 для любой 7(-группы G типа Е7 найдется такое квад-
ратичное расширение L/K, являющееся вполне мнимым в чис-
ловой ситуации, над которым G становится разложимой. При-
меняя лемму 17, найдем L-определенную подгруппу Бореля
В d G такую, что Т = В[)о(В)—максимальный 7(-тор в G,
разложимый над L (а — образующая группы Gal(L/K)). По-
кажем, что тор Т является 7(-анизотропным, т. е. а действует
на Х(Г) умножением на — 1 . Действительно, поскольку В [\
[}о(В)= Т, то а переводит положительные корни системы
R(T,G), ассоциированные с В, в отрицательные. Но поскольку
диаграмма Дынкина не имеет нетривиальных симметрии, то
единственным автоморфизмом с таким свойством является — 1 .
Отсюда следует, что любая корневая подгруппа Ga определена
над К, и, следовательно, определена над К построенная при
доказательстве предложения 21 односвязная подгруппа Я cz G
типа А7, содержащая тор Т.

Пусть теперь ^ е Я 1 (/(, G), где поле К локальное. Так как
G~G0 над L, то Я 1 (L, G) = Н1 (L, Go) = 1, и поэтому ^ е
е Я 1 {L/K, G). В силу леммы 28 существует эквивалентный £
коцикл I' <= Я 1 (L/K, Т). Но так как для Н теорема 4 уже дока-
зана, то сквозное отображение Я1 {К, T)^Hl{K, H)^-Hl(K, G)
тривиально и 5 = 1 .

В числовой ситуации рассмотрим I e Кег (Я1 (К, G) ->
—> I J H{{KV, G)). Как и выше, устанавливается, что

l1^ H1 (L/K, G), так что в силу леммы 28, заменяя коцикл 5
на эквивалентный, можно считать, что 5 ^ Кег (Я1 (К, Т) —*•
-*• П 4х (Ко< Т)). Тогда, используя теорему 6 для группы Я,

получим, что 5 ^ 1 -
Группы типа Е8. Для групп этого типа нам, фактически,

осталось рассмотреть лишь случай р = 5 в теореме 29, ибо тогда
Н{(К, G)= 1 над локальным или вполне мнимым числовым по-
лем К. Отсюда следует, что любая группа G типа Е& над таким
К разложима, поэтому можно утверждать, что здесь Н1(К,
G)= 1 для всех групп G. Последующий вывод принципа Хассе
ничем не отличается от случая Е7.

Итак, пусть L — циклическое расширение Галуа степени 5
локального либо вполне мнимого числового поля К, Go — про-
стая разложимая 7(-группа типа Е8. Наша цель — показать, что
HX(L/K,GQ)=\. Обозначим через Е композит всех конечных

•разрешимых расширений Галуа поля К степени вида 2аЗР
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(максимальное разрешимое {2, 3}-расширение поля К; отметим,,
что в действительности любая группа порядка 2аЗР разрешима
(теорема Бернсайда), так что слово «разрешимое» здесь может
быть опущено). Нам достаточно показать, что Hl(LE/E, G0) = l,
ибо тогда любой коцикл g е Н1 {L/K, Go) лежит в Hl(E/K, Go)
и, значит, в H1(P/K,Go) для некоторого конечного разреши-
мого расширения Р/К степени 2а-ЗР. Существует башня Р =
= Ро =э Р\ . . . => Рп-\ =э Рп = К, каждый этаж Р,-/Р ж которой
является циклическим расширением степени 2 или 3. Так как
случаи р = 2, 3 в теореме 29 уже рассмотрены, то, применяя ее
последовательно к каждому этажу, получим, что Hl(P/K, Go) =
= 1, и, значит, £ = 1 . Таким образом, мы будем доказывать
тривиальность множества Hl(L/E,Go), где L/E — циклическое
расширение поля Е степени 5. При этом будет использоваться
следующее свойство поля Е (ради которого мы и осуществили
переход от К к Е): поле Е не имеет расширений степеней 2, 3, 4,
в частности, если а е Е, то л] a, - д / а е £ . Ключевую роль в до-
казательстве играет следующая

Теорема 30 (Черноусов [6]). Пусть G — анизотропная группа
типа Е8, определенная над полем Е и разложимая над его цик-
лическим расширением L степени 5. Тогда G обладает собствен-
ной полупростой Е-определенной подгруппой Н с: G, изотроп-
ной над L.

Доказательство. Пусть а — образующая группы Gal(L/£).
Мы установим существование такой одномерной унипотентной
подгруппы U = Uа, отвечающей некоторому корню a e ^ ( 7 , G )
относительно подходящего максимального L-разложимого тора
Т cz G, что подгруппа H0<^G, порожденная группами al(U),
i = 0, I, 2, 3, 4, является собственной. Тогда Но, очевидно, опре-
делена над £ и, в частности, является редуктивной, ибо G
^-анизотропна. По построению группа Но над L содержит уни-
потентные элементы, поэтому Яо не сводится к тору, и ее ком-
мутант Н = [Но, Но] является искомой группой. Чтобы удосто-
вериться в том, что Ho=r^G, мы покажем, что ее алгебра Ли
I)o = Z,(#o) отлична от g = L(G). Для этого заметим, что по-
скольку char K = 0, алгебра 1)о порождается как алгебра Ли
элементами о'{Х), г = 0, 1, 2, 3, 4, где I e L(U)L — произволь-
ный ненулевой элемент (см. Борель [8], § 7). Поэтому наша
задача сводится к нахождению элемента I e g t , порождающего-
алгебру Ли некоторой корневой унипотентной подгруппы U и
такого, что подалгебра в д, порожденная элементами о'(Х),
i = 0, 1,2, 3, 4, является собственной. Элементы, удовлетворяю-
щие первому требованию, будем называть корневыми. Более
точно, элемент I e g t — корневой, если существует такой мак-
симальный L-разложимый тор Т cz G, что X является собствен-
ным вектором относительно Ad Г, т. е. Ad(t) {X) = a{t)X для"
подходящего а е Х ( Г ) и всех t^T, причем а=Ф 1. Тогда в слу-
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чае Х=^=0 характер а оказывается корнем G относительно Т
и одномерное пространство, натянутое на X, имеет вид L(Ua),
где Uа — отвечающая а корневая унипотентная подгруппа. Та-
ким образом, нам достаточно найти ненулевой корневой эле-
мент X e j i , все сдвиги о'(Х) которого порождают собственную
подалгебру в д.

Начнем с установления необходимых для дальнейшего
свойств корневых элементов. Пусть X е L(Ua) i, где a e J ? =
= R(T, G). Так как в системе типа Е8 все корни имеют одина-
ковую длину, то можно без ограничения общности предпола-
гать, что а является максимальным корнем относительно
упорядочения, определяемого системой простых корней П с: R.
Пусть {На, а Е П , Ха; a s i ? } — б а з и с Шевалле в gL (см. § 2.1,
п. 13). Тогда из соотношений [Ха, Х-а] = На, [Ха, Х$] = 0 или
+Х а+р и максимальности а вытекает, что для любого У е gz.
выражение [Ха, [Ха, У] ] пропорционально Ха. Так как X в свою
очередь пропорционален Ха, то в итоге [X, [X, У] ] =(Х, Y)X
для любого У eg/, и подходящего (X, У>е L (мы полагаем
(X, У>=0, если Х = 0). Это свойство корневых элементов яв-
ляется основным для дальнейших вычислений. Легко видеть,
что символ (X, У> линеен по второму аргументу. Предположим
теперь, что оба элемента X, У е QL ЯВЛЯЮТСЯ корневыми. Тогда
умножая равенства

[X,[X,Y]]=(X,Y)X,

= (Y,X)Y ( 9 )

слева на У и X соответственно и используя соотношение
[У, [X, [X, ¥]]] = -[X, [У, [У, X]]], вытекающее из тождества
Якоби, легко получить, что (X, Y)=(Y, X). Таким образом, для
корневого У символ (X, У> линеен по X, если X изменяется
в некотором линейном пространстве, состоящем из корневых
элементов. Установим еще несколько свойств корневых эле-
ментов.

Лемма 34. Пусть X, Y,Z^QL, причем элемент X — корневой.
Тогда:

1) справедливы тождества

2[[Х, Z], [X, Y]]=(X, Y)[X, Z]-(X, Z)[X, Y]-(X, [У, Z])X, (10)

2[X,[Y, [Z, X]]]=(X, Z)[X,Y] + (X,Y)[X, Z]+(X, [Z,Y])X; (11)

2) если [X, У] = 0, то (X, [У, Z] > = 0.
Доказательство. Из тождества Якоби вытекает, что

:{[*, Z], [X, У] ] = [У, [X, [X, Z] ] ] - [X, [У, [X, Z] ] ] =

= (X,Z)[Y,X] + [X,[Y,[Z,X]]]. (12)
-Аналогично получается, что

[ [X, У], [X, Z]] = (X, Y)[Z, X] + [X, [Z, [У, X]]]. (13)
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При этом

[X, [Y, [Z,X]]] = -(X, [Y, Z])X+[X, [Z, [Y,X]]]. ( 1 4 ) .

Сравнивая (12) — (14), легко получить (10), (11). Если [X, Y] =
= 0, причем Х=^=0, то из (10) непосредственно вытекает ут-
верждение 2). Лемма доказана.

Исходным пунктом для построения искомого корневого эле-
мента X e g i служит

Предложение 23. Пусть I G J I — такой корневой элемент, что
[X, в(Х)] = 0. Тогда подалгебра f)o с: g, порожденная всеми его
сдвигами о'(Х), i = 0, ..., 4, имеет размерность, не превосхо-
дящую 25, и поэтому является собственной.

Доказательство. Положим Хс = а2!~2(Х). Тогда f)0 порож-
дается элементами Xit причем из соотношения [X, о(Х)] = 0
вытекает, что [Xit X,] = 0, кроме случая i = / ± 1 (mod 5). Для
краткости положим

(ib . . ., is)= [X{l, [Xi2, . . ., [X;s_r X;s] . . . ] ,

где 1 =£: U ̂  5, 1 ̂  / ^ s, и будем называть такое выражение
мономом длины s. Ясно, что 1)о совпадает с линейным простран-
ством, натянутым на всевозможные мономы. Будем называть
моном приводимым, если он является линейной комбинацией мо-
номов строго меньшей длины. Кроме того, моном (г'ь •••, п)
называется стандартным, если ih+i = in + 1 (mod 5), h = 1,
. . . , / — 1 . Число стандартных мономов любой длины равно 5,.
поэтому число стандартных мономов длины, не превосходящей 5,
равно 25. Таким образом, указанная оценка размерности ал-
гебры получается из следующих двух утверждений:

(*) любой моном длины, не превосходящей 5, является ли-
нейной комбинацией стандартных мономов;

(-»«•) любой моном длины 6 приводим.
Для доказательства (*) рассмотрим моном tn = {i\, ..., г<)

длины / < 5 и предположим, что для мономов меньшей длины:
(*) уже доказано. Тогда можно считать, что моном (i2, . . - , it)-
стандартный, причем без ограничения общности можно пола-
гать, что ih = h, 2 ^ h =£: /. Если i\ = \, то моном m — стандарт-
ный. Если i\ = 2, то из основного свойства корневых элементов:
вытекает, что пг пропорционален Xt» и доказывать нечего.
Если 2 •< ii =£: /, то, используя тот факт, что [Xt,Xj] = 0 при
1ф j + I(mod5) и тождество Якоби, легко показать, что

m = (/,, 2 I) = (2, 3, . . ., /,, /, - 1, iu ..., I),

а приводимость последнего монома вытекает из (11). Если;
/, = / + 1 , то m = (l+1,2 Z) = (2 1-1,1+1,1) =
= — (2, . . ., / — 1, /, / + 1) — стандартный моном. Наконец, есл»
ii > / + 1, то пг = 0.
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Для доказательства (**) достаточно установить приводи-
мость монома (i, 1, 2, . . . , 5), что проделывается при помощи
аналогичных рассуждений. Предложение доказано.

Построение ненулевого корневого элемента l G g t , для ко-
торого [X, о(Х)] = 0, представляет наиболее технически слож-
ную часть доказательства теоремы 30. Для этого вначале

•строится корневой элемент У е § 1 со следующими свойствами:

(У, а(У)) = 0, (a(Y), [У, o2(Y)]) = 0. (15)

Если при этом [У,а(У)] = 0, то элемент X= Y искомый. В про-
тивном случае положим X = [У, o(Y)]. Тогда из условий (15)
и соотношения (10) вытекает, что

[X, а (X)] = [[Y,a (У)], [а (У), а 2 (У)] ] =

= - | ((а (У), а 2 (У)) [а (У), У] - (а (У), У) [а (У), а 2 (У)] -

-(o(Y), [аЦУ), У])а(У)) = 0.
Остается доказать, что элемент X корневой.

Лемма 35. Пусть X, У Е ^ — два корневых элемента. Тогда
существует максимальный L-разложимый тор Т с: G такой, что
X и У являются собственными векторами относительно Ad Т.
При этом если (X, У> = 0, то элемент [X, У] также корневой.

Доказательство. Пусть Тх с: G — максимальный L-разложи-
мый тор такой, что X является собственным вектором для пре-
образований из Ad Тх. Выше мы видели, что можно без огра-
ничения общности считать X пропорциональным Ха, где a GE
^Rx=R{Tx,G)—максимальный корень относительно упоря-
дочения на Rx, задаваемого системой простых корней Щ. Пусть
Bx = TxUx — отвечающая Пх подгруппа Бореля. В силу макси-
мальности а унипотентная часть Цх централизует X, и поэтому
X является собственным для всех преобразований из Ad Bx. Ана-
логичным образом найдем подгруппу Бореля BY cz G такую, что
У является собственным для Ad By. Тогда пересечение Bx[\BY

содержит максимальный тор Т группы G, который и будет ис-
комым. Пусть X<^L(Ua), Y^L(U{j), где a, $<^R(T,G). Если
Р^=—а, то либо [X, У] = 0, либо а + р — корень и [X, У] GE
GE L(£/a+p). Покажем, что случай р = —а, (X, У> = 0 невозмо-
жен. Действительно, если р = —а, то элемент [X, У] пропор-
ционален На с ненулевым коэффициентом пропорциональности.
Тогда [X, [X, Y]]=cX, где с = (X, У>=Г^О — противоречие. Лем-
ма доказана.

Завершает доказательство теоремы 30
Предложение 24. Существует ненулевой корневой элемент

yeE(jL, удовлетворяющий (15).
Доказательство. Покажем вначале, как найти корневой эле-

мент Z GE QL, удовлетворяющий первому условию в (15). Для
:этого зафиксируем на время максимальный L-разложимый тор
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Т cz G, систему корней R=R(T,G), подсистему простых кор-
ней П ={<xi, . . . , а8}, и пусть [I ЕЕ R— соответствующий макси-
мальный корень. Напомним, что расширенная диаграмма Дын-
кина здесь имеет вид

Элементы Х±а, а ЕЕ{а,|г =^= 2}(J{n} порождают в gL подалгебру
bL типа А8. Отождествляя bL с алгеброй Ли $lg(L), состоящей
из матриц ZeEMg(L) со следом нуль, мы видим, что bL содер-
жит 8-мерное подпространство V, целиком состоящее из корне-
вых элементов (таковым будет, например, подпространство V =
= {(2(/) |2,7 = 0, если j = / = l , либо i=^=\}\ отметим, что по-
скольку ранги алгебр Ь и g совпадают, то элементы из V, яв-
ляясь, очевидно, корневыми в bL, будут корневыми и в gL). По-
кажем, что существует элемент Z ЕЕ У \ (0) такой, что

(Z, G(Z)) = 0. (16)-

Пространство V, являясь 8-мерным над L, имеет размерность
40 над Е. При этом условие (10) равносильно системе пяти од-
нородных квадратичных уравнений относительно £-координат
элемента Z. Поэтому существование ненулевого Z, удовлетво-
ряющего (16), вытекает из следующего простого утверждения

Упражнение. Пусть /i, . . . , // — квадратичные формы с коэф-
фициентами из £ от я переменных. Еслип > у / ( / + 1), то си-
стема f i (x)= .. . =/v(x) = 0 имеет над £ ненулевое решение.
(Доказательство проводится индукцией по / и использует воз-
можность извлечения квадратных корней из элементов £.)

Зафиксируем ненулевой корневой элемент Z ЕЕ gL со свой-
ством (16). Чтобы построить корневой элемент У ЕЕ gL, удовлет-
воряющий обоим равенствам в (15), необходимо провести пе-
рестройку исходного тора Т. А именно, переходя с помощью
леммы 35 к другому тору, можно предполагать, что Z и o(Z) яв-
ляются собственными векторами относительно Ad T, т. е. по-
рождают алгебры L{Ua) и L(U$) для некоторых корней а, РЕЕ
ЕЕ R (T, G). Если [Z, a(Z)] = 0, то из тождества Якоби вытекает,
что [a(Z), [Z, о2 (Z) ] ] = 0, и элемент Y = Z искомый. Поэтому
в дальнейшем предполагаем, что [Z,a(Z)]=^=0. Тогда с учетом
(16) получаем, что р ^ = — а , и, следовательно, а + Р — также
корень. Мы уже отмечали, что можно выбрать систему П cz
czR(T, G) простых корней таким образом, что а является мак-
симальным корнем относительно соответствующего упорядоче-
ния. Покажем, что, варьируя П, можно также добиться выпол-
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нения условия р = — а 8 , где П = { а ь . . . , а8}, причем нумера-
ция корней совпадает с указанной выше. Для этого рассмотрим
совокупность {П} всех систем простых корней Псз7?(Г, G), от-
носительно которых а является максимальным корнем, и подчи-

8

ним выбор П условию: h t n р = max htg р, где h t n р = X! пг — в ы ~
п i"1

сота корня р = J] nfxt относительно системы П = {а.и . .., ос8}.

Поскольку а + Р — корень, и корень а максимальный, то ко-
рень р отрицательный. С другой стороны, если у е= {ш, . .., ал},
то необходимо ( Y | P ) ^ O , где ( | ) обозначает скалярное про-
изведение, ибо в противном случае высота р относительно
системы П' = Шу(Т[)^{П} (wy — соответствующее отражение)
была бы больше ht n p. Из описания системы корней типа Е8

(таблица VII в книге Бурбаки [4]) ясно, что р имеет вид р =
= 6 — а8, где б является линейной комбинацией корней а ь . . .
. . . . а 7 с целыми неположительными коэффициентами. Тогда
(Р1Р) = ( 6 | 6 ) - 2 ( б | а 8 ) + (а8 |а8), откуда (б |fl) = 2(6 |а8), ибо
(Р1Р) = (а 8 | а 8 ), и поэтому (6 |fl) = (б |р + а8) = (б |Р) +

+ (6 |а8) ^ Y ( 6 |6), и окончательно (6|б) —О, т. е. 6 = 0, что и

требовалось.
Итак, заменяя элемент Z на пропорциональный, можно счи-

тать, что Z = Ха, где а — максимальный корень, a a (Z) = сХ-аг.
Лемма 36. Существует такое ̂ -мерное подпространство We

a gL, что пространство LZ + W состоит из корневых элементов
и для любого S e W выполняются следующие соотношения:

(Z,a(S)) = (S,a(S)) = 0,

[Z,S] = [Z, o(S)] = 0.

Доказательство. Обозначим через W\ подпространство в gL,
н а т я н у т о е н а э л е м е н т ы Ха„ Xa7+as, ..., Ха,+ ...+а„ Ха,+ . . . + а з + а 1 ;
dim W\ = б. Отождествляя, как и выше, алгебру типа Л8,
порожденную Ху, у е {а,-1 i =f= 2} U {а} с 8t9 (L), легко показать,
что пространство LX-ai-\-W{ состоит из корневых элементов.
Из соотношений для элементов базиса Шевалле вытекают сле-
дующие свойства:

Wi <= [Х_а, Ut], [X_aa, Wl}=0, [Xa, Wl\=0. (18)

Положим W = o~l(W\). Тогда пространство LXa + W состоит
из корневых векторов. Из (18) вытекают все соотношения в (17),
кроме <S, ст(5)>=0 для S e l f . Но для любого S{^WU со-
гласно (18), [Xa, Sj] = O. Поэтому, применяя утверждение 2)
леммы 34, получим <Si, [Za,gL]> = 0. Но из (18) вытекает, что
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[Ха,$ь] содержит W, поэтому (Wu W) = 0, откуда (W,o(W))=
= 0. Лемма доказана.

Используя указанные свойства пространства W, теперь уже
легко завершить построение искомого ненулевого элемента У,
удовлетворяющего (15). Вначале найдем ненулевой S G F со
следующими свойствами:

(a (Z), S) = (а (Z), [S, а2 (Z)]) = 0, (19)

<o(S), [S, a 2 ( Z ) ] ) - 0 . (20)

Элементы S ^ W, удовлетворяющие (19), образуют подпро-
странство размерности, не меньшей 4, над L, т. е. размерности
не меньшей 20, над Е. При этом (20) эквивалентно системе
пяти однородных квадратичных уравнений относительно £-коор-
дииат S. Поэтому еще раз применяя утверждение упражнения,
получаем существование элемента S. Далее, мы можем предпо-
лагать, 4T02 = <a(Z), [Z,o2(Z)]y =^0, s = <o(S), [S, a 2(S)] > Ф 0.
Положим q = —zs~\ r = -\/'NL/E (q) ^ E, t = rqa3 (q) и покажем,
что корневой элемент Y — Z -\- tS — искомый.

Имеем
(У, а (У)) = (Z + tS, a(Z) + a (t) a (S)> = 0

в силу условий (17) и (19). Чтобы избежать громоздких вычи-
слений при подсчете у = (а (У), [У, o2(Y)]) = (a (Z) + a (t) о (S),
[Z + tS, a2 (Z) + о2 (t) a2 (S)]), заметим, что в силу утвер-
ждения 2) леммы 34 и условий (17) все члены, кроме
(a(Z), [Z, аЦг)]), (a(S), [S, a2(S)]), (a (Z), [S, o2(Z)]) и (a (S),
[S, a2(Z)]>, обращаются в нуль, причем два последние также
равны нулю благодаря выполнению условий (19), (20). Отсюда
следует, что y = z — ta(t)o2(t)s = 0. Доказательство предложе-
ния 24, а вместе с тем и теоремы 30 завершено.

Переходим теперь непосредственно к доказательству триви-
альности Hl(L/E,G0). Пусть I GE Я1 (L/E, Go), G = jG0. Если
группа G изотропна над Е, то применяя предложение 22 с уче-
том того, что для всех групп, отличных от Е%, теоремы 4 и 6 уже
доказаны, получаем, что е = 1 - Поэтому всюду ниже будем
предполагать, что группа G £-анизотропиа. Тогда согласно тео-
реме 30 существует собственная ^-определенная и L-изотропная
полупростая подгруппа Н с G. Без ограничения общности мож-
но считать группу Я £-простой. Тогда Я изогенна группе вида
RP/E(/ 7 ) . Так как для всех групп, кроме Е&, теорема 29 уже до-
казана, то F в силу ^-анизотропности G имеет тип Ап. Так как
Е по построению не имеет расширений степени ^ 4 , то априори
возможны лишь случаи 1) [Р: E]z>z5, п = 1; 2) Р = Е.
Используя тот факт, что Я является ^-анизотропной и L-изо-
тропной, легко показать, что в действительности возможен
лишь случай Р = £, п = 4, т. е. Я — простая группа типа А\.
Поскольку Е не имеет квадратичных расширений, то Я авто-
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матически является внутренней формой, другими словами, Н =
= SLi(D), где D — тело индекса 5 над Е. При этом D ®E L ~
^Ms(L), так что L вкладывается в D в качестве максималь-
ного подполя. Пусть ^i = Ri/£(Gm) — соответствующий £-опре-

деленный норменный тор в G. Группа G является L-разложи-
мой, и поэтому централизатор Ci = Za(T\) также является
^-определенной L-разложимой группой. Если полупростая часть
# i = [ C b С\] нетривиальна, то применяя к ней те же рассуж-
дения, что и к группе Я, установим существование тора Г„ с Я 1

вида T2 = K<l)

/E(Gmy Тогда тор Т = Т{Т2 является £-опре-
деленным L-разложимым тором в G. Если же Н\ = 1, то таким
тором будет группа Т = С\.

Согласно предложению 19 существует £-определенное вло-
жение T—>-Go такое, что \ лежит в образе отображения ф:
Я1 (Е,Т)—>- Я1 (£, Go), поэтому завершает доказательство три-
виальности Hl(L/E, Go)

Предложение 25. Отображение ф тривиально.
Доказательство. Для каждого корня a e ^ = i?(T,G) обо-

значим через G (а) подгруппу в G, порожденную корневыми
подгруппами Ga:.a), i = 0, I, 2, 3, 4. Утверждается, что G (а)
является простой односвязной £-группой типа А\. Легко видеть,
что система корней R(T(a), G(a)), где Г (а) = Г П G (а)—мак-
симальный тор в G(a), совпадает с подсистемой Е а <= R, обра-
зованной всеми корнями, которые являются целочисленными
линейными комбинациями корней a ' (a), i = 0, . . . , 4. Так как
тор Т ^-анизотропен, то а + а ( а ) + ••• + а 4 ( а ) = 0, и, следо-
вательно, r a n g E a ^ 4 . С другой стороны, а индуцирует авто-
морфизм 2<х порядка пять. Но единственной системой корней
ранга, не превосходящего 4, обладающей таким свойством, яв-
ляется Л4. При доказательстве предложения 24 мы показали,
что любые два корня a, p e i ? такие, что a + p GE R, В подхо-
дящем базисе являются соответственно максимальным корнем
и корнем —ag- Рассуждая аналогично, несложно показать, что
в подходящем базисе П a R группа G(a) совпадает с группой,
порожденной корневыми подгруппами Gy, где у ^{а&,а7,а&, \i}>
ц—максимальный корень. Отсюда следует, что группа G(a)
односвязна.

Далее, образуем произведение То= J J Т(а), и пусть
а ей

60: Н1 (Е, То) —у Н1 (Е, Т) индуцируется отображениями 8а:
Н1(Е, Т (а)) —»• Н' (Е, Т). Ниже мы покажем, что отображение 60

сюръективно, а сейчас, пользуясь этим фактом, завершим
доказательство предложения 25. Пусть Ъ,<=НУ{Е,Т) и § =

п

III
0 a i (§ i ) , где ^ Е Я ' ( £ , ^(а,-))- Проведем индукцию по п.
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Если п = 1 , то £ = eai(£,) и £<=Hl(E,G(al)) = l. В общем
случае воспользуемся известной процедурой тривиализации £
«по частям». А именно, так как Hl(E, G ( a n ) ) = l , то £„ = {ат},
где ат

 = £~1'г(йг)> т е Gal (£/£) для подходящего g e C ( a n ) .
Рассмотрим тор Г' = gTg~~l и изоморфизм т|>: Т—>Т',
ty(x) = ёхё~х- Используя тот факт, что g~4 (g) ^Т, легко
показать, что тор Т и морфизм т|з определены над £. Поло-
жим 1/ = 1|з(еП1(&1), . . . , В ^ Д ^ ^ е Я 1 ^ , 7")- Непосред-

ственно проверяется, что £' = g'iT(g)~, поэтому достаточно
установить тривиальность \'. С другой стороны, £' — т|э (9а (^)). . .

• • • * ( Ч - , (^-i)). п Р и ч е м * ( Ч &)) е еа< (^ ' (Я. 7" («О)), где
а^^а |)(а г ), и тривиальность s' вытекает из предположения
индукции.

Для доказательства сюръективности 0О укажем способ вы-
числения Н1 (L/E, S) для произвольного ^-анизотропного L-раз-
ложимого тора S в терминах когомологии группы однопара-
метрических подгрупп X*(S).

Лемма 37. Изоморфизм X»(S)® L*^- SL и ^-произведение
индуцируют изоморфизм

Ф 5 : frl(L/E, X.(S))®H2(L/E, L')^>Hl(L/E, S).

Доказательство. Положим Г —(а), обозначим через е эле-
мент 1 + о + . . . + а4 группового кольца 2[Г] и рассмотрим
Г-модуль / = Z[r]/Ze. Изучим вначале «модельный» случай
Xt(S) = I. Тогда модуль \ t (S) входит в точную последова-
тельность

где [е] означает умножение на е. а тор S — в точную последо-
вательность

Из этих последовательностей получаются изоморфизмы

Н"] ЩЕ, I) ~ Я 0 (L/E, Z) = Z/5Z,

которые объединяются в коммутативную диаграмму

Я " 1 (L/E, I) ® Я 2 (LIE, L')-^HX (LIE, S)

г\ II t\
, Z) <g> H2 {L/E, L*) —•> H2 (L/E, L")

Так как нижняя строка, очевидно, является изоморфизмом, то
CDs — также изоморфизм.



6.8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 4 И 6 4 3 3

Из доказанного вытекает, что d>s является изоморфизмом
и в случае X* (S) = 1п. С другой стороны, / можно отождествить
с кольцом Z [t5] (где £5 — примитивный корень степени 5 из
единицы), которое является кольцом главных идеалов. Но для
любого ^-анизотропного тора S имеем еХ* (S)c= X* (S)Gal(L/£) =
= (0), так что Х*(5) можно рассматривать как модуль над
Z [Г]/-"е =1 ~ Z[5s], и поэтому X*(S) имеет вид X*(S) =
= —• [?s] " = /", что и доказывает лемму.

Из леммы вытекает, что для доказательства сюръективности
отображения 90 достаточно установить сюръективность отобра-
жения H"1(LIE, Xt(T0))-^H~l(L/E, \t(T)). Но по определению
Н~] (L/E, Х ) = К е г N/(1 —а)Х, где N% = ex — норменное отобра-
жение. Поэтому Н~] {L/E, X. (5)) = X. (S)/(l — а) X, (S) для £-ани-
зотропного тора S, и поэтому в нашем случае все следует из
сюръективности отображения ф Х,(Г(о))-->Х,(Д которая

очевидна.
Доказательство теорем 4 и 6 завершено.
Вопрос о справедливости теорем 6 для групп типа Е& в те-

чение долгого времени оставался открытым. Решающий шаг,
позволивший завершить доказательство, состоит в получении
теоремы 30, что было проделано совсем недавно В. И. Чер-
ноусовым [6]. Тем не менее теорема 4 в этом случае была из-
вестна ранее (Кнезер [9]). Ключевое отличие локальной ситуа-
ции от глобальной состоит в существовании локальной двой-
ственности Накаямы — Тейта, что в сочетании с тщательным
анализом подгрупп группы Вейля позволяет доказать предло-
жение 25 для практически произвольных торов, а не только для
торов специального вида, использованных нами.

Библиографические замечания. Значительная часть мате-
риала, изложенного в § 6.2—6.3, является традиционной (см.
Борель [8], § 16, Воскресенский [3], гл. VI). Содержание § 6.4
практически полностью заимствовано из статьи Бореля, Серра
[1]. Напротив, результаты, связанные с точным вычислением
когомологий полупростых групп над локальными и числовыми
полями, в таком целостном и завершенном виде излагаются
впервые. Тривиальность Hl(K,G) для односвязных групп над
локальным полем К была установлена Кнезером [9]. В лек-
циях [12] им было показано, что теоремы 4 и 6 для групп клас-
сических типов эквивалентны известным результатам о свой-
ствах и классификации квадратичных, эрмитовых и т. д. форм
(так как эти результаты могут быть получены без использова-
ния когомологической техники, то тем самым мы получаем до-
казательство теорем 4, 6 для классических групп). Избранный
нами вариант изложения использует лишь один результат из
теории квадратичных форм — теорему Минковского — Хассе.
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Следует указать также на определенные усовершенствования
в доказательстве принципа Хассе для групп типа 2Ап, связанные
с использованием мультинорменного принципа. Теорема 6 для
исключительных групп, кроме типа Е&, была получена Харде-
ром [1], [2]; случай типа Е& был рассмотрен Черноусовым [6]
(отметим, что для функциональных глобальных полей три-
виальность Hl(K,G) для полупростых односвязных групп
всех типов была установлена Хардером [11]). Ряд результатов
о когомологиях Галуа содержится в статье Сансюка [1]. Мы
совсем не затрагиваем вопрос о когомологиях Галуа конечных
коммутативных групп, которые описываются так называемыми
теоремами Пуату — Тейта (см. Серр [1]). Подробное изложе-
ние этих результатов содержится в недавней книге Милна [2]-

При изучении когомологии полупростых групп мы неодно-
кратно использовали аппроксимационные результаты, которые
будут подробно рассматриваться в следующей главе. Вот их
полный список: 1) слабая аппроксимация в многообразии то-
ров; 2) слабая аппроксимация в «сферах», определяемых квад-
ратичными, эрмитовыми и т. д. формами; 3) слабая аппрокси-
мация в любом торе относительно множества S=V&; 4) сюръ-
ективность отображения Я 1 (К, Т)->- Ц Hl (Kv, T) для лю-

бого тора Т; 5) сильная аппроксимация для группы G = SLn(D).
Читатель может проверить, что эти факты не зависят ни от ка-
ких результатов о когомологиях Галуа полупростых групп, и
поэтому их использование в настоящей главе допустимо.



ГЛАВА VII

АППРОКСИМАЦИЯ В АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУППАХ

В этой главе мы будем заниматься метрическим аспектом
локально-глобального принципа, а именно, изучим вопрос о том,
когда элементы локальных групп GK и их произведений мож-
но с любой степенью точности приблизить элементами группы
GK. В случае когда такое приближение возможно, говорят, что
для группы G справедлива слабая аппроксимация. Хотя это по-
нятие имеет смысл для произвольного поля К, мы, естественно,
будем в основном интересоваться числовым случаем (см., од-
нако, замечания в заключительной части § 7.3). Напротив, силь-
ная аппроксимация (т. е. приближение при помощи элементов,
которые дополнительно удовлетворяют некоторым условиям це-
лочисленности) относится только к глобальным полям. Мы даем
определения как сильной, так и слабой аппроксимации приме-
нительно к произвольным многообразиям, однако содержатель-
ные результаты об аппроксимации к настоящему времени полу-
чены лишь для случая алгебраических групп. Дело в том, что
имеющиеся методы в существенной степени используют группо-
вую структуру рациональных точек, и по этой причине мы пред-
варяем собственно аппроксимационные результаты обсужде-
нием известной гипотезы Кнезера — Титса об изотропных груп-
пах (см. § 7.2). Отметим также, что начиная с этой главы все
отчетливее будет проявляться синтетический характер арифме-
тической теории алгебраических групп. Это относится как к ос-
новным идеям, так и к применяемым техническим средствам.
В частности, в этой главе будет использовано большинство ре-
зультатов предшествующих разделов.

§ 7.1. Сильная и слабая аппроксимация
в алгебраических многообразиях

Пусть X—алгебраическое многообразие, определенное над
числовым полем К. Возможность сколь угодно точного прибли-
жения элементов локальных пространств Хк0 элементами из
Хк в действительности означает плотность Хк при вложении
в некоторые топологические пространства, конструируемые из
XKV- Так, с точки зрения топологии естественно рассмотреть то-
пологическое прямое произведение Х= Ц Хк или его часть
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Xs = J J Хк0, где S с VK — некоторое подмножество, в то время

как с точки зрения арифметики следует обратиться к простран-
ствам S-аделей XAS С соответствующей топологией (см. § 5.1).
И в том и в другом случае имеется естественное диагональное
вложение ХК<=-*Х (XK<=-*XS) и ХК<^*ХА$. В этих терминах мы
и дадим следующее.

Определение. 1) Говорят, что для X имеет место слабая
аппроксимация (соответственно слабая аппроксимация относи-
тельно подмножества S a VK), если диагональное вложение
ХК<=-*Х (соответственно XK<=-*XS) является плотным.

2) Многообразие X обладает свойством сильной аппрокси-
мации относительно конечного подмножества S с VK, если
плотно диагональное вложение X^<=-*XAS *)• В случае S = V^
говорят об абсолютной сильной аппроксимации.

Опишем вначале функториальные свойства этих понятий.
Предложение 1. 1) Если многообразия X и Y бирегулярно

изоморфны над К, то они одновременно обладают или не обла-
дают сильной (соответственно слабой) аппроксимацией.

2) Если X = Х\ X Х2 над К, то наличие сильной (соответ-
ственно слабой) аппроксимации в X равносильно наличию ап-
проксимации того же типа в обоих сомножителях.

3) Если X = RL/K(Y), то наличие сильной (соответственно
слабой) аппроксимации в X над К относительно подмножества
S c F равносильно наличию аппроксимации того же типа в Y
над L относительно подмножества S a VL, образованного всеми
продолжениями нормирований из S.

Доказательство вытекает из существования естественных го-
меоморфизмов между пространствами, участвующими в опреде-
лении аппроксимации. Например, Xs ~ Ys в условиях пункта 1),.
a Xs~Yj в условиях пункта 3) для любого S<^VK (детали
рассуждений мы оставляем читателю).

Следует обратить внимание, что в случае Х= А1 приведен-
ные определения переходят в классические определения силь-
ной и слабой аппроксимации для поля К. В частности, из соот-
ветствующих аппроксимационных теорем (см. теоремы 1.4 и
1.5) и п. 2) предложения 1 получаем, что аффинное простран-
ство Д.™ обладает слабой аппроксимацией и сильной аппрокси-
мацией относительно любого непустого S. Так как многообра-
зие произвольной унипотентной /С-группы U бирегулярно изо-
морфно над К аффинному пространству А", п = dim U, то из
п. 1), 2) получаем

*) Отметим, что в случае, когда X является алгебраической группой,
можно дать эквивалентную формулировку: произведение XsXK должно быть
плотным в ХД.
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Следствие. Пусть G = HRU(G) — разложение Леей связной
группы G. Тогда наличие сильной (соответственно слабой) ап-
проксимации для G равносильно наличию аппроксимации того
же типа для Н.

Приведем теперь для удобства ссылок несколько простых
фактов о сильной и слабой аппроксимации.

Предложение 2. 1) Наличие слабой аппроксимации в X от-
носительно произвольного S c F равносильно наличию слабой
аппроксимации относительно любого конечного подмножества
S'crS.

2) Многообразие X обладает сильной аппроксимацией отно-
сительно конечного подмножества S с VK в том и только том
случае, если для любого конечного подмножества Т cz VK, со-
держащего S U V'L, множество Х,у(Т) Т-целых точек плотно в XT\S
(при диагональном вложении). В частности, если группа G об-
ладает сильной аппроксимацией относительно S, то она обла-
дает слабой аппроксимацией относительно VK\S. Если много-
образие X проективно, то верно и обратное: слабая аппрокси-
мация относительно VK\S влечет сильную аппроксимацию от-
носительно S.

3) Если для X имеет место слабая (соответственно сильная)
аппроксимация относительно произвольного (соответственно ко-
нечного) подмножества S с VK, то аппроксимация того же типа
имеет место и для любого Si cr S (соответственно конечного

4) Если многообразие X обладает слабой апроксимацией от-
носительно S, то любое открытое К-под многообразие U а X
также обладает слабой аппроксимацией относительно S.

Доказательство утверждения 1) вытекает из определения то-
пологии на прямом произведении. Для доказательства 2) на-
помним, что базу открытых множеств в XAS составляют множе-
ства вида W= П Uк X П Хо , где Т с VK — конечное

usr\S " ьфТ °
подмножество, содержащее S U V*, и Uv<^XKv открыто для
w e 7 \ S . Поэтому сильная аппроксимация для X относи-
тельной сводится к условию XK[\WФ0 для любого такого W,
что, очевидно, равносильно непустоте пересечения Х(7(Г)П И U

т. е. плотности Хв{т) в XT\S. В § 3.1 мы видели, что Pev = P'ko

для всех v (= Vf, поэтому при любой реализации проективного
многообразия X всегда Хо =Хк для почти всех v (= Vf. Таким
образом, здесь топологическое пространство XAS совпадает
с пространством XVK\S, откуда и следует требуемое. Утвер-
ждение п. 3) вытекает из того обстоятельства, что при S{ a S
(соответственно S\ => S) имеется естественная непрерывная
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проекция Xs—*-Xs, ('соответственно Х4„—>Хл„ ), согласованная

с соответствующими диагональными вложениями Хк. Наконец,
для доказательства 4) достаточно заметить, что поскольку
и-адическая топология на XKV, определенная в § 3.1, сильнее то-
пологии Зарисского, то любое открытое множество W a Us яв-
ляется в то же время открытым в Xs, поэтому пересечение
W [\ХК непусто и, очевидно, содержится в UK. Предложение 2
полностью доказано.

Сильная аппроксимация имеет ярко выраженный арифмети-
ческий характер. А именно, в основном случае, когда S=3l/£,
ее выполнимость равносильна разрешимости в целых числах
некоторой системы сравнений для элементов многообразия X.
Более точно, пусть X с А". Тогда любое открытое подмноже-
ство в XAS содержит подмножество вида

w - П (*,„ п ((«! + К;) х ... х (<+*/))) х Д xOw.
где vu . . ., vr ф. S, ти . . ., тг — целые > О, S, = S U {vu . . ., vr},
а1 = (а\, ..., u j j e l j j . Поэтому вопрос о непустоте пересече-
ния XKf]W сводится к разрешимости относительно точек
х е X0(s,) системы сравнений

( ) (1)

где запись a = 6 (mod £™) для элементов a = (av ..., ara) и

b = (bu ..., bn), лежащих в Ki, но не обязательно в 01 озна-
чает, что a. — b\ e р™ для всех / = 1 , . . . , п. Поэтому вопрос
о сильной аппроксимации для X представляет алгебро-геомет-
рическую версию «китайской теоремы об остатках». Учитывая
ту фундаментальную роль, которую последняя играет в класси-
ческой арифметике, естественно предположить, что сильная ап-
проксимационная теорема для алгебраических групп, которую
мы докажем в § 7.4, должна лежать в основе получения важ-
ных результатов нашей теории. В справедливости этого пред-
положения мы убедимся в последующих главах.

На этом мы закончим обсуждение аппроксимационных за-
дач в контексте произвольных многообразий, и большинство
последующих результатов будет относиться только к алгебраи-
ческим группам. Такое ограничение вполне естественно, ибо
если исследовать вопрос о разрешимости системы (1) только
с позиций диофантовой геометрии, т. е. не используя групповую
структуру, то задача становится исключительно сложной. Так,
ниже мы покажем, что для группы G = SL2 имеет место абсо-
лютная сильная аппроксимация, поэтому соответствующая си-
стема (1) должна иметь решение. С другой стороны, G как ал-
гебраическое многообразие задается уравнением ху — zt = 1, и
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мы настоятельно рекомендуем читателю убедиться, что устано-
вить возможность подъема решений этого уравнения по неко-
торой системе модулей до целочисленного решения не так-то
легко. Этот пример показывает, что в проблеме сильной аппрок-
симации ключевую роль играют не столько геометрические свой-
ства G, сколько групповая структура. Наоборот, слабая аппрок-
симация связана с геометрией G более тесным образом.

Предложение 3. Пусть X — неприводимое гладкое К-рацио-
нальное многообразие. Тогда для X имеет место слабая аппрок-
симация.

Доказательство. Условие Л^-рациональности многообразия X
означает существование бирегулярного ./(-изоморфизма ср: [/-*-
—>-W между открытыми подмножествами U cz A1 (l = dimX) и
f с ! Из предложений 1 и 2 вытекает, что W обладает слабой

аппроксимацией, т. е. WK плотно в Ц Wк . С другой стороны,

согласно лемме 3.2, Wк, плотно в Хк, для любого v. Отсюда

следует, что WK, и тем более Хк> плотно в Д Х% •
v v

Доказанное предложение является для нас первым приме-
ром связей, существующих между геометрией линейных алгеб-
раических групп и их арифметикой. Эти связи охватывают це-
лый комплекс вопросов, таких как слабая аппроксимация, спра-
ведливость принципа Хассе, вычисление чисел Тамагавы и др.
Однако в данной книге мы не имеем возможности подробно
заниматься этими вопросами и ограничимся краткими замеча-
ниями в § 7.3. В действительности для наших целей вполне
хватает следствий, получаемых непосредственно из предложе-
ния 3.

Следствие 1. Пусть X — квадрика, т. е. поверхность в Ал

( л ^ 1 ) , задаваемая уравнением вида f(xu . . . , хп)= а, где
f — невырожденная квадратичная форма над К, а^К*. Если
Хк Ф 0, то для X имеет место слабая аппроксимация.

Действительно, хорошо известно, что X является гладким,
а в случае ХкФ0 — и Л^-рациональным многообразием. Отме-
тим, что вопрос о сильной аппроксимации для X оказывается
более тонким (см. Рапинчук [8J).

Доказанное утверждение частично восполняет пробел, кото-
рый остался у нас в предыдущей главе, где мы использовали
наличие слабой аппроксимации для «сфер», связанных с фор-
мами всех типов, т. е. для многообразий вида f(x) = a, где / —
квадратичная, эрмитова и т. д. форма. Как мы видели в § 6.6,
«сферы», отвечающие эрмитовым формам над квадратичным
расширением L/K или телом кватернионов D/K, в действитель-
ности эквивалентны квадрикам большей размерности, и по-
этому слабую аппроксимацию для них можно считать доказан-
ной. С другой стороны, для косоэрмитовых форм над телом
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кватернионов D рациональность соответствующих сфер пока
неизвестна, так что непосредственно предложение 3 здесь не-
применимо. По этой причине приходится использовать несколько
другой подход, который позволяет рассмотреть все типы форм
одновременно и основывается на следующем обобщении пред-
ложения 3.

Предложение 3'. Пусть X — гладкое неприводимое {{-много-
образие такое, что для подходящего К-многообразия Y произве-
дение ХУС^У рационально над К. Тогда для X имеет место сла-
бая аппроксимация.

Доказательство легко получается из предложения 3 и ут-
верждения 2) предложения 1.

Пусть теперь f — невырожденная л-мериая эрмитова (косо-
эрмитова) форма иад телом D, снабженным инволюцией х та-
кой, что поле неподвижных относительно х элементов центра
D совпадает с К-

Предложение 4. Пусть G — связная компонента унитарной
группы Un(f). Тогда многообразие G рационально над К-
В частности, для G имеет место слабая аппроксимация.

Доказательство получается при помощи известной парамет-
ризации К.эли — Диксона. А именно, обозначим через Q = L(G)
алгебру Ли группы G и рассмотрим соответствие

Тогда оказывается, что р задает Л^-определенный бирациональ-
ный изоморфизм между g и G. Для доказательства следует

заметить, что поскольку Un (f) = {х е Mn(D) 0 ^ К \*xFx = F),
где для х = {хц) полагаем *х = (т (x/;)), F — матрица формы /,

то j = { I e M n (D) ® к Ж | 'XF + FX = 0}. Поэтому прямое вычи-
сление, использующее (2), показывает, что образ р попадает
в Un(f), а следовательно, и в G, ибо р(0) = £ л е б и G яв-
ляется связной компонентой Un(f). При этом обратное к р ото-
бражение задается той же формулой (2). Таким образом, ра-
циональность G доказана. Остается заметить, что групповые
многообразия являются гладкими, и поэтому для них слабая
аппроксимация автоматически вытекает из рациональности.

Теперь у нас уже есть все необходимое, чтобы завершить
доказательство слабой аппроксимации для «сфер».

Следствие 2. Пусть f — невырожденная п-мерная (п ^ 2)
эрмитова (косоэрмитова) форма, а е D* — соответственно эр-
митов (косоэрмитов) элемент. Положим X={x<=Dn®KR\f(x) =
= а}. Тогда если Хкф0, то X обладает слабой аппрокси-
мацией.

Действительно, пусть х е Хк. Рассмотрим отображение ср:
G—>-X, q(g) = gx, где G, как и выше, — связная компонента со-
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ответствующей унитарной группы Un(f). Из теоремы Витта вы-
текает, что ф сюръективно, т. е. X можно отождествить с одно-
родным пространством G/H, где H = G(x) — стабилизатор точ-
ки х, в частности, X является гладким. Более того, теорема
Витта позволяет утверждать, что y(GL) = XL для любого рас-
ширения L поля К- Применяя это к полю рациональных функ-
ций L = K(X), получаем рациональное /(-определенное сечение
г|э: X—*-G, так что бирационально G изоморфно Ху^Н. Но в
силу предложения 4 G рационально, поэтому доказательство
завершается применением предложения 3'.

В связи с обсуждением проблемы рациональности отметим,
что, к сожалению, группами, описанными в предложении 4, и
./(-разложимыми группами в основном исчерпываются те груп-
повые многообразия, о которых известно, что они рациональны.
В частности, долгое время оставался не решенным вопрос о ра-
циональности спинорных многообразий Spinn(f), являющихся
двулистными накрытиями специальной ортогональной группы
SOn(f), рациональность которой вытекает из предложения 4.
Несложно показать, что многообразие Spinn(f) при п ^ 5 яв-
ляется /(-рациональным (см. Платонов [18]), однако, как пока-
зано первым из авторов, для п ^ 6 вида 4£ + 2 над подходя-
щим полем К существуют нерациональные спинорные многооб-
разия (см. Платонов [18], [19]). Этот результат был получен
на основе развития методов приведенной /(-теории, позволив-
ших в свое время установить существование нерациональных
многообразий типа SLi(D) (см. Платонов [17], Воскресенский
[3]). С другой стороны, если поле К является локально ком-
пактным, то любое спинорное многообразие над К всегда /(-ра-
ционально (см. Платонов [18], Платонов, Черноусов [1]), при-
чем для К = R известна рациональность большинства группо-
вых /(-многообразий. Для числовых полей рациональность
Spinn(f) известна лишь над полем рациональных чисел (см.
Черноусов [1]). Отметим, однако, что вопрос о слабой аппрок-
симации для алгебраических групп над числовыми полями ре-
шается другими методами (см. § 7.3).

Еще одно важное для нас применение предложения 3 со-
держит

Следствие 3. Пусть G — редуктивная алгебраическая группа
над числовым полем К и Э~ — многообразие ее максимальных
торов. Тогда для 0~ имеет место слабая аппроксимация. В част-
ности, если S a VK — конечное подмножество и для каждого
o e S задан Kv-onpеделенный максимальный тор T(v)c=G, то
существует такой К-о преде ленный максимальный тор Т a G,
который для любого » E S сопряжен с тором T(v) при помощи
элемента из GK .

Действительно, будучи однородным пространством группы G,
многообразие £Г является гладким. Его рациональность над К
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мы установили в теореме 2.18. Поэтому 3~ обладает слабой
аппроксимацией. Далее, если х„ е £Г— отвечающая Т(и) точка
3~(и e«S), то торы из класса сопряженности [gT(v)g~! \g e GK^\
в точности соответствуют точкам орбиты {JV = GK. XV. НО UV

открыто в $~KV (см. следствие 2 из предложения 3.3),
поэтому по свойству слабой аппроксимации для 3~ найдется
точка х е 0~к [\ Д Uv. Отвечающий ей максимальный тор

Т с G и будет искомым. (Обратим внимание читателя на
то обстоятельство, что слабая аппроксимация для многообразия
торов имеет место всегда, вне зависимости от слабой аппрокси-
мации в группе G. Уникальность этого явления заключается
в том, что обычно слабая аппроксимация в однородном про-
странстве выводится из слабой аппроксимации в группе (ср.
доказательство следствия 2), а не наоборот.)

§ 7.2. Гипотеза Кнезера—Титса

Выше мы отмечали, что далеко продвинуться в вопросах
аппроксимации для алгебраических групп, не используя груп-
повую структуру, по-видимому, нельзя. Это объясняет появле-
ние в главе об аппроксимации параграфа, посвященного чисто
структурным вопросам. Их последовательное изложение может
составить предмет отдельной книги, так что настоящий пара-
граф неминуемо приобретает обзорный характер. Тем не менее
основной необходимый нам для дальнейшего результат о спра-
ведливости гипотезы Кнезера—• Титса над локальными полями
(теорема 6) мы доказываем фактически полностью.

Структурная теория линейных алгебраических групп дает,
практически, исчерпывающую информацию о строении алгебраи-
ческой группы G над алгебраически замкнутым полем. Однако
ситуация резко меняется, если рассматривать группы рацио-
нальных точек GK над полем К, которое не является алгебраи-
чески замкнутым. Основные трудности при этом сосредоточены
в случае простой группы G, которым мы и будем здесь зани-
маться. Необходимо различать также Л^-аиизотропный и Л>изо-
тропный случаи. В первом структура GK в существенной сте-
пени определяется не только самой группой G, но и арифмети-
кой поля К. В частности, в зависимости от G и К группа GK
может быть финитно аппроксимируемой или даже проразреши-
мой (см. § 1.4, п. 4). Наоборот, в изотропном случае GK всегда
содержит «большой» нормальный делитель, который уже не со-
держит собственных нецентральных нормальных подгрупп. Бо-
лее точно, для абсолютно простой, определенной и изотропной
над полем К группы G обозначим через GK, подгруппу (в дей-

ствительности, нормальную подгруппу) в GK, порожденную
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./(-рациональными элементами унипотентных радикалов ./(-опре-
деленных параболических подгрупп (отметим, что в основном
для нас случае совершенного поля К можно определить GK
просто как подгруппу, порожденную Л>рациональными унипо-
тентными элементами). Тогда имеет место следующая

Теорема 1 (Тите [1]). Пусть поле К содержит не менее че-
тырех элементов. Тогда любая подгруппа в GK, нормализуемая
группой GK , либо содержит GK,, либо центральна. В частно-
сти, G% не имеет нетривиальных нецентральных нормальных
делителей.

Доказательство этой теоремы, которое мы здесь не приводим,
использует построение в группе GK некоторой fiiV-пары (см.
§ 3.4). Отметим, что для классических групп утверждение тео-
ремы может быть получено методами геометрической алгебры
(см. Артин [1], Дьедонне [2]).

Из теоремы 1 вытекает, что строение (по крайней мере нор-
мальное) группы GK МОЖНО считать известным, если G~K = GK-

Уже довольно давно было показано, что это действительно так,
если односвязная группа G является ./(-разложимой (Шевалле
[4]) или Л!"-квазиразложимой (Стейнберг [2]). Это, в частно-

сти, в силу предложения 6.1 дает полную картину в случае ко-
нечного поля К-

Предложение 5. Если группа G односвязна, а поле К ко-
нечно, то GK, = GK- В частности, если [К] ^ 4, то группа GK не
имеет нетривиальных нецентральных нормальных делителей.

(Исключительные случаи полей F2 и F3 разобраны в работе
Титса [1].)

Имеются результаты о совпадении GK И GK ДЛЯ других ти-
пов полей, о которых мы расскажем ниже. Кроме того, извест-
но, что G^ = GK, если G является группой типов Вп, Сп (п ^ 1)
либо некоторой специальной формой одной из исключительных
групп (см. Тите [4]). Эти результаты, по-видимому, послужили
мотивировкой для формулировки следующей естественной ги-
потезы (см. Тите [1]):

Гипотеза (Кнезер — Тите). Для односвязной простой груп-
пы G, определенной и изотропной над произвольным полем К,
всегда GK = GK-

Условие односвязности здесь существенно и заведомо не мо-
жет быть опущено. Чтобы показать это, прежде всего заметим,
что если я: 0—^G—универсальное ^-определенное накрытие
и поле К совершенно, Ton(§^) = G/c. В самом деле, пусть
g^GK— унипотентный элемент, причем g = n(x), где x^G.
Если х = xsxu — разложение Жордана, то, очевидно, n(xs)=\,
n(xu) = g, так что можно считать элемент х унипотентным. Для
любого o^Gal(R/K) имеем л(а(х)) = o(g) = g = п(х), так что
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o(x) = fx, где f^F = Kern. Но F состоит из полупростых эле-
ментов, поэтому из унипотентности х и а(х) вытекает, что f = 1,
т. е. X^GJC. Мы показали, что любой унипотентный элемент
из GK является образом унипотентного элемента из Ок- Так как
в силу совершенности К любой унипотентный элемент из GK

лежит в унипотентном радикале подходящей Л^-определенной
параболической подгруппы, то отсюда вытекает, что я {G~K) = G%,
что и требовалось. С другой стороны, имеется обширный класс
полей К, для которых п{Ок)ф GK при Кегя^= 1.

Теорема 2 (Платонов [10]). Пусть К — конечно порожден-
ное бесконечное поле, л: G—>-G — нетривиальная центральная
К-изогения связных алгебраических К-групп. Тогда п(бк)Ф GK.
В частности, если группа G неодносвязна и изотропна над
бесконечным конечно порожденным полем К, то G/^Ф G^.

Гипотеза Кнезера — Титса очевидным образом справедлива
для алгебраически замкнутого поля К- Однако уже случай
поля вещественных чисел требует более тонких рассуждений.

Предложение 6 (Э. Картан [1]). Пусть G — простая одно-
связная алгебраическая группа над полем вещественных чи-
сел R. Тогда группа GR не имеет нетривиальных нецентраль-
ных нормальных делителей. В частности, группа GR связна,
и для R-изотропной группы G всегда GR = GR.

Доказательство для случая R-анизотропной группы G, т. е.
когда GR компактна, было проведено нами в § 3.2 (см. пред-
ложение 3.6). В изотропном случае оно использует некоторые
структурные результаты о группе G (см. Борель, Тите [1]),
которые справедливы над любым полем К и понадобятся нам
также и в дальнейшем. Пусть 5 — максимальный ./(-разложимый
тор группы G, Н = Zo(S)—его централизатор, U и U~ — уни-
потентные радикалы двух противоположных минимальных па-
раболических подгрупп, содержащих тор 5. Тогда морфизм-
произведение задает Л^-определенный изоморфизм U X Н X U~
на открытое по Зарисскому подмножество W a G. Для любого
g^GK множество V=W[\gW-1 в силу связности G является

непустым и открытым, поэтому V П GK = WK f] gWx1 ф 0 ,
ибо GK плотно в G (теорема 2.2). Таким образом, g e
е WKWK\ В частности, WK порождает GK, откуда следует, что

и поэтому GK=GK В ТОМ И ТОЛЬКО ТОМ случае, если HK<=GK.

Далее, разложим Н на составные части. Пусть Sr — связная
компонента центра группы Н (отметим, что, вообще говоря,
Б'фБ). Тогда 5 ' является тором, а 5 — его максимальным
/С-разложимым подтором. Поэтому S' представляется в
виде почти прямого произведения S' = S'S", где S" — макси-
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мальный Л>анизотропный подтор в S'. В свою очередь, Н =
= D-S', где /) = [#, Я] — полупростая Л^-анизотропная группа.
Положим B = D-S". Тогда H=B-S — почти прямое произве-
дение, причем группа В анизотропна над К- Известно (см. Бо-
рель, Тите [2]), что 5 содержится в односвязной Л>разложимой
полупростой подгруппе в G, и, следовательно, S^CZGK- Вос-
пользуемся теперь спецификой поля R. Рассмотрим коммута-
тивную диаграмму

#—>#/£

t а я
В -^ В/В Г) 5

и покажем, что a(fiR) = (В/В П S)R. Группа B/B[}S анизотропна
над R, поэтому группа (B/B[)S)R компактна и, следовательно,
связна (следствие 1 из теоремы 3.6). Поэтому в силу след-
ствия 3 из теоремы 3.6 a (5R) = (В/В {] S)R, откуда # R = 5RSR.

Так как SR с: G£, то достаточно установить включение BRaG~^.
Поскольку группа SR также компактна, а значит, и связна,
то это вытекает из открытости GR (теорема 3.3). Предложение 6
доказано.

Случай поля вещественных чисел является, по-видимому,
единственным, где доказательство гипотезы Кнезера— Титса
основывается на общих структурных соображениях. Во всех
остальных случаях приходится, как правило, отдельно разби-
раться с каждым из типов простых групп. Это отчетливо видно
уже в случае неархимедова локально-компактного поля К, ко-
торый наиболее важен для нас с точки зрения задач аппрок-
симации. Здесь доказательство гипотезы Кнезера — Титса было
впервые получено В. П. Платоновым. Оно основывается на клас-
сификации простых алгебраических групп над локальными по-
лями и состоит в редукции к группам классического типа, для
которых доказательство получается из других соображений. Из-
ложение доказательства мы начнем с напоминания используе-
мых фактов о классических группах.

Доминирующее положение в классических группах занимают
группы типа Ап. Если G является внутренней формой типа Ап,
то G = SLm(D), где D — конечномерная центральная алгебра
с делением над К (см. § 2.3). Условие Л^-изотропности G равно-
сильно неравенству т ^ 2, и в этом случае обозначим через
SL'm(D) подгруппу в GK = SLm(D), порожденную трансвекция-
ми, т. е. такими матрицами х е SLm(D), которые в подходящем
базисе пространства Dm имеют вид элементарной матрицы
ец(а), К Е Д 1ф]. Легко видеть, что каждая элементарная
матрица является унипотентным элементом (более того, лежит в

унипотентном радикале подходящей параболической подгруппы),
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и поэтому SLm(D) с: GK,. С другой стороны, подгруппа SL'm (£>),
нормальна в SLm(D) (и даже в GLm(D)), так что в силу теоремы

1 G% = SLm(D). Таким образом,

с* SLm (D)/SL'm (£>).

Но определитель Дьедонне (см. Артин [1], Дьедонне [2]) ин-
дуцирует изоморфизм последней факторгруппы на приведенную'
группу Уайтхеда SKi (D) = SLi (D)/[D*,D*] алгебры D. Итак,
для группы G = SLm(D) (т ^ 2) справедливость гипотезы Кне-
зера — Титса равносильна высказанной в 1943 г. гипотезе Тан-
наки — Артина о тривиальности приведенной группы Уайтхеда
SKi(D) (см. также Басе [2], с. 222).

Аналогично, если G — внешняя форма типа Ап, то G =
= SUm(f), где f — невырожденная m-мерная эрмитова форма
над телом D с инволюцией х второго рода, причем К совпадает
с подполем х-инвариантных элементов центра L тела D. Усло-
вие ./(-изотропности G сводится к изотропности формы / (см.
§ 2.3), и в этом случае группа G^ совпадает с подгруппой
TUm(f), порожденной так называемыми унитарными трансвек-
циями. Далее, норма Уолла индуцирует изоморфизм фактор-
группы SUm(f)/TUm(f) на приведенную унитарную группу Уайт-
хеда SUKi(D). Последняя определяется как факторгруппа 2 '/2,
где 2 — подгруппа в /)*, порожденная всеми симметрическими
относительно х элементами, а 2 ' состоит из элементов с сим-
метрической приведенной нормой (подробности см. в работе
Янчевского [2]).

Теорема 3. Пусть D — конечномерная алгебра с делением
{соотв., конечномерная алгебра с делением, снабженная инво-
люцией второго рода) над локальным или глобальным полем.
Тогда приведенная группа Уайтхеда SKi (D) (соответственно
приведенная унитарная группа Уайтхеда SUKi(D)) тривиальна.

Доказательство тривиальности SKi (D) мы провели в гл. 1
(см. § 1.4—1.5). Тривиальность SUKi(D) над локальным полем
очевидна, ибо здесь D = L; случай глобальных полей разобран
в работе Платонова, Янчевского [1].

Теорема 3 перестает быть справедливой над произвольным
полем К, т. е. гипотеза Кнезера — Титса в общем случае не-
верна. Круг связанных с этим вопросов мы обсудим в заключи-
тельной части параграфа, а сейчас укажем класс групп, для
которых гипотеза Кнезера — Титса, наоборот, справедлива над
произвольным полем. Это, в первую очередь, спинорные группы
G = Spinn(f), п ^ 3, где f — невырожденная /(-определенная
квадратичная форма. Условие /(-изотропности G эквивалентно
/(-изотропности f (см. § 2.3), и тогда известные результаты гео-
метрической алгебры (см. Артин [1], Дьедонне [2]) дают пол-
ную картину строения соответствующей специальной ортого-
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нальной группы SOn(f)K: образ Spinn(f) K в SOn(f)K при есте-
ственном двулистном накрытии л: Spinn(f)—>-SOn(f) (который
совпадает с ядром так называемой «спинорной нормы») не
имеет собственных нецентральных нормальных делителей и

SOn (f)K/K (Spinn (f)K) с- Г / Г 2 .

С другой стороны, К е г л = { ± 1 } вкладывается в группу
Spin3(g), где g— трехмерная изотропная подформа f, а так как
Spin3(g) ~ SL2 над К, то

и, окончательно, Spinn(f)K =Spinn{f)K.
Осталось разобрать случай унитарных групп над телами с ин-

волюцией первого рода. Итак, пусть D — тело над К с инволю-
цией х первого рода и первого типа (это означает, что если

[D : К] = т2, то dimZ)T = т

 2 j . Если невырожденная по-

луторалинейная форма f степени п является косоэрмитовой, то
в силу результатов § 2.3 группа G = SUn(f) является простой
односвязной группой типа С/, причем, как показал Дьедонне
[1], для нее всегда выполняется гипотеза Кнезера— Титса. Для

эрмитовой формы f группа G = SUn(f) является неодносвязной
группой типа Dt, причем для односвязной накрывающей О гипо-
теза Кнезера — Титса выполняется при условии, что D—тело
кватернионов (см. Сейп — Хорникс [1])- Таким образом,
гипотеза Кнезера — Титса выполняется над произвольным по-
лем для всех групп типов Bi, Ci и групп типа /);, связанных
либо с полем, либо с телом кватернионов. Так как над локаль-
ными и глобальными полями этими группами исчерпываются
все группы классических типов (см. § 2.3), то мы можем под-
вести итог нашего обсуждения гипотезы Кнезера — Титса для
таких групп.

Предложение 7. Пусть К — локальное или глобальное поле.
Тогда для любой простой односвязной К-группы G, относящейся
к одному из типов At, Bi, Ct, Di {кроме 3Z)4,

 6 D 4 ), выполняется
гипотеза Кнезера — Титса.

Редукция доказательства гипотезы Кнезера — Титса для
произвольных групп к группам классического типа проводится
по следующей схеме. Пусть простая односвязная Л -̂группа G
изотропна над К и S a G — максимальный Л^-разложимый тор.
При доказательстве предложения 6 мы видели, что равенство

-GK = GK равносильно включению H^czG^, где H = Za(S) —
централизатор тора 5. Чтобы установить это включение, строят-
ся такие простые односвязные Л^-изотропные подгруппы dcz G,
.нормализуемые тором S, для которых гипотеза Кнезера — Титса
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уже доказана (скажем, G, — группы классического типа), и
группы HiK, где Hi = Zei (S f] G,)°, порождают Нк (отметим,
что {S[\Gi)° — максимальный Л>разложимый тор в Gt и HiczH).
Если такое построение возможно, то HiKczGiK= GtK<^G%, и,

следовательно, H^czG^, что и требовалось. Впервые этот ме-
тод был применен В. П. Платоновым [4J для доказательства
гипотезы Кнезера— Титса над локальными полями. Подгруппы
G, строились при этом путем выбрасывания одной или несколь-
ких выделенных вершин в соответствующем индексе Титса груп-
пы G, поэтому этот метод получил название «процедуры вы-
брасывания вершин». Позднее Прасад и Рагунатан [3] развили
этот метод и показали, что в качестве групп G, можно всегда
выбрать группы ./(-ранга 1. Тем самым получена редукция до-
казательства гипотезы Кнезера — Титса над произвольным по-
лем к группам относительного ранга 1. Для точной формули-
ровки этого результата нам понадобятся некоторые напоминания
и дополнительные обозначения.

Выберем максимальный ^-определенный тор Т a G, содер-
жащий максимальный Л^-разложимый тор 5. Пусть R=R (Г, G) —
соответствующая система корней, П с ^ — подсистема простых
корней, которая (однозначно) определяется заданием подгруп-
пы Бореля В czG, содержащей тор Т и содержащейся в неко-
торой минимальной параболической Л^-подгруппе. Обозначим
через По подмножество в П, состоящее из корней с тривиаль-
ным ограничением на S, тогда П \ П 0 — это в точности множе-
ство выделенных вершин в индексе Титса группы G. В § 2.1,
п. 14 мы определили естественное действие группы Галуа 'З =
= Ga\(K/K) на П (так называемое «-действие). Тогда оказы-
вается, что относительно этого действия множества По и П \ П 0

инвариантны, причем число [f-орбит на П \ П 0 совпадает с
Л^-рангом G. Для произвольного подмножества 0 а П положим

Т(в)= П (Кегб)0, Н{в) = га{Т(в)) и обозначим через G(0)
еее

коммутант группы Я (в) (в частности, # = # ( П 0 ) — централи-
затор максимального ^(-разложимого тора и Go = G(IIo)—ани-
зотропное ядро группы G). Мы будем в основном работать
с [f-инвариаитными подмножествами 0, содержащими По. Тогда
соответствующая группа G(0) является односвязной полупро-
стой (но не обязательно простой) ^(-группой, причем ее К-про-
стые компоненты легко найти, пользуясь индексом Титса: они
соответствуют орбитам группы S" на множестве связных компо-
нент поддиаграммы в П, в которой оставлены лишь вершины
из 0 и соответствующие связи (пример: если индекс имеет вид

—С
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и 0 = По, то G(6) имеет две /(-простые компоненты

0 и

одна из которых имеет тип А\, а другая получается из группы
типа Л, путем ограничения поля с квадратичного расширения
К). Пусть 6i, . . . , 0Г — все ^-орбиты на множестве П \ П 0 .
Тогда /(-ранг группы G(6,-Un0) равен 1, и, следовательно, она
обладает единственным /(-простым /(-изотропным сомножите-
лем Gi. В этих обозначениях справедлива

Теорема 4 (Прасад, Рагунатан [3]). Предположим, что
rangK G ^ 2. Тогда группа Нк порождается группами HiK, где
Hi = H [\Gi. В частности, если гипотеза Кнезера — Титса спра-
ведлива для всех Gi, то она справедлива и для G.

Доказательство получается редукцией к следующему кого-
мологическому утверждению, которое представляет независи-
мый интерес.

Теорема 5. Пусть П ь . . . , n d — такие ^-инвариантные под-
d

множества в П \ По, что \] П; = 0 . Тогда естественное ото-

бражение

Hl(K, G^^TLH^K, GUI, U ПО))
i = i

имеет тривиальное ядро.
Доказательство теоремы 5, которое мы опускаем, отсылая

читателя к работе Прасада, Рагунатана [3], становится триви-
альным в основном интересующем нас случае неархимедовых
локальных полей, ибо здесь Hi (К, G 0 ) = l (теорема 6.4).

Доказательство теоремы 4. Обозначим через Пг дополнение
к в,- в П \ П 0 и положим С г-= Я (Пг U Ш , Dt = G (П^П0).
Отметим, что Я с С;, Go c= D{ для любого Г = 1 , . . . , г.

Лемма 1. Каноническое отображение

является изоморфизмом.
Доказательство. Положим Ta = T[}Ga, где Ga — соответ-

ствующая корневая подгруппа, совпадающая в наших обозна-
чениях с G({a}). Хорошо известно (см. Стейнберг [2]), что

Т = И r a , и, следовательно, для любого подмножества в с= П
П

подгруппа Гв, порожденная Та для а е в, совпадает с прямым
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произведением П Га. Легко видеть, что Г е с= G(8). Но
а ев

rang G (в) = dim T - dim Z (Я (0)) <

e, (1)

так что Тв является в действительности максимальным тором
в G (G) и Т [)G(S) = T (0). Отсюда получаем также, что нера-
венство в (1) на самом деле является равенством, и, следова-
тельно, Z (Я (0))° с= Т (0) с= Г. Так как Я (0) = G (0) Z (Я (0))°,
то H(S) = G(e)T. Но Г = Г в Х Г п х в и r e c = G ( 0 ) , поэтому
// (0) = G ( 0 ) Г п х в . С другой стороны,

так что в действительности Я(0) является полупрямым произ-
ведением G(0) и Г „ в . Отсюда следует, что в коммутативной
диаграмме

Я/GQ -"> П
i = i

t t

индуцированной соответствующими вложениями, все стрелки,
кроме а, являются изоморфизмами. Поэтому а — также изомор-
физм. Лемма 1 доказана.

Коммутативная диаграмма

1 -»• П /)* -> П с , -
1 = 1 1 = 1 1 = 1

индуцирует следующую коммутативную диаграмму когомологий
Галуа с точными строками:

1 > G4 НК »- (H/G0)K »- Я 1 (К, Go)

, J , ! , ! , ! '
1 -> П DtK -> П С,к -> П (С./D,)^ -> П Я1 (К, Dt)

г

Так как Dt = G (Ut U По) и f] П г = 0 , то из теоремы 5 полу-
i=i

чаем, что ($ имеет тривиальное ядро. Поэтому естественный
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гомоморфизм

является изоморфизмом. Отсюда следует, что группа Нк по-
рождается подгруппами

Ft = Нк Г) ( П . DiK) = (Н П G (О, U По))*.П .
Имеем Я f] G(6,-U По) = Лг X Я ь где Л, — произведение /(-ани-
зотропных множителей группы G(6; | jn 0 ) , так что Ft = AiKHiK.
Остается заметить, что для любого i Л,- с= Go, а в силу связности
индекса Титса группы G каждая компонента Go лежит в под-
ходящей группе Gj, следовательно, и в Я/. Теорема 4 полностью
доказана.

Теперь уже несложно завершить доказательство основного
результата этого параграфа.

Теорема 6 (Платонов [4]). Пусть К — неархимедово локаль-
но компактное поле. Тогда для любой простой односвязной
К-изотропной группы G выполняется гипотеза Кнезера — Титса,
т. е. G/c = GK-

Доказательство. Так как группы типов 3 /) 4 и 6 /) 4 являются
квазиразложимыми (см, предложение 6.15) и, следовательно,,
в специальном рассмотрении не нуждаются, то принимая во
внимание предложение 7 и теорему 4, мы видим, что достаточно
установить отсутствие исключительных групп /(-ранга 1. Вос-
пользуемся предложениями 6.15 и 6.16. Тогда все группы типов-
ое, ^4. G2 разложимы над К, так что их можно ие рассматри-
вать. Любая группа типа Е7 разложима над квадратичным рас-
ширением поля /(, и значит, аналогичным свойством обладает
ее анизотропное ядро. С другой стороны, как следует из тео-
ремы 6.5, анизотропное ядро является произведением групп,
которые являются внутренними формами типа Ап. Поэтому ани-
зотропное ядро должно иметь тип А\-\- ... -\-А\. Но диаграмму
такого типа невозможно получить из диаграммы типа Е7, вы-
бросив одну вершину, так что /(-ранг исходной группы типа Ej
необходимо больше 1. Аналогичное рассуждение применимо
к внутренним формам типа Е6. Эти формы разложимы над рас-
ширением К третьей степени, откуда вытекает, что анизотроп-
ное ядро должно иметь тип Л 2 + . . . + Л 2 . Но чтобы получить
диаграмму такого типа, из Е^ необходимо выбросить, как мини-
мум, две вершины. Любая внешняя форма типа 2Е6 квазираз-
ложима над К и ее ранг равен 4. Доказательство теоремы 6
завершено.

Таким образом, имеется значительное число результатов,
подтверждающих гипотезу Кнезера—Титса для различных
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групп G и классов полей К- Эти результаты способствовали фор-
мированию мнения, что и в общем случае ответ на эту гипо-
тезу должен быть утвердительным. Однако в 1975 г. первым из
авторов был получен отрицательный ответ. А именно, вначале
в работе [13] были построены первые примеры тел D над полем
рациональных функций Q(x,y), для которых SKi (О)Ф 1, а за-
тем в серии работ [14] — [16] была развита приведенная /(-тео-
рия для вычисления группы SK\(D)- Оказалось, что группа
SK\(D) может быть любой конечной и даже бесконечной абе-
левой группой конечного периода для подходящих тела D и
поля К- После выхода работ [13] — [16] исследования по при-
веденной /(-теории стали интенсивно проводиться рядом других
авторов (см. Драксл, Кнезер [1]). Полученные в этих после-
дующих работах результаты представляют некоторое обобще-
ние и детализацию первоначальных теорем. Обзор основных
результатов приведенной /(-теории содержится в докладе Пла-
тонова [17] на Международном математическом конгрессе в
Хельсинки, докладе Титса [4] на семинаре Бурбаки и трудах
семинара Драксла — Кнезера [1].

Аналогичные результаты были получены и для приведенной
унитарной группы Уайтхеда. А именно, в работе Платонова,
Янчевского [3] показано, что группа SUKi(D) может быть не-
тривиальной, а затем Янчевским в [2] была развита приведен-
ная унитарная /(-теория, являющаяся аналогом приведенной
/(-теории в унитарной ситуации и позволяющая во многих слу-
чаях вычислить группу SUKi(D).

В заключение отметим, что недавно были построены при-
меры односвязных /(-изотропных групп G типа Dn, для которых
йкФвк (см. Монастырный, Янчевский [1]). Таким образом,
для групп классических типов в отношении гипотезы Кнезера —
Титса имеется вполне завершенная картина. Рассмотрение не-
которых исключительных типов содержится в докладе Тит-
са [4].

§ 7.3. Слабая аппроксимация в алгебраических группах

В этом параграфе мы покажем, что для связной алгебраиче-
ской группы G слабая аппроксимация «почти всегда» имеет
место. А именно, справедлива

Теорема 7. Пусть G — связная алгебраическая группа, опре-
деленная над полем алгебраических чисел К- Тогда существует
такое конечное подмножество So cz Vf, что группа G обладает
слабой аппроксимацией относительно VK\S0. В частности, G
всегда обладает слабой аппроксимацией относительно S = Voo-

Как показывают примеры, в общем случае нельзя положить
•So = 0 , даже если группа G полупроста. Однако в «крайних»
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случаях односвязной и присоединенных групп слабая аппрокси-
мация всегда имеет место.

Теорема 8. Пусть G — полупростая группа над числовым
полем К, являющаяся либо односвязной, либо присоединенной.
Тогда G обладает слабой аппроксимацией.

Доказательство этих фактов использует теорию приведения,
справедливость гипотезы Кнезера — Титса для локальных по-
лей, принцип Хассе для односвязных групп и одно достаточное
условие наличия слабой аппроксимации в алгебраических то-
рах, впервые отмеченное Ж--П. Серром (неопубликовано).

Предложение 8. Пусть Т — алгебраический К-тор, разложи-
мый над расширением Галуа L/K, 'В = Ga\(L/K) и SczVK —
конечное подмножество. Предположим, что для каждого В Е 5
выполнено следующее условие:

существует v' ф S, для которого группы
разложения д (w) и *§ (до') подходящих (1)
продолжений w\v и w' \v' совпадают.

Тогда Т обладает слабой аппроксимацией относительно S. Усло-
вие (1) автоматически выполняется, если для w\v локальная
группа Галуа Ga\{Lw/Kv) циклическая.

Доказательство. Положим Н = RL/K(T) и обозначим через
•<р: Я—>-Г— «норменное» отображение (см. доказательство
предложения 6.7). Легко видеть, что ядро М = Кегф также яв-
ляется /(-определенным алгебраическим тором. Имеем Я1 (К,
Я) = Я1 (L, Т) = 1, ибо тор Т является L-разложимым. Анало-
гично устанавливается, что Hl(Kv,H)=\ для любого v ЕЕ VK.
Точная последовательность

1 -> N -* Я -^> Т -> 1 (2)

для любого конечного S czVK индуцирует следующую коммута-
тивную диаграмму когомологий Галуа с точными строками:

Ф -п-

ъ которой а, р являются диагональными вложениями, у есть
произведение отображений ограничения Hl(K, N)-+Hl(K0, N),
а Ф индуцировано <р. Поскольку Т разложим над L, то

И ~ Т ~ F*d И ~ т _ ^ Т 1 г*<1
пК — ' L — ^ . n s — JS — ±JL_^a,'

где d = dim T, S — совокупность всех продолжений на L норми-
рований из S, так что из слабой аппроксимации для поля L
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вытекает, что вложение а является плотным. Отсюда следует,,
что Р(ф(Я/с)) плотно в ф ( Я 5 ) , и, учитывая открытость (D(#s)
в Ts (см. следствие 1 из предложения 3.3), получаем, что слабая
аппроксимация для Т относительно S равносильна равенству

Ts = р (Тк) Ф (Hs).

Последнее, как легко видеть, в точности эквивалентно сюръек-
тивности у. Для вычисления образа у рассмотрим точную по-
следовательность

где NAL—группа аделей тора N над L, CL(N) = NAL/NL —
соответствующая группа классов аделей. Переходя к когомоло-
гиям, получим точную последовательность

Я 1 (L/K, NL) -> Я 1 (UK, NAL) -^ Я 1 (L/K, CL (N)).

Далее, представим NAL В виде NAL = N^ Х - Л ^ ) - и заметим,,

что

H'(L/K, N-s) = ~[[ НЧЦК, П ^ О = П №(LJKV, N).

Поэтому в смысле этих отождествлений

Im у = {х е Я1 (L/K, N-s) \ Зу е Я1 (L/K, N{AL)-), 6(x + y) = 0}.

Отсюда следует, что у сюръективно в том и только том случае,
когда

6 (Ю (L/K, Ni)) с 6 (Я1 (LIK, N(AL)^). (3)

Воспользуемся теперь теоремами Накаямы — Тейта (см. § 6.3),
из которых вытекает существование естественных изоморфизмов

Я 1 (LJKV, N)~H~l (LJKV, X. (Л/)),

Я1 (L/K, CL (N)) ~ Я " ' (L/K, X, (N)),

где X*(N) — группа кохарактеров тора Л̂ . При этом, как пока-
зывает предложение 6.8, сквозное отображение

И'' (LJKV, X. (N)) ~ Я 1 (LJKV, N) = Я 1 (L/K, П NL^ ^

-+ Я 1 (L/K, CL (N)) ~ Я " 1 (L/K, X, (Л )̂),

индуцированное композицией Ц NLW^>NAL -^-CL(N), совпадает
\w\ v

с гомоморфизмом коограничения Сог°£(а>), который мы обозна-
чим через p(w). Принимая во внимание описание когомологий
групп аделей (см. предложение 6.6), получаем, что включение;
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(3) эквивалентно следующему:

Y, Im p (w) cz YJ Imp (w) (4)
OEES V<£S

(для каждого v выбирается одно продолжение w\v). Если те-
перь выполняется условие (1), то для каждого » e S найдутся
о ' ^ 5 и такие продолжения од | и и w'\vf, что Im p (од) = I m p (од'),
и тогда, очевидно, (4) выполняется. Следовательно, Т обладает
слабой аппроксимацией относительно S. Остается заметить, что
если группа §(w) = Ga\ (Lw/Kv) циклическая, скажем, §(w) =

то в соответствии с теоремой плотности Чеботарева
существует бесконечно много таких v £= Vf, что расшире-
ние Lw'/Kv' неразветвлено и автоморфизм Фробениуса
Fr(Lw'/Kvj = o; в частности, v' с указанным свойством можно
выбрать вне S. Тогда ^(од')=<с> = ^(од). Предложение 8 пол-
ностью доказано. (Отметим, что другое доказательство предло-
жения 8 можно найти у Воскресенского [3], см. теорему 3.36.)

Следствие 1. Пусть Т — К-определенный тор. Тогда суще-
ствует такое конечное подмножество So cz vf, что Т обладает
слабой аппроксимацией относительно VK\S0.

Действительно, пусть L — поле разложения тора Т. Возьмем
в качестве So множество тех нормирований v GE Vf, которые
разветвлены в L; конечность множества So хорошо известна.
Тогда любое нормирование n e F \ 5 o либо архимедово, либо
неразветвлено в L; и в том и в другом случае локальное рас-
ширение Lw/Kv (w\v) является циклическим. Поэтому из пред-
ложения 8 вытекает, что Т обладает слабой аппроксимацией
относительно любого конечного подмножества S cz VK\S0, a
следовательно, и относительно всего множества V K \ S 0 (см.
предложение 1).

Следствие 2. Пусть F — диагонализируемая К-группа. Для
D E F обозначим через §(F,v) ядро действия группы Галуа
S?(v) = Ga\(Kv/Kv) на группе характеров \(F) и пусть So —
множество таких неархимедовых v, что факторгруппа
*3 (v)/S?(F, v) не является циклической. Тогда So — конечное
множество, и для любого конечного подмножества S cz VK\S0

естественное отображение Hl(K, F) —> П Hl(Kv, F) сюръек-
OEES

тивно. В частности, отображение Я 1 (К, F) -> П Hl(Kv, F)
оо

всегда сюръективно.
Доказательство. Обозначим через 'S (F) ядро естественного

действия группы Галуа § = Gal (К/К) на группе характеров
X(F), и пусть Р — отвечающее *§ (F) неподвижное поле. Тогда
Р является минимальным полем разложения для F; в частно-
сти, расширение Р/К конечно. Ясно, что факторгруппа 9/9(F)
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совпадает с группой Галуа Ga\(P/K), а факторгруппа
$(v)/2?(F, v) для D E F — с группой Галуа Qa\{Pw/Kv) соот-
ветствующего „скального расширения. С учетом этих замеча-
ний рассуждения, использованные при доказательстве след-
ствия 1, позволяют установить конечность So- Воспользуемся
теперь предложением 2.1 и включим F в точную последователь-
ность

\^F^T^T2^\, (5)

где Г, и Т2 — торы, разложимые над Р, причем тор Т\ квазиразло-
жим над К- Тогда для любого расширения L поля К Я 1 (Ь,Тг)=
= 1, так что точная последовательность (5) для любого конечного
S cz V* индуцирует следующую коммутативную диаграмму с
точными строками:

а - " Hl(K, F) »- 1

(6)

' (Ко, F) - 1

Если теперь предположить, что S cz VK\S0, то из предложе-
ния 8 вытекает, что для Т2 имеет место слабая аппроксимация
относительно S. В частности, учитывая открытость 0(7"is) в 7*25,
получаем, что

Т

Для доказательства сюръективности % теперь остается приме-
нить ф к обеим частям этого равенства и воспользоваться ком-
мутативностью (6).

Разобрав случай алгебраических торов, мы начнем последо-
вательно продвигаться в направлении доказательства теорем 7
и 8. Первый этап заключается в доказательстве теоремы 8 для
односвязных групп.

Предложение 9. Пусть G — полупростая односвязная К-груп-
па. Тогда G обладает слабой аппроксимацией относительно лю-
бого конечного подмножества S cz VK.

Доказательство с помощью предложений 1, 2 легко сводится
к случаю простой односвязной /(-группы G. Как мы отмечали
в § 2.4, п. 3, многообразие G унирационально над К, т. е. суще-
ствует доминантный /(-определенный морфизм f: U->G, где
U — открытое подмножество подходящего аффинного простран-
ства Ad. Из предложения 3.3 вытекает, что f(Us) содержит от-
крытое в Gs подмножество. Но в силу утверждения 4) предло-
жения 2 U обладает слабой аппроксимацией, так что замыкание
GK группы GK в Gs содержит f(UK)zz>f(UK)=f(Us) и поэтому являет-
ся открытой подгруппой. С другой стороны, в силу теоремы 5.5



7.3. СЛАБАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 457

факторпространство GA/GK имеет конечный объем, так что, пред-
ставляя GA в виде Ол = Gs X G,4S и используя лемму 3.17, по-
лучаем, что факторпространство GS/GK также имеет конечный
объем. Отсюда следует, что индекс [Gs: GK] обязан быть ко-
нечным (отметим, что при доказательстве этого факта мы не
использовали ни односвязность, ни простоту, так что он сохра-
няет силу для любой полупростой /(-группы). Пусть теперь G
является односвязной простой К-группой типа, отличного от Ап.
Тогда для всех неархимедовых v группа G является /(„-изотроп-
ной (теорема 6.5), и поэтому из предложения 6 и теоремы 6
вытекает, что для любого » е VK группа GK не имеет собствен-
ных нецентральных нормальных делителей. Отсюда следует,
что группа Gs не имеет собственных подгрупп конечного ин-
декса, и, значит, Gs = Ок.- Случай групп типа Ап требует спе-
циального рассмотрения.

Лемма 2. Пусть G — односвязная простая К-группа типа Ап.
Тогда G обладает свойством слабой аппроксимации относи-
тельно любого конечного S.

Доказательство. Здесь имеется две возможности: G =
= SLm(D) или G = SUm(f), где /—невырожденная /п-мерная
эрмитова форма над телом D с инволюцией т второго рода, при-
чем поле неподвижных относительно т элементов центра D со-
впадает с К- Положим тогда соответственно H = GLm{D) или
Н = Un(f). Утверждается, что GKv=[Hк HKV\ ДЛЯ любого

v e VK. Если G изотропна над Kv или v e v£, то это вытекает
из теоремы 6 и предложения 6. В противном случае GKV ^
~8Ьг(А), НKV^-GL\{A), где А — алгебра с делением над Kv,
и требуемое в точности эквивалентно тривиальности SK\(A)
(см. § 1.4, п. 3). Так как рациональность многообразия GLm(D)
очевидна, а рациональность многообразия Um(f) вытекает из
предложения 4, то многообразие Н всегда рационально над К-
Поэтому из предложения 3 вытекает, что Н обладает слабой
аппроксимацией, т. е. Як = HS- Тогда [Нк, Нк] плотно в
[HS,HS] = GS, и, следовательно, Gs = [Нк, Нк] cz GK. Доказа-
тельство леммы 2 и предложения 9 завершено.

Установим теперь когомологический критерий слабой ап-
проксимации в произвольной полупростой группе G, принадле-
жащий Кнезеру [5]. Как и следует ожидать после предложе-
ния 9, этот критерий формулируется в терминах соответствующей
фундаментальной группы F, т. е. ядра универсального /(-опре-
деленного накрытия л: G-+G. Имея, однако, в виду доказа-
тельство теоремы 7, мы сформулируем несколько более общее
утверждение, относящееся к так называемым специальным
накрытиям л: Н-+Н произвольных редуктивных групп (см.
§ 2.2, п. 4), т. е. таким изогениям, что Я является прямым
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произведением односвязной полупростой группы и квазиразло-
жимого тора.

Предложение 10. Пусть л: # - > # — специальное К-опреде-
ленное накрытие редуктивной группы Я, Кег л = F. Тогда груп-
па Я обладает слабой аппроксимацией относительно конечного
подмножества S cz VK, содержащего V*L в том и только том
случае, если каноническое отображение Я 1 (К, F) —> Ц Я 1 (Kv, F)

OEES

сюръективно.
Доказательство. Имеем следующую диаграмму традицион-

ного для нас вида:

Так как Н = Dy^T, где Z) — односвязная полупростая /(-груп-
па, а Т — квазиразложимый тор, то из предложения 9 и утверж-
дения 4) предложения 2 вытекает, что а является плотным вло-
жением. Отсюда следует, что слабая аппроксимация для Я рав-
носильна равенству Hs = $(HK)Il(Hs), что в свою очередь
сводится к сюръективности индуцированного отображения у':
Кег6->-Кегв. Заметим теперь, что для любого расширения
Р/К имеем НЦР, Я) = Я1 (Р, D). Поэтому из теорем 6.4 и 6.6
вытекает, что Я1 (Kv, H)= 1 для неархимедовых и, и отображе-
ние Я 1 (К, Я) —> П Я 1 (Kv, Я) биективно. В частности, по-

оо

скольку S ZD VU, то б инъективно. Отсюда без труда следует, что
если у сюръективно, у' также сюръективно, и, значит, группа Я
обладает слабой аппроксимацией относительно S. Обратно, сла-
бая аппроксимация для Я влечет сюръективность у'. Но тогда:

П {0}Х П

Так как отображение Hl(K, F)—> Ц Я1 (Kv, F) всегда сюръек-
OEEVK

оо

тивно (следствие 2 из предложения 8), то отсюда получается
сюръективность у. Предложение 10 доказано.

Теперь уже легко доказать теорему 7. Если группа G полу-
проста, то ее универсальное накрытие л: G•-> G является спе-
циальным, и требуемое утверждение непосредственно вытекает
из предложения 9 и из следствия 2 предложения 8. Случай про-
извольной связной группы легко сводится к редуктивному (см~
следствие из предложения 1). К сожалению, не любая редук-
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тивная группа G обладает специальным накрытием, и непосред-
ственно воспользоваться предложением 10 нельзя. Однако со-
гласно предложению 2.11 найдется такое целое я > 0 и такой
квазиразложимый тор Т, что группа Н = G m X T обладает спе-
циальным накрытием я: Й-*~Н. Применяя тогда предложе-
ние 10 и следствие 2 из предложения 8, получаем существова-
ние конечного исключительного подмножества So с= Vf для И.
Однако из утверждения 2) предложения 1 вытекает, что это же
множество годится и для G. Тем самым доказательство тео-
ремы 7 завершено.

В действительности доказательство теоремы 7 позволяет по-
лучить дополнительную информацию о слабой аппроксимации
в редуктивной группе G. Для этого вернемся к специальному
накрытию л: # - > # группы Н = Gm X Т и соответствующей
диаграмме (7). Из слабой аппроксимации для Я вытекает, что
замыкание Нк в Hs содержит я (Hs) => [Hs, Hs] и поэтому яв-
ляется нормальным делителем в Hs. При этом имеет место сле-
дующая оценка для индекса:

[Hs:~HK]<[Cokery]< I [И1 (Kv, F)],

где So — исключительное подмножество, введенное в след-
ствии 2 предложения 8, т. е. индекс [Hs '• Нк] ограничен числом,
не зависящим от S. Отсюда следует, что замыкание Нк в пол-
ном прямом произведении Н = Ц HKV также является нормаль-

v

ным делителем, а (абелева) группа А(Н) = Н/Нк, измеряю-
щая отклонение от слабой аппроксимации, конечна. Используя
каноническую проекцию H->G, легко показать, что это утверж-
дение сохраняет силу для произвольной редуктивной группы G.
Переход к произвольным связным группам не представляет
труда (см. следствие из предложения 1). Таким образом, полу-
чается

Теорема 9. Для произвольной связной К-группы G замыка-

ние GK группы GK в полном прямом произведении G = Г1 ^K

v

является нормальным делителем, причем соответствующая фак-
торгруппа A(G)= G/GK, измеряющая отклонение от слабой
аппроксимации, является конечной абелевой группой.

Нам осталось завершить доказательство теоремы 8. Для
этого мы сначала приведем два следствия, которые представ-
ляют также и самостоятельный интерес.

Следствие 3. Пусть G — полупростая К-группа, фундамен-
тальная группа F которой имеет циклическую группу автомор-
физмов. Тогда G обладает слабой аппроксимацией.
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Действительно, для любого и е VK в обозначениях след-
ствия 2 факторгруппа &(v)/&(F, v) вкладывается в A u t X ( F ) ~
~ Aut F и поэтому является циклической. Тогда для любого
конечного подмножества S cz VK отображение Я 1 (К, F) —>

—> Ц Я 1 (/Си, f) сюръективно, так что группа G обладает слабой
UEES

аппроксимацией относительно любого S.
Следствие 4. Пусть G — полупростая К-группа, S cz VK — ко-

нечное подмножество. Предположим, что для любого о е 5
группа G обладает максимальным Kv-определенным тором, ко-
торый разложим над циклическим расширением поля Kv {в ча-
стности, G разложима над Kv). Тогда G обладает слабой ап-
проксимацией относительно S.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать,
что S ZD V*, так что, как и выше, достаточно показать, что для
любого v e 5 факторгруппа &(v)/!§(F,v) является циклической.
Пусть TaG— максимальный /^-определенный тор, поле мини-
мального разложения L которого циклично над Kv. Тогда фак-
торгруппа &(v)/&(T,v), где S(T,v)—ядро действия & (v) на
группе характеров Х(Т), изоморфна Gal (L/Kv) и следовательно,
циклична. С другой стороны, из включения FczT вытекает, что
§ (Т, v) cz *3 (F, v), и поэтому факторгруппа Э (v) /2? (Т, v) также
циклична.

Предложение 11. Простая К-определенная группа G обла-
дает слабой аппроксимацией.

Доказательство. Группы типов Е$, F4, G2 односвязны, и по-
этому для них слабая аппроксимация вытекает из предложе-
ния 9. Центр односвязной группы, относящийся к одному из ти-
пов Вп, Сп, Е6, Е7, имеет порядок, не превосходящий 3, поэтому
для любой возникающей здесь фундаментальной группы F груп-
па Aut F циклична, и можно воспользоваться следствием 3.
Центр односвязной группы типа D2n+i изоморфен Z/4Z, так что
опять группа Aut F циклична. Нам осталось рассмотреть типы
D2n и Ап. Для группы G типа Ап можно воспользоваться след-
ствием 4, ибо для каждого v e VK легко указывается /^-опре-
деленный тор TczG, имеющий циклическое над Kv поле раз-
ложения. В самом деле, если G ~SLm(D) над Kv, то искомым
будет тор вида T = (RL/K(Gm)X . . . X Ri/HGm))n SLm(D), где
L cz D — максимальное подполе, являющееся циклическим рас-
ширением К. Отметим, что такое L всегда существует. Это оче-
видно, если D является телом кватернионов над полем Kv = R,
в то время как для неархимедова и можно взять максимальное
неразветвленное над Kv подполе L с D. Осталось рассмотреть
случай, когда G a^SUm{f) над Kv, где f—невырожденная т-мер-
ная эрмитова форма над квадратичным расширением L/Kv. Но
здесь группа G является L-разложимой и поэтому -обладает
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максимальным ^-определенным тором TaG, который разло-
жим над L (лемма 6.23). Остается рассмотреть лишь группы G
типа D2 n. Здесь в специальном исследовании нуждается лишь
случай, когда F = Z/2ZXZ/2Z и 9/9 (F) = Aut F = 53. Обозна-
чим через Р подполе в L = К^(Р), имеющее степень 3 над К.
Тогда сквозное отображение

Я 1 (К, F) - - Я ! (Р, F) - ^ Я ! (К, F)

совпадает с умножением на 3 и, следовательно, тождественно
на Hl(K,F), ибо экспонента F равна 2. В частности, отображе-
ние Сог сюръективно. Аналогично, для любого o e F сквозное
отображение

а Р

Я1 (К F) —> Я ! (Р F) —> Я 1 (К F)
w\v

где av индуцировано соответствующими отображениями ограни-
чения, а (3„ — отображениями коограничения, также является
умножением на 3, и, следовательно, (Зг, сюръективно. С другой
стороны, иоле L является циклическим расширением Р и по-
этому для любого конечного подмножества S c F отображе-
ние Hl(P, F)—> I I Н1 (Рш, F) сюръективно. Тогда из коммута-
тивной диаграммы

Н1 (Р, F)—>JJ_ Я ! (Рш, F)

Cor

Hl(K, F)^>T[ Hl(Kv, F),

где P = Ц Р„, и из сюръективности р получаем сюръективность

у. Предложение 11 полностью доказано.
Так как любая присоединенная /С-группа является прямым

произведением своих /С-простых компонент, которые получаются
конструкцией ограничения основного поля из абсолютно про-
стых групп, то тем самым предложение 11 завершает доказа-
тельство теоремы 8.

Все предыдущие результаты носили позитивный характер,
в связи с чем может сложиться впечатление, что слабая аппрок-
симация имеет место всегда. Это, однако, не так, причем соот-
ветствующие примеры имеются как для полупростых групп, так
и для алгебраических торов.

Примеры, которые мы здесь приведем, связаны с расшире-
нием L/K, где K — Q, L = Q(V—If л/2), которое обладает сле-
дующим свойством: любое р¥=2 неразветвлено в L/K, а р = 2
вполне разветвлено, причем локальная степень относительно
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рф2 (включая р = о о ) есть 1 или 2, а относительно р = 2
равна 4. Положим теперь Т = Ц.Ч}к(От) и покажем, что груп-
па Тк не является плотной в Тк„. Для этого покажем, что вклю-
чение (4) из доказательства предложения 8, которое является
необходимым и достаточным для слабой аппроксимации, здесь
не выполняется. С этой целью построим для нашего случая точ-
ную последовательность

1-• # - > Я-^> 7"-> 1,

где Я = RL/K(T), Ф—норменное отображение (см. доказатель-
ство предложения 8). Ей отвечает точная последовательность
модулей кохарактеров

О -* X, (N) -* X. (Н) -> \,(Т) -* 0.

Модуль Х,(Я) имеет вид X, (Я) = Х, (Т) ®ZZ Щ, где <3 =
= Gal (L/K) ca Z/2Z X Z/2Z, т. е. является индуцированным.
Поэтому Ъ1 {ЦК, Х > ( Я ) ) = 0 для любого i, а из точной кого-
мологической последовательности

0 = H~2(L/K, fi2

получаем существование естественного изоморфизма

Н-{(ЦК, Xt(N))^H-2(L/K, \,(T)).

В свою очередь, X*(Т) входит в точную последовательность

•отвечающую последовательности 1 -> Т—>- RL//c(Gm)->- G m -> 1, и,
рассуждая аналогично, получим, что

H~2(L/K, X,(T))~H-3(L/K, Z).
Проводя те же вычисления в локальном случае, мы придем
к изоморфизму

t H - 3 ( L j K v , Z).

Тогда включение (4) сводится к такому:

£ Corf {W)(H-3(LW/KV, Z)) C= Y. COT^W)(H-3(LJKV, Z)). (8)
u<=S v<£S
w\a w\ v

В нашем случае 5 = {2}, ^(2) = ^, так что левая часть (8)
есть Я " 3 ( ^ , Z ) ~ # 3 ( ^ , Z ) ~ Z / 2 Z . С другой стороны, все ло-
кальные (группы Галуа в правой части (8) — циклические, так
что H"3(LJKV, Z)~H1(LJKV, Z) = 0 и правая часть (8) триви-
альна. Таким образом, включение (8) не выполняется, значит,
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Тк не является плотной в Тк.,. (Отметим, что наши рассуждения
в действительности показывают, что факторгруппа Тк,/Тк изо-
морфна Z/2Z).

Используя конструкцию тора Т, проведем теперь построение
конечной диагонализируемой /С-группы F, для которой отобра-
жение Н1 (К, F)-> Н1 (К2, F) не является сюръективным. Так как
Ткт=ТК2, то найдется такое целое I > 0, что ТкфТк-Ь^.
Положим тогда n — 4t, F = Rzl/yc(un), где и„ — модуль корней
степени п из единицы (отметим, что F совпадает со множест-
вом элементов порядка, делящего п в Т).

Лемма 3. Отображение Н1 (К, F) —>• Hl (K2, F) не является
сюръективным.

Доказательство. В силу леммы 2.6 имеют место следующие
изоморфизмы:

Н1(К, ц „ ) ^ О Г \
Hl(K,

так что Н1 (К, F) входит в точную последовательность

Я 1 (К, F) -• L'/L'n -А. КЧК"1,

где а индуцировано норменным отображением NL/K- В частно-
сти, Н1 (К, F) сюръективно отображается на Кег а. Аналогично,
группа Hl(Ki,F) сюръективно отображается на ядро отображе-
ния |3: Lg/'L^1 ->K*JK'2

n, индуцированного NL-/K2- Поэтому если
Y

^ сюръективно, то естественное отображение Кег а—* Кег (J
также сюръективно. Но легко видеть, что

Кег 0 = ТкК'Л1п/Ь{,

поэтому сюръективность у, в частности, означает, что ТКг сг

с= TKK.'lL£ a TKbl\ — противоречие. Лемма 3 доказана.

Чтобы получить теперь пример полупростой группы G, ко-
торая не обладает слабой аппроксимацией, достаточно взять
группу Н = RL/K(SLn) и, рассмотрев естественное вложение
Fa RL/K(\in) = Z(H), положить G = H/F. Тогда для 5 ={оо,2}

отображение Н1(К, ^ ) - > П Н1 (Kv, F) не является сюръектив-

ным, следовательно, G не обладает слабой аппроксимацией от-
носительно 5 (и даже относительно множества {2}). Отметим,
что первые примеры такого рода были построены Серром, см.
[АТЧ], упр. 5.
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В связи с результатами о слабой аппроксимации для одно
связных групп и контрпримерами Серра возникла гипотеза
о справедливости слабой аппроксимации для полупростых од-
носвязных групп над произвольным бесконечным полем К (см.
Кнезер [5]). В частности, Кнезер предположил в [5], что ал-
гебраическая группа G = SLn(D), где D — конечномерная цен-
тральная алгебра с делением над К, всегда обладает свойством
слабой аппроксимации. Здесь имеет место

Предложение 12. Пусть G = SLn(D), v — дискретное норми-
рование поля К. Тогда имеют место следующие утверждения:

1) GK—нормальная подгруппа в GK (черта означает замыка-
ние в и-адической топологии);

2) GKJGK~SKi(D®KKv)/4>(SKi(D)), где <р индуцировано
вложением D ^ * D <S>KKV.

Доказательство. Многообразие группы Н = GLn(D) рацио-
нально над К, и поэтому Нк плотно в Нк (доказательство

то же, что и в числовом случае). Так как [Нк, HK]aGK, то
замыкание GK. группы GK содержит [Нк, HK]ZD \HK.V, HKV],

откуда следует 1). Отметим, что последнее включение является
на самом деле равенством, ибо группа [HKV, HKV] содержит
[Нк, Нк] и, согласно замечанию после теоремы 3.3, является
открытой, а следовательно, и замкнутой в GK • Из этих фактов

вытекает также, что замыкание GK совпадает с GK [НК , НкЛ,
и поэтому

GKJGK = GKJGK [HKV, HK^SK: (Mn (D®KKV))H? (S/C, (Mn (/)))),

где f индуцировано вложением Mn(D)^+Mn{D® KKV). Остается
заметить, что определитель Дьедонне индуцирует изоморфизм

S/C, (Мп (D ®к Kv№ (S/C, (М„ (D)) ~ SK: ф ® к Kv)/y (S/C, (D)).

Предложение 12 доказано.
Воспользуемся теперь следующим результатом приведенной

/(-теории.
Теорема 10 (Платонов [16]). Существуют такие тела D над

некоторым полем К, что группа SKi (D) конечна (и даже три-
виальна), но для бесконечного множества V = {vi) дискретных
нормирований поля К порядки групп SK: (D <8>KKV\ не ограни-
чены в совокупности.

Из теоремы 10 и предложения 12 вытекает следующий ре-
зультат, дающий, в частности, отрицательный ответ на сформу-
лированную выше гипотезу Кнезера.
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Теорема 11 (Платонов [16]). Существуют такие тела D над

некоторым полем К, что порядки групп GKJGK (где G =SLn(D)),

выражающих отклонение от слабой аппроксимации, не ограни-
чены в совокупности для некоторого бесконечного множества
V = {vi} дискретных нормирований поля К.

(Унитарный аналог теоремы 11 был получен Янчевским
12].)

Несмотря на то, что большинство гипотез об алгебраических
группах над произвольным полем было в последнее время опро-
вергнуто, мы берем на себя смелость сформулировать здесь но-
вую гипотезу. А именно, ряд примеров показывает, что в во-
просах рациональности, в частности, в вопросах слабой аппрок-
симации, «идеально» ведут себя не односвязные группы, как
предполагалось ранее, а присоединенные.

Гипотеза. Пусть G — полупростая присоединенная группа
над произвольным бесконечным полем К- Тогда многообразие
G рационально над К. В частности, G обладает слабой аппрок-
симацией относительно любого конечного множества S норми-
рований поля К-

Легко показать, что эта гипотеза выполняется для группы
G = PGLn(D). Однако проверка этого факта уже для группы
PSO4n (f), где f = х\ + . . . + х\п (В. И. Черноусов, неопублико-

вано), требует привлечения аппарата алгебраической теории
квадратичных форм. Общий случай групп PSO2n(f) пока не
разобран.

В заключение сделаем несколько замечаний о связи между
геометрическими и арифметическими свойствами линейных ал-
гебраических групп. По-видимому, впервые точное выражение
этой связи для алгебраических торов дал В. Е. Воскресенский
[1], [3]. Чтобы сформулировать его результат, нужно рассмот-
реть ^-определенное вложение Т <=-- V (Т) в некоторое гладкое
проективное многообразие (существование такого вложения
легко следует из теоремы Хиронаки о разрешении особенностей)
и соответствующую группу Пикара PicV(T); тогда для число-
вого поля К, имеет место точная последовательность

О ^ Л ( 7 ) ^ Я 1 (Я, Pic V (Г))-* Ш (Г)-*О, (9)

где Ш(7)—группа Шафаревича — Тейта тора Т, А(Т)—группа,
выражающая отклонение от слабой аппроксимации (как за-
метил Сансюк [1], исходя из соображений естественности
следует заменить средний член в (9) на двойственную группу).
Впоследствии Сансюк [1] показал, что последовательность,
аналогичная (9), имеет место для произвольной связной
/С-группы.
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§ 7.4. Теорема о сильной аппроксимации

Цель настоящего параграфа — установить критерий сильной
аппроксимации в связных группах над числовыми полями (от-
носительно случая функциональных глобальных полей см. за-
мечания в конце параграфа). Если G = HRU(G) — разложение
Леви связной ^-группы G, то в силу предложения 1 наличие
сильной аппроксимации в группе G равносильно наличию силь-
ной аппроксимации в группе Н (относительно одного и того же
конечного подмножества S c VK), поэтому в дальнейшем можно
считать группу G редуктивной. Тогда имеет место

Теорема 12. Пусть G—редуктивная алгебраическая группа
над полем алгебраических чисел К, S с: VK — конечное подмно-
жество. Тогда G обладает сильной аппроксимацией относительно
S в том и только том случае, когда: 1) G односвязна (в частно-
сти, G полупроста); 2) G не содержит К-простых компонент G1

с компактной группой Gl

s. В частности, для К-простой односвяз-
ной группы G сильная аппроксимация относительно S равно-
сильна некомпактности Gs.

Доказательство необходимости условий 1), 2) вытекает из
следующего более точного утверждения.

Предложение 13. Пусть G — алгебраическая К-группа, S cz
cz VK — непустое конечное подмножество. Предположим, что вы-
полняется одно из следующих условий:

1) группа G несвязна;
2) группа G связна, но неодносвязна;
3) группа G связна, и существует К-простая компонента D'1

ее полупростой части D с компактной группой Ds.
Тогда замыкание GK группы. GK в GAS имеет бесконечный индекс.

Доказательство. Предположим вначале, что группа G не-
связна. Пусть Р — такое конечное расширение Галуа поля К,
что G = GpG'°. По теореме плотности Чеботарева множество
Vo = {v e Vf \ S\ P a Kv) бесконечно. Зафиксируем целое I > О
и выберем v\ vi е Vo. Далее, положим Т ={v\ vt) и
обозначим через Gyp замыкание G^ в Gt. Поскольку GAS =

= GTY^GAS{iT, то проекция GK на GT содержится в G{£ , сле-
довательно,

[GAS:GK]>[GT:G<P]. (1)

С другой стороны, подгруппа GT C= GT является замкнутым нор-
мальным делителем конечного индекса, откуда без труда выте-
кает, что группа В = GKG°T содержит G(p. Поэтому

[GT : G\r)] > [GT '• В] = [GT : GT}/[GK : G%] > [G : G 0 ] ' - 1 , (2)
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ибо [GT : G°T] = Ц \GKV : G% 1 = [G '. G°\l, так как по построению

G = GKJ3Q, и, значит, \pKv : G^J = [G : G°]. Выбирая / доста-
точно большим, из (1) и (2) получаем, что индекс [GAS : GK\
не может быть конечным.

Пусть теперь группа G связна. Если G = HRU{G) — разложе-
ние Леви, то ясно, что условия 2), 3) для группы G эквива-
лентны соответствующим условиям для группы Н, причем \GAS:
: 0 к ] = [ # л 5 : Нк]. Отсюда следует, что в дальнейшем можно

считать группу G редуктивной. Положим Si = SU ^~ и рассмот-
рим открытую подгруппу W = Ц GK.V X П Gov CZGAS- Тогда

замыкание Г группы T = GK[}W в W совпадает с пересече-
нием GK П W, поэтому если индекс \GAS '• G#] конечен, то индекс
[W : Г] также конечен. В частности, для любого конечного
подмножества TaVK\Si и соответствующего замыкания Г(Г)

группы Г в Wr = H Gc индекс [Й?7-:Г(П] ограничен сверху

числом с, не зависящим от Т. Предположим теперь, что группа
G неодносвязна, т. е. существует ./(-определенное накрытие я:
Н ->- G, где группа Н связна, а /7 = K e r n e l . Тогда для лю-
бого v e VK можно рассмотреть точную когомологическую по-
следовательность

где фк — соответствующий кограничный морфизм. В силу
открытости п(Нк) в GK. (СМ. следствие 1 из предложения 3.3)
для любого конечного Т cz VK \ Si произведение U = Ц я (HKV)

открыто в GT, так что Г ( Г ) с Г У . Отсюда следует, что, полагая

фг = Ц фк , мы будем иметь
v<=T v _

Но поскольку для любого Т по условию [WT: Г(Г)] ^ с, то
в итоге

[фг (WT): ф г (Г)] < с. (3)

Заметим теперь, что группа Г совпадает с группой 5]-единиц
G(j(Si) и поэтому является конечно порожденной (теорема 5.11),
скажем, Г = (уь •••, Yr)- Обозначим через Р конечное расши-
рение Галуа поля К, порожденное коэффициентами матриц
из У7 и матриц б,, . . . , 6Г е Н-ц таких, что я (6£) = у., i = 1 г.
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Ясно, что в этом случае я " 1 (Г) сг НР, т. е. Г е я (Яр). Далее,
согласно предложению 6.4 найдется такое конечное подмно-
жество So с: V$, что для и е Kf \ So справедливо соотношение
tyK (Gg} = Hl (K*pfKv, Fy По теореме плотности Чеботарева
множество V0 = {v e Vf\{S1 U So) | P c=/Cu} бесконечно, и по-
этому можно выбрать конечное подмножество Т cz Vo с про-
извольно большим числом элементов. Тогда для любого » е Г
по построению Г cr n(GK\ и, следовательно, фт-(Г) = {1}.
С другой стороны, в силу предложения 6.4 ф„ (G,, ^ ~ F,

ибо FczGK , так что ф г (WT) ~ F , / = [Г]. Тем самым
[фг (WT): ф г (Г)] = [F]1, и мы получаем противоречие с (3),
взяв I достаточно большим.

Наконец, покажем, что при выполнении условия 3) индекс
[GAs : G^] также бесконечен. В силу уже доказанного можно
предполагать группу G редуктивной и односвязной, в частности,
полупростой. Тогда G является прямым произведением своих
^-простых компонент G', поэтому из конечности индекса
[G/4s : G^] вытекает конечность всех индексов [GAS : GV] -
С другой стороны, в силу условия 3) существует компонента G'
с компактной группой Gl

s. Так как группа G'K дискретна в
GlA = GlAsy^Gls, то из компактности G's вытекает дискретность
G'K в GAS, И, следовательно, GK'-=GK. НО тогда индекс [GAS:

:GK], очевидно, не может быть конечным (и даже счетным).
Предложение доказано.

Доказательство достаточности условий 1), 2) значительно
сложнее и составляет основную часть доказательства теоремы
12. Из условия 1) вытекает, что G является прямым произведе-
нием своих ^-простых компонент, и, воспользовавшись предло-
жением 1, получаем редукцию к случаю ^-простых групп.
В свою очередь, ^-простая группа получается конструкцией
ограничения основного поля из простой группы, так что утверж-
дение 3) предложения 2 дает редукцию к простым группам, ко-
торыми мы и будем заниматься. Нам придется неоднократно
пользоваться следующим простым утверждением.

Лемма 4. Пусть Г подгруппа прямого произведения В =
= В, X В2 двух топологических групп В ; и В2, щ: В-^В{ (i =
= 1, 2) — соответствующие проекции. Предположим, что выпол-
няются следующие условия:

1) iti (Г) плотно в ВП
2) В, обладает базой °U = {U} окрестностей единицы, со-

стоящей из подгрупп, причем для любой подгруппы U ̂ Ш про-
екция я 2 (Г П {U X В2)) плотна в В2.
Тогда Г плотна в В.
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Доказательство почти очевидно. Если предположить, что
Г ф В, то существует открытое множество W = Wi X W2 <= В,
не пересекающееся с Г. В силу условия 1), найдется элемент
у е Г , для которого ni(y)^Wl. Далее, в силу 2) найдет-
ся открытая подгруппа ( / с В ь содержащаяся в ai{y)"lWi.
Так как Г fl W = 0 и y~l W ZD U Хя 2 (у)-Ч^ 2 , то л2(ГПУ)П
П пч{у)~х W2 = 0, что противоречит 2).

Рассмотрим вначале случай, когда 5 содержит все архиме-
довы нормирования и те неархимедовы и, для которых группа G
является ^-анизотропной (последние, как мы знаем, могут су-
ществовать лишь для групп типа Ап)- В силу утверждения 2)
предложения 2 нам нужно показать, что для любого конеч-
ного Si cr VK \ S группа T = Gofsijsl) плотна в Gs,. Пусть
S2—максимальное (возможно, пустое) подмножество в 5j
такое, что Г плотна в G& (всюду имеется в виду диагональ-
ное вложение группы Г). Наша цель — показать, что 5, = 52.
Пусть S2 ф- 5, и л е S, \ 52. Положим S3 = S2 [} {v}, представим
группу Gs3 в виде Gs3 = Gs2/<. GKV И применим лемму 3. Так
как Г не является плотной в Gsir то найдется такая открытая
подгруппа U cz Gs2, что группа А = Г[~)У н е является плотной
в GK (при этом, уменьшая при необходимости подгруппу U,
можно с самого начала считать ее компактной). Покажем, что
на самом деле это не так. Поскольку Г является дискретной
подгруппой в Gsus! и факторпространство GsusJT имеет ко-
нечную меру (теорема 5.7), то Д является дискретной подгруп-
пой в D = G(s и s,)\s, X U и факторпространство D/A также
имеет конечную меру. Представив D в виде D=(G(s и s,) \ s3X£/)X
X Gк и воспользовавшись с учетом некомпактности G$ лем-
мой 3.17, получим, что Д как подгруппа в GK не является
дискретной и факторпространство GK /А по ее замыканию

имеет конечную меру. Обозначим, далее, через р отвечающее
нормированию v простое число. Тогда Qp <^KV и группу GKv

можно рассматривать как р-адическую группу Ли (см. § 3.1).
Ее алгебра Ли совпадает с алгеброй L(G)K , рассматриваемой
над полем Qp. В силу простоты группы G она не содержит
нетривиальных идеалов. По теореме Картана (см. теорему 3.4)
замыкание Д является подгруппой Ли в GK , причем в силу
недискретности Л ее алгебра Ли I) ф 0. Далее, из утвержде-
ния теоремы 5.7 о конечности объема факторпространства
GsjGo(S) и некомпактности Gs вытекает бесконечность Go^s).
А тогда, дословно повторяя доказательство теоремы 4.10, мы
получим плотность Go(S) в G в топологии Зарисского. Будучи
открытой и компактной, группа U соизмерима с \\. Go , так
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что индекс [Ge(S):Gg(s)f}U] конечен. Отсюда следует, что
группа Gcj(s)fW также плотна в G в топологии Зарисского.
Так как, очевидно, Д ZD Gg^s) П U, то, окончательно, Д плотно
в G по Зарисскому. Применяя предложение 3.4, получаем,
что 1) является идеалом в L (G)K , и, следовательно, $) = L (G)K ,

ибо I) ф 0. Тогда из предложения 3.2 вытекает, что Д открыто
в GK . С другой стороны, выше мы установили, что фактор-
пространство GKJ& имеет конечную меру. Поэтому в действи-
тельности Д имеет конечный индекс в GK , и, следовательно,
A = GK , ибо G^ не имеет нетривиальных подгрупп конечного
индекса, что легко вытекает из теоремы 6. Полученное проти-
воречие завершает доказательство теоремы 12 в рассматривае-
мом случае.

Ослабим теперь ограничения на S, сохранив лишь требова-
ние о том, чтобы 5 содержало все архимедовы нормирования.
Положим 5 0 = {и е Vf \ S\G анизотропна над Kv}\ в силу тео-
ремы 6.7 множество So конечно. Из доказанного выше выте-
кает, что G обладает сильной аппроксимацией относительно
5 U So, т. е. GK плотно в GASolJs. С другой стороны, G обла-
дает слабой аппроксимацией относительно So (предложение 9),
т. е. GK ПЛОТНО В G S Q . Так как GAS = GSQ X GAS U SIJ, TO чтобы
воспользоваться леммой 4, достаточно показать, что для любой
открытой подгруппы U с: Gs0пересечение GK(]U ПЛОТНО В GAS S O .

Так как для любого » e S ( группа GK компактна (теорема 3.1),
то вся группа Gs<, также компактна, и, значит, U имеет в ней
конечный индекс. Отсюда следует, что пересечение GK [") U
имеет конечный индекс в GK, поэтому его замыкание имеет
конечный индекс в GAs[iSa, и нам остается показать, что GAsuSo

не имеет нетривиальных замкнутых подгрупп конечного ин-
декса. Как мы отмечали выше, из теоремы 6 вытекает, что
для любого v e= VK \ (S [} So) группа GK не имеет собственных
нормальных делителей конечного индекса, следовательно,
то же самое справедливо для любой группы Gslt где
5[ cr VK \ (S U So) — конечное подмножество. Поэтому любая
замкнутая подгруппа В cz GAsuSb конечного индекса обязана
содержать образы всех вложений 6S l: G S j ->0 Л 5 U S o. Однако из
определения адельной топологии легко вытекает плотность
в GAsuSo объединения USs^Gsj) по всем конечным подмно-
жествам 5[ cr VK \ (S U So), что и дает требуемое.

Нам осталось избавиться от последнего ограничения: 5^> К£.
Положим S, = V £ \ ( S n V £ ) , S2 = SUS,; тогда

GAs = GAS2 X GSl.
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Согласно уже доказанному, группа GK плотна в GAs^. Поэтому
для того чтобы воспользоваться леммой 4, достаточно удо-
стовериться, что для любой открытой подгруппы UCZGAS

группа GK(] U плотна в Gs,. Без ограничения общности группу U,
можно считать компактной. Тогда она соизмерима с GAsjs,), и,

следовательно, пересечение GK f] U соизмеримо с группой Gei^s,)-
С другой стороны, согласно предложению 6 группы GK для
v e V* являются связными, так что связной будет и группа Gs .
Отсюда следует, что нам в действительности достаточно уста-
новить плотность Gff^) в GSl. Обозначим через Л связную ком-
поненту замыкания Gets.) в GSl. Утверждается, что Л является
нормальным делителем в Gs,. В самом деле, для любого g<^GK

группы G0(s?) и g~lGo(s-,)g соизмеримы, поэтому их замыкания
также соизмеримы, и, следовательно, связные компоненты
последних совпадают, т. е. A = g~'Ag. Но в силу предложе-
ния 9 группа G обладает слабой аппроксимацией относи-
тельно Su откуда следует, что A = g~'Ag для любого g^Gs,.
Тем самым Л является связным нормальным делителем в Gst,
и поэтому A = Gs3 для некоторого подмножества S3czSi.

Предположим, что S4 = Si\S3 ф 0, и пусть я: Gs^—^-Gs,—
соответствующая проекция. Поскольку Кег я = Gs:, содер-
жится в замыкании группы Go(s2) в Gsn то связная компо-
нента замыкания Ф группы Ga(ss) в Gs, совпадает с л(Л) =
= {1}. Рассмотрим теперь группу Gs, как вещественную
группу Ли. Тогда по теореме Картана Ф является подгруп-
пой Ли, причем ее размерность равна нулю, ибо Ф вполне
несвязна. Следовательно, Ф дискретна в Gst. Чтобы получить
здесь противоречие, достаточно рассмотреть Ga(s?) как дискрет-
ную подгруппу в 0 5 , - 0 5 , ^ x 6 5 , , факторпространство по ко-
торой имеет конечную меру, и воспользоваться леммой 3.17
с учетом того обстоятельства, что группа Gs,\s, некомпактна,
ибо 5 сг 5 2 \ 5 4 и группа Gs некомпактна. Теорема 12 полностью
доказана.

Сопоставляя теорему 12 с предложением 13, мы приходим
к следующему интересному наблюдению: алгебраическая К-
группа G либо обладает сильной аппроксимацией относительно
непустого подмножества SaVK, либо замыкание GK. группы
GK В GAS имеет бесконечный индекс.

Проблема сильной аппроксимации в алгебраических группах
имеет довольно длинную историю. Первым важным результа-
том здесь была теорема Эйхлера [1] о группе SLn(D), где D —
конечномерная алгебра с делением над К- Позднее различные
частные случаи этой проблемы над числовым полем К исследо-
вали Эйхлер [2], Шимура [1], Вейль [3]. Затем Кнезер [10],
[11] решил проблему о сильной аппроксимации для классиче-
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ских групп, дал необходимые условия для ее решения в общем
случае и показал, что теорема о сильной аппроксимации для
произвольных групп может быть получена при условии спра-
ведливости принципа Хассе. Полное решение проблемы о силь-
ной аппроксимации (теорема 12) было получено Платоновым
[3] — [5] на другой идейной основе. Из приведенного выше до-
казательства теоремы 12 видно, что ключевую роль в нем иг-
рает редукция арифметической проблемы о сильной аппрокси-
мации к структурной гипотезе Кнезера — Титса над локаль-
ными полями, доказанной первым из авторов (теорема 6).

Теорема о сильной аппроксимации остается справедливой
и для глобального поля положительной характеристики, однако
ее доказательство нуждается в заметной модификации. Это от-
носится как к доказательству необходимости условий 1) и 2)
(см. Бер [2]), так еще в большей степени — к доказательству
достаточности. Одна из наиболее существенных причин состоит
здесь в том, что важнейшая составная часть приведенного выше
рассуждения (которое близко к первоначальному варианту, из-
ложенному в работах Платонова [4], [5]) — теория аналитиче-
ских групп — неприменима в случае положительной характери-
стики. Прасад [1]*) усовершенствовал метод Платонова и по-
лучил полное доказательство в функциональном случае, которое
использует теорему 6 и опирается на следующее утверждение,
представляющее самостоятельный интерес.

Теорема 13. Ylycfb G — Kv-простая К^-изотропная алгебраиче-
ская группа. Если Н — такая замкнутая недискретная подгруппа
GKv, что факторпространство GKv/H имеет конечную инвариант-
ную меру, то Н ZD GKV.

Другое доказательство теоремы 13, основанное на эргодиче-
ских свойствах пространства GKvJH, было получено Маргули-
сом [1]. Отметим также, что в случае нулевой характеристики
доказательство теоремы 13 фактически совпадает с первой
частью доказательства достаточности в теореме 12.

§ 7.5. Обобщения сильной аппроксимационной теоремы

В последнее время рядом авторов (см. Матьюз и др. [1],
Нори [2]) были получены результаты, в некотором смысле
обобщающие сильную аппроксимационную теорему. Отправным
пунктом этого обобщения служит следующее простое замеча-
ние: при доказательстве наличия сильной аппроксимации в од-
носвязной группе G относительно конечного множества 5 гэ V1^

важную роль играет утверждение о том, что замыкание
группы Go(S) в GAS открыто. В самом деле, вторая часть

*) Русский перевод этой статьи содержится в книге Хамфри [2].
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доказательства достаточности в теореме 12 показывает, что
можно без ограничения общности считать все нормирования
v e Vf, для которых группа G является /(„-анизотропной, вклю-
ченными в 5, и достаточно установить, что для любого конеч-
ного 5[ с: V^\5 группа GK. содержит образ естественного вло-
жения es^ GS1—*-GAS- И З открытости GK вытекает, что W =

= 6s~, (Im6s,riGyc) является открытой подгруппой в Gs,, которая,
очевидно, нормализуется GK. Из свойства слабой аппроксима-
ции для G (предложение 9) GK плотно в Gs,, и, следовательно,
W нормализуется всей группой Gs,, откуда W =Gs, в силу тео-
ремы 6. Так мы приходим к вопросу, который исследовался
в цитированных выше работах: пусть Г с GK — конечно порож-
денная подгруппа; когда замыкание Г в GА открыто? Мы не
будем здесь приводить формулировки полученных результатов
в максимальной общности, а ограничимся для простоты случа-
ем К = Q. Тогда имеет место

Теорема 14. Пусть G — простая односвязная Q-определенная
группа, S — конечное множество простых чисел и F c G ^ s ]
плотная в G по Зарисскому подгруппа. Тогда замыкание Г
в GAs открыто.

Доказательство теоремы 14 легко получается из следующего
утверждения, которое представляет самостоятельный интерес:

Теорема 15. Обозначим через пр отображение редукции по
модулю р. Тогда в условиях теоремы 14 для почти всех р ф. S
имеем лр (Г) = Gff\ где G(p) — редукция G по модулю р, Fp —
поле из р элементов.

Доказательство этого факта, данное в работе Матьюза и со-
авторов [1], к сожалению, использует условную классификацию
простых конечных групп. Наоборот, доказательство, приведен-
ное у Нори [2], имеет априорный характер и основывается на
ряде красивых наблюдений, связанных с применением экспонен-
циального и логарифмического отображений в характеристике
р>0.

Из теоремы 14 вытекает, что в любой бесконечной арифме-
тической подгруппе Г односвязной простой Q-определенной ал-
гебраической группы G имеется много подгрупп Ф а Г беско-
нечного индекса, которые плотны в Г в адельной топологии.
Действительно, Маргулисом и Сойфером [2] показано, что в Г
имеется континуум максимальных подгрупп бесконечного ин-
декса, которые и будут искомыми. С другой стороны, в ряде
случаев, например, для Г = SLn(Z) (п ^г 3) адельная тополо-
гия совпадает с проконечной (отметим, что последнее эквива-
лентно положительному решению для Г конгруэнц-проблемы
(см. § 9.5)), откуда получаем примеры собственных подгрупп

Ф с Г , плотных в проконечной топологии. Тогда соответствующий
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гомоморфизм Ф—> Г проконечных пополнений сюръективен.
Естественно спросить, существуют ли такие собственные под-
группы Ф cz Г, для которых гомоморфизм Ф—»• Г является
изоморфизмом? Для произвольных конечно порожденных фи-
нитно аппроксимируемых групп Г этот вопрос был поставлен
А. Гротендиком [1] в 1970 г. Как показано Платоновым и Тав-
генем [1], общая проблема Гротендика имеет отрицательный
ответ. Соответствующий пример существует уже в группе Г =
= F X F, где F—свободная группа с четырьмя образующими

хь х2, х3, х4. Достаточно рассмотреть нормальный делитель N <]
<] F, порожденный элементами ^ ^ " ' л г р 2 , х3х2х~[х~2, х4х3х~[х~2,
хухАх~ух~2 (отметим, что факторгруппа F/N является заме-
чательной группой Хигмана), и взять в качестве Ф группу
(N, l)fA, где FA — диагональ в F X F. Дальнейшие результаты
по проблеме Гротендика см. в работах Тавгеня [1], [2], в ча-
стности, в [1] построен соответствующий контрпример в классе
разрешимых групп. Обратим внимание на тот факт, что ука-
занная выше группа T = F~XF является арифметической под-
группой в SL2 X SL2, так что предположение Гротендика не вы-
полняется и в классе арифметических групп. Тем не менее,
остается открытой

Проблема. Пусть Г — S-арифметическая подгруппа в G, для
которой конгруэнц-ядро CS(G) конечно (например, Г = SLn(Z),
л ^ 3). Существуют ли собственные подгруппы Ф с Г , для ко-
торых гомоморфизм Ф-> Г проконечных пополнений является
изоморфизмом?

Эта проблема тесно связана с интересной гипотезой, кото-
рая возникла при изучении представлений конечно порожден-
ных групп. В § 2.4, п. 7 мы определили многообразие представ-
лений R(T, G) конечно порожденной группы Г в алгебраическую
группу G. Вместо R(T, GLn) мы будем писать Rn(T) и назы-
вать Rn(T) многообразием п-мерных представлений группы Г.
Хорошо известно (см., например, Ван дер Варден [1]), что
вполне приводимое представление ре]?„(Г) однозначно с точ-
ностью до эквивалентности определяется своим характером, т.е.
функцией 2Cp(g) = tr p(g), £ ^ Г ; с другой стороны, для про-
извольного представления р существует вполне приводимое
представление ро с тем же характером: %р = %Ро- Таким обра-
зом, возникает естественная биекция между множеством клас-
сов эквивалентности вполне приводимых /г-мерных представле-
ний группы Г и множеством ХЯ(Г) всех /г-мерных характеров.
Оказывается, что на Х„(Г) также существует естественная
структура алгебраического многообразия такая, что сопостав-
ление представлению его характера является морфизмом (д, мно-
гообразий. Вычисление Х„(Г) для конкретных групп и изучение
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влияния геометрии Х„(Г) на свойства группы Г и ее представ-
ления составляет проблематику геометрического подхода к тео-
рии представлений конечно порожденных групп, берущего на-
чало в классических трудах А. Пуанкаре, Ф. Клейна, Фогта,
Фрике. Один из первых возникающих здесь вопросов: каковы
те группы Г, для которых сНтХ„(Г) = 0 при любом п? (Послед-
нее условие эквивалентно конечности множества Х„(Г), и по-
этому удовлетворяющие ему группы естественно называть груп-
пами конечного представленческого типа.) Ясно, что группами
конечного представленческого типа являются все конечные груп-
пы, но существуют и бесконечные группы с этим свойством, на-
пример, F = S L m ( Z ) , т ^ 3. Конечность представленческого
типа здесь вытекает из общей теоремы Г. А. Маргулиса о почти
алгебраичности конечномерных представлений неприводимых
решеток в полупростых группах Ли ранга не меньшего 2 (см.
Маргулис [5]). Однако доказательство Маргулиса не вскры-
вает связи между конечностью представленческого типа и
структурой группы Г. Поэтому мы покажем, как конечность тпиа
группы Г = SLm(Z), т ^ 3, выводится из результата Картера
и Келлера [1] об ограниченности ширины группы Г относи-
тельно множества элементарных матриц (см. в § 4.4).

Предложение 14. Пусть Г = SLm(Z), m ^ 3. Тогда
сНтХ,,(Г) = 0 для любого п.

Доказательство (А. С. Рапинчук). Суть упомянутого резуль-
тата Картера и Келлера состоит в доказательстве существова-
ния такой целочисленной константы d > 0, что любой элемент

1:еГ допускает представление вида х = х\х . . . xa

d

d, где а. е
e Z , л;.совпадает с одной из элементарных матриц e,%(l), мно-
жество которых мы обозначим через X. Пусть теперь р: Г->
-^GLn(C) — некоторое «-мерное представление. Если С/сГ —
подгруппа верхних унипотентных матриц, то р(£/)—нильпо-
тентная подгруппа в GL n (C). По теореме Мальцева — Колчина
p(U) обладает триангулируемым нормальным делителем JV ко-
нечного индекса /. Тогда, очевидно, p(eij(l)) = p f e ( l ) ) ' J V
для всех i < /, следовательно,

в частности, р(е[з(/2)) — унипотентная матрица. Учитывая со-
пряженность всех матриц ец(1) в группе Г, получаем, что
р(е,/(/2)) — унипотентная матрица для любых i ф /. Другими
словами,

'' -Еп)
п = 0, (4)

где Еп — единичная матрица. Обозначим через f (t) — полином
(tl'—\)n степени Ъ = Рп. Тогда (4) означает, что /(р(*)) = 0
для любого ^ е ! Обозначим через Y (конечное) множество
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{л:̂ 1 . . . xd

d xt e X, 0 ^ а ^ б | и покажем, что Q-оболочка
Q[p(F)] совпадает с Q-пространством, натянутым на p(F),
в частности, dimQ<Q[p(r)] < оо. В самом деле, поскольку
/(р(л;)) = О для любого х е X, то любая степень р(х)а линейно
выражается через р (х) , О ^ р ^ б , с целыми коэффициентами.
Записывая теперь произвольный элемент z е Г в виде
z = xa

y

x ...xa

d, где х{^Х, a . e Z , и подставляя в соответ-
ствующее выражение для р(г) уже полученные выражения

/ \ai - I •.

для р(лг() , мы получим линейное выражение p(z) через эле-
менты множества p(Y), что и требовалось.

Из доказанного вытекает, что для произвольного элемента
г е Г все степени p(z)« не могут быть линейно независимыми
над Q, так что p(z) удовлетворяет некоторому полиномиаль-
ному уравнению с рациональными коэффициентами. Этому же
уравнению удовлетворяют все собственные числа Ку Хп мат-
рицы p(z) и, таким образом, являются алгебраическими числами.

п

Поэтому алгебраическим будет и след tr p (z) = XI ^; • Завер-

шает доказательство предложения
Лемма 5. Предположим, что для любого представления р е

е ^ „ ( Г ) все следы trp(.*;) являются алгебраическими числами.
Тогда сНтХ„(Г) = 0.

Доказательство. Пусть сПтХ,,(Г) > 0. Тогда существует не-
приводимая кривая Сс./?„(Г), определенная над некоторым
конечно порожденным полем k, образ которой при отображении
| i : Rn(T)->- ХЯ(Г) не сводится к точке. Обозначим через К поле
рациональных функций k(C) и, вложив его в С, построим пред-
ставление л: Г-»- GLn(C), определяя л(лс) для х^ Г как мат-
рицу (ац), где ац — такая функция на С, что а,-,-(р)= р(х)ц
для р е С . Из того что образ С в Х„(Г) не сводится к точке,
вытекает существование ^ ^ Г , для которого %ч (хо) = tr л ( )
является непостоянной функцией из k(C), в частности, %п (
Мы получаем противоречие с алгебраичностью следов всех
представлений р е / ? л (Г)с- Лемма 5, а вместе с тем и предложе-
ние доказаны.

В § 4.4 мы отмечали, что Тавгень [3] получил обобщение
результата Картера и Келлера [1] на все группы Шевалле
ранга не меньшего 2. В связи с этим укажем на то обстоятель-
ство, что приведенное доказательство предложения 14 также
распространяется на эти группы. (Более точно, если все корни
имеют одинаковую длину, то наше доказательство проходит без
всяких изменений. В случае же систем с корнями разной длины
необходимы несложные модификации, связанные с тем, что ана-
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лог равенства (4) нужно отдельно доказывать для коротких и
длинных корней.)

Анализируя известные примеры групп конечного представ-
ленческого типа, В. П. Платонов [22, 23] высказал следующую
гипотезу:

Гипотеза. Пусть Г — конечно порожденная линейная группа
такая, что сИтХп(Г) = 0 для любого п. Тогда Г является груп-
пой арифметического типа.

(Под группой арифметического типа здесь понимается груп-
ла, соизмеримая с прямым произведением некоторых S-арифме-
тических подгрупп (возможно, относительно разных S), причем
соизмеримость в данном случае означает наличие изоморфных
подгрупп конечного индекса.)

К сожалению, эта гипотеза пока далека от своего доказа-
тельства. Однако даже ее предварительный анализ выявил на
первый взгляд удивительную связь со сформулированной выше
проблемой Гротендика (см. Платонов, Тавгень [2]). А именно,
если, скажем, в группе Г = SLn(Z), м ^ 3, найдется собствен-
ная подгруппа Ф с Г , для которой гомоморфизм Ф —*-Т проко-
нечных пополнений является изоморфизмом, то в любой размер-
ности представления групп Ф и Г одни и те же. Следовательно,
из предложения 14 вытекает, что Ф имеет конечный представ-
ленческий тип, причем Гротендиком фактически доказано, что Ф
не может быть группой арифметического типа. Поэтому из спра-
ведливости гипотезы Платонова вытекало бы положительное
решение указанной выше проблемы Гротендика для подгрупп
большинства арифметических групп.



ГЛАВА VIII

ЧИСЛА И ГРУППЫ КЛАССОВ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУПП

Настоящая глава посвящена изучению важной арифметиче-
ской характеристики алгебраической К-группы G— ее числа клас-
сов cl(G) (см. § 5.1). В § 8.1 мы приводим результаты, кото-
рые позволяют интерпретировать проблему вычисления cl(G)
как проблему вычисления числа классов в роде некоторых объ-
ектов арифметического типа. В частности, будет установлено,
что число классов с1(О„(/)) ортогональной группы квадратич-
ной формы / совпадает с числом классов в роде /, а число клас-
сов cl(GLn) группы GLn (м ^ 1) над полем К — с числом клас-
сов идеалов К- Уже эти примеры показывают, что проблема
вычисления чисел классов является очень трудной, а в самой
общей постановке—бесперспективной. Естественно, что мы не
смогли в равной степени подробно остановиться здесь на всех
аспектах этой проблемы, поставив в центр изложения исследо-
вание возможных значений числа классов c!(cp(G)) алгебраиче-
ской /(-группы G при различных реализациях ср в зависимости
от ее арифметических свойств. Наиболее законченные резуль-
таты получаются в том случае, когда G является полупростой
группой некомпактного типа. Оказывается, что здесь число-
классов cl(G) совпадает с порядком некоторой конечной абе-
левой группы ^ c l ( G ) , называемой группой классов, причем
экспонента S'cl(G) является делителем экспоненты / фунда-
ментальной группы F группы G. В частности, если канониче-
ское разложение / имеет вид / = р"1 . . . ра/, то число классов
в любой реализации имеет вид pfS . . . р^г

г. В § 8.2 мы доказы-
ваем теорему реализации, согласно которой любое число такого
вида получается как число классов группы G в подходящей
реализации. В § 8.3 исследуются числа классов полупростых
групп компактного типа. Основной результат параграфа утверж-
дает, что здесь число классов принимает значения, которые де-
лятся на любое наперед заданное число. В § 8.4 доказывается
общая теорема о неограниченности чисел классов неодносвяз-
ных групп и исследуется связь между числом классов группы
и числами классов ее наиболее важных подгрупп (параболиче-
ских подгрупп, максимальных торов).

Полученные результаты позволяют решить ряд классических
арифметических задач. В частности, в § 8.2—8.3 рассматривают-
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•ся задачи о числе классов в роде квадратичной формы и числе
классов в роде решетки относительно сопряженности. В § 8.5
мы исследуем проблему рода для арифметических групп и цело-
численных представлений конечных групп.

§ 8.1. Числа классов алгебраических групп
и числа классов в роде

Пусть К. — поле алгебраических чисел. Напомним (см. § 5.1),
что по определению числом классов cl(G) алгебраической
/(-группы G называется число двойных смежных классов
GA^XGK В разложении группы аделей GA по подгруппам GA(<xi)
и G/c целых и главных аделей соответственно. В § 1.2 мы ви-
дели, что для группы иделей Jк поля К (которая является груп-
пой аделей одномерного /(-разложимого тора Gm) индекс [/ :̂
/£?/(*] равен числу hK классов идеалов поля /(. Ниже мы
покажем, что для ортогональной группы G = On{f) невырож-
денной /г-мерной квадратичной формы / над К число классов
cl(G) совпадает с числом классов в роде формы /. Тем самым
введенное определение числа классов представляет естественное
обобщение классических арифметических инвариантов, восходя-
щих к Лагранжу и Гауссу. Кроме того, мы увидим, что это оп-
ределение успешно работает и в других ситуациях, где позво-
ляет на основе универсальных методов получать новые резуль-
таты.

Необходимо сделать одно замечание, которое следует
постоянно иметь в виду при работе с числами классов алгебраи-
ческих групп. Если в группе иделей JK подгруппа /к целых иде-
лей определена однозначно, то для произвольной алгебраиче-
ской /(-группы G группа целых аделей GA^) корректно опре-
делена лишь в том случае, если фиксирована реализация G как
матричной группы. В дальнейшем мы под заданием реализации
группы G будем понимать задание точного /(-определенного
представления ф: G^>GLr и решетки L (ф) сг /С. Тогда по-

лагаем G^ = Фл (ф(

П Ф(О)*вХ П
оо f

J [ v i ^ L ( q > ) ^ — группа целых и-ади-
ческих точек относительно локализации £(ф)и решетки £(ф),
т. е. совокупность тех ^ Е ф ( С ) ^ , которые записываются матри-
цей из GLr{Ov) в базисе решетки 1(ф)„. Эквивалентным обра-
зом, группу ф(б)^(

(^
)

) можно рассматривать как стабилизатор
в ф(С/)и решетки L(q>) относительно действия группы GLr(A)
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на решетках в Кг, которое определяется следующим образом.
Если g = (g-j)e GLr(A) и L cz Kr — некоторая решетка, то
для почти всех v^vf имеем eD^-GLr{OD) и Lv = 0r

v ( с м .
§ 1.5, п. 3), так что gvLv = Lv', поэтому согласно теореме
1.15 существует единственная решетка М с: Kr со свойством:
Mv = gvLv для всех а е У ^ , и по определению полагаем
M = gL

Число классов группы G, отвечающее реализации ср, мы бу-
дем обозначать через cl (ф (G) (̂Ф>) , употребляя также обозначе-
ния c\(GL(V>), cl(cp(G)) или просто cl(G), если это не приводит
к недоразумению. Отметим, что из теоремы 5.1 вытекает ко-
нечность числа cl(cp(G)) для любой реализации ср. Действи-
тельно, сама теорема 5.1 утверждает конечность числа
cl(cp(G)) для любой реализации ср, задаваемой свободной
решеткой L(q>). С другой стороны, для произвольных двух

реализаций ср,: G^>-GLr. (г = 1, 2) группы GL

A^ соизмеримы.

В самом деле, ^ f ' j ^ G ^ X G ^ ^ J , причем архиме-

дова часть Goo группы аделей не зависит от выбора реализации,
а конечные части GAIT^) И GAIJU), будучи открытыми компакт-
ными подгруппами в G^,, соизмеримы. Отсюда следует, что чис-
ла классов cl(cpi(G)) и cl(cp2(G)) конечны (или бесконечны)
одновременно. С учетом вышесказанного, из этого замечания
вытекает

Теорема 1. Для любой реализации ср алгебраической К-груп-
пы G число классов cl(cp(G)) конечно.

Как мы уже отмечали, основная цель настоящей главы —
изучить, какие значения может принимать cl(cp(G)) в зависи-
мости от арифметических и структурных свойств группы G.
В этой связи напомним, что согласно предложению 5.4 число
классов cl(cp(G)) равно единице для любой реализации ср; если
G обладает свойством абсолютной сильной аппроксимации.

Выше мы видели, что число пк классов идеалов поля К
можно интерпретировать как число классов одномерного /С-раз-
ложимого тора Tc^GLi. Оказывается, что число классов пол-
ной линейной группы любой степени также равно fix-

Предложение 1. Пусть G=GLn — полная линейная группа
над К в естественной реализации. Тогда cl (G) = /i#.

Доказательство использует широко применяемый при опре-
делении чисел классов подход, суть которого состоит в том, что
«некоммутативная» задача подсчета числа двойных классов ре-
дуцируется к вычислению некоторого индекса в коммутативных
группах. В рассматриваемой ситуации это можно проделать при
помощи гомоморфизма определителя det: G^-Gm, который мы
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для краткости обозначим через /. Ясно, что образ /(G^) совпа-
дает с группой иделей ]к поля К, f{GA{oo)) есть подгруппа целых
иделей JR, a / (G^) — подгруппа главных иделей К*. Покажем,
что отображение 6: GA(OO)\GA/GK^-JK\JK/K', индуцируемое /,
является биекцией. Тогда

cl (G) = [JK : JKK'] = hK,

и требуемое доказано. С учетом вышесказанного в доказатель-
стве нуждается лишь инъективность 0, т. е. импликация

•fief (g) К' = /Jcf (А) К' = • GA(oo)gGK = GA(Oo)hGK (1)

для g, h<= GA. ЕСЛИ f (g) = xf (h) у, где x^J%, у е К*, то,
выбирая aeG_4(soj), b^GK со свойством f(a) = x, f(b) = y, бу-
дем иметь f (g) = f (ahb), и достаточно показать, что элементы g
и t = ahb определяют один и тот же двойной класс по подгруп-
пам G'A(OO) И GK- Очевидно, что s = t~lg^ НА, где Н = SLn. Под-
группа U = t-lHA{oo)t является открытой в НА, и поэтому пере-
сечение Us f| ЯооЯ^ непусто, ибо для Н имеет место абсолютная
сильная аппроксимация. Учитывая, что Нх, cz U, отсюда полу-
чаем существование таких и е #л(оо), v e Нк, что

s = t~]g = t~lutv.

Тогда g = utv, что и требовалось. Предложение 1 доказано.
Равенство cl (G) = hK, где G = GLn, можно подвергнуть

дальнейшей расшифровке, используя соображения, аналогич-
ные тем, при помощи которых доказывалось равенство hK =
= [-̂ к :-fic^C]. и заменяя дробные идеалы поля К (т. е. решетки
в пространстве К1) я-мерными решетками. Для этого зафикси-
руем решетку L = Оп cz Kn и воспользуемся действием группы
GA на решетках, которое было определено выше. Утверждается,
что орбита GA(L) совпадает со множеством & всех п-мерных
решеток. В самом деле, для любой решетки М czK" и почти
всех v е Vf имеет место совпадение локализаций Lv = Mv-
С другой стороны, любая локализация Mv является £?н-свобод-
ной (см. § 1.5), и поэтому найдется gv^GK со свойством
Mv = gv {Lv). Отсюда без труда вытекает существование такого
аделя g e GA, что M = g(L). Так как группа GA(oa) является
стабилизатором решетки L, то множество двойных смежных
классов {GA(°O)\GA/GK} находится в биективном соответствии
со множеством орбит GK\3?, т. е. множеством классов изо-
морфных решеток. Поэтому из предложения 1 вытекает, что
число классов изоморфных n-мерных решеток совпадает с чис-
лом hK классов идеалов поля К- Этот факт может быть дока-
зан и непосредственно методами теории решеток. Для этого ис-
пользуем введенное в § 1.5, п. 3 понятие псевдобазиса решетки.
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Напомним, что любая решетка М а Кп обладает псевдобазисом,
т. е. существует представление вида М = Ох\ Ф С?х2 Ф . . .
. . . Ф (Ухп-1 Ф <ххп, где а с: О — некоторый идеал, класс которого
в группе классов идеалов зависит лишь от самой решетки М.
Далее показывается, что две решетки М = Ох\ Ф . . . Ф Охп-\ Ф
Ф ахп и N = Оу\ Ф . . . Ф Оуп-\ Ф Ьуп изоморфны в том и только
том случае, если классы идеалов а и Ь совпадают. Из этих фак-
тов вытекает, что классы изоморфных n-мерных решеток нахо-
дятся в биективном соответствии с классами дробных идеалов
поля К, и мы опять приходим к равенствам cl(G) = [GK\3?] =
= hK. Уже на этом примере видно, что адельная интерпретация
позволяет достичь цели быстрее и более прямым путем. Кроме
того, она позволяет сформулировать следующий критерий сво-
боды решетки, который будет нам полезен:

Лемма 1. Зафиксируем решетку L = 0п и рассмотрим произ-
вольную решетку М а Кп. Тогда М свободна в том и только

том случае, если f (g) e JKK*, где g e GA — такой элемент, что
M = g(L).

Доказательство. Из сказанного выше вытекает, что решетка
М свободна в том и только том случае, если g e GKGA(^), что

в силу (1) сводится к условию f (g) ^JKK'.

Отсюда вытекает
Предложение 2. Пусть К—поле алгебраических чисел с гиль-

бертовым полем классов К, L а Кп — некоторая свободная ре-
шетка. Тогда если решетка М обладает свойством: локализа-
ции Lv и Mv совпадают для всех неархимедовых v Ф vo, а К с:
<= Kvo, то М свободна.

Доказательство. Напомним вначале, что гильбертовым по-
лем классов для К называется максимальное абелево расшире-
ние К, неразветвленное во всех точках. В терминах глобальной
теории полей классов К определяется как поле, отвечающее

норменной подгруппе J^K'/K* ci С*, так что группа Галуа
Gal {К/К) изоморфна группе классов идеалов поля К- При этом
включение KczKVo равносильно тому, что главный класс //сК'
содержит все идели iv° (a), a e Kvo, с компонентами

f 1, v ф

(все отмеченные факты можно найти в [АТЧ]).
Пусть теперь М удовлетворяет условиям предложения. Тогда

в качестве аделя g е ОА, переводящего L в М, можно взять

адель вида g"" (a), a<^GKvo, так что f (g) = i0(1 (det a)
и согласно лемме 1 М свободна. Предложение 2 доказано.



8.1. ЧИСЛА КЛАССОВ В РОДЕ 4 8 3

При доказательстве теоремы об одноклассных решетках (см.
§ 8.2) нам понадобится одно утверждение, которое также вы-
текает из леммы 1.

Предложение 3. Пусть S a VK — такое конечное подмноже-
ство, содержащее VU, что JK = J^K', где J^—группа S-це-

д
р щ ^ , ^ р у ц

лых иделей. Тогда для любой решетки М а Кп существует та-
кая свободная решетка N а К", что Mv = Nv для v e V*\S.
Другими словами, любую решетку можно сделать свободной,
изменяя ее локализации лишь для о е 5 \ V*.

Доказательство. Положим L = On и пусть g^GA—такой
адель, что М = g (L). Тогда / (g) <= ]к = JS

KK*, и поэтому f (g)=xyz,

где и-компоненты xv равны 1 для v ф S \ V^,, у <= /£ и z^K'.
Выберем для v e S \ V^ такие элементы av<^GK , что f (av) = xv,

и построим адель h с компонентами

Утверждается, что решетка N = h (M) будет искомой. В са-
мом аеле, N = (h-lg)(L) и f (h^g) = f (A)"1/ (g) = х~х (xyz) =

так что N свободна. С другой стороны, из (2)
вытекает, что Nv = Mv для v e V*\S. Предложение доказано.

Здесь мы завершаем обсуждение круга вопросов, связанных
с вычислением числа классов группы G = GLn в естественной
реализации и различными интерпретациями равенства cl(G) =
= hK. Однако связи между числами классов алгебраических
групп и классическими арифметическими инвариантами на этом
не оканчиваются. В частности, мы сейчас покажем, что число
классов в роде невырожденной квадратичной формы / совпа-
дает с числом классов cl(G) соответствующей ортогональной
группы G = On(f). Этот факт мы выведем из одного общего
результата, который имеет и ряд других интересных прило-
жений.

Итак, пусть G — линейная алгебраическая /С-группа, дей-
ствующая на аффинном /С-многообразии X. Зафиксируем неко-
торые реализации GczGLn, Xcz /\m и будем предполагать, что
относительно этих реализаций рассматриваемое действие G на X
определено над кольцом целых (У а К, т. е. задается поли-
номами с коэффициентами из О. Будем говорить, что два эле-
мента х, у е Хв эквивалентны (относительно группы Go), если
существует такой элемент g e Go, что у = gx. Как мы уви-
дим на приводимых ниже примерах, это определение охваты-
вает классические понятия эквивалентности целочисленных
матриц, целочисленных квадратичных форм, целочисленных
представлений конечных групп и других арифметических



484 V I I L ЧИСЛА и ГРУППЫ КЛАССОВ

объектов. Основной возникающей здесь проблемой является про-
блема выяснения условий, необходимых и достаточных для эк-
вивалентности двух элементов. При этом серия очень естествен-
ных необходимых условий указывается без труда: если элементы
х, у^Хд эквивалентны относительно Gg, то они
эквивалентны относительно групп GK И б ^ д л я всех неархиме-
довых нормирований v поля К, т. е. существуют такие элементы
ёк^°к и 8v е GoB (v е V?)< ч т о ёкх = У' 8vx = У- В о п Р о с
о достаточности этих условий имеет характер вопроса о спра-
ведливости в данной ситуации локально-глобального принципа.
Он оказывается очень сложным и с качественной точки зрения
решается отрицательно во многих случаях. Чтобы иметь воз-
можность обсуждать его количественную сторону (т. е. харак-
теризовать отклонение от локально-глобального принципа), вве-
дем следующее

Определение. Пусть х ^ Хд. Родом gen (л) элемента х на-
зывается совокупность таких элементов у е Хд, что х и у экви-
валентны относительно групп GK. И Gg для всех v e vf. Клас-
сом сЦх) элемента х называется орбита GQX, Т. е. совокупность
элементов у, которые эквивалентны х относительно группы Gg.
Каждый род gen(x) распадается в объединение непересекаю-
щихся классов:

gen (х) = U cl (*,), cl (Х{) П cl (х,) = 0 Цф /);

мощность множества / называется числом классов в роде эле-
мента х (относительно действия группы G) и обозначается че-
рез fG(x).

Таким образом, локально-глобальный принцип для эквива-
лентности справедлив тогда и только тогда, когда / 0 ( * ) = 1 -
В общем случае 10{х)ф\, что, естественно, порождает задачу
вычисления )в{х). О полученных в этом направлении результа-
тах мы расскажем в последующих параграфах, а сейчас ука-
жем на имеющуюся связь с числами классов алгебраических
групп.

Теорема 2 (о стабилизаторе). Пусть x^Xgu G(x) = {ge
^ G\gx = x}—стабилизатор элемента х. Тогда число /о(*) со-
впадает с числом двойных смежных классов G(x)A(°o)gG(x)K
группы аделей G(x)A, содержащихся в главном классе GA(X)GK-

В частности, число fG (x) всегда конечно. Если для группы G
имеет место абсолютная сильная аппроксимация, то fG(x) =

cl(G(x)).
Доказательство. Пусть $(х)—фактормножество, получаемое

из рода gen(x) отождествлением элементов, принадлежащих од-
ному классу. Так как fa(x) = [g(*)], то для доказательства тео-
ремы достаточно установить биекцию между множеством М
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двойных смежных классов G(x)A(oo)gG(x)K группы G(x)A, содер-
жащихся в GA(oc)GK, И q(x).

Пусть g = G(x)A(B0}gG(x)Ke=M, т. е.

GA(°o)> ёк^°к- Покажем, что y = gKx e= gen (л:).
Во-первых, заметим, что у^Хд. Действительно, по опреде-
лению

(4)

так что i / e l j j . Далее, из (3) получаем, что для любого S G F ^
и-компонента g совпадает с gg gK, где ge E G 0 . Отсюда

.8K = 8el80 и
У = 8^, (5)

ибо j 5 e G (x)Kv; в частности, у е Хдо. Поэтому у е Хд, и ра-
венства (4), (5) показывают, что у е gen(x). Определим теперь
соответствие 0: М->-д(л:), отображая g в класс, содержащий у.

К о р р е к т н о с т ь определения 0. Пусть g=G (x)A ,x)gG (x)K =
= G(x)A(oo)hG(x)K, т. е. h = tA(B0)gtK, где tA(oo)^ G(x)A(oo),
.tK e G(x)K. Рассмотрим произвольное разложение /г = Лл(<х>)Лк
в классе GA{<*>)GK.- Тогда

и, следовательно, s = hA(oo)tA(oo)gA(oo) = hKtK gK <EE GA<oo) П GK=Gg.
Поэтому hK = sgKtK, и, значит,

y = hKx = (sgKtK) x = s (gKx) = sy,

откуда следует, что у лежит в том же классе, что и у. Коррект-
ность определения 0 доказана.

С ю р ъ е к т и в н о с т ь 0. Пусть у е gen(x). Тогда

У = ёкх = gv* (6)

для некоторых gK^GK, gv^Gg ( o e l / [ ) . Обозначим через h

адель с компонентами

• о ' " v = " f •

'Очевидно, /гебуцк,). Из (6) и (7) вытекает, что для любого
имеет место включение h^lgK^G{x)Ko, так ч т о . ^ ^ / г " ' ^ е
G C ( I ) J . При этом по построению g = G (x)A{oo)gG(x)K^ M и
-при отображении 0 классу g соответствует класс эквивалент-
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ности в $(х), содержащий у, что и доказывает сюръектив-
ность 0.

И н ъ е к т и в н о с т ь б. Пусть g, A e G ( х ) А — тактге эле-
менты, что соответствующие классы g, h лежат в М и 6 (g) =
= 6 (А). Выберем разложения g = gA (oo)gK, h = hA {oo)hK в GA [oo)GK.

Тогда равенство Q(g) = Q(h) означает существование такого»
s e Go, что

hKx = sgKx.

Положим ^ ( 0 O ) = A^(0O,sgj{0O)I tK = gK1s-*hK. Легко прове-
ряется, что

tAioo)^G(x)Af]GA(x) = G(x)A{oo),

tK^G (x)A C\GK = G (x)K.

При этом h = tA{oO)gtK, т. е. g = Я, и инъективность 0 установ-
лена.

Таким образом, мы доказали основную часть теоремы 2. Ко-
нечность числа IG{X) теперь непосредственно вытекает из тео-
ремы 1. Если G обладает абсолютной сильной аппроксимацией,
то c l ( G ) = l (см. предложение 5.4), т. е. GA = GA(oo)GK, и по-
этому fG(x)= d(G(x)). Теорема 2 полностью доказана.

Приведем примеры использования теоремы 2.
Пример 1 (квадратичные формы). Пусть X—многообразие

невырожденных симметрических (п X п) -матриц, рассматривае-
мое как подмногообразие п2-мерного аффинного пространства
А" ~Мп. Точки X однозначно соответствуют невырожденным
n-мерным квадратичным формам, причем точкам из Хк и Хд-
отвечают соответственно К- и ^-определенные формы. На про-
странстве X естественным образом действует группа G = GLn,

где fg — транспонированная к g матрица, причем это действие,
очевидно, £?-определено. Поэтому на основе данного выше оп-
ределения можно ввести понятия рода и класса симметрической
матрицы F^Xg, а также понятия числа классов в роде fa(F).
Так как элементам из X однозначно соответствуют квадратич-
ные формы, то все перечисленные понятия переносятся на квад-
ратичные формы и превращаются в классические понятия тео-
рии квадратичных форм, восходящие к Лагранжу и Гауссу. Так,,
например, род gen(/) квадратичной формы / представляет со-
бой совокупность квадратичных форм, которые эквивалентны
форме / над полем К и над всеми кольцами Cv, v e Vf; при
этом класс cl(/) есть совокупность форм, ^-эквивалентных фор-
ме /. Число классов в роде здесь по традиции обозначается че-
рез c(f).
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Если / — невырожденная {^-определенная квадратичная фор-
ма и F e l o — соответствующая симметрическая матрица, то
стабилизатор G(F) совпадает с ортогональной группой On(f).
Покажем, что всегда On(f)Acz GLn(A(oo))GLn(K)- Для каждого
« е ^ группа GLn{Ov), очевидно, содержит матрицу с опре-
делителем — 1, поэтому любой элемент из On(f).A путем умно-
жения на подходящий элемент из GLn(A(oo)) можно заключить
в группу SLn(A). Но, как мы уже отмечали, cl(SL n )= 1, т. е.
SLn(A) = SLn{A (oo))SLn{K), откуда следует, что On(f)Acz
cz GLn(Л (оо)) GLn(K). С учетом этого из теоремы 2 получаем

Предложение 4. Число c(f) классов в роде невырожденной
квадратичной формы f конечно и равно числу классов c\(On(f))
соответствующей ортогональной группы.

Здесь уместно также привести простой пример, принадлежа-
щий Милнору, который показывает, что, вообще говоря, с($)ф
ф 1. Рассмотрим над полем (Q две симметрические целочислен-
ные матрицы

Введем следующие невырожденные рациональные матрицы:

/1/4 -11/4 \ „ = ( W -22/7 \
s i " \ 1/4 5/4 ) ' <52 ^ 2 / 7 5/7 ) '

Прямое вычисление показывает, что tgiFig,• = F2 (i = 1 , 2 ) . Так
как матрицы gi рациональны, причем gi e GL2(ZP) для всех
рф2, a g2^ GL2{Z2), то матрицы Fi, F2 (и соответствующие
им квадратичные формы / ь /2) лежат в одном роде. В то же
время если предположить, что Fu F2 лежат в одном классе, то

должна найтись такая целочисленная матрица g = ( a J ) ,

что tgFig = F2. Последнее соотношение, как легко проверить,
сводится к системе

5а2 + 11с2=--1,

5ab+ ,
ЪЬ2 + Ш 2 = 55,

уже первое уравнение которой неразрешимо в целых числах.
Таким образом, / 0 L 2 (f,) = с (f,) > 1.

Пример 2 (целочисленные представления). Пусть Г—ко-
нечно порожденная группа, X = Rn(T)—многообразие п-мерных
представлений Г, рассматриваемое как подмногообразие в
(GLn)

d (см. § 2.4, 7.5). Группа G = GLn естественным образом
„действует на Rn(T); при этом орбиты действия совпадают
с классами эквивалентных представлений. Точкам из Xz отве-
чают целочисленные представления р: Г-»- GLn(Z) степени п,
а общие понятия рода и класса элемента приводят в данной
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ситуации к понятиям рода и класса целочисленного представ-
ления, которые применяются в теории представлений (см. Кэр-
тис, Райнер [1]). Так как над полем Q имеем c\(GLn)=l
(предложение 1), то из теоремы 2 вытекает

Предложение 5. Пусть р: Г-»- GLn('Z) — целочисленное пред-
ставление конечно порожденной группы Г, С— централизатор р
( = централизатор р(Г)). Тогда число классов в роде представ-
ления р конечно и равно числу классов cl(С) группы С.

Используя этот факт, мы, следуя работе Платонова [2], по-
лучим точные оценки для числа классов в роде целочисленного
представления (см. § 8.5), улучшающие оценки А. В. Ройтера
[1], полученные с помощью модульной техники.

Пример 3 (сопряженность целочисленных матриц). Пусть
G cz GLn — связная алгебраическая подгруппа, определенная
над полем Q. Рассмотрим присоединенное действие группы G:

х{у) = хух~\ х, y^G.

Род элемента g e G z , который в данном случае принято обо-
значать [g]o, совпадает с совокупностью элементов из Gz,
которые сопряжены с g в группах GQ И GZ ДЛЯ всех простых
р; класс g есть его класс сопряженности в Gz- Применяя тео-
рему 2, получаем следующее утверждение о числе fdg) клас-
сов в роде.

Предложение 6 («теорема о централизаторе», Платонов
[8]). Число fdg) классов в роде элемента g e G z конечно и
совпадает с числом двойных смежных классов CA(°O)XCQ группы
аделей СА централизатора С = ZG(g), содержащихся в главном
классе GA(CO)GQ. В частности, если c l ( G ) = l , то fG(g) = с\(С).

В § 8.5 мы, применяя это утверждение, получим решение
так называемой проблемы рода (см. Рапинчук [1])-

В заключение укажем еще на одну интерпретацию чисел
классов алгебраических групп, которая в некотором смысле
двойственна обсуждавшейся выше. Для этого рассмотрим ал-
гебраическую /С-группу GczGLn и некоторую решетку М cz Kn-

Определение. Родом gen (М) решетки М относительно груп-
пы G называется совокупность решеток N cz Кп, которые ло-
кально изоморфны М относительно группы G, т. е. таких,
что для каждого о е ^ существует gv^GK со свойством

gv (Mv) = Nv- Класс решетки М состоит из решеток, изоморф-
ных М относительно G, т. е. решеток вида g(M), g^ G%.

Предложение 7. Число классов в роде решетки М относи-
тельно группы G конечно и совпадает с числом классов c\(GM).

Доказательство, как обычно, заключается в установлении
биекции между множеством Л двойных смежных классов
GKgG^{oo группы GA, число которых совпадает с c\(GM), и мно-
жеством q (М) классов в роде решетки М. Для этого рассмот-
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рим действие группы GA на решетках в пространстве К'\ кото-
рое индуцировано вложением GAczGLn(A) и рассмотренным
выше действием GLn(A). Утверждается, что род gen(M) совпа-
дает с орбитой GA(M). Включение GA(M)cz gen(M) очевидно.
Пусть теперь N е gen(M), так что для каждого v e V? имеется
элемент g 0 e GKv со свойством gv{Mv) = Nv. Так как Mv =
= Nv = On

v для почти всех v, то элемент h = (hv) с компонен-
тами

1,
А„= "

является аделем, причем по построению h(M) = N. Так как ста-
билизатор решетки М при описанном действии совпадает
с ĜJ* , а орбиты группы GK, И есть классы решеток в нашем
смысле, то тем самым получаем требуемую биекцию Л ex. <J (М).
Предложение 7 доказано.

Пример 4. Пусть G = On(f), где /—невырожденная квадра-
тичная форма на пространстве К". Тогда род решетки M c i ( °
состоит из решеток N а К", которые локально изометричны М,
т. е. таких, что локализации Mv и Nv изометричны (другими
словами, существует изометрия 0 ц еО„(/)/( со свойством
ov{Mv) = Nv) для всех o e F f . Класс решетки М состоит из
всех изометричных ей решеток. Таким образом, в данной ситуа-
ции наши понятия рода и класса решетки полностью совпадают
с теми, которые использовал О'Мира в своей книге [1] по ариф-
метической теории квадратичных форм. Объединяя предложе-
ния 4 и 7, мы приходим к следующему утверждению:

пусть f — невырожденная квадратичная форма на простран-
стве Кп с коэффициентами в О; тогда следующие три числа со-
впадают

1) число c(f) классов в роде формы f;
2) число классов c\(On(f));
3) число классов в роде решетки L = 0n относительно дей-

ствия группы G = Оп (f).
Отметим, что в дальнейшем, имея в виду интерпретацию

числа классов, содержащуюся в предложении 7, мы будем на-
зывать решетки М, для которых c l ( G M ) = l , 2 , . . . , соответ-
ственно одноклассными, двуклассными и т. д.

§ 8.2. Числа и группы классов полупростых групп
некомпактного типа. Теорема реализации

В этом параграфе мы получим полное описание значений,
которые принимает число классов cl(q)(G)) полупростой ТС-груп-
ды G некомпактного типа при различных реализациях ср.
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(Напомним, что полупростая /С-группа G называется группой не-
компактного типа, если она не имеет /С-простых сомножителей
G' с компактной архимедовой частью группы аделей G^.)
Используя теорему 7.12, можно дать эквивалентное определе-
ние: G является группой некомпактного типа в том и только
том случае, когда для односвязной накрывающей О имеет место
абсолютная сильная аппроксимация. Оказывается, что в рас-
сматриваемом случае cl(cp(G)) может принимать далеко не
произвольные значения, и мы вначале получим соответствую-
щие ограничения на число классов, а затем покажем, что все
априори возможные значения действительно реализуются в ка-
честве cl (q)(G)).

Итак, пусть G — полупростая /С-группа некомпактного типа.
Рассмотрим универсальное /С-определенное накрытие л: G-+G
и соответствующую точную последовательность /С-групп

1 - * F - * G - > G - > 1 , (1)

где /7 = Кегл— фундаментальная группа группы G. Для лю-
бого расширения М/К можно рассмотреть отрезок точной кого-
мологической последовательности

где г|зм — кограничный морфизм (см. § 1.3). Если положить
М = Kv ( I I E F ) , а затем перейти к прямым произведениям,
то мы придем к точной последовательности

HGKv-**TLGKvJ^J[H4KmF)t (2)
V V V

где П = Ц пк , Чг = 11'Фк . Обозначим через лА и т|)л ограни-
о ° v v

чения П и f на группы аделей GA и GA соответственно.
Предложение 8. Пусть G — полупростая К-группа неком-

пактного типа. Тогда главный класс GA(°O)GK является нормаль-
ной подгруппой в GA, содержащей коммутант [GA, GA], и число
классов cl(G) совпадает с порядком конечной абелевой группы
9cl(G)= GA/GA{oo)GK. При этом

в частности,
c\(G) = [4A(GA):^A(GA(oo)GK)). (4)

Доказательство. Вначале установим точность последователь-
ности
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В силу точности (2) достаточно показать, что

Последнее же эквивалентно тому, что для почти всех t i e K f
справедливо равенство

В § 6.2 мы видели, что для почти всех v e F f имеет место точ-
ная последовательность

причем Fg н р для почти всех о е ^ совпадает с F. Тогда

для g ^ Go н р имеем JnT1 (g) cz Go Hp- В частности, если g =

= л (х) е G0t), где х <= G/c , то x e G o f| GK = Go , откуда и

•следует (5).
Заметим теперь, что из свойства абсолютной сильной аппро-

ксимации для G вытекает включение ЛА (GA) CZ GA{<*>)GK.', более
того, ЛА(С}А) czg~1GA(x)gGK для любого g e G ^ . В самом деле,
подгруппа U = JIJ 1 (g~1GA.)g') является открытой в GA и содер-
жит Gm, поэтому из плотности GxGfc в GA вытекает, что GА =
= UG^. Следовательно,

Так как tyA является гомоморфизмом GA на абелеву группу, то
из доказанного вытекает, что

[GA, GA] cz Кег а|5л = Im лА cz g-lGA{°o)gGK (6)

для любого g e GA- Теперь уже несложно завершить доказа-
тельство предложения. Для любых j , - е Сл(о„), hi^G^ (i =
^^ 1, 2) и g^ GA имеем

A) (g2

h2) = (g&)([е;1. л,]) hА

(7)

в силу включения [GA, GA) cz G (̂oo>G^ (где [х, г/] = хух~1у~1).
Включения (7) показывают, что класс GA(<X>)GK является нор-
мальной подгруппой в GA, которая содержит коммутант

IGA, GA]. ДЛЯ доказательства утверждения о том, что порядок
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факторгруппы ^cl (G) = GA/GA{^)GK совпадает с числом клас-
сов, достаточно установить совпадение двойного класса GA{<x>)xGK

с обычным смежным классом xGA{<*>)GK для любого i e G 4 .
В силу (6) для любых g, h e G4 имеем включение

(gh)~l GA(ОС, (gh) GK cz g-'GA{°o)g [g~xGA^)g, A"1] GK cz

cz g^GAi^g [GA, GA] GK = g-lGA{aa)gGK.

Полагая здесь g= 1, h = x, получим включение

а полагая g = x, h = x~l, — обратное включение, что и дает
требуемое. Доказательство изоморфизма (3) вытекает из стан-
дартной теоремы о гомоморфизмах, ибо Кег-фл cz GA(X)GK- Пред-
ложение 8 полностью доказано.

Определение. Группа J?cl(G)= GA/GA{oo)GK называется груп-
пой классов полупростой алгебраической /(-группы G неком-
пактного типа.

Из предложения 8 вытекает
Следствие. Пусть G — полупростая К-группа некомпактного

типа, f — показатель (т. е. минимальная экспонента) ее фунда-
ментальной группы F. Тогда f является экспонентой группы
классов S'cl(G). В частности, число классов cl(G) всегда имеет

вид ра

х

1 . . . ра

г

Г, где pv . . ., рт — различные простые делители по-

рядка F.
Цель настоящего параграфа — показать, что все числа опи-

санного вида получаются как числа классов с1(ф(О)) в под-
ходящей реализации ф группы G. Эту задачу решает

Теорема 3 (о реализации). Пусть G — полупростая К-группа
некомпактного типа, f — показатель ядра F универсального на-
крытия я: 0—^G. Тогда для любой конечной абелевой группы В
экспоненты f существует такая К-реализация фв группы G, что
группа классов 'Sfcl(<pB(G)) изоморфна В. В частности, эффек-
тивно определяется такое п, что G имеет точное представление

степени п и для любого числа вида р"1 . . . ра

г

Г существует та-

кая свободная решетка М (av .. ., ar}czKn, что cl (GM (а' а г))—

Доказательство теоремы 3 делится на ряд этапов, первым
из которых является теорема о существовании свободной одно-
классной решетки.

Теорема 4. Пусть G — полупростая К-группа некомпактного
типа и степени п. Тогда существует такая свободная решетка

LoczKn, что c l ( G L ° ) = l .
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Доказательство использует следующее простое утверждение,
которое позволяет специализировать выбор системы представи-
телей двойных смежных классов.

Лемма 2. Пусть Н — алгебраическая К-группа, обладающая
слабой аппроксимацией относительно конечного подмножества
Sc^Kf, Г<=#.4(оо, — открытая подгруппа вида W=HXX П Wv,

где Wv — открытая подгруппа в Hav и Wv = Hov для почти всех
v е У*. Тогда существует такое конечное подмножество Т a Vf,
не пересекающееся с S, и такая конечная система представите-
лей {/г'};=1 двойных смежных классов W\HA/HK, что v-компо-

нента tiv равна 1 для любого v ф Т и любого t = 1, • • •, г.
В частности, НА = НА{Т)НК для подходящего конечного Т, со-
держащего Voo и не пересекающегося с S.

Доказательство. Подгруппа W, очевидно, имеет конечный
индекс в Ял(оо), поэтому из теоремы 1 вытекает существование
конечной системы представителей {*'};=1 двойных смежных
классов W\HA/HK. Используя слабую аппроксимацию, выби-
раем для каждого / = 1, . . . , г элемент а1 е Нк[\ Ц (Wvx

{

v) и
v<=S

положим xl = x* (a1) , yl = (yl

v), где

Тогда по построению r/' e W для любого / = 1, . . . , г, так что
адель 2' = {у')~{ х1 ( а 1 ) ' определяет тот же двойной смежный
класс, что и х'. Положим Т= {v e Vf\ г[ ф Wv для некоторого
/ = 1 , . . . , rj. Очевидно, Т — конечное подмножество, причем
поскольку 2 ^ = 1 для о е 5 , имеем T(}S=0. Теперь ясно,
что в качестве искомой системы представителей {/г'}̂ =1 можно
взять «усеченные» относительно Т адели г', т. е. положить
hl = {hl

v), где

4, It т. (8>

Остается заметить, что построенная система {№}г.=1 содержит

представители всех двойных смежных классов НА(°С)\НА/НК,
т

и поскольку в силу (8) / г ' е # л / д:\, то НА= [} Ял<оо)/г'Я^ =

= Я („и.ж\Нк. Лемма доказана.
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Согласно теореме 7.7 найдется такое конечное подмножество
SoaVf, что для любого конечного S c F , непересекающегося
с So, группа G обладает слабой аппроксимацией относительно S.
Применяя лемму 2 к одномерному тору H = Gm, установим
существование такого конечного подмножества S cz VK, содер-
жащего V* и не пересекающегося с So, что JK = J%K*, где
J% — группа S-целых иделей. Зафиксируем теперь некоторую

решетку L а К'1 и обозначим через W подгруппу в GA(<X>)
вида

где Sf = S\V*.
Применяя еще раз лемму 2, теперь уже к группе Я = б и

множеству S[ (отметим, что по построению G обладает слабой
аппроксимацией относительно S), мы получим такую систему
представителей {gl}l

i=l двойных смежных классов W\GA/GK,

что для некоторого конечного Т a Vf, не пересекающегося
с S, и-компонента gl

v равна 1 для любого о ^ Г и любого / =
= 1, . . . . /.

Искомую решетку Lo мы построим, изменяя и-компоненты
исходной решетки L для в е S U Г. Для нормирований O E F
нужные нам локальные компоненты строятся на основе сле-
дующего утверждения.

Лемма 3. Существует такая решетка N0<^Kv, что

GK = GN

a»nK (GK ) .

Действительно, согласно предложению 3.18 существует такая
максимальная компактная подгруппа B<^GK, ЧТО G/C = B X

~X.UK;V(GK;V). С другой стороны, в силу предложения 1.12 най-

дется решетка Nv а /С" со свойством GN

g

v = В.

Из условия /д. = /£/(* и предложения 2 вытекает существо-
вание таких решеток Mv cz Kv для v e Sf, что решетка Lo

с локальными компонентами

Lv, v^SUT,

(L0)v = l Nv, v^T,
I Mv, V GE S

v,является свободной, и нам остается показать, что cl (GL°) = 1.
Пусть g e GA. Тогда существуют АеЦ7, t^ GK И ЧИСЛО /,

1 ^ / ̂  /, такие, что h = hg't. Для о е Г выберем разложение
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где bv e Gg

v, sv e Яд- (GK \ и введем адели х, у с компонен-

тами

v(£S[)T, ( \, v(£S\JT,
v^T, yv = \ sv, v^T,
v(=S, 1 А„, ое5 .

Тогда поскольку gj,= l для ъфТ, имеем hgl = xy, причем
по построению х е GA\oo), у ^ я л (5Л). Поскольку G является
группой некомпактного типа, то лА (GA) cz: GA\<K,)GK, следо-
вательно, g = hgH = xyt e G^.G/c, что и требовалось. Теорема 4
доказана.

Если не налагать на конструируемую одноклассную решетку
требования свободы, то доказательство ее существования ста-
новится совсем коротким и при этом выпукло выступает основ-
ная идея рассуждений, состоящая в использовании предложе-
ния 3.18. Доказательство же самого предложения 3.18 опи-
рается на факт сопряженности силовских про-р-подгрупп в
группе я# о (GK;V), И МЫ получаем великолепный пример приме-
нения абстрактных теоретико-групповых соображений к иссле-
дованию тонких арифметических вопросов. В связи с этим стоит
отметить, что доказательство теоремы 4 для ортогональной
группы неопределенной квадратичной формы методами теории
решеток требует гораздо большей подготовительной работы
(см. О'Мира [1]). Обратим внимание читателя также на то об-
стоятельство, что в теореме 4 разбирается, по-видимому, мак-
симально общая ситуация, в которой существование однокласс-
ных решеток является правилом, а не исключением. А именно,
в работе Платонова, Бондаренко, Рапинчука [1], § 4, приве-
дены примеры торов и полупростых групп компактного типа,
которые не имеют одноклассной реализации ни в каком про-
странстве.

В связи с этим отметим следующий любопытный факт, кото-
рый показывает, что существование одноклассной реализации
определяется внутренними свойствами самой группы и не за-
висит от выбора точного представления.

Предложение 9. Пусть G a GLn—произвольная алгебраиче-
ская К-группа степени п. Предположим, что существует такая
решетка L а Кп, что c l ( G L ) = l . Тогда для любого точного
К-опреде ленного представления q>: G^>~GLT также существует
такая решетка L(q>)aKr, что cl(G i<4»)= 1.

Доказательство. Обозначим через S конечное подмноже-
ство Vf такое, что для в е Kf \ 5 выполняются следующие
условия: морфизм ф определен над Ov и Lv = Cl. Для каж-
дого o e S группа q>(GL

n

v\ компактна, и поэтому существует
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такая решетка MvczKr

v, что (f(GgA <zzq>(G)gv. Зададим лока-

лизации искомой решетки L (ф) следующим образом:

О[, v<£S,
Mv, o e 5 .

Тогда из наших построений вытекает, что <p(Gx(«>)) ci ф (G)A(X)<

и поэтому ф(0)л = ф(Ол) = ф(0^(оо)Од-) (=ф (G)^ ^ ф (G)^, т. е.
cl (ф (G)L <ф)) = 1. Предложение доказано.

Возвращаемся к доказательству теоремы 3. Построение ис-
комых решеток проводится исходя из специальной однокласс-
ной решетки L путем изменения ее и-компонент для нормиро-
ваний v из некоторого конечного подмножества S cz vf таким
образом, что соответствующая группа целых аделей уменьшает-
ся. В этой ситуации можно несколько уточнить описание изо-
морфизма (3).

Предложение 10. Пусть G — полупростая К-группа неком-
пактного типа и степени п, L а Кп—такая решетка, что
c l ( G L ) = 1. Предположим, что N<zzKn — другая решетка, при-
чем выполняются следующие условия: ^

2) Nv = Lv для О Е ^ \ 5 , где S cz V5 — некоторое конечное
подмножество.

Для любого подмножества Т a VK обозначим через

6~: Я 1 (К, F)-* Ц H[(KV, F) отображение, индуцированное огра-

ничениями, и пусть б = 6ук. Тогда

При этом группа bs (г|)д- (G^)) совпадает с образом при проекции

Ps- П Я ' ( ^ , F)-* П H\KV, F) группы 6 ( ^ ( G § ) ) , а послед-

няя является конечной группой и может быть определена из
соотношения б (% (G&)) = ф л (G$(oo)) П б (% (GK)).

Доказательство. Так как cl (GL) = 1, то г|)л (GA) = $>A (G^ {oo)GK).
Поэтому в силу изоморфизма (3) имеем

(G^ ( O O )G^). (10)

Используя в данной ситуации классический изоморфизм
АВ/СВ ~ А/(А (]В) С, справедливый для произвольных подгрупп
А, В, С некоторой абелевой группы таких, что С<^А, будем
иметь

(GS,-,) П •„ (G^))
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Применяя теперь проекцию ps и учитывая, что ядро ограниче-
ния ps на 1|5л(^ (оо)) лежит в г|)л (G^(oo)), из теоремы о гомомор-
физмах получаем изоморфизм

П •
где Г обозначает образ при ps пересечения г|)л (G^, Л П tyA (GK)-
Учитывая, что ^ ( G ^ ) = 6 ( ^ ( G ^ ) ) H 6 s ( ^ ( G ^ ) ) = p s ( 6 ( ^ ( G ^ ) ) ) )

мы видим, что нам достаточно убедиться в справедливости
равенства

•Д°*<«>)П1>Л0*) = М0&)-
Пусть x = yA(g) = yA(h), где g e G ' M , h^GK. Тогда

4>л {gh~l) = 1, и, значит, г/ = g/z~' е Кегг|)л = Im лА (см. дока-
зательство предложения 8). Из свойства абсолютной сильной
аппроксимации для G вытекает равенство

так что y = gh~l = st для некоторых s ^ ЛАФА) (]GA(<X>),

е я 4 (Од:). Имеем

откуда * = я|5л(/г) = 1|5Л (th) e г|5л (G^), что и требовалось.
Остается заметить, что из теоремы 4.17 вытекает наличие
у группы Gg конечной системы образующих, поэтому группа
^к:(^о) является конечно порожденной абелевой группой ко-
нечной экспоненты, и потому конечна. Предложение 10 дока-
зано.

У нас уже есть все необходимое для доказательства теоре-
мы 3. Однако мы ограничимся здесь полным доказательством
для важного случая, когда фундаментальная группа F является
циклической. При этом оказывается возможным дать явное
описание получаемых реализаций, что важно с точки зрения
арифметических приложений (см. теорему 6 и предложение 13).
Кроме того, этот случай содержит основные технические труд-
ности, и общий случай фактически может быть к нему редуци-
рован (см. Платонов, Бондаренко, Рапинчук [3]).

Теорема 5. Пусть G — полупростая К-группа некомпактного
типа с циклической фундаментальной группой F порядка f =
= р"1 . . . р°9. Предположим, что существует такое точное К-
определенное представление р: G -*• GLr и такое конечное рас-
ширение Р/К, что для почти всех v e Vf со свойством Р а Ко

найдется решетка Rv a Kr

v, для которой tyK (G^") = 1 • Тогда

для любой конечной абелевой группы В экспоненты f найдется
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такая свободная решетка L (В) с Кг, что Scl ( G ( ) ~ В. В част-
а а

ности, для любого числа вида р,1 . . . р/ найдется свободная
решетка -МРь •••. Р«) <=-К' с числом классов cl (GL ^V "" P s)) =
= р^1 . . . PjS. Если G имеет степень п как линейная группа,
то в качестве р всегда можно взять представление степени 2п,
задаваемое формулой р (g) = ( ^ £ J .

Доказательство. Увеличивая Р, будем в дальнейшем пред-
полагать, что Р является расширением Галуа поля К, содержит
гильбертово поле классов К и что F = FP. Зафиксируем некото-
рую одноклассную решетку L а Кг и выберем разложение В =

i

= И Bi группы В на циклические сомножители. Обозначим

через Si совокупность таких а е ^ , что ^KV

ф Я 1 (/С"р//С„, F\ Отметим, что из предложения 6.4 вытекает

конечность S\. Далее, пусть S2 — такое конечное подмножество

в vf, что для любого конечного S, не пересекающегося с S2,

отображение 6S: Я 1 (К, F) -> Ц Я 1 (/(„, F) сюръективно (см.

следствие 2 из предложения 7.8). По теореме плотности Чебо-
тарева можно выбрать / нормирований vv , , . , о , е ^ \ (5, (J S2)

со свойством/3 с:/Сй; для i = 1, . . . , / . Положим S = {vu . . ., Vi].
Тогда имеет место

Лемма 4. Существует такая свободная одоноклассная ре-
шетка М а Кг, что

<*(•*(<#)) = Д я1
 (KTJKV

 F)- (1 о

Доказательство. Используя лемму 2, выберем такое конеч-
ное подмножество SaVK, содержащее Уоо и не пересекаю-
щееся c S 2 U S , что /к = /кЛ". Из наших построений и предло-
жения 7.10 вытекает наличие в группе G свойства слабой ап-
проксимации относительно множества T = S\JS. Рассмотрим
две открытые подгруппы в GT

Wx = G. X П Gav,

Тогда из свойства слабой аппроксимации получаем, что W\ =
= (GKD W\) {W\ П W2) В смысле диагонального вложения GK

в GT, следовательно, 6Т (г|5к (GK П W\)) = ^т Wi), где я|)г =
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= П ^л: • Поскольку все группы когомологий Я 1 (Kv, F) ко-
нечны (теорема 6.14), то образ i|)7-(Wi) также конечен, и по-
этому существует такая конечно порожденная подгруппа Г с:
с GK П Wu что

Ф г (Г,). (12)

Ясно, что TaGLtV,,VK\ Д Л Я некоторого конечного подмноже-

ства V a Vf, не пересекающегося с Т. Определим теперь ис-

комую решетку М а Кг ее локализациями следующим образом:

(13)

где Nv — решетка из леммы 3, а компоненты /„ подобраны
таким образом, чтобы обеспечить свободу решетки М (см.
предложение 3). Покажем, что cl (GM) = 1. Из одноклассности L
получаем равенство г|)л (б л ) = г|)л (G^^.G^), и поэтому в силу
предложения 8 достаточно установить включение 1|)л (G^(oo))

< = У A ( G M C O ) G K ) -
 Т а к к а к MV = LV д,ля v < £ V US n ^ ( ^

cz: "ф f G ^ ^ ) ^ ^ ^ (GK \ для о е У , то в доказательстве нуж-

дается лишь включение Ф cz: г|5л (G^^.G^), где Ф есть произве-

дение П фд. (GQV\ естественным образом вложенное в ^Д(ОЛ.

Из (12) вытекает, что для любого х е Ф найдется у е Г со
свойством 6S (г^ (у)) = JC. Тогда из рассмотрения локальных
компонент и (13) легко получается, что xtyA (y~l) ^ tyA (G^(oo))
и, следовательно, х = х (т\>А(у~1))^>А(у) ^ ^>A[G^{oo)GK), что
и требовалось. Чтобы вычислить 6̂ - (^(^сО)- НУЖНО- согласно
предложению 10, взять образ при проекции р§- группы я|)л (G^1) =
^1|5Л (G^) П ^ л {

GA {*>))• Если обозначить через Д ядро ограни-
чения 6S на ^ ( Г ) , то из (12) вытекает, что

С другой стороны, используя (13), получаем, что б (Д) cz: г|)л (G^) П

откуда 6 ^ ( < # ) ) = . П _ Я ' ( С / ^ . ^)- Обратное
S

включение очевидно, ибо G^ cz G^v = G^v для всех

Лемма 4 доказана.
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Отметим, что до сих пор мы нигде не пользовались циклич-
ностью фундаментальной группы F, поэтому все построения и
результаты остаются справедливыми и в общем случае.

Продолжаем доказательство теоремы 5. Поскольку F = Fp,
то Я1 (Р, F) = Horn (Gal (P/P), F), и мы имеем возможность рас-
смотреть сквозное отображение

0: Я 1 (К, F) -* Я 1 (Р, F) = Нот (Gal (P/P), F).

Обозначим через Я пересечение ядер всех гомоморфизмов % е
^Q(I!PK(GQ)). Поскольку группа E = I!PK(GQ) конечна (предло-
жение 10), то Я — замкнутый нормальный делитель в Gal (P/P)
конечного индекса. Утверждается, что Я на самом деле яв-
ляется нормальным делителем в Gal (К/К). Действительно, если

g<=Gal(K/K), то

X (g~lhg) = % (g'1) g~l (х (hg)) = X (g~l) g~l (X (h) hx (g)) =

= x(gg~[) =

ибо x является коциклом на всей группе Gal (К/К), и h, будучи
элементом из Gal(P/P), действует тривиально на F. Обозначим
через С конечное расширение Галуа поля К, отвечающее Я.
(Его можно охарактеризовать как минимальное расширение Га-
луа поля К, содержащее Р и такое, что Е а Я1 (С/'К, F).) Таким

образом, гомоморфизм 6̂ -: Е -> I I Я 1 (/Сб., Z7) пропускается че-
рез группу Hl(C/K,F). Из (11) теперь вытекает неразветвлен-
ность всех расширений Сц./Кср £ = 1, • • •, t. Кроме того, по
построению F = FP и Р а К6г откуда

Я 1 (KlpjKS{, F) = Н о т (Z, F) ~ F,

причем сквозное отображение

а: Я 1 (С/К, F) -* Д Я 1 (С„./КсР F) -* Д Я1 (КЩ/К,., F) ~ F1

задается формулой

% — > ( % ( f f i ) . •••, X(ofj)),

где а,- — автоморфизм Фробениуса расширения CvJKvr рассмат-
риваемый как элемент группы Gal (С/К) (см. § 1.1). По теореме
плотности Чеботарева можно вне любого конечного множества
нормирований найти такие о,, . . . , vb e Vf, что расширение
CvJKu; неразветвлено и автоморфизм Фробениуса Fr (CvJKOi)

есть т, = а ^ в ' ] для t = l , . . . , / (отметим, что [В ;] делит f,
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ибо по условию экспонента Весть/). В частности, можно считать,

что tyKv.\Gg

Vi) = Н1 (K"p/KVm, F) для любого i, ив пространстве

/С„. имеется решетка Rv. со свойством, указанным в формулировке
теоремы 5. (Отметим, что по построению РаКъ-, и поэтому а;

имеет тривиальное ограничение на Р; следовательно, ограни-
чение т,- на Р также тривиально, и значит, PcKvr) Решетку
L (В) определим следующим образом:

Mv' и ф { щ Vl}'
*„, v^{Vl vl}.

Поскольку для любого i пополнение /Со содержит гильбертово
поле классов К и решетка М свободна, то решетка L(B) также
свободна (предложение 3).

Лемма 5. £cl (GL <s») ~ В.
Доказательство. Воспользуемся предложением 10. В нашей

ситуации установленный там изоморфизм (9) принимает вид

где S = (v,, . . ., v,\. f Напомним, что по условию i|v (G " ( ' | = 1.1

По построению tyK (Gg

v4=H1
 (KZP/KVI, F), причем гомоморфизм

i

6S: £-> Д Я 1 (Kv., Z7) пропускается через группу Я 1 (С/К, F), а

сквозной гомоморфизм

Р: Hl(C/K, F)-+J[H

задается формулой

Поскольку а (Е) = F1 и х. = afAB'\ то

где h — образующая группы F (учесть, что а,- действует триви-

ально на F, и, следовательно, ограничение % \/ал является гомо-

морфизмом). Отсюда Scl(GL<s>) ~ I J Bt = B, что и требовалось.

Утверждение о том, что на решетках L а Кг в качестве чи-
сел классов реализуются все числа вида т = рх

х ... ps

s, вы-
текает из уже доказанного факта о реализуемости в качестве
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группы классов любой конечной абелевой группы экспоненты f
и того замечания, что всегда можно найти группу порядка т
и экспоненты /. Таким образом, нам осталось показать, что
если G является линейной группой степени п, то в размерности
г = 2п для почти всех v e Vf существует решетка Rv с К[ со

свойством г|)д- (Gg

v\—-1. Для этого используется

Предложение 11. Пусть Н = GLn и qr. H-^GL^n — представ-
ление, определяемое соответствием

Lo Eny

Тогда для любого неархимедова v е Vf и любого целого t > 0 су-

ществует такая решетка Lv (t) с К2", что Я ^ < 0 = <p(GLra (Ov, p[)).

Доказательство полностью аналогично доказательству пред-
ложения 4.3.

Таким образом, если G — линейная группа степени п, то для
любого о е ^ в пространстве К\п всегда существует такая

решетка Lv, что Ggv = Ge (pv). Поэтому завершает доказа-

тельство теоремы 5 следующая

Л е м м а 6. Если v([F]) = 0, то г | ч о (Gov (Pv))= I-

Доказательство. Ядро гомоморфизма I|>KO: GKV~*HX (KV, F)

совпадает с пк (GK \ т. е. является открытой подгруппой.

Поэтому ^д. оказывается непрерывным, если наделить Я 1 (Kv, F)

дискретной топологией. Отсюда следует, что Г = •фд. (Gg (Pv))

является дискретной про-р-группой, т. е. конечной р-группой.
С другой стороны, Г с: Я 1 (Kv, F), а последняя группа является
группой экспоненты f = [F]. Так как v(f) = O, то (p,f)=l, и,
значит, Г ={1}, что и требовалось.

Теорема 5 гарантирует, что все априори возможные числа
классов полупростой /(-группы G некомпактного типа и сте-
пени п с циклической фундаментальной группой F реализуются
уже на решетках в пространстве К2п. Однако в ряде случаев
удается построить искомые решетки уже в размерности п, что
приводит к интересным арифметическим приложениям тео-
ремы реализации, одним из которых является

Теорема 6 (Кнезер [1]). Пусть f — неопределенная квадра-
тичная форма от л ' ^ 3 переменных над кольцом целых О поля
алгебраических чисел К- Тогда число с(\) классов в роде формы
/ имеет вид 2d, d — целое ^ 0 . Обратно, для любого целого
d ^ 0 найдется такая квадратичная форма fd, К-жвивалент-

мая /, что c(fd) = 2d.
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Отметим, что неопределенность формы / над К означает су-
ществование такого нормирования v e V^, что / представляет
нуль в пространстве /С". Последнее условие эквивалентно
/Си-изотропности группы Я = SOn(f) (предложение 2.14), и, сле-
довательно, некомпактности группы SOn (f)K . Отсюда легко
получить, что при п ^ 3 форма / является неопределенной в том
и только том случае, если группа Я имеет некомпактный тип.
Далее, с учетом предложения 4 утверждение теоремы 6 можно
переформулировать следующим образом: в условиях теоремы
для любой решетки LaKn число классов cl(GL), где G =
= On(f), имеет вид 2d, и для любого целого d^O найдется
такая свободная решетка L(d), что cl(GL<d>) = 2d. К. сожале-
нию, группа G не является связной, и к ней нельзя непосред-
ственно применить теорему 5. Поэтому здесь мы докажем ана-
логичное утверждение для группы Я = SOn(f). Случай группы
G = On(f) разбирается по той же схеме с использованием того
факта, что универсальное накрытие я: Н-^Н группы Я продол-
жается до накрытия группы G, т. е. существует такая группа Q
и морфизм ф: G-*G, что следующая диаграмма

i I (14)
G G l

коммутативна и имеет точные строки. Детали рассуждений мы
оставляем читателю в качестве упражнения (см. ниже).

Итак, исследуем числа классов группы H = SOn(f). По-
скольку универсальное накрытие группы Н в данном случае
имеет вид я: Я = Spinn(f)^>~SOn(f) = Н, и, значит, фундамен-
тальной группой F является {+1}, то число классов с1(Я)
всегда имеет вид 2й (следствие из предложения 8). Чтобы по-
лучить все степени двойки в качестве чисел классов, восполь-
зуемся следующей конструкцией решеток в квадратичном про-
странстве.

Предложение 12. Пусть форма f имеет в базисе е = (еи..., еп)
пространства Кп вид f = fxx\ + . . . + fnx

2

n. Для о е ^ обозна-
чим через Mv Обрешетку с базисом е ь я„е2, . . . , л£~ еп, где
я„ — униформизующий элемент. Тогда если v (fi) = 0 для всех
i=\, . . . , п, то

G%« = ТВ,

где .
e,) = ± e ( , i=\, . . . . п},

\ x t l < = P l ' - < t , i, / = 1 , .-., п\.
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(Матричная запись рассматривается относительно базиса е.)

Если дополнительно v (2) = 0, то H^v = (Г П Щ (В П Н).

Доказательство. Пусть i E G e » H ^ = (j;..)B базисе ev ..., еп.

Тогда

для всех / = 1 , . . . , п. Поэтому ^ е ) ) Н при i^zj. Но х <= G,
т. е. <xFx = F, где /7 = diag(/1, . . . , /„) —матрица формы /.
Отсюда получаем матричное соотношение (х = Fx~lF~l, которое
означает, что xij = fiff

lyij, где г/ = (г/(.;.) = х~х. Так как у ^ Ggv

и, следовательно, г/.. ^ Р * " 7 при /^у , то из условия и (/(.) = 0,
i = l , . . . , п, вытекает, что ^ е ^ ' " ' 1 для всех /, у. Далее,
еще раз используя соотношение (xFx = F, получаем, что

п

T,fix
2

ij = fj для любого / = 1 , . . . , п, откуда х2

И = 1 (mod pv),

или Xjj ^ ± I (mod pv). Тем самым мы доказали включение

Ggv сТВ. Обратное включение вытекает из формулы (15),

выражающей действие х на элементы базиса n!

v~
le.. Пусть

теперь x^Hgv и x = yz, где у^Т, z^B. Тогда l = detx =
= detydetz, причем detr/ = ± l и d e t z = I (mod pv). Если
v (2) = 0, то —1 Ф ^modp,,), и, следовательно, d e t r / ^ 1 , т. е.

j / е Г П Я, г е В П Я- Предложение 12 доказано.
Будем обозначать через -ф кограничный морфизм, отвечаю-

щий универсальному накрытию я: Н-^Н группы Н. Пусть Р —
такое конечное расширение Галуа поля К, что группа ^K(Tf\H)
л е ж и т в H l ( P / K , F ) . Т о г д а е с л и Р с Kv и v(2) = v ( f l ) = . . .
. . . = v(fn) = O, то для построенной в предложении 12 решетки
имеем 1|з„ (7/iV) = i|v (Г П Я) 1|з„ (В П Я) = 1 в силу леммы 6,
ибо В[\Н а Но Сро). Тем самым выполняются условия
теоремы 5, и поэтому для любого целого d ^ 0 найдется сво-
бодная решетка L(d)cKn со свойством c l ( # i ( d ) ) = 2'i.

Упражнения. Пусть / — невырожденная неопределенная
квадратичная форма над К от п ^ З переменных, G = On(f),

H = son(f).
1) Используя тот факт, что для любого расширения L/K

коммутанты групп HL и GL совпадают (см. Дьедонне [2], с. 85),
и сильную аппроксимационную теорему для Я, показать, что
главный класс GA(°O)GK является подгруппой в GA И число клас-
сов cl(G) совпадает с индексом [GА : GA{<x)Gк\• Далее, пока-
зать, что если 0 — кограничный морфизм, отвечающий накры-
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тию ф в (14) (который есть не что иное, как спинорная норма),
и 0л есть ограничение П 9 ^ н а GA' T O cl(G) = [QA(GA)'•

V

'. 0л (GAWGK)]. (Имитировать доказательство предложения 8.)
Отсюда следует, что cl(G) всегда имеет вид 2й.

2) Доказать, что существует эквивалентная / над К форма g
с числом классов c(g)=l; другими словами, существует ре-
шетка L с Кп, для которой cl(GL) = 1. С этой целью установить
равенство

справедливое для любой решетки L с Кп, откуда непосред-
ственно вытекает неравенство cl(GL) ^ c l ( # L ) ; далее восполь-
зоваться теоремой 4.

3) Имитируя доказательство теоремы 5, доказать теорему 6
(отметим, что в данной ситуации (и вообще, когда [F] = р—
простое число) этап доказательства, заключенный в лемме 4 и
связанный с построением специальной однокласснои решетки,
можно опустить и начинать дальнейшие построения с произволь-
ной однокласснои решетки.)

4) Установить следующую связь между cl(GL) и c\(HL):

c l ( G L ) - c l ( t f L ) [ G L : HL\/2.

Отсюда следует, что cl(GL) есть c l ( # L ) либо cl(//L)/2, причем
если [Go: Но] = 2 (в частности, если п нечетно), то cl(GL) =
= c l ( # L ) . Построить для любого целого d > 0 такую решетку
L(d)c=Kn, что cl(HL{d)) = 2d и [Gh{d): Hb{d)l = 2, и тем самым
дать другое доказательство теоремы Кнезера.

Приведем еще один пример ситуации классического типа,
в которой применение теоремы 5 позволяет получать полное,
описание возникающих чисел классов. Это задача о вычислении
числа классов в роде решеток на полной матричной алгебре от-
носительно сопряженности. Две решетки Lu L2 a Mn(K) назы-
ваются принадлежащими одному роду, если их локализации
Lit, и L2v сопряжены при помощи матрицы из GLn{Kv) для всех
неархимедовых нормирований поля К, и одному классу, если
они сопряжены при помощи матрицы из GLn{K)- Каким может
быть число c(L) классов в роде произвольной решетки L с
аМп(К)? Исчерпывающий ответ на этот вопрос дает

Предложение 13. Пусть п = р" 1 . . . ра/ — каноническое раз-
ложение числа п. Тогда для любой решетки L а Мп (К) число с (L)
имеет вид р^ . . . р^/, и обратно, для любого числа р^1 . . . р^
существует такая решетка 1 ( Р , , . . . , P r) cz Мп (К), что
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Доказательство. Действие GLn на W = Mn посредством со-
пряжения индуцирует точное представление группы G = PSLn

в GL (W) = GLn^- Обозначим через qp: GLn-^G возникающий
при этом морфизм алгебраических групп. Так как Ker qp ~ Gm,
то для любого расширения Р/К из точной последовательности

GLn (P)-^GP-+ Н1 (Р, К е г Ф ) = 1 получаем, что <f(GLn(P)) =
= Gp\ другими словами, преобразования из GP реализуются
как сопряжение при помощи матриц из GLn(P). Применяя
теперь предложение 7, получаем, что в данной ситуации c(L) =
= cl(GL) для любой решетки L с Мп(К). Таким образом, за-
дача вычисления c(L) свелась к подсчету числа классов для
проективной группы. Универсальное накрытие я группы G полу-
чается ограничением qp на группу SLn, поэтому Кегя — цикли-
ческая группа порядка п, и можно воспользоваться теоремой 8.5.
Для ее применения нужно указать конструкцию решеток
Rv cz Мп(/(и) со свойством т$к (G*A= 1, где ij> — кограничный

морфизм, отвечающий накрытию я. С учетом леммы 6 требуе-
мую конструкцию дает

Лемма 7. Существует такое конечное подмножество S czVf,
что для v e Vf \ S найдется решетка RvczWKv со свойством:
G0

V cz Gff

v (р\, где L — решетка, натянутая на стандартный
базис вц матричной алгебры.

Доказательство. Рассмотрим квадратичную форму / на W,
задаваемую формулой f(x) = tr(x2), где tr обозначает след мат-
рицы. Нетрудно видеть, что соответствующая билинейная форма
имеет вид b(x, y) = tr{xy), причем для х=(хц) имеем Ь{х,вц) =
= хц. Последнее равенство показывает, что форма / является
невырожденной. Обозначим через Wo подпространство в W, со-
стоящее из матриц со следом О, W\—подпространство скаляр-
ных матриц. Тогда, очевидно, W является ортогональной пря-
мой суммой пространств Wo и W\. Отсюда следует, что ограни-
чение /о формы / на Wo также невырожденно. Пусть wuw2, •••
. . . , wm (m = n2—1)—базис пространства WOK, В котором
форма /о имеет канонический вид fQ = a{x\ + .. . + o.mx2

mt и

пусть wm+1 — ненулевой вектор из WiK- Обозначим через М ре-
шетку с базисом wi,W2, . . . , Wm+i и возьмем в качестве исклю-
чительного подмножества 5 объединение S i (JS 2 , г д е ^1 = { о е

•^Vf\Lv=£Mv},S2 = {v^Vf\v(ai)=£0 для некоторого / =
= 1, . . ., пг).

Предположим теперь, что v e Vf \S. Тогда Lv = Mv, так

>что GL

n

v = G^v и GL

n

v (p ) = G^v (p ) . Покажем, что в качестве
t7y С7у С7у \ VI (Jv \ V/

искомой решетки Rv можно взять С70-решетку с базисом W\ +
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w р где яи—униформизующий элемент. Пусть х е Go

v их = (xtj)

в базисе w\,w2, •••, wm+i- В силу инвариантности следа при
сопряжении, пространство Wo и форма /0 инвариантны относи-
тельно G; кроме того, на W\ группа G действует тривиально.

(у о\
Отсюда следует, что матрица х имеет вид х = I I, где у =
= (Уа)—матрица степени т, ортогональная относительно фор-
мы /, и достаточно показать, что (/eGLm((? 0,i) 0) в базисе
wu • •., wm. Имеем

[-m-l)wm+l =

откуда

у т + 1 ; Е.Уг; ( / )

Поскольку а,-/ е С70, то из (16), ортогональности матрицы г/ от-
носительно формы /о и условия о ф S2, как и при доказатель-
стве предложения 12, получаем, что ytj^p\J~il для всех i, j .
Тогда, обращаясь к (17), находим, что у--= l(modpt,). Дока-
зательство леммы 7 и предложения 13 завершено.

Задача о числе классов в роде решетки в полной матричной
алгебре относительно сопряженности допускает следующее ес-
тественное обобщение. Пусть G — простая алгебраическая
/(-группа присоединенного типа. Тогда присоединенное действие
группы G на своей алгебре Ли g индуцирует точное /(-опреде-
ленное представление G->-GL(g) и можно задать вопрос, какие
значения принимает число классов cl(GL) на всевозможных ре-
шетках L с д#? (Пояс/ним, что исследованная нами выше за-
дача является частным случаем этого вопроса применительно
к группе G = PSLn, ибо введенное при доказательстве леммы 7
пространство Wo в действительности совпадает с алгеброй Ли
L(G).) Развитые нами методы позволяют ответить и на этот
вопрос.

Предложение 14. Пусть G — простая присоединенная алгеб-
раическая К-группа некомпактного типа, отличная от D2n-
Предположим, что G реализована как группа внутренних авто-
морфизмов своей алгебры Ли g, и пусть / ^ р " 1 • •. p"s — пока-
затель соответствующей фундаментальной группы F. Тогда для-
любой конечной абелевой группы В экспоненты / найдется •.
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такая решетка L(B)<zzgK, что $ c l ( G L < ) ~ В. В частности, для

любого числа вида р^1 . . . p%s найдется решетка £ ( Р Р . . .

. . . , P s ) с д^ с числом классов cl (GL ^V "" P s^) = р^' . . . p^s.

Доказательство. У всех простых алгебраических групп типа,
отличного от D2n, фундаментальная группа F является цикли-
ческой, поэтому в силу теоремы 5 нам достаточно указать кон-
струкцию решеток Rv с д^ , для которых tyK (G*v'\=l. С этой

целью рассмотрим форму Киллинга h на д, которая является
.невырожденной /(-определенной квадратичной формой на д, ин-
вариантной относительно действия группы G. Тогда можно вос-
пользоваться следующим утверждением.

Лемма 8. Пусть G с GLn — К-определенная алгебраическая
группа такая, что GczOn(h) для подходящей невырожденной
К-определенной квадратичной формы п. Предположим, что в ба-
зисе е = (еи ..., еп) пространства Кп форма h имеет канониче-
ский вид h = hxx\-\- ... + hnx

2

n, и для любого v^Vf обозна-
чим через Rv О „-решетку с базисом ех, nve2, ..., я%~1еп, где nv —
униформизующий элемент. Тогда для почти всех Н Е У ^ имеем

(18)

где

O = { x e _ ' G U ( e 1 ) = ± e b / = 1 , . . . , п ) ,

Доказательство. Имеем G*v = G П Оп(h)*v, причем On(h)*° =

^^^ГВ для почти всех о в обозначениях предложения 12. Легко
видеть, что O = G n r , С = G (]В, и поэтому для доказательства
(18) нам надо убедиться в справедливости равенства

Gr\(rB) = (G(]T)(Gr\B) (19)

для почти всех u s Vf. Положим Д = Г \ Ф . Тогда замкнутые
по Зарисскому множества G и А не пересекаются, поэтому для
почти всех v не пересекаются их редукции по модулю v (лем-
ма 3.12), т. е.

G0vGLn(Ov, P

В частности, группа G не может пересекаться с АВ, что и дает
(19). Лемма 8 доказана.

Доказательство предложения 14 завершается уже стандарт-
ным для нас образом. Рассмотрим такое конечное расширение

Талуа Р/К, что ^к(Ф)с2 Н1 (Р/К, F). Тогда для почти всех о
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со свойством Р с Kv в силу лемм 6 и 8 имеем

что и требовалось.
Утверждение предложения 14 сохраняет силу и для групп

типа £>2Л, что легко получается из доказательства общего слу-
чая теоремы 3 о реализации (см. Платонов, Бондаренко, Ра-
линчук [3]).

Характерной особенностью доказательства теоремы 3 яв-
ляется то, что приводимые в нем вычисления чисел классов
носят общий характер, в том смысле, что они не связаны со
специально сконструированным представлением qp: G^-GLd и
применимы всякий раз, когда в пространстве представления
имеются соответствующие решетки. С другой стороны, вопрос
о построении таких решеток для произвольного точного пред-
ставления остается пока открытым. Таким образом, возникает

Проблема. Пусть qp: G—>-GLd— произвольное К-определен-
ное представление полупростой К-определенной группы G не-
компактного типа. Верно ли, что любая конечная абелева груп-
па В экспоненты /, где f — показатель фундаментальной груп-
пы F группы G, может быть получена как группа классов
&cl{GLW) для подходящей решетки L(B)c=/(d?

Выше мы показали, что утвердительный ответ имеет место
для присоединенных реализаций групп присоединенного типа.
Если G — простая присоединенная группа типа Bi, то ответ ут-
вердителен для любой реализации G (доказательство прово-
дится аналогично доказательству предложения 13 с учетом того
обстоятельства, что для любого представления р: G—t-GLa су-
ществует невырожденная G-инвариантная квадратичная форма,
-см. Бурбаки [4]). По обсуждаемой проблеме практически
больше ничего не известно, и ее решение, по-видимому, потре-
бует развития принципиально новых методов построения реше-
ток при помощи теории представлений алгебраических групп.
Определенный оптимизм здесь связан со следующим утвержде-
нием, которое показывает, что всегда существуют решетки
с «малыми» стабилизаторами.

Предложение 15 (Рапинчук). Пусть G czGLn — редуктивная
К-определенная алгебраическая группа, не являющаяся нор-
мальным делителем в GLn. Тогдадля любогои ЁУ?существует та-
кая последовательность решеток L(i)czKv, что nu(G(? ( i ))-—>-О,
-где fiv — мера Хаара на группе GKV-

Доказательство. Если предположить противное, то найдется
такая константа с > 0, что H u ( G ^ o ) ^ c ДЛЯ любой решетки

С". Зафиксируем некоторый базис еи ..., еп пространства /С".
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Тогда для решетки L = x (Ove\ + . . . + (Ууеп), где х <= GLn (/(„),
имеем Go = x(x~lGx)g

 x~l (целые точки берутся относительна
базиса еи . . . , еп). Покажем, что в нашей ситуации подгруппы
Н {х) = x(x~lGx)0 x~l (x e GLn (/(„)) образуют конечное числа

классов сопряженности относительно GK. • Действительно, со-
гласно предложению 3.16 любая компактная подгруппа в GK

содержится в некоторой максимальной компактной подгруппе.
С другой стороны, в силу результатов § 3.4 максимальные ком-
пактные подгруппы группы G/c распадаются в конечное число
классов сопряженности; пусть Н\,Н2, . . . , На — полная система
представителей классов сопряженности максимальных компакт-
ных подгрупп в G/c . Таким образом, для любого х е GLn(Kv)
найдутся g- e GK.V И индекс j = I, ..., d со свойством
gH(x)g~l dHj. При этом в силу очевидной оценки [Hji

gH(x)g-l}= J ^ < ^ ^ и н д е к с lHr.gH(x)g-t] ограни-

чен сверху. Тем самым нам достаточно показать, что Н,- имеет
лишь конечное число подгрупп данного фиксированного ин-
декса t. Если [Hj-.D] = t, то £)=эф5(Яу), где s = t\, <ps(x) = xs.
Но из предложения 3.3 легко вытекает открытость отображения
qps в единице; в частности, подгруппа (очевидно, нормальная)
NczHj, порожденная <QS(HJ), открыта. Отсюда следует, что
число подгрупп индекса t в Н,- совпадает с числом подгрупп
индекса t факторгруппы Hj/N. Остается заметить, что в силу
компактности Н, последняя факторгруппа конечна. Зафикси-
руем такой конечный набор элементов х\, . . . , xr^GLn(Kv),
что любая подгруппа Н (х) сопряжена в GKo одной из Н(х/),
i = l , . . . , г. Обозначим, далее, через Z централизатор G в
GLn и через Р редуктивную подгруппу ZG с GLn Покажем, что
факторпространство GLn(Kv)/PK компактно. Для этого доста-
точно найти такое компактное подмножество D с GLn (/(„), что
GU (Kv) = ZKvGKvD. ПОЛОЖИМ В, = {х е= GLn (Kv) \Н{х) = Н {х{)}.
Тогда, поскольку для g e GKV имеем Я (gx) = gH (x) g~\ то

г

GLn (Kv) = U GKVBI, И достаточно найти компакты Ct такие, что

BidZKJ2i. Если х^В;, то, полагая у = х~1х{, будем иметь

т. е. Bi a XiYl\ где

Yt = {y^ GLn (ff.) | у (xTiGXi)Ov y-i c GLn (О.)}.
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Мы покажем, что Y. имеет вид Yi = DiZQL ^xrlGx^ с ком-

пактным Dt. Тогда

что и требовалось.
Пусть а ь . . . , ad — конечная система топологических обра-

зующих группы (x~lGxt} . Рассмотрим отображение ф: GLn—*

•-> W = G L n X • • • X G L n " Ф (g) = (galg-',..., gadg-'). Тогда,

очевидно, Yt = qp-1 (Wov) П GLn (Ku). Заметим теперь, что, в силу)
плотности (xr'Gx,.) в xrlGxt в топологии Зарисского (лемма 3.2),

замыкание по Зарисскому подгруппы, порожденной а ь . . . , ad,
•совпадает с xfixr1. В частности, слои отображения ф совпадают
•со смежными классами по централизатору Z. = Z0L (xr'Gxj).

Но, очевидно, Z,- совпадает с алгебраической группой, опреде-
ляемой мультипликативной группой централизатора в Mn(Kv)
^„-оболочки K0\(x^lGx{) ] , которая в силу редуктивности G

является полупростой /(„-алгеброй. Отсюда вытекает, что
Я 1 (/(„, Zt)= 1, и, следовательно, для х е Im ф [~| WKv всегда
*Р~1(Х)К Ф(3- Поэтому ф (У;) = Im ф (] ^ov- В силу теоремы 2.16

•образ 1 т ф замкнут в топологии Зарисского, так что Ф(У,) —
компакт. Тогда ф(Уг) = ф(£)г) для подходящего компакта D{ с
cGLn{Kv) и Yi = Di(Zi)K , что и требовалось.

Теперь уже несложно завершить доказательство предложе-
ния. Из компактности пространства GLn (KV)/PK вытекает, что
Р содержит борелевскую подгруппу В группы GLn (теорема 3.1),
которая, естественно, будет борелевской подгруппой и в Р.
В силу редуктивности Р в ней имеется противоположная В бо-
релевская подгруппа В~. Ясно, что В~ является противополож-
ной В и относительно группы GLn. Но в силу разложения Брюа
произведение В~В содержит открытое по Зарисскому подмно-
жество в GLn, и, следовательно, В и В~ порождают GLn. Тем
самым P = GLn. Вспоминая, что P = ZG, где Z — централиза-
тор G, мы видим, что G является нормальным делителем в груп-
пе GLn (т. е. либо содержится в ее центре, либо содержит
группу SLn). Полученное противоречие и доказывает предло-
жение.

§ 8.3. Числа классов алгебраических групп
компактного типа

Теорема 3 из предыдущего параграфа дает полное описание
значений, которые может принимать число классов cl(G) по-
лупростой /(-группы G некомпактного типа. В настоящем
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параграфе мы разберем противоположный случай. Наиболее за-
конченные результаты будут получены в ситуации, когда G имеет
компактный тип (см. теорему 8), т. е. компактна архимедова
часть Goo группы аделей. Этот случай наиболее важен с точки
зрения приложений, ибо к данному типу относятся ортогональ-
ные группы положительно определенных квадратичных форм,
и, следовательно, мы получаем результаты о соответствующих
числах классов в роде. Однако если не ограничивать степени
используемых реализаций, то аналогичные результаты удастся
получить для более широкого класса полупростых /(-групп G
так называемого смешанного типа, что означает наличие /(-про-
стой компоненты G ' c G c компактной группой Goo.

Теорема 7. Пусть G — полупростая алгебраическая К-группа
смешанного типа и степени п. Тогда для любого натурального
г существует такая свободная решетка M(r)tz K2n, что cl(GM( r))
делится на г.

Доказательство. Зафиксируем некоторую свободную решетку
L с К" и в дальнейшем группу GA <«>) будем обозначать просто
через GA{oo). Для любого У0 е V? и любой открытой подгруппы
U cr Gom положим

GA{OO)(V0, U)= П GK X П GeXU,

Сл(оо) (Уо) = Сл(оо) (Уо, GaOa 0v))>

где Gg (p0o) есть, как обычно, конгруэнц-подгруппа уровня
g

Обозначим через c(G,vo,U) (соответственно c(G,v0)) число
двойных смежных классов GA(<X>)(V0, U)\GA/GK (соответственно
GA(°C)(VO)\GA/GK:). Вместо теоремы 7 нами будет доказан сле-
дующий несколько более точный результат: для любого нату-
рального г существует такое vo^Vf, что К с= /(„0 и c(G, у о)
делится на г. Теорема 8 очевидным образом вытекает из этого
утверждения. В самом деле, из предложения 11 вытекает су-
ществование такой решетки NczK2", что NV = LV для v Ф v0

и Gg

Va = Gg (Pv)- Тогда, очевидно, G'A (со) = G А{ОО) (УО); в частно-
сти, c l (G w ) = c(G, v0) делится на г. С другой стороны, в силу
предложения 2 и условия К <=/(„„ решетка Л' свободна.

пг

Пусть GA= [] G^yZfin —разложение GA в объединение

попарно не пересекающихся двойных смежных классов. Без
ограничения общности можно считать, что существует конечное
подмножество 5о с= Vf со свойством: и-компонента (zi)v равна 1
для всех v ф 5 0 и всех i — 1 , . . . , m. Обозначим через G$*
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пересечение zjlGA{oo)zl |"| GK. Пусть также d(G,vo,U) (соответ-
ственно C{(G, Do))—число смежных классов по подгруппам
GA(oo)(v0, U) (соответственно GA(oo)(v0)) и GK, на которые распа-
дается класс GA(OO)Z{GK.

Лемма 9. Имеем

c(G,vo,U)=tci(G,vo,U), (1)
г = 1

причем при ! ) 0 Ё ^ \ 5 0 число ct{G, v0, U\ совпадает с числом
двойных смежных классов U\GgvJG<£K В частности, число
Ci (G, v0) вычисляется по формуле

(*>J]. (2)

Доказательство. Формула (1) очевидна, поэтому установим
справедливость остальных утверждений. Для a e G ( j 5 обозна-
чим через xv° (a) адель с компонентами

(3)
. a, v = iv

Тогда
СА{-?£к = У GA{oo) (v0, U) x" (a) zfiK,

где объединение берется по всем a e GgV(i. Покажем теперь, что
условия

Сл(оо> (Щ, U) х"' (a) zfiK = GA(oo) (o0, U) х*> (р) г.Ол (4)

g g (5)
равносильны. Если выполняется (4), то

х«« (a) zt = axv° (P) ztb (6)

для некоторых flEG^iftiu, U), 6 e GK. Тогда, очевидно, Ь =
= z;1x'H(p-1)a-1xv°(a)z.<=z:1GA{oo}z., откуда b e= G^. Проекти-
руя (6) на о0-компоненту и учитывая, что по построению (г г ) 0 о =1,
получим a ^ a U o p 6 , где a t D e ( / , т. е. (5). Обратно, если выпол-
нено равенство (5), то a = c$d, где С Е С / , d e G(J'. Положив

a = xUo (a) Zjr f "^^ '^"^" 1 ) , b = d, мы обеспечим выполнение (6),
и достаточно установить, что а е G (о0, £/). Поскольку d e G(J ,
то по построению z.d'^T1 e СЛ(оо), и, следовательно, H E G ^ .
Остается вычислить о0-компоненту aVo. Имеем

ибо (zt) = 1, и требуемое доказано.
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Установленная нами равносильность условий (4) и (5), оче-
видно, дает равенство ci (G, U, v^ = W\Gg /G^H. Для дока-
зательства (2) теперь остается заметить, что в силу нормальности
U = Gn (p..) в Gn двойной смежный класс UxGW (x^G^ ")

совпадает с обычным смежным классом xW по подгруппе
W = Gg

!)Gg (Pv), так что число ct(G, v0) совпадает с инде-
ксом [Gojw].

Лемма 9 доказана.
Предложение 16. Пусть G — полупростая алгебраическая

К-группа смешанного типа. Тогда для любого натурального г
найдется такое v0 e Vf, что К<^КШ и все числа Ci(G,v0)
( / = 1, . . . , m) делятся на г. В частности, c(G,v0) делится на г.

Доказательство. Из определения групп смешанного типа вы-
текает, что G является почти прямым произведением полупро-
стых групп F и Н, причем Н имеет компактный тип. Положим
D = G/F и обозначим через я: G^-D соответствующий фактор-
морфизм. В силу предложения 6.5 найдется такое конечное под-
множество SjCl/K ч т о для v ^Vf \St морфизм я определен
над Оо и n(GgJ = DOo. Тогда л(р^ (»>„)) с= D^ (pv). Поэтому

и 5 1 число ct(G, v0) делится на индекс [ n ( G a "):
а - з н а ч и т - и н а \°<- n(<G^DoJK)}

Установим теперь конечность всех групп n(G$\. Из опре-
делений вытекает, что

я ( С ^ ) с = я ( 2 1 . ) - 1 я ( С Л ( о о ) ) я ( 2 1 . ) П ^ . (7)

Но группа D, будучи изогенной И, имеет компактный тип, от-
куда без труда вытекает компактность подгруппы я(Сл(оо)) с DA.
С другой стороны, подгруппа DK с DA дискретна. Поэтому пе-
ресечение в (7), будучи одновременно компактным и дискрет-
ным, конечно. Обозначим через / наименьшее общее кратное
порядков всех групп л(&$). Тогда из доказанного вытекает,
что для любого / = 1 , . . . , m число c,(G, оо) имеет вид

-£-\D~ '.D- (р )~\ с некоторым целым di.
I L "Оо "Uo Ч V°JJ

Поэтому завершает доказательство предложения 16, а вместе
с тем и теоремы 7 следующая

Лемма 10. Пусть D — нетривиальная редуктивная К-группа,
F/K — некоторое конечное расширение. Тогда для любого на-
турального г существует бесконечное множество таких v es V?,
что F dKv и индекс \Dg : Dg (po)"| делится на г.

Доказательство. Легко видеть, что группа точек D-^ над ал-
гебраическим замыканием К содержит конечную подгруппу С
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порядка г. (Такую подгруппу можно найти, например, рассмот-
рев произвольный (нетривиальный) тор Г е й и воспользовав-
шись изоморфизмом Т-^ ~ (/(*)dim ТЛ Обозначим через Р конеч-
ное расширение Галуа поля К, содержащее F и такое, что
С с GP. Из теоремы плотности Чеботарева вытекает бесконеч-
ность множества S = {v <= Vf \P с= /(„}, и поэтому найдется бес-
конечно много таких v0 e 5, что С с A?Uo, и ограничение на С
отображения редукции по модулю р0о инъективно. В этом слу-
чае факторгруппа Dg /Dc (p0o) содержит изоморфный образ С,
так что индекс \Dn : Df, (р )1 делится на г. Лемма 10 до-

L "во и«(Л °o/J
казана.

Теорема 7 наглядно показывает, что, в отличие от полупро-
стых групп некомпактного типа, для групп смешанного типа
число классов может принимать весьма разнообразные значе-
ния. Получить их точное описание представляется малореаль-
ным, поэтому в дальнейшем мы сосредоточим внимание не на
детализации самой теоремы 7, а на получении ее арифметиче-
ских приложений. Речь идет об исследовании чисел классов
в исходном представлении, что позволяет получить, например,
характеризацию чисел классов в роде положительно определен-
ных квадратичных форм. К настоящему времени удалось пока-
зать, что утверждение, аналогичное теореме 7, выполняется в
исходной размерности п для групп компактного типа.

Теорема 8. Пусть G — связная линейная алгебраическая
К-группа компактного типа и степени п. Тогда для любого на-
турального г существует такая свободная решетка L(r)czKn,
что число классов cl(GL(r>) делится на г.

Для невырожденной л-мерной квадратичной формы / группа
G = SOn(f) относится к компактному типу в том и только том
случае, если / для каждого v <= V*L является /Са-анизотропной
(в частности, поле должно быть вполне вещественным). Таким
образом, если форма / является положительно определенной над
всеми Kv, К Е У * (В ЭТОМ случае говорят, что / просто яв-
ляется положительно определенной), то теорема 8 применима
к группе G = SOn(f). Доказательство теоремы 8 в этом случае
без каких-либо изменений проходит и для группы G = On(f),
так что, учитывая предложение 4, получаем следующий резуль-
тат (ср. с теоремой 6).

Теорема 9. Пусть f — положительно определенная квадратич-
ная форма степени п^.2 с коэффициентами из кольца целых О
вполне вещественного поля алгебраических чисел К. Тогда для
любого натурального г существует такая форма fr с коэффи-
циентами из О, которая К-эквивалентна форме f и для которой
число с (fr) классов в роде делится на г.
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Построение локальных компонент искомой решетки L(r)
в теореме 8 проводится при помощи леммы 8, возможность при-
менения которой вытекает из следующего утверждения:

Предложение 17. Пусть G — связная алгебраическая К-груп-
па степени п компактного типа. Тогда существует такая поло-
жительно определенная квадратичная форма f с коэффициен-
тами из К от п переменных, что G c= SOn(f).

Доказательство. Пусть W—пространство всех квадратичных
форм от п переменных, которое можно отождествить с простран-
ством симметрических (п X п)-матриц А е Мп, Обозначим через
IF /(-определенное подпространство в W, состоящее из матриц,
инвариантных относительно группы G#, т. е. ^ = { Л е W \ t g A g =
= AVg<^ GK}. По условию для любогоv e V^ группа б и к о м -
пактна, и поэтому каждое пространство WKV обязательно содер-
жит положительно определенную матрицу (см. § 3.2). Отсюда
следует, что подмножество положительно определенных матриц
в WK.V является непустым и открытым. Поэтому, используя
свойство слабой аппроксимации для ffi, мы можем найти мат-
рицу f s WK, которая положительно определена относительно
любого v <= V*L. Пусть / — соответствующая ей квадратичная
форма. Тогда GK czOn(f). Ввиду связности G, множество GK
плотно в G в топологии Зарисского (теорема 2.2), так что G с
с=0„(/), откуда и следует требуемое утверждение. Предложе-
ние 17 доказано.

Опишем схему доказательства теоремы 8. Используя пред-
ложение 17, выберем л-мерную положительно определенную
G-инвариантную квадратичную форму f. Предположим, что в
базисе е=(еи . . . , еп) пространства К" форма / имеет канони-
ческий вид / = /,*2 + . . . + fnx

2

n. Если для 0 , 6 ^ имеем
К с= Kv , то существует униформизующий элемент n

Vo

 e @
такой, что л 0 - е ( / 0 для о =^= о0, и можно рассмотреть решетку
L(v0) с базисом ех, nve2 4"~'4i- Тогда для v ф v0 имеем
L(vo)v = Lo, где L — решетка с базисом в\, ..., еп, а для почти
всех и0 стабилизатор В (о0) = G^<Uo>Uo описывается следующим
образом (лемма 8):

( (8)

где ф = |л: <= G\ х (ег) = ± е., г = 1, . . . , я } , С = |л: = (л:г Л е

e G e (й ) I л:, е ) ) ! ' " " , г, / = 1, . . . , п\ (матричная запись берется

относительно базиса ё). Зафиксируем некоторое разложение
т

i — l
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обладающее тем свойством, что (Zi)v= 1 для всех г = 1, . . . , т
и всех v, лежащих вне некоторого конечного подмножества
So cz Vf. Тогда, используя лемму 9, мы для v0 ф So получаем
следующую формулу для подсчета cl(G < U O ) ) :

где

*iы=[в(vo)\Gk:/Go]' Q(o = * r 4 - # n G K .
До сих пор рассуждения вполне аналогичны доказательству

теоремы 7, однако начиная с этого места, начинают проявляться
дополнительные сложности. А именно, вычисляя при доказа-
тельстве теоремы 7 числа c{(G, V

O) = \G0 (Pm)\Ga /^Pl» м ы

воспользовались нормальностью конгруэнц-подгруппы и свели
вычисление числа двойных смежных классов к подсчету неко-
торого группового индекса. В нашей же ситуации группа B(v0),
вообще говоря, не является нормальной в Gev, и поэтому
приходится привлекать другие соображения. Один прием со-
стоит в специальном выборе базиса е и разложения (9) таким
образом, чтобы соответствующие группы Go) содержались в
{±Еп}; тогда снова d. (o0) = [о£°° • G{gB (u0)], и рассуждения

из доказательства теоремы 7 переносятся без каких-либо изме-
нений. Оказывается, этот прием применим всякий раз, когда
G — собственная подгруппа в SOn(f)-

Предложение 18. Пусть G — собственная связная К-опреде-
ленная подгруппа группы Н = SOn(f). Тогда существует такой
ортогональный относительно формы f базис е = {е\, . . . , еп)
пространства Кп, что G Г) T(e)cz{±En}, где

T(e) = {x(=GLn\x(ei) = ±ei, i=\ п).

Доказательство. При п = 2 группа Н является одномерным
тором, так что группа G тривиальна и доказывать нечего. По-
этому в дальнейшем будем считать, что п > 2. Зафиксируем
некоторый ортогональный относительно / базис е° = (е\ е°)
пространства Кп и положим Г0 = Г(е°). Если h^HK, то для
базиса A(e°) = (A(ei) А(е°„)) имеем Г(л(е 0 )) = АГоА"1, по-
этому для доказательства предложения достаточно установить
существование такого h^HK, что G [\(hToh-1) cz{+En}. Пред-
положим, что это невозможно; тогда

//,cU С (у), (10)
Д

где C(y) = {li<=H\h-lvh<=G}, А = Г 0 \ {+£„}. Ясно, что С (у)
является замкнутым по Зарисскому подмножеством в Н, так
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что из (10) и плотности Нк в Н (теорема 2.2) вытекает равен-
ство Н= U С (у). Поэтому в силу связности Н имеем Н =

Y ^ Д

= С (у) для некоторого у е А, т. е. G содержит класс сопряжен-
ности {h-lyh\h^H}. Поэтому требуемое вытекает из следую-
щего утверждения.

Лемма 11. При « > 2 нормальный делитель в Н, порожден-
ный любым элементом у е Г 0\{±£га}, совпадает с Н.

Действительно, при п ф 4 любой собственный нормальный
делитель Н лежит в {±Еп}, поэтому в рассмотрении нуждается
лишь случай п = А. Здесь Н = Н\Н2 — почти прямое произве-
дение двух групп, изоморфных SL2, с отождествленными цен-
трами. Если предположить, что нормальный делитель N в Н,
порожденный у е Г 0 \ { ± £ л } | является собственным, то либо
М = Я Ь либо М = Я2. При изоморфизме H{~SL2 элемент у

о , ) (это единственный элемент порядка 2

в SL2!). Но тогда у = —Ei — противоречие. Доказательство
леммы 11 и предложения 18 завершено.

Предложение 19. Пусть G — собственная К-определенная
подгруппа группы SOn(f), где f—положительно определенная
квадратичная форма. Существует такой ортогональный относи-
тельно f базис ей . . . , еп пространства К" и такое разложение

(L — решетка с базисом еи . . . , еп), что ( 2 у ) а ^ 1 для всех v
вне некоторого конечного подмножества 5 0 а V f и все группы

G($ = *7lGM-?i П GK лежат в {± Еп).
Доказательство. Пусть u = ( u b . . . , ип) — ортогональный ба-

зис пространства К", построенный в предложении 18, М — ре-
шетка с базисом и. Зафиксируем некоторое разложение

в котором (t,-)v= 1 для всех / = 1, . . . , г и для всех v, лежа-
щих вне некоторого конечного подмножества 5 a vf. В силу
положительной определенности формы / группа Goo компактна,
откуда следует конечность всех групп G^ = t7lGA(oo)tj f| GK.-

Положим /? = ( U G{e)\\{±En} и найдем такое конечное под-

ITO для v e Vf \ S\

R П ( ± G , D (*„)) = 0 .

множество Si a Vf, что для v e vf \ S\
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Выберем, далее, vQ e Vf \ (5 (J 5,), обладающее свойствами:

/С <=/(„„ и стабилизатор B(vo) решетки с базисом щ, nVt,u2, ...
. . . , я<£-%п описывается формулой (8) ( я 0 о е О — такой уни-

формизующий элемент, что я а о е £ / а при и Ф и0). Наша цель —
показать, что базис ej=ui, е2 = я а и „ ..., еп = л[п

о~
1)ип является

искомым. Пусть L — решетка с базисом е1г ..., еп. Тогда по
построению Lv = Mv для v Ф v0 и G ^ ' c C g " , так что предста-
вители всех смежных классов GA(OO)\GA/GK МОЖНО выбрать
среди аделей вида z(j, a) = xv° (a) tjt a e G "̂° (обозначения см.

в лемме 9). Отметим, что (z(/, а ) ) „ ^ 1 для о ^ 5 0 ^ 5 и { ^ о } -
Поэтому достаточно показать, что для любых / и а справед-
ливо включение

G$ a ) = z (/, a)" 1 GA(OO}Z (/, а) П G/c с {± £„}.
Имеем

= z (/, а)- 1 G (̂oc)2 (/, а) П G/c с ^'о^»)// П G/c = G^.

•С другой стороны, беря проекцию на Оо-компоненту, получим

т. е. окончательно

где, как мы условились выше, В (и0) = G^"°. По построению
B(v0) описывается формулой (8), причем Г(е)Г) G = {±Еп}.
Отсюда следует, что для любого a e G « " ° выполняется вклю-
чение

Таким образом,

в силу того, что /?П ( ± Gcao(pUo)) = 0 . Предложение 19 доказано.

Доказательство теоремы 8 в случае G 5 SOra (f). Пусть е =
= (еи . . . , еп) — ортогональный базис, построенный в предложе-
нии 19, L — порожденная им решетка. Тогда, как мы убеди-
лись выше, для почти всех v0 e vf со свойством К <=К будем
иметь
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где d, (*0) = [В {V^JG^}, В („„) = GL£\ О? = гТ'^гД
П GK во введенных выше обозначениях. Так как по построению-
Gf с {±Еп} для любого 1=1 т, то d . ( o 0 ) = [ G ^ : G^B{\

Но В (о0) с ± Ggv°(pv \ откуда следует, что если \Gg

Va: G^Uo (Pao

делится на 2г, то каждое из чисел dt (v0) делится на г, и,
значит, cl(GL("o)) также делится на г. Таким образом, доказа-
тельство завершается применением леммы 11.

Нам осталось доказать теорему 8 для группы SOn(f), где
/ — положительно определенная квадратичная форма. Рассуж-
дения здесь технически сложнее, чем для случая собственных
подгрупп в SOn(f). Но, как мы уже отмечали, они в равной
мере годятся как для SOn(f), так и для On(f)- Поскольку
c\(On(f)) совпадает с числом c(f) классов в роде формы f и,
следовательно, представляет с арифметической точки зрения
основной интерес, мы установим справедливость утверждения,
аналогичного теореме 8 для группы G = On(f), что даст нам
доказательство теоремы 9.

Прежде всего доказывается следующий аналог предложе-
ния 19.

Предложение 20. Существует такой ортогональный относи-
тельно f базис в\, . . . , еп пространства Кп и такое разложение

m

GA=UiG
L

Aioo)ziGK • (11)

(L — решетка с базисом е ь . . . , еп), что {zi)v=\ для всех v
вне некоторого конечного подмножества S 0 c y 5 и все груп-
пы GV) = zjlG\. ,г( П GK сопряжены в группе G-^подгруппе груп-
пы Г = {x<=G\x(ei)= ±ес, / = 1, . . . , п}.

Доказательство. Пусть в базисе ии ..., ип пространства К"
форма / имеет диагональный вид/ = а,д^-|- . . . -\-апх

2

п. Обозна-
чим через М решетку с базисом и\, ..., ип и зафиксируем не-
которое разложение

в котором (tj)v = 1 для всех / = 1, . . . , г и всех о, лежащих вне
некоторого конечного подмножества Si cz vf. Как и при дока-
зательстве предложения 19, заключаем, что все группы G^) =

г

= t71GA(oo)tf[}Gi<; являются конечными. Положим R= U Go*

и найдем такое конечное подмножество 5г a Vf, что для v e

G У | \ S2 имеем
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Выберем vo^Vf \ (5i U 5г) таким образом, что К а /(„„ и
£)o(ai) = O для всех /--=1, . . . , п. Выберем, далее, такой уни-
формизующий элемент H O , G ( 7 , ЧТО Я„0 е Uv для v ф v0, и пока-
жем, что базис е , = и , , е2 = я0ои2, ..., ега = я(^~1)иге искомый.
Пусть -L — решетка с базисом е ь . . . , еп. Тогда LV = MV для
•офх)й, а стабилизатор C = GL

g

Va описан в предложении 12.

Тогда, как и выше, замечаем, что представители всех смежных
классов G^iaa)\GA/GK молено выбрать среди аделей z(j, a),

}=\, ..., г, а <= G "̂° (см. доказательство предложения 19).

При этом z (/, a)v = Еп для v <£ 50 = Sx U {v0} и

&$• a) = z (у, a ) " 1 GL

A(aa)z (}, а) П G/c с : Ш} П оГ'Са.

Так как С = ГВ, где B<=G^ o »^

/ = 1, . . . , «}, то для любого х е G$- a ) имеем х2 ^G^)f\a~1Ba =
= {Еп}, т. е. х2 = Еп. Таким образом, доказательство предло-
жения 20 завершает

Лемма 12. Пусть 9 c G ^ — подгруппа экспоненты 2. Тогда 0
сопряжена в G-^ подгруппе группы Г.

Доказательство оставляется читателю в качестве упраж-
нения.

Зафиксируем базис е = (е\, . . . , еп), построенный в предло-
жении 20, решетку L, натянутую на этот базис, и соответствую-
щее разложение (11). Будем считать, что в базисе е форма /
имеет вид / =f1xf + . • • +/„*£• Введем также в рассмотрение
такие элементы g(^G-^ (i= I, . . ., m), что

етхЩ% с г-
Пусть Р — конечное расширение Галуа поля К, содержащее R,
коэффициенты матриц g,- и д / — 1 , V/i > •••. л/fn • Обозначим
через Т одномерный /С-определенный подтор SO2(h)<^SOn(f),
где h — ограничение / на подпространство, натянутое на век-
торы ей е2- Для заданного г из леммы 10 вытекает существова-
ние такого Vo^vf \ So, что

1) P c i ( f t ,
2) индекс [7^°: T0v ( \ 0 ) ] делится на 22пг,

3) о (2) = о ( / , ) = . Г. =»(/„) = 0,
4) g l e G^ : .

Лемма 13. Существует такой ортогональный базис щ, и2

решетки Ove^Ove2, что f(ui) = afi, i=\, 2, где a <=UVa —еди-
ница, не являющаяся квадратом.
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Доказательство. Из наших построений вытекает, что форма
h = fxx\ + fox\ эквивалентна над О форме х\Х2, для которой
требуемое утверждение легко проверяется непосредственно.

Для i > 2 положим ис = е,- и обозначим через Nm ^„-решет-
ку с базисом и,, nvu2, ..., п^~иип, где я0 о — униформизующий
элемент. Определим решетку L(r) следующим образом:

Из предложения 2 вытекает, что решетка L(r) свободна. Пока-
жем, что число классов cl(G I ( r )) делится на г. Так как L(r)v=
= Lv при v ф v0, а для v = vo согласно предложению 12 имеем

С = Gc(J)v° = АВ, где А = {х е= G | х (и{) = + и{, i = 1, . . ., п},.

В a GgVu(pv \ то из леммы 9 получаем
m

c\(GLn=Zct, где Ct =

Из выбора нормирования v0 вытекает, что для любого i =
= 1, . . . , т группа G(g сопряжена в G0

Va подгруппе группы Г.

Поэтому делимость всех с», а значит и cl(GLir)), на число г вы-
текает из следующего утверждения:

Предложение 21. Пусть Н — такая конечная подгруппа
в GgVo, что g~lHg cz Г для некоторого g e GL

g

v\ Тогда число

двойных классов \C\Gg

Vo/'НЛ делится на г.

Доказательство. Обозначим через Ж множество всех под-
групп группы Н и для Н' е Ж положим

D W) = \x^ G£* I Н П х~1Сх = Я'},

ЦН') = [Н:Н'\.

Лемма 14. Имеет место следующая формула:

\C\GLf/H\= Z 2-{n+t{H'))[B\D(H')]

в приведенных выше обозначениях.
Доказательство. Легко видеть, что CD(H')H = D(H'), т. е-

D(H') является объединением некоторого семейства смежных
классов СхН. Поэтому ГС\О^»///1 = S [C\D(H')/H], и до-

L oo/ J й ' Е ж

статочно показать, что
= 2 - ' " + ' ( Н ' » [В\£> (Я')].
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Для этого мы установим, что любой двойной смежный класс
СхН, я (= D(H'), состоит в точности из 2{п+1{Н)) обычных смеж-
ных классов By, y^D(H'). Имеем

СхН= (J Cxh, (12)

•причем Cxh\ = Cxh2<=>• h2h~l G//fl x"lCx = H'. Тем самым число
непересекающихся классов в (12) равно i(H'). В то же время
для любого у е Gg

Vo

Су= LJ Вбу, (13)
б е д

и все классы в (13) различны, ибо ДГ)В={1} . Лемма 14 до-
казана.

Поскольку i(H')^.n, то для доказательства предложения
достаточно показать, что число [B\D(H')] делится на 22пг для
любой подгруппы Я ' 6= Ж. Положим Ж (Я') = {Н" ^Ж\Н"% Н'},
D(H') = \x<=G^° H'^x-'Cx]. Тогда

D(Hf) = D(H')\

откуда следует, что

[B\D (Я')] = [В\б(Я')] -\В\ U D (Н")\

Для подсчета числа элементов в объединении воспользуемся
следующей общеизвестной формулой: если А\, . . . , Ат — конеч-
ные множества, то

Так как 5 (яГ) П D (H2) = D (Н"Н"), ТО ИЗ ЭТОГО факта выте-
кает существование таких целых bw (Я" е Ж (Я')), что

[Я\ U

Поэтому доказательство предложения 23 и теоремы 9 завершает
Лемма 15. Для любой подгруппы / / ' e l число [В\В(Н')]

делится на 22пг.

Доказательство. Покажем, что если С{Н')Ф0, то для

подходящего хеС(?" ' группа Z = *Г<?°°*~ централизует
Я'. Тогда D{H')Z = D{Hr), так что число [В\0(Я')] вы-
ражается в виде суммы 2] [{#2 I йг <= ByZ}\, где сумма берется

по всем двойным смежным классам ByZ, а каждое слагаемое
-есть число обычных смежных классов Bz, содержащихся в двои-
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ном классе ByZ. Легко видеть, что последнее число равна-

[Z:Zn{y-'By)] = [Toll;TLoll(\{{yx)-'B{yx))\. Так как S c

с Ggv

vl(pvX то по построению последний индекс кратен 22пг,.
и, следовательно, общее число смежных классов B\D(H')
также кратно 22пг.

Итак, пусть rfe D(H'), т. е. Н' a d~lCd. Так как Н является
2-группой, а А — силовской 2-подгруппой в С = АВ, то в силу
теоремы о сопряженности силовских подгрупп в проконечных
группах bdH''dr~xb"x с А для подходящего b ^ В. Покажем, что
элемент х= bd удовлетворяет нашим требованиям. Для этого
достаточно установить, что дгЯ'д:"1 с Ао, где Ао = { б е A|6(ui) =
= «ь б(u2) = «2 или 6(«i) = —«ь 6(u2) = —«2}- Пусть для

A G / / ' элемент 6 = xhx~l ф. Ао. Положим W (6) = {w e
е= Km I 6 (ш) = да}. Тогда W(6) содержит в точности один из
элементов и\, «2, скажем, м ь и поэтому обладает базисом вида
щ, т , ..., и,-,, где j/ > 2. В частности, дискриминант d(№(6))

равен а/,/,̂  . . . fiL, и следовательно, d (W (6)) ^ Д"*̂ . С другой
стороны, по условию g - ^ g с Г, так что аналогичное простран-
ство W (у) = {да е= Д""о | v (ш) = it'} для элемента y^g~:hg обла-
дает базисом вида е. , . . . , е. , откуда d(W(\)) = f. . . . f,. e;

'1 ' т >\ ' т

^К'о
2. Но y = (xg)-18(xg), поэтому W(б) = (xg) W(у), т. е. про-

странства W(8) и W(y) должны быть изометричными, в ча-
стности, иметь одинаковые дискриминанты. Полученное проти-
воречие и доказывает требуемое. Таким образом, доказательство
всех теорем этого параграфа завершено.

Отметим, что было бы интересно получить аналог теоремы 8
для групп смешанного типа.

§ 8.4. Оценки чисел классов редуктивных групп

Результаты предыдущих параграфов показывают, что значе-
ния, которые может принимать число классов cl(cp(G)) полу-
простой ^-группы G, зависят от арифметических свойств груп-
пы. Поэтому для того чтобы получить их характеризацию».
нужно обладать дополнительной информацией о группе G. Воз-
никает вопрос: что можно сказать о cl(cp(G)) в самой общей
ситуации? Здесь, конечно, нужно исключить из рассмотрения
случай, когда группа G обладает свойством абсолютной силь-
ной аппроксимации, ибо тогда cl(cp(G))= 1 для любой реализа-
ции ф. Оказывается, что в остальных случаях числа классов^
cl(cp(G)) при различных реализациях ф не ограничены в сово-
купности.
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Теорема 10. Пусть G — линейная алгебраическая К-группа
степени п, не обладающая свойством абсолютной сильной ап-
проксимации. Тогда для любого числа г существует такая ре-
шетка М(г)^К2п, то d(GM^) > г.

Доказательство. Зафиксируем решетку L а Кп, для любой
открытой подгруппы ( / c G i ( M ) будем обозначать через c(U)
число двойных смежных классов (GooX U)\GA/GK.

Лемма 16. Для любого натурального г найдется такая от-
крытая подгруппа I), что c(U)> г.

Доказательство. Предположим противное. Тогда для неко-
торой открытой подгруппы U0<^GA,(ОО) ЧИСЛО С (UO) принимает
максимальное значение d. Зафиксируем разложение

Ол=.11 (Go.X£/o)z,G* (1)
1 = 1

на непересекающиеся двойные смежные классы. Из предполо-
жения о максимальности c(U0) вытекает, что для любой подгруп-
пы U a Uo имеем c(U) = c(U0), откуда

для всех i = l , 2 , . . . , d. Переходя к проекциям на GA. и обо-
значая через Zi соответствующую проекцию zi, получим

и, следовательно,
UozfiK = П U2tGK, (2)

где пересечение берется по всем открытым подгруппам U a Uo.
Воспользуемся теперь следующим простым фактом из теории
топологических групп: если топологическая группа Н обладает
фундаментальной системой окрестностей единицы U ={£/}, со-
стоящей из подгрупп, то замыкание любого подмножества Г с Я
описывается следующим образом: Г = f] UT. Из этого факта

U n
получается, что правая часть (2) совпадает с замыканием ZIGK.

в Ол«, т. е. с ztGK, где GK—замыкание Gj<. Из разложения (1)
получаем, что

т. е. GK имеет конечный индекс в GA,- НО ЭТО невозгиожно,

ибо из отсутствия абсолютной сильной аппроксимации у груп-
пы G и из теоремы 7.12 вытекает, что выполняется одно из усло-
вий предложения 7.13, согласно которому индекс GK в бл«
бесконечен. Лемма доказана.
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Продолжаем доказательство теоремы 10. В силу леммы 16
можно найти такую открытую подгруппу UCZGA.W, ЧТО

c(U)> г, а нам достаточно найти решетку М а К2п со свой-
ством GA.(OO) d t . Но, будучи открытой, U содержит подгруппу

вида W= П 0£°ОС°)Х П Ggv

v, где Т с V? - некоторое
" е Г

 0<=vf\r
конечное подмножество, mv (tieJ)—подходящие натуральные
числа. Согласно предложению 11 для каждого v (= Г существует
решетка Lv(mv) <=КТ такая, что Ge"v = Ggv

v ipv "). Опреде-
лим решетку М с К.2п, задав ее локализации следующим образом

,„(т„), O G J ,
M V = , L

Тогда группа Ол,(°о), очевидно, совпадает с W, так что ре-
шетка М — искомая. Теорема 10 доказана.

Из теоремы 10 вытекает следующее любопытное замечание:
если число классов cl(cp(G)) произвольной алгебраической
^-группы G принимает хотя бы одно неединичное значение, то
изменяя реализацию ср, мы получим бесконечное множество раз-
личных значений.

Было бы интересно получить аналог теоремы 10 в исходной
размерности п (предполагая, естественно, что G не является
нормальным делителем в GLn). По-видимому, это можно сде-
лать, модифицируя подходящим образом доказательство пред-
ложения 15. Отметим, что для торов в GLn, отличных от ска-
лярного, это вытекает из предложения 25, которое мы докажем
в следующем параграфе в связи с изучением так называемой
проблемы рода в арифметических группах.

Переходим к изложению результатов о связи между числом
классов алгебраической группы и числами классов ее замеча-
тельных подгрупп (параболических подгрупп, максимальных то-
ров). Одна из наиболее существенных мотивировок изучения
этой связи состоит в гипотетической возможности получить та-
ким образом оценки чисел классов, скажем, максимальных то-
ров группы, что может оказаться полезным при изучении мето-
дами теории алгебраических групп чисел классов идеалов полей
алгебраических чисел. В настоящее время это направление на-
ходится в стадии разработки, причем имеющиеся в нашем рас-
поряжении результаты носят предварительный характер. По
этой причине мы приводим следующие теоремы без доказа-
тельства.

Теорема 11 (Бондаренко, Рапинчук [1]). Пусть G — редук-
тивная алгебраическая К-группа, Р — произвольная К-определен-
ная параболическая подгруппа группы G. Тогда cl(G)^C cl(P).
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Следствие 1. Пусть G — редуктивная К-разложимая алгеб-
раическая группа, Т— произвольный максимальный К-разложи-
мый тор в G. Тогда d(G)s^cl(T).

Действительно, пусть B = TU — подгруппа Бореля группы G,
содержащая тор Т. Тогда согласно теореме 11 c l ( G ) ^ c l ( S ) .
С другой стороны, в силу предложения 5.4 c l ( S ) ^ c l ( 7 ) , ибо
для U имеет место абсолютная сильная аппроксимация.

Следствие 1 позволяет дать «эффективный» вариант тео-
ремы 4 об одноклассных решетках для разложимых групп над
одноклассным полем.

Следствие 2. Пусть G — редуктивная разложимая группа
над одноклассным полем К. Тогда c l ( G ) = 1 в любой К-реали-
зации G, в которой G содержит максимальный К-разложимый
тор в диагональном виде. {Более точно, если G cr GLn и в базисе
ех, ..., еп пространства Кп некоторый максимальный тор груп-
пы G записывается диагональными матрицами, то cl(GL) = 1,
где L — решетка с базисом в\, ..., еп.)

Пусть Т — максимальный Д'-разложимый тор группы G та-
кой, что Т a Dn. Так как cl (G) ^ cl (T) (следствие 1), то доста-
точно показать, что с1(Г)=1. Пусть г = dim T и ф: Dr ~ T —
определенный над К изоморфизм. В силу одноклассности поля К
мы имеем cl (£>,-) = 1 , и поэтому достаточно проверить, что
ЧР {РГА (оо)) cz ТА (ОО). НО В координатном выражении для ф

ф: (ХЬ ..., х г ) * - > ( % ( х и ..., хг), . . . , Ф я ( х и ..., хг))

рациональные функции ф; должны быть мультипликативными,
г

и поэтому имеют вид ф,- (л:ь . . . , *,-) = 1 1 * / " Д л я подходящих

целых а,ц, откуда и следует требуемое.
Как мы увидим на приводимых ниже примерах, зависимость

между cl(G) и cl(7), где Т — произвольный ^-определенный
тор алгебраической ^-группы G, может быть самого разного
характера. Поэтому следующий результат, в котором разби-
рается случай полупростых групп некомпактного типа, по-види-
мому, не допускает распространения на более широкий класс
групп:

Теорема 12 (Платонов, Бондаренко, Рапинчук [2]). Пусть
G — полу простая К-группа некомпактного типа, я: G-+G — уни-
версальное К-определенное накрытие. Тогда для любого К-опре-
деленного максимального тора Т

сЦТ)
[Ш (Г)] [Я1 (S% Х(Г))]

где Х(Т) — группа характеров тора Т = я~ 1(7), § — группа Га-
луа над К поля разложения L торов Т и Т.

Отметим, что если Та G — максимальный тор, разложимый
над К, то Ш(Т) = Н1(%, Х ( ? ) ) = 1, и мы приходим к оценке
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с1(Г) ;j5 cl(G), которая была получена в следствии 1 из тео-
ремы 11 другим способом.

Следствие 3. Пусть G — полупростая К-группа некомпакт-
ного типа. Существует такая константа М > О, зависящая
только от G, что для любой реализации ср

гптс1(ф(Г))>-5 гс1(Ф(О)), (3)

где минимум берется по всем максимальным К-определенным
торам группы G.

Приведем два любопытных примера, иллюстрирующих мно-

гообразие зависимостей между тшс1(Г) и cl (G).
т

Пример 1. Пусть G = SL2 над полем рациональных чисел Q.
Покажем, что для любого m > О существует такая решетка
L(m)dQi, что для любого максимального Q-определенного
тора Tab имеет место неравенство с1(Г£("'))> щ, в то время
как cl(G£(m))= 1.

Зафиксируем решетку L a Q2 и для каждого простого р обо-
значим через MpCzQp такую решетку, что Gzp = Gzp (p) (см.
предложение 12). Пусть S(m) = {pu ...,pm}—набор, состоя-
щий из m нечетных простых чисел. Зададим решетку L{m)a Q4

следующим образом:

p, pe=S(m),

и покажем, что cl(TL(m'>) ^ 2m~2 для любого максимального
Q-тора Т a G; это очевидно, и дает требуемое.
Имеем

= \ТА : TA{OO)TQ\ \TA{OO)TQ : TA{£>)TQ\ = cl \T

= ci(rL)f П TL

z

p-4S(m)(Tz) П TL/(P)],

где т,,, .: Т^—*• ТТ Тп —диагональное вложение. Матрица
S ( m ) Q pJ-S(m) QP

\~Q _ j ] принадлежит всем группам Tzp

p, но не принадле-

жит ни одной из групп Tzp (p) из-за нечетности р. Поэтому

в разложении абвлевой группы Ц Tzp

p/Tzp(p) на цикличес-
кие встретится не менее tn циклических 2-примарных сомножи-
телей. С другой стороны, в силу следствия 1 из теоремы 4.11
группа Tz, является прямым произведением конечной группы Ф
и свободной абелевой группы Г ранга ^ 1 . Поскольку dim T =
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= 1, имеет место изоморфизм r ~ G m , и, следовательно, груп-
па Ф циклична, таким образом, группа Tz имеет самое большее
два циклических сомножителя, и, значит, факторгруппа

D= П T
p^S(tn)

имеет не менее (т — 2) 2-примарных циклических сомножите-
лей. В частности, [D] ^ 2т~2, и тем более cl (T1^) = c l (Г1) [D] 5з
^ 2'71-2. Утверждение о том, что cl (G I ( m l )) = 1, следует из силь-
ной аппроксимационнои теоремы.

Пример 1 показывает, что разность между левой и правой
частью в оценке (3) может быть как угодно большой. В то же
время оценки типаЛ1с1 (G) ̂ m i n cl (Т), где М — константа, зави-

т
сящая только от бирациональных свойств G, но не от ее конк-
ретной реализации, не существует.

Пример 2. Пусть f = х2 + у2 + z2 в базисе еи е2, е3 простран-
ства Q3, G = SO3(f). Тогда T = SO2(g), где g = х2 + у2, яв-
ляется максимальным тором в G.

Зафиксируем нечетное простое число р и для целого числа
п > 0 обозначим через L(n) решетку с базисом еи е2, рпе3. Наша
цель — показать, что cl(GL<n))—>- + оо, в то время как
с1(Г£("))= 1. Положим £)n = Gz<"). Тогда, дословно повторяя до-
казательство предложения 12, можно показать, что D(n) = {x =
= (xtj) e Gz | Хц = ± Ьц (mod pn), если / либо / равно 3} (мат-
ричная запись берется относительно базиса е\, е2, еъ; Ьц — сим-
вол Кронекера). Поэтому £)(1)=э D (2) ID £>(3)=Э . . . , причем

П D(n) = {\, y}Tz

где Y = diag(l, 1, —1). Поскольку индекс Тг в Gz бесконе-

чен, то TGz : D (п)]—>- + оо, а следовательно, и i (п) =

= [D (n)\Gz / ^ z ] - ^ + °°» ибо группа Gz конечна в силу
положительной определенности f. С другой стороны, рассуждая
как и при доказательстве леммы 9, легко показать, что i(n) со-
впадает с числом двойных смежных классов GAIQXGZ, содер-

GL)жащихся в главном классе G^(OO)GQ; В частности,
^i(n) и cl ( G M " ' ) n - ^ + со.

Осталось установить, что с1(Г£<"3)= 1 для любого п. Так как
7 действует на е3 тривиально, то cl(TL<-^)= c\(SO2(g)) для всех
п. Но хорошо известно, (см. например, Боревич, Шафаревич
[1]), что форма g одноклассна, и поэтому, в силу предложе-
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ния 4, c l ( O 2 ( g ) ) = 1- Так как O2(g)z содержит матрицу с опре-
делителем (—1), то отсюда легко получить, что c l ( S O 2 ( g ) ) = U
что и требовалось.

Упражнение. Дать другое доказательство равенства c\(TL) =
= 1 в примере 2, используя одноклассность поля /C = Q ( V — l )
(последняя является следствием существования алгоритма
Евклида в кольце целых гауссовых чисел О = Z [/]). А именно,
рассмотреть естественную реализацию тора S = Rtf/g(Gm), оп-
ределяемую регулярным представлением К в некотором базисе
0/Z. Тогда из равенства hK = 1 следует, что c l ( S ) = 1. Исполь-
зуя отождествление Т ~ RK'Q (Gm), с помощью теоремы 90 Гиль-
берта построить сюръективный морфизм 6: S^-Т с ядром
Ker6 = Gm. Показать, что QA(SA)=TA, 6(5Л(<Х>))С: ТА(ОО), И вы-
вести отсюда, что с1(Г)= 1.

Пример 2 показывает, что утверждение теоремы 12 (и даже
следствия из нее) не допускает распространения на группы ком-
пактного типа.

Проблема изучения связи между числами классов группы и
ее максимальных торов, несомненно, заслуживает дальнейшей
разработки. Использованные до сих пор чисто алгебраические
методы, по-видимому, следует дополнить применением аналити-
ческих соображений, что в итоге должно привести к проясне-
нию «усредненной» картины изменения чисел классов торов и,
в частности, к ответу на вопрос, конечно или бесконечно множе-
ство торов алгебраической группы с данным фиксированным
числом классов (современный вариант знаменитой проблемы
Гаусса).

В заключение этого параграфа остановимся бегло еще на
одном круге вопросов. Речь идет об изменении числа классов
алгебраической группы при изменении поля определения. Бо-
лее точно, пусть G — /С-определенная алгебраическая группа,
Е/К— конечное расширение. Как связано число классов cl(G)
с числом классов c\E(G) той же группы G, рассматриваемой как
группа над £? (Здесь и далее имеется в виду, что реализация
группы G задается некоторой решеткой L сг Кп; тогда число
классов C\E(G) И соответствующие группы целых точек берутся
относительно решетки L<8g0EaEn, где ОЕ — кольцо целых

поля Е.) Различные аспекты этой проблемы исследовались в ра-
ботах Бартельса [1,2], Эрнеста, Сия [1,2]. Мы ограничимся
указанием на существующую связь с локально-глобальным
принципом для когомологий арифметических подгрупп. Для точ-
ной формулировки условимся считать отмеченным элементом
множества двойных смежных классов GAE(°OAGAE/GE главный
класс GAE (OO)G£.
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Теорема 13 (Рольфе [1]). Предположим, что Е/К— расши-
рение Галуа и для G над Е выполняется принцип Хассе (т. е.

отображение Н1(Е/К, GE)-+ Ц Я 1 (Ew/Kv, GEW) имеет триви-
альное ядро). Тогда имеет место точная последовательность
множеств с отмеченными элементами

1 ->-Ker (GA(

•{для каждого o e l / ^ мы выбираем одно продолжение I O E F £

и считаем, что 0Ew = Ew для ш е 7«) .

Доказательство разбивается на несколько этапов.

К о н с т р у к ц и я а. Пусть X E G ^ И Х = yz, где у <= GAE («О,

z^GE. Тогда для любого a s ^ = Gal (Е/К) имеем

«а = У~1У° = (xz-T1 (xz-1)0 = г (z-1)0 e= G^,», f]GE= GaE, (4)

так что а = {аа} определяет коцикл в Я 1 (Е/К, Gj£). Любое
другое разложение х = y'z' связано с разложением х= yz сле-
дующим образом: y' = yt, z' = t~lz, где t^GgE, поэтому соот-
ветствующий коцикл

< = (УГ1 (УГ = Г1у~1уГ = Г1а/

эквивалентен коциклу {аа}. Кроме того, если xi=gxh для g e
е GA(°°), A s GK, то xi=(gy)(zh) и (gy)~x(gy)c = y~lyc, поэтому
коцикл а зависит только от смежного класса GA{oo)xGK.
Тем самым мы построили корректно определенное отображе-
ние се-

Р а в е н с т в о К е г а = { 1 } . Предположим, что коцикл а =
= {а0}, отвечающий элементу х, тривиален в Hl(E/K, GgE),
т. е. аа = t~lta для некоторого t ЕЕ GgE. Тогда из (4) получаем

у~ху° = z(z-l)° = t~lf для всех а е= $.

Поэтому (уГ1У = уГ\ (tzf = tz, т. е. у' = уГ' е GAE (», П GA =

= GA(OO), Z' = tz ^GE(]GA = GK. Тогда x = yz = y'z' принадле-
жит главному классу GA(°°)GK, ЧТО И требовалось.

Т о ч н о с т ь в члене Я 1 (Е/К, GeE). По построению аа = у~ 1уа,

у <=GAE (оо), т. е. коцикл а становится тривиальным в группе

Я 1 (Е/К, GAE (СО,) = П Я 1 (Е/К, П GgE ) = П Я 1 (£„/*„, Ga£ ) .
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Тем самым I m a c r K e r p . Обратно, если коцикл а = {аа}^
SEH1(E/K, GgE) лежит в Кег р, то аа = у~1уа Д л я некоторого
j / e G ^ t » ) . Отсюда также вытекает, что образ а в Н1(Е/К, GE)

становится тривиальным элементом в Я 1 (EJKV, GEW) ДЛЯ всех
нормирований v e VK, поэтому из справедливости для G прин-
ципа Хассе вытекает тривиальность а в Hl(E/K, GE), т. е. суще-
ствование такого Z^GE, ЧТО аа = z(z~l)a. Положим x = yz.
Тогда для любого а е ^ имеем

х? = y°z° = ( y a j (a-lz) = yz = x,

так что x^GA. Кроме того по построению х е GAE (°O)GE.

Таким образом, класс GA(OO)XGK лежит в Кег (GA(OO)\GA/GK->

-^•GAE(OO)\GAEJGK), причем из конструкции а вытекает, что

a(GA(oo)xGK) = a. Теорема 13 полностью доказана.
Следствие 4 (принцип Хассе для когомологий арифметиче-

ских подгрупп односвязных групп). Пусть G — полупростая од-
носвязная К-определенная группа некомпактного типа. Тогда
для любого расширения Галуа Е/К отображение

Я 1 (Е/К, GoE) -+ П Я 1 (EJKV, GoEw)

имеет тривиальное ядро.
Действительно, для когомологий групп рациональных точек

односвязных групп принцип Хассе выполняется всегда (теоре-
ма 6.6). С другой стороны, из свойства сильной аппроксимации
для G (теорема 7.12) получаем, что c l ( G ) = l , и наше утверж-
дение вытекает из точной последовательности теоремы.

Для групп компактного типа интересный результат получает-
ся, если рассуждать в обратном направлении: вначале получить
принцип Хассе для когомологий, и в качестве следствия полу-
чить тривиальность

K^(GA{OO)\GAIGK->GAE(OO)\ GAE/GE).

Следствие 5. Пусть G — определенная над Q алгебраическая
группа с компактной группой R-точек, K/Q — вполне веществен-
ное расширение Галуа. Предположим, что GgK= Gz {см. § 4.8)
и для G над К выполняется принцип Хассе. Тогда естественное
отображение

GAQ < оо) \ GAQ/GQ - * GAK (СО) \ GAK/GK

имеет тривиальное ядро.
Учитывая, что двойные классы GA(OO)\GA/GK ДЛЯ ортогональ-

ной группы G = On(f) квадратичной формы / взаимно однознач-
но соответствуют классам в роде / (предложение 4), причем



8.4. ОЦЕНКИ ЧИСЕЛ КЛАССОВ РЕДУКТИВНЫХ ГРУПП 533-

главный класс GA(oo)GK отвечает классу, содержащему f, из след-
ствия 5 получаем

Следствие 6. Пусть f — положительно определенная квадра-
тичная форма с целыми коэффициентами, K/Q — вполне веще-
ственное расширение Галуа. Предположим, что On(f)c = On (/)

(это всегда имеет место, если форма f диагональная, см. § 4.8).
Тогда если целочисленная форма g лежит в роде f и эквива-
лентна форме f над Ок, то она эквивалентна f над Z.

Доказательство следствия 5 вытекает из точной последова-
тельности теоремы и следующего утверждения, представляю-
щего независимый интерес.

Теорема 14 (Бартельс [2]). Пусть G — Q-определенная ал-
гебраическая группа, K/Q — вполне вещественное расширение
Галуа. Предположим, что G<?̂  = Gz. Тогда естественное ото-
бражение

GoK)^> П &(KJQV, GaKw) (5),

имеет тривиальное ядро.
Доказательство. Поскольку группа Галуа ^=Gal(/C/Q) дей-

ствует на GoK = Gz тривиально, то 1-коциклы на 'S со значе-

ниями в GoK являются гомоморфизмами ф: $—*-GeK, причем

тривиальный класс в Z1 (X/Q, GofA состоит в точности из еди-

ничного гомоморфизма. Пусть теперь qpeKerp. Наша цель—

показать, что ф = 1. Для любого нормирования w e vf обозна-

чим через 2?ш' соответствующую группу инерции. Естественные

отображения GeK-+GoK ->Г = G O A . \GQK (ЩШ) И включения

&w <=.&ш = Gal (KJQV) cr *3 индуцируют отображения когомоло-
гий

H\KIQ, GOK) ^> Я1 (К JQV, GOKJ^H1№\ Г).

Поскольку феннКегр, то 0 ш ° р ш ( ф ) = 1 . Но группа ^ 'действует
на Г тривиально, так что последнее равносильно тривиальности
гомоморфизма, который получается композицией ограничения ф
на $(w и гомоморфизма GoK-+T. Другими словами, ф(^щ ))с:
cz-GoK ($ш) = Gz (рш), где рш — отвечающее ш простое число. Из
леммы Минковского (см. § 4.8) вытекает, что группа Gz (pw)
тривиальна для нечетных рш. Рассуждая аналогично, легко
показать, что для pw = 2 группа Gz (рш) является группой эк-
споненты 2. Поэтому, учитывая порождаемость *3 всеми груп-
пами 'Sw, что является следствием теоремы Эрмита (см. § 1.1),.
получаем, что ф (9) cr Gz (2), и, следовательно, ф (^) ~ (Z/2Z)'V



534 V I I L ЧИСЛА и ГРУППЫ КЛАССОВ

для подходящего /. Обозначим через L подполе в К, отвечающее
Кег ф. Поскольку && сг Кегф, если pw нечетно, то в расширении
L/Q может ветвиться только двойка. С другой стороны, из
того, что Gal (L/Q) = 1 т ф ~ (Z/2Z)', вытекает, что L яв-
ляется композитом квадратичных расширений Q. Так как един-
ственным вещественным квадратичным расширением Q, ветвя-
щимся лишь в двойке, является расширение Q(-\/2), TO либо
1 = 0, что давало бы требуемое, либо L = Q(V2), в частности,

, / = 1.
Имеем следующую коммутативную диаграмму с точными

.строками:

1 Я 1 (L/Q, GOL) 5 — - Я 1 (K/Q, GaK)

| б | p (6)

1 -> П Я1 (LJQV, GOLJ - Д Я1 (Я JQ r, G % J

Пусть Gal (L/Q) = {1, а} и ф(а) = а. Из диаграммы (6) выте-
кает, что ф е К е г б , поэтому, рассуждая как и выше, получим,
что a e G z (2). Воспользуемся далее следующим простым

•фактом.
Лемма 17 (Минковский). Пусть a e G L n ( Z , 2 ) и а2 = Еп.

Тогда существует такая матрица с е GLn(Z), что сас~1 =
= diag(e b . . . , е„), где е,- = ± 1 .

Действительно, положим ах = -~- (Еп — а), а2 = -^ {Еп + а).

Тогда a jGAl n (Z) , аа\ =—аь аа2 = аг, ai + a 2 ^ £ n . Отсюда
следует, что любой элемент Z E Z " имеет представление z =
= Zi + z2, где Zi = ai (z) e Z ". Так что, полагая Af«=a,-(Z"),
получим разложение Zn = М\ -\- М2. При этом если z,- s Л1«, то
a(z,) = (—\)lZi, поэтому данное разложение прямое, и в базисе
решетки Z", который является объединением базисов решеток
М\ и Мг, матрица а имеет требуемый вид.

Итак, пусть матрица с е GL n(Z) выбрана таким образом,
что d = cac~1 имеет вид diag(e b . . . , еп), е, = ± 1 . Кроме того,
лоскольку ф е Кег б, можно выбрать такую матрицу bt=GoLi,
что а = bo(b)-1. Тогда для матрицы t = (ttl) = co(b) e GLn (OL2)

имеем

ст (t) = а (со (b)) = cb = саа (b) = dt,

т. e. a(tij) = Eitij. Поэтому если е; = — 1, то ttj e л/2 Оьг для
всех /. Но тогда det t e -\J2OL,, ЧТО невозможно. Таким обра-

-зом, все ег ^ 1, т. е. а = Еп. Мы показали, что гомоморфизм ф
-тривиален, и тем самым теорема 14 доказана.
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В связи со следствием 1 из теоремы 13 и теоремой 14 было
бы интересно выяснить, всегда ли для когомологий арифметиче-
ских подгрупп односвязных групп выполняется принцип Хассе
(в том смысле, как указано в следствии 1).

§ 8.5. Проблема рода

В § 8.1 мы дали общее определение рода и класса целочис-
ленного элемента алгебраического многообразия относительно
действия алгебраической группы и показали, что нахождение чи-
сел классов в роде сводится к подсчету некоторых двойных
классов. В настоящем параграфе, используя развитые методы;
вычисления чисел классов алгебраических групп, мы дадим
оценки и характеризации чисел классов в роде в конкретных
ситуациях.

Рассмотрим так называемую проблему рода в арифметиче-
ских группах, исследование которой было начато Платоновым
[8]. Пусть G — линейная алгебраическая группа, определенная
над полем рациональных чисел Q. Напомним (см. § 8.1), что
два элемента a, 6 G G Z принадлежат одному роду, если они:
сопряжены в группах GQ И GZ ДЛЯ всех простых р, и одному
классу, если они сопряжены в Gz. Обозначим через [а] а род
элемента а е Gz, и пусть fa (a) — число классов, содержащих-
ся в [а] а. Число fa (а) всегда конечно (см. предложение 6).
Проблема рода заключается в исследовании свойств функции-
fa (a) (a e Gz) и оказывается тесно связанной с задачей о фи-
нитной аппроксимируемости конечно порожденных линейных
групп относительно сопряженности, с оценками чисел классов
максимальных торов редуктивных групп и другими арифмети-
ческими и теоретико-групповыми вопросами.

Для коммутативных групп проблема рода является бессо-
держательной, поэтому наибольший интерес представляет ис-
следование fc(a) для полупростой группы G. Оказывается, что
в этой ситуации функция fa является неограниченной на любой
арифметической подгруппе Я с: Gz при том естественном усло-
вии, что группа Gz бесконечна, или, что эквивалентно (см.
§ 4.6), группа вещественных точек GR некомпактна.

Теорема 15. Пусть G — полупростая {^-определенная алгеб-
раическая группа такая, что группа вещественных точек GR не-
компактна. Тогда sup fG (a) = оо для любой арифметической

аеН

подгруппы Н czGz
Для Q-изотропных групп теорема 15 была получена

В. П. Платоновым [8]. Там же им была высказана гипотеза
о справедливости теоремы 15 в общей ситуации. Для ортого-
нальных групп над Q эта гипотеза была подтверждена
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Г. В. Матвеевым [1]. В окончательной форме теорема 15 была
установлена А. С. Рапинчуком [1].

Вначале проведем редукцию доказательства теоремы 15
к случаю односвязных Q-простых групп.

Предложение 22. Пусть я: G—>G — Q-определенная изоге-
ния Q-групп. Тогда если для любой арифметической подгруппы

Н cr Gz имеем sup /g-(a) = oo, то и для любой арифметической

подгруппы HczGz также sup !п(а) = °°-

Доказательство. Из непрерывности морфизма я 4 : GA^-GA

и конечности группы F = Кег я вытекает существование такого
открытого нормального делителя UaGA(oo), содержащего Goo,
ч т о n A ( U ) a Сл(оо) и U [)FQ = {\}. И н д е к с [GA(OO):U], о ч е в и д н о ,
конечен; обозначим его через /. Далее, группа Г = GQ Л U
имеет конечный индекс в G~z = GQ Л GA(OO), поэтому из тео-
ремы 4.1 получаем конечность индекса [Gz:n(F)], который мы
обозначим через m (отметим, чтоя (Г)сг GQ Л nA(U)aGQ Л GA(oo)=
= G z ). Из теоремы 4.1 также вытекает, что прообраз л;"1 (Я)
любой арифметической подгруппы Н a Gz является арифмети-
ческой подгруппой в G, поэтому группа Н = л~1(Н) Л Г cr Gz
арифметическая. Для доказательства предложения мы покажем,
что если н е Я, то найдется b e [a]g- такой, что fa (я(b)) ^

m

Положим t = fg(a), и пусть а{ = а, а2, . . . . ^ — представи-
тели различных классов, содержащихся в [а]д. Из определения
рода вытекает, что для каждого г = 1, . . . , t найдется gt e GA(°O)

со свойством ai = grlag.. Рассмотрим разбиение (1, ...,/} =

^ [J I/, считая, что индексы /], /2 попадают в один и тот же

класс / , если gtlJ = g.U. Тогда, очевидно, найдется такое /0,

что множество / ^ / / 0 содержит не менее /// элементов. Поло-
жим b = ah где / е / , и покажем, что элемент Ъ искомый. Для
этого, во-первых, отметим, что поскольку О Е Я С ( / , ТО ДЛЯ

любого / = 1 t имеем а{ = gj lagt e U Л GQ = Г, ибо б и -
нормальный делитель в GAW, так что с, = л(а,) е Gz. Далее,
по построению элементы а,- для / е / являются сопряженными
в группе U, поэтому соответствующие с(- сопряжены в я (U), и
тем более — в группе GA(°°). Кроме того, элементы а,- сопря-
жены в GQ, поэтому с,- сопряжены в GQ. ЭТО рассуждение
локазывает, что элементы а для / е / лежат в одном роде,
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т. е. Ci<=[n(b)]a. Для доказательства неравенства / 0 (я (&));>
^[I]/m^t/ml теперь достаточно найти среди элементов ciY

i e / , не менее [1]/т элементов, которые не сопряжены в Gz-
S

С этой целью мы опять рассмотрим разбиение / = (J Jk, относя

индексы /,, i2^I в один класс, если элементы с,-„ Ci2 сопря-
жены в Gz. Покажем, что для любого k имеем [7 f e]^m. Тогда
s^[I]/m, и с другой стороны, fG(^(t>))^s, что и даст требуе-
мое. Предположим, что [Jk] > т. Зафиксируем некоторый
индекс i0 e Jk и для каждого i ен Jk найдем элемент zt e Gz со
свойством ct = zrlcitizr Поскольку индекс [Gz : я (Г)| равен т,
для двух различных iu i 2

e 4 имеем zil = zt1n(g) для подходя-
щего g e r . Тогда си = z^cuz^ = я{g)~xzr^c^z.n(g) = я(g)~l X
X c i ^ f e ) . Вспоминая, что сг = я(а ;), получим я(аг,) ^ я ^ - ' а , - ^ ) ,
т. е. x = arlg~lai2g e FQ. С другой стороны, из наших построе-
ний и того факта, что U является нормальным делителем
в GA(OO), вытекает включение J C G ( / . Поэтому х е U f\ FQ = {1},.
и, следовательно, а*, — g~lai2g, — противоречие, ибо элементы ас

не являются сопряженными в Gz и тем более в Г. Предложе-
ние 22 доказано.

Пусть теперь G—произвольная полупростая Q-определен-
ная группа с некомпактной группой R-точек. Обозначим через
я: <3->-G универсальное Q-определенное накрытие. Тогда из
предложения 22 вытекает, что достаточно доказать теорему 15
для группы G. Но G является прямым произведением своих
Q-простых компонент G\ причем для некоторого /0 группа GR
некомпактна. Утверждается, что если теорема 15 справедлива
для G'\ то она справедлива и для G. В самом деле, из предло-
жения 22 вытекает, что справедливость теоремы 15 для группы
G не зависит от ее реализации, поэтому мы можем зафиксиро-
вать реализацию G, которая является прямым произведением
реализаций компонент. Тогда Gz = I I Gz, Gz = П Gz для лю-
бого р, откуда следует, что для любого а е G z справедливо не-
равенство /g- (a) ^ fat0 (pr io (а)), где pr^: G->GU — соответствую-
щая проекция. Так как для произвольной арифметической под-
группы Н a Gz группа Н' = prio(H) cr Gz является арифмети-
ческой (теорема 4.1), то доказав, что sup /G,-0(a) = co, мы до-
кажем также, что sup fg (a) = оо.

Таким образом, достаточно доказать теорему 15 для Q-про-
стых односвязных групп. Покажем, что в этом случае справед-
ливо более точное утверждение:
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Предложение 23. Пусть G — почти Q-простая односвязная
алгебраическая группа с некомпактной группой R-точек. Тогда
для любой арифметической подгруппы Н aGz и любого
натурального г найдется такой элемент а е Я , что fo{a) де-
лится на г.

Доказательство опирается на следующие два факта:
Предложение 24. Пусть Т — нецентральный К-опр еде ленный

тор связной К-грцппы G. Тогда для любого натурального г су-
ществует такой элемент g e GK, что число классов c\{g-lTg)
делится на г.

Лемма 18. В условиях предложения 23 существует такой
полупростой элемент е <= Gz, что элемент ет регулярен для
любого натурального т.

Доказательство. Пусть G является линейной группой сте-
пени п, т. е. G cz GLn. Хорошо известно, что функция Эйлера
обладает свойством ф(г)—>-оо, поэтому существует такое

( e N , что ф ( г ) > « ! при г > t. Положим d=tl и рассмотрим
отображение %d'. G-*-G, определяемое формулой га(х) = xd.
Если теперь обозначить через Gs множество всех полупростых
элементов группы G, через U — открытое плотное по Зарисскому
подмножество в G, состоящее из регулярных полупростых эле-
ментов (см. § 2.1, п. 11), то, очевидно, Td(Gs)= Gs >̂ U, в ча-
стности, %d(G) плотно в G. Но Gz также плотно в G (тео-
рема 4.10), поэтому, окончательно, ra(Gz) является плотным
подмножеством в G. В силу открытости U пересечение U (] xd (Gz)
содержит хотя бы один элемент 9. Покажем, что если 9 = Td(e),
где е е Gz, то элемент е искомый.

Пусть Т—максимальный тор группы G, содержащий е. Со-
гласно критерию регулярности (см. § 2.1, п. 11), элемент ^ е Г
регулярен в том и только том случае, если а(х)ф 1 для любого
корня а е й ( Г , С), поэтому нам надо показать, что р = а(е)
не является корнем из единицы. Установим вначале, что р
принадлежит расширению F = Q(eu . . . , е„) поля Q, порожден-
ному собственными значениями ei, е„ элемента е. Дей-
ствительно, по определению, в алгебре g = L(G) найдется та-
кой ненулевой элемент X, что е~'Хе = а{г)Х. Приведем е к диа-
гональному виду, т. е. найдем такую матрицу z e GLn, что | =
= z~lez является диагональной матрицей diag(ei,82 е„).
Тогда для элемента Y = z~xXz должно выполняться соотноше-
ние l-lYl = a(e)Y. Поэтому если Y = (г/г/) и yhlo¥=O, то а (е) =
=е~ 1 е, е Т7. Поле F является полем разложения многочлена сте-
пени п с рациональными коэффициентами (характеристического
многочлена г), поэтому [F : Q] ^ п\. С другой стороны, если

, р г = 1 , причем г—минимальное число с таким свойством, то
IQ(p): Q] = <p{r), откуда q>(r)^.n\. По построению отсюда по-
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лучаем, что г ^ t, и, следовательно, г является делителем d = t\.
Поэтому а (8) = a(ed) = pd = 1, что противоречит регулярности
9. Лемма 18 доказана.

Доказательство предложения 24 мы проведем позднее, а сей-
час завершим доказательство предложения 23. Пусть е — эле-
мент, построенный в лемме 18. Тогда централизатор T = ZG(e)
является максимальным тором в G. Действительно, в силу регу-
лярности е связная компонента ZG(&)'U является максимальным
тором, но известно (см. Стейнберг [2]), что в односвязном слу-
чае централизаторы полупростых элементов связны. Заметим,
что в силу регулярности гт для любого т централизатор ZG(em)
также равен Т.

Зафиксируем теперь произвольное натуральное число г. Со-
гласно предложению 24 найдется такой элемент g^Gq, что число
классов cl (g~lTg) делится на г. Из предложения 4.1 вытекает,
что группа D = g~lGzg является арифметической в G, откуда
следует, что индекс [D : D f| H] конечен. Выберем нормальный
делитель N cz D конечного индекса, содержащийся в D [} Н, и
обозначим через / экспоненту группы D/N. Тогда £ = g~ls'g e
е Я и число fa(t,) классов в роде делится на г. Действительно,
в условиях предложения 23 для группы G имеет место свойства
сильной аппроксимации, поэтому c l ( G ) = l , и, следовательно,
M5) = cI(ZG(£)) (предложение 6). Но ZG&) = g~'ZG(zl)g =
= g~lTg, и число классов cl(g~lTg) делится на /-.Таким обра-
зом, предложение 23, а вместе с тем и теорема 15 доказаны.

Доказательство предложения 24. Пусть реализация G cz GLn

задается решеткой L cz /С", и Р — поле разложения тора Т. По-
скольку тор Т нецентрален в G, его присоединенное действие на
соответствующей алгебре Ли q=L(G) нетривиально. Следо-
вательно, найдутся такой неединичный характер а Ё Х ( Г ) И та-
кой ненулевой элемент l e g , что Ad(^) ( X ) = a(t)X для всех
t е Т. При этом, поскольку характер а определен над Р, эле-
мент X можно выбрать из дР. Пусть /—такое натуральное
число, что пересечение \{T)[]Qa порождается характером

Р = -у-а. Так как аф\, то элемент X нильпотентен (Хп = 0),

и можно рассмотреть «усеченное» экспоненциальное отображе-
ние

л-1

которое задает Р-определенный морфизм алгебраических групп
ф: Ga^GLn (см. § 2.1, п. 8). Пусть W = <p(Ga)— соответствую-
щая одномерная унипотентная подгруппа. Тогда алгебра Ли
L(W) порождается X, и, следовательно, L(W)czg, W<^G.
Ясно также, что обратный к ф морфизм г|з: W-^>-Ga задаетсяг
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«усеченным» логарифмическим отображением:

При этом для любых (!G Ga, t^T, имеем

rl<p(a)t = <p(a(f)a). (3)

Пусть е ь . . . , еп — базис пространства Рп, в котором элементы
тора Т записываются диагональными матрицами; обозначим че-
рез М порожденную этим базисом OV-решетку. Пусть 5 состоит
из всех таких ve^Vf, что для некоторого продолжения w\v
нарушается хотя бы одно из условий:

(i) {a^P

(ii) Mw = OPwL,

(iii) tw((л—1)10 = 0.
Легко видеть, что множество 5 конечно, поэтому из теоремы
плотности Чеботарева вытекает бесконечность множества

Лемма 19. 1) Для любого v ф. S и любого g<=Gi(v справед-

ливо включение gig'^g)^ g~1cT(J .

2) Если и е К 0 , ТО a(7\?0) = £/£, где Uv —группа v-адических
единиц.

3) Для v e l/о положим g = ср ( я " 1 ) . Тогда a(g(g"1Tg)(Jvg~1^ cz

cz Uv'1 (здесь я 0 — униформизующий элемент, Uv

) = {a^ Uv\a =

= 1 (mod !>„)}).

Доказательство. 1) Рассмотрим произвольный Р-определен-
ный изоморфизм T^>Dr с группой диагональных матриц. При
доказательстве следствия 2 в § 8.4 мы видели, что если привести
Т к диагональному виду, то этот изоморфизм становится опре-
деленным над (УР. Следовательно, для любого w e V имеем

Т™ ^(Dr)g . Но {Df)g , очевидно, является единственной
W W Wg g
W W W

максимальной компактной подгруппой в (Dr)p (т. е. содержит
w

любую компактную подгруппу), поэтому Твр обладает ана-

логичным свойством в Тр . Таким образом,

«бо Mm = Op Lo в силу условия v
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2) Из наших построений вытекает существование такого ба-
зиса %ь . . . , %г группы Х(Т), что x i = Р- Тогда в силу тео-
ремы 2.1 найдется такой Р-определенный изоморфизм T^>Dr,
при котором характеру xi отвечает базисный характер £1 e
е Х ( О г ) , определенный формулой gi (diag(;ci xr)) = x\.
Так как o e K o . T . e . f ^ S H P » = KV, ТО ИЗ доказательства п. 1)
вытекает, что изоморфизм T^Dr индуцирует изоморфизм

TOv^(Dr)gv, откуда $(Teo) = Uv и а(Тдо) = и'о.

3) Если t<=g(g-lTg)Ovg-1, то g~ltg<=Gg^, причем соглас-

но п. 1) одновременно t^Ggv. Используя (3), тогда получим,

что

В силу условия (ш) знаменатели всех членов разложе-
ния (2) являются а-целыми, поэтому

Но тогда из условия (i) вытекает, что (1 —a (t)) я~' е Ov, т. е.
a(t)= I (mod po). Лемма 19 доказана.

Искомые элементы g^ GK в предложении 26 мы построим,
аппроксимируя подходящим образом элементы ф(я~'). Более
точно, для каждого vo ̂  V найдем элемент g(vo)^ GK СО свой-
ствами g (w0) е ф (я" 1 ) Gg и g (i>0) e G(?o для O G S . Такой эле-
мент всегда существует, даже если G не обладает свойством
слабой аппроксимации. Действительно, пусть G = HRU(G) —
разложение Леви группы G, В = [#, Н] — полупростая часть Н
и 9: В-*~ В — универсальное К- определенное накрытие. Исполь-
зуя 9, определим действие В на RU(G) и рассмотрим изогению
т: D — BRa(G)-+BRu(G) = D соответствующих полупрямых
произведений. Поскольку фактор G/D = Н/В является тором,
то унипотентный элемент *0 о = ф ( я - ' ) лежит в D. Далее, рас-
суждая как и в § 7.2, легко показать, что на самом деле

* * е т ( 5 О - П у С Т Ь *°. = т ( ^ ) ' ^ е 5 « 0 „ - Выберем открытые
подгруппы EVCZDKO ДЛЯ ие{о0} U S таким образом, чтобы т (E0)cz
cz Gov. Из предложения 7.9 вытекает, что группа D всегда об-
ладает свойством слабой аппроксимации, и, значит, можно
найти элемент А е Л д со следующими свойствами: h^yvEv<i

H / I G £ C ДЛЯ J I G S . Тогда элемент g(fo) = T(&) будет искомым.
Покажем, что для подходящего vo ^ ^о число классов

cHg(vo)~1Tg(vo)) делится на любое наперед заданное натураль-
ное число г.
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Лемма 20. Число с (v0) = cl (g (VQ)'1 Tg (v0)) делится на индекс

[Ul

Vl:TU%], где Г = а(Г0).

Доказательство. Положим Cv = g (v0) (g (v^'^g (v0))o g (Vo)'1

для v e Vf. Тогда c(v0), очевидно, совпадает с индексом

[ТА:СТК], где С = ТООХ П Cv. Из утверждения 1) леммы 19-

вытекает, что для v ф S имеет место включение CvaTo .
Однако по построению g (v0) e Gav для S G S . H поэтому послед-
нее включение сохраняется и для c e S . Тем самым С cz ТА(к>),
и можно проделать следующие преобразования:

с (о,,) = [ТЛ : СТК] = [ТД : ТА{оа)Тк] [ТАЮТК : СТК] =

= cl (Т) [ТАЮ • ТА(ОО) Л (С7\)] = cl (Г) [ТАЮ • СТ0]..

Проектируя на а0~
к о м поненту, получим, что [ТАЮ:СТО\.

делится на [Tev/-CVaT0]. Наконец, применяя а и используя
утверждения 2), 3) предыдущей леммы, получаем требуемое
утверждение (отметим, что U(^ cz Ul

Vo в силу условия w(/) = 0).
Лемма 20 доказана.

Теперь уже легко завершить доказательство предложения 24.
По теореме 4.20 группа То является конечно порожденной.
Пусть а ь . . . , as — конечная система образующих группы
Г = а(71

(3). Положим d = lr и, пользуясь теоремой плотности
Чеботарева, найдем vo^Vf \ S, взаимно простое с г и такое, что-

( d— d—\
P\Pd, V a i V a J c ^ o « . где pri — примитивный корень сте-
пени d из единицы. Тогда, очевидно, v0 e Уо- Покажем, что ин-
декс [Ul

v,: ГС/oV] делится на г. Факторгруппа U0JU^ изоморфна
мультипликативной группе kr

Va соответствующего поля вычетов и
поэтому является циклической. Обозначим через 2 циклическую
подгруппу порядка d в /Со„, порожденную pd. Так как U^ яв-
ляется про-р-группой относительно простого р, отвечающего vOy

и vo(d) = O, то 2fl rfvo = 0)> откуда вытекает, что факторгруппа
Uvjrfvl содержит изоморфный образ Б и, следовательно, имеет
порядок, делящийся на d. Но тогда порядок факторгруппы
UlJui, равен г. С другой стороны, по построению ШЦ' cz UVor

так что индекс [Ul

m: TU^] делится на г. Предложение 24
доказано.

Из предложения 24, в частности, непосредственно вытекает
характеризация чисел классов алгебраических торов.

Предложение 25. Пусть Т cz GLn — алгебраический тор по-
ложительной размерности. Тогда
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(i) если Т совпадает с тором S, состоящим из скалярных
матриц, то для любой решетки L а Кп число классов c\(TL)
равно числу классов идеалов h^ поля К;

(И) если ТфБ, то для любого натурального г существует
такая решетка L(r)c:Kn, что число классов cl(7L ( r )) делится
на г.

Теперь мы в состоянии дать ответ на основной вопрос на-
стоящей главы: какие значения может принимать число клас-
сов cl(cp(G)) алгебраической группы G для всевозможных реа-
лизаций ф.

Теорема 16. Пусть G — редуктивная алгебраическая К-груп-
па степени п. Тогда

(i) если G является полупростой группой некомпактного
типа, то число классов cl(cp(G)) для любой реализации ф имеет

вид р"1 ра

г

Г, где р{ рг — различные простые делители

порядка фундаментальной группы G, причем все числа такого
вида действительно реализуются для подходящих ф;

(и) в противном случае для любого натурального г найдется
решетка L(r)aK2n такая, что число классов cl(GL(/->) делится
на г.

Доказательство. Числа классов полупростых групп неком-
пактного типа были определены нами в теореме 5. Утвержде-
ние пункта (ii) для полупростых групп смешанного типа дока-
зано в теореме 7. Случай, когда G — алгебраический тор, рас-
смотрен в предложении 25. Разобрать оставшийся случай почти
прямого произведения тора на полупростую группу мы предо-
ставляем читателю в качестве итогового упражнения к настоя-
щей главе. Следует еще раз обратить внимание читателя на то
обстоятельство, что при изучении чисел классов мы вынуждены
были «раздувать» исходную реализацию. Поэтому в качестве
ближайшей задачи здесь следует сформулировать задачу вычис-
ления cl((p(G)) для того случая, когда степень ф и степень ли-
нейной группы G совпадают.

Теорема 15 имеет одно интересное применение к абстракт-
ной теории групп (см. Платонов, Матвеев [1]). Напомним, что
абстрактная группа Г называется финитно аппроксимируемой
относительно сопряженности, если любые ее два элемента со-
пряжены в Г в том и только том случае, если сопряжены их
образы во всех конечных факторгруппах Г (другими словами,
если классы сопряженности в Г являются замкнутыми относи-
тельно проконечной топологии Г). Это понятие оказывается по-
лезным при исследовании алгоритмических проблем, в частно-
сти, известно, что в любой конечно определенной финитно
•аппроксимируемой относительно сопряженности группе положи-
тельно решается проблема сопряженности. Указанное свойство
имеет место для свободных групп, для полициклических групп
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и групп некоторых других классов (см. Ремесленников [1]) .
В то же время теорема 15 позволяет строить большие серии
примеров арифметических групп, которые не являются финитно
аппроксимируемыми относительно сопряженности.

Пусть G — односвязная Q-простая алгебраическая группа
с некомпактной группой R-точек. Чтобы сформулировать усло-
вия, при которых группа Г = G z не является финитно аппрок-
симируемой относительно сопряженности, нам понадобятся не-
которые элементарные сведения по так называемой конгруэнц-
проблеме, обзор которой мы дадим в § 9.5. Ниже через т а и %с

мы будем обозначать соответственно арифметическую и конг-
руэнц-топологии и через С = С(Г)—соответствующее конгруэнц-

( vK \
ядро 1,отметим, что С=-С °° (G) в обозначениях § 9.5J.

Предложение 26. Если в описанной выше ситуации конгруэнц-
ядро С(Г) центрально, то группа Г = Gz не является финитно
аппроксимируемой относительно сопряженности.

Доказательство. Известно (см. § 9.5), что из центральности
конгруэнц-ядра С (Г) вытекает его конечность. Поэтому если
обозначить через Г пополнение Г относительно ха, то найдется
открытый нормальный делитель N cz Г такой, что Nf\C(T) =
= {1}; положим d = [T:N]. Мы покажем, что если а е Г и
а\, ..., аГ принадлежат роду [а]а, то найдется такое подмноже-
ство /cz{l , . . . , /•} мощности [1]^ r/d2, что для /, / е / эле-
менты щ, а/ сопряжены в Г. Прежде всего заметим, что из
сильной аппроксимационной теоремы вытекает, что пополнение
Г группы Г относительно т с совпадает с Ц Gz , так что принад-

р р —

лежность а, одному роду влечет их сопряженность в Г. Отсюда
следует, что для любого / = 1 г найдутся z, i= Г, с,- i= С (Г)

со свойством zrlalz. = Cfi;. Введем разбиение {1, ...,/•} =
t

= U Ik, относя индексы/, / к одному классу, если at e a,-N, Zi^

е ZjN. Очевидно, что число t таких классов не превосходит d2

и поэтому среди /*. найдется множество / мощности [/] ^ r/d2.
Покажем, что множество / — и с к о м о е .

Действительно, для i, j <EH / из наших определений полу-
чаем, что ct = zrialz.a~i е ( г г ' а ^ л " 1 ) N = c.N, откуда cylc.^

е N ЛС(Г) = {1}, т. е. с. = сг Тогда для элемента s = zjlzj

с учетом центральности С (Г) имеем s~la.s — cf1s~l {cfl.^j s =

= c71Z71z1Z71alzizYizj = crizy1alz.~cricjaj — aj, что и требова-

лось.
По теореме 15 найдется a s G z с числом классов в роде

г = fG (а) >• d2. Пусть а\, ..., аг — представители непересекаю-
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щихся классов рода [а]а и /cz{l г}—построенное выше
подмножество мощности [/] ̂  r/d2 > 1. Тогда для /, / е /, 1ф\,
элементы щ и as сопряжены в Г, т. е. их образы сопряжены во
всех конечных факторгруппах группы Г. С другой стороны, по
построению щ, а,- лежат в разных классах и, следовательно, не
сопряжены в Г. Предложение 26 доказано.

Из предложения 26 и известных результатов по конгруэнц-
проблеме (см. § 9.5) вытекает, что если, например, G = R K / Q ( S L J ,
где п ^ 3, К—любое поле алгебраических чисел, то группа
Г = GzHe является финитно аппроксимируемой относительно со-
пряженности, ибо здесь С (Г) либо тривиально, либо является
центральной циклической подгруппой. При этом следует отме-
тить, что поскольку, вообще говоря, С{Т)Ф\, то для доказа-
тельства предложения 26 недостаточно построения элементов
а е Gz с f G ( a ) > 1, т. е. элементов, для которых нарушается
локально-глобальный принцип относительно сопряженности,
а требуется утверждение теоремы 15 о существовании a e G z
с произвольно большим fa (а).

Замечание. Как мы увидим в § 9.5, конгруэнц-проблему есте-
ственно исследовать в более общем контексте 5-арифметиче-
ских подгрупп, ибо тогда условие центральности соответствую-
щего конгруэнц-ядра гипотетически можно выразить в единооб-
разном виде rang' sG= X rang~ G ^ 2 и rang~ G^l для we

о e S о о

e S\V£. В связи с этим укажем, что все результаты настоя-
щего параграфа без всяких изменений распространяются на
эту ситуацию. При этом вместо обычных двойных классов
GA(OC)\GA/G/C приходится работать с двойными классами
GA(S)\GA/GK. Методика подсчета этих классов практически не
отличается от развитых в § 8.2—8.4 методов вычисления обыч-
ных чисел классов, и поэтому все результаты главы, включая
обобщающую теорему 16, имеют свои 5-арифметические ана-
логи.

Кроме проблемы рода в арифметических группах мы рас-
смотрим проблему рода для целочисленных представлений ко-
нечных групп (соответствующие определения см. в § 8.1). Хотя
последовательное изложение теории целочисленных представ-
лений не входит в наши цели (см., например, Кэртис, Райнер
[1]), мы остановимся на этой теме по двум причинам. Во-пер-
вых, она доставляет пример эффективного использования групп
аделей и чисел классов алгебраических групп в этой, казалось
бы, далекой от арифметики алгебраических групп области. Во-
вторых, ответ на проблему рода здесь диаметрально противо-
положен теореме 15, а именно, основной результат утверждает
равномерную ограниченность чисел классов в роде всех цело-
численных представлений данной конечной группы Г (среди кото-
рых, вообще говоря, имеется бесконечное число неэквивалентных,
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см. Кэртис, Райнер [1], § 8.1 А). Излишне говорить, что
ввиду краткости нашего экскурса в теорию целочисленных пред-
ставлений изложение здесь приобретает эскизный характер.

Теорема 17. Пусть Г — конечная группа. Тогда существует
эффективно определяемая константа t такая, что число классов
в роде любого целочисленного представления Г не превосхо-
дит t.

Доказательство (Платонов [1]). Пусть р: Г—>-GLn(Z) —
произвольное целочисленное представление, G = ZaLn (p(Г)) —
его централизатор. Мы уже знаем (см. предложение 5), что
число классов в роде представления р совпадает с числом клас-
сов c\(GL), где L = Zn, поэтому наша цель — получить оценку
для cl(GL), которая бы не зависела от р, а определялась только
свойствами Г. Даже поверхностное знакомство с теорией пред-
ставлений конечных групп подсказывает, что ответ должен
быть связан со свойствами соответствующей групповой алгебры
-D = Q|T]. По теореме Машке алгебра D полупроста, т. е. имеет

d

вид D = ф Мп- (Ti), где Г,- — некоторые алгебры с делением
г = 1 '

над Q. В действительности алгебры Г,- взаимно однозначно со-
ответствуют классам эквивалентности /?, неприводимых над Q
представлений группы Г, а именно, если рг е /?, и рс: Г -+
-^ GLt{ (Q), то Tt — централизатор р,- (Г) в Mic(Q). (Эти и неко-

торые другие факты из теории представлений, которые понадо-
бятся нам в доказательстве, читатель может найти у Кэртиса
и Райнера [1].) Если рассмотреть р как представление над по-
лем Q, то имеет место разложение в прямую сумму

Р=0(®Р/),
,-=i\/=i V

Тогда группа G является алгебраической Q-группой следую-
d

щего вида: G = Ц RK{/Q (GLmi (Тс)), где /(« — центр Г,- и группа
GL0 над любым телом считается тривиальной. Мы стремимся
получить оценку для cl(GL), которая была бы независима отпц.
Для этого в каждой группе Gt = R/C,/Q {GLm. (T,•)) рассмотрим
подгруппу

Ht=

d

Я ПОЛОЖИМ # = П
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Лемма 21. Для любой решетки MczQn справедливо нера-
венство cl(GM)s^d(HM).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я к а ж д о г о i=l, ..., d о б о з н а ч и м ч е -
рез F; подгруппу RK.{/Q(SLm{(Ti)) czGc, если пц>\, и поло-

й

жим F{ = (\) в противном случае. Очевидно, F = П Ft является

нормальным делителем в G. Покажем, что GA = FAHA. Доста-
точно установить, что GiA = FiAHiA для любого/. Если/я,-^1»
то G{ = Hit и доказывать нечего, поэтому можно предпола-
гать, что nil > 1. Обозначив через Dt алгебру Mmi(Ti), центр-
которой есть Ki, очевидно, будем иметь NrdB,/K, {GLm. (Tг)) =
= NrdBf/j<. (GLi (Ti)), где GL\ (71,-) естественным образом вло-
жено в GLm; (T;), NrdojKi — гомоморфизм приведенной нормы..
Аналогичное равенство сохраняет силу и при замене основ-
ного поля на произвольное расширение Р/С, откуда G{ =
= FipHip. В частности, для [любого простого р имеет место-
разложение GiQ = FiQ HiQ . Кроме того, для почти всех р
группу GiQ можно отождествить с группой GLS(KI<S)QP), где
s = m,ib, Ъ—индекс тела Ti, HiQ — с подгруппой

откуда следует, что Giz =Ftz Hiz . Поэтому GiA = FiAHiAr

что и требовалось. Из наших построений вытекает, что группа Fi
обладает свойством абсолютной сильной аппроксимации, по-
этому, применяя к разложению GA = FAHA рассуждение из до-
казательства предложения 5.4, мы и получим требуемое нера-
венство. Лемма 21 доказана.

Дальнейшие рассуждения связаны с использованием резуль-
татов о порядках в полупростых алгебрах (см. § 1.5, п. 3). Це-
лочисленное групповое кольцо А = Z[Г] является порядком
в алгебре D = Q [Г] и поэтому содержится в некотором макси-
мальном порядке А. Положим / = [А : А]; тогда /A cz А. Про-
должим р до представления алгебры D. Так как р является
целочисленным представлением Г, то p(A)L = L, и поэтому

Af = p(A)Lcz-J-p(A)L = -J-L. (4)

В частности, М является решеткой, причем, очевидно, p(A)cz
c=End(M). Обозначим через С централизатор p(D) в Mn(Q)~
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d

Тогда алгебра С имеет следующую структуру: С = ф Мт. (Ti);
1 = 1 '

ясно также, что для любого расширения P/Q группа GP совпа-
дает с группой обратимых элементов алгебры С <S>QP. Пусть
© — централизатор р(А) в End(Al); можно показать, что 6
является максимальным порядком в С. Чтобы получить оценку
числа классов группы G, нам потребуется совершить переход

d

от порядка 6 к порядку Ф cz С, который имеет вид ф М
iii

где Oi — некоторый максимальный порядок в 7\. Порядок Ф
является максимальным в С, так что для любого р порядки
6p = e<g>zZp, Фр = Ф <8>ZZP являются максимальными поряд-
ками в Ср = С <8>QQP. Следовательно, по теореме о сопряжен-
ности максимальных порядков в полупростых алгебрах над ло-
кальным полем найдется такой g e C = G Q , что g в £~' = Ф .
При этом для почти всех р имеем в р = ФР, и можно положить

Обозначим через g элемент из GA, р-компонента которого
совпадает с gp, а вещественная компонента равна единице. По-
ложим Li=g(L), M\ = g(M) в смысле определенного в § 8.1
действия группы GLn(A) на решетках в пространстве Q". Тогда,
используя лемму 21, получим

(5)

Утверждается, что Hz" cz # z ' p для всех р, и, следовательно,
НА\ОО) С= НА(ОО). В самом деле, достаточно показать, что
G^PCZG^P. Имеем GL'P = gfibg^, G?1P = gpG^pgp1, поэтому

p p p p p ^ p ^
все сводится к доказательству включения GZP CZ GZP. НО любой
элемент из Gtp перестановочен с р(А) и поэтому оставляет на

р

месте также решетку Мр = р(&) Lp, что и требовалось. Таким
образом, используя (5), получаем

cl (GL) < cl (HL') < cl ( Я м 0 [НХ\„): Я^(ос)] • (6)

Рассмотрим, далее, отдельно каждый сомножитель. По по-
строению, для любого р группа ~GZ

P совпадает с в*, поэтому

группа Gz

ilP = gpGz

pgp~
i совпадает с Ф*. Отсюда следует,

что Я ^ ' Р естественно изоморфно П О*.. Таким образом,
LP i, п^ФО 1"

d
число cl (Я м ' ) оценивается сверху произведением h = Ц Л,-, где ht

г = 1 ,

есть число двойных смежных классов (Ot ®z ^(°°))*\(
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Некоммутативный аналог предложения 1 показывает, что h;
совпадает с так называемым числом классов идеалов тела 7,-,
которое не зависит от выбора максимального порядка Oi (под-
робности см. в книге Дойринга [1]).

Чтобы оценить второй сомножитель в (6), заметим, что из
(4) вытекают включения fM\ cz L\ cz M\. Отсюда следует, что

для любого р группа Н^}р содержит конгруэнц-подгруппу

#21/» (f) == Я ^ l p ()(En + f End (Л11р)). Действительно, для любого

g^Hzip(f) и любого / e i l p имеем

g (/) = (g - Еп) (I) + I е= /Л1]р + / с L]p,

что и требовалось. Поэтому, отождествляя, как и выше,

Н^Р с J I О\р, мы видим, что индекс [Н*\х) • Я*' (00)] оце-

нивается произведением k = Ц k., где k{ = I I [̂ ,-р '• @ip П
Р

П (1 + fC*-p)] (отметим, что число ^г также не зависит от выбора
максимального порядка dczTi). Таким образом, окончательно
получаем, что в качестве константы t в теореме 17 можно взять
/ = hk. Доказательство завершено.

Отметим, что приведенное доказательство теоремы 17 сохра-
няет силу и для целочисленных представлений произвольного
полупростого Z-кольца А, ибо тот факт, что A = Z[F] , факти-
чески не использовался.

Библиографические замечания. Проблема изучения числа
классов в роде квадратичных форм и чисел классов идеалов
числовых полей рассматривалась еще Гауссом [1]. Число по-
явившихся с тех пор работ, посвященных этим вопросам,
огромно. В них рассматриваются самые разные аспекты про-
блемы — от определения числа классов в конкретных ситуациях
до получения асимптотических оценок чисел классов определен-
ных совокупностей форм, полей и т. д. Настоящая глава посвя-
щена изложению результатов, связанных с обобщением понятия
числа классов на призвольные алгебраические группы. Тот факт,
что числа классов в роде объектов арифметического типа свя-
заны с числами классов соответствующих алгебраических групп
(теорема 2), хорошо известен, однако в такой общности, по-ви-
димому, нигде не отмечался. Эта связь была эффективно исполь-
зована Кнезером [1] для полного описания чисел классов в роде
неопределенных квадратичных форм (теорема 6). Дальнейшие
результаты по описанию чисел и групп классов полупростых
групп некомпактного типа были получены в цикле работ Пла-
тонова, Бондаренко, Рапинчука [1—3]. Кроме полного доказа-
тельства теоремы о реализации, эти работы содержат теорему
о неограниченности в совокупности чисел классов групп без
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свойства абсолютной сильной аппроксимации, оценки чисел?
классов максимальных торов, а также ряд примеров и приложе-
ний полученных результатов к решению классических арифме-
тических задач (в частности, к подсчету числа классов в родет
решеток на полной матричной алгебре относительно сопряжен-
ности). В работе [3] было также начато исследование чисел
классов в роде полупростых групп смешанного типа на решет-
ках удвоенной размерности. В исходной размерности для групп
компактного типа такое исследование было выполнено Рапин-
чуком [2], что позволило, в частности, получить характериза-
цию чисел классов в роде положительно определенных квадра-
тичных форм. Заключительный параграф главы содержит реше-
ние проблемы рода в арифметических группах, полученное
Рапинчуком [1], и эффективную оценку числа классов в роде
целочисленных представлений данной конечной группы, при-
надлежащую Платонову [2].



Г Л А В А IX

НОРМАЛЬНОЕ СТРОЕНИЕ ГРУПП
РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧЕК АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУПП

Основные результаты этой главы концентрируются вокруг
• следующей проблемы: пусть G — простая односвязная алгеб-
раическая группа, определенная над полем алгебраических чи-
сел К; что можно сказать о строении группы /(-рациональных
точек G#? И З большого круга возникающих здесь вопросов вы-
деляют проблему изучения нормального строения группы G^.
В этом видится как дань алгебраической традиции, восходящей
к работам Артина и Дьедонне по изучению нормального строе-
ния группы SLn(D) и других классических групп, так и выпол-
нение «заказа» смежных дисциплин, в частности, теории авто-
морфных функций, теории представлений групп и др. Как мы
указывали в гл. VII, следует различать случаи, когда G яв-
ляется соответственно /(-изотропной и /(-анизотропной. Если
в первом случае основные усилия были направлены на доказа-
тельство для G гипотезы Кнезера— Титса (см. теорему 1), то
для /(-анизотропных групп ситуация долгое время оставалась
неясной даже с принципиальной точки зрения. Так, до 1979 г.
единственным результатом по этой проблеме была работа
М. Кнезера [2] 1956 г., посвященная изучению спинорных групп
квадратичных форм. В последнее десятилетие работа в этом
направлении заметно активизировалась, в чем немалую роль

•сыграла гипотеза, содержащая критерий проективной простоты
группы GK, которую первый автор выдвинул на Международ-
ном математическом конгрессе в Ванкувере (1974 г.). Мы начи-
наем изложение с обсуждения этой гипотезы и ее обобщений,
а затем переходим к имеющимся в настоящее время результа-
там (§ 9.1). Дальнейшие § 9.2—9.4 посвящены доказательству
сформулированных в § 9.1 теорем. Следует отметить, что речь
здесь идет о результатах, которые были получены в самое по-
следнее время (вплоть до 1989 г. включительно) и по своему
характеру являются весьма сложными. Поэтому изложение в этих
параграфах приближается к стилю журнальной статьи и стано-
вится более насыщенным. Кроме того, чтобы не отходить от ос-
новной линии рассуждений, мы ряд вспомогательных утвержде-
ний оставляем читателю в качестве упражнений. Одним словом,
требования к читателю здесь несколько выше, чем в остальной
части книги. С другой стороны, внимательный читатель полу-
чит на наш взгляд необходимую подготовку для самостоятельной
работы в этой области. Наконец, в § 9.5 мы даем обзор последних
результатов по так называемой конгруэнц-проблеме.
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§ 9.1. Основные гипотезы и результаты

В этой главе через G, как правило, будет обозначаться про-
стая односвязная алгебраическая группа, определенная над по-
лем алгебраических чисел К. Основной интересующий нас воп-
рос заключается в следующем: когда группа /С-рациональных
точек GK не имеет нецентральных нормальных подгрупп? Более
общая проблема связана с описанием всевозможных нормаль-
ных подгрупп в GK- Аналогичные проблемы можно ставить и
над произвольным полем К, однако в такой общности они пред-
ставляются малореальными. (Отметим также, что вряд ли ра-
зумно обсуждать их для более широкого класса групп, чем мы
условились выше, ибо при наличии у G разрешимого радикала
задача становится малосодержательной, в то время как случай
полупростых групп фактически сводится к простым). Ситуация
в случае числового поля представляется более обнадеживающей,
ибо здесь гипотетически возможен переход от локального изуче-
ния нормального строения к глобальному. Соответствующая ги-
потеза была сформулирована В. П. Платоновым [11].

Гипотеза 1. Группа GK проективно проста (т. е. проста ее
факторгруппа GK/Z(GK) no центру*)) в том и только том слу-
чае, когда для всех o e F проективно просты локальные
группы GKV-

В такой форме эта гипотеза представляет качественно новый
вариант локально-глобального принципа, пронизывающего всю
арифметическую теорию алгебраических групп. Его предшество-
вавшие формы были связаны с локально-глобальными изомор-
физмами объектов и поэтому, как правило, сводились к доказа-
тельству инъективности некоторых отображений для когомологий
(см. гл. VI). Здесь же гипотетически утверждается возможность
локально-глобального перехода относительно абстрактной про-
стоты группы — свойства, никак априори не выразимого через
когомологические инварианты.

Можно дать эквивалентную формулировку гипотезы 1: если
G — абсолютно простая односвязная /С-группа, то группа GK;
проективно проста в том и только том случае, когда для всех
v e vf группа G является /(„-изотропной. Действительно, для
v e FU группа GK всегда является проективно простой (пред-

ложение 7.6), поэтому остается показать, что для ц е У [ про-
ективная простота группы GKV равносильна /(„-изотропности G.
В одну сторону это следует из доказательства гипотезы Кнезе-
ра — Титса над неархимедовыми локальными полями (теоре-

*) Отметим, что фактически в приводимых ниже теоремах мы рассмат-
риваем проективную простоту в более сильном смысле, а именно, как от-
сутствие собственных нецентральных нормальных подгрупп, однако данная
формулировка представляется нам более изящной.
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ма 7.6). Обратная импликация вытекает из того факта, что для
./(„-анизотропной группы G группа GKV является компактной
(теорема 3.1) и, следовательно, проконечной (см. § 3.3). По-
этому GK. обладает базой окрестностей единицы, состоящей из
нормальных подгрупп, и о простоте GK не может быть и речи.
Кроме того, если NczG% —открытая нормальная подгруппа
(а таковой является произвольная нецентральная нормальная
подгруппа в GKv, CM. теорему 3.3), то пересечение N\=N{]GK

является нормальной подгруппой в GK- При этом из свойства
слабой аппроксимации для G (предложение 7.9) вытекает, что
GK =NGK, откуда GK /N ~ GK/NI. Таким образом, любая соб-
ственная нецентральная нормальная подгруппа группы GK высе-
кает собственную нормальную подгруппу группы GK (отметим,
что в силу предложения 3.17 TV имеет конечный индекс в GK ,
и поэтому JV] всегда бесконечна); тем самым установлена не-
обходимость условий гипотезы 1 для проективной простоты G%.
Более того, если условия гипотезы 1 нарушаются, то из преды-
дущего вытекает, что группа GK вместе с группой GK обладает
такой системой нормальных подгрупп 31 = {./V} конечного ин-
декса, что П N = (1), т. е. GK является финитно аппроксими-

руемой.
Рассуждения предыдущего абзаца допускают следующее

уточнение. Если для v e vf группа G является До-анизотроп-
ной, то G ~ SLi (D) над Kv, где D — конечномерная центральная
алгебра с делением над Kv (теорема 6.5). Но тогда в силу ре-
зультатов п. 4 § 1.4 группа GK ~SLI(D) является проразреши-
мой. Поэтому в случае нарушения условий гипотезы 1 группа GK

аппроксимируется нормальными подгруппами конечного ин-
декса с разрешимой факторгруппой и, в частности, Окф
•¥*[GK,GK].

Итак, если группа G является /(„-изотропной для всех
v e Vf (а это всегда так, если тип группы G отличен от Ап),
то гипотетически группа GK проективно проста. В общем случае
•следует рассмотреть множество Т ~ {v e Vf \ G — /(„-анизо-
тропна}; из теоремы 6.7 вытекает, что множество Т всегда ко-
нечно. Если Тф0, то, как мы отмечали выше, для любого
и е Г группа GKV обладает базой окрестностей единицы, со-

.стоящей из нормальных подгрупп, каждая из которых «высе-
кает» нетривиальную нормальную подгруппу группы GK- Легко
видеть, что аналогичное утверждение имеет место и в том слу-
чае, если вместо индивидуальной группы GK рассмотреть про-
изведение GT = I I GK. , а именно, GT обладает базой окрест-
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ностей единицы, состоящей из нормальных подгрупп, и каждая-
собственная открытая нормальная подгруппа HczGT опреде-
ляет собственную нормальную подгруппу N = GK(} H. Так как
для p e j 1 группа G# изоморфна группе типа SL\(D), то ре-
зультаты п. 4 § 1.4 (в частности, теорема 1.10) дают описание
нормальных подгрупп в локальной ситуации. Поэтому нормаль-
ное строение группы GK можно считать изученным, если извест-
но, что все нецентральные нормальные подгруппы GK полу-
чаются указанным выше способом.

Гипотеза 2 (Маргулис [3]). Для любой нецентральной нор-
мальной подгруппы N группы GK найдется такая открытая нор-
мальная подгруппа HczGT, что N = GK{] б~' ( # ) , где б: G^->
-»- GT — диагональное вложение.

Гипотеза 2 имеет характер конгруэнц-проблемы для групп
рациональных точек, обсуждение которой для 5-арифметических
групп мы дадим в § 9.5. Отметим также, что в случае 7 = 0
(в частности, если тип G отличен от Ап) гипотезы 1 и 2 факти-
чески эквивалентны.

Цель настоящей главы — изложить имеющиеся в настоящее
время результаты по этим гипотезам. Прежде всего необходимо
различать два случая, когда G является соответственно /С-изо-
тропной и /С-анизотропной. В первом случае изучение нормаль-
ного строения группы GK СВОДИТСЯ К вопросу о справедливости
для G гипотезы Кнезера — Титса (см. § 7.2), и для числовых
полей имеем следующий результат, близкий к окончательному.

Теорема 1. Пусть G — простая односвязная алгебраическая
группа, определенная и изотропная над полем алгебраических
чисел К. Предположим, что тип G отличен от 2Е6. Тогда Gк = бж*
и, следовательно, группа GK не имеет собственных нецентраль-
ных подгрупп.

Основные моменты доказательства этой теоремы для групп
классических типов мы изложили в § 7.2. Для групп исключи-
тельных типов рассуждения носят переборный характер, причем
в силу теоремы 7.4 достаточно ограничиться рассмотрением
групп /С-ранга 1. К сожалению, полное изложение этой части
доказательства до сих пор не опубликовано (хотя и обещано
Прасадом и Рагунатаном в статье [3]), но его можно восста-
новить, используя доклад Титса [4] на семинаре Бурбаки. Слу-
чай /С-формы типа 2Е6 /С-ранга 1 с диаграммой Титса

пока не рассмотрен.
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Пусть теперь G — простая односвязная /С-анизотропная груп-
иа. Труднее всего поддаются исследованию группы типа Ап,
причем для большинства внешних форм типа Ап какие-либо ре-
зультаты в настоящее время (1989 г.) вообще отсутствуют. По-
этому предположим, что G — внутренняя форма типа Ап. Тогда
G = SLi(D), где D—конечномерная центральная алгебра с де-
лением над К. В этой ситуации введенное перед формулиров-
кой гипотезы 2 множество Т совпадает с множеством таких
veVf, что алгебра DV=D®^KV остается алгеброй с деле-
нием. Полный ответ на гипотезу 2 получен лишь для тела ква-
тернионов.

Теорема 2. Пусть D —тело кватернионов над К, G = SLi(D),
Тогда для GK выполняется гипотеза 2. В частности, если Т = 0,
то группа GK не имеет собственных нецентральных нормальных
подгрупп.

(Отметим, что предположение о проективной простоте группы
SLi(D), где D — тело кватернионов, для которого Т = 0, выска-
занное М. Кнезером в работе [2], оставалось недоказанным
почти 25 лет! Обратим также внимание читателя на тот факт,
что рассмотренными в теореме 2 группами исчерпываются все
анизотропные группы типа А\.)

Для тел произвольного индекса имеется пока лишь следую-
щий частичный результат:

Теорема 3. Пусть N — нормальная подгруппа группы GK,
для которой выполняется утверждение гипотезы 2. Тогда для
коммутанта [N, N] также выполняется утверждение гипотезы 2.

Для удобства ссылок сформулируем отдельно теорему 3 для
/V = GK.

Теорема 4. В описанной ситуации

[GK, GK] = GK(]UT[GKV, GK,].

В частности, если Т = 0, то GK = [G^, GK].
Исторически доказательство этих теорем было получено

в несколько этапов. Вначале Платонов, Рапинчук [1] полу-
'Чили доказательство теоремы 4 для случая D — тело ква-
тернионов, Т = 0. При этом была развита мультипликативная
арифметика тел кватернионов, используя которую, Маргулис
[4] доказал теорему 2. В дальнейшем нам удалось обобщить
методы и результаты работы [1] на тела произвольного ин-

.декса. А именно, была развита мультипликативная арифметика
тел произвольного индекса, которая была применена для дока-
зательства теоремы 4 при одном небольшом ограничении: пред-
полагалось, что v((n, 2)) = 0 для Ц Ё Г , где п — индекс тела D.
Наконец, Рагунатан [7] показал, что это условие является из-

„лишним, и вывел из теоремы 4 более общую теорему 3.



5 5 6 I X - СТРОЕНИЕ ГРУПП РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧЕК

Доказательству теорем 2—4 посвящен § 9.2. Вначале дока-
зывается наиболее сложная в техническом плане теорема 4.
Здесь рассуждения следуют общей схеме из работы Платонова,
Рапинчука [4] с некоторыми модификациями, при помощи ко-
торых, во-первых, снимается налагавшееся ранее условие на
тело D, а во-вторых, сводится к минимуму использование тео-
рии полей классов. В частности, в приводимом варианте дока-
зательства не используется теорема Грюнвальда — Ванга, иг-
рающая в несколько обобщенной форме ключевую роль в дока-
зательстве Рагунатана [7]. Затем из теоремы 4 мы выводим
теорему 3. Приводимое нами рассуждение является более пря-
мым по сравнению с оригинальным рассуждением Рагунатана
[7] и основано на установлении связи с так называемой мета-
плектической проблемой, рассматриваемой в § 9.5. В заключе-
ние, следуя Маргулису [4], мы доказываем теорему 2.

Изучению нормального строения групп рациональных точек
алгебраических групп, относящихся к другим классическим ти-
пам, посвящен § 9.3. Основной результат здесь может быть
сформулирован следующим образом.

Теорема 5. Пусть G — простая односвязная алгебраическая
К-группа одного из следующих типов: Bi ( / ^ 2 ) , С/ ( / ^ 2 ) ,
D[ ( / ^ 4, кроме 3Z)4 и 6Z)4), либо специальная унитарная груп-
па SUm(L,f) невырожденной m-мерной эрмитовой формы f
над квадратичным 'расширением L/K, относящаяся к ти
пу 2Am-i ( т $ г З ) . Тогда группа GK не имеет собственных не-
центральных нормальных подгрупп, в частности, справедлива ги-
потеза 1.

В таком завершенном виде эта теорема, по-видимому, пуб-
ликуется впервые. Путь к ее доказательству занял более чем
тридцатилетний исторический промежуток от работы Кнезера
[2], относящейся к 1956 г., до нынешнего времени. Ключевую
роль в рассуждениях играет наличие у рассматриваемых групп
удобной геометрической реализации как группы автоморфизмов
некоторых векторных пространств над телом, снабженных эр-
митовой либо косоэрмитовой формой. Этот подход был реали-
зован Кнезером [2] для доказательства проективной простоты
групп рациональных точек спинорных групп G = Spin(f) невы-
рожденных квадратичных форм от л ^ 5 переменных, которые
относятся к типу В п-1 при нечетном пик типу D п при чет-

ном п. Случай групп типа С[ и специальных унитарных групп
SVm(L,f) типа 2Am-i, связанных с квадратичным расширением
L/K и невырожденной эрмитовой формой f, был рассмотрен
М. В. Боровым [1]. 5атем В. И. Черноусовым [4] была полу-
чена редукция доказательства теоремы 5 для групп типа Dt
(/$э4) к группам типа / ) 3 = Л 3 . Окончательный результат для
групп типа Di был независимо получен "Романовым [2] и Боро-
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вым [3]. При этом рассуждения Томанова являются прямыми ана-
логами рассуждений Кнезера [2], в то время как Боровой [3]
развивает метод своей более ранней работы [1]. Ключевое наблю-
дениесостоит в том, что в действительности можно редуцировать
доказательство теоремы 5 для групп типа/)/ не просто к группам
типа Dz = Az, а к группам этого типа, изоморфным SU^(L,l),
которые были разобраны ранее. (Отметим, что используя это
замечание, можно довести до конца и рассуждение Черноусова
[4].)

Мы даем новое доказательство теоремы 5, которое хотя и ис-
пользует некоторые моменты упомянутых выше работ (в боль-
шей степени это относится к работам Борового [1], [3]), но от-
личается от них прежде всего своим универсальным характером,
исключающим необходимость специального изучения каждого
типа. В целом рассуждение носит индуктивный характер, при-
чем роль базы индукции играет теорема 2 (напомним, что В\ =
= Ci = Аи D2 = А\ -\- А{), а индуктивный шаг обосновывает
теорема 13.

Метод доказательства теоремы 5 применим не только к груп-
пам классических типов. Так, применяя его к 7-мерному
представлению группы типа G2, мы получаем следующий ре-
зультат:

Теорема 6. Пусть G — простая К-определенная группа типа
G2. Тогда группа GK проективно проста.

Таким образом, остаются не рассмотренными группы ти-
пов Е6, Е7, Е%, Ft. Изучение этих типов осложняется тем обстоя-
тельством, что удобные геометрические реализации для групп
серии Е отсутствуют. Доказательство проективной простоты
групп /С-рациональных точек простых групп трех последних ти-
пов, полученное Черноусовым [3], [5], явилось довольно не-
ожиданным. А именно, используя некоторые методы, развитые
им ранее в [2] для исследования рациональности многообразий
вещественных алгебраических групп, Черноусов доказал сле-
дующую теорему:

Теорема 7. Пусть G — простая односвязная алгебраическая
группа ранга I ̂  2, определенная и анизотропная над полем К,
но разложимая над некоторым квадратичным расширением.
L/K. Тогда группа GK не имеет собственных нецентральных
нормальных подгрупп, и, в частности, проективно проста.

/С-формы, к которым применима теорема 7, существуют
у групп всех типов, отличных от А\. С другой стороны, любая
/С-группа, относящаяся к одному из типов Bh Ci, E7, Es, F*, G2,
всегда разложима над некоторым квадратичным расширением
поля К (предложение 6.17). Так как для /С-изотропных групп
этих типов отсутствие нецентральных нормальных подгрупп GK
уже доказано (теорема 1), то из теоремы 7 получаем
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Следствие. Группы К-рациональных точек простых односвяз-
ных групп типов Bt ( / ^ 2 ) , Ci ( / ^ 2 ) , Я7, Е», Fi, G2 не имеют
/собственных нецентральных нормальных подгрупп.

Тем самым для групп G типов Bt, Ci ( / ^ 2 ) мы получаем
еще одно доказательство проективной простоты GK- В § 9.4 мы
приводим модифицированное доказательство теоремы 7. Как
и первоначальное доказательство Черноусова (см. [3], [5]),
оно имеет индуктивный характер, причем индукция ведется по
рангу / рассматриваемой группы начиная с / = 2. Так как
имеется всего лишь три типа простых групп ранга 2 (Л2, В2=С2,
G2), причем /(-анизотропная группа типа А2, разложимая над
квадратичным расширением L/K,— это в точности группа
SU3(L, f), то базу индукции дают теоремы 5, 6.

Подводя итоги, мы видим, что если оставить в стороне слу-
чай групп типа At ( / ^ 2 ) , то к настоящему времени гипо-
тезы 1, 2 доказаны для всех групп, за исключением некоторых
форм типов 3Z)4,

 6^4 и Е6. Поэтому, оценивая перспективы, сле-
дует подчеркнуть, что основной задачей в данном направлении
является завершение исследования групп типа Аи относящихся
как к внутренним формам, для которых известные результаты
собраны в теоремах 2—4, так и к внешним формам этого типа,
для которых аналогичные результаты пока не получены.

Несмотря на различие методов, применяемых в каждом из
§ 9.2—9.4, доказательства всех результатов используют аппрок-
симационные соображения. По этой причине мы выносим сле-
дующие два результата, которые будут многократно использо-
ваться в дальнейшем, в настоящий вводный параграф.

Пусть G — простая односвязная алгебраическая /(-группа,
71 = {uel/f GKV — /(^-анизотропна}. Для любой нецентраль-
ной нормальной подгруппы N cz GK и любого конечного подмно-
жества S cz VK обозначим через Ns замыкание N в группе Gs =

= П G V

Лемма 1. 1) Ns является открытой нормальной подгруппой
в Gs.

2) Ns = NTns X Gs\(.rns)', в частности, если Т (} S= 0, то
NS = GS.

Доказательство. В силу предложения 7.9, GK плотно в Gs,
поэтому Ns является нормальной подгруппой в группе Gs- Для
v e S группа GK естественным образом вкладывается в Gs,
и можно рассмотреть взаимный коммутант Wv = [Ns, GKV]-
Ясно тогда, что Wv является нормальным делителем в GK,V,
причем Wv ф Z (GJCO). Действительно, пусть х е N — нецен-
тральный элемент и q>: G-^G — отображение, определяемое
формулой q>(g) = [x, g]. Поскольку x^Z(G) и группа G связна,
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то замыкание образа ср имеет положительную размерность. Но
GKV ПЛОТНО В G В ТОПОЛОГИИ Зарисского (теорема 2.2), поэтому
<p(Gtf0) c= Wv бесконечно; в частности, Wv ф. Z (GKV)- И З теоре-
мы 3.3 теперь вытекает открытость Wv cr GKV- С другой сто-
роны, в силу нормальности подгруппы Ns имеем WV<^NS для
любого o e S , так что Ц Wv cz Ns, и подгруппа Ns открыта.

Если же v^S\(T[}S), то группа GKV не имеет нецентраль-
ных нормальных подгрупп, откуда Wv = GKV C= NS, И, значит,
Gs\(T(\s) C=JVS. Рассмотрим теперь проекцию Ns на Gsnr. Ее об-
раз является открытой подгруппой в Gsnr и одновременно со-
держит N в качестве плотной подгруппы, т. е. совпадает с NTns>
что и доказывает лемму.

Лемма 2. В вышеприведенных обозначениях следующие усло-
вия эквивалентны:

(i) N удовлетворяет конгруэнц-утверждению гипотезы 2;
(ii) N открыта в GK в Т-адической топологии;

(Hi) N замкнута в GK в Т-адической топологии.
Доказательство. Импликации (i) =Mii) =Miii) очевидны, по-

этому докажем импликацию (iii)=*-(i). Как и выше, обозначим
через NT замыкание N в группе GT- И З леммы 1 вытекает, что
NT является открытой нормальной подгруппой в GT, И поэтому
N плотно в GK[}NT В Г-адической топологии группы GK- Тогда
в силу (ш) имеем N = GK[}NT, что означает справедливость
для N конгруэнц-утверждения гипотезы 2 (а именно, ее утверж-
дение выполняется для Н = NT). Лемма 2 доказана.

В заключение рассмотрим один качественный аспект про-
блемы изучения нормального строения групп рациональных то-
чек. Из теоремы 3.1 вытекает, что для р е Г группа GK ком-
пактна, поэтому вся группа GT также компактна. Предположим
теперь, что для нормальной подгруппы NczGK выполняется
конгруэнц-утверждение гипотезы 2, т. е. N = GK{]H для неко-
торой открытой нормальной подгруппы Н cz GT. Тогда из ком-
пактности GT немедленно вытекает конечность индекса [GT'-H],
а следовательно, и конечность индекса [GK'-N]. Поскольку ги-
потеза 2 еще не доказана, естественно задаться вопросом, мо-
жет ли группа GK априори обладать нецентральными нормаль-
ными подгруппами бесконечного индекса? Ответ на этот вопрос
дает следующая

Теорема 8 (Прасад [1], Маргулис [3]). Пусть G — простая
односвязная алгебраическая К-группа. Тогда любая нецентраль-
ная нормальная подгруппа группы G имеет в ней конечный
индекс.

Доказательство легко получается с помощью сильной ап-
проксимационной теоремы из следующего общего результата.
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Теорема 9 (Маргулис [3]). Пусть Г — S-арифметическая
подгруппа простой алгебраической К-группы G, где S cz VK —

некоторое конечное подмножество, содержащее F * . Если
rangsG= X rang* G ^ 2 , то любая нормальная подгруппа

группы Г либо имеет в ней конечный индекс, либо содержится
в центре группы G.

Некоторые частные случаи теоремы 9 были известны до ра-
боты Маргулиса [3] и доказывались чисто алгебраическими
методами. Так, при условии rang^ G ^ 2 теорема 9 была полу-
чена Рагунатаном [4]. По-видимому, модификация рассуждений
Рагунатана может привести к доказательству теоремы 9 для
произвольной S-арифметической подгруппы в /С-изотропной
группе G при условии rangs G $г 2. Однако эти методы оказы-
ваются неприменимыми в ^-анизотропном случае. Рассуждения
Маргулиса [3] имеют принципиально другую природу. Они осно-
вываются на том факте, что Г является решеткой в группе Gs
(теорема 5.7), и используют глубокие результаты теории меры
и теории бесконечномерных представлений. Поскольку эти ме-
тоды в данной книге не рассматриваются, мы, к сожалению, не
сможем изложить здесь доказательство теоремы 9, отсылая чи-
тателя к оригинальной работе Маргулиса [3].

Приведем, однако, вывод теоремы 8 из теоремы 9. Введем
такое конечное подмножество S cz VK, содержащее Т и V&, что
выполняются следующие условия:

(i) rangs G ^ 2;
(ii) пересечение N(]Gg^s) не содержится в центре Z(G)

группы G.
Такое множество S легко построить, исходя из двух фактов:

1) для почти всех v e Vf группа G является Д^-изотропной,
т. е. rangx0 (G);> 1; 2) если х^ N \Z (G), то x^Gct(S) для
достаточно большого S. Рассмотрим, далее, диагональное вло-
жение группы GK в группу S-аделей GA и обозначим через N
замыкание N в GA . Тогда N = GAs. Действительно, в силу
сильной аппроксимационной теоремы GK плотно в GAs, следо-
вательно, N является нормальным делителем в GAs. Для
любого v^S группа GK естественным образом вклады-
вается в GAS, причем взаимный ^коммутант [GKV, TV] содер-
жится в N и является нецентральной нормальной подгруп-
пой в GK . Но по построению v ф Т, так что группа Gxv

не имеет собственных нецентральных ^нормальных подгрупп
(теорема 7.6), и, следовательно, GK.V<^.N. И З определения
адельной топологии вытекает, что подгруппа в GAs, порожден-
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ная всеми группами GR (V ф S), является плотной, поэтому

окончательно N = GAs. В частности,

(1)

где GAS{S) — группа S-целых аделей в GAS. И З (1) получаем,
что GK = NGe(S), откуда GKjN ~GO(S)IN [\G0{S). Остается заме-
тить, что по построению N [] G<j(S) Ф Z (G), так что в силу (i)
и теоремы 9 последняя факторгруппа конечна. Поэтому фактор-
группа GK/N также конечна, и теорема 8 доказана.

Отметим, что теорема 8 играет существенную роль при до-
казательстве сформулированных выше теорем, в частности, тео-
рем 2 и 5.

§ 9.2. Группы типа А„

Всюду в этом параграфе через G будет обозначаться про-
стая односвязная /(-анизотропная группа, являющаяся внутрен-
ней формой типа Ап-\. Таким образом, G = SLi(D), где D —
конечномерная центральная алгебра с делением над К индек-
са п. Положим Т = {v e Vf | Dv = D <g> K Kv — тело). Как мы уже
отмечали в § 9.1, имеющаяся к настоящему времени информа-
ция о нормальных подгруппах группы GK заключена в теоре-
мах 2—4, доказательству которых и посвящен настоящий пара-
граф. Наши рассуждения базируются на использовании аппрок-
симационных теорем для группы G и некоторых норменных
свойств максимальных подполей тела D, с которых мы и начи-
наем изложение.

Наиболее технически сложная часть доказательства теорем
2—4 заключена в следующем утверждении, для формулировки
которого условимся в некоторых обозначениях. Зафиксируем
произвольный нецентральный нормальный делитель N cz GK. =
= SLl(D) и для x e D ' обозначим через Q(x) подгруппу в £)*,
порожденную мультипликативными группами всех максималь-
ных подполей в D* вида K(xz), z^N. Далее, пусть NT — замы-
кание N в GT И QT(X) — подгруппа в D* ~ Ц £)*, порожденная

произведениями Ц Kv [xzv]* такими, что z = {zv)^NT и
v еТ

Kv [xz0] — максимальная полупростая коммутативная подалгебра
в Dv для всех О Ё Г .

Теорема 10. NvdD/K (Q (х)) = NvdD/K(D') fl NvdDT/KT(QT (*)).
{Здесь через NrdDT/KT обозначено произведение отображений
NrdDv/Kv для v <~ Т\.

Покажем вначале, как теорема 10 выводится из следующего
утверждения:
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Предложение 1. Положим То = {v GE vf | Dv cfc. Mn (Kv)}. Тогда
для любого I E D '

Nrcb/к (£»') П П Klm cz NTdD/K (Q (*)), где m = n\.
[/ЕГО

Нам понадобятся две леммы.
Лемма 3. Пусть o e F s , х GE £)* u Н cz Dv —максимальная

полупростая коммутативная подалгебра. Тогда если Nrda /# (х) SE
GE N r d i y ^ (Я*), то H=Kv[xz] для подходящего z e GK. -
В частности:

1) если Dv ~Mn(Kv), то существует такой г е й ^ , что
/С, [*2] ~ С;

2) если и е Vf \ Г, го существует такой z e G^ , что

Доказательство использует следующий факт: если г/еЯ*,
то для любой открытой подгруппы R<Z:GK найдется z ^ R [} Н
со свойством Я = К [yz]. Для доказательства обозначим через
В отвечающий Я максимальный /^„-определенный тор группы
GLi(D), и пусть W—множество регулярных элементов в В;
тогда W открыто в В в топологии Зарисского (см. § 2.1, п. 11).
Поскольку В = В\В2, где B{ = Gm, B2 = B[}G, то для любого
у^В множество W(y) = {b e B2\yb e W} непусто и открыто
в В2. С другой стороны, пересечение В2 ("| R является открытой
в и-адической топологии подгруппой в В2к , и, следовательно,
плотно в В2 в топологии Зарисского (лемма 3.2). Поэтому
можно выбрать элемент г е W(y)[)R, который и будет искомым.

Из доказанного непосредственно вытекает справедливость
первого утверждения леммы и п. 1), причем для доказательства
п. 2) нам остается построить максимальную полупростую ком-
мутативную подалгебру Я cz Dv со свойством NrdD ,K (Я*)=/С*.
Для этого представим алгебру Dv в виде DD = M/(A), где А —
алгебра с делением над Kv Так как v e Vf \ Т, то / > 1, и
можно рассмотреть алгебру Я = Е Q)P'~l, где Е (соответственно
Р) — максимальное неразветвленное (соответственно вполне раз-
ветвленное) подполе в А. Тогда NrdDj^ p (Я*) содержит группы;
Ыгс1д/кр(£") и NrdA/Kv(P*). Но первая из них содержит группу
и-адических единиц Uv, а вторая — униформизующий элемент
поля Kv, так что в итоге Nrd n ,„ (Н')-К'. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть x^D*, S cz VK — конечное подмножество и;
для каждого C G 5 задана максимальная полупростая комму-
тативная Kv-подалгебра Hv cz Dv. Предположим, что существует
z—(zv)^Ns со свойством Kv [xzv] ~ Hv для любого H G S . То-
гда найдется такой z GE N, ЧТО KV [XZ] ~ Hv для всех и GE S.
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Доказательство. Без ограничения общности можно считать,
что Hv = Kv [xzv]. Из доказательства предложения 6.13 выте-
кает, что множество Yv таких у е £)*, что алгебра Kv [у] со-
пряжена в Dv алгебре Hv, открыто в D'v. Множество F =
= 7VS П Г П Х~1УЛ содержит z и поэтому является непустым

V J E S V )

открытым подмножеством в Ns. Следовательно, пересечение
Y[]N непусто, и любой элемент г е Y[}N будет искомым. Лемма
доказана.

Пусть теперь а е NvdD/K(D*) f\ NvdDT/KT(^T (x)). Это значит,
что существуют такие zu . . . , zr^NT, Zi = (ziv), что а е
<= NrdDT/Kr (х\ . . . хг), где х,-е П Kv[xziv\", причем Kv[xziv] —

максимальная полупростая коммутативная подалгебра в Dv

для всех о е Г , 1 = 1 , . . . , г. Используя лемму 4, найдем такие
элементы zu ..., zr^N, что Kv [xzt] ex. Kv [xztv] для всех с е Г
и всех / = 1 , . . . , г. Тогда NrdDT/KT(

xt) = NrdDr/Kr(xt) для под-
ходящих] х{ G П ^о [^2,]*. Далее, выберем такой элемент

v е.У

2 r + 1 e7V, что NrdDv/Kv(Kv[xzr+i]'') = Kl для всех v<=T0\T
(возможность такого выбора вытекает из лемм 1,3 и 4). Из
наших построений вытекает существование таких ( , - е 2 ; =

•= П Kv[xZiX (i=\,...,r+\
T

Применяя слабую аппроксимационную теорему к полям К (xzt),
найдем элементы st e К (xzt)* П tJ-T- Имеем

1 Т—Г +

a Nrda/^ (s\ . . . sr+i) s= Nrdf)/^ (D ) f| J.1 /Co ,

и, значит, согласно предложению 1, aNrdB/A:(s1 . . . sr+\)~l ^
e NvdD/K(Q(x)). Но тогда и a e N r d f l A ( S ( x ) ) , что и требо-
валось.

Опишем теперь общую схему доказательства предложе-
ния 1. Пусть a^NrdDrK(D*)[} Ц Klm. Достаточно найти та-
кие zi,z2^N, что Mi = K(xZi)—максимальные поля в D и
•а е NMi/K(Afj) NMIK(Ml). Доказательство последнего включения
будет получено нами с помощью мультинорменного прин-
ципа (см. § 6.3), примененного к нормальным замыканиям Pi
долей Mi в фиксированном алгебраическом замыкании (тогда
Li = Pi в обозначениях предложения 6.11). Чтобы построить
поля Mi = K(xzi) таким образом, чтобы для Pi выполнялись
условия предложения 6.11, уже недостаточно леммы 4, а нужен
следующий ее усиленный вариант.

Предложение 2. Пусть заданы элемент х е D*, конечное рас-
ширение F поля К, конечное подмножество S cr VK и такой
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элемент z = (ZO)GE Ns, что Kv [xzv] — максимальная полупростая
коммутативная подалгебра в Dv для всех S G S . Тогда суще-
ствует такой элемент ZGETV, что для поля M = K(xz) и его-
нормального замыкания Р {в фиксированном алгебраическом за-
мыкании) выполняются следующие утверждения: 1) M®KKV ш
~ К [xzv] для всех O G S ; 2) Pf]F = K; 3) PjK удовлетворяет
норменному принципу Хассе.

Доказательство получается редукцией к лемме 4. А именно,
мы установим существование такого конечного подмножества
Si <= Vf \ ((Vf f)S) U То) и для каждого o e S i такой макси-
мальной полупростой коммутативной подалгебры Hv cz Dv, что
Hv = Kv [xzv] для подходящего zv GE GKv, и если M ®K Kv =* Hv

для I I E 5 I , TO ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия 2), 3). (Неформально го-
воря, мы покажем, что можно обеспечить выполнение условий
2), 3), задав конечное число локальных условий, которые «не-
зависимы» от условий, указанных в 1).) Тогда существование
элемента ZGETV с требуемыми свойствами непосредственно вы-
текает из леммы 4, для применения которой следует заметить,
что элемент z== (zv)vf=S{,Sl лежит в Nsus, в силу леммы 1.

Наиболее просто разобраться с условием 2).
Лемма 5. Для любого конечного подмножества So cr VK и

любого конечного расширения F/K существует такое конечное
подмножество S (F) czVf\ (Vf П So), что если Р =э К и Pw = Kv
для всех с е 5 ( F ) и всех w\v, то Р ("| F = К.

Действительно, можно без ограничения общности предпола-
гать, что F/K—расширение Галуа. Рассмотрим некоторую
систему образующих а ь . . . , аг группы Галуа Gal(F/K). По
теореме плотности Чеботарева для каждого i= 1, 2, . . . , г най-
дется такое нормирование vi e V? \ (V?f\So) и его продолже-
ние vt на F, что автоморфизм Фробениуса Fr (FeJKv^ равен а.
П о л о ж и м S (F) = {vi, ...,vr}. Е с л и т е п е р ь Р => КъЕ= Р [\F ф К,
то найдется автоморфизм а;, нетривиально действующий на Е.
Обозначим через w нормирование поля Р, продолжающее огра-
ничение vt на Е. Тогда w\vi и Рюф Kv, ибо автоморфизм
at e Gal (^Fjj.jKv;) не является тождественным на подполе Est,
и, следовательно, Es. Ф Kvr Полученное противоречие и дока-
зывает лемму.

Выберем конструируемое в лемме 5 подмножество S(F) вне-
множества So= T0\jS. Тогда, с одной стороны, для любого-
v^S(F) существует ZV^GK СО СВОЙСТВОМ KV[XZV]UHKO (ут-
верждение 1) леммы 3), с другой — если М <8>к Kv ^ Kv Для
всех O G S ( F ) , ТО ДЛЯ нормального замыкания Р поля М имеем
Pw = Kv при v^S(F) и w\v, следовательно, Pf)F = K, т. е.
выполняется условие 2).
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Осталось разобраться с условием 3). В силу теоремы 6.11
справедливость принципа Хассе для расширения Галуа Р/К
с группой Галуа 9 равносильна инъективности канонического
отображения

где dv — группа разложения некоторого продолжения нормиро-
вания v. Так как в нашей ситуации Р является нормальным
замыканием расширения степени п, то группа 3? изоморфна под-
группе симметрической группы Sn, и, следовательно, из лем-
мы 1.2 вытекает, что Р/К при п ^ 3 всегда удовлетворяет прин-
ципу Хассе. Поэтому ниже будем предполагать, что п ^ 4.

Выберем произвольные два нормирования v\, v2^.Vf\
\ (S U Го U 5 (F)) и введем в рассмотрение максимальные полу-

простые коммутативные подалгебры Но. <= Dv. ex. Мп (Ко{) сле-
дующего вида:

cm х

®К{~4\
где Е — неразветвленное расширение поля KVi степени п—1,
Ri, R2 — соответственно неразветвленное и вполне разветвлен-
ное квадратичные расширения поля 1(щ. Очевидно, для t = 1, 2
имеем NrcL ,„ (Н* \ = К* , поэтому из леммы 3 вытекает су-

ществование таких Zi^GKvt, что # „ . = Kv- [xz;]. Покажем, что
если М — расширение К степени п и М <8>KKVi — Hv. для i =
= 1,2, то для Р/К выполняется принцип Хассе. Вычислим вна-
чале группу Галуа д = Gal(P/K). Пусть f—неприводимый по-
лином степени п, задающий расширение М/К. Действие 'S на
корнях f задает инъективный гомоморфизм Э: d-^Sn в симмет-
рическую группу, причем ввиду неприводимости f образ Э(З')
является транзитивной подгруппой. Из (1) вытекает, что для
Wi\V\ имеем Рт = Е, так что группа разложения $(wi) яв-
ляется циклической группой порядка п—1, причем любая ее
образующая переходит при G в цикл длины п— 1. Аналогично,
для w2\v2 имеем PWl = R1R2, следовательно, $(w2) является пря-
мым произведением двух циклических групп второго порядка, об-
разующие которых переходят при Э в две коммутирующие транс-
позиции.

Таким образом, Э(^) является транзитивной подгруппой Sn,
содержащей цикл длины п—1 и транспозицию, так что
0(^) = 5„ (см. Ван дер Варден [1], с. 238). Тогда из леммы 1.2
и описания группы &(w2) вытекает инъективность отображения
# 3 (g\ Z)-*H3($(w2), Z) и, следовательно, справедливость прин-
ципа Хассе для расширения Р/К. Предложение 2 полностью
доказано.
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Завершим доказательство предложения 1. Пусть а
еNrdo/к (£)*) П П K'v

m; покажем, что тогда a
r( 2 ) ) для подходящих Zi^N таких, что Mi = ( )

максимальные подполя в D. Выберем элемент Z\^.N таким об-
разом, чтобы выполнялись следующие условия:

l)i Kv[xZ[] ~/С" для и е V (a) \(V (а)[)То) (напомним, что
V(d) = {v<=Vf\v(a)^0};

2) 1 для нормального замыкания Р{ поля Mi = K(xz{) выпол-
няется принцип Хассе;

3), а <= NP{JKv (/>;.) для w I о <= 7*.

Существование такого 2i вытекает из лемм 1, 3 и предложе-
ния 2. Более подробно, из лемм 1 и 3 вытекает существование
т а к о г о z = (zv) «= Ns, г д е S = (V (а) \ (V (a) f] To)) l)(V*\ Too),
Too = {и е V%o | Dv cff. Mn (/Co)}, что iC0 [X2o] с- /С" для всех и <= S.
Применяя тогда предложение 2, мы найдем такой эле-
мент Z\^.N, что выполняются условия 1), 2) и, сверх того,
Kv [xz\] ~ К" для и е Foo \ Too. Используя последнее обстоятель-
тельство, проверим выполнимость условия 3). Для O E F M \ TOO

имеем plw = Kv, и 3), очевидно, выполняется. Если же и е Гоо,
то поскольку а е NrdD ,к (£>*), имеем а > 0 в /Сн, и опять

a e E j v*wK( p i.) ' иб° ^ " c

Далее, выбор Z2^N осуществим, исходя из условий:

О2 Kv [XZ2] ^ К" для всех v ^Vf \То таких, что расшире-
ние Plw/Kv разветвлено;

2) 2 для нормального замыкания Р2 поля М2 = K(xz2) имеем
PiC\P2 = K.

Возможность такого выбора элемента z2 обосновывается
аналогично. Покажем, что a G ; V № ( M j ) ^ ! / i ( ( M j ) . На самом
деле в нашей ситуации выполняется более сильное утверждение:
а е NPJK (P*) NP2/K (P*), которое мы и будем доказывать. В силу
предложения 6.11 и выполнимости условий 2) i и 2) 2 достаточно
показать, что a E NPl/K(JPl) Np2/K(Jp2). (Отметим, что у нас
Li = Pi в обозначениях предложения 6.11.) Если v^vf\V(a)
и расширение P\w/Kv неразветвлено, то а является нормой
да-адической единицы из Plw. Поэтому с учетом 3)i остается
проверить условие

^NPiJKv(Piw)Np2jKv(P2w) (2)

для таких w\v^vf, что либо v^V(a), либо расширение
Piw/Kv разветвлено. Если при этом и е Го, то по условию
а е ^ " 1 и (2), очевидно, выполняется, ибо степень [Piw:Kv]
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делит т = п\. Если же v ^ То, то по построению соответственно
либо P\w = Kv, либо P2w = Kv, и (2) опять выполняется. Дока-
зательство предложения ] завершено.

Сделаем теперь одно замечание общего характера. Если
N cr GK— нецентральная нормальная подгруппа, то в силу тео-
ремы 8 индекс d = [GK:N] конечен. В этом случае подгруппа
No cr GK, порожденная множеством {xd{x^ GK}, содержится в N
и является нормальной подгруппой в D*. При этом, как следует,
например, из леммы 2 справедливость гипотезы 2 для No влечет
ее справедливость для N. Поэтому в дальнейшем мы будем рас-
сматривать лишь те нормальные подгруппы группы GK, которые
являются нормальными подгруппами в D*.

Итак, пусть N<z:GK — нецентральная нормальная подгруппа
в D*. Для x^D* положим Z(x) = {u e D* \ихи-хх-х eTV}.

Лемма 6. Q(x)cz Z(x). Следовательно, для любых х, у е D*
и любых a(=Q(x), b e Q(y) имеем

[х, у] = [х, ya]^[xb, у],

где [х, у] = хух-ху-х, а знак = означает сравнимость по мо-
дулю N.

Действительно, достаточно показать, что K(xz)* aZ(x) для
любого z^N. Пусть и^ K(xz)*. Тогда поскольку N является
нормальной подгруппой в £)*, имеем [игх] = \u\xz] = 1, что и
требовалось. Далее, так как Z(x) = Z ( A ~ ' ) , TO

[л;, уа] = хуах~ха~ху-Х:^з хух~ху-х = [х, у].

Аналогично, [xb, у] = хЪуЪ-ххтху-х = [л;, у], и лемма 6 доказана.
Введем теперь некоторые дополнительные обозначения. По-

ложим NT= NT П К'. ЕСЛИ применить к морфизму-произведе-
v<=T

нию -ф: G m X G -^GLi(D) следствие 1 из предложения 3.3, то
мы получим, что отображение /С* X GK -> D* является откры-
тым для любого Н Е VK. Поэтому, учитывая открытость NT^GT

(см. доказательство леммы 1), мы видим, что NT является от-
крытой нормальной подгруппой в D*T = Ц D*. Отсюда следует,

IFG Т

что подгруппы N = D*f]NT и N = GKf]NT являются открытыми
в Г-адической топологии подгруппами групп D* и GK соответ-
ственно и нормализуются группой D*.

Предложение 3. Пусть N a GK — нецентральный нормальный
делитель в D*, x(= ft. Тогда Z{x)N = D*.

Доказательство. Покажем вначале, что GK<^Z(X)N. Пусть
Р cr D — произвольное максимальное подполе такое, что все
расширения Pv/Kv для O E I " неразветвлены, и S = Rp/«(Grn) —
соответствующий максимальный тор группы Н = GL\ (D). Обо-
значим через W множество регулярных элементов в S. Тогда
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с помощью предложения 3.3 легко проверяется, что для любого

o e F отображение qy D*vXWк^-*D*v, q>v(g, x) = gxg~{, явля-

ется открытым, так что отображение Фг = Г1фо: D*T X WT->D*T

также открыто. Поэтому если мы рассмотрим убывающую по-

следовательность U\ =) U2 => . . . открытых подгрупп группы D*T,

сходящуюся к единице, то для любого г ^ 1 множество Вг =

= фг(£Л, WT) открыто в D*T. Так как множество N К*, очевидно,

плотно в NT, ТО ДЛЯ любого г ^ 1 множество х~1Вг пересекается
с NK*. Отсюда следует существование таких элементов yr e N,
ureE Ur, что ur(Sr)Tu7l = ST, где Sr = ZH(xyr)— централизатор
регулярного элемента хуг. Ясно, что Sr имеет вид Rpj K (G m ),
где Рг = К (хуг), причем все расширения PrJKv для D G F ЯВ-
ЛЯЮТСЯ неразветвленными. Поэтому из предложения 7.8 выте-
кает, что для соответствующих норменных торов Si-" = S,-П G
имеет место слабая аппроксимация относительно множества Т.
В частности, для произвольного элемента 2G51J' можно найти
элементы zr ^(щхгиг) NT П O^'OK- Д Л Я Достаточно больших г
имеем z~lzr(^GKf)((z~l u7lzur) NT) = GKf)NT = N> ибо " г - > 1 ,
а подгруппа NT открыта в GT. С другой стороны, zr e l 2 ( i ) cz
с= Z (х), откуда ZGEZ(X)JV, И, значит, 5/c'czZ (x) N. Отметим,
что в качестве Р может быть взято произвольное максималь-
ное подполе в D такое, что все расширения Pv/Kv (v ^ Т)
являются неразветвленными, поэтому остается показать, что со-
ответствующие группы Sf{) в совокупности порождают GK. По-
ложим для краткости P{U = S$} и обозначим через В подгруппу
в GK, порожденную группами Р ( 1 ) для всех P c D с описанными
свойствами. Далее, для v GE Т обозначим через Ан совокупность
таких z e GKv, что Kv [z] — максимальное неразветвленное под-
поле в Dv. Тогда Ан открыто в G& , и из теоремы 1.8 легко вы-
водится, что Av порождает GK . Отсюда следует, что 4 = П Д„

0 * Г
0

открыто в GT и порождает GT.
Лемма 7. Пусть Г — плотная подгруппа топологической

группы Ф и U cz ф — открытое подмножество. Тогда подгруппа,
порожденная Г П U, совпадает с пересечением Г ("| W, где W —
подгруппа, (алгебраически) порожденная U.

Доказательство — простое упражнение для читателя.
Поскольку GK плотно в GT, то из леммы 7 получаем, что

подгруппа в GK, порожденная GK f] А, совпадает с GK. С другой
стороны, по построению для любого z GE GK П Д алгебра Kv[z]
является неразветвленным расширением поля Kv степени п для
всех v GE T, т. е. расширение P = K[z] удовлетворяет описан-



569

ным свойствам, и, следовательно, Р ( 1 ) <= В. Тем самым GK П А а
<=В и GK= BczZ(x)N.

Для завершения доказательства предложения 3 остается по-
казать, что NrdD/K(Z(x))=NrdD/K(D*). С учетом включения
Q.{x)czZ(x) в силу теоремы 10 достаточно установить, что

QT (x) = D*T для x^N. Но из определения N вытекает, что
в рассматриваемой ситуации для любого набора максимальных
полупростых коммутативных подалгебр Hv cz Dv, О Е Г , най-
дется такой элемент z = ( z o ) e NT, что К [xz0] =ы Hv, откуда и
следует требуемое. Доказательство предложения 3 завершено.

Следствие. Если факторгруппа N/N абелева, то фактор-
группа N/N лежит в центре факторгруппы D*/N.

Действительно, пусть i ; e D*, у е N. Так как согласно пред-
ложению 3 D* = NZ(y), то [•'', 1/] = [s, (/] для некоторого
s е N. Симметричным образом, используя разложение D* =
= NZ(s) (S e Nl), получим, что [х, у] = [s, t] для подходящих
s, t е N. Но поскольку группа N/N абелева, то [s, t] = 1, и, зна-
чит, [х, у] = 1, т. е. х централизует у.

После проделанной подготовительной работы переходим не-
посредственно к доказательству теорем 2—4.

Доказательство теоремы 4. Ключевую роль здесь играет сле-
дующая

Теорема 11 (конгруэнц-теорема). Пусть I E ( / = { J ; £
e£ )* |Nrd o / ^( . r ) e UoVv e T), y(=D*. Предположим, что х^
(= Uv(l + $v) для всех v(=Tf)V(NTdD/K(y)), где %v —идеал
нормирования в Dv {см. § 1.4). Тогда коммутатор [х, у] =
= xyx-ly-l(=[GK,GK]. В частности, [U, U] = [GK, GK].

Мы вначале проведем доказательство теоремы 4, считая тео-
рему 11 известной. Оно основывается на следующей естествен-
ной идее: так как GK = [D*,D*] (теорема 2.14), то, используя

представление элемента г е б / с П Ц [GKV, GKV] В виде произве-
дения коммутаторов, можно попытаться заменить z на такой
элемент из zN, где N = [GK, GK], который бы выражался через
коммутаторы описанного в теореме 11 вида; тогда 2 G [ G ^ , GK] •
На протяжении всего доказательства теоремы 4 буква N будет
обозначать коммутант [GK,GK], а запись z\ = z2 — тот факт,
что z~lz2 e \GK, GK]. Отметим также, что здесь для любого ко-
нечного подмножества S cz VK имеем W s = Ц Nv, где Nv =

= [GKV, GKv], причем Nv = GKv для v ф Т.
Лемма 8. Любой элемент из GK является произведением ком-

мутаторов вида [х, у], где х е U, у е D*.
Доказательство. Поскольку Ьк.= [D*, D*], то достаточно по-

казать, что произвольный коммутатор [х, у] (x,y^D*) пред-
ставляется в виде произведения коммутаторов указанного вида..
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Пусть F—такое максимальное подполе в D, что для любого
О Е Г расширение Fv/Kv является вполне разветвленным. Тогда
v (NrdD ,K (.F*)) = Z, и поэтому, используя слабую аппроксима-

дионную теорему для поля F, можно найти такие элементы
s, t e F, что

v (NrdD/K (s)) = v (NrdD/K (x)),
( )

для всех О Е Г . В силу (3) х0 = xs~\ уо = yt~l e U. Но тогда
из соотношения

[х, у] = [х0, t] [txj~\ syos~l] [у-*,

непосредственно получается доказательство леммы.
Будем по-прежнему обозначать через F такое максимальное

подполе в D, что расширение Fv/Kv вполне разветвлено для
всех О Е Г . Выберем, далее, элемент ^GE F* СО СВОЙСТВОМ
v(NrdD/K(t))= 1 для всех О Е Г . Тогда для любого v GE T эле-
мент t является униформизующим элементом тела Dv.

Предложение 4. Для любого z GE GK найдется такой элемент
х GE 0, что z = [х, t].

Доказательство. Для х, у GE U И любого s GE D* имеем

[ху, s] = xysy~lx-ls~l = х [у, s] (sx-'s-1) = [x, s] [y, s], (4)

ибо элементы [у, s], sx-ls~l лежат в U и, следовательно, пере-
становочны по модулю N в силу конгруэнц-теоремы. Поэтому,
учитывая лемму 8, достаточно показать, что любой коммутатор
[а,Ь], где a^U, b^D*, эквивалентен коммутатору [х, t] для
подходящего х ^ U.

Пусть T = {v{, . . . , Vd). Из слабой аппроксимационной тео-
ремы для поля К(а) вытекает существование таких элементов
а{, . . . , ad^ U, что а = а{ . . . ad и

а. = a (mod ф

а, = 1 (mod ф 0 / ) , / ¥ = / ,

для всех / = 1, . . . , d. Тогда в силу (4)

[а, Ь]=*[аи Ь] . . . [ad! Ь]. (5)

Далее, положив а; = D,(NrdB/A:(b)), будем иметь

[а„ Ь] = а^а' (/-а'Ь) аГ'Ь"' = к , ^ а ' ] , (6)

ибо по построению Т f]V (NrdD/K (t~aib)) <= Г \ {fj, так что аг =
= l(mod5Po) для и е Г П V (NrdD / K (r a 'b)), и согласно кон-
груэнц-теореме а{ и t~atb перестановочны по модулю N. Из (5)
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и (6) вытекает, что для завершения рассуждений остается по-
казать, что любой коммутатор [a,ta], где Й Ё ( / , C I E Z , экви-
валентен коммутатору вида [d,t] для подходящего d^U.

а - 1

При а > 0 положим d= J[(t'at~t) = a(ta)a~1 t~{a~l) ^ U.
1=0

Тогда, используя (4), будем иметь

[d, f l^nVoT' , /] = П (/Wa-'r"+1)) = k ta].
i=0 i = 0

- 1

Аналогично, при a < 0, полагая d = П {tla~lt~') = / a(a~'/)~ a <=

e (/, получим

[<U1= П [/Vr', /]= Jl{tla-]tarlt+l)) = taa-lraa^[a,tal

поскольку элементы a, taa~4~a лежат в (/ и значит, переста-
новочны по модулю N. Предложение 5 доказано.

Завершим доказательство теоремы 4. Пусть z GE GK П
П l l \GKV, GKV]- Используя предложение 4, выберем такой

x^U, что z = [.М]. Так как для О Ё Г имеем [G^, GKO] =•
= GKV f) (l -\- <pj (теорема 1.9) то из включения 2^[л;, /] е-:
е fG^o, G^l для любого » G J получаем сравнение

/jtr'E=x(mod$J. (7)

Но мы знаем (см. § 1.4, п. 1), что в нашей ситуации тело выче-
тов dv = ОD /фо коммутативно, является расширением Галуа

поля вычетов kv, причем автоморфизм, индуцируемый Int t, по-
рождает всю группу Галуа GaX^/kv). Поэтому из (7) выте-
кает, что вычет х элемента х попадает в kv, т . е л Е Uv(l -\-%)..
Так как последнее включение справедливо для всех О Е Т , ТО
в силу конгруэнц-теоремы [х, t] e N, а тогда и z^N. Тео-
рема 4 доказана.

Доказательство конгруэнц-теоремы начнем со второго ут-
верждения, а именно, покажем, что[{/, U] = [GK, G%]. Учитывая,
что [х, у] = [х, уа] = [хЬ, у] д л я а е Щ х ) , fceQ(i/) (лемма 6)„
легко видеть, что этот факт вытекает из следующего утверж-
дения:

Лемма 9. Если x^U, то NrdD/^(Q(A:)) =э NrdD/K(U).
Доказательство. В силу теоремы 10 достаточно показать, что̂

И Uocz NrdDWKr (®т (х)). Поскольку NT = П Nv, то, очевидно,

QT(x)= Ц Qv(x), где Qo (x) — подгруппа в D'V, порожденная

мультипликативными группами максимальных подполей вида
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Kv(xz), z GE No- Достаточно установить, что среди этих подполеи
содержится максимальное неразветвленное подполе Lc=D0,
ибо в силу предложения 1.2 Uv a NL/KV (L*) = N r d ^ ^ (L).
Так как по условию NrdD/K(x)^ Uv, то л: GE L'G^ . Далее,
из теоремы 1.8 вытекает, что GK=L(1INV, где № = {̂  G L' |
NLIKV (Х) = 1}, поэтому x^L'Nv. Но тогда L = /([xz] для
подходящего z^Nv (см. доказательство леммы 3). Лемма 9
доказана.

Чтобы разобраться с первым утверждением конгруэнц-тео-
ремы, покажем, что при выполнении указанных условий Ь =
= Ктйщк(у)^ NrdD/K(Q(x)). В силу теоремы 10 достаточно
убедиться, что b GE HXA.DTIK (&Т (Х)), где в обозначениях леммы 9

QT(x)= J J Qv (x). Мы уже показали, что b^Qv(x), если
v(b) = 0. В противном случае по условию x=st, где s GE UV,
t GE 1 + $„, так что а = Nrd D A (х) = snr, где л = N r d D ^ o (t) GE
GE 1 + pv. Покажем, что тогда b GE NrdD /̂л:̂  (Kv [xz]') для подхо-
дящего z GE Nv Для этого вначале построим расширение L
поля /(„ степени п со свойством: а, & GE /VZ,/* (L*). Пусть р „—
отвечающее v простое число и п = р%т, где т — взаимно просто
с pv.

Лемма 10. Пусть b GE /(*, m — произвольное целое ^ 1.
Тогда существует такое расширение F/Kv степени гп, что b GE

(П
Доказательство — упражнение для читателя. ( У к а з а н и е .

Редуцировать задачу к случаю простого т. Далее разобрать
отдельно случай т = 2 и случай нечетного т, причем в послед-
нем уместно воспользоваться тем фактом, что еслиЬ ф K*v

m, то
многочлен Хт — b неприводим над Kv, см. Ленг [3].)

Пусть F — такое расширение поля Kv степени т, что Ь =
= NFIKV{C), C^F*. Поскольку a = sn-r, где r e l + l», то из
взаимной простоты т и pv вытекает, что а = dm, где d GE /С*.
Тогда, очевидно, в качестве L можно взять расширение поля
F степени / ^ р ° со свойством: с, d GE NL/F{L*), В существова-
нии которого мы сейчас убедимся. Известно (см. § 1.1, п. 2), что
F' ~ Z X Е X Zp , где Е — группа корней из единицы в F,
6 = [ f : Q p J . Отсюда следует, что F*/F*1 ~(Z/IZ)?>+1 XE/E1.
Если б > 1, то подгруппа, порожденная образами с, d в F*JF* ,
имеет индекс, делящийся на /, так что существует открытая
подгруппа W a F* индекса /, содержащая с и d, и в качестве L
можно взять абелево расширение поля F степени / с норменной
подгруппой W, конструируемое в локальной теории полей клас-
сов. Если б = 1 (т. е. F = QPo) и роф2, то можно положить
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L = F (д/о ). Действительно, как показывает нижеследующее
упражнение, L не содержит абелевых расширений поля F, и по-
этому согласно локальной теории полей классов NL/F(L*) = F*.

1

Упражнение. Если рф2, то Q P ( V P ) (l = Pa) н е содержит
абелевых (и даже нормальных) расширений поля Qp. ( У к а з а -
ние. Провести индукцию по а. Случай а = О очевиден. Пусть

а ^ 1 и L c Q p ( V p ) — расширение Галуа поля Qp. Тогда
1

L с (Qp (д/р ) П QP (5 У Р ) = Qp ( V P )- гДе 5 — примитивный ко-
рень степени p из единицы, и можно воспользоваться предполо-
жением индукции.)

Нам осталось рассмотреть случай р0 = 2, т. е. F = Q2. Здесь
F*/F*2 ~ (Z/2Z) 3 , поэтому, рассуждая как и выше, найдем
квадратичное расширение P/F такое, что с = NP/F(c'), d =
= NPjP(d') для некоторых с', d'<=P. Но согласно уже доказан-
ному существует расширение М/Р степени р°~', для которого
с', d' е NM/РШ"), И МОЖНО ПОЛОЖИТЬ L = М. Итак, существо-
вание расширения L/Kv степени п со свойством a, b e NL/KV(L')

доказано. Поле L вкладывается в Dv в качестве максимального
подполя, и достаточно найти такой элемент z e Nv, что L =
= Kv(xz). Для этого вернемся к представлению х = st, где s e
<= Uv, t^l+fyv. Поскольку a = NrdD[K(x)<=NLrKv{L'), то
NrdDv/K;v (0 = s~na е^ NL/KV (L') f] (1 + ^ 0 ) . Поэтому согласно пред-

.ложению 1.3 NT<1DV/KV (0 = ^£/к 0 fe) Д л я некоторого g е 1 + 5р£,
где 5)3L — идеал нормирования в поле L. Тогда 2 = t~xg e G^o П
П (1 + ф„) = Л̂ „ и xz = sg^L. Остается «подправить» эле-

мент xz на элемент из L*(]NV таким образом, чтобы он по-
рождал все поле L (см. доказательство леммы 3). Доказатель-
ство конгруэнц-теоремы, а вместе с тем и теоремы 4 завершено.

Замечание. Если Т = 0, то в силу теоремы 4 группа GK со-
впадает СО СВОИМ коммутантом, и можно ставить вопрос о вычис-
лении коммутаторной длины GK, т. е. нахождении такого мини-
мального числа l = l(GK), что любой элемент из GK является
произведением не более / коммутаторов. При доказательстве
теоремы 4 для случая D — тело кватернионов, Т = 0 (см. Пла-
тонов, Рапинчук [1]) было показано, что здесь l(GK)^3. Ника-
ких других оценок для коммутаторной длины группы GK (и даже
.доказательства ее конечности в общей ситуации) пока нет.

Переходим к доказательству теоремы 3. В силу леммы 2 до-
статочно показать следующее: если нормальный делитель
F a GK открыт в Г-адической топологии, то его коммутант
[F, F] также открыт. Рассмотрим вначале случай, когда D яв-

ляется телом кватернионов. Обозначим через т каноническую
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инволюцию (сопряжение) в D. Ограничение т на любое макси-
мальное подполе в D индуцирует нетривиальный автоморфизм,.,
поэтому по теореме Сколема — Нётер для любого х (= D* най-
дется такой у е D*, что т(х) = уху-1. С другой стороны, имеем
NrdD/K(x) = хх(х); в частности, элементы из GK = SLi(D) ха-
рактеризуются условием х{х) = х~{. Таким образом, для любого
х ^ GK найдется I / G D * C O СВОЙСТВОМ Х~1 = ухух.

Пусть теперь F с GK — произвольная подгруппа, открытая
в Г-адической топологии. Тогда для подходящих целых av > О

(vt=T) имеем F0 = GKf] П (1 + ф"°) с= F, где ф0 — идеал нор-

мирования в Dv. Ясно, что ^о является нормальной подгруппой
в D*, и из открытости коммутанта [̂ о, ^о], очевидно, вытекает
открытость [F, F]. Поэтому в дальнейшем можно считать под-
группу F нормальной в D*.

Положим N = [F, F] и сохраним обозначения N и N, введен-
ные выше (см. с. 567). Так как N a F, то факторгруппа N/N'
абелева, поэтому в силу следствия из предложения 3 фактор-
группа N/N лежит в центре D*/N. Обозначим через Z множе-
ство элементов вида xx(x)~l, x e N, и пусть z e Z. Мы отме-
чали, что т{х) = уху-1 для подходящего у е D*, так что из цен-
тральности N/N в D/N вытекает включение Z<^N. Покажем,
что, с другой стороны, N(^ZN. Для этого достаточно устано-
вить открытость Z в GK В 7-адической топологии, что мы сейчас
и сделаем. По построению группа JV является открытой в £)**

в 7-адической топологии, так что D* (] Ц (l + фр°) с 7V для

подходящих целых р о > 0, O G F . Тогда из тождества х =

= (—о~/т (—¥ т ) -справедливого для любого элемента JC e

е GK, непосредственно вытекает включение GKf\ П ( 1 + 2ф^)с=

a Z, что и требовалось.
Анализ приведенного рассуждения показывает, что оно до-

словно переносится в общую ситуацию, если известно, что для
любой нормальной подгруппы U a D*, открытой в Г-адической
топологии, взаимный коммутант [U,D*] также открыт (дей-
ствительно, тогда JV a [N, D*] N = N). Получить информацию
о [U, D*] можно из начального отрезка

Я 1 (D'/U) -> Я 1 (£»') -> Я 1 (U)D' -> Н2 (D'/U) -> Н2 (£»*) (8).

спектральной последовательности Хохшильда — Серра, соответ-
ствующей расширению l-*-U-*-D* -*-D*/U-*-l, где #"(*) обо-
значает группу /-х когомологий с коэффициентами в тривиаль-
ном модуле / = Q/Z, а именно

Я 1 (Uf = Horn (U/[U, Я'], /). (9>
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Но по условию U = D* f) W, где W — открытая нормальная под-
группа D*T (совпадающая с замыканием U), и можно рассмот-
реть последовательность Хохшильда — Серра непрерывных ко-
гомологий с коэффициентами в тривиальном дискретном мо-
дуле /:

Я 1 (D'T/W) -> Я 1 (D'T) -> Я 1 (wfT -> Я 2 (D'T/W) -^> Я 2 (D'T), (10)

•отвечающую топологическому расширению 1 -> W -> D'T ->
-*• D*T/W -> 1. Считая когомологии в (8) непрерывными когомоло-
гиями дискретных групп, соединим последовательности (8), (10)
в коммутативную диаграмму

Я 1 (D'/U) -* Я 1 (£»*) ^ > Я1 (f/)D* ^ Я 2 (D'/U) > Я 2 (£)*)

I V Ь Iе (п)
Я 1 (D'T) —• Я 1 ( Г ) D r -> Я 2 (0J./IF) - ^ Я 2 (Лу),

в которой вертикальные стрелки являются отображениями огра-
ничения. Из слабой аппроксимационной теоремы для D* выте-
кает, что D'/U ~D*TjW, т. е. а и у являются изоморфизмами.
Если известно, что отображение б (или даже его ограничение
на Inn):) инъективно, то из диаграммы (11) легко получается,
что

Я'(^) Л * = 1 т р + 1тф. (12)

В смысле отождествления (9) любой элемент из Im р + Im ф
на пересечении [£)*, D'] f] [W, D'T] =GK f] [W, D'T] индуцирует
тривиальный гомоморфизм, поэтому из (12) вытекает равен-
ство [U, D'] = GK()[W, D*TY, в частности, подгруппа [U,D*] от-
крыта.

Таким образом, если бы нам была известна инъективность
•отображения б: Я 2 (DJ.) -> Я 2 (£)*) (или даже инъективность
•ограничения б на образ в Я2(£)^.) прямого предела \imlH2 (D*T/W^
:по всем открытым нормальным подгруппам W a Z)J.), то мы
получили бы доказательство теоремы 3, не использующее тео-
ремы 4, и, в частности, другое доказательство самой теоремы4.
Тем самым обнаружена связь теоремы 3 с проблемой вычисле-
ния Кег б, которую естественно называть слабой метаплектиче-
ской проблемой (терминология связана с соответствующими по-
нятиями, используемыми при исследовании конгруэнц-проблемы,
см. § 9.5). На эту связь впервые указал Рапинчук [6] при ис-

•следовании (сильной) метаплектической проблемы. К сожалению,
непосредственного вычисления Кег б, или даже Кегб| nmH2{D*/W)

пока не получено, однако Рапинчуком [6] была доказана
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тривиальность ядра соответствующего отображения для
группы G, а именно отображения 8: #2(GT)->-H2(GK), где,
как и выше, рассматриваются непрерывные когомологии с коэф-
фициентами в тривиальном дискретном модуле /, а группа GK
считается наделенной дискретной топологией. В указанной ра-
боте тривиальность Кег G выводилась из теоремы 3, доказатель-
ство которой было получено Рагунатаном [7] другим способом.
Здесь мы будем рассуждать в обратном направлении, а именно,
покажем, что теорема 3 может быть получена из утверждения
о тривиальности Кег 8, а затем воспользуемся следующим ре-
зультатом:

Теорема 12 (слабая метаплектическая гипотеза). Предполо-
жим, что п>2. Тогда отображение 8: H2(GT)-+- H2(GK) инъ-
ективно.

Доказательство теоремы 12, которое мы проведем в § 9.5
в связи с обсуждением конгруэнц-проблемы, использует резуль-
таты работы Прасада, Рагунатана [5]. Отметим, что утвержде-
ние теоремы 12 остается справедливым при л = 2, однако здесь
тривиальность Кег 6, как и в работе Рапинчука [6], нужно
выводить из теоремы 3, которая для тела кватернионов уже до-
казана.

Вывод теоремы 3 для п > 2 из теоремы 12 проводится по
описанной выше схеме. А именно, пусть UC^GK — нормальная
подгруппа, открытая в Г-адической топологии, W — ее замы-
кание в группе GT', тогда U = GK f] W. Рассмотрим аналогич-
ную (10) коммутативную диаграмму

Я 1 (GK/U) -> Я 1 (GK) -> Я ' (Uf* -> Я 2 (GK/U) -> Я 2 (GK)

j« Jp fv | e Je (13)
Я 1 (GT/W) -> Я 1 (GT) -> Я 1 {WfT -> Я 2 (GT/W) -> Я 2 (GT),

вертикальные стрелки в которой являются отображениями огра-
ничения, а строчки — начальными отрезками спектральных по-
следовательностей Хохшильда — Серра, отвечающими расшире-
ниям l-+U-*-GK-+GK/U-+l и 1-+W-+GT-*~GT/W-+1. Сла-
бая аппроксимационная теорема для группы G показывает, что
GK/U ~ GT/W, так что а и б являются изоморфизмами. Далее,
теорема 4 позволяет утверждать, что естественное отображение
GK/[GK,GK]-+ GT/[GT,GT] является изоморфизмом, и тогда р —
также изоморфизм. Используя эти факты и инъективность 6
(теорема 12), из диаграммы (13) легко получить, что у
является изоморфизмом. Но Я 1 (U)Gк = Hom(U/[U, GK], J)>
Hl (WfT = Horn (W/[W, GT], J), поэтому доказанное означает,
что вложение U<^W индуцирует изоморфизм U/[U, GK] C=L
^W/[W, GT], В частности, [U, GK] = U f][W, GT] открыто в
Г-адической топологии.
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Таким образом, мы показали, что если нормальная подгруп-
па U с GK открыта в Т-адической топологии, то взаимный ком-
мутант [0, GK] также открыт. Пусть теперь F<^GK— произ-
вольная Т-адически открытая подгруппа; покажем, что комму-
тант [F, F] также открыт. Без ограничения общности можно
считать подгруппу F нормальной в D*. Обозначим через U за-
мыкание [F, F] в 7-адической топологии группы GK- Тогда из
доказанного выше утверждения вытекает открытость взаимного
коммутанта [U, GK], так что

U = [U,GK][F,F]. (14)

С другой стороны, факторгруппа U/ [F, F] абелева, ибо U с F
в силу открытости F, и, значит, лежит в центре группы D*/[F,F]
(следствие из предложения 3). В частности, [0, GK] <= [F, F],
так что из (14) получаем равенство U = [F,F], что и требо-
валось.

Завершает настоящий параграф доказательство теоремы 2.
Нам понадобится следующее усиление предложения 1:

Предложение 5. Пусть D — тело кватернионов, j t G D ' , W —
конечный набор максимальных подполей в D. Тогда для любого
конечного подмножества В с NrdD /^ (£)*) П П K*v

 u любой не-
центральной нормальной подгруппы N с GK найдется такой
элемент я GE ./V, что В с NrdD/K{L*K{xn)*) для любого L G T .

Доказательство. Положим ^ 0 = \v GE VK \ В cz NrdD /K (L*)

для любого L^W}. Поскольку для почти всех v GE vf рас-
ширения Lv/Kv{L GE 4?) являются неразветвленными, а элементы
из В — и-адическими единицами, T O S = V * \ V O — конечное мно-
жество. Кроме того, из условия В cz NrdD / K (£)*) Г) П ^С*2, оче-
видно, вытекает, что S не пересекается с множеством Т[]Тсо.
Поскольку в данном случае Т = То, то из лемм 3 и 4 вытекает
существование такого n^N, что K(xn)v ~ /(„©/(„ для всех
v GE S. Тогда

B<=NrdDoiKv((L®KKvYKv[xnY) для всех v GE V*.

Перейти от локальных норм к глобальным можно либо с по-
мощью предложения 6.11, либо воспользовавшись следующим
соображением, приспособленным непосредственно к нашему слу-
чаю. Пусть a GE В, L GE W. Тогда выражение NL/K(CL) —
— aNк(хп)/к{Ь) является 4-мерной квадратичной формой отно-
сительно координат элементов OGEL, b^K(xn), и условие
a GE NrdD/K{L*K{xn)*) эквивалентно тому, что эта форма пред-
ставляет нуль в К- По теореме Минковского — Хассе доста-
точно проверить представимость нуля над всеми пополнениями
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/Со, где она является следствием условия а е Nrdzw^ ((L ® к

<8> KKvY Kv [xn]'). Предложение доказано.
Как обычно, будем в дальнейшем предполагать, что N с GR

является нормальным делителем в D*. Для O G F обозначим
через Фи открытую подгруппу в /Г конечного индекса, не со-
держащую — 1, и положим Н= (NT J ] фЛ П D*. Легко видеть.

V !1ЕГ )

что Я является 7-адической открытой подгруппой в D* конеч-
ного индекса, причем H[\GK = NT[\GK = N в силу условия
— 1 ф.Ф». Рассмотрим естественное действие группы Я на фак-
торгруппе N/N посредством внутренних автоморфизмов и обо-
значим через F ядро этого действия.

Лемма 11. Для любого х ЕЕ D* найдется n^N со свойством
H = (K{xn)*(]H)NF.

Доказательство. В силу теоремы 8 факторгруппа N/N ко-
нечна, и поэтому из конечности индекса [D*: Я] вытекает ко-
нечность индекса [D* : F]. В частности, конечна факторгруппа
ЫГС1В/А;(£)*)/NrdD/K(F); обозначим через q число ее подгрупп.
Далее, выберем конечное подмножество В представителей смеж-
ных классов NrdD/K(H)/NrdD/K(F) и заметим, что в силу на-
ших построений В a NrdD /^ (D*) f] П ^С*2- Поэтому из предло-

жения 5 при помощи индукции выводится существование таких
гц = 1, п2, . . . , n , + 1 E J V , что B<=NrdD/K(K(xni)*K(xn,)*) при
1 ^ Г < / ^ 9 + 1 . ИЗ определения числа q вытекает, что для
некоторых 1Ф] образы NrdD/K (К (xrii)*) и NrdD/K (К (xtij)*)
в NrdD/K(D*)/NrdD/K(F) совпадают, и тогда для п = nt имеем

Nrdzw (Я) = В NrdD/к (F) a N r d w (К (xn)') NrdD/K (F). (15)
Покажем, что Nrcb/к (Я) П NrdD/^ (К {xn)') = NrdD!K (Н (] К (хп)').
Это вытекает из следующего утверждения:

Лемма 12. Пусть L /К — квадратичное расширение, Т cz VK —
конечное подмножество и W cz LT = Ц (L(g>KKvY— произ-

леГ

вольная открытая подгруппа. Тогда
NLIK (Г) П NLT/KT (W) = NL!K (Г П W).

Действительно, если для a^L*, b^W имеем NLIK.(O) =

== NLT/KT (b), то ab~{ e= ST, где S = RL}K (Gm) — соответствующий
норменный тор. Из предложения 7.8 вытекает, что S обладает
слабой аппроксимацией относительно любого конечного подмно-
жества, поэтому пересечение (ab~lW)f]SK непусто, т. е. содер-
жит, скажем, элемент с. Тогда a r 1 G I * f ) W и Ыь/к{ас-х) =
= NL/K{CL), ЧТО И требовалось.

Теперь (15) можно преобразовать к виду
(хп)' f] Я) NrdD/K (F),
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откуда Н = (/((хл)* П Щ (GKf)H)F, и остается воспользоваться
тем фактом, что GK() H = N. Лемма доказана.

Предположим теперь, что факторгруппа T = N/N нетри-
виальна. Из теоремы 3 вытекает, что Г совпадает со своим ком-
мутантом и, следовательно, не может быть разрешимой. По-
этому заменяя ./V на прообраз при естественном гомоморфизме
N-+N/N максимальной разрешимой нормальной подгруппы
группы Г, мы сведем нашу задачу к случаю, когда Г не содер-
жит разрешимых нормальных делителей. Тогда, в частности,
центр Г тривиален, так что F[)N = N, и мы имеем вложение

Как мы видели при доказательстве теоремы 3 для тела кватер-
нионов, из открытости Н в 7-адической топологии вытекает от-
крытость множества Z ={z =xx(x)~l\x GE Н), так что N<=ZN.
С другой стороны, для любого х <ЕЕ Н найдется у <= D* со свой-
ством х{х) = уху-1, и, следовательно, z = xx {х)~{ = [х, y]^GKf]

Г) \NT П Ф О , у] <= GK П N r = N. Поэтому Z c= iV и N = ZN. У читы-
L ЛЕГ J

вая соотношение хх(х)-1 = X2NTUD/K(X)-1 И включение /C*.ci F,
получаем, что Г = Д2. Таким образом, из леммы 11 вытекает,
что мы находимся в условиях применимости следующего ут-
верждения из теории групп:

Лемма 13. Пусть Г — конечная группа. Предположим, что Г
вкладывается в такую конечную группу А, что выполняются
следующие условия:

1) Д2 = Г;
2) для любого J G A найдется такая содержащая g абелева

подгруппа В (g) а А, что А = В (g) Г.
Тогда множество Гг ={g e T|g 2 = е) является нормальной

подгруппой в Г.
(Отметим, что применяя лемму 11 в нашей ситуации, мы для

g = xN берем в качестве B(g) образ в Д пересечения К(хп)* [} Н
из леммы 11.)

Доказательство. Рассмотрим отображение i|r. Д—>-Г, i|>(g) =
= g2. Тогда из условия 1) получаем, что

[Д]= £ [ЧГ'(А)]. (16)
4Г

С другой стороны, если А Ё Г И h = g2, ^ Е Д , ТО \|Н (п) =э
^>gB(g)2, и поэтому

fo-1 (h)] > [В (g)2] > [(В (g)/(B (g) П Г))2] = [(Д/Г)2] = [А/Т]. (17)

Здесь мы воспользовались тем фактом, что для любой конечной
абелевой группы В и любой ее подгруппы С справедливо нера-
венство [В2]^[(В/С)2]. Сопоставляя (16) и (17), получаем,
что [г|)-' (ft) ] = [А/Г] для любого А е Г , и если h = g2, то
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•ф-'(Л) = gB(g)2. В частности, Д2 = т!р-1(е) = £(<?Ь является
подгруппой в Д. Поэтому Гг = Г П Дг является подгруппой, при-
чем, очевидно, нормальной в Г. Лемма доказана.

Поскольку мы считаем, что Г не имеет разрешимых нор-
мальных подгрупп, то из леммы 12 вытекает, что Г2 = (е), т. е.
порядок Г нечетен. Но тогда по теореме Фейта — Томпсона раз-
решимой является сама группа Г — противоречие. Можно рас-
суждать и не используя теорему Фейта — Томпсона. Действи-
тельно, как мы отмечали в начале доказательства теоремы 2,
для любого JCGGJ( элементы х и х-1 = х(х) сопряжены в D*.
Если к тому же х е л , то из предложения 3 получаем, что об-
разы х и х~1 в Г сопряжены (в Г). Отсюда следует, что если
§ е Г и g2 Ф е, то множество {h e Y\hghrx e {g, g~1}} состоит
из двух смежных классов по централизатору элемента g. Тем
самым если группа Г нетривиальна, то она обязательно имеет
четный порядок, и, следовательно, Гг¥=(е).

Таким образом, мы завершили доказательство теорем 2—4,
которое потребовало развития специфического аппарата, на-
званного нами в [4] мультипликативным арифметическим ме-
тодом. Мы сознательно изложили основные результаты муль-
типликативной арифметики в несколько большей общности, чем
это надо для доказательства сформулированных теорем. Есте-
ственно, что стремление к такой общности не является здесь
самоцелью, а отражает нашу уверенность в том, что использо-
вание развитой техники позволит в будущем доказать гипо-
тезу 2 для всех групп G, являющихся внутренними формами
типа Ап- В то же время пока мы не имеем практически никаких
результатов для алгебраических групп вида G = SUi(D), где
D — конечномерное тело с инволюцией т второго рода, которые
относятся к внешним формам типа Ап. Здесь, по-видимому, сле-
дует начать с получения аналогов теорем 3, 4. Отправным пунк-
том должно стать доказательство совпадения коммутанта уни-
тарной группы Ui(D) = {x(^D*\xx*= 1} с SU{{D)= Ui(D){]
(]SLi(D), что явилось бы аналогом неоднократно использован-
ного нами равенства SLi (£)) = [£)*,£)*]. Один из возможных пу-
тей видится здесь в использовании тривиальности приведенной
унитарной группы Уайтхеда SUK{ (D) = 2^/2т(см. § 7.2), где
2^ —подгруппа элементов в D* с симметрической относительно

т приведенной нормой, 2 Т порождена симметрическими элемен-
тами. А именно, пусть a^SUi(D) — элемент, порождающий
над центром L тела D максимальное подполе Р. Тогда х(Р) =
— Р и Np/M(a)= аах = 1, где М—подполе симметрических
элементов в Р. Поэтому по теореме 90 Гильберта a = b(bx)~l

для некоторого b e Р. При этом

c (bx) = Nrdzw {b О Т ' ) = NrdD/^ (a) = 1,
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так что & G S , . И З тривиальности SUKi(D) вытекает существо-
вание таких симметрических tx, ..., tr^D*, что b=tu ..., tT,
и тогда

a = U ... trtT1 ... t~\ (18)

Можно ли преобразовать (18) таким образом, чтобы получить
для а выражение в виде произведения коммутаторов из группы
Ui(D)? Мы рекомендуем читателю поразмышлять над этим (не-
решенным) вопросом.

§ 9.3. Группы классических типов

Цель настоящего параграфа — доказать теорему 5. Если рас-
суждения предыдущего параграфа основывались на использо-
вании внутренней структуры исследуемой группы G, то здесь
ключевую роль играет наличие у группы G, относящейся к од-
ному из рассматриваемых типов, удобной геометрической реали-
зации. Исходная идея основана на том факте, что все рассмат-
риваемые классические серии «вырастают» из групп типа
А\{В\ = Сх = А\, D2 = А\-\- А\), для которых описание нор-
мальных делителей дает теорема 2, и задача сводится к обос-
нованию возможности индуктивного перехода от низшей раз-
мерности к высшей в вопросе описания нормальных делителей.
Здесь удобно условиться о следующей терминологии. Будем гово-
рить, что для односвязной полупростой /(-группы G в группе GK
имеет место стандартное описание нормальных делителей, если
существует такое конечное подмножество S с VK, что любой
плотный по Зарисскому нормальный делитель N <= GK является
открытым в GK В S-адической топологии.

Лемма 14. 1) Если нормальный делитель N<=GK открыт
в S-адической топологии, то он открыт и в Sf-адической топо-
логии, где Sf = S{]Vf.

2) Для простой односвязной К-группы G стандартное опи-
сание нормальных делителей в GK имеет место в том и только
том случае, если для нее справедлива гипотеза 2.

3) Если полупростая односвязная К-группа G имеет вид
i

G = I J RL./K {Gi), где Gi — простые Li-определенные группы, то

стандартное описание нормальных делителей в GK имеет место
в том и только том случае, если оно имеет место во всех груп-
пах (Gi)Li- В частности, если все простые компоненты G имеют
тип Аи то для нее имеет место стандартное описание нормаль-
ных делителей.

Доказательство. 1) Если N = GKC\W, где W a Gs — откры-
тое подмножество, то из свойства слабой аппроксимации для
<? (предложение 7.9) вытекает, что замыкание Ns группы N в Gs
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содержит W и поэтому является открытой нормальной подгруп-
пой. Так как для v e V%> группа GK,V не имеет нецентральных
нормальных подгрупп (предложение 7.6), то рассуждая как и
при доказательстве леммы 3, получим, что NS = G к X ^ s >.

причем Ns,—открытый нормальный делитель в Gsf- Учиты-
вая, что N является S-адически замкнутым в GK, отсюда полу-
чаем N = GK П NS = GK П Nsf, т. е. N открыт в 5гадической то-
пологии.

2) Если для GK: выполняется гипотеза 2, то, очевидно, для
нее имеет место стандартное описание нормальных делителей
относительно множества S = Т. Обратно, если в GK имеет ме-
сто стандартное описание нормальных делителей относительно
множества S, то из формулы Ns = Nsnr X Gs\(snr) Для замы-
кания Ns нормального делителя JV с GK В S-адической тополо-
гии (см. лемму 1) вытекает, что любой нецентральный нормаль-
ный делитель замкнут в (5 П 71)-адической топологии и тем бо-
лее— в Г-адической топологии, что в силу леммы 2 равносильно
справедливости гипотезы 2.

3) Имеем GK ~ TL(G[)L., причем для любого конечного под-

множества S c F S-адическая топология на GK совпадает
с произведением 5,-адических топологий на группах (G,-)iz, где
Si состоит из всех продолжений на Li нормирований из S. От-
сюда, в частности, следует, что если стандартное описание нор-
мальных делителей имеет место в группе GK относительно мно-
жества 5, то оно имеет место в каждой из групп {Gi)L. относи-
тельно Si. Обратно, из стандартного описания нормальных
делителей в группах (Gi)Li относительно подмножеств St cz V l

вытекает стандартное описание в группе GK относительно под-
множества S = У VI, где Vi состоит из ограничений на К нор-
мирований из 5,-. Последнее утверждение п. 3) вытекает из тео-
ремы 2. Лемма 14 полностью доказана.

Пусть теперь G — простая односвязная /(-группа одного из
типов, указанных в теореме 5. В силу результатов § 2.3 имеется
естественное действие группы G на пространстве W = W ®л; К,
где W — /л-мерное пространство над некоторым телом D с ин-
волюцией т, причем это действие сохраняет эрмитову либо ко-
соэрмитову форму f на W. Все возникающие при этом типы
форм перечислены в списке, приведенном в конце п. 4 § 2.3,
к которому мы будем постоянно обращаться. Отметим, что в си-
туации п. 1) этого списка (группы типа 2Ап) по условию имеем
D = L—квадратичное расширение поля К. С другой стороны,
в ситуации п. 3) группа G является /(-разложимой, и проектив-
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пая простота группы GK здесь хорошо известна (см. § 7.2); тем
•самым мы имеем полное право исключить этот случай из даль-
нейшего рассмотрения. В остальных случаях в пространстве W
•существуют анизотропные относительно f векторы, и можно
воспользоваться следующим утверждением, которое играет клю-
чевую роль при доказательстве теоремы 5.

Теорема 13. Пусть m ^ m0 + l , ^ e W— произвольный ани-
зотропный вектор и G(x)— его стабилизатор. Тогда если в груп-
пе G(x)K имеет место стандартное описание нормальных дели-
телей, то оно имеет место и в группе GK.

(Число /по для каждого типа форм было указано в списке
из п. 4 § 2.3. Отметим, что при m ^s m0 + 1 группа G(x) одно-
связна и полупроста (предложение 2.21), и поэтому можно го-
ворить о стандартном описании нормальных делителей в G(x)K-)

Доказательство. Пусть теперь N cz GK — произвольный не-
центральный ( = плотный по Зарисскому) нормальный дели-
тель. По условию существует такое конечное подмножество
S cz VK, что любой плотный по Зарисскому нормальный дели-
тель группы G(X)K является открытым в S-адической топологии.
При этом в силу утверждения 1) леммы 14 можно без ограни-
чения общности считать, что S czVf. Поскольку N имеет ко-
нечный индекс в GK (теорема 8), то пересечение G(x)Kf\N
имеет конечный индекс в G(x)K и, в частности, плотно в G(x)
в топологии Зарисского. Так как S cz Vf, то найдется такая
•открытая подгруппа U с G$, что

G(x)K(]UczG(x)K(]N. (1)

Положим Х = {у^ W\f(y)=f(x)}. Мы покажем, что

орбита {U [\N)x открыта в GKx в So-адической топологии, (2)

где S0 = S\jV*.

Тогда из непрерывности действия Gs0 на Xs0 вытекает суще-
ствование такого открытого подмножества В с Gsa, содержа-
щего единицу, что (В f\ GK)x cz(U(] N)x. Пусть N — замыкание
N в GK В So-адической топологии. Тогда U (] N плотно в U [) N
относительно этой топологии, и, в частности, U О N cz(U f)N) (В [)
{] G к). Отсюда следует, что

(U П N) х с (£/ П N) (В П GK) xcz(U(]N)x,

и поэтому U Г) N <=• (UJ) N) (G (х)к П U) cz N в силу (1). Но N =
— (U(]N)N, так что N = N, и теорема доказана.

Итак, осталось доказать (2). Для этого введем одно техни-
ческое понятие. Будем называть вектор z e W регулярным,
если f(z)^D*. Более общо, D-подмодуль V cz W называется



584 1 Х- СТРОЕНИЕ ГРУПП РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧЕК

регулярным, если он свободен и его дискриминант относительно»
некоторого (эквивалентно, произвольного) D-базиса лежит в Я*.

Лемма 15. 1) Вектор г е W регулярен в том и только том,
случае, если он анизотропен, а для D-подпространства V cz W
D-подмодуль V <%>к Я регулярен в том и только том случае, если
V невырожденно.

2) Если г е W — регулярный вектор, то Z = {z'^ W\f(z') =
= f (г)} является однородным пространством группы G.

Доказательство. Утверждение 1) очевидно. Для доказатель-
ства 2) рассмотрим произвольный анизотропный вектор х е W.
Тогда существует такой элемент d^D*, что f{z)=f(xd). Так
как согласно теореме Витта (теорема 2.11) многообразие {у е
е W\f(y)= f{x)} является однородным пространством группы
G, то это же справедливо и для Z. Лемма доказана.

Положим Y = {(y,z,g)^ XX.XX G\gx = у, gz = z) и обо-
значим через Уо подмножество в Y, состоящее из таких (y,z,g)y

что:
а) (л: — у) — регулярный вектор;

б) .D-подмодуль в W, порожденный х и г, является

£>-свободным и регулярным. (3)

Рассмотрим, далее, проекции

р: Y-^XXX, p(y, z, g) = (y, z),

q: XXX-^X, q(y, z) = y.

Очевидно, p(Y)czF={(y,z)e=XXX\f(z,x) = f(z,y)}. При
этом p(Y0)czF0:, где Fo состоит из пар (у, г), удовлетворяю-
щих (3).

Лемма 16. Подмножества YoczY, FoczF являются непу-
стыми и открытыми в топологии Зарисского, а морфизмы
р: Уо-^^о и q: Fo-^-X—доминантными.

Доказательство. Ясно, что D* является открытым по Зарис-
скому подмножеством в D, поэтому множество векторов г^е W,
удовлетворяющих условию а) в (3), являясь прообразом D* при
отображении yy->f{x — у), также открыто. Аналогично пока-
зывается, что множество векторов z e W, удовлетворяющих б),
открыто. Отсюда следует открытость подмножеств Уо с^ Y, Fо cz F.

Обозначим через Хо подмножество в X, состоящее из та-
ких у, что выполняются следующие условия:

(i) вектор х — у регулярен;
(ii) .D-подмодуль, порожденный х и у, является ,..

.D-свободным и регулярным;

(Hi) f(x-y,x)e=D' и f(x-y,x)-lf(x-y,y)-le=D\

Из предыдущего ясно, что Хо является открытым по Зарисскому
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подмножеством в X. Кроме того, если у е W обладает свой-
ствами: у А-Х и f(y)=f{x), то непосредственно проверяется, что
i/eXo, и тем самым Хо ф 0. Поскольку из теоремы Витта вы-
текает неприводимость X, то Хо является открытым плотным
в X подмножеством. Покажем, что Хо cr q{F0), откуда будет сле-
довать непустота Fo и доминантность морфизма q: FQ-*~X.

Итак, пусть i / e l o ; положим А. = — f ( x — y,x)-1f(x — у, у), t =
= хк + У- Непосредственная проверка показывает, что векторы
t, х — у образуют ортогональный D-базис £>-подмодуля, порож-
денного х и у. Поэтому вектор t регулярен, и подбирая d e D*
таким образом, чтобы f(td) = f(x) для z = td, будем иметь
(i/,z)efo, и все доказано. Для доказательства оставшихся
утверждений леммы покажем, что p(Y0) = F0, т. е. если
(у, z)^F0, то y = g(x) для подходящего g <= G со свойством
gz = z. В силу теоремы 2.11 найдется h e G со свойством
hx = z. Тогда, полагая Х\ = h~lx, у\ = п^у, легко видеть, что
для построения g достаточно найти такой s e G(x), что sx\ = у\.
Обозначим через Wo ортогональное дополнение к х в W и по-
ложим X2 = xl—xf(x)-if(xux), y2 = y\ — xf{x)-lf{yux). Тогда
хъ й е ^ ^ ^ о й Д , f (x2) = f (у2)_н векторы х2, у* регулярны.
Тогда, применяя к пространству Wo утверждение 2) леммы 15
и учитывая, что группа G(x) совпадает с универсальной на-
крывающей специальной унитарной группы пространства Wo,
мы и получаем требуемое. Лемма 16 доказана.

Переходим непосредственно к доказательству утверждения
(2). При этом нам будет удобно считать, что открытая под-

труппа UczGs в (1) имеет вид U=J[ Uv>
 гД е UvczGK —

открытая подгруппа для каждого о е 5 (этого всегда можно
достичь, уменьшая U). Положим £/о= f/XGs \ s = П Uv, где

0 S
«читаем Uv = GKv для u<=S0 \ S = Vi, С = (У0)5с П (XsaX Uox X С/о) •

Лемма 17. 1) Многообразия Y и Fo неприводимы.

2) С= Ц С„, где Cv с Y0K —непустое открытое в v-адической

•топологии подмножество, плотное в топологии Зарисского.
Доказательство. Рассмотрим отображение qp: P=Gy(

XG(x)-+XXXXG, (g,h)^((ghg-l)x, gx, ghg~l). Используя
•теорему Витта, легко показать, что ф(Р) = У. Отсюда вытекает
неприводимость Y, а следовательно, и неприводимость Fo, ибо
Уо открыто в У, а морфизм р: YQ-^-FO доминантен (лемма 16).

Легко видеть, что С = Д С„, где CV = (YO)K (](XK XUvxXUa),
lisS,

и поэтому из предложения 3.3 вытекает открытость Cv с YKV.
«С другой стороны, C0=>9((£/0X(G(je)n UV))(\PO), где Ро =
= Ф~1(Уо). В силу гладкости »й' неприводимости Р множество
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Uv ~X.{G(х)О Uv) является плотным (лемма 3.2), а множеств»
Ро — открытым по Зарисскому в Р, откуда без труда следует-
плотность Cv. Лемма 17 доказана.

Для каждого O G S 0 ИЗ ПЛОТНОСТИ CV В Y вытекает существо-
вание такой простой точки с е Cv, что b =p(c) — простая точка
многообразия Fo и дифференциал dcp: Tc{Y)-+Tb{F) сюръекти-
вен. Тогда в силу предложения 3.3 p(Cv) содержит открытое
в и-адической топологии подмножество Bv cz F0Kv, плотное в
топологии Зарисского. Применяя это рассуждение еще раз, по-
лучим, что q{Bv) содержит открытое в Хк подмножество Ev..

Положим В —-- J J Bv, Е = Ц Ev. Тогда для доказатель-
DE5O UG5 0

ства (2) достаточно установить включение

Пусть у е Е П Хк. Тогда по построению найдется такая
точка zeXs,,, что ( I / , Z ) E B . ЕСЛИ Г = (Z O ) O e s 0 , то для лю-
бого » G S 0 имеем

f{zv, x) = f{zv, у),

f(zv) = f(x).

Таким образом, если обозначить через g ограничение формы /
на ортогональное дополнение Wo к вектору (л: — у), то для
многообразия Z =-• {t e Wo ®А: К \g {t) = f {x)} имеем ZKV¥:=0

IS

для всех » е 5 о ; в частности, ZK. Ф 0 для v e Foo. Так как
т ^ /по + 1, то dim Wo = m—1^/ло- Поэтому сопоставляя
значения числа т0 с минимальными значениями размерности
в утверждениях Г, 2—3 из § 6.6, получаем, что ZK=£0. Далее,,
существует такая окрестность / cz ZsB точки z, что (y,J)czB.
Согласно следствию 2 из предложения 7.4 многообразие Z об-
ладает слабой аппроксимацией, в силу чего найдется точка z e
e Z s f l / . Тогда {у, г ) е / ) ( С ) , т. е. z^Uox, и подпространство,
натянутое на х, г, является невырожденным. Воспользуемся
теперь следующим утверждением:

Лемма 18. Пусть заданы К-определенное действие алгебраи-
ческой К-группы Н на алгебраическом К-многообразии М и
конечное подмножество S cz VK, содержащее V*L. Если х е Мк —
такая точка, что стабилизатор Н (х) полупрост и односвязену

то для любой открытой подгруппы U cz Hs справедливо равен-
ство MK[\Ux={H K[\U)x.

Доказательство вытекает из справедливости для Н (х) прин-
ципа Хассе (теорема 6.6) и свойства о слабой аппроксимации
(предложение 7.9). Действительно, пусть y^MKf\Ux и у = пх,.
где А Е Я ^ , Тогда для любого о е Gal {К/К) элемент аа =
= h~\a{h) лежит в Н(х), причем семейство {аа} определяет
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коцикл ^ e H ' ( i ( , f l ( j c ) ) . Так как по условию у <= Нквх Для о е
SZDV^,, TO & лежит в ядре отображения Н1(К, Н{х))—>-
-*• П Н1 (Kv, Н (х)). Поэтому из справедливости для Н (х) прин-

дипа Хассе получаем, что коцикл | тривиален, т. е. а 0 =
= h~la(li) = g~la(g) для подходящего g ^ Н (х) и для всех
а <= Gal (Я/Л). Тогда h' = hg-{<=HK и y = h'x<=HKx. Итак,
y = h\x = h2x, где h{(=HK, h2^U. Тогда г =/jf'fe e Я (x) s>

и по свойству слабой аппроксимации существует элемент ^ е

е = Я ( * ) * П И Я ( * Ь П £ / ) ) . Имеем Й 1 * е Я * П £ / и У = Ш)х<=
•е(#кП С/) я. Лемма доказана.

Применяя лемму 18 к действию G на X, с учетом односвяз-
ности G(x) (предложение 2.21) получим, что Хк(]иох =(GKf\
Л С/о)* и, в частности,

z = gx, g^GK(]U0. (6)

Далее, по построению (у, г) е р (С), т. е. г/ <= (G (z)SoD С/о)*. По-
этому, применяя лемму 5 к действию группы G(z) на X, что
возможно, ибо в силу предложения 2.21 группа G(x,z) опять
односсязна, получим, что

y = hx, h<=G(z)K0U0. (7)

Поскольку G(z) = gG(x)g~\ то из (6), (7) вытекает, что й е
GG(z)K(]Uo=g(G(x)K(]Uo)g~[ = g(G(x)K(]U)g^czN П U.
и у = hx ^(NП U)x. Доказательство теоремы 13 завершено.

Доказательство теоремы 4. В силу утверждения 2) леммы 14
достаточно показать, что в GK имеет место стандартное описа-
ние нормальных делителей. Это получается из теоремы 13 при
помощи индукции по степени т рассматриваемой группы. Так
как указанные в теореме 4 типы в точности отвечают условию
т ^ /по + 1, то индуктивный шаг очевиден, и остается дать
обоснование базы индукции в каждом случае. Другими словами,
нужно в /л-мерном пространстве W над D при т = т0 + 1
иайти такой анизотропный относительно / вектор х, что в группе
G (х) имеет место стандартное описание нормальных делителей.
Но в случае 1) из списка классических групп (см. § 2.4, п. 4)
при D = L, т = /по + 1 = 3 и в случае 4) при т = т0 + 1 = 2
.для любого анизотропного вектора х е W группа G(x) имеет
тип Ль и поэтому в G(X)K имеет место стандартное описание
нормальных делителей (утверждение 3) леммы 14). Аналогично,
в случае 2) при т = т 0 + 1 = 5 группа G(x) имеет тип D2 =
••=А\-{-А\, и опять применима лемма 1. Немного сложнее раз-
бираться со случаем 5), т = т0 + 1 = 4. Здесь группа Н =
= G(x) имеет тип D3 = As- Покажем, что вектор х е W мож-
но выбрать таким образом, чтобы группа Н оказалась либо
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/(-изотропной (и тогда отсутствие собственных нецентральных
нормальных делителей в Нк вытекает из теоремы 1), либо груп-
пой вида SUi(f), где f — эрмитова форма над квадратичным
расширением L/K, которые мы уже рассмотрели. При этом ис-
пользуется следующий признак:

Лемма 19. Пусть Н — простая односвязная К-группа типа
Л3. Предположим, что Н становится разложимой над некоторым
квадратичным расширением L/K. Тогда Н есть одна из сле-
дующих групп: SL^, SL2{D), D — тело кватернионов над К;,
Sf/4(/), где f — невырожденная эрмитова форма над L.

Доказательство легко получается из описания всех групп
типа Л„(см. § 2.3).

Тем самым остается построить такой анизотропный вектор
х е W, что для группы H=G(x) выполняются условия лем-
мы 19. Сначала покажем, что в пространстве W найдутся век-
торы е ь е2, удовлетворяющие условиям

eyLe2, f{el) = f{e2)*=0. (8)

С этой целью для каждого v e V„о найдем такие регулярные
в е к т о р ы sv, tv(=W®KKv, что sv_Lt", f(sv) = f{tv). И с п о л ь з у я
слабую аппроксимацию в пространстве W и процесс ортогона-
лизации, можно построить такие векторы s, ( e W, что s _L t и

f(s)e=f(svDl), f(t)<=f(tvDl) (9>

для всех г е У ^ . Положим el = s и покажем, что в ортого-
нальном дополнении Wo к вектору е\ найдется вектор е2, для
которого f{e2)=f{e\). В силу утверждения 3 из § 6.6 доста-
точно для каждого » e F найти вектор ev е Wo ® к Kv такой,,
ч т о f ( e v ) = f { e i ) . Н о с о г л а с н о ( 9 ) f(s) = f{s°dl),j{t) = f { t v d 2 )

для подходящих di, d2 e D*v. Тогда вектор ev = td2

ldi e Wo <8IKKV

я в л я е т с я и с к о м ы м , и б о f ( e v ) = f ( t v d l ) = f ( s v d l ) = f ( s ) . Т а к и м
образом, существование векторов е\, е2, удовлетворяющих (8),
установлено.

Положим U = e\D-\-e2D и обозначим через h ограничение
формы f на U. Тогда группа F = SU2(h) относится к типу D2 =
= /41X^1. С другой стороны, F становится разложимой над.
квадратичным расширением Р = К{а) поля К, где а = f(ei) =
= f(e2). Действительно, обозначим через Tt специальную уни-
тарную группу пространства, натянутого на е,-. Тогда 7\ ос
~Rp}iK(Gm), и Т=Т\У^Т2 является максимальным тором в F, от-
куда и следует требуемое. Из отмеченных фактов вытекает,.
что F = F\ X F2 — прямое произведение групп типа А\ над К~
Имеем Fi = SLy{Di), где Di — алгебра кватернионов над К.
Сейчас мы установим существование такого вектора е3 е UL

>

что & = /(е3)=7^0 и поле L ==К(Ь) расщепляет алгебры D\ a
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D2. Утверждается, что тогда в качестве х можно взять любой
вектор, ортогональный еи е2, е3. В самом деле, положим Н =
= G (х) и покажем, что группа Н является L-разложимой. Оче-
видно, Н содержит произведение F X Т3, где Т3 ^ RZ!/K (Gm) —
одномерный тор, являющийся специальной унитарной группой
пространства, натянутого на е3. Но по построению L расщеп-
ляет группу F и тор Тг, и все доказано, ибо ранги Я и произве-
дения F X Т3 совпадают.

Для построения е3 обозначим через 5 конечное подмноже-
ство в VK, состоящее из таких v, что хотя бы одна из алгебр
Div, D2v является телом. Пусть s e S ; тогда в пространстве
UL®KKv найдется такой регулярный вектор uv, что для Ь° =
= f(uv) алгебра Kv[bv] является полем. Действительно, если
Dv — тело, то в качестве и" можно взять произвольный анизо-
тропный вектор; в противном случае следует воспользоваться
тем фактом, что 4-мерная квадратичная форма над Kv всегда
содержит анизотропную бинарную подформу (отметим, что по-
скольку v <= S, то заведомо КвфС). Возьмем в качестве е3

вектор из U1, который настолько близок к векторам и0 для
s e S , что для b=f(e3) алгебры Kv[b] и Kv[bv] изоморфны
при всех s e S (существованиетакой аппроксимации легко уста-
навливается, например, при помощи леммы Краснера, см § 6.4).
Тогда из наших построений и сказанного в п. 1 § 1.5 вытекает,
что поле L=K{b) является искомым. Теорема 5 полностью до-
казана.

Нам осталось провести доказательство теоремы 6. Итак,
пусть G — простая алгебраическая /(-группа типа G2. Хорошо
известно (см. Джекобсон [1]), что G реализуется как группа
всех автоморфизмов алгебры С®КК, где С — некоторая алгебра
октав над К. На алгебре С имеется «норменное» отображение
JV: C—>-K, которое является невырожденной квадратичной фор-
мой степени 8 от координат в базисе С/К- Обозначим через W
пространство «чистых» октав, т. е. ортогональное дополнение
к единице алгебры С относительно билинейной формы ( | ) , ас-
социированной с 7V, И пусть / — ограничение JV на W. Простран-
ство UP = UP <8>к К и форма f инвариантны относительно G, при-
чем, ограничивая действие группы G на W, мы получаем ее из-
вестное 7-мерное /(-определенное представление.

Доказательство теоремы 6 использует следующие свойства
этого представления:

Предложение 6 (теорема Витта). Пусть a, b e W — два ани-
зотропных вектора такие, что f(a) = f(b). Тогда существует
g^G со свойством g(b)=a. Далее, если аи а2 и bu b\ — две
пары векторов из W, порождающих невырожденные относи-
тельно (подпространства, причем f(ai)=f(bi) (i= 1,2), ( a i | a 2 ) =
= {b\\b2), то существует g e G со свойством g(bi)= ai(i= 1 ,2) .
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Предложение 7. Для любого анизотропного относительно f
вектора х е W стабилизатор G (х) изоморфен либо группе SL3,
либо группе SU3(q>), где ф — невырожденная эрмитова форма
над квадратичным расширением L/K, а для пары векторов
х, у е W, порождающих невырожденное относительно f под-
пространство, стабилизатор G(x,y) есть либо SL2, либо SU2(q>).
Таким образом, группы G (х) и G (х, у) являются полупростыми
и односвязными.

Из предложения 7 и теоремы 5 вытекает, что для анизо-
тропного хе W в группе G(x)K имеет место стандартное опи-
сание нормальных делителей, поэтому достаточно установить
в нашей ситуации аналог теоремы 13. Этот аналог действи-
тельно имеет место, причем его доказательство полностью по-
вторяет доказательство самой теоремы 13. Вся необходимая для
этого арифметическая информация сосредоточена в следующем
результате, который непосредсетвенно вытекает из утвержде-
ния 1' в § 6.6 и следствия 2 из предложения 7.4: пусть z e W —
анизотропный вектор, Wo — ортогональное дополнение K Z H Z =
= {х <= W0®KK\f(x) = c}, где с<= К*; если ZKv ф 0 для и <=

IS

е Foo, то ZK¥= 0 . причем в этом случае Z обладает слабой ап-
проксимацией относительно любого конечного подмножества
S с VK. Восстановить детали рассуждений мы оставляем чита-
телю в качестве упражнения.

Существует еще одно доказательство проективной простоты
группы GK. ДЛЯ /(-анизотропной группы G типа G2, принадле-
жащее В. И. Черноусову (неопубликовано)*). Оно основано на
уже использованном нами при токазательстве принципа Хассе
для G факте, что любой максимальный /(-определенный тор
Т с G лежит в ^-определенной подго^'ппе Я с G типа А2 (см.
§ 6.8). Рассмотрим произвольную нецентральную нормальную
подгруппу N cz GK и покажем, что :V = GK. Пусть х е GK. Так
как группа G предполагается /(-анизотропной, то элемент х яв-
ляется полупростым и, следовательно, содержится в некотором
/(-определенном максимальном торе Т с G. Рассмотрим содер-
жащую Т /(-определенную подгруппу Я с G типа Л2. В силу тео-
ремы 8 индекс [GK:N] конечен, откуда, в частности, вытекает,
что пересечение HK[\N является нецентральной нормальной под-
группой в Нк. Поэтому, чтобы установить включение x e i V и
тем самым завершить доказательство требуемого факта, доста-
точно установить проективную простоту группы Нк. Но это бу-
дет следовать из теоремы 5, если показать, что Н имеет вид
SU3(f) для подходящей эрмитовой формы f над некоторым
квадратичным расширением L/K. Для этого воспользуемся тем

*) Можно показать, что любая Л"-группа типа G2 является либо /(-раз-
ложимой, либо /(-анизотропной, тем самым мы получаем другое доказатель-
ство теоремы 6.
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фактом (см. предложение 6.17), что группа G становится раз-
ложимой над квадратичным расширением L/K. Пусть S c G —
— L-определенная подгруппа Бореля. Имеем dim G = 14,
dim H = 8 и dim В = 8, так что dim (В f) H) ^ 2. Отсюда сле-
дует, что группа Н над L становится изотропной. С другой
стороны, список всех возможностей для Я выглядит следующим
образом:

= Г (0 si*,

2 \ (ii) SLi (D), D — тело индекса 3;

2 \ (iv) Si/[ (D), D — тело индекса З,
и ни одна из групп в случаях (ii) и (iv) L-изотропной быть не
может. Доказательство завершено.

§ 9.4. Группы, разложимые над квадратичным расширением

Настоящий параграф посвящен доказательству теоремы 7.
Мы будем вести рассуждения индукцией по рангу / группы G.
При / = 2 группа G относится к одному из следующих трех ти-
пов: Лг, Вг = Сг или G2. Для групп типов Вг или G2 отсутствие
нецентральных нормальных делителей в GK вытекает из тео-
рем 5 и 6. Изучение нормального строения произвольных групп
типа Л2 пока не завершено, однако в нашей ситуации встре-
чаются лишь группы этого типа, разложимые над квадратичным
расширением L/K- Такие группы имеют вид G =SUs{f), где
f — невырожденная трехмерная эрмитова форма над L (см. рас-
суждения в конце предыдущего параграфа), и проективная
простота GK снова вытекает из теоремы 5.

Предположим, что утверждение теоремы справедливо для
всех указанных в ее формулировке групп ранга, меньшего
1(1^:3), и покажем, что оно верно, если ранг группы G ра-
вен /. С этой целью мы установим существование такого откры-
того подмножества U с Goo, что любой элемент g e GK [) V
представим в виде

где элемент gt (i= I, . . ., т) лежит в группе GiK для подходя-
щей простой односвязной /(-определенной подгруппы G; a G,
разложимой над L и имеющей ранг от 2 до /— 1. Тогда если
N a GK — нецентральная нормальная подгруппа, то [GK • N] < 00
(теорема 8), и, в частности, пересечение GiKf\N является не-
центральной нормальной подгруппой в GiK. Поэтому по пред-
положению индукции GiK Г) N = GiK, откуда g^N, и, значит,
GK(] U cz N. Но согласно лемме 1 Nx = Gx, так что NU = Gx
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и N(GK(] U)— GK. Поэтому окончательно получаем, что JV = GK,
и теорема доказана.

Чтобы установить существование разложения (1), нам по-
надобится структурная информация о группе G. Согласно лем-
ме 6.20 существует максимальный /^-определенный тор TczG,
разложимый над расширением L/K. Как мы отмечали после
доказательства леммы 6.20 (§ 6.6), нетривиальный автомор-
физм a e G a l ( L / / ( ) действует на группе характеров \{Т) умно-
жением на (—1), так что для любого корня а е У ? = ^(Г, G)
корневая подгруппа Ga cz G, порожденная одномерными уни-
потентными подгруппами Ua и LLa, определена над К (отме-
тим, что Ga=^SL2 над полем L). Зафиксируем, далее, некоторую
подсистему простых корней П cz R и для любого подмножества
2 cz П обозначим через G s подгруппу в G, порожденную
группами Ga для а е 2. Положим, наконец, 7's = Т (] G s (в ча-
стности, Та= Т f] G a ). Нам понадобятся следующие хорошо из-
вестные свойства (см., например, Стейнберг [2]):

1) для любого подмножества SczII группа Gs является
полупростой односвязной /(-группой ранга, равного [2];

2) если S i D 2 2 = 0 , то G S i nGs 2 =

з) т= П та.
«ЁП

(2)

В каждой группе ( G J ^ a e l l ) выберем элемент wa, кото-
рый является представителем нетривиального элемента wa

группы Вейля W(Ta,Ga), и обозначим через Xi соответствую-
щую «большую клетку» в разложении Брюа группы Ga, т. е.
положим X'a^BaWa.Ba, где Ba = TaUa — подгруппа Бореля в
G a. Так как a ( B a ) = B_a = TaU-.a и o(wa)=wat для подходя-
щего / е Г « , то а (Х'а) = B^awaB-a\ следовательно, многооб-
разие

определено над К и является открытым плотным подмножеством
в Ga. В частности, dim Ха = 3. Положим также Ya = ХаТ =
= ТХа и заметим, что в действительности Уа — Ха X Та\{а]
в силу свойства 2) в (2).

В § 2.1, п. 10 мы отмечали, что множество 5 = - { ш а | а е П }
порождает группу Вейля W=W(T, G), причем пара (W,S)
является группой Кокстера. Рассмотрим элемент ш е У , имею-
щий максимальную длину относительно множества образующих
S. Известно (см. Бурбаки [4]), что такой элемент единствен и
характеризуется тем свойством, что переводит положительные
корни в отрицательные, причем длина г его приведенного раз-
ложения w = wa .. . шаг (a< e П) совпадает с числом положи-
тельных корней (отметим, что среди корней аи заведомо имеют-
ся совпадающие). Положим X = Xul X • • • X Хаг, У = ^а, X • • •
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. . . X ^а , и пусть ф: Y-*-G—морфизм-произведение. Опреде-
лим, кроме того, действие тора Тг~1 на Y следующим образом:
если t = (tu . . . , / r _i)e Г-1, у = (уи ..., г/г)<= Y, то

У* = (УА. 'Г V2- • • • - T-U-i'r-i. С < 0 (4)
(в этом параграфе нам удобно рассматривать «правое» дей-
ствие, а не «левое», как обычно). Из равенств Ya = XaT = ТХа

вытекает, что правая часть (4) попадает в Y, и, следовательно,
действие определено корректно. При этом из (4) непосред-
ственно видно, что стабилизатор в Тг~х любой точки у е Y три-
виален.

Лемма 20. 1) Для любого расширения Р/К имеем у(ХР) =

2) Морфизм ф является доминантным, а его непустые слои
совпадают с орбитами тора Тг~1.

(В современной терминологии утверждение 2), в частности,
означает, что Y является торсером с базой ф(У) и структурной
группой Тг~1.)

Доказательство. 1) Поскольку Ya ~ Ха X ^ п \ {а}, то (Ya)P =
= (Ха)р (Тц\ {а})р. Но, как мы отмечали выше, Т нормализует
Ха, и поэтому ТР нормализует (Ха)р- С другой стороны,
(Ха)р(Та)р =(Ха)р. Используя эти факты, легко показать, что

<Р ( ( Ч ) , х . . . х ( Ч ) , ) = * ( ( * . , ) „ х ••• х (хпг)р).
2) Для пг^г рассмотрим морфизм-произведение ф ( т ) : Y(m) =

= Yul X • • • X ^am->-G и индукцией по т покажем, что слои
морфизма <p'mi> совпадают с орбитами действия тора Тт~[ на
V ( ) задаваемого формулой, аналогичной (4):

(5)

Из (5) вытекает, что ф' т>(г/7' т- |)= (р(тЦу) для любой точки
у е V'm). Поэтому остается показать, что если ф(т)(г/) = ф(т)(2)>
то z = yt для подходящего t^Tm~l. Для т = 1 утверждение
очевидно. Пусть m > 1 и для г/,, г,: е КОг (г = 1, . . . , т) имеем

г/i ••• г/m = 2 i . . . г т . ( 6 )

Положим g = г/тг~г и покажем, что g е Т. Из (3) вытекает,
что Ya cz BwaB П B~waB~, где S — подгруппа Бореля в G, ас-
социированная с системой простых корней П, В- — противопо-
ложная подгруппа Бореля. Покажем, что g e В; аналогично по-
казывается, что g е В~, и тогда g е В [~| В- = Т, что и требова-
лось. Так как группа Ga нормализуется тором Г, то g^GamT.
Если предположить, что g §£ В, то из разложения Брюа
<3a = Ba U #a a>a Ba в группе Ga вытекает, что § е
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е (Samt«amSam) 7" с=Вша т б. Поскольку произведение ша,, . . . , ш а у.
будучи отрезком приведенного разложения w, несократимо, т а
(Вша; . . . WatB) (Bwai+]B) = Вш а [ ... Wai+lB для любого i < пг
(см. Стейнберг [2]), откуда получаем, что

г' = 2i . . . 2 m _ i <= В ш а , • . . ^ат_лВ,

У' = У\ ••• Ут-lg е Bwai . . . WamB.

Но с силу (6) у' — г', что противоречит тому факту, что дзой-
ные смежные классы в разложении Брюа для группы G He-
пересекаются. Итак, g^T. Тогда ym_yg ен Уа , и из соотноше-
ния у' = г' по предположению индукции вытекает существова-
ние таких t\, . . . , /m_2 e T, что

Тогда, полагая tm_x=g и t=(tlt . . . , tm-i), будем иметь
{уи . . . , y m ) t = (zu . . . , Zm).

Таким образом, слои морфизма ф совпадают с орбитами
тора Тг~1 и поэтому имеют размерность 1(г—1), где / — р а н г
группы G. Поэтому из теоремы о размерности слоев и образа
морфизма вытекает, что

dim ф (У) = г dim Ya - (г - 1) / =
= г (3 + (/ — 1)) - (г — 1) / = 2г + / = dim Gr

ибо 1г совпадает с числом всех корней группы G. Таким обра-
зом, морфизм ф доминантен, и лемма 20 доказана.

Из доминантности морфизма ф: Y—^G и предложения 3.3-
вытекает, что ф(У<х>) содержит открытое в Goo подмножество U.
Покажем, что для g - e G ^ f l ^ имеет место разложение (1).
Пусть 1 / е ф " ' ( ^ . Тогда для любого 6eGal(^/^C) имеем
4>(у)= ф(6(#)) = g, так что в силу леммы 20 найдется един-
ственный элемент t% е Т^[ со свойством 0 (у) = ytB. Легко про-
веряется, что семейство £ = {М 6 ^ Ga\(R/K)} определяет ко-
цикл со значениями в Тг~1, причем для произвольного расши-
рения Р поля К включения g е Ф(УР) И | е Ке'г(Я1(/(, Тг~1)—>-
->- Я1 (Р, Тг~1)) равносильны. По построению тор Т разложим
над L, так что Hl(L,Tr~[)= 1, и, следовательно, g^(p(YL). Но
ф(У£)=ф(Х£) (утверждение 1) леммы 20), поэтому элемент
* = ( * ! , . . . , хг) со свойством ф(х) = ^ можно выбрать уже
в XL. Обозначим через l = {te} такой коцикл в НУ(К,ТГ~1), что
Q(x) = xte. Основное для дальнейшего свойство коцикла g со-
стоит в том, что | е К е г ( я ' ( К , ТГ~1)^ П # ' (Kv, Тг^)), ибо

по построению g^(p(Yx). Кроме того, £ е ф ( У £ ) , и поэтому
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попадает в подгруппу Hl(L/K,Tr~l), т. е. задается одним эле-
ментом / = /„ е ri7 таким, что to(t)= 1. Используя эти факты,
мы покажем, как перейти от разложения

g = xi ... хг (7)

к разложению вида (1). Пусть а е П — «крайний» корень
в диаграмме Дынкина системы корней R, р — (единственный)
соседний с ним корень

Положим 2 = П\{сс}. Нам достаточно установить суще-
ствование таких элементов g ; i e G,K ( / = 1 , . . . , d), где Gi—
простая односвязная L-разложимая /(-подгруппа в G ранга 2,
что элемент g'' = gd . . . gig допускает представление вида

g' = А,А2, (8)

где Aie(G s )z., ft2e(Ga)i. Действительно, поскольку g'^GK,
a G s n G a = (l), то из (8) вытекает, что hi e (Gj)^, h2 е (Ga)tfCi
<^{G{a, р})к, и поэтому эквивалентное (8) разложение g =
= g f ' • • • gdlh{h2 удовлетворяет всем требованиям, предъявляе-
мым к разложению (1). Для осуществления перехода от разло-
жения (7) к разложению (8), нужно в (7) «переставить» со-
множители таким образом, чтобы собрать отдельно все xit для
которых с с , е 2 , и все Xi, для которых ее, = ее, компенсируя пе-
рестановку умножением на подходящие gi. Это легко дости-
гается при помощи очевидного индуктивного рассуждения, по-
строенного на следующем утверждении:

Предложение 8. Пусть элемент z e G K имеет вид z =
= ziZ2Xi ... Хг, где zie(G s ) 'z., Z2^(G<X)L, a xi — сомножители
из разложения (7). Тогда найдется такая простая односвязная
L-разложимая К-подгруппа Н a G ранга 2 и такие элементы
g<=HK, 2 3 e ( G s ) L , 2 4 e ( G a ) L , что gz=:z3ziXi+i ... xr.

Доказательство. Если a, = а, то можно положить z3 = zi,
z\ = z2Xi. Если a,-, ф a, p, то корней вида /a; + ka, (/, k e Z \ (0))
не существует, поэтому из соотношений коммутирования (см.
•Стейнберг [2]) вытекает, что группы Gai и Ga перестановочны.
В частности, перестановочны элементы z2 и Xi, и можно поло-
жить 23 = z\Xi, z\ = г2. Поэтому остается рассмотреть случай
а,- = р. Пусть t = (ti, ..., tr-i) s TL~' — введенный выше эле-
мент со свойствами to(t)= 1 и o(x) = xt. Тогда

.. ., a(xr) = t7-ixr. (9)

Мы будем работать с «частями» элемента /, а именно, поло-
жим и = ti и обозначим через s проекцию элемента /,-_i на Т%
в смысле прямого разложения Т = Т% X Та. Из соотношения
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to(t)=\ вытекает, что sois) = ио(и) = 1, т. е. элементы s и и
определяют коциклы в Hl(L/K, Tz) и Hl(L/K,T) соответствен-
но. Отметим, что эти коциклы становятся тривиальными при
переходе к вещественным локализациям, ибо по псстрсению ко-
цикл | е Hl(L/K, Tr~l), определяемый элементом t, лежит в

Кег(#'(К, Г " 1 ) - П Я1 (Kv, Г"1)).

Положим a = zi, b~ziz2Xi.
Лемма 21. а ( а ) = as, a ( 6 ) = 6u.
Доказательство. Поскольку z = bxi+\ . . . x r e= GK, TO

6- 1 a(6) = (x,+i . . . xr)a(xi+i ... xr)~l = ti = и в силу (9). Ана-
логично показывается, что a(az2) = az2ti-\. По построению-
t{_i =ssf для некоторого s ' e Ta, откуда s-la-1a(a) =
= (s-lz2s)s'o(z2)-~l e G s П G a = ( l) и o(a) = as, как и .утверж-
далось.

Лемма 22. Пусть f^Gb — такой элемент, что е = /~ 1 а(/)е
E T L , 6 = Int/ — соответствующий внутренний автоморфизм.
Тогда для любого подмножества А сг П группа б (Од) и огра-
ничение бj г"- Т-*-6(Т) определены над К.

Доказательство. Группа б(Од) и морфизм 8\т заведомо оп-
ределены над полем L, поэтому для доказательства их /(-опре-
деленности достаточно установить их инвариантность относи-
тельно а. Имеем a(fGAf-

]) = o(f)G&o(f)-1 = feG&e^f~l =fG&f-\
ибо Т нормализует Од. Аналогично, для любого t e 7\ полу-
чаем o(ftf-]) = fea(t)e~[f-[ = fa(t)f~], что и требовалось.

Завершим доказательство предложения 8. Положим 6 = Inta,
Н = 6(G{a, p}). Из лемм 21, 22 вытекает, что группа Н оп-
ределена над К и, очевидно, имеет ранг 2. Нам достаточно
найти также элементы h е Нк, ух е (Яр) L, y2 e (Ha) L, где На =
= 6(G a ), Я р = б ( О р ) , что

h6(z2xl) = ylyi, (Ю)
ибо тогда
h z = h b ( z 2 X i ) a x i + l ... x r = y l y 2 a x i + 1 . . . x r =

= a b ~ i ( y l ) 6 ~ 1 ( y 2 ) x i + l ... х г >

и можно положить z 3 = а б " 1 (г/i), г4 = б"1 (г/г) •
Имеем

а (б (z2x,)) = а (6а-1) = bus~la~{ = б (z2xi) б (us" 1). (11)

Поэтому наша задача сводится к отысканию таких г/ь у2, что

Действительно, в этом случае из (11) и (12) получаем, что эле-
мент h = 8(z2Xi) (г^г/г)"1 лежит в Нк и, очевидно, удовлетво-
ряет (10).
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Лемма 23. Пусть 7 е П , de(Ty)L— такой элемент, что
da(d)= 1. Предположим, что коцикл в H[(L/K, Ty), определяв-
ший элементом d, лежит в Кег(Я ](Л\ 7\,) -> ТГ Hl (Kv, TS).

Тогда для любого feiGL такого, что / - ' а ( / ) е TL, найдется эле-
чент g e / ( G Y ) J - 1 СО свойством g~la(g) = fdf~].

Доказательство. Положим б = Int /. Тогда согласно преды-
дущей лемме группа 6(GY) и ограничение б|г определены над
К. Отсюда следует, что элемент t = 8(d) определяет коцикл
l^Hl(L/K,6(Ty)), который лежит в К е г ( я ' (К, б (7\)) ->
—> I J Н1 (Kv, Ь(Ту)). Но тогда из справедливости принципа

Хассе для группы 6(GY) получаем, что g e Кег(Я1(/(, 6(7'Y))->-
->-Hl(K, 6(G Y ))), т. е. ^ = g- 1a(g) для подходящего g e
е 6(GY) L, и лемма доказана.

В нашей ситуации имеем 6 ( u s - ' ) e Я П б(7') = б(7'{а, р>),
так что d = и г 1 G Г(О, pj, и можно записать d=d\d2, где
d\ e(7p)L, d2^(Ta)L. Из наших построений вытекает, что эле-
менты d\ и d2 определяют коциклы соответственно в Hl(L/K,
То) и Hl(L/K,Ta), которые становятся тривиальными при
переходе к вещественным локализациям. Тогда из леммы 23;
непосредственно вытекает существование такого у{ <s lHALr

что г/f 1°{У\) = ad]a~[. Положим / = уха. Тогда f~lo(f) =
= a-ly~Ya(y{)a = d\^TL. Применяя лемму 23 еще раз, найдем
элемент р е f(Ha)i.f~l со свойством p~lo(p) = ~fd2f-

1. Полагая
У2 = У[1РУ\< будем иметь о(у1у2) = o(yl)o(yi)-[o(p)o(yl) =
= pfd^-^iadia-1 = pfd^ia-1 = y\y2a(dyd2), и соотношение (12)
доказано. Таким образом, доказательство предложения 8 и тео-
ремы 7 завершено.

Как мы уже отмечали в § 9.1, из предложения 6.17 вытекает
применимость теоремы 7 к любой односвязной /(-анизотропной
группе, относящейся к одному из типов Вп, С„, Е7, Ев, F4, G2, так
что группы /(-рациональных точек таких групп всегда являют-
ся проективно простыми.

§ 9.5. Конгруэнц-проблема (обзор)

Пусть G — простая односвязная /(-группа, NczGK — нецен-
тральный нормальный делитель. Если S cz VK—конечное под-
множество, содержащее Т [) V* *) и такое, что группа Gs

*) Напомним, что через Т обозначается совокупность таких v
что группа G является Ко-анизотропной, см. § 9.1.
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некомпактна (т. е. rang s G = X г а п &к G ^ l V т о группа Г =
\ v (=S v )

=Go(S) бесконечна, и, как показывает доказательство теоремы 8,
GK/N ~ Г/Г П N. (1)

Мы вывели конечность факторгруппы, стоящей в левой ча-
сти, из конечности факторгруппы, стоящей справа, которая
имеет место при выполнении условий: rangs G ^ 2; Г f) N ф
ф Z (G). Эту связь между нормальным строением группы /(-ра-
циональных точек GK и ее S-арифметических подгрупп (для
произвольного S с VK, содержащего лишь УМ естественно изу-
чать дальше. В частности, естественно спросить: какое свойство
нормальных делителей группы Г гарантирует выполнение для
группы GK гипотез 1, 2? Группа Г всегда обладает обширным
семейством нормальных подгрупп конечного индекса, состоящим
из конгруэнц-подгрупп

)}, (2)

отвечающих ненулевым идеалам а кольца 0{S). (Как обычно,
когда речь идет о целых или S-целых точках, мы фиксируем
матричную реализацию G; в частности, сравнение в (2) рас-
сматривается относительно этой реализации.) Таким образом,
говоря о нормальном строении Г, естественно спрашивать, бу-
дут ли конгруэнц-подгруппами в определенном смысле исчер-
пываться все нормальные подгруппы в Г конечного индекса?
Некоторый дополнительный анализ показывает, что корректная
постановка здесь должна выглядеть следующим образом:

будет ли любая нормальная подгруппа в Г конечного
индекса содержать подходящую конгруэнц-подгруппу Г (а)? (3)

Этот вопрос получил название конгруэнц-проблемы. Связь конг-
руэнц-проблемы с проблемой изучения нормального строения
групп рациональных точек раскрывает

Предложение 9. Пусть G — простая односвязная К-группа,
S cz VK — конечное подмножество, содержащее У£. Предпо-
ложим, что 'rangs G > 1 « конгруэнц-проблема (3) для группы
T = Ge(S) решается положительно. Тогда для группы GK вы-
полняется гипотеза 2 (см. § 9.1).

Доказательство. Обозначим через N замыкание JV В группе
S-аделей GAs. Тогда, рассуждая как при доказательстве лем-
мы 1 и теоремы 8, легко показать, что

N = NT\(TnS)XGAs[iT. (4)

Покажем, что JV = G/< Л JVr\<rns) = GK П Я, где Я = Ar7-\(7-ns)X
XGj-ps— открытый нормальный делитель в GT- По условию
для подходящего ненулевого идеала а е С ( 5 ) справедливо
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включение Г(а)сГПЛ^. Из определения адельной топологии
вытекает существование такой открытой подгруппы U cz GAgr

что £/Л <5/с = Г(а). Тогда U0=U_[)N является открытой под-
группой в GAg, содержащейся в N, и поэтому л? = UnN. Пере
секая с GK, В силу (4) будем иметь

Но по построению £/0П GK <= U |") G* = Г (а) с N, откуда GK ft
П NT\(Tf]s) = N, что и требовалось.

Отметим, что приведенное рассуждение показывает, что для
справедливости конгруэнц-проблемы для группы Г необходимо
выполнение условия S (}Т = 0. В самом деле, пусть u 0 e 5 f l
П Т и W cz GKV — произвольный собственный открытый нор-
мальный делитель. Тогда из слабой аппроксимационной тео-
ремы вытекает выполнение для нормального делителя N = GK Q
П W следующих свойств:

2)
Предположим теперь, что для группы r = Gj(S) выполняется
утверждение конгруэнц-проблемы (3). Тогда из доказательства
предложения 9 и свойства 2) вытекает, что N = G^, а это про-
тиворечит свойству 1).

Таким образом, решение проблемы описания нормальных де-
лителей в группе GK МОЖНО получить, положительно решив,
для группы T = Gg(S) конгруэнц-проблему (3). В этом смысле
конгруэнц-проблема является априори более общей и более
сложной задачей. В действительности именно так и обстоит
дело. Скажем, отсутствие нормальных делителей в группе
SLn(Q) (n ^ 2 ) было известно очень давно, в то время как пол-
ностью решить конгруэнц-проблему для групп SLn(Z){n^3}
удалось лишь в 1964 г., а для группы SL2(Z) она вообще ре-
шается отрицательно! Для того чтобы у читателя сформирова-
лось правильное впечатление о соотношении этих задач, мы
дадим краткий исторический обзор исследований по конгруэнц-
проблеме, который рекомендуем сопоставить с историческим ма-
териалом из § 7.2 и 9.1.

Тот факт, что для группы r = SZ.2(Z) конгруэнц-проблема
решается отрицательно, был отмечен Ф. Клейном [1] еще-
в 1880 г. в связи с исследованиями по модулярным функциям.
Однако исследовать конгруэнц-проблему уже для группы Г =
= SL 3 (Z) долгое время не удавалось. Прогресс был достигнут
в 1964—65 годах в работах Басса — Лазара —Серра [1] и Меннике
[1], содержащих положительное решение конгруэнц-проблемы

для групп SLn(Z) (яГ^гЗ). В ходе дальнейших исследований
(см. Басе — Милнор — Серр [1]) выяснилось, что ответ на
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конгруэнц-проблему для группы Г = SLn(O), где О — кольцо
целых поля алгебраических чисел К, определяется не только
алгебраическими свойствами самой группы SLn, но и арифме-
тикой основного поля К. Так, если поле К не является вполне
мнимым, то конгруэнц-проблема по-прежнему решается поло-
жительно. Напротив, если поле К — вполне мнимое, то ответ
на (3) отрицательный, однако существует подгруппа Г ' с Г ко-
нечного индекса, для которой (3) уже решается положительно.
Можно показать, что для группы r = SL 2 (Z) такая подгруппа
отсутствует. Тем самым возникает необходимость в случае от-
рицательного ответа на вопрос (3) характеризовать степень
нарушения указанного в (3) свойства (называемого конгруэнц-
свойством). Так возникает важное в методологическом отно-
шении понятие конгруэнц-ядра (см. Серр [6], Хамфри [3]), ко-
торое мы сейчас определим.

Пусть G — определенная над К алгебраическая группа,
S cz VK — конечное подмножество, содержащее V*. Тогда не-
сложная проверка, использующая предложение 1 из книги Бур-
баки [2] гл. III, § 1, п°2, показывает, что на группе GK можно
определить две хаусдорфосы топологии та и тс, относительно
которых GK является топологической группой. Первая из них
называется арифметической и имеет в качестве фундаменталь-
ной системы окрестностей единицы совокупность всех подгрупп
конечного индекса группы Г, вторая — так называемая конг-
руэнц-топология — соответственно совокупность всех конгруэнц-
подгрупп Г(а). Используя результаты loc cit. гл. III, § 3, п°4,
можно показать, что существуют пополнения G и G группы GK
относительно этих топологий. При этом, поскольку то_ сильнее
тс, возникает непрерывный гомоморфизм л: G—>-G, ядро
C S ( G ) = Кег л которого называется конгруэнц-ядром. Можно
рассмотреть также пополнения Г и Г группы Г относительно
индуцированных топологий, которые совпадают с замыканиями
Г в G и G соответственно. Тогда л индуцирует непрерывный го-
моморфизм л0: Г—> Г, причем легко видеть, что Кег л =
= Кег л0 с Г. Пополнение Г совпадает с проконечным попол-
нением группы Г, т. е. с проективным пределом WmT/N по всем

нормальным делителям конечного индекса. Отсюда легко полу-
чается следующее утверждение (см. Серр [2], Хамфри [3]):

Предложение 10. Проекция л сюръективна, а ее ядро CS(G)
является проконечной группой. При этом Cs(G) тривиально
в том и только том случае, если для группы Г = Gj(S) выпол-
няется конгруэнц-проблема в форме (3)*).

*) В настоящем параграфе большинство утверждений будет приведено
•без доказательства.
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Таким образом, конгруэнц-ядро CS(G) измеряет степень от-
клонения от положительного решения конгруэнц-проблемы
в форме (3). Поэтому под конгруэнц-проблемой в современной
постановке понимают проблему вычисления конгруэнц-ядра
CS(G), в отличие от постановки в форме (3), которую при-
нято называть классической. Используя понятие конгруэнц-
ядра, результат Басса — Милнора — Серра [1] можно сформу-
лировать следующим образом:

Теорема 14. Пусть G есть либо SLn (п ^ 3), либо Sp2n (n ^=
^ 2 ) над полем алгебраических чисел К. Тогда для 5 = ^ *
имеем

( 1, если К не является вполне мнимым,
в противном случае

где E(K) — группа всех корней из единицы в К.
Таким образом, для рассматриваемых групп конгруэнц-ядро

конечно. С другой стороны, можно показать, что для группы
SL2(Z) оно является свободной проконечной группой счетного
ранга (см. Мельников [I]).

Развивая методы работы Басса — Милнора — Серра [ I ] ,
Мацумото [2] получил аналогичное вычисление конгруэнц-ядра
для универсальных групп Шевалле ранга ^ 2. В оставшемся
случае G=SL2 сначала Меннике [2] положительно решил
конгруэнц-проблему (3) для группы SL2{Z [l/p]), а затем Серр
[6] рассмотрел общую ситуацию, показав, что при [S] > I конг-
руэнц-ядро CS(G) тривиально, если S не является вполне мни-
мым, и изоморфно Е(К) в противном случае (ср. (10) ниже).
Анализируя полученные к тому времени результаты, Серр [6\
сформулировал следующую конгруэнц-гипотезу:

пусть G — простая односвязная алгебраическая К-группа;

тогда конгруэнц-ядро Cs (G) конечно, если rang s G =

= S r a n g K o G > 2 и rangKvG>\ (6)

для v e S \ V^ *), и бесконечно, если r a n g s G = l .

(Читателю может показаться странным, что определяя конг-
руэнц-ядро CS(G) для произвольных алгебраических групп, мы
ведем речь о его вычислении только для простых односвязных
групп. В действительности это не ограничивает общности, ибо
можно показать (см. Платонов [6], Платонов, Шаромет [1]),
что вычисление Cs(G) сводится к полупростому случаю, а для
полупростой неодносвязной /(-группы G такой, что односвязная

*) Заметим, что условие rang^ G ^ 1 для v s S \ V^ отсутствовало

у Серра, но как мы видели выше, оно необходимо.
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накрывающая G обладает сильной аппроксимацией относи-
тельно S, конгруэнц-ядро Cs (G) всегда бесконечно (см. Серр
[2], Платонов [20]).)

Нас будет интересовать, в основном, первая часть конгруэнц-
гипотезы, относящаяся к конечности CS(G), и сейчас мы изло-
жим схему рассуждений, которая применялась во всех работах
по этому вопросу.

По определению конгруэнц-ядро C=CS(G) входит в точ-
ную последовательность

l-»-C-».G-»-G-»l. (7)
Рассмотрим отвечающий (7) начальный отрезок спектральной
когомологической последовательности Хохшильда — Серра

Я1 (G) -^ Я 1 (G) -> Я 1 (С)а -^> Я 2 (G), (8)

где # '(*) обозначает /-ю группу непрерывных когомологий
с коэффициентами в одномерном торе R/Z. Легко видеть, что

СокегФ = [О/с, GK]/[GK, GK],

где черта означает замыкание в GK относительно S-арифмети-
ческой топологии. Далее замечается, что S-конгруэнц-топология
на GK совпадает с индуцированной топологией при вложении
GK

t=^-GAc в группу S-аделей. Поэтому если предположить, что
начиная с этого места мы находимся в условиях конгруэнц-ги-
лотезы, то из сильной аппроксимационной теоремы вытекает,
что группу G можно отождествить с GAs. С другой стороны,
по построению группа GK вкладывается как в G, так и в (5,
т. е. последовательность (7) расщепляется над GK и в действи-
тельности является «универсальной» последовательностью с этим
свойством (см. Прасад, Рагунатан [2]). Отсюда следует, что

1т у = M(G, S),

где М (G, S) = Кег (Я 2 (GAs) -> Я 2 (GK)) — так называемое ме-
таплектическое ядро (группа GK считается наделенной дискрет-
ной топологией). Таким образом, из (8) получаем следующую
точную последовательность:

^ Я 1 ( С ) ° ^ М ( О , S)->1. (9)

К сожалению, член Я 1 (С)0 в общем случае несет информацию
только о части конгруэнц-ядра С. Полностью восстановить С

по Я 1 (С)0 можно лишь в том случае, когда С центрально, т. е.
лежит в центре группы G, ибо тогда Я1 (С)° = Н1 (С) совпадает
с группой С*, двойственной по Понтрягину к С.

Теорема 15. Если конгруэнц-ядро С центрально, то оно ко-
нечно. Кроме того, если С о к е г ф = 1 , то С* = M(G,S).



9.5. КОНГРУЭНЦ-ПРОБЛЕМА (ОБЗОР) 603

В самом деле, метаплектическое ядро M(G,S) всегда ко-
нечно (см. Рагунатан [4], Прасад, Рагунатан [2]). С другой
стороны, в силу теоремы 8 коммутант [GK, GK] имеет конечный
индекс в GK\ в частности, Соке'г ф также конечно. Поэтому ут-
верждение о конечности С вытекает из точной последователь-
ности (9) и последующих замечаний. Второе утверждение тео-
ремы очевидно.

Следует отметить, что конечность С фактически эквивалент-
на его центральности. Более точно, если С конечно, а группа
GK проективно проста, то С центрально. Таким образом, каче-
ственный аспект определения С (т. е. доказательство его конеч-
ности) сводится к доказательству его центральности.

Следующий этап исследований, естественно, связан с полу-
чением точных вычислений для С. Для этого прежде всего
надо выяснить, тривиально Сокег <р или нет. Ясно, что
Сокегф = 1, если группа GK не имеет собственных нецент-
ральных нормальных делителей. Поэтому, в силу резуль-
татов § 9.1, Сокег ф = 1, если группа G либо /(-изотропна и не
является группой типа 2£б, либо принадлежит к одному из ти-
пов Bi (/ > 2 ) , С, (/$э2), Di (/$г 4, кроме 3 D 4 , 6 D 4 ) , E7, Е8, FAr

G2 или является специальной унитарной группой SUm(L,f)(m^>:
^ 3) невырожденной эрмитовой формы f над квадратичным
расширением L/K. Пусть теперь G является /(-анизотропной
внутренней формой типа Ап, T = {v^Vf\G /(„-анизотропна}.
Из условия конгруэнц-гипотезы вытекает, что S f\T = 0, так
что в силу теоремы 4 коммутант [GK, GK] замкнут в S-арифме-
тической топологии, и опять Сокег ф = 1 . Таким образом, три-
виальность Сокег ф не установлена лишь для некоторых форм
типов 2Ап,

 3£>4, 6D4 и £б. т. е. в большинстве случаев вычисление
С (в случае его центральности) сводится к вычислению ме-
таплектического ядра M(G, S).

В основополагающих работах Мура [1] и Мацумото [1]
содержится вычисление M(G,S) для групп Шевалле. Их ре-
зультат напоминает (5) и выглядит следующим образом.

Теорема 16. Пусть G — простая односвязная К-разложимая
группа, 5 с F — конечное подмножество,содержащее V*. Тогда

_( 1, если 3v<=S\Kv=£C,
M(G, S) — \Е(К) в п р о т и в н о м СЛуЧае. ( '

Случай квазиразложимых групп был рассмотрен Деоде-
р о м [ 1 ] .

В целом период активных исследований в этой области
конца 60-х годов сменился более чем десятилетним периодом
забвения. Возрождение этой тематики относится уже к 80-м
годам, когда Прасад и Рагунатан [2], [3] (для классических
групп см. также Бак, Рехман [1], [2]) вычислили M(G,S) для
всех /(-изотропных групп.
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Теорема 17. Пусть G — простая односвязная К-изотропная
группа. Тогда

С 1, если S Ф V^
М (G, S) = s „ , г,ч °°'

( . c i (Д) в противном случае.
Доказательство Прасада и Рагунатана основано на исполь-

зовании некоторых /(-определенных подгрупп в G типа SL2, ко-
торые строятся, исходя из предположения о /(-изотропности G.
По этой причине их рассуждения не переносятся в /(-анизотроп-
ную ситуацию, исследование которой, выполненное Рапинчуком
[3—4, 6], потребовало привлечения иных средств. К сожалению,
результаты здесь пока не обрели унифицированную форму типа
теоремы 17, и их приходится формулировать отдельно для раз-
ных типов групп.

Внутренние формы типа An_t. Здесь G = SLi(D), где D —
тело индекса п над К. Положим Se={v ^ VK\S{

v), Fv — алгебра с делением над Kv} и s = Se] (число

(
M(G, S) = <

s — конечно, если п > 2, и бесконечно, если п = 2).
Теорема 18. Предположим, что S содержит неархимедово

нормирование vo такое, что D <S>K/(«» — Mn(KVo). Тогда M(G,S)
является конечной подгруппой группы B(D,S) = (Z/2Z)S.
В общем случае M(G,S) изоморфно конечной подгруппе рас-
ширения группы B(D,S) при помощи группы Е(К) всех кор-
ней из единицы в К.

Следствие. Если Se = 0, в частности, если п нечетно, то

1, если 3vo^S\Kv,¥=C и DVa ~ Мп (KvX

Е (К) в противном случае.

(Последний результат фактически аналогичен классическому
результату (10).)

Доказательство теоремы получается путем редукций к ис-
следованию законов взаимности на максимальных /(-торах
группы G. Редукционная часть рассуждений в общих чертах
аналогична классическим рассуждениям Мацумото [2] с той
лишь разницей, что при работе с анизотропными группами, есте-
ственно, появляются анизотропные торы. Затем возникающие
законы взаимности исследуются средствами алгебраической
теории чисел. (Отметим, что аналогичные результаты о законах
взаимности были получены независимо, но несколько позже
Прасадом [3].)

Внешние формы типа Л„_1. Это специальные унитарные груп-
пы G = SUm(D,f), где D — конечномерное тело с инволюцией
о второго рода, причем поле неподвижных относительно а эле-
ментов центра D совпадает с К, f — невырожденная ст-эрмитова
форма степени m над D (см. § 2.3).

Теорема 19. Пусть G = SUm{D,f) и m $э 3. Если S содер-
жит неархимедово нормирование, то M(G,S) имеет экспоненту,
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не превосходящую 2. В общем случае M(G,S) является конеч-
ной группой, представимой в виде расширения группы экспо-
ненты ^.2, при помощи подгруппы группы Е(К).

Доказательство использует теорему 18, свойства эрмитовых
форм и локальные вычисления Прасада — Рагунатана [2].

Остальные классические типы. Используя теорему 18 и гео-
метрическую реализацию групп классических типов, можно по-
лучить следующую теорему:

Теорема 20. Пусть G — простая односвязная К-группа од-
ного из следующих типов: Вп (п^2), Cn ( n ^ 2 ) , Dn ( n ^ 5 ) .
Предположим, что S содержит неархимедово нормирование у0 и
что выполняются следующие условия:

1) если G принадлежит типу Вп, то либо п ^ 3, либо п = 2
и G является Кщ-разложимой;

2) если G принадлежит типу Сп, то G является Kv.-разло-
жимой.

Тогда M(G,S) имеет экспоненту sg: 2. В общем случае
M(G,S) является конечной группой, которая представима
в виде расширения группы экспоненты ^ 2 при помощи под-
группы группы Е(К).

Исключительные типы.
Теорема 21. Пусть G — простая К-группа одного из следую-

щих типов: Е&, Ft, G2. Тогда M(G,S) тривиально, если S содер-
жит неархимедово нормирование, и изоморфно подгруппе Е (К)
в противном случае.

Для групп типа Е7 получается результат, аналогичный тео-
реме 20. Таким образом, остается исследовать метаплектиче-
ское ядро для некоторых групп типов 2Ап, £>4 и Е6.

Мы не имеем здесь возможности более подробно останав-
ливаться на основных моментах доказательства теорем 18—21,
из которых наиболее фундаментальной является теорема 18,
а приведем лишь доказательство так называемой слабой ме-
таплектической гипотезы (см. теорему 12), которую мы исполь-
зовали при выводе теоремы 3 и которая в действительности яв-
ляется одной из составляющих доказательства теоремы 18.

Доказательство теоремы 12. Пусть G = SL\(D), где D —
тело индекса п>2 над К, 7 = {i>eVf \DV — тело}. Нам надо
показать, что отображение ограничения 8: H2(GT)-*-H2(GK)
инъективно. (Здесь и ниже рассматриваются непрерывные кого-
мологии с коэффициентами в тривиальном дискретном модуле
/ = Q/Z. Можно, однако, показать, что в нашей ситуации те
же результаты получаются, если модуль коэффициентов / заме-
нить на одномерный тор Ч/Z.) Для этого рассмотрим такое
максимальное подполе L a D, что все локальные расширения

Lv/Kv неразветвлены для 5 Е Г , И пусть F = Ri/V(Gm) — соот-
ветствующий максимальный VC-тор группы G. Мы покажем, что



5 0 6 1 Х ' СТРОЕНИЕ ГРУПП РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧЕК

уже отображение |u: H2(GT)-+H2(FK) инъективно. Очевидно, ц.
раскладывается в композицию двух отображений ограничения

и достаточно установить инъективность каждого из них.
Лемма 24. Отображение ц инъективно.
Доказательство. В силу п. 1, § 1.3 каждому коциклу а

# 2 ( # ) отвечает центральное расширение

с которым для любых двух перестановочных подгрупп А, В с Н
можно связать бимультипликативноеотображение б:Л ><£?—>-/,
б (а, Ь) = [а, В] = aba-lB-\ где а е р - ' ( й ) , В е р - 1 (Ь). При этом
если Н — топологическая группа и коцикл а непрерывен, то
расширение (11) также является топологическим, а функция
б— непрерывной. После этих предварительных замечаний пе-
рейдем непосредственно к доказательству инъективности ц.

Пусть а е Кег ц и

— отвечающее а центральное расширение. Коцикл а тривиален
в том и только том случае, если это расширение тривиально'
(т. е. расщепляется), а последнее в силу абелевости FT и дели-
мости / эквивалентно абелевости Е (лемма 1.1). Чтобы устано-
вить абелевость Е, рассмотрим определенное выше бимульти-
пликативное отображение б: FTY,FT-^J и покажем, что оно
тривиально. Условие а е Кег ц сводится к тому, что расширение
(12) расщепляется над FK, т. е. существует сечение ф: FK-*-E
гомоморфизма р. Отсюда без труда следует, что ограничение
б | f F тривиально. Но из предложения 7.8 вытекает плот-
ность FK в FT, поэтому из соображений непрерывности полу-
чаем, что б также тривиально. Лемма 24 доказана.

Лемма 25. £ инъективно.
Доказательство легко получается из следующего результата

Прасада и Рагунатана [4].
Теорема 22. Для каждого s e T отображение Н2 (GKV) -*•

-*• Н2 (FKV) инъективно.
Пусть а е Кег £ и

— соответствующее центральное расширение. Легко видеть, что
для каждого s e T коцикл а„, отвечающий индуцированному
расширению

1 / 1 ( О ) О 1
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лежит в ядре отображения H'2(GK;V)->- H2[F/CV) И поэтому в силу
теоремы 22 тривиален, т. е. последовательность (14) расщеп-
ляется. Другими словами, для каждого S E T существует не-
прерывный гомоморфизм ф„: GK —>E, являющийся сечением р

над группой GK . Для того чтобы произведение ф = Ц ф„ до-

ставляло сечение р над всей группой GT, необходимо и доста-
точно, чтобы подгруппы р-'(О^) ( 5 Е Г ) в £ были попарно пе.

рестановочны. Пусть vi, v2^T и б: GKVI X GKv ->- J — отвечаю-
щее подгруппам GKVI, G^V2 <= GT бимультипликативное отображе-
ние, определяемое коммутированием. Наша цель — показать, что
б тривиально. В силу бимультипликативности, б можно рассмат-
ривать как отображение GKJ[GKvi, G/cJ XGKJ[GKvi, GKt>2]^J.
С другой стороны, поскольку а <= Кег £;, то ограничение б на
-FKV X FKV тривиально. Поэтому тривиальность б является
следствием соотношения GKV = FKV.\GKV., GKV 1 которое выте-
кает из теоремы 1.8. Тем самым лемма 25, а вместе с тем и тео-
рема 12 доказаны.

Нам осталось убедиться в справедливости теоремы 22. Чтобы
не переусложнять обозначений, положим C = GK.V, B — FK.V, И
для каждого i = l, 2, обозначим через С; конгруэнц-подгруппу
GK.VV\(\ + Щ), где ф г — идеал нормирования в Dv\ будем так-
же считать Со равным С. Таким образом, наши обозначения бу-
дут полностью соответствовать обозначениям п. 4 § 1.4, резуль-
таты которого используются в рассуждениях. Доказывать, что
отображение | : Я2(С)->-Н2(В) инъективно, мы будем следую-
щим образом. Легко видеть, что Я2 (С) = lim Я2 (C/Cj), где пря-
мой предел берется относительно естественных гомоморфизмов
инфляции H2(C/Ci)^r H2(C/Cj) для i ^ j . Обозначим через

H2(C)t образ H2(C/d) в Н2(С). Тогда Я2(С) = [J Я2(С)г. Так
i

как группа С/С\ — циклическая (см. предложение 1.8), то
/ / 2 ( C / C i ) = l . Поэтому для любого нетривиального элемента
а.^Н2(С) можно найти такое минимальное число i ^ 2, что
« Е Я 2 ( С ) ( . ВЗЯВ а е Кег | и выбрав такое минимальное i, мы
покажем, что на самом деле а е Я2(С),_1, откуда а= 1. Наме-
тим основную линию рассуждений, оставляя детали читателю
в качестве упражнения.

Пусть г ^ 2 , а б Я ! ( С / С г ) и

-—отвечающее а центральное расширение. Для s ^ r положим
Е (s) = p-1 (Cs/Cr). Всюду ниже предполагаем выполненным
условие теоремы 12 о том, что п > 2.
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Лемма 26. 1) £ (2) централизует Е(г— 1).
2) а лежит в образе отображения инфляции Н2(С/Сг-\)-*-

-> Н2(С/СГ) в том и только том случае, если £ (1 ) централизует
£ ( * • - ! ) •

Доказательство легко вытекает из коммутационных соотно-
шений между конгруэнц-подгруппами (см. § 1.4, п. 4) и остав-
ляется читателю.

Нам удобно несколько переформулировать утверждение лем-
мы. Поскольку £(2) действует на Е (г—1) тривиально, комму-
тирование (х,у)-+[х,у] задает корректно определенное отобра-
жение

Ла: E(l)/E(2)XE(r-\)/E(r)->J.

Но, очевидно, £(1) /£(2) = С,/С2 = £(1), £(г—1)/£(г) =
= Cr_i/CV = F(r) в обозначениях п. 4 § 1.4 (с. 46). Легко ви-
деть, что Л а является биаддитивным отображением, инвариант-
ным относительно естественного действия на F(l) и F(r) группы
А = £/£(1) = С/С\. Поскольку экспонента F(i) равна соответ-
ствующему v простому числу р, то

I m A a c - Z / Z ~ Z / p Z .

Таким образом, Л а можно рассматривать как биаддитивное
А-инвариантное отображение .F(1)X F(r)-*- Fp = Z/pZ. При
этом

a e l m (Я2 (С/С^) -> Я 2 (С/Сг)) •*=>• Л а = 0. (15)

Отсюда следует, что соответствие H2(C/Cr)-+B(F(l), F(r— 1)),
ai—> Аа (где B(F(l), F(r—1)), как и в § 1.4, обозначает мно-
жество биаддитивных А-инвариантных отображений £ ( 1 ) Х
~X,F{r—1)—>-/>) является гомоморфизмом абелевых групп, яд-
ром которого служит 1 ш ( Я 2 ( С / С г _ 1 ) - > Я 2 ( С / С г ) ) . (Отметим,
что на самом деле этот гомоморфизм связан с одной из «стре-
лок» в спектральной последовательности Хохшильда — Серра,
отвечающей расширению 1 -> CV_i/Cr—>- С/С, -> C/Cr_i -> 1.)
Наряду с отображениями Л " нам понадобятся «высшие» биад-
дитивные А-инвариантные отображения Л° (/ < г):

Л?: F (0 = £•(/)/£(/ + 1) X Е(г - i)lЕ (г - i + 1) = F(r - i)-> Z/pZ,

к о т о р ы е и н д у ц и р у ю т с я к о м м у т и р о в а н и е м (л:, (/)—>-[*, у]. Д л я
о б о с н о в а н и я к о р р е к т н о с т и Л ? н у ж н о п о к а з а т ь , что £ ( / + 1 )
ц е н т р а л и з у е т £ ( г — / ) д л я л ю б о г о / = 1 , . . . , г—1.

Предложение П. 1) £ ( / + 1) централизует Е(г—i) для лю-
бого i = 1, . . . . г — 1; тем самым отображения Л? корректно
определены. При этом Л? являются биаддитивными и ^-инва-
риантными.
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2) Если г кратно п, то для любого а е № ( С / С , ) отображе-
ние Л а задается формулой Аа (х, y) = Tr[/F (kaxa(y)), где Ка —

подходящий элемент поля вычетов I тела DD, о — каноническая
образующая группы Галуа Gal (//£„), а группы F(i) отождеств-
ляются с подгруппами аддитивной группы поля I (см. § 1.4,
п. 4). В этом случае Л" (х, у) = TT!/F {^XG1 (г/)), где л" =

Доказательство использует тождество Ф. Холла:

[[a,blbc][[b,c],ca][[c,a},ab] = l<

справедливое для любых элементов а, Ь, с некоторой группы,
где ху обозначает элемент лгг/лН. Утверждение 1) будем дока-
зывать индукцией по /. Случай i = 1 разобран в лемме 26. Пред-
положим, что перестановочность Е(1) и Е(г — I-\- 1) уже дока-
зана, и пусть а е £ ( 1 ) , d e f ( i ) , ceaE(r — /). Тогда из тожде-
ства Холла и предположения индукции вытекает, что

[[а, Ь], "с] = \,
т. е. [а,Ь] и ьс перестановочны. Поскольку ьсс = [ 6 , с ] е £ ( г —
— i + 1 ) , то элементы [а,Ь] и ьсс также перестановочны по
предположению индукции, поэтому перестановочны и элементы
[а,Ь] и с. Но из коммутаторных соотношений между конгруэнц-

подгруппами (см. § 1.4, п. 4) вытекает, что [Е(1 ) , £ ( / ) ] / = £ ( / +
+ 1), следовательно, £ ( / + 1 ) коммутирует с Е(г — /), что и
требовалось. Утверждения о биаддитивности и А-инвариант-

, ности Л? очевидны.
Пусть теперь г кратно п. Тогда если F(l) является простым

А-модулем, то при соответствующих отождествлениях отображе-
ние Л а задается формулой

Aa(x,y) = Tr!/Fp(Kaxa(y)) (16)

для подходящего Л а е / (теорема 1.11). Немного позже мы по-
кажем, что отображение Л а имеет вид (16) всегда, а пока, ис-
пользуя (16), получим формулу для AJ(x,y). Здесь снова про-
водится индукция по /.

Предположим, что уже установлена формула для Лг-i и
докажем ее для Л". Рассмотрим произвольные а е £ ( 1 ) , б е
е £( / — 1), с^ Е(г — /). Тогда, зафиксировав униформизующий
элемент П е Dv, будем иметь

р ( а ) = 1 + « П ,



1 Х- СТРОЕНИЕ ГРУПП РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧЕК

для подходящих s, t, и из кольца целых OD • Тогда из леммы
1.8 вытекает, что

р([а, й]) = 1 +хИ1, причем x = sa(t) — а'~Ц§)и

р([Ь, с])=1+уПг-\ причем p = Fa'-1(«)-a r-'(06, (17)

р([ с > а])=\ +zIir~t+\ причем z = uaT~l (s) — а (и) s,

где черта обозначает вычет соответствующего элемента в /. Учи-
тывая тривиальность действия С\ на F(i), из тождества Холла
получим Л? (х, п) = Л"_1 {у, s) + Л"_г+1 (z, t) = 0. Далее, из оче-
видного тождества [а, Ь]~] = [Ь, а]~1 вытекает, что Л"(лг, у) =
= — Л?-г (у, х) для всех х е F(i), у е F(r — /), откуда

Л? (х, и) = A?(s, у) + Л°_ 1 (i, z). (18)

Воспользовавшись теперь предположением индукции, получим

Л? (jc, й) = lrllFp {kasa {to1'1 (С) - or~l (t) п) +

+ Т г , ^ ((Л° + . .. + a'~r (Яа)) • /а*"1 (йа г-' (s) - а (п) §)) =

= T r / / F p ( ( ^ + ° ( ^ ) + • • • + °'~' М ) «т (0 а' (С)) -

- Tr, / f o ((Яа + а (Яа) + . . . + стг"' (Яа)) a1'1 (s) or (t) о1 («)) =

ибо г кратно п.
Таким образом, мы видим, что два биаддитивных отображе-

ния Л" (Л:, у) И TT!/F (К^ха' (г/)) совпадают на тех элементах
л : е F(i), у е F(r — /), где х имеет вид x = se(t)— a'-1 (s)t для
некоторых s e f ( l ) , t^F(i—1). Однако, как мы видели при
доказательстве теоремы 1.9, элементы такого вида порождают
всю группу F(i), поэтому тождественно

Нам осталось показать, что в случае, когда .F(l) не является
простым А-модулем, отображение Л а также имеет вид (16). По-
скольку п > 2, то в силу предложения 1.9 нам надо рассмотреть
ситуацию, когда расширение l/kv есть расширение Fei/Fi- Как
мы знаем (теорема 1.11), в этом случае можно гарантировать,
что

Л а (х, у) = TrIIFp (Хха {у) + Ц*ст (г/)8)
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для некоторых X, ц е /, и наша цель — показать, что ц — 0 . Из
(17), (18) получаем, что для любых s, t, и е / должно выпол-
няться равенство (заметим, что г ^ п — 3)

AS (so (t) - a (s) t, и) = At (s, (a (u) - ar~2 (t) u) +

+ Л? 0, uar~2(s)-a(u)s). (19)

Пусть t = tjs, £ e kv. Тогда из (19) получаем, что

0 = Л а (s, £ (SCT (и) — or~2 (s) и)) + Л а (£s, истг~2 (s) — а (ы) s) =

= Trl/Fp {ц (£ + £8) sa (sa (и) - a - 2 (s) «)8). (20)

Лемма 27. fl рассматриваемой ситуации элементы вида
so(so(u) — (J r - 2 (s)i i) ! (s, i ie /) порождают I как абелеву группу.

Доказательство оставляется читателю.
Из леммы и равенства (20) вытекает, что |i(£ + £8) = 0, и

так как можно выбрать t, e kv со свойством Е; + £8 ф 0 (feH =
^ ^ ^ • ^ в ! ) . т о М-= 0. Предложение 11 полностью доказано.

Завершим доказательство теоремы 22. Пусть (3 е Кег | , где
| : Н2(С)-+- Н2(В)-—отображение ограничения и $ф0. Выберем
такое минимальное число г > 1, что р е Я 2 ( С ) Г ] и пусть а е
е Н2(С/СГ) — такой элемент, который при отображении
Н2(С/СГ)->- Н2(С) переходит в р. Утверждается, что г кратно п.
В самом деле, если г не кратно, то из теоремы 1.11 вытекает, что
B(F(\), F(r— l)) = 0, и в силу (15) отображение Я2(С/Сг_,)->
-> Н2(С/СГ) сюръективно. Таким образом, из минимальности г
вытекает, что г кратно п. Тогда согласно теореме 1.11 соответ-
ствующее отображение Л а задается формулой

Л а (х, у) = Trl/Fp ( Л а (у)), x^F (I), ye=F(r-l),

для некоторого ^ а е 1 . Наша цель — показать, что ю =
= Tri/kv (^a) = 0. Заметим, что согласно предложению 11

К (х, У) = Tv!/Fp (a>xy), x<=F (л), y^F(r-n). (21)

Далее воспользуемся тем обстоятельством, что (3 становится три-
виальным при ограничении на В. Отсюда следует, что прообраз
p-l(BCr/Cr) (где р — расширение, отвечающее а) коммутати-
вен. С другой стороны, согласно предложению 1.8 С„ = (С„П
(]В)Сп+\ и Сг-п = (Сг-п П В) Сг-п+\- Поэтому из определения Л™
вытекает, что Л" = 0. Так как при каноническом отождеств-
лении F(n) иР(г-п) переходят в l<°> = {x^l\Trl/k (JC) = OJ, то

окончательно получаем, что

Tr!/F (a>xy) = 0 для всех х,у(=РК 22))
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Но (/(0))х = [2 е= 11 Тгг/Йц (zl<0)) = 0} совпадает с kv, так что из (22)

вытекает, что ш/(0) с kv. Последнее невозможно, если со Ф 0, ибо
dim. ;«» = n — I > 1. Итак,

m = Tri/kv (^°) = 0.

Заключительный этап рассуждений выглядит следующим об-
разом. Мы построим такой у «= Кег (Я2 (С/Сг)-> Я 2(С/С г +1)),
что Л а = Л^. Тогда в силу (15) а - 7 е 1 т ( Я 2 ( С / С м ) ^
-+Н2(С/СГ)), и поэтому образ а — у в Я2(С) лежит в Н2(С)г-и
с другой стороны, образ а — у в Н2(С) по построению совпадает
с образом а, откуда р е Н2(С)Г^1—противоречие.

Для построения у представим Ка в виде ка = 8— a S ( S e l ) ,

что возможно в силу условия Тт1/к (Яа) = 0, и определим ф Е

е Нот (Т7(г), Fp) формулой ф(дс) = Тгг/^, (6х). Используя отож-

дествление Z / p Z ~ — Z / Z c / , будем считать, что ф е Нот(F(г),

J). Рассмотрим тривиальное расширение

1 _> /_>£ ' = (С/Сг+1) X / - С/Сг+1 -> 1

и обозначим через Ф подгруппу в £', состоящую из элементов
вида (g,—ф(^)), где g^.Cr/Cr+\. Поскольку г кратно п, то
Сг/Сг+\ лежит в центре группы С/Сг+и откуда следует, что под-
группа Ф нормальна в Е'. Пусть у е Н2(С/СГ) — коцикл, отве-
чающий расширению

1 _> / -> £ = Е'/Ф - ^ С/Сг - C/Cr+JCJCr+1 -> 1.

В силу наших построений ^ е Кег(Я2(С/СЛ)-> Я 2 (С/C r + i )) , и
остается показать, что

Av (дс, г/) = Тгг/^(яал;а (у)) = Tr z / f p ((б - об) ха (у))

для всех x G f ( l ) , y^F(r—1). Для этого заметим, что ком-
мутатор двух элементов а е £ ( 1 ) и Ь^Е(г—1) можно вычис-
лить следующим образом: взять произвольные прообразы end
элементов е(а) и е(Ь) в группе С/Сг+\ и рассмотреть коммута-
т о р [c,d]^Cr/Cr+l = F(r); т о г д а [a, b] = q>([c,d]). П о э т о м у
из формул коммутирования (см. лемму 1.8) вытекает, что

Ау (х, y) = q> (ха (у) — ог~] (х) у) =

= Tv[/Fp (б (ха (у) - уаг~1 (х))) = Tvl/Fp ((б - ехб) ха (у)) = Аа (х, у).
Fp

Теорема 22 доказана.
Завершая наш обзор исследований по конгруэнц-проблеме,

укажем на имеющиеся к настоящему времени результаты о цен-
тральности конгруэнц-ядра. Прежде всего центральность конг-
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руэнц-ядра может быть установлена путем манипуляций с уни-
потентными элементами в группе GK (если они существуют).
Эта идея восходит к фундаментальным работам Басса — Мил-
нора — Серра [1], Меннике [1], [2], Мацумото [1] и Серра
[6]. Окончательный результат принадлежит Рагунатану [4],
[6], который показал, что для простой односвязной /(-группы
G существование унипотентных элементов в GK (т. е. /(-изотроп-
ность G) вместе с условием rangs G ^ 2 действительно обеспе-
чивает центральность конгруэнц-ядра CS(G). В его рассужде-
ниях наличие унипотентных элементов в GK играет существенную
роль, и поэтому они не могут быть распространены на ани-
зотропные группы. До недавнего времени единственным ре-
зультатом о центральности CS(G), в котором допускаются так-
же анизотропные группы, была теорема Кнезера [14], касаю-
щаяся спинорных групп квадратичных форм. Оказалось, однако,
что рассуждения Кнезера имеют общую природу и применимы
к другим группам с удобной геометрической реализацией. Вна-
чале Рагунатан и Томанов рассмотрели случай групп типа Сп,
а затем Рапинчук [9] доказал следующую общую теорему:

Теорема 23. Пусть G — простая односвязная К-группа од-
ного из следующих типов: Вп(п^2), Сп(п^2), Dn(n^5), G2,
либо специальная унитарная группа SUm(L, f) (m ^ 4) невы-
рожденной эрмитовой формы f над квадратичным расширением
L поля К, относящаяся к типу 2Ат~\- Тогда, если rangs G ^ 2,
то конгруэнц-ядро Cs (G) центрально.

Доказательство базируется на развитии метода Кнезера [14]
и использует технику § 9.3. Рассуждения здесь, как и в § 9.3,
имеют общую природу и применимы к другим группам с удоб-
ной геометрической реализацией; их схема для групп типа Ог
приведена в работе Рапинчука [8].

Геометрический метод, при помощи которого получена тео-
рема 23, по-видимому, не применим к исключительным груп-
пам, ибо эти группы не обладают подходящими геометриче-
скими реализациями. Здесь решение конгрунэц-проблемы было
получено при помощи нового подхода, использующего внутрен-
нюю структуру группы.

Теорема 24 (Рапинчук [9]). Пусть G — простая односвязная
К-анизотропная группа одного из следующих типов: Е7, Es, /ч-
Если rangs G ^ 2, то конгруэнц-ядро Cs (G) центрально.

Доказательство использует тот факт, что группы рассматри-
ваемых типов разложимы над квадратичным расширением поля
К (по этой причине среди перечисленных типов отсутствует Е6).

Отметим, что при доказательстве практически всех резуль-
татов по конгруэнц-проблеме, в частности, теорем 23 и 24 ис-
пользуется проективная простота группы рациональных точек.

К сожалению, на сегодняшний день мы не имеем никакой
информации по конгруэнц-проблеме для анизотропных внутрен-
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них форм типа Ап- Уже долгие годы не поддается исследованию
даже минимальный случай групп типа А\, хотя нормальное
строение групп рациональных точек здесь известно (теорема 2).
В частном случае G = SL\(D), где D — тело неопределенных
кватернионов над Q, S = {oo,p}, причем простое число р вы-
брано таким образом, что поле Qp расщепляет D, эта задача
принадлежит Ихаре (см. Коуровскую тетрадь, выпуск 1978 г.,
задача 5.33). Отметим, что результаты Серра [9] позволяют
определить точную алгебраическую структуру Gz(s>. Повиди-
мому, основные результаты здесь еще впереди.



ДОПОЛНЕНИЕ

На стадии прохождения корректур представилась возмож-
ность написать небольшое дополнение к основному тексту книги
с изложением некоторых результатов, появившихся уже после
сдачи книги в печать. За это время в арифметической теории
алгебраических групп был получен ряд новых важных резуль-
татов, однако ограниченность объема дополнения не позволяет
нам дать и,х систематический обзор. В то же время мы сочли не-
уместным подменять такой обзор простым перечислением фак-
тов, ибо это явилось бы сильным контрастом с основной частью
книги. По этой причине мы приняли решение включить в до-
полнение краткое, но концептуальное изложение двух резуль-
татов, которые вплотную примыкают к проблематике книги.
Первый из них связан с теоремами конечности некоторого но-
вого типа (§ Д.1), второй — с гипотезой В. П. Платонова об
арифметичности (§ Д.2).

§ Д.1. Теоремы конечности для дискретных подгрупп
в полупростых группах с ограниченным объемом
факторпространства

В § 4.6 мы установили, что для полупростой Q-определен-
ной алгебраической группы G любая арифметическая подгруппа
Г C G R является решеткой, т. е. дискретной подгруппой с ко-
нечным объемом факторпространства GR/Г. Точная величина
объема GR/Г была вычислена нами только для случая группы
G = SL2. До недавнего времени такие вычисления имелись
лишь для разложимых (Лэнглэндс [1]) и квазиразложимых
(Лэй [2]) групп. Не было также ответа на ряд естественных
качественных вопросов, связанных с объемом GR/Г, В частности,
на вопрос о том, может ли этот объем быть произвольно ма-
лым. Решение многих из этих вопросов содержится в глубоких
работах Бореля — Прасада [1] и Прасада [4], о которых пой-
дет речь в настоящем параграфе.

Уже довольно давно было известно*), что в случае простой
R-определенной группы G с условием r a n g R G > l существует
лишь конечное число классов сопряженности таких решеток
T C G R , ЧТО объем факторпространства GR/Г относительно фик-
сированной меры Хаара на группе GR ограничен некоторой
константой. Впоследствии Тите поставил вопрос о справедли-
вости аналогичного результата для решеток Г в группах GK то-
чек простых алгебраических групп G над неархимедовыми
локальными полями К, причем в его постановке фиксировалась
только константа, ограничивающая объем факторпространства
G/, НО допускалась вариация поля К и /(-группы G (при

*) См. W a n g Н. С. Topics on totally discontinuous groups//Symmetric
spaces.— New York: Marcel Dekker, 1972. P. 460—472.
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некотором «универсальном» определении меры Хаара на GK).
Ясно, что в такой постановке этот вопрос приобретает новый
смысл и для решеток в вещественных группах, а также обоб-
щается на решетки в произведениях вещественных и р-адиче-
ских групп (в частности, на S-арифметические подгруппы, см.
§ 5.4). Исследованию этой проблемы для 5-арифметических
подгрупп и посвящена работа Бореля — Прасада [1]. Прежде
чем формулировать ее основные результаты, введем некоторые
обозначения.

Пусть G — простая односвязная алгебраическая группа над
числовым полем К, G'—некоторая группа, изогенная G над /О
Для S E F обозначим через \х,'п меру Хаара на группе G'K
(см. § 3.5), которая нормализуется следующим образом. При
в е ^ м ы должны иметь \i'n (70) = 1, где /о — подгруппа Ивахори

в G'K (см. § 3.4). Для 5 Е ^ рассмотрим группу Я = Ялук (G')-

Тогда G'K ~ Яр, и достаточно определить меру \x'v на Яр.

Пусть Я о —такая C/R-форма группы Я, что группа ЯОк ком-
пактна (она всегда существует). Поскольку алгебра Ли / , ( Я ) ~
c^L(H0), то любой инвариантной дифференциальной форме
степени п = dim Я на Я отвечает аналогичная форма на Яо, и
поэтому любой мере Хаара на Яр отвечает мера Хаара на //OR
(см. § 3.5). Тогда мера ц'в нормализуется таким образом, чтобы
объем HOR относительно соответствующей меры равнялся 1.
Для любого конечного подмножества SczVK, содержащего
У*, обозначим через (химеру Хаара на группе G' которая
является произведением мер \i'v, » G S . В этих обозначениях

о

имеет место
Теорема Д.1. Зафиксируем константу с > 0. Имеется лишь

конечное число таких возможностей для выбора числового
поля К, конечного подмножества S cz VK, содержащего V^y

и (с точностью до К-изоморфизма) К-группы G' абсолютного
ранга ^ 2 , что существует S-арифметическая подгруппа Г' а
czG's, для которой IJL'S(G'SJT'^^.C. При этом число классов
сопряженности таких Г' в G's также конечно.

Теорема Д. 1 представляет собой теорему конечности прин-
ципиально нового типа. Действительно, все варианты теорем
конечности, рассмотренные в книге, утверждают конечность не-
которых множеств (Я1 (К, G), U1(G), GA(OO)\GJJGK И Т. Д.),
связанных с индивидуальной алгебраической группой G. Здесь
же мы имеем конечность некоторого класса объектов (5-ариф-
метических подгрупп с ограниченным объемом факторпро-
странства) в произвольных простых группах ранга ^ 2 . Дру-
гими словами, доказывается не только конечность числа клас-
сов сопряженности таких подгрупп в каждой отдельной группе,
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но и их отсутствие во всех группах за исключением конечного
числа.

Методы, развитые для доказательства теоремы Д. 1, позво-
ляют также получить один интересный результат о равномер-
ном росте чисел классов простых односвязных алгебраических
групп компактного типа. Для его точной формулировки условим-
ся о некоторых обозначениях. Пусть S c F — конечное подмно-
жество, содержащее У*, и для каждого v ^VK \S задана
парахорическая подгруппа Pv cz GKv. Тогда набор Р = (Pv)v^v><\s
называется согласованным, если Pv=Gcv для почти всех
» e F \ S . В этом случае подгруппа U(S, P) = GSX П Pv

является открытой в GA. Предположим теперь, что S = V £ и
для согласованного набора Р = (PX1)VSVK будем писать U(Р)

вместо U(V^, PY Тогда из теоремы 5.1 вытекает конечность
числа двойных смежных классов U (P)\GAJGK, которое мы
обозначим через с (Р).

Теорема Д.2. Зафиксируем константу С > 0. Существует
лишь конечное число таких числовых полей К, простых одно-
связных К-групп G компактного типа и классов сопряженности
относительно группы GAf согласованных семейств Р = {PV)U€EVK

парахорических подгрупп, что с (Р) ^ С.
Отметим, что для произвольной решетки L, задающей реа-

лизацию группы G, найдется такой согласованный набор Р па-
рахорических подгрупп, что G\{ao)aU (Р). Тогда c l ( G L ) ^ с (Р),
и поэтому из теоремы Д.2 вытекает

Следствие. Для любого С > 0 существует конечное число
таких пар (G,-, Ц), i = 1, . . . . d, состоящих из простой односвяз-
ной алгебраической группы G; cz GLni, определенной над чис-
ловым полем IKi, и решетки Lt cz К."1, что выполняется следую-
щее утверждение: если G cz GLn — простая односвязная алгеб-
раическая группа компактного типа над некоторым числовым
полем К и L cz Кп—такая решетка, что c l ( G L ) ^ C , то для
подходящего i e j l , . . . . d) имеем К = Ki, Gc^d над К и
группа GA(OO) изоморфна подгруппе, сопряженной в GiA с под-
группой Gfj ( o o ).

Другими словами, имеется лишь конечное число простых
односвязных групп компактного типа, имеющих реализации
с ограниченным числом классов, и для каждой группы имеется
лишь конечное число таких существенно различных реализаций.
Тем самым теорема Д.2 устанавливает существование некото-
рой системы табу внутреннего характера, которые «запрещают»
почти всем простым односвязным группам компактного типа
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иметь реализации с малым числом классов (в частности одно-
классные, ср. с теоремой 8.4). Было бы интересно выявить чисто
арифметический механизм этого явления. Кроме того, хотелось
бы иметь теорему, аналогичную теореме Д.2, для всех полу-
простых групп, а не только для простых и односвязных. В связи
с этим укажем, что для ортогональных групп положительно
определенных квадратичных форм вопрос об одноклассных
реализациях решает следующая теорема Пфейфера*): одно-
классные положительно определенные квадратичные формы от
трех и более переменных существуют лишь над конечным чис-
лом полей алгебраических чисел; при этом над каждым по-
лем К имеется только конечное число классов эквивалентности
таких форм f, для которых идеал &(f) имеет ограниченную
норму (здесь 8(f)— идеал в кольце целых С к поля К, порож-
денный значениями соответствующей билинейной формы на ре-
шетке О\; в частности, условие § (/) = 0к выделяет примитив-
ные формы).

Остановимся кратко на основных узловых моментах доказа-
тельства теорем Д.1 и Д.2. Одним из таких моментов является
формула Прасада [4] для вычисления объема [is{Gs/T), где
Г — так называемая главная 5-арифметическая подгруппа, т. е.

подгруппа вида T = GKf]f П ЛЛ . где ( Р „ ) о е Е ^ с ч 5 —неко-

торый согласованный набор парахорических подгрупп. Приве-
дем общий вид этой формулы, опуская определение некоторых
явно указываемых констант. Пусть L — минимальное расшире-
ние поля К, над которым G становится внутренней формой,
если тип G отличен от 6Z)4, и подполе степени 3 над К в таком
расширении, если G — группа типа 6Z)4. Пусть также mi ̂  . . .
. . . ^ тг—показатели системы корней группы G (см. Бурбаки
[4], гл. VI, § 1, п° 11).

Теорема Д.З. Имеет место формула

IU5 (O5/I ) = Uк \ U L J U K , ) I I I m + ] I T(O)8,

где DK, {соответственно DL)—дискриминант поля К {соответ-
ственно L), s — некоторая константа, зависящая только от внут-
реннего типа группы G, x{G) — число Тамагавы группы G,
е — некоторая константа, зависящая от набора парахорических
подгрупп (Pv)V(=vK\s-

Далее используется тот факт, что в действительности T ( G ) =
= 1 (см. с. 294), и поэтому этот множитель может быть опу-

*) P f e u f f e r H. Einklassige Geschlechter totalpositiver quadratischer
Formen in totalreelen algebraischen Zahlkorpern//J. Number Theory. 1971.
V. 3. P. 371—411.
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щен. Анализируя формулу из теоремы Д.З с помощью различных
теоретико-числовых оценок, в частности, оценок для дискрими-
нантов числовых полей, Борель и Прасад получают конечность
числа таких троек (К, S, G), что для подходящей группы G',
изогенной G над К, существует 5-арифметическая подгруппа
f ' c G j , для которой \i's(G'sIT'}*^.c. Заключительный этап до-
казательства теоремы Д. 1 связан с обоснованием конечности
числа классов сопряженности 5-арифметических подгрупп
с ограниченным объемом факторпространства для фиксирован-
ной группы. Здесь используются теоремы конечности для кого-
мологий Галуа и оценки индексов 5-арифметических подгрупп
в своих нормализаторах, которые получаются из подходящего
обобщения результатов Рольфса [3].

Отметим, что большинство результатов этого параграфа
при некоторых незначительных ограничениях сохраняет силу
и для групп над глобальными полями положительной харак-
теристики.

§ Д.2. Представления групп конечной ширины

Пусть Г — абстрактная группа с конечным числом образую-
щих, В этом параграфе мы будем рассматривать представления
Г исключительно над полями нулевой характеристики, причем
в большинстве случаев основным полем будет поле С комплекс-
ных чисел. Обозначим через Rn(T) и Х„(Г) многообразия
л-мерных представлений Г и их характеров. В § 7.5 мы уже
обсуждали группы так называемого конечного представленче-
ского типа, т. е. группы, удовлетворяющие условию

dimX,,(r) = 0 для всех п^\. (1)

В настоящее время основные усилия по изучению таких групп
направлены на доказательство гипотезы об арифметичности,
выдвинутой первым из авторов (см. с. 477). К сожалению,
продвижения в этом направлении пока не слишком значи-
тельны. Тем не менее все известные примеры групп, удовле-
творяющих (1), действительно получаются из 5-арифметических
групп. Но даже для этих групп проверка условия (1) отнюдь
не является тривиальной, а использует либо положительное
решение конгруэнц-проблемы, либо результаты Маргулиса [6]
о супержесткости. Однако оба этих метода не позволяют рас-
крыть связь условия (1) со структурными свойствами группы
Г. С другой стороны, ясно, что без выявления такой связи да-
леко продвинуться в анализе групп конечного представленче-
ского типа нельзя. Один пример «структурного» подхода к про-
верке условия (1) мы уже привели в § 7.5, а именно, там мы
показали, что условие (1) для группы Г = SLn(Z) (п ^ 3)
выводится из ограниченной порождаемости группы Г
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относительно множества элементарных матриц (см. предложение
7.14). Недавно вторым автором*) была получена абстрактная
версия этого результата, а именно, показано, что (1) выводится
из такого чисто комбинаторного свойства Г, как конечность
ширины.

Напомним, что группа Г называется группой конечной (или
ограниченной) ширины, не превосходящей t, если существуют
такие элементы уи ..., yt е Г, что Г = <yi> . . . <у/>, где
<7<> — порожденная элементом у, циклическая подгруппа. Вве-
дем также следующее условие:

для любой подгруппы Г; с: Г конечного индекса

группа Г?6 = iyjT,, Г,]конечна.

Теорема Д.4. Пусть Г — группа конечной ширины, удовле-
творяющая условию (2). Тогда dimXn(F) = 0 для всех п^\.

Отметим, что условие (2) является необходимым для выпол-
нения (1). Укажем также на ряд следствий из теоремы Д.4.

Следствие 1. Пусть Т cz GLn(C)—вполне приводимая под-
группа конечной ширины, удовлетворяющая условию (2). Тогда
существует такой элемент g(=GLn(C), что gTg-1 cz GLn(K),
где К — подходящее поле алгебраических чисел.

Следствие 2. Пусть G cz GLn(C) — простая R-определенная
алгебраическая группа. Если r a n g R G ^ 2 и Г cz G R — решетка,
имеющая конечную ширину как абстрактная группа, то суще-
ствует такая матрица g<=GL,,(R), что gTg~l cz GLn{K), где
К — некоторое поле алгебраических чисел.

Один из ключевых моментов доказательства теоремы Д.4
содержится в следующем утверждении.

Предложение Д.1. Пусть Г — абстрактная группа конечной
ширины ^t. Тогда для любой подгруппы Г) с: Г конечного ин-
декса про-р-пополнение f[p) является аналитической про-р-груп-
пой (т. е. компактной группой Ли над QP) размерности ^.t.

Доказательство получается при помощи одного из критериев
аналитичности (см. Лазар [1], с. 206).

Как заметил О. И. Тавгень [3], из предложения Д.1 выте-
кает, что группа Г конечной ширины является линейной в том
и только том случае, если существует подгруппа Fi cz Г конеч-
ного индекса, которая для некоторого простого р аппроксими-
руется конечными р-группами. Таким образом, из справедливо-
сти гипотезы В. П. Платонова об арифметичности получалась,
бы следующая абстрактная характеризация арифметических
групп: если группа Г имеет конечную ширину, удовлетворяет

*) R a p i n c h u k A. S. Combinatorial theory of arithmetic groups//Prep-
rint of the Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of BSSR
20(420). Minsk, 1990.
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(2) и существует такая подгруппа Fi с: Г конечного индекса,
:которая для некоторого простого р аппроксимируется конеч-
ными р-группами, то Г — группа арифметического типа.

Из предложения Д.1 вытекает, что для подходящей под-
группы Fi с: Г конечного индекса про-р-пополнение f(iP) яв-
ляется аналитической про-р-группой максимальной возможной
размерности. Тогда соответствующая алгебра Ли gi над Qp

с точностью до изоморфизма не зависит от выбора подгруппы
Г[ с Г с описанными свойствами. Мы будем называть gi р-ал-
геброй Ли данной группы Г, adirriQ gi— аналитической р-раз-

мерностью Г и обозначать через dim p r . Укажем на следующий
интересный вопрос: пусть Г — линейная группа конечной ши-
рины; верно ли, что для почти всех р число dim p r не зависит
от р? Если нет, то может ли образ отображения р >—>dimpr
(р — простое) быть бесконечным?

Дадим набросок доказательства теоремы Д.4. Как и при
доказательстве предложения 7.14, достаточно показать, что для
любого представления р: Г-*- GLn{C) множество следов Х =
= {tr р(у)Iу е Г} целиком состоит из алгебраических чисел.
Оказывается, при этом можно заменять группу Г на подгруппу
конечного индекса.

Лемма Д.1. Пусть Г[ с: Г — подгруппа конечного индекса,
Х\ = { t r P(Y) \у ^ TI} . Тогда поле Q(X) является алгебраиче-
ским (и даже конечным) расширением поля Q(Xi).

Имеем р ( Г ) с GLn (Л), где Л с С — некоторое конечно по-
рожденное подкольцо. Далее используется следующее утверж-
дение, доказательство которого базируется на конструкции вло-
жений в локально компактные поля из работы Платонова [10].

Лемма Д.2. Существует такое бесконечное множество П
простых чисел, что для каждого р е П имеется бесконечно
много вложений а ь а2, . . . кольца А в Z p, удовлетворяющих
следующему свойству: при гф] пересечение ai(A)(]aj(A) со-
стоит из алгебраических чисел.

Беря композицию представления р с вложениями а,-, мы
получаем представления р,: Г-> GLn{Zp). Пусть g — р-алгебра
Ли группы Г. Имеем g = 5 Ф т, где т — радикал д, а алгебра 5
полупроста. Существует лишь конечное число (скажем, d) не-
эквивалентных представлений т: 5-*-gIn(Qp). Рассмотрим пред-
ставления pi, . . . , pd+i- Переходя к подгруппе конечного ин-
декса, можно без ограничения общности считать, что образы
р г(Г) ( / = 1 , . . . , d + 1 ) лежат в конгруэнц-подгруппе
GLn(Zp, p), следовательно, рг продолжаются до аналитических
лредставлений рг- Г(р) -> GLn(Zp), и, кроме того, Г(р)

является полупрямым произведением S>~ R, где S и
Я—аналитические про-р-группы с алгебрами Ли 5 и t
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соответственно. Из наших построений вытекает, что для подходя-
щих двух индексов i, / ^ { 1 , . . . , d -f- 1} представления pf и pf

индуцируют эквивалентные представления алгебры Ли з, по-
этому, переходя к подгруппе конечного индекса, можно счи-
тать, что ограничения рс | s и р;- | s эквивалентны; в частности
tr р{ (х) = tr р7- (х) для всех х ^ S. С другой стороны, из усло-
вия (2) вытекает, что для любого представления X: Г—>-GL,i(C)
разрешимый радикал связной компоненты G0 алгебраической
группы G, получаемой замыканием X(Г), совпадает с ее унипо-
тентным радикалом, поэтому, переходя снова к подгруппе ко-
нечного индекса, можно считать, что tr pk (ху) = tr pk (x) для
всех I E S , i/ei? (k = i, /). Но тогда tr pc (x)= tr p;-(x) для
всех x e Г<р). В частности, cr,(tr p(y)) = o,-(tr p(y)) для лю-
бого у е Г . Поэтому из леммы Д.2 вытекает, что t rp(y)—ал-
гебраическое число, что и требовалось.

Теорема Д.4 дает качественное описание совокупности все-
возможных представлений группы Г. Оказывается, что для
S-арифметических подгрупп конечной ширины можно дать пол-
ное описание самих представлений.

Теорема Д.5. Пусть G — простая односвязная алгебраиче-
ская группа над полем алгебраических чисел К, S c F — ко-
нечное подмножество, содержащее V^, и Г с С к — плотная по
Зарисскому S-арифметическая подгруппа. Предположим, что
для G над К выполняется гипотеза 2 из § 9.1. Тогда если Г
имеет конечную ширину, то для любого представления р: Г->-
-^-GLn(C) существует такой рациональный гомоморфизм
р': RxiQ(G)->GLn(C), что pup' совпадают на некоторой
подгруппе Г" с: Г конечного индекса.

Следствие 3. В условиях теоремы Д.5 Г не содержит таких
нецентральных нормальных делителей N бесконечного индекса,
что факторгруппа T/N — линейная. В частности, выполняется
условие (2).

Доказательство теоремы Д.5 содержится в указанном пре-
принте А. С. Рапинчука. Там же показано, что для S-арифме-
тической подгруппы Г свойство конечности ширины связано
также с конечностью конгруэнц-ядра CS(G). В связи с этим
естественно сформулировать следующую гипотезу, которая на
сегодняшний день представляется одной из наиболее суще-
ственных в теории арифметических групп: пусть Г — S-ариф-
метическая подгруппа простой алгебраической группы G; тогда

если r a n g s G = X rang^ G ^ 2 , то Г имеет конечную ширину
S

(ослабленный вариант: проконечное пополнение Г имеет конеч-
ную ширину как проконечная группа).
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

К* (соответственно К+)— мультипликативная (соответственно аддитив-
ная) группа поля К.

VK — множество всех попарно неэквивалентных нормирований числового
поля К

Vf1 (соотв. V^J — подмножество неархимедовых (соответственно архи-

медовых) нормирований в Vе

Kv — пополнение числового поля К относительно нормирования v e Vе

(Jv — кольцо целых и-адических чисел (для v e Vf)

P-j — идеал нормирования в 0V

Uv — группа и-адических единиц
О — кольцо целых числового поля К
О (S)—кольцо S-целых числового поля К (для конечного подмножества
S c= VK, содержащего У*)

w\v — продолжение нормирования
А—кольцо аделей
A(S) —кольцо S-целых аделей
А(оо) —кольцо целых аделей
As—кольцо S-аделей
А; — кольцо конечных аделей
As(T) —кольцо Г-целых S-аделей (для Т из S)
JK — группа иделей
/ ^ — группа целых иделей

/^ — группа S-целых иделей

hK — число классов идеалов поля К
Вт (К) —группа Брауэра поля К

^L/K (соответственно TrL/,^) — норма (соответственно след) в конечном

расширении L/K
Nrd D ,^ (соответственно Trd D ,^) — приведенная норма (соответственно

приведенный след)
Fp — поле из р элементов
Z — (соответственно Q, R, С, Qp) кольцо целых (соответственно поле

рациональных действительных, комплексных и р-адических) чисел
А" (соответственно Рп) — л-мерное аффинное (соответственно проектив-

ное) пространство
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0т — одномерный /(-разложимый тор
Ga — одномерная связная унипотентная группа
SLn(D), SUm(D, f)—классические группы над телами
SLn(D), SUm(D, f) — соответствующие алгебраические группы
RL/K — функтор ограничения основного поля
X(G)—группа характеров алгебраической группы G
X*(G)—группа кохарактеров (однопараметрнческнх подгрупп)
R(T, G)—система корней алгебраической группы G относительно тора Г
W(T, G) — группа Вейля алгебраической группы G относительно тора Т
д = L(G) —алгебра Ли алгебраической группы G
Ua — одномерная унипотентная подгруппа, отвечающая корню а е

, G)
Ga — соответствующая корневая подгруппа
W — многообразие максимальных торов
Я—многообразие борелевских подгрупп
R(T, G)—многообразие представлений конечнопорожденной группы Г

в алгебраическую группу G
Rn(T) —многообразие я-мерных представлений
А"„(Г) —многообразие я-мерных характеров
ТХ(Х) —касательное пространство к многообразию X в точке х
dxf — дифференциал морфизма / в точке х
rang G — (абсолютный) ранг группы G
rangj< G — ранг группы G над К (/(-ранг)

rang s G = ^ rang^ G — S-ранг группы G (для конечного подмно-

жества S с Vе)
G/c — группа /(-точек алгебраической /(-группы G
Gg — группа целых точек

^0{S) — группа S-целых точек

Gg — группа целых точек относительно решетки L а Кп

Gg°—группа целых у-адических точек относительно локальной решетки

GA — группа аделей

GA(OO)—группа целых аделей

G^ ( о о ) — группа целый аделей относительно решетки L с К"

GA(S) — группа S-целых аделей
•G . — группа S-аделей

о

GA /rv — группа Г-целых S-аделей
о

G S = П GK ' Goo = G К

cl(G)—число классов алгебраической группы G
cl(GL)—число классов в реализации, задаваемой решеткой L а К"
& cl(G)—группа классов полупростой алгебраической группы G неком-

пактного типа



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ QAQ

cl(o) —класс элемента о
g e n ( о ) — род элемента а
fo(o) —число классов в роде элемента а
Hl(G, А)—j-я группа (в некоммутативном случае — i-e множество) ко-

гомологий

Hl(L/K, G) = #'(Gal(L/K), GL)—t'-я группа (множество) когомологий
Галуа алгебраической /Г-Труппы G, связанная с расширением ЦК

Я ' (К, G) ~ Н' (Gal (К/К), G-%) (К — алгебраическое^замыкание поля К\

Н' (С, А) ~ i-я группа когомологий Тейта
Res — гомоморфизм ограничения
Сог — гомоморфизм коограничения
lim — проективный предел

llm — индуктивный предел

Аа — множество G-инвариантных элементов G-модуля А
G(a)—стабилизатор элемента а относительно действия группы G
Ga — орбита элемента а
[X] — мощность множества X
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Автоморфизм Фробениуса 15
Адели 20, 271
Аделизация морфизма 272
Алгебра Ли алгебраической группы

64
аналитической группы 135

Алгебраическая группа 60—61
анизотропная 80

— — диагонализнруемая 66
изотропная 80
квазиразложимая 72

— — компактного типа 231, 256
А^-определенная 62
А^-разложимая 72
односвязная 77
полупростая 72

— некомпактного типа 231,256
смешанного типа 231, 256

— — присоединенная 77
— — простая 77

разрешимая АС-разложимая 71
редуктивная 72
унипотентная 70

Аналитическая структура 129—130
Анизотропное ядро 82
Аппроксимация сильная для алгеб-

раической группы 279, 466
для многообразия 436

абсолютная 436
поля 24

— слабая для алгебраической груп-
пы 452—465

для многообразия 436
— поля 24

Базис Шевалле 78
Бирациональный изоморфизм 114
BN-napa 172

Выделенная вершина 81

Гильбертово поле классов 482
Гипотеза Кнезера—Титса 39, 443

Гипотеза Маргулиса 554
— Платонова о проективной просто-

те 552
об арифметичности 477

Гомоморфизм инфляции 29
— кограничный 33
— коограничения 30
— ограничения 29
— трансгрессии 30
Группа аделей 278

главных 278
конечных 279
S-целых 278
целых 279

— арифметическая 195, 255
— Брауэра 39
— Вейля 74, 80, 173
— ветвления 19
— единиц 195
— иделей поля 21

главных 22
специальных 22
S-целых 22
целых 22

— инерции 19
— классов алгебраической группы

492
идеалов поля 10

— когомологий 26
Тейта 333

— компактно определенная 176
— конечных аделей 279
— кохарактеров 67
— ограниченной ширины 229
— ортогональная 96
— проконечная 159

типа (F) 349
— разложения 15
— S-аделей 279

главных 279
Г-целых 279

— самосопряженная 144
— 5-арнфметнческая 200, 298
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Группа 5-единиц 298
— симплектическая 96
— специальная линейная 94

ортогональная 96
унитарная 100

— спинорная 98
— унимодулярная 184
— унитарная 98, 100
— финитно аппроксимируемая отно-

сительно сопряженности 543
— характеров 66
— Шафаревича—Тейта 315, 357
— Шевалле 80

Действие группы • на многообразии
115

Дифференциальная форма 190
инвариантная 190

Доминантный морфизм 112

Идеал дробный 10
•— нормирования 14
Идели поля 21
Изогения 69, 76
Инвариант тела 41
— простой алгебры 41
— Хассе—Витта 384
Инволюция 98
— второго рода 99
— первого рода 99

второго типа 101
— — — первого типа 101
Индекс ветвления 14
— Витта 98
— простой алгебры 38
— тела 38
— Титса 81—82
Индуцированное множество 36
Интегрирование дифференциальной

формы 192—193

Касательное пространство 113, 131
Класс решетки 488
— элемента 484
Классификация iC-форм алгебраиче-

ских групп 91—94
— полупростых алгебраических групп

77—78
Когомологии 26—37
— алгебраических групп 87

вещественные 353
— Галуа 31
— групп аделей 329—332

целых о-адических точек 324—
329

— неабелевы 31—37
— непрерывные 30
— неразветвленные 327

Когомологии Тейта 333
Когомологическая размерность 375
Кограничное отображение 88
Кольцо аделей 20

главных 21
— — конечных 23

S-целых 20
целых 20

— дедекиндово 10
— нормирования 14
— S-аделей 23

Г-целых 23
— S-целых элементов 21
Конгруэнц-гипотеза Серра 601
Конгруэнц-подгруппа 43, 155, 197, 598
Конгруэнц-проблема 598
Конгрунэц-теорема 569
Конгруэнц-топология 600
Конгруэнц-ядро 600
Корневая подгруппа 388, 592
Критерий Малера 238
— компактности факторпространства

GRjGz 237
GA/GK 291
Gs/G0(s} 299

— конечности объема факторпро-
странства G^jG^ 240

GA/GK 291
GslGg{s) 299

— свободы решетки 482

Лемма Гензеля 165
— Краснера 350
— —, унитарный вариант 400
— Минковского 261, 534
— о замкнутых орбитах 116
— Шапиро 30, 36
Локально-глобальный принцип (прин-

цип Хассе) 24—25
для алгебраических групп 317
— когомологии арифметических

групп 532
односвязных алгебраических

групп 317
полуторалинейных форм

381—382
сильный 382
слабый 382

торов 315, 340
мультинорменный 346
норменный 25, 340—346

L/iC-форма 82

Мера 182—194
— борелевская 183
— инвариантная 183
— на произведении 184
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Мера на факторпространстве 186—
187

— Тамагавы 291
— Хаара 183
Метаплектическое ядро 602
Многомерный класс сопряженности

117
Многообразие борелевских подгрупп

123
— гладкое 114
— ./(-определенное 112
— представлений 120
— рациональное 114
— торов 121
— унирациональное 115
— характеров 474
Многочлен Эйзенштейна 19
Множители сходимости 291
Модуль автоморфизма 184
— группы 184
Морфизм алгебраических групп 62
— А^-определенный 62
Мультипликативная арифметика 580
Мультипликатор Шура 28, 344

Накрытие универсальное 77, 92
— специальное 92
Норма приведенная 38
Нормирование поля 10
— — архимедово 11

вещественное 13
— — комплексное 13

логарифмическое 11
неархимедово 11
нормализованное 22
р-адическое 11

— тела 40
Нормирования Эквивалентные 11

Область Зигеля 201
обобщенная 252
относительная 242

Ограничение основного поля 62
Ограниченное топологическое произ-

ведение 185
Определитель Дьедонне 51
Основа 172
Отображение логарифмическое 136

усеченное 70
— редукции 165
— экспоненциальное 136

усеченное 70

Параметризация Кэли—Диксона 440
Подгруппа арифметическая 195, 255
— Бореля 71
— Ивахори 172
— параболическая 72

Подгруппа параболическая стандарт-
ная 76

— парахорическая 172
— S-арифметическая 200, 298
— соизмеримости 233
Поле вычетов 14
— локальное 13—14
— определения 112
— разложения 38, 66
— типа (F) 349
— числовое 9
Пополнение 12
Порядок 54
— локальный 54
— максимальный 54
Последовательность Хохшильда—

Серра 30
— — для неабелевых когомологий

36
Препятствие к принципу Хассе 342—

344
— — первое 342
Приведенная группа Уайтхеда 39
— унитарная 446
Принцип Хассе — см. локально-гло-

бальный принцип
Присоединенное представление 65
Проблема Бартельса 341
— Гротендика 474
— рода 535—549

в арифметических группах 535
для целочисленных представ-

ний 545
— Таннака—Артина 39, 446
Продолжение нормирования 11
Проективная система 159
Проективный предел 159
Про-р-группа 160
— силовская 160
Простая точка редукции 164
Пространство аделей 271

главных 272
S-целых 272
целых 272

Процедура выбрасывания вершин
448

Псевдобазис 54

Радикал 72
— унипотентный 72
Ранг 72
— над К 80
Расширение полей адекватное 341

вполне вещественное 258
разветвленное 14

неразветвленное 14
Разложение Брюа 74
— Жордана 65
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Разложение Жордана аддитивное 65
— Ивасавы в GLn(R) 150

произвольной группе 152
— Картана 174
— Леви 72
— полярное в GLn(R) 142
— произвольной группе 146
Реализация алгебраической группы

479
Регулярный полупростой элемент 76
Редукция 163, 169
— гладкая 164
Решетка (на векторном простран-

стве) 53
— локальная 54
-— (в локально компактной группе

248
Род решетки 488
— элемента 484

•Связная компонента 65
Система корней 73
— — относительная 80
— простых корнел 73
— Титса — см. BN-napa
Скручивание 34, 83

Слабая метаплектическая гипотеза
576, 605

•Список классических групп 108
Стабилизатор решетки 56, 57
Стандартное описание нормальных

делителей 581
•Степень алгебраической группы 61
— поля вычетов 14

Тело вычетов 40
Теорема Бартельса—Китаоки 262
— Бера 176
— Бореля о плотности 231
— Бореля—Хариш-Чандры 217
— Ванга 50
— Витта 109
— — для алгебры октав 589
— 90 Гильберта 85
— Дирихле о единицах 236
— — обобщенная 311
— инвариантности для арифметиче-

ских подгрупп 199, 230
для 5-арифметических подгрупп

301
— Э. Картана 137, 444
— Кнезера 502
— конечности для орбит арифмети-

ческих групп 218
— — групп аделей 287

S-арифметических групп
300

Теорема конечности для числа клас-
сов 280

несопряженных конечных под-
групп 199, 302

— Ландера 395
— Ленга 313

об изогениях 322
— Маргулиса 560
— Мацумото 161
— Мейера 377
— Минковского—Хассе 25
— Мостова 144, 148
— Накаямы—Тейта локальная 314

глобальная 315
— Нётер 165
— о конечной определенности ариф-

метических групп 199, 220
S-арнфметнческих групп

— — неограниченности чисел клас-
сов 525

— — реализации 492
— — сильной аппроксимации 24,

466
— — слабой аппроксимации 24, 452—

453
— — стабилизаторе 484

централизаторе 488
— об обратной функции 129

одноклассных решетках 492
— Островского 11
— Платонова 451, 464
— — о слабой аппроксимации над

произвольным полем 465
— — об изогениях 444
— Платонова—Бондаренко—Рапин-

чука 527
— Платонова—Янчевского 42
— плотности Чеботарева 18
— Прасада—Маргулиса 559
— Прасада—Рагунатана 449, 606
— Рапинчука 613
— Рима 134
— Рольфса 531
— Сколема—Нётер 38
— Стейнберга 372, 376 •
— Тейта 334, 339, 341
— Титса 443
— Уитнн 138
— Фробениуса 320
— Хариш-Чандры 208
— Хассе о нормах 341
— Хассе—Брауэра—Нётер 49
— Черноусова 424
— Шевалле 116

усиленная 116
— Эйхлера 50

, унитарный вариант 396
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Теорема Эрмита 19
Теоремы конечности для когомологий

Галуа 326, 348
Теория приведения 200—220

для арифметических групп 214
GLn(R) 200
групп аделей 282—290

— 5-арифметических групп
298—299

Топология адельная 20, 272
— арифметическая 600
-— и-адическая 126
— идельная 21
Тор (алгебраический) 66
— анизотропный 67
— квазиразложимый 68
— мультинорменный 68
— норменный 68
— разложимый 66
Точка простая 114
— особая 114

Униформизующий элемент 14
в теле 40

Фактормногообразие 65
Форма внешняя 81

Форма внутренняя 81
— Киллинга 65
Формула произведения 22
Фундаментальная группа алгебраиче-

ской группы 77
— область 187, 204
Фундаментальное множество 188,

218, 256, 283, 298

Характер 66

Центры простых односвязных групп-
79, 366

Число классов алгебраической груп-
пы 280, 479

• в роде 484
квадратичной формы 486,

502, 515
• — — решетки 488
•— • •— •— н а М п ( К ) о т н о с и т е л ь -

но сопряженности 505
целочисленного представ-

ления 487
целочисленной матрицы

относительно сопряженности 488
идеалов поля 10

— Тамагавы 292, 297
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