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Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer
Veriinderlichen.

Die Automorphismen der unbeschrinkten eigentlichen
Kreiskorper.

Von

Heinz Zumbusch in Minster i. Westf. *),

In der klassischen Funktionentheorie sind die unbeschrinkten, einfach

zusammenhéngenden Bereiche der z-Ebene entweder auf beschrinkte Be-
reiche abbildbar — also im Rahmen der Funktionentheorie von diesen
nicht verschieden — oder jede in ihnen reguldre und beschrinkte Funktion
ist konstant, wobei die einzigen Bereiche der zweiten Art die volle und
die punktierte Ebene sind. Im Raume R, der beiden komplexen Ver-
dnderlichen w und z sind die Verhiltnisse wesentlich komplizierter. Neben
diesen beiden Arten von Bereichen gibt es dort noch solche, die nicht
auf beschrinkte abbildbar sind, in denen jedoch nicht konstante, regulére
und beschrinkte Funktionen existieren.
. Will man nun die analytischen Abbildungen aller Bereiche des R, iiber-
sehen, so ergibt sich die Notwendigkeit, diese ,,wesentlich unbeschrinkten
Bereiche auf ihre Automorphismen hin zu untersuchen. Man ist hierbei zur
Verwendung neuer Untersuchungsprinzipien gezwungen, da der Cartansche
Eindeutigkeitssatz, der einen wichtigen Ausgangspunkt bei der Unter-
suchung der Abbildungen beschrinkter Bereiche bildet, in unbeschrinkten
Bereichen nicht mehr allgemein gilt.

H. Behnke und E. Peschl') haben zum ersten Male systematisch die
einfachste Klasse unbeschrinkter Bereiche, die unbeschrinkten Reinhardt-
schen Korper, in diesem Sinne behandelt. Das Ziel der vorliegenden
Arbeit ist die Bestimmung der Automorphismen der unbeschrinkten eigent-
lichen Kreiskdorper, die von besonderer Wichtigkeit sind, da wir damit
die Abbildungen aller unbeschrinkten Bereiche iibersehen, die als invariante
Konvergenzkorper der Potenzreihen in w und z auftreten kénnen. Es
zeigt sich, dafl sich die in der erwdhnten Arbeit von Behnke-Peschl ver-
wandten Methoden z. T. soweit verallgemeinern lassen, dal sie auch zur

*) Diese Arbeit hat der Philosophischen und Naturwissenschaftlichen Fakultit
der Universitdt Miinster als Inauguraldissertation vorgelegen.
1) H. Behnke und E. Peschi, Die unbeschrinkten Reinhardtschen Korper,
Math. Annalen 112 (1935), S.433.
Mathematische Zeitschrift. 41. 49



632 H. Zumbusch.

Untersuchung der Kreiskérper benutzt werden koénnen. Die Schwierig-
keiten bestehen vor allem darin, daB an die Stelle der leicht iibersehbaren

.o = . . o .
Monome und der Ausdriicke w®zf mit irrationalem — in unserem Falle

p
homogene Polynome bzw. Produkte der Form
(1) ﬁ (a;w + b;2)" (O-(’— nicht alle rational)
=1 3%

treten, und daB sich ferner die Regularitdtsbereiche unter den Kreis-
korpern nicht so einfach charakterisieren lassen, wie es dort fiir die Rein-
hardtschen Kérper gelungen ist.

Wir teilen unsere Bereiche in drei Klassen ein, je nachdem ob es
in ihnen keine, eine und (im wesentlichen) nur eine oder wenigstens zwei
reguliire, beschrinkte und nicht konstante Funktionen gibt. Es lifit sich
dann beweisen, daB die Regularitdtsbereiche der ersten und zweiten Klasse
(allerdings unter gewissen Differentiierbarkeitsvoraussetzungen iiber den
Rand) die Bereiche | F (w,z)| << C sind, wo F (w, z) einmal einen Ausdruck
der Form (1), das andere Mal ein homogenes Polynom bedeutet (§ 1). Weiter
zeigt sich, daB in allen Bereichen der dritten Klasse in bezug auf die
Automorphismen eine Verallgemeinerung des Cartanschen Eindeutigkeits-
satzes gilt (§ 4).

Die Regularitétsbereiche unter unseren Korpern — und nur diese
brauchen wir ja bei der Bestimmung der Automorphismen zu betrachten —
enthalten stets wenigstens eine ,,Achse”, d. h. eine analytische Ebene
durch den Mittelpunkt, die bis auf den unendlich fernen Punkt ganz im
Bereich liegt. Die Bereiche der Klasse 1 und 2 mit weniger als drei
Achsen sind bereits dquivalent einem Reinhardtschen Korper, d. h. sie
lassen sich durch eine lineare Transformation mittelpunktstreu auf einen
solchen abbilden. Fiir die iibrigen Bereiche wird gezeigt, daB alle ihre
Automorphismen achsentreu und damit insbesondere nullpunktstreu sind,
und es gelingt weiter unter Heranziehung des klassischen Uniformisierungs-
theorems zu beweisen, daB sie stets linear sein miissen. Bei den Bereichen
der dritten Klasse lassen sich wegen des Eindeutigkeitssatzes Methoden
benutzen, die den bei beschrinkten Bereichen verwandten analog sind.
Es ergibt sich, daB alle Automorphismen mittelpunktstreu und linear sind.

Das Ergebnis der vorliegenden Untersuchung kann man kurz so zu-
sammenfassen:

Ist ein unbeschrimkter eigentlicher Kreiskorper nicht dquivalent einem
Reinhardtschen Kirper, so besteht seine Automorphismengruppe aus der
Kreiskirpergruppe, kombiniert mit hichsiens endlich vielen anderen linearen
Transformationen. (Dabei ist allerdings bei den Bereichen der Klasse 1
und 2 die einschrinkende Voraussetzung iiber den Rand gemacht.)
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Dieses Ergebnis ist insofern verwunderlich, als Behnke und Peschl
bei den unbeschrinkten Reinhardtschen Koérpern noch Ausnahmekorper
erhalten haben, und man konnte vermuten, dal solche bei K&rpern mit
einer nur einparametrigen Drehungsgruppe erst recht auftreten wiirden.
Das ist aber nicht der Fall.

Inhalt.
§ 1. Einteilung der Bereiche. Charakterisierung der Regularitéts- e
bereiche . . . . . . . .. ... 633
§ 2. Die Automorphismen der fast {iberall glatten Bereiche der
Klasse K, . . . . .. . ... . o 639
§ 3. Die Automorphismen der fast iiberall glatten Bereiche der
Klasse Ky . . . . . o 0 00 o s s 642
§ 4. Der Eindeutigkeitssatz in den Bereichen der Klasse K; und die
Automorphismen dieser Bereiche . . . . . ... ... ... .. 644
§ 1.

Einteilung der Bereiche. Charakterisierung der Regularititsbereiche.

Im folgenden sollen die Automorphismen der unbeschrinkten eigent-
lichen Kreiskérper betrachtet werden, d. h. solcher Korper, die durch die
Transformationen der Drehungsgruppe

w =we?, 2 =ze? (& beliebig reell)

auf sich abgebildet werden. Die Bereiche sollen eigentlich sein, d. h. (0, 0),
der Fixpunkt der Gruppe, soll innerer Punkt sein. Ferner sollen sie auch
wirklich unbeschrankt sein, d.h. wenigstens einen Punkt der unendlich
fernen Ebene (des komplex-projektiv abgeschossenen R,) im Innern oder
auf dem Rande enthalten.

Da ein Automorphismus eines Bereiches auch stets ein Automorphismus
seiner Regularititshiille ist, konnen wir uns bei unseren Betrachtungen
auf Regularititsbereiche beschrénken.

Nun hat H. Cartan?®) bewiesen, dal jede in einem (beschréinkten oder
unbeschrinkten) eigentlichen Kreiskérper & regulire Funktion f(w, 2) sich
in eine in jedem abgeschlossenen Teilbereich von & gleichmafig konver-
gente Reihe homogener Polynome entwickeln ldBt. Ist

f(w,z) ::‘.:O’Pn(w7z)

n=20

2) Les fonctions de deux variables complexes etc., Journ. de Math. (IX), 10, S. 14.
42*
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diese Entwicklung, so gilt:
27

P, (w,z) = 21—” j et f(wel?, zet %) d O,
0

Diese Reihe konvergiert, wie man unmittelbar sieht, noch im kleinsten K
umfassenden vollkommenen Kreiskérper. Kin Kreiskérper heifit dabei
vollkommen, wenn er mit einem Punkt (w,, z,) auch stets alle Punkte
(kw,, kz,) enthdlt, wo k eine beliebige komplexe Zahl mit |k| <1 be-
deutet. Ferner ergibt sich aus diesem Satze, daBl ein eigentlicher Kreis-
korper stets schlicht ist.

Ein Kreiskorper kann somit nur dann Regularitdtsbereich sein, wenn
er vollkommen ist. Daraus ergibt sich unmittelbar:

Satz 1. In einem unbeschrinkien eigentlichen Kreiskorper K, der
Regularititsbereich ist, gibt es wenigstens eine analytische Ebene durch den
Nullpunkt, die ganz oder bis auf den umendlich fernen Punkt in K liegt.

Weiter sieht man sofort:

Satz 2. Ein eigentlicher Kreiskorper K, der einen unendlich fernen
Punkt im Innern enthilt, hat den abgeschlossenen R, zur Regularititshiille.

In diesem Falle gibt es nimlich unendlich viele analytische Ebenen
durch (0, 0), die ganz in & liegen. Auf diesen ist jede in & regulire
Funktion f(w, 2) als Funktion einer Variablen betrachtet, iiberall regulir,
also konstant. f(w,2) miilte somit auf unendlich vielen Ebenen durch
(0, 0) denselben konstanten Wert annehmen, was nach dem Vorbereitungs-
satz nur moglich ist, wenn f(w, z) selbst konstant ist.

Wir wollen im folgenden die analytischen Ebenen durch (0, 0), die
bis auf den unendlich fernen Punkt in & liegen, als die Achsen von &
bezeichnen.

Sodann teilen wir die zu behandelnden Bereiche in drei Klassen ein:

Klasse K,: Jede in K regulire und beschrankte Funktion ist konstant.

Klasse K,: Es gibt wn R regulire und beschrinkte Funktionen, die
nicht konstant sind, aber je zwei dieser Funktionen haben eine identisch ver-
schwindende Funktionaldeterminante. Nach dem Entwicklungssatz ¢qibt es
dann auch ein in R beschrinktes homogenes Polynom.

Klasse K,: Es gibt in R wenigstens zwes beschrinkte reguldre Funk-
tionen — und damit auch zwei beschrinkte Polynome — deren Funktional-
determinante nicht tdentisch verschwindet.

Aus Satz 1 folgt, daB kein unbeschrinkter eigentlicher Kreiskdrper
sich eineindeutig auf einen beschrinkten Bereich abbilden 1ifit. Wiére
nimlich

w = f(w,2); 2 =g(w,?2)
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eine Abbildung, die dieses leistete, so wiren f und ¢ auf den Achsen wenig-
stens in allen endlichen Punkten regulir und beschrinkt, also konstant.
Das wiirde aber bedeuten, daB alle Punkte der Achsen auf einen einzigen
Punkt abgebildet wiirden.

Besitzt ein Bereich unendlich viele Achsen, so gehdrt er sicher zur
Klasse K,. Denn ist P (w, z) ein beliebiges homogenes Polynom — etwa
vom Grade n — so kann man bekanntlich P (w, z) in der Form darstellen:

: k
P(w’ Z) = H (aiu) _I" bz z)ni> ni ganz: g O; 2 ”i = n.
i=1 i=1
Man kann nun aber stets eine Achse
E: wdcz=0
b,
angeben, derart, dal ¢ =+ a—’ (t=1,2,..., k). Dann wird aber P(w, 2)

auf £ von der Form const. z», also beliebig gro8.

Wir wollen unsere Betrachtungen auf Bereiche mit endlich vielen
Achsen beschrinken. Ferner wollen wir in der Klasse K, und K, nur
solche Korper betrachten, deren Rand fast dberall glatt ist. Darunter ist

folgendes zu verstehen.
Der Rand eines Kreiskorpers 148t sich stets darstellen in der Form:

|z| = R (s), s:%.

Dabei ist R(s) aufzufassen als reelle Funktion von ¢ und 7, wenn s = ¢ + 7
gesetzt wird. Da der Korper eigentlich sein soll, gilt stets R(s) > 0. In
der Umgebung der Ebene z = 0 versagt diese Darstellung. Dort kann

man aber den Rand angeben durch

jw| = R¥(s), & =—.
R*(s") verhdlt sich also in der Umgebung von s" = 0 wie |s| R(s) in der
Umgebung von s = oco. Ist z =0 nicht Achse des Korpers — was wir
notigenfalls durch eine homogene lineare Transformation stets erreichen
konnen — so geht also |s|R(s) fiir s— oo gegen einen von Null ver-
schiedenen endlichen Wert. Sind die Achsen des Korpers gegeben durch
s =s; (t=1,2,..., k),

so geht R(s) fir s —s; gégen oo.

Die Voraussetzung iiber den Rand soll nun darin bestehen, dall wir
verlangen, dal} R(s) abgesehen von den Punkten s; iiberall stetige zweite
partielle Ableitungen besitzt. Da & Regularititsbereich sein soll, mufl dann

gelten ®):

Ap(s) =4 log R(s) =200 4 P20

3) Vgl. Behnke-Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Ver-
anderlichen. Erg. Math. Grenzgeb. III, 3. (1934), S. 55.



636 H. Zumbusch.

Wir wollen noch verlangen, daB 4 ¢(s) in der Umgebung der Punkte s,
beschriinkt ist.
Dann gilt in der Umgebung eines solchen Punktes:

@ (s) =x;log |s — s; |+ D;(s)
wo x; eine reelle Konstante <{O0 bedeutet, @; eine in s; noch stetige
superharmonische Funktion von ¢ und 7*).
Wir kénnen jetzt beweisen:
Satz 3. K sei ein unbeschrankter eigentlicher Kreiskorper mit fast
tiberall glattem Rand. K sev Regularitiitsbereich. Dann gehort er entweder
zu K,, oder er ist von der Form:

k
I_H (@;w + b;2)% | < C,

=1
. . . o, .
wobet die a; reell und > 0 sind. Sind alle Quotienten a—’ rational, so gehirt

! = K,, andernfalls zu K, . !

Beweis. Sei |z|= R(s) der Rand, s =3s; (¢t =1,2,...,k) die
Achsen von K. 2z = 0 sei nicht Achse. Nach den obigen Bemerkungen
ist

log R(s) = .Zk'—— % log |s — s;| + D(s) (%> 0),

wo @ eine in der endlichen s-Ebene iiberall stetige superharmonische
Funktion bedeutet.
k
1. Fall: Es sei Y », <1.
i=1

Ich wéhle & posmve rationale Zahlen 7;, die den Bedingungen r; = #,
(¢=1,..., k) und Z’ r; = 1 geniigen. Das ist offenbar noch auf be-
1
liebig viele Arten moglich. Ich bilde jetzt den Ausdruck:

k
F(s) |H (s —s)" 2.
i=1
Dann geht

28) ot ﬁ|s |
i=1

4) Vgl. M. Bécher, Bull. Americ. Math. Soc. IX (1903), S. 455. Der Beweis
1a8t sich nach den dort gemachten Angaben leicht durchfithren. — Auf Grund
dieser Tatsache erweist sich die von H. Behnke [ Uber analytische Funktionen mehrerer
Veranderlicher II., Abh. Math. Sem. Hamburg 5 (1927), S.302ff.] bei analogen
Uberlegungen gemachte Voraussetzung, daB in der Umgebung der s, gelten soll

xlog |s—s,|+ Ly < ¢(s) <2logls—s;|+ Ly
(» =0, L,, L, reelle Konstanten) als iiberfliissig.
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bei Annaherung an die s; gegen einen endlichen Wert. Fiir s — oo geht
aber sowohl R(s) wie F (s) linear gegen Null. Es gibt also eine Kon-

stante C, so daB}
R(s)
Fo) <

in der abgeschlossenen s-Ebene. Das heiit aber, daf die Hyperfliche
k
2| =C IT |s —s|™™

t=1
nur die unendlich fernen Randpunkte mit & gemeinsam hat und sonst
ganz auBerhalb & verlduft, oder mit anderen Worten: in & gilt
k k
|2| [T |s — 8| = IT |w— siz|" << C.
=1

=1
Durch Potenzieren mit dem Hauptnenner der r; erhalten wir also ein
in & beschrinktes homogenes Polynom. Offenbar kann man auf dieselbe
Weise beliebig viele solcher Polynome konstruieren, die nicht alle vonein-

ander abhingig sind. Also gehért & zu K,.

2. Fall: Es sei Zk'%,->1.
In 7 1
k
R(s) = e?® JT |s — 8|7 ™
i=1
muB jetzt wegen des endlichen Limes von |s| R(s) fiir s — oo @ (s) gegen
o gehen. Dann wire @ (s) eine im Endlichen iiberall beschrinkte super-
harmonische Funktion, die fiir s — oo iiber alle Grenzen wiichst. FEine
solche Funktion kann es aber nicht geben. Denn ist s, irgendein endlicher
Punkt, und lege ich um s, einen geniigend groBen Kreis, so wird der
Mittelwert @* von @ (s) auf diesem Kreis beliebig groB, wihrend nach
einem allgemeinen Satz iiber superharmonische Funktionen @(s,) = @*
sein muf.
Ein Koérper dieser Art ist also nie eigentlich.

k
3. Fall: XY« = 1.
i=1
In
k
R(s) = e?® JT |s — ;|77
i=1
ist jetzt @(s) eine in der abgeschlossenen s-Ebene beschrinkte, stetige,

superharmonische Funktion. Wére sie nicht konstant, so hétte sie irgend-
wo ein Minimum. Das widerspricht aber dem oben erwihnten Satz
iiber den Mittelwert der superharmonischen Funktionen. @(s) ist also
eine Konstante. Sei ¢?® = C, so ist somit | gegeben durch

k

(1) | <|CIT s — sy, =1

t=1 i=1
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P(w,z) sei nun ein in (1) beschrinktes homogenes Polynom. Es sei
dort etwa |P(w,z)| << K, d. h., die Hyperfliche |P(w, z)| = K muB} bis
auf die unendlich fernen Punkte ganz auBerhalb K liegen. Wir kénnen
diese wieder in der Form darstellen

! !
|2| = K’ [T |s — si| "%, r; rational, X7, < 1.

. i=1 i=1
Es muf} also sein:
k
—x
0']]1 ls —s;|
1= -
; - <1,
’ T
K .]—[1|s—st.|
i—

4

und das geht, wie man leicht sieht, nur wenn Y 7, =1, s; = s, und r;, = »;
i=1

ist. Ist nur ein x, irrational, so gibt es also kein beschrinktes Polynom
im Bereich, d. h. der Bereich gehort zu K,.
Sind andererseits alle x; rational, so erhilt man aus (1) durch Poten-
zieren mit dem Hauptnenner der »; fiir & die Form:
k
| IT (w — s;2)"| << C', m; ganz, > 0.
=1
Wie man leicht sieht, kann man auch eine solche Darstellung des Be-
reiches finden, in der die Exponenten n; keinen gemeinsamen Teiler haben.
Aus den obigen Uberlegungen folgt dann unmittelbar, daB — wenn man
dieses Polynom mit P(w, z) bezeichnet —- jedes weitere in & beschrinkte
homogene Polynom die Form hat:
@ (w, 2) = const. (P (w, 2))™,
wo m ganz und = 0 ist. Also gehért der Bereich dann zu K,.
Lassen wir jetzt auch wieder z = 0 als Achse des Korpers zu, so
sieht man, daB jeder fast iiberall glatte Bereich der Klasse K, die Form
hat:

k
|g (a;w + b;2)" | < C,

wenigstens ein Quotient Z—; irrational und daB die entsprechenden Bereiche
aus K, gegeben sind durch:
| P(w,2)| = |ié(aiw + b;2)" | < C,
wobei wir noch (n,, n,, ..., ;) = 1 voraussetzen kénnen.
In den niichsten beiden Paragraphen sollen die Automorphismen dieser

Bereiche bestimmt werden. Dabei kénnen wir noch durch eine Ahnlich-
keitstransformation erreichen, daB die Konstante ¢ = 1 wird.
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§ 2.
Die Automorphismen der fast iiberall glatten Bereiche der Klasse K.

Es handelt sich hier also um die Bereiche:

T (w4 b;2)% | < 1,

i1=1

o . . .
wobei wenigstens ein Quotient a—’ als irrational vorausgesetzt wird. Wir
k

diirfen annehmen, daB der Kérper wenigstens drei Achsen besitzt, da er sich
andernfalls durch eine homogene lineare Transformation auf einen Rein-

hardtschen Kérper der Form |w| << 1 bzw. |wezf| <1 (-;— irrational)

abbilden laBt, deren Automorphismen bereits in der oben zitierten Arbeit
von H. Behnke und E. Peschl angegeben sind.

Wir beweisen zunichst:

Satz 4. Bei allen Automorphismen der Bereiche K, mit mehr als
evner Achse werden die Achsen wieder auf Achsen abgebildet. Die Auto-
morphismen sind also stets nullpunktstreu.

Beweis®). Esist leicht einzusehen, daB es bei jedem Automorphismus

w =fw,z2); 2 =g(w,2)
auf jeder Achse wenigstens einen Punkt gibt, der wieder in einen Achsen-
punkt itbergeht. Denn nehmen wir an, das sei auf der Achse a,w + b,z = 0
nicht der Fall, so wire die Funktion

n b br 3

F{)= l]=]1 <a,-f(—a—:z,z)—%—big(—a—rz,z)>

in der ganzen endlichen z-Ebene regulir und beschrinkt, also konstant.
Das wiirde aber bedeuten, daB die Ebene a,w - b,z = 0 abgebildet wird

auf eine Tliche

IT (a;w + b, 2)*" = const.,

i=1
und das ist nicht moéglich, da eine solche Fliche stets jeden Punkt der
Hyperflache

| IT (a; w + b;2)*| = | const. |

=1
zum Hiufungspunkt hat, unsere Ebene also auf diese dreidimensionale
Hyperfliache abgebildet wiirde, was dem topologischen Charakter des Auto-
morphismus widerspricht.

Es gibt somit auf der betrachteten Ebene einen Punkt z,, in dem

die oben angeschriebene Funktion F (z) verschwindet und daher eine positive

5) Vgl. Behnke-Peschl, 1. c. 1),
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Zahl ¢, derart daB

_F@E

(2 — 2)°
in der Umgebung von 2, beschriinkt bleibt. Die Funktion
v (2, y) = log —Em—s (z=1z+41y)

(z — 2)

ist iiberall da, wo der Zahler nicht verschwindet, harmonisch regulir.
Bei Anndherung an die Punkte, in denen F(z) verschwindet, geht sie
gegen — oo, in z, selbst ist sie entweder noch regulir, oder geht dort
auch gegen — oo. (x, y) ist ferner eindeutig. Also nimmt y(z, y) in
einem Kreis um z, das Maximum auf dem Rande an. Nun ist aber auf
|z —2,| = R:
Max y (%, y) = Max log | F (z)| — ¢ log R.

Der erste Ausdruck rechts ist wegen |F (z)| <1 negativ, d. h. o (=, ¥)
ist fiir alle (z, y) kleiner als jede negative Zahl mit noch so grofem
Absolutbetrag, was nur moglich ist, wenn F (z) = 0.

Das bedeutet aber, daB die Bildpunkte aller Achsenpunkte wieder
Achsenpunkte sind. Wie dann die Betrachtung des zum gegebenen inversen
Automorphismus zeigt, konnen andererseits auf den Achsen nur Bildpunkte
von Achsenpunkten liegen. Also werden die Achsen untereinander ab-
gebildet. Insbesondere bleibt der Nullpunkt als einziger auf allen Achsen
gelegener Punkt stets fest.

Satz 5. Die Automorphismen der fast iiberall glatten Bereiche aus K,
sind ganz linear.

Beweis®). Unbeschadet der Allgemeinheit kénnen wir voraussetzen,
daB z = 0 Achse von R ist. R sei gegeben durch
(1) |22 [T (asw - b;2)%| < 1,

=1
und dabei konnen wir es noch so einrichten, daf
a4+ Youp=1
i=1
ist. Ferner 14Bt sich durch eine lineare Transformation noch stets er-
reichen, daB (1) die Form annimmt:
(2) ‘zaﬂ(w—s,-z)a"|< 1.
i=1
Mit s = % ergibt sich dann aus (2):
|2 1T (s — 5| < 1.
i=1

6) Die Anregung zu diesem einfachen Beweis verdanke ich Herrn E. Peschl.
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Unter & wollen wir den Bereich verstehen, der aus R durch Heraus-
nahme der Achsen entsteht. Sei E’ die in s;(¢ = 1, 2, ..., n) und oo punk-
tierte s-Ebene, E* die universelle Uberlagerungsfliche von E'. Da n = 2,
gibt es eine Funktion
o= g(s),
die E* eineindeutig und analytisch auf |o| <C 1 abbildet. Setzen wir
U = zﬁ (s — )™ = 2 (s),
i=1
so gibt es einen Uberlagerungsbereich §* von &', in dem
(3) w=1z2f(s) und o= g(s)
eindeutig und regulér sind, und der iiberdies durch die beiden Funktionen (3)
eineindeutig abgebildet wird auf den schlichten Bereich B:
0<|u|<l o<l
Denn s = g~ (o) ist in |¢| << 1, also auch in B, eindeutig und
reguldr, und das gleiche gilt fiir
1 1
&~ i @)
da g¢g=1(0) in |o| <<1 die Werte s; auslaBt, also f(s) dort iiberall
regulér ist.
Wegen Satz 4 hat nun aber jeder Automorphismus von & auch
einen solchen von &' und damit von &% und so schlieBlich auch von B
zur Folge. Die einzigen Automorphismen von B sind aber7):

. q [ (o 2
W =ue’; o = %0 9.

14040
Durch eine Kreiskérperdrehung konnen wir noch erreichen, daBl «' = u
wird. Fiir den Automorphismus von & ergibt sich daraus:

@i, =g =\g—1 (') = g™ (ilﬁ)ﬁ;l_g% ew) = F (s).

2

=Y

Da F (s) E' eineindeutig auf sich abbilden muf}, ist notwendig:
28 tp
F(s) = ye o
Aus v’ = u folgt weiter:

Z(s) = 2f(9)

also
o fls)
z = zf(F(S)) - Z’lpl(s)
und
o S — f(fF(‘z:)) F(s) = 29, (s).

7) Die Gesamtheit der Automorphismen von 8B wird nimlich gebildet von
den Automorphismen des Dizylinders |u| <1, |o| <1, die » — O auf sich abbilden.
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Da aber v’ und 2z’ in der Umgebung von (0, 0) als Funktionen von w
und z reguldr sind, konnen w,(s) und w,(s) hochstens auf der Achse
z =0, d. h. fiir s = oo, einen Pol erster Ordnung haben und miissen fiir
alle anderen s regulir sein. Also haben wir:
w =z(as+b) =aw-+ bz,
Z =z(cs+d) =cw+dz
w. z. b. w.
Ist jetzt
T: w=aw+bz 2 =cw+tdz
ein Automorphismus von R, der die Achsen in einer bestimmten Weise
untereinander vertauscht und
Ty w =a,w+tbyz; 2 =cowtd,z
ein weiterer Automorphismus, der dieselbe Achsenpermutation vornimmt,
so sind

¢ o= n8tbh g g BTl (S:w S,Hw')

T s+ 4, Co 8+ dy P Tz
zwei Mobiustransformationen, die » (== 3) Punkte in ein und derselben
Weise untereinander vertauschen. Sie sind also identisch. Daraus folgt:
a,w+ b,z = Ca, w—+ b, 2),
o+ dyz =Cle, w+ d, 2)
und es muBl |C| = 1 sein, da sonst I, den Rand von K nicht auf sich
abbildet. Damit haben wir bewiesen:

Satz 6. Die Automorphismengruppe der fast iiberall glatten Bereiche
aus K, besteht aus der Kreiskorpergruppe, kombinsert mit hichstens endlich
vielen homogenen linearen Tramsformationen anderer Art, falls die Bereiche
wenigstens dres Achsen besitzen. Haben sie weniger als drei Achsen, so
sind sie dquivalent zu Reinhardischen Kérpern.

§ 3.
Die Automorphismen der fast iiberall glatten Bereiche der Klasse K.

Nach den Uberlegungen von § 1 haben wir hier nur noch die Be-
reiche
| P(w,2)| <1

zu betrachten, wo
k

P(w,2) = [] (a;w + b;z)"

=1

ein homogenes Polynom ist und (n,, n,, ..., n;) = 1 angenommen werden
kann. TFerner diirfen wir ebenso wie in § 2 voraussetzen, da der Bereich
wenigstens drei Achsen besitzt, da er andernfalls dquivalent einem Rein-
hardtschen Korper ist.
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Wir beweisen auch hier zunichst wieder:

Satz 7. Ist & ein fast uberall glatter Bereich der Klasse K, mit
wentystens zwei Achsen, so fihren alle Automorphismen Achsen wieder in
Achsen dber. Alle Automorphismen sind also nullpunktstreu.

Beweis. Jede in & regulire und beschrinkte Funktion f(w, z) ist
eine in [u| <1 regulire Funktion von u = P(w,z). Denn f(w, z) 1Bt
sich in eine in & gleichmaBig konvergente Reihe homogener Polynome
entwickeln. Ist

flw, 2) = vZOQV (w, 2)
diese Entwicklung, so sind die ¢, in & beschrinkte homogene Polynome.
Also gilt nach § 1:
QT (w’ Z) =G (P (w’ z))mv’

und die Reihe

S‘ cvu"Ll'

y=20
konvergiert in [u| < 1, stellt dort also eine analytische Funktion F (u) dar.

Ist nun
'w/:f(w’ z); z,:g(w3 2)
ein Automorphismus von &, so ist nach der obigen Uberlegung
P(w,?) = P(.f (w, 2), g(w, z))

identisch mit einer Funktion von # allein, also auf den Flichen P(w, 2) = const.
konstant. Jede dieser Flichen wird also wieder auf eine solche Fliche
abgebildet.

Ich behaupte weiter, dall unter der oben gemachten Voraussetzung
(n,, ny, ..., 7)) = 1 durch
1) Pw,z) =c¢
fiir jedes ¢ 4 O eine einzige irreduzible Fliche dargestellt wird. Nehmen
wir der Einfachheit halber an, daBl z = 0 nicht Achse sei. Dann folgt
aus (1):

»=c ]k](ais +b)" ™
i=1

mit § = —?;i, n = Xn;. Lost man in der Umgebung eines Punktes s;, der

b, . .
von den Punkten — a—’ verschieden ist, nach z hin auf, so erhilt man =
[
verschiedene Funktionselemente, und man sieht leicht ein, da man von
einem von diesen ausgehend wegen der Teilerfremdheit der n, durch ge-
eignete Umlaufung der Verzweigungspunkte zu allen (n — 1) ibrigen ge-
langen kann. Damit ist aber die Irreduzibilitit bewiesen.
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P(w,2) = 0 muB somit als einziges zerfallendes Gebilde unter den
Flachen P(w, z) = const. notwendig bei einem Automorphismus von K
auf sich abgebildet werden, was bewiesen werden sollte.

Mit diesem Satz ist aber bereits alles bewiesen; denn die Beweise
von Satz 5 und Satz 6 aus § 2 gelten wortlich auch fiir unsere Bereiche K, .
Damit haben wir:

Satz 8. Hat ein fast iberall glatter Bereich der Klasse K, wenigstens
dres Achsen, so besteht seine Automorphismengruppe aus der Kreiskorper-
gruppe, kombiniert mit hochstens endlich vielen anderen homogenen linearen
Transformationen. Hat der Bereich weniger als drei Achsen, so ist er be-
reits einem Reinhardtschen Korper dquivalent.

§ 4.
Der Eindeutigkeitssatz in den Bereichen der Klasse K
und die Automorphismen dieser Bereiche.

Wir beweisen zunichst eine Verallgemeinerung des Cartanschen Ein-
deutigkeitssatzes:

Satz 9. B ses ein beliebiger unbeschrinkter Bereich, der (0, 0) als inneren
Punkt enthilt und in dem es zwer beschrinkte homogene Polynome mat nicht
tdentisch verschwindender Funktionaldeterminante gibt. T sei eine Trans-
formation, die B nullpunkistrew auf einen tnneren Bereich abbildet. In (0, 0)
habe die Funktionalmatric von T die Gestalt

10
(o 1)
Dann ist T die Identitit.

Beweis. Die beiden Funktionen von T lassen sich in dem gré8ten
Kreiskérper & um (0, 0), der noch in B Platz hat, in eine Reihe homo-
gener Polynome entwickeln. Es sei

w=w-+Rw,2)+ ...; 2 =z+4+8wz2)+ ...
Dabei sollen R und S nichst w und z die Polynome niedrigsten Grades
in diesen Entwicklungen sein, die nicht identisch verschwinden. Die
Transformation, die durch k-fache Iteration aus 7' hervorgeht, hat dann
in & die Entwicklung:

(1) wh =w+EkRw,2z)+...; 2¥ =z4+FkS(w,2)+ ...

Ferner seien
n m

P(w,z) = [I(a;w+b;z) und Q(w,2) = [] (c;w +d,;2)

=1 =1
zwei in B beschrinkte homogene Polynome mit nicht identisch ver-
schwindender Funktionaldeterminante. (Der besseren Ubersicht halber
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seien die Produktzerlegungen so geschrieben, dafl eventuell vorkommende
gleiche Linearfaktoren entsprechend oft gezihlt werden.) Die Funktionen
2) Fi(w, 2) = P (w®,2%), Gi(w, 2) = Qw®, 29)
sind in B und damit auch in & gleichmiBig beschrinkt. Dasselbe gilt
dann auch, wie aus der Integraldarstellung unmittelbar hervorgeht, in &
fiir die homogenen Polynome ihrer Diagonalentwicklung. Diese beginne
etwa:

Fo(w,2) = AP (w, 2) + AP (w, 2) + ...,

@ (w, z2) = BP (w, z) + BP (w, 2) + ....
Setzt man (1) in (2) ein, so sieht man, daB bei der Ausmultiplikation
sicher folgende Glieder auftreten:

Frp(w,z) = H(a w -+ b;z) + 2 ak R(w, z) ]](a,-w—}—bl-z)

i=1 r=1 i=1
id=r
+ X b kS(w, 2) IT(a;w—+b;2)+ ...
r=1 =1
iFr

aP 0P
= P(w, 2) —}—k%R(w, z) + kES(w, 2)+ ...
und entsprechend:
G 0Q 0Q o
Nun sieht man: Ist der Grad von R kleiner als der von S, so ist
Ap = kRIY wnd BY =kRDZ,

und da op
ow

schwinden, konnen Ag“ und B{ also nur dann fiir alle &k gleichmiBig
beschrinkt sein, wenn R identisch verschwindet, im Widerspruch zur An-
nahme. — Der Fall, daf der Grad von R grofler ist als der von S, er-
ledigt sich genau entsprechend. — Haben aber R und S den gleichen
Grad, so ist

ap = k(R 52 4+ 8%7) wa Bp = k(R 2 +85Y).

und Q nach Voraussetzung nicht beide identisch ver-

Jetzt muB also sein:

— 0@ 0Q _
was wegen

9P 9P

ow 0z

0@ o FO

w9z |

nur fiir R= 8= 0 erfiillbar ist.
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In der Diagonalentwicklung von w’ und 2’ kann es also kein von w
bzw. 2z verschiedenes homogenes Polynom geben, das nicht identisch Null
wire. Damit ist unser Satz bewiesen.

Aus der Giiltigkeit des Eindeutigkeitssatzes in unseren Bereichen K
konnen wir jetzt in derselben Weise wie bei den beschrinkten Kreis-
kérpern®) folgern:

Satz 10. Alle nullpunkistreuen Automorphismen der Bereiche K, sind
linear.

Ist namlich 4 ein solcher Automorphismus, I'({#) eine beliebige
Kreiskorperdrehung, so hat fiir alle ¢ die Transformation

S=AT®) A1 T(—9)
die Entwicklung
w=w+...;, Z=z2+..,
ist also die Identitit. Somit gilt:
AT @) = T (4,
d. h. wenn A gegeben ist durch w’' = f(w,z); 2 = g(w,2), so ist fiir
alle 9:
Fwet?, zei%) = e f(w, 2); glwe'?, i) = &% g(w, 2),
woraus die Linearitit von f(w, z) und g (w, 2) durch Differentiation folgt.

Weiter gilt bei den Bereichen der Klasse K;, wie es auch bei den
Bereichen aus K, und K, der Fall war:

Satz 11. Bei den Automorphismen der Bereiche Ky gehen Achsen
wieder in Achsen diber.

Beweis. Seien
l

P w,2) = IT (@w + 89", Q(w,2) = IT (6w + &)™
=1 =1
zwei in R beschrinkte homogene Polynome mit nicht identisch ver-
schwindender Funktionaldeterminante,
w = f(w,z2), 2 =g(w,?2)
ein Automorphismus. Auf der Achse E: Aw - Bz = 0 stellen sich dann
f(w,7) und g (w,z) als zwei Funktionen ¢ (z) und y(z) dar, die fir alle
endlichen z regulir sind. (Ist E die Ebene z = 0, so gelten die gleichen
Uberlegungen mit w als Veriinderlicher.) Die Funktionen
Fz)=P(¢(), v() uwnd G@)=Q(pk) ()
sind dann fiir alle endlichen z regulir und beschrinkt, also konstant.

Es sei

F()=0C,, G() =0,

§) Vgl. Behnke-Thullen, L c. %), S. 94.
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Wegen der Eineindeutigkeit konnen ¢ (z) und % (2) nicht beide identisch
verschwinden. Es sei ¢ (z,) = 0. Dann kann man in der Umgebung von z,
schreiben:

F@ = ¢ I @+ big @ 66 = om I {6+ dig ()™

. 1=1
mit

k l
— . — , _ v(@)
" _i§1n“ " i§1m“ x@ ¢ ()’

und daraus folgt
k !
3) Cs (zgl (@i + bi  (2))")" = CT (gl (s + diz (2)™) -

Wir diirfen annehmen, dafl y(2) nicht konstant ist; denn das wiirde be-
deuten, daB alle Bildpunkte von E auf einer analytischen Ebene durch
den Nullpunkt ligen. Diese miiite dann notwendig eine Achse sein, so
daB alles bewiesen wire. Ist aber x(z) nicht konstant, so bedeutet
Gleichung (3), daB zwei Polynome in s = y(2) in einer vollen Umgebung
von s, = y(2,) libereinstimmen. Das geht aber nur, wenn sie identisch
sind, d.h. wenn links und rechts bis auf einen Proportionalititsfaktor
jeweils dieselben Linearfaktoren stehen. Dann wiirde aber fiir alle w
und z gelten:
(P (w, 2))™ = const. (@ (w,2))"

und P und Q wiren voneinander abhiingig, was nach Voraussetzung nicht
der Fall sein sollte. Also miissen C; und C, verschwinden, d. h. das
Bild von E ist wieder eine Achse.

In Satz 10 war gezeigt worden, daB die mittelpunktstreuen Auto-
morphismen unserer Bereiche ganz linear sind. Jetzt konnen wir weiter
beweisen:

Satz 12. Die Gruppe der nullpunktstreuen Automorphismen eines Be-
reiches K, mit mindestens drei Achsen besteht aus den Kreiskorperdrehungen,
kombiniert mit hochstens endlich vielen anderen homogenen linearen Trans-
formationen.

Beweis. In der gleichen Weise wie auf 8. 642 ergibt sich, dal zwei
Transformationen T, und 7,, die dieselbe Achsenpermutation vornehmen,
sich nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Dann ist aber
S = T,T7! ein Automorphismus der Gestalt:

w =cw; 2 =cz
Da mit S auch S%: w' = c*w; 2 = c¥2 fiir alle k ein Automorphismus

7

ist, kann nicht ¢| > 1 sein. Ebenso ist (S—1)*: w' = —1% w; 2 =— 2
[

nwl —

stets ein Automorphismus. Also ist auch |¢| << 1 unméglich. Somit ist

|e|] = 1 und damit alles bewiesen.
Mathematische Zeitschrift. 41. 43
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Fiir die iibrigen Bereiche der Klasse K, zeigen wir:

Satz 13. Die Gruppe der mittelpunktstreuen Automorphismen eines
Bereiches K, der wentger als drei Achsen besiizt, tst entweder ebenfalls von
der wm wvorigen Satz beschriebenen Struktur, oder der Bereich ist dgquivalent
einem Rewnhardtschen Korper.

Beweis. a) Der Bereich hat zwei Achsen.

Wir diirfen annehmen, daf} das die Ebenen w = 0 und z = 0 sind, da
sich das gegebenenfalls durch eine homogene lineare Transformation stets
erreichen 14Bt. Die nullpunktstreuen Automorphismen unseres Bereiches &
haben dann notwendig die Form:

(4a) w=aw;, 2 =f2
oder
(4b) w =az, 2 =fw

Alle in & beschrinkten homogenen Polynome enthalten sicher w und z
als Linearfaktoren in der Produktzerlegung.
k
P(w,2) = w2z [T (a;w + b; 2)"
i=3
und .
Q (w,2) = wmzm JT (c;w + d;2)™

i=3
selen zwei solche Polynome. Dann sind aber sicher auch die beiden

Monome
whztz und wm zme

in & beschrinkt. Nehmen wir zunichst an, da P und @ so gefunden

werden konnen, daf}
n, my, — nym, = 0.

Dann gibt es aber schon zwei in & beschrinkte Monome

’ r ’ ’
w2 , w™ g2
mit |n;my — nymy| = 1°). Die Iteration der Transformationen (4a) und
ihrer Inversen zeigt dann sofort, daf |a|= |8]| = 1 sein muB.

Gilt andererseits fiir zwei beschrinkte Polynome P und @ stets
Ny My — Ny m,; = 0,
so kénnen wir zwei beschrinkte Polynome in der Form angeben:
W™ z";'; w2 (asw + by2).
Die Iteration der Automorphismen liefert jetzt im Falle (4a) die Bedin-
gungen:
W =L, [T =1 (R =,

woraus |«| = |B]| =1 folgt.

9) Vgl. Behnke-Peschl, 1. ¢. 1), S. 443.
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Die mittelpunktstreuen Transformationen von & haben also im Falle (4 a)
stets die Form:
(ba) w =e%w; 2 =evz
LaBt K auch Transformationen (4Db) zu, so sieht man, dall das Produkt
zweler solcher einen Automorphismus der Form (4a) liefert und daraus
ergibt sich sogleich, daB alle eventuellen Automorphismen (4b) die Gestalt
haben:
(5b) w = Re?z;, 2 =

| s

et

b=}

(R eine feste Konstante).

Die spezielle Gestalt unserer Automorphismen lifit nun aber leicht
erkennen, daf} jede unendliche Menge von mittelpunktstreuen Auto-
morphismen von K konvergente Teilfolgen enthélt, wobei die Grenz-
transformationen wieder von der Form (5a) oder (5b) und somit selbst
Automorphismen sind. Mit anderen Worten: Die nullpunktstreuen Auto-
morphismen von K bilden eine geschlossene Gruppe homogener linearer
Transformationen. Diese enthilt die Untergruppe v’ = e/%w, 2’ = €9z,
Nun hat H. Cartan'®) bewiesen, daBl eine solche Gruppe entweder aufer
den Kreiskorperdrehungen hdochstens noch endlich viele andere Trans-
formationen enthilt, oder von mindestens zwei Parametern abhéngt und
sich durch Anwendung einer homogenen linearen Transformation auf eine
Form bringen 1i8t, in der sie die Gruppe der Reinhardtschen Drehungen
als Untergruppe enthilt. Damit ist unser Satz fiir die zweiachsigen
Bereiche bewiesen.

b) Der Bereich hat nur eine Achse.

Nehmen wir an, da w = 0 die Achse sei, so geht also w = 0 bei
allen nullpunktstreuen Automorphismen in sich iiber. Diese haben also
alle die Form:

w =oaw; 2 =pw+yz
Wir sind fertig, wenn wir bewiesen haben, dall die Gruppe geschlossen
ist. Im Bereich ist w beschrinkt und auflerdem sicher noch ein Polynom
der Art
w (aw + bz).

Nach Anwendung der Transformation w' = w; 2’ = aw + bz kénnen wir
also annehmen, daff in & auler w noch ein Monom

(6) w2
beschrankt ist. Man sieht durch Iteration der Automorphismen sofort,
daB || = 1 sein muB. Durch eine Kreiskorperdrehung kénnen wir o = 1

10) H. Cartan, l. c. 2), Théor. XXVI.
43%
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erreichen. f-fache Iteration liefert dann:

wh = w; 2® =wf kzlyi + yhe,

i=0
und die Einsetzung in (6) zeigt, daB |y| = 1 sein muB. Die nullpunkts-
treuen Automorphismen unseres Bereiches haben also die Form:
w = ew; 2 = fw+ vz,

Es kann nun aber sicher keine Folge solcher Automorphismen

wp = ¢k w; 2 = Pow + €M%z
geben, fiir die |B,| iiber alle Grenzen wichst, da dann (wj)"#z; nicht be-
schrinkt bleibt. Also liegt |#| in allen in Frage kommenden Transfor-
mationen unterhalb einer festen Grenze. Dann ist die Gruppe aber sicher
geschlossen, womit Satz 13 vollig bewiesen ist.

Nachdem so alle mittelpunktstreuen Automorphismen der Bereiche K,
erledigt sind, fragt es sich, ob es nicht auch Bereiche dieser Klasse gibt,
die nichtmittelpunktstreue Automorphismen zulassen. Wegen Satz 11 kann
das fiir keinen Bereich zutreffen, der mehr als eine Achse besitzt. Wir
werden aber nun zeigen, daf es auch keinen einachsigen Bereich gibt,
der nicht #quivalent einem Reinhardtschen Korper ist und nichtmittel-
punktstreue Automorphismen gestattet. Wir werden dazu eine Methode
verwenden, die zuerst von H. Cartan™) zur Bestimmung der nichtmittel-
punktstreuen Automorphismen der beschrinkten Kreiskérper angewandt
wurde. Wir konnen dabei den betreffenden Teil des Cartanschen Beweis-
ganges fast wortlich tibernehmen.

Setzen wir wieder voraus, daf w = 0 die Achse unseres Bereiches &
sei und daB ferner ein Monom "z in & beschréinkt ist. Es mdge einen
Automorphismus S, geben, der (0,0) in einen von (0, 0) verschiedenen
Punkt (w,, z,) wirft. Wegen Satz 11 ist dann notwendig w, = 0.

T (?) sei die Kreiskérpergruppe. Sie wird erzeugt durch die infinitesi-

male Transformation
af .
A = w 3w + iz

of

oz’

Ferner ist S, T (9) S5 ! eine einparametrige Gruppe mit dem Fixpunkt (0, z,).
Die erzeugende infinitesimale Transformation sei

B=tw Ao + w2l

Es folgf dann genau wie bei Cartan, daB &(w, z) und #(w, z) Polynome
zweiten Grades sind. Bezeichnen wir ihre konstanten Glieder mit &,

11) H. Cartan, Sur les transformations analytiques des domaines cerclés et
semi-cerclés bornés. Math. Annalen 106 (1932), S. 540, insbesondere S. 552 ff,
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bzw. 7,, ihre quadratischen Teile mit &, bzw. 7,, so folgt ebenso, daB
die durch

C= (5 +§2) ‘l‘(’?o”" 772)

erzeugten Transformationen Automorphlsmen sind. Das gleiche gilt dann
auch fiir die infinitesimalen Transformationen
Cl = [A7 O]
und
1 . a& 05\ 0 0 a 7

D= 300,00 =i(6 5, + ;) ot (50 35 gy o
Die durch D erzeugte einparametrige Gruppe hat (0,0) zum Fixpunkt.
Die einzige Automorphismengruppe dieser Art ist aber die Kreiskérper-
gruppe. Also muB} sein:

o0& o9&
[ & a; 770‘—3; = 2 pw,
(7) £ ’9’72 3772 2
" 3w + 7o = apuz,

u eine reelle Konstante. Da die durch B erzeugte Gruppe (0, z,) und
nur diesen Punkt zum Fixpunkt hat, ist notwendig & = 0 und %, = 0.
Wendet man auf den gegebenen Bereich die Transformation
w =w;, 7z = 1,
Mo
an, so geht er wieder in einen Kreisk6érper mit der Achse w = 0 iiber
in dem auch w und wn"z beschrinkt sind. In C wird dabei 7, = 1.
Setzen wir nun an:
§y =a, w4+ 2a,wz + a,2%
so folgt aus (7):
ay, = U; a;, = 0.
In
Ny, = byw? + 2b,wz - b, 2
mull wegen (7)
b, = 0; by = u

sein. C nimmt also die Form an:
C=(@wt+2pwe) 24 (14 bt 4 ue) 2
Wire jetzt @ = u = 0, so hitte C die Gestalt:
1+ bu) 5
Dadurch wiirde die Gruppe erzeugt:
w = w; Zd=z4 (14 bw?t

Diese Transformationen miilten also fiir alle reellen ¢ Automorphismen
des Bereiches sein. Ist (w*, 2*) ein Punkt aus dem Bereich mit w* 4 0

0f
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und 1 4 bw*? &= 0, so kann dort unmdoglich
wr ¥ = k(2% 4 (1 + bw*?) 1)
beschrinkt bleiben fiir alle t&. Also ist entweder x oder ¢ von Null ver-
schieden. Dann kann man aber unseren Bereich durch eine geeignete
Transformation
w = w; ?=fwtz
auf einen neuen Bereich so abbilden, da dort C die Form bekommt:

C = (a'w2+2ﬂwz)§—;+(l+ﬂz2)g—;;

@ =a—2uf. Wiére nun p = 0, so erhielte man als Automorphismen:
v . '
(8) W= g Z=z+ 1t
Ist ¢t geniigend groB, so gibt es sicher Punkte (w*, z*) im Bereich
mit 1 —a’w*¢ = 0. Die Transformationen (8) konnen also auch keine
Automorphismen sein. Ist aber u = 0, so liefert die Integration von

dz' ’a.

, z(1+ei‘9)+c(1—-ew)
7 =c . .
z(l—e"y L+
mit ¢ = 2 Vut, ¢ == Ty Es kann aber keine Automorphismengruppe
geben, in der 2z’ diese Transformationen durchliuft, da ja die Achse w = 0
bis auf den unendlich fernen Punkt im Bereich liegt.

Die durch C erzeugte Gruppe ist also keinesfalls Automorphismen-
gruppe. Unsere Annahme, dal es einen nichtmittelpunktstreuen Auto-
morphismus gibt, ist daher falsch.

Zusammenfassend konnen wir also sagen:

Satz 14. Die Bereiche K, lassen nur mittelpunktstreue Automorphismen
2u, es sei denn, dafi sie dquivalent sind zu einer bestimmten Klasse Rein-
hardtscher Kdérper'?).

Of=

12) Vgl. Behnke-Peschl, 1. c. 1), S. 461.

(Eingegangen am 25. Februar 1936.)
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