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статочно элементарное изложение теории оптического
изображения с точки зрения интегральных 'преобразова-
ний. В ней рассматриваются вопросы оптической обра-
ботки информации, фтьтрация, основы метода голо-
графии и ее возможные прнманения.
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диофизике. Разделы, посвященные возможным примене-
ниям новых методов в оптике, представляют большой
интерес и для читателей-неспециалистов.
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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Для современной теории оптического изображения и
применения оптики для обработки информации харак-
терно широкое использование операционных методов ре-
шения задач на основе преобразования Фурье. Эти мето-
ды, разработанные главным образом в радиофизике и
теории связи, не только вооружили теорию оптического
изображения гибким и мощным математическим аппара-
том, но и открыли широкие возможности для плодотвор-
ных аналогий между оптикой и теорией связи. Общность
математического аппарата и физических идей потребо-
вала, естественно, и унификации терминологии, которая
произошла на базе теории связи. При этом в теорию изо-
бражения вошли такие непривычные для слуха оптика
термины, как импульсное воздействие (вместо точечного
источника света), импульсный отклик (вместо изображе-
ния точечного источника), передаточная функция, ча-
стотная характеристика и т. д.

Отдавая должное существенному влиянию теории
связи на оптику, необходимо все же четко представлять,
что основы современной теории изображения были за-
ложены работами Релея, Майкельсона, Аббе и других
выдающихся оптиков прошлого на основе идей, возник-
ших в самой оптике. Так, самые элементарные сообра-
жения теории дифракции Фраунгофера показывают, что
распределение амплитуд света в фокальной плоскости
определяется преобразованием Фурье распределения ам-
плитуд в плоскости отверстия объектива. Вычисление
разрешающей силы оптического прибора применительно
к двум близким точечным источникам тоже сводится к
преобразованию Фурье и применению принципа супер-
позиции. Наконец, теория изображения в микроскопе,
созданная Аббе еще в прошлом веке, звучит совсем по-
современному. Возможности влиять на изображение
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путем манипуляций в частотной плоскости, блестящей
демонстрацией чего могут служить метод темного поля
Тепплера и метод фазового контраста Цернике, были
открыты в оптике без привлечения идей из радиофизики
и даже раньше аналогичных идеи относительно преоб-
разования фазовой модуляции в амплитудную. Таким
образом, классические работы по оптике уже содержали
основные элементы современной теории изображения.

До тех пор, пока качество изображения оценивалось
только глазом наблюдателя или фотографической пла-
стинкой, в дальнейшей разработке теории и в уточнении
критериев не было необходимости. Развитие телевиде-
ния, радиолокации и радиоастрономии, включивших
оптическое изображение в общую систему каналов свя-
зи, потребовало единого подхода к оценке качества изо-
бражения с общих позиций теории информации и вы-
звало приток новых идей и методов в теорию формиро-
вания изображения. Решающую роль сыграло также
появление когерентных источников света, открывших
широкие возможности для оптической обработки инфор-
мации и вызвавших к жизни новую область оптики —
голографию.

Аналогия между теорией связи и теорией изображе-
ния— не чисто механическая и не всегда прямая. Дело
не только в том, что при переходе от теории связи к
теории изображения функции времени заменяются функ-
циями координат, но и в том, что изображение всегда
по меньшей мере двумерно и преобразование изображе-
ния соответствует многоканальной системе. В этом
смысле возможности оптики при обработке информации
шире возможностей обычных каналов связи. Кроме того,
некоторые операции, естественные для оптики, в систе-
мах связи оказываются искусственными и второстепен-
ными. Так, одной из простейших и основных операций
в оптике — преобразованию спектра пространственных
частот изменением масштаба изображения — в системах
связи соответствует двухступенчатый процесс записи
сигнала и воспроизведения с другой скоростью. Обыч-
ному в системах связи смещению спектра частот путем
гетеродинирования в оптике соответствует двухступен-
чатый метод голографии.
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Большая часть материала по современной теории
оптического изображения, по когерентной оптике и го-
лографии разбросана в периодической литературе и в
специальных монографиях, которые не могут быть ре-
комендованы для первого чтения. Вместе с тем как
радиоинженеры, так и оптики ощущают необходимость
в пособии, в котором содержалось бы изложение оптики
с точки зрения интегральных преобразований и которое
могло бы служить если не учебником, то путеводителем
по специальной литературе.

Этим задачам в значительной степени удовлетворяет
книга Гудмена, русский перевод которой предлагается
читателям. Книга возникла на основе курса лекций, ко-
торые автор читал аспирантам Стенфордского универ-
ситета, что, безусловно, нашло отражение в характере
изложения и подборе иллюстративного материала.

Книга содержит восемь глав. В первой, вводной гла-
ве, излагаются общие соображения относительно линей-
ности и аналогии между системами связи и оптическими
системами. Кроме того, дается краткий обзор содержа-
ния книги. Гл. 2 содержит математические основы тео-
рии преобразования Фурье в области двух независимых
переменных. В ней приводятся основные теоремы, а так-
же ряд прямых и обратных преобразований наиболее
употребительных функций. В конце главы формулирует-
ся теорема выборки или теорема о дискретном пред-
ставлении функции с ограниченным спектром. Гл. 3 со-
держит вывод принципа Гюйгенса — Френеля из волно-
вого уравнения в разных формах, зависящих от выбора
функций Грина. Эта глава написана несколько более
академично, чем другие, однако последние параграфы,
посвященные разложению светового поля в спектр пло-
ских волн, представляют интерес и с практической сто-
роны.

Рассмотрение вопросов физической оптики начинает-
ся с гл. 4, где излагается теория дифракции в обычных
приближениях Фраунгофера и Френеля. Дифракция
Фраупгофера иллюстрируется примерами прямоуголь-
ного и круглого отверстий, а также амплитудной и фа-
зовой синусоидальных решеток. Дифракция Френеля,
т. е. дифракционная теория теней, рассматривается на
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примере прямоугольного отверстия, однако до конца
вычисления проводятся для не очень удачного случая
геометрической тени, для которого принятые приближе-
ния, строго говоря, не выполняются. В гл. 5 математи-
ческий аппарат, развитый в предыдущих главах, при-
меняется к теории изображения, создаваемого линзами.
Гл. 6 посвящена рассмотрению теории изображения с
точки зрения пространственно-частотных характеристик.
Рассматриваются также вопросы когерентности в при-
менении к теории изображения. Вводятся понятия коге-
рентной передаточной функции и оптической передаточ-
ной функции. Сравниваются свойства когерентной и
некогерентной оптических систем (в частности, их разре-
шающая сила). В последнем параграфе в общих чертах
рассматривается интересный вопрос о разрешении выше
дифракционного предела, однако следует иметь в виду,
что возможности этого метода сильно ограничены шу-
мами.

Последние две главы, 7 и 8, занимающие половину
объема книги, посвящены различным применениям, глав-
ным образом когерентной оптики. В гл. 7 рассматри-
ваются фильтрация и оптическая обработка информа-
ции. Много внимания уделено фильтрации в плоскости
пространственных частот и комплексным сопряженным
фильтрам. В конце главы очень кратко рассматривается
метод оптической обработки радиолокационных данных.
Гл. 8 является довольно полным, хотя и элементарным,
обзором голографии, начиная с основных принципов и
кончая самыми различными ее применениями.

Таким образом, в книге с общих позиций интеграль-
ных преобразований рассмотрен широкий круг вопросов,
связанных с теорией оптического изображения. К со-
жалению, в нее не вошли такие важные вопросы совре-
менной прикладной оптики, как фурье-спектрометрия,
в основе которой тоже лежат интегральные преобразо-
вания. Вне поля зрения остались также вопросы стати-
стической оптики; в частности, не проводится глубокий
анализ когерентности, что было бы очень полезно хотя
бы в применении к голографии.

В книге сравнительно мало конкретных примеров.
Однако это в значительной мере компенсируется хорошо
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подобранными к каждой главе задачами, содержание
которых часто выходит за рамки непосредственно книги
и предполагает использование дополнительной литера-
туры, как учебной, так и оригинальной, рекомендован-
ной в конце каждой главы. Серьезный читатель не дол-
жен пренебрегать ни дополнительной литературой, ни
решением задач. При рассмотрении теоретических во-
просов автор не стремится к наглядности, а целиком
основывается на математическом анализе. Имея в виду,
что для многих читателей наглядность представлений
облегчит освоение математического аппарата, при пе-
реводе мы дополнили список литературы не только
книгами, близкими по характеру к литературе, рекомен-
дованной автором, но и такими работами, в которых
основное внимание уделяется наглядности физических
представлений.

При подготовке русского издания возник ряд терми-
нологических вопросов. Как правило, мы старались вы-
бирать используемые в теории связи термины, наиболее
близкие к буквальному переводу. Перевод выполнили
В. Ю. Галицкий (гл. 1—6) и М. П. Головей (гл. 7 и 8
и приложения).

Мы надеемся, что книга Гудмена окажется полезным
дополнительным пособием для студентов радиотехни-
ческих и оптических специальностей, а также для ра-
диоинженеров и физиков, работающих в области опти-
ческой обработки информации, когерентной оптики и
голографии.

Г. И. Косоуров

От р е д а к ц и и . В связи с безвременной кончиной
Г. И. Косоурова работа над книгой была завершена
Б. Н. Гречушниковым.



I



ПРЕДИСЛОВИЕ

При написании этой книги я ставил себе цель соз-
дать учебник оптики, предназначенный для инженеров-
электриков. Как, вероятно, известно читателю, сейчас
имеется несколько прекрасных книг, посвященных при-
менению анализа Фурье и понятий теории линейных
систем в оптике. Однако по собственному опыту я знаю,
что эти книги годятся скорее для физиков, которые уже
хорошо знакомы с принципами классической оптики, но,
вероятно, менее знакомы с математическими методами,
так плодотворно применяемыми в современной теории
формирования изображения. Инженеры-электрики, на-
против, очень хорошо знакомы с математическими ме-
тодами (поскольку такие методы широко используются
в анализе цепей), но относительно слабо разбираются в
принципах классической оптики. Поэтому мне представ-
лялось целесообразным изложить принципы оптики для
инженеров-электриков таким образом, чтобы максималь-
но использовать уже известные им математические ме-
тоды. Анализ Фурье и теория линейных систем образуют
фундамент, на котором построены теория формирования
изображения, оптической обработки информации и го-
лографии.

В основу книги лег конспект тридцати лекций по
фурье-оптике, прочитанных на факультете электротех-
ники Стенфордского университета в течение четверти
семестра. Слушателями лекций были преимущественно
аспиранты первого или второго года обучения. По мере
того, как объем материала при пересмотре сделанных
ранее записей увеличивался, становилось все труднее
полностью изложить его в 30-ти лекциях. Поэтому в по-
следующих вариантах курса я нашел необходимым опу-
стить (или, вернее, изложить только кратко) материал,
содержащийся в гл. 2, § 3; гл. 3, § 5 и 6; гл. 4, § 3; гл. 6,
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§ 6; гл. 7, § 7 и частично материал гл. 8, § 8 и 9. Если
курс лекций читается в течение полного семестра, то,
вероятно, можно включить весь материал.

Я благодарен многим людям за их помощь и под-
держку. Вероятно, больше всего я обязан сотрудникам
Радиолокационной и Оптической лабораторий Мичиган-
ского университета, которые стимулировали мой интерес
к оптике и оказали существенное влияние на мою точку
зрения. В частности, я обязан А. Зейгману и Н. Аб-
рамсону, которые оказали мне поддержку в начальный
период работы, когда это было особенно необходимо,
Э. О'Нейлу, Е. Лейту, Л. Катрона и X. Лотшу, которые
тщательно просмотрели рукопись и сделали ряд цен-
ных замечаний, М. Лейману, который затратил много
времени на подготовку фотографий, совершенно необ-
ходимых в этой книге, Д. Джексону и В. Хантли за ряд
полезных обсуждений, миссис Алисе Лескеллит, которая
переписала на машинке большую часть рукописи, и мно-
гим студентам, которые способствовали повышению ква-
лификации своего учителя. Наконец, я хочу поблагода-
рить мою жену Хон Мей, без участия и поддержки ко-
торой эта книга не смогла бы стать реальностью.

Джозеф У. Гудмен



ГЛАВА 1

ВВЕДЕНИЕ

§ 1. ОПТИКА И ТЕОРИЯ СВЯЗИ

Начиная с конца 30-х годов нашего столетия посте-
пенно расширялись и крепли связи между такой по-
чтенной отраслью физики, как оптика, и электротехни-
ческими дисциплинами:· теорией информации и теорией
связи. Эта тенденция понятна, ибо системы связи, так
же как и системы, создающие изображение, предназна-
чены для накопления или передачи информации. В пер-
вом случае информация обычно носит временную при-
роду (т. е. форма волны тока или напряжения модули-
рована), в то время как во втором случае она имеет
пространственную природу (т. е. амплитуде или интен-
сивности света свойственно пространственное распреде-
ление), но это различие, если подходить к вопросу с
абстрактной точки зрения, довольно несущественно.

Вероятно, наиболее глубокая связь между двумя на-
званными дисциплинами заключена в сходстве исполь-
зуемого в них математического аппарата, а именно
анализа Фурье и теории «систем». Основной причиной
такого сходства служит не только общий интерес к
«информации», но и существование вполне определен-
ных фундаментальных свойств, присущих как системам
связи, так и системам,-создающим изображение. На-
пример, многим электронным схемам, так же как и
приборам, создающим изображение, присущи такие
свойства, как линейность и инвариантность (см. гл. 2).
Любую схему или прибор (электронный, оптический или
иного типа), обладающий этими двумя свойствами,
можно довольно просто описать математически, исполь-
зуя методы частотного анализа. Таким образом, если
усилитель низкой частоты удобно описывать, пользуясь
его временной частотной характеристикой, то систему,
создающую изображение, столь же удобно описывать,
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пользуясь ее пространственной частотнон характери-
стикой.

Сходство между системами не исчезает, даже если
они не обладают свойствами линейности и инвариант-
ности. У некоторых нелинейных оптических элементов
(в частности, фотопленки) соотношения между входным

и выходным сигналами .совершенно аналогичны соот-
ветствующим характеристикам нелинейных элементов
электронных схем (диодов, электронных ламп и т. п.),
так что в обоих случаях могут быть использованы близ-
кие математические методы.

Особенно важно знать, что сходство математических
аппаратов можно использовать не только с целью ана-
лиза, но и с целью синтеза. Подобно тому как мы созна-
тельно в соответствии с заданной программой управляем
спектром временной функции, можно любым наперед
заданным образом изменять спектр пространственной
функции. На современном этапе развития оптики ряд
выдающихся результатов получен благодаря примене-
нию методов синтеза Фурье. В качестве примера можно
назвать создание микроскопа фазового контраста Цер-
нике, оптических согласованных фильтров и разработку
различных методов усиления контраста. В будущем, не-
сомненно, выявится еще больше преимуществ такого
тесного контакта между двумя названными дисципли-
нами, который обогатит как оптику, так и теорию связи.

§ 2. ОБ ЭТОЙ КНИГЕ

Предполагается, что читатели этой книги уже имеют
довольно прочные знания в области анализа Фурье и
в теории линейных систем. В гл. 2 дается обзор необ-
ходимых основных положений. Чтобы не наскучить чи-
тателям, хорошо знакомым с анализом временных сиг-
налов и с системами связи, обзор проводится для функ-
ций двух независимых переменных. Такие функции
имеют, разумеется, первостепенное значение в оптике.
Переход от одной независимой переменной к двум от-
крывает новые возможности применения математической
теории, позволяя изучать явления, не имеющие прямых
аналогов в теории электронных сигналов и систем.
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Физическое явление, называемое дифракцией, играет
предельно важную роль в теории оптических систем,
создающих изображение. В гл. 3 излагаются основы
скалярной теории дифракции, включая приближения
Кирхгофа, Релея — Зоммерфельда и метод «углового
спектра». В гл. 4 общие результаты дополняются при-
ближениями Френеля и Фраунгофера, а также приме-
рами расчетов дифракционной картины.

В оптических системах, образующих изображение, и
в оптических системах обработки информации линзы,
несомненно, представляют собой главные элементы.
В гл. 5 обсуждаются линзы и их свойства: Тонкие линзы
рассматриваются как элементы, выполняющие фазовое
преобразование; это позволяет вывести обычную фор-
мулу линзы и некоторые свойства положительных
линз как элементов, выполняющих преобразование
Фурье.

Гл. 6 посвящена применению методов частотного
анализа к системам, создающим изображение как при
когерентном, так и при некогерентном освещении. Опре-
деляются соответствующие передаточные функции, и
обсуждаются их свойства для систем с аберрациями и
без них. С различных точек зрения сравниваются си-
стемы, использующие когерентное и некогерентное осве-
щение. В конце главы рассматриваются возможности
получения разрешения, превышающего «классический»
предел, определяемый дифракцией.

В гл. 7, темой которой является пространственное
фильтрование и оптическая обработка информации, осо-
бое внимание уделяется проблемам синтеза. Сначала
обсуждается историческое развитие идей синтеза Фурье,
а затем кратко излагаются основные свойства фото-
пленки. Исследуются системы оптической обработки ин-
формации, основанные на использовании законов гео-
метрической оптики, после чего обсуждаются более
мощные методы пространственно-частотной обработки.
Значительная часть главы посвящена так называемому
«фильтру Вандер Лугта», который позволяет проводить
синтез комплексных передаточных функций посредством
масок в пространственно-частотной плоскости. Оптиче-
ское распознавание образов и оптическая обработка
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данных, полученных методом синтетических апертур, —·
вот основные вопросы, рассматриваемые' в этой главе.

Последняя глава посвящается получению изображе-
ния методом восстановления волнового фронта, или го-
лографии. Сначала восстановление волнового фронта
обсуждается с весьма общей точки зрения, после чего
несколько более детально рассматриваются частные ме-
тоды, разработанные Табором и Лейтом и Упатником.
Обсуждается также развитие трехмерной безлинзовой
фотографии. Особое внимание уделяется свойствам фо-
топленки и их влиянию на изображение, полученное
путем восстановления волнового фронта; при этом за-
трагиваются эффекты, связанные с ограниченностью
пространственно-частотного отклика пленки, нелиней-
ностью и толщиной эмульсии. Рассматривается также
обобщение разработанных методов на случай гологра-
фии движущихся предметов, голографии при некоге-
рентном освещении и голографии в отраженном свете.
В конце главы в общих чертах описаны возможные при-
менения голографии, начиная с микроскопии и кончая
получением изображения через искажающую среду.



ГЛАВА 2

АНАЛИЗ ДВУМЕРНЫХ Л И Н Е Й Н Ы Х СИСТЕМ

Из опыта известно, что многим физическим явлениям
присуще общее фундаментальное свойство: реакция на
одновременное воздействие нескольких источников в
точности равна сумме реакций, вызываемых каждым ис-
точником, действующим отдельно. Такие явления назы-
ваются линейными, а это их общее свойство — линей-
ностью. Электрические цепи, составленные из сопротив-
лений, емкостей и нндуктивностей, обычно линейны по
отношению к входным сигналам самой разнообразной
величины и формы. Как мы скоро увидим, линейность
волнового уравнения, описывающего распространение
света в большинстве сред, позволяет рассматривать об-
разование оптического изображения как линейное пре-

~»бразование распределения света в «предмете» в рас-
пределение света в «изображении».

Свойство линейности, позволяющее значительно
упростить математическое описание многих явлений, ле-
<ит в основе математического аппарата теории, которую
ры в дальнейшем будем называть теорией линейных си-
тем. Большое преимущество линейных систем заклю-

чается в том, что их реакцию (напряжение, ток, ампли-
туду света или его интенсивность) на какое-либо слож-
|ое воздействие можно выражать через отклики на

экоторые «элементарные» воздействия. Таким образом,
•ели воздействие можно представить в виде линейной
|омбинации элементарных воздействий, каждое из ко-
торых вызывает отклик известного простого вида, то
благодаря линейности полная ответная реакция может
быть найдена в виде соответствующей линейной комби-
нации таких откликов.

В этой главе мы кратко рассмотрим ряд математиче-
ских методов, полезных при описании линейных явле-
ний, и остановимся на некоторых математических раз-
ложениях, часто используемых при анализе. В после-

2 Дж. Гудмен
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дующих главах мы познакомимся с воздействиями
(входными-сигналами системы) и откликами (выходны-
ми сигналами системы), которые будут представлять
собой разные физические величины. Если освещение,
используемое в оптической системе, обладает свойством,
называемым пространственной когерентностью, то свет
целесообразно описывать в виде пространственного рас-
пределения поля комплексных амплитуд. Если же осве-
щение не обладает пространственной когерентностью, то
свет следует описывать в виде пространственного рас-
пределения действительных значений интенсивности.
Наше внимание будет сосредоточено на анализе линей-
ных систем, входные сигналы которых выражены в ком-
плексной форме; результаты для входных сигналов,
представленных в действительной форме, рассматри-
ваются как частные случаи теории.

§ I. Д В У М Е Р Н Ы Й А Н А Л И З ФУРЬЕ

Анализ Фурье — чрезвычайно мощный метод матема-
тического анализа как линейных, так и нелинейных явле-
ний. Этот метод широко используется при изучении
электрических цепей и систем связи; предполагается, что
читатель сталкивался с такими приложениями теории
Фурье и поэтому знаком с анализом функций одной не-
зависимой переменной (например, времени). Обзор
основных математических понятий можно найти в кни-
гах Папулиша [1] и Брэйсуэлла [2]. Мы же займемся
изложением анализа функций двух независимых пере-
менных и, не стремясь к излишней математической стро-
гости, воспользуемся приближением, которое чаще всего
применяется при решении инженерных задач.

Определение и условия существования Л

Преобразование Фурье, или фурье-образ (иначе
спектр Фурье, или частотный спектр) комплексной функ-
ции 1 ) g двух независимых переменных χ и у, которое

') Комплексные функции будут выделены жирным или готиче-
ским шрифтом.
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мы будем обозначать символом £F{g}, определяется вы-
ражением ')

оо

У (§} = J J ё (х, У) ехр [~/2π (fxx + fyy)] dx dy. (2.1)
— oo

Преобразование такого вида представляет собой функ-
цию двух независимых переменных fx и fy, которые мы
обычно называем частотами. Точно так же обратное
преобразование Фурье функции G ( f x , f Y ) , которое будет
обозначаться символом ^""'{G}, определяется выраже-
нием

00

Ρ~λ (G) = J J G (fx, fy) exp [/2я (fxx + fyy)} dfx dfy. (2.2)
— 00

Заметим, что математические операции прямого и об-
ратного преобразований отличаются только знаком экс-
поненты в подынтегральном выражении.

Прежде чем обсуждать свойства прямого и обрат-
ного преобразований Фурье, мы должны сначала опре-
делить условия, при которых выражения (2.1) и (2.2)
имеют смысл. Для некоторых функций эти интегралы
могут не существовать в обычном математическом смыс-

1ле, и поэтому наше изложение было бы не полным без
'краткого рассмотрения «условий существования». Из
всех возможных наборов условий, достаточных для су-
ществования интеграла (2.1), как правило, используется
следующий:

1. Функция g должна быть абсолютно интегрируема
по бесконечной плоскости ху.

2. Функция g должна иметь только конечное число
разрывов и конечное число максимумов и минимумов
в пределах любого прямоугольника конечных размеров.

3. Функция g не должна иметь разрывов второго
рода.

Обычно любое из этих условий можно смягчить
за счет усиления одного или двух других, но

') Когда выше или ниже символа двойного интеграла указы-
вается только один предел интегрирования, то этот предел относится
к интегрированию по обеим переменным,
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рассмотрение этого вопроса увело бы нас довольно да-
леко в сторону от наших основных задач.

Как отметил Брэйсуэлл [2], «физическая возможность
осуществления — это достаточно обоснованное условие
существования преобразования». Однако при анализе
систем часто удобно выражать истинную физическую
форму волн при помощи идеализированных математи-
ческих функций, для которых отдельные приведенные
выше условия существования могут и не выполняться.
Например, сильный короткий импульс принято изобра-
жать при помощи так называемой ό-функции Дирака ')

δ(ί) = l im JVexpi-A^iui2).
Λί->00

Точно так же идеализированный точечный источник све-
та часто описывают при помощи двумерной δ-функции:

6(х, г/)= lim Л/2ехр[-Л/2я(*2 + У2)]* (2.3)
лг-»°°

Такие функции равны нулю везде, кроме начала коор-
динат, где они стремятся к бесконечности, имея разрыв
второго рода, и поэтому не удовлетворяют третьему
условию существования. Нетрудно привести другие
важные примеры; например, функции

f(x, у)= 1 и f(x, у) = cos (2nfxx)

не удовлетворяют первому условию существования.
Очевидно, для того чтобы анализ Фурье можно было

применить к большинству интересующих нас функции,
следует несколько обобщить соотношение (2.1). К сча-
стью, для функций, которые, строго говоря, не удовле-
творяют условиям существования, часто можно найти
имеющее смысл преобразование, если эти функции
удается определить как предел последовательности
функций, поддающихся преобразованию Фурье. Преоб-
разуя каждый член определяющей последовательности,
мы получаем соответствующую последовательность
фурье-образов, предел которой называют обобщенным
фурье-ооразом исходной функции. С обобщенными

') Более детальное обсуждение Л-функции, включающее другие
определения, приведено в приложении 1.
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фурье-образами можно обращаться точно так же, как
и с обычными, и различие между ними, как правило,
можно не учитывать; в тех случаях, когда говорят о
фурье-образе функции, не удовлетворяющей условиям
существования, фактически имеют в виду обобщенный
фурье-образ. Более подробное рассмотрение такого
обобщения анализа Фурье можно найти в книге Лайт-
хилла [3].

В качестве примера расчета обобщенного фурье-об-
раза рассмотрим δ-функцию Дирака, которая, как мы
видели, не удовлетворяет третьему условию существова-
ния. Заметим, что каждый член определяющей последо-
вательности (2.3) удовлетворяет условиям существова-
ния и имеет следующий фурье-образ (см. табл. 1):

£Г{Л/2ехр[-Л^я(*2 + ̂  = ехр[-^%^-].

Соответственно обобщенный фурье-образ функции
δ ( χ , у ) имеет вид

Р(&(Х, у)}=11т^{ыр[-Щ±Щ} = 1. (2.4)

Отсюда видно, что спектр δ-функции одинаков во всем
диапазоне изменения частот.

В табл. 1 (см. стр. 32) приведены другие примеры
обобщенных фурье-образов.

Преобразование Фурье как разложение

Как уже упоминалось, сложный сигнал на входе ли-
нейных систем часто бывает удобно представлять в виде
ряда более простых сигналов. Тогда, вычислив отклики
системы на каждый из этих «элементарных» сигналов
и сложив их, можно найти полную реакцию системы.
В основе такого разложения лежит анализ Фурье. Возь-

^мем известное выражение обратного преобразования
со

« W = jG(f)exp(/2n//)d/,
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Линии нулевой фазы

Фиг. 1. Линии нулевой фазы для функции ехр [βπ(ϊχχ + fyy)\.

выражающее функцию времени g через ее частотный
спектр. Это выражение можно рассматривать как пред-
ставление функции g ( t ) в виде линейной комбинации
(т. е. интеграла) элементарных функций характерного
вида ехр(/2я/?). Очевидно, комплексное число 0(/) пред-
ставляет собой просто весовой коэффициент, на который
следует умножить элементарную функцию частоты f при
синтезе искомой функции g(i).

Точно так же двумерное преобразование Фурье мож-
но рассматривать как представление функции g(x, у)
в виде линейной комбинации элементарных функций
типа exp[j2n(fxx + fYy)]. Такие функции обладают ря-
дом интересных свойств. Заметим, что для любой опре-
деленной пары частот (fx, fy) фаза соответствующей
элементарной функции равна нулю вдоль линии, кото-
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рая описывается уравнением

/ν η
у=— -г- χ + -ΐ- (п — целое число).

1у 1у

Таким образом, можно считать, что элементарная функ-
ция в плоскости ху «направлена» (по отношению к
оси х) под углом θ (фиг. 1). Величина этого угла равна

9 = arctg-^. . (2.5)
'χ

Пространственный период (т. е. расстояние между ли-
ниями нулевой фазы), очевидно, можно записать в виде

1= ' (2.6)УЪ+Ъ
Таким образом, и в этом случае обратное преобра-

зование Фурье можно рассматривать как метод разло-
жения математических функций. Спектр Фурье G функ-
ции g представляет собой просто набор весовых множи-
телей, на которые следует умножать каждую из эле-
ментарных функций, чтобы получить функцию g. Не-
сомненное достоинство использования этого разложения
станет вполне очевидным только после обсуждения ин-
вариантных линейных систем.

Теоремы относительно преобразования Фурье

Из основного определения (2.1) преобразования
Фурье вытекает ряд математических следствий, облег-
чающих нахождение фурье-образа. Рассмотрим несколь-
ко основных свойств преобразования, которые будут
широко использоваться в дальнейшем. Эти свойства
формулируются в виде математических теорем, за ко-

^орыми следует краткое изложение их физического
Ьмысла. Так как эти теоремы представляют собой не-
1осредственное обобщение аналогичных утверждений
•ля одномерного случая, доказательство их приводится
в приложении.
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\. Теорема линейности. &~{a.g + ph} = a&~{g} +
+ β#~{η}, τ. е. фурье-образ суммы двух функций равен
сумме их фурье-образов.

2. Теорема подобия. Если &~{§(х, у} = G(fx, /у), то

^te<«. мь-п^А.^).
т. е. «растяжение» координат в пространственной обла-
сти (х, у) приводит к сокращению координат в области
частот (fx,fy) и к изменению общей амплитуды спектра.

3. Теорема смещения. Если &~{g(x, у)} = G ( f x , f y ) , то

3- {g (χ - а, у - Ь)} = G (fx, fy) exp [ - J2n (fxa + fyb)},

т. е. смещение функции в пространственной области
вызывает линейный фазовый сдвиг в области частот.

4. Теорема Парсеваля. Если ST{g(x,у)} = G(fx,fy),
то

оо оо

/ J I ё(х, У) Ρ dx dy= J J I G (fx, fy) fdfxdfr.
— CXi —OO

Эта теорема обычно интерпретируется как закон со-
хранения энергии.

5. Теорема свертки. Если #"{&(*, у)} = G ( f x , f Y ) и
ff-(h(x,y)} = H(fx,fr),m

У\ \ } g(S, η)Η(*-ξ, u—$dldT\ =G(/X, f r ) H ( f x , fy).
I —«J J

Свертка двух функций в пространственной области (опе-
рация, как будет показано, часто втречающаяся в тео-
рии линейных систем) полностью эквивалентна более
простой операции умножения их образов.

6. Теорема автокорреляции. Если &~{§(х, у ) } =
= G(fxJv), то

I I
J / г f t , η)г*(6-*, η-</)^η =|G(/X, /к)р.
-00 j
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Аналогично
оо

iHlg(i, η)Ρ}=| /0(ξ, η)0·(ξ + /χ, η + /χ)^η.
— οο

Эту теорему можно рассматривать как частный случай
теоремы свертки.

7. Интегральная теорема Фурье. В каждой точке не-
прерывности функции g

0"^"' {g (*, ί/)}=З""1 #" {g (*, ί/)}=g (*, </)·
B каждой точке разрыва функции g два последователь-
ных преобразования дают среднее значение величины g
в окрестности этой точки. Иначе говоря, производя по-
следовательно прямое и обратное преобразования функ-
ции, мы снова получаем эту функцию, за исключением
точек разрыва.

Рассмотренные выше теоремы преобразования инте-
ресны не только с теоретической точки зрения. Эти тео-
ремы будут часто использоватся, так как они дают нам
основные правила проведения преобразований Фурье и
могут существенно упростить решение задач, связанных
с использованием анализа Фурье.

Функции с разделяющимися переменными

Функция двух независимых переменных называется
функцией с разделяющимися переменными в определен-
ной системе координат, если ее можно записать в виде
произведения двух функций, каждая из которых зависит
только от одной независимой переменной. Иными сло-
вами, g есть функция с разделяющимися переменными
в прямоугольных координатах (х,у), если

ё(х,'•y) = gx(x)gY(u), (2.7)

и в полярных координатах (л Θ), если

g ( r , Q ) = gR(r)g0(Q). (2.8)

Функциями с разделяющимися переменными часто
удобнее пользоваться, чем более общими функциями,
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так как их свойства позволяют свести сложные двумер-
ные действия к более простым одномерным. Например,
функция с разделяющимися переменными в прямоуголь-
ной системе координат имеет особенно простое свойство:
ее двумерный фурье-образ можно представить в виде
произведения одномерных фурье-образов, о чем свиде-
тельствует следующее соотношение:

оо

3- [g (х, у)} = / J g (х, У) ехр [ -/2π (fxx + fyy)] dx dy =
— oo

00 00

= / ex (x) exp [- J2nfxx] dx J gy (//) exp [ - j1nfYy] dy =

^ = 3~x(gx}SrY{eY]. (2-9)

Таким образом, сам фурье-образ функции g может быть
представлен в виде произведения двух сомножителей,
один из которых зависит только от [χ, а другой — только
от /γ; процесс двумерного преобразования упрощается
и принимает вид последовательности более привычных
одномерных действий.

Если мы имеем функцию, у которой разделяются пе-
ременные в полярной системе координат, то в этом слу-
чае дело обстоит несколько сложнее, чем при разделении
переменных в прямоугольной системе координат, однако
и в этом случае обычно двумерные операции можно
свести к ряду одномерных. Например, преобразование
Фурье функции с разделяющимися переменными в по-
лярной системе координат рассматривается в задаче 2.7,
где читателю предлагается убедиться, что двумерный
спектр может быть найден путем выполнения ряда одно-
мерных операций, называемых преобразованиями Хан-
келя.

Функции, обладающие осевой симметрией.
Преобразование Фурье — Бесселя

Вероятно, наиболее простой класс функций с разде-
ляющимися переменными в полярной системе координат
образуют функции, обладающие осевой симметрией. Го-
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ворят, что функция g обладает осевой симметрией, если
ее можно записать как функцию только радиуса г, т. е.

8 (г, в) = гя(г). (2.10)

Такие функции играют особенно важную роль в интере-
сующих нас задачах, поскольку в большинстве оптиче-
ских систем мы встречаемся именно с этим видом сим-
метрии. Соответственно особое внимание будет уделено
фурье-преобразованиям функций, обладающих осевой
симметрией.

Фурье-образ функции g в прямоугольной системе ко-
ординат имеет вид

оо

G (ϊχ, fr) = / J g (*, У] ехр [ - /2я (fxx + fry)] dx dy. (2.11)
— 00

Чтобы полностью использовать свойство осевой симмет-
рии функции g, перейдем к полярным координатам как
в плоскости ху, так и в плоскости fxfy, воспользовав-
шись следующими формулами:

г = Ух2 + у^, х = г cos θ,

9 = arctg(-j), у = г sin θ,

1/FT^ f (2Л2)

p= νϊχ + fy, /х = рсоз<р,

φ = acrtg UM, fr = ρ sin φ.

На этот раз запишем фурье-образ как функцию радиуса
и угла

Sr{g}=G0(p, φ).

Переходя в соотношении (2.11) к другим переменным
с помощью формул (2.12), фурье-образ функции g
можно записать в виде

ОО(Р, ф) =
2Я оо

= J dQ | dr · rgR (г) ехр [—/2π/·ρ (cos θ cos φ + sin θ sin φ)],
ρ ο
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или, иначе,
оо УП

GO (Ρ, φ) = J dr · rgR (r) J dQ exp [-/2лгр cos (θ - φ)]. (2.13)
υ ιι

Наконец, чтобы упростить выражение (2.13), исполь-
зуем следующее тождество:

2π

/о (а) = 4г J ехР [-/'я cos (θ - Ф)1 άθ· (2· 14>
о

где /о — функция Бесселя первого рода нулевого по-
рядка. В результате подстановки (2.14) в (2.13) фурье-
образ Go становится функцией радиуса р, не зависящей
явно от угла φ:

со

Go (ρ) = 2π J rgK (r) JQ (2ягр) dr. (2.15)
о

Итак, фурье-образ функции, имеющей осевую симмет-
рию, сам обладает осевой симметрией и может быть най-
ден путем выполнения одномерного действия (2.15).
Этот особый вид преобразования Фурье, встречается на-
столько часто, что заслуживает специального названия:
выражение (2.15) называется преобразованием Фурье —
Бесселя, или, иначе, преобразованием Ханкеля нулевого
порядка. Для краткости мы будем пользоваться первым
названием.

На основании аналогичных рассуждений обратное
фурье-преобразование функции G0(p), обладающей осе-
вой симметрией, можно представить как

оо

ёк (г) = 2π | pG0 (ρ) /о (2шр) dp.
о

Следовательно, для функций, обладающих осевой сим-
метрией, различие между действиями прямого и обрат-
ного преобразований отсутствует.

Непосредственно из интегральной теоремы Фурье сле-
дует, что в каждой точке г, в которой функция gjt(r)
непрерывна, можно записать, обозначая действие пре-
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образования Фурье — Бесселя через 9$ ( } :

<ШГ' (ёк (г)} = Я-'Я (gR (г)} = SR (r).

Кроме того, непосредственное применение теоремы по-
добия показывает, что (см. задачу 2.4)

{**<")}-5гОь(-Й·

При использовании выражения (2.15) для нахожде-
ния преобразования Фурье — Бесселя читатель должен
помнить, что оно представляет собой не более чем част-
ный случай двумерного преобразования Фурье и по-
этому любое известное свойство преобразования Фурье
имеет полный аналог в преобразованиях Фурье — Бес-
селя.

Некоторые часто используемые функции
и полезные пары преобразований Фурье

Ряд математических функций настолько широко ис-
пользуется в последующем изложении, что для удобства
следует особым образом обозначить сами эти функции.
Соответственно мы примем следующие обозначения не-
которых часто встречающихся функций:
Прямоугольная функция

ii UKy,
О в остальных случаях.

I I X Г**гТГ
rect(*) = < 2

sine функция
/ ι smnx

sine (χ) ·· πχ
Функция знака

х>0,
sgn (χ) = * = 0,

x<0.
Треугольная функция

1-1*1 I * I < 1 ,

L 0 в остальных случаях.ЛМ-{ (
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f*11* sincm

-t

sgn ιχ)

-*-x

_ f

\ comb ι ΐΐ

-»-z
-3 -г -ι ο ι г ι

Ф и г . 2. Специальные функции.

Гребенчатая функция
оо

comb(jc)= 2 б(лс-я).
П=—00

Круговая функция
. , . / 1 /^2 + ̂ <1,

:(^2+^)=|0circ \ ·--·=·· · " в остальных случаях.

Первые пять из этих функций, изображенные на фиг. 2,
зависят только от одной переменной, однако, образуя
произведение этих функций, мы можем получить в дву-
мерном пространстве множество функций с разделяю-
щимися переменными. Круговая функция — единствен-
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Φ и г. 3. Круговая функция и ее образ.

ная из них функция двух независимых переменных; на
фиг. 3 показан вид этой функции.

В заключение краткого рассмотрения анализа Фурье
мы представим несколько конкретных примеров двумер-
ного преобразования. В табл. 1 приведен ряд функций
с разделяющимися переменными в прямоугольной систе-
ме координат и их фурье-образы. Все эти образы можно
найти непосредственно как произведения известных
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Таблица I

Пары преобразований некоторых функций с разделяющимися
переменными в прямоугольной системе координат

Функция

ехр[-л(л:2 + 1/2)]
reef (x) reel (у)

Л (χ) Λ (у)

δ (х. у)

ехр [\п (χ + у)]

sgn (χ) sgn (ί/)

comb (*) comb (у)

Образ

• «ρ [-«(/»+ /«)]

sine (fx) sine (/у)

sine2 fo) sine2 (/y)
1

•('.-ffr-τ)
1 1

/π/Ύ /л/х

comb (/A.) comb (/y)

одномерных образов. Поэтому доказательство этих со-
отношений предоставляем читателю (см. задачу 2.2).

Наоборот, преобразования большинства функций, об-
ладающих осевой симметрией, нельзя получить просто
с помощью известных одномерных преобразовании. Из
числа функций, обладающих осевой симметрией, чаще
всего встречается функция

(1 г<1,
circ (/·) = {

(0 в остальных случаях.

Попытаемся теперь найти преобразование этой функции.
Используя выражение (2.15) для преобразования
Фурье — Бесселя можно записать

Я {circ (r)} = 2π Ι г/о (2nrp) dr.
о

Производя замену переменных г' = 2лгр и используя
тождество

χ

JVo(^ = */,(*),
О
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это преобразование можно переписать в виде
2пр

WrcMH-^J r']u(r')dr' = ±^-, (2.16)
о

где /ι — функция Бесселя первого рода первого порядка.
На фиг. 3 показан вид круговой функции и ее образа.
Отметим, что, как и следовало ожидать, образ обладает
осевой симметрией и состоит из центрального пика и
ряда концентрических колец уменьшающейся амплиту-
ды. Отличительная особенность этого образа заклю-
чается в том, что его нули расположены вдоль радиуса
на разных расстояниях друг от друга. С рядом других
пар функций, связанных преобразованием Фурье —
Бесселя, читатель может познакомиться при решении
задач (см. задачу 2.4).

§ 2. Л И Н Е Й Н Ы Е СИСТЕМЫ

Для удобства дальнейшего обсуждения постараемся
дать понятию система настолько общее определение,
чтобы его можно было применять как в достаточно из-
вестном случае электрических схем, так и в менее из-
вестном случае оптических устройств, создающих изобра-
жение. В соответствии с этим под системой следует
понимать все то, что осуществляет преобразование ряда
входных функций в ряд выходных функций. В электри-
ческих схемах входные и выходные сигналы представ-
ляют собой действительные функции (напряжения или
токи) одной независимой переменной (времени), тогда
как в системах, создающих изображение, входные и вы-
ходные сигналы могут быть действительными (интенсив-
ность) или комплексными (амплитуда поля) функциями
двух независимых переменных (пространственных ко-
ординат). Вопрос о том, какую величину в данной си-
стеме следует считать переменной — интенсивность или
амплитуду поля, будет обсуждаться несколько позднее.

Если ограничиться рассмотрением детерминирован-
ных (неслучайных) систем, то можно считать, что опре-
деленный входной сигнал должен преобразовываться
в единственный выходной сигнал. Однако вовсе не

3 Дж. Гудиен
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обязательно, чтобы каждый выходной сигнал соответ-
стиовал единственному входному, ибо, как мы увидим,
целый ряд входных функций может совсем не создавать
сигналов на выходе. Поэтому сначала мы обратимся к
рассмотрению систем, отвечающих одинаковым образом
на множество сигналов.

Для представления системы удобно использовать ма-
тематический оператор У{}, который показывает, как
нужно подействовать на входные функции, чтобы полу-
чить выходные. Таким образом, если функция g\(x\,y\)
описывает входной сигнал системы, а gi(x2, ί/г)—соот-
ветствующий выходной сигнал, то при таком определе-
нии оператора У{} эти две функции оказываются свя-
занными соотношением

Ы*2, ya = &{g\(xi, ί/.))· (2.17)
Если не задать более подробно свойства оператора

&{}, то соотношение (2.17) фактически исчерпывает все,
что мы можем сказать о системе. В дальнейшем, за ред-
ким исключением, мы будем главным образом (хотя
не всегда) иметь дело с ограниченным классом систем,
которые называются линейными. Предположение о ли-
нейности правильно отражает поведение многих про-
стых и имеющих физический смысл систем; оно также
позволяет установить полезные соотношения между
входными и выходными сигналами.

Линейность и интеграл суперпозиции

Систему называют линейной, если для всех входных
функции t и s и для всех комплексных постоянных а и b
выполняется следующее свойство суперпозиции:

9'^(xl,yl)+bt(xl,yl)} = a9>(s(xl,y1)} + bff>{t(xl,yl)}.(2.\S)
Как упоминалось ранее, основное преимущество ли-

нейности заключается в том, что для системы, обладаю-
щей этим свойством, ее отклик на произвольный вход-
ной сигнал можно выразить через отклики на опреде-
ленные «элементарные» функции, на которые следует
разложить входной сигнал. Поэтому самое важное те-
перь — найти простой и удобный способ разложения
входного сигнала. Такое разложение можно получить,
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используя так называемое фильтрующее свойство
δ-функции (ср. приложение I), которое позволяет запи-
сать

оо

gi (Χι, У|) = J J gi №. П) δ (*ι - £. 0ι ~ 1l) <*s *1· (2- W)
— 00

Можно считать, что это соотношение является представ-
лением gi в виде линейной комбинации взвешенных и
смещенных б-функций; элементарными функциями раз-
ложения служат именно эти б-функции.

Чтобы найти отклик системы на входной сигнал gi,
подставим (2.19) в (2.17):

ί °° 1
g2(*2, ίβ) = 0Ί J J g i f f i . η)δ(*ι-Ι, «/ι-η)<*ς*ΐ | ·

I -« J
Будем теперь рассматривать число gi (ξ, η) просто как
весовой множитель, с которым следует брать элемен-
тарную функцию δ(*ι — ξ, ί/ι—,η), и, привлекая свой-
ство линейности (2.18), подействуем оператором
&{ } на отдельные элементарные функции. Тогда опе-
ратор У{ } можно ввести под знак интеграла, что
дает

оо

ga (ха, Уз) = J | gi И, Л) ̂  (δ (*ι - ξ, У, - η)} ^^ ̂ Л ·
— 00

Наконец, символом h(.r2, №; ξ, η) обозначим отклик
на выходе в точке с координатами (л.2,у2)' на сигнал
вида δ-функции в точке с координатами (ξ, η) на
входе, т. е.

h (хг, У2; Ι, η) = 9> {б (*, - ξ, у, - η)}. (2.20)
Фукция h называется импульсным откликом системы.
Входной и выходной сигналы системы теперь можно свя-
зать простым соотношением

оо

g2(*2, i/2)= J J gi(l, η)ΐϊ(*2, ;̂ ξ, η) rf£rfn. (2.21)
— οσ

Это фундаментальное соотношение, известное как
интеграл суперпозиции, выражает тот очень важный

з*
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факт, что линейная система полностью характеризуется
ее откликом на входные импульсы. Чтобы полностью оп-
ределить выходной сигнал, необходимо, вообще говоря,
знать эти отклики для любых координат и импульсов в
плоскости входного сигнала. В случае если оптическая ')
система линейна, этот вывод имеет интересную физиче-
скую интерпретацию, заключающуюся в том, что дейст-
вие создающих изображение элементов (линз, диафрагм
и т.д.) может быть полностью описано, если определены
(возможно, комплексные) изображения точечных источ-
ников, расположенных по всему полю предмета.

Инвариантные линейные системы.
Передаточные функции

Определив для общей линейной системы соотношения
между входными и выходными сигналами, обратимся те-
перь к важному подклассу линейных систем, которые
называются инвариантными линейными системами. Го-
ворят, что электрическая схема обладает временной
инвариантностью, если ее импульсный отклик Λ ( / ; τ )
(т. е. отклик в момент t на воздействие единичного им-
пульса, приложенного в момент τ) зависит только от про-
межутка времени (t — τ). Электрические схемы, состав-
ленные из сопротивлений, емкостей и индуктивностей
определенных значений, обладают временной инвариант-
ностью, так как их характеристики не изменяются со
временем.

Точно так же говорят, что линейная, оптическая си-
стема пространственно инвариантна (или, иначе, изо-
планарна), если ее импульсный отклик h(x2, у2\ ξ, η)
зависит только от расстояний (Х2 — |) и (уг — η). Для
таких систем можно, очевидно, написать2)

h (Х2, У2; ξ, η) = h (xa - g, y2 - η). (2.22)

') Автор пользуется английским термином „Imaging system",
употребляя слова «оптическая система» в более широком смысле. —
Прим. ред.

2) Так как переменные Хъ, Уг и \, η относятся к разным про-
странствам, то такое утверждение имеет смысл только при соответ-
ствующем согласовании осей координат и масштабов, что автор и
делает, например, в гл. 5, § 3. — Прим. ред.
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Таким образом, система, создающая изображение, счи-
тается пространственно инвариантной, если изображе-
ние точечного источника меняет только положение, но
не свою функциональную форму по мере того, как этот
источник пробегает поле предмета.

Практически системы, создающие изображение, ред-
ко бывают изопланарными по всему их предметному
полю, однако обычно удается поле предмета разбить на
небольшие области (изопланарные участки), внутри ко-
торых система приблизительно инвариантна. Чтобы
полностью описать систему, создающую изображение,
необходимо определить импульсный отклик, соответ-
ствующий каждому изопланарному участку, но если ин-
тересующий нас участок предметного поля имеет малые
размеры, то часто оказывается достаточно рассмотреть
лишь изопланарный участок, лежащий на оси системы.
Заметим, что для инвариантной системы интеграл супер-
позиции (2.21) принимает особенно простой вид

оо

g2 (*а, ib) = J { gi (£, л)h (*a - i. Уа - η) 4 <*η. (2.23)
— oo

В правой части соотношения (2.23) нетрудно узнать
двумерную свертку функции предмета и импульсного
отклика системы. В дальнейшем будет удобно исполь-
зовать более короткое обозначение для свертки типа
(2.23), записывая это соотношение в виде

S2 = gi * h;

звездочка между двумя функциями обозначает опера-
цию свертки этих функций.

Для класса инвариантных линейных систем матема-
тический аппарат разработан гораздо полнее, чем для
более общего класса всех линейных систем, и именно
благодаря этому с инвариантными системами значитель-
но легче иметь дело. Простота инвариантных систем вы-
является особенно наглядно, если применить преобразо-
вание Фурье к свертке (2.23).

Именно, производя преобразование правой и левой
частей соотношения (2.23) и применяя теорему свертки,
мы видим, что спектры G2(/j,/у) и Gi(/j,/у) выходного
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и входного сигналов системы связаны простым соотно-
шением

G2 (fx> fr) = Η (fx, fy) G, (fx, fy), (2.24)

где Η — фурье-образ импульсного отклика

оо

Η (fx, fy) = J J h (ξ, η) exp [ -/2π (f& + /χη)] d| dt\. (2.25)
—oo

Функция Н, называемая передаточной функцией систе-
мы, показывает, как действует система в «частотной об-
ласти». Заметим, что сравнительно трудоемкая операция
свертки (2.23), необходимая для нахождения выходного
сигнала системы заменяется часто в соответствии с (2.24)
более простои последовательностью, состоящей из пре-
образования Фурье, умножения образов и обратного
преобразования Фурье.

Вместе с тем соотношения (2.24) и (2.25) показы-
вают, что для линейных инвариантных систем входной
сигнал можно разлагать на элементарные функции, бо-
лее удобные, чем δ-функции, входящие в (2.19). Такими
элементарными функциями являются, очевидно, комп-
лексные экспоненциальные функции. Преобразуя gi, мы
просто разлагаем входной сигнал на комплексные экспо-
ненциальные функции разных пространственных ча-
стот (fx,fy). Умножая затем спектр входного сигнала GI
на передаточную функцию Н, мы учитываем воздействие
системы на каждую элементарную функцию. Заметим,
что эти воздействия приводят только к изменению ам-
плитуды и сдвигу фазы. Об этом свидетельствует тот
факт, что для каждой пары частот (fx, fY) мы просто
умножаем спектр входного сигнала на комплексное
число Н (fjr, f y ) . Обратное преобразование спектра вы-
ходною сигнала G2 восстанавливает выходной сигнал g2

путем сложения всех видоизмененных элементарных
функций.

В заключение следует особо отметить, что использо-
вание теории передаточной функции позволяет упростить
рассмотрение только в случае инвариантных линейных
систем. С применением теории Фурье в анализе неста-
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[ционарных электрических цепей и пространственно-не-
| однородных оптических систем читатель может познако-
\ миться по работам [4, 5].

§ 3. ДВУМЕРНАЯ ТЕОРИЯ ВЫБОРКИ

Для обработки информации и для целен математиче-
[ского анализа часто оказывается удобным задавать
[функцию g(x, у) набором ее выборочных значений, взя-
'тых в дискретной совокупности точек в плоскости ху.
Интуитивно ясно, что если эти значения взяты достаточ-
но близко друг к другу, то выборочные данные являются
хорошим представлением исходной функции; иначе го-
воря, функцию g можно восстановить с большой точ-
ностью путем простого интерполирования. Менее очевид-
ным представляется тот факт, что для определенного
класса функций (известных под названием функций с
ограниченной шириной спектра) можно осуществить
точное восстановление, если потребовать, чтобы интер-
вал между выборочными значениями не превышал опре-
деленного предельного значения. Это обстоятельство
было впервые отмечено Уиттекером [G] и позднее изло-
жено в общедоступной форме Шенноном [7] в его рабо-
тах по теории информации.

Теорема выборки справедлива для класса функций
с ограниченной шириной спектра. К этому классу мы от-
носим функции, фурье-образы которых не равны нулю
только в пределах конечной области 31 пространства ча- ·
стот. '

Сначала рассмотрим формулировку этой теоремы, со-
вершенно аналогичную одномерной теореме Шеннона. 1
Позднее мы кратко отметим те изменения, которые мо- \
гут быть внесены в отдельных двумерных случаях.

Теорема Уиттекера — Шеннона

Чтобы получить самый простой вариант теоремы вы-
борки, рассмотрим прямоугольную сетку выборок функ-
ции g, которая определяется следующим образом:

& (х, у) = comb (̂ ) comb (̂ -) g (x, у). (2.26)
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Фиг. 4. Выборочная функция.

Таким образом, выборочная функция gs состоит из ряда
δ-функций, расположенных на расстоянии X в направле-
нии χ и на расстоянии / в направлении у, как показано
на фиг. 4. Площадь под каждой δ-функцией пропорцио-
нальна значению функции g в данной точке прямоуголь-
ной выборочной сетки. Из теоремы свертки следует, что
спектр Gs функции g,< можно найти путем свертки обра-
зов функций c o m b ( х / Х ) c o m b ( y / Y ) и g, или

G, (fx, fy) = &~{ comb (-γ) comb (-f)} * G (fx, fy),

где звездочка опять обозначает операцию свертки. Те-
перь, используя табл. 1 и теорему подобия, имеем

&~ { comb (γ) comb (-J-)} = XV comb (Xfx) comb (Yfy),

в то время как из решения задачи 2.1, п. «б», следует
СО DO

XYcomb(Xfx)comb(Yfy)= V Σ δ(^"Τ· ^~τ)*
ra=—oo m=—α»
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Отсюда вытекает, что спектр выборочной функции
имеет следующий вид:

00 00

Gs(fx,fy) = 2 S θ(^-£, fy-γ). (2.27)
П = —оо m=—Μ

Таким образом, спектр функции gs можно найти про-
сто путем построения спектра функции g возле каж-
дой точки (п/Х, m/У) в плоскости fxfy, как это показа-
но на фиг. 5.

Предполагается, что функция g имеет ограниченный
спектр; следовательно, функция G отлична от нуля
только в конечной области 91 пространства частот. Как
видно из соотношения (2.27), область, в которой спектр
выборочной функции отличен от нуля, можно найти пу-
тем построения области 91 около каждой точки (п/Х,
m/Y) в плоскости частот. Теперь ясно, что если X и У
достаточно малы (т. е. выборочные значения располо-
жены достаточно близко друг к другу), то расстояния
1Д и 1/У между различными спектральными областями
будут достаточно большими, чтобы смежные области
не перекрывались (см. фиг. 5). Таким образом, чтобы
осуществить точное восстановление исходного спектра G
по спектру Gs, нужно пропустить выборочную функцию
gs через линейный фильтр, который пропускает без
искажения члены соотношения (2.27) с индексами η = О,
m = О, тогда как остальные члены полностью исклю-

а β

Ф и г . 5. Спектры исходной функции (а) и выборочных значений (б).
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чаются. На выходе этого фильтра мы, очевидно, по-
лучим точное воспроизведение первоначальной функ-
ции g(x, у).

Как было показано выше, для успешного восстанов-
ления исходных данных выборочные значения должны
быть расположены достаточно близко друг к другу; это
необходимо для того, чтобы различные области спектра
Gs не перекрывались. Чтобы определить максимально
допустимое расстояние между выборочными значениями,
рассмотрим наименьший прямоугольник 1 ), который пол-
ностью заключает в себе область 52, и обозначим через
2ВХ и 2ΒΥ его стороны в направлениях /Л и /у соот-
ветственно. Так как различные составляющие в спектре
выборочных данных (2.27) находятся друг от друга на
расстояниях, равных 1/Х и 1/У соответственно в направ-
лениях fx и fy, то можно считать, что разделение спек-
тральных областей заведомо имеет место, если

Х<-^ и Y<^. (2.28)

Таким образом, для точного восстановления исход-
нон функции максимальные интервалы выборочной сетки
должны быть равны (2Βχ)~ι и (2В¥)~

1.
После того как мы нашли максимально допустимые

интервалы между выборочными значениями, остается
определить точный вид передаточной функции фильтра,
через который должны быть пропущены выборочные дан-
ные. В большинстве случаев при этом имеется широкий
выбор, так как для многих возможных форм области S&
существует множество передаточных функций, которые
будут пропускать составляющую спектра Gd с η = О,
m = 0, исключая при этом все остальные члены. Нам,
однако, достаточно знать, что в том случае, когда соот-
ношение (2.28) удовлетворяется, имеется такая переда-
точная функция, которая всегда будет давать желаемый

') Для простоты мы предполагаем, что центр этого прямоуголь-
ника расположен в начале координат. Если это не так, то нетрудно
так изменить аргументы, чтобы распространить теорему выборки и
на этот случай.
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результат независимо от формы области 52, а именно

Η (/χ, Μ = rect (-̂ ξ-) rect (̂ ξ-). (2.29)

Возможность точного восстановления функции G по
функции G3 очевидна, если учесть, что спектр выходного
сигнала после такого фильтра имеет вид

G, (/χ, Ы rect (i) rect (А_) = G (/х, /x).

Эквивалентное тождество в пространстве координат
можно записать следующим образом:

[comb (£) comb (-f) g (.v, у)] * h (д, у) = g (x, у), (2.30)

где h — импульсный отклик фильтра:

h (.ν, у) = J J rect (A.) rect (-̂ ) ехр [/2я (/хх +
_оо ' X ' * ^ '

+ /yi/)] rf/x rf/x = 4βχβκ sine (2Bxx) sine (25хг/).
С учетом того, что

comb (γ) comb (у-) g (.ν, г/) =
οο οο

= χγ Σ Σ г(«^, "ίϊΟδ(*-ηΧ, у-/пП
Л=*~οο m="—οο

соотношение (2.30) принимает вид

g(x, y) = 4BxBYXYX
00 00

Χ Σ Sg(/LY,my)sinc[2fl x(je-/LY)]sinc[2fl x(y-my)].
rt«~OQ /71^—00

Наконец, когда интервалы f̂ и У между выбороч-
ными значениями имеют максимально допустимые зна-
чения, это тождество можно записать в виде

е(х, У)= Σ Σ г (ж:· жт)х

л=.-м т=-от Л г

X si-nc \2ВХ 1х - ̂ -)] sine [2SX ̂  - ĝ-)]. (2.31)
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Соотношение (2.31) представляет собой фундамен-
тальный результат, который мы будем называть теоре-
мой выборки Уиттекера — Шеннона. Она означает, что,
имея расположенный соответствующим образом прямо-
угольный ряд выборочных значений функции с ограни-
ченной шириной спектра, можно осуществить точное ее
восстановление.

Для восстановления необходимо ввести в каждой
точке выборки интерполяционную функцию, равную
произведению sine функций.

Полученный выше результат не единственно воз-
можный вид теоремы выборки. В наших рассуждениях
мы два раза сделали довольно произвольный выбор.
При других предположениях получатся иные варианты
теоремы выборки. Первый элемент произвольности —
это использование прямоугольной выборочной сетки,
второй — выбор особого вида передаточной функ-
ции (2.29).

Другие варианты теоремы, которые получаются при
использовании иных, отличных от наших предположений
относительно выборочной сетки и передаточной функ-
ции, конечно, не менее справедливы, чем теорема (2.31).
В некоторых случаях альтернативные теоремы даже
могут быть более «эффективными» в том смысле, что
для обеспечения полного восстановления достаточно
иметь меньше выборок на единицу площади. Читателю,
интересующемуся многомерной теорией выборки, мы ре-
комендуем обратиться к работам Брэйсуэлла [8] и Пе-
терсона и Миддлтона [9]. Кроме того, в работе Линдена
[10] обсуждаются теоремы выборки, включающие не
только значения функции, но и значения ее производных.

З А Д А Ч И

2.1. Доказать следующие свойства й-функций:

а) δ (ах, Ьу) = -^щ&(х, у),

оо оо

б) comb (αχ) comb (Ьу) = -^ ^ Σ δ(*~~£ ' у~т)'
η——оо m——м
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2.2. Доказать следующие соотношения для фурье-образов:

а) У {red (x) reel (у)} = sine (/χ) sine (fy);

б) У {Л (χ) Л (у)} = sine2 (fx) sine2 (/y).

Доказать следующие соотношения для обобщенных фурье-об-
разов:

в) У {!] - о (*, у):

D^frgnWsgnW}-^)^).

2.3. Доказать следующие теоремы для фурье-образов:

а) ГУ {g (*, у)} - ίΓ-'ίΓ-' {g (лс, ι/)} = g (-*, -у)

во всех точках непрерывности функции g;

б) У [g (х, У) h (χ, у)} = Sr(g (χ, у)} · У (h (x, у)};

в) F {V2g (χ, у)} = -4π2 (/2 + /2) У (g (x, у)},

где V 2 — оператор Лапласа

V2_j?L + j31
т 9 ^ т 2 ·дх2 дуг

2.4. Доказать следующие соотношения для преобразований
Фурье — Бесселя:

а) если ga(r)- &(r — ra), то

Л{гд(г)}-2яг0У0(2лг0р);

б) если gR (г) = 1 для а ̂  г ̂  1 и £д (г) = 0 в остальных слу-
чаях, то

^{g.H}-=/l(2jtp)7yi(2jtap);

в) если ^(gR(r)} = G(p), то

*to(«r)>-aro(i);
г) ί?{εχρ(-πΓ2)}-εχρ(-πρ2).

2.5. Выражение

Ρ (̂ , г/) - g(*. У) · [comb^J comb (-^-Jj

определяет периодическую функцию с периодом X в направлении *
и периодом У в направлении у.
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а) Показать, что фурье-образ функции ρ может быть записан
в виде

"с,м- Σ Σ °(τ·τ)δ(>*-τ·^)·
п=-—оо m=-—oo

где G — фурье-образ функции g.
б) Схематически изобразить функцию р(х,у), если

в(х. 0)-rect(2-i-)rect(2-f),

и найти соответствующий фурье-образ P ( f x , f v ) .

2.6. Пусть операторы преобразования 3~А{ } и Э~В{ } имеют вид
00

^А ω - i i J g (^ η) «ρ [-/·?- (te+Μ)] ̂  *ь
—οο

00

^Β (g) - Ι { J 8 (ξ. η) exp [ -/ ~ (x\ + Μ)] di ΛΙ.
.—OQ

а) Найти простое выражение для

&-B{3-A{g(x, У)}}·

б) Объяснить результаты для α > Ь и для α < Ъ.

2.7. Пусть g (/·, θ) — функция с разделяющимися переменными
в полярных координатах.

а) Показать, что если g(r, θ) = gniO e'm9, то

У (g (г, θ)} = (- /Г β""41 Xm [gR (r)},

где 5Sm{ } — преобразование Ханкеля порядка m;
00

^m ί̂  (0} - 2π J ггд <r) 7m (2πΛΡ) rfr·
0

a (P· ф) — полярные координаты в пространстве частот.

Указание:
со

exp (ja sin χ) = 2 yft (α) exP (/йл:)·
ft· oo-

б) Показать, что для более общего случая произвольной угло-
вой зависимости ^н(О) преобразование Фурье может быть выражено
прл помощи следующей бесконечной последовательности преобразо-
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ваний Ханкеля:

У (Я (г. &)}=· V ^(-^е'^ЗУ^в^г)}. '
k--°0

где
2л

c* = lH ^We-^dQ.
о

2.8. Предположим, что на входе линейной системы действует
синусоидальный сигнал

g (χ, у) = cos [2π (fxx + fyy)].

При каком (достаточном) условии выходной сигнал будет действи-
тельной синусоидальном функцией топ же самой пространственной
частоты, что и входной сигнал? Выразить амплитуду и фазу этого
выходного сигнала через соответствующие параметры системы.

2.9. Показать, что функция, спектральные компоненты которой
отличны от нуля вне круга радиусом .В в плоскости частот, удовле-
творяет следующей теореме выборки:

g (*, У) =

Σ У alJL т\ [ дяда Л[2яД/(*-я/2Д)« + (у-м/2Д)»]1
А *\2В· 1В) \ **" 2лВ у(х-„рвГ + (у-т/2ВГ \'

га= —оо т=—оо

2.10. Действие оператора преобразования Фурье можно рассма-
тривать как отображение функции в их образы; следовательно, оно
удовлетворяет определению системы, принятому в этой главе.

а) Линейна ли эта система?
б) Можно ли определить передаточную функцию, которая ха-

рактеризует эту систему? Если да, то какова она? Если нет, то по-
чему?

2.11. «Эквивалентную площадь» Д^у функции g(x,у) можно
определить так:

Δχκ =

Я g (x, у) dx dy

ϊ(0. 0)

в то время как «эквивалентная ширина спектра» функции g связана
с ее образом G следующим соотношением:

*fxfy =

00

и
— 00

G(fx,fy)dfxdfy

G (υ, ο)
Показать, что Д л - y A f f = 1.
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2.12. Некоторая комплексная функция двух независимых пере-
менных (х, у) имеет пространственный фурье-образ, который тожде-
ственно равен нулю при всех частотах, кроме области \fx\ <= Вх,
\fv\ =5Ξ BY. Показать, что часть этой функции, простирающаяся за
пределы области \х\ ̂  X, \у\ ̂  Υ в конфигурационном пространстве,
может быть (приблизительно) определена при помощи 32ΒΧΒΥΧΥ
действительных чисел. Почему это только приближение и когда та-
кое приближение допустимо? (Число IQBXBYXY обычно называется
пространственно-полосовым произведением рассматриваемой части
функции.)

2.13. Входной сигнал некоторой оптической системы представ-
ляет собой распределение комплексного поля предмета U0(x,y),
спектр пространственных частот которого неограничен. Выходной
сигнал этой системы представляет собой распределение поля изо-
бражения Ui(x,у). Предполагается, что система, создающая изо-
бражение, действует как линейный пространственно-инвариантный
низкочастотный фильтр, передаточная функция которого тождест-
венно равна нулю во всей частотной области, кроме участка, где
\fx\ *Ξ Βχ, \fy\ ^ Βγ. Показать, что существует «эквивалентный»
предмет UQ (χ, у), состоящий из прямоугольной сетки точечных ис-
точников и дающий точно такое же изображение U,·, как и истин-
ный предмет U0, и что распределение поля по эквивалентному пред-
мету можно записать в виде

00 00 Г 00

νό (χ, у) = Σ Σ J7 и<>(|'η) sinc (п - 2Вх^х

Л=—oom=—оо I оо

X sine (m-2BYi\)dtdi\] δ (x-·^-. ν—ζ£-\
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ГЛАВА 3

ОСНОВЫ СКАЛЯРНОЙ ТЕОРИИ ДИФРАКЦИИ

Явление дифракции играет чрезвычайно важную
роль в разделах физики и техники, так или иначе свя-
занных с вопросами распространения волн. В этой гла-
ве мы рассмотрим некоторые основные положения ска-
лярной теории дифракции. Хотя обсуждаемая здесь тео-
рия имеет достаточно общий характер и применима в
разных областях, в частности к рассмотрению распро-
странения акустических волн и радиоволн, основное
внимание будет сосредоточено на ее использовании в
физической оптике. Чтобы полностью понять свойства
оптических систем, образующих изображение, и опти-
ческих систем обработки информации, важно уметь
оценивать влияние дифракции и обусловленных ею огра-
ничений характеристик системы. В последующих пара-
графах мы дадим ряд ссылок на работы, содержащие
более подробное изложение теории дифракции.

§ I. ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР

Зоммерфельд [1] удачно определил дифракцию как
«любое отклонение световых лучей от прямой линии,
которое нельзя объяснить отражением или преломле-
нием». Первое сообщение с точным описанием такого
явления было сделано Гримальди; оно было опублико-
вано в 1665 г., вскоре после его смерти. Описанные им
измерения проводились при помощи устройства, схема
которого изображена на фиг. 6: отверстие в непрозрач-
ном экране освещается источником света, а в плоскости,
расположенной на некотором расстоянии позади экрана,
измеряется освещенность. Из корпускулярной теории
света, которая в то время была общепринятой для объ-
яснения оптических явлений, следовало, что тень позади
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Экран

OmSeptmue Плоскость
наблюдения

УЛ

Фиг. 6. Схема наблюдения дифракции света.

экрана должна иметь четкие границы. Тем не менее на-
блюдения Гримальди указывали на то, что переход от
света к тени происходит постепенно, а не резко. Если
бы Гримальди располагал более совершенным источни-
ком света, то он смог бы наблюдать такое поразитель-
ное явление, как чередование светлых и темных полос
в области геометрической тени экрана 1 ). Такие эффекты
не могли найти удовлетворительного объяснения на ос-
нове корпускулярной теории света, согласно которой в
отсутствие отражения и преломления лучи света долж-
ны распространяться прямолинейно.

Первый шаг в развитии теории, которая позволяла
объяснить такие эффекты, был сделан в 1678 г. осново-
положником волновой теории света Христианом Гюй-
генсом. Гюйгенс выдвинул интуитивное утверждение,
которое можно сформулировать следующим образом:
если каждую точку волнового фронта светового возму-
щения рассматривать как новый источник «вторичного»

·) Для экрана с отверстием полосы, заходящие в область тени,
появляются только на больших расстояниях, соответствующих ди-
фракции Фраунгофера (см. гл. 4, § 2). На малых расстояниях осцил-
ляции интенсивности наблюдаются в освещенной области (см.
фиг. 52). — Прим. ред.
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Вторичные
SSfltЬлны

Первичный
Залповой

tppoHm

Огибающая
(новый волноЗой

φροΗτη)

Φ и г. 7. Построение огибающей Гюйгенса.

сферического возмущения, то в любой последующий
момент времени волновой фронт можно найти путем
построения огибающей вторичных слабых волн, как
показано на фиг. 7. Интуитивные идеи Гюйгенса были
существенно преобразованы в 1818 г. в знаменитом
мемуаре Огюстена Жана Френеля, который дополнил
гюйгенсово построение огибающей принципом интерфе-
ренции Юнга. Сделав некоторые довольно произволь-
ные допущения относительно эффективных амплитуд
и фаз вторичных источников Гюйгенса и предположив,
что вторичные волны интерферируют друг с другом,
Френель смог с большой точностью рассчитать распре-
деление света в дифракционных картинах.

Идеи Гюйгенса и Френеля в 1882 г. были по-
ставлены на более прочную математическую основу Гу-
ставом Кирхгофом, которому удалось показать, что
особенности амплитуд и фаз, приписываемые Френелем
вторичным источникам, логически следуют из волновой
природы света. Кирхгоф основывал свои математические
построения на двух предположениях относительно гра-
ничных значений светового возмущения, падающего на
поверхность препятствия, расположенного на пути све-
та. Позднее Пуанкаре (в 1892 г.) и Зоммерфельд
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(в 1894 г.) доказали, что эти предположения несовме-
стимы друг с другом *).

В свете этих критических замечаний предложенную
Кирхгофом формулировку так называемого принципа
Гюйгенса — Френеля следует рассматривать как первое
приближение, хотя в большинстве случаев она дает по-
разительное согласие с экспериментальными данными.
Котлер [2] пытался разрешить противоречия путем све-
дения задачи Кирхгофа о граничных значениях к задаче
с разрывными решениями. Теория Кирхгофа была ви-
доизменена также Зоммерфельдом, который исключил
одно из вышеупомянутых граничных условий путем ис-
пользования теории функций Грина. Эта так называе-
мая теория дифракции Релвя— Зоммерфельда будет
изложена в § 4.

С самого начала следует подчеркнуть, что в теориях
Кирхгофа и Релея — Зоммерфельда используются неко-
торые существенные упрощения и приближения. Наи-
более важное из них состоит в том, что эти теории
являются скалярными, т. е. рассматривается только
скалярная амплитуда одной поперечной компоненты
электрического или магнитного поля. При этом предпо-
лагается, что любые другие представляющие интерес
компоненты можно рассматривать независимо таким же
образом. При таком подходе по существу полностью
игнорируется тот факт, что различные компоненты
векторов электрического и магнитного полей связаны
уравнениями Максвела и поэтому их нельзя рассматри-
вать независимо. К счастью, эксперименты в микровол-
новой области спектра [3] показали, что скалярная тео-
рия дает очень точные результаты, если выполняются
два условия: 1) отверстия в экранах велики по сравне-
нию с длиной волны и 2) дифрагированные волны наб-
людаются не слишком близко от экранов. Эти условия
хорошо удовлетворяются в рассматриваемых нами за-
дачах. Более полное обсуждение применимости скаляр-
ной теории в оптике приборов читатель может найти
в работе [4]. Тем не менее в ряде важных задач

') Более подробное рассмотрение этих противоречий приведено
в §4.
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необходимые условия не удовлетворяются; в качестве
примера можно назвать теорию дифракционных решеток
высокого разрешения [5]. Подобные задачи мы не будем
рассматривать, так как для получения достаточно точ-
ных результатов необходимо учитывать векторную при-
роду полей. Векторные обобщения теории дифракции
действительно существуют, причем первое удовлетвори-
тельное рассмотрение выполнено Котлером [6].

Первое по-настоящему строгое решение дифракцион-
ной задачи дал в 1896 г. Зоммерфельд [7], который рас-
смотрел двумерный случай плоской волны, падающей на
бесконечно тонкую идеально проводящую полуплоскость.
Котлер [8] позднее сопоставил решение Зоммерфельда
с соответствующими результатами скалярной теории
Кирхгофа.

Само собой разумеется, что наше историческое вве-
дение в предмет, так широко представленный в литера-
туре, не может быть полным. Поэтому читателю мы ре-
комендуем обратиться к всестороннему изложению
теории дифракции, которое содержится, например, в ра-
ботах [9—11].

§ 2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Прежде чем начать изложение теории дифракции,
дадим сначала ряд математических сведений, которые
образуют основу последующего рассмотрения теории
дифракции. Попутно мы будем вводить обозначения, ко-
торые используются в дальнейшем.

Уравнение Гельмгольца

Пусть световое возмущение в точке Ρ в момент вре-
мени t описывается скалярной функцией и(Р, t)\ в слу-
чае линейно поляризованных волн можно считать, что
эта функция представляет напряженность электрического
или магнитного поля. Сначала ограничимся случаем чи-
сто монохроматических волн; обобщение результатов на
случай полихроматических волн рассматривается в §5.

Развернутое выражение для поля монохроматической
волны имеет вид

и (Р, t) = U (Ρ) cos [2πνί + φ (Ρ)], (3.1)
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где U(P) и φ(Ρ)—соответственно амплитуда и фаза
волны в точке Р, a v — оптическая частота. Используя
комплексные обозначения, выражение (3.1) можно пе-
реписать в более компактном виде

и (Р, /) = Re [U (Ρ) е-'™], (3.2)

где U(P)—комплексная функция координат (иногда
называемая фазором):

и(Я) = £/(Р)е-«<«, (3.3)

a Re — сокращенное обозначение действительной части
функции, заключенной в квадратных скобках.

Если действительная функция возмущения ы(Р, /)
описывает оптическую волну, то в каждой точке, где нет
источников, она должна удовлетворять скалярному вол-
новому уравнению

У2"-^5 = 0; <3·4)

здесь V2 — оператор Лапласа:

v*-Jl+JU+ д2
V ~ ЯЛ Т 3„2 Тдхг ̂  ду* дг2 ·

Задание комплексной функции ЩР) достаточно для
описания возмущения, так как зависимость U от вре-
мени известна заранее. Подставляя выражение (3.2) в
уравнение (3.4), получаем, что комплексная функция
возмущения U должна удовлетворять не зависящему от
времени уравнению

(V2 + £ 2 )U=0 , (3.5)
где величина

, η ν 2л
k = 2π — = -f-с λ

называется волновым числом.
Уравнение (3.5) носит название уравнения Гельм-

гольца; мы можем принять на будущее, что комплексная
амплитуда любого монохроматического оптического воз-
мущения, распространяющегося в свободном простран-

I стве, должна подчиняться такому уравнению.
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Теорема Грина

Расчет комплексной функции возмущения U в рас-
сматриваемой точке пространства может быть выполнен
при помощи соотношения, называемого теоремой Грина.
Эта теорема, которая приводится в большинстве учеб-
ников (см., например, [12]), может быть сформулирована
следующим образом.

Теорема Грина. Пусть U(P) и 6(Р)—две произ-
вольные комплексные функции координат, a S — зам-
кнутая поверхность, ограничивающая объем V. Если
функции U, G и их первые и вторые частные-произ-
водные однозначны и непрерывны внутри объема,
ограниченного поверхностью S, и на самой поверх-
ности S, то

υ/(αν»υ-υν»ο)Λ-//(ο-^-υ^-)Λ, (3.6)
V S

где д/дп обозначает частную производную в каждой
точке поверхности S, взятую по направлению внеш-
ней нормали к этой поверхности.

Эта теорема во многих отношениях является основ-
ным звеном скалярной теории дифракции. Однако толь-
ко при осторожном выборе так называемой функции
Грина G и замкнутой поверхности S теорему можно не-
посредственно применять к дифракционным задачам.
Обратимся теперь к первой из этих задач, а именно
рассмотрим выбор функции Грина, сделанный Кирхго-
фом, и интегральную теорему, следующую из этого вы-
бора.

Интегральная теорема Гельмгольца — Кирхгофа

Формулировка дифракционной задачи, предложенная
Кирхгофом, основана на интегральной теореме, которая
выражает решение однородного волнового уравнения
в произвольной точке через значения этого решения и
его первой производной на произвольной замкнутой по-
верхности, окружающей рассматриваемую точку. Эта
теорема была ранее выведена в акустике Гельмгольцем.
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Обозначим выбранную точку через Р0, а через 5 —
окружающую ее произвольную замкнутую поверхность,
как показано на фиг. 8. Задача состоит в том, чтобы вы-
разить оптическое возмущение в точке PQ через его зна-
чения на поверхности S. Для решения этой задачи, сле-
дуя Кирхгофу, используем теорему Грина и выберем
в качестве функции Грина G сферическую волну единич-
ной амплитуды, распространяющуюся из точки Р0 (т. е.
так называемую функцию Грина свободного простран-
ства). Таким образом, для функции G в произвольной
точке PI имеем

G ( p i ) = exp( / ^ 0 ,) > (3?)
га\

где через г0| мы обозначили длину вектора г0], направ-
ленного из точки РО в точку Р\.

Чтобы мы имели право пользоваться теоремой Грина,
функция G и ее первая и вторая производные должны
быть непрерывны в объеме V, ограниченном поверх-
ностью 5. Поэтому для того, чтобы исключить точку раз-
рыва, окружим РО неболь-
шой сферической поверхно-
стью S8 радиусом ε. Затем
применим теорему Грина,

1 причем интегрирование бу-
дем вести по объему V, за-
ключенному между поверх-
ностями S и 5ε, так что по-

|верхностью интегрирования
будет составная поверхность

S' = S + Se,

как показано на фиг. 8. За-
I метим, что «внешняя» нор-
1маль к составной поверхно-
|сти направлена наружу (в
[общепринятом смысле) на
[поверхности 5 и внутрь на
поверхности Se (по направ- ф и г _ 8. Поверхность интегри-

1лению к РО). рования.
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Внутри объема V возмущение G, представляющее
собой расходящуюся сферическую волну, удовлетворяет
уравнению Гельмгольца

(V2 + k2) G = 0. (3.8)

Используя оба уравнения Гельмгольца (3.5) и (3.8)
для преобразования левой части формулы Грина, на-
ходим

J J J (G V2U - U V2G) άυ = - J J J (GU£2- UGk2) du = 0.
ν ν

Тогда теорема (3.6) запишется следующим образом:

'Ш°£-«£)*-*
или

-Ш<>Ж-^)«-Ш<^-и£К<3.9>

Теперь заметим, что для произвольной точки Р\ на
поверхности S'

G ( p i ) = = ex P ( f -ftr o l ) (ЗЛО)

''οι

«^ _ „.ft *,(,*-J-) „ρ ite.1. (З.П)

где cos(n, ΓΟΙ) представляет собой косинус угла между
направлением внешней нормали η и вектором г01) соеди-
няющим точки РО и Р\- Для частного случая, когда точ-
ка ΡΙ лежит на поверхности Se, имеем cos(n, r0i) =—1,
и эти выражения принимают вид

"«4-4- » ^=4(т-4 »'ч
Если ε стремится к нулю, то в силу непрерывности

функции U (и ее производных) в точке Р0 мы можем за-
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1 писать

Ш^-^И-Ч^1^-
„/te / ι χ ΐ-υ(ρ°>Μ^4.ο=-4ιΐυ<ρο)·

Подстановка этого результата в (3.9) дает

W.>=:UJ{lHj^]-u^P^]K
(3.13)

Это соотношение, которое носит название интеграль-
\ной теоремы Гельмгольца — Кирхгофа, играет сущест-
' венную роль в скалярной теории дифракции, так как по-

зволяет выразить поле в любой точке РО через «гранич-
ные значения» волны на любой замкнутой поверхности,
окружающей эту точку. Как мы увидим ниже, при по-
мощи этого соотношения можно вывести скалярные
уравнения дифракции.

§ 3. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ О ДИФРАКЦИИ
НА ПЛОСКОМ ЭКРАНЕ, ПРЕДЛОЖЕННАЯ КИРХГОФОМ

Рассмотрим задачу о дифракции на отверстии в бес-
конечном непрозрачном экране. Предполагается, что вол-
новое возмущение падает слева на экран с отверстием,
как показано на фиг. 9; необходимо рассчитать поле в
точке РО позади отверстия.

Применение интегральной теоремы

Чтобы найти поле в точке РО, воспользуемся инте-
гральной теоремой Гельмгольца и Кирхгофа, выбрав
соответствующим образом поверхности интегрирования.
Следуя Кирхгофу, возьмем замкнутую поверхность S
таким образом, чтобы она состояла из двух частей, как
показано на фиг. 9. Пусть плоская поверхность Si, ле-
жащая сразу за дифрагирующим экраном, замыкается
большим сферическим колпаком S2 радиусом R с цен-

•тром в рассматриваемой точке Рд. Полная замкнутая
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Фиг. 9. К формулировке задачи о дифракции на плоском экране,
предложенной Кирхгофом.

поверхность 5 представляет собой просто сумму Si и 52.
Применяя (3.13), получаем

«™-жШ£°-«-£)*·
Si+Si

где, как прежде,
Q _ exp(yfer0 1)

rai

По мере увеличения R поверхность $2 принимает
форму большой полусферической оболочки.

Функции U и G уменьшаются пропорционально 1/Я,
вследствие чего подынтегральное выражение будет в ко-
нечном итоге стремиться к нулю. При этом невольно
напрашивается вывод, что интегрирование по поверхно-
сти S2 должно давать нулевой вклад. Однако такой
вывод будет ошибочным, поскольку площадь интегри-
рования возрастает пропорционально R2. Заманчивым
представляется также предположение, что благодаря ко-
нечной скорости распространения возмущения, равной с,
величину R в конце концов можно взять настолько боль-ι
шой, что волны не достигнут 52 и подынтегральное вы-
ражение на этой поверхности будет равно нулю. Но эти
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соображения несовместимы с нашим предположением о
монохроматичности возмущения, которое, по определе-
нию, должно существовать постоянно. Очевидно, прежде
чем отбросить вклад от S2, необходимо провести более
тщательное исследование.

Исследуя эту задачу более детально, мы увидим, что
на поверхности Sz

„ _ exp(/fefl)

Я

а из (3.11) следует, что

<50 _ (., 1 \ exp (jkR) _ .. г
-W-(lk~"R) R ™]kG'

где последнее приближение справедливо для больших R.
Рассматриваемый интеграл, таким образом, можно све-
сти к следующему виду:

/Яо^-иало)]л-/о(^-/*и)#л»,
s, a

где Ω — телесный угол с вершиной в точке РО, стягивае-
мый поверхностью S2. Величина \RG\ равномерно огра-
ничена на поверхности S2. Поэтому полный интеграл
по S2 будет стремиться к нулю по мере стремления R
к бесконечности при условии, что

й!,*(1г-Н-0' (ЗЛ4>
равномерно во всем телесном угле. Это требование на-
зывается условием Зоммерфельда для излучения [13] и

ι удовлетворяется, если возмущение U стремится к нулю
со скоростью, по крайней мере равной той скорости,
с которой расходится сферическая волна (см. зада-
чу 3.1). Так как возмущение, падающее на отверстие,

!всегда представляет собой сферическую волну или
(линейную комбинацию сферических волн, можно быть
|уверенным, что это требование будет практически удов-

1етворяться и, следовательно, интеграл по S% не будет
|давать вклада в общий интеграл.
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Граничные условия Кирхгофа

Устранив интегрирование по поверхности S2, теперь
можно выразить возмущение в точке Р0 через возмуще-
ние н его производную по нормали, взятые на бесконеч-
ной плоскости Si, расположенной непосредственно за
экраном, т. е.

UW-iJJd^-uf-K (3.'5)
S,

Экран непрозрачен везде, кроме открытого отверстия,
которое мы обозначим через Σ. Поэтому интуитивно по-
нятно, что основной вклад в интеграл (3.15) должны да-
вать точки поверхности Si, расположенные в пределах
отверстия Σ, где подынтегральная функция, очевидно,
будет иметь максимальное значение.

Кирхгоф [14] соответственно принял следующие пред-
положения:

1. На отверстии Σ распределение поля LJ и его про-
изводная <Зи/<Э/г имеют точно такие же значения, какие
они имели бы в отсутствие экрана.

2. На той части поверхности Si, которая лежит в об-
ласти геометрической тени экрана, распределение по-
ля U и его производная dU/dn тождественно равны
нулю.

Эти условия известны под названием граничных усло-
вий Кирхгофа. Первое условие позволяет нам опреде-
лить возмущение, падающее на отверстие, пренебрегая
наличием экрана, а второе дает возможность пренебречь
интегрированием по всей поверхности, за исключением
той ее части, которая лежит непосредственно в пределах
самого отверстия. Таким образом, выражение (3.15)
принимает вид

«w-ii ИЗ-0-«£)*· <ЗЛ6>
Σ

Хотя граничные условия Кирхгофа значительно упро-
щают результат, важно понимать, что ни одно из них не
может быть абсолютно справедливым. Присутствие
экрана будет неизбежно вызывать некоторое возмуще-
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пне поля на отверстии Σ, так как вдоль края отверстия
должны выполняться определенные граничные условия,
что не требовалось в случае отсутствия экрана. Кроме
того, тень за экраном никогда не бывает резкой, так как
поле проникает за экран на расстояние нескольких длин
волн. Однако если размеры отверстия велики по срав-
нению с длиной волны, то этими краевыми эффектами
заведомо можно пренебречь 1 ) и использовать оба гра-
ничных условия. При этом получаются результаты, ко-
торые хорошо согласуются с экспериментом.

Формула дифракции Френеля — Кирхгофа
и принцип Гюйгенса — Френеля

Дальнейшее упрощение выражения для U(Po) можно
произвести, если учесть, что расстояние г01 от отверстия
до точки наблюдения обычно во много раз больше длины
волны и, следовательно, k^> l/r0\; при этом выражение
(3.11) запишется следующим образом:

^1_со.&7и)(м-^)-=^-
.. ,— — Л exp (jkrai)~]kcos(n, τοι)

 μ^

Подставляя это приближенное выражение и выражение
(3.7) для G в (3.16), находим, что

и (Ро) = _ !_ j J «g^L [.£ _ Jkv CQS (- -1}] rfe_ (зл^
Σ

Теперь предположим, что на отверстие падает сфе-
рическая волна

у ер \ _ Лехр(/6г 2 |)

исходящая из одиночного точечного источника, располо-
женного в точке Р2 на расстоянии r2i от Р, (фиг. 10).
Если расстояние Гч\ во много раз больше длины волны,

') Как мы увидим ниже, возражения против применения гранич-
I ных условий Кирхгофа возникают не вследствие наличия краевыя
' эффектов, а вследствие некоторых внутренних противоречий.
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Φ и г. 10. Освещение плоского экрана точечным источником,

то (3.17) сразу можно упростить (см. задачу 3.2):

II 10 \— А ( ( еХР[/*= (^Ι+Γοί)] Г COS (П. Γρι)- COS (П, Г2]) 1 ,υ(ρ°>--]λ Л ^ L 2 \ds·
(3.18)

Этот результат, справедливый только для случая,
когда отверстие освещается одиночным точечным источ-
ником, известен под названием формулы дифракции
Френеля — Кирхгофа.

Заметим, что выражение (3.18) симметрично по от-
ношению к точечному источнику и точке наблюдения.
Таким образом, точечный источник, помещенный в точ-
ку РО, будет давать в точке PI такой же эффект, какой
дает в точке РО точечный источник равной интенсив-
ности, помещенный в точку Р2. Этот результат иногда
называют теоремой взаимности Гельмгольца.

Наконец, рассмотрим одну интересную и полезную
интерпретацию формулы дифракции (3.18). Перепишем
ее следующим образом:

U (Р0) = f f U' (Ρ,)Ε Χ Ρ ( № Γ ο ι ) ds, (3.19)
J J Г0|Σ

ц'(р)_ 1 Г Лехр(/^/-2 |) 1Гсоз(п. r 0 i)-cQs(n. r2 1)"j /3 2Q)
A L ΓΪ\ J L 2 J

Σ

где
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Исходя из выражения (3.19), мы можем считать, что
поле в точке Ра создается бесконечным множеством во-
ображаемых «вторичных» точечных источников, располо-
женных в пределах самого отверстия. Амплитуда U'(Pi)
вторичного источника, расположенного в точке PI, оче-
видно, пропорциональна амплитуде [A expO'&^i)]/^!
волны, падающей в точку Р\, но отличается от этой
амплитуды в трех отношениях. Во-первых, амплитуда от··
личается от амплитуды падающей волны множителем λ"1.
Во-вторых, -эта амплитуда уменьшается также _за_ счет
так называемого коэффициента наклона V2[cos(n, r0i) —
— cos(n, r2i)], который никогда не превышает единицы
и всегда положителен; в результате каждому вторичному
источнику отвечает анизотропная «картина направленно-
сти». Наконец, фаза излучения вторичного источника в
точке Я] отличается от фазы падающей волны на 90°.

Эти любопытные свойства вторичных источников
представляют интерес в историческом смысле, так как
в более ранней работе Френеля было найдено, что путем
сочетания построения огибающей Гюйгенса и принципа
интерференции Юнга можно точно предсказать дифрак-
ционную картину только в том случае, если вторич-
ным источникам приписать свойства, подобные пере-
численным. Для получения точных результатов Френель
предположил, что вторичные источники обладают именно
такими свойствами. А1атематический вывод Кирхгофа
показал, что эти свойства естественно вытекают из вол-
новой природы света.

Заметим, что в приведенном выше выводе так назы-
ваемого принципа Гюйгенса — Френеля мы ограничи-
лись тем случаем, когда отверстие освещается только
одной расходящейся сферической волной. Однако вскоре
мы вернемся к принципу Гюйгенса — Френеля и пока-

I жем, что он носит более общий характер, чем следует из
| этого первого рассмотрения.

§4. ФОРМУЛИРОВКА РЕЛЕЯ — ЗОММЕРФЕЛЬДА
ЗАДАЧИ О ДИФРАКЦИИ НА ПЛОСКОМ ЭКРАНЕ

Теория Кирхгофа, как это следует из эксперимента,
1дает удивительно точные результаты и широко приме-
ряется на практике. Однако эта теория содержит

5 Дж. Гудмен
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некоторые внутренние противоречия, что заставляет
искать более удовлетворительное математическое реше-
ние. Затруднения теории Кирхгофа возникают из-за того,
что граничные условия налагаются как на напряжен-
ность поля, так и на ее производную по нормали. В част-
ности, известная теорема теории потенциала гласит, что
если двумерная потенциальная функция и ее производ-
ная по нормали обращаются в нуль на любом конечном
отрезке кривой, то потенциальная функция должна обра-
щаться в нуль во всей плоскости. Точно так же, если ре-
шение трехмерного волнового уравнения обращается
в нуль на любом конечном элементе поверхности, то оно
должно обращаться в нуль во всем пространстве. Таким
образом, два граничных условия Кирхгофа, взятые вме-
сте, означают, что повсюду за отверстием поле тожде-
ственно равно нулю, в противоречии с известной физиче-
ской ситуацией. Другое указание на противоречивость
теории состоит в том, что, как можно показать, формула
дифракции Френеля — Кирхгофа не позволяет получить
принятые граничные условия при стремлении точки на-
блюдения к краю экрана или отверстия. Если принять во
внимание эти противоречия, то поистине удивительно,
что теория Кирхгофа дает такие точные результаты.

Противоречия теории Кирхгофа были устранены Зом-
мерфельдом, который исключил необходимость одновре-
менного наложения граничных условий на поле и его
производную по нормали. Эта так называемая теория
Релея — Зоммерфельда составляет тему настоящего па-
раграфа. Сравнение теорий Кирхгофа и Релея — Зом-
мерфельда можно найти в работе [15]').

Выбор альтернативных функций Грина

Рассмотрим снова выражение (3.15), которое связы-
вает напряженность поля в точке наблюдения с полем
падающей волны и его производной по нормали по всему

') Тот факт, что одна теория противоречива, а другая нет, не
обязательно означает, что вторая более точна, чем первая. Сопостав-
ление точности формулировок Кирхгофа и Релея — Зоммерфельда
все еще составляет предмет активного исследования.
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экрану,

« «a-i Я №°-«£·)*· <3·15'
s,

Предположим, что функция Грина G теории Кирх-
гофа видоизменена таким образом, что либо сама функ-
ция G, либо ее производная dG/dn обращается в нуль на
всей поверхности Si, но вывод вышеприведенного выра-
жения все же остается справедливым. В любом случае
отпала бы необходимость наложения граничных условий
одновременно на U и dU/dn и противоречия теории
Кирхгофа были бы устранены.

Зоммерфельд показал, что функция Грина с требуе-
мыми свойствами действительно существует. Предполо-
жим, что функция G создается не только точечным
источником, помещенным в точку Р0, но также и вторым
точечным источником, расположенным в точке Ра, кото-
рая представляет собой зеркальное изображение точ-
ки РО и лежит по другую сторону экрана (фиг. 11) .
Пусть источник в точке PQ имеет ту же длину волны λ,
что и источник в точке PQ, и предположим, что излуче-
ния этих источников сдвинуты по фазе на 180°. Функция
Грина в этом случае описывается выражением

г / η \ expQAroi) exp (ikfai) /ч on
Ч- (,^ι) ~ , (d.Zl)

rai rai

где FOI — расстояние между точками РО и PI. Соответ-
ствующая производная по нормали от функции G_ равна

«^.„u^^-A.Jjaaad-

-соз(„-Дф-̂ ).5». (3.22)

Теперь для точки Р\ на поверхности S\ имеем
roi = Λοι>

cos (π, r
01
)= -cos(η, г

ш
),

и, следовательно, на этой поверхности

G_(P,) = 0,
dG-(Pi) _ ? ,- - )(.. 1 \ exp(j feroi) п 9о\-̂  -JcosCn, гш)\jk--j . (ά.2ά)

б*
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Ф и г . 11. К формулировке задачи о дифракции на плоском экране,
предложенной Редеем и Зоммерфельдом.

Таким образом, функция G_ обращается в нуль на всей
поверхности S|.

При условии, что оба точечных источника излучают
в фазе, альтернативная (и в той же мере пригодная)
функция Грина 0+ определяется выражением

г, / n \ _ exp(/fer 0 1) , exp (jfefpi) /ч 04\
U+^ l}~ Jbi + fa ' ( }

Легко показать (см. задачу 3.3), что производная по
нормали от этой функции обращается в нуль на экране
и на отверстии.

Формула дифракции Релея — Зоммерфельда

Подставим функцию Грина G_ вместо G в выражение
(3.15). С учетом (3.23) непосредственно получим

U <Р°) = -π I J U (Р'> Μρ(*Γοι) cos (η, 'οι) da, (3.25)
s,

где предполагается, что /ΌΙ S> λ.
Теперь граничные условия Кирхгофа налагаются

только на функцию U, что дает весьма общий результат:

U (Р°> = Ίλ ί ί U <Ρι) еХРгГ0>> cos (". 7οι> ds> (3·26)
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Так как для dU/dn граничные условия учитывать не
нужно, противоречия теории Кирхгофа, очевидно, сни-
маются.

Сравним эти результаты с результатами теории Кирх-
гофа. Пусть отверстие освещается сферической волной,
расходящейся из точечного источника, расположенного
в точке R2 (см. фиг. 10). Тогда

Ц(Р,)-Л exPfu*f">

U (Р0) = -A- J J exp[^;r

2:+ral)] cos (n, 701) ds. (3.27)
Σ

Это последнее выражение известно под названием фор-
мулы дифракции Релея — Зоммерфельда, и его можно
сравнить с соответствующим результатом теории Кирх-
гофа— выражением (3.18). Заметим, что эти выражения
отличаются только значениями коэффициентов наклона.

Рассмотрение соответствующих результатов в слу-
чае, когда в качестве функции Грина выбирается
функция G+, вынесено в задачи. Выражение для U(P0),
полученное с этой альтернативной функцией Грина,
разумеется, столь же справедливо, как и найденное
выше.

Дальнейшее обсуждение принципа Гюйгенса — Френеля

В предшествующем выводе принципа Гюйгенса —
Френеля предполагалось, что отверстие освещено одной
расходящейся сферической волной. Из выражения (3.26)
следует, что в действительности принцип справедлив для
освещения произвольного вида. Такое обобщение этого
частного случая действительно возможно, так как про-
извольный источник можно всегда представить в виде
ряда (возможно, бесконечного) точечных источников, а
в силу линейности волнового уравнения принцип Гюйген-
са — Френеля можно применить к каждому точечному
источнику отдельно. Выражение (3.26) для принципа
Гюйгенса — Френеля представляет собой не что иное,
как интеграл суперпозиции, который рассматривался в



70 Гл. 3. Основы скалярной 'теории дифракции

гл. 2. Исходя из этого, можно переписать (3.26) в виде

U (Р0) = | J h (Р0, Р,) U (Р,) ds, (3.28)
Σ

где весовая функция Ιι(Ρο, ΡΙ) определяется выраже-
нием

h (Р0, Р,) = -L ̂ Р -̂ cos (ή, 701). (3.29)

Появление интеграла суперпозиции в результате прове-
денного анализа явления дифракции не может вызвать
удивления. Как мы уже видели, основным требованием
при получении такого результата является линейность —
свойство, которое предполагалось с самого начала на-
шего анализа.

§ 5. ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРИИ РЕЛЕЯ — ЗОММЕРФЕЛЬДА
НА СЛУЧАЙ НЕМОНОХРОМАТИЧЕСКИХ ВОЛН

Во всех предыдущих случаях волновое возмущение
предполагалось идеально монохроматическим. Волны,
достаточно близкие к монохроматическим, нетрудно по-
лучать практически, и их особенно легко анализировать.
Однако теперь мы кратко обсудим более общий случай
немонохроматического возмущения. При этом ограни-
чимся рассмотрением выводов теории Релея — Зоммер-
фельда, хотя подобные результаты могут быть получены
и из анализа Кирхгофа.

Рассмотрим скалярное возмущение u(PQ, t), наблю-
даемое позади отверстия Σ в непрозрачном экране, ко-
гда на отверстие падает возмущение «(Pi, t). Функции
времени и(Р0, t) и u ( P i , t ) могут быть представлены с
помощью обратных преобразований Фурье:

+ 00

u(Pb /)= J U (Pi, v)exp(/2itvf)dv, (З.ЗОа)
— DO

+ 00

и(Я0. 0= J U(P0, ν)αφ(/2πν/)<ίν, (3.306)
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где U(P0, ν) и U (PJ, ν)—просто фурье-спектры функ-
ций u(P0,t) и u(Pi,t) соответственно, a v — оптическая
частота.

Преобразуем выражения (З.ЗОа) и (3.306), произведя
замену переменных ν' = —ν. В результате получим

+ 00

«(Р„ /)= J U(P,, -ν')θχΡ(-/2πν'ί)<ίν',(3.3ΐ3)
—оо

+ 00

и(Р0, /)= J U(P0, -ν')εχρ(-/2πν'ί)</ν'. (3.316)
— 00

Теперь эти выражения можно рассматривать как
представление немонохроматических функций времени
u(P\,t) и и(Р0, t) в виде линейной комбинации моно-
хроматических функций времени вида (3.2). Монохрома-
тические элементарные функции зависят от частоты ν',
причем комплексные амплитуды возмущения на часто-
те ν' равны U (Pi, — ν') и U(P0, —v') J).

Используя линейность явления распространения волн
и применяя результаты § 4, мы можем найти комплекс-
ную амплитуду каждой монохроматической составляю-
щей возмущения в точке Р0 и, суммируя их, получить
в результате общую функцию времени u(PQ,t).

Итак, с помощью (3.26) можно сразу написать

U(P0, -v') =
θχρί/2πν'-^)

β -'Т J J U<P" ~v/) rn

 cos("» ·Όι)Λ, (3.32)
Σ

где λ'ν' = с. Подставляя (3.32) в (3.316) и меняя поря-
док интегрирования, получаем

и(Рй, 0 - J J ̂ ^ j"-/2KV'U (Р„ -ν') Χ
Σ -00

X exp [ - /2πν' (ί - -̂ -)] dvr ds.

') Точнее говоря, U(Pb — ν') не амплитуда возмущения на ча-
стоте ν', а плотность распределения амплитуды. — Прим. ред.
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Наконец, используя равенство
+ 00

^-«(Р„ /)=!-/ U (Л, -v')exp(-/2jtv'0dv' =
—оо

+ <»

= | - /2nv' U (Ρ,, - ν') exp (- /2πν'ί) <ίν',

можно записать

^,0 = Η^^1«(Λ,ί-^μ. (3.33)
Σ

Таким образом, мы видим, что волновое возмущение
в точке PQ пропорционально производной по времени от
возмущения в каждой точке Р\ отверстия. Так как для
распространения возмущения от точки Р\ к точке РО
требуется время /We, наблюдаемая волна зависит от
производной падающей волны в «запаздывающие» мо-
менты времени / — (r0i/c).

Это более общее рассмотрение показывает, что изу-
чение дифракции идеально монохроматических волн
имеет отнюдь не чисто академический интерес, так как
результаты для более общего случая временных возму-
щений легко можно синтезировать из результатов, полу-
ченных для монохроматических волн. К этому следует
добавить, что оптические источники, которые для многих
целей можно считать идеально монохроматическими,
легко доступны (например, гелий-неоновый газовый ла-
зер). Дополнительно немонохроматические волны рас-
сматриваются в задаче 3.6.

§ 6. ДИФРАКЦИЯ НА ГРАНИЦАХ

При установлении принципа Гюйгенса — Френеля
нам было удобно считать каждую точку отверстия но-
вым источником сферических волн. Было отмечено, что
такие источники введены только для удобства математи-
ческого описания и не имеют реального физического
смысла. Более физический подход, впервые качественно
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сформулированный Томасом Юнгом в 1802 г., заклю-
чается в следующем: наблюдаемое поле рассматривается
как суперпозиция падающей волны, прошедшей через
отверстие без искажения, и дифрагированной волны,
источником которой служит край отверстия. В силу
того обстоятельства, что источником новой волны слу-
жит материальная среда — край отверстия, этот подход
является более физичным.

Качественные аргументы Юнга подкрепляются стро-
гим решением задачи о дифракции на полубесконечном
идеально проводящем отражающем экране, которое по-
лучил Зоммерфельд [7]. Это строгое решение показы-
вает, что поле в области геометрической тени экрана
имеет форму цилиндрической волны, источником кото-
рой служит край экрана, тогда как в освещенной об-
ласти за экраном поле представляет суперпозицию этой
цилиндрической волны и прошедшей без искажения па-
дающей волны.

Применимость такой точки зрения к решению более
общих задач дифракции была исследована Alarm [16] и
Рубиновицем [17}, которые показали, что формулу диф-
ракции Кирхгофа действительно можно преобразовать
к виду, отвечающему идеям Юнга. Позднее Миямото и
Вольф [18] расширили теорию дифракции на границе.
Подробное обсуждение этих идей читатель найдет в вы-
шеупомянутых работах.

Геометрическая теория дифракции, развитая Келле-
ром [19], представляет собой иной подход, который так-
же тесно связан с идеями Юнга. В этом методе для на-
хождения поля позади препятствия используются прин-
ципы геометрической оптики, видоизмененные путем
введения представления о «дифрагированных лучах»,
исходящих из некоторых точек самого препятствия.
Предполагается, что новые лучи образуются на краях,
углах, остриях и поверхностях препятствия. Эга теория
часто применяется для расчета дифракции волн на пре-
пятствиях, которые имеют слишком сложную форму,
чтобы дифракцию на них можно было рассчитать дпу-
гими методами. В силу сказанною такая теория приоб-
ретает все большую популярность.
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§ 7. УГЛОВОЙ СПЕКТР ПЛОСКИХ ВОЛН

Скалярную теорию дифракции можно сформулиро-
вать таким образом, чтобы она была похожа на теорию
линейных инвариантных во времени фильтров. В физи-
ческой оптике эта формулировка применяется не так
широко, как теория Кирхгофа, тем не менее для читате-
лей, знакомых с теорией линейных систем, она должна
быть интуитивно ясной, поэтому имеет смысл изложить
ее в этой книге. Как мы увидим далее, при фурье-ана-
лизе распределения комплексного поля в любой плос-
кости различные пространственные составляющие фурье-
образа можно отождествить с плоскими волнами,
распространяющимися в различных направлениях. Ам-
плитуду поля в любой точке можно вычислить путем
сложения амплитуд этих плоских волн, учитывая фазо-
вые сдвиги, которые они приобретают, приходя в рас-
сматриваемую точку. Подробное рассмотрение этого
приближения теории дифракции, а также его применение
в теории распространения радиоволн читатель может
найти в работе Рэтклиффа [20].

Угловой спектр и его физический смысл

Предположим, что волна, созданная некоторой про-
извольной системой монохроматических источников и
распространяющаяся в положительном направлении
оси 2, достигает плоскости ху, как показано на фиг. 12.
Пусть комплексное поле в этой плоскости описывается
функцией U(*, у, 0); наша конечная цель — рассчитать
результирующее поле Щя, у, ζ) в точке Р0 с координа-
тами (х, у, ζ ) .

В плоскости ху двумерный фурье-образ функции U
имеет вид

00

А)(/х. М = / j*U(*. у, 0)Х
— 00

X ехр [ - /2π (fxx + fyi/)] dx dy. (3.34)

Как указывалось в гл. 2, операцию преобразования
Фурье можно рассматривать как представление сложной
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I I

Направления
распространения

волн «
-*-г

Ч

Ф и г . 12. Система координат для расчета углового спектра.

функции в виде совокупности более простых комплекс-
ных экспоненциальных функций. Чтобы подчеркнуть это
обстоятельство, запишем функцию U в виде обратного
фурье-образа ее спектра

оо

U (х, у, 0) = J J АО (/х> fy) exp []2я (fxx + fyy)] dfx dfy.
—оо

(3.35)

Теперь напомним, что уравнение для плоской волны
единичной амплитуды с направляющими косинусами
нормали к фронту волны (α, β, γ) имеет вид

В (х, у, z) = exp [/ — (ах + $у + γζ)],

где
Υ = /1-<χ2-β2.

Таким образом, в плоскости 2 = 0 комплексную экс-
поненциальную функцию ехр[/2л (fxx + fyy) ] можно
рассматривать как плоскую волну с направляющими ко-
синусами

α = λ/χ, β = λ/κ, Υ=νΐ-(λ/ χ ) 2 -(λ/κ) 2 . (3.36)
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Комплексная амплитуда этой плоской волны равна
A0(fx, f Y ) d f x d f Y , где (fx = α/λ, fY = β/λ). По этой при-
чине функцию

оа

Мт' 1)=/ J U(*' У' 0)ехр[-/2д(^ + {г/)]^^·

(3.37)

называют угловым спектром возмущения U(jc, у, 0).

Распространение углового спектра

Теперь рассмотрим угловой спектр возмущения U
в плоскости, параллельной плоскости ху, но располо-
женной на расстоянии ζ от нее. Пусть функция
Α (α/λ, β/λ; ζ) представляет угловой спектр функции
U(x, У, ζ), т. е.

оо

А(т> т; 2)= II и<*' У- z)x

— с»

X2xp[-/2n(-Jjc + -S-y)]djcrfy. (3.38)

Если связь между Α0(α/λ, β/λ) и Α (α/λ, β/λ; ζ) из-
вестна, то можно определить влияние распространения
волны на ее угловой спектр.

Чтобы найти нужное соотношение, отметим, что воз-
мущение U можно записать в виде

U ( * , i , , 2 H / j A ( £ , {; г)х
— оо

X ехр [/2я (£* + !· У)] d^d\. (3.39)

Кроме того, во всех точках, где нет источника, функция U
должна удовлетворять уравнению Гельмгольца

V 2U + £2U = 0.

Непосредственно применяя это условие к выражению
(3.39), находим, что функция А должна удовлетворять
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дифференциальному уравнению

а1

dz2
* (<* β \ ι (2л\2 f t Ч о21 * ( а β \ лА(Т· Т'· 2) + Ы Π-α2-β2]Α( τ, |; г) = 0.

Частное решение этого уравнения можно записать в
виде

А(Т· f· *) = ΑΟ(Τ· {)ехр(/£1/Г=^ЯН (3.40)

откуда следует, что в том случае, когда направляющие
косинусы (α, β) удовлетворяют условию

сг + р2<1,

распространение волны на расстояние ζ проявляется
только в изменении относительных фаз различных состав-
ляющих углового спектра. Фазовые сдвиги возникают
вследствие того, что плоские волны, распространяясь под
разными углами, проходят разные расстояния, пока до-
стигнут рассматриваемой точки.

Однако если направляющие косинусы (α, β) удовле-
творяют условию

α2 + β2>1,

то требуется другое истолкование. В этом случае квад-
ратный корень в выражении (3.40) будет мнимым, и
это выражение можно записать в виде

Α(τ· Ι'· г) = Ао(т' f)exP(-^> <3·41)
где

2гг.
μ = ̂ ]Λχ2 + β2-1.

Так как μ — положительное действительное число, то
эти волновые составляющие сильно ослабляются при
распространении. Такие составляющие углового спектра
называются затухающими волнами; они совершенно ана-
логичны волнам, возникающим в СВЧ волноводе ниже
его граничной частоты. Заметим, что предельный
случай

α2 + β 2=1
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соответствует плоским волнам, которые распростра-
няются в направлениях, перпендикулярных к оси ζ, и не
переносят энергию в направлении ζ ').

Наконец, следует упомянуть, что возмущение в точке
(х, у, ζ) можно выразить через угловой спектр путем
обратного преобразования выражения (3.40)

оо

Щ*. if, z)= J jAo(|, !)exp(/^/l-a*-^)x
— oo

χ exp [/fci (£* +-£ j,)] </£*£. (3.42)

Влияние ограничивающего отверстия
на угловой спектр возмущения

Предположим, что бесконечный непрозрачный экран
с отверстием Σ помещен в плоскость г = 0 (см. фнг. 12).
Рассмотрим влияние этого экрана на угловой спектр
возмущения. Пусть угловой спектр возмущения, кото-
рое достигает экрана, есть Αί(α/λ, β/λ), а амплитудный
коэффициент пропускания экрана определим соотно-
шением

(х, у) в Σ,ί 1

1 0 в остальных точках.

Применим граничные условия Кирхгофа к возмуще-
нию U, предполагая, что экран не возмущает волны, па-
дающие на отверстие Σ, и что поле в геометрической
тени экрана тождественно равно нулю. Таким образом,
поле в плоскости, расположенной непосредственно за
экраном, можно записать в виде

Ut(x, у, 0)=U,(jc, у, Q)t(x, у),

где Ui(*, у, 0) представляет собой поле падающей на
экран волны. Применяя теорему свертки анализа Фурье,
угловой спектр Α((α/λ, β/λ) пропущенных волн можно

') Заметим, что затухающие волны возникают только в тех слу-
чаях, когда применение скалярной теории не вполне законно. По-
этому более правильно рассматривать их в векторном приближении.
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записать в виде

Μί· £)-*·(*· 1)·τ(τ· Ή· <3·43>
где

Τ(Τ· Τ) = Π^· *)е*р[-/2я(£* + |·*)]* .̂

(3.44)
Мы видим, что угловой спектр прошедшего возму-

щения определяется сверткой спектра падающего возму-
щения и углового спектра, характеризующего само от-
верстие.

Для частного случая одной плоской волны единич-
ной амплитуды, падающей нормально на отверстие, ре-
зультат имеет особенно простую форму. В этом случае

ММН(М)
MMMf-IKMMM).

Таким образом, пропущенный угловой спектр можно
найти просто преобразованием Фурье функции пропу-
скания отверстия.

Подводя итог, можно сказать, что введение отверстия,
которое пространственно ограничивает падающую вол-
ну, приводит к уширению углового спектра возмущения.
Если отверстие освещается плоской волной, то угловой
спектр пропущенного света можно найти непосредствен-
но путем преобразования Фурье функции пропускания
отверстия. Чем меньше отверстие, тем шире угловой
спектр за отверстием. Аналогичный эффект имеет место,
конечно, и в случае импульсных электрических сигна-
лов; ограничение длительности функции во времени при-
водит к уширению ее частотного спектра.

Линейный пространственный фильтр,
эквивалентный распространению волн

Рассмотрим снова распространение света от плос-
кости 2 = 0 (см. фиг. 12) к параллельной плоскости,
расположенной на расстоянии г. Можно считать, что
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возмущение U (х, у, 0), падающее на первую плоскость,
отображается благодаря процессу распространения в
новое распределение поля U(xt у, ζ). Такое отображение
соответствует нашему предыдущему определению си-
стемы. Действительно, мы покажем, что явление распро-
странения обусловливает такой же эффект, как линей-
ная пространственно-инвариантная система, и что оно
характеризуется относительно простой передаточной
функцией.

Линейность явления распространения уже обсужда-
лась выше; она непосредственно следует из линейности
волнового уравнения, или, иначе, из интеграла суперпо-
зиции (3.28). Свойство пространственной инвариант-
ности легче всего продемонстрировать, вычислив выра-
жение для передаточной функции, которая описывает
эффекты распространения. Если отображение имеет пе-
редаточную функцию, то оно должно быть простран-
ственно-инвариантно.

Чтобы найти передаточную функцию, вернемся к по-
нятию углового спектра. Однако вместо того, чтобы
представлять угловые спектры в виде функций направ-
ляющих косинусов (α, β), сначала возьмем спектры в
виде функций пространственных частот (fx, f Y ) . Про-
странственные частоты и направляющие косинусы непо-
средственно связаны соотношением (3.36).

Пусть функция A.(fx,fy,z) снова представляет про-
странственный спектр функции U(x,y,z), а функция
ΔΟ(ΪΧ,ΪΥ) — спектр функции V(x, у, 0). Таким образом,
U (А:, у, ζ) можно выразить как

оо

и(дс, у, г)= J J A ( f x , fy-, z)exp[j2n(ixx + fyy)]dfxdfy.
— OQ

Но, кроме того, из (3.42) имеем
00

v(x, у, z ) = J / Α Ο ( / Χ > fy) χ
— °°

X ехр[/2я~ νΐ-(λ/χ)
2-(λ/κ)2] Χ

XexpU2n(fxx + fyy)]dfxdfy.



Задачи 81

Из сравнения этих двух соотношений находим

Α(/χ, fy, 2) =

= АО (fx, fy) exp [j2n ~ 1/1-(λ/Α.)2-(λ/κ)
2]. (3.45)

Таким образом, явление распространения характери-
зуется передаточной функцией Н, имеющей вид

н i f f \- A(;*'^2) _п \Ιχ' Ιγ) — д /гг\~ —Ао ('χ' 'г)
= exp [/2π f \/1 - (Α/χ)

2 - (λ/κ)
2]. (3.46)

Если расстояние г равно по меньшей мере несколь-
ким длинам волн, то затухающими волнами можно пре-
небречь. В результате получим передаточную функцию

Η(/χ, /г) =

6χΡ[7·2π|-]/1-(λ/χ)
2-(λΜ2] fx + fY<^L,

О в остальных
I случаях.

В заключение отметим, что явление распространения
можно рассматривать как действие линейного дисперги-
рующего пространственного фильтра с конечной поло-
сой пропускания пространственных частот. Пропускание
фильтра равно нулю вне круга радиусом λ~ι в плоскости
частот. Внутри этой круглой области пропускания мо-
дуль передаточной функции равен единице, но при этом
появляются зависящие от частот фазовые сдвиги. Фа-
зовая дисперсия системы наиболее значительна на вы-
соких пространственных частотах и обращается в нуль
при стремлении fx и /у к нулю.

З А Д А Ч И

3.1. Показать, что расходящаяся сферическая волна удовлетво-
ряет условию Зоммерфельда для излучения.

3.2. Показать, что соотношение (3.17) преобразуется в соотно-
шение (3.18), если отверстие освещается расходящейся сферической
волной.

fi Дж. Гудме(1
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3.3. Рассмотреть применение функции Грина

G (p \ = expQ'fooi) ι expQfer0|)
Γοι ''οι

в теории Релея — Зоммерфельда.
а) Показать, что производная по нормали от функции G+. обра-

щается в нуль в плоскости отверстия.
б) Используя эту функцию Грина, выразить U(Po) через про-

извольное возмущение в плоскости отверстия. Какие граничные усло-
вия нужно при этом учесть?

в) Используя результат, полученный в п. «б», найти выражение
для U(P0) в том случае, когда отверстие освещается сферической
волной, расходящейся из точки Ра.

3.4. Предполагая, что освещение представляет собой нормально
падающую плоскую волну единичной амплитуды, найти угловой
спектр в случае

а) круглого отверстия диаметром d,
б) круглого непрозрачного диска диаметром d.

3.5. Рассмотрим немонохроматическое возмущение tt(P,t) с цен-
тральной частотой ν и шириной спектра Δν.

Пусть комплексное возмущение U-(P,() содержит только со-
ставляющие возмущения u(P,i) с отрицательными частотами. Таким
образом,

о

и_ (Р, 0 = Г U (P, v) exp 0'2πν/) dv,

— оо

где U(P,v) —спектр Фурье функции и(Р,/).
Используя фиг. 9, показать, что если

4?ι<ι „ -^>^-.
ν Δν с

то

и_ (Р„, 0 = -1- Г Г и_ <Р„ 0 «ЦРЦ*'·') cos (п, FOI) ds,
]λ J J rai

Σ

где λ — c/v, a k = 2π/λ.
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ГЛАВА 4

ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ И ФРАУНГОФЕРА

В предыдущей главе выводы скалярной теории ди-
фракции были представлены в наиболее общем виде.
Обратимся теперь к рассмотрению ряда приближений
к общей теории, которые позволяют свести расчет ди-
фракционной картины к более простым математическим
действиям. Эти приближения, применяемые обычно
в большинстве задач, связанных с распространением
волн, мы будем в дальнейшем называть приближениями
Френеля и Фраунгофера. Наше рассмотрение будет от-
личаться от обычных трактовок дифракции Френеля и
Фраунгофера тем, что мы в соответствии с принятым
нами представлением явления распространения как не-
которой «системы» попытаемся найти приближения,
справедливые для широкого класса «входных» распре-
делений поля.

§ 1. П Р И Б Л И Ж Е Н И Е , ДАВАЕМОЕ ПРИНЦИПОМ
ГЮЙГЕНСА — ФРЕНЕЛЯ

Снова обсудим дифракцию монохроматического све-
та на бесконечном непрозрачном экране с отверстием Σ
конечных размеров. Рассматривается плоский экран,
с которым жестко связана прямоугольная система коор-
динат ( х \ , у \ ) (фиг. 13). Кроме того, предполагается,
что область наблюдения представляет собой плоскость,
параллельную плоскости экрана и расположенную на
расстоянии ζ по нормали от него. С плоскостью наблю-
дения связана система координат (ха, у0), оси которой
параллельны осям плоскости ( х \ , у \ ) .

Исходные приближения

Используя математическое выражение принципа
Гюйгенса — Френеля, в частности (3.28) и (3.29), не-
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Ф и г . 13. Геометрическая схема дифракционной задачи,

трудно найти амплитуду поля в точке (ха, г/0)

U(*o, i/o) = J Jh(*o. г/0; хъ г/,) U (xlt y])dxldyl, (4.1)
£

где

М*о, if»: ΑΊ, i/.)=-^-eXP

f

(fal)cos(n, F01). (4.2)

В дальнейшем такой интеграл суперпозиции мы будем
записывать с бесконечными пределами; при этом пред-
полагается, что в соответствии с граничными условиями
Кирхгофа функция Щ-Vf, г/ι) за пределами отверстия Σ
тождественно равна нулю. Таким образом,

оо

U(*o, #о)= J Jh(*0> M/> *ι> ί/ι)υ(^ι» U\)dxldijl. (4.3)
— оо

Наши приближения будут основываться на предпо-
ложении, что расстояние ζ между отверстием и плоско-
стью наблюдения значительно превышает максимальный
линейный размер отверстия Σ. Кроме того, будем пред-
полагать, что в плоскости наблюдения рассматривается
только конечная область вблизи оси ζ и что расстоя-
ние ζ много больше максимального размера этой обла-
сти. С учетом этих допущений можно считать, что
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с точностью не хуже 5%

cos(n, г01)~ 1,

если угол (n, r0i) не превышает 18°. При этом вели-
чина /ΌΙ в знаменателе выражения (4.2) будет лишь не-
значительно отличаться от ζ. Тогда для функции h
справедливо следующее выражение:

М*о. Уо'' *Г· #])~ --XjexpOVerOI). (4.4)

Заметим, что величину г0\ в экспоненте нельзя просто
заменить на ζ, так как возникающая при этом погреш-
ность умножается на очень большое число k и фазовые
погрешности становятся много больше 2π рад.

Приближения Френеля

Дальнейшее упрощение удается получить, принимая
некоторые приближения для величины /οι в (4.4). Из
фиг. 13 видно, что точная формула для расстояния име-
ет вид

ΓΟΙ = /ζ2 + (*ο-*ι)2 + (ί/ο-ί/ι)2 =

= ζ]/1 + (̂ -)2 + (^?42· (4.5)

Для аппроксимации удобно воспользоваться разложе-
нием квадратного корня

νΤΤδ=ι+γδ-|& 2 + .... | u | < i . (4.6)
£, О

Предположим, что квадратный корень достаточно хо-
рошо аппроксимируется первыми двумя членами этого
разложения. Тогда

Ζ/ l + ̂ -̂f + f-^)2»

Ч'+М^Г+М^Л·
С учетом этого приближения, которое мы будем назы-
вать приближением Френеля, можно переписать функ-
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цию h в виде

h(xQ, ί/0; *,, г/,) =

= -^1Р-ехр{;· £[(*о-*,У + (ЭЬ- У1?}}. (4.7)

Когда расстояние ζ достаточно велико для того, чтобы
это выражение можно было считать точным, говорят,
что наблюдатель находится в области дифракции Фре-
неля.

Заметим, что слабым местом нашего приближения
была замена сферических вторичных волн Гюйгенса по-
верхностями второго порядка. Ясно, что такое прибли-
жение налагает определенные ограничения на относи-
тельные размеры отверстия, размеры области наблюде-
ния и расстояние ζ. В качестве достаточного условия,
обеспечивающего точность, можно потребовать, чтобы
максимальное изменение фазы, вносимое членом более
высокого порядка в разложении корня, было много мень-
ше \ рад. Это условие будет выполнено, если ζ удовлет-
воряет соотношению

ζ3 > -£- [(Хо - Χιγ + (Уо - У1)^зкс. (4.8)

Однако это требование обычно не является необходи-
мым. Для справедливости приближения Френеля тре-
буется только, чтобы члены более высокого порядка
в разложении не изменяли значения интеграла суперпо-
зиции (4.3). Для этого необязательно, чтобы максималь-
ные значения добавляемых фазовых множителей были
много меньше 1 рад. В том случае, когда расстояние з
мало и условие (4.8) не удовлетворяется, величина k/2z,
как правило, будет такой большой, а колебания квад-
ратичного фазового множителя в (4.7) такими быст-
рыми, что основной вклад в интеграл будут давать
только точки, которые расположены рядом с точкой
(х\ = х0, у ι = уо), где скорость изменения фазы мини-
мальна. В окрестности таких точек «стационарной фазы»
величиной фазового члена следующего, более высокого
порядка часто можно пренебречь. Подробное рассмот-
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рение так называемого принципа стационарной фазы
приведено в работе [3.4]4).

Считая приближение Френеля справедливым, интег-
рал суперпозиции можно представить в любой из двух
эквивалентных форм. Во-первых, И(х0, г/о) можно рас-
сматривать как свертку функций \J(xi,y\) и h, т. е.

оо

U(*o, ifoH^^r1//U(*i. 0 i ) X
— оо

X ехр{ / А. [(Хо _ Χιγ + (й - yi)2]}άΧλ dyit (4.9)

Во-вторых, после разложения квадратичных членов
в экспоненте получим

U (ха, г/о) = ̂ Р-ехр [/ ±.(х* + $] χ
00

X J J { U ( A - , , i/,)exp[/-£-(*? + 0D]}x
— оо

Х ехР [ ~ / Ё ίχο*« + ̂ < ι̂)] ̂ 1 dyi. (4.10)

Таким образом, с точностью до амплитудного и фазо-
вого множителей, которые не зависят от ( x i , y \ ) , функ-
цию \J(xo, ί/ο) момсно найти как фурье-образ функции
U (XL у,) ехр [/ (k/2z) (х2

{ + у^\ для частот fx = χ0Ιλζ,
ϊγ — г/о/^2, что обеспечивает правильный масштаб в пло-
скости наблюдения.

Возвратимся к первому виду записи интеграла су-
перпозиции (4.9). Представление его в виде свертки
сразу наводит на мысль, что исследование дифракции
Френеля в плоскости пространственных частот позво-
лит нам лучше понять суть дела. Соответственно мы
можем подвергнуть прямому преобразованию Фурье
пространственно-инвариантную весовую функцию (4.7).

') Мы используем две системы ссылок на литературу. Работы,
входящие в список литературы к данной главе, обозначаются, как
обычно, цифрами в квадратных скобках. Для работ, приведенных
в списках литературы к «чужим» главам, применяется двойная нуме-
рация, где первая цифра указывает номер главы. — Прим. ред.
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При этом получаем передаточную функцию
Η (/А-, /х) = ехр (jkz) ехр [ - /πλζ (/| + ft)], (4.11)

которая описывает эффекты распространения в про-
странстве при дифракции Френеля. Первый экспонен-
циальный множитель в этом выражении представляет
собой общую фазовую задержку, которую приобретает
каждая составляющая углового спектра при своем рас-
пространении между двумя плоскостями, находящимися
на расстоянии г. Второй экспоненциальный множитель
описывает фазовую дисперсию, которая зависит от ча-
стоты по квадратичному закону. Из сравнения выраже-
ний (4.11) и (3.46) следует, что найденная выше пе-
редаточная функция представляет собой просто при-
ближение к более общей передаточной функции,
полученной в гл. 3, § 6.

Приближение Фраунгофера

Расчет дифракционной картины становится еще
проще, если принять более жесткие ограничения, чем
в приближении Френеля. В частности, мы уже видели,
что в области дифракции Френеля напряженность поля
Щяо, ί/ο) можно найти путем фурье-преобразования
произведения распределения U(x\,y\) в отверстии на
квадратичную фазовую функцию ехр [/ (k/2z) (х\ + yty].
Если к тому же принять более строгое предположение
Фраунгофера

z»*(*?7D"3Kg· (4.12)

то квадратичный фазовый множитель становится рав-
ным приблизительно единице по всему отверстию; тогда
наблюдаемое распределение поля можно найти непо-
средственно, вычисляя фурье-образ распределения в са-
мом отверстии. Таким образом, в области дифракции
Фраунгофера

ехр (jkz) ехр Г/ -^ (ж\ + $1
U (Хо, Уо) = jj£ ~ X

00

X J | U (χι, yl)wLp[-j^-(xuxl + y0yi)]dxidyi. (4.13)
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Без учета множителей, стоящих перед интегралом, это
выражение представляет собой фурье-образ распреде-
ления поля в отверстии, вычисленный для частот
fx = Χο/λζ, /у = tjo/λζ.

В области оптических частот условия, необходимые
для того, чтобы уравнения дифракции Фраунгофера
были справедливы, в действительности могут быть до-
вольно жесткими. Например, при длине волны 6·10~7 м
(красный свет) и ширине отверстия 2,5 см расстояние
должно удовлетворять условию

ζ > 1600 м.

Тем не менее в ряде важных случаев требуемые усло-
вия удовлетворяются. Кроме того, картины дифракции
Фраунгофера можно наблюдать и на расстояниях, не
удовлетворяющих условию (4.12), если отверстие осве-
щается сферической волной, сходящейся к наблюда-
телю (см. задачу 4.3), или если между наблюдателем
и отверстием (см. гл. 5) соответствующим образом рас-
положена собирающая линза.

Наконец нужно заметить, что не существует пере-
даточной функции, которую можно связать прямо с ди-
фракцией Фраунгофера, так как приближение (4.12)
не удовлетворяет условию пространственной инвариант-
ности уравнения дифракции (ср. задачу 2.10). Однако,
так как дифракция Фраунгофера представляет собой
просто предельный случай дифракции Френеля, выра-
жение (4.11) для передаточной функции остается спра-
ведливым всегда как для условий Френеля, так и для
условий Фраунгофера.

§ 2. ПРИМЕРЫ ДИФРАКЦИОННЫХ КАРТИН ФРАУНГОФЕРА

Рассмотрим ряд примеров расчета дифракции
Фраунгофера. Дополнительные примеры приведены
в задачах 4.1—4.3. Результаты предыдущего параграфа
можно непосредственно использовать для нахождения
распределения комплексного поля фраунгоферовской
дифракционной картины на любом отверстии. Однако
следует иметь в виду, что реальные детекторы излуче-
ния, в том числе и глаз, реагируют на оптическую ин-
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тенсивность'), а не на амплитуду поля. Следовательно,
в конечном итоге дифракционные картины должны опи-
сываться распределением интенсивности.

Прямоугольное отверстие

Сначала рассмотрим случай прямоугольного отвер-
стия с амплитудным коэффициентом пропускания

t (*„ </,) = redact(^).

Постоянные Ιχ и Ιγ — размеры отверстия соответствен-
но в направлении х\ и у\. Если отверстие освещается
нормально падающей монохроматической плоской вол-
ной единичной амплитуды, то распределение поля в от-
верстии описывается коэффициентом пропускания /.
Таким образом, используя (4.13), дифракционную кар-
тину Фраунгофера можно описать выражением

exp (jkz) ехр / -̂ - (χ* + у%\\

U (*о, ί/ο) = ^ L X

X f f - ( U ( x l t z/,)}lfx.^2

fY-»afte
Учитывая, что

У {U (х\, У\)} = Ιχΐγ sine (lxfx) sine (lYfY),

находим

U^o, %) = ^ X
ехр(/*2)ехр[/-^-(*о + г^)]

X /A sine (Щ sine (%)

/ <*b, i/o) = ̂  sinc^) sinc^ (^L). (4.14)

') Интенсивность оптического поля определяется здесь соотно-
шением 1(Р)= 2 ("2(Я, 0) . где.угловые^ скобки означают усреднение
по бесконечному промежутку времени. В случае монохроматического
поля с комплексной амплитудой U(P) это выражение имеег вид
I(P)-\U(P)P.



нормированная
интенсивность

Фиг. 14. Распределение интенсивности в картине дифракции
Фраунгофера на прямоугольном отверстии.

Ф и г . 15. Картина дифракции Фраунгофера на прямоугольном
отверстии (Ιχ/ΐγ =» 2).



§ 2. Примеры дифракционных картин Фраунгофера 93

На фиг. 14 изображена дифракционная картина Фраун-
гофера в плоскости уо — 0. Заметим, что расстояние
между первыми двумя нулями (ширина главного ле-
пестка) равно

Δ*0 = 2-^. (4.15)
ιχ

На фиг. 15 представлена фотография картины дифрак-
ции на прямоугольном отверстии с отношением сторон
ΙχΙΙγ = 2.

Круглое отверстие

Рассмотрим дифракцию на отверстии, которое имеет
форму круга, а не прямоугольника. Пусть диаметр этого
отверстия равен /. Тогда если г\ — величина радиуса-
вектора в плоскости отверстия, то

t (rt) = circ (-̂ |-).

Осевая симметрия этой задачи позволяет заменить пре-
образование Фурье в (4.13) преобразованием Фурье —
Бесселя. Таким образом, если г0 — величина радиуса-
вектора в плоскости наблюдения, то

exp (jkz)
U(ro) = ̂ ^expi/-^^{U(r,)}№ р-Ла/λζ

(4.16)

В случае освещения нормально падающей волной еди-
ничной амплитуды U(ΓΙ) = t(r\)\ кроме того,

'{«Мт&ЭМт)^ (π/ρ)
/р/2

Таким образом, видно, что распределение амплитуды
в дифракционной картине Фраунгофера имеет вид

uw-:^.44)[arw]-
-«p<w«4$£[sW].



№Г

1>_ h -1- I χ

-it - 3 - 2 - ι 0 I 2 3 «

Фиг. 16. Распределение интенсивности, называемое картиной Эри:

Фиг. 17. Картина дифракции Фраунгофера на круглом отверстии.
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тогда как распределение интенсивности описывается
выражением

/(Μ = ί*Π2Γο /.(«Ό/22) "Ρ (417)
1(Г°> \8z) L «г„/22 J ' V·11'

Это распределение обычно называют картиной Эри по
имени Г. Б. Эри, который первый исследовал ее.
В табл. 2 приведены значения интенсивности в после-
довательных максимумах и минимумах картины Эри.

Таблица 2

X

0
1,220
1,635
2,233
2,679
3,238
3,699

Г„ /. <"*MJ

Г их J

1
0
0,0175
0
0,0042
0
0,0016

Максимум
или минимум

макс.
МИН.

макс.
мин.
макс.
мнн.
макс.

Из таблицы видно, что радиус первого темного круга
определяется выражением

Аг0=1,22-^. (4.18)

На фиг. 16 изображена картина Эри в плоскости г/о=0.
а на фиг. 17 представлена фотография картины дифрак-
ции Фраунгофера на круглом отверстии.

Синусоидальная амплитудная решетка

В предыдущих примерах предполагалось, что ди-
фракция происходит на отверстиях в непрозрачных бес-
конечных экранах. Обобщим теперь наше представление
о предмете, на котором происходит дифракция.

Определим комплексный амплитудный коэффициент
пропускания экрана {(х, у) в соответствующих точках
как отношение амплитуды поля непосредственно
за экраном к амплитуде поля волны, падающей на
экран. До сих пор рассматривался только следующий
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коэффициент пропускания:

{ 1 в пределах отверстия,
„О за пределами отверстия.

Однако в пределах данного отверстия амплитудный
коэффициент пропускания можно сделать наперед за-
данной функцией координат. Зависимость поглощения
от координат можно вводить, например, при помощи
фотографического диапозитива, который позволяет по-
лучить все действительные значения t между нулем и
единицей. Координатную зависимость фазового сдвига
можно вводить при помощи прозрачных пластинок пе-
ременной толщины, что позволяет реализовать все зна-
чения t, лежащие в комплексной плоскости внутри
окружности единичного радиуса.

В качестве примера этого более общего типа экрана,
на котором происходит дифракция, рассмотрим синусо-
идальную амплитудную решетку, определяемую коэффи-
циентом пропускания

t (х, У) = [-j + -у cos (2π/ο*)] rect (|) rect (f), (4.19)

где для простоты мы предположили, что структура
решетки ограничена квадратом со стороной /. Пара-
метр га определяет разность между максимальным и
минимальным коэффициентами пропускания, а /о — ча-
стота решетки. На фиг. 18 изображен график коэффи-
циента пропускания.

Если экран освещен нормально падающей монохро-
матической плоской волной единичной амплитуды, то
распределение поля в отверстии описывается просто
функцией t. Для нахождения дифракционной картины
Фраунгофера сначала найдем преобразование Фурье
этого распределения. Учитывая, что

&~{Ί+Ύcos(2n/0x1)}=lo(/x> м +

+ Tfltf* + f°· M + Tfi(/*-/o, to
и

f { rect (-f) rect (-£-)} = Ρ sine (lfx) sine (lfr),
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1.0

I
Ф и г . 18. Функция пропускания синусоидальной амплитудной

решетки.

ожно, пользуясь теоремой свертки, записать

' {U (*„ if,)} = ~ sine (Ifу) { sine (lfx) + -̂  sine [l_(fx + fQ)] +

+ f sine [/(fx-/„)]}.

-*-а;

Дифракционную картину Фраунгофера теперь можно
представить в виде
и (*<>·Уо)=·/£· εχρ (#ζ) βχρ D ΐ" (*о+УО) ] χ
X sinc (ft) { sinc Ш + ΊΓ sinc [i (̂  + M] +

+ ̂ -sinc[^(*0-M]}. (4.20)

Наконец, соответствующую интенсивность можно
найти, возводя в квадрат выражение (4.20). Заметим,
что если частота решетки f0 много больше 2/1, то пере-
крытием трех sine функций, зависящих от ха, можно
пренебречь. В результате получим

/(,о,,о) = Ш2^(Й-){^(^) +

+ ̂  sine2 [± (л-о + /ολζ)] + ̂  sine2 [-L (λ-0 - /ολζ)] }.

(4.21)

7 Дж. Гудмен
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ι , Нормированная
интенсийность

.^^^*J ι Ух^^^^

Ф и г . 19. Распределение интенсивности в картине дифракции Фраун-
гофера на синусоидальной амплитудной решетке.

На фиг. 19 представлена картина распределения ин-
тенсивности. Заметим, что синусоидальное изменение
пропускания по отверстию обусловливает перераспре-
деление энергии: некоторая доля ее переходит от цен-
трального дифракционного максимума к двум дополни-
тельным боковым максимумам. Центральный дифрак-
ционный максимум называется составляющей нулевого
порядка дифракционной картины Фраунгофера, тогда
как два боковых максимума называются составляющими
первого порядка. Составляющие первого порядка отде-
лены в пространстве от составляющей нулевого порядка
расстоянием foKz, а ширина каждой из них пропорцио-
нальна λζ/ί. Отсюда следует, что разрешающая способ-
ность решетки пропорциональна величине /ολζ/(λζ/1) ---
= fol, т. е. числу периодов решетки, и не зависит от
расстояния ζ до плоскости наблюдения. Наконец, нужно
подчеркнуть, что наши рассуждения основаны на ска-
лярной теории и, следовательно, справедливы только в
том случае, когда частота решетки мала по сравнению
с λ~'. Если это условие не удовлетворяется, то необ-
ходимо использовать векторное представление, основан-
ное на уравнениях Максвелла.
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Синусоидальная фазовая решетка

В качестве последнего примера расчета дифракции
1фраунгофера рассмотрим синусоидальную фазовую ре-
\иетку, определяемую коэффициентом пропускания

t (*„ у,) = ехр [/ -f sin (24,*,)] rect (̂ -) rect (-f), (4.22)

|где соответствующим выбором начальной фазы мы ис-
[ключили множитель, представляющий среднюю по ре-
шетке фазовую задержку. Параметр m определяет раз-
ность между максимальным и минимальным значением

(фазового сдвига.
Если экран освещается нормально падающей пло-

[ской волной единичной амплитуды, то распределение
поля непосредственно за экраном точно описывается
выражением (4.22). Анализ можно упростить, используя
тождество

00

ехр [/ -̂ г sin (2n/o*i)] = 5] Ji (т") exP (/2Λ7/ο*ι).
</ = -<>

где Jg — функция Бесселя первого рода, порядка q. Та-
ким образом,

ίΠΙΜ*,, i/1)} = 5T{t(x1) у,)} =

= [/2 sine (//x) sine (/МЫ V /9(^-)o(fx-9/0, Ы =
L q= —oo J

oo

= Σ /% (̂ ) sine [/(/x-9/o)l sine (/Ы,
<7--o

и напряженность поля в дифракционной картине Фраун-
гофера можно записать в виде

U (*о, Уо) = -J& ехр (/fez) ехр [/ ~ (jcg + ί̂ )] Χ
oo

х Σ '«(f)sinc [is· (λ'° ~ί/ολ2)]sinc Ш · (4·23)

^=—00

7*



Нормированная
интенсивностьt

_̂ JL, (uji Qiwk ft rtr- ft

интенсивность

0.2

•α»

ft· Ω· J Λ—Λ Q/wl ,vJL_^ ί»

Ф и г . 20. Распределение интенсивности в картине дифракции Фраун-
гофера на синусоидальной фазовой решетке (т = 8).

tffl

1.0

O.S

т
О 2 It 6 8' 10 12 7

Ф и г . 21. График функции /^(-гг) Для тРех значений ± .̂
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Если мы опять -будем считать fa^>2/l, то перекрытием
различных дифракционных порядков можно пренебречь,
и соответствующее распределение интенсивности при-
нимает вид

/(*о. Уо) =

= (0 Σ /? (̂  sine" [̂ ^- )̂] sine» (^). (4.24)
Qe= —ОО

Введение синусоидальной фазовой решетки, таким
образом, приводит к тому, что энергия перераспреде-
ляется между составляющей нулевого порядка и мно-
жеством составляющих более высокого порядка. Мак-
симальная интенсивность составляющей q-ro порядка
равна просто [l4q(m/2)/Kz]2, а расстояние этой состав-
ляющей от центра дифракционной картины равно
qfoKz. На фиг. 20 изображено распределение интенсив-
ности для случая, когда разность между максимальным
и минимальным значением фазы (т) равна 8 рад. На
фиг. 21 представлен график зависимости 1\ от т/2 для
различных значений q. Отметим, что если т/2 является
корнем функции /0, то максимум нулевого порядка исче-
зает.

§ 3. ПРИМЕР ДИФРАКЦИОННОЙ КАРТИНЫ ФРЕНЕЛЯ

Рассчитать дифракционную картину Френеля обычно
бывает сложнее, чем дифракционную картину Фраун-
гофера. В качестве иллюстрации случая дифракции
Френеля рассмотрим дифракцию только на квадратном
отверстии; другие примеры расчета дифракции Френеля
даны в задачах 4.3—4.5.

Предположим, что квадратное отверстие со сторо-
ной / освещено нормально падающей монохроматиче-
ской плоской волной единичной амплитуды. Тогда рас-
пределение поля непосредственно за отверстием можно
записать в виде

U(*i, ifi) = rect(-f)rect(^-). (4.25)
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При рассмотрении дифракции Френеля удобнее всего
использовать представление возмущения в виде свертки.
При этом получается следующее выражение для ди-
фрагированного поля:

U(*o, Уо) =
т

= ̂ Г1 J J ехР {/ ΐ Κ*ι - *о)2 + О/. ~ </о)2]} dxt dy,.
-т

Это выражение можно представить в виде произведе-
ния двух интегралов

U (*ь, и) = ̂ j~ 3 (*Ь) 3 Ы, (4-26)

где
т

3 (*0) = { ехр [/ — (̂  - *0)
2] й?лг,,

-//2

1/2

3 (г/о) = J ехр [/ ~ (уι - уоу] diji.
-1/2

Интегралы существенно упрощаются после замены пе-
ременных

Ъ=у-^(х\-хо)> *\ = у^(У1-Уо),

и переходят в следующие интегралы:
. 5:

3 (*о) = ·/·?/ехр (/'-£ ήάζ,
Ει

3(i/o) = yr:f /ехр(/тЛ 2 )А1,

где пределы интегрирования определяются соотноше-
ниями

ь—-/^(т+*ь). ь-1/5(т-*.)·

t—/^U+л). *-1/Ι(ί-»). <4·27)
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Интегралы 3(хо) и 3(г/0) можно выразить через табу-
лированные функции, известные под названием интег-
ралов Френеля. Последние определяются выражениями

С(а)= Jcos-^Λ, S (а) = J sin ̂ - at. (4.28)

Учитывая, что

ξ*

;

J exp (/ £ ή dl = J exp (/-£ ξ2) d£ - J exp (/ f |2) d§,
ί· о о

)жно записать

3 (x0) = l/-f {[С (У - С (ξ,)] + у [S (У - S (i,)]},
_ (4.29)

3 (Уо) = l/ΐτ «С (Ъ) - С (Л·)] + / [S Ы - ^ (η,)])·

^.аконец, подставляя (4.29) в (4.26), получаем распре-
деление комплексного поля

U(*b, №) = ̂ M{[C(E2)-C(g1)] + y[5(y-S(iI)]}X

X «С Ы - С (η,)] + / (S Ы - S (η,)]} (4.30)

и соответствующее распределение интенсивности

'(*о, Уо) = т«С^)-С^)]2 +

+ [5 (|2) - 5 (|,)]2}{[СЫ - С (η,)]2 + [S Ы - 5 (η,)]2}. (4.31)

Для интерпретации этих выражений удобно восполь-
зоваться графическим построением, которое называется
спиралью Корню; спираль Корню (фиг. 22) представ-
ляет собой совместный график зависимости С (а) и S(a)
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Ф и г . 22. Спираль Корню.

от параметра а. Заметим, что величину C(a) + /S(a)
можно считать комплексным фазором, соединяющим на-
чало координат с точкой α на спирали. Следовательно,
величина {[С(Ы—С(Ы1 + Л$(Ы —5(ЫВ представ-
ляет собой фазор, определяемый участком спирали меж-
ду точками |ι и |2- Используя подобный графический
метод, можно вычислить значения выражений (4.30) и
(4.31) в каждой точке дифракционной картины.

Для иллюстрации расчета такого типа рассмотрим
распределение поля U (XQ, г/о) в предельном случае ди-
фракции Френеля на очень малом расстоянии г от от-
верстия, но таком, чтобы приближение Френеля все же
выполнялось. Для достаточно малых г величина
k/πζ — очень большое число, так что можно принять
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следующие приближенные значения пределов (4.27) '):

li

ηι

*о> —
/

+ оо XQ<-—t

-оо ya>-—f

+ 00 уа < - —,
η2

-°° *ο>γ.

+ οο X0<j,

ί/ο>γ.

+ °° Уо < Ί[ ·

— οο

Используя спираль Корню, получаем соответствующие
значения С(а) и 5(а):

c(&,) = s(i,)~

С(|2) = 5(У~

СЫ = 5(%)«

ι /
λ'θ ^* о" »

~г ~2~ ·*·0 "̂  2^ >

2" °̂ ̂ * ~2 '

,\_ 1_
~*~ 2 ^ 0 ^ 2 *

1 /
2 ίΌ ̂  2~'

, 1 ί
~1~ "о" Уо *̂  ~а >2

1 /
о ί/0 -> о »

СЫ = 5Ы«{ j ^

+ Т ^<^·
Подставляя эти результаты в (4.30), имеем

U (*0, Уо) = exp u*z) rect (̂ -) rect (̂ ). (4.32)

') Принимая такие пределы интегрирования, автор фактически
отказывается от сделанной выше оговорки о применимости прибли-
жения Френеля в том виде, который принят в этой книге. Строго
говоря, переход к геометрической оптике выходит за рамки приня-
того приближения. Переход к геометрической оптике означает, что
в рассматриваемой плоскости- мы пренебрегли шириной области,
в которой по крайней мере один из пределов интегрирования соот-
ветствует малым значениям аргумента ос по сравнению с размерами
области, где оба предела имеют большие а. — Прим. рео.
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Таким образом, распределение поля U(x0,yQ) в пре-
дельном случае дифракции Френеля соответствует гео-
метрической проекции распределения поля в отверстии
U(#i, У]), и, следовательно, мы приходим к геометриче-
ской оптике. Этот результат, разумеется, справедлив не
только для прямоугольного отверстия, но и для отвер-
стий произвольной формы, как это можно показать при
помощи принципа стационарной фазы (см. работу [3.4]).

З А Д А Ч И

4.1. Экран освещается нормально падаюшей монохроматической
водно» единичной амплитуды.

а) Найти распределение интенсивности поля в дифракционной
картине Фраунгофера на двух щелях (фиг. 23).

б) Изобразить распределение интенсивности в дифракционной
картине вдоль осей ха и уа плоскости наблюдения, считая Χ/λζ =

-ΪΟΛΓ1, Υ/λζ = 1 лг1, Δ/λ2 = 3/a лг1, где ζ—расстояние до пло-
скости наблюдения, а λ — длина волны.

-— ··?-- Л ··'··"·· "ъ~

I :
fc L..< Sj.
«. "· \, 1 Г
Η*

Μ^
* ;·* •~ъ,—.... .., ι ^ f
χ-;.· · ^ΐ. '· ··-' -Г Sfc, i
Г ί̂';.;.:.;.. f-...Ι^ ..̂ ,,.̂  .-.-.Ж,̂

fr:

* ί ί

•$ч

.·Α>.·.-....·.·.ίί..·:ί.,

^щ|ЩёШ*̂
>s /

Ф и г . 23.

4.2. а) Изобразить препятствие, описываемое коэффициентом
пропускания

'(*..».)-{H(S-)«ct(^)].[lcomb(^.Je(*,)]}«ct(^).

где Л/ — нечетное целое число, а Δ > Υ.
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б) Найти выражение для распределения интенсивности в кар-
тине дифракции Фраунгофера на этом отверстии, считая, что оно
освещается нормально падающей плоской волной, а М » 1.

в) Каким должно быть соотношение между У и Δ для того,
чтобы максимумы четного порядка имели наименьшую величину,
тогда как максимум нулевого порядка оставался приблизительно
неизменным?

Ά

1 8 \ \ П '? —\

ρ
\ 'Т

у.
1

Ф и г . 24.

4.3. Отверстие Σ в непрозрачном экране освещается сферической
волной, сходящейся в точке Р, расположенной в плоскости, парал-
лельной экрану на расстоянии г за отверстием (фиг. 24).

а) Найти квадратичное прибпижение для волнового фронта па-
| дающей волны в плоскости отверстия, считая, что 1) точка Ρ лежит
'на оси г; 2) имеет координаты (О, У и).

б) Считая, что дифракция Френеля на отверстии наблюдается
в плоскости, содержащей точку Р, показать, что в обоих указанных
выше случаях распределение интенсивности представляет собой
дифракционную картину Фраунгофера на отверстии с центром
в точке Р.

4.4. Найти интенсивность поля на оси картины дифракции
Френеля на отверстиях со следующими коэффициентами пропуска-
ния (предполагая, что освещение осуществляется нормально падаю-
щей плоской волной единичной амплитуды):

2 , „2.а) *(*ь #i) = circ V х\ + у{\
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«)/(*.,*,>-(; «<ν*τ^<ι,
I U в остальных случаях,

где а < 1.

4.5. Принято считать, что две дискретные спектральные линии
можно «наверняка разрешить» при помощи дифракционной решетки,
если дифракционный максимум q-το порядка для излучения с дли-
ной волны λι точно совпадает с первым дифракционным миниму-
мом q-το порядка для излучения с длиной волны λι. Разрешающая
способность решетки равна отношению средней длины волны λ к ми-
нимальной разрешаемой разности длин воли Δλ. Показать, что
разрешающая способность синусоидальной фазовой решетки,
рассмотренной в данной главе, равна

±.=qlfa = qM,

где q — порядок дифракции, используемый при измерении, а М —
число штрихов решетки. Какое явление ограничивает использование
произвольно высоких порядков дифракции?

4.6. а) Считая, что освещение осуществляется нормально па-
дающей плоской волной единичной амплитуды, и пренебрегая ко-
нечностью размеров отверстия, найти картину дифракции Френеля
на отверстии, которое имеет следующий коэффициент пропускания:

t(x. У) - -j (1 + m cos 2nfax).

б) Учитывая, что m 4C 1, определить, на каких расстояниях ζ от
отверстия распределение поля в плоскости, параллельной экрану,
1) модулировано в пространстве только по амплитуде, 2) модули-
ровано в пространстве только по фазе?

4.7. Найти выражение для распределения интенсивности в кар-
тине дифракции Фраунгофера на отверстии, изображенном на
фиг. 25. Предполагается, что освещение осуществляется нормально
падающей плоской волной единичной амплитуды.

шшшшш
Фиг. 26.



ГЛАВА 5

ЛИНЗЫ КАК ЭЛЕМЕНТЫ, В Ы П О Л Н Я Ю Щ И Е
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

И СОЗДАЮЩИЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ

Наиболее важными компонентами оптических си-
стем, образующих изображения, и оптических систем
обработки информации являются," конечно, линзы. Хотя
подробное обсуждение свойств линз было бы полезно,
это потребовало бы довольно длинного экскурса в
основные принципы геометрической оптики. Так как
в нашем случае полное обсуждение не обязательно, мы
воспользуемся другой точкой зрения, хотя и не осно-
ванной непосредственно на принципах геометрической
оптики, однако согласующейся с ними в конечных вы-
водах. Мы ограничимся рассмотрением монохроматиче-
ского освещения, откладывая обобщения на случай не-
ыонохроматического освещения до гл. 6.

§ 1. ТОНКАЯ ЛИНЗА КАК ЭЛЕМЕНТ,
ВЫПОЛНЯЮЩИЙ ФАЗОВОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ

Линзы изготавливаются из оптически плотного ма-
териала, как правило, из стекла, в котором скорость
распространения оптического возмущения меньше, чем
в воздухе. Линза называется тонкой, если луч, входя-
щий в точке с координатами (х, у) на одной поверхно-
сти линзы, выходит в точке приблизительно с такими
же координатами на противоположной поверхности,
т. е. если смещением луча внутри линзы можно прене-
бречь. Таким образом, тонкая линза просто задержи-
вает фронт падающей волны на величину, пропорцио-
нальную толщине линзы в каждой точке.

Пусть максимальная толщина линзы (фиг. 26) рав-
на До, а толщина ее в точке с координатами (х, у) равна
Д(лг, у). Тогда в точке с координатами (х, у) полное из-
менение .фазы после прохождения волны через линзу
можно записать в виде

Φ (х, У) = knl· (х, у) + k [Δ0 - Δ (Λ:, у)],
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где п —показатель преломления ма-
териала линзы, ktfA(x,y)—изменение

ι фазы, введенное линзой, а £[Δο—
$ ΔΙΖ·Ψ — Δ (я, у)] — изменение фазы за счет

оставшейся области свободного про-
( странства между двумя плоскостями.

То же изменение фазы можно пред-
ставить в виде произведения фазовых
преобразований

n« * tj (*, 0) = ехр[/ЛДо]ехр [#(«-!) Δ (*, у)].
Ф и г . 26. Функция .

толщины. (5.1)

Комплексное поле \ί'ι(χ, ij) в плоскости, расположенной
непосредственно позади линзы, связано с комплексным
полем и/(л:, у) волны, падающей на плоскость, распо-
ложенную непосредственно перед линзой, соотношением

Oi(x,y) = tl(x,y)Ul(x,y). (5.2)

Чтобы понять действие линзы, остается установить ма-
тематический вид функции толщины &.(х,у).

Функция толщины

Чтобы установить вид фазовых преобразований для
различных типов линз, прежде всего введем следующее
правило знаков. Условимся считать радиус кривизны
каждой выпуклой поверхности, встречающейся на пути
луча, распространяющегося слева направо, положитель-
ным, а радиус кривизны вогнутой поверхности — отри-
цательным. Таким образом, на фиг. 26 радиус кривизны
левой поверхности выражается положительным чис-
лом Ri, а радиус кривизны правой поверхности — отри-
цательным числом R2.

Чтобы найти толщину Δ (я, у), разделим линзу на
две части, как показано на фиг. 27, и запишем полную
функцию толщины в виде суммы двух отдельных функ-
ций толщины

Δ (χ, у) = Δ, (х, у) + Δ2 (χ, у). (б.З)
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-Rt- VRl~-x*-y*

Ф и г . 27. Расчет функции толщины.

Для линзы, изображенной в верхней части фиг. 27,
имеем

Δ, (х, у) = Δ01 - (Я, - УК*-*?-?) =

= Δο,-Λ,(ΐ - i/l -^jjf}· (5-4)

Точно так же

Δ2(^, y) = \2-(-R2- Ук*-*-!?)-,

= Δ02 + R2(1 - i/l -^г-]. (5-5)

где положительное число —Rz вынесено из-под знака
радикала. Комбинируя соотношения (5.3) — (5.5),
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получаем выражение для полной функции толщины

Д<*. !/>-А>-Я| (l - 1/Ί -^%Γ·} +

+K4i-]/^W)· <эд

где Δο = Δοι + Доз.

Параксиальное приближение

Выражение для функции толщины можно существен-
но упростить, если ограничиться рассмотрением части
волнового фронта вблизи оси линзы, или, что то же
самое, если рассматривать только параксиальные лучи.
Таким образом, мы будем рассматривать только те до-
статочно малые значения χ и у, для которых справед-
ливы следующие приближения:

/

/

*2 + у2 . х* + уг

I "~" ~ ~ о ' " - 1 о—

/г? 2Л?

*г + У2 ~ ι *2 + У*
(5.7)

I - * TJL. ~ I _
1 ΙΊ ^̂  *· ι

Я? 2/?;,2

Разумеется, результирующее фазовое преобразование
будет правильно описывать линзу только в ограничен-
ной области, однако это не более жесткое ограничение,
чем обычное параксиальное приближение геометриче-
ской оптики. Заметим, что соотношения (5.7) означают
замену сферических поверхностен линзы параболиче-
скими. С учетом этих приближений функция толщины
принимает вид

Δ^,ί/ΗΔο-^^-^). (5.8)

Фазовое преобразование и его физический смысл

Подставляя выражение (5.8) в (5.1), получаем сле-
дующее параксиальное приближение для преобразова-
ния, произведенного линзой:

t , (χ , у) = exp[jkn&o]ехр[- \k(η - 1)^^ (~ - ̂ )].
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Физические характеристики линзы (т. е. п, Rt и Rz)
можно объединить в одном числе /, которое называется

ι фокусным расстоянием и определяется выражением

-H^ti-i)· (5-9)

[Таким образом, фазовое преобразование можно запи-
сать в виде

ti(x, #НехР[/ЬД0]ехр[-/|,(*2 + У2)]. (5.10)

| Именно этим основным выражением мы будем пользо-
ваться, рассматривая действие линзы на падающее воз-
мущение.

Заметим, что, хотя вывод этого выражения сделан
для линзы определенной формы, изображенной на

• фиг. 26, принятое правило знаков позволяет применять

г 1

V
ДВаяка
ыпунлаа β

1

\

Лла
ыпд

((
сна- Положительный
нлая . мениск

\]

η
ДВояно- Плоска- Отрицательный

вогнутая вогнутая мениск

Ф и г . 28. Различные типы линз.

8 Дж. Гудмен
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полученные результаты к линзам других типов. На
фиг. 28 представлено несколько различных типов линз
с разными сочетаниями выпуклых и вогнутых поверх-
ностен. Принятое здесь правило знаков означает, что
фокусное расстояние / двояковыпуклой, плосковыпуклой
линз и положительного мениска положительно, а двоя-
ковогнутой, плосковогнутой линз и отрицательного ме-
ниска отрицательно (мы предлагаем читателю убедиться
в этом самостоятельно; см. задачу 5.1). Таким образом^
если знак фокусного расстояния выбран правильно, то
для описания любой из линз можно использовать вы-
ражение (5.10).

Чтобы лучше понять физический смысл преобразо-
вания, осуществляемого линзой, рассмотрим действие
линзы на нормально падающую плоскую волну единич-
ной амплитуды. В этом случае распределение поля 11г

в плоскости перед линзой однородно; из соотношения
(5.2) вытекает следующее выражение для возмущения

U/ за линзой;

U* (х, у) = ехр [/6/гЛ0] ехр [ - /-|- (х2 + г/2)].

Первый член представляет собой постоянный фазовый
сдвиг, тогда как второй член аппроксимирует в квадра-
тичном приближении сферическую волну.

Если фокусное расстояние / положительно, то сфе-
рическая волна сходится на оси линзы в точке, распо-
ложенной на расстоянии / за линзой. Если же фокусное
расстояние отрицательно, то сферическая волна расхо-
дится из точки на оси линзы, расположенной на рас-
стоянии f перед линзой. Оба эти случая показаны на
фиг. 29. В связи с этим линза с положительным фокус-
ным расстоянием называется собирающей (или поло-
жительной), а линза с отрицательным фокусным рас-
стоянием — рассеивающей (или отрицательной).

Наше заключение относительно того, что линза со
сферическими поверхностями преобразует падающую
плоскую волну в сферическую, справедливо лишь в па-
раксиальном приближении. Если условие параксиаль-
ности не выполняется, то даже при идеально сфериче-
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Фиг. 29, Действие собирающей и рассеивающей линз на нор-
мально падающую плоскую волну.

ских поверхностях линз фронт волны на выходе будет
иметь отклонения от идеальной сферичности, называе-
мые аберрациями (см. гл. 6, § 4). На практике для
улучшения сферичности волнового фронта на выходе
линзы часто «исправляют», придавая путем шлифовки
их поверхностям несферическую форму.

Необходимо, однако, подчеркнуть, что результаты,
которые могут быть получены при использовании фа-
зового преобразования (5.19), в действительности имеют
более общий характер, чем можно ожидать на основа-
нии анализа, с помощью которого это преобразование
было получено. Тщательный анализ большинства си-
стем из хорошо исправленных линз, выполненный на
основе геометрической оптики, показывает, что практи-
чески их свойства совпадают с предсказаниями нашей
ограниченной теории.
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§ 2. ЛИНЗЫ КАК ЭЛЕМЕНТЫ,
ВЫПОЛНЯЮЩИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ

Способность собирающей линзы выполнять двумер-
ное преобразование Фурье — одно из наиболее замеча-
тельных и полезных ее свойств. С операцией преобра-
зования Фурье обычно ассоциируются громоздкие, слож-
ные н дорогие электронные спектральные анализаторы,
однако эту трудную аналоговую операцию может с пре-
дельной простотой выполнять когерентная оптическая
система.

Далее мы рассмотрим три различные конфигура-
ции, при помощи которых выполняется операция пре-
образования. Во всех случаях освещение считается мо-
нохроматическим и рассматривается распределение ам-
плитуды света в задней фокальной плоскости линзы 1).
Эти конфигурации представлены на фиг. 30, α—в. В слу-
чае а преобразуемый предмет помещается непосредст-
венно перед линзой. В случае б предмет помещается
на расстоянии dQ от линзы, а в случае в он разме-
щается за линзой на расстоянии d от фокальной пло-
скости. Дополнительные сведения относительно линз как
элементов, выполняющих преобразование Фурье, можно
найти в работах [1—3].

Предмет, расположенный вплотную к линзе

Пусть плоский предмет с амплитудным коэффициен-
том пропускания t g ( x , у ) расположен непосредственно
перед собирающей линзой с фокусным расстоянием f,
как показано на фиг. 30, а. Предполагается, что пред-
мет равномерно освещен нормально падающей монохро-
матической плоской волной с амплитудой А; при этом
амплитуда волны, падающей на линзу, равна

Ol(x,y) = AtQ(x,y). (6.11)

Конечный размер апертуры линзы можно учесть, свя-
зывая с линзой функцию зрачка Р(х,у), которая

') Передней и задней фокальными плоскостями линзы назы-
ваются плоскости, перпендикулярные к оси линзы и расположенные
соответственно на расстоянии | / 1 перед линзой и позади нее.
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риг. 30. Оптические схемы, осуществляющие преобразование
I Фурье.
I —предмет расположен непосредственно перед линзой; б —предмет расположен
на некотором расстоянии перед линзой; а — предмет расположен позади линзы·
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определяется следующим образом:

{ 1 внутри апертуры линзы,
_
О вне апертуры линзы.

Таким образом, с учетом (5.10) распределение ампли-
туды позади линзы принимает вид

U,'(*, у) = U, (х, у) Ρ (χ, у) exp [ - / -| (χ2 + у2)]. (5.12)

Постоянная фазовая задержка, связанная с преобразо-
ванием, осуществляемым линзой, опущена, так как она
не оказывает существенного влияния на конечный ре-
зультат.

Для нахождения распределения и/(лг/, г//) амплитуды
поля в задней фокальной плоскости линзы используется
формула дифракции Френеля (4.10). Таким образом,
полагая ζ = /, находим

expf/A^+ifl] .

U f (*f, №) = L \f ^ J J Ui(*, y) X
— CO

X exp [/ A (x* + y2)] exp [ - / Ц- (̂ , + да,)] ̂  dy, (5.13)

где постоянный фазовый множитель опущен. Подстав-
ляя (5.12) в (5.13), мы видим, что квадратичные фа-
зовые множители в подынтегральном выражении сокра-
щаются. Тогда имеем

еч, Г/-£ (,» + $] -
U, (xf, i/f)= L 2f

jKf i J | и,(*, у) Х
—oo

Χ Ρ (χ, ij) exp [ - / -jgr (̂ f + Wf)] dx dy. (5.14)

Следовательно, распределение поля U/ пропорциональ-
но двумерному фурье-образу части исходного поля, вы-
резанной отверстием линзы. Если физический размер
предмета меньше апертуры линзы, то множитель Р(х, у)
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можно не учитывать. В этом случае

Лехр[/А(^ + ̂ )1 ~
и, (*„[/,) = l—f-f =4/и*,0)х

— 00

X ехр [- /-^ (**, + ̂ )] ̂  dy. (5.15)

Очевидно, что амплитуда и фаза волны в точке с коор-
динатами (Xj, у/) определяется амплитудой и фазой
фурье-компонент предмета, имеющих частоты (fx=Xffaf,
h=VtlW·

Заметим, что соотношение между распределением
амплитуды в плоскости предмета и в фокальной плоско-
сти отличается от точного выражения для преобразова-
ния Фурье квадратичным фазовым множителем, кото-
рый стоит перед интегралом. Хотя фазовое распределе-
ние в фокальной плоскости не совпадает с фазовым
распределением в спектре предмета, разница между
ними представляет простое фазовое искривление.
В большинстве случаев нас интересует распределение
интенсивности в фокальной плоскости. Измерение рас-
пределения интенсивности дает информацию о спектра
мощности объекта; фазовое распределение при этом не
играет роли. Таким образом,

If(Xf, tJf) =

А2

λ2!2

WU |ώ

j J4 (*, у)ехр[-/-0 (xxf + yyf)]dxdyl . (5.16)

Предмет, расположенный перед линзой

Рассмотрим другое, более общее расположение пред-
мета и линзы, изображенное на фиг. 30, б. Предмет,
помещенный на расстоянии da перед линзой, освещается
нормально падающей плоской волной амплитуды А. Ам-
плитудный коэффициент пропускания предмета снова

[обозначим через to. Кроме того, пусть F Q ( f x , f Y ) пред-
ставляет спектр Фурье света, пропущенного предметом,
a f i ( f x , ϊ γ ) — спектр Фурье света, падающего на линзу,
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т. е.
FO (ϊχ, Μ = У HU F, (fx, fy) = V {UJ.

Если считать, что в том случае, когда свет распростра-
няется на расстояние do, приближения Френеля спра-
ведливы, то FO и Рг можно связать при помощи (4.11)
следующим образом:

F t ( f x · Μ = ρο&· fy)exp[--jnA4, (/*+/*)], (5.17)

где постоянный фазовый сдвиг не учитывается.
Не будем пока учитывать конечность апертуры лин-

зы. Таким образом, полагая Ρ = 1, перепишем выраже-
ние (5.14) в виде

expi i 4-(*/+$] fxf y,\
"f<*f.wH—Чй ip'(·£·-&)· (5Л8)

Подставляя (5.17) в (5.18), получаем

υ., „ 44('-t)("Mr ι·, *\υινΊ· Ю jif F « ( i f · Tjl·

„.,[,.*.(. _.fr)M + .g]
U/(*f, i/f)- -щ X

oo

X J J to (*o. ife) exp [ - /fj- (xQxf + thfff)] dx0 dij0. (5.19)
— oo

Следовательно, амплитуда и фаза волны в точке с
координатами (xf, yf) опять связаны с амплитудой и
фазой спектра предмета на частотах (*//λ/, y/fi-f). Заме-
тим, что перед интегралом преобразования опять стоит
фазовый множитель, но в частном случае da = f пока-
затель экспоненты обращается в нуль. Очевидно, когда
предмет расположен в передней фокальной плоскости
линзы, фазовое искривление исчезает. При этом мы по-
лучаем соотношение, точно совпадающее с преобразо-
ванием Фурье\
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Ппаснкть
предмета линза

%

(>-?*)

Ф и г . 31. Виньетирование предмета.

В предыдущих вычислениях мы совершенно не учи-
тывали конечность размеров апертуры линзы. Чтобы
учесть влияние апертуры линзы, воспользуемся прибли-
жением геометрической оптики. Такое приближение
справедливо, если расстояние ί/ο достаточно мало, чтобы
для данной апертуры линзы расположение предмета со-
ответствовало предельному случаю дифракции Френеля.
В большинстве задач, представляющих интерес, это
условие удовлетворяется. Амплитуда в точке с коорди-
натами (Х{,У[), показанной на фиг. 31, равна сумме
амплитуд всех лучей с направляющими косинусами
ос ~ Xf/f, β ~ «////. Однако только часть таких лучей со-
бирается апертурой линзы. Таким образом, конечный
размер апертуры линзы можно учесть, проектируя эту
апертуру опять в плоскость предмета; при этом центр
проекции располагается на линии, соединяющей точку
(Xf,yt) с центром линзы (см. фиг. 31) '). Как и прежде,

I апертура линзы ограничивает эффективный размер пред-
мета, но на этот раз та часть t0, которая определяет U/,
зависит от координат (х/,у/). Как следует из фиг. 31,

') Другими словами, при достаточно малом d0 основной вклад
в амплитуду вырезаемых апертурой линзы частей плоских волн, по

[которым раскладывается объект, дают точки объекта, лежашие
ρ области, определяемой геометрической оптикой. — Прим. ред.
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величину U/ в точке (Xf, г//) можно определить путем
преобразования Фурье части предмета с центром в точ-
ке [х0 = — ( d o / f ) X f , Уо = — ( d o l f ) y f ] , которая вырезается
функцией зрачка Р. Таким образом,

M/i('-fr)K+«P]...U f U f , yf)- -щ Χ

оо

X J J to(*o, Ho) Ρ (x* + -у-**. !h + -j-yf) X
— 00

X exp [ - j~ (xQx{ + ад)] ίίλ-0 dy0. (5.20)

Ограничение эффективного размера предмета, обус-
ловленное конечностью апертуры линзы, называется
виньетированием. Заметим, что виньетирование предмета
минимально в том случае, когда предмет расположен
вблизи линзы и когда апертура линзы значительно боль-
ше предмета. На практике, чтобы уменьшить виньетиро-
вание, часто помещают предмет непосредственно перед
линзой, хотя при анализе обычно удобно помещать пред-
мет в передней фокальной плоскости, где преобразова-
ние Фурье выполняется точно.

Предмет, расположенный за линзой

Наконец, рассмотрим случай, когда предмет нахо-
дитея за линзой, как показано на фиг. 30, в. Предмет
снова имеет коэффициент пропускания, равный to, но
теперь он расположен на расстоянии d от фокальной
плоскости линзы. Пусть линза освещена нормально па-
дающей плоской волной с амплитудой А. Тогда на пред-
мет падает сферическая волна, сходящаяся в задней
фокальной плоскости линзы.

В приближении геометрической оптики амплитуда
сферической волны, падающей на предмет, равна Af/d;
освещенная область предмета ограничена линией пере-
сечения сходящегося конуса лучей с плоскостью пред-
мета. Если диаметр линзы равен /, то в месте располо-
жения предмета освещается круговая область диаметром
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ι ld/f. Конечный размер освещенной области можно пред-
ставить математически, проектируя функцию зрачка
линзы на предмет конусом лучей; при этом мы получаем
эффективную функцию зрачка P[xa(f/d), i/o(f/d)] в пло-
скости предмета. Заметим, что объект с коэффициентом

| пропускания t0 сам имеет конечную апертуру; эффектив-
ная апертура в плоскости предмета определится, таким
образом, пересечением истинной апертуры предмета с
проекцией функции зрачка. Если апертура предмета
полностью освещена, то проекция функции зрачка вы-

|падает из рассмотрения.
Используя параксиальное приближение для сфериче-

ской волны, освещающей предмет, амплитуду поля, про-
пущенного предметом, можно записать в виде

kU0(*o,i/o) = {^(*oj, i/o^)x

X exp [ - /Аде + yg] I ̂  (x0, Уо). (5.21)

(Предполагая, что дифракция от предмета, наблюдаемая
з фокальной плоскости, есть дифракция Френеля, и ис-
тользуя (4.10), можно найти

H>gfrM/ff} f ( x f > y f > - βα j j JW -*Л<ь<*.иОх
—oo

Χ Ρ (*b J» Уо -j) ex? [ - / f j (*o*f + VoUt)] dxo dy0. (5.22)

Таким образом, с точностью до квадратичного фазового
'множителя распределение амплитуды в фокальной пло-
скости представляет собой фурье-образ части предмета,
ограниченный проекцией апертуры линзы.

Результат (5.22) фактически совпадает с результа-
том, полученным для случая расположения предмета

'непосредственно перед линзой. Однако при таком рас-
положении достигается чрезвычайная гибкость экспери-
мента, а именно масштаб фурье-образа находится под
контролем экспериментатора. При увеличении d про-
странственный масштаб образа увеличивается по край-
ней мере до тех пор, пока предмет не окажется.
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Фиг. 32. Фурье-спектр образа цифры «3», полученный оптическим
способом.

непосредственно вблизи линзы (d*=f]). При уменьшении
d масштаб образа уменьшается. Такую гибкость можно
широко использовать при осуществлении пространствен-
ной фильтрации (см. гл. 7), где некоторая возможность
регулирования масштаба преобразования часто оказы-
вается очень полезной.

Наконец, проиллюстрируем на типичном примере вид
двумерного анализа Фурье, который можно легко вы-
полнить оптическим способом. На фиг. 32 слева изобра-
жена прозрачная цифра «3», которая, будучи помещена
перед положительной линзой, при когерентном освеще-
нии дает в задней фокальной плоскости линзы картину
(фурье-спектр), изображенную справа. На фотографии
хорошо видны высокочастотные составляющие, соответ-
ствующие прямолинейным участкам цифры.
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§ 3. ФОРМИРОВАНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ.
МОНОХРОМАТИЧЕСКОЕ ОСВЕЩЕНИЕ

Конечно, наиболее известным свойством линз яв-
ляется их способность формировать изображение. Если
предмет помещен перед линзой и освещен, то при опре-
деленных условиях в другой плоскости возникает рас-
пределение интенсивности, которое очень напоминает
предмет. Это распределение называется изображением

(предмета. Изображение может быть действительным в
1том смысле, что в плоскости за линзой возникает дей-
(ствительное распределение, и мнимым в том смысле,
[что свет за линзой кажется исходящим из новой плоско-
|сти, расположенной перед линзой.

Сначала обсудим формирование изображения при не-
[которых ограничивающих предположениях. Во-первых,

эудем рассматривать свободную от аберраций положи-
тельную тонкую линзу, которая формирует действитель-

|ное изображение. Во-вторых, нас будет интересовать
только монохроматическое освещение. Это ограничение
означает, что система, создающая изображение, линейна
относительно комплексной амплитуды поля. Оба ограни-
чения будут сняты в гл. 6, где задача о формировании
изображения будет рассматриваться при помощи гораз-
до более общего метода.

Импульсный отклик положительной линзы

Предположим, что плоский предмет, находящийся на
расстоянии dQ перед положительной линзой, как пока-
зано на фиг. 33, освещен монохроматическим светом.
Обозначим комплексное поле непосредственно за пред-
метом через U0(*o, Уо). Распределение поля, которое воз-
никает на расстоянии di за линзой, обозначим через
IM-Jfi, ί/ί)· Наша задача — определить условия, при ко-
торых распределение поля Uj можно с уверенностью на-
звать «изображением» распределения поля в плоскости
предмета U0.

Ввиду линейности явления распространения волн по-
ле Uj всегда можно представить в виде интеграла
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Φ и г. 33. Схема получения изображения,

суперпозиции
00

Uita, yt) = J J h(xit ус, xa, yQ)U0(A-0, y0)dx0dijQ, (5.23)
— 00

где h(Xi,tji\ ΛΌ, г/о)—амплитуда в точке (xt, iji) поля,
созданного точечным источником единичной амплитуды,
расположенным в точке (XQ, г/о) предмета. Таким обра-
зом, свойства системы, создающей изображение, будут
полностью описаны, если можно определить импульсный
отклик h.

Чтобы оптическая система давала высококачествен-
ное изображение, поле иг должно как можно меньше
отличаться от U0. Это означает, что импульсный отклик
должен приближенно походить на δ-функцию, т. е.

h (xt, yt; x0, ya) ^ Κδ (Х[ ± MxQ, iji ± Муй), (5.24)

где К — комплексная постоянная, Μ — увеличение систе-
мы, а знак плюс или минус учитывает возможность как
прямого, так и обратного изображения. Поэтому «пло-
скостью изображения» мы будем называть ту пло-
скость, где (5.24) выполняется лучше всего.

Для определения h допустим, что предмет представ-
лен б-функцией (точечный источник) в точке с коорди-
натами (ХО,УО). В этом случае на линзу будет попадать
сферическая волна, расходящаяся из точки (х0, у0).
В параксиальном приближении эту волну можно запи-
сать в виде

U,(*. г/) = -^ехр{/^[(д:-л:0)
2 + (г/-г/а)

2]}. (5.25)
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После прохождения через линзу распределение поля
принимает вид

Ц/ (*,· у) = U, (х, у) Ρ (χ, у) ехр [ - / -|- (х2 + if)]. (5.26)

[Наконец, предполагая, что при распространении света
|на расстояние rf,- справедливо соотношение (4.9), полу-
денное для случая дифракции Френеля, можно написать

00

ι(*ί, У ι', *о, Уо) = -Д^7 J J и/'(*. #)Х
— оа

X ехр { / ~^ [(*,- - л-)2 + (yt - yf]} <fc dy, (5.27)

[где опущен постоянный фазовый множитель. Комбнни-
"руя (5.25), (5.26) и (5.27), получаем несколько громозд-
кое окончательное выражение

h (х„ ijc, χα, и) = я^Ьг ехР [/ -^ (*\ + У$] х
оо

ХехР[/^(^ + ̂ )]//Р(^У)ехр[У|(^ + -1-})х
— 00

X(X* + ̂ {-jk[(%+%}X + (% + %}y]}dxd!/.

(5.28)
Соотношения (5.23) и (5.28) являются формальным

решением, определяющим зависимость между U0 и 1Л·.
Однако без дальнейших упрощений трудно определить
условия, при которых распределение U,· можно с уверен-
ностью назвать изображением распределения U0.

Устранение квадратичных фазовых множителей.
Формула линзы

Самые неприятные члены в приведенном выше вы-
ражении для импульсного отклика — это члены, содер-
жащие квадратичные фазовые множители. Заметим, что
два из них, а именно

βχρ['ι|(-ν<+^)] и ΜΡ[/^Γ(^+^]·
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не зависят от координат линзы (х, у). Эти члены опре-
деляют фазовое искривление в плоскостях л^г/,· и ХоУо.
Если бы мы решили рассматривать формирование изо-
бражения между двумя сферическими поверхностями,
а не между двумя плоскостями, эти члены можно было
бы исключить. Однако можно показать, что и в случае
формирования изображения между двумя плоскостями
оба эти члена несущественны.

Опуская множитель ехр [/ (k/2d{) (х\ + yty], заметим,
что в подавляющем большинстве представляющих ин-
терес случаев конечной целью задачи формирования изо-
бражения является получение некоторого распределения
света, которое будет воспринято детектором, реагирую-
щим только на интенсивность (например, фотопленкой).
Так как рассматриваемый член изменяет только рас-
пределение фазы, он никак не будет влиять на резуль-
таты измерения интенсивности и, следовательно, может
быть опущен.

К сожалению, от фазового множителя ехр [j (&/2с?0) (х,^+
+ i/o)J не удается освободиться столь же просто, по-
скольку он зависит от переменных интегрирования
(хп, уо) интеграла суперпозиции1). Однако в большин-
стве случаев, представляющих интерес, от него тоже
можно избавиться. Если система, создающая изображе-
ние, ведет себя приблизительно так же, как идеальная
система, для которой справедливо соотношение (5.24),
то амплитуда волны в точке с координатами (я,·, у{) бу-
дет определяться вкладом только очень малой области
в пространстве предмета с центром в точке, соответ-
ствующей идеальному геометрическому изображению
(фиг. 34). Если внутри этой малой области аргумент

expTj(6/2c?o) (л2 + у·*)] изменяется не более чем на долю
радиана, то можно использовать приближение

6χρ[/-4Κ2 + ί/ο2)] -ехр[/^(^)]. (5.29)

') Для случая некогерентного освещения можно показать, что
оптическая система с импульсным откликом f h | 2 линейна в отноше-
нии интенсивности.. В этом случае оба множителя, можно опустить.
Подробности см. в гл. 6.
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Геометрическая f
точна 5
предмета. $
точна ^^ -̂  Т°

J
/'

• fa.!/!·)

Φ и г. 34. Область R, в которой функция h для точки с коорди-
натами (А^, у() имеет значительную величину.

I Теперь экспоненциальный член можно опустить, так как
[он не зависит от (х0, уа) и, следовательно, не влияет на
(результат измерения интенсивности в плоскости Х{у{.
[Это приближение и условия его применимости более
[подробно рассмотрены в задаче 5.7.

Воспользовавшись приведенными соображениями, пе-
репишем выражение для импульсного отклика в виде

|h (*,, г/г; ха, уа) «

^rJJP^^exp^K^ + ̂ -D^ + ̂ X
Wdadt

— 00

х 6χρ {-1* [(ΐ+ΐ) *+(ΐ+ΐ) y]}dx dlJ- (5-3°)
[Чтобы получить совсем простой результат, рассмотрим
(случай, когда плоскость наблюдения расположена на
(таком расстоянии d,- от линзы, что удовлетворяется соот-
I ношение

i+i-T=°· (5·31)

'Это соотношение известно из геометрической оптики, где
оно называется формулой линзы. Соотношение (5.31)
определяет расположенную за линзой точку, в которой
пересекаются лучи, исходящие из одной точки предмета
(точка изображения). В приближении геометрической

9 Дж. Гудмен
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оптики выполнение формулы линзы означает, что им-
пульсный отклик системы достаточно близок к идеаль-
ному. Предположение о выполнении формулы линзы по-
зволяет свести импульсный отклик к виду

00

M*i, у ι, ха, г/о) ~ -щ^~ J J Ρ(χ' $ х

— со

Xexp{-4£ + £)* + (£ + %) y]}dxdy. (5.32)

Определяя увеличение системы как

Λί = -|*-, (5-33)
«о

находим последний упрощенный вид импульсного от-
клика

оо

М*«. У г', Х0, Но) ~ Kidod[ J J Ρ (х, У) Х
— 00

χ exp{ - /^ [(.ϊ£ + Λ1ν0) χ + (tji + Муа) у]} dx dy. (5.34)

Таким образом, если формула линзы справедлива, то
импульсный отклик соответствует картине дифракции
Фраунгофера на апертуре линзы, причем центр кар-
тины находится в точке изображения (χι = —Мх0, z/{ =
= —Му а ). Появление формулы дифракции Фраунгофера
не должно вызывать удивления. Выбирая расстояние d-t

в соответствии с формулой линзы, мы исследуем пло-
скость, в которой сходится сферическая волна, прошед-
шая через линзу. Из результатов задачи 4.3 следует, что
распределение света около точки, в которой сходится
волна, будет точно представлять картину дифракции
Фраунгофера на апертуре линзы, ограничивающей про-
тяженность волнового фронта.

Соотношение между предметом и изображением

Рассмотрим сначала свойства изображения, предска-
зываемые геометрической оптикой. Чтобы найти это иде-
альное изображение, допустим, что длина волны λ стре-
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мится к нулю. В этом случае дифракционные эффекты
становятся несущественными. Производя замену пере-
менных

* = lrf7' ^=Irf7' (5'35)

выражение для импульсного отклика (5.34) можно пере-
писать в виде

оо

b(xi, у с, Jf0, Уа) » Μ J J Ρ(λάίΧ, λά{ί/) Χ
— со

Χ exp{- /2л [(xt + MxQ)x + (yt + MyQ) y]} dx dy. (5.36)

Так как λ стремится к нулю, область значений (х, у),
где функция зрачка Ρ равна единице, будет безгранично
увеличиваться, что дает возможность заменить Ρ едини-
цей, оставив те же пределы интегрирования. Таким об-
разом,

h(xlt ус, XQ, г/о)-*
00

-> Μ J J exp {- /2π [(*г + Mx0) x + (yt + My0) //]} dx dy =
— CO

= Л16 (xt + MxQ, yt + My0) = -i δ (̂ - + x0, ̂  + г/о). (5.37)

Подставляя этот результат в интеграл суперпозиции
(5.23), получаем соотношение, связывающее распреде-
ления амплитуды в точках предмета и в точках изобра-
жения

υ,(*ι, г /«)=ж и <>(~Ж' -ти-)· (5·38)
Отсюда следует, что изображение, получаемое в прибли-
жении геометрической оптики, представляет собой точ-
ную копию предмета, увеличенную и перевернутую в
плоскости изображения.

Выводы геометрической оптики, конечно, приближен-
ны. Более точное представление о соотношении между
предметом и изображением можно получить только при
учете дифракционных эффектов. Чтобы найти такое
соотношение, вернемся к выражению (5.36) для

9*
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импульсного отклика и произведем следующую дополни-
тельную замену переменных:

Хо = - Мх0, y0 = - Муй. (5.39)

Импульсный отклик в этом случае будет равен
/

00

h(xit г/,·; х0, уа) = М J J P(Kdtx, Xd{y)X
—оо

X ехр {- /2π [(xt -х0)х + (г/,· - ?/0) у]} die dy. (5.40)
t

Заметим, что h теперь пространственно-инвариантная
величина, зависящая только от разности координат
(xt — XQ, ί/ί — у о). С введением еще одного определения

h = ^ h (5.41)

интеграл суперпозиции (5.23) принимает вид
с»

1Ы*г, ί/г) = J J h (χι - ха, tj[ - уй) X
—оо

Χ[1υο(-ϊ. -1)]̂ ο^ο. (5.42)

В этом выражении мы узнаем свертку импульсного от-
клика h и идеального изображения. Для удобства опре-
делим новую функцию

1№,^) = жио(-^-, -1). (5.43)

Свертку (5.42) тогда можно переписать в упрощенном
виде:

lM*f, r/,) = h(A-t-, yt)* V g ( X i , у{), (5.44)
где

оо

й(*|, ί/,·)= J J P(Mtx, MM) X
— oo

X exp [ - /2л (χ,χ + i/fij)] dx dy. (5.45)

Соотношения (5.44) n (5.45) представляют собой конеч-
ный результат настоящего анализа. Они показывают,



Задачи 133

что при учете дифракционных эффектов изображение
нельзя больше считать точной копией предмета. Полу-
ченное изображение дает несколько сглаженный облик
предмета, что является следствием неравенства нулю
ширины импульсного отклика h. Это сглаживание может
привести к значительному ослаблению мелких деталей
предмета и соответственно к потере точности воспроиз-
ведения изображения. Точно такое же явление можно
наблюдать в случае, когда электрический сигнал про-
ходит через линейную электрическую схему. Если дли-
тельность импульсного отклика схемы велика по сравне-
нию с «временем пульсаций» входного сигнала, то схема
будет сглаживать входной сигнал. Таким образом, бы-
стрые изменения входного сигнала не будут воспроиз-
водиться на выходе.

В случае инвариантных во времени электрических
схем потерю точности воспроизведения сигнала часто
гораздо удобнее описывать в частотной области. Если
входной сигнал содержит компоненты со слишком высо-
кой частотой, которые не могут быть пропущены данной
схемой, то сигнал на выходе будет воспроизводиться не-
точно. Большое удобство частотного подхода в случае
электрических схем наводит на мысль о том, что по-
добные представления полезно было бы применить при
изучении оптических систем. Применение понятия филь-
трации к системам, создающим изображение, действи-
тельно имеет огромную важность. Этому будет посвяще-
на следующая глава.

З А Д А Ч И

5.1. Показать, что фокусные расстояния двояковыпуклой и пло-
сковыпуклой линз и положительного мениска всегда положительны,
а фокусные расстояния двояковогнутой и плосковогнутой линз и от-
рицательного мениска всегда отрицательны.

5.2. а) Найти параксиальное приближение для фазового преоб-
разования, осуществляемого линзой, которая представляет собой
часть цилиндра, как изображено на фиг. 35.

б) Какое влияние оказывает такая линза на плоскую волну, рас-
пространяющуюся вдоль оси?
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. 35. Фиг. 36.

5.3. Рассмотрим линзу, которая представляет собой часть конуса
(фиг. 36).

а) Показать, что в параксиальном приближении фазовое пре-
образование, выполняемое такой линзой, имеет вид (линза предпо-
лагается тонкой)

, . . f .. Г » (n-l)Ry χ2 1)

'̂ •^Н^Г*0 h -ЩуТ\\·
где

, ( i f )_*<L^fL.
б) Как влияет такая линза на плоскую волну, распространяю-

щуюся в направлении, перпендикулярном плоскости ху?

5.4. Предметная функция UQ, ограниченная круглой апертурой
диаметром /, задана в передней фокальной плоскости собирающей
линзы диаметром L. Распределение интенсивности измеряется в
задней фокальной плоскости линзы. Предполагается, что L > I.

а) Найти выражение для максимальной пространственной ча-
стоты, для которой измеренная интенсивность точно равна квадрату
модуля спектра Фурье предмета.

б) Чему равна эта частота (период/мм), если L = 4 см, 1 = 2 см,
фокусное расстояние / = 50 см, а λ = 6 · 10~7 л?

в) Каково значение частоты, выше которой измеренный спектр
исчезает» несмотря на то что спектр предмета может иметь отличные
от нуля составляющие и на более высоких частотах?

5.5. Амплитудный коэффициент пропускания экрана описывается
функцией, обладающей осевой симметрией

' ( r ) ~ (IF+\cos α/"2)drc (т) ·
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а) Почему этот экран действует подобно линзе?
б) Найти выражение для фокусного расстояния экрана.
в) Какие особенности могут серьезно ограничить применение

этого экрана в качестве системы, создающей изображение, особенно
для полихроматических предметов?

5.6. Последовательность одномерных предметных функций мож-
но записать как UO(A:, yh), где yt, у2 yh, .... у ц представ-
ляют собой N фиксированных (/-координат. Желательно выполнить
преобразование Фурье для всех N функций в направлении А"; при
этом мы должны получить ряд преобразований

оа

, Go Vx> УЬ) = J ио (*· tffc) ехР (- ϊ^χΧ) dx.

Пренебрегая конечными размерами линзы и предмета и используя
рассмотренные в этой главе свойства линз как элементов, выполняю-
щих преобразование Фурье, показать, как можно осуществить такое
преобразование при помощи:

а) двух цилиндрических линз с разными фокусными расстоя-
ниями,

б) цилиндрической и сфернческо|"1 линз с одинаковыми фокус-
ными расстояниями.

У к а з а н и е . Необходимо найти только |GU|2, поэтому фазо-
вые множители можно опустить.

5.7. Учитывая приближение (5.29):
а) определить, при каком радиусе г в плоскости предмета мно-

житель exp \(jk/2dQ) (XQ + г/g)] отличается от его значения в начале
координат точно на η радиан;

б) найти радиус первого нуля функции h (в плоскости пред-
мета), считая, что круглый зрачок имеет радиус ot, a начало коор-
динат находится в точке наблюдения в плоскости изображения;

в) на основании этих результатов определить, при каком со-
отношении между α, λ и <1й фазовый множитель ехр Г/ (kjIdA (х^ +

+i/o)J можно не учитывать, считая, что точка наблюдения нахо-
дится вблизи оси линзы?

5.8. Монохроматическая плоская волна единичной амплитуды
нормально падает ла собирающую линзу, диаметр которой равен
5 см, а фокусное расстояние 2 м (фиг. 37). На расстоянии 1 м за
линзой на ее оси помещен предмет, амплитудный коэффициент про-
пускания которого

* (*о. ί/ο) - ~ О + соз 2π/0*ο) rect (̂ -) rect (-g-).

Считая L = 1 см, a fa = 100 период/см, изобразить распределение нн·
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Предмет

Φ и г. 37.

тенсивности по оси х/ фокальной плоскости, отмечая численные зна-
чения расстояний между дифракционными максимумами, а также
ширину (между первыми нулями) отдельных максимумов.

5.9. Нормально падающая монохроматическая волна единичной
амплитуды освещает предмет, максимальный линейный размер ко-
торого равен /. Предмет помещен непосредственно перед собираю-
щей линзой с фокусным расстоянием /; диаметр линзы превышает /.
Из-за погрешности установки распределение интенсивности изме-
ряется'в плоскости, находящейся на расстоянии / — А за линзой
(фиг. 38). Насколько малой должна быть ошибка Л, если измеряе-
мое распределение интенсивности долж'по точно представлять кар-
тину дифракции Фраунгофера на предмете?

± Ι Λ '
Т

V
f-

ния

Φ и г. 38.

5.10. Некоторый экран с амплитудным коэффициентом пропуска-

в/О = [γ + -j sSn (cos α/"2)] circ (7)

нормально освещен монохроматической плоской волной единичной
амплитуды. Показать, что такой экран действует как линза с мно-
жеством фокусных расстояний. Определить значения этих фокусных
расстояний и относительные значения энергии, переносимой через фо-
кус в соответствующие фокальные плоскости. Экран, взятый в этой
задаче, известен под названием зонной пластины Френеля.
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У к а з а н и е . Прямоугольная волна, изображенная на фиг. 39,
может быть представлена рядом Фурье

оо

t / \ V Г sin (яя/2) I / . 2ппх \
*Ы- 1 ί я/, JeXPl/^r)·
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ГЛАВА 6

ЧАСТОТНЫЙ А Н А Л И З О П Т И Ч Е С К И Х СИСТЕМ

В длинной и яркой истории оптики методы частотного
анализа и теория линейных систем стали играть важную
роль только сравнительно недавно. Однако за этот ко-
роткий период вышеупомянутые методы нашли столь
широкое применение и оказались настолько плодотвор-
ными, что сейчас они занимают ведущее место в теории
систем, образующих изображение.

Методы Фурье довольно стихийно проникли в анализ
оптических систем в конце тридцатых годов нашего сто-
летия, когда многие исследователи предложили приме-
нять синусоидальные тесты при расчете систем. Начало
этому направлению положил французский ученый Дюф-
фе, самые значительные результаты работы которого
изложены в книге, посвященной применению методов
Фурье в оптике и опубликованной в 1946 г. [1]. К сожа-
лению, эта книга до сих пор не переведена на англий-
ский язык и доступна не многим. В Соединенных Шта-
тах большой интерес к этим работам возник благодаря
деятельности инженера-электрика Отто Шеида, который
очень успешно применил методы теории линейных си-
стем и теории связи для анализа и усовершенствования
линз телевизионных камер [2]. Однако в действительности
основы оптики Фурье были заложены значительно рань-
ше 1940 г., в частности в работах Эрнста Аббе (1840—
1905) и лорда Релея (1842—1919).

В этой главе мы рассмотрим роль анализа Фурье в
теории образования изображения при когерентном и не-
когерентном освещении. Случай некогерентного освеще-
ния является более общим; с ним мы сталкиваемся на
всех этапах развития оптики. С другой стороны, коге-
рентное освещение используется для формирования
изображения в микроскопе, а в последнее время роль
его еще больше возросла в связи с созданием лазеров.
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Дальнейшее рассмотрение различных аспектов этого
предмета можно найти в книгах О'Нейла [3], Фран-
сона [4], Линфута [5] и Строука [6].

§ 1. ОБОБЩЕНИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ О СИСТЕМАХ.
ОБРАЗУЮЩИХ ИЗОБРАЖЕНИЕ

В предыдущей главе, рассматривая свойства линз как
элементов, создающих изображение, мы ограничились
частным случаем одной тонкой собирающей линзы и
монохроматического освещения. Постараемся теперь до-
полнить свои рассуждения и получить результаты, при-
менимые к более общим системам линз. Затем снимем
ограничение относительно монохроматичности освеще-
ния, что позволит найти результаты для случая «квази-
монохроматического» света, как пространственно коге-
рентного, так и некогерентного.

Обобщенная модель

Предположим, что рассматриваемая оптическая си-
стема состоит не из одной линзы, а из нескольких линз,
среди которых могут быть как положительные, так и
отрицательные. Линзы могут и не быть «тонкими» в оп-
ределенном ранее смысле. Будем предполагать, однако,
что система в конечном счете дает действительное изо-
бражение, но фактически это не ограничение, так как
если система дает мнимое изображение, то оно может
быть преобразовано в итоге в действительное, например
глазом. Значит, в подобном случае нам следует включить
глаз в качестве конечного элемента в нашу систему.

При рассмотрении свойств системы линз будем счи-
тать, что все элементы, создающие изображение, поме-
щены в один «черный ящик» и что основные свойства
системы можно полностью описать, определяя только
конечные свойства этого устройства.

Согласно фиг. 40, входом этого черного ящика слу-
жит входной зрачок, представляющий собой отверстие
конечных размеров (эффективное или действительное),
через которое должен проходить свет прежде, чем он
достигнет элементов, создающих изображение, а
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Φ и г. 40. Обобщенная модель оптической системы.

выходом — выходной зрачок (также эффективный или
действительный), представляющий собой отверстие ко-
нечных размеров, через которое свет проходит после соз-
дающих изображение элементов на пути к плоскости
изображения. Обычно считают, что путь света между
входной и выходной плоскостями может быть достаточно
точно описан в приближении геометрической оптики. Та-
ким образом, конечный размер обоих зрачков можно
найти, строя по законам геометрической оптики проек-
цию наименьшей апертуры системы соответственно в
пространстве предметов и пространстве изображений.
Поскольку размеры получающихся зрачков опреде-
ляются размерами изображения эффективного отверстия,
существующего где-то внутри системы, они могут быть
меньше действительных физических размеров отверстий
в входной и выходной плоскостях. Заметим, что при та-
ком определении входной зрачок всегда является изо-
бражением выходного зрачка и наоборот.

Оптическая система называется дифракционно огра-
ниченной, если она преобразует') расходящуюся сфери-
ческую волну, исходящую из любого точечного источ-
ника, в новую идеальную сферическую волну, которая
сходится в точке, лежащей в плоскости изображения.
Таким образом, конечное свойство дифракционно огра-
ниченной системы линз заключается в том, что она пре-
образует расходящуюся сферическую волну, падающую

О В приближении геометрической оптики. — Прим. ред.
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на входной зрачок, в сходящуюся сферическую волну, вы-
ходящую через выходной зрачок. Для любой реальной
оптической системы это свойство выполняется в лучшем
случае только для конечной области в плоскости пред-
мета. Если рассматриваемый предмет не выходит за
пределы этой области, систему можно отнести к дифрак-
ционно ограниченной.

Если в действительности фронт волны от точечного
источника после выходного зрачка значительно отли-
чается от идеальной сферической формы, то говорят, что
оптическая система имеет аберрации. Аберрации будут
подробно рассмотрены в § 4, где будет показано, что
они приводят к образованию искажений в пространствен-
но-частотном отклике системы, создающей изображение.

* Дифракционные эффекты

Геометрическая оптика с достаточной точностью опи-
сывает прохождение света от входного зрачка к выход-
ному, поэтому дифракционные эффекты играют замет-
ную роль только на пути света от предмета к входному

• зрачку и от выходного зрачка к изображению. Действи-
тельно, все ограничения, налагаемые дифракцией, мож-
]но связать с любым из этих двух участков пути распро-
(странения света. Утверждения о том, что разрешение
^изображения ограничивается входным зрачком конечных
размеров или выходным зрачком конечных размеров,
полностью эквивалентны. Основная причина эквивалент-
юсти заключается в том, что один зрачок представляет
собой просто изображение другого.

Представление о том, что обсуждаемые дифракцион-
|ные эффекты обусловлены входным зрачком конечных
размеров, было впервые введено Эрнстом Аббе [7] в 1873 г.
Согласно теории Аббе, только определенная часть ди-
фракционных максимумов, созданных сложным предме-
том, пропускается входным зрачком конечных размеров.
Не пропускаются зрачком те максимумы, которые соот-
ветствуют высокочастотным составляющим предмета.
Это положение иллюстрируется фиг. 41, где предме-
том служит простая решетка, а оптическая система со-
стоит из одной положительной линзы.
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Фиг. 41. Формирование изображения по Аббе.

В 1896 г. Релей [8] высказал другую, фактически
эквивалентную точку зрения, в соответствии с которой
дифракционные эффекты обусловлены выходным зрач-
ком конечных размеров. Такой подход был использован
в гл. 5, § 3, и мы будем придерживаться его и здесь.

Снова амплитуда в точках изображения представ-
ляется интегралом суперпозиции ')

00

U * ( x t , yt) = J I h ( X i , ye, xa, z/0) U 0 (x 0 , y0)dx0dyQ, (Q.I)
— CO

где h — амплитуда в точке плоскости изображения с ко-
ординатами (х^ yi) при действии точечного источника,
расположенного в точке (ха, уа). В отсутствие аберраций
отклик h создается сходящейся сферической волной
(ограниченной протяженности), идущей от выходного
зрачка к точке идеального изображения (х^ = Мха, yt =
= Λίί/ο)· В этом более общем случае увеличение Λί мо-
жет быть отрицательным или положительным в зависи-
мости от того, какое изображение наблюдается — пря-
мое или перевернутое.

') Здесь мы сохраняем предположение о монохроматичности
освещения, но в следующем параграфе снимем это ограничение.
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Из задачи 4.3 и гл. 5, § 3 следует, что распределение
амплитуды света около точки идеального изображения
представляет собой просто картину дифракции Фраун-
гофера на выходном зрачке, центр которой находится в
точке с координатами (MxQ, Муа). Таким образом,

оо

h(xt, ус, х0, Уо) = К IJ Р(х, у) X
— оо

X ех>{ - / -щ [(xt - Мх0) χ + (yt - Му0) у]} dx dy, (6.2)

где К — комплексная постоянная, а функция зрачка Ρ
равна единице внутри зрачка и нулю за его пределами.
При записи этого уравнения мы опять пренебрегаем
квадратичными фазовыми множителями для плоскостей
предмета и изображения, что было обосновано в гл. 5,
§ 3. После замены переменных

ί = 157' ^=ω7' *ο = Μχθ' Уо = МУо

получим
оо

h (xt - х0, yt - у0) = Κλ^ J J Ρ (λάίΧ, λάμ) Χ
— οο

Χ exp {- /2π [(xt -x0)x + (yf - //0) y]} dx dy. (6.3)

Вводя определения

fi"^rh>

К2(1? I XQ UU \

U^ (х0, у0) = К -JJT U0 \-^ , -jy·),

интеграл суперпозиции (6.1) можно в конце концов за-
писать в виде

оо

Ui (*/, Ui) = J J h (*« ~ *o. У ι ~ Уа) Ug (-̂ . Уо) d*o dlJo, (6-4)
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где Ug — идеальное изображение в приближении геомет-
рической оптики, а

оо

h(*«. i/t-)= J J P(M#,Mtift&ip[-j2a(xjc+yty)]dxdy. (6.5)
— οα

Таким образом, в этом более общем случае изображение
снова можно представить как свертку идеального изо-
бражения и импульсного отклика, который определяется
выходным зрачком системы.

Немонохроматическое освещение.
Когерентный и некогерентный случаи

При рассмотрении оптических систем мы до сих пор
всегда вводили предположение о строгой монохроматич-
ности освещения. Это очень жесткое ограничение, так
как свет реальных источников (включая и лазеры) ни-
когда не бывает идеально монохроматическим. Стати-
стический характер изменений во времени амплитуды и
фазы света может в действительности весьма радикаль-
но влиять на свойства системы, создающей изображе-
ние. Поэтому мы временно отклонимся от нашей основ-
ной темы и обсудим наиболее существенные эффекты,
обусловленные немонохроматичностыо.

Чтобы полностью разобраться в этом вопросе, сле-
довало бы проделать длинный окольный путь и рассмот-
реть теорию частичной когерентности. Однако в нашем
случае такой подход нецелесообразен. Поэтому мы по-
дойдем к вопросу с двух точек зрения, одна из которых
является чисто эвристической, а другая — более строгой,
но недостаточно общей. Более полное обсуждение во-
проса читатель найдет в книге Берана и Паррента [9].

В случае монохроматического освещения амплитуду
поля было удобно изображать при помощи комплекс-
ного фазора U, который представлял собой функцию
пространственных координат. В случае немонохромати-
ческого освещения это приближение можно обобщить и
представлять поля при помощи меняющихся во времени
фазороз, которые зависят как от времени, так и от про-
странственных координат. Для квазимонохроматичес-
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кого света амплитуду и фазу меняющегося во времени
фазора легко отождествить с огибающей и фазой опти-
ческой волны. Однако понятие меняющегося во времени
фазора можно обобщить и на случай неквазимонохрома-
тических волн (см., например, [9], гл. 2).

Рассмотрим свойства света, пропущенного или отра-
женного предметом, который освещается немонохрома-
тической волной. Так как изменения амплитуды фазора
во времени носят статистический характер, поле можно
удовлетворительно описать только при помощи статисти-
ческих понятий.УКак мы уже видели, каждая точка пред-
мета обусловливает импульсный отклик в плоскости изо-
бражения. Если изменение во времени амплитуды и
фазы света в точке предмета носит случайный характер,
то полная амплитуда и фаза импульсного отклика будут
меняться соответствующим образом. Следовательно, ста-
тистические зависимости между амплитудами в разных
точках предмета будут обусловливать статистические за-
висимости между соответствующими импульсными от-
кликами в плоскости изображения. Наличие таких ста-
тистических зависимостей влияет главным образом на
результат усреднения по времени, в итоге которого и по-
лучается конечное распределение интенсивности в изо-
бражении.

Здесь мы обсудим только два типа освещения пред-
мета. Сначала рассмотрим такое освещение, при кото-
ром изменения амплитуды фазора во всех точках пред-
мета происходят одновременно. Таким образом, абсо-
лютные фазы поля в двух произвольных точках будут
меняться одинаково, а их относительная разность фаз
будет сохраняться. Такое освещение называется про-
странственно когерентным. Затем мы рассмотрим осве-
щение предмета, обладающее противоположным свой-
ством, которое'состоит в том, что амплитуды фазора во
всех точках в плоскости предмета изменяются статисти-
чески независимо или по законам, не связанным друг с
другом. Такое освещение называется пространственно
некогерентным. В дальнейшем мы будем называть эти
типы освещения просто когерентным и некогерентным.
В тех случаях, когда свет исходит из одной точки,

10 Дж. Гуднен
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освещение всегда будет когерентным1). Наиболее извест-
ным примером, источника такого света является лазер,
хотя и более распространенные источники, например
циркониевые дуговые лампы, могут давать когерентный
свет, однако меньшей интенсивности, чем лазер, если их
излучение пропустить сначала через малое отверстие.
Некогерентный свет дают рассеивающие или протяжен-
ные источники, например газоразрядные трубки 2).

Если освещение предмета когерентно, различные им-
пульсные отклики в плоскости изображения меняются
одновременно и, следовательно, их комплексные ампли-
туды должны складываться. Таким образом, когерент-
ная система образования изображения оказывается ли-
нейной в отношении комплексной амплитуды. Поэтому
можно непосредственно использовать результаты анали-
за, проведенного выше для монохроматического осве-
щения; необходимо лишь учитывать, что комплексная
амплитуда U теперь представляет собой амплитуду ин-
вариантного во времени фазора, который описывает
относительные амплитуды и фазы света.

Если предмет освещается некогерентным светом, им-
пульсные отклики в плоскости изображения изменяются
по статистически независимым законам. Следовательно,
должны складываться их мощности, или интенсивности.
Так как интенсивность любого данного импульсного от-
клика пропорциональна интенсивности света в точке
предмета, ответственной за его возникновение, система
при некогерентном освещении линейно отображает интен-
сивность; при этом импульсный отклик пропорционален
квадрату модуля когерентного импульсного отклика.

Приведенные выше соображения носят чисто эври-
стический характер и, кроме того, содержат определен-

') Это условие является достаточным, но не необходимым. На-
пример, в том случае, когда свет от точечного источника проходит
через неподвижный рассеиватель, относительная фаза света в любых
двух точках за рассеивателем остается независимой от 'времени.
Следовательно, прошедший свет все еще пространственно когерен-
тен, несмотря на то что он не исходит из единичного точечного
источника.

21 Возможны также другие определения когерентности в терми-
нах квантовой теории поля (см., например, [10, 11J), но нам будет
достаточно приведенных выше упрощенных понятий.
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ные предположения и приближения. Поэтому мы обра-
тимся к более строгому исследованию задачи. Прежде
всего напомним, что в случае монохроматического осве-
щения мы пришли к фазорному представлению, опуская
составляющую положительной частоты в спектре коси-
нусоидального поля и приписывая комплексную ампли-
туду оставшейся составляющей отрицательной частоты.
Чтобы обобщить это представление на случай немоно-
хроматической волны и(Р, t ) , опустим все составляющие
спектра Фурье с положительной частотой; при этом мы
получим новую (комплексную) функцию и_(Р, /). Если,
далее, записать

и_(Р, ί) = υ(Λ /)exp(-/2jivO,

где ν — средняя частота возмущения, то комплексную
функцию U(P, /) можно рассматривать как меняющееся
во времени фазорное представление возмущения u(P,t).

Из решения задачи 3.5 следует, что если удовлетво-
ряются два специальных условия, то фазор U(P, t) под-
чиняется тем же самым законам распространения, что
и не зависящий от времени фазор монохроматического
возмущения частоты ν. Эти условия имеют вид

—^ -С I (предположение квазимонохроматичности)

_L>!
Δν ̂  с '

где Δν — ширина полосы спектра возмущения; d — наи-
большая длина оптического пути, а с — скорость света.
Из этих двух условий непосредственно следует, что с по-
мощью соотношения (6.4) амплитуду фазора изображе-
ния можно представить в виде свертки

со '

иг(*«, У«; 0 =? J J й(*/-*о» У/-Уо) Vgfa, Уо', t)dxQdij0, (6.6)
— οα

где Us — амплитуда фазора идеального изображения,
a h определяется соотношением (6.5), если λ заменить
средней длиной волны λ.

Ю*
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В конечном счете нас интересует именно интенсив-
ность в плоскости изображения')

М*̂ ) = <иЛ*<·^ Ου:Κ·^0>· <6-7>

Чтобы определить величину интенсивности, подставим
(6.6) в (6.7); изменяя порядок интегрирования и усред-
няя, получаем

оо оо

Л (*ί> ί/ί) = / J d*> d£o J J d*0 <*Й> h (*> ~ *o> ί/i ~ #o) X
— 00 —00

X h* (xt - XQ, yt - ya) <Ug (XQ, yQ; t] U; fa. y0; f)>. (6.8)

Так как статистические свойства Ug ц U0 одинаковы, то
окончательная величина в угловых скобках зависит, как
можно видеть, от пространственной когерентности осве-
щения предмета.

Если освещение предмета абсолютно когерентно,
амплитуды фазора в плоскости предмета отличаются
только комплексными постоянными. Иначе говоря, мож-
но записать

и,«» УО; 0- ад, £o)(|u"^V·
= = ~ ~ 1ЫО, 0· /) ' '

ад, м,; 0- Wte, ^)( |Ug(0|0;0 |2)./a.

где не зависящие от времени величины Ug представляют
собой амплитуды фазора, отнесенные к меняющейся во
времени амплитуде фазора в начале координат. Под-
ставляя эти соотношения в (6.8) и проводя интегриро- -

вание по ха, уа, получаем

fi(xt, У,} J J h(Xi-x0, У1-у0) Ug(x0, yQ)dx0dyQ\ . (6.10)

Наконец, определяя Uj(;tf, yt) как амплитуду фазо-
ра U,· (л:,·, г/,·; ί), отнесенную к амплитуде Ue в начале ко-

') Угловые скобки опять означают усреднение по времени.
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ординат, находим, что когерентная оптическая система
описывается уравнением

оо

Ui(*i> //ί) = J J h(xt -x0, У! - yQ) \Jg(xQ, yu)dxvdyu. (6.11)
— 00

Таким образом, мы приходим к выводу, что в случае ко-
герентного освещения предмета система образования
изображения линейна относительно комплексной ампли-
туды.

Если освещение предмета абсолютно некогерентно,
амплитуды фазора в разных точках предмета меняются
по статистически независимым законам. Это идеализи-
рованное представление можно описать соотношением

(Ue(*0. /70; 0Ue(*o' И/. ')> =

= κ/g. (ха, //0) δ (х0 - х0, /70 - г/0), (6.12)

где κ — действительная постоянная. Однако, как можно
показать, такое представление не вполне точно, ибо оно
означает, что.через предмет пройдут только затухающие
волны. В действительности когерентность существует в
пределах минимального расстояния порядка длины
волны. (Подробности см. в работе [9], разд. 4.4.) Тем
не менее в большинстве практических случаев приме-
нимо соотношение (6.12). При подстановке его в (6.8)
получим

00

h (*i, yi) = κ ΙJ I h (xi - XQ, Ш - yQ) I2 Ig (xa, y0) dx0 dyQ.

(6.13)

Таким образом, интенсивность изображения определя-
ется как свертка идеальной интенсивности lg и импульс-
ного отклика |h|2. Мы приходим к выводу, что в случае
некогерентного освещения предмета оптическую систему
следует рассматривать как линейное преобразование ин-
тенсивности. Кроме того, импульсный отклик пропорцио-
нален квадрату модуля импульсного отклика, получае-
мого при когерентном освещении.
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§ 2. ЧАСТОТНЫЙ ОТКЛИК
ДИФРАКЦИОННО О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Й

КОГЕРЕНТНОЙ ОПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Обратимся теперь к основной теме этой главы — ча-
стотному анализу оптических систем. Сначала рассмот-
рим только оптические системы с когерентным освеще-
нием. Системы, в которых используется некогерентное
освещение, анализируются в § 3.

Как подчеркивалось ранее, при когерентном освеще-
нии оптическая система линейна относительно комплекс-
ной амплитуды поля. Это значит, что в такой системе
интенсивность отображается совсем не линейно. Если
использовать обычные представления частотного ана-
лиза, то следует говорить о линейном отображении
амплитуды.

Передаточная функция при когерентном освещении

При анализе когерентных систем мы получили про-
странственно-инвариантную форму отображения ампли-
туды, которую можно представить с помощью свертки

со

U г (*,, у ι) = J J h (xt - ха, у ι - г/о) Uff (xa, y0) dxu dyQ. (6.14)
— 00

В таком случае следует ожидать, что к этой системе не-
посредственно применимо понятие передаточной функ-
ции. Чтобы это было действительно так, определим ча-
стотные спектры на входе и выходе системы следую-
щим образом:

со

Gg(fx> М = / J Ug(xo., yQ)exp[-j2n.(fxXo + fyy0)]dxQdy0,

(6.15)
со

О, (ϊχ> /κ) =" / J U, (Х[, У ι) exp [ - /2π (fxxt + fYyt)] dx{ dyt.
— 00

Кроме того, определим передаточную функцию как
фурье-образ пространственно-инвариантного импульс-



$ 2. Частотный отклик когерентной системы 151

ного отклика
оо

Η (/χ, fy) = J J h (*»·, г/г) ехр [-/2π (fxx{ + fYy,)] dxt dyt.

(6.16)
Теперь, применяя теорему свертки к (6.14), находим

G, (/χ, Μ = Η (/χ, fy) Qg (fχ, fr). (6.17)

Таким образом, мы выразили действие дифракционно
ограниченной системы "(по крайней мере формально) в
частотной области. В дальнейшем функцию Η (fx, fY)
будем называть когерентной передаточной функцией.
Остается теперь связать Η непосредственно с физиче-
скими свойствами "самой оптической системы.

С этой целью заметим, что, хотя соотношение (6.16)
определяет Η как фурье-образ функции И, эта последняя
функция сама определяется преобразованием Фурье
[ср. (6.5)]

оо

и (xi, ijt) = J J Ρ (λάίΧ, Kdty) exp [ - /2π (χ,χ + уд)] dx dy.
— 00

Таким образом, мы приходим к выводу, что для диф-
ракционно ограниченной системы

н (/χ, fy) = з- (У (Ρ (λβί,ί, ад}} = Ρ (- λα jx, - λί/,Μ.
(6.18)

Это крайне важное соотношение, так как оно дает
информацию относительно поведения дифракционно ог-
раниченных когерентных систем в частотной области.
Так как функция зрачка Ρ всегда равна или единице
или нулю, то же самое справедливо и для когерентной
передаточной функции. Это, естественно, означает, что в
частотной области дифракционно ограниченная система
имеет конечную полосу пропускания, внутри которой все
частотные составляющие пропускаются без искажения
амплитуды и фазы 1). На границе этой полосы

') Заметим, что этот вывод справедлив только для системы без
аберраций. Как будет видно из § 4, система с аберрациями вносит
искажения внутри полосы пропускания.
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пропускания частотным отклик сразу падает до нуля,
в силу чего частотные составляющие вне полосы пропу-
скания полностью подавляются.

В заключение заметим, что когерентная передаточная
функция пропорциональна отраженной функции зрачка;
это обстоятельство выражается знаками минус в аргу-
менте функции Р. В дальнейшем можно устранить это
неудобство обозначений, определив Ρ в отраженной си-
стеме координат, а не в обычной системе, изображенной
на фиг. 40. Таким образом, запишем

Η (fx, fy) = Ρ (Mtfx, Mjy). (6.19)

Различие между функциями (6.18) и (6.19) для нас не-
существенно, так как все рассматриваемые нами задачи
симметричны относительно координат fx и fy.

Примеры передаточных функций при
когерентном освещении

для дифракционно ограниченных систем

Чтобы составить представление о частотном отклике
дифракционно ограниченных систем при когерентном
освещении, рассмотрим передаточные функции систем
с квадратным (ширина / )и круглым (диаметр /) вход-
ными зрачками. Для этих двух случаев имеем соответ-
ственно

P(*,#) = rect(y)rect(|),

/ 1/"уа 4- и2 \
P(X,y) = Circ(Vx

l+
y ).

Таким образом, в соответствии с (6.19) передаточные
функции при когерентном освещении для этих двух слу-
чаев имеют вид

Htfx,/K)-rect(^)rect(^),

Htf,,W = c,rc('!±£).
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Ф и г . 42. Передаточные функции для дифракционно ограниченных
когерентных систем в случае квадратного (а) и круглого (б) вы-

ходного зрачка.

Эти функции изображены на фиг. 42. Заметим, что в
обоих случаях предельная частота fa определяется вы-
ражением

/о-ййГ· <6-2°>

причем для круглого зрачка она одинакова во всех на-
правлениях частотной плоскости, тогда как в случае
квадратного зрачка такое ограничение относится только
к осям fx и fy. Чтобы оценить порядок величины f0, по-
ложим / = 2 см, dt = 10 см, λ = 10~4 см. Тогда предель-
ная частота будет равна 100 период/мм.

§ 3. ЧАСТОТНЫЙ ОТКЛИК
ДИФРАКЦИОННО О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Й

НЕКОГЕРЕНТНОЙ ОПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Как мы видели, между функцией выходного зрачка
и когерентной передаточной функцией существует очень
простая прямая связь. Если освещение предмета некоге-
рентно, передаточная функция оптической системы, как
мы увидим, снова определяется выходным зрачком.
Правда, теперь связь является менее непосредственной,
но иногда она оказывается более интересной. Поэтому
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теория образования изображения при некогерентном
освещении имеет некоторые яркие особенности, отсут-
ствующие в случае когерентного освещения. Теперь об-
ратимся к рассмотрению этой теории, снова концентри-
руя внимание на дифракционно ограниченных системах,
хотя последующие рассуждения применимы ко всем не-
когерентным системам независимо от их аберраций.

Оптическая передаточная функция
и ее связь с когерентной
передаточной функцией

Было показано, что для оптических систем, в которых
используется некогерентное освещение, интенсивность
определяется сверткой

00

li (xt, yt) = к J / I h (xt - Xo, yt - So) I2 Ig (Xo, y0) dx0 dijo.

(6.21)

Поэтому при частотном анализе таких систем следовало
бы считать, что они осуществляют линейное преобразо-
вание распределения интенсивности. Исходя из этого,
введем нормированные частотные спектры распределе-
ний Ig и li, которые определяются выражениями

00

J J 'е (V УО) ехР I-Р* (fx*o + fySo)] d*o dS0

ад*. //)=— Ξ ,
J J Ig (*o. So) dxQ dyQ

— 00

(6.22)
00

J J li (*>' У ι) exP [~i2* (ίχχι + fyyt)] dxi аУ1

©! ( fX, fr) = — = ·

J J 11 (xt, yi) dxt dyt

— 00

(6.23)
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Нормировка спектров при помощи их значений для «ну-
левой частоты» вводится отчасти для математического
удобства, отчасти по более важным причинам. Так как
интенсивность неотрицательная величина, то распреде-
ление интенсивности всегда содержит не равную нулю
постоянную составляющую, или постоянный фон. Ви-
зуальное качество изображения в значительной степени
зависит от «контраста», т. е. от относительной интенсив-
ности несущих информацию участков изображения и
всегда присутствующего фона. По указанной причине
спектры нормируются на этот фон.

Нормированную передаточную функцию системы
можно определить таким же образом:

J J| h (х{, yt) |2 exp [-/ 2π (f^ + fyyt)] dxt dyt

S (fx, fv) = — = . (6.24)

ll\b(xbViWdxidtit

— CM

Применение теоремы свертки к интегралу (6.21) приво-
дит тогда к следующему соотношению в частотной об-
ласти:

©ι (fx, fy) = '§> (fx, fy) ®ff (/χ, fy). (6.25)

Функция ·& известна под названием оптической переда-
точной функции (сокращенно ОПФ) системы. Ее модуль
|Ф| называют модуляционной передаточной функцией
(МПФ). Заметим, что v(fx, /у) просто определяет вво-
димый системой комплексный весовой множитель ча-
стотной составляющей в точке (fx, /у), отнесенный к ве-
совому множителю составляющей нулевой частоты.

Так как когерентная передаточная функция и опти-
ческая передаточная функция содержат функцию h,
можно ожидать, что между ними имеется некоторая
связь. Такая связь действительно существует; ее можно
найти при помощи теоремы автокорреляции (см. гл. 2).
Так как

Htfjc,M-iT{h}



153 Гл. 6. Частотный анализ оптических систем

л if м- г(\Ъпν(Τχ, ГУ)- «-. .с-и,, ·
У I 1 ч 1 1 ifx-o. f jr-o

то непосредственно получаем
00

J J Η (!', η') Η* (&' + /, η' + /κ) d|' </η·

£(/*,//) = — = . (6.26)

JJ lHff i ' .nOPdi 'dn '
— OO

Простой заменой переменных

i-6' + -k, η-η'ψ^

приходим к симметричному выражению

£(/х,/к) =

J/H(S-^-. η-Α)Η.(ι+^η+-^)^,η

-= Ξ . (6.27)

J J l H ( | , tOI2d|dn
~oo

Выражение (6.27) определяет основную связь между
свойствами когерентных и некогерентных систем. Заме-
тим, что оно полностью справедливо для систем как
с аберрациями, так и без аберраций.

Основные свойства ОПФ ЛЬ

Ряд самых простых и общих свойств ОПФ можно
получить непосредственно из выражения (6.27). Наибо-
лее важные свойства перечислены ниже:

1. 0(0, 0)= 1,

2- ·£>(-/*, -М = &(fx.fr),
3- I$tfx, /K) l<l£(0, 0)1.
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Первое свойство получаем непосредственно подстанов-
кой /х = 0. /У = 0 в выражение (6.27). Доказатель-
ство второго свойства предлагаем провести читателям
в качестве упражнения (это свойство представляет со-
бой не более чем утверждение, что преобразование
Фурье действительной функции эрмитово).

Доказательство того, что МПФ на любой частоте
всегда меньше, чем ее величина на нулевой частоте,
равная единице, значительно сложнее. Для доказатель-
ства третьего свойства используем неравенство Шварца
[12], которое можно сформулировать следующим обра-
зом: если Χ(ξ, η) и Υ(ξ, η)—любые две комплексные
функции переменных ξ, η, то

| J J XY dl 4η 2 < J J I X |2 dl di\ J J | Υ pdg dr\. (6.28)

Знак равенства ставится тогда и только тогда, когда
Υ = КХ*, где К — комплексная постоянная. Полагая

Х(Б,Ч)-н(б~^, η—k")

и

Υ (Б, η) = Η'(ξ + -^, η + -|·),
шходим

/|Η(ξ-^, η7^)Η·(ε + ̂ , n + £)rfg*|
—00

</]|н(Б--^.Ч-4)^Х
— оо

х/"/ |н-( Б + -Ь л + -£.)Г*|л,-

]'·Η(6,η)Ρ^ίίη

Нормируя правую часть неравенства, находим, что ве-
личина \$(fx,fy)\ всегда меньше или равна единице.
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Наконец, нужно отметить, что, хотя ОПФ всегда рав-
на единице на нулевой частоте, это не означает, что
абсолютный уровень интенсивности фона изображения
совпадает с абсолютным уровнем интенсивности фона
предмета. В действительности абсолютный уровень ин-
тенсивности всегда уменьшается из-за конечных разме-
ров входной апертуры системы, но это уменьшение не
очевидно вследствие нашей нормировки ОПФ.

ОПФ системы без аберраций

До сих пор наши рассуждения были одинаково при-
менимы к системам с аберрациями и без них. Рассмот-
рим теперь частный случай дифракционно ограниченной
системы. Напомним, что для когерентной системы

tt(fx,fy) = P(Mjx,M,fr).

Для некогерентной системы, как следует из выражения
(6.27) (с простой заменой переменных), имеем

№, fy) =

λίί./γ bd,fv\ I hd.f.. hd.fv\_.'X l 'K.U/ 6 + _i2f f П + _1ЛЬ^И
/ λίί./γ *-d.fv\ I

P(l—i^· η—ί*Η

JJp( | , т]Ы|Л1

(6.29)

где в знаменателе мы заменили Ρ2 на Ρ в силу того,
что функция Ρ равна или единице или нулю.

Выражение (6.29) для ·£> допускает чрезвычайно важ-
ную геометрическую интерпретацию. Числитель пред-
ставляет область перекрытия двух смещенных функций
зрачка, центр одной из которых лежит в точке с коорди-
натами (Kdifx/2, λάίΪγ/Ζ), я центр другой —в диамет-
рально противоположной точке (—λά^χΐΐ, — X d i f Y / 2 ) .
Знаменатель просто нормирует эту область перекрытия
к полной площади зрачка. Таким образом,

Ά if f \ _ Область перекрытия
ν\Ιχ, ιγ)~ Полная площадь
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Область
перекрытия

Ф и г . 43. Геометрическая интерпретация ОПФ дифракционно огра-
ниченной системы.

а —функция зрачка; полная площадь равна знаменателю ОПФ; б —две сме-
щенные функции зрачка: заштрихованная площадь равна числителю ОПФ.

Расчет ОПФ дифракционно ограниченной системы мож-
но сразу выполнить с помощью последовательности дей-
ствий, основанных на этой интерпретации, иллюстрируе-
мой фиг. 43. В случае простых геометрических форм
удается найти замкнутые выражения для нормированной
области перекрытия (см. приведенные ниже примеры).
Для зрачков очень сложной формы значения ОПФ
для ряда дискретных частот можно рассчитать при по-
мощи планиметра или цифровой вычислительной ма-
шины.

Наконец, заметим, что такая геометрическая интер-
претация показывает, что ОПФ дифракционно ограни-
ченной системы всегда действительна и неотрицательна.
Однако она не обязательно должна быть монотонно убы-
вающей функцией частот (см., например, задачу 6.1).

Примеры ОПФ дифракционно ограниченных систем

Рассмотрим теперь ОПФ, соответствующие дифрак-
ционно ограниченным системам с квадратным (шири-
на /) и круглым (диаметр /) выходными зрачками.
Фиг. 44, а иллюстрирует расчет для случая квадратного
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Ф и г . 44. ОПФ дифракционно ограниченной системы с квадратным
выходным зрачком.

а —расчет области перекрытия; б — вид полученной ОПФ.

зрачка. Площадь области перекрытия, очевидно, равна

((/-Я<*, |Ы)(/-Ы,|Ы) l f x \ < U M i ,
^(fx,iy)=\ lM</Adf,

Ι θ в остальных случаях.
После нормировки этой области на полную площадь /2

получим

*<Ь. М = л(-^)л(4), (б.зо)
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где Л — треугольная функция, введенная в гл. 2, а /о—
предельная частота той же системы при когерентном
освещении

f - '
' ° ~ 3Mt ·

Заметим, что предельная частота при некогерентном ос-
вещении системы равна 2f0 вдоль осей fx и /V 1 ) . ОПФ,
описываемая выражением (6.30), изображена на фиг.
44,6.

В случае круглого выходного зрачка расчет выпол-
няется несколько сложнее. Так как ОПФ будет, очевид-
но, обладать осевой симметрией, достаточно вычислить $
вдоль положительной оси fx. Как видно из фиг. 45,
можно считать, что область перекрытия равна учетверен-
ной площади заштрихованной части В кругового сек-
тора А + В. Но площадь сектора равна

Площадь (А + В) —

Г θ 1 Г / П2-1 Г arccos (Щ //) Т Г / / VH

= Ы 1Я Ы J = L -^М±\ Iя Ы J '

тогда как для площади треугольника А имеем

... ι т/χ\-,/ϊτγ /ИМ2

Площадь (Л) = Т(_^]У [-J -(-%*-) .

Наконец, можно написать

α ft r\\ 4 [Площадь (А + В) - Площадь (А)]
§ (/х, 0) ^щ^,

или для произвольного радиального смещения ρ в ча-
стотной плоскости

*ω-ίΜ««-Ш-^/'-Ш'· "<2<*·
\ 0 в остальных случаях.

(6.31)

') Это не означает, что некогерентная система имеет вдвое боль-
шую разрешающую способность, чем когерентная система; см. § 3.

11 Дж. Гудим
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Ф и г . 45. ОПФ дифракционно ограниченной системы с круглым
выходным зрачком.

а — расчет области перекрытия: б — вид полученной ОПФ.

Величина р0 представляет собой предельную частоту ко-
герентной системы

Ро = IKd,

Как следует из фиг. 45, 6, ОПФ опять отлична от нуля
вплоть до частоты, в два раза превышающей предель-
ную частоту когерентной системы.

§ 4. АБЕРРАЦИИ И ИХ В Л И Я Н И Е НА ЧАСТОТНЫЙ ОТКЛИК

При разработке обобщенной модели оптической си-
стемы предполагалось, в частности, что наличие точеч-
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ного источника обусловливает появление в выходном
зрачке идеальной сферической волны, которая сходится
в точке идеального изображения. Такая система назы-
валась дифракционно ограниченной. Теперь рассмотрим
влияние аберрации, или отклонений волнового фронта
в выходном зрачке от сферической формы. Аберрации
могут быть обусловлены различными причинами, начи-
ная от самых простых, как, например, ошибка фокуси-
ровки, и кончая довольно сложными, связанными со
свойствами самих идеально сферических линз, как, на-
пример, сферическая аберрация. Подробное обсуждение
аберраций и их влияния на частотный отклик не входит
в нашу задачу. Мы остановимся на самых общих эффек-
тах, иллюстрацией которых послужит один относительно
простой пример. Более полное рассмотрение различных
типов аберраций и их влияния на частотный отклик со-
держится, например, в работе [3.4], гл. IX.

Обобщенная функция зрачка

Если оптическая система является дифракционно
ограниченной, то импульсный отклик (при когерентном
освещении), как мы видели, представляет собой картину
дифракции Фраунгофера на выходном отверстии с цент-
ром в точке идеального изображения. Это обстоятель-
ство подсказывает удобный прием, который позволит
непосредственно учесть аберрации в наших предыдущих
результатах. В частности, в случае искажения волнового
фронта можно представить, что выходной зрачок осве-
щается идеальной сферической волной, но в пределах
отверстия находится фазовая пластинка, деформирую-
щая выходящий из зрачка фронт волны. Если фазовая
ошибка в точке (х, у) выходного зрачка изображается
как kW(x, у), где k = 2π/λ, a W—-эффективная погреш-
ность длины пути, то комплексный коэффициент пропу-
скания Ρ воображаемой фазовой пластинки можно пред-
ставить в виде

Р(х, у) = Р(х, y ) e x p [ j k W ( x , у)]. (6.32)

Комплексную функцию Ρ можно считать обобщенной
функцией зрачка. Импульсный отклик когерентной

И·
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системы с аберрациями представляет собой просто кар-
тину дифракции Фраунгофера на отверстии с коэффици-
ентом пропуская Р. Импульсный отклик некогерентной
системы с аберрациями, разумеется, равен квадрату
модуля импульсного отклика когерентной системы.

Влияние аберраций на когерентную передаточную
функцию

При рассмотрении дифракционно ограниченной коге-
рентной системы передаточная функция была определена
с учетом того, что 1) импульсный отклик соответствует
фурье-образу зрачка и 2) когерентная передаточная
функция является фурье-образом импульсного отклика.
Как следствие соотношений между двумя преобразова-
ниями Фурье было найдено, что передаточная функция
пропорциональна функции зрачка Р. Подобными рас-
суждениями можно воспользоваться и при наличии абер-
раций, если заменить функцию Ρ обобщенной функцией
зрачка Р. Таким образом, передаточная функция при
когерентном освещении запишется следующим об-
разом:

Htfx, /κ) = Ρ(λ^χ, Kdlfy) =

= P&dtfx, XdjJexplJkW&dJx, M,fr)]. (6.33)

Очевидно, что в случае когерентного освещения ог-
раничение полосы пропускания передаточной функции,
которое обусловлено конечным размером выходного
зрачка, не зависит от наличия аберраций. Аберрации
вводят только фазовые искажения в пределах полосы
пропускания. Разумеется, фазовые искажения могут
оказывать некоторое влияние на точность воспроизве-
дения.

Вышеприведенными соображениями почти исчерпы-
вается все, что можно сказать в общем относительно
влияния аберраций волнового фронта на когерентную
систему. В этом случае результат весьма прост; резуль-
тат же для некогерентной системы, как мы сейчас уви-
дим, опять более сложен и во многих отношениях более
интересен.



§ 4. Аберрации и их влияние на частотный отклик 165

Влияние аберраций на ОПФ

После того как выяснено влияние аберраций на ко-
герентную передаточную функцию, при помощи выра-
жения (6.27) можно определить их влияние на оптиче-
скую передаточную функцию. Для упрощения обозначе-
ний введем функцию s £ ( f x , f Y ) , определяемую как об-
ласть перекрытия функций

/ M.fy λάιίν\ I Kdjv *-d.fv\P(l Η-,η Η и p(g+_ii,4 + -JUL).

Таким образом, ОПФ дифракционно ограниченной си-
стемы в этих новых обозначениях имеет вид

JJ d|rfn

So if f \- -*(f*-fr)
V (Ι χ, Ι у) — -г-,

J Jrfldtl

Jt (О, 0)

При наличии аберраций подстановка (6.33) в (6.27) дает

№,Ы =

Я Г Г / λάΛ Н/И

exp^^fi—-UL. Л—Я-
Λ(ίχ.ίγ)

/ M.f.. Щу \Л \
-w ξ + —ρ-, ц + —~ Mirfn

= ^—JTJ · (6.34)
JJ alar,

Л (О, 0)

Это выражение позволяет нам непосредственно связать
погрешности волнового фронта н ОПФ.

Как важное общее свойство, отметим тот факт, что
аберрации никогда не увеличивают МПФ (модуль
ОПФ). Для доказательства этого свойства используем
неравенство Шварца (6.28). Пусть функции X и Υ в этом
неравенстве имеют следующий вид:

J Χ&η)-βχρ[^(ί-^,η-^)].

Yft. ^ = exP[-yw(| + ̂ , η + -̂ )].
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Замечая, что |X | 2 = | Y | 2 = 1 , получаем

I V (/χι /у) |с аберрациями =

И Г Г / Xd.fv hd.fv\
exp{/*[ir(i-^p. η—^)-

л (fxfy)
/ λά,ίν λί,Λ,γη

-^(ξ + -Ρ·. 4 + -pj]j</6Ai

<

J J d l r f n

./Ζ (0,0)

2

<

/ / <^П

<i{fx. fv)
I ̂  ('X' ' Y) {без аберраций'II ̂ ц

Л (0.0)

Таким образом, аберрации будут в основном уменьшать
контраст каждой пространственно-частотной составляю-
щей интенсивности изображения. Абсолютное значение
предельной частоты остается неизменным, но сильные
аберрации будут настолько уменьшать высокочастотные
части ОПФ, что эффективная предельная частота ока-
жется много меньше соответствующей величины в ди-
фракционно ограниченной системе. Кроме того, аберра-
ции могут привести к отрицательным, значениям ОПФ
в некоторых диапазонах частот, что совершенно невоз-
можно в системах, свободных от аберрации. Если ОПФ
отрицательна, то составляющие изображения на этой
частоте испытывают реверсирование контраста, т. е.
пики интенсивности превращаются в нули интенсивно-
сти и наоборот. Пример такого эффекта приведен в сле-
дующем параграфе.

Пример простой аберрации — ошибка фокусировки ')

Одной из самых простых аберрации, легко описывае-
мых математически, является ошибка фокусировки. Но

') Ошибку фокусировки можно отнести к аберрациям системы
только формально. Аберрации определяют отклонение выходящей из
системы волны от наиболее близкой к ней сферической волны. В дан-
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даже в этом простом случае для того, чтобы не услож-
нять математические выкладки, проще рассмотреть квад-
ратное отверстие (а не круглое, которое представляет
больший практический интерес).

Как было показано в гл. 5, § 3, условия, при кото-
рых предмет находится в фокусе, определяются форму-
лой линзы

J-+-I—i = o
dt Ф ̂  / '

Если плоскость изображения не совпадает с фокальной
плоскостью, то справедливо более общее соотношение

J , J !_
dt """ da f e-

Сравнивая (5.30) и (6.33), находим функцию аберрации

W(X, y)-*£±£L. (6.35)
Для квадратного отверстия со стороной / максималь-

ная фазовая ошибка на краю отверстия (вдоль оси х.
или у) равна ε£/2/8. Таким образом, максимальная ошиб-
ка в оптической длине, которую мы обозначим w, равна

w =-*£-. (6.36)

Число w — удобный показатель величины ошибки фоку-
сировки.

Если выражение (6.35) для функции аберрации W
подставить в выражение (6.34) для ОПФ, то после ряда
простых преобразований получим

*^м-ЛЙ)Л(ж-)х

*ЧШ)(' -»«£ Ш(-^)]·
(6.37)

ном случае речь идет об отклонении сферической волны, сходящейся
в точке изображения, от сферы с центром в точке наблюдения.—
Прим. ред.



Фиг. 46. График ОПФ при неточной фокусировке в случае квад-
ратного отверстия.

График этой ОПФ показан на фиг. 46. Заметим, что при
w = 0 мы действительно получаем ОПФ для дифрак-
ционно ограниченной системы. Отметим также, что для
значений w > 1/2 знак ОПФ меняется на обратный. Эти
реверсирования контраста можно легко наблюдать, если
в качестве предмета использовать изображенную на
фиг. 47, а миру, составленную из «спиц». Если система
расфокусирована, то при увеличении пространственной
частоты (т. е. уменьшении радиуса) происходит посте-
пенное ослабление контраста и ряд реверсирований кон-
траста, как видно на фиг. 47,6.

Наконец, рассмотрим вид ОПФ в случае очень боль-
шой ошибки фокусировки (т. е. при ш^!). В этом
случае частотный отклик падает до нуля для относитель-
но небольших значений fx/2f0 и /у/2/о- Следовательно,



Фиг. 47. Сфокусированное (α) и расфокусированное (б) изображе-
ние миры, составленной из «спид».
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можно записать

'-¥-.'-¥->
и выражение для ОПФ принимает вид

™»«-4£(*)]·4ΐ·β)]· ̂
Читатель может убедиться (см. задачу 6.6), что это есть
точное выражение для ОПФ, предсказываемое геомет-
рической оптикой! Вообще в случае значительных абер-
раций любого вида для получения хорошего приближе-
ния для ОПФ системы достаточно подвергнуть преобра-
зованию Фурье импульсный отклик, предсказываемый
геометрической оптикой.

§ 5. СРАВНЕНИЕ ФОРМИРОВАНИЯ ИЗОБРАЖЕНИЯ
ПРИ КОГЕРЕНТНОМ И НЕКОГЕРЕНТНОМ ОСВЕЩЕНИИ

Как следует из § 2 и 3, ОПФ дифракционно ограни-
ченной системы отлична от нуля вплоть до частоты,
вдвое превышающей предельную частоту когерентной пе-
редаточной функции. Естественно напрашивается вывод,
что изображения при некогерентном освещении неизмен-
но будут «лучше», чем при когерентном, при условии,
что в обоих случаях используется одна и та же опти-
ческая система. Как мы сейчас увидим, этот вывод, во-
обще говоря, неверен: сравнение двух типов освещения
значительно сложнее, чем может показаться при таком
поверхностном рассмотрении.

Слабым местом вышеприведенных соображений яв-
ляется непосредственное сравнение предельных частот
в этих двух случаях. В действительности их нельзя срав-
нивать непосредственно. Предельная частота при коге-
рентном освещении определяет составляющую макси-
мальной частоты для амплитуды изображения, тогда как
предельная частота при некогерентном освещении отно-
сится к частотным составляющим интенсивности изобра-
жения; однако в обоих случаях в конечном итоге наблю-
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дается интенсивность. Несомненно, любое прямое срав-
нение этих двух систем должно проводиться по одной
и той же величине — интенсивности изображения.

Даже если величина, по которой сравниваются си-
стемы, выбрана'правильно, сравнение по-прежнему будет
затруднительным в силу еще одного важного обстоя-
тельства: неопределенным остается понятие «лучше». Мы
не имеем универсального качественного критерия, на
котором могли бы основывать свои суждения. Можно
рассмотреть ряд возможных критериев этого типа (на-
пример, наименьшая среднеквадратичная разность ме-
жду интенсивностями предмета и изображения), но, к
сожалению, конечная реакция наблюдателя так сложна
и малопонятна, что трудно установить правильный и
имеющий смысл критерий.

Из-за отсутствия подходящего качественного крите-
рия сравнение двух типов изображения неизбежно ка-
сается лишь каких-то его параметров и мало говорит
о полном качестве изображения. Тем не менее такие
сравнения весьма полезны, поскольку выявляют некото-
рые различия между двумя типами освещения.

Частотный спектр интенсивности изображения

Одной из простых характеристик интенсивности изо-
бражения, по которой можно производить его сравнение
в двух случаях, служит частотный спектр. В отличие от
некогерентной системы, которая линейна в отношении
интенсивности, когерентная система сильно нелинейна
по этой переменной. Таким образом, нахождение спек-
тра интенсивности в случае когерентного освещения не-
сколько затруднено.

В случае некогерентного освещения интенсивность
изображения представляется сверткой

/, = |НР*/, = |Нр* |и,р.

С другой стороны, в случае когерентного освещения име-
ем

7, = |Ь*и.р.
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Будем обозначать символом * операцию автокорреляции

X(fx, M-*X(fx, ϊγ) =

= J J X (|, η) Χ* (I + fx, η + fy) dl *]. (β.39)
— oo

Тогда частотный спектр интенсивности изображения для
двух случаев можно записать сразу следующим образом:

Некогерентное освещение #"{/,} = [Н*Н] [Gg^Gg],

Когерентное освещение &~[It}= HG^HG^,

где Gg — спектр функции U^, a H — передаточная функ-
ция при когерентном освещении.

Из общих соотношений (6.40) не следует, что в смы-
сле частотного состава изображения один вид освещения
лучше другого. Однако они показывают, что частотные
спектры в этих двух случаях могут быть различными и,
кроме того, результаты любого подобного сравнения бу-
дут в значительной степени зависеть от распределений
как интенсивности, так и фазы в плоскости предмета.

Для подтверждения последнего вывода рассмотрим
два предмета с одинаковыми коэффициентами пропуска-
ния по интенсивности, но с различными распределениями
фазы. При этом можно будет сказать, что изображение
одного из них лучше в когерентном свете, а другого —
в некогерентном. Пусть коэффициент пропускания по ин-
тенсивности для предметов в обоих случаях имеет вид

tfaoi Уо) = cos2 2nfxQ,

где мы считаем, что

~2~ "̂  /о < /о>

причем /о — предельная частота при когерентном осве-
щении. Амплитудные коэффициенты пропускания для
двух предметов выбраны следующим образом:

А: ta (XQ, уй) = cos 2nfxQ,
(b.41)

В: tb(xQ, г/а) = |соз2л/*01,
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Ф и г . 48. Расчет спектра интенсивности изображения для пред-
мета А.

т. е. предметы различаются только периодическим рас-
пределением фазы. Фиг. 48 иллюстрирует последователь-
ные действия в частотной области, которые в итоге дают
спектр интенсивности изображения предмета А. Во всех
случаях предполагается, что оптическая система дифрак-
ционно ограничена. Заметим, что контраст распределе-
ния интенсивности изображения для некогерентного ос-
вещения хуже, чем для когерентного. Таким образом,
можно сказать, что для данного предмета лучше коге-
рентное освещение.
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Соответствующее сравнение для предмета В осущест-
вляется проще. Амплитуда предмета теперь представляет
собой периодическую функцию с частотой основной гар-
моники 2/. Но так как 2f > /о, то в случае когерентного
освещения интенсивность изображения меняться не бу-
дет, тогда как некогерентная система формирует то же
самое изображение, как и для предмета А. Таким обра-
зом, во втором случае лучше некогерентное освещение.

В итоге ответ на вопрос, какой тип освещения лучше
с точки зрения спектрального состава изображения, за-
висит в значительной степени от структуры предмета и,
в частности, от распределения фазы в точках предмета.
Нельзя сказать, что один вид освещения предпочтителен
во всех случаях. Сравнение обычно сложно, хотя суще-
ствуют и простые случаи, подобные только что рас-
смотренному. Другой простой пример рассмотрен в за-
даче 6.3.

Разрешение двух точек

Второй возможный критерий сравнения основан на
способности соответствующей системы различать два
близко расположенных точечных источника. Такой кри-
терий давно использовался как характеристика качества
оптических систем, в частности в астрономии, где он
играет наиболее важную практическую роль.

Согласно так называемому критерию Рёлея, два не-
когерентных точечных источника «разрешаются» (ди-
фракционно ограниченной) системой, если центр диска
Эри, созданного одним источником, совпадает с нулем
первого порядка дифракционной картины, созданной вто-
рым источником. Минимальное разрешаемое расстояние
между идеальными изображениями, следовательно,
равно

6=1,22-^-, (6.42)

где / — диаметр выходного зрачка [ср. соотношение
(4.18)]. На фиг. 49 представлено распределение интен-
сивности изображения для этого минимального расстоя-
ния. Заметим, что провал в центре составляет около 19%
от максимальной интенсивности.
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Ф и г . 49. Распределение интенсивности в изображении двух неко-
герентных точечных источников, находящихся на минимальном раз-

решаемом расстоянии.

Теперь мы можем спросить: при каком освещении,
когерентном или некогерентном, легче различать два
точечных источника, разделенных расстоянием Релея?
Для астрономических объектов, где мы всегда имеем не-
когерентное освещение, этот вопрос, разумеется, носит
чисто академический характер. Однако в области микро-
скопии, где по желанию можно выбрать когерентное ил!1
некогерентное освещение, этот вопрос представляет оп-
ределенный интерес.

Как и в предыдущих случаях, ответ зависит от рас-
пределения фазы, связанного с предметом. Распределение
интенсивности в изображении можно сразу записать
в нормированных координатах изображения следующим
образом:

, , I 9 /, [π (*-0,61)] . .,,ο /, [я (* +0.61)] 2

1 W ~ Ι Λ π(*-0,61) ^в * л (ж+ 0,61) '

где φ — относительная разность фаз двух точечных ис-
точников. На фиг. 50 приведены распределения интен-
сивности изображения для точечных источников, излу-
чающих в фазе (φ = 0°), в противофазе (φ = 180°) и с
разностью фаз в четверть периода (φ = 90°). Распреде-
ление интенсивности в изображении для источников,
сдвинутых по фазе на 90°, тождественно распределению
Для некогерентных точечных источников. Когда разность
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Фиг. 50. Распределение интенсивности в изображении двух взаимно
когерентных точечных источников, находящихся на минимальном

разрешаемом расстоянии.

фаз φ = 0°, провал на кривой интенсивности изображе-
ния отсутствует и, следовательно, две точки труднее
различать, чем в случае некогерентного освещения. На-
конец, если точечные источники излучают в противо-
фазе, то провал составляет больше 19% и при когерент-
ном освещении две точки различимы лучше, чем при
некогерентном. Таким образом, снова нельзя сделать
вывод относительно того, какой вид излучения предпоч-
тителен с точки зрения разрешающей способности.

Другие эффекты

Существует ряд свойств изображений, о которых
следует упомянуть при сравнении когерентных и некоге-
рентных изображении [13]. Во-первых, отклики некоге-
рентнон и когерентной систем на возмущение, распро-
страняющееся от резко очерченного края, существенно
отличаются друг от друга. На фиг. 51 представлены
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Φ иг. 51. Теоретические кривые интенсивности откликов системы
на функцию скачка в пространстве предмета при когерентном и

некогеренгном освещении.

вычисленные теоретически отклики системы с квадрат-
ным выходным зрачком на функцию скачка в простран-
стве предмета. На фиг. 52 приведены фотографии изо-
бражения края в двух случаях. Видно, что в случае
когерентного освещения резко выражены осцилляции.
Это свойство аналогично «дребезжанию», которое имеет
место в видеоусилительных схемах, если передаточные
функции падают слишком резко. Передаточная функция
когерентной системы имеет резкие переходы, тогда как
изменения ОПФ присходят более плавно. Из графиков,
приведенных на фиг. 51, также видно, что кажущиеся
положения края (т. е. абсциссы точек, в которых интен-
сивности отклика равны половине максимальной) раз-
личны для двух видов освещения, причем когерентное
освещение вводит незначительную погрешность.

Кроме того, мы должны упомянуть об эффекте зер-
нистости, который легко наблюдается при высокой сте-
пени когерентности освещения. На фиг. 53 приведены
фотографии предмета в когерентном и некогерентном
свете. Зернистость изображения, полученного в когерент-
ном свете, — прямое следствие оптической грубости

12 Дж. Гудмем
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Ф и г . 52. Фотографии функции скачка в пространстве предмета
при когерентном (слева) и некогерентном (справа) освещении.

поверхности предмета и высокой когерентности света
лазера, который служил источником (см., например, [14,
15]). Можно показать, что размер отдельных зерен при-
близительно равен размеру изображения разрешаемого
элемента. Таким образом, если размер рассматриваемого
предмета приблизительно равен пределу разрешения

а

Фиг. 53. Изображения, иллюстрирующие эффект зернистости при
когерентном (а) и некогерентном (б) освещении.

71
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оптичской системы, эффекты зернистости могут быть осо-
бенно неприятны. Часто можно избавиться от зернисто-
сти, помещая кусочек матового стекла в поток света и
сдвигая его в процессе наблюдения. Степень когерентно-
сти света частично уменьшается, и зернистость в значи-
тельной степени «размывается».

Наконец, освещение с высокой степенью когерентно-
сти особенно чувствительно к оптическим дефектам, ко-
торые могут встретиться на пути света. Например,
мельчайшие частички пыли на линзе могут приводить
к появлению ярко выраженных дифракционных колец,
которые будут накладываться на изображение. Эти
эффекты можно свести к минимуму, помещая подвиж-
ный рассеиватель, подобный матовому стеклу, в поток
света.

§ 6. РАЗРЕШАЮЩАЯ СПОСОБНОСТЬ,
ПРЕВЫШАЮЩАЯ КЛАССИЧЕСКИЙ

ДИФРАКЦИОННЫЙ ПРЕДЕЛ

До недавнего времени было широко распространено
мнение, что дифракционные эффекты накладывают прин-
ципиальные ограничения на характеристики оптической
системы. Считалось, что невозможно получить разреше-
ние, превышающее классический дифракционный пре-
дел1). Даже для бесконечно большой линзы появление
затухающих волн ограничивает разрешение величиной
порядка оптической длины волны. Последние работы
[17—19] показали, однако, что для некоторых типов
предметов можно получить разрешение, превышающее
классический предел2). Действительно, как мы покажем
в этом параграфе, для пространственно ограниченных
предметов в принципе можно получить сколь угодно вы-
сокое разрешение.

') Критерий предела разрешения зависит от соглашения относи-
тельно контрастной чувствительности приемника, например глаза. —
Прим. ред.

2) Особый интерес представляет работа Торальдо дн Франсиа
[17], который с помощью теории сверхнаправленных антенн показал,
что привычный «предел Релея» для разрешения носит практический,
а не теоретический характер.

12*
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Основные математические положения

Существуют весьма основательные математические
соображения, показывающие, что разрешение может пре-
вышать классический предел. Эти соображения основаны
на двух главных математических принципах, которые
мы приведем здесь в виде теорем. Их доказательства
можно найти, например, в работе [20].

Теорема 1. Двумерный фурье-образ пространст-
венно ограниченной функции есть аналитическая
функция в плоскости /А-/У-

Теорема 2. Если любая аналитическая функция
в плоскости fxfr точно известна в сколь угодно ма-
лой (но конечной) области этой плоскости, то полная
функция (единственная) может быть найдена мето-
дом аналитического продолжения.
Далее, для любой оптической системы как при коге-

рентном, так и при некогерентном освещении информа-
ция, содержащаяся в изображении, определяется конеч-
ной частью спектра предмета1), а именно частью, про-
пущенной передаточной функцией системы. Если эту ко-
нечную часть спектра предмета можно точно определить
по изображению, то для ограниченного предмета полный
спектр предмета можно найти аналитическим продолже-
нием. Если найден полный спектр предмета, то предмет
может быть восстановлен с бесконечной точностью.

Пример схемы восстановления

Хотя основные математические принципы легче всего
формулировать в терминах теории аналитического про-
должения, восстановление можно осуществить многими
способами; результат при этом не изменится. Особенно
простой метод рассмотрен в работе Гарриса [18]. Пред-
положим, что предмет ограничен прямоугольником со
сторонами Lx и LY. Тогда, используя теорему Уиттеке-
ра — Шеннона, можно записать спектр предмета
Go(fx. /у) через его выборочные значения в точках

') Под спектром предмета мы подразумеваем, конечно, спектр
амплитуды предмета при когерентном освещении и спектр интенсив-
ности предмета при некогерентном освещении.
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(n/Lx,mlLY)t):

(Μ/*./,)-!; Σ <4ΐ·ΐ)*
n~-oom--οο ^ Λ γι

| Xsinc^Lx^-^jsinc^LH/K-f^-)]. (6.43)

Вследствие ограниченности полосы пропускания опти-
ческой системы значения GQ(n/Lx, tn/LY) можно найти
только для нескольких малых чисел (п, т). Предполо-
жим, что мы сумели каким-то образом определить G0

для больших целых чисел, скажем (п = ±N, т = ±М),
так что с помощью приближенной формулы

лг м

Go(/x,M~ Σ Σ °°(Т7'ТГ)Х

n=,-Nm Μ ^ X Y

X sine \2LX (/x - -̂)] sine [2LK (ft, ~щ)] (6.44)

можем определить точные значения G 0 ( f x , f Y ) по край-
ней мере в некоторой конечной области вне полосы про-
пускания системы. Другими словами, формула (6.44) по-
зволяет установить спектр предмета по крайней мере
в некоторой конечной области вне полосы пропускания,
если известно достаточное число выборочных значений
вне полосы пропускания.

Чтобы определить выборочные значения вне полосы
пропускания, можно использовать формулу (6.44) иным
образом: мы измеряем значения G0 на любых (2N+
+ I) (2М + I) частотах внутри полосы пропускания.
Если любое из этих измеренных значений подставить
вместо GO в левую часть формулы (6.44), получим одно
уравнение с (2N + 1) (2М + 1) неизвестными2):

G°(T-· -r): ft = °. ±!· ···. ±N' от = °. ± 1 ···. ±м·__ \Lx LYI
') Аналитичность функции G0 можно доказать непосредственно

из (6.43) путем разложения sine функции в степенной ряд, откуда
следует, что Go тоже раскладывается в степенной ряд.

2) Фактически некоторые из этих неизвестных могут лежать
в пределах полосы пропускания п, следовательно, быть известными,
но это упрощение только облегчает восстановление.
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Таким образом, (2Л^+1) (2М+1) известных значений G0

дают (2N + 1) (2М + 1) линейных уравнений с (2/V +
+ 1)(2Λί+1) неизвестными. Эту систему уравнений
можно в принципе решить и получить ряд выборочных
значений, которые лежат также и вне полосы пропуска-
ния. Теорема выборки затем позволяет найти значе-
ния GO между выборками и получить по крайней мере
часть спектра предмета, лежащую вне полосы пропуска-
ния. Преобразование Фурье дает затем изображение
с более высоким разрешением, чем допускает классиче-
ский предел.

Практические ограничения

Математические принципы, лежащие в основе теории
восстановления предмета, теперь ясны. Остается выяс-
нить, какой результат можно получить, применяя эти
принципы к реальным оптическим системам. Основное
затруднение представляет собой шум, который неизменно
сопровождает любое измерение спектра предмета в пре-
делах полосы пропускания. Неточность измерений в пре-
делах полосы пропускания может существенно увели-
читься, если система линейных уравнений решается для
выборочных значений вне полосы пропускания, посколь-
ку такие выборочные значения выражаются линейными
комбинациями всех измеренных значений, каждое из ко-
торых вносит некоторый шумовой вклад. Проблема вос-
становления остается предметом активных исследова-
ний; только со временем выяснится, насколько успешно
эти методы могут применяться на практике.

З А Д А Ч И

6.1. Некогерентная оптическая система имеет зрачок в виде ква-
драта со стороной /. Квадратный экран со стороной 1/2 расположен
в центре зрачка, как показано на фиг. 54.

а) Построить график оптической передаточной функции при на-
личии и в отсутствие экрана.

б) Изобразить вид оптической передаточной функции в предель-
ном случае, когда размер экрана приблизительно равен размеру вы-
ходного зрачка.
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Φ и г. 54. Φ и г. 55.

8.2. Некогерентная оптическая система имеет круглый выходной
зрачок диаметром /. Диафрагма в виде полуплоскости помещена
в выходной зрачок, в результате чего он принимает форму, показан-
ную на фиг. 55. Найти выражения для оптической передаточной
функции вдоль осей /х и /у.

6.3. Изображение предмета с амплитудным коэффициентом про-
пускания в виде прямоугольной волны (фиг. 56) образуется при по-
мощи линзы, имеющей круговой зрачок. Фокусное расстояние линзы
равно 10 см, частота первой гармоники прямоугольной волны равна
1000 период/см, расстояние до предмета равно 20 см, длина волны
ΙΟ"4 см. Найти минимальный диаметр линзы, при котором будет еще
заметно некоторое изменение интенсивности в плоскости изображе-
ния для случаев а) когерентного освещения предмета, б) некоге-
рентного освещения предмета.

tin
ι.

ea.yi-tixi-f

Ф и г . 56.

6.4. Синусоидальный тест-объект с амплитудным коэффициентом
пропускания

t(x, y)=j + -^cos2nfx

помещен перед когерентной оптической системой. Предполагая, что
частота f достаточно мала, чтобы быть пропущенной системой, и
пренебрегая увеличением и общим ослаблением системы



184 Гл. 6. Частотный анализ оптических систем

а) найти распределение интенсивности в плоскости изображе-
ния для системы, свободной от аберраций;

б) показать, что то же самое распределение интенсивности по-
лучается в бесконечном множестве плоскостей пространства изобра-
жения, не соответствующих плоскости фокусировки.

6.5. Синусоидальная амплитудная решетка с амплитудным про-
пусканием

i (*, У)=~% + ~2 COS 2π^Χ

расположена перед собирающей круглой линзой (диаметр /, фокус-
ное расстояние /) и освещается монохроматической плоской волной,
распространяющейся под углом θ в плоскости хаг, как показано на
фиг. 57.

Ф и г . 57.

а) Каков фурье-спектр распределения амплитуды света, пропу-
щенного решеткой?

б) Полагая da = d,- = 2/, определить максимальный угол Θ, для
которого в плоскости изображения будет заметно некоторое измене-
ние интенсивности.

в) Предполагая, что этот максимальный угол известен, опре-
делить распределение интенсивности в плоскости изображения и
сравнить его с соответствующим распределением интенсивности для
6 = 0.

г) Предполагая, что θ принимает максимальное значение, опре-
делить максимальную частоту /, при которой изменения интенсивно-
сти еще будут наблюдаться в плоскости изображения. Сравнить эту
частоту с граничной частотой при 0 = 0.

6.6. Используя соотношение (6.38), показать, что полученная
в приближении геометрической оптики ОПФ для несфокусированной
системы с квадратным зрачком равна

[8ш ( fv\-\ Г 8w I fv \Ί
s (/WK)=Ч^г (ж)Ыт-(ж)}
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где ω — максимальная погрешность в оптической длине пути в на-
правлении осей χ или у, а /о — предельная частота при когерентном
освещении.

Л

21-

Фиг. 58.

Θ.7. Предмет имеет коэффициент пропускания по интенсивности

τ ( χ , 2/)= j(l+cos%ifx)

и создает постоянный однородный фазовый сдвиг в плоскости пред-
мета. Изображение этого предмета формируется при помощи поло-
жительной линзы диаметром / и фокусным расстоянием f, как по-
казано на фиг. 58. Сравнить максимальные частоты /, пропущенные
системой, для случаев когерентного и некогерентного освещения.

6.8. Для некогерентной системы, зрачок которой имеет форму,
показанную на фиг. 59, изобразить сечения оптической передаточной
функции плоскостями f x = const и f y = const и отметить значения
предельных частот.

Фиг. 59.

6.9. Все частотные составляющие амплитудного коэффициента
пропускания некоторого предмета лежат в плоскости частот на
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окружностях, радиусы которых определяются соотношением

ρ/η = V 2та, т = 0 ,1,2,3

Предполагая, что предмет освещается плоской однородной волной, и
пренебрегая дифракционными эффектами, обусловленными конеч-
ными размерами предмета, показать, что такой предмет является
«самоизображающимся» в том смысле, что за предметом без линз
образуются не периодически повторяющиеся идеальные изображе-
ния.

6.10. Величину аберраций некогерентной системы очень удобно
характеризовать фактором резкости Стрела 2), который определяется
как отношение интенсивности света в максимуме изображения то-
чечного источника (импульсный отклик) к максимуму интенсивности
в изображении точечного источника тем же прибором в отсутствие
аберраций. Доказать, что фактор 35 равен нормированной площади
под оптической передаточной функцией прибора с аберрациями, т. е.

Л £> (!χ, ϊγ) |с аберрациями dhdh

— 00

оо

J I S (fx· Μ 1без аберраций dfx *ΪΥ
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ГЛАВА 7

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ
И ОПТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

В предыдущей главе мы убедились в несомненной
плодотворности концепции линейных систем при ана-
лизе оптических устройств. Однако если бы эта концеп-
ция была полезна только для целей анализа, то она
играла бы в современной оптике значительно меньшую
роль, чем это оказывается в действительности. Фактиче-
ское ее значение можно понять только после рассмотре-
ния удивительных возможностей синтеза с помощью оп-
тических систем.

Существует много примеров, когда применение кон-
цепции линейных систем к задачам проектирования оп-
тических устройств принесло большую пользу. Одно из
направлений применения теории линейных систем свя-
зано с использованием пространственно-частотного рас-
смотрения для усовершенствования различных типов
оптических приборов. Примеры проблем такого рода
в их историческом аспекте будут "обсуждаться в § 1.

Существуют и другие в такой же мере важные при-
менения, которые непосредственно не относятся к си-
стемам, формирующим изображение как таковое, и их
лучше отнести к общей области обработки информации.
Эти применения основаны на способности оптических си-
стем выполнять общие линейные преобразования посту-
пающих на вход данных. Объем данных в некоторых
случаях бывает настолько большим, что существенно
превышает возможности наблюдателя. Тогда для
уменьшения количества данных решающую роль будет
играть линейное преобразование, выделяющее нужные
группы таким образом, чтобы они могли восприниматься
наблюдателем. Пример подобных приложений приведен
в § б при обсуждении вопроса о распознавании образов.
Возможны также случаи, когда большая часть данных
имеет такую форму, что не может непосредственно вос-
приниматься наблюдателем; тогда линейное преобразо-
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вание может придать им нужный вид. В качестве при-
мера можно назвать обработку данных антенн синтети-
ческой апертуры, что рассматривается в § 7.

Круг вопросов, связанных с оптической обработкой
информации, слишком широк, чтобы его можно было все-
сторонне рассмотреть всего в одной главе. Действитель-
но, в настоящее время существует уже несколько книг,
посвященных исключительно этой теме (см., например,
[1, 2]). В настоящей главе мы разберем только несколь-
ко общих принципов и приведем примеры, позволяющие

(проиллюстрировать эти принципы. При этом, несомнен-
но, из нашего поля зрения выпадет множество интерес-
ных и полезных методов, но читатель, интересующийся
затронутым вопросом, может составить более полное
представление о предмете, обратившись к цитированной
литературе.

§ I. ИСТОРИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Можно сказать, что история метода синтеза Фурье
начинается с того момента, когда стало применяться со-
знательное воздействие на спектр изображения. Первое
сообщение об экспериментах такого рода было опубли-
ковано Аббе [6.7] в 1873 г., а затем Портером [3]
в 1906 г. В обоих случаях конечной целью экспериментов
была проверка созданной Аббе теории формирования
изображений в микроскопе и исследование пределов ее
применимости. Принимая во внимание изящество и про-
стоту этих экспериментов, мы рассмотрим их более
подробно.

Эксперимент Аббе — Портера

Эксперименты, осуществленные Аббе и Портером,
позволяют наглядно представить не только механизм
формирования изображения в когерентной системе, но и
основные принципы анализа Фурье. Идея этих экспери-
ментов иллюстрируется схемой на фиг. 60. Предмет, ко-
торым служит сетка из тонкой проволоки, освещается
когерентным светом. В задней фокальной плоскости
линзы получается фурье-спектр периодической сетки.
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Фиг. 60. Схема эксперимента Аббе — Портера.

Различные фурье-компоненты, прошедшие через линзу,
складываясь, дают в плоскости изображения точную ко-
пию решетки. Помещая в фокальную плоскость различ-
ные препятствия (например, ирисовую диафрагму, щель
маленький экран), можно непосредственно различным
образом воздействовать на спектр изображения.

На фиг. 61, α приведена фотография исходного никак
не измененного спектра сетки; на фиг. 61, б — соответ

Фиг. 61. Фотографии исходной сетки и ее спектра.
α - спектр; и — изображение.
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Фиг. 62. Спектр сетки, отфильтрованный горизонтальной щелью (а),
и соответствующее изображение (б).

ствующее изображение. Из-за периодичности предмета
в фокальной плоскости появляется набор отдельных
спектральных компонент; ширина каждой из них опреде-
ляется размерами круглой оправы, в которую вставлена
сетка. Яркие пятна вдоль горизонтальной оси в фокаль-
ной плоскости соответствуют комплексным экспонен-
циальным компонентам, направленным горизонтально
(ср. фиг. 1); яркие пятна вдоль вертикальной оси соот-
ветствуют вертикально направленным комплексным экс^
поненциальным компонентам. Внеосевые пятна соответ-
ствуют компонентам, направленным под соответствую-
щим углом в плоскости предмета.

Возможности метода пространственной фильтрации
хорошо видны на примере эксперимента, при котором
в фокальную плоскость помещают узкую щель так, чтобы
через нее проходил только один ряд спектральных ком-
понент. На фиг. 62, а показан спектр, получающийся при
использовании горизонтальной щели. Соответствующее
изображение, приведенное на фиг. 62, б, содержит толь-
ко вертикальную структуру сетки; отсюда с очевидностью
следует, что именно горизонтально направленные ком-
плексные экспоненциальные компоненты дают вклад в
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Ф и г . 63. Спектр сетки, отфильтрованный вертикальной щелью (а)
и соответствующее изображение (б).

вертикальную структуру изображения. Горизонтальная
структура совершенно исчезает.

Если повернуть щель на 90° так, чтобы через нее про-
ходил лишь вертикальный ряд (фиг. 63, а), то получаю-
щееся изображение содержит только горизонтальную
структуру (фиг. 63,6). Легко обнаружить и другие инте-
ресные эффекты. Например, если в фокальную плоскость
поместить ирисовую диафрагму и установить ее так,
чтобы через нее проходила только осевая фурье-компо-
нента, то при последовательном расширении ирисовой
диафрагмы можно шаг за шагом проследить фурье-син-
тез сетки. Если же убрать ирисовую диафрагму, а вме-
сто нее на оси линзы в фокальной плоскости поместить
маленький экран, который закрывал бы только цен-
тральный порядок, или компоненту «нулевой частоты»,
то мы получим изображение сетки с обращенным кон-
трастом (см. задачу 7.1).
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Фазово-контрастный микроскоп Цернике

Многие интересные для микроскопии объекты обла-
дают высокой прозрачностью и поэтому совсем или по-
чти совсем не поглощают свет (например, бесцветные
бактерии). При прохождении света через такой объект
основным эффектом будет появление сдвига фазы, ве-
личина которого различна в разных точках. Подобный
эффект, конечно, нельзя наблюдать с помощью обычного
микроскопа и приемника, реагирующего на интенсив-
ность света. Уже давно разработано много методов на-
блюдения таких объектов; к их числу относятся интер-
ферометрический способ, метод темного поля, в котором
используется небольшой экран, закрывающий только
центральную спектральную компоненту нулевого поряд-
ка (см. задачу 7.2), и метод свилей, в котором устра-
няются все спектральные компоненты по одну сторону
от нулевого порядка (см. задачу 7.3). Все эти методы
обладают одним и тем же недостатком: наблюдаемые
изменения интенсивности нелинейно связаны со сдвигом
фазы и поэтому не могут служить непосредственной ха-
рактеристикой вариаций толщины объекта.

В 1935 г. Фриц Церннке [4] предложил новый фазо-
во-контрастный метод, основанный на принципах про-
странственной фильтрации. Достоинство этого метода
заключается в том, что наблюдаемая интенсивность све-
та (при определенных условиях, которые будут рассмот-
рены в дальнейшем) линейно связана со сдвигом фазы,
вносимым объектом. Это один из первых результатов,
полученных путем использования идеи о синтезе, по-
этому мы остановимся на нем подробнее.

Предположим, что прозрачный объект с амплитуд-
ным коэффициентом пропускания

t(x,y) = eif<x-y) (7.1)

освещен когерентно в оптической системе. Для упроще-
ния математических расчетов допустим, что увеличение
равно единице· и что можно пренебречь ограниченностью
размеров входного и выходного зрачков системы. Кроме
того, необходимое условие получения линейной связи
между сдвигом фазы и интенсивностью состоит в том,

13 Дж. Гуднеи
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что сдвиг фазы φ должен быть много меньше 1 рад. В та-
ком случае амплитудный коэффициент пропускания
можно аппроксимировать выражением

t(x,y)**l+j<f(x,y). (7-2)

В этом приближении мы пренебрегаем членами поряд
ка φ2 и выше. Заметим, что первый член в (7.2) соответ
ствует интенсивной волне, проходящей через образец бел
изменения, в то время как второй член отвечает более
слабому дифрагированному свету, отклоняющемуся от
оси системы.

Интенсивность изображения, получающегося в обыч
ном микроскопе, можно записать в виде

/ £ ~ | 1 + / φ | 2 ~ 1 ,

где, следуя нашему приближению, мы пренебрегли чле
ном φ2. Цернике понял, что дифрагированный свет нель
зя наблюдать из-за того, что он сдвинут по фазе на 90
по отношению к интенсивному фону, и что если бы уда
лось как-то видоизменить указанное фазовое соотноше-
ние, то интерференция этих двух членов могла бы обу
словливать видимые изменения интенсивности изобра
жения. Принимая во внимание, что фон фокусируето
в точку, лежащую на оси в фокальной плоскости, а ди
фрагированный свет (содержащий более высокие про-
странственные частоты) отклоняется в сторону от фо
куса, он предложил поместить в фокальной плоскости
фазовую пластинку, изменяющую соотношение фаз ме-
жду сфокусированным и дифрагированным светом.

Фазовая пластинка может представлять собой стек-
лянную подложку, на которую нанесено маленькое про-
зрачное диэлектрическое пятнышко. Пятнышко поме-
щается в центр фокальной плоскости и имеет такую тол
щину и показатель преломления, что изменение фазы
фокусированного света по отношению к изменению фазы
дифрагированного света составляет π/2 или Зл/2 рад.
В первом случае интенсивность в плоскости изображе-
ния равна

/ί = | 6χΡ(/^) + /φ|2 = | ; · (1+φ)Ρ~1+2φ, (7.3)
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а во втором случае имеем

/,= 6χρ(/-^) + /φ|2 = |-/(1-φ)Ι 2 ~1-2φ. (7.4)

Таким образом, интенсивность изображения становится
линейной функцией сдвига фазы φ. Когда фаза фона из-
меняется на π/2, чему соответствует соотношение (7.3),
мы имеем положительный фазовый контраст, а при из-
менении фазы на 3π/2 говорят об отрицательном фазо-
вом, контрасте [соотношение (7.4)]. Кроме того, контраст
изображения можно улучшить, если пятнышко сделать
частично поглощающим (см. задачу 7.4).

Метод фазового контраста — один из методов пре-
вращения пространственной фазовой модуляции в про-
странственную модуляцию интенсивности. Для читателя,
знакомого_с электроникой, вероятно, будет небезынте-
ресно узнать, что через год после открытия Цернике
Армстронг [5] предложил совершенно аналогичный ме-
тод преобразования амплитудно-модулированных элек-
тромагнитных волн в фазово-модулированные. Как мы
уже убедились в гл. 6 и увидим в настоящей главе, за
годы, прошедшие после этих открытий, между радио-
электроникой и оптикой установились более тесные
связи.

Улучшение качества фотографий. Метод Марешаля

В начале 50-х годов сотрудники Оптического инсти-
тута Парижского университета начали активно исследо-
вать возможности использования метода когерентной
пространственной фильтрации для улучшения качества
фотографий. Наиболее существенными были исследова-
ния Марешаля, которые привели к дальнейшему возра-
станию интереса к вопросам оптической обработки ин-
формации.

Марешаль понимал, что недостатки фотографий явля-
ются следствием соответствующих недостатков переда-
точной функции оптической системы, с помощью которой
получаются эти фотографии. В дальнейшем он устано-
вил, что если фотографические диапозитивы установить в
предметной плоскости другой (когерентной) системы, то,

13·



196 Гл. 7. Пространственная фильтрация

помещая соответствующие поглощающие и фазосдви-
гающие пластинки в фокальной плоскости, можно со-
здать компенсирующий фильтр, который по крайней мере
частично устраняет нежелательные дефекты. Хотя пере-
даточная функция исходной оптической системы может
быть неудовлетворительной, при использовании произве-
дения этой передаточной функции на передаточную функ-
цию компенсирующей системы должен получаться более
правильный частотный отклик.

Марешаль и его сотрудники нашли множество раз-
личных способов улучшения качества фотографий. Было
показано, например, что контраст малых деталей изо-
бражений можно улучшить, если просто ослабить
низкочастотные компоненты в спектре объекта. Зна-
чительные успехи были также достигнуты и в отно-
шении устранения размытости изображений. В этом
случае исходная оптическая система расфокусировалась
так, что получался импульсный отклик, состоящий в
приближении геометрической оптики из одинаковых
кружков. Соответствующая передаточная функция имеет
вид

$(ρ)«2-^™Ρΐ,^' παρ '

где а—постоянная величина, а р = 1/7^'+/у. Чтобы полу-
чить компенсирующий фильтр, в фокальную плоскость
фильтрующей системы помещались поглощающая и фа-
зовая пластинки. Поглощающая пластинка ослабляла
низкочастотный интенсивный пик функции£, а фазовая
пластинка изменяла фазу первого отрицательного мак-
симума этой функции на 180°. Исходная и компенсиро-
ванная передаточные функции приведены на фиг. 64.

В качестве другого примера укажем, что с помощью
пространственного фильтра можно устранить периодиче-
скую структуру, связанную с процессом передачи полу-
тоновых изображений (фотографий) при типографской
печати (например, в газетах). Процесс передачи полу-
тонов во многом аналогичен процедуре периодической
выборки, рассмотренной в гл. 2, § 3. Спектр типографски
отпечатанного таким способом рисунка содержит перио-
дическую структуру, во многих отношениях сходную с
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Частотный отклик
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Фиг. 64. Компенсация нерезкости изображения.

а —фильтр, помещаемый в фокальной плоскости: б — первоначальная переда-
точная функция (пунктирная кривая) и та же функция после компенсации

(сплошная кривая).

показанной на фиг. 5. Если в фокальной плоскости
фильтрующей системы поместить ирисовую диафрагму,
то можно добиться того, чтобы через нее проходили
только гармоники, близкие к нулевой частоте. Таким об-
разом удается устранить периодическую структуру на
рисунке, тогда как вся желательная структура изобра-
жения сохраняется.

Возникновение подхода, основанного на теории связи')

В начале 50-х годов текущего столетия стало оче-
видно, что взаимный обмен между теорией связи и
оптикой сулит большие выгоды. Многие проблемы, с ко-
торыми сталкиваются исследователи, занимающиеся
оптикой, имеют очень большое сходство с проблемами

') Мы не будем пытаться перечислить здесь все ранние работы,
способствовавшие сближению этих точек зрения, а в основном со-
средоточим внимание на публикация ч, которые представляют наи-
больший интерес для читателя, имеющего подготовку в области элек-
троники.
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оптимальной фильтрации, обнаружения и оценки в тео-
рии связи. Установлению такого обмена в большой мере
способствовали работы Петера Элиса, занимающегося
теорией связи, и его сотрудников Грея и Робинсона, в
особенности опубликованная в 1952 г. статья «Анализ
Фурье в оптике» [6], а также статья Элиса «Оптика н
теория связи» [7] (1953). Настоящее сближение двух
точек зрения началось после того, как в 1956 г. физик
О'Нейл опубликовал свою статью «Пространственная
фильтрация в оптике» [8]. Точнее говоря, сближению
оптики и теории связи вообще в значительной мере спо-
собствовало то большое впечатление, которое произвели
на ученых-оптиков идеи О'Нейла, высказанные им в его
научных работах и лекциях. Такая взаимосвязь была и
продолжает оставаться плодотворной, о чем свидетель-
ствует большой интерес к работам, представленным на
состоявшемся в 1960 г. симпозиуме «Вопросы теории
связи и информации в современной оптике» [9], и высо-
кий уровень этих работ. С'тех пор слияние этих двух
точек зрения стало настолько полным, что иногда бы-
вает уже трудно сказать, следует ли ту или иную часть
работы печатать в оптическом или электротехническом
журнале.

Применение когерентной оптики
к более общим задачам обработки информации

Если в начале 50-х годов часть физиков стала все
больше и больше понимать, что некоторые аспекты ра-
диоэлектроники можно с успехом использовать в оптике,
то в конце 50-х и начале 60-х годов многие радиоинже-
неры стали представлять, что системы пространственной
фильтрации можно успешно применять при решении бо-
лее общих задач обработки информации. Возможности
когерентной фильтрации особенно очевидны в области
обработки радиолокационных сигналов. Практически эти
возможности впервые использовал Катрона с сотрудни-
ками (Радиолокационная лаборатория Мичиганского
университета). В 1960 г. Мичиганская группа опублико-
вала статью «Оптическая обработка информации и си-
стемы фильтрации» [10], которая вызвала большой инте-
рес к этой методике как среди радиоинженеров, так и
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среди физиков. Одним из наиболее успешных приложе-
ний метода когерентной фильтрации в области радиоло-
кации является обработка результатов, полученных от
антенн «синтетической апертуры» [11]. На этом вопросе
ны кратко остановимся в § 7. Обзор литературы начиная
с середины 60-х годов показывает, что методика когерент-
ной обработки результатов нашла широкое применение
в самых различных областях, начиная, например, от
фурье-спектроскопии [12] до анализа сейсмических
волн [13].

§ 2. ФОТОГРАФИЧЕСКАЯ ПЛЕНКА

Фотографическая пленка играла и продолжает
играть важнейшую роль в оптических и фильтрующих
системах. При фильтрации она может выполнять три
очень важные функции. Во-первых, она может служить
материалом, на котором записываются вводимые в опти-
ческую систему подлежащие обработке исходные дан-
ные. Во-вторых, она может служить материалом для
фильтра, определяющего характеристику системы. На-
пример, она может быть ослабителем, который необхо-
димо вводить в частотную плоскость, чтобы получить
нужную передаточную функцию. В-третьих, она может
спужить материалом для записи выходных сигналов в
системе обработки данных. Часто она выполняет все три
функции.

Существует много других материалов, применяемых
с некоторыми ограничениями для замены пленки в од-
ной или нескольких ее функциях. К числу таких мате-
риалов относятся: жидкие акустические элементы, тер-
мопластические ленты, фотохромные пленки и стекла
и др. Совершенно очевидно, что роль каждого из этих
материалов будет расти, но представляется также весь-
ма маловероятным, что пленка будет когда-нибудь со*
вершенно вытеснена как основной элемент систем опти-
ческой обработки информации.

По этой причине мы немного отклонимся от нашей
основной темы и рассмотрим важнейшие свойства фото-
пленки. Более исчерпывающую информацию читатель
может найти в работах [14, 15].
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Физические основы экспонирования

Неэкспонированная фотографическая пленка или пла-
стинка в основном состоит из множества крошечных зе-
рен галоидного серебра, взвешенных в желатине. По-
следний в свою очередь нанесен на твердую «основу»,
представляющую собой обычно ацетат у пленок или
стекло у пластинок. Когда светочувствительный мате-
риал экспонируется, т. е подвергается воздействию
света, зерна галоидного серебра поглощают энергию
оптических волн и в них происходят сложные физические
изменения. Обнаружено, что зерна, поглотившие доста-
точное количество энергии, содержат крошечные частич-
ки металлического серебра; эти частички называются
центрами проявления. Затем экспонированная пленка
подвергается химической обработке — проявлению. При-
сутствие в каком-либо зерне одного крошечного центра
проявления может явиться причиной превращения всего
галоидного серебра в этом зерне в металлическое се-
ребро. Зерна, не содержащие центров проявления, не
подвергаются таким изменениям. Затем пленка «фик-
сируется», т. е. подвергается химической обработке, при
которой зерна галоидного серебра удаляются, а метал-
лическое серебро остается. Таким образом в дальнейшем
предотвращается возможность превращения не подвер-
гавшихся действию света зерен в металлическое серебро.
Естественно, зерна серебра почти непрозрачны на опти-
ческих частотах; следовательно, коэффициент непро-
зрачности проявленной пленки или пластинки будет за-
висеть от плотности зерен серебра на каждом участке
пленки.

Определение основных величин

Экспозиция Е, которой подвергается пленка или пла-
стинка, определяется как энергия, приходящаяся на еди-
ницу площади в каждой точке светочувствительной по-
верхности. Если интенсивность падающего света рав-
на У 1 ) , а продолжительность экспозиции составляет

') В дальнейшем мы будем использовать букву У для обозна-
чения интересующей нас интенсивности до или во время экспозиции
и букву / для обозначения интенсивности после проявления.
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Т (сек), то мы имеем
Е = УТ.

Коэффициент пропускания по интенсивности τ(χ, у)
проявленного диапозитива определяется следующим об-
разом:

τ(χ, У) =

ί Прошедшая интенсивность в точке (х, у) ]
Падающая интенсивность в точке (х, у) /л<ж. средн.

где локальное усреднение производится по области, раз-
меры которой велики по сравнению с размерами зерен,
но малы по сравнению с величиной участка, на котором
интенсивность прошедшего света заметно меняется.

В 1890 г. Хертер и Дриффилд опубликовали класси-
ческую работу, в которой показали, что величина
lgO/τ) пропорциональна массе серебра на единице пло-
щади проявленного диапозитива. Соответственно они
определили фотографическую плотность почернения D
как

£ = lg(T)· (7-5)

Для описания светочувствительных свойств фотопле-
нок, как правило, используется график зависимости плот-
ности почернения от логарифма экспозиции, обычно на-
зываемой кривой Хертера и Дриффилда (или для крат-
кости кривой X н Д) '). На фиг. 65 приведена типичная
кривая почернения негативных фотоматериалов. Если
экспозиция меньше некоторой определенной величины,
то плотность почернения не зависит от экспозиции и
имеет минимальное значение, называемое вуалью. В «об-
ласти недодержек» при увеличении экспозиции начинает
расти и плотность почернения. Затем следует участок
кривой, на котором плотность почернения прямо пропор-
циональна логарифму экспозиции; наклон этого линей-
ного участка кривой характеризует коэффициент кон-
трастности γ пленки. Наконец, в области, называемой

') В русской литературе обычно употребляется термин «харак-
теристическая кривая», или «кривая почернения». Мы будем поль-
зоваться последним термином. — Прим. ред.
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областью передержек, наступает насыщение и опять при
увеличении экспозиции плотность почернения не изме-
няется.

L В обычной фотографии, как правило, используется
[линейный участок кривой почернения. Пленки с боль-
Клим значением ν называются высококонтрастными, а
[пленки с малыми γ— низкоконтрастными. На фиг. 66
[приведены кривые почернения низко- и высококонтраст*
|ных пленок. Величина γ зависит от трех основных фак~
firopoa: во-первых, от марки эмульсии *) (например, у низ-
коконтрастных пленок Plus-X и Tri-X γ = 1 или меньше,
а у пленки High Contrast Сору γ = 2 или 3); во-вторых,
от типа применяемого проявителя; в-третьих, от времени
проявления. На фиг. 67 показана типичная зависимость γ
от времени проявления. При разумном выборе пленки,
проявителя и времени проявления можно добиться тре-
буемой величины γ с нужной степенью точности.

Пленка в некогерентной оптической системе

Во многих случаях пленку можно рассматривать как
элемент, который осуществляет преобразование распре-
деления интенсивности света У, падающего на пленку
при экспозиции, в распределение интенсивности света /,
проходящего через нее после проявления. Такая точка
зрения особенно удобна, когда пленка используется в ка-
честве одного из элементов в некогерентной оптической
системе. Мы детально рассмотрим природу такого рода
преобразования. -

Если используется линейный участок кривой почер-
нения, то плотность D можно записать в виде

u = Yjg£-A, = YJg(^)-A., (7.6)

где γη — наклон линейного участка кривой, а —D0 — зна-
чение D в точке, где прямолинейное продолжение кри-
вой (если пренебречь областью недодержек) пересекает
ось D. Индекс «м» означает, что мы имеем дело с нега-
тивом.

') Эмульсией называют только светочувствительную часть плен-
ки (без основы).
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Интенсивность света, действовавшего при экспониро-
вании, можно связать с коэффициентом пропускания по-
сле проявления, принимая во внимание определение фо-
тографической плотности почернения

°-'«(-Ы·
После подстановки этого определения в (7.6) получим

lgT»=-YJg(3T) + A).

или, в другой записи,

Тя-кЛсэтгЧ
Окончательно

гп = КЛЗГ\ (7.7)

где Кп — положительная константа. Отметим, что преоб-
разование У в τη, описываемое этим соотношением,
имеет нелинейный характер для любых положительных
значений γ пленки.

Можно добиться, чтобы показатель степени в соотно
шении, связывающем коэффициент пропускания с интен-
сивностью света, падающего на пленку при экспонирова-
нии, был положительным, хотя для этого, как правило,
требуется двухступенчатый процесс. На первом этапе по-
лучают обычным образом негатив, на втором этапе свет,
прошедший через негатив, используется для экспониро-
вания другой пленки; в результате получается диапози-
тив. Для количественного рассмотрения этого процесса
положим, что пропускание негатива в соответствии с
(7.7) можно записать в виде

tnl = KnlSf-^.

Если этот негатив находится в непосредственном контак-
те с другим-куском неэкспонированной пленки и осве-
щается светом с интенсивностью/о, то интенсивность све-
та, действующего на вторую пленку, равна просто τη\/α
и результирующее пропускание будет

\ = MO*».)'7'1' = к^^к-^зг^^,
или

тр = /СДЧ (7.8)
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где Кр — положительная константа, а γρ = \п\\П2—пол-
ная контрастность двухступенчатого процесса. Очевид-
но, диапозитив дает линейное отображение интенсивно-
стей тогда и только тогда, когда полная контрастность
равна единице.

Таким образом, линейное преобразование интенсивно-
сти света, действовавшего при экспозиции, в интенсив-
ность света, прошедшего через диапозитив после прояв-
ления, как мы видели, имеет место только при весьма
специфических условиях. Тем не менее можно показать,
что пленка обеспечивает линейное отображение малых
изменений интенсивности для гораздо более широкого
класса условий (см. задачу 7.5).

Пленка в когерентной оптической системе

Когда пленка используется в качестве одного из эле-
ментов когерентной оптической системы, правильнее рас-
сматривать ее как элемент, который либо обеспечивает

преобразование интенсивности света, действовавшего при
экспозиции, в комплексную амплитуду света, проходя-
щего через пленку после проявления, либо осуществляет
преобразование комплексной амплитуды света, действо-
вавшего при экспозиции, в комплексную амплитуду све-
та, проходящего через пленку после проявления. Вто-
рая точка зрения возможна, конечно, только в том слу-
чае, когда проявленная пленка освещается когерентным
светом.

Так как, согласно обеим точкам зрения, комплексная
амплитуда света, прошедшего через пленку, служит па-
раметром когерентной системы, пропускание диапози-
тива необходимо описывать с помощью комплексного
амплитудного коэффициента пропускания t. Сразу же
представляется возможным определить t просто как по-
ложительный квадратный корень из коэффициента про-
пускания по интенсивности τ. Однако такое определение
не учитывает фазовых сдвигов, появляющихся при про-
хождении света через пленку. Такие сдвиги фазы возни-
кают из-за колебаний толщины пленки, которые могут
быть обусловлены двумя различными причинами. Во-
первых, толщина основы пленки меняется случайным
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образом, т. е. основа не является оптически плоской. Во-
вторых, установлено, что толщина эмульсии проявлен-
ного диапозитива меняется в зависимости от плотности
серебра. Изменения толщины в последнем случае играют
основную роль и сильно зависят от колебаний экспози-
ции, которой подвергалась пленка. Таким образом, окон-
чательное выражение для амплитудного коэффициента
пропускания пленки следует записать в виде

t (х, У)=*+У* (х, У) ехр [/φ (χ, у)], (7.9)

где φ'(χ,ι/) описывает распределение сдвигов фаз, полу-
чающееся после прохождения светом диапозитива.

Во многих случаях желательно совершенно исклю-
чить всякие колебания толщины пленки, так как их
чрезвычайно трудно контролировать. Влияние этих ко-
лебаний можно устранить с помощью устройства, назы-
ваемого жидкостным компенсатором. Такое устройство
имеет оптически плоские стенки, между которыми в виде
сэндвича, как показано на фиг. 68, находятся пленка
и иммерсия. Показатель преломления иммерсии должен
быть каким-то компромиссным, так как он не может
быть равен одновременно показателю преломления и
основы, и эмульсии, и стекла ( которое, как правило, пло-
ское только с одной стороны). Однако при соответствую-
щем выборе иммерсии оптическую длину пути через
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жидкостный компенсатор можно сделать приблизитель-
но постоянной. Тогда амплитудный коэффициент про-
пускания пленки и компенсатора запишется в виде

t(x, ί/)=+ /-ФП/)". (7.10)

Если сдвиги фаз устранены, то, комбинируя (7.10)
с (7.7) и (7.8), можно найти амплитудный коэффициент
пропускания:

Негатив: tn = knSf~^2 = kn\U \~\

Диапозитив: tp = kpffV
2 = &р | U ?Ρ,

pie U — комплексная амплитуда поля при экспозиции, а

*» = /$, kp = Kl*.

Как мы увидим из большого количества примеров,
которые будут рассмотрены в последующих параграфах,
часто бывает желательно, чтобы реакция пленки на
комплексную амплитуду соответствовала квадратичному
закону. Этого можно достигнуть различными способами.
В частности, как следует из соотношения (7.11), можно
изготовить диапозитив с полной контрастностью (ур),
равной 2. Чтобы получить максимальный динамический
диапазон экспозиций, в котором выполняется это соот-
ношение, контрастность на первой ступени двухсту-
пенчатого процесса, как правило, выбирается меньше
единицы (например, γηι = l/2), a на второй больше 2
(например, γη2 = 4), Так, чтобы их произведение рав-
нялось 2.

Однако для ограниченного динамического диапазона
можно получить квадратичную зависимость как для по-
зитива, так и для негатива с любой контрастностью.
В этом легко убедиться, если отказаться от традицион-
ного описания свойств пленки с помощью кривой почер-
нения, а вместо этого построить непосредственно график
зависимости амплитудного коэффициента пропускания
от экспозиции (в линейном масштабе). Такое описание
применял Марешаль (см. [9], стр. 48); им с успехом
воспользовался также Косма [16] при анализе влияния
нелинейности пленки. На фиг. 69 показан график зави-
симости амплитудного коэффициента пропускания от
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W

Ф и г . 69. Типичная кривая зависимости пропускания
от экспозиции для негатива.

экспозиции (/ — Ε-кривая) для типичного негатива. Если
рабочая точка пленки «смещена» в область линейного
участка t — f-кривон, то для небольших изменений ам-
плитуды квадратичный закон преобразования будет вы-
полняться в некотором диапазоне изменения амплитуды.
Таким образом, если обозначить через Еь экспозицию
«смещения», а через tb — соответствующее смещение ко-
эффициента пропускания, то t — f-кривую на линейном
участке можно аппроксимировать выражением

^~ίώ + β(£-£&) = ίή + β'|Δυ|2, (7.12)

где β — наклон кривой в рабочей точке, AU — малое из-
менение амплитуды, а β'—произведение β на время
экспозиции. Заметим, что для негатива β и β' — отрица-
тельные числа.

На фиг. 70 сравниваются t — f-кривые высоко- и низ-
коконтрастиых пленок. Мы видим, что кривые для вы-
сококонтрастных пленок имеют больший наклон, по-
этому такие пленки более эффективно осуществляют
превращение малых изменений экспозиции в изменения
коэффициента пропускания. Однако увеличение эффек-
тивности сопровождается уменьшением динамического
диапазона экспозиций, в котором / — £-кривая остается
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Φ и г. 70. Кривые зависимости пропускания от экспозиции
высоко- и низкоконтрастных пленок.

линейной. Интересно, что экспозиция смещения, для ко-
торой получается максимальный динамический диапазон,
как правило, очень сильно сдвинута в область недодер-
жек соответствующей кривой почернения.

Читателю, желающему получить дополнительную ин-
формацию о поведении фотопленки в когерентных опти-
ческих системах, мы рекомендуем обратиться к работам
[17, 18].

Модуляционная передаточная функция

До настоящего момента мы молчаливо допускали,
что любые изменения экспозиции, как бы ни был мал их
пространственный масштаб, будут преобразовываться
в изменения фотографической плотности почернения
пленки в соответствии с кривой почернения эмульсии.
На практике установлено, однако, что если пространст-
венный масштаб изменении экспозиции слишком мал,
то на диапозитиве может и не получиться соответствую-
щих изменений плотности. В этом случае мы можем сде-
лать весьма общее утверждение: данная пленка имеет
ограниченный частотный отклик.

14 Дж. Гуднен
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Как было отмечено ранее, в общем случае поведение
пленки является существенно нелинейным, поэтому, ко-
нечно, некорректно связывать с отображением, осущест
вляемым пленкой, передаточную функцию. Однако физи
ческие явления, ограничивающие частотный отклик, по
большей части линейны (например, рассеяние света ·
эмульсии при экспонировании и химическая диффузи
при проявлении). Следовательно, есть основания пола-
гать, что линейные явления, ограничивающие частотный
отклик, могут быть отделены от нелинейных свойсть
Действительно, в большинстве случаев такой подход
дает хорошие результаты. Поэтому, вообще говоря,
можно рассматривать фотографическое отображение
осуществляемое пленкой, как каскад линейного про-
странственно-инвариантного фильтра, имеющего неко-
торую передаточную функцию, и элемента с так называе-
мой нелинейностью без памяти1), обладающего всеми
рассмотренными выше свойствами2).

Для измерения характеристик линейного фильтра,
определяющего свойства пленки, подвергнем ее косину
соидальной по координате экспозиции:

Ε = Ей + £Ί cos 2nfx. (7.13)

«Модуляция», связанная с такой экспозицией, опреде-
ляется как отношение пикового значения переменной со-
ставляющей к уровню фона, т. е.

M< = f-. (7.14)
^0

Если в полученном диапозитиве измерить изменения
плотности, то с помощью кривой почернения можно
обратным преобразованием найти вычисленное, или
«эффективное», косинусоидальное распределение экспи-
зиции, как показано на фиг. 71. Модуляция Λί3φφ распре-
деления эффективной экспозиции всегда оказывается

') То есть элемент, не вводящий никаких новых переходных
процессов. — Прим. ред.

2) Более точным представлением является каскад: линейный
фильтр, элемент с нелинейностью без памяти и второй линейный
фильтр. Однако для наших целей достаточно описанного выше про-
стого представления.
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Ф и г . 71. Нахождение эффективного распределения экспозиции.

Меньше, чем модуляция Λί; действительного распределе-
ния экспозиции. В соответствии с этим модуляционная
передаточная функция пленки определяется следующим
образом:

, Мэфф (/)
Λ/ω = -Λϊ7(7Γ·

где мы использовали запись, подчеркивающую зависи-
мость от пространственной частоты экспозиции. Кроме
того, распределение эффективной экспозиции зависит
от детального вида функции рассеяния точки или им-
пульсного отклика линейного фильтра, соответствующего
пленке, поэтому оно может быть сдвинуто по фазе на
Ω (0 по отношению к действительному распределению
экспозиции. Таким образом, частотный отклик линейного
каскада можно описать комплексной передаточной функ-
цией

Μ(/) = Λί(/)<?-'Ω<ί>.

Следовательно, распределение эффективной экспозиции
на входе нелинейного каскада можно записать в виде

E = Eu + M(f)Elcos[2nfx-Q(f)]. (7.15)

14*
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На фиг. 72 изображена типичная частотная зависи-
мость МПФ пленки. Диапазон частот, для которого по
лучается заметный отклик, изменяется в широких пре-
делах от пленки к пленке и зависит от размеров зерна,
толщины эмульсии и других факторов. Например, плен-
ка Plus-X дает разрешение приблизительно до 50 ли-
ний/мм, а спектроскопические пластинки Кодак 649F —
по крайней мере до 2500 линий/мм.

§ 3. НЕКОГЕРЕНТНЫЕ СИСТЕМЫ
ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ,

ОСНОВАННЫЕ НА ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКЕ

Принцип действия значительной группы систем опти-
ческой обработки результатов характеризуется тем, что
он полностью основан на законах геометрической опти-
ки. Такие системы по большей части предназначены для
работы с некогерентным освещением. Они сравнительно
просты по конструкции и в обращении, но, как мы уви-
дим, эта простота иногда достигается за счет ограниче-
ния эффективности обработки данных. Системы, которые
будут обсуждаться ниже, следует рассматривать только
как гипотетические конструкции.
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Передача изображения

Одну из самых простых систем оптической обработки
можно осуществить, если просто воспользоваться спо-
собностью линзы передавать изображения. Такую систе-
му предложил еще в 1927 г. Э. Голдберг (Германия,
Дрезден) и в Германии же получил на ее патент. Голд-
берг, получивший в 1931 г. патент и в США [19], полно-
стью сознавал возможность применения своего изобре-
тения в области, которая известна теперь под названием
распознавание образов.

Система передачи изображения основана на весьма
простых принципах. Если диапозитив с коэффициентом
пропускания по интенсивности TI отображается на дру-
гой диапозитив с коэффициентом пропускания Т2, то
интенсивность света в каждой точке за вторым диапо-
зитивом пропорциональна произведению τ\τ^. Для изме-
рения полной интенсивности света, прошедшего через
два диапозитива, можно воспользоваться фотодетекто-
ром, ток которого / будет определяться соотношением ')

оо

/ = k J J τ, (χ, у] τ2 (χ, у) dx dij. (7.16)
— 00

На фиг. 73 показаны два способа осуществления этой
операции. В методе, представленном на фиг. 73, а, линза
LI отображает с увеличением равномерно светящийся
некогерентный источник S на два диапозитива, помещен-
ные вплотную друг к другу. Затем линза L2 собирает
свет, прошедший через диапозитив τ.2, на маленький фо-
тодетектор D. Фототок в этом случае описывается соот-
ношением (7.16).

Тесный контакт диапозитивов приводит к трудностям
механического характера в тех случаях, когда необхо-
дима быстрая замена одного или обоих диапозитивов.
Поэтому целесообразно пространственно разделить диа-
позитивы, как показано на фиг. 73, б. Линза L\ опять

') Записывая бесконечные пределы интегрирования, мы пола-
гаем, что ограниченность размеров диапозитивов уже учтена в опре-
делении TI и Та.
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Фиг. 73. Системы для получения интегрального произведения.

дает увеличенное изображение источника на τι. Линза
. LZ отображает -τι на Т2, и свет, прошедший через тг, со-

бирается линзой La на фотодетектор. Заметим, что диа-
позитив τι должен быть перевернут соответствующим
образом, чтобы скомпенсировать инверсию, вводимую
линзой L2. В этом случае фототок также определяется
соотношением (7.16).

Несмотря на то что указанная выше операция оказы-
вается весьма полезной во многих случаях, включая
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распознавание образов, все же часто бывает желательно
осуществить родственную ей, но более общую операцию
спертки. Одномерную свертку функций τι и τ2 можно
получить с помощью любой из вышеприведенных си-
стем, если перемещать один из диапозитивов с постоян-
ной скоростью и измерять сигнал фотодетектора как
функцию времени. Более точно, обращаясь к фиг. 73, б,
будем считать, что диапозитив τι установлен в перевер-
нутом положении, так что операция (7.16) имеет вид

оо

/ = £ J J* τ, (А:, у)ъ(-х, -y)dxdy.
— 00

Если перемещать диапозитив τ2 в сторону отрицатель-
ных значении χ со скоростью υ, то сигнал детектора бу-
дет равен

оо

/ (/) = k J J τ, (χ, у) τ2 (ut - χ, - у) dx dy.
—оо

Если сканирование по χ последовательно повторять с
различными смещениями —ут вдоль у, то для сигнала
детектора получим

Н-оо

АЛО = k J J t, (x, у) τ2 (at-x, ym-y) dx dy, in = 1,2,3, ....
— oo

(7.17)

Множество функций Im(t) представляет собой полную
двумерную свертку, дискретную по у.

Свертка без перемещений

Описанный выше метод осуществления свертки чрез-
вычайно неудобен и трудоемок из-за необходимости ме-
ханического сканирования. Если видоизменить оптиче-
скую схему, то эту же операцию можно выполнить и без
относительного перемещения диапозитивов [20]. Об-
ращаясь к фиг. 74, предположим, что протяженный
источник 5 находится в передней фокальной плоско-
сти линзы L\. Сразу же за L] поместим диапозитив
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Фиг. 74. Система, позволяющая осуществлять свертку без nept
мещения.

с коэффициентом пропускания τ\(—χ,—у). На расстоя-
нии d от диапозитива τ\ и непосредственно перед линзой
L2 установим диапозитив τ2(+*, +у). Распределение
интенсивности в задней фокальной плоскости линзы L2

будем измерять с помощью фотопленки, хотя можнп
воспользоваться и электронным приемником (например.
видиконом).

Чтобы понять работу этой системы, рассмотрим вна-
чале распространение света от какой-то точки источника,
имеющей координаты (—x s,—y s). Лучи, выходящие из
этой точки, после линзы L\ (и τι) идут параллельным
пучком и дают на Т2 распределение интенсивности, про-
порциональное τι[—χ + (d/f)xs, —y+(d/f)ys]. После про
хождения через Т2 лучи фокусируются на приемнике в
точке (xs, ys)', при этом мы полагаем, что обе линзы име-
ют одинаковые фокусные расстояния. Таким образом,
распределение интенсивности на приемнике может быть
записано в виде

оо

/ (ха=Х3, На=&)=b J | τ, (у xs - χ, -j ys - z/j τ^(χ, у) dx dt),
— oo

(7.18)

что и представляет собой требуемую свертку.
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Синтез импульсных откликов
в расфокусированных системах

Непосредственный синтез нужного импульсного от-
клика можно осуществить с помощью «расфокусирован-
ной» системы, показанной на фиг. 75') [21]. Линза L\
опять отображает протяженный источник S на диапози-
тив с коэффициентом пропускания τι, стоящий на «вхо-
де» системы. Линза L2 дает изображение диапозитива ti
в плоскости Р'. Для простоты положим, что TI и Р' нахо-
дятся на расстояниях 2/ от линзы L2, поэтому увеличение
равно единице. Диапозитив с пропусканием Т2, соответ-
ствующим требуемому импульсному отклику, помещается
непосредственно за L2; сигнал на выходе системы реги-
стрируется в плоскости Р, находящейся на расстоянии Λ
от плоскости изображения Р'.

ЩЩ) ί-2 ^(i,yjp· PJij.M

lk-~"ΛΓ\
\
\

\
ч

\
\

\ι -Ι

--"INNVJ1
μ.—2f—*Η—2/—Η Λ h*-

Фиг. 75. Синтез импульсного отклика с помощью расфокусиро-
ванной системы.

Работу этой системы легче всего понять, если взять
на TI точечный источник единичной интенсивности с ко-
ординатами (х, у) и найти распределение интенсивности
в плоскости Р. В приближении геометрической оптики
лучи, проходящие через Т2, собираются в точку в пло-
скости Р', затем расходятся и дают уменьшенную проек-
цию Т2 на плоскость Р. Центр проекции имеет коорди-
наты [xd = — [1 + (Δ/2ΠΙ*. yj = — [1 +(Δ/2/)]£/}, а мас-
штаб уменьшения диапозитива Т2 равен Δ/2/. Если учесть
инверсию при проектировании та, то сигнал от точечного

') Фактически эта система почти идентична системе на фиг. 74,
но здесь используется иной подход, что оправдывает отдельное об'
суждение схемы.



218 Гл. 7. Пространственная фпльтрациА

источника можно записать в виде
\h(xd, уа; χ, у)\- =

-M-fMn-l-H.-fM'+iWb
Следовательно, интенсивность на выходе в точке
(—Xd, —i/rf) можно записать в виде интеграла свертки

оо

t(-x* -l/d)~k II τ,(*. у) χ
— 00

XT,{f-[^-(i+A)*], ?L[!/il-(i+^y]}dXdy. (7.19)

Ограничения

Некогерентные системы обработки информации, ос-
нованные на законах геометрической оптики, обладают
следующим общим недостатком: из-за некогерентнон
природы освещения данные на входе и импульсный от-
клик на выходе не могут иметь отрицательных распре-
делении (интенсивности). В настоящее время известны
методы получения эквивалентов отрицательных распре-
делений (см., например, [21]), но они, как правило, гро-
моздки и неудобны. Пока что не существует простого
и прямого метода, позволяющего превращать биполяр-
ные входные сигналы в биполярные импульсные откли-
ки, используя некогерентное освещение.

Кроме того, все системы, сконструированные на
основе геометрической оптики, должны удовлетворять
общему условию: геометрические размеры системы долж-
ны быть выбраны так, чтобы дифракционные эффекты
были совершенно незначительны. Это требование хорошо
удовлетворяется в системе на фиг. 73, α и не представ-
ляет большой трудности в системе на фиг. 73, б. Однако
системы, изображенные на фиг. 74 и 75, как будет видно
из последующего рассмотрения, в этом смысле весьма
критичны. Из задачи 2.12 следует, что удобным крите-
рием сложности данной функции служит ее простран-
ственно-полосовое произведение. Эта величина представ-
ляет с достаточно хорошей точностью число независимых
значений, которые задают данную функцию. Для полу-
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чения максимальной эффективности системы обработки
данных необходимо сконструировать ее так, чтобы на
вход можно было подавать функции с наибольшим воз-
можным пространственно-полосовым произведением.

Рассмотрим систему, изображенную на фиг. 74. Что-
бы добиться максимального пространственно-полосового
произведения системы, мы должны попытаться разме-
стить на диапозитиве максимально возможное количе-
ство независимых данных. Однако чем мельче стано-
вится пространственная структура диапозитивов, тем
больше света дифрагирует на первом диапозитиве, и
тем меньше лучей подчиняется законам геометрической
оптики. Следовательно, способ рассмотрения работы
системы становится все менее точным и данные на вы-
ходе все более отличаются от ожидаемых результатов.

Аналогичные рассуждения применимы к системе
фиг. 75. По мере того как структура второго диапози-
тива становится все мельче и мельче, изображение в
плоскости Ρ (которое, как мы говорили выше, обра-
зуется светом из точечного источника, находящегося
на τι) будет все меньше и меньше напоминать геомет-
рическую проекцию диапозитива τι. Следовательно, ме-
тод анализа, с помощью которого были получены ха-
рактеристики системы, будет тем менее точным, чем боль-
ше величина пространственно-полосового произведения.

Несмотря на то что мы рассмотрели только отдель-
ные примеры, основной вывод совершенно очевиден:
если в апертуру определенного размера необходимо по-
местить большое число данных, то в конечном счете
надо принять во внимание дифракционные эффекты.
Поэтому при использовании системы, созданной на
основе геометрической оптики, весьма существенно иметь
уверенность в том, что она работает при таких усло-
виях, при которых обеспечивается точное соблюдение
законов геометрической оптики.

§ 4. СИНТЕЗ В ЧАСТОТНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Операцию линейной фильтрации можно также осу-
ществить в частотном пространстве, а не в пространстве
координат. Если используется когерентное освещение, то
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желаемую операцию фильтрации можно осуществить
непосредственно, подбирая амплитудный коэффициен-
пропускания диапозитива в задней фокальной плоско
сти отображающей линзы. Мы уже познакомились с
примерами такого рода систем при рассмотрении фильт-
рации фотографических изображений (Марешаль) и j
фазово-контрастном микроскопе (Цернике).

Если для освещения используется некогерентный
свет, то синтез в пространстве частот тоже возможен
так как между амплитудным пропусканием зрачка ,
оптической передаточной функцией системы существуе
простое автокорреляционное соотношение. Однако не-
когерентные системы имеют два очевидных недостатка
Во-первых, класс передаточных функций, который мож·
но непосредственно синтезировать, ограничен классом
автокорреляционных функций. Другими словами, могу
быть осуществлены только действительные неотрица
тельные импульсные отклики. Во многих технически1

приложениях необходимы передаточные функции более
общего вида. Во-вторых, даже если необходимая пере-
даточная функция и соответствует неотрицательному
действительному импульсному отклику, то требуемая
функция зрачка системы может оказаться не единствен-
ной. В настоящее время неизвестно какой-либо последо-
вательности операций, позволяющей найти простейшун
функцию зрачка, которая давала бы желаемую переда-
точную функцию.

По этой причине мы ограничимся рассмотрением
вопросов обработки в пространстве частот только для
случая когерентного света. Однако это не означает, что
обработка в пространстве частот для случая некоге-
рентного света вообще не представляет интереса
Примеры некогерентных *) систем, в которых исполь-
зуется синтез в пространстве частот, можно найти в ра-
боте [22].

') На первой ступени D этих системах также используется коге-
рентный свет, но только для того, чтобы преобразовать сигналы на
входе в особую форму, которая позволяет выполнять желаемую опе-
рацию в некогерентном свете,
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Некоторые виды когерентных систем

Так как когерентные системы линейны по отноше-
нию к комплексной амплитуде, они могут осуществлять
операцию вида

оо

/(*, </) = *| JJg(l, i\)b(x-t, y-^dld^. (7.20)
— оо

На фиг. 76 показаны две возможные схемы, позволяю-
щие осуществлять операцию такого типа. В системе
фиг. 76, а свет точечного источника 5 коллимируется
линзой L\. Предназначенный для фильтрации сигнал
подается на вход системы в плоскость Р\, куда поме-
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Фиг. 76. Две возможные конфигурации систем когерентной обра-
ботки.
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щается диапозитив с изменяющимся амплитудным к(

эффициентом пропускания g(xi,y\). Линза L2 выполняв
фурье-преобразование') функции g, давая в плоско
сти Рг распределение амплитуды kiG(*2A/, #2/λ/), гд
G — фурье-образ функции g, a k\ — комплексная κοι.-
станта. Чтобы воздействовать на амплитуду и фа
спектра G, в эту плоскость помещают фильтр. Если
Η — фурье-образ функции h, то амплитудный коэфф1
циент пропускания частотного фильтра должен име
вид

t(*a, ifei-kaH^, -g-). (7.21)

Следовательно, распределение амплитуды за фильтров
пропорционально GH. Наконец, линза L3 преобразуем
это распределение амплитуды и дает в плоскости Р3

распределение интенсивности
00

/(*з, ifc) = *|J7i(l, л)Ь(-*з-|, -2/3-η)4^η|2.
— οα

Знак минус перед Хз и z/з появляется из-за инверсиг
которая получается в результате двух последовательны:
преобразований Фурье, а не из-за того, что после фурье-
преобразования осуществляется инверсное фурье-преос-
разование (ср. задачу 2.3а). Это неудобство можн:
устранить, если изменить направления осей координат-
ной системы (* 3,Уз), как показано на фиг. 76,а. Такая
операция (в дальнейшем она будет осуществляться пс
всюду) позволяет записать распределение интенсивно-
сти на выходе в виде

00

/(*з, йН*|// г(1, η)ϊι(*3-ε, ί/3-η)^η|2· (7.22)
— оо

На фиг. 77 приведена фотография системы оптической
обработки информации вышеописанного типа.

Другое устройство для выполнения той же опера-
ции показано на фиг. 76,6. Как и раньше, линза L\
коллимирует свет от точечного источника 5. В данном

') Конечно, необходимо чтобы диаметр линз был достаточно боль-
шим, чтобы уменьшить эффект виньетирования (см. задачу 5.4).
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Фиг. 77. Фотография когерентной системы оптической обработки
информации.

S-лазерный источник; Р — точечная диафрагма; Li — коллимирующая линза:
Gi — жидкостный компенсатор (входная плоскость); Λι — преобразующая линза:
Gt — жидкостный компенсатор (частотная плоскость); Z-з — преобразующая линза:

F — держатель пленки (выходная плоскость).

случае линза L2 выполняет две функции, т. е. осуще-
ствляет фурье-преобразованне и формирует изображе-
ние. Входным сигналом служит диапозитив с коэффи-
циентом пропускания g, помещенный в плоскость Р\,
которая в данном случае находится на расстоянии 2/
перед линзой L2 '). В задней фокальной плоскости LI
получается спектр G, но на этот раз с квадратичным
фазовым множителем е х р Г — j (k/2f) (х% + у%)], так как
входной сигнал теперь уже не находится в передней фо-
кальной плоскости [см. (5.19)]. Частотный фильтр с ам-
плитудным коэффициентом пропускания, пропорцио-
нальным Н, как и раньше, помещается в плоскость Р2.
Плоскость Р3 находится на расстоянии 2/ за линзой;

') Это расстояние может и не быть равно 2/. Необходимо
только, чтобы формула линзы связывала плоскости Р\ и РЗ,
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следовательно, формула линзы связывает плоскости Р,
и РЗ. Так как спектр объекта умножается на Н, рас-
пределение интенсивности в плоскости РЗ опять будет
иметь вид

оа

/(*3, 0э)-Я| f f g ( E , η)Η(*3-ξ, </3-η)^η|2.ι J J \
— 00

У второй системы есть два существенных для прак-
тики недостатка. Прежде всего, расстояние в системе б
от входа до преобразующей линзы L2 вдвое больше, чем
в системе а. Это означает, что для устранения влияния
виньетирования при данном фокусном расстоянии и
данном размере входного диапозитива линза L2 в си-
стеме б должна иметь большие размеры, чем в систе-
ме а. Второй недостаток связан с соображениями, с по-
мощью которых было получено приближенное соотно-
шение (5.29) при анализе формирования когерентного
изображения линзой. В этом выводе мы опирались на
то, что в амплитуду в любой данной точке изображения
дает вклад только небольшая область точек вблизи
геометрической точки объекта1). Если операция фильт-
рации, которой соответствует функция Н, характери-
зуется большой величиной пространственно-полосового
произведения, то импульсный отклик h будет обладать
конечной площадью; тогда сигнал на выходе системы б
надо рассматривать как результат фильтрации функ-
ции S ( x l , y l ) e x p [ j ( k / 4 f ) ( x 2

l + y^\, а не просто функ-

ции g(xi,yi). С этой проблемой мы не сталкиваемся
в системе а, в которой проектируется не сфера на сферу,
а изображение плоскости Р\ на плоскость РЗ.

Наконец, следует заметить, что часто когерентные
системы конструируются так, чтобы они обрабатывали
не одну функцию двух независимых переменных, а мно-
жество функций одной независимой переменной. При-
мером может служить так называемый астигматический
оператор, показанный на фиг. 78. Данные на вход си-
стемы поступают в плоскость Р\, расположенную за

') То есть вблизи точки объекта, изображающейся в данную
точку в приближении геометрической оптики. — Прим. ред.
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Φ и г. 78. Пример астигматического оператора.

коллимирующей линзой L\. Данные на входе задаются
в виде вертикального набора одномерных функций про-
пускания, каждая из которых изменяется в горизон-
тальном направлении. Далее на расстоянии фокуса /
от плоскости PI расположена цилиндрическая линза L2,
действующая в вертикальной плоскости. На расстоя-
нии 2/ за линзой L2 помещается сферическая линза L3,
которая также имеет фокусное расстояние f. «Частотной
плоскостью» теперь служит Ру. Комбинация линз L2

и L3 осуществляет двойное преобразование Фурье
в направлении у и, следовательно, резко изображает
вертикальное измерение. Так как линза LZ не действует
в направлении х, сферическая линза La осуществляет
фурье-преобразование горизонтального измерения с фа-
зовым множителем exp f — / (k/f) х%] в плоскости Р2. Этот
фазовый множитель можно устранить, если непосред-
ственно перед Ρ<ι поместить отрицательную цилиндриче-
скую линзу с фокусным расстоянием //2 и таким обра-
зом получить еще одно преобразование фазы

t,(*2) = exp (/|*2), (7.23)

которое устраняет изменение фазы. Если совокупность
входных сигналов есть множество коэффициентов про-
пускания g/t(x\), k = 1, 2, ..., К, то в плоскости Я3 мы
получим соответствующее множество фурье-образов
G / . ( х 2 ) , k = 1, 2, ..., К с обратным порядком нумера-

15 Дж. Гудмен
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ции по вертикали, получающимся в результате опера-
ции отображения.

В плоскости Я2 можно поместить набор линейных
одномерных фильтров. Линзы L4, L5, как и раньше, фор-
мируют изображение в у-направлении и осуществляют
фурье-преобразование в jc-направлении, сохраняя, та-
ким образом, структуру набора, но возвращая множе-
ство функций в «пространство координат». Фазовьц
множитель, связанный с последним преобразование .
Фурье, в общем случае не существен.

Ограничения

Несмотря на то что когерентные системы обладаг
в общем случае большей гибкостью и имеют большу!
емкость, чем некогерентные, тем не менее и в этом слу
чае на возможные типы операций налагаются некото-
рые ограничения. Рассмотрим ограничения, присущи*,
системам, в которых требуемая передаточная функшь,
синтезируется путем независимого изменения амплитуд-
ного и фазового коэффициентов пропускания в плоско-
сти частот. Как мы увидим в § 5, при более сложных МР-
тодах получения частотных масок, основанных на интер
ферометрической записи, .некоторые из этих ограничений
снимаются.

Обычно для осуществления данной передаточной
функции в частотной плоскости помещают независимые
амплитудную и фазовую маски. Амплитуду пропуска-
ния, как правило, меняют с помощью фотопластинки,
помещенной в жидкостный компенсатор. Фазовое про-
пускание можно регулировать, устанавливая прозрачную
пластинку, толщина которой меняется нужным образом.
С помощью такого метода, вообще говоря, довольно
трудно получить больше двух значений возможной фазы
(например, относительная задержка может состав-
лять 0 или 180°). Фазовые пластинки можно наносить
на основу почти так же, как наносят дифракционные
решетки; кроме того, их можно получать методами ис-
парения или другими методами. Все эти методы не-
удобны и могут быть успешно осуществлены только в
том случае, когда требуется относительно простая дву-
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значная регулировка фазы. Таким образом, из-за опре-
деленных практических ограничений можно осуществ-
лять передаточные функции только довольно простого
типа.

Следует заметить, что даже в том случае, когда
необходим импульсный отклик простого вида (напри-
мер, образ «Р»), соответствующую передаточную функ-
цию, во-первых, трудно заранее вычислить аналитиче-
ски, и, во-вторых, она слишком сложна для того, чтобы
ее можно было синтезировать этим методом.

Наконец, если функции на входе, имеющие большое
пространственно-полосовое произведение, должны быть
отфильтрованы так, чтобы импульсный отклик на вы-
ходе имел тоже большое пространственно-полосовое
произведение, то в ряде случаев точность установки
фильтрующей маски в частотной плоскости должна быть
очень высокой (см. задачу 7.6). Однако, как правило,
эту трудность можно преодолеть, если воспользоваться
микроманипулятором.

Следовательно, подводя итог, можно сказать, что
возможности обычной когерентной системы серьезнее
всего ограничиваются трудностью одновременного конт-
роля в частотном плоскости распределений амплитуды и
фазы; исключение составляют лишь самые простые слу-
чаи. Только в 1963 г., когда появились интерферометри-
чески записанные фильтры, это серьезное ограничение
удалось в основном преодолеть. Последние достижения
в области оптической обработки информации будут об-
суждаться в следующем параграфе.

§ 5. ФИЛЬТРЫ ВАНДЕР ЛЮГТА

В 19G3 г. Вандер Люгт, сотрудник Радиолокационной
лаборатории Мичиганского университета, предложил и
продемонстрировал новый метод синтезирования масок
в плоскости частот когерентных систем [23, 24]. Маски,
полученные этим методом, обладают замечательным
свойством: они позволяют успешно регулировать как
амплитуду, так и фазу передаточной функции, несмотря
на то что состоят исключительно из позлащающих эле-

15·
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ментов1). Посредством этого метода можно устранить
два наиболее серьезных ограничения обычных когерент
ных систем обработки.

Синтез маски в частотной плоскости

Частотная маска для фильтра Вандер Люгта синте-
зируется с помощью интерферометрической системы
типа показанной на фиг. 79. Линза Lt коллимирует свег
от точечного источника 5. Часть этого света падает на
маску Р\, амплитудный коэффициент пропускания кото
рой соответствует распределению амплитуды требуемог
импульсного отклика h. Линза L2 осуществляет фурьр
преобразование распределения амплитуды h, давая нг.
пленке распределение амплитуды (1/λ/)Η(χ2/λ/", г/2/λ/).
Другая часть коллимированного света проходит над
маской РЬ отклоняется призмой Ρ и попадает на пленку
под углом Θ, как показано на фиг. 79.

Суммарная интенсивность в каждой точке пленки
определяется интерференцией двух пучков света, каж-
дый из которых характеризуется своим распределением
амплитуд. Наклонная плоская волна, выходящая из
призмы, дает на пленке распределение поля

U,(*2, yj = rae-i*mtb, (7.24)

где пространственная частота определяется выражением

а = ̂ -. (7.25)

Суммарное распределение интенсивности можно пред

') Исторически применению фильтра Вандер Люгта предшество
вал очень похожий на него метод, известный в настоящее врем;
под названием резко отсекающего (hard clipped) фильтра. Для
таких фильтров частотная маска, как правило, рассчитывается числен-
но, з не записывается оптически. Несмотря на то что такой фильтр
использовался при обработке радиолокационных данных еще в

1961 г., по вполне понятным причинам его описание не появлялось
в открытой печати вплоть до 1965 г. [25]. (Резко отсекающими такие
фильтры называются потому, что они состоят из прозрачных и не-
прозрачных полос и производят в связи с этим только фазовую
фильтрацию, — Прим, ред.)
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Пленки

Тредуемый
импульсный отклик

Ф и г . 79. Запись частотной маски для фильтра Вандер Люгта.

ставить следующим образом:

У (Ч, & = \ г, ехр (-]2пау2) + ±- Η (Ц-, -g.) |* =

= г* + λ^2о H(^ir)r+17H(f't)x

Хехр (]2яау2) + -̂  Н* (^-, -0-) ехр (-/2яш/2). (7.26)

Заметим, что если комплексная функция Η характери-
зуется распределением амплитуды А и распределением
фазы ψ, τ. е. если

ΗΦ·*ΗΦ··&Μ-*Φ·*)]·
то выражение для У можно записать в виде

^(*,</2) = O2+T^(f, f) +

+!^(ff)42^-*(f·f)]· <7·27>
При такой записи сразу видно, каким образом с по-
мощью интерферометрического процесса комплексная
функция Η записывается на детектор, чувствительный к
интенсивности: амплитудная и фазовая информация за-
писывается соответственно как амплитудная и фазовая
модуляция высокочастотной несущей, которой служит
наклонная «опорная» волна, выходящая из призмы.
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Светоделитель

•ν

Плети

Требуемый
импульсный
отклик

Ф и г . 80. Две другие схемы записи частотных масок.
α - видоизмененный интерферометр Маха — Цендера; б — видоизмененный интер-

ферометр Релея.

Существуют, конечно, и другие оптические системы,
которые могут дать распределение интенсивности, опи-
сываемое соотношением (7.27). На фиг. 80 показаны еще
два возможных варианта. Система а есть не что иное,
как видоизмененный интерферометр Маха — Цендера.
Если наклонять зеркало Af b то в плоскость пленки будет
приходить наклонная плоская волна. В нижнем плече
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Интерферометра линза L2, как и раньше, осуществляет
Курье-преобразованне требуемого импульсного отклика.
Каконец, светоделитель позволяет получать в плоскости
•пленки сумму этих двух волн.
" Система б, представляющая собой видоизмененный

интерферометр Релея, позволяет осуществить третий
способ получения того же самого распределения (см. ра-
боту [2], стр. 128). За коллимирующей линзой Ζ-ι стоит
меньшая по размерам линза L2, фокусирующая часть
коллимированного света в яркое пятнышко в передней
фокальной плоскости линзы Z-з- Сферическая волна,
исходящая из этой «опорной точки», коллимируется лин-
зой /-з и дает в плоскости пленки наклонную плоскую
волну. Маска, соответствующая импульсному отклику,
осуществляет, как обычно, фурье-преобразование ампли-
туды прошедшей через нее волны. Следовательно, в
плоскости пленки опять получается распределение ин-
тенсивности, аналогичное распределению (7.27).

На последней ступени синтеза частотной маски экс-
понированная пленка проявляется таким образом, чтобы
получился диапозитив с амплитудным коэффициентом
пропускания, пропорциональным распределению интен-
сивности света при экспозиции. Следовательно,

t (*2, ί/2) ~ г\ + ̂  | Η Ρ + ̂  Η ехр (}2нау2) +

+-0- Η*ехр (-/2παζ/2). (7.28)

Отметим, что если не учитывать комплексный экспо-
ненциальный множитель, то третий член в выражении
Д л я коэффициента пропускания пропорционален Н и в
точности удовлетворяет требованиям, предъявляемым к
коэффициенту пропускания, необходимому для синтеза
фильтра с импульсным откликом h. Теперь остается
только показать, как можно использовать этот член и.
исключить другие члены.

Обработка данных, поступающих на вход —

После того как частотная маска синтезирована, ее
можно установить в обычную систему обработки инфор-
мации, изображенную выше на фиг. 76, а. Если на вход
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поступает предназначенная для фильтрации функцн
&(χι, У\), то в частотной плоскости на маску падает свет
с распределением амплитуды (1/λ/)0(*2Α/, ί/2/λ/). Дл,
напряженности поля, прошедшего через маску, имее-
следующее соотношение:

г2Г 1
U2 ~ ~+jfjs Ι Η I2 G + -̂  HG ехр (/2шць) +

+ ^Н*Оехр(-/2яаг/2)

Последняя линза L3 на фиг. 76, α осуществляет фурье-
преобразование поля U2 (с множителем Ι/λ/"). Учитывая,
что система координат в Р3 инверсно преобразована, на
ходим, что в этой плоскости напряженность'поля про
порциональна следующей величине:
из(*з> </з)~го2е(*з- %) +

+ Ίψ [h (*а« Уз) * h* ( ~ *з· ~ Уз) * £ (хз> Уз)] +

+ -0-[h(jc3, z/3)*g(*3> УЗ)*&(ХЗ, Уз + а-Ш +

+ -g- [h* (- дса, - Уз) * g (Jf3, Уз) * δ (дг3> уд ~ оЯ/)1. (7.29,

Третий член в этом выражении представляет для на
особый интерес. Поскольку

М*з, i/3)*gU3, г/з)*М*з. ί/3 + «λ/) =
оо

= J J h (АГЗ - ξ, % + αλ/ - η) g (ξ, η) d| ίίη, (7.30)
— οο

находим, что эта составляющая сигнала на выходе есть
свертка h и g, смещенная в плоскости х3уз по оси уз нп
—αλ/. Для дальнейшего четвертый член соотношения
(7.29) можни переписать в виде

h* (~ *з, - Уз) * g (*з. Уз) * δ (*з> Уз - αλ/) =
οα

= J J g (ξ, η) h* (ξ - дгз, η - и, + αλ/) dg £/η, (7.31)
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Свертка

Красс-нарреляция

*
Ю>пг. 81. Положение различных компонент на выходе оператора

что представляет собой кросс-корреляцию функций g
|и h, смещенную по оси у3 на αλ/.
I Заметим, что первый и второй члены соотношения
(7.29), не представляющие интереса в обычных опера-

[циях фильтрации, не смещены относительно начала ко-
ррдинат в плоскости ХзУз- Таким образом, если «несущая
частота» α выбрана достаточно большой или, другими
словами, если опорная волна падает под достаточно
большим углом, то компоненты, соответствующие сверт-
ке и кросс-корреляции, будут, очевидно, отклоняться от
оси (в противоположных направлениях) так, что каж-
дую из них можно будет наблюдать отдельно. Чтобы
найти свертку h и g, наблюдатель просто должен иссле-
довать распределение света вблизи точки (0, —αλ/).
Чтобы найти кросс-корреляцию h и g, необходимо вести
наблюдение вблизи точки (О, αλ/)-
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Чтобы более точно определить требования, налагае
мые на а, рассмотрим ширину различных компонент н;
выходе системы, показанных на фиг. 81. Если Wh—Mat
симальная ширина функции h в направлении у, a V?g —
соответствующая величина для g, то ширины различны*
составляющих на выходе будут

1.ф(*з.ИО-»^.·

2. j^[h(x3, Уз)*Ь*(-х3, -у3)*е(хэ, y3)]->2Wfl + Ws

3. i7[h(*3, i/3)*g(*3, Уз)*о(*з, i/3 + cd/)]->IFn + tt^,

4. ^-[h*(-.v3, -Ы*е(*з,#з)*М*з,#з-сЛ/)]-И17п + 1 .̂

Из рисунка ясно, что полное разделение будет достиг
нуто, если

, 1 / 3 W h \
a>^r(-2-+Wz)'

или, эквивалентно, если
3Wh W.,

Θ>-!Γ+-Γ· (7>32)

где ввиду малости углов мы воспользовались приближе-
нием sin θ ~ θ.

Преимущества фильтра Ван дер Люгта

Использование фильтра Вандер Люгта устраняет два
наиболее серьезных недостатка обычных схем когерент-
ной обработки. Во-первых, если нужно получить им
пульсный отклик заданного вида, то отпадает необходи-
мость в математически сложной и трудоемкой операциг
по нахождению требуемой передаточной функции; систе-
ма, в которой синтезируется маска для частотной пло-
скости, осуществляет оптическим путем фурье-преобра
зование импульсного отклика. Во-вторых, комплексная
передаточная функция общего вида синтезируется с по-
мощью одной поглощающей маски; в этом случае уже
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нет необходимости каким-то сложным образом влиять на
изменение фазы при прохождении волны через частотную
плоскость. Чтобы устранить все фазовые сдвиги, погло-
щающая маска просто помещается в жидкостный ком-
пенсатор.

Фильтр Вандер Люгта также очень чувствителен к
точности установки маски в частотной плоскости, но не
более чувствителен, чем обычные системы когерентной
обработки. Для записи модулированной высокочастотной
несущей необходима эмульсия с более высоким разреше-
нием, чем для обычного синтеза маски, но такие мате-
риалы существуют (например, спектроскопические пла-
стинки Кодак), так что выполнение этого требования не
вызывает особых трудностей.

Отметим, что метод Вандер Люгта открывает новые
возможности для когерентной обработки. Если раньше
основной практической проблемой был синтез маски в
плоскости частот, теперь трудности опять-сосредоточены
в пространстве координат. Но в пространстве координат
трудности гораздо менее серьезны, так как требуемые
импульсные отклики часто имеют простую форму, так
что необходимые маски можно изготовить обычными
фотографическими методами. Таким образом, фильтр
Вандер Люгта распространил сферу использования ко-
герентных операторов на новую, ранее недоступную об-
ласть, в которую попадают многие наиболее перспектив-
ные приложения метода когерентной обработки.

§ в. ПРИЛОЖЕНИЕ К РАСПОЗНАВАНИЮ ОБРАЗОВ

Практическое применение оптической обработки, ко-
торое находилось в центре внимания в течение ряда лет,
относится к области распознавания образов. Как мы уви-
дим в дальнейшем, эта операция служит превосходным
примером того, как осуществляется обработка информа-
ции в случае простого импульсного отклика (тогда как
передаточные функции могут и не быть простыми). По-
этому метод синтеза Вандер Люгта особенно удобен при
решении таких задач.
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Согласованный фильтр

Понятие согласованного фильтра играет важную роль
в проблеме распознавания образов. По определению,
мы называем линейный пространственно-инвариантный
фильтр согласованным с данным сигналом s(x,у), ест
его импульсный отклик h(x,y) имеет вид

h(x, y) = s*(-x, -у). (7.33)

Если входной сигнал g(x, у) приложен к фильтру, согла-
сованному с сигналом s(*,у), то на выходе получится
сигнал

ос

v(x, У)= JJh(x- | , !/-ii)g(£, η)ίίξί/η =
— 00

00

= / J g (&, Ч) s* (I - *, η - У) 4 *Ь (7.34)
—оо

который, как можно заметить, представляет собой кросс-
корреляцию функций g и s.

Исторически понятие согласованного фильтра впер-
вые возникло в связи с вопросами обнаружения сигна
лов; если необходимо выделить сигнал известной формы
из «белого» шума, то согласованный фильтр позволяет
осуществить линейную операцию, в результате которой
получается максимальное значение отношения мгновен-
ной мощности сигнала (в определенный момент) к сред
ней мощности шума [26]: Однако ниже мы будем пола-
гать, что образы не имеют шумов, и приведем другие
причины необходимости использования операции фильт-
рации.

Сущность операции согласованной фильтрации можно
понять, обращаясь к оптической интерпретации, которая
иллюстрируется схемой на фиг. 82. Положим, что фильтр,
согласованный с входным сигналом s(x,у), осущест-
вляется в виде частотной маски в обычной схеме коге-
рентной обработки. Путем фурье-преобразования им-
пульсного отклика (7.33) находим, что требуемая пере-
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μ-/-4^-4·_,_4_

/

/
ΙΑ
у

ί!Λ

и к /
А Вход L2 Маскд L3 выход

t/τ,,ι с пропуск&ием
*'Х-У> · S'tx.i/)

Фиг. 82. Оптическая схема операции согласованной фильтрации.

даточная функция имеет вид

H(k, M=S'(/x, M, (7.35)

где Η = #~{h}, a S = #~{s). Следовательно, частотная
маска должна иметь амплитудный коэффициент пропус-
кания, пропорциональный S*.

Рассмотрим теперь вид распределения поля, прошед-
шего через маску, когда на вход подается сигнал s (с ко-
торым фильтр согласован). Распределение поля, падаю-
щего на маску, пропорционально S, а распределение
поля, прошедшего через маску, пропорционально SS*.
Эта последняя величина действительна; иными словами,
маска точно компенсирует кривизну падающего на нее
волнового фронта S. Таким образом, поле, прошедшее
через маску, представляет собой плоскую волну, кото-
рая фокусируется в яркую точку в фокусе последней
преобразующей линзы. Если на вход поступает сигнал,
отличный от s(x, у), то кривизна волнового фронта в об-
щем случае не компенсируется маской и прошедший
через систему свет уже не будет собираться в яркую
точку в фокусе последней линзы. Таким образом, пред-
положение о присутствии на входе сигнала s можно про-
верить, измеряя интенсивность света в фокусе последней
преобразующей линзы. (Если сигнал s на входе смещен
относительно начала координат, то яркая точка в выход-
ной плоскости просто смещается на соответствующее рас-
стояние; ср. задачу 7.7.)
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Проблема распознавания образов

Рассмотрим следующую специфическую проблем*
распознавания образов: сигнал g на входе системы обра
ботки информации может состоять из N каких-либо от
дельных образов s\, 83,..., SN; с помощью оптическогс
оператора необходимо определить заданный образ. Kai<
мы покажем, процесс идентификации можно осуществить,
если приложить входной сигнал к совокупности N филы
ров, каждый из которых согласован с одним из возмож-
ных образов на входе.

Блок-схема распознающего устройства показана нп

фиг. 83. Входной сигнал одновременно (или последова-
тельно) подается на N согласованных фильтров с пере-

Сигналы
на выпаде

—о*

iWj

•'У)

3

s;

s;
•
•
•

о*
°/f

•
•
•

Sv*

05 : vxr/tf/M,·

-О it

vtffcAW/

O/«

vjir/yrfw?'
Ф и г . 83. Блок-схема системы распознавания образов.
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ваточными функциями S*, SJ, ..., S .̂ Отклик каждого
фильтра нормируется путем деления на корень квадрат-

1ный из полной энергии, приходящей от образа, с кото-
рым фильтр согласован. Эта нормировка, которая может
•быть выполнена с помощью электронной схемы после
[получения сигналов на пыходе фильтров, учитывает то,
1что различным образам на входе в общем случае могут
[соответствовать разные энергии. На выходе системы

сравниваются квадраты модулей сигналов |v i | 2 , |уг | 2 , . . .
• ι |vjv|2 · Как мы сейчас покажем, если данный образ

g(x, Z/) = S f t(jC, lj)

действительно присутствует в сигнале на входе, то на
выходе сигнал |v f t |

2 будет наибольшим из N откликов.
Чтобы доказать это утверждение, заметим, во-первых,

что, согласно соотношению (7.34), максимум сигнала
| V f t | 2 на выходе правильно согласованного фильтра равен

Ι«*Ρ*6*ι |
|vftF-^ J-=JJ |s f t Pd|*i . (7.36)

J/hfcP^n —
— оо

другой стороны, отклик |νη |2 (η'ΦΚ) неправильно со-
[•ласованного фильтра равен

оо

| J|s f tS>irfn |2

|ν«Ρ = ̂  . (7.37)

J J l s B l M A l
—оо

воспользовавшись неравенством Шварца, можно на-
дписать

" ОО ОО

SftS;rfi^ 2<{J|s f t |
2^^J{|sj2^^.



240 Гл. 7. Пространственная фильтрация

Отсюда непосредственно следует

00

Ivj2< JJ | sApd£i*i = |v f tp; (7.38)
— 00

равенство имеет место только при условии, что

М*. y) = y&k(x, у).

Из полученного результата с очевидностью вытекает,
что согласованный фильтр дает возможность установить,
какой образ из возможного набора образов действитель-
но присутствует в системе. Следует подчеркнуть, что та-
кая способность не присуща исключительно согласован-
ным фильтрам. Действительно, в некоторых случаях
можно улучшить дискриминацию образов путем моди-
фикации (т. е. рассогласования) всех фильтров (см.,
например, работу [2], стр. 130—133).

Оптический синтез устройства
для распознавания образов

Операцию согласованной фильтрации легко осуще-
ствить с помощью рассмотренного выше метода Вандер
Люгта. Это выполняется особенно просто, поскольку, как
мы уже говорили, один из сигналов на выходе фильтра
Вандер Люгта есть кросс-корреляция сигнала на входе и
исходного образа, с помощью которого был синтезиро-
ван фильтр. Если сосредоточить внимание на соответ-
ствующей области выходного пространства, то легко об-
наружить сигналы на выходе согласованного фильтра.

На фиг. 84, α приведена фотография импульсного от-
клика фильтра Вандер Люгта, который был синтезиро-
ван для образа «Р». Верхняя часть отклика дает свертку
сигнала на входе с символом Р, а нижняя часть — кросс-
корреляцию сигнала на входе с буквой Р. Центральная
часть отклика является помехой и не представляет ни-
какого интереса.

На фиг. 84,6 показан отклик на выходе согласован-
ного фильтра на буквы Q, W и Р. Отметим, что наличие
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\а

Φ и г. 84. Фотографии импульсного отклика фильтра Вандер
Лгогта (а) и отклика на выходе фильтра, согласованного для

буквы «Р», на входной сигнал — буквы Qp W и Ρ (б).

яркой точки в отклике на букву Ρ говорит о высокой
корреляции между сигналом на входе и буквой, с кото-
рой согласован фильтр.

Чтобы получить блок согласованных фильтров, пока-
занный на фиг. 83, можно синтезировать N отдельных
фильтров Вандер Люгта и сигнал на входе подавать по-
следовательно на каждый фильтр. Однако если число fJ
не слишком велико, то можно синтезировать весь блок
фильтров на одной частотной маске. Это можно сделать,
или модулируя одну несущую частоту различными сигна-
лами, или записывая на один диапозитив различные ча-
стотные маски с разными несущими частотами. На
фиг. 85, α показан один из способов записи фильтра с

16 Дж. Гудмен

δ
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Опорный источник

Плата

Начат
ноординат

Кокс- корреляция 0
с сигналим на вмде

Ноасс-ноареляциР vj
с сигналом на Яюс/е

ярок -корреляция Ρ
с сигналом на 3'oSs

Ф и г . 85. Синтез совокупности согласованных фильтров на одной
частотной маске.

а —синтез частотной маски; б —поле зрения согласованного фильтра.

одной несущей, модулированной несколькими сигналами
Пучки света, идущие от букв Q, W и Р, составляют раз-
личные углы с опорной волной; в результате кросс-корре-
ляции между Q, W и Ρ и образом на входе ока-
зываются на разных расстояниях от начала координат
(фиг. 85,6).

Число различных фильтров, которые можно осуще-
ствить этим методом, ограничено величиной динамиче-
ского диапазона, который может быть получен на маске
Вандер Люгту удалось осуществить синтез девяти от-
дельных импульсных откликов от одной маски (см. ра-
Ооту [2], стр. 133—139).
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Чувствительность к изменению масштаба и вращению

Метод когерентно-оптического распознавания образов
обладает недостатками, которые присущи всем способам
решения задачи распознавания образов с помощью со-
гласованных фильтров. Говоря более конкретно, фильтры
обычно довольно чувствительны к изменению масштаба
и поворотам образов на входе системы. Когда образ на
входе системы имеет неверную угловую ориентацию или
неправильное увеличение, величина отклика правильно
согласованного фильтра уменьшается и в процессе иден-
тификации образа возможны ошибки. Чувствительность
к вращению и изменению масштаба сильно зависит от
структуры данного образа (например, образ «L» более
чувствителен к вращению, чем «О»), однако эту чув-
ствительность можно до некоторой степени уменьшать
при достаточно умелом осуществлении фильтрации.
Часто разумным решением такой задачи является ме-
ханический поиск нужного положения среди различных
масштабов и ориентации образа. Однако это довольно
трудоемкая операция. Более подробно затронутый во-
прос разобран в работе [2].

§ 7. ОБРАБОТКА ДАННЫХ А Н Т Е Н Н
СИНТЕТИЧЕСКОЙ АПЕРТУРЫ

Одним из самых замечательных приложений мето-
дики оптической обработки информации является по-
строение карт земной поверхности с высоким разреше-
нием по данным, полученным от так называемых радио-
локаторов синтетической апертуры. Все нижеприведенное
рассмотрение основано на статье Катроны и др. [11], к
которой читатель может обратиться за дополнительными
сведениями.

Создание синтетической апертуры

Обращаясь к фиг. 86, рассмотрим радиолокационную
систему, находящуюся на самолете, летящем с постдян-
ной скоростью иа по прямолинейной траектории в напра-
влении оси х. С помощью радиолокатора необходимо

16*
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Зина
опиата

антенны

Ф и г . 86. Геометрическая схема радиолокации бокового обзора.

получить подробную карту отражающей способности
поверхности вдоль траектории полета. Разрешение в на-
правлении, перпендикулярном траектории полета, полу-
чают, посылая импульсные сигналы и записывая отражен-
ные сигналы в функции времени. Разрешение по азимуту
можно в принципе получить, если ширина луча радио-
локатора в этом направлении будет очень малой. Однако
азимутальное разрешение, достижимое на расстоянии R
с помощью антенны, имеющей линейный размер D, гру-
бо говоря, равно KrR/D. Так как в микроволновой обла-
сти длина волны КТ на несколько порядков больше длин
оптических волн, для получения разрешения, сравнимого
с разрешением систем аэрофотосъемки, необходимы ан-
тенны практически неосуществимых размеров.

Эта проблема решается с помощью антенн синтетиче-
ской апертуры. Предположим, что на самолете находится
маленькая антенна с широким лучом, направление боко-
вого обзора которой постоянно относительно самолета.
Радиолокатор посылает импульсы из точек, расположен-
ных последовательно вдоль траектории полета; во всех
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этих точках производится запись (амплитуды и фазы)
отраженного сигнала в зависимости от времени. Каждую
такую запись можно рассматривать как сигнал, получен-
ный от одного элемента ряда антенн. Чтобы синтезиро-
вать эффективную апертуру, длина которой может дости-
гать сотен и тысяч метров, требуется только соответст-
вующим образом скомбинировать записи от различных
элементов. Отметим, что для получения синтетического
ряда наибольшей длины антенна радиолокатора облу-
чает данную точку поверхности в течение максимально
возможной части траектории полета. Таким образом, чем
больше ширина луча антенны радиолокатора, тем выше
разрешение, которое может быть достигнуто при обработ-
ке полученных данных. Однако для реализации полного
разрешения необходимо, чтобы на самолете имелся опор-
ный сигнал со стабильной фазой, что позволяло бы запи-
сывать как амплитуду, так и фазу отраженного сигнала
на протяжении полета.

Прием и развертка сигналов

Для более подробного изучения процесса получения
данных рассмотрим вначале схему, изображенную на
фиг. 87. Расстояние вдоль траектории полета обозначим
через х. Для простоты положим, что в точке с координа-
той х\ имеется точечный рассеиватель, находящийся на
расстоянии г\ от траектории по перпендикуляру к ней.
Для еще большего упрощения примем, что радиолокатор
излучает волну в виде непрерывной синусоиды часто-
ты /г. Импульсный характер действительно излучаемых
радиолокатором сигналов проявляется просто в периоди-
ческой выборке из сигналов, которые получались бы в
случае непрерывного синусоидального сигнала. Согласно
теории выборки (см. гл. 2, § 3), при рассмотрении ази-
мутальных сигналов дискретностью выборки можно пре-
небречь, если расстояние, которое пролетает самолет за
промежуток времени между импульсами, меньше
(2ВХ)~1, где Вх — ширина спектра сигнала, отраженного
от поверхности. Рассмотрение импульсного характера
сигнала существенно для разрешения в другом измере-
нии— расстоянии от траектории полета (дальности).
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Φ и г. 87. Схема траектории полета.

Сигнал, возвращающийся на самолет от исследуемой
рассеивающей точки, может быть записан в виде фазо-
ра, зависящего от времени

»! (О = «ιεχρ[/2π/Γ (/--£-)], (7.39)

где fr — частота радиолокатора; г — расстояние от само-
лета до цели; с — скорость света, а σι — комплексный
амплитудный множитель, зависящий от таких парамет-
ров, как мощность излучения, отражательная способ-
ность цели, сдвиг фазы и ослабление сигнала с расстоя-
нием, которое пропорционально четвертой степени рас-
стояния от рассеивающей точки до самолета. Расстоя-
ние г можно выразить через гь х\ и χ (координату вдоль
траектории полета):

r=yr* + (X-X$**r\ + !Z^-. (7.40)

Следовательно, принимаемый сигнал будет

ΜΟ-σ,ί*,. rJexp^^-^-^uii]}. (7.40
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. Перемшснив пленки

Дальность
\ Изображение pailepmxu

модулироЗанного
па интенсиЯности пуча

Азимут
и

Ф и г . 88. Лента с записью.

При движении самолета пространственная переменная χ
связана с переменной времени / соотношением

χ = vat.

Если поверхность земли, находящуюся на расстоянии п,
рассматривать как совокупность большого числа точеч-
ных рассеивателей, то полный принимаемый сигнал мо-
жно записать следующим образом:

sw=S s«w=

η

=5Х(*„, г')ехр{/[2л^-^--д^г(^-^)2]}·
(7.42)

Принимаемый сигнал синхронно детектируется, что экви-
валентно просто уменьшению средней частоты принятого
сигнала, которая теперь равна не fr, а меньшему значе-
нию f r . В результате получим

^w-Sî ^ '̂Oî ^-^- î0.'-*^^»]·
(7.43)

При этом мы отказались от фазорнон записи.
Детектированный сигнал используется для модуля-

ции интенсивности электронного луча катодной трубки.
После каждого переданного импульса электронный луч
развертывается по вертикали в течение интересующего
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нас интервала времени. На фиг. 88 показана запись, ко-
торая получается, если перед экраном осциллографа дви-
жется пленка с горизонтальной скоростью и/. Вдоль вер-
тикальных линий меняется дальность, а азимут данной
рассеивающей точки по отношению к радиолокатору ме-
няется в горизонтальном направлении.

Фокусирующие свойства пленки

Как и раньше, будем рассматривать только расстоя-
ние /Ί и, следовательно, ограничимся данными, записан-
ными на пленке вдоль линии у = у\, и опять будем
пренебрегать импульсной природой посылаемого сиг-
нала. Если соответствующим образом подобрать экспози-
цию, то сведения об азимуте принятого сигнала будут за-
писаны в виде амплитудного коэффициента пропускания

/'*, у1) = ̂  + ̂ \ал(хл, г,) |Х
η

X cos [2nfxX _ *Ξΐ - ̂  (Jb * _X nJ + φη], (7.44)

где iii — постоянное пропускание (смещение), вводимое
для того, чтобы можно было записать биполярные видео-
сигналы, а χ — просто константа. При написании (7.44)
мы воспользовались соотношением')

X = Oft,

из которого следует, что

/ -/;Tx~Tt-
Заменяя косинус в соотношении (7.44) двумя ком-

плексными экспонентами, можно записать пропускание
в виде суммы постоянного пропускания tb и еще двух

') Заметим, что переменная д: используется теперь для обозна-
чения координат пленки, β то время как раньше ею обозначались
координаты радиолокатора.
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слагаемых:

*α(^^) = ΐΣ<Κ.^6Χρ{/[2^-^(^-^.)2]}

(7.45а)
и

-ΙΣ<κ.Μ-ρ{-/Κ*-^(*-Η]1·
(7.456)

где постоянная фаза 4яг\/Хг, так же как и фазы φη,
включена в о ' .

П

Если ограничиться рассмотрением только одной рас-
сеивающей точки, скажем, с номером η = Ν, то соответ-
ствующая ей компонента ta будет

*Г (*· У ι] = т σ" (*Ν· У.) ехР (/2я/**) х

*4-'£ΐ('-ΐ*)1· <™>
В этой компоненте прошедшего через пленку света пер-
вый экспоненциальный множитель, имеющий линейную
фазовую зависимость, вводит просто наклон волнового
фронта. Угол наклона θ фронта волны к плоскости диа-
позитива может быть найден из соотношения

sin θ = KQfx, (7.47)

где λο — длина волны света.
Обращаясь ко второму экспоненциальному множите-

лю, замечаем его сходство с функцией пропускания по-
июжительной цилиндрической линзы с центром в точке
1Р = Хо

t, (х) = ехр [ - / ̂  (х - *0)
2], (7.48)

"где ft—фокусное расстояние. Приравнивая (7.46) к
(7.48), находим, что этот множитель в ία соответ-
ствует свойствам положительной цилиндрической линзы
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с фокусным расстоянием

Λ - τ ϊ ϊ " · <7·49)
ось которой имеет координату

* = ·£**· (7-50)

Аналогично N-я компонента t0

*И*. ^)=|σ;*Κ. 0,)εχρ(-/2η/**)χ

хеЧ>^-5г (*-·£*")] (7·5ΐ)

также состоит из двух экспоненциальных сомножителей.
Первая экспонента определяет наклон волнового фрон-
та в противоположном направлении, т. е. под углом —Θ,
а вторая соответствует пропусканию отрицательной лин-
зы, имеющей центр в точке χ = (vf/ua)xN и фокусное рас-
стояние fi, определяемое соотношением (7.49).

На фиг. 89 показаны три компоненты, на которые раз-
лагается свет, прошедший через пленку, в случае когда
рассеивателем является одна точка. Наличие постоянной
компоненты пропускания tb приводит к тому, что прохо-
дящая через диапозитив световая волна просто равно-
мерно ослабляется, не испытывая никаких других изме-
нений. Относительно компонент t̂ 1 и t '̂ пропускания
можно сказать, что они ответственны за возникновение
пары «изображений», позволяющей определить азимут
рассеивающей точки. Действительно, за счет компоненты
taw> свет фокусируется в яркую линию за диапозитивом,
а за счет компонент tp" мы получаем волну, которая
кажется исходящей из линейного протяженного источ-
ника, расположенного перед диапозитивом (см. фиг. 89).

Если на расстоянии г\ находится множество рассеи-
вающих точек, то при оптической обработке записи ка-
ждой из них будет соответствовать своя собственная
пара действительных и мнимых линий фокусировки. От-
носительное азимутальное расположение точек рассеяния
определяет относительное положение центров структур на
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I Действительная
\^^ изображение

Прямо прошевший
свет

Ямлимирующая
линза

Фиг. 89. Свет, прошедший через область пленки, соответствующую
ЛИНИИ у= 1/1.

пленке, действующих подобно линзам, а следовательно,
и относительное положение соответствующих линий фо-
кусировки. Таким образом, в определенных плоскостях
перед и за диапозитивом воссоздается полная картина
азимутального распределения точечных рассеивателей,
находящихся на расстоянии г\. Мы еще раз подчерки-
ваем, что эта картина растянута в направлении у, так
как в этом направлении пленка не обладает фокусирую-
щими свойствами.

Получение конечного изображения

В конечном счете нам хотелось бы получить изобра-
жение не только азимутального распределения точеч-
ных рассеивателей, но и их распределения по дально-
сти. Дальность (расстояние по перпендикуляру)
рассеивающей точки передается на пленку ^-координатой



252 Гл. 7. Пространственная фильтрация

записи азимутов рассеивающих точек. Следовательно,
необходимо отобразить изменение пропускания пленки в
у-направлении непосредственно в плоскость фокусировки
азимутальных сигналов. Эта задача усложняется тем,
что места фокусировки для различных значений азимута
зависят от расстояния /Ί [см. (7.49)], а следовательно, от
рассматриваемой координаты у. Чтобы получить с по
мощью радиолокатора карту местности, очевидно, необ
ходимо отобразить изменения пропускания в направле
нии у на наклонную плоскость, в которой имеет месте
азимутальная фокусировка.

Эту задачу можно решить с помощью оптической си-
стемы, показанной на фиг. 90. Положительная кониче
екая линза (см. задачу 5.3) помещается непосредственно
за диапозитивом. Функция пропускания этой линзк
имеет вид

t,(x, yi) = exp(-jj^x2), (7.52)

а ее фокусное расстояние линейно зависит от координа-
ты дальности (или, эквивалентно, от координаты у)

Л-т££'1· (7'53)

Сравнение соотношений (7.51) — (7.53) показывает,
что эта линза переносит изображение всей наклонной
плоскости, содержащей мнимые линейные источники, в
бесконечность, но в то же время она никак не влияет

коническая Цилиндрическая Сферическая
линза - линза линза

Плоскость
изображения

f-

' Ппасность пленки

Ф и г . 90. Оптическая система длд воспроизведения изображения.
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на изменения пропускания вдоль оси у. Информация
об азимутах остается записанной в виде направлений
на расположенные в бесконечности мнимые линейные
источники. Если пленку поместить в фокусе цилиндри-
ческой линзы, то получим в бесконечности мнимое изо-
бражение структуры в у-направлении. Изображения
в х- и ^-направлениях теперь совпадают, и их следует
просто перенести обратно из бесконечности, чтобы по-
лучилось действительное изображение. Эту последнюю
операцию можно осуществить, если после цилиндриче-
ской линзы на фокусном расстоянии от плоскости на-
блюдения поместить сферическую линзу. Такая линза
дает действительное изображение обеих координат
(дальности и азимута) исходного рельефа, причем обе
они резко фокусируются в плоскости выхода.

Заключительные замечания

Плодотворность метода оптической обработки ин-
формации для построения карт поверхности по данным,
полученным с помощью антенн синтетической апертуры,
объясняется чрезвычайной простотой, с которой опти-
ческая система осуществляет довольно сложное и за-
путанное линейное преобразование, необходимое для
получения изображения. Если подходить к вопросу с
точки зрения основных принципов, то можно сказать,
что такая простота определяется в основном одинако-
вым характером законов (с некоторым масштабным
множителем), описывающих распространение волн, от-
раженных объектом при радиолокации, с одной стороны,
и оптических волн в системе обработки — с другой. Что
касается информации об азимуте, то систему обработки
можно рассматривать как устройство, в котором вос-
производится точный оптический аналог волн, падающих
на набор синтетических антенн. Если оптический аналог
получен, то формирование изображения может быть
выполнено стандартными оптическими методами.

Следует подчеркнуть, что создание оптического ана-
лога радиолокационного метода основано на способно-
сти фотографического диапозитива сохранять как ам-
плитудную, так и фазовую информацию. При этом очень
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важную роль играет отличная от нуля промежуточная
частота fr, остающаяся после синхронного детектирова-
ния, и соответственно пространственная частота fx на
пленке. Как следует из соотношения (7.44), изменения
во времени амплитуды и фазы азимутального сигнала
записываются как амплитудная и фазовая модуляции
пространственной несущей частоты fx. Именно из-за
присутствия этой несущей действительная и мнимая ли-
нии фокусировки на фиг. 89 наклонены к оси диапози-
тива под углами соответственно θ и —Θ. Если бы не
было этого смещения, то, например, мнимую линию фо-
кусировки невозможно было бы наблюдать без иска-
жений, вызванных ее интерференцией с прямо прошед-
шим светом и светом, фокусирующимся в действитель-
ную линию.

Таким образом, мы еще раз наглядно убедились в
важности использования пространственной несущей ча-
стоты, что подчеркивалось и выше при обсуждении
фильтра Вандер Люгта. Как мы увидим в последней
главе, процесс получения изображения путем восста-
новления волнового фронта, или голография, приобрел
в настоящее время такое важное значение в основном
также благодаря использованию этой методики.

З А Д А Ч И

7.1. Объект имеет периодический амплитудный коэффициент про-
пускания, который можно записать в виде

t(jc, у)-t (*)·!,

где функция t(x) показана на фиг. 91. Этот объект установлен в
предметной плоскости системы, изображенной на фиг. 60, а на оси
линзы в ее фокальной плоскости помещен маленький непрозрачный
экран. Нарисовать приблизительно распределение интенсивности в
плоскости изображения.

7.2. Фазовые объекты можно наблюдать с помощью так назы-
ваемого метода темного поля, помещая маленький непрозрачный
экран в заднюю фокальную плоскость отображающей линзы так,
чтобы он закрывал недифрагированный свет. Полагая, что при про-
хождении через объект фаза изменяется меньше, чем на 1 рад, най-
ти интенсивность изображения в зависимости от изменений фазы,
вносимых объектом.
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ι*Μ

Фиг. 91.

7.3. Наблюдение фазовых объектов мегодом свилей осущест-
вляют, помещая в фокальной плоскости лезвие бритвы так, чтобы
оно закрывало одну половину дифрагированного света. Следова-
тельно, амплитудный коэффициент пропускания для фокальной пло-
скости можно записать следующим образом:

'f (*. У) = γ· С + sgn χ).

а) Считая увеличение равным единице и пренебрегая инверсией
изображения, показать, что амплитуда изображения связана с ам-
плитудой объекта U ; соотношением

иЛ:,»,)Ч[̂ ,̂ Н^- }̂

б) Предположим, что поле объекта имеет вид

Ua (XD, Уа) = ехр [/φ (χα, уа)],

где φ < 1. Показать, что интенсивность изображения приближенно
описывается соотношением

',(·,»j-lf-li5^"]·
в) Найти и схематически изобразить распределение интенсивно-

сти изображения, когда

Φ (*ο. ί/ο) = <Ро rect ̂ j

при <р0 < 1.

7.4. Найти выражение для интенсивности изображения в том
случае, когда фазовая пластинка в фазово-контрастном микроскопе
Цернпке является также частично поглощающей с коэффициентом
пропускания по интенсивности, равным α(0 < α < 1).
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7.5. Фотопленка экспонируется малоконтрастным распределением
интенсивности:

У (х, у) = У а + НУ (х, у) 11±У |< У а,

затем из нее изготавливается негатив. Полагая, что Уа смещает ра-
бочую точку пленки в линейный участок кривой почернения, пока-
зать, что в том случае, когда контраст &У/Уа достаточно мал, рас-
пределение контраста в свете, прошедшем через диапозитив, линейно
связано с распределением контраста при экспозиции.

7.6. Ширина входной апертуры некоторой когерентной системы
обработки равна 3 см. Фокусное расстояние первой преобразующей
линзы 10 см, длина волны света 0,6328 мк.. С какой точностью необ-
ходимо установить частотную маску в фокальной плоскости, если
считать, что масштаб структуры маски сравним с масштабом струк-
туры спектра на входе?

7.7. Показать, что положение входа относительно согласован-
ного фильтра влияет на сигнал на выходе только через изменения
положения максимума ожидаемого отклика.

7.8. Объект в виде диапозитива с комплексным амплитудным
коэффициентом пропускания i(x,у) гюмещен непосредственно перед
собирающей линзой. Объект освещается нормально падающей моно-
хроматической плоской волной; распределение интенсивности в зад-
ней фокальной плоскости записывается на фотопластинку. В резуль-
тате получают позитивный транспарант с γ = 2. Затем диапозитив
освещают по нормали плоской волной, причем непосредственно за
диапозитивом помещают точно такую же собирающую линзу. Ка-
кое соотношение существует между амплитудным коэтрфицнентом
пропускания исходного объекта и распределением интенсивности в
задней фокальной плоскости линзы на второй ступени процесса?

7.9. Два диапозитива с амплитудными коэффициентами пропу-
скания h(x,у) и g(x,у) устанавливаются на вход системы перед со-
бирающей линзой, как показано на фиг. 92, так, что их центры на-
ходятся в точках (* = 0, у - Х/2) и (х = О, ί/= — Υ/2). Записы-

Ппенха

КоллимироЯонный Вход
шточнцн

Ф и г . 92.
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вается распределение интенсивности в задней фокальной плоскости
линзы н Изготавливается позитивный транспарант с γ = 2.

Полученный диапозитив помещается перед той же самой линзой
и опять преобразуется. Показать, что амплитуда света в задней фо-
кальной плоскости линзы содержит кросс-корреляцию h и g. При ка-
ких условиях можно отделить на выходе кросс-корреляцию от дру-
гих компонент?

7.10. Фазовый объект с амплитудным коэффициентом пропуска-
ния t(x, у) = ехр []φ(χ,у)] находится в предметной плоскости коге-
рентной оптической системы. В задней фокальной плоскости системы
устанавливается ослабляющая пластинка (постоянной толщины) с
пропусканием по интенсивности

τ (χ, ц) - α (л4 + 2Л/2 + ί/4).

Как связана интенсивность изображения с фазой объекта?

7.11. На фотопластинку с модучяцнонной передаточной функ-
цией M(f) падает свет с распределением амплитуды

U (х, у) = ехр (/2л/[х) + ехр (j2n,f2x).

После проявления получен позитив с γ = 4. Полагая, что рабочая
точка находится на линейном участке кривой почернения, построить
частотный спектр распределения комплексной амплитуды света, про-
шедшего через диапозитив. Выразить частоты компонент света, про-
шедшего сквозь диапозитив, через f\ и f?, а их амплитуды — через
функцию M(f) при соответствующих значениях аргумента.

7.12. Необходимо создать «расфокусированную» (пекогерепт-
пую) систему пространственной фильтрации (ср. § 3) тан, чтобы
первый пуль ее передаточной функции совпал с частотой fa. Такая
система показана на фиг. 93. Полагая, что данные, предназначен-
ные для фильтрации, помещаются на расстоянии 2f перед круглой
линзой диаметром L, найти зависимость «расстояния расфокусиров-
ки» Δ от /, L н /о- Чему равно расстояние Δ при fa — 10 периосЦсм,
f — 10 см и L = 2 сл(?

1

Φ и г. 93.

7.13. Для синтеза частотного фильтра применен метод Вандер
Люгта. Как показано на фиг. 94 (вверху), «сигнал» в виде диапо-
зитива с амплитудным коэффициентом пропускания s(x,у) помещен

17 Дж. Гудмен
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Пленка

Коллимцраавнныи /
истачнин $(Х „j

"и»™ Лим

Φ и г. 94.

непосредственно перед собирающей линзой (а не в передней фокаль-
ной плоскости); интенсивность в задней фокальной плоскости запи-
сывается на фотопленку. Пленка обрабатывается так, что ег
амплитудный коэффициент пропускания пропорционален экспозиции.
Получившийся в результате диапозитив устанавливается в систему,
показанную на фиг. 94 (внизу). Полагая, что в каждом случае ис-
следуются соответствующие части выходной плоскости, найти, чему
должно быть равно расстояние d между входной плоскостью и пер-
вой линзой, для того чтобы синтезировать

а) фильтр с импульсным откликом s(.t,у);
б) согласованный фильтр с импульсным откликом s*(—я,—</).

7.14. Радиолокатор посылает так называемые чиршшг-сигналы,
которые можно аналитически записать в виде

5(0 = гес^-£-)со3(2яЫ + А^.

Эта волна отражается от неподвижной цели, находящейся на неиз-
вестном расстоянии от радиолокатора.

а) Каким образом можно использовать оптические методы для
осуществления операции согласованной фильтрации сигнала, приня-
того в течение Т (сек) после посылки импульса?

б) Каким образом, исследуя сигнал на выходе оптического опе-
ратора, можно найти расстояние до цели?

в) Каким образом можно отфильтровать одновременно с по-
мощью одного оператора сигналы, полученные в течение ряда Г-се-
кундных разверток?
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ГЛАВА 8

П О Л У Ч Е Н И Е ИЗОБРАЖЕНИЯ
ВОССТАНОВЛЕНИЕМ ВОЛНОВОГО ФРОНТА,

ИЛИ ГОЛОГРАФИЯ

В 1948 г. Дэнис Габор [1] предложил новый двухсту-
пенчатый процесс безлинзового получения изображений,
который он назвал восстановлением волнового фронта.
Габор установил, что в том случае, когда в простран-
стве одновременно присутствуют соответствующая коге-
рентная опорная волна и волна, дифрагированная на
объекте, то, несмотря на то что фотопластинка чувстви-
тельна только к интенсивности, на ней может быть за-
писана информация как об амплитуде, так и о фазе
дифрагированных волн. Он показал, что с помощью
полученной таким образом интерферограммы (которую

| он назвал голограммой, что означает «полная запись»)
ι можно в конечном счете воссоздать изображение исход-
[ ного объекта.

Если в период зарождения этого метода получения
I изображений, известного теперь под названием гологра-
\ фай, он не представлял существенного интереса, то по-
следние достижения техники и усовершенствование экс-
периментальной методики позволили значительно рас-
ширить возможности его применении. В результате голо-
графия заняла важное место в современной теории
построения изображений.

§ 1. ИСТОРИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ

Изучение вопросов восстановления волнового фронта
Габор начал под влиянием работ Брэгга по рентгенов-
ской кристаллографии (см., например [2]), но основ-
ным его стимулом была надежда на то, что вновь
разработанную методику удастся использовать в элек-
тронной микроскопии. Свою первоначальную идею Га-
бор изложил в двух обширных статьях [3, 4], опублико-
ванных в 1949 и 1951 гг. и касавшихся использования
метода восстановления волнового фронта в микроскопии-
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Правда, по техническим причинам этот метод не нашел
еще сколько-нибудь важного применения, тем не менее
развитие голографии в значительной мере определяется
задачами микроскопии.

В 50-х годах многие авторы, в том числе Роджерс
[5], Эль-Сум [6], Ломан [7], значительно развили теорию
метода получения изображения- восстановлением волно-
вого фронта.

Однако только в начале 60-х годов в голографии на-
чалась настоящая революция. При этом опять большую
роль сыграли работы, выполненные в Радиолокационной
лаборатории Мичиганского университета, в особенности
работы Лейта и Упатника [8]. Названные авторы обна-
ружили сходство между габоровским процессом восста-
новления волнового фронта и методом антенн синте-
тической апертуры и видоизменили первоначальную га-
боровскую схему, существенно усовершенствовав про-
цесс. Вскоре исследователи Мичиганской группы с
целью получения трехмерных фотографий предложили
соединить новый метод с появившейся в то время лазер-
ной техникой [9]. Высокое качество и натуральность
трехмерных изображений, полученных методом гологра-
фии, вызвали всеобщий интерес к идее восстановления
волнового фронта.

Вслед за разработкой новых, более совершенных
схем голографии было выдвинуто и осуществлено мно-
жество идей практического использования этого метода.
Однако, как мы увидим в § 9, вопреки широко распро-
страненному мнению многие наиболее интересные и по-
тенциально полезные свойства голограмм не связаны с
возможностью получения трехмерных изображений.

§ 2. ПРОБЛЕМА ВОССТАНОВЛЕНИЯ ВОЛНОВОГО ФРОНТА

В этом параграфе наше внимание в основном будет
сосредоточено на проблеме записи и последующего вос-
становления амплитуды и фазы оптической волны, при-
ходящей от когерентно освещенного объекта. Эта проб-
лема, конечно, является достаточно общей, так что ее
интересно было бы рассмотреть не только для всего
спектра электромагнитных волн, но и для акустических
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волн, однако мы ограничимся оптической задачей. При
изложении мы воспользуемся общим методом, аналогич-
ным предложенному Колиером [10].

Запись амплитуды и фазы

Как уже говорилось, процесс восстановления волно-
вого фронта должен состоять из двух стадий: запись
или запоминание информации и операции восстановле-
ния. Рассмотрим сначала первую стадию.

Так как исследуемые волновые фронты когерентны,
то необходимо сохранить информацию как об ампли-
туде, так и о фазе волн. Однако все используемые для
записи среды чувствительны только к интенсивности.
Поэтому необходимо, чтобы информация о фазе при
записи каким-то образом превращалась в модуляцию
интенсивности. Стандартный метод решения такой за-
дачи — это интерферометрия. К неизвестному волновому
У^ронту добавляется второй когерентный волновой фронт

известной амплитудой и фазой (фиг. 95). Тогда их

Опорная
Йопна

Предмет

волна,
идущая I'DemovyasmSumentMca
am предмета среда

Фиг. 95. Схема "интерферометрической записи.
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суммарная интенсивность будет зависеть как от ампли-
туды, так и от фазы исходного волнового фронта. Та-
ким образом, если

a(x, y) = a(x, у)е-&(*.& (8.1)

представляет волновой фронт, который необходимо за-
писать, а

A(jf, у) = А(х, у)е-1**-# (8.2)

представляет «опорный» волновой фронт, с которым ин-
терферирует волна а, то суммарная интенсивность будет

ff(x, у) = \\(х, у)Г+\А(х, у)Р +
+ 2А(х, у)а(х, у) cos [ψ (χ, y ) - ( f ( x , у)]. (8.3)

В то время как первые два члена этого выражения за-
висят только от интенспвностей двух волн, третий член
зависит от их разности фаз. Таким образом может быть
записана информация как об амплитуде, так и о фазе
волны а. Запись такой интерференционной картины от
двух волновых фронтов можно рассматривать как го-
лограмму.

До сих пор мы не говорили ни о каких особенностях
опорной волны А. Свойства, которыми может или дол-
жна обладать опорная волна, будут выясняться по мере
изложения.

Материалы для записи

Будем предполагать, что запись производится на
фотопластинку или пленку. Несмотря на то что голо-
граммы изготовлялись и на других материалах, в том
числе на фотохромных стеклах и с помощью электрон-
ных детекторов, все же наиболее важным и наиболее
широко используемым материалом для записи остаетси
фотопленка. Как и ранее (см., например, гл. 7, § 5 и 7)
будем считать, что после проявления фотоматериала его
амплитудный коэффициент пропускания является линей
ной функцией интенсивности света, действовавшего а
течение экспонирования. Таким образом, мы предпола
гаем, что диапазон экспозиций для выбранной нами
пленки лежит в пределах линейного участка соответ-
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ствующей /—£-кривой (эффекты,'связанные с нелиней-
ностью / — Е-кривон, будут кратко рассмотрены в § 6).
Кроме того, будем считать, что МПФ эмульсии прости-
рается в область достаточно высоких частот, чтобы мож-
но было записать всю пространственную структуру па-

.дающего света (эффекты, к которым приводит отказ от
этого допущения, будут рассмотрены в § 5). Наконец,
положим, что интенсивность |А | 2 опорной волны по-
стоянна на всей поверхности пленки; в этом случае ам-
плитудный коэффициент пропускания проявленной плен-
ки можно записать в виде

t/(Jf, irt = t4 + p'( |aP + A'a + Aa·), (8.4)

где \ь — постоянное «смещающее» пропускание, обуслов-
ленное только опорной волной, а β' — произведение на-
клона / — f-кривон β в рабочей точке на время экспо-
нирования. Отметим, что так же, как и раньше, вели-

_чина β' отрицательна для негатива и положительна для
~|озитива.

Восстановление исходного волнового фронта

После того как записаны амплитуда и фаза волны
I объекта а, можно попытаться восстановить эту волну.

Предположим, что полученный в результате проявления
диапозитив освещается при восстановлении когерентной
волной В(х,//). Тогда, очевидно, амплитуда света, про-

I шедшего через диапозитив, будет

| В (л:, y)tf (χ, у) = tuB + β'&α*Β + β'Α'Βα + β'ΑΒ^ =

= U, + U 2 +U 3 +U 4 . (8.5)

Заметим теперь, что если волна В — точная копия пер-
воначальной опорной волны А, то третий член этого со-
отношения будет иметь вид

Ua(*, 0) = β' |ΑΡα(*, у). (8.6)

Примем теперь во внимание наше допущение о том, что
интенсивность |А | 2 опорной волны постоянна; тогда,
очевидно, компонента U3 с точностью до постоянного
множителя будет копией исходного волнового фронта а
(фиг. 96,а).
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Голограмма.

Φ и г. 96. Восстановление волнового фронта: при освещении исход-
ной опорной волной А (а) и при освещении комплексно сопряжен-

ной опорной волной А* (б).

Аналогично, если выбрать волну В ( х , у) так, чтобы
она была комплексно сопряжена опорной волне, т. е.
равна А* (х, у ) , то для четвертого члена в восстановлен-
ной волне получим

U4(*. г/) = ПА|2а·, (8.7)

т. е. он пропорционален величине, комплексно сопряжен-
ной исходному волновому фронту объекта. Этот случай
показан на фиг. 96, б.

Отметим, что и в первом и во втором случаях ин-
тересующая нас компонента поля (т. е. U3 при В = А
и U4 при В = А*) возникает одновременно с еще тремя
дополнительными компонентами, каждая из которых
дает интерференционные помехи. Поэтому для получения
нужной нам точной копии волны а (или а*), очевидно,



§ 2. Проблема восстановления волнового фронта 267

необходимо воспользоваться каким-то методом, позво-
ляющим разделять различные компоненты прошедшего
через диапозитив света.

Линейность процесса восстановления волнового фронта

Характерные свойства фотопленки, как видно из со-
отношения (8.4), проявляются в нелинейной связи между
световым полем волны, падающей на пленку во время
экспонирования, и полем волны, прошедшей через нее
после ее проявления. Поэтому на первый взгляд может
показаться, что теория линейных систем не имеет отно-
шения к методу восстановления волнового фронта. Од-
нако, к счастью, это не так. В то время как полный
процесс отображения, осуществляемый пленкой, яв-
ляется нелинейным, отображение поля объекта а в ком-
поненту U3 света, прошедшего через пленку, представ-
ляет собой чисто линейный процесс, о чем свидетель-
ствует и их прямая пропорциональность [см. (8.6)].
Аналогично связь между полем а* и компонентой U4

света, прошедшего через пленку, как видно из соотно-
шения (8.7), также линейна. Следовательно, если поле а
объекта рассматривать как входной сигнал, а компо-
ненту поля U3 (или U4) прошедшего света — как выход-
ной, то определенная таким образом система является
линейной. Нелинейность пленки проявляется в том, что
на выходе получается сразу несколько членов, но при
этом интересующая нас компонента никак не иска-

;

дается, конечно, при условии, что весь диапазон экспо-
щий лежит в пределах линейной области t — ̂ -кривой.

Получение изображений путем восстановления
волнового фронта

До настоящего времени мы исследовали только воп-
ос о восстановлении волнового фронта, приходящего
а поверхность детектора от когерентно освещенного
редмета. Теперь, чтобы рассмотреть процесс восстанов-

ления волнового фронта как средство получения изобра-
жения, нам потребуется лишь слегка изменить нашу
точку зрения.
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Для этого заметим, что волна, соответствующая ком-
поненте Us [см. (8.6)], является точной копнен волны
А исходного объекта. Поэтому наблюдателю она будет
казаться распространяющейся от исходного предмета,
хотя предмет на самом деле давно удален. Таким
образом, если при восстановлении для освещения ис-
пользуется опорная волна А, то можно считать, что ком-
понента U3 прошедшей волны будет давать мнимое изо-
бражение исходного объекта. Этот случай показан на
фиг. 97, а и б для объекта в виде точечного источника.

Аналогично, если для освещения при восстановлении
используется волна А*, комплексно сопряженная опор-
ной, то компонента U4 [см. (8.7)] тоже дает изобра-
жение, но на этот раз действительное, которое соот-
ветствует действительной фокусировке лучей в про-
странстве. Чтобы доказать это утверждение, обратимся
к рассмотренным выше свойствам линейности в примене-
нии к объекту в виде простого точечного источника.
Соответствующие результаты для объектов более слож-
ного вида могут быть получены как линейная суперпо-
зиция решений, найденных для объекта в виде точечного
источника.

Падающий на пленку свет состоит из опорной вол-
ны А и простой сферической волны

а(*. i/) = a0exp [jk ]/z* + (* - .ί0)
2 + (//- &)* ], (8.8)

где (ХО,УО) — соответственно (х, у) координат-ы точки
объекта, a za — расстояние по нормали до регистрирую-
щей поверхности. Если осветить полученную голограмму
волной А*, то в прошедшем через нее свете появится
компонента

1М*. у) = р\Ь?л'(х, у)=
= ПА|Хехр[-/61/г 02 + (*-;ео)

2 + (г/-/?0)
2], (8.9)

которая представляет собой сферическую волну, рас-
ходящуюся от действительного центра, расположенного
на расстоянии г0 от голограммы (фиг. 97,в). Более
сложный объект можно рассматривать как совокупность
точечных источников с различными амплитудами и фа-
зами. В соответствии со сказанным выше при условии
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мнимого изображения·, в — получение действительного изображения.
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линейности от каждого такого точечного источника по-
лучается свое действительное изображение. Таким об-
разом, этим методом можно получить действительное
изображение всего объекта.

Заметим, что амплитуда волны, описываемой соот-
ношением (8.9), пропорциональна амплитуде а*, ком-
плексно сопряженном амплитуде исходного объекта в
виде точечного источника. Аналогично для более слож-
ного объекта действительное изображение, полученное с
помощью голограммы, всегда комплексно сопряжено
исходному объекту. Такое изменение фазы не влияет
на интенсивность изображения, но может быть су-
щественным для ряда приложений, в которых исполь-
зуется не только амплитуда, но и фаза изображения
(см. § 9).

Следует еще раз подчеркнуть, что во всех этих слу-
чаях мы рассматривали только одну из четырех волн,
прошедших через голограмму. Это возможно только в
том случае, когда соответствующим выбором опорной
волны можно устранить или отделить нежелательные
компоненты от интересующего нас изображения. Если
же это не так, то необходимо принимать во внимание
интерференцию всех компонент прошедшего света.

§ 3. ГОЛОГРАММЫ ГАБОРА

Учитывая вышесказанное, рассмотрим теперь про-
цесс восстановления волнового фронта в том виде, как
он первоначально был предложен и выполнен Табором.
Затем (в § 4) обратимся к тем модификациям этого
процесса, которые необходимы для получения изобра-
жения более высокого качества.

Источник опорной волны

Схема получения голограммы Габора представлена
на фиг. 98. Пусть объект обладает большой прозрачно-
стью, т. е. амплитудным коэффициентом пропускания

t(*o, #o) = t0 + At(*0, №), (8.10)
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Фиг. 98. Запись голограммы Габора

где t0 характеризует высокое среднее пропускание,
^t — отклонение от этой средней величины и

|At |< | t 0 | . (8.11)

Если такой объект осветить когерентным парал-
лельным пучком, как показано на фиг. 98, то про-
шедший через него свет будет состоять из двух ком-
понент: 1) интенсивной однородной плоской волны, от-
вечающей наличию в пропускании члена to, и 2) слабой
рассеянной волны, отвечающей изменению пропускания
Δί(*0, г/о). Распределение интенсивности света на фото-
пластинке, находящейся на расстоянии ZQ от объекта,
можно записать в виде

У ( х , у ) = \А + *(х,у)? =
= А2 +1 а (х, у) Ρ + Ла (х, у) + Ла' (х, у), (8.12)

,е Л— амплитуда плоской волны, а а(х,у)—амплиту-
ПГа рассеянного света.

Таким образом, благодаря высокому среднему про-
пусканию to объект в некотором роде сам является
источником опорной волны. В результате интерференции
света, прямо прошедшего через объект и рассеянного
им, получается распределение интенсивности, которое
зависит как от амплитуды, так и от фазы рассеянной
волны а (я, у).
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Сопряженные изображения

Предположим, что после обычной обработки фото-
пластинки амплитуда ее пропускания пропорциональна
экспозиции. Тогда

if (х, У) = U + β' ( I а I2 + Аи + Ла'). (8.13)

Если теперь осветить пластинку нормально падающей
плоской волной с амплитудой В, то амплитуда светового
поля за пластинкой описывается суммой четырех членов

fit, = т„ + β'β | а (х, у) Ρ + р'ЛЯа (х, у) + β'Λβα' (χ, у).
(8.14)

Первый член соответствует однородно ослабленной
плоской волне, прошедшей без рассеяния через диапо-
зитив. Вторым членом можно пренебречь из-за его ма-
лости в соответствии с допущением (8.11), из которого
следует, что

\л(х, г/) К Л. (8.15)

Третий член описывает компоненту поля, амплитуда ко-
торой пропорциональна амплитуде исходной волны
а(х,у). Эта волна кажется исходящей из расположен-
ного на расстоянии ZQ от голограммы мнимого изобра-
жения исходного предмета (фиг. 99). Совершенно ана-
логично присутствие в выражении (8.12) четвертого
члена, пропорционального а*(х, у), приводит к тому, что
на расстоянии га от голограммы, но по другую сторону
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Ф и г . 99. Образование сопряженных изображений.
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от нее, чем мнимое изображение, получается действн-
[ тельное изображение (см. фиг. 99).

Таким образом, в методе Габора на одной оси с го-
лограммой получаются два изображения изменения про-
пускания предмета At — действительное и мнимое. Эти

| так называемые сопряженные изображения находятся
на расстоянии 2.?о друг от друга и сопровождаются ко-

I герентным фоном Btb.
Из соотношения (8.14) видно, что пропускание мо-

|жет быть положительным и отрицательным; следова-
тельно, амплитуды когерентного фона и волн, формирую-

щих изображение, будут вычитаться или складываться
в зависимости от знака пропускания (величина β' поло-
жительна при положительном пропускании и отрица-
тельна при отрицательном пропускании). Так как в
заключительной стадии процесса восстановления мы
наблюдаем картину интерференции фона и волн, форми-
рующих изображение, то голограммы с положительным
пропусканием дают изображения с положительным кон-
трастом, а голограммы с отрицательным пропуска-
нием — изображения с отрицательным (т. е. обращен-
ным) контрастом.

Недостатки голограммы Габора

Методу Габора присущи некоторые недостатки, ко-
торые ограничивают сферу его применения. Возможно,
наиболее существенным из них является ограничение,
связанное с допущением (8.11) о высокой прозрачности
объекта, и вытекающее из него допущение (8.15). Если
не выполняется указанное выше ограничение, то у вол-
ны, прошедшей через голограмму, уже нельзя прене-
бречь компонентой

U(x, y) = p'B\a(x, г/)!2. (8.16)

Действительно, если средняя прозрачность невелика, то
соответствующая второму члену в (8.14) волна может
стать самой интенсивной и совершенно подавить менее
интенсивные изображения. Таким образом, с помощью
голограммы Габора удается восстановить изображения

18 Дж. Гудмен
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объектов в виде, например, непрозрачных букв на про-
зрачном фоне, но не объектов в виде прозрачных букв
на непрозрачном фоне. Это ограничение является суще-
ственным препятствием при использовании голограмм
Габора во многих областях.

Другим серьезным ограничением является то, что
при восстановлении получается вместо одного два со-
пряженных изображения. Недостатком является не само
по себе наличие двух изображений, а то, что их невоз-
можно разделить. Когда фокусируется действительное
изображение, оно всегда сопровождается расфокусиро-
ванным мнимым изображением. Аналогично наблюда-
тель, настроившийся на мнимое изображение, увидит
одновременно и расфокусированное действительное изо-
бражение. Таким образом, даже для объектов с боль-
шим пропусканием качество изображений ухудшается
из-за их раздвоенности. Для устранения или уменьше-
ния этого недостатка предложен ряд методов (см., на-
пример, [7]), в том числе и способ, выдвинутый самим
Табором [11]. Наиболее удачным из них является метод
Лейта и Упатника [8]; на нем мы остановимся подробно
в следующем параграфе.

§ 4. ГОЛОГРАММА ЛЕЙТА И У П А Т Н И К А

Наиболее широко используемый тип голограмм —
это так называемые голограммы Лейта — Упатника,
известные также под названием голограмм с наклонным
опорным пучком. Основная их особенность состоит
в том, что в процессе записи используется добавочная
опорная волна, в отличие от метода Габора, в котором
опорной служит волна, непосредственно прошедшая че-
рез объект. Более того, в методе Лейта — Упатника на-
правление опорной волны не совпадает с направлением
оси, на которой расположены объект и пленка, а состав-
ляет с ней конечный угол.

Впервые возможность практической реализации го-
лограммы такого типа была доказана Лейтом и Упат-
ннком в 1962 г. [8]. С исторической точки зрения инте-
ресно отметить, что первые голограммы по этому ме-
тоду были получены без использования лазерного источ-
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ника. Однако пока метод не опирался на использование
высококогерентного лазерного света, многие его воз-
можности оставались не выявленными [9, 12].

Запись голограммы

Одна из возможных схем записи голограмм Лейта —
Упатника показана на фиг. 100. Излучение от точечного
источника собирается линзой L в параллельный пучок.
Часть получившейся таким образом плоской волны
освещает объект, которым обычно является диапозитив
с общим коэффициентом пропускания по амплитуде
t0(xo, уо). Другая часть плоской волны падает на приз-
му Р, расположенную над объектом, и отклоняется вниз
под углом θ по отношению к оси пленки. Таким обра-
зом, на светочувствительной поверхности получается
сумма двух когерентных волн, одна из которых пред-
ставляет собой волну, пропущенную объектом, а вто-
рая — наклонно падающую плоскую волну. Распределе-
ние амплитуды на пленке можно записать следующим
образом:

U (*, у) = Ае-1*ч + а (ж, у), (8.17)

I где пространственная частота ос опорной волны опреде-
| ляется выражением

α = ̂ Γ·. (8.18)

Распределение интенсивности на пленке будет, очевид-
но, иметь вид

2 Г ( х , у ) = А* + \л(х,у)? +
+ Ла (х, у) в/2"»» + Ла* (ж, у) е-/2*"». (8.19)

Его можно записать иначе, выражая а через амплитуду
и фазу

а (х, у) = а (х, у) e-iv <*· *> (8.20)

и объединяя последние два члена в (8.19). Тогда по-
лучим

У (х, у) = Л2 + а2 (х, у) + 2Аа (х, у) cos [2яш/ - φ (χ, у)].
(8.21)

18*
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Иапачнин ' »

Ф и г . 100. Запись голограммы Лейта н Упатника.

Это выражение показывает, что амплитуда и фаза све-
та, прошедшего через предмет, записываются соответ-
ственно как амплитудная и фазовая модуляция несущей
пространственной волны частоты а. Если несущая ча-
стота достаточно велика (сколь велика она должна быть,
мы скоро увидим), то распределение амплитуды и фазы
может быть однозначно восстановлено по интерферен-
ционной картине на пластинке.

Получение восстановленных изображений

Как обычно, фотопластинка после обработки пред-
ставляет собой диапозитив с амплитудным коэффициен-
том пропускания, пропорциональным экспозиции. В этом
случае пропускание пластинки можно записать как

tf (χ, у) = ts + β' ( I a p + Aaei'^y + Ла'е-'2"^). (8.22)

збства введем для приведенных вьш
ых обозначения

t, = ta, Ъ = рА&(Х,у)е1*««,
ί2 = β'[α(*,//)Ρ, tt = yAa.'(X,y)e-i™y. 1°' '

Предположим теперь, что голограмма освещается
'(фиг. 101) нормально падающей однородной плоской
.волной В. Поле волны, прошедшей через голо-
грамму, может быть представлено в виде суммы четы-
рех компонент, каждая из которых определяется соот-

Для удобства введем для приведенных выше четырех
слагаемых обозначения
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[ветствующнм слагаемым пропускания [см. (8.23]:

U.-tjfl, иа = рВАл(х,1/)е1™*,
U2 = β'β I а (χ, у) Ρ, U4 = β'5 Ла* (х, у) е~1^аа. (Ь' '

(Компонента поля Uj—это просто плоская равномерно
(ослабленная падающая волна, которая распространяется
"по нормали к диапозитиву. Вторая компонента U2 за-

висит от пространственных координат и поэтому состоит
из набора плоских волн, распространяющихся под раз-

[ными углами к оптической оси. Вскоре при более де-
(тальном рассмотрении мы убедимся, что если ширина

спектра Ά(Χ,у) мала по сравнению с несущей часто-
той а, то энергия во второй волне распространяется
в направлении, достаточно близком к нормали к шюско-

|Сти диапозитива, и в результате пространственно отде-
[ляется от интересующих нас изображений.

Компонента U3 пропорциональна амплитуде волны а,
Идущей от исходного объекта, умноженной на экспонен-
циальный множитель. Пропорциональность амплитуде а
означает, что этот член образует мнимое изображение
объекта на расстоянии za от диапозитива, в то время
как экспоненциальный множитель exp (J2nay) показы-
вает, что изображение отклонено от оси голограммы на
угол θ (см. фиг. 101). Подобным образом, член U4 про-
порционален комплексно сопряженной амплитуде а*

, Вална.
^про^орциональнай

\а\2

\ Пряно .
> прошеошии
I едет

Иатачнин / /

мнимое II '' ^̂ v II Действитепьноь
изображение **,'' \|] изараменм

μ г, -μ 2„ -|

Фиг. 101. Восстановление изображений,
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волны, идущей от объекта, поэтому образует действи-
тельное изображение, расположенное на расстоянии ζϋ

от диапозитива, но с противоположной стороны по от-
ношению к мнимому изображению. Наличие экспонен-
циального множителя ехр(—j2nay) показывает, что дей-
ствительное изображение получается в направлении, со-
ставляющем угол —θ с осью голограммы; это также
показано на фиг. 101.

Самый существенный вывод из всего вышесказан-
ного состоит в том, что, хотя в результате рассмотрен-
ного процесса появляются действительное и мнимое изо-
бражения, теперь они уже пространственно отделены
друг от друга и от компонент Ui и Uj. Это разделение
получается благодаря применению наклонного опорного
пучка. Фактически для успешного разделения действи-
тельного и мнимого изображений необходимо, чтобы
угол θ между опорным пучком и осью превышал неко-
торое минимальное значение 9Мин (скоро мы более по-
дробно рассмотрим, что представляет собой минимальное
значение опорного угла 8Ы1ш). Когда угол θ превы-
шает ΘΜ1ΙΗ, действительное и мнимое изображения не
искажаются другими волновыми компонентами. По-
скольку изображения могут наблюдаться независимо
от когерентного фона, возникающего из-за наличия
среднего пропускания, знак каждой из волновых ком-
понент U3 и U4 [см. (8.24)] теперь несуществен. Таким
образом, диапозитив может быть как позитивом, так и
негативом; в любом случае получается «позитивное»
изображение. Для практических целей вообще предпо-
чтительнее пользоваться непосредственно негативами,
избегая, таким образом, двухступенчатого процесса,
необходимого для получения позитивных изображе-
ний.

Наконец, следует отметить, что, хотя мы выбрали
для освещения голограммы нормально падающую плос-
кую волну, которая не являлась ни копией опорной
волны, ни комплексно сопряженной ей волной, мы все
же получили одновременно как действительное, так и
мнимое изображения. Очевидно, введенное в § 2 огра-
ничение вида восстанавливающей волны являлось слиш-
ком сильным. Однако если толщина регистрирующей
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Лоиосевыв
волны

Мш"ае \ Действительное
изображение изобоюиние

Источник Голограмма

Γ'̂ -ν1нимое ·7

Пииосейые
волны

Действительное
изображение

Мнимое
изображение

Ф и г . 102. Возможные схемы восстановления изображений.
α-голограмма освещается копией исходной опорной волны; б-голограмма

освещается волной, комплексно сопряженной исходной опорной волне.

эмульсии сравнима с масштабом поперечной структуры
интерференционной картины, воспроизводимой на пла-
стинке, то свойства восстанавливающего света стано-
вятся существенными. Как будет показано в § 7, в этом
случае уже необходимо освещать голограмму в точности
такой же волной, как опорная (для получения мнимого
изображения), или комплексно сопряженной волной
(для получения действительного изображения). Предо-
ставляем читателю в качестве упражнения (см. зада-
чу 8.1) убедиться, что соотношение между восстанавли-
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вающей волной, голограммой и изображением для двух
возможных случаев будет таким, как показано на
фиг. 102.

Минимальный опорный угол

Вернемся к схеме восстановления, изображенной на
фиг. 101. Чтобы можно было отделить сопряженные изо-
бражения друг от друга и от света, распространяюще-
гося по нормали к диапозитиву, угол наклона опорной
волны θ должен быть больше некоторого минимального
значения ΘΜ,,Η- Чтобы определить это значение, доста-
точно найти минимальную величину несущей частоты а,
при которой пространственно-частотные спектры ком-
понент ta и Ϊ4 (т. е. составляющих пропускания голо-
граммы, ответственных за получение мнимого и действи-
тельного изображений) не перекрываются друг с другом
и со спектрами компонент t] и t2. Когда такое перекры-
тие отсутствует, в принципе можно с помощью соби-
рающих линз получить фурье-преобразование голограм-
мы, 'устранить нежелательные компоненты с помощью
соответствующих диафрагм, помещенных в фокальной
плоскости, и затем осуществить второе фурье-преобразо-
вание с оставшейся частью прошедшего света, которое
выделит одно из двух сопряженных изображений 1).

Рассмотрим пространственно-частотные спектры раз-
личных слагаемых пропускания (8.23). Не учитывая ко-
нечность размеров диапозитива, непосредственно имеем

G, (/х, Μ = У {t, (χ, у)) = tu flfo, М- (8-25)

Используя теорему автокорреляции, можно написать
также

G2 (/χ, Μ = & {t2 (х, У)} = β'Ο. (ίχ, fy) * Ga (fx, M, (8.26)

') На практике метод пространственной фильтрации редко при-
меняется для разделения сопряженных изображений. Если опорный
угол удовлетворяет указанным здесь требованиям, то изображения
будут разделяться сами по себе из-за разницы в направлениях рас-
пространения соответствующих волновых компонент (ср. фиг. 101).
Однако рассмотрение пространственной фильтрации позволяет срав-
нительно просто найти достаточные условия такого разделения.
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где
G a ( f x , f y ) = ff-(a(X,y)}. (8.27)

'а * обозначает операцию автокорреляции. Наконец,
имеем

G3 (/χ, Μ = ff- ft, (х, У)} = FAGa (fx, fy - a), (8.28)

G A ( f x , /y) = ST(t4U, ί,))=βΜθ;(-/Α., /7-α). (8.29)

Заметим теперь, что Ga и исходный объект имеют
одинаковые полосы частот, так как их спектры отли-
чаются только передаточной функцией процесса рас-
пространения, которая является чисто фазовой функ-
цией [см. (3.47)]. Предположим, что наибольшая про-
странственная частота для объекта равна В период/мм.
Примерный спектр функции |G al в этом случае приве-
ден на фиг. 103, а. Соответствующий ему спектр пропу-
скания голограммы изображен на фиг. 103,6. Член
| G i | представляет собой просто δ-функцию в начале
координат в плоскости f x f r . Член | G2 |, пропорциональный
автокорреляционной функции |G a | , простирается в об-
ласть высоких частот вплоть до частоты 2В. Наконец,
член |0з| пропорционален функции |G a l , но со смещен-
ной в точку (0, а) центральной частотой, а член |G 4 |
зеркально симметричен ему и пропорционален функции
|Ga |, но с центральной частотой в точке (0,—а).

*f.

ι δ

Ф и г . 103. Спектры объекта (а) и голограммы (б).
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Анализ фиг. 103,6 показывает, что |G3 | и |Gi|
можно отделить от |G2|, если

а>35 (8.30)
или если

sin θ > 35λ. (8.31)
Очевидно, минимально допустимый опорный угол опре-
деляется условием

9ИИН = arcsin 3βλ. (8.32)

Когда опорная волна намного интенсивнее волны,
идущей от объекта, это требование можно как-то осла-
бить. Физически член Gj появляется из-за интерферен-
ции света, идущего от каждой точки объекта, со светом
от всех других точек объекта, в то время как G3 и G4

появляются из-за интерференции опорной волны и волн
от объекта. Когда волна от объекта намного слабее, чем
опорная (т. е. когда а<^Л), член G? много меньше GI,
Оз и G4 и им можно пренебречь. В этом случае мини-
мальный опорный угол равен значению угла, при кото-
ром G3 и G4 еще разделяются, или

ΘΜ,ΙΗ = arcsin βλ. (8.33)

Обобщение на случай неколлимированных опорной
и восстанавливающей волн

Теперь естественно рассмотреть более общие схемы
записи голограмм и восстановления изображений. Осо-
бый интерес представляют системы восстановления вол-
нового фронта, в которых используются сферические
опорные и сферические восстанавливающие волны 1 ) .
Обращаясь к фиг. 104, а, будем полагать, что опорная
волна излучается точечным источником с координатами
(хг, ут, zr). Так как отображение амплитуды объекта
остается линейным вне зависимости от характера опор-
ной волны (см. § 2), достаточно2) рассмотреть объект

') Более полное обсуждение затронутого здесь вопроса, вклю-
чая рассмотрение влияния аберраций, можно найти в работах [13, 14].

2) При таком упрощении подразумевается, что угол наклона
опорной волны достаточен, чтобы можно было разделить действи-
тельное и мнимое изображения.
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Опорный
исгпоишк

<xf.y,.Zr)

Пленка

мтшнцк ЯкстанаЗааваащеа
Золны

Ча-ИЬ.^,1

S

Фиг. 104. Обобщенные схемы записи (а) и восстановления (б).

в виде точечного источника с координатами (xo,yo,z0).
Как показано на фиг. 104, б, голограмма при восстанов-
лении освещается сферической волной с центром в точ-
ке (Хр, ур, Ζρ). Для большей общности будем полагать,
что длина волны λ2 при восстановлении может отличать-
ся от длины волны λι, используемой в процессе записи.

Если для сферических волн воспользоваться квадра-
тичным приближением, то суммарное поле падающее
на фотопленку, можно записать как

U (*, у) = А ехр {/ -^ [(χ - х,У + (у- уг)
2] } +

+ а ехр { / -j±- [(χ - Xof + (y- z/0)
2]}, (8.34)
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где А и а — комплексные постоянные, представляющие
относительные амплитуды и фазы двух сферических
волн. Следовательно, соответствующее распределение
интенсивности в интерференционной картине запишется
следующим образом:

У (ж, 0 ) Н А р + | а р +

+ Aa*exp{/TJ-[(*-.vr)
2 + (i/-i/,)2b

-i-j~[(x-Xo)2 + (i/-l/o)2}} +

+ А*а ехр { - / -^ [(х _ χ,γ + (у- yjfl +

+i litl(x ~ *o)2 + (y~ Уо)2]} · (8·35)

Если амплитудный коэффициент пропускания полу-
ченного после проявления диапозитива пропорционален
экспозиции, то интересующие нас члены в выражении
для пропускания будут иметь вид

t3 = P'Aa4xP{/1^-[(*-*,)2 + (y-</r)2]-

-/1^[(*-*а)2+(</-</о)2]},

ί4 = β'ΑΊΐθΧΡ{-/Ί^[(*--*,)2 + (ί/-ί/,)2] +

+' ι^Γ[(x ~ x°? + (y~tjaf]} · (8'36)

Голограмма освещается сферической волной

Up (χ, у) = В ехр {у -^- [(х - Xpf + (у- ур)
2]}. (8.37)

Интересующие нас два волновых фронта за голограммой
описываются выражениями, полученными перемноже-
нием членов (8.36) и (8.37):

U 3(^i/) = t3BexP{/1|-r[(.t-^)2 + (i/-^)2]}>

U4 (х, у) - t4B ехр{/ -^- [(χ - χργ + (y- yp)
2] }. (8.38)
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Чтобы установить природу этих полей, мы должны ис-
следовать, каким образом они зависят от (х, у). Так как
мы учитываем только линейные и квадратичные члены
относительно х и у, то выражения для U3 и U4 можно

рассматривать в квадратичном приближении как сфериче-
ские волны. Присутствие линейных членов указывает на
то, что волны сходятся к точкам, которые не лежат на
оси ζ (или расходятся из них). Теперь остается только
найти точные положения (действительное и мнимое) этих
точек фокусировки.

Заметим, что фазовые члены, зависящие от х2 и у2,
определяют г-координату фокуса, в то время как линей-
ные члены определяют его смещения относительно оси.
Если собрать все члены, содержащие (х2 + у2), то экспо-
ненциальные множители запишутся в виде

"»[*(* j^*j^+Tk}(*+Я]· (8'39)

где верхние знаки соответствуют одной волновой компо-
ненте (U3), а нижние — другой (U4). Сравнивая это вы-
ражение с выражением для сферической волны, распро-
страняющейся из точки, расположенной слева от голо-
граммы на расстоянии zt от нее (см. фиг. 104,6),

exp['lSr(*2 + ̂ ]· (8'40)

получаем, что расстояние 2; от видимого нами источника
до голограммы определится следующим образом:

"-(^τ&τ'τ&τΓ· <м<>
где опять верхние знаки относятся к первой волне, а
нижние — ко второй. Когда расстояние ζ,- положительно,
получается мнимое изображение, расположенное слева
от голограммы на фиг. 104,6; при отрицательном Ζι изо-
бражение действительное и находится справа от голо-
граммы.

Соотношение (8.41) определяет г-координаты изобра-
жений; теперь остается найти х- и у-координаты. Это
можно сделать, если собрать все члены выражений
(8.38), линейные относительно А: и у, и сопоставить их
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с выражением

exp[/-jgj-(je|JC + M)]· (8-42)

Два интересующих нас члена имеют вид

{ Г/ χα *г Хр \

М^т^'мГ-;^*-1-

+(*£·*£-£)»]}· <«'>
Сравнивая (8.42) и (8.43), получаем смещения изобра-
жений относительно оси:

λ221 \Zi Zl.. ι £· t v -r- £· t .. I ^
xi~ — ι , *o + TT~ ·*»· ~ "т~ *P«

Л,г0 Л!2Г 2p " (8.44)

λ.,,2. ^„2. 2.

^•=±1^̂  + 16;̂ -̂ ^
Отметим, в частности, что изменения координат объекта
(Длг0, Дг/о) вызывают изменения координат изображения

(±Мдя01 ±^ДАй).
V λίΖα °' λι' 20

 tfU/

Таким образом, приходим к следующему выражению для
увеличения, которое получается при использовании для
восстановления описанной обобщенной схемы:

М = ^χ
Д*о

ty
Дг/о

V/
Αι20

(8.45)

Подставляя (8.41) в (8.45), находим для Μ равносиль-
ное выражение

Λί = |ΐ-^=Η-^Γ 1. (8.46)
I zr Я22Р I v '

При использовании коллимированной опорной волны
(zr = оо) и коллимированной восстанавливающей волны
(гр = оо) увеличение, как можно видеть, равно единице
вне зависимости от величины отношения λι/λα1). Единич-
ное увеличение получается также для мнимого изобра-
жения, когда λ2 = λι и Zp = zr, и для действительного
изображения, когда Кз = λι и гр = —гг (см. задачу 8.3).

1) Однако расстояние 2j от плоскости диапозитива зависит от
λ,/λ*
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Приложение результатов к трехмерной фотографии

В 1964 г. Лейт и Упатник впервые опубликовали ре-
зультаты своих успешных экспериментов по применению
голографии для получения трехмерных изображений [9].
Успехи в этой области во многом были обязаны появле-
нию гелий-неоновых лазеров с их высокой временной и
пространственной когерентностью.

На фиг. 105, α приведена общая схема записи голо-
грамм от трехмерных объектов. Интересующий нас
объект освещается когерентным светом. Кроме того,
часть света падает на'«опорное» зеркало, которое распо-
лагается вблизи объекта. Отраженное зеркалом излуче-
ние попадает непосредственно на фотопластинку и

Опорное
зеркало

Объект

Источник

^^ ί Фотопластинка

мнимое >^ s~~^*. Действительное
изображение/г j v^^ \ изображение

\
\

Голограмма

Фиг. 105. Получение голографического изображения трехмерного
объекта.

а —запись голограммы; 6 — восстановление изображении.
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служит опорной волной, которая интерферирует со сзе-
том, отраженным от самого объекта. Таким образом, на
фотопластинке записывается голограмма от трехмерного
объекта.

Чтобы восстановить изображение, фотопластинку по-
сле проявления освещают восстанавливающей волной,
как показано на фиг. 105,6. За пластинкой возникает
трехмерное мнимое изображение. Так как волны, падаю-
щие на пластинку при записи, и волны, получающиеся
при восстановлении, тождественны, изображение сохра-
няет все трехмерные свойства исходного объекта. В част-
ности, хорошо заметен эффект параллакса: меняя точку
наблюдения, мы можем как бы «заглянуть за объект»,
расположенный на переднем плане 1 ) .

Действительное изображение получается в простран-
стве между фотопластинкой и наблюдателем. В случае
трехмерных объектов это изображение менее реалистич-
но, чем мнимое изображение. Во-первых, точки объекта,
расположенные ближе всего к фотопластинке (и, следо-
вательно, ближе всего к наблюдателю, рассматриваю-
щему исходный объект), оказываются в восстановленном
изображении опять ближе всего к фотопластинке, т. е.
в данном случае являются наиболее удаленными от на-
блюдателя (ср. фиг. 105,6). Таким образом, для наблю-
дателя, рассматривающего действительное изображение,
параллакс будет не таким, как у исходного объекта, и
изображение будет казаться «вывернутым» в' некото-
ром особом смысле (чтобы полностью понять этот эф-
фект, необходимо видеть его своими глазами). Такого
рода изображения известны под названием псевдоско-
пических.

Вторым недостатком является малая глубина фокуса.
Поэтому если попытаться непосредственно на пленке по-
лучить действительное изображение, то оказывается, что
(для голограмм разумных размеров) невозможно изго-
товить сколько-нибудь разборчивый снимок. Эту пробле-
му можно в какой-то мере решить, если освещать только

') Параллакс ограничивается размерами голограммы как окош-
ком, через которое мы смотрим на предметы, расположенные в трех-
мерном пространстве. — Прим. ped.



Φ и г. 107. Фотографический отпечаток самой голограммы.
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небольшую часть голограммы. В этом случае глубина
фокуса увеличивается, так что нужное двумерное изо-
бражение уже можно сфотографировать. Перемещая
освещающий пучок по голограмме, мы будем получать
двумерные изображения с различной перспективой. Та-
ким образом, от каждого небольшого участка голограм-
мы можно получить действительное изображение исход-
ного объекта с различной перспективой!

На фиг. 106 показана установка, на которой записы-
вались голограммы трехмерных объектов. Свет от лазе-
ра S с помощью зеркала Λ/ι направляется в светодели-
тель BS. Часть света, прошедшая через светоделитель,
после отражения от зеркала Λί2 попадает на трехмерную
сценку О, которой в нашем случае служат две маленькие
фигурки на фоне эмблемы. Другая часть света, отражен-
ная светоделителем BS, попадает на опорное зеркало .Я,
в котором здесь случайно видно отражение одной из фи-
гур. Свет, отраженный опорным зеркалом, интерфери-

Ф и г . 108. Экспериментальная установка для наблюдения мнимого
изображения.



_Ф н г. 109. Фотографии, иллюстрирующие трехмерный характер
мнимого изображения.
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рует на фотопластинке Ρ со светом, приходящим от
объекта.

На фиг. 107 приведена фотография проявленной голо-
граммы. На ней незаметно никакой структуры, которую
можно было бы отождествить с какой-либо частью объ-
екта. В самом деле, можно сказать, что большая часть
видимой структуры не имеет отношения к восстановле-
нию,— она возникает за счет дефектов в оптической сн-
стеие (например, из-за пылинок на зеркалах). Струк-
тура, позволяющая восстановить изображения, намного
мельче той, которая видна на фотографии.

Фиг. 108 иллюстрирует метод получения мнимого изо-
бражения. В этом случае виден не сам лазер, а только
зеркало Λί, отклоняющее его луч. За освещенной голо-
граммой видно мнимое изображение фигурки лошади.

Для иллюстрации истинно трехмерного характера
мнимого изображения обратимся к фиг. 109, на которой
приведены две фотографии мнимого изображения. На
фиг. 109, α камера сфокусирована на задний план мни-
мого изображения. Эмблема на заднем плане получилась
резкой, в то время как изображение фигурки на перед-
нем плане расфокусировано. Мы видим также, что хвост
лошади закрывает тень от ее головы. Затем камера на-
водилась на передний план и сдвигалась для изменения
перспективы. Полученное изображение показано на
фиг. 109,6; теперь передний план сфокусирован, а задний
расфокусирован. Хвост лошади уже не закрывает тень
от головы, что является результатом изменения перспек-
тивы. Таким образом, нам удалось «заглянуть за» фигур-
ку лошади, просто сместив фотоаппарат в сторону.

Экспериментальные трудности

Несомненно, что с первых этапов развития гологра-
фии практически наиболее сложной была проблема ис-
точника с большой интенсивностью и высокой когерент-
ностью. С появлением лазеров эта проблема существен-
но упростилась. Создание лазеров привело к тому, что
голография нашла применение в новых и еще более
сложных областях, например в описанной выше трех-
мерной фотографин. В большинстве случаев при приме-
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нении голографии в новых областях исчерпываются все
возможности сравнительно маломощных непрерывных
лазеров, поэтому проблема источников света остается и
в настоящее время главным препятствием для новых
приложений голографии.

Процесс записи голограммы ненамного сложнее обыч-
ной интерференционной задачи. Как и в любом интер-
ференционном эксперименте, если требуется записать
ясные и четкие интерференционные полосы, то необходи-
мо, чтобы положение оптического прибора было фикси-
ровано в течение экспонирования с точностью до долей
длины волны. Чем интенсивнее источник, тем меньше
время экспонирования и тем менее жесткие требования
предъявляются к стабильности. Необходимое в каждом
случае время экспонирования зависит от множества
факторов, в том числе от прозрачности или отражающей
способности объекта, от применяемой схемы и расстоя-
ний и особенно от используемой пленки. На практике
время экспонирования почти никогда не бывает меньше
десятой доли секунды и больше нескольких часов. В не-
которых случаях, когда в качестве источника можно ис-
пользовать импульсный лазер, время экспонирования со-
ставляет несколько наносекунд.

Пожалуй, наиболее серьезные экспериментальные
требования связаны с голографией трехмерных объектов.
Для записи голограмм таких объектов необходима плен-
ка с чрезвычайно большой разрешающей способностью
(о требованиях к разрешающей способности пленки см.

|

§ 5). Самым употребительным фотоматериалом для та-
кого рода задач являются спектроскопические пластинки
типа Кодак 649F с разрешающей способностью более
2000 линий/мм. К сожалению, эмульсии, обладающие
высоким разрешением, имеют чрезвычайно низкую чув-
ствительность (в системе ASA чувствительность пласти-

|нок Кодак 649 F равна приблизительно 0,03, в то время
|как для пластинок Tri-X она равна 400). Из-за низкой
(чувствительности приходится увеличивать время экспо-
ртирования, что усиливает требования к стабильности.

В некоторых случаях важную роль играет еще одна
[практическая проблема — ограниченный динамический
[диапазон светочувствительного материала. Из фиг. 7Г

20 Дж. Гудмен
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Призма

Пленка

/\
Источник pacceuSaiautee ЦшщйзитиЗ

ycmpoucmSo

Ф и г . 110. Использование рассеянного света для записи голограмм.

видно, что линейное соотношение между амплитудным
коэффициентом пропускания и величиной экспозиции вы-
полняется только в ограниченном интервале. Конечно, же-
лательно выбирать среднюю экспозицию так, чтобы она
находилась вблизи средней точки линейного участка.
Однако в том случае, когда объект представляет собой,
например, диапозитив с довольно грубой структурой, на
голограмме могут иметься заметные области, для кото-
рых экспозиция окажется много больше или много мень-
ше значения, соответствующего линейному участку t —
£-кривой. Из-за этой нелинейности можно ожидать не-
которого искажения контраста изображения. Более по-
дробно эффекты, связанные с нелинейностью, обсуж-
даются в § 6.

Проблему динамического диапазона можно в значи-
тельной мере решить с помощью метода, предложенного
впервые Лейтом и Упатником [9]. Объект освещается че-
рез рассеивающее устройство, как показано на фиг. 110.
Так как этот диффузор рассеивает свет в широком диа-
пазоне направлений, то свет от каждого небольшого уча-
стка объекта попадает во все точки фотопластинки. Та-
ким образом, в этом случае мы не будем иметь участков
с очень большой и очень малой экспозициями, которые
так или иначе получались бы при прямом освещении
объекта. Нетрудно понять, что в этом случае мнимое
изображение получается таким, как будто оно освещает-
ся сзади рассеянным светом.
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§ 5. ВЛИЯНИЕ МПФ ПЛЕНКИ

До настоящего момента молчаливо предполагалось,
что МПФ фотографической эмульсии, используемой для
записи голограмм, одинакова для всех пространственных
частот интерферограммы. В настоящем параграфе мы
обсудим влияние частотного отклика пленки на качество
восстановленных изображений. Мы рассмотрим две осо-
бенно важные схемы восстановления. Для дальнейшего
изучения этого вопроса, включая анализ общих схем,
читатель может обратиться к работам ван Лигтена
[15, 16].

Коллнмированная опорная волна

Вначале рассмотрим, как влияет МПФ на преобразо-
вание амплитуд объекта в амплитуды действительного
изображения для случая плоской опорной волны. Подоб-
ное же рассмотрение можно провести для любого дей-
ствительного изображения, полученного из мнимого с по-
мощью вспомогательной системы линз.

Как было отмечено раньше, если экспозиции лежат
в пределах линейного участка / — Ε-кривой, то преобра-
зование амплитуд объекта в амплитуды изображения
является линейным (см. § 2). Эта линейность не нару-
шается линейными процессами, которые ограничивают
частотный отклик пленки. Поэтому достаточно найти
влияние МПФ на одну частотную компоненту объекта;
тогда общий результат получим просто как линейную
суперпозицию.

Принимая это во внимание, положим, что опорная
волна и волна от объекта имеют соответственно вид

U, (х, у) = А ехр (- /2παί/),

U0 (х, у) = а ехр [- /2я (fxx + fYy)\. (8'47)

Таким образом, падающие на пленку волна от объекта
и опорная волна являются плоскими и имеют различные
направления распространения. Поэтому для распределе-
ния интенсивности при экспонировании получаем

У(х, у) = Л2 + | а р + 2Л|а|соз{2Л[^ + (/к-а)г/] + Ф},
(8.43)

20*
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где φ = arga. Если представить частотный отклик эмуль-
сии в виде M(/jcJy), где

Μ (/χ, Μ = Μ (fx, fY) exp [- /Ω (fx, M], (8.49)

то в соответствии с (7.15) распределение эффективной
интенсивности при экспозиции будет

Узфф(х, г/) = Л2 + |а|2 + 2Д |а |М(/ х , / χ-α)χ

X cos {2π [/хдс + (fy - α) ζ/] - Ω (/χ> /χ - α) + φ}. (8.50)

Отсюда заключаем, что соответствующая фурье-компо-
нента объекта с пространственной частотой (ϊχ,ϊγ)
уменьшена в M ( f x , f Y — α) раз и сдвинута по фазе на
Ω(/χ, }γ — α) по отношению к' амплитуде и фазе, кото-
рые могли бы получиться в случае идеальной эмульсии
(т. е. эмульсии, для которой Μ = 1 для всех частот).

Этот результат показан наглядно на фиг. 111. Пусть
средняя частота спектра объекта лежит в точке (fx = О,
f γ = 0), а МПФ находится вблизи частоты (fx = О,
/у = а); тогда произведение спектра объекта и МПФ
пленки дает спектр изображения.

Из приведенного выше рассмотрения ясно, что в том
случае, когда используется коллимированная опорная
волна, влияние частотного отклика пленки можно учесть
просто умножением спектра объекта на N\.(fx,fY — α).
Из этого результата непосредственно следует, что с про-

Спектр
опорной волны

Μ Π 9

Спектр
предмета

Фиг. 111. Влияние МПФ пленки для коллимированной
опорной волны.
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иессом получения изображения можно связать когерент-
ную передаточную функцию

Η(/χ,/χ) = Μ(/χ, fy-a).

Однако частотный отклик системы ограничен не только
МПФ пленки, но и дифракционными эффектами, возни-
кающими из-за ограниченности апертуры диапозитива.
Таким образом, если Р(х,у) является функцией зрачка,
т. е. если

( I (х, у) в пределах апертуры пленки,
Ρ (х, У) = I л1 0 в н е пленки,

т полную когерентную передаточную функцию можно
записать в виде

Η (/χ, ίγ) = Ρ (Я d,fx, λ dtfy) M (fx, fy - α), (8.51)

ггде первый сомножитель Ρ введен непосредственно по
аналогии с (6.19). Отметим, что влияние МПФ пленки
можно считать эквивалентным наложению на входной
зрачок системы получения изображения методом восста-
новления волнового фронта ослабляющей ц сдвигающей
фазу маски с амплитудным коэффициентом пропускания

*<*.*>-м(тсЬтйГ-а)· (8-52)

Безлинзовая фурье-голограмма

Рассмотрим еще одну возможную схему записи, в
Которой МПФ пленки сказывается существенно иначе,
чем в предыдущем случае. Исследуемая здесь схема за-
писи представлена на фиг. 112. Опорной волной теперь
является сферическая волна, распространяющаяся из
точки, компланарной объекту. По причинам, которые
скоро станут понятны, голограмму, записанную по такой
схеме, можно назвать безлинзовой фурье-голограм-
мой [19].

Чтобы исследовать свойства голограмм этого типа,
опять будем считать, что процесс получения изображений
линеен, но на этот раз рассмотрим отклик формирую-
щей изображение системы на объект не в виде плоской

21 Дж. Гудмен
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Собирающая
линза ^

\ , / Опорный
истопник IXf.j/f)

Пленка
<х.У)

/
Источник Предмет

Фиг. 112. Запись безлинзовой фурье-голограммы.

волны, а в виде одного точечного источника. Если (хг, ут)
и (*о, г/о) представляют собой соответственно координаты
опорного точечного источника и точечного объекта, то
распределение амплитуды на фотоэмульсии можно запи-
сать (во втором приближении) как

{],(*, y) = Aexp{j-^[(X-X,)
2 + (y-yr?\},

U0 (χ, у) = & ехр {/ £ [(х - *0)
2 + (у - г/0)

2] } -

Таким образом, для интенсивности света при экспониро-
вании имеем

9(х, з) = Л2 + |а|2 + 2Л|а|соз[2я(*°~*г)* +

+ 2я-(Уа~^)у + θ (Хг, уг; ха, у0)], (8.63)

где Θ(*Γ, ут\ ХО,УО)—фазовый угол, зависящий от (хг, ут)
и (XQ,г/о), но не от координат пленки ( х , у ) .

Теперь становится понятным смысл названия безлин-
зовая фурье-голограмма. Волна, возникающая в точке
объекта с координатами (хй, у0), интерферируя с опор-
ной волной, дает в результате распределение синусо-
идальных полос с пространственными частотами

f Xp — Xf

ι*- λζ '

ϊ*=Μ*ττ-' (8·54>
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Положительная
линза ч

Изображение

Помехи

_ _ _ Изображение
Источник ™ ~ ' —.»....——

__иг. 113. Получение изображений от безлинзовой фурье-голо-
граммы.

Таким образом, при этой схеме записи существует одно-
значное соответствие между координатами объекта и
пространственными частотами на голограмме. Такое со-
ответствие характерно для операции фурье-преобразова-
ния, но получено оно без применения преобразующих
линз.

Чтобы получить от такой голограммы изображение,
ее освещают и устанавливают вслед за ней положитель-
ную линзу, как показано на фиг. 113. Из соотношения
(8.41) при Zp = оо и 20 = zr получаем, что оба сопряжен-
ных изображения, создаваемых самой голограммой, ле-
жат на бесконечном расстоянии от диапозитива. Поло-
жительная линза переносит эти изображения в действи-
тельный фокус на расстоянии f от линзы 1).

Чтобы определить, как влияет МПФ пленки на вос-
становленные изображения, объединим соотношения
(7.15) и (8.53); в результате получим распределение эф-
фективной интенсивности:

^эФФ(^у) = Л2 + |а|2 + 2Л|а|м(-^^, й )̂ X

X cos [2я ̂ —^- χ + 2л 2±=JL·. у +

+ Q(xr, у/, *о, W-a^2^, ^^г-}]· (8-55)
') Восстановленные изображения можно получить с помощью

чечного источника и одной линзы. Оба изображения будут нахо-
диться в плоскости, в которой линза изображает точечный источник.
Положение голограммы относительно линзы при этом безразлично —
от него зависят только размеры изображений. — Прим. ред.

21*
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Сдвиг фазы Ω, возникающий за счет МПФ пленки,
влияет только на фазу света в точке изображения, соот-
ветствующей (XQ, ί/ο), И ПОЭТОМУ МЫ МОЖ6М 6ГО Н6 уЧИТЫ-
вать. Однако множитель Μ соответствует ослаблению ин-
тенсивности света, дающего изображение точки (ха,Уо).
Так как точки объекта, наиболее удаленные от опорной
точки, дают на голограмме полосы с наивысшими про-
странственными частотами, интенсивность изображений
таких точек ослабляется в наибольшей степени.

Таким образом, в схеме записи безлинзовой фурье-
голограммы ограниченность частотного отклика пленки
приводит к сужению поля зрения, но не влияет на раз-
решение в пределах этого поля зрения. Если, грубо го-
воря, максимальная пространственная частота, которая
разрешается эмульсией, равна /макс, то в—изображении
появляются только те точки объекта, координаты кото-
рых удовлетворяют соотношению

У(х0~хгУ
г + (Уо-УгУ <λζ/иакс· (8.56)

Если для коллимированной опорной волны, как мы уже
убедились, ограничение разрешающей способности плен-
ки эквивалентно наложению маски на входной зрачок
[см. (8.52)], то для второй схемы записи оно эквивалент-
но наложению маски на сам объект. В этом случае про-
пускание эквивалентной маски описывается соотно-
шением

t (*„, ί/ο) = Μ (-S£i, Л^). (8.57)

Так как амплитуда волны от каждой точки объекта
умножается на коэффициент, который зависит от коорди-
нат этой точки, рассмотренная схема не является про-
странственно-инвариантной и, строго говоря, для нее не
существует когерентной передаточной функции. Однако
с практической точки зрения можно разделить предмет-
ное пространство на так называемые изопланатические
области, размеры которых достаточно малы, чтобы соот-
ношение (8.57) было приблизительно верным в каждой
такой области. Тогда каждой области можно поставить
в соответствие свою когерентную передаточную функцию.
В этом случае когерентную передаточную функцию мо-
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жно записать в виде

Η (fx, fy) « МР (λ d,fx, λ dJY). (8.58)

где М определяется соотношением (8.57) для данной
изопланатической области, а Р опять есть функция зрач-
ка, описывающая эффективный зрачок системы.

Более общие схемы записи

Полный анализ показанной на фиг. 104 более общей
схемы записи был проведен ван Лигтеном [16], но он
слишком громоздок, поэтому привести его здесь не
представляется возможным. Анализ показывает, что влия-
ние МПФ пленки во всех случаях эквивалентно действию
маски, помещенной в некоторую плоскость между объек-
том и пленкой и имеющей амплитудный коэффициент
пропускания, пропорциональный, как и ранее, множи-
телю М. Положение эквивалентной маски зависит от
схемы записи. Две схемы записи, рассмотренные подроб-
но в настоящем параграфе, являются предельными слу-
чаями, в одном из которых эффективная маска совме-
щается с входным зрачком, а в другом — с объектом.

Для дальнейшего изучения эффектов, связанных с
МПФ пленки, читатель может обратиться к цитирован-
ным работам; дополнительный материал приведен также
в задаче 8.5.

'§6. ЭФФЕКТЫ, СВЯЗАННЫЕ С НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ ПЛЕНКИ

Во всех наших исследованиях голографического ме-
тода мы неоднократно делали предположение, что при
экспонировании светочувствительного слоя рабочая точка
лежит в пределах линейного участка кривой зависи-
мости амплитудного коэффициента пропускания от экс-
позиции. Однако реальные фотопленки и пластинки ни-
когда не бывают идеально линейными. Отклонение от
[линейности в значительной мере зависит от диапазона
вкспозиций, которым подвергается светочувствительный
слой. В настоящем параграфе мы кратко рассмотрим,
как сказывается нелинейность пленки на качестве вос-
становленного изображения. Следует подчеркнуть, что (
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в том случае, когда средняя экспозиция, обусловленная
объектом, сравнима с экспозицией за счет опорной вол-
ны, возможно, именно нелинейные эффекты сильнее
всего ограничивают качество изображения. Этот случаи
можно противопоставить случаю слабо освещенного
объекта, где основным ограничивающим фактором яв-
ляется шум, связанный с зернистостью пленки [18].

Модель Косма

Косма предложил удобную модель для анализа влия-
ния нелинейности пленки на голографически восстанов-
ленный волновой фронт [19]. Его подход к рассмотрению
фотографической эмульсии во многом аналогичен под-
ходу, используемому при анализе нелинейного элемента
в теории связи [20, 21]. Принимается, что входным сигна-
лом для такого элемента является распределение экспо-
зиций, которым подвергается эмульсия, а выходным —
распределение амплитудного коэффициента пропускания
проявленного диапозитива.

Для простоты будем считать опорную волну плоской
и запишем распределение ее поля и поля объекта соот-
ветственно в виде

U, (х, у) = А ехр (- j2nay),

U0(*, y) = a(x, y)exp[-/<p(*. у)]. ' '

Тогда суммарную экспозицию можно записать следую-
щим образом:

E(x,y) = \U;(x,y)+V0(X,y)n =
= А2Т + а2 (х, у)Т + 2Аа (х, у) Т cos [2пау - φ (χ, у)], (8.60)

где Т — время экспонирования. Мы можем считать, что
это распределение экспозиции равно сумме сравнительно
постоянной экспозиции ЕТ = А2Т, обусловленной опорной
волной, плюс отклонения Е\(х,у) от Ег, где

£, (х, у) =
= а2 (х, у)Т + 2Аа (х, у) Т cos [2аау - φ (χ, у)]. (8.61)

Амплитудный коэффициент пропускания t(x,y) про-
явленного диапозитива можно представить в виде суммц
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*-/,

Фиг. 114. Кривые, характеризую-
f щие нелинейность пленки,

α — t — £-крнвая; б — зависимость ίι от Ει;
β-функция g(E\\.

сравнительно постоянного «главного» пропускания /ь,
которое полностью определяется опорной волной, и из-
менения пропускания i\(x,у). Таким образом,

t(x,y) = tb-\-tl(x,y). (8.62)

Именно зависимостью t\ от Е\ [т. е. функцией t\(E\)] и
!>пределяется линейность процесса. Для дальнейшего
удобнее записывать эту функциональную зависимость

.как g(Ει), где
Ι *(£ι)=-*ι(£ι). (8.63)

ria фиг. 114 приведен типичный вид зависимостей t от
р, затем t\ от EI и окончательно g от Ег.
I Блок-схема модели Косма дана на фиг. 115. Постоян-
иая экспозиция Ег вычитается из Е(х, у ) ; оставшаяся экс-
шозиция Е\ (х, у) подается на вход нелинейного элемента
ρ характеристикой g(£i). Полное амплитудное пропуска-
ние i(x, у) получается вычитанием выходного сигнала из
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Ф и г . 115. Блок-схема модели Косма.

постоянного пропускания. Теперь остается, конечно, вы-
яснить, как влияет нелинейное преобразование g(E{) на
поле, проходящее через диапозитив.

Анализ методом преобразования

Один из возможных методов анализа модели Кос-
ма— это так называемый метод преобразования, исполь-
зуемый в теории связи [20, 21]. Этот метод основан на
чисто математических операциях. Рассмотрим фурье-об-
раз нелинейной характеристики g(Ei):

+ 00

G (/) = J g(£,)exp(- j2nfEl)dEl. (8.64)
—oo

Написанный фурье-образ не имеет реального физи-
ческого смысла, так как он не представляет собой
«спектр» временной или пространственной функции в
обычном смысле слова. Однако в его полезности можно
убедиться, выразив функцию £(£Ί) через ее фурье-об-
раз Gtf):

+ СО

g(£,)= | G(/)exp(/2n/£1)d/ =
— 00

+ 00

= J G(/)exp[At/a2(*, у) Т] X

Χ exp (j4nfAa (χ, у) Τ cos [2лау - φ (χ, у)]} df.



§ 6. Эффекты, связанные с нелинейностью пленки 305

Второй экспоненциальный множитель может быть
"аскрыт с помощью формулы Якобн — Ангера [22]

оо

ехр (/γ cos θ) = 2 εν/
νΛ> (ν) cos νθ, (8.65)

V=U

где εν — множитель Неймана

( 1 ν = 0,

Η 2 ν>0, (8'66>

£/ν— бесселева функция первого рода порядка ν. Таким
|5разом

1
+00 η

ί G (/) ехр (;2π/α2 Γ) /ν (4яТAaf) df X

00 f + K

-Σ-j-r/
V—0 |_—oo

X cos (2πναί/ — νφ)
и окончательно

<"О

t (x, У) = гй - .Σ /Λ, (a (x, у)) cos [2πνα# - νφ (χ, у)], (8.67)
v=u

где
I +°°

//vH*. ί/)) = βν/
ν I G(/)exp(/2tfa27Vv(4K7Ma/)d/.

L -00 (8.68)

I Запись результата в виде (8.67) очень наглядна. Член
fc ν = 1 представляет собой компоненту, благодаря кото-
рой получаются обычные действительное и мнимое изо-
бражения. Фазовая модуляция φ (я,у) этой компоненты
идентична фазовой модуляции распределения экспози-
ций, и, следовательно, не искажается нелинейностью.
Однако амплитудная модуляция искажается в соответ-
ствии с нелинейностью функции Hi(a(x,y)), которую
в принципе можно оценить для любой рассматриваемом
нелинейной функции g(Ei).

Кроме того, генерируются гармоники пространствен-
ной несущей частоты а. Несущая частота v-й гармоники
равна να. Отсюда следует, что волновые компоненты,
соответствующие этим гармоникам, распространяются
всегда под большими углами, чем недифрагированный
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свет. Фазовая модуляция v-й гармоники равна фазовой
модуляции падающей волны, умноженной на ν, а ампли-
тудная модуляция есть нелинейная функция Hv(a(x,y))
исходной амплитудной модуляции а(х,у). Можно счи-
тать, что эти гармоники дают изображения «высших
порядков» исходного объекта, хотя такие изображения
будут, вообще говоря, сильно искажены из-за вносимого
диапозитивом нарушения амплитудного и фазового рас-
пределений соответствующей волновой компоненты.

После того как получено общее выражение для про-
пускания нелинейного диапозитива, остаются еще два
нерешенных вопроса, которые мы пока не затрагивали:
1) оценка функции Hv(a) для некоторой разумной мо-
дели нелинейности пленки g(Ei) и 2) определение влия-
ния этих искажений не только на прошедшие волновые
компоненты, но и на сами изображения. Мы не будем
рассматривать здесь подробно ни одну из этих проблем.
Однако некоторые частные случаи будут рассматриваться
в дальнейшем при обсуждении свойств пленки с «резким
контрастом». Кроме того, читатель может обратиться
к работе Косма [19], в которой для нахождения функции
Hv используется так называемая модель характеристики
в виде функции ошибок.

Прямой метод анализа. Резкий контраст

Анализ с помощью метода преобразования привлека-
телен благодаря своей общности, но в некоторых случаях
и с помощью более прямого подхода удается сравни-
тельно легко получить простые результаты. Рассмотрим
пример такого непосредственного подхода для случая
резкоконтрастной пленки. Т а к - м ы будем называть плен-
ку с зависимостью пропускания от экспозиции типа по-
казанной на фиг. 116. Для всех экспозиций ниже некото-
рой пороговой £Ό амплитуда пропускания равна единице,
а для всех экспозиций выше Е0 она равна нулю. Такая
модель в лучшем случае является грубым приближением
даже для пленки с очень большой контрастностью. Во-
обще говоря, она скорее соответствует нелинейной ха-
рактеристике, с которой мы сталкиваемся в том случае,
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когда голограмма сканиру- <
ется, а затем обрабатывает-
ся с помощью аналого-циф- у
ровой машины.

Чтобы проанализировать
эту модель, сделаем два ос-
новных допущения. Во-пер-
вых, положим, что «несущая
частота» α в соотношении
(8.60) много больше шири-
ны полос пространственных
частот амплитуды а(х, у) и Фиг. 116. Кривая зависи-
фазы φ(χ, и). Если это так, мости амплитудного коэффи-
то в любой области, малой ̂  дТТ/еаТноГ ρΞ
по сравнению с обратны- контрастной пленки,
ми ширинами полос частот
амплитуды а(х,у) и фазы φ(χ,у), экспозицию можно
рассматривать как сумму приблизительно постоянного
смещения Ег + а2Т и синусоидальных полос простран-
ственной частоты α с почти постоянной амплитудой 2АаТ
и фазой φ. Во-вторых, допустим, что экспозиция опор-
ной волны Ег выбрана так, чтобы она была в точности

_равна пороговой экспозиции Е0. Тогда преобразование
изменений экспозиции в изменения пропускания можно
записать в виде

при с?Т + 2АаТ cos (2лау - φ) < О,

при а2Т + 2АаТ cos (2яау - φ) = О,

в остальных случаях.

Фиг. 117 является наглядной иллюстрацией нелиней-
ного действия пленки; с ее помощью можно определить
важные величины, которыми мы будем оперировать в
дальнейшем. Обозначим период функции пропускания
t ( y ) через L = or1, а ширину импульсов пропускания с
единичной амплитудой через /. Центр импульса смещен
относительно начала координат по оси у на величину
φΖ,/2π. Заметим, что информация об амплитудной моду-
ляции а(х, у) интерференционных полос падающего на
пленку света не утрачивается при резком контрасте, так
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Ф и г . 117. Нелинейное преобразование изменений экспозиции (α)
. в изменения пропускания (б).

как от нее зависит ширина / импульсов пропускания. Та-
ким образом, информация об амплитуде сохраняется
благодаря модуляции ширины импульсов, но, конечно, в
искаженном виде. Подобным образом фазовая модуля-
ция φ(χ, у) влияет на положение импульсов пропускания
относительно начала координат. Следовательно, инфор-
мация о фазе сохраняется в виде модуляции положения
импульсов.

Прежде чем рассматривать влияние нелинейности на
различные волновые компоненты, прошедшие через голо-
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Энепшшшя

I
грамму, мы найдем точное соотношение между шириной
импульса / и амплитудой а волны, падающей на пленку
от объекта. Это соотношение можно установить с по-
мощью фиг. 118. Прежде всего заметим, что фазовый
угол θ можно определить по фиг. 118, а; он равен

β=|Ч· <8-69>
Кроме того, из фазовой диаграммы на фиг. 118, б сле-
дует, что

e = arccos(2^)-arccos(^r). (8.70)

Комбинируя (8.69) и (8.70), получаем

/=£arccos(ij)· <8·7Ι>
Этот результат иллюстрирует нелинейный характер пре-
вращения амплитудной модуляции а(х,у) в модуляцию
ширины импульса 1 ( х , у ) .

Найдем теперь амплитудную и фазовую модуляции
различных волновых компонент, прошедших через голо-
грамму. Для этого воспользуемся предположением об
«узкополосности» и применим анализ Фурье для иссле-
дования пропускания t ( x , у), как будто оно является
чисто периодической функцией у и не зависит от х. Затем
примем, что α и φ в решении представляют собой



310 Гл. 8. Получение изображения, или голография

медленно меняющиеся функции. Такое приближение яв-
ляется достаточно точным, если выполняется первое из
сделанных выше допущений. Периодическую функцию
t(x,У) = t(y) можно разложить в ряд Фурье

t(id- £ Cvexp(/-^), (8.72)
VA —οα

где
L/2

Cv = T J t(y)^p(-j^f)dy. (8.73)
-LI1

После замены переменных у' = у—(φΖ./2π) середина
импульса пропускания будет совпадать с началом си-
стемы координат у'\ тогда

1/2

CV=-£^MI j ехр(у *ρ/ιμ,. (874)
-1/2

После интегрирования получим

) f
C v= j (8.75)

I ^sin(itvrjexp(~-'vq|)) ν^°·
Комбинируя этот результат с (8.71) и (8.72), находим 1)

* (*·#) = Т агссозШ +
оо

+ 2 llr sin [v arccos (^-)j cos (2πνα# - νφ), (8.76)
V=-l

где теперь будем считать, что α и φ представляют собой
медленно меняющиеся функции (х,у). Если сравнить
этот результат с выражением (8.67), полученным ранее
методом преобразования, то совершенно ясно, что функ-

') На простоту этого результата и прямой метод, с помощью ко-
торого можно его получить, автору впервые указал его ученик Гор-
дон Найт.
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ция Hv в случае резкого контраста равна

Я„(а) =
1-larccos^) v = 0,

-JUinlvarccos^)] v>0.
(8.77)

Нас в первую очередь интересует фурье-компонента,
Ьтветственная за образование изображений первого по-
рядка, т. е. компонента с ν = 1. Поскольку

sin[arccos (JL)] = /1 - (·£·)" , (8.78)

нетрудно найти, что соответствующая компонента про-
пускания есть

t, (х, У) = ~- ]/1 - [̂ Г1]2 cos [2nay- φ(*. у)]. (8.79)

Таким образом, амплитудная модуляция несущей иска-
жена, как это показано на фиг. 119, в то время как фа-
зовая модуляция остается неискаженной. Заметим, что
при α <С 2Л амплитудная модуляция исчезает и пленка
действует совершенно так же, как ограничитель полосы
пропускания в теории связи (см. работу [20], стр. 288).
Однако при значениях а, сравнимых с 2А, изменение
смещения а2Т, вызванное волной от объекта, приводит
к искажению амплитудной модуляции пропускания t].

В заключение интересно рассмотреть компоненту
пропускания, ответственную за возникновение изобра-

0,5

».а_
W 2A о д$: у ГА

δ

Фиг. 119. Искажение амплитудной модуляции компоненты пер-
вого порядка (а) и компоненты второго порядка (б).
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жений второго порядка:

*2(*, #) = IT sin [2arccos (-£-)] cos [2л (2α) у - 2<р]. (8.80)

Используя соотношение

sin[2arccos \-^]\ = 2sin [arccos (gj)] cos [arccos [-£A] =

-Τ/ΗΪΓ· <8·8Ι>
находим

Ъ(x, У) = ~^ 1/Ί - (^f)2 cos [2я(2α)0- 2<p]. (8.82)

Искажение амплитудной модуляции этих волновых ком-
понент показано на фиг. 119,6. Заметим, что для малых
(а/2А) амплитудная модуляция не искажена. Однако
фазовая модуляция вдвое больше, чем это должно было
бы быть; в результате можно ожидать появления иска-
жений в изображении второго порядка. Для ознакомле-
ния с методом, позволяющим найти правильную частот-
ную и фазовую модуляцию при а < 2Л, читатель можег
обратиться к задаче 8.7.

Влияние нелинейности на восстановленные изображения

Определение влияния нелинейности на сами восста-
новленные изображения является, вообще говоря, труд-
ной задачей, и мы не будем ее подробно рассматривать.
Однако уместно сделать несколько простых замечаний.

Прежде всего, чтобы предсказать влияние нелиней-
ности на изображение первого порядка для резко кон-
трастной пленки, экспонированной так, что a <g; 2A,
можно воспользоваться многими известными из теории
связи свойствами ограничителя полосы пропускания [23].
Такой подход применили Фризем и Зеленка [24], кото-
рые установили как аналитически, так и эксперимен-
тально несколько важных закономерностей. Если объект
состоит из двух точечных источников, причем амплитуда
одного из них больше, чем другого, то должен наблюда-
даться (и это соответствует действительности) эффект
подавления слабого сигнала. Иными словами, амплитуда
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изображения более слабого точечного источника ослаб-
лена по сравнению с амплитудой более интенсивного
источника. Кроме того, из-за эффектов взаимной моду-
ляции при взаимодействии двух точечных источников
могут появиться ложные изображения, т. е. изображе-
ния точечных источников, которых на самом деле нет
в объекте.

Влияние нелинейности пленки исследовалось также
и для диффузного освещения объекта [25, 26]. В этом
случае экспозицию лучше всего рассматривать как слу-
чайный процесс, используя методы анализа, которые вы-
ходят за рамки нашего рассмотрения. Со всеми дета-
лями читатель может ознакомиться по цитированным
работам.

В заключение приведем фотографии, иллюстрирую-
щие природу искажений изображения, с которыми стал-
киваются на практике. На фиг. 120, а приведена схема
установки, используемой для записи интересующих нас
сейчас голограмм. Объект представляет собой просто
квадратное отверстие в непрозрачном экране, освещае-
мое сзади через рассеивающее устройство. Опорная вол-
на излучается из точки, компланарной объекту; таким
образом, здесь используется схема безлннзовой гологра-
фии Фурье. Голограмма записывается на спектроскопи-
ческую пластинку-Кодак 649F. Отношение интенсивно-
стей опорной волны и волны от объекта в плоскости
записи во всех случаях равно 1,4: 1. На фиг. 120,6 мы

^идим два изображения первого порядка (плюс член
нулевого порядка), полученные в том случае, когда сред-
няя экспозиция была выбрана так, что постоянная ком-
понента пропускания равна 0,5. Эта величина соответ-
ствует максимальному линейному динамическому диа-
пазону на t — ̂ -кривой, поэтому нелинейные эффекты
в данном случае очень малы. Изображения на фиг. 120, в
получены с большим временем экспозиции, которое вы-
брано так, что постоянная компонента пропускания рав-
на 0,24 при неизменных других факторах (включая отно-
шение интенсивностей опорной волны и волны от объ-
екта). В этом случае мы попадаем в область высокой
нелинейности t — Я-кривой. Результаты наглядно видны.
Прежде всего легко заметить присутствие членов второго

22 Дж. Гудмен
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Пленка

Опорная
волна

Источник

Ф и г . 120. Влияние нелинейности пленки на восстановление
изображения.

а —схема записи; б —изображения, полученные при /£ = 0,5, н а —изображения,
полученные при /ft-=0,24.

порядка. Однако более существенно то, что четкие
изображения первого порядка наложены теперь на раз-
мытый светлый фон. Этот фон есть непосредственное
следствие вызванного нелинейностью пленки искажения
за счет взаимной модуляции [26],
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§ 7. В Л И Я Н И Е ТОЛЩИНЫ ЭМУЛЬСИИ

Во всем предыдущем изложении предполагалось, что
фотографическая эмульсия имеет пренебрежимо малую
толщину и что запись голограммы можно рассматривать
как чисто «поверхностное» явление. В действительности
эмульсия всегда имеет какую-то отличную от нуля тол-
щину, и поэтому важно знать, как эта толщина может
влиять на процесс получения изображений.

В качестве типичного примера укажем, что у широко
используемых в голографии спектроскопических пласти-
нок Кода к 649F толщина эмульсии составляет обычно
около 16 мк. На первый взгляд может показаться, что
это совершенно ничтожная величина; однако следует
помнить, что период полос на поверхности эмульсии ча-
сто бывает сравним с длиной оптической волны, которая
для обычно используемой красной линии гелий-неонового
лазера равна приблизительно 0,6 мк. Таким образом,
толщина эмульсии может иногда в 20 раз превышать
период полос, В подобных случаях необходимо учиты-
вать «объемный» характер процесса записи.

При рассмотрении этого вопроса мы будем в основ-
ном следовать работе Колиера [10], в которой читатель
может найти дополнительные сведения.

Элементарная голограмма

Рассмотрим сначала очень простой случай: на эмуль-
сию конечной толщины падают плоская опорная волна
и плоская волна от объекта. Можно считать, что эти две
простые волны дают элементарную голограмму.

Обращаясь к фиг. 121, положим для простоты, что
волновые нормали этих двух волн (изображенные стрел-
ками) составляют угол Θ/2 с нормалью к поверхности;
тогда суммарный угол между ними будет Θ. Волновые
фронты, или последовательность линии нулевых фаз, по-
казаны тонкими линиями. Расстояние между волновыми
фронтами для каждой из волн равно длине оптической
волны. Вдоль линий в эмульсии (т. е. в точках на нашем
двумерном рисунке), где пересекаются волновые фрон-
ты двух волн, их амплитуды складываются в фазе, да-
вая большую экспозицию. С течением времени волновые

22*
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Ф и г . 121. Запись элементарной голограммы в толстой эмульсии.

фронты смещаются в направлениях своих нормален, и
линии конструктивной интерференции перемещаются по
эмульсии, образуя плоскости больших экспозиций. Про-
стое геометрическое построение показывает, что эти пло-
скости делят пополам угол θ между двумя волновыми
нормалями и располагаются периодически в эмульсии.

После проявления фотопластинки атомы серебра бу-
дут образовывать пластиночки вдоль плоскостей боль-
шой экспозиции. Рассматривая прямоугольный треуголь-
ник, выделенный жирными линиями на фиг. 121, легко
показать, что расстояние Л между серебряными пла-
стинками удовлетворяет соотношению

2Λ3ΐη-| = λ. (8.83)

Условие Брэгга

Положим, что мы пытаемся восстановить плоскую
волну исходного объекта, освещая элементарную голо-
грамму восстанавливающей плоской волной. Естественно
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возникает вопрос: какой падающиеf пучиугол освещения надо вы-
брать, чтобы получить мак- ι ι . ,
симально интенсивную вое- \ \ \ \
становленную волну? Чтобы
ответить на этот вопрос, мы

Серебряные
" пластиночки

можем рассматривать каж-
дую серебряную пластиноч-
ку как частично отражаю-
щее зеркало, которое откло-
няет часть падающей плоской
волны в соответствии с обыч-
ными законами отражения.
Если плоская волна падает Отраженные
на пластинчатую' структуру "У"
под углом ψ, как показано Фиг. 122. Схема восстано-
на фиг. 122, то отраженные вленпя.
плоские волны будут распро-
страняться в указанном направлении. Однако для того,
чтобы различные отраженные волны складывались
в фазе, длины путей, проходимых волнами, отраженны-
ми от соседних плас-тиночек, должны отличаться ровно
на одну оптическую длину волны1). Обращаясь к
фиг. 122, с помощью простого геометрического построе-
ния нетрудно показать, что это требование выполняется
только в том случае, когда угол падения ψ удовлетво-
ряет так называемому условию Брэгга

sin^=±-~. (8.84)

Сравнение соотношений (8.83) и (8.84) показывает, что
интенсивность будет максимальной при

( ± Θ/2 или

*-{ ±(.,-6/2,. <8'85'

Для получения максимальной интенсивности восстанов-
ленной волны необходимо применять для освещения

') При разности хода в несколько целых длин волн также
имеет место конструктивная (усиливающая) интерференция. Мы рас-
сматриваем только условие первого порядка, соответствующее раз-
ности хода в одну длину волны.
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голограммы волну, являющуюся точной копией исходной
опорной волны (ψ = +Θ/2). Эта восстановленная волна
дает мнимое изображение объекта. Мы видим также, что
при освещении голограммы волной исходного объекта
получается копия опорной волны (ψ = —θ/2). Кроме
того, условие Брэгга удовлетворяется и для волн, рас-
пространяющихся в направлениях, противоположных на-
правлениям исходных волн. Если осветить голограмму
волной, распространяющейся навстречу опорной волне
[ψ =—(π — θ/2)], то возникающая при этом плоская вол-
на объекта распространяется в направлении, противопо-
ложном тому, которое она имела при падении. Эта «ком-
плексно сопряженная» волна дает действительное изо-
бражение исходного объекта. Подобным же образом
действительное изображение источника опорной волны
может быть получено при освещении голограммы вол-
ной, комплексно сопряженной волне объекта (ψ =
= π — θ/2).

Основной результат этого исследования состоит в
том, что в случае «толстой» эмульсии максимальная
яркость действительного и мнимого изображений полу-
чается только при соответствующем освещении голо-
граммы 1 ) . Чтобы получить мнимое изображение, необ-
ходимо осветить голограмму копией опорной волны. Что-
бы получить действительное изображение, голограмму
необходимо осветить (с противоположной стор'оны) вол-
ной, комплексно сопряженной опорной. Эти результаты
представлены на фиг. 123 для простого случая расходя-
щейся сферической опорной волны.

Наконец, необходимо иметь в виду, что любая дан-
ная эмульсия может вести себя и как поверхностная
дифракционная решетка (случай тонкой эмульсии) и
как пространственный набор пластиночек (случай тол-
стой эмульсии).

Весь вопрос заключается в том, преобладают ли в
данном случае поверхностные или объемные эффекты,
что зависит от толщины эмульсии и от углового спектра

') Автор опускает очевидные рассуждения и переходит от эле-
ментарной голограммы к голограммам от сложных объектов. —
Прим. ред.
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Фиг. 123. Получение действительного и мнимого изображений
от «толстой» голограммы.

α — запись голограммы; б — получение мнимого изображения; β — получеспе деЛ
ствнтельного изображения.
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экспонирующих ее плоских волн. Как правило, эмульсию
можно считать толстой, если ее толщина L много боль-
ше наименьшего периода Л пластинчатой структуры;
точно так же ее можно считать тонкой при L <с Л. Ко-
нечно, существует промежуточный случай, когда эффект
Брэгга проявляется слабо.

§ 8. ОБОБЩЕНИЯ

В настоящем параграфе кратко рассматриваются не-
которые обобщения обсуждавшихся нами ранее вопро-
сов. Для более полного ознакомления с этим материалом
интересующийся читатель может обратиться к цитируе-
мым работам.

Голография движущихся объектов [27]

Во всех предшествовавших случаях мы полагали, что
распределения полей объекта и опорной волны постоян-
ны во времени, по крайней мере в течение экспонирова-
ния. В некоторых случаях объект может перемещаться,
в результате чего интерференционная картина изменяется
при экспонировании. Обобщим теперь нашу теорию так,
чтобы включить в нее эффекты, связанные с движением
объекта.

Положим, что применяется монохроматический опор-
ный источник, и поэтому поле опорной волны, падающей
на пленку, можно записать в комплексном представле-
нии

U, (х, У, t) = А (х, у) ехр (- /2πν0/). (8.86)

Пусть поле объекта меняется во времени, тогда, исполь-
зуя комплексное представление, имеем

U0 (*· У'· 0 = а (*· У> 0 ехР (- /2πν0*)· (8.87)
Таким образом, суммарная экспозиция

+Г/2

Е(х,у) = Е,(х,у) + Е0(х,у) + А(х,у) J a"(x, y,t)dt +
-Т/2

+Т/2

+ \'(х, у) J a ( x , y , t)dt, (8.88)
-Г/2
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где Ег и ЕО — экспозиции, обусловленные соответствен-
но опорной волной и волной объекта, а Т — время экспо-
нирования.

Ограничиваясь рассмотрением только одной компо-
ненты экспозиции, ответственной в конечном счете за
возникновение мнимого изображения, запишем

+Г/2

Е'(х,у) = \'(х,у) J а (х, у; t) at. (8.89)
-Г/2

Это соотношение содержит всю информацию, необходи-
мую для того, чтобы предсказать влияние движения объ-
екта на изображение. Однако во многих случаях удобнее
записывать этот результат в пространстве частот. Кон-
кретно мы можем написать, воспользовавшись табл. 1
(см. гл. 2),

+ 00

Е'(х, у) = А'(х, у) J rect (^)a(*, у; t)dt =
— оо

+ 00

= А*(*, у) Т | smc(Tv)Ga(x, у; v)dv, (8.90)
— оо

где Οα (χ, у; ν) определяется выражением
+ 00

Ga(x,y,v)= J Ά(Χ, у; /)ехр(-/2πνί)^, (8.91)
— оо

а для получения последнего равенства использована об-
общенная теорема Парсеваля [28].

Из соотношения (8.90) очевидно, что воздействие по-
стоянной экспозиции в течение Т секунд совершенно эк-
вивалентно операции линейной фильтрации с (завися-
щей от времени) передаточной функцией

Η (ν) = sine (Tv), (8.92)

действующей на a(x,y;t). Этот результат можно интер-
претировать следующим образом: если излучение, па-
дающее на пленку от данной точки объекта (одинаковое
на всей пленке), изменяется по отношению к опорному
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с частотой ν сект1, то интенсивность соответствующей точ-
ки изображения будет ослаблена в sinc2(Tv) раз.

Полученный результат будет использован в § 9 при
рассмотрении анализа вибраций. С другими применения-
ми читатель может познакомиться по оригинальной ра-
боте [27].

Голография в пространственно-некогерентном свете

Если первоначально голографический метод получе-
ния изображения был разработан для случая когерент-
ного освещения, то в настоящее время существуют
способы, позволяющие получать голограмму и при некоге-
рентном освещении. Обобщение голографической мето-
дики на случай некогерентного освещения впервые было
предложено Мерцем и Юнгом [29]. Дальнейший вклад
в теоретическое и экспериментальное изучение некоге-
рентной голографии внесли Ломан [30], Строук и Рест-
рик [31] и Кохран [32].

Свет от какой-либо одной точки некогерентно осве-
щенного объекта теперь уже не будет, конечно, интер-
ферировать со светом от любой другой точки этого
объекта. Тем не менее, если посредством некоторой опти-

Зерколо

Зеркало

фиг. 124. Треугольный интерферометр для некогерентной голо-
графии.
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ческой манипуляции разделить свет, идущий от каждой
точки объекта, на две части, то каждая пара волн, исхо-
дящих из одной точки, может интерферировать друг с
другом и давать систему полос. Таким образом, инфор-
мацию о каждой точке объекта можно зашифровать в
виде некоторой системы полос. Если при этом шифровка
осуществляется однозначно, т. е. так, что никакие две
точки объекта не могут дать одинаковое распределение
полос, то тогда в принципе можно получить и изобра-
жение объекта.

В настоящее время известно много оптических си-
стем, пригодных для осуществления необходимого нам
разделения волн, испускаемых объектом [30, 31]. Мы
рассмотрим здесь только одну систему, предложенную
Кохраном [32]. Как показано на фиг. 124, система со-
стоит из треугольного интерферометра, в который поме-
щены две линзы LI и L2 с различными фокусными рас-
стояниями /] и /2. Мы будем считать обе линзы положи-
тельными, хотя можно воспользоваться и комбинацией
одной положительной и одной отрицательной линз. Лин-
зы расположены на расстоянии fi + /2 друг от друга, так
что их фокусы совпадают в точке Р. Плоскости А и В
расположены соответственно на расстоянии fi от линзы L\
и на расстоянии fz от линзы L2.

Свет от плоскости А может распространяться к пло-
скости В по любому из двух возможных направлений:
через интерферометр по часовой стрелке или против ча-
совой стрелки. Рассмотрим первый случай. Свет про-
ходит расстояние f\ от плоскости А до линзы L\, испы-
тывая отражение в светоделителе BS. Затем свет прохо-
дит расстояние от L\ до LZ, равное fi + /2, и расстояние
/2 от L2 до плоскости В (опять испытывая отражение
в BS). При нашем выборе отношения длин путей к фо-
кусным расстояниям f\ и /2 плоскость А отображается
на плоскость В, причем при показанной последователь-

" зости расположения линз L{ и L2 изображение полу-
Гчается с увеличением Λίι = — f z l f i -

При распространении против часовой стрелки свет в
каждом случае проходит через светоделитель, а не отра-
жается от него. Плоскость А опять отображается на пло-
скость β, но теперь свет проходит через систему линз.



324 Гл. 8. Получение изображения, или голография

в обратном направлении, и мы получаем увеличение
М2 = -f,//2.

Рассмотрим точку О (фиг. 124) некогерентного объек-
та, расположенную на расстоянии ζ от плоскости А. Так
как свет от этой точки определяет распределение фаз на
плоскости А, то сферическую волну, падающую на пло-
скость А (волновой фронт W0 на фиг. 124), мы можем
записать в виде комплексной функции

Ua (х, у) = U0 ехр [/ -£-(*2 + if)]. (8.93)

В плоскости В появятся две сферические волны (волно-
вые фронты WL и й/2 на фиг. 124), одна с увеличением
Λίι = — f z l f t , вторая с увеличением М2 = — f a f c . Таким
образом, суммарная амплитуда будет

«.«•)-«.«р{/£[(£)1+(тШ+

+».«*{'£Ш+Ши <854)

Соответствующее распределение интенсивности имеет
вид

ЗГь(х, i/) = |U, | 2 + |U 2 | 2 + 2 | U 1 | | U 2 | X

х cos \т- (^β-\(χ2+'Я + *1' (8·95)
ίλ ζ V '1/2 / J

где мы воспользовались соотношением

j L=Azl
Af? Ml fffi '

Если фотопластинка экспонируется светом с распре-
делением интенсивности (8.95), а затем обрабатывается
так, что получается диапозитив с амплитудным коэффи-
циентом пропускания, пропорциональным экспозиции,
то его пропускание можно записать в виде

t(^,|/) = t6 + (i/UIU-eXpf/[-^f-^.)^ + ̂ )l} +
l L А 2 V ' ι'2 / J J

+ |Τϋ;υ,βρ{-,[£(^)(* + Λ]}. (8.96)
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Второй и третий члены можно рассматривать как функ-
ции пропускания соответственно отрицательной и поло-
жительной линз [см. (5.10)], фокусное расстояние каж-
дой из которых равно

г2г2

f-Ά*· (8-97)
М ~ / 2

Таким образом, если диапозитив осветить волной от ко-
герентного источника, то получается как мнимое, так
и действительное изображения исходного точечного
источника.

Переходя к объекту, состоящему из множества взаим-
но некогерентных точечных источников, получаем, что
каждый такой источник дает на пленке свою собствен-
ную интерференционную картину. Поскольку различные
источники некогерентны, полная интенсивность опреде-
ляется просто как сумма интенсивностей всех получаю-
щихся таким образом распределений. Координаты (х, у)
каждого точечного источника определяют центр отвечаю-
щей ему интерференционной картины и поэтому задают
координаты (х, у) действительного и мнимого изображе-
ний, а z-коорднната точечного источника определяет со-
ответствующее фокусное расстояние [см. (8.97)]; таким
образом, получающееся изображение является трехмер-
ным. I

Хотя во многих приложениях было бы весьма жела-
тельно использовать вместо когерентного некогерентный
свет, в настоящее время еще не решены многие серьез-
ные практические проблемы, ограничивающие возможно-
сти некогерентной голографии. Трудности возникают из-
за того, что в некогерентной голографии каждая элемен-
тарная интерференционная картина полос получается в
результате интерференции двух чрезвычайно слабых
пучков, составляющих ничтожную долю всего света, па-
дающего на пленку, тогда как в когерентной голографии
свет от каждой точки объекта интерферирует со всем
светом опорной волны. Таким образом, при некогерент-
ной голографии всегда приходится давать большие экс-
позиции смещения. Из-за этой основной проблемы неко-
герентная голография успешно применяется только для
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объектов, состоящих из относительно малого числа эле-
ментарных частей. Дальнейшие возможности использо-
вания некогерентной голографии в огромной мере зави-
сят от того, будет ли найден простой способ решения
указанной проблемы.

Отражательная голограмма

При соответствующем видоизменении техники коге-
рентной голографии можно записать голограмму в (почти
монохроматическом) когерентном свете, а изображения
получить в «белом свете». В этом случае восстановлен-
ные волновые фронты получаются не при прохождении
света через голограмму, а при отражении от нее. Этот
метод основан на использовании трехмерных свойств
фотографической эмульсии и тесно связан во многих от-
ношениях с методикой цветной фотографии Липма-
на [33].

Основная идея такого метода голографии была впер-
ные выдвинута в 1962 г. в Советском Союзе Денисюком
[34]. Эта идея не была в должной мере оценена в Соеди-
ненных Штатах до опубликования работ Строука и Ла-
бейри [36] и Лина и др. [36| в 1966 г. Довольно полный
анализ отражательной голографии можно найти в ра-
ботах Лейта и др. [37].

Чтобы записать отражательную голограмму, волна
от когерентно освещенного объекта и опорная волна дол-
жны падать на фотографическую эмульсию с противо-
положных сторон (фиг. 125, а). Как уже было отмечено
ранее (см. § 7), в результате интерференции этих двух
волн пленка (после проявления) будет представлять со-
бой диапозитив со структурой в виде слоев металличе-
ского серебра, действующих как отражающие плоскости.
Так как угол θ близок к 180°, отражающие плоскости (де-
лящие угол θ пополам) идут почти параллельно поверх-
ности эмульсии. Из соотношения (8.83) следует, что пло-
скости располагаются на расстоянии

Λ «А. (8.98)

Чтобы получить мнимое изображение, мы должны осве-
тить диапозитив копией опорной волны. Тогда мы
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Ф и г . 126. Фотография мнимого изображения, восстановленного от
отражательной голограммы при освещении ее белым светом.

получим воспроизведение волнового фронта исходного
объекта (фиг. 125,6), а это в данном случаен означает,
что изображение получено в отраженном свете. Отметим
также, что для данной геометрии освещения и наблюде-
ния закон Брэгга при восстановлении будет выполняться
только для одной длины волны. Таким образом, если
освещение производится белым светом, то отражается
только свет с длиной волны, удовлетворяющей закону
Брэгга, весь же остальной проходит через эмульсию или
частично поглощается.

Чтобы получить действительное изображение, нужно
осветить диапозитив с противоположной стороны. Изо-
бражение, получающееся в отраженном свете, опять бу-
дет образовано волнами только одного цвета (см.
фиг. 125, в).
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В принципе цвет изображений должен быть почти
таким же, как цвет света, использовавшегося при запи-
си голограммы. На практике оказывается, что длина вол-
ны отраженного света меньше длины волны света, дей-
ствовавшего при экспонировании. Это происходит из-за
того, что при проявлении и фиксировании эмульсия сжи-
мается. В результате расстояние между слоями серебра
будет меньше ожидаемого значения. В тех случаях, ко-
гда нужно избежать изменения длины волны при вос-
становлении (это необходимо, например, в многоцветной
голографии [36]), нужно принять какие-то меры против
сжатия эмульсии. Если опустить процесс фиксирования,
то сжатие в основном устраняется, но тогда проявлен-
ные пластинки постепенно теряют свои свойства. Воз-
можно, наиболее приемлемым решением является какой-
то метод расширения эмульсии после фиксирования. При
достаточно аккуратном применении этого метода можно
сделать так, что эмульсия будет отражать любую задан-
ную длину волны в пределах широкого спектрального
интервала.

На фиг. 126 приведена фотография мнимого изобра-
жения, полученного от отражательной голограммы. Го-
лограмма была записана в свете гелий-неонового лазера
с длиной волны 6328 А. Без применения метода расши-
рения эмульсин голограмма (отфиксированная) отра-
жает зеленый свет.

§ 9. ПРИМЕНЕНИЯ ГОЛОГРАФИИ

В начале 60-х годов процесс восстановления волно-
вого фронта был значительно модернизирован и усовер-
шенствован, благодаря чему голография стала прони-
кать во все новые и новые области. В настоящем пара-
графе мы рассмотрим несколько наиболее важных из
этих приложений. Будем ограничиваться только голо-
графией в оптическом диапазоне. Читатель должен иметь
в виду, что этот процесс находит применение в СВЧ и
в радиочастотном диапазонах спектра (см., например,
[38]), а также и для получения изображения с помощью
акустических волн [39].
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Микроскопия

Исторически сложилась точка зрения, что наиболее
вероятной областью применения голографии должна
быть микроскопия: это было основным стимулом боль-
шинства ранних работ, посвященных процессу восста-
новления волнового фронта. Такое положение сохраня-
лось и после первых работ Габора [1, 3, 4] и Эль-
Сума [6].

На современном этапе развития найдено много
новых приложений голографии, поэтому теперь уже нель-
зя сказать, как это было до сих пор, что развитие голо-
графии стимулируется исключительно задачами микро-
скопии. К тому же, хотя сейчас уже в достаточной мере
ясна полезность применения голограмм в микроскопии,
совершенно очевидно, что новая методика не является
серьезным конкурентом обычного микроскопа в тради-
ционной микроскопии. Тем не менее существуют два
аспекта, в которых использование голографии в микро-
скопии весьма перспективно. Сюда относятся прежде
всего способ получения объемных изображений высокого
разрешения, на чем мы остановимся более подробно
в следующем параграфе. В обычной микроскопии высо-
кое разрешение достигается за счет ограничения глу-
бины фокуса. Открываемая применением голографии
возможность получения трехмерных изображений потен-
циально должна привести к значительному увеличению
глубины фокуса.

Другое применение в области микроскопии — исполь-
зование голограмм для создания рентгеновского микро-
скопа — находится, надо сказать, еще в такой зачаточ-
ной стадии, что сейчас даже трудно оценить все его
возможности. Основная идея состоит в том, что для
записи голограммы используется рентгеновское излуче-
ние, а восстановление проводится в оптическом диапазоне.
За счет различия длин волн можно достигнуть огромных
увеличений [см. соотношение (8.46)]; однако более суще-
ственно то, что применение для освещения рентгеновских
волн должно дать возможность получить разрешение по-
рядка нескольких ангстрем (1 А = 10~10 м). Такое раз-
решение сравнимо с разрешением, достигаемым в элек-
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тронном микроскопе. Однако от рентгеновских лучей
образец нагревается меньше, чем от потока электронов;
кроме того, отпадает необходимость в вакуумной си-
стеме, обязательной для электронного микроскопа.
Успех или неудача голографического рентгеновского
микроскопа, несомненно, зависит от дальнейшего про-
гресса в области создания источников и приемников
излучений.

Интерферометрия

Голография дает возможность осуществить несколько
довольно уникальных способов интерферометрии. Воз-
можность выполнения интерферометрии с помощью про-
цесса восстановления волнового фронта основана на
том, что получающиеся в этом случае изображения ко-
герентны и имеют хорошо известные распределения
амплитуд и фаз. Любое использование голографии для
получения суперпозиции двух когерентных изображений
является потенциальной основой интерференционного
метода.

Наиболее перспективный метод голографической ин-
терферометрии основан на свойстве, подмеченном Габо-
ром и др. [40] и заключающемся в том, что посредством
многократного экспонирования голограмм можно осуще-
ствить когерентное сложение комплексных амплитуд. Это
свойство легко установить следующим образом. Пусть
фотографическая эмульсия последовательно экспони-
руется jV различными распределениями интенсивностен
У!, Sfz, · ··, 2fN. Тогда полную экспозицию можно запи-
сать как

Е=%Т*?ь (8-99)
ft-I

где Τι, Т2, ..., ΤΝ представляют собой Λ/ различных
интервалов времени, в течение которых пленка подвер-
галась действию света. Теперь положим, что для каж-
дого интервала засветки падающее излучение есть сум-
ма фиксированной опорной волны \(х, у) и волны от
объекта я.ь(х,у), меняющейся от интервала к интервалу.
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Тогда для суммарной экспозиции имеем

Ε = Σ Tk\ А Р + | 7\| afe Ρ + Σ ГАА'ай + 2 Γ,Αα;.
ft-l fe=l ft=-I й=1

(8.100)

Если предположить, что мы работаем в линейной области
/—£-кривой эмульсии, то получим компоненту пропу-
скания

ία = β'Σϊ\Α4 (8.101)
ft=l

и компоненту

Ιβ = β'ΣτνΚ· (8.102)
fe=l

Из соотношения (8.101) ясно, что при освещении диапо-
зитива волновым фронтом А в прошедшем поле появит-
ся компонента, пропорциональная сумме (с учетом веса)
комплексных волновых фронтов аь а2, . . . , alV. В резуль-
тате N когерентных мнимых изображений исходного
объекта, которым соответствует совокупность волн а;,
будут испытывать линейную суперпозицию и, конечно,
интерферировать.

Таким же образом при освещении диапозитива вол-
новым фронтом А* получается в соответствии с (8.102)
Л/ когерентных действительных изображений, которые
интерферируют друг с другом.

Наиболее эффектные эксперименты, демонстрирую-
щие возможности интерферометрии этого типа, были
осуществлены Бруксом и др. [41], использовавшими ру-
биновый лазер с модулированной добротностью. На
фиг. 127 приведены две фотографии, каждая из кото-
рых получена двойной экспозицией голограммы двумя
лазерными импульсами. На фиг. 127, α первый импульс
записывал только голограмму диффузного фона, а вто-
рой импульс давал наложенную на этот фон голограмму
пули в полете. Возникающие при движении пули удар-
ные волны вызывают изменение показателя преломле-
ния воздуха. В результате два изображения диффузного
фона — одно записанное в отсутствие пули, а второе при
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наличии неоднородностей показателя преломления —
интерферируют, и мы получаем изображение ударных
воли, возникающих при полете пули. Эти полосы ка-
жутся фиксированными в трехмерном пространстве око-
ло пули.

На фиг. 127,6 приведено полученное точно таким
же способом изображение лампы накаливания. При пер-
вой экспозиции нить была выключена. При этом опять
сначала записывалась голограмма диффузного фона, но
на этот раз через стеклянную колбу лампы. Затем вклю-
чалась нить накала и голограмма экспонировалась вто-
рым лазерным импульсом. Некогерентный свет, излучае-
мый лампой, не интерферирует с лазерным светом, по-
этому в конечном изображении нить накала кажется не
светящейся. Однако нагрев газа в колбе вызывает изме-
нение показателя преломления, что в свою очередь при-
водит к появлению в конечном изображении интерферен-
ционных полос, дающих представление о расширении
газа. Следует подчеркнуть, что эти интерференционные
полосы получены при наличии оптически несовершенной
стеклянной колбы — возможность, которую не дает ни
один другой «классический» метод интерферометрии.

^

Φ и г. 127. Голографическая интерферометрия с помощью рубино-
вого лазера с модулированной добротностью.

23 Дж·. Гудмен
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Анализ вибраций

Голографический способ анализа вибраций был
впервые предложен и осуществлен Пауэлом и Стетсоном
[42]. Этот способ можно рассматривать как обобщение
метода интерферометрии с несколькими последователь-
ными экспозициями на случай непрерывного экспониро-
вания вибрирующего объекта.

Эту схему можно проанализировать, вспоминая, что
получение голограммы эквивалентно фильтрации, зави-
сящей от времени (см. § 8). Обратимся к схеме на
фиг. 128 и рассмотрим точку плоского объекта с коор-
динатами (xQ, уа), колеблющуюся по синусоидальному
закону с угловой частотой Ω. Пусть максимальная ам-
плитуда вибрации равна т(х0,уа), а начальная фаза
равна μ (ха, г/о). Можно считать, что свет, приходящий из
этой точки объекта в точку (х, у) на пленке, имеет ме-
няющуюся во времени фазовую модуляцию

φ (χ, у; ί) = -у- (cos θ, + cos Θ2) т (х0, г/0) cos [Ш + μ (XQ, г/0)],

(8.103)

где λ — оптическая длина волны источника света, θι —
угол между вектором смещения и линией, соединяющей
точки (х0, г/о) с (х, у), а 02 — угол между вектором сме-
щения и направлением распространения света, падаю-

Опарная
Йота

Зеркало

Освещение
предмета

/ χ "--- ν//-
Предмет

tb,U>)

te.y) \\/ ^\ | | ^Вибрации

Пленка

Ф и г . 128. Схема записи голограммы вибрирующего объекта.
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Фиг. 129. Голографические изображения диафрагм, колеблющихся
в двух различных модах.

щего в точку (XQ, Уо). Так как эта фазовая модуляция
имеет синусоидальный характер, частотный спектр F(v)
меняющегося во времени фазора для света, приходящего
в точку (х, у), можно, как обычно, выразить путем раз-
ложения волны с синусоидальной фазовой модуляцией
по бесселевым функциям

СО

п / \ V т Га cos 9] + cos 92 . Л*1 Ш\
F (ν) = 2j 742π λ m (Λ:°· Щ δ Γ ~ "aTj ·

k——εν
(8.104)

Когда время экспонирования много больше периода ко-
лебаний (т. е. Т ^> 2π/Ω), только «несущий» член с k = О
попадает в полосу пропускания передаточной функции
(8.92). Если изменения глубины модуляции, описывае-
мые членом cos θι, почти не зависят от (х, у) [т. е. если
угол, под которым видна пленка из точки (хо, Уо), мал],
то уменьшение амплитуды изображения точки (ха, уа)
будет определяться множителем

/о [^- (cos θ, + cos Θ2) m (x0, y0)], (8.105)

а уменьшение интенсивности — квадратом этого множи-
теля. Таким образом, интенсивность в каждой точке

23*
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изображения зависит от величины т(хо,уа) для соответ-
ствующей точки объекта.

На фиг. 129 приведены фотографии колеблющихся
диафрагм, полученные экспериментально Пауэлом и
Стетсоном. На фиг. 129, α колебания диафрагмы соот-
ветствуют моде наинизшего порядка с одним максимумом
в центре диафрагмы. На фиг. 129, б колебания соответ-
ствуют моде более высокого порядка с двумя максиму-
мами. Подсчитывая число полос от края диафрагмы до
любой интересующей нас точки, можно с помощью вы-
ражения (8.105) определить амплитуду колебания β
этой точке.

Объемное изображение высокого разрешения

Как уже упоминалось при обсуждении микроскопии,
одно из наиболее важных свойств голографических изо-
бражении — это возможность получения большой глу-
бины фокуса. Если какая-либо оптическая система (на-
пример, микроскоп) имеет высокое поперечное разреше-
ние, то из самых общих соображений следует, что
«в фокусе» одновременно может находиться только огра-
ниченная часть пространства предмета. Конечно, можно
исследовать большой объем последовательно, непрерывно
меняя фокусировку, чтобы' рассматривать новые обла-
сти объекта. Однако в случае меняющегося или пере-
мещающегося объекта такой подход часто оказывается
неудовлетворительным.

Эту проблему можно решить, если для записи голо-
граммы воспользоваться импульсным лазером, позво-
ляющим давать небольшие выдержки. Подвижный
объект в этом случае как бы «замораживается» во вре-
мени, однако при записи сохраняется вся информация,
необходимая для того, чтобы можно было исследовать
весь объем объекта. Затем голограмма освещается обыч-
ным образом и получающиеся действительное и мнимое
изображения исследуются с помощью вспомогательной
оптической системы. Теперь уже возможно последова-
тельное наблюдение объема изображения, так как объ-
ект (т. е. голографическое изображение) неподвижен.
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Нокс [43] успешно использовал такой метод в трех-
1№ерной объемной микроскопии живых биологических

•объектов, а Томпсон, Вард и Цинки [44] применили его
[для измерения распределения частиц по размерам в
[аэрозолях. Для выяснения деталей читатель может об-
ратиться к указанным работам.

Нанесение горизонталей на трехмерные объекты

Описанная выше интерференция нескольких когерент-
ных изображений была использована при разработке
способа получения трехмерных изображений с нанесен-
ными на них линиями одинакового уровня (горизонта-
лями). Этот способ применим для построения сечений и
нанесения горизонталей. Гильдебранд и Хайнс [45] пред-

[ ложили для этого два совершенно различных метода.
В первом из них объект освещается двумя взаимно ко-
герентными, но пространственно разделенными точеч-
ными источниками. Голограмма может быть экспониро-
вана либо один раз двумя источниками, либо два раза
с различными положениями источников относительно

| объекта при каждом экспонировании.
При рассмотрении интерференционной картины, по-

лученной при освещении объекта двумя источниками,
нетрудно видеть, что она состоит из светлых и темных
интерференционных полос в виде гипербол одинаковой
разности хода (фиг. 130). Если объект освещать сбоку,

Пленка

Опорный

-^-^^^Источник Ζ

Ф и г . 130. Получение горизонталей методом двух источников.



a

ф и г . 131. Получение горизонталей двухчастотным методом.



§ 9. Применения голографии 339

а голограмму записывать сверху, то на восстановлен-
ном изображении легко заметить линии одинакового
уровня. Результаты не зависят от того, используем ли
мы одновременно два источника при одной экспозиции
или каждый источник в отдельности при двух экспози-
циях; в любом случае происходит когерентное сложение
освещенностей.

Нанесение горизонталей методом двух источников об-
ладает тем недостатком, что направления освещения и
наблюдения должны отличаться почти на 90°. Поэтому
в случае рельефного объекта возникнут тени и некото-
рые части объекта просто не будут освещены. Этот недо-
статок можно устранить, если для получения горизонта-
лей воспользоваться двухчастотным методом. В этом
случае как волна, идущая от объекта, так и опорная
волна содержат компоненты с двумя частотами. Если
полученную таким образом голограмму освещать светом
одной частоты, то возникнут два изображения, слегка
отличающиеся положением в пространстве и увеличе-
нием. Эти два изображения будут интерферировать друг
с другом. При некоторых условиях на изображениях
видны горизонтали, позволяющие точно определить глу-
бину. Мы не будем подробно останавливаться на ана-
лизе этого более сложного случая; интересующийся чи-
татель может найти более подробные сведения в ра-
боте [45]. Фиг. 131 иллюстрирует результат нанесения
горизонталей двухчастотным методом. На фиг. 131, α
мы видим голографическое изображение монеты, полу-
ченное при использовании света одной частоты. Если
для записи голограммы использовать свет двух частот,
то получается изображение, представленное на фиг. 131,6.
В указанном случае использовались две различные ли-
нии аргонового лазера. Длины волн этих линий отли-
чаются на 65 А, поэтому расстояние между горизонта-
лями на изображении равно 0,02 мм.

Передача изображения через искажающую среду

Во многих практически интересных случаях оптиче-
ская система должна давать изображение при наличии
неконтролируемых аберраций. Аберрации могут появить-
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Пленка

Действительное
изображение

Голограмма / UBS аИвррзций

Ф и г . 132. Использование исходной искажающей среды для ком-
пенсации аберраций.

а —запись голограммы: б — восстановление изображения.

ся из-за дефектов в деталях самой оптической системы
или могут быть результатом воздействия внешней среды,
например атмосферы. Голографическая техника откры-
вает совершенно исключительные возможности получе-
ния изображений при наличии таких аберраций. Мы
рассмотрим три различных голографических метода, по-
зволяющих получить высокое разрешение при наличии
сильных аберраций.

Первый метод [46,47] применим в том случае, когда
искажающая среда неизменна во времени, но ее поло-
жение в пространстве можно изменять. Как показано на
фиг. 132, голограмма искаженных аберрациями воли
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объекта записывается при неискаженной опорной волне.
Если теперь осветить голограмму таким образом, чтобы
получилось действительное изображение объекта, то
между голограммой и плоскостью изображения появится
действительное изображение среды с оптическими де-
фектами. Пусть υ0(ξ,η) представляет собой волну от
исходного объекта, падающую на искажающую среду.

' Если амплитудный коэффициент пропускания искажаю-
| щей среды равен ехр[/К7(|, η)], то при восстановлении

действительного изображения среды мы получим комп-
лексно сопряженную волну U0(|, л)ехр[—/И7(|, η)1. Если
при восстановлении исходную искажающую среду рас-
положить так, чтобы она точно совпадала со своим ком-
плексно сопряженным изображением, то прошедшая че-
рез среду волна будет

1Ч|, л)ехр[-у1Р(|, η)]θχρ[/^(ξ, η)]=υό(|, η).

Таким образом, аберрации точно компенсируются и
мы получаем изображение без аберраций 1 ).

Эта методика, несомненно, найдет широкое примене-
ние в криптографии или для надежной зашифровки до-
несений. Донесение, предназначенное для зашифровки,
служит объектом. Рассеивающее устройство помещают
между объектом и плоскостью пленки. При освещении
голограммы обычным способом получается столь сильно
искаженное изображение, что на нем невозможно что-
либо прочитать. Однако какое-то лицо, у которого есть
точно такой же диффузор, как и использовавшийся в
процессе записи, может, поставив свою «декодирующую
пластинку» соответствующим образом, получить неиска-
женное изображение.

Другой представляющий интерес метод иллюстри-
руется схемой на фиг. 133. В этом случае неподвижная
искажающая среда не должна изменяться со временем
(или по крайней мере меняться очень медленно). Чтобы
при наличии аберраций получить изображения с хоро-

') Требования к точности, с которой искажающая среда должна
быть установлена при восстановлении, на практике могут быть очень
высокими. Чтобы получить изображение через мелкозернистый диф-
фузор, нельзя допустить ошибку даже в несколько микронов.
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Опорная
волна

Точечный
источник

' ) flnenHU

Пг.„3 , KJ ' · · и ' / /ι /1 ι ' ' ·/ ДшстИитепьное
Предмет I \S fl изобаажение

Общего аиаа Компенсирующая
ппцстинна

I wnotoaMMa)

Ф и г . 133. Использование голографической компенсирующей пла-
стинки.

в —запись компенсирующей пластинки; в —компенсация аберраций.

шин разрешением, записывают голограмму искаженного
аберрациями волнового фронта от объекта в виде то-
чечного источника, используя неискаженную опорную
волну. Такую голограмму можно теперь использовать
в качестве «компенсирующей пластинки», что позволит
получить неискаженное изображение с помощью обыч-
ной оптической системы.

Пусть exp[/U7(x, у)] представляет волну, падающую
на фотопленку от одиночного точечного источника. Мы
предполагаем при этом, что искажающая среда распо-
ложена достаточно близко к пленке, так что изменения
интенсивности несущественны. Компонента пропускания
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голограммы, дающая действительное изображение, про-
порциональна ехр[—№(х,у)]. Если заменить точечный
источник более общим объектом и поместить голо-
грамму в то же самое место, где она была первона-
чально записана, то оказывается, что искривление па-
дающих на голограмму волн от объекта компенсируется
при прохождении голограммы. При этом волны от раз-
личных точек объекта превращаются в плоские волны,
распространяющиеся под разными углами. Тогда без-
аберрационное изображение получается обычным обра-
зом с помощью линз.

Этот метод будет давать достаточно хорошие резуль-
таты только в ограниченной части поля зрения. Дей-
ствительно, если точка объекта находится слишком да-
леко от исходного точечного источника, использовавше-
гося при записи голограммы, то аберрации волны от
объекта могут отличаться от аберраций, записанных на
голограмме. Это ограничение наименее существенно, ко-
гда голограмма записана на очень близком расстоянии
от искажающей среды. Упатник и др. [48] успешно при-
менили этот метод для компенсации аберрации линз,
для чего он особенно удобен.

Третий метод, позволяющий получать изображения
через среду, которая может быть подвижной или непод-
вижной, меняющейся или не меняющейся во времени,
состоит в том, что через искажающую среду посылаются
обе волны — как опорная, так и волна от объекта. Как
видно из фиг. 134, используется такая же -схема, как
и при записи безлинзовой фурье-голограммы. Для про-
стоты положим, что искажающая среда расположена не-
посредственно перед плоскостью записи. Таким образом,
достигающие пленки опорная волна и волна от объекта
могут быть записаны в виде \(х, г/)ехр [jW(x, у)] И (

a(x, y)exp[jW(x, у)]. При интерференции этих двух иска-'
женных волн получается интерферограмма, на которой
воздействие искажающей среды никак не сказывается,

У (ж, у) = \\(х, y)exp(jW(x, у)] + л(х, у)ехр[/1П*, 0)1 Р=
= |А | 2 + |а|2 + А'а + Аа*.

Следовательно, наличие искажающей среды никак не
влияет на голограмму.
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Пленка

Предмет Среда

Изображение

Приосевые
•"учи

Голограмма -̂ 1 [ Изображение

Фиг. 134. Получение неискаженного изображения для случая, когда
опорная волна и волна от объекта имеют одинаковые аберрации.

а —запись голограммы; б —получение изображения.

Как и раньше, метод дает хорошие результаты толь-
ко для ограниченного поля объекта, так как точки, рас-
положенные слишком далеко от опорного источника,
могут давать волны с аберрациями, отличными от абер-
раций в опорной волне1). Поле зрения, в котором имеет
место компенсация, максимально, когда аберрации вно-
сятся вблизи плоскости записи. Для более детального
изучения этого процесса читатель может обратиться к
работе [49].

') Точнее говоря, данная точка объекта будет изображаться без
аберраций только в том случае, когда лучи из этой и из опорной
точки приходят в какую-то точку пленки с одинаковыми задерж-
ками.



Ф и г . 135. Объект и опорный источник.

Ф и г . 136. Искажающая среда.



staiiroftD

здоиде

Фиг. 137. Изображения, полученные и присутствии искажающей
среды методом восстановления волновых фронтов.

У * ' ЭТ.Ч1Т

Ф и г . 138. Изображения, полученные обычным методом в присут-
ствии искажающей среды.
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В качестве иллюстраций полученных этим методом
экспериментальных результатов рассмотрим фиг. 135—
138. В этом случае объектом служил диапозитив, содер-
жащий изображение эмблемы и яркую опорную точку,
как показано па фиг. 135. Искажающей средой служило
обычное волнистое стекло (фиг. 136). На фиг. 137 при-
ведены восстановленные изображения, полученные при
наличии искажающей среды. Для сравнения на фиг. 138
приведено изображение, полученное обычным способом;
при этом пленка была заменена положительной линзой,
непосредственно формировавшей изображение при нали-
чии искажающей среды. Аберрации полностью уничто-
жают разрешение в изображении, полученном обычным
способом, тогда как изображения, полученные восстанов-
лением волнового фронта, искажены в очень малой сте-
пени.

З А Д А Ч И

8.1. Голограмма плоского объекта записывается в плоскости, па-
раллельной объекту. Показать, что получающиеся в результате изо-
бражения лежат в плоскостях, параллельных голограмме. (Для про-
стоты считать опорную волну плоской.)

8.2. Для записи голограммы используется свет аргонового ла-
аера (4880 А), а для получения изображения — свет гелий-неонового
лазера (6328 А).

а) Полагая гр = <х>, гт => оо и za = 10 см, найти расстояние до
изображения ζ,·.

б) Полагая ζρ = оо, zr = 2za и z0 = 10 см, найти ζ,-. Определить
увеличение М.

8.3. Показать, что при Яа = λι и zp = zr получаемся мнимое изо-
бражение с единичным увеличением, а при Ха = Х|И ?·/>=— zr полу-
чается действительное изображение с единичным увеличением.

8.4. Голограмма записывается по схеме, приведенной на фиг. 104.
Затем фотографический диапозитив увеличивается в m раз. Пока-
зать, что восстановленное изображение, полученное от увеличенной
голограммы, находится от нее на расстоянии

--& ± J2Аз Α» Ί

XiZrm
2 \\гйш?

и имеет увеличение

Λί- ^'fflAj2g
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5.5. В нижеприведенной таблице указаны приблизительные зна-
чения предельных частот МПФ для пленок нескольких типов:

линии/мм
Kodak Tri-X 50
Kodak High-Contrast Copy 60
Kodak SO-243 300
Agfa Agepan FF 600

Используется схема записи безлинзоаой фурье-голограммы, причем
длина волны света равна 6328 А, а опорный источник и объект на-
ходятся на расстоянии 10 см от пленки. Для каждой пленки оце-
нить радиус круга (с центром в опорном источнике), обладающего
тем свойством, что от точек объекта, расположенных вне этого круга,
нельзя получить соответствующие точки изображения.

8.6. Нелинейная / — £-кривая некотором пленки в пределах рабо-
чей облает» может быть описана функцией

/-/4+β£°

где ΕΙ — отклонения экспозиции от опорной экспозиции.
а) Полагая, что на пленку падают опорная волна А ехр (—j2my,y)

и волна от объекта

найти выражение для составляющей пропускания, которая ответ-
ственна за возникновение двух изображений первого порядка.

б) Какой вид принимает это выражение при А ~^> а?
в) Сопоставить амплитудную и фазовую модуляции, получен-

ные в случаях «а» и «б», с идеальной амплитудной и фазовой моду-
ляциями для пленки с линейной / — Я-крнвой.

8.7. Интенсивная опорная волна А ехр (—/2πα//) и слабая волна
от объекта а(х, у) ехр [ — ] < р ( х , у ) ] интерферируют на поверхности
резкоконтрастнон пленки (т. е. пленки с / — Я-крнвой, показанной на
фиг. 116). С полученной голограммы контактным способом изготав-
ливается очень хорошая копня, так что в результате мы имеем две
одинаковые голограммы.

Одна из голограмм освещается корректным светом и с помощью
оптической системы отображается на вторую идентичную ей голо-
грамму, как показано на фиг. 139. В задней фокальной плоскости
отображающей линзы помещена диафрагма, так что в плоскость
изображения попадает только компонента, соответствующая одному
из двух членов первого порядка пропускания голограммы 1. Пока-
зать, что при а <С А одна из компонент света, прошедшего через го-
лограмму 2, имеет неискаженную амплитудную модуляцию а(х,у)
и неискаженную фазовую модуляцию φ ( χ , у ) , несмотря на использо-
вание резкоконтрастной пленки.

8.8. Для записи голограммы объекта в виде квадратного диапо-
зитива шириной L используется схема безлпнзовоп фурье-голограм-
мы (см. фиг. 112). Амплитудный коэффициент пропускания объекта
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Голограмма 1 . Голограмма 2ь-ч
. Линза

Истомин
Экран

Фиг. 139.

равен to (JC0, ί/ο), а расстояние от объекта до пленки равно ζ. Изобра-
жения получены с помощью положительной линзы с фокусным рас-
стоянием f, как показано на фиг. 113.

а) Чему равно увеличение Μ двух изображений первого по-
рядка?

б) Показать, что амплитуда члена, соответствующего изображе-
нию нулевого порядка (т. е. световому полю между двумя изобра-
жениями первого порядка), пропорциональна автокорреляционной

ФУНЩИИ Ч^-1Н'-;йИ*°+41
плюс амплитуда центрального дифракционного пятна.

в) На каком расстоянии от центра диапозитива, являющегося
объектом, нужно поместить опорный источник, чтобы можно было
гарантировать, что изображения первого порядка не перекрываются
с нулевым порядком?

8.9. Для записи рентгеновской голограммы предполагается ис-
пользовать излучение с длиной волны 1 А, а для восстановления

- Опорный
_ *г источник

0,1мм

I
0.1мм \ (-*— г см ·

\

РеттеноИсная
пленка

Предмет

Голограмма

^^ Ί) Изображения

J

Источник света ·« f
6000 А

Фиг. 140.

24 Д«· Гудмец
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изображения применять свет с длиной волны 6000 А. Выбрана схема
безлинзовой фурье-голографни, показанная на фиг. 140 (вверху).
Ширина объекта 0,1 мм. Минимальное расстояние между объектом
и опорным источником выбрано равным 0,1 мм, чтобы сопряженные
изображения не перекрывались. Рентгеновская пленка помещена на
расстоянии 2 см от объекта.

а) Чему равна максимальная пространственная частота (ли-
ний/мм) в распределении интенсивности на пленке?

б) Пусть пленка имеет достаточное разрешение, чтобы можно
было записать все изменения падающей на нее интенсивности. Пред-
лагается для восстановления изображения воспользоваться обычным
способом, показанным на фиг. 140 (внизу). Почему этот эксперимент
потерпит неудачу?
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ПРИЛОЖЕНИЯ

I. ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ ДИРАКА

Широко используемую при анализе электрических
цепей одномерную б-функцию Дирака можно опреде-
лить как предел последовательности импульсов убываю-
щей ширины, увеличивающейся высоты и единичной
площади. Существует, конечно, большое количество им-
пульсов различной формы, удовлетворяющих такому
определению; например, три определения

δ(ί) = lim Nexp(-N2n.t'2), (ПЛа)
Λί-»οο

6(0 = lim TV rect (//0, (Π.16)
Λί-»οα

δ(0 = Hm Afs inct/W) (П.1в)
Λί-»κ>

одинаково приемлемы.
В анализе цепей δ-функции используются для описа-

ния мощных импульсов тока или напряжения. Аналогич-
ным понятием в оптике является точечный источник све-
та, или пространственный импульс единичной площади.
Определение δ-функции в двумерном пространстве есть
просто обобщение определения одномерной б-функции,
хотя в этом случае существует даже еще большая сво-
бода выбора функциональной формы импульсов. Воз-
можны, например, следующие определения простран-
ственной б-функции:

δ(*, у)= lim N2exp[-N2n(x2+if)], (П.2а)
лг-»с°

б (л:, //)= lim N2 rect (Nx) rect (Νу), (П.26)
Л/-»к> ./

δ(χ, у) = l im N2 sine (Nx) sine (Ny), (П.2в)
ЛГ-»<и>

δ (χ, у) = \ϊηι^ -̂  circ (Ν ]/̂ Τ?), (П.2г)

,(x,y)=YmNl^^l. (П.2д)
Ν->*> Ух2 + у*
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В определениях (П. 2а) — (П.2в) переменные разделяют-
ся в прямоугольной системе координат, а в определения
(П. 2г) и (П. 2д) они входят симметрично. В некоторых
приложениях одно из определений может оказаться бо-
лее удобным, чем другие, и тогда для данной проблемы
может быть выбрано наиболее подходящее из них.

Каждое из вышеприведенных определений имеет сле-
дующие основные свойства:

f оо χ = у = О,
δ(*. ί/)= Л (П.З)177 1 0 в других точках;

+ε

^6(x,y)dxdy=l, ε>0; (Π.4)
—8

+ 00

JJg(l , η)δ(*-|, i/-ti)d£Ai = g(*, у) (П.5)

во всех точках непрерывности функции g.

Свойство (П. 5) часто называют фильтрующим
свойством б-функции. С помощью любого из определе-
ний можно доказать еще одно важное свойство (см. за-
дачу 2.10), а именно

6(ах,Ьу)**-^й(х,у). (П.6)

Нет никаких причин, по которым нельзя было бы
определить δ-функцию в пространстве с более высоким
числом измерений, однако их свойства совершенно схо-
жи со свойствами их аналогов в пространстве меньшего
числа измерений.

II. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ
О ФУРЬЕ-ПРЕОБРАЗОВАНИИ

Дадим краткое доказательство теорем о фурье-преоб-
разовании. Более строгое доказательство приведено в
работах [2.1, 2.2].
" 1. Теорема линейности. ^"{ag+ph}= а,&~{ё}+$&~{Ъ}.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта теорема непосредственно
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следует из линейности интегралов, с помощью которых
определяется фурье-преобразование.

2. Теорема подобия. Если ff~{g(x,y)} = G ( f x , f Y ) , то

V(g(aX,by)} = ^\G(!f,±}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

9"{g(ax, by)} =
со

= J J g (ax, by) exp [ - j2n (fxx + fyy)] dx dy =
— GO

f " f f л ч Г -о I f x fy г. \λ dax db'J·= J J g (a*, ty)exp [- /2π (-f « + -f &i/)J -̂  W -
— GO

= _L.Giix Μ
| a f r | UU ' б / '

3. Теорема смещения. Если &~{g(x, y)} = G ( f x , f Y ) , то

ff-{g(x-a,y-b)} = G ( f x , fy)exp[- /2π(/xa + fyb)].

Д о к а з а т е л ь с т в о .

^"{g(^-a, ί/~δ)} =
+ <x>

= IJ g (JC - а, у - b) exp [- /2π (/х* + fyy)] dx dy =
— CO

+ 00

= J J g U', if) exp {- /2π [/x (̂  + a) + fy (/ + b)]}dx' dtf =
— CO

= G (fx, fy)exp [- /2π (/xa + /Kft)].

4. Теорема Парсеваля. Если ^{g^, y)} = G ( f x , fy) ,TO

+ 00 +00

J J I 8(x, y)?dXdy=\{ \ G ( f x , fy)\*dfxdfY,
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Д о к а з а т е л ь с т в о .
-f СО +СО

J J l g ( * . ί/)Ν*<*ί/= J J g(*, y ) g ' ( x , y)dxdy =
— CO — CO

+ co Г +00 Т

= J J dx dy J J rf| ίίηΟ (ξ, η) exp [/2π (*£ + г/η)] Χ
— CO I 00 J

И п
da d$G· (α, β) exp [ - /2π (χα + ί/β)] =

J
+ CO +CO

= J J dl dr]G (ξ, η) J J da dfrG' (α, β) Χ
— CO —CO

Χ Μ fexv[j2nlx(t-a) + y(i\-№dxdy \ =

+ 00 +03

= JJd |AiG(£, η)|/ί/αίίβΟ·(α, β)δ(6-α, η-β) =

+ CO

= J J | G ( E . η)Ρ^^η·
— со

5. Теорема свертки. Если S^gO*, г/)} = G ( f x , f Y ) и
0-{h (*,«/)} = Н(/Х,Ы, то

1
+оэ j

J J ё ft, η) h (ДС - ξ, У - η) dl dn = G (fx, Μ Η (fx, fy).
— CO J

Д о к а з а т е л ь с т в о .

ί +c° 1
ИЛ f g(g, ruh(jc-E, i / - 4 ) r f g d n j =

l-« )
+«,

= J J g(6. η)^№(*-£, ί/-η)}ί/|ί/η =
— CO

+ CO

= J J g (I, Л)exp [ - /2π (f£ + /χη)] d| ί/ηΗ (fx, fy) =

= G(fx,fY)tt(fx,fy).
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6. Теорема автокорреляции. Если 3~ {g (χ, у ) } =
= G ( f x , f Y ) , то

I
H-oo |

J J ё (Ι. η) ё (I - χ, η - 0№ *i f = I G (fx, fy) p.
— CO J

Д о к а з а т е л ь с т в о .

ί +c° 1
У J J ϊ& η)ϊ'(6-*, η-0)<£Αι| =

I -» J

f +M
, J JJ J g(r + *. *r + we 16', η )fl6'^η | =
I -» )

+ 03

= J J <% ац'ё' (Г, η') У {g (Г + X, Л' + ί/)ϊ =
— οο

+ 00

= J J rfr <W (Г, η') exp [/2π (fxr + Μ)\ G (/χ, Μ =

= G'(/x,/x)G(^,/x) = |G(/x, Μ Ρ-

7. Интегральная теорема Фурье. Во всех точках, где
функция g непрерывна,

S^-'fei*. i/)} = SZ-1^{g(^, y)} = g(x, у).

В каждой точке, в которой функция g разрывна, с по-
мощью двух последовательных преобразований можно
получить среднее значение g в окрестности этой точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функция §н(х,у) опре-
делена как

gR С*, У) = J J G (fχ, fr) exp [/2π (/^Λ: Η- fyy)] dfx dfy,
AR

где AR—круг радиусом R с центром в начале коорди-
нат плоскости fxfy. Чтобы доказать теорему, достаточ-
но продемонстрировать, что в точках, где функция g
непрерывна,

lim gfi (*, у) = g (x, у)
R-><*
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и что в точках, где функция g разрывна,
2л

HmgR(x, ifl = i;r Γβο(θ)4θ,
*-»«> 2π J

где go(6) —угловая зависимость g в малой окрестности
вблизи исследуемой точки.

Проделаем некоторые предварительные преобразова-
ния:

I
+ca |

J / dl dng (ξ, η)βχρ [- /2я (f^ + /κη)]} Χ
]

Χ exp [/2π (/χ* + fyy)} dfx dfy =
+ CO

= / J <$<%(!, η) / J ^х4/ехр{/2я[/х(А;-|)+/к(у-л)]}.
-co ДЛ

Замечая, что

^dfxdfY^p{j2n(fx(X-^ + fy(y-^]} = R[^^-],
AR

где г = У (χ -1)2 + (г/ - η)2, имеем

**(*, i/)= J J^d4g(l, ru/if-^^1-].

Положим сначала, что функция g непрерывна в точ-
ке (х, у). Тогда

+ СО

Hm SR (χ, у) = Г J d| ̂ g (I, η) lim /? Г У' (2fг) 1 =
^->со J J Д->со L Г J

^со
+ 00

= J J dldv\g(l, η)δ(Λ:-ξ, y-r\) = g(x, у),
—со

где на второй стадии мы воспользовались соотношением
(П.2д). Таким образом, первая часть теоремы доказана.

Рассмотрим теперь точку, где функция g терпит раз-
рыв. Без ограничения общности можно считать, что эта
точка является началом координат.
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Следовательно, можно записать, что

g/(0,0)~j7^g(|^)*P^],
— оо

где r= Vl2 + rf. Но для достаточно больших R выраже-
ние в скобках заметно отличается от нуля только в ма-
лой окрестности начала координат. Кроме того, в этой
малой окрестности функция g зависит (приближенно)
только от угла θ вблизи этой точки, поэтому

2П со

gK (О, 0) - J go (θ) dQ / rR [/ι(2;*Λ)] dr.
о о

где go (θ) дает зависимость g от θ вблизи начала коор-
динат. Наконец, замечая, что

M^]*=i.
находим

2л

НтЫО, 0) = 4г ί&ο(θ)ώθ,
«-»°о 2lt

 Q

J

и теорема полностью доказана.
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