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Книга является пособием для студентов, аспи-
рантов, инженеров и научных работников, специ-
ализирующихся в области расчета на прочность
различного рода конструкций и сооружений,
и ставит своей целью ознакомление этого круга
лиц с современным состоянием теории упругости.



ПРЕДИСЛОВИЕ

Если математическая физика прошлого века оперировала преиму-
щественно линейными уравнениями, то в текущем веке, особенно
начиная со второй его четверти, положение резко изменилось: по-
требности различных областей техники все чаще заставляют обра-
щаться к нелинейным задачам. Это полностью относится и к теории
упругости, поскольку в рамках классической (линейной) теории
упругости невозможно правильное истолкование ряда вопросов,
связанных с расчетом деформации стержней, пластин и оболочек,
а также упругих тел малой жесткости (выполненных из резины или
специальных пластмасс). Кроме того, следует отметить, что один из
основных вариантов теории пластичности — так называемая теория
малых пластических деформаций—по существу идентичен одному из
вариантов нелинейной теории упругости.

Лучшие из ранних монографий по теории упругости (например,
[19], [42]) достаточно подробно для своего времени освещали весь
комплекс вопросов, рассматриваемых данной дисциплиной. Однако
в дальнейшем наметился отход от этого направления в сторону почти
полного игнорирования нелинейных задач, что привело, с одной сто-
роны, к отрыву теории упругости от строительной механики,
а с другой — к недостаточно четкой формулировке основ рассматри-
ваемого предмета.

Вследствие этого в настоящее время представляется актуальным
изложение теории упругости в редакции, позволяющей рассматри-
вать все ее задачи с единой точки зрения и не отдающей предпо-
чтения какому-либо определенному, упрощенному ее варианту.
Недавно вышедшая книга А. Е. Грина и В. Церна [44] является
попыткой реализации этой программы. Однако, на мой взгляд, ее
недостатками являются излишняя формальность изложения и не-
сколько случайный отбор материала. Я полагаю, что весьма важно
сделать весь комплекс вопросов современной теории упругости
доступным для возможно более широкого круга читателей, а поэтому
изложение должно быть достаточно простым (во всяком случае не
более трудным для чтения, чем курсы линейной теории упругости).

Попыткой такого упрощения изложения основ современной тео-
рии упругости являлась моя книга „Основы нелинейной теории



упругости" [22]. При всех ее многих недостатках эта книга была
в общем одобрена и получила довольно широкое распространение.
Особенно же ценным и знаменательным для меня было признание
защищаемых мною положений со стороны ряда ведущих специали-
стов прикладного направления (см., например, [1], [25]). Это еще
раз свидетельствует о том, что нелинейные проблемы теории упру-
гости приобретают все большее значение в технике.

Настоящая книга является дальнейшим развитием монографии [22].
В ней, помимо общих вопросов теории упругости, излагается также
линейный вариант этой теории (включая решение некоторых его
основных задач). Если обстоятельства и здоровье мне позволят, то
в ближайшие два-три года я надеюсь написать ее продолжение,
в которое войдут теории стержней, пластин и оболочек (в линейной
и нелинейной постановках), физически-нелинейные задачи, а также
основы теории пластичности. Однако от замысла до его выполнения
расстояние немалое, и поэтому я считаю целесообразным представить
на суд читателей пока только первую половину своего труда, кото-
рая может рассматриваться как самостоятельная и законченная работа,
охватывающая вполне определенный круг вопросов.

В заключение я должен поблагодарить К. Ф. Черных за внима-
тельный просмотр книги и ряд полезных замечаний. С благодар-
ностью отмечаю также ценную помощь 3. П. Каменцевой, Н. Ф. Мо-
розова, В. А. Никитина и В. Я. Павилайнена в оформлении книги.

Июль 1957 г.
Ленинград

В. В. Новожилов



ОСНОВНЫЕ УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

XYZ — оси декартовой прямоугольной системы координат;
х, у, г — декартовы координаты точек тела до деформации (исполь-

зуемые так же, как криволинейные координаты точек тела
после деформации);

£, т\, £ — декартовы координаты точек тела после деформации;
а, р, f — эйлеровы углы, определяющие поворот одной декартовой

системы координат относительно другой;
h> 'т,> 'с — единичные векторы, совпадающие с направлением декарто-

вых осей;
'.т. iy, 1г—единичные векторы, касательные к координатным линиям х,

у, г в деформированном теле;
Jb Jt\> Jt,'—единичные векторы, касательные к линиям S, i), ( в теле

до деформации;
пх, пу, пг — единичные векторы, нормальные к площадкам, которые до

деформации перпендикулярны координатным осям;
oj, a2, а3 — ортогональные криволинейные координаты;

Я 1 ( Я 2 , Щ—параметры Ляме, соответствующие ортогональным криво-
линейным координатам;

kt, ft2, ftg—единичные векторы осей локального триэдра системы о^
я?,, сс̂;

Mi L дк;

kv k2, k3 — единичные векторы, касательные к линиям аь о2, а3 в де-
формированном теле;

nv п2, п3 — единичные векторы, нормальные к площадкам, которые до.
деформации перпендикулярны векторам k±, ft?, Лз.

г, !f, г — цилиндрические координаты;
/?, <f, в — сферические координаты;

г, 9 — полярные координаты;
t — время;

а — вектор перемещения;
a, v, w — его проекции на оси X, Y, Z;

их, и2, Й 3 — его проекции на k^, £2, *з!
'(хх< 1ху> • • •. Тег — компоненты тензора деформации в системе XYZ;
гхх< Ехр егг — компоненты деформации в той же системе;

еп> Е12>---> ess — компоненты деформации в системе и1( а2, а3;
Ех, Еу, Ez — относительные удлинения волокон, первоначально парал-

лельных осям X, Y, Z;



Еа, Е^, EXs — относительные удлинения волокон, первоначально напра-
вленных по kb ft2, Л3;

Уху <?хг> Чуя—сдвиги (в системе XYZ);
<Pi2> <Pi3> ?23 — сдвиги (в системе аь о2, а8);

с~> о~ > "о коэффициенты изменения величины площадок, иервона-
Од; Оу Ô J.

чально перпендикулярных осям X, Y, Z;

о« 2 Ч
~ё~ > с~> "с коэффициенты изменения величины площадок, первона-
Оу О 2 О 3

чально перпендикулярных ky, k2, k3>
S*n

— коэффициент изменения величины площадки, первона-
чально перпендикулярной направлению и;

Д — относительное изменение объема;
V*

-г̂ г- = 1 + Д = D — коэффициент изменения объема;

s < H o

o-ij — см. формулы I (3.6);
£1> Е2> Н — главные значения компонентов тензора деформации;

E L Е2, Е 3 — его первый, второй и третий инварианты;
Еь Е^ЕЪ — главные удлинения;

е,7, у — см. формулы: I (8.5), (8.7), (8.9);
ехх, еХу, . . . , ezz — линеаризованные компоненты деформации;

«о — вектор поворота;
ах, о>у, шг — его проекции на декартовы оси;
ш(, <о2, ш3 — его проекции на k\, k*, k3;

0^, OJ7J, . . . , arr_ — компоненты тензора напряжения в системе XYZ;

ап—вектор напряжения на площадке, ориентация которой
определяется вектором я;

- > - • > - - > -

ах> ау> аг — векторы напряжения на площадках, первоначально пер-
пендикулярных координатным осям X, Y, Z;

>* ->* >*
3х> ау аz'—они ж е > н о отнесенные к величинам площадок до дефор-

мации;
Ja*> С / " - ' V, — проекции а* на XYZ;
ассх' аху> • • •> °2г — обобщенные компоненты напряжения, см. формулы II (7.20);

• > • > - >

°i> ai< аз — векторы напряжения на площадках, первоначально пер-
пендикулярных направлениям kv kv kz,

->•* •>* ->*
av a2, a g — они же, но отнесенные к размерам площадок до дефор-

мации;

-s u, s1 2, . . . , S33 — проекции а* на k-y, *2> *з!

OJJ, a12 a33 — обобщенные компоненты напряжения в системе o t, a2, a3;
ai> a2> аз — главные напряжения;
av a , a3 — главные обобщенные напряжения;



Si, S«, S 3 — первый, второй и третий инварианты тензора а^, oj4 а^;
5*, S*2, S*3 — первый, второй и третий инварианты тензора обобщенных

напряжений;
а, а, ф — см. формулы II (3.7);

а*, о*, ф* — см. формулы II (8.9);
•с—касательное напряжение;

Х1иях = °' " Г " 3 максимальное касательное напряжение;

х — среднее касательное напряжение;
F—вектор удельной объемной силы;
/ — в е к т о р удельной поверхностной нагрузки;
ЛС—направление внешней нормали к поверхности деформиро-

ванного тела;
п — направление внешней нормали к поверхности тела до

деформации;

F = ~ F = DF;

F\, P*T, F\ — проекции F* на XYZ;

f\> K> /r — проекции/* на XYZ;

и, v, w — произвольные геометрически возможные перемещения;
Зж;> axv •••, azr, — произвольные статически возможные напряжения;

Ьи, bv, bw — произвольные бесконечно малые геометрически возможные
перемещения;

оаа,?, Ъахъ,..., озгг — произвольные бесконечно малые статически возможные
напряжения;

5У1 — работа деформации на перемещениях Ьи, bv, bw (отнесен-
ная к единице объема тела до деформации);

oR — работа деформации на перемещениях Ьи, bv, bw (во всем
объеме тела);

о/?0 — суммарная работа всех объемных сил на перемещениях
Ъи, bv, bw;

dRn—суммарная работа всех поверхностных сил на этих же
перемещениях;

d V = dx dy dz = H1H^Hn dax rfa2 da 3 — элемент объема тела до деформации;
dV* = didt\d{, — D dx dy dz — элемент объема тела после деформации;

dil — элемент поверхности тела до деформации;

т;—dQ = dil" — элемент поверхности деформированного тела;

yt — работа внутренних сил на перемещениях, статически им
соответствующих;

Э?о — работа объемных сил на перемещениях, статически им
соответствующих;

ЧЛП — работа поверхностных сил на перемещениях, статически
им соответствующих;

Ф (еу) — удельная энергия деформации;
* ( ° у ) — Удельная дополнительная работа (первого рода);

Ф (а*.;, в(Л — удельная дополнительная работа (второго рода);
Q — потенциал объемных сил;
Р — потенциал поверхностных сил;
А — внутренняя энергия упругого тела;
II — полная энергия упругого тела;
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П—полная дополнительная работа первого рода;
II — полная дополнительная работа второго рода;

К" — обобщенный модуль объемного расширения;
О* — обобщенный модуль сдвига;
ш*—-фаза подобия девиаторов напряжения и деформации;
Ко — модуль объемного расширения;
(70—модуль сдвига;
Е—модуль Юнга;
v—коэффициент Пуассона;

4
I, (A — коэффициенты упругости Ляме;

aij,mn — коэффициенты упругости анизотропного тела;
Kij — компоненты тензора модулей объемного расширения ани-

зотропного тела;
( — температура в рассматриваемой точке тела в произволь-
| ный момент его деформации (III);

Т { — разность температур в рассматриваемой точке тела (после
] и до деформации (V);
( — результирующее касательное напряжение при кручении (VI);
а — коэффициент линейного теплового расширения;

1хх> ?ху> 1уу — моменты инерции поперечного сечения стержня;
1х> 'у — главные моменты инерции поперечного сечения стержня;

Sx, Sv — статические моменты инерции поперечного сечения стержня;
Со-—площадь поперечного сечения стержня;

х0, у0 — ко.ординаты центра тяжести площади поперечного сечения
стержня;

хь У г •— координаты центра изгиба;
s—-длина дуги плоского контура;

1 /•
Ив — у I (xdy — У dx) — секториальная площадь;

х — угол закручивания на единицу длины стержня (VI);
DT — жесткость стержня на кручение;

ф / Л — ф у н к ц и я кручения Прандтля (VI);
* ' ' *' \ —функция Эри (VII);

f (х' У)' Ф (х> У) — сопряженные гармонические функции в задаче о кручении;
[f(x,y)—депланационная функция Сен-Венана];

X(Jfi У)> ^ (х, у) — функции изгиба;
<fi(x, у), fi(x, у), Xi(x< У) — Т Р И гармонические функции, входящие в общее

_ решение плоской задачи;
2 = ж + / у , г = х — iy (VII);

<f (г), if (г) — две функции комплексного переменного, входящие в общее
решение плоской задачи (записанное в комплексной форме);

<Р* (г), ф* (г) — их регулярные части;
Y — точка, принадлежащая единичной окружности;

" С = у. (г) — функция, конформно отображающая заданную односвязную
область плоскости г на единичный круг плоскости С.

П р и м е ч а н и я : 1. Некоторые буквы, приведенные выше, используются
также для обозначения индексов суммирования, коэффициентов в рядах,
констант интегрирования. Этого было трудно избежать, используя (в основ-
ном) только латинский и греческий алфавиты. Имелось в виду, что это
вряд ли может привести к недоразумениям.

2. В книге принята обычная в настоящее время нумерация формул:
первое число, записанное арабскими цифрами, означает номер параграфа,
а второе, отделенное от него точкой, — порядковый номер формулы в этом
параграфе. Римская цифра перед номером формулы указывает номер главы,
в которой данная формула находится (если ссылка на нее приводится в дру-
гой главе; отсутствие римской цифры означает, что упоминаемая формула
иринадлежит той же главе).



ВВЕДЕНИЕ

Предметом теории упругости является определение деформаций
и внутренних усилий, возникающих в идеально упругих твердых
телах под действием заданных внешних сил и при заданных условиях
закрепления. При этом могут рассматриваться и такие задачи, в ко-
торых инерционные силы частиц тела равны нулю (или пренебрежимо
малы по сравнению с силами упругости), и такие, в которых инер-
ционные силы существенны и не могут быть отброшены. Первые
будем называть задачами статики упругих тел, а вторые — динамиче-
скими задачами теории упругости.

В соответствии с данной выше формулировкой к статическим
задачам теории упругости будут относиться и те задачи, в кото-
рых деформация тела с течением времени изменяется, но это изме-
нение происходит настолько медленно, что в каждый момент дефор-
мирования внешние силы можно считать находящимися в равновесии
с силами упругости. В частности, будем считать, что тело нагру-
жается статически, если в течение всего процесса возрастания на-
грузки от нуля до заданной окончательной величины имеет место
указанное выше равновесие внешних сил и сил упругости.

Теория упругости как стройная научная дисциплина зародилась
в начале XIX столетия, когда почти одновременно Л. Навье (1821) [54],
А. Коши (1822) [40] и С. Пуассон (1829) [55] вывели общие урав-
нения равновесия и движения упругих тел и дали правильную по-
становку соответствующих задач. При этом допускалось, что пере-
мещения точек тела весьма малы и что соотношения между
напряжениями и деформациями линейны.

Данный вариант теории упругости (получивший значительное раз-
витие в прошлом веке и продолжающий развиваться в нынешнем)
условимся называть классической теорией упругости. Характерной
чертой этого варианта является линейность всех его формул отно-
сительно искомых величин (перемещений, деформаций, напряжений
и их производных), ввиду чего классическую теорию упругости
уместно называть также линейной теорией упругости.

Следует отметить, что толчком к развитию общей теории упру-
гости послужила выдвинутая в 1821 г. Френелем гипотеза, что свет



есть не что иное, как волны поперечных колебаний, распространяю-
щихся в специальной среде — эфире, аналогичной по свойствам
идеально упругим твердым телам. Таким образом, первоначально из
всех задач теории упругости наибольший интерес вызывала проблема
распространения волн деформации в упругих телах. Данной проблеме
и сейчас уделяется значительное внимание (правда, уже не в связи
с теорией света, а в связи с вопросами сейсмологии, геологической раз-
ведки и исследованием сотрясений тел при кратковременных нагрузках).

Однако не только эта область применения характеризует практи-
ческое значение теории упругости.

В XIX веке бурный прогресс во всех областях техники, создание
новых типов сооружений и машин и постепенное их совершенство-
вание в сторону изыскания наиболее рациональных форм и экономии
материала поставили перед инженерными и научными кругами вопрос
о разработке методов расчета на прочность и на жесткость всевоз-
можных конструкций и сооружений. В результате возникла такая
отрасль науки, как сопротивление материалов,„ . . . которое стре-
милось дать в руки инженера хотя бы не вполне точные, но зато
весьма простые расчетные формулы, позволяющие во всяком практи-
ческом вопросе принять достаточно осторожное решение" [24].

Однако свойственный сопротивлению материалов упрощенный
подход исключал из поля его возможностей многие сложные задачи,
решение которых давала только теория упругости.

Таким образом, за последней оставалось место науки, позволяю-
щей в принципе подойти к решению проблемы расчета напряжений
и деформаций в упругом теле произвольной формы под действием
любой нагрузки. Те гипотезы, которыми пользуются при расчетах
в сопротивлении материалов, могут быть оценены и обоснованы путем
решения уравнений теории упругости, вследствие чего последнюю
надо рассматривать как своего рода высшее сопротивление мате-
риалов.

Главное практическое значение теории упругости и состоит в на-
стоящее время именно в том, что она (в совокупности с теорией
пластичности, о которой будет сказано несколько ниже) является
теоретическим фундаментом для суждения о прочности и жесткости
любых сооружений под действием как статических, так и дина-
мических нагрузок.

Мы уже отмечали, что теория упругости начала свою историю
как линейная теория. Это не является случайным. Для математиче-
ской физики XIX века вообще характерна тенденция линеаризировать
уравнения, примерами чего являются теория малых колебаний, теория
потенциального течения идеальной жидкости и уравнения акустики.
Уровень развития техники того времени в большинстве случаев и не
требовал иного подхода.

В XX веке (и особенно начиная со второй его четверти) положе-
ние резко изменяется. Прогресс радиотехники, автоматики и теле-
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механики приводит к необходимости детального изучения нелинейных
колебаний. Появление реактивных самолетов и интерес к явлению
распространения взрывных волн дают толчок бурному развитию
нелинейной аэромеханики — газовой динамики. Наконец, стремление
к облегчению конструкций и сооружений и связанная с ним тенден-
ция все более широкого внедрения в практику конструирования
различного рода гибких элементов (стержней, пластин, оболочек),
а также тенденция использования работы материалов не только
в области упругих, но и в области пластических деформаций, —
привели к необходимости развития нелинейной теории упругости,
основы которой были заложены еще в прошлом веке работами
Б. де Сен-Венана [58], Г. Кирхгоффа [48], И. Фингера [46] и др.
И если еще совсем недавно считалось возможным ставить знак
равенства между линейной теорией упругости и теорией упругости
вообще, то сейчас такой подход был бы равносилен весьма суще-
ственному искажению истины.

Это утверждение отнюдь не следует понимать в том смысле, что
линейная теория упругости утратила в настоящее время свое значе-
ние: существуют многие задачи, в которых условия ее применимости
соблюдаются. Естественно, что нет никакой необходимости трактовать
данные задачи в значительно более сложной нелинейной постановке.
Речь идет, таким образом, не о сужении роли линейной теории упру-
гости, а о существенном расширении класса задач, представляющих
практический интерес.

Выше было указано, что развитие нелинейной теории упругости
стимулировалось, в частности, и необходимостью исследования пла-
стических деформаций конструкций. Это утверждение нуждается
в пояснении. Вообще говоря, задача теории пластичности более сложна,
чем задача теории упругости, так как если в упругих телах напря-
жения и деформации связаны между собою однозначной зависимостью,
то в пластических телах связь между деформациями и напряжениями
может быть установлена лишь в форме неинтегрируемых дифферен-
циальных соотношений. Ввиду этого решение задач теории упругости
не зависит от того, в каком порядке происходит нагружение, прежде
чем внешние силы, действующие на тело, достигают своих оконча-
тельных величин, тогда как решения задач теории пластичности стано-
вятся определенными лишь в том случае, если известна вся после-
довательность нагружения тела (т. е. тот закон, по которому
изменялись внешние силы в процессе нагружения). Однако в одном
очень важном для практики частном случае (а именно в случае так
называемого простого нагружения, когда все напряжения в теле изме-
няются пропорционально одному и тому же параметру) формулы теории
пластичности вырождаются в формулы нелинейной теории упругости.
В этом и заключается взаимосвязь, существующая между данными двумя
теориями.

Из всего сказанного следует, что современный курс теории упру-
гости, если его целью является подготовка читателя к пониманию всего
комплекса задач, возникающих при выполнении расчетов прочности

И



и жесткости различного рода конструкций и их элементов, должен
базироваться на общей (нелинейной) теории деформаций и напряжений,
причем особое внимание должно быть обращено на четкое определе-
ние границ применимости тех или иных возможных в ряде частных
случаев упрощений формул (в том числе и границ использования
линейной теории упругости).

Основоположники теории упругости А. Коши и Л. Навье рассмат-
ривали твердое тело как совокупность материальных точек (молекул),
удерживаемых на определенных расстояниях друг от друга силами
взаимодействия. При этом предполагалось, что силы взаимодействия
каждой пары молекул направлены по прямой, их соединяющей, и
линейно зависят от расстояния между ними. Таким образом, с самого
начала теория упругости строилась на основе представления о моле-
кулярной структуре вещества твердого тела. При этом, однако,
сразу же обнаружилось, что ввиду исключительно большого числа
элементарных материальных частиц и ничтожно малых расстояний
между ними (по сравнению с размерами тела) теория неизбежно
должна была принять статистический характер.

Поскольку не представлялось возможным проследить за переме-
щением каждой конкретной частицы, оказалось уместным пойти по пути
мысленного распределения вещества тела непрерывно по всему его
объему, после чего можно было говорить о перемещениях точек тела
как о непрерывных функциях координат. А так как не представлялось
возможным вычислить и силы взаимодействия между каждой парой
молекул, то оказалось целесообразным ввести статистическое поня-
тие напряжения — осредненной силы взаимодействия между частицами,
расположенными по одну сторону от произвольной площадки, мысленно
выделенной внутри тела, и частицами, расположенными по другую
сторону этой площадки. Погрешность, допускаемая при таком под-
ходе, может быть существенной лишь при определении взаимных
перемещений точек, первоначальные расстояния между которыми
сравнимы с расстояниями между молекулами, или при определении
силы, действующей на площадку, соизмеримую по величине с квад-
ратом расстояния между молекулами. Но столь малые расстояния и
площадки не представляют практического интереса при решении
задач о деформации упругих тел, чем и оправдывается использование
в теории упругости (а также и в теории пластичности) методов меха-
ники сплошных сред. Представление о твердом упругом теле как
о непрерывной сплошной среде, разумеется, является абстракцией,
однако это одна из тех плодотворных абстракций (таких, как, напри-
мер, понятие абсолютно твердого тела в теоретической механике,
понятие идеального газа или равновесного обратимого процесса
в термодинамике и т. д.), без принятия которых было бы немыслимо
развитие никакой науки.

В теории упругости пользуются также понятиями однородности
и изотропности тела, которым противостоят обратные понятия —
неоднородности и анизотропности. Однородным называют тело, упру-
гие свойства материала которого одинаковы во всех его точках.
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Соответственно, изотропным называют тело, упругие свойства кото-
рого одинаковы во всех направлениях (в таком теле зависимость
между напряжениями и деформациями не изменяется при повороте
координатных осей). Примером анизотропных тел являются, как
известно, кристаллы, упругие и пластические свойства которых суще-
ственно зависят от направления, в котором кристаллу придается
деформация (например, растяжение).

Все применяемые в технике металлы и их сплавы имеют так назы-
ваемую поликристаллическую структуру: при рассмотрении под микро-
скопом отшлифованных образцов обнаруживается, что металл пред-
ставляет собою конгломерат кристаллических зерен, каждое из которых
заключает в себе множество более или менее правильно ориентиро-
ванных кристаллов. Размеры этих зерен в зависимости от химического
состава сплава и его термомеханической обработки могут колебаться
в довольно широких пределах (от долей микрона до десятков микронов).
Что же касается формы зерен, то она в большинстве случаев оказы-
вается совершенно произвольной. Произвольной оказывается также
и ориентация в них кристаллов по отношению к ориентации кри-
сталлов в прочих зернах.

Из сказанного следует, что поликристалл по существу и неодно-
роден и анизотропен (если сравнивать между собою выделенные
из него образцы, размеры которых одного порядка с размерами кри-
сталлических зерен). Однако при сравнении между собою образцов,
размеры которых весьма велики по сравнению с размерами отдельного
зерна, оказывается, что, ввиду произвольности ориентации зерен и
колебания их размеров в ограниченных пределах, поликристалл ведет
себя как однородная и изотропная сплошная среда. Таким образом,
понятия однородности и изотропности носят в большинстве случаев
статистический характер.

При расчетах напряжений и деформаций поликристаллических тел
с помощью уравнений теории упругости следует помнить, что полу-
чаемые при этом результаты будут представлять собою средние зна-
чения указанных величин в окрестности рассматриваемой точки тела
(причем объем той области, в которой производится осреднение,
будет во много раз больше объема кристаллического зерна). К этому
следует добавить, что условия изготовления, а также различного рода
механическая обработка вносят в металл (или сплав) более или менее
существенную анизотропию и неоднородность, ввиду чего можно
говорить лишь о приближенной однородности и изотропности реаль-
ных материалов.

В нашей книге мы будем пользоваться в дальнейшем еще целым
рядом идеализированных понятий (например, понятием тела, свобод-
ного от напряжений, понятием сосредоточенной поверхностной силы
и т. д.). Однако вряд ли было бы целесообразно знакомить читателя
со всеми этими понятиями уже во введении. Здесь было важно оста-
новиться только на основных, краеугольных понятиях, лежащих
в основе теории упругости.
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Важно было также подчеркнуть, что, подобно подавляющему
большинству наук, эта теория может иметь успех в достижении своих
целей лишь при некоторой идеализации реальных условий, путем
пренебрежения второстепенными факторами по сравнению с факто-
рами, имеющими основное значение.



ГЛАВА I

ТЕОРИЯ ДЕФОРМАЦИЙ

Целью главы является исследование геометрических свойств дефор-
мации сплошной среды. Эта задача может быть сформулирована сле-
дующим образом: даны положения точек среды до и после дефор-
мации; требуется определить обусловленное деформацией изменение
вектора, соединяющего две произвольные бесконечно близкие точки
среды. Вопрос этот чисто геометрический, и при его рассмотрении
совершенно неважны ни причины, вызвавшие деформацию, ни закон,
по которому сплошная среда ей сопротивляется.

§ 1. Перемещения

Пусть положение точек сплошной среды в первоначальном ее
(недеформированном) состоянии задается их проекциями на оси неко-
торой (произвольно выбранной) прямоугольной декартовой системы
координат X, Y, Z. Пусть, далее, точки среды получают перемеще-
ния с компонентами по тем же осям и, v, w, которые будем считать
в каждый момент времени известными функциями координат х, у, z\
тогда положение произвольной рассматриваемой точки среды в неко-
торый момент времени t определится (в той же декартовой системе)
следующими координатами:

\ = х-\-и (х, у, z, t) \

T\=y + v{x, у, z,i)\. (1.1)
:С = z-\-w(x, у, z, f) )

Перемещения и, v, w (если противное особо не оговорено)
будем считать непрерывными вместе со всеми своими частными
производными функциями координат х, у, z.

Формулы (1.1) устанавливают (для каждого момента времени t)
соотношение между параметрами х, у, z и Ё, -ц, С, которое, в силу
того, что каждой точке среды до деформации будет соответствовать
одна и только одна точка среды после деформации, будет взаимно-
однозначным. Ввиду этого формулы (1.1) можно рассматривать как
некоторое преобразование координат, причем параметры х, у, z,
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введенные выше как декартовы координаты точек среды до дефор-
мации, могут быть использованы в качестве криволинейных координат,
определяющих положения точек деформированной среды.

Полагая в (1.1) х = х0, у=у0, получим три уравнения:

£ = хо-\-и(хо, у0, z, f)

~П = У о + v (*o> Уо> z> t)

l—z-\-w(х0, у0, z, t)

определяющие в совокупности кривую, на которой располагаются
в момент времени t те точки Mv Мг, М3 . . . . которые до деформа-
ции (при 1̂  = 0, когда и = v = w *= 0) находились на прямой (х = х0,
У—Уо)> параллельной оси Z (рис. 1).

(1.2)

Рис. 1.

Отсюда ясно, что координатные линии х, у, z в деформирован-
ной среде являются теми (вообще говоря кривыми) линиями, на кото-
рых размещаются в каждый произвольно выбранный момент времени t
точки среды, бывшие до деформации на прямых, параллельных соот-
ветствующим осям исходной декартовой системы координат.
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Замечательным свойством данной системы криволинейных коорди-
нат является то, что в ней положение произвольной точки среды
в любой момент времени определяется теми же (численно) координа-
тами, что и в исходном недеформированном состоянии.

Представим себе, что в среде до деформации рассматривается
совокупность точек, лежащих на какой-либо линии (материальное
волокно) или на какой-либо поверхности (материальный слой). При
деформации данное волокно (или данный слой) будет непрерывно
изменять свою форму. Однако если воспользоваться указанной выше
системой криволинейных координат, то в ней уравнения этого волокна
(или этого слоя) в каждый момент времени t будут совпадать по виду
с уравнениями, задающими исходную форму волокна в декартовых
координатах X, Y, Z. Последнее является прямым следствием того,
что при деформации изменяется сама система координат; координаты
же точек в ней остаются неизменными.

Такого рода система координат может быть названа „материаль-
ной", поскольку все координатные линии в каждый момент времени
проходят через одни и те же материальные точки сплошной среды;
система как бы связана с определенными волокнами среды и дефор-
мируется вместе с ними.

Перемещения и, v, w рассматривались выше как функции пара-
метров х, у, z; их можно, однако, рассматривать и как функции с, •/;, С.

В этом случае вместо (1.1) будем иметь

х = % — и(£, т), С, t) )

y = ri — v& ъ СО }. (1.3)

Отсюда следует, что параметры \, -ц, С, будучи декартовыми коорди-
натами точек деформированной среды в момент времени t, могут быть
использованы и в качестве криволинейных координат, определяющих
положение этих же точек до деформации.

Полагая в (1.3) S = S0> ^ = т]о» получим три уравнения

* = ?о—и(р,0. TJo- С> 0 \
У=Ъ — «ft,. Ъ, СО }, (1.4)
z = С — w(t0, Tj0, С О J

выражающие в декартовой системе X, Y, Z ту кривую, на которой
до деформации находились точки сплошной среды, располагающиеся
в момент времени t на прямой (£ = ;0, т) = т)0), параллельной оси Z.
Таким образом координатные линии %, к), С определяют в среде до
деформации те волокна, которые в результате деформации (в момент
времени 0 превращаются в прямые, параллельные осям X, Y, Z.

При этом в два разных момента времени вид прямых, параллель-
ных декартовым осям, будут принимать различные волокна сплошной
среды. Ввиду этого в криволинейной системе «TJC неизменность зна-
чений координат любой точки среды (в течение процесса деформи-
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рования) уже не будет иметь места. Система координат \i\С (исполь-
зуемая как криволинейная для определения положения точек среды
до деформации) может быть названа „пространственной"—в том
смысле, что определенные координаты присваиваются не конкретным
материальным точкам среды, а конкретным точкам пространства. Ряд
материальных точек среды, занимающих в процессе деформации
последовательно одно и то же положение в пространстве, будут
иметь в данной системе одни и те же координаты.

Способ описания деформации (или движения) сплошной среды
с помощью криволинейных координат х, у, z принято связывать
с именем Лагранжа (хотя фактически эти координаты были введены
в 1761 г. Эйлером [45]), а способ описания деформации сплошной
среды с помощью криволинейных координат %, -ц, С — с именем
Эйлера (хотя фактически этот способ предложен д'Аламбером
в 1752 г. [37]).

В гидромеханике, как известно, пользуются преимущественно так
называемыми координатами Эйлера, и это вполне закономерно, так как
форма и движение границ жидкости обычно считаются заданными
заранее. Кроме того, в гидромеханике искомыми величинами являются
обычно не перемещения частиц, а их скорости; в скоростях же
формулируются и граничные условия. Все это делает возможным
не следить за перемещением произвольной частицы жидкости, а инте-
ресоваться лишь распределением скоростей в пространстве, запол-
ненном жидкостью, независимо от того, каким частицам в каждый
момент времени данные скорости соответствуют. Наиболее подхо-
дящим для этого математическим аппаратом и являются координаты
Эйлера £, т\, С

В теории же упругости конечной целью обычно является опреде-
ление перемещений точек упругого тела, для которого задаются
первоначальная форма, условия закрепления и нагрузка. При этом
требуется определить и форму тех участков поверхностей, ограничи-
вающих тело, перемещения которых явным образом не заданы. Иными
словами, краевые условия в теории упругости, вообще говоря, за-
даются на границах, форма которых зависит от искомых величин.
Поэтому наиболее подходящим математическим аппаратом будут в дан-
ном случае криволинейные координаты Лагранжа х, у, z, поскольку
в них уравнения границ тела после деформации будут иметь вид,
идентичный уравнениям границ тела до деформации. Можно привести
и другие соображения в пользу выбора этой системы координат.
В частности, использование ряда важных деформационных гипотез
теории упругости (например, гипотезы прямых нормалей в теории
пластин и оболочек, плоских сечений в теории изгиба) оказывается
наиболее удобным именно в координатах х, у, z (ввиду простоты
записи в данной системе уравнений материальных волокон и слоев
как до, так и после деформации).

Высказанные соображения представляются достаточными для того,
чтобы дальнейшее изложение основывалось на использовании „мате-
риальных" криволинейных координат х, у, z.
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В заключение параграфа заметим, что в теории деформаций харак-
тер зависимости перемещений и, v, w от времени не будет играть
никакой роли. Изложение будет строиться путем чисто геометриче-
ского сопоставления двух состояний тела—исходного и деформиро-
ванного. При этом не будут иметь значения ни промежуток времени,
в течение которого деформация была осуществлена, ни траектории,
по которым перемещались материальные частицы среды, прежде чем
заняли рассматриваемые окончательные положения.

§ 2. Изменение длины линейного элемента

В результате деформации точка М (х, у, z), принадлежащая рас-
сматриваемому сплошному телу, переместится в положение М* с де-
картовыми координатами £, -ц, С, а бесконечно близкая к ней точка
N (х -\- dx, у -\- dy, z-\-dz)—в положение N* с координатами k-\-d£,
Tj-j-dK], C + rf£ (Рис- 2). Вектор M*N* (с проекциями на оси X, Y,
Z: dl, d-ц, dC), квадрат длины
которого равен

M*N* \2 = ds2 =

(2.1)

определяет величину и направле-
ние линейного элемента тела, ве-
личина и направление которого
до деформации определялись век-
тором MN, квадрат длины кото-
рого равен

MN | 2 = ds2 = dx2 + dy2 + dz*.
(2.2)

и с - 'Применив формулы (1.1) к точ-
ке N (x-\-dx, y-\-dy, z-\-dz) и
разложив их правые части в ряды Тейлора, в точке (х, у, z) будем
(при сохранении только членов первого порядка малости) иметь

(2.3)

Составим далее разность dsl и ds2, подставив при этом в (2.1)
значения d\, dt\, d£ согласно (2.3); тогда получится выражение

/ M*N* |2 — | MN | 2 = ds2 — ds2 = 2 (exx dx2 -+- eyy dy2 +

+ ег г dz2 -\- sxy dx dy + ехг dx dz + &уг dy dz), (2.4)
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в котором
ди

_ _ d v , l _ Г/da \» , (dvV , (dw
— Т и г — д - Г 2 L V d j " H d W ~ М ~ 5 7

ди . dw

dv | dw

\dz
ди ди
дх ду
ди ди
дх dz
ди ди

dv dv ,dw dw
дх 1)у~Т~~дх Ну
до dv

дх дг

dv dv

dw dw

dx dz

dw dw

(2.5)

Введем обозначение
— \MN\ st — ds

(2.6)
\MN\ ds

j—есть обусловленное деформацией увеличение расстояния
между точками М и N, отнесенное к расстоянию между ними до
деформации. Данную величину назовем относительным удлинением
в точке М в направлении точки N.

При использовании обозначения (2.6) формула (2.4) принимает
следующий вид:

EMN

или

г dz* +
&xydxdy-\-exzdxdz-\-tyzdydz, (2.7)

2 ) ; (2.8)

где X, (A, v — косинусы, определяющие направление вектора MN
(т. е. направление линейного элемента до деформации);

Приняв в (2.8) Х = 1 , (х = 0, v = 0 (что соответствует случаю,
когда рассматривается линейный элемент, параллельный до деформа-
ции оси X и равный dx), будем иметь

(
Отсюда

^» = / 1 + 2 е « в — 1 . (2.11)

Эта формула определяет значение относительного удлинения во-
локна, параллельного до деформации оси X. По аналогии можно
написать и формулы для относительных удлинений волокон перво-
начально параллельных осям К и Z

(2.12)
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§ 3. Изменение направления линейного элемента

Вектор MN (см. предыдущий параграф) образует с осями коор-
динат X, Y, Z углы, косинусы которых суть

1 dx dy dz ,Q . .
l = t *=1 V = 57 < З Л >

Соответственно, вектор M*N* образует с теми же осями углы,
косинусы которых суть

Х* = — ; (j.* = -^l; v * = — . (3.2)

Подставив в (3.2) вместо d%, di\, dC их значения согласно (2.3)
и выразив затем, на основании (2.6) dst, через ds и EMN> получим

ди\, . ди . ди

(3.3)

Эти формулы определяют направление произвольного волокна
тела после деформации.

В частном случае, если X = l , (i = v = 0, формулы (3.3) дают

д х • „* д х

Л — 1+EX> P —

Здесь Ед. есть определяющееся формулой (2.11) относительное
удлинение волокна, параллельного до деформации оси X.

Поскольку линейный элемент dx превращается после деформации
в линейный элемент координатной кривой х деформированного тела,
формулы (3.4) дают направляющие косинусы касательной к этой
кривой в точке М*.

Путем совершенно аналогичных рассуждений из формул (3.3)
могут быть получены и направляющие косинусы касательных к коорди-
натным линиям у и z в деформированном теле.

Обозначим (рис. 3) единичные векторы, направленные по каса-
тельным к координатным линиям х, у, z в точке М* через ix, iy, 1г.
Направляющие косинусы этих трех единичных векторов по отноше-
нию к декартовым осям будут определяться табл. 1.

Формулы (3.3) выражают направляющие косинусы вектора NFN*
через направляющие косинусы вектора MN. Путем обращения
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данных формул могут быть получены следующие выражения для на-
правляющих косинусов вектора MN:

Здесь

* + aI3v*)

_Ё#

^

дР ди dw /. dw\ du

_ dD __ да dv /. , dv\
ai3~~ *(dw\~~ дУ д г \ dy)

д\д-)

dv \ ди

dy) dz

« 2 1 = -
dP dv dw

dz dx

du dw\ du dw
)

du dv

}/dw\-
\ dy)

I. , a« dv
dz

at/ dw /.
~дх~~ду~~\

dv\ dw

dP du dw I.
~~~dy~dx~\

ди \ dw
/ dv\
\дг)

dP

dtdw}
(1 _u

du
1 dx

dv
dx

dw

du\/

1 +

du

dy
dv

dy

dv
dy

1

\ du

du

дг
dv

dz

, dw
+ ~dF

dv
dx

•

Несколько ниже (в § 12) будет показано, что

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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где Д есть относительное приращение объема в точке М (обусло-
вленное деформацией).

Таблица 1

X

Y

Z

ix

l+£
1+Ex

dv
dx

1+Ex

dw

h

ди
ду

1+ЕУ

dw

~w
l+Ev

I*

du
dz

dv
dz

dw

l+£*

Из формулы (3.8) следует, что D — функциональный опреде-
литель преобразования координат (1.1) — не может равняться нулю,
так как это означало бы бесконечное уплотнение материала тела

Z

М У

Рис. 3.

в тех точках, где данное равенство имеет место. В соответствии
с этим обращение формул (3.3) всегда возможно и, следовательно,
формулы (3.5) всегда могут быть написаны.

В частном случае, когда X * = l , [x* = v* = 0, из (3.5) получаем

D
! «и. V- = -D • c c 2 I ; v = - D

(3.9)
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Здесь Е$ есть относительное удлинение проходящего через точку М
волокна, которое после деформации становится параллельным оси X.

Таблица 2

X

У

z

к
\+Ek

D а и

l+Ek

D a'n

l+£s
D a'il

Л

l + £,
D a™

i+£,
D a>2"2

1 -f- £^

1 -(- £^
Z) а ' й

1 -f- £(̂

Используя равенство X2 -\- |л2 - j - v2 = 1 и подставив в него значе-
ния X, |х, v, согласно (3.9) можно получить для Е^ следующее вы-
ражение:

Поскольку линейному элементу d% в теле после деформации
соответствует линейный элемент координатной линии £ в теле до

с

/̂  7

Рис. 4.

деформации (§ 1), формулы (3.9) определяют направляющие коси-
нусы касательной к этой кривой в точке М.

Из (3.5) путем аналогичных рассуждений могут быть получены
и направляющие косинусы касательных к линиям t\ и С в теле до
деформации.
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Обозначим единичные векторы, направленные по касательным
к координатным линиям £, щ, С в точке М тела до деформации,
через j \ , j v Ус (рис. 4). В соответствии с полученными результатами
направляющие косинусы этих трех единичных векторов по отноше-
нию к декартовым осям X, Y, Z будут определяться табл. 2.

В этой таблице (помимо обозначений, введенных ранее) Е^,
Е^ — относительные удлинения в точке ЛГ тех волокон тела, которые
после деформации становятся параллельными осям Y и Z; формулы
для них могут быть написаны по аналогии с (3.10).

§ 4. Сдвиги

Рассмотрим два произвольных волокна (/ и II), проходящих
через точку М в теле до деформации. Пусть угловые коэффициенты
касательных к данным волокнам (в точке М) будут равны X/f pr,
v/ и ^ir f\rr v/z (соответственно).

Рис. 5.

После деформации направления вышеуказанных касательных изме-
нятся (рис. 5) и новые значения направляющих косинусов X*, |х*, v*
и к*1Х, [i*z, v*7 могут быть вычислены с помощью (3.3).

Затем по формуле

cos (Г, II*) - X* Х*7 + V-Уп + ty*n (4-1)

можно найти косинус угла между волокнами I и II после деформа-
ции. Подставив в (4.1) вместо направляющих косинусов их значения
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согласно (3.3) и учитывая обозначения (2.5), получим

cos(/*, II*) = - Г(1

Входящие сюда относительные удлинения волокон Ei и Ец опре-
деляются формулой (2.8), в которую надо подставить вместо X, [A, V
значения направляющих косинусов волокон / и // в теле до дефор-
мации (т. е. Х г |х7, vx и X2J, |х/г, v^, соответственно).

Таким образом, формулы (2.8) и (4.2) дают возможность найти
угол между любыми двумя волокнами, проходящими через произ-
вольную точку деформированного тела, если известны направляющие
косинусы этих волокон до деформации и шесть величин е^, опре-
деляющихся формулами (2.5).

Применим формулу (4.2) к частному случаю, когда направления
касательных к волокнам / и // в теле до деформации параллельны
координатным осям X и К (соответственно). В этом случае Х / = ( А / / = 1,
jij = XJJ = Vj. = VJJ = 0, причем направления касательных к волок-
нам / и // в теле после деформации будут совпадать с направле-
ниями единичных векторов ix, iy (§ 3).

Учитывая сделанные замечания,

cos(/_, U == Zxy == - ~'ху . (4.3)

До деформации угол между волокнами / и // (в данном частном
случае равный углу между осями координат X и Y) был прямым.
Обозначив уменьшение этого угла в результате деформации через <?ху,
получим

( Я \ £Ху
У™ = s i n У-га = г ' (4.4).

2 Гху) ^XV / ( 1 + 2 ) 0 + 2 )

Аналогично могут быть введены еще два параметра сржг, сруг—изме-
нения первоначально прямых углов между волокнами, параллельными
в теле до деформации осям X и Z или Y и Z.

sin ер = - - sin ф = • (4.0)
Y(l+2zxx)(l+2iez)

 Гуг / ( 1 + 2 . ж ) ( 1 + 2 е „ )

углы <рху, <?xz, <fys назовем сдвигами.

§ 5. Компоненты деформации

В формулы (2.8) и (4.2), первая из которых позволяет определить
относительное удлинение произвольного волокна тела, а вторая —
угол между двумя произвольными пересекающимися волокнами, входят
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помимо косинусов X, jx, ч, определяющих направления рассматривае-
мых волокон до деформации, шесть параметров гц. Данные шесть вели-
чин, связанные с перемещениями формулами (2.5), будучи известными
в каждой точке тела, полностью характеризуют его деформацию,
поскольку, зная их, можно вычислить относительные удлинения
в любой точке и в любом направлении, а также определить обу-
словленные деформацией изменения углов между любой парой волокон.
Равенство всех е̂ - нулю в каждой точке тела означает неизменность
расстояний между любыми двумя точками тела, а также неизменность
углов между любой парой волокон, что равносильно отсутствию
деформации. Отсюда ясно, что перемещения и, v, w, удовлетворяю-
щие системе из шести нелинейных дифференциальных уравнений

*хх-= &уу = ezz = еху = е

Жг = *yz = 0, (5.1)

могут быть только перемещениями тела как абсолютно твердого
целого.

Как известно из курсов теоретической механики, компоненты
перемещения произвольной точки абсолютно твердого тела опреде-
ляются следующими формулами:

u = uo-\-a1x-\-a2y-\-a3z }

-\-bBz }, (5.2)

c2y -f- c3z J
в которых u0, v0, w0 — перемещения произвольной точки тела
(например, центра тяжести), а ак, Ьк, ск— коэффициенты, зависящие
от трех эйлеровых углов, определяющих направления осей связанной
с твердым телом декартовой системы XYT по отношению к перво-
начальным направлениям этих осей (т. е. по отношению к их напра-
влениям до перемещения тела; рис. 6).

Выражения коэффициентов ак, Ьк, ск через эйлеровы углы при-
ведены в табл. 3.

Таблица 3

w = wo

а

b

с

cos

sin

a COS

a COS j

1

P — Sin a sin

S - |- COS a sin j

sin p sin 7

1 cos 7

i cos Y

— COS a Sin p -

— sin a sfn p -f

cos

2

- Sin a COS |

- COS a COS j

Psin T

i cos Y

i cos Y

3

Sin a Sin 7

— COS a Sin 7

cos Y

Предлагаем читателю самостоятельно удостовериться в том, что
подстановка (5.2) в (2.5) приводит к равенствам (5.1).

Выше было сказано, что деформация тела в каждой его точке
полностью характеризуется шестью величинами еу, поскольку их
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задание по существу равносильно косвенному заданию удлинений
и сдвигов.

Удлинения и сдвиги как характеристики деформации имеют пре-
имущество наглядности. Их геометрический смысл вполне ясен, чего
нельзя сказать о параметрах е^. Однако последние имеют существен-
ные математические преимущества по сравнению с удлинениями и
сдвигами, так как являются рациональными функциями производных
от перемещений и подчиняются достаточно простому закону преобра-
зования при переходе от одной системы координат к другой (см. § 6).

Z

Рис. 6.

Эти два преимущества имеют решающее значение, обеспечивая пара-
метрам еу место основных характеристик деформации в математической
теории упругости. В дальнейшем будем их называть компонентами
деформации.

Наряду с компонентами деформации целесообразно ввести еще
девять параметров (являющихся линейными комбинациями производных
от перемещений), определив их формулами

ди ш dv dw
е**~~дТ' еУУ — ~ду"' e*z — ~dT

л йв , А», ди , dw
ду dx '

dv . dw
i ezy л? - Г -/ГГГ

(5.3)

ду J
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1 /dw dv\ 1 / ди dw\, 1 / dv ди

Частные производные от перемещений будут выражаться через
эти параметры следующим образом:

ди ди 1 ди 1 .

dw 1 . dt; (5.5)
dv 1

^х ~2~ *xv ~г Ш г ' ^?v "vv dz = = " 2 " е ^ 2

йда 1 dw 1 ддо

^ = = Т в а ' г "V "57= = Y V ~т" ша!> "5F
Подставляя данные выражения в формулы для компонентов де-

формации (2.5), получаем

— - I - —

. №

. (5-6)

Геометрический смысл параметров
сколько ниже.

шк будет пояснен не-

§ 6. Преобразование компонентов деформации при переходе
от одних координатных осей к другим

Значения компонентов деформации гц в рассматриваемой точке
тела зависят от выбора направления координатных осей. В связи
с этим необходимо дать формулы для пересчета этих параметров
при переходе от одной системы координат к другой.

Наряду с основной декартовой системой XYZ, рассмотрим другую
систему, X'Y'Z', направления осей которой по отношению к осям
первой системы будут задаваться таблицей косинусов (табл. 4).

Так как обе системы прямоугольные, то между этими девятью
косинусами существуют следующие зависимости:

= 0; Xjji! -f- X2lx2.

V 3

X2X3 + ;х2!х3 -|- v2v3 = 0; Ix1v1

(6.1)
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Проекции на оси первой системы координат линейного элемента,
имеющего по осям второй системы компоненты dx', dy', dz', будут
равны

dx = Xt dx' + X2 dy' + 1 3 dz' 1

dy = ]hdx' + tody'-\-ibdz' }• (6.2)

d z ^ v ^ A T ' + vady' + Vjcfy J

Возвратимся к формуле (2.4); в ее левой части — обусловленное
деформацией изменение квадрата расстояния между двумя бесконечно
близкими точками М и N тела. Поскольку эти величины не зависят
от выбора системы координат, правая часть формулы (2.4) также
не должна от него зависеть, оставаясь инвариантной при любых
преобразованиях координат.

Таблица 4

X'

Y'

Z'

X

Ч

h

Y

\И

Z

•"1

V 2

V 3

Подставляя в правую часть формулы (2.4), или, что то же самое,
в (2.7) вместо dx, dy, dz их выражения через проекции вектора MN
на новые оси, получаем

+ i EMN)
 ds2 = eL (^')2 + *'m Wf

+ i'zz(dz'f -\- г'ху dx' dy' + s'xz dx' dz' + г'уг dy' (6.3)

где

• (6.4)

)
Формула (6.3) имеет вид идентичный (2.7) и определяет ту же

величину. Очевидно, что входящие в ее правую часть коэффи-
циенты е' имеют по отношению к системе X'Y'Z' тот же смысл,
какой имеют по отношению к системе XYZ коэффициенты е^.
Отсюда следует, что формулы (6.4) дают искомый закон преобразо-
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вания параметров е^ при переходе от одной прямоугольной декарто-
вой системы координат к другой.

Совокупность шести величин

(6.5)

Чхх> Та

Лух\ Чу

чу'< Ixz

у, '{yz

У' "tzZ

=
1

У е

1
"2"'

1
х'< ~2 Еху

ух> Еуу>

1

1
"2

1
"2

зависящих от выбора системы координат и преобразующихся при
переходе от одной прямоугольной декартовой системы координат
к другой по формулам (6.4), определяет симметричный тензор второго
ранга (в данном частном случае — тензор деформации), а величины у̂ -
называются компонентами этого тензора.

С понятием тензора читателю неоднократно придется встречаться
в нашей книге; наиболее подробно оно будет освещено в главе II,
§ 14. В качестве предварительного замечания следует сразу же
отметить, что тензор нельзя отождествлять с его компонентами
(подобно тому как вектор нельзя отождествлять с его проекциями).
Рассмотренный выше тензор деформации Г есть сложное геометри-
ческое понятие, заключающее в себе представление о деформации
бесконечно малой окрестности произвольной точки сплошной среды
и полностью эту деформацию характеризующее. Поскольку дефор-
мация, разумеется, никак не зависит от выбора системы координат,
от этого выбора не зависит и тензор Г (аналогично тому как, на-
пример, векторы скорости или силы не зависят от того, в какой
системе координат они рассматриваются).

§ 7. Главные направления деформации

Будем искать такое направление, в котором относительное удли-
нение экстремально. Если взять ось X' (см. § 6) параллельной этому
направлению, то, согласно формуле (2.11), получим

- 1 , (7Л)

откуда следует, что вопрос определения экстремума удлинения Ех<
сводится к нахождению экстремума компонента деформации г'хх, т. е.
к определению таких значений \ v \xv 4V при которых первое
из выражений (6.4) становится экстремальным. При этом речь идет

vx существует

(7.2)

об относительном экстремуме, поскольку между Xlt

связь

Составляя функцию

(7.3)
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(где е — постоянный множитель Лагранжа) и приравнивая нулю ее
частные производные по Xt, j ^ , vt, получаем три следующие
линейные однородные алгебраические уравнения

(ехх — s) x i + у

~2 вху\ + (Ьуу — е) 1*1 + у e^vj

— е) vx

= О

= О

(7.4)

Нулевое решение этой системы нас не устраивает ввиду суще-
ствования условия (7.2), и, следовательно, определитель, соста-
вленный из ее коэффициентов, должен быть равен нулю.

= 0. (7.5)

Данное уравнение является кубическим по отношению к множи-
телю Лагранжа, и, следовательно, оно имеет по крайней мере один
вещественный корень, который обозначим через Sj. Таким образом,
всегда существует по крайней мере одно такое направление (в каждой
точке деформированного тела), в котором относительное удлинение
принимает экстремальное значение.

Возьмем теперь новую прямоугольную систему координат X'Y'Z',
направив при этом ось X' по найденному выше экстремальному
направлению. Что касается осей У, Z', то их направления могут
быть назначены произвольно (лишь бы триэдр направлений X'Y'Z'
был ортогонален).

Компоненты &',&'. г' в новой системе координат могут быть
ХСС SCy CDZ

определены по формулам § 6. В частности, имеем

(7-6)

Но, поскольку X' совпадает с экстремальным направлением, вели-
чины Хх, [Xj, vx подчиняются уравнениям (7.4) и, следовательно,

Таким образом, множитель Лагранжа равен экстремальному зна-
чению компонента деформации. Вычислим далее компоненты е ' и е^,^
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На основании (6.4) получаем

= 2 2 (у

sL = 2
• (7.8)

Если теперь учесть (7.4), то формулы (7.8) примут вид

гху =

4-
(7.9)

т. е. (ввиду ортогональности осей X', У, Z')

е'ху = гхг = 0. (7.10)

Таким образом, если одна из координатных осей (X') выбрана
из соображения экстремальности относительного удлинения в ее на-
правлении, то как бы ни были направлены две другие координат-
ные оси (У, Z'), всегда будут иметь место равенства (7.10), выра-
жающие условия отсутствия сдвига между волокном, направленным
по оси X', и любым другим волокном, к нему перпендикулярным.

Возвратимся теперь к началу наших рассуждений и предположим,
что с самого начала была выбрана такая система координат, в кото-
рой соблюдаются равенства (7.10).

Тогда система уравнений (7.4) примет вид

(4г/ — е) Pi + у s ^ i = 0

у 4#i + (4 — е^^О

(7.11)

а определитель (7.5) запишется следующим образом:

L - * О О

0

0

1 /
о ^уг

Уравнение (7.12) имеет корни

= (в» — в) [(4у — е) (г'гг — е ) - т (г'уг)
г ] .

(7.12)

|2 I I ' \2
(7.13)
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Все три корня уравнения (7.12) вещественны и, следовательно
в каждой точке тела всегда можно указать не одно, а три напра-
вления, в которых относительные удлинения будут принимать экстре-
мальные значения. Обозначим единичные векторы, соответствующие
этим направлениям, через е̂ -, а косинусы углов, образуемых данными

векторами с осями X , Y , Z', через X,, ^ , Yj. На основании (7.11)
можно сделать заключение, что если s1 Ф е2 и е1 ф е3, то

Хг = Хз = 0, (7.14)

т. е., что векторы е2 и е3 лежат в плоскости Y'Z' и, следовательно,
перпендикулярны к вектору гх (поскольку он направлен по X'). Но
тогда и векторы е2, е3 должны быть взаимно перпендикулярны (по-
скольку ось X' может быть параллельной любому из трех экстре-
мальных направлений).

Таким образом оказывается, что (при в1ф г2ф е3) в каждой точке
тела (до деформации) могут быть указаны три таких взаимно пер-
пендикулярных волокна, которые получают экстремальные удлинения.
При этом углы между этими волокнами будут оставаться прямыми и
после деформации (в силу того, что, как было доказано несколько
выше сдвиги между экстремальным волокном, и любым другим
волокном, к нему перпендикулярным, равны нулю).

Ej, е2, е3 будем называть главными значениями компонентов дефор-
мации, а единичные векторы е^ е2, е3 — главными направлениями
(или главными осями) деформации.

Значения &j находятся путем решения кубического уравнения (7.5).
При этом результат, разумеется, не будет зависеть от того, какая
система координат используется для описания деформации. Зная
главные компоненты деформации, можно вычислить и главные отно-
сительные удлинения по формуле

Е; = УТ+2Г,— 1. (7.15)

Что касается углов, образуемых векторами e.j с осями произвольно
выбранной системы координат XYZ, то они будут определяться из
уравнений

"2 гхуЬ + у zxS>j = О

*А + (£уу — e> +2 -! 6>

с учетом равенства

Ь2 + ^ + Л 2 = 1 - (7.17)
Вследствие деформации точка М перейдет в положение М*. При

этом „главные" волокна могут изменить свои направления (оставаясь,
однако, в силу доказанного выше взаимно перпендикулярными).
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Поэтому, помимо единичных векторов ev е2, е3, определяющих на-
правление главных волокон в теле до деформации, можно ввести еще
триедр взаимно перпендикулярных векторов в*, е*, е*, определяющий
направления тех же волокон, но уже после деформации.

Углы между векторами г} и векторами Sk характеризуют поворот,
который в результате деформации получает бесконечно малый объем-
ный элемент тела, выделенный около точки М. В дальнейшем этот
вопрос будет освещен более подробно.

В предыдущих рассуждениях предполагалось, что et ф г2 Ф £3-
Можно рассмотреть (предоставляем это сделать самому читателю) и
частные случаи, когда уравнение (7.5) имеет два или три кратных
корня. В первом из них (е2 = е3Ф&1) все направления, перпендику-
лярные Sj, могут рассматриваться как главные (поскольку в любом
из таких направлений относительные удлинения одинаковы). При
этом деформация в окрестности рассматриваемой точки будет сим-
метричной относительно направления Si. Во втором случае ( s 1 = e 2 = e 3 )
любое направление является главным, т. е. относительные удлинения
одинаковы во всех направлениях, проходящих через рассматриваемую
точку тела.

Все эти результаты станут более наглядными в § 11.

§ 8. Вычисление главных удлинений;
инварианты деформации

Развертывая определитель (7.5) в строку, получим кубическое
уравнение

е з _ Е 1 е 2 - | _ Е 2 е — Е 3 = 0, (8.1)

корнями которого являются главные компоненты деформации. Здесь
введены обозначения

(I)

(И)

[ i n
III)

E j = E

E2=s

3 =

ххП~г%

1
о з?2/

l g

ty-Tezz

1
2 ea;y

evv
1 £

ezzea;a!

1 g

1 = гххгуугг
2

_4 г + е2

г)

1 Г 2 |

2 1

. ( 8 . 2 )

Поскольку главные удлинения (а соответственно и главные ком-
поненты деформации) не зависят от выбора направлений координатных
осей, то и три коэффициента уравнения (8.1) — Е 1 ( Е2, Е 3 — также
не будут от него зависеть.

В дальнейшем будем называть эти коэффициенты первым, вто-
рым и третьим инвариантами тензора деформации (соответственно).
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Следуя общеизвестному правилу решения кубических уравнений,
введем в (8.1) замену неизвестной

Тогда получим

— е2х -\- -=- е3 — О,

где е и еъ — два новых инвариантных коэффициента,

в* = 1 (Е? — ЗЕ2) = 1 \{гхх — вууу + (вуу — £гг)2 _|_

+ eL + 4«)J- *XJ + 4

= Е1Е2 — - | Е ? - З Е 8 = —3

о з 2 £i 2
J_
2

(8.3)

(8.4)

(8.5)
Так как известно, что все корни уравнения (8.4) вещественны,

они могут быть определены формулами

e s i n ; ( +

где
(8.6)

(8.7)

Отсюда для трех главных компонентов деформации (st ^-£2^>ез)
имеем выражения

2 - . / , 2 \ , 1 1
е. = , е sin (ср Ч те 1 -I е

1 /3 \ 3 У З
*2 = :p=«sin<P+}e , (8.8)

2 - / 4 N I
е3 = - ; = е sin (ср -) и ) -| е

/З V 3 / 3
в которых для единообразия обозначений принимаем

е = Е 1 . (8.9)
Введенные выше в процессе вычисления главных компонентов

деформации три новых инварианта е, ср, е будут в дальнейшем играть
важную самостоятельную роль при рассмотрении вопроса о связи
между деформациями и напряжениями.
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§ 9. Преобразование параметров вц и ык при переходе
от одних координатных осей к другим

Установим закон преобразования параметров (5.3) и (5.4) при
переходе от системы XYZ к другой декартовой системе, X'Y'Z',
направление осей которой, по отношению к осям первой системы,
задано в табл. 4 (§ 6).

Составляющие перемещения произвольной точки тела по новым
осям будут выражаться через составляющие перемещения этой точки
по старым осям очевидными формулами

V1 — U

Подставляя первую из них в выражение

, ди' ди' дх , Л/ ду ди' дг

и учитывая, что, согласно (6.2),

дх , ду дг_

будем иметь

(9.1)

(9.2)

(9.3)

• (9-4)

Выполняя аналогичные выкладки по отношению к остальным пяти
параметрам (5.3), приходим к заключению, что данные параметры
преобразуются при переходе от одних декартовых координат к дру-
гим по тому же закону, что и параметры гц.

Отсюда следует, что вц являются компонентами симметричного
тензора второго ранга

1
9 еху> ~7)~ вхг

1 _ 1
\ ~2 exz'y ~2

который в дальнейшем будем называть линеаризированным тензором
деформации, поскольку компоненты данного тензора могут быть
получены из компонентов тензора деформации (6.5), (5,6) путем
исключения из них всех нелинейных членов.

Параметры ех еуу, егг имеют простой геометрический смысл,

для выяснения которого рассмотрим линейный элемент тела, парал-
лельный (до деформации) оси X. Проекция этого линейного элемента
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на ту же ось (после деформации), согласно первой из формул (2.3),
будет равна

di = (l+jt)dx = (l+e*Jdxi (9.5)
отсюда

т. е. ехх есть относительное удлинение проекции на ось X линейного
элемента, направление которого до деформации было параллельно
этой оси.

Аналогичен геометрический смысл и параметров еуу и ezz (только
для линейных элементов dy, dz). Что касается параметров еху, еуг,
ехг, то они наглядного геометрического смысла по-видимому не имеют.

Выясним далее закон пересчета параметров шк (5.4) при пере-
ходе от одних координатных осей к другим.

В системе X'Y'Z' параметр ш'х будет определяться формулой

Подставляя сюда вместо w' и v' их значения согласно (9.1) и
переходя от дифференцирования по у' и z' к дифференцированию
по х, у и z, что можно сделать на основании (9.3), получим

у (9-8)
По аналогии с этим результатом

h\) + шг (V-lh — V-ih) )

Полученные три формулы могут быть упрощены, если учесть,
что единичные векторы, определяющие направления X', Y'', Z', свя-
заны между собою (ввиду ортогональности координатных осей) равен-
ствами

Ь- =iy X »V; iy =iz, x l*\ b=i* X ly, (9.10)

в которых знак X означает операцию векторного умножения.
Проектируя (9.10) на XYZ и принимая при этом во внимание

табл. 4, находим

С 9 ' 1 1 )

Это известные соотношения между направляющими косинусами
двух систем декартовых прямоугольных координат, написанные в пред-
положении, что обе системы имеют одинаковую ориентацию (т. е.
либо обе являются правыми, либо обе — левыми). Если бы одна

38



система была правой, а другая левой, то (9.11) нужно было бы
переставить члены, стоящие в их правых частях.

На основании (9.11) и сделанного замечания формулы (9.8) и (9.9)
принимают вид

(9.12)

причем верхний знак должен быть взят в том случае, если системы
XYZ и X'Y'Z' имеют одинаковую ориентацию, а нижний — если их
ориентация различна.

Отсюда видно, что параметры шк при переходе от одних осей
к другим преобразовываются как проекции аксиального вектора ы,
длина которого равна

(О | (9.13)

а направление задается косинусами

соз(ю, * ) = — ; cos(e>, К) = — ; cos(w, Z ) = — . (9.14)

§ 10. Геометрический смысл параметров. wfc

Совместим мысленно точку М с точкой М* и перенесем начало
координат системы XYZ в эту общую точку, не изменяя направле-
ния осей. При этом векторы MN
и M*N* будут исходить из начала
координат, имея проекции

MN~dx, dy, dz,
ЛГЛГ~«Г&, d-ц, tiZ.

Такое изображение (рис. 7)
устраняет поступательное переме-
щение окрестности точки М и по-
зволяет сосредоточить внимание на
сравнении величины и направления
векторов MN и M*N*, характери-
зующих относительное располо-
жение точек М и Л/ до и после
деформации. Величины, определяющие изменения размеров линейных
элементов тела и изменение углов между ними, уже: были подробно
изучены в предыдущих параграфах. Поэтому в данном параграфе
основное внимание будет уделено повороту, который в результате
Деформации получает бесконечно малый объемный элемент тела.
Употребляя этот термин применительно к элементу объема, в про-
цессе перемещения которого изменяется не только его положение,

ММ*.

Рис.
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но и размеры и форма, будем подразумевать под ним среднее зна-
чение поворота, получаемого всем множеством линейных элементов,
принадлежащих данному объемному элементу.

При этом условимся называть углом поворота волокна вокруг
оси Н, к которой оно до деформации было перпендикулярно, угол
между этим волокном (в положении до деформации) и его проек-
цией (после деформации) на плоскость, перпендикулярную указанной

ММ

Рис. 8. Рис. 9.

оси (рис. 8). Для выяснения величин, характеризующих поворот
окрестности точки М в результате перемещений a, v, w, обратимся
к формулам (2.3) и применим их к частному случаю, когда линей-
ный элемент MN перпендикулярен оси Z. Тогда dz = 0, а формулы
(2.3) с учетом (5.5) принимают вид

& = (1 + ехх) dx + ( 1 еху — шг) dy

еуу) dy= [\ е
ху

j еуз
ож j dy

(10.1)

На рис. 9 показана плоскость XY, причем отрезок MN пред-
ставляет собой рассматриваемый линейный элемент до деформации

(в натуральную величину), а отрезок MNi — проекцию M*N* на пло-
скость XY.

Как видно из этого рисунка,

tgе = ^ , tg е* = ^ . (Ю.2)
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Вводя во вторую из этих формул указанные выше значения
и dl и учитывая первую формулу, будем иметь

Рассмотрим угол

( у еху + шг) c o s 6 + 0 + еуу) s i n в

(1 + ехх) COS 8 -\- | — ̂  — и J sin 8
(10.3)

фг = е*—8, (10.4)

т. е., согласно данному выше определению, угол поворота волокна MN
вокруг оси Z, получающийся в результате деформации.

На основании (10.2) и (10.3)

г ~\~ -п еху c o s 26 -)- -=• ( ^ — йдаа,) sin 28

+ ^ а , cos2 6 + еуу sin' 8 + -н- е х г / sin 26
(10.5)

Среднее значение tg" фг в интервале от 0 до 2тт (т. е. среднее его
значение для всех волокон, проходящих через рассматриваемую точку
тела перпендикулярно оси Z) определяется выражением

2 it

(10.6)

где
2ic

1 = "2^" J
, sin 28

2ic

y cos 28 + (eyy — ̂ a,) sin 28
)• (Ю.7)

+exx cos2 8 + eyy sin5 в + ^ exy sin 26

Интеграл /2 может быть взят путем подстановки

s ^ 6 •2-е э д яп28,

которая дает

Что касается интеграла /,, то он приводится к виду

71 о 2 + *хх + еуу + У(ехх - еуу? + е2 sin (28 + р)

где

I = arc sin
куу

V(exx-eyyf + e:еху

(10.8)

(10.9)

, (10.10)

(10.11)
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откуда

1 о«- " г~ ~ X

X arctg
(2 + ̂  + ^ ) t g ( e + | |

= . (10.12)

Это приводит к следующим выражениям для tgtyx, igtyy, tg фг:

/ {1 + ехх)0+*а)-Те*
(10.13)

Здесь две верхние формулы написаны по аналогии с третьей.
Три параметра tgfy характеризуют поворот бесконечно малого

объема, окружающего точку М. Они получились пропорциональными
wj и равными нулю, коль скоро равны нулю эти последние пара-
метры. Но, как ясно из (9.12), если и>х, шу, шг равны нулю в какой-
либо системе координат XYZ, то они будут равны нулю и в любой
другой системе координат.

Отсюда следует, что при существовании в какой-либо точке
деформированного тела равенств

а) а ,= (о1Г = а>, = 0 (10.14)

все линейные элементы, проходящие через эту точку, не будут
получать (в среднем) никакого поворота относительно любой про-
ходящей через эту точку оси.

Таким образом, равенства (10.14) можно рассматривать как усло-
вие отсутствия поворота произвольного бесконечно малого объем-
ного элемента, окружающего рассматриваемую точку тела.

§ 11. Общая картина деформации в окрестности
произвольной точки тела

Из рассмотрения формул (2.3) можно заключить, что проекции
векторов MN и M*N* (т. е. проекции произвольного линейного эле-
мента тела до и после деформации) связаны между собой линейными
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зависимостями. Входящие в (2.3) коэффициенты надо считать при
этом постоянными и равными их~ значениям в М, так как учет их
изменяемости в пределах бесконечно малой окрестности этой точки
был бы равносилен учету в рассматриваемых формулах малых выс-
шего порядка. Таким образом, деформация бесконечно малой области,
окружающей М, описывается линейным преобразованием с постоян-
ными коэффициентами. Но при таком преобразовании, как известно
из аналитической геометрии, прямые превращаются в прямые, а пло-
скости— в плоскости, при сохранении их параллельности, если они
были параллельными до преобразования. Кроме того, при линейном

di

/

)
/

//
/

м

/

/

Рис. 10.

преобразовании поверхности второго порядка превращаются в дру-
гие поверхности второго порядка; в частности, сфера превращается
в эллипсоид (вообще говоря, трехосный).

Отсюда следует, что всякий бесконечно малый параллелепипед,
выделенный мысленно в теле до деформации, превращается в резуль-
тате деформации в параллелепипед с другими (вообще говоря) раз-
мерами ребер и углами между ребрами. В частности, прямоугольный
параллелепипед с ребрами dx, dy, dz, параллельными координатным
осям, превращается после деформации в косоугольный параллеле-
пипед с ребрами (1 -\-Ex)dx, (I -\-Ey)dy, (\-\-Ez)dz и углами

между ними | - — уху, - | — ? а . г . j—fyz (рис. 10).

Прямоугольный параллелепипед, ребра которого до деформации
совпадают с главными направлениями в рассматриваемой точке тела,
после деформации остается прямоугольным, имея ребра {X-^E^da,
(1 -\-E2)db, (I -\-E3)dc, где da, db, dc—размеры ребер до деформации.

Точки, расположенные до деформации на сфере радиуса dr,
в результате деформации разместятся на эллипсоиде с полуосями
( l - f -£ i )d r , (I -\~E2)dr, (I -\-E3)dr, причем направления осей этого
эллипсоида будут совпадать с в*, в*, е*, т. е. с направлениями
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главных осей в деформированном теле, так как направления осей эллип-
соида, очевидно, будут совпадать с теми направлениями, в которых
удлинения имеют экстремальные значения (рис. 11).

Сказанное выше, а также результаты, полученные нами в пре-
дыдущих параграфах, приводят к заключению, что бесконечно малая
область, окружающая произвольную точку М сплошного тела,
в результате деформации получает:

а) поступательное перемещение, характеризуемое вектором пере-
мещения и;

РИС. 11.

б) поворот, в результате которого волокна, имевшие направления
ev e2, е3, совмещаются с е*, е*, е*;

в) такие изменения размеров и формы, в результате которых
точки, расположенные на сфере радиуса dr, оказываются разме-
щенными на эллипсоиде с полуосями (l-^EJdr, (I -\-E2)dr,
{\+E3)dr.

Предположим, что в двух разных точках тела Жх и М2 дефор-
мации таковы, что указанные выше эллипсоиды подобны. Тогда
можно сказать, что в этих двух точках деформация имеет один и
тот же вид.

Если же, при заданном dr, эллипсоиды оказываются равными,
то можно сказать, что в рассматриваемых двух точках деформации
одинаковы, т. е. совпадают и по виду и по величине.

Отсюда следует, что вид деформации и ее величина в произ-
вольной точке полностью характеризуются тремя главными удлине-
ниями Ej (или любыми другими тремя независимыми инвариантами
деформации).

Поскольку главные направления деформации обычно заранее не-
известны и поскольку они изменяются при переходе от точки к точке,
при описании деформации в произвольно выбранной наперед задан-
ной системе координат приходится пользоваться шестью компонен-
тами Цу

На основании вышеизложенного можно заключить, что ни по-
ступательное перемещение бесконечно малого объемного элемента
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тела, ни поворот данного элемента не являются характеристиками
его деформации. Однако если говорить не о бесконечно малом
объеме, а о теле в целом, то более наглядное представление о
его деформации будут давать именно взаимные перемещения его точек
и взаимные углы поворота отдельных его волокон. Так, например,
говоря о деформации балки, обычно подразумевают стрелку ее
прогиба (т. е. максимальное перемещение точек нейтральной оси
балки), а говоря о деформации вала, подразумевают закручивание
одного его торца относительно другого (т. е. максимальный угол
поворота).

Таким образом, максимальные перемещения точек и максималь-
ные углы поворота волокон тела могут рассматриваться как харак-
теристики деформации тела в целом, а компоненты деформации
(или их функции — удлинения и сдвиги) — как характеристики де-
формации бесконечно малого объемного элемента. И те и другие
характеристики представляют практический интерес, так как первыми
определяется ж е с т к о с т ь тела (его способность в целом со-
противляться деформации), а вторыми — его п р о ч н о с т ь (способ-
ность выдерживать без разрушения заданную нагрузку).

Отмеченная двойственность понятия деформации приводит к воз-
можности двух различных толкований термина „малая деформация".
Под ним, в соответствии с вышеизложенным, можно понимать либо
малость удлинений и сдвигов (компонентов деформации) по сравне-
нию с единицей, либо малость перемещений (по сравнению с линей-
ными размерами тела) и углов поворота (по сравнению с единицей).
Упомянутые два определения нельзя смешивать, ибо они отнюдь не
тождественны. Предположение о малости перемещений и углов по-
ворота в большей степени ограничивает общность рассуждений, чем
предположение о малости компонентов деформации, причем первое
предположение влечет за собою выполнение и второго, тогда как
обратное утверждение несправедливо (см. ниже). Применяя в даль-
нейшем термин „малая деформация", мы всегда будем точно огова-
ривать, в каком смысле из двух возможных он в каждом частном
случае употребляется.

§ 12. Относительное изменение объема

Бесконечно малый прямоугольный параллелепипед с ребрами dx,
dy, dz после деформации превращается в косоугольный параллеле-
пипед, проекции ребер которого на оси X, Y, Z будут, на основа-
нии (2.3), равны

„ I. . ди \ , ди , ди ,
на ось X: [\ +-^)dx; -^dy; -^dz;

на ось К: £dx; (l+£
-у dw , dw , I. , dw

на ось Z: -^dx; - ^ d y ; [ l + ^
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Отсюда, воспользовавшись известной формулой аналитической
геометрии, выражающей объем параллелепипеда через проекции его
ребер, находим

du du du

dx dy dz

dv dv dv

dx "*" dy ~d~F

dw dw dzi

дх ду "•" dz

V* = D dx dy dz = dxdydz, (12.1)

где V* — объем рассматриваемого элемента после деформации.
Разделив V* на V — dx dy dz, т. е. на объем элемента до де-

формации, и обозначив через Д относительное приращение объема,
обусловленное деформацией, получим

V*

V

to_ ди
л- dyдх

dv

dx

dw

dx

dw

ди
dz

dv
dz

•+£
(12.2)

Чтобы выразить Д через компоненты деформации, возведем (12.2)
в квадрат; тогда, учитывая правило умножения определителей и
формулы (2.5), получим

ди
dy

dv
dx
dw
дх

du
dz
dv
dz

dw
dz

l+2i УУ (12.3)

Отсюда, после раскрытия последнего определителя,

) (1 + 2 г г г

— (1+2г г г)е^=1+2Е 1+4Е2+8Е3, (12.4)

где Ех, Е2, Е 3 — инварианты деформации (8.2).
Таким образом, окончательно

Д = V1+2Е1+4Е2+8Е3— 1 =V( I +2 S l ) (1 + 2з2) (1 + 2 е 3 ) - 1 =
— 1, (12.5)

где Ej — главные удлинения в той точке, где вычисляется прираще-
ние объема.
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Заметим, что полученный результат не зависит от формы объем-
ного элемента, выделяемого из тела. В этом можно убедиться, рас-
смотрев вместо прямоугольного параллелепипеда, например, сферу
радиуса dr. После деформации эта сфера превратится в эллипсоид
с полуосями (1 -\-Ej)dr. Вычитая объем сферы из объема этого эл-
липсоида и деля разность на объем элемента до деформации, т. е.
на тот же объем сферы, будем иметь

Д = 5
-3 «(dr)*

(12.6)
Полученный результат идентичен (12.5).
Относительное приращение объема Д зависит только от инвари-

антов деформации и, соответственно, само является инвариантом.

§ 13. Упрощения, возможные при малых удлинениях и сдвигах

За весьма немногими исключениями (резина и некоторые пласт-
массы) применяющиеся в технике материалы сохраняют упругость
только при весьма малых удлинениях и сдвигах. Отсюда — практи-
ческая важность этого частного случая.

Упростим полученные в предыдущих параграфах формулы, пре-
небрегая при этом удлинениями и сдвигами по сравнению с единицей;
используя данное упрощение в формулах (2.11), (2.12), (4.4), (4.5),
находим, что при этом

Таким образом, при малых удлинениях и сдвигах компоненты
тензора деформации гхх, syy, егг могут быть отождествлены с соот-
ветствующими удлинениями, а компоненты тензора деформации гху,
ежг> eyz могут быть приравнены к углам сдвига.

Формула относительного приращения объема (12.5), в результате
пренебрежения произведениями удлинений по сравнению с их пер-
выми степенями, принимает следующий вид:

Д д а ^ + Е. + Е,, (13.2)

или, если учесть (13.1), то

= Е 1 = еаи. + 8о т,Н-в я. (13.3)

Таким образом при малых удлинениях и сдвигах инвариант де-
формации Е х — е может быть отождествлен с относительным прира-
щением объема.

И, наконец, введя аналогичные упрощения в табл. 1 и 2, по-
лучим табл. 5 и 6.
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В табл. 6 ay определяются формулами (3.6). Возможность замены
табл. 2 на табл 6. (при малых удлинениях и сдвигах) основывается
на том, что параметры £^, Ev £V в табл. 2 являются величинами
одного порядка с удлинениями (и, следовательно, ими можно пре-
небречь по сравнению с единицей), а определитель D, согласно (12.3),
(13.2) и принятому выше принципу упрощения формул, равен

О : = 1 - ) - Д я ь ; 1 - | -£ 1 - ( -£ ' 2 - | -£ 'з = ^ 1 . (13.4)

Таковы упрощения, возможные в случае, когда удлинения и сдвиги
малы. Необходимо подчеркнуть, что формулы для компонентов де-
формации sy (2.5) остаются в этом случае, вообще говоря, без
изменений, т. е. остаются нелинейными.

Таблица 5

X

Y

Z

ix

дх

dv
дх

dw
~дх~

h

ди
ду

1 + -Т-
ду

dw
~ду~

iz

ди
дг

dv
dz

dz

Таблица 6

X

Y

г

Л

аи

а 21

«81

А

a12

a 22

a32

к
a i s

<*23

а ЗЗ

§ 14. Случай, когда малы не только деформации, но и углы
поворота

Рассмотрим случай, когда по сравнению с единицей малы не только
компоненты деформации sy, но и углы поворота. При этом напра-
вления единичных векторов ix, iy, iz и j \ , j ^ , Ус будут, очевидно,
мало отличаться от направлений XYZ, в соответствии с чем члены
главных диагоналей табл. 1 и 2 будут отличаться от единицы только
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на величины второго порядка, а остальные члены этих таблиц будут
величинами первого порядка (если считать величиною первого по-
рядка малости максимальное значение угла поворота).

А так как при малых удлинениях и сдвигах табл. 1 может
быть заменена табл. 5, то отсюда следует, что при малых компо-
нентах деформации и углах поворота малыми по сравнению с еди-
ницей являются и все частные производные от компонентов переме-
щения по координатам.

В этом же случае малыми будут и параметры ец и шк (5.3) и
(5.4), являющиеся линейными комбинациями производных от переме-
щений.

На этом основании формулы (10.13) в рассматриваемом случае
могут быть упрощены путем пренебрежения в них членами первого
и второго порядков малости.
Тогда будем иметь

(14.1)

Таким образом, пренебрежение компонентами деформации и
углами поворота по сравнению с единицей приводит к возмож-
ности отождествления параметров о̂ - со средними поворотами эле-
ментарного объема вокруг осей X, Y,Z, (соответственно). А так
как малые повороты суммируются как векторы, то можно ска-
зать, что в данном случае объемный элемент поворачивается на
угол (о вокруг оси, направление которой задается косинусами
(9.14).

Исследуем далее возможности упрощения выражений компонентов
деформации, вытекающие из предположения, что и углы поворота
и удлинения ~ сдвиги малы по сравнению с единицей.

Как это следует из (5.6), в формулы для компонентов деформа-
ции входят:

а) параметры е^ линейно;

б) произведения параметров е^ один на другой;
в) произведения параметров u>j один на другой;

г) произведения параметров вц и шк.

Считая, что и вц и wk малы по сравнению с единицей, видим,
что возможны два варианта:

1) шк являются малыми того же или более высокого порядка,
что и вф

2) вц являются малыми того же или более высокого порядка,

ЧТО И (Oft-

49



В первом случае в (5.6) нужно сохранить только линейные члены.
Тогда

ди _ dv ш dw

e
du . dv . du .dw

xy dy •" d x ' x z ^ xz дг' дх
^ dv . dw

yz' ' yz • $z r ^y

(14.2)

Во втором случае в (5.6) следует оставить только члены видов а
и в, сохраняя тем самым величины порядка ш\. Что касается членов
видов б к г, то они должны быть отброшены, поскольку члены б
будут не ниже чем четвертого, а г — не ниже чем третьего порядков
малости (если считать за величины первого порядка малости пара-
метры шк).

Выполнив указанные выше упрощения, получим:

i 1 С 2 i 2 V

i 1 Z' 2 , 2\.

(14.3)

Приближенные выражения для компонентов деформации (14.2)
и (14.3) имеют широкий круг применения. Первые из них охваты-
вают такие задачи, когда при малых компонентах деформации
и углах поворота те и другие являются величинами примерно одина-
кового порядка, что имеет место преимущественно при рассмотрении
деформации массивных тел, все размеры которых сравнимы по ве-
личине друг с другом. Формулы же (14.3) отвечают случаю, когда
при малой деформации и малых углах поворота вторые существенно
превосходят первые. Это будет преимущественно при рассмотрении
деформации гибких тел (таких, например, как стержни, пластины
и оболочки). В частности, формулы (14.3) могут быть использованы
при исследовании вопросов устойчивости упругого равновесия.

Следует, однако, подчеркнуть, что далеко не все задачи о де-
формации гибких тел относятся к категории нелинейных. Большое
практическое значение имеет и линейная теория деформации стер-
жней, пластин и оболочек, основывающаяся на формулах (14.2).
С другой стороны, возможны и такие задачи о деформации гибких
тел, когда не только формулы (14.2), но и формулы (14.3) будут
недостаточными (когда при малых компонентах деформации углы
поворота не будут малы).

Тем не менее формулы (14.3) являются важным промежуточным
звеном между общими выражениями (5.6) и линейными формулами
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(14.2). Как (5.6), так и (14.3) могут допускать некоторые дополни-
тельные упрощения, обусловленные конкретной спецификой рассмат-
риваемой задачи. Так, например, может оказаться, что некоторыми
компонентами деформации можно пренебречь; может также оказаться,
что из трех углов поворота wft один или два будут весьма малы
по сравнению с остальными и их допустимо отбросить, сохраняя
в (14.3) только ту (или те) составляющую поворота, которая в данном
случае существенна.

В заключение параграфа следует обратить внимание читателя
на установившуюся в большинстве курсов теории упругости (а также
и в специальной научной литературе) тра-
дицию называть величины e{j, определяе-
мые формулами (2.5), (5.6) „компонентами
конечной деформации". Благодаря этому
неизбежно (даже если это явно не гово-
рится) линейные величины вц (14.2) воспри-
нимаются как компоненты бесконечно ма-
лой деформации. Между тем из содержа-
ния этого и предыдущего параграфов со- Р и с ] 2 .
вершенно ясно, что малость удлинений и

сдвигов по сравнению с единицей вовсе не является достаточным
критерием для перехода от нелинейных формул (2.5), (5.6) к линей-
ным (14.2). Существенную роль при решении данного вопроса играют
также величины углов поворота.

Рассмотрим следующий простой пример. Пусть линейный элемент
MN = dx, находящийся до деформации в плоскости XY, остается
после деформации в той же плоскости и становится параллельным
уже не оси X, а оси К; длина элемента не изменяется (рис.12).
В этом случае компонент деформации гхх и удлинение Ех в точке М
будут, как очевидно, равны нулю. Между тем из линеаризированных
формул (14.2), согласно (9.6), получим

_dl-dx _
хх dx ~

Отсюда видно, как велика может быть погрешность при замене
компонентов деформации параметрами ву при малых (или даже рав-
ных нулю!) удлинениях и сдвигах, но больших углах поворота.

В некоторых задачах определение компонентов деформации ли-
нейными формулами (14.2) оказывается недопустимым даже при очень
малых удлинениях и сдвигах (сжатие тонкого стержня, изгиб тонкой
пластины или оболочки). В других задачах эти формулы будут при-
годны при гораздо более значительных удлинениях и сдвигах (рас-
тяжение стержня, изгиб толстой плиты или толстой оболочки).

Разница между формулами (2.5) и (14.2) состоит, следовательно,
вовсе не в том, что вторые относятся только к бесконечно малым
Деформациям, а первые—к конечным деформациям (будь так — ли-
нейные формулы (14.2) не имели бы никакого практического значе-
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ния), а в том, что формулы (2.5) могут быть использованы при любой
величине поворотов, а формулы (14.2) — только при малых поворо-
тах, примерно одного порядка с удлинениями и сдвигами. Соответ-
ственно, промежуточные формулы (14.3) относятся к случаю, когда
углы поворота, будучи малы, тем не менее существенно превосходят
по величине удлинения и сдвиги, так что квадраты поворотов и первые
степени удлинений и сдвигов являются величинами одного порядка.

Сказанное представляется достаточным для отказа от наименова-
ния нелинейной теории деформации — теорией конечных деформаций.

§ 15. Условия сплошности деформаций

Пусть имеется сплошная среда, точки которой непрерывно за-
полняют некоторую область пространства V, ограниченную поверх-
ностью 2 . Спрашивается, можно ли считать, что произвольно вы-
бранная совокупность шести непрерывных функций

fy = /</(*• У. z), (15.1)

заданных в этой области, определяет некоторую деформацию данного
сплошного тела (т. е. может рассматриваться как компоненты его
деформации).

Оказывается, что функции s^ будут определять деформацию тела,
не нарушающую его сплошности, лишь в том случае, если они под-
чиняются определенным шести дифференциальным соотношениям,
которые могут быть выведены путем следующих рассуждений.

При изложении теории деформаций мы все время пользовались
для определения положения точек тела до деформации декартовой
системой координат. Это равносильно утверждению, что рассматри-
ваемое нами трехмерное пространство является эвклидовым. Но если
это так, то компоненты тензора кривизны данного пространства —
компоненты тензора Римана-Кристоффеля ([11], стр. 442) — должны
были быть равны нулю, какой бы системой координат в этом про-
странстве мы ни пользовались. В частности, они должны быть равны
нулю и в системе криволинейных координат х, у, z, используемой
выше при определении положения точек тела после деформации.

Для ковариантных компонентов тензора Римана-Кристоффеля су-
ществуют следующие выражения ([11], стр. 445)

d2ga d2g^ d*gxX \
дх% dxv- дх* дх* ~"~ дх* dxv-J

— &° [r.,x*rP f l t s—r e,X xrP i ! l i], (15.2)
где

gfk — ковариантные составляющие фундаментального тензора кри-
волинейной системы координат;

gik — контравариантные составляющие этого тензора;
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» jk—символы Кристоффеля первого рода, выражающиеся через
ковариантные составляющие фундаментального тензора по-
средством формулы

2 \дхк дх*
(15.3)

Отметим, что по установившемуся в тензорном исчислении пра-
вилу (см. ниже, гл. II, § 14) в правой части формулы (15.2) опущен
знак двойной суммы по индексам р и о, которые не встречаются
в левой части формулы. Применим (15.2) и (15.3) к криволинейной
системе координат х, у, z (установив для определенности соответ-
ствие х=^хъ, у = х2; z = x3). Ковариантные составляющие ее фунда-
ментального тензора будут равны

ёху sxy Syz == s

yz

(15.4)

В этом можно убедиться, если составить, на основании (2.1)
и (2.3), выражение квадрата расстояния между двумя произвольными
точками деформированного тела. Что касается контравариантных со-
ставляющих фундаментального тензора, то они (как это следует
из [11], стр. 389) будут определяться формулами II (9.9), (9.10).

Подставив (15.4) и (15.3) в (15.2), получим все ковариантные
компоненты тензора Римана-Кристоффеля в системе xyz, из которых
(поскольку речь идет о пространстве трех измерений) различными
будут только шесть. Приравнивая их нулю, получим искомые шесть
дифференциальных соотношений между компонентами деформации
(поскольку и ковариантные и контравариантные компоненты фунда-
ментального тензора являются в данном случае алгебраическими
функциями от деформаций е^). Ниже приводятся два из этих шести
дифференциальных соотношений. Остальные четыре могут быть по-
лучены из приведенных путем циклической перестановки.

ду дг ' ' 2 дх \ дг ' ду дх )

р п* XXI 1 / I _ I " | XX XX I I
5 L дх \ дг ' ду дх ) ду дг j "̂

дг \ дх ду ) 1дг \ дх ду дх \ дг дх ду

dx~~dT

[ (15.5)

дх
деху | дгхг дгуг\ д^д^уу

дг ~т~~ду~~ дх ) ^~~W дг ~

ду дг дх дг J
Л
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дх \ дг

ду дх J •"

дх() у ri v J I Я v Л v

уу/

дг V дх дг ду \ дх ду

*уу'

дх дх

д^ху дЧхх дЧуу= \д*ххФху д*т\

дхду ду2 дх2 ° \_ дх \ ду дх J ду

ду \ дх

дг ду
дч

+

ду дх J

дх

дх ду /V ду дх J ' дх ду

Ух дг~/ \~ду ~дх~
двуг feyy\ dzxx гдгхг де^ д^хуУ]

ду дг / ду V ду ' дл: дг /J

ду "•" V йл: Л дг
dzyy (d£xi d*yz dzxy~\\
дх \ ду """ ддг дг /J

(15.5)

Геометрический смысл этих соотношений состоит в том, что если
мы зададим компоненты деформации е^ как произвольные, незави-
симые друг от друга функции координат точек тела, то непрерывность
этих функций еще не будет гарантировать того, что тело в резуль-
тате такой деформации останется сплошным. Может оказаться, что,
разбив мысленно тело до деформации на бесчисленное множество
бесконечно малых прямоугольных параллелепипедов с ребрами, па-
раллельными координатным осям, и придав затем ребрам и граням
этих параллелепипедов удлинения и сдвиги в соответствии с произ-
вольно выбранными компонентами деформации, мы не сможем затем
составить из получающихся при этом косоугольных параллелепипедов
сплошное деформированное тело без зазоров между гранями и реб-
рами элементарных объемных элементов.

Подчинение же Sy соотношениям (15.5) обеспечивает такую воз-
можность. Именно поэтому они могут быть названы условиями сплош-
ности (или неразрывности) деформации.

В соотношения (15.2) входят производные компонентов деформации
до второго порядка (включительно), ввиду чего требуется, чтобы
еу имели непрерывные вторые производные. А из этого следует, что
перемещения должны иметь непрерывные производные до третьего
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порядка (включительно), так как е^ суть функции от первых частных
производных перемещений по координатам.

Устанавливая взаимосвязь между компонентами деформации, со-
отношения (15.5) не должны налагать на перемещения иных ограни-
чений, кроме требований непрерывности их самих и их частных про-
изводных. Последнее ясно из того, что существование каких-либо соот-
ношений между перемещениями означало бы некоторое ограничение
возможности взаимного смещения точек тела. С формальной стороны
это означало бы, кроме того, и ограничение выбора преобразования
координат, выражаемого формулами (1.1). Из того, что (15.5) связывая
между собою компоненты деформации, не должны связывать компо-
ненты перемещения, вытекает, что при подстановке в соотношения
(15.5) выражений компонентов деформации через перемещения (2.5)
данные соотношения должны удовлетворяться тождественно.

Если удлинения и сдвиги пренебрежимо малы по сравнению
с единицей, то разница между ко- и контравариантными составляю-
щими тензора Римана-Кристоффеля в криволинейной системе коор-
динат х, у, z будет несущественна, получаясь лишь за счет членов
величиною порядка компонентов деформации. Для устранения соот-
ветствующих членов в формулах (15.5) надо отбросить в них все
члены, имеющие множителями компоненты деформации (но не их
производные, ибо они могут быть величинами существенно большими,
нежели сами деформации).

В итоге такого упрощения получатся следующие шесть прибли-
женных соотношений

д^хх . d-tyy д2еху /двхх\
2 ,(дгуу*\ _,1, (dzyz

ду2 ~г" дх* дхду ~ \~ду~) "• \~дх~) ~" '*\~ЫГ~

fexz д*ху\* (dtocz дгхх\ /dzye деуу\

' ду дг ) { дх дг ) \ ду дг )

ду V дх ду ) дх \ ду дх)'

дЧхх I, ^_(dJ^y_\d2^1 дгУ*\ — д*хх d t x x

дудг '2дх\ дг ~^~ ду дх) ~ ду дг ~
dtz^yyfdhcy дЕуг^дехЛ dtzz /ЗЕХ г дгуг двху\

/ 2 дх V дг "г" дх ду ) ^ ~ lz дх\~дУ'Г~дх Ъ~Г;

12 дх\ду т дг
дг

ду
dB

дх
t . ^xxf^xz.dhcy_dByZ\ diyyfdixy дгхх\

12 дх\ду ~т~ дг дх) дг \~дх ду~)~

дУ

x y

дг \~дх

дг

ду

ду \ дх дг ( c y c l . )

(15.6)

Наконец, если предположить, что малы по сравнению с единицей
не только деформации, но и их производные, то мы получим воз-
можность полностью линеаризировать соотношения неразрывности
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деформаций, после чего будем иметь

, дЧУУ дЧ*У._,
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гУУ

дхду'
дЧ
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дгхг
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ъух
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дх дг

(15.7)

При этой степени точности рассуждений выражения для компо-
нентов деформации также должны быть линеаризированы, т. е.
в (15.7) следует положить

ЧЗ~ец (15.8)

Соотношения (15.7) являются условиями сплошности деформации
в том виде, в каком они формулируются в линейной теории упру-
гости. Непосредственная подстановка выражений (15.8) и (5.3) в (15.7)
показывает, что при этом (15.7) удовлетворяются тождественно.

Намеченный выше путь вывода общих соотношений (15.5) вы-
падает по своему характеру из текста книги и требует от читателя
большей теоретической подготовки. Однако в дальнейшем, при реше-
нии задач, эти общие соотношения нами использоваться не будут,
так что не столь уж важно, если не все в данном параграфе будет
понято до конца. Тем не менее необходимо было установить, во-
первых, факт существования соотношений (15.5), во-вторых — и х
геометрический смысл и, в-третьих, вытекающие из них ограниче-
ния, налагаемые на деформации.

Что касается упрощенных линеаризированных соотношений (15.7),
то они найдут широкое применение в главах V, VI и VII, в кото-
рых они будут получены менее сложным путем.



ГЛАВА II

РАВНОВЕСИЕ ОБЪЕМНОГО ЭЛЕМЕНТА

В этой главе выясняются условия равновесия бесконечно малого
объемного элемента деформированной сплошной среды. Выделяя
мысленно такой элемент, нужно приложить к нему, помимо прихо-
дящихся на него внешних объемных сил, также и силы, распреде-
ленные по ограничивающей его поверхности. Эти последние силы
представляют собой воздействие на рассматриваемый элемент непо-
средственно к нему прилегающих точек сплошной среды, т. е. они
являются внутренними силами (для среды в целом).

Все рассуждения основываются только на законах статики и на
различного рода геометрических соображениях. Поэтому результаты
данной главы остаются справедливыми для любых сплошных тел
независимо от их механических свойств.

§ 1. Напряжения

Выделим (мысленно) из сплошного тела бесконечно малый объем-
ный элемент произвольной формы и рассмотрим на поверхности,
ограничивающей этот элемент, бесконечно
малую площадку dQ (рис. 13). Ее ориен-
тация может быть задана единичным век-
тором п, который будем считать положи-
тельным, если он направлен во внешнюю
сторону по отношению к выделенному
объемному элементу. Приходящуюся на
рассматриваемую площадку силу обозна-

-> •*•

чим через adQ. Вектор а является, сле-
довательно, интенсивностью поверхност-
ной нагрузки на площадке dQ. Его ве- р и с . 13.
личина и направление будут зависеть как
от положения площадки (которое может быть задано координатами
ее центра тяжести £, т), С), так и от ориентации площадки (т. е. от я ) .
Но совокупность координат S. т). С определяет радиус-вектор /%
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проведенный из начала координат к центру тяжести площадки dQ,
в соответствии с чем

t=T(r, Л). (1.1)
Т аким образом, интенсивность поверхностной нагрузки на произ-

вольн ой площадке dQ, мысленно выделенной внутри деформирован-
ного тела, является функцией двух векторов. Заметим, что по отно-
шению к п эта функция будет нечетной

а (Г, П) — — а(г, —п). (1.2)

П оследнее обусловлено тем, что действие сплошной среды на
площадку dQ рассматриваемого объемного элемента должно быть

z

Рис. 14.

равно по величине и обратно по направлению действию этой пло-
щадки на прилегающую к ней площадку среды (ориентация которой

определяется единичным вектором — п ) . Вектор а будем называть
напряжением, отмечая его в дальнейшем нижним индексом, указываю-
щим направление нормали к той площадке, на которой оно действует.

Покажем, что достаточно знать значения напряжений на трех
взаимно-перпендикулярных площадках, чтобы иметь возможность
найти напряжение и на любой другой площадке, проходящей через
эту же точку деформированного тела.

С этой целью рассмотрим объемный элемент, имеющий форму
тетраэдра, три ребра которого параллельны осям X, Y, Z и равны
соответственно d\, di\, dt, (рис. 14). Данный элемент будет нахо-
диться в равновесии только при условии, что геометрическая сумма
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всех сил, на него действующих, равна нулю. При этом следует
помнить, что, кроме поверхностных сил, на выделенный тетраэдр
может также действовать и сила, распределенная по его объему
(например, сила веса или инерционная сила). Отнесенное к единице
объема значение этой силы можно считать, в пределах рассматри-
ваемого бесконечно малого тетраэдра, постоянным. Соответственно
и напряжения можно считать равномерно распределенными на бес-
конечно малых гранях тетраэдра (а также на любых других беско-
нечно малых площадях). С учетом этих замечаний, условие равенства
нулю всех сил, действующих на тетраэдр, запишется следующим
образом

X dQ + t _ 5 у d-n rfC + t _ 4 1 dl dC + t _ c I dXd-ц +

+ ^Fdtdridt: = O. (1.3)

Здесь dQ— площадь наклонной грани тетраэдра;
F—среднее значение (в пределах тетраэдра) силы, отне-

сенной к единице его объема;
- > • • > • >

з_£, з_1), а_с — напряжения на площадках, перпендикулярных осям
X, Y, Z (соответственно). Индексы этих напряжений
отрицательны, поскольку внешние нормали к соот-
ветствующим площадкам обратны по направлениям
координатным осям.

Разделив (1.3) на dQ и приняв во внимание (1.2), получим

п ~ * 2 dQ + 1 2 dQ ^~ < 2 ~rfQ~ f l dQ ' ( '

Ho -g-^7)^- -bdHidZ. и -^d\dT\ суть проекции наклонной грани те-

траэдра на плоскости YZ, XZ, XY (соответственно), ввиду чего

!*3*-со.(«.*); 1 ^ - с о . О . . К)

l ^ = cos(«, Z)

и , 1 dtdndt,
Кроме того, дробь -g—-^— равна отношению объема тетра-

эдра к площади его наклонной грани и, следовательно, она будет
величиною порядка линейного размера тетраэдра, т. е. бесконечно
малой величиной. Отсюда вытекает, что последний член формулы
(1.4) будет бесконечно мал и его можно отбросить, поскольку все
остальные члены (1.4) конечны.

На основании изложенного приходим к векторному равенству
•> ->• •>• -»•

oH = a5cos(«, X) + a^ cos (re, K)-(-a,, cos (re, Z), (1.6)
выражающему напряжение в точке М* (£, TJ, С) на площадке, внешняя
нормаль которой задана единичным вектором я, через три напряже-
ния на площадках, перпендикулярных координатным осям.
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Таким образом, напряженное состояние в окрестности произволь-
ной точки М* деформированного тела полностью характеризуется

векторами а̂ , а ,̂ о,, (величины и направления которых, разумеется,
будут зависеть от выбора системы XYZ, поскольку при изменении
направления осей этой системы будет изменяться ориентация площа-
док для ае, av ас).

Обозначим через:

о ц ; O£Y]; а^ проекции а5 ' на XYZ;

вф о^; ащ, проекции а̂  на XYZ;

аФ °tv си, проекции Sj. на XYZ.

Совокупность девяти величин <зц назовем компонентами напря-
женного состояния в точке М* (|, т\. С) в системе координат XYZ.
При этом оц, а^, ок—нормальные, а а5т], а^, а^, о^, а^, о1г) —
касательные напряжения (рис. 15).

Выше было использовано равенство нулю главного вектора всех
сил, действующих на элементарный тетраэдр. Но для равновесия
последнего необходимо, кроме того, чтобы и главный момент всех
действующих на него сил равнялся нулю. Чтобы учесть данное усло-
вие, рассмотрим две вспомогательные системы координат (рис. 16):

X'Y'Z' — оси которой направим по трем взаимно-перпендикуляр-
ным ребрам тетраэдра, и

X"Y"Z" — оси которой направим параллельно осям X'Y'Z', а на-
чало расположим в центре тяжести наклонной грани
тетраэдра.

Координаты начала системы X"Y"Z" в системе X'Y'Z' будут
1 1 1

равны -п-ш;, -7?d~r\, -o-dC (поскольку центр тяжести наклонной грани
тетраэдра будет проектироваться на плоскости системы X'Y'Z'
в центре тяжести трех взаимно-перпендикулярных граней тетраэдра).

Составим далее уравнения статики моментов всех сил, действую-
щих на тетраэдр, относительно осей X"Y"Z". Поскольку равнодейст-
вующие напряжений предполагаются приложенными в центрах тяжести
соответствующих площадок, постольку ни напряжения, действующие
на наклонную грань тетраэдра, ни нормальные напряжения, дейст-
вующие на прочие его грани, не будут давать моментов относительно
X"Y"Z". Моменты же касательных напряжений относительно этих
осей будут равны

d%dX> 1

,. dtd-n 1 ,„
МУ" = °« - 2 ~ • "з <*C — (1.7)
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Рис. 15.
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Как видим, эти моменты являются величинами третьего порядка
малости. Кроме них, относительно X"Y"Z" будут давать моменты
и объемные внешние силы, действующие на тетраэдр. Однако, по-
скольку объемная сила -^Fd\df\dL будет величиной третьего по-

рядка, ее моменты будут
величинами четвертого по-
рядка малости и, следова-
тельно, ими по сравнению
с членами, входящими в (1.7),
можно пренебречь.

Таким образом, равен-
ство нулю главного момента
всех сил, действующих на
тетраэдр, сводится к трем
равенствам

из которых следует, что

(1.9)

Рис. 17. т. е., что индексы касатель-
ных напряжений допускают

перестановку и, следовательно, из девяти компонентов напряжения
различных будет всегда не более чем шесть.

§ 2. Формулы для пересчета компонентов напряжения при
переходе от одной системы координат к другой

Выясним правила пересчета компонентов напряжения при переходе
от одной декартовой системы координат XYZ к другой, X'Y'Z',
направления осей которой, по отношению к осям первой системы,
пусть задаются таблицей косинусов (табл. 7).

Таблица 7

X'

Y'

Z'

X

к

к

h

Y

Щ

/Ид

тъ

Z

щ

Косинусами нормали к площадке, параллельной плоскости Z'Y',
будут, очевидно, lv ml, nv Отсюда, согласно формуле (1.6),

• * • • * • - > • •>•
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Проектируя это векторное равенство на оси X'Y'Z', получим

' 5 ' = (2.2)

но проекции векторов а?, av ас на оси X'Y'Z' могут быть выражены
через их проекции на оси XYZ, а именно

(5)8, = оц cos ( X Л") -|- а^ cos (К, Л") -+- а£С cos (Z, X ) —

)

= ocg/a - j- oCl)m2 -f- о а л2

с^з + °к «з

Подставив эти выражения в (2.2), находим

Совершенно аналогично, использовав (1.6) (2.3), получаем

= °ЕЧ' = аС5 = °й'А 4 "

(«

Далее можно написать и остальные три формулы

(2.3)

^ r (2-4),.

(2.4),:

(2.5)
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Сопоставляя (2.4) и (2.5) с полученными в предыдущей главе
формулами I (6.4), можно заметить, что компоненты напряжения
преебразовываются при переходе от одной декартовой системы
координат к другой аналогично тому, как преобразовываются вели-
чины

(
1ху\ tyy'i tys I •

Отсюда видно, что шесть величин

"b,\ "T,V < Ч ] . (2-6)

зависящих от выбора системы координат и преобразующихся при
переходе от одной системы к другой по формулам (2.4) и (2.5),
определяют симметричный тензор второго ранга (тензор напряжения)
и являются компонентами этого тензора.

Отметив сходство формул преобразования (2.4), (2.5) и I (6.4),
необходимо подчеркнуть, что между ними есть и существенное раз-
личие, состоящее в том, что в 1(6.4) XYZ и X'Y'Z' рассматриваются
как две декартовы системы координат точек тела до деформации,
тогда как в (2.4) и (2.5) XYZ и X'Y'Z' суть две декартовы системы
координат точек тела после деформации.

Когда в § 6 гл. I, мы изменяем направление осей XYZ, то это
равносильно изменению выбора трех взаимно-перпендикулярных
волокон в теле до деформации, тогда как в настоящем параграфе из-
менение направления осей XYZ равносильно изменению выбора трех
взаимно-перпендикулярных площадок в теле после деформации.
В связи с этим не случайно в табл. 7 введены иные обозначения
для косинусов, нежели в табл. 4; как ясно из вышеизложенного,
геометрический смысл преобразования координат, даваемого этими
двумя таблицами, — различен.

Таким образом, хотя и введенная в § 6 гл. I матрица Г и введен-
ная выше матрица 5 определяют симметричные тензоры второго
ранга, однако эти два тензора заданы нами в двух по существу
различных системах координат. Несколько ниже тензор напряжения
будет преобразован к декартовой системе координат точек тела
до деформации. Тогда его компоненты при повороте координат осей
будут преобразовываться по закону, идентичному формулам I (6.4).
Можно было бы поступить и наоборот—определить тензор дефор-
мации в декартовой системе координат точек тела после деформации.
Однако последнее было бы равносильно отказу от „материальных"
координат и переходу к „пространственным" координатам, что было
признано в начале первой главы нерациональным.
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§ 3. Главные направлгния напряжений; инварианты тензора
напряжений

Установив тензорный характер понятия напряжения, можно сразу же
высказать по отношению к этому тензору ряд положений, доказан-
ных в предыдущей главе для тензора деформации. В частности,
можно утверждать (на том основании, что закон преобразования
нормального напряжения о^ аналогичен закону преобразования гха),
что в каждой точке тела после деформации можно указать три таких
взаимно-перпендикулярные площадки, на которых все касательные
напряжения равны нулю, а нормальные напряжения принимают экстре-
мальные значения. Путем рассуждений, аналогичных § 7, гл. I,
можно показать, что косинусы углов, определяющих направления
нормалей к соответствующим площадкам (/, т, п), подчиняются
системе уравнений

)т-\-<5тгП = 0

z,Al + a, m + (a,., — o) n = 0

и равенству

(3.1)

(3.2)

причем входящий в (3.1) параметр является одним из корней куби-
ческого уравнения

= 0. (3.3)

Ввиду того что элементы данного определителя симметричны
относительно его главной диагонали, все три корня уравнения (3.3)
будут вещественными, в соответствии с чем можно написать три
системы вида (3.1) и найти затем все три направления, соответствую-
щие экстремальным значениям нормальных напряжений. Последние
(обозначаемые в дальнейшем av o2, а3) могут быть найдены как корни
уравнения (3.3); это уравнение в развернутом виде записывается
следующим образом

— S3 = 0, (3.4)

где коэффициенты

- з в?, э.,0. :
 "JVS

(3.5)
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суть три независимых инварианта тензора напряжения 5. Чтобы
задать его полностью, достаточно, следовательно, знать три главных
направления и три инварианта (3.5) или av a2, а3.

Решая уравнение (3.4) по обычным правилам отыскания корней
кубических уравнений и принимая во внимание, что все три его
корня вещественны, получим

2 - . /, , 2 \ , 1

3 V 3 J 3а, =

а9 =
2

9 — 1
, а sin ф Н а

2 - .
?=- а sin

^ 3

4 1
— о

(3.6)

где о, а, ф—вспомогательные инварианты тензора напряжения (ана-
логичные вспомогательным инвариантам тензора деформации е, е, ср
в § 8 гл. I).

СС

+ 6 (° • (3.7)

Эти инварианты условимся называть:

"5-а—среднее нормальное напряжение;
о

а — интенсивность касательных напряжений;
ф — угол вида напряженного состояния.

Смысл первого названия понятен уже сейчас. Два других назва-
ния будут пояснены несколько ниже.

§ 4. Максимальные значения касательных напряжений

Представляет интерес выяснить, каковы наибольшие значения
касательных напряжений и как ориентированы (по отношению к глав-
ным осям напряжений) те площадки, на которых они действуют.
Направим оси декартовой системы координат XYZ по направлениям
главных осей в рассматриваемой точке Ж*(£, т\, С). Наряду с основ-
ной системой координат рассмотрим другую — X'Y'Z'. Тогда, вслед-
ствие формул (2.4) и сделанного выше предположения о направлении
осей основной системы,

(4.1)
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Уг («

Данные выражения определяют вектор напряжения на площадке,
нормаль которой совпадает по направлению с X'. Суммарные каса-
тельные напряжения х, действующие на этой площадке, будут равны

Х2 = ( о ^ -+- o2m1mz + с^По)2

(«3
^з) + 2 a l a 3 / l r t l (Z2«2 + /3«з) +

4 - 2агаътупу (т2п2 -\~т3п3). (4.2)

Отсюда, поскольку

(4.3)« 2 4 - n 2

2 4 - « 1 = 1 ;
згаз = 0,

имеем

т2 = o?Z? + a^2 4- aX - (OlZf 4- ̂ 2^? +

Рассмотрим теперь систему из трех уравнений

B l

(4-4)

(4.5)

и решим ее относительно /2, /и ,̂ /г̂ .
В результате получим следующие формулы

^ 2 ^ (ag — о„) (о3 — an) + t2 ^
(а2 — аг) (а3 — at)

т,=
(g3 —

— а»)

(4.6)

позволяющие охватить все разнообразие возможных комбинаций
<зп и х, существующих в произвольной точке деформированного тела.
Пусть, для определенности, а3. Тогда знаменатель первой
из формул (4.6) будет положителен, а следовательно, положительным
должен быть и числитель (поскольку /2 > 0).

Таким образом

(за — з„)(оа — а „ ) 4 - ^ 2 > 0 . (4.7)

Но уравнению

= 0 (4.8)

на плоскости ап, т соответствует окружность, диаметр которой

D1 = o2 — Oj,-а центр которой находится в точке о д = °2 + °3

 ; т = 0.
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Поскольку для всех точек, лежащих внутри данной окружности,

(а2 — o t t ) ( a 3 — а „ ) + х 2 < 0 , (4.9)

постольку любая фактически возможная точка о„, т должна лежать
либо вне этой окружности, либо на ней. Путем аналогичных рас-
суждений, но используя две другие формулы (4.6), можно показать,
что все фактически возможные точки ап, х должны лежать также
вне окружности диаметра Di — o1 — а2 с координатами центра

ап = J l "̂ ~g° , т = 0 и внутри окружности диаметра D 3 — з1 — а3

с координатами центра ап=
-°в = 0 (либо на этих окружно-

стях). Изложенные выше рассуждения приводят к предложенной
Мором диаграмме, показанной на рис. 18.

Рис. 18.

Заштрихованная область диаграммы соответствует возможным
парам значений ап, т (нормальных и касательных напряжений на про-
извольной площадке) при заданных трех главных напряжениях av

о2, о3. Взяв какую-либо точку этой области, можно, воспользо-
вавшись (4.6), установить и ориентацию той площадки, которой
соответствует данная точка.

Как непосредственно следует из диаграммы Мора, максимальное
значение касательного напряжения равно

— аз (4.10)

т. е. оно равно радиусу наибольшего из трех кругов Мора. Нор-
мальные напряжения на той же площадке будут равны

(4.11)
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Подставив данные значения х и ап в (4.6), находим

^ 1 - •- 1

• / 2 '
т1 = 0; «t = : (4.12)

Отсюда следует, что наибольшие касательные напряжения дей-
ствуют на двух площадках, образующих углы 45" с площадками,
на которых действуют наибольшее и наименьшее нормальные напря-
жения Oj И О3.

Заметим, что в силу отмеченной аналогии между формулами
преобразования для компонентов напряжения и компонентов дефор-
мации круговая диаграмма, аналогичная рис. 18, может быть по-

Рис. 19.

строена и для деформаций. На осях этой диаграммы будут откла-
дываться нормальный компонент тензора деформации (равный, при
малых удлинениях и сдвигах, относительному удлинению в направле-
нии п) и касательный компонент тензора деформации (равный, при
малых удлинениях и сдвигах, половине максимального значения сдвига
на площадке с нормалью и). Все возможные сочетания sn, yT в рас-
сматриваемой точке тела будут заключаться в заштрихованной области
диаграммы рис. 19 (е^ з2, г3 — как и раньше, главные значения
компонентов деформации).

Из этой диаграммы следует, что максимальное значение •[.
н каждой точке деформированного тела будет равно

(4.13).

Это значение будет достигаться на площадках, образующих углы 45°
с главными направлениями деформации гх и е3

 в рассматриваемой
точке. Если удлинения и сдвиги малы, то формула (4.13) дает половину
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величины максимального угла сдвига. При произвольно больших
деформациях результат (4.13) утрачивает наглядность. Вопрос
о максимальном значении сдвига в последнем случае требует особого
рассмотрения, на чем, однако, мы останавливаться не будем.

§ 5. Среднее касательное напряжение

К понятию среднего касательного напряжения в произвольной
точке деформированного тела можно подойти следующим образом.
Выделим вокруг рассматриваемой точки бесконечно малый объем.
На элементарной площадке dQ поверхности, ограничивающей данный
объем, будет действовать касательное напряжение т.

Определим среднее касательное напряжение как предел выра-
жения

2>0
-i- Г f**dQ. (5.1)
- J J

Здесь £2— площадь поверхности, ограничивающей объемный эле-
мент. Интегрирование распространено по всей этой
поверхности.

Вышеуказанный предел будет зависеть как от формы выделенного
элементарного объема, так и от ориентации, ограничивающей его
поверхности по отношению к главным осям напряжения. В самом
деле, если взять, например, элементарный объем в форме прямо-
угольного параллелепипеда, то результат формулы (5.1) будет
меняться с изменением направлений ребер этого параллелепипеда.
В частности, если последние совместить с главными направлениями,
то т получится равным нулю. Нетрудно сообразить, почему прямо-
угольный параллелепипед является неподходящей для целей данного
параграфа формой элементарного объема: на ограничивающей его
поверхности представлены только шесть из всего бесчисленного
множества площадок, которые могут быть проведены через всякую
точку тела. Между тем, вводя понятие среднего касательного напря-
жения, необходимо учесть (и притом в равной мере) все эти пло-
щадки. Из сказанного следует, что единственной подходящей формой
элементарного объема является сфера, поскольку только на сфере,
ввиду ее полной симметрии, направления всех нормалей к ее по-
верхности будут вполне равноправны.

Итак, рассмотрим сферическую поверхность радиуса г с центром
в рассматриваемой точке тела. Положение точек на данной поверх-
ности определим сферическими координатами (рис. 20). При этом
получим следующие выражения для направляющих косинусов нормали
к сфере, в произвольной ее точке

/х = sin 6 sin сэ; тх = sin 6 cos cp; /z1 = cos6. (5.2)

Соответственно, площадь поверхности сферы и величина элемен-
тарной площадки на этой поверхности будут равны

£?Q = r2sinerfcptf6; 2 = 4-/-2, (5.3)
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Оси XYZ могут быть выбраны произвольно. Направим их по
главным осям напряжения в рассматриваемой точке. Тогда касатель-
ное напряжение на площадке dQ сферы, согласно (4.4) и (5.2),
определится формулой

т2 == a2 sin2 G sin2 ср -)- а\ sin2 6 cos2 <? + а2. cos2 б —

— (зх sin2 8 sin2 ср -+- o2 sin2 6 cos2 cp -+- o3 cos2 6)2, (5.4)

где aj, з2> а3 (ввиду того, что г считается бесконечно малым) можно
отождествить с главными напряжениями в центре сферы.

—У

Рис. 20.

Подставив (5.4) и (5.3) в (5.1), получим

2ТС 7U

-J = -J- J dcp J {a2 sin2 6 sin2 cp + a\ sin2 б cos2 ? + a* cos2 6 —
о о

— (at sin2 6 sin2 cp •+- з 2 sin2 б cos2 cp -+- a3 cos2 9)2} sin 6 db. (5.5)

Все входящие в (5.5) интегралы элементарны. Выполнив инте-
грирование, будем иметь

1 .2 ,-„ (5.6)

Отсюда

— °i)2 = 0,633a. (5.7)

Таким образом, среднее касательное напряжение оказывается
инвариантом, который, с точностью до постоянного множителя,
совпадает с ранее введенным инвариантом a (3.7) — интенсивностью
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касательных напряжений. Тем самым проливается свет на физический
смысл а. Чтобы получить представление о соотношении между
средним и максимальным касательным напряжением, выразим т т а х (4.10)
через о и ф (3.7). Пользуясь формулами (3.6) и (4.10), находим

"max = О COS ф. (5 .8 )

Сопоставляя (5.8) с (5.7), получаем

-i- = w** (5.9)
•Cmax COS <j/

Но, согласно (3.7), — " R " ^ ^ ^ в"' 0 Т К У д а вытекает, что

0,731 > ^ - > 0,633. (5.10)

Из этой формулы видно, что отношение среднего и максималь-
ного касательного напряжения изменяется в относительно узких пре-
делах. Что касается ф — угла вида напряженного состояния, то его
задание, как это следует из (5.9), фиксирует определенную вели-

чину

По аналогии с инвариантом тензора напряжений может быть вве-
ден инвариант тензора деформации

Y, = у = У (е, — £2)2 -+- (е2 — езу + (е, — е ^ . (5.11)

Этот инвариант, если учесть, что при малых деформациях углы
сдвига определяются формулами 1(13.1), на основании вышеизложен-
ного можно трактовать как половину среднего значения угла сдвига
в рассматриваемой точке деформированного сплошного тела.

§ 6. Условия равновесия элементарного параллелепипеда,
выделенного из деформированного тела

Выделим из деформированного тела элементарный прямоугольный
параллелепипед, ребра которого пусть будут параллельны осям XYZ
и равны, соответственно, (рис. 21) d\, di\, d'^.

Грани этого объемного элемента характеризуются табл. 8.
В соответствии с этим на них будут действовать следующие

поверхностные силы (которые определяем с точностью до величин
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третьего порядка малости включительно).

1 d-ц, r

[- 1 da

d', =

-
1 da

[->- 1 da, d<sT 1 o a T

o
4tf.4.Q+Tdrd£+^d4+

[-> 1 da, 1 (?a.

[-> 1 da, 1 di, da. I

«г«, т„ С) + -Г af ^ + T ^ rfT» + ̂  d"J
В этих формулах предполагается, что напряжения суть непрерыв-

ные функции координат, ввиду чего здесь и в дальнейшем главные
векторы сил, действующих на грани параллелепипеда, считаются при-
ложенными в центрах тяжести граней.

Кроме поверхностных сил, на элемент будут действовать также
объемные (массовые) силы. Их равнодействующая, при той же точ-
ности рассуждений, какая принята в формулах (6.1), будет равна

^ F ( ' ; , TJ, IJdldr.d:, (6.2)

где /''(S, 7j, С)—вектор удельной объемной силы в точке М"(;, т;, С).
Суммируя все поверхностные и объемные силы, приходим (после

сокращения на общий множитель d\ d-ц dC) к соотношению
- > - • > > •

da. ->•
da
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являющемуся условием равенства нулю, главного вектора всех сил,
действующих на выделенный из деформированного тела объемный
элемент.

Таблица 8

Наименование
грани

ААхВф

DD^CxC

DDtAxA

ВВ^С

ADCB

А^Сфт,

Координаты центра тяжести
ее площади

5, -n + ̂ drt, С + ^ - Л

• + di, ri + ̂ dri, £ + yrfS

l+jdl, rj + dr,, C + ydC

Площадь
грани

di\d*.

dr\dr,

didt

didZ

dldi\

didrt

Ориентация
грани

£

-f-'г

- i,t

+ h

+ h

Векторное уравнение (6.3) эквивалентно системе из трех уравне-
ний, получающихся путем проектирования (6.3) на оси X, Y, Z,

(6.4)

Для полного решения вопроса о равновесии параллелепипеда
нужно дополнить уравнения (6.4) условиями равенства нулю главного
момента всех сил, действующих на параллелепипед.

Относительно прямой, параллельной оси X и проходящей через
центр объема параллелепипеда, эти силы будут давать момент

(6.5)
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где T-i и Yi — проекции какой-либо силы на направления Z и Y;
уь и Zj—плечи этой силы относительно указанной выше пря-

мой, параллельной оси X.
Распространяя суммирование в (6.5) на все поверхностные и объем-

ные силы, действующие на параллелепипед, и сохраняя при этом
только величины до третьего порядка малости (включительно), полу-
чим (рис. 22)

l. (6.6)

Объемная сила момента не дает, поскольку считается приложен-
ной в центре тяжести объема параллелепипеда. Не дают моментов

Рис. 21.

также и напряжения, приложенные к граням ААХВХВ и
поскольку их равнодействующие считаются приложенными в центрах
тяжести этих граней.

Приравнивая момент (6.6) нулю, приходим к равенству

Подобным же образом, исходя из рассмотрения моментов сил
относительно осей, параллельных К и Z, могут быть получены еще
два равенства, аналогичных (6.7),

°ь, =-- Ч' Зк = 3«- ( 6- 8)
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Таким образом, условия равенства нулю главного момента сил,
действующих на элементарный параллелепипед, сводятся к требова-
нию, чтобы касательные напряжения допускали перестановку индексов.

Z

Рис. 22.

Полученный результат для нас не нов: несколько выше (в § 1) он
был доказан, исходя из рассмотрения условий равновесия элемен-
тарного тетраэдра.

§ 7. Преобразование уравнений равновесия объемного элемента
к декартовым координатам точек тела до деформации

В векторном уравнении (6.3) и эквивалентной ему системе из
трех дифференциальных уравнений (6.4) дифференцирование выпол-
няется по !,•»), »— декартовым координатам точек тела после его
деформации. Это является неудобством данных дифференциаль-
ных уравнений, поскольку в задачах теории упругости заданными
являются обыкновенно первоначальные положения точек тела, а по-
ложения их после деформации принадлежат к числу искомых вели-
чин. Тем самым дифференцирование в (6.3) и (6.4) выполняется
по параметрам, заключающим в себе искомые, неизвестные заранее
величины — перемещения.

Ввиду этого целесообразно преобразовать вышеуказанные диф-
ференциальные уравнения таким образом, чтобы выявить все скры-
тые в них неизвестные функции. Иначе говоря, целесообразно, перейти
от дифференцирования по \, i\, С к дифференцированию по х,у, z,
т. е. к дифференцированию по декартовым координатам точек тела
до деформации, поскольку эти последние заранее заданы.

76



Выполняя эту операцию в уравнении (6.3), получим
- > • . - * •

да* дх да, ду

"дх" Ж^ ~ду "Ж
да.г дг дх

да, дх йо, ду

ду

•-1Л. д—Л- — • — -4- — • — -^ дг ' di ' дх ' ду ' ду **

дг
(7.1)

дх дг
Входящие сюда частные производные -~- -~ определяются
формулами I (2.3), (3.6), согласно которым

дх Щ1 _ дх di2 . дх ais

~dl="B'' 7h\~~~D' Ж~~Е>
ду ao t _ ду а»» _ ду Я28

дг 2 3 i Ф дг а 3 , . дг а<%

Ж Т)' Щ ~D' Ж U

Подставив эти выражения в (7.1), находим

д"г dt

(7.2)

дат да. дз. да.
4- «32 ̂  + «и ̂  + а23 ̂

С + «зз э£ + 0/=-= 0. (7.3)
Данное уравнение может быть записано также в виде

5^ f"
ду

L дл- йу г <?г J т' L дх ' ду D = 0

Но, как нетрудно убедиться, путем замены параметров а̂ - их
выражениями через и, v, w согласно формулам 1(3.6), величины,
заключенные в (7.4) в квадратные скобки, тождественно равны нулю.
На этом основании

а233с)
дх ду - I -

£/=•=0. (7.5)

Входящие сюда заключенные в круглые скобки комбинации напря-
жений имеют определенный физический смысл, который может быть
выявлен путем следующих рассуждений.

Предположим, что в теле до деформации выделена прямоуголь-
ная площадка, перпендикулярная оси 7. и имеющая стороны dx, dy.
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В результате деформации данная площадка превратится в паралле-
лограмм, направления сторон которого будут определяться единич-
ными векторами lx, iv (§ 3, гл. I). Отсюда вектор единичной нормали
к данной площадке щ может быть найден из равенства

и 3 sin (ix, iy) = ix X iy,

проектируя которое на оси X, Y, Z, получим

cos (X, щ) =

= * - . [ c o s ( К , i r ) c o s ( Z , « ) — c o s ( Z , i x ) c o s ( Y , i ) \
sin (tx, iy)

cos (Y, n3) —

= . „ , ! ,-, [cos (Z, Q cos (X, i4) ----- cos (X, ix) cos (Z, iv)\

cos(Z, «3) =
^ C X у cos (К, * ) — cos (К, /,,)cos(^, i )]

(7.6)

(7.7)

Но, согласно формулам I (4.3),

sin (t* , L) = cos срт.„ = I/ 1 —

1
•(1

(7.8)

а косинусы, входящие в квадратные скобки формул (7.7), даются
табл. 1. На этом основании, а также на основании (3.6) получаем

а 3 1

V (1
cos (X, ra3) =

cos (К, л3) =

cos (Z, я 3) =

Подобным же образом можно установить, что

cos (X, nj = a t l =

2
ж?/

(7.9)

cos (К, «!> = •

cos (Z, «О =

(7.10)
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COS (X, Я 2 ) :

cos (К, я 2) =

cos(Z ; я 2 ) =
2
хг

(7.11)

где п1 и я 2 — векторы единичных нормалей к тем площадкам дефор-
мированного тела, которые до деформации были пер-
пендикулярны осям X и К (соответственно).

Заметим далее, что, поскольку площадка dx dy в результате
деформации превращается в параллелограмм со сторонами ix (\-\-Ех) dx,
iv(l -\-Ey)dy, отношение ее площади после деформации к ее пло-
щади до деформации будет равно

Ех)

Аналогично

Еу) sin гуу) — г2

ху.

(7.12)

by
с* __

X 1 /

Таким образом, корни, входящие в знаменатели формул (7.9),
(7,10), (7.11), суть величины, обратные отношениям площадей эле-
ментарных площадок тела, перпендикулярных до деформации осям X,
Y, Z, к их площадям после деформации.

Что касается определителя D, то он, в силу формулы 1(12.2),
представляет собою отношение объема элемента тела после дефор-
мации к его объему до деформации.

D=yr- ( 7 Л З >

Учитывая теперь все полученные результаты, а также фор-
мулу (1.6), определяющую напряжение на произвольной площадке
через напряжение на площадках, перпендикулярных координатным
осям, можно записать уравнение (7.5) в следующей окончательной
форме

dx ду
где

a*'
->

- а,

~

(7.14)

(7.15)
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Причем <зх,зу,аг— суть напряжения на площадках, которые перво-
начально (до деформации) были перпендикулярны осям X, Y, Z.

Такой вид принимает дифференциальное уравнение (6.3), если
определять положения точек деформированного тела не декартовыми

'УУ

Рис. 23.

координатами \, т), С, а криволинейными координатами х, у, z (кото-
рые являются декартовыми координатами для тела в исходном его
положении).

Величина и направление объемной силы в общем случае могут
зависеть от перемещений и, v, w так, что

F =- F* (х, у, z, и, v, w). (7.16)

Действительно, если, например, объемные силы имеют инерцион-
ный характер, происходя, скажем, от вращения тела вокруг неко-
торой оси, то величина их явно должна в какой-то мере изме-
няться вследствие деформации тела.
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Спроектировав векторное равенство (7.14) на оси X, Y, Z, полу-
чаем

dx ' dy ' dz

(7.17)

dx dy dz

- > • - * • • * •

Наряду с проекциями векторов ах, ау, <зг на оси X, Y, Z, в даль-
нейшем будут рассматриваться и их составляющие по направлениям
единичных векторов ix, ty, iz. Принимая для этих составляющих
обозначения охх, аху, охг, аух, ауу, ауг, агх, агу, агг (рис. 23), можно
написать

Sx

5*

axzh)

(7.18)

Проектируя данные векторные равенства на оси X, Y, Z и учи -
тывая при этом, что проекции ix, iy, iz на указанные оси даются
табл. 1, приходим к следующим выражениям для входящих в си-
стему (7.17) неизвестных

, ди

ди

dv

ди * | ди

dv

( 7 л 9 )
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dv * , dv

ду

, dw

дг) xz

dw\

х +

(7.19)

Здесь приняты обозначения

ху

!+£„'
2/.V

£>х
S*
*y

( 7 . 2 0 )

Эти последние величины (не являющиеся напряжениями в точном
смысле этого слова) будем называть обобщенными напряжениями.
Если удлинения и сдвиги малы, то отношения

S* 1
1

St'1+Ej1

и а*, можно отождествить с a i., т. е. с составляющими напряжений
по направлениям ix, iy, iz. Таким образом, разница между а*, к а{.
проявляется только при больших деформациях, когда удлинениями и
сдвигами нельзя пренебрегать по сравнению с единицей.

§ 8. Симметрия обобщенных напряжений

Перейдя от дифференцирования по \, ч\, С к дифференцированию
по х, у, z, мы (если интерпретировать физически данную математи-
ческую операцию) перешли от рассмотрения равновесия прямоуголь-
ного параллелепипеда с ребрами <$., drt, d'C, выделенного из дефор-
мированного тела, к рассмотрению равновесия косоугольного парал-
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лелепипеда, в который после деформации.превращается прямоугольный
параллелепипед с ребрами dx, dy, dz, выделенный в теле до дефор-
мации.

Векторное уравнение (7.14) и эквивалентная ему система из трех
уравнений (7.17) выражает условие равенства нулю главного вектора
всех внутренних и внешних сил, действующих на вышеуказанный
косоугольный параллелепипед.

6y-<r-dxdz +

Рис. 24.

Следует далее рассмотреть условие равенства нулю главного
момента всех сил, действующих на этот параллелепипед.

Учитывая, что площади граней данного косоугольного параллеле-
пипеда

ABDC и EFGH равны -^ dy dz

Si
ACHE и BDGF „ -^-dx dz

by

Si
ABFE и CDGH „ —dxdy

o2

и перенося все показанные на рис. 24 силы, действующие на эти
грани, в центр параллелепипеда, приходим к равнодействующей

83



силе (условия равенства нулю которой были выяснены в § 7) и
моменту

= [t^dyrfzj X

1% dx dz ] X [? *

Jj- dx rfy] X [ j iz (1

z | j - rfx dy] X [- \

(8.1)

Здесь знак Х означает (как и раньше) операцию векторного
умножения. Объемные силы, как и в § 1 и 6, можно считать (ввиду
бесконечной малости рассматриваемого элемента) равномерно распре-
деленными по объему параллелепипеда, и поэтому при выборе его
центра в качестве точки приведения их момент будет равен нулю.

Подставив в (8.1) вместо о*, выражения (7.18) и введя обозначения

'' ! = '» XV. r2 = iyXis; r3 = izXix, (8.2)

получим

si i s;
J 5

При выводе (8.3) из (8.1) следует помнить, что

4 X *i = — н X h; к X h = 0.

Векторы ги г2, г 3 перпендикулярны граням деформированного
параллелепипеда, откуда следует, что ни одна пара из них не может
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совпадать по направлению (иначе при деформации объем параллеле-
пипеда стягивался бы к нулю). Поэтому условие 2К = 0 сводится
к трем равенствам

К Si

(8.4)

которые, если учесть обозначения (7.20), эквивалентны равенствам

а*ху = "*ух' °*xz = °*zx> °lz = a*zy (8.5)

Таким образом, индексы обобщенных напряжений а*, допускают

перестановку. Но тогда, как это следует из (7.20), индексы при
истинных напряжениях на гранях косоугольного параллелепипеда ъц
перестановки не допускают, т. е., вообще говоря,

"xy
(8.6)

В следующей главе (§ 1) будет показано, что обобщенные напря-
жения о* преобразуются при повороте декартовой системы коорди-
нат, в которой определяется положение точек тела до деформации,
аналогично тому, как преобразовываются при повороте тех же осей
компоненты тензора деформации, т. е. преобразуются по формулам
вида

(8.7)

Входящие сюда косинусы углов между осями старой и новой
систем координат находятся по табл. 4.

Из того факта, что обобщенные напряжения о*. преобразуются так же,

как компоненты тензора деформации y i , следует, что а*, являются

компонентами симметричного тензора второго ранга в декартовой
системе координат точек тела до деформации. Главные значения
компонентов этого тензора обозначим через а*, а*, а*. Эти величины

1 2 3
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будут определяться следующими формулами (которые могут быть
написаны по аналогии с (3.6) или 1(8.8)

/ 3

о*

Здесь
$ Г * I *

= О — I — О —— G
sex yy Z?

( 8 - 8 )

= arctg

уу)

2 ^ *
а2 — а1 —

уу гг) >\ zz хх) 1 " V ху* ж г ~ г/г/

(8.9)

суть инварианты, зависящие, как это видно из (7.20), не только от
компонентов напряжения, но и от компонентов деформации. Наглядное
физическое истолкование этих инвариантов в общем случае не пред-
ставляется возможным. При малых же удлинениях и сдвигах

а*-+о; ^*->а"; ф* -• ф. (8.10)

Последнее следует из того, что при малых удлинениях и сдвигах

a*i^°v a 2 ^ ° 2 ; а1-*аз- (8.П)

Условия равенства нулю главного момента всех сил, действующих
на объемный элемент деформированного тела, могут быть выражены

и через проекции векторов вх, ау, аг на оси X, У, Z. Чтобы полу-
чить три соответствующих равенства, заменяющих (8.3), воспользуемся
формулами (7.18). Умножив первую из них скалярно на векторное
произведение ixy^iz, а вторую из них — на векторное произведение
L X iy-i будем (учитывая, что всякое векторное произведение орто-
гонально к обоим перемножаемым векторам) иметь

Отсюда, на основании (8.5) и того, что

(8.12)

(8.13)

86



получаем

ТТЕГ ft ['- X У) = Т Ч Ь Г Г Й [/. X У). (8.14)

Поскольку проекции векторов ix, iy, iz на оси X, Y, Z известны
(они даются табл. 1), не представляет труда написать (8.14) в раз-
вернутом виде

«28°* =

Здесь о.ц определяются формулами I (3.6). Аналогично могут быть
получены и остальные два соотношения

«33%

Хотя в такой форме условия равенства нулю главного момента
значительно более громоздки, чем в форме (8.5), тем не менее
в дальнейшем они окажутся полезными.

§ 9. Еще две формы написания уравнений равновесия объемного
элемента

Попытаемся преобразовать систему уравнений (7.17) таким обра-
зом, чтобы коэффициенты в ней стали функциями не параметров ец,
<ок, а компонентов деформации. Учитывая при этом, что упомянутые
параметры выражаются через перемещения формулами (5.4) и (5.3),
и выполнив в системе (7.17) и (7.19) дифференцирование произведе-
ний, будем иметь

/. . ди К г ) , да ( К у , да

| | _ | |
дх "т ду ^ дг } ^ ду \ дх г ду "+" д г

, ди jo^xz . " У • " Jsa\ I д*и « . д"и * . й г * .

V + *̂ = 0. (9.1)

Остальные два уравнения могут быть получены из этого путем
циклической перестановки букв (и, v, w) и (х, у, z).

Умножим первое из уравнений (9.1) на 1 —|— -к—, второе на -т—,

третье на -j—, а затем сложим все три вместе. Результатом этой
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операции, если принять во внимание, что

.|\2

dx

Л , дм\ ди . I. .dv\dv.dw dw

. dw\dw( . . ди\ ди . dv dv

tzxy д£уу Л _[_ да \ д2и _. dv dhj _. да; d2w
ду dx \ ' dx) ду2 ' dx ду2 ' дл: dy2

dx
; v^zz # у | i/i* »v €* j д и д и | ди/ v «/

<Эл:

~ Г '1rdx) ~^dx
дда д?да

dx dx dy dx dy

— l\ I ^"\ ^ " , dv d9v . dw
~\ ~~*~ dx) dx dz ~T~ dx dx dz •" дл:

дг ' dy dx \\

будет уравнение

e/ дл: дг ' dx dx dz

ди\ д га . dt;
d~)d^

ддт дг

ду дг

да>да> дгге> 1
dx dylz}

, (9.2)

в котором приняты обозначения

/.„ = 1ш
дл: дх

3L — ^
дг dx

(9.5)

Установим физический смысл полученного дифференциального
соотношения. Как видно из § 7, три уравнения системы (7.17) выра-
жают равенство нулю сумм проекций на оси X, Y, Z (соответственно)
всех сил, действующих на объемный элемент, выделенный из дефор-
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мированного тела. С другой стороны, согласно табл. 1,

14- —
.. „ ч ~*~ дх

cos{ix, Х) = -г-

cos(ix, Y) =
1

дх

дх

(9.6)

Отсюда ясно, что уравнение (9.3) выражает равенство нулю
проекции на направление ix главного вектора всех сил, действующих
на объемный элемент деформированного тела. Соответственно,
Fx есть проекция на тоже направление удельной объемной силы.

Подобным же образом, путем сложения уравнений (9.1) после
предварительного их умножения сначала на

ди _ I. . dv \, dw
~ду' \ ~1"ду)' W

а затем на
du . dv _ (, , dw \
dz ' dz' \ ' dz)

можно вывести еще два уравнения, аналогичные (9.3) и выражающие
равенство нулю сумм проекций на направления iy и iz всех сил,
действующих на объемный элемент тела. Напомним, что речь идет
об элементе, имеющем форму косоугольного параллелепипеда, в кото-
рый превращается после деформации бесконечно малый элемент,
имевший до деформации форму прямоугольного параллелепипеда
с ребрами dx, dy, dz.

В итоге приходим к следующей совокупности дифференциальных
уравнений

' л *
ХУ \ dx ^

дх
да*.

ху

ду

^ dy

+ ^?

ду

А * Л * А * \
~dx~Jr~~dy~~^~dz~J

О
• (9-7)

д°

дх
ху

ду
+ •

да.ху
дх

'да!
yz

да!

ду

V* ,

dz

^ v ^ " *а>\ дх ^ ду ~ dz

Здесь Ly, Lz и Fy, Fz определяются по формулам (9.4) и (9.5)
путем циклической перестановки в них букв и, v,w и х, у, z.
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Рассматривая далее уравнения (9.7) как алгебраическую систему
из трех уравнений с тремя неизвестными (выражениями, стоящими
в круглых скобках) и решая ее, находим

дахо
дх ' ду

дх

ду

дг

дг

/=•*] + g* [Lz

> \ L y Fl\ = 0

. (9-8)

где

[(1

= js [(1 +2е

2егг) —

(9.9)

Учитывая формулы § 12 гл. I, можно записать (9.9) также
следующим кратким образом

Система дифференциальных уравнений (9.8), подобно системе (9.7),
имеет определенный физический смысл, который поясним без доказа-
тельства. Если система (9.7) формулирует условие равенства нулю
главного вектора всех сил, действующих на объемный элемент тела,
путем приравнивания нулю сумм их проекций на направления ix, iy, iz,
то система (9.8) формулирует это же условие путем приравнивания
нулю сумм их составляющих по тем же направлениям. Поскольку
векторы ix, iy, iz не ортогональны, системы (9.7) и (9.8) не тожде-
ственны, хотя констатируют один и тот же факт.

Таким образом, теперь в нашем распоряжении имеются три
варианта написания уравнений равновесия объемного элемента, выде-
ленного из деформированного тела, а именно:
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а) система (7.17), выражающая условие равенства нулю главного
вектора всех сил, действующих на объемный элемент, путем проекти-
рования этих сил на оси X, Y, Z, направления которых не изме-
няются при деформации;

б) система (9.7), выражающая то же условие путем проектиро-
вания сил на направления ix, iy, iz:

в) система (9.8), выражающая то же условие путем разложения
сил по направлениям ix, iy, iz.

Граничные условия для этих систем дифференциальных уравнений
будут сформулированы в § 4 следующей главы.

Необходимо в заключение подчеркнуть, что ни одна из пере-
численных трех систем не является достаточной для определения
перемещений и напряжений, поскольку число неизвестных в этих
системах превосходит число уравнений: налицо шесть уравнений
(три — выражающих равенство нулю главного вектора и три — выра-
жающих равенство нулю главного момента всех сил, действующих
на бесконечно малый объемный элемент сплошного тела), в которые
входят 12 неизвестных — девять компонентов напряжения и три
компонента перемещения. Поэтому, для того чтобы задача о равно-
весии сплошного тела под действием заданных внешних сил и при
заданных условиях закрепления стала вполне определенной, необходимо
дополнить полученные выше уравнения еще шестью соотношениями,
связывающими напряжения с деформациями и выражающими тот закон,
по которому материал рассматриваемого тела сопротивляется всевоз-
можным видам деформации. Общие формы такого рода соотношений
для идеально упругих тел будут даны в следующей главе.

§ 10. Упрощение уравнений равновесия при малых
удлинениях и сдвигах

S*
Входящие в уравнения равновесия множители -£-, D, gil отли-

чаются от единицы только на величины одинакового порядка с удли-
нениями и сдвигами. Отсюда при малой деформации их можно полагать
равными единице. После этого векторное уравнение (7.14) примет вид

дзх да„ дяг

^ - + пг^ + - ^ + ^ = 0 , (10.1)
а соответствующая ему система уравнений (7.17) запишется следующим
образом

[( ! + ехх) °хх + ( Y
 еху —

[(! + ехх) av* + V J е*у — Шг) а£/!/ + ( 2"

dl [ ( l + вхх) °zx + ("2 еа>У ~ )

^6 = 0; (Ю.2)
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два других уравнения системы могут быть получены из (10.2) путем
циклической перестановки букв (х, у, z).

Что касается уравнений равновесия в форме (9.7) и (9.8), то после
выполнения в них упрощений, указанных в начале параграфа, обе
эти системы оказываются идентичными, принимая вид

да,ху да-.
дх ду dz дх ыг

дх , + 2 '1Г
(10.3)

Здесь опять два других уравнения системы могут быть получены
циклической перестановкой (л:, у, z).

Рис. 25.

Существенно при этом отметить, что предположение о малости
компонентов деформации ъц по сравнению с единицей отнюдь не вле-
чет за собой малости и частных производных от е̂ - по координатам.
Последние могут быть, вообще говоря, величинами порядка углов
поворота, и на этом основании они должны быть в системе (10.3)
сохранены.

Поясним рисунком геометрическую сущность принятых выше
упрощений. Выделим с этой целью из тела до его деформации прямо-
угольный параллелепипед с ребрами dx, dy, dz, параллельными
осям A', Y, Z (рис. 25).

В результате деформации этот прямоугольный параллелепипед
превратится в косоугольный с ребрами (1 -\-Ex)dx, (I -\-Ey)dy,

(l-\-Es)dz и углами между ними ~—<?ху, у—<р а . г , у—fy z. Если,
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однако, углы поворота велики по сравнению со сдвигами, то при
проектировании сил, действующих на рассматриваемый объемный
элемент, можно пренебрегать сдвигами. Последнее равносильно тому,
что на рис. 25 объемный элемент после деформации можно изобразить
в форме прямоугольного параллелепипеда. Кроме того, малость удли-
нений и сдвигов позволяет не делать различия между размерами
параллелепипеда до и после деформации, относя напряжения и объем-
ные силы соответственно к первоначальным размерам площадок и
первоначальному объему элемента. Это позволяет изобразить парал-
лелепипед после деформации равным параллелепипеду до деформации
и отличающимся от него (геометрически) только своим положением
в пространстве.

На основании сделанных замечаний единичные векторы ix, iy, iz

следует считать взаимно-перпендикулярными. Их совокупность обра-
зует (при принятой точности рассуждений) триэдр декартовых осей,
повернутый по отношению к осям X, Y, Z в соответствии с поворо-
том, полученным окрестностью рассматриваемой точки тела вследствие
деформации.

Физический закон, о котором будет идти речь в следующей главе,
устанавливает связь между компонентами деформации и составляющими
напряжения по ix, iy, iz. Учитывая это, изобразим напряжения раз-
ложенными по данным направлениям, после чего рис. 25 будет
в точности соответствовать системе уравнений (10.3).

То что при приближенных рассуждениях данного параграфа триэдр
ix, iy, lz считается по существу ортогональным, видно также из того,
что система уравнений (10.3) вытекает в равной мере как из системы
(9.7), так и из системы (9.8). Но это равносильно отождествлению
проекций сил на lx, iy, iz с их составляющими по этим же направле-
ниям (см. § 9), что может иметь место лишь при ортогональности
данных направлений.

Подводя итог вышеприведенным рассуждениям, можно сказать,
что системы уравнений (10.2) и (10.3) получены в предположении,
что при рассмотрении условий равновесия бесконечно малого объем-
ного элемента, выделенного из тела, допустимо пренебрегать дефор-
мацией элемента, учитывая только его поворот. В соответствии
с этим уравнения (10.2) и (10.3) являются двумя формами написания
условий равновесия бесконечно малого объемного элемента, справед-
ливыми при малых относительных деформациях и произвольно боль-
ших поворотах.

§ 11. Упрощение уравнений равновесия при малых поворотах

Если удлинения и сдвиги, а также углы поворота малы по сравне-
нию с единицей, то, как это было показано в § 14, гл. I, малыми
по сравнению с единицей являются и параметры е у . При этом они будут
отличаться от соответствующих компонентов деформации только на
величины порядка квадратов углов поворота 1(14.3).
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На этом основании система уравнений (10.2) может быть под-
вергнута (в рассматриваемом частном случае) дальнейшим упрощениям:
в ней следует пренебречь параметрами вц как по сравнению с еди-
ницей, так и по сравнению с параметрами шк (поскольку последние,
будучи малыми, могут тем не менее существенно превосходить
удлинения и сдвиги). В результате получится следующая система

дх [°хх —

= 0

1 QZ 1 z a

f . ( l i . i )

,+« ду
jd_

'дг

В этих уравнениях (согласно § 14, гл. I) wk могут быть отождест-
влены с углами поворота объемного элемента вокруг координатных
осей. С учетом этого замечания систему (11.1) можно было бы
вывести независимо от предыдущих рассуждений, воспользовавшись
для этой цели рис. 25 и проектируя все силы, действующие на
параллелепипед, выделенный из деформированного тела, на напра-
вления X, Y, Z-

§ 12. Переход к линейным уравнениям равновесия
объемного элемента

Следующий шаг в сторону упрощения уравнений равновесия может
быть сделан, если предположить, что все углы поворота настолько малы,
что в системе (11.1) можно отбросить все члены, которые на них
умножены, сохранив только члены, которые их не содержат.

После этого упрощения уравнения (11.1) принимают вид

дх

дх

ду

~ду~

дг
да

•гу
дг

да,.

= о (12.1)

К этому же виду системы можно прийти, если пренебречь в урав-
нениях (10.2) всеми членами, содержащими производные от компо-
нентов деформации. Очевидно, что написание уравнений равновесия
объемного элемента в форме (12.1) равносильно пренебрежению по-



воротом объемного элемента при проектировании всех действующих
на него сил, т. е. равносильно отождествлению lx, iy, iz с направле-
ниями XYZ. Но если так, то исчезает разница между ахх . . .
. .., ауг и о к . . ., аТ|С, т. е. разница между компонентами напряжения по
направлениям локального триэдра криволинейной системы координат
ix, iy, iz и компонентами напряжения по направлениям осей декарто-
вой системы координат XYZ. Поэтому система (12.1) может быть
записана также в виде

^ + + ^ + / ч 0
дх ^ ду ^ dz

ду ~^ дг
(12.2)

Три уравнения (12.2) могут быть заменены одним векторным

-^—|__*!з__|_-^L + f ^ O , (12.3)
дх ' ду ' дг ' ч '

которое, в совокупности с равенствами вида оу = а^, является фор-
мулировкой условий равновесия в линейной (классической) теории
упругости. Уравнение (12.3) получается из (6.3), если в последнем
дифференцирование по £, т), С отождествить с дифференцированием по
JC, _y, z (соответственно). Таким образом, линеаризация уравнений
равновесия приводит к необходимости устранения различия между ко-
ординатами точек тела до и после деформации, по крайней мере по-
стольку, поскольку речь идет о положениях точек приложения сил,
действующих на объемный элемент, и о величине и направлении тех
площадок, на которых эти силы действуют. В частности, придержи-
ваясь данной степени точности рассуждений, надо пренебречь дефор-
мацией поверхностей, ограничивающих тело, при формулировке крае-
вых условий на тех участках границ тела, на которых заданы внешние
силы.

Мы пришли к уравнению (12.3) путем цепи последовательных
упрощений точного уравнения (6.3). Из характера этих упрощений
видно, что критерием их допустимости является одновременная малость
и удлинений—сдвигов и углов поворота.

Существенно, однако, обратить внимание на то обстоятельство,
что встречаются такие задачи, в которых даже при весьма малых
(иногда при бесконечно малых) углах поворота переход от уравне-
ний (11.1) к уравнениям (12.1) оказывается невозможным. Чтобы это
показать, рассмотрим, например, выражения

УМ
(12.4)
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входящие в третье из уравнений системы (11.1). Очевидно, что воз-
можность пренебречь в этих выражениях нелинейными членами за-
висит не только от значений шк, но и от сравнительной величины о^.
Достаточно предположить, что напряжения ахг, вуг, azz значительно
меньше напряжений ахх, аух, зуу (хотя бы одного из них), чтобы
возможность линеаризации выражений (12.4) была поставлена под
сомнение, несмотря на малость всех шк по сравнению с единицей.
Тем самым окажется невозможной и линеаризация третьего из урав-
нений (11.1). Таким образом, даже значительная малость углов пово-
рота по сравнению с единицей не является еще достаточным крите-
рием для линеаризации уравнений равновесия. При выполнении дан-
ного упрощения следует обращать внимание на то, не являются ли
напряжения, умножаемые на повороты, большими, по сравнению с на-
пряжениями, входящими в уравнения линейно. Проблемы изгиба тон-
ких пластин и оболочек являются примерами, когда указанное выше
обстоятельство существенно. Проблема устойчивости равновесия упру-
гих тел является примером, когда линеаризация уравнений равнове-
сия невозможна даже при бесконечно малых поворотах.

§ 13. Дифференциальные уравнения движения объемного
элемента сплошной среды

Все до сих пор полученные в данной главе уравнения относятся
к равновесию сплошных тел. Их нетрудно обобщить, воспользовав-
шись началом Д'Аламбера, на случай, когда точки тела находятся
в движении. Для этого надо в качестве дополнительных объемных
сил добавить в уравнения (7.17) и (7.19) силы инерции. Проекции
инерционной силы, отнесенной к единице объема деформированного
тела, на оси XYZ, будут (соответственно) равны

~ ~ Р ~W' ~ P ~W' Р дР • ( й }

Здесь р* — плотность материала в точке М* (£, т), £), т. е. после
деформации.

Подставив (13.1) в (7.17) и учитывая, что

p*-£- = Dp* = p, (13.2)

где р — плотность материала тела (в рассматриваемой точке) до де-
формации, получим

+ ехх) охх + ( ^ еху - сог) сху + ( i ехг + о,,) <
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Остальные два уравнения этой системы могут быть получены из
(13.3) путем циклической перестановки букв х, у, z и a, v, w.

Дифференциальная система (13.3) описывает движение бесконечно
малого объемного элемента, выделенного из сплошного тела. Эта
система выведена без каких-либо пренебрежений и является точной
математической формулировкой указанной выше задачи. Из нее, путем
дополнительных упрощений, могут быть получены приближенные
уравнения, относящиеся к случаю, когда малы удлинение и сдвиги
или когда, кроме того, малы также и углы поворота. Соответствую-
щие рассуждения уже были приведены в § 10, 11, 12, и здесь их
нет необходимости повторять.

Отметим лишь, что после пренебрежения в (13.3) всеми нелиней-
ными членами эта система принимает вид

дахх "аху дзх

дх ~т~ ду ~*~ dz v p dfl

. p
"I ' г

(13.4)

дх Г dy ^ dz
Данные уравнения используются, в частности, при рассмотрении

малых колебаний сплошных тел.

§ 14. Простейшие операции с тензорами

Рассмотрим две декартовых прямоугольных системы координат

X=xv Y—x2, Z = x3 и Х' = х[, Y =x'2, Z = x'3- Совокупность
девяти величин йц, (где I и j могут принимать значения 1; 2; 3),

преобразующихся при переходе от осей хк к осям х'к по формулам
з з

a'ij = 2 2 hk^jmakm' (H.I)
fc = l m-\

где
AiA: = cos(*;, xk), (14.2)

будем называть компонентами тензора второго ранга (в системе хк).
Если имеются два тензора с компонентами (в одной и той же си-
стеме хк) ПЦ и by, причем а,ц = Ъц, то и в любой другой системе х'к
согласно (14.1) будем иметь а'.. = Ь' . Таким образом равенство компо-
нентов двух тензоров в какой-либо одной системе приводит к незави-
симому от выбора декартовых координатных осей представлению о ра-
венстве этих тензоров.

Исходя из (14.1), легко показать, что девять величин

cii = aii-\-biJ (14.3)
или
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где ay и by—компоненты двух тензоров — преобразуются при пово-
роте координатных осей по формулам (14.1). Иными словами, скла-
дывая или вычитая компоненты двух тензоров, мы получаем новый
тензор.

Аналогично можно показать, что девять величин, получающихся
путем умножения компонентов тензора а,у на скаляр А, преобра-
зуются по формулам (14.1), т. е. являются компонентами некоторого
тензора

Су = Аау. (Н.4)

Заметим, что, вообще говоря, а.ц ф а^ (причем можно установить,
что если элементы матрицы \Wy\\ являются компонентами тензора,
то и элементы матрицы \\Oji\\ будут также компонентами тензора).
В том частном случае, когда ау — а^, тензор называют симметрич-
ным. Примерами симметричных тензоров второго ранга являются
введенные выше тензоры деформации -\у, напряжения <зу и линеари-
зованный тензор деформации. В качестве примера несимметричного
тензора можно указать на тензор производных от перемещений

(где **! = «; м2 = г>; м3 — w).
Антисимметричным условимся называть тензор, у которого

ац = — а#. (14.6)

Из (14.6) следует, что все элементы главной диагонали матрицы
компонентов антисимметричного тензора равны нулю, т. е. эта мат-
рица имеет вид

1 0 Й 1 2 — <zj3 Л

— «12 0 «53 •

«13 — «23 0 II
Любой несимметричный тензор второго ранга может быть пред-

ставлен как сумма двух тензоров, из которых один симметричен,
а другой антисимметричен

Су = ау-\-Ьу, (14.7)
где

aij— 2 ' У — 2 ' ( 1 4-°)

Применяя (14.7) и (14.8) к тензору (14.5), получаем

г ё (кф1;кф)), (14.9)

где, вц = ец (i = j) и еу = -к е^, если i ф j , причем ву и тк опре-

деляются формулами I (5.3), (5.4). Но как было показано в § 9,
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гл. I, параметры и>к при повороте координатных осей преобразовы-
ваются как компоненты аксиального вектора. Из этого можно сде-
лать заключение, что и все аксиальные векторы по существу суть
антисимметричные тензоры второго ранга (и наоборот). Как симмет-
рия, так и антисимметрия тензоров — свойства, не зависящие от вы-
бора координат; если они обнаружены в одной системе, то они со-
храняются и во всех остальных.

В дальнейшем существенную роль будет играть симметричный
тензор с компонентами

II 1 0 0 |

О 1 0 .

О 0 1

Элементы данной матрицы

о U ф О
(14.10)

при преобразовании их по формулам (14.1) остаются без изменения.
Тензор 8^ будем называть единичным, а всякий тензор, отличаю-
щийся от него на постоянный скалярный множитель, — шаровым.

В теории тензоров большое значение имеют их инварианты. Так
называют комбинации компонентов тензоров, остающиеся неизменными
при переходе от одной системы координат к другой. Инвариантами
симметричного тензора второго ранга будут, в частности, его три
главных значения, равные экстремальным значениям компонентов
тензора, стоящих на главной диагонали его матрицы. По аналогии
с доказанным для тензоров деформации и напряжения можно утвер-
ждать, что всегда можно выбрать такую прямоугольную декартову
систему координат, в которой матрица симметричного тензора будет
иметь вид

|

в ! О О

О а 2 О

О 0 аа

где av a2, a2 — главные компоненты тензора.
Последние могут быть вычислены как корни кубического урав-

нения

а3 — Ata
2 -4- А2а — А3 = О,

где

•"2 ~~"~~ ^ 1 1 ^ 2 2 —Г ^ 2 2 ^ 3 3 —I— ̂ 3 3 ^ 1 1 ^ 1 2 ^ 1 3 ^ 2 3 ~"~

(14.12)

«11

А.=

(14.11)
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Поскольку корни уравнения (14.11) — инварианты, таковыми яв-
ляются и его коэффициенты, т. е. Aj. Решая (14.11) по обычным
правилам (с учетом того, что все три его корня, ввиду симметрии
матрицы | |оу | | . вещественны), получаем

a (14.13)

Здесь с, а, а. — инварианты (см. § 8, гл. I);

з
а = Ai = 2^ &jj

l

1
W ' (ап—«2г)2+(«22—Язз)2+(а3з—аи)2+6(а12+о?3+а2з)

1 2а2 — ах — аъ

 ч

(14.14)

Понятие тензора произвольного ранга может быть введено путем
обобщения формулы (14.1). Так, например, компонентами тензора
четвертого ранга в декартовой прямоугольной системе хк будем на-
зывать совокупность 81 величин ацкт, преобразующихся, при пере-
ходе к другой системе координат х'к, по формулам вида

з з з з
a'ijkm= 2 2 2 2 hp^jghr^msapqrs- (14.15)

р=1 g=l г=1 8=1

Имея формулы (14.1) и (14.15), дающие законы преобразования
для компонентов тензоров второго и четвертого ранга, нетрудно по
аналогии написать формулу преобразования для компонентов тензора
любого ранга. При этом оказывается, что (в рамках вышеука-
занного обобщения) векторы следует рассматривать как тензоры
первого ранга, а скаляры — как тензоры нулевого ранга.

Операции с тензорами связаны с необходимостью выполнения
суммирований, количество которых тем более велико, чем выше ранг
рассматриваемых тензоров. В связи с этим (чтобы избежать громозд-
кости написания формул) А. Эйнштейн предложил на первый взгляд
несколько странное, а в действительности, если к нему привыкнуть,
весьма удобное правило — опускать во всех формулах знаки сумм,
считая при этом, что если в каком-либо выражении некоторый ин-
декс повторяется дважды, то это означает, (если не сделано особой
оговорки), что по нему производится суммирование по всем значениям,
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которые он может принимать. С учетом этого правила, например,
формулы (14.1) и (14.15) записываются следующим образом

aijkm — \^jq^kr^m

Сообщим без доказательства два важных свойства тензоров.
1. Если имеются два тензора, то путем попарного умножения

компонентов одного из них ,на компоненты другого могут быть по-
лучены компоненты тензора, ранг которого равен сумме рангов двух
предыдущих тензоров. Так, например, из 9 —(— 9 = 18 компонентов
двух тензоров второго ранга а.ц и Ькт может быть составлен 81 ком-
понент тензора четвертого ранга

4}km = aijhm> (14.17)

соответственно, из компонентов двух векторов щ и bj могут быть
составлены 9 компонентов тензора второго ранга

сц = аф,. (14.18)

Тензоры, полученные путем перемножения компонентов других
тензоров, условимся называть мультипликативными.

2. Если имеется тензор ранга п ^ - 2 , то путем приравнивания
в его компонентах любой пары индексов и суммирования затем по
этому индексу могут быть получены компоненты тензора ранга п-—2.
Например, из компонентов тензора четвертого ранга а^кт могут быть
получены шесть, вообще говоря различных, тензоров второго ранга,
а именно

з
aij = 2j aijkk — aijkk

k=l

&ik = = &imkm> ^im — ®ikkm> ^jm —

ajk = amjkm'< akm = ajjkm

(14.19)

Понижение ранга тензора путем приравнивания в его компонен-
тах пары индексов и суммирования по ним называют „свертыванием*
тензора по данным индексам. Применяя эту операцию к тензору
второго ранга, получаем тензор нулевого ранга, т. е. инвариант

з
a}i= 2 ajj = Al = a. (14.20)

Инвариантность этого выражения была уже выше установлена
(14.12).

Рассмотрим далее два тензора второго ранга а^ и bjm и соста-
вим из их компонентов мультипликативный тензор четвертого ранга

(14.21)
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После этого понизим ранг данного тензора путем свертывания
его на паре индексов. Этим путем, согласно (14.19), можно получить
следующие шесть тензоров второго ранга

a-ubjm, aikbmm. (14.22)

aikbk; aikbjk

Два тензора (14.22) — произведения тензоров второго ранга на
инварианты. Этот случай был рассмотрен ранее (14.4). Что же ка-
сается четырех тензоров (14.23), то они будут равны друг другу,
если aik и bjm симметричны. В частном случае, если

Щк = Ьцс (aik = aki), (14.24)

имеем симметричный тензор второго ранга с компонентами
з

2 (14.25)

который будем называть квадратом тензора ai}.

Главные оси этого тензора совпадают с главными осями тензора
Щу поскольку все элементы матрицы ||а«а^й||, кроме стоящих на ее
главной диагонали, обращаются в нуль, если равны нулю все эле-
менты матрицы || ац | |, кроме стоящих на ее главной диагонали. Что
касается главных значений тензора aikajk, то они будут равны квад-
ратам главных значений тензора пц. В соответствии с этим

| а | = 1 ацац = i {А\ — 2 А2) = ~ {а\ + а\ + $ . (14.26)

Наряду с данным квадратичным инвариантом можно ввести инва-
риант третьей степени

•_а\ = "з anfikfyi = -3 О4? — 3АЛ2-+-3А3) = -д-(а? + а]! + аз) .

В дальнейшем, иногда в качестве трех независимых инвариантов
симметричных тензоров второго ранга будут приниматься а, \а\, \а\.

Из физики известно, что справа и слева от знака равенства дол-
жны стоять величины одинаковой размерности, иначе равенство бес-
смысленно. Для величин, зависящих от выбора направления коорди-
натных осей, необходимо, кроме того, чтобы равенство сохранялось
при любых поворотах осей, что будет лишь в том случае, если справа
и слева от знака равенства стоят величины, преобразующиеся по
одинаковому закону. Поэтому связывать знаком равенства можно
только компоненты тензоров одного и того же ранга и притом только
такие компоненты, которые занимают в матрицах этих тензоров
аналогичные места. Изложенные выше основные правила обращения
с тензорами дают возможность конструировать непротиворечивые
равенства из их компонентов. Тот факт, что с тензорами возможны
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математические операции, не зависящие от выбора координатных
осей (например, операции сравнивания, сложения, вычитания, умно-
жения, свертывания и др.), позволяет рассматривать тензоры как
специального рода величины, пригодные для описания сложных фи-
зических и геометрических понятий, таких, например, как напряжен-
ное или деформированное состояние в окрестности произвольной
точки сплошной среды, как кривизна поверхности в произвольной ее
точке и др.

Заметим, что тензорное исчисление, элементы которого были выше
изложены в декартовых ортогональных координатах, может быть
распространено и на любые (в том числе и неортогональные) криво-
линейные координаты, на чем, однако, останавливаться здесь не будем.

§ 15. О форме функциональной зависимости между двумя
симметричными соосными тензорами второго ранга

Назовем девиатором симметричного тензора второго ранга тензор

aij = °'ij—-Zabiy ( 1 5 Л )

Здесь Ъц и а определяются формулами (14.10) и (14.14). Поль-
зуясь положениями предыдущего параграфа, нетрудно установить, что:

а) девиатор является симметричным тензором второго ранга:
б) его главные направления совпадают с главными направлениями аф
в) главные значения девиатора равны

а 1 = = у ( 2 а 1 — о 2 — а 3 )

а2 = -^{2аг — а3 — aj (15.2)

где av а2 а3 — главные значения а,ц.
Предположим, что имеются два симметричных тензора второго

ранга ац и Ъц, главные оси которых совпадают. Оказывается, что
последнее условие дает возможность связать девиаторы этих тензо-
ров следующим равенством

(15.3)

Здесь а и а суть инварианты тензора ПЦ, определяющиеся форму-
лами (14.14) а Ь и р — аналогичные инварианты тензора Ьц.

Напомним, что в правой части (15.3) опущен знак суммирования
по индексу „/г" (поскольку данный индекс повторяется дважды;
см. § 14). Чтобы доказать равенство (15.3), достаточно установить,

103



что оно выполняется в какой-либо одной системе координат. В ка-
честве такой контрольной системы возьмем триэдр главных осей тен-
зоров ац, bij. Тогда из шести равенств, заключающихся в (15.3),
три сведутся к тождествам 0 = 0. Последнее следует из того, что
главные оси тензора bikbjk совпадают с главными осями Ьц (см. § 14),
что же касается Ьц, то для него любые три взаимно-перпендикулярных
направления являются главными.

Остальные три равенства, заключающиеся в (15.3), в рассматри-
ваемой системе координат сводятся к приравниванию главных значе-
ний девиатора а^ (15.2) главным значениям правой части (15.3).
Подставляя в эту правую часть главные значения компонентов вхо-
дящих в нее тензоров, получим

| (2а, — аг — в3) = f • ~з^ {4 (2*i — ьг ~ *s) cos

(15.4)

Два других равенства могут быть получены из этого путем цикли-
ческой перестановки индексов. Заменяя в (15.4) bu b2, b3 их выра-
жениями через инварианты b, b, (3 по формулам, аналогичным (14.13),
и выполняя элементарные тригонометрические преобразования, при-
ходим к равенству

- — a, (15.5)

которое является не чем иным, как констатацией того факта, что
#! подчиняется кубическому уравнению (14.11).

Проверяя далее два других равенства, получающихся из (15.4)
путем циклической перестановки индексов, получим остальные две
из формул (14.13). Таким образом, оказывается, что равенство (15.3)
в избранной контрольной системе координат выполняется, а сле-
довательно, оно будет выполняться и в любой другой системе коор-
динат.

Полученный результат весьма любопытен. Оказывается, лишь
предположение, что тензоры ау и Ьц соосны, определяет вид воз-
можной функциональной зависимости между этими тензорами (с точ-
ностью до инвариантных коэффициентов). Тот факт, что два сим-
метричных соосных тензора второго ранга подчиняются равенству
вида

~ац = АЪЦ + В [bikbjk — - | (ft)*8y] , (15.6)

(где А и В — инварианты), был установлен, по-видимому, Рейне-
ром [56]. Представление же данного равенства в форме (15.3) было
дано в работе [23].
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По аналогии с (15.3) можно сразу же написать обратное равенство

(15.7)

Заметим, что входящие в (15.3) и (15.7) инварианты a, b, a, b,
а, р могут назначаться совершенно произвольно. Поэтому ни равен-
ство (15.3), ни равенство (15.7) не связывают тензоры а,ц и ^-опре-
деленной функциональной зависимостью. Для того чтобы (15.3) одно-
значным образом определяло компоненты а.ц через компоненты Ъц,
необходимо в нем задать инварианты а, а и а как однозначные
функции инвариантов тензора Ъц (например, как функции b, b, (5).
В (15.7), наоборот, инварианты b, b, (3 должны быть заданы как
функции с, а, а, чтобы это равенство определяло компоненты Ъц
по заданным а.ц. Целесообразно при этом ввести три смешанных
инварианта

2 0 = 4 : ЗК=Т"> "> = " — Р . ( 1 5 - 8 >

зависящих как от компонентов а,ц, так и от компонентов Ьц. «Под-
ставив обозначения (15.8) в формулы (15.3) и (15.7), можно привести
их к виду

\ COS

(15.9)

1 ( COS (За — ш) ~ У 3 ~ Sin и Г~ - 2 - .

c o s 3 a

 a4 + ~j-- -^Та Ь ^ - Т
(15.10)

В правую часть первого из этих равенств, помимо К, G и ш,
входят только величины, зависящие от Ьц. Соответственно, в правую
часть второго равенства, помимо тех же К, G и ш, входят только
величины, зависящие от а.ц. Предположим, что К, О, о> заданы как
функции от инвариантов тензора Ъц.

Например, пусть

К=К(р, b, p); G = G(b,b, P); ш = (•>(*, F, р), (15.11)

тогда, воспользовавшись (15.8), можно получить и зависимости

К = К(а, ~а, a); G = G(a, а, а); ш = ш(а, а, а). (15.12)

Подставив (15.11) в (15.9), а (15.12) в (15.10), получим формулы,
выражающие а^ через Ьц и, наоборот, Ьц через ПЦ.

Изложенное выше исчерпывает вопрос о возможных формах функ-
циональной зависимости между двумя симметричными соосными тензо-
рами второго ранга.
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ГЛАВА III

РАБОТА ДЕФОРМАЦИИ И НЕКОТОРЫЕ СВЯЗАННЫЕ С НЕЮ
ПРИНЦИПЫ. ПОТЕНЦИАЛ НАПРЯЖЕНИЙ ИДЕАЛЬНО УПРУ-
ГОГО ТЕЛА И СЛЕДУЮЩИЕ ИЗ НЕГО СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ

НАПРЯЖЕНИЯМИ И ДЕФОРМАЦИЯМИ

Для сплошных тел, находящихся в равновесии, формулируются
два принципа — начало возможных перемещений и начало возможных
изменений напряженного состояния. Оба эти принципа носят статико-
геометрический характер, т. е. выводятся независимо от механических
свойств материала тела и поэтому справедливы для любых сплошных
тел. В частном случае, когда тело идеально упруго, они превра-
щаются (соответственно) в принцип стационарности полной энергии
и в принцип стационарности дополнительной работы.

Устанавливается связь между компонентами напряжения и произ-
водными от удельной энергии деформации по компонентам дефор-
мации. Отсюда выводятся, в наиболее общем виде, соотношения
между напряжениями и деформациями в изотропных упругих телах.

В главе формулируются также граничные условия для сплошных
тел, находящихся в равновесии.

§ 1. Приращение работы деформации

Предположим, что точкам деформированного тела сообщены до-
полнительные бесконечно малые перемещения 8я (с компонентами
по осям Ьи, bv, hw) и вычислим работу, которая должна быть за-
трачена на эту дополнительную деформацию. При этом можно не при-
нимать во внимание тех напряжений, которые вызываются в теле
перемещениями.

В самом деле, эти дополнительные напряжения, как и вызвавшие
их перемещения, будут бесконечно малы, в соответствии с чем их
работа на перемещениях 8и, bv, bw будет величиной второго порядка
малости, по сравнению с работой на тех же перемещениях напряже-
ний конечной величины, обусловленных первоначальной деформацией
тела.

Пусть точка О (х, у, z) является центром прямоугольного парал-
лелепипеда в теле до деформации, причем ребра этого параллеле-
пипеда параллельны координатным осям и равны dx, dy, dz.

В результате деформации точка О получит перемещения и, v, w,
а прямоугольный параллелепипед превратится в косоугольный, кото-
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рый будет находиться в равновесии под действием приходящейся на
него объемной силы и действующих на его гранях поверхностных сил.

После сообщения точкам тела дополнительных перемещений как
центр тяжести косоугольного параллелепипеда, так и центры тяжести
его шести граней получат некоторые смещения, в соответствии с чем
объемная сила и поверхностные силы совершат некоторую работу.

При этом работа объемных сил будет равна

(Fbu) dV* = (Fbu) D dx dy dz = (F* 8«) dx dy dz =

= {F\bu-\-F*ribv-\-F\bw)dxdydz. (1.1)

При вычислении работы поверхностных сил рассмотрим сначала
две взаимно-противоположные грани косоугольного параллелепипеда
(например, те, которые до деформации были перпендикулярны оси Z).

На эти грани действуют поверхностные силы

s:

z--az

> = ?(z-\-~dz}dxdy,

dxdy = o*_z (z— -2 dz\ dx dy — — a* ^z — -^dz\dxdd z ) d x dy>

а центры тяжести граней получают дополнительные перемещения, рав-

ные значениям 8я в точках (х, у, z-\--^-dz\ и ух, у, z 2dz)'

соответственно (рис. 26).
Здесь и при дальнейших рассуждениях положения точек дефор-

мированного параллелепипеда определяются криволинейными коор-
динатами х, у, z; при этом значения координат каждой точки будут
равны ее декартовым координатам до деформации, § 1, гл. I.

Из полученных выше выражений следует, что сумма работ поверх-
ностных сил, действующих на две вышеуказанных грани косоуголь-
ного параллелепипеда, будет равна

\ г

г Uxdydz.

Теперь, по аналогии, могут быть написаны и выражения для работ
поверхностных сил, действующих на грани косоугольного параллеле-
пипеда, перпендикулярные до деформации осям X и Y

д (Т* 8а) д ( t * 8и)
v ^ ; dx dy dz и v у

д ' dxdy dz.

В итоге приходим к следующему выражению для работы на пе-
ремещениях 8и всех поверхностных сил, действующих на косоуголь-
ный параллелепипед

-A 1 5 1- •• A— ,»xdydz. (1.2)

dx ' dy • dz J ^ v '
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Добавляя сюда работу объемных сил (1.1) и разделив получен-
ный результат на dV = dx dy dz (т. е. на объём параллелепипеда
до деформации), получим

дх дг

дЪи. (1-3)

где ЬА—есть работа на дополнительных перемещениях Ьа всех внеш-
них сил, действующих на элементарный параллелепипед,
выделенный из деформированного тела, отнесенная к еди-
нице его объема до деформации.

0(х,у.г)

Щх.у.г-i )

N,(x,y.z*idz)

N'(x.y,z-7<iz)

Рис. 26.

Учитывая, далее, уравнения равновесия элементарного параллеле-
пипеда II (7.14), а также принимая во внимание, что

д(Ъа)

дх —°\дх)' ~ду~~ \ду)'
приходим к формуле

о А = ажо (^

* ь( dv\ I * z( d v dv

(1.4)

(1.5)
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На основании II (7.19) это выражение может быть преобразовано
к виду

= °xx bzxx -\- oyy овуу -\- QZZ oezz -\- axy bexy -\- axz аехг -\- ayz osyz. (1 .0)

Здесь betj — суть приращения, получаемые компонентами дефор-
мации при сообщении точкам тела дополнительных перемещений
8и(ои, bv, bw). Формулы (1.5) и (1.6) являются окончательными.

Теперь, когда определена механическая работа, которую надо
затратить для сообщения бесконечно малому объемному элементу,
выделенному из деформированного тела, дополнительных деформа-
ций Ьг^, можно написать и выражение для суммарной механической
работы, которая должна быть затрачена на дополнительную дефор-
мацию всего тела,

(1.7)

Здесь dV — dxdydz — есть объем бесконечно малого объемного
элемента в недеформированном его состоянии, в соответствии
с чем интегрирование в (1.7) должно быть произведено по всему
объему тела до (а не после) деформации.

Очевидно, что работа, совершаемая внешними силами, действую-
щими на элементарный параллелепипед при сообщении его точкам
перемещений Ьи, &v, bw, расходуется на преодоление внутренних
сил взаимодействия между точками параллелепипеда, препятствующих
изменению положений этих точек. Тем самым — ЬА есть удельная
работа внутренних сил на дополнительных деформациях 8е у .

Заметим, что ЬА может быть как положительной, так и отрицатель-
ной. В последнем случае внутренние силы, действующие в объемном
элементе, будут не сопротивляться дополнительной деформации,
а наоборот, ей способствовать.

Кроме того, следует отметить, что полученные для ЬА формулы,
г следовательно и формула (1.7), остаются справедливыми независимо
от того, каков закон механического взаимодействия между частицами
тела, т. е. независимо от того, является тело твердым, жидким или
газообразным, упругим или пластичным. Это ясно из характера выше-
изложенных рассуждений. В дальнейшем перемещения Ьи будем счи-
тать „возможными", т. е. не нарушающими ни сплошности тела, ни
условий его закрепления. Для этого они должны быть непрерывными
однозначными функциями координат и, кроме того, должны быть
равны нулю на тех участках поверхности тела, где перемещения за-
даны и, следовательно, не допускают никаких изменений.
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В частности, под 8м, 8г>, bw можно подразумевать и те истинные
приращения перемещений da, dv, dw, которые получают точки тела
на некотором бесконечно малом этапе его деформации. В этом пос-
леднем случае выражения (1.5) и (1.6) приобретают смысл прираще-
ния работы деформации, отнесенной к единице объема недеформирован-
ного тела, или короче,—приращения удельной работы деформации.

Работа сил является скалярной величиной, в соответствии с чем 8Л
(1.6) должно оставаться инвариантным при любых преобразованиях
координат, т. е.

°хх Ъехх + оУу Ьеуу -\- <згг 8е г г - | - аху оеху -\- ахг S e ^ + °yz Ьвуг =

(°*ххУ Ъь'хх + (/т/У Ьг'уу + .. . -f- (оугу Ьв'уг, (1.8)

где (о#)', оеу—компоненты приведенных напряжений и компоненты
деформации в новой декартовой системе координат X'Y'Z', направ-
ления осей которой заданы табл. 4. Поскольку закон преобразова-
ния &ц известен (§ 6. гл. I), равенство (1.8) дает возможность уста-
новить и закон преобразования для <з* (путем подстановки вместо е'{.
их выражений через гц и приравнивания затем коэффициентов при оди-
наковых Ъгц в правой и в левой частях равенства). Таким образом
можно получить выражения II (8.7), тем самым доказав, что о*
суть компоненты симметричного тензора второго ранга по отноше-
нию к декартовым координатам точек тела до деформации (о чем
уже говорилось в § 8 предыдущей главы).

Заметим, что на основании § 14, гл. II, формула (1.6) может
быть короче записана следующим образом

M = a ^ 8 T t f , (1.9)

т. е. ЬА можно трактовать как инвариант, полученный из мульти-
пликативного тензора четвертого ранга

путем его двукратного свертывания по парам индексов i, m и j , п.

§ 2. Начало возможных перемещений для сплошных сред

Принцип возможных перемещений для сплошных деформируемых
тел может быть сформулирован следующим образом.

Если имеется находящееся в равновесии сплошное тело, то сумма
работ всех действующих на него внешних и внутренних сил на
любой системе возможных перемещений должна быть равна нулю.
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Математически начало возможных перемещений записывается в виде
равенства

8Я = 8ЯО + 8ЯИ, (2.1)

где 8/? — работа, которую надо затратить на дополнительную дефор-
мацию тела, соответствующую произвольно выбранной
системе возможных перемещений, § 1;

oRo — работа на тех же перемещениях внешних сил, распреде-
ленных внутри объема тела;

%Rn—работа на тех же перемещениях внешних сил, приложен-
ных на поверхностях, ограничивающих тело.

Работа объемных сил на перемещениях ои, bv, bw будет равна

3/?0 = f J J [f е 8м + /=•„ bv + F^Ddxdy dz =

= jfj(F*bu)dxdydz, (2.2)

где (как и в предыдущей главе) Fj, /\,, Ft, — компоненты по направ-
лениям х, у, z силы, отнесенной к единице объема деформирован-
ного тела, а

V*
Ddxdy dz = -rj- dx dy dz

— есть объем элементарного прямоугольного параллелепипеда после
деформации.

При этом, принимая за независимые переменные х, у, z, интег-
рирование в формуле (2.2) нужно распространить по первоначаль-
ному объему тела.

Что касается работы поверхностных сил на перемещениях 8м, bv,
bw, то она определится выражением

2'. (2.3)

где Д, / , /с—составляющие (по осям х, у, z) силы, действующей
на единицу площади поверхности деформированного
тела;

dQ* — элемент этой поверхности.
Чтобы получить возможность выполнять интегрирование в (2.3)

не по поверхности деформированного тела, а по поверхности тела
в исходном его положении, выразим dQ* через dQ (элемент поверх-
ности тела до деформации).

Рассмотрим с этой целью на поверхности, ограничивающей тело
до деформации, элементарную прямоугольную площадку со сторо-
нами da, db, площадь которой будет равна

а ориентация которой определяется вектором единичной нормали

. daXdb ,r> 4\

*» — —ой • ^ - ^
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В результате деформации указанная прямоугольная площадка пре-
вратится в элемент поверхности деформированного тела, который
будет иметь вид параллелограмма со сторонами (1 -\-Ea)da,(l -\-Eb)db,
причем косинус угла между этими сторонами будет равен

cos (da, db) = n . '?* . Р . =-,= """ = , (2.5)

где Еа, Еь—относительные удлинения в направлениях da, db;
saa, вьь, ваЬ—соответствующие компоненты деформации.

Отсюда площадь элемента поверхности, ограничивающей деформи-
рованное тело, будет

о*
fdQ. (2.6)

dQ* S !
Коэффициент —=- = •=- может быть выражен через компоненты

аи о п

деформации и три косинуса, задающие направление внешней нормали
к поверхности, ограничивающей тело до деформации. Для этого надо
подставить в (2.6) вместо компонентов деформации еаа, еьь, &аЬ их
выражение через гхх, гуу гуг и косинусы углов между осями

• > • - > • - > •

х, у, z и направлениями da, db, re; тогда после элементарных (хотя
и громоздких) выкладок с учетом формул I (6.4) получим

cos (rey)cos(rez),

(2.7)

где gV — определяются формулами II (9.9) или II (9.10);
nx, ny, nz — углы между нормалью к поверхности, ограничивающей

тело до деформации, и осями X, Y, Z.
Формула (2.7) выражает отношение величины произвольной эле-

ментарной площадки тела после деформации к ее величине до дефор-
мации через три угла, задающих направление нормали к площадке
до деформации, и шесть компонентов симметричного тензора gi;>.

На основании изложенного работа поверхностных сил на возмож-
ных перемещениях 8м, Ъг>, bw может быть записана в виде

bRn = f f lftb«+Abv-\-fUw]dQ = f f (fbu)dQ. (2.8)

Здесь приняты обозначения

<>* <,* <j* c*
f— nf- f — n f • f* — n f • f* *n f ю a\/ — o - / . h— с - Д . / i j — Q-JV / c — c - / c - ( 2-9)

•J» "Jn "ft o n

Поскольку dQ — есть площадь элемента поверхности, ограничиваю-
щей тело до деформаций, интегрирование в (2.8) должно быть рас-
пространено по всей этой поверхности, а не по поверхности дефор-
мированного тела, как это требовало выражение (2.3).
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То что теперь все объемные и поверхностные интегралы, входя-
щие в равенство (2,1), распространены в пределах тела до (а не
после) деформации, представляет неоспоримое удобство, так как
пределы интегрирования оказываются при этом независимыми от не-
известных величин (перемещений).

§ 3. Вывод дифференциальных уравнений равновесия
деформированного тела и соответствующих этим уравнениям

граничных условий из принципа возможных перемещений

Рассмотрим выражение для oR (1.7), подставив в него вместо ЬА
его значение согласно (1.5). Получающийся при этом объемный инте-
грал, распространенный по всему объему тела до деформации, может
быть представлен в виде следующей разности двух интегралов

-ш! [£+$
Преобразуем первый из них в поверхностный по формуле Гаусса —

Остроградского

Г Г Г Г-5—1--5—|-g-ldV= Г ([Мcosnx-\-Ncosny-\-Pcosnz]dQ.

(3.2)
Подставив сюда

будем иметь

Ш № <3(a» )

"+" dz \ a V —дх ~+~ ду "+" dz

= f / I [ а ж С 0 5 / г л ; + o*ycosny-\-a*zcosnz] Ьи \ dQ. (3.4)

Здесь пх, пу, nz—углы между внешней нормалью к поверхности,
ограничивающей тело (в положении ее до деформации), причем инте-
грирование в правой части равенства (3.4) распространено по всей
этой поверхности.

Введя (3.4) в (3.1), а затем (3.1), (2.2) и (2.8) в (2.1), после пере-
несения всех членов в одну сторону от знака равенства получим

— J Л [Pxcos пх -\-Pcos пу -\-Р cos nz — f*]ba\dQ = 0. (3.5)
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Заметим, что на той части ограничивающей тело поверхности,
где перемещения заданы (2 t )

Ввиду этого равенство (3.5) приводится к виду

— J И [t* cos nx - И * cos ny -f-t* cos nz —/*] Зи \ dQ = О, (3.6)

где под 2 2 подразумевается та часть ограничивающей тело поверх-
ности, на которой заданы не перемещения, а внешние силы. Чтобы
(3.6) выполнялось при любых значениях ои, необходимо и доста-
точно, чтобы во всех точках внутри тела соблюдалось уравнение

(3.7)дх ' ду ' дг '

а в точках, принадлежащих 2 2 , соблюдалось равенство

•>. •*•. •>
/*. (3.8)

Уравнение (3.7) идентично уравнению II (7.14) и выражает усло-
вие, что главный вектор всех сил, действующих на объемный эле-
мент, выделенный из находящегося в равновесии деформированного
сплошного тела, должен быть равен нулю.

Что касается равенства (3.8), то оно является математической
формулировкой требования, чтобы внешняя поверхностная сила, при-
ходящаяся на какую-либо площадку поверхности деформированного
тела, уравновешивалась напряжением, действующим на этой же
площадке.

Проектируя (3.8) на оси %, ц, С получаем,

Oa-j cos nx -\- <iyi cos ny -f- a-i cos nz = fl

Оащ COS ПХ -f" 0 ^ C 0 S " ^ + ^ COS «Z = f*r

o ^ cos пл: - | - o ^ cos «3; + =;'. c ° s nz = /•*

(3.9)

Эти равенства являются граничными условиями для уравнения (3.7)
на участке поверхности тела 22-

Таким образом, начало возможных перемещений заключает в себе
как условия равновесия сплошного тела, так и граничные условия,
которые должны быть поставлены на той части поверхности тела,
где заданы внешние силы.
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§ 4. О формулировке граничных условий для сплошного
тела, находящегося в равновесии

Как уже указывалось, следует различать два основных варианта
краевых условий для сплошных тел, находящихся в равновесии: когда
на поверхности, ограничивающей тело, заданы перемещения и когда
на этой поверхности заданы внешние силы.

В первом случае краевые условия формулируются в виде

где UQ, VS, WS — заданные функции положения рассматриваемой точки
на границе тела.

Во втором случае краевые условия формулируются в виде (3.9).
Следует подчеркнуть, что и в том и в другом случае в каждой

точке поверхности тела должны быть заданы три краевых условия,
в противном случае постановка задачи не будет вполне определенной.
Может оказаться, что на одном участке границы тела (2 t ) задаются
перемещения, а на другом участке (2 2)—внешние силы. Возможны
также и смешанные краевые условия, когда из трех равенств, которые
должны быть заданы в каждой точке границы тела, одно (или два)
формулируется в перемещениях, а два (или одно)—в силах. К такого
рода граничным условиям можно прийти путем следующих рассу-
ждений.

Рассмотрим, например, случай, когда на границе тела заданы два
компонента перемещения

При этом вариации перемещений должны подчиняться условию
ои = 8г; = О. Что же касается w, то на него (4.2)х 2 не налагают
никаких ограничений. Применив к данному случаю начало возможных
перемещений (3.6), видим, что для выполнения этого равенства необ-
ходимо, во-первых, чтобы внутри тела соблюдалось уравнение (3.7)
и, во-вторых, чтобы на поверхности тела (в силу произвольности на
границе bw), помимо (4.2)1 2, имело место равенство

o^cos nX-\-^cosnY-\-<sA cosnZ—ft,. (4.2)3

В совокупности три равенства (4.2), заданные на поверхности тела,
являются примером краевых условий смешанного типа.

Наконец, возможна и еще одна форма задания граничных условий:
поверхностные силы могут быть заданы в функции от краевых зна-
чений перемещений, а именно

У
£* = axi COS (Я, A") + O,,:COS(l*, K) + <5z5COs(fl, Z) = fY(tl, V, W)

/* = a*r71 cos (я, X) + o^ cos (я, К) + о*, cos (я, Z)=f2 (и, v, w)

, X) -\~ a ;̂ cos (я, K)-)-azr соз(я, Z) = /3(«, x>, w)

, (4.3)
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Это случай, когда опоры тела податливы, но, однако, оказывают
определенное сопротивление своим перемещениям.

Поскольку мы пользуемся „материальными" координатами х, у, z,
все указанные выше варианты граничных условий формулируются на
поверхности тела до деформации (так как в системе криволинейных
координат х, у, z уравнение поверхности тела после деформации
идентично уравнению этой поверхности до деформации в декартовых
координатах XYZ). Возможность задания краевых условий на поверх-
ности недефармированного тела является несомненным преимуществом,
поскольку форма этой поверхности наперед задана, тогда как форма
поверхности, ограничивающей тело после его деформации, является
искомой, за исключением того частного случая, когда на всей границе
тела краевые условия заданы в перемещениях, т. е. в виде (4.1).

Подставив в (3.9) вместо з ^ о* их выражения 11(7.19),

получим

К1+£

Остальные два условия могут быть получены из этого путем
циклической перестановки букв.

Пользуясь (4.4), можно сформулировать условие равенства вектора
напряжения вектору удельной поверхности нагрузки через проекции
этих векторов на направления ix, iy, iz.

Для получения граничных условий в такой форме умножим первое

из выражений (4.4) на (1 -\—J^)> второе на ~, третье на ~ и сло-

жим затем все три выражения.
В итоге (§ 9, гл. II) придем к равенству

К» "г- KJ С + *xyaly + в « О c o s (».
+ К1 + 2вхх) о*ху + *х/уу + *x/vz\ cos (я, Y) -+-

Но, согласно табл. 1,

^

/dw \

cos (Z, ix) =
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Отсюда, а также из (2.9), следует, что

где fx—проекция на направление ix вектора удельной поверхност-
ной нагрузки, действующей на площадку поверхности, ограничи-
вающей тело после деформации.

Таким образом, окончательно имеем

Xcos (Я, X) + [(1 + 2е1КВ) а^ + гхуо*уу + e ^ ] cos (я, К) +

+ [(1 + 2 в ж ж ) а ; г + £ ж г / а ; г + ежго*г]со5(я, Z). ( 4.7)

Из этой формулы путем циклической перестановки (х, у, z) мо-
гут быть получены еще два аналогичных равенства.

Постановка граничных условий в форме (4.7) наиболее удобна
тогда, когда удлинения и сдвиги (а следовательно, и компоненты
тензора деформации еу) пренебрежимо малы по сравнению с единицей.

В этом наиболее часто встречающемся случае выражения (4.7)
принимают вид

fx = ахх C O S (»> Х) + аху C°S (Я. У) + °xz COS (Я, Z) "j

fy = °xy C O S (». * ) + a

T O

 C 0 S (»• Г ) + аг/г C O S (»> Z ) }
Л = °xz cos (Я, ^f) -(- ayz cos (я, У) + агг cos (я, Z)

При малых удлинениях и сдвигах (как это уже указывалось в § 10,
гл. II) триэдр ix, iy, i3 можно приближенно считать ортогональным.
По существу именно это предположение и лежит в основе возмож-
ности замены (4.7) формулами (4.8). Уместно подчеркнуть, что при
переходе от (4.7) к (4.8) нет необходимости налагать какие-либо
ограничения на повороты. Если же предположить, что последние
весьма малы, то можно не делать различия (при проектировании сил)
между направлениями ix, iy, i2 и направлениями XYZ (соответст-
венно). В этом последнем случае fx, fy, fz могут быть отождест-
влены с проекциями удельной поверхностной нагрузки на XYZ,
a <zxx, ..., ayz—с компонентами напряжения а^, . . . , а^. Именно
таким образом формулируются граничные условия в линейной (клас-
сической) теории упругости (в том случае, когда граничные условия
ставятся в напряжениях).

§ 5. Геометрически возможные перемещения, статически
возможные напряжения и равенство, их связывающее

Рассмотрим сплошное тело, на которое действуют заданные
объемные и поверхностные внешние силы (/^, /7

1), /\ и Д, / , / ) .
Пусть последние распределены на участке поверхности тела 2 2 ! н а

остальной же части этой поверхности 2 t = Q—-2 2 заданы значения
перемещений

и = и 2 ; v = va; tw = t«;2. 5.1)
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Перемещения и, v, w, при которых рассматриваемое тело будет
находиться в равновесии, условимся называть статически соответ-
ствующими заданным внешним силам (иногда для кратности будем
их также называть истинными перемещениями). Поскольку решение
рассматриваемой задачи не всегда является единственным, в принципе
возможны случаи, когда не одна, а несколько систем перемещений
статически соответствуют одной и той же нагрузке (см. ниже, § 11).

Наряду с истинными перемещениями введем понятие геометри-
чески возможных перемещений, подразумевая под ними непрерыв-
ные вместе со своими производными функции координат и, v, w, кото-
рые подчиняются на Qt граничным условиям (5.1). Такого рода
перемещения не будут нарушать ни сплошности тела, ни условий
его закрепления.

Очевидно, что существует бесчисленное множество вариантов
выбора системы геометрически возможных перемещений. При этом
каждой такой системе будет соответствовать некоторое поле напря-
жений внутри тела и на его границе. Данное поле всегда может
быть определено (коль скоро перемещения заданы), так как между
напряжениями и деформациями упругого тела существует взаимно-
однозначная связь, выражающая механические свойства материала
тела (§ 15). Поле напряжений, соответствующее произвольно выбран-
ной геометрически возможной системе перемещений, вообще говоря,
не будет удовлетворять ни уравнениям равновесия внутри тела
II (7.17), ни условиям равновесия на его границе (3.9). Если же
и (3.7) и (3.9) окажутся соблюденными, то это будет означать, что
выбранные геометрически возможные перемещения суть именно те
истинные перемещения, которые статически соответствуют заданным
внешним силам и условиям закрепления.

Введем далее понятие статически возможных напряжений, под-

разумевая под ними любую систему девяти функций координат о^, а*х ,

. . . , а*л, удовлетворяющую внутри тела условиям равенства нулю

главного вектора всех сил, действующих на произвольный бесконечно
малый объемный элемент тела II (7.17), а на участке поверхности
тела 2 2—условиям равновесия между внешними силами и напряже-
ниями (3.9) (при этом будем считать, что внешние силы F*, /*-от
перемещений не зависят или зависят столь мало, что этим влиянием
можно пренебречь). Поскольку мы не подчиняем вышеуказанные
функции условию равенства нулю главного момента II (8.15), термин
„статически возможные напряжения" является в известной мере услов-
ным, в отличие от термина „геометрически возможные перемещения",
который точно соответствует вложенному в него смыслу.

Очевидно, что ограничения, налагаемые соотношениями II (7.17)

и (3.9), недостаточны для того, чтобы отыскать девять величин аТ.

как определенные функции координат. Поэтому существует бесчис-
ленное множество вариантов выбора поля статически возможных
напряжений.
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В силу соотношений между напряжениями и деформациями (§ 15)
и уравнений II (8.15) компоненты a*xi, зхт о*: связаны с про-
изводными от перемещений девятью зависимостями. При задан-
ных компонентах напряжения эти зависимости могут рассматри-
ваться как система из девяти уравнений в частных производных
с тремя неизвестными и, v, w. Однако уравнения данной системы
при произвольно выбранной статически допустимой совокупности
напряжений ах^, . . ., а*с не будут совместными, т. е. из них, вообще
говоря, нельзя будет определить поле перемещений. Более того,
если даже указанная система допускает интегрирование, может ока-
заться, что найденные из нее перемещения не будут подчиняться
граничным условиям (5.1) на 2j = 2 — Q2, т. е. не будут геомет-
рически возможными.

Иными словами, статически возможные напряжения находятся,
как правило, в противоречии с требованиями неразрывности дефор-
мации внутри тела (§ 15, гл. I) и на его опорах (5.1), поскольку
эти требования не заключаются ни в (3.7), ни в (3.9). Если же
тем не менее принятое поле напряжений о* -, . . ., о*, позволяет найти
(при использовании связи между напряжениями и деформациями)
перемещения, причем они окажутся геометрически возможными для
рассматриваемого тела, т. е. подчиняющимися условиям (5.1), то это
означает, что выбранные статически возможные напряжения суть
именно те истинные напряжения, которые возникают в теле под
действием заданных внешних сил и при заданных условиях закре-
пления (строго говоря, и здесь следует ввести оговорку о возмож-
ности неоднозначности решения).

Будем подразумевать в дальнейшем под a^j огС некоторую
произвольную систему статически возможных напряжений, а под
и, v, w—некоторую произвольную систему геометрически возмож-
ных перемещений для одного и того же тела при одних и тех же
нагрузке и условиях закрепления. Эти две системы величин могут
быть связаны равенством (Л. Н. Воробьев, ДАН, т. 109, № 3, 1956):

ди \ % I dv\ . ~* / dw

щ + % (-д2-)
= / / / И« -h F*v + F\w\ dV + jj Щи +f*v+f\w] dQ +

+ / J I \?Ucos (»•x) + <л c o s (ft> K> + < s c o s ("• z ^ "e +

-f- [ ^ cos (n, X) + ^ cos (n, Y) + ^ cos (я. Z)] v2 +

, Z)] wa}dQ. (5.2)
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Здесь интегрирование распространено по объему и по поверх-
ности тела до деформации.

(nX){nY){nZ)— суть углы между внешней нормалью к поверх-
ности, ограничивающей тело до деформации, и осями X, Y, Z.

Равенство (5.2) легко проверяется, для чего надо представить
входящий в его левую часть объемный интеграл в виде разности
двух интегралов и преобразовать затем один из них (аналогично
тому, как это было сделано в § 3) по формуле Остроградского.
Нетрудно его распространить и на случай смешанных граничных
условий. Если, например, на 2 = 2 1 - | - 2 2

u = us, v = va, (5.3)

^ cos (nX) + о;с cos (п Y) + о*л cos (nZ) = fv

то поверхностные интегралы, входящие в правую часть (5.2), должны
быть заменены одним интегралом

[jUcos (Л*) + ° » « c o s n Y + °Ucos

cos inX) + o*jTt cos (я Y) + a*zi) cos (nZ)] ^ s} dQ. (5.4)

Формула (5.2), очевидно, годится и в том случае, когда в нее
будут подставлены вместо о^, . . ., <з*с и и, v, w — истинные на-
пряжения и истинные перемещения. При этом она принимает вид

Ш = %-\-У1п; (5.5)

*-///{•!.(&)+•:,(&)+•••+<.(•£)}<«'=
= Г Г Г[о* (2е — е ) + a* (2s — e ) + . . .

J J J 1 жж V хх хх' * УУк у у уу> '

••• +% s (2e, 2 -v-) i^ ; (5.6)

\ dV> ( 5 - 7 )

{[a;6 cos

4-a*£ cos (nY)-\-a*zi cos (nZ)]a0 -+- [ . . . ] vQ + [. . .\wB] dQ. (5.8)

Вспомнив выражение для приращения работы деформации (1.5),
видим, что интеграл (5.6) может трактоваться как работа, совер-
шаемая напряжениями а\, . . ., в*г на статически соответствующих
им перемещениях, вычисленная в предположении, что указанные
напряжения в течение всего процесса деформирования остаются
постоянными и равными своим окончательным значениям. Аналогич-
ное истолкование может быть дано и интегралам (5.7), (5.8).

На основании этого будем называть У1 работой напряжений,
Э^о—работой объемных сил и Э^п—работой поверхностных сил
на перемещениях, статически им соответствующих. Теперь выраже-
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ние (5.5) приобретает смысл утверждения, что работа напряжений
на перемещениях, статически им соответствующих, всегда равна
той работе, которую на этих же перемещениях совершают все
внешние силы, действующие на тело. При этом в число поверх-
ностных сил должны быть включены и те, которые заданы не явно,
а через посредство граничных условий (5.1). Работа этих последних
сил будет равна нулю, если US = VQ = W2 = 0, Т. е. если участок
границы тела 2Х — жестко закреплен.

Следует в заключение подчеркнуть, что Э?, У10, 9Jn отнюдь
не являются теми истинными значениями работ, которые совершаются
напряжениями и внешними силами в процессе деформации. Дело
в том, что в течение этого процесса как векторы F*, /*, так и

векторы напряжения а*, а* а* в каждой точке тела изменяются от

нуля до некоторых окончательных значений, между тем при вычис-
лении 3?, yt0, У1п они предполагаются постоянными.

Необходимо, кроме того, отметить, что если внешние силы F* и/*
зависят от перемещений и этой зависимостью пренебречь нельзя,
то понятие статически возможных напряжений осложняется тем, что
оно не может быть отделено от понятия геометрически возможных
перемещений.

В этом более общем случае будем подразумевать под статически
возможными напряжениями любую систему девяти функций, подчи-
няющуюся уравнениям

да *р да tt да *с _ _ _

+ + + ГДИ<>. «„. «,0 = 0 (5.9)

и граничным условиям (на 22)

l = /*t (и0, v0, w0) (5.10)

где и0, v0, w0 какая-либо (произвольно выбранная) конкретная
система геометрически возможных перемещений.

Нетрудно установить, что при таком расширении понятия ста-
тически возможных напряжений равенство (5.2) остается в силе,
если в нем под F*^, . . ., Д, . . . подразумевать значения внешних

сил при перемещениях и0 v0, w0. Данные перемещения можно счи-
тать совпадающими с и, v, w, а можно этого и не делать. Полагая
ц = я о = и, v = Vu = v, w = wQ = w (где и, v, w — истинные пере-
мещения), опять придем к равенству (5.5), которое таким образом
сохраняет силу и в том случае, когда внешние силы являются функ-
циями перемещений.
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§ 6. Начало возможных перемещений как следствие
равенства (5.2)

Возьмем геометрически возможные перемещения в виде

и = и-\-Ьи, v — v-\-ov, w = w-\-bw, (6.1)

где и, v, w—перемещения, фактически получаемые точками тела
(под действием заданной внешней нагрузки и при заданных условиях
закрепления), а 8м, bv, bw — произвольные бесконечно малые гео-
метрически возможные их изменения. При этом, поскольку и, v, w
должны подчиняться условиям (5.1),

Ьи — Ьг> = bw = О (на 2 Х ) . (6-2)

Подставив (6.1) в (5.2) и приняв во внимание, что это равенство
должно выполняться и при к = м, v = v, w — w (поскольку истин-
ные перемещения суть геометрически возможные перемещения), при-
ходим к началу возможных перемещений (2.1). При этом обнару-
живается, что в данном равенстве под а*х^ а*, можно подразу-
мевать не только истинные напряжения (как это говорилось в § 2),
но и любые статически возможные напряжения.

§ 7. Начало возможных изменений напряженного состояния

По аналогии с понятием возможных изменений перемещений
можно ввести и понятие возможных изменений напряжений.

Возьмем статически возможные напряжения в виде

: ^ + 8 а - (7.1)

где л^, о*хт о*; — напряжения, фактически существующие в теле
при заданной нагрузке и условиях закрепления, а §з*^, оо ,̂т

. . . . 8а*с—статически возможные их изменения, т. е. такие их из-
менения, которы&«е противоречат уравнениям 21 (7.17) и условиям (3.9).

Подставив cf£, <з*хт, ..., о*с, выраженные на основании (7.1),

в 11(7.17) и (3.9) и учитывая, что a*xi o*C) по определению,

подчиняются этим же равенствам, приходим к выводу, что возмож-
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ные изменения напряжений должны внутри тела удовлетворять одно-
родным уравнениям

дх ~т~ ду ^ dz ~

К ) ! К ) ! К ) _ 0 ,
дх ^ ду ^ dz

(54) , НЮ
г-

а на участке поверхности тела Q2—однородным условиям

(ScQcos пХ+ (8o* e) cos п У + (8о*Е) cos rtZ = 0 |

( 8 o ^ ) c o s « ^ + ( 8 o ^ ) c o s « K + (8 3 e* i)cos«Z = 0 J. ( 7 .3)

(8а*,.) cos nX-\- (8o*c) cos п У •+- (Зз*,) cos «Z — О J

Что же касается участка поверхности тела 2Х, то на нем на воз-
можные изменения напряжений не налагается никаких ограничений.

Возможные изменения напряжений, вообще говоря, будут нахо-
диться в противоречии и с требованием непрерывности деформации
внутри тела и на его границе и с требованием равенства нулю глав-
ного момента всех сил, действующих на выделенный из тела беско-
нечно малый объемный элемент.

Подставим далее статически возможные напряжения (7.1) в общее
равенство (5.2). Тогда, с учетом того обстоятельства, что истинные
напряжения, будучи статически возможными, подчиняются тому же
равенству (5.2), получим следующее выражение, связывающее про-
извольные геометрически возможные перемещения с произвольными
возможными изменениями напряжений

ял d u j , , . d v s * , d w s * . ди * * . d v
03 - —j 00 —] ^ 03 —1 -г— 03 - —\

_ dw „ * . йи , , , * , , . dw s

c o s " ^ + (8%0 cos я К + (8o*e) cos j s +

(7.4)

Здесь, в частности, под и, v, w можно подразумевать и истин-
ные перемещения, поскольку они являются частным видом геомет-
рически возможных перемещений.

Если на 2 t поставлены однородные условия, т. е.

и 2 = г/2 = ws = 0, (7.5)

или если 2 t s= 0, то формула (7.4) значительно упрощается, принимая вид

ди * , . dv * *С Г Г [
J ) )

dV = °- (7-6)
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Равенства (7.4) и (7.6) выражают так называемое начало воз-
можных изменений напряженного состояния. Оно является аналогом
равенства (2.1) в том смысле, что если (2.1) выражает основное
свойство произвольных бесконечно малых геометрически возможных
перемещений, то (7.4) выражает основное свойство произвольных
бесконечно малых изменений напряжений (то, что в выборе системы
величин ba*xi Ъо*л существует значительный произвол ясно из
того, что условия, наложенные на них выше, отнюдь не доста-
точны для однозначного их определения). Принцип возможных изме-
нений напряженного состояния, как и начало возможных перемещений,
был выше выведен независимо от механических свойств сплош-
ной среды, в соответствии с чем эти два носящих статико-геомет-
рический характер принципа справедливы для любых сплошных тел,
находящихся в равновесии. Однако именно ввиду своего статико-
геометрического характера оба эти принципа сами по себе недо-
статочны для решения задачи о равновесии сплошного тела, включая
определение перемещений его точек и определение действующих
в нем напряжений. Для этого необходимо иметь еще шесть соотно-
шений между напряжениями и деформациями, позволяющих выражать
одни через другие и характеризующих механические свойства материала
тела. Располагая данными соотношениями и выразив в (2.1) напря-
жения через деформации, мы получим формулировку начала возмож-
ных перемещенй в виде зависимости между геометрически возмож-
ными перемещениями и их приращениями.

В этой форме начало возможных перемещений уже будет давать
вполне определенное решение, позволяя выделить из всех мыслимых
геометрически возможных перемещений именно те, при которых будут
соблюдаться условия равновесия внутри тела и на его границе. Для
идеально упругих тел, нагруженных внешними силами, имеющими
потенциал, такая формулировка приводит к энергетическому прин-
ципу — началу стационарности полной энергии упругого тела (см. §11).
Соответственно, в применении к идеально упругим телам начало
возможных изменений напряженного состояния приводит к энергети-
ческому принципу — началу стационарности полной дополнительной
работы (который часто называют также началом Кастильяно, § 12)

§ 8. Потенциальная энергия деформации упругого тела
До сих пор наши рассуждения касались либо геометрических

характеристик деформации сплошной среды (первая глава), либо
условий равновесия выделенного из нее объемного элемента (вторая
глава), либо, наконец, общих принципов статико-геометрического
характера (предшествующие параграфы текущей главы). Поэтому
до сих пор было совершенно безразлично, является ли сплошное тело
твердым, жидким или газообразным, упругим или пластическим, одно-
родным или неоднородным, изотропным или анизотропным. Безраз-
личны были также тепловые изменения, происходящие в теле во время
деформации, и то, как протекает деформация во времени, прежде
чем достигает своего окончательного равновесного состояния.
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Короче говоря, в предыдущих рассуждениях не играл никакой
роли характер взаимосвязи, существующей между частицами сплошной
среды, также как и все физические обстоятельства, могущие оказывать
влияние на эту взаимосвязь. Однако хотя ряд важных соотношений
и формул, необходимых для описания деформации сплошного тела
под действием заданных внешних сил, и может быть получен без
учета механических свойств его материала, полностью решить дан-
ную задачу, оперируя лишь представлениями статики и геомет-
рическими соображениями, разумеется, нельзя. Математически это
следует из того, что для описания напряженно-деформированного
состояния тела надо знать в каждой его точке три компонента
перемещения и, v, w и шесть компонентов приведенных напряже-
ний а!\. Между тем для определения этих девяти неизвестных пока что
нами получено всего лишь три дифференциальных уравнения II (7.17).
Таким образом, как это уже неоднократно упоминалось, для того
чтобы рассматриваемая задача могла быть математически сформули-
рована, необходимо установить еще шесть соотношений, связывающих
между собою перечисленные выше девять неизвестных и выражающих
тот физический закон, по которому объемный элемент рассматривае-
мой сплошной среды сопротивляется всевозможным видам деформации.

В этой книге будет рассматриваться только тот случай, когда дефор-
мация является упругой. Материал тела будем называть идеально упругим,
если работа, затрачиваемая на деформацию, не зависит от того, по
какому закону изменяются перемещения, прежде чем они достигают
своих окончательных значений. При этом процесс деформирования
будем считать проходящим при постоянной температуре и настолько
медленным, чтобы можно было пренебречь затратами работы внешних
сил на кинетическую энергию точек тела.

Рассматривая последовательно два этапа упругой деформации:
1) в результате которого перемещения изменяются от и0, v0, w0 до
и, v, w и 2) в результате которого перемещения изменяются от и,
v, w до и0, v0, w0 видим, что (в силу данного выше определения)
суммарная работа, затрачиваемая на оба этапа, будет равна нулю,
поскольку тело возвращается к своему исходному положению. Отсюда
ясно, что процесс упругой деформации вполне обратим, т. е. точки
упругого тела по снятии с него некоторой системы внешних сил,
на него действующих, возвращаются к тем положениям, в которых
они находились до приложения этих сил.

Приращение удельной работы деформации в какой-либо точке
тела при бесконечно малом изменении перемещений du, dv, dw (мы
употребляем здесь не знак § ( . . . ) , а знак d(•••), чтобы подчеркнуть,
что речь идет не о произвольных возможных перемещениях, а о тех
истинных приращениях перемещений, которые имеют место в течение
рассматриваемого бесконечно малого этапа изменения нагрузки) опре-
деляется формулой (1.6)
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Отсюда работа, затрачиваемая на деформацию первоначально
прямоугольного элементарного параллелепипеда с ребрами dx, dy, dz,
отнесенная к его объему до деформации, будет равна

ff

Поскольку материал тела идеально упруг, интеграл (8.2) не дол-
жен зависеть от пути деформирования и, следовательно, его подин-
тегральное выражение должно быть полным дифференциалом. Иначе
говоря, в этом случае должна существовать функция от шести ком-
понентов деформации А = Ф (еу), связанная с обобщенными компо-
нентами напряжения зависимостями

' « - £ • <8-3>

Ф(е^) есть потенциальная энергия деформации упругого тела, отне-
сенная к единице его объема до деформации, или, короче, удельная
энергия деформации. Эта функция полностью характеризует упругие
свойства материала тела, поскольку, зная ее, можно вычислить, какие
напряжения возникают в теле при заданных деформациях, или, наобо-
рот, какие деформации имеют место при заданном распределении
напряжений. Заметим, что, помимо косвенной зависимости от коор-
динат (через посредство е^), Ф может зависеть от них и явно.
В последнем случае упругие свойства материала в разных точках
тела не будут одинаковыми, т. е. тело будет неоднородным в отно-
шении этих свойств.

Компоненты деформации г^ всегда могут быть выражены через
три главных значения г1з е2, s3 и косинусы углов между главными
осями ех е2, е3 и осями X, Y, Z (§ 6, 7, гл. I). При этом последние
косинусы можно рассматривать как функции трех независимых пара-
метров, например эйлеровых углов а, 3, f> определяющих ориен-
тацию триэдра Sp е2, е3 по отношению к триэдру XYZ. Поэтому
удельная энергия деформации может трактоваться как

Ф = Ф(в„ s2, es, а, р, Т ) . (8.4)

Данная форма написания подчеркивает зависимость Ф как от вели-
чины главных компонентов деформации в рассматриваемой точке тела,
так и от направления тех волокон, которые получают эти деформа-
ции. Поэтому форма написания Ф (гф, как и эквивалентная ей форма
написания (8.4), учитывают, что материал тела может не одинаково
реагировать на деформацию в различных направлениях, поскольку
удельная энергия деформации может зависеть не только от размеров
и формы того эллипсоида, в который превращается элементарная
сфера (§ 11, гл. I), но и от ориентации осей данного эллипсоида.
Иначе говоря, обе эти формы написания предполагают, что материал
тела анизотропен. Если же механические свойства материала одина-

126



ковы во всех направлениях, то удельная энергия деформации не может
зависеть от величин, изменяющихся при повороте координатных осей,
и должна быть, следовательно, функцией только инвариантов дефор-
мации. Поэтому для изотропных тел

ф = ф ( в 1 , е2, е3). (8.5)

Три независимых инварианта &j хороши в том отношении, что
имеют простой механический смысл (по крайней мере при малой
деформации, когда они могут быть отождествлены с главными зна-
чениями относительных удлинений). Математически они, однако,
неудобны, так как выражение их через компоненты деформации свя-
зано с необходимостью решения кубического уравнения. Ввиду этого
более целесообразно рассматривать удельную работу деформации
для изотропного материала не как функцию корней уравнения 1(8.1),
а как функцию трех его коэффициентов

Ф = Ф(Е 1, Е 2 ( Е3), (8.6)
где

E 2 = i

Е 3 = £xxSyz

(8.7)

имеют перед e_j то преимущество, что являются рациональными
функциями компонентов деформации. Аналогичным преимуществом
обладают и инварианты

szz =

С1Е2 + З Е 3 ) = |

(8.8)

в соответствии с чем удельная энергия деформации для изотропных
тел может задаваться и в форме

Ф = Ф ( е , | е | , |£j). (8.9)

Наконец еще одной возможностью является рассмотрение удель-
ной энергии деформации изотропного тела в функции от инвариан-
тов е, е, ср (§ 8, гл. I)

Ф = Ф(е, 7, в). (8.10)

Имея выражения для работы в виде Ф (ц/), если тело анизо-
тропно, или в одной из трех форм—-(8.6), (8.9), (8.10), если тело
изотропно, можно написать

(8.11)
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Здесь R — есть работа, затраченная на деформацию всего тела.
Интегрирование в (8.11) должно быть распространено по всему

объему тела до деформации, поскольку выше удельная энергия
деформации была отнесена к единице не окончательного, а перво-
начального объема тела.

§ 9. Еще одно свойство удельной энергии деформации

Предположим, что в формуле (8.2) о (А) берется не в виде (1.6),
а в виде (1.5). Тогда получим

Здесь (в случае идеально упругого тела) подинтегральное выра-
жение является полным дифференциалом удельной энергии деформа-
ции, причем последняя рассматривается не как функция компонентов
деформации, а как функция девяти производных от перемещений
я, v, w по координатам (поскольку гц являются функциями послед-
них, такая трактовка Ф всегда возможна). Отсюда имеем девять
формул

.* дФ . * дФ . * дФ

\дх) \ду)
дФ дФ

д\1Г
дФ

(£)' "дФ дФ
dw\ '(dw_\

\дх)

дФ

дШ

(9.2)

Заметим, что эти формулы можно получить и путем непосред-
дФ

ственного вычисления производных . .

этом Ф как сложную функцию.
Так, например,

дФ _ дФ_ дгхх ^ дФ^ <hyy ^

dt,,,.
-
дх

дх

-('+£)•

дФ
J~yz

~ду'

рассматривая при

У г

дх)

~<f- . (9.3)
dz ж ^ >

Возвращаясь теперь к формулам II (7.19), видим, что правая
часть (9.3) равна а^:. Отсюда получаем первую из формул (9.2).
Аналогичным образом могут быть выведены и все остальные.
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Следует подчеркнуть, что формы написания Ф = Ф (e,j) и

ф ф /ди да ди dv dv^ dv dw dw dw\ , q .
\дх' ду' дг' dx> ду' дг ' Ш' ~ду ' ~d~F)' *• '

вообще говоря, неэквивалентны в том смысле, что если, имея
ф = Ф(еу), всегда можно написать и (9.4), то обратное может быть
и несправедливым. Последнее ясно из того, что формулы I (2.5)
не единственным образом определяют девять производных перемеще-
ний через шесть компонентов деформации. Дело в том, что произ-
водные перемещения характеризуют не только деформацию объёмных
элементов тела, но и их повороты, между тем как гц характери-
зуют только деформацию (§ 8, гл. I). Как очевидно, энергия дефор-
мации, накопленная в каком-либо объемном элементе тела, не должна
зависеть от его поворота. Отсюда следует, что форма написания (9.4)
является справедливой лишь при условии, что она может быть при-
ведена к форме Ф = Ф (ejj), каковую поэтому и следует считать
основной.

Имея соотношения между напряжениями и деформациями в виде
(8.3) или в виде (9.2) и добавляя их к уравнениям равновесия 11(7.17),
(7.19), получим систему уравнений теории упругости, в которой число
неизвестных (и, v, w, a^S будет равно числу уравнений.

§ 10. Дополнительная работа деформации

Поскольку выражение

йФ = о* de"~-f-3* d s + • • . + о* de (10.1)
хх хх ' УУ уу ' ' yz yz v '

является для упругих тел полным дифференциалом, таковым будет
и выражение

Действительно, сложив (10.1) и (10.2), получим

Таким образом, для всякого упругого материала существует
функция шести компонентов напряжения

обладающая следующим свойством

Ф(о^) будем называть удельной дополнительной работой дефор-
мации (первого рода). Смысл этого наименования состоит в том, что
согласно (10.3)

Ф + "Ф = Я*1', (10.6)
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т. е. Ф дополняет удельную работу деформации до

W = »«е«, + °wew + • • • + <jz%' (! °-7>
удельной работы, вычисленной в предположении, что в течение всего
процесса деформирования а*̂ . сохраняют одни и те же значения (рав-
ные их окончательным значениям в положении равновесия).

Функция ф (о* ), как и удельная энергия деформации Ф (еу), пол-
ностью характеризует упругие свойства материала, поскольку если
она известна, то между напряжениями и деформациями устанавли-
ваются шесть зависимостей (10.5), позволяющих выражать одни ве-
личины через другие.

Зная Ф (еу), можно всегда найти и Ф (е!), для чего надо, рас-
сматривая (8.3) как систему из шести уравнений с шестью неизвест-
ными еу, представить еу как функции о*.. Тогда

После этого можно написать

Тем самым определение Ф сводится к нахождению функции по
ее полному дифференциалу.

Наоборот, если известна функция Ф(о*), то, обратив фор-
мулы (10.5) и подставив результаты этой операции в (8.3), можно
найти и Ф (еу). В ряде случаев обращение формул (8.3), (10.5) может
оказаться аналитически невыполнимой задачей. Однако и в этих
случаях вышеизложенные рассуждения сохраняют свое значение,
поскольку ими доказывается, что между функциями Ф(е^) и Ф(з*.)
существует тесная взаимосвязь, что задание одной из них по существу
эквивалентно заданию и другой и что обе эти функции суть заме-
няющие друг друга характеристики упругих свойств материалов.

Для изотропных тел удельная дополнительная работа деформации
первого рода будет функцией только инвариантов тензора напряжений.

Рассмотрим далее приращение удельной энергии деформации в виде

и сопоставим (10.9) с выражением

дх V at / ' ду \ yt) [ dz V -•) ' дл: \ «г,/ ' ду
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Складывая оба эти выражения получим

(10.11)
Отсюда вытекает, что (10.10) есть полный дифференциал некоей

функции Ф.
Следует при этом подчеркнуть два обстоятельства:
1. ^> нельзя считать функцией только девяти величин а^, . . . . о^,

т. е. нельзя на основании (10.10) написать

ди __ d<& du дФ dw дФ~

dx " а

Х 1 dy "йух. о г ^Згс
Дело в том, что если шесть равенств (8.3) можно было рассма-

тривать как систему из шести независимых уравнений с шестью
неизвестными ьц, позволяющую выразить деформации через напряже-
ния о* то девять уравнений (9.2) не дают возможности найти вхо-
дящие в них девять производных перемещений через компоненты
напряжений Это вытекает из того, что а' xV
связаны друг с другом тремя уравнениями 11(8.15), которые являются
условиями равенства нулю главного момента всех сил, действующих
на объемный элемент, выделенный из деформированного тела.

Ввиду этого из девяти уравнений (9.2) независимыми будут
только шесть, и, следовательно, выразить производные перемещений
только через компоненты напряжения о ^ <з*с с помощью данных
уравнений нельзя.

Невозможность представления производных перемещения как
функций от напряжений тесно связана с тем обстоятельством, что
указанные производные определяют не только деформацию элементов
тела, но и их повороты, тогда как взаимно однозначное соответствие
в упругих телах существует только между деформациями и напря-
жениями. Поэтому Е̂> как функция только а*х, о*, не существует.

В соответствии с (10.11) мы будем определять эту функцию
формулой

* ди
*' ' ' '' а*г-' ~дх '

г ди , * dv , * dw , * du

aw \

* dw

, * du

.„ dv . « dw
Vndy ' V dy '

dv dw
IF - Ф

2. Выражения (10.1) и (10.9) —эквивалентны, чего,
нельзя сказать относительно формул

_ j _ a * e i а * е _ |_ а * е \

dv j # dw , $ ии , # ии
's 'xlftx ' ~xi)dx ' х', Их ' l/itiv' Щ dy

* dv , * dw

= о* е •
XX XX

-о е -
УУ УУ

* vu [ * uv j * uw t

(10.12)

однако,

(10.13)

131



И то и другое утверждение легко проверяются подстановкой
в (10.9) и (10.13) выражений а\ а*, согласно 11(7.19).

Именно ввиду того, что
г>(1> , £><->)

функции Ф и Ф не идентичны.
Rf является удельной работой деформации, вычисленной в пред-

положении, что в течение всего процесса деформирования компо-
ненты напряжения <s*xi, . . ., о*, (т. е. проекции напряжений на неза-
висимые от деформации направления X, Y, Z) остаются неизменными
и равными их окончательным значениям в положении равновесия,
которому соответствуют перемещения и, v, w.

§ П. Полная энергия деформации и ее свойства

Предположим, что работа внешних объемных и поверхностных
сил, вызывающих деформацию тела, не зависит от пути деформиро-
вания. В этом частном случае выражения

\ (11-1)
F(,du-\-F^dv-\-F^dw j

должны быть полными дифференциалами и, следовательно, можно
написать

f . d P . r . d P . f * d P . 9

где Р и Q—некоторые функции и, v, w.
Имея (11.2), (11.3), считая, кроме того, что тело является

идеально упругим, и учитывая, что пределы входящих в (2.1) инте-
гралов от перемещений не зависят и, следовательно, не варьируются,
приходим к следующей формулировке начала возможных перемещений

Выражение

U = j j j<bdV~ f ffQdV — ffPdQ (11.5)

будем называть полной энергией деформации упругого тела.
П есть функционал, зависящий от перемещений и, v, w точек

тела и их частных производных по координатам. Равенство (11.4)
указывает, что из всех возможных с точки зрения сплошности тела

132



и условий его закрепления перемещений равновесию тела при задан-
ных внешних силах, имеющих потенциал, будут соответствовать те
перемещения, при которых полная энергия П принимает стационар-
ное значение. При этом равновесие будет как в случае минимума,
так и в случае максимума полной энергии, однако качество равно-
лесия в этих двух случаях будет существенно различным. Предполо-
жим, например, что в рассматриваемом положении равновесия П мини-
мально. Тогда при любых отклонениях точек тела от этого положения
(путем сообщения им дополнительных бесконечно малых перемещений,
совместных с имеющимися условиями закрепления) полное прираще-
ние функционала П будет положительным. Это означает, что при-
ращение работы внешних сил на любых возможных перемещениях
будет меньше приращения внутренней энергии деформации, и, следо-
нательно, точки тела будут иметь тенденцию (при любом виде откло-
нения) возвращаться к исходным своим положениям. Равновесие
будет устойчивым. Наоборот, в случае максимума П приращение
работы внешних сил при любого вида бесконечно малых отклоне-
ниях от положения равновесия будет больше, чем приращение вну-
тренней энергии деформации тела, и, следовательно, отклонения
будут иметь тенденцию возрастать. Равновесие будет неустойчивым.

Может быть рассмотрен и промежуточный случай, когда функцио-
нал П стационарен, не являясь, однако, ни минимумом, ни максимумом.
Данный случай аналогичен предыдущему, поскольку при этом всегда
может быть указана такая конкретная система возможных отклонений
от положения равновесия, при которой ДП будет отрицательным и
при которой, следовательно, приращение энергии деформации будет
меньше, чем приращение работы внешних сил.

Из вышеизложенных рассуждений следует, что равновесие упру-
гого тела устойчиво лишь в том случае, если полная энергия дефор-
мации минимальна, и неустойчиво — во всех прочих случаях. Таким
образом, критерием устойчивости равновесия упругого тела является
неравенство

Д П > 0 (11.6)

при любых возможных перемещениях. Поскольку, согласно (11.4),
первая вариация 8П в положении равновесия равна нулю, неравен-
ство (11.6) сводится к неравенству

8 2 П > 0 , (11.7)

т. е. к требованию, чтобы при перемещениях и, v, w, соответствую-
щих рассматриваемому положению равновесия, вторая вариация полной
энергии деформации тела была положительна (при любых возможных
отклонениях Ьи, bv, bw).

Отметим в заключение, что силами, имеющими потенциал, будут,
в частности, внешние силы, не зависящие от перемещений.

При этом

A f l (11.8)
(П.9)
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В основном в качестве объемных сил приходится считаться с силами
тяжести, для которых потенциал может быть написан в форме (11.9).

В качестве другого примера внешних сил, имеющих потенциал,
может быть указан случай упругой заделки тела на поверхности,
когда

Р = — j (knu
2 -f- k22v

2 + k33w
z -f- 2knuv -f- 2ki3uw + k23vw), (11.10)

где кц—постоянные коэффициенты.
Примером внешних сил, не имеющих потенциала, является случай,

когда поверхность тела нагружена равномерным нормальным давле-
нием р0, величина которого не изменяется при деформации.

§ 12. Начало Кастильяно

Пусть материал тела идеально упруг, а граничные условия (5.1)
заданы в виде

ия = vo = wa = 0, (на 2 t ) (12.1)

т. е. участки тела, на которых заданы перемещения, жестко закре-
плены. Тогда начало возможных изменений напряженного состоя-
ния (7.4) принимает вид

= jjj(8Ф) dV = 51 ffj^dV\ = Ш= 0, (12.2)

ь функционал

U = J J J L « « " З Г " 1 " % 1 a F + ^ " a F + H " 5 7

где П — е с т ь функционал

зависящий как от компонентов напряжений, так и от перемещений,
в соответствии с чем варьирование в (12.2) должно производиться
и по тем и по другим величинам, причем под и, v, w подразуме-
ваются произвольные геометрически возможные перемещения, а под

о я*' •••> а*с — произвольные статически возможные напряжения.
Полученный результат можно сформулировать так: истинное поле

перемещений и напряжений в идеально упругом теле будет отли-
чаться от всех прочих систем геометрически возможных перемещений
и статически возможных напряжений тем, что ему будет соответ-
ствовать стационарное значение функционала IX, который может быть
назван полной дополнительной работой (второго рода).

Интересно выяснить, каковы эйлеровы уравнения и естественные
граничные условия данной вариационной задачи.
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Записывая oil в развернутом виде, получим

Это выражение, если учесть начало возможных перемещений (2.1)
и начало возможных изменений напряженного состояния (которое
при граничных условиях (12.1) сводится к равенству (7.6)), прини-
мает вид

S f f = -

да
7¥\
да

-f/J [Л 8 и + / > + / < <H<*S- (12.5)

Выполняя далее преобразования, аналогичные § 3, получаем

]6г/-Н (12.6)

Отсюда вытекают следующие уравнения (которые должны выпол-
няться внутри тела).

д
дх

д
дх

Г ^ ф 1

[дш\
—
ду

дг Г аф

A(dw

. _ 0

* - о

(12.7)

J
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и граничные условия (на 0*2 =

дФ ,
г
 , дФ

Ы)

дФ
 v

 . дФ

дх.

дФ дФ

' ( f )

дФ

д\

\ дг)

дФ

[-%)
дФ

cos nZ =

cos nZ = Д

cosnZ =

. (12.8)

Ho (12.7) есть система дифференциальных уравнений, получающаяся
для перемещений при подстановке в уравнения равновесия 11(7.17)
вместо напряжений—их выражений согласно формулам (9.2).

Соответственно, граничные условия (12.8) могут быть получены
из граничных условий (3.9) при замене в них напряжений теми же
их выражениями (9.2).

Таким образом, используя изложенный выше вариационный
принцип, мы приходим к уравнениям равновесия и граничным
условиям, записанным непосредственно в перемещениях. Отсюда
очевидно, что данный принцип заключает в себе, как след-
ствие, соотношения между напряжениями и деформациями (9.2). Это
закономерно, поскольку рассматриваемый вариационный принцип
выбирает из всех мыслимых геометрически возможных перемещений
и статически возможных напряжений только те, которые соответ-
ствуют равновесию упругого тела при заданных внешних силах и
условиях закрепления. А эти последние перемещения и напряжения
отличаются от всех прочих геометрически возможных перемещений
и статически возможных напряжений именно тем, что они связаны
между собою соотношениями (9.2), выражающими тот закон упру-
гости, которому подчиняется материал тела.

В том частном случае, когда деформации и углы поворота на-
столько малы, что можно не делать различия между гц и ец и между
компонентами напряжения по осям XYZ и по направлениям единичных
векторов ix, iy, iz, т. е. когда можно писать (§ 14, гл. I и § 12, гл. И)

а , ~ ХГ, ху
И Т. Д.

получим

• • • И Т. Д . ,

— Ф
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При этом

о З Г я а ахх Uxx - 4 - Оуу Ыуу -+- ... - + - а у г оеуг

дФ •> дФ х дФ
3 V

Таким образом, при достаточно малых удлинениях и поворотах
вариация дополнительной работы второго рода может быть отождест-
влена с вариацией дополнительной работы первого рода.

Подставив данный результат в (12.2), получаем, что положение
равновесия упругого тела (при возможности указанных выше упро-
щений) определяется равенством

§(П) = 0, (12.10)
где

есть полная дополнительная работа первого рода. Функционал II
зависит только от компонентов напряжения, в соответствии с чем
варьирование производится лишь по ним.

Таким образом, при малости деформаций и углов поворота начало
стационарности дополнительной работы второго рода превращается
в начало стационарности дополнительной работы первого рода. Этот
последний принцип часто называют началом Кастильяно. Его можно
сформулировать следующим образом: из всех систем статически
возможных напряжений истинными (т. е. удовлетворяющими требова-
ниям совместности деформаций внутри тела и на его опорах) будут
такие напряжения, которым соответствует стационарное значение
функционала П. Заметим, что, помимо требования малости деформа-
ций и поворотов, никаких других ограничений на применение начала
Кастильяно не налагается. Вид функции Ф (оу), характеризующий
упругие свойства материала тела, может быть каким угодно.

Следует указать, что если внешние силы зависят от перемещений
и этой зависимостью пренебречь нельзя, то допускаемые к варьиро-
ванию в функционале II напряжения и перемещения оказываются
связанными уравнениями

<73,.; 00 - ОЗ.: s

дх ^ ду • дг "г" ^ > I ( 1 2 Л 2 )

и условиями на 2 2

а* Е cos пХ + о*, cos п. Y-\-c*A cos nZ—f\(u, v, w) }

". l> (12.13)
J
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что необходимо учитывать при варьировании. В частности, решая
даннную задачу прямыми методами вариационного исчисления (см. § 13),
надо, задавшись некоторыми аппроксимирующими выражениями для и,
v, w, определить затем аппроксимирующие ряды для о^, . , . , а*,
таким образом, чтобы они были согласованными с (12.12) и (12.13).

Это замечание относится и к началу Кастильяно. Разница с пре-
дыдущим случаем будет состоять лишь в том, что уравнение (12.12)
и условие (12.13) могут быть в этом случае упрощены путем
отождествления в них о^, . . . , а*̂  с а , ..., azz (поскольку начало
Кастильяно относится лишь к геометрически линейным задачам, § 18).

§ 13. Некоторые приближенные методы решения задач теории
упругости, основывающиеся на начале возможных перемещений

Из начала возможных перемещений непосредственно вытекают
два приближенных приема решения задач теории упругости.

Рассмотрим, например, равенство, выражающее начало возможных
перемещений для сплошных тел

= fff[Flbu-\-F*r)bv-lrFlbw]dV-+-ff[fzbu±-fnbv-\-fz.ow]dQ.

Здесь, если тело идеально упруго, то а^, . . . , а* определяются
формулами (9.2), т. е. являются (при заданных механических свой-
ствах материала тела) известными функциями частных производных
ди ди dw
дх ' ду ' ' ' '' дг '

Возьмем далее перемещения в виде
N

- 2 ат"т
т-1

N

(13.2)

N

В этих рядах
и0, v0, w0 —некоторые произвольно выбранные геометрически

возможные перемещения (§ 5). Если U2=VQ—WQ=0,
то uQ, v0 w0 могут быть приняты равными нулю.

ит> vm> wm—некоторые произвольно выбранные непрерывные
в пределах тела (вместе со всеми своими производ-
ными) функции х, у, z, равные нулю на Qf.

ат> Ьщ< ст — н е зависящие от координат, пока что неизвестные
коэффициенты.
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Очевидно, что при таком определении входящих в (13.2) величин
выражаемые данными рядами перемещения будут геометрически воз-
можными при любых значениях коэффициентов ат, Ьт, ст. Изменяя
эти коэффициенты, можно варьировать и и, v, w. Таким образом,
в (13.2) заключается целое семейство возможных перемещений, тем
более обширное, чем больше N, т. е. чем больше членов удер-
живается в рассматриваемых рядах. Так как в (13.2) можно произ-
вольно распоряжаться только коэффициентами ат, Ьт, ст, то

N N N

8я = 2 Фат)ит; bv=% {bbm)vn; bw= 2 (&*„,)««• (13.3)
m = l m=l m=\

Подставим теперь в (13.1) — в качестве геометрически возмож-
ных перемещений — выражения (13.2), а вместо их вариаций — выра-
жения (13.3). Тогда, после выполнения всех интегрирований, придем
к равенству

N N

^Lk(am, Ьт, ст)Ьак-\-^Мк(ат, Ьт, ст)ЪЬк-\-
4=1 *=1

2 Х ( » . Ът, ст)Ьск = О, (13.4)

где Lk, Mk, Nk — суть 3N функции, каждая из которых, вообще
говоря, зависит от всех коэффициентов рядов (13.2).

Равенство (13.4) должно выполняться при любых значениях Ьак,
ЪЬк, Ьск, поскольку (13.1) выполняется при любых Ьи, bv, bw.

Отсюда приходим к следующей алгебраической системе из ЗЛ/
уравнений с 3JV неизвестными

= 0; Мк(ат, Ът, ст) = 0; Nk(am, Ьт, ст) = 0. (13.5)

Определив совокупность ат, Ьт, ст, удовлетворяющую данной
системе, и подставив найденные значения коэффициентов в (13.2),
получим выражения для перемещений, соответствующих равновесию
рассматриваемого упругого тела под действием заданной нагрузки.

Если искомые перемещения заключаются в семействе возможных
перемещений (13.2) и могут быть, следовательно, получены путем
некоторого определенного выбора коэффициентов ат, Ьт, ст, то
полученное решение будет точным. В противном случае оно будет
только приближенным, причем его погрешность будет тем меньше,
чем больше членов имеется в рядах (13.2) и чем более удачен выбор
системы функций ит, vm, wm в смысле возможности хорошей аппро-
ксимации истинных перемещений с помощью рядов (13.2). Коль
скоро тело идеально упруго, а внешние силы имеют потенциал,
начало возможных перемещений превращается в принцип стационар-
ности полной энергии деформации (§ 11).

Подставив в выражение для П геометрически возможные пере-
мещения в форме (13.2) и выполнив интегрирование, получим полную
работу как функцию коэффициентов рядов (13.2)

П = П ( в м , Ьт, ст). (13.6)
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Значения коэффициентов, соответствующие перемещениям, при
которых тело будет находиться в равновесии, могут быть теперь
найдены из условия экстремальности выражения (13.6). Отсюда при-
ходим к следующей системе из 3N уравнений с 3./V неизвестными

дП = 0;
дЬ„,

= 0;
дс

= 0 (13.7)

(т=\, 2, 3 N).
Рассмотренный метод приближенного решения задач теории упру-

гости был предложен В. Ритцем. Из вышеизложенного следует, что
этот метод применим как в том случае, когда внешние силы имеют
потенциал, так и в том случае, когда они его не имеют. Более того,
он может быть использован и для неупругих тел при условии, что
в равенстве (13.1) напряжения могут рассматриваться как известные
, ди dw

функции от производных -^—, . . . . . -г—.
Основываясь на принципе возможных перемещений, можно пред-

ложить еще один приближенный метод, несколько отличающийся
от предыдущего.

Рассмотрим с этой целью равенство (2.1) в преобразованном
виде (3.6). Приближенное решение будем искать по-прежнему
в форме (13.2), налагая на и0, v0, wQ, um, vm, wm те же самые
ограничения, которые были указаны выше. Подставив (13.2) и (13.3)
в (3.6) и выполнив интегрирование, получим

N N

(am, bm, , bm, ст)ЬЬк-\-

= 0, (13.8)

где

*xi cos (я, X) -+- а;5 cos (я, Y) + а*, cos («, Z)-/|]« f c dQ

а

-ff[°*XTicos(«, , Z)-frjvkdQ
\ (13.9)

JJ [а*, cos (я, X)-i-a*/rcos(n, K)+o*. cos (я, Z)—f*]wkdQ
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Подразумевается, что в выражения, стоящие здесь в квадратных
скобках, подставлены вместо ац формулы (9.2), а вместо a, v, w—(13.2).

Равенство (13.8) должно выполняться при любых значениях Ъак,
ЬЬк, §ск, поскольку исходное равенство (3.6) выполняется при лю-
бых Ьи, bv, bw. Отсюда приходим к следующей системе из W алгеб-
раических уравнений с ZN неизвестными

Ак = 0; Вк=:0; Cft = 0 (k= 1, 2, 3, . . . , N). (13.10)

Найдя решения данной системы и подставив соответствующие
значения ат, Ът, ст в (13.2), получим перемещения точек тела,
отвечающие его равновесию при заданных внешних силах и условиях
закрепления. Это решение будет точным, если искомые перемещения
заключаются в семействе возможных перемещений (13.2). В против-
ном случае оно будет лишь приближенным.

^ *Если напряжения о*,, зависят от производных и, v, w
линейно (как это имеет место в классической теории упругости),
то обычно, пользуясь рассмотренным выше методом, подчиняют
функции и0, v0, w0, um, vm, wm некоторым дополнительным условиям,
а именно: выбирают и0, v0, w0 таким образом, чтобы они подчинялись
не только равенствам

uo = us; г>о = г>2; te»0 = ^ 2 (на 20>

но и условиям

(13.11)

.(13.12)

(на Q2)

где под (а^Е)0, . . . , (°*гА0 подразумеваются значения напряжений,
вычисленные при а = и0, v — v0, w = w0. Соответственно на ит,
vm> wm налагают, помимо условий

(на 2 J , (13.13)um = vm = wm = 0

еще и условия

где

) т cos (л, У) + (а*гг)т c ° s (я. Z) = О , < 13.14)

c)O Tcos(«, K)-)-(a* c)mcos(n, Z) = 0 (на 2 2 )

. . , (з*Л —значения напряжений при и — ит; v = vm;

Таким образом перемещения (13.2) оказываются подчиненными
граничным условиям на всей поверхности тела. Не удовлетворяют
они лиши уравнениям равновесия объемного элемента, благодаря
чему еще остается значительная свобода в отношении выбора «0,
•% ««о. ит, vm, wm.
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Подставив (13.2) в (3.6) и обратив внимание на то, что в силу
принятых выше дополнительных условий для и0, v0, w0, um, vm, wm

поверхностный интеграл, входящий в (3.6), оказывается равным нулю,
приходим к следующему выражению

N N

п. Ьт, ст)ЬЬк —

JV
, Ьт, ст) Ьс = 0, (13.15)

где

дх

С'у Я/

УЧ

ду

дг

дг

ukdV

+4
Равенство (13.15) должно выполняться при любых Ьак, ЬЬк,

Отсюда получаем систему из 3/V уравнений с ZN неизвестными
оск.

= 1 , 2, 3, (13.17)

из которой и определяются значения ат, Ьт, ст, при которых выраже-
ния (13.2) будут приближенно (а иногда и точно) определять пере-
мещения точек упругого тела, находящегося в равновесии.

В такой форме рассматриваемый приближенный метод решения
задач теории упругости и строительной механики был предложен
И. Г. Бубновым [2], который, однако, не связывал его с началом
возможных перемещений. Последнее было сделано несколько позднее
Б. Г. Галеркиным [3]. Уравнения (13.9) и (13.10) являются обобще-
нием этого метода на тот случай, когда подчинение и0, v0, w0, um,
vm, wm условиям (13.12) и (13.14) не приводит к уничтожению
в выражениях (13.9) интегралов, распространенных по поверхности
тела, и, следовательно, оказывается бесполезным.

Рассмотренные выше способы приближенного решения задач теории
упругости, основывающиеся на использовании начала возможных пере-
мещений, являются весьма гибкими, поскольку вид функций и0, v0,
w0 и ат, vm, wm ничем не ограничивается, кроме подчинения их
условиям достаточно общего характера. В качестве и0, v0, w0, итУ
vm> wm могут быть взяты функции достаточно простого или, наобо-
рот, если это будет рационально с точки зрения эффективности при-
ближения формул (13.2) к точному решению, —функции сколь угодно
сложного вида. Данные функции не требуется связывать друг с дру-
гом соотношениями ортогональности или какими-либо рекуррентными
зависимостями. Вместе с тем не исключается и возможность подчи-
нения их таким соотношениям и зависимостям. Все это существенно
расширяет возможности, заключающиеся в использовании рядов (13.2).
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Выше уже было отмечено, что существуют два пути повышения
точности изложенных методов:

1) увеличение количества членов в (13.2) с целью расширения
семейства возможных перемещений, заключающегося в данных рядах.
Если при этом избранная система функций ит, vm, wm при N —• оо
будет обладать достаточной полнотой (в смысле представимости рядами
вида (13.2) любых геометрически возможных перемещений), то есть
все основания надеяться, что при достаточно большом N можно
будет сколь угодно близко подойти к точному решению рассматри-
ваемой задачи;

2) улучшение качества функций ит, vm, wm в смысле возмож-
ности достаточно близкой аппроксимации решения, при удержании
в (13.2) небольшого числа членов.

Второй путь основывается на том, что обычно, проанализировав
рассматриваемую конкретную задачу с физической ее стороны, можно
заранее предвидеть основные свойства искомого решения и общий
его характер. Для этого, разумеется, надо обладать, во-первых,
некоторым опытом в решении задач теории упругости, а во-вторых—-
умением ориентироваться в области не только математических, но и
физических рассуждений. Недостатком данного пути повышения точ-
ности предлагаемых методов является то, что при его использовании,
как правило, остается невыясненной погрешность полученного реше-
ния. Ее достаточная малость гарантируется обычно только опытом и
интуицией исследователя.

Тем не менее, во многих случаях этот путь оказывается практи-
чески единственно возможным, поскольку при решении, например,
нелинейных задач теории упругости, и системы уравнений для опре-
деления ат, Ьт, ст также оказываются нелинейными, в соответствии
с чем вычислительные трудности стремительно растут с увеличением
числа членов в рядах (13.2). Отсюда-то и возникает острая необхо-
димость рационального выбора функций, входящих в данные ряды.

В заключение отметим, что наряду с приближенными способами
решения задач теории упругости, основывающимися на начале воз-
можных перемещений, могут быть предложены и приближенные спо-
собы, основывающиеся на начале возможных изменений напряженного
состояния, на чем, однако, здесь мы останавливаться не будем.

§ 14. О выборе начала отсчета для перемещений и деформаций

Следует подчеркнуть, что все полученные в этой и предыдущей
главах результаты справедливы независимо от того, какие положения
точек тела принимаются за начальные для отсчета перемещений и
деформаций.

Наиболее естественно принять за недеформированное состояние
упругого тела такое, при котором в нем отсутствуют напряжения.
Данный выбор имел бы перед любыми другими преимущество опре-
деленности, поскольку при этом затронутый выше вопрос решался бы
раз и навсегда, единообразно для всех частных случаев. Такой выбор
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начала отсчета деформации не вызывает никаких возражений с точки
зрения принципиальной возможности использования его во всех без
исключения случаях. Помимо этого, в большинстве задач он наиболее
удобен и с точки зрения простоты получения решения. Сюда отно-
сятся прежде всего те задачи, в которых изучается деформация тел,
находящихся до приложения к ним рассматриваемых внешних воз-
действий в „естественном" (т. е. ненапряженном) состоянии.

Несколько иначе дело обстоит в тех случаях, когда требуется
определить деформацию тела, имеющего начальные напряжения. Хотя
и здесь „естественное" состояние может быть принято за начало
отсчета деформаций, однако в некоторых задачах такого рода иско-
мый результат получается значительно проще, если вести этот отсчет
от исходного напряженного состояния тела.

Подводя итог, можно констатировать, что выбор „естественного"
состояния тела за исходное для отсчета перемещений и деформаций,
не являясь безоговорочно наиболее рациональным, будет тем не менее
таковым для большинства задач. Поэтому в дальнейшем будем при-
нимать за исходные именно естественные положения точек тела,
специально оговаривая всякий раз отступления от этого общего пра-
вила. Единообразный выбор начала отсчета деформаций особенно
важен при рассмотрении удельной энергии деформации упругого тела
и вытекающих из нее формул, связывающих напряжения с деформа-
циями, поскольку эти формулы характеризуют механические свойства
не тела в целом, а его материала. В связи с этим не только жела-
тельно, но и необходимо иметь одинаковый, независимый от поста-
новки конкретных задач, подход к данным формулам.

Естественные положения точек тела суть такие, к которым они
стремятся при освобождении тела от всех действующих на него
внешних сил и всех наложенных на него связей. Ввиду этого любое
отклонение точек тела от „естественных" положений сопряжено
с необходимостью затраты механической работы, откуда следует, что
„естественному" состоянию тела соответствует наименьший уровень
энергии деформации, т. е.

Ф ( е у ) > Ф ( 0 ) . (14.1)

При этом можно положить

Ф(0) = 0, (14.2)

поскольку Ф(е^), как и любая другая функция, выступающая в роли
потенциала, определяется лишь с точностью до постоянного слагае-
мого. Нужно, кроме того, считать, что Ф (е^) является функцией,
монотонно возрастающей с увеличением по абсолютной величине
любого из своих шести аргументов (и при сохранении неизменными
остальных пяти). В самом деле, при этом точки тела будут удаляться
от своих естественных положений, а такой процесс в упругом теле
не может совершаться без затраты работы- Наконец, на основании
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формул (8.3) может быть установлено еще одно свойство удельной
работы деформации, а именно

дФ = 0 (при е ^ = (14.3)

(14.3) вытекает из того, что за исходное для отсчета деформаций
принимается состояние тела, свободное от напряжений. Из (14.2)
и (14.3) следует, что если попытаться аппроксимировать Ф(е^) в виде
ряда по степеням Е^, ТО суммирование в этом ряду надо начинать
с квадратичных членов, опуская свободный член и все члены, линейно
зависящие от деформаций.

Перечисленные выше свойства удельной энергии деформации имеют
место лишь при условии отсчета деформаций от „естественного"
состояния тела. При любом ином выборе начала отсчета высказан-
ные выше соображения утрачивают свою силу.

§ 15. Соотношения между напряжениями и деформациями
в изотропных упругих телах

Рассматривая удельную энергию деформации изотропного тела
как функцию от инвариантов Б^, Е 2, Е 3 , определяющихся форму-
лами (8.7), и пользуясь формулами (8.3) получим

, , дФ <Ж3дФ
дЕ-,

дФ (15.1)

Данное тензорное равенство объединяет в себе следующие шесть
равенств

* дФ , дФ , , „ , дФ /_ 1 .2

дФ

* _ дФ

дФ

дФ

дЕ3

дФ

дФ
х х tJV

1 2 \
z ~ т & x z )

1 2 \

дФ /1 \ \

— дЕя[2

 xv У* s»vexz) |

\)
дФ /1

(15.2)

дФ

дФ

Относя эти формулы к главным осям тензора деформации
(т. е. полагая в них е ^ = е ^ = е„г = 0), обнаруживаем, что при этом
и а* = а * = а * = 0 . Таким образом, в изотропных телах главные
оси тензоров напряжения и деформации всегда совпадают и, следо-
вательно, к этим двум тензорам применимы результаты, полученные
в § 15, гл. II.
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В частности можно написать

~ У З з1па>»Г~ ~ 2 ^ . 1

c o s 3 ?

(15.3)
Здесь
7у = Т у — -behj (компоненты девиатора тензора деформации) (15.4)

/С=\ — ; G* = i ^ ; u>* = f—?, (15.5)
о е 2. е

причем о*, о*, <]/ суть инварианты тензора о* , определяющиеся фор-
мулами 11(8.9), а е, е, ср— аналогичные инварианты тензора у^,
определяющиеся формулами I (8.5), (8.7), (8.9).

Формула (15.3) позволяет вычислять напряжения при заданных
деформациях лишь в том случае, если входящие в нее три смешан-
ных инварианта К*, G*, ш* будут известными функциями инвариантов
деформации. Эти три величины, задание которых в функции от
инвариантов деформации полностью характеризует механические свой-
ства изотропного материала, условимся в дальнейшем называть обоб-
щенным модулем объемного расширения (К*), обобщенным модулем
сдвига (О*) и фазой подобия девиаторов (ш*).

Смысл первого термина состоит в том, что при малых по сравне-
нию с единицей удлинениях и сдвигах К* оказывается равным отно-
шению среднего нормального напряжения к относительному измене-
нию объема, т. е. К* (при малых деформациях) является мерой
сопротивления изотропного материала изменениям его объема. Соот-
ветственно, смысл второго термина состоит в том, что при малых
удлинениях и сдвигах О* оказывается равным отношению среднего
касательного напряжения 11(5.7) к среднему сдвигу 11(5.11), т. е.
при малых деформациях является мерой сопротивления изотропного
материала деформации сдвига. Что касается третьей введенной выше
функции («*, то если она равна нулю, формула (15.3) принимает
следующий простой вид

а~*. = 20*Т; г (15.6)
где

т. е. при со* = 0 девиаторы напряжения и деформации оказываются
подобными (в смысле пропорциональности их компонентов). Отсюда
ясно, что со* является мерой отклонения изотропного материала от
закона подобия девиаторов и деформации.

Заметим, что в силу I (8.7) и II (8.9) мыслимые пределы измене-
ния фазы подобия девиаторов ш* ограничиваются неравенством
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Наряду с формулой (15.3), выражающей напряжения через дефор-
мации, можно на основании 11(15.10) написать обратную ей формулу

1 1 f cos (&!/*-«,«) ~

2GM COS 3 f

(0

выражающую деформации через напряжения.
Существенно отметить, что коэффициенты, входящие в эту фор-

мулу, выражаются через те же три смешанных инварианта К*, G*
и <о*, которые входят в коэффициенты формулы (15.3). Только если
в этой последней формуле вышеуказанные три инварианта следует
рассматривать как функции е, е и <р> то в формуле (15.9) их над-
лежит трактовать как функции о*, о*, ф*. Заметим, что в данном
указании нет никакого противоречия, поскольку, если К*> G*, ш*
известны как функции инвариантов деформации, то можно всегда
найти и их зависимость от инвариантов напряжения. Для этого надо
воспользоваться равенствами (15.5), выразив предварительно (на их
основании) е, е и ер как функции о*, а*, ф*.

Нетрудно установить взаимосвязь между К*, G*, ш* и частными
дФ дФ дФ „

производными удельной энергии деформации -^г, ^рг-> ~ш~- Д л я

этого надо привести шесть формул (15.2) к виду, аналогичному

формулам (15.3), и затем сравнить коэффициенты при 8у, -fij»

Т»ь "ijk в э т и х двух группах формул.
Однако значительно более простые выражения, связывающие

удельную энергию деформации с К*, G* и ш*, могут быть получены,
если рассматривать Ф не в форме (8.6), как это было сделано выше,
а в форме (8.10), т. е. как функцию е, е, ср.

Для вывода этих выражений используем следующий наиболее
краткий путь. Если рассматриваемое упругое тело изотропно, то,
как уже было показано, главные оси напряжения всегда будут
совпадать с главными осями деформации. На этом основании

d® = oJrfej + o;rfe8 + o;A,. (15.10)

Подставим сюда вместо главных значений тензора напряжений и
тензора деформаций их выражения согласно формулам I (8.8) и II (8.8).
Тогда получим

йФ = j a* de + 2а* c o s ( f — <р) de~+ 2oVsin ( f — ср) dtp, (15.11)

или, если воспользоваться обозначениями (15.5),

d<£> = K*ede-\-4G*7(cosu*d~e~-ir7sitno*df). (15.12)

Отсюда имеем

— = К*е; -^- = 4GVcosu>*; — = 4G*(e)2 sin «o\ (15.13)
де де ду
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На основании этих формул обобщенные модули К*, G* и фаза
подобия девиаторов со* выражаются через удельную энергию дефор-
мации следующим образом

1 дФ . r»__L,/V<w>Y!_i_ i /<эф\
e де 4e ' \ де / e* \ df)

c t g w * = —
дФ

(15.14)

(15.15)

Из (15.13) вытекает, что обобщенные модули упругости и фаза
подобия девиаторов, рассматриваемые как функции инвариантов
деформации, должны подчиняться трем дифференциальным соотно-
шениям

1 е д!С _ д (G* cos to*)

4 е де де

1 е дК* _ d(G* sin a>*)

4 е 2 dtp de

д (G* cos to*) _ 1 д (t#G* sin to*)

df e de

Можно получить и три дифференциальных соотношения, связывающих
К*, G*, со*, если их рассматривать как функции инвариантов напряже-
ния. Для этого надо вспомнить § 10, где было показано, что выра-
жение (10.2) для идеально упругих тел должно быть полным диф-
ференциалом. Учитывая при этом изотропность тела, можем написать

d<& = &xd (a*) -(- e2d (а*) -(- e^d (o*V (15.16)

Подставив сюда вместо е. и а* их выражения согласно I (8.8) и
II (8.8), получим

Ф = -„- eda* + 2е cos (f — ср) da* — 2а*е sin (f — ср) df =

1 а1

= ^ -^ do* + -^ [cos m*d (3*) — a* sin (»* df ].

Таким образом

дФ a* дФ а* COS ш* _ dФ ( а * ) 2 sin to*

da* ~ 9К* ' да* ~~~ G* " ' ~diF ~ G* '

Отсюда вытекают искомые дифференциальные соотношения
1 о* д / 1 \ д / cos to*

1 а*

"9"~QF

(15.17)

(15.18)

д / 1

K*

G*

д / sin

cos to-

G"

\ G'

2 s i n

(15.19)
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Формулы (15.15) и (15.19) налагают некоторые ограничения на АГ*,
О* и (в*. Так, например, если предположить, что обобщенный модуль
объемного расширения является функцией только инварианта е, то
формулы (15.15) немедленно показывают, что в этом случае ш* и G*
от данного инварианта зависеть не должны. Соответственно, пред-
положение, что фаза подобия девиаторов равна нулю, приводит
к заключению, что в этом случае К* и G* не должны зависеть от <р
(или ф*)-

Как уже указывалось, при малых по сравнению с единицей удли-
нениях и сдвигах величины К* и G* преобретают определенный меха-
нический смысл — становятся характеристиками сопротивления рас-
сматриваемого материала при изменениях объема и при сдвиге. Пола-
гая их постоянными и принимая, кроме того, что и>*=.0, из (15.3)
и (15.9) получаем

1 ~ (15.20)

)

Равенства (15.20) выражают простейшую мыслимую форму связи
между напряжениями и деформациями в изотропном упругом твердом
теле — закон Гука. Поскольку этот закон обычно справедлив только
при малых по сравнению с единицей удлинениях и сдвигах, напряже-
ния в (15.20) не отмечены звездочками (см. § 7, гл. II).

В заключение следует указать, что в настоящее время состояние
физики твердых тел еще не дает возможности определять удель-
ную энергию деформации, а следовательно, и функции К*, G* и <о*
теоретическим путем. Для этого наши познания относительно вну-
тренних сил, связывающих между собою частицы твердого тела, еще
недостаточны. Поэтому для определения механических свойств мате-
риалов остается лишь один путь — путь эксперимента. При этом
на основании вышеизложенного можно утверждать, что для описания
механических свойств идеально упругого изотропного тела, в наибо-
лее общем случае, достаточно определить три функции: К*, G* и <о*,
связанные между собою дифференциальными соотношениями (15.15)
и (15.19). Коль скоро эти функции известны, всегда можно написать
как формулы, выражающие напряжения через деформации, так и
обратные им формулы, выражающие деформации через напряжения.

§ 16. О связи между напряжениями и деформациями
в анизотропных телах; главные направления анизотропии

Изотропные упругие тела вполне симметричны по своим механи-
ческим свойствам. Последнее вытекает из того, что для этих тел
удельная энергия Ф (е^-) не изменяется при повороте главных осей,
если при этом значения главных компонентов деформации остаются
без изменения. Значения главных напряжений в любой точке изо-
тропного упругого тела полностью определяются значениями главных
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деформаций (и наоборот), причем главные направления тензоров
напряжения и деформации совпадают (см. предыдущий параграф).

Механические свойства анизотропных тел гораздо более сложны,
поскольку в данном случае удельная энергия Ф (е^) является функ-
цией не только главных удлинений, но и функцией главных напра-
влений деформации. В таких телах значения главных напряжений
зависят как от величины главных удлинений, так и от направления
главных осей деформации, причем главные направления тензоров
напряжений и деформации, вообще говоря, отличаются друг от друга.

У анизотропных материалов функциональная зависимость удельной
энергии деформации от компонентов деформации изменяется при
переходе от одних координатных осей к другим, т. е. упругие свой-
ства материала по-разному описываются в различных системах коор-
динат. При этом два анизотропных материала следует считать тожде-
ственными в отношении сопротивления их деформации, если можно
указать для них две такие связанные с ними системы координат,
в которых выражения удельной энергии деформации для того и другого
материала будут тождественны.

Здесь на первый взгляд возникает следующая принципиальная
трудность. Предположим, что структура анизотропного материала
не обладает элементами геометрической симметрии. Тогда, с точки
зрения описания механических свойств такого материала, любые три
взаимно-перпендикулярных направления, казалось бы, являются равно-
правными, что по существу было бы равносильно невозможности
установления инвариантных механических характеристик для этого
материала.

Спрашивается: как тогда можно сравнивать свойства таких мате-
риалов и убеждаться в том, что они одинаковы? Ведь из того факта,
что два каких-либо материала обладают разными выражениями для
удельных энергий деформации, еще не следует, что при некотором
взаимном повороте координатных осей данные выражения не совпа-
дут. А как выбрать такой поворот — неизвестно. Может быть, однако,
предложен следующий выход из этого затруднения.

Пусть деформация имеет вид

т. е. пусть она сводится к изменению объема (всестороннему рас-
ширению или сжатию). В изотропных материалах, как это следует
из (15.3), такая деформация вызывается напряжениями вида

которому соответствуют значения главных напряжений

G\ = а 2 = °3 = Р- (16.3)

Иными словами, деформация рассматриваемого типа вызывается
в изотропном материале всесторонним растяжением (или сжатием).
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Иначе — у анизотропных материалов. Ввиду несимметрии их механи-
ческих свойств, тензору деформации (16.1) будет соответствовать
некоторый тензор напряжения

°Ь = 3 ^(«)«. (16.4)

полностью определяющийся при задании инварианта е.
Симметричный тензор второго ранга

(16.5)

являющийся одной из основных механических характеристик анизо-
тропного тела, назовем тензором модулей объемного расширения. Как
и всякий симметричный тензор второго ранга, Кц имеет три взаимно-
перпендикулярных направления, которым соответствуют экстремаль-
ные значения элементов главной диагонали его матрицы, причем на
площадках, перпендикулярных данным направлениям,

Главные направления тензора Кц условимся называть главными
направлениями анизотропии.

Из вышеизложенного следует, что на площадках, перпендикуляр-
ных этим направлениям, при всестороннем расширении (или сжатии)
материала будут действовать только нормальные напряжения. Понятие
главных осей анизотропии позволяет устранить произвол в подходе
к описанию механических свойств анизотропных материалов самого
общего вида, поскольку тем самым появляется характерная, связан-
ная с частицами материала, декартова система координат. Теперь
можно сказать, что два анизотропных материала тождественны по
своим механическим свойствам, если выражения для их удельных
энергий деформаций, будучи отнесены к главным осям анизотропии,
тождественны.

В предыдущих рассуждениях речь шла не об анизотропном теле,
а об анизотропном материале. Это не случайно, поскольку из одного
и того же анизотропного материала можно выполнить два тела оди-
наковой формы, но различных по сопротивлению деформации. Дей-
ствительно, один и тот же (с точки зрения его физических свойств)
анизотропный материал может быть распределен в пределах задан-
ного объема по-разному—в смысле изменения главных направлений
анизотропии при переходе от одной точки к другой.

Если в каждой точке тела механические свойства материала оди-
наковы, а главные направления анизотропии параллельны осям неко-
торой декартовой системы координат, то такое анизотропное тело
мы будем называть однородным по отношению к декартовым коор-
динатам.

Из сказанного следует, что неоднородность анизотропных тел
может обусловливаться как изменением механических свойств мате-
риала тела при переходе от одной точки к другой, так и измене-
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нием главных направлений анизотропии (при постоянных свойствах
анизотропного материала). В качестве характерного примера можно
привести поликристаллические тела (металлы или их сплавы), состоя-
щие из хаотически распределенных малых кристаллических зерен.
Хотя материал таких тел и анизотропен, однако, ввиду того что
главные оси анизотропии имеют в данном случае беспорядочную
ориентацию, резко изменяя свои направления при переходе от одного
зерна к другому, —тело в целом ведет себя как статистически изо-
тропное.

Если для одного и того же анизотропного материала можно ука-
зать две такие системы координат XYZ и X'Y'Z', в которых выраже-
ния удельной энергии деформации Ф (е Л и Ф (е^ Л будут по виду

тождественными, то это означает, что механические свойства рас-
сматриваемого материала будут описываться в вышеуказанных систе-
мах координат идентично. Последнее свидетельствует об определен-
ного рода симметрии данных свойств.

Так, например, если удельная энергия деформации сохраняет свой
вид в любых двух системах координат, зеркально симметричных
относительно некоторой плоскости, то это означает, что и механи-
ческие свойства материала так же симметричны относительно этой
плоскости. Соответственно, если Ф(е^) остается без изменения при
повороте системы координат на любой угол вокруг некоторой оси,
то это означает, что данная ось является осью симметрии механиче-
ских свойств.

Примерами упругих анизотропных тел являются кристаллы (в пре-
делах достаточно малых удлинений и сдвигов). Несимметрия механи-
ческих свойств кристаллов обусловливается несимметрией структуры
их молекулярных решеток, вследствие чего не все направления для
кристалла являются равноправными.

Чем большим числом элементов симметрии обладает кристалли-
ческая решетка, тем более симметричными будут и механические
свойства кристалла.

Следует отметить, что при достаточном совершенстве симмет-
рии анизотропного материала та трудность, о которой выше шла
речь, отпадает, поскольку при этом в качестве главных осей ани-
зотропии можно принять оси геометрической симметрии кристалла.
Когда это возможно — именно так и поступают.

§ 17. Термодинамика обратимой деформации

Рассмотрим частный случай, когда удельная энергия деформации
является функцией только изменения объема I (12.4), т. е.

(17.1)

где
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Тогда формулы (15.2) дают

~Г гг)-Г у уу zz 4

 у г ) \ |

(17.2)
!•

• • )
Отнеся эти выражения к главным осям тензоров напряжения

и деформации, получим

(17.3)

Но согласно II (7.20)

(1 + £.) D
01 = -

D
-о,. (17.4)

Подставив в формулы (17.3) вместо а* их выражения через истин-
ные главные напряжения о ,̂ находим

al = a2 = a3 = p = 2D-jj-=-Tjr.• (17.5)

Таким образом, в рассматриваемом теле все три главных напря-
жения равны друг другу. Но тогда (как в этом нетрудно убедиться,
воспользовавшись формулами § 2, гл. II) любые три взаимно-перпен-
дикулярных направления могут быть приняты за главные, т. е. на
любых площадках, выделенных внутри тела или на его границе,
будут действовать только нормальные напряжения, причем все они
будут равны. Иными словами, рассматриваемое тело является газо-
образным (или жидким), причем (17.5) есть уравнение его состояния.

Вышеуказанные рассуждения приведены не столько для того,
чтобы показать общность полученных ранее результатов, сколько
для того, чтобы стало ясно, что соотношения между напряжениями
и деформациями (8.3) являются по своему физическому смыслу ана-
логами уравнения состояния для газов. Поскольку газообразное тело
совершает (или поглощает) работу только при единственном виде
деформации — изменении объема, его состояние описывается всего
лишь одним уравнением. Твердые упругие тела сопротивляются любым
видам деформации, в соответствии с чем их состояние описывается
шестью уравнениями (по числу величин, полностью характеризующих
деформацию). В уравнение состояния газа, помимо напряжения (дав-
ления) р и деформации (изменения объема), входит как существенное
переменное еще и температура Т. Последняя в предшествующих
рассуждениях нами не рассматривалась, так как температурные
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изменения, сопровождающие процесс деформации, считались настолько
незначительными, что их влиянием можно было пренебречь.

Осветим теперь этот вопрос более подробно.
Считая процесс деформирования достаточно медленными и пре-

небрегая на этом основании инерционными силами, можем написать

Здесь 8 Е — приращение внутренней энергии;
8 Q — приращение количества тепла;
ЬА— приращение работы, затрачиваемой на деформацию;

причем все эти три величины предполагаются отнесенными к единице
первоначального объема тела. Равенство (17.6) выражает закон со-
хранения энергии для произвольного бесконечно малого объемного
элемента, выделенного из деформируемого тела. Согласно второму
началу термодинамики, в случае обратимого процесса

(17.7)

где Т— абсолютная температура;
5 — отнесенная к единице первоначального объема энтропия.
На основании (17.7) формула (17.6) приводится к виду

; T i j . (17.8)

Здесь dE и dS—полные дифференциалы. Однако ввиду наличия
множителя Т отдельные слагаемые, входящие в правую часть (17.8),
вообще говоря, полными дифференциалами не будут. Предположим,
что в течение деформации температура остается постоянной:
Г—7*0 — const. Тогда из (17.8) следует, что

d ( E — T0S) = ^ t J . (17.9)

Откуда вытекает, что при изотермическом обратимом процессе
деформирования выражение o^Sfy (как это было уже указано ранее
в § 8)-—есть полный дифференциал.

К аналогичному заключению придем и в случае адиабатического
деформирования, поскольку тогда 8Q = О, S = const,

(17.10)

Однако соотношения между напряжениями и деформациями для
одного и того же тела не будут тождественными в этих двух слу-
чаях, поскольку для первого из них

Ф = Е — 7-0S, (17.11)

а для второго

Ф = Е. (17.12)
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Как известно из термодинамики, различие между адиабатическим
и изотермическим деформированием газообразных тел в смысле со-
противления этих тел деформации оказывается весьма существенным.
Для твердых тел (поскольку они гораздо более жестки, нежели
газообразные тела) при изотермическом их деформировании второй
член правой части формулы (17.8) оказывается значительно больше
первого. Тем самым различие между адиабатическим и изотермиче-
ским процессами деформирования твердых упругих тел оказывается
сглаженным, так что практически между ними можно не делать раз-
личия. Подробнее об этом см. [14], § 121.

§ 18. Классификация задач теории упругости
Как было выше установлено, полная система уравнений, описы-

вающая равновесие произвольного упругого тела под действием
заданных внешних сил и при заданных условиях закрепления,
составляется из следующих групп формул:

1) шести соотношений, выражающих компоненты деформации,
через производные от трех компонентов перемещения и, v, w,

2) трех уравнений, выражающих условие равенства нулю глав-
ного вектора всех сил, действующих на произвольный выделенный
из тела бесконечно малый объемный элемент;

3) шести соотношений, связывающих между собою напряжения
и деформации и характеризующих сопротивление материала тела
любым видам деформации.

Неизвестными в перечисленных выше 15 уравнениях являются
три компонента перемещения и, v, w, шесть компонентов напряже-
ния а*, и шесть компонентов деформации е -̂.

Весьма существенным обстоятельством, значительно затрудняю-
щим подход к решению задач теории упругости, является то, что
все эти уравнения нелинейны относительно вышеуказанных неизвестных.

Полная (или хотя бы частичная) их линеаризация возможна лишь
при соблюдении ряда условий, каковые были подвергнуты исследо-
ванию в данной и двух предыдущих главах.

При этом было установлено, что возможность линеаризации пер-
вых двух групп формул (соотношений между деформациями и пере-
мещениями и уравнений равновесия объемного элемента) определяется
чисто геометрическими факторами: величиной удлинений, сдвигов
и углов поворота по сравнению с единицей и по сравнению друг
с другом. Что касается третьей группы формул, то возможность ее
линеаризации определяется физическими свойствами материала тела,
т. е. тем, следует ли он линейному закону Гука, или нет, в преде-
лах тех значений деформаций, которые представляют интерес для
рассматриваемой задачи. Хотя область, в которой закон Гука спра-
ведлив, ограничивается, как и в предыдущем случае, степенью ма-
лости деформаций, однако сравнивать их надо не с единицей,
а с некоторыми характерными для каждого конкретного материала
физическими константами, именуемыми пределами пропорциональности,
которые, как правило, сами весьма малы по сравнению с единицей.
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Таким образом, в теории упругости можно говорить о нелиней-
ностях двух типов — геометрической и физической. Их можно счи-
тать не связанными друг с другом, поскольку, как это неоднократно
подчеркивалось в главе I, малость удлинений и сдвигов не влечет
за собою малости углов поворота и наоборот. Поэтому может ока-
заться, что, несмотря на достаточную малость удлинений и сдвигов,
линеаризировать уравнения равновесия и формулы для компонентов
деформации будет нельзя ввиду значительности углов поворота.
Может также оказаться, что несмотря на достаточную малость, по
сравнению с единицей, удлинений, сдвигов и углов поворота будет
возможна только линеаризация формул для деформаций и уравнений
равновесия и нельзя будет линеаризировать соотношения между
напряжениями и деформациями, так как деформации превосходят
предел пропорциональности.

В связи со сказанным следует обратить внимание на одну прин-
ципиальную ошибку, иногда допускаемую в работах по теории
упругости и состоящую в том, что при рассмотрении соотношений
между напряжениями и деформациями в нелинейной форме считают
необходимым удерживать в уравнениях равновесия и формулах для
компонентов деформации степени и произведения неизвестных до
того порядка, какой сохранен в соотношениях между напряжениями
и деформациями. Из вышеизложенного ясно, что такого рода после-
довательность носит формальный характер, ибо условия линеариза-
ции тех и других групп формул базируются на совершенно различных
основаниях.

Все задачи теории упругости, по признаку допустимого для них
объема упрощений основных уравнений, могут быть подразделены
на следующие четыре класса:

1) линейные физически и геометрически;

2) нелинейные физически, но линейные геометрически;
3) линейные физически, но нелинейные геометрически;

4) нелинейные и физически и геометрически.
В задачах первого типа углы поворота будут величинами одного

порядка малости с удлинениями и сдвигами, а последние будут на-
ходиться в пределах справедливости закона Гука для рассматри-
ваемого материала. Простейшим примером задач этого типа является
растяжение прямого стержня силами, вызывающими в нем напряже-
ния, не превосходящие предела пропорциональности.

В задачах второго типа удлинения и сдвиги будут так же, как
и в предыдущем случае, малы по сравнению с единицей, а углы
поворота — величинами одного порядка с удлинениями и сдвигами.
Однако деформации будут превосходить предел пропорциональности,
что потребует написания зависимостей между напряжениями и дефор-
мациями в нелинейной форме. Пример задач такого типа можно по-
лучить на основе примера, рассмотренного выше, осложнив его
предположением, что напряжения в растягиваемом стержне превос-
ходят предел пропорциональности.

156



В задачах третьего типа углы поворота будут существенно велики
(при деформациях пренебрежимо малых по сравнению с единицей
и не превосходящих предела пропорциональности). В качестве при-
мера задач этого типа можно указать на изгиб тонкой стальной
полосы. Известно, что полосы из хорошей стали можно изгибать
в кольцо, а после этого они выпрямляются без всяких следов оста-
точных деформаций, что свидетельствует о том, что в них, даже при
весьма больших перемещениях и углах поворота, напряжения не пре-
вышают предела текучести (который для стали близок к пределу
пропорциональности).

Наконец, в задачах четвертого типа деформации будут выше пре-
дела пропорциональности, а углы поворота настолько велики, что
потребуют учета нелинейных членов в формулах для коэффициентов
деформации и в уравнениях равновесия объемного элемента тела.

С такого рода задачами можно встретиться, рассматривая рав-
новесие весьма податливых упругих тел (например, выполненных из
резины, винипласта или какого-либо другого аналогичного материала).



ГЛАВА IV

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ КООРДИНАТЫ

Предыдущее изложение основывалось на том, что начальные
и конечные положения точек деформируемого сплошного тела были
заданы их проекциями на оси декартовой системы координат. Этот
способ описания деформации наиболее рационален с точки зрения
простоты вывода формул механики сплошных сред, а также и с точки
зрения простоты вида этих формул. Но не всегда, однако, данный
способ целесообразен с точки зрения простоты решения задач. Не-
которые задачи решаются значительно проще, если вместо декарто-
вых координат определять положение точек тела до его деформации
в некоторой криволинейной системе координат, специально подо-
бранной, исходя из условий постановки рассматриваемой конкретной
задачи. Общим правилом, которым при этом следует руководство-
ваться, является стремление выбрать криволинейные координаты
таким образом, чтобы границы рассматриваемого тела входили в число
координатных поверхностей. Тогда краевые условия формулируются
наиболее просто, что обычно облегчает построение решения.

В настоящей главе результаты предыдущих глав распространяются
на случай, когда положения точек тела до деформации задаются
в произвольной криволинейной ортогональной системе координат.
Неортогональные криволинейные координаты не рассматриваются,
поскольку они приводят, как правило, к весьма громоздким уравне-
ниям, затруднительным для решения.

Хотя известны некоторые примеры, когда использование неор-
тогональных криволинейных координат способствовало решению
конкретных задач, однако эти примеры столь немногочисленны, что
ради них нет смысла развивать изложение книги в данном направлении.

§ 1. Некоторые сведения из теории ортогональных
криволинейных координат

Введем три параметра: av a2, а3, которые свяжем с декарто-
выми координатами произвольной точки х, у, z тремя уравнениями

х = /i(ai> 02, а3) ^

(1.1)
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Полагая в этих формулах а2 — const, a3 = const и считая пара-
метр a t переменным, получим семейство кривых, заданных в пара-
метрической форме. Данное семейство назовем «координатными ли-
ниями a t». Аналогично, придавая постоянные значения параметрам alf

а3 и изменяя с^, получим второе семейство кривых — координатные
линии <х2. Наконец, последнее, третье семейство кривых (коорди-
натные линии ос3) получим, считая постоянными параметры аи а2

II переменным — параметр а3.
Если принять, что зависимость, выражаемая формулами (1.1),

взаимно-однозначна (что может быть достигнуто как путем выбора
вида fv /2, /3, так и путем надлежащего ограничения области изме-
нения аи <х2 и а3), то через
каждую точку пространства
(или только некоторой его
области, представляющей
интерес в рассматриваемой
задаче) будет проходить
лишь по одной линии от
каждого из трех указанных
выше семейств. Совокуп-
ность значений параметров
ai> a2> аз> соответствующая
пересечению данных трех
кривых, и может тракто-
ваться как координаты точ-
ки М(х, у, z) в криволи-
нейной системе <xv a2, a3.

Наряду с понятием ко-
ординатных линий может
быть введено понятие ко-
ординатных поверхностей. Придадим
постоянное значение, а a t и а2 будем считать переменными. Тогда
системе формул (1.1) соответствует некоторая поверхность. Мно-
жеству возможных постоянных значений а3 будет соответствовать
некоторое семейство поверхностей, которые условимся называть
координатными поверхностями a3 = const. Аналогично можно полу-
чить еще два семейства координатных поверхностей: ах = const
и a2 = const. Ввиду взаимной однозначности связи между х, у, г
и av a2, a3, через каждую точку М будет проходить только по од-
ной координатной поверхности от каждого из трех указанных выше
трех семейств. Координатные линии a t и а2, проходящие через М,
будут лежать на поверхности а3 = const, координатные линии ах

и а3 — на поверхности a2 = const и координатные линии а2, а3 — на
поверхности a t = const (рис. 27).

Обозначим единичные векторы, касательные к координатным ли-
ниям аи a2, a3 и направленные в сторону возрастания этих пара-
метров, через kv k2, k3. Данные три вектора образуют в каждой
точке триэдр локальных координатных осей. Метод криволинейных

Рис. 27.

параметру а3 какое-либо
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координат состоит в том, что при рассмотрении поля векторов (на-
пример, поля перемещений или скоростей точек сплошной среды)
каждый вектор проектируется на оси локального триэдра, построенного
именно в той точке, где данный вектор приложен. Ввиду того что
направления вышеуказанных координатных осей klt fc2, ks изменяются
при переходе от одной точки к другой, проекции на эти оси не
будут подчиняться известному из теории декартовых координат пра-
вилу, согласно которому проекция производной вектора равна произ-
водной от его проекции (речь идет о дифференцировании по о^).

Рассмотрим этот вопрос более подробно. Три уравнения (1.1)
могут быть заменены одним векторным

R = R(<zlt a 2, oj). (1.2)

Если положить здесь а^ — const, a3 = const и изменять av то
конец вектора R будет перемещаться вдоль одной из координатных
линий av

В соответствии с этим

^da^k.ds,, (1.3)

т. е. вектор -*—da
t
 будет по величине равен приращению дуги ли-

нии (*! при изменении криволинейной координаты на da
v
 а по направ-

лению будет совпадать с k
v
 Проекции ̂ — на оси XYZ, в силу (1.1),

(7а 1

будут равны - ^ , -^-, ~ , и, следовательно, длина этого вектора

(которую обозначим через /Ух) определится формулой

На основании (1.3) и (1.4)

_ 1 dR . _ 1 dR
Аналогично

где

dR dR
суть длины векторов -j— и -з— •J r da« да3

Ни Н2, Н3 будем называть параметрами Ляме. Эти три пара-
метра равны, как это видно из (1.5), отношениям приращений дуг
координатных линий к соответствующим приращениям криволиней-
ных координат.
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В дальнейшем ограничимся рассмотрением только ортогональных
криволинейных координат, т. е. таких, у которых координатные ли-
нии av ot2, a3 пересекаются под прямыми углами. Условиями этого
являются векторные равенства

dR < W _ n « « _ п dR dR _ n

да, ' д*г ~ ' да? ' да3 ~
 U > дах ' даъ ~

V (1'Ь)

ИЛИ

k1-k2 = k2- ft3 = ft1-ft3 = 0. (1.7)

В развернутом виде эти равенства запишутся следующим об-
разом

дх дх , ду ду . дг дг дх дх _, dy dy _•_ йг бг
dax да^ "Т" ̂ a t da2 ' с Ц <?а2 " daj (?a3 ' д^ das ' dat das

_ . ^ £ ^ , ду_ду_ , J ? £ j t e _ _ Q /j g4

Выясним правила дифференцирования единичных векторов kj
по а,. Тем самым будут установлены и правила дифференцирования
любого вектора T(av а%, а3), поскольку он может быть представлен
в виде

T=T1kl-\-Ttkt-{-Tah. (1.9)

Производные -^- будут образовывать векторное поле, причем

в соответствии со сформулированным выше правилом будем пред-
ставлять их в форме

^ , (1.10)

Mm) dkj
где Oji —проекция вектора-^-^ на направление kn

да;
(1Л1)

Чтобы выразить данные величины через параметры Ляме (1.4),
проще всего исходить из тождества

* * ' * • • • • • - " • - • | . ( 1 . 1 2 )

На основании (1.12) определение О}* сводится к определению ска-
лярного произведения

d(H.kA

(1.13)

которое может быть найдено путем следующих рассуждений.
Подставив в тождество
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выражения

-«—ЯЛ.

находим вспомогательное дифференциальное соотношение

-

(1.15)

(1.16)

на основании которого искомое скалярное произведение (1.13) запи-
сывается в виде

^ ) __ 1 г
а,- — 2 L то

1 |

2 1 da,-

**fa д (

Если далее учесть, что на основалш (1.16)

„ . д(Hmkm) д{ЧтЧт)

то из (1.17) можно получить

т т d ~

I

да

mHtim.ki) diHiHjki-kj) \

Щ д ^ )* ( 1 Л 9 )

с-20)

Как в этой, так и в предыдущих формулах, ввиду предполагае-
мой ортогональности криволинейных координат

(при p = q);

(при р Ф q).

Используя (1.12), (1.19) и (1.20), можно найти 0,'Г' при любых
возможных сочетаниях /, j , т.

Поскольку эти индексы могут принимать значения 1, 2, 3, по-
стольку, вообще говоря, число коэффициентов Gffi равно З 3 = 27.
Однако большая часть их будет равна нулю, а именно
„(1) р(2) р(3) р(1) р(2) .-,(1) -̂,(3) р(2) р(3)

= O12

Остальные 12 коэффициентов определяются формулами

^(2) ^(1) 1 $Н^ ^,(3)
U 1 1 " 2 1 : "77 ХГ~ ', " 1 1 =

1 2 -

Г,(3) (2)

(1.22)
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Таким образом, если криволинейные координаты ортогональны,
то число различных коэффициентов в формулах вида (1.10) сво-
дится всего к шести, причем эти коэффициенты простым образом
выражаются через параметры Ляме.

На основании полученных результатов можем написать следующие
весьма важные для дальнейших рассуждений равенства

1 дНп
да3

 П*

1 д

H

даг

дк»
да?,

дал

g- =

Hi

1

Яо

1

я3

i

да*

дН3

do-i

дНг

да3

1 О

• ц ,

Ь •
« 1 ,

hi
kx

да„

дк3
ИЛ;

1
ТУ»

_1_ ^Яо
7/i dat

1 ^Я;

, (1-23)

позволяющие дифференцировать единичные векторы kj по криво-
линейным координатам.

Достаточно запомнить первые три из них, чтобы получить затем
остальные шесть путем циклической перестановки индексов (1, 2, 3).

Для неортогональных криволинейных координат формулы, ана-
логичные (1.23), значительно более громоздки как за счет увеличе-
ния в них числа членов, так и за счет усложнения вида коэффи-
циентов. В основном именно эта неблагоприятная особенность
неортогональных координат и препятствует их использованию.

Из (1.23) следует, что параметры Ляме Ни Нг, Нъ не являются
вполне независимыми друг от друга. Они должны подчиняться шести
дифференциальным соотношениям, которые могут быть получены
следующим образом.

Рассмотрим тождество

да*
(1.24)

и подставим в него вместо И -д—
да»

их значения согласно (1.23).

Тогда, после выполнения дифференцирований и подстановки вместо
производных от единичных векторов kv k2, к3 их значений по фор-
мулам (1.23), получим

f
сЦ V H д )

1

Нп
. 1 дНх дНп

Н—7л ~ да

( 1 дНх \
\Щ'да~3~)~

з )
дНл

Н«Н3

•}*з- (1-25)

163



Данное векторное равенство должно выполняться тождественно,
откуда, в силу ортогональности kx и fc2, следует, что

д / 1 дНъ\ д / 1 дНг-
даз

__ Л

\ Нг das

дН
х дНу =

(1.26)

Рассматривая другие тождества, аналогичные (1.24), можно полу-
чить еще четыре дифференциальных соотношения между параметрами
Ляме. Не будем их, однако, выписывать, поскольку они могут быть
получены из (1.26) циклической перестановкой индексов.

§ 2. Формулы для компонентов деформации в произвольной
ортогональной системе координат

Пусть положение произвольной точки М до деформации опре-
деляется радиусом-вектором R(av a2, а3), где aj—некоторые орто-
гональные криволинейные координаты. Тогда положение той же
точки после деформации будет определяться вектором

где iij—проекции вектора перемещения и на оси локального три-

эдра, построенного в точке М.

Рааыотрим, наряду с точкой М, бесконечно к ней близкую
точку Niai + da.!-, a j-f-^; а з + ^ аз)- Ее положение до деформации
задается вектором (рис. 28)

3H3 da3, (2.2)
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а после деформации — вектором

Подставив D (2.3) вместо и его выражение

и = u1k1 + a2k2 + u3k3 (2.4)

и учитывая правило дифференцирования единичных векторов kj,
выражаемое формулами (1.23), получим

da2 -f- (j e23 — о)х k2 -f

, (2.5)

где:

1 1
J [

J дН^
(<>На дая

нхн%

633

irHx дах

1 дНа

_ . _ « i d (и,\ н, д /Ul

е - е -«is - «31 -

«23 - *32 -
д (ия

На основании (2.5) получаем

дЯ* =

дах

dR<

Y
 еп + шз) н\

у «23 +

~д^ = [("2" *» + (т «зз) *з] Н 8

(2.6)

(2.7)

. (2.8)
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Эти три вектора касательны к линиям a l f <x2, a3 в теле после
деформации (т. е. к тем линиям, на которых размещаются точки
тела, находившиеся на координатных линиях av a^, a3 в теле до де-
формации). Обозначив единичные векторы, касательные к данным
линиям, через k\, k\, **, находим, что

и* 1 dR' \

4~ ( у «is — «

. (2.9)

Л 1 dR*

1

1+1Е<кдг

3

1
д'\

1 dR*

* .
Г/1

К

e22) k2 + ^

^j k2

i)*s]

Здесь

(1 4- £«,) = (1 4- enf 4 - (-j ei2 4 - «>з)2 4- (^ «и — о.2)
2

(1 4- £«,) - (j еа — ш3)
2 4- (1 4- e22f 4- ( у е23 •+- ̂ J

(1 + Е J - ( | е18 + ">2)
2 + ( j е23 - о):)2 4- (1 4- е33)

2

(2.10)

Смысл Eai, E^, Ещ, будет пояснен несколько ниже. Формулы (2.9)
выражают векторы Л*, Jfe*, Jfe* путем их разложения по направле-
ниям kv k2, k3. Поскольку и те и другие векторы суть единичные,
причем kj взаимно-ортогональны, коэффициентами в правой части (2.9)
являются косинусы углов между соответствующими единичными
векторами

1
еп — ш з

и т. д. (2.11)

Вектор, соединяющий точку М с точкой N, будет равен до дефор-
мации

MN = dR = Hfa day -\- H2k2 da2 + H3k3 da3, (2.12)

а после деформации M*N* = dR*.
Составим разность квадратов

M*N* I2 — | MN 2 = (ds*)2 — (rfs)2 = 2£M,v ( 1 4 - 4" EMN) . (2.13)
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где, как и в § 2, гл. I, EMN есть относительное удлинение в точке М
в направлении точки N.

Возводя векторы dR и dR* в квадрат и учитывая взаимную
ортогональность kv k2, k3, получаем

-\- S J J W ^ dax da2 ~\- &nH1H3 dat da3 -\- £23H2H3 ^ а 2 ^яз> (2-14)

где

hi = en + T

-12 = «12 + «И ) + «22(y«12 + ") 3 )+ j (2-15)

(цикл.) J

суть компоненты деформации в ортогональной системе криволиней-
ных координат ах, а2, а3. Формула (2.14) вполне аналогична 1(2.8).
Действительно, если ввести обозначения

l = cos(MN, *!>; а == cos (MM k2); ч = cos (MN, к3), (2.16)

то выражение (2.14) приводится к виду

+

Данная формула позволяет вычислять относительное удлинение
в произвольной точке тела М (av a2, а3) в любом направлении
X, |i, v, коль скоро заданы компоненты деформации (2.15). Из (2.15)
следует, что относительные удлинения по направлениям kv k2, k3

будут

— 1 .

На основании вышеизложенного могут быть получены также и
выражения, определяющие углы сдвига между волокнами, перво-
начально направленными по kv k2, k3

s i n ^12 = Ti-X-p-ТТГлГр-Т : S i n ?w = 7ГП

sin CP9« = - A

Поскольку при описании деформации в ортогональных криволи-
нейных координатах относительное удлинение EMN выражается фор-
мулой (2.17), вполне аналогичной 1(2.8), вся теория определения
главных направлений деформации, изложенная в § 7 гл. I, может
быть перенесена без изменений и на случай ортогональных
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криволинейных координат; тогда главные значения компонентов
деформации будут определяться из уравнения

1 1
e l l e о £12 ~9" Ё13

1
2

 S12

1
"2"si3

В23

1
Tf S23

= 0,

имеющего следующий развернутый вид

е3 — Е ^ 2 -f- Е2е — Е 3 = 0,

(2.20)

(2.21)
где

'33

^̂ — р р I р р I р р ^^^ /р2 | р2 I g.2 д
! Е 1Г22 I E22 e33 I Е33£11 ~J К 12 ' 13 f̂  S 23 j

е

1
2

1
2

11

е12

е13

о 1̂2

1
"о"е23

2

1
2

е 1 3

S 23

5 3 J )

(2.22)

Заметим, что эти три инварианта идентичны тем, которые были
введены в § 8 гл. I, поскольку очевидно, что значения главных
удлинений Ev E2, Е3, а следовательно, и корни уравнений (2.21) и
1(8.1) должны быть одинаковыми, независимо от выбора способа
описания деформации.

Так как все прочие введенные в первой главе инварианты можно
рассматривать как функции от Ех, Е2, Е 3 , то отсюда следует, что
при их вычислении можно пользоваться компонентами деформации
в криволинейных координатах, подставляя их вместо соответствую-
щих (по месту, занимаемому в матрице) компонентов деформации
в декартовых координатах.

§ 3. Уравнения равновесия объемного элемента
в ортогональных криволинейных координатах

Рассмотрим две бесконечно близкие точки М(av a^, <ц) и
N(aj-1-daf, a.2-\-da2; a3 + da3) и выделим мысленно из сплошного
тела бесконечно малый объемный элемент, ограниченный шестью
координатными поверхностями, которые могут быть проведены через
указанные выше две точки. В положении до деформации этот объем-
ный элемент будет (с точностью до малых высшего порядка) прямо-
угольным параллелепипедом (поскольку линии alF a2, Oj предпола-
гаются ортогональными). Величины и направления его ребер будут
определяться векторами

a2; H3k3da3.
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После деформации данный прямоугольный параллелепипед пре-
вратится в косоугольный с ребрами

причем единичные векторы Л*, ft*, At* выражаются через единичные
векторы klt k2, k3 формулами (2.9). Грани косоугольного параллеле-
пипеда, проходящие через точку М*(<г,, a2, a3), будем называть основ-

•>• •*•

ными, а действующие на них напряжения обозначим — о „ , —Од,,
•> •>

— оп> (при этом напряжение —<з„ пусть действует на той грани,

Рис. 29.

которая до деформации была перпендикулярна координатой линии а ().
Тогда поверхностные силы, приложенные к основным граням косо-
угольного параллелепипеда, будут равны

где $[, S*, S*3 — площади соответствующих граней.
До деформации параллелепипед является прямоугольным, и, сле-

довательно, в этом случае площади его граней равны

Sj = Н2Н3 da2 da3; 5 2 = НгН3 d<xt d<x3; 5 3 = Н^ Н2 da, da^, (3.1)

определяясь как-произведения длин ребер параллелепипеда. Отсюда
поверхностные силы, действующие на грани косоугольного параллеле-
пипеда, могут быть определены формулами

da3;
(3.2)
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Что касается поверхностных сил, приложенных к трем остальным
(не основным) граням косоугольного параллелепипеда, то они равны
следующим выражениям

S*. •>
- £ - опН2Н3 a3-f- - ц dat da2 d<z3

zt d<x2 da3

(3.3)

отличаясь на бесконечно малые приращения от поверхности сил,
действующих на основные грани (в соответствии с теми прираще-
ниями, которые получают криволинейные координаты при переходе
от основных к неосновным граням). Если направления внешних
нормалей к неосновным граням принять за положительные, то про-
тивоположные направления нормалей к основным граням надо счи-
тать отрицательными. Поэтому, подразумевая в (3.2) и (3.3) под
nv я 2 . «з единичные векторы, нормальные к неосновным граням,
нужно, как это и было сделано в (3.2),- поставить перед напряже-
ниями на основных гранях знаки (—).

Объемная сила, действующая на рассматриваемый косоугольный
параллелепипед, будет равна

FdV* = = F* dV,

где dV* — объем косоугольного параллелепипеда;]
dV = H1H2H3 dax da2 da3 — объем прямоугольного параллелепи-

педа.
Поскольку косоугольный параллелепипед считается находящимся

в равновесии, сумма всех объемных и поверхностных сил, на него
действующих, должна равняться нулю. Составив это равенство и
сократив его затем на произведение dalda2da3, придем к следующему
дифференциальному уравнению

„ * | ~ [#2Я> 1 + 4- \нчн?п 1 + Х- \Н1Н

HtH^H^ [ dat 1 2 3 n,l ' да? I 3 l "=J da3 I ' 2
(3-4)

являющемуся математической формулировкой равенства нулю всех
сил, действующих на объемный элемент, выделенный из деформиро-
ванного тела. В данном уравнении для краткости положено

= -5Г
(3-5)
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Представим далее векторы (3.5) разложенными по направлениям
* «.* «*

ki, «2. «з. т. е. по направлениям касательных к линиям о ,̂ а2. а3, про-
ходящим через рассматриваемую точку деформированного тела,

"̂j. »JI . .J. ....

(3.6)

Заменив здесь k*. их выражениями, согласно (2.9), получаем

23 о

;з*я j
где

«« = 4 ( т «., + ».) + 4 (1 + ^ 2 2 ) + 4 ( Т в » -

321 ( 2"

S32 = 331 ( I

("2

33 31

°22 ("2

332

332 (j

323

333

причем

Si

5, 1
о*

S2 1

' a,

321

+ £«,
a31

.-5 --—•
I2

S 2 c22

13"

23

и32
333

( 3 . 7 )

. ( 3 . 8 )

(3.9)
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Подставив (3.7) в (3.4), приходим к уравнению

~ [Н2Н3 (kxSu + *2*12 + *3*1з)1 + ~fo- \И1И3 (*1

+ ~ [Я,tf2 (ftA l + k2s32 + ft,*,,)] + H,H2H3F* = 0. (3.10)

Теперь надо спроектировать (3.10) на направления ftt, ft2, Аг3. При
этом необходимо учесть, что указанные направления изменяются при
изменении at, а2, а3> ввиду чего в уравнении (3.10) надо предвари-
тельно выполнить дифференцирование klt k2, k3; это может быть
осуществлено с помощью формул (1.23).

После этого уравнение (3.10) примет вид

~ (H2H3sl2) 4- ~ {H3H,s22) 4- -~

^ * „ 4

3 3 } 3 = 0 (3.11)

(здесь F*, F*, /^ — проекции F* на ftt, ft2, ft,).

Для выполнения этого векторного равенства необходимо, чтобы
порознь равнялись нулю входящие в него заключенные в фигурные
скобки выражения, являющиеся коэффициентами при единичных
ортогональных векторах kj. Отсюда приходим к трем уравнениям,
аналогичным II (7.17) и (7.19), выражающим условия равенства нулю
главного вектора всех сил, действующих на объемный элемент,
выделенный из деформированного тела. Путем рассуждений, вполне
аналогичных приведенным в § 8, гл. II, можно далее показать, что
условия равенства нулю главного момента всех сил, действующих
на косоугольный параллелепипед, выделенный из деформированного
тела, сводится к трем равенствам вида

Остается определить отношения -=—, входящие в (3.9). Они

могут быть найдены путем следующих рассуждений, которые при-
водятвя ниже применительно к S3

S3 = HlH2daldai ) ( }
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Отсюда

(3.14)
но

situ*;, ft;) = coscp 1 2=:]/ i— '"

П+ .„U14- =-„Л-^_^ ( 3 ^ 5 )

Таким образом, окончательно

2 )— 4г ( З Л 6)

5* 5*
Теперь формулы для -=^- , -^- могут быть написаны по аналогии.

В заключение отметим, что система уравнений, вытекающая
из (3.11), формулирует условие равенства нулю главного вектора
всех сил, действующих на бесконечно малый объемный элемент
тела, в проекциях на направления осей локального триэдра fclt k2, k3.

В некоторых случаях (в частности, в задачах теории оболочек)
удобными будут уравнения, получающиеся при проектировании сил
на направления k*, k*2, k*3 (т. е. на оси локального триэдра дефор-
мированного тела). Данные оси, вообще говоря, не ортогональны, но
когда удлинения и сдвиги настолько малы, что ими можно пренебречь,
по сравнению с единицей, то и неортогональностью осей также можно
пренебречь (учитывая, однако, поворот триэдра fclt k2, k3, обусловлен-
ный деформацией). В этом последнем случае условие, что проекция
на k* всех действующих на объемный элемент деформированного
тела сил равна нулю, выражается уравнением

1 дНл , . 1 дНх , 1 дН»• 1 дНл , . 1

— i - ^-a* 4 -

даг J 33

где F *—проекция объемной силы на направление k*.
ki
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Из (3.17) путем циклической перестановки индексов (1, 2, 3)
можно получить еще два уравнения, выражающих равенство нулю
проекций главного вектора всех сил, действующих на объемный эле-
мент тела, на два других направления Л*, Л*.

Уравнение (3.17) может быть выведено из (3.11) путем рассужде-
ний, аналогичных § 9,10, гл. II. Однако ввиду громоздкости соот-
ветствующих выкладок мы их не приводим.

Как частный случай в (3.17) заключается уравнение II (10.3), в чем
можно убедиться, положив a t = Ar; а2=у; а3 = z; Ht = Н2 = Н3= \,
т. е. перейдя от криволинейных координат к декартовым.

§ 4. Работа деформации (и связанные с нею принципы)
в ортогональных криволинейных координатах

Сообщим точкам тела, помимо перемещений «(a t , a2, a3), неко-
торые бесконечно малые дополнительные перемещения Зи(а1, а2, а3)
и вычислим работу, которая должна быть при этом затрачена. В ре-
зультате перемещений и прямоугольный параллелепипед с ребрами

klds1=^kiH1dxv k2H2da2, k3H3dx6 (4.1)

превращается в косоугольный с ребрами (см. § 2)

^(1+Zg//,^, k\{\+EJH,dzr *;(1+Zytf3rfa3, (4.2)

причем поверхностные силы, действующие на его грани, будут равны

- < " , " » * * i d«r + <t

Hi">d*i d*% \. (4.3)

- <зЯ1Я2 **, *4 + « W * da, da2 J

При наличии дополнительной деформации би центры шести
граней косоугольного параллелепипеда получают перемещения

д(Ьи)«~ (4.4)

д(Ьа)

в соответствии с теми приращениями, которые должны быть даны
криволинейным координатам, чтобы от центра параллелепипеда
перейти к центрам вышеуказанных граней.

Имея (4.3) и (4.4) и рассуждая аналогично § 1, гл. III, можно
написать следующее выражение для работы всех действующих на
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объемный элемент сил на дополнительных перемещениях

ГЬа) • д("з"»У»«) |

а(#,#,?„ -5ц) "I)
+ fr8 +f*-8«J)rfV, (4.5)

где dV = H1H2H3da1da.2da3— первоначальный объем параллеле-
пипеда.

Отсюда с учетом (3.4)

м 4 ; 4 i ; + M > . (4.6)

Подставив в эту формулу

ом = й 1 о и , + й 2 о и 2 + Л38из' ( 4 - 7 )
получим

5Л == s u 8е п -+- s12 8 ̂  е12 + и>3) + *13

 8 ( у ̂ з — ">2j -f

+ •% 3 ( у е12 шз) + S22 3^22 + S23

 5 ( у 2̂3 + Ш1J +

зз- (4-8)

Принимая во внимание (3.8) и учитывая (2.15), можно привести
(4.8) к виду

о А = 3 ;, 8s u + < 2 8е22 + з*33 8s33 + o*2 s612 + о*я 8е13 + aj, 8s23. (4.9)

В (4.8) и (4.9) е^., u)A., s^, о*, определяются формулами (2.6),
(2.7), (2.15) и (3.9).

Работа действующих на тело объемных сил на перемещениях 8и
будет равна

где
F* = Fp, a dV = H1H2H3dalda2da3.

Интегрирование в (4.10) распространено по объему тела до
деформации. Соответственно, для работы поверхностных сил на
перемещениях ои может быть, по аналогии с Ш (2.10), написано
выражение

Здесь
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причем fj — составляющие поверхностной силы по направлениям
«1> к2, к3, а

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(я.

. . . -\-gMcos(n, k2)cos(n, fc3)],

где (см. I (12.3), II (9.10))

1+
Si

2ец;

2*

3 *

£ i2;

l+2e 2 2 ;

Е23'>

s ! 3

S 2 3

езз

D d4j '

(n,, ftj), (« l t ife2). (»!, ft3) — углы, образуемые нормалью к рассматривае-
мой площадке (в положении ее до деформации) и единичными век-
торами kv k2, k3.

На основании всего изложенного приходим к следующей фор-
мулировке начала возможных перемещений для находящегося в равно-
весии сплошного тела

dV +

Здесь buv Ьи2, 8и3 — произвольные геометрически возможные
бесконечно малые перемещения, а 8е^—соответствующие им прира-
щения компонентов деформации.

Если равенство (4.16) записать в развернутом виде, подставив
в него вместо §Е^ ИХ выражения (2.15), (2.6), (2.7), и использовать
затем преобразование по формуле Гаусса—Остроградского (анало-
гично § 3, гл. III), то можно получить, во-первых, дифференциаль-
ные уравнения (3.11), и во-вторых, краевые условия для тех участков
ограничивающей тело поверхности, где заданы не перемещения,
а внешние силы. Эти последние условия будут иметь вид, аналогич-
ный III (3.9), а именно

s u cos(n, *,

<?12cos(», A1

s l s cos(», *,

k2)-\-s3lcos(n, *,) =

cos (я, * 2 )-M 3 3 cos(«, *3) =

• (4Л7)

Если далее предположить, что bu = du (т. е., что прираще-
ния Ьи не произвольны, а являются теми истинными приращениями,
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которые получают перемещения точек тела на некотором беско-
нечно малом этапе деформирования), то выражение

°П deU + °22 d822 + °33 de33 + °» d s i2 + °П d s i 3 + <& Л м (4.18)

приобретает смысл приращения удельной работы напряжений в тече-
ние рассматриваемого этапа деформации.

Коль скоро материал тела идеально упруг, то (4.18) должно
быть дифференциалом некоторой скалярной функции от компонен-
тов деформации Ф(sy), причем компоненты напряжения будут выра-
жаться через эту функцию следующим образом

°:. = -р~. (4Л9)

Ф — есть удельная энергия деформации, отнесенная к единице пер-
воначального объема тела.

Если Ф не зависит от положения рассматриваемой точки тела
(т. е. не зависит явным образом от криволинейных координат a.j)
и, кроме того, является функцией не £у порознь, а только трех
независимых инвариантов деформации, то такое тело будет одно-
родным и изотропным.

Поскольку формула (4.19) вполне аналогична III (8.3), все рас-
суждения, приведенные в § 15, гл. III относительно форм связи
между напряжениями в изотропных телах, остаются справедливыми
и при повторении их в криволинейных координатах. При этом
в полученных в § 15, гл. III формулах надо будет только заменить
г

хх V- н а £ц в 2 з и а*хх> • • •• °*yz н а а п а2з- Если тело
является анизотропным и удельная энергия деформации не может
быть представлена как функция только инвариантов, то возможны
два случая:

1) удельная энергия зависит как от компонентов деформации,
так и от криволинейных координат;

2) удельная энергия является функцией только компонентов
деформации.

В последнем случае анизотропное тело будет однородным по
отношению к криволинейным координатам о̂  (или, короче, кри-
волинейно анизотропным). Смысл последнего термина состоит в сле-
дующем.

Поскольку в каждой точке тела удельная энергия деформа-
ции Ф(еу) имеет одинаковый вид (причем в данном случае еу суть
компоненты тензора деформации в локальной системе координат
kv k2, *з)> т 0 э т 0 означает, что механические свойства материала
тела описываются в любой из локальных систем одинаково. Отсюда
можно заключить, что в каждой точке тела триэдр главных осей
анизотропии av a2, а3 одинаково ориентирован по отношению
к триэдру kv k2, k3. Таким образом, если Ф (sy) не зависит явным
образом от криволинейных координат, то это означает, что это
тело выполнено из одного и того же анизотропного материала,
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причем главные оси его анизотропии изменяют свои направления при
переходе от точки к точке в соответствии с изменением направле-
ний осей локального триэдра,

Из вышеизложенного ясно, что анизотропное тело, однородное
по отношению к криволинейной системе координат, не будет тако-
вым по отношению к декартовой системе координат и наоборот.
При существовании удельной энергии деформации и наличии потен-
циалов у объемных и поверхностных сил

F*^JQ_. f*_JP_ (4.20)
) duj J) duj

(где Q и Р—функции от a.j и Uj).

Начало возможных перемещений (4.16) принимает вид

811 = 0, (4.21)
где

П = / / / Ф (еу)dV—fffQ(Uj)dV — ffp(Uj)dQ (4.22)
22

есть полная энергия упругого тела.
Таким образом, для упругих тел, нагруженных силами, имею-

щими потенциал, начало возможных перемещений превращается
в вариационный принцип — начало стационарности полной энергии
(который ранее был сформулирован при рассмотрении деформации
в декартовых координатах).

Совершенно аналогичным образом на случай описания деформа-
ции в криволинейных координатах могут быть распространены и
все прочие результаты главы III. Не будем на этом останавливаться,
поскольку читатель подготовлен теперь к самостоятельному выпол-
нению этих обобщений.



ГЛАВА V

ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ КЛАССИЧЕСКОЙ (ЛИНЕЙНОЙ) ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ

Уравнения классической теории упругости могут быть получены
из уравнений общей теории, рассматривавшейся в предыдущих гла-
вах, путем:

а) пренебрежения всеми нелинейными членами в формулах для
компонентов деформации и в уравнениях равновесия объемного эле-
мента тела;

б) принятия линейной формы связи между напряжениями и дефор-
мациями (т. е. закона Гука).

Допущение (а), как это было установлено в главах I и II, рав-
носильно предположению, что удлинения, сдвиги и углы поворота
пренебрежимо малы по сравнению с единицей и что, кроме того,
квадратами и произведениями углов поворота можно пренебрегать
по сравнению с удлинениями и сдвигами.

Что касается допущения (б), то для большинства твердых тел
можно указать такую достаточно малую область удлинений и сдви-
гов, в пределах которой закон Гука соблюдается.

Вышеуказанным примерно определяются границы применимости
классической теории упругости (примерно — поскольку сформулирован-
ное выше общее правило, относящееся к допущению (а), имеет
в отдельных случаях исключения как в ту, так и в другую сторону,
о чем уже говорилось в § 14, гл. I и § 12, гл. II).

Использование допущений (а) и (б) равносильно линеаризации
всех без исключения уравнений теории упругости, что является су-
щественным упрощением. Поэтому рассматриваемый вариант теории
упругости разработан наиболее подробно. В главе дается обзор
формул классической теории упругости, а также излагаются некото-
рые общие результаты, следующие из этих формул.

§ 1. Линеаризация выражений для деформаций

Пренебрегая в формулах для компонентов деформации I (2.5) всеми
нелинейными членами (см. § 14, гл. I), получаем

_ ди . dv

. . . . _ . . du , dw
i — T vv '•

dv . dw
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Для возможности перехода к этим формулам необходимо, чтобы
удлинения, сдвиги и углы поворота были малы по сравнению с еди-
ницей; кроме того, произведения углов поворота должны быть малы
по сравнению с удлинениями и сдвигами.

Формулы (1.1) выражают деформации через перемещения в ли-
нейной теории упругости. Говоря в данной главе (и в двух после-
дующих главах) о компонентах деформации, мы будем всегда иметь
в виду именно эти формулы, если противное не будет особо оговорено.

§ 2. Определение вектора поворота со по заданным деформациям

Предположим, что компоненты деформации вц известны, т. е.
заданы как функции координат в пределах всего рассматриваемого
тела. Зная их, можно определить и углы поворота в каждой точке
тела путем следующих рассуждений.

На основании I (5.4) и (1.1) имеем

дх

дшх

дг

х _ J_ Г d?w _
— • - -2 [дхду дхдг

~~дг~~

1 _ J_ Гдехг

\— 2 L ду
v*xy

дг
] = / * * ( * > .У • * ) )

' 2 ду

dezz

2 дг •• fa

x> У> z )

, У, Z)

.(2.1)

Правые части этих равенств—известные функции координат.
Определение шх сводится тем самым к нахождению функции по трем
ее заданным частным производным. Чтобы решение этой задачи су-
ществовало, необходимо, чтобы выражение

du>x = fxx dx -\- fxy dy -\- fxz dz

являлось полным дифференциалом. Это будет, как известно, в тех
случаях, когда имеют место три равенства

dfXx dfxy dfxx _dfxz. dfsey **
' ~~~~дх~' "дг~ду дх дг ду '

(2.2)

Подставив в них выражения /у через компоненты деформации,
получим

дхду ' дудгдхдг

дду '

ду*

д^е-г,

дхду дудг * дхдг d?2

ду дг ~~ дг2 ~^ ду*

Путем совершенно аналогичных рассуждений можно вывести и фор-
мулы для частных производных остальных двух компонентов угла
поворота (шу и (вг). Требование непротиворечивости соответствую-

180



щих выражений приведет нас еще к шести дифференциальным соот-
ношениям между компонентами деформации, из которых отличными
от (2.3)t будут, однако, только три, имеющие вид

_&е„1в &ехг

дг дх ' ду дхду дг дг дх ' ду дх

&ехг &егг ,д"-ех

дгдх' dzi
(2.3)2

Из вышеизложенного следует, что компоненты деформации вц
не могут быть произвольно выбранными функциями координат. Они
должны подчиняться соотношениям (2.3), так как иначе дифферен-
циальные уравнения для компонентов угла поворота не будут инте-
грироваться.

Формулы (2.3), полученные ранее в § 15, гл. I путем линеари-
зации выражений I (15.5), называют соотношениями Сен-Венана.
]Можно убедиться, что при подстановке в них выражений компонен-
тов деформации через перемещения (1.1) они удовлетворяются то-
ждественно. Отсюда следует, что возможен и другой путь получения
этих соотношений: их можно вывести путем исключения перемеще-
ний и, v, w из уравнений (1.1), что может быть осуществлено
шестью разными способами.

Коль скоро efj удовлетворяют равенствам (2.3), можно написать

м

= «& + / Ifхх dx + fxy
м0

ш
= шь + / If ух dx + fvy dy + Д, dz\

M

(2.4)

шг = $ + / [/га! dx -\-fzy dy + / г г dz)

Здесь шх, wy, (ог — постоянные интегрирования; Мо — произ-
вольно выбранная за начало интегрирования точка тела: М — точка,
в которой определяется поворот.

§ 3. Определение вектора перемещения по заданным компонентам
деформации

Теперь, когда не только известны компоненты деформации е^,
но и выражены через них углы поворота шк, можно определить
и перемещения точек тела.

Используем с этой целью формулы I (5.5), правые части которых
теперь известны. Тогда, для определения, например, компонента
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перемещения и будем иметь систему уравнений

ди ди \ ди 1
e = е м : (3.1)

Как и в предыдущем случае, для того чтобы эти формулы были
не противоречивы, необходимо, чтобы выражение

(3.2)

было полным дифференциалом.
Подчиняя коэффициенты (3.2) этому требованию придем к диф-

ференциальным соотношениям вида (2.1), каковые были исходными
формулами при определении углов поворота и следствием которых
являлись формулы (2.3). Тем самым оказывается, что подчиненность
компонентов деформации соотношениям Сен-Венана гарантирует не
только возможность определения углов поворота, но и возможность
определения перемещений. При соблюдении этих соотношений можем
написать

N

и = «о + / [ ехх dx + ( у еху — свг) dy + (у exz + ш

у) <*z] • (3- 3)i
м

Аналогично получим
N

« = «о + / [еуу

м
у exz — шг/) dx + ^

dx], (3.3)2

dy]m (3.3)3

Здесь и0, v0, w0—произвольные постоянные.
Если все компоненты деформации е^л равны нулю, то согласно

(2.4)

Подставив (3.4) в (3.3) и положив там ^- = 0, получим

(3.4)

(3.5)

где хо,уо, z0— координаты точки Мо;
х, у, z, — координаты произвольной точки М.
Формулы (3.5) дают перемещения тела как твердого целого (по-

ступательное перемещение его с компонентами и0, v0, w0 и поворот
с компонентами шх, <оу, шг); речь идет, разумеется, о малом пе-
ремещении, поскольку это предположение заложено в исходных
формулах (1.1).
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§ 4. Об однозначности определения перемещений
и углов поворота

Выше было установлено, что для возможности отыскания пере-
мещений и поворотов по заданным компонентам деформации послед-
ние должны подчиняться шести дифференциальным соотношениям
Сен-Венана, которые выражают требования, чтобы тело после де-
формации оставалось сплошным.

При этом компоненты деформации должны быть, как очевидно,
однозначными функциями координат точек тела; это означает, что
в каждой точке удлинения и сдвиги должны иметь вполне опреде-
ленные значения.

Рис. 30.

Что же касается перемещений и поворотов, то их однозначность
является безусловной только в случае, если область, занимаемая
телом, односвязна. Если же данная область многосвязна, то формулы
(2.4) и (3.3) могут привести и к неоднозначным функциям (несмотря
на однозначность подинтегральных выражений). Это является прямым
следствием свойств функций, определяемых по их полному диффе-
ренциалу ([30], II, стр. 226).

Природа вышеуказанной неоднозначности может быть выяснена
путем следующих рассуждений.

Рассмотрим двухсвязное тело торообразной формы (т. е. круго-
вое кольцо кругового поперечного сечения) и превратим его в одно-
связное тело бесконечно узким разрезом по произвольной плоскости АВ,
перпендикулярной оси кольца (рис. 30).

Деформируем затем это односвязное тело путем взаимного пово-
рота его двух торцовых сечений вокруг оси СС на два малых про-
тивоположных угла а и — a t и жестко соединим затем оба торца.
После этого снимем с тела внешние воздействия, вызвавшие взаимный
поворот торцов.
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В итоге всех указанных операций получим новое двухсвязное
тело, весьма близкое по виду к исходному телу и отличающееся от
него только той деформацией, которая была придана разрезанному
кольцу и зафиксирована затем путем соединения его торцов. В соот-
ветствии с этой деформацией новое двухсвязное тело будет нахо-
диться в напряженном состоянии, хотя на него и не будут действо-
вать никакие внешние силы.

Мы пришли, таким образом, к своеобразной постановке задачи
теории упругости, когда напряжения и деформации существуют в теле
не как результат приложения к нему внешней нагрузки, а за счет,
так сказать, самонагружения тела, осуществляемого путем его пред-
варительного деформирования и взаимного соединения затем отдель-
ных участков его поверхности.

Можно было бы (имея то же самое торообразное тело) получить
аналогичный результат и другим путем — например, вырезать из зам-
кнутого кольца малый объемный элемент, ограниченный двумя близ-
кими плоскостями, перпендикулярными оси кольца, притянуть друг
к другу оба торца получившегося при этом односвязного тела
и затем жестко их соединить. Или, наоборот, сделать в кольце
бесконечно тонкий разрез по плоскости, перпендикулярной его оси,
раздвинуть затем края этого разреза и вставить между ними малое
тело подходящей формы, жестко соединив его после этого с исход-
ным телом. Во всех перечисленных случаях напряжения будут оста-
ваться после снятия нагрузки, вызывавшей предварительную дефор-
мацию. Такого рода напряжения, сохраняющиеся в упругом теле
после снятия с него всех внешних сил, принято называть „дисло-
кационными" (хотя этот термин и нельзя признать удачным, осо-
бенно сейчас, когда под названием „дислокации' в физике твердых
тел принято подразумевать микронарушения правильности структуры
кристаллов).

Возникновение дислокационных напряжений всегда сопряжено
с образованием из тела, свободного от напряжений, другого тела,
степень связности которого по крайней мере на единицу больше,
чем степень связности исходного тела. Поэтому изучение данных
напряжений связано с изучением деформации многосвязных^ тел.
На первый взгляд дислокация может быть осуществлена и посред-
ством превращения односвязного тела в односвязное же, например
путем вырезания тонкого клина или путем высверливания в теле
малого отверстия и последующего соединения образовавшихся при
этом краев. Однако математический анализ данного вопроса показы-
вает, что такого рода дислокации неизбежно должны привести
к возникновению в теле бесконечно больших деформаций.

Вопрос о дислокационных напряжениях тесно связан с вопросом
об однозначности перемещений и поворотов. Чтобы это показать,
возвратимся к первому рассмотренному примеру — двухсвязному телу,
образованному из тора путем его разрезания с последующим вза-
имным поворотом торцов и жестким их соединением. Компоненты
этой деформации будут в каждой точке тела непрерывными и одно-

184



значными функциями координат. Они будут, кроме того, во всей
двухсвязной области, занимаемой телом1 подчиняться и соотношениям
Сен-Венана, поскольку сплошность деформации соблюдается. Что же
касается поворотов объемных элементов тела вокруг направлений,
параллельных оси стержня, то они будут стремиться к разным пре-
делам при подходе к плоскости АВ справа и слева, что является
следствием того, что в данной плоскости совмещаются два торца
разрезанного кольца, причем они повернуты один относительно другого
на хотя и малый, но конечный угол

о) = 2аё

Соответственно, к разным пределам будут стремиться при под-
ходе справа и слева к плоскости АВ и перемещения.

Таким образом, неоднозначность перемещений и поворотов в дис-
локационных задачах отражает тот факт, что в этих задачах совме-
щаются точки, принадлежащие двум различным участкам поверхности
тела (которое в исходном состоянии считается свободным от напря-
жений), причем для такого совмещения указанным участкам при-
даются неодинаковые повороты и перемещения. Если исключить
этот случай из рассмотрения и считать, что после снятия с тела
всех внешних сил напряжения в нем должны исчезать, то тогда не
только деформации и напряжения, но и перемещения и углы пово-
рота должны быть однозначными функциями координат—вне зави-
симости от того, односвязно тело или многосвязно.

Для выполнения данного условия необходимо потребовать, чтобы
деформации е^, помимо соотношений Сен-Венана, подчинялись еще
и требованию однозначности выражений (2.4) и (3.3); такая оговорка
нужна, если только рассматриваемое тело многосвязно, ибо для од-
носвязных тел функции, определяемые интегралами (2.4) и (3.3),
всегда однозначны. Следует при этом подчеркнуть, что указанная
однозначность необходима вовсе не для обеспечения сплошности мно-
госвязного тела (как это иногда ошибочно утверждается), а лишь
в качестве гарантии отсутствия напряжений после снятия действую-
щей на тело нагрузки, включая и ту, которая на него передается
всеми его внешними связями.

Что же касается сплошности деформации, то необходимыми
и достаточными условиями ее соблюдения как в случае односвязных,
так и в случае многосвязных тел являются шесть дифференциальных
соотношений Сен-Венана.

Может быть показано (на чем, однако, здесь останавливаться не
будем, отсылая читателя к [19], стр. 232), что при образовании
дислокации (если рассматривать эту задачу в рамках классической
теории упругости) два совмещаемых участка поверхности тела должны
перемещаться в пространстве как твердое целое, т. е. их взаимное
перемещение определяется формулами вида

« = а + *Хг (4.1)
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или в проекциях на координатные оси

u* = ax-\-zby—ybs |
(4.2)

где а, Ь суть два постоянных вектора полностью характеризующих
рассматриваемую дислокацию, a UJ, bj—проекции данных векторов
на координатные оси.

В дальнейшем, однако, задачи на дислокацию нами рассматри-
ваться не будут. В соответствии с этим, если будет говориться
о деформации многосвязных тел, то всегда будет подразумеваться,
что речь идет о телах, свободных от напряжений дислокационного
типа, т. е. будет предполагаться однозначность не только деформа-
ций и напряжений, но и перемещений и углов поворота. Это осо-
бенно надо помнить при чтении § 18, посвященного доказательству
теоремы единственности.

§ 5. Условия равновесия внутри объема тела и на его границе

Пренебрегая (как это уже было однажды сделано в § 12 гл. II)
всеми нелинейными членами в уравнениях, выражающих условие,
что главный вектор сил, действующих на бесконечно малый элемен-
тарный параллелепипед, выделенный из находящегося в равновесии
деформированного тела, должен быть равен нулю, получаем

да™ до,, да

или, в проекциях на оси X, Y, Z,

(5.2)
"̂  ду ' dz "̂  "дх "̂  ду ' dz

да~гff _j_ р Q
дх ^ ду ^ дг

К этим уравнениям могут быть добавлены три равенства

°хц = °ух> axz=:cizx' ayz = °zy> (5.3)

выражающих условие равенства нулю главного момента всех сил,
действующих на элементарный параллелепипед.

Переходу от точного уравнения II (6.3) к приближенному урав-
нению (5.1) соответствует замена дифференцирования по £, т), С

дифференцированием по х, у, z и отождествление а£, о ,̂ а,, с ах,

ау, ог (соответственно). Иными словами, в классической теории уп-
ругости при формулировке условий равновесия объемного элемента
пренебрегают изменениями его формы и размеров, а также измене-
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нием его положения в пространстве в результате деформации. Все
напряжения как бы переносятся с площадок деформированного
объемного элемента на соответствующие им площадки того же эле-
мента до деформации, причем компоненты напряжений по декарто-
вым осям тела до деформации отождествляются с компонентами на-
пряжений по направлениям iu, iy, iz.

Очевидно, что необходимым условием законности всех этих опе-
раций являются достаточная малость перемещений, углов поворота,
удлинений и сдвигов, поскольку только тогда

^яах; т)^_у, СЯЙ2Г; (5.4)

Выше (§ 12, гл. II) уже указывалось, что данное необходимое
условие, вообще говоря, не является достаточным. Могут встретиться
такие случаи, когда при выполнении условий (5.5) нелинейные члены
в (5.2) надо сохранять (речь идет о задачах, в которых равновесие
тела оказывается неустойчивым).

Используя уравнения равновесия в линеаризованной форме (5.2),
следует внести аналогичные упрощения и в формулировку краевых
условий.

В тех точках поверхности тела, где задана внешняя поверхност-
ная нагрузка, должно выполняться равенство вектора приходящейся
на единицу площади поверхностной силы — вектору напряжения.
Это равенство (см. § 1 гл. II) может быть написано в виде

Tir=%cos(N, X)+\cos(N, Y)+\cos(N, Z)=fN, (5.6)

где N—единичный вектор внешней нормали к поверхности, огра-
ничивающей деформированное тело.

Приняв здесь упрощения (5.5), будем иметь
• > • - > • • > -

a,,, cos (и, X) -f- ay cos (я, К) -(- <зг cos (re, Z ) = / , (5.7)

где л—единичный вектор внешней нормали к поверхности, огра-
ничивающей тело до деформации.

Проектируя это равенство на оси координат, получим

a

Переход от граничных условий в форме (5.6) к упрощенным
условиям (5.7) равносилен как бы переносу всех действующих на
границе деформированного тела напряжений и внешних сил на соот-
ветствующие площадки тела до деформации. Что касается граничных
условий в тех точках, где заданы перемещения, то их формулировка
в классической теории упругости остается такой же, как и в общем
случае.
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ycos(n, X)-{-c!Sycos(n, Y)~j-oyzcos(n,Z) =fy }. (5.8)

cos (re, Ar) + o9 i 5cos(«> K) + c s, cos (», Z) = / z J



§ 6. Закон Гука

Наиболее общая форма соотношений между напряжениями и де-
формациями в изотропных телах была дана в § 15, гл. III. Полагая
в формулах III (15.3), III (15.9)

К=К0; G = (6.1)

т. е. принимая, что девиаторы напряжения и деформации подобны,
а модули объемного расширения и сдвига —суть константы, прихо-
дим к наиболее простой зависимости между напряжениями и дефор-
мациями в изотропных упругих телах, имеющей следующий вид

где

е -

а = •°уу-

г = Ту

1 ~

:Ь

(6-2)

(6.3)

(6.4)

Закон упругости, выражаемый формулами (6.2), называют обобщен-
ным законом Гука. Этот закон хорошо соблюдается для большинства
упругих материалов, однако лишь в области достаточно малых удли-
нений и сдвигов. В связи с последним обстоятельством в (6.2), (6.3),
(6.4) опущены (*) при напряжениях и обобщенных модулях упру-
гости, т. е. обобщенные напряжения отождествляются с истинными.

Это надо было сделать также и потому, что данная глава посвя-
щена классической теории упругости, в числе основных допущений
которой имеется предположение, что удлинения и сдвиги пренебре-
жимо малы по сравнению с единицей.

Как видно из (6.2), упругие свойства однородного изотропного
тела, следующего закону Гука, полностью характеризуются заданием
двух постоянных Ко и О0, имеющих простой механический смысл
(модуль объемного расширения и модуль сдвига).

Вместо этих констант часто пользуются двумя другими

1
2 ЗАГо

(6.5)
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Е и v — соответственно модуль Юнга и коэффициент Пуассона.
Введя Е и v в (6.2) и записав эти формулы в развернутом виде,

получим
Е \

= г т ^ i y v "^ ь 1 1 " ^ j ;"уу

°zz'-

гхх Е\ ° г г ) 1 5 ^ г / =

е«, = - т ;

2(1 +

2(1 +
£

20 +
£

2(1 +

•*)

•о

(6.6)

(6.7)

J

Наконец, вместо постоянных Ко, Go или Е, v в теории упру-
гости часто применяются также константы Ляме р и X, которые
выражаются через предыдущие константы формулами

. = On — ,

С этими постоянными закон Гука выражается формулами

>

(6.8)

(6.9)

= 2 I * e » ~h X g ;

Форма написания закона Гука (6.2) имеет то преимущество, что
она непосредственно вытекает из наиболее общих соотношений § 15,
гл. III. Однако с точки зрения простоты написания уравнений тео-
рии упругости более предпочтительными оказываются формулы (6.6),
(6.7) и (6.9), которыми обычно и пользуются.

Между прочим, на основании (6.7) можем получить следующую
связь между инвариантами е = гхх + - е у у - \ - е г г и °=^^Хх-\'ауу~\~агг

е=(±=Ма, (6.10)

откуда вытекает, что модуль объемного расширения Ко выражается
через константы Е и v формулой

£
Ко-—3(1 -2-0-

(6.11)

Заметим, что, находясь в данной главе в рамках допущений
классической теории упругости, мы должны подразумевать во всех
формулах настоящего параграфа, что глянец. Однако существует
класс задач (эти задачи в § 18, гл. III были названы геометрически
нелинейными), по отношению к которым закон Гука сохраняет свою
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силу, но при решении которых пользоваться линеаризованными фор-
мулами для компонентов деформации нельзя. Для всех таких задач
в формулах данного параграфа надо определять е^ либо наиболее
точными выражениями I (2.5), либо следующими за ними по степени
точности формулами 1(14.3). Именно поэтому в формулах закона
Гука были сохранены обозначения для деформаций Sy, без замены
их на линеаризированные компоненты (1.1).

§ 7. Дифференциальные уравнения линейной теории упругости
(в перемещениях)

Заменим в (6.9) гуяаву, на основании формул (1.1), и подста-
вим получающиеся при этом выражения напряжений через перемещения
в дифференциальные уравнения равновесия (5.2). В результате получим
следующую систему из трех дифференциальных уравнений с тремя
неизвестными — перемещениями и, v и w

(7.1)

где

+ . ди , dv , dw ._ ~.

УУ I * 2 ^ ^ . I ^ y t ^ ' K '

а Д( ) — есть операция Лапласа;

( ' = dxi ' frf ' dz'i

Систему (7.1) принято называть уравнениями Ляме. К отысканию
ее решения, удовлетворяющего на поверхностях, ограничивающих
тело, заданным условиям, и сводится решение задачи о равновесии
упругого тела в классической ее постановке. При этом могут встре-
чаться граничные условия следующих трех видов:

а) когда в рассматриваемой точке поверхности тела заданы зна-
чения всех трех компонентов перемещения;

б) когда в рассматриваемой точке поверхности тела заданы все
три компонента поверхностных сил fx, fv и / г. Условия, налагаемые
в данной точке на перемещения, могут быть получены путем под-
становки в (5.8) выражений напряжений через деформации. При
этом получим

Остальные два граничных условия могут быть получены из на-
писанного путем циклической перестановки букв х, у, z и и, v, w;
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в) когда из трех граничных условий, которые должны быть заданы
в каждой точке поверхности тела, чтобы задача теории упругости
стала вполне определенной, два задаются в форме (а), а третье —
в форме (б), или наоборот. Соотношения (а), (б) и (в) называются
граничными условиями в перемещениях, в напряжениях и смешанными
граничными условиями (соответственно).

Продифференцируем первое из уравнений (7.1) по х, второе
по у, третье по z и сложим затем все три уравнения. При этом
окажется, что относительное изменение объема подчиняется диффе-
ренциальному уравнению

dFx dFv dFs\

bJ+ + > d F (7"4)

Продифференцировав затем третье из уравнений (7.1) по у,
а второе по z и вычтя одно из другого, получим следующее диф-
ференциальное уравнение для компонента угла поворота шх

dF.. dFz
2Ц ^„ = - £ — ^ = — 10^ F. (7.5),

Аналогично могут быть выведены уравнения и для двух осталь-
ных компонентов угла поворота

Заметим, что в теории упругости большое значение имеет
однородная задача — случай, когда объемные силы равны нулю. Это
объясняется как тем, что деформации, обусловленные действием
объемных сил, нередко оказываются пренебрежимо малыми по срав-
нению с деформациями, вызываемыми силами, действующими на
поверхность тела, так и тем, что, как правило, решение неоднород-
ной задачи может быть без особых затруднений сведено к решению
однородной задачи.

Дело в том, что, поскольку система уравнений (7.1) и соответ-
ствующие ей граничные условия (а), (б), (в) линейны, решение урав-
нений (7.1) в каждом частном случае может быть представлено в виде

и = ио-\- ич; v = v0-{-v4; w = wQ -f-w4, (7.6)

где ич, v4, w4 — суть произвольное частное решение системы (7.1), не
подчиняющееся краевым условиям рассматриваемой задачи.

Во многих случаях найти такое частное решение оказывается не-
трудно. Тогда решение задачи сводится к отысканию новых
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неизвестных функций и0, v0, te»d, удовлетворяющих уже однородной
системе

(7.7)

где
. дщ, dv0 , dw0

Эти функции должны подчиняться на границе тела соотношениям,
которые могут быть получены из краевых условий для и, v, w пу-
тем подстановки в них (7.6). Так, например, если на некотором
участке поверхности тела граничные условия заданы в виде и — О,
v = 0, w = 0 (на Qj), то граничные условия для и0, v0, w0 на этом
же участке поверхности тела будут

и = — мч; v = — v4; w — — w4 (на Sj).

Аналогично могут быть найдены и граничные условия в тех точ-
ках поверхности тела, где заданы напряжения, для чего надо под-
ставить (7.6) в (7.3).

Из (7.4) и (7.5) следует, что при отсутствии объемных сил
относительное объемное расширение е и компоненты угла поворота w
удовлетворяют уравнению Лапласа.

Можно показать, что в этом же случае компоненты вектора
перемещения a, v, w подчиняются бигармоническому уравнению.
Действительно, положив в (7.1) Fx = Fy= Fz = 0 и выполнив опе-
рацию Лапласа над каждым из уравнений системы (с учетом того,
что при отсутствии объемных сил Де = 0), получим

ДДм = ДДг»=^ДДда = 0. (7.8)

Таким образом, можно написать, что

и ^ Ф ^ л : , у, z); v = <S2(x, у, z)\ w = Q>3(x, у, z), (7,9)

где Ф1г Ф2 и Ф3—бигармонические функции. Эти функции, однако,
не независимы друг от друга. Они связаны между собою тремя диф-
ференциальными соотношениями, получающимися при подстановке (7.9)
в систему (7.7).

§ 8. Представление общего решения однородных уравнений
теории упругости в форме П. Ф. Папковича

В предыдущем параграфе было показано, что в случае однород-
ной задачи общее решение уравнений Ляме может быть выражено
через три бигармонических функции, связанных между собою тремя
дифференциальными зависимостями. Возникает вопрос, нельзя ли
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выразить это решение через функции еще более простого типа
и притом независимые друг от друга.

Чтобы показать возможность этого, введем вспомогательную
функцию ф(лг, у, z), связанную с объемным расширением равенством

е = Ц. (8.1)

На основании (7.4)

ДДф = О, (8.2)

т. е. ф — бигармоническая функция.
Подставив (8.1) в (7.7) и опуская индексы „О" при перемеще-

ниях, получаем

(8.3)
Отсюда следует, что

(8.4)

J

где Ф ,̂, Ф^, Фг — три произвольные гармонические функции, не-
зависимые друг от друга.

На основании (8.4)

ди dv dw дФх дФу дФг 1

Если теперь учесть (8.1), то можно написать

дФх дФ„ дФ, 2 ( 1 — ч)

Таким образом, функция ф подчиняется двум условиям: она дол-
жна быть бигармонической и, кроме того, удовлетворять равен-
ству (8.6).

Нетрудно убедиться, что выражение

^ ( 8 > 7 )

(где Фо — еще одна произвольная гармоническая функция) подчиняется
обоим этим требованиям.

Подставив (8.7) в (8.4), приходим к следующим формулам, вы-
ражающим общее решение уравнений (7.7) через четыре произвольные,

193



независимые друг от друга гармонические функции Фо, Ф^, Ф^, Ф г

г + ф о )

(8.8)

Заметим, что если в (8.8) положить Ф0 = 0, то уравнения (8.2),
(8.3) и (8.6) останутся соблюденными; тем самым Фо может быть
в (8.8) опущено и притом без ограничения общности. Действительно,
как было показано в предыдущем параграфе, перемещения и, v, w
удовлетворяют бигармоническим уравнениям. Однако при получении
этих уравнений над каждым из уравнений Ляме пришлось выполнить
операцию Лапласа, что равносильно введению в решение трех лиш-
них гармонических функций.

Отсюда можно заключить, что в общее решение уравнений (7.7)
должны входить только три независимые гармонические функции,
что и позволяет положить в (8.8) Ф0 = 0. Однако, как это было
указано еще П. Ф. Папковичем (которому принадлежит приведенная
выше форма общего решения уравнений Ляме), сохранение Фо

в (8.8) в ряде случаев оказывается целесообразным, поскольку это
придает методу большую гибкость и позволяет в отдельных кон-
кретных случаях существенно упростить выкладки за счет возмож-
ности произвольного выбора Фо. Наряду с (8.8) было предложено
много других форм представления общего решения уравнений клас-
сической теории упругости через функции, подчиняющиеся достаточно
простым дифференциальным уравнениям. (Начало исследований в этом
направлении было положено Б. Г. Галеркиным, который выразил
это общее решение через три независимые бигармонические функ-
ции.)

Из всех известных решений такого рода формулы П. Ф. Папко-
вича являются, по-видимому, наиболее удобными, и поэтому они
употребляются в настоящее время чаще других.

Следует при этом все же подчеркнуть, что основные трудности
при решении конкретных задач теории упругости возникают не при
отыскании общей формы решения соответствующих дифференциаль-
ных уравнений, а при подчинении этого решения имеющимся
краевым условиям. Поэтому часто приходится слышать, что так
называемые общие решения уравнений теории -упругости, в ча-
стности формулы (8.8), по существу бесполезны, ибо оказывается
весьма затруднительным установить, как надо выбрать из всего мно-
жества гармонических функций (или функций иного типа, входящих
в общее решение) именно те, при которых оно подчиняется кон-
кретным граничным условиям рассматриваемой задачи. Однако такая
точка зрения не вполне справедлива. Использование общих решений
в сочетании с надлежащим выбором системы криволинейных коор-
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динат оказывается в ряде случаев целесообразным приемом, орга-
низующим и упорядочивающим выкладки. В книгах Г. Нейбера [21]
и А. Лурье [18], а также в журнальных статьях можно найти при-
меры, убедительно иллюстрирующие высказанные утверждения. По-
этому „общими решениями" пользуются в настоящее время доста-
точно часто, особенно при решении трехмерных задач теории упру-
гости.

§ 9. Постановка задачи теории упругости в напряжениях

Сложим уравнения (7.1), продифференцировав предварительно
первое из них по х, второе по у и третье по z. В результате по-
лучится следующее уравнение для относительного объемного расши-
рения е

(X + 2ц) V дх ^~ ду "Г" dz

af., dFy dF.s
V дх ~Г ду т~ дг)' { }~~ £(1 — v) V дх ~Г ду

Подставив в (9.1) вместо е его выражение через напряжения (6-10),
получим

£(£££)
Продифференцируем теперь уравнение ( 7 . 1 ^ по х и введем в него

вместо ^ - = г е т « й е е т и е их значения согласно (6.7) t и (6.10).

Тогда, если учесть при этом (9.2), получится дифференциальное
уравнение

Два аналогичных уравнения могут быть выведены из (7.1) 2 и (7.1) 3 ,
если их продифференцировать по у и z (соответственно) и произ-
вести затем замену деформаций их выражениями через напряжения.
Эти уравнения получаются из (9.3) путем циклической переста-
новки х, у и z.

Уравнение иного вида, связывающее напряжения, вытекает из си-
стемы (7.1), если сложить ( 7 . \ \ и (7.1) 2 , продифференцировав пред-
варительно их по у и по х (соответственно). В итоге этой операции
(после замены деформаций через напряжения на основании закона
Гука) получим

Аналогичным путем выводятся еще два уравнения такого же вида,
получающиеся из (9.4) циклической перестановкой х, у, г.

195-



Всего, следовательно, из уравнений (7.1) при использовании
закона Гука можно получить шесть различных дифференциальных
соотношений, связывающих напряжения. Эти соотношения не вытекают
из уравнений равновесия в форме (5.2) и не следуют друг из друга.
Иных, не являющихся следствием (9.3), (9.4) и (5.2), соотношений между
напряжениями путем дифференцирования уравнений (7.1) и комбини-
рования их друг с другом, получить нельзя. При отсутствии объем-
ных сил или при их независимости от координат найденные выше
шесть уравнений принимают вид

1 + v дхду'
!

(9.5)

п

В однородной форме (9.5) эти равенства были получены Бель-
трами, а в неоднородной — (9.3) и (9.4) — Митчеллом, ввиду чего
их принято называть соотношениями Бельтрами—Митчелла. Приведен-
ный выше вывод данных формул наиболее краток, однако его
недостатком является то, что при таком способе рассуждений трудно
уловить смысл равенств (9.3), (9.4). Между тем этот смысл сразу
становится ясен, если вспомнить, что компоненты деформации должны
подчиняться шести соотношениям Сен-Венана. А поскольку дефор-
мации связаны с напряжениями законом Гука, очевидно, что между
напряжениями должны существовать шесть независимых от уравнений
равновесия дифференциальных соотношений. При этом оказывается,
что формулы Бельтрами — Митчелла суть не что иное, как соот-
ношения Сен-Венана, записанные в напряжениях и упрощенные затем
путем использования того обстоятельства, что напряжения должны
подчиняться, помимо этого, уравнениям равновесия (5.2). Такой спо-
соб вывода равенств (9.3), (9.4), однако, более громоздок, чем тот,
который был предпочтен выше.

Соотношения Бельтрами—Митчелла открывают еще один возмож-
ный путь решения задач классической теории упругости — метод
их решения в напряжениях, не прибегая к предварительному опре-
делению перемещений. В этой постановке проблема сводится к оты-
сканию таких шести функций от координат а у, которые одновременно
удовлетворяли бы трем уравнениям равновесия (5.2), шести соотно-
шениям Бельтрами—Митчелла (9.3), (9.4) и, кроме того, подчинялись
трем заданным краевым условиям в каждой точке поверхности,
ограничивающей тело. Иногда второй путь решения оказывается более
удобным, чем первый, состоящий в решении системы (7.1) из трех
уравнений с тремя неизвестными и, v, w. В частности, это будет
безусловно так, если граничные условия на всей поверхности тела
формулируются в напряжениях.
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§ 1 0 . Учет влияния нагрева тела в процессе его деформации

Предположим, что в состоянии до деформации точки тела имеют
температуру То, а в состоянии после деформации — температуру
Тх{х, у, z). При этом будем считать, что разность Т= 7\—То та-
кова, что нагрев не изменяет механических качеств материала. Иначе
говоря, будем считать, что если произвести механические испытания
(скажем на растяжение) вырезанного из тела образца сначала при тем-
пературе 7'0, а затем при Ти то значения модуля Юнга и коэффициента
Пуассона получатся в том и в другом случае одинаковыми.

Тогда единственным следствием нагрева (с точки зрения его вли-
яния на деформацию) будет возникновение дополнительных дефор-
маций, обусловленных всесторонним тепловым расширением. Эти
деформации накладываются на упругие и должны быть учтены при
формулировке задачи.

В соответствии с этим можно написать, что в данном случае

— ехх~Т~ ехх'> еуу^= evy~T~ еуу'' e Z 2 = ezz Т гг { . ,

— _1_ • — Л- • — -4- *•еХу — &ху г" ^ху* ^xz — ^xz I ^xz> ^yz ^yz I ^yz )

где e^j—упругие деформации (т. е. деформации, вызванные напря-
жениями), а вц— деформации, обусловленные объемным расшире-
нием тела в результате изменения температуры. Эти последние де-
формации будут равны

— — — ~ \

_хх _уу 1г | , (10.2)
еху =^ ехг = = eyz = = = " J

где а — коэффициент линейного теплового расширения для рассмат-
риваемого материала (т. е. тензор тепловых деформаций всегда ша-
ровой).

Что касается упругих деформаций, то их, в силу сделанного выше
допущения, будем считать подчиняющимися одному и тому же закону
как при температуре 7\, так и при температуре То, что позволяет
написать (тело предполагается изотропным)

• о.*-ху £ wxy

е _ 2 ( l ± l ) s
Kxz'— £ °xz

2(l + v)
Kyz— р °yz )

(10.3)

Теперь на основании (10.1), (10.2) и (10.3) можно составить
и формулы, связывающие суммарные деформации с напряжениями
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и температурой. В частности, обратив (10.3) и подставив в них
вместо е^ их выражения, согласно (10.1), (10.2), будем иметь

+ ^ — (2ц + ЗХ) аГ

(10.4)

Подставив эти выражения для напряжений в уравнения равновесия
объемного элемента, получим

^ _1_7?, = о

где

(10.5)

dT
ldy

F — F
1 z — ' z

(10.6)

Таким образом, если считать температуру нагрева заданной функ-
цией координат, то учет нагрева сводится формально к появлению
в уравнениях дополнительной объемной силы, которая в каждой точке
тела будет пропорциональна градиенту температуры в данной точке.

Граничные условия для уравнений (10.5) на тех участках поверх-
ности тела, где заданы внешние силы, получим, подставив в (5.8)
вместо напряжений их выражения (10.4),

(ди , d

1 /ди , dw\ I

T \Tz + die) C 0 S nz\
1 (ди . dv

-,
l e C O S n x =

dv
c

\ /ди . dw 1 /dv , dw\

здесь
-\- ~ cos nz -j- le cos nz = fz

J х = /х + {2у.+ Ъ\)аТ cosnx

ly = fy + (2p + 3X) a T cos яу

7 X) a 7 cos W2

; (Ю.7)

(10.8)
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Сопоставив (10.7) и (10.8) с (7.3), видим, что изменение темпе-
ратуры в течение деформации приводит к появлению в граничных
условиях дополнительных членов, которые могут быть истолкованы
как дополнительная нормальная к поверхности тела фиктивная на-
грузка, распределенная на тех участках поверхности, ограничивающей
тело, где краевые условия формулируются в напряжениях. Что ка-
сается участков границы тела, где заданы перемещения, то для них фор-
мулировка краевых условий остается прежней. Из того факта, что
изменение температуры в течение деформации формально эквивалентно
появлению в уравнениях равновесия и граничных условиях некоторых
дополнительных внешних объемных и поверхностных сил, вытекает,
что путем одного только нагрева (или охлаждения) упругого тела
можно вызвать в нем напряжения (коль скоро свобода теплового
расширения тела будет стеснена закреплением его границ).

Рассмотрим, например, прямой стержень с жестко закрепленными
концами, свободный от напряжений. Если такой стержень подвергнуть
нагреву, то в силу теплового расширения он будет стремиться уве-
личить свою длину, что, однако, не допускается имеющимися гранич-
ными условиями. Поэтому в стержне должны возникнуть упругие
деформации обратного знака (т. е. деформации сжатия), сопровож-
дающиеся появлением соответствующих напряжений.

Задачи такого класса, когда напряжения возникают именно за счет
изменения температуры без приложения внешних нагрузок, принято
называть задачами на температурные напряжения. По методам реше-
ния эти задачи (если считать, что распределение температуры
Т(х, у, z) задано) не отличаются от других статических задач теории
упругости, поскольку изменения вносятся при этом только в сво-
бодные члены дифференциальных уравнений. Следует подчеркнуть,
что температурные деформации (в пределах справедливости приня-
того в начале этого параграфа допущения о диапазоне изменения
температуры) могут быть не только сравнимыми с упругими дефор-
мациями, соответствующими пределу упругости, но и значительно их
превосходить. В соответствии с этим температурные напряжения
могут представлять опасность для конструкций и должны учиты-
ваться.

§ 11. Постановка динамических задач линейной теории
упругости

Если вектор перемещения и является функцией не только коор-
динат, но и времени, то бесконечно малый объемный элемент, вы-
деленный около произвольной точки тела М (х, у, z), будет двигаться
с ускорением и, причем на него будет действовать инерционная
сила — pudV (где dV—объем рассматриваемого элемента), а р —
плотность тела в точке М. В соответствии с началом Д'Аламбера
уравнения, описывающие движение элемента, могут быть получены
путем рассмотрения условий его равновесия с учетом всех действую-
щих на него сил, включая инерционную.
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Поскольку инерционные силы пропорциональны объему элемента,
они принадлежат к категории объемных сил, причем инерционная
сила, отнесенная к единице объема, равна

Fi = — ри, (11.1)

а ее компоненты по осям определяются формулами

Из сказанного выше следует, что уравнения движения сплошного
(в частности, упругого) тела могут быть получены, если в уравнения
статики объемного элемента ввести дополнительные объемные
силы (11.2).

В линейной теории упругости уравнения равновесия объемного
элемента (будучи записаны в перемещениях) имеют вид (7.1) и, сле-
довательно, движение упругого тела (если оставаться в рамках до-
пущений классической теории) описывается уравнениями

де^= ^ _ р

де

цДда Н - ( ^ + с - ) ^ = рад—Fz

Заметим, что в большинстве случаев внешними объемными силами
можно пренебрегать по сравнению с силами инерции, так что си-
стемой (11.3) обычно пользуются в однородной ее форме, полагая
в ней Fse = Fy = Fz = 0.

В системе (11.3) в отличие от (7.1), перемещения являются
функциями не только координат, но и времени. В соответствии
с этим при формулировке задач динамической теории упругости надо,
помимо граничных условий, ставить еще и начальные условия, т. е.
необходимо иметь заданными в некоторый момент времени t = t0

значения перемещений и, v, w и скоростей a, v, w во всех точках
тела. Что касается граничных условий, то они в динамических зада-
чах формулируются аналогично статическим задачам (т. е. путем
задания в каждой точке поверхности тела трех условий, сформули-
рованных либо непосредственно в перемещениях, либо в форме
задания компонентов внешних поверхностных сил). Разница состоит
лишь в том, что в динамических задачах краевые значения перемещений
или внешних сил могут зависеть не только от положения точки на
поверхности тела, но и от времени.

Предположим, что к свободному от закреплений упругому телу,
находящемуся в покое, прилагается внезапно некоторая поверхностная
нагрузка. Если бы тело было абсолютно твердым, то при этом все
его точки мгновенно получили бы некоторые ускорения, которые
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можно определить из условия уравновешивания главного вектора и глав-
ного момента приложенной нагрузки инерционными силами тела в целом,
вычисленными в предположении, что оно геометрически неизменяемо.

Поскольку, однако, тело является деформируемым и его точки
могут смещаться одна относительно другой с возникновением при
этом внутренних сил, возрастающих с увеличением относительного
смещения, постольку при приложении к поверхности тела внешней
нагрузки его точки будут вовлекаться в движение не внезапно,
а постепенно. Сначала придут в движение точки, непосредственно
воспринимающие приложенную нагрузку. Это движение будет сопро-
вождаться возникновением деформаций в области тела, непосредственно
прилегающей к месту приложения нагрузки, в результате чего там
возникнут упругие силы, которые приведут в движение следующий
слой точек тела, который в свою очередь, через посредство упругих
сил, передает движение на точки, находящиеся за ним, и так далее,
пока движением не будут охвачены все точки тела.

Таким образом (на основании пока что только общих со-
ображений, которые, однако, ниже будут подкреплены и математи-
ческими выкладками), мы приходим к заключению, что в упругих
телах деформации должны распространяться постепенно, с конечными
скоростями. Поскольку абсолютно твердое тело можно трактовать
как физический предел, к которому стремится упругое тело при уве-
личении его жесткости до бесконечности, можно заключить, что
скорости распространения деформации в упругих телах (при прочих
равных условиях) должны возрастать с увеличением модулей упру-
гости.

Отметим еще одно отличие упругих тел от абсолютно жестких
с точки зрения задач динамики. Если к поверхности абсолютно
жесткого тела внезапно приложить нагрузку, главный вектор и глав-
ный момент которой равны нулю, то тело в целом (т. е. все его
точки) останется в покое. Иначе будет в случае упругого тела, по-
скольку в нем равновесие между поверхностной нагрузкой и напря-
жениями в соответствующих точках поверхности тела может устано-
виться только при соответствующей деформации тела. Отсюда следует,
что в первый момент приложения нагрузки она может быть уравно-
вешена только за счет сил инерции, обусловленных движением точек
тела, непосредственно воспринимающих нагрузку. Далее последует
описанный выше процесс передачи движения в глубь тела, в резуль-
тате которого в конце концов все точки тела будут вовлечены
в движение.

Таким образом, из того факта, что главный момент и главный
вектор всех сил, приложенных к упругому телу, в каждый момент
времени равны нулю, нельзя сделать еще заключение, что тело на-
ходится в покое.

Из вышеизложенного видно, что процесс распространения дефор-
мации в упругих телах есть процесс, развивающийся с конечной
скоростью. Это может быть подтверждено следующими математиче-
скими рассуждениями.
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Попытаемся удовлетворить уравнениям (11.3), в их однородной
форме, выражениями

u = f1(x — at); v=f2(x — bt); w=f3(x—ct). (11.4)

Формулам (П.4) соответствуют три плоские волны деформации
произвольного профиля, распространяющиеся в теле в направлении
оси X со скоростями а, Ь и с (соответственно). Подставив (11.4)
в (11.3) и полагая в (11.3) Fx = Fy — Fz = О, приходим к равенствам

=ра2; Ц = р*2 = рС2, (Ц.5)

из чего следует, что система (11.3) действительно допускает решения
вида (11.4), откуда вытекает, что в линейно упругом изотропном
теле могут распространяться плоские волны деформации двух раз-
личных видов, а именно: такие, в которых перемещения происходят
в направлении движения волны, и такие, в которых перемещения
происходят перпендикулярно этому направлению. При этом, согласно
(11.5), скорости распространения продольных и поперечных волн
определяются формулами

/ . (п.6)

из которых видно, что всегда а > Ь.
Полученное решение само по себе, разумеется, носит весьма

частный характер, поскольку (11.4) нельзя подчинять произвольно
выбранным граничным и начальным условиям для какого-либо кон-
кретного тела. Проще всего эти формулы интерпретировать как
относящиеся к случаю бесконечно большого тела, чтобы вопрос
о подчинении решения граничным условиям вообще не возникал.

Однако несмотря на частный характер данного решения, выте-
кающий из него вывод о том, что в упругих телах следует различать
волны деформации двух различных типов, распространяющиеся с двумя
различными характерными для материала рассматриваемого конкрет-
ного тела скоростями, имеет общее значение и это можно показать
путем следующих рассуждений.

Примем а и b за основные константы в уравнениях (11.3); тогда

(а 2 — * 2 ) ^

(а2 — Р) j ^ + & bw = w

(11.7)

Продифференцировав первое из этих уравнений по х, второе по у,
третье по 2 и сложив все три уравнения, получим
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Дифференцируя далее третье из уравнений (11.7) по у, а второе
по 2 и вычитая одно из другого, находим

путем аналогичных рассуждений можно вывести уравнения и для двух
остальных компонентов углов поворота

Три уравнения (11.9) могут быть объединены в одно векторное

1 •• 1 ••
grad (div t o ) — rot (rot to) — -^ ti> = Aw — -^ to = 0, (11.10)

проекциями которого на, декартовы оси координат являются (11.9).
Таким образом, оказывается, что объемное расширение е и вектор

поворота t» подчиняются одному и тому же уравнению (которое
в математической физике принято называть волновым), причем ско-
рость распространения деформации е равна а, а скорость распро-
странения «о равна Ь. На этом основании а можно назвать скоростью
распространения объемного расширения, а Ь — скоростью распростра-
нения поворотов.

В решение конкретных задач динамической теории упругости
входят, как правило, волны обоих типов, причем их фронты могут
иметь сложную изменяющуюся во времени форму. К этому следует
добавить, что на поверхности упругого тела и в непосредственной
близости от нее могут возникать специального рода (не учитываемые
в предыдущих рассуждениях) волны, так называемые волны Релея,
имеющие для каждого материала свою характерную скорость и в не-
которой мере аналогичные волнам, возникающим на поверхности
жидкости.

Из всего этого видно, что картина динамических деформаций
упругих тел обычно весьма сложна и, соответственно этому, решение
данных задач, как правило, сопряжено со значительными математи-
ческими трудностями. Не следует думать, однако, что проблема
исследования уравнений динамики упругого тела целиком сводится
к изучению возникновения и развития волновых процессов. С практи-
ческой точки зрения отнюдь не меньшее значение имеет изучение
установившихся свободных или вынужденных колебаний упругих тел.

Хотя такого рода колебания и могут трактоваться как стоячие
волны, образующиеся в результате наложения двух идентичных
встречных волн, однако, помимо этого общего подхода, задачи ука-
занного класса могут решаться методами, не зависящими от теории
распространения волн. Существенной оказывается при этом периодич-
ность движения точек тела, совершающего установившиеся колебания,
благодаря которой оказывается уместным применение в данном случае
метода Фурье, существенно упрощающего получение конкретных
результатов.
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Таким образом, в динамике упругих тел следует различать два
класса задач — задачи о вибрации и задачи о распространении волн.
Однако, как уже было сказано, принципиального различия между этими
двумя классами нет, поскольку первый класс может рассматриваться
как подкласс второго.

§ 12. Удельная энергия деформации изотропного
тела, следующего закону Гука

Подставив в общее выражение для приращения удельной энергии
деформации изотропного тела, написанное в форме III (15.12),

о)* = 0; /Г = /Со; O* = GQ, (12.1)
получим

^ ф = Koede + AG^ecfe.

Отсюда следует, что если материал тела следует закону Гука, то
для него удельная энергия деформации имеет вид

Ф = у К<>е2 + 2О0^ = i- Ко {гхх + гуу + *J* +

-Ь (е„ — ***? + J (Ау + 4 + 4.)] • (12.2)

Если ввести сюда вместо Ко и Go другие постоянные (модуль
Юнга и коэффициент Пуассона или постоянные Ляме), то, используя
(6.5) и (6.8), получим

2" \BW + e™ + еУг) + YZZ^t (*** + SVV + £ г г ) J =

(12.3)

или

Ф = V \fxx + 4v ~\- £z + 2" (E 2̂/ + S^ + 4*) J

Между прочим, опираясь на эти формулы, нетрудно установить
допустимые пределы изменения упругих констант. В самом деле, из
формулы (12.2) и того факта, что удельная энергия деформации должна
оставаться положительной при любых видах деформации (поскольку
в противном случае при деформировании тела оно не поглощало бы, а
наоборот, отдавало бы энергию), следует, что Ко > О, О0 > 0.
Наконец, воспользовавшись далее формулами (6.8), (6.11) и устано-
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вленными выше границами изменения Ко> Go (с учетом того, что,
согласно опытам, всегда м = 0), получаем: £ > 0, O ^ v ^ - ^ - . Значе-
ние коэффициента Пуассона v^ .0 ,5 соответствует модулю объемного
расширения Ко = со, т. е. случаю тела абсолютно жесткого в отно-
шении изменений его объема. Компоненты деформации е^ в формулах
(12.2), (12.3) и (12.4), оставаясь в рамках предположений классиче-
ской теории упругости, надо заменить на ец. Однако следует по-
мнить, что существует класс геометрически нелинейных задач (§ 18,
гл. III), когда в силу малости удлинений и сдвигов можно считать
справедливым закон Гука, но в силу значительности поворотов нельзя
пользоваться формулами (1.1).

Для всего этого класса задач удельная энергия деформации будет
иметь также вид (12.2), (12.3) или (12.4) в зависимости от того,
какая система упругих констант используется, однако е^ в них надо
будет определять уже не формулами (1.1), а формулами I (2.5) или
I (14.3) в зависимости от того, насколько велики повороты по срав-
нению с удлинениями и сдвигами.

Как видно, в случае справедливости закона Гука удельная энергия
деформации является однородным многочленом второй степени отно-
сительно sy. Но тогда, на основании теоремы Эйлера об однородных
функциях [30] (т. I, стр. 367)

2 Ф г + е + + е ( 1 2 5 )

Г
УУПодставив сюда вместо частных производных удельной энергии

деформации по Еу соответствующие напряжения (§ 8, г. III), получим

Из возможности представления удельной энергии деформации для
тел, следующих закону Гука, в такой форме вытекают важные след-
ствия, рассматриваемые в следующих параграфах.

§ 13. Формула Клапейрона

Согласно III (5.5) работа напряжений на перемещениях, статически
им соответствующих, всегда равна работе на этих же перемещениях
всех внешних и поверхностных сил, действующих на находящееся
в равновесии сплошное тело. Этот результат был доказан для любых,
в том числе и для неупругих тел. Применим его к частному случаю,
когда тело упруго и подчиняется при этом закону Гука.

На основании III (5.6) и (12.6) находим, что в указанном выше
частном случае,

(13.1)
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где

В = у
; (13.2)

Л — энергия, фактически затраченная на заданную деформацию
всего тела, а

В — будем называть в дальнейшем фиктивной дополнительной
энергией деформации.

В формулах (13.1), (13.2) опущены звездочки (*) при напряже-
ниях, поскольку использование закона Гука уже предполагает, что
удлинения и сдвиги весьма малы по сравнению с единицей. Что
касается поворотов, то пока на них не наложено никаких ограни-
чений.

Подставив (13.1) в III (5.5), приходим к следующему равенству,
справедливому только для тел, подчиняющихся закону Гука,

А-\-В = ±($0-\-Я1а), (13.3)

согласно которому сумма энергии, фактически затраченной на дефор-
мацию, и фиктивной дополнительной энергии равна половине работы
всех внешних сил, действующих на тело на перемещениях, стати-
чески им соответствующих.

Если теперь предположить, что повороты настолько малы, что
оказывается допустимой линеаризация тензора деформации, т. е. опре-
деление их формулами (1.1), то 5 = 0 и (13.3) принимает вид

Л = -^(9?о + 9*п), (13.4)

т. е. при допущениях классической теории упругости работа, факти-
чески затраченная на деформацию, всегда равна половине работы всех
внешних сил на перемещениях, статически им соответствующих.

Это положение принято называть теоремой Клапейрона. Формула
(13.3) является ее обобщением на случай произвольных поворотов.
Как ясно из вышеизложенного, формулы (13.3) и (13.4) остаются
справедливыми и для однородных и для неоднородных тел, следую-
щих закону Гука. В последнем случае упругие константы будут функ-
циями положения точки внутри тела.

§ 14. Определение удельной дополнительной работы
(первого рода) для тел, подчиняющихся закону Гука

Согласно III (10.5) компоненты деформации являются частными
производными функциями Ф (ау). Для тел, следующих закону Гука,
эта функция будет однородным многочленом второй степени относи-
тельно оц, поскольку в данном случае деформации суть линейные
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однородные функции от напряжений. Применив к этому однородному
многочлену теорему Эйлера, получим

2*=з£г~+£ в"+ •••+!!>• (14Л)

или, в силу основного свойства Ф(о^),

1®(?ij) = °xxsxx + °yy*yy + . . . -\-зугеуг. (14.2)

Сопоставив (14.2) с (12.6), получим

Ф(оу)==Ф(е и ), (14.3)

т. е. в случае закона Гука Ф(Зу-) есть не что иное, как удельная
энергия деформации, в которой компоненты деформации заменены их
выражениями через напряжения.

Подставив в (12.3) вместо si;- их значения, согласно (6.7), (6.10)
получим

Ф (Оу) = Ф (ач) = ^ { <&, + <& + oL + 2 (<& + <& + 4z) +

-r-2v(o^, + o | z + o^z — аж а,а т о — ayyazs — azzoxx)). (14.4)

В качестве проверки правильности этой формулы можно полу-
чить из нее, использовав равенства III (10.5), соотношения (6.7).

§ 15. Теорема взаимности работ

Рассмотрим два выражения

(где, как и в дальнейшем, а^., а'!, суть две произвольно выбранные
для некоторого тела системы напряжений, а е', е " , и', v', w'', и",
v", w" — соответствующие им системы деформаций и смещений) и по-
кажем, что если связь между напряжениями и деформациями линейна,
то всегда имеет место равенство

-̂12 = -̂21- (15.3)

При этом примем наиболее общую мыслимую форму линейной
зависимости между напряжениями и деформациями, а именно

+ fll2, З3ег
(15.4)
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Выразим, на основании этих соотношений, а' через &'тп и под-
ставим в (15.1). В итоге, после некоторой перегруппировки членов,
получим

U,

22,

, 888« а

22, S38»

, 13*4

fl22,

~т" ( а2з, llSo;a ' а 2 , 33Егг

а23, а 23, уг

(здесь использованы соотношения ау, тп = amril у; см. ниже, § 19).
Но в силу того, что и для е" и а" остаются справедливыми соот-
ношения (15.4), выражения, заключенные в круглые скобки формулы
(15.5), будут равны а"., т. е.

Ll2 = ' (15.6)

что и требовалось доказать.
Вспомним далее формулу III (5.5), которая после некоторых пре-

образований и замены обозначений может быть приведена к виду

(15.7)

Здесь для простоты положено, что (на 2j) «а = «а = We = О,
т. е. предполагается, что если на границе тела заданы перемещения,
то они равны нулю. Кроме того, опускаем звездочки (*) при силах и
напряжениях, поскольку имеется в виду, что удлинения и сдвиги
пренебрежимо малы по сравнению с единицей.

В равенстве (15.7) о^ — суть напряжения; Fj, fj—соответствую-
щие им значения внешних сил; и", v", w"—любые геометрически
возможные перемещения, не соответствующие указанным выше силам
и напряжениям. Деформации e'lj и параметры e'lj вычисляются по зна-
чениям этих перемещений.

Коль скоро малы не только удлинения и сдвиги, но и углы по-
ворота (и притом настолько, что тензор деформации может быть
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линеаризован), то вместо (15.7) можно написать

(15.8)

Очевидно, что при тех же условиях и на том же основании может
быть написано и другое равенство, а именно

J//\ F"VV + FW\tv+fj \fj

(15.9)

Здесь ац, Fj, fj — напряжения и внешние силы, соответствующие
перемещениям и", v", w". Что касается a', v', w' и е'{., то это —
перемещения и деформации, соответствующие напряжениям и внешним
силам Gjj, Fj, fj. Если теперь предположить, что связь между напря-
жениями и деформациями линейна, то в силу (15.6) из (15.8) и (15.9)
вытечет следующее важное равенство

= / / / [F'W + F"yv + F V ] dV V / / [flu + /W +fW] dQ ,

(15.10)

согласно которому: для всякого упругого тела (в условиях, когда
могут быть использованы все допущения классической теории упру-
гости) работа произвольной системы действующих на него внешних
сил на перемещениях, статически соответствующих какой-либо другой
системе внешних сил, равна работе этих вторых сил на перемеще-
ниях, статически соответствующих первым силам.

Данный результат называется теоремою о взаимности работ (или
теоремой Бетти).

§ 16. Принцип минимума полной энергии и начало
Кастильяно в условиях применимости классической теории

упругости

Установленный в § 11, гл. III, в наиболее общем виде принцип
стационарности полной энергии без каких-либо изменений в его фор-
мулировке переносится в классическую теорию упругости. Однако
по поводу составления функционала П в данном частном случае могут
быть сделаны следующие замечания.
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Во-первых, удельную энергию деформации (если тело изотропно)
следует определять при этом одним из трех выражений: (12.2), (12.3)
или (12.4).

Во-вторых, необходимо учитывать, что принятие допущений клас-
сической теории дает возможность несколько расширить класс внеш-
них сил, имеющих потенциал. Так, например, при этих допущениях
нормальное давление, действующее на поверхность тела,

P = piN (16.1)

(где ijf—единичный вектор нормали к деформированной поверхности
тела, а р—скаляр, являющийся, вообще говоря, функцией положения
точки на этой поверхности) может быть отождествлено с нагрузкой

P = pin (16.2)

(где in — единичный вектор нормали к поверхности, ограничивающей
тело до деформации). Возможность такого отождествления следует
из того, что в классической теории при проектировании сил не
делают различия между направлениями линейных элементов тела до
и после деформации. Нетрудно видеть, что нагрузка (16.2) не зависит
от перемещений и, следовательно, имеет потенциал

P = p[ucos(X, re)-{-г; cos (К, п) -\- w cos (Z, n)], (16.3)

тогда как первая нагрузка от перемещений зависит и потенциала не
имеет.

Таким образом, в классической теории упругости можно относить
к категории потенциальных все нагрузки, которые в результате упро-
щений, свойственных данной теории, оказываются не зависящими от
перемещений. Если же упругое тело связано с опорами, жесткость
которых сравнима по величине с жесткостью самого тела, то в этом
случае пренебрегать влиянием перемещений на значения внешних сил
нельзя, поскольку в данном случае малые величины (перемещения)
входят в формулы, умножаясь на большие коэффициенты, харак-
теризующие жесткость опор. Как уже указывалось, наиболее общей
формой потенциала для такого рода нагрузок (если считать реак-
ции опор линейными функциями от перемещений) будет выражение

{ k u 2 + k v 2 + k w 2 \ 2 k u + 2kuw\2kvw}, ( 1 6 . 4 )

в котором ki} — функции положения точки на границе тела, характе-
ризующие жесткость его опор.

Что касается другого вариационного принципа — начала стацио-
нарности дополнительной работы, то он может быть в классической
теории использован в форме Кастильяно [III (12.10)]. Последнее
вытекает из того, что в классической теории предполагается возмож-
ной линеаризация формул для деформаций и уравнений равновесия.
Кроме того, для тел, подчиняющихся закону Гука, Ф(оу) = Ф'-(оу),
т. е. удельная дополнительная работа деформации первого рода в этом
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случае может быть отождествлена с удельной работой деформации
(рассматриваемой как функция от напряжений). Подставив (14.4) в
III (12.10), приходим к следующей математической формулировке
начала Кастильяно в классической теории упругости

0, (16.5)

т. е. из всех статически возможных систем напряжений фактически
будут иметь место (т. е. будут удовлетворять требованиям непрерыв-
ности деформации внутри тела и на его опорах) те напряжения, при
которых потенциальная энергия деформации тела А (рассматриваемая
как функционал, зависящий от напряжений) будет стационарна. В сле-
дующем параграфе мы покажем, что уравнения классической теории
упругости в каждом частном случае имеют единственное решение. Но
тогда выражение (16.5) в пределах справедливости допущений клас-
сической теории должно иметь единственный экстремум, в котором
энергия деформации будет минимальной. Таким образом, в классиче-
ской теории упругости начало стационарности дополнительной работы
превращается в принцип минимума энергии деформации, рассматри-
ваемой как функционал, зависящий от напряжений. Соответственно,
начало стационарности полной энергии превращается в принцип
минимума полной энергии.

В классической теории упругости статически возможными напря-
жениями будут такие, которые подчиняются уравнениям равновесия
(5.1) внутри тела и условиям (5.8) на тех участках поверхности,
ограничивающей тело, где заданы внешние силы. Существует бес-
численное множество решений, удовлетворяющих этим двум усло-
виям. Из всего этого множества удовлетворять требованию непре-
рывности деформации внутри тела и на его границе будет та система
напряжений, которая подчиняется соотношениям Бельтрами—Митчелля
(§ 9) и которой соответствуют перемещения, удовлетворяющие гра-
ничным условиям III (12.1) на Qv

Отсюда следует, что сформулированный выше принцип Кастильяно
является разновидностью метода решения задач теории упругости
в напряжениях, причем использование данного приема заменяет под-
чинение решения соотношениям Бельтрами—Митчелля. Как было пока-
зано Саусвеллом ([28], стр. 322), эти последние соотношения могут
быть выведены из рассматриваемого вариационного принципа и могут
трактоваться поэтому как его следствие.

§ 17. Пропорциональность перемещений действующей нагрузке;
принцип наложения

Если в како1-либо задаче теории упругости (рассматриваемой
в линейном приближении) изменить значения всех действующих по-
верхностных и объемных сил в одном и том же отношении X, то
в этом же отнэшении изменятся и все перемещения, деформации и
напряжения (граничные условия в тех точках поверхности тела, где
заданы перемещения, предполагаются нулевыми).
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Действительно, если заменить в уравнениях Ляме (7.1) и краевых
условиях (7.3) компоненты внешних сил Fj и fj на Fj = \Fj и

fj = ^fj> то сразу будет видно, что те и другие равенства будут
удовлетворяться, если положить

*«'=>.«, v'= \v, w'=\w, (17.1)

где и, v, w — перемещения, статически соответствующие внешней
нагрузке Fj, fj.

Подставив далее перемещения и', v', -w' в формулы для компо-
нентов деформации (1.1), а эти последние затем — в соотношения за-
кона Гука (6.6), получим

e'ij = кец; з •_,- = Хоу. (17.2)

Здесь еу, Зу — деформации и напряжения, статически соответ-
ствующие внешней нагрузке Fj, fj.

Таким образом, в классической теории упругости имеет место
пропорциональность перемещений, деформаций и напряжений дей-
ствующей внешней нагрузке.

Другим важным свойством классической теории упругости является
так называемый закон независимости действия внешних сил (или
принцип наложения), сущность которого состоит в следующем.

Предположим, что нам известны перемещения точек и', v', w'
некоторого упругого тела, статически соответствующие внешним си-
лам F', / ' а также другие перемещения того же тела и", v", w",
статически соответствующие иной внешней нагрузке F"., f'.. Оказы-
вается, что тогда (оставаясь в рамках допущений классической тео-
рии упругости) можно написать

и = и'-\-и"; v = v'-\-v"; w = w'-\-w", (17.3)

где и, v, w — перемещения, статически соответствующие суммарной
нагрузке

Fj = F'j+F"j; fj=fi+/;, (17.4)

т. е. оказывается, что при добавлении к одной нагрузке другой на-
грузки перемещения точек тела получаются равными сумме переме-
щений, вызываемых каждой из этих двух нагрузок в отдельности.
Для доказательства этого утверждения обратимся к уравнениям Ляме
(7.1) и граничным условиям (7.3).

На основании сказанного выше можно написать

х (17.5)

-\-\e'cos(nX)=f
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де" "' = 0
(17.7)

ди" ди"

(17.8)

Складывая (17.5) с (17.7), а (17.6) с (17.8), получаем

иД (и' + и = 0.
(17.9)

дх cos(
д(и' д (t/ + v")

дх
1 Гд
2 [

_) д — - cos («Z)> -j-'л (e' -f-«") cos (nX) =

(на 2а)

Отсюда видно, что если и', v', w' и «", v", w" суть решения
уравнений линейной теории упругости для рассматриваемого тела

^ ( ( M i H

Рис. 31.

при нагрузках Z7' /' и F"., f (соответственно), то суммарные пере-
мещения (17.3) будут решением этих же уравнений для того же
тела под действием суммарной нагрузки (17.4), что и требовалось
доказать.

Принцип наложения иногда позволяет свести решение более
сложной задачи линейной теории упругости к решению двух или
нескольких более простых задач.

Пусть, например (рис. 31, а), нам известно решение задачи о рас-
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тяжении квадратной пластины, имеющей круговое отверстие, силами р,
равномерно распределенными по двум ее противоположным кромкам
(две другие кромки считаем свободными от закреплений и внешних
сил). В силу пропорциональности перемещений, деформаций и на-
пряжений действующим внешним силам из этого решения сразу
можно получить решение задачи о сжатии той же пластины силами,
равномерно распределенными по противоположным кромкам (рис. 31,<Г).

Для этого надо положить >. = — $••• (см. начало этого параграфа).

Далее, воспользовавшись принципом наложения, можно построить
и решение задачи о напряжениях в квадратной пластине, подвергаю-
щейся одновременно как растяжению, так и сжатию (в двух взаимно-
перпендикулярных направлениях, рис. 31, в).

Рассмотренный в § 7 прием сведения неоднородной задачи (т. е.
задачи с объемными силами, отличными от нуля) к задаче однородной
путем предварительного отыскания какого-нибудь частного решения
уравнений Ляме (7.1) также по существу основывается на принципе
наложения.

При этом в качестве и', v', w' берутся перемещения, соответ-
ствующие выбранному частному решению, а в качестве и", v"
w" — перемещения, удовлетворяющие однородным уравнениям Ляме
при граничных условиях, являющихся разностью граничных усло-
вий рассматриваемой задачи и граничных условий, соответствующих
частному решению.

Следует в заключение подчеркнуть, что и пропорциональность
перемещений внешней нагрузке и принцип наложения справедливы
лишь в случае, если рассматриваемая задача теории упругости ре-
шается в линейном приближении. Достаточно предположить, что
имеется нелинейность или в уравнениях равновесия или в формулах,
связывающих перемещения с деформациями, или в формулах, связы-
вающих деформации и напряжения, чтобы те рассуждения, на осно-
вании которых оба указанных выше принципа были доказаны, утра-
тили свою силу,

§ 18. Теоремы существования и единственности решения задачи
линейной теории упругости

Из указанных выше двух теорем вторая доказывается просто;
что же касается первой, то все предложенные до сих пор способы
ее доказательства не элементарны.

Однако доказательство существования решения задачи теории
упругости, если рассматривать данный вопрос с физической точки
зрения, не представляется актуальным, ибо достаточно очевидно, что
любое сплошное тело, определенным образом нагруженное и закре-
пленное, должно иметь хотя бы одно положение равновесия (при
условии, что возникающие в нем деформации не нарушают его
сплошности). Поэтому сомнение в существовании решения уравне-

214



ний теории упругости по существу означает сомнение в правильности
этих уравнений в смысле соответствия их рассматриваемой физиче-
ской задаче. Однако те рассуждения, с помощью которых в главах
I, II, III задача теории упругости была математически сформулиро-
вана, опираются на немногие вполне достоверные физические прин-
ципы, ввиду чего полученные уравнения полностью соответствуют
рассматриваемой проблеме и, следовательно, не могут приводить
к абсурдным результатам. Они обязаны давать решение любой кон-
кретной задачи, имеющей реальный смысл и правильно поставленной
(в смысле соответствия ее постановки тем исходным допущениям,
которые лежат в основе рассматриваемой дисциплины).

Сказанное относится не только к линеаризированному варианту
теории упругости, но и к общим нелинейным уравнениям, для кото-
рых теорема существования еще не вполне доказана.

Когда ценой значительных математических усилий этот тривиаль-
ный с точки зрения физики вопрос будет наконец решен—совер-
шенно ясно, что он будет решен утвердительно. Наличие при этом
каких-либо ограничительных оговорок будет означать либо недо-
статочную силу примененного математического аппарата, либо то,
что данным оговоркам будут соответствовать задачи, не имеющие
механического смысла.

На основании всего сказанного мы не будем здесь заниматься
теоремой существования решения уравнений линейной теории упру-
гости, отметив только, что имеющиеся ее доказательства дают, как
и следовало ожидать, положительный ответ на данный вопрос.

Переходя к теореме единственности, следует прежде всего напо-
мнить, что, как это уже указывалось, при заданных внешних силах
и условиях закрепления упругое тело, вообще говоря, может иметь
не одну, а несколько форм равновесия. Однако если допустить ли-
неаризацию уравнений, то можно доказать, что при этом для любой
задачи теории упругости получается только одно решение. Покажем
это для статических задач.

Рассмотрим с этой целью упругое тело произвольной формы,
находящееся в равновесии под действием некоторых объемных и
поверхностных сил. Последние пусть заданы на участке поверхности
тела 2 2 , а на участке поверхности тела Qt пусть заданы переме-
щения

ы = ио; v — vs; W — WQ. (18.1)

Предположим, что задача имеет два разных решения, причем
перемещения деформации и напряжения, соответствующие одному
из них (I), будем отмечать одним штрихом, а перемещения, дефор-
мации и напряжения, соответствующие другому (П), — двумя штри-
хами. Наряду с системами перемещений и', v', w' и и", v", w" рас-
смотрим третью систему перемещений (III)

и—и' — и"; v~v'—v"; w — w'-—w". (18.2)
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Данная система перемещений будет подчиняться на Ql условиям

п~=гГ=та» = О, (18.3)

ввиду того, что обе системы перемещений (I) и (И) подчиняются
одним и тем же условиям (18.1).

Перемещениям (18.2) соответствуют деформации

ди ди' ди"
ехх дх~~дх

ди . dv

\

т. е.
= eij— eiy

(18.4)

(18.5)

Деформациям же (18.5) соответствуют (в силу закона Гуна) напря-
жения

= ^ехх Л- Хе = — ех
/- (е — е

® ху — V4^ху — ^ ' *Л?/ °&У

т. е.

\, (18.6)

(18.7)

Напряжения о^ подчиняются системе уравнений

= о
дх ' ду ' йг

дх
(18.8)

каковая может быть получена из системы (5.2) после подстановки
в нее сначала о' а затем о '̂. и попарного вычитания уравнений (II)
из уравнений (I) с учетом того, что напряжениям о£. и а" соответ-
ствует одно и то же поле объемных сил Fj. Вычитая далее из гра-
ничных равенств (5.8), написанных для напряжений а'..., аналогичные

равенства для напряжений а^ (с учетом того, что fj в обоих систе-
мах равенств полагаются одинаковыми), придем к следующим одно-
родным условиям для ац

чхх cos nX -\- oxv cos л К -\- а.,.г cos nZ — 0

о ву cos яАГ-|- ауу cos я К -f- яу, cos «Z == 0

о J 2 cos яЛГ -(- а^. cos пУ -\- а^ cos nZ = 0

Данные условия выполняются на 2 2 .

(18.9)
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Из формул_ (18.3), (18.4), (18.b), (18.8) и (18.9) следует, что
перемещения и, v, w и соответствующие им деформации и напря-
жения можно трактовать как решение задачи линейной теории упру-
гости для рассматриваемого тела при условии отсутствия объемных
и поверхностных сил. Но коль скоро внешних сил нет, то их работа
на перемещениях и, v, w равна нулю, а следовательно, на основа-
нии формулы Клапейрона (13.4), равна нулю и энергия, соответ-
ствующая деформациям е^, т. е.

f f { (18.10)

Удельная энергия деформация Ф(еу) есть всегда положительная
функция компонентов деформации. В линейной теории упругости это
положительная квадратичная форма от еу. Отсюда следует, что ра-
венство (18.10) выполнимо лишь в том случае, если в каждой точке
тела

*(«<,) = 0, (18.11)

а это последнее равенство, в свою очередь, может иметь место,
только если в каждой точке

^• = 0. (18.12)

Тем самым доказано, что

ец = ец (18.13)
и

ву = о;>. (18.14)

т. е. что классическая теория упругости дает для всякой своей за-
дачи единственное поле деформаций и напряжений.

Что касается перемещений, то они, вообще говоря, определяются
с точностью до перемещений тела как твердого целого.

В самом деле, если тело свободно от каких-либо закреплений,
т. е. если 2 2 = 2, то равенства (18.13), (18.14) не будут нарушен-
ными, если к перемещениям добавить члены вида (3.5), т. е. пере-
мещения тела в целом.

Если же на конечной части поверхности тела 2 : заданы переме-
щения, то в этом случае добавление к перемещениям смещений вида
(3.5) уже будет недопустимым, поскольку граничные условия (18.1),
закрепляя тело определенным образом в пространстве, исключают
свободу его перемещений в целом.

В этом последнем случае не только напряжения и деформации,
но и перемещения определяются из уравнений линейной теории упру-
гости единственным образом.

Заметим, что некоторый произвол, допускаемый теорией упру-
гости при определении перемещений, понятен, поскольку никак не
закрепленное, находящееся в равновесии упругое тело может быть
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перемещено в пространстве без. возникновения в нем каких-либо
напряжений и деформаций.

Ясно, что с точки зрения изучения деформаций и напряжений
такой произвол несуществен.

Ясно также, что данный произвол, установленный выше, исходя
из уравнений линейной теории упругости, будет иметь место и
в наиболее общем нелинейном случае, если только считать, что при
перемещениях тела в целом действующая на него внешняя нагрузка
получает соответствующий поворот, не изменяя своей величины.

В заключение следует подчеркнуть, что в успехе изложенного
выше доказательства центральную роль играет линейность всех вхо-
дивших в рассмотрение формул, обеспечивающая однородность урав-
нений (18.8) и граничных условий (18.9). Достаточно сохранить
хотя бы в одной из формул нелинейные члены — и доказательство
утрачивает свою силу, так как при этом оказываются несправедли-
выми какие-либо из формул (18.4), (18.5), (18.6), (18.7). Поэтому по-
лученный результат отнюдь не следует понимать как теорему, доказы-
вающую единственность решения задач теории упругости. Его значение
гораздо более скромно и сводится к утверждению, что, рассматривая за-
дачу теории упругости в линейной ее постановке, мы всегда будем
получать только одно решение, из чего, разумеется, никак не следует.
что решение той же задачи в физически более строгой нелинейной
постановке приведет к аналогичному заключению. Поэтому, получив
решение уравнений линейной теории и убедившись, что оно удовле-
творяет всем допущениям, на которых основывается линеаризация,
надо, вообще говоря, еще проверить, является ли найденное поло-
жение равновесия устойчивым. Исследование этого, как ясно из ска-
занного выше, выходит за пределы возможностей линейной теории
упругости.

§ 19. Закон Гуна для анизотропных тел

Если принять, что удельная энергия деформации является одно-
родным многочленом второй степени наиболее общего вида

2Ф (е у ) — a,

а22, 22%/ - h 2«22, 33SyyBzz

8fl33, 338гг + • • • + 2 а З З ,

(19.1)

218



(где a,ijt ы ~~ некоторые постоянные коэффициенты, удовлетворяющие
требованию, чтобы квадратичная форма (19.1) была положительной),
то путем дифференцирования этого выражения по г^ могут быть
получены следующие линейные соотношения между напряжениями и
деформациями

З.т.т = = ' в 1 1 , П£хх ~~\~ аП, 22syy "~Г~ аН, 33Ezz

"Mil , 13ежг + «11,23 V

3tf» = = fl22i HS«a! ~Г~ а22, 22syy ~\~ а22, 33szz 4 ~ а22, 12*ху ~\~

+ «22, 138.т;г + а22, 23гуг\- (19.2)

°уг — а 2 3 , Пвхх ~~\~ fl23, 22S«/!/ Ч ~ а 23, 33вгг Ч " а 2 3 , 12гжг/ Ч~

"Т" а 2 3 , 138.г;г ~

Как видно, в (19.2) аходят 36 коэффициентов аг^ш, причем два
первых индекса (ф указывают, к какой из формул' (19.2) данный
коэффициент относится, а два следующих индекса ( и ) — при каком
компоненте деформации данный коэффициент стоит. При этом при-
нимается, что координаты х, у, z отвечают индексам 1, 2, 3. Раз-
личными из тридцати шести коэффициентов могут быть, однако,
только 21 коэффициент, так как (19.2) получаются путем диффе-
ренцирования из (19.1), ввиду чего имеют место равенства

fly, ы = "м, у» (19.3)

Кроме того, допустимы перестановки индексов и такого вида

aij,M = aji,ki = aji,ik = ai}tik, (19.4)

являющиеся следствием возможности перестановки индексов у напря-
жений и компонентов деформации.

Предположим, что 6 ^ = 5, еуу = е^. = е1.у = ехг = еу;1 = 0,

т. е., что деформация сводится к растяжению тела вдоль оси X.
Тогда согласно (19.2)

*хх — ап, II s -

Если далее рассмотреть растяжение вдоль оси Y

&УУ = = £ ' е«-з; = = szz == еху == sxz = = syz T = "•

то получим
ауу — «22, 22£-

Поскольку, вообще говоря, ап, п Ф a^i 22> оказывается, что де-
формация одного и того же вида и одной и той же величины вызы-
вает в теле, следующем упругому закону (19.2), различные напря-
жения, в зависимости от того, каково направление волокон тела,
получающих эту деформацию. Отсюда ясно, что формулы (19.2)
относятся к случаю анизотропного тела. Они могут рассматриваться
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как обобщенние закона Гука на анизотропные тела (при наиболее
общем характере анизотропии).

Выше atj jci были названы постоянными коэффициентами. Это
название правильно лишь в том смысле, что данные коэффициенты
не зависят от деформаций и напряжений. Они зависят, однако, от
выбора координатных осей и изменяются, вообще говоря, при их
повороте. Последнее ясно из следующего простого рассуждения.
Рассмотрим две координатные системы XYZ и X'Y'Z', причем пусть
ось X совпадает с осью Y'. При этом деформация простого растя-

Таблица 9

X'

Y'

Z'

X Y

*и

Х2„

Z

жения &хх = е будет во второй системе ко-
ординат деформацией e : w = e.

В соответствии с формулами (19.2) по-
лучим

/
— aU, IIs> °ОТ/ — ?£•

Но, очевидно, что ахх==ауу, поскольку это
по существу одно и то же напряжение
(только в разных системах координат); от-
сюда следует

11, Ц 22, 22'

т. е., что при повороте системы ^координат
вокруг оси Z на 90° значения коэффициен-

тов при г с в и гуу в формулах (19.2) t и (19.2)2 должны поменяться
местами. Таким образом, параметры ау ы действительно не инва-
риантны.

Закон их преобразования в общем случае, при переходе от осей
X, Y, Z к осям X', Y', Z ' , косинусы углов между которыми даются
таблицей (табл. 9), может быть установлен на основании того факта,
что удельная энергия деформации есть инвариант, т. е., что

Ф (е^.) = Ф (a'tj). (19.5)

Подставив и (19.1) вместо г' их выражения через е̂ -, согласно
формулам I (6.4), с учетом изменения обозначений в табл. 9 по
сравнению с табл. 4, и сравнив коэффициенты при одинаковых про-
изведениях г^ект в правой и в левой частях выражения (19.5), при-
дем к формуле

йу, km = 2 2 2 2 '•ii/-jq'-kr'-»i.iai,q, rs- (19.6)
х г q p

Но это есть не что иное, как [см. II (14.15)] формула преобразо-
вания компонентов тензора четвертого ранга при переходе от осей
XYZ к осям X'Y'Z'. Таким образом, а^ кт суть компоненты тен-
зора четвертого ранга,—тензора модулей упругости *А.

Как указано в § 14, гл. II, такой тензор имеет 81 компонент.
Однако, ввиду того что о^ 1 и подчиняются условиям симметрии
(19.3) и (19.4), число различных компонентов сводится в данном
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случае к 21. Из всякого тензора четвертого ранга можно путем его
свертывания получить шесть тензоров второго ранга [см. II (14.19)1.
Поскольку, однако, тензор модулей упругости обладает указанной
выше симметрией, путем его свертывания можно получить только
два различных тензора второго ранга

(
К21', Л22'.

компоненты которых определяются формулами

К-тп== атп, it ' ' - т я = ami, ni> (19.7)

причем эти два тензора, как это следует из (19.3) и (19.4), сим-
метричны.

Составим из тензоров 2К и 2L еще один тензор второго ранга,
линейно от них зависящий,

Pij^Kij-Lij—jiKi — Ldoy, (19.8)

где Ki и LY — первые (линейные) инварианты тензоров 2К и 2L,'

~ а11, 11 + а22, 22 Н~ аЗЗ, 33 +

^^2зз ( 1 9 9 )

= aU, 11 + С22, 22 + «33, 33 Ч~

+ 2а12,12 + 2 1̂3,13 -\~ 2^23, гз

На основании (19.7) и (19.9) компоненты данного тензора будут
выражаться через компоненты тензора модулей упругости М фор-
мулами

Рп = а23> гз — а22, зз'> Р-а = = °2i — a i2, зз — a i3, гз |

^22 = а13,13— f l l l ,3 3 ; Л з = ^ 3 1 = «13,22— «12,32 } ' (19.10)

РзЗ — С12, 12 aU, 22! ^23 = = °32 = а23, 11 °12, 13 '

Тензор 2К имеет простой механический смысл, для выяснения
которого рассмотрим частный случай, когда деформация сводится
к всестороннему расширению (или сжатию) тела. При этом

еа ! а ! = еОТ, = егг = е» sa:y = s a * = s j / 2 = 0 (19.11)

и формулы (19.2) дают

зу = Кув. (19.12)

Отсюда следует, что при всестороннем растяжении анизотропного
тела в нем возникают не только нормальные, но и касательные на-
пряжения (см. также § 16, гл. Ш).
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При этом компоненты тензора 2К оказываются коэффициентами
пропорциональности между объемным расширением и соответствую-
щими ему напряжениями, на основании чего 2К может быть назван
тензором модулей объемного расширения (§ 16, гл. III), Его пер-
вый (линейный) инвариант Кх будет модулем объемного расширения
в том смысле, в каком этот термин употреблялся нами ранее, т. е.
отношением среднего нормального напряжения к относительному
изменению объема.

Существенно более сложным является механический смысл тен-
зора 2Р. Для его истолкования надо вспомнить историю теории
упругости и возвратиться к ее истокам.

Когда (свыше ста лет назад) А. Коши [41] построил теорию связи
между напряжениями и деформациями в анизотропных телах на осно-
вании представления, что тело является решеткой, составленной
из молекул, удерживаемых на определенных расстояниях друг от
друга центральными (т. е. действующими по направлению от моле-
кулы к молекуле) силами, линейно зависящими от расстояния, то он
пришел не к формулам (19.2), а к несколько более простым фор-
мулам, держащим не 21, а всего 15 постоянных. Оказалось, что при
указанном выше представлении о взаимодействии молекул между
коэффициентами а^ кт существуют шесть связывающих их зависи-
мостей, которые сводятся к требованию, чтобы

Я у = 0. (19.13)

Таким образом, согласно выводу, полученному Коши, тензор 2Р
должен быть равен нулю для всех без исключения тел, что равно-
сильно возможности перестановки любой пары индексов у щ^ тп.
Между прочим, применение этого вывода к изотропным телам приводит
к значению коэффициента Пуассона v = 0,25, т. е. он оказывается
универсальной константой, одинаковой для всех изотропных тел.

В связи с этим между учеными прошлого столетия возникла
дискуссия, вошедшая в историю под названием спора сторонников
мультиконстантной и рариконстантной теории упругости [60]. Пер-
вые утверждали, что в формулах связи между напряжениями и де-
формациями для изотропных тел должны содержаться две константы
(например, Е и v), а вторые — что только одна константа (так как
вторая для всех тел одинакова).

Этот спор решился в пользу мультиконстантной теории, поскольку
эксперимент показал, что коэффициент Пуассона нельзя считать уни-
версальной константой. Тем не менее рассуждения Коши были, не-
сомненно, математически правильны и, следовательно, источник
погрешности его результатов должен был заключаться в той физи-
ческой модели упругого тела, из которой он исходил. Позднейшие
исследования, выполненные уже в нашем веке М. Борном, показали,
что анизотропное упругое тело следует считать состоящим, в общем
случае, не из одной, а из нескольких вставленных друг в друга реше-
ток, при взаимном смещении которых нарушается допущение Коши
о центральном характере действующих в решетке упругих сил. Путем
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внесения соответствующих корректив упругий закон был получен
в более общей форме (19.2). На основании вышеизложенного тензор
второго ранга 2Р следует назвать тензором Коши. Для всякого одно-
родного анизотропного тела главные направления тензоров 2К и 2 Р
образуют, так сказать, естественные системы координат, использо-
вание которых имеет два преимущества. Во-первых, отнесенные
к какой-либо из этих двух систем, значения модулей ац^ кт будут
вполне определенными физическими константами. Во-вторых, в этих
системах координат число различных коэффициентов в формулах (18.2)
сводится к 18, поскольку появляются три линейные зависимости
между aiJt кт, вытекающие из равенств А"̂ - = 0 или Р^ = О (/ =£у).

Описание упругих свойств анизотропных тел (с анизотропией
самого общего вида) с помощью инвариантных констант имеет, как это
уже указывалось в § 16, гл. Ill, принципиальное значение, поскольку
найденные в произвольно взятой системе координат значения коэффи-
циентов a^ i кт не являются определенными физическими характери-
стиками тела, так как существует бесчисленное множество возмо-
жностей выбора координатных систем и, соответственно, бесчи-
сленное множество совокупностей а,ц,кт. Поэтому сравнивать упру-
гие свойства анизотропных тел (с анизотропией одинакового харак-
тера) можно лишь, используя инвариантный способ описания этих
свойств. В частности, только таким путем можно убедиться в иден-
тичности упругих свойств двух анизотропных тел.

§ 20. Элементы симметрии упругих свойств
анизотропных тел и их классификация

Анизотропные тела (кристаллы) в зависимости от их структуры
подразделяются на семь систем: триклинную, моноклинную, ромби-
ческую, тригональную, тетрагональную, гексагональную и кубическую,
причем они перечислены выше в порядке возрастания степени совер-
шенства симметрии. Элементами симметрии кристаллов являются:
плоскости симметрии, оси симметрии и-го порядка, зеркально-пово-
ротные оси симметрии re-го порядка, центры симметрии и центры
инверсии. Если кристалл имеет плоскость симметрии, то любые два
направления в нем, симметричные относительно данной плоскости,
будут эквивалентны в отношении упругих свойств, в ссответствии
с чем формулы (19.2) должны быть идентичными для двух коорди-
натных систем, являющихся зеркальным отражением одна другой в этой
плоскости.

Если же кристалл имеет ось симметрии и-го порядка, то фор-
мулы (19.2) должны оставаться неизменными при повороте коорди-
натной системы вокруг этой оси на угол — . На основании того,

что при наличии у анизотропного тела ряда элементов симметрии
соотношения закона Гука должны оставаться неизменными по отно-
шению к преобразованиям координат, подчиняющимся определенным
закономерностям, можно установить, что число инвариантных
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констант, характеризующих упругие свойства кристаллов, не одинаково
для всех кристаллографических систем, а уменьшается с увеличением
числа элементов симметрии. При этом каждой кристаллографической
системе соответствует одно определенное число инвариантных упругих
констант. Наименее совершенными являются кристаллы триклинной
системы, которые либо вовсе не имеют элементов симметрии, либо
имеют только центр симметрии. Их упругие свойства полностью ха-
рактеризуются восемнадцатью инвариантными постоянными (причем
в качестве .естественных* координатных осей могут быть приняты

главные направления тензора гК или главные
Таблица 10 направления тензора гР). Триклинный кри-

сталл является, таким образом, анизотроп-
ным телом наиболее общего типа.

Следующей по порядку является моно-
клинная система, кристаллы которой обладают
либо осью симметрии второго порядка, либо
плоскостью симметрии, или же тем и дру-
гим и, кроме того, центром симметрии. На-
правим ось Z по оси симметрии второго
порядка и будем, следовательно, считать,
что при повороте вокруг этой оси на 180°
коэффициенты формул (19.2) остаются не-
изменными. Что касается компонентов на-

пряжения и деформации, то они, в соответствии с таблицей косину-
сов (табл. 10), будут в новой системе иметь те же значения, что

X

л

Y

О о

0

1)

-1

0

0

f 1

и в старой, за исключением sx eyz и х:, оуг, которые изменяют
свой знак. Подставив я'.., е'г в (19.2), видим, что (при неизмен-
ных aijt km) эти равенства могут соблюдаться, если только

аП, 13 — w l l , 23 — а22, 13 — а22, 23 ~ = Я33, 13 — а ЗЗ, 23 — а12, 13 = = °12, 23 = = О-

Отсюда вытекает, что упругие свойства кристаллов моноклинной
системы характеризуются следующими тринадцатью коэффициентами

*11, 22.

22. 22'

« 1 1 , 12>

«33, 33'

0 ;

0 ;

0 ;

0 ;

0 ;

0 ;

0 ;

0 ;

и,

3, 23

(20.1)

Следует обратить внимание на то, что выше определенным образом
было фиксировано лишь направление оси Z, оси же X и Y могут
быть направлены произвольно. Но при повороте системы координат
вокруг Z на угол, отличный от я, значения aii<km в (20.1) будут,
очевидно, изменяться, в соответствии с чем они не являются инва-
риантными физическими константами. На основании (20.1) и (19.10)
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не диагональные компоненты тензора Коши 2Р будут в данном слу-
чае равны

12 — Ы 1 2 , з з a i 3 , 2 3 ' " i 3 — * 2 з — " • \Z\J.Z)

Отсюда ясно, что ось Z, при указанном выше ее выборе, является
одной из главных осей тензора 2 Р . Что касается осей X и Y, то они,
вообще говоря, не совпадают с другими двумя главными направле-
ниями этого тензора. Поворотом системы координат вокруг Z на
угол

t£ 26 — ?, 33 Д13, IS

13
(20.3)

•*22, 33 " 1 1 , 33 <*23,23

все ее оси могут быть совмещены с главными направлениями 2 Р .
В этой новой, вполне определенной для каждого моноклинного кри-
сталла системе координат будет иметь место соотношение

«12, 33 = «13, 23- (20.4)

вытекающее из равенства Р 1 2 = 0. Из этих рассуждений следует,
что упругие свойства кристаллов данной системы описываются две-
надцатью инвариантными физическими константами.

Путем аналогичных рассуждений можно разобраться и в описа-
нии упругих свойств кристаллов, принадлежащих остальным пяти
системам (причем всякий раз надо будет использовать характерные
для каждой системы элементы ее симметрии).

Мы не будем, однако, на этом останавливаться, отсылая чита-
теля по этому вопросу к другим источникам, например к [17]. Отме-
тим лишь, что упругие свойства кристаллов простейшего типа, при-
надлежащих кубической системе, описываются следующей совокуп-

ностью упругих констант

«п, и>

элементы которой

«11, 22

"22, 22'

связаны

«п,

«12,

«и,

И

12

22

«п, зз!

« 2 2 , 3 3 '•>

«зз, зз!

друг с

= «22,

= «.3,

= «22,

0;

0;

0;

«12, 12̂

другом

22

13

33

— «зз,

= «23,

= «11.

0;

0;

0;

0;

«13,

0;-

0;

0;

0;

is 0;

«23,23> .

f

шестью равенствами

33

23

33

»

(20.5)

(20.6)

в соответствии с чем (20.5) содержит только три различных по ве-
личине коэффициента. Координатные оси предполагаются при этом
направленными совершенно определенным образом по трем взаимно-
перпендикулярным осям симметрии кубического кристалла, в связи
с чем коэффициенты (20.5) суть инвариантные константы.
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Вычислив на основании (20.5), (20.6), (19.10) компоненты тензо-
ров второго ранга 2Р и 2К, получим

КЦ = Кц = Кз/, Кц = ^23 == ^13 = 0 ) - -
р р р . р р р п \ • (•*"•')

Таким образом, для кристаллов кубической системы тензор Коши
и , тензор модулей объемного расширения суть тензоры шаровые.
Но тогда 10 равенств (20.7), связывающих между собою коэффи-
циенты упругости, должны сохраняться не только в системе коор-
динат, рассмотренной выше, но и в любой другой координатной
системе.

В случае произвольно выбранной системы осей, выражения напря-
жений через деформации для анизотропных тел кубической системы
будут иметь общий вид (19.2). Однако ввиду существования ра-
венств (20.7), десять неинвариантных постоянных упругости могут
быть легко выражены в данном частном случае через остальные
одиннадцать.

Если тело является изотропным, то для него таблица упругих
констант имеет такой же вид, как и в случае кристаллов кубической
системы, однако при этом, помимо (20.6), прибавляется еще соот-
ношение между упругими константами

а\г, 12 = "2"(ап, и — а п , 22]. (20,8)

ввиду чего число независимых постоянных сводится в данном случае
(как это и было установлено ранее, в § 6) к двум, причем эти по-
стоянные будут инвариантными при любом выборе системы коор-
динат.

З а м е ч а н и е . В литературе обычно при рассмотрении вопроса о харак-
теристиках упругости кристаллов утверждается, что число различных упру-
гих констант для кристаллов триклинной системы ЛГ = 21, для моноклинной
N = 13, а для кубической N = 3 (мы перечисляем только те системы, кото-
рые были рассмотрены выше). Лично мне это представляется нелогичным,,
поскольку по4 отношению к кристаллам триклинным и моноклинным речь,
идет о неинвариантных коэффициентах (не являющихся по существу физи-
ческими константами), а в случае кристаллов кубической системы — о кон-
стантах инвариантных. Выше было показано, что хотя кристаллы триклин-
ной системы не обладают элементами геометрической симметрии, тем не
менее они всегда имеют определенную симметрию в своих упругих свойствах
(которая может быть обнаружена хотя бы путем всестороннего сжатия такого-
кристалла). Поэтому, хотя с точки зрения геометрической все системы коор-
динат для таких кристаллов равноценны, тем не менее с точки зрения упру-
гих и вообще физических свойств даже в этом наиболее общем случае
может быть подмечена некоторая симметрия.

Проведенная в данном и предыдущем параграфах мысль состоит в том,
что, говоря об упругих свойствах кристаллов, надо всегда иметь в виду
описание этих свойств инвариантными константами. Если поставить в этом
отношении кристаллы триклинной и моноклинной системы в равные условия
с кристаллами кубической системы, то, сказав, что число независимых упру-
гих констант для последней системы равно трем, надо сказать, что оно
равно 18 для кристаллов первой системы и 12 — для кристаллов вто-
рой системы. Идентичная по существу точка зрения, но без конкрет-
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ного указания на рациональные способы выбора „естественных" коор-
динатных систем и на зависимости между модулями упругости в этих систе-
мах, была высказана ранее в курсе ([14], стр. 523). Я позволил себе подробно
на всем этом остановиться, поскольку данный вопрос, по-видимому, остается
не совсем ясным [17].

В заключение следует указать, что поскольку для следующих
закону Гука анизотропных тел самого произвольного типа удельная
энергия деформации является однородной квадратичной формой от
компонентов деформации, для них остается справедливым ряд поло-
жений, доказанных ранее для линейно упругих изотропных тел.
В частности, остается справедливой формула (12.6) и вытекающая
из нее теорема Клапейрона (13.4), а также обобщение этой тео-
ремы (13.3). Остается справедливой и теорема взаимности работ
(что было показано в § 15) и сохраняются в силе рассуждения при
доказательстве теоремы единственности. Рассмотрение задач теории
упругости анизотропных тел (в классической постановке) произво-
дится аналогично случаю изотропных тел, только при выражении
напряжений через деформации приходится пользоваться не форму-
лами (6.2) или (6.6), а более сложными линейными зависимостями (19.2),
причем в последних (оставаясь в рамках допущений классической
теории упругости) надо положить гц = ву. В дальнейшем заниматься
решением задач теории упругости для анизотропных тел мы, однако,
не будем, отсылая интересующегося этим вопросом читателя к моно-
графии С. Г. Лехницкого [17].

§ 21. Преобразование уравнений классической теории упругости
к ортогональным криволинейным координатам

Уравнения классической теории упругости в ортогональных кри-
волинейных координатах могут быть получены из формул главы IV
путем пренебрежения в них всеми нелинейными членами. В резуль-
тате получим следующие выражения.

1. Компоненты деформации

Е22' 'и.

«33 =

«23 —

да3

1 дН»

дия j }_дНз„ j 1

Я, <Э

с13

(21.1)
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2. Компоненты вектора поворота

2 Я 2

1 1 (?Я3ц8\

3. Формулы закона Гука

оц = 2(j.eu + Хв;

а 3 3 =

з 1 2 =

а1 3

причем

4. Уравнения равновесия

о13 — Я 3 ~ а22

а1 2

а 3 3
^ = О

(Я2Я3а1 2) -}- Я ! - ^

3 ^

^ - (

а 2 3

2 — а^

3 = О

(21.2)

(21.3)

(21.4)

. (21.5)

Эти уравнения получайтся путем линеаризации уравнений IV (3.11),
т. е. путем замены в последних s^ через OJJ. Кроме того, надо по-
ложить

и опустить звездочки при напряжениях и внешних силах, поскольку
речь идет о малых деформациях.

Путем подстановки в систему (21.5) вместо ai9- их выражений
согласно (21.3) и (21.1), можно получить дифференциальные урав-
нения для перемещений. Удобнее, однако (во избежание лишних пре-
образований), воспользоваться непосредственно системой уравне-
ний (7.1). При этом следует иметь в виду, что данная система может
быть заменена одним уравнением

рА» -1- (X -f- JA) grad (div и) + F= О, (21.6)
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которое, если, учесть что ( [И], стр. 187)

Дй = grad (div и) — rot (rot в), (21.7)

приводится к виду

(>. + 2 t i)grad(divB)—p rot (rot u) + F= 0. (21.8)

Отсюда, поскольку выражения для основных векторных диффе-
ренциальных операций в ортогональных криволинейных координатах
хорошо известны [11], можно написать систему уравнений, получаю-
щихся при проектировании (21.8) на направлении kv k2, k3. При
этом следует иметь в виду, что

(grad <p)jy = yj- 3^7, (21.9)

а проекции r o t » даются формулами (21.2). В результате проектиро-
вания (21.8) на направление kj с учетом (21.9) и (6.6) получаем

(21.10)

(1-у) 1 ^ 1 /дН3и,3 а Я 2 ( д 2 \ . 1 \

1—у 1 де 1 _ /dHt <•>! дНв<»3\ , 1 р _ п

1—у 1 де 1 /дЯ? юг а Я ! ^ , 1 р „
1 — 2У / J 3 0 Я 3 ri\ti<i \ oa-i Оа.<1 ) 2О

Здесь е и ш,- выражаются через перемещения по формулам (21.2)
и (21.4).

Остается сформулировать для приведенных выше дифференциаль-
ных уравнений краевые условия. Если на границе тела заданы пере-
мещения, то краевые условия сводятся к равенствам

„ „ . _. _, . _.. /О 1 1 14
ц ^ = iiQ } ц) гг^ х'й 1 ^ ^ ~~~ 2̂'S3 ) \^ -1.111

где us, г»2. 'ffi'a — заданные функции положения точки на поверх-
ности тела.

Если же на границе тела заданы компоненты поверхностной на-
грузки fj(pLv GCJ, oc3), то краевые условия для перемещений записы-
ваются в виде

^-e 1 2cos(«, A; 2 )+-o«i3 c o s («> *

n, k1)-\-e22cos(n,

"2 ei3 cos (я, («, k2)-{-eS3cos(n,
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Здесь е, е^, как и ранее в данном параграфе, определяются фор-
мулами (21.4) и (21.1). Условия (21.12) получаются путем линеари-
зации условий IV (4.17) и подстановки затем в них выражений напря-
жений через деформации.

5. Общее решение П. Ф. Папковича в ортогональных
криволинейных координатах

Три формулы (8.8) могут быть заменены одной векторной, и
именно

g = Ф — 4(1 - v ) g r 3 d ( Г Ф + Ф о ) ' ( 2 1 Л З )

где Ф — произвольный гармонический вектор, т. е. вектор, удовлет-
воряющий дифференциальному уравнению

ДФ = grad (div Ф) — rot (rot Ф) = 0; (21.14)
Фо—произвольный гармонический скаляр, удовлетворяющий урав-

нению

ДФ0 = div (grad Фо) =

da2[ tf2 d a j 1 " (21.15)

д

г — радиус-вектор, проведенный из произвольной точки в рас-
сматриваемую точку.

Спроектировав (21.14) на направления fcj, что может быть выполнено
при использовании формул (21.2), (21.4) и (21.9), получим систему из
трех дифференциальных уравнений для функций Ф̂ -. Существенно
подчеркнуть, что в каждое из данных уравнений, вообще говоря,
войдут все три функции, т. е. уравнения придется решать как систему,
рассматривая их совместно. Отсюда следует, что проекции гармони-
ческого вектора на оси локального триэдра не являются гармони-
ческими функциями, а это существенно осложняет решение. Исклю-
чение составляет частный случай, когда рассмотрение ведется
в декартовых ортогональных координатах, поскольку тогда выше-
указанная система распадается на три независимых дифференциальных
уравнения

Д Ф ж = : Д Ф ! / = : Д Ф г = 0. (21.16)
Чтобы обойти это затруднение, можно [18] определять Ф 1 ; Ф2, Ф3

через проекции Ф на оси декартовой системы координат с помощью
формул

Ф,. = Ф ж со 5 (Х, *,) + Ф„со8(К, *,) + ®,cos(Z, * , ) . (21.17)
Входящие сюда косинусы углов между декартовыми осями и осями

локального триэдра определяются выражениями

cos(*. к,) = щщ, cos(K, к/) = щ-^; cos{Z, к£ = щщ.
(21.18)
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§ 22. Уравнения линейной теории упругости в цилиндрических
и сферических координатах

Из ортогональных криволинейных координат наиболее часто при-
меняются цилиндрические и сферические координаты, удобные при
рассмотрении тел со сферическими или круговыми — цилиндрическими
границами.

Поскольку этими координатами приходится часто пользоваться,
целесообразно заранее подготовить соответствующие формулы.

Цилиндрические координат^

Рассмотрим некоторую прямую, назвав ее осью Z, и некоторую
произвольно выбранную полуплоскость XOZ, имеющую границей эту
прямую (рис. 32). Положе-
ние произвольной точки
пространства М может быть
тогда фиксировано путем
задания:

а) расстояния от точки М
до оси Z, которое обозна-
чим через Л;

б) угла ср между перпен-
дикуляром, опущенным из М
на ось Z, и указанной выше
полуплоскостью;

в) координаты г, опре-
деляющей положение осно-
вания этого перпендикуляра
на ось Z, причем точка О,
принимаемая за начало от-
счета z, может быть выбра-
на произвольно.

Если ввести далее де-
картову систему координат,
поместив ее начало в точке О,
направив ее ось Z по вы-
бранной выше прямой, а ось
X—в указанной выше по-
луплоскости, то нетрудно
установить следующую связь
между декартовыми коор-
динатами х, у, z точки М и соответствующими ее положению значе-
ниями параметров г, ср. z

; 3/ = г sin cp; z = z. (22.1)

Рис. 32.

Параметры г, f, z являются ортогональными криволинейными
координатами, причем координатными поверхностями этой системы
будут:
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1) семейство коаксиальных цилиндров, общая ось которых сов-
падает с Z;

2) семейство полуплоскостей, имеющих общей границей эту ось;
3) семейство плоскостей, перпендикулярных оси Z.
Соответственно координатными линиями в данном случае будут:
1) лучи, перпендикулярные оси Z (линии г);
2) направляющие этих цилиндров (линии ср);
3) образующие коаксиальных цилиндров (линии г);
Пусть имеет место соответствие

a1 = r; a 2 = < p ; <x3 = z. (22.2)

Тогда, на основании IV(1.4) и формул (22.1) параметры Ляме
рассматриваемой системы координат будут

^ = 1 ; Я 2 = г; Я „ = 1 . (22.3)

Подставив эти значения Hj в формулы (21.1) и (21.2) и помня
соответствие (22.2), получим следующие выражения для параметров вц,
шк в цилиндрических координатах

диг
e e

д /K,p\ 1 диг ди^ 1 диг 1
= V ^ гТг \7) ~l~T W = ~дг + Т d f ~ ~

1

диг

daffi

(22.4)

диг диг

°f = дг ~~ W

s г дг ^ /" <?<Р <?л л д<р

, (22.5)

J
где и г, tiy, иг — суть проекции вектора перемещения на направле-

ния kr, k9, kz.
Вводя далее значения Hj согласно (22.3) в уравнения равнове-

сия (21.5), получим
дагг 1 да г - даг„ 1

^+7-d? + -dF + T(a-~V) + ^ = 0
даг

d<f дг

(22.6)

здесь
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суть компоненты тензора напряжения по осям локального триэдра kr,
k,, kg; Fr, F , Fz—проекции на эти оси вектора объемной силы.

Наконец, в силу (21.3)

агг = 2у.ег е; <зг<р ==
г<р

Tip

(22.7)

причем
диг диг

Формулы (22.4), (22.6) и (22.7) образуют систему дифференциаль-
ных уравнений линейной теории упругости в цилиндрических коор-
динатах.

Постановка краевых условий при решении задач теории упру-
гости в криволинейных координатах была достаточно выяснена
ранее (§ 21), и на этом мы более останавливаться не будем.

Сферические координаты

Рассмотрим, как и в предыдущем случае, произвольно выбран-
ную прямую Z и произвольно выбранную полуплоскость XOZ, имею-
щую Z своей границею.
Положение любой то-
чки М может быть опре-
делено (рис. 33):

а) расстоянием R от
произвольно выбранной
точки О, лежащей на Z;

б) углом 6, образуе-
мым вектором /? = 0Л1
с осью Z;

в) углом <р, образуе-
мым плоскостью, заклю-
чающей в себе прямые R
и Z, и указанной выше
полуплоскостью.

Если ввести декар-
тову систему с началом
координат в О, направив
ее ось Z вдоль прямой Z,
а ось X—в полуплоско-
сти XOZ, то легко можно Рис 33.
установить, что между
декартовыми координатами точки х, у, z и значениями параметров R,
9, сэ имеют место зависимости

;e = /?sin0cos<</; у = R sin 6 sin <р; z = Rcosb. (22.8)
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Параметры R, 8, ср являются ортогональными криволинейными
координатами, причем координатными поверхностями, им соответ-
ствующими, будут:

1) семейство концентрических сферических поверхностей с цен-
тром в О;

2) семейство круговых конусов с общей вершиной в О;
3) семейство полуплоскостей, имеющих границей ось Z.
Координатными же линиями рассматриваемой криволинейной

системы координат являются:
1) полупрямые (лучи), выходящие из О (линии R);
2) меридианы указанных выше сферических поверхностей (линии б);
3) параллели этих поверхностей (линии ср).
При этом полюсами сферических поверхностей считаются точки

их пересечения с прямой Z. Пусть имеет место соответствие

н —
= '-f; a3== R. (22.9)

Тогда, на основании IV (1.4) и формул (22.8), получаем

Hl = R; H2 = Rsin б; Н3= 1. (22.10)

Подставив эти значения Hj в (21.1), (21.2) и помня о принятом
выше соответствии (22.9), приходим к следующим выражениям для
параметров ец, шк в сферических координатах

1 (дщ . ,

1 / 1 дщ
Р I

ди

вевв— дк
1 ( 1 дщ

1 (dujt \ дщ
eM = R\-W-U*) + dR

1 f L ^ _ ^ | d M ?
sin в df Ut) ' й/?

(22.11)

du
R

1 ~ 2R Vsin в

1 /ди$ щ 1

К dR ""

1

R R dV

1 <)и0

(22.12)

где нд, и-), и ? — проекции вектора перемещения на оси локального
триэдра kR, kit и ka.
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Подставив далее значения
получим

да'RB

dR

здесь

(22.10) в уравнения равновесия (21.5),

1 da,

dR 7 Rslnd ду

1 да

R
дт | дд I

Лео > Т? ЛЯ ~ ГдЬ

1 да-» 1 да,

I f

в d<f
7> ли I

- / = • , = О

(22.13)

°И1. Зй...
3„й. 3„-'

"лв1 а лл J
k?,суть компоненты тензора напряжений по осям триэдра

Соответственно, Fit, F4, FR — проекции объемной силы на эти оси.
Присовокупив к формулам (22.12), (22.13) соотношения закона

Гука, которые могут быть написаны по аналогии с (22.7), получим
систему уравнений теории упругости в сферических координатах.
На граничных условиях останавливаться не будем.



ГЛАВА VI

ЗАДАЧА СЕН-ВЕНАНА

Задача Сен-Венана о равновесии упругого призматического стержня
под действием произвольной нагрузки, заданной на его торцах,
является одной из важнейших задач теории упругости, поскольку ее
решение дает возможность оценить точность элементарной теории
изгиба, рассматривающейся в сопротивлении материалов, а также
позволяет исследовать представляющую значительный практический
интерес проблему кручения стержней, которая не может быть решена
элементарными приемами. Задача Сен-Венана (в общей ее поста-
новке) является, кроме того, одной из труднейших задач теории
упругости. С математической точки зрения она решена далеко не
полно. Однако в силу так называемого „принципа Сен-Венана" имею-
щееся ее решение, излагаемое ниже, может рассматриваться (хотя и
с некоторыми оговорками) как исчерпывающее вопрос.

§ 1. Полуобратный метод Сен-Венана

Прямая задача теории упругости, т. е. определение перемещений
и напряжений упругого тела по заданным внешним силам и условиям
закрепления, даже в линейной ее постановке, весьма трудна, и в настоя-
щее время нет эффективного общего метода ее аналитического реше-
ния. Иными словами, сформулировав какую-либо конкретную задачу
этой теории математически, мы часто не имеем достаточных матема-
тических средств, для того чтобы ее решить, если не говорить
о приближенных методах интегрирования или об использовании вычи-
слительных машин. Однако поскольку всякая задача теории упру-
гости является по существу физической задачей, уместно привлекать
к ее решению не только математические, но и физические сообра-
жения. Именно этим путем и было решено большинство задач тео-
рии упругости, представляющих наибольший практический интерес.

Классическим тому примером является задача Сен-Венана, приме-
нительно к которой этот выдающийся ученый прошлого века развил
свой метод, получивший название „полуобратного". Сущность дан-
ного метода состоит в том, что, руководствуясь физическим суще-
ством рассматриваемой конкретной проблемы теории упругости, пред-
угадывают основные черты ее математического решения, принимая те
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или иные качественные закономерности для перемещений или напря-
жений (или для тех и других). Затем, руководствуясь уже матема-
тическим аппаратом теории упругости, проверяют, не противоречат ли
сделанные предположения соответствующим дефференциальным урав-
нениям и находят из последних количественные значения искомых
величин.

§ 2. Принцип Сен-Венана

Важным вспомогательным средством для решения задач теории
упругости (справедливым не только для линейных, но и для нели-
нейных задач) является так называемый „принцип Сен-Венана". Этот
принцип утверждает, что если некоторая совокупность внешних сил,
действующих на малой площадке поверхности тела, будет заменена
другой системой внешних сил, статически эквивалентной предыду-
щей и распределенной на том же элементе поверхности тела, то
эффект этих различных нагрузок будет (на достаточном удалении от
места приложения сил) одинаковым, т. е. поля напряжений, соответ-
ствующие данным двум нагрузкам, будут отличаться друг от друга
только в непосредственной близости от района действия сил.

При этом под термином „малая площадка" следует понимать
площадку пренебрежимо малую по сравнению со всей площадью
поверхности тела. Кроме того, наибольший ее линейный размер не дол-
жен существенно превосходить наименьшего характерного размера тела
(толщины — если речь идет о пластине или оболочке; наименьшего
размера профиля — если речь идет о стержне).

Принцип Сен-Венана до сих пор не имеет исчерпывающего тео-
ретического обоснования. Существующие в этом направлении попытки
посвящены преимущественно рассмотрению бесконечно большого
тела, на участке поверхности которого приложены внешние силы,
распределенные по тому или иному закону. Результаты данных иссле-
дований позволяют подойти к оценке погрешности принципа Сен-
Венана применительно к массивным телам (т. е. таким телам, все
размеры которых являются величинами одного порядка). Более
трудным является вопрос об оценке этой погрешности при расчете
напряжений в гибких телах (стержнях, пластинах, оболочках), ко-
торый разработан слабо. Поэтому на принцип Сен-Венана следует
смотреть как на положение, выдвинутое скорее физическими, нежели
математическими соображениями, и с этих позиций к нему в каждом
конкретном случае и подходить.

Значение принципа Сен-Венана в теории упругости состоит в том,
что он позволяет заменить заданную на ограниченном участке поверх-
ности тела нагрузку другой нагрузкой (статически эквивалентной
предыдущей), что во многих случаях значительно упрощает матема-
тическое решение задачи.

Принцип Сен-Венана можно распространить и на объемные силы,
сформулировав его так: если имеется некоторая система сил, рас-
пределенная в пределах достаточно малого объемного элемента тела,
то деформации, вызванные данными силами, будут (если говорить
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о достаточно больших расстояниях от центра рассматриваемого
объемного элемента) весьма мало отличаться от деформаций, вызван-
ных любой другой системой сил, статически эквивалентной преды-
дущей системе и расположенной в пределах того же элемента объема.

§ 3. Постановка задачи Сен-Венана

Суть этой задачи состоит в том, что требуется найти поле напря-
жений и деформаций в призматическом стержне произвольного попе-
речного сечения под действием любых сил, распределенных по поверх-
ностям обоих его торцов (каковые считаются перпендикулярными
оси стержня). Боковая поверхность стержня принимается свободной
от нагрузки; объемными силами пренебрегают. Данная задача теории
упругости (в указанной выше общей ее постановке) весьма трудна
и до сих пор еще не решена. К ее решению можно, однако, подойти
с позиций принципа Сен-Венана.

Расположим в плоскости одного из торцов стержня, в центре
тяжести его площади, начало декартовой системы координат XYZ*
Ось Z направим по оси стержня в сторону другого торца, а напра-
вления осей X и Y пока фиксировать не будем, считая их произ-
вольными (рис. 34).

При таком выборе координатной системы на торце z = l (I — длина
стержня) будут действовать напряжения axz, ayz, ozz, которые должны
быть равны составляющим поверхностной нагрузки fx, fy, /_, задан-
ным на торце. При этом, очевидно, что компоненты главного вектора
и главного момента данной поверхностной нагрузки будут

rr
f fyo
— f f

= Г ffzdQ

r

a dQ = — f fxf, d

( З Л >

—f*y">dQ

Здесь за точку приведения берется точка пересечения оси Z с тор-
цовой плоскостью z = /, т. е. центр тяжести поперечного сечения,
интегрирование же распространено по всей площади торца.
Что касается главного вектора и главного момента сил, действую-
щих на противоположный торец z = 0, то они однозначно опреде-
ляются из условий равновесия стержня как целого под действием
нагрузок, приложенных к его торцам. Если считать стержень доста-
точно длинным и, соответственно, площадь его торца — малой по
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сравнению с боковой поверхностью, то, воспользовавшись принципом
Сен-Венана, можно утверждать, что все системы нагрузок, для кото-
рых правые части равенств (13.1) одинаковы, будут вызывать в стержне
(за исключением районов, непосредственно прилегающих к торцам)
одинаковые поля напряжений и деформаций. Тем самым вместо задан-
ной нагрузки можно рассматривать любую другую, ей статически
эквивалентную, выбранную из соображений удобства решения.

Рис. 34.

Для дальнейшего упрощения рассуждений можно, кроме того,
воспользоваться принципом наложения (§ 17, гл. V), позволяющим
рассматривать по отдельности системы нагрузок, статически эквива-
лентные каждому из шести компонентов двух векторов g и Ш. При
этом компоненту £j2 будет соответствовать растяжение (или сжатие)
стержня вдоль его оси; компонентам %„,, %v—изгиб стержня попе-
речными силами, приложенными на его конце; компонентам Шх, Tty —
изгиб стержня парами сил, приложенными на его конце, и, наконец,
компоненту Шг — кручение стержня приложенной на его конце парой
сил.

Таким образом, задача Сен-Венана распадается на четыре задачи
(на рис. 35 — соответственно):

а) растяжение,
б) изгиб парой,
в) кручение,
г) изгиб поперечной силой.
В заключение параграфа следует подчеркнуть, что та, сформули-

рованная выше, упрощенная постановка, которую придал своей задаче
Сен-Венан, имеет преимущество не только простоты, но и практи-
ческой целесообразности. Дело в том, что на практике бывает чрез-
вычайно трудно выяснить истинный закон распределения сил на торце
стержня. Вместе с тем главный вектор и главный момент сил, пере-
даваемые на стержень, обычно известны с достаточно высокой сте-
пенью точности. Таким образом, даже если когда-нибудь ценою
больших математических усилий удастся найти решение задачи
Сен-Венана в общей ее постановке, то использовать данный результат
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будет почти невозможно. Большой заслугой Сен-Венана является
именно то, что он поставил и решил свою задачу в строгом соот-
ветствии с требованиями практики, сосредоточив внимание на главном

Рис. 35.

и отбросив второстепенное, не поддающееся к тому же, как пра-
вило, точному учету.

§ 4. Растяжение стержня продольной силой

Пусть главный вектор сил, действующих на торец z — l, напра-
влен по оси Z, а главный момент сил равен нулю. Простейшим рас-
пределением напряжений на торце, статически эквивалентным ука-
занным главному вектору и главному моменту, будет

агг = а0= c o n s t ; ахг = ауг = ®> (4.1)
причем

o 02 = g z = P, (4.2)

где 2 — площадь поперечного сечения стержня.
Естественно предположить, что напряжения axZ, ауг, агг будут

в данном случае такими же и в любом другом поперечном сечении
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стержня. Что же касается напряжений ахх, ауу, <зху, действующих на
площадках, параллельных направлению главного вектора g, то сле-
дует ожидать, что они будут равны (или близки) нулю.

На основании всего сказанного попытаемся удовлетворить урав-
нениям равновесия V(5.2) и соотношениям Бельтрами — Митчелля
V(9.5), полагая, что всюду

Проверка показывает, что такое предположение не противоречит
ни уравнениям равновесия, ни уравнениям совместности деформаций,
ни граничным условиям на боковой поверхности стержня. Что же
касается торцов стержня, то на них, с одной стороны, выполняется
равенство (4.2) и, с другой стороны,

8»= Г foxzdQ = 0; g , = ff V d 2 = 0 (4.4)

1 = 0

(4.5)

Равенства (4.4) и (4.5)3 выполняются ввиду того, что на торцах
а ^ = 0̂ 5 = 0, а равенства (4.5)i,2 — ввиду того, что за точку при-
ведения сил принят центр тяжести площади сечения торца. Таким
образом, поле напряжений (4.3) удовлетворяет уравнениям равнове-
сия и условиям совместности и, кроме того, на торцах стержня дает
заданные значения главного вектора и главного момента поверхностей
нагрузки. Тем самым данное поле напряжений является решением
задачи о растяжении стержня (в смысле Сен-Венана).

§ 5. Изгиб стержня моментом

Пусть поверхностные силы, действующие на торец стержня z = l,
статически эквивалентны паре сил с моментом ЗЯу = М (остальные
же компоненты главного вектора и главного момента %х, $у, § г , Шх,
Шг пусть равны нулю).

Из соображений статики видно, что при этом силы, действующие
на другой торец стержня (z = 0), должны быть статически экви-
валентны паре сил Шу — — Ж. Попытаемся удовлетворить всем усло-
виям данной задачи полем напряжений вида

°хх = ауу = °xz = °уг = °ху = 0\ Огг = аХ + Ьу, (5.1)

где а и Ь—постоянные коэффициенты.
Подставив (5.1) в V(5.2) и V(9.5), убеждаемся, что сделанное

предположение не противоречит ни уравнениям равновесия, ни усло-
виям сплошности деформации, ни граничным условиям на боковой
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поверхности стержня, т. е. что поле напряжений (5.1) в принципе
возможно. Остается показать, что на торце стержня оно, при надле-
жащем выборе с и * , приводит к поверхностной нагрузке, статически
эквивалентной моменту Tty = М.

На основании (5.1) имеем следующие выражения для компонен-
тов главного вектора и главного момента на торце стержня

( 5 . 2 )

(5.3)

(5.4)
у= — J fa!lzxdQ = — af J x 2 d Q — xydQ =

— a yy "'xy

(где интегрирование распространено по всей площади торца). 1ХХ, 1ху,
1уУ — моменты инерции поперечного сечения торца относительно
осей X я Y.

При этом равенства (5.2) непосредственно следуют из того, что
согласно (5.1) о ^ = ауг = 0, а равенство (5.3)—из того, что начало
координат принято в центре тяжести торцевого сечения.

Согласно имеющемуся условию

= 0; Tty = — aIvy — bIa;y = M, (5.5)

отсюда

'хх уу 'xy
г

• м.

М;

'хх уу '

Нормальные напряжения, возникающие в стержне при изгибе его
парой сил Шу = М, приложенной к торцу, определяются формулой

(1хх* — 1хуУ)- ( 5- 6)
_

'хх уу
ху

В частном случае, если X и Y являются главными осями инерции
поперечного сечения стержня,

М

'УУ
(5.7)

Таким образом, при изгибе парой сил нормальные напряжения
в каждом поперечном сечении стержня распределяются по линейному
закону.
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Имея теперь выражения для напряжений, можно, воспользовавшись
законом Гука, написать

«а» = J~x = ~Ё [°*х ~ v (°w + O z z ) 1 = "~

eVV — dv ~~ E

du , dv du . dw dv . dw

. (5.8)

Следуя процедуре, намеченной в § 2, гл. V, находим

, = < — - н •*; "». = <o"—i=ri

Входящие сюда постоянные интегрирования со° — суть значения
углов поворота в начале координат. Считая торец 2 = 0 закреплен-
ным в отношении смешений стержня как твердого целого, получим

: -=- z: u)., (5.9)

Путем рассуждений, аналогичных § 3, гл. V, можно далее полу-

чить

= -g (fix -\- by) z

(5.10)

Согласно последней из этих формул продольное перемещение w
(в любом поперечном сечении стержня) есть линейная функция х и у,
из чего следует, что каждое такое сечение при деформации рассма-
триваемого типа остается плоским. Нетрудно видеть, что приведенные
выше результаты в основном совпадают с результатами приближен-
ной теории изгиба, излагаемой в сопротивлении материалов.

§ 6. Кручение стержней (общая теория)

Пусть действующая на торец стержня внешняя нагрузка сводится
к моменту

/ / Q M. (6.1)

В данную формулу входят только компоненты напряжения ахг,
суг, в соответствии с чем можно ожидать, что именно они должны
играть основную роль в рассматриваемой задаче. Попытаемся, следуя
полуобратному методу Сен-Венана, удовлетворить всем уравнениям
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и граничным условиям рассматриваемой задачи, приняв остальные
компоненты напряжения равными нулю. При этом уравнения равно-
весия V (5.2) (с учетом отсутствия объемных внешних сил) примут
вид

^ = ^ = 0; _?!+•? = 0. (6.2)
дг дг дх ' ду к '

Из двух первых равенств следует, что о^, ауг (и соответствую-
щие им деформации exz, еуг) не зависят от z. На основании же треть-
его равенства можно написать

ди . dw дФ dv , dw дФ ,а о ч
xz дг ' дх ду ' " г дг ' ду дх к '

где Ф — функция только хну;
а—постоянный, пока что неопределенный коэффициент, целесо-

образность введения которого выяснится несколько ниже.
Предположение, что равны нулю напряжения схх, ауу, агг, ввиду

закона Гука V(6.7), эквивалентно предположению, что

ди п dv n dw

Производные угла поворота <ог связаны с деформациями форму-
лами § 2, гл. V

д<аг 1 де^у дехх да>г деуу 1 деху

~дх=12~дх ду~' ~ду=~дх ~2 ~ду~

дг ~ 2 \ дх ду

Подставив сюда вместо компонентов деформации их выражения
(6.3) и (6.4), получим

* = £- = (); ^ = - 1 а Д Ф . (6.6)
дх ду дг 2 v '

На основании третьего из этих равенств

шг = — 1<х2ДФ + ф(х, у). (6.7)

Подчиняя это выражение двум первым равенствам (6.6), будем
иметь

( ^ l i ! i L ) (6.8)

ф(х, _y) = wo = const. (6.9)

При этом, считая что на торце 2 = 0 стержень закреплен от
поворота, надо положить о>о = 0. Таким образом, окончательно

шг = — у а С г = т.г, (6.10)
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где т — е щ е один постоянный коэффициент, имеющий простой гео-
метрический смысл, — это угол закручивания стержня, отнесенный
к единице его длины. Множитель а в формулах (6.3), как очевидно,
может быть выбран произвольно.

Если положить а = т, то С = — 2 и уравнение для функции
Ф(х, у) принимает вид

ДФ = — 2. (6.11)

Определенную таким образом не зависящую от степени круче-
ния х вспомогательную функцию называют функцией напряжения в за-
даче о кручении или функцией Прандтля.

Найдем далее остальные два угла поворота. В частности, для
производных шх могут быть написаны выражения

д<о„ 1 д*Ф 1 д-Ф )
~12Zdx*

отсюда

аналогично

дх
да>х

ду

~ 2 0

1
2

д"-Ф
дх ду

- — XX-

(6.12)

», = - Ч > — J - T * (6.14)
у •* 2 ду у '

Теперь, действуя согласно § 3, гл. V, можно определить и пере-
мещения, соответствующие принятому полю напряжений

du = — izdy — ту dz \

dv = zx dz -\- zz dx

дФ
(6.15)

Первые два выражения — суть полные дифференциалы функций

и== — iyz; v = xxz. (6.16)

Что касается третьего выражения, то оно будет полным диффе-
ренциалом, если

д /дФ . \ д

Это равенство идентично уравнению (6.11), полученному ранее
для функции кручения Ф. Таким образом, мы имеем право написать

w = тер (х, у), (6.18)
где

д<? , дФ dv дФ ,с , m

*=y + д-; ^ = — х—д-; (6.19)
дх s i ду > ду дх' к '

<f(x,y) — функция кручения Сен-Венана.
В формулах (6.16) и (6.18) опущены постоянные интегрирования,

поскольку им соответствуют перемещения стержня как твердого
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целого (§ 3, гл. V). Продифференцировав формулы (6.19), одну по х,
другую по у, и затем сложив их, получим

Дер = Aw = 0, (6.20)

т. е. ср (а вместе с нею и продольное перемещение w) — функция
гармоническая, зависящая, как это видно из последней формулы (6.15),
только от х и у.

Из вышеизложенного ясно, что предлагаемое решение удовлетво-
ряет уравнениям равновесия, в данном случае — уравнениям (6.2).
Нетрудно проверить, что оно удовлетворяет также и соотношениям
неразрывности Бельтрами — Митчелла. Последнее, впрочем, ясно уже
из того, что все три выражения (6.15) являются полными дифферен-
циалами.

Теперь остается подчинить решение граничным условиям на боко-
вой поверхности стержня и на его торцах.

Поскольку боковая поверхность стержня свободна от внешних
сил, на ней должны соблюдаться равенства

ахх cos (га, X) + аху cos (я, К) + ахг cos (я, Z) = 0

cxycos(n, X)-\-ayycos(n, К ) - I - v cos (я, Z) = 0 . (6.21)

axz cos (и, X) + ауг cos (я, Y) -\- з я cos (га, Z) = 0

При этом в данном случае

cos(ra,;0 = g ; cos (га, .>/) = — g ; cos (я, Z) = 0, (6.22)

где х, у a s — координаты точки и длина дуги направляющей цилинд-
рической поверхности, ограничивающей стержень
(рис. 36).

Учитывая эти формулы, а также сделанные выше предположения
относительно напражений, находим, что первые два граничных усло-
вия (6.21) удовлетворяются тождественно, а третье принимает вид

(где L — контур поперечного сечения стержня). Если подставить сюда
вместо напряжений их выражения согласно формулам

ахг = Wax = рт ^ Г : V = Wyz = ~ рт "gj". (6-24)

то получим

дФ dy . дФ dx _ дФ _ -
~dy-d7'T—dx~~dT — W — °' ( 6 - 2 5 )

т. е. на образующей боковой поверхности стержня

Ф(х, y) = K=const. (6.26)

Ранее было показано, что Ф (л:, у) подчиняется уравнению Пуас-
сона (6.11). Теперь получено граничное условие, которому решение
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этого уравнения должно быть подчинено. Заметим, что стержень
может быть как односвязным, так и многосвязным телом. В послед-
нем случае он будет ограничен не одной, а несколькими цилиндри-
ческими поверхностями, оси которых параллельны. Если стержень
многосвязен, то функция Ф должна быть постоянной на всех цилин-
дрических поверхностях, его ограничивающих, причем каждой из
них будет соответствовать свое вполне определенное значение К.

Таким образом, вообще говоря, граничное условие для функции Ф
записывается следующим образом:

(на (6.27)

где Lj(j = Q, 1 п) — направляющие цилиндрических поверхно-
стей, образующих в совокупности боковую
поверхность стержня.

Заметим, что в полученные выше формулы для деформаций, на-
пряжений и перемещений входит не сама функция Ф, а только ее

Рис. 36. Рис. 37.

частные производные. Поэтому с точки зрения рассматриваемой
задачи достаточно определить функцию Ф с точностью до произ-
вольной постоянной. Последнее дает возможность положить одну из
постоянных Kj в (6.27) равной нулю (поскольку это равносильно
замене функции Ф(х, у) функцией Ф(х, y)-\-Km. Отсюда ясно, что
в случае односвязного стержня (когда имеется всего лишь одна гра-
ничная боковая поверхность) граничное условие для функции Ф (х, у)
может быть принято в виде

Ф(х,у) = 0 (на L0). (6.28)

Остается теперь рассмотреть граничные условия на торце стержня.
Нужно при этом показать, что полученное выше поле напряжений
удовлетворяет на торцах стержня равенствам

о„<*9 = 0, (6.29)
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поскольку иначе, помимо крутящего момента, будут иметься и по-
перечные силы, изгибающие стержень. Подстановка в (6.29) фор-
мул (6.24) приводит к выражениям

Воспользовавшись формулой Грина ([30], т. II, стр. 216), преоб>-
разуем эти интегралы в линейные (по контуру, ограничивающему
поперечное сечение стержня). При этом будем иметь

(6-31)
За; — Iх 1 $ Ф C O S («• Y)ds

gj, — — [АХ ф Ф cos (я, X) ds

где и — направление нормали к контуру поперечного сечения (рис. 37).
Первый из интегралов в развернутом виде запишется следующим

образом

<$х = [IT Г Ф cos (я, Y)ds~\-\ix С Ф cos (я, K ) d s + . . .
i 0 Li

^ ( 6 . 3 2 )

где Lo, Z,j, . . . , /.„—замкнутые контуры, ограничивающие попереч-
ное сечение (которое в общем случае может быть многосвязным).
Но на каждом из этих контуров Ф остается постоянным, ввиду чего

cos (я, Y)ds-\-jxTK1j cos (я, Y)dS-\- . . .

. . . +^Kn J cos (re, Y)dS = 0, (6.33)

поскольку интеграл

/

/•
cos (я, K)ds = — dx,

J

взятый по любому замкнутому контуру, равен нулю.
Аналогично доказывается и второе из равенств (6.29). Таким

образом, условие равенства нулю главного вектора сил, действую-
щих на торец стержня, выполняется. Подставив далее выражения
(6.24) в формулу (6.1), получим

М = — ид I ^— х + г̂— у )dQ =
г J J \ дх ' ду •*}

или, после преобразования первого интеграла по формуле Грина,

ЛГ = — [хт J ® [л: cos (я, X)-\-ycos(n, Y) ]ds-\-2\>.x J J Ф d2. (6.34)2
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Входящий сюда контурный интеграл можно представить в виде

Г Ф [л: cos (я, X)+ycos(n, Y)]ds — С Ф(хс1у—ydx) =
L L

= Kof(xdy—ydx)-\-Klf(xdy—ydx) + . . . +

dy—ydx) = 2(K0Q0—KlQ1— . . . — KnQn), (6.35)

где 2 0 —площадь, ограниченная внешним контуром Lo;
Qv 2 2 , . . . , Qn—площади, ограниченные внутренними контурами

Lv I~2 L n .
Последнее ясно из того, что выражение

dQ = ±(xdy—ydx)

есть не что иное, как площадь сектора, ограниченного дугой ds и
проведенными к ее концам из начала координат лучами. При обходе
по замкнутому контуру против часовой стрелки интеграл

у f(xdy-ydx)

равен площади, ограниченной данным замкнутым контуром. К этому
следует добавить, что обход по внешнему контуру сечения стержня
в интеграле (6.36) должен выполняться против часовой стрелки,
а по всем внутренним контурам — по часовой стрелке ([30], т. II,
стр. 218), чем и объясняются знаки в (6.35).

Таким образом, окончательно

В случае односвязной области имеется всего один контур, при-
чем, как уже было указано, соответствующая ему константа Ка

может быть принята равной нулю. Поэтому для односвязной области

М = 2(11 Г Г ФdQ. (6.37)

Отношение крутящего момента М к относительному углу закру-
чивания называют жесткостью стержня на кручение. Как это следует
из (6.37)

>dQ. (6.38)
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§ 7. Другие пути решения задачи о кручении

В предыдущем параграфе решение задачи о кручении призмати-
ческого стержня произвольного поперечного сечения было сведено
к решению уравнения Пуассона (6.11) при граничном условии (6.25).
Покажем, что оно может быть сведено также к решению задач
Неймана или Дирихле для двухмерного уравнения Лапласа.

Как уже было выше установлено, пропорциональная перемеще-
нию w функция ср (х, у) подчиняется уравнению Лапласа. Выясним,
исходя из каких граничных условий данная гармоническая функция
должна быть определена. Для этого выразим напряжения ахг, ауг

через частные производные ср (л:, у), что может быть сделано на
основании (6.24) и (6.19). При этом получим

Подставив далее эти выражения в граничное условие на боковой
поверхности стержня (6.23), находим

Это равенство может быть приведено к виду

• ду dx _dy_ rfy_ J_ d (x* + у2)
* ду ds dx ds ~~ 2ds * ду ds dx ds ~~ 2 ds

-1?- cos («, Y) —дЛ- cos (я, X) = 0, (7.3)

но

и, следовательно,

% - ' % (наЦ. (Г.4)

где

Таким образом, tp — гармоническая функция, которая должна быть
определена по граничному условию (7.4). Тем самым решение задачи
о кручении сведено к задаче Неймана.

Как известно (130], т. II, стр. 574), для корректности постановки
данной задачи необходимо, чтобы при задании на контуре области
нормальной производной было соблюдено условие

дп "° — "•

Оно в рассматриваемом случае выполняется, поскольку интеграл

~~dTds=~:
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по всякому замкнутому (односвязному или многосвязному) контуру
равен нулю.

Покажем далее, что решение задачи о кручении может быть
сведено также и к задаче Дирихле. Введем с этой целью новую
вспомогательную гармоническую функцию ty(x, у), сопряженную
с ? С*. У)> т- е- связанную с ней соотношениями Коши-Римана

дх ~ ду ' ду ~~' дх • к '

Из этих равенств, а также из (6.22) следует, что

£ £ | > ( « , У) = f «>«(,». X)-

_|iCos(n, Y)=&d/- + f-%- = £.. (7.6)
дх v ' ' ду ds ' дх ds ds ч '

Подставив данный результат в (7.4), получим граничное условие
для гармонической функции ф

-dl-^Y-dT (на ^ ( 7 < 7 )

откуда

1 (на I ) . (7.8)

Если говорить только об односвязных областях, а именно для
них данный путь решения задачи о кручении иногда оказывается
наиболее удобным, то постоянную С можно положить здесь равной
нулю (по соображениям, которые были уже высказаны в предыду-
щем параграфе).

Таким образом, окончательно

ф = ^ ( л : 2 + 3 ' 2 ) (на L). (7.9)

Тем самым решение задачи о кручении сведено к определению
двухмерной гармонической функции по заданным на контуре области
ее значениям, т. е. — к решению задачи Дирихле.

Нетрудно установить связь между гармонической функцией ф
и вспомогательной функцией Ф предыдущего параграфа. Действи-
тельно, если внести еще одну функцию х (х< У)> связанную с Ф ра-
венством

Ф=Х-^-±А (7.10)

то после подстановки этого выражения в (6.11) окажется, что
ДХ = О, т. е., что % — есть функция гармоническая. На контуре
поперечного сечения односвязного стержня Ф = 0, откуда следует,
что на этом же контуре

Х = ^ - (7-11)
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Сопоставив (17.11) и (17.9), видим, что гармонические функции <|»
и •( в силу единственности решения задачи Дирихле тождественны,

Ф ^ Х : (7-12)

подставив данный результат в (7.10), получим

Имея эту формулу, легко выразить через функцию ф все напря-
жения, деформации и перемещения, а также жесткость стержня на
кручение (поскольку в предыдущем параграфе приведены их выра-
жения через Ф).

В заключение параграфа дадим выражение крутящего момента
через функцию Сен-Венана <? (х, у). Подставив для этого в (6.1)
выражения (7.1), получим

М = рт f f (x*+}P)dQ + v.4 f f (^x—^y)dQ. (7.14)

Второй из этих интегралов может быть преобразован в интеграл
по контуру поперечного сечения стержня

l— ycos(n, X) + xcos(n, Y)]ds =

Таким образом, окончательно

| - | ? - Л . (7.16)

Сен-Венан доказал, что с увеличением полярного момента инер-
ции сечения стержня (относительно центра тяжести) Jp, при сохране-
нии неизменной площади поперечного сечения, жесткость на круче-
ние убывает. Отсюда следует, что стержень кругового поперечного
сечения обладает наибольшей жесткостью на кручение из всех одно-
связных стержней, имеющих одинаковые площади сечения и изгото-
вленных из одного и того же изотропного материала. Можно, кроме
того, показать, что круговое поперечное сечение наиболее выгодно
и в том отношении, что ему, при прочих равных условиях, соот-
ветствует минимальное значение наибольшего касательного напряже-
ния, возникающего при кручении.

§ 8. Результирующие касательные напряжения
(в задаче о кручении) и некоторые их свойства

Вектор напряжения на площадках, перпендикулярных оси скру-
ченного стержня, равен

( ^ £) (8-0
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Длина этого вектора

= рт | grad Ф | (8.2)

есть результирующее касательное напряжение.

Рис. 38.

->•

Покажем, что вектор з г в произвольной точке М(х, у) сечения
стержня направлен по касательной к линии

ф(х, у) = const, (8.3)

проходящей через данную точку.
Действительно, вдоль кривой (8.3)

дФ dx , дФ dy
дх ds ' ду ds

(8.4)

где п' — единичный вектор внешней нормали к линии (8.3).
Семейство замкнутых кривых (8.3) ввиду указанного выше их

свойства называют линиями (траекториями) касательных напряжений.
Производная от функции напряжения по нормали к траектории
касательного напряжения равна

дФ дФ , , „ ч , дФ , , . . .
-j—r = -к— cos (п , л ) + ^ — cos (га, К) =
дп' дх v ' ду v '

= — [—Oj,3cos(«', X)-\--sxZcos(n', Y)). (8.5)

На основании этой формулы и формулы (8.4) можем написать

... дФ __ , , , „ . дФ ___,., v .
<п' KV а — i

и, следовательно,

(8.6)

(8.7)
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т. е. результирующее касательное напряжение в точке М (х, у) равно
(с точностью до постоянного множителя) производной функции на-
пряжения по нормали к траектории касательного напряжения, про-
ходящей через М. Заметим, что контур поперечного сечения является
траекторией касательного напряжения, поскольку на нем Ф = const.
Поэтому все доказанное выше относится и к границе поперечного
сечения.

Т е о р е м а . Результирующее касательное напряжение, возни-
кающее при кручении, достигает своего наибольшего значения на
боковой поверхности стержня.

В задаче о кручении оба компонента касательного напряжения о^,
°уг — СУТЬ функции гармонические. Последнее становится ясно, если
выполнить операцию Д(. . .) над равенствами (6.24) и учесть при
этом уравнение (6.11). Отсюда вытекает, что как ахг, так и а^
достигают наибольших значений на границе поперечного сечения
стержня ([30], II, стр. 575). Из этого, однако, непосредственно

еще не следует, что и результирующее касательное напряжение | oz |
также достигает своего наибольшего значения на границе.

Чтобы это доказать, предположим, что |<з2| достигает максимума
внутри контура поперечного сечения стержня в некоторой точке М.
Выберем затем новую систему декартовых координат, направив ее

->•

ось X параллельно вектору az в М. Тогда в этой системе координат
точке М будут соответствовать компоненты напряжения

причем а'хг будет, согласно сделанному предположению, больше
своего наибольшего значения на границе, что не может быть в дей-
ствительности, поскольку компоненты напряжения являются гармо-
ническими функциями не только в старой, но и в новой системе
координат. Таким образом, сделанное выше предположение было
неправильно и, следовательно, теорема доказана.

§ 9. Теорема о циркуляции касательного напряжения
(в задаче о кручении)

Вычислим циркуляцию вектора Т (8.1) вдоль произвольной пло-
ской замкнутой кривой L, проходящей внутри профиля стержня,

Г = § X dr = § (cxz dx + °yz dy) (no Zj. (9.1)

Это выражение, если учесть формулы (7.1) и (6.18), приводит
к виду

(9.2)

где S — площадь, ограниченная кривой интегрирования.
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Заметим, что перемещение w должно быть, очевидно, однознач-
ной функцией внутри профиля стержня, ввиду чего

$£*-<>•
Поэтому окончательно

Г = 2[АТ5. (9.3)

Предыдущие рассуждения остаются справедливыми как для одно-
связных, так и для многосвязных профилей, и притом независима
от того, охватывает контур интегрирования одну или несколько
внутренних границ профиля или нет. Последнее обстоятельство
может быть использовано для отыскания остававшихся до сих пор
неопределенными констант Kj, входящих в граничные условия (6.27)
для многосвязных стержней.

Для этого предварительно отметим, что на основании (6.22)
и (6.24) циркуляция касательного напряжения может быть следующим
образом выражена через функцию напряжения Ф

где п' — единичный вектор внешней нормали к L.
Сопоставив эту формулу с (9.3), получим

Lds=2S. (9.5)

Здесь в качестве путей интегрирования могут быть, в частности,
взяты внутренние границы профиля. При этом

j ( У = 1 . 2, . . . . п), (9.6)

где tij — внешняя нормаль к Ly,
Sj — площадь, ограниченная у-той внутренней границей.
В случае многосвязного профиля Ф есть функция х, у и п

констант Ку n равенств (9.6) необходимы и достаточны для того,
чтобы эти константы были определены, а вместе с тем была пол-
ностью определена и функция Ф.

§ 10. Кручение стержня, сечением которого является
круг или круговое кольцо

Если сечение скручиваемого стержня является кругом или кру-
говым кольцом, то граничное условие (7.4) для гармонической
функции ср (х, у) принимает вид

•^- = 0 (на L), (ЮЛ)
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откуда следует, что в данном случае

ср = const = сро> (10.2)

причем без ограничения общности можно положить сро==О, что
равносильно устранению перемещения стержня как твердого целого
в направлении оси Z.

В соответствии с этим в рассматриваемом частном случае основ-
ные формулы § 6 и 7 должны быть написаны следующим образом:

и = — туг; v = ixz\ w = 0

f f

где Ip—полярный момент инерции профиля относительно его центра
симметрии.

Таким образом, жесткость на кручение стержня, сечение кото-
рого есть круг или круговое кольцо, определяется формулой

Z\ = ^ - = |i/p. (Ю.5)

Суммарное касательное напряжение в произвольной точке стержня
определяется по формуле

т= V°L+а\г=^ Vх2

где г—расстояние от оси стержня.
Это напряжение действует в направлении касательной к окруж-

ности радиуса г и постоянно на этой окружности. Т достигает наи-
большего значения у внешней границы сечения и будет там равно

Тт&х = ^а. (10.7)

Все эти простые результаты были получены значительно раньше,
чем были выведены уравнения общей теории кручения. Как видно,
в данном случае сечения стержня при кручении остаются плоскими,
что явилось поводом для попытки экстраполяции этого закона на
все остальные формы поперечных сечений.

Однако в отличие от задачи об изгибе, где аналогичная гипотеза
дает достаточную точность, в задаче о кручении она приводит
к значительной погрешности. Депланация (т. е. выход поперечных
сечений стержня из плоскости) является существенным фактором
в задаче о кручении стержней произвольного профиля, без учета
которого нельзя подчинить решение краевым условиям на боковой
поверхности стержня (за исключением того частного случая, который
был рассмотрен выше).
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§ 11. Кручение стержня с эллиптическим поперечным
сечением

Пусть профиль сечения скручиваемого стержня задан уравнением
v-2 V 2

! ? • + • £ — 1 = = 0 - < 1 М >

Граничное условие (6.28) будет при этом удовлетворено, если
функцию Ф искать в виде

ф (*, j,) = Л (-g-4-•§-—!). (11-2)

где А — постоянный коэффициент.
Введя (11.2) в (6.11), получаем равенство

откуда

Подставив (11.2) в (6.38), приходим к следующей формуле, опре-
деляющей жесткость на кручение стержня эллиптического профиля,

[ £ £ ] 01.4)
Но для эллипса

Ix=-T-; 1у = ——,

Введя эти значения, а также значение А согласно (11.3) в (11.4)
приходим к окончательному выражению

Эта формула была дана Сен-Венаном. Подставив найденную выше
функцию Ф(*, у) в (6.24), будем иметь следующие формулы для
касательных напряжений:

& £ (11.6)

Отсюда для суммарного касательного напряжения получается
выражение

= 2 i« И
которое на границе профиля принимает вид

в» ( н а L)> ( П - 8 )
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где

Ясно, что (11.8) будет иметь наибольшее значение при наиболь-
шем значении у, т. е. при у = Ь. Таким образом, суммарное каса-
тельное напряжение в скрученном стержне эллиптического сечения

Рис. 39.

достигает наибольшего значения на концах малой оси эллипса, причем

1 п аЧ
— 2[АТ I А (11.9)

Перемещение w можно вычислить, подставив (11.2) в (6.19)
и найдя затем функцию ср (х, у) по ее полному дифференциалу.
В результате этого будем иметь

О 1 О
(11.10)

Как видно, депланация скрученного эллиптического стержня
отлична от нуля. Из (11.10) следует, что линии равных значений
перемещения w для такого стержня — суть гиперболы (рис. 39).

§ 12. Эффект концентрации напряжений в скрученном
стержне, имеющем малую выкружку

Рассмотрим функцию

—2 (12.1)

которая (как это можно проверить непосредственной подстановкой)
удовлетворяет уравнению Лапласа, и выясним, какой задаче теории
кручения данная функция соответствует. Из того факта, что на гра-
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нице сечения стержня эта функция должна подчиняться краевому
условию (7.9), вытекает

)? (на L)t (12-2)

Данное выражение устанавливает взаимосвязь между х и у и,
следовательно, определяет некоторый вполне определенный контур.
Переходя в (12.2) от декартовых к полярным координатам (х =
= pcoscp; у = р sin ср), полу-

чаем

a (pcos ср — i

:. (12.3)

После некоторых преобра-
зований это уравнение приво-
дится к виду

(12.4)

откуда следует, что профиль
рассматриваемого стержня об-
разуется дугами двух окруж- р и с 40
ностей

p = b; p = 2a cos ср. (12.5)

Таким образом, функция (12.1) решает задачу о кручении
стержня, профиль которого показан на рис. 40. Воспользовавшись
далее формулой (7.13), получаем

\ I П 1

. (12.6)

Теперь, на основании (6.24), можно написать

2ab2x

(12.7)

Исследование данных выражений (которое удобнее всего выпол-
нить в полярных координатах) показывает, что суммарное касатель-
ное напряжение достигает наибольшего значения в точке А (см.
рис. 40), которой соответствуют координаты х = Ь, у = 0. При
этом

(12.8)

Сопоставив этот результат с (10.7), видим, что наличие на
стержне кругового поперечного сечения малой круговой выточки

приводит к удвоению максимального касательного напряжения,
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возникающего при кручении. В связи с этим становится ясно,
что наличие на валу шпоночных и других выточек должно учиты-
ваться при проверке прочности вала, если даже эти выточки по
объему незначительны по сравнению с валом.

Что же касается жесткости на кручение, то она у стержня рас-
смотренного выше профиля, как можно убедиться, подставив (12.6)
в (6.38), будет определяться формулой вида

(12.9)

где Jp—полярный момент инерции круга радиуса а (относительно
его центра тяжести);

—s-| — члены порядка —=-.а2) а1

Таким образом, наличие малых выкружек сильно влияет на зна-
чение максимального напряжения и мало — на жесткость при кру-
чении. Отсюда ясно, что дополнительные напряжения, обусловлен-
ные малой выкружкой, носят локальный характер, концентрируясь
в непосредственной к ней близости. По мере удаления от выкружки
поле напря-жений, как это видно из (12.7), стремится к полю напря-
жений в стержне кругового поперечного сечения радиуса а

°уг^ — [АХ (а — X).

Замечание. В рассмотренном примере (в отличие от примеров двух
предыдущих параграфов) начало системы координат XYZ не совпадало
с центром тяжести торцового сечения и было даже расположено вне про-
филя стержня. В задаче о кручении это допустимо, в чем можно убедиться,
если внимательно проследить выкладки § 6 и 7. В них использовалось
только предположение, что ось Z параллельна оси стержня, и не было
необходимости в том, чтобы начало координат находилось в центре тяжести
площади торца (ибо нигде не требовалось, чтобы были равны нулю стати-
ческие моменты данной площади относительно координатных осей). Это
позволяет при решении задач теории кручения выбирать как направления
осей X, Y, так и положение начала координат, сообразуясь с удобствами
выкладок, что и было с успехом применено в данном параграфе.

§ 13. Кручение стержня, поперечное сечение которого
есть равносторонний треугольник

Рассмотрим гармоническую функцию

ty = c(x3 — 3xy2)-{-k. (13.1)

Она дает решение задачи о кручении стержня, профиль кото-
рого определяется уравнением

) (13.2)

Придав константам с и k частные значения

1 , 2а2
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можно привести это уравнение к виду

(х — а){х—уУз~+2а)(х-\-уУЗ~-\-2а) = 0, (13.3)

откуда следует, что при указанных выше значениях с и А функ-
ция (13.1) дает решение задачи о кручении стержня, сечение кото-
рого есть равносторонний треугольник с высотой За (рис. 41).

выпуклость

I f f Т

Вогнутость

Рис. 41.

Используя далее формулы (7.13) и (6.24), получаем следующую
картину распределения касательных напряжений в таком стержне

Суммарные касательные напряжения достигают наибольшей вели-
чины в серединах сторон треугольника, и их значения равны

Г т а х = - | а ц т . (13-5)

В вершинах треугольника, а также в начале координат (являю-
щемся центром тяжести профиля)

Воспользовавшись формулами (7.13) и (6.38), можно вычислить
и жесткость на кручение

(13.6)
" . - 4 .

г д е /о __ з ]/з а* — полярный момент инерции профиля.
Для определения депланации поперечного сечения находим сна-

чала функцию напряжения Ф (7.13)

ф (*, у) = ф _ \
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а затем, на основании (6.19), и перемещение

w = — Зет (х2 — у уЛу.

На рис. 42 показаны кривые w = const, т. е. линии равного
уровня депланации для рассматриваемого сечения.

Использованный в этом и предыдущем параграфах прием про-
извольного выбора гармонической функции ф и выяснения затем,
для какого контура поперечного сечения стержня функция дает
решение задачи о кручении, на первый взгляд представляется мало
эффективным, поскольку исследователь лишен при этом возможности
распоряжаться по своему усмотрению выбором контура поперечного
сечения. Однако данный прием весьма полезен, поскольку позволяет
весьма просто и быстро обследовать большой круг задач теории
кручения и получить сведения, относящиеся к достаточно широкому
классу поперечных сечений. Этот прием был использован еще Сен-
Венаном, который последовательно рассмотрел гармонические функ-
ции, являющиеся вещественными или мнимыми частями аналитических
функций комплексного переменного z2, z3, zi, z5, и показал, что
уже этот простейший класс функций позволяет решить задачу кру-
чения для обширного круга контуров поперечного сечения. В част-
ности, контур, рассмотренный в данном параграфе, принадлежит
к семейству контуров, которые могут быть исследованы, исходя из
аналитической функции cz3-]-k.

§ 14. Кручение стержня прямоугольного профиля

Для решения задачи о кручении стержня, поперечное сечение
которого показано на рис. 43 ф^-а), представим правую часть

„ уравнения Пуассона (6.11) в виде ряда

Фурье (в интервале ^ г ^ * ^ - ^ ) ' При

этом будем иметь

• » — 4 S
(-1)"

(2п +1)

где

(14.1)

(14.2)

а —

Рис. 43

Подставим (14.1) в (6.11) и будем искать
решение данного уравнения в форме ряда

(14.3)

Тогда для коэффициентов этого ряда Фп(у) получатся диффе-
ренциальные уравнения

_ 8 (-1)"
dy* и 2л

(14.4)
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Отсюда

Фп = Ап ch lny + Вп sh Х„.у + — -̂  Ь (14.5)

Ряд (14.3) удовлетворяет граничному условию Ф = 0 при

л: = :±:-к. Чтобы он удовлетворял ему и при х = ±-к, необхо-

димо и достаточно, чтобы Фпу±1-^\ = 0. Подчиняя (14.5) этому

требованию, получаем

О 1 I 1 \п 1
Вя — 0, Ап — — - — g - — — — . (14.b)

Я СП Л п -^-

Таким образом, функция кручения для стержня прямоугольного
поперечного сечения имеет вид

(-If ch Х„у '

ch Xn -j

Заметим, что в интервале н-

и=о

(-1)"
(2л+ 1)3 C O S f^fi^C — —~z X t (14.8)

что можно установить как непосредственно путем разложения пра-
вой части равенства в ряд Фурье, так и путем двукратного интегри-
рования равенства (14.1). С учетом этой формулы можно написать

п=о'

Входящий в (14.9) бесконечный ряд, как очевидно (при

^ y j сходится, и притом весьма быстро. Он допускает двукратное

дифференцирование. Теперь, имея функцию кручения Ф (х, у), можно
сразу написать формулы для касательных напряжений

дФ 8а (—l)"shXny

(-l)nchXny
sin \nx

(14.10)
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По аналогии с результатом, полученным при решении задачи
о кручении стержня эллиптического поперечного сечения, когда
результирующее напряжение достигало наибольшего значения по
концам малой оси эллипса, следует ожидать, что в данном случае

оно будет наибольшим в точках д; = ± у , _ у = 0 (т. е. по середи-
нам длинных сторон прямоугольника). Исследование показывает, что это
действительно так, причем формулы (14.10) дают следующее значе-
ние для наибольшего результирующего напряжения в скрученном
стержне прямоугольного профиля

оо

8V1 1 1 (14.11)

Скорость сходимости входящего сюда бесконечного ряда такова,
что, удерживая в нем только один первый член, мы допустим по-
грешность не более 1%. Поэтому для практических надобностей
достаточной будет приближенная формула

-г-Л. (14.12)

I
Получим далее выражение для жесткости кручения стержня пря-

моугольного профиля. Воспользовавшись формулой (6.38) и подста-
вив в нее (14.9), получаем

В \ J

Заметим, что

t h X ——

(
п=1

поэтому, удержав во входящем в (14.13) бесконечном ряду только
один его первый член, мы допустим погрешность всего около 0,5°/0.
Используя такое упрощение, приходим к приближенной формуле

аЧ I. 192а ,. ъЪ\ . . , , , ,

Нетрудно, воспользовавшись для этого формулами (6,18) и (6.19),
получить и перемещение w (характеризующее депланацию поперечных
сечений стержня). После выполнения соответствующих выкладек
получим

n(—l)nsh (14.16)
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На рис. 44 показаны линии равного уровня депланации для
частного случая, когда сечение стержня является квадратом.

Заслуживает внимания случай, когда Ь~^>а (случай кручения
полосы прямоугольного сечения). В данном частном случае, как это
следует из приведенных формул,

аЧ .

- 5 - ; охг т 0; ! 2[АТДГ, (14.17)

т. е. в первом приближении можно считать, что в полосе действуют
только касательные напряжения, параллельные ее длинным кромкам,
линейно изменяющиеся по ее толщине и не зависящие от коорди-

Рис, 44.

наты у. На двух противоположных длинных кромках эти напря-
жения имеют разные знаки и равны

°угяз±рта. (14.18)

С точки зрения кручения полоса — невыгодный профиль, поскольку
ее жесткость, как это следует из (14.17), значительно меньше,
нежели жесткость кругового цилиндра с той же площадью попереч-
ного сечения. Между тем, если принять гипотезу плоских сечений,
то получим обратный вывод, как это нетрудно установить, восполь-
зовавшись (7.16) (положив в ней <р = — -те» = 0). Отсюда ясно, на-
сколько существен в задаче о кручении учет депланации попереч-
ных сечений. Пренебрежение последней может привести к резуль-
татам, неправильным не только количественно, но и качественно.
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§ 16. Кручение стержня, поперечное сечение которого
есть полукольцо

Эту задачу мы рассмотрим в качестве примера на применение
криволинейных координат в теории кручения. Сечение стержня пока-
зано на рис. 45. Решение в данном случае удобно проводить
в полярных координатах

х = г cos 6; у —г sin®. (15.1)

При этом уравнение Пуассона (6.11) принимает вид [см. V, § 21,22]

дг*
1 дФ , 1 дгФ_ g

' 7 йг •" г2 Й9!
(15.2)

Требуется найти его решение, удовлетворяющее условию Ф —О
на контуре поперечного сечения. Это может быть выполнено путем
рассуждений, аналогичных рассуждениям предыдущего параграфа.

Рис. 45. Рис. 46.

Разложив правую часть уравнения (15.2) в ряд Фурье (в интер-
вале 0 < 6 < 1 г ) , получим

оо
•sin(2«+l)e (15.3)

п=0

и будем после этого искать его решение в форме ряда
СО

Ф (г, 6) = 2 /»(г) sin (2/1-1-1) 6. (15.4)
и=0

Подставив (15.3) и (15.4) в (15.2), придем к следующему уравне-
нию для /„(г)
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Общим его решением является выражение

fn(r) = Anr
2n+1-\-Bnr~2»-

где А и В — константы интегрирования, а

8 1
я ( 2 л - :

(15.6)

(15.7)

Ряд (15.4), очевидно, удовлетворяет условию Ф = 0 на прямо-
линейных участках границы поперечного сечения (9 = 0; 9 = тг). Если
потребовать, чтобы /n(/?j) = /n(/?) — 0 , то функция Ф будет удо-
влетворять условию Ф = 0 и на двух полуокружностях, ограничи-
вающих поперечное сечение. Отсюда приходим к следующему выра-
жению для fn(r)

- ^ „ р - 2 " - 1 ) , (15.8)

где

а„.=
\—k 2 n - l

Подставив (15.8) в (15.4), находим функцию кручения

ф(р, 6) = Я» 2
п=0

(15.9)

6. (15.10)

Переходя в формулах (6.24) от дифференцирования по х, у
к дифференцированию по р и 9, получим

"yz-
s i n 9

(15.11)

Отсюда (рис. 46)
( К

Использовав формулу (15.10), получаем
со

Сп(2п -f- 1) [р — апр
2п— Ьпр~2 <"+!)] cos (2л + 1) 9

(15.12)

2]
п=0

оег = — (хт£ 2 С„ (2п + 1) P —

(15.13)
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Исследование показывает, что результирующее касательное напря-

жение достигает наибольшего значения при р = 1 и 9 = -̂ - (т. е.

в середине дуги полуокружности большего радиуса)

(-1)" ( 1 . kin+2

(2л + 1)(2л + 3) "т" (2л—1)(2л

В частном случае, когда k — О (сечение — полукруг),

°'292 Т Г* = °'
п=0

(15.15)

Определение жесткости на кручение сводится к вычислению
интеграла

1 = -!^= ff<bdQ = R2f\f<$>(p,e)dQ pdp. (15.16)
2 ft LO J

Вводя сюда (15.10), находим
оо

п п
 JU (2Я —1)2 ( 2 Л + 1)2 (2Л(2Л

п = 0

[(2я — ) + ( + ) + + ( + ) )
Х ( 1 - й 4 " + 2 Г

(15.17)
В частном случае, если k = 0,

оо

^ 0 1 4 7 * 4 < 1 Б- 1 8>^ + W
п=0

Таким образом, стержень, поперечное сечение которого есть
полукруг, имеет жесткость на кручение

DT = 0,294[АЯ*. (15.19)

Этот результат был получен еще Сен-Венаном. Переходя в соот-
ношениях (6.19) от дифференцирования по х, у к дифференциро-
ванию по р и 8, приходим к формулам
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Подставив в них (15.10) и выполнив интегрирование с учетом
ряда (15.3), получаем следующее выражение для депланационной
функции Сен-Венана

2
п=0

0. (15.21)

Из вышеизложенного следует, что (при использовании полярных
координат) задача о кручении стержня, сечение которого есть полу-
кольцо, решается аналогично рассмотренной в предыдущем параграфе
задаче о кручении стержня прямоугольного сечения.

§ 16. Аналогия Прандтля

Равновесие мембраны (абсолютно гибкой пластины), натянутой
на плоский контур, под действием распределенной по ее поверхности
нормальной нагрузки Р(х, у) описывается (как это известно из курса
уравнений математической физики) дифференциальным уравнением

°-^Y~. (16-1)bW = -г- ду2 —

где То—натяжение мембраны; W—ее прогиб.

W должно быть найдено при граничном условии

W = 0 (на L), (16.2)

причем контур мембраны пока что будем считать односвязным.
Сравнив уравнения (16.1) и (6.11) и граничные условия (16.2) и

(6.28), видим, что каждая задача о кручении стержня односвязного
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профиля может быть сопоставлена с задачей о равновесии мембраны,
натянутой на контур, идентичный контуру поперечного сечения
стержня, и нагруженной равномерным нормальным давлением. Если
при этом отношение давления к натяжению в мембране будет равно

^ = 2/к, (16.3)
' О

то
Ф = - ^ Г , (16.4)

где Ф — значение функции кручения в рассматриваемой точке попе-
речного сечения стержня;

W — прогиб мембраны в соответствующей точке ее поверхности.
Из вышеизложенного следует, что задача кручения стержня одно-

связного профиля может быть экспериментально решена путем изме-
рения прогибов равномерно-нагруженной мембраны, причем:

1) линии равного прогиба мембраны будут совпадать с траекто-
риями касательных напряжений;

2) результирующее касательное напряжение в некоторой точке

профиля М(х, у) будет равно — т т ( гДе п' — единичный вектор

внешней нормали к линии равного прогиба, проходящей через соот-
ветствующую точку поверхности мембраны);

3) жесткость стержня на кручение определится формулой

7dQ — ?tv, (16.5)

где V — объем, ограниченный поверхностью деформированной мем-
браны и плоскостью ее опорного контура.

Указанная выше аналогия (на которую впервые обратил внимание
Прандтль) имеет двоякое значение. Во-первых, она открывает воз-
можность экспериментального изучения распределения напряжений
в закрученном стержне путем измерения прогибов равномерно-на-
груженных мембран. Во-вторых, она дает наглядное представление
о характере изменения функции Ф, а следовательно, и о виде траек-
торий касательных напряжений, поскольку поверхность мембраны,
прогнувшейся под действием равномерной нагрузки, есть геометри-
ческий образ, качественное представление о котором (в каждом
частном случае) может быть составлено без какого-либо предвари-
тельного опыта. Именно в этом состоит основное значение аналогии
Прандтля.

Нетрудно ее обобщить и на случай многосвязных профилей. При
этом внешний контур мембраны должен быть неподвижно закреплен,
а внутренние контуры должны получить поступательные перемещения

Wj = mKj (на Lj), (16.6)

где Kj — константы, входящие в граничные условия на внутренних
контурах многосвязного стержня (6.27).
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Данные константы определяются из условий (9.6), которые, если
их перевести на язык мембранной аналогии, записываются в виде

C / = l . 2 я), (16.7)

dW
•5 угол между плоскостью контура мембраны и плоскостью,

касательной к мембране в точке М (SA этого контура (рис. 48)^
г\ -шуг *

В соответствии с этим То * есть отнесенная к единице длины

dm

Рис. 48.

контура Lj сила, перпендикулярная его плоскости и действующая;
на него со стороны мембраны, а интеграл

есть суммарная перпендикулярная плоскости Lj нагрузка на этот
контур.

Таким образом, аналогия Прандтля переносится на стержни много-
связного профиля при следующих условиях:

1) контур мембраны должен быть идентичен (или подобен) внеш-
нему контуру поперечного сечения стержня;

2) внутренние контуры должны быть имитированы абсолютно
жесткими плоскими невесомыми дисками (вырезанными по форме
внутренних контуров и прикрепленными к мембране так, чтобы сво-
бодная от дисков ее поверхность имела вид исследуемого много-
связного профиля);

3) эти диски должны иметь свободу перемещения только в на-
правлении, перпендикулярном их плоскостям.

Если такого рода мембрану загрузить равномерным нормальным
давлением, то, как очевидно, будут соблюдены оба необходимых
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условия: плоскость каждого внутреннего опорного контура будет
линией равного прогиба мембраны, а нагрузка на каждый внутрен-
ний контур будет равна P0Sj.

Тем самым прогиб мембраны будет пропорционален функции кру-
чения (в соответствующей точке многосвязного профиля), а линии

равного прогиба будут идентичны
\F\ 4 Vj или подобны траекториям каса-
I \i__i_4_L-L i > \- \s i тельных напряжений (рис. 49).

Намеченный выше эксперимент
не так просто осуществить (если
ставить себе целью получение до-
статочно точных в количественном
отношении результатов). Однако,
как уже упоминалось, ценность ана-
логии Прандтля состоит не столь-
ко в том, что она открывает новый
подход к экспериментальному ис-
следованию проблемы кручения,

сколько в том, что она придает этой проблеме значительно большую
наглядность.

§ 17. Кручение односвязных тонкостенных профилей,
составленных из прямоугольных полос

Такие стержни часто применяются на практике. Они либо свари-
ваются из полос, либо получаются путем прокатки. В последнем
случае толщины полок и стенок профиля делаются переменными,

Рис. 49.

U) (л)

B,LAB.
В, В2

(Ж)

Рис. 50.

однако этим в первом приближении можно пренебречь, усреднив
при расчете толщины соответствующих элементов профиля.

Исследуем кручение стержней такого вида (взяв в качестве их
типичного представителя стержень двутаврового профиля) с точки
зрения мембранной аналогии. При этом, наряду с мембраной / (рис. 50),
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рассмотрим три прямоугольных мембраны //, /// и IV, опорные кон-
туры которых пусть будут идентичны контурам прямоугольников,
образующих в совокупности двутавровый профиль. Очевидно, что
при равных давлениях на все четыре мембраны и равных их натяже-
ниях прогибы мембран //, ///, IV будут весьма близки к прогибам
соответствующих точек „полок" и „стенки" мембраны /(за исклю-
чением двух небольших областей в районах примыкания „полок"
к „стенке", поскольку на участках АхАг, ВХВ2 прогиб мембран //,
///, IV будет равен нулю, тогда как у мембраны / на этих участ-
ках он будет отличен от нуля).

Отсюда можно сделать вывод, что объем, заключающийся между
деформированной поверхностью мембраны / и плоскостью ее опор-
ного контура, приближенно равен сумме аналогичных объемов трех
прямоугольных мембран (и притом будет несколько больше этой
суммы). Если вспомнить теперь формулу (16.5), то, на языке тер-
минов теории кручения, полученный результат означает, что жест-
кость на кручение стержня двутаврового профиля должна быть
приближенно равна сумме жесткостей на кручение его полок и
стенки, рассматриваемых по отдельности. Но контуры этих послед-
них— длинные прямоугольники, и к ним применима формула (14.17).
Отсюда

Di = Du + Din + DIV = I p [/, A? + 2/2/г|], (17.1)

где lv lt — длины стенки и полок;
At, A2 — толщины стенки и полок.
Данный результат может быть обобщен (путем совершенно ана-

логичных рассуждений) на любой односвязный стержень, составлен-
ный из прямоугольных полос, а именно: жесткость на кручение вся-
кого такого стержня выражается следующей приближенной формулой

т = 1

где hm и lm — толщина и длина т-ого прямоугольника, входящего
в состав профиля.

Напряжения, возникающие в стержнях такого рода, за исключе-
нием районов сопряжения полос друг с другом, будут близкими
к напряжениям в соответствующих точках полос, рассматриваемых
независимо одна от другой (при одной и той же степени кручения т).
Это прямо следует из мембранной аналогии.

Однако в районах сопряжения полос друг с другом возникают
дополнительные касательные напряжения концентрационного характера,
каковые не влияют сколь-либо существенным образом на величину
жесткости на кручение, ввиду малости тех областей, в которых
они действуют, по сравнению со всей площадью профиля. Определе-
ние этих концентрационных напряжений выходит за рамки тех про-
стых рассуждений, которые были применены выше, и требует спе-
циального исследования.
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Из формулы (17.2) вытекает, что тонкостенные стержни односвяз-
ного (или, как часто говорят, открытого) профиля, составленные из
прямоугольных полос, столь же невыгодны при кручении, как и
длинная прямоугольная полоса, поскольку их жесткость значительно
уступает жесткости стержня с круговым поперечным сечением той же
площади. Необходимо, однако, подчеркнуть, что данное заключение
нельзя рассматривать как окончательное. Оказывается тонкостенные
стержни открытого профиля обладают (по сравнению со стержнями
иных профилей) дополнительными ресурсами в отношении сопроти-
вления на кручение. Суть дела состоит в том, что максимальный
характерный размер торца стержня — высота профиля — в данном
случае существенно превосходит наименьший характерный размер
стержня—толщину полок или стенки профиля. Соответственно (см. § 2),
две статически эквивалентные нагрузки, приложенные к его торцам,
могут вызвать существенно разные поля напряжений, причем разли-
чие это не будет носить локальный характер. В частности, если
решить для тонкостенного стержня открытого профиля задачу о кру-
чении, предположив (в отличие от постановки этой задачи по Сен-
Венану), что депланация на торцах устранена, то жесткость на кру-
чение получится гораздо большей, чем результат (17.2). На прак-
тике условия закрепления торцов скручиваемых стержней всегда
(в большей или меньшей степени) „запрещают" депланацию. Для
нетонкостенных стержней это несущественно, ибо здесь действует
принцип Сен-Венана. Иначе обстоит дело для тонкостенных стерж-
ней, стеснение депланации которых (на торцах) является весьма
существенным фактором, оказывающим решающее влияние на вели-
чину жесткости на кручение. Поэтому для таких стержней интерес
представляет не столько задача о свободном (Сен-Венановом) их
кручении, сколько задача о „стесненном" их кручении. Прибли-
женное решение этой последней задачи (детально разработанное
В. 3. Власовым) тесно связано с кругом идей, используемых в теории
пластин и оболочек, и на этом вопросе мы здесь останавливаться
более не будем.

§ 18. Кручение тонкостенных стержней двухсвязного
профиля (кручение труб)

Применяя мембранную аналогию к стержням такого вида, мы
должны согласно § 16 наложить на мембрану (опорный контур кото-
рой идентичен внешней границе рассматриваемого профиля) абсолютно
жесткий плоский диск, имеющий форму внутренней границы профиля.
Далее надо нагрузить как свободную от диска поверхность мембраны,
так и диск одинаковым равномерным нормальным давлением, обе-
спечив, кроме того, чтобы диск имел свободу перемещения только
в направлении, перпендикулярном его плоскости. Нетрудно видеть,
что деформация такой мембраны будет определяться в основном
нагрузкой, передаваемой на нее со стороны диска. Что касается
нагрузки, действующей на мембрану непосредственно, то ее влиянием
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можно пренебречь, поскольку площадь диска, в силу предположения,
что толщина стержня мала, значительно превосходит площадь поверх-
ности мембраны, не закрытой диском.

В этих условиях поверхность деформированной мембраны (сво-
бодная от диска) будет близка по виду к конической поверхности
(рис. 51). Отсюда следует, что зависимость прогиба мембраны от
расстояния между рассматриваемой ее точкой и внешним контуром
(по нормали к нему) будет близка к линейной.

Рис. 51. Рис. 52.

Переводя этот результат на язык теории кручения, можно ска-
зать, что в данном случае нормальная производная функции круче-
ния Ф будет (в пределах толщины профиля) близка к постоянной,
а следовательно, и результирующее касательное напряжение Т будет
мало изменяться в пределах толщины.

Данный вывод позволяет построить приближенную теорию кру-
чения труб произвольного поперечного сечения. Проведем внутри
профиля линию L, равноудаленную от обоих его границ (рис. 52),
и примем какую-либо точку на этой линии за начало отсчета ее
дуги s. Профиль будет полностью задан, если известны кривая L и
толщина профиля h как функции s. Поскольку изменением резуль-
тирующего напряжения Т в пределах толщины трубы можно прене-
бречь, постольку Т = T(s). Характер зависимости Т от s можно
установить, воспользовавшись граничными условиями для функции
напряжения Ф (Ф = 0 на внешнем контуре профиля Lo и Ф = / ( 1 = с о 1 ^
на внутреннем контуре профиля Z^), а также тем фактором, что Ф
есть линейная функция расстояния z', отсчитываемого по нормали

к Lv

Отсюда

и, следовательно,

T(s) = дФ
h(s)

(18.1)

(18.2)
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т. е. величина результирующего касательного напряжения обратно
пропорциональна толщине профиля. Значение Кг определяется из
равенства (9.6), которое в данном случае принимает вид

где под 5 можно подразумевать как площадь, ограниченную внеш-
ним контуром профиля, так и площадь, ограниченную его внутрен-
ним контуром, поскольку погрешность излагаемой теории такова же,
как и погрешность приближенного равенства

| * « 1 . (18.4)

Последнее вытекает из того, что если нельзя пользоваться этим
равенством, то, согласно (9.6), нельзя считать, что и результирую-
щее касательное напряжение в соответствующих точках внешней и
внутренней границы профиля одинаково.

На основании (18.3)
по

к" (18-5)

T(s) = -
h(s) f "но

(18.6)

Остается вычислить жесткость на кручение. Воспользовавшись
для этого выражениями (6.36) и (18.1), получаем

h

ds

*+§ш I №-

(18.7)

Подставив сюда вместо Кх найденное выше его значение, прихо-
дим к следующей окончательной формуле для жесткости на круче-
ние трубы произвольного поперечного сечения с произвольным зако-
ном изменения толщины профиля — формуле Бредта

(18.8)

§
ds

*(s)
Изложенная выше теория в принципе может быть перенесена и

на тонкостенные стержни со степенью связности профиля п > 2.
И в этом случае (на основании мембранной аналогии) можно счи-
тать, что Ф есть функция, линейно изменяющаяся по толщине про-
филя. Использовав данное обстоятельство, а также граничные усло-
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вия для Ф на всех контурах, ограничивающих профиль, можно уста-
новить формулы, аналогичные (18.1). Их будет в данном случае
несколько (в соответствии с числом внутренних границ профиля).
Входящие в них константы могут быть найдены по формулам (9.6),
и тем самым задача будет решена.

Следует отметить, что так же, как и в предыдущем параграфе,
изложенная выше приближенная теория не может учесть закона
распределения напряжений в районах резкого изменения кривизны про-
филя, например в углах коробчатого сечения, показанного на рис. 53.

а) Ф

i
В

1
1
1
(
1
1

т~ —
г •_ _

В

_

-̂
-\ 1
1

1
1
1

' 1
1
/Рис. 53. Рис. 54.

Проблема стесненного кручения для тонкостенных стержней
замкнутого профиля хотя и ставится, однако имеет здесь гораздо
меньшее значение, чем для тонкостенных стержней открытого про-
филя. Объясняется это тем, что стеснение депланации на торцах не
приводит в данном случае к сколь-либо существенному увеличению
жесткости стержня при кручении.

Уже из этого можно заключить, что между тонкостенными стерж-
нями открытого и закрытого профилей существует большое принци-
пиальное различие в отношении их свойств при кручении. Суть этого
различия становится ясна из рис. 54, на котором показаны потоки
результирующих касательных напряжений на границах односвязных (а)
и многосвязных (б) тонкостенных профилей. У односвязных профи-
лей касательные напряжения линейно изменяются по толщине, имея
различные знаки (при одинаковой абсолютной величине) в двух смеж-
ных точках границы А и В. У многосвязных профилей касательные
напряжения постоянны по толщине и в двух смежных точках А и В
напряжения имеют не только одинаковую величину, но и одинако-
вый знак. Ясно, что при одной и той же величине максимальных
напряжений и одинаковой площади сечения профиля вторая система
напряжений будет создавать значительно больший крутящий момент,
нежели первая. Можно сказать и обратное: при равной площади
сечения профиля и одинаковой величине крутящего момента макси-
мальное результирующее напряжение, возникающее в тонкостенном
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стержне открытого профиля, будет значительно превосходить таковое
в тонкостенном стержне замкнутого профиля.

Отсюда следует, что с точки зрения „свободного" кручения
тонкостенные стержни замкнутого профиля значительно более выгодны,
нежели тонкостенные стержни открытого профиля.

§ 19. Изгиб стержня поперечной силой,
приложенной на его конце

Пусть стержень закреплен своим торцом £ = О, а на торце z = 1
(рис. 55) несет нагрузку, статически эквивалентную силе Р, перпен-
дикулярной оси стержня. При решении этой задачи будем считать,

Рис. 55.

что начало координат расположено в произвольной точке попереч-
ного сечения, а ось X направлена параллельно силе Р (причем плечо
этой силы относительно начала координат равно нулю).

Тогда на торце z = l

. = I a,
(19.1)

Приняв во внимание условие равновесия конечного отрезка стержня,
заключающегося между сечением z и торцом z = l, придем к заклю-
чению, что напряжения, действующие в произвольном сечении, должны
в данном случае подчиняться равенствам

f f oZ9dQ = f f aadQ = f f yaadQ = J f (xazv-yo
(19.2)

Отсюда ясно, что в рассматриваемой задаче будут отличными от
нуля по крайней мере два компонента напряжения агх и агг. Кроме
того, если ось X не является осью симметрии поперечного сечения,
то отличными от нуля будут и напряжения агу, ввиду необходимости
подчинения решения последнему из равенств (19.2).
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Попытаемся обойтись указанными выше тремя компонентами на-
пряжения, т. е. попробуем доказать, что все уравнения и граничные
условия рассматриваемой задачи могут быть удовлетворены, если
положить

°х* = °уу = °ху = 0- (19.3)

Помимо этого, предположим, что нормальные напряжения а2г

изменяются по закону

l—z). (19.4)

Подставив последнее выражение в те из формул (19.2), в кото-
рые входит о г г, приходим к следующей системе линейных алгебраи-
ческих уравнений для входящих в (19.4) постоянных коэффициен-
тов «, р и ]

а/,
УУ

= 0 },

= 0 J

(19.5)

уУ, Sx, Sv — моменты инерции и статические моментыгде 1ХХ, 1ху, /,

площади поперечного сечения стержня относительно осей X и Y,
а 2 0 — площадь этого сечения.

Из (19.5) следует, что

0L = В
InA — S*

в
т

причем
в

в =

' = — ахс — грУс

(19.6)

* ху *^у

Ixx Sx (19.7)

хс, ус — координаты центра тяжести площади поперечного сечения.
Таким образом, коэффициенты а, р, f однозначно определяются

формой и размерами поперечного сечения стержня и выбором системы
координат. Напишем далее уравнения равновесия объемного элемента
стержня с учетом сделанных выше предположений. Положив в урав-
нениях V (5.2) охх = аху = оуу — 0, Fj = 0 и воспользовавшись фор-
мулой (19.4), "получим

(19.8)
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Отсюда прежде всего следует, что напряжения <з2а, и агу от z
не зависят. Заметив, что третье из уравнений (19.8) может быть
написано в виде

ш\а**— Т Р ( а х 2 - И * ) 1 + ^ Г а г ! / — Т ^ ^ + Т-УЯ = 0,(19.9)их L z j оу L и £ j

приходим к формулам

(19.10)

при подстановке которых в равенство (19.9) последнее удовлетво-
ряется тождественно. Условия для определения входящей сюда функ-
ции %(х, у) могут быть получены путем подчинения (19.4) и (19.10)
соотношениям Бельтрами-Митчелла и граничному условию на боко-
рой поверхности стержня.

При принятых предположениях относительно характера напряжен-
ного состояния стержня четыре из шести упомянутых соотношений
удовлетворяются тождественно, а два — приводят к уравнениям

откуда следует, что

Дх = г | ^ ( Р * — «У)— 2С- (19.12)

Здесь С—постоянная интегрирования, которая будет определена
несколько ниже.

Граничные условия для функции х(х> У) МОГУТ быть установлены,
если подчинить формулы (19.10) требованию, чтобы боковая поверх-
ность стержня была свободна от напряжений. Как и в задаче о кру-
чении (и на основании таких же рассуждений) это требование выра-
жается равенством

a s a,cos(KA r)- r-3^cos(«K) = 0 (на L). (19.13)

Подставив сюда (19.10) и учитывая (6.22), получим

% - ФУ2 + 1У)а£- («*2 + Т*) % <н а L>- <Х 9 - 1 4 >

Для дальнейшего целесообразно ввести вместо % (х, у) две новые
вспомогательные функции Ф(х,у) и W(x,y), связанные с предыду-
щей функцией равенством

(19.15)
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При этом как уравнение (19.12), так и граничное условие (19.14)
будут удовлетворены, если подчинить Ф и W следующим уравнениям
и граничным условиям

ДФ = — 2 )

. „ . 2- .„ . }, (19.16)

r = ° !

— = (SV2 + TV)-3 (ax2-\-~;x)-f
ds ^ ' '-^ ds y ' ' y rfs j

Очевидно, что Ф есть не что иное, как функция кручения
Прандтля.

Таким образом, решение задачи об изгибе стержня поперечной
силой сведено к решению задачи о его кручении и к отысканию
вспомогательной функции W (х, у), подчиняющейся на контуре попе-
речного сечения граничному условию (19.17)2. Эту последнюю функ-
цию будем называть функцией изгиба.

Для простоты ограничимся в дальнейшем рассмотрением только
односвязных поперечных сечений. В этом случае (см. § 7) гранич-
ные условия (19.17) приводятся к виду

Ф = 0 (на L), (19.18)

s. (19.19)

Здесь начало отсчета дуги контура поперечного сечения может
быть выбрано произвольно. Входящий в (19.19) интеграл является
периодической функцией дуги, в чем можно убедиться, взяв его по
замкнутому контуру L и воспользовавшись затем формулой Гаусса-
Остроградского и уравнением (19.5)3.

Поэтому W (0) = W (Lo) = 0 и, соответственно,

z (O) = z ( I o ) = O, (19.20)

где Lo—длина контура поперечного сечения стержня.
Равенство (19.20) будет в дальнейшем неоднократно использовано

при интегрировании по частям (причем, выполняя такое интегриро-
вание по всему контуру поперечного сечения, будем подразумевать,
что оно производится от 0 до Lo). Построенное решение должно
быть подчинено условиям на торце 2 = /, т. е. равенствам (19.1).
Нетрудно проверить, что пять из этих шести равенств выполняются
тождественно, при законе изменения напряжений, заданном форму-
лами (19.4), (19.10) и при значениях а, (3, f по формулам (19.6).
Шестое же равенство, а именно Шг = 0, где

9JL = / / [х^ — уа^] dQ. (19.21)
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позволяет определить постоянную интегрирования С. Подставив
в (19.21) агх, агу, согласно (19.10) получим

f f{ % \Q. (19.22)

Но

= <£ [х cos (nX) -\-y cos (га К)] х ds — 2 f f z d2 =

dQ. (19.23)

Здесь

есть секториальная площадь, причем первый из интегралов правой
части (19.23) взят по всему контуру, а второй — по всей площади
поперечного сечения стержня.

Продолжая преобразования, с учетом формул (19.14) и (19.20),
находим

. (19.24)

Подставив этот результат в (19.22) и заменив, кроме того, у_ его
выражением (19.15), будем иметь

— ax)xydQ-\-

§ [(№ H- ТДО | f — ( ^ + T*) Jf] Qs ds }. (19.25)

Поскольку Э)£г = 0, в силу одного из условий (19.1), постольку
из (19.25) следует, что

С= —

(19.26)

Приведенные выше формулы значительно упрощаются, если в каче-
стве координатных осей взять главные оси поперечного сечения, так
как в этой системе координат

^-; р = т = 0. (19.27)
'уу

282



Однако такое упрощение вида формул не всегда целесообразно,
так как решение задачи иногда облегчается при использовании иной
системы координат. Именно поэтому, излагая теорию изгиба стержня
поперечной силой, мы не фиксировали определенным образом ни поло-
жения начала координат, ни направлений координатных осей.

§ 20. Центр изгиба.

Напряжениям (19.4), (19.10) соответствуют (в силу закона Гука)
следующие компоненты деформации

==«„, = —-^-(/—г) (а* "

(20.1)

Подставив эти значения вц в формулы (6.5), приходим к следую-
щим выражениям для производных угла поворота

дх

дг

ду

ЧЕ 1 + v
•ау)]

(20.2)

Поскольку u) z—угол поворота объемного элемента стержня вокруг

оси Z, постольку -^- есть кручение волокон стержня, параллель-

ных этой оси.
Среднее значение кручения (в пределах всего поперечного сечения)

будет равно

t = дг
(20.3)

•s является мерой кручения для стержня в целом.
Из вышеизложенного следует, что под действием поперечной

силы, приложенной на торце, стержень, вообще говоря, не только
изгибается, но и закручивается. Именно ввиду этого вспомогательная
функция х содержит в качестве слагаемого функцию кручения Ф.

Представляет интерес выяснить условия, при соблюдении которых
стержень, нагруженный поперечной силой, будет изгибаться без пово-
рота его торца вокруг оси Z. В этом случае постоянная С, как это
следует из (20.3), определяется формулой

»Ус) • (20.4)
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Подставив (20.4) в (19.25), получим значение крутящего момента

§ [

— ax)xydQ +

(20.5)

который должен быть приложен к торцу наряду с силой F х = Р,
действующей в точке М (0, 0), чтобы кручение было устранено.

Рис. 56.

Из этой формулы следует, что если сила Fx = P будет приложена
в любой точке прямой (рис. 56)

У=Уг, (20.6)
где

- ах) xydQ Щ Qs ds,

(20.7)

то кручения не будет, ибо вышеуказанная нагрузка статически экви-
валентна силе Р, параллельной оси X и приложенной в начале коор-
динат, и моменту (20.5).

Рассуждая совершенно аналогичным образом, можно сказать, что
t = 0, если изгибающая сила Fy — Q будет параллельна оси Y и
будет действовать вдоль прямой

x = xit (20.8)
где

(20.9)
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причем функция W удовлетворяет уравнению

/^ = -~-фх — оу) (20.10)

и граничному условию

[ ^ ^r]s. (20.11)
о

В формулах (20.9), (20.10) и (20.11)

/ о с с с 2 о г
~ ' ху~а ^х^и л°!/~-o'i/i— R > Р — в

; _
Т —

(20.12)

Пересечение прямых (20.6) и (20.8) определяет точку попереч-
ного сечения, называемую центром изгиба. Как ясно из вышеизло-
женного, любая приложенная к торцу стержня поперечная сила,
направление действия которой проходит через эту точку, будет
вызывать изгиб стержня без закручивания его оси. Докажем, что
для определения положения центра изгиба вовсе не нужно решать
задачу об изгибе стержня, а достаточно знать решение задачи о
его кручении. Для этого достаточно показать, что входящие в (20.7)
и (20.9) интегралы

могут быть выражены через интегралы от функции кручения. Вос-
пользуемся с этой целью известной формулой Грина ([30], т. II,
стр. 573)

Г J § l ^ ^ (20.13)Г J
подразумевая в ней под U — функцию Ф, под V — функцию Ч\
а в качестве контура интегрирования принимая границу поперечного
сечения стержня. Тогда, с учетом уравнений (19.16), (19.18), будем
иметь

ff ff j-d^rds. (20.14)
Заметим, что (см. § 19)

Отсюда правая часть формулы (20.14) может быть преобразована
следующим образом

[фу* | f ] ds. (20.16)
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Подвергнем далее преобразованию контурный интеграл

!=§<? [®У2 + ТУ)-g— («*2 + Т*)"Й"]ds. (20.17)
На основании формулы Гаусса — Остроградского и (6.22) можем

написать
= — Г f f д(РУ2 + 7У)т I d(ax* + ix)<? \ d Q = =

J J \ dy ' dx )

^ 2 - ^20.18)

Подставив сюда (6.19), получим

дх ду

J j ' f — ax)xydQ +

. (20.19)

Но на контуре поперечного сечения Ф = 0 и, следовательно,

/ = - 2 j J ( a * + p.y + 7)<PrfQ + //(P.y — ax)xydQ. (20.20)

Теперь, на основании (20.20), (20.16) и (20.14), получаем

- | Qs

+ J J (ax + pj; + т) ср d2 — V8 / / (By — « ) ^ dQ. (20.21)

Введя этот результат в (20.7), приходим к следующей простой
формуле

yt = —f f(*x+ № + !)<?d& +

определяющей одну из координат центра изгиба стержня с односвяз-
ным поперечным сечением через функции кручения ср и Ф. Напом-
ним, что если известна одна из этих функций, то другая сразу
может быть найдена путем квадратур.

Применив аналогичные рассуждения к формуле (20.9), получим
выражение и для другой координаты центра изгиба

(20.23)

где а, р и 7 определяются формулами (20.12)
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§ 21. Центр изгиба стержня, поперечное сечение
которого есть полукольцо

Задача о кручении такого стержня была решена в § 15 (причем
были найдены обе функции кручения—ср и Ф). Воспользовавшись
данным решением и формулами (20.22) и (20.23), можно сразу найти
координаты изгиба этого профиля.

Направление координатных осей X и Y принимаем согласно рис. 45.
При этом

Sx = ^R3(l — kiy, Sy = 0; Q0 = Y'

Подставив (21.1) в (19.6), получим

1 8

• (21-1)

(21.2)

Вводя этот результат в (20.22), получим

где

( 2 М )

Преобразуя входящие в (21.3) интегралы к полярным коор-
динатам

jt = r cos 6 = Яр cos 6; j = /-sin6 = /?psin6, (21.5)

приходим к выражению

Уг

[ 1 *
i = ~< fp2dp Jcp(p, 6)cos6d6

l 1 it

J Ф(Р, 6)sin 6 < / в - т - р Г ^ /p dPf Ф(Р> 6)d6|; (21.6)
)к 0 ft О

используя (15.9), (15.21), (15.7), (15.10) и (15.16), находим

(р. 6)cos6d6 =

1 л

Г p2 rfp Г Ф (p, 8)sin0de =

1 X

к О

(21.7)
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Здесь (см. § 15)

Подставив (21.8) в (21.7), а затем (21.7) в (21.6), приходим
к формуле

20 1 — i
1 + v Зл 1 — /г2 R*

где / — ряд (15.17).
Другая координата центра изгиба х ; будет в рассматриваемом

случае равна нулю, в чем можно убедиться, выполнив аналогичные
выкладки применительно к формуле (20.9). Последнее, впрочем, ясно
и без всяких выкладок, поскольку ось Y является осью симметрии
поперечного сечения стержня.

Положив в (21.9) k = 0 и подставив вместо / его значение (15.18),
получим следующее значение координаты центра изгиба для полукруга

(21.10)

Представляет интерес найти Нт_Уг при k—>\, т. е. найти поло-
жение центра изгиба стержня, профилем которого является весьма
тонкое полукольцо.

Как показывает исследование ряда (15.17), не только он сам, но
и его первые три производные стремятся к нулю при k —>• 1 (в чем
можно убедиться дифференцированием ряда по параметру k).

Если учесть это обстоятельство, то нетрудно, воспользовавшись
формулой (21.9) и правилом Лопиталя, показать, что

\\myi = —R. (21.11)

Таким образом, оказывается, что для весьма тонкого полуколь-
цевого профиля центр изгиба лежит вне площади сечения (со стороны
его выпуклости).

§ 22. Изгиб стержня эллиптического поперечного сечения

Пусть профиль стержня задан уравнением

а внешняя нагрузка, действующая на его торец z = l, пусть будет
статически эквивалентна поперечной силе FX = P, приложенной
в центре тяжести поперечного сечения. При этом, очевидно, стержень
будет изгибаться без кручения (поскольку плоскость изгиба является
плоскостью его симметрии).
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В данном случае (см. 19.6)

-Г' Р = Т = О. (22.2)

Подставив эти значения а, р, -̂  в (19-16)2 и (19.7)2, получим сле-
дующее уравнение для функции изгиба W (х, у)

и граничное условие для нее

Введем (следуя С. П. Тимошенко) вместо W новую вспомогатель-
ную функцию

S Wf (22.5)

Входящую сюда f(y) определим таким образом, чтобы граничное
условие для В (х, у) имело наиболее простой вид. Подставив (22.5)
в (22.4),

ds \.

замечаем, что если положить

df _
dy ~

то (22.6) превратится в равенство

|| = 0, (на L), (22.8)

которое (поскольку поперечное сечение стержня односвязно) может
быть написано еще более просто, а именно

В = 0 (на L). (22.9)

Уравнению (22.7) можно удовлетворить, положив

Подставив (22.10) в (22.5), получим

( ± £ ) (22.11)

Выразив W(x, у) через в ( х , у) и введя в (22.3), приходим к сле-
дующему уравнению для В

Дв = /иу, (22.12)
где
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Граничное условие (22,9) будет удовлетворено, если искать в
в виде

( £ ^ ) . (22.14)

Подставив (22.14) в (22.12), будем иметь

Откуда
aWn 1 е

А

Теперь, на основании (22.11) и (22.14),

Воспользовавшись далее формулами (19.10) (с учетом того, что
в данном случае, ввиду отсутствия кручения, ^ = W), получаем выра-
жения для касательных напряжений

Что касается нормальных напряжений, то они даются форму-
лой (19.4), которая в рассматриваемом случае принимает вид

агг = - - £ * ( ; — z) (22.19)

и которая буквально совпадает с тем результатом, какой примени-
тельно к рассматриваемой задаче дает элементарная теория изгиба.

ЭТОГО нельзя сказать относительно формул для касательных напря-
жений, поскольку, согласно элементарной теории изгиба, в данном
случае а^ — 0 , a axz есть функция только х, что не подтверждается
формулами (22.18). Однако в одном отношении эти формулы совпа-
дают с элементарной теорией изгиба: они показывают, что касательное
напряжение достигает наибольшего значения на нейтральной оси
стержня.

Полагая в (22.18) л: = 0, получаем ау„~0 и

Р/22

2/(1+»)(*» +3*) {»2 + 2(l+v)a2-y(l-2v)}. (22.20)
По элементарной теории изгиба
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Если v = 0,5 (т. е. если материал несжимаем, см. § 12, гл. V),
то формулы (22.20) и (22.21) совпадут. Наибольшее между ними
расхождение будет при другом крайнем значении коэффициента Пуас-
сона: v = 0. Тогда

- . Я , (22.22)

а Зад. остается тем же (поскольку оно не зависит от коэффициента
Пуассона). При этом

За2
(22.23)

Как видно из (22.23), погрешность, допускаемая элементарной
теорией изгиба при определении максимального значения касательного
напряжения, зависит и от коэффициента Пуассона и от формы попе-
речного сечения. Чем а больше по сравнению с Ь (т. е. чем больше
высота рассматриваемого эллиптического профиля), тем эта погреш-
ность меньше. Если же а<^Ь (т. е. если эллипс большого эксцен-
триситета изгибается в плоскости своей наименьшей жесткости), то
погрешность может быть, как это следует из (22.23), весьма зна-
чительной (особенно при у = Ь). В последнем случае характер рас-
пределения касательных напряжений существенно отличается от пред-
полагаемого в сопротивлении материалов.



ГЛАВА VII

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Если в задаче Сен-Венана рассматриваются цилиндрические тела,
загруженные только по торцам, то в задаче о плоской деформации
цилиндр считается нагруженным как по торцам, так и по боковой
поверхности и притом таким образом, чтобы перемещение произ-
вольной его точки происходило в плоскости поперечного сечения ци-
линдра и не зависело от координаты z (фиксирующей положение
точки по длине цилиндра). Той же самой теорией, что и задача
о плоской деформации, охватывается и так называемое обобщенное
плоское напряженное состояние (случай безизгибной деформации
тонкой пластины).

Решение плоской задачи теории упругости зависит от двух ко-
ординат и может быть выражено через две произвольные (с точки
зрения выполнения уравнений равновесия и условий неразрывности)
двухмерные гармонические функции, определяющиеся путем подчи-
нения решения двум краевым условиям на плоском граничном кон-
туре. То обстоятельство, что ортогональные преобразования коор-
динат на плоскости и теория двухмерных гармонических функций
тесно связаны с теорией функций комплексного переменного, позво-
лило разработать общий метод решения плоской задачи, основанный
на аппарате теории аналитических функций (Г. В. Колосов [10],
Н. И. Мусхелишвили [20] и его школа). Этот путь в принципе позво-
ляет подойти к решению любой плоской задачи, но наиболее эффек-
тивен для односвязных и (в меньшей мере) для двухсвязных обла-
стей. Основная идея, которой при этом руководствуются, состоит
в отображении рассматриваемой области на одну из канонических
областей (на полуплоскость, круг единичного радиуса или круговое
кольцо) с последующим использованием аппарата интегралов типа
Коши для нахождения двух неизвестных функций по заданному крае-
вому условию. Если ограничиться только односвязными областями
(каковые по существу главным образом и рассматриваются [20], [27]),
то можно обойтись и без аппарата интегралов типа Коши, оперируя
лишь самыми элементарными представлениями теории аналитиче-
ских функций. В нашей книге, носящей общий характер, мы даем
только этот наиболее простой и в то же время достаточно эффек-
тивный способ, отсылая читателя за более полным и общим изло-
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жением методов, применяемых для решения плоской задачи, к спе-
циальным монографиям ([20], [27], [10]).

§ 1. Плоская деформация

Плоской называется такая деформация, при которой точки тела
получают перемещения, параллельные одной и той же плоскости,
причем все точки, лежащие на одном и том же перпендикуляре
к этой плоскости, перемещаются одинаково. Если принять данную
плоскость за плоскость XY, то сказанное выше эквивалентно равен-
ствам

ди dv n ., ,.
Tz = dz = W = °- < 1 Л >

Из (1.1) и V (1.1) следует, что компоненты плоской деформации
выражаются формулами

ди dv ди . dv \

«я = V = ezz = 0 J

здесь и, v, а следовательно, и ехх, еуу, еху—функции только х
и у.

Подставив (1.2) в соотношения закона Гука V (6.6), получим

ауу = ( 2 | * + X ) e w + X e a ) a , ; 0 ^ = 0 ^ = 0 } . (1.3)

откуда

от х + е„) =2{^ + \)е. (1.4)
Сопоставив это равенство с последней из формул (1.3), получим

( + ) ( + ) (L5>
Из (1.3) вытекают обратные зависимости

! . (1.6)
1 _ V 2

С учетом вышеизложенного, уравнения равновесия объемного
элемента V (5.2) принимают вид

дх ^ ду
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Отсюда следует, что необходимым условием существования плоской
деформации является независимость объемных сил от координаты z.
Кроме того, вектор объемной силы в каждой точке тела должен
быть параллелен плоскости деформирования XY. Если подставить
в (1.7) выражения напряжений через перемещения, то будем иметь

де
дх
де

. = 0
(1.8)

-<_,ч -J- у., ^ - , - 1 у U

Здесь и в последующих параграфах данной главы

Д( ) = :

е =

дх* ^ с
ди . dv
дх"Т~ду'

(1.9)

(1.10)

Заметим, что когда речь идет о плоской деформации, то обычно
имеется в виду, что тело имеет форму прямого цилиндра, образующие
которого параллельны оси Z. В этом случае

^ —^; cosnZ = 0, (1.11)

где п — направление внешней нормали к поверхности цилиндра
(рис. 57);

и'=и", v'=v'
w'=w"-0

Рис. 57.

х, у — координаты его поперечного сечения;
ds —дифференциал дуги этого сечения [см. VI (6.22)].

Граничные условия для напряжений на боковой поверхности ци-
линдра записываются следующим образом

ду дх ,
°xds

"Vds

ds •
д±
ds

(1.12)
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Отсюда вытекает, что цилиндр будет находиться в состоянии
плоской деформации только тогда, когда вектор поверхностной на-
грузки, действующей на его боковую поверхность, будет параллелен
плоскости деформирования XY и не будет зависеть от координаты z.
Поскольку все входящие в (1.12) величины от z не зависят, можно
сказать, что условия (1.12) поставлены не на боковой поверхности
цилиндра, а на контуре его поперечного сечения L.

Граничные условия на боковой поверхности цилиндра могут быть
заданы и в перемещениях. В этом случае на данной поверхности
должны быть заданы два равенства

и = и (s); v = v (s), (1.13)

где s — длина дуги поперечного сечения цилиндра.
Таким образом, в случае плоской деформации цилиндрического

тела на его боковой поверхности должны быть заданы два гра-
ничных условия — (1.12) или (1.13).
Могут быть заданы (вместо этого)
и смешанные граничные условия.

Что касается граничных условий
на торцовых плоскостях, ограничи-
вающих цилиндр, то ими в рас-
сматриваемой задаче распоряжаться
нельзя. В самом деле, в силу сде-
ланных предположений о характере
деформации, на торцовых плоско-
стях будут иметь место три условия

оая = ау1 = т = 0, (1.14)

эквивалентные тому, что торцовые
опоры цилиндра являются абсолютно
жесткими для нормальных к ним Р и с 58
перемещений и, наоборот, допу-
скают свободное скольжение в отношении перемещений, лежащих в их
плоскостях.

Из вышеизложенного следует, что решение задачи о плоской
деформации сводится к отысканию перемещений и, v и напряжений
°хх> °ху °уу к а к функций х, у, заданных в области поперечного
сечения цилиндрического тела и подчиняющихся на границе попе-
речного сечения L двум заданным краевым условиям.

Заметим, что поперечное сечение тела может быть, вообще
говоря, ограничено и негладкой кривой (например, может быть
прямоугольным или многоугольным); соответственно область, зани-
маемая телом, может быть не только односвязной, но и много-
связной. В последнем случае боковая поверхность тела будет состоять
не из одной, а из нескольких цилиндрических поверхностей с парал-
лельными образующими (рис. 58).
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§ 2. Функция Эри

Предположим, что объемные силы пренебрежимо малы по срав-
нению с поверхностными. Тогда уравнения равновесия (1.7) прини-
мают вид

0<*ХХ | ХУ п. ХУ i VV (\ /О \\

К такому виду могут быть приведены и неоднородные уравнения
(1.7), если известно какое-либо частное их решение (§ 7, гл. V),
которое обычно нетрудно найти [10].

Из первого уравнения (2.1) следует, что существует функция
U (х, у), связанная с напряжениями ахх, аху равенствами

dU 6U ,су 9 л
а 1 С ( }

а из второго уравнения следует, что существует другая функция
V(x,y)— такая, что

dV dV , o Q 4

На основании (2.2) и (2.3)

дх~" ду" у '

откуда вытекает, что существует функция Ф (х, у), связанная с U
и V равенствами

ду' дх у '

Подставив (2.5) в (2.2) и (2.3), приходим к следующим выраже-
ниям для напряжений

°УУ~дх1' *• '

Скалярная функция Ф называется функцией напряжений задачи
о плоской деформации или еще — функцией Эри.

Нетрудно убедиться, что при подстановке (2.6) в уравнения (2.1)
последние удовлетворяются тождественно. Таким образом, с точки
зрения удовлетворения уравнений равновесия в качестве функции Эри
может быть взята любая непрерывная трижды дифференцируемая
в области поперечного сечения тела функция хну. Однако, помимо
уравнений равновесия, напряжения должны подчиняться еще уравне-
ниям неразрывности деформации. Поскольку при плоской деформации
0̂ 2 = 0^ = 0 и, кроме того, все напряжения не зависят от коорди-
наты z, постольку в данном случае три из шести соотношений V (9.5)
удовлетворяются тождественно, остальные же, если подставить в них
вместо напряжений их выражения (2.6) и учесть, кроме того, ра-
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венство (1.5), приводят к одному и тому же дифференциальному
уравнению для функции напряжения

^ ^ + ^ = ДАФ = 0. (2.7)

Это уравнение принято называть бигармоническим (точнее ска-
зать— двухмерным бигармоническим), а любое его решение — бигар-
монической функцией.

Граничные условия для функции Ф получаются, если подставить
(2.6) в (1.12). Тогда

РФ dy . д*Ф dx _ д (дФ\ _ f j
ду* ds ~г~ дхду ds ~ ds \dy ) ~ J * ^s> I

dxdyds dx*ds~ ds \dx)

§ 3. Плоское напряженное состояние

Рассмотрим цилиндрическое тело. Как и в предыдущих параграфах
данной главы, ось Z направим параллельно образующим цилиндра;
положение начала координат и направления осей X и Y могут быть
выбраны произвольно. Для определенности примем, что плоскость
XY является плоскостью, равноудаленной от оснований цилиндра.
Будем говорить, что это тело находится в плоском напряженном
состоянии, если

° « = V = °» = 0. (3.1)

В этом случае соотношения закона Гука приводят к равенствам

— а„,2 = 0; £„, = — а„, = 0 I
xz yz р yz }

xz yz р yz }

= 0 J

причем из последнего равенства вытекает, что

Остальные три из соотношений V (6.9), если учесть (3.3), напи-
шутся следующим образом

З а ж — ^V-exx ~\~ X (ехх ~~\~ еуу "+~ ezz) = 2\*-ехх Н~ X* ( е ж ж - j - е у у ) j

еху

где

Х ' = Ж Т

Сравнив данные формулы с первыми тремя из формул (1.3), ви-
дим, что (3.4) получаются из (1.3) путем замены постоянного коэф-
фициента X на другой постоянный коэффициент /.*.
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Что касается уравнений равновесия объемного элемента, то они
вследствие (3.1) принимают вид (1.7), а кроме того, при отсутствии
объемных сил — вид (2.1). Соответственно, граничные условия для
напряжений в рассматриваемой задаче имеют тот же вид, что и в за-
даче о плоской деформации, а именно: выражаются формулами (1.12).

Подставив в (1.7) выражения напряжений через деформации, придем
к следующим дифференциальным уравнениям для перемещений и и v

де Г ( 3 ' 6 )

Эти уравнения отличаются от аналогичных уравнений задачи
о плоской деформации (1.8) только заменой постоянного параметра А
на другой постоянный параметр X*.

Как видно, основные уравнения задачи о плоском напряженном
состоянии идентичны по виду аналогичным уравнениям задачи
о плоской деформации. Однако если в последней задаче перемещения
и, v и напряжения вхх, аху, ауу всегда являются функциями только
х, у, то в первой задаче те же неизвестные, как правило, зависят
также и от z.

Действительно, предположив, что объемных сил нет, и введя
функцию напряжения Ф(х,у), что можно сделать, поскольку урав-
нения (2.1) остаются в силе и в случае плоского напряженного со-
стояния, мы получим после подстановки (2.6) в соотношения Бель-
трами-Митчелля (если будем считать при этом, что Ф от z не за-
висит) три уравнения

у 1 + v дх*
д- ,А.^Ч , 1 д2

(3.7)

j
помимо которых функция Ф должна подчиниться еще двум граничным
условиям (2.8). Удовлетворить всем этим требованиям можно лишь
при специальном выборе компонентов поверхностной нагрузки fx(s),

Таким образом, в задаче о плоском напряженном состоянии — даже
если предположить, что нагрузка на боковой поверхности цилиндра
от z не зависит, — напряжения охх, зху, оуу и перемещения и, v
будут функциями не только х, у, но и z. Соответственно, будет
зависеть от этой координаты и функция напряжения Ф.

§ 4. Обобщенное плоское напряженное состояние

Рассмотрим цилиндрическое тело, высота которого весьма мала
по сравнению с его поперечными размерами, т. е. пластину (рис. 59).
Цилиндр будем считать нагруженным только по боковой поверхности
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силами, параллельными плоскости XY, и притом симметрично отно-
сительно этой плоскости (которая, как и в предыдущем параграфе,
предполагается совпадающей со средней плоскостью цилиндра). При
такого рода нагрузке пластина будет деформироваться без изгиба,
причем в ней будут возникать, вообще говоря, как напряжения zxx,
зХу °уу (действующие на площад-
ках, перпендикулярных направлению
действия внешних сил), так и на-
пряжения axz, syz, с г г. Можно ожи-
дать, однако, что эти последние
напряжения будут иметь второсте-
пенное значение, поскольку они
равны нулю на обоих торцах ци-
линдра, а расстояние между тор-
цами h считается весьма малым.
Только при наличии значительных
градиентов перемещений и напря-
жений в направлении z эти напря-
жения могли бы достигать внутри

пластины существенных значений. Однако условия постановки задачи
не дают повода думать, что вышеуказанные градиенты могут быть
велики.

На этом основании в теории пластин, следуя Кирхгофу, прини-
мают приближенное равенство

Рис. 59.

= О, (4.1)

позволяющее получить относительно простые уравнения для средних
значений напряжений и перемещений в пределах толщины пластины,
т. е. для величин

; ~ h J
z' axy = J f axydZ

J'jy h J ayy "-z

( 4 . 2 )

' v=\ f vdz
h

"2

( 4 . 3 )
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Проинтегрировав соотношения закона Гука по толщине пластины,
приходим к следующим выражениям для средних напряжений

°хх = 2^ ехх -ЬX («хх + е„У + *«)

уу

X (ехх 4- e w + ezz) = 0
(4.4)

где
ди.

4
1 г dw

dv .
р

ди . dv

1 г
= Т J

(4.5)

На основании третьей из формул (4.4) остальные три приводятся
к виду „ А

Эти выражения по форме идентичны (3.4). Напишем далее первые
два из уравнений равновесия

дх ' ду ' дгдх ду дг
даху дчуу дяуг f

(4.7)

и проинтегрируем их по z в пределах толщины пластины (с учетом
того, что 3 ^ = 0^ = 0,53 = 0 при z = ±h/2).

Тогда

где

(4.8)

(4.9)

дахх

дх

~дх~

К

А.

. дяху

d<jyy

-

1
~ Л

4
/
т

4
/
2

К =

^ *

/=•„

= 0

dz
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Соответственно, интегрируя по толщине граничные условия на
боковой поверхности цилиндра

dy

^1

ds

приходим к равенствам

dx _

dx

в которых

x h J x

),(')=* f f*<

(4.10)

(4.11)

(4.12)

условия (4.11) должны выполняться на линии пересечения средней
плоскости с боковой поверхностью цилиндра.

Подставив (4.6) в (4.8), получим следующие уравнения для сред-
них значений перемещений и, v

*!+ /=•„ = 0

где

*£- + £„ = о

ди . dv

(4.13)

При отсутствии объемных сил уравнения (4.8) принимают вид

дх
: + - = 0; — •дх

и может быть введена функция напряжения

(4.14)

(4.15)
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Дифференциальные уравнения для этой функции выводятся путем
интегрирования по толщине пластины первых четырех из соотно-
шений Бельтрами-Митчелля. При этом получим

где

(\ф) 1 * (лгтЛ
\" / 1 1 .

(\ф)ц-
\ / 1 J

v d2

[ _ L V (Jĵ  fly

1

1 ^ ,

4- v dy 2 ^

\ a v ) —

d , .

dz ^ x x '

+

dayy

dz

1

1 4-

2

h
• 2

2 + ч
1 4- v

1
ft
2

Л

1
h
2

dazz

dz

1 ^ % г г

4- •< дх-

1 ^ „

h

г

(4.16)

Складывая первые две из формул (4.16), находим

l LI 7)

отсюда, если учесть последнее из равенств (4.16),

да,,
(4.18)

Но в силу сделанного ранее предположения з г, = 0, следовательно

ДД'Ф = 0. (4.19)
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Таким образом, функцию Ф в рамках принятого нами упрощения
следует считать бигармонической. Граничные условия для нее по-
лучаются при подстановке (4.15) в (4.11)

• ( * ) / г <4-20)

Напряженное состояние, возникающее в тонкой пластине, рабо-
тающей без изгиба, принято называть обобщенным плоским напря-
женным состоянием. В этом случае (на достаточном расстоянии от
кромки пластины) не имеет значения по какому закону компоненты
внешней нагрузки fx и fy распределены вдоль оси z; две нагрузки,
у которых интегральные характеристики (4.12) одинаковы, следует
считать приблизительно эквивалентными (в смысле близости вызы-
ваемых ими полей напряжений). Последнее становится ясно, если
применить к этой задаче принцип Сен-Венана. Именно поэтому
в данной задаче целесообразно интересоваться лишь осредненными
по толщине напряжениями и перемещениями.

Сопоставление формул настоящего параграфа с формулами § 1
показывает идентичность вида уравнений теории плоской деформации
и теории обобщенного плоского напряженного состояния. Единствен-
ным отличием является необходимость замены параметра А на другую
константу X*, что, разумеется, не может внести какие-либо различия
в подход к решению обоих задач. Поэтому о задачах § 1 и 4 можно
говорить как о единой задаче — плоской задаче теории упругости.
Излагая методы ее решения, мы будем исходить из формул § 1,
т. е. рассматривать плоскую деформацию.

§ 5. Выражение функции Эри через гармонические функции

Введем вместо х и у две новые независимые переменные

z = x-\-iy; • z — Л : — iy. (5.1)

Из (5.1) следует, что

дг дг , дг дг - „
дх дх ду ду к '

Переходя в операторе Лапласа Д( ) от дифференцирования по

х, у к дифференцированию по z, z, получаем

^ 1 ^ 1 ^ U (5.3)К J дх"- ^ ду- д г д г

Отсюда бигармоническое уравнение может быть написано в виде

1 6 - ^ ^ - = 0. (5.4)
дг- дг"-
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Путем последовательного интегрирования этого уравнения при-
ходим к выражению

Ф (г, 1) = ГЛ (z) + zf2 (г) + /3 (z) + Д (г). (5.5)

определяющему произвольную бигармоническую функцию через че-
тыре произвольные функции fv /2, / 3, fi комплексных переменных
Z И Z.

Формула (5.5) охватывает как вещественные, так и комплексные
бигармонические функции. Для класса же вещественных функций
она принимает вид

Ф (z, 7) = Ф (х, у) = \ [zcp (z) + zj(z) + z (*) + xW] • (5-6)

При этом <р(2), / ( £ ) означают функции, сопряженные по отношению
к tp(z) и x(z), т. е. получающиеся из них путем замены z на z
и, кроме того, путем замены всех входящих в них постоянных ко-
эффициентов на сопряженные к ним величины.

Наряду с этими обозначениями будут употребляться еще такие:

6) ?(*) , "/(г).
В первом случае в функциях <f(z) и Ф!2) н а д о заменить все

постоянные коэффициенты на сопряженные им величины, а во вто-
р о м — заменить в этих функциях z на z, сохранив без изменения
все постоянные коэффициенты.

Например, если

то

Иногда для краткости написания черта будет ставиться над целым
выражением. Это будет означать, что данное выражение есть сопря-
женная комплексная величина по отношению к написанной под чертой
функции, например

ср (z) = а0 + axz 4 - a,z2 -f- . . .

Формула (5.6) вытекает из (5.5), если учесть, что последнюю,
не теряя общности, можно записать в виде

Ф(г, z) = zf1(z)-\-zP2(z)-hft(z)+fl(z), (5.7)
где f\(z) и/°(г) — произвольные функции комплексного переменного.

Данная возможность следует из того, что любая функция ком-
плексного переменного f(z) всегда может трактоваться как сопря-
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женная комплексная по отношению к некоторой (вообще говоря,
другой) функции комплексного переменного z.

На основании (5.7)

ДеФ (z, г) = 1 [Ф (г, г) + Ф (z, г)] =

= у [г«р

/ тФ (г, г) = — i- [Ф (z, г) — Ф (z, г)] =

iZ
= — Y iZ(?o О) + 2% (2) -h Xo (z) + Xo (

(5.8)

Здесь вместо четырех независимых произвольных функций fu

f°2, / s, /о введены новые четыре независимые произвольные функции

ср (г) = /г (2) + / « (z); х W = Л

Как видно, произвольные функции <р(г) и x ( z ) входят только
в выражение для вещественной части бигармонической функции,
a <PoCz) и Xo(z) — только в выражение для мнимой ее части.

Поэтому выбор фоС2) и Xo(z) н е отражается на ЯеФ(г, z)\ пола-
гая ср0 (г) = )r0 (.z) = 0, получим 1тФ(г, z) = Q и придем к фор-
муле (5.6), которая таким образом действительно охватывает все
множество вещественных бигармонических функций.

Пусть

<p(z)=<Pi(*.

X(*) = Xi(*>.y) + % ( * . 30
Тогда

1
Г

= Xi(x> У) — %(•*> У) J

Подставив (5.10) и (5.11) в (5.6), получим

Ф(дг, у) = x<f1(x, у)-\-у<?г(х, 3') + Xi( x ' У)- (5-12)

(5.12) выражает произвольную вещественную бигармоническую
функцию через три гармонические функции <рх, ср2, Xi- При этом,
поскольку срх и ср2 суть вещественная и мнимая части функции
комплексного переменного ср (z), они связаны друг с другом соотно-
шениями Коши-Римана

дх

которые позволяют найти (с точностью до постоянного слагаемого)
одну из этих функций, если известна другая. Поэтому можно сказать,
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что формула (5.12) выражает произвольную бигармоническую функ-
цию через две н е з а в и с и м ы е гармонические функции.

Введем еще одну вспомогательную функцию

22 (х, у) = xi (х, у) =й jccpi z*zy<?2; Ф-14)

она является разностью (суммой) гармонических функций ^ (x> У)
и Re [29 (z)] и, следовательно, сама является гармонической.

Введя (5.14) в (5.12), получим

[X* + l (5.15)

причем первое из этих выражений соответствует верхним знакам
в (5.14), а второе — нижним. Формулы (5.15) дают еще две воз-
можности представления произвольной бигармонической через две
независимые гармонические функции. Коэффициент 1/2 в левой
части (5.15) может быть при этом, разумеется, опущен, так как
функция не перестает быть гармонической при умножении ее на
постоянное число. Заметим, что поскольку напряжения выражаются
через вторые производные от функции Эри по координатам, то они
не изменятся, если мы добавим к Ф (х, у) члены

Ах + Ву + С, (5.16)

где А, В, С — постоянные.
Отсюда следует, что функция Эри может быть определена с точ-

ностью до слагаемых вида (5.16). Последнее равносильно возмож-
дФ дФ

ности произвольного выбора значений Ф, -г—, -т- в некоторой

произвольной точке плоскости.

§ 6. Выражение граничных условий через функцию Эри,
если на поверхности тела заданы внешние силы

Проинтегрировав (2.8), получаем
8

^ №- = -ffyds + A (на L), (6.1)
о о

где А и В — произвольные постоянные.
Начало отсчета дуги граничного контура s может быть взято

в некоторой произвольно выбранной его точке.
На основании (6.1) можем написать

ds ~~ дх ds ^ ду ds — J Jyas-rA as ^

f ( H a L) (6.2)
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и, следовательно.

< & = ( • " ( ! " - _ , . , . . _ , . . d s , j ^ . . . ,

(6.3)
где С—еще одна произвольная постоянная.

Интегрирование этого выражения по частям дает
в 8 8

Ф = — х f fvds+y f fxds + f (/„x-f^ds+Ax+By+C (naL).
0 0 0

(6.4)
Как уже упоминалось (см. предыдущий параграф), функция Эри

определяется с точностью до слагаемых вида (5.16), откуда следует,
что постоянные интегрирования А, В, С в формулах (6.1) и (6.4)
могут быть выбраны произвольно (в частности, могут быть приняты
равными нулю).

При многосвязном поперечном сечении граничное условие (6.4)
распадается на ряд условий

Ф = -х / / * dsj +у //» ds, + f№x-/Д) dst +
О 0 0

-\-AjX-\-Bjy-\-Cj (на Lj) (./ = 0 , 1 , 2 , п). (6.5)

Здесь Sj — длина дуги у'-того замкнутого контура Lj, ограничи-
вающего сечение, отсчитываемая от произвольной его
точки;

/iP, /у

:) —компоненты поверхностных сил, действующих на Ly
При этом только на одном из данных контуров (например, на

внешнем Lo) постоянные Ао, Во, Со могут быть выбраны произвольно;
на всех же остальных контурах они принимают вполне определенные
значения, вытекающие из требования, чтобы перемещения и напря-
жения были однозначными функциями в области, занимаемой телом.

Взяв интегралы в (6,5) по всему замкнутому контуру Ly получим

Ф (ф—Фф) = — х (£//} dsj -4-у Л) /J] dsj + | {xffl—yfiP) ds:; (6.6)

где fj — длина контура Ly
Кроме того, на основании (6.1)

дФ\ I дФ \ ? Аз) . ( дФ \ (дФ\ С Aj) л <к 7\

Ш го - Ы . = § /J dS>' Ы ,о " Ы . " - § Л ^ (6'7)

из формул (6.6) и (6.7) следует, что функция Ф будет периодической
на Z-! вместе со своими первыми производными только в том случае,
если

§ № dSj = | //> dsj = § {xfP-ytf) dsj = 0, (6.8)
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поскольку лишь тогда

дх)0 \dx)j>' г

3 3

Таким образом, условие однозначности функции Эри в пределах
области, занятой телом, сводится к требованию, чтобы поверхност-
ная нагрузка, действующая на каждом из контуров Lj, сама себя
уравновешивала, поскольку именно это требование выражается ра-
венствами (6.8). В противном случае Ф (х, у) будет многозначной.

Заметим, что во всех без исключения случаях должны иметь
место равенства

y^^fU^-y^)dsJ = O, (6.10)

т. е. главный вектор и главный момент всех сил, действующих на
всех л-(-1 контурах, ограничивающих поперечное сечение тела,
должны быть равны нулю. Это вытекает из того, что согласно (1.14)
силы, действующие на боковую поверхность цилиндра, не могут
уравновешиваться силами, действующими на его торцах. Из (6.10)
следует, что если тело односвязно, то функция Эри однозначна,
ибо тогда равенства (6.10) сводятся к равенствам (6.8) на единствен-
ной границе поперечного сечения тела Z,0 = L.

В заключение подчеркнем, что не следует смешивать требования
однозначности перемещений и напряжений с требованием однознач-

ности функции Ф и ее частных производных -т—, - j — ,

Первое требование обязательно во всех случаях (поскольку задачи
дислокационного типа мы условились не рассматривать), тогда как
второе — лишь при соблюдении равенств (6.8) на всех контурах, огра-
ничивающих поперечное сечение тела.

Из формул (6.6) и (6.7) также следует, что если соблюдаются
только два из трех равенств (6.7), а именно

fx dsj = § / / dsj = 0 , (6.11)

т. е. если нагрузка, действующая на каждый из контуров, стати-
чески эквивалентна моменту

/ / ' g ) 0, (6.12)

то обе частные производные функции Эри -j— и -т- должны быть

однозначными в пределах всего поперечного сечения тела. Что же
касается самой функции Эри, то она в этом случае будет много-
значной. Сказанное остается в силе, если неравенство (6.2) имеет
место хотя бы на некоторых из контуров Lj.
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§ 7. Выражение перемещений через функцию Эри

Продифференцировав (5.12) с учетом (5.13), получаем

дФ . dcpi . ду» . д/i

-^=Ъ + Х^х-+У-дх-+Ж

ду

(7.1)

дх

ду ' ду

Лч I Л г I Л

ду*

дл- ду ду ' дх дх ду
| ^ 2 Xi =

" ' (?хйу

дхду

(7.2)

Подставив далее (7.2) в (2.6), а затем (2.6) в (1.6), с уче-
том (5.10) и того, что срх, <р2, Xi удовлетворяют уравнению Лапласа,
получим

I дх +" ду J

дх дх2

_
^ — 1 + 1

^ ^ дх2J

J
I а2уд \

' "•" дх ду /

(7.3)

дхду

Ввиду равенств (1.1), из трех компонентов угла поворота шх, шу,
отличным от нуля является только

v ди
(7.4)

ЕГО производные по х и по у будут равны

д<л

дх ~ 2 дх
2 (1 — у') / d-y-L , д292 \ _i_ 1 + v Г

Ё \дхду ' ду2 / ' ТГ~ Lал- ау
е!/г/ 1 де~

\ (7-5)

ду дх

ал:2 ' ал- ау / "• £ L ду^ ' ал- ay J

309



или, если учесть зависимости (5.13),

ди> _ 4 ( 1 — У 2 ) &п д<* _ 4 ( 1 — У 2 )

дх~ Ё дхду' ду ~ Е дхду *

Из этих равенств получаем

где соо — постоянная интегрирования.
Теперь (см. § 3, гл. V) можно написать

ди 4 ( 1 — У 2 ) d<fi 1-[" v Г о * ^ i " YI i_ " т2 i

ди 1 4 ( 1 — у") д?ч

иу ^ с* ох

— шо—^-^rL [х ~Шу-+у Wdj+-д~щг]
(7.8)

Отсюда, с учетом зависимостей (5.13) и формулы (5.12),
4 (1 — У 2 ) Г 1 д i ч!

и = -р—- tpj -т-р. г- -т— (л:ср!-\-y-fz-\-Уа)\ —

4 ( 1 — У 2 ;

Путем аналогичных рассуждений можно получить, что

Формулы (7.9) и (7.10), если ввести в них вместо срх, ср2 и y
три новые функции

£ £ ' < 7 Л 1 >

приводятся к виду

ГГ
Здесь х* — произвольная гармоническая функция, а ср* и ср!| — Д в е

произвольные сопряженные гармонические функции. Это непосред-
ственно вытекает из (7.11) и того факта, что гармонические функ-
ции j(i> ?i и Фг произвольны, причем <pt и ср2 связаны друг с другом
равенствами (5.13).

Таким образом, в (7.9) и (7.10) без ограничения общности можно
отбросить слагаемые вида

и* = — щу -f- u0; v* = mox-\-vo. (7.13)

310



Поэтому мы в дальнейшем будем пользоваться данными форму-
лами в виде (7.12), опуская, однако, значок (*) при функциях tpi>
<Рх И XI- Выражения (7.12) можно трактовать как применение общего
решения П. Ф. Папковича [V (8.8)] к плоской задаче. Для этого
в V(8.8) надо положить Фг = 0, а Ф .̂ и Фу считать гармоническими
функциями только х и у и притом связанными друг с другом соот-
ношениями Коши-Римана. Наложив это последнее ограничение (отнюдь
не вытекающее из рассуждений при выводе формул П. Ф. Папковича),
мы утрачиваем предусмотренную в этих формулах возможность
произвольно распоряжаться гармонической функцией Фо (в данном
случае Xi)- Как будет установлено в дальнейшем, выбор этой функции
определяется краевыми условиями. Заметим, что выражениям (7.12)
может быть придан несколько иной вид, если ввести вместо ул {х, у)
новую гармоническую функцию 2 (х, у) (5.14).

Тогда получим

. _ 4 ( 1 — У » ) 1
E LT1 2 ( 1 — v) дх

• - * в > Г т i *
ду

Г 1
[<Р2 2 ( 1 - v )

(7.14)

Эта форма представления общего решения плоской задачи через
две независимые гармонические функции была предложена А. Лявом.

Приведенные в этом параграфе результаты позволяют подойти
к решению плоской задачи теории упругости в тех случаях, когда
краевые условия на граничном контуре заданы в перемещениях.

§ 8. Плоская задача в криволинейных координатах

Уравнения плоской задачи в криволинейных ортогональных коор-
динатах alt а2 могут быть сразу написаны, если воспользоваться
формулами § 21, гл. V, положив, что в них Hv H2, uv и2 являются
функциями только av а.2 и, кроме того, что //3—1> а ^3 = 0. При
этом координатными поверхностями будут два взаимно-ортогональных
семейства цилиндрических поверхностей и семейство перпендикуляр-
ных к ним плоскостей, параллельных той плоскости, в которой
происходит деформация.

При указанных выше предположениях формулы V (21.1) дают

1
-и2

1 2 tf2

I е 23 е З З и

(8.1)
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а для компонентов угла поворота получаются выражения

2 ИхЩ \ 0at da2 J у ( 8 2 )

Соответственно, уравнения равновесия объемного элемента V(21.5)
принимают вид

(8.3)

J
Шесть соотношений, которым должны подчиняться параметры

Ляме, при сделанных выше предположениях сводятся к равенству

^_(_1_^) + ^_(7L^.) = O. (8.4)

Можно ввести далее функцию Ф, связанную с напряжениями фор-
мулами

, 1 дН« дФ

Э 2 2 :

дФ
да2 да2

1 dHt дФ

I да, НХН2

1 дН» дФ

да2

(8.5)

при подстановке которых в уравнения (8.3) последние (при Fx = F2—0)
удовлетворяются тождественно. Выражения (8.5), если в них поло-
жить о^^д:, а2 = .у, //1 = / / 2 = 1 (что соответствует переходу
к декартовым координатам), превращаются в (2.6). Дифференциальное
уравнение для функции напряжения O(a l t a2) сразу же вытекает
из (2.7), если принять во внимание, что в произвольной ортогональ-
ной двухмерной системе координат

(8.6)

X

Y

cos

sine -к
дх

— sin6

cos 6

Таблица 11

1 дх

_ 1 ду
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Косинусы углов между единичными векторами kv k2 (касатель-
ными к координатным линиям, проходящим через точку о^, а2) и
осями X и Y даются в табл. 11, где б — угол между осью X и
ортом kv

Имея табл. 11, нетрудно сформулировать граничные условия!
плоской задачи в криволинейных координатах. Для этого надо

воспользоваться равенствами (6.2), выразив в них -г— и -̂ — через-

- = (grad Ф)
х
 = (grad Ф)

Й1
 cos (XkJ + (grad Ф)

Ла
 cos (Xk

2
) =

1 дх дФ 1 дх дФ
H\ да1 да^ Hi HZ, д

2дФ 1 ду дФ _. 1 ду дФ

• (8.7)

Параметры Ляме ортогональных координат на плоскости выра-
жаются формулами

а условие ортогональности координат записывается в виде
дх ду , дх ду п ,о ns

Отсюда
^ £ . ^ У _ _ <!£._^У__х (8 10)

где X, вообще говоря, любая непрерывная функция ах и с̂ .
Положим Х = 1 . Тогда из (8.9) и (8.10) последует, что

дх \ 2

)
длг ду , дх ду I
дах да2 ' дя2 дах J

(8.11)

Но (8.11) 2 3 есть не что иное, как соотношения Коши-Римана.
Таким образом, оказывается, что всякой функции комплексного
переменного

г = х(С). где * =

соответствует ортогональная система криволинейных координат на
плоскости

х = Re [x (С)] = д: (a^ a2) |
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обладающая тем свойством, что оба ее параметра Ляме в каждой
точке (at> a2) равны.

Такого рода криволинейные координаты называют изометриче-
скими. При их использовании приведенные выше формулы существенно
упрощаются, ввиду (8.11). В частности, при таком выборе криво-
линейных координат

Откуда следует, что уравнение Лапласа имеет в данном случае
такой же вид, как и в декартовой системе координат, т. е.

^ ^ 0. (8.15)

Вещественная и мнимая части любой функции комплексного
переменного

удовлетворяют (8.15).
Соотношение (8.4) применительно к изометрическим координатам

-принимает вид
Д(1пЯ) = 0, (8.17)

т. е. In Я есть функция гармоническая. Последнее, впрочем, не-
посредственно вытекает из формулы

Из вышеизложенного следует, что имеется тесная взаимосвязь
между ортогональными преобразованиями координат на плоскости
и теорией функций комплексного переменного. Именно благодаря
этому обстоятельству оказывается возможным широкое применение
данной теории в плоской задаче теории упругости.

§ 9. Постановка плоской задачи в комплексной форме

Будем исходить из комплексного представления функции Эри (5.6).
Если, кроме того, принять во внимание, что

)
дх дг дг ду L дг
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то формулы для напряжений (2.6) могут быть написаны следующим
образом

Ф .1 ^__^_ I ' I ' ' I ( ^ — — | О I ^^___ —
уу дх** \_ дг дг \ дг^ дг дг дг*

(г) + <рЧ

д 2 д г " .(9.2)

аху

2

а2Ф

= -9" I— z c ?"( z )— z 9"( z )-\-2 If' (z)-{-<(' (z)]—x" (z)—z"(

~~ г L аг2 аг2 J ~дхду

Кроме того, из (5.10)! и (9.1) (с учетом того, что в (7.7) можно,
как это было указано в § 7, положить шо = О) получаем

из (9.2) и (9.3) вытекают формулы

Е , \

_- 2 ш = 4ср (z) у ( 9 4 )

xv = 2lz<f"(z)+za(z)])
Далее, на основании (7.9), (7.10) и (7.1) и замечаний, сделанных

в § 7, можем написать

(9-5)
где Л = 3 — 4v.

Поскольку в (9.4) и (9.5) функция x(z) входит только своей
первой или второй производными, целесообразно ввести вместо нее
новую функцию

К ' ) < 9 6 )

после чего будем иметь

г/ =

' (г)] (9.7)

Данные формулы (полученные Г. В. Колосовым) лежат в основе
комплексной теории плоской задачи теории упругости, детальное
развитие которой является заслугой Н. И. Мусхелишвили и его школы.
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Этими формулами решение указанной задачи сводится к отысканию
двух функций комплексного переменного срС2) и ФС2)- Если они для
рассматриваемой конкретной задачи определены, то путем отделения
вещественных и мнимых частей в (9.7) сразу находятся все компо-
ненты напряжения и перемещения, а также угол поворота.

Положим

(г) — zYW — Щ) =

Здесь, как это следует из (9.7),

ху
2а>ху

i

(9.8)

(9.9)

(9.10)

Отсюда видно, что модуль комплексного выражения, стоящего
в правой части второй из формул (9.7), равен удвоенному макси-
мальному касательному напряжению в точке (х, у), а аргумент этого
выражения — углу между главной осью напряжений и осью X. Соот-
ветственно, модуль комплексного выражения, стоящего в правой ча-
сти третьей из формул (9.7), равен длине вектора перемещения,
а его аргумент — углу между данным вектором и осью X.

Заменим в формулах (9.7) функции cp(z) и ф (z) функциями
-\-iaz-Jr'( и ф(£) + Р ( гДе а произвольная вещественная, а р и
произвольные комплексные константы). Тогда

1 — V2
= 4ср' (z) -\- Aia.

—*** + 2/o_ = 2 [zcp" (z) + f {г)\

— 2ср' (z) -
(9.11)

Как видно из сопоставления (9.7) и (9.11), произведенная замена
не отражается на значениях напряжений. Однако она отражается на
перемещениях и угле поворота, причем последние изменятся на сла-
гаемые

4(1 —v2)

u*-\-iv* = i + А) аг- т — P
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что соответствует некоторому перемещению тела как твердого целого.
Отсюда следует, что если граничные условия в рассматриваемой кон-
кретной задаче сформулированы в напряжениях, то функции ср (z)
и <j» (z) могут быть определены с точностью до слагаемых указанного
выше вида, поскольку положение тела в пространстве в данном слу-
чае не играет роли. Это равносильно тому, что в любой произвольно
взятой точке плоскости z=z0, принадлежащей области, занятой те-
лом, можно положить, например,

? ( г 0 ) = ф(.г0) = 0; /«[?'(*<>)] = 0, (9.13)

так как эти три равенства всегда могут быть достигнуты надлежа-
щим выбором констант а, |3, у.

Если же граничные условия задачи заданы в перемещениях, то
произвол в выборе функций ср (z) и ф (г) уменьшается, поскольку
при этом на слагаемые указанного выше вида надо наложить допол-
нительные ограничения, при соблюдении которых перемещения оста-
вались бы неизменными.

Из (9.12) и условия u)* — u* — v* — Q получаем

а = 0; Л т = ^ . (9.14)

Таким образом, в данном случае константа а имеет определенное
значение, а константы f и р оказываются связанными друг с другом.
Ввиду этого из трех равенств (9.13) можно требовать выполнения
только одного, а именно: можно положить на выбор либо ср (zQ) =
= 0, либо t])(zo) = O.

§ 10. Исследование вида функций <р(2) и ф(,г)

Перемещения и напряжения суть непрерывные и однозначные функ-
ции координат.

Если это учесть, то из первых двух формул (9.7) сразу вытекает,
что функции cp'(z), У (z) однозначны, конечны и дифференцируемы,
т. е. регулярны в рассматриваемой области D.

Что касается самих функций ср (z) и ф (z), то за их однозначность
можно ручаться только в том случае, если область D односвязна.
Если же она многосвязна, то <?(z) и ф(.г) могут быть и многознач-
ными, получая конечные приращения при обходе по замкнутым кон-
турам, охватывающим внутренние границы области.

Рассмотрим этот вопрос более подробно, ограничившись для про-
стоты случаем, когда D двухсвязна.

Пусть при обходе вокруг внутреннего контура области LY функции
<р (z) и ф (z) получают приращения

8ср = 2-гт/с; 8ф = 2гаЛ, (Ю.1)

где с и Л некоторые (вообще говоря, комплексные) постоянные.
Точно такие же приращения будут при этом получать и с In (z — zj,

Ji\n(z — zj, где zx — произвольно выбранная точка, лежащая внутри Lv
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Действительно, например

8 [с In (z — zj] = cb [In (z — zj] = с8 [In p + ib] = 2vic. (10.2)

Отсюда следует, что функции

?* (z) = ? ( z ) С In (2 2]

,=*(,)_*,„(,_*,). (10-3>
являются регулярными в двухсвязной области D, поскольку они
в данной области конечны, дифференцируемы, а кроме того, и одно-
значны. Мы приходим, таким образом, к следующему представлению

и ф(г) в рассматриваемом частном случае

( " }

Заметим, что между входящими в (10.4) коэффициентами с и Л
существует взаимосвязь, которая может быть выявлена путем подчи-
нения (10.4) требованию однозначности перемещений и и v. Подста-
вив (10.4) в (9.7), получим

^ zx) — Aln(z — zx)\. (10.5)

Очевидно, что правая часть данного выражения будет однознач-
ной лишь в том случае, если при обходе по L^ приращение суммы
членов

Ac\n(z — zt) — Л In (2 — zx) (10.6)

будет равно нулю.
Но

8 [In (2—z 1)] = 2izi \
. (10.7)

b [ l ( ) ] 2tj

С учетом сказанного, получаем следующее соотношение между
константами с и Л

0. (10.8)

Тем самым формулы (10.4) принимают такой окончательный вид

hi(z Zl) )

ф(г) = ф.(г) — Л71п(2 — *х) }'
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Регулярные в двухсвязной области функции tp,(z), ^ ( z ) предста-
вимы в ней рядами Лорана

¥.(2) = ft2 ak(z — •

l l l Z • (Ю.10)
т * \^v ==~ J^ ^к \^ ~~

к = — со

Формулы (10.9) нетрудно обобщить и на случай, когда область
имеет не одну, а несколько («) внутренних границ. При этом

Д!
(10.11)

где
ft(z), tyt(z) — однозначные и регулярные внутри области, занимаемой

телом, функции;
Zj — произвольно выбранная точка внутри контура Lj\
Cj— константа.

§ 11. Комплексная форма граничных условий для плоской
задачи

На основании (5.6) и (9.1)

дФ , . дФ г. дФ

Использовав далее (6.1), приходим к следующей (указанной
Н. И. Мусхелишвили) формулировке граничных условий в плоской
задаче (для того случая, когда на контуре задана внешняя нагрузка)

<f (Zj) + Ztf (Zj) + <|> (Zj) = —
о о

(У = 0, 1, 2 n). (11.2)

Здесь Lo—наружный контур, a Lv L2, ..., Ln—внутренние кон-
туры области; Sj — длина дуги контура Lj, отсчитываемая от произ-
вольной его точки; z — Zj — точка контура Lj, соответствующая s .̂
Интегрирование в (11.2) выполняется (как обычно) по внешнему контуру
против часовой стрелки, а по всем внутренним контурам — по часовой
стрелке. В случае односвязного поперечного сечения (11.2) сводятся
к единственному условию на контуре Lo. Альтернативной возможно-
стью является задание на границе тела перемещений.

В этом случае, на основании (9.7)3

Лср {Zj) — г&Щ — Щ) = g\J) (sj) + igij) (sj), ( П . 3)
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причем

и= gS gV\ v = ^^ gW (П.4)

суть заданные на Lj компоненты вектора перемещения. Граничные
условия (11.2) или (11.3), как это выяснится из дальнейшего, позво-
ляют определять в каждом конкретном случае функции комплексного
перемещения ср (z) и ф (z) (с той степенью произвола, какой был уста-
новлен в предыдущем параграфе).

Остановимся более подробно на граничных условиях (11.2) и вы-
явим (считая при этом, для простоты, что область, занимаемая телом,
двухсвязна), какие ограничения налагаются ими на <р (z) и ф (z) с уче-
том (10.9). Полагая в (11.2) so = lo,

 si = h (™e lo> h — Длины внеш-
него и внутреннего контуров области), получаем

(г) -f z~¥V) + №) lo° = — § ffds, + I § fPdso)

(z) + zYlz)+W) |J = — (j> ft>dSl + i § $dSl )'

Но, согласно (10.9), приращения, получаемые функцией

<? (z) -\- zw' (z) -f- ф (z) при обходе контуров Lo и Llt будут равны

1
>. (11.6)

j
Здесь учтено, что обход по LQ и L t осуществляется в противо-

положных направлениях. Подставив (11.6) в (11.5), получаем

1
А)

Таким образом, постоянная с в формулах (10.9) выражается через
компоненты внешней нагрузки, приложенной к границам тела.

Введя далее (11.7) и (10.10) в (10.9), а (10.9) затем — в первую
из формул (9.7), будем иметь

й=оо

kakz^ ( ^ = 0). (11.8)

Применим данную формулу к частному случаю, когда внешний
контур рассматриваемой двухсвязной области расширяется до беско-
нечности (т. е. к случаю бесконечного тела, имеющего отверстие).
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Потребуем при этом, чтобы при | z | - -»oo напряжения и поворот
стремились к конечным значениям. Отсюда следует, что

(11.9)

(11.10)

Нш \а
z |->-оо L J —72

Используя далее вторую из формул (9.7), получаем

k(k—l)akz*-' 4 -

Устремив здесь | z \ к бесконечности, находим

Hm (o^j, — o ^ + i2zxy) = з™—
|z|->-oo

(11.11)

(11.12)

, = 2bv (11.13)

Теперь могут быть написаны следующие окончательные выраже-
ния для функций ср(г), ty{z), относящиеся к случаю бесконечно боль-
шого тела с отверстием,

А)
fy)dS J

(г) -
А

2 д ( 1 + А )

i § f^ds] In г + Bz H- ф0 (z)

где

D U J_ /, °° -(х>\ I -• - °°

(11.14)

(11.15)

J
причем cpo(z) и %(z) — функции, регулярные во всей рассматривае-
мой бесконечной области (включая и ее бесконечно удаленную точку).
Отсюда (если, как это было выше, считать, что точка zt = 0 лежит
внутри контура L t) они могут быть представлены следующими рядами
Лорана

(11.16)
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Заметим, что бесконечные области с одним отверстием относятся,
в сущности говоря, к односвязным областям, ибо контур, охваты-
вающий их внутреннюю границу, может быть стянут в бесконечно
удаленную точку. Однако в дальнейшем (для определенности) мы
будем называть односвязными только области, лежащие внутри зам-
кнутой кривой.

§ 12. Преобразование граничных условий к криволинейным
координатам

Как было показано в § 8, всякой регулярной в некоторой обла-
сти функции

* = х(С), (12.1)
где

z = x-\-iy, C = a1H-£a2 = pei8
) (12.2)

соответствует переход в этой же области от декартовых координат
х, у к криволинейным изометрическим ортогональным координатам
ах, а2. Уравнение граничного контура тела в новых координатах мо-
жет выглядеть гораздо проще, нежели в координатах х, у. В част-
ности, если граница тела образована одной замкнутой кривой, то
надлежащим выбором х (С) всегда можно добиться, чтобы в новой
системе координат уравнение этой кривой имело вид

р = 1 (12.3)

и чтобы точкам, расположенным внутри области, соответствовали
точки, лежащие внутри единичной окружности (12.3). На языке
теории функций комплексного переменного это будет означать кон-
формное отображение области, занятой телом, на единичный круг.
При этом следует различать два случая:

а) тело занимает область, лежащую внутри замкнутой кривой;
б) тело занимает область, лежащую вне этой кривой (бесконечное

тело с отверстием),
В первом надо будет отобразить внутренность области y=f(x),

а во втором—внешность этой области на внутренность единичного
круга. Из дальнейшего выяснится, что такое преобразование коор-
динат существенно упрощает решение плоской задачи в указанных
выше двух случаях.

В связи со сказанным дадим преобразование граничных условий
(11.2), (11.3) к новым координатам (тем самым и к новой перемен-
ной С).

Рассмотрим полярные координаты на плоскости С
С = ре»; (12.4)

кривые р = const на плоскости z будут представлять семейство зам-
кнутых линий, включающих в себя (при р = 1 ) и границу области.
Соответственно, кривые 6 = const на плоскости z будут представлять
семейство криволинейных лучей, соединяющих точки границы с нача-
лом координат (если тело односвязно; рис. 60) или с бесконечно
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удаленной точкой (в случае бесконечного тела с отверстием (рис. 61).
Ввиду конформности преобразования (12.1) указанные выше два
семейства кривых будут ортогональны (поскольку на плоскости С им
соответствует полярная система координат).

в = Const

Рис. 60. Рис. 61.

Обозначим через kf и й9 единичные векторы, касательные к коор-

динатным линиям a t и а2 на плоскости z, а через a — угол между k?

и осью X (рис. 62). Тогда между проекциями произвольного век-

Рис. 62. Рис. 63.

тора А на оси X и К и на направления kf, ktj можно установить
зависимости

Ар = Ах cos a - j - Ay sin a; Л в = — Ax sin a - ) - Ay cos a. (12.5)

Отсюда

At-\-tAt = e-i'(Ax-\-lA1/). (12.6)

Вычислим a. Для этого рассмотрим, наряду с точкой z, беско-
нечно к ней близкую точку z-\-dz, расположенную на координатной
линии р. Данным двум точкам (рис. 63) соответствуют точки С
и С + Л , причем

(12.7)

зга



Отсюда

-л'(О л _ <8 •// (g) _
с — \dz\ - | * ' ( 0 1 l « l ~ I * ' ( 0 1 " ~ p I * ' ( 0 1

и, следовательно,

Теперь формула (12.6) может быть написана в виде

(12.10)

Перейдем далее в функциях <p(z) и ф(гг) к переменной С. Сохра-
няя для функций старые обозначения, будем при этом писать

( 1 2 Ц )

Производные данных функций по z выразятся формулами

«to—"^ТсГ' rf^~"^(0"# ( '
Применив (12.10) к вектору перемещения, получим

>). (12.13)

Теперь, с учетом (12.12) и (9.7), можно придать последней
из формул (12.13) следующий вид

( 1 2 Л 4 >

Соответственно, граничное условие (11.3), если иметь в виду
только те области, какие выше были указаны, и считать, что %((.)
отображает область на единичный круг р — 1 , напишется в форме

где т — точка, принадлежащая окружности единичного радиуса на
плоскости С, а

G(T) = T | T 4 - i | | i ( « p + ̂ ) (12.16)

есть известная функция дуги этой окружности, поскольку ир, щ
и отображающая функция х(С) заданы.

Такова комплексная формулировка граничных условий плоской
задачи, если на поверхности тела заданы перемещения. Если же на
этой поверхности даны внешние силы, то на основании вышеизло-
женного и (11.2) можно написать
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где -у — по-прежнему точка единичной окружности, причем

получается из (11.2) путем перехода в правой части данной формулы
от интегрирования по дуге рассматриваемого контура к интегриро-
ванию по дуге единичной окружности.

Все полученные выше соотношения справедливы не только для
плоской деформации, но и для обобщенного напряженного состояния,
с той лишь разницей, что в них надо заменить

Л = 3 — 4v на Л* = т—:—.

Остановимся особо на важном в прикладном отношении част-
ном случае бесконечной области с отверстием, свободным от внеш-
ней нагрузки (к этому случаю сводится исследование концентрации
напряжений в окрестности малых, по сравнению с размерами листа,
вырезов в пластинах). В этом случае hx (j) = h2 (7) = Н (т) = О И фор-
мула (12.17) принимает вид

TTT?'(7)+ Ф(7)=0; (12.18)
•/.' ( f )

если, кроме того, учесть формулы (11.14) и считать поворот тела на
бесконечности ш°° = 0 , то будем иметь для регулярных в бесконеч-
ной области функций <ро(С), фо(') контурные условия

*' (тг)
(12.19)

где А к В связаны с напряжениями на бесконечности (которые счи-
таются заданными) формулами (11.15). Функции <ро(С), <Со(£) будут
при этом регулярными внутри единичного круга, что непосредственно
вытекает из регулярности <fo(z), %(z) во всей рассматриваемой бес-
конечной области. Они представимы, следовательно, в виде рядов

?о(С) = 2 *£*; %®= 2 Р*'Л (12.20)

Сопоставив (12.15) с (12.17), видим, что левые части данных
формул (куда входят искомые функции) по структуре одинаковы.
Отсюда можно заключить, что для обоих вариантов граничных усло-
вий будут проходить одни и те же способы решения. На этом осно-
вании в дальнейшем будем рассматривать только случай, когда крае-
вые условия заданы в напряжениях.

В заключение данного параграфа остановимся на переходе от
напряжений на площадках, перпендикулярных осям X и Y (охх, оху,
Оуу), к напряжениям на площадках, перпендикулярным направлениям
единичных векторов k,, kh (a , арв, см). На основании того, что
в плоской задаче сумма нормальных напряжений на любых двух
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взаимно-перпендикулярных площадках есть инвариант, можно написать

(12.21)

Далее из общих формул преобразования компонентов напряжения
и следующей из рис. 62 табл. 12 получаем

c o s а s i n

а ху cos а sin а

°PP = ° ^ c o s 2 a + o r a s in 2 a
oi6 = o ^ s i n 2 a + a i / ! /cos2a

°Рч = (3уУ — °Xx)sin a cos a + axy cos 2a

Отсюда

— a

Pp + '2ap() = (ayy — axx) cos 2a — 2axy sin 2a +
1 ("w — °a>a>) sin 2a + 2isxy cos 2a = (ayy — axx + '.

Но согласно (12.8)

\~t/ С\]% f2 t2 fx' ГС̂12 t2

(12.22)

gt2a _ .
PZ р2

,„)«'*-.. (12.23)

| l . (12.24)

\ no 05̂
P2 x ' С ) ч " " "•" ' ~ * '-•"j)

Формулы (12.21), (12.25) дают возможность немедленно опреде-
лить компоненты напряжения арр, орв, о9 ) по заданным компонентам
ахх> аху °уу и функции преобразования х(£).

Таблица 12

Теперь (12.23) принимает вид

С2 *' (С)

X

Y

ftp

COS a

sin о

fte

— Sin a

COS a

Рассмотрим, наконец, формулы (9.7)1( (9.7)2. Переходя в них от
переменной z к переменной С и от компонентов напряжения по осям
X, Y к компонентам напряжения по направлениям k?, ft), будем иметь

= 4Ф (С)

где

, (12.26)

(12.27)
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Эти равенства выражают компоненты напряжения бр(., о,,,-,, а^
и угол поворота ш через ср ('), ф(С) и функцию преобразования коор-
динат х(С).

§ 13. О конформном преобразовании областей на круг
единичного радиуса

В теории функций комплексного переменного доказывается, что
функция х (С), осуществляющая преобразование на единичный круг
внутренней области, ограниченной „простым" (т. е. состоящим из
одной замкнутой, не пересекающей себя кривой) контуром, может
быть представлена в виде

При этом можно потребовать, чтобы произвольно выбранная точка
рассматриваемой области z = z0 переходила в произвольно выбран-
ную точку единичного круга (например, в С = 0). Тем самым первый
член в ряду (13.1) может быть выбран произвольно. Известно, кроме
того, что функция *(£), дающая отображение на единичный круг
внешней, по отношению к простому контуру L, области, представима
в виде

оо
z — х (С) = —^- -)- регулярная функция = —pi-(- V ак^

к. (13.2)
* = 0

Для дальнейшего существенно, что производная г' (С) (в силу пред-
полагаемой конформности отображения областей) отлична от нуля
в единичном круге. Соответственно, отличной от нуля в этой обла-
сти будет и х'(С).

Вообще говоря, ряды (13.1), (13.2) содержат бесконечное число
членов. Удерживая в них несколько первых членов, получим при-
ближенное конформное отображение рассматриваемых областей на
единичный круг. Последнее равносильно тому, что отображены будут
не эти области, а некоторые другие — тем более к ним близкие, чем
больше членов будет удержано в рядах (13.1), (13.2).

Если точное выражение преобразующей функции х (С) неизвестно,
то определение коэффициентов в каждом частном случае может быть
выполнено методами приближенной теории конформного преобразо-
вания ([30], т. III, ч. 2, § 39, 40; [9]).

Насколько приближенное конформное отображение может быть
эффективным, видно из следующих двух примеров.

1. Известно ([20], [27]), что отображение внешности равносто-
роннего треугольника на единичный круг дается формулой

Г 2. л*

х(С) = — RJ (1 — F ) " - 7 Г + c o n s t - <13-3>
1
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где/? — некоторая действительная постоянная, характеризующая раз-
меры треугольника.

Разлагая (13.3) в ряд и выбрав при этом надлежащим образом
произвольную константу, получаем ([27], стр. 24)

+ -g-!?+i(?+ ). (13.4)

Если здесь удержать только два первых члена ряда, то на плос-
кости z будем иметь фигуру, показанную на рис. 64, а, а если
удержать три члена — то показанную на рис. 64, б. Последняя на глаз
уже с трудом отличима от равностороннего треугольника.

Рис. 64.

2. Внешность квадрата отображается на единичный круг функцией
[20], [27] ,.

_ ^ ) 2 * _ | _ const, (13.5)

где R — действительная постоянная, характеризующая размеры квад-
рата.

Ф

Рис. 65.

Разложив (13.5) в ряд, находим

(13.6)

Оставляя здесь 2, 3 и 4 члена, получим вместо квадрата к нему
близкие фигуры, показанные на рис. 65, а, б и в.

328



§ 14. Решение плоской задачи для кругового цилиндра
(или для круговой пластины).

Пусть требуется решить плоскую задачу для области, заклю-
чающейся внутри окружности радиуса R (рис. 66), при заданных

Рис. 66.

на границе области напряжениях. Данная область преобразуется
на единичный круг функцией

z = *£) = №, (14.1)

в соответствии с чем граничное условие (12.17) принимает вид

где
в е

Ai (6) = — Л / fydb = —Я J (/p sin 6 + / „ cos 6) de
о о

е в
А2 (в) = Я ffxdB = R f (fp cos в — /9 sin 6)dQ

(14.3)

Условия равновесия тела в целом в данном случае выглядят так

/
л

(/р cos 6 — fb sin 6) db — I /f, rfO =

2л

sinS = O. (14.4)

Из (14.4) следует, что /^(0), Л2(6) суть периодические функции
(с периодом 2и). Будем считать, что они удовлетворяют условиям
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Дирихле. Тогда правая часть равенства может быть представлена
в виде сходящегося ряда Фурье ([30], II, стр. 475)

к= оо

(14.5)
Л = — оо

коэффициенты которого (являющиеся, вообще говоря, комплексными
величинами) определяются формулами

(14.6)

Функции ср (С), ф (С) в рассматриваемой области регулярны и могут
быть представлены в виде степенных рядов

(14.7)

Кроме того, имеем ряд

(14.8)
ft=i

Переходя здесь к полярным координатам С = pe i9 и рассматривая
точки, принадлежащие единичной окружности, получаем

(14.9)

Подставив (14.5), (14.9) в (14.2), будем иметь

(14.10)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых экспоненциальных
функциях в правой и левой частях данного соотношения, приходим
к равенствам

}
(ft + 2) ак+г + "рА = Л_ f t (Л>0) J
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Отсюда

ак = Ак (k>l) )
- . (14.12)

рА = Л_4 — (£ + 2)а4 + 2 = А_к — (& + 2)Л л + 2 (fc>0) J

Тем самым все коэффициенты рядов (14.7), за исключением a l t

выражены через коэффициенты ряда (14.5), которые — суть заданные
константы. Что касается а,, то формула (14.11)2 позволяет опреде-
лить лишь его вещественную часть, что, впрочем, и достаточно, ибо
мнимая часть <p'(i), согласно (9.13), может быть выбрана (при С = 0)
произвольно. Ввиду этого существует произвол и в выборе мнимой
части коэффициента первого члена ряда (14.7). Заметим, что со-
гласно (14.11) коэффициент Лх ряда (14.6) должен быть всегда ве-
щественным. Что это требование действительно всегда выполняется,
можно убедиться, подставив в (14.6) вместо Лх(6), Л2(6) их выра-
жения (14.3) и рассмотрев затем частный случай k=l. При этом
после интегрирования по частям с учетом равенств (14.4) получим

2ic 2it

Отсюда (ввиду вещественности /„) следует вещественность и Л х.
,, А,

Кроме того, оказывается, что -^- равно среднему значению радиаль-

ной нагрузки, действующей на контур цилиндра.
Возвращаясь теперь от переменной С к старой переменной z,

находим

Подставив эти значения <p(z), ф(2) в (9.7), можно найти (путем
отделения в последних формулах вещественных частей от мнимых)
перемещения и напряжения в любой точке цилиндра (круглой плас-
тины). Тем самым рассматриваемая задача решена, если только
ряды (14.14), а также ряд

Ё | * ^ (ИЛ5)

будут абсолютно и равномерно сходящимися на граничной окруж-
ности \z\ = R.

Можно показать ([20], стр. 188), что это требование всегда
выполняется, если первые производные компонентов поверхностной
нагрузки /р, /е удовлетворяют условиям Дирихле. Иногда решение
сохраняет, однако, определенный смысл даже в тех случаях, когда
(14,15), (14.14) в отдельных точках граничного контура расходятся.

В заключение следует обратить внимание на два свойства окруж-
ности единичного радиуса с центром в начале координат, благодаря
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которым данный контур будет иметь в дальнейшем весьма важное
значение:

1) на нем имеет место равенство

7 — 1 .

2) на нем степенные ряды
сю оо

ак ' > / 1 ?к *•

(14.16)

(14.17)
й = 0

превращаются в комплексные ряды Фурье.
Наоборот, всякий комплексный ряд Фурье может быть интер-

претирован в виде степенного ряда на окружности единичного ра-
диуса

( 1 4 Л 8 >
к = — оо =0

§ 15. Концентрация напряжений в плоском листе,
ослабленном круговым вырезом

Рассмотрим сплошную тонкую пластину, находящуюся в одно-
родном обобщенном плоском напряженном состоянии под действием
сил, приложенных к ее кромкам. Если в ней сделать какое-либо

небольшое, по сравнению с размерами пластины, отверстие, то в его
окрестности возникает локальное дополнительное поле напряжений,
зависящее от формы отверстия и быстро затухающее по мере уда-
ления рассматриваемой точки от его края. Эти дополнительные на-
пряжения иногда могут значительно превосходить основные напря-
жения (соответствующие исходному однородному напряженному
состоянию). Отсюда вытекает важный класс задач — о концентрации
напряжений в окрестности вырезов.
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Если (как это было выше оговорено) считать вырез достаточно
малым, то его влиянием на напряжения вблизи внешней границы
пластины можно пренебречь, полагая, что они остаются там такими
же, как если бы отверстия не было. Это позволяет трактовать пла-
стину как лист бесконечно больших размеров при заданном (на бес-
конечности) однородном поле напряжений. При такой постановке
задачи граничные условия на внешней кромке пластины заменяются
требованием конечности и определенности решения в бесконечно
удаленной точке, что равносильно значительному математическому
упрощению.

Прежде чем перейти к изложению общего метода решения задач
этого класса, рассмотрим простейшую из них — задачу о концен-
трации напряжений в окрестности круглого выреза.

Пусть бесконечно большая пластина имеет круглое отверстие
радиуса г, край которого свободен от нагрузки, а напряжения на
бесконечности равны о ^ , а^, а^ . Конформное отображение области,
занимаемой пластиной, на единичный круг осуществляется преобра-
зованием ([30], III, ч. 2, стр. 123)

z = *C) = £, (15.1)
при этом

•/(С) = - £ . (15.2)

Применительно к данному частному случаю граничное условие
(12.19), с учетом (14.16), принимает вид

то(т) — т3?о(т) + Фо(т) = - ' (7 + s 4 - ( 1 5-3 )

Ввиду регулярности функций ср0 (С), ф0 (i) внутри единичного круга
можно положить

к-Х • (15.4)

Здесь суммирование начато с единицы ввиду имеющегося произ-
вола (§ 9) в выборе искомых аналитических функций. На единичном
круге степенные ряды превращаются в ряды Фурье. На этом основании
условие (15.3) может быть переписано следующим образом

= _ r [Ae-ib + Be+ib]. (15.5)
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых экспотенциальных
функциях в правой и левой частях данной формулы, получаем

(15.6)
*! = — rB; | i = — Ar

— (ft — = 0 (ft>3)

Последнее из этих равенств (с учетом первого из них) дает
= 0 (ft>3).

Таким образом

a t = — r В; $l = — rA; $3 = al = — rB; (15.7)

все же остальные коэффициенты рядов (15.4) оказываются равными
нулю.

Отсюда имеем

(15.8)

Напомним, что согласно (11.15)

со оо
(15.9)

Переходя далее в формулах (15.8) от переменной С к перемен-
ной z и подставив затем получающиеся при этом выражения в (11.14)
с учетом того, что в данном случае внутренний контур области JLt

свободен от нагрузки, будем иметь

) = iAz-B'-
(15.10)

Теперь, на основании (9.7), (12.21), (12.23) и (9.11), получаем

ви - - 2Вг> ( | ) + В + А (^ ЗВ (£
(15.11)

где орр, ofj9, орЧ — компоненты напряжения в полярной системе коор-
динат (на плоскости z).
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Подставив в (15.11) z = peib, приходим к равенствам

J
(15.12)

Применим полученный результат к простейшему частному случаю
axx:=zP't axy = z ayy = Ш00 = 0. (15.13)

Пластина на бесконечности находится в состоянии простого рас-
тяжения в направлении оси X (задача Кирша). При этом формулы
(15.12) принимают вид

(15.14)
Отделив вещественные части от мнимых, находим

.(15.15)

р = р [l — 2 ̂  cos 2б]

— a p p - p [ ( | ) 2 + 2(y)2cos28 —3(-^-)4cos26 —cos26]

Отсюда окончательно

°„=±Р{1-3- 4 Т - 3 - - 1 cos26 • (15.16)

Положив здесь р = г (т. е. рассматривая точки, лежащие на гра-
нице кругового выреза), будем иметь

о и = р Ц - 2 с о 8 2 в ] J ( 1 5 Л 7 >

То, что напряжения орр и арЧ на контуре отверстия получились.
равными нулю, естественно (поскольку край отверстия предполагается,
свободным от нагрузки) и лишь подтверждает правильность фор-
мул (15.16). Что касается напряжения ом, то оно достигает на краю

выреза, как это видно из (15.17)2, наибольшего значения при 8 = -+- ~

и в этих точках будет равно

(15.18)
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Таким образом, максимальные напряжения на краю кругового
выреза (при растяжении пластины вдоль оси X) оказываются в три
раза превосходящими растягивающие напряжения вдали от отверстия.
Исследование формул (15.16) показывает, что во всех прочих точках
пластины напряжения меньше, чем (15.18). В качестве самостоятель-
ного упражнения читателю предлагается рассмотреть другие варианты
поля напряжений в пластине, заключающиеся в формулах (15.12).
Рекомендуется также определить перемещения точек пластины, вос-
пользовавшись для этого формулой (12.14).

§ 16. Метод степенных рядов (неопределенных коэффициентов)
как общий прием решения плоской задачи

В двух приведенных выше примерах (плоская задача для круго-
вого цилиндра и задача о концентрации напряжения в окрестности
кругового выреза в пластине) был использован, по сути дела, один
и тот же путь, подразделяющийся на этапы:

1) рассматриваемая область отображалась на круг единичного ра-
диуса;

2) искомые две регулярные функции представлялись в виде сте-
пенных рядов с буквенными коэффициентами;

3) при подстановке этих рядов в граничное условие они превра-
щались в ряды Фурье (записанные в комплексной форме);

4) в виде рядов Фурье представлялись также зависящие от внеш-
ней нагрузки свободные члены, входящие в граничные условия;

5) сравнение коэффициентов при одинаковых экспоненциальных
функциях (или, что то же самое, при одинаковых степенях f в правой
и левой частях граничного равенства) приводило к системе уравне-
ний, из которой все неизвестные коэффициенты можно было опреде-
лить.

Весь этот ход рассуждений может быть распространен и на два
достаточно обширных класса задач, а именно: он может быть ис-
пользован при рассмотрении односвязных областей произвольного
вида и бесконечных областей с отверстием любого очертания (рис. 68).
Поскольку математическая сторона вопроса примерно одинакова в обоих
случаях, будем в дальнейшем рассматривать только второй из них
(т. е. класс задач о концентрации напряжений около отверстий).

Граничное условие для этого случая имеет вид (12.19)

^ o r ) + MT) (т) в*п>- ( 1 6 Л )
* и)

Как уже говорилось (§ 13), отображающая функция в данном
случае представима в виде

где коэффициенты ак, вообще говоря, комплексны, а коэффициент R
всегда можно принять вещественным, поскольку умножение выраже-
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ния (16.2) на eia равносильно повороту области на угол а без из-
менения формы и размеров ее границы ([30], III, ч. 2, стр. 121).

В большинстве конкретных задач достаточная для практических
целей точность может быть достигнута при сохранении в ряду (16.2)
всего нескольких (двух, трех, четырех) первых членов §13.

На этом основании положим, что

* ( « = / ?
l_ A ~ 0 -'

L л=о
где я—конечное число.

Так как на окружности единичного радиуса

г у eib- 7 — ~Z — J_ — _ 1 — e-ib

TO

Г , A 1 Г .

о
L ft = o J

7сГ)=я - i + 2

отсюда

(16.3)

(16.4)

; (16.5)

*'(7)

fc=0

-(16.6)
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Введем вспомогательную функцию

" V») (-П-2 '

которая выбрана таким образом, чтобы на единичном круге

(16.7)

(16.8)

При этом возможны два случая:
а) в ряду (16.3) нет степеней С выше второй;
б) в ряду (16.3) есть такие степени.

Рис. 68.

В первом случае функция */(С) будет регулярна во всем единич-
ном круге (включая и его границу). Последнее ясно из того, что
знаменателем в (16.7) является выражение

k=0 L & = o J

причем известно, что t! (С) не обращается в нуль ни внутри единич-
ного круга, ни на его границе (условие конформности отображения).

Во втором случае У (С) имеет при С = 0 полюс п—2-го порядка.
Ниже мы рассматриваем только этот случай, поскольку из даль-

нейшего выяснится, что случай (а) охватывается теми же рассужде-
ниями.

Выделив особенность функции Ч(£), получим
Л-2

V(C) = 2 ( Q - T - 2 Ь£~к, (16.9)

где 2(С)—несократимая рациональная дробь, регулярная в единич-
ном круге и, следовательно, представимая внутри этого круга в виде
ряда

2
,л=о

(16.10)
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На основании (16.3), (16.8), (16.9) и (16.10) граничное условие
(16.1) может быть написано следующим образом

Нам известно (§ 11, 15), что функции cpo(Q, фо(С) регулярны
в единичном круге. Следовательно, их можно искать в форме

2
4=0

(16.12)

При этом из (16.11) видно, что ряд для ср0 (С) должен содержать
конечное число членов, а именно п членов. Последнее ясно из того,
что если подставить в (16.11) выражения (16.12) и перенести затем
в (16.11) все члены, кроме первого, в правую часть

п-2

(16.13)

то (после перемножения рядов) окажется, что в правой части содер-
жится только п членов с положительными степенями С и бесконеч-
ное число членов с отрицательными степенями. Следовательно, конеч-
ное число членов («) должно быть и в ряду для <ро(С).

Из условия, что все члены с положительными степенями, стоя-
щие справа и слева, должны быть равны друг другу, получаем

се„ = — RAan; an_1 = — RAan_1 (16.14)

и, кроме того, — следующую систему из и — 2 линейных алгебраи-
ческих уравнений для остальных коэффициентов ак(\ ^.k^.n — 2)

. . . -\-1>.z2a2-\-blal

. (16.15)
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Совокупность уравнений (16.14), (16.15) позволяет найти все
отличные от нуля и первых коэффициентов ряда (16.12)!, определяю-
щего <ро(С). Что касается коэффициентов в ряду для фо(О> то они
могут быть вычислены путем приравнивания в правой и левой частях
(16.13) коэффициентов при одинаковых отрицательных степенях у
В результате этой операции придем к бесконечной цепочке равенств

Ро= —
— ^о^ — RBa0 — RAa0

(16.16)

— (co3a3 -f- c t2a2 -4- c2aj) — RBa2

Все входящие сюда постоянные (кроме J3ft) известны, и следова-
тельно (16.16) дает возможность вычислить все pft. Теперь обе иско-
мые функции <ро(С) и фо(С) построены, и, следовательно, решение
рассматриваемой задачи получено (при условии, что ряд для фо(С)
сходится; это, как увидим из дальнейшего, при указанной выше
постановке задачи всегда выполняется).

Изложенный путь решения охватывает все задачи рассматриваемого
класса, весьма прост по идее и несложен по характеру выкладок.
Существенным недостатком считается, однако, то, что этим путем
(в отличие от метода интегралов типа Коши) нельзя получить ф0 (С)
в замкнутом виде (если х(С) аппроксимирована конечным отрезком
степенного ряда). Ввиду этого последний метод обычно предпочитается
при решении плоской задачи для односвязных областей произволь-
ного вида, включая бесконечные области с отверстием ([20], стр. 237).
Однако, как было показано К. Ф. Черных в его дипломной
работе (1951 г.), изложенный выше метод неопределенных коэффи-
циентов может быть усовершенствован.

Оказывается, фо(С) получились выше в форме бесконечного ряда
лишь потому, что несократимая рациональная дробь 2 (С), входящая
в (16.11), была разложена в ряд (16.10). Если этого не делать, то
нетрудно найти замкнутое выражение для %(С), не выходя при этом
из рамок алгебры комплексных величин.

§ 17. Видоизмененный метод неопределенных коэффициентов

Возвратимся к граничному равенству (16.11), написав его в виде

То (Т) И" ^ (Т) То <Т) "Ь Фо (Т) =
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Здесь Ч(С) определяется либо выражением (16.7), либо преобра-
зованным выражением (16.9) — в зависимости от того, какое из них
будет более удобно. Для отыскания регулярных в единичном круге
функций <ро©. Фо(О воспользуемся (следуя К. Ф. Черных) методом
наложения, а именно: будем искать эти функции в форме

?о (С)=?!(<:)+?, (С)-н?, <С) 1

<Ь (О = МС) + М О + Ф3 (С) Г ( - }

потребовав при этом, чтобы
(О «Pi (Q. <!>i(C) подчинялись на окружности единичного радиуса

условию

(HI) cp3(t;), ф3 Ю — условию

Заметим, что сумма правых частей всех трех равенств (17.3),
(17.4), (17.5) равна правой части равенства (17.1). Отсюда, а также
из того, что искомые функции входят в граничные условия линейно,
следует, что если только удастся найти три пары регулярных в еди-
ничном круге функций (ср1( ${), (<р2, ф2), (ср3, ф3)>

 т о и х суммы (17.2)
будут также регулярными в единичном круге функциями, подчиняю-
щимися граничному условию (17.1). Тем самым рассматриваемая задача
подразделена на три задачи: (I), (II), (III). Покажем, что все они
легко решаются, и притом в замкнутом виде.

(I). Примем

Эти функции регулярны при | C j < [ l , а при | £ | = 1 удовлетво-
ряют и условию (17.3). Они являются, следовательно, решением
задачи (I).

(II). Положим
Ъ (С) = -RA {an_r?-1 + апС): (17.7)

что касается фг(тЬ то ее определим, потребовав, чтобы
(17.8)
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Подставляя сюда (17.7) и (16.7), получим
п

ф2 (С) = RA [(л — 1) а„_ t + ««„С] ^ . (17.9)

Определенные формулами (17.7), (17.9) функции <ра(С), ф.а(С) регу-
лярны в единичном круге и подчиняются на его границе условию
(17.4). Они являются, следовательно, решением задачи (П).

(HI). Граничное условие (17.5), если ввести в него выражение У (С)
согласно (16.9), может быть написано следующим образом

J(Jj?з(Т) +(Jj**Т*) TjCf) + 2(т)?з(т) +Ш =

Будем искать <р3 (С) в виде отрезка ряда

№ з ( 0 = 2 а * С * . (17.11)

причем коэффициенты ак определим из требования, чтобы первые
два слагаемых левой части равенства (17.10) с точностью до
отрицательных степеней С совпадали с правой частью, т. е. чтобы
выражение

] ( ! ) Q

2 л Т + т (17.12)
*=o J

не содержало положительных степеней f.
Как было показано в предыдущем параграфе, выполнение данного

требования приводит к системе линейных алгебраических уравнений
(16.15), из которой могут быть найдены все (п — 2) коэффициента а*.

После этого выражение (17.12) принимает вид
п-4

2 ( 1 7 Л З )
где все dk могут быть определены после подстановки в (17.12) най-
денных значений aft и выполнения необходимых алгебраических опе-
раций.

Если теперь ввести регулярную в единичном круге функцию
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обращающуюся на границе круга в K(i), то граничное условие (17.10)
(после замены в нем ср3 (С) его выражением (17.11) при указанных
выше значениях ос̂ ) можно будет написать в форме

tf = 0. (17.15)

Это равенство удовлетворяется, если положить

(17.16)

Заметим, что решение предыдущего параграфа может быть полу-
чено из (17.2), если в формулах (17.8) и (17.16) разложить несо-
кратимые дроби Ч (С) и 2 (С) в бесконечные ряды по степеням С.
При этом, разумеется, фо(О окажется также представленной в форме
бесконечного ряда.

Таким образом, достоинство изложенного метода состоит в том,
что он позволяет избежать бесконечных рядов и приводит (однако
путем рассуждений более элементарного характера) к тем же ре-
зультатам, какие для рассматриваемого класса задач дает метод ин-
тегралов типа Коши.

g 18. Концентрация напряжений в окрестности
эллиптического выреза

Рассмотрим бесконечный плоский лист, ослабленный эллиптиче-
ским отверстием, под действием растягивающих усилий, направлен-
ных под» углом а к большой оси эллипса (рис. 69).

Рис. 69.

Если бы отверстия не было, то в пластине имело бы место
однородное обобщенное плоское напряженное состояние, причем
во всех точках (включая бесконечно удаленную) имели бы место
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напряжения

[. (18.1)
J

Эти же напряжения будут и в пластине с отверстием — на бес-
конечно большом от него расстоянии. Функция, отображающая пло-
скость с эллиптическим отверстием на единичный круг, имеет вид
({30], III, ч. 2, стр. 133)

z = * &) = Rtl--\-\ml\ , (18.2)

где

/ ? = £ + * . ; m = = £ z i * ^ i . (18.3)

Для рассматриваемого частного случая граничное условие (17.1)
принимает вид

= - Я [А ( 1 + т Т )

+ |g(T+£)]=_ * [(All+^T + d±!£], (18.4)
где

? ^ (18.5)

= — |-e-*2«. (18.6)

Поскольку « = 1 < 3 , функция ¥(С) не имеет особенности
в начале координат. Тем самым отпадает необходимость решения
задачи III (см. § 17). Ищем поэтому <ро(С) и фо(С) в виде

Граничные условия (17.3), (17.4) в данном случае будут выгля-
деть так

= - ^ ( 1 — |me-«-)T. (I)

Решением задачи (I) является выражение
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Для решения же задачи (II) полагаем

?2 (9 = *£(*«• —

а <Сг(С) определяем из равенства

(18.9)

2 ^ j^g (18.10)

Теперь, на основании (18.7), (18.8), (18.9) и (18.10), можем
написать

= 4r(e i 2 « — "ОС

Воспользовавшись далее формулами (11.14) и учитывая при этом,
что край отверстия свободен от внешней нагрузки, получаем

' ( 1 8 Л 2 )

Зная ср (С), <f (С), можно найти поле напряжений в пластине.
Удобнее всего при этом воспользоваться формулами (12.26), (12.27).

Концентрационные напряжения достигают максимума всегда на гра-
нице отверстия (т. е., при использовании переменной С, на границе
единичного круга). Следует, кроме того, помнить, что край отверстия
свободен от внешней нагрузки, в соответствии с чем на нем о00 =
= аоЧ = 0. Если это учесть, то на основании формулы (12.26) t

(18.13)

при р — 1 при р = 1

Подставив сюда (18.12) и (18.2), приходим к выражению

J
(18.14)

Отсюда
при р = 1

1 — m2-|-2/recos2a —• 2 cos 2 (в -j- о)

Тогда

при р = 1

Пусть а = 0, т. е. растяжение происходит в направлении оси X.

1 4- 2т — т- — 2 cos 28

Эта функция имеет максимум при 6 = -+--^-

тах(а0,,) = ~~т р = (\ -\-2—\р = kp.

(18.16)

(18.17)
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Здесь k — коэффициент концентрации, показывающий, во сколько
раз напряжение на контуре отверстия превосходит напряжение
на. бесконечности (практически — напряжения на достаточном рас-
стоянии от отверстия). Как видно, при эллиптическом вырезе этот
коэффициент существенно зависит от соотношения полуосей, а также,
как это следует из (18.15), и от их ориентации по отношению
к направлению растяжения. Для круглого выреза k — 3. Этот резуль-
тат был уже получен в § 15.

§ 19. Концентрация напряжений в окрестности квадратного
выреза

Эта задача подробно рассматривалась Г. Н. Савиным 127).
Ниже приводится ее решение методом, изложенным в § 17.

Для простоты выкладок ограничимся случаем, когда направление
растяжения на бесконечности совпадает с осью X, полагая (рис. 70)

VV I
(19.1)

Тогда граничное условие (12.19) примет вид

Функция х(С), дающая отображение рассматриваемой области,
выражается формулой (13.5) или, приближенно, отрезком ряда (13.6).

Рис. 70.

Удерживая (в первом приближении) в этом ряду только два его пер-
вых члена, получим

( J i ) (19.3)

Этой функции соответствует на плоскости z контур, показанный
о

на рис. 65, а, причем /? = -=-а, а радиус закругления в углах кон-

тура гх — 0,06а (где а — длина стороны квадрата).
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Вспомогательная функция 4(Z) в данном случае будет равна

где

а правая часть граничного равенства (19.2) имеет следующий раз-
вернутый вид

/>ИТ)
J — (Т + ^ 7 3 ) | . (19.6)

Следуя методу § 17, будем искать решение в форме

0 1 2 3 г (19.7)

подчинив при этом функции cpj-, fy граничным условиям

(О

(И)

Решение задачи (I) можно написать сразу

= ^ т - ("О

(19.8)

Решение задачи (II) также не вызывает никаких затруднений

Решение задачи (III) будем искать в виде

ср3(С) = а1С (<*! — вещественное),

потребовав при этом, чтобы выражение

(19.10)

(19.11)

при подстановке в него (19.10) не содержало положительных сте-
пеней -f.

Имеем

«17 + -§-«1Т-ТГТ; (19.12)

347

о
это выражение обратится в нуль, если положить o t = -=-pR.



Таким образом,

(19.13)

Подставив данное значение ср3(С) в граничное условие (III), будем
иметь

Т) = 0. (19.14)
i v - i i *

Отсюда

Теперь формулы (11.14) с учетом (19.3), (19.8), (19.9), (19.13),
(19.15) принимают вид

< 1 9 Л 6 >

Тем самым решение рассматриваемой задачи получено.
Путем совершенно аналогичных (но, естественно, несколько

более громоздких) выкладок можно было бы решить ту же задачу
и во втором приближении, сохранив в ряду (13.6) три первых члена,
т. е. положив, что

( 1 J ^ ) (19.17)

При этой степени точности на плоскости z получается фигура, по-
казанная на рис. 65, б, более близкая к квадрату, чем 65, а. Мини-
мальные радиусы закругления в четырех углах этой фигуры будут
равны г2 = 0,0245а, при 6 = 45°, т. е. примерно в 2,5 раза меньше,
нежели в первом приближении.

Предлагая читателю самостоятельно воспроизвести выкладки вто-
рого приближения, укажем лишь, что их окончательным результатом
будут формулы

(С) = pR | Щ9- + 0.426С + 0,046с3 + О.ООвС» + 0,005!? }

и(Г\— p i 0,500 . — 0,547С + 0,457С» + 0,025^ + 0.029C7 ч * ^ 1 9 ' '
ф (,)~рк | -f- 1+0.5C4 —0,125:8

На основании решений (19.16), (19,18) нетрудно, воспользо-
вавшись (12.26) и (12.27), получить поле напряжений в окрестности
отверстия. Прежде всего при этом следует найти напряжение <зщ
на границе выреза, каковое (ввиду того, что а?р = орг, = 0 при р ' = 1)
будет определяться выражением

при р = 1

348



Подставив сюда (19.16), или (19.18) и (19.3), или (19.17) и про-
изведя необходимые выкладки, получим формулы для о м при р = 1
(в первом и во втором приближениях). Опуская эти выкладки, при-
ведем, однако, числовые значения отношений ст : р на краю выреза
(при различных значениях 6) для обоих приближений (табл. 13).

Таблица 13

е

0
35°
40°
45°
50°
55°
90°

1 приближение,

— = 0,06
а

— 0,808
— 0,268
+ 0,980
+ 3,00
+ 3,860
+ 3,366
-f 1,472

II приближение,

— = 0,0245
а

— 0,936
— 0,544
+ 0,605
+ 4,368
+ 4,460
+ 2,888
+1,760

Из этой таблицы видно, что а65 достигает наибольших значений
в районе углов выреза, причем коэффициент концентрации (макси-
мальное значение отношения о^/р) возрастает с увеличением остроты
углов (т. е. с уменьшением г/а).

При вполне строгом решении рассматриваемой задачи, т. е. при
использовании точного выражения отображающей функции (13.5),

• 0 и коэффициент концентрации, соответственно, стремится

к бесконечности. Аналогичный результат получится для любого вы-
реза с негладким контуром. Отсюда вытекает, что таких отверстий
в листах, работающих в обобщенном плоском напряженном состоя-
нии, делать не следует, а если почему-либо это необходимо, то район
выреза надо основательно подкрепить.

Сделав такое предостережение, нужно в то же время подчерк-
нуть, что было бы неправильно слепо доверять указанным выше
результатам и понимать их буквально. Дело в том, что эти резуль-
таты, будучи получены из уравнений классической теории упругости,
находятся в противоречии с теми основными предпосылками, на ос-
новании которых данные уравнения были выведены. В самом деле,
там, где бесконечно велики напряжения, утрачивает силу закон Гука.
Кроме того, если велики напряжения, то велики и деформации,
а значит, нельзя линеаризировать ни уравнения равновесия, ни фор-
мулы, выражающие деформации через перемещения. Наконец, в райо-
нах точек заострения, согласно классической теории, получаются
бесконечно большими не только напряжения, но и их градиенты.
Существенное изменение поля напряжений происходит в пределах
одного кристаллического зерна. Тем самым нарушается справедливость
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еще одного предположения классической теории упругости—допу-
щения, что материал однороден и изотропен.

Из вышеизложенного ясно, что доверять решению классической
теории упругости в тех случаях, когда она приводит к бесконечным
(или хотя бы просто превышающим предел текучести) напряжениям,
нельзя. Однако не будучи бесконечно большими, деформации в
окрестности углов выреза тем не менее, несомненно, весьма велики и
именно в этом качественном смысле надо понимать указанные выше
результаты.

Из сказанного вытекает, что при рассмотрении концентрации
вблизи отверстия, имеющего угловые точки, вовсе нет смысла стре-
миться к точному решению задачи (основанному на точном отобра-
жении на единичный круг). Наоборот, получение приближенных
решений представляет большой интерес, поскольку, удерживая
в ряду для отображающей функции х(С) все большее число членов,
мы будем получать отверстия со все меньшими радиусами закругле-
ния в угловых точках. Тем самым можно будет выяснить влияние
величины этого радиуса на значение коэффициента концентрации k.

Из табл. 13 (стр. 349) и из рис. 65, а, б видно, что достаточно
лишь слегка скруглить угол выреза, чтобы коэффициент концентра-
ции получился не только конечным, но и не таким уж большим
(по сравнению хотя бы с коэффициентом концентрации около кру-
гового выреза, § 15).

§ 20. Плоская задача для полуплоскости

Рассмотрим бесконечно большое тело, ограниченное плоско-
стью XZ, нагруженное поверхностными силами fx^p(x), fy = g(x)
и находящееся в состоянии плоской деформации (рис. 71).

<КХ)

Рис. 71.

С такого рода задачей можно встретиться, например, при расчете
фундаментов. Она может быть решена методом комплексной теории
плоской задачи (сила которого была продемонстрирована выше
на примерах, решить которые иным способом было бы весьма
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трудно), но может быть с успехом рассмотрена также и иным путем,
а именно — методом интегрального преобразования Фурье. Мы оста-
новимся именно на нем, желая ознакомить читателя с этим свое-
образным, в ряде случаев весьма эффективным приемом решения
задач математической физики.

Пусть имеется функция F (х), заданная в интервале — оо, -{- оо,
причем такая, что:

1) она удовлетворяет условиям Дирихле и
+ СО

2) интеграл Г | F (x) | dx имеет конечное значение.
— оо

Тогда, как известно ([30], II, стр. 474), можно написать

= J_ J \e-**"dk f е**РЩ)(1Ц. (20.1)
—со \ —оо J

Эта формула выводится путем разложения F (х) в ряд Фурье
в интервале — а , -\-а с последующим стремлением а к бесконеч-
ности и называется интегралом Фурье [30], II, стр. 467.

Разобьем (20.1) на две формулы

—со
+ оо

eikxp (X) ax

(20.2)

f e-uУ"2тс
Функцию F*(k), получающуюся из F (х) по формуле (20.2Х,

будем называть g изображением функции F(x), или изображе-
нием F (х) по Фурье. Соответственно, функцию F(x) будем называть
оригиналом функции F*(k). Формулы (20.2) дают возможность полу-
чать изображение по данному оригиналу и, наоборот, оригинал —
по известному изображению.

После этого краткого вступления перейдем к решению рассма-
триваемой задачи.

Имеем уравнения равновесия

и уравнение неразрывности (2.7), которое, на основании (2.6), может
быть записано в виде

(20.4)
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Эта система уравнений должна быть решена при граничных
условиях

°хх C O S п х + аху C°S пУ = fee

axy cos nx - , cos ny = fy

(при v = 0) J. (20.5)

В данном случае cos пх = 0, cos пу = — 1 и, следовательно,
граничные условия (20.5) принимают вид

, = — Р(х)
(при _y = i (20.6)

Введем преобразование Фурье по координате х.
При этом, согласно (20.2), будем иметь следующие формулы

для ^ изображений компонентов напряжения

— СО
-fco

— СО
-•-СО

(20.7)

Заметим, что напряжения нам пока неизвестны и, следовательно,
остается неясным, удовлетворяют ли они условиям, при которых
преобразование Фурье допустимо (см. выше). Поэтому после выпол-
нения всех операций и получения окончательных формул следует
проверить, подчиняются ли они исходным уравнениям и граничным
условиям. Наряду с изображениями напряжений введем изображения
компонентов внешней нагрузки

+ ОО
L__ / eikxp(x)dx\

— С»

•t-co
I = --X= f eikxq(x)dx. (20.8)

Как видно, изображения компонентов напряжения, кроме пара-
метра Л, зависят также от координаты у, тогда как изображения
внешних сил зависят только от k. Умножим первое из уравнений
равновесия (20.3) на eikx и проинтегрируем по х в пределах
— со <; х <; -|- оо. Тогда будем иметь равенство
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котором
+ оо

L= / егкх V- d x = - — .
2п J ду ду

—со L
+со

1 I* ri
= - / eikx —^- dx —

2ic J dx

pikxn«„,„

// 2 i

Причем предполагается, что о^ ,̂,
Подставив (20.10) в (20.9), получим

ayy, oxy-

; = - ' К *

•0, если \х\-*-оо.

. (20.10)

da.
ху

dy
— lka*=Q. (20.11)!

Здесь знак частной производной по у заменен на знак полной
производной, поскольку о*х1 зависит только от k и у, причем по k
в дальнейшем дифференцирование не производится, в соответствии
с чем эта буква будет играть в уравнениях роль постоянного пара-
метра. Умножив, далее, на eikx уравнения (20.3)2, (20.4), проинтегри-
ровав их по х от — с о до -j-oo и выполнив выкладки, аналогич-
ные (20.10), получим

- ^ 2 / + *rf>2

da

dy

(20.11)2 ) 3

Поступив таким же образом с граничными условиями (20.6), при-
ходим к равенствам

о*ху (я, 0) = — р* {k)\ ауу (А, 0) = — q* (k). (20.12)

Формулы (20.11) 1 2 з образуют систему из трех линейных одно-
родных уравнений в ' обыкновенных производных с неизвестными
ажв' аху' а*уу> a (20.12) являются, по отношению к этой системе
уравнений, граничными условиями. Таким образом, если сами функ-
ции ассх, аху, ауу подчинялись системе уравнений в частных произ-
водных (20.3), (20.4), то их "у изображения — суть решения системы
в обыкновенных производных.

Трудно недооценить, насколько вторая задача проще первой.
Исключая из уравнений (20.11) неизвестные с
дующему уравнению четвертого порядка для о*уу

о" , приходим к сле-

dy*
, = 0. ( 2 0 . 1 3 )
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Его общим решением является выражение

a*yy = [A-\-By\e-ky-\-[C-+-Dy\e+ky. (20.14)

Будем считать, что все напряжения при у —> оо стремятся к нулю.
Тогда, как это видно из (20.7), тем же свойством должны обладать и
§ изображения напряжений, откуда вытекает, что

((А + By) е~кУ (k > 0). = \\ т- У) \ <?• ) (20.15)
т \{А + Ву)екУ (Л<0).

Эти две формулы могут быть объединены в следующую одну

o*yy(k, у) = (А-1[-Ву)е-\к1У. (20.16)

Подставив (20.16) в (20.11)2, находим

= i U А + By) sign k — \в\е~\к\У, (20.17)

где

, — i ( f t<o).

Теперь из уравнения (20.1 l) t, введя в него (20.17), можно найти

(20.19)

Постоянные А и В определяются из граничных условий (20.12).
Подставив туда выражения (20.16), (20.17), получаем

\
1 }. (20.20)

Asigak — -j-B = iif(k)l K

Отсюда

A = — q*; B = — \k\(q* + ip*signk). (20.21)

Подставив эти значения Л и В в формулы для о* , с* о* ,
•* ССХ шу УУ

получим изображения напряжений как известные функции параметра k
и координаты у.

В частности
a*w=— W{k) + \kW(k) + ip4k)s\gnk\y)e-\k\y. (20.22)

Коль скоро изображения напряжений известны, вопрос опреде-
ления самих напряжений решается формулой (20.2)2, дающей пере-
ход от изображений к оригиналам. Выполним подробно соответ-
ствующие операции только для напряжения <зуу.
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Имеем

" W VV d k =

== jL=- f {q*-\-\k\\q*-\-ip*signk\y}e^k\y-iUxdk. (20.23)

— со

Введем сюда

1
: (*) = — г =

— со

+ ОО

1 /•
(х) dx = — т = I

У 2тс t/
— o o

+с

1 /• .

— со
+ СО

. (20.24)

p*{k) = - ^ = - У
' -oo -oo

Тогда после перестановки порядка интегрирования получим
+СО \+ О0 Г +

— со I —со

I
)

. (20.25)
+ СО Г +О

— 4- f {p<$d\ f
—oo l —со

Здесь внутренние интегралы могут быть, после некоторых пре-
образований, взяты, а именно

+ ОО
Л (л, .У, ? ) = J (l

со

_ J" е г | ft 1 (6-as)-1 к 11/ ( 1

0
CO

-\- f e-i

о
oo

= Г (
0

Учитывая, что при /?е (а) > О
со

/ e-^dk = - ,
J a

ft. (20.26)

(20.27)
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находим

А & *- У) = [ ( х ^ + у Ц 2 • (20-28)

Путем совершенно аналогичных рассуждений

+ ОО
4 (S. * , J) = / Ье*к ( г - ж ) Ч * ! " < * * = - / [ ( х

4 ^ £ ~ ^ 2 ] 2 . (20.29)

Подставив /х и /2 в (20.25), приходим к следующему оконча-
тельному выражению

'=-& I У? (6)

определяющему оуу по заданным компонентам поверхностной на-
грузки р{х) и q{x).

Применяя формулу (20.2) 2 к изображениям °*{k, у) и °*xx(k, у),

можно путем совершенно аналогичных выкладок получить

— со+ (
xx ж J

— со
+ oo

(20.30)2,

Формулы (20. 30)j 2 3 решают плоскую задачу для полуплоскости,
при заданных на ее границе внешних силах (при условии, что функ-
ции р (х), д (х) таковы, что все входящие в (20.30) интегралы
сходятся и допускают дифференцирование под знаком интеграла).

Метод интегральных преобразований (частным вариантом которого
является преобразование Фурье) позволяет понизить число независи-
мых пеоеменных в уравнениях задачи на единицу, т. е. позволяет
свести трехмерную задачу математической физики к двухмерной,
двухмерную — к одномерной, одномерную — к алгебраической. Инте-
гральные преобразования классифицируются по виду их ядра (т. е.
по виду функции, на которую надо умножить оригинал при полу-
чении изображения). В зависимости от вида ядра пределы интегриро-
вания могут быть вещественными или комплексными.

Каждое такое преобразование имеет свой круг применимости.
В частности, изложенное выше преобразование Фурье может быть
использовано при решении краевых задач математической физики,
в которых рассматриваемая область представляет полосу (конеч-
ной или бесконечной ширины) или цилиндр бесконечной длины.
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§ 21. Силы, распределенные вдоль линии, сосредоточенные
силы и функции, их изображающие

Рассмотрим предыдущую задачу, положив, что

i ^ 1
<7о

О \x\>Ya

(21.1)

1 .1
т. е. считая, что на участке —-у а ^ . х < . у а имеется равномерно-
распределенная нормальная нагрузка <70, а прочая часть границы полу-
плоскости свободна от нагрузки. Равнодействующая внешних сил,
приложенных к полуплоскости, будет в этом случае равна

Q = aq0. (21.2)

Предположим теперь, что интенсивность нагрузки д0 -*• оо, а отре-
зок, на котором она действует, а —*• О, причем равнодействующая Q
остается неизменной. Переходя к пределу, мы придем к сосредото-
ченной нормальной силе Q, приложенной в точке х — 0.

Л \ у

Рис. 72. Рис. 73.

Аналогично может быть введено и понятие касательной сосредо-
точенной силы. Это будет предел

Р = ар0 приа-»-0, р0-+оо, (21.3)

где р0—равномерно-распределенная касательная нагрузка;
а — отрезок, на котором она действует.

Поскольку речь идет о плоской задаче и р0, q0 от z не зависят,
постольку, в сущности говоря, выше дано определение не сосредо-
точенной силы в полном смысле этого слова, а определение силы,
распределенной вдоль линии: в приведенном частном случае — вдоль
прямой Z. Аналогично может быть введено и понятие силы, сосредо-
точенной в точке поверхности тела. Для этого рассмотрим на этой
поверхности малую площадку 2, на которой действует нагрузка интен-
сивности / (причем вектор / одинаков во всех точках площадки).
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К понятию силы, сосредоточенной в точке, придем, рассматривая
ее как предел произведения

F=fQ, (21.4)
при | / | - > о о , 2->-0.

Следует подчеркнуть, что сосредоточенные силы и силы, распреде-
ленные вдоль линий, суть понятия абстрактные. В природе таких сил
нет. Однако когда требуется определить деформации и напряжения
от нагрузки весьма большой интенсивности, приложенной в пределах
малой площадки, то бывает удобно интерпретировать эту нагрузку
как сосредоточенную силу, приложенную в центре тяжести площадки.
При этом, разумеется, в непосредственной близости от точки О
результаты получаются сильно искаженными, однако по мере удале-
ния от нее поле напряжений и деформаций, соответствующее сосредо-
точенной силе, будет стремиться к полю, соответствующему исходной
распределенной нагрузке. Кстати, вопрос замены локальных распреде-
ленных нагрузок высокой интенсивности сосредоточенными силами —
это не только вопрос математического удобства. Весьма часто при рас-
смотрении подобных нагрузок истинный закон их распределения весьма
трудно установить, однако их главный вектор, как правило, известен
с высокой степенью точности. По аналогии с сосредоточенными
поверхностными силами могут быть введены сосредоточенные объем-
ные силы, причем следует различать три их категории: силы, сосредо-
точенные на поверхности; силы, сосредоточенные вдоль линии; силы,
сосредоточенные в точке. Останавливаться на этом, однако, не будем.

Можно провести аналогию между понятием сосредоточенной силы
и понятием „импульсивной" силы (силы, сосредоточенной во времени).
Мгновенных сил в природе нет. Всякая сила действует на тело
в течение некоторого конечного промежутка времени (как бы ни был
он мал). Однако в тех случаях, когда описание поведения тела
в течение этого отрезка времени интереса не представляет и, наоборот,
интересно выяснить движение тела после того, как действие силы
прекратилось, то можно трактовать кратковременную силу как беско-
нечно большую, мгновенно действующую и обладающую при этом
вполне определенным конечным импульсом. В пользу этого, помимо
соображений математического удобства, говорит еще то, что истин-
ный закон изменения сил весьма малой продолжительности часто
неизвестен, импульс же их определяется обычно с высокой степенью
точности.

Для описания сосредоточенных и импульсивных сил в настоящее
время разработан специальный математический аппарат, основыва-
ющийся на введении функции 8 ( ), обладающей следующими свой-
ствами

( оо при х = 0 \
, (21.5)

О при ^ 0 |
л ( 1, если точка х = 0 лежит внутри (а, Ь)

<г(х) = \ b(x)dx = {' n

 У F , ' (21.6)
J [ 0, если точка х = О лежит вне (а, о)
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Используя эту функцию, можно математически определить сосре-
доточенные силы Q и Р (21.2), (21.3) как распределенную нагрузку,
изменяющуюся по закону

q(x) = Qb(x), р(х) = РЪ(х), (21.7)

поскольку, согласно (21.5), (21.6,), при этом:
1) вся полуплоскость, кроме точки х = 0, свободна от нагрузки;
2) в точке х — 0 интенсивность поверхностных сил бесконечно

велика;
3) главный вектор нагрузки имеет компоненты по осям X, Y—

Р и Q.
В более общем случае, когда сосредоточенная сила приложена

не в начале координат, а в произвольной точке х = с, будем иметь

q(x) = Qo(x — с); р{х) = РЬ{х — с). (21.8)

Соответственно, если к полуплоскости будет приложено п сосре-
доточенных сил, действующих в точках ск, то нагрузка запишется
в виде

q(х) = 2 Qkb (х — ск); р (х) = 2 Я*8 (* — ск). (21.9)
* = 1 к=1

С помощью функции о( ) можно описывать и силы, сосредото-
ченные в точке (выше шла речь о силах, распределенных вдоль ли-
нии). Так, например, сосредоточенная сила F, приложенная к плос-
кости XY в точке x = xt, y=ylt может быть математически
сформулирована следующим образом

у1), (21.10)

где/—интенсивность поверхностной нагрузки, действующей на пло-
скости.

Из (21.5), (21.6) вытекает, что нагрузка (21.10) будет
1) равна нулю во всех точках плоскости, кроме (xlt у{);
2) равна бесконечности в этой последней точке;
3) ее равнодействующая, т. е.

fffdxdy, (21.11)

где интеграл (21.11) взят по всей плоскости, будет равна F.
Использование функции Ь(х) позволяет относить сосредоточенные

силы к категории распределенной нагрузки и решать соответствую-
щие задачи методами, разработанными для этих нагрузок (например,
методом тригонометрических рядов), что в ряде случаев упрощает
получение решения и всегда систематизирует выкладки. Тот факт,
что тригонометрические ряды для функции 8( ) расходятся, оказы-
вается при этом несущественным, ибо в процессе решения эти ряды
неоднократно интегрируются, в результате чего искомые функции по-
лучаются уже в виде сходящихся рядов (иногда даже сходящихся
весьма быстро). Чтобы в этом убедиться, предлагаем читателю решить
этим методом хотя бы задачу об изгибе свободно опертой балки
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на двух опорах, нагруженной сосредоточенной силой в пролете. Урав-
нение изгиба при этом запишется в виде

где а — точка приложения сосредоточенной силы.
Рассмотрим еще (на примере задачи о полуплоскости) понятие

сосредоточенного момента. Пусть нормальная нагрузка на полупло-
скость имеет вид, показанный на
рис. 74, т. е.У

Рис. 74.

q(x) = q0; О < x < a

?W = -?o! — a < x < 0 }. (21.12)

9 (x) = 0 | x | > a J

_ Главный вектор этой нагрузки равен
х нулю, а главный момент определится

формулой

М0=д0а
2. (21.13)

Пусть теперь qo—>- оо, a -> О, таким
образом, чтобы Жо сохраняло постоян-
ное значение. В пределе мы придем
к моменту, сосредоточенному в точке
х = О, или, поскольку речь идет о плос-

кой задаче, к моментам постоянной интенсивности Мо, распределен-
ным вдоль оси Z.

Действие этого момента эквивалентно действию распределенной
нагрузки интенсивности

q(x) = — Мо

 а ^ * ) ] • (21.14)

Действительно:
а) интенсивность нагрузки (21.14) во всех точках, кроме х = 0,

равна нулю, что следует из того, что функция 3 (х) в пределах ин-
тервалов — о о < ] х ^ — г , s ^ x ^ o o (где е любое сколь угодно
малое положительное постоянное число) постоянна;

б) главный вектор нагрузки (21.14) также равен нулю, поскольку
+ СО +«

в) главный момент нагрузки (21.14) определится формулой
+со +оо f m

/
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Таким образом, сосредоточенные моменты описываютсянпроизвод-
ными от функции 3(лг). Функция о(х), столь причудливая на первый
взгляд по своим свойствам, была введена в математику современным
физиком П. Дираком, а ее интеграл а(х) (с помощью которого
описываются нагрузки, скачком изменяющиеся во времени) — дру-
гим физиком, основателем операционного исчисления, О. Хевисайдом.
Из вышеизложенного ясно, что такое происхождение 8 (х) не слу-
чайно. Именно потребности физики — необходимость рассматривать
высокие плотности величин, распределенные внутри малых объемов
или площадей, необходимость рассматривать внезапно включающиеся
нагрузки — привели к созданию этого математического аппарата.

§ 22. Действие сосредоточенной силы на полуплоскость
(задача Фламана)

Пусть на полуплоскость в точке х = 0 действует сосредоточенная
сила Fo, направленная под углом а к оси X (рис. 75). Компоненты
этой силы по координатным осям равны

P0 = F0cosa; Qo = Fosina. (22.1)

УУУУ

Рис. 75.

Воспользовавшись функцией Дирака, можно трактовать эти силы
как распределенную нагрузку интенсивности

Подставив (22.2) в формулу (20.30^, будем иметь

+ оо

— пУ J f ( j c _

(22.3)
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Но при — з

(х - 6) Яр + У9о

с точностью до слагаемых порядка е (где е — сколь угодно малое
постоянное число). Ввиду этого и (21.6)

Подставив далее (22.2) в (20.30)2 3, путем аналогичных рассу-

ждений получим
2 хР0 + yQ0

П У (Лг2+у2)2
(22.4).

2,3

Если теперь ввести в (22.4) полярные координаты x = rcos6,
у = г sin 6 и выражения (22.1), то придем к выражениям

2 _ cos (6 — а)
° = Л

1

COS26
г

COS (8 — а) . _ ь

— sin 28

УУ
= _2_ cos(6-a)

(22.5)

которые дают распределение напряжений в полуплоскости под дей-
ствием сосредоточенной силы Fo. Из (22.5) следует, что в точке при-

Рис. 76.

ложения сосредоточенной силы (при /• = ()) все напряжения бесконечно
велики. Что так и должно быть, ясно из граничных условий (20.6)
и того факта, что сосредоточенная сила есть по существу поверхност-
ная нагрузка бесконечно большой интенсивности. Указанный резуль-
тат надо понимать в том смысле, что в непосредственной близости
от начала координат решение (22.5) вообще непригодно- Чтобы
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получить истинную картину напряжений в окрестности этой точки
надо исходить из истинного закона распределения поверхностной
нагрузки вблизи д: = 0. Формулы же (22.5) справедливы лишь при
г~^>а (где а — отрезок, на котором q (х) и р(х) отличны от нуля).
Из (22.5) следует, что напряжения, вызываемые в полуплоскости сосре-
доточенной силой, убывают обратно пропорционально расстоянию от
точки их приложения (т. е. относительно медленно).

Найдем значения главных напряжений и направления главных осей.
Для плоской задачи уравнение 11(3.3) принимает вид

= 0 (22.6)
ху Зуу — °

или, в развернутой форме,

Подставив сюда (22.5), получаем

а Га_|_ 1 р0

 c o s ( e ~ a > 1 = о, (22.8)
откуда

0 2 „ COS ( и — а ) , о о л,

; а2 = — — Fo '-. (22.9)
Теперь можно найти и направления главных осей. Воспользовавшись
для рассматриваемого частного случая уравнением 11(3.1), будем
иметь

(°хх — ° г ) c o s Т + аху s i n T =
2Fa COS (6 — а) „ 1 „ COS ( 6 — а) . о 0 . п= — sin26 cos т Fo sin 28 sin т = 0,

It Г ' Я ° Г '

(22.10)

где -\—угол, образуемый главным направлением а2 с осью X.
Из (22.9) следует, что

(22.11)

т. е. главное направление о, совпадает с ортом полярной системы
координат /р.

Из вышеизложенного следует, что если провести окружность
радиуса г с центром в точке приложения силы, то на площадках,
касательных к данной окружности, будут действовать только нор-
мальные напряжения а2, изменяющиеся по закону (22.9). Эти напря-
жения являются сжимающими на участке окружности АВ; в точке В
(рис. 76), определяемой лучом, перпендикулярным к направлению
действия силы, они обращаются в нуль, а на участке ВС меняют
знак и становятся растягивающими.
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