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Yorwort.

Das Aerodynamische Institut der Technischen Hochschule zu Aachen
wurde in den Jahren 1927/29 durch einen Neubau bedeutend erweitert
und mit gréBeren Versuchseinrichtungen fiir aero- und hydrodynamische
Arbeiten ausgestattet. Der Vorsteher des Institutes nahm die Inbetrieb-
nahme des Neubaues vom 26. bis 29. Juni 1929 zum Anlaf, die be-
kanntesten Forscher auf dem Gebiete der Aerodynamik und der ver-
wandten Gebiete einzuladen, Vortrdge iiber ihre letzten Arbeiten zu
halten. Der Einladung folgten etwa siebzig Herren aus allen Léndern.

Der vorliegende Vortragsband macht nicht den Anspruch, Probleme
aus den genannten Gebieten in systematischer Folge zu behandeln. Er
soll, wie auch die Zusammenkunft in zwangloser Form veranstaltet war,
in losem Zusammenhang iiber eine Reihe neuerer Forschungsarbeiten
berichten, von denen wir hoffen, daB sie in Fachkreisen Interesse und
Anklang finden. Die Vortrége werden hier in der Sprache wiedergegeben,
in der sie gehalten wurden, wodurch der Wert der Vortrige durch Uber-
setzungen nicht gemindert und Arbeit erspart wurde.

Herrn Dr. Julius Springer, von dem die Anregung zur Sammlung
und Drucklegung der Vortrige ausging, gebithrt besonderer Dank fiir
die sorgfiltige Behandlung von Schrift- und Bildwerk dieses Bandes.

Aachen, im August 1930.
Die Herausgeber.
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EinfluB stabilisierender Krafte auf die Turbulenz.

Von L. Prandtl, Gottingen.

L

An heiteren Sommerabenden kann man leicht die Beobachtung
machen, daB durch eine Temperaturschichtung, wie sie durch die abend-
liche Ausstrahlung und die dadurch hervorgerufene Abkiihlung der
bodennahen Luftschichten eintritt, plotzlich die Turbulenz des Windes
aufhért und z. B. die Rauchfahne eines Kartoffelfeuers als wagrechter
Streifen ohne jede Bildung wolkenartiger Formen dahinzieht. Dies
kann nur so gedeutet werden, daB die warme Luft auf der unter ihr
befindlichen kalten Luft laminar dahingleitet. Das Auftreten ausge-
préagter Sprungschichten in der freien Atmosphére, wo eine warme Luft-
masse iiber einer kalten dahinstromt, ohne sich merklich zu vermischen,
gehort in dieselbe Erscheinungsgruppe, ferner auch das Dahinstrémen
von Siilwasser iiber Salzwasser, das besonders in den Polarmeeren
beobachtet wird. Die umgekehrte Erscheinung ist die, daB bei Erwér-
mung des Bodens und der angrenzenden untersten Luft- oder Wasser-
schichten die Turbulenz durch die Konvektionsbewegungen infolge
der Gewichtsunterschiede vermehrt wird. Im ersten Fall finden wir
somit den ,,Austausch® und also auch die Reibung der strémenden
Luft- oder Wassermasse verringert, im zweiten Fall vermehrt. Da diese
Fragestellungen in naher Beziehung zu unserem Géttinger Forschungs-
programm {iber die ausgebildete Turbulenz stehen, tber das ich auf
dem Ziiricher Mechanik-Kongre 19261 berichtet habe, bin ich einer
Anregung von Herrn Wilhelm Schmidt in Wien, Versuche iiber
diesen (legenstand zu unternehmen, gerne nachgekommen. Bei diesen
Versuchen sollte ein Luftstrom zwischen einer von Wasser gekiihlten
und einer mit Dampf geheizten Platte durchgeblasen werden, wobei
sowohl die obere wie die untere Platte die geheizte sein kann. Es ist
dann gem&f Obigem zu erwarten, daBl in dem Fall der stabilen Schich-
tung (unten kalt, oben warm) der Austausch sehr erheblich verringert
wird oder bei geeigneten Bedingungen vollig aufhért, wihrend im um-
gekehrten Fall eine Vermehrung des Austausches zu erwarten ist. Da
diese Versuche bei relativ kleinen Luftgeschwindigkeiten vorgenommen
werden miissen, um die Auftriebskrifte in der Luft zur Wirkung ge-
langen zu lassen, mufiten die MeBmethoden erst studiert werden, und
so sind wir iber die Vorversuche iiber die geeignetsten Hitzdraht-
schaltungen und Thermoelemente fiir die Ausmessung des Geschwindig-
keits- und Temperaturfeldes noch nicht hinausgekommen. Der Wunsch,

! Vgl. die Verhandlungen dieses Kongresses S. 62ff. Ziirich 1927.
Gilles-Hopf-K4rman, Vortriige Aachen 1929. 1



) L. Prandtl:

die Erscheinungen vorauszusagen, die wir hier beobachten wollen, hat
mich jedoch veranlafit, mich mit der Theorie dieser Erscheinungen zu
beschaftigen. Es hat mich dabei auch die Hoffnung geleitet, hiermit
auch in der Einsicht in den Mechanismus der Turbulenz etwas weiter
zu kommen, als dies bisher der Fall ist.

Die augenblickliche Gestalt dieser Theorie ist die folgende: Wir
wollen eine wagrecht stromende Fliissigkeit annehmen, die in senk-
rechter Richtung derart geschichtet ist, dal jede hoher gelegene Schicht
leichter ist als die darunter befindliche, und machen nun die folgende
Energiebetrachtung. In dem Falle, da3 die Bewegung turbulent ver-
lauft, wird dadurch Arbeit geleistet, dall Schwereres gehoben und Leich-
teres gegen den Auftrieb des Schwereren gesenkt wird. Der Weg in
der Senkrechten, den ein Flissigkeitsteil zuriicklegt, bevor er sich mit
der neuen Umgebung wieder vermischt, mag mit [ bezeichnet werden.
Es handelt sich um den aus meinem Ziiricher Vortrag und auch aus
anderen Verodffentlichungen bekannten ,,Mischungsweg. Ist die Ab-

nahme der Dichte in der Senkrechten (y-Richtung) gegeben durch — d—%,
so ist die endgiiltige Auftriebsdifferenz eines um den Mischungsweg nach
oben verschobenen Teilchens = — gl Z‘; . Da diese Auftriebsdifferenz

von Null bis zu diesem Wert zunimmt, wihrend der Weg ! zuriick-
1 d

gelegt wird, ergibt sich eine Arbeitsleistung — 59 l2ﬂ§ (positiv wenn,
wie hier angenommen, e negativ ist!). Fir AbwértsbeWegungen ergibt
sich der gleiche Ausdruck. Um die an dem Austausch beteiligten Volu-
mina zu erfassen, sei eine wagrechte Fliche gezogen. Auf einen Bruch-
teil B, dieser Fliache erfolge mit einer Geschwindigkeit v; Aufwirts-
bewegung, auf einen Bruchteil 8, mit der durchschnittlichen Geschwin-
digkeit v, Abwértsbewegung. Die gesamte Menge auf der Fliche F ist
demnach F (8,v; 4 Bov,) (Volumen pro Sekunde).

rr’ Als zugefiithrte Leistung, aus der die obige Arbeit

¥ ; bestritten wird, steht zur Verfiigung das Produkt
§ 3 der durch den Austausch hervorgerufenen ,,schein-
£/ baren Schubspannungen mit den Verschiebe-
Abb. 1. geschwindigkeiten. Wenn wir diese Leistung be-

ziehen auf einen Korper von der Grundfléche F und
der Héhe 7, vgl. Abb. I, und wenn wir die scheinbare Schubspannung
mit 7’ und die mittlere Geschwindigkeit der Strémung mit % bezeichnen,

so wird diese Leistung = F1’ -1 Z—;% Daf} wir gerade eine Schicht von der

Hohe I wahlen, hat die Berechtigung, dall gerade in einer solchen Schicht
die oben angegebene Fliissigkeitsmenge ausgetauscht wird. Die schein-
bare Schubspannung ist nach einem auf O. Reynolds zuriickgehenden
Ansatz = pu’v’, wobei der Querstrich eine Mittelwertbildung bedeutet.
Dabei ist gem#B meinem Ansatz der Mittelwert des Betrages von

uw = l% und der von v’ gemilB Obigem = pf,v, + f,v,. Da regelmifBig
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mit dem Vorzeichen von «' dasjenige von »' schwankt, ist bis auf einen
doch nicht zu ermittelnden Zahlenfaktor also

/ du
T = Qlﬁ(ﬂﬂ’l + By v2)
zu setzen.

Ob bei der in Rede stehenden Strémung fiir die weitere Erhaltung:
der Turbulenz Energie iibrig bleibt oder nicht, entscheidet sich nun
daraus, welcher von den beiden Energiebetrégen der groflere ist. Wenn
die Arbeitsleistung der scheinbaren Schubspannung iiberwiegt, so steht.
die Differenz zur Erhaltung der Turbulenz zur Verfiigung, ist aber die-
Hebungsleistung gegen die Gewichtsdifferenzen die gréBere, dann muB.
die Turbulenz notwendig erléschen. Fiir die Erhaltung der Turbulenz
bleibt also etwas iibrig, wenn

L d 1 ..do
Fr'ty > F(fro + ﬂzvz)?glzﬂ
oder nach Eintragen des Wertes von 7" und Kiirzung

(du\? gdo
e (i) ' @
Es ist sehr bemerkenswert, dal aus unserer Ungleichung (1) nicht nur
die gewihlte Fliche F (was selbstverstdndlich ist), sondern auch der
Mischungsweg ! und der mittlere Betrag der Vertikalgeschwindigkeit +’
herausgefallen sind, so da3 wir iiber diese beiden wichtigen GréBen aus
dieser Betrachtung nichts erfahren. Es ist noch zweckméBig, den Quo-
tienten der rechten Seite der Ungleichung (1) und der linken Seite
besonders zu bezeichnen. Wird diese dimensionslose Gré8e = § genannt:
de
~95,
du\?’
e ()
so hat man also Turbulenz fiir § <2 1; fiir 6 > 1, was starke Stabilitit
bedeutet, 16scht die Turbulenz aus. 6§ = 0 bedeutet homogene Fliissig-
keit. Da es sich bei der ganzen Herleitung der vorstehenden Formeln nur
um ziemlich rohe Abschéatzungen handelt, kann es sich sehr wohl aus
den Versuchen ergeben, dafBl diese Formeln durch einen Zahlenfaktor
berichtigt werden miissen. Aus dem Bau der Formeln 148t sich aber z. B.
schon deutlich schlielen, auf welche GréBen es bei den Erscheinungen
ankommt und welcher qualitative Verlauf zu erwarten ist. Wenn z. B.

ein in sich homogener warmer Luftstrom tiber einen ebensolchen kalten
hinwegflie3t, so mag zunéchst in der Ubergangsschicht zwischen beiden

0= (2)

gsehr groB sein, so dafl die Ungleichung (1) erfillt ist, also Turbulenz

herrscht. Durch den turbulenten Austausch wird allméhlich die

du

dy

gilt auch fiir den Ubergang der Temperatur. Es ist nun folgender Grenz-

zustand moglich, bei dem gerade die Ungleichung (1) in die Gleichung
1*

Mischungszone immer dicker, also immer kleiner. Entsprechendes
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iibergeht und infolgedessen wegen des Aufhérens der Turbulenz der so
erreichte Zustand weiter andauert (die reinen Zihigkeitswirkungen
und die Wirmeleitung sollen so gering sein, dafl von ihnen vollstéindig
abgesehen werden kann). Man kann nun, wenn die Héhe der Ubergangs-
schicht, in der nun lineare Geschvnndlgkeltsver’cellung herrscht, mit A

. ()
bezeichnet wird, i setzen, ferner an Stelle von — Lde
dy h ody
. . . 1dT _ 1 T, =T, 4
mit 7T = absoluter Temperatur schreiben Ty =T, — h
Damit ergibt sich
<“i—_“_1>2___9 =Ty
h T, h
oder
2 (ug — T
7= 2t — ) T 3)

g{Ty — T1)
Gl (3) ergibt den kleinsten Wert der Hohe einer solchen Ubergangs-
schicht, bei der die Strémung ohne Turbulenz verlauft. Der Vergleich
mit Erfahrungswerten wird einén Schluf dariiber zulassen, ob der
Zahlenfaktor dieser Formel richtig ist oder noch einer Verbesserung be-
darf. REin vorldufiger Vergleich mit gerade erreichbaren Angaben
zeigte, daf3 die Formel (3) der Erfahrung nicht widerspricht und die
GroBenordnung solcher Sprungschichten richtig wiedergibt.

Tiir die Schubspannung 7’ der Scheinreibung wird man setzen kénnen

r=gl2< >f(0 )

wobei vorlaufig nur gesagt werden kann, daB /(0) fixr 0 = 1 gleich Null
sein muB3, ferner f(6) = 1 fir 6 = 0 (gewdshnliche Turbulenz der homo-
genen Fliissigkeit). Auf Grund einer Energiebetrachtung (Stérke der
turbulenten Bewegung proportional der Differenz der oben betrachteten

Energien) kann f (§) = 1 — 6 vermutet werden. Eine nihere Priifung
wird noch nétig sein. Vor allem wird auch zu erwarten sein, dafl der
Mischungsweg I von 0 nicht unabhéngig ist. Man kann diese Betrachtun-
gen wohl auch auf den Fall ausdehnen, daf} die urspriingliche Lagerung
instabil ist, also z. B. die Luft unten wérmer ist als oben. Solche Ver-
haltnisse konnen sich auf liangere Zeit einstellen, wenn die Luft vom
Boden aus erwidrmt wird. In diesem Fall werden voraussichtlich die
Mischungswege durch die lebhafte Warmekonvektion gréBer ausfallen
als in dem Fall der gewshnlichen Turbulenz. Auch iiber diese Sache wird
man nach Durchfiihrung der bei uns geplanten Versuche, wie ich hoffe,
mehr wissen als zur Zeit.

I1.

Mit den im vorstehenden geschilderten Verhéltnissen der geschich-
teten Stromung stehen in naher Verwandtschaft die gekriimmten

* Fiir diese Temperaturdifferenz mufl genau genommen die Differenz der
potentiellen Temperaturen eingesetzt werden, um die Temperaturinderungen,
die bei den Hoheninderungen durch Anderung des Druckes hervorgebracht
werden, zu beriicksichtigen.
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Strémungen einer homogenen Fliissigkeit, Wir wollen uns hier auf die
ebene Stromung in konzentrischen Kreisen beschrinken, Die mittlere
Geschwindigkeit in der tangentiellen Richtung « sei eine Funktion des
Radius. Nimmt die Geschwindigkeit von aullen nach innen ab, so kénnen
Fliissigkeitsteile aus dem inneren Gebiete nicht weit in die #duBere
Stromung eindringen, da ihre Zentrifugalkraft kleiner ist als die der
duBeren Teile, und umgekehrt kénnen sich die von aufien stammenden
Teile weiter innen nicht halten, sondern kehren nach auBlen zuriick.
Umgekehrt ergibt sich Instabilitit, wenn die Geschwindigkeit nach
innen hin geniigend stark zunimmt. Fir jedes reibungslos im tibrigen
Medium bewegte Teilchen gilt hier, da das Druckfeld genau rotations-
symmetrisch ist, der Fléchensatz, der mit v = Tangentialkomponente
der Geschwindigkeit u -7 = konst. geschrieben werden kann. Wenn sich
ein Teilchen radial um dr verschiebt, so dndert sich demnach seine Ge-

schwindigkeit, wie leicht zu sehen, um — % d r. Die mittlere Geschwindig-
keit an der neuen Stelle méoge sich ferner von der alten um j—q: d r unter-
scheiden. Fir eine Radialverschiebung um den Betrag [ erhidlt man dem-
nach in erster Naherung einen Geschwindigkeitsunterschied

u':z<d—ﬁ+£). (5)

dr r

Dieser Unterschied wird zu Null fiir die Potentialbewegung mit Zir-
konst.

kulation, w = . Diese spielt daher beziiglich der turbulenten Be-

wegungen hier dieselbe Rolle wie die Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit bei der geradlinigen Strémung. Fur ein Teilchen, das den Ge-
schwindigkeitsunterschied «’ gegen seine Umgebung aufweist, ist der
Unterschied in der Zentrifugalkraft auf die Volumeneinheit gegeniiber

7 e . 2
derjenigen der Umgebung g—(-u—j—'t;—)—i, also in erster Naherung 2euu

In Verbindung mit Formel (5) ergibt sich also, daf die Potentialbewegung
u-r = konst. gerade dem Fall des indifferenten Gleichgewichts ent-
spricht. Wenn das Produkt #-r nach auBlen hin zunimmt, ergibt sich
stabile Anordnung, nimmt es nach auflen ab, so ist die Anordnung
instabil. In diesem letzteren Fall ergeben sich die Wirbelbewegungen,
die fiir den Fall grofler Zahigkeit von G. I. Taylor in einer sehr schénen
Arbeit studiert worden sind?!.

Es sind jetzt wieder die beiden Arbeitsleistungen aufzustellen. Was
zuniichst die Arbeit gegen die Zentrifugalkraft betrifft, so ist diese fiir

die Volumeneinheit bei einer Verschiebung um den Weg ! = —Qlﬂmal der

eben ermittelten Zentrifugalkraftdifferenz, also
oluw 2z<dﬁ 113)

r + r

dr r

Die Menge der beteiligten Fliissigkeit berechnet sich genau wie friiher.

! Taylor, G. L: Stability of a Viscous Liquid contained between two
Rotating Cylinders, Phil. Trans. Roy. Soc. Bd. 223 A, S. 289. 1923.



6 L. Prandtl: EinfluB stabilisierender Krifte auf die Turbulenz.

Bei der Berechnung der zugefithrten Leistung ist zu beriicksichtigen,
daB die Geschwindigkeit der Relativverschiebung zweier um die Léngen-
¢inheit entfernter Schnittflichen (Deformationsgeschwindigkeit) hier
j—q: — 1:— ist (gleich Null fir die Drehung als starrer Kérper « = wr).

Die Leistung wird dann F 7’1 (% — —?—) , wobel wieder

, = du , u
T =pu'v =Ql(d—:+%>(ﬂ1”1+/32”2)

ist. Hiermit ergibt sich als Bedingung fiir die Méglichkeit der Turbulenz
nach Kirzung
du u\ (du u du u\ U
<37+7><217‘7)><E+7>7' (6)
Fu_r positives g;ﬁ_—%— % Fergibt sich hieraus g—? >2 Tl, fiir negatives
% + Tl dagegen % <2 % Die letztere Ungleichung ist aber, posi-
tives % angenommen, immer erfiillt, da ja nach Voraussetzung
du [T
— < — — 1st.
dr r
Die Verhiltnisse werden bequemer
iibersehen, wenn man die linke und die
rechte Seite der Ungleichung (6) gra-
phisch auftrégt, etwa in der Weise, dal}

man vorher mit <%)2 durchdividiert und

als Abszisse das Verhéltnis j—q: : l:— nimmt,

vgl. Abb. 2, in der die Gebiete, in denen

Ungleichung (6) erfiillt ist, also Turbulenz

Abb. 2. zu erwarten ist, schraffiert sind. Will man

voritbergehend spezielle Stréomungen be-

trachten, bei denen die Geschwindigkeitsverteilung durch ein Potenz-
gesetz w = ar"® gegeben ist, so ergibt sich also das Folgende:

fiir n<—1 Instabilitat, Taylorwirbel,
’ n=—1 Indifferenz, Potentialstromung,
y —l<n<<+2 Stabilitidt, laminare Stromung,
’ n=-41 ' starre Rotation,
) n>+2 " turbulente Stromung.

Natiirlich wird erst noch durch das Experiment zu priifen sein, ob die
Grenze fiir die Turbulenz bei nach auBen wachsenden Geschwindigkeiten
wirklich bei n = 2 liegt oder bei einem anderen Wert. Vorldufige Ver-
suche haben indes schon gezeigt, daB der Grenzwert nicht allzu weit
von 2 abweichen wird.

Um einen Ansatz fir die Schubspannung zu gewinnen, wird man
wieder das Verhiltnis der rechten Seite der Ungleichung (6) zu der
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linken Seite als Parameter einfiilhren koénnen. Wird dieser gleich 6,
gesetzt, so wird man wieder

v = ol ($2 4+ Y6y

setzen kénnen, wobei wieder f(f;) = 0 zu setzen ist fiir 6, > 1 und etwa
= }J1 — 6, fir kleinere Werte!. Die letztere Beziehung ist, wie ich be-
merken will, noch ohne einen greifbaren Inhalt, so lange man noch nicht
weil}, wie der Mischungsweg [ von 0, abhéngt. Es miiite natiirlich das
Bestreben danach gehen, die Funktion f(6;) so zu bestimmen, dall der
Mischungsweg ! nur noch von der geometrischen Konfiguration des
Gefifles, nicht aber von der Geschwindigkeitsverteilung abhéngt. Wie
weit dies moglich sein wird, miissen die Versuche zeigen, die hierfiir
in Vorbereitung sind. Uber diese Versuche mag nur kurz gesagt werden,
daB sich Wasser zwischen zwei konzentrischen Zylindern befindet, die
jeder fiir sich mit einer anderen Drehzahl angetrieben werden kénnen,
wobei sowohl das durch das Wasser hindurch tibertragene Drehmoment
gemessen als auch die Geschwindigkeits- und Druckverteilung ermittelt
werden soll.

Diskussionsbemerkung zum Vortrag von L. Prandtl.
Von J. M. Burgers, Delft.

Der Einfluf} einer Dichtenschichtung auf die Stabilitit der Strémung
ist auch schon von L. F. Richardson untersucht worden2. Die Ab-
leitungen von Richardson beziehen sich auf das Problem der at-
mosphérischen Strémung, wobei thermodynamische Beziehungen eine
Rolle spielen, und fithren zu dem Resultat, daf3 die Turbulenz verschwin-

den muB, falls:
g /d06 g A 0 v,\*
T+t >Gr) + G
wo 0 die absolute Temperatur bedeutet, g die Schwerebeschleunigung,

¢, die spezifische Warme der Luft bei konstantem Druck, » die Hohe,
Uy, v, die Horizontalkomponenten der mittleren Geschwindigkeit.

Schreibt man 6, = 6 + ‘%ﬁ , so ist 6, die potentielle Temperatur, und

das erste Glied obiger Ungleichung nimmt die Form an: %—(—Zﬁi—’ Eine
Reihe von Beobachtungen, ausgefithrt in Benson, ergaben eine befriedi-
gende Bestitigung der Formel. Es ist ersichtlich, daf dieses Kriterium
iibereinstimmt mit der von Herrn Prandtl dargestellten Beziehung;
es. lassen sich auch die Betrachtungen von Richardson unmittelbar
ibertragen auf den einfacheren Fall, wo die thermische Ausdehnung

keine Rolle spielt.

1 Der geradlinigen Bewegung (r = o) entspricht, wie leicht zu sehen, 0, = 0,
so dafBl unsere Formel hier wieder in die gewdhnliche iibergeht.

? Richardson, L. F.: Proc. Roy. Soc. London Bd. 97, 8.354. 1920; Phil.
Mag. (6) Bd. 49, S.Sl1. 1925.
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Es sei gestattet, hier noch einige allgemeine Bemerkungen anzu-
kniipfen, welche auf die Formel fiir den Austauschkoeffizienten Be-
ziehung haben, und zwar fiir den einfachsten Fall, dafl die mittlere
Stromung nur eine Geschwindigkeitskomponente » in der a-Richtung
hat, welche Funktion ist von y, wihrend auch die anderen zu be-
trachtenden GroBen Funktionen von y sind. Definitionsgem&8 erhilt
man dann den Wert des Austauschkoeffizienten in der Umgebung eines
Punktes P, indem man durch P eine zur z, z-Ebene parallele Fliche §
legt, und im Moment ¢ fiir jeden Punkt dieser Fliche sowohl den augen-
blicklichen Wert von o' (d. h. die Geschwindigkeitskomponente in der
y-Richtung), als den Abstand !’ bestimmt, den das durch den betrach-
teten Punkt hindurchgehende Volumenelement seit dem letzten ,,Aus-
gleichsprozeB in der positiven y-Richtung abgelegt hat. Dabei konnen
im Prinzip diese Abstiinde I’ verschieden ausfallen, je nachdem man den
Ausgleich der mittleren Geschwindigkeit, oder der Temperatur, oder der
Konzentration einer gelésten Substanz usw. ins Auge fafit. Fiir jeden
besonderen TFall erhilt man dann den betreffenden Austauschkoeffi-
zienten als der Mittelwert

e=o'l
iiber die Flache S.

Nun ist der Begriff des ,,letzten Ausgleichs® nicht leicht einwandfrei
zu fassen. Man kann jedoch, wenn wir zuerst den Ausgleich der Ge-
schwindigkeit betrachten, in einer von G.I.Taylor!angegebenen Weise
eine einwandfreie Formel erhalten, indem man an der Stelle von !’
die Abstinde ! setzt, welche die betrachteten Volumenelemente seit
einem gewissen Zeitpunkt 7'(<C#) in der positiven y-Richtung abgelegt
haben. Dabei muf3 das Intervall ¢ — 7' so groB gewihlt sein, dafl jedes
Volumenelement mindestens einen Geschwindigkeitsausgleich erlitten
hat. Wahrend o’ und I’ (d. h. die Geschwindigkeit in der y-Richtung
im Momente ¢, und der in derselben Richtung seit dem letzten Ausgleich
abgelegte Abstand)immer d asselbe Vorzeichenaufweisen, darfesdagegen
— wenn man den Begriff des letzten Ausgleichs richtig fafit — keine
Korrelation geben zwischen v’ und ¢ — . Man erhilt somit

VIl =vl—v (I —1)=101.
Die letzte Grofe ist einwandfrei definiert, und kann, wie Taylor
dargelegt hat, in den Formeln fiir den Austausch der Geschwindigkeit
benutzt werden.

Taylor hat die Grifle v’'Inoch mit zwei anderen GroBen in Beziehung
gebracht. Zuerst ist ersichtlich:

dl, 14 1d—
PR LA T
(weil die Mittelwertbildung sich immer-auf den Zustand im Moment ¢
an der festen Fliche S bezieht, darf man die Reihenfolge von Differen-
tiation und Mittelwertbildung vertauschen).

m:

1 Taylor, G.I.: Proc. London Math. Soc. Bd. 2, S. 196. 1922.
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Andererseits hat man

’

7 ¢
v'l= (v [oldr) = [vivldT,
7 7

wenn v, die Geschwindigkeit in der y-Richtung zur Zeit v bezeichnet,
desselben Volumenelementes, worauf sich v} bezieht; die Mittelwert-
bildung ist immer auf die Fliche S zur Zeit ¢ bezogen). Schreibt man

v =% Ry,
so 1ist

’

¢ =T
v'l= U'2th_,d'L‘: v’2fR§d§.
T 0

R; ist ein sog. Korrelationskoeffizient; es ist dabei von der Beziehung
Gebrauch gemacht, dafl R; eine gerade Funktion von & ist. Man mul3

o0
natirlich annehmen, daf f R:d£ einen endlichen Wert hat; es ist eigent-
¢
lich dieser Grenzwert, der den Wert von v’/ bestimmt. Wir haben also:

14d
2 dt

— =

(Zz)zvlzﬁ‘ngdé.
0

E =

Die GroBe 12 ist verwandt mit einer ahnlichen GréSe, welche in der
Theorie der Brownschen Bewegung auftritt. Andererseits gehort der

Mittelwert v;v; zu dem Typus von ,,Korrelationsmomenten®, die von
Keller und Friedmann in ihrer allgemeinen Theorie der Turbulenz
eingefithrt worden sind 1.

Bis jetzt war immer noch die Rede vom Austausch von Geschwindig-
keit oder Bewegungsgrofie. Wenden wir uns nun zu dem Austausch
irgend einer anderen GroBe, und schreiben wir fiir den betreffenden
Austauschkoeffizienten

&=,
so sind zwei Fille zu unterscheiden: Entweder geht der Austausch der
betrachteten GroBe langsamer vor sich als der Austausch der Geschwin-
digkeit; dann wird /; im allgemeinen von einem fritheren Zeitpunkt aus
gemessen sein als I’, und es existiert somit keine Korrelation zwischen v’
und [; — I’. Dann ist:

=0l +oU—1)=v1=c¢.
Oder aber der Austausch der betrachteten Groe geht schneller vor sich
als der Austausch von Geschwindigkeit; dann ist I; von einem spéteren

Zeitpunkt aus gemessen als I’; somit wird !’ — I} im allgemeinen das-
selbe Vorzeichen aufweisen wie »’, und wir haben:

g=vl —v' (' =) <v'l oder <e.

1 Keller, L. u. A. Friedmann: Proc. Ist. Intern. Congress Applied
Mechanics, S. 395. Delft 1924.
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Bei der Ableitung der Richardsonschen Gleichung hat man es
zu tun mit dem Austauschkoeffizienten fiir Dichteunterschiede. Die
Volumenelemente, die zur Zeit ¢ durch S gehen, besitzen die Dichte

, do
op — an’

und werden deshalb mit der Kraft
, d
— gl d_}f_

nach unten gezogen. Die pro Zeit- und Volumeneinheit gegen die Schwer-
kraft geleistete Arbeit betrigt deshalb:
ET d
—gv'li ﬁ .
Nimmt man jetzt an, daB die Dichteunterschiede sich wenigstens nicht
schneller ausgleichen als die Geschwindigkeitsunterschiede, so kann

v'l; durch & ersetzt werden.

Mit Riicksicht auf den letzten Punkt sei bemerkt, dafl der Aus-
gleich von Dichteunterschieden durch reine Diffusion im allgemeinen
viel langsamer vor sich geht als der Ausgleich von Geschwindigkeits-
unterschieden durch die innere Reibung. Der Ausgleich von Temperatur-
unterschieden kann, weil A/uc, fiir viele Gase etwas groBer ist als 1,
schneller vor sich gehen als der Ausgleich von Geschwindigkeitsunter-
schieden durch innere Reibung allein; da aber letzterer Ausgleich
noch unterstiitzt wird durch die Wirkung der Druckkrifte, hat man
vermutlich keine Gefahr zu befiirchten.

Uber turbulente Reibungsschichten

an gekriimmten Winden.

Von A. Betz, Gottingen.
(Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Stromungsforschung.)

Bei den Vorarbeiten zum Bau unseres jetzigen groBen Windkanales
hatte ich im Jahre 1915 u. a. auch die Verluste in den Umlenkecken K
(Abb. 1) untersucht,
um mdoglichst giin-

%

%% ! stige Anordnungen
E % zu finden. Es ergab
\ o sich damals, daf} der
&\\\‘ Energieverlust an
S einer solchen Ecke

im Minimum etwa
15% der kinetischen
Energie der durchflieBenden Luft betrigt (Druckabfall bei der Um-

lenkung etwa 0,15 %v% wobei o die Dichte und » die Geschwindigkeit

Abb. 1. Lingsschnitt durch den groBen Gottinger Windkanal.



Uber turbulente Reibungsschichten an gekriimmten Wénden. 11

der Luft an der betreffenden Ecke bedeuten!). An sich war dieses
Ergebnis ganz giinstig, aber es war doch in einer Hinsicht unbefrie-
digend: Wenn man némlich auf Grund der Erfahrungen mit gewhn-
lichen Fligeln den Energieverlust an einer solchen Umlenkecke ab-

schétzt, so erhalt man —g— v2me, wobei & die Gleitzahl des Fliigels

bedeutet. Da bei guten Profilen ¢ = 1% % ‘bis 2% ist, so miilte man
erwarten, mit einem Verlust von etwa 5% auskommen zu kénnen. Man
kann sich verschiedene Einflisse denken, welche diese Differenz ver-
schulden; u. a. lag die Vermutung nahe, dafl die starke Kriitmmung
der Stromlinien die Fliigeleigenschaften verschlechtert.

Als man dann spéter etwas bessere Einsicht in den Mechanismus
der turbulenten Grenzschichten gewann, sah ich eine Erklirungs-
moglichkeit fiir diese an den Umlenkecken gefundene Unstimmigkeit
in der Beeinflussung des turbulenten Mischungsvorganges durch die bei
der Stromung auftretenden Zentrifulgalkrafte: Die schnelleren Teile der
Stromung haben in stirkerem MaBe als die langsameren das Bestreben,
geradeaus zu flieBen. Bei gekrimmter Strombahn werden daher die
langsameren Teilchen nach innen, die schnelleren nach auflen gedriangt.
Beim Strémen lings einer Wand sind in der durch Reibung verzégerten
Schicht die langsamsten Teilchen in der Ndhe der Wand. Ist nun die
Wand hohl gew6lbt, so werden unter der Einwirkung der Zentrifugal-
krifte die langsamen Teilchen von der Wand weg und die schnellen auf
die Wand hin gedréngt. Es wird so der durch die Turbulenz bedingte
Austausch der schnellen.-und langsamen Teilchen durch die Einwirkung
der Zentrifugalkrifte verstirkt, die Turbulenz wird erhht. Umgekehrt
werden an einer erhaben gewélbten Wand die langsamen Teilchen nach
der Wand hin, die schnellen von ihr fort gedringt. Der turbulente Aus-
tauschvorgang wird also hier vermindert. Uber die mit solchen stabili-
sierenden und destabilisierenden Einfliissen
zusammenhéngenden weiteren Folgerungen
hat ja Herr Prof. Prandtl eben vorgetragen,
ich brauche daher hier nicht weiter darauf
einzugehen.

_ Zuniichst hatte ich gegen die geschilderte
Uberlegung, wonach an einer hohl gewolbten
Wand die Turbulenz verstirkt und an einer
erhaben gewélbten geschwicht wird, ein
starkes Bedenken: Wenn man die Strémung )

hinter einem Kriimmer von rundem oder I“ﬂ’gfgﬁ@?{ij?fé}‘}fﬂﬁ&%ri“f(fn‘
annihernd quadratischem Querschnitt (Abb. 2) q“fa(ﬂgétgg‘es"gkl%}‘lfgg‘r%i“nfunig'f'
betrachtet, so findet man auf der Innenseite

des Kriimmers, also auf der erhaben gewélbten, ein sehr starkes
Totwasser, wihrend nach der geschilderten Theorie auf der hohl
gewolbten AuBenseite verstirkte Turbulenz und damit vermehrtes
Totwasser zu erwarten wire (Abb. 3). Das starke Totwasser auf der

! Prandtl, L.: Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Got-
tingen, 1. Lief. Miinchen: Oldenbourg 1923.
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Innenseite eines gewdhnlichen Kriimmers ist durch eine andere Er-

scheinung, die sogenannte Sekundéarstréomung bedingt: Die schnellen

Teile drangen nach auflen, verdringen die dort befindlichen langsameren

Reibungsschichten nach der Seite und langs der seitlichen Begrenzungs-

. wénde nach innen (Pfeil in Abb. 2 oben). Es entstehen so zwei gegen-
einander laufende Wirbel (Sekundérstrémung)!. Dabei kommen immer

neue I'liissigkeitsteilchen in die Néhe der dufleren Wand, werden hier

verzogert und dann nach der inneren Wand hin gedringt, wo sich diese

langsamen Teile ansammeln. Wenn auch diese Erkldrung des grofien

Totwassers auf der Innenseite eines Kriimmers bekannt war, so daf dies

also nicht ohne weiteres ein Gegenbeweis fir die Wirkung der vorhin

geschilderten Vorginge in den turbulenten

\ —'| Reibungsschichten war, so hatte ich doch das
i Bedenken, daBl die Wirkung der Zentrifugal-
L, krafte auf die Turbulenz vielleicht so gering
A ist, daBl sie nur schwer nachzuweisen und

;,;i praktisch belanglos ist. :
i A Wenn man den Einflufl der Zentrifugal-
— —\| krifte auf die Turbulenz an gekriimmten

Winden untersuchen wollte, so war es eine
wesentliche Vorbedingung, die Sekundirstro-
mung nach Moglichkeit auszuschalten. Man
kann dies dadurch erreichen, dal man dem
Kriimmer nicht einen runden oder annahernd
quadratischen Querschnitt gibt, sondern ein
Abb. 3. Tobwasserbildung an 1oDE gestrecktes Rechteck aI.s Querschnitt be-
der AuBenseite eines Krim- niitzt (Abb. 3). Dadurch wird der Weg, den
géﬁrnsitzoinnf;fgceh t?icel?%fumrbﬁ'éﬁ; die an der AuBlenwand verzigerten Teilchen
verstirkung durch die Zenir pehmen miissen, um lings der oberen und

unteren Deckelfldche nach der Innenwand zu
gelangen, sehr grof}, und insbesondere ist im mittleren Teil der
AuBen- und Innenwand kein nennenswertes Druckgefille nach den
Deckelflichen hin mehr vorhanden, welches die Reibungsschichten
dorthin bzw. von dort weg verschieben wiirde. Man kann daher erwarten,
dafl wenigstens in einiger Entfernung von den Deckelflichen eine an-
nihernd ebene Strémung ohne Sekundérstréomung entsteht. Tatsichlich
zeigte sich auch bei den Versuchen, dafl die Geschwindigkeits- und
Druckverteilungen im mittleren Teil der gekrimmten Wéande konstant
waren; erst in der Nahe der Deckelflichen zeigten sich Abweichungen,
welche auf die auf dieses Randgebiet beschrinkte Sekundirstrémung
zuriickzufithren sind.

Mit einer solchen Anordnung muBte also, wenn die Einfliisse der
Zentrifugalkrafte auf die Turbulenz von merklichem EinfluB sind, das
Totwasser auf der Auflenseite des Kriimmers stirker sein als auf der
Innenseite im Gegensatz zu gewohnlichen Kriimmern, wo es umge-

! Isaachsen, L.: Innere Vorginge in strémenden Flissigkeiten und Gasen.
Z.V.d.1. Bd. 55, S.215. 1911.
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kehrt ist (Abb. 2 und 3). Wie schon gesagt, hatte ich, beeinfluBt durch
die Erfahrungen mit gewohnlichen Kriimmern, keinen sehr groBen Effekt
erwartet und war sehr iiberrascht, als tatsichlich auf der Auenwand des
Kriimmers eine ganz wesentlich dickere Reibungsschicht gefunden
wurde als auf der Innenseite. Der Effekt war so stark, daf ich nun um-
gekehrt Zweifel bekam, ob hier nicht unbeachtete sonstige Einfliisse
stark mitspielten. Ich weil} allerdings keine, so daBl man wahrschein-
lich die Ergebnisse doch als zutreffend ansehen muB.

Die Arbeit- wurde von einem meiner Doktoranden, Herrn Hugo
Wilcken, durchgefithrt. Abb. 4
zeigt eine der Versuchsanordnungen. .
Bei einer anderen zuvor beniitzten ‘7‘0.
Anordnung hatte der Kriimmer bei >
gleicher Kanalweite einen wesent-
lich kleineren Kriimmungsradius.
Da wir ja zunichst befiirchteten,
daB die Effekte sehr schwach sind,
hatten wir eine moglichst starke
Krimmung gewahlt. Als sich aber so
unerwartet starke Effekte zeigten,
zogen wir es vor, eine schwichere
Kriimmung anzuwenden. Ich hatte
nimlich das Bedenken, daB das
starke Anwachsen der Reibungs-
schicht an der AuBlenseite moglicher-
weise durch einen Druckanstieg an bei 30°
der AuBlenwand gleich am Beginn
des Kriimmers verursacht wiirde. g
Im Kriimmer herrscht ja infolge der :
Zentrifugalkrifte an der Aufen-
wand ein hoherer Druck als auf der
Innenwand. In der geraden Strecke
vor dem Kriimmer ist der Druck
auf beiden Wénden gleich. Es muf
daher in einem Ubergangsgebiet
an der AuBenwand ein Druckanstieg und an der Innenwand ein Druck-
abfall herrschen. Das Ubergangsgebiet ist im wesentlichen proportional
der Kanalweite, es erstreckt sich also bei schwacher Kriimmung und
entsprechend gréBerer Linge des Kriimmers verhéltnismiBig weniger
weit in den Kriimmer hinein. Ein Vergleich der Ergebnisse mit den
beiden Kriimmern deutet aber daraufhin, dal dieser Druckanstieg nicht
von erheblichem Einflu auf die Erscheinungen war. Ich will mich
hier nur auf die in Abb. 4 dargestellte Anordnung beschrinken.

Ein Schraubengeblise G saugt die Luft in der durch Pfeile ange-
gebenen Richtung durch die Einrichtung hindurch. Zunichst tritt die
Luft durch ein System von parallelen Kanilen, einen sogenannten
Gleichrichter G7 in einen weiten Vorraum. Durch diesen Gleichrichter
werden storende Querbewegungen, die von Wirbeln im AuBenraum

00

80°
l

AIIIIIII TSI,

Abb. 4. Versuchsanordnung.
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herrithren, weitgehend abgeschwécht. Nach dem Vorraum verengt sich
der Querschnitt und die Luft tritt in den Kriimmer (0° bis 1800 Abb. 4)
ein. Hinter dem Kriimmer folgt noch eine sich erweiternde Ubergangs-
leitung zum Gebldse. Der Kriimmer, dessen Querschnitt in Abb. 4
unten rechts dargestellt ist, bestand aus zwei halbkreisférmig gebogenen
Messingblechen mit hélzernen Deckelflichen oben und unten. In halber
Héhe des Kriimmers waren von 30° zu 30° MeBstellen angebracht,
an denen sowohl der Druck an der Wand als auch durch eingefiibrte

MeBréhrehen die Verteilung von Gesamtdruck (p + —g— 02) und statischem

Druck p langs des Radius gemessen werden konnte. Bei 90° wurden auch
Messungen auBerhalb der Mittelebene ausgefithrt, um eventuelle Ab-
weichungen von der ebenen Stromung (Sekundirstrémung) festzu-
stellen.

Die Ergebnisse sind in Abb. 5 zusammengestellt. Als Nullpunkt
wurde der Gesamtdruck der ungestorten (Potential-)Strémung gewihlt,
wie er etwa in dem Vorraum vor dem Kriimmer herrschte. An allen
Stellen, wo noch keine Verzégerung der Teilchen durch Reibung statt-
gefunden hat, wo also noch Potentialstrémung herrscht, ist der Gesamt-
druck konstant. Man kann also deutlich sehen, wie weit sich die ver-
zogerten Schichten erstrecken. In Abb. 5 sind die Druckverteilungs-
kurven tiber den Radius fiir die verschiedenen MeBstellen von 0° bis
180° aufgetragen. Dabei ist jede folgende Kurve immer um eine Einheit
nach unten verschoben, um die Kurven besser unterscheiden zu konnen.
Bei 0%, also gleich nach dem Eintritt herrscht noch fast iiber die ganze
Breite des Kanales Potentialstromung. Mit zunehmendem Winkel
wachsen die Reibungsschichten an den beiden Winden, aber auf der
Auflenseite (Abb. 5 rechts) sehr viel starker als auf der Innenseite
(links), wie es ja auch die Theorie verlangt. Bei 180° sind die beiden
Reibungsschichten ineinander gewachsen, es ist nirgends mehr Potential-
strémung vorhanden.

Dieses Ergebnis bestdtigte also bereits deutlich die theoretische
Forderung, dafl die Reibungsschicht an der Auflenwand gréBer sein soll
als an der Innenwand. Durch weitere Auswertung der Messung kann
man aber noch einen wesentlich tieferen Einblick in die turbulenten
Vorgéinge in den beiden' Reibungsschichten gewinnen. Durch die tur-
bulente Vermischung der schnelleren und langsameren Teilchen ent-
steht ein Tmpulsaustausch, der in gleicher Weise wirkt, wie wenn die
Zahigkeit der Fliissigkeit erh6ht wire. In dieser ,,scheinbaren®’, von der
Turbulenz herrithrenden, Zahigkeit hat man demnach ein MaB fiir die
Turbulenz. Ein weiteres Mafl der Turbulenz ist die von Prandtl ein-
gefithrte ,,mittlere freie Wegliinge‘‘, von der ja auch in dem Vortrag von
Herrn Prandtl die Rede war. Es ist dies im wesentlichen der Weg, den
ein Teilchen quer zur Stromrichtung infolge der turbulenten Bewegung
zuriicklegt, bis es sich seiner neuen Umgebung angeglichen hat. Beide
GroBen lassen sich aus den Versuchsergebnissen ableiten. Die Messungen
liefern zunéchst Driicke und Geschwindigkeiten in jedem Punkt. Auf
Grund einer Kontinuititsbetrachtung erhilt man auch die verhéltnis-
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miBig kleinen radialen Komponenten der Geschwindigkeit. Wenn man
nun die auf ein Raumelement wirkenden Krifte betrachtet, so sind die
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Abb. 5. Verteilung der Gesamtdriicke (obere Kurvenschar) und der statischen Driicke (untere
Kurvenschar) iiber den Querschnitt. Die Bezifferung der Driicke gilt fiir den Querschnitt 00, die Kur-
ven fir die folgenden Querschnitte sind jeweils immer um eine Einheit weiter nach unten verschoben.
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Driicke auf die Oberfliche und die ein- und austretenden Impulse auf
Grund der bekannten Geschwindigkeiten und Driicke zu ermitteln.
Die einzige noch fehlende Kraft, die von den Schubspannungen herriihrt,
ergibt sich aus der Forderung, dal Gleichgewicht zwischen den Kréften
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und Impulsen bestehen mufl. Abb. 6 zeigt die auf diese Weise erhaltenen
Schubspannungen. Auch hier ist natiirlich die groBere Ausdehnung der
Reibungsschicht auf der AuBenseite des Krimmers (rechts) zu erkennen.
Im Gebiet der Potentialstrémung ist zwar auch eine Schubspannung vor-
handen, diese ist aber so gering, daf sie auf der Zeichnung gar nicht in
Erscheinung tritt. Auf den eigentiimlichen Verlauf der Kurven auf der
Auflenseite mdochte ich nur hinweisen, ohne vorerst einen Erklarungs-
versuch zu machen: Die Schubspannung wichst am Rande der Potential-
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Abb. 6. Verteilung der Schubspannungen z (Unterscheidungszeichen der Kurven wie in Abb. 5).

stromung zunichst ziemlich plotzlich an, um dann verhéltnismaBig
langsam nach der Wand hin weiter zuzunehmen. Aus der Schubspannung
und den bekannten Geschwindigkeitsgradienten ergibt sich die schein-
bare kinematische Zahigkeit ¢. Da es sich nicht um eine geradlinige, son-
dern um eine gekrimmte Strémung handelt, ist die Beziehung zwischen
diesen GroBlen etwas komplizierter wie gewohnlich, sie lautet

T=os (éﬁ gy 0w
=%\ o7 r - rd qz) ’
Dabei bedeuten 7 die Schubspannung, ¢ die Dichte der Luft, ¢ die

scheinbare kinematische Zahigkeit, 4 die tangentiale und w die radiale
Komponente der Geschwindigkeit, » und ¢ die Polarkoordinaten des

betreffenden Punktes. Das Glied Taa—u:p ist ibrigens meistens vernachlissig-

bar klein.
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Abb. 7 zeigt die so gefundenen Werte der scheinbaren kinematischen
Zihigkeit. Man erkennt daraus, dal nicht nur die Dicke der Reibungs-
schichten auf den beiden Seiten verschieden ist, sondern daf auch die
inneren Vorginge in diesen Schichten verschieden sind, indem die Tur-
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Abb. 7. Verteilung der scheinbaren kinematischen Zihigkeit ¢ (Unterscheidungszeichen wie in Abb. 5).

bulenz auf der AuBenseite (rechts) ganz wesentlich grofler ist als auf
der Innenseite.

Die Beziehung zwischen der scheinbaren kinematischen Zéhigkeit
und der Prandtlschen freien Weglinge 148t sich fir gekriimmte Strom-
linien in folgender Weise ausdriicken

&
ZZV‘B—UI

ar " w

In Abb. 8 ist dieser Wert fiir die Reibungsschicht an der Auflen-
wand bei den beiden Winkeln 60° und 120° abhéingig vom Wandabstand y

d 0’ J=2450m
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i Wilchen 120° d=439¢cm
23—
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Abb. 8. Freie Wegldngen der turbulenten Bewegung an ebenen und gewdlbten Flichen.

aufgetragen, und zwar in dimensionsloser Form, indem sowohl die freie
Wegliinge ! als auch der Wandabstand durch die Dicke ¢ der Reibungs-
schicht dividiert sind. Als Dicke 6 ist dabei die Entfernung von der
Wand bis zum Beginn der Potentialstrémung genommen. Zum Vergleich
sind die entsprechenden Werte der Reibungsschicht an einer ebenen
Gilles-Hopf-K4rmdn, Vortriige Aachen 1929, 2
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Wand nach Versuchen von v. d. Hegge Zijnen in Delft! und von
Hansen in Aachen? beigefiigt. Die Kurven fiir die beiden Winkel sind
nicht sehr voneinander verschieden, dagegen zeigen sie beide die wesent-
lich starkere Turbulenz gegeniiber den ebenen Platten.

Die geschilderten Versuchsergebnisse zeigen deutlich den starken
Einflufl der Kriimmung auf die Vorgénge in den turbulenten Reibungs-
schichten. Von einer Aufklirung der ganzen Zusammenhinge sind wir
aber noch ziemlich weit entfernt. So ist insbesondere die praktisch be-
sonders stark interessierende Frage nach dem Einflufl dieser Erscheinun-
gen auf die Ablosungsvorginge noch vollstindig ungekliart. Die dickere
Reibungsschicht an der hohl gewélbten Fliche wiirde an sich die Neigung
zur Ablésung der Reibungsschicht von der Wand erh6hen. Aber gleich-
zeitig ist ja auch die scheinbare Zéhigkeit erhoht und die damit verbun-
dene groBlere Schleppwirkung der schnelleren Teilchen auf die wand-
nahen langsamen, wirkt der Ablésung entgegen. Es kommt also darauf
an, welcher der beiden Einflisse der stérkere ist.

Uber die Entstehung der Turbulenz.

Von W. Tollmien, Gottingen.
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Strémungsforschung in Gé&ttingen.)

Nach der {iblichen Anschauung setzt die Entstehung der Turbulenz
mit dem Instabilwerden der Laminarstromung ein. Doch gelang es
bisher nicht, diesen einfachen Gedanken theoretisch in befriedigender
Weise durchzufithren. Bei den meisten derartigen Untersuchungen
nahm man eine zweidimensionale Laminarstromung an, die nur von der
Koordinate quer zur Stréomung abhéingt. Die Storungen sollen sich als
Schwingungen in der Strémungsrichtung fortpflanzen und ebenfalls
zweidimensional sein. Die einfachste laminare Geschwindigkeits-
verteilung ist die der Couette-Strémung mit linearer Abhéngigkeit der
Geschwindigkeit von der Querkoordinate. Die Methode der kleinen
Schwingungen gab nach den Untersuchungen von Hopf? und v. Mises?*
vollkommene Stabilitit dieses Geschwindigkeitsprofiles. Anfachung von
Schwingungen erhielten erst Prandtl und Tietjens® bei gewissen
Profilen. Merkwiirdigerweise gab es hier bei allen Reynoldsschen Zahlen
auch angefachte Schwingungen, wihrend unterhalb einer bestimmten
Reynoldsschen Zahl die Laminarstrémung doch gegen alle Stérungen
hétte stabil sein sollen. Nun waren aber in den Prandtl-Tietjensschen
Untersuchungen die Geschwindigkeitsverteilungen durch Polygone

! Hegge, B. G. van der Zijnen: Measurements of the velocity distribution
in the boundary layer along a plane surface. Thesis. Delft 1924.

2 Hansen, M.: Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht an einer
eingetauchten Platte. Z. ang. Math. Mech. Bd. 48, S. 185. 1928.

8 Hopf, L.: Ann. Physik Bd. 44, S. 1. 1914.

4+ Mises, R. von: Beitrag zum Oszillationsproblem. Heinrich-Weber-Fest-
schrift 1912, S. 252.

5 Prandtl, L.: Z. ang. Math. Mech. Bd.1, S.431. 1921; Phys.Z. Bd.23, S.19.
1922. Tietjens, O.: Z. ang. Math. Mech. Bd. 5, S. 200. 1925.
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angenihert; jeder Einflufl der Kriimmung des Profiles, oder physikalisch
gesprochen, der Anderung der Rotation des Geschwindigkeitsfeldes
war durchgingig vernachlissigt. Vielleicht trat bei Beriicksichtigung
des Kriimmungseinflusses eine Modifikation des Prandtl-Tietjensschen
Ergebnisses gerade in dem physikalisch noch unbefriedigenden Punkte
ein. Dieser Frage bin ich auf Anregung von Professor Prandtl nach-
gegangen und erhielt in der Tat das vermutete Ergebnis. Ein bestimmtes
laminares Profil, wie es in Wirklichkeit beobachtet wird, erwies sich im.
richtigen Bereich von Reynoldsschen Zahlen als instabil.

Um den fundamentalen EinfluB der Profilkriimmung zu beleuchter,
sei einiges tiber das Verhalten der Stérungen bei grofien Reynoldsschen
Zahlen gesagt, und zwar gerade fiir den Grenzfall, dafl die Stérungen
weder angefacht noch geddmpft werden. Roh gesprochen ist es so, daf3
ein Reibungseinflufl auf die Stérungen nur in unmittelbarer Nahe der
Wand stattfindet und nach dem Inneren rasch abklingt. Man gelangt
so zu einer Art Grenzschichttheorie fiir die Stérungen. Wenn die Kriim-
mung des Profiles iiberall vernachlissigt wird, tritt in der Tat keine
weitere Komplikation auf. Dagegen mufl man bei endlicher Kriimmung
um einen ausgezeichneten Punkt im Inneren noch einen Reibungs-
einflufl berticksichtigen. Es ist dies der Punkt, wo die Hauptgeschwindig-
keit mit der Wellengeschwindigkeit einer stérenden Partialschwingung
iibereinstimmt. Hier bleibt also ein Flussigkeitsteilchen beim Weiter-
strémen stets in derselben Stérungsphase. Um diesen Punkt muf3 man
also eine zweite Reibungsschicht fiir die Stérungen annehmen. Wiirde
man némlich hier reibungslos rechnen, so erhielte man hier eine loga-
rithmische Singularitét, die Stérungskomponente in der Stromungs-
richtung wird logarithmisch unendlich. Beriicksichtigt man hier in
richtiger Weise die Reibung, so verschwindet natiirlich die Singularitéit.
AuBler der Nivellierung der einen Stérungskomponente tritt aber noch
ein Phasensprung in derselben auf, ein Phasensprung wohlgemerkt, der
auch bei Grenziibergang zur Reibung Null nicht verschwindet.

Das Zusammenwirken der beiden Reibungsschichten bestimmt
wesentlich das physikalische Verhalten. Nach den Prandtl-Tietjens-
schen Untersuchungen wirkt die duflere Reibungsschicht in gewissen
Fillen anfachend, die innere Reibungsschicht iibt dagegen, wie sich jetzt
herausgestellt hat, eine Dimpfung aus.

Die Stabilititsuntersuchung wurde zahlenmé&Big bei der Laminar-
stromung langs einer Platte durchgefiihrt, die in einem gleichférmigen
Flissigkeitsstrom von unendlicher Ausdehnung parallel zu diesem
eingetaucht ist, wobei die Vorderkante der Platte senkrecht zur Stré-
mungsrichtung verlduft. Diese Geschwindigkeitsverteilung wurde von
Blasius -nach Ansidtzen von Prandtl! berechnet und ist dadurch
charakterisiert, daf3 sie an der Wand mit verschwindender Kriimmung

! Prandtl, L.: Uber Fliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verh.
d. ITI. Internat. Math.-Kongresses Heidelberg 1904, wieder abgedruckt in ,,Vier
Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik‘‘. Gottingen1927. Blasius,H. :
Grenzschichten in Fliissigkeiten mit kleiner Reibung. Z. Math. Physik Bd. 56, S.1.
1908.
A
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beginnt und sich nach auflen mit scharfer Asymptote an die un-
gestorte Geschwindigkeit (U,) anschlieBt. Die Abb. 1 zeigt diese Ge-
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sind dabei im Verhiltnis zur Grenzschichtdicke sehr groB, das kleinste

A= %Tnist 17,16, die untere Grenze fiir 1 1afit sich auch unabhingig

von dem Ortlich verdnderlichen § durch die physikalischen Konstanten

der Stréomung ausdriicken und ergibt sich zu 8400 % Photographische
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Beobachtungen von Prandtl (.. ¢.) zur Entstehung der Turbulenz an
einem Qerinne, bei dem ganz vorne die Stromung dhnlich der Platten-
strémung ist, scheinen auch auf solche groBen Wellenlingen zu deuten.

Tietjens hatte 1. c. ein Profil untersucht, das von der Wand aus

linear bis zum Punkte —ULL =1, % =2 (Abb. 1) ansteigt und sich mit

einem Knick dann konstant (UE = 1) fortsetzt. Dies Profil ist also als
eine rohe Approximation des unseren anzusehen. Tietjens bekommt
den einen Zweig der Gleichgewichtskurve in recht guter Naherung, wie
seine in Abb. 2 durch Kreuze bezeichneten Punkte zeigen, jedoch

erhélt er nur den einen Zweig und damit keine Grenzen fiir o¢ noch fiir
U,d

die Reynoldssche Zahl R = ~;"— , was an der Vernachlissigung des
Krimmungseinflusses liegt.

Als untere Grenze der Reynoldsschen Zahlen des Labilitatsbereiches
erhalten wir R = 420. Von den Experimentatoren?! wurde die kritische
Zahl um 950 (umgerechnet. nach unserer Definition von R) gefunden.
Da nach unserer Rechnung bei R = 420 gerade noch eine einzige Partial-
schwingung existiert, die nicht geddmpft wird, wéihrend beim experi-
mentell ermittelten Umschlagspunkt schon ein erhebliches Anwachsen
der Storungen erfolgt ist, so kann man von einer recht guten Uberein-
stimmung der Rechnungsergebnisse mit dem Experiment reden.

Fiir die Einzelheiten der Rechnung mufl auf die Verdffentlichung
in den Gottinger Nachrichten? verwiesen werden. Die Fortfiihrung der
Untersuchung ist in Angriff genommen, insbesondere werden die Gréfie
der Anfachung und Dampfung, die Verteilung der Stérungsamplitude
und damit das Stromlinienbild der gestérten Stromung betrachtet und
die Stabilitit anderer Geschwindigkeitsprofile studiert werden. Ge-
plant sind im Goéttinger Institut auch Versuche, die durch Anbringung
kiinstlicher Storungen die theoretischen Ergebnisse iiber den kritischen
Stérungsbereich nachpriifen sollen.

Uber die Anwendung der statistischen Mechanik

auf die Theorie der Turbulenz.
Von J. M. Burgers, Delft.

1. Es ist bekannt, daB im Falle einer turbulenten Stromung die Be-
rechnung der Geschwindigkeitsverteilung der mittleren Bewegung und
des Druckgefilles die Kenntnis gewisser Mittelwerte von aus den Pul-
sationsgeschwindigkeiten gebildeten GroBen erfordert. Die Berechnung
der Pulsationsgeschwindigkeiten unmittelbar als Funktionen der Zeit

1 Burgers, J.M.: Proc. of the First Intern. Congress for Applied Mechanics,
S. 113. Delft 1924. van der Hegge Zijnen, B. G.: Thesis. Delft 1924. Hansen,
M.: Z. ang. Math. Mech. Bd. 8, S.185. 1928. )

2 Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Math.-phys.
Klasse 1929, S. 21.
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ist als ausgeschlossen zu bstrachten; der einzige Weg zur Bestimmung
der erwidhnten Mittelwerte erscheint die Anwendung von Methoden aus
der statistischen Mechanik. Vorschlage in dieser Richtung sind schon
frither gemacht worden!; eine endgiiltige Losung ist aber bis jetzt nicht
gefunden. Die folgenden Zeilen sind als ein Versuch zu betrachten, die
hier auftretenden Probleme in schirferer Weise zu formulieren, wobei
namentlich die Frage nach der Abzihlung der moglichen Strémungs-
formen in Betracht gezogen werden soll 2. '

Wir beschrinken uns auf die zweidimensionale Bewegung in einem
Kanal zwischen zwei festen Wanden. Es ist zwar moglich, daB3 die in
Wirklichkeit immer auftretenden Bewegungen in der Richtung der
dritten Dimension einen bestimmten Einflufl auf die Turbulenz haben;
in Anbetracht der verwickelten Formeln, welche die Behandlung des
dreidimensionalen Falles erfordert, scheint es angemessen, vorldufig
nur rein zweidimensionale Bewegungen zu betrachten.

Es wird angenommen, dafl die Flussigkeitsmenge @), welche in der
Zeiteinheit und pro Hoheneinheit durch einen Querschnitt des Kanals
strémt, gegeben ist, und daB die mittlere oder Hauptbewegung von der
Zeit unabhingig ist. Die mittlere Bewegung kann deshalb in jedem be-
liebigen Punkt des Feldes als Zeitmittel tiber ein bestimmtes geniigend
grofles Intervall ¢, <t <ty + T definiert werden. Wenn wu,v die
Komponenten der wirklichen Bewegung darstellen, %, v diejenigen der
Hauptbewegung, und

v=u-+u, v=10v-+2 (1)
gesetzt wird, so sind «', " die Komponenten der Pulsationsgeschwindig-
keit. Die Geschwindigkeitskomponenten verschwinden an den Wéanden
des Kanals. Wenn wir die z-Achse entlang der Kanalachse legen, so ist
tiberdies v = 0, wihrend » von 2 unabhéngig ist.

Auf Grund der von Reynolds und Lorentz abgeleiteten Gleichungen
fiir die Hauptbewegung erhalten wir in unserem Falle die bekannte Be-
ziehung :

au —

Py —ewv =—Jy, (2)

wo w' v’ den (von x unabhingigen) zeitlichen Mittelwert von «’v’ be-
deutet, und J das Druckgefille darstellt.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir die Breite b des
Kanals gleich 1 setzen, ebenso die mittlere Geschwindigkeit ¥V der ge-
samten Menge und die Dichte p der Fliissigkeit. Es wird somit auch Q = 1.
Nach dem Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetz muB man dann die Vis-
kosititskonstante u ersetzen durch den reziproken Wert der Reynolds-

schen Zahl, d.h. durch: -2 = R-1,
oVb

! Man vgl. z. B. von K4rm4an, Th.: Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S. 250. 1921;
Proc. 1st Intern. Congress for Applied Mech., p. 105. Delft 1924; Mises, R. von:
Z.ang. Math. Mech. Bd.1, S.428. 1921; Burgers, J. M.: Proc. Acad. Amsterdam
Bd. 26, S.582. 1923.

19292 Man vgl. Burgers, J. M.: Proc. Acad. Amsterdam Bd. 32, S. 414, 643, 818.
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Wir fithren die Stromfunktion ¢ der Pulsationsgeschwindigkeit ein;
dann ist:
r_ 0y o O

Die Funktion g erfiillt an den Wénden die Bedingungen:
0
py=5,=0. (4)
Weiter schreiben wir:
//__fwaw_ . awEEY
——’Lb'l)—-%‘—a*z;-— 5 —u v =t. (5)
Die Gl (2) nimmt jetzt die Form an:
du -
R_lt‘lg—i—t: —Jy. (6)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit y, und integrieren sie nach
y von — % bis 4+ }; nach einer kleinen Umformung und unter An-
wendung der Randbedingungen % (— %) = w (4 ) =0 erhalten wir
dann:

J=12 (R-'—[dyyt). (7)
Einsetzen dieses Ausdrucks in Gl. (6) ergibt:
g—:j—=—12y(1—Rfdyy£)—Rt_. ®)

Diese Gleichungen zeigen, in welcher Weise man die anfangs erwédhnten
Daten (Verteilung der Geschwindigkeit der Hauptbewegung und Druck-
gefille) berechnen kann, sobald die von den Pulsationsgeschwindig-
keiten abhingige Grofie f bekannt ist.

2, Geometrische Abbildung des Stromungsfeldes der
Pulsationsbewegungen. Fiir die Anwendung der statistischen
Methode ist es erforderlich, eine Beschreibung des Feldes der Pul-
sationsbewegungen zu erhalten, die nur eine endliche Anzahl von Para-
metern enthilt. Wir betrachten dazu in unserem Kanal einen Abschnitt
von groBer Linge L; in diesem Abschnitt legen wir ein quadratisches
Punktgitter hinein, mit der Maschenweite ¢. Die Anzahl N der Gitter-
punkte wird also von der Ordnung L/&2

Wenn die Maschenweite ¢ geniigend klein ist, so diirfen wir an-
nehmen, daB das Feld der Pulsationsgeschwindigkeiten mit geniigen-
der Genauigkeit beschrieben werden kann durch die Werte der Strom-
funktion  in den Gitterpunkten. Wir bezeichnen diese Werte mit
Vi Yo - -« Pi» -« - » Yy (WO die Gitterpunkte in einer vorgeschriebenen
Weise numeriert erscheinen). Der augenblickliche Zustand des Feldes
der Pulsationsgeschwindigkeiten wird dann durch das System von
N Zahlen vy, dargestellt.

Jetzt teilen wir den Zeitraum ¢, < ¢t << £, + 7', der als Grundlage
fiir die Bestimmung der Mittelwerte diente, in M Teile T/M, wo M so
groff gewshlt wird, daB die Anderung des Feldes innerhalb eines Inter-
valles zu vernachlissigen ist. Nehmen wir nun an, dafl im zentralen
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Moment jedes Intervalls die N Werte g, der Stromfunktion in allen
Gitterpunkten bestimmt werden, so erhalten wir M Zahlensysteme, die
die ,,Geschichte® des Feldes der Pulsationsgeschwindigkeiten im Zeit-
raum t, << £ << t, + T beschreiben.

Wir bilden diese M Zahlensysteme ab in einem N-dimensionalen
Raum, worin die y, als Koordinaten erscheinen. In diesem Raum er-
halten wir somit eine Gruppe von M Punkten.

Es ist leicht ersichtlich, daBl wir zeitliche Mittelwerte jetzt auch
definieren konnen als Zahlmittel in bezug auf diese M Punkte.

Wir teilen unseren N-dimensionalen y-Raum in Zellen von gleichen,
geniigend kleinen Volumen w einl. Das Zentrum jeder Zelle stellt dann
eine bestimmte Konfiguration des Feldes der Pulsationsgeschwindig-
keiten dar. Wir betrachten Konfigurationen, die durch Punkte inner-
halb einer und derselben Zelle dargestellt werden, als unter sich gleich,
und zdhlen die Anzahl der Punkte in den verschiedenen Zellen. In
dieser Weise erhalten wir ein System von Zahlen ngy, nq, ,, . . . (4 be-
ziehe sich auf die Zelle, deren Mittelpunkt zusammenfallt mit dem
Punkt @, = w, = ... = ypy = 0, und die vollstindige Abwesenheit von
Pulsationen darstellt); diese Zahlen bestimmen, wie oft jede Kon-
figuration des Feldes der Pulsationsgeschwindigkeiten im Zeitraum
ty < t << t, + T auftritt. Die Anzahl der Zellen ist unendlich grof}. Es
ist aber X'n; = M; es wird also n; gleich Null sein fiir eine unendlich
groBe Anzahl von Zellen. Zur Vereinfachung unserer weiteren Uber-
legungen werden wir annehmen, daf es geniigt, nur einen endlichen Teil
des N-dimensionalen p-Raums zu betrachten. Es sei die Anzahl der
Zellen innerhalb dieses Teils gleich P; dann erhalten wir ein endliches
Zahlensystem 7y, 0y, .. ., Np_g.

Fiir die Bestimmung der Mittelwerte — d. h. also fiir die Bestim-
mung der statistischen Eigenschaften unseres mechanischen Systems —
gentigt die Kenntnis der Zahlen n,, . .., np_;. Wir werden sagen, dafl
diese Zahlen einen bestimmten statistischen Zustand kennzeichnen.
Die Reihenfolge, in welcher die ‘verschiedenen Konfigurationen des
Feldes der Pulsationsgeschwindigkeiten in Wirklichkeit erscheinen,
spielt dabei keine Rolle.

3. Wir schreiben noch: n, = My;. Es ist dann:

Sy =1. 9)

Der Mittelwert ¢ wird jetzt bestimmt durch die Formel:
Ekzzvitkz’- (10)
3

Es bezeichnet hier t;; den Wert, welche die GroBe ¢ im Punkte % des im
Kanal gelegten Gitters annimmt, wenn die Konfiguration des Feldes
der Pulsationsgeschwindigkeiten bestimmt wird durch das Zentrum der
i-ten Zelle im y-Raum. ¢, bezeichnet den gesuchten Mittelwert von ¢ im
Punkte % des Gitters.

1 Beziiglich der Festsetzung eines konstanten Volumens fiir alle- Zellen des
w-Raumes vgl. man Burgers: 1. c. S. 420, 656, 833.
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Wir werden annehmen, daf3 dieser Mittelwert unabhingig ist von
der Koordinate x.

In den Formeln (7), (8) ersetzen wir jetzt die Integration nach den
Koordinaten durch Summation in bezug auf die Punkte des Gitters.
Wenn wir von dem Umstand Gebrauch machen, daf ¢ von x unabhéngig
ist, so kénnen wir schreiben'

fdyyt A fdxdyyt— LZJktk (11)

Fiir #, wird sodann der Wert (10) eingesetzt.

In dieser Weise erhalten wir die folgenden Formeln, welche das
Druckgefille und die Verteilung der Geschwindigkeit der Haupt-
bewegung liefern fiir eine gegebene Verteilung der Zahlen 7;, d. h. also
fiir einen gegebenen statistischen Zustand unseres Systems:

J =12(B *%ﬁ?%’viy,ctki), (12)
CZ;) — 12 ?jk< e 1212"’1 hn tlz‘) - R%j”z' b - (13)

Nun erhebt sich die Frage: welches Zahlensystem n, ergibt uns die-
jenigen Werte, welche wir in Wirklichkeit beobachten ¢
Die statistische Methode gibt auf diese Frage folgende Antwort:
Wir miissen alle méglichen Zahlensysteme (n;); aufsuchen; jedem
System erteilen wir ein Gewicht y,. Dann bestimmen wir die ,,statisti-
schen Mittelwerte‘:
— Z(ni)sys — 2 (Vi)s Vs
= , = . 14
77 T T I (14
Mit Hilfe dieser Werte konnen wir den ,,statistischen Mittelwert
von J* berechnen:

J=12(R1— E_Lz%vgv”yk tes) (15)

Es wird angenommen, daB dieser statistische Mittelwert den wirklichen
Wert darstellt.

Wir haben also folgende Fragen zu untersuchen:

a) Wodurch werden die moglichen Zahlensysteme n; gekennzeichnet ¢
b) Wie wird das Gewicht y bestimmt ?

4. Als mogliche statistische Zusténde unseres Systems werden wir
diejenigen Zustdnde betrachten, welche der sog. Dissipationsbedingung
geniigen, die ausdriickt, dafl die Pulsationsbewegungen im Mittel in der
Zeiteinheit gerade so viel Energie von der Hauptbewegung erhalten,
als sie zufolge der inneren Reibung verlieren. Diese Bedingung wird
ausgedriickt durch die Formel:

——ffdx dyu = = R‘lﬂ‘dxd <aaq; au) . (16)
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Wir schreiben:

av’ du'\2

(M‘??) = (= AyP=2
dar’ du’\2 —

<F§~_6y A =2, = 2V;i%,.

Wenn wir wieder die Integrationen durch Summationen ersetzen, und
die Formeln (5), (10) und (13) benutzen, so erhalten wir diese Bedingung
in der Form einer Bezichung zwischen den Groflen v;:
2 12 et
= ‘EE %’(Zvitki)z — Iz (%’27’1% te)?® +
v 1 o 1

12 ¢ &2 ‘
+ﬁ%;%yktki+m%‘;vi2ki:0- (17)
Wir fithren jetzt einen P-dimensionalen Raum ein, den v-Raum,
mit den Koordinaten vy, vy, ..., vp_;. Jeder Punkt dieses Raumes be-
zeichnet einen statistischen Zustand unseres Systems. Die moglichen
Zustinde sind nun diejenigen, welche den Bedingungen geniigen:

Z'Vi —1=0 N
Fv)=0 (18)
und dazu noch: 9, =>0.

Die erste Gleichung stellt eine Ebene dar, die zweite eine Fliche
zweiten Grades. In der Gleichung F(»,) = 0 tritt die Koordinate v,
nicht auf, weil fiir ¢ =0 alle y,, zu Null werden, was auch das Ver-
schwinden von t,,, 2;, fir alle £ mithringt. Im (P—1)-dimensionalen
Raum der Koordinaten », ... vp_, ist die Fliche ¥ = 0 ein Ellipsoid.
Es ist namlich nach der Schwarzschen Ungleichung:

{%’?/1%][%'( Vs tes)?] > [kZ?/k (;‘ vitii) [P
F (It e [T It > 0. (19)

Die Glieder zweiten Grades in F bilden also eine positiv definite Form.
Wir schreiben jetzt die in GIl. (14) auftretenden Summen als
Integrale, wie z. B.:

Sye=J.Jdvodvy ... dvp_17 (), (20)

wo die Integration sich erstreckt auf alle Werte der Verénderlichen v,,
welche den Bedingungen (18) geniigen. Nach einer von-Gibbs an-
gegebenen Methode kann man dieses Integral durch ein anderes ersetzen,
das iiber den ganzen Raum der positiven y,-Werte erstreckt ist.

Wir betrachten dazu das Integral:

IA,B)={.. fdvedvy...dve_17 (),

wo die Integration sich erstreckt auf alle Werte der Verinderlichen »,,
welche den Bedingungen geniigen:

2"’{—1=A, F(v)) = B, 7, =0.

oder:
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Wenn 4 vergroflert wird, so nimmt der Abstand der Ebene 21}1 —1=4

vom Ursprung zu ; wird B vergrofert, so dehnt sich die Flache F (»,) = B.
Wir diirfen erwarten, dafl das Integral I (4, B) gleichzeitig mit 4 und B
anwichst, und angesichts der groflen Zahl von Koordinaten des v-Raums
selbst auBerordentlich stark anwichst. Dann wird die Funktion:
I(4,B)-¢*4-8B
ein sehr scharfes Maximum aufweisen fiir diejenigen Werte 4,, By,
welche den Gleichungen:
oI oI
al = ﬂ 5 ﬂI = @
geniigen.
Nehmen wir jetzt an, dafl die Koeffizienten o, f so bestimmt sind,
daB dieses Maximum auftritt fir 4y = 0, B, = 0. Dann wird im In-
tegral:

Z =f. . .jr:dvodvl oo dvp_1y (ve) g~ (Tvi—1)=fF () (21)
0o 0

nur derjenige Teil des »-Raums in betrichtlicher Weise beitragen, der
den Bedingungen gentigt:

Zvi——l-:(), F(/VZ):O,

d. h. also derselbe Teil, auf welchen sich das Integral (20) bezog.
Demzufolge diirfen wir erwarten, daf3 wir fiir die angeniherte Be-
stimmung von statistischen Mittelwerten wie ¥, eine Formel von fol-
gendem Typus anwenden diirfen:
= JoJdvy...dvp_s vy (v) e-a (Zr=1)-BF )
Vi S T dvy . dvp—1y () e-a (Sv=1)=pF)
worin die Integrationen nunmehr iiber den ganzen (positiven) »-Raum
zu erstrecken sind.
_ Zur Bestimmung der Faktoren o, # koénnen wir jetzt von folgender
Uberlegung Gebrauch machen: jeder zugelassene statistische Zustand
sollte den Bedingungen (18) geniigen. Es mull also jedenfalls

—_— —
2r—1=0, F()=0
i

(22)

sein. Diese Mittelwerte erhilt man aber aus den Formeln:

E——ll . 1 d d 1 ( ) —a(Zv-1)-BF(») —
V; — ———Z—J‘J‘ Vo--- 'VP—]-(ZV_ )}/’V ¢ -

%

10z
T T Z o’

— 1 59— 1)= B F (v 107
Fv) = 7]...fdvo...dvp_lp(v)y(v) e Erb-pre = 02
Wir werden also dazu gefiihrt, zu fordern, dafl o, # den Bedingungen:

9Z 0Z -

geniigen sollen.
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5. Bs bleibt jetzt die Frage zu erortern nach dem Gewicht, das wir
die verschiedenen mdglichen statistischen Zustinden beilegen sollen.
Diese Frage bildet den schwierigsten Teil unserer Aufgabe.

Eine Moglichkeit bietet sich dar, das Gewicht zu bestimmen durch
die Anzahl der verschiedenen Reihenfolgen, worin die M Punkte im
y-Raum zu einer ,,Geschichte* des Feldes im Zeitraum £, < ¢ < t,+ T
angeordnet werden k¢nnen. Diese Anzahl ist gegeben durch den be-
kannten Ausdruck:

M1
(ro)! (my) ... (np_1)! ’

Unter Anwendung der Stirlingschen Approximation erhalten wir dann
fiir y die angendherte Formel:
Y o Mg M—-Zvilgvy) | (24)

Vom- physikalischen Standpunkt konnte man dagegen einwenden,
daB tatsdchlich die M augenblicklichen Zustinde des Feldes nicht in
jeder beliebigen Reihenfolge angeordnet werden koénnen, wenn man die
Intervalle 7'/ M als sehr klein ansetzt; moglicherweise ist es nur erlaubt,
nicht zu sehr verschiedene Felder unter sich zu permutieren. Die Formel
(24) wiirde dann ein zu groBles Gewicht liefern. Als duBerstes Gegenstiick
kénnte man vielleicht auch die Annahme

y=1 (25)
untersuchen.

Die Auswertung der Integrale (22) auf Grundlage der einen oder der
anderen Formel fiir y scheint schwierig. Im Falle der Formel (24) kann
man jedoch einen angeniherten Ausdruck fiir ¥; erhalten, indem man
Gebrauch macht von der Tatsache, da die Exponentialfunktion

eM(lgM—Z'vilgv,-)—a(Z'ri—l)—ﬂF(i'i)

in einem bestimmten Punkt des »-Raumes ein sehr scharfes Maximum
hat. Dieser Punkt bestimmt sich aus den Gleichungen:

—M(lgvi—l—l)——oc—ﬂg—izo. (26)

Weil dieser Punkt sodann maBgebend ist fiir die Werte der ¥, er-
geben die Gl. (26) sofort die Werte der letzteren Groflen. Die Werte vona
und B werden dann erhalten aus den Beziehungen:

Sv,—1=0, F()=0, (27)

welche jetzt an die Stelle der GI. (23) treten.
Aus GI. (26) erhilt man (mit einer neuen Konstanten A):
— _f£OF
v,=Ae Mon. (28)
Diese Beziehung stellt eine implizite Gleichung fiir die ¥; dar. Sie
ergibt zu einer interessanten Bemerkung Anlafl: Die Forderung der
Konvergenz der Summe 37, bringt mit sich die Bedingung, daf} die
Grofen f OF/0v,; fir die weiter entfernten Zellen des w-Raums unbe-
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schrinkt groBe positive Werte annehmen sollen, damit die Exponential-
funktion hier geniigend schnell gegen Null geht. Es ist nun:

oF e?
gor =7 2 E e — Pt (29)
wo geschrieben ist:
24 &% g o ~ 12 y,
Pr =T, yk%zwfyztzi“zgz”ﬂki” lé/k- (30)
i j
Fiir die hier eingefithrte Funktion ¢; kénnen wir auch schreiben:
y 124
Pr = —F, yk%yztz — 24 ‘—_RJ—’C
oder:
+% — —_
=24y [ dyyt— 2t — 12y R. (30a)
4

Es ist ersichtlich, dal ¢ eine Funktion von y darstellt, die durch die
Zahlen v, vollstindig bestimmt ist, und nicht von der Lage der i-ten
Zelle im p-Raum abhéngt. Esist also 3 F/0 v, als eine homogene Funktion
zweiten Grades in den , zu betrachten.

Weil nun z;,; immer positiv ist, ¢,; dagegen sowohl positiv als negativ
sein kann, ist es erstens erforderlich, daB3 8 > 0 ist; zweitens mull ¢ der
Bedingung geniigen, daf3

[[azay (@2 — (p%%) >0 (31)

sein soll fir alle Funktionen i, die den Randbedingungen (4) ge-
niigen. Wire dies nicht der Fall, so konnte man im y-Raum Rich-
tungen finden, in denen 9 F/dv, unbeschrinkt grofle negative Werte
annahm. Eine allgemeine Untersuchung der Bedingung (31) ist mir
nicht gelungen. Mit Hilfe einer speziellen Wahl fiir 9 kann man aber
zeigen, dafl wenn ¢ eine monotone Funktion ist, sie zumindestens der
Bedingung geniigen mufB:

a a
bzw. <

1 2? 1 27
(5 +) #(5-)
wo o eine Zahl ist, die von der fiir y getroffenen Wahl abhéngig ist, und
jedenfalls nicht unter 177 liegen wird. In Verbindung mit (8) kann man

lo| <

hieraus eine untere Grenze fiir J bestimmen; man erhilt J > Ta’

woraus folgt fiir den Widerstandskoeffizienten:

S 1 1
(S = Schubspannung an der Wand). — Zu gleicher Zeit erhélt man eine
Naherungsformel fiir die Verteilung der Geschwindigkeit % im mittleren
Teil des Kanals. Diese Formel ergibt aber gegeniiber den experimen-
tellen Daten eine zu stark gekriimmte Kurve. Fiir weitere Einzelheiten
sei auf die zweite der in Anm.2 (S.22) zitierten Abhandlungen ver-
wiesen.
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Allgemeine Folgerungen aus der Prandtlschen

Grenzschichttheorie.
Von T. Levi-Civita, Rom.

Durchdringende Anschauung und qualitative Beobachtung fithrten
im Jahre 1904 Herrn Prandt1? zur Erkenntnis, daB bei Strémungen von
natiirlichen Fliissigkeiten (von kleiner Zahigkeit) zwei Zustinde prinzi-
piell zu unterscheiden sind: eine Potentialstrémung (wie in der Mechanik
der idealen Fliissigkeiten), die bis fast an die festen Wénde reicht, und
eine kompliziertere Strémung in der unmittelbaren Nihe der Winde, in
einer diinnen Grenzschicht, wo Trégheit und Reibung mitwirken.

Das groflie Verdienst Prandtls ist, das wesentliche Verhalten dieser
Erscheinung in solchen Grenzschichten bei verschwindend kleiner
Zidhigkeit untersucht und fir sie im Einklang mit der Erfahrung ver-
héltnism#Big einfache Differentialgleichungen gegeben zu haben. Diese
Gleichungen erkliren sehr befriedigend eine Reihe bekannter Erschei-
nungen, wie Prandtl selbst im einfachsten Falle und allgemeiner
v. Kdrmdn? gezeigt hat. Herrn v. Kdrmén verdankt man ebenfalls
eine Umwandlung des Differentialsystems in eine einzige Integral.-
gleichung, - welche fiir plausible Naherungsansitze sich vortrefflich
eignet.

Uberdies hat neulich Herr v. Mises? eine rasche formale Recht-
fertigung des Prandtlschen Grenziiberganges angegeben und das Diife-
rentialsystem auf eine klassische, wenn auch gleichfalls nicht geldste
Aufgabe der Fourierschen Wérmeleitungstheorie zuriickgefiihrt.

Diese Untersuchungen beziehen sich alle auf den zweidimensionalen
Falls.

Es bietet aber keine prinzipielle Schwierigkeit (wie die genannten
Autoren vorausgesehen haben), die Grenzschichtgleichungen auch fiir den
reellen Fall einer dreidimensionalen Stromung, welche ein beliebig be-
grenztes Hindernis umschlieft, herzustellen.

Ich habe die dazu erforderlichen Rechnungen im einzelnen aus-
gefithrt und dabei einige Grundregeln des absoluten Differentialkalkiils

! Uber TFliissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verh.
des dritten Int. Math. Kongresses, S. 484—491. Leipzig: Teubner 1905; neu ab-
gedruckt in Vier Abh. zur Hydrodynamik und Aerodynamik von
L. Prandtl und A. Betz. Gottingen 1927.

2 Uber die Oberflichenreibung von Fliissigkeiten. Vortrige aus
dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, S.146—167, 155. Innsbruck 1922.
Berlin: Julius Springer 1924.

3 Bemerkungen zur Hydrodynamik. Z. ang. Math. Mech. Bd. 7, S. 425—431.
1927.

4 Zusatz bei der Korrektur. Herr Prof. Prandt]l hatte die Giite, mich
bei einer privaten Unterhaltung in Aachen auf die bemerkenswerte Goéttinger
Dissertation von Herrn Dr. E. Boltze aufmerksam zu machen. Vgl. Grenz-
schichten an Rotationskérpern in Fliissigkeiten mit kleiner Rei-
bung. Géttingen: Késtner 1908. In dieser Abhandlung wurden die Gleichungen
des axialsymmetrischen Falles ohne ausfiihrliche Erliuterung angegeben und
numerisch verwertet.
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im Interesse der Eleganz und Durchsichtigkeit verwendet. Das ist aber
nur Vorarbeit. Der eigentliche Zweck meines Vortrages ist vielmehr:

1 die Ubergangsgesetze der zwei Strémungszustinde physikalisch
zu rechtfertigen und genau zu formulieren;

2. daraus den Ausdruck des Widerstandes, wenigstens fiir den
duBerst wichtigen Fall eines stationdren Vorganges, zu entnehmen und
somit zur Beseitigung des berithmten d’Alembertschen Paradoxons
zu gelangen.

Zwar wird eine solche Beseitigung vorlaufig qualitativ sein. Ich be-
absichtige aber demnichst das Problem fiir die Kugel in Angriff zu
nehmen, und hoffe es, sei es streng, sei es durch numerische Verfahren
so weit auflésen zu konnen, daB ein Vergleich der berechneten mit den
beobachteten Widerstdnden moglich wird.

Indessen will ich noch hervorheben, daB der Ubergang der zwei
Stromungszustinde (wirbelfreie und Prandtlsche) in der Wirklichkeit
sehr kompliziert erscheint, so dal z. B. Herr Hopf? veranlaf3t wurde,
neben den zwei genannten einen dritten reibungslosen, aber nicht wirbel-
losen Stromungszustand einzufithren.

Ich glaube jedoch und werde im folgenden die Griinde erkldren,
warum es gerade im Geiste des Prandtlschen Limesiiberganges liegt, daf3
die reellen Verhiltnisse sich durch zwei und nur zwei Strémungszustinde
schematisieren lassen. Die Ubergangsbedingungen, die wesentlich schon
bei v. Kdrm4an, Hopf und v. Mises explizit vorkommen, fordern
aber, auch wenn vorlidufig eine fiktive Trennungsfliche betrachtet wird,
keine Undurchdringlichkeit zweier Stromungszustidnde, sondern eine
Mischung, und es ist gerade dieser Austausch der Fliissigkeiten, welcher
in der Grenzschichttheorie als eigentliche (und einzige) Ursache des
Mechanismus des Widerstandes erscheint.

1. Ubliche Form der Bewegungsgleichungen.

Es sei p die Dichte eines Fliissigkeitsteilchens, ¥ und & = 2—;} (Vek-
toren) seine Geschwindigkeit und seine Beschleunigung, F' die ihm ein-
geprigte duBere Kraft (pro Masseneinheit), und endlich y die von der
Umgebung (pro Volumeneinheit) ausgeiibte Kraft, welche in bekannter
und bald zu erérternder Weise mit dem Spannungstensor @ zusammen-
hangt.

Die (vektorielle) Bewegungsgleichung lautet

av 1
neben der die Kontinuititsgleichung zu beriicksichtigen ist. Handelt
es sich, wie wir voraussetzen wollen, um eine inkompressible Fliissig-
keit, so hat man einfach die Bedingung, daf3 die Divergenz des Geschwin-
digkeitsfeldes ¥ null ist:

dive =0.

1 Handbuch der Physik Bd. 7, S.123. Berlin: Julius Springer 1927.
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Bezieht man sich vorldufig auf gewohnliche kartesische Koordinaten
2t (1 =0, 1, 2) und versteht unter v;, F;, y, die Komponenten der ent-
sprechenden Vektoren, so kann man die soeben angefiihrten Gleichungen
in skalarer Form schreiben:

dv; 1 .
G=Fit oy, (=012, (1)
> 0
1)1;_
S ranit )

Die Komponenten @,;, des (symmetrischen) Spannungstensors @
haben bekanntlich folgende Bedeutung: @, ist die k-te Komponente der
Spannung (Druck oder Zug), welche ein zur ¢-ten Achse normales
Flichenelement auf der Seite erfihrt, welche der negativen Richtung
der i-ten Achse zugewandt ist; oder umgekehrt, indem man ¢ und %
vertauscht. Demzufolge bedeutet @, die Normalspannung, als Druck
positiv gerechnet (wie iiblich in der Hydrodynamik, nicht aber in der
Elastizitatstheorie).

Fiir eine ideale Flissigkeit reduzieren sich die Spannungen auf
senkrecht gerichtete Driicke, so daBl, wenn man mit p (Funktion der
Lage und eventuell der Zeit) die Druckintensitit bezeichnet,

D=0

zu setzen ist, wo d;;, wie tiblich, O fir ¢ 4=k, und 1 fiir 2 = & bedeutet.

In einer z#dhen Flissigkeit kommen hierzu weitere Glieder, die
von der Deformationsgeschwindigkeit abhingen. Setzt man zur Ab-

kiirzung

1/ 0w, v
v =3 (50 + 52)> @)
so hat man
S Bi= O — 2o (,=0,1,2), @

wo v der sogenannte kinematische Zihigkeitskoeffizient ist.
Die y; haben den allgemeinen Ausdruck

2
5 0D,
L= _/—/S k ﬁxkk‘ (5)
0

Indem man die @;; durch ihre Werte (4) ersetzt und (2) beachtet, be-

kommt man fur % 1 die iibliche Form

1 10
‘;Xi=—“;a—fi+7’dz”i, (6)

. . : 02
wo A, den Differentialoperator ka bedeutet.
0
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2. Ubergang zu allgemeinen (krummlinigen) Koordinaten.

Versteht man unter 2? nicht mehr kartesische, sondern irgendwelche
krummlinige Koordinaten, so empfiehlt es sich vor allem, die ent-
sprechende Form des Quadrates ds? des Linienelementes vor Augen
zu haben. Es sei also

2
ds? =sza,kdx"dxk, (7)
0

wo die a;; als (reguldre) Funktionen -der Koordinaten zu betrachten
sind. Fir einen beweglichen Massenpunkt (2°®, x1, z?) sind die kontra-
varianten Komponenten des Geschwindigkeitsvektors @ (in bezug auf
die gewihlten Koordinaten) durch
=" (i=0,1,2 (®)
definiert.
2
Das Quadrat dieser Geschwindigkeit betragt offenbar ¥? = g% , SO

daB die lebendige Kraft (auf die Masseneinheit bezogen) sich in der
Form

T:

lOr—l

2
%‘02 ;5 V° VP 9)

schreiben 148t.

Momente oder kovariante Komponenten des Vektors o
werden wir auch bald brauchen. Sie sind einfach lineare Kombinationen
der ¢, und zwar die folgenden:

5’ a5 vk, (10)

Beschleunigung. Die Lagrangeschen Binome
d Q_T_ or
dt gvt T 0at
identifizieren sich, wie man auch die Koordinaten x wihlt, mit den
kovarianten Komponenten b; der Beschleunigung, d. h. des betreffen-

den Vektors b 1.
Selbstverstétndlich muB man bei der Ausfihrung der totalen Ablei-

tung — d ; beachten, daB sowohl von den z* als vonden v* (£ = 0, 1, 2)

abhingt; der explizite Wert erscheint deshalb ziemlich kompliziert. Es
gelingt aber ohne Schwierigkeit, alle Lagrangeschen Binome
d oT iﬁf_’
dt 9vi
mit Hilfe der kovarianten Ableitungen des Vektors v, d. h. des einfachen
Systems (10), auszudriicken. Dazu geniigt es, zu beriicksichtigen, daf

b, = (11)

1 Das ist eine wesentlich seit Lagrange bekannte Tatsache. Die Einzel-
heiten der methodischen Rechtfertigung findet man z. B. bei Levi-Civita und
Amaldi: Lezioni di Meccanica razionale Bd.2, Teil 1, S. 378.

Gilles-Hopf-Kdrm4n, Vortrige Aachen 1929. 3
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in kartesischen Koordinaten die Komponenten b, der Beschleunigung

in der Form

(9 l
by = +z v F (12)

geschrieben werden kénnen, wo v,

steht und v* identisch mit v, ist [wegen (10), wo a;,, = J;].

Andererseits definieren nach den fundamentalen Regeln des abso-
luten Differentialkalkils! die rechten Glieder der Formeln (12), auf
irgendwelche Koordinaten bezogen, ein kovariantes einfaches System
(Vektor) insofern selbstverstdndlich v; ebenfalls kovariante (v* kontra-
variante) Komponenten eines Vektors v und v;);, die betreffenden ko-
varianten Ableitungen bedeuten. Da in kartesischen Koordinaten die
zweiten Glieder der Formeln (12) mit b; zusammenfallen, so besteht
wegen des Tensorcharakters beider Glieder die Identitét auch in allge-
meinen Koordinaten, w. z. b. w.

Kontinuititsgleichung. Leitet man die »; kontravariant oder die v*
kovariant ab, so erhilt man die reziproken Komponenten eines und
desselben gemischten Tensors, néamlich

v;'* oder '},
welche in kartesischen Koordinaten sich natirlich auf EP ,f— reduzieren.
Die Divergenz des Vektorfeldes v hat bekanntlich neben der invarianten
Definition

2 2
e — %

2ot =20 vy

0" ok

einen fiir praktische Zwecke bequemeren Ausdruck, namlich

2 —
Ly a(aw)

ﬁok dx*

wo @ die Diskriminante ||a;;|| der gquadratischen Form (7) bezeichnet.
Die nachher zu verwendende Kontinuitétsgleichung lautet somit

2 L
dive =3, ofF= = 2 Wav) _ g, (2)

Spannungstensor ® und Molekularkraft —M—x (pro Volumen-
einheit). Fiihrt man in den Formeln (3), welche die e;; definieren, ko-
variante an Stelle von gewohnlichen Ableitungen ein, so bekommt man

ezk—:( 1lk+vklz) (3/)

d. h. die kovarianten Komponenten eines Tensors, die in kartesischen
Koordinaten sich auf (3) reduzieren.

1 Vgl. z. B. meinen Abs. Differentialkalkiil (deutsche Ausgabe von
A. Duschek), S. 75. Berlin: Julius Springer 1928.
2 ITbidem, 8. 75.
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Die Definitionsgleichungen (4) der Spannungskomponenten in
kartesischen Koordinaten (fiir welche @;; = ;) konnen offenbar

D, =paix—2uve; (4)
geschrieben werden, und diese haben ohne weiteres wegen (3') Tensor-
charakter und bleiben dementsprechend fiir irgendwelche Koordinaten:
giiltig.

Die kovarianten und ebenso die kontravarianten Ableitungen @)

der @,, reduzieren sich in kartesischen Koordinaten auf gewohnhche,«
Ableitungen. Man entnimmt somit aus (5), daf die

1 13 D,k ’
7}{{:‘7;27; ik (5

die kovarianten Komponenten des Vektors ; e <b1s auf den Faktor — L
der Divergenz des Tensors fI’) in allgemeinen Koordinaten darstellen.

Indem man die @,,; durch ihre expliziten Ausdriicke (4') und darin
die e;, durch (3’) ersetzt, erhilt man (da die @, in bezug auf kovariante
oder kontravariante Differentiation sich wie Konstante verhalten)

1 1 2 2 ) 2
m X:= _‘;’%'k @ P+ VZO'k ('Uilk)k + V%‘k (”uz)k-

Die erste Summe ist nichts anderes als
o
§T Qg
Da in euklidischen Mannigfaltigkeiten — und eine solche ist natiirlich
der physikalische Raum der klassischen Mechanik — die kovarianten

und kontravarianten Ableitungen unbedingt vertauschbar sind, so
hat man

(vp1:)* = (%), .
Das dritte Glied der rechten Seite der vorigen Formel verschwindet
demzufolge wegen (2), und es bleibt

to= =5+ v 3, ) (6)

Die letzte Summe nimmt in kartesischen Koordinaten die iibliche
Form 4,v; an.

Wir wollen noch eine Umformung der Formel (6’) angeben, welche
fir die Ausrechnung in allgemeinen Koordinaten sich besser eignet.

2
Wegen div ¥ = 0 darf man statt 2 (v;)* auch

2 { Vip)” Uklz)k} = ZZ,C i)
schreiben, wo der antisymmetrische Tensor
1 1 /dv; v,
wik=§(vilk—vkli) :E<axk d;) (13)

den Wirbel definiert.
3*



36 T. Levi-Civita:

Wie aus (13) ersichtlich, sind die w,; durch einfache Differentiatio-
nen aus den gegebenen Groflen v; zu entnehmen.

Nun ist bekanntlich die Divergenz eines antisymmetrischen Tensors
wie w;, ein Vektor, dessen kontravariante Komponenten den Aus-

druck haben:
2
1 \10(Jawt
%'—20"1 dxt  ’
wo, wie friither, a die Determinante ||a,,|| bedeutet, wihrend die ko-
2

varianten Komponenten gerade die vorigen J} (w,;)* sind!. Man hat
0

somit

2 - N
2 oap = X G

0 gl

und endlich aus (6')

2
1 1 0p 1 d(Ja wity
—_ , = — — +2 —_— pp Tt . ].4
ki ozt Wyazo’:‘za” o (14)

Zur vollstindigen Ausrechnung der y; mull man selbstversténdlich
auch die lineare Transformation

2
Wik :%}jhaﬁahkwih (15)
benutzen.

Mit den Ausdriicken (11) oder (12) der b; und (6°) oder (14) der
/17%2- lauten die Bewegungsgleichungen:
b=t by, (=012, )

denen die schon {frither in allgemeinen Koordinaten gegebene Konti-
nuititsgleichung

le’U———Z 9(Yaoh) _ = (2"

0x*

hinzuzufiigen ist.

3. Prandtlsche Begriindung der Grenzschichttheorie.

Wenn ein fester Korper K in einer zihen (iibrigens unbegrenzten)
Flissigkeit eingetaucht ist, so wird erfahrungsgemaS in etlichen technisch
wichtigen Fillen? die Stromung der Flissigkeit in kaum merklichem
Abstand von den Korperwénden @ sich wie eine reibungs- und wirbelfreie
abspielen, also formell so, als ob » = 0, und ¥ = grad ¢ (p einwertiges
Geschwindigkeitspotential) wire: dieses Gebiet reicht daher vom Un-
endlichen bis fast zu @; der entsprechende Stromungszustand heit

1 Vgl 1. c. (1, S. 34), 8. 76.
% Fir welche die sogenannte Reynoldsche Zahl groB genug ausfallt.
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nach Prandtl einfach die freie Strémung. Nur in der unmittelbaren
Nihe der Wand, in der sogenannten Grenzschicht, macht sich die Wir-
kung der Zihigkeit bemerkbar und wird sogar wesentlich durch Tur-
bulenz und Wirbelerzeugung. Die Dicke dieser an 7 anhaftenden Schicht,
wo solche kompliziertere Erscheinungen vorkommen, hingt sowohl von
v wie von den Dimensionen von @ ab (eigentlich, mit den Worten von
Herrn Prandtl, von dem Wege der Flissigkeit lings der Wand).
Ubrigens (und dies hat seinen Grund in der Dimensionsformel 12¢~1 von »)
erkennt man unmittelbar aus den Differentialgleichungen (1), (2) und den

Ausdriicken (6) der % %:» daf} die Bewegungsgesetze sich nicht &ndern,
wenn gleichzeitig alle geometrischen linearen Abmessungen (und folg-
lich v; und F;) mit A, hingegen -/1;7) und v mit A2 multipliziert werden.

AuBerdem darf man wenigstens als grobe Erfahrungstatsache an-
nehmen, daB im stationiren Zustande, wenn ceteris paribus nur die
Dimensionen des Korpers K und die asymptotische Geschwindigkeit
der freien Strémung in einem bestimmten Verhéltnisse vergréBert oder
verkleinert — sagen wir mit A’ multipliziert — werden, dann die Dicke
der kritischen Schicht ungefihr unverandert bleibt.

Die Verbindung beider obengenannter Umsténde scheint die Erwar-

tung zu rechtfertigen, daB, falls man A’ = % wihlt und so bei Fest-

halten von K die zu seiner Oberfliche @ normalen Abmessungen
mit 2 und den Zahigkeitskoeffizienten mit A2 multipliziert, die in Frage
stehenden Vorginge in der zugehérigen Grenzschicht ungefihr in der-
selben Weise stattfinden werden. Die Dicke dieser Grenzschicht wird
unendlich klein mit A. Verfiigt man iiber diesen Parameter, so kann
man insbesondere das Grenzverhalten der Erscheinung im Falle einer
sehr kleinen Zahigkeit »' = v 1% aufsuchen.

Dies ist die formale Grundlage des Erfolges der Prandtlschen
Theorie!l. Anschaulicher wird jedoch (wie auch in der urspriinglichen
Prandtlschen Darstellung) die Einfithrung einiger sehr plausibler geo-
metrisch-physikalischer Hypothesen und die daraus entspringende Ver-
einfachung der Differentialgleichungen.

4. Geometrische Vorbemerkungen.

Da fiir unsere Untersuchung die unmittelbare Umgebung von @
maBgebend ist, scheint es vor allem angebracht, den normalen Abstand
2° (von @ aus [nach auflen positiv] gerechnet) als eine der Bezugskoordi-
naten zu benutzen. Die Flichenfamilie

20 = konst.

besteht somit aus Flichen @’, die parallel zu @ verlaufen und lauter ge-
meinsame Normalen haben. Das Quadrat der Entfernung ds? zweier be-
nachbarter Punkte P und P’ hat, wenn die Projektion @ von P’ auf

1 Vgl. v. Mises: L. c. 3, S. 30.
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die durch P gehende @’ und der normale Abstand da® = P’'Q ein-
gefithrt wird, offenbar den Ausdruck

ds? = dl'? 4 da®?, (16)
wo dl’ = P das Bogenelement auf @’ bezeichnet.
Wiahlt man aufler 2% = konst. zwei Familien von Regelflichen

#* = konst. (=12,
die als Erzeugende die gemeinsamen Normalen der @’ haben, so wird

durch ihre Schnittlinien mit einer @’ ein krummliniges Liniensystem
auf diese Fliache definiert, und man hat daher

2
dare =%7ika£k datda®, (17)

wo die af; unter passenden Regularititsbedingungen fiir @, die wir
selbstverstindlich voraussetzen, als regulire (zweimal stetig derivier-
bare) Funktionen von a°, 2!, 22 zu betrachten sind und naturlich

& =] >0 (18)
gilt. Auf @ selbst (2° = 0) wollen wir
aip (0, 2, 2) = a; 4 (21, 2%)
setzen und dementsprechend
2
At = Y a;pdat da®. (19)
1

Die zwei Familien «!= konst., x%=konst. von Regelflichen
kann man speziell so wihlen, dal} sie abwickelbar und orthogonal aus-
fallen, wobei sie dann jede @j’ lings der Krimmungslinien schneiden.

Ist dann

di2 = H2dat" + Hida* (19')
das Quadrat des Bogenelements der Wandflichew, so nimmt (17) die

besondere Form
o B H )2 ,
i’ =0 oV, )2dx e (0T aag? sdx (179
an, in welcher a; und a, die Hauptkrummungsradlen von @ im Punkte
(21, x2) bezeichnen und dementsprechend wie H;, H, nur von !, % ab-
hingen. Dies ist vorldufig entbehrlich. Es wird geniigen, an (16)
und (17) anzuknipfen, jedoch mit der Verabredung, dal
wie 20 auch die Parameter x! und 2?die Bedeutung von Lén-
gen haben, so daB diea';;, a;;, a** usw. alle reine Zahlen be-

zeichnen.

In bezug auf irgend ein solches d s2 fallen die kovarianten und kontra-
varianten Komponenten v, v° irgend eines Feldvektors v zusammen, sei
es miteinander, sei es mit der Normalkomponente zu &’; und anderer-
seits diirfen die iibrigen Komponenten v, oderv? (i = 1, 2) in gewdhnlichem
Sinne als Tangentialkomponenten bezeichnet werden. Insbesondere
sind fiir den Gradient einer Funktion ¢ (a9, «!, O HP »8 <p die normale, aé) r;:

(1 = 1, 2) die tangentialen Komponenten.
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5. Prandtlsche Hypothese — Zugehorige (nichteuklidische)
Mafibestimmung des Raumes —zweidimensionales Problem.

Eine zihe Fliissigkeit haftet an der Wand. Die (sei es kovari-
anten, sei es kontravarianten) Tangentialkomponenten v;, v¢ (: =1, 2)
der Geschwindigkeit v miissen daher auf @ verschwinden. Sie dndern
sich aber rasch in der schmalen Grenzschicht (§ 3), indem sie von Null
zu ihren der freien Stromung entsprechenden, im allgemeinen von Null
verschiedenen Werten stetig iibergehen. Es miissen also

a) die Normalgradienteng—Z% der v; (¢ =1, 2) grof gegen
Tangentialgradienten, d. h. gegen andere Derivierte der

31;;. (f > 0) angenommen werden. Entsprechendes fiir die

GroBenordnung der Ableitungen der v?. Wir werden allgemeiner
voraussetzen, daB auch die Ableitungen der », und »* (sowohl
nach den  wie nach t) sich in derselben Weise verhalten wie
die v;.

Die Normalkomponente ist auch auf der Wand Null; und bleibt bis
an die freie Stromung nicht betrdchtlich von Null verschieden. Es
ist somit berechtigt,

b) ©°* als klein gegen die Tangentialgeschwindigkeit
(sagen wir gegen die %) zu behandeln; und ebenso die ent-
sprechenden Ableitungen.

Dagegen wollen wir nicht ausschlieBen, daB (wie fir die »%, so auch
fiir %) die Operation aao weit {iberwiegender als 9 (y > 0) anzusehen ist.
Genauer werden wir voraussetzen, daf}

c) @3 gerade von derselben GréBenordnung wie die

Tangentialderivierten - o ( j > 0) ausfallt.

Es sei nun ¢ (29, «t, x2) eine Funktion, die sich nicht wie die v*¢ ver-
hélt, sondern in vergleichbarer Weise in allen Richtungen (d. h. mit x°
und mit den zwei anderen Koordinaten) variiert, so daB erstens,

d) was die numerischen Werte anbelangt, in der Grenz-
schicht einfach

@ (2% at, %) = @ (0. 21, %)
gesetzt werden darf; zweitens, wenn man ¢ mit einer v(v;, v, oder
v1, v2) vergleicht, die Zuwéchse in der Normalrichtung
Ap= g%dx" und Ao = (%:%d:c"
in bezug auf die betreffenden Anfangswerte ¢ und v, von verschiedener
GroBenordnung ausfallen, indem % gegen 4_1)2 vernachldssigt werden

darf. Dann entnimmt man aus

pv) 20 ﬁ 0
S dax® = jxod —[~v dax®,

dafBl
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e) angenédhert
dpv)  Ov
920 Yo
gilt, als ob @ gar nicht von a2%abhinge.
Das ist namentlich der Fall, wenn alsgpetwa die aj, o',
usw. genommen werden.
Endlich ist noch die wesentliche Tatsache zu beriicksichtigen, daB die
Zahigkeit sehr gering ist. Genauer werden wir y so klein annehmen, da
f) mit dem Faktor » behaftete Glieder nur dann merk-
lich werden, wenn sie im Sinne der Voraussetzung a) die

2y,
héchste GroBenordnung, und zwar die derTg—vo’—z; erreichen.

z°)

Auf a) bis f) fuBend, sind wir jetzt imstande, die fritheren Aus-
driicke betrichtlich zu vereinfachen.

Zundchst entnimmt man aus (16) und (17), dal die dreidimensionale
Diskriminante unseres ds? sich auf das zweidimensionale a der For-
mel (19) reduziert. Weiter heben wir hervor, da die Endformeln ver-
moge der eingefithrten Anniherungen d) und e) mit denjenigen iiber-
einstimmen, die sich auf ein vereinfachtes Bogenelement beziehen wiir-
den, und zwar auf den Ausdruck (16), in dem von vornherein z° =0
gesetzt ist. Man bekommt dann

ds? = dI® + da®, (20)
wo d12 sich auf die Wand @ bezieht.

Dieses Bogenelement definiert die Metrik eines Riemannschen
Raumes, die im allgemeinen nicht euklidisch ist. Um sich davon zu iiber-
zeugen, geniigt es zu bemerken, dafl, wenn wir gemifl (9) und (20) die
lebendige Kraft der Masseneinheit einfiihren, d. h.

T =T+ 10, (21)
wOo
2
T=}3 00, (22)

wir aus der Lagrangeschen Bewegungsgleichung (die sich auf die Ko-

ordinate x° bezieht)
W0 = ia? konst
—dt T ’

bekommen und insbesondere x® = konst. fiir die geodatischen Linien,
die aus irgend einem Punkte von o in Tangentialrichtung ausgehen.
@ enthélt daher alle solchen geoditischen Linien und ist somit eine
geodédtische Flache (Ebene im euklidischen Falle) der Metrik (20).

Thre GaufBsche Kriimmung ist aber jedenfalls die der Form (19),
welche mit der urspriinglichen (totalen) Kriimmung der Wand (Produkt
der zwei reziproken Hauptkriimmungsradien) zusammenfillt.

Da diese Kriimmung im allgemeinen nicht Null ist (z. B. fiir eine

Kugel hat sie den Wert a—lz—, wo a den Radius der Kugel bezeichnet),
so kann dementsprechend die Metrik (20) nicht euklidisch sein, weil in
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einer solchen Metrik, wie im gewohnlichen Raume, jede geoditische
Flidche eine Ebene ist und somit verschwindendes Kriimmungsma@ be-
sitzt.

Es ist vielleicht der Miihe wert, zu bemerken, daf allerdings im zwei-
dimensionalen Falle, wo @ eine geschlossene Linie in einer Ebene be-
zeichnet, auch die reduzierte Form (20) des Bogenelementes euklidisch
ausfallt 1.

6. Reduzierte Ausdriicke.

Als metrische Grundform fiir die einzufithrenden zuldssigen Verein-
fachungen ist zunédchst der strenge Ausdruck (16) (von z° abhingig)
zu betrachten. Dementsprechend miissen wir statt (21), (22) mit

2

T =T 4 §2° (2r)

und

o

T =13, ot ok (22)
S

anfangen, wo die a;, sich auf (17°) beziehen.
Man kann aber von jetzt an d) anwenden und bemerken, dafl in den

. a .
Endformeln, insofern Py nicht vorkommt, ohne weiteres ajz = a:z
zu setzen ist, weil die Grenzschicht sehr schmal ist. Dagegen wird man
di dal, 9%l

usw. nur nachtriglich wegen e) unterdriicken kénnen.

320’ (@ah)2
Divergenz. Aus (2') und e) erhétlt man unmittelbar
. d(Ya v?) 81;0
diveo = 2 Gai T o (23)

Wegen c) ist dem letzten Ghede eine mit dem iibrigen vergleichbare
Gro6fenordnung zuzuschreiben.

Die erste Summe entspricht offenbar der [auf die Metrik (19) sich
beziehenden] Divergenz des (tangentialen) Vektors »!, v2.

Beschleunigung. Bei Beriicksichtigung von (21') nehmen die
kovarianten Komponenten (11) der Beschleunigung die Form

do® aT’

bo =77 — 555> (24)
d (0T’ aT’ -
b, = n (W) T ozt (20)

an, wo |’ die bindre Form (22') bedeutet.
Da die v* auch von z° wesentlich abhéngen, hat man
dvi  dvi | 9 0,
ey _ ey 4 9v
dit dt dx°®
wo das obere Zeichen ~  Beschrinkung auf zweidimensionales Verhalten

! Das wurde schon von Herrn Prandtl hervorgehoben (l.c. 1, S.20), und
durch das v. Misessche formale Verfahren bestatigt (vgl. Zitat 3 in derselben Seite).
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(Abhéngigkeit von 2!, 22 allein) bedeuten soll. Das letzte Glied hat gerade

dieselbe GréBenordnung der ersteren, weil die aus der Derivation (—9—%

herrithrende Erh6hung durch den erniedrigenden Faktor »® kompensiert
wird. Andererseits wiirde das explizite Vorkommen von z® in T’ in

d (0T’ .
E(am) den Beitrag

T’ da® 2T
92900 dt  dxv0v "
bringen. Wegen b) darf man aber diesen Beitrag gegeniiber denjenigen
vernachléssigen, welche, wie
o*T" da’ 02T’ .
6:?:"01)"W:(’)az:fav‘v7 (G >0,
dem Umstande entspringen, daBl in den Koeffizienten von T’ auch 1, x2
enthalten sind. Es wird somit berechtigt, in den Ausdriicken der b;, T
statt T’ zu schreiben. Man bekommt also, wenn man wieder durch das
obere Zeichen die Ignorierung von x° andeutet,

b, = (i=12). (25")

2
d /9Ty 0T 02T 0vf
ar (w) au T ;001 0v° 04

Wirbel und Molekularkraft. Aus der Schiefsymmetrie der ko-
varianten Komponenten w,, des Wirbels folgt natiirlich dieselbe Eigen-
schaft fiir die durch (15) definierten kontravarianten Komponenten w¢*.
So ergibt sich erstens

w0 =0.

Wegen a"? = 0 (k> 0) und w,, = 0 hat man ferner, mit Bezug auf

unser ds? (16) (indem man als Summenindex wieder & statt j einfiihrt),

2
o in
w0 = %’kal Do
und fir 7, £k > 0 9
Wik — 2 a,’i:i M, .

1
Geméf (13) steht w;, fir (f:; %

von a) und b) die soeben geschrlebenen Formeln ergeben als Hauptwerte
der w?* (7, k =0, 1, 2)
2

) ,s0 dafl mit Beriicksichtigung

@90 =0, wio=§2wg;§, k=0 (i,k=1,2). (2)
lc

Um diese fur die Auswertung der i beniitzen, mufl man an die

Formel (14) ankniipfen. Fir unser ds? hat man zuerst wegen a,; =0
(> 0) und % =0

2

. _lop o(fe o)

,u’{o_ y@x” --’ oxt

1 : o)
a’ w’ .
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In den mit » behafteten Gliedern nur die zweimalige Derivation der
2% (1> 0) nach x° bringt wegen f) einen nicht verschwindenden Beitrag.

So bekommt man unmittelbar, indem man die Hauptwerte .(26)
und dann e) anwendet,

1 . 10p
;Zo— ‘u Jxd’

27)
1 . 1 6_2{1 ' il 02wy . (
[—L—XI_ Faxi_}_’)%;k“““] (6£E0)2 ($>O)'

Diese letzten Awusdriicke lassen sich mnoch vereinfachen, weil
2
?ﬁ_ dai;a'% = 6, fur k <= ¢ verschwindet, und fiir k¥ = ¢ den Wert 1 hat.

Es bleibt also nur »
1 1 6p 82 V;

F%iz _;(ﬁ =+ (axO)z' (28)

7. Endgiiltiges Differentialsystem.

Die duBere Kraft F' sei wie iiblich als konservativ vorausgesetzt,
und es bezeichne U (a9, 21, 22) die entsprechende Kriftefunktion. Die
Bewegungsgleichungen (2') lauten dann b, = 3 Z—}— ¥, wobei die in
der vorlgen Ziffer gewonnenen Approximationen emzufuhren sind.

Fiir ¢ = 0 bekommt man einfach nach (24) und (27)

- 1y
5T +U—2p)=0. (29)
Es ist dabei zu bemerken, daf in (29)
do® _ 0°

0 I 1 27 a2
at 9t +6x° +8x1 +ax2”

vernachlissigt worden ist, und zwar aus folgendem Grunde.
In unseren Absehétzungen haben wir als maBgebende GroBenordnung

die der b;, d. h. der (z > 0) angenommen. Wegen b) und c¢) hat also %—to

eine geringere GroBenordnung.
Fiir 7 > 0 ergibt sich zufolge (25°) und (28)

e 2
d /o7 T | o 2T 0w 1 N oRy
%(aw)“axﬂ‘” 8@'67}‘0:50—*—005‘ (ﬁp U)“”(axO)Z' (30)

In der Gleichung (29) tritt — nebenbei bemerkt — das Trinom
T+U-— lp auf. Fiir uns aber hat bloB ein qualitativer Umstand

Interesse, namlich das Verhalten von % Seinem Wesen nach ist

der (normale) Druck p eine von vornherein unbekannte Funktion der
Lage. Es kénnte demnach sehr wohl vorkommen, dal p (gerade so
wie die »?) so rasch mit x0 variiert, daB es nicht zuléssig wire, es in der
Grenzschicht als von x° unabhiingig anzusehen, wie wir [vgl. d)] ohne
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weiteres fur die- gegebenen Funktionen a;, und U(a? 2!, x2) voraus-
setzen diirfen.

Nun zeigt die Gleichung (29), wenn man sie folgendermafien schreibt:
dp (T +1T)

a0 P T a0 o

daB der normale Gradient von p in der Grenzschicht nur von demjenigen

der erwihnten Funktionen @/, und U abhingt (nicht etwa von g—;,),

so daB ihm keine abnormen Werte zukommen. Wir werden demmnach
weiter unten berechtigt sein, in p sowie in U die Abhéngig-
keit von 2% zu unterdriicken, und namentlich, wenn man zur Ab-
kiirzung

Lp— U =q(aha) (31)

setzt, ¢ als eine bekannte Funktion von z!, 2% (und eventuell
von t) zu betrachten, deren Bestimmung aus der freien Stromung
zu gewinnen ist. Man hat nur die Losung der gegebenen Aufgabe fiir eine
ideale Fliissigkeit unter entsprechenden Anfangs- und Grenzbedingungen
ins Auge zu fassen, daraus die auf der Wand @ geltenden Werte von p
zu entnehmen und endlich, gemaf3 (31), g zu bilden.

Die Funktion Ll U — p,welche in den Gleichungen (30) vorkommt

(nach z!, x2, nicht aber nach x® deriviert), ist also dort einfach durch
q zu ersetzen.

Die reduzierten Bewegungsgleichungen (30) fiir die Grenzschicht
werden somit:

4 /0T T ov 8o .
0 —_—y =
i (w) axz + v a T dw ax= V) (t=1,2), @)

wobei
2
T=1% S, Wi O vE
1
durch das Bogenelement d! der Wand festgelegt wird und selbstver-

standlich die in bezug auf diese Form reziproken Komponenten v;, v*
durch die linearen Beziehungen

2 2
= [ P ik
vi=2 a; 0%, ot =2 a*Fu
1 1

verkniipft sind.

Neben (I) ist natiirlich immer noch die Kontinuititsgleichung
div ¥ = 0 zu befriedigen, d. h., mit Beriicksichtigung auf die reduzierte
Form (23),

2 00fav) | 0w _ (i

Ry 8950

Das System (1), (II) besteh'c also aus drei Gleichungen in den ebenso
vielen unbekannten Funktionen v° == v, v;, v,.
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8. Randbedingungen auf der Wand und beim Ubergang
zur freien Stromungs — Grenzform der letzteren fiir
verschwindendes ».

Fassen wir, um einen bestimmten Fall zu nehmen, den besonders
wichtigen ins Auge, wo der Kérper K in Ruhe ist und in einer un-
endlich ausgedehnten stationdren Strémung von asymptotischer Ge-
schwindigkeit V' in positiver x-Richtung eingetaucht sein mége. Es sei
vorldufig @(x°, 2!, «2) das (einwertige) Geschwindigkeitspotential,
welches, im Falle einer idealen Flissigkeit und eines stationiren
Zustandes, das Problem I16sen wiirde.

Wie schon hervorgehoben, darf man erfahrungsmifig annehmen,
dafl die Prandtlsche in der Grenzschicht herrschende Strémung sehr
rasch in die Potentialstromung iibergeht.

Wir miissen jetzt die mathematischen Bedingungen eines solchen
Uberganges erértern. Es sei 7 die Trennungsfliche. Thre Gleichung kann
unter der Form

At =4 (at, 2?) (32)
geschrieben werden, wo d die (im allgemeinen nicht konstante) normale
Dicke der Grenzschicht bedeutet.

In dem zwischen @ und 7 eingeschlossenen Raume S gelten die Glei-
chungen (I), (II).

An der Wand @ haftet die Flissigkeit, so dafl die Geschwindigkeit @
gleich Null zu setzen ist, was mit den drei Randbedingungen

W=l=192=0 (33)
sich deckt.

Nun wiirde eine strenge Anschmiegung an die freie Strémung
langs 7 natiirlich die Gleichheit daselbst vom Geschwindigkeitsvektor »
und grad ¢, welche den zwei Zustinden entsprechen, fordern.

Es ist aber prinzipiell zu bemerken, daB3 die Scheidung nicht scharf
ist. Es besteht dagegen eine gewisse Durchdringung der beiden Stré-
mungen und namentlich ein der direkten Beobachtung wohl zugéng-
licher, manchmal so bedeutender Austausch der Flissigkeitsteilchen,
daB z.B. Herr Hopf sich zur Einfithrung einer mittleren Schicht,
anstatt der schematischen Trennungsfliche 7 veranlafit sah?.

Wir werden der Idealisierung der Ubergangsschicht als geometrische
Flacher treu bleiben ; dabei aber nicht eine durchaus strenge Angleichung
der beiden Stromungszustinde verlangen. Wir werden uns mit einer
nur angenitherten Ubereinstimmung der Geschwindigkeiten @ und
grad @ begniigen.

Unter ihren kovarianten Komponenten v; (2 =0, 1, 2), g—% sind

die normalen v, 8_—:" verschwindend klein im Verhiltnis zur tangen-

tialen (richtiger zum maximalen Wert des absoluten Betrages des Ge-
schwindigkeitsvektors), so daB in konsequenter Anniherung die

11ec. S.31.
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Gleichheit der Geschwindigkeitsvektoren schon durch die zwei Rand-
bedingungen 1 s
v; = 92(0—0’;——@ auf v (i=1, 2) (34)
ausgedriickt wird: rechts sollte man eigentlich 20 = §(2!, 22) einfiihren;
es ist aber berechtigt (§ 5, d), einfach 2% = 0 zu setzen.

Da wir die (verhaltnisméfig kleinen) Normalkomponenten nicht
beriicksichtigen, so bleibt gemaf der Erfahrung die Moglichkeit offen,
daB die ganze Erscheinung auch eine (méfige) Mischung aufweist.

Hier liegt der physikalische Grund, der uns rit, auf die strenge
Gleichheit der Geschwindigkeiten zu verzichten, d. h., neben (34) die
d¢
dad

dritte Gleichung v, = nicht zu fordern.

Vom mathematischen Standpunkte aus wird iibrigens, wie wir im
. . J .
nichsten § einsehen werden, der Verzicht auf vy=: (—;—3} einfach unent-

béhrlich, weil sonst mehr Randbedingungen vorhanden sein wiirden,
als iiberhaupt mit (I), (II) vertraglich sind.
Dies vorausgeschickt, kehren wir zu (I), (II) zuriick. Wenn man
darin, anstatt von v° und 2% proportionale Grifen
— __]; 0 —_ L 0
b s oY, P qu
einsetzt, so verschwindet, wie unmittelbar ersichtlich, jede Spur von »
aus dem Differentialsystem (I), (II), wahrend auch die Randbedingun-
gen (33) davon frei bleiben.
Andererseits nimmt die Gleichung (32) der (tatséchlich von 7 nicht
erheblich abweichenden) Ubergangsfliche 7 die Form

= 71: 8 (a2, a?) (32)

an. Im Falle eines sehr kleinen v — und die ganze Betrachtung ist haupt-
sichlich diesem Fall gewidmet — wird die Ubergangsfliiche (32') einfach
ins Unendliche geworfen.

Dies zeigt uns, indem wir zu den urspriinglichen Argumenten 29, v°
zuriickkehren, daf der physikalische Vorgang in der uns interessierenden
Grenzschicht nicht erheblich modifiziert wird, falls die Randbedingung
(34), statt auf die unbekannte Fliche 7, auf die unendliche Ferne, d. h.

auf lim sich bezieht.

%> co

Man darf daher mit Vorteil an Stelle der Randbedingung (34) die
asymptotische Bedingung

lim oy = 220222 g 9 (34)

2> 0 R
eintreten lassen.

Diese und (33) erschépfen fiir den stationdren Zustand
die mit den Feldgleichungen (I), (IT) zu verbindenden Neben-
bedingungen.

Fir nichtstationire Vorginge erleiden die Gleichungen (34') leicht
angebbare Modifikationen, und iiberdies mufl man natiirlich die be-
treffenden Anfangsbedingungen in Rechnung ziehen.
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9. Konstantenabzédhlung, die sich auf das vorige System
iibertragen 148t.

Die drei Feldgleichungen (I), (II) sind offenbar in bezug auf

9v° 0%v, 020,
auflosbar.

Da diese gerade die héchsten Ableitungen nach 20, die iiberhaupt
vorkommen, sind, so bietet das Differentialsystem in den drei unbe-
kannten Funktionen ¢°, v;, v, normales Verhalten in bezug auf die un-
abhingige Veranderliche 2° Als Orientierungskriterium (welches im
Kleinen und fiir analytische Funktionen in den klassischen Existenz-
siitzen seine strenge Begriindung findet) kann man den Willkiirlichkeits-
grad der Losung in derselben Weise beurteilen, als ob keine andere un-
abhingige Verinderliche vorhanden wéren, also als ob es sich um ge-
wohnliche Differentialgleichungen handelte.

Insgesamt wiirde dann die allgemeine Loésung 5 Integrationskon-
stanten besitzen. Begrifflich ist dieser Schlull auch auf unser par-
tielles System anwendbar; nur sind die Konstanten (in bezug auf xz°)
durch willkiirliche Funktionen von z1, x2 zu ersetzen. Da (33) und (34’)
zusammen, gerade 5, auf besondere 2°-Werte sich beziehende Bedingungen
ausmachen, so haben wir zugleich die eindeutige xistenz der Lésungen
von (I), (IT) unter den Zusatzbedingungen (33), (34) plausibel gemacht.

Es folgt iiberdies die in der vorigen Ziffer vorweggenommene Be-
hauptung, dafBl eine weitere Rand- (oder asymptotische) Bedingung —

namentlich die strenge Gleichheit der Normalkomponenten v, und 7;99%
auf 7 — im allgemeinen nicht mit (33), (34") vereinbar ist.

Die Wertverteilung von v9 auf T mull vielmehr aus der Integration
des in Frage stehenden Systems gewonnen werden. Zu beachten ist
jedoch, daB wie in der vorigen Ziffer erklidrt wurde, wieder gestattet ist,
die gesuchten Werte von »° auf der Trennungsfliche ¢ durch ihre
asymptotischen Werte

Voo (X1, 22) = lim 20 (20, 2!, a%) (35)
z°-» 0
zu ersetzen.

10. FluB — Resultierende (dynamische) Kraft D auf
den Koérper K.

Wenn § ein Gebiet des gewohnlichen Raumes bezeichnet, o seinen
Rand, 7 den nach S gerichteten Einheits-Normalvektor und ¥ den Vektor
eines in § stetig derivierbaren Vektorfeldes, so besteht der Divergenz-
satz

[divedS = — v, do,
S G

wo v, =¥ - % die Normalkomponente von v bezeichnet. Wie schon 1868
von Beltramil festgestellt wurde, gilt dieselbe Beziehung in jedem
Riemannschen Raume.

1 Opere matematiche Bd. 2, S. 104 bis 107.
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Das interessiert uns fiir die Prandtlsche Grenzschicht, wo, wenn die
Metrik (20) zugrunde gelegt ist, die Gleichung (II) sich streng mit
div v = 0 deckt. Man hat daher fir jede geschlossene Flache o

fvndo' =0,

d. h. der totale Fluf ist Null, was physikalisch von vornherein fiir
eine inkompressible Flissigkeit im gewdhnlichen Raume einleuchtend
ist. Die vorige Uberlegung zeigt {iberdies, dal die fiir die Grenzschicht-
theorie vorgenommenen Approximationen die strenge Giltigkeit des
Divergenzsatzes nicht beriihren.

Nimmt man speziell als geschlossene Fliche ¢ den Rand @ + v der
Grenzschicht, so bleibt, da die Flissigkeit an der Wand @ haftet und
folglich wegen (33) v,, auf @ verschwindet,

So.dr=0.

Die linke Seite ist nichts anderes als der integrale Austausch zwischen
den zwei Stromungszustinden. Sein Verschwinden war ebenfalls von
vornherein anschaulich, da auch die reduzierten Gleichungen sowohl
Inkompressibilitit als Abwesenheit von Hohlrdumen voraussetzen.

Fassen wir jetzt die (geringe) Flussigkeitsmasse k& ins Auge, welche
(in einem bestimmten Zeitpunkte ¢) in der diinnen Prandtlschen Grenz-
schicht (also zwischen @ und 7) enthalten ist.

Die Anderung des auf das materielle System % sich beziehenden
Gesamtimpulses wihrend des Zeitelementes d¢ besteht im stationdren
Zustande ausschlieBlich aus der Summe der BewegungsgréBen, welche
den in d¢ durch 7 ein- und austretenden Partikeln entsprechen.

Einem Element d7 entspricht der Beitrag

—dt (v, dt) pv,

wo n wie frither die nach dem Inneren (der Grenzschicht) gerichtete
Normale bezeichnet.

Die Resultante der duBleren auf %k wirkenden Krafte besteht aus
drei Anteilen:

M., welcher aus den Normaldriicken auf 7 zusammengesetzt ist;
— M, welcher die (im allgemeinen nicht mehr normalen) Spannungen
auf @ (d. h. auf die fliissigen Elemente, die an @ haften) verkérpert;

&,., welcher die Summe der im Inneren der Grenzschicht wirkenden
Massenkrafte bezeichnet.

Durch Anwendung des (ersten) Impulssatzes auf die substantielle
Teilmenge %, hat man

—fﬁtvnvdrzm,—m—}—@k- (36)

Da R, die Gesamtwirkung einer stationiren Strémung auf eine
eingetauchte, feste (wenn auch fiktive), starre Fliche 7 darstellt, so weill
man — hierin liegt die allgemeine Fassung des sogenannten d’Alembert-
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schen Paradoxons® —, daf} die Strémung keinen Einflul auf die Resul-
tante R, ausiibt. Sie ist dieselbe wie im Falle des Gleichgewichtes unter
denselben Massenkriften. Wir haben (§7) vorausgesetzt, daf diese Krifte
von einer eindeutigen Kriftefunktion U (x°, 2!, x2) herriihren.

Es sei U auch im Innern des festen Korpers K reguldr fortsetzbar.
Dann wird das Archimedische Prinzip anwendbar, wonach einfach

R=—Cxriz,

in dem @x .41 die Resultierende aller (reellen in % und fiktiven in K)
wirkenden Massenkréfte bezeichnet.

Im zweiten Giede der Formel (36) tritt die Summe R, + &,
= — Qg4+ &, auf. Der additive Charakter der Resultantenbildung
1aBt offenbar die letzte Differenz auf — @g reduzieren.

Nach den im § 8 gewonnenen Schliissen sind unter ¢ und v, auf der
Trennungsfliche 7 ihre asymptotischen Bestimmungen zu verstehen.
Andererseits ist es wohl gestattet (wegen der Diinnheit der Grenzschicht)
als Integrationsgebiet @, an Stelle der (vielfach benutzten aber doch
unbekannten) 7, anzusehen. So ergibt sich aus (36), indem man R
isolert:

=—C+ [ur> v d@. (36')

Seiner Definition nach ist § nichts anderes als die Gesamtkraft der
auf den eingetauchten Korper K von der Flissigkeit ausgeiibten Druck-
krifte. Nach (36') erscheint sie als Summe von zwei Anteilen: der erste,
— @y, erscheint, wenn man wieder das Archimedische Prinzip benutzt,
als die von den Massenkréften herrithrende statische Wirkung; der
zZweite,

D= [uo® v dw, (I1I)

stellt dagegen die tatsichliche Stromungswirkung dar: in D soll
namentlich die Erklirung des Widerstandes gesucht werden.

Ich beabsichtige demnéchst einige Bemerkungen an (III) anzu-
kniipfen; besonders aber die erforderlichen Integrationen fiir die ein-
fachsten Kérperformen und namentlich fiir die Kugel, wenigstens ab-
schitzungsweise, zu versuchen und mit den Erfahrungsergebnissen zu
vergleichen.

Es sei noch gestattet, dimensionslose Parameter sowohl in den
Feldgleichungen (I), (II), als in den Randbedingungen (33), (34") ein-
zufithren und eine daraus sich unmittelbar ergebende Folge zu erwéhnen.

Man setze einerseits

v =Ty  (i=0,1,2), (37)

woraus fir die entsprechenden kovarianten Komponenten v;, b, die

1 Vgl. Cisotti: Sul paradosso di d’Alembert. Atti del R. Istituto Veneto
Bd. 65, S. 1291—1295. 1906, oder, in eincr etwas anderen Fassung (Fehlen von
Wirbeln und Massenkréaften), Lagally: Handb. d. Physik Bd.8,8.51. Berlin: Julius
Springer 1927.

Gilles-Hopf-K4rm4n, Vortrige Aachen 1929. 4
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nidmlichen Relationen
Q)Z=VDZ' (74:0,1,2)
folgen, und andererseits
@t = ay,
wo V die asymptotische Geschwindigkeit der freien Strémung und « eine
Lénge (etwa den Radius im Falle der Kugel) bezeichnet. Wenn man unter

% die quadratische Form T versteht, in welcher die Argumente © an Stelle
der v vorkommen und auflerdem mit den Anséitzen

V2
q:_a—q: ¢:Va'f:

q und @ durch die dimensionslosen Gréflen g und f ersetzt und die
Reynoldsche Zahl

1 Vo
P (38)

v
einfithrt, so bekommt man aus den Feldgleichungen (I), (II) Rand-
bedingungen (33) und asymptotischen Bedingungen (34') beziehungs-
weise :

T 0Ty _ 0% »x ov aq Poi .
dt(6n1>_ 19120 ap = S0 (:=1,2); (I¥%
(]/ab) dp® . N
]f :  0g g =0; (1)
pi=0 auf @ (:1=0,1,2); (33%)
1 2

lim v, = 210> &% (0(,;;’ ) i=1,92). (34%)

*->0

Aus der Theorie der idealen Flissigkeiten her ist es wohl bekannt,
dal die Funktionen g und f nur von der geometrischen Form des
Korpers K (und den gegebenen Massenkréften, wenn solche iiberhaupt
existieren) abhéngen.

Hieraus geht hervor, dal die durch (I*), (II*), (33%), (34*) voll-
standig definierten Funktionen 9? (z = 0, 1, 2) ebenfalls nur von der
Gestalt von K und von der inversen Reynoldschen Zahl ¢ abhingen
kénnen.

Kombiniert man dies mit (37) und mit dem in (III) in die Augen
fallenden Umstande, daB die v* quadratisch im Widerstandsgesetze
vorkommen, so darf man von einer quadratischen Abhingigkeit
des vom Korper erfahrenen (dynamischen) Widerstandes 1D von der
asymptotischen Stromungsgeschwindigkeit V sprechen. Da jedoch der
Koeffizient von V?in Dnoch die inverse Reynoldsche Zahl & wesentlich
enthélt, so hat vorldufig dieser SchluB nur einen formalen Wert,
wie tbrigens in dhnlichen Fillen wiederholt durch bloBe Dimensions-
betrachtungen hervorgehoben worden ist.
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Bemerkung iiber die ideale Stromung um einen

Karper bei verschwindender Zihigkeit.
Von K. Friedrichs, Aachen.

Es besteht die Vermutung, da} die Stromung um einen Korper
beim Grenziibergang zu verschwindender Zahigkeit in die Helmholtz-
Kirchhoffsche Stréomung mit Totwasser und Diskontinuitédtsflichen
tibergeht. Zur Erhértung dieser Vermutung soll gezeigt werden, dal3
an der Hinterseite des Korpers notwendig ein Totwasser entstehen
muf, sobald man folgende Annahmen iiber die Grenzstromung macht.
Dabei werden der Einfachheit halber nur ebene Strémungen voraus-
gesetzt.

1. Die Stromfunktion y (#,y) sei analytisch in einem Gebiet @, das
sich an ein Stiick I” der Hinterseite anschlieBt, inshesondere auch auf I”
selbst.

2. Die Stromfunktion geniigt der Differentialgleichung

Ay =f(y) (1)
fiir ideale Stromungen mit zundchst unbekannter — aber analytischer —
Funktion f.

3. An der Hinterseite I ist die Bedingung des Haftens erhalten ge-
blieben. D. h. dort ist
9y _ Iw _
7:=0  5,=0. )
4. An der Hinterseite I existiert ein Staupunkt.
Zunichst kann man annehmen, daf3 auf I’

p=20 (3)
ist. Sodann miissen im Staupunkt alle drei zweiten Ableitungen von
verschwinden, denn zwei von ihnen verschwinden wegen der Bedingung
des Haftens (2); da es aber im Staupunkt eine von I" wegfithrende Linie
mit p = 0 gibt, so verschwindet auch die dritte. Im Staupunkt ist also
inshesondere 4 = 0. Wegen (1) ist dort auch f = 0 und also allgemein

1(0) = 0. (4)

Nun besitzt bekanntlich Gl. (1) bei jeder Funktion f nur eine analy-
tische Losung mit den Anfangswerten (2) und (3). Die Funktion ¢ = 0
ist eine Losung wegen (4); also ist sie die einzige Losung. D.h.: An
die Hinterseite schlie3t sich ein Totwasser an.

Diskussionsbemerkung zum Vortrag von K. Friedrichs.
Von L. Prandtl, Géttingen.

Zu der Frage, ob man beim Grenziibergang zu verschwindender
Zihigkeit die Stromfunktion der stationdren Bewegung auf der Riick-
seite der Platte usw. als analytisch voraussetzen darf, méchte ich be-
merken, da man nicht viel Anlal hat, dies zu tun, sofern man nicht

4%
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ein ruhendes Totwasser annehmen will. In meinem Vortrag auf dem
Internationalen Mathematiker-Kongre3 zu Heidelberg 1904 (s. Ver-
handlungen dieses Kongresses, S. 486)
habe ich darauf hingewiesen, daf} bei
ebenen stationdren Bewegungen Gebiete
mit geschlossenen Stromlinien vorkommen
kénnen, in denen die Rotation (rot p)
je konstant ist. Wo sich Wirbel mit ver-
schieden starker Rotation beriihren, hat
die Rotation also einen Sprung (oder,
wenn man noch nicht zur Grenze iiber-
gegangen ist, eine ,,Grenzschicht). Im rotationssymmetrischen Fall
wird nach meiner Betrachtung von 1904 die Rotation im Wirbelgebiet
proportional dem Abstand von der Achse. In diesem
Fall ist die Hoffnung auf analytisches Verhalten also
grofier.

Zu dem speziellen Problem, was im Grenzfall der
stationdren Bewegung mit verschwindender Zahigkeit
aus der Bewegung um eine zur Strémung senkrechte
Platte wird, so habe ich frither einmal in einem lingeren Briefwechsel
mit Herrn Oseen die Ansicht verfochten, daf die Helmholtz-Kirch-
hoffsche Stromung mit Trennungs-
schichten und Totwasser dahinter
diesen Grenzfall darstellt, vgl. Abb. 1.
Die Entstehung hat man sich iiber
Trennungsschichten der Art von Abb.2
zu denken. Die beiden Wirbel werden
immer grofler (Abb. 3) und wandern
schlieBlich ins Unendliche, das Tot-
wasser hinter sich lassend!. Im iibrigen ist diese ganze Frage sehr

Abb. 1.

Abb. 2.

Abb. 3.

1 In Anwendung des Thomsonschen Satzes iiber die Konstanz der Zirkulation
langs einer fliissigen Linie findet man, daB die Stirke des Geschwindigkeits-
sprungs einer Trennungsschicht, die in die Lange gestreckt wird, umgekehrt
proportional der Lénge abnimmt. Die spiraligen Trennungsschichten der Wirbel
werden aber durch ihre drehende Bewegung dauernd weiter verlingert, so daB
die einzelnen Geschwindigkeitsspriinge immer kleiner und kleiner werden, wihrend
gleichzeitig die verschiedenen Windungen der Trennungsschicht immer dichter
aneinanderriicken. In einem spiteren Stadium der Bewegung kann man sich also
jedes Element des Wirbelgebietes so eng von Trennungsflichen geringen Geschwin-
digkeitssprungs durchsetzt denken, daB sich praktisch ein stetig ausgebreitetes
Drehungsfeld ergibt.

Die Liéngenerstreckung des Wirbelgebietes wird man als mit der Zeit dem
Wege vt proportional wachsend annehmen diirfen. Die Breite wichst gemaB einer
naheliegenden Vermutung ebenso wie die Breite des endgiiltigen Totwassers, die

gendhert proportional }b-2 ist (b = Plattenbreite, ¥ = Abstand). Mit @ ~ vt
ergibt sich eine Breite proportional Jb-vt. Die Lieferung von Zirkulation in der
Zeit t ist propgrtlonal v-v¢. Ein bestimmter Bruchteil davon erfiillt das Innere
der Wirbelgebiete, also wird die Wirbeldichte oder Rotation proportional
v3t
vi-Jb-vi
hinter der Trennungsschicht konvergiert gegen ein ruhendes Totwasser.

v .
= ]/ 57 nimmt also mit der Zeit unbegrenzt ab, d. h. die Strémung
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akademischer Art, da in Wirklichkeit alle Trennungsschichten so hoch-
gradig labil sind, daB sie ganz kurz nach ihrem Entstehen bereits in
unregelméBige Wirbel zerfallen. Was den Praktikern etwas nutzen
konnte und einen wirklichen Beitrag zum Widerstandsproblem dar-
stellen wiirde, wére eine Berechnung der mittleren Bewegung der tur-
bulenten Stromung, die nach Auflésung der Trennungsschichten in
Wirbel einsetzt. Dies ist eine der Aufgaben, die wir uns in Goéttingen
gesetzt haben, bei der wir aber auch die Hilfe anderer Forscher dank-
bar annehmen werden.

La solution approchée du probléme de Dirichlet.
Communication de Prof. Dr. N, Kryloff et Assist. N. Bogoliouboff, Kiew.
Résumé.

Pour la resolution approchée de 1’équation intégrale de seconde
éspece
L
(p(a-)_{_lfq;(s)dw(d’s)ds:f(s), ot @(,8) = arctg 2 =L, (1)

] ds (6) —x(s)’
0
4 laquelle se réduit (au moyen de P'introduction de la notion du potentiel
de double couche) le probléme de Dirichlet, on peut considerer le systéme
suivant des équations linéaires

Asj
Sj+7
1 i N d i
Pals) + - N Pu(s) A;0(55,8) = [ (5:), ot Ay (s, 87) = f 10669 45, (2)
i=0 ds;
Sj—-—2'—

qu’on obtient en divisant le contour C' en n parties, de longueur égales
respectivement & As,, et en prenant les points s; au milieu de chacun
d’eux.

Vu que Ad;w(s;, s;) est Pangle sous laquel on voit I'dlement As; du
point s; on constate que la formation de ce systéme est assez commode
au point de vue de la pratique, car A;w(s;, s;) peut étre pris immé-
diatement du dessin.

En se bornant au cas ol le contour C est régulier, convexe, et avec
le rayon de courbure borné, on peut démontrer non seulement la con-
vergence du procédé, mais encore apprécier Ierreur de n-iéme approxi-
mation en établissant la formule de majoration suivante

n+2ocL_ COrxmax | R,(s;)|

| palo) — g o) | < T2 | o
., 1 mw— ol .
ou 7 = I:]. + mm] B L= longueur de C 5

et ol 7 est le plus grand de deux nombres: du rayon maximum de
courbure de C' et de la distance maximum de deux points quelconques
du C.
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Cette majoration de l'erreur (3) peut étre complétement explicitée
en calculant

SJ+4'_S_7 SJ+A_S_J
n
R, (s,) fgo(s (-)J‘Eds ,
_1 4 Asj
1 .__sl s]._,;l

ce que peut étre faite de bien des maniéres. On a par ex.

2

2w ,
ds2 ‘P(S)l (4)

| R, (s;) |< {max‘(p s)ﬁ}+2max

As 0,
+—2—max] P S '}

ot As =maxds;,(=1,2,...n);
+ 2alL
‘¢J<<%:T)_max’f 5)| =

9 r<max1f1+Mﬂdm

" dFo
|(;D ”‘—}"MJ‘ ot ds ds.
I
d log r
Pour P'expression approchée du potentiel ¥ = — ds on peut

prendre
V _y(pn Aw[x./)'s]]:
(ot w; [(,y),s;] est Pangle sous lequel on voit 4s, du point (x,y)

pris & Dlintérieur du contour C)) et établir la formule de majoration
pour Perreur de la n-iéme approximation

[V(z,y) — V(@) | < %_S{max{f'[ + L M max

d?o (s, 0)
e

Pour se faire une idée de la possibilité de I'application pratique de
la méthode ci dessus exposée on présente ici les resultats du calcul
effectif qui a été fait, selon la demande des auteurs, par Prof. Ing.
B. Meisel pour le cas de l'ellipse aux demi-axes ¢ = 20 cm, b = 15cm
et pour les conditions frontitres V, = 22 4 y2. Le contour de Dellipse
a été divisé en 16 parties, or grace a.la symétrie le nombre des inconnues
dans le systéme (2) des équations linéaires & resoudre se réduisit a 4.
Lellipse a été. dessiné en sa grandeur naturelle, tous les angles ont
été pris du dessin aves une erreur au moins égal & 1/4° et tout le calcul
a été fait & l'aide d’une régle logarithmique de 25 cm. Pour la com-
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paraison ont été calculées dans quelques points & l'intérieur du contour
les valeurs exactes de ¥V au moyen de la formule

V = 0,28 (2 — ¢2) + 288,

et les valeurs approchées de V & l'aide de la formule (5). Les résultats
sont données dans le tableau suivant:

Ce tableau montre que

le maximum de lerreur Coordonnésencm Vie—V o

. VIG V en o
relatif se rapporte au r |y vV
centre de lellipse, c’est & 0 0 312 | 288 1839%
dire au point le plus 15 0 362 | 351 3%
éloigné du contour. Il est 0 10 252 260 —2% o
3 leul 5 9 27 272,3 -+ 0,25 %
a4 noter que le calcul a 5 3 320 | 325.8 Y

été fait expres assez
grossiérement & l’aide des procédés qu’on emploie ordinairement dans
la pratique courante de l'ingénieur et tout porte a croire que l’erreur
peut &tre considérablement reduite en correspondance avec l’aug-
mentation de la précision des procédés du calcul.

Application de la méthode des réduites a la
solution approchée des équations différentielles
aux dérivées partielles du type elliptique.

(Estimation des erreurs gu’on commet en s’arrétant a la m-iéme approximation
dans le calcul des valeurs et des fonctions singuliéres. Cas général de 1’équation
non homogeéne.)

Par Prof. Dr. N. Kryloff et Assist. N. Bogoliouboff, Kiew.
Résumé de la communication.

Les différentes méthodes élaborées dans les travaux récents de
Prof. Dr. N. Kryloff et de son assistant M. N. Bogoliouboff peuvent
étre étendues aux problémes de plusieurs dimensions. A titre d’ex.
on présente ici le court résumé des résultats obtenus pour la solution
approchée de 1’équation différentielle aux dérivées partielles du type

elliptique.
o(a52) 3 |
Lu) = 50+ 3y +Acu=f,y), a>0; (1)
b>0; u=0 sur C. ’

Conditions restrietives. I.le contour C est régulier, convexe et son
rayon de courbure est borné, 2. les coefficients a, b, ¢, f de (1) sont
dérivables jusqu’a un certain ordre de sorte que u (z, y) admet & son
tour le nombre correspondant des dérivées partielles qui se trouvent
majorées (par des formules assez compliquées) explicitement en fonction
des maxima des dérivées des coefficients et de la différence A,— 4,
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ou A; est la valeur singuliére la plus proche de la valeur considérée du
parameétre A.
Remarque & propos de la méthode des démonstrations. On construit
une fonction spéciale 2 (z, y) telle que
0 (x,y) =0 sur C;
aQ ,
T > 0 sur O Q (z,y) > 0 & lintérieur du C
et certaines sommes
i+ism

SAP Ty on Wiy = Q@,y)aty

¥
approximant dans le domaine S limité par C la fonction z (», y) s’annu-
lant sur le contour de sorte que ’erreur de m-iéme approximation

2@, y) — SAPY,
ij
se trouve majorée explicitement en fonctions des modules des dérivées
de z (z, y). Les coefficients a{™ de I’approximation u,, (%, y) de l'inté-
grale u (x, ¥)
U (@, y) = Za"”’ ¥y

44
se déterminent d’aprés la méthode des réduites, du systéme des
équations linéaires algébriques

[ (L) — 1} P340 =0,
S

+ism

(stirement résoluble par ex. pour la valeur de A telle que Ac < 0).

Enumération des quelques résultats obtenus.

1. €Cas 2, < 0. Si u(z, y) posséde un tel nombre des dérivées
quune certaine fonctions w (x, y) (égale & une continuation spéciale

de ?2((2’ y)) dans un carré contenant C dans son intérieur) admet des
’ Vb
dérivées W (v,u=0,1...p) alors on trouve

maxH-E /7
lu(@, y) — Uy (2, y) | < _mp——z"/f

ouw H, E, I, L sont certaines constantes qui se déterminent par des
formules assez compliquées d’aprés les données du probléme (pro-
priétés du contour C).

2. Calcul des valeurs singuliéres du paramétre a Paide de la méthode
des réduites. Soit D,, (1) — le déterminant du systéme des équations
linéaires provenant de la méthode des réduites dans le cas de I’équa-
tion (1) homogeéne (f = 0)

fL V¥,,do = [L(u,)0;dc =0, @)
s j

'I.+]— =1,2...km



approchée des équations différentielles aux dérivées partiellesdu typeelliptique. 57

ol k,, est le nombre des combinaisons de ¢, § telle que i +j = m et ou @;
sont les fonctions ¥;; énumérées au moyen d’un seul indice. Il est
aisé de voir que D,, (1) (le polynome en A du dégré k,,) ne peut admettre
que les racines réelles et positives. Enumérons ces racines dans 1’ordre
de leur croissance en comptant chaque racine le nombre des fois égal

4 sa multiplicité AF=, A= ... A¥m. On peut montrer que non seule-
ment AF—2; (ol Ay est k-iéme valeur singuliére relatif & 'équation (1))
m—> ©

mais encore que

1 & :

o 2

7-1:2‘4

im1 .
0 <A — Ty <l 14— 1
LZB?
] ————

mp

J

ou A; et B, sont certaines constantes qui peuvent étre explicitées et
qui dépendent d’une maniére assez compliquée des propriétés du con-
tour C' et aussi des dérivées partielles des fonctions singuliéres, les-
quelles 4 son tour peuvent étre majorées d’apres les données du probléme.

3. Calcul approché des fonetions singuliéres. En orthogonalisant
et en normalisant (auprés de la fonction ¢ (x, ¥)) les solutions parti-
culiéres u,, de (2) qui correspondent & une méme racine de D,, (1)=0
et qui seront linéairement indépendantes on s’assure que les fonctions
ainsi obtenues seront aussi orthogonales aux autres fonctions obtenues
de la méme maniére, mais correspondantes aux autres racines de D,, (4).

Par les raisonnements assez compliqués on peut établir que dans
le voisinage de ce systéme des fonctions singuliéres approchées se
trouve un systéme des fonctions singuliéres relatives & (1) et on peut
estimer par certaines formules de majoration (ol intervient toute une
série des constantes dépendantes des données de la question) I’erreur
qu’on commet en s’arrétant & la m-iéme approximation, or les formules
8’y rapportant sont par trop longues pour &tre détaillées ici.

4, Cas général de DPéquation non homogeéne. L’étude du cas
général sous la seule condition A 9= A; conduit aussi & la majoration
de Terreur u (z, y) — u, (z, y) de m-iéme approximation au moyen

de la formule du type |u—u,|< = ou la constante N' dépend

4 son tour de toute une série des constantes formées d’aprés les données
du probléme et ol intervient explicitement la différence entre la valeur
considérée du 4 et la valeur singuliére le plus proche de A.

Pour conclure remarquons que toutes ces majorations des erreures
peuvent étre aisement améliorées en utilisant les particularitées de la
question (par ex. les propriétés du contour C). De méme, I’analyse,
ci-dessus résumé, peut étre étendu pour les cas des contours de beau-
coup plus généraux ainsi que pour d’autres types des équations aux
dérivées partielles et intégro-différentielles.
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Some Studies of the Flow Past Cylinders.

By A.Thom, Ph. D., D. Sc., A. R. T. C., Glasgow.

The windchannel of Glasgow University has a working cross section
of about 65 cm X 65cm, and a maximum wind speed of 12 m/s.
It is therefore useless to attempt work at high values of Reynold’s
Number, as this can be done so much better in larger channels. T have,
therefore, of recent years concentrated on those air flow problems for
which a low Reynold’s Number is not a drawback. A mathematical in-
vestigation carried out in 1927 showed that the thickness of the boun-
dary layer over a curved surface is of the order

6=c]/d7—_v’ @

ds
where v = coefficient of kinematic viscosity. v = velocity outside the

boundary layer, s is measured along the flow and ¢ is in the neigh-
bourhood of 2. For a circular cylinder of radius “a’ this can be written

/2
0 =ca Vh_R’ 2)
- 1 dp, — (i __.1_
where h= — m‘T —%;——de and  p; = (p — po) = 5 @ Ve,

V being the velocity of the stream, p the pressure at the point, and p,
the static pressure in the free stream.

Itis evident from (2) that, in an experimental study of the boundary
2Va

layer alone a low value of R <= ) is advantageous, provided it is

obtained by using a low wind speed, since it increases the thickness of
the layer. The boundary layer over the front portion of a cylinder
11,5 cm diameter was explored by taking measurements of total head
on a small glassPitot tube (diameter 0,4 mm). The results agree very well
with the theoretical values as can be seen by a reference to R. and M.
No. 1176 of the Aeronautical Research Committee. The theory obviously
breaks down when dp,/d0 becomes positive as ‘6’ is then unreal, but
this is the region where the breakaway occurs.

Measurements were also made in the boundary layer right round a
cylinder rotating in an air stream having a speed one half the circum-
ferential speed of the cylinder. The results are shown in Fig. 1 and 3.
The thickness, of the boundary layer is of the same order as that mentio-
ned above, namely

8 =2a+7JR.
Inside this distance the velocity is everywhere in the same direction

as the surface motion, so that the air in the inner skin can only leave the
surface by turbulence.

1 See Reports and Memoranda of the Aeronautical Research Committee
No. 1176.
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The boundary layer for a stationary surface mentioned above can
only be applied when a knowledge of the pressure distribution is avail-
able, and at ordinary values of R this can only be obtained, at present,
by experiment. Lamb, Bairstow! and others have given solutions for
the flow past cylin-
ders at low values
of R, but it is
impossible to carry
out  windchannel
tests in this region.
Accordi_ngly I de- Speed-76F7/sec
cided to try out ol
an arithmetical me- —_
thod of solving the free ;4;2;‘;?"”
general equations
of steady viscous
flow, which I had
just developed, by
using it to obtain
the flow past a
cylinder at R = 10,
and to carry out
windchannel tests
at as low a value of R as possible. A similar method of solution has
been used by Liebmann (1918) and Miiller (1926) for the solution of
Vip=0, but I
was unaware of this
until 1928 by which
time I had develop-
ed the method for
both inviscid and
viscous flow. The
method is one of
successive approxi-
mations. An ap-
proximate field is
assumed and divid-
ed into squares. The
values of the stream
function and of the
vorticity at the
corners of each
square are- noted
and used to calculate the value at the centre of the square. The quantities
so found are used in the same way to find the next approximation to
the values at the original corners. The relations used to determine the

Fig. 1. Velocity distribution close to a Rotating Cylinder.

Fig. 2. Streamlines close to a Rotating Cylinder.

1 The Resistance of a Cylinder Moving in a Viscous Fluid. Bairstow, Cave and
Lang. Phil. Tr. A. Vol. 223.
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central value from the corner wvalues are based on the fundamental
equations of steady viscous flow and are:

o= "Cu— %;{(Z:A — o) (w — wp) + (Cs — Lp) (W — ¥a)}»

Yo = Yu — g,
where 2n = side of the square, and y,,, (), are arithmetic means of the
values at the corners 4, B, C and D. Additional relations are necessary
at solid boundaries, the simplest of which is that the value of the vorti-
city on the surface is approximately given by {, = v, = y} where y,
is the value of the stream function at a distance ¥, from the surface.

The question arises as to whether or not the process is convergent.
Tt has proved to be so in all the examples where I have used it. When
applied algebraically to the simple case of flow between parallel walls,
it can be shown to be convergent provided Va/v is small, 27 being the

length of the side of the square (approximate criterion Vn/v <1/20).
The method is naturally slow, in fact it took many weeks to com-
plete the solution for
the flow past a circular
cylinder at B =10, but
the value obtained for
the drag (Kp=1,7)
was in excellent agree-
ment with that obtain-
ed experimentally by
Relf. (See Fig. 7).
The theoretical field
thus found is shown in
Figs. 4and 5 the former
giving the streamlines
and the latter contours
of vorticity.
Last year we mea-
sured the pressure
Fig. 3. Vorticity distribution close to a Rotating Cylinder. distribution round cir-
cular cylindersat many
values of Reynold’s Number varying from R 28 to R 17000. To
get down to the lowest R we used a cylinder 0,66 mm diameter and a
wind speed of less than 1 m/s. At this speed the pressures to be dealt
with are of the order 0,02 mm of water, and the Chattock Tilting Gauge
is the only instrument which can be used. The collected results are
shown on Fig. 6. One noteworthy point is the fact that the pressure on
the front generator rises above % o V2 at the lower values of R. The
effect of the size of the pressure hole was investigated. It was found that
the pressure recorded was, not the pressure at the position corresponding
to the centre of the hole but that at a point nearer the front of the cy-

linder by one quarter of the hole diameter. This is well shown in Fig. 6

where the correction — %% has been applied to all values of §. This
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procedure has brought the results of measurements with different sizes
of hole into excellent agreement.

The drag produced by the normal pressure was found for each experi-
ment. The results are shown on Fig. 7 which also shows the total drag

,,,,, :, Stream/lines
_______ Past Cylinder
2r l R=10
Gyl Dia=7, Vel =525, ~625
| { Il I | I 4: 1 | + | {
-7 -5 =13 —7 9 -7 -5 =3 -7 07 3

Fig. 4.

as determined by Relf. The difference is the skin drag. It is interesting
to note that the value thus obtained for the skin drag is in substantial

761
el

! \
2k

K/

WNear Cylinaer
R-m

1 L I L L ! ! | | | 1 1
7% 13 -7 -9 -7 -5 3 -7 07 3 2 7

L.
K} 77 73
Fig. 5.

agreement with that found by theory (R. and M. No.1176) namely

2 = VR. Some further details of the above calculations and experiments
are contained in the publications of the Aeronautical Research Com-
mittee, Reports and Memoranda No. 1176 and 1194.

I have recently made and used an instrument which I believe to
be new, namely, a vorticity meter. It consists of a central cylinder
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having two holes about 90° apart. When the pressure in these holes
is equal the instrument is facing upstream. Two small pitot heads are
attached to the cylinder at equal distances on either side (Fig.8).
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Fig. 6.

The pressure difference in these tubes is a measure of the vorticity
existing throughout the region. If x lies along the direction of motion
then it can be shown that for stegdy motion

9 (» 1.\ i _ o
ay<9+§u>—2vax 2ul,

a¢

5;7 .

so that 2upl = — a%/ (Total head) 4 2pu
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The second term is small and can be neglected unless turbulence
has caused the effective value of u to be very high. A model of the instru-
ment was tried in a field in which the distribution of vorticity had pre-
viously been determined by a recognised method. The results were in

Drag Coefficients for Circular Gylinden

o Gyl Dia. = g6mm
for Normal )* 7 7 =32 7
Fressureloef e » » =232 7

Theo,
Total Orag. (Felf) = ey

= ™~
[ S o

Drag Cogffcient - Orag +@ OLV?®
[+ ' 1/ /
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good general agreement considering the size of the instrument (about
3 ¢cm overall). An instrument maker could probably produce a very much
smaller model which might be an advantage.

For published particulars of other work carried out at Glasgow on
the subject of the aerodynamics of the eylinder the following papers may
be consulted:

Reports and Memoranda of the “Aeronautical Research Committee”.
R. andM.No. 1018: Experiments on the Air Forces on Rotating Cylinders. A. Thom.

R. and M. No.1082: The Pressures Round a Cylinder Rotating in an air current.
A. Thom.

R. and M. No. 1176: The Boundary Layer of the Front Portion of a Cylinder.
A. Thom.

R. and M. No. 1194: An Investigation of Fluid Flow in Two Dimensions. A. Thom.
Proceedings of the ‘“Institute of Engineers and Shipbuilders in Scotland’. 1925.
The Aerodynamics of the Rotating Cylinder. A. Thom.

The Journal of “The Royal Aeronautical Society’”. Vol. XXXII. Aerodynamics
of a spinning sphere. J. W. Maccoll.

Uber turbulente Wasserstromungen in geraden
Rohren bei sehr grofen Reynoldsschen Zahlen.

Von J. Nikuradse, Gottingen.
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Strémungsforschung.)
Der Bericht, der hier gegeben wird, bezieht sich auf Untersuchungen

von turbulenten Wasserstromungen in geraden Rohren bei sehr groffen
Reynoldsschen Zahlen. Diese Untersuchungen sind in dem von Herrn
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Prof. Prandtl geleiteten Kaiser Wilhelm-Institut fiir Strémungsfor-
schung in Gottingen durchgefithrt worden. Untersucht wurden nicht nur
das Widerstandsgesetz, sondern auch die Abhéngigkeit der Geschwindig-
keitsverteilung sowie des Impulsaustausches von der Reynoldsschen Zahl.
Dabei wurde die Reynoldssche Zahl, bezogen auf den Rohrdurchmesser d
und die mittlere Geschwindigkeit % (ER = u—;) , bis zum Wert von etwa
3106 gesteigert, wihrend die fritheren Untersuchungen von Ombeck?,

StantonundPannell?,JakobundErk?u.a.

sich nur auf das Widerstandsgesetz beziehen

== und bis zu etwa R = u—vil = 460000 gehen.

a
Die mnachfolgenden Ausfithrungen von Herrn
l Prof. Schiller beziehen sich auch nur auf
\ die Untersuchung des Widerstandsgesetzes
. u-d
dk wh bis zu etwa i = -~ = 1,9-1068.
Zur Erreichung der hohen Reynoldsschen
Zahlen wurden zwei Methoden angewandt.
Einmal wurde das mit Hilfe einer Kreiselpumpe
iy
Abb. 1. Gesamtanlage.
dk Druckluftkessel. vr Versuchsrohr.
wk Wasserkessel. gm Geschwindigkeits-MeBapparat.
a Arca-Regler. mb MeBbottich fiir die Mengenmessungen.
sh Schnellschlufhahn. st Strahlvernichter.
kp Kreiselpumpe. vk Vorratskanal.

em Antriebsmotor fiir die Kreiselpumpe.

kp (Abb. 1) durch das Versuchsrohr vr getricbene Wasser erwirmt.
Durch die Erwirmung des Wassers wurde die kinematische Zahigkeit

Y = % (u = Zihigkeitskonstante, 9o =—Wasserdichte) herabgesetzt und

dadurch die Reynoldssche Zahl gesteigert. Zweitens wurde eine grofe
Druckhéhe im Wasserkessel wk hergestellt, die das Wasser dann mit
grofler Geschwindigkeit durch das Versuchsrohr schieBlen lieB. Zur Er-
reichung der grofien Druckhohe wurde das Wasser in dem Kessel unter

1 Ombeck, H.: Druckverlust stromender Luft in geraden zylindrischen
Rohrleitungen. Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, herausgegeben vom V. d. L.,
H. 159. 1914.

2 Stanton, T.E.and J.R.Pannell: Phil. Trans. Roy. Soc. London A.
Bd. 214. 1914.

3 Jakob, M. und S. Erk: Der Druckabfall in glatten Rohren und die Durch-
fluBziffer von Normaldiisen. Mitteilung iiber Forschungsarbeiten, herausgegeben
vom V.d.I., H.267. 1924.
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einem Luftdruck bis etwa 5 Atmospharen gehalten. Durch Zwischen-
schaltung des bekannten Arcareglers o zwischen Druckluft- d% und
Wasserkessel wk wurde fiir konstante Druckhohe wahrend des Aus-
strémens gesorgt. Da die Zeit des Ausstrémens beschrinkt war, wurde
mit einem SchnellschluBhahn sk, der mit Druckluft gesteuert wurde und
zwischen Wasserkes-

sel und Versuchs- — 70
rohr lag, fir das T
momentane Offnen Pt 09
und SchlieBen des Il 08
Ausflusses gesorgt. 7 ’
Schlieflich ist zu Fd 07
erwihnen, daBl beide fg
Methoden: die Her- 106
absetzung der kine- U
matischen Zahigkeit —9°
durch  Erwarmung
des Wassers und die xZ=100d ok
. ox=65d
Steigerung der Ge- ox= 40 03
schwindigkeit durch ’
groBe Druckhéhe im 02
Wasserkessel auch
kombiniert ange- o1
wandt wurden. ¥

Von den Vor- 40 49 098 ¢7 066 05 0¢ 03 6z o7 0

versuchen, welche Abb. 2. Dimensionslose Geschwindigkeitsverteilungen fiir
die Zuverléissigkeit verschiedene Rohrlingen bei $ =900 000.

der Hauptversuche
sicherstellten, seien hier nur die Versuche iiber den Anlaufeinflufl er-
wihnt. Bei einigen Reynoldsschen Zahlen bis zu $ = 900000 wurden

Geschwindigkeitsprofile fiir verschiedene % (z = Entfernung vom Ein-
lauf) gemessen. Das Kleinste -, das in den Hauptversuchen vorkam,
war 55; nach den Anlaufversuchen war mindestens von % =40 ab die
Strémung voll ausgebildet, wie die in Abb. 2 eingetragenen Geschwin-
digkeitsprofile fir verschledene - be1 R = 900000 zeigen.

Man bezieht das Druckgefalle - auf die Geschwindigkeitshéhe der

mittleren Geschwindigkeit (q =p ?> und gelangt so zur Definition der

dimensionslosen Wlderstandszahl A:

U
=

iz~ "7 A=

Im Blasiusschen ¥ Widerstandsbereich ist A = 0,316 | \7 d) !

1 Blasius, H.: Das Ahnlichkeitsgesetz bei Reibungsvorgiingen in Fliissigkeiten.
Mitteilungen iber Forschungsarbeiten, herausgegeben vom V.d. I, H. 131. 1913.

Glles-Hopf-Kdrman, Vortrige Aachen 1929. 5

i‘l
»al}&.
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Wie schon erwihnt, ist die Abhingigkeit der Widerstandszahl A
U-d

von der Reynoldsschen Zahl bis etwa R = - = 460 000 schon frither

untersucht, die durch unsere Messungen bestidtigt wurde. Die
Abb. 3 zeigt diese

II b Abhéngigkeit der
] ait ‘Widerstandszahl
I o€ von der Reynolds-
FAEA schen Zahl im loga-
/ o rithmischen MaB-
i e £ stabe. Die in dieser
/ e - Abbildung einge-
llg&. @ tragenen  Punkte

sind durch unsere

e, Messungen gewon-

/|® . 2 .
/2 a % nen. Die eingezeich-
/g #1% nete Kurve st
£s 2 nach der Formel 1
e . — 0,00714 40,6104
£ ° 0,35 (9‘% =u—d> be-

/8 3| . v

rechnet; diese For-
mel ist von Ch.
H.Lees®nachMes-
sungen von Stan-
ton und Pannell?
aufgestellt. Deraus-
gezogene Teil stell
den bereits frither
untersuchten Be-
w reich dar. Vonetwa

s,
LY
—_— log E,,,

Abb.3. Log (100 1) in Abhiingigkeit von log

V\ﬂb\&%
7 &

7? 3 log <u7d> = 5,6 ab

/ o beobachtet  man

_/2?8 = eine  zunehmende

° Abweichung von

der durch die Lees-

% sche Formel berech-

. neten Kurve, Die

€ N ® & 8N & §© = = ¥ Messungen zeigen,
soss 6(1/007) P daf} die Neigung der
/ Kurven log 4 in Ab-

hingigkeit von log i im untersuchten Bereich von etwa /s (Blasiussches
Gesetz) auf etwa /s schwach abnimmt. Die Vermutung, daf mit wach-
sender Reynoldsscher Zahl die Stromung den Zustand erreicht, in
dem die Widerstandszahl von der Reynoldsschen Zahl unabhingig
ist, trifft jedenfalls in dem jetzt untersuchten Bereich nicht zu.

1 Lees, Ch. H.: Proc. Roy. Soc. London A. Bd. 91, S. 46. 1915.
2 5. S. 64, Fulinote 2.
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Die Geschwindigkeit in Wandnihe kann man wie im Blasiusschen
Bereich gut durch Potenzgesetze in Abhingigkeit vom Wandabstand
ausdriicken. Die Abb. 4 148t durch die Neigung der dort eingezeichneten
Geraden den Exponenten des Wandgesetzes erkennen; er wird mit.
wachsender Reynoldsscher Zahl kleiner, von /7 im Blasiusschen Bereich
bis etwa :t = 100000 nimmter auf etwa */10 bei R = 3-108ab. Die Ande-
rung des Exponenten mit wachsender Reynoldsscher Zahl wird dabei
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Abb. 4. Das Potenzgesetz.

immer schwicher. Die MeBeinrichtung erlaubte noch eine Steigerung der
Reynoldsschen Zahl auf das Doppelte, doch lief3 die schwache Anderung
des Widerstands- bzw. Geschwindigkeitsgesetzes mit der Reynoldsschen
Zahl diese weitere Steigerung nicht lohnend erscheinen.

Die Geschwindigkeitsverteilungen in dimensionsloser Darstellung
(Abb. 5) zeigen ein Vollerwerden mit wachsenden Reynoldsschen
Zahlen, wihrend die Geschwindigkeitsverteilungen bei rauhen Winden,
wie die Messungen von W. Fritsch? zeigen, mit steigender Rauhigkeit
spitzer werden. Das spricht dagegen, daf3 fiir steigende Reynoldssche

1 Fritsch, W.: Der EinfluB der Wandrauhigkeit auf die turbulente Geschwin-
digkeitsverteilung in Rinnen. Abhandlungen aus dem Aerodynamischen Institut
der Technischen Hochschule Aachen, H. 8, 1928.

5%
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Zahlen in technisch glatten Rohren der Einflufl der kleinen Rauhigkeiten
mehr und mehr hervortritt.
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Abb. 5. Dimensionslose Geschwindigkeitsverteilungen fiir verschiedene Reynoldssche Zahlen.
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zusammengestellt. Da eine schwache Abnahme des relativen Mischungs-
weges bei glatten Rohren mit steigender Reynoldsscher Zahl, dagegen
bei steigender Rauhigkeit eine Zunahme erfolgt, so 146t sich hierdurch
der Schluf} bekraftigen, daB ein Rauhigkeitseinflu} in technisch glatten
Rohren mit wachsenden Reynoldsschen Zahlen nicht hervortritt.

Rohrwiderstand bei hohen Reynoldsschen Zahlen.
Von Ludwig Schiller in Leipzig.

Trotz seiner verhéltnismiBig geringen technischen Bedeutung ist
das Widerstandsgesetz des ,technisch glatten Rohres im Laufe der
letzten Jahrzehnte Gegenstand zahlreicher experimenteller Unter-
suchungen gewesen. Dies beruht woh] im wesentlichen auf der sicher be-
rechtigten Annahme, dafl innerhalb eines gewissen Bereichs das ,,tech-
nisch glatte’* Rohr auch ,hydraulisch glatt‘ sich verhilt, daBl also die
geringen von Fall zu Fall auftretenden Verschiedenheiten der ,,Glétte
noch nicht dazu nétigen, den Parameter der ,,Raubigkeit” zu beriick-
sichtigen, das Problem also vereinfacht ist. Andererseits ist jedoch
damit zu rechnen, daf3 mit zunehmender Reynoldsscher Zahl, richtiger
abnehmender Grenzschichtdicke, auch die kleinen Rauhigkeiten des
technisch glatten Rohres allmihlich fir die Stromungsform Bedeutung
gewinnen. Ein Entscheid dariiber, ob und von wann an dies der Fall ist,
fithrt dazu, den MeBbereich nach héheren R-Werten auszudehnen und
gleichzeitig eine Erhohung der Mefgenauigkeit anzustreben. Dies war
das Ziel der im folgenden wiederzugebenden Messungen, gleichzeitig
noch eine systematische Untersuchung des Einflusses der ,,Anlauf-
linge“ (Abstand vom Rohreinlauf) auf den Widerstandsbeiwert. Die
Messungen wurden durch meinen Mitarbeiter Herrn Hermann im
Physikalischen Institut Leipzig, Abteilung fir angewandte Mechanik
und Thermodynamik, im Laufe des letzten Jahres mit dankenswerter
Unterstitzung der Helmholtz-Gesellschaft durchgefiihrt!.

1. Definitionen und frithere Ergebnisse.

Den Widerstandsbeiwert ¢ definieren wir durch die Gleichung fiir
den Druckabfall:
1 po®
dv=wi"5-
(I = MeBlinge, » = Rohrhalbmesser, p = Fliissigkeitsdichte, v = mitt-
lere Stromungsgeschwindigkeit), die Reynoldssche Zahl des Rohres:

Ver

R = ot
b Zghigkeit . . . A )
<1} = 0 = Dichte = kinematische Zihigkeit ).

. ! Nahere experimentelle Details usw. findet man in dem Biichlein: R.Hermann
und Th. Burbach: Strémungswiderstand und Wérmeiibergang in Rohren. Leipzig:
Akademische Verlagsgesellschaft m. b. H. 1930, dem auch die Abbildungen des
vorliegenden Aufsatzes entnommen sind.
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Der status quo ante ist gegeben durch die Messungen von
Stanton und Pannell, MeBbereich B = 2000 bis 215000,
mit der empirischen Gleichung (nach Lees):
y = 0,0036 + 0,2395- R~0:35
und die von Jakob und Erk (MeBbereich R = 43000 bis 230000) mit
der Gleichung:
p = 0,00357 + 0,2395- R-0:35 *,

2. Versuchsanlage.

Eine schematische Ubersicht iiber die Versuchsanlage zeigt Abb. 1.
Eine Kreiselpumpe (max. Leistung 63,5 PS; Fordermenge 5 m?/min

Abb. 1. Grund- und Aufri der Versuchsanlage.

bei 40 m WS., kleinere Mengen bis 50 m WS.) der Firma C. H. Jaeger
& Co., Leipzig, wird durch einen Gleichstrommotor (55 kW) der AEG
angetrieben. Ein Zu- und Gegen-

schaltaggregat  gestattet, die

Umdrehungszahl von 50 bis

1400 Touren/min in 200 Stufen

zu verdndern. Die Schwankungen

der Tourenzahl wihrend eines

MeBzeitraumes (3 bis 5 Minuten)

hielten sich in den Grenzen von

-+ 0,5%. In den Mengenmessun-

gen wurden diese Schwankungen

automatisch ausgeglichen; den

entsprechenden Manometer-

schwankungen wurde durch

zahlreiche Ablesungen und Mit-

telung Rechnung getragen.

Die Pumpe saugt das Betriebs- Abb. 2. Elastische Flanschverbindung.

wasser aus einem Vorratsbassin an

und driickt es in einen liegenden Kessel (2 m lang, 1 m Durchmesser),
der oben einen Luftdom und Entliftungshahn trigt. Ein Mannloch ge-

* Die sehr weitgehende Ubereinstimmung der Koeffizienten in den beiden
Gleichungen darf nicht zu einer Uberschéitzung der Mefgenauigkeit verfithren. Bei
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stattet, ohne die Justierung des Rohres zu gefihrden, innerhalb des
Kessels verschiedene Mundsticke auf das Versuchsrohr aufzusetzen.
Weiterhin gelangt das Wasser in das Versuchsrohr, von dort durch
eine Schwenkvorrich-
tung entweder in einen
MeBbottich oder in
eine Rinne, die die
Riickbeférderung  in
das Vorratsbassin ver-
mittelt.
DieVerbindung des
Versuchsrohrs mit dem
Kessel erfolgte (vgl.
Abb. 2 u. 3) zur Ver-
meidung der Uber-
tragung von Erschiit-
terungen lediglich
durch einen Gummi-
ring (5 mm stark mit ) . ) 5
zwei  Leinwandeinla- Abb. 3. Kessel mit elasﬁl;c}}?fstfi‘elflgzzl;‘verblndung. Widerlager
gen). Dies bringt gleich-
zeitig den Vorteil mit sich, da die Justierung des Versuchsrohres unab-
hingig von der Lage der Ebene des Flansches am Kessel erfolgen kann.
Versuchsrohre wa- ‘
ren ein Messingrobhr
von 6,8cm 1. W. und
15,1 m Linge und ein
Kupferrohr von 5,0 cm
1. W.und 15,3 m Lange,
zusammengesetzt aus
je 3 Stiicken von 4,2
bis 6,3 m Lange.
Als Lager fur die
Rohre dienten vier
Steinpfeiler (Abb. 4),
die auf der Zement-
sohle errichtet und zu-
néchst durch Doppel-
T-Trager tberbrickt
waren. Auf diesen Abb. 4. Gesamtansicht der Versuchsanlage.
wurde mit je 1 m Ab-
stand je ein Justierlager angebracht (Abb. 5), das nach jeder Richtung
20 mm Verschiebung gestattet. Die Horizontaljustierung erfolgte durch
kommunizierende Réhren, die Geraderichtung ldngs der ganzen Lénge
durch ein dem Versuchsrohr gleiches Rohr von 110 cm Lénge mit zwei

Stanton und Pannell unterscheiden sich die Mittelwerte des Widerstands-
beiwertes zweier Rohre von # = 0,1805 und 0,3563 cm um 1,9%. Bei Jakob und
Erk ist ein Rohr ausgeschaltet, dessen Widerstandsbeiwert um 3,7% abwich.
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Fadenkreuzen, das iiber alle Lager weg verschoben und mit Fernrohr
beobachtet wurde.

Die auf das Rohr durch die Stréomung ausgeiibte Schubkraft (90 kg)
wurde durch ein in Abb. 3 sichtbares Widerlager aufgenommen, einen
auf dem Triger befestigten viereckigen Rahmen. Die ebenfalls sichtbaren
Stellschrauben gestatteten, bei Temperaturschwankungen auftretende
groflere Dehnungen der Gummimembran auszugleichen.

Abb. 4 zeigt noch deutlich die Schwenkvorrichtung und den Mef-
bottich. Die Schwenkvorrichtung bestand aus verzinktem Eisenrohr
von 20 cm 1. W., das in seinem ungegabelten Teil durch eine Vertikal-
wand in zwei Kammern geteilt war. Geringes Schwenken leitet den Strom
entweder in den Mefibottich oder zu der Riicklaufrinne.

Abb. 5. Justierlager. Abb. 6. Friser der Druckabnahme-
bohrungen.

Wichtig war die genaue Bestimmung der Rohrweiten und die gute
Ubereinstimmung der drei Teilstiicke. Die Halbmesser ergaben sich durch
Auswigen mit Wasser

fiir das Messingrohr zu . . . . 3,3989 bis 3,3999 cm
fur das Kupferrohr zu . . . . . 2,4980 bis 2,4987 cm

3. Geschwindigkeitsmessung.

Die Geschwindigkeitsmessung erfolgt mit Hilfe des MeBtroges von
2,55 m3® Inhalt, der in Stufen von 30 kg Wasserfiillung geeicht war.
Die Schwimmerstellung war auf /1o mm genau abzulesen. Die Mef-
zeiten lagen zwischen 35 und 120 sek Dauer. Verwendet wurde mit gutem
Erfolg eine Stoppuhr mit Ablesegenauigkeit /100 sek. DaB sich diese
Genauigkeit verlohnte, zeigen folgende Beobachtungen mit je 2 Ver-
suchspersonen, fir die sich folgende Stoppdifferenzen ergaben:

A4 und B in 14 Versuchen eine mittl. halbe Differenz von . . 0,036 sek

Cund Din 24Versuchen . . . . . . ., . ... . .. .002,

Dund EF in 24Versuchen . . . . . . .. ... .. .. .0044 , .
Das bedeutet bei einer MeBdauer von 55sek eine Genauigkeit von
0:60/ 00«

4. Druckabfallmessung.

Gewisse Beobachtungen im Verlauf der Messungen deuteten darauf

hin, dafl — insbesondere bei sehr hohen Reynoldsschen Zahlen — der
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Beschaffenheit des Loches in der Wand zur Abnahme des statischen
Druckes die genaueste Aufmerksamkeit geschenkt werden mufBl. Es
zeigte sich nimlich bei 3 Melstrecken von 6 bis 30 Halbmessern Lénge,
daB zwischen in der iiblichen Weise behandelten Lochern (abgegratet
und etwas versenkt) im selben Querschnitt noch folgende Verschieden-
heiten in der Druckanzeige auftraten: Bei R = 300000 Differenzen
von 10 bis 60 mm WS.,
entspr. 0,2 bis 1% des
Staudruckes. Mit ab-
nehmender Reynolds-
scher Zahl nahmen diese
Abweichungen schnell
ab, um bei R = 50000
unter die Beobachtungs-
grenze zu gehen. Weitere
Bearbeitung indéhnlicher
Weise anderte hieran
nichts; gelegentlich trat
hierbei auch Vorzeichen-
wechsel auf. Durch ganz
sorgfiltige Abschmirgelung und méglichst gleich gehaltene Bearbeitung
gelang es, fir R = 300000 die Abweichungen auf 0,2% des Stau-
druckes herabzudriicken. Eine bloBe Gratentfernung allein also ge-
niigt noch nicht!

Auf Grund dieser Beobachtungen wurden nun noch systematische
Untersuchungen in zwei Richtungen angestellt: Erstens das Verhalten

Abb. 7. Abhingigkeit der Druckanzeige von der Bearbeitung
der Bohrung.

Abb. 8. Abhingigkeit der Druckanzeige vom Durchmesser der Bohrung.

verschiedener Lochtypen von einheitlichem Durchmesser; zweitens das
Verhalten eines Typus bei verschiedenem Durchmesser. Den Friser und
seine Benutzung zeigt Abb. 6, die drei Typen zeigt Abb.7: Typus 1
abgegratet; Typus 2 versenkt und abgegratet; Typus 3 versenkt und
abgerundet. Aus den Kurven sieht man, da man hier mit zunehmender
Reynoldsscher Zahl und zunehmender Erweiterung der bespiilten Loch-
fliche zunehmende Druckanzeige erhilt. Abb. 8 zeigt das Verhalten
des Typus 1 bei Durchmessern bis zu 7 mm. Auch hier erhélt man analog
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Zunahme der Druckanzeige mit zunehmendem Durchmesser und héhe-
rem R-Wert?1.

Es ist von Interesse, diese Beobachtungen zusammenzufassen mit
glteren von Fuhrmann, der fur Locher von 0,3 bis 1,1 mm einen
Sog von ca. 0,9% des Staudrucks feststellte. Im ganzen wird man dem-
nach annehmen miissen, daf3 zwei Wirkungen auftreten: ein Sog durch
Wirbelbildung und ein Druckanstieg nach Bernoulli bei weiteren
Lochern. Bei letzteren iiberwiegt der Anstieg. Wo der Nullpunkt liegt,
daruber sagen unsere Beobachtungen nichts aus, dies ist fiir unsere
Druckabfallmessungen ja auch gleichgiiltig.

Fiir unsere Zwecke hatte man also lediglich darauf bedacht zu sein,
moglichst gleiche Lochbeschaffenheit zu erzielen. Um ein Urteil
dariiber zu gewinnen, wie grof3 die verbleibenden Fehler noch waren,
wurde folgendermalBlen verfahren. In zwei Querschnitten wurden je
4 moglichst gleiche Bohrungen hergestellt (3 mm, versenkt). Dann wur-
den fiir eine bestimmte Geschwindigkeit die gegenseitigen Druckditfe-
renzen der 4 Bohrungen eines Querschnitts gemessen. Fiir jeden Quer-
schnitt erhédlt man so einen mittleren Fehler gegen den Mittelwert von

P
M= -+ l/_*n(n _"1)'.
Die Summe aus den beiden mittleren Fehlern der 2 Querschnitte einer
MefBstrecke ist ein Maf fiir die Genauigkeit der betreffenden Druck-
abfallmessung. Sie ergab sich zwischen 0,4 und 3,8%/.

5. Priifung auf Luftabscheidung und Pulsationen.
Als mogliche Fehlerquellen kamen in Betracht Luftabscheidung
innerhalb des Versuchsrohres und Pulsationen herrithrend von der

a 50 700 750 200 250 300 350 400 450 flalbmesser
i T T I

: = |Messingrohr

[/ 2 4 b I3 70 72 74 76 Meler
[ I I T I T T I 1
1 | | | ] | 1 ! i
= : : ; : ﬁ F - 4[ =0 Ay gferrohr
e —> [/ ] e —e— 7
a 700 200 300 400 500 600 | Halbmesser
[ I T T I
|=Stokistelle | =MeSquerschni#  LI...=Mebstrecken

Abb. 9. Schematische Ubersicht iiber die Versuchsrohre.

1 Gemessen wurde in allen Fillen gegen ein festgehaltenes Loch von 2 mm
Durchmesser. Daher in Abb. 8 bei 2 mm Differenz Null. Die Umkehr der Kurve
bei Durchmesser 1 mm zeigt, wie empfindlich die Anzeige gegen unkontrollierbare
kleine Verschiedenheiten ist.
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Kreiselpumpe. Die Luft konnte
entweder bereits in die Pumpe
aus dem Bassin mitgebracht
oder im Windkessel wunter
hoherem Druck (bis zu 4 at)
absorbiert werden. Dafl} das
erstere nicht merklich in Be-
tracht kam, folgte daraus, dal
innerhalb der MeBgenauigkeit
kein Unterschied festzustellen
war, wenn das Riicklaufwasser
aus 75 cm Hohe unter starker
Gischtbildung ins Bassin fiel
oder unter Wasser miindete.
Zur Vermeidung von Luft-
absorption im Kessel konnte
ein am Luftdom befindlicher
Hahn gedffnet werden, so dal
keine Luft mehr dort vor-
handen war. Durch Drosse-
lung vor dem Kessel oder am
Ende des Rohres konnte bei
festem R in der MeBstrecke
mit verschiedenem Druck ge-
arbeitet werden, ohne daf} ein
Unterschied festzustellen war.
Optische Priiffung der Stro-
mung in einem Glasrohr am
Ausflulende zeigte nur bei
Beginn des Versuchs leichte
Luftschleier, dann kristallene
Klarheit.

Daf Pulsationen nicht vor-
handen waren, zeigte die
Ubereinstimmung der Resul-
tate bei konstantem R und
stark verinderter Tourenzahl.
Diese Ubereinstimmung ist
gleichzeitigein Hinweisdarautf,
daB auch Rotation innerhalb
der MeBgenauigkeit keine Rolle
spielen konnte.

6. EinfluB der Einlauf-
form.

Zur Untersuchung des Ein-

flusses der Einlaufform wurden

Messungen mit der abgerun-

75

Abb. 10. Das Widerstandsgesetz fiir 382 7 Anlauf (Messingrohr).
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deten Form der Abb. 2, ohne das trompetenférmige Mundstiick
(,;scharfer Einlauf) und schlieflich noch mit halb abgedecktem Ein-
lauf ausgefiihrt. Fir Anlauflinge 88 r lieferte der abgedeckte Einlauf
rund 2% niedrigeren Widerstand als der abgerundete. Das 4Bt
sich wohl so erkldren, daf unter der Wirkung der starken turbulenten
Durchmischung durch die Abdeckung die Entwicklung des endgiiltigen
Profils schneller verlauft. Bei Anlauflingen = 236 und 3827 war
innerhalb 0,5% kein Unterschied mehr festzustellen. Daher konnten die
Messungen bei groBen Anlauflingen weiterhin auf die abgerundete Form
beschrankt werden. Zu bemerken ist noch, dafl bei scharfem und ab-
gedecktem Einlauf sich Kavitation durch Prasseln geltend machte;
bei abgedecktem Einlauf und hoheren Geschwindigkeiten wurden aus
dem Prasseln derartig starke Schlige, dal damit die hochsten Ge-
schwindigkeiten einzustellen nicht rétlich erschien.

7. Steigerung der Reynoldsschen Zahl durch Heizung des
Vorratswassers.

Um zu mdoglichst hohen RB-Werten zu kommen, wurden im Vorrats-
bassin elektrische Heizkérper von 28 kW angebracht, die in 33 Stunden
eine Erwarmung des Wassers von 15 auf 500 C lieferten.

8. Messungen und Messungsergebnisse.

Die Anordnung der MefBstrecken zeigt Abb. 9. Die groB3te Anlauf-
linge, bezogen auf die Mitte der MeBstrecke, bei dem (weiteren) Messing-
rohr war 382 r, bei dem (engeren) Kupferrohr 548 . Hiermit wurden bei
den ersteren 95 Messungen im Bereich B = 10100 bis 948000 aus-
gefithrt, bei dem zweiten 74 Messungen im Bereich 18840 bis 663000.

Bei R = 50000 ergab sich kein Unterschied zwischen beiden Rohren,
bei R = 650000 ein solcher von -+ 1,6% fiir das Messingrohr, der sich
(s. u.!) zwanglos als ,,Anlaufeffekt deuten 1a8t.

Die Messungsergebnisse fiir das Messingrohr sind in Abb. 10 dar-
gestellt. Eingetragen ist ferner die Lieessche Gleichung (Stanton und
Pannell, auch Jakob und Erk) und das Blasiussche Gesetz. Im
MeBbereich der fritheren Autoren (bis R = 230000) stimmen unsere
Messungen  (innerhalb 0,5 bis 1%) mit diesen, d. h. der Leesschen
Gleichung, iiberein. Dagegen darf die Leessche Gleichung nicht extra-
poliert werden. Bei héheren R-Werten entfernen sich unsere Ergebnisse
mehr und mehr nach unten. Fiir ¢ = ¢ + ¢+ R™ erhilt man

c a n
nach Lees. . . . . . 0,0036 0,2395 0,35
Messingrohr (3827) . . 0,00270 0,161 0,300
Kupferrohr (5487) . . 0,00263 0,162 0,300.

Zur Abschétzung der MeBgenauigkeiten diene die Feststellung, daB
unser mittl. quadratischer Fehler etwa 0,5% betrigt, der der friitheren
Autoren etwa 1,2bis1,5%. Dabei spricht fiir die erzielte Steigerung der
Genauigkeit noch mit, daB unser R-Gebiet erheblich groBer ist.
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9. Anlaufeffekt.

Fiir die genaue Bestimmung des mit zunehmender Anlauflinge zu
recht kleinen Werten abnehmenden ,,Anlaufeffekts, d. h. Anderung des
Widerstandskoeffizienten mit der Anlauflange, wurde folgender Weg
eingeschlagen. Die hauptséchlichste Fehlerquelle hierbei war in der Ge-
schwindigkeitsmessung zu suchen, da diese etwa in 1,8ter Potenz eingeht.
Dieser Fehler wurde dadurch fiir unsere Zwecke ausgeschaltet, daf}
gleichzeitige Messungen an drei Manometern fiir verschiedene An-
lauflingen ausgefiihrt wurden. Da ferner der Anlaufeffekt in erster
Naherung unabhéngig von der Reynoldsschen Zahl ist, so kann man zur
sicheren Mittelbildung gewisse Gruppen von E-Werten zusammenfassen.
So entstand z. B. fiir R-Werte um 100000 das Bild der Abb. 11. In ihm

031

Wupferrohr o \abgerunder
o|abgerumdet
Messingrobr| % ;, de ;ﬂ
-~ ®|abgerundet u.
S0 S\ abgedokt |
S Jakob u.Erk Yezw Lees+
< N : —— abgerundter Einleut
< . + ———abgedeckter  *
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089 }1/” e
Jokob u.Erk Lees
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200 . 3w
Anlouflinge in Holbrmessern
Abb. 11. Widerstandskoeffizient als Funktion der Anlauflinge fir R = 100000.

ordnen sich die Messungen fiir die beiden Rohre sehr gut in einen Kurven-
zug ein. Daraus folgt einerseits die allgemeinere Zuverlissigkeit dieser
GesetzmiBigkeit, zweitens die Tatsache, daB die kleinen Differenzen
zwischen den beiden Rohren auf den Anlauf und nicht etwa auf verschie-
dene kleine Rauhigkeiten zuriickzufithren sind. Da diese Einordnung in
eine Kurve auch noch fiir B = 500000 festgestellt wurde, ergibt sich
also, daB der Widerstand des ,,technisch glatten‘* Rohres auch noch fir
solche R-Werte — unempfindlich gegen kleine Oberflichenverschieden-
heiten — wohl definiert ist.

Terner besteht die Moglichkeit, fiir eine bestimmte Anlauflinge ein
einheitliches Gesetz zu formulieren. Als solches ergibt sich fiir B = 10000
bis 950000 und Anlauf = 382~

p = 0,00270 + 0,161 - R-0:300,
Die fiir andere Anlauflingen anzubringenden Korrekturen sind aus der
folgenden Tabelle zu entnehmen.

Tabelle zur Reduktion der Formel auf andere Anlaufléngen
in Prozenten des Widerstandskoeffizienten.

Anlauf
\ Beliebiger Einlauf Abé?;?;lﬁeter ‘Ab}%?gle;lﬁter
R 600 [ 500 ] 400 {‘300 | 200 150\ 104 [ 88 | 88

40000 | —0,5|—0,3]—0,0{+0,2|10,4|+08| + 22| +35| +20
100000 6 3 ol 2| 5 9! 23 36 2.3
500000 7 4 11 2| 6| 1,0 27 46 3,0
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Messungen der Geschwindigkeitsverteilung ergaben, daBl mit
zunehmenden R-Werten der Exponent eines zugrunde gelegten Potenz-
gesetzes von /7 bis auf etwa /s fiir B = 400000 abnimmt.

Zusammenfassung.

Durch Messungen an einem Kupferrohr von 5,0 cm und einem Mes-
singrohr von 6,8cm 1. W. wurde als Widerstandsgesetz im Bereich

R = % = 10000bis950000 fiir groBe Anlauflingen (= 382 Halbmesser)
mit einer Genauigkeit von + 0,5% das Gesetz ermittelt:
y = 0,00270 + 0,161 - B~%300,

Gleichzeitig wurde der ,,Anlaufeffekt® einer systematischen Unter-
suchung unterzogen, deren Ergebnis in einer Korrekturtabelle zu vor-
stehender Formel fiir Anlauflingen von 88 bis 600 Halbmessern nieder-
gelegt ist.

Diskussionsbemerkungen zum Vortrag von L. Schiller.
Von L. Prandtl, Gottingen.

1.

Im AnschluB an die Ausfiihrungen von Herrm Schiller méchte
ich zunichst als kennzeichnend fiir die Situation mit einem gewissen
Nachdruck hervorheben, dafl in der Hydraulik, wo vielfach bisher die
zweite Dezimale noch strittig war, hier nunmehr ein energischer Angriff
auf die dritte Dezimale erfolgt ist. Bei den Ergebnissen der Herren
Schiller und Nikuradse fallt nun aber auf, daBl trotz der hohen
relativen Genauigkeit noch eine recht merkliche Abweichung der Er-
gebnisse verbleibt. Die Schillerschen Widerstandswerte liegen hoher
und senken sich mit zunehmender Rohrlinge immer noch ab, da wo
die Nikuradseschen bereits konstant sind. Vielleicht ist die Erklarung
die, da3 bei Herrn Schiller, der gegen eine Drehung des Wassers im
Einlauf zum Rohr nichts Besonderes unternommen zu haben scheint,
doch etwas Drehung vorhanden war. Eine solche Drehung diirfte den
Widerstand erhéhen; da sie im weiteren Verlauf der Rohrlinge
immer mehr abnimmt, verschwindet dann auch die Widerstands-
erhthung. Immerhin sollte sich diese nach meinem Gefiihl noch etwas
schneller verlieren, als es aus den Schillerschen
Messungen sich ergibt. Ich mochte jedenfalls
h‘_'\;]E_— Herrn Schiller dringend empfehlen, vor seinen

Rohreinlauf einen Gleichrichter zu bauen, etwa
in der Art von Abb.1l. Das Ergebnis wird ja
erweisen, ob wirklich eine solche Strahldrehung
als die Ursache der bisherigen Abweichungen
angesehen werden kann. Natiirlich kann man auch immer an verschie-
dene Rauhigkeit der Rohre denken. Hierfiir wird aber das Studium
des Geschwindigkeitsprofils gute Aufschliisse geben kénnen, denn eine
verschiedene Rauhigkeit zeigt sich deutlich an durch das Geschwin-

[T

Abb. 1.
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digkeitsprofil in der N#éhe der Wand. Der Zusammenhang zwischen
dem Geschwindigkeitsprofil und der Widerstandskurve ist, etwa in der
von mir in der IIL. Lieferung der Gottinger Ergebnisse (S.2) formu-
lierten - Art, nur bei hydraulisch glatten Winden vorhanden. Jede
Rauhigkeit zeigt sich durch eine Abweichung des Geschwindigkeits-
profils an.

2.

Zu der Frage, wie es zu verstehen sei, dafl bei hoherer Reynoldsscher
Zahl aus der 7. Wurzel die 8. oder 9. usw. wird, kann ich kurz das
Folgende bemerken: Es handelt sich iiberhaupt um kein genaues Potenz-
gesetz, sondern darum, dall eine bestimmte Funktion von verwickel-
terem Bau in einem Bereich besser durch ein Potenzgesetz mit dem

%, in einem anderen Bereich besser durch ein solches
mit dem Exponenten % usw. interpolatorisch angenéhert werden kann.
In dem Fall z. B., daB die 8. Wurzel die besten Resultate ergibt,
wiirde man, unbegrenzte Mefgenauigkeit vorausgesetzt, in der Néhe
der Wand wieder Teile des Geschwindigkeitsprofils finden, die durch
die 7. Wurzel am besten angeniihert werden usw. Wenn man den Zu-
sammenhang mit dem Widerstandsgesetz herstellt, so kann man, so-
bald die logarithmisch aufgezeichnete Widerstandskurve keine Gerade
mehr gibt, auch keine einfache Beziehung zwischen dem Exponenten
der Widerstandskurve und demjenigen der Geschwindigkeitsverteilung
mehr aufstellen, denn welche Potenz jedesmal gefunden wird, hangt
von dem Bereich ab, fiir den eine Interpolationsfunktion gesucht wird,
also bei logarithmischer Darstellung von dem Bereich, in dem man die
empirische Kurve durch eine Gerade zu ersetzen wiinscht. Man konnte
allenfalls die Geschwindigkeitsverteilung in einem bestimmten Bereich
von Wandabstéinden in Beziehung setzen zu dem Verlauf der Wider-

Exponenten

standskurve bei solchen Reynoldsschen Zahlen u——"‘:——xr , die einen Mittel-

wert der Reynoldsschen Zahl %—Z—/ der Geschwindigkeitsverteilung
darstellen (y = Wandabstand).

Zusatz bei der Korrektur.
Von L. Schiller.

Zu der ersten Diskussionsbemerkung von Herrn Prof. Prandtl
mochte ich nachtréiglich noch folgendes bemerken:

Unsere Widerstandsbeiwerte fiir groBe Anlaufléngen (etwa ab 250 r)
stimmen mit denen des Herrn Nikuradse innerhalb der Streuung
tiberein.

Entsprechend dem Vorschlag von Herrn Prandtl haben wir vor
unserem (Kupfer-) Rohr einen Gleichrichter eingebaut, mit dem Er-
gebnis, daB die Widerstandsbeiwerte dadurch fiir die kleineren Anlauf-
laingen herabgesetzt wurden. Messungen mit vorgesetzter Rechts- und
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Linksschraube lieferten unter sich identischen Verlauf der Widerstands-
kurve, so daf3 die beobachtete Gleichrichterwirkung wohl auf Rechnung
der Beseitigung von ungeordneten Stérungen zu setzen ist.

Weitere Messungen mit verschiedenen Einlaufbedingungen (scharf,
abgerundet, Rechts- und Linksschraube, Gleichrichter bei verschiedenen
Einlaufformen) lieferten bis 250 7 recht verschiedene Widerstandskurven
(Widerstand als Funktion der Anlauflédnge). Diese laufen alle bei etwa
250 r zusammen. Eine ausgezeichnete Stellung unter ihnen nimmt der
scharfe Einlauf (chne Gleichrichter) insofern ein, als hier bereits ab
100 7 keine Anderung mehr vorhanden ist, dies gut in Einklang mit den
‘Beobachtungen von Nikuradse. Jenseits von 250 r mdchten wir nach
unseren neuesten, verbesserten Messungen (Austausch von Rohrstiicken)
keinen Anlaufeffekt mehr behaupten.

Recent Investigations into the Kdarman Street

of Vortices in a Channel of Finite Breadth.
By L. Rosenhead, Ph. D., St. John’s College, Cambridge.

1. Introduction.
This note is a brief summary of recent investigations into the theory
of systems of line vortices both in an unbounded ocean of fluid and in a
channel of finite breadth. A more complete account has been given
elsewhere 1.
The motion is two dimensional and we adopt the notation

w=0+ ¥,
90 oW I )
NS Ty V== " as
Throughout the whole of the work we assume that the strength of the
positive and negative vortices is », that the distance between the rows
of vortices is 2a and that the distance between consecutive vortices on
the same row is 2b. When we deal with the double row in a channel, the
lines y = 4 ¢ will be the walls of the channel.

2. Systems of Line Vortices in an unbounded Fluid.
The w function for any system of line vortices of equal strength can
be put in the form w = — ;—’;log f(3) where f(3) has simple zeros at the
positive vortices and simple poles at the negative vortices. Thus if

__sinz (3 — 30)/2b
f3) = Sin (3 F 30)/25 (1)

where 3, = [ + ia, we have a system of positive vortices at the points
1 See 1. Phil. Trans., A, vol. 228, pp. 275—329 (1929). 2. Proc. Camb. Phil.

Soc., vol. 25, pp. 132—138 (1929). 3. Proc. Camb. Phil. Soc., vol. 25, pp. 277—281
(1929).
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(2nb + 1, a) and negative vortices at (2mb — I, — a) where m and =
assume all integral values from — oo to 4 co. These vortices are in an
unbounded ocean of fluid. If we put I = 0, we get the symmetrical double
row which von K4rmadn? has shown to be unstable. If we put I = b/2,
we get the system of vortices which is known as the ‘Karmén street’, and
it is well known that this is stable when, and only when, cosh?7 a/b =2
We know that when ! = 0 or b/2, the system of vortices moves forward
as a whole with a velocity parallel to the axis of the row. When [ has
any value between O and b/2 the system of vortices moves forward as a
whole, but in this case, the velocity of each individual vortex makes an
angle with the direction of the axis. This can be shown quite simply as
follows. We have

dw . 1%

LT = H[cotn(g—g,o)/Qb — cot @ (3 + 3,)/26] .
If U and V are the components of velocity of any vortex in the upper row,
we have

U—iV= ———cotnao/b

and we get an exactly similar expression giving the components of velo-
city of the vortices on the lower row. The system of vortices therefore
moves forward as a whole. It can be shown quite easily that V is zero
only when ! = 0 or b/2, and that the whole system is unstable when
0 <1<b/22, and when ! = b/2 the discussion becomes identical with
the classical ones of von Kdrmén. Hence the Kdrmdn street is the
only one of the systems of double rows that can exist in an unbounded
ocean of fluid.

3. Systems of Line Vortices in a Channel.

We have now to consider similar systems between channel walls.
If we have positive vortices at the points o, + 2mb, and negative vor-
tices at the points f, + 2nb, the corresponding f(3) is

(% —a)B (Z — B)

ol — o) 0 Z— )’ @
where
Z = 3/2b= (@ +i9)/2b,
@ = aof2h, B = Bol2b,
«’ = conjugateof «, B’ = conjugateof .

and where the ¢ function notation of Tannery and Molk is followed. The &
functions have periods 1 and 7, where v =42¢/b. If U, und V, are the
components of velocity of the vortices in the row «, and Uy, V4 are the
corresponding components in the row f, we have

oo dx [ Wla—a) (e—p | Filx—p)
U,,,——@Va———4nb[ 194(0(_0(/) ﬁl(a—ﬂ) 194(d—ﬁ')—]’ (3)

. —a) (B — B—8)
Up—iVp=— 4nbf+ ~oc) T 8B — +194/3 ﬁ}

1 Phys. Zeitschr., vol. 13 (19]2), p. 53; and Gott. Nachr., (1912) p. 547.
2 Proc. Camb. Phil. Soc., vol. 25, pp. 132—138 (1929).

Gilles-Hopf-Kdrman, Vortriige Aachen 1929. 6
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If the double row has to persist, then we must have

Ve=T;=0, (4)
U, = Us. (5)
Condition (4) can be shown? to give rise to two cases
(@—pB) + (" —p)=0, (6)
(@ —pB) + (@' —f) =1, (7)
and condition (5) can only be satisfied if
@+ B) — (' + B)=0. (8)

If we combine (6) and (8) we get § = o', and the system of vortices
is composed of positive vortices at (o, + 2mb) and negative vortices at
(ag + 27b). This is the bounded symmetrical double row and it will be
seen later that this is always unstable.

If we combine (7) and (8) we get f =o' 4 %, and the system of
vortices is composed of positive vortices at (o + 2mb), and negative
vortices at (e + (27 -+ 1)b). This is the bouded unsymmetrical double
row and it will be seen that it is stable within a particular domain of
stability.

We see from this that if a body is moving parallel to the walls of
a channel at a distance from the centre line, the steady part of the result-
ing trail of vortices arranges itself so that it forms an unsymmetrical
double row whose axis coincides with that of the channel.

We have now only to discuss the symmetrical and unsymmetrical
double rows in a channel? and we have accounted for all systems of
double rows in an infinite ocean and in a channel. For the symmetrical

double row the w function is — ;—;— log f(3) where

_ 8,2 —id)
where d = a/2b,and T = i¢/b. As d increases from 0 to ¢/2b, the shape of
the stream lines undergoes a gradual change, and the sequence of dia-

grams giving this change is the same for all values of 7, but this case is not
of much importance as all these systems are unstable.

4, The Relative Stream Lines of the Kirmédn Street in a
Channel.

For the unsymmetrical double row, we have

Fa) = 9,(Z — id) 9,(Z — id)
Do (Z + id) 94 (Z + 1d)
where 7 = ¢2¢/b. In this case all the vortices move forward with a velo-
city U where . . .
U= i% {19{, (21d) 19;(2zd)j| (1)
470 (9,(24d) | 9,2id)])

1 Proe. Camb. Phil. Soc., vol. 25, pp. 277—281 (1929).
2 Phil. Trans., A., vol. 228, pp. 275—329 (1929).

(10)
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As ¢— 00, we see that U—»:Tbtanh%g which is the result for a Kar-

man street in an unlimited ocean. The stream lines relative to the moving
vortices are given by

i 1 (3) exp (— z%%> l = constant. (12)

(a)d=.000 (e) d=.785

PPANOPANE

ONOHON

/45;\/235\
(c) d-.059 (g) d-.297
g
->/>\>/_)\>
(BN [B\
@) d-=. 700 (h) d =400

If we put this constant equal to S%, the equations for the relative stream
lines become

#0500 _

93 (X) 91 (X)

G —d)] =95 [ (Y — )} + A9 [¢ (¥ 4 d)] — 9§ [ (¥ + d)]
HE(Y — )] I [E(Y —d)]+ A5 [0 (Y + )] 95 [0(Y +d)]

where A = § exp. (— 87bU Y /x). The shapes of these stream lines have

been determined from various considerations and we find that if

6*

(13)
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0 << b/c < 1,155, the change in the form of the stream lines as a increases
from O to ¢, is given by the sequence of diagrams in Fig. 1. The diagrams
in Fig. 1 have been worked out exactly and correspond to the case
b/c = 0,9709. When 1,155 = bfc, 1,155 < bjc < 1,419, 1,419 <b/c,
the corresponding changes are given by Figs. 2, 3, 4 respectively.

(a) d=.000 () d=.000

WIS ETES

80} >/<>\%\<

(e)d=7 (c) s(XFt)-1

R PRI PP
BB e

() [(d)
Fig. 2. Fig. 3.

5. The Stability of the Kdrmén Street in a Channel.

The following may be regarded as a summary of the stability in-
vestlgatlons If we take two barriers at a fixed distance apart, that is,
if ¢ is constant, then when b is vanishingly small, the system isstable when
and only when a = 0,281 b. This agrees with the von K4rmén result.
As b increases, stable cases are obtained by increasing a almost proportio-
nately. This continues till we get to the case b = 0,815 ¢, @ = 0,256 b
= 0,208 ¢c. The curve showing the relationship between u(=mb/2c)
and v (= ma/2c¢) for these cases is called the ‘Stability Curve’. For every
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value of b greater than 0,815 ¢, we get a range of values of @ for which
the system is stable. Ultimately, when b > 1,419 ¢, the system is stable

for all values of a. The

total area of stability
is referred to as the
‘Stability Area’.

Both the Stability
Curve and the Stability
Area have been indi-

>

D

D

cated in Fig. 5. In ad-
dition, Fig. 5 has been

(@) d=.000

divided into régimes
whichindicate the form
of the stream lines.
The letters in Fig. 5
refer to the diagrams
in Fig.1 and indicate

@

\Q/

(O

the shape of the stream
lines. It is at once

(8)
Fig. 4.

evident that when u < 2,229 there isno well defined connection between
the shape of the stream lines and the stability of the system. The stream

lines are first of one type
andthen of another —and,
infact, when g is slightly
less than 77/7 3, the stable
types include all possible
forms of stream line. Itis
only when g > 2,229 that
there is a distinct connec-
tion between the stability
and the shape of the
stream lines — the latter
are always of one type
and the system is always
stable. We note that for
the Stability Curve the
distance between the
rows is less than a fifth
(approximately) of the
distance  between the
channel walls. The exis-
tence of the stability
area complicates matters
and appears to suggest
that a modification of
the theory is necessary,
though where the modi-
fication is to beintroduced

N

50

Stability Area

w=-7b/2c

2.00

3

a
7.50
le

100 | \
| \
! 4 \
IS \
N \
50 // .‘§3
s \
/ \
/ \
0 F T 7
-{i —3‘= v=xalic %

Fig. 5.
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the present writer is unable to suggest. We knowiv from general prin(?iples
that if a body is moving in a fluid of density g Wlf.}h a constant velocity ¥
parallel to the walls of the channel, the ratio a/b is unique. We know a.-150
that if we neglect viscosity, a/b is a function’ of ¢/l;, only, where, isa
linear dimension of the body. For a given value pf ¢ therefore, thevalue
alb ought to be unique. We see however that this is not 80, and we are
compelled to introduce viscosity if the existence of a Stability Area is to
be explained.

6. The Drag Formula.

The evaluation of the drag on the body moving in the channel intro-
duces nothing new into the theory. We follow the mathematically ri-
gorous investigations of Synge® and we arrive at the result

2 2 72

W=y —2v 1 —n]+ L a—p + 2208, (14)
where
5 i {ﬁ’l(;}r—{—id)_ﬁ’g(%r—id)}

T 2mald (v +id) F,FT —id)’
and
b — _L{ﬁi Fr+id) 94 (ifﬁid)}

T T ab\0Gr+id) P, (GT—id)

__¢ {é’l'(;lﬂ—l-id) ﬁé’(i‘t*id)_(79'1(%7+id)>2__<l9§(if—id))2}
2700, (Jr+id) | B, (3t —id) \9, (br+id) Tl —id)) |

This formula is only valid in the range where the stability ratio is deter-
minate, that is, a/c < 0,208 and in this range we may put

U= Zkib tanh :zTa s
P cosh 7 a/b
@ sinhze/b + sinh 7z a/b °
b— dnc cosh?z a/b a7 1 I 1 }
b (sinharc/b—{—sinhna/b)z c Lsinth(c+a)/2b " cosh®z(c—a)/2b]

Equzimtion (14) gives the exact solution but an approximate solution was
obtained recently by Glauert?,. who obtained a formula valid for a

double row whose breadth does not exceed one sixth of the breadth of
the channel. He found

W= 2%a . ox® | 3 gxnd? "
- 201+ 54+ - (17)
h and k are very small in the range under consideration so that the
agreement between (14) and (17) is very good.
We note that the stability curve is very well represented by the
approximate formula
a

& — 0,281 — 0,090 (%)“ (18)
1 Proc. Roy. Irish Academy, vol. 37, A.8 (1927
* Roy. Soc. Proc., 4. vol. 130, p. 34 (102), (1921).

(15)

(16)



Street of Vortices in a Channel of Finite Breadth. 87

this formula only being valid in the range b/c < 0,815. We note also that
if ¥, be the velocity of the vortices in the rear. of the moving body, then

y, = (1—27%01;11”—;‘) U. (19)

7. Comparison with Experimental Results.

We are now in a position to compare the results of the theoretical
investigation with those of experiment. The experimental results ne-
cessary for this comparison are given in Table X of a paper by Messrs
Fage and Johansen?, and they are inserted with appropriate alte-
rations in notation in the first four columns of the following table.
In these experiments, a flat plate of width 5,95 inches was used as the
obstacle and the walls of the channel were 84 inches apart. All the cases
considered fell within the rangee of stability given above. The plate was
put at various angles to the incident stream of air. The angles of inci-
dence (¢) are given in the first column. Instead of tabulating W directly,
we tabulate the non-dimensional drag-coefficient (W/olV2) where [
is the length of the obstacle, and V is the velocity of the incident stream.
Let D be the experimental value of the drag-coefficient, and D, the value
derived from von Kdrméan’s original expression. This value is derived
from the equation

W —20b V2{0,795 (%) — 0,316 (%)2} — D, ol V2. (20)

Let D, be the value derived by Glauert by taking account of the par-
tial mingling of the vorticity in the turbulent region behind the body.

He found 2 [
o+ ()

D,=D,+ 32y (7)-

In our present investigation we assume that owing to the annihilation of

some of the vorticity behind the body, the strength of the vortices is £x

where £ = T = (1 — 2—acoth 7—t—a> < 1. This leads to the following

U c b
value of the drag-coefficient

D, — %ﬁcoth”—;‘[ﬂ _{2 (1—h) — cothnTa (»3-§+M)}<I;7‘>2l (22)

@D

14 an
The results are embodied in the following table.

Wind Tunnel Experiments
i | o2m0 V.V D D, D, D,
90 | 5,25 0,235 1,065 0,889 1,166 0,993
70 4,85 0,245 0,975 0,853 1,093 0,948
60 4,44 0,240 0,850 0,766 0,948 0,843
50 4,08 2,210 0,690 0,625 0,737 0,674
40 3,55 0,185 0,505 0,484 0,545 0,514
30 2,76 0,160 0,325 0,329 0,354 0,342

1 Roy. Soc. Proc. A., vol. 116, p. 170 (1927).
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The force and moment on an oscillating aerofoil.
By H. Glauert, M. A.

1. In an interesting paper?, published early in 1925 in the Zeitschrift
fir angewandte Mathematik und Mechanik, Dr. H. Wagner has de-
veloped a method of calculating the lift and pitching moment of an aero-
foil in accelerated motion. Dr. Wagner’s paper is confined mainly to
linear motion at a constant angle of incidence, but towards the end of
the paper the analysis is extended to include the effects of an angular
velocity also. Towards the end of last year I became interested in the
problem of an oscillating aerofoil and wished to calculate the aerodynamic
damping moment experienced by the aerofoil, since certain wind tunnel
experiments had suggested that this damping moment increased with
the frequency of the oscillation. If the amplitude of the oscillation is
small, Dr. Wagner’s equations may by applied directly to the problem
of the oscillating aerofoil, and the following paper is a brief account of
my calculations, full details of which are contained in two reports2 of
the R. and M. Series. In passing T may mention that I derived the ex-
pressions for the force and moment on the aerofoil by suitable transfor-
mations of the fundamental hydrodynamical equations on lines differ-
ing from those followed by Dr. Wagner, and so obtained an indepen-
dent check on his equations.

2. Consider a straight line aerofoil of length 2a (Fig. 1), take the
origin of coordinates at the mid point of the aerofoil with the axis of 2
forwards along theaerofoil
and the axis of y normal
to it. Referred to this
system of axes, let the
aerofoil have the linear
velocity components U
and V and the angular

Fig. 1. velocity £2. Due to the

variation in speed and

angle of incidence, the circulation round the aerofoil will also vary and

there will be a narrow vortex wake extending backwards from the trail-

ing edge of the aerofoil, which may be assumed approximately to be a

continuation of the line of the aerofoil when the origin O moves in a

straight line. If s denotes the distance of any point of the wake from

the origin O and if y ds is the vortex strength of an element of the wake,
then the integral equation for the wake is

na2.Q—27zaV=f“/z—_}_Zyds. (1)

* Uber die Entstehung des dynamischen Auftriebes von Tragfliigeln.
2 R. and M. 1215: The accelerated motion of a cylindrical body through a fluid.
R. and M. 1242: The force and moment on an oscillating aerofoil.
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Also if K is the circulation round the aerofoil

K=fyds. 2)

The system of forces acting on the aerofoil can be represented by the
following components:
(1) a normal force Y, at the mid point O of the aerofoil
av
Y():ﬂangQ—ﬂazzg—d—?. (3)
(2) a normal force Y, at the point P half way between the leading
edge 4 and the mid point O of the aerofoil,
[ee]
Yp= —27za9UV——aQUf vds
a

Vs? —a? '

(4)

(3) 2 moment M, about the mid point O of the aerofoil, which is

additional to the moment due to the normal force ¥,
1 a2
JW():'_’g‘nafi@W- (5)

(4) a longitudinal force X of complex form, which does not affect
the lift or pitching moment of the aerofoil.

3. An interesting consequence of these general expressions is that the
moment about the quarter point P of the chord is independent of the
vorticity of the wake and of the past history of the motion: it depends
only on the instantaneous velocity and acceleration of the aerofoil. This
moment is

1 1 av 1 a2
Mp=—5nadeUR+ 5ma’o—y —gmato .
Now referring the motion to the point P instead of to the origin O,
1
U:U_p, V:VP—?GQ
and so
1 1 av 3 dQ
MP: ——2—7IG3QUPQ+'§‘7E(I3Q (ltp_gna‘lgﬂ'

In steady circular motion V, and £ are constant while U, is approxi-
mately equal to the resultant velocity W of the aerofoil, and hence

MP=—%7I(L3QPV~Q-

In oscillating motion, on the other hand, we have

Up=W,
VP:'_‘ Wd.,
dVsp
= we
and hence
Mp= —na"gWQ—ina‘lo%.

8 < dt
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Thus it appears that the damping moment in an oscillation about the
point P, which is the part of M , proportional to the angular velocity,
is double the corresponding moment in steady circular motion.

4. Consider next the general case of an aerofoil oscillating about a
point H at a fraction & of the chord from the leading edge while the
point H advances with the uniform linear velocity W. The coordinate
of the point H is

x=ua((l — 2h)

and if « is the angle of incidence at any time, we can take approximately
U=W,
V=—Wa—al{1—20).

Now assume a steady oscillation of frequency 27 p
& = op + %y sinpt,
o_ } (6)
= poa,cospt.
and let the circulation round the aerofoil be
K=Ky,+ K sinpt+ Kycospt. (7)
Then the vorticity ¥ of the wake is obtained as the value of
2K ot the time (1 — %), and h
W'ﬂ—& e 1me< —T>, an ence
y = %{(Klsinpt + K,cospt) sinp(sv;a)

+ (K cos pi— Kysinpit) cos 2O “)}. 8)
Equations (1) and (2) also give the circulation as

9]

K=2naWa-t 4na2.Q<%—k>—f{V¢— 1}7ds 9)

s§—a

a

and these last two equations form the basis for determining the constants
K,, K, and K,.
To evaluate the integral in equation (9), put

s—a,=2a,19,}
2ap (10)
o=

and the problem then reducs to the evaluation of the two integrals

0=f{l/§;,£——l}coslﬁdﬁ, \

Szf{l/ﬁ—h;—-_l—l}sinrﬁdﬂ. J

0

(11)
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The values of these integrals ¢ and S have been determined numerically
for a suitable range of values of A by splitting the range of integration
into two parts according as ¢ is less than or greater than unity, and by
expanding in suitable series. The numerical values of C and § are given
in table 1 at the end of the paper.

In terms of the integrals ¢ and S the equation (9) becomes
Ko+ K sinpt + K,cospt
=2ma W («p + oysinpt) + 2naW(—i~—.h>lalcospt
— AS (Kysinpt + Kycospt) — AC (Kycospt — K,sinpt)

and hence
Ky=2ma Way,

showing that the mean circulation corresponds to the mean angle of
incidence ¢, and is not modified by the oscillation, while K; and K, are
derived in the form

K, =2rnaWo &, 12)
Ky=2rnaWo &5,
where
3
51:A1+B1<Z—h),
13)

&= Ao+ By (3 — 1),

and the four coefficients 4,, 4,, B;, and B, are functions of 1 only whose
numerical values are given in table 1.

The lift and pitching moment of the aerofoil are derived from equa-
tions (3), (4) and (5). The values of M, and Y, are obtained directly
without any difficulty, but the value of ¥ » must be calculated from the
expression

_yds

yST_ a?

o)
Yy =2maoWi{Wa+al{d— 2k} — ang
a
and, using the substitution (10), this calculation is found to depend on the

two integrals
P a3 cos A & a9
J19E+D ’

. ] (14)

sin 1 9

~Jian
0

whose values have been determined in a manner similar to that used for
evaluating ¢ and S, and are given in table 1.
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Finally the moment about the centre of oscillation of the aerofoil
is obtained in the rather complex form

vt g = — (5= 1)
BT S
_nK%_h) G_h)—%@"k) (P& + Q§2)]loclcospt (15)

5. Equation (15), taken in conjunction with the numerical values
contained in table 1, suffices to determine the pitching moment of an
aerofoil performing a steady oscillation of small amplitude. The most
important aspect of the results is probably the effect of the angular
velocity, and considering only those parts of the expression which are
proportional to the angular velocity (poy cos pi), we may write

Q
My = — u(357) @arg W2). (16)

where 2a is the chord of the aerofoil and x may be regarded as the non-
dimensional damping coefficient of the oscillation.
Then

p=allg—1)(F—r) — (1 —) P&+ ew)

and by virtue of equations (13) we may write

G=PA+Q&} )
H=PB,+QB,

and obtain finally

p= n(%-—h)(%—h)-%n<»i———k>G—%n(%—h>(%——h>H (18)

where @ and H are functions of A only.

The numerical values of G and H are given in table 1, and have been
used to determine the numerical values of u in terms of the two para-
meters h and A. The effect of the rotation is to give a damping moment
when y is positive. The values of 4 are given in table 2 and are also shown
in Figs. 2 and 3. In Fig. 2 u is plotted against A, which is proportional
to the frequency of the oscillation, in the form of curves of constant
hinge position h. When % = 0,25, u has the constant value 7/8 or 0,393;
for larger values of %, u increases as 1 decreases and tends to infinity
as A tends to zero; for smaller values of %, u decreases with 1. These re-
marks apply only to the range covered by the caleulation (1 =0 to 1)
and it is not legitimate to assume, for example, that the curve of 2
for 2 = 0 is tending to a limit slightly greater than 0,8 as 1 increases.
The functions involved in the calculations comprise terms in sin 4 and
cos A, and the form of the u curves in Fig. 2, when extended to larger
values of A, would probably involve oscillations similar to those of the
integral sine and integral cosine functions. In Fig. 3 u is plotted against
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the hinge position % in the form of curves of constant frequency ratio 4,
and a broken curve is added showing the value of u due to a uniform
angular velocity: except for
extreme hinge positions, the
damping moment is consistenty
greater in an oscillation than in

12
circular motion.
It is to be remarked that 10
10

the value of 4 tends to infinity

as log A when A tends to zero, 075 \
but the actual moment tends

to zero. Moreover, for a hinge % hes
position further forward than u a5 )<

0,25 of the chord, the damping 4 \ 01 >N
moment changes sign at very N\
low frequencies and the oscil-
lation of the aerofoil will be  g¢

maintained by the unstable ol ot =
damping moment. On first ?k\
thoughts it might be consider- %

ed that the moment on an
aerofoil in an oscillation of
very low frequency should be 2

the same as in uniform circular

motion, since the angular acce-

leration is negligibly small. There is, however, this real physical
difference between the two "
motions: in steady circular /1_0'7

ly

Fig. 2.

motion the circulation round )
the aerofoil is constant and 12 /

there is no vortex wake, whereas
in an oscillation of very low
frequency, when the aerofoil % /
is passing through its mean
position with increasing angle

of incidence, the circulation has » \
been increasing slowly for a # \\ /
long time and there is vortex g \\ Ve
wake behind the aerofoil which \ 08
modifies the conditions of flow. R\ \. / / / //

/ 70

Fig. 4 has been prepared to % - =X
. . AY /
show a comparison with the \
only experimental evidence \
available. The experimental \
results refer to a rectangular ANy Arireular Motion
aerofoil of aspect ratio 4,5 with - L =1 ola -
the centre of rotation at the 0 ! S Y 7 ’

point k = 0,10, whereas the Fig. 3.

0

6,
/]

g
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preceding calculations apply only to an aerofoil of infinite span. The
correction for aspect ratio in oscillating motion has not been investigat-

0,7
- A=00
4\/
06
45@_«5,,9_
—————— == A=45
05 - == | _60%s
gl

o4 /

03

0,2

o1

g g2 o4 06 2 08 10 12
Fig. 4.

ed and is probably very
complex. If, however, the
correction as applied in uni-
form rectilinear motion be
regarded as sufficiently
accurate for the purpose,
the values predicted for a
finite aspect ratio 4 would
be estimated to be

(19)

where a/a, represents the
reduction in the slope of
the lift curve due to the
finite span. The correspond-
ing curve has been added to
Fig. 4 but should be regard-
ed only as a rough estimate
of the effect of aspect ratio.
In view of the comparison
'shown in Fig. 4, it would

appear that the damping moment as calculated is in fair agreement
with the observed values, but to test the theory more completely it
would be necessary to measure the damping moment of an aerofoil at
different frequencies and with different hinge positions.

Table 1. Values of certain integrals and coefficients.

2 0 0,2 0,4 0,6 ’ 0,8 ‘ 1,0

c oo 1,744 1,428 1,258 1,135 | 1,046
S 0,785 0,711 0,667 0,635 0,607 | 0,586
A, 1,000 0.802 0,656 0,558 0,491 0,439
A, 0 —0,245 | —0.295 | —0304 | —0.299 | —0.989
B 0 0,049 0.118 0,182 0,239 | 0,289
B, 0 0,160 0,262 0,335 0,393 | 0439
P s 2,555 1,973 1,665 1464 | 1.320
0 1,571 1317 1187 | 1092 1,019 | 0958
G . 1,727 0,945 0,598 0415 | 0,303
H 0 | 0,336 0544 | 0,669 0.750 | 0,802

When 2 is very small.

C = 0,906 — %Iog 2

G =P = 0,810 — log .
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Table 2. Values of u.

a 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
h=0 0,401 | 0,647 0,746 0,793 0,822
0,10 0.358 0,510 0.573 0,603 0.622
0,20 0.368 0,420 0,442 0.453 0,460
0.30 0,429 0,375 0,352 0,341 0.334
0,40 0.545 0,378 0.306 0,269 0,247
0,50 0,712 0,424 0.301 0,237 0,197
0.75 1.355 0,742 0,469 0,326 0,238
1,00 2,330 1,345 0,901 0,661 0,514

When % = 0,25, u = 0,393 for all values of 4.

Beitrag zur Theorie des Auftriebes.
Von Th. v. Kirmdn in Aachen.

Die nachfolgenden Bemerkungen bilden einen Beitrag zur elemen-
taren Theorie des Auftriebs. Fiir manche praktischen Zwecke ist es
niitzlich, den EinfluB abzuschitzen, den eine rdumlich unstetige Ver-
teilung der Geschwindigkeit der strémenden Luft auf einen ruhend
gedachten Tragfliigel ausiibt. So haben wir z. B. bei Luftkanalanlagen,
die mit sogenanntem offenen Strahl arbeiten, eine unstetige Anderung
der Geschwindigkeit an den Strahlgrenzen, und es ist von Interesse
zu erfahren, wie groB die Korrektion ist, die wir infolge dieses Um-
standes an dem gemessenen Auftrieb anbringen miissen. Auch die Falle,
in welchen der Luftschraubenstrahl eine mehr oder weniger unstetige
Verteilung der Geschwindigkeit in der Nahe des Tragfliigels hervor-
ruft, sind von praktischem Interesse. Wir wollen zuerst das zweidimen-
sionale Problem betrachten, dann einige Bemerkungen iiber den drei-
dimensionalen Fall hinzufiigen.

Im einfachsten Fall kénnen wir annehmen, daf ein einziger Sprung
in der Geschwindigkeit stattfindet, z. B. so, daB die Luft — zunéchst
ohne vom Tragfliigel beeinfluft zu sein — in der negativen Halfte
der z, y-Ebene mit der Geschwindigkeit Uj, in der positiven Hilfte
mit der Geschwindigkeit U, strémt. Den Tragfliigel denken wir uns
um einen Wirbelpunkt ersetzt, dessen Lage durch die Koordinaten
x=0, y= — h bestimmt sei. Die exakte Losung wiirde verlangen, daf}
man eine gekriimmte Unstetigkeitslinie bestimmt, so dafl der Druck
an beiden Seiten der Linie denselben Wert hat. Die Aufgabe ist dann
eine dhnliche, wie sie auch in der Kirchhoff-Helmholtzschen Theorie
der unstetigen Potentialbewegung gestellt wird.

Wenn wir indessen die von dem Tragfliigel induzierten Geschwin-
digkeiten u, v; bzw. u, v, als klein gegen die Geschwindigkeiten U,
bzw. U, annehmen, so laft sich das Problem erheblich vereinfachen,
indem wir die Bedingung der Druckgleichheit nicht an der verzerrten,
sondern an der urspriinglichen Unstetigkeitslinie, d. h. in unserem Falle
langs der Achse y = O erfiillen.
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Die Druckgleichung lautet in diesem Falle fiir die untere Halb-
ebene (py Druck im Unendlichen)
(Uy 4 uy)* 4+ fi_

2o Ui _ 71

fiir die obere Halbebene
Po U _ pa (Us + up)? v3
?+*2———?+%2*‘+’§‘,
so daB} wir als Bedingung der Druckstetigkeit mit Vernachlissigung
der quadratischen Glieder die Beziehung U; u; = U, u, bekommen. Mit
anderen Worten: wir haben folgende Potentialaufgabe zu losen:
Fiir die untere und die obere Halbebene ist je eine Potentialfunktion
@, und @, zu bestimmen, und zwar so, daB3 die erste in dem Punkte
=0, y = —h eine dem Wirbelpunkt entsprechende logarithmische
Singularitidt besitzt, wihrend die Losung fiir die obere Halbebene
iiberall regulir ist. Zwischen den Ableitungen lidngs der y = 0-Achse
besteht die Beziehung:

Uléﬂ—U a¢2 :O.

Jx 2 9x
Die normalen Ableitungen sind offenbar infolge der Kontinuitit stetig:
091 _ 99y
dy dy -~

Die so gewonnenen Randbedingungen kann man als ein Brechungs-
gesetz der Stromlinien auffassen. Bezeichnen wir etwa den Einfall-
winkel der ‘Stromlinie, welche von der unteren Halbebene in die obere
iibertritt mit «;, den Austrittswinkel derselben in die obere Halbebene
mit «,, so besteht die einfache Beziehung

uy __tgey U,

u,  tgo, U;°

Die Losung der Aufgabe kann man unschwer herstellen. Man kann
z. B. die Spiegelungsmethode benutzen:

a) Um die Losung in der unteren Ebene herzustellen, nehmen wir
einen Wirbelpunkt mit der gegebenen Zirkulation I™ in dem Punkte
z =0, y = — h und gleichzeitig einem Wirbelpunkt mit der zunichst
unbestimmten Zirkulation — I in dem Spiegelpunkte z =0, y = h.
Alsdann kénnen wir die Formeln fiir die Geschwindigkeitskomponenten,
die naturgeméB nur in der unteren Halbebene gelten sollen, wie folgt
anschreiben:

=1 y+h +_I: (b—y)
Vo 2a[@ 4 (y + 8P T 2a[@® + (y — R)2D°
r (— =) r @
R e v L IR T TN e

b) Um die Losung in der oberen Halbebene herzustellen, diirfen
wir natiirlich in der oberen Halbebene selbst keine Singularitit an-
nehmen, so daB wir versuchen, die Stromung von einem Wirbelpunkte
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abzuleiten, dessen Zirkulation I” sei, und den wir in dem Punkte z = 0,

y = — h annehmen. Die Formeln fiir die Geschwindigkeitskomponente,
die jetzt in der oberen Halbebene gelten sollen, sind die folgenden:
oL ly+h)
124 (y+R)°]°
I (==
I CEN R U
Wir setzen nun die Ubergangsbedingungen fiir y = 0 an:
h ’ z
Ulul—Uz'u,z:z—m{(Fh—}—f'h) UI—F U2)}=0

x

Ul—vz———gm{(——]’—}—]")—{—[’”}:o

Diese zwei Gleichungen bestimmen nun die zun#chst unbestimmt ge-
lassenen GréBen I” und I fiir die Intensitit der angenommenen
Wirbelpunkte. Wir erhalten offenbar

U,—-U
I" = : I,
U,+U,
2U
]‘l// — 1 — . /.
U,+ Uzr r—r

Das Ergebnis 148t sich anschaulich folgendermaflen ausdriicken:

Wir spalten zunéichst von der Zirkulation I' des Tragfliigels die

N r- U,— U,
Grofe I'— —F(l RETUAS A
bildlich liegenden Punkte =0, y =/ einen Wirbel mit der Zirkulation
—I"/2 an. Die diesen Wirbeln entsprechende Zirkulationsstrémung
liefert einen gemeinsamen Bestandteil der Losungen fiir beide Halb-
ebenen. Die Losung fiir die obere bzw. untere Halbebene erhalten wir
dann, indem wir auf diese Zirkulationsstrémung die von einem Wirbel-
paar von der Intensitit + I'/2 herriihrende Strb’mung einmal im
positiven und einmal im negativen Sinne superponieren. Durch Super-
position des Wirbelpaares wird an der Trennungslinie keine senkrechte
Geschwindigkeit erzeugt, so daB die Kontinuitit der V-Komponente
nicht gestort wird. AuBerdem haben wir durch die Wahl der Intensitét
des Wirbelpaares die Ubergangsbedingung fiir die u-Komponente
erfillt.

Von praktischem Interesse sind die Geschwindigkeiten, die an dem
Standort des Tragfliigels induziert werden. Diese stammen offenbar
von dem gedachten Wirbelpunkt mit der Intensitdt (—I") her,
und betragen

) ab und nehmen in dem spiegel-

I _r (U, —Uy)
dnh~ 4nmh (U, + Uy)°
v;=0.

U; =

Die so induzierte Geschwindigkeit bedingt offenbar keine Anderung
des Anstellwinkels, dagegen eine Anderung der Anblasegeschwindig-
Gilles-Hopf-K4rman, Vortrige Aachen 1929. 7
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keit und damit eine Korrektion der Auftriebskonstante. Die Korrek-
tion der Auftriebskonstante 148t sich leicht ausrechnen und betrigt
(mit ¢ = Fliigeltiefe)

AC,  C, & U;—T,

C, ~ dah U, 10,

Auf eine dhnliche einfache Potentialaufgabe lassen sich eine grofere
Reihe von praktisch interessanten Féllen reduzieren, so z. B. der Fall
eines endlichen freien Luftstrahls, in dem an beliebiger Stelle ein Trag-
fliigel bzw. ein Wirbelpunkt sich befindet. Ich will nur die Lésung fiir
den Fall angeben, dall der Tragfliigel symmetrisch zwischen der oberen
und unteren Strahlbegrenzung angeordnet ist. In diesem Falle bekom-
men wir keine Anderung der Anblasegeschwindigkeit, dagegen eine
Anderung der Anblaserichtung, welche allerdings davon abhingt,
welche Bedingungen wir im Unendlichen annehmen. Es ist nidmlich
klar, -daBl infolge der durch den Tragfliigel auf den Luftstrom iiber-
tragenen Bewegungsmenge der Strahl selbst eine kleine Ablenkung
erfahrt. Nehmen wir an, dafl der Strahl an der Zustrémungsseite ge-
fithrt wird, wie dies etwa dem praktischen Fall eines Luftkanals ent-
sprechen diirfte, so bekommen wir einen- Abwind an dem Standort
des Tragfliigels von dem Betrage

r
7)‘—:%.

Dies bedingt eine Korrektion des Anstellwinkels um A = und der

Auftriebskonstante

AC, =0, ——

ab’
Y+33

Dieses Ergebnissteht mit der Rechnungim Einklang, die Herr R. Sasaki!?
mit Hilfe der Kirchhoffschen Theorie fiir eine ebene Tragfliche, die
in einem beschrinkten Luftstrahl angeordnet ist, abgeleitet hat (vgl.
Abb. 1). Es steht auch damit im Einklang, daB, wie bereits Herr
R. Sasaki bemerkt hat, die in einem offenen Strahl gemessenen Auf-
triebskonstanten etwas kleiner sind als diejenigen, welche im ge-
schlossenen Kanal gemessen werden.

Eine Erweiterung des Problems erhdlt man durch die Annahme,
daB die Luft zuerst zwischen zwei parallelen Winden gefiihrt und dann
sich selbst iiberlassen wird. Namentlich 146t sich dann die nicht un-
wesentliche Frage studieren, wie weit die relative Lage des Modells
zwischen Eintrittsdiise von EinfluB3 ist. Mit der Berechnung dieser
Aufgabe ist z. Zt. Herr L. Poggi beschéftigt, der in kurzer Zeit iiber
seine Rechnung berichten wird. Eine Verfeinerung der Theorie in einer
anderen Richtung ist dadurch mdoglich, dal man statt eines Wirbel-

1 R. Sasaki: Report of the aeronautical research Institute, Tokyo Impe-
rial University 1928, Nr. 46.
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punktes, etwa nach dem Verfahren von Birnbaum und Glauert,
eine Reihe von Wirbelpunkten annimmt und so die Verteilung des
Auftriebs iiber die Tragfligeltiefe beriicksichtigt. Insbesondere wird
dies notwendig sein, wenn der Abstand des Tragfligels von der Un-
stetigkeit nicht sehr grofl ist gegen die Fliigeltiefe. Es besteht kein:
prinzipielles Hindernis, die genannten Aufgaben mit dieser Verfeinerung
durchzufithren, wenn auch die komplizierten Fille naturgemi ein ge-
wisses Mal von Rechenarbeit ver-

30

langen.
Ich will nur einige Bemerkungen 4, ~
iiber den dreidimensionalen Fall an- 7 & \\.
fithren: \~.
a) Zundchst ist es von Inter-
esse, den EinfluB kennen zu ler- g5
nen, den ein kreisformiger Strahl
auf eine tragende Linie von kon- ~—— nach Sasaki
stanter Zirkulation ausiibt, wobei =\~ = =rach der angencierten
J— . Theorve
man zwel Falle unterscheiden kann,
je nachdem die tragende Linie
den Strahl durchschneidet oder g a7 72 03 Yd o4
auflerhalb derselben liegt. Die Be- Abb. 1.

dingung -der Druckgleichung 1406t

sich in beiden Fillen so formulieren, dafl die Normalkomponente
der Geschwindigkeit und der zylindrischen Grenzfliche stetig bleibt,
dagegen die Tangentialkomponente einen Sprung erleidet, wofiir
wieder die Ubergangsbedingung

) 7]
U1 P1 — U2 P2

ox ox

gilt. Nehmen wir speziell die Geschwindigkeit auferhalb des Strahles
U, = 0 an, so haben wir an der Zylinderfldche die Bedingungen % =0.

Die Losung besteht aus zwei Anteilen. Es seien zunachst «, v, w die
Geschwindigkeitskomponenten, die von der Zirkulation der tragenden
Linie herrithren, ohne den EinfluB des ‘Strahles zu beriicksichtigen.
Bezeichnen wir die zusitzlichen Geschwindigkeiten, die infolge des
Einflusses des Strahles entstehen, mit u, », w, die zugehdrigen Poten-
tialfunktion mit ¢,, so stehen wir offenbar vor der Aufgabe, eine inner-
halb eines Zylinders regulire Potentialfunktion ¢, (z, y,2) zu bestim-

men, daf3 die Ableitungen % die gegebenen Werte — % annehmen.

Es besteht keine Schwierigkeit, diese Lésung zu finden, nur ist es zweifel-
haft, wieweit unsere Annahme, daB die induzierten Geschwindigkeiten
klein gegen die Strahlgeschwindigkeit sind, in der Nahe des Punktes
erfiillt sind, in welchem die tragende Linie die Zylinderflaiche durch-
schneidet.

b) Der praktische Fall ist insoweit anders, als die Zirkulation langs
der tragenden Linie nicht konstant ist, daf sie vielmehr von dem Strahl

7*
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nicht unerheblich beeinflut wird. Alsdann werden sich aber von der
tragenden Linie die sog. Tragflichenwirbel ablésen, deren Achse parallel
zur Strahlachse ist. Die Aufgabe in dieser Allgemeinheit zu losen ist
wohl etwas kompliziert. Andererseits ist es von Interesse, die Anderung
des induzierten Widerstandes infolge des Strahles, z.B. infolge des
Propellerstrahles zu berechnen. Man kann in angeniherter Weise so
verfahren, dafl man zunichst unter der Annahme konstanter Zirkula-
tion die an der tragenden Linie auftretenden induzierten Geschwindig-
keiten und die entsprechenden Auftriebskorrektion berechnet. Dann
entsteht die Aufgabe, den induzierten Widerstand einer tragenden
Linie zu berechnen, deren Zirkulation in einem Bereiche, dessen Aus-
dehnung gegen die Spannweite klein ist, eine Stérung erfahrt. Die iib-
liche Methode, die Zirkulation bzw. Auftriebsverteilung nach einer
Fourierschen Reihe zu entwickeln, wird in diesem Falle schlecht konver-
gieren. Ich glaube, dall man bessere Resultate mit folgender Methode
erzielt: Ich denke mir zundchst die tragende Linie mit der gestérten
Zirkulation zwar von y = — 00 bis y = oo erstreckt, aber dem Einflufl
eines konstanten Abwindes ausgesetzt, dessen Grofe dem Seitenver-
héltnis entspricht. Nun kann man leicht zeigen, dall zwischen der
Stérung der Zirkulation und zwischen der Stérung des Abwindes
folgende Beziehungen bestehen:

Falls die Zirkulationsverteilung lings der Spannweite durch das
Fouriersche Integral

Tg)=J do [ fn) cos oly 1) dn

ausgedriickt wird, so ist die entsprechende Abwindverteilung durch
die Gleichung

w () =0fadoc_fmf(n) cos o (y —n) dy

gegeben. Wenn wir also eine gegebene Auftriebsverteilung haben, die
fir groBe Werte von |y| in den konstanten Wert I’y iibergeht, und
die Stérung der Zirkulation mit I" — Iy = f(y) bezeichnen, so liefert
die zweite Formel unmittelbar den Abwind und dadurch den induzier-
ten Widerstand. Ich habe allerdings bisher keinen pralktischen Fall
nach diesem Schema durchgerechnet.

Neue Darstellung der Potentialstromung durch

Kreiselrider fiir beliebige Schaufelform.
Von W. Spannhake, Karlsruhe.

In den letzten Jahren sind die Potentialstromungen durch Kreisel-
rader mehrfach Gegenstand der theoretischen Behandlung gewesen.
Ich selbst habe 1925 durch Zerlegung der Gesamtstrémung in die ein-
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zelnen Teilstromungen den exakten Weg zur Berechnung derselben ge-
zeigt und als einfachstes Beispiel den Fall einer parallelkrinzigen Kreisel-
pumpe mit radialen Schaufeln behandelt. Dieser Arbeit folgten drei
andere von Sérensen, Schulz und Busemann, die an Stelle der
radialen Schaufeln solche setzten, die nach logarithmischen Spiralen
gekriimmt sind. Alle diese Arbeiten behandeln das Problem in folgender
Weise (Abb. 1).

Es wird ein rein ebenes Problem gestellt. Die Kreiselradmaschine
mit Spiralgehduse und Saugrohr wird durch zwei zur Achse senkrecht
ins Unendliche gehende ebene Begrenzungen ersetzt. Betrachtet man
beispielsweise eine Zentrifugalpumpe, so wird der Allgemeinheit wegen
vor dem Laufrad ein Leit-
apparatangenommen, des-
sen Wirkung aber durch
eine Wirbelquelle mit dem
Drall (c¢,r); = konst. er-
setzt wird. An Stelle der
Abstromung im Spiralge-
héuse wird - entsprechend

/
eine mit dem konst. Drall / ///
/ /CZL f'/g

(S&‘ﬁﬂl//é//’ﬂl/l_/‘ll_ ds Rades

chaurelroum aes
Lertappara’es

-

(¢c,7); ins  Unendliche > honst
gehende  angenommen. ]’ ~ ey ,1/2_/@ ) ni[

—_—

—
\
mentane Absolutstro- \\

mung und diese in fol- S \
gende Teilstromungen zer- m),rkm/ \ \ \
legt: \ _ L o NE L N\

1.Stromungeiner Wir- )1\ Wirkelgvelle afs Frsarz
belquelle im Zentrum, fir Saugrotr und Lertqpporat
welche die Schaufeln zir- Abb. 1.
kulationslos umstromt.

2. Zirkulation um die Schaufeln selbst. Diese beiden Teil-
strémungen kann man zusammen als zirkulationsbehaftete Durchfluf-
strémung bezeichnen, ihre Bestimmungen sind zunéchst Randwert-
Probleme erster Art, da die Schaufelkonturen Stromlinien sein miis-
sen. Als dritte Strémung kommt die Verdréngungsstrémung
hinzu, deren Ermittlung ein Randwert-Problem zweiter Art ist, da an
den Schaufeln die Normalkomponente der Absolutgeschwindigkeit vor-
geschricben ist. Siamtliche Teilstrémungen liefern nun fiir sich an
beiden Schaufelenden im allgemeinen unendlich hohe Ge-
schwindigkeiten. Jedoch werden die Zirkulationen der Wirbelquelle
und die Zirkulation um die Schaufeln bei gegebener DurchfluBmenge
und Winkelgeschwindigkeit so bestimmt, dafl die Geschwindigkeiten
an den Schaufelenden endlich bleiben, oder, anders ausgedriickt, daf
im Relativstrombild tangentiales An- und Abstrémen erfolgt.
Man kann aber auch die Zirkulationen um die Schaufeln und die Winkel-
geschwindigkeiten bei gegebener Zirkulation um die Wirbelquelle und
gegebener DurchfluBmenge fiir tangentiales An- und Abstromen bestim-

Untersucht wird die mo- G
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"I“\\,L,o men usw. Man kann
' aberauch auf das tangen-
\ tiale Anstrémen verzich-
ten und kann dann nur
eine Konstante bestim-
men ; dafir wihlt man
die Schaufelzirkulation,
die man fiir tangentia-
les Abstromen berech-
net. Alle diese Fille
haben ihr genaues Ge-
genstiick in der elemen-
taren Kreiselradtheorie,
wo man entweder bei
T T T T~ gegebener Drehzahl die
2 Zustromung oder bei
- gegebener Zustrémung
. die Drehzahl so einrich-
-~ tet, daBl der sogenannte
stoBfreie Eintritt erfolgt,
oder schlieBlich auch Be-
' triebszustinde mit nicht
stoBfreiem Eintritt zu-
‘‘‘‘‘‘‘ — lafBt. Mit tangentialem
Abstrémen rechnet man
 in der elementarenTheo-
\ L - ' / rie bekanntlich immer.
I / Zur  rechnerischen
. Durchfithrung bedienen
\ / sich die genannten 4 Ar-
. s beitenfolgenderMethode
. P (Abb. 2 u. 3).

w-£ [;ene

i
\

n Schauteln

Abb. 2. Z0

z-Lbene

Kreisgleichung: z=g-[A.+e VP]

|
|
|
|
|
|
|
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Der in einer w-Ebene gedachte Schaufelstern mit n Schaufeln

wird durch die Funktion w = ”VC auf eine (-Ebene abgebildet, wo-
bei sich die n Schaufeln in eine einzige, spiralférmig den Null-Punkt
umgebende Kontur transformieren. Die (-Ebene wird weiter in eine
z-Ebene transformiert. Dabei wird die von der Stromung erfillte
Umgebung der Schaufelkontur entweder auf den Auflenbereich eines
Kreises oder auf eine Halbebene abgebildet, wobei sich die Schaufel-
kontur selbst entweder in den Umfang des Kreises oder in die reelle
Achse transformiert. Die komplexen Potentiale fir Wirbelquelle und
Schaufelzirkulation werden dabei durch geschlossene Ausdriicke, das
Potential der Verdringungsstromung dagegen entweder durch eine
Laurent-Entwicklung fiir den Mittelpunkt des Kreises oder durch ein
sstimmtes Integral iiber den Kreisumfang bzw. die reelle Achse dar-
gestellt. Der Sinn der bsiden letzten Darstellungen ist der, das Potential
derjenigen Quellverteilung an der Schaufelkontur anzugeben, welches
dort, d. h. an den Konturen selbst, die vorgeschriebenen Normalgeschwin-
digkeiten erzeugt. ‘

Diese Methode ist sehr brauchbar, um fiir verschiedene Schaufel-
zahlen und Radienverhiltnisse und Schaufelwinkel die Verdnderung
der Schaufelzirkulation und damit der Leistungsaufnahme des Kreisel-
rades zu berechnen. Die eleganteste Losung dieser Art stellt diejenige von
Busemann dar?®, deren Resultate durchaus fiir die Praxis verwendbar
sind. Die Methode hat nur einen Schénheitsfehler. Bei der Abbildung

w= il/é' verindert sich im allgemeinen — allerdings bei radialen oder
logarithmisch spiraligen Schaufeln gerade nicht — die Schaufelform,
wenn auch nicht die Winkel gegen Umfang oder Radius, so daf sich
die Abbildungsfunktion w = w (z) fir jede Schaufelzahl &ndert.

Auf meine Anregung hin hat daher mein seinerzeitiger Assistent,
Herr Dr. Barth, jetzt Ing. der Firma Réchling in Vélklingen a. d. Saar
ein Verfahren ausgearbeitet, das sich zwar ebenfalls auf ebene Probleme

beschrinkt, aber die Abbildung w = i/é' vermeidet. Die w-Ebene
des Schaufelsterns wird dabei sofort auf die z-Ebene eines Kreises ab-
gebildet, wobei sich nur eine der n Schaufeln auf den Kreis trans-
formiert, wahrend alle andern in bestimmte andere Konturen iibergehen.
Da die Abbildungsfunktionen fiir tragfliigelahnliche Schaufellkonturen
weitgehend durchgearbeitet sind, so kann man sagen, da8 alle in Be-
tracht kommenden Schaufelformen mit dieser Methode erfalt werden.

Der zweite Grundgedanke des Verfahrens besteht in folgendem.
‘Wenn in eine irgendwie gegebene Stromung ein oder mehrere Korper
eingebracht werden, die sich in ihr bewegen oder in ihr ruhen, so lassen
sich die Stérungen, die dadurch in der urspriinglichen Strémung hervor-
gerufen werden, durch eine Quellverteilung auf der Berandung der Kor-
per darstellen und durch die entgegengesetzt gleiche Quellverteilung be-
seitigen. Dies heiBt nichts anderes, als daB alle Randwertprobleme auf
solche zweiter Art zuriickgefihrt werden. Diesen Satz méchte ich durch
Abb. 4 veranschaulichen.

17Z.A M. M. 1928, H. 5, 8. 372.
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Cq ist die von der Quelle @ am Korperpunkt P hervorgerufene Ge-
schwindigkeit mit dem Normalkomponenten ¢, und der Tangential-
komponente ¢,,. ¢, ist die von der iiberlagerten Quellverteilung in P
hervorgerufene Geschwindigkeit ¢,,, ¢, deren Normalkomponente,
¢, ihre Tangentialkomponente. ¢, ist die resultierende, am Korper
nur noch tangential gerichtete Geschwindigkeit. Eine reine Zirkulations-
stromung um einen Korper fithrt natiirlich, da sie an ihm selbst nur
Tangentialgeschwindigkeiten besitzt, erst dann zu Randwertproblemen
zweiter Art, wenn noch andere Korper mit oder ohne Zirkulation in der
Strémung vorhanden sind.

Mit der Feststellung, daBl einer ge-
gebenen c¢,-Verteilung eine bestimmte
Quellverteilung  entspricht, ist die
Schwierigkeit zunéchst nicht beseitigt,
sondern nur verschoben. Insbesondere
ist die gesuchte Quellverteilung im all-
gemeinen durchaus mnicht proportional
mit der ¢,-Verteilung, d. h. die Ele-
mentarquelle ist nicht etwa dq = ¢, ds.
Man sieht dies sofort ein, wenn man be-
denkt, daf} jede Elementarquelle im all-
gemeinen nicht nur an ihrem eigenen Sitz
auf der Kérperoberfliche, sondern auch
an jeder andern Stelle derselben Normal-
g ¢ Abb. 4. komponenten erzeugt. Fiir das ebene

Problem gibt es aber eine Kontur, nim-
lich den Kreis und als Grenzfall die unendliche Gerade, wo sich die Auf-
gabe dadurch vollkommen vereinfacht, daf die gesuchte Quellverteilung
mit der gegebenen c,-Verteilung proportional wird. Dies hingt damit
zusammen, dafl man beim Erfiilltsein der Bedingung [c¢,ds =0 zu
jeder Elementarquelle auf dem Kreis eine gleich starke Elementarsenke
angeben kann und daf dies Quellsenkpaar den Kreis zur Stromlinie
macht, also an keiner Stelle aufler an den beiden ihrer eigenen Sitze,
Normalkomponenten hervorruft (Abb. 5). Die genaue Verfolgung dieser
Verhaltnisse ergibt, dafi die Elementarquelle fiir die Stelle mit der Nor-
malkomponente ¢, die Ergiebigkeit dq¢ = 2 ¢, - ds haben muB (weil die
Quelle sowohl den AuBen- als auch den Innenraum des Kreises mit
Fliissigkeit zu versorgen hat). Dann kann man aber fiir die Stromung
im AuBenraum eines Kreises mit gegebener ¢, - Verteilung sofort das
komplexe Potential hinschreiben. Es wird

27
¢=fc7:—ln(z—~g-ci"’)g-dq),
0

wenn der Mittelpunkt des Kreises im Nullpunkt dér z-Ebene liegt und
o sein Radius ist.

_ ! Der exakte Beweis fiir die obige Entwicklung kann in analoger Weise, wie
bei Sérensen a.a. 0. fiir die Gerade angegeben, gefiihrt werden.
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¢, ist die Normalkomponente am Kreis der z-Ebene, sie ergibt sich
aus der an einer beliebigen Kontur einer w-Ebene gegebenen v, durch
die Beziehung

cn :/Un >

dz

wenn 1(2—1:’ der Absolutwert der Ableitung der Funktion w = f(2) ist,

mittels deren die Kontur auf dem Kreis abgebildet wird.

Die Quellverteilung, die nun an einer Schaufel einzusetzen ist, ver-
andert sich mit der Schaufelzahl. Thre Bestimmung erfolgt in sukzessiver
Approximation. Dies macht man sich leicht in folgender Weise klar.

Die Strémung eines ,,Einschaufel-Kreiselrades” mit beliebigem
Schaufelprofil 148t sich aus der Strémung einer Wirbelquelle um einen

Abb. 5.

eingelagerten Kreis herum (Potential in geschlossener Form, Spiegelung
der Wirbelquellen und der co-fernen Senke am Kreis) mit Zirkulation
um diesen unter gleichzeitiger Uberlagerung der Verdringungsstrémung
jederzeit leicht ermitteln und in die bekannten Teilstrémungen zerlegen.
Ordnet man 7 solcher Schaufeln und ,,Einschaufelstromungen‘ achsen-
symmetrisch um den Sitz der Wirbelquelle herum, so ruft, die Summe
der n-Einzelschaufelstromungen an jeder der Schaufeln stérende Normal-
schaufelstromungen an jeder der Schaufeln storende Normalkompo-
nenten — im folgenden kurz ,,Stérungskomponenten‘‘ genannt — her-
vor, und zwar — wegen der Achsensymmetrie — an jeder Schaufel die
gleichen. Man kann sie durch eine Quellverteilung beseitigen, die an
jeder Schaufel die gleiche ist, also wieder auf einfache Weise durch
Zuriickgehen in die Z-Ebene, d. h. an die Kreiskontur, bestimmt wer-
den kann. Dadurch werden die ersten Storungen beseitigt, aber neue,
und wieder an allen Schaufeln gleiche, hervorgerufen. Diese sind aber

* Siehe die zitierten Arbeiten des erstgenannten Verfassers.
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im allgemeinen schon ,,von der zweiten Ordnung*‘ d. h. erheblich ge-
ringer als die ersten. Sie werden genau so beseitigt wie die ersten und
rufen nun solche ,,dritter Ordnung‘‘ hervor, die wieder beseitigt wer-

Abb. 6.

den usw. Fiir das endgiiltige Potential ergibt sich rechnerisch eine
Reihe, deren Konvergenz allgemein zu untersuchen wire. Hierauf habe
ich bisher verzichtet, da die durchgerechneten Beispiele selbst bei

RN
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Abb. 7.

8 Schaufeln noch eine sehr rasche Konvergenz ergeben. Ubrigens ist es
in Fillen, wo die Konvergenz nicht befriedigen sollte, auch maglich, in
folgender Weise vorzugehen, Man bestimmt aus dem Einschaufelrad
erst ein Zweischaufelrad, dann ein Vier-, weiter ein Achtschaufelrad usw.,
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wodurch der Grad der Konvergenz unter Umstidnden verbessert wird.
Man kann im iibrigen das Verfahren entweder sofort auf die Gesamt-
stromung oder auch jede der Einzelstromungen anwenden. Dabei kann
es zweckmaBig sein, auch die Einschaufelstrémung und ihre Teilstro-
mungen unter Zuhilfenahme von Quellver-
teilungen an der ersten Schaufel, also nicht

wie vorhin angegeben, darzustellen. Das vor- o
teilhafteste Verfahren wird in jedem Falle ,
auszuwihlen sein. Die Methode entspricht vor 7w
allen Dingen unmittelbar dem praktischen ///Ei\
Fall, wo ein Schaufelrad in Modellversuchen 45— ,;Z\ <
. . . VD Pl wlmieniy o S N
mit verschiedenen Schaufelzahlen, aber glei- 2&/%4\\&

cher Schaufelform bei gleichem Radienver-
hiltnis ausgeriistet wird. Sie eignet sich fiir
ein halb rechnerisches, halb zeichnerisches ,
Verfahren. Als wichtigste Einzelheit aus dem 7 ¢ ¢ # & ¢
Verfahren sei die Bestimmung der ,,Green- Abb. 8.

schen® Funktion — der ,,EinfluBfunktion®,

wie wir Ingenieure lieber sagen — des Problems beschrieben (Abb. 6).
Aus der Achsensymmetrie des Schaufelsterns folgt, dafl an jeder Schau-
fel zur Bestimmung einer Teilstromung die gleiche Quellverteilung ein-
zusetzen ist. Da diese durch sukzessive Approximation gefunden wird,
so entsteht die Auf-
gabe, diejenigen Sto-
rungen zu berechnen,

U,
die durch eine Quell- rz—tw
verteilung — ndmlich l // /
irgendeine von den _,, /
noch nicht ganz rich- “Hin- nez___| /
tigen — an den Schau- +70 J’k /ﬁ
feln hervorgerufen wer- 2 / 7

den. Wieder wegen der 07 XK 35 ¢ 5 5/// R
7

Achsensymmetrie sind N
diese Stérungen an den i \
gleich gelegenen Punk- _,, 27T\ \
ten aller Schaufeln die- N
selben. Dies kann man \
aber auch so ausdriik- \\
ken: I?le Storu_ng,' die T 7 ¢t s s 0 0 @ @ 1
von einer beheblgep Oberseite Unterseite
Quellverteilung an ei- —> Schaufzlabwicklung

nem Punkt 1 einer Abb. 9.

Schaufel I hervorge-

rufen wird, ist gleich der Summe aller Stérungen, welche die Belegung
der Schaufel 7 an den Punkten I aller Schaufeln II — »n hervorruft.
Somit liegt der Kern der Aufgabe darin, die von der Belegung einer
Schaufel — bezeichnen wir sie wieder mit I — an allen andern her-
vorgerufenen Storungen zu bestimmen. Dazu begeben wir uns vor-
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iibergehend in die Z-Ebene und belegen dort den Kreis mit der-
jenigen Quellverteilung, die der gegebenen Geschwindigkeitsverteilung
an der Schaufel I entspricht. Da je zwei Punkte auf der Schaufel-
vorderseite und -Riickseite gleiche Quell- bzw. Senkstirke haben,
so konnen wir den entsprechenden Quellpunkt am Xreise mit dem
entsprechenden Senkpunkt [z. B. 2 und (2)] zusammenfassen. Dieses
Quell-Senkpaar erzeugt am Bildpunkt P des Schaufelbildes IV eine
Geschwindigkeit, die tangential zu dem durch P und das Quellensenk-
paar gehenden Kreise liegt. Dies wiederum hat einen zum Schaufel-
bild IV normalen Anteil, der durch Multiplikation mit cos ¢ gefunden

2mry
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—> Schautelabwicklung

Abb. 10.

wird. Durch Zuriickgehen in die W-Ebene findet man dann die Stérungs-
geschwindigkeit am Punkte ¢ der Schaufel IV. Es wird

v, (8) :f%ﬁF (s,8)ds",

F ist die EinfluBfunktion und hat dabei den Wert
dw

dz

cos &
17y’

F(s,s"Y=

der von Punkt zu Punkt halb graphisch, halb rechnerisch gefunden
wird. Auch I%‘ kann graphisch bestimmt werden. Man stellt die Ein-

fluBfunktion in Einfluflinien dar und kann spiter die Stérungen, die
von den einzelnen Teilstromungen herriihren, durch Multiplikation der
gegebenen Quellverteilungen mit den EinfluBfunktionen und durch
Auswertung der Integrale berechnen.

Als Schlufiresultat der Rechnung findet man die Potentiale der Teil-
stromung in Form von Reihen, deren einzelne Glieder Potentiale von
Quellverteilungen abnehmender GroéBenordnung sind. Jedes Potential
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einer Teilstromung enthilt eine oder mehrere, zunichst willkiirliche
Konstanten als Faktoren, das der Wirbelquelle die Quelistirke @ und
die Zirkulation I, das der Schaufelzirkulationen die Konstante I, das
der Verdringungsstromung die Winkelgeschwindigkeit w. Diese 4 Kon-
stanten werden genau so bestimmt wie in den fritheren Rechnungs-
methoden, ndmlich fiir tangentiales An- und Abstrémen oder nur fiir
tangentiales Abstrémen. Dabei ergibt sich hoch eine Vereinfachung,
wenn man nur das eine Ziel hat, die Schaufelzirkulationen zu bestimmen,
die darauf hinauslduft, daB man nicht die Potentiale zu ermitteln
braucht, sondern nur die Geschwindigkeiten an den Kreispunkten, die

27 ’
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Oberseite Unterseite
—>Sehautelabwicklung
Abb. 11.

den Schaufelenden entsprechen. Zu diesen aber liefern nur die Quell-
verteilungen an Schaufel I Beitridge. Néher darauf einzugehen wiirde
hier zu weit fithren.

Zum Schlusse mogen noch einige Resultate in Kurvendarstellung ge-
geben werden. Abb. 7 zeigt links in der ausgezogenen Kurve die Ver-
teilung der Normalgeschwindigkeit, die an jeder Schaufel gleich — also
von der Schaufelzahl unabhiingig — von einer reinen, d. h. zirkulations-
losen Quelle im Zentrum erzeugt wird und durch eine bestimmte, in den
endgiiltigen Potentialen einzusetzende Quellverteilung wegzuschaffen
ist. Wenn diese an den Kreis iibertragen wird, so ist deren Potential fiir
eine Schaufel sofort das richtige. Bei mehreren aber miissen Quell-
verteilungen eingesetzt werden, die den gestrichelten v,-Verteilungen ent-
sprechen. Rechts sind die entsprechenden v,,-Verteilungen fiir die Schau-
felzirkulationen dargestellt, dabei ist zu beachten, daf schon die erste
wegzuschaffende v, - Verteilung von der Schaufelzahl abhingig ist. Bei
einer Schaufel allein existiert keine. Abb. 8 gibt die Verhaltnisse fiir
die Verdringungsstromung, hier muB man von der zu erzeugenden,
statt von der wegzuschaffenden v, - Verteilung sprechen. Die folgenden
Abb. 9,10, 11 zeigen die Geschwindigkeitsverteilungen an den Schaufeln,
und zwar sind durch vektorielles Abziehen der Umfangsgeschwindig-
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keiten rw sofort die Relativgeschwindigkeiten berechnet. Jede Dar-
stellung ist durch dimensionslose Angabe der Geschwindigkeiten fiir
einen beliebigen Wert der die betr. Teilstromung charakterisierenden
Konstanten giiltig.

Die Konvergenz des Verfahrens wird natiirlich bei groBeren Schaufel-
zahlen langsamer. Ein Maf3 dafiir ist etwa die Nihe der beiden, der auf
den Kreis abgebildeten Schaufel am néchsten kommenden.

Diskussionsbemerkung zum Vortrag Spannhakel,
Von H. ReiBiner, Berlin.

Ihr Vortrag, Herr Spannhake, hat das Problem der Rotation eines
Kranzes oder Sterns von Schaufelprofilen in einer radialen und zirku-
lierenden Potentialstromung zurtickgefithrt auf die Abbildung der
Schaufeln auf Kreise und die Bestimmung derjenigen Quellverteilungen
auf dem Umfang dieser Kreise, welche die Randbedingungen an diesen
Kreisrdndern erzwingen. Die Methode ist sowohl fiir Schaufelprofile
von endlicher Dicke als auch fiir linienférmige Schaufeln gleicher-
maflen anwendbar, nur dafl im letzteren Falle die linienférmige Schaufel
als eine Doppellinie aufgefaflt werden mufl und Verzweigungslinie der
Abbildung wird.

Den Quellverteilungen an den Abbildungskreisrdndern entsprechen
in beiden Fillen auch Quellverteilungen an den wirklichen Schaufel-
rdndern.

Bei Threm Vortrage entstand nun fir mich das Problem, wie wohl
die Quellverteilung bei der Riickabbildung auf die wirklichen Schaufeln
aussehen wiirde, insbes. wenn diese Schaufeln die Dicke Null haben.

Verwandeln sich dann die Quellen in Doppelquellen oder in eine
Uberlagerung von Doppelquellen und einfachen Quellen und was ge-
schieht an den Enden der Profile?

Sie konnten ja sagen, dall diese Aufgabe Sie selbst nicht inter-
essiert, da Thnen die Kenntnis der Quellverteilung an den Kreisrindern
geniigt, aber es scheint mir doch, dal} diese Ausartung der Aufgabe
der wirklichen Quellverteilung nicht unwichtig ist, wenn man z. B.
Ihre Losung durch die Losung einer entsprechenden Integralgleichung?
priifen oder unterstiitzen will.

Allerdings entsteht gerade bei dieser, die Losung der zweiten Rand-
wertaufgabe liefernden Integralgleichung dieselbe Schwierigkeit, daf3
die Quellen, welche die Randbedingungen erzwingen im Falle, daf} die
Randlinie in eine Doppellinie zusammenschrumpft, zusammenriicken,
ohne daB} in der mir bekannten Literatur der darin anzuwendende
Grenziibergang angedeutet oder sonstwie auf diesen Sonderfall auf-
merksam gemacht wére.

Immerhin kann man wohl ohne Rechnung von vornherein sehen,
daB die Quellen und Senken beim Zusammenriicken in der bei Singu-
laritéiten hoherer Ordnung tiblichen Weise unendlich werden miissen,

1 Vergleiche hierzu die im Anhang S. 220 abgedruckte Entgegnung.
2 Siehe z. B. Riemann-Weber-v. Mises, Bd. 1, S. 489—494.
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wenn sie tiberhaupt eine die Randbedingungen erzwingende Strémung
erzeugen sollen.

Aber es wire, glaube ich, interessant, dies einmal durchzurechnen
und in einem konkreten Falle zu sehen, unter welchen Umstanden
ein und dieselbe Stréomung sowohl durch eine Wirbelschicht als auch
durch eine Quellsingularirdtenschicht erzeugt werden kann.

Fir mich selbst ist diese Frage aufgetaucht bei Betrachtung der
Losungsmoglichkeiten der Aufgabe, die Rotation oder achsiale Trans-
lation einer starren Schraubenfliche in einer Fliissigkeit zu bestimmen,
wie es in der Betz-Prandtlschen Propellertheorie verlangt wird.

Zur Wirbeltheorie des Schraubenpropellers.

Von S. Goldstein, Manchester.

Meine Damen und Herren! Ich. méchte kurz iiber eine Verfeinerung
der Wirbeltheorie des alleinfahrenden Schraubenpropellers von Betz
und Prandtl berichten!., Bekanntlich ist diese Theorie ganz &hnlich
wie die des Tragfliigels. Um jeden Fliigel findet eine Zirkulation statt,
die am Rande und an der Achse gleich null ist. Der Fliigel wird durch
ein ,,gebundenes‘‘ Wirbelsystem ersetzt, welches wir uns, der Einfach-
heit halber, auf eine Linie konzentriert denken, deren Wirbelstirke im
Abstand r von der Achse gleich I, die Zirkulation um das entsprechende
Fliigelelement, ist. Von jedem Punkte dieser Linie gehen ,,freie Wirbel*
aus, deren Stiirke pro Lingeneinheit — 0.1/ ist. Vorausgesetzt, daB3 die
von den Fliigeln verursachten Stromungsgeschwindigkeiten klein gegen-
iiber der Eigengeschwindigkeit ist, also daf3 der Belastungsgrad hin-
reichend klein ist, verlaufen diese ,,freien Wirbel* in Schraubenlinien,
welche in ihrer Gesamtheit eine Schraubenfliche bilden. (Als Schrau-
benfliche bezeichnet man die Fliche, die von einem System von radialen
Geraden, die sich langs einer zu ihrer Ebene senkrechten Achse ver-
schieben und gleichzeitig um diese Achse drehen, erzeugt wird.)

Durch dieses freie Wirbelsystem geht Energie verloren, und, wenn
dieser Verlust ein Minimum fiir einen gegebenen Schub ist, so wissen
wir nach dem Betzschen Satze, daf die Stromung gentigend weit hinter
der Schraube so ist, wie wenn die Schraubenfliche erstarrt wére und
sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit nach hinten verschiebt; und
zwar soll die Stromung nach der klassischen Hydrodynamik einer
reibungslosen Fliissigkeit berechnet werden, da sie stetig, wirbellos
und ohne Zirkulation sein soll. Die Zirkulation I um den Fliigel im
Abstand » von der Achse bekommen wir dann als den Geschwindigkeits-
potentialsprung an der entsprechenden Stelle der Schraubenfléiche.
AuBlerdem wissen wir aber, daB bei symmetrischen Schrauben die
Storungsgeschwindigkeit am Fliigel selbst halb so groB ist wie an den
entsprechenden Stellen der Schraubenfliche.

1 Gottinger Nachr. 1919 oder L. Prandtl u. A.Betz: Vier Abhandlungen
zur Hydrodynamik und Aerodynamik. Gottingen 1927,
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Ich brauche nicht zu betonen, daf3 in der Theorie der Profilwider-
stand der Fliigelelemente, so wie der Einflul} der Nabe, die Annéherung
der Fliigelgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit am Rande oder
die Kavitation, unberiicksichtigt bleibt.

Es ist darum wichtig, das Problem der Potentialbewegung einer
solchen Schraubenfliche zu 16sen. Als Betz seinen Satz verdffentlichte,
gab Prandtl eine angeniherte Losung, welche eine um so grofere Gel-
tung hat, je groBer die Anzahl der Fliigel und je grofier das Verhéltnis
zwischen wR und v ist, wobei R den Radius, w die Winkelgeschwindig-
keit und v die Fahrgeschwindigkeit der Schraube bedeutet. In der
Prandtlschen Losung sind zwei Néaherungen zu erkennen. Erstens: in
dem Falle einer Schraubenfliche von unendlich groflem Radius sind

4
//

&

Abb. 1.

die Radialgeschwindigkeiten vernachlissigt. Dies gilt um so mehr, je
groBer die Anzahl der Fliigel ist. Hier kommt wR/v nicht in Frage.
Zweitens: die Umstromung des Randes der Schraubenfliche wurde
durch die Umstromung der Rénder eines dquidistanten Ebenensystems
ersetzt. Dies gilt um so mehr, je groBer eine der beiden folgenden Zahlen
oder auch beide zusammen sind, und zwar: Anzahl der Fliigel, p, und
o R/v (oder 1/4, wobei A den gewohnlichen Fortschrittsgrad bedeutet). Der
Grad dieser Niherung scheint ungefihr von dem Produkt abzuhéngen.
Aber eine Abschitzung des Fehlers war bisher nicht moglich.

Ich habe neulich eine genaue Losung des Potentialproblems ge-
funden!. Es ist von mathematischem Interesse, daf3 hier eine Art
Lommelscher Funktionen 2imaginéiren Arguments eine Anwendung fand.

Als wichtigste Ergebnisse sind die Berechnungen der Zirkulations-
verteilung lings eines Fliigels zu betrachten. Numerisch ausgewertet

1 Proceedings of the Royal Society of London, Bd. 123 A. 1929.
2 Math. Ann. 1876. Watson’s Bessel Functions, 10. 7.
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sind die Ergebnisse fiir eine zweifliigelige Schraube, und fiir einen Wert
des Fortschrittsgrades, namlich 2 = 0,2, im Falle der vierfliigeligen
Schraube. Die Resultate sind ohne weiteres aus den Bildern ersichtlich.
In Abb. 1 sind die Resultate fiir die zweifliigelige Schraube dargestellt,
und zwar ist f’w/zzwv als Ordinate und wr/v als Abszisse aufgetragen.
I'ist die Zirkulation im Abstand » von der Achse, o die Winkelgeschwin-
digkeit und v die Fahrgeschwindigkeit der Schraube, und w die kon-
stante Geschwindigkeit der Schraubenfliche, so dafi fir schwach-
belastete Schrauben der Wir-

kungsgrad (ohne Reibung Z;ZF%ZUJ ' /f TS
usw.) 2 v/(2 v-+w) ist. Die g by N
Kurven sind fiir verschie- / - A

dene Werte von wR/v, oder i

1/4, aufgetragen. Der Wert
von wRfv fir irgend eine
Kurve ist die Abszisse des
Punktes, in dem die Ordi-
nate wieder gleich null ist.
Ausgezogen sind die genauen
Werte, gestrichelt die Werte — az
nach der Prandtlschen N&. = | ///
herung, und zwar sind die '
beiden Kurven fiir dasselbe ’ 3 s
w aufgetragen (d. h. fir Abb. 2.
schwachbelastete Schrauben,

tiir denselben Wirkungsgrad). Man erkennt leicht, dal die Néherung
um so besser, je kleiner A, insbesondere am Rande ist, aber in der
Néhe der Achse bleibt immer ein Unterschied bestehen.

Im zweiten Bild ist 2 I'w/zwv als Ordinate und wr/v als Abszisse
fir oR/v = 5 oder 4 =10,2, und fiir eine vierfliigelige Schraube auf-
getragen, wie auch die Kurven fiir die zweifliigelige Schraube wieder-
gegeben- sind. (Die Xurven fiir die vierfliigelige Schraube haben die
gréferen Maximumordinaten.) Der Grad der Niherung fiir vier Fliigel
ist durchschnittlich etwa derselbe wie fiir zwei Fliigel bei einem halb so
kleinen Fortschrittsgrad, aber in der Nahe der Achse ist die Néherung
bedeutend besser.

In dhnlicher Weise a8t sich die Verteilung fiir irgend eine Anzahl
der Fliigel und irgend einen Fortschrittsgrad berechnen. Aulerdem be-
kommen wir Ausdriicke fiir die Stérungsgeschwindigkeiten gentigend
weit hinter der Schraube. Wir kénnen z. B. sofort erkennen, wie rasch
die Geschwindigkeit auflerhalb des Schraubenstrahles abklingt, wenn
der Abstand von der Achse zunimmt. Wenn z. B. r > R ist, so ist die
Axialgeschwindigkeit fiir zwei Fliigel im wesentlichen durch folgende
Formel gegeben:

W 1K, Cw) 13K, (4p)
T T 2 =i n g et ]

wobel p = wrfv, uy=wRfv, =0 — wzfv,r, 0, z zylindrische Xo-
Gilles-Hopf-Karman, Vortriige Aachen 1929. 8
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ordinaten sind und K eine Besselsche Funktion ist, die die asymptotische
Naherung

24

K, (3) ~ (2_2)’ -

besitzt. Die Anwesenheit des negativen Arguments der Exponential-
funktion weist darauf hin, wie rasch diese Geschwindigkeit mit zu-
nehmendem 7 abklingt.

Zum SchluB méchte ich nicht versiumen zu erwihnen, daf ich
Herrn Prof. Betz fiir die Anregung zu dieser Arbeit zu Dank ver-
pflichtet bin.

Einige Betrachtungen iiber das Problem des
Doppeldeckers mit unendlicher Spannweite’.
Von E. Pistolesi.

In der angendherten Behandlung des Doppeldeckers mit unend-
licher Spannweite ersetzt man gewohnlich die beiden Tragflédchen durch
zweil tragende Geraden, wobei man annimmt, da3 die Zirkulation der
beiden Tragflichen auf diese Geraden konzentriert ist. Die zweck-
miBigste Anordnung dieser beiden tragenden Linien soll im folgenden
untersucht werden.

Es sind zwei Fragen zu behandeln:

I. Man muB die zweckmiBigste Lage des Wirbels, durch den man
den Fliigel ersetzt, so bestimmen, daf das durch ihn induzierte Ge-
schwindigkeitsfeld am wenigsten von dem durch den Fliigel in Wirklich-
keit erzeugten Geschwindigkeitsfeld abweicht.

Diese Aufgabe wird mit Hilfe der konformen Abbildung des Kreises
gelost. Dabei macht man zur Bedingung, daf das Geschwindigkeitsfeld
des Ersatzwirbels mit dem des Fliigels im Unendlichen tibereinstimmt.

Der so bestimmte Ersatzwirbeél liegt im ,,Schwerpunkt der
Zirkulation®, dessen Lage nach von Mises durch die Beziehung:

_ Jwzdz
07 Jwdz

gegeben ist, wobei z die Koordinate eines Punktes der komplexen Ebene
des Fliigelprofils und w = v, — v, ist.

Der ,,Schwerpunkt der Zirkulation* ist der Schnittpunkt der An-
grifflinie des Auftricbes mit der ,,dritten Achse‘‘ des Profils. In dem be-
sonderen Fall der ebenen Platte {411t er mit dem Druckpunkt zusammen,
der in % Fliigeltiefe vom oberen Rand gerechnet liegt.

Nur in diesem Falle also ist die Annahme von Prandtl, der den
Wirbel stets in den Druckpunkt legte, bestétigt.

IT. Hat man die Lage und die Intensitit des Wirbels, so muB
man den Punkt auf dem der Induktion unterworfenen Fliigel be-

2

1 Auszug aus einer Verdffentlichung im L’Aerotecnica 1929, H.5 u. 9.
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stimmen, fiir den man am besten die induzierte Geschwindigkeit er-
mitteln kann.

Diese zweite Aufgabe wird zunéchst durch ein elementares Ver-
fahren gelost, welches auf der weiteren Annahme von Prandtl und
Betz fult, daB eine Kriimmung der Strémung einer VergréBerung bzw.
Verkleinerung der Kriimmung der Profilmittellinie entspricht. Unter
dieser Annahme und mit der Bedingung, daB der Auftrieb Null wird,
wenn das Profil mit einer Stromlinie des vom Wirbel beeinflufiten Ge-
schwindigkeitsfeldes zusammenfillt, ergibt sich fiir den Fall des diinnen
Kreisprofils, daf3 der gesuchte Punkt der Mittelpunkt des Profils ist.

Durch eine elementare Uberlegung folgt weiterhin, da man den
Einflufl der Kriimmung der Stromung vernachlissigen kann, wenn der
Anblasewinkel des Profils auf die effektive Geschwindigkeit (das heifit
urspriingliche Geschwindigkeit plus induzierte Geschwindigkeit) in dem
Punkt des Profils bezogen wird, der in % Fliigeltiefe von der Hinterkante
gerechnet liegt.

SchlieBlich wird das Problem exakt behandelt. Das Profil wird mit
Hilfe der konformen Abbildung nach v. Mises von einem Kreise her-
geleitet und mit Hilfe der Blasiusschen Formel die resultierende Kraft
berechnet.

Diese Formel licfert Ausdriicke fiir die erste und zweite Néaherung
unter der Annahme, daB der induzierende Wirbel in groler Entfernung
vom Fliigel sich befindet.

In erster Néherung ist:
o ; ryr
nggv(,]’e—w—gﬁgﬂ,
worin F' die auf die reelle Achse reflektierte Resultierende (¥ = F,— i F )
und {, die komplexe Koordinate des Punktes ist, in dem sich der in-
duzierende Wirbel in der Stromung um den Kreis befindet. Die Ko-
ordinaten dieses Punktes weichen nur in den héheren Gliedern von den
Koordinaten des induzierenden Wirbels in der Profilebene ab.

Obige Formel ist offenbar eine Verallgemeinerung des Kutta-
Joukowskischen Satzes, bei welchem man die Geschwindigkeit im Mit-
telpunkt des Profils einsetzt.

Die Zirkulation [, die man mit dem iiblichen Verfahren, indem man
die unendliche Geschwindigkeit an der hinteren Kante des Profils ver-
meidet, ermitteln kann, hat denselben Wert wie in dem Fall einer
translatorischen Strémung, wobei die Geschwindigkeit in dem Profil-
mittelpunkt eingesetzt wird.

In zweiter Niherung muBl man ein weiteres Glied einfithren, das den
Eindruck der Kriimmung der Strémung beriicksichtigt.

Durch eine einfache Umformung findet man, dal dieser EinfluB
einer entsprechenden Anderung der Kriimmung des Profils gleich-
kommt; damit wird die obige Annahme von Prandtl und Betz be-
griindet.

Man gewinnt einen genauen Ausdruck fir die Zirkulation I, wenn
man nur die Anderung des Anblasewinkels beriicksichtigt und die

8*
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Geschwindigkeit in dem Punkt, der der hinteren Kante des Profils
auf dem Kreis, aus dem das Profil durch konforme Abbildungen er-
zeugt wird, entspricht, berechnet. Fir dinne Profile mit kleiner
Kriimmung befindet sich dieser Punkt ungefihr in % Fliigelsechne
vom hinteren Rand aus gerechnet. Damit hat man eine Bestatigung
des Ergebnisses, das man oben auf Grund elementarer Betrachtung
gewonnen hat.

Endlich ist zu bemerken, daB in zweiter Néheruhg mnoch einige
Glieder zu beriicksichtigen sind, welche von der Zirkulation I' un-
abhingig sind, jedoch von der Intensitat I'y, von der Lage des induzieren-
den Wirbels, von der Form des Profils und von der Richtung und der
Geschwindigkeit der translatorischen Strémung abhéngen.

Beitrag zur Frage der schrig angeblasenen
Propeller.

Von F. Misztal, Aachen.

1. Einleitung.

Die physikalischen Grundlagen der modernen Propellertheorie bicten
schon ein einfaches und sicheres Verfahren fiir die Berechnung der wirt-
schaftlich arbeitenden Triebschrauben und gestatten, ihre Arbeits-
fihigkeit bei verschiedenen Betriebsbedingungen zu untersuchen. Man
beschrankt sich jedoch bei dieser Untersuchung der Einfachheit halber
auf den Grenzfall, daf die Propellerachse mit der Stromungs- bzw.
relativen Flugrichtung zusammenfillt. Dieser einfache Fall kommt nur
selten vor. In der Tat liegt die Propellerachse eines gegebenen Flug-
zeugs nur bei einem bestimmten Flugzustande in der Bewegungsbahn.

Durch das seitliche Anblasen eines Propellers werden seine Arbeits-
bedingungen geindert und dadurch, wie die Erfahrung und die theore-
tische Uberlegung?! zeigt, auch die von ihm erzeugten Krifte, was fiir
die Flugbedingungen und die Stabilitéit eines Flugzeuges bisweilen von
groferer Bedeutung sein kann.

Dieser EinfluB der Schriglage des Propellers erstreckt sich weiter
auch auf die Wirkung des Propellerstrahles, auf die von ihm umfaften
Flugzeugteile und besonders auf die Steuerorgane.

2. Berechnung der Propellerkriafte.

Wir denken uns einen Propeller, der mit der Geschwindigkeit w,
axial angeblasen wird und sich mit der Winkelgeschwindigkeit @ um
seine Achse dreht, und betrachten die Stromungsvorgénge in der Blatt-
ebene. Die effektive Anblasegeschwindigkeit (vy) eines Blattelementes

1 Clarke: Effect of side wind on a propeller. T. R. of A. C. A. 1912/13, Nr. 80,
S.185. — Harris: Forces on a propeller due to sideslip. T. R. of A. C. A. 1917/18,
Nr. 427, S.430. — Pistolesi, E.: ,,L’Aerotecnica® Jg. 5, Nr. 2, 1925; Jg. 6,
Nr. 10, 1927 und Jg. 7, Nr. 3, 1928.
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ist gegeben durch die Geschwindigkeit w,, seine Umfangsgeschwindig-
keit ro = u, und die induzierten Zusatzgeschwindigkeiten in der Blatt-
ebene wy/2 und uH/2 (im Unendlichen hinter dem Propeller wj und %),
wodurch auch sein effektiver Anblasewinkel festgelegt ist (Abb..1).
Nun verdrehen wir diesen Propeller um den Winkel ¢ gegen die
Stromungsrichtung (Abb. 2) und vergré8ern zugleich die Anblase-
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Abb. 1.

geschwindigkeit w so, daf} ihre Ax1alkomponente gleich w, Dbleibt.
Die effektive Anblasegeschwindigkeit eines Elementes an der Stelle
(r,9) in der Drehebene (v) wird nun aus den Geschwindigkeiten wy,
uy = rw, u, und den induzierten Zusatzgeschwindigkeiten w’/2 und u’/2

[N
p 4

) ]
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Z
Abb. 2. Abb. 3.

zusammengesetzt (Abb.1), wo u, die Umfangskomponente der seit-
lichen Stromungsgeschwindigkeit, u, = w,tgy ist (Abb. 2 und 3).
Thre Radialkomponente kann hier auBler acht gelassen werden.

Dic resultierende Geschwindigkeit (v) kann nach der Grofle bei
nicht zu groBem induziertem Geschwindigkeitszuwachs, also bei nicht
zu stark belasteten Propellern, mit guter Annéherung durch die un-
gestorte relative Geschwindigkeit des Elementes (c) ersetzt werden
(Abb. 1), die in jedem Punkte der Blattebene durch wy, u und u, be-

stimmt ist. Thre Richtung ist dagegen unter anderem stark von den
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induzierten Geschwindigkeiten (w’/2 und »'/2) abhéngig, und die letzteren
sind erst zu berechnen. Dies erreichen wir durch die Anwendung des
Impulssatzes auf die durch ein Kreisfldchenelement durchgehende Luft-
menge y/g-r-dd-dr(w, + w'/2), wobei wir von den kleinen Reibungs-
verlusten, der Strahlkontraktion und von der Selbstverwindung des Wir-
belsystems absehen und annehmen, dall die induzierten Geschwindig-
keiten im Unendlichen ihren doppelten Wert erlangen.

Nennen wir die Anderung des Anblasewinkels des Blattelementes
an der Stelle (r,9) 414, so erhalten wir auf diesem Wege:

Y 1+ 4, % ] A 2 — 1,
di= T rm e raEl e g O
Hier ist
Ay = ;% der Fortschrittsgrad des Elementes,
/
A= Wo kw62 _ A der induzierte Fortschrittsgrad des Elementes,

Uy — Ug/2 T

wo 7; den induzierten Wirkungsgrad des Elementes bedeutet,

!
p= % <Ca = Auftriebszahl und ¢, = di;;)

und
=tg@-sind.

Die Winkeldifferenz wichst also bei gegebener Schréglage des Pro-
pellers mit dem Fortschrittsgrade, wihrend sie dagegen bei stérker be-
lasteten Schrauben durch das Glied (4', — A;) kleiner wird.

Nach der Tragflichentheorie ist der Auftrieb und der Widerstand
eines Blattelementes

dA = caztdr-‘)lg-ﬁ,

— . Ve
AW ==cy-2tdr 2

der Schub (axial gerechnet) und die Tangentialkraft an der Stelle
(r,9) auf eine Umdrehung bezogen (Abb. 3)
a8 = (d4 cos p' — dWsin f) 32,

AT = (@A sin B + dW cos )22
Es bedeuten hierin:

¢, und c, Profilbeiwerte,
z und ¢ die Blattzahl und Tiefe,
v die effektive Anblasegeschwindigkeit des Elementes.

Nun setzen wir niherungsweise

v=c¢
und
Ca = Cq, + 4dic,
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wihrend die Anderung des Widerstandsgliedes vernachlissigt werden
kann.

Man kann sich nach einer kurzen Uberlegung davon iiberzeugen,
dafl der axial gerechnete Schub und das Drehmoment, obwohl sie
wahrend einer Umdrehung verdnderlich sind, im Mittelwerte bei den
vorgegebenen Bedingungen (konstante Axialgeschwindigkeit w, und
Tourenzahl) fast unabhingig von der Schriglage des Propellers bleiben.
Dagegen sieht man, dal} diese Schubkraft von der Achse parallel ver-
schoben wird, und es entsteht infolge dessen in bezug auf diese Achse
ein ,,Seitenmoment*, das den Propeller senkrecht zu der Drehebene zu
drehen versucht. Auch die Tangentialkrafte, die iiber den Umfang un-
gleichméBig verteilt sind, geben eine resultierende ,,Querkraft®‘ senk-
recht zu der Drehachse.

Die Komponenten des Seitenmomentes und der Querkraft sind:

j" dersmz?
dercosﬂ,
0

decosz?,
0

II

||
o‘ﬁw O‘—:w O——m <

fdj’smﬁ

Nach der Durchfiihrung der Integration iber den Umfang ergibt sich
bei Vernachlissigen der Groflen zweiter Ordnung:

M .
cm:m—:@.mHQ(]), l .
= R2Q =¥ .sin2¢ J
mit
1 FYIFENFAE
T 4Ra f““ i ““’2{ 7 ¢
21, — X,
(I—ez;>(zs+7-)l
HEAREETV TR v R @
o noo1 242
T“4Rnfcazt'l'1,1+;_,2 14—
0 x
24, —
L+ (;L’+ 7 )
+ 9 dx .
THp, — )+ 2 2,

AuBer den schon bekannten Grofen ist da:

g =g u, &= und @ = 4.
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Aus den Gl (2) ergibt sich noch folgendes: die Querkraft liegt senk-
recht zu der Drehachse in der durch die letztere und die Stromungs-
richtung bestimmten Ebene und wirkt in der Richtung der seitlichen
Geschwindigkeitskomponente g, . Das dem Seitenmomente ent-

sprechende Kriftepaar liegt senkrecht zu der oben genannten Ebene,
parallel zu der Drehachse und wirkt, wenn wir entgegen der Haupt-
stromung schauen, in der entgegengesetzten Richtung der Propeller-
drehung.

Die Formeln (3) und (4) geben ein einfaches Verfahren zur Unter-
suchung der Propellerkrifte bei allen Arbeitsbedingungen, die fiir eine
Triebschraube in Frage kommen, und des Einflusses dieser Krifte
auf die allgemeinen Flugbedingungen und die Stabilitdt des Flugzeuges.
Der Schub und das Drehmoment sind nach den iiblichen Methoden
der Propellertheorie zu berechnen, weil sie bei gleichbleibender Axial-
geschwindigkeit w, und Tourenzahl fast unabhingig von der Schriglage
des Propellers sind.

Die in den Formeln auftretenden GréBen sind beim Propeller-
entwurf bekannt. Es soll nur bemerkt werden, dafl die A,-Werte nach
dem Prandtlschen?® Verfahren fiir die Beriicksichtigung der ,,endlichen
Blattzahl‘ zu korrigieren sind. Um auch in anderen Betriebszustanden
den EinfluB8 der Schriglage

4906

5¢ 171 des Propellers verfolgen zu
/ kénnen, kénnen die betreffen-
/ den Werte (4, ¢, c,, €) in
go¢ den Gl. (4) mit Vorteil nach
wr\’e f/ einer von Th. Troller? fiir die
i i Konstruktion der Propeller-
002 °gemesSE” | polaren benutzten graphischen

' V Methode ermittelt werden.
Zum Vergleiche sind in
/ den Abb. 4 und 5 die Ergeb-
5 20 20 2 nisse der in ,,National Phy-
ADb. 4. sical Laboratory‘‘ an einem

Propellermodell ausgefiihrten
Versuche® und die nach den angegebenen Formeln fiir dasselbe Modell
ausgerechneten Werte zusammengestellt. In der Abb. 5 ist auch die

gemessene Belastungsgradkurve (o‘ = itber den Fortschrittsgrad

S5

i R q)
({1) aufgetragen. Aus dieser Abbildung sieht man unter anderem, da8 bei
einem gegebenen Propeller die Querkraftzahl sich nur wenig mit dem
Betriebszustande dndert, wihrend dagegen das Verhéltnis % stark

mit dem Fortschrittsgrade (1) wichst.

! Prandtl-Betz: Vier Abhandlungen zur Aerodynamik. Zusatz von Prandtl
zu Betz: Schrauben-Propeller mit geringstem Energieverlust.

2 Troller, Th.: Die Konstruktion der Propellerpolaren. Z. F. M. 1929, S. 245,

3 Bramwell, Rels und Bryant: Experiments to determine the laterale
force . .. N. A. C. A. 1913/14, Nr. 123, S. 291.
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Aus den Gl. (3) und (4) sieht man, daB bei gleichbleibenden Pro-
pellerabmessungen und Kennwerten der Blattprofile der Seiten-
moment- und Querkraft-
beiwert mit dem Be-
lastungsgrade, d. h. mit

_2 a1 70
wachsendem 7 -Werte ) o
abnimmt, wahrend da- N O o LA
gegen durch die Erh6hung T . ° T
des Fortschrittsgrades der g4 \ 050

erste  vermindert und \
der andere vergréBert ogerechnet

wird. Daraus folgt, daBl ogemessern K

der EinfluB der Schrig-

lage der Propellerachse 00,75 920 Q25 4 930 0
gegen die relative Flug- Abb. 5.

richtung, besonders bei
Schnellflugzeugen mit schwach belasteten Propellern, an Bedeutung
gewinnt.

3. Versuche iiber den EinfluB des Propellerstrahles auf die
Flugzeugsteuerorgane.

Das Strémungsbild hinter einem schrég angeblasenen Propeller ist
kompliziert und mathematisch schwer zu erfassen. Schwieriger noch
fiir die analytische Untersuchung ist die Wirkung dieser Stromung auf
die umfafiten Flugzeugorgane.

Ich werde hier nur die Ergebnisse der auf diesem Gebiete in dem
Aerodynamischen Institut Aachen gemachten Versuche kurz darstellen.
Die Versuche wurden im Windkanal an einem Propellermodell vom
AuBendurchmesser D = 0,40 m ausgefiihrt, bei einer Tourenzahl von
2500 Umdr./min und mittleren Fortschrittsgradwerten 4 = 0,21 und
0,30.

Es wurden zunichst, um die Stromungsart hinter dem Propeller
niher kennen zu lernen, die Luftgeschwindigkeiten im Propellerstrahle
der GroBe und Richtung nach mittels eines dafiir gebauten Staugerites
gemessen. Die Messungen wurden gemacht bei verschiedenen Anstell-
winkeln der Propellerachse gegen die Hauptstrémungsrichtung, und
zwar bei @ = 09, 59, 10° und 15°, in den mittleren Abstinden hinter der
Blattebene y = 0,11, 0,58 und 1,16 m parallel zur letzteren. Die Er-
gebnisse sind in der Abb. 6 fiir den mittleren Fortschrittsgrad A = 0,21
dargestellt. Uber der Entfernung von der Strahlmitte sind die Fort-
schrittsgeschwindigkeiten parallel zu der ,,Strahlzentrumlinie‘ auf-
getragen. Diese Linie zeigt zugleich die mittlere Strahlrichtung. Bel
groBeren Propelleranstellwinkeln wird die Neigung des Strahles zu der
Hauptstromungsrichtung kleiner, als es sich aus den ImpulsgroBen er-
geben wiirde, was sich mit der Ablenkung des schrigen Strahles infolge
der Umstrémung erklédren 1afit.
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Um von der Wirkung des Propellerstrahles auf die Flugzeugorgane
ein klares Bild zu gewinnen, wurde gleichzeitig eine hinter dem Pro-

Sfra/r/ze/%w/ﬂ ~Limien

Abb. 6.

Anbl Richtung

T~
—_T~
—— I T

|
—

peller angebrachte Flosse von den Abmessungen 600 X 200 mm und
von einem symmetrischen Profil bei gleichen Bedingungen untersucht.
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Die Flosse war senkrecht zu der Anblaserichtung und der Propeller-
achse an der Mefwaage aufgehéingt.

12r
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Abb. 7.

bei Propellerstillstand

{ links » A=0213, G =105
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Q7 35°
g» 5
o n 0°
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In der Abb. 7 sind die Auftriebskurven iiber den Flossenausschlag
(¢) bei verschiedenen Propelleranstellwinkeln (g) als Parameter fiir
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zwel Betriebszustinde aufgetragen. Hier kann man deutlich den ge-
ringen Einfluf des Strahlabwindes und den groBen Einfluf der Ge-
schwindigkeitserhohung sehen; bei grofleren -Werten kommt auch das
Auswandern der Flosse aus dem Strahle zum Ausdruck.

In Abb. 8 sind die ¢,-Kurven tiber den Propelleranstellwinkeln (¢)
bei verschiedenen Flossenausschlidgen als Parameter aufgetragen. Aus

Abb. 8,

diesem Diagramm sieht man klar den stabilisierenden EinfluB3 des Pro-
pellerstrahles; die Wirkung verstirkt sich mit dem Belastungsgrade
des Propellers.

Die dargestellten Ergebnisse sind jedoch noch nicht ausreichend, um
sie zu verallgemeinern, und die Klirung unserer Aufgabe erfordert
noch weitere systematische theoretische und experimentelle Unter-
suchungen.
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Notes on the effect of high tip speed on
airscrew performance.
By G. P. Douglas, M. C., D. Sc., A.F.R. Ae. 8., Farnborough.

Symbols.

T = Thrust . . Lift
Q = Torque kz = Lift coefficient = ;@?iﬁ
V = Forward speed . Drag
n = Revolutions per unit time kp = Drag coefficient = - —--= e
D = Diam. of airscrew area%
r = Radius of blade element kpr = Thrust coefficient = -

2r on? DA
r = — = r/tip radius . Q

D ko = Torque coefficient = ———
a = Speed of sound en*D
J=V/nD > ;
¢ = Chord of blade element Taylor’s Experiments.
o = Angle of incidence v’ = Local speed of flow
¢ = Air density vy = Speed of advance

In this paper I propose to give you a brief account of some of the re-
cent research work which has been carried out in England to find the
effect of compressibility on the characteristics of aerofoils. It has been
known for many years that the effect of running ordinary airscrews at

Fig. 1.

tip speeds approaching that of sound resulted in a serious loss of effi-
ciency. Recent American tests on a full scale airscrew have shown that
for tip speeds up to 0.9 of the velocity of sound this loss can be reduced
to negligible proportion if the tip sections are made thin enough, and
they have tested an airscrew whose tip blade sections were only 0.055 ¢?
thick. In England airscrews with very thin blade tips are not regarded

1 ¢ = chord of blade section.
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with favour; they are supposed to be liable to flutter, which, apart
from the danger of fatigue failure, is particularly discomforting to air-

Z 3 I
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craft passengers expecially in multiengine machines. On this account
until we get a satisfactory theory and cure for blade flutter we prefer
to use airscrews with relatively thick blade sections and we require
a section say 0.10 ¢ thick which
does not lose efficiency at high
tlp Speeds. ‘ Colculoted

To obtain reliable information ant 7ip Speed e
as tothelosses which occur at high 4950
tip speedsisnoteasy. Theordinary
full scale performance test gives
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full scale airscrew blade in flight and some interesting results were ob-
tained but it took such a long time to procure the results that we are not
now using this method. Also where one is on the edge of a critical region
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it is desirable to extend the measurements beyond the actual range re-
quired to see what is happening and to be sure of the results and this

is difficult in flight. Tests on
model airscrews in a wind tunnel
were begun with the idea of
repeating and extending the range
of full scale tests; the model work
was then extended to explain
the results obtained. Methods of
measuring thrust and torque
distribution along the blade were

—e——(urve of Measured Values
o Jntegrated Foils
CoorseFife]
i > " Airscrew
° . %% Jzs

fine Fitch | J= 0,20
| Airscrews } J=0,30 /

0
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Jeale of Tip Speed
Fig. 5.
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enire 77
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Fig. 6.

developed and the results analysed to show how the lift and drag
coefficients of the blade sections varied with speed.

Theoretical work on in- g4
dependent lines by Glauert
and by Taylor has cleared
up some of the principles %
involved and has been of
great assistance in under-
standing the results ob- o
tained. In connection with
this a few tests have been ;3
carried out by Dr. Stanton
in a special high speed tunnel.

As T have been associated %2
most closely with the model
airscrew work I propose to
deal with that side in greater
detail. I shall describe to you
the blade sections we have 0
tested on the model airscrews,
indicate briefly the method

a1

> “Fe, 22
# NSy, 2
RGN
\, 2%

7 T
Angle of Yow
Fig. 7.
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of test and show a few typical results obtained. 1 shall indicate
how these relate to the theoretical work of Glauert and of Taylor
and finally indicate the degree of success we have had in finding a

reasonable thick section having good efficiency at high speeds.

Bir-Lonver-Jection
Airscrews

T e

Fig. 1 shows an airscrew
rigged up for test in the
tunnel; it is driven by a

—— Curve of Measured Vilues 60 H.P. air turbine at tip
o Jntegrated Points o .
speeds up to 1.3 times the
qoo speed of sound. Theapparatus
Do can measure the complete
vorse Fifo i
J'm/ep; ;rz  irseren, ° thrust and torque directly
' ff%ﬂﬁo , and by means of pitot yaw-
foakim meters, fogr of which you
a9 J"”ﬁ””;" - . \ see in position, the thrust and
T i5e 70 e 1%a :
Soole of Tio Sheed torque grading along the blade,
Fig. 8. can also be measured.

Fig. 2 shows a number
of the blade sections we have tested and to which I shall refer in
this paper. There are three conventional sections with flat under-
surfaces, the maximum thickness being 8, 10 and 12% % of the chord,
two low camber Joukowski sections R. A. F. 31a and R.A.F. 28
the maximum thickness being 12% and 10% of the chord, also
R. A F. 27, a symmetrical Joukowski section 10% thick, and a

95 . auf
Lift ’ Oreg.
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) Speed of § Jections
S Jections 05a N 08a
:§ 2k o 05a

Low Speed
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0o 2 %0 6?7 8°
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Fig. 9.

biconvex section with a sharp leading edge, the maximum thickness
being 10%.

Fig. 3 shows the type of airscrew used for the tests. The airscrews
were all 2 ft. in diameter and made of high tensile steel; all were exactly
of this plan form and the whole working portion of the blade was of the
aerofoil section under test; the airscrews used differed only in blade
section and blade angle.

Fig. 4 gives some typical curves showing the changes which take



Notes on the effect of high tip speed on airscrew performance. 129

place in the distribution of the thrust coefficient along the blade at
constant advance per revolution when the tip speed in increased. You
will note that as the tip speed is increased the curves tend to rise at the
inner radii and stall from the tips inwards. These curves are obtained
from the measurement of the change in total head in passing through
the airscrew. That the method is fairly reliable even up to the highest
speed is shown by Fig. 5 which shows the agreement found between
the measured thrust coefficients and those obtained from the integrat-
ed total head.

Fig. 6 gives a typical series of curves showing how the torque
coefficient is distributed along the blade. The rise in torque at the tip
as the speed is increased will be noted. A special type of yawmeter is
used for these tests. The torque given by the blade sections at any radius
must be proportional to W2 sin2yp
where W is the resultant velocity and ¢
is the angle of yaw so we experimented

RN
<
T

until we found a suitable yawmeter ! .
with this calibration. Fig.7 shows how SO i
far we have attained our object!. This 3

C—)

459 tube yawmeter should measure
the torque pretty correctly even if the
fluction in direction is as much as
+ 409. Fig. 8 shows a comparison of
measured and integrated torque. Up
to tip speeds 10% over the velocity

of sound the agreement is within ex- Aerofol )
perimental error. /

The equation of the vortex —2"’ 04” Z'ﬂ h

theory of airscrews, as developed by Angle of Jnciderrce cc
Glauert, are now used to deduce
from thrust and torque grading curves
such as you have seen the lift and drag coefficients of the aerofoil sections
forming the blades. The theory applies to an airscrew having an infinite
number of blades but it is found to give good results even for a two
bladed airscrew provided we do not go too close to the tips. The first
blade section tested was R. A. F. 3la. To cover as large a range of inci-
dence as possible two airscrews were used the one being of much finer
pitch than the other. Both were tested over as large a range of J and tip
speed as possible. The thrust and torque grading curves for the portion
of the blade batween 0.5 and 0.8 of the tip radius were analysed to find
the lift and drag coefficients and typical values are shown in Fig. 9.

In Fig. 10 we have a typical diagram showing the effect of speed on
the characteristics of a blade section. The lift curve is slightly above that
of the aerofoil at 0.5 a, at 0.6 a it rises still more at the smaller incidences
but at the larger incidence it begins to fall away. The incidence at which
this fall away begins decreases as the speed is increased.

\\ S
\E
)

Fig. 10.

1 The figure shows the calibration curve of the yawmeters in use compared
to that of an ideal yawmeter giving a pressure proportional to sin 2 .

Gilles-Hopf-Karman, Vortrige Aachen 1929. 9
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Two points I wish to note, first the initial rise of the lift curves with
increase in speed and second the collapse as the speed is further in-
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creased. Mr. Glauert
has been able to throw
some light on this initial
rise in lift. I believe
Professor Prandtl has
investigated this matter.
Mr. Glauert deduces
from the fundamental
equations that the effect
of compressibility at a
considerable: distance
from anaerofoilis simply
to modify the expression
for the velocity due to
the circulation by a

factor depending on (%)2. Then on the assumption that analysis can be

applied a line of point vortices representing the aerofoil in spite of the
small distances involved he deduces that the slope of the lift curve

should be increased by the factor {1 — < o

v

2)—~%
> } on this account. Judged

from the results of our airscrew analysis the formula gives good results
for Joukowski sections but considerably overestimates the rise found

for conventional sections.

Up to the present time it has not been possible to calculate by purely
analytical methods the effect of compressibility except when as in
Glauert’s solution simplifying assumptions are made and this solution
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suggests no explanation of
the breakdown in flow.
Professor G.I1.Taylor has
shown that there is a
mathematical analogy be-
tween the flow of a com-
pressible fluid in two
dimensions and the flow
of electricity in a sheet of
variable thickness and this
can be wused to obtain
successive approximations
to the true solution for any
given boundary condition.
The aerofoil under test is
made of some very good

conducting material and is fixed vertically in a tank with aflat horizontal
bottom. A difference of potential is applied between the two sides of the
tank and acurrent is passed through the aerofoil until the equipotential
line which passed into the aerofoil bisected the angle between the upper
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and lower surfaces at the trailing edge. Measurements of electric intensity
are made at a number of points in the field and the corresponding velocity
of flow found. In a fluid in steady motion this velocity corresponds to a
certain pressure and that pressure corresponds under adiabatic condi-
tions with a certain density. The bottom of the tank is then modified
to correct for this change of density and a new set of velocities can be
obtained. This can be repeated as often as necessary and the limit to
which the successive solutions converge- in the solution of the problem.

Fig. 11a shows the results of the first, second and third experiments
for R.A.F.3la under conditions representing half the velocity of
sound. The second and third results are in good agreement.

Fig. 11b shows the results when the speed is 0.65 of the speed of
sound. The successive approximations for the pressure on the upper
surface are diverging rapidly. The dotted line is the value of v'/voco
corresponding to the attainment of the local velocity of sound. It
appears that when the local
velocity of sound is attained on 4% 95, 06 v.07
the surface of the aerofoil the % o Radltss
method begins to produce diver- 43
gent results and irrotational 4z
motion ceases to be possible.

By interpolation Professor
Taylor considers that the local /7 77 VT =
velocity of sound for this section
at this incidence is obtained
between 0.55 and 0.6 of the velocity of sound. Fig. 12 shows that for
this section at this incidence the lift has ceased to rise at 0.6 of the
velocity of sound but it is not until 0.7 of the speed of sound that the
violent collapse occurs. The results in this diagram are from the model
airscrew tests of R.AF.3la section at 4° incidence.

The failure of irrotational motion would be expected to give rise to
a radial outflow and adjacent elements would cease to be independent
of one another. We do find in fact that with certain sections the lift
curves obtained from airscrew analysis at speed above 0.6a shows a
marked variation with radius although they have shown no radius effect
at lower speeds. This radius effect on the compressibility stall varies
greatly for different sections being particularly marked for conventional
sections and almost absent for sharp edged bi-convex sections.

o1

10 v

Drag.

Apart from the loss of lift which accompanies the compressibility stall
there is a very great increase of drag which causes serious loss in airs crew
efficiency. As I have already mentioned this loss can be reduced to negli-
gible proportions for tip speeds up to 0.9 of the velocity of sound by using
thin enough sections, but thin sections are liable to flutter in practice.

Fig.131showsthe results from our model airscrew tests of conventional

! The figure shows the value of kp when kr = 0.2 for the blade section
at 0.8 of the tip radius.

g*
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sections 12%, 10 and 8% thick and also for Joukowski sections 12%
and 10% thick. The reduction in drag as the thickness is decreased will
be noted. For the same thickness the Joukowski sections are superior
to the conventional. Two lines of development suggested themselves
as a mean of improving the Joukowski sections; one could either
increase the camber to about 5% which would reduce the theoretical
peak negative pressure at low speeds or we might reduce the camber

k
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Fig. 13.

to zero which should give
the minimum change in lift
when the compressibility
stall occurred. The first
was very unsuccessful but
the zero camber aerofoil
gave surprisingly low drag
at high speeds. Fig. 141
shows the results for the
three best sections we have
tested with the 10% con-
ventional results for com-
parison. The three sections

all appear promising. The low camber Joukowski section gives a
better maximum lift than the symmetrical section at low speeds so
we have selected it for full scale tests.
Our model tests thus indicate that the serious loss of efficiency which
occurs with the thicker conventional section above 0.7 of the speed of
sound can be greatly reduced by reducing the thickness of the section

kp
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ok Joukewski Sections Thickness __10% 8%
10% Thickness _
Low Gormber, Ve
Jymmetrical
005+
g 1 t i
05 06 a7 08 a9 10
Fig. 14.

SIS

and that in general sec-
tions should be as thin
as possible to minimise
this loss. Low camber
Joukowski sections are
superior to conventional
airscrew sections, a 0.10¢
thick Joukowskisection
giving almost as good
results as a 0.080c¢ thick
conventional section.
The 0.10 cthick bi-con-
vex section offers slight

advantages over the conventional section of this thickness at speeds
between 0.9 and 1.0a but even in this range it is inferior to the low
camber Joukowski type; the maximum lift at low speed is also low.

Scale effect.

A very important question for the model worker is to know to what
extent his results apply to full scale. There is a feeling amongst airscrew
designers that the losses under full scale conditions are less than is indi-

1) The figure shows the value of kp when kr = 0.3.
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cated by the model test i.e. the compressibility stall and increase of
drag are postponed to a higher speed as the scale is increased. The flow
pattern is a function of Reynolds number and v/a and at first it appears
possible that when we get to an unstable condition such as the compressi-
bility stall the type of flow may depend on Reynolds number just as
it does for an ordinary low speed stall. If however the compressibility
stall is related to the speed at which the speed of sound is obtained lo-
cally this would not depend on viscosity and it is difficult to see why
the compressibility stall should vary with Reynolds number. There is a
lot of circumstantial evidence pointing to a scale effect but no completely
satisfactory experimental evidence is available and in all cases either
the shape of the sections or the condition of test has not been strictly
comparable.

In this paper I have only been able to draw your attention to a few
of the more interesting points which have arisen, and, to refer you to the
original papers for fuller information. Professor G.I.Taylor’s paper
R. & M. 1196 is of particular interest.
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Rendement de la propulsion au sein d'un fluide.
Hélice, fusée, hélice a réaction.

Par Maurice Roy,
Ingénieur au Corps des Mines, Docteur és-Sciences, Professeur & 1’Ecole
Nationale des Ponts & Chaussées, Paris.
Introduction.

1. La propulsion au sein d’un fluide, tel que I’eau ou lair, est géné-
ralement obtenue de nos jours en faisant agir un moteur thermique sur
une hélice. Par ailleurs, des études récentes ont ramené 'attention sur la
propulsion, dite par réaction, que permet de réaliser un jet fusant tel
que ceux produits par les fusées de pyrotechnie. Enfin, divers cher-
cheurs ont proposé de combiner les deux procédés au moyen d’un dis-
positif que I’on peut nommer hélice & réaction.

Envisagés du point de vue thermodynamique, ces systémes variés de
propulsion constituent des machines thermiques que I’on peut englober
dans une théorie unique et suffisamment générale.
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La présente note a pour objet d’exposer une telle théorie et, au
moyen de formules aussi simples que possible, de permettre une compa-
raison des différents systémes envisagés, principalement sous le rapport
du rendement.

I. Sur la notion de rendement dans la propulsion au sein
d’un fluide.

2. Pour déplacer un systéme, par exemple en translation horizontale
et uniforme, dans un fluide, il faut assurer & la fois sa sustentation,
c’est-a-dire équilibrer la pesanteur apparente du systéme (compte tenu,
s’il y a lieu, de la poussée hydrostatique) et sa propulsion, c¢’est-a-dire
équilibrer les résistances & l’avancement.

Les deux fonctions peuvent &tre assurées par un dispositif unique,
comme l’aile battante ou une hélice sustentatrice et propulsive pour un
appareil aérien. Je laisse ici de coté cette classe spéciale d’appareils pour
ne considérer que ceux dont la propulsion est entiérement assurée par
un dispositif spécial, ne participant pas directement & la sustentation et
consommant toute I’énergie nécessitée par le vol. A la catégorie ainsi
définie se rattachent, notamment, les avions et les navires (submersibles
ou non). Nous ne considérons ici que les premiers.

On a déja maintes fois signalé la difficulté d’une définition ration-
nelle du rendement d’un systéme motopropulseur agissant dans ces con-
ditions.

Logiquement, le rendement doit se définir par le rapport entre
Deffet utile obtenu et la dépense dont on le paye, les termes de ce rapport
étant choisis et mesurés de telle fagon que ce rapport soit pratiquement
toujours inférieur & I'unité et ne puisse atteindre cette valeur limite que
lorsque le systéme motopropulseur est absolument parfait.

Les difficultés que I’on rencontre ici pour établir un tel rapport sont
évidentes:

D’une part, I’effet utile est malaisé a définir. On peut dire que ce
que l’on se propose, en définitive, c’est de transporter, & une certaine
vitesse et & une certaine altitude, une charge utile donnée. Mais, en fait,
il s’agit de remorquer un systéme ou planeur dont le poids est bien
supérieur & la charge utile et dépend de nombreux facteurs acces-
soires, notamment du systéme motopropulseur lui-méme et du rayon
d’action.

D’autre part, la dépense est représentée par le combustible con-
sommé. Au point de vue énergétique, elle se chiffrerait par I'énergie utili-
sable de celui-ci'; au point de vue financier, par son prix.

En fait, il faut se résoudre & définir le renderment d’un systéme moto-
propulseur d’une maniére toute conventionnelle.

La meilleure appréciation du rendement économique serait fournie,
en réalité, par le «prix de revient» du transport en vol d’une unité de

! Signalons, en passant, que celle-ci n'est pas identique & ce qu'on nomme le
«pouvoir calorifique» du combustible. La différence n’est, d’ailleurs, pas évaluable,
en général, dans I’état actuel de la thermodynamique.
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poids utile dans certaines conditions de vitesse, d’altitude et de rayon
d’action. Mais ce n’est pas 13 une notion éxclusivement technique car
elle dépend d’innombrables facteurs, & la fois matériels et psychologi-
ques, sur lesquels I’action du technicien est partielle et limitée.

Du point de vue technique, on a été conduit, en fait, & une définition
conventionnelle du rendement dans laquelle 'effet utile et la dépense
sont représentées par des quantités d’énergie.

Pour un avion, on peut prendre pour effet utile du propulseur le tra-
vail dépensé pour vaincre les résistances a P’avancement de ’appareil.
Ce travail dépend de la vitesse et, pour un avion de forme et de poids
total donnés, de l’altitude du vol. Mais les formes de I’appareil, son
poids total et le flux d’air qu’il rencontre sont influencés par la nature
et les caractéristiques du systéme motopropulseur considéré de sorte
qu’il faut préciser, par une convention spéciale, le travail des résistances
a prendre en compte. Il semblerait assez logique de choisir la convention
suivante : ce qu’il s’agit de propulser, ¢’est le planeur, y compris son équipe-
ment et sa charge utile. Donnons-nous son poids total, sa vitesse V
et son altitude de vol. Si on le remorquait par un propulseur situé a
trés grande distance et n’exergant aucune influence aérodynamique
(par exemple au moyen d’un cible trés long et dénué de masse), la ré-
sistance éprouvée serait B et la puissance utile RV.

L’adjonction du systéme motopropulseur oblige & modifier certaines
formes (capotage du moteur, troncature antérieure du fuselage), a
ajouter certaines parties supplémentaires (nacelles motrices, méts,
supports de moteurs, radiateurs) et, en outre, exerce une influence sur
les caractéristiques aérodynamiques (résistance et portance) du planeur
ainsi modifié. La résistance de l’appareil complet devient alors, pour la
méme vitesse et la méme altitude, R’ au lieu de R. L’effort de traction
du propulseur, influencé lui-méme par le planeur complet, doit, en
vol horizontal uniforme, équilibrer la résistance R’. On peut poser
R = R’ (1 — &), en désignant par & un coefficient, généralement positif
et petit, qui représente, au régime considéré, I’influence totale de
I’adjonction du systéme motopropulseur sur la résistance a
vaincre.

D’autre part, en ce qui concerne la dépense, on peut la représenter
par P’énergie totale disponible du combustible consommé. Par unité de
masse de celui-ci, on peut convenir de mesurer cette énergie par le pou-
voir calorifique! L dudit combustible. Si 'on désigne par m la masse du
combustible consommée par unité de temps, la dépense a pour valeur m L.

En définitive, on a, selon ces conventions et par unité de temps:

Effet utile =RV = (1—¢) R'7V,
Dépense = mL.

1 1l serait logique, pensons-nous, de choisir le pouvoir supérieur (avec eau con-
densée) & pression constante, dans les conditions de pression et de température du
milieu ambiant, ¢’est-a-dire & Paltitude du vol. Pratiquement, ce pouvoir se con-
fond avec celui défini dans les conditions atmosphériques normales au sol. Il ne
représente d’ailleurs pas, rigoureusement, 1’énergie_utilisable du combustible mais,
faute de pouvoir apprécier mieux celle-ci, cette notion semble suffisante.
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Le rendement global #, du systéme motopropulseur a ainsi pour

valeur: RV - BV
s =ar ==
Si I’on désigne par #;, le rendement thermique de 1’évolution thermo-
dynamique des corps actifs (combustible et air) dans le systéme moto-
propulseur, on peut mettre celui-ci en évidence et écrire:
RV
Mg = (1= &) nagT

ou, en appelant rendement du propulseur le rapport 7, = ZIZ—VL
th
g =1 — &) Ng1yp, (1)

formule qui a I'avantage de mettre en évidence les trois termes essentiels
suivants:

I’'influence ¢ de 'adjonction du systéme motopropulseur
sur les résistances 4 vaincre, au régime de vol considéré;

la nature de I’évolution thermodynamique des corps
actifs (combustible et air) dans le systéme motopropulseur;

le rendement du propulseur, ou rapport de la puissance réelle
de traction qu’il fournit & I’énergie produite par le systéme motopro-
pulseur.

C’est cette facon de voir qui sera suivie dans cette étude. J’ai tenu
a la préciser dés le début pour éviter toute ambiguité. On verra qu’elle
conduit- & des formules simples et, en quelque sorte, naturelles pour
I’évaluation des divers termes considérés.

Ce n’est pas tout & fait, il convient de le remarquer, la fagon de voir
ordinairement adoptée. Généralement, on néglige a priori toute influence
du systéme motopropulseur sur le planeur et I’on se contente de prendre
pour résistance R’ de celui-ci, dans les conditions réelles de la propulsion,
sa résistance en vol au méme régime de portance en I’absence du pro-
pulseur proprement dit. Cela revient & identifier B et R” ou & faire e=0.
En outre, on admet que le rendement du propulseur proprement dit
n’est pas altéré, au régime considéré, par la présence du planeur.

En faisant apparaitre ici le coefficient &, généralement inconnu
d’ailleurs mais vraisemblablement assez petit, je tiens surtout & réserver
le principe de son influence laquelle est certaine et, suivant les cas,
probablement assez variable.

Il importe encore de souligner le caractére conventionnel de la
définition adoptée pour le rendement global du systéme motopropulseur.
Ce caractére interdit, a priori, de penser que le rendement ainsi défini
soit forcément inférieur & 1’unité et on verra, par I’exemple du propul-
seur-fusée traité plus loin, que 1’éventualité opposée peut étre logique-
ment envisagée.

ITI. Formules générales du rendement du systéme
motopropulseur.

3. Déftinition du systéme motopropulseur considéré. Ainsi qu’il a
été spécifié, nous admettons que ce systéme n’agit que comme propulseur.
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Le combustible (essence, huile lourde, explosif) est approvisionné &
bord de I’avion.

En outre, le systéme emprunte &4 ’atmosphére ambiante de 'air qui
sert ou non & la combustion. La prise d’air est réalisée au moyen d’une
embouchure convenablement disposée. Il est facile de montrer qu’il n’y
a aucun avantage & imaginer que cette prise d’air soit animée d’un
mouvement de rotation dans I’atmosphére autour de l'axe de trans-
lation de ’avion. Nous la supposerons ici fixe par rapport & 'avion et
orientée face & la direction de translation.

Le combustible et l’air utilisés par le systéme évoluent, facultative-
ment et en partie, dans un moteur thermique agissant sur une hélice!
fonctionnant comme propulseur.

Les corps actifs (combustible et air, plus ou moins transformés par
les réactions de combustion et I’évolution thermique au sein du moteur)

‘Y
& \ IV
—_ ‘&“i
A

T ‘.
| <—Frise d arr

'fV

achévent leur évolution thermodynamique dans un systéme aboutissant
aux orifices d’échappement symétriquement disposés autour de l'axe
de la translation et animés d’un mouvement de rotation autour de cet
axe. Ces orifices sont supposés orientés perpendiculairement (et vers
Darri¢re) & leur vitesse absolue résultante W,, composée de la vitesse
de translation V et de la vitesse périphérique U,. Les bras tournants
qui conduisent & ces orifices d’échappement, si ces bras existent, sont
supposés formés par les pales de ’hélice propulsive.

Cette disposition est représentée schématiquement par la figure 1.

Elle comporte les cas particuliers suivants:

10 fusée proprement dite, en supprimant I'hélice et supposant
les orifices d’échappement fixes;

90 moteur et hélice ordinaires, en supposant les orifices
d’échappement fixes;

30 hélice a reaction, en supprimant le moteur.

1 On peut supposer qu'il y a plusieurs hélices équivalentes & Phélique unique
considérés dans cette étude.
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Ces trois cas particuliers seront spécialement discutés plus loin en
détail. Auparavant, nous allons établir les formules générales d’évalua-
tion du rendement.

4. Notations adoptées — Hypothéses simplificatrices. La résistance
4 I'avancement d’un corps immergé dans un fluide est la résultante,
suivant la direction de la vitesse, des efforts du fluide ambiant sur la
surface extérieure du corps. Si cette surface possede des ouvertures, cer-
taines parties de la surface interne sont en contact avec le fluide ambiant
(c’est le cas des fuselages et, notamment, des carénes de moteurs) et
doivent, en réalité, faire partie de sa surface extérieure ou de contact
avec le fluide.

Si I'on admet que la pression, a 'intérieur du corps, est uniforme et
égale & la pression p, du fluide non troublé, on peut s’affranchir de
cette difficulté en considérant la résistance comme la résultante suivant
la direction de la vitesse:

d’une part, des efforts tangentiels du fluide ambiant; d’autre part,
de sa pression normale diminuée de la quantité constante p, ;

tous efforts comptés seulement sur la surface extérieure propre-
ment dite du corps.

C’est dans ce sens que nous entendons ici le mot résistance.

Adoptons les hypothéses suivantes, destinées & simplifier le pro-
bléme et qui ne peuvent introduire qu’une erreur pratiquement négli-
geable:

10 Admettons que, dans les sections droites S, et S, des orifices
d’admission (prise d’air) et d’évacuation (échappement), la pression est
uniforme et égale & p, ;

20 Admettons que, dans ces sections, I’état des fluides intéressés est
bien déterminé et constant, lorsque le régime de fonctionnement du
systéme est établi;

30 Assimilons le régime de fonctionnement, en général périodique
(notamment pour un moteur alternatif ou & pistons), & un régime per-
manent;

40 Admettons que la résultante des efforts du fluide ambiant sur les
tétes des pales d’hélices formant enveloppe des orifices d’échappement
se réduit & unerésistance R, opposée a la vitesse absolue W, du centre
de ces orifices;

50 Enfin, admettons que, & I’endroit du passage des corps actifs, du
moteur proprement dit au systéme tournant conduisant & 1’échappement,
ces corps actifs s’écoulent avec une vitesse sensiblement paralléle & 'axe
de rotation.

Ces hypotheéses admises, adoptons les notations suivantes:

m = masse de combustible consommée dans 'unité de temps,
@ = masse d’air extérieur consommée par unité de masse de combus-
tible évoluante,
U = énergie interne du mélange (1 + ) de combustible et d’air,
VY = volume de ce mélange,
T, = traction réelle fournie par I’hélice proprement dite;
O = couple réellement absorbé par celle-ci,
w; = vitesse de rotation de ’hélice,
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T,V
= A = rendement réel de I’hélice,
— Oh wh- r . .
C» = travail mécanique fourni par le moteur & I’hélice, par unité de masse

de combustible consommée,

V, U, W, = vitesses axiale, périphérique et résultante des calottes d’échappement,
dont la distance & I'axe de rotation est U,/wy,
f. = angle de W, et de V,
w, = vitesse relative d’échappement dans la section S,,
w, = V = vitesse relative de l'air consommé, & son entrée dans I'embouchure
S, de la prise d’air,
R’ = résistance réelle du systéme remorqué, égale 4 'effort réel de traction

du systéme motopropulseur.

5. Définition du rendement thermique 7, du systéme motopropulseur.
Pendant 1’unité de temps, le systéme consomme:

la masse m de combustible prise au réservoir, 4 la pression p, et a
la temperature T, ;

la masse (ma) d’air extérieur pris & la pression p, et & la tempéra-
ture T',.

11 rejette & l’extérieur la masse m (1 + a) de ces corps actifs, plus
ou moins transformés, dans un état supposé uniforme, & la pression p,
et & la température T,.

Il céde & Dextérieur la quantité de chaleur m @y transmise par
rayonnement et conductibilité par ’enveloppe du systéme. Cette quan-
tité de chaleur comprend, d’une part, la chaleur m @, cédée par les corps
actif & Penveloppe et, d’autre part, la chaleur m C; équivalente au tra-
vail des frottements mécaniques et résistances passives® du systéme.

Si les corps actifs évoluaient dans un moteur fixe, ol leur intro-
duction et leur évacuation se feraient dans le méme état physique et
chimique que dans le systéme considéré et sans énergie cinétique absolue
appréciable (cette évolution comportant le méme dégagement extérieur
m Qg de chaleur), ce moteur produirait, par unité de masse de com-
bustible consommeée, le travail effectif:

a‘eff:(u_{—py)a—(u—p)))e—QR’ (2)

que l'on peut écrire:
~eff:L_Qc—Qe~QR: (3)
en désignant par:

L= U + pV), — U + pV);, le pouvoir calorifique supérieur
& pression constante du combustible, dans les conditions (p,, T's) s Détat f
ci-dessus visé correspondant & ces conditions et & lacombustion compléte;

Q, = (U + pV)y — (U + pY);, la perte thermique par com-
bustion incompléte, I’état f étant celui des gaz de la combustion
réelle, ramenés & (p,, T,);

Q,= (U + pY)., — U + pV)y, la perte thermique a1’échappe-
ment ou chaleur des gaz d’échappement dans I’état e, par rapport
au milieu extérieur.

1 On doit comprendre, dans ce terme, le travail absorbé par les corps auxi-
liaires évoluant en circuit fermé, 'il s’en trouve, dans la machine: par exemple,
Teau de refroidissement d’un moteur. & refroidissement par eau.



140 M. Roy:

L’équation (2), mise sous la forme (3), constitue le bilan thermi-
que classique des moteurs thermiques ordinaires au sein d’une atmos-
pheére (p,, T,).

Nous conviendrons d’appeler rendement thermique dusystéme
motopropulseur le rapport de €, défini par (2) au pouvoir L. On
aura ainsi, par définition:

Ca=WU+pV)e— U+ DY) —Qr=nu L. (4)

6. Calecul de la traction réelle. La traction réelle est égale et opposée
3 la résistance réelle R’ du systéme remorqué, en translation uniforme
et horizontale.

Appliquant le théoréme des quantités de mouvement, en régime per-
manent et en projection sur la direction de la vitesse V, au systéme con-
sidéré et aux corps actifs compris & I'intérieur, on obtient facilement la
relation:

— R'+T, —R,cos 8, = —m[{a+ 1) w,cosf, — aVl,
ou, en posant:
o = We e+l
%e A o = a
la relation:
R =T,+maV[xx,cosf,—1]— R,cosf,. (5)

Le deuxiéme terme du second membre représente 1’effet propulsif
de la réaction des corps actifs, & I’admission et & 1’échappement.
On peut mettre R, sous la forme:

Qa 2
R, = crc?‘ge W,

en désignant par ¢,, un coefficient aérodynamique de résistance frontale
des calottes d’échappement (rapportée a la section de leur orifice de
sortie §,).
D’autre part, le débit de I’échappement est:
ma-+1)=mao=19,S, w,.
On a, par suite:

maV? Qo o

2 .C“EVJ{, cos B, ” (6)

La traction T, de I'hélice proprement dite peut se mettre, par dé-
finition du rendement 7, réel de 1’hélice, sous la forme:

R, =

Ty = 222 (7)

Nous allons calculer C), w, et w, = V.

7. Calcul de la vitesse d’échappement. En appliquant au systéme ci-
dessus considéré, dans la translation uniforme, le principe de la con-
servation de Dénergie, on obtient facilement, en tenant compte de la
permanence du régime, la relation:

m[(U+pV)e— U+ pV), — Q= Crw, + R, U,sinp,
+ 22 [ (w} + U2 — 20U, w,sinB,) — V2],
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ou, en tenant compte de la définition (4) du rendement thermique #4:
mNp L = Crop + B, U, sinf,

-+ [o (%2 + tg2 B, — 2x%,co8 B, tgB,) —1].  (8)

Appliquons, d’autre part, le théoréme des moments cinétiques,
autour de ’axe de rotation, & ’hélice et aux corps actifs contenus a
Pintérieur de celle-ci. On a, en remarquant que, dans les sections droites
de communication avec le moteur, les vitesses relatives des corps actifs
sont supposées axiales:

maV

— Ch +m———R smﬂeg = —max{w, — We)sinﬂe%
ou: '
m&,, = Cypw,+ R,sinf, U, —mao(w,—W,)U,sinf,. (9)
Posons:

C~m:ha—eff:h7]thL,

le coefficient A désignant la proportion du travail thermody-
namique (travail effectif du moteur thermique équivalent
au systéme complet) fournie par le moteur réel au systéme
tournant constitué par I’hélice et 1’échappement.

L’équation (9) se met ainsi sous la forme:
mhygy L = Cpw, + R, U,sinB, + mao(w,—W,)U,sinf,. (10)
Retranchant (10) de (8), on obtlent

— (1 4+ atg*B,)], (11)

qui détermine 7, lorsque 7, b et tg B, sont donnés.

8. Caleul du rendement du systdéme motopropulseur. D’apres la
définition adoptée (1), le rendement global 7, est:

m (1 —h)ng L =

Ng=1—8) NNy, (12)
le rendement 7, du propulseur étant:
RV B
o= g I (13)

Les équations (5), (6), (7), (8), (10) et (11) ci-dessus permettent d’expli-
citer les rendements 7, et 7, ainsi définis.
Posons, pour simplifier:
Y
=1u3. (14)

De (11), on tire la valeur du rapport %, = w,/V qui définit la vitesse
relative w, d’échappement.

2 =y + tg2 B, +

Le coefficient %, qui définit la part du travail du moteur absorbée par

2(1—%)g

o«

(15)
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I’hélice, étant compris entre O et 1, on voit que %, est toujours positif et
a
R
Quant au rendement 7, du propulseur, il se met aisément sous
la forme:

supérieur a 1
20
Ny = hny + (1 —h) ax? — (1 4+ o tg?B.)

(1) o, — (145 )]+ 5

2 0, %, CO3

L’effet de propulsion est dii, d’une part, & I’hélice et, d’autre part,
a Deffet de réaction axiale de la fusée tournante formée par 1’échappe-
ment monté sur les pales d’hélice.

Le terme hy, représentant la part, dans le rendement #,, du propul-
seur total, de I’hélice propulsive, il est logique d’appeler rendement 7,
de la fusée, en tant que propulseur, le facteur de (1 — ) dans le second
terme de %, évalué par la relation précédente (16). On a ainsi:

. 2a
T a1+ w12 B.)

(1 mtgep.)[zecos po— (14 Foe )|+ 55 an

2 Q¢ %6 COS f3,

On peut vérifier que, dans cette relation, le terme en c,, est générale-
ment négligeable avec une erreur relative & peine sensible. Négligeons-le
pour simplifier. Dans ces conditions, nous avons, en tenant compte

de (15):
e = 2 (1 b626,) (Va1 + 2(L—RgoosB,] — o) + o —1}. (18)

Telle est la relation générale & laquelle nous voulions aboutir.

Nous allons étudier excessivement les trois cas particuliers suivants:

1° Fusée simple. Il n’y a pas d’hélice et I'’échappement est fixe et
axial. On a donec: A = 0, tg B, = O et, par suite:

Ny = (1 — &) Ny 1y, (19)

avecg .
=#[V (1+2¢) —1]. (20)

20 Moteur normal avec hélice propulsive. Dans ce cas,
I’échappement est encore fixe et axial (tg f, = 0) et nous admettrons
que I’hélice absorbe tout le travail effectif de ’évolution thermodynami-
que des corps actifs, c’est-a-dire que nous devous faire b = 1.

On a alors:

Ny = (1 — &) Ny -7y (21)

C’est la formule générale appliquée au cas des systémes motopropul-
seurs usuels sur les avions. On remarquera qu’elle correspond & une vi-

tesse relative d’échappement x, = V%, pour laquelle la variation d’énergie

cinétique relative des corps actifs & travers le systéme est nulle. C’est



Rendement de la propulsion au sein d'un fluide. 143

bien, & une erreur négligeable prés, le cas des moteurs d’aviation ordi-
naires.

3 Hélice & réaction — L’hélice & réaction totale est celle
qui est miie par la réaction méme des fusées montées sur les pales. Elle ne
constitue qu’un cas particulier du systéme motopropulseur général envi-
sagé dans cette étude, & savoir le cas A = 0.

Nous ne nous bornerons pas & ce cas particulier et nous considérerons
le cas général auquel s’appliquent les formules:

Ny = hp + (1 —h) 7y, (22)

avec:
M= 5= g (L MteB) (VoL + 2T — k) goo Bl — ) 4+ o« —1}. (23

Nous simplifierons d’ailleurs cette formule en assimilant o & 1unité,
ce qui revient & supposer que, dans le mélange évoluant des corps actifs,
la masse du combustible est négligeable par rapport & celle de lair.
Dans tous les moteurs thermiques usuels & combustibles liguides, le
rapport de ces masses étant généralement compris entre 1/16 et 1/40, il
est facile de reconnaitre que cette simplification est tout & fait admissible,
au moins en premiére approximation.

Dans ces conditions, la formule (23) se simplifie et peut &tre remplacée
par la formule (approchée):

2
ny = GEDEP) T 5 (U — R goot, — 11. (24)

(Vest cette formule que nous utiliserons dans I’étude comparative

que nous ferons plus loin.

ITI. Propulsion par fusée directe.

9. Etude du rendement. Le rendement global a pour valeur,
d’apres (19) et (20):

My = (L—&)-nu-ny= (1 — &) s 7 (VoL +29) — 1], (29)

Si Ion néglige & (en remarquant, d’ailleurs, que, dans le cas de la
fusée, ce coefficient peut vraisemblablement étre annulé, sinon méme
rendu négatif), on voit que 7, ne dépend que de:

N>, L, aet V.

Les paramétres L et ¢ ne sont pas absolument indépendants. Les
combustibles tels que les explosifs peuvent briler sans adjonction d’air
mais ils ont un pouvoir calorifique beaucoup plus faible, en général, que
les combustibles liquides dont la combustion exige une addition d’air
variant au moins entre 15 & 20 fois leur poids propre.

On peut, dans 1’équation (20), mettre en évidence 'addition d’air a.
On obtient alors:

T R A
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2
Si I'on se donne le produit &k = ﬂlf’ on vérifie que:
th

7y augmente avec ¢ si 'on a: V< 24, L;
71y diminue avec @ dans le cas contraire.

Pour a = 0, cest-a-dire dans le cas de la fusée utilisant un explosif
ou combustible similaire sans addition d’air extérieur, on a:

]/27]4h ’ nf:V]/%:%’ n,=(1—¢)V /27’]1;;‘ (27)

Ces formules montrent ce résultat apparemment surprenant que
les rendements #, et 7, croissent indéfiniment avec V.

Ce résultat ne doit pourtant pas étonner si l'on remarque que
la définition des rendements considérés est toute conventionnelle et
qu’il n’existe pas, & proprement parler, de régime rigoureusement per-
manent puisque le systéme propulsé consomme en partie sa propre
masse (celle du combustible) pour se propulser et que, par suite, 'énergie
cinétique préalablement communiquée au combustible emporté fonc-
tionne, pour la propulsion
ultérieure, comme une source
7 d’énergie.

Enfait, il est vraisemblable
h=2 T4 que ’on ne peut imaginer le
systtme animé d’une vitesse
f= V| Vmpser de translation arbitraire et

D L Coyftg r 425 %45 aussi grande que ’on voudrait.

En particulier, on peut
montrer qu’il existe pour un
systéme donné, propulsé &

( partir du repos uniquement
_____________________________ par une fusée, une certaine

=005 Tp 408 vitesse-limite.

=005 L 7]’,—""7;””” Quoi qu’il en soit, le
diagramme de la figure 2 re-
présente, d’aprés la relation
k=170005 /?”Z”M” (26), la variation de 7, en
' fonction de @, pour différentes
valeursdurapportk="V?/n,, L

~N

k=05 e 125

a

0

AR

supposé constant. Ainsi qu’il
a été dit, tant que k est infé-
rieur & 2, 7); augmente avec @.

La valeur k = 2 correspond & des vitesses ¥ excessives et prati-
quement sans intérét pour I’aviation. Pour de la poudre noire, par ex-
emple, en prenant L = 700 Cal/kg et 7,, = 0,25, valeur tout & fait
ordinaire pour une machine thermique & combustion interne, k = 2
correspond & V = 1210 m/sec = 4350 km/h.

Pour le domaine des vitesses intéressant I’aviation, on doit considérer
seulement les valeurs de % inférieures & 2 et, dans ces conditions, 7,
augmente avec ¢, si k est supposé constant.

50 700 200 300 ¢00 500
Fig. 2.
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Pour ¢ infiniment grand, 5; tend vers la valeur limite:
- k
(Ia>ew =1+ 5 - (28)

La formule (26) ou les courbes de la figure 2 permettent une com-
paraison précise de 'utilisation de divers combustibles:

Considérons, par exemple, un systéme & propulser & une vitesse
V = 200 m/sec.

Une fusée & explosif consommant de la poudre noire (L = 700 Cal/kg)
sans air additionnel et ayant un rendement thermique 7, = 0,365
aurait un coefficient & = 0,05, un rendement de propulsion 7, = 0,316 et
un rendement global (e étant négligé) n, = 0,114.

Si ’'on imagine, au lieu de cette fusée & explosif, une fusée alimentée
en huile lourde (L = 11000 Cal/kg) avec addition d’air pris & I'extérieur
-et fonctionnant avec un rendement thermique 7, = 0,232, auquel cas
k = 0,005, on constate qu’il suffit d’une addition d’air o, de masse égale
a 46 fois la masse du combustible bralé, pour obtenir un rendement de
propulseur 7; = 0,497 et le méme rendement global 5, = 0,114.

Dans ce second cas, la consommation en poids de combustible
serait inverse du rapport des pouvoirs calorifiques, ¢’est-a-dire 15,7 fois
moins forte, ce qui est d’unintérét capital pour'aviation.

On peut multiplier ces exemples pour des cas variés, correspondant
3 des éventualités réalisables. Tous les résultats concordent pour montrer
que la fusée & consommation d’air nulle (fusée dite & ex-
plosif) ne peut soutenir la comparaison avec la fusée con-
sommant de lair extérieur.

10. Fusée 3 combustible liquide extéricur. Tenant compte de 1’in-
térét fondamental, au point 5,

de vue de la réduction de 7 °\‘; 77f=§(1‘/“ ( 7*{?)'{7)
Papprovisionnement de 45 NN 7L

a7 =t
combustible & emporter & o \N”‘ 7=\ 7 ay
bord, des pouvoirs calori- ~ =21
fiques élevést, on est g3 2=\
conduit & envisager de
préférence la consommation 42
des combustibles liquides . \\
dérivés du pétrole ou de q‘
la houille et qui possédent 02 5w 75 50 700 70 200850300

des pouvoirs L relative-
ment peu différents et de
Pordre de 11000 Cal/kg. Pour de tels combustibles, il y a intérét, V et
7, étant supposés donnés, A faire a aussi grand que possible.
(@1

a

Fig. 3.

Dans la formule (20), le coefficient o = est au moins égal

a1 et au plus égal & 16/15 environ (dans le cas des combustibles liquides,
pour lesquels @ est au moins égal & 15).

1 Ceci résulte immédiatement du fait que la consommation spécifique p du
systéme motopropulseur, ou poids de combustible consommé par unité de puis-
sance utile RV de propulsion, est donnée par la formule: p = oL

g

Gilles-Hopf-K4rman, Vortrige Aachen 1920. 10
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Le rendement #;, pour une valeur donnée de ¢ = nthE-LV—z est

donc compris entre les valeurs représentées par les deux courbes de la
fig. 3. On reconnait ainsi que, si ¢ est supérieur & 5, #), est donné avec
une erreur relative par défaut inférieure & 5% par la formule approchée:

=T +2¢—1  @>5 (29)

Le coefficient ¢ se détermine facilement par ’abaque de la figure 4,
établi pour L = 11000 Cal/kg.
A titre d’indication, notons que pour des valeurs de:
7y, comprises entre 0,30 et 0,70,
a  comprises entre 15 et 150,
V  comprises entre 28 et 139 m/sec (100 et 500 m/h),
les valeurs extrémes (correspondantes) de g sont égales & 5 et 2750, les
valeurs extrémes de 7, sont

HORON) 80 - 60 ,5! 90 57 0,43 et 0,026, c’est-a-dire

7 / " bien inféricures au rende-

/ / /q’—35 ment des hélices propulsives

Tl o= Yunl / / / quidépasse.couramme.nto,ﬂ)\.
0 avz Ces chiffres suffisent a
L=r100Calfky / // / " montrer combien le rende-

49 ment de la fusée utilisée
48 / 4 / / 475 comme propulseur est faible,

4 moins que:

97 / ou bien la vitesse V soit
/ / ,/ / / ¢ tres élevée,
/ / V ou bien la dilution ¢ soit
45 * % 4 -, considérable.
Q‘/ / (7 i / Aux grandes vitesses, le

4 / [ parameétre ¢ devient petit
A 1% - et la fusée devient un pro-

93
’ / / / / S pulseur intéressant.

z - 15 Si Pon tient compte du
07 /// / // fait que, aux trés grandes
) % vitesses, la compressibilité

Vmpser |, de Tai .. 51

0 7 T 77 =f de Tair, qui joue un rdle

Tig. 4. important, parait devoir

compromettre le rendement

des hélices propulsives, on peut conclure que la fusée est, pro-
bablement, le propulseur idéal aux trés grandes vitesses.

11. Réalisation de la fusée A combustible liquide. Fusée-trompe.
Pour une vitesse V donnée, il faut, pour améliorer le rendement global
n,, obtenir un bon rendement thermique 7,, et consommer une pro-
portion d’air ¢ aussi importante que possible.

La fusée se présente comme un moteur & combustion interne & tra-
vail effectif nul, c’est-a-dire dans lequel la détente des gaz brilés ne
s’effectuerait sur le piston ou les roues mobiles du moteur que
dans la mesure nécessaire pour compenser le travail absorbé par la
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compression préalable du mélange évoluant et par les résistances
passives.

La détente compléte s’achéverait alors dans une tuyére située a
I’aval du moteur et dont l'orifice constituerait 1’échappement de la
fusée.

On voit, par suite, que la fusée propulsive considérée comporte des
organes analogues & ceux des moteurs connus, notamment un com-
presseur.

Pour augmenter son rendement thermique, il faut, comme pour les
moteurs ordinaires, utiliser des rapports de compression élevés et il est
facile de reconnaitre que la dilution du mélange combustible, c’est-a-dire
la proportion d’air consommé, exerce une influence considérable sur le
rendement thermique effectif. Pratiquement, on peut prévoir que le
rendement thermique maximum?! correspond & un certain rapport
de compression et & une certaine dilution du mélange qui ne sont, ni
I’'un ni l’autre, trés élevés. Ce rendement thermique maximum ne dé-
passerait vraisemblablement pas 0,40 environ avec une dilution de
Pordre de 40 & 60 (la limite inférieure étant de 15 environ) et un rapport
des pressions finale et initiale de compression de ordre de 5 a 15.

I’idée se présente immédiatement, par suite, d’augmenter la di-
lution par un effet de trompe en utilisant 1’échappement d’une fusée,
consommant une proportion (¢) d’air, dans un systéme detuyeres, analogue
4 celui des injecteurs’ et éjecteurs et produisant I'entrainement d’une
proportion additionnelle ¢’ d’air.

Etudions sommairement ce dispositif.

La fusée proprement dite travaille avec un rapport de compression
A" et une dilution a'. 8ielle échappait directement & atmospheére, & la
pression p, et & la température 77, , elle aurait un rendement thermi-
que 7, -

Supposons qu’on produise son échappement dans un «mélangeur»,
ot les gaz entrent & la pression p;, & la température 7’; et avec une vitesse
relative wj.

La proportion ¢’ d’air additionnel parvient dans ce mélangeur & la
pression p;, & la température 7'/’ et avec une vitesse relative w,”.

On admet que, dans le mélangeur ol régne la pression constante p;,
les vitesses et températures des deux jets s’uniformisent et deviennent
w; et T';.

Le jet total est ensuite évacué, par une tuyére appropriée, dans
Patmosphére ou il sort & la pression p, et & la température 7',.

Soit 7,5 le rendement thermique de la fusée-trompe ainsi constituée.
1l s’agit de comparer 7, & 1y, pour évaluer 'effet de 'adjonction de la
trompe & la fusée primitive.

Pour raisonner simplement, assimilons les gaz briilés et lair a des
gaz parfaits, de méme chaleur spécifique C (& pression constante),

1 On pourra se reporter, sur ce sujet, aux considérations et calculs développés
par Lauteur dans un mémoire récent sur la «Turbine & combustion internes.
Comptes rendus de 1’Association Technique maritime et aéronautique. Paris, 1928.

10*
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indépendante de la température dans la zone des températures con-
sidérées: T, T, T, T, T', et T,. Cette hypothése n’entraine qu’une
erreur négligeable.

Supposons, en outre, I’évolution des gaz adiabatique, tant dans le
mélangeur que dans les tuyeres qui le précédent ou qui lui font suite.

Dans le mélangeur, le mélange adiabatique des gaz bralés et de I’air
additionnel met en jeu la viscosité puisque c’est celle-ci qui uniformise
les vitesses des deux jets contigus. Soit ¢ L le travail (non compensé) de
cette viscosité, rapporté & 1'unité de masse de combustible consommée.
Le coefficient ¢ est difficile & évaluer théoriquement: du moins, on sait
qu’il est nécessairement positif.

Enfin, supposons que la chaleur transmise & I’extérieur @y (par
unité de combustible consommée) n’est pas modifiée par 1’adjonction
de la trompe.

On a, dés lors, par le bilan thermique des appareils comparés:

=) L =Qr+ (1 +a)C(T;—Ta), (30)
A=nu) L=Qp+ (L +d +a")C(T, — T,)- (31)
On a, d’autre part, les compressions et détentes dans les tuyeres en

amont et en aval du mélangeur étant supposées effectuées suivant la
!

i

méme loi polytropique, en posant 7 = o (rapport qui fixe le rapport

T
Di[Pa) : o oo
T == TL o= T; — I—’e . (32)
Enfin, dans le mélangeur, le mélange est adiabatique et s’effectue
avec un travail non compensé ¢ L. On a donc, d’apres le principe de

Carnot-Clausius:
1+4+a)CT; —T) +a"C(T;,—T]) —ep L=0. (33)

Retranchant (31) de (30) et tenant compte de (32) et (33), on obtient
aisément la relation:

Nen = My — = (34)

Cette formule montre, ¢ étant positif, que le rendement
thermique du systéme est nécessairement diminué par
'adjonction de la trompe.

12

Le terme %’ dépend de la disposition des tuyéres, du rapport a—a,—

et du rapport T <ou %) . L’augmentation de a’’, qui augmente le rende-

ment de propulsion #; du systéme, affaiblit son rendement thermique
1¢p, b il faudrait faire 1’étude méthodique, de préférence expérimentale,

du terme % pour fixer les dispositions et valeurs optima & adopter

pour obtenir le meilleur rendement global 7, = (1 — &) 5,7, du
systeme.

Sans vouloir préciser davantage ici cette question, je conclurai que
la fusée-trompe est, peut-étre, susceptible de procurer un gain de rende-
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ment global %, par rapport & la fusée simple mais il me paraitrait illusoire
d’escompter de ce dispositif une amélioration trés notable.

12. Remarque sur la fusée propulsive fonctionnant en atmosphére
combustible. Un cas particulier intéressant & envisager est celui d’une
fusée propulsive puisant & 'extérieur & la fois son comburant et son
combustible.

Ce cas n’est peut-étre pas absolument dénué d'intérét pratique si
I’'on admet que, selon certaines conceptions, ’atmosphére de notre globe
contient, & une altitude trés élevée, de 'oxygeéne et de ’hydrogene en
proportions susceptibles de former un mélange combustible.

A cette altitude, une fusée pourrait fonctionner en empruntant &
I’atmosphére ambiante le mélange combustible tout formé.

Dans ce cas, son rendement de propulsion 7, serait donné par la for-
mule rigoureuse:

ty= T+ 2q—11. (35)

Lorsque le paramétre g:’Z;"V’;i tend vers zéro, le
rendement 7; tend vers 'unitél.

Une fusée propulsive utilisée dans ces conditions per-
mettrait ainsi la propulsion & trés grande vitesse, avec
un rendement de propulsion voisin de I'unité et un rayon
d’action illimité, puisqw’aucun approvisionnement de combustible

3 bord ne serait ndcessaire.

IV. Propulsion par moteur et hélice.

13. Etude du rendement de ce systéme motopropulseur. Pour ce
systéme, le rendement global est défini par la formule (21):

Ng = (1— &) Nyn* M-

Négligeons &, ainsi qu'on le fait ordinairement, et cherchons le
maximum escomptable de ce rendement.

Les bons moteurs d’aviation actuels ont un rendement thermique
7 de Pordre de 26 & 28%, les hélices propulsives bien adaptées un
rendement de propulsion 7, de 'ordre de 74 & 76%. Dans les meilleures
conditions, le rendement global des systémes motopropulseurs usuels
de nos avions atteint donc une valeur de 19,5 & 21,5%.

On peut espérer améliorer encore ces résultats. D'une part, on peut
concevoir des moteurs & essence ou des moteurs & huile lourde con-
venablement disposés et suralimentés dont le rendement thermique
puisse atteindre, respectivement, 36% ou 40%. D’autre part, on peut
concevoir des hélices travaillant avec un rendement de propulsion voisin

1 Tci disparait le fait, signalé plus haut et en apparence paradoxal, de la crois-
sance illimitée de 7, lorsque ¢ tend vers zéro. Ce fait était la conséquence de I'ali-
mentation de la fusée en combustible emporté & bord. Ici le combustible est pris
4 Pextérieur et le rendement 7, ne peut dépasser I'unité, quelles que soient les
conditions de fonctionnement que I’on envisage.
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de 80% (sauf peut-8tre & de trés grandes vitesses). De sorte que le rende-
ment global pourrait passer & des valeurs, probablement limites, voisines
de 28,5 et 32% ce qui représenterait une amélioration relative de I'ordre
de 45 & 50% par rapport aux meilleurs résultats actuellement obtenus.

14. Rendement de propulsion de I'hélice. Au sein de 1’atmosphére,
I’hélice propulsive agit surtout en communiquant & l’air ambiant, dans
sa zone d’action, un mouvement de recul vers ’aval.

L’image la plus simple que I’on puisse en donner est celle du pro-
pulseur dit de Froude, que I'on peut regarder comme constitué de deux
hélices tournant I'une derriére I’autre, en sens contraire et & l'intérieur
d’une enveloppe latérale formant la paroi de la veine d’air sur laquelle
agit directement le propulseur?.

Dans ce cas et en supposant lair incompressible et parfait
(dénué de viscosité) on établit que le rendement de propulsion 7,

. - . 2T .
est lié au coefficient de traction ¢, = QS—hVZ par la relation:
aMh
=+
= 4+ s
la surface S, étant la section amont de la veine. Si I’on désigne par m4

le débit d’air de la veine, 4 étant le débit rapporté & I'unité de masse de
combustible consommée par le moteur, on a:

(36)

0.8, V=md; T,V =nhm5h= m Ny Men L

L
ct=2nh-%. (37)
Si l'on pose:
L
Q= ’Z;"VZ, (38)
on peut tirer 7, de (36) et (37) et l'on obtient:
1 —_—
m=g[/1+2¢—1]. (39)

Cette relation est analogue & la formule approchée (29) qui donne le
rendement de propulsion 7, de la fusée lorsque @ est assez grand. La
seule différence est que le débit spécifique a de la fusée est remplacé ici
par le débit spéeifique 4 du propulseur de Froude.

Si ¢y, L et V sont donnés, la formule (39) montre que 7, croit con-
tinuellement et tend vers 1’'unité lorsque @ tend vers zéro, c’est-a-dire
lorsque A indéfiniment.

Pour les hélices d’aviation ordinaires adaptées dans les meil-
leures conditions, le rendement 7, est inférieur & celui du propulseur
de Froude?, le coefficient de réduction étant pratiquement

1 Sur cette conception du propulseur de Froude et sur la théorie des propul-
seurs & veine limitée, on pourra se reporter au mémoire de Pauteur «Contribution &
la théorie de I'hélice propulsive» publié dans les comptes-rendus de 1929 de 1'As-
sociation Technique Maritime et Aéronautique (Paris, Chaix).

? Notamment, & cause ‘de la viscosité de P’air qui provoque une perte
d’énergie négligée par la théorie de Froude.
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constant et égal & 0,85 environ, de sorte qu'on peut mettre le
rendement de ces hélices sous la forme simple:

=" YT+ 20 — 1], (40)

dont la limite supérieure est 0,85 lorsque A tend vers l’infini.

Ces calculs élémentaires montrent immédiatement la supériorité de
principe des hélices & grande zone d’action, c’est-a-dire démultipliées.

15. Comparaison de I’hélice et de la fusée propulsives. Nous avons
donné plus haut (cf. art. 10 et 13) quelques indications sur le rendement
de chacun de ces systémes de propulsion.

Si on cherche & les comparer, on aboutit immédiatement & la con-
clusion que le systéme moteur-hélice universellement employé sur les
avions actuels est bien supérieur & celui de la fusée propulsive & com-
bustible liquide et, & fortiori, & celui de la fusée & explosif dont la con-
sommation de combustible en poids est absolument prohibitive.

La fusée ne peut devenir intéressante qu'aux trés grandes vitesses
(V supérieur & 200 m/sec au moins, soit 720 km/h) pour les raisons
suivantes : ,

d’une part, son rendement de propulsion 7, peut alors devenir no-
table et méme supérieur & 'unité;

d’autre part, I’hélice qu’'on lui compare perd vraisemblablement une
grande partie de sa qualité, lorsque la vitesse de I'extrémité de ses pales
dépasse la vitesse du son dans le fluide ambiant.

On peut se demander & quelles conditions les deux systémes con-
sidérés, alimentés avec le méme combustible, seraient équivalents, au
méme régime de vol.

11 suffit pour cela quils aient le méme rendement global.

Cette condition se traduit, en affectant d’un accent les grandeurs
relatives & la fusée, par 1’égalité:

Ng = g

ou, d’aprés (25) et (40):

thL
(1—¢)-0,854 [|/1+ 2 I — 1]

e Ml + D)1 2l — 1] .

En supposant linfluence du systéme motopropulseur sur la rési-
stance & vaincre identique dans les deux cas, cest-a-dire ¢ = ¢, il
suffit que l’on ait:

0,85A[ 1+2’%§~ ]:a’[]/(l—}——i—,)(l—kQ%)il—l. (41)

Pour I’hélice, la masse d’air 4 refoulée par unité de masse de com-
bustible briilé est considérable.

Si 'on suppose le méme rendement thermique (1, = 73) pour les
deux systémes, il est facile de voir que la condition (41) est satisfaite
approximativement lorsque @' est comparable & A.
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La condition o’ = 4 est rigoureuse si ’hélice agit comme le pro-
pulseur de Froude. Celui-ci étant habituellement considéré comme le
type idéal de I'hélice propulsive, on pourrait, en adoptant ce langage,
énoncer le théoréme suivant: :

«Pour qu'une fusée soit équivalente & un systéme moteur-hélice
idéale, alimenté avec le méme combustible et & la méme vitesse, il
suffit:

1o que le rendement thermique des deux systémes soit le méme;

20 que l'embouchure ou prise d’air de la fusée ait la méme surface
que la zone d’action de I’hélice.»

La disposition de ces deux systémes motopropulseurs équivalents
est représentée schématiquement par la fig. 5.

Il saute aux yeux que le propulseur-fusée serait, pour les avions
normaux et les vitesses de vol usuelles, un appareil encombrant et dont

Turbine
ok aetenfe
parele

Moteur 8 Helice

Fig. 5.

on ne peut attendre un rendement thermique équivalent & celui du
systéme ordinaire et si simple & moteur et hélice. On ne saurait davan-
tage retenir l'idée de remplacer la fusée par une fusée-trompe, idée qui
serait pourtant assez séduisante & priori puisque les organes mécaniques
(compresseur et turbine & gaz fournissant le travail de compression)
de la fusée-trompe ne travailleraient que sur une proportion d’air com-
parable & celle traitée par le moteur du systéme & hélice et, au besoin,
pourraient méme étre formés par le moteur de ce systéme convenable-
ment modifié pour fournir un travail utile nul. Nous avons vu, en effet
(cf. art. 11), que le rendement thermique de la fusée-trompe est,
vraisemblablement, réduit dans une proportion importante par laction
de la trompe.

En définitive, dans le domaine des vitesses interéssant ’avion d’au-
jourd’hui ou du proche avenir, la fusée propulsive ne peut soutenir la
comparaison, tant pour le rendement que pour la simplicité de con-
struction et pour 'encombrement, avec ’hélice propulsive mie par un
moteur thermique de bon rendement comme nos moteurs d’aviation.

N

V. Propulsion par hélice & réaction.

16. Etude du rendement. La propulsion par effet de réaction n’étant
interéssante qu’aux grandes vitesses, de nombreux inventeurs ont eu
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I'idée de produire cette réaction & l’extrémité de bras tournants con-
stitués par les pales d’une hélice, extrémité qui est animée d’une
vitesse bien supérieure & la vitesse d’avancement du systéme propulsé.

Dans cette conception, fort séduisante & priori, le moteur normal
peut disparaitre complétement, I’hélice étant propulsée par la réaction
de I’échappement et constituant ainsi, en quelque sorte, une turbinea
gaz & action directe analogue au tourniquet hydraulique. En méme
temps, on utilise 1’hélice, dont la rotation est ainsi entretenue, pour
produire la traction nécessaire & la propulsion du systéme remorqué.

D’autres chercheurs, sans aller aussi loin dans la voie de la sup-
pression du moteur ordinairement accouplé & I’hélice, ont cherché &
utiliser I’échappement d’un moteur analogue & ceux en usage pour pro-
duire une réaction propulsive supplémentaire agissant & 'extrémité des
pales d’hélice.

Les formules (22) et (23) données plus haut permettent d’étudier, de
la fagon la plus générale, toutes les variétés possibles de ce genre de
systéme motopropulseur.

Considérant toujours des moteurs alimentés en combustible liquide,
pour lesquels @ est au moins égal & 15 et le rapport « = (¢ + 1) /a toujours
compris entre 1 et 16/15, on peut reconnaitre aisément que, sauf
pour de trés grandes vitesses Vinaccessibles pour longtemps encore aux
avions normaux, il est 1égitime d’assimiler o & I'unité. Dans ces conditions
la formule approchée (24) servira de base a notre discussion.

Convenons ici de négliger le coefficient e. Le rendement », du pro-
pulseur est donné par la relation:

Ny =Ry 4 (L —h) 7y, (42)
75, et 7, désignant les rendements propres de propulsion longitudinale de
Phélice et de la fusée tournante, et A (compris entre 0 et 1) la proportion
du travail effectif de ’évolution thermodynamique des corps actifs qui
est effectivernent produite par le moteur et transmise par celui-ci &
I’arbre de I’hélice.
On a, d’ailleurs, d’aprés la formule (24) précitée:

= LS T (T B geosth, — 11,

Ny _
(1—2)q (43)
. N L
q = aV?2 "

D’aprés ces relations, si I'on se donne le rendement propre 7, de
I’hélice et le parametre g, que I'abaque de la figure 4 permet de calculer
aisément, on voit que 7, et, en définitive, 7, ne dépendent que des para-
métres B, et h dont nous allons examiner linfluence.

1o Influence de f, ou du rapport U,/V. La dérivée partielle
de 7, par rapport & f, est:

0y, 2tg B,
9B~ geos® B
{m [+ (1 — ) g cos? B, (1+cos? f,) — YT+ 2 (1 — k) g cos? B] — (1 —h) g cos? B}

J1+42(1 — &) g cos® B, (44)
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Il est aisé de voir que cette dérivée n’a pas un signe constant.
Elle s’annule pour les valeurs suivantes de §,:

1_
tg B, =0; cos?f,=0; cos?f,= ~77n[1:t1?7—h(—1$]

Pour cosf, =0 ou tg g, infini, on est assuré que 7, passe par un
maximum ou minimum dont la valeur:

» = N5 = (45)
est, d’ailleurs, indépendante de g* et de A.
Pour tgf, =0, 5, prend la valeur:

o= b+ [V1+ 20—k g —1]. (46)

Celle-ci est soit un maximum, soit un minimum, suivant que 7, est
1+ 2(1 — R)g
21 +2(01 —h)g

Si c’est un minimum, le rendement 7, passe, lorsqu’on fait croitre
tg B, & partir de zéro, par un maximum pour une valeur de tg f§, comprise
entre 0 et linfini.

En fait, c’est le cas général pour des systémes analogues aux mo-
teurs et hélices actuellement employés, ainsi qu’on le verra plus loin par
les exemples qui seront donnés.

On a done, en général, intérét 4 faire tourner la fusée avec la plus
grande vitesse périphérique possible. Mais on se trouve évidem-
ment limité dans cette voie par la difficulté, que I’on rencontre aussi
dans les turbines & vapeur ou & gaz, de dépasser une vitesse périphérique
de 250 & 320 m/sec environ pour des rotors soumis & la fois & une fatigue
thermique notable et & la fatigue mécanique dite & la force centrifuge.
En outre, dans le cas présent, ’augmentation de cette vitesse tend &
compromettre le rendement propre 7; de I'hélice.

20 Influence de k. La dérivée partielle de 7, par rapport a h est:
a’h (1 +‘ Mn tg2 ﬂe) cos® ﬂa
=1, — . 47
an = M Y1+ 2(1 —hygeos? B, (47)
Cette dérivée s’annule pour la valeur h, de % telle que
(1 — 7)1 + ms + 2 78 g2 B.)
1—h) = -
(=) 2qn; (1 + tg* B.) (48)
et pour laquelle le rendement 7, passe par un maximum supérieur a

Np. L’écart relatif de ce maximum par rapport au rendement de I’hé-
lice est:

inférieur ou supérieur a la quantité:

(Mp)max — Mn __ (1 — 7a\2 cos? 8,
N - < Nh > 2q (49)

d’autant plus grand que 7, est plus faible, tg 8, plus voisin de zéro et ¢

* Kn réalité, ceci n’est vrai que si ¢ n’est pas trop petit, puisque nos calculs
sont basés sur la formule (24) qui n’est valable que dans les mémes conditions.
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plus petit (nos formules ne sont, en fait, valables que si ¢ n’est pas trop
petit).

On peut donc affirmer que, 7, et ¢ étant considérés comme in-
variables, le dispositif de I'hélice & réaction améliore le rendement du
propulseur si ce dispositif satisfait & la condition (48).

Cependant, pour les cas intéressant la technique actuelle de I’aviation,
cet avantage est pratiquement inexistant comme on va le voir.

Il faut, d’abord, choisir des valeurs pratiques du paramétre

Tan L
9= ,yz -
Admettons que tous les cas intéressant la technique présente ou
prochaine de I'aviation soient définis par des valeurs de:

V comprises entre 30 et 150 m/sec (108 et 540 km/h);

@ comprises entre 15 et 30;

7 comprises entre 0,20 et 0,35;
L étant pris égal & 11000 Cal/kg.

Les valeurs extrémes correspondantes de ¢ sont 13,6 et 1080.

Evaluons, pour ces cas extrémes, les conditions de meilleur rende-
ment. Supposons, pour fixer les idées, un rendement d’hélice 7, = 0,75.

Admettant une vitesse périphérique maximum de 300 m/sec, tgf,
peut atteindre au plus, pour chacun des cas considérés, les valeurs
2 et 10.

Dans le premier cas (¢ = 13,6), on aura, en utilisant les relations

(48) et (49):

1 — hy = 0,0286 et (1);)max = 0,753, pour tg B8, = 0,

1 — hy = 0,0253 et (17,)max = 0,7506, pour tg B, = 2,
Dans le second cas (¢ = 1080), on aura:

1 — hy = 0,00036 et (1y)max = 0,7504, pour tg B, = O,

1 — hy = 0,00031 et (f,)max = 0,7500004, pour tg B, = 10.

Ces exemples, qui paraissent encadrer tous les cas de la
pratique, montrent que le maximum de 7, est pratiquement con-
fondu avec 7, et quil est atteint pour une valeur de A extrémement
voisine de I'unité, c’est-a-dire avec un moteur réalisant, & une différence
insignifiante prés, tout le travail de 1’évolution thermodynamique des
corps actifs.

17. Exemples numériques. Pour fixer les idées, j’ai fait le calcul de
ny; (1 — h) 145 m, en fonction de h et de tg B, pour deux cas particuliers
et extrémes de rendement d’hélice, savoir 7, = 0,60 et 7, = 0,80, en
donnant & chaque fois au paramétre ¢ deux valeurs ¢ = 50 et ¢ = 150
qui paraissent encadrer suffissamment bien les cas intéressant la techni-
que actuelle ou du proche avenir.

Le cas g = 50 correspond, en effet, a:
L =11000 Cal/kg; a=20; 7;, =0,30; V =11Tm/sec = 420km/h
et le cas ¢ = 150 a:
L = 11000 Cal/kg; a = 20; 7, = 0,20; V = 55,5m/sec = 200km/h.
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Les résultats de ces calculs sont résumés dans les tableaux ci-apres:

Premier cas — ¢ = 50.

7, = 0,60 75 = 0,80
h=0 ’h=0,25'h=0,50 h=o,75]h=1,o 2=0 th:0,25| 2=0,50 | B=0,75 | h=1,0
tgfe = 0 n, = 10,181]0,206 0,246 0,368 11,000{0,181 [ 0,206 | 0,246 | 0,368 | 1,000
(1 — )y, = [0,181]0,154 0,123 | 0,002 10,000{0,181 | 0,154 | 0,123 | 0,092 | 0,000
hn, = [0,000] 0,150 0,300 | 0,450 {0,600{0,000|0,200| 0,400 | 0,600 | 0,800
7, = 10,1810,304 0,423 | 0,542 |0,600]0,181 | 0,354 | 0,523 | 0,692 | 0,800
tgfh, = 2 ny = 10,24310,272 0,314 | 0,396 |0,680(0,300 0,336 0,389 | 0,488 | 0,840
(1 — A)n, = {0,24310,2040,157| 0,099 {0,000]0,300|0,253 | 0,1945| 0,122 | 0,000
hny = 10,000|0,150]0,300 0,450 10,600(0,000 | 0,200 0,400 | 0,600 | 0,800
1, = 10,243/0,354 | 0,457 | 0,549 |0,600(0,300|0,452 | 0,5945]| 0,722 | 0,800
tgh, = 4 n, = 10,34410,376 10,418 | 0,484 |0,6250,447 | 0,491 | 0,542 | 0,628 | 0,815
(1 — Ah)n, = 10,3440,2820,209 | 0,121 :0,000|0,447 {0,368 0,272 | 0,157 | 0,000
hy, = [0,00010,150 {0,300 | 0,450 0,600]0,000 {0,200} 0,400 | 0,600 | 0,800
my = |0.344|0,432| 0,509 | 0,571 |0,600|0,447 [ 0,568 | 0,672 | 0,757 | 0,800
tgf, = 6 7, = (0,416 0,447 10,480 | 0,530 |0,610]0,547 0,589 | 0,634 | 0,698 | 0,805
(1 — Rh)n, = {0,416 (0,335 |0,240| 0,1325/0,000}0,547 | 0,441 | 0,317 | 0,1745| 0,000
hn, = (0,000,0,150 0,300 ; 0,450 .0,600}0,000 | 0,200 | 0,400 | 0,600 | 0,800
7, = |04160,485 | 0,540 | 0,5825/0,600|0,547 | 0,641 | 0,717 | 0,7745 | 0,805
tgfh, = oo n; = |0,600/0,600 0,600 | 0,600 |0,600]0,8000,800| 0,800 | 0,800 | 0,800
(1 — Ry, = 0,600{0,450 0,300 0,150 |0,000}0,800!0,600| 0,400 | 0,200 | 0,000
k., = |0,000;0,1500,300 | 0,450 |0,600(0,000 | 0,200 0,400 | 0,600 | 0,800
7, = 10,600 0,600]0,600 0,600 {0,6000,800! 0,800} 0,800 | 0,800 | 0,800

Deuxiéme cas — ¢ = 150.

7 — 0,60 7 = 0,80
2=0 ’h=0,25 1=0,50 ’h:0,75 fh:l,o 1=0 | n=0,25 }h:o,soih:o,m{h:l,o
tgf, = 0 n, = 10,10910,1251 0,150 | 0,206 |1,000]0,109] 0,125 0,150 0,206 | 1,000
(1 — k)n; = {0,10910,093 | 0,075 | 0,051 10,000|0,109| 0,093 |0,075]0,051 | 0,000
kg, = {0,000/0,150| 0,300 | 0,450 |0,60010,000| 0,200 |0,4000,600 0,800
iy = 0,109]0,243 | 0,375 | 0,501 [0,600{0,109 | 0,293 |0.475] 0,651 | 0,800
tgf, = 2 n, = |0,154(0,175| 0,208 | 0,272 |0,680]0,190| 0,216 |0,256|0,336{0,840
(1 — 2)n; = 10,154(0,131| 0,104 | 0,068 [0,00010,190| 0,162 |0,128 | 0,084 | 0,000
hn, = [0,0000,150| 0,300 | 0,450 |0,600]0,000| 0,200 |0,400 0,600 | 0,800
7, = |0,15410,281 | 0,404 | 0,518 |0,600]0,190| 0,362 |0,528 0,684 | 0,800
tgf, = 3 7y = 10,195(0,219( 0,256 | 0,326 |0,640(0,250 | 0,282 [0,328!0,420 0,820
(1 — k), = |0,195(0,164 | 0,128 | 0,082 |0,0000,250 | 0,2105 0,164 0,105 0,000
hn, = [0,000/0,150| 0,300 | 0,450 |0,600|0,000 | 0,200 |0,400’0,600 0,800
#, = 10,195|0,314 | 0,428 | 0,532 |0,600]0,250 0,4105|0,564’0,705 0,800
tgf, — 4 nr = 10,234]0,263 | 0,302 | 0,376 |0,625[0,306| 0,342 10,394 0,488 | 0,814
(1 — h)yn; = 10,23410,197} 0,151 0,194 10,00010,306| 0,256 0,197i0,122 0,000
hn, = 10,000/0,150 | 0,300 | 0,450 {0,6000,000| 0,200 0,400 0,600 0,800
1, = |0,234/0,347 | 0,451 | 0,544 |0,600]0,306| 0,456 |0,597 0,722 |0,800
tgf, = 5 ns = 0,27110,300| 0,341 | 0,302 |0,615[0,356 | 0,395 |0,448|0,516 | 0,806
(1 — h)n, = 10,27110,225| 0,1705| 0,098 |0,000]0,356| 0,295 ;0,22410,129 0,000
hn, = {0,000(0,150 { 0,300 | 0,450 |0,600}0,000| 0,200 |0,400 0,600|0,800
n, = [0,271|0,375 | 0,4705 ! 0,548 |0,600(0,356 | 0,495 |0,624 0,729|0,800
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Deuxiéme cas — ¢ = 150 (condinuation).

N = 0,60 7 = 0,80
=0 [h=025| 1=0,50 | k=0,75 | r=1,0 k=0 | n=0,25 7=0,50h=0,75| 1=1,0
tgB, = 6 5; = ]0,305(0,334| 0,377. | 0,445 |0,610|0,401| 0,440 |0,4960,588!0,805
(1 — h)y, = |0,305|0,250| 0,1885| 0,1115|0,000(0,401| 0,330 |0,2480,1470,000
hn, = |0,000|0,150| 0,300 | 0,450 |0,600]0,000 0,200 |0,400|0,600 0,800
7, = |0,805]0,400| 0,4885} 0,56150,60010,401| 0,530 | 0,648)0,747|0,800
tgfl. = oo n; = {0,6000,600| 0,600 | 0,600 |0,600(0,800( 0,800 |0,800 0,800 0,600
(1 — k)n, = 10,600|0,450| 0,300 | 0,150 |0,000(0,800 0,600 |0,400 | 0,200|0,000
v, = {0,0000,150 | 0,300 | 0,450 |0,600]0,000| 0,200 | 0,400 | 0,600 0,800
7, = |0,600|0,600| 0,600 | 0,600 |0,600]0,800| 0,800 |0,800 |0,800|0,800

Les résultats de ces calculs sont représentés par les réseaux de courbes
des fig. 6, 7, 8 et 9 qui indiquent immédiatement les valeurs de 7,
(1 —A)ny, hny et n, cor-

10
respondant & toute- ,}M .
valeur de & et de tgp, T e g=z=%0
pour les cas consi- 7,=0p0
dérés. lgﬂfﬂe/y

Ainsi quil a été 94
signalé plus haut, 7,
passe par un maximum-
supérieur & 7, pour une

certaine valeur ; de b 44 To=0r =T PO B~
inférieure & ’unité. Dans -6
les cas étudiésici, b, est tgfe 7 /tgge’ﬁ
si voisin de 1 et le maxi- )
mum de 7, si voisin de %/ 7@/ iy
N, que ce maximum est 4 k — A0
pratiquement confondu (1-1)7,
avec le point (h =1, 7
1y = 7;) et n’apparait =
pas sur les courbes des gzl
fig. 6 & 9. h

g On peut, par suite, £ % (=)
conclure que, pour des
cas Intermédiaires A
entre les cas extré- 7 925 95 975 70
mes que nous ve- Fig. 6.

nons de considérer:

lo le rendement 7, augmente toujours avec A et avec
tg B.;

20 cette croissance est assez rapide et ceci d’autant plus
que % et tgf, sont plus faibles;

30 le rendement 7, atteint son maximum, quel que soit
tg B,, pour h =1 (3 une différence insignifiante pres);

40 ce maximum est indépendant de tgf, et égal au rende-
ment propre 7, de 'hélice.
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vp 2 ﬂf

L
7=

7,24

t9/8=4/!

=17, pour tg /==

V!

tgf,=c

= %

N
=N
<

A

On peut donc affir-
mer que,avaleur fixée
et invariable du
parameéetre ¢, le dis-
positif de la fusée rota-
tive ne peut exercer,
pratiquement,qu’une
influence  défavorable
sur le rendement.

Au reste, on remar-

quera que tg §,=U,/V

ne peut atteindre des
valeurs trés considé-
rables. Par exemple, si
P’on fixe la limite de la vi-
tesse périphérique U, de
la fusée tournante & 400
m/see, tg f, ne peut dé-
passer la valeur 3,4
pour ¢ =50 (V =117
m/sec) ou la valeur 7,2
pour ¢ = 150 (V = 55,5
m/sec).

Encore faut-il re-
marquer que la limite
admigsible pour U, ne
résulte passeulement de
la fatigue ou de la ré-
sistance du systéme
tournant mais aussi de
la considération du ren-
dement aérodynamique
1, de I’hélice a laquelle
les fusées sont, par
hypothése, associées.

18. Influence de
Phélice a réaction sur
le rendement thermique
du systéme. Il importe
de souligner un point
essentiel de la com-
paraison précédente, &
savoir I’hypothése que
le paramétre ¢ garde
une valeur constante ou
invariable.

Cela suppose, sia,

4 29 v et L sont donnés,
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que le rendement thermique 7;, garde une valeur con-
stante.

Cette hypothése n’est pas nécessairement vérifiée si I’on applique
une hélice & réaction & un moteur donné et 1’on peut concevoir que le
rendement thermique du systéme complet varie suivant que 1’on utilise
ou non ’échappement rotatif constitué par I'hélice & fusée, ou bien
encore qu’une hélice & réaction sans moteur ait un rendement ther-
mique différent de celui d’'un moteur d’aviation normal.

Pour traiter cette

question, il faudrait 10 7. L
faire D’étude thermo- 2y g=-trz =150
dynamique  compléte, 7,=08
compte tenu des pertes =

de toute naturg, de g5 il
chacune des machines DT T T PP
que 'on voudrait com-

parer.

Cette étude déborde-
rait le cadre de cette ’
communication et l'on
me permettra de me
borner & en signaler ici
I'intérét. g%

Du moins, on peut
affirmer qu’une hélice &
réaction pure (A= 0) ne
saurait dépasser, sinon , |/ _
méme atteindre, les ren- y
dementsthermiques déja
élevés actuellement ré-
alisés par les meilleurs
moteurs & combustion 025 95 975 70
interne, soit 28 & 35% Tig. 9.
suivant que ces moteurs
sont & explosion ou & injection, rendements qui seront certainement
encore améliorés & I’avenir. Dans ces conditions, 'examen des fig. 6
4 9 suffit & convaincre que I’hélice & réaction pure reste nettement
moins avantageuse que le systéme motopropulseur usuel & moteur et
hélice normaux.

Cette conclusion reste vraie, quel que soit le degré d’utilisation % du
moteur, si ’on suppose que I’évolution thermodynamique des corps
actifs correspond & un type invariable.

Soit, par exemple, une évolution comprenant une compression
adiabatique réversible (en premiére approximation), une combustion a
pression constante et une détente adiabatique compléte et réversible
(en premieére approximation).

Que cette évolution se fasse en plus ou moins grande proportion
dans un moteur proprement dit ou dans 1’hélice & réaction, son rende-

\
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L\
n

Y
B
s

\
\

N
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ment thermique ne dépend que du rapport de compression, l'influence de
la dilution @ du mélange étant elle-méme & peu pres négligeable dans une
évolution théorique du type considéré. Dans ces conditions, I’hypo-
thése: g = constante serait vérifiée pourvu que la dilution du mélange
et le taux de compression soient les mémes.

En fait, la réalisation d’une telle évolution se ferait avec un meilleur
rendement, si 'on tient compte des situations respectives actuelles de
la technique des turbo-machines & gaz et de celle des moteurs alternatifs,
dans un moteur alternatif du type classique que dans une hélice & ré-
action, associée ou non & un moteur supplémentaire.

Tout au plus peut-on indiquer que I’hélice & réaction convenablement
disposée et adaptée pourrait, peut-étre, améliorer légérement le rende-
ment thermique d’'un moteur & explosion du type actuellement utilisé
en permettant de recupérer une partie de la perte diie a la détente tron-
quée des moteurs de ce genre.

VI. Résumé et Conclusions.

Les formules générales, établies dans la deuxitme partie de cette
étude et discutées dans la suite, permettent 1’évaluation précise du
rendement global d’un systéme motopropulseur de type trés général et
comprenant, 3 titre de cas particuliers, la fusée propulsive directe, simple
et & trompe, 'hélice propulsive entrainée par un moteur thermique, en-
fin les combinaisons variées d’un moteur et d’une hélice & réaction.

Avant d’esquisser cette théorie synthétique, j’ai tenu & souligner
Pimportance d’une définition précise du ou des rendements que l'on
peut &tre amené & considérer. Cette définition ne peut-&tre, en ce qui
concerne la propulsion au sein d’un fluide, que conventionnelle et
non parfaitement rationnelle.

En passant, je rappellerai que la définition adoptée ici pour le rende-
ment global met en évidence I'influence du systéme motopropulseur sur
le systéme propulsé, sous la forme d’un coefficient & qu’il y aurait le
plus grand intérét & déterminer et & étudier, au moins expérimentale-
ment.

La comparaison des divers systémes motopropulseurs étudiés peut
se résumer, assez grossiérement, de la fagon suivante:

Aux vitesses de propulsion inférieures & 500 km/h aujourd’hui
réalisées en aviation, le systéme moteur-hélice est trés supérieur & tout
systeme de propulsion par réaction directe (3 rendement thermique
comparable).

Cela tient essentiellement au fait suivant: ’effet utile d’un pro-
pulseur est, en premiére approximation, proportionnel au produit de
la vitesse de translation par la variation de la quantité de mouvement,
absolue et longitudinale, du fluide intéressé par le propulseur: air ex-
térieur, ’il s'agit d’une hélice; corps actifs consommss §’il s’agit d'une
fusée. La part de ’énergie libérée (par I’évolution thermodynamique des
corps actifs dans le systéme) qui est perdue dans la propulsion est,
d’autre part, proportionnelle & la variation de 1’énergie cinétique ab-
solue de ce fluide.
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Dans ces conditions, on apercoit immédiatement que 1’énergie per-
due est, pour un effet utile donné, d’autant plus grande (c’est-a-dire le
rendement d’autant plus petit) que la masse de fluide intéressé est plus
potite et par conséquent sa variation (moyenne) de vitesse absolue plus
grande.

La supériorité fondamentale de I’hélice résulte précisément de ce
qu’elle communique & une grande masse d’air de faibles vitesses de
recul, comparativement & tout systéme de propulsion par réaction
directe.

Aux trés grandes vitesses, ¢’est-a-dire au deld de 800 & 1000 km/h,
la fusée peut devenir un systéme motopropulseur intéressant. On ne peut
la concevoir pratiquement pour I’aviation que comme un moteur ana-
logue aux moteurs connus (moteur alternatif ou turbo-machine), alimenté
en combustible liquide et caractérisé par une détente incomplete dans
le moteur, exactement suffisante pour fournir le travail absorbé par la
compression préalable et les résistances passives, et par un échappement
a grande vitesse obtenu par achévement de la détente dans un systéme
d’ajutages ou tuyéres convenables.

A des vitesses encore plus grandes, la fusée pourrait avoir un rende-
ment trés élevé et supérieur & I'unité, fait paradoxal en apparence mais
dont les raisons trés simples ont été indiquées. En outre, a de telles vi-
tesses, le rendement des hélices aériennes usuelles parait susceptible de
décroitre considérablement et cette circonstance pourrait nécessiter, a
elle seule, le recours & la fusée comme propulseur.

Enfin, s’il s’agit de combiner le moteur ordinaire avec une hélice
munie de fusées formant un échappement rotatif, les formules établies
dans cette étude permettent de discuter aisément tous les cas d’espéce.

Pour les cas considérés spécialement et qui encadrent le domaine
d’utilisation actuelle ou prochaine des avions, cette étude conduit &
considérer cette disposition comme toujours défavorable au rendement
global du systéme, son rendement thermique étant supposé constant.
Cette derniére hypothése, qui parait valable d’une fagon générale, peut
motiver quelques réserves dans certains cas, pour lesquels il faudrait re-
prendre la discussion en modifiant les données du probléme. Le sens de
la conclusion ne parait, d’ailleurs, pas susceptible d’étre modifié par ce
souci de plus grande exactitude.

Avant de conclure, je ferai encore remarquer que les formules utilisées
sont basées sur quelques hypothéses fondamentales, notamment 1'uni-
formité de 1’état physique et des vitesses dans les sections d’admission
et d’échappement des corps actifs. Peut-&tre pourrait-on échapper &
ces hypothéses, comme nous 1’avons montré ailleurs pour I’hélice pro-
pulsive, d’une fagon trés avantageuse au point de vue du rendement
global.

Quoi qu’il en soit de ces échappatoires éventuelles, il me -parait
ressortir, en définitive, de cette étude l’affirmation que la solution
utilisée dés origine de I'aviation pour la propulsion des avions, c¢’est-i-
dire la combinaison d’une hélice et d’un moteur thermique, constitue la
meilleure solution possible. Elle ne perdra cette qualité qu’a de trés

Gilles-Hopf-Karman, Vortrige Aachen 1929. 11



162 A. Busemann:

grandes vitesses non encore atteintes ou utilisables d’une fagon cou-

rante.

Les techniciens qui appliquent leurs efforts & 1’étude du progres des
moteurs thermiques et de ’amélioration des hélices propulsives accom-
plissent, par suite, 'une des téches les plus utiles au progrés réel de la
technique aéronautique, sans qu’aucune menace de concurrence ne
puisse encore apparaitre & I’horizon de leur domaine.

Verdichtungsstofie in ebenen Gasstromungen.

Von A. Busemann, Géttingen.

Die folgenden Ausfithrungen iiber die Verdichtungsstéfe in Gas-
stromungen stellen zunéchst eine einfachere Darstellung der Ergeb-
nisse der Arbeit von Th. Meyer in dem Forschungsheft 62 des VDI
dar, an die sich einige Erweiterungen fiir die Anwendung anschlieBen.

Bei der Behandlung von Verdichtungsst6Ben hat man zugleich den
Energiesatz, den Kontinuitidtssatz, den Impulssatz, die Zustands-
gleichung des gegebenen Gases, sowie die Bedingung des zweiten Wirme-
hauptsatzes zu beachten, daB in einem abgeschlossenen System keine
Entropieverminderung moglich ist. Es ergibt sich daraus, da in sol-
chen Fillen, in denen die stoBweise Zustandsveréinderung nach dem
zweiten Wirmehauptsatz moglich ist, stets eine Verdichtung des
Gases stattfindet, die durch die tibrigen Bedingungen eindeutig fest-

gelegt ist.

Zunichst soll gezeigt werden, dafl man die hierbei auftretenden Ver-
héltnisse leicht tiberblicken kann, wenn man vorher die thermodyna-
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Abb. 1. Beziehungen im p, w-Diagramm.

0 V2050

mischen Beziehungen und die
rein dynamischen so umformt,
daf man in ein und demselben
Diagramm zugleich reine Thermo-
dynamik als auch reine Dynamik
treiben kann. Da der statische
Druck p selbst schon sowohl
eine ZustandsgréBe als auch
eine dynamische Groe dar-
stellt, sei die eine Achse des
Diagramms eine p-Achse. Aus
dem Energiesatz fiir stationéire
Stromung aus einem Kessel erhilt
man bei Vernachlissigung der
Wirmeleitung die bekannte Be-
ziehung, dafB die kinetische
Energiec der Masseneinheit 3w?
(wobei w die Geschwindigkeit

darstellt) gleich der Differenz des Kesselwirmeinhaltes i, und des

momentanen Wirmeinhaltes ¢ ist.

Wihlt man daher als andere

Achse einé w-Achse, so entsprechen die Linien w = konst. bestimmten
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Wirmeinhalten ¢ und man kann das Diagramm als ein verzerrtes
p,e-Diagramm ebenso verwenden wie jedes andere Zustandsdiagramm,
in dem zwei ZustandsgroBen als Achsen benutzt werden. Folgende
allgemein giiltigen Beziehungen in diesem Diagramm lassen sich bei
verlustloser, also adiabatischer Stréomung leicht beweisen (Abb.1).
Der negative Differentialquotient — dp/dw bei konstanter Entropie
stellt die Stromstérke g+ w (o die Gasdichte) dar, wie sich aus der Ber-
noullischen Gleichung: —dp/g =3 dw? ergibt. Die Neigung der Linie
konstanter Entropie stellt demnach fiir jeden Punkt die Stromstérke,

b4
at
0
a9 s=const:
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o7
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Abb. 2. Gerader VerdichtungsstoB8 im p, w-Diagramm,

d. h. den reziproken Wert der fiir den Durchflufl der Masseneinheit
notwendigen Fldche dar. Aus dieser Beziehung ergibt sich sofort, daf
die Tangente an die Entropielinie auf der p-Achse den Impuls: p + ow?
abschneidet.

Aus diesen einfachen Beziehungen im p, w-Diagramm 148t sich die
Behauptung beweisen, daf gerade VerdichtungsstéBe oder Verdich-
tungsstéBe in eindimensionaler Strémung nur zwischen solchen Punk-
ten moglich sind, die eine gemeinsame Tangente an ihren Entropie-
linien besitzen. Derartige Zustinde erfiillen die Zustandsgleichung des
betreffenden Gases, weil sie auf seinem p, ¢-Diagramm liegen, sie er-
filllen den Energicsatz, weil der Energiesatz bei der Aufstellung der
w-Achse benutzt ist, sie erfiillen die Kontinuitit, weil ihre Entropie-
linien die gleiche Richtung haben, und sie haben gleichen Impuls, weil
sie gleichen Abschnitt der Tangente auf der p-Achse haben (Abb. 2).

11*
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Der zweite Wirmehauptsatz verlangt nur noch, daB der Zustand
gréBerer Entropie der spétere ist. Da bei Uberschallgeschwindigkeit

—

Abb. 8. p, u, v-Diagramm bei ebenen Stromungen mit konstanter Entropie.

der fiir die Masseneinheit notwendige Querschnitt bei Zunahme der
Geschwindigkeit steigt, und daher die Stromstirke fallt, bedeutet der
nach oben konkave Teil
der Entropielinien Uber-
schallgeschwindigkeit und
der mnach oben konvexe
Teil TUnterschallgeschwin-
digkeit. Gerade Verdich-
tungsstoBe . haben daher
als Anfangszustand Uber-
schallgeschwindigkeit und
als Endzustand Unter-
schallgeschwindigkeit.
Erweitert man die Be-
trachtungen auf zweidimensionale Strémungen, so braucht man nur
statt der w-Achse eine u, v- oder Geschwindigkeitsebene zu wihlen,

Abb. 4. Schlierenbild stationiirer Schallwellen.

Y -
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Abb. 5. Zeichnerische Darstellung der Stromung Abb. 6. VerdichtungsstoB bei Ab-
von Abb. 4. lenkung um einen endlichen Winkel.

iiber der man die Driicke p auftrigt, wobei man die Flachen gleicher
Entropie als Rotationsflichen der Entropielinien des p, w-Diagramms
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erhilt (Abb. 3). Bei verlustlosen (adiabatischen) Strémungen liegen
alle Zustéinde auf einer einzigen Fldche konstanter Entropie. Wie ich

)

Abb. 7. p,u,v-Diagramm mit Entropievermehrung.,

im vorigen Jahre bei der Hamburger Physikertagung ausfithrte, was
jetzt in der Stodola-Festschrift! versffentlicht ist, ist die Gasstrémung

insolchen Querschnitten
merkwiirdig ~ empfind-
lich, in denen eine rela-
tiv grofite Stromstérke
flieBt. In der eindimen-
sionalen Stromung fliet
dieabsolut gréBte Strom-
stirke durch  Quer-
schnitte, in denen die
Stromungsgeschwindig-
keit gleich der Schall-
geschwindigkeit ist. Im
p, w-Diagramm werden
sie durch den Wende-
punkt der Entropielinie,
als Punkt gr6Bter Nei-
gung der Entropielinie,
dargestellt. Bei zwei-
dimensionaler Strémung
liegen alle derartigen
Querschnitte normal zu
den Richtungen der
Haupttangentenkurven
auf dem sattelférmig ge-
krimmten Bereich der
Entropiefléache. Dieemp-
findlichen Querschnitte,

<
-
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\

Abb. 8. StoBpolare in der Tangentialebene an den ,,p-Berg".

1 Prandtl, L. und A. Busemann: ,,Naherungsverfahren zur zeichnerischen
Ermittlung von ebenen Stromungen mit Uberschallgeschwindigkeit* in Honnegger,
Stodola-Festschrift, Ziirich 1929, S. 499.
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durch die eine relativ gréBte Stromstirke flieBt, zeichnen sich in
einer --ebenen Uberschallstromung als stationdre Schallwellen ab,
wenn man an den begrenzenden Winden der Strémung kleine
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Abb, 9. Stofpolarendiagramm von Luft (¥ = 1,405). StoBpolaren ausgezogen; pz/pa-Kurven
gestrichelf.

Stérungen (z. B. durch Aufrauhen mit Feilenstrichen) anbringt (Abb. 4).
Aus der Projektion der Haupttangentenkurven auf die Geschwindig-
keitsebenen erhdlt man
ein Maschennetz, mit
dessen Hilfe man die
Uberschallstromung in
vorgegebenen Kanilen
Verfo]genkann (Abb.5).
Wird in einer Uber-
schallstromung, z. B.
durch die begrenzende
‘Wand, die Ablenkung
" . . . der Stromlinien um

Abb. 10. Strémung um eine ebene Platte mit Anstellwinkel. cinen endlichen Winkel
auf die Stromung zu erzwungen, so braucht an dieser Stelle kein Stau-
punkt aufzutreten wie bei der Unterschallstrémung. Die Uberschall-
strémung kann vielmehr, wenn der Ablenkungswmkel einen gewissen
Betrag mnicht iiberschreitet, die Ablenkung durch einen schiefen Ver-
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dichtungssto3 vollziehen (Abb. 6). Hierbei tritt jedoch eine Entropie-
vermehrung auf, ohne die sich Impuls-, Energie- und Kontinuitétssatz
nicht erfiillen lassen. Die Endzustdnde nach einem Verdichtungsstol
liegen daher nicht mehr auf der Flédche konstanter Entropie, sondern,
wegen der Entropievermehrung, im Innern des Druckberges konstanter
Ausgangsentropie. Nimmt man die Richtung des VerdichtungsstoBes
oder, normal zu dieser, die Richtung der Geschwindigkeitsdnderung
als gegeben an, so erhilt man iiber der betreffenden Geraden im Ge-
schwindigkeitsbild ein p, w-Diagramm, in dem man den Endzustand ge-
nau wie in Abb. 2 als geraden Verdichtungsstof} auffinden kann (Abb. 7).

Bei gegebener Geschwindigkeit w, liegen alle Endzusténde nach
VerdichtungsstoBen auf der Tangentialebene an den Druckberg im
Punkte p;, 0, (Abb. 8).
In der Tangentialebene
findet man die Endzu-
stinde wieder als Punkte
relativ groBter Entropie
auf allen Strahlen durch
?1, 10;. In der Projek-
tion auf die Geschwin-
digkeitsebene soll die
Verbindungslinie aller
von ip; aus moglichen
Endzustinde ip, als
StoBpolare  bezeichnet
werden. Aus den StoB- Abb. 11. Strémung um ein bikonvexes Profil.
polaren ersieht man so-
wohl die méglichen Ablenkungen als auch zu jeder Ablenkung die Lage
der StoBfliche senkrecht zur Geschwindigkeitsdifferenz v, — tv,. In
Abb. 9 ist ein StoBpolarendiagramm fiir Luft mit £ = 1,405 angegeben.
In ihm sind von verschiedenen Ausgangspunkten auf der u-Achse die
StoBpolaren gezeichnet. Zugleich sind die Kurven konstanter Entropie
des Endzustandes angegeben und mit dem Druckverhéltnis py/p, be-
zeichnet. Durch Multiplikation mit pg/pe erhilt man bei vollkommenen
Gasen aus den Hohen der Ausgangsdiabatenfliche die Héhe der iibrigen
Flichen konstanter Entropie.

Mit Hilfe dieses Diagramms ist es moglich, ebene Stromungen auch
in solchen Fillen zu verfolgen, bei denen VerdichtungsstoBe auftreten.
Als Beispiel ist in Abb. 10 eine ebene Platte mit Anstellwinkel an-
gegeben und in Abb.1l eine symmetrische Stromung um ein bikon-
vexes Profil. In Abb. 12 ist ein Schlierenbild einer wirklichen Strémung
um ein solches Profil angegeben. Dieses Beispiel zeigt, daB auch Uber-
schallstrémungen, in denen Verdichtungsstéfe auftreten, in guter
Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit zeichnerisch behandelt werden
koénnen. Kleine Ablenkungen darf man dabei mit den Methoden der
adiabatischen Strémung behandeln.

Bei starken VerdichtungsstoBen tritt eine gewisse Schwierigkeit
dann auf, wenn nebeneinander herlaufende Stromfiden Verdichtungs-
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stoBe verschiedener Stérke durchlaufen. Derartige Strémungen sind
nicht mehr wirbelfrei, und man kann sie nur dann angenéhert mit den
Methoden der Potentialstréomung behandeln, wenn man die Wirbel-
stirke in gewisse Stromlinien konzentriert. Man hat dann jeden Strei-

Abb. 12, Schlierenbild einer Stromung um ein bikonvexes Profil.

fen zwischen zwei derartigen Stromlinien fiir sich als Potentialstromung zu
behandeln und die begrenzenden Stromlinien so zu zeichnen, daB gleicher
Druck und gleiche Geschwindigkeitsrichtung in beiden benachbarten
Streifen auftreten. Bei den gezeichneten Beispielen (Abb. 10 und 11)
ist die Abweichung von der Potentialstromung als verschwindend ge-
ring angesehen worden.

Diskussionsbemerkung zum Vortrag Busemann.

Herr Burgers, Delft, fragte, ob man aus den Verdichtungsstéfen
auf den Wellenwiderstand von Korpern bei Uberschallgeschwindigkeit
schlieBen kann.

Busemann: Um die GroBe des Wellenwiderstandes zu berechnen,
ist es fiir flache Profile zuldssig, mit adiabatischen Verdichtungsstofen
zu arbeiten, wie z. B. Riemann?! sie angibt. Man erhilt dann auf
Flachen, die die Stromung abdringen, stets einen Uberdruck, und auf
Flachen, die der Stromung Platz freigeben, Unterdruck. Hieraus ergibt
sich ohne weiteres der Wellenwiderstand2. Aus den Verdichtungsstofen
kann man dagegen auch bei flachen Profilen die Frage beantworten,
wo die Widerstandsarbeit im Gase bleibt. Wie Abb. 11 zeigt, erhalt
man VerdichtungsstoBe, deren Stirke zugleich mit der Ausléschung

1 Riemann-Weber: Partielle Differentialgleichung. 5. Aufl. S. 481. Braun-
schweig 1912.
2 Ackeret: Z. f. Flugtechnik u. Motorluftschiffahrt 1925 8. 72.
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des Wellenfeldes bei zunehmender Entfernung vom Profil abklingt.
Durch Integration iiber alle Stromféden 148t sich nachweisen, dafl die
Erwirmung des Gases beim Durchlaufen der Verdichtungsstée gerade
die Widerstandsarbeit darstellt. Ebenso ergibt sich der Widerstands-
impuls als Impuls der durch die Verdichtungsstéfie hervorgerufenen
Nachlaufstromung.

Modus Operandi of the Air-Jet Pulsator.

By Jul. Hartmann, Kopenhagen.
1. Introduction.

The so-called air-jet-generator for acoustic waves has been several
times described~%. We may therefore in this introduction confine our-
selves to a brief statement of the fundamental principle. The generator
depends on an air-jet with super sound-velocity. Such a jet is produced
if air streams from a container, in which the excess-pressure exceeds
0.9 atm, into the free atmosphere. It is known from investigations
carried out by KE.Mach and P. Salcher®, R. Emden? and others,
that the jet exhibits a peculiar structure of which a picture may be
obtained by means of the method of striee (Fig.1). As is generally
known the explanation of the picture has been given by L. Prandtls.
To the periodic aspect of the structure corresponds a periodic variation
of the static pressure and of the velocity in the jet, as proved for instance
by Stodola®. The static pressure has minima in the centres of the
jet-sections and maxima in the borderlines between the said sections
while for the velocity the opposite distribution prevails. If the sound
of a simple Pitot-apparatus, (Fig. 2), is moved along the axis of the jet,
the aperture being directed against the flow, the reading of the apparatus
will also vary in a periodic way. Fig. 3 shows a Pitot-curve found
with a jet-orifice of 0.535 mm and an excess-pressure of 141 cm Hg.
The maxima are nearly in the centres of the jet-sections. The Pitot-
curve plays a fundamental part in the acoustic generator to be consi-
dered in the present paper. It was found that if the mouth of a con-
tainer or bottle, say of the shape indicated in Fig. 4a, was introduced
into one or other of the parts of the air-jet in which the Pitot-pressure

1 Om en ny Metode til Frembringelse af Lydsvingninger. Det kgl. danske
Vidensk. Selsk. math.-fys. Medd. I, 13, 1919.

2 On a new Method for the Generation of Sound-Waves. Phys. Rev. vol. XX,
719, 1922.

3 New Investigation on the Air-Jet Generator for acoustic Waves. Det kgl.
danske Vidensk. Selsk. math.-fys. Medd. VIIL, 6, 1926.

4 A new acoustic Generator. J.of Scientific Instruments Vol.IV, Nr. 4, p. 101,
1927.

5 Modus Operandi of the Air-Jet Pulsator. Det kgl. danske Vidensk. Selsk.
math.-fys. Medd. X, 4, 1930 (complete account).

§ Mach, E. u. P. Salcher: Wied. Ann. 41, p. 144, 1890.

7 Emden, R.: Wied. Ann. 69, p. 426, 1899.

8 Prandtl, L.: Phys.Z. 5, p. 599, 1904 and 8, p. 23, 1907.

9 Stodola, A.: Die Dampfturbinen. Berlin 1910.
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increases with the distance from the jet-orifice, i. e. into one of the inter-
vals a;by, a0y, asb,, a, b, (Fig.3), the intervals of instability,
then the bottle behaved in the following way. It filled with air, then
discharged it, then again took in air etc. The period of the process is
the longer the larger the volume of the bottle and the smaller the width
of its mouth. With suitable dimensions periods from many seconds or

Fig. 1. Structure of Air-Jet.

minutes down to ‘100 of a second or below may be produced. The

bottle in Fig. 4a is called a pulsator. If it isreplaced by a cylindrical
oscillator, consisting, as indicated in Fig. 4 b, of a cylindrical bore
with a sharpened edge in the end of a piece of brass, and if the mouth
of the oscillator is brought into an interval of instability, vigorous
vibrations are set up with a period roughly equal to the natural period
of the oscillator. As the depth of the oscillator must be approximately
equal to its diameter, and as the latter must be of nearly the same
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size as that of the jet, the acoustic generator here indicated is especially
suited for the production of high frequencies. With jets from 2mm
down to 0.5 mm and an excess-pressure of 3—5b atm, frequencies from
10000 up to 100000 per sec or above may be pro-

duced. If hydrogen is used for the production of the

jet, frequencies up to 300000 per sec or above may

be created. With the high density of kinetic energy

in the jet the acoustic waves emitted from the

oscillator may obtain a very high intensity. A proof

hereof is to be found in the fact that the waves may

be photographed by the method of striee just like the

waves emitted from electric sparks. InFig.5a—b two

instances are given.

2. Anticipations with Regard to the
Explanation of the Pulsation-Process.

The purpose of the investigation described in the
present paper was to elucidate the modus operandi of
the pulsator and oscillator. We have, however, so far
confined ourselves to the pulsator. When the latter and Fig. 2. Pitot-Apparatus.
not the oscillator was chosen as the first object of in-
vestigation, it was because the pulsation-process could easily be made of
such a duration as to permit observations of details, while the rapid varia-

Fig. 3. Pitot-Curve.

tions with the oscillator would generally make such observations diffi-
cult. So it should be noted at the outset that the relations stated below
in the first instance only apply to the slow variations of the pulsator.
It is thought likely that they will also approximately picture the process
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with the oscillator, at any rate in the case of moderate frequencies.
With very high frequencies they may probably fail.

Now, before the present work was taken up, a rather definite notion
of the process of pulsation had been
formed. It may be illustrated by
means of Fig. 6. Here N, indicates
the jet-orifice and N, the mouth-
piece of the pulsator. From N, an air-
jet J is discharged, the Pitot-curve

b

| y
N z
S
T

b
Fig. 4a—Db. Pulsator (a). Fig. 5a—b. Waves emitted
Oscillator (b). from acoustic Generator.

of which is P;. In the figure the mouth of the pulsator is placed within
the first interval of instability. Obviously the pulsator must fill with

Fig. 6. Explanation of the Process
of Pulsation. Fig. 7a—Db. Pitot-Apparatus.

air, and it seems reasonable to assume that it will charge to a pressure
equal to the Pitot-pressure, i. e. the pressure indicated by the point ¢ of
the Pitot-curve P;. Now it is easy to see that the state of the pulsator,
when charged to the said pressure, cannot be a stable one. For any distur-
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bance causing air to escape from the pulsator will undoubtedly set up
a jet which at the outset will generally have a velocity higher than
that of sound, i.e. a Pitot-curve P, of the same type as that of the
main jet. As the curve P, will be above the curve P, out to the point a,
the main jet will not be able to check the jet bursting forth from the
pulsator within this distance from N,. So it may be anticipated that

Fig. 8. Pictures used in the Production of a normal Pitot-Curve.

the pulsator-jet will penetrate to a. As now the pulsator gradually
empties, the Pitot-curve falls, as indicated in the figure, while at the
same time the front of the pulsator-jet retreats. It was thought likely
that the discharge would continue down to the pressure at which the
Pitot-curve of the pulsator just touches the curve of the main jet.
Then, at any rate, the state is again instable as the curve-branch
bc is at any point higher than b,¢”’. So undoubtedly the main jet
will burst forth to N, and recharge the pulsator.

It was the main object of the investigation to put the antici-
pations indicated above to the test and, if possible, to reveal the
mechanism of the various parts of the pulsation-process.
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3. The normal Pitot-Curve,

The work was started with an investigation of the Pitot-curve with
a view to throwing light on the nature of this curve and on the

Fig. 9. Pitot-Curve determined by various Pitot-Apparatus.

conditions for its experimental determination. In Fig. 7a—b two Pitot-
apparatus are shown, one with a bore in a plane wall, the other with
a thin sound. If the nozzles are by steps moved out along the axis of
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the same jet and the readings
on the manometers are plotted
against the positions of the
apertures of the two appa-
ratus, two curves are obtained
displaced relatively to each
other in the direction of the
axis. The apparatus with the
sound will give a curve situa-
ted closer to the jet-orifice
than the apparatus with the
hole in a plane wall. The ex-
planation hereof is the follow-
ing. With a jet of super sound-
velocity a compression-
wave (,,Verdichtungs-
stoB), known from Rie-
mann’s classic investigations,
isformed in front of the nozzle
of the Pitot-apparatus!. Now,
what is measured by the ma-
nometer of the latter appara-
tus is the pressure in the cen-
tral stream-line tube of the jet
when the latter is stopped
through the compression-
wave. But the said pressure,
the stoppage-pressure,
depends solely on the position
of the compression-wave. I. e.
to each point of the jet corre-
sponds a definite stoppage-
pressure which may be mea-
sured by any Pitot-apparatus
if the latter is only adjusted
so that the compression-wave
comes in the point in question.
With a bore in a plane wall
the nozzle of the Pitot-appa-
ratus will be removed farther
from the compression-wave
than with a thin sound. So,
as will be seen, this accounts
for the relative displacement

1 Riemann-Weber: Die
partiellen Differentialgleichungen.
5. Aufl. Bd. 2, S. 481, Braun-
schweig 1912.

b

Fig. 10a—b. The Process of Discharge elucidated
by the Method of Strise.
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with the curves plotted against the positions of the apertures,
and at the same time we realise that the way to obtain a definite

curve is always to plot

the manometer-readings against the

positions of the compression-wave in front of the nozzle of the Pitot-
apparatus. This implies that pictures of the jet must be taken along
with the readings. The method to be used is of course that of striee.
In Fig. 8a samples are given of the photographs used in the production
of a Pitot-curve. In order to show how exactly Pitot-apparatus of various
types will give the same Pitot-curve when the observations are referred
to the position of the compression-wave, Fig.9 is reproduced. The
drawn curves are plotted against the positions of the nozzles. If the
readings are plotted against the positions of the compression-wave,
they all, as seen to the left, cluster round one definite curve, the
normal Pitot-curve, as it may appropriately be called.

4. The Process of Discharge.

Now in order first to test our anticipations with regard to the point
to which the pulsator-jet will penetrate during the process of discharge,
normal Pitot-curves were determined for the mnozzle of the main
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Fig. 11. Diagram illustrating the Process

of Discharge.

jet at the pressure to be used in the
test, and furthermore forthe pulsator-
nozzle at a series of pressures within
the limits of the pulsator-pressure
during the discharge. The Pitot-cur-
ves were taken by means of a Pitot-
apparatus with a bore in a plane
wall. So, in addition to the normal
Pitot-curve, a curve showing the
position of this wall could be
traced. Then, after this preparation,

:z:>L/I/ a series of photographs were taken
? during the process of discharge, and

together with each photograph the
pressure in the pulsator was read.
Fig. 10a is to illustrate what is seen.
At the first moment of the discharge
two jets are observed, the main jet

(to the right) and a jet of the same kind, the pulsator-jet, bursting
forth from the pulsator. In each jet a compression-wave is seen. Between
the two compression-waves there is a layer of some width from which
the air from the two jets escapes laterally. This layer of collision keeps
in nearly the same position during the first stage of the process of dis-
charge. Later on it is driven back against the pulsator-nozzle; quite
suddenly it disappears, and the main jet penetrates right to the pulsator
and fills the same. In Fig.10b, the process is illustrated with a pointed
pulsator-nozzle and with a somewhat different illumination of the jet.

Now, what we must obviously expect according to our anticipations,
is that the positions of the two compression-waves shall, during each
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moment of the discharge, correspond to equal Pitot-pressures. For at
one point or other between the two compression-waves the two flows
will meet and stop each other, and the common pressure which prevails
in the said point should be equal to the Pitot-pressure in both jets at
the positions of the compression-waves. The test of this conception is
indicated in Fig. 11. Here P; and P, are the normal Pitot-curves,
P, corresponding to the pressure prevailing in the pulsator at the
moment in question. Furthermore W, and W, indicate the positions
of the wall of the Pitot-nozzle of the apparatusused in the determination
of P, and P,respectively. It proved that the two compression-waves were
found at b; and b,. It means in the first instance that they correspond
to points of equal Pitot-pressures. Furthermore it means that the collision
takes place as if a thin wall were introduced between the jets at a, i.e.
below the point of intersection @ of the two curves W, and W,. So it
is seen that the relations vaguely stated in our anticipations hold good,
and it may be noted that they hold good with great exactness during
all stages of the process of discharge. In order to illustrate this
exactness tables Ia—b and I are reproduced. The indications will be
understood from Fig. 11. Those not given in this figure have the
following meaning:

p, Pressure in Container,

p, External Pressure,

P Pressure in Pulsator at a given Moment,

poy Pitot-Pressure corresponding to compression-wave in Main Jet,

P2 Pitot-Pressure corresponding to compression-wave in Pulsator Jet.

5. The lower Reversion-Point.

Our anticipations with regard to the point at which the discharge
ceases, the lower reversion-point, were next put to the test. Be-

Bm fl:
i
bo ”2 g
a b
Fig. 12a—b. Diagrams illustrating Conditions at the lower Reversion-Point.

fore stating the results we may now more definitely consider what should

in all probability be expected. So we shall in Fig. 12a again consider a

diagram according to the facts illustrated in Fig.11. It would seem
Gilles-Hopf-K4rm4n, Vortrige Aachen 1929. 12
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that the last positions of the two compression-waves must be b, and b,
in Fig. 12a, provided the jet from the pulsator exhibits super sound-
velocity down to the last stage of the discharge. As will be understood, the
positions b; and b, correspond to the two curves W, and W, touching

each other. The condition stated is

Table Ia. sometimes fulfilled with the nozzle

Po/Po =415, @, =3.27Tmm.  of the pulsator near to the rear

P 2or | Tos | Phoa " boundary of the interval of insta-
kg/om? mm | mm |ke /c'mz kg /c.r_nz bility. And as a matter of fact it
= has in this case been found that

320 | 132 | 032 | 3.25 | 3.19 the compression-wave in the main
3(1)8 %ig 8:;’3 gg ggg jet may transgress the point bo>
2.00 | 155 ’ 2.91 990 I e. the abscissa corresponding to
2.80 | 1.65 no 2.79 2.80 the minimum of the Pitot-pressure.
270 | 174 | wave | 2.69 [ 2.70 Otherwise with the nozzle of the
2.55 | L84 2.60 | 255 pulsator closer to the foremost
boundary of the interval of in-

Table Ib. stability‘? Here the velocity of the

Po/Pe =415, =378 mm. jet from the pulsator will have

P Zoq | oo | Pba o, gone down below that of sound
kg/em? | mm | mm |kg/em?|kg/em? before the discharge has ceased.
So the stoppage-pressure of the jet

gg iig 823 ggg ggg will ultimately become equal to
3.1 148 | 074 | 3.00 2.95 the pressure in the pulsator, and
3.0 1.50 | 0.66 | 2.98 | 2.92 we shall expect the process of
2.9 | 153 058 | 2.93 | 2.85 (igcharge to come to an end when
gg igi 8;3 ggg g;g the latter pressure has sunk to
the minimum -value P;., of P,

Table II. (Fig. 12b). For any further reduc-

tion of the pressure in the pulsator must

k2! Ty [ttt A4 cause the main jet to overcome the pulsator-
mm | mm | mm | MM qet and thus to bring the discharge to an end.
0.92 | 073 1.65 | 1.71 Now, what is actually observed is as
1.01 | 070 | 1.71 | 1.76 follows. By means of a pulsator with an
1.13 | 0.73 | 1.86 | 1.78  obtuse conical bore, 7'y Fig. 9, and furnished
823 822 igg igg with a manometer, one may take up the
0.91 | 070 | 1.61 | 1.2 falling branch of the P;-curve (Fig. 12b).
0.90 | 0.71 | 1.61 | 1.62 When the pulsator-nozzle, being moved down-
0.95 | 0.70 | 1.65 | 1.62 gtream, arrives at a certain position Ny,
}851,) 8353) %Zi igg the foremost boundary of the interval of
0.89 | 0.60 | 149 | 1.60 Instability, pulsations begin. With the nozzle

just in front of this limit it is found

that the compression-wave in front of the nozzle stands at b, or
at any rate very close to the minimum-abscissa of the Pj-curve.
If, after this observation, the nozzle of the pulsator is drawn by steps
farther into the interval of instability, it is found that the last position
— during the discharge — of the compression-wave in the main jet,
with all positions of the pulsator-nozzle, coincides with b,. Furthermore
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it proves that the lowest pressure P; in the pulsator is equal to the
Pitot-pressure P;.,, at the entrance to the interval of instability, and
is likewise independent of the position of the pulsator-nozzle. So the
anticipations with regard to the lower reversion-point are in all essen-

tials borne out. by
the  observations
with the said nozzle,
although it should
be noted that it was
not quite easy to
locate exactly the
minimum-point of
the Pitot-curve due
to the steep varia-
tion of the Pitot-
pressure perpendi-
cular to the axis of
the jet just at
this point. A series
of observations are
presented in tables
IIIa and ITTb with
a view to illustrat-
ing the constancy
of the position
of the compression-
wave facing the jet-
orifice at the last
moment of the dis-
charge, and of the
minimum-value P,
of the pressure in
the pulsator.
What has been
said refers exclu-
sively to pulsator-
nozzles  of  the
obtuse conical type
(T, Fig. 9). With
cylindrical ~ bores
(Trr, Tyg, Fig.9),
it was found that

Table ITIa.
TN, Tw TN, Ty
mm mm mm mm
2.52 1.62 2.92 1.87
262 | 1.67 | 3.07 | 191 | N,=2,, N,= No.20
2.72 1.69 3.22 1.87
277 | 1.64 | 3.37 | 189 | p,/p, = 3.50
2.87 1.70 3.52 1.89
297 | 1.68 | 2.67 | 18l |, = 1.58 mm
3.07 1.72 3.82 1.81 ’
317 | 1.65 | 3.97 | L8l |2, =248 mm
3.27 1.58 4.17 1.87 o
3.37 1.58 z, Ny = 3.80 mm
347 | 1.60 o
3.57 1.58
3.67 1.56
3.77 1.60
Table IIIb.

TN, | Tw P, IN. | W P,
mm | mm [kg/em?| mm | mm {kg/em?

2.50 | 1.61| 172 | N, =2,
248 | 1.59 | 1.70 | 2.54 | 1.61 | 1.72 _
249 | 150 | 170 |2.64 | 161 172 | Ne2=No.1
3.24 | 1.53 | 1.70 | 2.89|1.65| 1.72 | po/p. = 3.50
3.79 2.48 |3.14 | 1.57 | 1.74 | .

339 [ 165 | 1.74 | Yoy, = 2-50 mm

3.74 | 298 | 247 | @, y = 3.74 mm

%, Position of the Compression-Wave in the main
Jet with the Pulsator at the Entrance-Boundary of Inter-
val of Instability.

2. Position of Pulsator-Nozzle when in the En-
trance-Boundary of Interval of Instability.

.., Position of Pulsator-Nozzle when in the Exit-
Boundary of Interval of Instability.

ay, Arbitrary Position of Pulsator-Nozzle.

2y Position of the Main-Jet Compression-Wave in
the Reversion-Point.

The distances & are measured from the front of the

Jjet-orifice.

there is no definite final position of the compression-wave in front of the
pulsator-nozzle when the latter is gradually removed from the jet-orifice
and carried into the interval of instability. Neitheris there as a rule any
definite final pulsator-pressure before the pulsations set in.

Thus with a nozzle of the type 7'z, Fig.9, i. e. pointed with a
eylindrical bore, it proved that within a certain region at the entrance

12%*
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to the interval of instability the position of the compression-wave
moved to and fro in an irregular way. At the same time it could be
shown by means of a Kundt-tube that acoustic waves were emitted
from the nozzle with a frequency corresponding to the natural period
of the cylindrical bore acting as an open organ pipe. Finally it was
found that the pulsation only started when already of a comparatively
large amplitude. If, however, the aperture of the pulsator was for a
moment partly shielded from the main jet, the
pulsations would start with a position of the
pulsator-nozzle closer to the jet-hole and with
a correspondingly smaller amplitude.

Now, in spite of these anomalies with the
cylindrical pulsator-nozzles, it was found that
there is a rather definite and constant minimum
value P; of the pressure in the pulsator
throughout the greater part of the interval of
instability, just as with the pulsator-nozzle of
the obtuse conical type. Likewise it proved
that the position of the compression-wave facing
the jet-hole in the lower reversion-point was
also constant throughout most of the interval
of instability. Finally it was found that both P,
and the said position of the compression-wave
were independent of the pulsator-nozzle. So in
all probability the same relations prevail with
the obtuse conical bores and with the cylindrical
bores except in the foremost part of the interval
of instability.

6. The upper Reversion-Point.

The process of filling generally changes into
the process of discharge as abruptly as the latter
process is replaced by the former. In order to

. throw light on the process of filling and espe-
Fig. 13a—c. Photographs . . . B
of the Process of Filling, cially on the upper reversion-point, series

of instantaneous photographs were again

taken. In Fig. 13 a—c a sample is given. Fig. 13 a shows the jet at the
beginning of the filling, Fig. 13¢ at the end and Fig. 13 b at an inter-
mediate point of the process. At the first stage the jet seems to pene-
trate without hindrance into the pulsator-nozzle to the right. Later
on a compression-wave appears in front of the same. The distance from
the nozzle to the wave gradually increases till the upper point of reversal
is reached. On the basis of the insight thus obtained the following
conception of the cause of the sudden start of the discharge was formed.
As, during the filling, the pressure in the pulsator is increased beyond

a certain value, the air in the pulsator acts more and more as a hindrance
to the main jet and accordingly sets up a compression-wave in front of
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the pulsator nozzle. This wave develops gradually as the static pressure
in the pulsator and in front of the nozzle increases. At the same time
more and more air escapes laterally. In this state of affairs no essential
change can take place before the static pressure in the pulsator has
risen to the least stoppage-pressure occurring in any of the stream-
line tubes of which the main jet consists. Generally the stoppage-pressure
will be least in the central stream-line tube. It is therefore to be antici-
pated that the flow of the latter is stopped while the surrounding tubes,
owing to their larger stoppage-pressures, are not yet brought to a
standstill and so will continue to charge the pulsator. This state can,

TFig. 14. Test of Anticipations with Regard to the upper Reversion-Point.

however, only last for quite a short moment for, owing to the said
charging, the increase of the pressure in the pulsator will naturally
cause a discharge from the pulsator along the central stream-line tube
which cannot stand a larger pressure than its own stoppage-pressure.

With a view to testing the conception indicated above, simultaneous
observations of the pulsator-pressure and the position of the com-
pression-wave were undertaken at the upper point of reversal. From
Pitot-curves for the main jet the Pitot-pressure corresponding to the
said position of the wave could hereafter be found and compared with
the pulsator-pressure. Results of the comparison are represented in
Fig.14. The full drawn line represents the normal Pitot-curve of the
main-jet. The points around or near the rising branch of the curve show
the final pressures in the pulsator plotted against the final position of
the compression-wave in front of the pulsator-nozzle. The less the
diameter of the cylindrical pulsator-nozzle, the closer to the Pitot-
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curve are the points of observation as a rule. With nozzles of about
the same diameter as the jet, marked discrepancies may occur.

It should be noted that all the results stated correspond to pulsator-
nozzles with cylindrical bores. With obtuse conical bores the pulsator
pressure in the upper reversion-point is generally but a fraction of the
ordinate of the Pitot-curve.

Reviewing the facts stated in paragraphs 4, 5 and 6 it is seen
that conditions undoubtedly tend to be as illustrated in the diagram
Fig. 15. With the pulsator nozzle N, in an
arbitrary position xy, within the interval
of instability and not too close to its exit-
boundary, the pressure in the pulsator will
vary between P, and P,. Here P, is equal
to the minimum ordinate P,.,, of the
normal Pitot-curve P; for the main jet
while P, is the ordinate of the same curve
corresponding to the last position of the
compression-wave in front of the pulsator-
nozzle during filling. Discrepancies will occur
both with cylindrical and obtuse conical
bores. With the former they, however,
merely consist in a disinclination of the pul-
sation to start in the first part of the
interval of instability, while the discrepancies with the conical bores
make themselves felt over practically the whole part of the interval and
generally consist in the value P, not being reached (dotted curve).
So in order to obtain vigorous and well-defined pulsations cylindrical
pulsator-nozzles should as a rule be used.

Fig. 15. Diagram illustrating
general Conditions under Pulsation.

7. The ultimate raison d’étre of the Air-Jet Pulsator.

The explanation given and tested above is obviously based on the
periodic character of the Pitot-curve, especially on the fact that the

i 8 Pitot-curve exhibits rising bran-
1 I N ches. In the last paragraph of our
- . S\ ‘T o paper we shall try to understand
POy rmme °0RY 9% this  character of the Pitot-
/ ] \.\ curve and so the ultimate raison

74 d’étre of the air-jet pulsator.
y i In Fig. 16 a—b are indicated
A J _/;}Vp two jets emitted from nozzles to
0 “:p(‘ AT 90 the left and hitting the nozzles
R R //__’ Gy 20 7 777 of a Pitot-apparatus arranged to
/ @ pv % the right. The jet in Fig. 16a has

F P1Vq a velocity smaller than that of

Fig. 16a—b. Difference between Jets with Velo- sound. It is known that the Pitot-
cities smaller and greater than that of Sound. . . . .

apparatus will in this case in all

points of the jet very nearly indicate the pressure in the container from

which the air flows, for the central stream-line tube is stopped through a
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reversible adiabatic process. Otherwise with the jet in Fig. 16 b which is
assumed to have supersound-velocity. Here a compression-wave W is, as
already indicated in paragraph 3, formed in front of the nozzle of the
Pitot-apparatus. As will be known, this compression-wave consists of
an extremely thin layer in which kinetic energy is lost through an irre-
versible process the details of which are but little known. So the Pitot-
apparatus will indicate a pressure smaller than the pressure in the
container from which the jet flows. The reduction is the greater the
greater the velocity at the point of the jet where the compression-wave
is formed. Now it was mentioned in the first paragraph of the paper
that the velocity in an air-jet of the type here considered varies periodi-
cally with maxima in the centres of the jet-sections. Hence the normal
Pitot-curve will exhibit minima in these points while it will have maxima
over the boundaries of the sections where the velocity generally is but
little above the velocity of sound. We shall not in this place enter
upon a closer review of the theory of the Pitot-curve with a jet of super
sound-velocity. What has been stated suffices for making it clear that
in the end the pulsation-phenomenon owes its existence to the com-
pression-wave which can only exist in a jet with super sound-velocity.

The investigations reviewed in the present paper were carried out
in the Physical Laboratory II of the Royal Technical College, Copen-
hagen, by the author in collaboration with Mag. scient. Miss Birgit
Trolle. A more complete treatise has appeared in the Communications
of the Royal Danish Society of Sciences, Copenhagen. The means
necessary for the completion of the work have been granted by the
Carlsberg Foundation.

Druckabfall und Wirmeiibergang

in Kiihlerelementen.
Von H. Lorenz, Aachen.

Die von den Zylinderwandungen der Verbrennungsmotoren ab-
gegebene Wirme wird teils unmittelbar an ein fliissiges oder gasférmiges
Kiihlmittel iibertragen, teils unter Einschaltung eines ,,Kiihlers® von
einem ersten Kiithlmittel an ein zweites abgefithrt, wobei das erste in
stindigem Kreislauf von dem Kiihlmantel zum Kiihler und wieder
zuriick zum Motor flieft. In dem letzteren Falle ist bei den Fahrzeugen
eine zusitzliche Vortriebsleistung erforderlich, da der dem Fahrwind
ausgesetzte Oberflichenkiihler einen betréchtlichen Zusatzwiderstand
hervorrufen kann. Bei Flugzeugen, insbesondere bei Rennmaschinen,
erwiichst daher in erster Linie die Forderung, durch die Wahl der
Abmessungen des Kiihlerelementes, wie auch des ganzen Blockes, ferner
durch zweckentsprechenden Einbau an der Maschine das Verhéltnis der
Kiihlleistung zu dem Energieaufwand infolge des Luftwiderstandes
moglichst giinstig zu gestalten. Dieser Wert héngt zunéichst von dem
,,thermodynamischen Giitegrad‘* ab, der das Verhiltnis der tatséch-

1 Trefftz u. Pohlhausen: Uber die Elementargesetze des Xiihlvor-
ganges in Piilz: Kiihlung und Kihler fiir Flugmotoren.
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lichen Lufterwdrmung zu dem zur Verfiigung stehenden Gesamt-
temperaturgefille zwischen der Kiihlflisssigkeit und der Luft am Kiihler-
eintritt angibt. Weiterhin ist das Verhaltnis der durch den Kiihler
durchfliefenden zu der héchstmoglichen Luftmenge, der ,,aerodyna-
mische Giitegrad maBgebend, der seinerseits von einer dritten Groe,
dem Widerstandsbeiwert, abhingig ist. Die Wiarmeiibergangszahl hin-
gegen steht nur mit einem Teilbetrag des letzteren, namlich dem der
Oberflachenreibung in Zusammenhang. Es liegen mehrere Messungen
an einzelnen Kithlerblécken vor, die jedoch den Einflul der Abmessungen
und Formen des Elementes nicht eindeutig hervortreten lassen. Die
vom Bureau of Standards vorgenommenen Versuche! zeigen, dafl der
Leistungsfaktor eines Kiihlblockes mit Kiihlblechen, durch die die
Wirme von den wasserberiihrten Wanden zunéchst an Stellen niederer
Temperatur geleitet und von dort erst an die Luft iibertragen wird,
kleiner ist als der eines thermisch dquivalenten Kiihlerelementes, das
nur unmittelbare, d. h. auf einer Seite von der Kiihlfliissigkeit beriihrte
Oberflichen besitzt. Lediglich beim Einbau in der Rumpf- oder Fligel-
spitze, wobei nur Elemente von geringer Luftdurchlissigkeit verwendet
werden diirfen, konnen sich diese Werte etwas zugunsten der ersteren
éndern. Es wurden daher fiir die eigenen Untersuchungen nur Kiihler-
elemente mit unmittelbarer Kiihlfliche gewihlt, und zwar vornehmlich
Luftrohrchenkiihler von zylindrischem und sechskantigem Querschnitt,
die, in der Luftrichtung gesehen, gerade, glatte Luftwege besitzen. Fiir
diese konnen in erster Naherung die an Rohren ermittelten MeBwerte
zugrunde gelegt werden. In Anlehnung hieran sind auch die dort iib-
lichen Bezeichnungen iibernommen. So ist das Kiihlerelement zunichst

durch seinen ,,hydraulischen Radius‘ <7’h = %) und durch die Kiihler-

tiefe 1 gekennzeichnet. Uberdies ist noch die Bestimmung des ,,freien
Querschnitts”, d. h. des Verhiltnisses des fiir den Luftdurchtritt frei-
bleibenden Querschnittes, zur Gesamtstirnfliche erforderlich. Dieses ist
einerseits durch die Kleinstwerte der Materialstirke und des DurchfluB3-
querschnittes fir die Kiihifliissigkeit beschrinkt, die man auch mit
Riicksicht auf die Gewichtsersparnis anzustreben sucht. Bei den
iiblichen Ausfithrungen findet man Werte in den Grenzen 0,6 < f < 0,8,
bei Lamellenkiihlern bis f = 0,9. Die Materialstirke wird dabei aus
fabrikatorischen und konstruktiven Criinden nicht unter 0,1 mm
gewéhlt, bei Platten- und Lamellenkiihlern zwischen 0,15 und 0,2 mm.
Den fiir den Durchtritt der Kiihlfliissigkeit erforderlichen Querschnitt
nimmt man mit Riicksicht auf die Gefahr des Verstopfens und auf die
GrofBe der Pumpenleistung mit etwa 1 mm Breite an den engsten Stellen
an. Fiir die Kiihlleistung der Stirnflicheneinheit ist bei gleicher Durch-
fluBgeschwindigkeit in erster Anndherung das Verhiltnis der Kiihl-

flache zur Stirnfldche IS’ISt = rif malgebend. Der Giitegrad eines ein-
h

gebauten Kiihlers ist, abgesehen von den erwiihnten Abmessungen, noch

. 1 Parsons u. Harper: Technologic Papers of the Bureau of Standard
r. 211.
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von den Gesamtabmessungen des Kiihlers sowie von der Art des Ein-
baues abhéngig. Eine Beurteilung des Einflusses der einzelnen Groflen
ist sehr schwierig. Hingegen kann man fiir einzelne Elemente die Kenn-
werte in Abhéngigkeit von f, 7, und [ feststellen. Zu diesem Zwecke
wurden in einem geschlossenen Kanal des Aerodynamischen Instituts
Aachen der Warmeaustausch und der Druckabfall an einer Reihe von
Kiihlblocken gemessen. Auch fiir diesen Fall kann man aus dem Ver-
héaltnis der Kiihlleistung zum Energieverlust der durchstromenden Luft
einen ,,Giitegrad‘ des Kiihlerelementes berechnen.

Zunichst wurde der Druckabfall unmittelbar vor und hinter dem
Kiihlblock ermittelt und zwar bei ungeheiztem Kiihler. Die Druck-
differenz setzt sich einerseits aus den Verlusten in den Luftwegen zu-

Abb. 1.

sammen. Diese sind durch die Wandreibung und die Beschleunigung des
durchstréomenden Luftgewichtes bedingt. Anderseits treten Verluste am
Kiihlerein- und -austritt auf, von denen die letzteren infolge der
unvollstdndigen Energieumsetzung und der dort auftretenden Wirbe-
lung iiberwiegen. Der zur Beschleunigung erforderliche Energieaufwand
ist insbesondere bei grofier spezifischer Warmeleistung gegentiber den
anderen Betriagen nicht zu vernachléssigen. Die Versuche hieriiber sind
z. Z. noch nicht abgeschlossen. Da Blocke gleicher Type bei verschie-
dener Kiihlertiefe verwendet wurden, konnte der Anteil der Ein- und
Austrittsverluste durch Extrapolation fiir den Wert der Kiihlertiefe
! = 0 angenihert bestimmt werden. Es ergab sich, daB bei den tiblichen
Ausfithrungen in den Grenzen von f = 0,6 bis f = 0,8 dieser Restbetrag
etwa 8 bis 15% der Geschwindigkeitsenergie in den Luftwegen betrigt,
entsprechend etwa 5 bis 50% des Druckabfalles infolge der Wand-
reibung. In Abb. 1 sind fir einige Kiihlerelemente — eine Ver-
offentlichung samtlicher Versuchsergebnisse wird spater erfolgen — die
Widerstandsbeiwerte gemafl der Beziehung
d Ap d
Z - cw . 7 = 9 _ * —_—

- Yin

2




186 H. Lorenz:

in Abhingigkeit von der Reynoldschen Kennzahl aufgetragen, wobei
A p = Druckabfall zwischen den MeBstrecken kg/m?,
v,, = mittlerer Luftgeschwindigkeit in der Mittelebene des Kiihler-
elementes m/sek,
d = Durchmesser des Luftweges (fiir nicht kreisrunden Querschnitt

d=14 % = dem vierfachen hydraulischen Radius) m,

! = Kiihlertiefe m,

v = kinematische Zahigkeit m?/sek
bedeuten. Die eingezeichnete Gerade gibt die Blasiusschen Inter-
polationswerte

A=0316R*

an, die fir den vorliegenden Bereich der Reynoldsschen Kennzahlen
bis etwa R =6-10% mit hinreichender Genauigkeit fir eine ent-

Abb. 2.

sprechende Rohrlinge zugrunde gelegt werden koénnen. Allerdings ist
dabei zu beriicksichtigen, dafl innerhalb der gemessenen Grenzen

10 < £ <50

iiber einem groBeren Teile des Luftweges hin die dem obigen Gesetz
zugrunde liegende Annahme einer gleichbleibenden Geschwindigkeits-
verteilung nicht zutrifft, d. h. daf die betreffende Rohrlinge als An-
laufstrecke anzusehen ist. Zu Abb. 1 ist noch zu bemerken, daB der
verhaltnismafige Anteil der Ein- und Austrittsverluste bei groBeren
Kiihlertiefen kleiner wird. Die Werte aus Abb. 1 sind in Abb. 2
tibernommen, in der die gleichen Beiwerte in Abhiingigkeit von dem

Verhiltnis ?ll—mit der Kennzahl R als Parameter aufgetragen sind. Unter

Beriicksichtigung des Umstandes, daf die Lotungen der Stirnflichen
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nicht so gleichméiBig ausgebildet sind, wie es zu einer genauen Bestim-
mung der Kennwerte notwendig wire, 148t sich trotz der Streuung ein-
zelner Punkte doch eine Abhingigkeit entsprechend den eingezeich-
neten Kurven daraus entnehmen.

Die Kiihlleistung der Kiihlerelemente wurde in dem gleichen ge-
schlossenen Kanal bestimmt, und zwar wurde die Wirmebilanz sowohl
auf der Luftseite als auch auf der Wasserseite aufgestellt. Aus der
Beziehung

aUld=v,yFc, 49

ergibt sich mit den Bezeichnungen

Lf:ﬁth und d=4~§
entsprechend der Kenngrofie fiir den Druckabfall der ,,thermodyna-
mische Gitegrad‘
4 _ 4.5
Men * i UmYCy
Die aus den Einzelmessungen fiir verschiedene: Kiihlerelemente berech-
neten Werte sind in Abb. 3 {iber der Reynoldsschen bzw. der Péclet-
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schen Kennzahl aufgetragen. In Analogie zu Abb. 2 sind sodann in

Abb. 4 die gleichen Werte iiber dem Léangenverhiltnis 7ll— mit der

Reynoldsschen Kennzahl R als Parameter eingezeichnet. Sie lassen sich,
abgesehen von einem Kiihlblock, durch die eingetragenen Kurven
wiedergeben.

Zur Ermittlung des Gesamtgiitegrades eines eingebauten Kiihlers
ist noch die Bestimmung einer dritten Kenngrofie erforderlich, nimlich
des Verhiltnisses der tatsichlich durchflieBenden zur héchstmoglichen
Luftmenge, des sogenannten ,aerodynamischen Giitegrades®. Dieser
ist, abgesehen von den Abmessungen des Kiihlerelementes, noch ab-
hingig von dem Seitenverhiltnis des ganzen Kiihlers infolge des Form-
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widerstandes des Blockes an sich und iberdies von der gegenseitigen
Beeinflussung des Kiihlers und desjenigen Flugzeugbauteiles, an dem er
angebracht ist. Es wurden zunéchst Messungen an frei im Luftstrom
aufgehingten Kiihlerblécken vorgenommen. Berechnet man den aero-
dynamischen Giitegrad unter Vernachlissigung des hinter dem Kiihl-
block auftretenden Unterdruckes sowie der Einwirkung des schrigen
Anstromens der Randzonen, so ergibt sich eine Ubereinstimmung der
MeBwerte mit der Rechnung auf etwa 10%. Durch eingehendere Unter-
suchungen sollen genauere Unterlagen insbesondere unter Berticksich-
tigung des Formwiderstandes gewonnen werden. Falls durch den Einbau

7%
: \\\‘Nc\x
70 + C —x: R=20000
'\t\'\or_\'*\.— R=50000
S f=50000 R=40000
£
=
P
R=20000=v\d
P=s0000
R=40000
+ R=50000
0 70 20 30 40 50
— 3
Abb. 4

eines Kiihlers die Stromung um den betreffenden Flugzeugbauteil nur
wenig gedndert wird und als zusitzlicher Widerstand in erster Linie
der Eigenwiderstand des Kiihlblockes anzusehen ist, kann man fir die
iiblichen Bauarten von Luftréhrchen und Lamellenkiithlern auf Grund
der gewdhlten Abmessungen einen Gesamtgiitegrad

B — Mth * Haer . _A_Cp_'l()
S 4 %
29

bestimmen. Hierin bedeuten:

1. %in = thermodynamischer Giitegrad (in Abhéngigkeit von der
DurchfluBgeschwindigkeit der Luft).

2. Naer = Verhiltnis der tatsdchlichen durchtretenden Luftmenge zu
einer gedachten, mit der Geschwindigkeit v, der ungestérten Stro-
mung durch die Stirnflache des Kiihlers durchfliefende Luftmenge.

3. ¢,, = Beiwert des durch den Kiihlereinbau bedingten zusitzlichen
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Widerstandes, bezogen auf die Geschwindigkeitsenergie der ungestérten

Strémung —g— 2% und auf die Stirnfldche des Kiihlers.

In der obigen Bezichung kann man das erste Glied als die innere
Charakteristik des gewédhlten Kiihlers ansehen, wiahrend das zweite
Glied die duBeren Vergleichsbedingungen angibt. Dabei ist jedoch zu
beachten, daB3 der erste Ausdruck, wenn auch innerhalb weiter Grenzen
nur in geringem Mafe, auch von v, und ¢ abhéingig ist. Auf diese Weise
kann man einen ersten Anhalt zur Beurteilung der gewahlten Type
wie auch der Art des Einbaues gewinnen.

Bewegungstypen beim Steuern von Flugzeugen.
Von L. Hopf, Aachen.

Der Zweck jeder SteuermafBnahme ist eine Kriimmung der Flug-
bahn; aber kein Steuerorgan kann unmittelbar auf die Flugbahn wir-
ken, es kann nur ein Moment auf das Flugzeug ausiiben. Dadurch
wird zunichst nur eine verdnderte Einstellung des Flugzeugs zu sciner
Bahn hervorgerufen; mit dieser &ndern sich die Luftkrédfte, und deren
Wirkung erst kriimmt die Bahn. Bei jeder Steuermafinahme tritt also
eine Momentenstérung und als deren Folge eine Stérung des Kréfte-
gleichgewichtes auf. Die an einen Steuerausschlag sich ankniipfende
Bewegung hat infolge dieses Umstandes einen komplizierten Charalkter,
und wenn man sie vollstindig kennen will, mufl man alle 6 Bewegungs-
gleichungen. eines Tlugzeugs gleichzeitig betrachten. Die Stérung des
Momentengleichgewichts um eine Achse wird ja im allgemeinen das
Kriftegleichgewicht nach allen Richtungen hin erschiittern und so
mittelbar auch schlieBlich die Momente um die andern Achsen beein-
flussen. Die Integration aller 6 Bewegungsgleichungen, also die Ver-
folgung der Wirkung eines Ruderausschlags auf die Seitenbewegung
und die Langsbewegung zusammen ist von v. Baranoff und mir in einer
kiirzlich erschienenen Arbeit! erstmalig in einzelnen Fillen numerisch
durchgefithrt worden; diese Rechnungen sind nicht schwer, aber sie
bleiben schon wegen des vielseitig zusammengeholten Zahlenmaterials
etwas uniibersichtlich. Ich will daher hier versuchen, aus diesen Vor-
gingen einige idealisierte Typen herauszuholen, an welchen das Zu-
sammenwirken der Momente und der Kréfte klar wird und an welchen
auch die praktischen Moglichkeiten hervortreten, wie ein solcher Be-
wegungstypus gefordert oder gehemmt werden kann.

1. Die einfachste Bewegung erh#lt man bei Ausschlag des Seiten-
ruders. Das Flugzeug wird so herumgedreht, dal es Seitenwind von
auBen bekommt, d. h. von dem Fliigel, der bei der beabsichtigten Kurve
der suBere werden soll. Ein solcher Seitenwind, der in normalen Grenzen
bleibt, hat auf die Luftkrifte nur recht geringen Einflul; wir kénnen
diesen hier vernachlissigen und in erster Naherung die Flugbahn als

1 v. Baranoff, A. u. L. Hopf: Untersuchungen iiber die kombinierte Seiten-
und Langsbewegung von Flugzeugen. Luftfahrtforschung Bd. 3, Heft 2. 1929.
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unverindert ansehen. Das Seitenruder bringt nur Schwingungen des
Flugzeugs um die Flugbahn zustande; Direktionskraft und Démpfung
hingen fast ausschlieBlich vom statischen Moment bzw. Trégheits-
moment des Seitenruders um den Schwerpunkt ab; die Dimpfung wird
etwas herabgesetzt durch die Fliigel; doch ist auch diese Wirkung von
2. Ordnung. Notwendig fiir diesen Bewegungstypus ist die ,,Wind-
fahnenstabilitit, das bedeutet praktisch: mehr Seitenleitwerk-
fliche hinter als vor dem Schwerpunkt; diese — natiirlich althekannte —
Bedingung ist fiir jedes Flugzeug und jeden Flugzustand unerlaBlich.
Sie wird am schwersten erfiillbar fir groBe Anstellwinkel (jen-
seits des Auftriebsmaximums); denn bei solchen tritt infolge Seiten-
windes ein Drehmoment auf, welches den fiir den Seitenwind vorn
liegenden Fliigel nach vorn zu drehen sucht, also instabilisierend
wirkt. (Nach neueren Messungen scheint dies Moment allerdings im
wesentlichen um die Rumpfachse zu wirken.) Indes tritt dabei schon
notwendig eine Koppelung mit dem Moment um die Rumpfachse und
der Querruderwirkung ein, so dafl wir diese Instabilisierung nicht fiir
sich betrachten miissen.

Eine solche Koppelung tritt in 2 Fallen auf: 1. bei grofem Anstell-
winkel, 2. bei bedeutender V-Stellung oder Pfeilstellung. Die Wirkung
ist immer dieselbe, wie wenn ein mit dem Seitenruderausschlag gleich-
sinniger Querruderausschlag erfolgt wire. Da ein solcher die Flug-
bahn tatsichlich im gewiinschten Sinne kriimmt, haben wir in diesen
Féllen eine indirekte Wirkung des Seitensteuers auf die Flugbahn im
gewiinschten Sinn.

2. Die Wirkung des Hohenruderausschlags ist nicht ganz so
einfach, aber sie ist oft diskutiert worden; da die Bewegung des Flug-
zeugs in einer vertikalen Symmetrieebene fiir sich bestehen kann und
nicht notwendig mit einer Seitenbewegung gekoppelt ist, wird der Ver-
lauf der Bewegung nur durch 3 Gleichungen dargestellt, ist daher leich-
ter zu verfolgen. Das Hcohenruder dreht das IFlugzeug gegentiber der
Flugbahn beim Ziehen z. B. von der Tlugbahn weg; dies bedeutet
eine Anderung des Anstellwinkels und also eine Anderung der Luft-
krafte in zwei zueinander senkrechten Richtungen. Nun erfolgt der Aus-
gleich der bahnsenkrechten Kréfte schneller als der Ausgleich in der
Bahnrichtung; die Kriiommung der Flugbahn, das eigentliche Ziel der
Steuermafinahme stellt sich rascher ein als die Geschwindigkeits
anderung. Wir kénnen diesen Bewegungstypus daher in zwei zeitlich
aufeinanderfolgende Akte zerspalten der erste Akt umfafit nur eine
Drehung des Flugzeugs und eine Krimmung der Flugbahn, der 2. Akt
eine Einstellung der Geschwindigkeit unter Schwingungen des Flug-
zeugs und der Flugbahn um ihre Gleichgewichtsrichtungen.

Der 1. Akt erfolgt stets im richtigen Sinn; beim Ziehen wird
das Flugzeug z. B. so gedreht, dal der Anstellwinkel sich vergroBert;
dies hat eine VergréBerung des Auftriebs und somit eine Aufwirts-
drehung der Flugbahn zur Folge. Offenbar bildet hier derjenige Fall
eine Ausnahme, bei welchem FErhshung des Anstellwinkels keine Ver-
mehrung oder sogar Verminderung des Auftriebs bedeutet, der ,,iiber-
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zogene'’ Flug; in diesem Fall wird zwar das Flugzeug durch den Héhen-
ruderausschlag herumgedreht, nicht aber die Flughahn nachgedreht;
diese bleibt unbeeinfluft oder kritmmt sich sogar nach unten. Dieselbe
Erscheinung tritt auf, wenn durch eine Stérung die Geschwindigkeit
eines Flugzeugs unter den (zu ¢, gehorigen) Minimalwert der “kon-

stanten Fluggeschwindigkeit gesunken ist; in diesem Falle erhéht sich
der Anstellwinkel auch ohne SteuermaBnahme, da die Auftriebsver-
minderung bei Geschwindigkeitsverlust eine Abwirtskrimmung der
Flugbahn bei unverédnderter Orientierung des Flugzeugs im Raum zur
Folge hat; dadurch wird der Auftrieb wieder erhéht, aber nicht gentigend,
da ja auch der groBte Wert von ¢, bei der angenommenen Geschwin-
digkeit nicht geniigt, um Gleichgewicht herzustellen. Ein Ruderaus-
schlag kann nur das Flugzeug herumdrehen, daher das Anwachsen des
Anstellwinkels zu Cay,, und dariiber hinaus beschleunigen, aber nicht

die Flugbahn aufwérts kriimmen.

Damit dieser 1. Akt unsres Bewegungstypus in den 2. Akt iibergehe,
miissen die Drehungen gehemmt werden; dies tritt nur bei statischer
Lingsstabilitdt des Flugzeugs ein, d. h. wenn bei Abweichung des An-
stellwinkels von dem zu der gegebenen Hohenruderstellung gehérigen
Gleichgewichtswert ein riicktreibendes Moment auf das Flugzeug wirkt.
Dann setzen die zum neuen Gleichgewicht hinfithrenden gedampften
Schwingungen ein, die aus der Stabilitdtstheorie bekannt sind. Sta-
tische Lingsstabilitit ist unbedingt ndétig fiir jedes Flug-
zeug; daBl man auch hier bis zu einem gewissen Grade die Moglichkeit
hat, mit instabilen Flugzeugen zu fliegen (vom Balancieren auf kurze
Zeit ganz abgesehen), liegt daran, dafB auch bei diesen nur ein kleiner
Instabilititsbereich normaler Flugwinkel existiert, und jedes Flugzeug
bei ganz kleinen Anstellwinkeln und im Bereich des Auftriebsmaxi-
mums, sowie bei noch gréBeren Anstellwinkeln stark stabil ist. So wird
jede Anstellwinkelverminderung gehemmt, .ehe automatisch etwa
Riickenflug eintritt, und jeder iiberzogene Flug, dessen 1. Akt ja ein
Versagen der Steuerung zeigt, fithrt infolge dieser Stabilitdt in einen
2. Akt hinein, dessen langsamer Ausgleich das Durchsacken hemmt
und das Flugzeug in normale Lagen und in die Gewalt des Steuers
zuriickfithrt. Das Uberziehen ist, soweit die Lingsbewegung allein in
Frage kommt, nur gefihrlich, wenn beschrinkter Raum nach unten
zur Verfiigung steht.

3. BEs sei hier auch der Typus reiner Léngsbewegung betrachtet,
der bei plotzlicher Entlastung (oder auch Belastung) des Flugzeugs
entsteht. Hierbei wird die Flughbahn direkt angegriffen, aber nicht das
Flugzeug. Bei Entlastung kriimmt sich die Flugbahn sofort nach oben,
das Flugzeug wird aber nur nachfolgen, wenn statische Stabilitat vor-
handen ist. Ein indifferentes Flugzeug bleibt unverindert in seiner
Lage, ein instabiles dreht sich der Flugbahn entgegen. Nur das stabile
Flugzeug wird nach der Entlastung ohne Ruderausschlag in eine gleich-
férmig ansteigende Bewegung kommen. Beim instabilen wird die Flug-
bahn anfangs nach oben gekriimmt, das Flugzeug dreht sich aber nach
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unten und zieht die Flugbahn sich nach; diese Bewegung findet aller-
dings, wie erwidhnt, rasch ihr Ende, da der Instabilitétsbereich der
Anstellwinkel immer beschrankt ist.

4. Die schwierigsten Bewegungstypen werden durch das Quer-
ruder eingeleitet, und soviel ich sehe, sind sie in fritheren Arbeiten
noch nicht gekldrt, k6nnen auch quantitativ wegen des noch immer
liickenhaften Zahlenmaterials noch nicht ganz iiberblickt werden. Die
Einleitung der Bewegung ist von Reifiner! schon vor langer Zeit aus
statischen Stabilititsbetrachtungen heraus als ,,Spiralsturz® be-
schrieben worden. Die Querneigung der Fliigel hat danach ein Abrut-
schen in der Holmrichtung zur Folge; dadurch wird das Flugzeug um
die Stielachse gedreht, weil es mit dem Leitwerk einen stirkeren Wider-
stand gegen dies Abrutschen leistet als mit den Fliigeln. Die Flugbahn
wird danach in einer senkrecht zur Symmetrieebene des Flugzeugs liegen-
den Ebene, etwa in der Ebene der Fliigel gekriitmmt. Da bei dieser
Drehung der duBere Fliigel rascher wie der innere l&uft, erhoht sich
der Auftrieb auBen, und die anfingliche Querneigung wird verstirkt.
Diese Betrachtung erweist eine Instabilitit bei den meisten Flugzeugen,
allerdings eine Instabilitdt von sehr langsamer Wirkung.

Dieser Bewegungstypus wird in seiner praktischen Bedeutung da-
durch herabgemindert, daB die Querneigung (u) bei Querruderaus-
schlag und auch bei einer zufélligen Entstehung sehr viel rascher an-
wichst, als die iibrigen Variablen der Bewegung; es wird 1 — cos u schon
mit sin g vergleichbar, ehe die Drehgeschwindigkeit und der Seiten-
wind bedeutende Werte aufweisen.

5. Die Wirkung eines Querruderausschlags unterscheidet sich
von den beiden anderen Ruderwirkungen dadurch, daB kein riick-
treibendes Moment auftritt, das eine bestimmte Endlage erzwingt,
weshalb auch in diesem Fall nur ganz indirekt von einer statischen
Stabilitdt oder Instabilitit die Rede sein kann (Nr. 4); auch im TFalle
von Flugzeugen, die Spiralsturzstabilitit aufweisen, entspricht einem
Querruderausschlag keine solche neue Gleichgewichtslage, weil die Be-
trachtungen des Spiralsturzes nur fir ganz kleine Seitenneigungen
gelten. Ein Querruderausschlag kann deshalb nie in einen neuen, er-
wiinschten Gleichgewichtszustand hineinfithren, weil der gezogene
Fligel zum &uBeren Fligel der gekrimmten Bahn wird und daher
noch den Effekt erhéhten Auftriebs infolge gréBerer Geschwindigkeit
aufzunehmen hat; diesem koénnte nur durch die entgegengesetzte Stel-
lung "der Querruder das Gleichgewicht gehalten werden. Man mulf
darum zuerst fragen, in welchen Gleichgewichtszustand ein Flugzeug
gedriangt wird, wenn nur ein Querruderausschlag gegeben und fest-
gehalten wird. Ich muB hier die allgemeine interessante Frage nach
der Anzahl der moglichen Gleichgewichtszustinde bei gegebener Ruder-
stellung ausscheiden; sie ist von mir und v. Baranoff ausfiihrlich disku-
tiert worden. Dall man mehrere Gleichgewichtszustdnde bei derselben

1 Reifiner, H.: Die Seitensteuerung der Flugmaschinen. Z. f. Flugtechn. u.
Motorl. Bd. 1. 1910; ferner Flugsport Bd. 2. 1910.
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Ruderstellung auch ganz abgesehen von Massenkriften (Kreiselmomen-
ten) finden muf3, geht schon daraus hervor, dal ohne Ruderausschlag
iiberhaupt, neben dem Geradeausflug ein Kreisflug mdoglich ist, bei
welchem die schnellere Bewegung des dulleren Fliigels allein das Dreh-
moment zur stindigen Uberwindung der Rolldimpfung hergibt. Dieser
Bewegungstypus, der zu jeder Ruderlage, insbesondere also auch zu
jedem Querruderausschlag gehért, wird in der deutschen Flieger-
sprache ,,Korkzieher” genannt. Bei gréBerem Querruderausschlag
ist er steil nach unten gerichtet; die Drehung geschieht zum grofiten
Teil um die Rumpfachse. Die Drehgeschwindiglkeit der Bahn ist fast
ganz durch die Drehgeschwindigkeit bestimmt, welche aus dem Gleich-
gewicht der Rolldampfung mit dem Querruderausschlag folgt.

Besondere Verhiltnisse treten im Gebiet der sogenannten Auto-
rotation auf, wo auch ohne Querruderausschlag eine Drehung gegen
die dimpfenden Momente aufrecht erhalten wird. In diesem Gebiet
sind die Drehgeschwindigkeiten gréBer, aber von derselben GroBen-
ordnung wie die Drehgeschwindigkeiten bei normalem Anstellwinkel
unter Querruderausschlag. Auch in diesem Bereich sind Korkzieher
harmlose Bewegungstypen und nicht mit Trudelkurven (s. u.) zu ver-
wechseln.

6. Der Ubergang in einen Korkzieher vollzieht sich im normalen
Flug in folgender Weise: In Bruchteilen einer Sekunde stellt sich die
dem Querruderausschlag entsprechende Drehgeschwindigkeit des Flug-
zeugs um seine Rumpfachse ein. Hierdurch wird nun die Flugbahn
sehr rasch in Mitleidenschaft gezogen; sie wird gekriimmt, und zwar
in rasch wechselnder Richtung je nach der augenblicklichen Quer-
neigung.

Die Wirkung auf die Flugbahn zerlegen wir in 2 Komponenten nach
fliigelfesten Achsen:

a) Die Querneigung hat ein Schieben des Flugzeugs nach innen zur
Folge; die Flugbahn verliuft nicht mehr in der Symmetrieebene. Der
so entstehende Seitenwind zwingt das windfahnen-stabile Flugzeug
in die richtige Lage; diese ist aber nicht etwa durch Seitenwind Null
gegeben, sondern durch einen Seitenwind von bestimmter Stérke, der
das Flugzeug stindig der Flugbahn nachdriickt, um so grofler also,
je groBer die Komponente der Flugbahndrehung um die Stielachse
ist; beim steilen Korkzieher ist dies erforderliche Moment klein.

b) In der Symmetrieebene wird infolge Querneigung das Flugzeug
entlastet; es setzt der Bewegungstypus ein, der oben (Nr. 3) fiir reine
Lingsbewegung beschrieben wurde. Damit das Flugzeug richtig der
Drehung der Flugbahn nachfolge, ist statische Léngsstabilitédt uner-
laBlich. Dieser Teil der Bewegung ist bei Beschreibung des ,,Spiral-
sturztypus*‘ vernachlissigt; fir groBe Querneigungen ist er aber be-
deutend. Auch hier wird das Flugzeug nicht in diejenige Lage gegen
die Flugbahn zuriickgedriickt, die der betr. Hohenrudereinstellung bei
geradem Flug entspricht; denn es muBl stindig ein schwanzlastiges
Moment iibrig bleiben, welches das Flugzeug der gekriimmten Bahn
nachdreht; der Anstellwinkel ist infolge der Stabilitatsbedingung gegen

Gilles-Hopi-K4rman, Vortrige Aachen 1929. 13
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den urspriinglichen Wert erniedrigt, wodurch ein Teil der Entlastung
kompensiert wird.

Bei voller statischer Stabilitit kommt das Flugzeug schnell in eine
kreisende Bewegung mit ungefihr konstanten Werten des Anstell-
winkels und des Seitenwinkels, also auch der Luftkrafte und Momente.
Unter langsamen Schwingungen, deren Dauer ausschlieflich durch
die Drehgeschwindigkeit um die Rumpfachse bestimmt ist, daher kom-
mend, daB Auftrieb und Gewicht sich bald addieren, bald subtrahieren,
stellen sich nach und nach die Gleichgewichtswerte der Geschwindig-
keit und der Bahnrichtung ein. Uber diese ,,Korkzieherschwin-
gungen® iiberlagen sich die viel schnelleren Windfahnenschwingungen
und Drehschwingungen in der Symmetrieebene, ohne den Bewegungs-
typus zu storen.

Beim Abfangen aus dem Korkzieher verlduft alles in analoger
Weise wie beim Ubergang zum Korkzieher; bei Zuriicknahme des Quer-
ruders hort augenblicklich die Drehung um die Rumpfachse auf, mit
ihr die Drehung der Flughahn; Anstellwinkel und Seitenwinkel nehmen
schnell (Gréfenordnung 2 sek) ihre Gleichgewichtswerte an; die Flug-
bahn kriimmt sich dann gleichfalls rasch nach oben, nur die Geschwin-
digkeit kommt erst nach und nach auf ihren Gleichgewichtswert zu-
riick, wobei ,,Phygoidenschwingungen? auftreten. Der ganze Be-
wegungstypus birgt also keine Gefahren, solange gentigend Platz bis
zum Erdboden vorhanden ist.

7. Wird der Querruderausschlag mit einem Seitenruder-
ausschlag kombiniert, so verlduft die Bewegung in ihrem spéiteren
Teil genau so als Korkzieherschwingung wie ohne Seitenruderausschlag;
auch scheint mir ,,Spiralsturz‘-Stabilitit nicht die schliefliche Aus-
bildung dieses Bewegungstypus zu hemmen. Die Einleitung der Be-
wegung wird durch das Seitenruder aber stark verdndert. Die Wind-
fahnenbewegung ruft ndmlich sofort Wind von aullen hervor; bei Quer-
ruderausschlag allein entsteht hingegen ein Seitenmoment, welches den
duBeren Fligel nach hinten driickt, also Wind von innen erzeugt. Durch
Seitenruder wird also die Einstellung des Flugzeugs gegen den Flug-
wind von innen gehemmt, der Ubergang zur Korkzieherschwingung ver-
zogert; zudem .entsteht durch das Zusammenwirken der Drehung um
die Rumpfachse und des Windes von aulen eine geometrische Erh6hung
des Anstellwinkels, welche die Entlastung fordert und das Sinken der
Flugbahn verhindert. Es ist mdglich, dal diese Erschwerung, die sich
einer Ausbildung der Korkzieherbewegung entgegensetzt, die Haupt-
bedeutung des Seitenruders, das ja zur Erzielung einer Flugbahnkriim-
mung nichts beitrdgt, ausmacht.

Bei groflen Anstellwinkeln im Autorotationsgebiet ist zudem das
Seitenruder das einzige Organ, das die Drehbewegung hemmen kann.
Ein Ausschlag des Seitenruders entgegen der einmal eingeleiteten Dre-
hung schafft Seitenwind von innen. Ein Gegenausschlag der Querruder

1 Uber diesen Begriff s. z. B. Fuchs-Hopf: Aerodynamik (R. C. Schmidt &

Co. 1922), S. 358f. u. S. 369ff. Zuerst beschrieben von Lanchester: Aerodynamik
Bd. 2, S. 28 der deutschen Ausgabe.
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schafft aber sofort Seitenwind von auBen, ohne die Autorotation voll-
kommen zu hemmen oder gar umzudrehen. Die" Autorotation wird
aber durch Wind von auflen stark angefacht, durch Wind von innen
abgedrosselt. Diese Verhiltnisse sind schon von Jones! ausfiihrlich
diskutiert worden.

8. Es sind nun die wesentlichen Unterschiede des harmlosen Be-
wegungstyps, den wir Korkzieher genannt haben, gegen den Trudel-
typus hervorzuheben. Das Trudelgleichgewicht ist lange bekannt;
wesentlich dafiir ist der sehr hohe Anstellwinkel, der mit Héhenruder
nicht mehr erzwungen werden kann. Bei diesen Anstellwinkeln ist die
Drehgeschwindigkeit der Autorotation auBerordentlich grol. Um aber
das Léngsgleichgewicht zu erhalten, muf} ein grofles Kreiselmoment
auftreten, das seinerseits nur bei sehr grofler Drehgeschwindigkeit
auftritt. Die Gefahr der Trudelbewegung liegt in diesem Moment der
Trigheitskrifte, das nicht aerodynamischer Natur ist, wie die anderen
Momente um den Schwerpunkt, und deshalb unter Umsténden von
aerodynamischen Momenten nur schwer und nur ganz indirekt iiber-
wunden werden kann. Uber das Gleichgewicht beim Trudeln ist ander-
wirts — von mir und von andern — so viel gesagt worden?, dal} ich
hier nicht dabei verweilen will. Nur so viel méchte ich hervorheben,
daB theoretisch ein solches Trudelgleichgewicht auch ohne Autorotation
méglich wire; nur miifite dann das Kreiselmoment bei gegebenen Dreh-
geschwindigkeitskomponenten wesentlich gréfler, also die Massenvertei-
lung in dieser Hinsicht noch ungiinstiger sein als beim normalen Flugzeug.

9. Der Ubergang zum Trudeln ist ein Bewegungstypus, dessen
wesentlich unterscheidendes Moment gegeniiber den oben beschriebenen
Typen die erhebliche Drehgeschwindigkeit des Flugzeugs um die Stiel-
achse ist und zwar in demselben Sinn, der dem Hineinlegen des Flug-
zeugs in die Kurve durch Drehung um die Rumpfachse entspricht.
Eine solche Drehung tritt wohl zwanglaufig auf, wenn das Flugzeug
eine normale Flugkurve beschreibt; aber dann ist sie nicht so groB,
daB sie wesentliche Massenmomente hervorrufen kénnte. Beim Kork-
zieher tritt sie ganz zuriick, denn die ganze rasche Drehung der Bahn,
welcher das Flugzeug nachgedreht wird, erfolgt, wie oben angedeutet,
um die andern Achsen.

Eine wesentliche Drehung um die Stielachse kann durch energischen
Seitenruderausschlag hervorgerufen werden. Ist nun der Anstell-
winkel ohnehin grof}, so bedarf es nur eines geringen Kreiselmomentes,
um ein stirkeres Uberziehen hervorzurufen, und nun tritt eine eigen-
artige Instabilitit auf. Steigerung des Anstellwinkels vermindert die
Rolldimpfung, steigert daher die Drehgeschwindigkeit um die Rumpf-
achse, steigert bei normaler Massenverteilung dadurch das Kreisel-
moment, wodurch der Anstellwinkel weiter gesteigert wird. Nun wiirde
andererseits die notwendige Drehung um die Stielachse durch die Wind-
fahnenbewegung gehemmt; aber bei grofem Anstellwinkel ist, auch

1 Jones, B.M.: Thelateral control of stalled aeroplanes. Rep.a.Mem. Nr.1001.

2 8.z. B. Fuchs-Hopf: Aerodynamik, S. 424if. und Bryant u. Gates:
Rep. a. Mem. Nr.1001.
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wenn die Bahn der des Korkziehers ahnlich steil nach unten verlduft,
die notwendige Nachdrehung des Flugzeugs zu der Flugbahn mit einer
erheblichen Komponente um die Stielachse gerichtet. Und auBlerdem
erhsht der Seitenwind von auBen, der eine heilsame Windfahnen-
bewegung erzwingt, seinerseits die Drehgeschwindigkeit um die Rumpf-
achse. In den — vielleicht etwas zufillig gegriffenen — Beispielen, die
v. Baranoff und 'ich durchgerechnet haben, héalt sich der Seiten-
wind in méBigen Grenzen; die Windfahnenbewegung hemmt die durch
die Bahnkrimmung erzwungene Drehgeschwindigkeit nicht wesent-
lich. Das Gegensteuern der Querruder, das oben schon als schidlich
erwihnt wurde, wirkt auch auf eine schédliche Steigerung dieser Dre-
hung. Der Seitenwind schwankt tatsichlich beim Beginn des Trudelns
— und nach den Versuchen von Hiibner und Pleines! auch noch
im stationdren Trudeln — zwischen aullen und innen hin und her, bald
bremsend, bald férdernd in seiner Wirkung suf die Drehgeschwindigkeit.

Der Bewegungstypus, welcher den Ubergang in das eigent-
liche Trudeln darstellt, ist also charakterisiert durch eine starke An-
fangsdrehung um die Stielachse, rasch erreichten groBen Anstellwinkel,
schnelle Drehung und Kreiselmoment. Man kann ihn hemmen durch
Rollddmpfung (Handley-Pages Schlitzfliigel)?, durch eine grofie Kiel-
flosse (Ruder besser nicht zu groB), welche die gefahrliche Drehung
déampft und nicht zu stark werden laft und auch den Seitenwind klein
hilt, und durch eine Massenverteilung, bei welcher die Massen mdglichst
von der Rumpfachse weggezogen sind.

Das Herausnehmen aus einem ausgebildeten oder wenigstens
weit fortgeschrittenen Trudeln ist deshalb schwer, weil es eine indirekte
Wirkung ist; durch Bremsung der Drehgeschwindigkeit um die Stiel-
achse muf} Seitenwind von innen erzeugt und dadurch die ganze Dreh-
geschwindigkeit gehemmt werden; dann wird das Kreiselmoment klein
und das Héhenruder wirksam.

Was ich qualitativ iiber die Bewegungstypen sagte, ist ohne grofle
Miihe quantitativ ausdriickbar; bei dimensionsloser Schreibweise treten
auch die charakteristischen GréBen gut hervor. Ich behaupte natiirlich
nicht, daf ich hier alle wichtigen Bewegungstypen besprochen habe,
auch nicht, dafl alle klargestellt sind oder mit den heutigen experimen-
tellen Kenntnissen klargestellt werden konnen. Vor allem treten noch
groBe Probleme beim ausgebildeten Trudeln und beim flachen Trudeln,
sowie bei dem gefihrlichen Trudeln auf dem Riicken auf, die trotz
einiger Ansitze, z. B. von v. Baranoff? und von Fuchs* noch nicht

1 Hiibner, W. u. W. Pleines: Kinematographische Messung der Trudel-
bewegung. Z.Flugtechn. u. Motorl. Bd. 20. 1929.

2 Neuere Vorschlige zu &hnlichen MafBinahmen: Schrenk, O.: Bine Mog-
lichkeit zur Unterdriickung der Autorotation von Tragflichen. Z. Flugtechn.
u. Motorl. Bd. 20. 1929. Fuchs, R. u. W. Schmidt: Luftkrifte und Luft-
kraftmomente bei grofen Anstellwinkeln ... Z. Flugtechn. u. Motorl. Bd.21. 1930.

3 v. Baranoff, A.; Beitrag zur Frage der Stabilitit der Trudelbewegung.
Lufttahrtforschung Bd. 3, H. 1.

¢ Fuchs, R. u. W. Schmidt: Stationirer Trudelflug. Luftfahrtforschung
Bd. 3, H. 1; Fuchs, R.: Vortrag auf der WGL-Versammlung 1929.
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ganz durchschaut sind. Ich wollte hier nur auf die Moglichkeit hinweisen,
wie das schwere Problem der Flugzeugdynamik in einer iibersicht-
lichen und — wie ich meine — praktisch niitzlichen Weise vereinfacht
werden kann.

Stabilititsmessungen im Fluge®.
Von H. J. van der Maas, Amsterdam.

Im Folgenden wird kurz berichtet iiber Stabilitdtsmessungen im
Fluge unter Beschrinkung auf die Grundgedanken der Methode und
ihren praktischen und theoretischen Wert. Fiir weitere Ausfiihrungen
und Resultate von Versuchen, die nach dieser Methode ausgefiihrt
sind, wird hingewiesen auf die Doktorarbeit des Verfassers, die auch
in den Mitteilungen der hollindischen Versuchsanstalt fiir Luftfahrt
abgedruckt worden ist2. _

Bei der Priifung eines Flugzeuges tritt die Festlegung der Flug-
eigenschaften meist stark gegen denen der Flugleistungen zuriick.
Man verlafBt sich auch jetzt noch meist, was die ersten anbetrifft, auf
das subjektive Urteil des Fliegers. Es ist aber erwiinscht, Methoden zu
entwickeln, die gestatten auch die Flugeigenschaften quantitativ fest-
zulegen. Man denke hier z. B. an die Priifung von dem EinfluB3 von Ab-
inderungen am Flugzeug. Einer der Hauptgriinde vom Fehlen derartiger
Methoden mag wohl sein, daB8 hier zu den Schwierigkeiten, die Ver-
suche im Fluge im allgemeinen mit sich bringen, noch eine weitere
von mehr theoretischer Art hinzukommt. Wahrend namlich bei Prii-
fung der Flugleistungen im voraus eindeutig feststeht, welche Grofen
man zu bestimmen hat, ist das hier nicht der Fall, so daB3 man anfangen
soll, diese Frage zu losen. Die zu bestimmenden GréBen sollen einer-
seits ausreichen ein Urteil iiber irgendwelche wichtige Iigenschaft
des Flugzeuges auszusprechen, anderseits sollen sie sich mit gentigender
Genauigkeit durch méglichst einfache Versuche bestimmen lassen.

Es wurde jetzt versucht, eine Methode zur Beurteilung der Léngs-
stabilitit zu gewinnen, es ist aber die Absicht auch fir die weiteren
Flugeigenschaften derartige Methoden zu entwickeln. Wenn in dem
folgenden von Stabilitit die Rede sein wird, ist ohne weiteres Lings-
stabilitit gemeint.

Der leitende Gedanke war jetzt folgender. Bekannt sind folgende
zwei Tatsachen:

1. die Lingsmomente spielen die Hauptrolle bei Stabilitatsfragen,

2. im stationdren Fluge wird Momentengleichgewicht hergestellt

mittels des Héhenruders.

Es liegt also die Frage nahe: was kann man aus den Ruderausschlé-
gen bei stationidren Fluglagen lernen iiber Stabilitit. Diese Frage ist
fiir den Fall eines Flugzeuges ohne Propeller wohl, fiir den allgemeinen

1 Mitgeteilt von C. Koning.
2 Verslagen en Verhandelingen van den Rijks-Studiedienst voor de Lucht-
vaart, Amsterdam. Deel V, 1929.
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Fall aber, wo man den EinfluB8 des Schraubenstrahls mit zu betrachten
hat, unseres Wissens noch nicht beantwortet worden. Es zeigte sich,
dafl man wichtige Folgerungen aus der Beantwortung ziehen kann.

Die Beantwortung der gestellten Frage fordert aber erst Klarlegung
der Beziehung zwischen Momente und Hohenruderausschlige. Werden
statt Momente sofort deren absoluten Koeffizienten angeschrieben,
dann kann man das auf das Flugzeug wirkende Gesamtmoment folgen-
derweise in zwei Teile zerlegen.

Cm = c;ri"}‘ mﬂ:
mit:ec,, = Koeffizient des Gesamtmoments,
¢ = Koeffizient des ,,Flugzeugmoments (bei Hohenruderaus-
schlag 09),
f = Hohenruderausschlag,

mf = Koeffizient des Rudermoments.

Ist der Bewegungszustand ein stationdrer, so ist' das Gesamtmoment
null, also sind Flugzeugmoment und Rudermoment einander entgegen-
gesetzt gleich.

Werden in verschiedenen stationiren Fluglagen die Ruderausschlige
bestimmt, so kann man auch sagen, daf die Flugzeugmomente ge-
messen werden, sei es.dann auch in
W Grad Ruderwinkel.

Eine stationidre, symmetrische
Fluglage wird beschrieben von den
6 Variablen:

v = Bahngeschwindigkeit,
¢ = Bahnwinkel, o« = Anstell-
-5 winkel, B = Hohenruderausschlag,
der  Schraube,

71 n = Tourenzahl
/ s = Stellung des Gashebels.
( Zwischen diesen bestehen 4 Be-
>< dingungen (Kriftegleichgewicht
¢ senkrecht und parallel zur Bahn-
> = r{ch’cung, Momentengleichgewicht
/ fir Flugzeug und Schraube).

Jede Fluglage ist also, im all-
gemeinen eindeutig, von 2 unab-
\y héngigen Variablen gegeben. Die

#’| Wahl dieser Variablen ist durch
den Zweck der Untersuchung be-
stimmt. Diese Sachen kénnten als

5w 775 bekannt angesehen werden, wenn

Geschwindlgheit km/h nicht eine der genannten Variablen,

Abb. 1. wie spiter gezeigt wird, sich als

besonders wichtig herausgestellt

hétte, wihrend sie im allgemeinen nur wenig beachtet wird. Sie ist

die Stellung des Gashebels oder die Stellung der Drosselklappe des
Motors.
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Die bei Versuchen in Gleichgewichtslagen bestimmten Ruderaus-
schlige kénnen nun als Funktion zweier der weiteren Variablen be-
trachtet werden. Gibt man eine dieser einen konstanten Wert, dann be-
kommt man eine Kurve,
die Steuerstandskurve ge-
nannt wird. Fiir die An- 4
wendungen am wichtigsten [
sind diejenigen Steuer-
standskurven, die man
bekommt, wenn man als
unabhingige Variablen Ge- -25
schwindigkeit und Gashe-
belstellung annimmt, und
f—v-Kurven fiir konstan-

50

ten Wert der letzteren \ Sch;friu;k;;/age aMin kgm
[ ] =
betrachtet. AN T
I | 520
Ein erster Vorteil dieser a v =035%

. . . a5
Kurven ist, daB sie sich

einfach bestimmen lassen.
Die Wahl von Gashebel-
stellung als unabhingige &0
Variable war anfangs dar-
auf begriindet, dafl man
sie  ohne Schwierigkeit 45
wihrend des Versuches
konstant halten Lkonnte,
wéahrend dies fiir Umlaufs-
oder Fortschrittzahl der
Schraube nicht der Fall
war. Ls stellte sich aber
heraus, daB diese Kurven %9
. konstanter Gashebelstel-
lung* sowohl in prak-

>
e
pZs

00|

‘o

L

. . ; itflugd
tischer als in theoretischer 7 5 s_g | GlTse
Hinsicht weit wichtiger \V/ﬁm/mig'
waren.

Abb. 1 soll einen Ein-
715
druck geben von der prak-

tischen Bedeutung die-
ser Kurven. Es sind darin
mehrere Steuerstandskur- 00 725 180 775
ven konstanter Gashebel- Geschwindigheit krm/h
stellung gegeben. Der Ru- Abb. 2.

derausschlag ist hier positiv

genannt, wenn die Hinterkante des Ruders nach unten steht. Vom
Standpunkte des Fliegers ist jetzt die Frage wichtig: was soll ich machen,
damit ich aus irgendeiner Fluglage in eine benachbarte iibergehe und
darin bleibe. Es sei in der neuen Lage die Geschwindigkeit grofer,
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also der Anstellwinkel kleiner. Zur Anderung des Anstellwinkels soll
also der Ruderausschlag vergréflert werden, damit das Flugzeug eine
Drehung um die Querachse im angegebenen Sinne ausfiihren wird.
Zu der neuen Gleichgewichtslage gehort aber nur dann ebenfalls ein
groBerer Ruderausschlag, wenn die Steuerstandskurve in das Bild
nach rechts fallt. Ruderausschlag zum Kippen des Flugzeuges und zum
Behalten der neuen Gleichgewichtslage sind also im selben Sinne und

wir nennen das Flugzeug ,,steuerungsstabil® (Kurve 4).
Steigt im Gegenteil die Steuerstandskurve an, dann hat man erst
einen grofleren Ruderausschlag zu geben damit das Flugzeug gekippt
wird, nachher soll aber der

‘ Ausschlag wieder kleiner wer-
L] . .
g den, um die neue Lage ein-
-6 Schwerpunktsiage: 356 % der Fligel Tiefe halten zu konnen. Die Steue-
Hurve  Lage des Motors rung des Flugzeuges, das
] a PO e3¢
\ R 1‘,17 - wir jetzt ,,steuerungsunstabll
# 'x‘ Z‘ _go;mm”,,”ﬂ”ﬂg) ) — nennen, ist jetzt weit schwie-
\ c 07 riger (Kurve 6).
2 ‘\\ a 0 Der neu eingefiihrte Be-
\\ \ o x+ berechnet griff ,,steuerungsstabil‘ kann
\ N als eine Erweiterung von ,,sta-
0 . N tisch stabil*“ betrachtet wer-
N e J den. Fiir den Fall ohne
\ \ SN _Gkitflug d Schraube fallen beide zusam-
2 \ w4 . . .
A WAN [ men, wihrend fir ein Flug-
X . .
x N W zeug mit wirkender Schraube
. + "X Glitfiug b eine genaue Definition der
T —L === | ,,statischen  Stabilitdt bis
HotorFl
+ orort iug a . hl
4 jetzt fehlte.
7 T o 7 Aber auch fiir die Frage der
Geschwindigheit km/h dynamischen Stabilitit ist der
Abb. 8 Begriff ,,Steuerungsstabilitiat‘

wichtig, so weit hier die kleinen
Schwingungen um eine stationére Fluglage, die das Flugzeug ohne Ein-
wirkung des Fiibrers nach irgendeiner Stérung ausfiibrt, betrachtet
werden. Indiesem Falle sind sowohl Ruderausschlag als Gashebelstellung
konstant. In Zusammenarbeit mit Prof. Burgers ist folgendes gezeigt:
wenn die Steuerungsstabilitit negativ, das Flugzeug also steuerungs-
unstabil ist, so hat die Stabilitdtsgleichung mindestens eine reelle posi-
tive Wurzel, so dafl das Flugzeug dynamisch unstabil ist. Steuerungs-
stabilitit ist also in diesem Falle eine notwendige Bedingung fiir dyna-
mische Stabilitit.

Nach dieser Erérterung tiber die Beziehungen zwischen Stabilitdt
und Steuerstandskurven soll noch einiges von den letzteren gezeigt
werden. Wir haben schon gesehen, dafl die Ruderausschlige ein MaB
fiir die Flugzeugmomente sind, der Mafstab hier aber unbekannt ist.
Man kann diese durch Versuche kennen lernen (Abb. 2), indem man
Steuerstandskurven fiir mehrere Schwerpunktslagen bestimmt. Be-
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trachtet man nun zwei Fluglagen, in denen Geschwindigkeit und Gas-
hebelstellung dieselbe, die Schwerpunktslage eine andere ist, dann
ist das Moment, das von der Differenzen der Ruderausschlige her-
stammt gleich dasjenige, das eine Folge der Schwerpunktsverschiebung
ist. Das Rudermoment fiir einen Grad Ruderausschlag ist dann in ab-
soluten Maf3 bestimmt.

Die letzte Abbildung zeigt wie einfach man den EinfluB von Ande-
rungen an einem Flugzeug mittels Steuerstandskurven bestimmen
kann. Die Kurven beziehen sich hier auf dasselbe Flugzeug, als Ande-
rung wurde der Motor aber einen kleinen Winkel gekippt. Die Kurven
zeigen den groBen EinfluB dieser Anderung.

Die Storung der Auftriebsverteilung am

Flugzeug als technisches Problem.
Von Dr.-Ing. Carl Tépfer, Karlsruhe.

Zusammenfassung: An Hand von Modellversuchen wird die
Widerstandsvermehrung durch Stérung der Auftriebsverteilung am
einmotorigen Flugzeug gezeigt. Die Auswirkung dieser Krscheinung
auf Start- und Landefihigkeit und damit auf die wirtschaftliche Aus-
nutzung des Verkehrsflugzeuges wird besprochen und Forderungen fiir
die kiinftige Entwicklung des schnellen Fernflugzeuges werden hieraus
abgeleitet. Zum Schlul wird eine logarithmisch-graphische Berechnung
der Flugleistungen gezeigt, mittels der die gemessene Widerstands-
vermehrung berticksichtigt werden kann.

1. Einleitung.

Das praktische Ziel der aerodynamischen Wissenschaft sehe ich
darin, die Strémungsvorginge am Flugzeug der mathematischen Be-
handlung soweit zuginglich zu machen, daf} der Entwurf eines Flug-
zeuges unabhiingig von besonderen Modellversuchen wird und die
Vorausberechnung der Flugleistungen und Eigenschaften auf Grund
von allgemein giiltigen Widerstandsmessungen vorgenommen werden
kann. Es ist nicht meine Absicht, diese Bestrebungen der Aerodynamik
herabzusetzen, und ich glaube, dafB ich dies nicht tue, wenn ich fest-
stelle, daf3 das genannte erstrebenswerte Ziel heute noch nicht erreichtist.

Die Hauptschwierigkeit, die sich der rechnerischen Erfassung der
Flugleistungen entgegenstellt, ist die Stérung der Auftriebsverteilung
durch die nichttragenden Teile des Flugzeuges, einschlieBlich der Be-
einflussung durch den Propellerstrahl, die sich in sehr verschiedener
Art und AusmaB geltend macht. Allgemein kann man sagen, daf die
Storung der Auftriebsverteilung um so entscheidender wird, je hohere
aerodynamische Eigenschaften von dem Flugzeug gefordert werden.
Dies diirfte der Grund sein, weshalb man erst in jiingerer Zeit auf
diese Erscheinung aufmerksam geworden ist. Denn sie spielt fast keine
Rolle bei der Widerstandsberechnung des verspannten Doppeldeckers
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von kleinem Seitenverhiltnis, wihrend sie beim freitragenden Eindecker
nicht vernachlassigt werden darf und bei Fernflugzeugen geradezu ent-
scheidend wird.

Wenn ich hier iiber die Stérung der Auftriebsverteilung sprechen
will, so ist es doch nicht meine Absicht, Ihnen eine mathematische
Losung dieses Problems vorzutragen. Vielmehr will ich versuchen, den
Nachweis zu erbringen, daf hier ein technisches Problem von grofer
Bedeutung fiir die Weiterentwicklung der Flugtechnik vorliegt, das der
mathematischen Durchdringung bedarf.

Die Stérung der Auftriebsverteilung lief friiher, und wohl auch
gelegentlich heute noch, unter dem Namen ,,gegenseitige Beeinflussung
von Rumpf und Fligel“. Sie ist als solche meines Wissens zuerst im
Dessauer Windkanal systematisch untersucht worden. Auch die Got-
tinger Anstalt hat derartige Untersuchungen wiederholt angestellt und
verdffentlicht. Es ist bekannt, daB am Tragfliigel allein der Auftrieb
nahezu elliptisch iiber die Spannweite verteilt ist, und zwar unabhéngig
von der Form des Grundrisses, sei er nun rechteckig, elliptisch oder
trapezférmig. Nur der Spitzfliigel zeigt wesentliche Abweichungen
hiervon. Fiir die Berechnung des induzierten Widerstandes eines nor-
malen Tragfliigels kann somit elliptische Auftriebsverteilung zugrunde
gelegt werden. Dies gilt aber nur fiir den Tragfliigel allein, denn sobald
zum Fliigel der Rumpf oder gar noch seitliche Motorvorbauten hinzu-
treten, dndern sich die Verhiltnisse wesentlich.

2. Modellmessungen.

Daf} sich die Storung der Auftriebsverteilung durch den Rumpf
auch schon bei einmotorigen Flugzeugen sehr unangenehm bemerkbar

Ca

Wi =induz—~Widersiand | %
Wo=Profil ~Wid. S
WR=Rumpr-wid. T
Z=Schrautenzug 3

macht, will ich am Widerstandsdiagramm des bekannten Verkehrs-
eindecker F 13 (Junkers) zeigen:

- Die Ordinate Ca (siehe Abb. 1) ist bei gegebenem Fluggewicht ein
Mag fiir die Fluggeschwindigkeit. Da ferner das Verhéltnis W: 4 im
Gleichgewichtszustand und bei gegebenem Fluggewicht proportional
dem Flugwiderstand ist, so gibt das Diagramm die Abhingigkeit des
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Flugwiderstandes von der Fluggeschwindigkeit wieder. Im Wind-
kanal ist am Modell abhingig vom Anstellwinkel bzw. von C'a gemessen:
1. der Widerstand des Flugzeuges (ohne Fahrgestell); 2. der Widerstand
des Fliigels allein. Der induzierte Widerstand bei elliptischer Auf-
triebsverteilung ist berechnet und als Gerade eingezeichnet.

Die einzelnen Widerstandsteile zeigen nun eine recht verschiedene
Abhéngigkeit von der Fluggeschwindigkeit. Charakteristisch fiir den
induzierten Widerstand ist seine Zunahme mit sinkender Geschwindig-
keit. Der Profilwiderstand nimmt als Reibungs- und Formwiderstand
mit der Geschwindigkeit ab, ist aber auBlerdem stark abhéngig vom An-
stellwinkel. Der Widerstand des Rumpfes wird vielfach als Stirnwider-
stand angesetzt, der wenig oder gar nicht vom Anstellwinkel beeinflufit
wird. Sicherlich spielt der Anstellwinkel am Rumpf der F' 13 im normalen
Bereich keine grof3e Rolle. Man sollte also erwarten, daf3 der Rumpf-
widerstand nahezu proportional zu »2 verlduft, d. h. umgekehrt propor-
tional zu C'a abnimmt.

Dies ist nach der Modellmessung aber durchaus nicht der Fall
Vielmehr nimmt der Rumpfwiderstand mit abnehmender Geschwindig-
keit stetig zu. Er folgt also eher dem Gesetz des induzierten Wider-
standes als dem eines Stirnwiderstandes. Hieraus schlieft man be-
kanntlich, daB die Widerstandsvermehrung durch den Rumpf nur
zum kleineren Téil ein Stirnwiderstand sein kann, daB vielmehr durch
den Rumpf die Auftriebsverteilung gestért und dadurch der induziertc
Widerstand vergroéBert worden ist. Dieser Schluf wird durch die Beob-
achtung gestiitzt, daB erfahrungsgemifl der Gesamtwiderstand eines
Flugzeuges wesentlich grofler ist, als die Summe aus den gemessenen
Einzelwiderstinden des Tragfliigels und aller nichttragenden Teile.

Die Widerstandsvermehrung durch die Stérung der elliptischen Auf-
triebsverteilung entzieht sich zur Zeit noch jeder Vorausberechnung
und kann dem Flugzeugkonstrukteur recht unangenehme Uberraschun-
gen bereiten. Namentlich bei aerodynamisch sonst gut entwickelten
mehrmotorigen Verkehrsflugzeugen hat sich gezeigt, daB der Wider-
stand der seitlichen Motoraufbauten alle Vorausberechnung des Gesamt-
widerstandes umwerfen kann.

3. Sinkwert, Flichenbelastung und Landefahigkeit.

Die Wirtschaftlichkeit eines Verkehrsflugzeuges wird durch die
Landefihigkeit in erheblichem MaBe beeinflult. Das Fahrgestell mull
beim Aufsetzen auf dem Boden oder im Wasser den vertikalen StoB auf-
nehmen. Uber eine bestimmte Grenze der Sinkgeschwindigkeit, d. h.
der vertikalen Komponente der Gleitgeschwindigkeit, kann man prak-
tisch nicht hinausgehen, ohne die Landung zu gefihrden.

Auch in den deutschen Bauvorschriften fiir die Festigkeit des Fahr-
gestelles ist die Sinkgeschwindigkeit enthalten. Allerdings wird in der
deutschen Formel nur die Landegeschwindigkeit sichtbar. Jedoch darf
nicht vergessen werden, daB fiir die Berechnung der Konstanten dieser
Formel ein bestimmter Gleitwinkel angenommen worden ist. Da nun
die Sinkgeschwindigkeit das Produkt aus tg. des Gleitwinkels und
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horizontaler Geschwindigkeit ist, so wird durch den Aufbau der DVL-
Formel die vertikale Sinkgeschwindigkeit als maflgebend fiir die Be-
anspruchung des Fahrgestelles anerkannt. Die Einfiihrung eines kon-
stanten Gleitwinkels in die Bauvorschrift kann mit praktischen Er-
wigungen gerechtfertigt werden. Durch die Stoérung der Auftriebs-
verteilung wird die Vorausberechnung der Widerstandsverhiltnisse
bei groflen Anstellwinkeln auBerordentlich unsicher, so dafi die Ab-
schitzung der Sinkgeschwindigkeit mehr oder weniger in das Belieben
des Konstrukteurs gestellt sein wiirde.

Fiir die Sinkgeschwindigkeit gilt die Beziehung:

__Cw ]/G_lm s Cw @ 29
Ve=Ga Voary =0 g V77 -
Nimmt man einen praktisch zulissigen Hochstwert fir die Sink-
geschwindigkeit an — er liegt etwa bei 4 m/sek — so kann die Flichen-
belastung G: F, und damit die Nutzlast, um so groBer gewdhlt werden,
je kleiner der Sinkwert (Cw:Ca’) des betreffenden Flugzeuges ist.
Diese Gréfle wird zu einem Minimum zwischen 5 und 10° Anstellwinkel.
Der Widerstand in diesem Bereich ist somit malgebend fir die wirt-
schaftliche Ausnutzung des Flugzeuges.

Wie ferner aus Abb. 1 ersichtlich, erreicht der Rumpfwiderstand,
der bei maximaler Geschwindigkeit nur '25% des schidlichen Wider-
standes (Profilwiderstand eingeschlossen) ausmachte, bei 8% Anstell-
winkel 60% des schidlichen Widerstandes. Die Widerstandsvermehrung
durch die Storung der Auftriebsverteilung ist somit von groflem Ein-
fluB auf den aerodynamischen Sinkwert und den wirtschaftlichen Ge-
brauchswert des Verkehrsflugzeuges.

4. Sinkwert und Fernflugzeug.

Daf} die Sinkgeschwindigkeit maligebend fiir die Beurteilung der
Landeféhigkeit eines Flugzeuges ist, wird ferner durch die Tatsache
bestéatigt, daBl Landegeschwindigkeit und Fladchenbelastung der Ver-
kehrsflugzeuge mit steigender aerodynamischer Giite heraufgesetzt wer-
den konnte. Die richtige Bewertung dieser Tatsache ist von entschei-
dender Bedeutung fiir die Entwicklung des Schnellpost-Flugzeuges
tuber grofite Flugweiten. Sie fithrt folgerichtig zur Ziichtung kleiner
Sinkgeschwindigkeit trotz hoher Flichenbelastung und hoher Reise-
geschwindigkeit! Die Entwicklung des schnellen Fernflugzeuges sollte
daher auf dem Wege einer Verminderung des zusétzlichen induzierten
Widerstandes gesucht werden, der aus der Stérung der Auftriebsvertei-
lung resultiert. Denn kleiner Sinkwert ist der Schliissel zu hoher Reise-
geschwindigkeit !

Ein kleiner Sinkwert 148t sich nicht etwa allein durch eine Ver-
groBBerung des Seitenverhéltnisses, d. h. Verminderung des induzierten
Widerstandes des Tragfliigels allein, erreichen. Denn die Stérung der
Auftriebsverteilung macht die VergréBerung des Seitenverhiltnisses
zum Teil illusorisch, so daB die mit der VergréBerung der Spannweite
verbundene Gewichtszunahme der Fliigel nicht gerechtfertigt werden
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konnte. Aus diesem Grunde stellt die Stérung der Auftriebsverteilung
auch bei einmotorigen Flugzeugen ein zur Zeit kaum iibersteigbares
Hindernis fiir die Entwicklung des schnellen Fernflugzeuges dar, denn
sie wird durch die Einbaumdglichkeiten unserer heutigen Flugmotoren
bedingt.

5. Leistungsbelastung und Start.

War das grofitmogliche Fluggewicht durch die Landefdhigkeit ge-
geben, so mul} der Motor stark genug sein, um einen sicheren Start mit
diesem Fluggewicht zu gewdhrleisten. Ob das Flugzeug nach Abheben
vom Boden sich gerade noch im horizontalen Flug halten kann oder ob
es sofort zu steigen beginnt, das héngt allein vom Widerstand bei
groflen Anstellwinkeln ab. Ist ndmlich der Widerstand bei dem gréfiten
zuldssigen Anstellwinkel wesentlich grofler als der Schraubenzug, so
ist bei groBen Anstellwinkeln ein unbeschleunigter Horizontalflug nicht
moglich. Die Leistungsbelastung ist in solchem Falle zu hoch, der Start
ist nur auf groBen Flugpldtzen mit guter Rollbahn zuverlissig.

Andererseits wire es héchst unwirtschaftlich, den Motor eines Ver-
kehrsflugzeuges stérker zu bemessen, als fir einen sicheren Start er-
forderlich ist. Ist der Propellerzug gleich dem Widerstand bei maxi-
malem Anstellwinkel, so ist ein Horizontalflug auch noch bei der
kleinsten Schwebegeschwindigkeit méglich und der Start sicher und
zuverlassig.

Man erkennt hieraus, wie wichtig es fir den Konstrukteur ist,
daB er die Widerstandsverhiltnisse bei grofien Anstellwinkeln in seine
Rechnung richtig einsetzt. Hat er den Widerstand zu klein angenommen
und den Motor zu schwach bemessen, so kann das sonst noch zulissige
Fluggewicht mit Riicksicht auf den Start nicht voll ausgenutzt werden.
War dagegen der Motor stirker bemessen als erforderlich so kann das
Fluggewicht mit Riicksicht auf die Landefahigkeit doch nicht ver-
groBert werden. Was am Motorgewicht zuviel ist konnte viel besser
als zahlende Nutzlast mitgenommen werden.

Man wird mir entgegenhalten, dafl man unschwer die Motorenstirke
nachtriglich dndern kann. So einfach liegen die Dinge aber nicht. Fir
den Verkehrserfolg einer Neukonstruktion ist es entscheidend, daB die
konstruktiv wihlbaren GroBlen: wie Motorstirke, TragfliigelgroQe,
Zuladung und Flichenbelastung, Fassungsvermégen des Rumpfes,
Bausicherheit, gegenseitig auf ein Optimum fiir den Verwendungszweck
des Flugzeuges abgestimmt werden. Durch spitere Anderung der
Motorstirke kann man im besten Falle nur die grébsten Fehler der
Vorausberechnung etwas mildern.

6. Die Gleichgewichtspolare.

Zusammenfassend stelle ich fest, daf der Konstrukteur méglichst
genaue Unterlagen iber die Widerstandsverhéltnisse bei groflen An-
stellwinkeln benotigt. Solche Unterlagen kann er sich nicht dadurch
verschaffen, dafBl er die Teilwiderstinde der nichttragenden Teile zu
dem Widerstand des Tragfliigels addiert, da gerade in dem praktisch
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wichtigsten Teile der Flugzeugpolare eine VergréBerung des indu-
zierten Widerstandes eintritt, die man rechnerisch nicht erfassen kann.

Man ist daher zur Zeit noch ganz und gar auf Windkanalmessungen
am vollstindigen Flugzeugmodell angewiesen. Der Wert solcher Modell-
versuche wird nicht nur dadurch beeintrichtigt, daf der Kennwert
einzelner Flugzeugteile (Fahrgestell) zu klein ist, sondern es besteht
noch die andere Schwierigkeit, daBl nur eine Gleichgewichtspolare die
Widerstandsverhiltnisse bei groBen Anstellwinkeln richtig erkennen
148t. Nur Messungen, die bei ausgeglichenem Langsmoment bezogen auf
den Schwerpunkt des Flugzeuges vorgenommen worden sind, kénnen
als Unterlage fiir den Flugzeugentwurf dienen, da sonst der Ca-Wert
meist grofer erscheint, als er in Wirklichkeit ist.

Die Herstellung einer solchen Gleichgewichtspolare in der erforder-
lichen Genauigkeit ist umsténdlich und kostspielig. Dies ist wohl der
Grund fiir das Bestreben vieler Konstrukteure, sich vom Modell-
versuch frei zu machen. Fir eine erste rohe Abschitzung des Pro-
jektes mag dies moglich sein. Jedoch muf3 beim heutigen Stand der
Flugtechnik jede Verbesserung mithsam Schritt fir Schritt erkdmpft
und errechnet werden, so dafB die Rechnungsunterlagen gar nicht
genau genug sein kénnen.

7. Graphische Flugzeugberechnung.

Bei der Vielzahl der Variablen eines Flugzeugentwurfes ist die
richtige Bewertung gewisser konstruktiver Mafnahmen nur an Hand
einer iibersichtlichen graphischen Rechnung mdéglich, die auf der ge-
messenen Gleichgewichtspolare aufgebaut ist. Es ist zwar vorgeschlagen
worden, die Polare durch ein mathematisches Gesetz ndherungsweise
zu ersetzen. Dies wire aber nur bei grundsétzlicher Vernachldssigung
der Stérung der Auftriebsverteilung und des hierdurch bewirkten zu-
sitzlichen induzierten Widerstandes moglich. Denn diese Widerstands-
vermehrung folgt keinem allgemeinen Gesetz, sondern ist individuell
von TFlugzeug zu Flugzeug verschieden. Sie kann daher nur bei gra-
phischer Rechnung beriicksichtigt werden.

Es sel- mir in diesem Zusammenhang gestattet, ein graphisches
Rechenverfahren zu zeigen, das in der Praxis des Flugzeugbaues mit
Erfolg angewendet wird, um die Auswirkung konstruktiver Anderungen
am Flugzeugentwurf schnell und sicher zu erfassen.

Das Verfahren ist eine fiir den praktischen Bedarf des Konstruk-
teurs zugeschnittene Weiterentwicklung der von Eiffel benutzten
logarithmischen Flugzeugpolaren!.

Uber ecinem schiefwinkeligen Achsenkreuz mit logarithmischer
Teilung ist die verfiigbare Schraubenleistung N, = N,'n und der
Leistungsbedarf N, des Flugzeuges als Ordinate zur Fluggeschwindig-
keit als Abszisse aufgetragen. Die Neigung § der beiden Achsen ist
gegeben durch tg f = 2. Als MafBstab fiir die Ordinatenachse wihlt

3
man zweckmiBig die Quadratzahlen des Rechenschiebers, dann findet

1 Siehe auch Z.Flugtechn. u. Motorl. 1921, S. 69.
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man den MafBstab fiir die Abszissenachse, indem man die einfachen
Zahlen des Rechenschiebers senkrecht zur Ordinatenachse auftriigt.
Siehe hierzu Abb. 2.

Die verfiigbare Schraubenleistung N = f (v) ist fiir drei verschie-
dene Luftdichten bzw. Flughthen iiber dem festen Achsenkreuz
aufgetragen. Der Leistungsbedarf N, = f (v) ist dagegen iiber einem
verschiebbarenKoordinatensystem,das fiir Luftdichte y o = 1,25kg/m3,
fiir ein Fluggewicht G =15t und fiir einen Tragflicheninhalt F =180 m?
mit dem festen Koordinatensystem zusammenfillt, aufgetragen.

Unabhéngig verinderlich sind in dem Diagramm die Flughohe, das
Fluggewicht G und der Tragflicheninhalt F. Richtung und MafBstab

-3°

e
Achsenursprung: 200 » ¢
/V=7MP5/ S . 8 80007
V=100/m/S7d. 2 Hohe e
G=715¢0 #5° ) L —""ps 4 v
F=180m 350 300 B—~/ I 150 7 hm/S1d.
2=125kgfm’ = ,
Fm \ <,
% Ca=169
~\//
Abb. 2.

der Verschiebung des beweglichen Achsenkreuzes fiir eine Anderung
dieser Variablen sind im Diagramm angegeben.

Fiir beliebige Fluggewichte und Tragflicheninhalt findet man in
den drei angegebenen FlughShen unmittelbar die Geschwindigkeits-
grenzen im Geradeausflug, die Landegeschwindigkeit und den Leistungs-
iiberschuB. Die Geschwindigkeit bei kleinstem Brennstoffverbrauch
fiir einen Kilometer, d. h. die Reisegeschwindigkeit fiir grofte Flug-
strecke liegt bei + 3° Anstellwinkel (Tangente an die Polare unter
459 gegeniiber der Ordinatenachse). Die Geschwindigkeit fiir kleinsten
Brennstoffverbrauch in der Stunde, d.h. fir gréfite Flugdauer und
kleinsten Leistungsbedarf, wird durch eine Tangente an die Polare
parallel zur Abszissenachse gefunden, desgleichen der Anstellwinkel
fiir die kleinste Sinkgeschwindigkeit.

Die Gipfelhdhe kann fiir beliebige Flichenbelastung durch Inter-
polation der Schraubenleistungskurven mit ausreichender Genauig-
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keit bestimmt werden. Die Steiggeschwindigkeit ergibt sich aus dem
Leistungsiiberschufl fiir beliebige Flichenbelastung und Hoéhen. Es
wiirde im iibrigen zu weit fiithren, wenn ich den ganzen Anwendungs-
bereich des Diagramm im einzelnen besprechen wollte.

Ich kann wobhl als bekannt voraussetzen, dafl die Kurve N, = f(v)
identisch mit der logarithmisch aufgetragenen Flugzeugpolare ist.
Die Lage des Punktes Ca = 10 und Cw = 1 gegeniiber dem Ursprung
des schiefwinkeligen Achsenkreuzes ergibt sich aus den beiden senk-
recht aufeinander stehenden Linienziigen:

lgCa=1g@ —IgF —lgy —21gv + 1g (2¢g - 3,62 100),
lgCw=Ig(N,-n) —lgF—1gy —3lgv + lg (2¢-3,6%-100) — 1g 75.

Sémtliche Grofen einer Gleichung werden im gleichen Mafstab und in
gleicher Richtung aufgetragen. Daraus ergeben sich die oben genannten
Ma@stibe und Verschiebungsrichtungen des -beweglichen Systems. Fiir
die Luftdichte kann als Funktion der Flughthe ein logarithmisches Ge-
setz angenommen werden, so daf} sich im Diagramm fiir die Flughthe
ein linearer Mal3stab ergibt. Im iibrigen verweise ich zum Verstindnis
auf den Aufsatz von R. Vogt!. (Die Verwendung von logarithmisch
geteiltem Papier ist nicht zu empfehlen. Mit dem herausgezogenen
inneren Maflstab des Rechenschiebers lassen sich vielmehr alle GréBen
leicht abmessen und auftragen.)

8. Schraubenleistungskurven.

Die Schraubenleistungskurven sind aus einem guten Propeller mit
fimax = 0,75 (nach Eiffel) berechnet. Bis zum nmax verliuft die Kurve
als Gerade und biegt dann leicht nach unten ab. Denn die Schrauben-
leistung nimmt mit wachsender Geschwindigkeit und Drehzahl weniger
schnell zu als vorher, da % nicht weiter steigt und spiter sogar wieder
abnimmt.

Threm charakteristischen Verlauf nach sind die Schraubenleistungs-
kurven unabhiingig von der absoluten GréBe des Motors und der Flug-
geschwindigkeit. Sie kénnen im logarithmischen Diagramm ohne weiteres
in der gleichen Form fiir jede beliebige Motorstirke und Fluggeschwindig-
keit tibernommen werden. Je nach dem Verwendungszweck des betref-
fenden Flugzeuges wiihlt man die Lage des besten Wirkungsgrades
zwischen Reisegeschwindigkeit und Héchstgeschwindigkeit. Aus der
Motorleistung und dem Schraubenwirkungsgrad # ergibt sich der Ab-
stand der Leistungskurve von der Abszissenachse (siche Abb.2).
Das Diagramm (Abb. 2) ist fiir ein viermotoriges Flughoot von 15t
Vollgewicht gezeichnet, dessen Motore bei 1400 Touren eine effektive
Leistung von 2300 PS besitzen. Der Schraubenwirkungsgrad ist bei
dieser Leistung und bei einer Geschwindigkeit von 190 km/Std. am groB-
ten, und zwar gleich 0,75.

1 Z.Flugtechn. u. Motorl. 1921, H. 5, S. 69.
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9. SchluBwort.

Die Stérung der Auftriebsverteilung durch  die nichttragenden
Teile des Flugzeuges, in Sonderheit durch den Rumpf und seit-
liche Motoraufbauten, ist eine Erscheinung, die beim Entwurf von
hochwertigen Verkehrsflugzeugen nicht aufler acht gelassen wer-
den darf, da sie die Dimensionierung des Flugzeuges und seiner
Motoren entscheidend beeinflufit. Fiir die Beurteilung eines neuen
Typs in bezug auf seine Brauchbarkeit im Luftverkehr ist die
glickliche Wahl der konstruktiven Variablen oft wviel ausschlag-
gebender als ein Mehr oder Weniger an aerodynamischer Giite.
Moglichst genaue aerodynamische Unterlagen sind daher fiir die
Berechnung eines neuen Projektes zu fordern, die mit Hilfe des
logarithmisch-graphischen Verfahrens tibersichtlich und sicher durch-
gefiihrt werden kann.

Die Berechnung zweiholmiger freitragender
Fliigel*.
Von Willy Prager, Darmstadt.

In den letzten Jahren wurde das.Problem des durch Rippen ver-
steiften Holmpaares mehrfach behandelt. Man kann die in diesen
Arbeiten gegebenen Verfahren in zwei Gruppen einteilen. Meist wird
der Grenziibergang zu unendlich vielen Rippen vollzogen und
so eine Differentialgleichung fiir die Biegelinie der Holme ge-
wonnen, die graphisch oder analytisch integriert wird. Hierher ge-
héren die Arbeiten von ReiBner?, Biezeno, Koch u. Koning?
und Gabriellit

Im Gegensatz dazu sieht Thalau?® die Endrippe als am wesentlichsten
fir die Verbundwirkung an und vernachlissigt die anderen Rippen

1 Wie Herr v. Kdrm4n in der Diskussion zu diesem Vortrag bemerkte, hat
er schon vor lingerer Zeit eine Berechnungsart entwickelt, die mit der hier dar-
gestellten weitgehende Ubereinstimmung aufweist. Veroffentlicht waren diese
Untersuchungen zur Zeit der Aachner Tagung allerdings nur in japanischer Sprache
und daher dem Verfasser nicht bekannt. Inzwischen erschien: K. Friedrichs
u. Th. v. K4rmén: Zur Berechnung freitragender Fliigel. Z. ang. Math. Mech.
Bd. 9, S.261, 1929.

2 ReiBBner, H.: Neuere Probleme aus der Flugzeugstatik. ZFM Bd.17,
S.181. 1926.

3 Biezeno, B., Koch, J. J. u. Koning, C.: Uber die Berechnung von frei-
tragenden Flugzeuglliigeln. Z.ang. Math. Mech. Bd. 6, S.97. 1926.

4 Gabrielli, G.: Uber die Torsionssteifigkeit eines freitragenden Fliigels mit
konstantem Holm- und Rippenquerschnitt. Luftfahrtforschung Bd. 2, 8.79.
1928.

5 Thalau, X.: Zur Berechnung freitragender Flugzeugfliigel in zwei- und
dreiholmiger Steifrahmenform. ZFM Bd. 15, S.103. 1924; Bd. 16, S. 86.1925.
Uber die Verbundwirkung von Rippen im freitragenden, zweiholmigen und ver-
spannungslosen Flugzeugfliigel. ZFM Bd. 16, S.415. 1925.

Gilles~-Hopf-K4arm4n, Vortrige Aachen 1929. 14
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ganz oder beriicksichtigt aulBler der Endrippe nur wenige andere
Rippen.

Im folgenden soll eine Berechnungsweise entwickelt werden, die sich
etwa in der Mitte zwischen den skizzierten extremen Berechnungsarten
hélt. Das Wesentliche des neuen Verfahrens soll zunichst an einem
durch weitgehende Voraussetzungen ganz besonders vereinfachten Bei-
spiel gezeigt werden. Es sei aber ausdriicklich betont, daf man sich
von einigen dieser Voraussetzungen frei machen kann, ohne die Rech-
nung zu sehr zu komplizieren.

Die beiden Holme seien an der Fligelwurzel starr eingespannt
(Abb. 1) und mogen lidngs ihrer ganzen Spannweite konstanten Quer-
schnitt besitzen. Die
Rippen seien gegen-

iiber Biegung senk-

recht zur Fligelebene

vollkommen  starr,

sollen jedoch keine

Biegemomente in

der Fliigelebene und

" keine Torsionsmo-

\ )/ mente  {ibertragen

r,ghfur'.’l kénnen. Diese An-

H nahme hat bei den

Abb. 1. iiblichen Rippenbau-

weisen grofie Berech-

tigung und vereinfacht die Rechnung sehr. Die Luftkréfte sollen durch die
Fliigelhaut auf die Rippen und durch diese auf die Holme iibertragen
werden. Der Einfachheit halber mége vorausgesetzt werden, daf3 alle
s Rippen in gleicher Weise belastet sind. Da wir
die Rippen als starr ansehen gegeniiber Biegung
g J senkrecht zur Fliigelebene, konnen wir die auf
die Rippen wirkenden Luftkrafte fiir jede Rippe zu

7 % '% einer Resultanten P zusammenfassen, die im Ab-
% 4 stand b von der Rippenmitte angreift.

AR Der gegebene Belastungszustand wird in zwei
fl Teilzustédnde aufgelést, von denen der eine sym-
] metrisch, der andere gegensymmetrisch ist (Abb. 2).
¢ ” % Im symmetrischen Teilzustand erfahren beide Holme
Abb. 2. gleiche Durchbiegung, und die Rippen iiben keiner-
lei Verbundwirkung aus. Im gegensymmetrischen
Teilzustand verschwinden Lingskraft und Biegemoment in Rippen-
mitte, und es wird dort nur eine Querkraft iibertragen. Lést man
den Zusammenhang der beiden Holme durch Schnitte in den
Rippenmitten, so ist in jedem Schnitt eine statisch unbestimmte
Querkraft anzubringen; bei = Rippen ist das System also n-fach
statisch unbestimmt.
Wiirde man nun unmittelbar die Rippenquerkrifte als Un-
bekannte einfiihren, so ergiben sich sehr unbequeme Gleichungen,

NN
NN
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denn die Koeffizienten in den Elastizitatsgleichungen sind von der Form:
M, M. dx T.T.dx
L :f B +f I
wo M, und M, die Biegemomente, 7; und 7, die Torsionsmomente
infolge der Zustinde X; =1 und X, = 1 sind, und B die Biegesteifig-
keit, D die Drehsteifigkeit der Holme bedeutet. Die Integrale sind
iiber das ganze System zu erstrecken. Wahlt man die Rippenquer-
krafte als Unbekannte, so werden alle a,;, von null verschieden, und man
erhilt bei n Rippen ein System von n Gleichungen, deren jede simt-
liche Unbekannte enthilt. Es sollen darum Unbekannte eingefithrt
werden, die mit den Rippenquerkriften in folgender Weise zusammen-
héngen:

le _Xli
Q2:+2X1_"X27
Q3:—-X1+2X2~X3,

Qr = ~Xk—z + 2Xk——1 "“Xk-

Der Zustand X, =1 beschrinkt sich auf die Felder zwischen der
I-ten und der (k- 2)-ten Rippe und iiberschneidet sich nur mit den
Zustinden X, ;=1 und X, ., = 1. Man erhdlt also dreigliedrige
Gleichungen. Setzt man:
K2 B
@' D%
so nehmen die Gleichungen die Form an:
B8+60)X;, +(2—3u)X, =3aP-bh,
(2—3 )X +(8+6a)X2 —]—(2~—30’)X’_30(.P b/h

@ —3a)X,. 2+(8—}—6a)X,L L+ 2—30)X, —30P-bh,
2—3u) X, ;+(¢+30) X, = —3nalP-blh.

Diese Gestalt behalten die Gleichungen auch bei, wenn beide Holme
verschiedenen, aber lings der ganzen Spannweite konstanten Quer-
schnitt haben. Wird der Fliigel durch Drehmomente
in Ebenen senkrecht zu den Holmachsen beansprucht, P
so dreht er sich um scine elastische Achse, die den a
Holmabstand im umgekehrten Verhéltnis der Holm- 2
steifigkeiten teilt. Man kann nun den gegebenen P

Belastungszustand dadurch in zwei Teilzustinde a E
zerlegen, daB man die Belastung P der Rippen

nach der elastischen Achse verschiebt und zusétz- PP
liche Drehmomente anbringt (Abb. 3). Infolge der [ﬁ A
Belastung des Fligels durch Kréfte, die lings der

elastischen Achse angreifen, erfahren beide Holme Abb. 3.
gleiche Durchbiegung, und die Rippen iiben keine

Verbundwirkung aus. Infolge der zusétzlichen Drehmomente dreht

sich der TFliigel um die elastische Achse. Als Unbekannte fiir diesen
14*

NN\
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zweiten Teilzustand werden, wie oben, die linearen Kombinationen
der Rippenquerkrifte eingefiihrt. Bezeichnen B; und B, die Biege-
steifigkeiten, D; und D, die Drehsteifigkeiten von Vorder- und Hin-
terholm, b den urspriinglichen Abstand der Lasten P von der
elastischen Achse, und setzt man:

LB 45
T a® Dy (148)(149)°

‘wo B, D
— D2 5= D2

B B, und D,

ist, so behalten die Gleichungen fiir die Unbekannten X die oben an-
gegebene Form von Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Die allgemeine Lésung lautet:

. . Pb
Xp=rc1i+ Cz”z”’*‘ﬂ“:

wo r; und r, die Wurzeln sind der charakteristischen Gleichung:
2—3a)r2+ (8+6a)r+(2—3x)=0.

Die Konstanten ¢; und ¢, miissen so bestimmt werden, daB die erste
und die letzte Gleichung erfiillt werden, die ja von anderer Form sind
als die ibrigen.

Auch von der Voraussetzung unveréinderlichen Holmquerschnitts
kann man sich frei machen, wenn man annehmen darf, daB

B, (%) : By (%) = konst. = 8,

D, () : D, (x) = konst. == &
und
B, () : Dy(x) = konst.

ist. Dies wird bei den meisten Fliigeln wenigstens angenibert zutreffen
und hat zur Folge, dafl die elastische Achse parallel zu den Holmachsen
verlduft. Zerlegt man den gegebenen Belastungszustand wie oben in
zwei Teilzustinde, so ergeben sich fiir die aus Rippenquerkriften ge-
bildeten Unbekannten X Gleichungen von der Form:

(2 *3“)2_:‘;'ch—1 + (4 + 3oc)<%ﬂ+ Do, )Xk

2k Daryi
D2,

b
+@—3u) 5 2 XKy = —3a Py - <k

Dy
-DQ,IC
wo D, ; die Drehsteifigkeit des Hinterholmes im Feld zwischen der
k-ten und (k + 1)-ten Rippe bedeutet. Macht man den Ansatz:
Do
Do, x
wo die Freiwerte ¢ und d so bestimmt werden koénnen, daB man sich

den wirklichen Steifigkeitsverhaltnissen des Holmes méglichst anpaBt,
und fithrt man neue Unbekannte

Y,=c-dt- X,

b+ 1) ),

Dor 41

= (2. d2k-1
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ein, so ergibt sich nach Division durch c¢?d** die Gleichung:

(2—80) Yoy + @+ 30)(d+d YT+ (2—3a) Vpyy
=—8aPbfh-cdt(kd'— (k+ 1)d).

In dieser Gleichung haben die Unbekannten Y konstante Koeffi-
zienten. Wir bestimmen zunéchst die Wurzeln 7, und 7, der charak-
teristischen Gleichung:

2—3w)+ @4 +3)(d+dHr+2—3a=0.
Die homogene Gleichung hat dann die Losung:
Y= cy7% + co1k,
und die inhomogene wird befriedigt durch den Ansatz:
Y,=d*(4A + BF).

Trigt man diesen Ansatz in die Differenzengleichung fiir Y ein, so
erhalt man durch Koeffizientenvergleichung der Glieder mit und ohne
k zwei Gleichungen zur Bestimmung von 4 und B. Die vollstindige

Losung lautet:
Yi=c17% + cyrk - d*(4 + Bk),

worin schlieBlich die Konstanten ¢, und ¢, noch so bestimmt werden
miissen, daB der ersten und letzten Gleichung Gentige geschieht.
Es sei noch bemerkt, dal der Ansatz
gg,l = (C+dk~1+ D-d~%+2) (C-dk + D-d—¥)

2,
in dhnlicher Weise zu Gleichungen mit konstanten Koeffizienten fithrt.
Er enthélt drei Freiwerte d, C, D und kann daher die gegebenen Steifig-
keitsverhéltnisse eines Fliigels noch besser annihern.

Zum Schlufl sollen noch die Ergebnisse einer Vergleichsrechnung
zweier Fliigel mit je 20 Rippen gegeben werden!. Fiir beide Fliigel ist:

P=10kg, h=05m, a=025m,

und die Lasten P sollen beide Male am Vorderholm angreifen, so daf
ohne Verbundwirkung der Rippen der Hinterholm unbelastet wire.
Fiir den ersten Fliigel soll konstanter und fiir beide Holme gleicher Quer-
schnitt vorausgesetzt werden mit B:D =20, wihrend der zweite
Fliigel verschiedene und lings der Spannweite veréinderliche Holm-
querschnitte aufweisen soll entsprechend den Werten:

_2 _ T By _ _ _
B=75, d=5, 752=20, ¢=1030 und d=0,9412.

Die Werte ¢ und d sind aus der Forderung
.D2,1:D2’20 =10
bestimmt. Die Abb. 4 zeigt die Momentenflichen fiir den Vorder-

1 Die umfangreichen und mit groBer Sorgfalt durchgefiihrten Rechnungen
verdanke ich Herrn Dipl.-Ing. R. Kappus, Darmstads.
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holm beider Fliigel. Der gestrichelte Linienzug gibt den Verlauf der
Biegemomente fiir den Fall durchschnittener Rippen. Fiir den zweiten
Fliigel ist die Entlastung des Vorderholms durch die Verbundwirkung

Rigpe e
gl 23 4 5 6 7 8 INNRENBBENE B2
S
Vi \N_\?\\'\ g /]
+70 3 N | N I~
20 NIANEEAN S~ 1700
30 by AN \ b \\~ B
. AN N \_\ N \
w0 \\ N < N 200
) \ P e AN
50 \ - < N
60 T < 300
‘\ \\
70 — \ < X,
&0 Ay S 400
90 . <
--------- e Verbundwirkung, w500
00— figel I X S
0 —ﬁﬂ ''''' il Mi \
mhg

m. kg

Abb. 4.

der Rippen geringer als fiir den ersten Fliigel, weil der Hinterholm
des zweiten Fliigels schwicher ist als der Vorderholm, wihrend beim
ersten Fliigel beide Holme gleich stark sind.

Zur Berechnung der Schwingungen von

Kurbelwellen.
Von E. Trefftz, Dresden.

Die Motorenfrage steht unter den flugtechnischen Problemen an
so zentraler Stelle, daB es mir erlaubt sein mdége, iiber die Frage der
kritischen Umlaufszahlen von Kurbelwellen auch an dieser Stelle,
die eigentlich der Behandlung aerodynamischer Probleme vorbehalten
ist, einige Bemerkungen zu machen.

Ich mochte vor allen Dingen zeigen, in welcher Weise das Problem
der Ermittelung dieser kritischen Umlaufszahlen — das ich als be-
kannt voraussetze — abweichend von der bisher iiblichen elemen-
taren” Methode mechanisch richtig anzusetzen ist, und auf welches
mathematische Problem es fithrt.

Die elementare Berechnung geht von folgendem vereinfachten
Bilde aus: Die gekropfte Welle wird aufgefaBt als eine durchlaufende
Welle mit aufgesetzten Scheiben. Das Tragheitsmoment dieser Scheiben
setzt sich aus dem Trégheitsmoment der rotierenden Teile und aus
einem Anteil der hin- und hergehenden Massen zusammen, welch
letzterer so bestimmt wird, daf bei gleichméBiger Rotation die kine-
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tische Energie im Mittel eines Umlaufes richtig herauskommt, also
z. B. bei ,,unendlicher Schubstange* so, da die Hélfte der hin- und
hergehenden Massen der Masse des Kurbelzapfens zugeschlagen wird.
Fiir das so vereinfachte System werden die Frequenzen v,, v,, v; usw.
der moglichen Torsionsschwingungen berechnet; kritische Umlaufs-
winkelgeschwindigkeiten w; sind solche, fir welche ein ganzes Viel-
faches von w; mit einer der Torsionsfrequenzen iibereinstimmt.

Diese Methode hat den Vorzug, rechnerisch einfach durchfiihrbar
zu sein, und praktisch einigermaflen brauchbare N&éherungswerte zu
liefern. In Anbetracht der Bedeutung des Problems erscheint es aber
wiinschenswert, den Vorgang genauer zu untersuchen, und zum min-
desten die Genauigkeit des elementaren Verfahrens an Einzelfillen
zu priifen.

Im folgenden gebe ich den Ansatz fiir eine exakte mathematische
Behandlung, wobei ich von der Annahme ausgehe, daf3 die kritischen
Zustinde durch Torsionsschwingungen hervorgerufen werden. Biegungs-
wirkungen sind zwar auch vorhanden, aber ich glaube, daf diese bei
den vielfach gelagerten Wellen der groflen Flugmotore eine unter-
geordnete Rolle spielen.

Wir betrachten also die Kurbelwelle eines Flugmotors, die an ihrem
vorderen Ende einen Propeller trigt; die Zylinder bzw. die Kropfungen
usw. seien vom Propeller aus numeriert. Wir bezeichnen das Propeller-
tragheitsmoment in bezug auf die Wellenachse mit 0y, die Trigheits-
momente der rotierenden Teile bei den Krépfungen mit 8, (normaler-
weise gleich fiir alle Zylinder). m, seien die Massen der hin- und her-
gehenden Teile, g, die Kurbelradien. Die folgenden Winkel rechnen wir
saimtlich von der Richtung der Hochachse (= vertikal aufwirts) in
der Drehrichtung des Motors positiv: ¢, Drehwinkel des Propellers,
@, Drehwinkel der y-ten Kurbelwange, ¥, Winkel der »-ten Kurbel zur
Zeit t = 0 (Kurbelversetzung). Bei gleichméfBiger Rotation ohne ela-
stische Deformation mit der Winkelgeschwindigkeit « ist also der
Winkel des Propellers gegen seine Nullage ¢, = wt, der Winkel der
y-ten Kurbel gegen die Vertikalrichtung ¢, = wt + 7,. Erfahren die
Kurbeln Verdrehungen y, gegen die Lage bei deformationsloser Rotation,
so tritt zwischen der y-ten und v 4 1-ten Kurbel ein Torsionsmoment
von der Gréfe ¢, ,.q (941 —7%,) auf, welches die y-te Kurbel vor-
wirts, die v + 1-te riickwéirts zu drehen strebt. Diese Verdrehungen
sind in den ¢ ausgedriickt

V=P — P, M
wo
P, =0wt+7, (2)

die Lage bei gleichmaBiger Rotation angibt.

Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen erfolgt nach Lagrange,
indem wir die kinetische und potentielle Energie nach Wahl passender
Koordinaten ausrechnen. Die kinetische Energie des Propellers bzw.
der y-ten Kurbel ist

K, =3k, (p) . (3)
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Fiir den Propeller ist dabei

ko (®o) = Oy (4)
fir die Kropfungen bei ,,unendlicher Schubstange
kv ((pﬂ) = 01: + m, 93 sin® Py - (5)

Es liegt zundchst nahe, die kinetische Energie in diesen Koordinaten
auszudriicken, das hat aber den Nachteil, da3 die Winkelgeschwindig-
keiten in den Bewegungsgleichungen quadratisch auftreten; wir nehmen
deshalb als neue Koordinaten

?,
@ =[1kp)de,. (6)
Die kinetische Energie wird dann
K=33¢. (7
Die potentielle Energie der elastischen Deformation ist
II: %ch,v-;-l(wy-l-l'—wv)z- (8)
Setzen wir ¢, =1{,(Q,) so ist P, = i+ 7, = f,(@,), 2lso mit
=@ (9)
bei Beschrinkung auf die in den g, linearen GréBen
— - do qy
= [ — —_— = L2 _ . ].O
/(/)1’ (p'l’ (pﬁ’ f‘l’ (Qﬁ’) f’l’ (QV) dQ‘V q’l‘ .I/ kv ((py) ( )
Das ergibt fiir die potentielle Energie der elastischen Deformation
n
1 \7 ' 2
m=2x 3, <—,“’£——q”:) (11)
R T

(wobei fiir die letzte — n-te Kurbel — ¢,, ,..1 = 0 zu setzen ist).
In den Lagrangeschen Gleichungen

4 (9K\ oK 04 oIl

dat aQ,) 9Q, 09, 0@,
sind noch die rechten Seiten auszurechnen. d4, ist dabei die Arbeit,
welche bei Festhaltung aller iibrigen @ bei Anderung von @, von den
dulBeren Kriften geleistet wird. Ist M, das Moment der dulleren Kréfte
in bezug auf die Wellenachse (also das Moment des Tangentialdruckes,

bzw. das Luftkraftmoment auf den Propeller), so ist d4, = M,-d¢,
also

(12)

04y __ 3y 29 My

0Q, T, %,

Die Tangentialdriicke, d. h. die M,, sind eigentlich von der Kurbel-
stellung abhiingig und miiBten demgemiB bei Beschréinkung auf kleine

g, entwickelt werden, doch sind diese Anteile, welche die ¢, noch ent-
halten, klein gegeniiber den von den elastischen Kréiften herrithrenden,

M, (13)
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so daB wir sie vernachlissigen und die rechten Seiten einfach als perio-
dische Funktionen der Zeit ansetzen koénnen. Setzen wir noch

¢ =0,+4q,
so erhalten wir unter Vernachléssigung der in den ¢, quadratischen
Glieder die Differentialgleichungen
1 {cv-—l.v -1 -1+ CGrs1) D + Crovt1 q1'+l}
Vi, L Yoy V&, Ve, 4
= Periodische Funktion

g,

(14)

[wo k, =k, (w¢ + 9,) zu setzen ist],

in denen die rechten Seiten periodische Funktionen der Zeit sind (beim
Viertaktmotor mit zwei Umldufen periodisch, also von der Periode 47/w),
auf deren spezielle Form es nicht weiter ankommt. Setzen wir schlief}-
lich noch

2T =wi, (15)

so erhalten wir, nach Division der Gleichungen durch w?/4 die end-
giiltige Form

dzq 4 Cy—1.9 I-1 (cv—l,v+cv.v+1)qy Cy,p+1 91'-!-1 -
T T T
in denen die periodischen Funktionen der rechten Seite die Periode 27,
die Funktionen k, (27 + y,) die Periode 7 haben.

Es kommt nun auf die Diskussion der Losungen dieser Gleichun-
gen (16) an. Gefihrliche Betriebszustinde der umlaufenden Welle
sind bei solchen Werten der Umlaufsgeschwindigkeit w zu erwarten,
wo diese Differentialgleichungen mit der Zeit anwachsende (d. h. nicht
beschrénkte) Losungen haben. Das kann in zwei Fillen eintreten,
die wir an dem einfachen Beispiel einer einzigen solchen Gleichung
erértern wollen. Diese sei

e 12 4 g =h), (17)

wo die Funktionen f(f), g(f) und A4 (¢) die Periode 2 x haben sollen. Ihre
Losung setzt sich aus irgendeiner Partikularlésung X, (§) und zwei
Loésungen der homogenen Gleichung &, (¢) und &,(¢) in der Form

X(t) =X, (t) + 4, 51(5) + Az fz(t) (18)

zusammen. Diese Losungen bleiben dann und nur dann beschrinkt,
wenn erstens die Losungen &, (¢) und &,(f) beschrankt sind, und wenn
sich mindestens eine Partikularlésung der vollstindigen Gleichung Z (f)
angeben 148t, welche beschrinkt bleibt.

Wir erledigen zunéchst die letzte Frage, indem wir zeigen, daf}
man stets eine periodische, also sicher beschrinkte Losung der voll-
stdndigen Gleichung angeben kann, es sei denn, daB die homogene
Gleichung eine periodische Losung besitzt. Wir konstruieren die perio-
dische Losung in der Form (18) durch geeignete Verfiigung iber die
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Konstanten 4, und 4,. Es seien die Funktionen X,(#), &;(!) und
&, () von t =0 bis ¢ = 2 7 durch Integration der Differentialgleichung
ermittelt, also bekannt. Dann ist auch

‘E"(t) = Xo(t) + 4:6() + 42 6:(2) (19)
eine Losung von (17); A; und 4, seien so bestimmt, daf
F@2nm) = 5(0), &'(2x)=5"(0) (20)

ist. Dannist & eine periodische Losung, denn wegen der Periodizitit der
Differentialgleichung, ist mit 5 (¢) auch = (¢ -} 27) eine Losung, und
diese stimmt nach Konstruktion fiir £ =0 mit & (f) in den Werten
der Funktion und der Ableitung iiberein, also sind beide identisch,
d. h. esist
F(t+2m)=5(@). (21)
Die Forderung (20) liefert fiir 4, und 4, die beiden Gleichungen
A1 {5 2m) — &(0)} + 4, {&,(27) — £(0)} = X (0) — Xo@ﬂ)} (22)
Ay (& 27) — £(0)] + 4,{£5(27) — £(0)} = X5(0) — X (2x)
Diese sind stets l6sbar, wenn die Determinante
4 ={&(27) — &(0)} {&(27) — £(0)} }
— (&2 7) — &0} {&(27) — £1(0)]
von Null verschieden ist. Wenn aber diese Determinante verschwindet,
so ist keine periodische LGsung unserer vollstdndigen Gleichung auf-

findbar. Dafiir hat aber die homogene (verkiirzte) Gleichung eine perio-
dische Losung

— —

(23)

&= 4, 51(’5) + Az fz (t) . (24)

Die Forderung, daf hier £(2x) = £(0) und &'(2 ) = &'(0) ist, fihrt
nidmlich auf die homogenen Gleichungen

4, {5 27) — &,(0)} + 4, {&:(27) — &,(0)} =0

A; {5 27) —E(0)} + 4, {£(27) — &0} =0
und diese sind dann und nur dann lésbar, wenn A verschwindet. DaB
& dann periodisch ist, folgt genau wie oben fiir &. Den Nachweis, da8
in diesem letzten Falle, also wenn die homogene Gleichung eine perio-
dische Losung besitzt, die vollstandige Gleichung stets eine anwachsende
Losung aufweist, wollen wir iibergehen. Wenn wir diesen Fall als
,,Resonanz bezeichnen, so haben wir die sinngemifBBe Verallgemeine-
rung dessen, was wir in dem einfachen Falle der Gleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten so nennen.

Wit stellen also fest: Resonanz tritt ein, wenn' die homogenen
Gleichungen (siehe 16)

[lzq ___4’_2_{61'—/1.1'%'—1 . (01'—1.1' +_Gr.r+1) y + 0v.v/+1 Qv }/_1_1 =0 (26)
Vy_q Vkv Ykt Tk,

et o
[k, =k, (27 + p,)]
eine periodische Losung der Periode 2 # haben.

(25)
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Was die weitere Frage nach dem Verhalten der Losungen der homo-
genen Gleichungen angeht, ob diese beschrinkt bleiben oder nicht,
so wollen wir uns ebenfalls mit einem Analogieschlufl aus dem Falle
einer einzigen Gleichung begniigen. Da ist es so, daB die w-Werte,
fir welche Resonanz eintritt, ,,stabile’ Gebiete (mit beschrinkten
Losungen) von ,unstabilen Gebieten (mit anwachsenden Lésungen)
trennen. Wenn auch dieser Satz sich nicht ohne weiteres verallgemeinern
lat — zum Unterschied von der fritheren Betrachtung —, so bestiitigt
doch die Erfahrung die folgende qualitative Uberlegung, mit der wir
uns hier begniigen wollen. Wenn die hin- und hergehenden Massen
null sind, so haben wir den elementaren Fall eines Systems von Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Hier gehdren zu
jedem Kkritischen w-Wert zwei periodische Losungen, nimlich eine
Cosinus- und eine Sinusschwingung. Es ist also jede kritische Touren-
zahl doppelt zu zéhlen. Diese beiden zusammenfallenden kritischen
w-Werte spalten sich nun, wenn die hin- und hergehenden Massen
nicht null sind, in zwei Einzelwerte auf, zwischen welchen ein Gebiet
der Instabilitdt liegt. Da fiir die praktischen Fille die Aufspaltung
nur gering ist, entzieht sich das letztere der Beobachtung.

Das Problem der Ermittelungen der kritischen Tourenzahlen be-
steht also darin, die periodischen Losungen der Gleichungen (26) zu
finden. Mathematisch gesprochen ist das ein Eigenwertsproblem fiir
ein System Sturm-Liouvillescher Differentialgleichungen, das einer
approximativen Losung mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens zuging-
lich ist. Die Schwierigkeit der Rechnung fiir praktische Fille besteht
vor allen Dingen darin, daf} es sich nicht um die Ermittelung der niedrig-
sten Eigenwerte handelt, sondern daf} eine Reihe hoherer Eigenwerte
zu bestimmen ist. Hier sollen numerische Untersuchungen spezieller
Fille einsetzen.

Zum Schluf} noch eine Bemerkung iiber eine oben gemachte Verein-
fachung. Wir haben gesehen, dafl in den homogenen Gleichungen
eigentlich ein, wenn auch kleines, vom Tangentialdruck herriihrendes
Glied auftritt. Vernachlissigt man dieses nicht, so sieht man, daB die
kritischen T'ourenzahlen etwas von der Belastung des Motors abhéngen.
Es mull ebenfalls der numerischen Rechnung vorbehalten bleiben,
diesen Einflu} genauer zu untersuchen.

(In der Diskussion bemerkt der Vortragende auf Anfrage von
Herrn Hahn (Nancy), daB die benutzten Sitze aus der Theorie der
Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten die gleichen
sind wie sie Herr Meiflner (Ziirich) entwickelt hat?.)

1 Siche MeiBner, E.: Uber Schiittelerscheinungen in Systemen mit peri-
odisch verdnderlicher Elastizitdt. Schweiz. Bauzg. Bd. 72, S. 95ff. 1918.
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Anhang.

Entgegnung auf die Diskussionsbemerkung des Herrn
Prof. H. Reillner2.

Von W. Spannhake.

Bei der Riickabbildung auf Schaufeln von der Dicke Null bleibt
jede Quelle und jede Senke auf dem Kreisrand immer noch Quelle
und Senke auf dem Schaufelrand. Dieser ist aber als Schlitz fiir den
Ubergang aus dem ersten ins zweite Riemannsche Blatt aufzufassen.
Jede Quelle von der einen Seite riickt zwar mit der entsprechenden
Senke von der anderen Seite unendlich nahe zusammen; sie vereinigt
sich aber dabei mit ihr nicht etwa zu einer Doppelquelle in dem bekann-
ten mathematischen Sinne, sondern bleibt nach wie vor durch die
Schaufel getrennt. Anders ausgedriickt: Die eine Hélfte der von jeder
Quelle ausstrémenden Flissigkeit verschwindet nicht unmittelbar
wie bei der Doppelquelle in der entsprechenden Senke, sondern macht
erst einen mehr oder minder groBen Umweg durch das zweite Riemann-
sche-Blatt, bevor sie zu der entsprechenden Senke gelangt. Die andere
Hilfte stromt im ersten Riemannschen-Blatt um den Schlitz herum
zu derselben Senke. Die erste Halbstrémung interessiert uns nicht,
sie wird in der z-Ebene durch die Strémung im Kreisinnern dargestellt;
die zweite ist diejenige, die wir berechnen wollen; sie wird in der z-
Ebene durch die Stromung im Auflenraum des Kreises dargestellt.

Man kann dies schliefllich ganz kurz auch so ausdriicken: Die Quel-
len und Senken, die bei der Riickabbildung unendlich nahe zusammen-
riicken, sind von der besonderen Art, daB sie nicht in dem bekannten
mathematischen Sinne zu Doppelquellen werden, sondern dafi sie die
begrenzte Schaufellinie zur Stromlinie haben. Jede Elementarquelle
am Kreise vom Typus:

2—iln (2 —2)

verwandelt sich bei der Riickabbildung in eine solche von der gleichen
Ergiebigkeit und von einem durch die Abbildungsfunktion gegebenen
Typus, welche die Hilfte ihrer Fliissigkeit um die Schaufel herum in die
entsprechende Senke hinein sendet, wihrend die andere Hilfte fiir das
betrachtete Riemannsche-Blatt vollkommen verschwindet. Hiermit
sieht man auch ein, daf} es nicht gelingen kann, die Verdringungs-
stromung der Schaufel in der w-Ebene durch eine Integralgleichung fiir
eine Belegung mit Elementarquellen von dem bekannten Typus:

d
2—31 In (w ~—wy)

zu ermitteln; der Grund dafiir liegt darin, dafl man auf keine Weise
in dem Ansatz die Trennung einer Quelle von ihrer zugehérigen Senke
durch die Schaufel zum Ausdruck bringen kann.

1 Vgl. §.110 und 111.
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Dagegen kann man sehr wohl in der w-Ebene das Potential der
Verdrangungsstrémung durch eineWirbelbelegung der Schaufel darstellen,
weil an dieser gerade die Tangentialkomponenten unstetig sind, wéh-
rend die Normalkomponenten stetig bleiben. An Stelle der Wirbel-
bewegung kann im allgemeinen auch eine Doppelquellbelegung treten.
Ob beide Methoden, oder eine derselben hier zum Ziel fithren, kann ich
im Rahmen dieser Besprechung nicht entscheiden.

Beziiglich der Schaufelenden ist nichts weiter zu bemerken, als
dal die Tangentialkomponente unendlich wird, wihrend die Normal-
komponente auch dort endlich bleibt.
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